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Résumés

L’objet de ce travail de recherche consiste & développer une méthode d’analyse et d’inter-
prétation permettant de prévoir, sans simulation, ’effet du couplage de zones et de com-
posants passifs sur le comportement d’un batiment.

Cette méthode d’analyse du couplage des zones repose sur la synthése modale.
La technique de raccordement des modeles est basée sur le recouvrement d’une partie
commune aux zones couplées. Cette analyse, & partir de cas simples de batiments, a
permis d’identifier trois types de couplage dynamique: rapide, lent et glissant. L’analyse
du couplage a également rendu possible la formulation de régles concernant la réduction
des modeéles locaux.

L’association de la synthése modale et de la réduction des modeles de zones
conduit & une bonne reconstitution du comportement d’un batiment multizone. La vali-
dation de cette approche a été conclue par la simulation du comportement thermique de
batiments basée sur des modeles synthétisés réduits.

The aim of this research is to develop a method to analyse without any simula-
tion, the coupling effect of zones and passive components on the building behaviour.

This zone coupling analysis relies on the modal synthesis. The coupling tech-
nique is based on the overlapping of a common area for the coupled zones. This analysis,
performed on simple cases of buildings, has allowed to identify three types of dynamic
coupling: fast, slow and sliding. The coupling analysis has also enabled the formulation of
rules concerning the reduction of local models.

This association of the modal synthesis technique and the reduction of modal
models has led to a good representation of the behaviour for multizone buildings. The
validation of this method has been concluded by performing simulations with reduced
models obtained with the modal synthesis technique.

MOTS CLES

SYNTHESE MODALE - COUPLAGE - BATIMENT MULTIZONE -
REDUCTION - SIMULATION SIMPLIFIEE
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Chapitre 1

Introduction

Le contexte économique a rendu indispensable, depuis plusieurs années, des progrés dans
Panalyse énergétique du comportement des batiments; on dispose pour ce faire d’un éventail
assez large de programmes de simulation des évolutions thermiques. Le choiz est plus
limité en ce qui concerne les outils de conception. En effet, la simulation est un outil
qui ne peut finalement intervenir qu’assez tard dans le processus de conception, et qui
permet plutot de valider des choir que d’aider a les faire. Il eziste en fait un manque
d’outils qui soient a la fois simples, modulaires, adaptables au contexte et évolutifs. C’est
notamment dans le cadre de Uarchitecture dite “climatique” que le besoin se fait le plus
sentir. L’architecture climatique, en s’adaptant & son environnement et en visant des
criteres de confort thermique et d’économies d’énergies, doit tirer judicieusement partie
de Pénergie solaire, au moyen de techniques “passives”. L’utilisation optimale de I’énergie
solaire dans le bdatiment consiste & capter cette énergie, & la stocker et & la restituer au
moment propice au moyen du bdtiment lui méme ou au moyen de composants. Pour étudier
cette utilisation optimale de ’énergie solaire dans le bdtiment, une représentation multizone
se révéle indispensable pour rendre compte de phénomeénes tels que ’ensoleillement inégal
des zones, l’échange interzone ou le comportement thermique particulier de certaines zones
tels les composants solaires passifs. Certains composants passifs sont des éléments courants
présents dans tout batiment: la fenétre, le mur. D’autres sont surajoutés explicitement:
les vérandas ou les murs capteurs par ezemple. L’effet des premiers est analysé dans le
cadre du comportement global du bdtiment, monozone ou multizone. L’analyse multizone
peut étre utilisée, moyennant certaines précautions, pour étudier I’influence des seconds,
en les représentant de fagcon approchée comme une zone supplémentaire.

L’objet de ce travail de recherche consiste a développer une méthode d’analyse
et d’interprétation permettant de prévoir, sans simulation, leffet du couplage de zones et
de composants passifs sur le comportement d’un batiment. Cette méthode d’analyse du
couplage de zones et de composants passifs repose sur la méthode de la synthése modale.
La technique de raccordement des zones étudiée dans cette thése est basée sur le principe
du couplage par recouvrement des zones couplées.

15
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Chapitre 2

Quels outils de conception pour le
batiment et les composants
solaires ?

Parmi les contraintes auzquelles est soumise la conception architecturale, la contrainte
énergétique ne peut pas éire négligée et doit étre intégrée trés tét dans le processus de
conception. Pour ce faire, Uarchitecte et lingénieur thermicien doivent non seulement
accroitre leur coopération mais également disposer d’outils leur permettant d’évaluer les
performances thermiques des bdtiments au cours de I’évolution du projet afin de guider les
choiz de conception qui sont faits.

2.1 La conception architecturale et ses contraintes

La conception architecturale est un processus complexe car soumis & un grand nombre

de contraintes d’environnement: techniques, économiques, culturelles, temporelles, norma-

tives, géographiques,... [Adolphe]', [Dehausse]?.

¢ Ces contraintes techniques sont d’ordre :

— mécanique
— acoustique
— olfactif

— visuel

-~ énergétique

e Les contraintes économiques couvrent les cofits d’investissement, d’exploitation, de
maintenance.

e Les contraintes temporelles sont des contraintes fortes car elles concernent la durée
de la conception et du chantier.

! Adolphe, L., 1991, L’aide & la décision technique dans la conception architecturale: Application &
I"Energétique du batiment, Thése de Doctorat, Ecole des Mines de Paris.

2 Dehausse, R., 1988, Energétique des batiments Tomes 1 et 2. Situation, Besoins, Quvrage coordonné
par R. Dehausse, Pyc Edition.

17



18 2. Quels outils de conception pour le batiment et les composants solaires ?

e Les contraintes culturelles sont liées & un contexte social (usage du batiment) et au
mode de vie de ses occupants.

o Les contraintes normatives régissent :

— 'urbanisme

— la salubrité

— la protection incendie

— D’isolation phonique

— la stabilité des ouvrages

— les performances énergétiques (DTU, régles THK, THB, THC)

— Paération des logements ...
e Les contraintes du site sont liés & :

— P’environnement (type de zone : urbaine, rurale,...)
— le climat (ensoleillement, température, humidité, vents ...)

— les pratiques locales (habitudes architecturales).

Le projet architectural vise un role de synthése parmi ces contraintes diverses
et variées.

La gestion de ces contraintes repose sur une information volumineuse et quelques
fois contradictoire.

Le probléme de conception releve donc d’une approche multicritére et la so-
lution mérite le plus souvent ’appelation de “compromis” plutdt que celle de solution
optimale. L’Architecte est souvent le seul & statuer, pour les projets de moyenne voire de
grande échelle, sur ces choix fondamentaux. Il est certain, vue la complexité du probleme,
que le concepteur aura tendance & privilégier certains aspects. Tout naturellement se pose
la question de la place de la contrainte énergétique dans le processus de conception.

2.1.1 La contrainte énergétique dans le processus de conception

La contrainte énergétique du batiment est importante dans le processus de conception car
les besoins de chauffage et la qualité du confort des ambiances sont directement liés & la
prise en compte de cette contrainte.

L’énergétique intéragit largement avec d’autres composantes de la conception
tels que I’éclairage et ’acoustique.

Elle est par ailleurs étroitement liée & son site.

Jean Robert Mazaud et Catherine Parant [Energétique]® retracent Pempreinte
du contexte énergétique dans I’histoire de ’urbanisme et de D’architecture. Trois grandes
périodes sont proposées:

1. Une période prémoderne jusqu’a la fin du XIXéme siecle. Cette période peut étre
qualifiée par le terme ADEQUATION car elle vise & 1’équilibre entre besoin et réponse
(architecturale) au sein d’un microsystéme. L’architecture vernaculaire est un exem-
ple d’architecture qui a souvent su rationnellement proposer des solutions efficaces
pour assurer un certain niveau de confort avec par exemple:

3op. cit.
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o des batiments compacts protégés au nord par des annexes pour limiter les
déperditions de chaleur.

o des ouvertures principales orientées au sud et des petites ouvertures au nord.

e des plantations persistantes pour atténuer les vents dominants et des arbres
a feuilles caduques pour apporter 'ombrage en été sans empécher 'apport du
soleil d’hiver.

e etc

2. Une période moderne jusqu’aux années 70 caractérisée par ’abondance du charbon

et des produits pétroliers. Cette période correspond & une ABSENCE de prise de
conscience de la contrainte énergétique.

. La période actuelle, ponctuée de crises pétrolieres (1973, 1979, 1990), générant une

crise des ressources. Parallélement il s’effectue une prise de conscience de ’accumula-
tion des gaz et fumées émis par ’ensemble des activités humaines. Le secteur du
batiment est I’un des premiers concernés car il est le plus fort consommateur d’énergie
en France: 43% du total avec 76 millions de tonnes d’équivalent pétrole en 1989.

La mise en place du début de la réglementation thermique des habitations en France
en 1974 a annoncé la prise de conscience au niveau national de la maitrise de ’Energie
dans le secteur de I’habitat.

Le Coefficient "B” en 1982 a fait suite au coefficient ”G” (calcul des déperditions
thermiques) en introduisant la notion de gains internes et solaires. Puis c’est au
tour du coefficient ”C” de compléter le calcul des besoins réglementaires par la prise
en compte du rendement des installations et des équipements pour quantifier les
consommations. Dans ce contexte réglementaire, le projet architectural ne peut
négliger la dimension énergétique.

Mais est-ce parler d’architecture que de parler de Tonne Equivalent Pétrole? Ne
pourrait-on poser simplement la question de “l’utilité de la maitrise des facteurs
énergétiques en Architecture ?” comme le soulignent trés justement Jean Robert
Mazaud et Catherine Parant.

C’est la notion d’INTERACTION qui exprimerait le mieux le nouveau rapport Ar-
chitecture - Energie, & ’heure actuelle. Il est important de déceler les différentes
étapes du processus de conception de I’Architecte au cours desquelles la contrainte
énergétique doit figurer pour é&tre prise en compte correctement.

L’European Passive Solar Handbook [Achard,Gicquel]* propose une schématisa-

tion du processus de conception en 6 étapes :

1

2.

3

4

Plan Masse : plan, forme, accés, intégration au site.
Organisation des volumes intérieurs et du plan : taille des espaces.
Traitement des facades : distribution et taille des fenétres, aspect esthétique.

Choix constructifs : structure porteuse, remplissage.

* Achard, P., et R., Gicquel, 1986, European Passive Solar Handbook: preliminary edition, Basic prin-
ciples and concepts for passive solar architecture, CEC, DG XII, Luxembourg.



20 2. Quels outils de conception pour le bitiment et les composants solaires ?

5. Finitions et matériaux ne participant pas a la structure (menuiseries, isolation, fer-
metures, ...)

6. Equipements (chauffage, eau chaude sanitaire, éclairage ...).

Avant que l'urgence de la maitrise de ’énergie ne soit reconnue, la contrainte
énergétique était généralement reléguée en derniére étape du processus de conception,
c’est-a-dire a ’étape du choix des équipements.

Or comme le remarque Luc Adolphe® ”les phases amonts de conception ont une
importance hégémonique sur les grands choix architecturaux et techniques”. En effet, c’est
dans les premiéres étapes de conception que se font les choix topologiques et géométriques,
les choix d’insertion dans le site et d’orientation, le choix des formes et des espaces ainsi
que les choix constructifs au niveau du gros-oeuvre.

Et c’est précisément au cours de ces premiéres étapes de conception que se
précisent le niveau des performances énergétiques du futur batiment.

C’est ainsi que ’architecture climatique est plus que jamais d’actualité car elle
est basée sur le principe méme de ’interaction batiment et climat local.

2.1.2 Architecture climatique et Architecture solaire passive

Qu’est-ce que ’architecture climatique (ou bioclimatique)? Il semblerait que I'usage de ce
terme soit ignoré par les dictionnaires (le Petit Robert et le Larousse).

Il faut alors la dénicher selon Pierre Diaz Pedregal dans Archi de soleil (Par-
enthese, 1978, p.42) ol Patrick Bardou et Varoujan Arzoumanian définissent le Bioclima-
tisme comme étant le ”Principe de conception architecturale visant & utiliser, au moyen
de D’architecture elle-mé&me, les éléments favorables au climat en vue de la satisfaction des
exigences du confort thermique”.

Les variables climatiques intervenant dans les problémes énergétiques de I’habi-
tat sont essentiellement la température extérieure, le rayonnement solaire et ’humidité
puis a un degré moindre le rayonnement infrarouge de 1’atmosphére et le vent.

L’architecture climatique, en utilisant les éléments du climat (ensoleillement
hivernal et ventilation estivale), et en se protégeant de ses effets néfastes (exces de soleil
d’été, vents dominants hivernaux ...) s’apparente, sous nos climats, & P’architecture dite
?solaire passive”.

N’importe quel batiment peut étre congu de maniére & profiter du soleil pour
le chauffage et & l’exclure pour empécher I’échauffement excessif grace & une conception
architecturale adaptée. Ce sont ces principes qui définissent 1"’ architecture solaire passive”.

Elle repose sur plusieurs concepts de base [Le Paige et al]®. En période hivernale
(de chauffage) ces concepts sont les suivants :

o Capter I’énergie solaire.

L’énergie solaire peut étre captée grace & des matériaux transparents tels que le verre
ou méme les isolants transparents. Il s’agit du principe de I’effet de serre : le verre
est transparent au rayonnement solaire de courte longueur d’onde qui est finalement
absorbé par les parois. La chaleur est ensuite réémise par rayonnement infrarouge

Sop. cit.
% Le Paige, M., Gratia, E., de Herde, A., 1986, Guide d’aide d la conception bioclimatique Architecture
et Climat. CRA, Université Catholique de Louvain, Belgique.
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de grande longueur d’onde mais ne peut traverser le vitrage car celui-ci est opaque
au rayonnement de longueur d’onde supérieur & 2.5 microns. Le rayonnement solaire
est donc piégé, entrainant 1’élévation de la température intérieure du batiment.

¢ Stocker cette chaleur :

Le phénomeéne de stockage du rayonnement solaire est possible griace & linertie du
batiment qui permet 'utilisation déphasée des gains solaires a des moments propices.

e Distribuer la chaleur dans la totalité de ’espace habité en bénéficiant de la con-
vection naturelle (thermocirculation d’air) et du rayonnement infrarouge grande
longueur d’onde.

e Conserver grice & une isolation thermique suffisante et & une bonne compacité du
batiment qui limite les surfaces d’échange avec 1’extérieur.

En période estivale les concepts de ’architecture solaire passive visent & diminuer
les apports calorifiques par une protection efficace contre le rayonnement solaire (stores
et volets par exemple), par un déphasage des apports solaires grace a 'inertie et par la
dissipation de la chaleur par une ventilation adaptée.

Un exemple frappant de ventilation estivale réussie emprunté i I’urbanisme, est
celui du vieux Nice [Petitcollot]:

Le vieux Nice bénéficie d’un micro climat local généré par 'urbanisme méme de
la ville. La particularité de ce quartier réside dans le caracteére stable et tempéré
de son milieu climatique. L’étroitesse des rues empéche tout rayonnement so-
laire durable sur les parois des immeubles, les étages supérieurs étant protégés
par d’importants débords de toiture. Mais ce qui constitue son confort ther-
mique exceptionnel par rapport & d’autres quartiers de Nice, c’est le courant
d’air naturel traversant les ruelles et les immeubles selon une orientation bien
précise des ruelles. Les points d’eau environnants le quartier : la mer d’un
cOté, la riviere de autre, constituent les sources froides de cette circulation
d’air créant ainsi une brise légere a travers le vieux Nice.

L’Architecture climatique ou ’architecture solaire passive plus précisément, re-
pose donc sur une conception architecturale qui favorise essentiellement ’ensoleillement
hivernal, voire printanier selon les climats, ainsi que la mobilisation de I'inertie du batiment.
Il s’agit donc de caractéristiques intrinséques au batiment qui font 1’objet de décisions treés
précoces dans le processus de conception de P’architecte.

Les caractéristiques des matériaux des parois conditionnent le niveau d’inertie
du batiment et la proportion de vitrages sud est déterminante pour le captage de 1’énergie
solaire. Le choix des vitrages, leur dimensionnement, leur orientation d’une part, et d’autre
part Uinertie du batiment, sont donc des caractéristiques essentielles de I’habitat solaire
passif. Elles sont également & la base de tout composant solaire passif (mur Trombe,
vérandas, ...). Avant d’aborder les composants solaires passifs, les caractéristiques des
vitrages et de I'inertie ainsi que leur modélisation sont maintenant détaillées.

T Petitcollot, C., 1991, Le vieuz Nice, un exemple remarquable de climatisation urbaine, Séminaire
Architecture (Bio)climatique, AFME 4/5 Juillet 1991.
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2.1.3 Les Vitrages

La transparence du verre lui confére une place essentielle dans I’habitat. La premiére
fenétre connue est située & Pompei et il faudra attendre 2000 ans pour passer de la simple
paroi au double vitrage [Maillard]®.

Les fonctions des parois vitrées sont celles de la transparence (passage de la
lumiére, éclairage, visibilité), de lisolation (thermique, accoustique, pluie, neige, vent,
insectes, ...) de la résistance mécanique (chocs, vent).

Les exigences a I’heure actuelle concernant le verre sont telles que le verre au
méme titre qu'une paroi opaque doit étre isolant (du point de vue thermique, accoustique
...) tout en conservant sa fonction essentielle de transparence.

Caractéristiques thermiques du verre

Le rayonnement solaire qui atteint la terre est composé d’ultra-violet (UV), d’infra-rouge
(IR) et de rayonnement visible. Les longueurs d’onde du rayonnement solaire sont com-
prises entre 0.25 et 4 microns.

Le graphique sur la figure 2.1 donne la distribution spectrale du rayonnement
solaire direct sur une surface normale au rayonnement.
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Figure 2.1: Distribution spectrale du rayonnement solaire direct sur une surface normale
au rayonnement, courbe de Parry Moon

La quantité d’énergie transportée par un rayonnement est fonction de sa lon-
gueur d’onde. Ce graphique nous indique la répartition énergétique du rayonnement solaire
direct qui est sensiblement de :

& Maillard, R., 1991, Les évolutions des vitrages Les rendez-vous du CSTB: Le Batiment 2 P’age du verre.
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e 1% pour l'ultraviolet
e 53% pour le visible

e 46% pour l'infra-rouge.

Un matériau recevant un rayonnement d’une certaine longueur d’onde peut se
comporter de trois fagons différentes :

¢ 1l peut réfléchir le rayonnement : la longueur d’onde du rayonnement ne sera généra-
lement pas modifiée.

o Il peut transmettre le rayonnement : la longueur restera aussi la méme, et dans ces
deux cas, le matériau restera & la méme température.

o Par contre s’il absorbe le rayonnement, sa température augmentera et deviendra
supérieure a celle de ’environnement : il y aura par ailleurs émission d’un rayon-
nement dont la ditribution spectrale dépendra de la température du matériau.

Dans le cas général, ces phénomenes interviennent simultanément et les quan-
tités de rayonnement réfléchi, transmis, absorbé et émis sont déterminées par des facteurs
optiques :

o le facteur de réflexion (p) dépend seulement de la surface recevant le rayonnement
incident,.

o le facteur de transmission (7) dépend lui du matériau, de sa structure, et bien siir de
P’épaisseur traversée.

¢ le facteur d’absorption (a) comme le facteur d’émission (e) appelé aussi émissivité
sont aussi des propriétés de surface.

Ces facteurs sont liés par certaines relations, pour une méme longueur d’onde :
atptr=1 (2.1)

a=c¢ (2.2)

Mais ces relations ne sont vraies en toute rigueur que si les facteurs optiques
sont completement identifiés. Un facteur optique est complétement identifié quand on a
défini a la fois la géométrie du rayonnement et son domaine spectral.

On distingue trois domaines spectraux sur lesquels on définit les facteurs op-
tiques suivants:

o le facteur optique peut étre intégré sur le domaine spectral visible (ou ”lumineux” :
entre 0.38 et 0.78 um)

o le facteur optique peut étre intégré sur le domaine solaire (entre 0.35 et 2.1 x m)

¢ le facteur optique peut &étre intégré sur le domaine thermique (infra-rouge) qui cor-
respond a la gamme 5 & 50 um. (Ce domaine est celui de I’émission d’un corps noir
porté a une température de 20°C).
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Facteur solaire

Le facteur solaire d’un vitrage est le rapport entre ’énergie totale entrant dans le local
a travers ce vitrage et ’énergie solaire incidente. Cette énergie totale est la somme de
’énergie solaire entrant par transmission directe et de 1’énergie cédée par le vitrage a
l’ambiance intérieure a la suite de son échauffement par absorption énergétique. Cette
répartition du rayonnement solaire est repris sur la Figure 2.2.

Bt [T int

Flux d'énergie solaire incident (100)

Pourcentage transmis
(facteur de transmission énergétique)

Pourcentage réfléchi
(facteur de réflexion énergétique)

Pourcentage absorbé
rejeté vers l'intérieur du local

=>—"

Pourcentage absorbé rejeté
vers Fextérieur

\ |,

POURCENTAGE GLOBAL FACTEUR SOLAIRE
REJETE VERS LEXTERIEUR

Figure 2.2: Répartition du rayonnement solaire incident sur un vitrage

Les facteurs optiques sur le domaine solaire dépendent de ’angle d’incidence
du rayonnement solaire. On distingue deux termes pour le rayonnement solaire: le ray-
onnement direct et le rayonnement diffus. Le facteur de transmission d’un vitrage, 7 est
fonction de I’angle d’incidence du rayonnement direct. Cet angle d’incidence varie en fonc-
tion de I’heure de la journée et également au cours de ’année. Les courbes donnant le
facteur de transmission en fonction de ’angle d’incidence varient selon le type de vitrage
(voir figure 2.3).

Le rayonnement solaire diffus est souvent considéré comme un rayonnement
isotropre et le facteur de transmission correspondant 3 ce type de rayonnement n’est pas
spéculaire. En intégrant le facteur de transmission direct entre 0° et 90°, on obtient un
facteur de transmission diffuse indépendant de I’angle d’incidence.

Le rayonnement transmis est ensuite souvent considéré comme isotrope (réparti
uniformément dans toutes les directions).
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Figure 2.3: Facteur de transmission solaire en fonction de 1’angle d’incidence, [Achard,
Gicquel]

Types de vitrage
De nombreux types de vitrage existent :
e simple, double vitrage
e vitrage peu émissif
o vitrage réfléchissant
e vitrage isolant (deux glaces qui enferment une lame d’air déshydraté)

Le choix d’un vitrage doit correspondre & un usage adapté au climat car leurs
caractéristiques thermiques et optiques sont sensiblement différentes. Le vitrage réfléchis-
sant par exemple sera indiqué pour atténuer les surchauffes estivales mais d’autre part il
aura l'inconvénient d’atténuer également ’ensoleillement hivernal. Le vitrage est destiné
3 devenir le matériau du futur pour le bitiment en raison d’importantes innovations qui
se profilent & I’horizon de ’an 2000 [Buffat,Lerbet]®, avec par exemple:

¢ Délectrochromisme: Une tension électrique appliquée & ces vitrages, active un phéno-
méne de transfert d’ions ce qui a pour conséquence de modifier I’opacité ou la trans-
parence du matériau.

o les cristaux liquides: Une tension électrique appliquée & ces vitrages, modifie I’orienta-
tion de leurs molécules entrainant, de méme, I’opacité ou la transparence du matériau.

® Buffat, B., Lerbet, F., 1991, Les vitrages électrochromes La Recherche, Avril 1991, vol 22, 434-442.
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2.1.4 L’inertie

L’inertie thermique est une notion fondamentale dans la conception architecturale dite
climatique car c’est elle qui assure en grande partie le confort de tels habitats, ’architecture
climatique étant avant tout celle du confort.

Selon [Le Paige et al]'®, ”"L’inertie thermique est une notion qui recouvre 3 la
fois I’accumulation de chaleur et la restitution de celle-ci avec un déphasage en fonction
des caractéristiques physiques dimensionnelles et d’environnement de la paroi de stockage”.
Une grande inertie thermique permet par exemple la récupération de la chaleur du jour
afin de la restituer la nuit.

L’inertie permet d’atténuer les surchauffes et grace i la restitution déphasée des
gains solaires de diminuer les besoins de chauffage. L’inertie est d’ailleurs un parametre
clé de toute technique visant a limiter les surchauffes.

Ce qui importe lorsqu’il s’agit de confort d’un habitat ce n’est pas la valeur
moyenne de la température intérieure mais bien les valeurs extrémes.

Par contre augmenter la masse thermique au dela d’un certain seuil ne conduit
pas a une augmentation significative des performances thermiques. Des résultats de per-
formances thermiques de batiments existants, [CEE,1991]!!, confirment cette limitation.
Elle a également été mise en évidence par [Lefebvre,1987])!2 au cours de I’élaboration de la
corrélation H2E!? qui relie les besoins de chauffage & I'inertie du batiment.

L’inertie est une notion difficile & quantifier!® et I’analyse modale, comme nous
le verrons plus loin dans le texte, est un outil précieux pour évaluer l’inertie des batiments
et de ses zones (Chapitre 4.1).

Ayant détaillé les éléments caractéristiques essentiels des composants solaires
passifs, c’est-a-dire le verre et ’inertie, ceux-ci sont maintenant abordés.

2.1.5 Les composants solaires passifs

Un composant solaire passif est un élément architectural qui contribue & caractériser un
batiment comme étant solaire passif. Bien qu’il soit un peu difficile de découper un
batiment en composants, on peut néanmoins distinguer deux types principaux de com-
posants: les composants & gain direct et ceux & gain indirect. Cette distinction repose sur
I’association ou non d’inertie au composant lui méme.

e Gain direct

L’exemple le plus courant de gain direct est celui des vitrages dont ’orientation est
correctement choisie (& savoir orientation sud pour I’hémisphére nord). L’inertie
des piéces vitrées assure la fonction du stockage de ’énergie captée par les vitrages
(voir figure 2.4).

050, cit.

1 CEE, 1991, Architectures solaires en Europe, Commission des Communautés Européennes, Edisud,
France.

12 Lefebvre, G., 1987, Analyse et réduction modales d’un modéle de comportement thermique de bdtiment,
Theése de Doctorat, Université Paris VI.

*3Habitat Econome en Energie

1*1’inertie n’est pas observable, seuls ses effets le sont



2.1. La conception architecturale et ses contraintes 27

Sl

Figure 2.4: Gain direct

e Gain indirect

Le rayonnement solaire est stocké dans ces composants avant d’étre restitué au
béatiment lui méme par conduction, rayonnement infrarouge et/ou convection na-
turelle. Les murs Trombe, les murs capteurs, les vérandas, sont les exemples les plus
courants de composants solaires passifs & gains indirects.

— Le mur Trombe est constitué d’un mur, dont la capacité calorifique est impor-
tante pour favoriser le stockage, placé derriére un matériau capable de capter
le rayonnement solaire. Ce matériau peut étre un vitrage ou encore un isolant
transparent (figure 2.5).

Figure 2.5: Gain indirect: le mur Trombe

— Le principe de la véranda est similaire 4 celui du mur Trombe. L’espace entre
le(s) vitrage(s) et le mur stockeur est assimilable & une zone habitable. Le sol
de la véranda participe alors aussi au stockage de ’énergie solaire (figure 2.6).

Les vérandas ou serres bénéficient d’une large diffusion aussi bien dans le cadre
de constructions neuves que dans le cadre de réhabilitation de batiments: par
exemple, prés des trois quarts des opérations décrites dans Project Monitor!®
en bénéficient. Les économies d’énergie engendrées par I’intégration ou ’ajout

1*Project Monitor est un projet finangé par la CEE sur des opérations passives. Les performances de 49
batiments européens sont publiés sous forme de brochures
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\

Figure 2.6: Gain indirect: la véranda

d’une véranda & un batiment d’habitation ou aux batiments de type tertiaire,
sont liées a trois phénomenes:

* L’effet tampon (diminutions des déperditions & travers la paroi séparant le
béatiment de la véranda).

* Le bénéfice de I’effet de serre (échauffement de 1’air de la serre) restitué par
conduction vers les piéces chauffées adjacentes.

* Le préchauffage de 1’air neuf transitant par la serre.

La véranda est le lieu privilégié de l'effet de serre: 1’énergie solaire entrant
dans un local & travers un vitrage est absorbée par les parois intérieures (sol
et mur mitoyen) qui, s’échauffant, réémettent des rayonnements calorifiques
situés principalement dans le lointain infrarouge (rayonnement grande longueur
d’onde > 5 um). Les vitrages, mémes clairs, sont pratiquement opaques a de
tels rayonnement, 1’énergie solaire par les vitrages se trouve donc piégée dans la
zone qui a tendance & s’échauffer.

2.1.6 Conclusion

Parmi les obstacles recensés dans un rapport de recherche [Steemers]'® de la CEE, et qui
empéchent actuellement I’adoption & grande échelle de I’énergie solaire passive, trois sont
a noter:

e Pignorance : les architectes, concepteurs, constructeurs et clients ignorent souvent
les avantages de ’énergie solaire passive et les principes de cette conception.

¢ ’absence de demande : les prescripteurs des constructions, les acquéreurs et les
utilisateurs n’exigent généralement pas des constructions permettant des économies
d’énergie.

¢ Pindisponibilité des matériaux : les matériaux nécessaires & 1’énergie solaire
passive peuvent parfois étre plus difficiles & trouver que ceux nécessaires aux systémes
conventionnels (par exemple les isolants transparents).

16 Steemers, T., 1989-1990, Rapport de Recherche CCE DG XII, EUR 13094 EEC.
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Le premier obstacle doit retenir toute notre attention car il implique un effort
important dans la diffusion des connaissances sur les principes de I’architecture climatique.

Cette diffusion des connaissances sur les principes de I’architecture climatique ne
peut s’effectuer & I’heure actuelle que par des guides de conception destinés aux architectes
et aux ingénieurs ou mieux encore par des outils de conception informatisés et accessibles
a un grand nombre de professionnels. La panoplie des outils de conception disponibles &
I’heure actuelle est maintenant abordée.

2.2 Les outils de conception

Mettre a la disposition d’architectes des outils leur permettant d’intégrer et d’améliorer
la performance thermique des projets nécessite des outils intervenant dés la phase de
I’esquisse. En effet, comme mentionné précédemment, c’est 3 ce stade que sont prises
des décisions fondamentales quant & la performance thermique et au confort du futur
batiment.

2.2.1 Outils d’évaluation

De nombreux outils d’évaluation des performances thermiques pour le batiment existent.
Ils peuvent étre classés selon le degré de complexité de la méthode employée :

o méthodes détaillées : Il s’agit de simulations reposant sur des discrétisations spatiales
comme les différences finies ou de décomposition temporelle comme les facteurs de
réponse ou fréquentielle comme les méthodes harmoniques.

e méthodes simplifiées : Ces méthodes visent & réduire le temps de calcul et & proposer
des sorties synthétiques (besoins de chauffage mensuels ou annuels, indice de confort)
facilitant ’analyse du comportement thermique du batiment.

Ces méthodes simplifiées sont en fait le plus souvent dénommées outils de
conception car leur rapidité d’éxécution devrait leur permettre d’étre utilisées dés la
phase d’esquisse d’un projet. Elles nécessitent peu de paramétres d’entrée, ces paramétres
étant encore peu détaillés. Outils de conception et outils d’évaluation sont clairement
distingués par [Balcomb]!” qui classe ces outils selon deux types :

e les outils d’évaluation

¢ les outils "guides”

Les outils d’évaluation sont ceux qui permettent d’estimer les performances
thermiques d’un projet déja bien spécifié. Une modélisation fine de celui-ci est possi-
ble et une description détaillée de ’utilisation conventionnelle du batiment (scénario
d’occupation, scénario de ventilation, etc...) peut étre fixée. Une représentation horaire
des données météorologiques est généralement associée & de tels outils. ESP , DOE2,
TRNSYS, TAS, etc... sont des exemples de ce type d’outils.

7 Balcomb, D., 1986, Design tools for passive solar applications, Proceedings of the 1986 Annual Meeting
ASES, Boulder Colorado.
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Des procédures de validation de ces codes se sont révélées nécessaires et ont été
élaborées au sein d’équipes internationales [PASSYS, AIE'®] pour déterminer la pertinence
des algorithmes employés et pour préciser leurs limites de validité.

Il s’agit d’outils développés par des équipes de recherches et généralement utilisés
par un cercle restreint d’experts. Il ne peuvent prétendre s’intégrer tels quels a la démarche
de conception de ’architecte qui a besoin d’outils orientant ses choix de conception. Ce
sont les outils "guides”.

2.2.2 Outils Guides

Les outils guides sont des outils qui, avant toute prise de décision concernant la concep-
tion, proposent et recommandent des régles de base simples & mettre en oeuvre. Les plus
courantes sont les régles de ’art dont quelques exemples sont maintenant donnés:

e D. Balcomb propose deux régles simples:

— respecter le ratio, surface de vitrage / surface de parois internes d’ 1/6 de fagon
a favoriser 'effet d’inertie.

— peindre les murs de couleur claire pour favoriser une distribution harmonieuse du
rayonnement énergétique dans les espaces intérieurs entre les différentes parois.

o Les diagrammes solaires sont d’autres outils guides : ils donnent la position du
soleil (altitude et azimuth) selon I’heure de la journée et pour différentes saisons.
Les masques proches ou lointains du futur batiment sont reportés pour évaluer le
pourcentage d’ombre portée.

e Un autre outil guide est celui utilisé au sein du concours architectural européen:
”Working in the City”. Cet outil de conception, LT Method” [CEE,1988]*%(the
Lighting and Thermal value of glazing) a été développé pour permettre aux archi-
tectes de comparer diverses options.

Parmi les décisions de P’architecte, celle du choix de la forme du batiment (orientation,
section, profondeur, etc...) et celle du choix des fagades (surface et disposition des
vitrages) sont parmi les premiéres considérées. I était souhaitable que impact
énergétique de ces décisions soit connu de I’architecte dans le cadre de ce concours.
Cet outil se présente sous la forme de 5 séries (pour 5 zones climatiques européennes)
de 8 graphes chacune.

Ces graphes donnent les besoins de chauffage en fonction de ’orientation des facades.
Un modeéle mathématique simple a été utilisé pour évaluer les besoins de chauffage
annuels par m? de surface au sol en fonction des conditions climatiques de la zone,
de I’orientation du béatiment et du type de vitrage (simple ou double).

Ces outils guides présentent I'intérét majeur d’étre utilisés au moment des prises
de décisions initiales concernant le futur batiment et méme parfois avant, ce qui n’est pas
le cas des outils d’évaluation.

La figure 2.7 schématise le niveau d’intervention de ces deux types d’outils.

18 Agence Internationale de 'Energie
19 CEE, 1988, Travailler en Ville, Conditions du concours et procédure, Concours d’idées architecturales
des communautés européennes.
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-

Outils Guide Choix de Conception

-

Choix de Conception 2 Outils d'évaluation

Figure 2.7: Outil guide et outil d’évaluation

2.2.3 Les Outils de Conception simplifiés

Des méthodes simplifiées dénommées ”outils de conception simplifiés” font I’objet de
recherche au sein de groupes européens [PASSYS] et internationaux [[SOLDE] pour pro-
poser au concepteur des outils plus simples et faciles d’utilisation 20 mais néanmoins suf-
fisamment précis et souples pour s’adapter & la diversité architecturale et climatique.

On peut distinguer deux types d’outils de conception simplifiés : ceux qui re-
posent sur des techniques de corrélations et ceux qui utilisent des simulations simplifiées.

Les corrélations

De nombreuses méthodes basées sur des corrélations ont été développées au cours des
10 derniéres années (Méthode SLR, Inutilisabilité [Monsen et al.]?! [Blanc-Sommereux]??,
méthode 5000, CASAMO, méthode H2E, etc ...). Une des corrélations la plus récente est
celle développée dans le cadre du projet européen PASSYS. Le projet PASSYS a choisi de
construire un outil d’aide & la conception basé sur une méthode de corrélation. L’évaluation
des besoins de chauffage mensuels par cette corrélation est établie & partir de parametres
caractéristiques du batiment, du site et du climat. La recherche de ces paramétres car-
actéristiques doit reposer sur une méthodologie bien précise de fagon & ne conserver que les
parameétres les plus influents. En s’appuyant sur la représentation modale des phénome&nes
thermiques, G. Lefebvre?® a permis d’identifier les 2 paramé&tres statiques et dynamiques
principaux qui influent sur les besoins énergétiques des batiments. Le premier est le GLR
(Gain Load Ratio) qui est la fraction maximale des besoins déperditifs de base sur les

#0par rapport aux outils d’évaluation reposant sur des méthodes détaillées

2! Monsen, W. A., Klein, S. A., Beckman, W. A., 1982, The un-utilisability design method for collector
storage walls, Solar Energy, 29, n°5.

22 Blanc Sommereux, 1., 1985, A destgn method for passive sunspace systems, Master of Science, Uni-
versité du Wisconsin, USA.

Z0p. cit.



32 2. Quels outils de conception pour le batiment et les composants solaires ?

apports de chaleur autres que ceux provenant du systéme de chauffage (apports solaires
et internes). Le second est celui correspondant & l’inertie. L’inertie d’un batiment est
représentée par la premiére constante de temps.

La corrélation développée au sein du groupe de recherche PASSYS, repose
également sur ces deux paramétres et la recherche des coefficients de la corrélation a été
effectuée sur un ensemble de climats types européens.

Néanmoins la contrainte majeure d'une corrélation subsiste : elle réside dans la
limitation du domaine de validité stricte.

Les simulations simplifiées

Le principe des simulations simplifiées est totalement différent de celui des corrélations; il
est proche de celui des méthodes détaillées.

Pourquoi les simulations simplifiées peuvent-elles prétendre alors &tre des outils
de conception ? Si l'outil employé est suffisemment rapide, il peut interagir sur les choix
de conception (voir figure 2.7). Un outil de conception doit &tre rapide et les simplifica-
tions apportées a la simulation sur les trois points suivants, lui permettent d’atteindre cet
objectif:

¢ utilisation de données météorologiques condensées et synthétiques, ”Short Reference
Years” [Lund]?* par exemple, ou représentation stochastique de ces données.

o réduction de ’ordre du modéle

e sorties synthétiques permettant une analyse immédiate de la performance du ba-
timent (par exemple histogrammes de températures).

Parmi les nombreux projets d’outils de conception basés sur la simulation sim-
plifiée, on peut remarquer ISOLDE [Morck]??, le projet développé dans le cadre de I’Agence
Internationale de ’Energie. Ce projet concerne le développement d’un outil de conception
intégrant une base de connaissance solaire passive. L’une des conclusions de ce projet en
cours de développement concerne précisément l’intégration d’une simulation simplifiée car
cette méthode allie & la souplesse et & la rapidité, des possibilités d’études de sensibilité
précises pouvant étre éventuellement générées automatiquement grice a une program-
mation orientée objet. Ce projet vise a intégrer la performance énergétique (chauffage,
refroidissement) et 1’éclairage naturel d’un bitiment au cours des différentes étapes de
conception. Trois niveaux d’aide & la conception ont été identifiées :

¢ Des conseils généraux avant toute décision (on retrouve ici la notion d”outil guide”).

e une analyse rapide (al’aide d’une méthode du type corrélation) au niveau de ’esquis-
se assortie de conseils.

o une évaluation des performances reposant sur des simulations rapides permettant
ainsi automatiquement des propositions de modifications fiables, car prenant en
compte totalement la spécificité du projet traité et son environnement climatique.

** Lund, H., 1985, Short Reference Years and Test Reference Years for E.E.C. contrat ESF-029-DK.
% Morck, 1991, IEA Task XI: Integrated Knowledge Based Solar Design Tool (Isolde), Proceedings of
the 1991 ISES Conference Denver Colarado.
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La réduction dans les simulations simplifiées La réduction de ’ordre du modele
est la phase essentielle de la simulation simplifiée car c’est elle qui permet la rapidité de la
simulation tout en préservant sa précision.

Cette réduction de modéles peut étre de deux types :

¢ Simplifications d’hypothéses physiques comme :

~ le calcul simplifié des facteurs de forme (au “prorata des surfaces”)
— D'utilisation combinée de coefficients convectifs et radiatifs
~ la non prise en compte des ponts thermiques.

— etc
¢ Réductions du modéle mathématique lui-méme avec, par exemple:

— un maillage simplifié pour la méthode des différences finies

— une réduction modale pour la représentation du champ des températures dans
la base modale

— etc

Le second type de réduction présente I'intérét d’une réduction adaptée & chaque
modele traité.

Un exemple de simulation simplifiée: COMFIE

De nombreux travaux de recherche, effectués au Centre d’Energétique de I’Ecole des Mines
sur la technique modale, ont montré I'intérét de la représentation modale; elle offre des
possibilités intéressantes en matiére de réduction de modéles.

Des études sur la réduction modale des modeles de bitiments ont été entrepris et
ont permis d’établir quelques régles [Lefebvre,1987]%6 qui ont d’ailleurs aboutit & 1’élabora-
tion d’un outil de conception pour les batiments multizones [Blanc-Sommereux, Peuportier]?:
le logiciel COMFIE.

Un algorithme du couplage de modeéles modaux de zones est & l’origine de cet
outil de conception [Blanc-Sommereux]?®. Chaque modéle de zone est représenté sous sa
forme modale sur laquelle est effectuée une réduction 41’ordre 3. Le couplage de ces modéles
modaux réduits de zone permet alors la simulation du batiment multizone. (la description
de l’algorithme du couplage est donnée en annexe D). Cette méthode de couplage de
modeéles modaux réduits s’est révélée performante et fiable ce qui a amené & poursuivre
des recherches (dont fait ’objet cette thése) dans le domaine du couplage de zonés selon
une nouvelle méthode: celle de la synthése modale.

26 Lefebvre, G., 1987, Analyse et réduction modales d’un modéle de comportement thermique de batiment,
These de Doctorat, Université Paris VL

27 Blanc-Sommereux, L., Peuportier, B., 1991 A bioclimatic design aid based on multizone simulation
ISES Denver Colorado.

28 Blanc-Sommereux, 1., 1987, Simulation de batiments multizones par couplage de modeles modauz
reduits, DEA Université Paris V1.
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2.2.4 Conclusion

La simulation simplifiée est certainement 1’'un des outils les plus adaptés pour une aide 3
la conception thermique des batiments intégrée & la démarche de conception. Ces simu-
lations simplifiées nécessitent des techniques performantes de réduction de modéles. La
prise en compte des batiments multizones s’avére nécessaire dés qu’il s’agit d’optimiser leur
performance thermique, et indispensables dés que 1’on aborde le domaine des batiments
tertiaires.

L’objet de ce travail de recherche consiste & développer une méthode d’analyse
et d’interprétation permettant de prévoir ’effet du couplage de zones et de composants
passsifs sur le comportement d’un batiment.

Cette analyse permettra alors de formuler des régles concernant non seulement la
bonne prise en compte des paramétres nécessaires au couplage des zones pour reconstituer
le comportement d’un batiment multizone, mais également la réduction de modéles de
zones en vue d’une simulation rapide et précise.



Chapitre 3

Typologie de raccordements de
modeles

La technique de raccordement des zones, étudiée dans cette thése, étant basée sur le principe
du couplage par recouvrement des zones, les notions de couplage et de raccordement de
modeles sont abordées dans ce chapitre. Une distinction est ¢ noter entre ces deuz notions:
si l'on se référe a des entités physiques, il s’agira de couplage de modéles; si l’on se référe ¢
la modélisation mathématique de ces modéles il s’agira alors du raccordement de modéles
mathématiques.

3.1 Le raccordement de modeles

3.1.1 Modeéle mathématique

Un modele de batiment est une construction formelle déduite d’une théorie et qui s’énonce
a ’aide d’une formulation mathématique. Dans le cadre de ce travail, la formulation
mathématique repose sur la représentation du champ de températures dans la base modale
(voir section 4.1). Cette théorie a évidemment été construite de maniére i ce que les
modeles de batiment produisent des résultats cohérents avec la réalité du comportement
thermique des batiments [Neveu,1984])'. De par sa structure géométrique et par la na-
ture des phénomeénes dont il est le sidge?, ’objet batiment est percu comme complexe,
Le souci d’analyse de son comportement thermique au sein d’entités le constituant et ap-
pelées zones, a conduit a le diviser en composants élémentaires. Un modéle d’un ob jet
vu comme un assemblage de composants est appelé systéme. Un systéme est un as-
semblage de sous-systémes, modéles de composants qui peuvent & leur tour étre divisés.
Comme pour tout modéle, il n’existe pas de décomposition systémique de référence d’un
objet réel. La décomposition d’un systeme est faite en fonction de plusieurs critéres (voir
rapport [SYMBOLJ?) qui sont maintenant énumérés:

1. objectif de modélisation (ex: role d’une zone dans un batiment ...)

! Neveu, A., 1984, Etude d’un code de calcul d’évolution thermique d’une enveloppe de bdtiment, Thése
de 3éme cycle de ’Univ. P. et M. Curie, Paris VI

2¢’est & dire associant les phénomeénes de conduction, convection et rayonnement

3 Blanc-Sommereux, I., Caplain, G., Ebert, R., Flament, B., Lefebvre, G., Neveu, A. and Peuportier,
B., 1989, Rap[port AFME/ARMINES 1988/1989 projet SYMBOL.
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N

intuition ou connaissance a priori des systémes, influents ou pas, de phénomenes
dominants ou accessoires;

3. objets-phénomeénes similaires dont la structure a déja été analysée;

4. profondeur de décomposition acceptable (nombre de sous-systémes élémentaires)

Ces critéres ont été formulés d’une fagon générale. Des exemples de systémes se
rapportant au batiment vont maintenant étre donnés pour illustrer chacun de ces criteres:

1. Dans le cadre de ’étude de ’ajout d’une véranda & un batiment, cette véranda
constituera évidemment un composant particulier du batiment & étudier.

2. Pour un batiment orienté Sud /Nord, celui-ci sera divisé en zone sud et zone nord
car nous savons a priori que ces zones auront des comportements trés distincts.

3. Des bibliotheques de composants du batiment devront étre disponibles pour
faciliter la constitution de systémes complexes.

4. Le niveau d’une couche de paroi comme sous-systeme élémentaire est sou-
vent d’un niveau trop détaillé en ce qui concerne le comportement thermique
d’un batiment, la paroi voire la pidce pourront étre retenues comme niveau
élémentaire.

3.1.2 Comment décomposer ?

Découper un systéme en sous-sytémes nécessite d’écrire les conditions nécessaires que
doivent respecter les modeles séparés pour qu'ils représentent le comportement des com-
posants dans ’objet composé. Les comportements des composants sont couplés; les in-
terfaces sont les lieux (éventuellement abstraits) ol sont décrits les conditions de rac-
cordement. Les frontiéres naturelles sont les lieux ol sont décrites les conditions aux
limites. Afin que la décomposition tende vers une structuration pertinente du systéme, les
interfaces sont choisies de facon a respecter les critéres suivants:

e Les conditions de couplage s’expriment simplement.
o Les sous-systémes qui en résultent sont quasi-isolés.

¢ Les sous-systémes sont des modéles simples ou facilement décomposables.

I’observation des phénoménes étudiés en est facilitée.

Les sous-systémes terminaux sont modélisables.

3.1.3 Comment raccorder?

Le raccordement est défini par ’ensemble des conditions que doivent respecter les modeéles
de comportement des sous-systémes pour que le comportement qu’ils décrivent soit celui
des composants dans ’objet couplé.

Deux objets-phénomenes différents peuvent en effet étre complétement, ou pour
partie, topologiquement superposés. On n’aura cependant jamais & raccorder deux modéles
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décrivant le méme phénoméne en un méme lieu. Siles deux modeles concernent le méme es-
pace, c’est qu’ils représentent deux phénomenes différents. Dans ce cas, le lieu de raccorde-
ment n’a pas de réalité matérielle?. Si les deux modéles représentent le méme phénomeéne,
les objets sont différents, mais la encore, I'interface n’a pas nécessairement une traduction
topologique nette. C’est le cas de la superposition d’une zone topologique commune aux
deux modéles raccordés.

3.2 Type de couplage

Plusieurs types de couplage peuvent étre distingués. Une typologie de raccordement de
modeles par paire est maintenant proposée (ces différents types de couplage sont représentés
sur la figure 3.1):

e couplage bord & bord (interface unique)(n®1)
¢ couplage par recouvrement d’une partie commune(n®2)

¢ couplage par recouvrement avec élimination de la partie commune dans 1’un des deux
modeles ou méme dans les deux (n%3)

On peut également combiner plusieurs types de couplage: ainsi on peut envisager
un raccordement de modéles par recouvrement d’une partie sur laquelle on aurait “plié” une
partie non nécessairement commune aux deux modeles. (cas n°4). Ce type de raccordement
par recouvrement pourrait méme étre étendu & un “double pliage” (cas n°5).

3.2.1 Couplage bord & bord

Le principe du couplage bord & bord consiste & raccorder, dans le cas de deux modéles,
une frontiére naturelle de I’'un des modeles avec une frontiere naturelle de l’autre modéle.
Un exemple trés simple de couplage bord & bord, toujours dans le cadre du batiment, est
celui de deux couches de matériaux contigués et constituant ainsi une paroi bicouche.

Dans le cas du couplage bord & bord et de I’exemple de la paroi bicouche, les
conditions physiques correspondant & ce type de couplage sont:

o L’égalité géométrique des frontieres de couplage.

Sil’on consideére le transfert thermique comme étant conductif et unidirectionnel,
les conditions mathématiques correspondant & ce type de raccordement sont, pour un
contact thermiquement parfait:

o 1’égalité du champ de températures au niveau des frontiéres de couplage de chaque
couche.

o la non accumulation des flux sur cette méme interface.

*exemple du rayonnement dans une enceinte superposé aux phénomeénes convectifs
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/ /}/{ contact bord 2 bord
T Tl e {. ................. %’ No 1

recouvrement
N°2

contact sur plis
N°3

recouvrement avec plis
N° 4

recouvrement avec double plis
N°5

premeneeosees b . , Sollicitations (doivent étre calculées pour
: i contour du modele couplé vérifier les conditions de couplage)

s c Conditions de couplage (égalité
: contour des modeles decouplés * des températures et/ou des flux)

Figure 3.1: Typologie de raccordement de modéles (par paires)
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La figure 3.2 représente ’exemple du couplage bord & bord de deux couches de
matériaux. Pour ce type de couplage, il faut remarquer que les deux frontiéres des modéles
locaux ol s’expriment les conditions aux limites coincident avec les deux frontiéres de
raccordement (ce sont donc des frontieres dites “naturelles”).

Conditions aux limites

SAYAYR
WAYAYAY
ATAYAY
ATAYAY
A
TATATAY
CATATAY

s =P

Frontiéres de raccdrdement

Modeles locaux Modeéle global

Figure 3.2: Couplage bord a bord de deux couches

Ce type de couplage a été abordé par [Chen]® et approfondi par B.Flament
[SYMBOL)® dans le cadre de la synthése modale.

3.2.2 Couplage par recouvrement

Le couplage par recouvrement d’une partie commune peut s’avérer trés utile dans certaines
applications. L’un des domaines privilégiés de ce type de couplage concerne la modélisation
de batiments multizones. En effet un batiment multizone est vu comme ’assemblage de
zones. Ces zones peuvent avoir été définies et leurs modeles peuvent étre stockés dans
une bibliothéque. Il est évident que les modeles de zones décriront complétement la zone
y compris le ou les éventuels murs communs qui constituent ainsi la liaison avec d’autres
zones pour former un batiment multizone. Le couplage par recouvrement d’une partie
commune permettra alors d’utiliser les modeéles de zones existants sans les modifier et de
les coupler en considérant le mur commun comme partie de recouvrement. Un exemple
de batiment bizone faisant 1’objet de ce type de couplage est donné sur la Figure 3.3. Les
deux zones sont raccordées en recouvrant le mur commun aux deux espaces. Le mur est
évidemment décrit & I'identique dans les deux modéles de zones.

° Chen, M. 1989, Nouvelle solution modale pour les parois des batiments. Thése de Doctorat, Ecole des
Mines de Paris.
Sop. cit
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Figure 3.3: Constitution d’un batiment bizone & partir de deux zones
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Dans le cas du couplage par recouvrement, les conditions physiques nécessaires
sont:

o L’identité géométrique des frontiéres de la partie commune.
o L’identité des champs de température.
Les conditions mathématiques du raccordement des frontiéres sont les suivantes:

o Les températures des deux modéles sont identiques sur les frontiéres de la partie
commune de recouvrement.

La figure 3.4 reprend ’exemple du couplage de deux couches de matériaux mais
cette fois dans le cas du couplage par recouvrement.

Conditions aux limites

Frontiéres de
raccordement

Modeles locaux Modele global

Figure 3.4: Couplage par recouvrement de deux couches

Pour exprimer correctement” ce type de couplage pour le cas des deux couches,
quatre frontieres de raccordement sont nécessaires (deux par modeles). Les frontiéres
de raccordement délimitent la partie commune aux deux modeéles. Sur la figure deux
frontiéres de raccordement sur les quatre coincident avec les frontiéres sur lesquelles sont
appliquées les conditions aux limites. On a donc deux frontiéres “naturelles” et deux
frontiéres dites “internes”. Ceci n’est pas obligatoire pour traiter ce genre de couplage: les
quatres frontiéres de raccordement peuvent étre indépendantes de celles ot1 sont appliquées
les conditions aux limites. Le couplage par pliage est basée sur une telle représentation.

3.2.3 Couplage avec pliage

Le “pliage” consiste, comme le couplage par recouvrement, & faire apparaftre une frontiere
(“interne”) sur laquelle ne sont pas exprimées les conditions aux limites du modéle physique.

"La justification mathématique de ce type de couplage est abordée au chapitre 5
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Le couplage par “pliage” est un couplage bord & bord de modéles mettant en contact des
frontieres internes sur lesquelles un pliage a été effectué. Ce pliage élimine en fait une partie
de 'un des modéles couplés voire méme des deux. L’élimination d’une partie d’un modele
peut s’avérer intéressante si cette partie éliminée n’existe pas dans le modéle global. Ce
sous domaine “plié” peut ainsi étre considéré comme une partie virtuelle influencant peu
le modeéle de I’ensemble. En toute rigueur cette partie éliminée ne devrait pas influencer
I’ensemble; on verra cependant que la réduction du modele local dépend de cette partie
non utilisée. La figure 3.5 reprend ’exemple du couplage des deux couches dans le cas du
couplage par pliage. Le modeéle global obtenu est le méme que celui de I’exemple bord &
bord. Par contre la partie numérotée 2 sur la figure a été “pliée”.

Conditions aux limites

iy

3

95
)

@ : WA v

1 2

e [~

s S : S vV\
Frontiéres de
raccordement

Modeles locaux Modele global Modeles couplés

Figure 3.5: Couplage par pliage de deux couches

Pour pouvoir réaliser ce type de couplage, il faut prévoir au niveau de la frontiére
interne ot aura lieu le couplage par pliage toutes les variables de sorties nécessaires. Il faut
également pouvoir y appliquer une sollicitation.

Des combinaisons des différents types de couplage sont également possibles:

e couplage par recouvrement avec pliage (cas n°4 sur la figure 3.1).

e couplage par recouvrement avec double pliage (cas n%5 sur la figure 3.1). Dans ce
cas les deux modeles font I’objet d'un pliage.

3.3 Conditions aux limites

Chaque sous-systéme est soumis & des conditions aux limites sur ses frontiéres naturelles.
Ces conditions aux limites sont la traduction mathématique des conditions physiques
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réelles. Elles sont répertoriées en trois types[Sacadurral®:

e condition de lére espéce dite de Dirichlet. Cette condition aux limites est celle ou
la température est imposée sur la frontiere du modéle. La température T}, est une
fonction donnée du point M, sur la frontiére et/ou du temps:

T, = f(Mp,1) (3.1)

o condition de 2éme espéce dite de Neuman. Cette condition aux limites est celle olt
le flux est imposé sur la frontidre du modeéle. La densité de flux thermique est une
fonction donnée du point sur la frontidre et/ou du temps.

or
6= ~\gul,, = T (32)

oT .
Ou I désigne la dérivée normale de T calculée & la frontiére. Si la frontiére est
n

thermiquement isolée, le flux est nul en tout point de sa surface (adiabacité).

o condition de 3éme espéce dite de Fourier. Il s’agit en fait d’une condition mixte. La
densité de flux traversant la surface a la frontiére est proportionnelle & la différence
de température entre la paroi et le milieu environnant, fluide:

¢ = h(Tp - T) (3.3)

h est une constante positive appelée coefficient d’échange superficiel et T,, désigne
la température du fluide loin de la paroi dite température de référence. C’est la
condition courante de transfert de chaleur par convection dite loi de Newton. En
utilisant la loi de Fourier, cette condition s’écrit:

T
Za [%] BRLCEES (3.4)
ou encore 8T
T, +a [%]M,, = (M, 1) (3.5)
avec @x = E

Un modéle soumis & une condition de 3éme espéce comme sur la Figure 3.6, qui
représente une condition de 3éme espece appliquée a une zone, est en fait équivalent
a un modeéle soumis & une condition de lére espéce si les frontiéres du modéle sont
modifiées comme sur la Figure 3.7. Ce second modéle inclut alors ’échange convectif
et sa nouvelle frontiére est soumise a des conditions de lére espéce. Tout modele
soumis a des conditions aux limites de 3éme espéce peut ainsi se ramener a un
modele soumis a des conditions aux limites de 1ére espéce si le transfert convectif est
inclut dans le modeéle.

Le couplage de zones et de composants du batiment étudié dans cette thése est un
couplage de type recouvrement ol les frontieres de raccordement des modeles de

8 Sacadurra, 1980, Initiation auz transferts thermiques, Technique et Documentation, Paris.
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zones sont soumises a des conditions de 1ére espéce comme sur la figure 3.7, c’est &
dire en incluant les échanges convectifs. Dans le cas de ce couplage, une sollicitation
peut également étre appliquée a Vintérieur de la partie commune (par exemple le flux
solaire transmis et absorbé sur la paroi commune des deux zones couplées). Ce type
de sollicitation interne & la partie commune doit &tre correctement traité pour que
le modéle soumis & une condition de 3&¢me espeéce et & une sollicitation interne & la
zone commune soit équivalent & un modéle soumis & une condition de 1 ére espéce.
Ce cas est précisément celui de la modélisation des zones dans le logiciel COMFIE
qui est traité dans ’annexe D.

Frontiére d dél
| / u modeéle

A AA Il

Tp

Figure 3.6: zone soumise & des conditions de 3&me espéce

/ Frontiére du modele
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I
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!
|
|
I
!
I
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Figure 3.7: zone soumise & des conditions de lére espéce



Chapitre 4

Synthese modale: outil d’analyse
du couplage des composants d’un
batiment

La synthése modale est une technique qui s’appuie sur une représentation modale des
phénoménes thermiques de bdtiments. De nombreuz travauz de recherche effectués au
Centre d’Energétique de I’Ecole des Mines de Paris sur la technique modale, tradition-
nellement appliqguée au domaine de la mécanique, ont ainsi permis de mettre au point
des applications dans le domaine de la thermique du bdtiment. Le grand intérét de la
représentation modale réside dans la possibilité de réduction des modeéles. L’efficacité
de cette réduction modale est évidemment recherchée pour résoudre rapidement et avec
précision des problémes de thermique pour des bdtiments complezes. L’analyse modale de
batiments multizones complezes limite néanmoins cette analyse ¢ un niveau global. La
synthése modale offre de nouvelles perspectives pour une analyse modale au niveau des
sous-ensembles élémentaires car elle permet la constitution de modéle thermique compleze
a partir du couplage de modéles modauz de sous-systémes. Cette construction modulaire
de modéles modauz se révéle particulicrement adaptée & Uétude du couplage de zones et de
composants de bdatiments. La technique de raccordement des zones et des composants so-
laires passifs étudiée dans cette thése, repose sur le principe du couplage par recouvrement.
La mise en oeuvre de la synthése modale dans le cadre des batiments multizones & Paide
du couplage par recouvrement se déroule selon les étapes suivantes:

o Création des modéles modauz de zones (4 laide du logiciel COMFIE) (Iintérét de
Panalyse modale dans le cadre de la thermique du bdtiment est abordée dans la Sec-
tion 4.1).

o ctape de synthése modale proprement dite: génération du modéle de batiment multi-
zone “synthétisé” (La Section 4.2 pose le principe général de la synthése modale et
le chapitre 5 traite la synthése modale avec couplage par recouvrement).

o Confrontation du modéle issu de la synthése modale avec un modéle modal global.
(Section 5.5)

45
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4.1 Rappels sur ’analyse modale dans le cadre de la ther-
mique du batiment

Depuis quelques années, la méthode modale a bouleversé la modélisation des phénomeénes
thermiques appliquée au domaine du batiment. Cette méthode, initiée par [Bacot]!, résoud
le probléme thermique en décomposant le champ des températures sur la base modale.

Avant Putilisation de la méthode modale, la résolution de problémes thermiques
complexes? s’effectuait & ’aide de méthodes numériques reposant sur des discrétisations
spatiales et temporelles des variables®. Ces méthodes permettent de simuler le comporte-
ment dynamique des systémes thermiques complexes de grande taille (modélisation de
béatiment possédant quelques dizaines de zones) [Carter,1990]4. Néanmoins, bien que fidéles
dans la représentation de la réalité, elles ne permettent pas ’analyse du comportement
thermique.

La résolution analytique du probléme de conduction de la chaleur par la méthode
de séparation des variables [Ozisik]® annoncait déja les principes de la méthode modale: le
champ des températures dans un solide se décompose en une somme de champs élémentaires
(ou modes propres) dont la signification physique est réelle. Ces champs élémentaires
avaient d’ailleurs été pressentis par [Fourier]® comme étant des propriétés intrinséques au
solide étudié.

La méthode modale est bien connue en mécanique car la réalité physique des
modes vibratoires d’un solide est directement observable [Bourquin]”.

Le principe de la méthode modale repose donc sur une décomposition du terme
dynamique du champ des températures en une combinaison linéaire de modes propres®.
Ces modes étant des propriétés intrinséques du batiment, ’analyse de son comportement
thermique est alors possible.

4.1.1 Hypotheses et terminologie

On considére un systéme thermique D constitué de Q sous systémes Dy (solides ou flu-
ides)(figure 4.1).

L’ensemble des points intérieurs & un sous-domaine Dj est noté Dg. Chaque
sous domaine est séparé du milieu extérieur D’ de D par une frontiere I'g,.

Dans chacun de ces sous-domaines, les propriétés thermophysiques et méca-
niques (tenseur des conductivités, coefficients de transfert, chaleur massique, masse volu-
mique, champ de vitesse,...) sont stationnaires (invariables dans le temps) et indépendantes

! Bacot, P., 1984, Analyse Modale des Systémes thermique, Thése de Docteur Ingénieur, Université Paris
VI.

2C’%st i dire associant les trois phénoménes de thermique qui sont la conduction, la convection et le
rayonnement,

3méthode des différences finies par exemple

* Carter, C., 1990, Computational methods for passive solar simulation Solar Energy Vol 45, No. 6,
379-384.

® Quzisik, M.N., 1980, Heat conduction, J.Whiley, New York.

® Fourier, J. Oeuvres complétes 1:252, (in Bachelard, G., Etude sur I’évolution d’un probléme de physique:
la propagation thermique dans les solides., “ L’histoire des sciences. Textes et études”, 2éme éd., PARIS
Vrin, 1973.)

T Bourquin, F., 1990, Analysis and comparison of several component mode synthesis on one-dimensionnal
domains, Numer. Math. 58, 11-34 (1990).

8fonctions d’espace orthogonales
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Figure 4.1: Notations choisies

de la température.

En ce qui concerne les sous-domaines fluides en particulier, la stationnarité du
champ de vitesse implique que les problémes thermiques et mécaniques soient découplés.
Nous supposons de plus que les fluides sont newtoniens, incompressibles et non dilatables.
Si deux fluides différents sont en contact direct, nous supposons qu’ils ne se mélangent pas
et que par conséquent, la vitesse relative est tangente a 'interface.

Enfin, nous supposons connu 1’état thermique de l’environnement D’ de D en
tout point et a tout instant.

Chaque sous domaine D) peut étre en contact avec Ni. autres sous domaines,
on associe donc & chaque Dy, Ny interfaces de couplage. On note alors Ty, la jieme
interface de couplage du composant k.

Les sollicitations

Les sollicitations agissant sur un composant Dy sont différenciées suivant qu’elles s’appli-
quent sur l'interface T, le séparant du domaine D’ ® ou sur une interface de couplage T'y;..
Dans le premier cas, les sollicitations sont dites extérieures et notées Ug.(M,t), dans le
deuxiéme cas, les sollicitations sont dites de couplage, sont inconnues et on note Ug;.(1),
celle agissant sur T';..

Enfin, nous faisons ’hypothése que le champ de température ainsi que les flux
sont uniformes sur chacune des interfaces de couplage. Cette hypothése forte semble
raisonnable pour le couplage de zones ou de parois. Elle fait I’objet d’études dans le cas de

®Les interfaces de couplage de certains systémes thermiques tels que les batiments, peuvent &tre soumises
4 des sollicitations extérieures connues (flux solaires...).
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de problémes fortement multidimensionnels comme la modélisation des ponts thermiques
( [Flament,Neveu]!?).

Les échanges thermiques

L’état thermique d’un systéme est parfaitement déterminé si Pon connait le champ com-
plet des températures. Ces températures sont le résultat de mécanismes d’échanges et
d’accumulation de chaleur que ’on classe habituellement en 3 catégories: conduction, con-
vection et rayonnement. Les b4timents étant des systémes thermiques particuliers, ils ont
des spécificités qui autorisent des simplifications systématiques au niveau de la prise en
compte de ces trois types d’échanges.

La Conduction

Soit Ty (M,T) le champ spatio-temporel de la température pour le modeéle k. La conduction
dans les solides est décrite par la loi de Fourier qui relie le gradient des températures en
un point d’un solide & la densité de flux thermique en ce méme point:

bea(M,t) = —K . (M)VT(M,t) (4.1)

ol K (M) est le tenseur des conductivités thermiques au point M. En raison
des températures des matériaux d’un batiment, la conductivité thermique de ces matériaux
sera considérée comme constante.

La Convection

Les transferts thermiques par convection seront modélisés par des équations linéaires &
coefficients constants. La température de 1’air des ambiances sera supposée uniforme. La
densité de flux thermique convectif reliant un point de la frontiere d’un solide (dans le
cas précis des batiments, il s’agira d’une paroi) a la température de ’air de ’ambiance
s’exprimera par:

v = hlg(TS; - Tk) (42)

avec:
Ts, température de la surface S;
T température de l'air de Pambiance &

Le Rayonnement

Le rayonnement thermique repose sur un mode de transfert de la chaleur & distance. Ce
phénomene complexe sera pris en compte sous une forme linéarisée. Le flux radiatif absorbé
par un élément de matiére dM en provenance d’un élément dM’, distinct de dM, s’exprime
par:

8 (M, 1) = r(M, M')YT(M',t)dM'dM (4.3)

10 Plament, B., Neveu, A., 1991, Traitement des grands systémes lincaires par synthése modale, Journde
Soc. Fran. Therm. du 5 juin 91, Modélisation des champs thermiques: techniques innovantes et récents
développements. '
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Dans le cas des échanges radiatifs dans une zone k d’un batiment constituée de
N surfaces isothermes grises et diffusantes en émission et en réflexion, le flux net gagné par
une surface S; s’écrit:

N
oL =S Ef,‘j(ang - UTg',) (4.4)
j=1
F; étant le facteur de transfert radiatif!! de la surface S; & la surface ;.

Lorsque les températures des surfaces varient autour d’une valeur T, sans trop
s’en écarter, le flux ¢¥ peut &tre approché par une expression linéaire de la forme:

N
¢ = S; Z }’;j(ng - Ts,) (4.5)
=1
avec:
.7:1/3 = 40’T3]‘.,J

Les échanges radiatifs sont des échanges réciproques.(La relation de réciprocité
des coefficients de transferts est décrite dans [Khoury]!2.)

L’opérateur spatial de la chaleur £: hypotheéses et terminologie

En utilisant I’équation de conservation de 1’énergie et en intégrant sur le volume du do-
maine, le modele local k, soumis aux trois types d’échanges détaillés précédemment, peut
étre décrit par les relations suivantes:

e équation d’évolution :

YMeD) k=1,...,Q

VK VT(M, 1)) - u(M)VT(M,1) +

/ (M, MT(M',t)dM' + UL(M,t) = Ck@%%{[-it—)—

Dy

avec: : (4.6)
(M) = Cr(M) vi(M)terme de transport
(M, M")T(M',t)dM'densité de flux radiatif
D

'k
Ui(M,t) sources internes

e conditions aux limites :

VM eTje k=1,...,Q j=1,...,Ng
——](kVTk(]\l,t).ﬁkjc — kachk(M,t) = Ukjc(t)
VMeTi k=1,...,Q

—K VT (M, )ik — ok Tp(M,t) = Uge(2)

(4.7)

Remarques :

1 Ce facteur de transfert radiatif Fi, porte également le nom de facteur de forme gris entre la surface S;
et la surface S;. Contrairement aux facteurs de forme (noirs) qui sont purement géométriques, F;; dépend
des propriétés radiatives des matériaux.

12 Bl Khoury, K., 1989, Formulation modale de problémes de diffusion thermique avec transport. These
de Doctorat, Ecole des Mines de Paris.
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— Des valeurs particuliéres de o, et ok permettent d’obtenir des conditions de
Neuman (og;. = 0, la sollicitation Ug;, est alors égale a un flux), ou des con-
ditions de Dirichlet (ox;. — o0, le rapport de la sollicitation Ug;. au coefficient
ok;c tend alors vers une température).

— Dans un souci de simplification, les sollicitations appliquées aux frontiéres exté-
rieures et celles appliquées aux interfaces de couplage seront regroupées. Cette
simplification ne modifie en rien le formalisme développé ci-aprés. Les rela-
tions relatives aux conditions aux limites peuvent étre notées plus globalement
par 'intermédiaire d’un opérateur de conditions aux limites Bj; L’équation 4.7
devient:

By (Te(M, 1)) = Ux()

Le formalisme analytique développé [Khoury]'® pour la méthode modale en ther-
mique linéaire a permis de mettre en évidence un opérateur spatial de la chaleur (noté L)
pour les transferts couplés. Cet opérateur de la chaleur est trés utile de par sa capacité
a décrire simultanément les phénomeénes de conduction, convection et rayonnement!4. Il
s’exprime de la maniére suivante:

OTW(M, 1)
ot (4.8)

MeD% LyTi(M,0)]+ Ui(M,t) = Ci(M)

M € Tije, Bip[Tw(M,t)] = Ur(M,t)

Le terme U(M,t) représentant les sources internes sera nul dans la suite par
souci de clarté de ’écriture mathématique. Cette hypothése ne change en rien les dévelop-
pements qui suivent.

Le modeéle de chaque composant décrit par les relations précédentes est un
modeéle ot les échanges sont réciproques. Les échanges non réciproques!® peuvent également
étre pris en compte dans le cadre de ’analyse modale en traitant le probleme adjoint [Khoury
(résolution du probléme complexe). Ce dernier cas, échanges non réciproques, ne sera pas
traité dans le cadre de cette thése. On peut néanmoins remarquer que les échanges dans
le batiment non réciproques ne donnent rarement naissance & des modes complexes domi-
nants.

4.1.2 Construction de la base modale & partir du champ de températures

Le champ de températures

Le principe de résolution de ’équation différentielle du type de 1’équation 4.8 consiste &
rechercher les solutions particuliéres du probléme homogéne (on annule toutes les sollicita-
tions appliquées au domaine). Le champ de température peut alors étre décrit comme la

13 El Khoury, K., 1989, Formulation modale de problémes de diffusion thermique avec transport. Thése
de Doctorat, Ecole des Mines de Paris.

4Les éléments de construction et les démonstrations des propriétés de l’opérateur de la chaleur £ sont
développés dans la référence notée ci dessus

5renouvellement d’air non réciproque par exemple

16 El Khoury, K., 1989, Formulation modale de problémes de diffusion thermique avec transport. These
de Doctorat, Ecole des Mines de Paris.

Jte.
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superposition d’un régime “glissant” et d’un régime “dynamique”, solution du probléme
homogeéne.
Tu(M,t) = T{(M,t) + TE(M,t) VM € Dy (4.9)
avec :

o T{(M,t): défini comme le terme glissant du champ de température est solution du
systéme:
M e Dy, LyT{(M,t)] = 0
(4.10)
M eTy, BT{(M,t)] = Ux(M,t) .

L’expression du champ de température glissant peut se mettre sous une forme intégrale:

TI(M, 1) = /Fsk(M,M’)Uk(M',t)dM' (4.11)

olt la fonction de Green Si est un champ de température qui vérifie pour tous les
points M’ de Dy les équations du systéme 4.10 dans lesquelles on substitue & la
sollicitation Ux(M, 1) la distribution de Dirac § M’(M).

Les fonctions de Green vérifient ainsi:

LelSk(M,M")] = 0 VM € DY
—KkVSk(M,M’).ﬁk — O’kSk(M,A{[,) = 5[‘k(Ml) YM eIy

5pk(M/) = 0 st M’¢Fk
5r‘k(]\4') = 1 st M eTy

En tenant compte de uniformité des températures et des flux sur les interfaces, en
posant Sx(M) = [p Sp(M,M') dM', expression 4.11 s’écrit:
Tf(ﬁl,t) = Si(M)U(t) (4.12)

. T,f(M,t) : terme dynamique du champ de température. Ce terme dynamique cor-
respond & la réponse libre du systéme et vérifie:

OT,(M,1)
a1

OTy(M,1)
a1

M e ’Dg Ek[Td(M,t)] - Ck(M) Ck(M)

(4.13)
M e Ty, Bk[Td(ﬂ[,t)] = 0

Ce champ est donc, & chaque instant t, décomposable sur la famille des fonctions
propres car il vérifie des conditions aux limites homogeénes. On voit ainsi 'intérét de
la séparation du régime variable en régimes glissant et dynamique: elle élimine en
réalité le probleme du reste éventuellement non décomposable du champ thermique
lors de sa projection sur la famille des fonctions propres [Sicard]!?, ce reste étant
contenu dans le terme glissant.

7 Sicard, 1984, Analyse modale appliquée & la thermique Thése de docteur Ingénieur, Univ. Pierre et
Marie Curie, Paris VI
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La base modale

La résolution du probléme homogéne se raméne & la recherche des éléments propres du
systéme. On va exprimer le terme dynamique du champ de température sous la forme du
produit scalaire de la variable temps et de la variable espace. Ce champ de température
vérifiant une condition limite homogéne est décomposable sur la base des fonctions propres
de Popérateur de la chaleur :

ik
T}?(M,t) = Z Xkl(t).Vkl(]W) (4.14)
=1
On qualifie les coefficients de la décomposition Xj; d’états d’excitations des
modes propres Vi ou tout simplement de variables d’état.
Les éléments propres du modele local k, sont déterminés & partir du probléeme
aux valeurs propres pour ’opérateur de la chaleur!®:

e probléme aux valeurs propres :
VM € Dg ﬁk[Vkl(ﬂl)] = /\kl Ck V;Cl(M)

(4.15)
YM ¢ Iy;e Bk (V(M)) = 0

avec

— V(M) : I¥™¢ fonction propre de lopérateur spatial de la chaleur £y

— A @ 8™ valeur propre de Popérateur spatial de la chaleur £y

s équation d’état du modele local k obtenu en remplacant dans 1’équation 4.13 ’expres-
sion du terme dynamique (équation 4.14):

o oT,(M,1) ok
L[> Xua(t).Via(M)] - ChlM)—5— = D Xu(t).Vi(M)CL(M)  (4.16)
=1 I=1
o AT, (M,t) LI
D Xu()Ly[Via(M)] - Cr(M)——— = Y Xu()Va(M)Cy(M)  (4.17)
=1 =1
D’apreés P’équation 4.15, on obtient:
ok oT,(M,t LI
Z XA Cr V(M) — Ck(Al)—g—(a-t-——-z = Z Xkl(t).sz(M)Ck(M)
=1 =1
(4.18)
En faisant le produit scalaire par V%, on a:
oT,(M,t .
Xia(t) Akt — Ck(M)J—) Xu(t) (4.19)

ot

8] opérateur (L) associé i des conditions aux limites mixtes représentées par (B), posséde un spectre
discret (infini mais dénombrable) de valeurs propres. Les fonctions propres qui leur sont associés forment
une base pour les fonctions appartenant au domaine de définition de ’opérateur.

Le produit scalaire pour les vecteurs propres orthogonaux est le suivant: < Vi, C(M)Vi, >= 6,
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On obtient finalement ’équation d’état modale:

Xkl(t) = Ap. Xwi(t)
= Uu(0). [ Su00) V) Cu(b1) dMt (#.20)

L’équation d’état modale vérifiée par chaque état d’excitation ne fait intervenir
que cet état.

4.1.3 Modele modal discrétisé

Les résultats exposés ci dessus sont valables pour une formulation continue. En pratique le
probleme est résolu sous forme discréte et la représentation modale des phénomenes ther-
miques pour le batiment s’effectue par un changement de base & partir de la représentation
du champ des températures. La méthode des différences finies a été utilisée comme
modele numérique discret détaillé pour permettre la modélisation du champ complet des
températures. Avant d’aborder la construction de la base modale, la modélisation du
champ thermique par la méthode des différences finies est brievement abordée.

Le champ thermique modélisé par la méthode des différences finies

La méthode des différences finies repose sur la discrétisation spatiale du champ des tempé-
ratures. Le champ des températures est alors modélisé par une fonction en ces noeuds de

discrétisation. Le batiment est décomposé en mailles sur lesquelles un bilan thermique est
établi.
Le champ de température discrétisé est représenté sous la forme suivante:

CT = AT + EU (4.21)
avec:

e T le champ discrétisé des températures.

C matrice diagonale constituée des n capacités calorifiques des mailles de la discréti-
sation ou des masses de fluide.

¢ A matrice d’échange au sein de la structure. Matrice carrée symétrique définie
négative.

E matrice rectangulaire caractérisant les effets des sollicitations sur la structure.

U matrice colonne réunissant ’ensemble des sollicitations.

Ce modeéle est approché et sa précision est liée & la finesse de la discrétisation
et ala position des noeuds du maillage.
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Le régime permanent glissant Un systéme atteint un régime permanent au bout d’un
certain temps si les sollicitations sont constantes. Lorsque les sollicitations sont variables,
on définit un régime permanent glissant comme étant ’état que le systéme aurait en régime
permanent si les sollicitations étaient constantes et de valeur égale & celle des sollicitations
variables au moment t.

Dans le cas du régime permanent, ’équation 4.21 peut s’exprimer sous la forme:

T = SpU (4.22)

avec: St = —A"1E
On effectue le changement de variable suivant:

T° =T - SgU (4.23)

T=T°+S7U (4.24)

En remplagant dans I’équation 4.21, on obtient:

CT° = AT® - CS7U (4.25)

Passage 4 la base modale discrétisée

Le passage a la base modale discrétisée s’effectue par la transformation du champ dy-
namique des températures, T, en vecteur d’état, X, par la relation suivante (analogue &
P’équation 4.14):

7° = PX (4.26)

ot P est la matrice de passage formée des vecteurs propres colonnes.

Dans la base propre formée des vecteurs propres normés par rapport a C,
Péquation 4.25 (pour le probléme homogéne) peut se formuler sous la forme suivante (ana-
logue & I’équation 4.20):

X = FX + BU (4.27)
avec:
F = P71C~1AP, matrice diagonale des valeurs propres
B=PlA-1E

4.1.4 Equations modales pour des modeles couplés

Dans le cas du couplage des zones, I’équation d’état du modéle local k peut également
se mettre sous la forme suivante en distinguant les sollicitations extérieures et celles de
couplage:

Xy = Fi Xk + Bre Uke + By Ug. (4.28)
avec .

o Uy, : sollicitation agissant sur la frontiére ol s’applique la condition aux limites.



4.1. Rappels sur I’analyse modale dans le cadre de la thermique du batiment 55

o U : sollicitations extérieures.

Les sorties du modele local k sont données par:

Yio = Hp Xk + Gire Ure + Gy Uge

(4.29)
Yi = Hp Xp + G Uge + Gy Uge
avec :
e Y, : sorties sur la frontiére de raccordement.
e Y} : sorties sur autres frontiéres.
Le champ de température du modéle local k est donné par:
Ty = Py Xy + Skc Ure + Sk Uge (4.30)

P est la matrice de passage formée des vecteurs propres colonnes. La formulation
donnée par ’équation 4.30 est valable aussi bien en continue qu’en discret. Sauf indication
particuliere, les résultats présentés sont valables dans les deux cas.

4.1.5 Intérét de la base modale

L’intérét de la représentation dans la base modale réside dans la possibilité trés vaste et
performante de réduction des modeles. Des recherches dans le domaine de la réduction
modale [Lefebvre,1987]*° ont montrés que la réponse dynamique d’un batiment aux di-
verses sollicitations pouvaient étre représentée par quelques modes?!. Les modes propres
d’un batiment sont des entités caractéristiques de celui-ci. IIs sont totalement indépendants
des sollicitations et ne sont que la traduction de la structure du systéme et de ses conditions
aux limites. Les modes propres sont assimilables & des thermogrammes topologiques. Une
visualisation graphique est ainsi possible et rend leur interprétation plus aisée. L’analyse
des modes et de leur influence sur la réponse dynamique d’un batiment & diverses sollici-
tations telles le flux solaire, la température extérieure, le flux de chauffage permet de dis-
tinguer les modes dominants. On peut justifier mathématiquement que l’inertie thermique
qui détermine le comportement dynamique d’un batiment est completement caractérisée
par ses éléments propres. Ces fondements mathématiques démontrent avec rigueur que la
forme modale est la représentation interne la plus pertinente pour décrire Iinertie ther-
mique [Lefebvre,1989]?2. La mise en évidence de la dominance modale de quelques modes
sur la réponse dynamique des batiments et plus particuliérement du premier mode?? a con-
duit & une caractérisation approchée de 'inertie. Cette caractérisation de D’inertie, issue
directement du formalisme modal, s’avére trés utile car elle permet d’estimer de facon trés
simple le comportement dynamique d’un batiment. En effet, le mode dominant a approxi-
mativement la forme du champ de température d’un régime permanent ol la température
intérieure est maintenue supérieure & la température extérieure grace & un flux de chaleur

20 Lefebvre, G., 1987, Analyse et réduction modales d’un modéle de comportement thermique de batiment,
These de Doctorat, Université Paris VI

*1Un niveau de précision acceptable est préservé avec des modeéles modaux d’ordre inférieur a 10

22 Lefebvre, G., 1989, Caractérisation de linertie thermique d’un bdtiment par analyse modale, Rev.
Gén. Therm. Fr., n0 332-333, Aout Septembre 1989.

?8celui associé & la plus grande constante de temps
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convectif. On peut ainsi calculer facilement une valeur approchée de la constante de temps
principale selon la formule suivante:

r=E[GV (4.31)

o E représentel’ énergie totale stockée dans chacune des parois constituant le batiment.

o GV est le flux thermique représentant les déperditions auxquelles est soumis le
batiment

Cette formulation (Equation 4.31) a été intégrée ainsi dans des méthodes simplifiées basées
sur des corrélations qui fournissent une estimation des besoins de chauffage mensuels [Passys]?4,-
[European passive solar handbook)?5.

4.2 Principe de la synthése modale

La complezité et la taille des modéles modauz représentant des bdatiments multizones en-
trainent la manipulation de matrices dont les dimensions sont importanies notamment
pour la recherche des éléments propres (phase de diagonalisation). Par ailleurs en con-
statant qu’un grand systéme est composé d’éléments simples contribuants au comportement
de l’ensemble, des recherches se sont orientées vers application de la synthése modale dans
le domaine du batiment [Neveu,1988?°. En effet la synthése modale permet la reconstitu-
tion de la forme modale d’un modéle compleze a partir des modéles modauz de ses sous
systémes. L’intérét de la synthése modale réside également dans la possibilité de coupler
des modéles modauz soumis au préalable a une réduction. L’enchainement des trois phases
sutvantes:

o analyse modale des sous-systémes et réduction locale

o assemblage des sous-systémes et résolution du probléme auz valeurs propres associé
au modéle de synthése

o calcul de la reconstitution de la forme modale approchée du systéme couplé et réduc-
tion globale

associe les techniques de réduction modale et le processus de synthése modale
et offre ainsi un outil performant pour l’étude du couplage de composants d’un bdtiment.
Le nombre restreint de paramétres descriptifs et significatifs peut fournir des indications
extrémement riches sans devoir faire explicitement des simulations. Le formalisme général
de la synthése modale a été établi dans [SYMBOLJ" par B.Flament pour le couplage bord &
bord. La construction du modéle de synthése, par couplage direct des différents composants
du systéme, avec un seul niveau d’emboitement, y est détaillée. Une démarche plus modu-
laire et plus systématique, consiste a coupler des modéles deuz a deuz jusqu’a ce que tous les

2% PASSYS, A paraitre, Rapport final

2% 4 paraitre Basic principles and concepts for passive solar architecture.

26 Neveu, A., 1988, Condensation du probléme auz valeurs propres d’un systéme thermique compleze par
synthése modale de ses composants, Note interne, Centre d’Energétique, Ecole des Mines de Paris.

2" Blanc-Sommereux, 1., Caplain, G., Ebert, R., Flament, B., Lefebvre, G., Neveu, A. and Peuportier,
B., 1989, Rap[port AFME/ARMINES 1988/1989 projet SYMBOL.
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composants constitutifs du systéme soient pris en compte. Cette démarche correspond ¢ la
méthode de synthése modale par couplage par paire avec plusieurs niveauz d’emboitement.
Les principales étapes et conclusions du couplage par paire, sont maintenant briévement
rappelées. Ce couplage par paire dans le cas du raccordement par recouvrement est appro-
fondie au chapitre 5 (“La synthése modale dans le cas du couplage par recouvrement”).

La détermination du modele de synthése nécessite trois étapes principales qui
sont :

o La juztaposition : consistant & rassembler les équations d’état des différents modeéles
locaux.

o La connezion: consistant & déterminer de maniére formelle les sollicitations de cou-
plage inconnues.

o L’assemblage : permettant de ”recoller” les modeles entre eux, en utilisant les
équations d’état locales et 1’équation de connexion.

Les phases de juxtaposition et d’assemblage sont indépendantes du type de cou-
plage des modéles locaux. Par contre la phase de connexion dépend du type des conditions
de raccordement. Ces conditions de raccordement sont des conditions physiques qui expri-
ment le couplage des composants. Le couplage par paire est maintenant décrit au niveau
le plus élémentaire de cette structure arborescente: le couplage de deux modéles modaux
locaux.

4.2.1 Juxtaposition

La juxtaposition permet de regrouper deux modeéles locaux découplés sous une seule
équation matricielle. Cette phase de juxtaposition des modeéles est indépendante du type de
couplage. Elle regroupe dans un méme systéme matriciel, des équations d’état indépendan-
tes du type de I’équation 4.28 , ce qui permet une manipulation mathématique globale plus
aisée. L’équation d’état peut ainsi s’écrire sous la forme :

X = FX + B.U. + BU. (4.32)

Ce modele s’exprime en fonction des sollicitations de couplage U.. La phase
suivante de la méthode permettra la détermination de ces sollicitations.
Les sorties des modeles locaux sont également juxtaposées:

Y HX + G. U, + GU, (4.33)

~
I

PX + S. U, + S U. (4.34)

4.2.2 Connexion

Le modéle global constitué de la juxtaposition des deux modéles locaux découplés est to-
talement déterminé si les sollicitations de couplage, U, sont connues. Mais lorsque ’on as-
semble les modéles, seules les sollicitations U, sont extérieures au systéme. Les sollicitations
U., internes au systéme global liées aux interfaces, sont des variables intermédiaires et la
connexion des modeéles modaux locaux consiste a exprimer ces sollicitations intermédiaires
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en fonction des vecteurs d’états locaux et des sollicitations extérieures au modéle global re-
constitué. Plusieurs types de raccordement de modeles sont possibles. Dans le Chapitre 3
une typologie de raccordements de modeles est proposée. Suivant le type de raccordement
(bord & bord, ou par recouvrement), les conditions physiques correspondantes différent et
par conséquent ’expression des sollicitations de couplage est de nature différente. Pour
illustrer cette phase de connexion, le cas du couplage bord & bord est maintenant présenté.
Le couplage par recouvrement est traité au chapitre 5.

Connexion pour le couplage bord & bord

1

Figure 4.2: Modéles locaux découplés (couplage bord & bord)

Pour le couplage bord & bord, on considére comme conditions de raccordement une condi-
tion de contact thermique parfait entre les deux frontiéres sur lesquelles se raccordent les
deux modéles.

Les expressions mathématiques correspondant & ce type de raccordement sont
d’une part, ’égalité du champ de température au niveau de I’interface de couplage de
chaque composant, d’autre part la non accumulation du flux sur cette méme interface. Les
équations décrivant ces deux conditions sont respectivement :

Ty(t) = To(t) M € Tyork = 1,2 (4.35)
K VT (e + KVT()fe =0 VM € The, k=1,2 (4.36)

ou encore:
¢1c + ¢2c =0 (4.37)

Pour terminer la description du raccordement des modéles il faut définir une
condition géométrique. Cette condition correspond au fait que les interfaces de couplage
des composants sont confondues, soit I'y, = I'y..
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Les équations 4.35 et 4.36 peuvent également s’exprimer sous la forme:
Yir + I1Yar =0 (4.38)

e Y], vecteur des sorties sur les frontiéres de raccordement de la zone 1

_| T
er_. [ ¢lcjl

e Yo, vecteur des sorties sur les frontiéres de raccordement de la zone 2

_| T2
er - [ ¢2c }

10
'Il:[o 1}

Les sorties des modeles locaux sur les frontiéres de raccordement s’expriment de
la fagon suivante:
er = le X1 + Glrc Ulc + Glr U]e

4.39
Yor = Ha X2 + Gorc Uze + Gor Uze ( )

Ui. et Uy, les sollicitations de couplage peuvent &tre soient des températures soient des
flux suivant le type de conditions aux limites choisi pour les modéles locaux. Par exemple
dans le cas ol le modele 1 est limité par des conditions de premiére espéce, ’équation 4.39
s’exprime sous la forme:

Ty ... 0. 1 0
= - S X1+ .- - Uit . ., U
[ b1c :I l: o= K Ve } ! [ K1V 5.7, jl ! { ...—I£1V516p.nlc... le
(4.40)
Dans le cas général de conditions aux limites quelconques, on obtient en rem-

plagant les champs de températures et les flux sur les frontiéres de raccordement des deux
modeles (Y3, et Y, dans ’équation de raccordement (Equation 4.38)):

Gyl Us = [H:] X + [Gy] UL (4.41)

Les matrices [H,] et [G.], sont des hypermatrices ou matrices blocs, définies
respectivement & partir des matrices Hy, et Gy, (k=1,2):

[Grc] - [[Glrc] [II'G27‘C]]

[H:] = [[-Hi] [-11.Ha ] (4.42)
[G,] = [-Gi] [5G ]
[Grc] = S1c 52

K1V ST KoVSy.fae

et
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=] s ]

R (CAAZTE 7> PR (CAVA LT 17 YR
[G]: ---—Slep--- ---S2ep---
’ oo = K1V Siep e oo — KaV85¢p.10c . ..

[ est I’indice de ’ordre du modéle et p celui des sollicitations extérieures.
L’expression des sollicitations de couplage peut donc se mettre sous la forme:

U, = [Gyo)™? [H) X + [Gr™? [Gr] Ue (4.43)

L’opération d’inversion de G, est la transcription mathématique du couplage
physique des éléments.

Les sollicitations de couplage inconnues (U, et Uy, ) peuvent également se mettre
sous la forme suivante:

2 nk
Ue(t) = YD 0 Xua(t) + Que(t)
k=1l=1
2 nk
Use(t) = 3. Bapt Xu(t) + Qoc(2)
k=11=1
avec: M € Ty,
1 i B ! B \
b = 3 (=2 ExVVirfike + K2V 820730 (—1) Vi)
1
b = 5 (=S1c KW VVirdiee + K1V Sieine (-1 Vi)

Q1(t) et Q5(t) correspondent aux termes de sollicitations
Remarques: Dans le cas olt il n’y a pas de réduction des modéles, la somme sur
1 de 1 a ny est étendue jusqu’a Uinfini.

4.2.3 Assemblage

De méme que pour la phase de juxtaposition des modéles, la phase d’assemblage des
modeles est identique pour les différents types de couplage car elle ne dépend pas de
la nature du couplage. Ayant exprimé les sollicitations de couplage U. en fonction des
sollicitations extérieures et des états internes locaux, on peut procéder & ’assemblage des
modeles en reprenant 1’équation d’état juxtaposée 4.32 et en remplacant U, par I’expression
des sollicitations de couplage (Equation 4.43). On obtient alors, un modéle assemblé de la
forme:

[NIX = [FIX + [BalUe
Y = [HalX + [GaUe (4.44)

T = [P4]X + [Sa)U.
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avec :

[N] (1] = [Bc)[Gre]™![H,]
[Ba] = [B)[Gre] ' [G:] + [Be]
[(Ha] = [G(Gre]) ' [H]+ [H]
[GA] = [GCH TC]—-I[G} [G]
[Sa] = [Sc)[Gre] M [Gr] + [Se]
{PA] [SC][ rC]_l[Hr]‘*‘[P]

Ce modele assemblé (encore appelé modele de synthése) est strictement iden-
tique quelquesoit le type de couplage. Néanmoins, la composition de la matrice N a une
expression particuliére qui dépend du type de couplage. Le modéle assemblé décrit par le
systéme 4.44 n’a pas une forme modale (ceci est di & la présence de la matrice N qui est
non diagonale). Par contre, il est possible de reconstituer la forme modale du modéle de
synthése.

4.2.4 Reconstitution de la forme modale du modele de synthese

La forme modale du modéle de synthése, obtenue aprés la phase d’assemblage, peut étre
reconstituée. Ce modeéle modal reconstitué est, dans sa forme non réduite, équivalent
au modele modal global. Le modeéle modal global est celui qui est obtenu directement
par la méthode modale sans étape de couplage de modeles locaux. Cette équivalence est
démontrée dans I’annexe G. Les matrices relatives au modeéle modal reconstitué seront
notées P, B,H, X, etc... Les relations permettant de passer du modéle de synthese assemblé
au modele modal reconstitué sont maintenant données.

On peut remarquer que les trois relations précédentes ( 4.44) sont fonction des
états des composants locaux juxtaposés X. Or ces derniers sont reliés aux états du modele
modal A’ par la relation (voir Annexe G):

X = [p X (4.45)

avec : [p] : vecteurs propres de [N]~}[F].
La combinaison de la relation 4.45 avec les équations 4.44 permet d’écrire ces
derniéres sous la forme du modeéle modal reconstitué:

X = [Flx + [B)U. (4.46)
=Y = [HX + [S|U. (4.47)
T =7 = [PX + [Sp)U. (4.48)

avec ;

e F : matrice diagonale des valeurs propres z; du modeéle modal,

o B = [p]7}[N]"! [B4]
o H = [Ha] [p]
* S = [G4]

o Sp = [S4]
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Les valeurs propres z; de N™!F (modéle assemblé) sont identiques & celles du
modeéle modal global. Les vecteurs propres du modele modal P s’expriment en fonction
des vecteurs propres p; de N~!F (appelés également coefficients de décomposition) et de
la juxtaposition des vecteurs propres des modéles locaux (P) suivant la relation:

P o= (P + [SAGE]) 7] (4.49)



Chapitre 5

Synthése modale dans le cas du
couplage par recouvrement

Une typologie de raccordement de modéles a été présentée (Chapitre 3) et les principes
générauz de la synthése modale ont été rappelés (Chapitre 4). Dans le cadre du couplage
par recouvrement (couplage adapté au raccordement de zones et de composants), les trois
phases de la synthése modale, pour le cas du couplage par paire, sont maintenant détaillées:

e la juztaposition
o la connezion

o [’assemblage

Ce chapitre traitant du couplage de modéles de zones va reprendre ces trois points
et présenter l’étude de ’équivalence du modéle de synthése et du modéle global ainsi que
l’étude de la décomposition des fonctions propres globales sur les fonctions propres locales
dans le cadre du couplage par recouvrement.

Les notions de modes locauz et globauz sont introduites et I’équivalence du modéle
de synthése obtenu avec une représentation modale directe est démontrée.

Les performances de la synthése modale associée a la réduction des modéles
locauz seront illustrées par Uexzemple d’un batiment bizone.

5.1 Juxtaposition de modeles

La construction d’un modeéle de synthése, dans le cas du raccordement de deux modeles
s’effectue en suivant la méthodologie décrite dans le chapitre 4.2 (juxtaposition, connexion
et assemblage). Par contre, ce type de couplage présente la particularité de distinguer
deux frontiéres pour le raccordement de chaque modele. Il s’effectue en forcant 1’égalité
des températures exprimées par deux modeles distincts en deux lieux qui délimitent une
partie commune. Les deux lieux, que nous appellerons frontiéres de raccordement, ne sont
pas a priori, I’endroit ol s’expriment les conditions aux limites des modeles. Le volume
dont les frontiéres sont précisement celles des frontieres de raccordement correspond a la
zone de recouvrement des deux modeles couplés.

63
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Nous allons tout d’abord juxtaposer deux modéles terminaux. Tout modéle
terminal k peut &tre décrit par les relations suivantes :

Xy = Fr X + Bie Upe + By Uge (5.1)
Yi=Hi X + Gie Upe + G Upe (5.2)
avec :

e Uy : sollicitation de couplage du composant k 3 I’endroit ol s’applique la condition
aux limites.

o U, : sollicitations extérieures. du composant k.
e Y, : sorties .

Nous ne traiterons, dans ce qui suit, que le couplage par paire. Ainsi, la juxta-
position de deux modéles, au premier niveau d’emboitement, peut s’écrire sous la forme
matricielle suivante :

X = FX 4+ B U, + B U, (5.3)
= HX + G. U, + GU, (5.4)
= PX 4 S, U, + 5.U. (5.5)
avec :
®
_ /Y] _ Fl 0
e U, vecteur des sollicitations extérieures
_ | U

La sollicitation U; est appliquée sur la fronti¢re I'y, la sollicitation Uy est appliquée
sur la frontiere T's.

e U, vecteur des sollicitations de couplage sur les frontiéres oll sont appliquées les
conditions aux limites.
Ulc
Ul =
[ C] [ UQC

La sollicitation Uy, est appliquée au modele 1 sur la frontiere I';,. La sollicitation
Us. est appliquée au modéle 2 sur la frontiere T'y..



5.2. Connexion 65

_ [ H] o

1] = ( 0 [Hy] )
(G 0

[GC] = ( 0 [G2c])

Gy 0
) = ([0] [GZ])

Cette premiere phase de juxtaposition est identique quelque soit le type de
couplage car elle ne dépend pas de la facon dont les modéles sont connectés. Par contre la
phase de couplage est différente car elle dépend de la matrice des sollicitations de couplage
U.. Le paragraphe suivant traite de la connexion et de la détermination de ces variables de
couplage, sans préciser pour le moment, le type de conditions aux limites qui s’appliquent
aux modeéles & connecter.

5.2 Connexion

Ce couplage differe du couplage bord & bord (section 4.2.2) par la présence d’une partie
commune aux deux modeles. Les frontiéres de ce domaine commun I, et T', correspondent
aux interfaces de couplage (figure 5.1).

r]\ ]]-a /r‘b/ Tic

U1 ;
\ Ulc
> -

_ u2
uzc
—> S «<—

| PARAN
e

2C
Figure 5.1: Modéles locaux découplés (couplage par recouvrement)

L’égalité des températures des modeles 1 et 2 sur les frontieres I'y, et I'y, d’une
part, et I'yy et I'yy d’autre part, sont des conditions nécessaires de raccordement qui perme-
ttent d’exprimer les sollicitations de couplages inconnues Uj. et Us. en fonction des états
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locaux et des sollicitations extérieures. Il faut alors montrer que cette condition est suff-
isante pour assurer le raccordement correct des deux modeles, autrement dit ’égalité des
champs thermiques obtenus avec les deux modeles en chaque point de la partie commune.
Nous allons voir que ceci est vrai sous certaines conditions. Alors que, par la suite nous
supposerons le résultat raisonnablement vrai dans un cas plus général, la démonstration
est effectuée avec les hypotheése simplificatrices suivantes:

o hi: £(T) = V(K(M)V(T)) YM € D;n D,

L’opérateur de la chaleur est limité aux phénoménes conductifs. (Nous nous trouvons
dans un cas de transferts thermiques symétriques).

e h2: La condition initiale dans le domaine commun est unique. Elle s’exprime dans
chacun des deux modeles par: Ti(M,0) = To(M,0) = T®(M) VM € Dy N D,

Oh32DlﬂD2:V

Les caractéristiques thermophysiques et géométriques de la partie commune sont
traduites dans chacun des deux modeéles de fagon & ce qu’elle représente bien le
méme milieu dans ces modéles. Les interfaces de couplage sont donc confondues
deux adeux : Ty = Top = Teetlyy = Ty = Ty

o hd: Ly(T)=L(T) VM € D;NDy k=12

L’ opérateur de la chaleur s’exprime de la méme facon dans le modele 1 ou dans le
modéle 2

¢ h5 : Les seules sollicitations externes sont, Uy et Uy, sur les interfaces I'; et Ty, et
sont des fonctions connues et arbitraires du temps.

e h6: Pour simplifier les calculs, les températures et les flux sont uniformes sur chacune
des interfaces de raccordement T, et T',.

Montrons qu’imposer 1’égalité des températures aux interfaces de couplage as-
sure un raccordement correct, c’est & dire I'unicité du champ de température dans la partie
commune aux deux modeles (V = Dy n Dy ).

Démonstration :

Pour démontrer ’égalité des champs de température T7(M,t) et To(M,t) dans
le domaine commun V, nous formons le champ différence T(M,t)= Ty(M,t) -
T»(M,t) dans ce domaine V. On applique 'opérateur de la chaleur & ce champ
différence:

§T(M 1)

VM € Dyn Dy L(T(M,1) = C(M)—F

Vt € [0, +00] (5.6)

avec la condition initiale:
T(M,0) = Ty(M,0) - T»(M,0) = 0 puisque

d’aprés Phypothése h2:  T1(M,0) = T5(M,0)
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De méme d’aprés les équations de raccordement que nous avons imposées:
T(M,t)=0 VM€eTy j=ab Vt

D’aprés le principe du maximum et du minimum [Godounov]! (principe con-
tenu dans ’annexe A donnant la démonstration de I'unicité de la solution pour
I’équation de la chaleur dans un domaine dont les frontiéres sont soumises a des
conditions aux limites de Dirichlet) le champ différence T(M,t) posséde une so-
lution unique qui prend ses valeurs extrémes sur la frontiere spatio-temporelle .
ol il est défini. min T(M,t)< T(M,t) < Max T(M,t). Or sur cette frontiére le
champ est nul. min T(M,t)= Max T(M,t)=0

On obtient donc: T(M,t)=0 VM € D;n D, Vi.

Ce qui prouve l’identité des champs de température : Ty3(M,t) = To(M,t)

Notons que la condition d’égalité des températures imposée par le couplage
ne présume en rien le type de conditions aux limites imposées sur les frontieres des
modeles découplés (voir page 42). Les conditions de raccordement peuvent &tre traduites
par l’expression des sollicitations de couplage U;. et Us.. Sachant que le champ des
températures s’exprime en fonction du vecteur d’état correspondant et des sollicitations
sous la forme suivante, dans chacun des modéles:

VM € Dy Vi, Ty(M,t) = i Xo(t) Vil(M) + Sup(M) Urelt) + Sy (M)UL(1) (5.7)
=1

VM € Dy Vi, Tg(]ﬂ,t)

It

i Xot(1) Var(M) + Saa(M) Use(t) + Sa(M)Us(t) (5.8)
=1

Les expressions des sollicitations de couplage U;. et Us. sont obtenues® en imposant que

les températures des deux modeles sont identiques sur les frontiéres I'y et T, de V/
VM eTl. (Ti(M,t) = Tiu(t)) = (T2(M,t) = T2(1)) (5.9)
VM e Ty (Th(M,t) = Ti(t)) = (To(M,t) = Ta(t)) (5.10)
Les équations 5.9 et 5.10 peuvent également s’exprimer sous la forme:
Yir + 1Y, =0 (5.11)
avec

o Y), vecteur des sorties sur les frontiéres de raccordement pour le modeéle 1(tempéra-
tures sur les deux frontiéres)
I
Yi, = [ ¢

T

! Godounov, 1973, Equations de la physique mathématique. Mir.
2on retrouve ici une démarche tout & fait similaire & celle qui a été développée pour le couplage bord a
bord 4 la page 58
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e Y,, vecteur des sorties sur les frontiéres de raccordement pour le modele 2(tempéra-
tures sur les deux frontiéres)
1>
Yor = ¢

-1 0
« L= [ 0 -1 ]
Les sorties des modeles locaux sur les frontieres de raccordement s’expriment de
la facon suivante:
Yi, = Hi X1 + Gire Ure + G1r Use
Yo, = Hor Xo + Gorc Uze + Gar Use
En remplacant les champs de températures sur les frontiéres de raccordement
des deux modeles (Y7, et Y2, dans I’équation de raccordement (Equation 5.11))
on obtient alors le systéme linéaire suivant :

[Grc] [ g;z } = [Hr] [ §; ] + [Gr] I: g; } (5'13)

équation dite de connexion que l'on note:

(5.12)

(Gre] Ue = [H,] X + [Gy] Ue (5.14)

La résolution de ce systéme 5.13 nécessite I'inversion d’une matrice (2x2) (dans
le cas du couplage de 2 zones), notée G, définie par :

_ S1C(Ma) —SQC(M(Z)
[Grel = { S1(Mb)  —Syu(Mb) ]

Dans l'expression S;.(Ma), 'indice 1 se rapporte au modéle 1, Iindice ¢ se
rapporte & la sollicitation sur la frontiére I'y, et l'indice a se rapporte i la sortie observée
sur la frontiére I'y,.

Les matrices [H,] et [G.], sont des hypermatrices ou matrices blocs, définies
respectivement 3 partir des matrices Hy, et Gi,, (k=1,2).

ou encore:

(H,] = [[-Hy) [-1i-Ha ]
(5.15)

,——.
@

5

ha
Il

(=Gl [—11.Gor ]

(] = <_01 _?1>

[ -5 $a()
6] = {—-Si(Mw S§<Mb)]

avec :

SV V(M)
[H,] = [...-vl,(M,,)... ...Vglz(Mb)]
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Remarques: Les matrices [[4] et [G,.] dépendent du type de couplage (bord & bord ou
recouvrement). L’inversion de la matrice [G,.], nécessaire pour 1’étape suivante, est la
transcription mathématique du couplage physique des modéles.

On obtient alors I’expression des sollicitations de couplage en fonction des états
locaux et des sollicitations externes:

[ g;(c: } = [Grc]~1[Hr] [ ‘))((; ] + {Grc]—l[Gr} [ g; } (516)

Ces sollicitations de couplage peuvent encore se mettre sous la forme :

2 ng
Uie(t) = 33 b Xu(t) + (1)

k=1 =1 (5.17)
Use(t) = D 0 Xult) + Q,(t)
k=11=1
avec :
O = % (_Szc(ﬁ'fb)("l)kaI(Ma) + 520(Ma)(“1)kaI(Mb)> (5.18)
b = - (—Slc(Mb)(—l)kal(Ma) + Sie(Ma) (-1)* sz(Mb)) |

D =—S1,(Ma)Saa(Mb) + Sy,(Mb)Sz.(Ma)

Q1 (1) et Q5(t) correspondent aux termes de sollicitations

On remarque bien que les expressions des sollicitations de couplages sont formel-
lement indépendantes du type de conditions aux limites des modeéles locaux au niveau
des interfaces de couplage. Ces conditions limites sont implicitement contenues dans les
éléments propres des modeles locaux et dans les champs statiques unitaires.

Suivant le type de conditions aux limites locales choisies, les sollicitations de
couplage auront une expression particuliére.

5.3 Connexion: conditions aux limites locales de lére es-
péce

La mise en oeuvre de la synthése modale pour les batiments multizones al’aide du couplage
par recouvrement a été effectuée & partir de modeles modaux de zones générés par le
logiciel m2m3. Le couplage par recouvrement repose sur 1’égalité des températures sur les
frontiéres du domaine commun aux deux modéles. Pour pouvoir appliquer le formalisme
décrit précédemment, les températures des zones sont utilisées pour le raccordement.

Un exemple de batiment bizone (représenté sur la Figure 5.2) est maintenant
traité.

Les frontiéres du mur mitoyen sont soumises & des conditions aux limites de 3
eéme espeéce.

*m2m a été développé par G.Lefebvre au sein de GISE afin de pouvoir construire des modeles globaux
de batiments multizones, de les réduire et d’en simuler le comportement dynamique
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T1 hla hib T2
° —>> -
h2a h2b
* —> <—— o
T1 T2

Figure 5.2: Modéles locaux

Le bilan au noeud sur la frontiére du mur mitoyen pour la zone 1 donne le flux
net absorbé par la face intérieure du mur commun.

¢1a = hla(Tl‘TlMa) (519)

avec:
¢ T3 température de la zone 1
o T, température de surface du mur

La zone de recouvrement en fait ne se limite pas au seul mur mitoyen, mais inclut
également les échanges superficiels. Cette partie commune (en pointillé sur la Figure 5.3)
est soumise & des conditions aux limites de 1 &re espéce (voir page 42) et est équivalente au
mur mitoyen soumis & des conditions de 3éme espéce (Cette équivalence est décrite dans
la section 3.3)%.

Les frontiéres de cette partie commune étant soumises a des conditions de Dirich-
let, I'unicité du champ de température est assurée (Démonstration dans I’annexe A).

Il s’agit d’un raccordement par recouvrement ol frontiére de raccordement et
lieu d’expression de la condition aux limites oli la température est imposée sont confondues
(conditions aux limites de 1ére espece). Sollicitations de couplage et températures sur les
frontieres de raccordement sont égales. Ainsi:

o T14(t) = Uy (t)

o T2a(t) = Use(t)

Dans ce cas (conditions aux limites de type l&re espéce):
o Syc(Ma) = Syo(Ma) = 1 et S3(Ma) = 0
o Si1(Mb) = S1p(Mb) =1 et S;(Mb) =0

*1] faut bien sfr, pour assurer I’équivalence, que les conditions d’égalité des échanges superficiels soient
respectées: hia = hpa et hyp = hop
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L 7
i |
|
Tia I Ulc
¢ 1(—-——
| [ T1D
' |
' |
u2c ' |
—3 ¢ ‘|T2b
T2a | I

Figure 5.3: Zone de recouvrement d’un bizone

La matrice G,. prend alors la forme suivante :

_ S] (AICL) -1
(Gre] = [ bl —S24(Mb) ]

et la matrice G,:
_ | =51(Ma) 0
(G] = [ 0 Sy(Mb) J

Et les sollicitations de couplage peuvent se mettre sous la forme :

Do) = 305 b Xult) + 20

k=11=1
Use(t) = sz%kz Xu() + Q1)
k=1 1=1
bt = —,i-)— (= S2a(MB) Vi(M.).(k — 2) + Vai(My).(k — 1))
b = 5 (~Va(My).(k=2) + Su(Ma) Va(M.).(k - 1))

et D =1-5,,(Ma)Ssq(Mb)
qui tient compte que: Vy(My) = 0 et que V(M) =0

Remarques: Les conditions nécessaires et suffisantes au couplage des modéles pour ce
type de raccordement (par recouvrement) sont donc ’égalité des températures sur chacune
des deux frontieres délimitant le domaine de recouvrement.

L’unicité de la solution pour ’équation de la chaleur dans un domaine dont les
frontiéres sont soumises & des conditions aux limites de Dirichlet a permis de démontrer
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qu’imposer 1’égalité des températures équivalentes aux interfaces de couplage assure un
raccordement correct des modeles couplés par recouvrement.

Ces résultats reposent sur Phypothése que les modeéles modaux locaux n’ont subi
aucune réduction. Sil’on désire effectuer une réduction des modéles locaux alors on ne peut
plus affirmer que l'on a unicité du champ de température dans la zone de recouvrement.
En effet ces réductions de modeles affectent I’hypothése stricte d’égalité de ’opérateur
de la chaleur dans les deux domaines. Du point de vue mathématique, une étude plus
appronfondie serait & mener sur le procédé alterné de Schwarz basé sur la minimisation de
Perreur entre les solutions données par les deux systémes [Dautray]®.

5.4 Assemblage des modeles

De méme que pour la phase de juxtaposition des modeles, la phase d’assemblage des
modeles est identique pour les trois types de raccordement car elle ne dépend pas du type
de couplage. Ayant exprimé les sollicitations de couplage en fonction des sollicitations
extérieures et des états internes locaux (Equation 5.14), on peut procéder & I’assemblage
des modeles. En remplagant U, dans 1’équation d’état et dans I’équation donnant les sorties
du modele assemblé ( 5.5), on obtient alors:

NX = FX + BuU.
Y = HaX + G4U. (5.20)
T = P4 X + S,U,

o N =T - B[G,]"'[H,] (5.21)
B4 = [B)[Gr) " Gr] + [Be] (5.22)
Py = [S][Gre] T [H,] + [P (5.23)
Sa = [Sc)[Gre] T Gr] + [Se] (5.24)

Il faut noter que pour ce modéle assemblé, les sorties du champ de température
sont juxtaposées et donc le champ dans la partie commune est décrite deux fois. Ce
modele assemblé (encore appelé modele de synthese) est strictement le méme quelque soit
le type de couplage, par contre la composition de la matrice N est différente. Le modeéle
assemblé décrit par I’équation 5.20 n’a pas une forme modale (ceci est dit & la présence
de la matrice N). Il faut montrer que ce modéle assemblé est équivalent au modele global.
Cette équivalence a été démontrée dans [SYMBOL]® dans le cadre du couplage bord & bord
(voir Annexe G). Nous allons reprendre les points essentiels de la démonstration pour la
configuration avec recouvrement.

5.4.1 Equivalence du modele de synthése et du modéle modal global

Au modele de synthése obtenu aprés la phase d’assemblage (Equations 5.20), correspond
un probléme aux valeurs propres du type :

® Dautray, R. et J.L. Lions., 1984, Analyse mathématique et calcul numérigue pour les sciences et les
techniques, Collection CEA Masson, Tome 1, 601-610.

¢ Blanc-Sommereux, 1., Caplain, G., Ebert, R., Flament, B., Lefebvre, G., Neveu, A. and Peuportier,
B., 1989, Rap[port AFME/ARMINES 1988/1989 projet SYMBOL.
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2z Np; = Fp; (5.25)

avec

e z; : i &me valeur propre de N-1F,

e p; : i éme vecteur propre de N~ F

On rappelle que le modéle modal global (ou modeéle global) est le modéle obtenu
par une approche modale directe, les modes le caractérisant sont appelés modes globaux.
On peut montrer qu’il existe une équivalence entre le modéle de synthése et le modéle
modal global. La démarche retenue pour établir 1’équivalence du modeéle de synthése
(Equation 5.25) et du modéle modal global consiste & relier les fonctions propres globales
aux caractéristiques des modeéles locaux. En remplagant les fonctions globales par ces
nouvelles expressions on montre que ’on peut retrouver une formulation du probléme aux
valeurs propres global identique & celle donné par la relation 5.25. Le principe de cette
démonstration est maintenant rapidement abordé. Elle est détaillée dans I’annexe G.

La convention suivante a été adoptée: toutes les variables ou fonctions relatives
au modeéle global sont surlignées par un".

On exprime ainsi les fonctions propres du modéle modal global Vi;(M) comme
la superposition d’une fonction V& (M) vérifiant une condition aux limites homogeéne
sur chaque interface de couplage locales, et d’une fonction “statique” résiduelle V[;(M)
vérifiant des conditions aux limites inhomogénes sur les interfaces de couplage. Soit:

V(M) = VE(M) + V(M) (5.26)
{Bk(?ﬁi(M)) =0 ) ) {Bk([),;.(M)) = Ui j =a...
Ly(VE(M)) = 5 Co (VE(M) + V(M) | Le(Vi(M)) = 0

k est ’indice identifiant le composant, 7 est I'indice donnant I’ordre du mode.

Le premier terme vérifiant des conditions aux limites homogenes sur les interfaces locales
est décomposable sur les bases locales. L’équation 5.26 peut se reformuler de la fagon
suivante:

o' Ny
Vi M) =" prii Vie(M) + > Si; (M) Uy (5.27)
=1 j=1

Chaque fonction propre globale peut se décomposer pour une partie sur 1’en-
semble des fonctions propres locales et pour une autre part sur les liens statiques entre les
modeles couplés. Les ﬁkj,- s’apparentent en fait & des sollicitations de couplage qu’il nous
faut déterminer.

Ces fonctions propres globales sont représentées sur la figure 5.4 sous forme
graphique pour les deux types de couplage.

e couplage bord & bord
A Tl'interface de couplage (point b sur la figure) les conditions de raccordement sont
telles (égalité des températures, conservation des flux) qu’il y a continuité du champ
de température en ce point.
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mode partie décomposable liens statiques entre
global = sur les bases locales + les modeles couplés

a bb c a bb c

couglage par recouvrement

couglage bord a bord

a b ¢

a b
a b

Figure 5.4: Décomposition des modes globaux sur les bases locales, exemple pour le 1¢
mode global
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e couplage par recouvrement
Dans le domaine commun (entre les points a et b de la figure) il y a unicité du
champ de température mais par contre deux décompositions des modes globaux sont
possibles dans la zone de recouvrement. Le mode global se décompose indifféremment
sur la base locale du modeéle 1 dans le domaine commun ou sur la base locale du
modele 2.

Ainsi on peut écrire que dans le domaine de recouvrement et uniquement dans
ce domaine, deux décompositions sont possibles pour les fonctions propres globales:

VM eV V(M) = Vu(M) = Vg (5.28)

17(12)1- représente le iéme mode propre global dans le domaine commun aux com-
posants 1 et 2 et:

Via2yi(M)
VM eV Z(12)i
{ Viaoyi(M)

Vi(M) + V(M)

Ph(M) + V() (5:29)

Les conditions d’égalité des températures aux interfaces de couplage sont des
conditions nécessaires et suffisantes pour rendre compte de 'unicité du champ de tempéra-
ture dans la partie commune aux deux modéles (voir démonstration précédente page 66).
Il en résulte que les conditions de raccordement pour le couplage par recouvrement peuvent
s’exprimer uniquement aux interfaces de couplage. Ainsi:

VM eT, Vu(Mb) = Vyu(Mb)

- . 5.30
YMeTl, Vh'(f\la) = Vz,‘(Ma) ( )

En utilisant ces conditions de raccordement pour les fonctions propres globales
(Equations 5.30) et la définition des fonctions propres globales ( 5.27), on peut exprimer
formellement la sollicitation de couplage relative a la j iéme interface du composant k:

)
Ui = Orit Drii
kj1 ; kjl Pkl (531)

qui s’apparente a P’équation 5.17 dans laquelle les sollicitations extérieures au
systéme global sont nulles (puisqu’il s’agit des modes propres globaux). L’expression
des fj;; est strictement la méme que celle donnée par I’équation 5.18. En remplacant
Pexpression des sollicitations (Equation 5.31) dans 1’équation 5.27 donnant les fonctions
propres globales, on obtient:

o b oo
Vii(M) = 3 V(M) + Y Y Sk (M)bkjit Pris (5.32)
l=1 j=a l=1

Les coefficients de décomposition f;; des fonctions propres globales sur les bases
locales restent & déterminer. Leur détermination est identique & celle exposée pour le
couplage bord & bord (voir Annexe G). On retrouve le méme résultat & savoir qu’ils
ne sont rien d’autre que les vecteurs propres de N~1F. De méme que pour le couplage
“bord a bord”, le probléeme aux valeurs propres relatif au modele global est équivalent
a celui du modeéle de synthése. L’équivalence du modele de synthése non réduit avec un
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modele modal démontrée par une approche directe est ainsi démontrée pour le couplage
avec recouvrement.

5.4.2 Diagonalisation de la matrice N~1F

La recherche des coefficients de décomposition p; consiste 4 résoudre le probleme aux
valeurs propres suivant:

pizi = N71F p; (5.33)

avec :

¢ z : i éme valeur propre de N™1F,

¢ p; : i éme vecteur propre 3 droite de N~1F

Dans le cas du couplage par recouvrement, il s’avére que la matrice N~1F n’est
pas symétrique. Alors que les valeurs propres d’une matrice symétrique sont toujours
réelles, celles d’une matrice non symétrique peuvent étre complexes. Par contre dans le
cas de systémes thermiques réciproques (cas des batiments traités) elles doivent étre réelles.
Un algorithme de diagonalisation pour matrice non symétrique a été utilisé et les valeurs
propres z; correspondantes ainsi obtenues sont effectivement réelles. Les vecteurs propres
pi doivent étre normés avec ceux issus du probléme & gauche. Le probléme & gauche
correspondant a ’équation 5.33 est le suivant:

2iqi = ¢ N7'F (5.34)

avec

e 2; : i &éme valeur propre de N~ F,

® ¢; : i éme vecteur propre & gauche de N-1F
D’aprés les propriétés générales des matrices [Durand]:

¢@Gp; = 6;; avec by; = 1 si i=j

et G = 0 si id] (5.35)

Si N~1F était symétrique, la relation 5.35 de bi-orthogonalité serait automa-
tiquement vérifiée car dans ce cas ¢; = Tp;. Cette relation permet de normer les vecteurs
p; par rapport aux ¢;.

Pour des raisons numériques, la recherche des coefficients de décomposition s’est
effectuée par la diagonalisation de la matrice N F~!. Cet intermédiaire de calcul évite ainsi
linversion de la matrice N non symétrique. Des précisions sur la diagonalisation de la
matrice N~1F sont données dans I’annexe C. Le probleéme & droite est alors le suivant:

ph2l = NF~ 1yl (5.36)
avec :

e 2! : i éme valeur propre de NF~1,

" Durand, E., 1961, Solutions numériques des équations algébrigues, Tome 11, Masson.
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¢ p} : i &me vecteur propre & droite de N F~1

Le probléeme & gauche est alors:

z g = ¢ NF! (5.37)
avec :

e z; : i éme valeur propre de NF~1,

1
e ¢/ : i éme vecteur propre & gauche de NF~!
On peut passer trés facilement des valeurs et vecteurs propres de NF~! & ceux
de N—1F par les relations suivantes:

p=F1yp (5.38)
z=2"" (5.40)

Cas des valeurs propres multiples Les batiments ont assez fréquemment des parois
de méme composition. Les modeéles modaux de zones dont les parois sont en partie iden-
tiques possédent des valeurs propres multiples [Sicard]®. A ces valeurs propres multiples
correspondent des sous espaces propres de dimension égale & ordre de multiplicité de
la valeur propre. On cherche alors une base de ce sous espace en calculant des vecteurs
propres distincts que ’on désire orthogonaux. Or dans le cas de la diagonalisation de la
matrice N™1F non symétrique, on doit faire appel deux fois & la procédure de diagonali-
sation (une fois pour le probléme & droite et une seconde fois pour le probléme & gauche).
Les vecteurs propres ¢; (du probléme & gauche) permettent de vérifier I'orthogonalité des
vecteurs propres p; (du probléme a droite étudié) par la relation 5.35. Or en cas de valeurs
propres multiples, la relation 5.35 n’est pas vérifiée pour les vecteurs propres correspondant
a ces valeurs propres multiples, car P’algorithme utilisé ne les orthogonalise pas. On fait
alors appel & la méthode de Gram-Schmidt pour orthogonaliser ces vecteurs propres (voir
Annexe B).

5.4.3 Reconstitution du modéle modal d’un batiment a partir des mo-
déles modaux de zones

Le modeéle modal global d’un batiment s’exprime sous la forme suivante, & partir du modele
assemblé (Equations 5.20):

[Flx + [BU.
(H]X + [S]U.
[P]X + [SP]Ue

X
Yy
- (5.41)

avec:

¥ Sicard, 1984, Analyse modale appliquée & la thermique These de docteur Ingénieur, Univ. Pierre et
Marie Curle, Paris V1.
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e P : champ des vecteurs propres “globaux”, P = P4[p]

X: vecteurs des états globaux, X' = [z][¢]X (Annexe F)

e F: matrice des valeurs propres globales

B = [2][z][¢q)F~1B4 (voir Annexe B pour le calcul numérique de B)

o H = Hylp|
e S=G,
e Sp =5,

Les fonctions propres globales décrites par 1’équation 5.32 se décomposent sur
les fonctions propres locales (P) complétées par une partie statique (ou termes statiques
de raccordement). Les coefficients de décomposition p; sur les bases propres locales sont
les vecteurs propres de la matrice N ™! F' (voir page 76). L’équation 5.32 peut s’exprimer
sous la forme matricielle suivante (d’aprés I’équation 5.23):

P o= (P+[SGre) [ H.])p] (5.42)

Expression du champ de température global Le champ de température global T’
peut se mettre sous la forme:

T=[PlX+ ([SC][G,.C]"I[G’T] + [Se])Ue (5.43)

o T : vecteur dont la i éme composante correspond au champ de température du
domaine D ( il faut souligner qu’une partie du champ des températures du premier
modéle est présente deux fois avec une partie du champ de température du second
modeéle ce qui correspond & la zone de recouvrement).

e P : matrice des vecteurs propres globaux

: vecteur des états globaux

X
e 5. : matrice des champs statiques relatifs aux sollicitations de couplage
U.: vecteur des sollicitations extérieures

Se

: matrice des champs statiques relatifs aux sollicitations extérieures
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5.5 Confrontation d’un modéle obtenu par synthése modale
avec un modele modal global correspondant

Le principe de la synthése modale dans le cas du couplage par recouvrement de modéles
qui vient d’&tre exposé, a été implanté du point de vue pratique et informatique selon les
principes suivants:

e La mise en oeuvre de la synthése modale pour les batiments multizones & ’aide du
couplage par recouvrement s’est effectuée i partir des modeéles modaux de zones
générés par le logiciel m2m. Avec ces modeles modaux de zones, qui respectent un
format commun défini au sein du groupe SYMBOL, le modale de synthése modale
est élaboré selon les conditions de connexion propres au couplage par recouvrement
(Chapitre 5). Le développement de la synthése modale s’est effectué au sein du projet

SYMBOL avec le langage ADA sur stations de travail.

o Ce modéle est alors confronté avec un modele modal obtenu directement, sans étape
de synthése modale, & 1’aide du modéle m2m.

L’intérét de la synthése modale est liée & sa capacité & générer un modeéle & partir
de modéles locaux qui peuvent avoir été réduits. En effet, si la réduction des sous modeles
modaux est pertinente, le modeéle de synthése reconstitue fidélement le comportement de
ce méme modeéle modal non soumis & une réduction.

L’illustration des performances de la synthése modale associée a la réduction
modale des modéles locaux, est maintenant effectuée avec I’exemple d’un batiment bizone.
Ce premier exemple est traité rapidement pour montrer les possibilités de la méthode. Des
exemples détaillés font ’objet du chapitre 6. La configuration du batiment est donné sur
la figure 5.5. Les trois étapes suivantes ont été appliquées sur cet exemple:

1. Une analyse modale et une réduction modale de chaque zone est tout d’abord ef-
fectuée avant I’étape proprement dite de synthése modale. On choisit les modes
dominants par analyse du modeéle au travers des spectres de réponse indicielle.

2. Les modeles modaux étant réduits (& I'ordre 5 pour chaque zone), ils sont couplés
par synthése modale.

3. Le modele modal issu des phases de réduction et de synthése modale est ensuite
confronté au modele modal global, dit modéle de référence.

Ces trois étapes sont schématisées sur la figure 5.6. Chaque zone est construite
sur la base d’une discrétisation & 27 noeuds ce qui donne 27 modes aprés la diagonalisation.
Le modéle global lui n’a que 49 modes puisque le mur commun n’est compté alors qu’une
fois.



80 5. Synthése modale dans le cas du couplage par recouvrement
\ \\
\
SUD \ \ NORD
A_ _—
! ' L oPolord ]
: : oo e
I I
7 l
| |
_ %
)
// (] Vide sanitaire % 4/%

J%; Vol. / h

Figure 5.5: Batiment bizone
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Figure 5.6: Etapes de ’exemple
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5.5.1 Analyse modale et réduction des modeles locaux de zones

Parmi les outils développés pour mettre en évidence les modes dominants, le spectre de
réponse indicielle est celui qui permet le mieux de les repérer pour des couples sollicita-
tions/sorties. La définition de ces spectres de réponse indicielle est donnée dans I’annexe F.
On pourra également pour plus de détails sur les spectres, modes et analyse modale se re-
porter aux théses [Bacot], [Sicard], [Salgon), [Lefebvre]. La réponse de la température d’air
pour chaque zone & un échelon de température extérieure est donné sur la figure 5.7.

% Régime
permanent 1 L

Modéle complet

0,5+

, X | .
/0,1 1 10l 100

Modéle réduit 5 modes \ T heures
ZONE 1 15h 10mn
% Régime
permanent 1 L ________________

0,54
0
4 + 4 + '
/ 0,1 1 110 100 g poied

Modéle réduit 5 modes

ZONE 2 Sh 10mn

Figure 5.7: Spectres de réponse pour chaque zone a la température extérieure
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A Taide de ces spectres, 5 modes sont identifiés dominants pour la zone 1:
les modes 1, 2, 3, 4 et 10. Quant & la zone 2, 5 modes également ont été identifiés
comme dominants: les modes 1, 3, 5, 7 et 9. Ces modéles locaux de zone ont donc été
réduits chacun & I'ordre 5°. On peut constater que la réponse & ’échelon de température
extérieure correspondant aux modeles réduits est trés proche de celle correspondant au
modéle complet.

Dans la figure 5.8 les modes 1, 2, 3 et 10 de la zone 1 sont représentés.

La méthode modale décompose le terme dynamique du champ de température
sur un ensemble de fonctions d’espace’® orthogonales ou modes propres. Les modes
propres sont représentés, sur la base d’une discrétisation sur un maillage d’espace, par
des vecteurs propres associés & des constantes de temps, inverses des valeurs propres. Les
modes propres sont assimilables & des thermogrammes topologiques. Pour chaque mode
figurent sa constante de temps et son numéro, les modes étant classés par ordre de constante
de temps décroissante. Un vecteur propre est défini a un facteur multiplicatif prés: afin
d’en améliorer ’observation, leur norme du sup!! est ramenée a 1.

Chaque mode est représenté dans toutes les parois d’une zone ainsi que sur 1’air
de cette zone. La représentation du mode a ’endroit du noeud qui représente lair de la
zone est concrétisée par la ligne verticale de gauche sur la figure 5.8. La longueur de ce
trait est égale & la valeur du mode sur le noeud de ’air. La correspondance entre les murs
de la zone 1 et les numéros affectés pour les modes sur la figure 5.8 est donnée sur le
tableau 5.1. Le coté droit de la représentation des modes pour toutes les parois est le coté
extérieur, le coté gauche est celui de 'intérieur. L’abscisse de la représentation du mode
pour chaque mur correspond a leur épaisseur. On remarque bien les différentes épaisseurs
des murs sur la figure 5.8 correspondant & la description du batiment.

mur est
mur ouest
mur nord
plafond
sol
mur mitoyen

Sy Uk WON) e

Table 5.1: Murs représentés sur la figure des modes de la zone 1

8

Le premier mode est associé & une constante de temps de 15h 10mn. Clest la
composante la plus lente du champ des températures. Ce mode présente une forme proche
de celle du champ des températures en régime permanent. La signification des autres
modes sera détaillé au cours du chapitre 6.

9ces modeles de zones non réduits sont & l’origine d’ordre 27 en raison d’un maillage effectué avec 27
noeuds
1912 base modale repose sur la séparation spatiale et temporelle du champ de température: T(M,t) =
>, Xi(t)Vi(M) avec Vi(M) fonction de Pespace et X,(t) fonction du temps.
La norme du sup d’un vecteur est la valeur de sa composante de plus grande valeur absolue
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M.P 1 TEMPS: 15H 10Mn 50s 78Cent | | M.P2 TEMPS: §H 12Mn 258 69Cent

M.P 3 TEMPS: 3H 56Mn 59s 25Cent | | M.P 10TEMPS: 15Mn 65 86Cent

Figure 5.8: Modéle modal pour la zone 1, modes 1, 2, 3 et 10
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5. Synthése modale dans le cas du couplage par recouvrement

Les modes 1, 2, 5, et 7 de la zone 2 sont donnés sur la Figure 5.9.

3

M 6

3 8§ 9

M.P 1 TEMPS: 5H 10Mn 298 B1Cent | | M.P2 TEMPS: 3H 38Mn 568 86Cent

M.P 5 TEMPS: 2H 11Mn 41s 83Cent | | M.P7 TEMPS: 18Mn 21s 39Cent

Figure 5.9: Modéle modal pour la zone 2, modes 1,2, 5, 7

7
8
9
10
11
6

mur ouest
mur est
plafond
sol
mur sud
mur mitoyen

Table 5.2: Murs représentés sur la figure des modes de la zone 2
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5.5.2 Modele modal issu de la syntheése

La méthode de la synthése modale est appliquée maintenant sur ces modéles locaux réduits
de zones pour créer un modeéle modal de batiment bizone selon le principe décrit dans les
chapitres précédents. Ce modéle issu de la synthése modale doit étre comparé au modéle
modal global du batiment bizone non réduit. Les spectres de réponse indicielle de ces
deux modeles vont servir de base & cette comparaison. Le spectre de la réponse de la
température de la zone 1 & un échelon de température extérieure pour chaque modéle est
donnée sur la figure 5.10.

On constate tout de suite que la réponse est trés proche pour les deux modéles.
On remarque également que les temps caractéristiques dominants sont quast identiques
pour les deux modéles.

Modéle global complet | Modeéle de synthese réduit
mode 1 | 15h 28mn | mode 1 15h 28mn
mode 2 5h 27mn mode 2 5h 26mn

mode 17 15mn 7s mode 9 15mn 6s

Table 5.3: Comparaison des constantes de temps du modéle de synthése et du modéle
global

Lareprésentation des modes est également trés proches (voir figures 5.11 et 5.12)12,
Le modele de syntheése est d’ordre 10 (5 modes pour chaque modéle local) et ordre du
modele modal global est de 49. Le modéle de synthese permet donc de restituer le com-
portement du batiment bizone avec néanmoins un ordre 5 fois plus faible. Bien entendu
la figure 5.10 montre aussi trés bien que ces deux modéles peuvent &tre réduits & I’ordre 3
(modes 1, 2 et 17 pour le modéle global; modes 1, 2, et 9 pour le modele de synthese). Ce
premier exemple illustre bien la trés bonne performance de la synthése modale.

20n ne s’attardera pas aux petites différences de présentation qui seront expliquées dans le prochain
chapitre
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4 A

% Régime
permanen1t A

. o
0,1 1 10:
15h 28mn

+ -
100 T heures

Modéle global complet (49 modes)

% Régime
permanen1t A

0.51

-

100 T heures

|
I
; , i
0.1 1 1 :

15Sh 28mn
Modele de synthése réduit (10 modes)

. J

Figure 5.10: Spectres de réponse pour la température de la zone 1 4 la température
extérieure
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4\2. 3#56]7.39”\17-

. Alr zone 2
Air Zore |

M.P 1 TEMPS: 15H 28Mn 34s 3Cent | | M.P2 TEMPS: 5H 26Mn 5s 34Cent

M.P 3 TEMPS: 5H {Mn 50s 10Cent M.P9 TEMPS: 15Mn 65 96Cent

Figure 5.11: Modes issus de la synthé&se modale
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5. Synthése modale dans le cas du couplage par recouvrement

1 »

A2 34 36T 38100N0

M.P 1 TEMPS: 15H 28Mn 49s 55Cent

M.P2 TEMPS: §H 27Mn 358 25Cent

M.P'3 TEMPS: 5H 2Mn 50s 42Cent

M.P 17TEMPS: 15Mn 78 1Cent

Figure 5.12: Modes du modéle modal global
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5.6 Conclusion

La mise en oeuvre de la synthése modale pour les principaux types de raccordement (rac-
cordement bord & bord et raccordement par chevauchement d’un domaine commun) s’est
révélée étre strictement identique sur le plan formel. En effet les phases de juxtaposition et
d’assemblage de deux modeles ne dépendent pas de la nature de leur connexion. La phase
de connexion est par contre, elle, propre au type de couplage traité. Nous avons montré
que 1’équation obtenue a une forme indépendante du type de la connexion. Ce sont les
éléments propres et les champs statiques qui la contiennent implicitement.

L’intérét de la synthése modale repose sur le découpage d’un modéle complexe
en sous-ensembles qui peuvent faire I'objet d’une analyse modale suivie d’une réduction
modale. Cette réduction des modéles dans le cadre du couplage bord & bord ne présente
pas de problemes majeurs dans le sens oll les modeéles modaux locaux étant totalement
indépendants, leurs réductions respectives n’interférent pas entre elles pour la représen-
tation des champs de température. Par contre pour le couplage avec recouvrement les
modeles locaux ne sont pas indépendants en raison du domaine commun. D’aprés ce qui
précéde il a été montré que le modéle modal global peut se décomposer sur I’un ou l'autre
modele modal local dans la zone commune. Cette double représentation dans la partie
commune pose un probléme physique. Par contre du point de vue mathématique, rien
n’empéche de coupler par recouvrement deux modeles ayant une partie commune, cette
partie commune étant différente dans chacun des modeles locaux. La réduction opérée
sur les modes locaux avant synthése pose également le probléeme de deux représentations
différentes.

Le couplage avec pliage de ’un ou l'autre modeéle, encore a 1’état de recherche
actuellement, repose sur la technique du raccordement bord & bord. Par contre le “pliage”
d’une zone pourrait s’avérer intéressante dans ce processus de réduction modale avant la
phase de synthése modale. En effet la dominance de certains modes pourrait &tre mise en
valeur sur un domaine plus restreint que sur le domaine initial.

Cette phase de réduction modale des modéles locaux doit reposer sur des critéres
pertinents, c’est a dire, permettant de conserver D’essentiel du comportement thermique de
chaque zone ainsi que celui lié & leur couplage. Le chapitre suivant développe cette étude
et cette analyse du couplage de zones sur des configurations élémentaires qui permettront
de dégager des regles de base. Ces regles de base concernant la réduction des modeles
locaux pourront ensuite &tre appliquées & des configurations complexes, domaine privilégié
d’application de la syntheése modale.
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Chapitre 6

Mise en oeuvre de la synthese
modale comme outil d’analyse du
couplage des composants

6.1 Quelques cas de base

L’étude du couplage de composants du batiment a ’aide de la synthese modale sur des
configurations élémentaires va permettre de dégager des régles de base pour ’analyse.
Ces régles permettront ensuite de décomposer le comportement de batiment complexes
en une combinaison de comportements caractéristiques simples. Nous verrons que cette
tache est beaucoup plus facile & réaliser dans ’espace des modes (ol les régles s’expriment
facilement) que dans 1’espace des températures. Quatre cas sont traités:

¢ Couplage dynamique fort entre deux zones & inertie équivalente
e Couplage dynamique faible entre deux zones
e Couplage entre une zone a forte inertie et une zone 3 faible inertie

e Présence de plusieurs parois identiques

6.1.1 Cas du “couplage dynamique fort”, 1 seule couche de béton pour
la paroi mitoyenne

Ce premier exemple traité est volontairement élémentaire de facon & mettre en évidence
le couplage des zones. Le bitiment est composé de deux zones constituées chacunes de
deux murs uniquement: le premier mur sépare respectivement chaque zone de I’extérieur,
le second étant le mur mitoyen. Ce mur est constitué d’une seule couche de béton. Une
couche de béton non isolée et assez mince a été choisie intuitivement pour mettre en
évidence un couplage dynamique fort. Les caractéristiques de ce batiment sont données
dans le tableau 6.1 et sur la figure 6.1. Le maillage a été effectué avec 20 noeuds par
couche.

91
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Mur sud 10 cm | béton | 20 noeuds | 25.8 m2
Mur mitoyen | 5 cm | béton | 20 noeuds | 30 m2
Mur nord 16 cm | béton | 20 noeuds | 28 m?2

Table 6.1: Caractéristiques de I’exemple, couplage fort

Mur Mitoyen ~
0.014 M3/ 2 1 0.033 M3/S
Mur Nord
Mur Sud i

Figure 6.1: bizone, couplage dynamique fort

Analyse modale des modéles locaux

Avant P’étape de synthése modale, ’analyse modale de chaque modéle de zone pris de
maniere isolée est nécessaire. Chaque zone a été maillée avec 41 noeuds ce qui correspond &
41 modes dont les premiéres constantes de temps assocides sont données dans le tableau 6.2:

Zone 1 Zone 2
mode 1 6h 51mn | 4h 16mn
mode 2 2h 34mn | 2h 19mn
mode 3 40mn 54s | 17mn 37s
mode 4 13mn 14s | 5mn 40mn

.etc ...

Table 6.2: Constantes de temps des deux zones

Les spectres de réponse indicielle de la température de la zone 1 et de la zone 2
a un échelon de température extérieure sont maintenant analysés pour mettre en évidence
les modes dominants. (La définition des spectres de réponse indicielle est donnée dans
Pannexe F). Il faut rappeler que pour analyser correctement les spectres et les modes
dominants correspondants, il faut orienter les modes de facon & ce que la valeur du mode
sur le noeud de ’air soit dans le méme sens que la hauteur de raie sur le spectre.

1. Le spectre de la figure 6.2 donne la réponse indicielle de la température de la zone 1
a un échelon de température extérieure.

Les quatre premiers modes sont dominants et leur représentation est donnée sur la
figure 6.3.

o Cette réponse est sensible & une échelle de temps faible en raison du mode 4
dont la constante de temps est de ’ordre de 13mn. Il est intéressant de noter
la forme du mode 4. Ce mode est principalement localisé sur la raie de l’air
et reflete les évolutions rapides de la température de la zone (particulierement
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SO0LL: EXTERYEUR
REP : AXBO1l.unique

REG. shiqw : 5.808-01 8.X

T

g | T 4
2 <
T_ref: 1H
BREP : 41 MODES KAX_Y: 6.24x-01

Figure 6.2: Spectre de la réponse de la zone 1 4 la température extérieure

leffet du renouvellement d’air sur la température de la zone 1). On observe
également une trés légére inversion pour le mur mitoyen.

o Les modes 2 et 3 associés 3 des raies négatives ont un effet de retard sur la
réponse. Ils correspondent au transit de la sollicitation & travers le mur extérieur
(mode 2) qui s’échauffe d’abord en surface extérieure (mode 3).

o Le mode le plus important est le premier. C’est la composante la plus lente
du champ dynamique de température. La forme du premier mode ressemble 3
celle du champ de température en régime permanent. Les autres modes ont une
importance moindre,

2. Le spectre donnant la réponse de la température de la zone 1 & un échelon de
température de la zone adjacente au mur mitoyen (Figure 6.4) met en évidence 4
modes dominants: les modes 1, 2 , 5 et 7. La contribution de ces deux derniers
modes donne globalement un retard & la réponse!. Ce retard est lié & la propagation
de la sollicitation a travers le mur mitoyen. Ce phénoméne de propagation se traduit
par I’échauffement de la couche superficielle du mur mitoyen (coté extérieur, c’est
a dire du coté de la zone adjacente) et est effectivement bien visible sur le mode 7
(figure 6.5). Cependant le mode 7, seul, ne suffit pas & reconstituer la réponse de la
zone 1 a cette sollicitation: la raie sur D’air de la zone 1 doit également &tre retardée.
Ce retard sur la raie de I'air est effectué par le mode 5 (figure 6.5).

Pour ce type de sollicitation, la perturbation traverse d’abord le mur mitoyen avant

1On peut déja remarquer que ce retard correspond 4 une échelle de temps faible (quelques minutes)
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d’atteindre la zone d’air? puis enfin échauffe le mur d’enveloppe extérieure. Pour
traduire cette évolution, le champ de température dans le mur mitoyen doit &tre
favorisé au détriment de celui du mur extérieur. C’est ce qui explique la dominance
du deuxiéme mode. En effet celui ci présente une forte dissymétrie entre les murs
mitoyen et extérieur (nord) (Figure 6.3).

Jusqu’a présent le modeéle modal était représenté sous forme d’un terme dynamique
et d’un terme représentant le régime glissant. Seul le terme dynamique est décomposé
sur la base modale ce qui permet d’éviter les problémes de non décomposabilité de
certains champs de températures. Par contre pour ’analyse modale qui est effectuée
par la suite, il est plus simple de considérer directement la contribution de chaque
mode pour le champ de température obtenu en réponse & une excitation. Cette
décomposition additive de la contribution des modes revient implicitement & sup-
poser les régimes décomposables, ce qui est toujours vrai dans les cas discrétisés en
espace. L’annexe F détaille ces deux approches: la décomposition additive et la
décomposition soustractive de la contribution des modes. La figure 6.6 retrace la
constitution du champ de température dans le mur mitoyen quelques instants apreés
P’application de la sollicitation sur la face externe du mur mitoyen & I’aide précisement
de ces 4 modes. Cette superposition des modes, sous forme additive, montre bien
l'importance des modes 5 et 7 aux faibles instants. On a tracé pour les modes 1, 2,
5 et 7 leur contribution au régime variable & Uinstant ¢t = 7.

car il 0’y a pas de renouvellement d’air donc il n’existe pas d’effet aussi rapide que pour la sollicitation
en température extérieure
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6.1. Quelques cas de base

4 Hur' h/otd ﬂ"v‘im

I~ J

Exkriens

M.P 1 TEMPS: 6H 51Mn 408 38Cent

M.P2 TEMPS: 2H 34Mn 458 91Cent

M.P 3 TEMPS: 40Mn 54s {9Cent

M.P 4 TEMPS: 13Mn 14s 5Cent

Figure 6.3: Modes de la zone 1 (1 2 4)
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SOLL: AMBX.snd
REP : AXBOl.unigque

B, sl 4206-01 6

T _ref: 1H
REP : 41 MODES MAX_Y: 4.20E-01

Figure 6.4: Spectre de la réponse de la zone 1 & un échelon de température de la zone
adjacente

A
__..____Avl " -
NORD HiToYeN )
Exterieur
M.P 5 TEMPS: 9Mn 34s 43Cent M.P7 TEMPS: 4Mn 528 44Cent

Figure 6.5: Modes de la zone 1 (5 & 7)
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Figure 6.6: Décomposition “additive” du champ de température dans la zone 1 aux faibles
instants & P’aide des modes 1,2, 5et 7
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L’analyse des spectres pour la zone 2 n’est pas présentée car elle est trés proche
de celle correspondant ala zone 1 , les deux zones ayant une constitution trés proche (inertie
équivalente) et le mur mitoyen étant symétrique. Les figures 6.7 donnent néanmoins les
modes de la zone 2 car ils seront nécessaires par la suite, pour I’analyse de la constitution
du modéle de synthése. On observe d’ailleurs une représentation comparable des modes
des deux zones mis & part pour le mode 4. Il faut tout d’abord noter sur cette figure que
le coté extérieur de la représentation des modes pour le mur mitoyen est & gauche et non a
droite comme pour la zone 1. Le mode 4 combine & lui seul les effets attribués aux modes
5 et 7 de la zone 1: inversion du mode pour le mur mitoyen et représentation dominante
du mode sur l’air de la zone 2 orientée dans le sens opposé au coté externe du mur mitoyen
ol la sollicitation est appliquée.

Exlerienr

/\

2 SuD ol ”‘O\’Ch

M.P 1 TEMPS: 41 16Mn 39s 26Cent | | M.P2 TEMPS: 2H 19Mn 558 60Cent

~ A

M.P 3 TEMPS: 17Mn 37s 97Cent M.P 4 TEMPS: 5Mn 40s 76Cent

Figure 6.7: Modes de la zone 2
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Synthése modale

Nous cherchons & mettre en évidence des régles d’analyse qui seront utiles aussi bien pour
comprendre le couplage entre zones que pour réduire les modéles, les deux étant en fait
trés liés. Ainsi donc dans ce qui va suivre, la synthése modale est effectuée sans réduction
des modéles modaux locaux. Le modeéle de synthése a été obtenu selon la procédure décrite
au chapitre 5 dans le cas du couplage par recouvrement. Les modes du modale issu de la
synthése sont représentés sur la figure 6.8 (modes 1 & 4). Le mur mitoyen est représenté
deux fois car ce mur appartient aux deux modéles locaux et le modéle de syntheése a été
obtenu en juxtaposant et en couplant les modéles de zones sans retrancher dans I’un ou
I'autre, le mur mitoyen. La partie gauche (mur nord, mur mitoyen) correspond 4 la zone 1,
la partie droite (mur sud, mur mitoyen) correspond & la zone 2. Les premiéres constantes
de temps associées aux 82 modes (41° pour chaque zone) sont données sur le tableau 6.3:

mode 1 8h 51mn
mode 2 4h 30mn
mode 3 2h 42mn
mode 4 1h 59mn
mode 5 | 40mn 57s
mode 6 17mn 38s
mode 7 13mn 14s
mode &8 9mn 37s
mode 9 5mn 55s
mode 10 | 5mn 35s

Table 6.3: Constantes de temps associées aux modes de synthése

Il est & noter que les valeurs des constantes de temps du modeéle modal de
synthese s’intercalent en majorité entre celles des modeles modaux pour chaque zone,
exceptée pour la premiere et la quatriéme (voir figure 6.10).

Ce résultat est & rapprocher de ceux de [Chen]* pour le couplage de deux parois
planes et ceux de [Neirac]® pour le couplage convectif de plusieurs murs sur le volume d’air.
Cependant dans notre cas, le couplage par recouvrement interdit d’appliquer la méme
démonstration de cette propriété. On remarque également que le premier mode du modéle
de synthése a une constante de temps (8h 51mn) supérieure & 'une ou ’autre premiere
constante de temps des modéles locaux (6h51mn et 4h16mn). Quant au quatriéme mode,
il posséde une signification particuliere (explicitée page 111) qui explique qu’il contrarie
cette regle.

Pour analyser les modes globaux de synthése nous utilisons la formulation suiv-
ante: les vecteurs propres du modele de synthese, P, ont été construits selon 1’équation 6.1,
comme la somme de deux termes:

P = (P+[S)Gr] [ H )P (6.1)

32 parois par zone composée de 20 noeuds chacune plus le noeud de 1air

* Chen, M. 1989, Nouvelle solution modale pour les parois des batiments. These de Doctorat, Ecole des
Mines de Paris.

® Neirac, F.P., 1989, Approche thermique et expérimentale des modéles réduits de comportement ther-
mique de bdtiments, These de doctorat, Ecole des Mines de Paris.
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M.P 1 TEMPS: 8H 51Mn 58s B0Cent | | M.P2 TEMPS: 4H 30Mn 43s 10Cent

NI

M.P 3 TEMPS: 2H 42Mn 1s 1Cent M.P 4 TEMPS: I1H 59Mn 38s 8Cent

Figure 6.8: Modes de synthese (1 & 4)

¢ Le premier terme est constitué des vecteurs propres locaux juxtaposés P multipliés
par les coefficients de décomposition®, p. Ce premier terme est représenté sur la
figure 6.9, pour les modes 1 & 4. Ce terme sera noté terme dynamique.

L’examen des coefficients de décomposition, p, est intéressant car il va permettre de
détailler la constitution du premier terme des vecteurs propres de synthése & partir
des vecteurs propres locaux P. A chaque mode de synthése correspond (p; + p2)
coeflicients de décomposition. Les p; coefficients de décomposition correspondent
aux n; modes du modele 1. Les p, coeflicients de décomposition correspondent aux
n9 modes du modéle 2.

8Les coeficients de décomposition sont les vecteurs propres de N=' F
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M.P 1 TEMPS: 8H 51Mn 58s B0Cent M.P2 TEMPS: 4H 30Mn 43s 10Cent
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M.P 3 TEMPS: 2H 42Mn 1s ICent M.P 4 TEMPS: 1H 59Mn 38s 8Cent

Figure 6.9: Terme dynamique des modes de synthése (1 3 4)

Prenons par exemple la décomposition sur les modes locaux du premier terme dy-
namique qui correspond au graphe en haut & gauche sur la figure 6.9. Parmi les
coefficients de décomposition correspondant & ce premier mode, le coefficient affecté
au premier mode de la zone 1 et celui affecté au premier mode de la zone 2 sont
dominants (Tableau 6.4).

En effet, en ajoutant la forme du mode 1 pour la zene 1 (figure 6.3) et celle du mode
1 pour la zone 2 (figure 6.7), on reconstitue le graphe de la figure 6.11 qui est trés
proche de celui de la figure 6.9. Ce premier exemple est vérifié dans la plupart des cas
a savoir que le premier mode global d’un batiment bizone est généralement constitué
des deux premiers modes de chaque zone.

On remarque également que cette représentation du terme dynamique, P[p] (fig-
ure 6.9), est trés proche de celle des modes de synthése (Figures 6.8). Des différences
sont néanmoins a noter, par exemple pour le:
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(Z2) n (Z2) @n (22) an

17mn37 40mnS4 2h19 2h34 4hl16 6hS 1 Modes locaux

17mn38  40mnS7  1hS9  2h42 4h30 ghs Modes globaux
6 5 4 3 2 1

Figure 6.10: Ordre des constantes de temps globales et locales

Zone 1 | Mode local 1 | 19710.
Mode local 2 | 2864.
Mode local 3 19.
Mode local 4 2.
Mode local 5 3.
Zone 2 | Mode local 1 | 7924.
Mode local 2 | 2448.
Mode local 3 3.
Mode local 4 3.
Mode local 5 2..

Table 6.4: Coefficients de décomposition

— Mode 1

particulierement pour le mur commun et la raie de ’air de la zone 2.

— Mode 2
sur la représentation du mur mitoyen coté zone 1 (& gauche) et du noeud de
Pair de la zone 1 (le sens de la raie de ’air est opposé).

— Mode 3
Sur la représentation du mur commun coté zone 2 (partie droite) et du noeud
de ’air de la zone 2 (le sens de la raie sur l'air est également opposé).

o Le second terme est constitué des “termes de raccordement”instantanés: le champ
statique S. multiplié par le terme, [G,c]"'[H,][p]. Les quatre premiers modes de
raccordement sont représentés sur la figure 6.12. On remarque la représentation
dominante des modes de raccordement pour le mur mitoyen. Il faut noter également
les raies de I’air pour ces modes de raccordement: ces raies compensent exactement les
hauteurs manquantes observées pour le terme dynamique. Ceci est normal en raison
de la définition des modes de synthése (Equation 6.1). Par contre la répartition
entre les deux termes de décomposition de ces modes de synthése doit donner des
indications sur le type de couplage des modeles. L’inversion de la matrice [Gy.] avait
été identifié comme représentative du couplage (voir page 60 au chapitre 4). Le role
de ces termes de raccordement consiste & assurer la compatibilité en température
sur ’interface de couplage des modéles locaux. Lorsque ces modes agissent sur la
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1 Mur Nord Mur Mitoyen 2 Mur Sud Mur Mitoyen

Figure 6.11: Reconstitution du premier terme dynamique & partir uniquement des deux
premiers modes locaux

valeur du mode pour l’air des zones a coupler, il s’agit d’un effet de raccordement
fort. Prenons par exemple le mode 2 de synthése: les valeurs du mode sur lair des
deux zones sont orientées dans le méme sens avec une dominance pour celle de la
zone 2. Or le terme dynamique pour le mode 2 fait apparaitre une opposition entre
ces deux raies sur |’air, opposition caractéristique d’un couplage faible entre les deux
zones. Le terme de raccordement associé au mode 2 permet de compenser cette
opposition: ce terme de raccordement contribue donc bien au fort couplage des deux
zones. L’étude des spectres de réponse indicielle va maintenant nous permettre de
confirmer et d’affiner cette analyse du couplage des zones, en particulier le caractére
rapide ou lent.
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. AN
S e g l'I—T

ﬂl'b\’éﬂ

M.P 1 TEMPS: 8H 51Mn 58s B0Cent | | M.P2 TEMPS: 4H 30Mn 438 10Cent

M.P3 TEMPS: 2H 42Mn 1s {Cent M.P 4 TEMPS: {H 58Mn 38s 8Cent

Figure 6.12: Termes de raccordement (1 & 4)
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Etude des spectres de réponse indicielle

L’étude des spectres de réponse du modele de synthése va permettre de mettre en évidence
les modes dominants. Le spectre donnant la réponse de la zone sud (2) & la température
extérieure (Figure 6.13) révele la nette dominance du mode 1, suivi des modes 2, 6 (raie
négative) et 10.

$0LL: EXTERIEUR
REP : ANBOl.sud

RAE, shliqu : 10000 6.X

vau

vir T Y
1 JA 321
T_ref: 1H

REP : B2 MODES MAX_Y: 1.00E+00

Figure 6.13: Spectre de la réponse de la zone 2 & la température extérieure pour le modéle
de syntheése

L’étude de la forme de ces modes confirme, grace & la valeur prise par le mode
dans air de la zone’, ces résultats:

e Mode 1, 8h 51mn (figure 6.8): La sollicitation est extérieure. Elle excite donc simul-
tanément les zones 1 et 2. Les deux raies sur 1’air ont une importance équivalente et
ce mode est représenté dans toutes les parois du batiment.

e Mode 2, 4h 30 mn (figure 6.8): La raie de lair pour la zone 2 est dominante par
rapport a celle de la zone 1. (1l s’agit bien de la réponse de la température de la zone
2).

e Mode 6, 17mn 38s (figure 6.14): Ce mode est associé & un effet retard dans la réponse
(raie négative sur le spectre). Sa représentation dans le mur sud refléte ce retard, la
sollicitation extérieure devant traverser ce mur avant d’échauffer la zone. On note
également une tres légére amorce d’inversion dans le mur mitoyen.

"cette valeur est également appelée plus simplement raie de Pair qui n’est pas 4 confondre avec les raies
des spectres
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e Mode 10, 5mn 35s (figure 6.15): Le mode est pratiquement uniquement représenté
par la raie de I’air de la zone 2. Ce mode est caractéristique de ’action rapide mais
limitée de la sollicitation extérieure via le renouvellement d’air. La forme du mur
mitoyen est également caractéristique d’un retard.

M.P 5 TEMPS: 40Mn 57s 15Cent M.P6 TEMPS: 17Mn 38s 50Cent

M.P 7 TEMPS: 13Mn {4s 67Cent M.P8 TEMPS: 9Mn 37s 15Cent

Figure 6.14: Modes de syntheése (5 a 8)

L’analyse de la forme des modes confirme donc les résultats de la réponse indi-
cielle. On peut maintenant se livrer a l’exercice inverse c’est a dire imaginer grace a1’étude
de la forme des modes, lesquels seront mobilisés pour une réponse & un échelon. Con-
sidérons par exemple la réponse de la zone 1 a la sollicitation de la température extérieure:

e Mode 1, 8h 51mn (figure 6.8): Ce mode est choisi en raison de sa représentation dans
toutes les parois du batiment. Ce mode est d’ailleurs proche du régime permanent.
1 sera représentatif du champ en fin d’évolution.



6.1. Quelques cas de base 107

__j__.vl__'l\/lz, >

Hiloyen

/".l

M.P 8 TEMPS: 9Mn 378 15Cent M.P 10TEMPS: SMn 358 74Cent

Figure 6.15: Modes de synthese (8 et 10)

o Mode 3, 2h 42mn (figure 6.8): L’importance du mode sur la raie de l'air de la zone
1 par rapport a celle de la zone 2 permet de 'identifier comme mode dominant pour
la réponse de la température de la zone 1.

o Mode 5, 40mn 57s (figure 6.14): On note pour ce mode une inversion de la représenta-
tion modale pour le mur extérieur associé a une raie dominante pour la zone 1. 1l sera
représentatif d’un retard, la sollicitation devant traverser le mur avant d’atteindre
P’air. Ce mode joue le méme role que le mode 6 pour la réponse de la zone 2 a la
température extérieure.

e Mode 7, 13mn 14s (figure 6.14): Egalement une représentation dominante pour la
raie de la zone 1.

On peut maintenant confirmer cette analyse en observant le spectre correspondant sur la
figure 6.16.

On analyse maintenant les spectres de la réponse d’une zone par rapport &
la sollicitation en échelon de puissance de ’autre zone. Ils sont identiques en raison du
théoréme de réciprocité [Khoury]®. Ces spectres sont caractéristiques du couplage entre
zones. 4 modes sont identifiés comme dominants sur le spectre de la réponse de la zone 1
a une sollicitation de flux sur la zone 2 (figure 6.17), appelé encore spectre de couplage:

e Mode 1, 8h 51mn (figure 6.8):On retrouve 'influence dominante du premier mode.

e Mode 2, 4h 30mn (figure 6.8): La représentation du mur extérieur nord de la zone
1 est opposée i celle des autres murs. Cette dissymétrie permet de favoriser une
évolution du champ de température plus rapide dans les murs de la zone 2 et par-
ticulierement dans le mur mitoyen que le mur extérieur de la zone 1. Ce mode

8 El Khoury, K., 1989, Formulation modale de problémes de diffusion thermique avec transport. These
de Doctorat, Ecole des Mines de Paris.
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SOLL: EXTERIEUR
REP : AMBO1l.unique

B, stalique : 1006+00 6.X

—

T_ref: 1H
REP : 82 MODES MAX_Y: 1.15E+00

Figure 6.16: Spectre de la réponse de la zone 1 & la température extérieure pour le modéle
de synthése

favorise ’échauffement simultané des deux zones comme on peut le constater dans
sa représentation sur la figure 6.8: les valeurs du mode sur l’air des deux zones sont
dans le méme sens. Le couplage des deux zones est bien identifié dans ce mode 2.
La décomposition du mode 2 sur le terme dynamique et le terme de raccordement
(pagel03) avait permis d’identifier I'importance du mode 2 de raccordement pour ce
mode de synthése.

¢ Mode 8, 9mn 37s (figure 6.14): La valeur du mode sur ’air pour la zone 1 est cette
fois dominante. Ce mode présente la particularité d’une opposition entre les valeurs
du mode prises par ’air des deux zones. On note également une inversion du mode
dans sa représentation pour le mur mitoyen. Ce mode est donc caractéristique du
couplage des deux zones & travers le mur mitoyen. Nous y reviendrons.

¢ Mode 10, 5mn 13s (figure 6.15): Les deux valeurs du champ propre sur l’air sont
toutes deux positives avec une forte dominance pour celle de la zone 2. La forme du
mode dans le mur mitoyen est trés caractéristique d’un retard: Ce mode permet de
reconstituer 1’échauffement superficiel coté zone 2 du mur mitoyen sans pour autant
provoquer la montée en température du mur mitoyen du coté de la zone 1 (signe
opposé des températures de surface du mur mitoyen coté zone 1 et de la température
d’air de la zone 1).

La contribution de ces deux derniers modes correspond globalement & un effet
retard aux faibles instants sur la réponse d’une zone par rapport a ’autre. Le phénoméne
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SOLL: ANBI,. sud
REP : ANBOl.unique

RO, ehifiqu : 2.068-03 8.X

1o
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Figure 6.17: Spectre de la réponse de la zone 1 & un échelon de puissance de la zone 2 pour
le modéle de syntheése

de propagation de la sollicitation a travers le mur mitoyen se traduit par I’échauffement de
sa couche superficielle (visible sur le mode 10). Cependant ce mode simule un échauffement
simultané de I’air des deux zones, ce qui ne correspond pas 4 la réalité. C’est le mode 8 qui
permet de reproduire la dissymétrie de comportement de I’air des zones grace & la forme
opposée des raies sur l’air des deux zones. Le mode 2 (4h 30mn) a par contre un effet de
couplage visible entre les deux zones sur le spectre de couplage: la raie associée & ce mode
est positive et contribue visiblement a la réponse de la zone 1 soumise 4 un échelon de
puissance de la zone 2.
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Décomposition du terme dynamique

Grace aux coeflicients de décomposition, p, on va pouvoir analyser encore plus finement
ces 2 derniers modes de synthése (8 et 10). Les informations ainsi extraites, seront utiles
pour la définition d’un processus de réduction. La décomposition des modes 8 et 10 de
synthese & partir des modes locaux est donnée symboliquement sur le tableau 6.5.

| Modes globaux | Modes locaux zone 1 | Coef. décomp. | Modes locaux zone 2 | Coef. décomp. |

Mode 8 mode 5 567. mode 1 1019.
(9mn 37s) mode 2 118. mode 2 850.
Mode 10 mode 2 613. mode 4 360.
(5mn 13s) mode 1 494. mode 1 137.
mode 7 190. mode 2 112.

Table 6.5: Décomposition des modes de syntheése 3 partir des modes locaux

e Le mode 8 est constitué principalement du mode 5 ainsi que du mode 2 pour la
zone 1 et des modes 1 et 2 pour la zone 2. On observe pour le mode 5 (figure 6.5)
de la zone 1 une représentation trés proche de celle du mode 8 de synthése. Les
temps caractéristiques sont trés proches (9mn 34s pour le mode 5 de la zone 1 et
9mn 37s pour le mode 8 de synthése) et on retrouve effectivement pour le mode 8,
l'effet dominant sur la raie de la zone 1 identifié pour le mode local 5 de la zone 1

(page 93).

e Le mode 10 est constitué principalement des modes 1, 2 et 7 pour la zone 1 et
particulierement du mode 4 ainsi que des modes 1, 2 pour la zone 2. On observe
une représentation trés proche entre le mode 4 (5mn 40s figure 6.7) de la zone 2 et
le mode 7 (4mn 52s figure 6.5) de la zone 1 d’une part, et le mode 10 de synthese
d’autre part (5mn 35s). Ces modes locaux sont caractéristiques de 1’échauffement
des couches superficielles du mur mitoyen, phénoméne que ’on retrouve bien dans le
mode 10 de synthése.

Le mur mitoyen est caractéristique du couplage des deux zones. Les modes 8 et
10 de synthése ont été identifiés comme intervenant de maniére couplée pour reconstituer
Deffet retard du mur mitoyen sur la réponse d’une zone & 'autre. La décomposition de
ces modes sur les modes locaux met en évidence les modes 5 et 7 de la zone 1 et le mode
4 de la zone 2. Or ces modes locaux sont précisément caractéristiques d’un retard de
propagation a de faibles échelles de temps a travers le mur mitoyen. Cette analyse de la
décomposition des modes du modeéle de synthése est trés riche car si elle se confirme au
cours des exemples suivants, des régles plus générales, quant & la réduction des modéles
locaux de zones, pourront étre établies pour reconstituer le modéle multizone en tenant
compte du couplage des zones.
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Comparaison avec le modeéle modal global

Le modéle modal global est le modele obtenu par une approche modale directe sans étape
de couplage et de synthése. La discrétisation de ce modele est rigoureusement identique &
celle des modeles locaux. Par contre le nombre de modes est de 62° car le mur mitoyen
n’y est représenté qu’une fois. Ceux-ci sont représentés sur les figures 6.18 et 6.19. Les
constantes de temps associées sont données sur le tableau suivant:

Modele global Modele de synthese
mode 1 8h 51mn | 8h 51mn | mode 1
mode 2 4h 30mn || 4h 30mn | mode 2
mode 3 2h 42mn || 2h 42mn | mode 3
1h 59mn | mode 4
mode 4 40mn 57s || 40mn 57s | mode 5
mode 5 17mn 38 || 17mn 38s | mode 6
mode 6 13mn 14s || 13mn 14s | mode 7
mode 7 9mn 37s || 9mn 37s | mode 8
mode 8 5mn 55s || 5mn 558 | mode 9
mode 9 5mn 35s || 5mn 35s | mode 10
mode 10 5mn 62s || 5mn 62s | mode 11
4mn 58 | mode 12
mode 11 3mn 53s || 3mn 53s | mode 13

..etc ...

Table 6.6: Constantes de temps du modéle global et du modéle de synthése

On constate a premiere vue que les temps caractéristiques sont identiques pour
les deux modéles. La synthése modale n’introduit pas de biais sur les éléments propres dés
I'instant olt on ne pratique pas de réduction sur les bases locales. Dans ce cas la précision
numérique est excellente. Toutefois une analyse plus attentive montre que certains temps
caractéristiques de synthése ne sont pas présents dans le spectre des valeurs propres du
modele global direct. Ainsi la synthése modale dans le cas du couplage par recouvre-
ment, donne une base de modes propres incluant la base des modes globaux directs, mais
contenant aussi des éléments supplémentaires.

Prenons ’exemple du mode 4 de synthése (1h 59mn). identifié comme mode
supplémentaire dont le temps caractéristique est de 1h 59mn. Alors que la double représen-
tation du mur mitoyen pour les modes de synthése est toujours identique (voir figure 6.8),
on observe dans les autres modes que la représentation du mur commun pour ce mode y est
différente, selon qu’on considére son appartenance ala zone 1, ou & la zone 2. Quelque soient
les sollicitations en flux, les modes et les constantes de temps sont identiques. Ces modes
supplémentaires sont nécessaires pour tenir compte des cas ol des conditions d’excitation
différentes seraient appliquées au mur mitoyen suivant qu’on le considére dans le modéle
d’une zone ou d’une autre. Bien que cela n’ait physiquement pas de sens, le modele
mathématique dans lequel on pourrait effectivement prévoir une source de chaleur dans une
seule des deux représentations du mur commun doit en tenir compte. Comme le modéle
de syntheése a été construit en respectant les hypothéses qui garantissent I'unicité de la
solution dans le mur commun, ces modes supplémentaires seront toujours non excitables.

?3 parois composées de 20 noeuds chacune plus les deux noeuds de ’air
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Ceci signifie que leur état modal est toujours nul. En effet dans les spectres 6.13, 6.16
et 6.17, ces modes ne sont jamais intervenus.

1l est intéressant maintenant d’étudier les modes correspondants au mur mitoyen
pris isolément!?(Figure 6.20). On s’apercoit que précisement les deux premiéres constantes
de temps associées aux modes du mur mitoyen (1h 59mn et 4mn 58s, pour les deux pre-
miers) correspondent pratiquement aux deux premiers modes de synthése supplémentaires
(1h49mn et 4mn 31s). Cette observation montre bien que ces modes supplémentaires sont
spécifiquement liés au mur mitoyen et & sa double représentation.

A 2 WNord Hik subp | '

M.P 1 TEMPS: 8H 51Mn 58s 3Cent M.P2 TEMPS: 4H 30Mn 405 38Cent

l ' ' N

M.P 3 TEMPS: 2H 41Mn 593 59Cent | | M.P 4 TEMPS: 40Mn 5% 1{5Cent

Figure 6.18: Modes du modele global (1 & 4)

Le calcul des modes d’un mur seul a été effectué avec le logiciel MURANA [Oulefki]
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Nord Wik Sup

M.P 5 TEMPS: 17Mn 38s 47Cent

M.P6 TEMPS: 13Mn 14s 67Cent

—T AN

o L

M.P 7 TEMPS: 9Mn 37s 15Cent

M.P 8 TEMPS: 3Mn 555 98Cent

Figure 6.19: Modes du modéle global (5 & 8)
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M.P 1 TEMPS: 1H 49Mn 9s 70Cent M.P2 TEMPS: 4Mn 318 74(ent

M.P 3 TEMPS: IMn 128 49Cect M.P 4 TEMPS: 32s 63Cent

Figure 6.20: Modes du mur mitoyen
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Conclusions

Ce premier exemple permet de distinguer trois remarques:

1. La construction d’un modele de synthése avec un couplage par recouvrement d’une
zone commune, géneére une base modale plus large que la base modale du modele
modal global correspondant. Ces modes supplémentaires sont spécifiquement liés 3
cette partie commune et a sa double représentation. Ils sont aisément repérables car
leur représentation dans le mur mitoyen n’est pas identique contrairement & tous les
autres modes.

2. Le choix de la paroi de béton pour mur mitoyen avait été fait dans I'optique d’identifier
un couplage dynamique fort (faible résistance thermique). L’étude du spectre de cou-
plage a révélé en fait qu’il s’agissait également d’un couplage dynamique rapide (le
mode 2 participant essentiellement & ce couplage rapide). L’étude de la décomposition
des modes de synthése en termes dynamiques et en termes de raccordement, a révélé
alors dans ce cas, 'importance des modes de raccordement sur la constitution des
modes de synthése. Ces modes de raccordement ne se limitent pas au mur mitoyen
mais interviennent également sur la valeur du mode pour ’air des zones. L’étude de
ces termes de raccordement permettra par la suite d’identifier le type de couplage
dynamique: rapide ou lent.

3. La décomposition du terme dynamique sur les bases locales s’est révélée treés riche
comme outil potentiel pour établir des régles quant & la réduction de ses bases locales.
En effet dans cet exemple un nombre limité de modes locaux seraient & conserver
pour restituer le comportement du modéle global avec le modéle de syntheése. Cette
décomposition du terme dynamique des modes globaux sur les modes locaux permet-
tra, au cours des exemples traités, 'interprétation du “potentiel de réduction” de
chaque modéle modal de zone pour reconstituer le modele modal global.
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6.1.2 Cas bizone, mur mitoyen constitué de 3 couches dont 1 isolante

Ce deuxiéme cas est identique au précédent mis & part la constitution du mur mitoyen
constitué de 3 couches (Tableau 6.7). Un isolant sépare cette fois les deux zones. Intuitive-
ment, on peut penser que le couplage entre les zones sera moins net que dans I’exemple
précédent.

Mur sud 10 cm | béton | 15 noeuds | 25.8 m2
Mur mitoyen | 5 cm | béton | 10 noeuds | 30 m2
3 cm | isolant | 5 noeuds
5 cm | béton | 10 noeuds
Mur nord 16 cm | béton | 15 noeuds | 28 m2

Table 6.7: Caractéristiques de ’exemple, découplage

Comparaison du modéle de synthése et du modeéle modal global

Les modes issus de la phase de synthése sont donnés sur les figures 6.21, 6.22, 6.25. Ceux du
modéle global sont donnés sur les figures 6.23 et 6.24. Cette configuration est légérement
plus inerte (le premier mode de synthése a maintenant une constante de temps de 13h 5mn
et non de 8h 51mn comme dans ’exemple précédent).

1IN M2S5S W

M.P 1 TEMPS: I3H 5Mn 388 90Cent | | M.P2 TEMPS: 7H 37Mn 31s 49Cent

M.P3 TEMPS: 4H 11Mn 53s 91Cent | [ M.P4 TEMPS: 4H OMn 26s 5Cent

Figure 6.21: Modes de synthese (1 4 4)
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M.P 5 TEMPS: 3H IMn 30s 51Cent

M.P 6 TEMPS: 2H 54Mn 528 16Cent

M.P 7 TEMPS: 41Mn 4=z 89Ceut

M.P8 TEMPS: I7Mn 40s 80Cent

Figure 6.22: Modes de synthése (5 & 8)

Az, N n s

M.P 1 TEMPS: 13H 5Mn 358 57Cent

N.P2 TEMPS: 7H 37Mn 28s 77Cent

M.P 3 TEKPS: 4H {1Hn 49z 16Cent

M.P4 TEMPS: 2H 54Mn 52 6%Cent

Figure 6.23: Modes du modéle modal global (1 & 4)
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A ‘
N M

M.P 5 TEMPS: 41¥n 48 87Cent M.P6 TEMPS: 17Mn 408 80Cent
M.P 7 TEMPS: 13Mn {9s 81Cent N.P8 TEMPS: §Mn 38z 47Cent

Figure 6.24: Modes du modéle modal global (5 & 8)

i

M.P § TEMPS: 13Mn 19s 81Cent M.P 10TEMPS: 9Mn 388 47Cent
M.P 1{TEKPS: 6Mn s 2{Cent M.P 12TEMPS: 3Mn 50s 85Cent

Figure 6.25: Modes de synthese (9 & 12)
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¢ Le nombres de modes issus du modele de synthése (82) est & nouveau supérieur  celui
du modeéle modal global (57). Ceci est lié 4 la double représentation du mur mitoyen
dans le modele de synthése comme mentionné au cours de ’exemple précédent.

Modes de synthése || Modes du modele global

model | 13h5mn | 13h 5mn mode 1
mode2 | 7Th37mn || 7h37mn mode 2
mode3 |4h1lmn {{4h1lmn mode 3
mode 4 4h9mn

mode 5 3h1mn

mode 6 | 2h54mn|f 2h 54 mn mode 4
mode 7 41 mn 4s || 41 mn 4s mode 5
mode 8 | 17 mn 40s || 17 mn 40s mode 6
mode 9 | 13 mn 19s || 13 mn 19s mode 7
mode 10 | 9 mn 38s || 9 mn 38s mode 8
mode 11 6 mn 1s || 6 mn 1s mode 9
mode 12 | 5 mn 50s || 5 mn 50s mode 10

Sur ce tableau, on remarque que les modes 4 et 5 de synthése s’intercalent par
rapport aux modes du modéle modal global. On retrouve le méme phénomeéne que
pour ’exemple précédent a savoir qu’il s’agit de modes inexcitables pouvant prendre
en compte des conditions d’excitation différentes pour le mur commun aux deux
zones. La représentation du mur mitoyen est effectivement différente pour ces deux
modes de syntheése. L’étude des modes correspondants au mur mitoyen (figure 6.26)
confirme ’analyse issue du cas précédent: Les deux premiéres constantes de temps
associées aux modes du mur mitoyen, pris seul, (4h 9mn et 3h 1mn) correspondent
bien aux deux premiéres constantes de temps des modes de synthése identifiés comme
supplémentaires (4h 9mn et 3h 1mn). Ces modes supplémentaires sont donc bien ca-
ractéristiques du mur mitoyen et sont liés & une double représentation du mur dans
le modele de synthése.

Etude de la décomposition des vecteurs propres de synthése

Comme dans I’exemple précédent, on va pouvoir étudier le couplage des zones & 1’aide de
la décomposition dynamique/statique des modes de synthése. On rapelle que les vecteurs
propres du modele de synthese, P, se décomposent sous la forme de deux termes:

P o= (P+I[S]Gr] [H:])lp] (6.2)

Le terme dynamique qui correspond aux vecteurs propres locaux juxtaposés
multipliés par les coefficients de décomposition est représenté sur la figure 6.27.

Pour reconstituer les vecteurs propres globaux il faut ajouter la partie corre-
spondant aux termes de raccordement (figure 6.28). La représentation graphique de ce
premier terme dynamique est trés proche des modes globaux. La seule différence con-
cerne le mur mitoyen alors que pour I’exemple du “couplage dynamique fort/rapide” des
différences existaient également pour les raies de air. Les termes de raccordement étant
essentiellement représentés pour le mur mitoyen, il n’existe pas de raccordement pour les
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M.P 1 TEMPS: 4H 9Mn 268 55Cent M.P2 TEMPS: 3H 1Mn 26s 6Cent

M.P 3 TEMPS: 5Mn 13s 79Cent M.P 4 TEMPS: 5Mn 7s 16Cent

Figure 6.26: Modes du mur mitoyen

valeurs des modes dans 1’air de chaque zone. Le terme dynamique des modes de syntheése,
composé de la juxtaposition des modes locaux, reconstitue bien seul les modes de synthése
pour l’air et les parois du batiment, autres que celle du mur mitoyen, sans tenir compte des
termes de raccordement. Cette absence des termes de raccordement dans la constitution
des modes de synthése, mis & part pour le mur mitoyen, est I'indice d’un couplage faible,
voire d’un couplage inexistant entre les deux zones. Cette analyse devra étre confirmée
par I’étude des spectres pour que cette régle puisse étre généralisée.
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A Nod \::UD/A
ix{&ﬂ

M.P 1 TEMPS: 13H 5Mn 38s 30Cent | | M.P2 TEMPS: 7H 37Mn 31s 43Cent

M.P3 TEMPS: 4H 11Mn 53s 81Cent | | M.P 4 TEMPS: 4H SMn 26s 5Cent

Figure 6.27: Terme dynamique des modes de synthése (1 & 4)
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A Nord \ 2 sop /A
H(Loxie,n

M.P 1 TEMPS: 13H 5Mn 388 90Cent | | M.P2 TEMPS: 7H 37Mn 318 49Cent

M.P 3 TEMPS: 4H 11Mn 33s 91Cent | | M.P 4 TEMPS: 4H 9Mn 265 5Cent

Figure 6.28: Modes de raccordement (1 & 4)
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Etude des spectres de réponse indicielle

1. Le spectre de réponse de la zone 1 & un échelon de la température extérieure pour
le modéle de synthese est donné sur la figure 6.29. Ce spectre est & comparer avec
celui du cas précédent (figure 6.16). On remarque que, bien qu’il ne s’agisse pas des
mémes modes dominants (modes 1, 3, 5 et 7 pour le cas du couplage dynamique
fort; modes 1, 3, 7 et 9 pour le cas du couplage dynamique faible), leur constantes de
temps associées sont du méme ordre de grandeur. Le méme phénomene est observable
pour la réponse de la zone 2 & un échelon de la température extérieure. On peut
en conclure que ce type de mur mitoyen influence peu la réponse d’une.zone & une
sollicitation extérieure.

$OLL: EXYERIEUR
REP : AMBOl.unigque

REE, shiigue : 1006400 6.X

-

|
LR I
3
T_ref: 1H
REP : B2 MODES MAX_ Y: 1.04E+00

Figure 6.29: Spectre de la réponse de la zone 1 4 la température extérieure pour le modéle
de synthése

2. Le spectre de réponse de la zone 1 a un échelon de puissance dans la zone 2 (ou
inversement d’aprés le théoréme de réciprocité) pour le modele de synthése est donné
sur la figure 6.30. Ce spectre dit de “couplage” est & comparer avec celui du cas
précédent (figure 6.17).

Des différences sont a noter cette fois: dans le cas d’un mur mitoyen isolant (couplage
dynamique faible) toute dominance de modes correspondant & de faibles échelles de
temps a disparu. Ce spectre est donc trés caractéristique de la faiblesse d’un couplage
dynamique car il s’agit d’un couplage dynamique lent . Cette analyse confirme bien
celle issue de 1’étude de la forme des termes de raccordement: Les modes de synthese
sont essentiellement constitués & partir des modes locaux, les termes de raccordement
n’intervenant pas pour les valeurs sur lair des zones.

Sur ce spectre trois modes sont dominants: il s’agit des modes 1, 2 et 3.
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SOLL: AXBI.sud
REP : ANBOl.unique

ROE. shliqw : 9.646-04 8.X

P

T_ref: 1H
REP : 82 MODES MAX_Y: 2.27E-03

Figure 6.30: Spectre de la réponse de la zone 1 & un échelon de puissance de la zone 2 pour
le modéle de synthese

e Mode 1, 13h 5mn (figure 6.21): On retrouve I'influence dominante du premier
mode.

e Mode 2, 7Th 37mn (figure 6.21): Ce mode introduit un fort retard dans la réponse:
ce mode 2 a d’ailleurs une représentation opposée entre le mur nord de la zone
1 et le mur sud de la zone 2 (Figure 6.21). Ce qu’ il faut remarquer c’est
P’opposition des valeurs du mode sur I’air des deux zones. Cette opposition qui
n’existait pas pour le mode 2 de ’exemple précédent, est trés caractéristique du
découplage des deux zones. La forme du mode 2 explique bien la lenteur de la
réponse pour ce spectre de couplage.

e Mode 3, 4h 11mn (figure 6.21): Ce mode intervient également mais dans une
faible proportion.

Il est intéressant maintenant d’étudier la constitution du terme dynamique de ces
3 premiers modes de synthése a partir des modes locaux car cette étude permettra
d’extraire les principes pour la réduction des modéles locaux.

Etude de la décomposition du terme dynamique

En étudiant la valeur des coefficients de décomposition affecté a chaque mode local, on peut
déterminer les modes locaux principaux dans la reconstitution de la partie dynamique des
3 premiers modes globaux. (voir Tableau 6.8).



6.1. Quelques cas de base 125

Modes locaux
| Modes globaux | Zone 1 [ Zone 2

Mode 1 mode 1 | mode 1
mode 2 | mode 2
mode 3 | mode 3
Mode 2 mode 1 | mode 1
mode 2 | mode 2
mode 3 | mode 3
Mode 3 mode 2 | mode 2

Table 6.8: Décomposition des modes globaux & partir des modes locaux

L’étude des 3 premiers modes pour chaque zone (Figures 6.31 et 6.32) est
intéressante car elle confirme ’analyse issue de I’exemple précédent:

e On retrouve la dominance du premier mode de chaque zone pour la constitution du
premier mode global.

o Les modes 2 de chaque zone ont une représentation opposée pour les deux murs. Leur
combinaison constitue la partie dynamique du 3 ¢me mode de synthése (figure 6.23)
qui conserve cette dissymétrie entre les murs extérieurs et le mur commun.

o Les modes 3 de chaque zone présentent la caractéristique d’une inversion dans le mur
mitoyen. Le mode 3 de la zone 1 a une constante de temps de 3h 17mn, celui de la
zone 2 a une constante de temps de 2h 52mn. Il est 4 noter que le 2 8me mode du mur
mitoyen pris seul (figure 6.28) a également une constante de temps du méme ordre
(3h 11mn) et il présente la méme inversion caractéristique de la propagation d’une
excitation a travers ce mur. Cette inversion du mur mitoyen apparaissait également
dans les modes locaux sélectionnés au cours de ’exemple précédent (mode 7 de la
zone 1 et mode 4 de la zone 2). Ainsi le mode 3 de synthése est caractéristique
du mur mitoyen, celui justement par ol se fait le couplage. Il a un réle analogue &
I’ensemble modes 8 et 10 de I’exemple précédent. La différence essentielle est qu’ici
le temps caractéristique associé au mode 3 est de 4 heures alors que les modes 8 et
10 de I’exemple précédent étaient associés & des constantes de temps de 1’ordre d*une
dizaine de minutes. Cette fois le couplage est lent.
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Exkrieur

He hu‘%

N

M.P 1 TEMPS: 10H 49Mn 21s 53Cent | | M.P2 TEMPS: 4H 31Mn 208 76Cent

M.P 3 TEMPS: 3H 17Mn 36s 77Cent | | M.P 4 TEMPS: 41Mn 4s 88Cent

Figure 6.31: Modes de la zone 1 (1 & 4)
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2, SUD F\.‘kw‘c.h

N7

Exl

N

M.P 1 TEMPS: 9H 15Mn 358 11Cent

M.P2 TEMPS: 3H 29Mn 44Cent

||'

M.P 3 TEMPS: 2H 52Mn 33s 52Cent

M.P 4 TEMPS: 17Mn 40s 80Cent

Figure 6.32: Modes de la zone 2 (1 3 4)
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Conclusions

Les conclusions de ’exemple précédent sont confirmées:

1. La qualification du type de couplage est possible en s’appuyant sur I’étude de I’impor-
tance respective du terme dynamique et du terme statique des modes de synthese et
des localisations géométriques de ces modes. L’étude du spectre de couplage a permis
d’identifier clairement un couplage dynamique lent pour cet exemple. L’absence dans
la représentation des termes de raccordements de ’air des zones et des murs autre
que le mur mitoyen peut constituer une régle qui permette d’identifier ce type de
couplage lent.

2. Etablissement de régles de réduction des bases locales

Grace a I’étude de la décomposition du terme dynamique des modes de synthése sur
les modes locaux, deux régles semblent étre confirmées. Il faut conserver en sus du
premier mode local:

(a) des modes locaux présentant une dissymétrie entre les murs extérieurs et le mur
mitoyen. Il s’agit ici des modes 2 de chaque zone.

b) tout mode faisant intervenir un déséquilibre entre les faces du mur mitoyen ce qui
q Y

permet de reconstituer les champs dans les premiers instants de la perturbation
a travers cette paroi. (Les modes 3 de chaque zone pour cet exemple).
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6.1.3 Couplage entre une zone & forte inertie et une zone i faible inertie

Ce troisieme cas est basé sur 1’étude du couplage entre une zone & forte inertie (zone 1,
isolation extérieure) et une zone & faible inertie (zone 2, une seule couche de béton). Le
mur mitoyen étant isolé, on peut s’attendre au méme type de couplage que pour I’exemple
précédent: un couplage dynamique faible et lent. Le tableau 6.9 donne les caractéristiques
de cet exemple.

Mur sud 5cm | béton | 15 noeuds | 25.80 m2

Mur mitoyen | 10 ¢cm | béton | 15 noeuds 30 m2
3 cm | isolant | 5 noeuds

Mur nord 3 cm | isolant | 5 noeuds 28 m2
16 ¢cm | béton | 15 noeuds

Table 6.9: Caractéristiques de I’exemple, Couplage entre une zone & forte inertie et une
zone a faible inertie

Les huit premiers modes obtenus aprés synthése modale sont donnés sur les
figures 6.33 et 6.34. On peut dés maintenant noter la valeur de la premiére constante de
temps qui est de 45 heures et qui correspond & un batiment déja beaucoup plus inerte que
les précédents (et plus réaliste).

4 N M2S M

M.P 1 TEMPS: 1J 2IH 47Mn 3s 66Cent | M.P2 TEMPS: 9H 42Mn 30s 25Cent

M.P3 TEMPS: 7H 32Mn 2fs {6Cent | | M.P4 TEMPS: TH 49Mn 24s {8Cent

Figure 6.33: Modes de synthese (1 & 4)
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M.P 5 TEMPS: 51Mn 25s M.P6 TEMPS: 21Mn 22s 27Cent
A
M.P 7 TEMPS: 19¥n 46s 79Cent M.P8 TEMPS: 14Mn 4s 82Cent

Figure 6.34: Modes de synthése (5 & 8)

Etude des spectres de réponse indicielle

Les spectres de réponse & la température extérieure pour chaque zone sont intéressants &
comparer car les zones, contrairement aux cas précédents, sont de nature trés différente
(zone inerte et zone & faible inertie).

1. Lespectre de la figure 6.35 donne la réponse de la zone 1 (zone inerte) & la température
extérieure. Ce spectre montre la dominance trés marquée du premier mode. Le
premier mode étant assez proche du régime permanent, il est logique qu’il soit dom-
inant dans le cas d’une zone inerte. Ce premier mode est d’ailleurs trés faible-
ment représenté pour le mur extérieur de la zone 2. Il n’est donc pas nécessaire de
faire intervenir beaucoup de modes supplémentaires pour compenser le champ de
température du coté de la zone 2. C’est ainsi que I’on note une faible raie associée au
mode 9. Ce mode 9 est représenté sur la figure 6.36. Ce mode présente la particu-
larité d’étre représenté essentiellement sur la raie de 1’air de la zone concernée (zone
1). On remarque également une inversion pour le mur commun. Cette remarque
confirme I’analyse formulée dans les exemples précédents sur importance d’un tel
mode. L’examen des coefficients de décomposition pour le mode 9 montrent que son
terme dynamique est constitué principalement du mode 6 de la zone 1 et dans une
moindre mesure du mode 1 de la zone 1 et des modes 1 et 3 de la zone 2. Ce mode
6 de la zone 1 a une constante de temps de 9mn 24s qui est trés proche de celle du
mode 9 global (9mn 25s). Sa forme est également similaire & celle du mode 9.
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$O0LL: EXTERIEUR
REP : ANBOl.unique

REG. ehifiqu : 00600 8.
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Figure 6.35: Spectre de la réponse de la zone 1 & la température extérieure pour le modéle
de synthése

A
___A'A_A‘__.lzl__.__l‘_ 1 F |
¥
N M S M
WP § TEMPS: 9Mn 258 20Cent N.P T0TEMPS: EMn 245 54Cent
WP 1(TEMPS: €Mn 12z 28Ceqt NP 4TEMPS; 4Mn 34s 39Cent

Figure 6.36: Modes de synthése (9 a 14)
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2. Le spectre de la figure 6.37 donne la réponse de la zone 2 (zone peu inerte) i la
température extérieure. Ce spectre montre cette fois ci une dominance marquée du
mode 4 puis dans des proportions plus faibles des modes 1, 10 et 14. Cette réponse est
caractéristique d’une courbe en palier. La montée rapide de la température de la zone
2 est générée par le mode 4. Ce mode 4 (figure 6.33) présente une dominance marquée
pour la raie sur Dair et le mur extérieur de la zone 2. L’examen des coefficients de
décomposition pour le mode 4 (1h 49mn) montrent que son terme dynamique est
constitué principalement du mode 2 pour la zone 2 (1h 49mn) et dans une moindre
mesure du mode 1 de la zone 2 et des modes 1 et 2 pour la zone 1. Ce mode 2 de
la zone 2 présente une dissymétrie entre le mur extérieur et le mur mitoyen. Le mur
mitoyen présente également une inversion.

La zone 2 étant moins inerte que la zone 1, sa réaction est donc plus rapide. Le
second trongon de la courbe est caractéristique de I’évolution “glissante” de la zone
2 pendant que la zone 1 évolue dynamiquement avec un temps caractéristique plus
long (45 heures). On remarque également une inversion pour le mur mitoyen pour le
mode 4 qui est caractéristique de la propagation de la sollicitation & travers ce mur.
Les modes 10 et 14 ont des raies opposées sur le spectre. Ces modes sont donnés sur
la figure 6.36. Is sont essentiellement représentés dans la raie de I’air de la zone 2 et
pour les couches superficielles (coté intérieur) des murs de cette zone.

SOLL: EXTERIEUR
REP : AMBO1l.sud

BEG, elafiqn : LOOGH00 6.

Ay |
A0 b 4
T _ref: 1H
REP : 77 MODES MAX_Y: 1.00E+00

Figure 6.37: Spectre de la réponse de la zone 2 & la température extérieure pour le modéle
de synthése
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3. Pour mieux comprendre la différence de comportement entre ces deux zones, nous
allons maintenant analyser les spectres de réponse de la température de chaque zone &
un échelon de puissance injecté sur ’air de la méme zone. Le spectre de la figure 6.38
est celui correspondant & la zone 1. Deux modes sont dominants: le premier et le
mode 9. La représentation du mode 9, essentiellement sur la raie de 1’air de la zone
1, explique son importance pour ce spectre. Le mode 1 concerne principalement les
murs de cette zone. La zone étant assez inerte (isolation extérieure) la réponse & une
sollicitation de chauffage est assez lente, le mur extérieur et le mur mitoyen devant
s’échauffer (d’ott I'importance dominante du mode 1).

SOLL: AMBI . .unigue
REP : ANBO1l.unique

RO, shilique : 1018-02 6.

T_ref: 1R
REP : 77 MODES MAX_Y: 1.01E-02

Figure 6.38: Spectre de la réponse de la zone 1 & un échelon de puissance dans la zone 1
pour le modele de synthese

4. Le spectre de la figure 6.39, correspondant & la zone 2 est nettement différent de
celui de la zone 1: le mode dominant est le mode 10 dont la constante de temps est
faible, 8mn 24s. Les deux autres modes sont le mode 4 puis, pour une faible part,
le mode 1. Ce spectre est caractéristique d’une zone & faible inertie, réagissant trés
rapidement a une sollicitation de flux de chauffage. Le mode 10 est essentiellement
représenté sur la raie de l’air de la zone 2. Le mode 4 est le mode correspondant 3
I’évolution du champ de température dans le mur extérieur de la zone 2. Ces deux
spectres sont trés caractéristiques:

o Celui de la zone 1 est caractéristique d’une zone assez inerte avec une évolution
lente
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o Celui de la zone 2 est caractéristique d’une zone peu inerte avec une évolution
rapide dés les premiers instants.

e Ce qui est de plus remarquable c’est que pratiquement le spectre associé & une
zone ne fait intervenir que des modes localisés dans cette zone. Le couplage
semble a priori faible. C’est ce que nous allons approfondir en analysant le
spectre de couplage

SOLL: AMBI.sud
REP : AMBO1.sud

RO, stfiqur : 5.668-03 6.X
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Figure 6.39: Spectre de la réponse de la zone 2 & un échelon de puissance dans la zone 2
pour le modéle de synthése

5. Nous terminons donc I’étude de ces spectres par celle du spectre de couplage.La
figure 6.40 donne la réponse de la zone 2 (zone peu inerte) 4 un échelon de puissance
appliqué dans la zone 1. On retrouve l'influence dominante du mode 1, suivi du
mode 2, puis de raies négatives correspondant aux modes 4 et 6, et enfin de deux
raies opposées dont les effets s’annulent en raison de leur constante de temps associées
trés proches: il s’agit des modes 9 et 10.

L’allure de ce spectre s’apparente plus & celui du premier exemple (couplage dy-
namique rapide) qu’a celui du second exemple (couplage dynamique lent). Il s’agirait
donc d’un couplage rapide contrairement & l'intuition du départ. Néanmoins la
réponse statique pour ce spectre de couplage est quatre fois plus faible que celle
pour le spectre de la réponse de la zone 1 & un échelon de puissance dans la zone 1,
et 7 fois plus faible pour celui correspondant & la zone 2. Il s’agit donc d’un cou-
plage faible. Cette caractéristique prédomine par rapport & la rapidité ou non du
couplage.
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Le mode 2 (9h 42mn) est intéressant & examiner (figure 6.33). Les valeurs de ce mode
sur I’air de ces deux zones sont dans le méme sens, ce qui explique que le mode 2
contribue au couplage des deux zones, les deux zones évoluant dans le méme sens.

Les modes 4 et 6 sont responsables dans la réponse d’un retard. Le mode 4 est
essentiellement représenté pour le mur sud. Cette zone étant trés peu inerte il est
probable que le mode 4 est nécessaire pour éviter une évolution trop rapide du champ
de température dans cette zone par rapport a P’autre zone plus inerte. Le mode 6
est facile & interpréter car il présente une inversion pour le mur mitoyen qui est
trés caractéristique d’un retard de la propagation de la sollicitation & travers ce mur

mitoyen.

Nous avons déja analysé le mode 9 (voir page 130) comme étant le mode rapide
(essentiellement sur la raie de l'air de la zone 1) faisant apparaitre une inversion
dans le mur mitoyen et donc caractéristique de la propagation d’une sollicitation 3
travers ce mur. Le mode 10 (figure 6.36) a été identifié comme dominant pour la
réponse de la zone 2 a un échelon de puissance appliqué & cette méme zone. Le
terme dynamique du mode 10 est constitué principalement du mode 4 de la zone
1. Ce mode local 4 présente une inversion dans le mur mitoyen associé 3 une raie
importante sur ’air de la zone 2. On retrouve dans le spectre de couplage, parmi les
modes dominants, les modes 9 et 10 qui intervenaient également dans les spectres de
réponse des zones & un échelon de puissance.
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Figure 6.40: Spectre de la réponse de la zone 2 & un échelon de puissance dans la zone 1
pour le modele de synthése
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Etude de la décomposition des vecteurs propres de synthese

Il faut maintenant vérifier si I’étude de la décomposition des vecteurs propres de synthése
sur les termes dynamiques et les termes de raccordement confirme le couplage dynamique
comme étant rapide.

¢ Prenons le cas du mode 1. Ce mode a été identifié comme dominant pour le spectre
de couplage et pour celui de la réponse de la zone 1 & la température extérieure.
Ce mode de synthése est constitué pour la zone 1 essentiellement du terme dy-
namique (figure 6.41) et pour la zone 2 du terme de raccordement (figure 6.42).
Cette représentation permet en fait de qualifier ce couplage de glissant . En effet
le champ des températures en fin d’évolution pour les deux zones est régit par la
dynamique de la zone inerte (longue a réagir) et par ’évolution glissante de la zone
2 (par rapport a la zone 1). Cette différence de comportement des deux zones peut
donc trés bien s’analyser & partir de la décomposition des modes de synthése en
terme dynamique et en terme de raccordement. (ce dernier étant homogéne & une
combinaison de champs glissants locaux).

e Le mode 4 a étéidentifié comme dominant pour la réponse de la zone 2 a un échelon de
température extérieure. Il est également trés intéressant de noter la forme du terme
dynamique du mode 4 (figure 6.41) et celle du terme de raccordement (figure 6.42).
Le terme dynamique du mode 4 de syntheése est constitué des modes 1 et 2 de la
zone 1 et des modes 1 et 2 de la zone 2. Or la partie correspondant a la zone 1 est
inexistante dans le mode global de synthese (figure 6.33). En effet la représentation
du terme de raccordement du mode 4 annule le terme dynamique correspondant a la
zone 1. Il s’agit dans ce cas d’une compensation statique qui annule P’effet dynamique
de la zone 1 qui est trés inerte. En effet 1’évolution rapide de la zone 2, qui est peu
inerte, ne peut étre régit par la dynamique de la zone 1, mais uniquement par celle
de la zone 2. Le terme de raccordement annule donc tout effet dynamique de la zone
1 pour ce mode 4, mode dominant dans la réponse de la zone 2 & la température
extérieure.
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M.P 1 TEMPS: 1J 21H 47Mn 3s 66Ceny

M.P2 TEMPS: $H 42Mn 306 2XCent

&

M.P 3 TEMPS: 7H 32Mn 21 {6Cent

M.P 4 TEMPS: 1H 40Mn 24z 48Cent

Figure 6.41: Terme dynamique des modes de synthése (1 & 4)

A N o255 H
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M.P 1 TEMPS: 1J 21H 47Mn 3s 86Cen

M.P2 TEMPS: §H 42Mn 30 25Cent

.

M.P 3 TEMPS: 7H 32Mn 21s {6Cent

M.P4 TEMPS: IH 48Mn 248 48Cent

Figure 6.42: Modes de raccordement (1 & 4)
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Conclusions

e Type de couplage: Cet exemple est celui d’un couplage d’une zone inerte avec une
moins inerte. Le couplage a pu étre identifié grace aux spectres de réponse indicielle:
il a été qualifié de dynamique glissant. En effet ce couplage glissant a bien pu étre
identifié dans la représentation géométrique des termes de raccordement.

— Le mode 1 de synthése se décompose sur la partie dynamique de la zone inerte et
pratiquement uniquement sur le terme de raccordement (homogéne & un champ
glissant nous le rappelons) de la zone peu inerte. Cette décomposition est donc
tres différente d’un couplage entre deux zones d’inertie comparable.

— Le mode de synthése représentatif de la dynamique rapide de la zone peu inerte
(mode 4) est uniquement représenté pour cette zone, le terme de raccordement
annulant tout effet dynamique de la zone inerte.

e Réduction des bases locales Les régles énoncées lors de I’exemple précédent sont
également vérifiées. Il faut donc conserver en sus du premier mode local pour chaque
zone:

1. tout mode local présentant une dissymétrie entre les murs extérieurs et le mur
mitoyen. (mode 2 pour chaque zone)

2. tout mode faisant intervenir un déséquilibre entre les faces du mur mitoyen ce qui
permet de reconstituer les champs dans les premiers instants de la perturbation
a travers cette paroi. (Le mode 6 de la zone 1 et le mode 4 de la zone 2)

6.1.4 Batiment bizone dont les murs sont identiques

Trois types de couplage ont été présentés et le cas d’un batiment d’apparence un peu
plus complexe est maintenant traité: il s’agit d’un batiment bizone dont chaque zone est
constituée de trois murs identiques en sus du mur commun. La configuration de cet exemple
est donné sur le tableau 6.10. Cet exemple s’apparente au premier cas traité, a savoir qu’il
s’agit d’un mur mitoyen non isolé (couplage dynamique fort) et les deux zones ont un
comportement relativement semblable car elles sont assez proches dans leur constitution.

Zone 2 | Mur sud 10 cm | béton | 10 noeuds | 30 m2
Maur est 10 cm | béton | 10 noeuds | 30 m2
Mur ouest 10 cm | béton | 10 noeuds | 30 m2
Mur mitoyen | 5 cm | béton | 10 noeuds | 30 m2
Zone 1 | Mur nord 16 cm | béton | 10 noeuds | 30 m2
Mur est 16 cm | béton | 10 noeuds | 30 m2
Mur ouest 16 cm | béton | 10 noeuds | 30 m2
Mur mitoyen | 5 cm | béton | 10 noeuds | 30 m2

Table 6.10: Caractéristiques de I’exemple, murs identiques

Etude des spectres

Le spectre de la réponse de la zone 1 & la température extérieure (figure 6.43) met en
évidence la dominance des modes 1, 7, 9, 15 et 22.
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SOLL: EXTERYEUR
REP : AMBOl.unique

BEG, shalique : 1008400 6.X

—

T_ref: 1H
REP : 82 MODES MAX_Y: 1.20E+00

Figure 6.43: Spectre de la réponse de la zone 1 & la température extérieure pour le modéle
de syntheése

Contrairement aux cas traités précédemment, des modes dont ’ordre est supérieur
a 10 interviennent (modes 15 et 22). Ces modes de synthese sont donnés sur les fig-
ures 6.44, 6.45, 6.46, 6.47, 6.48 et 6.49.

L’étude des valeurs prises par les modes dans les volumes d’air des deux zones va
permettre de comprendre pourquoi certains modes sont & négliger et ainsi pourquoi ’ordre
des modes dominants est élevé. On s’apercoit en effet que la valeur prise par les modes 2,
3, 5, 6, 10, 11 etc... sur Iair des deux zones sont nulles. De plus ces modes présentent la
particularité d’étre regroupés par groupe de trois modes dont les constantes de temps sont
quasi identiques. Par exemple, les modes 2 et 3 ont une constante de temps de 4h 50mn
suivi du mode 4 dont la constante de temps est de 4h 38mn. La représentation du champ
propre 4 est identique dans toutes les parois de chaque zone. Ce groupe de trois modes (2,
3 et 4) correspond au fait qu’il y a trois murs identiques par zone.

Dans le cas de N murs identiques, [Neirac])'! a démontré qu’il existait des groupes
de N-1 modes multiples inobservables dans les volumes d’air!?. Les modes 2 et 3 sont donc
des modes multiples'®. Les modes multiples servent & différencier le comportement des
batiments en réponse a des excitations différentes sur des murs identiques (par exemple
des flux solaires & orientation différente). Ces flux solaires n’ont pas été inclus dans les
modeles et ces modes ne peuvent donc pas &tre excités. Par ailleurs, s’ils sont excités par

11 Neirac, F.P., 1989, Approche thermique et expérimentale des modéles réduits de comportement ther-
mique de bdtiments, Thése de doctorat, Ecole des Mines de Paris.

2Les modes multiples sont les modes possédant rigoureusement les mémes valeurs propres

*L’orthogonalisation des vecteurs propres multiples par la méthode de Gram-Schmidt a été nécessaire
au cours de la diagonalisation de la matrice N™' ' (Annexe B) afin de conserver la forme modale classique
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des sollicitations solaires différenciées, leur contribution est inobservable dans la réponse
de ’air des zones. En effet la valeur de ces modes multiples dans les volumes d’air est
rigoureusement nulle!* Sur le premier groupe de trois modes, seul le mode 4 est observable,
les deux autres ayant une représentation quelconque pour les murs. On observe le méme
phénomene pour les modes 5, 6 (inobservables) et 7. A ces modes inobservables, s’ajoutent
les modes inexcitables liés a la double représentation du mur mitoyen. Les modes 8 (1h
59mn) et 25 (5mn 68s) sont les deux premiers modes supplémentaires de synthése. Le
tableau 6.11 récapitule la liste des modes de synthese.

M.P 1 TEMPS: 8H 22Mn 2s 21Cent M.P2 TEMPS: 4H 50Mn 18s 51Cent

M.P 3 TEMPS: 41 50Mn 18s 45Cent | | M.P4 TEMPS: 4H 38Mn 193 90Cent

Figure 6.44: Modes de synthése (1 & 4)

*Le rayonnement entre les parois a été négligé: dans le cas contraire la non observabilité stricte n’est
plus vérifi’ee.
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=

M.P 5 TEMPS: 2H 47Mn 128 53Cent

M.P6 TEMPS: 2H 47Mp 11s 44Cent

_]_‘__-__-_

B

M.P 7 TEMPS: ZH 22Mn 298 13Cent

M.P 8 TEMPS: IH 59Mn 423 98Cent

Figure 6.45: Modes de synthese (5 & 8)

T

M.P § TEMPS: 42Mn 238 69Cent

M.P 10TEMPS: 36n 268 25Cent

=

M.P 1{TEMPS: 35Mn 26s 24Cent

M.P 12TEMPS: 16Mn 28s 55Cent

Figure 6.46: Modes de synthése (9 & 12)
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L] .
I

M.P 13TEMPS: 17Mn 88 5Cent N.P 14TEMPS; 17Mn 88 5Cent
v \
M.P 15TEMPS: 13Mn 23s 57Cent M.P 16TEMPS: 12Mn 568 3Cent

Figure 6.47: Modes de synthése (13 & 16)

M.P 17TEMPS: 12Mn 568 3Cent M.P 16TEMPS: 6Mn §28 30Cent
M.P 19TEMPS: 6Mn 338 27Cent M.P 20TEMPS: 6Mn 218 37Cent

Figure 6.48: Modes de synthése (17 & 20)
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M.P 2ITEMPS: 6Mn 218 37Cent

N.P 22TEMPS: 5Mn 218 42Cent

M.P 26TEMPS: 4Mn 565 24Cent

M.P 27TEMPS: 4Mn 28s 41Cent

Figure 6.49: Modes de synth&se (21 & 27)
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mode 1 | 8h 22mn
mode 2 | 4h 50mn | mode inobservable
mode 3 | 4h 50mn | mode inobservable
mode 4 | 4h 38mn
mode 5 | 2h 47mn | mode inobservable
mode 6 | 2h 47mn | mode inobservable
mode 7 | 2h 22mn
mode 8 | 1h 59mn | mode supplémentaire
mode 9 | 42mn 23s
mode 10 { 39mn 26s | mode inobservable
mode 11 | 39mn 26s | mode inobservable
mode 12 | 18mn 28s
mode 13 | 17mn 8s | mode inobservable
mode 14 | 17mn 8s | mode inobservable
mode 15 | 13mn 23s
mode 16 | 12mn 56s | mode inobservable
mode 17 | 12mn 56s | mode inobservable
mode 18 [ 6mn 52s
mode 19 [ 6mn 35s
mode 20 | 6mn 21s | mode inobservable
mode 21 | 6mn 21s | mode inobservable
mode 22 | 5mn 21s
mode 23 | 5mn 14s | mode inobservable

mode 24 | 5mn 14s | mode inobservable

mode 25 | 5mn 68s | mode supplémentaire
mode 26 | 4mn 56s
mode 27 | 4mn 28s

Table 6.11: Modes de synthése
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Spectre de couplage

Le spectre de réponse de la zone 1 & un échelon de puissance dans la zone 2 (figure 6.50)
met en évidence les modes 1, 4 et 7 comme dominants pour les grandes constantes de
temps. On note également un ensemble de raies (modes 18, 19, 26 et 27) dont les effets
s’annulent mutuellement.

SOLL: AXBI.sud
BEP : AMBOl.unique

RO, stolique : 4.666-04 6.X

26
Lllﬂ
Lo
|’ Ty
2} |18
T_ref: 1H
REP : 82 XODES MAX_Y: 4.66E-04

Figure 6.50: Spectre de la réponse de la zone 1 & un échelon de puissance dans la zone 2
pour le modéle de synthése '

On retrouve dans les formes des modes 4 et 7 les oppositions entre les murs
extérieurs et le mur de connection identifiées comme étant un critére de sélection des modes.
Le deuxiéme critere est également confirmé par I’étude du second groupe de modes: 18, 19,
26 et 27. Ces modes ont une représentation dominante sur les raies de ’air assortie d’une
représentation pour le mur mitoyen caractéristique de la propagation d’une sollicitation &
travers ce mur (inversion pour les modes 18,26 et 27). Les modes dits inobservables sur
P’air et les modes supplémentaires n’apparaissent évidemment pas sur ce spectre.

Conclusions

Cet exemple est du méme type que le premier identifié comme un couplage dynamique fort.
1l differe principalement par le plus grand nombre des parois dans chaque zone. Ces parois
étant identiques, le modéle modal comprend des modes multiples inobservables. Les régles
de réduction des bases locales s’appliquent également dans ce cas. Il suffit de négliger tous
modes multiples inobservables.
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6.1.5 Conclusions

L’étude du couplage de composants du batiment & 1’aide de la synthése modale sur des
configurations élémentaires a permis de dégager des régles de base pour I’analyse:

e L’outil pour Panalyse du couplage repose sur 1’étude de la décomposition des modes
de synthése en terme dynamique et statique. On peut ainsi distinguer différents types
de couplage: des couplages dynamiques forts/rapides, faibles/lents et/ou glissants.

e La décomposition du terme dynamique des modes de synthése sur les bases lo-
cales s’est révélée trés riche comme outil potentiel pour établir des régles quant &
la réduction de ses bases locales.

L’étude d’un batiment plus complexe est maintenant abordée et son analyse
reposera sur la base de ces critéres pour vérifier leur pertinence.
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6.2 Exemple d’analyse du couplage de zones sur un batiment
bizone

L’étude du couplage d’un batiment bizone plus complexe que les cas de base précédents
est maintenant abordée. Ce batiment est constitué d’une zone nord assez inerte (isolation
extérieure) et d’une zone sud plus petite et trés largement vitrée (60 % de sa surface sud).
Le mur mitoyen est constitué d’une couche de béton de 5 cm pour favoriser les échanges
dynamiques entre les deux zones. Un échange d’air réciproque existe entre les deux zones.
La description du batiment est donnée sur la figure 6.51

SUD v Tsem e

/ 2 “
: / \\ ==
5 lemcrépi
777777777, //////////W’V//////////// / NORD %

// & Vide sanitaire

0.5Vol. / h 0.5Vol. / h plonchenud 10cmibskn)

NI

Figure 6.51: Batiment bizone
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6.2.1 Analyse du couplage

Avant d’étudier le modéle de synthése, nous allons étudier le modéle modal global du
béatiment. Le spectre de couplage du modeéle modal global permet d’analyser le type de
couplage. Ce spectre est donné sur la figure 6.52.

SOLL: AMBI.sud
REP : AMBO1l.unique

B, statique ; 111603 6.

T_ref: 1J 18H 29Mn 22.J08
REP : 104 MODES MAX_Y: 1.38E-03

Figure 6.52: Spectre de la réponse de la température de la zone 1 & un échelon de puissance
de la zone 2 pour le modéle modal global

Contrairement aux cas de base traités précédemment, la réponse pour le spectre
de couplage fait intervenir un plus grand nombre de modes. On peut en identifier 9: les
modes 1, 2, 7, 8,9, 11,12, 73 et 75. Ils sont regroupés par groupe de deux: les modes 9 et
8, les modes 11 et 12, les modes 73 et 75. Ces groupes de deux modes ont la particularité
d’avoir des constantes de temps proches et des raies de signe opposé. Les modes 1 et 2
sont nettement dominants. Ces 9 modes sont représentés sur les figures 6.53, 6.54 et 6.55.
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Pour faciliter la lecture de ces modes, les parois ont été numérotées comme indiqué sur le
tableau 6.12. Les fines raies de gauche correspondent aux valeurs des modes sur I’air des

zones 1 et 2.

zone nord (1)

mur nord
mur est
mur ouest
plafond
plancher
plancher mezzanine

mur mitoyen

zone sud (2)

O WO~ U b W N

= e
N - O

mur sud

mur est
mur ouest

plafond

plancher

Table 6.12: Numérotation des murs du modele global

e Les modes 2, 9 et 12 provoquent un effet de retard sur la réponse. Ce retard s’explique
par la représentation de ces modes pour I'air des 2 zones: les valeurs sur 1’air des deux
zones pour ces modes sont opposées. Ils sont donc caractéristiques d’un comporte-
ment opposé entre les deux zones. Le mode 2 est plus lent. Il présente une opposition
totale entre les deux zones. En raison de la dominance de la raie correspondant au

mode 2 sur le spectre de couplage, ce couplage peut étre qualifié de lent.

e On observe pour le mode 9, en sus d’une opposition entre les raies de I’air des deux
zones, une inversion pour le mur mitoyen qui est caractéristique du retard de la
propagation de la sollicitation & travers le mur mitoyen.

o Les modes 73 et 75 sont essentiellememt représentés sur Iair de chaque zone: ils sont
représentatifs du renouvellement d’air. Leur influence est négligeable sur la réponse.

Il est maintenant intéressant d’étudier la décomposition des modes sur le terme dynamique
et les termes de raccordement pour vérifier si la décomposition des modes de synthése
permet d’identifier correctement ce couplage. L’étude de cette décomposition est possible
a partir des modes de synthése,
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A 23 4LS61 3 8 10012

M.P 1 TEMPS: 1J 1BH 29Mn 228 50Ce| | M.P2 TEMPS: 22H 20Mn 31s 76Cent

M.P 7 TEMPS: 9H 11Mn 43s 38Cent | | M.P8 TEMPS: 53H 21Mn 41s 40Cent

Figure 6.53: Modes globaux: modes 1, 2, 7 et 8
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M.P 9 TEMPS: 4H 48Mn 54s 39Cent | | M.P 10TEMPS: 3H 18Mn 57 56Cent

EUUUN RSO | | NS S

M.P 11TEMPS: 2H 22Hn 58s 17Cent | [ M.P 12TEMPS: 2H 7Mn 51s 95Cent

Figure 6.54: Modes globaux: modes 9, 10, 11 et 12
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M.P 73TEMPS: 2Mn 188 15Cent M.P 75TEMPS: IMn 448 16(ent

Figure 6.55: Modes globaux: modes 73 et 75

Décomposition des modes de synthése

Les construction des modes de synthése va nous permettre d’étudier leur décomposition
en terme dynamique et en terme de raccordement. Le maillage des modéles des zones est
légérement plus faible que celui du modeéle modall®. Néanmoins les valeurs des constantes
de temps sont trés proches. Ces modes sont donnés sur la figure 6.56 et 6.57. On retrouve
bien siir les mémes modes que ceux du modéle global car aucune réduction n’a été encore
effectuée. On rappelle que la représentation géométrique pour les modes de synthese differe
par la double représentation du mur mitoyen (mur n° 7). La seconde représentation du
mur mitoyen a été reportée en dernier pour faciliter la comparaison entre les deux modéles.

1587 noeuds pour les deux zones contre 104 noeuds pour le modéle global
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A 23456 g g 100123

< -~y
zone |
< 4

zZone Z

M.P 1 TEMPS: 1J 1BH 31Mn 4s 58Cen

M.P2 TEMPS: 22H 22Mn 17s 34Cent

DU N

M.P7 TEMPS: §H 12Mn 41s 55Cent

M.P 8 TEMPS: 5H 21Mn 56s 58Cent

Figure 6.56: Modes de syntheése: modes 1, 2, 7 et 8
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M.P 9 TEMPS: 4H 434n 7s 17Cent M.P 10TEMPS: 3H 19Mn 4s 62(Cent

M.P 1LTEMPS: 2H 234n 7s 30Cent M.P 12TEMPS: 2H 8Mn 2s 3Cent

Figure 6.57: Modes de synthése: modes 9, 10, 11 et 12
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Les termes de raccordement sont donnés sur les figures 6.58 et 6.60. Le terme
dynamique est donné sur les figures 6.59 et 6.61. Deux roles caractéristiques de ces termes
de raccordement avaient été dégagés au cours des exemples précédents:

e raccordement “glissant” d’une zone par rapport & ’autre lorsqu’elles présentent des
différences de comportement marquées. Le cas n° 3: couplage d’une zone inerte & une
zone peu inerte, illustre bien le role caractéristique du terme de raccordement dans
un couplage glissant. Le champ des températures en fin d’évolution pour ’exemple de
ces deux zones a été identifié comme régit par la dynamique de la zone inerte (terme
dynamique essentiellement représenté sur cette zone) et par 1’évolution glissante de
la zone peu inerte par rapport & lautre (terme de raccordement essentiellement
représenté pour la zone peu inerte).

¢ Lorsque le terme de raccordement contribue de facon importante & la reconstitution
des valeurs de ’air des zones pour les modes de synthése, il contribue alors au couplage
dynamique des zones.

Bien que le comportement de ce batiment bizone soit moins caractéristique que
les exemples de base précédents, car plus complexe et donc plus proche de la réalité, on
retrouve bien une combinaison de ces comportements caractéristiques simples.

e Prenons par exemple le premier mode de synthése: le terme dynamique suffit & lui
tout seul pour le reconstituer dans la partie correspondant & la zone 1. Par contre
pour les murs de la zone 2, il doit étre complété par le terme de raccordement glissant
de la zone 2 par rapport & la zone 1. La hauteur relative du mur commun et des
autres murs de la zone 2 dans le terme dynamique n’est pas correct; elle doit donc
étre corrigée par le terme de raccordement. En effet la zone 2 est bien moins inerte
que la zone 1 comme nous le constaterons plus tard en étudiant les modes locaux
pour chaque zone (La premiére constante de temps de la zone 1 égale 35 heures,
celle de la zone 2 vaut 23 heures). Cette décomposition nous permet de qualifier ce
couplage de glissant (contribution forte des termes de raccordement aux modes de
synthese).

¢ Prenons maintenant le mode 8. Ce mode a été identifié sur le spectre de couplage
comme participant au couplage des deux zones. Les valeurs sur 1’air de ce mode
sont toutes deux orientées dans le méme sens. Or ces valeurs sont opposées pour le
terme dynamique. C’est le terme de raccordement qui rétablit la valeur correcte du
couplage de ces deux zones. Il s’agit ici d’un raccordement rapide des deux zones.
On ne retrouvait pas ce phénoméne pour le mode 2 de synthése: la forme de son
terme dynamique est trés proche du mode de synthése, et en particulier 'opposition
des valeurs sur les noeuds d’air des deux zones est présente. Cette opposition est
caractéristique d’un couplage lent car ce mode a une constante de temps associée de
22 heures. Le terme de raccordement n’intervient pas et n’a pas d’influence ici sur le
comportement couplé des deux zones.
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A2 34856 39 10m12} l"',ll

M.P 1 TEMPS: 1J 1BH 31Mn 4s 58Cen) | M.P 2 TEMPS: 22H 22Mn 17s 34Cent

LLLIL

M.P 7 TEMPS: 9H 12Mn 41s 55Cent | | M.P8 TEMPS: 5H 21Mn 56s 58Cent

Figure 6.58: Termes de raccordement: modes 1, 2, 7 et 8
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A2 3 4856 83 wun}

M.P 1 TEMPS: 1J 1BH 31Mn 4s 58Cen|

M.PZ TEMPS: 22H 22Mn 17s 34Cent

M.P7 TEMPS: 9H 12Mn 41s 55Cent

M.P8 TEMPS: 53H 21Mn 563 58Cent

Figure 6.59: Terme dynamique: modes 1, 2, 7 et 8
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AT 3ILSe?

19 10012} m,m

M.P 9 TEMPS: 4H 49Mn 7s 17Cent M.P 10TEMPS: 3H 19Mn 4s 62Cent

[ ver

M.P 11TEMPS: 2H 23Mn 7s 30Cent M.P 12TEMPS: 2H 8Mn 2s 3Cent

Figure 6.60: Termes de raccordement: modes 9, 10, 11 et 12
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M.P 9 TEMPS: 4H 49Mn 7s 17Cent

M.P 10TEMPS: 3H 19Mn 4s 62Cent

SN e

M.P 1LTEMPS: 2H 23Mn 7s 30Cent

M.P 12TEMPS: 2H 8Mn 28 3Cent

Figure 6.61: Terme dynamique: modes 9, 10, 11 et 12
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Conclusion

Ce couplage est plus difficile & qualifier que les précédents car ce batiment a un com-
portement bien moins marqué. On peut néanmoins le qualifier de glissant car le terme
de raccordement permet de rétablir le déséquilibre du comportement rapide de la zone 2
par rapport a la zone 1. Ceci est possible par une évolution glissante de la zone rapide
représentée par le terme de raccordement pendant ’évolution dynamique de la zone plus
lente (cas du mode 1).

Ce couplage dynamique est plutot lent car le mode 2 dont la dominance est assez
marquée sur le spectre de couplage présente une inversion pour ses valeurs sur ’air des deux
zones et une constante de temps associée de plus de 20 heures. Le terme de raccordement
n’intervient pas pour le mode 2 pour empécher cette opposition du comportement entre
les deux zones.

6.2.2 Réduction du modele de synthese

L’étude des modes locaux basée sur les régles issues des exemples simples va nous permettre
de réduire ’ordre des modéles et de reconstituer un modéle de synthése réduit. Le spectre
de couplage est le spectre qui permet d’identifier les modes dominants.

Le spectre de la réponse de la température de la zone 1 & un échelon de tempéra-
ture appliqué sur le mur mitoyen du coté de la zone 2 est donné sur la figure 6.62

SOLL: AMBI.sud
REP : AMBOl.unique

RO, slaique : 2.688-01 6.X

[« g
wn
[ =
>

REF : 47 NXODES T_ref: 13 11H 40Mn 48.J0:
REP : 4 MNODES MAX_Y: 2.68E-01

Figure 6.62: Spectre de la réponse de la température de la zone 1 & un échelon de
température de la zone 2

Les modes dominants, modes 1, 4, 5 et 6, de la zone 1 sont donnés sur la
figure 6.63
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A L 32 4 5 6%

M.P 1 TEMPS: 1J 11H 40Mn 48s 20Cent M.P 4 TEMPS: H 10Mn 3s 8Cent

T.#_LLT

M.P5 TEMPS: 4H 54Mn 13s 96Cent | [ M.P6 TEMPS: 2H (Mo 4s 53Cent

Figure 6.63: Modes de la zone 1

La régle de réduction des modeles locaux issue des exemples simples permet-
taient de sélectionner en sus du premier mode, les modes locaux présentant une dissymétrie
entre murs extérieurs et mur mitoyen. Cette représentation géométrique est bien celle du
mode 6. Les modes 4 et 5 sont également influents: le mode 4 permet de rendre compte
de P’évolution du champ de température plus rapide dans le sol, plafond, mur interne et
mitoyen. Le mode 5, quant & lui rend compte de 1’évolution plus rapide du plafond et des
murs internes.

Par contre les modes faisant intervenir un déséquilibre entre les faces du mur
mitoyen sont d’un ordre trop faible (constante de temps de quelques minutes) pour avoir
une influence sur la réponse. Ils n’apparaissent méme pas sur le spectre: ils ne sont donc
pas conservés.

On garde donc les modes 1, 4, 5 et 6. Cette réduction affecte trés peu la réponse
sur le spectre: les courbes correspondants au modele d’ordre 47 et & celui d’ordre 4 sont
trés proches. Elles sont non discernables & ’échelle de la figure et cela malgré la dilatation
logarithmique de 1’axe temporel.

Le spectre de la réponse de la température de la zone 2 & un échelon de tempéra-
ture de la zone 1, est donné sur la figure 6.64

Les mémes régles de réduction s’appliquent pour la zone 2. le mode 5 n’est pas
influent pour ce spectre de couplage car sa représentation pour le mur mitoyen est quasi
nulle. Les modes dominants correspondants 3 la zone 2 sont donnés sur la figure 6.65.
Cette réduction & 3 modes n’affecte quasiment pas la réponse sur le spectre: les courbes
correspondants au modéle d’ordre 42 et & celui d’ordre 3 sont également trés proches.
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SOLL: AMBI.unigque
REP : ANBO1l,sud

RO, shiligue : £.326-01 8.X

REF : 42 MODES T.ref: 23H 38Mn 5,38s
REP : 3 MODES XAX_Y: 4.32E-01

Figure 6.64: Spectre de la réponse de la zone 2 & un échelon de puissance de la zone 1

2 8§ winr?

M.P 1 TEMPS: 238 38Mn 58 38Cent | | M.P 4 TEMPS: 5H 15Mn 48 23Cent

I Y

M.P 5 TEHPS: 3H (9Mn {s 6Cent NP6 TEMPS: 2H 12Mn 17 58Cent

Figure 6.65: Modes de la zone 2
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Modeéle de synthése réduit

Les modéles locaux étant réduits, on peut générer le modéle de synthése et le comparer
avec le modele modal global. Cette comparaison peut étre effectuée de deux manieres:

1. Comparaison des spectres de réponse indicielle: cette comparaison est toutefois
limitée & un couple sortie/sollicitation & la fois.

2. Comparaison du comportement thermique global du batiment avec une simulation.
Cette situation permet d’observer les effets de compensation entre les modes excités
par les différentes sollicitations. Cette seconde comparaison, qui donne de bons
résultats, sera présentée au chapitre 7 traitant de la validation et de la simulation.

La premire comparaison est illustrée sur le spectre de couplage (figure 6.66).

SOLL: AMBI.sud
REP : AMBOl.unique

[0, staligue + L116-03 6.

T_ref: 13 18H 31Mn 1.3(s
REP : 7 MODES MAX_Y: 1.38E-03

Figure 6.66: Spectre de la réponse de la température de la zone 1 & un échelon de puissance
de la zone 2 pour le modéle de synthése réduit

Ce spectre montre une réponse pour le modéle de synthése réduit quasi identique
a celle du modele global (figure 6.52). 1l est toutefois intéressant de représenter la courbe
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de l’erreur entre les deux modeles (modéle global et modéle de synthése réduit). Sur la
figure 6.67, on peut ainsi identifier que ’erreur se stabilise autour d’une valeur de I’ordre
de 1.21077, ce qui correspond au dix millitme de la valeur de la réponse. Cette erreur
est évidemment négligeable. La courbe de l’erreur en fonction du temps refléte bien la
troncature effectuée sur le modeéle de synthése qui consistait & éliminer les modes aux
faibles constantes de temps: cette erreur est légérement plus importante aux faibles temps.

b 0,0012 4 Répons&
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0,0008 +

QOOOﬁ{\y////ERaeuR
i
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I/, \\ H H >t
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\
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0,018378 0,334448 0,668896 1,003343 1,337791 1,672239
-0,0002 1 P ©,
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Figure 6.67: Courbe de l’erreur entre la réponse de la température de la zone 1 & un échelon
de puissance de la zone 2 pour le modéle de synthése rduit et celle correspondant au modéle
modal global

Les 7modes du modéle de synthese réduit sont donnés sur les figures 6.68 et 6.69.
Le modéle de synthése est d’ordre 7 car il a été constitué avec le modele de la zone 1 d’ordre
4 et le modele de la zone 2 d’ordre 3. La réduction des modeles locaux se révele judicieuse
car elle permet de reconstituer un modéle modal d’ordre 7 avec une précision équivalente
au modéle modal global non réduit d’ordre 104 (soit un facteur 15 entre les deux modeles).
On notera que seul le 7éme mode est mal reconstitué. Il est peut &tre le résultat d’une sorte
d’agrégation ou de correction qui s’opere lors de la synthése afin que le modele de synthése
d’ordre 7 présente des performances proches de celles du modele global (104 modes).
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A2 3456 @8 jon12% |

<€ >
ZONE |

-_— ->

20NE 2
M.P 1 TEMPS: 17 1BH SIMn 1s 30Cen | M.P2 TEMPS: 22H 22Mn 17s 99Cent

M.P 3 TEMPS: 9H 12Mn 41s 1Cent M.P4 TEMPS: 5H 21Mn 568 73Cent

Figure 6.68: Modes du modéle de synthése réduit (1 & 4)
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U

M.P 5 TEMPS: 4H 49Hn 6s 36Cent M.P 6 TEMPS: 2H 23Mn 8s 85Cent

M.P 7 TEMPS: 2H 8Mn 2s B3Cent M.P7 TEMPS: 2H 8Mn 23 85Cent

Figure 6.69: Modes du modeéle de synthese réduit (5 & 7)
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6.3 Conclusion

L’étude du couplage de composants du béatiment & 1’aide de la synthése modale sur des
configurations élémentaires a permis de dégager des régles de base pour ’analyse:

e L’outil pour la caractérisation rapide ou lente d’un couplage repose essentiellement
sur 1’étude de la forme des modes eux mémes. Le premier mode présentant une
opposition entre les valeurs sur les noeuds de 1’air des différentes zones et dont la
constante de temps associée est assez importante (de ’ordre de quelque heures) sera
caractéristique d’un couplage lent entre les zones. Cette régle se vérifie aisément sur
les spectres.

e L’outil pour la caractérisation forte, faible ou glissante d’un couplage repose sur
P’étude de la décomposition des modes de synthese en terme dynamique et statique.
Dans le cas d’un couplage faible, les termes dynamiques de chaque zones sont domi-
nants et sont donc caractéristiques d’une évolution découplée entre les zones. Les
termes de raccordement interviennent lorsque le couplage est fort. Enfin pour le
couplage glissant entre deux zones, la dominance respective des termes dynamiques
et de raccordement pour chaque zone permet d’identifier I’évolution glissante d’une
zone par rapport a Pautre. Il faut néanmoins rappeler que ces regles ne s’appliquent
que pour caractériser la dynamique du couplage et que les valeurs des parametres
statiques sont tout de méme essentiels pour caractériser un couplage.

o La décomposition du terme dynamique des modes de synthése sur les bases lo-
cales s’est révélée trés riche comme outil potentiel pour établir des régles quant &
la réduction de ses bases locales.

L’étude du couplage d’un batiment plus complexe a permis de valider les regles
de base caractérisant le type de couplage. Ce modele de batiment a également été soumis a
une réduction au niveau de ses modeles locaux de zones avant de reconstituer par synthése
modale le modéle modal global réduit. La pertinence des réductions effectuées a permis de
montrer la précision de la synthése modale dans la reconstitution du modéle modal global
a partir de modeéles modaux réduits. La validation de cette méthode va maintenant &tre
complétée par la simulation du comportement thermique de batiment multizone.
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Chapitre 7

Simulation et Validation

L’analyse modale de batiments multizones, que nous qualifions de qualitative, peut &tre
complétée par une évaluation quantitative de ses performances grice a la simulation dy-
namique. La simulation permet d’affiner la connaissance des performances thermiques des
béatiments. Elle permet d’évaluer les besoins de chauffage par zone, de détecter les périodes
d’inconfort par le biais de profils de température sur des périodes critiques.

Cette étape de simulation va constituer dans le cadre de ce travail une validation
de la synthése modale en confrontant des profils de températures issus du modéle modal
de batiments multizones avec ceux issus de la synthése modale. De plus la simulation va
permettre d’estimer la justesse et la pertinence de la réduction modale des modeles de
zones et de composants sur le comportement dynamique du batiment. Par conséquent la
simulation sera un outil justifiant a posteriori les réductions des modeles.

La simulation nécessite une description fine du batiment, la connaissance de
scénarios d’occupation, de ventilation, ... et le traitement des données météorologiques
correspondant au site. Cette résolution numérique repose sur une discrétisation spatiale
et temporelle. La méthode modale basée sur le principe de la sépararation des variables
d’espace et de temps facilite et accélere la simulation.

7.1 Simulation modale

Le modeéle modal obtenu aprés la phase de synthése est strictement identique & un modéle
modal direct (issu directement du changement de la base des températures a la base
modale). Pour obtenir ce modéle modal, une discrétisation spatiale a été nécessaire (modgle
numérique de type différences finies par exemple).

L’expression du modeéle modal est rappelée:

X = [Flx¥ + [B]U. (7.1)
Y = [HX + [S]U. (7.2)
7T = [PIX + [Sp]U. (7.3)

avec:
o X': vecteur d’état

e F: matrice diagonale des valeurs propres
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e 7: champ des températures complet sur la base du maillage
o V: vecteur des sorties

La résolution de I’équation différentielle ( 7.1) est détaillée dans I’annexe E.
Apres discrétisation des sollicitations, on obtient le modéle modal suivant:

AT = [T 4 T - U2 (7.4)
Yl o= HjA 4+ [SJurt! (7.5)
avec:
W= (1 )8

7.2 Simulation avec un modeéle de synthése réduit

Au cours du chapitre précédent, le couplage d’un batiment bizone a été étudié (section 6.2).
Une réduction modale des modeles locaux de zones a été effectuée (& l’ordre 4 pour la
zone 1 et a l’ordre 3 pour la zone 2) puis le modele multizone a été recréé par synthése
modale. La pertinence des réductions effectuées a été mise en évidence sur les spectres de
réponse indicielle: les réponses des modeles de syntheése réduit et global sont identiques.
Pour confirmer la bonne performance et la précision du modéle de synthése réduit, nous
comparons les évolutions des températures de chaque zone de ce modele avec le modéle de
synthése non réduit. Le simulateur du logiciel COMFIE [Blanc-Sommereux, Peuportier]!
a été utilisé pour faire deux types de simulations:

e simulation & partir de modele modal multizone obtenu par synthese (type 1)

¢ simulation du type COMFIE (type 2) dans laquelle chaque zone est décrite par un
modele modal, et dont le couplage est réalisé au cours de la simulation, sans synthése
modale (voir annexe D).

Cette derniére simulation, largement validée par ailleurs, a servi de référence aux simu-
lations du type 1 précédent. On peut noter ici que les bons résultats obtenus avec les
simulations du type 2 ont été le point de départ des recherches exposées dans cette these
dans le domaine du couplage de zones par synthése modale.

La procédure de comparaison pour ’exemple du batiment bizone est la suivante:

1. Génération des modeles modaux de chaque zone

2. Réduction de ces modeéles a 4 modes pour la zone 1, & 3 modes pour la zone 2
3. Génération du modele de synthése réduit (7 modes)

4. Simulation avec le modeéle de syntheése réduit (type 1)

5. Simulation avec le modéle de synthése non réduit (type 1)

6. Simulation du méme batiment avec cette fois le modeéle non réduit du type 2.
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Modéles Modaux
de zone

Synthése
modale

Modéle modal
multizone de synthése
(type 1)

Modéle muiltizone
couplé
(type 2)

Simulateur
COMFIE

Résultats Reésultats
de synthése modele reéférence

Figure 7.1: Mise en oeuvre des comparaisons entre modeles globaux et modeéles de synthése

Cette procédure de comparaison est schématisée sur la figure 7.1.

Le modele de référence est constitué de deux modeles modaux . ayant 25 modes
pour la zone 1 et de 22 modes pour la zone 22. La discrétisation n’est pas strictement iden-
tique & celle employée pour la modélisation du méme batiment au chapitre 6. Néanmoins
les constantes de temps des modes dominants sont trés proches (tableau 7.1).

Les deux zones sont régulées & 19°C et le climat sélectionné est celui de Carpen-
tras. Deux journées & fort ensoleillement ont été sélectionnées provoquant ainsi des sur-
chauffes dans les deux zones. Ces surchauffes sont intéressantes car elle mettent en évidence
la dynamique de ces zones permettant ainsi d’identifier des différences entre les différents
modeles. La simulation s’effectue avec les fichiers météorologiques SRY (Short Reference
Year) [Lund]®. La figure 7.2 et la figure 7.3 représentent les évolutions de température
pour chaque zone avec les deux modeles: le modéle de synthése non réduit (d’ordre 47), le
modele de synthese réduit (d’ordre 7) et le modele global non réduit de COMFIE (d’ordre
47). Les courbes sont trés proches (moins d’un demi degré décart entre les deux profils) et
confirment bien la bonne reconstitution du modéle modal bizone par la synthése modale &

! Blanc-Sommereux, 1., Peuportier, B., 1991 A bioclimatic design aid based on multizone simulation
ISES Denver Colorado.

%3 noeuds pour la couche du béton et 1 noeud pour les autres matériaux

3 Lund, H., 1985, Short Reference Years and Test Reference Years for E.E.C. contrat ESF-029-DK.
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zone 1 | mode 1 | 35h 38mn
mode 2 | 9h 12mn
mode 3 5h 2mn
mode 4 2h 4mn
zone 2 | mode 1 | 23h 12mn
mode 2 | 4h 48mn
mode 3 | 2h 16mn

Table 7.1: modes du batiment bizone avec COMFIE

partir de modéles locaux réduits.

— Comfie 47 modes

— Synthése 47 modes -- Synthese 7 modes

Degrés

7. Simulation et Validation
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Heures
Figure 7.2: Température de la zone Nord
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— Comfie 47 modes  — Synthése 47 modes - - Synthese 7 modes

31

Degrés

19 Illllll|IlllII|I!llII)IlIllllllllllllllllllllll
ITIlllllIllllllllllll’!lllllTIlllllllllllll

Figure 7.3: Température de la zone Sud
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Chapitre 8

Conclusions

L’analyse modale est une méthode puissante pour I’étude du comportement thermique des
batiments. Néanmoins cette analyse modale connait des limites pour traiter des batiments
complexes multizones en raison de la manipulation mathématique et numérique de matrices
treés importantes. De plus le traitement de batiments multizones sous forme globale rend
difficile toute analyse fine au niveau du couplage de ces zones.

Le couplage de zones est un phénomene difficile & évaluer et & quantifier sous
forme simplifiée. Des essais de représentation multizone de batiment sous forme simplifiée
existent [Passys], [European solar handbook], mais de telles méthodes ne décrivent pas le
couplage lui méme par des paramétres dynamiques explicites. La résolution du couplage
dynamique s’y effectue sous forme itérative. Ces méthodes ne caractérisent la dynamique
de chaque zone qu’s ’aide de la premitre constante de temps.

L’analyse du couplage de composants s’est donc appuyée, dans cette thése, sur
la synthése modale. La synthése est formellement définie comme ’opération inverse de
Panalyse. En effet son principe repose sur la reconstitution de la forme modale d’un
modele complexe & partir des modeles modaux de ses sous systémes. Elle s’est révélée tras
riche dans I’analyse du couplage de zones. Une typologie de couplage a pu é&tre établie
distinguant ainsi trois grandes familles:

e couplage dynamique lent
e couplage dynamique rapide

o couplage dynamique glissant

s

La constitution d’un batiment multizone & partir des modeéles de zones a été
élaborée a partir du couplage par recouvrement d’une partie commune entre les modéles
de zones. Ce type de couplage est intéressant car il autorise P’utilisation de modéles de
zones fermées, c’est & dire incluant les parois susceptibles d’étre mises en commun avec
d’autres zones. ‘

L’intérét de la synthése modale réside également dans la possibilité de cou-
pler des modeles modaux soumis au préalable & une réduction. Une telle approche est
évidemment adaptée au principe des simulations simplifiées qui reposent sur des modeles
d’ordre faible. Le couplage par paire de zones dans le cas du raccordement par recouvre-
ment a été implémenté et validé sur quelques exemples. La simulation du comportement
thermique de batiments basée sur des modéles synthétisés réduits a permis de compléter
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la validation de cette approche. Toute la méthodologie et la connaissance développée dans
cette thése s’appliquent également aux composants susceptibles d’étre décrits comme des
zones, c’est & dire un volume d’air & température homogene entouré de parois. Deux
développements futurs pourront étre donnés aux résultats de ces travaux: les premiers
iront dans le sens de automatisation de la réduction au cours de la synthése basée sur des
régles expertes, les autres contribueront a la réalisation de logiciels de simulation simplifiés.



Annexe A

Unicité de la solution pour
I’équation de la chaleur

L’Unicité de la solution pour 1’équation de la chaleur dans un domaine dont les frontieres
sont soumises a des conditions aux limites de Dirichlet est maintenant démontrée dans le
cas ol ’équation de la chaleur est limitée aux phénomeénes conductifs.

A.1 Hypotheses
On limite Popérateur de la chaleur £ a la conduction.
LIT(M,1)] = V.(K(M)VT(M,1))

On peut alors écrire 1’équation de la chaleur sous la forme:

c__.__._aTgf 1) _ 29% (K(z)%%—) + 3% (K(y)%) 4 % (K(z)%g)

Si C et K ne dépendent ni de M ni det =

OT(M,t) K (0°T N d*T N d*T
ot T C \8z? " Oy " 02

Le rapport K/C est défini comme étant la diffusivité. Sil’on passe & des grandeurs cor-
rectement adimensionnées, on obtient ainsi :

OT(M,t) _ 8T  &T 6T
ot T 0z 9y? ' 922
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A.2 Probléme

Le domaine a étudier est le suivant:

[}
y $ ! - "(z
1 .
C : 4"”'
vo"” D
A B x

Soient les conditions aux limites suivantes:
T(:z:,y, 2,0) = 90(-”0,1/’2)

A<z<B
A<Ly<C
A<z<D

T(z,y,24,t) = V24
T(IE,y,ZD,t) = Y.D
T(-’EA,?/,ZJ) = YA
T(mB’ yvzat) = ¥:B
T(x7y.472’t) = wyA
T(z,yc,z,t) = "/)yC'

Il faut trouver dans le domaine délimité par A<z < B, A<y<C,A<Lz2<
D, et 0 <t < ty, une solution continue jusqu’a méme la frontiére de P’équation :

oT(M1) _ 9T & &T

a1 52 Vo T a2 (A1)

La fonction T(z,y,2,t) est continue pour le domaine D et elle a en chaque point intérieur
des dérivées premiéres et secondes vérifiant I’équation (A.1).

A.3 Résolution

La démonstration est basée sur le “principe du maximum” qui permet de déduire ['unicité
de la solution.
Cette résolution est issue de celle exposée dans [Godounov]' et est maintenant
étendue aux phénomenes conductifs tridimentionnels.

1 Godounov, 1973, Equations de la physique mathématique. Mir.



A.3. Résolution 179

A.3.1 Principe du maximum

Toute solution de 1’équation de la chaleur dans un domaine D continue jusqu’a méme les
frontiéres prend ses plus grandes et ses plus petites valeurs sur les cotés latéraux de sa
frontiére ou a ’instant initial.

Démonstration:
Désignons par M le maximum de T'(z,y, 2,t) sur le domaine, par m la plus grande valeur
de T(z,y,2,t) sur les frontiéres (y compris & linstant initial). M = T(zo, Yo, 20,%0)-

On considére la fonction auxiliaire :

(M — m)(z — 20)*(y = y0)*(z — 20)*
3B — A)(C — A)P(D - A)?

v(z,y,2,t) = T(z,y,z,t) +

Sur les frontiéres, v(z,y, z,t) vérifie I'inégalité

M—-m "M —-m

v(z>y>2,t)ST(x,y,z,t)+ 7 <m+ < M.

Si ’on suppose ici que M > m
Par ailleurs v(zo, ¥0, 20, t0) = T(20, Yo, 20,%0) = M.
v(z,y,2,t) prend sa plus grande valeur en un certain point My = (21, y1,21,%1).
Etant donné que v(z1,y1,21,%1) > M, et que sur les frontieres v(z,y, 2,t) < M
le point M; ne peut se trouver sur les frontiéres.
Si M, est un point intérieur de maximum, en ce point les égalités suivantes sont

vérifiées :
dv — 0 v = 0 dv _ 0 ov —0
o~ 7 8z T ay T 8z
et
Pv g vy P
8z — 7 9y? o922 <
Donc .
8v % 8w 8%
— e | —— e o —— ] > 0. A2
ot (822 + y? + Bz"") - (A.2)

Comme M = maz T(z,y,2,t) > m, il existe M; tel que ( A.2) soit vérifiée.

Or si on revient & la définition de v(z, y, 2,t), sachant que T'(z, y, 2,t) vérifie A.1
on obtient :

dv 0%v 8% 9% (M —m)
— |ttt — ] =-3 <0 A3
51 (8:1:2 ozt 5 (B A)(C — AXD — A (A.3)
qui est en contradiction avec A.2; L’inégalité M > m est donc impossible.

L’inégalité T'(z,y, 2,t) < maz T(z,y, 2,t) sur les frontiéres ou & l'instant initial

est ainsi démontrée.
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Le principe du maximum est vrai.

La fonction —T(z,y, z,t) vérifiant aussi ’équation de la chaleur on peut en lui
appliquant le principe du maximum, démontrer de méme le principe du miminum.

On suppose dans cette démonstration que T'(z,y,2,t) est 2 fois
dérivable en tous les points intérieurs du domaine.

A.3.2 Unicité de la solution.

On peut maintenant démontrer I'unicité de la solution. Soient Ti(z,y,2,t) et Ta(z,y,2,t)
2 solutions de ce probléme.

Soit T(z,y,2,t)=Ti(z,y,2,t) -~ To(z,y,2,t)
une fonction continue telle que:
T(z,y,24,t) = 0
T(z,y,2p,t) = 0
T(za,y,2,t) = 0
T(zp,y,2,t) = O
T(z,ys,2,t) = 0
T(z,yc,2,t) = 0
et T(z,y,2,0) = 0
A Dintérieur du domaine A<z < B, A<y<C,A<z<D,0<t<tla

fonction T'(z,y, 2,t) vérifie de toute évidence, ’équation de la chaleur A.1.
On déduit du principe du maximum que :

maz() | T(z,y,2,t) | < maz{ maz® | T(z,y,2,0) ],
maz® | T(za,y,2,1) |,
maz® | T(zp,y,2,1) |,
maz®) | T(z,ya,2,1t) |,
maz® | T(z,yc,2,t) |,
maz® | T(z,y,24,1) |,
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(1)

(4)

A<z<B
A<y<C
ALz<D
0<it<

A<z<B
ALz<D
0<t<

(2)

(5)

A<z<B
ALy<C
A<z2<D

A<z<B
A<y<C
0<t<tg

(8) A<y<C
AL z<D
0<t<tg

La combinaison des relations précédentes montre que T(z,y, z,t) = 0 pour

A<Lz<B,

A<y<C,

A< z< D,

0£tLt,

c’est & dire que dans le domaine Ti(z,y, 2,t) = To(z,y, 2,1).

L’unicité de la solution est ainsi démontrée.
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Annexe B

Orthogonalisation de vecteurs

propres par la méthode de
Gram-Schmidt

Dans le cas de valeurs propres multiples, la dimension du sous espace propre associé & une
telle valeur propre est égal & la multiplicité de la racine. Les vecteurs propres de ce sous
espace ont pour valeur propre associée la valeur propre multiple. Ces vecteurs propres sont
orthogonaux avec le reste de I’espace propre. Par contre ces vecteurs propres ne sont pas
nécessairement orthogonaux entre eux. La méthode de Gram-Schmidt [Durand]! permet,
connaissant n vecteurs linéairement indépendants de ce sous espace, d’en déduire n autres
orthogonaux entre eux. Dans le cas de la diagonalisation de matrice non symétrique, il
est nécessaire de rendre deux suites de vecteurs biorthogonaux: les vecteurs du probléme
a droite, les vecteurs du probléme & gauche.

Soit M; les vecteurs a droite et N; les vecteurs & gauche. Les vecteurs orthogo-
naux seront respectivement X; et Y;.

Les vecteurs X; et Y; orthogonaux s’obtiennent & partir des vecteurs M; etN;
par les relations:

X1 = M
Xy = AnpXy; +M,
Xz = AizXi 42Xy +M;s (B.1)

............

Xp = Alel +)\2pX2 +.. /\p—lXp—l +Mp

Yi = M
Y, = p¥h +N;
Ys = pi3Y1r +pasYz +N3 (B.2)

......

Y, = piphh +uopYo .. Hp_1Yp_1 +Np

Les coeflicients A et u sont définis par les formules que I’on obtient en écrivant
que les relations d’orthogonalité sont satisfaites, soient:

! Durand, E., 1961, Solutions numériques des équations algébriques, Tome II, Masson.
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iXo = 0 = 21Xy + YiM,

B.3
2X0 = 0 = pinXh + NoXy (B3)
Drotu:
Y]M2 N2X1
A - = - B4
12 Y1 X, Hiz Y. X: ( )
et ainsi de suite on obtient:
\ _ _YlMp 3 _ Yo 1M,
ip YiX; p-1p = Yp—IX 1
(B.5)
N, X1 3 NpXp-1

Mlp = - YIXI /'Lp-lip :, Yp_lXp...l



Annexe C

Diagonalisation de la matrice
N—1F

C.1 Diagonalisation de la matrice NF~!

La matrice N~ n’est pas symétrique aussi son inversion numérique nécessite ’emploi
d’algorithme plus complexe que celui nécessaire a l'inversion d’une matrice symétrique.
Pour diagonaliser la matrice N=1F, tout en évitant l'inversion de la matrice N, on a
recours 3 la diagonalisation de la matrice NF~!. L’inversion de la matrice F ne pose
aucun probleme car celle-ci est diagonale.

La recherche des éléments propres de N F'=! s’effectue par la résolution des deux
systemes suivants, le probleme a droite et le probleme & gauche:

iz = NF~'p (C.1)
avec
e z/:iéme valeur propre de NF~1,
e p!: ieme vecteur propre & droite de N F~!

Le probléme & gauche est alors:

zlql = ¢t NF7? (C.2)
avec
e 2/ : i éme valeur propre de NF 1,
e ¢/ :i&me vecteur propre & gauche de NF~!

Il est nécessaire de normer les vecteurs p! par rapport aux vecteurs g, avec la
relation de biorthogonalité:

qﬁp;- = 5,‘_7‘ avec (5{]' =1 st 1=73

et b5 0 st 1#£7 (C.3)

I
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186 C. Diagonalisation de la matrice N~'F

C.2 Eléments propres de N-'F

Nous pouvons passer des éléments propres de la matrice N F'~1 & ceux de la matrice N-1F
par les relations suivantes:

[p] = F~{p] (C4)
[q] = [¢IN (C.5)
[2] = [ (C.6)

En remplagant les relations C.4 et C.5 dans celle de bi-orthogonalité ( C.3) nous
obtenons:

[(N~IFp] =1 (C.7)

En combinant la relation précédente avec celle du probléme & gauche correspon-
dant & N™1F on obtient!:

lg)lp) =[]~ (C.8)

C.3 Relation entre X vecteurs propres de synthése et X
vecteurs propres globaux
Dans I’annexe G, la relation entre les états locaux et les états globaux est donnée par:

X =[x (C.9)

En multipliant cette équation par [g] et en utilisant la relation C.8, on obtient:

X = [g)X (C.10)

C.4 Identification des matrices F et B

Au chapitre 5, la formulation du modele de synthése est donnée par:

NX = FX + B,U, (C.11)
En remplagant X par [p]X’ on a:
N[p|X = F[p)X + BaU. (C.12)
donc:
pIX = N“1F[p)X + N~'B4U, (C.13)

mais gp = 27} et gN~1Fp = I donc

X =2X 4 2qN~'B4U. (C.14)

lzq=gN'F
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mais gN~1F = 2q, donc gN~! = z¢gF ! soit:
X = 2X + 22¢F~'B,U, (C.15)

En identifiant avec la relation du modéle global:

X = FX + BU, (C.16)

On obtient:
F =z (C.17)
B = [2)[z]lg)F~ B (C.18)

L’inversion de la matrice N dans le calcul numérique a pu &étre évitée grace &
cette derniere relation. A aucun momemt, on n’inverse les vecteurs propres [p] et [q] de
fagon & ce que ces relations soient vraies méme lorsque ’ordre des modéles est réduit.
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Annexe D

Le Logiciel COMFIE

D.1 Principe du couplage de zones avec COMFIE

La modélisation de batiments multizones par couplage de modéles modaux de zones a fait
I'objet de recherche [Blanc-Sommereux]! qui ont permis d’aboutir & un logiciel de simu-
lation: COMFIE [Peuportier et Blanc Sommereux, 1990]?. La simulation avec le logiciel
COMFIE est basée sur le couplage au cours de la simulation de modéles modaux réduits
al’ordre 3. Chaque zone est représentée par un modéle modal. Ces modeles sont couplés
selon le principe du couplage par recouvrement pour constituer le modele multizone. La
simulation de batiments selon ce couplage donne de bon résultats. Contrairement & la
synthése modale, COMFIE ne reconstitue pas un modele modal aprés le couplage des
modeles modaux de zones. En effet la résolution du couplage et de la simulation se font
simultanément. Les bonnes performances de ce type de couplage ont été le point de
départ des recherches exposées dans cette thése dans le domaine du couplage de zones par
syntheése modale.

La résolution simultanée du couplage et de la simulation dans COMFIE est
maintenant briévement rappelée. Dans les expressions 7.4 et 7.5, les sollicitations sont
uniquement extérieures, U,. Pour le couplage de modeéles locaux il faut bien sir tenir
également compte des sollicitations de couplage. Les sollicitations de couplage dans COM-
FIE sont les températures dites “équivalentes”. Ces températures équivalentes sont les
températures de chaque zone auxquelles ont été rajoutées un terme tenant compte du flux
solaire incident sur la paroi mitoyenne.

D.1.1 Les températures équivalentes comme sollicitations de couplage

Le couplage des zones dans COMFIE est un couplage par recouvrement d’une partie com-
mune aux zones couplées., Comme il a été décrit au chapitre 5, cette partie commune ne
se limite pas au seul mur mitoyen des zones couplées mais inclut également les échanges
superficiels. Cette partie commune est alors soumise & des conditions aux limites de 1lére
espéce et est équivalente au mur mitoyen soumis & des conditions de 3&me espéce (sec-
tion 3.3 traitant des conditions aux limites). Les frontiéres de cette partie commune étant

! Blanc-Sommereux, 1., 1987, Simulation de bdtiments mullizones par couplage de modeles modauz
reduits, DEA Université Paris V1.

2 Peuportier, B. et I. Blanc Sommereux, 1990, Simulation tool with its expert interface for the thermal
design of multizone buildings, International Journal of Solar Energy, 8,109-120, 1990.
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190 D. Le Logiciel COMFIE

soumises a des conditions de Dirichlet (1ére espéce), I'unicité du champ de température
dans la partie commune permet le raccordement correct des modéles (voir démonstration
page 66).

L’unicité du champ de température dans la partie commune peut ne plus étre
respectée si des sollicitations agissent & l'intérieur de la zone de recouvrement. Ce cas se
présente dans COMFIE avec le flux solaire transmis par les vitrages qui est absorbé par la
paroi mitoyenne. Dans COMFIE [Peuportier et Blanc Sommereux, 1989]3, le rayonnement
solaire entrant par les différents vitrages de la zone est globalisé dans un flux unique
considéré comme diffus. Une partie de ce flux est réféchie par les murs et renvoyée hors de
la zone a travers les vitrages. Le flux solaire net restant dans la zone est distribué sur les
différentes parois en fonction de leur surface. Une partie de ce flux est ainsi absorbée par
chaque paroi et le reste est cédé & & Dair.

Dans le cas d’un batiment bizone, le bilan au noeud sur la frontiere du mur
mitoyen pour la zone 1 donne ainsi le flux net absorbé par la face intérieure du mur

commun égal a la somme du flux absorbé par échange convectif et radiatif et le flux solaire
absorbé (figure D.1):

1. = h1aTh = Tirsa) + Dsoita ‘ (D.1)
avec:
o T} température de la zone 1
® ¢yoi1a flux solaire absorbé par le mur mitoyen de la zone 1 et 2

o Tiar. température de surface du mur

0.
solla ¢sol b
T \\\ A/?Zb T2
* —> < o
hila
®s012b
) /
h2a h2b
o — -
T /;1 T2

¢

sol2a
Figure D.1: Modeéles locaux dans Comfie

L’unicité du champ de température dans la partie commune pourra néanmoins
étre respectée si:

® Peuportier, B. et 1. Blanc Sommereux, 1989, COMFIE, Calcul d’Quvrages Multizones Fizé & une
Interface Experte Manuel des utilisateurs, Centre d’Energétique, Ecole des Mines de Paris.
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¢ la sollicitation appliquée 3 lintérieur de la zone de recouvrement est strictement
identique pour les deux modeles comprenant le mur mitoyen. C’est & dire pour ce

cas précis si (dsolta = Psoi2a) €t (Psolts = Psolb)-

e ou si cette sollicitation est reportée sur la frontiere de la partie commune en définis-
sant une variable intermédiaire. Cette nouvelle variable devra alors respecter les
conditions de raccordement pour le couplage par recouvrement.

Cette seconde condition a été implémentée dans COMFIE en définissant des
températures équivalentes. Les températures équivalentes sont définies comme étant les
températures de chaque zone auxquelles ont été rajoutées un terme tenant compte du flux
solaire sur la paroi mitoyenne:

Tl?eq = Tl + ¢;‘Lollla (D2)
Tg]eq = Ty + ¢;L;2I:b (D3)

Ces températures équivalentes permettent de réécrire les bilans sur les faces du
mur mitoyen sous la forme suivante:

b1a = h]a(T12eq"Tll\/[a) (D4)
b = ho(Toreq — Tons) (D.5)

Le raccordement des modéles de zones s’exprimera alors en égalant les tempéra-
tures équivalentes pour les deux zones:

Tl?eq = 012eq (D6)
T?leq = 021@q (D7)

L’intérét de cette représentation est qu’elle permet le couplage des zones par le
biais d’un seul type de variable qui combine la température de I’air et le flux solaire absorbé
par le mur mitoyen. Dans le cas ol on raccorde plusieurs zones autour de la zone principale,
le modele de cette derniére devra avoir en sorties Ny, températures équivalentes respective-
ment associées a chacun des Ni, murs communs. La représentation avec les températures
équivalentes permet de définir la zone de recouvrement soumise & des conditions de lére
espece comme sur la figure D.2: Uic = To1eq et Uze = Ti2eq.

D.1.2 Le simulateur dans COMFIE

Pour chaque ambiance k£ d’un bétiment, I’évolution de la température intérieure est repré-
sentée par un modele d’état d’ordre Mj:

Xt = [ FNXT 4 VEIUET - UR) + VT - v (D.8)

YR = [HXET 4 [SRIUE + [sEyet! (D.9)

Les matrices Wy et Wf sont reliées respectivement aux matrices BY et Bf par
la relation:
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T12 eq I
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| | 21eq
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- ¢ 0|T21eq
I
912eg_ _:

Figure D.2: Zone de recouvrement d’un bizone dans Comfie

~1
We= w5

(1 - M) By

(D.10)

Les sorties Yj pour le modele & sont constituées de (Nk. + 1) sorties. En effet
a chaque modeéle local de zone sont associées Ny zones mitoyennes. Pour chaque zone, on
a donc 1 sortie de température de la zone plus Ny, températures équivalentes. On note
Tjeq la jéme température équivalente de la zone k. Pour simplifier la compréhension du
couplage, le couplage de deux zones est représenté avec la figure D.3.

Ute —» [ Tt
ZONE 1

Q2 — 3 T12eq

01 —> > T2
ZONE 2

Uze —> —> T21eq

Ute —> 3 Tt
ZONE 1
T12eq
T21eq
ZONE 2
Uze —> > T2

Figure D.3: Principe du couplage des zones dans COMFIE

Pour P’ensemble des ambiances d’un bétiment, 1’évolution des températures
intérieures est représentée par un modeéle d’état (juxtaposition des sorties et des états
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modaux):

xntl — [eF‘Et]Xn + [WO’](U;H'I _ U:) + [Wﬁ](Y"'H _Yn) (D.ll)
Y™ = [H]X™H 4 [s*urtt 4 [§P)ytl (D.12)

Pour résoudre ce systéme, on remplace X "+1 dans la deuxiéme équation par sa
valeur donnée par la premiére équation pour aboutlr au systéme suivant:

Y™l = [MGIF)X™ + [MGIE\UM! - [MGID|Ur + [MGIC]Y™ (D.13)
Xl = G Fitxn 4 We(Umtl _ Un) 4 WY — Y (D.14)

o [MGIF]=[I - [H]WF] - [SP])"}[H][F]

o [MGIE] = [I - [H]W?] - [SP Y ([H][W*] + [$°))

o [MGID] = [I - [H|[WP] - [$F]|7 [H][W]

o [MGIC] = [I - [H]WF] - [P [H][W*]

I étant la matrice identité.

Connaissant les valeurs Y™, U™ et U™ les deux derniéres équations permettent
alors de calculer Y au pas de temps suivant n + 1.
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Annexe E

Intégration de I’équation d’état
modale

E.1 Forme intégrale générale

L’équation d’état du modele local k peut se mettre sous forme matricielle en considérant

un nombre fini de modes:
Xy = Fr Xy + B, U,
avec :
o Uy : sollicitations extérieures.
e [} : matrice diagonale des valeurs propres Ay; (¢ indice du mode).
L’équation précédente est résolue en deux étapes:

¢ résolution du probléme homogeéne (Les sollicitations sont mises & zéro)
La solution pour chaque composante ¢ du vecteur propre est:
Xi = A(t)eM
*» méthode de la variation de la constante sur ’équation compléte:

Xi(t) = —————aggt)e)“'t + A(t)Aett

En reprenant ’équation E.1 pour p sollicitations:

P
_X'i(t) = /\iXi(i) + Z BijUk]‘

i=1
L’équation E.4 peut également se mettre sous la forme:
. p .
Xi(t) = A(t)/\ie“ + Z Bi;jUy;
=1
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Par conséquent, en égalant les équations E.3 et E.5:

8A
Z Bi;Uy; (E.6)
i=1
En intégrant I’équation E.6, on obtient:
t P .
At) = /0 eXS" B U;(6)d8 + C (E.7)
J=1
avec C constante d’intégration.
La solution est donc:
Xi(t) = X;(0)eM! + / M(i=0) Z Bi;Ur;(6)d8 (E-8)
j=1

E.2 Discrétisation temporelle des sollicitations

Lorsque les sollicitations ont une forme simple on peut obtenir une solution analytique
exacte pour le vecteur d’état X en intégrant E.8. Dans les autres cas on peut procéder &
une discrétisation du temps. Les sollicitations disponibles dans les fichiers météorologiques
sont données a des intervalles de temps 6t et nous supposons qu’elles varient linéairement
entre deux valeurs successives.

On exprime ainsi la dérivée temporelle du vecteur “sollicitation” U; par:

U(n—H) _ U(n)

Vo= 4 1
U; = T (E.9)

En reprenant I’équation E.8 on intégre de 0 & 6t:

p U("'H) U(”)
Xi(t) = u+/ (6t~ O)ZB _________do (E.10)
Xi(8) = Xi(0)eMt 4 £ —1ye-on Bi(Uuf™tY —y E.11
1( ) - 1( )6 + 5t (Az Z "]( 7 ) ( . )
A6 - eHi6 . (n+1) (n)
Xi(t) = X;(0)eMo 4 — &)\ t ZBU Uj ) (E.12)
i=1
ou bien »
Xin-i-l = /Yine/\.& + Z VV,‘]'(UJ(n+1) — U](n)) (E13)
i=1
avec 1
Wij = —(1 - M) B (E.14)



Annexe F

Spectre de réponse a4 une
sollicitation indicielle

L’intérét de la représentation dans la base modale est entre autre liée aux possibilités de
réduction de I’ordre des modeles (voir section 4.1.5). Parmi les outils développés pour met-
tre en évidence les modes dominants, le spectre de réponse indicielle est un outil permettant
de les distinguer pour des couples sollicitations/sorties.

L’intégration de 1'équation d’état donne I’équation suivante (voir Annexe F)!:

t P )
X;(t) = X;(0)eM? + /O M=0N" B, U;(8)d8 (F.1)
J=1

A partir d’un état thermique uniforme (pris & zéro pour simplifier), on applique
une fonction échelon unitaire sur la jéme sollicitation U; et ’on étudie la géme mesure Y,.
L’intégration de I’équation F.1 est alors:

Xi(t) = eA‘tB,‘j (FQ)
Soit:
N
Yy(t) = E e/\i(t)Hquij + Gy; (F.3)
=1
ou encore:
N
Yo(t) = Gg;(1 - Equ(i)e)\i(t)) (F.4)
=1
avec: 0B
R Lt}
Tej = G (F.5)

La réponse Y,(t) apparait donc comme une somme d’exponentielles décroissantes.
La dynamique des phénomeénes thermiques est traduite, dans la réponse Y, selon une
mesure a une sollicitation Uj;, par la décomposition du paramétre statique Gg; en coeffi-
cients de pondération, rg;, associés aux temps propres du systéme?. L’ ensemble de ces

{ est I’indice du mode
*En régime permanent Y,(t) = Gq; et donc ]\i r4;(¢) = 1 lorsque le modéle est non réduit
g q aJ i=1 T q
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coefficients est le spectre de réponse indicielle d’une sortie associée % une sollicitation. Un
exemple de spectre est donné sur la figure F.1. 1l s’agit du spectre de la réponse d’une
zone 1 a un échelon de température extérieure.

SO0LL: EXTERIEUR
REP : AMBOl.unique

[, staliqe : 580601 6.X

T_ref: 1H
REP : 41 MODES MAY_Y: 6.24E-01

Figure F.1: Spectre de la réponse de la zone 1 & la température extérieure

Pour illustrer le role des différents termes de la somme, on représente le coeffi-
cient r,; en fonction du temps caractéristique correspondant 7; = —}—‘l Les spectres sont
donnés selon une échelle de temps logarithmique de fagon & dilater la partie correspondant
aux faibles constantes de temps®

Les raies représentées sur le spectre sont les taux de contribution de chacun des
modes a la réponse de I’échelon indiciel, et elles permettent ainsi aisément de distinguer
les modes dominants pour ces couples de sollicitations/sorties. Dans cet exemple, le mode
1 a un effet dominant pour ce couple sollicitation/sortie. Si toutes les raies sont de méme

log(1 + 100 )

Tog(101) . tres est choisi égal & une

3L’échelle de temps logarithmique est la suivante: t14 =

heure dans cet exemple
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signe, elles participent toutes dans le méme sens & ce que la réponse évolue vers sa valeur
en régime permanent. Au contraire une raie négative contrarie cette évolution inévitable
en la retardant (cas des modes 2 et 3 dans ce cas précis).

On superpose sur le méme graphe le tracé des raies ry; et la réponse & 1’6 chelon
Z;“’— (donnée aussi avec une échelle logarithmique pour le temps). Lorsque le rapport
est faible, la valeur de I’exponentielle associée est proche de 1 et la contribution du mode
a la réponse & cet instant précis est donc faible; lorsqu’il devient au contraire grand, la
valeur de I’exponentielle tend vers zéro et le mode apporte le maximum de sa contribution
égale & sa part statique. La courbe d’évolution est le reflet de la décomposition du terme
dynamique en coefficients pondérés par des exponentielles dont 'importance varie selon le
temps écoulé.

La formulation donnée par I’équation F.4 est celle correspondant 3 la décom-
position “soustractive” pour le champ des températures (On soustrait & la partie statique
les contributions des modes). On peut également formuler une décomposition “additive”
sous la forme suivante:

= Gy; Z rgi(1)(1 - () (F.6)
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Annexe G

Equivalence du modéle de
synthese et du modéle modal
global

G.1 Equivalence de la méthode de synthése (sans réduction
des modeéles) avec ’approche modale directe.

Pour montrer cette équivalence, nous allons comparer les problémes aux valeurs propres
obtenus & partir de chacune des méthodes.

Nous appelons modéle modal global ou modéle global, le modéle obtenu par une
approche modale directe, les modes le caractérisant sont appelés modes globauz (fonctions
propres globales...).

De plus, dans la suite du paragraphe, toutes les variables ou fonctions relatives
au modele global sont surlignées par un”. Pour que les démonstrations suivantes soient plus
simples, nous avons choisi de traiter le cas du couplage de deux composants quelconques.
Sachant que pour Q composants, la démarche présentée ici reste valable (le couplage de Q
composants peut étre obtenu récursivement par Q-1 couplages deux & deux.

Au modele de synthese obtenu aprés la phase d’assemblage (Equations 4.44),
correspond un probléme aux valeurs propres du type :

zNp = Fp (G.1)

avec :

e 2; : i éme valeur propre de N™1 F,

e p; : i éme vecteur propre de N=1F

De méme, le probléeme aux valeurs propres relatif au modéle global s’écrit de la
fagon suivante (pour le i éme mode propre) :
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VM € D}

CulPu(M)] = % Gy V(M)

VM € T,
(G.2)

.

Bk[f}ki(ﬁ.l)] - 0 |

VM € I'tjc Cas du couplage bord & bord
Vii(M) = V(M)
Ke(M)VVei(M). Tk + Kp(M)VVi(M)fipe = 0

avec :

o V(M) : partie de la idme fonction propre globale concernant le composant k,

e Z; : 1 eme valeur propre globale de I'opérateur £

Les opérateurs de la chaleur £} de chaque sous domaine Dy, sont les mémes que
ceux ayant définis les modeles locaux.

Par contre, les conditions aux limites d’un sous domaine Dy, vérifiées par les
fonctions propres globales sont différentes de celles respectées par les fonctions propres
locales.

En effet, I’opérateur de conditions aux limites By appliqué aux fonctions propres
locales Vi;(M) est nul quelque soit le point M appartenant & une interface quelconque de
Dy. En revanche la relation Bi[Vii(M)] = 0 n’est vraie que pour les points M appartenant
a une interface I'y. séparant le composant k du milieu extérieur D’

Au niveau des interfaces de couplage, les fonctions propres globales vérifient des
conditions de raccordement traduisant un contact thermique entre les composants. Ainsi
la similitude entre le systeme global (Equation G.2) et les systémes locaux( 4.15) n’est que
partielle.

Si dans les relations du modele global( G.2) vérifiées aux interfaces entre les Dy
on introduit 'opérateur des conditions aux limites By (cf relations 4.7), on obtient :

Bk[f)ki(ﬂl)] = Bm[i}mi(ﬂ‘{)] - (Crkjc + Umjc) 1~)mi(]w)

et le second membre de cette équation n’ayant aucune raison d’étre nul, on peut
retenir simplement que:

Bk[f/}“’(ﬁl)] #0 YM el 7 = 1,y Nie (G.3)

Les deux problémes aux valeurs propres précités sont en fait formellement trés
différents.
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De plus, le modele de synthése ne dépend que des caractéristiques des modéles
locaux (valeurs propres, fonctions propres, champs statiques...), qui n’interviennent pas a
priori dans le modéle global.

La démarche que nous avons alors retenue, pour établir I’équivalence des problé-
mes exprimés par les relations G.1 et G.2, consiste tout d’abord & relier les fonctions propres
globales aux caractéristiques des modeles locaux, puis & remplacer les fonctions globales
par ces nouvelles expressions dans les relations G.2, ce qui permet, moyennant quelques
manipulations mathématiques d’obtenir une formulation du probléme aux valeurs propres
global identique & celle donnée par la relation G.1.

Les différentes étapes de cette démarche sont explicitées ci-aprés.

Décomposition des fonctions propres globales

La condition pour qu’une fonction f(M) & valeurs complexes définie dans Dy, continue et
dérivable dans DY, soit décomposable sur la base des fonctions propres Vii(M), est que
cette fonction vérifie la condition aux limites homogéne B[f(M)] = 0.

Dans ces conditions, sa décomposition est unique et s’écrit :

jee]

fM) = 3 < J(M),Ce(M) Vim(M) > Vij(M)

J=1
avec un produit scalaire défini par :
< (M), Ch(M) Vi (M) > = [po f(M) Ci(M) Vi (M) dM

Or nous avons vu précédemment que les fonctions propres globales vérifient une
condition aux limites non homogene sur les interfaces de couplage (relation G.3).

Si bien que ces fonctions Vj; ne sont pas directement décomposables sur la base
des fonctions propres locales.

On décide alors d’exprimer ces fonctions globales comme la superposition d’ une
fonction vérifiant une condition aux limites homogene sur chaque interface de couplage
et donc décomposable sur la base des fonctions propres locales f),’“fz-(]\{[), et d’une fonction
résiduelle 17}21-(]11), vérifiant des conditions aux limites inhomogénes sur les interfaces de
couplage. Soit :

Vie(M) = V(M) + V(M) (G.4)

avec

BuVA(M)) = 0
Li(VE(M) 5 O (VE(M) + Vi(M)

Bk(?ﬂg(M)) = Ui j = 1,00, Npe
Lx(Vii(M)) 0

Les Ukj,’ s’apparentent en fait & des sollicitations de couplage qu’il nous faut
déterminer.
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La solution vérifiée par les fonctions globales résiduelles,V[;(M), est en fait un
champ statique de Dy.
On obtient alors :

0 Ny
Viil(M) = Y pri V(M) + 3 Sk (M) Uy (G.5)
=1 j=1 ’
Dans I’expression G.5, les coefficients de décomposition $ des fonctions globales
sur les bases propres locales ainsi que les “sollicitations” de couplage ﬁkﬁ sont inconnus.
Ces derniéres se déterminent & partir des conditions de raccordement des fonc-
tions propres au niveau des interfaces de couplage (relations G.2, vérifiées VM € Tijc)-
On aboutit finalement & une équation de connexion qui a la méme allure que celle obtenue
lors de la construction du modéle de syntheése, et qui permet de relier les inconnues f]kj;
et aux coefficients de décomposition p. Soit :

[G,.C] 01' = [Hr] Di (G.6)

Remarque :

e 1 correspond a I’indice du mode global,

e les matrices [G ] et [H,] sont rigoureusement les mémes que celles figurant
dans 1’équation de connexion 4.43.

Des relations précédentes, on peut exprimer formellement la sollicitation de cou-
plage relative & la j iéme interface du composant k :

Ui = Zekjli)kli
=1 (G7)

Ainsi, la combinaison des relations G.5 et G.7 permet d’écrire la partie de la i
eme fonction propre globale définie dans le composant k sous la forme :

Nig oo

(e}
V(M) = 3 priVia(M) + > S S (M)t pras (G.8)
I=1 j=1 I=1

Cette derniére relation est vérifiée, quelque soit le composant k, quelque soit le
mode global i, et quelque soit le point M du domaine Dy.

Les coefficients de décomposition () des fonctions propres globales sur les bases
locales restent néanmoins inconnus. Leur détermination va découler de la nouvelle formu-
lation du probléme aux valeurs propres global.

G.1.1 Détermination des coefficients de décomposition

Pour formuler différemment le probléme aux valeurs propres du modele global, nous al-
lons introduire dans ’expression classique de ce probléme, donnée par la relation G.2, les
expressions G.8 définies ci-dessus.
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Ainsi, en tenant compte également du probléme aux valeurs propres vérifié par
les fonctions propres locales (relations 4.15 du probléme local), on obtient pour un com-
posant k, les expressions suivantes :

DM Cr i Va(M) = %Cr Y. B Vie(M)
= =
: iy oo (G9)
+ ZCrY > Ski(M) by Pu

j=11=1

Pour simplifier cette expression, en utilisant la propriété de bi-orthogonalité
des fonctions propres locales, il suffit de faire le produit scalaire des membres de chaque
équation par Vi, (M ). Ainsi, on obtient :

Ny (o)
A Prii = E P+ Y (/0 Cr Sii(M) sz(M)dM> > Okjg Prgi
j=1 Dk g=1 (G10>

Or les relations 4.20 et 4.28, montrent que sz Cx Si; (M) Vig(M) dM est un
élément de la matrice [B.] du modele juxtaposé.

De méme les coefficients §;, sont des éléments des matrices [Grc]~! [H,].

Si bien que ’ensemble des relations G.10 pour la totalité des Q composants du
systeme D peut s’écrire matriciellement sous la forme :

5 = > N 5
sz - ZiA P (Gll)

(N] = 1) = [B[Gre) M [H;]

On retrouve alors un probléme aux valeurs propres équivalent & celui du modéle
de syntheése (relation G.1 ).

L’unicité du spectre des valeurs propres du couple matriciel (F,N) entraine donc
I’égalité des spectres des valeurs propres z; ainsi qu’une relation de colinéarité des vecteurs
propres p;.

Ce résultat permet de donner une interprétation des coefficients de décomposi-
tion des parties dynamiques des fonctions propres globales sur les bases locales, en effet
ces coefficients ne sont rien d’autre que les vecteurs propres de N~ F.

Ainsi, nous venons de montrer I’équivalence du modele de synthése non réduit
avec un modele modal obtenu par une approche directe. On peut alors utiliser un modéle
de syntheése & la fois pour faire de la simulation et aussi de 1’analyse puisque l'on peut
reconstituer les modes propres globaux ( fonctions propres, valeurs propres) & partir, entre
autre, des éléments propres des matrices N~1F,
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G.2 Relation entre les états globaux A et les états locaux

X

L’égalité de la partie dynamique du champ de température obtenue & partir du modéle de
synthese et de celle obtenue & partir de la forme modale directe permet d’écrire la relation
suivante, pour un composant k£ du systéme D.

m 2 mnp
Z X,‘(t) Vk,'(M) = Z Z [6kb V(M) + 6y Skl(M)] Xbl(t) (G.l?)
i=1 b=1 [=1

Or les fonctions propres globales V(M) peuvent s’exprimer & partir des fonc-
tions propres locales et des champs statiques unitaires locaux:

n

V(M) = > b (6k6 Vot(M) + 8ipr Sk (M)] pois (G.13)
b=1 I=1

Ces deux relations peuvent en fait s’écrire matriciellement sous la forme :

(vl + [0) X [V]&
(V] + [0]) [p] 4

La combinaison de ces deux relations matricielles aboutit & 1’expression suivan-

(G.14)

te :
(VI+ )X = (V] + [©]) [p] ¥
d’olt la relation entre les états locaux et les états globaux :

X = [p| X (G.15)
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