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integrale de Fredholm 5 1. .m s kg−    
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2cG mπ µ=  : admittance caractéristique 

5 1. .m s kg−    
( )1 3 2

, 2
n

c nG m kπ +=  : « inconsistance complexe » caractéristique 
3 2 2 1. .n nm s kg+ − −    

( ) 4 8TBFG r rπ µ= : admittance aux Très Basses Fréquences (TBF) 5 1. .m s kg−    

( )0, ,TBFG r nω = : « inconsistance complexe » aux TBF 3 2 2 1. .n nm s kg+ − −    
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2m  : racine carrée du moment d’ordre 2 [ ]m
 

( )4
4 0

m r p r dr
∞

= ∫  : moment d’ordre 4 4m    

P : pression exercée sur le liquide [ ]Pa
 

0P : pression de saturation [ ]Pa
 

( )Vp r : distribution de tailles de pores volumique 2m    

( )p r : distribution de tailles de pores 1m−    

P∇ : gradient de pression 1.Pa m−    

0P∇ : gradient de pression imposée dans le cas instationnaire 1.Pa m−    
P∆ : différence de pression [ ]Pa

 

0P∆ : différence de pression imposée dans le cas instationnaire [ ]Pa
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, 0 3 1 1n nn
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, 0 2 3 1n nn n
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21c appt aω ν= = : temps caractéristique [ ]s
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0
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θ : angle de contact entre le solide et le liquide [ ]°

 

µ : viscosité dynamique dans le cas des fluides newtoniens[ ].Pa s
 

µ : viscosité plastique du fluide à seuil de type Bingham [ ].Pa s
 

ou ckµ : viscosité plastique du fluide à seuil de type Casson [ ].Pa s
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2

n

app ck u rµ −= ɶ : viscosité apparente du fluide en loi de puissance [ ].Pa s
 

ν : viscosité cinématique 2 1.m s−    

app appν µ ρ= : viscosité cinématique dans le cas des fluides en loi de puissance 2 1.m s−    
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( ), ,q r P n+ + +∇ : débit élémentaire adimensionnel dans un seul capillaire pour les fluides de Herschel-

Bulkley
 

cQ Q q+ = : débit total adimensionnel à travers le milieu poreux 
 

cq q q+ = : débit élémentaire adimensionnel dans un seul capillaire
 

r r L+ = : rayon du pore adimensionnel (normalisation du chapitre 3) 

0 2r P++ = ∇ : rayon du pore critique adimensionnel  

2r r m+ = : rayon du pore adimensionnel (normalisation de chapitre 4) 
3

0Re 4TBF Pa µν=∇ : nombre de Reynolds aux Très Basses Fréquences 

( )2Re 2
nn

n u a kρ −= : nombre de Reynolds généralisé 

ct t t+ = : temps adimensionnel 

0k : facteur de forme 
n : indice de fluidité  

cT L L= : tortuosité
 

 
Symboles grecs : 
 

( )r rα δ ν ω= = : nombre de Womersley 

( ) ( )1 21 2 1 1
0

nn n
n a k Pα ρω + −= ∇ : nombre de Womersley généralisé 

φ : porosité du milieu poreux 

( )2mω ω ν+ = : pulsation adimensionnelle  

( )2app mω ω ν+ = : pulsation adimensionnelle pour les fluides en loi de puissance 
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Introduction générale  

Dans cette étude, on s’intéresse à la recherche et à la conception de nouvelles méthodes non polluantes 
et simples à utiliser, pour identifier la distribution de tailles de pores d’un milieu poreux. En effet, les 
méthodes utilisées à ce jour sont basées sur l’utilisation du mercure, l’adsorption isotherme, l’analyse 
calorimétrique, la résolution RMN, la diffusion de neutrons ou rayons X et la stéréologie. Ces 
techniques sont soit polluantes soit très compliquées à mettre en œuvre. Géométriquement, les 
matériaux poreux réels sont extrêmement complexes à décrire comme cela est mentionné dans tous les 
ouvrages traitant de ce sujet. Les distributions de tailles de pores rencontrées dans les milieux poreux 
peuvent être monomodales ou multimodales de type gaussien ou autre. Par conséquent, et dans une 
première approximation, nous les modéliserons sous la forme d’un faisceau de capillaires parallèles de 
rayons r  répartis selon une distribution ( )p r . Ce modèle, introduit initialement par Purcell continue 
d’être utilisé dans de nombreuses études. Il est à la base du modèle de Carman-Kozeny. Cette 
construction de pores qui ne tient pas compte de la tortuosité, de la connectivité des pores, des bras 
morts, de la forme et du changement de section le long d’un pore parcouru par le fluide n’est 
qu’apparemment critiquable car des corrections tenant compte de ces paramètres peuvent être 
introduites par la suite pour complexifier la modélisation. Dans notre étude on va donc supposer que 
les pores ont des sections circulaires et on ne tient pas compte de la tortuosité qui n’affecte le résultat 
final que par une augmentation de la longueur des pores. Dans ces conditions, nous proposons deux 
nouvelles méthodes susceptibles d’être utilisées pour la détermination de tailles de pores. La première 
technique est basée sur l’injection d’un fluide à seuil de type Bingham sous pression au sein du milieu 
poreux (méthode invasive). L’esprit de la méthode suggérée est celle qui consiste à utiliser l’effet de 
seuil présent à l’échelle d’un pore pour scanner la distribution de tailles de pores. Le concept général 
sur lequel est basée cette étude est qu’un pore ne peut être envahi par certains fluides que lorsque le 
gradient de pression qu’on lui impose dépasse une valeur critique, qui dépend de la valeur du seuil 
introduit par la loi de comportement du fluide. Ainsi, on assiste à une invasion des pores de diamètre 
de plus en plus petit avec l’augmentation du gradient de pression. De cette manière tous les pores 
peuvent être « scannés » et par conséquent leur distribution déterminée. Ce travail consiste donc à 
résoudre le problème inverse qui se réduit à la détermination de la distribution de la taille de pores 
d’un milieu poreux, par la simple mesure de l’évolution du débit volumique d’un fluide à seuil qui le 
traverse, en fonction du gradient de pression qui lui est imposé. 

La deuxième technique ayant le même objectif, propose sur le plan de la conception, l’analyse 
fréquentielle de la réponse en débit à une perturbation sinusoïdale en pression. Cette technique 
consiste en l’utilisation de la fonction de transfert hydrodynamique d’un milieu poreux, ou plus 
précisément en la détermination de son admittance. En effet, comme l’épaisseur de pénétration 
hydrodynamique dépend de la fréquence d’oscillation du gradient de pression imposée à un capillaire, 
le comportement de sa fonction de transfert dépend de son diamètre. L’utilisation du même modèle de 
faisceau de capillaires dont la taille est distribuée suivant une loi de probabilité p(r), permet de calculer 
son admittance globale par le biais d’une sommation des débits élémentaires pondérés par leur densité 
de probabilité. L’équation qui en découle constitue une équation intégrale de Fredholm dont la 
solution permet de déterminer la distribution ( )p r . Cette technique a été appliquée à plusieurs types 
de distributions, dans le cas des fluides newtoniens. Cette technique a été appliquée aussi au cas des 
fluides en loi de puissance, dans les conditions où ce système se comporte de manière linéaire. Pour 
rendre la résolution de ce dernier problème possible nous introduirons la notion « d’inconsistance 
complexe ». 

Ce travail sera présenté comme suit : au chapitre 2, les différentes techniques expérimentales citées 
précédemment pour la caractérisation des milieux poreux seront rappelées avec leurs limites de 
mesure. Le troisième chapitre traite de la méthode basée sur l’utilisation de fluides non-newtoniens à 
seuil. Le quatrième chapitre décrit la seconde méthode qui s’appuie sur l’analyse dynamique d’un 
milieu poreux. Nous conclurons cette thèse par des extensions et des perspectives possibles pour 
poursuivre ce travail.  
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Chapitre 1 
Introduction 

1.1 Les milieux poreux 

Un milieu poreux est composé de petits espaces de vide ou de cavités appelés pores, séparés par une 
matrice solide. Ces pores peuvent être connectés ou non. Ce milieu est caractérisé par deux critères 
essentiels : le premier définit une propriété géométrique appelée la porosité. Celle-ci s’exprime comme 
le rapport du volume de tous les pores sur le volume total du matériau. Il existe deux sortes de 
porosité : la porosité isolée et non-percolante qui ne participe pas aux écoulements. Elle peut être 
caractérisée par des méthodes d’imagerie et de diffusion aux petits angles [1, 2, 3]. Le second type de 
porosité est la porosité connectée et percolante correspond à des pores qui participent aux écoulements 
(il peut néanmoins exister des bras morts qui n’y participent pas). Dans ce travail de thèse on 
s’intéresse exclusivement à ce type de porosité percolante. Le second critère est la perméabilité qui 
représente aussi un aspect géométrique décrivant la conductivité du milieu poreux à l’égard de 
l’écoulement du fluide en régime non inertiel. Celle-ci est liée à la connectivité des espaces vides et à 
la taille des pores percolants et a été introduite initialement par Darcy [4]. 

Les applications technologiques des milieux poreux sont très nombreuses et le seront encore plus dans 
l’avenir avec l’augmentation des coûts de l’énergie et la prise de conscience des problèmes 
environnementaux. Ils jouent un rôle primordial dans les processus biologiques (végétaux, bois, peau 
humaine, cartilage, os, …), naturels (sols, roches poreuses…) et dans de multiples applications 
industrielles (bétons, poudres, mousse métallique, céramique poreuse, ciment, tissu, …) (fig. 1.1) 
[5, 6, 7, 8, 9, 10]. Le génie des procédés est un des domaines qui fait appel aux milieux poreux 
(catalyse, séchage, filtration, sédimentation, fluidification...). Ces diverses opérations se retrouvent 
dans des secteurs tels que l'agro-alimentaire, l'industrie pharmaceutique, le traitement des eaux, la 
filière du bois... Ces milieux poreux permettent de stocker de grandes quantités de gaz (séquestration 
de CO2, stockage de H2) grâce à leur grande surface par unité de volume. L’immobilisation et le 
comportement de polluants dans les milieux poreux (stockage de déchets, bassin d’infiltration, 
barrière de confinement, sites industrialisés, MOF -Metal-Organic Frameworks-…) sont autant 
d’exemples [11] où la connaissance approfondie et la bonne caractérisation des milieux poreux sont 
essentielles. Une autre application récente concerne le stockage de chaleur en milieu poreux granulaire 
provenant de collecteurs solaires [12]. Ce stockage actif de chaleur est utilisé dans l’habitat par le biais 
des matériaux poreux à changement de phase [13]. Les matériaux isolants à base de fibres de bois 
dans le bâtiment en sont une autre illustration [14]. Dans le domaine de l’acoustique, on utilise des 
matériaux poreux artificiels comme les plaques de mousse pour les cloisons anti-bruit [15]. Le 
transport dans les milieux poreux intervient aussi dans l’industrie pétrolière où la diminution des 
réserves conventionnelles oblige à un fort investissement vers les techniques de récupération tertiaire, 
notamment pour les sables ou les schistes bitumineux. La présence de pores dans les céramiques 
poreuses leur confère une importante résistance thermique [16]. Certaines céramiques poreuses sont 
aussi employées pour les piles combustibles à oxyde solide. 

La forte hétérogénéité des milieux poreux et la grande dépendance de leurs propriétés de transport 
avec la taille des pores qui les constituent ont motivé un intérêt notable pour une bonne caractérisation 
de ce type de matériaux. Il existe de nombreuses méthodes et notamment celles basées sur l’existence 
d’un seuil en dessous duquel les pores ne peuvent être envahis. Celles-ci ont été développées pour 
déterminer la distribution de tailles de pores (DTP). Parmi les plus employées, on peut citer : 
 
(i) la porosimétrie par injection de mercure qui exploite le caractère non mouillant du mercure, associé 
à sa forte tension superficielle. Pour une pression d’injection donnée, seule la fraction des pores dont 
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et connectés. Quand ils sont inférieurs au micron (ou dans les bras-morts), c’est le transport par 
diffusion qui prend le relais. Dans tous les cas, la caractérisation des propriétés géométriques des 
milieux poreux, telles que la porosité, la surface spécifique, la distribution de tailles de pores est 
essentielle pour toute modélisation et compréhension des phénomènes de transport dans ces milieux 
poreux. 

L’enjeu principal de ce travail est de proposer deux nouvelles méthodes qui permettent de déterminer 
la distribution de tailles de pores d’un milieu poreux et qui présentent plus d’avantages : moindres 
coûts et plus grande facilité de mise en œuvre. La première de ces méthodes utilise des fluides à seuil 
s’écoulant à travers l’échantillon poreux et la seconde emploie une analyse fréquentielle qui exploite la 
fonction de transfert hydrodynamique du milieu poreux considéré. 

Dans une première approche, le modèle capillaire de Carman-Kozeny a été utilisé. Il permet de 
modéliser le milieu poreux comme un faisceau de tubes capillaires parallèles. Cependant, malgré 
l'utilisation d'une telle simplification, la description de la géométrie par ce modèle reste valable car ces 
deux méthodes sont sensibles principalement au plus petit diamètre de chaque pore parcouru par le 
fluide. 

Comme nous le verrons par la suite, la première technique est stationnaire et la distribution de tailles 
de pores peut être obtenue à partir de la simple mesure de l’évolution du débit total en fonction du 
gradient de pression imposé. Par contre la seconde technique est instationnaire et permet d’accéder à la 
distribution de taille de pores à partir de l’impédance complexe du système soumis à une perturbation 
harmonique de pression. 

Ces approches proposées ont été testées avec succès analytiquement et numériquement pour 
différentes distributions de tailles de pores classiques de type gaussien, unimodal ou multimodal. 

1.2 Paramètres géométriques caractérisant un poreux 

Comme les propriétés de transport macroscopiques des matériaux poreux sont gouvernées par le 
nombre, la distribution de la taille et la forme des pores ainsi que par leurs connectivités, 
« l’Internationnal Union of Pure and Applied Chemistry » (IUPAC) a procédé à une classification des 
pores en fonction de leur taille : celle-ci est donnée sur le schéma ci-dessous [24] : 

 

Figure  1.2. Classement des pores selon IUPAC. 

Cette classification définit les macropores comme les conduits dont le diamètre est supérieur à 50 nm. 
A cette échelle, le transport diffusif prédomine largement sur le transport convectif car le nombre de 
Péclet est très petit. Les méthodes développées dans ce travail nécessitant un transport convectif, les 
échelles de pores de l’ordre du nanomètre ne seront pas accessibles dans le cadre de cette étude. Pour 
la méthode basée sur les fluides à seuil, on peut donner une estimation des tailles de pores qu’elle est 

capable de scanner. En effet, le rayon 0r  d’un pore envahi par un fluide de type Bingham de contrainte 

seuil 0τ  soumis à un gradient de pressionP∇ est donné par la relation : 
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 0
0 2

r Pτ ∇
=  ( 1.1) 

La plupart des fluides à seuil ont une contrainte d’écoulement de l’ordre de 0 100Paτ = . Pour une 
différence de pression de 10 bars et un échantillon d’un centimètre d’épaisseur, le gradient de pression 

vaut 810 /P Pa m∇ = . Avec ces valeurs classiques, on calcule que le rayon du plus petit pore qu’il est 
possible d’envahir vaut 2 micromètres. Pour la seconde méthode, il est également possible d’estimer 
que la taille minimale qu’on peut espérer mesurer dans des temps et des conditions expérimentales 
acceptables est de l’ordre du micromètre. On retiendra donc le micromètre comme la taille minimale 
des pores qu’il est possible de caractériser avec nos méthodes. Malgré cette limite, il existe néanmoins 
de nombreux matériaux dont la structure porale se présente à des échelles de l’ordre du micromètre et 
au-delà. 

D’une manière générale, les matériaux poreux sont définis principalement par des invariants 
macroscopiques et microscopiques tels que la porosité, la perméabilité, la tortuosité, la surface 
spécifique et la distribution de tailles de pores. 

i)-Porosité : 

La porosité est définie comme le rapport du volume des pores pV  sur le volume total tV  de 

l’échantillon. Autrement dit, c’est la fraction volumique du matériau occupé par les pores (percolants 
ou pas). Elle s’écrit : 

 P P

t S P

V V

V V V
Φ = =

+
 ( 1.2) 

où SV  est le volume du solide. Φ  varie entre 0 (solide plein) et 1 (volume quasiment vide comme les 
aérogels).  

Exemples : pour le sable et le gravier 25 40%≤ Φ ≤  ; pour les argiles  40 50%≤ Φ ≤  ; pour la craie 
10 40%≤ Φ ≤ . 

ii)-Perméabilité : 

La loi décrivant l’écoulement moyen, à faible nombre de Reynolds, d’un fluide visqueux de 
viscosité dynamique µ , de vitesse débitante de filtration u

�
, à travers une épaisseur L d’un 

milieu poreux saturé soumis à un gradient de pression P∇
��

 est donnée par la loi de Darcy [25] :  

 ( )k
u P gρ

µ
= − ∇ −

��� �
 ( 1.3) 

où ρ  et g
�

 sont respectivement la masse volumique du fluide et l’accélération de la pesanteur. Dans 

cette expression, k  est un paramètre qui a les dimensions du carré de la taille moyenne des pores : 
c’est la perméabilité du milieu. Elle indique l’aptitude de ce milieu à être traversé par un écoulement. 
k  est indépendant de la nature du fluide. Elle ne dépend que de la structure du réseau de pores du 
matériau.  

Exemples : pour le grés 12 8 25.10 3.10k cm− −≤ ≤  ; pour les sols 9 7 23.10 10k cm− −≤ ≤ . 
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iii)-Tortuosité : 

Cette notion permet de rendre compte de la complexité du chemin parcouru par le fluide dans le milieu 
poreux. Pour un échantillon de longueur L, la longueur Lc d’un canal tortueux qui le traverse de part et 
d’autre est généralement plus grande que L (fig. 1.3). On définit alors la tortuosité comme le rapport 
de ces deux longueurs (ou du carré de ces longueurs) :  

 

2

ouc cL L
T T

L L
 = =  
 

 ( 1.4) 

 

Figure  1.3. Définition de la tortuosité. 

Dans le cas où les canaux sont rectilignes, nous avons 1T = . Pour des canaux quelconques, 1T > . 
Pour des matériaux faiblement poreux, la valeur de la tortuosité peut être très supérieure à l’unité : 
pour les mousses métalliques ou céramiques, des valeurs légèrement supérieures à 1, ont étés mesurées 
[26]. 

iv)-Surface spécifique : 

La surface spécifique s est définie comme l’aire d’interface S par unité de volume du matériauSV  : 

 
S

S
s

V
=  ( 1.5) 

L’interface est en général le lieu où s’expriment les propriétés physico-chimiques du matériau 
(mouillage, propriétés catalytiques,…). La surface spécifique est une mesure de la quantité de sites qui 
sont accessibles à des molécules traversant les pores. 

v)-Courbure moyenne et courbure gaussienne 

Dans l’espace, la courbure d’une surface suffisamment régulière se définit par la donnée de ses rayons 
de courbures principaux R1 et R2. La courbure moyenne de l’interface sur l’ensemble de l’échantillon 
s’écrit sous la forme suivante : 

 
1 2

1 1 1

2
H

R R
= +  ( 1.6) 

où  désigne la moyenne de l’ensemble des points constituant l’échantillon.  

La courbure gaussienne d’une surface est l’inverse du produit de ses deux rayons de courbure 
principaux. C’est une grandeur topologique qui caractérise la quantité de connexion entre les pores 
dans le matériau. Elle s’écrit comme suit : 
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1 2

1 1
.K

R R
=  ( 1.7) 

On dit qu’un milieu poreux est ouvert quand 0K >
 (les pores sont totalement isolés), c’est le cas par 

exemple d’un empilement de billes. Si 0K < les pores du milieu sont connectés (sols, éponges, 

bétons, poudres…) [27]. 

1.3 Caractérisation des milieux poreux 

Différentes techniques expérimentales permettent de caractériser la structure poreuse. On peut 
distinguer deux catégories de mesure : la première est intrusive (ou invasive), et n’est sensible qu’aux 
pores connectés et percolants du matériau ; elle consiste à faire pénétrer un fluide (liquide ou gaz) sous 
pression. Une simple mesure de la quantité de fluide introduite dans le milieu poreux permet de 
déduire le volume poreux connecté et d’en déduire la porosité effective. Les plus connues sont la 
porosimétrie au mercure et l’adsorption isotherme. L’usage du mercure est délicat à cause de la 
toxicité de ses vapeurs et le phénomène de condensation capillaire qui intervient dans l’adsorption 
isotherme demande généralement beaucoup de temps. Ces techniques seront détaillées dans le 
deuxième chapitre. La deuxième catégorie de caractérisation correspond aux méthodes non intrusives 
(non invasives), basées sur la diffusion aux petits angles utilisant soit un rayonnement de neutrons, soit 
des rayons X. Elles permettent une analyse des propriétés microstructurales des milieux poreux. On 
trouve enfin des méthodes stéréologiques qui sont destructives tels que la distribution des cordes ou 
encore des méthodes d’imagerie qui s’intéressent surtout à la morphologie du milieu poreux et qui 
utilisent les techniques de microscopie (microscopie optique classique, à force atomique (AFM), 
électronique à balayage (MEB) et électronique à transmission (MET)). 

Dans sa thèse, Stéphane RODTS [28] a résumé ces techniques expérimentales visant à la 
caractérisation géométrique des milieux poreux ainsi que leurs échelles d’application : 
 

Technique Echelles sondées Information physique mesurée 

Pycnométrie à l’hélium 
Porosimétrie par pesée 

0,1nm mm→  densité de la matrice solide 
porosité 

Porosimétrie au mercure 10 300nm mµ→  diamètre d’entrée de pores  

Sorption gazeuse 1 100nm nm→  surface spécifique 
tailles de pores 

Cryoporométrie 0,1 100nm nm→  tailles de pores 

Diffusion de rayonnement 0,1 100 en RXnm nm→  corrélations volume-volume à 
deux points 

RMN 
0,1 1nm mµ→  tailles de pores 

10 100m mµ µ→  
forme et connectivité des 
pores, tortuosité 

Analyse image 2D 0,1nm mm selon le scopeµ→ −  Stéréologie 

Imagerie 3D (IRM, tomoX) 1 10 mµ> −  géométrie 3D 

Tableau  1.1. Principales techniques de caractérisation géométrique des milieux poreux et leurs 
échelles d’application [28].  
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1.4 Objectifs de la thèse 

Dans ce travail, on s’intéresse principalement à la caractérisation de la distribution de tailles de pores 
constituant un matériau poreux. Les distributions rencontrées dans les milieux poreux peuvent être 
multimodales (bimodales par exemple) [29, 30], de type gaussien, maxwellien [31], log-normal [32] 
ou Rayleigh [30]. Géométriquement, les matériaux poreux réels sont extrêmement complexes à décrire 
comme cela est mentionné dans le livre de Scheidegger [8]. Dans une première approximation, nous 
les modéliserons sous la forme la plus simple d’un faisceau de capillaires parallèles de rayons r  
répartis selon une distribution ( )p r . Ce modèle, introduit initialement par Purcell [33] continue d’être 
utilisé dans de nombreuses études, [34, 35, 36]. Ce modèle est également à la base du modèle de 
Carman-Kozeny [37, 38]. Cette construction de pores est naturellement critiquable par le fait que le 
rayon de courbure de l’interface solide/liquide est assimilé au rayon du pore parcouru par le fluide. 
Cette définition n’est pas exacte du point de vue de la forme des pores (pore de forme quelconque) 
constituant le milieu poreux. Ce modèle ne tient pas non plus compte d’autres effets comme la 
connectivité des pores, leurs changements de section qui se traduisent par l’effet bouteille d’encre 
(important pour les écoulements à seuil), des bras morts [8]. Dans notre étude on va supposer que les 
pores ont des sections uniformes circulaires et on négligera la tortuosité [8]. 
Dans ces conditions ; nous proposons dans ce travail deux nouvelles méthodes susceptibles d’être 
utilisées pour la détermination de tailles de pores. Ces techniques sont basées également sur l’injection 
d’un fluide sous pression (méthode invasive) au sein d’un milieu poreux en étudiant principalement 
l’écoulement de ce fluide. La première est basée sur l’utilisation des fluides non-newtoniens à seuil de 
type Bingham. L’esprit de la méthode que nous suggérons ici est d’utiliser l’effet de seuil présent à 
l’échelle d’un pore pour scanner la distribution de taille de pores. La deuxième approche que nous 
nous proposons d’étudier sur le plan analytique et numérique est celle qui utilise l’analyse 
fréquentielle de la réponse en débit à une perturbation sinusoïdale en pression. La fréquence de 
coupure de la fonction de transfert d’un capillaire dépend de sa taille (couche limite visqueuse) d’où la 
répercussion de la distribution de taille de pore sur la coloration du spectre d’une telle fonction de 
transfert. 
 
Le plan de ce travail sera présenté comme suit : au chapitre 2, les différentes techniques 
expérimentales citées précédemment pour la caractérisation des milieux poreux seront rappelées avec 
leurs limites de mesure. Le troisième chapitre traite de la méthode basée sur l’utilisation de fluides 
non-newtoniens à seuil. Le quatrième chapitre décrit la seconde méthode qui s’appuie sur l’analyse 
dynamique du système. Nous conclurons cette thèse par des extensions et des perspectives possibles 
pour poursuivre ce travail. 
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Chapitre 2 
Bibliographie sur les méthodes expérimentales pour la 
détermination de la distribution de taille de pores 

2.1 Introduction 

Parmi les techniques expérimentales les plus utilisées pour déterminer la distribution de tailles de 
pores (PSD1) des matériaux poreux, on distingue les méthodes traditionnelles comme, la porosimétrie 
au mercure et la technique de l’isotherme d’adsorption, ainsi que les méthodes alternatives comme la 
thermoporométrie par l’analyse calorimétrique (DSC2) ou par la résolution RMN3, la diffusion aux 
petits angles (neutrons ou rayons X) et la stéréologie. Par la suite, nous allons exposer, les principes de 
base de chaque technique, ainsi que leur domaine d’application. 

2.2 Porosimétrie au mercure 
2.2.1 Principe 

Parmi les techniques classiques, on distingue « la porosimétrie au mercure » ou « l’intrusion du 
mercure ». Pour cette méthode invasive, le fluide introduit sous pression dans le milieu poreux est le 
mercure qui a la particularité d’être très peu mouillant ( lg 0,436 /N mσ =  à 20 C� ). Les pores du 

matériau sont généralement supposés être cylindriques. Le matériau est préalablement séché puis 
introduit dans une enceinte à la pression atmosphérique. On injecte ensuite le mercure sous une 
pression croissante pour envahir les pores. D’après la loi de Laplace (éq. 2.1) les plus grands pores 
seront les premiers à être imprégnés par le mercure, puis lorsqu’on augmente la pression, des pores de 
plus en plus petits sont progressivement envahis (voir figure 2.1) : 

 
lg2 cos

r
P

σ θ
=  ( 2.1) 

où r est le rayon du pore ; lgσ  est la tension de surface entre le mercure et l’air ; 140θ = °  est l’angle 

de contact entre le solide et le liquide ; P est la pression exercée sur le liquide. 

 

Figure  2.1.Principe de la porosimétrie au mercure [28]. 

                                                           
1Pore Size Distribution 
2Differential Scanning Calorimetry 
3Resonance Magnetic Nuclear 
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La mesure du volume de mercure pénétré dans les pores en fonction de la pression donne une courbe 
d’intrusion-extrusion qui présente un phénomène hystérétique dû à la forme des pores, à leur 
interconnectivité et à la variation de l’angle de contact d’avancée à l’intrusion et de reculée à 
l’extrusion. 

Un exemple d’une distribution de tailles de pores donné sur la figure 2.2 [5] est interprétée comme la 
dérivée du volume de mercure par rapport à la pression via la loi de Laplace. Autrement dit, c’est la 
dérivée du volume dont les pores ont un rayon inférieurs à r par rapport au rayon de pores [39]. Elle 
s’écrit sous la forme suivante :  

 ( ) ( ) Hg
V

dVdV r P
p r

dr r dP

 
= =  

 
 ( 2.2) 

Le volume des pores envahis par le mercure HgV est égal à la différence du volume total des pores 0V  

et du volume ( )V r dont les pores sont inférieurs au rayon r, ( )Vp r  est la densité de volume des 

pores. 

 

Figure  2.2. Distribution de tailles de pores tirée du livre de F. A. L Dullien [5] où D est le diamètre de 
pore. 

2.2.2 Validité et limite 

La porosimétrie au mercure reste l’une des seules à pouvoir analyser des diamètres d’entrée de pores 
allant de quelques nanomètres jusqu’à quelques centaines de micromètres. Elle permet de déterminer 
de manière quantitative, la structure poreuse des matériaux. L’hypothèse concernant la forme des 
pores est plus ou moins contestée [8]. Bien que son utilisation soit très répandue, cette technique 
comporte de nombreuses limites : i) elle peut constituer par exemple un risque important sur la 
microstructure de l’échantillon poreux (microfissuration, déshydratation,…) à cause de l’opération 
préalable de séchage du matériau (plus de 24h à l’étuve ou pompage sous vide) ; ii) pour être capable 
de scanner tous les pores et notamment les plus petits, on est obligé d’augmenter la pression 
d’intrusion ce qui peut introduire des déformations et une modification irréversible de la structure 
poreuse allant même jusqu’à la destruction de l’échantillon ; iii) enfin, l’utilisation du mercure est 
déconseillée à cause de la toxicité de ses vapeurs. 
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2.3 Adsorption isotherme 
2.3.1 Phénomènes d’adsorption/désorption 

L’adsorption est un phénomène consistant en la fixation de molécules de gaz à la surface d’un solide. 
Ce phénomène tire son origine des forces intermoléculaires de type dipolaire ou Van-der-Waals [40]. 
On distingue la chimisorption lorsque le phénomène fait intervenir des réactions chimiques et la 
physisorption dans le cas contraire. Pour l’application à la porosimétrie, le matériau poreux est en 
présence d’un gaz. Le phénomène inverse par lequel les molécules se détachent est la désorption. On 
appelle « adsorbat » le gaz qui s’adsorbe et « adsorbant » le solide où l’adsorption a eu lieu. 

2.3.2 Isothermes d’adsorption 

Cette technique consiste à mesurer la quantité de molécules de gaz adsorbées (le gaz le plus utilisé est 
l’azote) dans un milieu poreux à température constante (généralement il s’agit d’une température 
voisine de la température de liquéfaction du gaz, par exemple pour l’azote 77T K≃ ), par 
l’augmentation progressive de la pression dans une enceinte contenant l’échantillon parfaitement sec. 
Il est possible d’en déduire la surface spécifique d’un solide (surface par unité de masse ou de 
volume). Les modèles utilisés couramment sont : le modèle de Langmuir [41] dans le cas d’une 
adsorption monocouche et le modèle B.E.T. [42] dans le cas de multicouches. Cette méthode permet 
également de déterminer la distribution volumique de tailles de pores. La méthode B.J.H. [43] est 
basée sur la courbe de désorption. La relation entre la pression imposée et le rayon pr  d’un pore 

cylindrique est donnée par l’équation de Kelvin-Laplace : 

 
lg

0

2 cosl

k

VP
Ln

P NkTr

σ θ 
= − 

 
 ( 2.3) 

où 0P est la pression de vapeur saturante à la température T, kr  le rayon de Kelvin égal à pr t− , où t  

est l’épaisseur de la couche des molécules adsorbées par les parois du solide, lgσ  la tension 

superficielle de l’interface liquide-gaz, lV  le volume molaire de la phase liquide, N  le nombre 
d’Avogadro, k  la constante de Boltzmann. L’angle de mouillage θ  entre l’adsorbat et l’adsorbant est 
souvent considéré égal à 0. Cette relation permet d’exprimer la courbe de désorption en fonction de la 
pression. La distribution volumique de tailles de pores est alors obtenue par la dérivée de cette courbe. 

2.3.3 Exemple expérimental pour l’alumine 

Nous illustrons cette technique par un exemple type de résultats tirés de [44]. Sur la figure 2.3, la 
quantité de gaz adsorbé sur les parois solides à pression relative croissante (pression d’équilibre 
divisée par la pression de vapeur saturante) constitue ce qu’on appelle la courbe d’adsorption du gaz. 
Aux fortes valeurs de la pression relative, cette courbe montre un palier de saturation dû à la 
condensation capillaire ce qui signifie que tous les pores sont remplis et saturés par l’adsorbat. Si on 
diminue la pression relative, on observe un phénomène d’hystérésis pour la courbe de désorption qui 
rejoint la branche d’adsorption pour une pression relative généralement comprise entre 0,4 et 0,5 pour 
le diazote. L’exploitation de cette courbe de désorption va permettre de calculer le volume cumulé de 
pores ainsi que la distribution volumique de tailles de pores par la méthode B.J.H. [31].  
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Figure  2.3. Adsorption/ désorption isotherme [44]. 

Dans la méthode B.J.H., la courbe de désorption est parcourue à pression décroissante par sauts 
discrets appelés « classes ». L’expression du volume poreux de la classe n s’écrit sous la forme 
suivante [43] : 

 

2
1

,
, ,

1, ,

1
n

p n n
p n n n p i

ip n n p i

r t
V V t a

r t r
δ δ δ δ

−

=

    
= − −       −      

∑  ( 2.4) 

avec : 

 nVδ  : volume de liquide désorbé dans la nème étape de désorption, 3 1.cm g−    

, ,k n p n nr r t= −  : rayon de Kelvin calculé par l’équation de Kelvin pour la pression relative 

( )0 n
P P , [ ]nm  

nt  : épaisseur de la couche multimoléculaire calculée à partir de l’équation empirique de 

Harkins et Jura [45],[ ]nm  

 ,p nr  : rayon poreux moyen calculé entre les valeurs , , 1p n p nr r −+ ,[ ]nm  

 ,p iaδ  : aire de la ième classe égale à , ,2 p i p iV rδ , 3 1 1. .cm g nm− −    

 ,p nVδ  : volume poreux des mésopores qui ont un rayon poreux moyen ,p nr , 3 1.cm g−    

 , ,
1

n

p n p i
i

V Vδ
=

=∑  : volume poreux cumulatif, 3 1.cm g−    

 ( ) , ,v p n p np r V rδ δ=  : distribution volumique de tailles de pores 3 1 1. .cm g nm− −   . 

Un exemple de volume cumulé et de distribution volumique de tailles de pores sont représentés sous la 
figure 2.4 ci-dessous : 
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Figure  2.4. Volume cumulé et la distribution volumique de tailles de pores de l'alumine [44]. 

2.3.4 Validité et limite 

Cette technique est généralement non destructive. On peut récupérer facilement l’échantillon mesuré 
et refaire une autre mesure après séchage sous vide qui permet d’extraire toutes les molécules 
adsorbées afin que l’ensemble de la porosité soit accessible. Le domaine d’étude des rayons de pores 
est réduit à ceux inférieurs à 100 nm et la méthode reste toujours précise pour les pores de rayon 
inférieurs à 10 nm. Le temps pour réaliser un équilibre de condensation capillaire est très lent, 
l’isotherme demandant à peu près 24h pour être décrite. De plus, un séchage trop important peut 
provoquer un endommagement de l’échantillon concernant sa microstructure (resserrement du réseau, 
microfissures…). Cette méthode est invasive et est donc sensible aux effets de connectivités des 
matériaux poreux (par exemple, effet bouteille d’encre [46]). 

2.4 Thermoporométrie 
2.4.1 Principe 

Une autre technique de caractérisation des pores basée sur l'analyse calorimétrique de la transition de 
phase liquide-solide du fluide dans un milieu poreux est appelée thermoporométrie. Cette approche 
proposée par Kuhn [47] et plus tard développée par Brun, Eyraud et al. [48] permet également de 
déterminer la distribution des tailles de pores dans les milieux poreux. A la congélation, lorsqu’on 
refroidit un matériau poreux rempli d’un liquide (eau ou benzène généralement), ce liquide subit un 
écart T∆ de la température du point triple par rapport à la température du point triple initiale 0T . Cette 

différence est inversement proportionnelle au rayon du pore pR où la transition de phase se produit. La 

relation thermodynamique reliant les deux paramètres est exprimée par l'équation de Gibbs-Thomson 
(on la nomme également l’équation de Clapeyron-Laplace) [49] : 

 
0 0

2 ls l

P

VT

T H R

σ∆ =
∆

 ( 2.5) 

où lsσ  est la tension superficielle du liquide-solide, lV  le volume molaire du liquide, 0H∆  enthalpie 

molaire de fusion, PR  le rayon du pore et 0T T T∆ = − . où 0T  est la température du point triple. On 
peut généraliser cette équation par la formule suivante [49] :  
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P

A
R t

T
= − +

∆
 ( 2.6) 

où A est une constante qui dépend du liquide utilisé et t l’épaisseur de la couche du liquide qui ne 
participe pas à la congélation mais qui reste adsorbée sur la surface du pore. La distribution de tailles 
de pores est mesurée à partir de l’équation de calibrage (2.6) et de la mesure calorimétrique (courbes 
de solidification et de fusion). Son expression est donnée sous la forme suivante [50] : 

 
( )

( )
( )

( )
1p

p p a

dV dQ T d Tdt

dR dt d T dR W T

∆
=

∆
 ( 2.7) 

Où pV  est le volume de pore, /dQ dt est le flux de chaleur par gramme d’échantillon poreux sec 

donné dans le thermogramme de la figure 2.5, ( )/dt d T∆  est l'inverse du taux de refroidissement, 

( ) ( )/ pd T d R∆  est obtenu par l'équation de Gibbs-Thomson (2.5) et ( )aW T l'énergie apparente définie 

par Brun [48]. 

 

Figure  2.5. Thermogramme pendant la congélation et 
la fusion de l'eau dans les mésopores de SBA-154 

[51]. 

 

Figure  2.6. Distribution de tailles de pores de 
SBA-15 [52]. 

2.4.2 Validité et limite 

La technique de la thermoporométrie a été appliquée avec succès à un grand nombre de matériaux 
poreux, comme les gels de silice, d’oxydes de titane, hydrogels, élastomères et de nombreux liquides 
tests par exemple l'eau, le benzène, le cyclohexane, le nitrobenzène et le tétrachlorure de carbone. En 
raison des différentes propriétés physico-chimiques des liquides, différentes tailles de pores peuvent 
être sondées, selon le solvant utilisé. La gamme de rayon des pores accessibles s’étend entre 2 à 150 
nm. La mise en œuvre de cette technique est très lente bien que plus rapide que l’adsorption isotherme. 
Cette méthode est moins utilisée que les techniques traditionnelles (isotherme d’adsorption et 
porosimétrie au mercure) à cause de la complexité du matériel qu’elle nécessite. 

  

                                                           
4Silices mésoporeuses de type SBA-15 
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2.5 Autres méthodes 
2.5.1 Stéréologie 

La stéréologie est l’étude directe de la géométrie par le biais des relations entre grandeurs mono, bi et 
tridimensionnelles. Elle permet d’obtenir des informations sur la structure tri-dimensionnelle des pores 
d’après les caractéristiques bi-dimensionnelles observées. En particulier, la porosité et la surface 
spécifique sont immédiatement obtenues. Pour déterminer stéréologiquement la distribution du 
diamètre des pores, on utilise soit une analyse des sections qui est basée sur la distribution de tailles 
des cercles soit une analyse des cordes (la distribution des cordes) [5, 28]. Il est donc possible de faire 
une mesure simple et directe de la courbure moyenne des parois des pores [53]. La stéréologie est la 
seule méthode qui détermine les dimensions des pores de l’ordre du millimètre. Cette méthode est 
destructive. 

2.5.2 Diffusion aux petits angles 

Parmi les méthodes non destructives qui permettent de déterminer la distribution de tailles de pores 
d’un matériau poreux, on distingue les techniques de diffusion aux petits angles, qui utilisent soit un 
rayonnement de neutrons (appelée SANS5), soit des rayons X (SAXS6). Ces techniques ne nécessitent 
pas de séchage préalable. La mesure consiste en l’analyse de la distribution angulaire de l’intensité 
diffusée par l’échantillon [54, 55, 56]. Elles touchent une gamme de tailles de pores importante entre 
1nmet1 mµ . Ces méthodes sont assez complexes à mettre en œuvre. Elles utilisent une source 
synchrotron de forte puissante et une taille d’échantillon réduite. L’interprétation des mesures 
effectuées sur des matériaux géologiques complexes est souvent délicate. 

2.5.3 Cryoporométrie RMN 

La cryoporométrie RMN permet également d'accéder à la distribution de tailles de pores (voir la figure 
2.7) à partir de la mesure des températures de fusion des fluides en confinement. Pour extraire la 

densité de probabilité des rayons de pores, il suffit de dériver le signal de l’intensité (amplitude) ( )I T

obtenue par RMN par rapport à la température T , via la loi de Gibbs-Thomson, dont l’expression est 
donnée par [57] : 

 
( )

2

2
( )

I TK
p d

d T

∂
=

∂
 ( 2.8) 

où, 0 0/ls lK VT Hσ= ∆ , dont les paramètres sont définis précédemment (voir section 2.4.1) et d le 
diamètre de pore. Cette technique est également critiquée pour les difficultés d’interprétation de ses 
résultats (forme des pores, connectivité…). Elle peut être destructive par effets du cycle de 
congélation/fusion. 
 
 

                                                           
5Small Angle Neutron Scattering 
6Small Angle X-ray Scattering 
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Figure  2.7. Amplitude RMN en fonction de la température et distribution de tailles de pores pour un 
CPG7 imbibé dans l’eau [57]. 

2.6 Récapitulatif des techniques de caractérisation des milieux 
poreux 

On récapitule sur le schéma ci-dessous (figure 2.8) les différentes techniques caractérisant les milieux 
poreux en fonction de leurs tailles, ainsi que leurs domaines d’étude. Chaque technique permet 
d’étudier un caractère spécial de la géométrie d’un milieu poreux, notamment les paramètres 
géométriques et morphologiques (porosité, surface spécifique, tailles de pores, rugosité de surface…). 
On distingue sur ce schéma les techniques de caractérisation par imagerie et les techniques 
porosimètriques [27]. 

 
Figure  2.8. Schéma des techniques caractérisant les milieux poreux. 

Notons finalement que plusieurs de ces techniques peuvent être mises en œuvre simultanément pour 
caractériser un milieu poreux. C’est, par exemple, le cas dans le travail de Eko et al. [58] qui ont 

                                                           
7Controlled Pore Glasses 
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utilisé à la fois la diffraction de rayon X, la microscopie électronique à transmission (MET) et la 
désorption isotherme de l’azote (figure 2.9). 

 

Figure  2.9. (a) : Diffractogramme de rayon X et image de MET deClpr-SBA-15, (b) : isotherme 
d'adsorption/ désorption de l’azote et la distribution des tailles de pores de Clpr-SBA-15 calculée par 

la méthode BJH [58]. 

2.7 Conclusion 

L’étude bibliographique précédente montre que les principales techniques de mesure de la distribution 
de tailles de pores présentent un certain nombre d’inconvénients comme la toxicité (mercure), la 
destruction de l’échantillon (stéréologie ou les hautes pressions mises en œuvre), la complexité de 
l’interprétation des résultats (diffusion aux petits angles et thermoporométrie), la sophistication et le 
prix des appareils (microscopie), la durée des campagnes de mesure (adsorption isotherme et 
thermoporométrie)… Dans ce travail, nous proposons deux nouvelles approches alternatives originales 
susceptibles d’être utilisées pour la détermination de la distribution de tailles des pores : la première 
est basée sur l’exploitation du caractère non-newtonien d’un fluide à seuil (Bingham, Casson, 
Herschel-Bulkley…). L’idée générale est que pour mettre en écoulement un tel fluide, il faut imposer 
aux extrémités d’un pore un gradient de pression supérieur à une valeur critique dépendant de la 
contrainte seuil du fluide et du rayon de ce pore. Lorsqu’on augmente la valeur du gradient de 
pression, de plus en plus de fluide traverse l’échantillon et la mesure du débit global permet, par une 
méthode inverse, de retrouver la distribution des tailles de pores. Son principe est donc similaire à 
celui de la porosimétrie au mercure, dans le sens où la contrainte seuil des fluides de type Bingham 
joue un rôle analogue à celui de la tension de surface qui engendre une pression capillaire. A l’instar 
du modèle de Carman-Kozeny [37, 38], le modèle de faisceaux de capillaires [33, 59] est adopté dans 
cette étude. La densité de probabilité de trouver un pore dont le rayon est compris entre r et r dr+  
dans un milieu poreux est alors obtenue comme une fonction des dérivées partielles successives du 
débit total de fluide (traversant le milieu poreux) par rapport au gradient de pression imposé. 
L’inversion du problème posé nous a permis de trouver des solutions analytiques pour différents types 
de fluides à seuil. Cette approche sera développée au chapitre 3. La deuxième méthode consiste à 
étudier d’une manière analytique et numérique l’analyse fréquentielle de la réponse en débit à une 

perturbation sinusoïdale en pression( ) 0 exp( )P t P i tω∇ = ∇  d’un fluide newtonien. La fonction de 

transfert du système ou plus simplement son admittance, définie comme le rapport de la réponse en 

débit au gradient de pression sinusoïdale imposé : � ( ) � ( ) 0/G Q t Pω = ∇  , est étudiée en fonction de la 

pulsation ω . Comme, l’admittance (complexe) de ce système dépend de la distribution de la taille de 
pores, il nous a été possible de résoudre le problème inverse que constitue la détermination de cette 
distribution en taille de pores par une méthode d’analyse fréquentielle. Cette solution a été possible car 
le problème de l’invasion de la couche limite hydrodynamique est linéaire [60]. Pour justifier 
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physiquement l’utilisation de cette technique, il faut se rappeler que la fréquence de coupure de 
l’admittance d’un capillaire dépend de son rayon r ( * 2/ rω ν∼ ) et que le spectre de l’admittance ainsi 
que sa phase dépendent fortement de la distribution de tailles de pores. Cette approche originale est 
développée dans le chapitre 4. En complément à cette méthode, nous avons étendu son utilisation aux 
fluides en loi de puissance, car notre surprise a été de constater que le système reste linéaire dans 
certaines conditions qui seront discutées dans le chapitre 4. 
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Chapitre 3 
Utilisation des fluides à seuil pour la détermination de la 
distribution de tailles de pores d’un milieu poreux 

3.1 Modèle de Carman-Kozeny 

L’analyse de Carman-Kozeny [37, 38] basé sur le modèle de Purcel [33], consiste à représenter un 
milieu poreux réel comme un faisceau de tubes de section cylindrique de diamètre moyen d et de 
longueur L (voir figure 3.1).  

 
Figure  3.1. Modèle d’un réseau de capillaires en parallèle [61]. 

Le débit-volumique du fluide soumis à un gradient de pression longitudinal cP L∆  à travers un seul 

capillaire de longueur cL  est donné par l’équation de Poiseuille : 

 
4

128 c

d P
Q

L

π
µ

∆= −  ( 3.1) 

Ce qui conduit à une vitesse débitante dans le capillaire égale à : 

 
2

016c
c

d P
v

k Lµ
∆=  ( 3.2) 

où 0k  est un facteur de forme. Cependant, la vitesse moyenne de filtration à travers le milieu 
poreux est donnée par la loi de Darcy : 

 m

k P
u

Lµ
∆= −  ( 3.3) 

où L  est la longueur de l’échantillon. Carman [62, 63, 64] a corrigé l’hypothèse de Dupuit-
Forchheimer en y introduisant la tortuosité /cT L L=  : 
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 m
c

u
v T

φ
=  ( 3.4) 

La combinaison des 3 équations précédentes donne : 

 

2

2
016CK

d
k

k T

φ=  ( 3.5) 

Cependant le diamètre moyen peut s’exprimer en fonction de la surface spécifique 0S  basée sur 

le volume du solide et de la porosité φ  : 

 
0

4

(1 )
d

S

φ
φ

=
−

 ( 3.6) 

Dans ces conditions, la perméabilité s’écrit : 

 

3

2 2 2
0 0(1 )CKk

k T S

φ
φ

=
−

 ( 3.7) 

D’après Carman [5], la valeur 2
0k T  qui correspond le mieux aux résultats expérimentaux 

concernant à des empilements de sphères dures vaut 5. Dans ce cas, comme la surface spécifique 
est 0 6 /S d= , on obtient l’expression d’Ergun classiquement utilisée : 

 
( )

3 2

2
180 1

d
k

φ
φ

=
 −
 

 ( 3.8) 

Le modèle de faisceau de capillaires parallèles utilise la notion de diamètres moyens d  qu’il est 
nécessaire de définir correctement. Dans le cas où on néglige la tortuosité, Scheidegger [59] a 
proposé pour une distribution de rayons quelconque de densité de probabilité ( )p r  l’expression 

de la perméabilité pour un milieu isotrope suivante : 

 ( )2

08
k r p r dr

φ ∞

= ∫  ( 3.9) 

Dans ces conditions, le diamètre moyen est la valeur quadratique moyenne de la distribution : 

 ( )2 2

0

d r p r dr
∞

= ∫  ( 3.10) 

Limites du modèle 

Il est à remarquer que ce modèle ne tient pas compte des autres effets comme : le changement de 
section des pores, les bras morts et l’interconnexion des pores sous la forme de branches.  
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3.2 Introduction aux fluides à seuil 

On utilise le terme « fluides à contrainte seuil » pour designer la catégorie de fluides non newtoniens 
viscoplastiques indépendant du temps. Il s’agit de fluides qui ne s’écoulent pas, avant qu’il ne soient 
soumis à une contrainte de cisaillement minimale appelée contrainte seuil d’écoulement 0τ . En effet, 
de nombreux matériaux industriels, tels que les polymères, gels de polymère, produits alimentaires ou 
cosmétiques, les suspensions minérales concentrées, fluides électro-rhéologiques et magnéto-
rhéologique… ont un comportement rhéologique qui se situe entre un liquide purement visqueux et un 
solide plastique. L’existence d’une contrainte seuil est essentiellement reconnue pour être responsable 
de la transition complexe entre la phase solide (gel) et liquide (sol). Pour une utilisation industrielle 
des fluides complexes viscoplastiques, la notion de la contrainte seuil reste un paramètre important 
dans leur caractérisation rhéologique. Cette contrainte critique qui accompagne la transition entre le 
comportement solide (plastique) et visqueux (liquide), est liée à la structure interne du réseau du 
matériau. Toutefois, cela se produit généralement sur une gamme de contraintes à partir de la limite 
inférieure, correspondant à la transition progressive entre la déformation élastique et plastique. Celle-
ci se termine à une limite plus élevée correspondant à la transition de la déformation plastique vers un 
écoulement visqueux. L’interprétation physique de cette transition a une grande importance dans les 
applications industrielles. La contrainte seuil varie en fonction de la concentration des matériaux 
(induisant un seuil) mis en solution, elle peut varier également avec le pH de la solution étudiée (par 
exemple, dans le cas de la bentonite, la contrainte de cisaillement décroit brutalement dans la zone 
acide et augmente légèrement dans la zone basique de la solution [65]). La figure 3.2 montre des types 
de rhéogrammes de fluides présentant une contrainte seuil, les plus utilisés dans la littérature. On 
distingue deux types de fluides plastiques : un fluide plastique idéal appelé fluide de Bingham (1922) 
[66, 67] et un fluide non idéal du type Casson (1959) [68], qui a un comportement plastique 
rhéofluidifiant (pseudoplastique). Ce dernier cas est plus répandu que les fluides de Bingham. Le plus 
simple à modéliser est le fluide de Bingham qui ne s’écoule que lorsqu’un seuil minimal de contrainte 

0
Bτ  est dépassé. Ce modèle ne permet que rarement de décrire le comportement rhéologique 

viscoplastique des matériaux. Cependant, le modèle d’Herschel-Bulkley (1926) [69] permet de décrire 
la plupart des fluides viscoplastiques. En effet, le rhéogramme de tels fluides finit par devenir 
curviligne, à l’instar des fluides en loi de puissance rhéofluidifiants ou rhéoépaississants, au-delà 

d’une certaine contrainte seuil appliquée0
Hτ . Le tableau 3.1 récapitule les principales lois de 

comportement rhéologiques utilisées pour les fluides à seuil, ainsi que des exemples d’applications 
industrielles. On peut noter également qu’il existe des modèles de fluides à seuil avec des lois de 
comportement régularisées par un exposant de croissance de contrainte comme des fluides de type De-
Kee, de Yahia et de Khayat et al. (tableau 3.1). D’autres auteurs ont introduit certaines modifications 
aux lois de comportement classiques, on cite par exemple le modèle de Papanastasiou [70, 71], le 
modèle de K-L, d’Ofoli et al. [72] ainsi que ceux de Costell ou Duran (1979) et al. [73]. 

 
Figure  3.2.Rhéogrammes caractéristiques des fluides présentent un seuil d’écoulement. 
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Modèle Loi de comportement Exemple Référence 

Bingham (1922) 0
B

Bτ τ µ γ= + ɺ  
Peintures à l’huile, laponites, 
extrait de viande, 
suspensions agglomérées… 

[25, 66, 67, 74, 
75] 

 

Casson (1959) 

 

( ) ( )1/2 1/21/2
0
C

ckτ τ γ= + ɺ  
pâte dentifrice, pâte à pain, 
peintures dispersion, 
suspensions de boues… 

[68, 76] 

 

Herschel-Bulkley (1926) 

 

 

0
H nkτ τ γ= + ɺ

 

 

Carbopol, boues de forage 
(Bentonite), polyacrylamide 
(contrainte seuil très faible), 
crème et pommade basée sur 
la gelée de pétrole 
(vaseline)… 

[69, 75, 77, 78] 

Robertson-Stiff (1976) 
( )0

0 0

n

n

k

k

τ γ γ

τ γ

 = +


=

ɺ ɺ

ɺ  
fluides de forage et boue de 
ciment… 

[79, 80, 81]  

Mizrahi-Berk (1972) ( )1/21/2 1/2
0

nkτ τ γ= + ɺ

 

pâtes complexes à haute 
teneur en solide insolubles, 
jus d'orange concentré, 
pulpes d’ananas et de 
mangue, suspension de farine 
de maïs cuits… 

[73, 82, 83] 

Heinz-Casson (1959) ( )0

nn n
ckτ τ γ= + ɺ

 

concentré de gomme 
xanthane, gelée de pétrole 
pour la formulation de la 
crème… 

[72, 84] 

De Kee 0
me γτ τ µγ −= + ɺɺ ciment et béton frais… [85] 

Yahia and Khayat 
( )1/2

0 02 me γτ τ τ µγ −= + ɺɺ

 

coulis de ciment… [86] 

Tableau  3.1. Exemples de modèles rhéologiques de fluides à contrainte seuil. 

3.3 Mesure de la contrainte seuil 

Les techniques développées pour mesurer la contrainte seuil peuvent être classées en deux 
groupes : i) les méthodes indirectes. Celles-ci sont basées sur la confrontation entre les résultats 
d’écoulements déterminés expérimentalement et les résultats basés sur les modèles rhéologiques 

cités ci-dessus ( )fτ γ= ɺ . La contrainte seuil est alors déterminée par l’extrapolation du 

rhéogramme à faible taux de cisaillement. Ces méthodes sont très sensibles aux modèles utilisés 
et à la précision de la mesure rhéologique dans la région de faible taux de cisaillement. ii) les 
méthodes directes. Une variété de techniques de mesure directe, statique ou dynamique, a été 
mise au point pour obtenir la contrainte critique. On distingue parmi ces techniques, la palette de 
torsion, le pénétromètre cylindrique…Uhlherr et al. [87, 88]. En général, pour une caractérisation 
directe du comportement rhéologique des fluides à seuil, l’utilisation des rhéomètres est 
nécessaire. On distingue trois classes principales de rhéomètres :i) les rhéomètres à régime 
permanent (rhéomètre de type Couette…), ii) les rhéomètres dynamiques (rhéomètres à 
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oscillations forcées) et iii) les rhéomètres à régime transitoire (rhéomètres à fluage) [79]. Ces 
deux derniers sont dédiés à la détermination du comportement viscoélastique des matériaux 
linéaires. 

3.4 Principe de la méthode 

Cette méthode est basée sur l’exploitation du caractère non-newtonien d’un fluide à seuil 
(Bingham/Casson/Robertson-Stiff/Herschel-Bulkley). L’idée générale est que pour mettre en 
écoulement un tel fluide à seuil, il faut imposer aux extrémités d’un pore un gradient de pression 

( )P∇  supérieur à une valeur critique dépendant de la contrainte seuil du fluide ( )0τ  et du rayon de ce 

pore ( )r  à l’instar de la technique de porosimétrie au mercure. Lorsqu’on augmente la valeur du 

gradient de pression, de plus en plus de fluide traverse l’échantillon. Le principe consiste à tracer la 
courbe d’évolution du débit en fonction du gradient de pression imposé au milieu poreux (ou 
l’inverse) et d’en extraire à partir de la formule d’inversion, la distribution de taille des pores. Pour 
cela on mesure simultanément la pression d’injection et le débit au travers d’un milieu poreux. Les 
fluides utilisés sont des fluides à seuil plastiques idéals (fluide de Bingham) ou viscoplastiques réels 
(fluides de type Herschel-Bulkley) qui sont cités précédemment (voir le tableau 3.1) comme la 
bentonite, le Carbopol, des émulsions... On représente sur la figure 3.3 un dispositif expérimental 
illustrant la méthode utilisée pour un échantillon de matériau poreux constitué de capillaires parallèles 
placés entre un réservoir aval et un réservoir amont, ce dernier étant relié à un réservoir de charge dans 
lequel serait placé le fluide à seuil. La pression à l’amont est imposée par un gaz sous pression. La 
différence de pression est mesurée par un capteur de pression différentielle. Les prises de pression sont 
placées juste à l’amont et à l’aval de l’échantillon. Sa longueur est de l’ordre de 20 fois le diamètre du 
plus gros pore afin d’éviter les effets d’entrée et de sortie. Ces écoulements sont effectués à de faibles 
nombres de Reynolds. Cette étape consiste à valider les équations de notre modèle basé sur 
l’utilisation de faisceaux de capillaires comme utilisé par Carman-Kozeny. À la suite de cette 
validation, l’étape suivante consiste à remplacer le faisceau de capillaires par un échantillon de milieu 
poreux réel dont la distribution de tailles serait déterminée préalablement par d’autres méthodes 
disponibles (par exemple par porosimétrie au mercure). 

 
Figure  3.3. Schéma explicatif de principe du dispositif expérimental. 
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3.5 Objectifs de l’étude 

Comme nous l’avons indiqué précédemment, L’objectif fondamental de cette méthode est basé sur 
l’utilisation d’un fluide non newtonien ayant une contrainte seuil pour extraire la distribution de tailles 
de pores d’un milieu poreux. En effet, on suggère l’utilisation de l’effet de seuil qui permet de 
n’envahir que les pores dont le diamètre est supérieur à un diamètre critique, dépendant du gradient de 
pression imposé. Ceci permet de scanner tous les pores afin d’obtenir leur distribution, qui constitue 
une information importante sur le milieu poreux. Une analyse théorique sur l’application de cette 
méthode utilisant un fluide de Bingham a été effectué par Ambari et al (1990) [89]. L’objet de cette 
étude est d’étendre cette technique aux différents modèles de fluides à seuil et plus particulièrement au 
modèle de Herschel-Bulkley, qui constitue le comportement le plus réaliste d’un fluide à seuil 
viscoplastique. A l’occasion, nous avons vérifié analytiquement les différentes formules obtenues, qui 
constituent les solutions inverses au problème étudié. Cette vérification a été effectuée avec succès sur 

des densités de probabilité ( )p r  gaussiennes mono ou multi-modales. En fait, ces lois de probabilité 

correspondent aux modèles les plus répandus dans les milieux poreux. 

3.6 Modèle de Bingham 

3.6.1 Formulation du problème et solution 

Rappelons que le modèle de milieu poreux utilisé est celui basé sur le modèle de faisceaux de 
capillaires utilisé déjà par Carman-Koseny. Dans ces conditions, considérons des capillaires disposés 

en parallèle (fig. 3.4) et dont les rayons r  sont distribués suivant une loi de probabilité( )p r . 

L’expression du débit total ( )Q P∇  à travers ce faisceau de capillaires, soumis à un gradient de 

pression P∇ , en fonction du débit élémentaire ( ),q P r∇ de chaque capillaire et de la densité de 

probabilité ( )p r  constitue une équation intégrale linéaire de type Volterra de première espèce pour 

déterminer ( )p r  : 

 ( ) ( ) ( )
0

0
2 ,

r
P

Q P q P r p r drτ
∞

=
∇

∇ = ∇∫  ( 3.11) 

 

Figure  3.4. Modèle de faisceaux de capillaires distribués. 

Pour cette méthode, nous avons besoin de l’expression analytique qui donne le débit élémentaire 

( ),q P r∇  de l’écoulement d’un fluide à seuil de type Bingham dans un capillaire dont la loi de 

comportement s’écrit comme suit [90] : 
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0
0

0

:
2 pour

22 :

:
0 pour

2

D
D D

D

τ τττ µ τ

τ τ
τ

  
  = + >

 
 


 = ≤


 ( 3.12) 

où : 

0τ  : est la contrainte seuil du fluide 

τ  : le tenseur des contraintes viscoplastiques 

D : le tenseur taux de déformation 

µ  : le coefficient de viscosité plastique du fluide. 

Le noyau de l’équation (3.11) est alors donné par l’expression suivante [91] :  

 
( )

( )

44
0 0 0 0

0 0
0

0

4 1
, 1 pour et

4 3 3 2

, 0 pour

r r r Pr
q P r r r

r r r

q P r r r

πτ τ
µ

   ∇   ∇ = − + > =            
 ∇ = ≤

 ( 3.13) 

où 0r  est le rayon limite en dessous duquel le fluide ne s’écoule plus. C’est aussi le rayon de la zone 
centrale du fluide en écoulement « bouchon ». 

Par la résolution de l’équation (3.11) nous obtenons l’expression de ( )p r  qui s’écrit comme suit 

(Ambari et al. [89], [92]) : 

 ( ) ( )
( ) ( ) 0

2 2 3

22 34
0

. .
5

P
r

P
p r P Q

r P P
τ

µ
πτ ∇ =

 ∇ ∂ ∂= + ∇ 
∂ ∇ ∂ ∇  

 ( 3.14) 

Remarque : 

La vérification de la formule d’inversion présentée ci-dessus nécessite une normalisation des 
équations. Comme l’échelle de longueur naturelle du problème est le rayon moyen des pores, nous 
avons procédé avec succès à une normalisation des longueurs par cette échelle de longueur 
caractéristique (voir annexe A), mais du fait que celle-ci est a priori inconnue, nous lui avons préféré 
l’épaisseur de l’échantillon L . Même si elle n’est pas naturelle, elle a l’avantage d’être connue à priori 
(il est à remarquer que la première normalisation reste valable si on connaissait déjà la densité de 
probabilité déterminée au préalable par une autre méthode comme celle de porosimétrie au mercure). 
Par conséquent nous avons normalisé le rayon r par la longueur L  et la différence de pression par 0τ . 

3.6.2 Inversion sous forme adimensionnelle et validation 

On pose : 

 

0

/

/

r r L

P P Pτ

+

+ + +

 =


∇ = ∆ = ∆
 ( 3.15) 

Pour simplifier les notations on posera P P+ + +∇ = ∇ , l’équation de Volterra sans dimension devient : 
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 ( ) ( ) ( )
0

2 ,
r

P

Q P q P r p r dr
+

+

∞+ + + + + + + +

=
∇

∇ = ∇∫  ( 3.16) 

Où, le débit élémentaire adimensionnel devient également : 

 
( )
( )

4 3

3 0

0

8 16 1
, pour

3 3

, 0 pour

q P r He P r r r r
P

q P r r r

+ + + + + + + +
+

+ + + + +

  ∇ = ∇ − + >  ∇ 
 ∇ = ≤

 ( 3.17) 

Où le nombre de Hedström [93] est donné par : 

 

2
0 0 0
2

2

L
He

L
ν

ρτ τ τ
νµ τµ

= = =
 
 
 

 ( 3.18) 

Quant aux débits élémentaire et global ils se trouvent normalisés par le débit caractéristique :  

 2 2

8 8 8c

L
q L u L

L ν
πµ π ν π

ρ
 = = = 
 

 ( 3.19) 

Où ντ  est la contrainte visqueuse engendrée par la quantité de mouvement et uν  sa vitesse de 
diffusion.  

Suite à cette normalisation, la densité de probabilité de trouver un pore dont le rayon est compris entre 
r+ et r dr+ ++  est donnée par : 

 
( )

2 3

6
2 3

2( ) 5
128 P

r

P Q Q
p r P

He P P
+

+

+ + +
+ + +

+ + ∇ =

∇  ∂ ∂= + ∇ 
∂∇ ∂∇ 

 ( 3.20) 

A ce stade nous pouvons introduire une densité de probabilité supposée connue, sous forme 
normalisée, dans l’équation 3.16. Celle-ci est supposée être une gaussienne qui s’écrit sous la forme : 

 ( )
2 2

2

( / )

22

L L r m L
p r Exp

σσ π

+
+ +  − −=  

 
 ( 3.21) 

Où σ  est l’écart type et m la valeur moyenne.  

Pour vérifier l’applicabilité et l’efficacité de la solution de l’équation (3.20) donnant la densité de 
probabilité, on considère un exemple réel du fluide à seuil de type Bingham (vérifié 
expérimentalement), dont la contrainte seuil est égale à 0 20Paτ ≃  (extrait de viande [75]), de viscosité 

dynamique 10 .Pa sµ ≃ , de masse volumique 3 310 .kg mρ −=  et un échantillon de longueur 210L m−= . 

Dans ces conditions le nombre de Hedström est de l’ordre de 0,02He= . 

Par ailleurs, on prend pour la moyenne des rayons de pores 1m mµ=  et un écart type 0,2mσ µ= . 
Ces paramètres étant fixés on peut effectuer le calcul direct du débit total en fonction du gradient de 
pression. La courbe obtenue sera appelée courbe caractéristique « débit-gradient de pression ». La 
deuxième étape consiste à oublier la densité de probabilité supposée et à utiliser l’expression de 
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solution du problème inverse (éq. 3.20) pour déterminer la distribution de tailles des pores de ce milieu 
poreux. La comparaison de cette distribution calculée et celle supposée initialement permet de 
confirmer ou non la validité de la méthode proposée. 

Dans ces conditions, La figure 3.5 donne le débit total par rapport au gradient de pression résultant de 
l'écoulement du fluide de Bingham dans un tel milieu poreux dont la distribution de taille des pores est 
gaussienne. Cette figure se caractérise par une première zone aux faibles gradients de pression dans 
laquelle le débit est nul. Au-delà d’un gradient de pression critique, le débit varie linéairement en 
fonction du gradient de pression. Ceci est dû à la nature constante de la viscosité plastique. Quant à la 
figure 3.6 elle est obtenue par inversion du problème dans le cas où 0,02He= . Cette figure montre 
une concordance parfaite entre la distribution gaussienne supposée initialement et la distribution 
calculée avec la relation obtenue à partir de l’équation 3.20 d’où la parfaite validité de la méthode 
appliquée à une distribution gaussienne. 

 
Figure  3.5. Débit total en fonction du gradient de pression dans le cas d’une distribution 

gaussienne pour un fluide de Bingham. 
 

 
Figure  3.6. Restitution de la distribution supposée à partir de la courbe débit-gradient de 

pression. 

Comme beaucoup de distributions dans les milieux poreux naturels sont bimodales, nous allons 
vérifier l’efficacité de cette technique avec des distributions plus complexes. Ainsi soit une 
distribution gaussienne bimodale, avec deux pics 1m et 2 12m m= et de même écart-type σ  telle que : 
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( ) ( )

2 2
1 2

2 2

( ) ( )1 2
( )

3 2 22 2

r m L r m LL L
p r Exp Exp

L Lσ π σ πσ σ

+ +
+ +

    − − − −
 = +   
        

 ( 3.22) 

dans laquelle les rayons et la DTP a été normalisés par la longueur du poreux L . Le débit total en 
fonction du gradient de pression est alors donné sur la figure 3.7. 

 
Figure  3.7. Débit global en fonction du gradient de pression dans le cas d’une distribution 

bimodale pour un fluide de Bingham. 

Maintenant, si l’équation 3.20 est appliquée à cette courbe caractéristique représentée ci-dessus, le 
résultat est tracé sur la figure 3.8 ci-dessous. Encore une fois on peut remarquer le bon accord entre la 
DTP initiale et celle calculée par inversion. 

 
Figure  3.8. Restitution de la distribution originale à partir de la courbe débit-gradient de pression. 

Pour confirmer encore ce résultat à toute autre distribution, une distribution bimodale a été utilisée, 
avec deux pics 1m  et 2 12m m=  et deux écart-type différents 1σ  et 2 12σ σ= , cette distribution peut 
s’écrire comme suit : 
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( ) ( )

2 2
1 2

2 2
1 21 2

( ) ( )1
( )

2 2 22 2

r m L r m LL L
p r Exp Exp

L Lσ π σ πσ σ

+ +
+ +

    − − − −
 = +   
        

 ( 3.23) 

La courbe caractéristique non-dimensionnelle débit total/gradient de pression est obtenue sur  
la figure 3.9 ainsi que la figure 3.10 représente le résultat obtenu avec succès de la distribution inverse 
en utilisant l’équation 3.20 : 

Figure  3.9. : Débit total en fonction du gradient 
de pression pour une distribution bimodale avec 

2 1m = 2m  et 2 1σ = 2σ  en utilisant un fluide de 
Bingham. 

 
Figure  3.10. : Comparaison entre DTP initiale et 

celle calculée pour une distribution bimodale avec 

2 1m = 2m  et 2 1σ = 2σ  en utilisant un fluide de 
Bingham. 

Enfin, la méthode d’inversion est bien valable quelque que soit la distribution du milieu poreux. En 
effet, considérons par exemple une distribution encore plus complexe de type gaussienne tri-modale, 
avec trois pics 1m , 2 12m m=  et 3 13m m=  

et trois écart-type 1σ , 1 22 3σ σ=  et 3 12σ σ= . Cette 
distribution peut s’exprimer comme : 

( ) ( ) ( )
22 2

31 2
2 2 2

1 2 31 2 3

( )( ) ( )1
( )

3 2 2 22 2 2

r m Lr m L r m LL L L
p r Exp Exp Exp

L L Lσ π σ π σ πσ σ σ

++ +
+ +

      − −− − − −
 = + +     
            

  ( 3.24) 

La caractéristique « débit total/gradient de pression » est montrée sur la figure 3.11, ensuite si on 
applique aux résultats la formule de l’équation 3.20, on retrouve encore la distribution initialement 
choisie comme le montre la figure 3.12 ci-dessous : 
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Figure  3.11. : Débit total en fonction du gradient 
de pression pour une distribution tri-modale où 

2 1m = 2m , 3 1m = 3m et 1 2σ = 2σ 3 , 3 1σ = 2σ en 
utilisant un fluide de Bingham. 

 
Figure  3.12. : Comparaison entre DTP initiale et 
celle calculée pour une distribution tri-modale où 
on retrouve bien 2 1m = 2m , 3 1m = 3m et 

1 2σ = 2σ 3 , 3 1σ = 2σ en utilisant un fluide de 
Bingham. 

Conclusion : 

Les résultats obtenus avec le modèle de Bingham sont très encourageants, mais comme il est très 
difficile de trouver un fluide ayant un comportement de Bingham idéal, nous allons généraliser notre 
analyse, dans les paragraphes suivants, aux cas des fluides à seuil visco-plastiques plus complexes 
comme : les fluides de Casson, de Herschel-Bulkley et finalement les fluides de Roberston-Stiff. Ceci 
en considérant les différentes distributions citées précédemment. Le choix de ces modèles est justifié 
par le fait qu’ils sont plus courants que celui de Bingham (voir tableau 3.1). 
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3.7 Modèle de Casson 

3.7.1 Formulation du problème et solution 

Nous avons étendu notre étude aux cas d’un fluide à seuil rhéofluidifiant (pseudo-plastique) appelé 
communément fluide de Casson. En effet, lorsque la contrainte augmente la vitesse de déformation du 
matériau devient plus lente que celle que donnerait un fluide de Bingham (relation linéaire). Parmi les 
fluides qui se comportent suivant ce type de modèle, on peut distinguer certaines suspensions de 
particules colloïdales (les peintures par exemple). Une utilisation pratique des fluides de Casson 
concerne les boues de forage (voir tableau 3.1). 

La loi de comportement pour ce type du fluide s’écrit comme suit : 

   

1 2

0 0
0

0

:
2 2 pour

22 : 2 :

:
0 pour

2

D
D D D D

D

τ ττ µττ µ τ

τ τ
τ

   
   = + + >
       

 = ≤


 ( 3.25) 

De la même manière que dans la section précédente consacrée au fluide de Bingham, le débit total à 
travers les pores capillaires en parallèle dont les rayons sont distribués selon une densité de probabilté 

( )p r  est obtenu par la même équation intégrale de Volterra (éq. 3.11). Dans le cas d’un fluide à seuil 

de « Casson », le noyau de cette équation, correspond au débit élémentaire à travers un seul capillaire 
a été recalculé et est aussi donné par, [94, 95] : 

( )

( )

1/2 44
0 0 0 0 0

0 0
0

0

16 4 1
, 1 pour

4 7 3 21 2

, 0 pour

r r r r Pr
q P r r r et

r r r r

q P r r r

πτ τ
µ

   ∇       ∇ = − + − > =                    
 ∇ = ≤

 ( 3.26) 

La détermination de la fonction de densité de probabilité ( )p r  par la résolution de l’équation 

intégrale de Volterra conduit à une nouvelle formule de la distribution de tailles de pores, son 
expression, obtenue pour la première fois, est donnée en fonction des dérivés partielles successives du 

débit total ( )Q P∇  par rapport au gradient de pression P∇  : 

 ( ) ( ) ( )
0

2 2 3 4
2

24 2 3 4
0

2 15 . 15 . .

2 2 P
r

P
p r P P Q

r P P P τ
µ
πτ ∇ =

∇  ∂ ∂ ∂= + ∇ + ∇ ∂∇ ∂∇ ∂∇ 
 ( 3.27) 

 

3.7.2 Inversion sous forme adimensionnelle et validation 

Comme effectué précédemment, le rayon r  et la densité de probabilité ( )p r  sont normalisés par la 

longueur L , alors que le gradient de pression est normalisé par 0 Lτ  ( )0/ , /r r L P PL τ+ += ∇ = ∇ . On 

obtient ainsi la même expression que celle de l’équation de Volterra (3.16), sauf que le débit 
élémentaire adimensionnel s’écrit cette fois-ci comme suit : 
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où 2 2
0 /He Lρτ µ=  est le nombre de Hedström. Quant aux débits élémentaire et total ils sont encore 

normalisés par le débit caractéristique / 8cq Lπµ ρ= . 

Finalement, pour un fluide de Casson, la distribution de taille de pores adimensionnelle s’écrit de la 
façon suivante : 
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 ( 3.29) 

Pour vérifier la validité de la solution de l’équation (3.29), nous avons utilisé la même démarche que 
précédemment et les mêmes paramètres mais adaptés au modèle de Casson. Le nombre de Hedström 
est encore pris à 0,02He= . Nous présentons ci-dessous les différents résultats obtenus en supposant 
que les distributions sont gaussiennes, bi ou tri-modales à l’identique de celles utilisées 
précédemment : 

 
Figure  3.13. : Débit total en fonction du gradient de pression pour une distribution gaussienne (fluides 

de Casson et de Bingham). 
 
À titre de comparaison, la figure 3.13 présente également la caractéristique « débit/gradient de 
pression » d’un fluide de Bingham. On remarque que celle d’un fluide de Casson montre une 
évolution moins rapide que dans le cas d’un fluide de Bingham. Dans le cas de Casson, la formule de 
l’inversion de la densité de probabilité ( )p r+ +  (éq. 3.29) permet de retrouver la distribution 

gaussienne initialement introduite (voir fig. 3.14). Pour les autres distributions gaussiennes bi ou tri-
modales, les caractéristiques « débit/gradient de pression » sont obtenues sur les figures 3.15, 3.17, 
3.19 et 3.21. Une fois de plus, l’application de l’équation de la DTP (éq. 3.29) récupère la densité de 
probabilité originale comme indiquée dans les figures 3.16, 3.18, 3.20 et 3.22. 
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Figure  3.14. : Distribution gaussienne obtenue par inversion et comparée à la distribution imposée 

pour un modèle de Casson. 
 

 
Figure  3.15. : Débit total en fonction du gradient 
de pression pour une distribution bi-modale où 

2 1m = 2m  et le même σ  (fluides de Casson et de 
Bingham). 

 
Figure  3.16. : Comparaison entre la DTP initiale 
et celle calculée pour une distribution bi-modale 

où 2 1m = 2m  et le même σ  pour un fluide de 
Casson. 

 

 
Figure  3.17. : Débit total en fonction du gradient 
de pression pour une autre distribution bimodale 
où 2 1m = 2m  et le même σ  (fluides de Casson et 

de Bingham). 

 
Figure  3.18. : Comparaison entre la DTP initiale 

et celle calculée pour une autre distribution 
bimodale où 2 1m = 2m  et le même σ  pour un 

fluide de Casson. 
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Figure  3.19. : Débit total en fonction du gradient 
de pression pour une autre distribution bimodale 

où 2 1m = 2m  et 2 1σ = 2σ  (fluides de Casson et de 
Bingham). 

 
Figure  3.20. : Comparaison entre la DTP initiale 

et celle calculée pour une autre distribution 
bimodale où 2 1m = 2m  et 2 1σ = 2σ  pour un 

fluide de Casson. 

 

Figure  3.21. : Débit total en fonction du gradient 
de pression pour une autre distribution tri-modale 
où 2 1m = 2m , 3 1m = 3m et 1 2σ = 2σ 3 , 3 1σ = 2σ  

(fluides de Casson et de Bingham). 

 
Figure  3.22. : Comparaison entre la DTP initiale 
et celle calculée pour une autre distribution tri-
modale où 2 1m = 2m , 3 1m = 3m et 1 2σ = 2σ 3 , 

3 1σ = 2σ  pour un fluide de Casson. 

Conclusion : 

Cette méthode est donc aussi efficace pour un fluide de Casson que pour un fluide de Bingham, quelle 
que soit la distribution de tailles des pores. 
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3.8 Modèle de Herschel-Bulkley 
3.8.1 Formulation du problème et solution 

Ce modèle de Herschel-Bulkley est étudié parce qu’il décrit le comportement rhéologique de la plupart 
des fluides non-newtoniens à seuil de manière plus réaliste. En fait, il s’agit d’une généralisation du 
modèle de Bingham, afin de tenir compte du comportement rhéofluidifiant ou rhéoépaississant des 
fluides réels. Dans ce modèle, au-delà de la contrainte seuil 0τ  , la linéarité du taux de cisaillement a 
été remplacée par un comportement en loi de puissance. Il s’agit donc d’un modèle à trois paramètres : 
la contrainte seuil 0τ , la consistance du fluide k  et l’indice de fluidité n. La loi de comportement 
rhéologique décrivant ce modèle est donnée par : 
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 ( 3.30) 

i)-Calcul du noyau : 

Sachant que l’écoulement est en régime stationnaire laminaire (faible nombre de Reynolds), l’équation 
de Cauchy pour les fluides non-newtoniens se simplifie sous la forme suivante : 

 ( )div Pτ = ∇
������� ��

 ( 3.31) 

En utilisant les coordonnées cylindriques dans le cas d’un tube capillaire (3.31) se réduit à : 

 ( )1
rzr P

r r
τ∂ = ∇

∂
 ( 3.32) 

En y introduisant la loi de comportement du fluide et la condition aux limites d’adhérence  
( ( ) 0zu R = ) on obtient le champ de vitesse de cet écoulement. 
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 ( 3.33) 

En intégrant cette vitesse dans les deux domaines d’écoulements on obtient les débits respectifs à 
travers la conduite circulaire  
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Finalement, le débit élémentaire à travers un capillaire de section circulaire qui constitue le noyau 
recherché a pour expression : 

 ( )
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 ( 3.35) 

On peut également retrouver cette solution dans les ouvrages suivants [94, 96, 97, 98, 99, 100, 101]. 
Une fois ce noyau introduit dans l’équation de Voltera nous avons procédé à une inversion dans les 
cas particuliers suivants : 

ii)-solution dans le cas où *1 ,n q q= ∈ℕ  

Nous avons pu inverser ce problème qui généralise partiellement cette étude à un modèle de fluide 
non-newtonien de type «Herschel-Bulkley» rhéofluidifiant. En effet, la densité de probabilité de tailles 

de pores dans le cas où 1/n q= , *q∈ℕ  est obtenue sous la forme suivante : 
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iii)-Solution dans le cas où n∈ℚ  

Dans le cas où l’indice de fluidité 'n  est réel, il est toujours possible de trouver un nombre n∈ℚ  qui 
représente avec une très bonne approximation le nombre réel 'n  car ℚ est dense. Dans ces conditions, 

il est possible d’obtenir une relation générale entre la densité de probabilité ( )p r  [102] et les dérivées 

partielles successives du débit /i iQ P∂ ∂∇  qui peuvent être fractionnaires [103] :  

 ( )
( ) ( )
( )( ) ( )

1 1 2

1 1 2 0

21 3 / 1/

21 3 /
0

2 1 4 . .

16 1 / !

n n

n n

n n

n n

n n n

n n P
r

k P n
p r P Q

nn r
P P

τπτ

+ +   
   
   

+ +   
   
   

+

+ ∇ =

 
∇ + ∂ ∂  = + ∇   

 ∂∇ ∂∇ 

 ( 3.37) 

On vérifiera par la suite la validité de ces expressions (éq. 3.36 et éq. 37), après normalisation des 
équations comme précédemment. Il est à noter que certaines difficultés peuvent provenir du fait que 
les dérivées sont de type fractionnaire et qu’elles sont difficiles à évaluer numériquement. Cependant 

dans le cas où n est fractionnaire, il est toujours possible d’identifier la distribution ( )p r  obtenue à 

partir de la relation précédente (3.37) et de procéder au calcul direct en injectant cette solution dans 
l’équation intégral de Volterra (éq. 3.12) pour obtenir la caractéristique résultante du calcul et de la 
comparer à celle introduite initialement. 

3.8.2 Inversion sous forme adimensionnelle et validation 

On pose comme précédemment : /r r L+ =  et 0/P P Pτ+ +∇ = ∆ = ∆  . Le débit élémentaire 
adimensionnel du fluide de Herschel-Bulkley devient : 
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où le nombre de Hedström dans le cas d’un fluide de Herschel Bulkley [104] : 

 
( ) 2/2 / 2
0 /

nn nH BHe L kρτ −− =  ( 3.39) 

Le débit caractéristique est alors défini comme : 
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i)-Calcul direct 

Le nombre de Hedström est toujours pris égal à 0,02H BHe − = . La densité de probabilité supposée est 
une gaussienne dont la moyenne des rayons de pore est 1m mµ=  et l’écart type fixé est 0,2mσ µ= . 
On effectue le calcul direct pour obtenir les courbes caractéristiques « débit-gradient de pression » 
(fig. 3.23) pour différents indices de fluidité 0,5 1,5n< <  . 

 
Figure  3.23. Évolution de Q+  en fonction de gradient de pression P+∇ pour différents indices de 

fluidité. 

Il est à remarquer que si on observe plus en détail la zone de transition aux faibles P+∇  sur la figure 

3.23 ci-dessus, on peut remarquer que les courbes se croisent au voisinage de 44,5.10P+∇ =  pour les 

fluides viscoplastiques rhéofluidiants, et aux environs de 45.10P+∇ =  pour les fluides viscoplastiques 
rhéoépaississants comme le montre la figure 3.24 : 
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Figure  3.24. Évolution de Q+  en fonction de gradient de pression P+∇ pour différents indices de 

fluidité au voisinage des faibles gradients. 
 
Il est important de noter que pour les besoins de nos calcul inverses pour retrouver notre distribution 
initialement supposée, nous n’avons besoin que des valeurs 510P+∇ < . La valeur maximum 

510P+∇ = correspond au plus petit pore 52.10r + −= qui peut être déterminé par l’inversion. Celui-ci 
correspond en fait à ( )min 6r m Lσ+ = −  choisi au préalable. 

ii)-Calcul inverse pour *1 ,n q q= ∈ℕ  et validation 

Nous avons également réussi à inverser ce problème pour 1 /n q=  , où q  est un nombre entier naturel 

non nul, et à obtenir une expression littérale de la distribution de taille de pores( )p r . La formule 

adimensionnelle de la distribution des tailles de pores correspondant à un fluide de Herschel-Bulkley 
(pour 1 /n q= ) s’écrit sous la forme suivante : 
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Pour confirmer la validité de cette expression d’inversion de la densité de probabilité ( )p r+ +  on 

représente ici les différents résultats obtenus pour 2q =  et 3q =  appliqués aux trois types de 
distributions utilisées précédemment (gaussienne, bi et tri-modale). 

• Pour n =1 2 

L’expression de la densité de probabilité devient alors : 
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 ( 3.42) 
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� Distribution gaussienne 

La courbe caractéristique de la réponse en débit en fonction de gradient de pression est représentée sur 
la figure 3.25 ci-dessous : 

 
Figure  3.25. Évolution de +Q  en fonction de gradient de pression +P∇ pour une distribution 

gaussienne en utilisant un fluide de Herschel-Bulkley (n=0.5). 

À partir des valeurs données dans cette courbe caractéristique on peut remonter à la distribution de 
rayons du milieu étudié, grâce à l’expression 3.42. La figure 3.26 montre une parfaite concordance 
entre les distributions supposée et celle calculée. On peut conclure que l’expression de l’inversion (éq. 
3.41) est validée pour n=1/2. 

 
Figure  3.26. : Comparaison entre la DTP initiale et celle calculée pour une distribution gaussienne en 

utilisant un fluide de Herschel-Bulkley pour ( )0,5n = .  

Le même succès a été obtenu en utilisant les distributions de type gaussien bi ou tri-modal. Les figures 
3.28, 3.30, 3.32 et 3.34 ci-dessous représentent les résultats obtenus : 
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� Distributions bimodale et tri-modale 

 
Figure  3.27. : Débit total en fonction du gradient de 

pression pour une distribution bimodale avec 

2 1m = 2m  et le même σ  pour un fluide de Herschel-

Bulkley ( )0,5n = .  

 
Figure  3.28. : Comparaison entre la DTP initiale et 
celle calculée pour une distribution bimodale avec 

2 1m = 2m  et le même σ  pour un fluide de Herschel-

Bulkley ( )0,5n = .  

 

 
Figure  3.29. : Débit total en fonction du gradient de 

pression pour une distribution bimodale avec 

2 1m = 2m  et le même σ  pour un fluide de Herschel-

Bulkley ( )0,5n = . 

 
Figure  3.30. : Comparaison entre la DTP initiale et 
celle calculée pour une distribution bimodale avec 

2 1m = 2m  et le même σ  pour un fluide de Herschel-

Bulkley ( )0,5n = . 

 

 
Figure  3.31. : Débit total en fonction du gradient 
de pression pour une distribution bimodale avec 

2 1m = 2m  et 2 1σ = 2σ  pour un fluide de 

Herschel-Bulkley ( )0,5n = . 

 
Figure  3.32. : Comparaison entre la DTP initiale 
et celle calculée pour une distribution bimodale 
avec 2 1m = 2m  et 2 1σ = 2σ  pour un fluide de 

Herschel-Bulkley ( )0,5n = . 
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Figure  3.33. : Débit total en fonction du gradient 
de pression pour une distribution tri-modale avec 

2 1m = 2m , 3 1m = 3m et 1 2σ = 2σ 3 , 3 1σ = 2σ  

pour un fluide de Herschel-Bulkley ( )0,5n = . 

 
Figure  3.34. : Comparaison entre la DTP initiale 
et celle calculée pour une distribution tri-modale 

avec 2 1m = 2m , 3 1m = 3m et 1 2σ = 2σ 3 , 

3 1σ = 2σ  pour un fluide de Herschel-Bulkley 

( )0,5n = . 

• Pour n =1 3 

Dans ce cas, l’expression adimensionnelle de l’inversion de la distribution de tailles de pores est 
donnée par  :  

 
( )

4 5

8
4 5

2( ) 7
768 H B P

r

P Q Q
p r P

He P P +
+

+ + +
+ + +

− + + ∇ =

∇  ∂ ∂= +∇ 
∂∇ ∂∇ 

 ( 3.43) 

On illustre ci-dessous les différents résultats pour des distributions gaussienne, bi-tri-modale pour 
1 3n=  

 
Figure  3.35. Évolution de +Q  en fonction de 

gradient de pression +P∇ pour une distribution 
gaussienne en utilisant un fluide de Herschel-

Bulkley ( )1 3n = . 

 
Figure  3.36. : Comparaison entre la DTP initiale 
et celle calculée pour une distribution gaussienne 

en utilisant un fluide de Herschel-Bulkley 

( )1 3n = . 
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Figure  3.37. : Débit total en fonction du gradient 
de pression pour une distribution bimodale avec 

2 1m = 2m  et le même σ  pour un fluide de 

Herschel-Bulkley ( )1 3n = . 

 
Figure  3.38. : Comparaison entre la DTP initiale 
et celle calculée pour une distribution bimodale 
avec 2 1m = 2m  et le même σ  pour un fluide de 

Herschel-Bulkley ( )1 3n = . 

 

 
Figure  3.39. : Débit total en fonction du gradient 
de pression pour une distribution bimodale avec 

2 1m = 2m  et le même σ  pour un fluide de 

Herschel-Bulkley ( )1 3n = . 

 
Figure  3.40. : Comparaison entre la DTP initiale 
et celle calculée pour une distribution bimodale 
avec 2 1m = 2m  et le même σ  pour un fluide de 

Herschel-Bulkley ( )1 3n = . 

 

 
Figure  3.41. : Débit total en fonction du gradient 
de pression pour une distribution bimodale avec 

2 1m = 2m  et 2 1σ = 2σ  pour un fluide de 

Herschel-Bulkley ( )1 3n = . 

 
Figure  3.42. : Comparaison entre la DTP initiale 
et celle calculée pour une distribution bimodale 
avec 2 1m = 2m  et 2 1σ = 2σ  pour un fluide de 

Herschel-Bulkley ( )1 3n = . 
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Figure  3.43. : Débit total en fonction du gradient 
de pression pour une distribution tri-modale avec 

2 1m = 2m , 3 1m = 3m et 1 2σ = 2σ 3 , 3 1σ = 2σ  

pour un fluide de Herschel-Bulkley ( )1 3n = . 

 
Figure  3.44. : Comparaison entre la DTP initiale 
et celle calculée pour une distribution tri-modale 

avec 2 1m = 2m , 3 1m = 3m et 1 2σ = 2σ 3 , 

3 1σ = 2σ pour un fluide de Herschel-Bulkley 

( )1 3n = . 

 
Conclusion et remarques : 

Nous venons de traiter les cas particuliers correspondant à des fluides de type Herschel-Bulkley dont 

l’indice de fluidité s’exprime sous la forme proche de 1n q=  où q est un entier. On constate dans ce 
cas qu’il y a une bonne concordance entre la distribution calculée et celle imposée initialement. 
Cependant, il faut signaler que dans tous les cas, la distribution calculée est tronquée aux petits pores. 
En effet, à cause des bruits numériques introduit par le manque de points, nécessaires aux calculs 
précis des dérivées successives d’ordres supérieurs du débit total par rapport au gradient de pression 
(jusqu’à la dérivée cinquième pour n=1/3). Cependant, l’allure de la distribution imposée est 
parfaitement restituée, d’où la validation de la formule d’inversion (éq. 3.36). Néanmoins, dans tous 
nos calculs inverses nous avons essayé d’éliminer le bruit numérique apparaissant dans la distribution 

( )p r+ +  dans la zone des petits rayons de pores, avec l’option de « NIntegrate », utilisée dans le calcul 
direct par le code de calcul « Mathematica », qui augmente la précision du calcul numérique. En 
optimisant l’intervalle de variation du gradient de pression afin qu’il corresponde au domaine 
d’évolution de la distribution de tailles de pores souhaitée nous augmentons aussi la précision de 
calcul. 

iii)-Calcul inverse pour 'n  réel 
Comme un nombre réel ( )'n ∈ℝ  peut toujours être approximé par un nombre fractionnaire( )n∈ℚ , 

dans ce cas la formule générale normalisée de la distribution des rayons r +  peut être calculée par 
[105] : 
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 ( 3.44) 

• Pour n = 3 2 

Le but ici, est de prouver que l’expression de la DTP (éq. 3.44) appliquée à une distribution supposée 
gaussienne est applicable. 

On utilise toujours 0,02H BHe − = . Dans ce cas : 
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Une fois calculée les valeurs de la fonction caractéristique correspondante à la distribution supposée, 
nous avons procédé au lissage de ses 1000 points par une fonction polynomiale ( )if x  du 25ème degré 

(éq. 3.46), car ce polynôme est nécessaire aux calculs des dérivées fractionnaires définies par la 
relation 3.47 citée ci-dessous définie par Riemann 1953 [106] et utilisées par la formule 3.45 qui nous 
permet de calculer la distribution inverse. La courbe caractéristique calculée d’une manière directe à 
partir de cette dernière distribution inverse, est comparée à celle obtenue initialement avec la 
distribution supposée. La comparaison avec succès des deux courbes sur la figure 3.45 prouve la 
validité de l’expression 3.45. 
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où : ν est l’ordre de dérivation non-entier, Γ  la fonction de Gamma et m l’ordre du monôme à 
dériver. Dans notre étude, la relation ci-dessus sera utilisée pour calculer les différentes dérivées 
fractionnaires qui interviennent dans chaque cas traité, après le lissage nécessaire discuté 
précédemment. 

 
Figure  3.45. : Comparaison entre la courbe caractéristique obtenue par la distribution supposée et celle 
utilisant la distribution inverse obtenue par l’équation 3.44 dans le cas d’une distribution gaussienne et 

un fluide de Herschel-Bulkley (n=3/2). 

Malgré les difficultés liées au calcul des dérivées fractionnaires, nous avons essayé d’identifier la 
distribution inverse pour la comparer à celle imposée initialement. Pour cela nous avons lissé les 1000 
points de la caractéristique directe, par une fonction polynomiale d’ordre 40 afin d’augmenter la 
précision des calculs. Par la suite nous avons procédé au calcul des dérivées fractionnaires qui 
interviennent dans le cas de 3 2n=  (i.e . les dérivées d’ordres 5 3  et 8 3  ). Finalement, la 
distribution est calculée par le biais de l’équation 3.45. La figure 3.46 ci-dessous montre le résultat du 
calcul inverse comparé à la distribution gaussienne supposée : 
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Figure  3.46. : Comparaison entre la DTP initiale et celle calculée par la relation d’inversion pour une 

distribution gaussienne et un fluide de Herschel-Bulkley pour 3 2n= . 

Malgré le bruit qui apparait dans la zone des petits pores sur la figure (3.46), dû au manque de 
précision dans la détermination de la fonction d’interpolation de lissage nécessaire au calcul des 
dérivées fractionnaires, la figure précédente confirme la possibilité d’obtenir la distribution supposée 
par un calcul inverse via l’expression de l’équation 3.45. Cette méthode reste donc toujours efficace. 

Pour les raisons qui viennent d’être évoquées, dans le cas de la distribution bimodale, nous nous 
contenterons de comparer la courbe caractéristique calculée d’une manière directe à partir de la 
distribution inverse, à celle obtenue initialement avec la distribution supposée. Le même succès que 
dans le cas précédent est obtenu pour la distribution bimodale (fig. 3.47). La figure 3.48 montre cette 
comparaison. Il est néanmoins à remarquer l’apparition de bruit numérique aux grands gradients de 
pression, qui correspondent aux petits rayons pour les raisons citées ci-dessus. 

 
Figure  3.47. : Distribution bimodale imposée.

 

 
Figure  3.48. : Comparaison entre la DTP initiale 
et celle calculée par la relation d’inversion pour 
une distribution bimodale avec 2 1m = 2m  et le 
même σ   et un fluide de Herschel-Bulkley pour 

3 2n= .
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• Pour n = 4 3 

Pour ( )4 3n = , on voulait vérifier l’influence de l’ordre de la dérivée fractionnaire dans la 

relation (3.44), sachant qu’on impose toujours au premier temps une distribution gaussienne. 

 
( )
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+ + +
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∇  ∂ ∂ = + ∇  
  ∂∇ ∂∇ 

 ( 3.48) 

La figure 3.49 représente la comparaison des caractéristiques obtenues par la même procédure que 
précédemment. La caractéristique directe constituée de 1000 points a été lissée par un polynôme 
d’ordre 25, pour le calcul des dérivées fractionnaires. Dans ce cas  la précision du polynôme n’est pas 
suffisante pour permettre de récupérer toute la distribution initiale. Cependant, lorsqu’on augmente 
l’ordre du polynôme à 40, nous arrivons à mieux parcourir la distribution, mais les fluctuations 
apparaissent encore pour les petits rayons comme le montre la figure 3.51. 

 
Figure  3.49. : Comparaison entre la DTP initiale 
et celle calculée par la relation d’inversion pour 

une distribution gaussienne et un fluide de 
Herschel-Bulkley pour 4 3n= .

 

 
Figure  3.50. : Comparaison entre la DTP initiale 
et celle calculée par la relation d’inversion pour 

une distribution gaussienne et un fluide de 
Herschel-Bulkley pour 4 3n=   

(polynôme d’ordre 25). 
 

 
Figure  3.51. : Comparaison entre la DTP initiale et celle calculée par la relation d’inversion pour une 

distribution gaussienne et un fluide de Herschel-Bulkley pour 4 3n=  (polynôme d’ordre 40). 
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Pour une distribution de type bimodale (voir figure 3.47), nous avons testé et confirmé encore 
l’exactitude du résultat précédent à travers la figure 3.52 qui donne les caractéristiques, mais sans 
donner la distribution inverse qui n’est pas aisée à obtenir numériquement : 

 
Figure  3.52. : Comparaison entre la DTP initiale et celle calculée par la relation d’inversion pour une 
distribution bimodale avec 2 1m = 2m  et le même σ   et un fluide de Herschel-Bulkley pour 4 3n= . 

Conclusion et constatation 

Malgré les bruits rencontrés au voisinage des petits pores, les résultats ci-dessus corroborent 
parfaitement la validité de l’inversion du problème étudié dans le cas des fluides de Herschel-Bulkley 
contenant une puissance fractionnaire de type p/q. Dans ce cas, nous avons essayé d’optimiser la 
méthode d’interpolation polynomiale en procédant à plusieurs lissages d’ordres différents. Nous avons 
constaté que pour 3 2n= , l’ordre 25 du polynôme n’est pas suffisant pour obtenir la distribution 
recherchée. Dans ce cas nous avons utilisé un ordre 40 plus élevé. Celui-ci améliore les calculs mais 
dans ce cas on assiste à une divergence des résultats aux grands gradients de pression. On remarque la 
même chose dans le cas où 4 3n= . Partant, on peut conclure que l’expression de la distribution de 
tailles de pore généralisée (éq. 3.37) reste efficace et pertinente malgré les difficultés introduites par le 
calcul des dérivées fractionnaires.  
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3.9 Modèle de Robertson-Stiff 
3.9.1 Formulation du problème et solution 

Robertson et Stiff ont introduit une autre généralisation du modèle de Bingham, pour décrire le 
comportement rhéologique des fluides de forage et des boues de ciment. Ce type de fluide à seuil se 
comporte comme (voir les références du tableau 3.1) :  

 
( )0

0 0

n

n

k

k

τ γ γ

τ γ

 = +


=

ɺ ɺ

ɺ
 ( 3.49) 

où 0τ  représente la contrainte seuil de Robertson-Stiff et le terme ( )( )1

0

n
kτ γ+ ɺ  est considéré comme 

le taux de cisaillement effectif. En raison de la relative complexité de l’évaluation des trois 
paramètres : k , 0τ  et n , le modèle de Robertson-Stiff a peu d’intérêt dans l’industrie du forage. Le 
principal avantage de ce modèle est le fait qui permet un meilleur ajustement de la courbe de 
l’écoulement contrainte/vitesse de déformation. 

L’écoulement élémentaire à travers un tube de section circulaire est donné par : 
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  ( 3.50) 

Solution dans le cas où n∈ℝ  

Dans ce problème, comme les dérivées qui interviennent dans la relation d’inversion sont entières, 
nous n’avons pas les mêmes difficultés que celles rencontrées précédemment dans le cas de Herschel-
Bulkley. 
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nk n n
p r P P Q

n P n P Pr
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 ( 3.51) 

 

3.9.2 Inversion sous forme adimensionnelle et validation 

Comme dans les cas précédents /r r L+ =  et 0/P P Pτ+ +∇ = ∆ = ∆ . L’écoulement élémentaire 
adimensionnel à travers un tube de section circulaire devient alors : 
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où le nombre de Hedström s’écrit :     ( )2 / 2 2/
0

n nR S nHe L kρτ −− =

 et le débit caractéristique est donné par : 
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La distribution sans dimension de la taille de pores dont le rayon est compris entre r +  etr dr+ ++ est 
pour n ℝ∈  : 
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  ( 3.54) 

On effectue le calcul direct pour une distribution gaussienne  et pour différents indices de fluidité ; 

nous avons pris comme exemple : 610 mm −= , 72.10 mσ −= , 0,01L m=  et 0,02R SHe − =  comme 
dans tous les cas précédents. 

Le résultat est représenté sur la figure 3.53 ci-dessous : 

 
Figure  3.53. Évolution de Q+  en fonction de gradient de pression P+∇ pour différents indices de 

fluidité dans le cas d’une distribution gaussienne et un fluide de Robertson-Stiff. 
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Nous avons vérifié l’exactitude de cette expression (éq. 3.54) pour 1 2n=  dans le cas d’une 

distribution gaussienne mono et bimodale et pour 3 2n=  dans le cas d’une gaussienne mono et tri-
modale. On montre ci-dessous les résultats obtenus avec succès des calculs directs et inverses de la 
distribution de tailles de pores : 

Pour n =1 2  

 
Figure  3.54. Réponse en débit en fonction de 

gradient de pression d’une distribution gaussienne 

pour un fluide de Robertson-Stiff pour 1 2n= .  

 
Figure  3.55. Distribution gaussienne obtenue avec 
l’expression d’inversion ( )p r+ +  pour un modèle 

de Robertson-Stiff comparée avec la distribution 

imposée pour 1 2n= . 

 

 
Figure  3.56. Réponse en débit en fonction de 

gradient de pression d’une distribution bimodale 

pour un fluide de Robertson-Stiff pour 1 2n= . 

 
Figure  3.57. Distribution bimodale obtenue avec 
l’expression d’inversion ( )p r+ +  pour un modèle 

de Robertson-Stiff comparée avec la distribution 

imposée pour 1 2n= . 
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Pour n = 3 2 
 

 
Figure  3.58. Réponse en débit en fonction de 

gradient de pression d’une distribution gaussienne 

pour un fluide de Robertson-Stiff pour 3 2n= . 

Figure  3.59. Distribution gaussienne obtenue avec 
l’expression d’inversion ( )p r+ +  pour un modèle 

de Robertson-Stiff comparée avec la distribution 

imposée pour 3 2n= . 
 

Figure  3.60. Réponse en débit en fonction de 
gradient de pression d’une distribution tri-modale 

pour un fluide de Robertson-Stiff pour 3 2n= . 

Figure  3.61. Distribution tri-modale obtenue avec 
l’expression d’inversion ( )p r+ +  pour un modèle 

de Robertson-Stiff comparée avec la distribution 

originale pour 3 2n= . 

Conclusion : 

Dans ce cas, quoique le modèle rhéologique soit non linéaire et semblable à celui de Hershel-Bulkley, 
l’inversion du problème associé ne fait intervenir aucune dérivée fractionnaire car les dérivées 
successives ne dépendent pas de l’indice de fluidité. Pour ces raisons l’inversion est simple et précise. 
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3.10 Protocole expérimental pour la détermination d’une 
distribution  
3.10.1 Modèle de Bingham 
Les résultats des analyses donnés ci-dessus ont été obtenus analytiquement en résolvant l’équation de 
Volterra (3.16). Pour le calcul direct, on utilise la fonction numérique « Nintegrate » du code 
« Mathematica », cette fonction permet de calculer numériquement le débit total en fonction du 
gradient de pression ( )Q f P+ += ∇  avec une grande précision. Cette courbe caractéristique est 

composée de 1000 points, ceux-ci ont pour but la reconstruction de la distribution via l’expression 
(3.19) obtenue par la solution du problème inverse constitué par l’équation intégrale de Volterra 
(3.16). Cette expression fait intervenir les dérivées deuxième et troisième (dérivées entières) du débit 
total en fonction de gradient de pression. Or, le calcul de la distribution inverse s’effectue 
numériquement à l’aide au logiciel « Excel » et les 1000 point de la caractéristique. Cependant, dans le 
cas des expériences courantes la courbe caractéristique n’est souvent obtenue que pour un nombre très 
réduit de valeurs expérimentales. Avec un échantillon de peu de points (environ 20 à 40), le problème 
rencontré est que ce nombre de points est insuffisant pour calculer les dérivées d’ordre élevé et par 
conséquent les résultats de la reconstruction de la densité de probabilité manqueront de précision. 
Nous pouvons résoudre ce problème pour les fluides de Bingham, en se basant sur une interpolation de 
type polynomial des éventuels résultats expérimentaux. Pour une bonne utilisation de cette méthode, 
on doit prendre en considération deux critères importants :  

- L’optimisation du domaine de gradient de pression { }min max,P P+ +∇ ∇  qui nous permet de 

retrouver les gammes de rayons { }min max,r r+ + , ces deux variables sont reliés par la relation 

suivante 2r P+ += ∇ . Nous avons conclu par cette étude, dans le cas d’une distribution 

gaussienne qu’il suffit de prendre le domaine de rayon entre ( ) ( ){ }3 , 3m L m Lσ σ− + .  

- L’optimisation de l’ordre de la fonction polynomiale qui permet de lisser au mieux la courbe 
caractéristique est nécessaire. Par exemple : si le nombre de points expérimentaux est égal à 
21, on peut lisser cette courbe par un polynôme d’ordre maximum 20.  

Comme nous ne disposant pas encore de résultats expérimentaux, nous avons construit une courbe 
caractéristique ( )Q f P+ += ∇  dite « expérimentale » par un calcul direct utilisant les paramètres déjà 

définis précédemment ; mais cette fois, nous n’avons choisi que 21 points uniformément répartis sur 
les 1000 points initiaux. Le lissage est ensuite effectué par une fonction polynomiale d’ordre 20. Avec 
cette fonction polynomiale on recalcule les 1000 points nécessaires de courbe caractéristique. A cette 
étape, on effectue le calcul inverse par le biais de la relation d’inversion (3.19). 
 

 
Figure  3.62. Comparaison entre la Courbe caractéristique dite expérimentale (21 points) et son 

lissage polynomial (d’ordre 20) dans le cas d’une distribution gaussienne pour un fluide de 
Bingham. 
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Figure  3.63. Détermination de la distribution originale à partir des 1000 points de la 

caractéristique restituée par le lissage polynomial des 21 points expérimentaux dans le cas d’un 
fluide de Bingham. 

Cette figure montre une parfaite concordance entre la distribution initiale et celle obtenue par 
inversion en lissant la courbe caractéristique expérimentale de 21 points par un polynôme d’ordre 20. 
Le domaine du gradient de pression { }4 4

min max max min2 1, 25.10 , 2 5.10P r P r+ + + +∇ = = ∇ = =  utilisé ici 

correspond au domaine des rayons : ( ) ( ){ }5 4
min max3 4.10 , 3 1,6.10r m L r m Lσ σ+ − + −= − = = + = .  

Afin de comparer les résultats « expérimentaux » et théoriques, nous avons procédé à une inversion à 
partir des 1000 points de la caractéristique initiale. En effet, comme nous l’avons effectué au (3.6.3), 
on peut donner les résultats du calcul direct et inverse (1000 points) en ne considérant que le domaine 
du gradient de pression P+∇  qui correspond aux gammes de rayons 

( ) ( ){ }min max3 , 3r m L r m Lσ σ+ += − = +  . Les résultats sont présentés sur la figure 3.65. 

 
Figure  3.64. : Courbe caractéristique débit total 
en fonction du gradient obtenue analytiquement 

(1000 pts). 

 
Figure  3.65. : Restitution de la distribution 

originale à partir de la courbe caractéristique. 

On remarque dans cette figure 3.64 que la distribution inverse est parfaitement restituée dans le 
domaine ( ) ( ){ }min max3 , 3r m L r m Lσ σ+ += − = + . Par conséquent le calcul inverse reste toujours 

efficace et pertinent dans le cas d’une expérience ne disposant que de 21 points. 
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Par ailleurs, si on augmente le nombre de points de la courbe caractéristique expérimentale de 21 à 41 
points, et qu’on utilise un polynôme d’ordre 30, sachant qu’on garde toujours le domaine de rayons 
entre ( ) ( ){ }min max3 , 3r m L r m Lσ σ+ += − = + , les résultats de ce calcul représentés ci-dessous 

montrent que 21 points suffisent largement dans le cas du fluide de Bingham. 

 
Figure  3.66. Comparaison entre la Courbe 

caractéristique dite expérimentale (41 points) 
et son lissage de 1000 points dans le cas d’une 

distribution gaussienne pour un fluide de 
Bingham. 

 

 
Figure  3.67. Restitution de la distribution 

originale à partir de la courbe débit-gradient de 
pression expérimentale pour un fluide de 

Bingham. 

Conclusion : 

Suite aux résultats précédents, on constate que dans le cas de l’expérience nous devons limiter les 
bornes inférieure et supérieure du gradient de pression qui correspond à la gamme de rayons 

( ) ( ){ }min max3 , 3r m L r m Lσ σ+ += − = +  car au-delà de ces bornes le calcul inverse ne permet pas une 

bonne restitution. Il faut néanmoins optimiser l’ordre de la fonction d’interpolation polynomiale qui 
dépend du nombre de points expérimentaux. 
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3.10.2 Modèle de Herschel-Bulkley pour n = 0,5 

Dans le cas d’un fluide de Herschel-Bulkley d’indice de fluidité 0,5n =  , nous nous avons procédé à 
la même analyse que précédemment. On rappelle qu’on effectue cette étude dans l’intervalle de rayons 
égale à ( ) ( ){ }min max3 , 3r m L r m Lσ σ+ += − = + correspondant au domaine des gradients de pression 

suivant{ }min max max min2 , 2P r P r+ + + +∇ = ∇ = . On utilise, les mêmes nombres de points expérimentaux (21 et 

41) et on interpole les deux courbes caractéristiques respectivement par les polynômes d’ordre 20 et 
30. Les résultats direct et inverse sont donnés sur les figures  : 3.68, 3.69 et 3.70. 

 
Figure  3.68. Courbes caractéristiques analytique et expérimentale (21 et 41 points) pour un fluide 

de Herschel-Bulkley (n=0,5). 
 
 

 
Figure  3.69. Restitution de la distribution 

originale à partir de la courbe débit-gradient de 
pression expérimentale (21 pts) pour un fluide 

de Herschel-Bulkley (n=0,5). 

Figure  3.70. Restitution de la distribution 
originale à partir de la courbe débit-gradient de 
pression expérimentale (41 pts) pour un fluide 

de Herschel-Bulkley (n=0,5). 
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D’après les courbes des figures 3.69 et 3.70, on constate que la méthode de l’interpolation marche 
toujours pour une distribution gaussienne dans le domaine de rayons ( )3r m Lσ+ = ± malgré 

l’existence de bruits dans la gamme des petits pores. Cela est dû à la fonction d’interpolation qui 
permet d’augmenter les points de la courbe caractéristique expérimentale. En effet, dans ce cas, 
l’influence des dérivées effectuées dans le calcul inverse jusqu’à la 4ème dérivée est importante car elle 
réduit le nombre de points obtenus pour ces dérivée d’ordre élevé. Cependant on constate que 
l’augmentation du nombre de points de 21 à 41 n’affecte que la partie des grands rayons

( )3r m Lσ+ = + . 

3.11 Récapitulation 

Le tableau 3.2 présente le noyau correspondant aux différentes lois rhéologiques des fluides à seuil, 
ainsi que l’expression analytique de la densité de probabilité inverse correspondant à chacun de fluides 
viscoplastiques à seuil  
 
 

Modèle  
et Loi de 

comportement 
 

Débit élémentaire ( ), ,q P r n∇  en 3 1m s−    Distribution de tailles de pores ( )p r  en 1m−    

Bingham

0τ τ µγ= + ɺ  ( )
44

0 0 0

0

4 1
, 1

4 3 3

r r r
q P r

r r r

πτ
µ

  ∇ = − +     
 ( ) ( )2 2 3

4 2 3
0

5
P Q Q

p r P
r P P

µ
πτ

∇  ∂ ∂= + ∇ ∂∇ ∂∇ 
 

Casson

( )1/21/2 1/2
0τ τ µγ= + ɺ

 

( )
1/2 44

0 0 0 0

0

16 4 1
, 1

4 7 3 21

r r r r
q P r

r r r r

πτ
µ

      ∇ = − + −             
 ( ) ( ) ( )

2 2 3 4
2

4 2 3 4
0

2 15 15

2 2

P Q Q Q
p r P P

r P P P

µ
πτ

∇  ∂ ∂ ∂= + ∇ + ∇ ∂∇ ∂∇ ∂∇ 

 

Herschel -
Bulkley 

0
nkτ τ γ= + ɺ  

( )
( )

( ) ( ) ( )

2 2

0 0 0 0
1 /1/

3 0

2
1 1

Pr
, , 1

2 3 1 2 1 1

n nn

r r r r

r r r r r
q P r n n r

k r n n n
π

+

      − −      ∇          ∇ = − + +     + + +   
 
  

 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1

1

1 2

1 2

21 3 / 1/

1 3 /
0

1 4

2

16 1/ !

n

n

n

n

n

n

n

n

n n n

n n

n Q

nk P Pp r
n r

Q
P

P

πτ

+ 
 
 

+ 
 
 

+ 
 
 

+ 
 
 

+

+

 
+ ∂  

   ∇  ∂∇=  
 ∂
 + ∇
 ∂∇ 

 

Robertson-Stiff 

( )0

0 0

n

n

k

k

τ γ γ

τ γ

 = +


=

ɺ ɺ

ɺ

 

( ) ( )
( )

1
1/ 31/3

0 0
1 3Pr 1

, ,
1 3 2 3 3

nn
nn r rr

q P r n n
n k r r

π + +∇       ∇ = − +      +      
 

 

( ) ( )

2

5 1/ 2

1 / 5 3
0 2

3

1 6 1
4

2

16

n

n n

n Q n Q
P

nk n P n P
p r

r Q
P

P

πτ −

 − ∂ − ∂   + ∇    ∂∇ ∂∇    =
 ∂+ ∇ 

∂∇   

 

Tableau  3.2. Récapitulatif des expressions de la densité de probabilité et de l’écoulement 
élementaire pour différents fluides à seuil 
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3.12 Conclusion 

Le problème inverse étudié consiste en la détermination de la distribution de la taille de pores 
d’un milieu poreux par la simple mesure de l’évolution du débit volumique d’un fluide à seuil 
qui le traverse en fonction du gradient de pression qui lui est imposé. Cette technique qui 
consiste à utiliser des fluides à seuil a été testée et validée avec succès dans le cas de tous les 
fluides testés. Cela concerne la presque totalité des modèles de fluides à seuil connus 
actuellement. La difficulté de cette méthode réside principalement dans le calcul des dérivées 
d’ordre élevé (entières ou fractionnaires) du débit en fonction du gradient de pression. Cette 
difficulté a été levée par l’utilisation d’un lissage polynomial de degré élevé et par 
l’augmentation de la précision. Cette façon de faire conduit à de très bons résultats sauf dans le 
calcul des dérivées fractionnaires d’ordre très élevé qui nécessitent un lissage encore plus soigné 
et une très grande précision dans les calculs. 
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Chapitre 4 
Utilisation d’une méthode fréquentielle pour la 
détermination de la distribution de tailles de pores d’un 
milieu poreux 

4.1 Fluides newtoniens 

4.1.1 Approche analytique de Womersley 

i)-Ecoulement instationnaire dans un tube capillaire 

Dans cette partie de la thèse nous allons nous consacrer à l’utilisation d’une autre méthode basée sur 
l’analyse dynamique de la distribution de tailles de pores. Pour cela nous avons besoin de la réponse en 
fréquence du débit d’un capillaire de section circulaire, de longueur L et de rayon r  à travers lequel 
s’écoule un fluide newtonien de densité ρ  , de viscosité dynamique µ  et de viscosité cinématique 

ν µ ρ=  , soumis à une sollicitation sinusoïdale en pression. Cette fois le gradient de pression n’est pas 
constant comme dans la première partie de ce travail. En effet, nous imposons ici un gradient de 
pression oscillatoire entre l’entrée et la sortie de tube cylindrique (voir la fig.4.1) : 

 0
i t i tP

P Ae P e
L

ω ω∆∇ = = = ∇  ( 4.1) 

 
Figure  4.1. Ecoulement oscillatoire à travers un tube. 

 
Comme le problème est linéaire la réponse du système soumis à une sollicitation sinusoïdale reste 
sinusoïdale. Dans ces conditions l’équation de Navier Stokes se réduit à celle de l’amplitude de la 

vitesse : ( ) ( )', , ', i tu r t u r eωω ω= ɶ  où 2 fω π=  est la pulsation et f  la fréquence d’oscillation, ' etr r  

sont respectivement le rayon courant dans le tube et le rayon du tube : 

 
2 3

0
2

1

' ''

Pu u i
u

r rr

ω
ν µ

−∇∂ ∂+ + =
∂∂

ɶ ɶ
ɶ  ( 4.2) 

En coordonnées cylindriques ( ), ,r zθ  la solution de cette équation différentielle de type Bessel a été 

obtenue par Womersley [60]. De notre coté nous avons vérifié cette solution en résolvant cette équation 
à l’aide de « Mathematica »: 
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où δ ν ω=  est la profondeur de pénétration due à la diffusion de la quantité de mouvement du fluide. 

Ainsi, la vitesse en fonction du temps s’écrit : 
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J i

ωδω
ρω

δ
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 ( 4.4) 

Soit /rα δ=  (appelé nombre de Womersley) le rayon du tube normalisé par l’épaisseur de diffusion

δ ν ω= . Il est à noter que si on normalise les longueurs par le rayon du tube : ' '/r r r+ = , on 

obtient  une expression pour la vitesse qui dépend de ce nombre de Womersleyα : 
 

 ( ) ( )
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3/2
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 ( 4.5) 

L’amplitude complexe du débit volumique calculé se réduit à :  
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Ou encore en fonction de α  : 
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Dans ces conditions le tube capillaire de rayon r  se comporte comme une conductance complexe 

d’admittance ( ),G rωɶ  : 
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ii)-Module et la phase de l’admittance complexe 

On normalisant l’expression de l’admittance complexe (éq. 4.8) par l’admittance aux très basses 
fréquences (TBF) : 

 ( )
4

8TBF

r
G r

π
µ

=  ( 4.9) 
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Cette admitance est celle que l’on peut calculer à partir de l’écoulement de Poiseuille dont on peut 
rappeler le champ de vitesse et le débit : 

( )
22

0r P '
' 1

4

r
u r

L rµ
 ∆  = −     

 

( )
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0 0

0

r
2 ' ' ' P P
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r

TBFQ u r r dr G
ππ

µ
= = ∇ = ∇∫  

En faisant intervenir le nombre de Womersley /rα ν ω=  l’expression normalisée de 

l’admitance est donnée par : 
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Le module ( ).NorG αɶ et la phase ( )ϕ α  de l’admittance complexe sont représentés en fonction du 

nombre de Womersley sur la fig. 4.2 ci-dessous. Dans ce cas la pente du module de l’admittance 

normalisée est de( )2− . Si on représente son évolution en fonction de 2α  la pente sera de ( )1−  

caractéristique de la diffusion de quantité de mouvement dans la couche limite, et la fréquence de 
coupure *α  est de l’ordre de 1. 

 

  
Figure  4.2. Module et phase de l’admittance complexe en fonction de la fréquence réduite α .  
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4.1.2 Etude numérique 

i)-Problème de la longueur d’entrée 

Analytiquement on est obligé d’imposer une différence de pression entre l’entrée et la sortie du tube 
circulaire pour pouvoir calculer le débit correspondant à l’écoulement étudié. Par contre 
numériquement, nous avons la possibilité d’imposer un débit à l’entrée du tube par le biais d’une vitesse 
uniforme. Ceci fait que l’écoulement doit s’établir dans le tube (voir fig. 4.3) et la longueur sur laquelle 
le champ de vitesse finit par s’établir est appelée longueur d’entrée, on la note eL  (la même situation se 
produit si l’on impose un débit dans la section de sortie : il existe une longueur de sortie, à l’amont de 
cette section, le long de laquelle l’écoulement s’établit). Cette longueur d’entrée peut être estimée, dans 
le cas stationnaire, en première approximation, comme égale à la distance sur laquelle l’épaisseur de la 
couche limite atteint le rayon du tube. 

 
Figure  4.3. Longueur d’entrée à travers une canalisation. 

 

Nous avons étudié ce problème stationnaire numériquement à l’aide du code de calcule de type volumes 
finis « Fluent », pour différents nombres de Reynolds. Nous avons utilisé un tube très long de rayon 
noté cette fois-ci par a

 
et de longueur : 50L a= . 

 

Figure  4.4. La longueur d’entrée normalisée par le diamètre 2D a=  , en fonction de nombre de 

Reynolds Re uDν=  calculée numériquement. 
 
On observe que cette courbe est une droite dont l’intersection avec l’axe des ordonnées est égale à 0,605 
(quandRe 0→ ) et dont la pente est de l’ordre de 0.056. Rappelons que cette étude a été réalisée 
expérimentalement par Comolet [107] dont on rappelle ici les résultats : 

 

0.06Re pour Re 100

1.2 pour Re 0

e

e

L

D
L

D

 = ≥

 → →


 ( 4.11) 
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En comparant les deux résultats, on s’aperçoit que la valeur de la pente est presque la même. Par contre 
la valeur de l’ordonnée à l’origine obtenue numériquement quand Re 0→  est à peu près la moitié de la 
valeur obtenue expérimentalement. En résumé, le fait d’imposer un champ de vitesse uniforme, nous 
oblige à ne considérer que l’écoulement à l’aval de la longueur d’entrée et à l’amont de la longueur de 
sortie. Une autre alternative pour éviter ces difficultés consiste à introduire, par le biais d’une « UDF » 
(User Defined Function), le vrai profil de vitesse si celui-ci est déjà connu. 

Finalement, nous avons à notre disposition deux moyens d’imposer l’écoulement au sein d’un tube : il 
s’agit soit d’imposer un débit, soit d’imposer un gradient de pression. Comme nous venons de le voir, 
imposer le débit sans connaître le bon profil de vitesse à introduire à l’entrée du tube n’est pas la bonne 
solution dans certaines situations de fluides non-newtoniens. Ceci nous a conduits à choisir la deuxième 
option car celle-ci évite la contrainte liée à la longueur d’entrée. En effet, les conditions aux limites en 
pression dont dispose le logiciel « Fluent » sont de deux types : «pressure inlet» et «pressure outlet». La 
première de ces conditions correspond à l’application d’une pression totale alors que la seconde 
correspond à une pression motrice. Si l’on veut que la différence de pression entre l’entrée et la sortie 
soit constante il est donc nécessaire de corriger la pression à l’entrée avec le terme de pression 
dynamique. Ceci a été réalisé grâce à la programmation d’une UDF. Pour vérifier que notre calcul est 
correct, nous avons déterminé en régime laminaire, pour différents nombres de Reynolds Re 2 /u a ν=  

et pour différentes longueurs de tubes ( )3/ 2 25 ; / 2 1 ; / 2 10L a L a L a −= = =
 
, les débits 

correspondants. En théorie le débit et la différence de pression sont liés en régime stationnaire par la 
relation de Poiseuille. Sur la figure 4.5 nous montrons que les résultats numériques et théoriques 
coïncident parfaitement confirmant l’absence de la longueur d’entrée et l’efficacité de notre correction. 
En effet, sur cette figure nous avons tracé et comparé avec succès nos résulats numériques avec la 
relation théorique suivante : 

 
2

1

Re16

Pa

L uρ
∆ =  ( 4.12) 

 
Figure  4.5. Evolution de la perte de charge normalisée en fonction du nombre de Reynolds calculée 

numériquement et analytiquement pour deux tubes de rapports d’aspect 1 et 25. 

Pour confirmer encore ces résultats nous avons tracé le profil de vitesse normalisé par sa valeur au 
centre sur la figure 4.6 pour Re=1. La théorie et le calcul numérique sont en bon accord. 
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Figure  4.6. Profil de vitesse normalisé pour Re=1. 

Conclusion 

En conclusion pour tous nos calculs numériques, nous avons utilisé des conditions aux limites en 
pression corrigées pour générer l’écoulement (stationnaire ou instationnaire) d’un fluide (newtonien ou 
non-newtonien) en régime laminaire, en éliminant ainsi les effets de bord (longueur d’entrée et de 
sortie). La comparaison des résultats numériques avec la théorie est très bonne pour toutes les longueurs 
de tube étudiées. Par conséquent, au lieu de prendre un tube de longueur très long, il suffit juste de 
prendre une longueur L égale à deux fois le rayon du tube a. Cette procédure nous a permis de réduire 
encore le temps du calcul numérique effectué à l’aide de « Fluent », d’où l’intérêt de cette étude dans 
son application au régime oscillatoire (analyse fréquentielle). 

ii)-Solution numérique du problème de Womersley 

Afin de vérifier la validité de la méthode de calcul numérique utilisée par la suite, nous avons essayé de 
retrouver une solution numérique au problème de Womersley. Comme effectué précédemment, nous 
avons modélisé l’écoulement instationnaire en imposant une différence de pression oscillatoire 

0
i tP Peω∆ = ∆  entre l’entrée et la sortie d’un tube axisymétrique de rayon a  et de longueur 2L a=  (voir 

fig. 4.7) 

 
Figure  4.7. Conditions aux limites du tube circulaire. 

 
L’étude stationnaire précédente nous a montré qu’on peut éliminer la contrainte liée à la longueur 
d’entrée eL  si on impose une pression corrigée à l’entrée de tube par le biais de l’UDF. Lorsqu’on 
impose un gradient de pression oscillant dans « Fluent », il faut bien définir les conditions aux 
limites et faire en sorte que l’amplitude du gradient de pression oscillant imposé soit constante. 
Pour cela, à chaque demi-période, la pression d’entrée (inlet) est corrigée par le biais d’une UDF 
implémentée par nos soins ; il s’agit en fait d’ajouter alternativement une pression dynamique 
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2
.

1

2dynP uρ=  à l’entrée (pressure inlet) puis à la sortie (pressure outlet) du tube lors du 

changement du sens de l’écoulement. 

Numériquement, si on impose un gradient de pression d’amplitude fixe 0P∇ , on calcule un débit 

complexe ( ) � ( )0, i tQ t Q eωω ω= , duquel on déduit une amplitude � ( )0

num
Q ω  et un déphasage numérique 

0

num
Qϕ  . Cependant, la correction de pressions et le calcul numérique introduisent un déphasage de 

pression Pϕ∇  qui se répercute sur le débit. En effet, initialement nous avons introduit un gradient de 
pression de phase nulle. A la fin des itérations le gradient de la pression se trouve affecté d’une phase 

Pϕ∇  décrit par la ligne (4.13) 

 � 
00 0 0avec Piinitial i t final i tP P e P Pe P P eϕω ω ∇∇ = ∇ → ∇ = ∇ ∇ = ∇  ( 4.13) 

Or, le débit calculé numériquement a bien été lui aussi affécté par ce déphasage Pϕ∇ , donc : 

 ( ) � ( ) ( ) � ( ) 0
0 0, ,

num
Q

num num inum i t num i tQ t Q e Q t Q e e
ϕω ωω ω ω ω= → =  ( 4.14) 

 
Dans ces conditions : 

 
0 0

num Th
Q Q Pϕ ϕ ϕ∇= +  ( 4.15) 

Où 
0

Th
Qϕ  est celui calculé à partir des résultats de Womersley discutés ci-dessus. 

L’admittance complexe numérique s’écrit alors  : 
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Cela dit, nous devons avoir numériquement toujours le même déphasage entre le débit et la pression 
imposée. 
 
De bons résultats numériques s’appuient essentiellement sur quatre critères [108] : 

• Le maillage 

Généralement un maillage fin permet d’avoir des résultats numériques plus précis, l’inconvénient c’est 
que le temps de calcul devient très long. Par conséquent, une grande capacité de calcul et de mémoire 
sont nécessaires. Mais celles-ci ne peuvent être fournies que par un Cluster (ensemble d’ordinateurs 
fonctionnant en parallèle). Par la suite, il faut traiter au cas par cas et affiner le maillage dans les régions 
qui sont le siège de forts gradients. Par exemple dans le cas des fluides en loi de puissance, la résolution 
numérique des équations de conservation est difficile car la viscosité apparente peut diverger sur l’axe 
dans le cas où n<1 et tend vers zéro dans le cas où n>1. Le calcul du gradient de vitesse au voisinage de 
l’axe est donc très sensible à la qualité du maillage (on traitera ce cas dans le chapitre des fluides non-
newtoniens). Durant notre étude, nous avons utilisé différents maillages, les figures ci-dessous 
représentent les cas traités : 
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Figure  4.8. Maillage du tube dans le cas des fluides newtoniens. 

 

 
(a) 

 
             (b) 

Figure  4.9. (a) Maillage du domaine tubulaire dans le cas des fluides en loi de puissance 
(rhéofluidifiant\rhéoépaississant) en basse fréquence ; (b) Maillage du tube pour les fluides en loi de 

puissance en haute fréquence. 

• Le pas de temps  

Quand le pas de temps est très petit on obtient de meilleurs résultats ainsi dans toute notre étude 
nous avons discrétisé la période T  par 1000, car cela nous permet d’obtenir des résultats qui 
s’approchent de ceux donnés par les calculs analytiques de Womersley. Par la suite le pas de 

temps sera fixé égal à 310t T s−∆ = . 

Exemples : 
On étudie ici l’influence du pas de temps sur le calcul numérique. Le maillage est celui de la 
figure 4.8 et différentes valeurs de pas (T/100 ; T/250 ; T/1000) sont testées. Le nombre de 
Reynolds et le nombre de Womersley sont définis comme suit :  

 

3
0Re et

4TBF

P a aα
µν ν ω

∇
= =  ( 4.16) 

Données numériques : 3 1 2 1Re 10 ; 4 ; 16 ; 1 . ; 1 .TBF s Pa s m sα ω µ ν− − −= = = = =  

En comparant les profils de vitesse théoriques (obtenus avec Mathematica) à ceux calculés 
numériquement par Fluent à un même instant ( 7,854 )t s= , on obtient la figure 4.10 qui représente 
les profils de vitesse à l’entrée du tube : 
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Figure  4.10. Profils de vitesse calculés avec différents pas de temps t∆ . 

 
Quand le pas de temps t∆  est grand le profil de vitesse calculé à l’entrée du tube reste un peu à 
l’écart par rapport à celui théorique à un instant donné t . Ce décalage n’est pas dû au régime 
transitoir car dans cet exemple il s’agit d’un calcul de 20 périodes, c’est-à-dire que nous avons 
déjà dépassé le régime transitoire qui se limite aux deux premières périodes. Sur la figure 4.10 on 
aperçoit que lorsque le pas de temps est très petit le calcul converge très bien vers la solution 
théorique. On peut également remarquer ce résultat au travers du calcul de déphasage de 
l’admittance par une FFT [109] (Fast Fourier Transform) réalisé sur le signal temporel du débit et 
de la différence de pression. Le tableau ci-dessous résume les résultats obtenus : 

Pas de 
temps (s) 

Déphasage de 
débit (°) 

Déphasage de 
la pression (°) 

Déphasage 
total (°) 

Déphasage 
théorique (°) 

Erreur 
(%) 

100t T∆ =  -60,599 3,599 -64,198 -65,568 2,089 

250t T∆ =  -63,648 1,440 -65,088 -65,568 0,732 

1000t T∆ =  -64,968 0,368 -65,336 -65,568 0,354 

Tableau  4.1. Comparaison de déphasage théorique et numérique pour différents pas de temps. 
 
Si t∆  est très petit, le déphasage de la pression Pϕ∆  tend vers 0 et le déphasage de débit décroit jusqu’à 

la valeur théorique 
0

Th
Qϕ . On conclut que le pas de temps joue un rôle primordial dans le calcul 

numérique étudié. 

• Le nombre de périodes 

Si on augmente le nombre de périodesN, on améliore la précision du calcul lorsqu’on dépasse le 
régime transitoire (régime non accommodé), c’est-à-dire qu’à partir d’un certain nombre de 
périodes l’écoulement devient stable et s’établit parfaitement. Nous avons principalement effectué 
nos calculs sur N=10périodes et parfois jusqu’à 20 périodes. Par exemple, avec le maillage de la 

figure 4.8, le nombre de Reynolds égal à 3Re 10TBF
−= , le nombre de Womersley égal à =11,21α , 

les mêmes valeurs des paramètres du fluide newtonien que précédemment, on obtient sur la figure 
4.11 les résultats suivants, sachant que tous les paramètres du calcul (pas de temps, schéma 
numérique...) sont égaux par ailleurs : 



Méthode fréquentielle 

66 

 
Figure  4.11. Établissement du profil de vitesse pour différentes périodes. 

 
On constate que le profil de vitesse converge vers la bonne solution dès qu’on augmente le nombre 
de périodes et par conséquent l’influence de ce dernier n’est pas à négliger dans les calculs 
numériques. 

• L’algorithme numérique 

Concernant le schéma numérique les meilleurs résultats ont été obtenus avec l’algorithme 
« coupled » (pour le couplage vitesse\pression), car il nous permet de converger vers la solution 
plus rapidement. Quant à la pression elle est discrétisée au second ordre. 

iii)-Comparaison des résultats numériques avec ceux de Womersley 

Pour vérifier nos résultats, nous avons comparé les valeurs numériques du module de la fonction 
de transfert et de sa phase en fonction de la fréquence réduite avec les résultats analytiques. La 
figure 4.12 présente les résultats obtenus : 

  

Figure  4.12. Comparaison du module et de la phase de l’admittance complexe en fonction de la 
fréquence réduite α  calculé numériquement et analytiquement. 
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Conclusion  

La bonne concordance des résultats analytiques et numériques confirme la validité de la méthodologie 
numérique utilisée, pour l’analyse fréquentielle de la réponse en débit à une perturbation sinusoïdale en 
pression, dans le cas des fluides newtoniens. Cette validation est très importante pour son application à 
la résolution des équations de mouvement, dans le cas des fluides non-newtoniens de type loi de 
puissance, dans un tube capillaire afin de déterminer la distribution de tailles de pores d’un milieu 
poreux. 

4.1.3 Détermination de la distribution de tailles de pores d’un milieu poreux 
par une analyse fréquentielle. 

i)-Introduction  

Comme dans le cas des fluides à seuil, considérons le modèle de faisseaux parallèles comme celui 
utilisé par Carman-Kozeny. Dans ces conditions, une série de capillaires parallèles dont les rayons r  
distribués suivant une loi de probabilité ( )p r  sont soumis à une sollicitation sinusoïdale en pression. Le 

système étant linéaire dans le cas des fluides newtoniens en régime laminaire, la réponse en débit est 

parfaitement sinusoïdale. Ainsi, l’amplitude complexe du débit total � ( )Q ω  à travers ce faisceau de 

capillaires soumis à un gradient de pression oscillatoire de pulsation ω  s’écrit sous la forme intégrale 
suivante :  

 � ( ) ( ) ( )
0

,Q q r p r drω ω
∞

= ∫ ɶ  ( 4.17) 

où ( ),q rωɶ  est l’amplitude complexe du débit élémentaire dans un seul tube capillaire de rayon r . 

C’est le noyau de cette équation intégrale de Fredholm [110]. Le calcul direct permet de calculer la 
fonction de transfert hydrodynamique du système, c'est-à-dire son admittance complexe définie comme 

le rapport de la réponse en débit au gradient de pression imposé � ( ) � ( ) 0G Q Pω ω= ∇ . Par la suite, 

l’admittance complexe totale du système peut être calculée par : 

 � ( ) ( ) ( )
0

,G g r p r drω ω
∞

= ∫ ɶ  ( 4.18) 

où ( ),g rωɶ  est l’admittance complexe élémentaire qui représente le noyau de cette nouvelle équation 

intégrale de Fredholm, et ( )p r  est la fonction à déterminer. 

ii)-Calcul direct de l’admittance complexe du système 

A priori la densité de probabilité ( )p r  n’est pas connue. Pour vérifier notre méthode nous sommes 

amenés à effectuer un calcul direct de l’admittance complexe total en la supposant connue à priori. 
Comme dans le cas des fluides à seuil cette distribution est supposée gaussienne et s’écrit : 

 ( ) ( )2 2/21

2
r mp r e σ

σ π
− −=  ( 4.19) 

où m est la moyenne de la distribution et σ  son écart type. De la même manière que celle utilisée au 
3ème chapitre dans le cas des fluides à seuil, on part d’un exemple supposé, dont la taille moyenne de 
pores est de l’ordre de la centaine de micromètres. On prend 100m mµ=  et 20 mσ µ= . 
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Figure  4.13. Distribution gaussienne supposée. 

L’admittance complexe élémentaire peut se calculer à partir de : 
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ɶ  ( 4.20) 

 

Prenons comme fluide test l’eau (masse volumique 3 310 .kg mρ −= , viscosité cinématique 
6 2 110 .m sν − −= .). Pour obtenir l’admittance totale complexe du système, on doit calculer l’intégrale 

donnée par la relation 4.18. Analytiquement, on ne peut pas avoir une expression littérale de cette 
intégrale à cause des fonctions de Bessel de première espèce et d’ordre 0 et 1. Pour cette raison, 
l’intégrale a été calculée numériquement à l’aide de « Mathematica » en utilisant la fonction 
« NIntegrate ». Par la suite on trace le module et la phase de l’admittance complexe du système en 
fonction de la pulsation ω . La figure 4.14 représente les résultats obtenus : 

 

  

 

Figure  4.14. Le module et la phase de l’admittance complexe totale en fonction de la pulsation pour le 
cas d’une gaussienne monomodale. 
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iii)-Calcul inverse pour la détermination de la distribution de tailles de pores 

Nous devons déduire ( )p r  à partir de la fonction de transfert hydrodynamique du système, en utilisant 

l’équation de Fredholm (4.21). Pour cela on utilise une résolution basée sur une méthode matricielle 
[111]. Rappelons que l’équation de Fredholm relative à ce problème est inhomogène et de première 
espèce. Elle est définie par la relation suivante : 

 � ( ) ( ) ( )
0

,G g r p r drω ω
∞

= ∫ ɶ  ( 4.21) 

où ( )p r  est la fonction de densité de probabilité qui est l’inconnue que l’on souhaite déterminer. � ( )G ω  

est le terme source et ( ),g rωɶ  est le noyau de l’intégrale. En notant � � ( )j jG G ω= , ( ),ij j ig g rω=ɶ ɶ  et 

( )i ip p r=  où j est un indice variant de 1 à N (pulsations) et i un indice variant de 1 à M (rayon) où N

peut être différent de M  [111]. 

L’équation de Fredholm se réécrit alors comme: 

 �

1
1

N

j ij i i
i
j

G g p r
=
=

= ∆∑ ɶ  ( 4.22) 

On peut également la réécrire sous une forme matricielle : 

 ( ).G g p r= ∆ɶ ɶ  ( 4.23) 

Mathématiquement, si le noyau gɶ  n’est pas singulier, la solution existe, est unique et est donnée par la 

relation suivante : 

 ( )11
.p g G

r
−=

∆
ɶɶ  ( 4.24) 

1g−
ɶ

 est la matrice inverse de gɶ . 

En se basant sur les exemples précédemment traités dans le cadre des fluides à seuil, pour obtenir 
la densité de probabilité ( )p r  , à partir de l’équation de Fredholm, nous allons procéder à 

l’adimentionnalisation des équations. La démarche de calcul est donnée ci-dessous : 

On pose : 

 
( )

2

2

/

/ /

r r m

mω ω ν

+

+

 =


=
 ( 4.25) 

Nous avons choisi de normaliser le rayon par la racine carrée du moment d’ordre 2 :( )1/2
2m  car à priori 

il est connu : si on connait la porosité φ  et la surface latérale totale du milieu poreux S , l’expression du 
moment d’ordre 2 est : 

 ( )2
2 0

S
m r p r dr

φ
π

∞
= =∫  ( 4.26) 

D’après cette normalisation, le noyau complexe devient : 

 ( ) ( )
( )

3/2
2 2 1
2

3/2 3/2
0

2
, 1

J i rm r
g r

i i r J i r

ωπω
µω ω ω

+ +
+

+ +
+ + + + +

 
 = − 
  

ɶ  ( 4.27) 

On peut aussi exprimer cette relation en fonction de et rα +  : 
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+
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 = −
  

ɶ  ( 4.28) 

Avec /r rα ω ν ω+ += =  

L’admittance complexe totale équivalente s’écrit sous la forme suivante : 

 ( ) ( )
( ) ( )

3/2
2 2 1
2

0 3/2 3/2
0

2
1eq

J i rm r
G p r dr

i i r J i r

ωπω
µ ω ω ω

+ +
+∞+ + + +

+ + + + +

 
 = − 
  

∫ɶ  ( 4.29) 

avec ( ) ( )2p r m p r+ + +=  

L’admittance caractéristique est alors donnée par : 2
2cG mπ µ=  (son unité est 5 /L T M ) . Dans ce cas 

l’admittance complexe totale équivalente non dimensionnelle s’écrit sous la forme suivante :  

 ( ) ( )
( ) ( )

3/2
2 1

0 3/2 3/2
0

2
1eq

J i rr
G p r dr

i i r J i r

ω
ω

ω ω ω

+ +
+∞+ + + + +

+ + + + +

 
 = − 
  

∫ɶ  ( 4.30) 

Remarque : 

On peut également normaliser le rayon par ( )1/4
4m , l’argument de cette normalisation pouvant 

s’expliquer par le fait que d’après la loi de Darcy en régime stationnaire, l’expression de la vitesse 
moyenne en fonction du gradient de pression s’écrit : 

 
,D Sk

u P
µ

−
= ∇  ( 4.31) 

Elle introduit la notion de perméabilité ,D Sk  qui s’exprime en fonction de 2 4etm m , sachant que 

l’admitance TBF de tube élémentaire est donnée par la relation (4.9) : 

 
( )
( )

4

0 4
,

2
2

0

8 8D S

r p r dr m
k

mr p r dr

φ φ
∞

∞= =∫

∫
 ( 4.32) 

D’où, 

 
,

4

8 D Sk S
m

π
=  ( 4.33) 

Cependant la détermination de 4m , qui nécéssite la mesure de la perméabilité, est plus difficile que celle 

de 2m  qui ne nécéssite que la mesure de la porosité. 

� Cas d’une distribution gaussienne 

On reprend la distribution de l’exemple précédent, mais cette fois la gaussienne est utilisée sous forme 
adimensionnelle (figure 4.15)  
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Figure  4.15. Distribution gaussienne adimensionnelle imposée. 

 
On calcule ensuite le module et la phase de l’admittance complexe équivalente adimensionnelle. La 
figure 4.16 présente leurs évolutions en fonction de la pulsation adimensionnelle ( )2/ / mω ω ν+ =  : 

  

 

Figure  4.16. Le module et la phase de l’admittance complexe adimensionnelle équivalente en fonction 
de la pulsation (100 points). 

A ce stade nous oublions la distribution supposée. A partir des valeurs (ici 100) du module et de la 
phase données par ces deux courbes, on peut retrouver la distribution de tailles de pores initiale. En 
effet, pour inverser numériquement l’équation de Fredholm, nous avons besoin de discrétiser le noyau 
gɶ  en un même nombre de points dans l’espace des pulsations (ici N=100) et en un même nombre de 

points (ici M=N=100) dans l’espace des rayons pour la construction la matrice. Après cette étape, il est 
possible après l’inversion de cette matrice complexe de calculer la densité de probabilité inconnue et de 
la comparer à celle supposée initialement. La figure 4.17 montre la parfaite concordance des résultats 
obtenus et confirme la validité de la méthode. 
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Figure  4.17. Restitution de la distribution supposée à partir de la fonction de transfert hydrodynamique 

(100 points). 

On fait un lissage de la courbe de la distribution inverse sur un logiciel d’analyse de données par le biais 
de la fonction suivante : 

 
( )( )2

2 /
0

/ 2
cx x wA

y y e
w π

− −= +  ( 4.34) 

Rappelons que dans la distribution ( )p r+ + supposée : 

2 2 02 0,392 ; 0,981 ; 0 et A = 1cw m x m m yσ= = = = =  ( )4 6
2où 1,02.10 et 20.10m m mσ− −= =  

Les résultats de ce lissage sont résumés dans le tableau suivant : 

cx  w A  
Valeur Erreur relative (%) Valeur Erreur relative (%) Valeur Erreur relative (%) 

0,981 0,002 0,393 0,2 1,001 0,1 
 

Tableau  4.2. Paramètres de lissage de la distribution normalisée inverse. 

D’après le tableau 4.2, on constate que la distribution inversée par la méthode matricielle a bien 
les mêmes caractéristiques que celle qui est imposée, donc la résolution inverse pour extraire la 
densité de probabilité est pafaitement efficace. 

� Cas d’une distribution bimodale 

Pour montrer l’efficacité de cette méthode dans le cas d’une distribution plus complexe nous 
allons l’appliquer à une gaussienne bimodale caractérisée par deux modes 1m  et 2 12 200m m mµ= =  
et de même écart type 20 mσ µ= . On normalise cette distribution par la racine carrée du moment 
d’ordre 2 comme précédemment. Tout d’abord on discrétise l’admittance complexe équivalente 
� ( )G ω  et le noyau ( ),g rωɶ  (toujours sur 100 points), on obtient les résultats ci-dessous : 
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� Bimodale supposée dans le calcul direct 

 
Figure  4.18. Distribution bimodale adimensionnelle imposée. 

� Module et la phase de la fonction de transfert 

  
 

Figure  4.19. Module et la phase de l’admittance complexe équivalente en fonction de la pulsation  
(100 points) correspondant à la bimodale imposée. 

� Distribution inverse 

 
Figure  4.20. Restitution de la distribution supposée à partir de la fonction de transfert pour une 

distribution bimodale (100 points). 
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On remarque de la figure 4.20 que la distribution inversée manque de précision, notamment en ce qui 
concerne l’amplitude du second pic. On observe également l’apparition de bruit pour les rayons très 
petits et très grands. Pour l’améliorer on va choisir un nombre de points égal à 1000. Les figures 4.21 et 
4.22 présentent respectivement la fonction de transfert (module/phase) adimensionnelles et la résolution 
inverse de la distribution de tailles de pores : 

� Module et la phase de la fonction de transfert 

  
 

Figure  4.21. Module et la phase de l’admittance complexe équivalente en fonction de la pulsation  
(1000 points) pour une bimodale imposée. 

� Distribution inverse 
 

 
Figure  4.22. Restitution de la distribution supposée à partir de la fonction de transfert pour une 

distribution bimodale (1000 points). 

On constate qu’en augmentant le nombre d’éléments du système, la solution converge parfaitement vers 
la solution initiale. 

� Cas d’une gaussienne tri-modale 

Une seconde validation est effectuée dans le cas d’une distribution tri-modale avec 1m , 2 12m m=  et 

3 13m m=  avec le même écart type 20 mσ µ= , nous avons retrouvé parfaitement la densité de probabilité 

( )p r  supposée comme dans les calculs précédents (voir figure 4.24) avec encore une discrétisation sur 

1000 points : 
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Figure  4.23. Module et la phase de l’admittance complexe équivalente en fonction de la pulsation  
(1000 points) pour une tri-modale imposée. 

 
Figure  4.24. Restitution de la distribution supposée à partir du module et de la phase de la fonction de 

transfert pour une distribution tri-modale. 

Tous ces tests montrent que la méthode d’inversion est pertinente pour déterminer la distribution de 
tailles de pores ( )p r  à condition de prendre un nombre de points suffisant. 

Conclusion 

Nous avons pu effectuer la résolution inverse du problème de l’identification de la distribution de tailles 
de pores par une methode basée sur une analyse dynamique utilisant un fluide newtonien. L’efficacité 
de cette technique a été prouvée en l’applicant à différentes distributions gaussiennes de tailles de pores. 
Cette technique, une fois validée expérimentalement, pourrait constituer une méthode originale, simple 
et peu chère pour l’industrie. 
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4.2 Fluides en loi de puissance 

4.2.1 Etude de l’écoulement stationnaire laminaire d’un fluide en loi de 
puissance dans un tube de section circulaire. 

Rappelons que le modèle de fluide newtonien décrit bien la grande majorité des fluides composés de 
molécules simples. Cependant, il existe des fluides dont le comportement est non-newtonien et qui 
peuvent être introduits dans les milieux poreux. Parmi ceux là on peut citer les fluides en loi de 
puissance (dits d’Ostwald). On distingue le comportement rhéofluidifiant pour 1n <  (polymères) où la 
viscosité diminue au fur et à mesure que l’on augmente le taux de cisaillement auquel est soumis le 
fluide, et le comportement rhéoépaississant (dilatant) pour 1n > où la viscosité augmente lorsqu’on 
augmente le taux de cisaillement. Dans ce sous-chapitre, nous présentons l’étude analytique et 
numérique d’un écoulement laminaire indépendant du temps d’un fluide en loi de puissance dans un 
tube circulaire de rayon a et de longueur L. 

i)-Solution analytique 

Pour rappeler la solution analytique de ce problème, on considère l’écoulement laminaire d’un fluide en 
loi de puissance incompressible indépendant du temps dans un tube circulaire du rayon a (voir fig. 
4.25). Comme l’écoulement s’effectue par droites parallèles, l'équilibre des forces sur un élément 
cylindrique liquide de rayon r : 

 ( ) ( )2 2 .2rzP r P P r rLπ π τ π− + ∆ =  ( 4.35) 

Cela donne la relation : 

 
2rz

P r

L
τ −∆ =  

 
 ( 4.36) 

 

 
 
Figure  4.25. Ecoulement à travers un tube élémentaire. 

Or, la loi de comportement d’un fluide en loi de puissance est donnée par : 

 

n
z

rz

u
k

r
τ −∂ =  ∂ 

 ( 4.37) 

où k  est la consistance du fluide, n son indice de fluidité et zu  sa vitesse dans la direction axiale. Dans 

ces conditions on peut définir un nombre de Reynolds généralisé [94] : 

 
( )2 2

Re
nn

n

u a

k

ρ −

=  ( 4.38) 

Avec u  la vitesse débitante et ρ  la masse volumique du fluide. 

En utilisant les équations (4.36) et (4.37), on obtient l'expression du champ de vitesse suivant : 

 ( ) ( )
( )1/ 1

1 / 1
1 2

n n n
n n

z

n P r
u r a

n kL a

+
+

 −∆    = −     +      
 ( 4.39) 
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Le débit volumique est donné par : 

 ( )
1/

3 1 /

3 1 2

n
n nn P

Q a
n k

π +−∇  =   +  
 ( 4.40) 

 
Il est à noter qu’on peut également exprimer, pour les besoin des calculs numériques, la perte de charge 
en fonction du nombre de Reynolds généralisé sous la forme : 
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1/ 2
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2

Re3 1
2
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nn n
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n n n

kn
P L

n aρ

−

+

 + ∆ =        
 ( 4.41) 

Le profil de vitesse normalisée par la vitesse maximale ( )0u r =  est tracé sur la figure ci-dessous pour 

différentes valeurs de n : 
 

 
Figure  4.26. Profils de la vitesse pour un fluide en loi de puissance pour un écoulement 

laminaire (Re=0,001) dans un tube. 
 

La viscosité apparente a pour expression:  

 
1n

z
app

u
k

r
µ

−∂ =  ∂ 
 ( 4.42) 
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ii)-Etude numérique 

Comme nous l’avons indiqué précédemment, pour les fluides en loi de puissance, le calcul du gradient 
de vitesse sur l’axe peut être très sensible à la qualité du maillage. Pour cette raison nous avons raffiné 
ce maillage au voisinage de l’axe. Nous avons également resserré le maillage au voisinage de la paroi du 
tube où le gradient de vitesse peut également varier fortement. Plusieurs maillages ont été testés : Na=50 
ou 100 est le nombre de mailles suivant le rayon, Nz=50 ou 100 est le nombre de mailles suivant l’axe 
de tube, q=1,08 ou 1,09 est la raison du maillage à progression géométrique près de l’axe et près de la 
paroi (voir figure 4.27). D’après l’étude précédente de l’écoulement de Poiseuille un domaine de calcul 
tel que L/2a=1 est suffisant pour éliminer la longueur d’entrée. En effet, on imposant une différence de 
pression entre l’entrée et la sortie du tube on peut éliminer le problème lié à la longueur d’entrée en 
utilisant une UDF. Concernant le schéma numérique nous avons utilisé l’algorithme « coupled » dans 
lequel la pression est discrétisée au second ordre. 

 
Figure  4.27. Maillage du tube (Nz=50, Na=100 et q=1,09). 

Pour 3Re 10−= , nous avons fait varier l’indice de fluidité entre 0,4 et 1,6. Les résultats sont visibles sur 
la figure 4.28 ci-dessous. Pour chaque valeur de n nous avons comparé le profil de vitesse, le débit et la 
viscosité apparente calculés numériquement et théoriquement. On observe un excellent accord quel que 
soit n sur les profils de vitesse et les débits. Par contre, comme attendu la viscosité apparente calculée 
numériquement le long du rayon du tube s’écarte du calcul théorique au voisinage de l’axe à cause de sa 
sensibilité au maillage. Le maillage construit avec Nz=50, Na=100 et q=1,09 permet de calculer 
correctement la viscosité apparente jusqu’à une distance de l’ordre de 1/100 du rayon de tube. 

• Cas des fluides rhéofluidifiants (n<1)  

n=0,9 
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n=0,7 

  
 
n=0,4 

  

 

• Cas des fluides dilatants (n>1) 

n=1,1 
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n=1,3 

  
n=1,6 

  
 

Figure  4.28. A gauche : profil de vitesse et débit, à droite : viscosité apparente. 

Conclusion 

En conclusion, ce sous-chapitre montre qu’après avoir éliminé la contrainte liée à la longueur d’entrée, 
l’écoulement stationnaire laminaire d’un fluide en loi de puissance peut être parfaitement calculé 
numériquement pour différents indices de fluidité. Notons que la viscosité apparente est sensible au 
maillage et est délicate à calculer surtout au voisinage de l’axe du tube. En soignant le maillage, il est 
néanmoins possible de l’évaluer correctement jusqu’à des distances de l’ordre de 1/100 du rayon du 
tube. Par concéquent, la méthode et le protocole utilisé est parfaitement validé. 
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4.2.2 Etude de l’écoulement instationnaire laminaire d’un fluide en loi de 
puissance dans un tube de section circulaire 

Ce sous-chapitre traite le cas d’un écoulement instationnaire laminaire de fluides en loi de puissance 
dans un tube de section circulaire de rayon a  et de longueur L . 

i)-Possiblité d’une solution analytique 

Dans ce cas particulier, l’équation de Cauchy se réduit en régime instationnaire à: 

 ( )1z
rz

u P
r

t z r r
ρ τ∂ −∂ ∂= +

∂ ∂ ∂
 ( 4.43) 

Comme on impose une pression oscillatoire entre l’entrée et la sortie du tube 0
i tP P eω∆ = ∆  : 

 0
i tP

P e
z

ω∂ = −∇
∂

 ( 4.44) 

Alors l’équation (4.43) devient : 

 ( )0

1i tz
rz

u
P e r

t r r
ωρ τ∂ ∂= −∇ +

∂ ∂
 ( 4.45) 

De l’équation (4.37) et (4.45) nous obtenons : 
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ωρ

−
 ∂ ∂ ∂ ∂= −∇ + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ( 4.46) 

Malheureusement, cette équation est non-linéaire. Cependant, d’autres travaux dans notre équipe 
nous ont prouvés que dans certainnes conditions de fréquences et d’amplitude, on pouvait 
s’attendre à un comportement faiblement non linéaire surtout si le fluides est faiblement non 
newtonien( )1n∼ . Profitant de cette remarque nous avons tenté de résoudre cette équation en 

supposant qu’elle pouvait avoir un comportement linéaire. Dans ces conditions on peut supposer :  

 ( ) ( ), , , , , i t
z zu r t n u r n eωω ω= ɶ  ( 4.47) 

On obtient en fin du compte : 
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Si le fluide est faiblement non-newtonien on peut poser 1n ε= +  où ε  est très petit ( )0ε →  , 

donc 1n ε− =   peut être très faible et l’équation d’amplitude peut se réduire à : 
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ɶ  ( 4.49) 

Si 1n =  on retrouve l’équation d’amplitude de Womersley (voir l’équation 4.2) : 
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ɶ  ( 4.50) 

Dans cette équation la consistance k  joue le rôle de la viscosité dynamique du fluide 
newtonien µ . Analytiquement, il est encore difficile de résoudre l’équation (4.49) malgré les 
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simplifications. Nous avons donc été obligé de résoudre l’équation non simplifiée (4.46) 
numériquement ; soit en utilisant la méthode des volumes finis (Fluent), soit avec la méthode des 
différences finis. Pour cette dernière méthode, on doit normaliser cette équation (4.46). 

ii)-Normalisation de l’équation d’amplitude 

On normalise l’amplitude de la vitesse zuɶ  par une vitesse caractéristique cuɶ , le rayon r  par le 
rayon du tube a  et le temps t  par un temps caractéristique ct  à définir. L’équation (4.46) 
adimensionnalisée s’écrit  sous la forme : 

 2
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 ( 4.51) 

Il y’a deux façon de définir le temps caractéristique ; soit par l’inverse de la pulsation 1ct ω=  , 

soit par l’inverse du temps de diffusion de la quantité de mouvement 2
c appt a ν= . 

� 1ér cas : on prend ct = 1 ω  

Si on normalise le temps par l’inverse de la pulsation ( )1t t ω+ = , l’équation (4.51) devient : 
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 ( 4.52) 

Dans ce cas on peut prendre comme vitesse caractéristique ( )11
0

nn
cu P a k+= ∇ɶ  et en fin de compte 

on obtient l’expression de l’équation adimensionnelle qui s’écrit sous la forme suivante : 
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On peut extraire de cette équation le nombre de Womersley généralisé, qu’il s’écrit comme suit : 
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� 2éme cas : on prend 2
c appt = a ν  

On sait que : 
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Ici on prend également ( )11 nn
cu Pa k+= ∇ɶ . On peut exprimer ct  en fonction de cuɶ  et l’expression 

devient : 0c ct u Pρ= ∇ɶ . Alors l’équation adimensionnelle dans ce cas s’écrit : 

 
2

2

1 21
n

n

i tu u u u
e n

t r r r r
α +

−+ + + +

+ + + + +

 ∂ ∂ ∂ ∂= − + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

ɶ ɶ ɶ ɶ
 ( 4.55) 

Comme on vient de le dire, on peut résoudre cette équation par la méthode des différences finis 
[112] en discrétisant le temps t  et l’espace r . On peut aussi résoudre cette équation sous forme 
dimensionnelle (4.46), par la méthode des volumes finis, en utilisant le code de calcul Fluent et 
c’est cette dernière méthode qui a été retenue. Le paragraphe ci-dessous montre les résultats 
obtenus en déterminant la fonction de transfert hydrodynamique du système pour chaque indice de 
fluidité n . 
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iii)-Solution numérique 

D’après les résultats de l’étude stationnaire de l’écoulement des fluides en loi de puissance à 
travers un tube, nous avons utilisé le maillage de la figure 4.27 dans les gammes des basses 
fréquences (T.B.F) et un maillage uniforme très fin dans le cas des hautes fréquences avec Na=200 
points suivant le rayon et Nz=50 points suivant l’axe de tube. Nous avons utilisé également 
l’algorithme « coupled » pour accélérer les calculs pour chaque indice de fluidité. 

• Module et phase de «l’inconsistance complexe » 

Nous plaçons dans l’hypoythèse où le problème de la réponse de l’écoulement d’un fluide en loi de 
puissance dans un tube, soumis à une oscillation sinusoïdale de la pression, n’est pas fortement non 
linéaire. 

Dans ce cas, on rappelle que l’écoulement en régime stationnaire dans un tube circulaire de rayon a  et 
de longueur L , donne le débit (4.40)  : 

 ( ) ( )
1/

3 1 /00, ,
3 1 2

n
n n

TBF

Pn
Q r n r

n k
ω π +∇  = =   +  

 ( 4.56) 

Le gradient de pression a alors comme expression : 

 ( ) ( )0 3 1

3 1 1
2 0, ,

n
n
TBFn

n
P k Q r n

n r
ω

π +

+ ∇ = = 
 

 ( 4.57) 

A partir de cette expression on constate que la définition classique de l’admittance ne sera pas 
pertinente pour l’identification de notre milieu poreux. Ainsi, pour des raisons purement pratiques 
nous allons définir une grandeur TBFG  égale à l’inverse d’une pseudo-consistance globale qui ne 
dépend pas du débit, mais uniquement de la consistance du fluide, de son indice de fluidité et du 
rayon du tube. Dans ce cas aux très basses fréquences (régime stationnaire), celle-ci sera nommée 
« inconsistance » basses fréquences et est donnée par : 

 ( ) ( ) ( )3 1

0

0, , 1
0, ,

2 3 1

nn
nTBF

TBF

Q r n n
G r n r

P k n

ω πω +=  = = =  ∇ + 
 ( 4.58) 

Dans le cas instationnaire, on peut définir « l’inconsistance complexe » par son expression généralisée 
comme suit : 

 � ( )
� ( )

0

, ,
, ,

n
Q r n

G r n
P

ω
ω =

∇
 ( 4.59) 

Celle-ci peut être normalisée par sa valeur TBF : 

 � ( ) ( ) ( ), , , , . ,TBFG r n G r n g nω ω α= ɶ  ( 4.60) 

où ( ),g nαɶ  est « l’inconsistance complexe » normalisée calculée pour un seul tube par « Fluent ». 

Nous avons fait varier le nombre de Womersley défini par la relation 4.54 entre 0,01 et 13 pour 
différents indices de fluidité variant de 0,7 à 1,3. Nous avons ensuite déterminé et tracé le module 
et la phase de « l’inconsitance complexe », en utilisant la F.F.T pour chaque indice n. Les résultats 
numériques sont représentés ci-dessous : 
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Figure  4.29. Module normalisé de « l’inconsistance complexe » en fonction de la fréquence réduite  
dans le cas d’un seul tube de rayon a. 

 

 
Figure  4.30. Phase de « l’inconsistance complexe » en fonction de la fréquence réduite 

dans le cas d’u seul tube de rayon a. 

On peut remarquer sur ces courbes que le module et la phase de cette «inconsistance complexe» sont 
rehaussés dans le cas des fluides rhéofluidifiants et réduit dans le cas des fluides dilatants. 
Néanmoins, toute cette étude et ces résultats n’ont de sens que parce qu’une étude préalable sur la 
linéarité du problème fréquenciel a été menée. 
 
iv)-Etude la non linéarité du système 

Il est évident que la réponse de ce type d’écoulement instationnaire de fluide en loi de puissance, est non 
linéaire. A cause de cela, nous avons procédé à une analyse numérique fréquentielle pour déterminer les 
conditions dans lesquelles le système n’est que très faiblement non linéaire. Ces calculs ont été effectués 
à l’aide de deux codes de calcul numérique, dont l’un est en volumes finis (Fluent) et l’autre de type 
différences finies développé dans notre laboratoire. Les résultats concernant la valeur relative de 
l’amplitude du premier harmonique A0 par rapport à celle du deuxième A1 du débit, obtenus avec ces 
deux codes sont parfaitement confondus pour les indices de fluidité compris entre 0,7 1,3n≤ ≤ . Ces 
amplitudes mesurées par une analyse spectrale ont prouvé la prépondérance des modes fondamentaux 
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par rapport aux harmoniques concluant à un comportement linéaire du filtre hydrodynamique non 
newtonien pour 0,7n≥  , pour toutes les fréquences. La figure ci-dessous montre l’ensemble des 
résultats obtenus : 

 

Figure  4.31. Rapport des amplitudes de la réponse en débit d’un fluide en loi de puissance en fonction 
de la fréquence réduite dans le cas d’un seul tube de rayon a. 

Ces résultats ont été obtenus en calculant la FFT du débit aux basses et hautes fréquences. A titre 
d’exemple, nous donnons sur les figures 4.32 et 4.34 les résultats correspondant à la FFT du débit pour

0,9n = . En premier lieu on constate que seule les harmoniques multiples impaires de la fréquence 

fondamentale, sont présents dans ce signal ( )0 1 0 2 0, 3 , 5 ,...f f f f f= =  . L’apparition d’harmoniques dans 

la FFT est bien une preuve que le système est fondamentalement non linéaire. Ces résultats 

correspondent à Re 0,001TBF =  . La figure 4.32 correspond à une valeur prise sur le plateau basses 

fréquences ( )0,25nα =  et la figure 4.34 correspond à une valeur prise dans le domaine des hautes 

fréquences ( )11,20nα = . Finalement, ces courbes montrent bien que la non linéarité du système finie 

par s’estomper aux hautes fréquences. Ces résultats sont obtenus pour 20 périodes. Par ailleurs, afin de 
vérifier l’harmonicité du signale de pression imposée durant le calcul, nous avons tracé sur les figures 
4.33 et 4.35 la FFT du signal de la pression. Celles-ci montrent en effet que la pression est bien 
sinusoïdale. Le bruit qu’on aperçoit sur ces courbes de la pression est dû à la discrétisation de la 
pression qui est calculée au second ordre. 
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Figure  4.32. Amplitude de la FFT du débit en fonction de la fréquence pour n=0,9 aux très basses 
fréquences. 

 

 

 
 

Figure  4.33. Amplitude de la FFT de la pression en fonction de la fréquence pour n=0,9 aux très basses 
fréquences. 
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Figure  4.34. Amplitude de la FFT du débit en fonction de la fréquence pour n=0,9 aux hautes 

fréquences. 

 

 
Figure  4.35. Amplitude de la FFT de la pression en fonction de la fréquence pour n=0,9 aux hautes 

fréquences. 

 
Le résultat le plus important pour cette étude est celui de la figure 4.36 qui représente l’inverse du 
rapport des deux premiers harmoniques aux très basses fréquences (valeurs du plateau, voir la courbe 
4.31) en fonction de l’indice de fluidité n . En effet, on peut y constater que le système étudié reste très 
faiblement non linéaire pour les fluides en loi de puissance pour des indices de fluidités n  voisins de 1 
et qu’il faut bien s’éloigner de 1n = , pour assister à un comportement fortement non linéaire aux basses 
fréquences. 
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Figure  4.36. Inverse du rapport des deux premiers harmoniques en très basse fréquence en fonction de 

l’indice de fluidité n . 
 

4.2.3 Détermination de la distribution de tailles de pores dans le cas des 
fluides en loi de puissance 

Ne disposant pas d’expression explicite pour le noyau constituant «l’inconsistance complexe» 
normalisée ( ),g nαɶ  nous l’avons calculé numériquement à l’aide de Fluent. Pour un indice de fluidité n 

fixé, après avoir calculé la fonction de transfert (module\phase) de ce noyau, nous avons procédé à une 
interpolation polynomiale des valeurs du module et de ceux de la phase, en fonction de la fréquence 
réduite. A ce niveau, on peut effectuer un calcul direct pour une distribution gaussienne par exemple. 
Mais avant d’attaquer ce problème dédié aux fluides en loi de puissance, on doit vérifier tout d’abord la 
validité de cette méthode en l’appliquant aux fluides newtoniens qui ne sont qu’un cas particulier 

( )1n = .  

i)-Vérification du calcul direct pour les fluides newtoniens ( )n = 1  

Théoriquement, on connait l’expression du noyau de l’équation de Fredholm c’est-à-dire l’admittance 
complexe du système qui se confond dans ce cas avec « l’inconsistance complexe ». On importe les 
données du calcul effectué par « Fluent » du module et la phase de l’admittance complexe normalisée 
� ( ), 1g nα =  d’un seul tube, en fonction de nombre de Womersley aα ω ν= . Ensuite, on lisse ces 

valeurs à l’aide d’un polynôme d’ordre 10 (4.61). Par conséquent, on peut comparer ce module et cette 
phase théoriques (Womersley) avec ceux calculés numériquement par « Fluent ». 

 

( ) 4 2 2 1 3 1 4

2 5 2 6 3 7

4 8 5 9 7 10

1,00044 8,11.10 3,65.10 1,26.10 1,74.10

9,15.10 2,5.10 3,93.10

3,61.10 1,8.10 3,78.10

g α α α α α

α α α
α α α

− − − −

− − −

− − −

= + − + −

+ − +
− + −

ɶ

 ( 4.61) 

Pratiquement, on remplace α  par son expression rα ω ν=  dans l’expression de la fonction de 

lissage de ( )g αɶ  (contenant le module et la phase), ensuite on la multiplie par 4 8TBFG rπ µ=  puis 

on normalise le résultat par ( ), 0eq TBF TBFG G p r dr
∞

= ∫  (voir l’éq. 4.62). A ce stade nous pouvons 

effectuer le calcul direct en utilisant l’intégrale suivante qui s’écrit comme : 
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ɶ
 ( 4.62) 
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Enfin on peut tracer le module et la phase de l’admittance complexe normalisée en fonction de la 
fréquence réduite α  pour une distribution gaussienne de valeur moyenne 10m mµ=  et d’écart type 

2 mσ µ= . Une comparaison est effectuée entre le calcul direct théorique (Womersley) et le calcul 
obtenu par la fonction de lissage polynomiale d’ordre 10. La figure 4.37 montre que les résultats 
obtenus se confondent parfaitement. 

  

Figure  4.37. Comparaison entre le module et la phase de l’admittance complexe équivalente théorique et 
de celle calculée par la fonction de lissage en fonction de la fréquence réduite. 

Après avoir validé cette procédure dans le cas newtonien, nous allons l’utiliser dans les cas des fluides 
d’Ostwald. 

ii)-Calcul direct pour les fluides en loi de puissance 

On suppose que la distribution ( )p r  est une gaussienne de valeur moyenne 10m mµ=  et d’écart type 

2 mσ µ= . En appliquant la procédure validée ci-dessus, on peut effectuer un calcul direct pour des 
fluides en loi de puissance pour différents indices de fluidité 

( )0,7, 0,8, 0,9, 1,1, 1,2, 1,3n n n n n n= = = = = = . On utilise également le nombre de Womersley 

généralisé rappelé ici : 
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nn
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+

−

 
=  ∇ 

 ( 4.63) 

On récapitule les résultats sur la figure 4.38 ci-dessous : 

  

Figure  4.38. Module et phase de «l’inconsistance complexe» équivalente normalisée en fonction de la 
fréquence réduite pour les fluides en loi de puissance. 
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iii)-Calcul inverse de la distribution pour les fluides en loi de puissance 

• Vérification du calcul pour les fluides newtoniens  

Ici on souhaite vérifier l’efficacité de la méthode inverse en utilisant la fonction de lissage d’ordre 
10 à travers la connaissance du module et la phase du système complexe. Pour effectuer ce calcul 
inverse on doit impérativement rendre les équations adimensionnelles, pour cela on normalise le 

rayon r  par la racine carré du moment d’ordre 2 ( )2r r m+ =  et la pulsation ω  par l’inverse du 

temps de diffusion de la quantité de mouvement ( )( )2/ mω ω ν+ = . Comme dans le cas des fluides 

à seuil, nos calculs doivent être proches de la réalité. Pour cela, nous supposons une distribution 
gaussienne de valeur moyenne 410m m−=  et d’écart type 52.10 mσ −= . L’équation intégrale de 
première espèce de Fredholm devient alors : 

 � ( ) ( ) ( )
0

,G g r p r drω ω
∞+ + + + + + + += ∫ ɶ  ( 4.64) 

Pour la distribution gaussienne, le calcul direct est représenté par son module et sa phase tracés sur 
la figure 4.39 ci-dessous : 

  
Figure  4.39. Module et phase adimensionnelles de l’admittance complexe équivalente en fonction 

de la fréquence adimensionnelle pour des fluides newtoniens et une distribution gaussienne. 

Au-delà 10ω+ =  le module et la phase divergent, ceci est dû à la fonction de lissage. L’inversion 
s’effectue à travers le domaine de la pulsation non-dimensionnelle étudié. Le calcul inverse de la 
gaussienne est représenté sur la figure 4.40 : 

 
Figure  4.40. Comparaison entre la distribution initiale et celle calculée par inversion (n=1). 

Cette figure montre une concordance parfaite entre la distribution gaussienne originale et la distribution 
calculée avec la méthode matricielle d’inversion. Pour vérifier l'efficacité de cette technique avec des 
distributions plus complexes, une distribution gaussienne bimodale est considérée, avec deux pics 1m  et 
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2 12m m=  et le même écarts-types σ  . Le module et la phase sont tracés sur la figure 4.41 et la figure 

4.42 présente le résultat obtenu par inversion en utilisant la méthode matricielle de Fredholm :  

  
Figure  4.41. Module et phase adimensionnelles de l’admittance complexe équivalente en fonction 

de la fréquence adimensionnelle pour des fluides newtoniens et une distribution bimodale. 

 
Figure  4.42. Comparaison entre la distribution initiale et celle calculée pour une distribution 

bimodale avec 2 1m = 2m  et σ  en utilisant des fluides newtoniens (n=1). 

On peut constater encore le très bon raccord entre la DTP supposée et celle calculée par inversion. Pour 
finir cette vérification, nous avons testé une autre distribution plus complexe de type gaussienne tri-
modale. Le module et la phase ainsi que la distribution inverse sont représentés sur les figures 4.43 et 
4.44 ci-dessous : 

  
Figure  4.43. Module et phase adimensionnelles de l’admittance complexe équivalente en fonction 
de la fréquence adimensionnelle pour une distribution tri-modale avec 1m , 2 1m = 2m , 3 1m = 3m  et 

σ  en utilisant des fluides newtoniens. 
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Figure  4.44. Comparaison entre la distribution initiale et celle calculée pour une distribution 

bimodale avec 1m , 2 1m = 2m , 3 1m = 3m  et σ  en utilisant des fluides newtoniens. 

On remarque une parfaite concordance entre les deux courbes donc la méthode d’inversion est 
robuste. 

Remarque : 

� Pour cette analyse on prend toujours le moment d’ordre 2 correspondant au premier « pic » 
quelque soit la distribution choisie (gaussienne mono, bi ou tri-modale). Dans le cas étudié 
ci-dessus la racine carrée de ce moment d’ordre 2 est égale à 41,02.10 m− . 

� Le domaine de variation de la pulsation, sur lequel sont calculés le module et la phase, est 
celui indiqué sur les figures précédentes. Ce domaine correspond à celui qui permet 
d’obtenir toute la courbe de la distribution. Les bornes minimum et maximum qui 
permettent cette inversion sont calculées à l’aide des relations suivantes : 

 max min1
et

r r
r r

Nω

+ +
+ +

+

−
= ∆ =  ( 4.65) 

Où N  est le nombre de points utilisés pour le calcul (ici on prend 310N = ). 

� On constate que dans le cas des distributions plus complexes (bi ou tri-modale), pour 
pouvoir inverser la distribution, on doit tenir compte du domaine fréquentiel car 
l’inversion doit se faire principalement dans le domaine de la transition entre les basses et 
les hautes fréquences. Comme la pulsation est normalisée par le biais du moment du 
premier « pic », le deuxième et le troisième « pic » sont à calculer dans le domaine des 
basses fréquences. 

Conclusion : 

Nous avons vérifié avec succès l’efficacité de la technique d’inversion effectuée par la méthode 
matricielle, en lissant les courbes du module et la phase de l’admittance complexe. Celle-ci est 
calculée numériquement dans le cas d’un écoulement instationnaire de fluides newtonien, à travers 
un tube de section cylindrique. Ce lissage a été effectué par une fonction d’interpolation 
polynomiale d’ordre 10. A ce stade, la question posée est la suivante : est-ce que cette méthode 
d’inversion est encore efficace pour les fluides en loi de puissance ? La réponse est donnée dans 
les paragraphes suivants. 
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• Calcul inverse pour les fluides rhéofluidifiants  

On applique la même démarche et le même paramétrage des distributions que précédemment aux 
fluides rhéofluidifiants. En commençant par la normalisation des paramètres géométriques, 
physiques et dynamiques du problème. Ainsi, on normalise le rayon par la racine carrée du 

moment d’ordre 2 du premier «pic » ( )+
2r = r m  et la pulsation par l’inverse du temps de 

diffusion de quantité de mouvement ( )( )+
app 2ω = ω ν m . La viscosité cinématique apparente 

caractéristique est définie par : 

 

1

avec
2

n
app c

app app

u
k

r

µ
ν µ

ρ

−
 = =  
 

ɶ
 ( 4.66) 

où ( )1/1
0P r

nn
cu k+= ∇ɶ  est la vitesse caractéristique définie ci-dessus. 

«L’inconsistance complexe » équivalente dimensionnelle s’écrit sous la forme suivante : 

 ( ) ( ) ( ), 0
, , ,eq c nG n G g r n p r drω ω

∞+ + + + + + += ∫ɶ ɶ  ( 4.67) 

avec ( )1 3 /2
, 2

nn
c nG m kπ +=  est «l’inconsistance complexe » caractéristique, pour les fluides en loi 

de puissance et ( ), ,g r nω+ + +ɶ  est «l’inconsistance complexe » adimensionnelle élémentaire 

reconstituée par la fonction polynomiale de lissage des résultats numérique (module et phase).  

 

Pour n=0,8 

La technique d’inversion est alors testée dans le cas des fluides rhéofluidifiants pour l’indice de 
fluidité n=0,8. On commence par une distribution gaussienne, le module et la phase ont été 
calculés numériquement puis lissés. Utilisant cette fonction de lissage nous avons pu déterminer la 
distribution recherchée. Les figures 4.45 et 4.46 montrent respectivement les résultats obtenus : 

  
Figure  4.45. Module et phase adimensionnelles de «l’inconsistance complexe » équivalente en 

fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=0,8 et une distribution gaussienne. 
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Figure  4.46. Comparaison entre la distribution originale et celle calculée par inversion pour n=0,8 

et une distribution gaussienne. 

On constate ici sur la figure ci-dessus que la méthode inverse est validée pour l’indice de fluidité 
n=0.8. Nous avons testé également deux distributions de type bimodal. Les figures ci-dessous 
montrent les résultats obtenus : 

  
Figure  4.47. Module et phase adimensionnelles de «l’inconsistance complexe » équivalente en 
fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=0,8 et une distribution bimodale (même écart 

type). 

 
Figure  4.48. Comparaison entre la distribution originale et celle calculée par inversion pour n=0,8 

et une distribution bimodale (même écart type). 
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Pour l’autre distribution nous avons choisi deux écarts types différents. La figure 4.49 illustre le 
module et la phase. La figure 4.50 montre la distribution inverse obtenue :  

 

  
Figure  4.49. Module et phase adimensionnelles de «l’inconsistance complexe » équivalente en 
fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=0,8 et une distribution bimodale (écarts types 

différents). 

 
Figure  4.50. Comparaison entre la distribution originale et celle calculée par inversion pour n=0,8 

et une distribution bimodale (écarts types différents). 

Cette courbe montre une bonne concordance de la distribution inverse avec celle initiale d’une part 
et la non influence de la forme de la distribution d’autre part. 

 

Remarque  

Les mêmes types de distributions ont été testés pour les autres indices de fluidité 

( )0, 7 ; 1,1; 1,3n n n= = = . Nous avons donc tracé le module et la phase de «l’inconsistance 

complexe » et calculé la distribution inverse correspondante pour chaque cas. Sachant que les 
distributions gaussiennes multimodales seront validées si celle bimodale l’est, nous avons choisi 
de ne donner que les résultas relatifs à la mono est à la bimodale. Les résultats de calcul obtenus 
avec succès sont donnés ci-dessous : 
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Pour n=0,7 

  
Figure  4.51. Module et phase adimensionnelles de «l’inconsistance complexe » équivalente en 

fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=0,7 et une distribution gaussienne. 

 
Figure  4.52. Comparaison entre la distribution originale et celle calculée par inversion pour n=0,7 

et une distribution gaussienne. 

  
Figure  4.53. Module et phase adimensionnelles de «l’inconsistance complexe » équivalente en 
fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=0,7 et une distribution bimodale (écarts types 

différents). 
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Figure  4.54. Comparaison entre la distribution originale et celle calculée par inversion pour n=0,7 

et une distribution bimodale (écarts types différents). 

 

• Calcul inverse pour les fluides rhéoépaississants  

Pour n=1,1 

 
 

Figure  4.55. Module et phase adimensionnelles de «l’inconsistance complexe » équivalente en 
fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=1,1 et une distribution gaussienne. 

 
Figure  4.56. Comparaison entre la distribution originale et celle calculée par inversion pour n=1,1 

et une distribution gaussienne. 
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Figure  4.57. Module et phase adimensionnelles de «l’inconsistance complexe » équivalente en 
fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=1,1 et une distribution bimodale (écarts types 

différents). 

 
Figure  4.58. Comparaison entre la distribution originale et celle calculée par inversion pour n=1,1 

et une distribution bimodale (écarts types différents). 

Pour n=1,3 

  
Figure  4.59. Module et phase adimensionnelles de «l’inconsistance complexe » équivalente en 

fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=1,3 et une distribution gaussienne. 
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Figure  4.60. Comparaison entre la distribution originale et celle calculée par inversion pour n=1,3 

et une distribution gaussienne. 

  
Figure  4.61. Module et phase adimensionnelles de «l’inconsistance complexe » équivalente en 
fonction de la fréquence adimensionnelle pour n=1,3 et une distribution bimodale (écarts types 

différents). 

 
Figure  4.62. Comparaison entre la distribution originale et celle calculée par inversion pour n=1,3 

et une distribution bimodale (écarts types différents). 

Conclusion 

Dans le cas des fluides en loi de puissance, tant que le système est linéaire, nous venons de 
montrer que la méthode inverse basée sur un lissage polynômiale (d’ordre 10) des résultats 
expérimentaux (ici calculé numériquement) est parfaitement valide et prometteuse. Cette 
résolution n’a été possible que par l’utilisation de la notion de la «l’inconsistance complexe » que 
nous venons d’introduire pour la première fois. 
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Conclusion générale et perspectives 

Dans cette étude, nous avons cherché à concevoir des méthodes innovantes qui soient non 
polluantes, simples à utiliser, et pas chères à mettre en œuvre pour identifier la distribution de 
tailles de pores d’un milieu poreux. En effet, les méthodes utilisées à ce jour sont basées sur 
l’utilisation du mercure, l’adsorption isotherme, l’analyse calorimétrique, la résolution RMN, la 
diffusion de neutrons ou rayons X et la stéréologie. Ces techniques sont soit polluantes soit très 
chères et très compliquées à mettre en œuvre. 
Le concept général sur lequel est basée notre première technique est qu’un pore ne peut être 
traversé par certains fluides que lorsque le gradient de pression qu’on lui impose est supérieur à 
une valeur critique qui dépend d’un seuil introduit par la loi de comportement du fluide. Ainsi, 
on assiste à une invasion progressive des pores de diamètre de plus en plus petit avec 
l’augmentation du gradient de pression. Ceci permet de « scanner » leur distribution. 
Ce concept a été adopté par l’utilisation de fluides à seuil et étudié théoriquement dans le cas du 
modèle de faisceaux de capillaires à l’instar de celui utilisé par Carman-Kozeny pour modéliser 
les milieux poreux. 
Ce travail implique donc de résoudre le problème inverse qui consiste en la détermination de la 
distribution de la taille de pores d’un milieu poreux, par la simple mesure de l’évolution du débit 
volumique d’un fluide à seuil qui le traverse, en fonction du gradient de pression qui lui est 
imposé. Cette technique utilisant des fluides à seuil a été testée et validée avec succès sur 
plusieurs distributions, dans le cas de presque toutes les lois de comportement des fluides à seuil 
connus actuellement. La difficulté de cette méthode réside principalement dans le calcul des 
dérivées d’ordre élevé (entières ou fractionnaires) du débit en fonction du gradient de pression. 
Cette difficulté a été levée par l’utilisation d’un lissage polynomial de degré élevé et par 
l’augmentation de la précision des calculs. Cette façon de faire conduit à de très bons résultats et 
est actuellement en cours de validation expérimentale dans le cadre d’une collaboration avec le 
centre ENSAM de Bordeaux (deux thèses en cours). 
Avec le même objectif, une deuxième technique basée sur l’analyse dynamique de la distribution 
de tailles de pores a été proposée et analysée. Cette technique consiste en l’utilisation de la 
fonction de transfert hydrodynamique d’un milieu poreux, ou plus précisément en la 
détermination de son admittance (ou impédance). En effet, comme l’épaisseur de pénétration 
hydrodynamique dépend de la fréquence d’oscillation du gradient de pression imposée à un 
capillaire, le comportement de sa fonction de transfert dépend de son diamètre. L’utilisation du 
même modèle de faisceau de capillaires dont la taille est distribuée suivant une loi de probabilité 
p(r), permet de calculer son admittance globale par le biais d’une sommation des débits 
élémentaires pondérés par leur densité de probabilité. L’équation qui en découle, constitue une 
équation intégrale de Fredholm dont la solution permet de déterminer la distribution p(r). Le 
noyau de cette équation est préalablement calculé, alors que le terme source est obtenu à partir de 
la réponse en débit mesurée parfaitement, en fonction de la fréquence d’oscillation du gradient 
de pression imposé. Cette technique a été testée et validée avec succès en utilisant plusieurs 
types de distributions, dans le cas où le fluide utilisé est newtonien. Cette technique a pu être 
appliquée encore avec succès dans le cas des fluides en loi de puissance, dans les conditions où 
ce système se comporte de manière linéaire. Pour rendre la résolution de ce dernier problème 
possible nous avons introduit la notion « d’inconsistance complexe ». Il est à noter que cette 
technique fréquentielle est moins exigeante en précision dans les calculs que celle basée sur les 
fluides à seuil. 
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Finalement, par ce travail, nous venons de fournir deux techniques originales totalement 
différentes, pour la détermination de la taille des pores d’un milieu poreux. Ces deux techniques 
sont en cours de validation expérimentale. Elles ne sont pas polluantes, car la première peut se 
contenter de l’utilisation d’un fluide à seuil comme la mayonnaise et la deuxième de l’eau. 
Comme perspectives, nous avons étudié le cas où les pores ont une section aplatie (elliptique). 
L’analyse dynamique que nous avons effectuée a montré que l’introduction de la notion de rayon 
hydraulique rend possible la généralisation de notre modèle. D’autres généralisations sont 
actuellement en cours d’étude. Elles devraient introduire la notion de la tortuosité et de la 
variation de section des pores... 
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Annexe A 
Compléments sur le chapitre 3 

A.1 Modèle de Bingham 

Rappelons que pour les fluides de Bingham, la formule d’inversion donnée dans le chapitre 3 (voir éq. 

3.14), nécessite la normalisation des variables ( ),r P∇ . Dans le travail présenté ci-dessus, nous avons 

utilisé la longueur de l’échantillon pour normaliser les rayons, car elle peut être facilement mesurée. 
Cependant, il aurait été plus pratique de les normaliser par la valeur moyenne de la distribution des 
tailles de pores m  , car elle constitue une échelle naturelle du problème, du fait qu’elle est du même 
ordre de grandeur que les dimensions des pores scannés. Malheureusement, celle-ci n’est pas 

directement mesurable. Par ailleurs comme 2
2m m∼  est mesurable par le biais de la surface de 

l’échantillon et de sa porosité, nous pouvons utiliser cette normalisation, afin de vérifier son influence 

sur les bruits numériques rencontrés lors du calcul de la densité de probabilité( )p r . Dans ces 

conditions, on normalise le rayon r  par la valeur moyenne de la distribution m et la différence de 

pression par 02τ : 

 
0

/

/ 2

r r m

P Pm τ

+

+

 =

∇ = ∇

 ( A.1) 

L’équation de Volterra adimensionnelle devient donc : 

 ( ) ( ) ( )
0

1 ,
r

P

Q P q P r p r dr
+

+

∞+ + + + + + + +

=
∇

∇ = ∇∫  ( A.2) 

où le débit élémentaire adimensionnel est : 

 
( )
( )

4 3

3 0

0

4 1 1
, pour

3 3
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q P r He P r r r r
P

q P r r r

+ + + + + + + +
+

+ + + + +

  ∇ = ∇ − + >  ∇ 
 ∇ = ≤

 ( A.3) 

avec : ( )2 2
0 2 / /He mτ µ ρ=  : est le nombre de Hedström, ici ( )1He= . 

Les débits élémentaire et total sont normalisés par le débit caractéristique suivant : 

 / 16cq mπµ ρ=  ( A.4) 

L’expression de la densité de probabilité adimensionnelle permettant de calculer ( )p r  , est donnée 

par : 

 
( )

2 3

6
2 3

1( ) 5
4 P

r

P Q Q
p r P

He P P +
+

+ + +
+ + +

+ + ∇ =

∇  ∂ ∂= + ∇ 
∂∇ ∂∇ 

 ( A.5) 

Comme dans la méthode citée précédemment dans le chapitre 3, on donne ci-dessous, les 
différents résultats obtenus pour des distributions mono et bimodales. 
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Figure  A.1. Débit global en fonction du gradient 

de pression dans le cas d’une distribution 
gaussienne pour un fluide de Bingham. 

 
Figure  A.2. Restitution de la distribution originale à 

partir de la courbe débit-gradient de pression. 

 

 
Figure  A.3. Débit global en fonction du gradient 

de pression dans le cas d’une distribution 
bimodale pour un fluide de Bingham. 

 
Figure  A.4. Restitution de la distribution 

bimodale à partir de la courbe caractéristique. 

 

Les figures A.2 et A.4 montrent une parfaite concordance entre les distributions supposées 
initialement et celles calculées avec la formule de l’équation (A.5). Cette nouvelle normalisation 
n’apporte rien de plus sur le résultat précédent, à la différence près que celle-ci n’a pas besoin 
d’utiliser une grande précision du calcul numérique de la fonction « NIntegrate » de « Mathematica ». 

A.2 Modèle de Casson 

La même normalisation que précédemment a été effectuée pour les fluides de Casson. Le débit 
élémentaire et la distribution de tailles de pores adimensionnels s’écrivent comme suit : 

 ( ) 4 1/2 7/2 3

3

16 4 1 1
,

7 3 21
q P r He P r P r r

P
+ + + + + + + +

+

 ∇ = ∇ − ∇ + − ∇ 
 ( A.6) 

 
( ) ( )2 3 4

6
2 3 4

2

1

15 15
( )

2 2 2 P
r

P Q Q Q
p r P P

He P P P
+

+

+ + + +
+ + + +

+ + + ∇ =

∇  ∂ ∂ ∂= + ∇ + ∇ 
∂∇ ∂∇ ∂∇ 

 ( A.7) 

Les résultats obtenus sont : 
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Figure  A.5. Réponse en débit en fonction de 

gradient de pression d’une distribution gaussienne 
pour un fluide de Casson. 

 
Figure  A.6. Distribution gaussienne obtenue avec 

l’expression ( )p r+ +  comparée avec la 

distribution imposée pour un modèle de Casson. 
 

 
Figure  A.7. Réponse en débit en fonction de gradient 

de pression d’une distribution bimodale pour un 
fluide de Casson. 

 
Figure  A.8. Distribution bimodale obtenue avec 

l’expression ( )p r+ +  comparée avec la distribution 

imposée pour un modèle de Casson. 
 
La conclusion précédente est encore valable dans ce cas. 

A.3 Modèle de Herschel-Bulkley 

Dans le cas des fluides de Herschel-Bulkley, le débit élémentaire adimensionnel s’écrit : 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) }{ 21 1/ 22

3

1 1 1
, , 1 . 2 2 1 1 2 1

1 2 1

nH Bq P r n He r P n n n r P n n r P
n n P

++ + + − + + + + + +

+
∇ = ∇ − + + ∇ + + + ∇

+ + ∇
  

  ( A.8) 

Dans ce cas le nombre de Hedström pour un fluide de Herschel Bulkley est donné par : 

 
( ) 2/2 / 2
0 /

nn nH BHe m kρτ −− =  ( A.9) 

Alors que le débit caractéristique est donné par : 

 ( ) ( )
( )1 /1/
0
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3 1 2

n nn

c

mkn Pm
q P n

n

τπ τ
ρ

−  ∇∇ = =  +  
 ( A.10) 
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• Solution adimensionnelle dans le cas où *1 ,n q q= ∈ℕ  
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 ( A.11) 

• Solution adimensionnelle dans le cas où n∈ℚ  
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 ( A.12) 

i)-Calcul direct 

La densité de probabilité supposée ici est une gaussienne normalisée dont la moyenne 10m mµ=  et 

l’écart type est 2 mσ µ=  . La figure A.9 présente le calcul direct pour différents indices de fluidité n . 
 

 
Figure  A.9. Evolution de Q+  en fonction de gradient de pression P+∇ pour différents indices de 

fluidité. 

ii)-Calcul inverse 

On représente les différents résultats obtenus pour 2q=  et 3q=  en utilisant les deux distributions 
utilisées précédemment :  
n =1 2 

 
Figure  A.10. Q+  en fonction de P+∇  pour une 

distribution gaussienne et un fluide de Herschel-

Bulkley ( )1 2n= . 

 
Figure  A.11. Distribution gaussienne obtenue avec 

l’expression ( )p r+ +  du modèle de Herschel-Bulkley 

pour 1 2n= . 
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Figure  A.12. Q+  en fonction de P+∇  pour une 
distribution bimodale et un fluide de Herschel-

Bulkley ( )1 2n= .  

 
Figure  A.13. Distribution bimodale obtenue avec 

l’expression ( )p r+ +  du modèle de Herschel-

Bulkley pour 1 2n= . 
 
n =1 3 

 
Figure  A.14. Débit global en fonction du gradient de 
pression pour une distribution gaussienne et un fluide 

de Herschel-Bulkley ( )1 3n= . 

 
Figure  A.15. Restitution de la distribution originale à 
partir de la courbe débit-gradient de pression pour un 

fluide de Herschel-Bulkley ( )1 3n= . 

 

 
Figure  A.16. Débit global en fonction du gradient de 
pression pour une distribution bimodale et un fluide 

de Herschel-Bulkley ( )1 3n= . 

 

Figure  A.17. Restitution de la distribution originale à 
partir de la courbe débit-gradient de pression pour un 

fluide de Herschel-Bulkley ( )1 3n= . 
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On constate encore que dans le cas où 1n q= , la distribution supposée coïncide parfaitement avec 
celle obtenue par inversion. Et on remarque également qu’avec cette normalisation (le rayon normalisé 
par la valeur moyenne de la distribution) le bruit au voisinage des petits pores est plus faible par 
rapport aux résultats obtenus dans le chapitre 3 figure 3.38. D’où l’effet de la normalisation sur la 

précision du calcul numérique de ( )p r+ + . 

A.4 Modèle de Robertson-Stiff 

On pose : 

02

Pm
P

r
r

m

τ
+

+

∇∇ =

 =


 

Dans le cas des fluides de type Robertson-Stiff, l’écoulement élémentaire adimensionnel est alors : 
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où le nombre de Hedström R SHe −  est comme celui qui est défini dans le cas de fluides de Herschel-

Bulkley : ( )2 / 2 2/
0

n nR S nHe m kρτ −− =

 
Le débit caractéristique s’écrit comme : 
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La densité de probabilité adimensionnelle pour n∈ℝ
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 ( A.15) 

Dans le calcul direct pour différents indices de fluidité varient entre 0,5 1,5n≤ ≤ , pour une 

distribution gaussienne, nous avons pris 10m mµ= , 2 mσ µ=  et 1R SHe − =  . Le résultat est présenté sur 
la figure A.18 ci-dessous : 

 
Figure  A.18. Evolution de Q+  en fonction de gradient de pression P+∇ pour différents indices de 

fluidité et un fluide de Robertson-Stiff. 
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On montre ci-dessous les résultats du calcul direct et du calcul inverse de la distribution : 

n=1 2 

 
Figure  A.19. Réponse en débit en fonction de 

gradient de pression pour une distribution gaussienne 

et un fluide de Robertson-Stiff pour 1 2n= .  

 
Figure  A.20. Distribution gaussienne obtenue par 
l’expression d’inversion ( )p r+ +  pour un modèle 

de Robertson-Stiff comparée avec la distribution 

imposée pour 1 2n= .  
 

 
Figure  A.21. Réponse en débit en fonction de 

gradient de pression pour une distribution bimodale 

et un fluide de Robertson-Stiff pour 1 2n= . 

 
Figure  A.22. Distribution bimodale obtenue par 

l’expression d’inversion ( )p r+ +  pour un modèle 

de Robertson-Stiff comparée avec la distribution 

imposée pour 1 2n= . 

3 2n=  

 
Figure  A.23. Réponse en débit en fonction de gradient 

de pression pour une distribution gaussienne et un 

fluide de Robertson-Stiff pour 3 2n= . 

 
Figure  A.24. Distribution gaussienne obtenue par 
l’expression d’inversion ( )p r+ +  pour un modèle 

de Robertson-Stiff comparée avec la distribution 

initiale pour 3 2n= . 
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Figure  A.25. Réponse en débit en fonction de 

gradient de pression pour une distribution tri-modale 

et un fluide de Robertson-Stiff pour 3 2n= .  

 
Figure  A.26. Distribution tri-modale obtenue par 
l’expression d’inversion ( )p r+ +  pour un modèle 

de Robertson-Stiff comparée avec la distribution 

initiale pour 3 2n= . 

 
Conclusion 

Pour un fluide de Robertson-Stiff ( 1 2n=  et 3 2n= ) l’expression de la distribution ne subit aucun 

changement comme dans les autres cas. 
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Annexe B 

Compléments sur le chapitre 4 

B.1 Etude de l’écoulement stationnaire laminaire d’un fluide 
newtonien à travers un tube de section elliptique  

Comme la forme de la section des pores n’est pas nécéssairement circulaire et qu’elle peut avoir 
une forme aplatie, nous avons voulu étudier l’influence de cette forme sur notre analyse, en 
considérant une section elliptique.  

i)-Solution analytique 

Nous présentons donc, l’étude d’un écoulement laminaire permanent d’un fluide newtonien, dans 
une conduite de section elliptique. L’écoulement s’effectue suivant l’axe z, la vitesse 

d’écoulement ( ) ( ), ,zu x y w x y=  dépend de x et y. L’équation de continuité montre que 

l’écoulement s’effectue par droites parallèles. On obtient ainsi l’équation de mouvement 
suivante : 

 
( ) ( )2 2

2 2

, , 1w x y w x y p

x y zµ
∂ ∂ ∂+ =

∂ ∂ ∂
 ( B.16) 

Soit /P P L∇ = ∆  le gradient de pression où P∆  est la différence de pression entre les deux 

extrémités de la conduite et L  sa longueur. 

La résolution de l’équation B.16 s’écrit sous la forme: 

 ( )
2 2

2 2
, 1

x y
w x y C

a b

 
= + − 

 
 ( B.17) 

Avec C  est une constante à déterminer. Finalement nous obtenons l’expression de la vitesse qui 
s’écrit comme suit [113] : 

 ( )
2 2 2 2

2 2 2 2
, 1

2

P a b x y
w x y

a b a bµ
  ∇= − −  +  

 ( B.18) 

Le débit volumique : 

 ( ),vQ w x y dxdy= ∫∫  ( B.19) 

En procédant au changement de variable des coordonnées cartésiennes en coordonnées polaires : 

 
cos

sin

x ar

y br

θ
θ

=
 =

 ( B.20) 

L’aire de la section elliptique s’écrit comme suit : 

 
2 1

0 0
S abrdrd ab

π
θ π= =∫ ∫  ( B.21) 

Alors l’expression de débit volumique s’écrit sous la forme suivante : 
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 ( )2 1

0 0vQ w r abrdrd
π

θ= ∫ ∫  ( B.22) 

avec : 

 ( ) ( )
2 2

2
2 2

1
2

P a b
w r r

a bµ
 ∇= − + 

 ( B.23) 

Finalement on obtient l’expression de débit qui s’écrit comme [113] : 

 
3 3

2 24v

P a b
Q

a b

π
µ
 ∇=  + 

 ( B.24) 

Dans ce cas l’admittance TBF : TBFG  est définie comme le rapport du débit volumique vQ  et le 
gradient de pression P∇ . Son expression est s’écrit comme suit : 

 
3 3

2 24TBF

a b
G

a b

π
µ
 

=  + 
 ( B.25) 

On peut l’écrire également en utilisant la notion du rayon hydraulique Hr  de l’ellipse de la façon 
suivante : 

 
41 1

8 2TBF HG e r
e

π
µ

 = + 
 

 ( B.26) 

où [5] : 

 
2 2

2 2
H

S ab
r

P a b
a

e
b


=

 +
 =

≃

 ( B.27) 

et P le périmètre de l’ellipse approximé ( )2 22P a bπ≈ + . 

ii)-Solution numérique 

Nous avons résolu numériquement ce problème avec « Fluent » en se basant sur deux maillages 
3D différents. En effet, comme précédemment (voir le sous-chapitre 4.1.2), nous avons imposé à 
l’aide d’une UDF une différence de pression entre l’entrée et la sortie de la conduite afin 
d’éliminer la contrainte liée à la longueur d’entrée. Pour rendre le calcul plus rapide nous avons 
réalisé un maillage en 3D d’un quart d’ellipse. Les maillages utilisés sont représentées ci-dessous 

pour deux rapports d’aspect de l’ellipse( )2 ; 0,1e e= = . On prend dans le premier cas ( )2e=  la 

longueur de la conduite 2L a m= = , dans le deuxième ( )0,1e=  2 ; 1L m a m= = . 

  
Figure  B.27. Maillages structurés en 3D avec un pas constant : ( à gauche 2e = , à droite 0,1e =  ). 
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Aux faibles nombres de Reynolds ( )3Re 10TBF
−=  nous avons comparé le profil de vitesse, le débit 

volumique ainsi que l’admittance TBF du tube elliptique, à ceux obtenus analytiquement. Les 
résultats sont regroupés sur le tableau ci-dessous : 

 2e =  0,1e =  Théorie 2e =  Théorie 0,1e =  
Débit volumique 

( )3 1.vQ m s−  
 

0,00248385 
 

0,0111542 
 

0,00248365 
 

0,0111626 

Admittance pure 

( )5 1. .TBFG m s kg−  
 

1,25674 
 

7,77033 
 

1,25664 
 

7,77622 

Tableau B.1. Comparaison des débits volumiques et des admittances TBF théoriques et 
numériques pour les deux maillages. 

Profiles de vitesse : 

  
Figure  B.28. Comparaison du profile de vitesse théorique (Mathematica) et numérique (Fluent) 

pour les deux cas. 

Conclusion 

Comme on peut le constater d’après le tableau B.1 et la figure B. 28 que nous avons une parfaite 
concordance entre les valeurs théoriques et les valeurs numériques. Cela nous confirme que notre 
modèle numérique est bien validé. Le paragraphe qui suit sera une étude instationnaire en 

imposant une différence de pression oscillatoire à l’entrée et à la sortie de tube 0
i tP Peω∆ = ∆ . 

Cette étude permet de déterminer l’admittance complexe du système ainsi que la détermination 
de la distribution de taille de pore ( )p r  en utilisant la notion de rayon hydraulique (voir formule 
B.27) pour un rapport e  fixe. 

B.2 Etude de l’écoulement instationnaire laminaire d’un fluide 
newtonien à travers un tube de section elliptique  

i)-Solution analytique 

Si on impose une différence de pression oscillatoire entre l’entrée et à la sortie d’un tube 
cylindrique de section elliptique, l’équation de Navier Stokes devient : 

 
( ) ( ) ( )2 2

2 2

, , , , , , 1w x y t w x y t w x y t p

x y t z

ρ
µ µ

∂ ∂ ∂ ∂+ − =
∂ ∂ ∂ ∂

 ( B.28) 

Analytiquement, la résolution de cette équation se fait uniquement à l’aide des coordonnées 
elliptiques ( , )ξ η  (voir [114, 115]) en utilisant le changement de variable suivant : 
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cosh cos

sinh sin

x d

y d

ξ η
ξ η

=
 =

 ( B.29) 

où 2d  est la distance interfocale. Les courbes définies par η  représentent une famille 

d'hyperboles confocales, tandis que les courbes définies par ξ  représentent une famille d'ellipses 

confocale, comme illustré dans la figure B.29. ξ  varie de 0 sur la ligne interfocale à 0ξ  sur la 

paroi du tube. 

 
 

Figure  B.29. Système de coorodonnées élliptiques [115]. 

La solution est : 
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où : 

( )2
0

nA  : sont les coefficients associés aux solutions de la fonction de Mathieu ordinaire 

( )2 ,nce qη −  [116] ; 

( )2 ,nCe qξ −  est la fonction de Mathieu modifiée de première espèce [116] ; 

2nI  est définie comme une sommation sur m  de nombres caractéristiques de Mathieu de type 
( )2
2

n
mA  [116]. 

et 
Hr

α  le nombre de Womersley défini par le rayon hydraulique. 
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a b

ωα
ν

=
+

 ( B.31) 

L’expression du débit volumique (en coordonnées elliptiques) est donnée dans l’article de 
« Haslam et Zamir » [115] . Elle s’écrit sous la forme suivante : 

 � ( )
( ) ( )

( )

22
0 2 0

02 2
0 2 0 2

,8 4
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n i tv

nr r n n

A Ce qQ
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ξ ω
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α α ξ

∞

=

   ∂ −  = −
 −
  

∑  ( B.32) 

Où vQ  est le débit en régime stationnaire (TBF) exprimé dans l’éq. B.24 et ( )2 0,nCe qξ ξ∂ −  est 

la dérivée de la fonction de Mathieu modifié par rapport à ξ . 
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La solution donnée par ces auteurs semble difficile à calculer avec « Mathematica », du fait qu’elle fait 
intervenir des fonctions spéciales de types « fonction de Mathieu » solutions de l’équation de Mathieu, 
liée à la géométrie elliptique de ce tube [116, 117]. Notre objectif ici est de déterminer le module et la 

phase de l’admittance complexe du système étudié � ( ) �( )00G Q Pω = ∇  afin de les comparer à ceux 

obtenues dans le cas d’un écoulement d’un tube de section circulaire (approche de Womersley) i.e 

( )a b= .  

ii)-Solution numérique 

Le code de calcul volumes finis « Fluent » nous a permis de résoudre ce problème 
numériquement en coordonnées cartésiennes, en utilisant la procédure effectuée dans le sous 
chapitre 4.1.2. Cette étude est effectuée avec les deux précédents maillages utilisés dans le cas 

stationnaire (figure B.27) pour ( )3Re 10TBF
−=  et le nombre de Womersley α  construit avec 

différents rayons : a , b , Hr . 

• Module de l’admittance complexe 

1èr cas 

 

2ème cas 

 

Figure  B.30. Module de l’admittance complexe dans le cas d’un seul conduit, à gauche ( )2e= , à 

droite ( )0,1e= . 
 

• Phase de l’admittance complexe 

1èr cas 

 

2ème cas 

 
Figure  B.31. Phase de l’admittance complexe dans le cas d’une seule conduite, à gauche ( )2e= , 

à droite ( )0,1e= . 
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Conclusion 

Le principal résultat obtenu ci-dessus est que la notion du rayon hydraulique permet de ramener 
l’étude d’un pore elliptique à celle d’un conduit de section circulaire de rayon égal au rayon 

hydraulique Hr en régime stationnaire et instationnaire. Dans ces conditions, notre étude peut 
s’appliquer à tout type de pores de section quelconque, à condition que celui-ci ne soit pas trop 
applati. 

iii)-Distribution de tailles de pores 

• Calcul direct 

On considère maintenant un faisceau de capillaires de différents rayons hydrauliques Hr  et de 

même rapport e a b=  soumis à un gradient de pression oscillatoire de pulsationω . L’admittance 
complexe équivalente s’écrit sous la forme suivante : 

 � ( ) ( ) ( )
0

, H H HG g r p r drω ω
∞

= ∫ ɶ  ( B.33) 

Pour déterminer la distribution de tailles de pores ( )Hp r , on doit rendre l’équation (B.33) 

adimensionnelle en posant : 

 
2

2

/

/ /

H Hr r m

mω ω ν

+

+

 =


=
 ( B.34) 

Comme dans le sous-chapitre 4.2.3, nous avons comparé le calcul direct du module et la phase de 
obtenus pour l’ellipse (dans le cas où 2e= ) avec les résultats de Womersley relatifs au tube de 
section circulaire de même rayon hydraulique. Les résultats obtenus ci-dessous sont en bon 
accord aux faibles et moyennes fréquences : 

 

  
Figure  B.32. Comparaison du Module et la phase de l’admittance complexe normalisés en 

fonction de α  entre Womersley et l’ellipse avec 2e = . 

• Calcul inverse 

Nous allons procéder comme dans le sous-chapitre 4.2.3 relatif aux fluides en loi de puissance 
(résolution adimmensionnelle). La validité de la méthode d’inversion est appliquée à un faisceau 
de capillaires cylindriques de sections elliptiques, de différents rayons hydrauliques et de même 
rapport d’aspect de l’ellipse e . Pour cela on commence par une distribution gaussienne de 

moyenne 410m m−=  et d’écart type 52.10 mσ −= , en prenant 2m  (à priori connu) comme échelle 

de longueur caractéristique et 2/ mν  comme échelle caractéristique de la pulsation ω . On 
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effectue le calcul direct en calculant le module et la phase adimensionnels (éq. B.33). La figure 
B.33 montre les résultats obtenus : 

 

  
Figure  B.33. Module et phase adimensionnelles de l’admittance complexe équivalente en 

fonction de la fréquence adimensionnelle pour l’ellipse avec 2e = . 

 

La distribution inverse est tracée sur la figure B.34 ci-dessous : 

 
Figure  B.34. Comparaison entre la distribution initiale et celle calculée pour l’ellipse avec 2e = . 

On remarque de la figure B.34 que nous avons bien retrouvé la distribution gaussienne supposée, 
donc cette méthode inverse est valable également dans le cas de l’ellipse en utilisant la notion du 
rayon hydraulique pour un rapport e  fixe donné. Par la suite une bimodale sera testée de 

moyennes 1m  et 2 12m m=  et de même écart type σ . Les résultats du module, phase de 
l’admittance complexe équivaltente et la distribution inverse sont représentés ci-dessous : 
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Figure  B.35. Module et phase adimensionnelles de l’admittance complexe équivalente en 

fonction de la fréquence adimensionnelle pour l’ellipse de 2e =  et une distribution bimodale. 

 
Figure  B.36.Comparaison entre la distribution originale et celle calculée par inversion pour 

l’ellipse de 2e =  et une distribution bimodale. 

En effet, on constate que les deux densités de probabilités initiale et inverse se confondent 
malgré le bruit au voisinage des grands pores, celui-ci étant dû probablement au calcul 
numérique de l’inversion, et au domaine de la pulsation.  

Conclusion 

Cette étude montre que même si la section des pores est non-circulaire ( )a b≠  à condition que le 

rapport des deux demi-axes ne soit pas très grand ( )1e a b= ≫ , pour les écoulements stationnaires et 

instationnaires, on peut trouver les mêmes résultats que le cas d’une section circulaire (Womersley) à 

condition d’introduire la notion du rayon hydraulique Hr  adéquat. Nous avons également réussi à 

inverser la distribution de tailles de pores ( )Hp r  pour un rapport e  donné. Ainsi nous pouvons très 

facilement appliquer cette démarche à des pores de sections elliptiques de rapports d’aspects distribués 
suivant une autre loi de probabilité. La nouvelle densité de probabilité dans ce cas sera de type 

( , )Hp r e . 
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DETERMINATION DE LA DISTRIBUTION DE TAILLES DE PORE S D’UN MILIEU 

POREUX 
 

RESUME : Ce travail présente deux nouvelles approches pour aider à la caractérisation de la 
topologie des milieux poreux en termes de distribution de tailles de pores. La première des 
méthodes proposées repose sur les propriétés rhéologiques des fluides à seuil (type Bingham, 
Casson….) s’écoulant à travers l’échantillon poreux. Par une simple mesure du débit total de 
fluide en fonction du gradient de pression imposé, il est possible de déterminer la distribution de 
tailles de pores moyennant une hypothèse sur leur forme. Dans notre approche, un modèle 
inspiré par Carman-Kozeny a été employé. Cette technique a été validée analytiquement et 
numériquement sur différents types de distributions classiques (gaussiennes uni-modales ou 
multi-modales). Elle a été étendue avec succès aux fluides viscoplastiques réels de type 
Herschel-Bulkley. La seconde méthode proposée repose sur l’analyse dynamique de 
l’écoulement oscillant d’un fluide newtonien ou non-newtonien à travers le milieu poreux. Elle 
consiste en l’utilisation de la fonction de transfert hydrodynamique du milieu poreux et plus 
particulièrement en la caractérisation de son admittance complexe car l’épaisseur de 
pénétration et donc la taille d’un pore est fonction de la fréquence d’oscillation du gradient de 
pression imposé. Le modèle de faisceau de capillaires parallèles (de type Carman-Kozeny) a 
aussi été utilisé. Cette technique a été testée et validée avec succès avec plusieurs types de 
distributions, dans le cas où le fluide utilisé est newtonien et pour des fluides en loi de 
puissance. Pour rendre la résolution de ce dernier problème possible nous avons introduit la 
notion « d’inconsistance complexe ». Par rapport aux techniques existantes, ces deux nouvelles 
approches se distinguent par leur simplicité, leur non-toxicité et leur faible coût. 

Mots clés : milieu poreux, distribution de tailles de pores, Carman-Koseny, perméabilité, 
fluides à seuil, fluide en loi de puissance, fonction de transfert, écoulement oscillant. 

DETERMINATION OF THE PORE SIZE DISTRIBUTION IN A PO ROUS MEDIUM 

ABSTRACT : In this work, we present two new methods to characterize the topological 
properties of porous media and more precisely their pore size distribution. The first method is 
based on the rheological properties of yield-stress fluids (such as Bingham or Casson fluids) 
flowing through the porous sample. The pore size distribution can be obtained from the 
measurement of the total flow rate of fluid as a function of the imposed pressure gradient 
provided an assumption is made on the general shape of the pores. In this work, we consider 
the simple and well-know Carman-Kozeny model. This technique is successfully tested both 
analytically and numerically for classical pore size distributions such as unimodal and 
multimodal Gaussian distributions and is extended to more realistic viscoplastic fluids (Herschel-
Bulkley model). The second method is based on the dynamical analysis of the oscillatory flow of 
a Newtonian or non-Newtonian fluid through the porous medium. It consists in using the 
hydrodynamic transfer function of the porous sample and more particularly in the 
characterization of its complex admittance because the penetration depth and thus the pore 
size is related to the pulsation frequency of the imposed pressure gradient. The same capillary 
bundle model (Carman-Kozeny) is used here. This technique is tested and validated on several 
distributions for Newtonian and power-law fluids. In order to solve this problem, we introduce the 
notion of « complex inconsistency ». Compared to the existing methods, the simplicity, non-
toxicity and cheapness of these two new techniques make them potentially interesting. 

Keywords  : porous medium, pore size distribution, Carman-Koseny, permeability, yield-stress 
fluids, power-law fluids, transfer function, oscillatory flow. 


