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RésuméLe travail de ette thèse s'insrit dans le adre de la rédution du bruit du tra� routier. Leontat pneumatique/haussée représente la prinipale soure de e phénomène dès la vitesse de
50 km/h. Dans e ontexte, une nouvelle démarhe de modélisation du omportement dynamiqued'un pneumatique roulant sur une haussée rigide est développée. Au niveau du pneumatique, unmodèle périodique est adopté pour aluler les fontions de Green du pneumatique dans la zonede ontat. Ce modèle permet de réduire onsidérablement le temps de alul et de modéliserle pneumatique dans une large bande de fréquene. Le modèle est validé en le omparant aveun modèle d'éléments �nis lassique réalisé sous le logiiel Abaqus. Habituellement, la réponsetemporelle du pneumatique peut être alulée par une onvolution des fontions de Green et desfores de ontat. Cette tehnique est très oûteuse en termes de temps de alul. Nous avonsadopté une nouvelle démarhe. L'idée onsiste à déomposer les fontions de Green dans une basemodale. Les paramètres modaux sont ensuite utilisés pour onstruire une onvolution plus rapide.La onvolution modale est adaptée au problème de ontat par l'addition d'une ondition de ontatinématique. Le modèle de ontat est omparé à la méthode de pénalité dans le as d'un exempleaadémique. Il présente l'avantage de sa stabilité et de sa failité de mise en oeuvre. Dans la dernièrepartie de e travail, le modèle de ontat est appliqué au as d'un modèle 3D de pneumatique roulantsur di�érents types de haussée. Le ontenu spetral des fores de ontat est étudié en fontion dela vitesse de déplaement et de la rugosité des haussées. A�n de onstruire le modèle de ontatd'un pneumatique réel sur une haussée réelle, plusieurs exemples à omplexité roissante sonttraités.Mots lefs : vibration, ontat, pneumatique, haussée, bruit de roulement, modèle périodique,rédution de modèle, onvolution.



viii



AbstratThis work is part of the tra� noise redution program. Tire/road ontat is the prinipal soureof this phenomenon at speeds greater than 50 km/h. In this ontext, a new approah for modelingthe tire vibration behavior during rolling on rigid road surfaes is developed. For the tire, a periodimodel is used to ompute Green's funtions of the tire in the ontat area. This model leads to asigni�ant redution of omputing time. The response of the tire an be modeled in a large frequenyrange. The model is ompared to a lassi �nite element model built using Abaqus software. As ageneral approah, the dynami response of the tire is alulated by onvolution of the ontat foreswith the Green's funtions. However the omputation of the onvolution an be time onsuming. Inthis work we have used a new method. First it onsists of the modal expansion of the pre-alulatedGreen's funtions. The modal parameters are then used to onstrut a new onvolution whih allowsquiker alulations than the traditional onvolution. The modal onvolution is adapted to dynamiontat problems by using a kinemati ontat ondition. Contat model is ompared to the penaltymethod. Both methods give the same result but the developed method is more stable and easierto implement. In the last hapter of this work, the ontat model is applied to a 3D tire modelrolling on di�erent road pro�les. Spetrum ontents of the ontat fores are studied for di�erentvalues of the ar speed and roughness of the roadway. During this study, several examples with aninreasing omplexity are studied.Keywords : vibration, ontat, tire, road, tire/road noise, periodi model, model redution,modal expansion, onvolution.
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Introdution généraleLe bruit de ontat pneumatique/haussée (ou bruit de roulement) est à l'heure atuelle lapremière soure de bruit du tra� routier hors agglomération. A partir d'une vitesse de 50 km/h lebruit de roulement des pneumatiques devient plus important devant les autres bruits générés parune voiture de tourisme. En e�et, le bruit du tra� routier a trois soures prinipales qui sont lese�ets aérodynamiques, le moteur et le ontat pneumatique/haussée. Pour des vitesses usuelles (in-férieures à 100 km/h), le bruit aérodynamique reste très faible. Conernant le moteur, les progrèsde l'industrie automobile ont permis de réduire onsidérablement ette soure de bruit qui peutmême disparaître ave l'arrivée des moteurs életriques. En ontre-partie, le bruit généré par leontat pneumatique/haussée est devenu une préoupation majeure des organismes de reherhefrançais et internationaux. Cette évolution est liée, pour l'essentiel, à l'augmentation onstante dutra� routier.Dans e ontexte, au ours de la dernière déennie, plusieurs projets français et européens ontété destinés à la lutte ontre le bruit de roulement. Ces projets sont prinipalement axés sur lesétudes théoriques et expérimentale de l'ensemble des phénomènes in�uençant le bruit de roule-ment : le projet français PREDIT Texture-Bruit (2004-2007) sur la orrélation entre la texture dela haussée et le bruit de roulement, les projets européens SILVIA (2002-2005) pour le développe-ment de revêtements de haussées peu bruyantes, RATIN (2002-2003) et ITARI (2004-2007) pourla modélisation du ontat pneumatique/haussée et le projet frano-allemand DEUFRAKO P2RN(2006-2008) pour la prévision et la propagation du bruit de roulement.La di�ulté majeure de ette thématique est la ompréhension des di�érents phénomènes quiinterviennent dans les méanismes de génération du bruit. Deux grandes familles de phénomènessont responsables de la génération du bruit. La première onerne les phénomènes de pompage d'air(air-pumping) et la deuxième s'artiule autour des vibrations du pneumatique et de son interationave la haussée au ours du roulement. Le travail de ette thèse s'insrit dans ette dernière famille.Il traite deux aspets majeurs dans la modélisation du bruit de roulement. Le premier onsiste àaluler des fontions de réponse en fréquene (ou fontions de Green) du pneumatique dans unelarge bande de fréquenes [0 4000 Hz℄. Le seond point est de aluler la réponse du pneumatiquedans le domaine temporel en intégrant les non-linéarités dues au ontat ave la haussée au oursdu roulement.L'étude bibliographique menée au premier hapitre aborde plusieurs aspets du bruit de ontatpneumatique/haussée. Au départ, une présentation générale sur les di�érents méanismes qui in-terviennent dans le proessus de la génération de bruit est réalisée. Ensuite, l'étude se foalise sur lamodélisation du ontat pneumatique/haussée et les di�érents modèles de pneumatiques existantsdans la littérature sont présentés : modèles analytiques simpli�és, modèles numériques basés sur laméthode des éléments �nis, leurs avantages et leurs inonvénients y seront aussi disutés. Coner-nant le ontat, des modèles statiques, quasi-statiques et dynamiques qui traitent la problématiquesont également présentés. Dans la dernière partie de e hapitre, nous exposons quelques modèles



2 Introdution généralenumériques onernant la modélisation des strutures en moyennes et hautes fréquenes.Le deuxième hapitre onerne l'étude d'un modèle simpli�é de pneumatique. Le modèle estun anneau irulaire basé sur une fondation élastique. Il onsiste à dérire l'e�et de l'ensemble deséléments d'un modèle de pneumatique 3D à l'aide d'une poutre irulaire et de ressorts radiauxet tangentiels. Dans la première partie de e hapitre, les équations et les di�érentes hypothèsesadoptées pour la onstrution du modèle sont présentées en détail. Ensuite, le modèle analytiqueest omparé à un modèle numérique réalisé à l'aide du logiiel d'éléments �nis Abaqus et d'unprogramme Matlab. Ce modèle sera utilisé omme modèle de base a�n de valider les di�érentesidées développées dans ette thèse. La dernière partie de e hapitre est onsarée aux aluls desfontions de Green de l'anneau dans le domaine fréquentiel ainsi qu'aux e�ets de la pression degon�ement et de la vitesse de rotation sur le omportement du modèle.Le troisième hapitre est onsaré au problème de ontat pontuel unilatéral entre un systèmedynamique et un obstale rigide, la fontion de Green du système dynamique étant supposée onnuedans le domaine fréquentiel. Habituellement, la réponse dynamique est alulée par un produit deonvolution entre la fore et la fontion de Green. Cependant, ette démarhe est souvent oûteuseen termes de temps de alul. Dans e hapitre, nous avons utilisé une autre démarhe dont l'idéede base est de simpli�er ette fontion en la déomposant sur une base modale. Les paramètresmodaux sont identi�és à l'aide de l'algorithme LSCE (Least Square Complex Exponential). Ces pa-ramètres sont ensuite utilisés pour onstruire une onvolution plus rapide. Cette onvolution modaleest partiulièrement adaptée au problème de ontat dynamique. A�n de modéliser le ontat, unressort est introduit entre la haussée et le système méanique. Une omparaison entre la méthodelassique et le modèle développé permet de montrer l'e�aité de la méthode. En�n, des exemplesd'anneau irulaire roulant sur di�érentes haussées modèles et réelles sont présentés.Au quatrième hapitre, nous présentons un nouveau modèle de ontat dynamique. Le modèleest basé sur les mêmes prinipes que eux utilisés dans le troisième hapitre. Le ontat est ainsimodélisé par l'addition d'une ondition inématique au lieu d'un ressort de ontat (méthode depénalisation) entre les deux orps en ontat. En e�et, dans la méthode de pénalisation, le hoixd'une valeur adéquate de la raideur de ontat n'est pas toujours faile. L'addition d'une onditioninématique aux onditions lassiques de ontat permet d'éviter ette di�ulté et de onstruireun modèle de ontat plus stable et plus robuste. Le modèle est ensuite généralisé au problème deontat multi-points. Une appliation du modèle de ontat multi-point à un système omposé dedeux ddls et du modèle d'anneau irulaire onlut e hapitre.Le inquième hapitre porte sur le alul des fontions de Green d'un pneumatique 3D. Lemodèle utilisé exploite la propriété de symétrie de révolution du pneumatique. Le prinipe onsisteà modéliser une seule ellule du pneumatique appelée ellule de référene. La matrie de rigiditédynamique globale est alors onstruite à partir de la matrie de rigidité dynamique de référenepar un proessus de rédution de modèle suessif. Le transfert de repère, les onditions de pério-diité et les onditions aux limites supplémentaires assurent l'équivalene entre le modèle éléments�nis lassique et le modèle périodique. Ce dernier permet de aluler les fontions de Green d'unpneumatique omplet jusqu'aux moyennes fréquenes (4000 Hz) ontrairement à la méthode deséléments �nis lassique, limitée aux basses fréquenes [0 500 Hz℄. Dans un premier temps, le mo-dèle périodique est validé pour le as du modèle d'anneau irulaire, puis, dans un seond tempspour le as de pneumatiques homogène et hétérogène. Dans la dernière partie du hapitre, quelquessimulations sur l'in�uene de la pression de gon�age et de ertains paramètres géométriques sur laréponse dynamique du pneumatique sont présentées.



Introdution générale 3Le dernier hapitre permet d'appliquer l'ensemble du travail développé au ours de ette thèseau as d'un modèle de pneumatique 3D roulant sur di�érents types de haussées rigides. La matriedes fontions de Green de la zone de ontat est alulée à l'aide du modèle périodique présenté dansle hapitre préèdent. Les propriétés de symétrie et de périodiité de ette matrie sont exploitéespour optimiser le temps de alul. Quelques simulations de l'évolution des déplaements et desfores de ontat sont présentées pour di�érentes haussées modèles et réelles. En�n, l'étude duontenu spetral des fores de ontat en fontion de la vitesse de déplaement et de la rugosité deshaussées est présentée.
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Chapitre 1Bibliographie
Nous allons ommener e hapitre par un bref historique de l'importane du bruit en partiulierdu bruit du tra� routier. Nous abordons également les di�érents méanismes physiques quiinterviennent dans le proessus de génération de e type de bruit. Dans la suite nous nous foalisonssur la modélisation du ontat dynamique entre un pneumatique et une haussée. Nous mettronsl'aent sur les di�érents modèles de ontat utilisés pour traiter e genre de problématique. Nousprésentons également les di�érents modèles de pneumatiques existants dans la littérature, leursavantages ainsi que leurs limites d'appliation. En�n, nous présentons des modèles numériquesappliqués aux strutures dynamiques en moyennes fréquenes.
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1.1 L'importane du bruit 71.1 L'importane du bruitDepuis une trentaine d'années, les nuisanes sonores �gurent parmi les préoupations ma-jeures de la population. Selon des reherhes réentes [Afs07℄, l'être humain ne s'habitue pas aubruit mais en aumule les e�ets : tahyardie, énervement, sommeil agité, fatigue... D'autres études[LGHZ04, IK04℄, ont onlu que e bruit pourrait aussi être à l'origine d'un ertain nombre de risesardiaques qui peuvent être mortelles. Compte tenu de es onnaissanes, une série de textes éditésdepuis ont permis d'envisager des solutions.Parmi les di�érentes soures de nuisanes sonores, il apparaît que le bruit ausé par la irulationroutière est la soure dominante. La lutte ontre e phénomène s'est longtemps résumée à implé-menter des dispositifs anti-bruit le long des routes. Réemment, les e�orts se portent davantage surla rédution du bruit à la soure : moteur, pneumatique, revêtement des haussées, limitation devitesse... Les dispositions de la loi du 31 déembre 1992 relative à la lutte ontre le bruit ont pourbut de limiter es nuisanes en dé�nissant des normes sur la onstrution de routes nouvelles oumodi�ées à proximité d'habitations existantes.La �gure (1.1) présente l'évolution des valeurs limites �xées par l'Union Européenne pour di�é-rents types de véhiules. Pour les automobiles (véhiules légers), la valeur limite du bruit était �xéeà 77 dB(A), à partir de 1995/96, elle a été abaissée à 74 dB(A). Cela orrespond à une rédutionde moitié des émissions sonores. La valeur limite du bruit émis par les amions dépend à la fois deleur poids et de leur puissane.
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Automobiles Camions <75KW 75KW< Camions <150KW Camions >150KWFigure 1.1: Limites des niveaux de bruit �xés par l'Union Européenne pour di�érents types de véhiules1.1.1 Les di�érentes soures de bruit des véhiulesLes soures de bruit d'un véhiule vers l'extérieur sont multiples, elles proviennent prinipale-ment de trois origines :
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le bruit du groupe moto-propulseur : il provient du bruit de l'admission, du moteur, de la haînede transmission et de la ligne d'éhappement. Les ateurs de l'industrie automobile ont réalisé unprogrès onsidérable en termes de rédution de ette soure sonore, qui a baissé de 7 dB(A) depuis1980 ;le bruit aérodynamique : il est dû aux turbulenes aérodynamiques réées autour du véhiuleet à l'interation de l'air ave la struture. A faible vitesse, les bruits aérodynamiques sont absents ;le bruit de roulement, ou bruit de ontat pneumatique/haussée. C'est une préoupation fortedès lors que la vitesse du véhiule dépasse 50 km/h. Il onerne l'ensemble des véhiules routierset met en jeu à la fois la tehnologie de fabriation des pneumatiques qui doivent trouver unompromis entre séurité, onfort, résistane au roulement et faible niveau d'émission sonore, et lesrevêtements routiers qui doivent, eux aussi, trouver un ompromis entre qualité d'usage, durabilitéet performane aoustique. Fae aux enjeux éonomiques et environnementaux, ette dernière souredevient une préoupation de plusieurs organismes de reherhes.En e�et, le bruit de ontat pneumatique/haussée représente une part importante du bruitextérieur émis par les véhiules routiers (1.2). Pour une voiture roulant à 30 km/h en seonde, ilompte pour 30% environ du bruit généré par le véhiule, les bruits du moteur, de la transmissionet de l'éhappement étant prédominants à ette vitesse. A partir de 50 km/h (troisième rapportde vitesse), le bruit de ontat représente la moitié de la ontribution sonore du véhiule. Surautoroute, à 130 km/h, il est prépondérant, ave 90% du bruit.
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Figure 1.2: Contribution des di�érentes soures de bruit de roulement1.1.2 Les méanismes de génération du bruitLa modélisation des di�érents phénomènes responsables du bruit rayonné par le ontat pneu-matique/haussée est un problème multi-physique omplexe. Il fait l'objet de quatre thématiquesde reherhes omme l'illustre la �gure (1.3).Le bruit de roulement est essentiellement oasionné par deux phénomènes : d'une part, l'im-pat des pneus sur la haussée qui provoque des vibrations et génère des sons plut�t graves (basses
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Effort de contactFigure 1.3: Les thématiques de reherhe pour la modélisation du bruit engendré par le ontat peuma-tique/hausséefréquenes), d'autre part la ompression puis la détente de l'air piégé entre les sulptures du pneu-matique et la haussée. Ces méanismes s'aompagnent d'un e�et d'ampli�ation (e�et dièdre) surtoute la gamme de fréquene, un phénomène qui se traduit par des sons plut�t aigus (moyennes ethautes fréquenes).
1.1.2.1 Le phénomène d'air-pumpingC'est un phénomène lié au omportement du �uide et son interation ave la haussée et lepneumatique dans la zone de ontat. L'air piégé dans les sulptures du pneumatique, subit une dé-pression brusque e qui engendre la propagation d'une onde aoustique, e phénomène est dominantdans le domaine des hautes fréquenes. Plusieurs auteurs se sont intéressés à e phénomène et saontribution au bruit engendré par le ontat pneumatique-haussée. Jennwein et Bergmann [JB85℄supposent que l'air-pumping est la partie manquante pour mieux estimer le bruit rayonné par leroulement du pneumatique. Gerrestsen [GS97℄ a mis en évidene la ontribution de ette souredans la génération du bruit de roulement, en partiulier dans le domaine des hautes fréquenes.Gagen [Gag99℄ a étudié l'éoulement du �uide piégé dans les sulptures, il a proposé deux solutions,une solution analytique approhée et une solution numérique. Son étude sur les paramètres in�uantl'état du �uide à la sortie des sulptures a permis d'établir une relation linéaire entre la largeurde la rainure et la vitesse de l'air. Une autre étude a été réalisée par Fujikawa, Koike Oshino etTahibana [FOT99℄ sur la résonane des patins de gomme. Les auteurs ont testé l'in�uene desaratéristiques de la haussée sur la génération du bruit de roulement et ils ont aussi onlu qu'ily a bien une résonane à l'intérieur du pneumatique. Hamet et al. [HDP90℄ ont proposé un modèleanalytique qui dérit le phénomène dans sa phase d'éhappement d'air. Ils ont également e�etuédes mesures de la pression à l'intérieur des avités. En�n, Conte [Con08℄ a modélisé le phénomèneà l'aide de la méthode CFD (Computational Fluid Dynamis). Il a dérit le phénomène de pom-page d'air pour une suession de avités formées par des pneumatiques et des haussées réelles.Il onlut que les propriétés géométriques de la haussée onstituent le paramètre qui ontr�le laforme du spetre de bruit généré par e phénomène.



10 1. Bibliographie1.1.2.2 La propagation du bruit de roulement d'un pneumatiqueCette thématique de reherhe a été bien explorée, de nombreuses études ont été réaliséespour traiter le sujet. L'étude du rayonnement aoustique du pneumatique néessite à la fois uneonnaissane de la vitesse de la surfae du pneumatique et la prise en ompte de l'ampli�ation de lapuissane rayonnée par e�et dièdre. La plupart des modèles utilisés pour traiter ette problématiquesont basés sur la méthodes des éléments de frontières (BEM). Fadavi [Fad02℄ a alulé le niveausonore et l'ampli�ation du bruit d'un pneumatique à l'aide du logiiel Samray (basé sur la méthodeBEM). Anfosso-Lédée [AL96℄ applique la même méthode en introduisant l'e�et d'absorption d'unasphalt poreux sur l'ampli�ation. Béot [Be03℄ a développé la méthode des soures équivalentespour aluler le rayonnement sur des haussées d'impédane quelonque. Jean [Jea98℄ a modéliséle rayonnement des pneumatiques à l'aide d'une approhe appelée GRIM (Green Ray IntegralMethod). Son modèle onsiste à utiliser une fontion de Green partiulière d'un pneumatique rigide.Le alul est réalisé à l'aide du ode de alul BEM MICADO utilisant une approhe variationnelle[JNG08℄.1.1.2.3 L'e�et dièdreA l'entrée et à la sortie des zones de ontat se produit un e�et dièdre ou e qu'on appelle aussie�et pavillon. Le pneu et la haussée forment au voisinage de la zone de ontat une sorte de �neaoustique, qui s'aompagne d'une ampli�ation de la puissane rayonnée. Cette ampli�ationpeut atteindre 20 dB par rapport à un hamp libre. Plusieurs auteurs ont mis en évidene sonimportane, le phénomène a été abordé par K. Sha� [1℄ et D. Ronneberger [Ron82℄. Il a falluattendre dix ans pour modéliser e phénomène par Kropp [Kro92℄. Kropp a proposé un premiermodèle prédisant le bruit de ontat pneumatique/haussée, en prenant en ompte l'e�et dièdre.Un modèle analytique a été étudié par Klein [Kle98℄ dans le as 2D pour un erle au dessus d'unehaussée ré�éhissante. Dans le as tridimensionnel ave des géométries plus omplexes seule laméthode des éléments de frontières permet de modéliser e phénomène. Fadavi [Fad02℄ a étudié lephénomène dans le as 3D, son étude est réalisée à l'aide du logiiel SAMCEF pour le maillagedu pneumatique puis SAMRAY pour le alul du rayonnement aoustique. Il a montré que lamodélisation de l'e�et dièdre par un modèle 2D n'est pas su�sante pour dérire l'ensemble desphénomènes liés à et e�et. Dans le as 3D l'onde aoustique peut tourner autour du pneumatiqueen produisant d'autres interférenes, es dernières ne peuvent pas être aptées par le modèle 2D del'INRETS étudié par Klein. Il a omparé l'ampli�ation du son par e�et dièdre des deux modèles, ladi�érene peut atteindre 10 dB pour ertaines fréquenes. Des expérienes ont onforté les résultatsde la modélisation par la méthode des éléments de frontière. La �gure (1.4) montre une simulationréalisée par le logiiel SAMRAY qui met en évidene l'ampli�ation du rayonnement à ause de lagéométrie anguleuse entre le pneumatique et la haussée (l'e�et dièdre).1.2 Modélisation du ontat d'un pneumatique sur une hausséeDans le adre de ette thèse, on s'intéresse uniquement aux e�orts de ontat normaux. Enpartiulier, on ne tiendra pas ompte du frottement qui peut être à l'origine de di�érents phénomènestels que le rissement [FSDJ07, CNS09℄.1.2.1 Contat hertzienLes problèmes de ontat méanique sont partiulièrement omplexes. Les modèles théoriques deontat font intervenir un grand nombre de paramètres et sont en général fortement non-linéaires.
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ZFigure 1.4: Rayonnement aoustique autour d'un pneumatique, e�et dièdrePlusieurs modèles sur le omportement méanique du ontat ont été proposés. La théorie de Hertzreste la référene du problème de ontat. En 1882 Hertz a proposé une solution du problème deontat entre deux orps élastiques isotropes. Les formules proposées par Hertz permettent d'ex-primer l'aire de ontat, le déplaement relatif et la pression de ontat de deux solides élastiquesen fontion de la harge appliquée. Pour trouver la solution du problème de ontat, Hertz [Her81℄a supposé tout d'abord une distribution parabolique de la pression normale de ontat agissant surune aire de ontat elliptique et a ensuite véri�é que les onditions de ontat unilatéral étaientbien satisfaites.En se plaçant dans l'hypothèse des petites déformations, la surfae de ontat reste petite parrapport aux dimensions des solides en ontat, haque solide peut être assimilé à un demi-espaeélastique. Pour une fore d'appui donnée, la théorie de Hertz fournit la taille de la zone de ontat,la pression normale sous le ontat et les ontraintes normales prinipales. Dans le as d'un ontatpontuel entre deux solides (voir �gure 1.5), Hertz établit une relation entre la harge normaleappliquée et l'érasement au niveau du point de ontat par la formule suivante :
P = Cδ3/2 (1.1)ave

C =
4E∗

√
R

3
(1.2)où P représente la harge normale appliquée et δ l'interpénétration du orps (1) dans (2). R et

E∗ sont respetivement le rayon de ourbure équivalent et le module de Young équivalent dé�nispar :
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. (1.4)où E1, ν1, R1 et E2, ν2, R2 sont respetivement le module d'Young, le oe�ient de Poisson et lerayon de ourbure des deux solides (1) et (2).1.2.2 Modèle de ontat pontuel généraliséLa théorie de Hertz est valable uniquement pour des ontats hertziens. De plus les déformationsdoivent être su�samment faibles de sorte à rester dans le domaine élastique. Sameur [Sam04℄ s'estintéressé au ontat pontuel entre un massif semi-in�ni et une pointe de forme quelonque. Il s'estbasé sur la théorie du potentiel d'interation de Wilke. Le potentiel de ontat entre deux solidesayant des surfaes régulières est donné par la formule :
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(1.5)où θi =
1−ν2i
πEi

, V , P et S sont respetivement le volume, le périmètre et la setion du domained'intersetion des deux solides.Par la suite, il suppose que ette formule est valable pour n'importe quelle forme de surfae.Il étudie ainsi trois formes di�érentes, une pointe sphérique et une pointe onique où les lois deontat sont onnues, puis une pointe de forme pyramidale.La onstante c dépend des paramètres géométriques. Dans le as d'une pointe sphérique, lavaleur de c est déterminée par identi�ation ave la loi de Hertz. On trouve ainsi cs = 0, 36.Dans le as d'une pointe onique la relation entre la harge et l'interpénétration s'érit :
P =

8

π

G2

(1− ν2)E∗
tanα δ2 (1.6)



1.2 Modélisation du ontat d'un pneumatique sur une haussée 13Où G est le module de isaillement. De la même façon la onstante est identi�ée pour une pointeonique en omparant ave la loi de ontat (1.1), donnant ette fois cc = 0, 45.A�n de valider le modèle de ontat pontuel généralisé (1.5), Sameur a e�etué une ampagned'essai pour les trois formes de pointes. Les résultats d'identi�ation des oe�ients cs, cc et cpsont regroupés dans le tableau (1.1).Type de la pointe Modèle Expérienesphérique cs 0.36 0.34onique cc 0.45 0.45pyramide cp � 0.53Table 1.1: Comparaison du modèle généralisé de ontat pontuel ave l'expérieneNous pouvons onstater que les résultats expérimentaux sont très prohes du modèle généralisédans le as d'une pointe sphérique et d'une pointe onique. En revanhe dans le as d'une pointepyramidale, Sameur n'a pas pu se omparer ave un modèle théorique. L'étude expérimentale apermis de déterminer la onstante cp et d'avoir ainsi un modèle hybride, en ouplant les résultatsexpérimentaux et le modèle généralisé.1.2.3 Contat pontuel visoélastiqueUn grand nombre de problèmes de ontat est in�uené par le omportement visoélastiquedes matériaux. Plusieurs auteurs se sont intéressés à e phénomène. Une approhe simpli�ée a étéproposée par Lee et Radok [LR60℄. Connaissant la solution dans le as élastique, l'auteur proposede remplaer la onstante élastique par un opérateur intégral qui tient ompte du omportementvisoélastique du matériau. En e�et, la relation entre ontrainte et déformation dans le as d'unproblème élastique s'érit :
sij = 2µe eij ou enore eij =

1

2µe
sij. (1.7)Et dans le as visoélastique ette relation prend la forme :

sij =

∫ t

0
G(t− τ)

deij
dτ

dτ , eij =

∫ t

0
J(t− τ)

dsij
dτ

dτ. (1.8)où eij , sij sont respetivement les parties déviatoriques de la déformation et de la ontrainte,
G la fontion de relaxation et J elle du �uage.En passant par la transformée de Laplae, I.F. Kozhevnikov et al. [KCD+08℄ ont proposé unerelation entre le déplaement vertial uz et la pression de ontat par la formule :

uz(x, y, t) =
(1− ν)

π

∫ t

0
J(t− τ)

d

dτ

[
∫∫

Ωm

p(ξ, η, τ)
√

(x− ξ)2 + (y − η)2
dξdη

]

dτ (1.9)où Ωm = max(Ω(t)) est l'aire maximale qui peut être observée au ours du hargement.En ajoutant l'équation d'équilibre suivante :
F (x, y, t) =

∫∫

Ω(t)
p(ξ, η, t)dξdη, (1.10)



14 1. Bibliographieon peut déterminer ainsi à haque instant t l'érasement δ(t) et la pression p(r, t) en tout pointde la surfae du demi-espae. Avant de généraliser e modèle, les auteurs ont omparé es résultatsave la méthode MIM (Méthode d'Inversion de Matrie) dans le as d'une pointe sphérique. La�gure (1.6) illustre la omparaison de la distribution de la pression du ontat entre les deuxméthodes de résolution.

Figure 1.6: Distribution de la pression en surfae d'une pointe sphérique en ontat ave un massif semiin�ni [KCD+08℄ : � modèle numérique, - - modèle analytique.1.2.4 Méthodes numériques pour gérer le problème de ontat dynamiqueL'analyse du problème de ontat dynamique entre deux solides déformables ou un solide dé-formable et une surfae rigide est généralement traitée par deux grandes familles de méthodes : laméthode de pénalisation [KY90℄ et la méthode des multipliateurs de Lagrange [BC85℄. D'autresméthodes ont été développées, par exemple la méthode de Lagrange perturbée [SWT85℄ qui estune régularisation de la méthode des multipliateurs de Lagrange par l'addition d'un terme à lafontion lagrangienne, ou bien la méthode de Lagrange augmentée [JR88℄ qui ombine des termesde la méthode des multipliateurs de Lagrange et de la fontion de pénalité. On peut aussi iterd'autres méthodes omme la méthode des éléments de ontat [SW79℄, la méthode de fontion deontrainte [EB91℄, la méthode de la ompensation linéaire [KK96℄ et la méthode inrémentale deprogrammation onvexe [MHS03℄.Dans ette thèse on s'intéresse au problème de ontat unilatéral entre un solide déformable(S) et un obstale rigide (R) omme le montre la �gure (1.7). Les onditions de ontat unilatéral,dites onditions de Signorini, sont les suivantes :� le solide ne peut pénétrer l'obstale ;� en as d'absene de ontat, le solide ne subit auun e�ort de l'obstale ;� en as de ontat, le solide subit un e�ort de l'obstale qui tend à le omprimer.
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RFigure 1.7: Condition de ontat de SignoriniCes onditions peuvent être érites mathématiquement sous la forme :
ζ = 0 ; σ.n < 0 (1.11)
ζ < 0 ; σ.n = 0 (1.12)ave ζ l'éart entre le déplaement du solide u et de l'obstale u0 et n la normale sortante dela surfae du solide S.1.2.4.1 Méthode de pénalisationCette méthode permet de gérer le ontat entre un point matériel et une surfae rigide oudéformable. Une petite pénétration du point matériel ζ dans la surfae est autorisée ontrairementaux onditions de Signori. Par onséquent la fontionnelle de l'énergie totale est augmentée par unefontion de pénétration :

Γ (ut)
a = Γ (ut) +

κ

2
ζTt ζt (1.13)ave Γ (u) la fontion de l'énergie totale assoiée aux orps en ontat, ut le déplaement nodal,

ζ le veteur pénétration à l'instant t et κ le fateur de pénalité (ou raideur de ontat). Laminimisation de l'équation (1.13 ) mène à l'équation variationnelle disrète.
δΓ (ut) = δΓ (ut) + κζTt δζt (1.14)Les fores de ontat peuvent être alulées par la relation de réurrene :Ft = Ft−1 + κζT (1.15)La méthode présente l'avantage d'être faile à mettre en oeuvre. Elle ne présente auun ajoutd'inonnue supplémentaire mais le hoix de la raideur de ontat est souvent déliat. Une valeurfaible de ette raideur permet des pénétrations importantes qui ne sont pas aeptables physique-ment, tandis que des valeurs trop grandes donnent naissane à des osillations et des instabilitésnumériques [JR99, Zho93, MPE92℄. Dans son artile Halquist [HGB85℄ a proposé une formule pourle hoix de ette valeur

κ = α
A2

Ve
K0 (1.16)ave A l'aire de la surfae de l'élément en ontat, Ve le volume de et élément, K0 le modulede ompressibilité et α un fateur d'éhelle qui est égal en général à 0, 1. Une autre formule pour



16 1. Bibliographiele hoix de la valeur de la raideur de ontat a été proposée par Chamoret [CSRB04℄. Cette fois laraideur de ontat est hoisie de façon automatique en fontion de la préision souhaitée. En pluselle ne dépend pas des propriétés des matériaux omme elle proposée par Halquist :
κ =

1

β∆t2
[QM−1QT ]−1 (1.17)ave β un paramètre de Newmark. Le terme QM−1QT orrespond à la ondensation de toutesles masses qui partiipent au ontat.1.2.4.2 Méthode des multipliateurs de LagrangeContrairement à la méthode de pénalisation, ette méthode permet de respeter parfaitement laondition de non pénétration. Elle permet également d'éviter les problèmes liés au hoix de la raideurde ontat. Elle onsiste à introduire des inonnues supplémentaires appelées multipliateurs deLagrange puis à dé�nir deux surfaes : une surfae maitre et une surfae eslave. La surfae maitreest utilisée, via sa normale, pour la dé�nition de la diretion de ontat. La surfae eslave ontientles noeuds de ontat, es noeuds n'ont pas le droit de pénétrer la surfae maitre, alors que leontraire est possible.Le hoix de ette hiérarhie dépend des ritères suivants :� si l'un des orps est in�niment rigide, alors il sera hoisi omme maitre ;� si les deux orps sont déformables, la pièe la plus rigide et/ou maillée le plus grossièrementsera hoisie omme maitre (nb : il s'agit ii de la rigidité -loale- de la struture et non sim-plement du matériau qui la onstitue).L'introdution des multipliateurs de Lagrange ainsi que la dé�nition de es surfaes rend laméthode di�ile à mettre en oeuvre et oûteuse en termes de temps de alul.En e�et la fontionnelle de l'énergie totale à l'instant t est donnée par la formule

Γ (ut)
a = Γ (ut) + λT

t ζt (1.18)Ave Γ (u) la fontion de l'énergie totale assoiée aux orps en ontat, ut le déplaementnodal, ζ le veteur pénétration à l'instant t et λ le veteur des multipliateurs de Lagrange. Laminimisation de l'équation (1.18) mène à l'équation variationnelle disrète.
δΓ (ut) + λT

t δζt = 0 (1.19)
λT
t δζt ≤ 0 (1.20)Les fores sont ensuite alulées par la formule :Ft = Kc

tλ
T (1.21)ave Kc

t la matrie de raideur de ontat globale à l'instant t. Elle est obtenue par assemblagedes matries élémentaires des ontraintes sur les déplaements.



1.2 Modélisation du ontat d'un pneumatique sur une haussée 171.2.5 Appliations au ontat pneumatique-hausséePlusieurs modèles ont été développés es dernières années pour traiter le problème du ontatpneumatique/haussée. Ces modèles sont souvent basés sur des formules analytiques, parfois vali-dées par des expérienes. Klein et al. [KJFAL04℄ ont proposé un modèle 2D qui permet de retrouverle pro�l de la texture de la haussée enveloppé par le pneumatique au ours du roulement. En par-tant du résultat de Johnson [Joh85℄ qui donne la relation entre le déplaement et la pression ensurfae du plan semi-in�ni, Klein [Kle98℄ érit le problème sous la forme :






u(x)− u(x0) =
∫

Γc
[G(x, y) −G(x0, y)] p(y) dy ∀x ǫ Γ

u(x)− u(x0) = z(x)− z(x0) et p(x) > 0 ∀x ǫ Γc

pm = 1
|Γ|

∫

Γ p(x) dx
(1.22)où Γc est l'aire de ontat et G(x, y) est la fontion de Green périodique.D'autres modèles ont été étudiés à l'université de Chalmers. Kropp [Kro89℄ a proposé un modèle2D basé sur une fondation élastique de Winkler 1. Larsson [Lar02℄ propose un modèle quasi-3D entenant ompte des interations entre les points à la surfae de la bande de roulement. Le problèmedynamique est déomposé en plusieurs problèmes statiques. En 2004 Wullens [Wul04℄ propose unmodèle 3D en modélisant la bande de roulement par un massif élastique semi-in�ni. Les auteursdes trois modèles onsidèrent seulement les e�orts radiaux et négligent les e�ets d'adhésion et defrottement.Au ours de sa thèse Cesbron [Ces07℄ a développé un modèle de ontat pneumatique/hausséeen roulement. Partant du même prinipe que Wullens, le modèle est approhé par une suessiond'états statiques et la bande de roulement est modélisée par un massif semi-in�ni. Pour résoudrele problème de ontat Cesbron a développé une Méthode Itérative à Deux Ehelles (MIDE). Leprinipe de la méthode est d'étudier le problème sur deux éhelles di�érentes, d'abord une éhellemarosopique pour évaluer l'e�ort de ontat aux niveaux des sommets des aspérités, puis uneéhelle mirosopique qui vise à déterminer la distribution loale de la pression dans la surfaede ontat à partir des e�orts aux sommets des aspérités. Cette étape fait appel à la Méthoded'Inversion de Matrie (MIM). Le ouplage des deux éhelles rend le problème moins oûteux entermes de temps de alul. Les résultats de la méthode standard MIM et de la méthode MIDE sontomparés dans le as de trois types d'aspérités (ylindrique, sphérique et onique). Les surfaes enontat ave le massif semi-in�ni sont omposées de sept aspérités identiques disposées de façonhexagonale omme le montre la �gure(1.8). La �gure (1.9) illustre une omparaison de la distribu-tion de pression alulée par les deux méthodes.Dans Brinkmeier [BNPE08℄, l'auteur étudie l'in�uene de la rugosité de la haussée sur leomportement dynamique d'un pneumatique. A l'aide de l'analyse de Fourier disrète des mesuresde la texture, une expression déterministe de la rugosité dans la zone de ontat est intégrée dansle modèle. Ainsi le déplaement dû au ontat peut être déomposé en une somme de fontionsharmoniques. Ces fontions sont dé�nies en haque noeud en ontat ave la haussée :u(t) =∑

i

uie
j(φi+ωex

i t) (1.23)où ωex
i est la fréquene d'exitation et φi la phase de ontat. Cette dernière est alulée à partirde la vitesse de rotation dans la diretion ironférentielle et de manière aléatoire dans la diretion1. le ontat est modélisé par un ensemble de ressorts plaés entre le pneumatique et la haussée



18 1. Bibliographie

Figure 1.8: Con�guration des surfaes en ontat ave le massif semi-in�ni [Ces07℄
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Figure 1.9: Distributions de pression normalisée pour les trois géométries : sphère, ylindre et �ne [Ces07℄



1.3 Pneumatique 19longitudinale. La fore d'exitation f est déduite en fontion de es déplaements et de la matriede raideur de ontat Kc. L'équation de mouvement peut alors s'érire :M�q+G
q+Kq = f(t) ; f(t) = −Kcu(t) (1.24)où M, G et K sont respetivement les matries de masse, d'amortissement et de raideur.1.3 Pneumatique1.3.1 Propriétés méaniques et géométriquesL'histoire du pneu a ommené en 1888, après son invention par l'éossais John Boyd Dunlop.Les premiers pneumatiques ont été onçus pour les vélos, des boudins de aouthou gon�és d'airet �xés à la jante. En 1891, le français Edouard Mihelin invente le pneumatique démontable pourles biylettes. L'invention est un suès immédiat et pas seulement dans le monde du vélo : trèsvite l'automobile, le ferroviaire, l'aéronautique et la mahinerie s'emparent à leur tour du pneu.Aujourd'hui le pneumatique a beauoup évolué, il devient un produit de haute tehnologie qui doitrépondre à des exigenes fortes et diverses en termes de performane. Il existe ainsi des pneusà lamelles pour une meilleure adhérene sur la neige, des pneus faisant éonomiser du arburantpar une moindre résistane au roulement, des pneus limitant le bruit de roulement... Malgré lesdi�érents modèles de pneumatique, leurs onstitutions restent les mêmes. Ils sont fabriqués à partirde aouthou naturel et arti�iel, d'adjuvants himiques omme le soufre, les huiles et d'autres,ainsi que de ables textiles et métalliques. Le pneu est onstitué de trois grandes zones (voir �gure1.10) :
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Figure 1.10: Constitution d'un pneumatique1. La zone sommet s'appelle aussi la bande de roulement. C'est la ouhe de gomme qui entreen ontat ave la route. Cette gomme doit être assez adhérente pour être apable de trans-mettre le ouple permettant de guider le véhiule dans les virages, sans pour autant réer



20 1. Bibliographieune grande résistane au roulement. La bande de roulement est reusée de sulptures et depetits anaux qui évauent l'eau et la neige et diminuent le risque d'aquaplanage. Sous labande de roulement se trouvent les nappes eintures, onstituées de �ls métalliques parallèles.Ces ables, en deux ouhes roisées, assurent la rigidité du pneumatique, notamment lors depoussées latérales (virages).2. Les �ans sont les éléments latéraux du pneu. Constitués d'une gomme souple, ils sont a-pables de résister aux hos et aux tensions liées au roulement du pneu. Sur ette zone setrouvent tous les marquages du pneu (dimension, fabriquant, indies et) omme le montrela �gure (1.11)3. La zone basse assure l'arohage du pneu à la jante grâe à deux anneaux métalliques quiprennent appui sur elle-i. Ainsi faite, ette zone permet d'avoir une étanhéité parfaite entrela jante et le pneu dans le as d'un pneu tubeless, 'est-à -dire sans hambre à air et pourlequel l'air est gardé dans l'espae entre la jante et le pneu.

Figure 1.11: Constitution d'un pneumatique1.3.2 Fabriation d'un pneumatiqueLe proessus de fabriation d'un pneumatique ommene par le mélange des aouthous na-turels et synthétiques (environ 30 types de aouthous) ave les huiles de fabriation, le noir dearbone et d'autres produits himiques. Les proportions variant d'une usine à une autre, ellessont plus ditées par les oûts et la qualité du produit que l'on veut obtenir. Ces ingrédients sontmélangés dans des malaxeurs géants, appelés Banbury, fontionnant à des températures et despressions extrêmement élevées. Ces mélanges servent à fabriquer des bandes. Ces dernières sontpressées et soumises à des températures très élevées. De là , elles seront déoupées en bandes quideviendront des �ans, des bandes de roulement ou d'autres parties de pneus. Les bandes sortiesde ette opération vont envelopper un tambour pour obtenir un ylindre aux extrémités duquel destalons à �ls d'aier seront enrobés dans un disque de gomme. Les pneus prennent leur forme �nale



1.3 Pneumatique 21dans un moule de vulanisation à une température d'environ 300 �C. L'identi�ation des pneusainsi que les sulptures de la bande de roulement sont gravées dans le moule et transférées au pneudurant ette opération.1.3.3 R�les d'un pneumatiqueLes pneumatiques sont les seuls éléments du véhiule en ontat ave le sol, ils ont de multiplesfontions qui sont prinipalement :� supporter toute la harge du véhiule, ils ne doivent don pas trop se déformer sous l'e�ort,tant en statique qu'en dynamique ;� assurer la transmission des e�orts du moteur et réperuter au sol les ouples de freinage etd'aélération du véhiule ;� donner la diretion du véhiule et partiiper au maintien de la stabilité de la trajetoire ;� ontribuer à la suspension et au onfort grâe à leur �exibilité ;� adhérer sur tous les types de revêtements quelque soit leur état.1.3.4 Soures de vibration d'un pneumatiqueLa vibration d'un pneumatique est l'une des soures prinipales du bruit de roulement. Laompréhension du omportement dynamique du pneumatique est essentielle pour mieux évaluerle bruit. Plusieurs études théoriques et expérimentales ont été réalisées pour traiter le sujet. Iwaoet Yamazaki [IY96℄ ont mesuré le déplaement de la surfae de la bande de roulement et du bordd'un pneumatique lisse roulant à une vitesse de 50km/h. Ils ont identi�é ainsi quatre zones desoures émissives (voir �gure 1.12). La première zone est plaée à l'arrière du pneumatique, justeau-dessus de la ligne de fuite de la zone de ontat, le spetre fréquentiel de ette zone est situéentre 400 et 600 Hz. Elle ontient la première fréquene de résonane des patins de gomme. Ladeuxième et la troisième zone sont situées au niveau de la zone de ontat. Elles vibrent sur unelarge bande de 500 Hz à 2000 Hz, et ontiennent la deuxième fréquene de résonane des patins.En�n la quatrième zone est située en haut du pneumatique et vibre dans la bande de fréquene[500 600 Hz℄. Les soures prinipales de l'émission sonore sont situées prinipalement autour dela zone de ontat et du bord de pneumatique. Dans es zones le niveau global de la pressionaoustique est plus important.1.3.5 Modélisation vibratoire du pneumatique1.3.5.1 Modèles analytiquesDi�érents modèles sont proposés dans la littérature pour modéliser le omportement dynamiqued'un pneumatique. Le modèle d'anneau irulaire de Bohm [Boh66℄ a été étudié par plusieurs au-teurs (Dodge [Dod65℄, Kropp [Kro89℄, Hekel [He86℄, Dorhmann [Dor88℄ et Huang [HH92℄). Lepneumatique est modélisé par un anneau irulaire lisse tournant à une vitesse angulaire onstante(voir �gure 1.13). Le modèle permet d'avoir des résultats pertinents dans le domaine des bassesfréquenes (0− 400 Hz). Les modes et les fréquenes propres alulés par e modèle ont été validéspar des mesures expérimentales ([Kro89℄, [WNR08℄ ). Ce modèle sera étudié plus en détail dans leprohain hapitre.Huang [Hua96℄ et Soedel [SW76℄ ont intégré l'in�uene d'une haussée lisse sur le omportementdynamique de l'anneau irulaire. Les auteurs utilisent la méthode de la réatane (le prinipe de la
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500 − 2000 Hz

500 − 2000 Hz

500− 600 Hz

400− 600 Hz

Figure 1.12: Zones de vibration d'un pneumatiqueméthode est érit entièrement dans [SW76℄). La réeptane αij est dé�nie omme le rapport entrela réponse de dé�exion du système en un point i ave une fore harmonique en un point j :
αij =

X

F
(1.25)Dans le as du ontat d'un anneau irulaire (système A) /haussée (système B) omme lemontre la �gure (1.14), on onsidère la fore harmonique dérite par l'équation (1.26).

fA1 = FA1e
jωt (1.26)La réponse non amortie de l'anneau irulaire est donnée par l'équation :

xA1 = XA1e
jωt (1.27)et sa réeptane par :

α11 =
XA1

FA1
(1.28)De même la réeptane de la haussée s'érit :

β11 =
XB1

FB1
(1.29)En joignant l'anneau irulaire et la haussée, on peut érire l'équation d'équilibre suivante :

α11 + β11 = 0 (1.30)Si la haussée est rigide, on a β11 = 0 et alors α11(ω) = 0. La résolution de ette équationpermet de aluler les fréquenes propres de l'anneau irulaire. Les résultats sont très prohes desfréquenes propres d'un pneumatique réel pour des fréquenes allant jusqu'à 400 Hz.Dans la gamme des moyennes fréquenes (400− 2500 Hz), les longueurs d'onde restent enoregrandes par rapport à l'épaisseur de la arasse. Le pneumatique peut être onsidéré homogène
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Figure 1.13: Modèle d'anneau irulaire sous fondation élastiquedans la diretion radiale. De plus la ourbure peut aussi être négligée. Le modèle simpli�é le plusadapté est elui de la plaque orthotrope (voir �gure (1.15). La bande de roulement est modélisée parune plaque mine préontrainte, ayant deux raideurs di�érentes suivant les diretions longitudinaleou transversale. Des onditions périodiques sont appliquées aux deux extrémités de la plaque. Lapression de gon�age est modélisée par une fondation élastique supportant la plaque.L'équation dynamique de la plaque orthotrope sous tension T0 s'érit
−T0[

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
] + [

√

Kx
∂2v

∂x2
+
√

Ky
∂2v

∂y2
]2 + (Ka − ω2M)v = F0 (1.31)où Kx, Ky et Ka sont respetivement les raideurs longitudinale, transversale et de l'air à l'inté-rieur du pneumatique, M la masse de la ouhe par unité de surfae et F0 l'exitation extérieure.La réponse en un point de oordonnées (x, y) suite à une exitation instantanée en un point deoordonnées (x0, y0) est donnée par la fontion de Green suivante [Hamse, Ham02℄ :

G(x, y|x0, y0) = − 4

Mlxly

∞∑

n=1

sin(kyny)sin(kyny0)
∞∑

p=0

αp
cos[kxp(x− x0)]

(ω − Ωnp)(ω +Ωnp)
(1.32)ave

Ωnp =

√
[
k2xp

√
Kx + k2yn

√
Ky

]2
+ T0(k2xp + k2yn) +Ka

M
(1.33)où

kyn =
nπ

ly
(1.34)

kxp =
pπ

lx
(1.35)
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Figure 1.14: Méthode de la réeptane entre un anneau et une haussée
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Figure 1.15: Modèle de la plaque orthotropeet
α(p=0) =

1

2
; α(p 6=0) = 1 (1.36)Après avoir déterminé la fontion de Green dans le domaine fréquentiel, la fontion de Greentemporelle g(t) peut être alulée soit par une FFT inverse [Kro92℄ soit par une expression analy-tique [HDP01, Hamse℄. Ensuite le déplaement d'un point j de la einture du pneu peut être alulépar un produit de onvolution de la fontion de Green et de la fore f(t) omme suit :

uj(t) =

N∑

i=1

∫ t

0
fi(τ)gi,j(t− τ)dτ (1.37)A hautes fréquenes (au delà de 2500 Hz), les longueurs d'ondes deviennent omparables avel'épaisseur de la plaque. Cette dernière est modélisée par deux ouhes : une première ouhe mineen aier représentant la einture et une deuxième ouhe en aouthou beauoup plus épaissereprésentant la bande de roulement (voir Fig. 1.16).Le omportement de la première ouhe peut être dérit par l'équation (1.31) de la plaqueorthotrope. La deuxième ouhe est onsidérée isotrope et homogène, le veteur déplaement u estsolution de l'équation (1.38).

µ[∆u+
1

1− 2ν
grad(divu)]− ρ

∂2u
∂t2

= 0 (1.38)
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Figure 1.16: Modèle de la plaque bi-ouheEn passant par la transformée de Fourier spatiale, Kropp [Kro92℄ alule le déplaement par laformule :
ui(x, z, ω) =

1

(2π)2

∫∫

R2

ui(kx, kz , ω)e
jkxxejkzz dkx dkz (1.39)où kx et kz sont respetivement les longueurs d'onde dans les diretions x et z.Pour les onditions aux limites, il onsidère la pression interne due au gon�ement du pneumatique :

σzz(z = 0, kx) = Pa(kx); σzx(z = 0, kx) = Ta(kx). (1.40)Puis, au niveau de l'interfae entre les deux ouhes, les onditions de ontinuité de déplaementss'érivent :
uz(z = h1, kx) = v(kx); ux(z = h1, kx) = u(kx), (1.41)et les onditions de ontinuité de ontraintes

σzz(z = h1, kx) =
qa(kx)

ly
; σzx(z = h1, kx) =

qt(kx)

ly
(1.42)où Pa et Ta sont la pression et la tension dans la surfae intérieure. qa et qt sont les tensions àl'interfae des deux ouhes et h1 l'épaisseur de la einture.1.3.5.2 Modèles éléments �nisMalgré l'augmentation de la puissane des moyens informatiques, il reste toujours di�ile desimuler le omportement dynamique omplet du roulement d'un pneumatique sur une hausséeréelle. La omplexité persiste dans la prise en ompte des aspets non linéaires dus d'un oté auontat pneumatique/haussée et de l'autre oté aux grandes déformations du pneumatique. Deplus la modélisation dans une large gamme de fréquenes [0 5000 Hz] est néessaire pour prévoirle bruit de roulement.L'ensemble des modèles numériques proposés sont limités aux basses fréquenes. Ils donnentde bons résultats en dessous de 500 Hz. Au-delà de ette fréquene es modèles deviennent troplourds et trop oûteux. Plusieurs auteurs ont modélisé le pneumatique par des éléments �nis 2D.Kung [Kun87℄ le modélise par une oquille irulaire de révolution montée sur une paire de plaques



26 1. Bibliographied'aier qui représente la jante (voir �gure 1.17). L'auteur utilise des éléments non-linéaires (12 ddlspar élément) pour le pneumatique. Il prend en ompte également sa rotation ainsi que la pression degon�age. La matrie de rigidité est alulée à partir du prinipe de minimum d'énergie potentielle.Le modèle a été validé par une omparaison ave le modèle d'anneau irulaire. Kim[Kim98℄ a aussiutilisé des éléments de oque multi-ouhe à l'aide d'Abaqus. Il alule les modes jusqu'à 400 Hz.Une modélisation similaire a été proposée par Saigal [SYKS86℄, ette fois le pneumatique est mo-délisé omme une membrane toroïdale montée sur une jante (voir �gure 1.18).

Figure 1.17: Modélisation du pneumatique par des éléments oque de révolution [Kun87℄

Figure 1.18: Modélisation du pneumatique par une membrane toroïdale [SYKS86℄D'autres auteurs ont proposé des modèles 3D. Durant sa thèse, Fadavi [Fad02℄ a étudié le bruitde roulement d'un pneumatique. Il modélise ainsi e dernier par la méthode des éléments �nis enutilisant le logiiel Abaqus. Le pneumatique est maillé en 3D, ave des aratéristiques issues desdonnées expérimentales. La arasse et les �ans sont modélisés par des matériaux isotropes équi-valents transverses et la bande de roulement par un matériau hyper-élastique. Fadavi a modéliséle bruit de roulement quasi-statique du pneumatique gon�é et hargé sous le poids du véhiule.L'auteur étudie également l'in�uene de la pression de gon�age, du hargement et de la vitessede roulement sur le hamp de déplaement du bord du pneumatique, sur la ontrainte prinipale



1.3 Pneumatique 27dans la arasse et sur la taille de la zone de ontat. Les rugosités de la haussée et les patins degomme sont aussi pris en ompte. Dans la bande de fréquene [0 1500 Hz], les fréquenes propresdu pneumatique en roulement, la vitesse normale sur le bord et la fontion de transfert en di�érentspoints ont été alulées. L'auteur a mis en évidene l'existene de résonanes autour d'une fréquenede 1000 Hz suite à une exitation normale. Ces résultats oïnident ave les expérimentations.Sabiniarz [SK10℄ a développé un modèle de pneumatique lisse à l'aide de la méthode d'éléments�nis guide d'ondes (WFEM). Il a alulé les mobilités dans une bande de fréquene de [0 1500 Hz].Il a lassi�é les ondes dans ette gamme de fréquene en trois atégories suivant leurs natures etleurs omplexités.Dans Brinkmeier [BNPE08℄, l'auteur étudie les vibrations d'un pneumatique lisse gon�é enontat ave la haussée. Il utilise la méthode des éléments �nis en 3D en se basant sur une formu-lation ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian). Le mouvement du pneumatique est don déomposéen un mouvement de orps rigide χ et une déformation δ voir �gure (1.19).
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Figure 1.19: Déomposition du mouvementL'équation du mouvement s'érit :
(Kt −W )∆φ = ft+∆t

e + fti + ftσ (1.43)où Kt et W sont la matrie de rigidité et la matrie d'inertie ALE. ft+∆t
e , ftσ et fti sont respe-tivement la harge extérieure, l'e�ort intérieur et l'e�ort d'inertie ALE.Pour aluler les modes propres du pneumatique, l'auteur érit le problème aux valeurs propres



28 1. Bibliographielinéarisé dans l'espae d'état :
([

iG Kt −W
Kt −W 0

]

− ω

[
M 0
0 Kt −W

])Z = 0 ; Z =

[
ωzz ] (1.44)Le problème aux valeurs propres généralisé (1.44) est résolu par la méthode d'Arnoldi averedémarrage impliite. Les modes peuvent être alulés autour d'une fréquene ω0 à l'aide de laméthode de shift-invert. La �gure (1.20) illustre le résultat de alul des modes propres autour d'unefréquene nulle, d'une fréquene de 360 Hz et de 720 Hz, pour un pneumatique d'un poids-lourdgon�é à 0.9 MPa et roulant à 50 Km/h.

Figure 1.20: Formes modales au voisinage de 100 Hz (a), 360 Hz (b) et 720 Hz () [BNPE08℄A haque fréquene propre de vibration de �exion (n ≥ 2), orrespond deux modes propresindépendants qui ont la même fréquene dans le as idéal 2. En réalité, le pneumatique n'est pastout à fait symétrique, la position d'équilibre présente un érasement du pneumatique dû aupoids du véhiule et au ontat ave la haussée. Brinkmeier montre aussi que l'e�et gyrosopiqueengendre une dissymétrie de la paire de modes symétriques. En négligeant le ontat, l'auteurompare les fréquenes d'un pneumatique dans le as statique et elles ave une rotation Ω. Ilonstate la séparation de deux fréquenes de façon symétrique autour de la fréquene initiale. Ledéalage ∆f dépend de la vitesse de la rotation suivant la formule (1.45). La �gure (1.22) illustree phénomène pour n = 8 ave une fréquene initiale de 230 Hz et pour une vitesse de rotation
Ω = 31.7 rad/s, les fréquenes se séparent de ∆f = 40.5 Hz.

∆f = ±nΩ

2π
(1.45)1.4 Calul en dynamique moyennes fréquenesDe nombreux logiiels de alul sienti�que sont basés sur la méthode des éléments �nis (FiniteElements Méthod : FEM) pour résoudre des problèmes dans divers domaines. La méthode onsisteà reherher une solution approhée d'une équation aux dérivées partielles sur un domaine ompatave onditions aux bords et/ou dans l'intérieur du ompat. En aoustique, lorsque le domainede propagation devient in�ni, la méthode des éléments de frontières (Boundary Elements Method :BEM) apparaît plus appropriée. En e�et seule la surfae de la frontière du domaine doit être dis-rétisée, ontrairement à la méthode des éléments �nis où on a besoin de mailler tout le domainede propagation. Ainsi la méthode BEM permet de réduire la dimension du problème et de rendre le2. le as idéal orrespond à une symétrie de révolution parfaite du pneumatique à l'état d'équilibre
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Figure 1.21: Séparation des modes symétriques par l'e�et de l'inertie de rotation [BNPE08℄alul moins oûteux. Dans le même but, plusieurs méthodes ont été développées : la méthode deséléments �nis généralisés GFEM 3 [SCB01℄ qui est une extension de la FEM qui se base sur la priseen ompte de la onnaissane d'une partie de la solution dans l'espae d'approximation d'éléments�nis lassiques, loalement, es fontions onstituent une bonne approximation de la solution. LaXFEM 4 [DMD+00℄ utilise des fontions d'enrihissement adaptées au traitement des disontinuitésou enore les méthodes de rédutions [Soi98℄.D'une part, les strutures omplexes présentent un omportement vibratoire aux moyennes ethautes fréquenes. La onstrution de modèles réduits devient problématique. Elle exige la prise enompte d'un grand nombre de modes propres de vibration. Les aluls deviennent alors très lourdsà résoudre, voire impossibles dans ertain as. D'autre part le omportement du pneumatique quinous intéresse est rihe en moyennes fréquenes. Les approhes énergétiques de type SEA [LM62℄utilisées en hautes fréquenes ne permettent pas de traiter le problème d'une manière e�ae.D'autres approhes ont été développées partiulièrement pour étudier les vibrations en moyennesfréquenes.1.4.1 La méthode des éléments �nis - FEMLa méthode des éléments �nis est très utilisée dans l'industrie, en partiulier en aéronautique,dans l'industrie automobile et en météorologie. Cette méthode est intéressante, ompte tenu de sasouplesse d'utilisation, en partiulier vis-à -vis de l'approximation des divers opérateurs modélisantdes phénomènes en physique-mathématique et également pour la prise en ompte de onditions auxlimites portant sur les gradients de la fontion à aluler. Le prinipe de la méthode est diretementissu de l'approhe variationnelle. L'idée de base de la méthode des éléments �nis est de remplaerl'espae de Hilbert sur lequel est posée la formulation variationnelle par un sous espae de dimension�nie. Le problème approhé se ramène à la résolution d'un système linéaire sous la forme :
MÜ+ CU̇+KU = F (1.46)La superposition modale est généralement le proédé le plus utilisé pour résoudre ette équation.La méthode est e�ae lorsque les premiers modes propres de la struture sont dominants dans laréponse dynamique. La densité modale augmente en général ave la fréquene, l'extration de esmodes propres devient de plus en plus di�ile. Lorsque le problème est non linéaire ou lorsque lastruture étudiée exige un nombre élevé de modes propres, les tehniques de résolution diretes telleque l'intégration numérique sont plus appropriées. Cette dernière demande aussi des pas de temps3. Generalized Finite Element Method4. eXtended Finite Element Method



30 1. Bibliographiesu�samment petits pour assurer la stabilité du shéma d'intégration. Dans les deux as, l'étudedes strutures omplexes par la méthode des éléments �nis onduit à des aluls lourds, di�ilesà résoudre ave les moyens informatiques atuels.En�n, la solution dérite à l'aide de grandeurs pontuelles que sont les déplaements généralisésdevient très sensible aux moindres petites variations des paramètres struturaux et des onditionsaux limites. Cette approhe est don inadaptée pour la desription des phénomènes en moyenneset hautes fréquenes.1.4.2 Modèles de guide d'onde1.4.2.1 Présentation de la méthodeLes guides d'onde sont des milieux partiellement ou entièrement bornés où les ondes peuvent sepropager. La propagation des ondes dans es milieux est largement étudiée [Flo86, Gry97, HBR01,HIJ05℄. Ces strutures peuvent être simples omme des poutres et des plaques, ou bien des ensemblesplus omplexes sous forme de réseaux. La méthode des éléments �nis est généralement utilisée pourétudier le omportement vibratoire de es systèmes. Les strutures périodiques sont onstituéesde plusieurs sous-ensembles identiques reliés entre eux de façons identiques. Leur périodiité peutêtre linéaire (1.22-a) ou de révolution (1.22-b). Plusieurs auteurs ont exploité ette propriété pourréduire la taille de leur problème. L'idée de base onsiste en l'étude d'un seul sous-ensemble au lieud'étudier toute la struture. La onnaissane du omportement dynamique du sous-ensemble permetde onstruire le omportement global de la struture. L'étude de telles strutures est initialementabordée par Brillouin [Bri53℄. L'auteur s'est intéressé aux systèmes de treillis et lignes életriques.Ces études ont été largement développées dans les papiers de Mead [Mea73, Mea75a, Mea75b,Mea96℄. Le passage du omportement loal au niveau des sous-strutures au omportement de lastruture totale est basé sur le prinipe de Floquet ou de la matrie de transfert entre les sous-ensembles.

PSfrag replaements
a) périodiité de révolution

b) périodiité linéaireFigure 1.22: Exemples de strutures périodiquesLes modèles d'éléments �nis pour des strutures omplètes sont souvent trop gros pour être utili-sés en pratique, en partiulier dans le as des moyennes et hautes fréquenes. Les propriétés d'ondes



1.4 Calul en dynamique moyennes fréquenes 31peuvent être exploitées dans la prédition de la propagation de perturbation, de la transmissiond'énergie ou de la di�usion aoustique.La méthode des éléments �nis spetraux (SFE) a été développée par Finneveden [Fin00, Fin97a,Fin97b℄ pour résoudre e type de problème. La méthode onsiste à déomposer la réponse de lastruture dans une base harmonique, pour ensuite aluler les deux paramètres prinipaux d'ondesqui sont sa longueur et sa vitesse de groupe. L'auteur a présenté l'équation disrétisée sous la forme :
N∑

n=0

Kn
∂nU
∂xn

− ω2MU = 0 (1.47)dont la solution approhée peut s'érire
[

N∑

i=1

kiKi − ω2M

]U = 0 (1.48)Où M est la matrie de masse usuelle alulée par les formules de la méthode des éléments �nisstandard, tandis que la matrie de rigidité est alulée suivant la puissane du nombre d'onde k.Les matries de rigidité sont alulées pour haque problème par l'équation de Lagrange, le prinipede Hamilton ou le prinipe des puissanes virtuelles. Une desription détaillée de la méthode estprésentée par Finneveden [Fin00, Fin97b℄. L'inonvénient de la méthode se situe dans le alulde es matries. Pour des strutures relativement omplexes les aluls sont lourds e qui rend laméthode SFE di�ile à mettre en pratique dans un ode de alul.Le prinipe de la méthode des éléments �nis guide d'ondes (WFE-Waveguide Finite Elements)onsiste à érire le problème dynamique disret issu de la méthode des éléments �nis standarddans le domaine fréquentiel (1.49), à aluler les ondes se propageant pour érire la réponse ommeune ombinaison linéaire de es ondes :
[
K + jωC − ω2M

]q(ω) = F(ω) (1.49)où K, M et C sont respetivement les matries de rigidité, de masse et d'amortissement, F leveteur fore et q le veteur de degrés de liberté de déplaement.1.4.2.2 Appliation à des strutures périodiquesLes vibrations des strutures périodiques ont déjà fait l'objet de plusieurs travaux. Mead alargement ontribué à la modélisation de e genre de strutures. L'auteur a étudié partiulière-ment la propagation des ondes harmoniques dans les systèmes linéaires unidimensionnels [Mea73℄,les modes propres dans les systèmes mono [Mea75a℄ et les systèmes multi-ouplés [Mea75b℄. Suiteà es travaux, la méthode des éléments �nis pour strutures guide d'onde périodique est dérite endétail dans Duhamel ([DMB05℄,[DMB06℄).Une struture périodique est obtenue en dupliquant plusieurs sous-strutures identiques. Cesdernières sont appelées éléments de base ou ellules. Le prinipe onsiste à étudier dans un premiertemps un seul élément de base au lieu d'étudier la struture omplète.Le omportement dynamique de la ellule est obtenu par les onstantes d'ondes λ dépendant dela fréquene ou de la matrie de transfert T qui relie les déplaements q et les fores f de haque
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PSfrag replaements qL qRfL fRFigure 1.23: Struture à périodiité linéaire omposée de n ellulesoté de la ellule. La matrie de transfert est alulée à partir des matries de masse et de raideurde la ellule :
[ qR
−fR ]

= T [ qLfL ] (1.50)La matrie de transfert permet de dérire la propagation des vibrations à travers la ellule sousforme d'une déomposition en ondes. Les veteurs propres de la matrie de transfert forment unebase sur laquelle les déplaements et les e�orts à gauhe de la ellule peuvent être déomposésomme suit :
[ qLfL ]

=

n∑

i=1

(
a+i Φ

+
i + a−i Φ

−
i

) (1.51)où Φ
+
i et Φ−

i sont les veteurs propres orrespondant aux ondes qui se propagent dans le senspositif et les ondes qui se propagent dans le sens négatif respetivement, puis les a+i et les a−i sontleurs amplitudes. De la même façon les déplaements et les e�orts à droite de la ellule peuvent sedéomposer sur la même base :
[ qR
−fR ]

=
n∑

i=1

(
b+i Φ

+
i + b−i Φ

−
i

) (1.52)Grâe au théorème de Floquet-Blok, Brillouin [Bri53℄ a démontré que le passage de haque ondeà travers la ellule s'obtient en multipliant son amplitude par la valeur propre orrespondante. Ene�et la relation entre les ondes entrantes et sortantes est obtenue grâe à l'équation (1.50). Comme
Φ

+
i et Φ−

i sont les veteurs propres de la matrie de transfert T, alors la relation entre les veteursd'amplitudes a+, a−, b+ et b− est donnée par :
[ b+a− ]

=

[
Λ 0
0 Λ

] [ a+b−

] (1.53)où Λ est la matrie diagonale qui ontient les n valeurs propres de la matrie de transfert T(Λii = λi). L'appliation suessive de l'équation (1.52) permet de déterminer les déplaements et les



1.4 Calul en dynamique moyennes fréquenes 33e�orts dans l'ensemble des interfaes entre les ellules de toute la struture. Durant sa thèse Nguyen[Ngu08℄ a utilisé la méthode pour aluler les mobilités radiale et tangentielle d'un pneumatique
3D. Le pneumatique est modélisé par trois parties homogènes : les tringles par des tubes en aier, labande de roulement par un matériau homogène équivalent et le reste de la géométrie par un massifen aouthou. Les matries de masse et de rigidité de la ellule du pneumatique sont alulées àl'aide du logiiel élément �nis ANSYS. Ensuite, les résultats du modèle périodique sont validés enles omparant à un modèle de pneumatique omplet dans une bande de fréquene de [0 600 Hz].Il a également omparé le temps de alul et la mémoire néessaire pour résoudre le problème aveles deux modèles. La omparaison montre que le modèle périodique est beauoup plus rapide etomporte moins de données à stoker. Cela permet de aluler les mobilités dans une large bandede fréquene ontrairement au modèle omplet qui est limité à 600 Hz.1.4.3 Le modèle SEAL'analyse statistique énergétique SEA 5 onstitue une approhe globale basée sur des estimationsdes énergies vibratoires moyennes par sous-système méanique. La méthode repose sur l'hypothèsed'une forte densité modale dans la bande de fréquene étudiée. Un avantage de la méthode est des'appuyer sur une analyse globale de la struture dont les quantités déduites sont peu sensibles auxvariations des paramètres de la struture. Toutefois, es quantités sont trop globales en espae eten fréquene pour dimensionner �nement la struture, notamment dans le domaine des moyennesfréquenes.Une autre di�ulté de la méthode est la détermination des paramètres physiques qui inter-viennent dans sa formulation : fateurs de perte par dissipation, fateurs de perte par ouplageentre sous-systèmes, densités modales et puissanes transmises. Le modèle a été utilisé par Lee[LN97℄ pour modéliser le omportement dynamique en hautes fréquene du pneumatique. Ce der-nier est modélisé par deux plaques présentant la bande de roulement et les �ans. L'énergie entreles deux sous-systèmes est transportée par des ondes irulaires, des ondes de ompression et deisaillement. Ces ondes peuvent parfois hanger de nature lors du transfert. La puissane transmisede la bande de roulement au �an est donnée par la formule :

P1,2 = ωη1,2E (1.54)De même la puissane dissipée s'érit :
Pd = ωηE (1.55)où η1,2 et η sont le oe�ient de perte par ouplage et le oe�ient de perte interne. E estl'énergie totale du système et ω la vitesse angulaire. En établissant l'équation d'équilibre énergé-tique, l'auteur alule les aratéristiques vibratoires du pneumatique, puis il valide es résultatsen les omparant ave eux de Kropp [Kro89℄.1.4.4 La Théorie Variationnelle des Rayons ComplexesLa VTCR (Variational Theory of Complex Rays) est une approhe destinée au alul des vi-brations en moyennes fréquenes. La méthode a été développée par Ladevèze [Lad96℄. L'idée debase est de onstruire une nouvelle formulation variationnelle permettant de véri�er exatement les5. Statistial Energy Analysis



34 1. Bibliographieéquations loales. Par ontre, les onditions aux limites et les onditions de transmission en dépla-ement et en e�ort aux interfaes entre sous-systèmes n'ont pas besoin d'être véri�ées exatement,mais seulement de façon faible.Considérant un système Ω onstitué de deux sous-sytèmes Ω = Ω1∪Ω2, es derniers sont limitéspar les bords ∂Ω1 = ∂uΩ1 ∪ ∂gΩ1 et ∂Ω2 = ∂uΩ2 ∪ ∂gΩ2, Γ est l'interfae entre Ω1 et Ω2 (voirFigure 1.24)
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Figure 1.24: Géométrie du problème de référeneDans les domaines Ωi(i = 1, 2), l'équation d'équilibre dans le domaine fréquentiel et la loi deomportement sont dé�nies omme suit :
Divσi + fi = −ω2ρUi (1.56)
σi = (1 + jη)Kεi(Ui) (1.57)où K est l'opérateur de Hooke et η un oe�ient d'amortissement.Les onditions aux limites et les onditions de transmission entre les sous-systèmes Ωi sont :Ui = 	Ui sur ∂uΩi (1.58)

σini = gi sur ∂gΩi (1.59)U1 = U2 sur Γ (1.60)
σ1n1 + σ2n2 = 0 sur Γ. (1.61)Le problème assoié à la méthode VTCR est :Trouver (Ui, σi) ∈ Ωadi tel que :

Re

(

− jω
2∑

i=1

[
∫

∂uΩi

δσini(U∗
i − 	U∗

i ) ds+

∫

∂gΩi

(σin− gi)δU∗
i ds

]

+
1

2

∫

Γ
[(δσ1n1 − δσ2n2)(U∗

1 −U∗
2) + (σ1n1 + σ2n2)(δU∗

1 + δU∗
2)] ds

)

= 0

∀(δUi, δσi) ∈ Ωad,0i (1.62)
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Re(A) désigne la partie réelle de la quantité A et A∗ son onjugué. Ωadi est l'espae inémati-quement admissible et Ωad,0i = {Ωadi ; gi = 0} l'espae inématiquement admissible homogène.La VTCR utilise une base de fontions osillantes appelées rayons omplexes. Ces fontionsprésentent deux éhelles, une éhelle rapide pour traiter les petites longueurs d'ondes dont lesphénomènes sont pris en ompte de façon analytique et l'éhelle lente qui est disrétisée. Elledistingue également trois zones : la zone intérieure, les zones des bords et les zones des oins ommele montre la �gure (1.25).
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Disrétisation des modes intérieursDisrétisation des modes de oinsDisrétisation des modes de bords

Figure 1.25: Disrétisation des zones intérieures, des bords et des oins.Par exemple, au voisinage d'un point x de la zone intérieure, la solution est dérite loalementomme une ombinaison linéaire d'un nombre in�ni de rayons omplexes 6. Les déplaements et lesontraintes sont donnés par les équations :Uh(x,y,P) =Wh(x,P)eiωP·y (1.63)
σh(x,y,P) = Ch(x,P)eiωP·y (1.64)où x et y sont les veteurs position, x est assoié à l'éhelle lente et y à l'éhelle rapide.

Figure 1.26: Exemple de rayons omplexes admissibles intérieurs, bords et oins [RL03℄Dans son artile [RL03℄, Ladevèze applique la méthode sur une plaque de Kirhho� 7 , il déter-mine ainsi les rayons omplexes pour les trois zones (intérieur, oins et bords) omme le montre la�gure (1.26).6. les fontions de bases sont des ondes planes propagatives et évanesentes7. le déplaement vertial de la plaque est gouverné par l'équation dynamique :
Eh3

12(1− ν)
(1 + jη)△△u = ρhω

2
u



36 1. BibliographieEn prenant en ompte toutes les diretions possibles, dé�nies par l'angle φ, le déplaement estalulé par l'intégrale suivante :uh(x,y) = ∫
φ∈Ci

uh
i (x,y,P)dΓ +

∫

φ∈Cc

uh
c (x,y,P)dΓ +

∫

φ∈Ce

uh
e (x,y,P)dΓ (1.65)L'intégrale est disrétisée pour se ramener à un problème à dimension �nie, en supposant queles amplitudes wh

i (x,P) , wh
e (x,P) et wh

c (x,P) sont onstantes dans la diretion ironférentielle.Le problème se ramène alors à la résolution d'un système d'équations linéaires :
KU = F (1.66)1.5 ConlusionL'étude de l'interation entre pneumatique et haussée présente la tâhe la plus importantedans la modélisation du méanisme de génération du bruit du roulement. De nombreux travauxaumulés es dernières années ont essayé de traiter ette problématique.Du �té pneumatique, l'ensemble des modèles existants sont soit des modèles de pneumatiquesréels basés sur la méthode des éléments �nis standards et surtout, ils sont limités aux basses fré-quenes (jusqu'à 500Hz), soit des modèles analytiques simpli�és qui peuvent atteindre les moyennesfréquenes (jusqu'à 4000 Hz).Du �té interation entre pneumatique et haussées, on trouve des modèles statiques ou quasi-statiques ave une desription réelle et préise de la haussée et des modèles dynamiques basés surles tehniques de onvolution entre les fontions de Green d'un pneumatique libre et les fores deontat. Ces modèles sont oûteux en termes de temps de alul.Comme nous l'avons dit au début de e mémoire, l'objetif de ette thèse est de développer unmodèle de ontat pneumatique/haussée qui permette à la fois de aluler les moyennes fréquenesave un pneumatique réel et de mettre en plae une nouvelle méthode pour réduire le oût de laonvolution entre les fontions de Green et les fores de ontat.



Chapitre 2Modèle d'anneau irulaire sousfondation élastique
L'objetif de e hapitre est d'étudier un modèle d'anneau irulaire sous fondation élastique.Le modèle onsiste à dérire l'e�et de l'ensemble des éléments d'un modèle 3D de pneumatiqueà l'aide d'une poutre irulaire et de ressorts radiaux et tangentiels. Au départ une mise en équationdétaillée du modèle est présentée. Ensuite, le modèle est omparé ave un modèle numérique réalisé àl'aide du logiiel d'éléments �nis Abaqus et d'un programme Matlab. L'avantage du modèle d'anneauirulaire est que son omportement peut être dérit par des solutions analytiques tout en gardantles propriétés d'un pneumatique réel (en basses fréquenes). Ce modèle sera utilisé omme modèlede base pour valider les di�érentes idées développées dans ette thèse. Ce hapitre sera onsaré àl'étude en détail des di�érentes hypothèses et équations pour onstruire e modèle. On s'intéresse enpartiulier aux fontions de Green de l'anneau dans le domaine fréquentiel. On présentera égalementquelques résultats sur l'e�et de la pression de gon�ement et de la vitesse de rotation de l'anneauirulaire.
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2.1 Modèle analytique 39Dans la littérature, plusieurs auteurs ont utilisé le modèle d'anneau irulaire pour modéliser lepneumatique. Le modèle a été initialement développé par Clark [Cla65℄, Tielking [Tie65℄ et Bohm[Boh66℄. La bande de roulement est modélisée par une poutre irulaire et l'e�et du �an par unefondation élastique entre la jante et la bande de roulement. Au départ, les auteurs ont onsidéréseulement l'e�et radial du �an. Paejka [Pa71℄ a été le premier à intégrer une raideur dans ladiretion ironférentielle de la fondation élastique. Padovan [Pad76℄ a introduit l'amortissementde la bande de roulement et du �an. Potts et al. [PBCR77℄ ont étudié l'e�et de la rotation de l'an-neau ainsi que les ontraintes initiales dues au gon�ement. Huang [HS87, Hua96℄ et ses o-auteursont modélisé le ontat pneu/haussée par une exitation pontuelle harmonique. Ils ont déterminéainsi la réponse forée de l'anneau. Wei[WNR08℄ et al. ont déterminé une formulation analytiqueomplète de la réponse forée en inluant le régime transitoire. Ils ont étudié également plusieursonditions de hargement.2.1 Modèle analytique2.1.1 Calul de la déformationOn onsidère un anneau irulaire de rayon R et de setion S. L'anneau roule sans glissementsur un plan lisse, ave une vitesse de rotation onstante Ω. (O,X,Z) est le repère �xe lié au entrede l'anneau et le repère (O,x, z) tourne ave la vitesse Ω, omme le montre la �gure (2.1). kθ et
kz sont respetivement les raideurs dans les diretions ironférentielle et radiale. θ et z sont lesoordonnées ylindriques d'un point de l'anneau dans le repère relatif (O,x, z).

O

x

X

Z
z

PSfrag replaements θ

uθ

kθ

kθ

kθ

kθ
uz

kz

kz

kz

kz

qz

qθ

Ω

Figure 2.1: Modèle d'anneau irulaireOn onsidère un petit élément E de l'anneau irulaire, de �bre moyenne AB, soit CD un ar de



40 2. Modèle d'anneau irulaire sous fondation élastiquelongueur L et de entre O appartenant à et élément. Après appliation du hargement, l'élément
E se transforme en élément E′ de �bre moyenne A′B′ , d'ar C ′D′ de longueur L′ et de entre
O′ omme le montre la �gure (2.2). On appelle F le tenseur gradient de la transformation qui faitpasser l'élément E de la on�guration initiale à la on�guration atuelle.
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Figure 2.2: Dé�nition d'un élément d'anneau irulaireLe tenseur de déformation de Green-Lagrange est dé�ni par :E =
1

2

(
tFF− Id) (2.1)ave F = Id +∇u (2.2)où u est le veteur déplaement et Id la matrie identité, il en résulteE =

1

2

(
tFF− Id) = 1

2

[
t (Id +∇u) (Id +∇u)− Id] (2.3)Ou enore E =

1

2

(
∇u+t (∇u)) + 1

2

(
t∇u) · (∇u) (2.4)On se plae dans la théorie des poutres, ave les hypothèses :



2.1 Modèle analytique 41� une setion droite reste droite après déformation,� le rayon de l'anneau est grand devant l'épaisseur de la poutre ( hR << 1).D'après la théorie des poutres, un point M de la setion droite de oordonnées (R, θ) se déplaedans la diretion radiale de uz et dans la diretion tangentielle de uθ + zγ, où γ est l'angle derotation de la setion droite autour de l'axe Y, d'après la �gure (2.3)
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Figure 2.3: élément d'anneau irulaire
γ =

(
dOA
dθ

,
dOA′

dθ

)

= (tA , tA′) (2.5)En e�et, OA = R er(θ) (2.6)
dOA
dθ

= R eθ(θ) (2.7)après déformation on a : OA' = (R+ uz) er(θ) + uθ eθ(θ) (2.8)
dOA'
dθ

=
(
u′z − uθ

) er + (R+ uz + u′θ
) eθ (2.9)On trouve

γ =
uθ − u′z

R
(2.10)



42 2. Modèle d'anneau irulaire sous fondation élastiqueLe veteur déplaement peut être dé�ni ainsi :u =

[
uz

uθ + zγ

] (2.11)Le gradient de déplaement en oordonnées ylindriques est donné par :
∇u =








∂uz
∂r

1

r

∂uz
∂θ

− (uθ + zγ)

r

∂ (uθ + zγ)

∂r

1

r

∂ (uθ + zγ)

∂θ
+

uz
r








=








0
u′z − uθ − γz

R

0
uz + u′θ + γ′z

R








(2.12)Le tenseur de déformation s'érit omme une somme d'un terme linéaire EL et d'un terme nonlinéaire ENL : E = EL +ENL (2.13)EL =








0
u′z − uθ − γz

2R

u′z − uθ − γz

2R

uz + u′θ + γ′z

R








(2.14)(2.15)et ENL =
1

2







0 0

0

(
u′z − uθ − γz

R

)2

+

(
uz + u′θ + γ′z

R

)2







(2.16)(2.17)La omposante εθθ du tenseur de déformation de Green-Lagrange s'érit :
εθ = εθθ =

uz + u′θ + γ′z

R
+

1

2

[(
u′z − uθ − γz

R

)2

+

(
uz + u′θ + γ′z

R

)2
] (2.18)On fait l'hypothèse que z est de l'ordre des déplaements, puis on ne garde que les termes despremier et seond ordres. La déformation εθ peut s'érire sous la forme :

εθ = ε0θ + χθz + εNL
θ (2.19)ave ε0θ la déformation membranaire :

ε0θ =
uz + u′θ

R
(2.20)



2.1 Modèle analytique 43
χθz la déformation due à la �exion :

χθ =
γ′

R
=

u′θ − u′′z
R2

(2.21)et εNL
θ le terme non linéaire qui est dé�ni par :

εNL
θ =

1

2

[(
u′z − uθ

R

)2

+

(
uz + u′θ

R

)2
] (2.22)2.1.2 Loi de omportementPar dé�nition l'e�ort normal N et le moment �éhissant M sont donnés par :

N =

∫

S
σθ dS ; M = −

∫

S
σθ z dS (2.23)où σθ est la ontrainte dans la diretion ironférentielle et S la setion de la poutre. Onnéglige les autres omposantes du tenseur des ontraintes, puis on onsidère la loi de omportementunidiretionnelle :

σθ = E εθ (2.24)L'e�ort normal et le moment �éhissant sont ainsi :
N = ESε0θ +

ES

2R2

[(
u′z − uθ

)2
+
(
uz + u′θ

)2
] (2.25)

M =
EI

R2

(
u′′z − u′θ

) (2.26)où E est le module d'Young et I le moment quadratique dans la diretion y .2.1.3 Cinématique d'un point de la �bre moyenneA l'instant t, un point A de la �bre moyenne véri�e l'équation :OA(t) = [R+ uz(t)] er(t) + uθ(t)eθ(t)La vitesse du point A est :VA(t) =
d(OA(t))

dt
= [u̇θ +RΩ+ Ωuz] eθ + [u̇z − Ωuθ] er (2.27)On obtient l'aélération du point A en dérivant sa vitesse

ΓA(t) =
d(VA(t))

dt
=
(
üz − 2Ωu̇θ − Ω2(R+ uz)

) er + (üθ + 2Ωu̇z −Ω2uθ
) eθ (2.28)



44 2. Modèle d'anneau irulaire sous fondation élastiqueOn reonnaît les di�érents termes de l'aélération absolue, l'aélération relative Γr, l'aélé-ration de Coriolis Γcor et l'aélération entripète Γcent

Γ = Γr + Γcor + Γcent (2.29)ave
Γr = üzer + üθeθ ; Γcor = 2Ω (−u̇θer + u̇zeθ) (2.30)et

Γcent = −Ω2(R+ uz)er − Ω2uθeθ (2.31)2.1.4 Équilibre statique2.1.4.1 Contrainte interneLe gon�ement de l'anneau par une pression p puis sa rotation Ω engendre une ontrainte interne
σ0
θ . En onsidérant l'équilibre d'un demi-erle (voir �gure 2.4), on obtient
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hbσ0

θ =
1

2

∫ π

0

[
ρSΩ2R+ pb

]
sinθ Rdθ

= ρSΩ2R2 + pbR (2.32)ave S la setion de l'anneau de largeur b et d'épaisseur h, ρ sa masse volumique.



2.1 Modèle analytique 452.1.4.2 Déplaement radialAve les hypothèses d'une poutre de Bernoulli, les équations d'équilibre s'érivent dans le asgénéral sous la forme :






∂Q

∂s
−N + f + qz = 0

∂N

∂s
+M + qθ = 0

∂M

∂s
−Q = 0

(2.33)
où Q est l'e�ort tranhant, qz et qθ sont respetivement des e�orts onentrés dans les diretionsradiale et ironférentielle. f est une fore répartie. Dans le as stationnaire, les e�orts induisentune déformation à symétrie ylindrique, le déplaement ironférentiel uθ est nul, et le déplaementradial uz est onstant. Il véri�e l'équation d'équilibre :

−N + pb(R+ uz) + ρSΩ2(R+ uz)
2 − kzRuz = 0 (2.34)On remplae N par son expression (2.25) puis on réarrange les termes, on trouve :

(

ρSΩ2 − ES

2R2

)

u2z +

(

pb+ 2ρSΩ2R− ES

R
− kzR

)

uz + pbR+ ρSΩ2R2 = 0 (2.35)Le déplaement uz s'érit :
uz =

(
ES
R + kzR− pb− 2ρSΩ2R

)
+

√
β

2
(
ρSΩ2 − ES

2R2

) (2.36)ave
β =

(

pb+ 2ρSΩ2R− ES

R
− kzR

)2

+ 4
(
ρSΩ2R2 + pbR

)
(
ES

2R2
− ρSΩ2

) (2.37)Si on onsidère que uz << R et qu'on néglige les termes du seond ordre, on peut érire :
uz =

pbR+ ρSΩ2R2

ES
R + kzR− pb− 2ρSΩ2R

(2.38)2.1.5 Equations du mouvementLes équations du mouvement sont obtenues en utilisant le prinipe d'Hamilton. Les énergies dedéformation, inétique et potentielle sont données respetivement par les équations (2.39), (2.40)et (2.41)
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U =

∫ 2π

0

∫ h
2

−h
2

(
1

2
σθεθ + σ0

θεθ

)

bRdzdθ (2.39)
T =

1

2

∫ 2π

0
ρS
[

(u̇z − Ωuθ)
2 + (u̇θ +Ωuz +ΩR)2

]

Rdθ (2.40)
W =

1

2

∫ 2π

0

(
kzu

2
z + kθu

2
θ

)
Rdθ −

∫ 2π

0
[qzuz + qθuθ]Rdθ (2.41)où qz et qθ sont respetivement les e�orts radial et tangentiel. Le prinipe d'Hamilton s'érit :

δ

∫ t2

t1

(U − T +W ) dt = 0 (2.42)Le prinipe onsiste à perturber le système par un déplaement in�nitésimal δuθ et δuz enremplaçant uθ par uθ + δuθ, uz par uz + δuz , puis à garder seulement les termes du premier ordre.On trouve ainsi par la variation en uθ

δθU =

∫ 2π

0

∫ h
2

−h
2

δθ

(
1

2
Eε2θ + σ0

θεθ

)

bRdzdθ (2.43)
= ERb

∫ 2π

0

∫ h
2

−h
2

εθδθ(εθ)dzdθ + bσ0
θR

∫ 2π

0

∫ h
2

−h
2

δθ(εθ)dzdθNous avons démontré que la déformation εθ a omme expression :
εθ =

uz + u′θ
R

+
u′θ − u′′z

R2
z +

(u′z − uθ)
2

2R2
+

(uz + u′θ)
2

2R2
(2.44)Une petite variation δuθ engendre une variation de δθεθ :

δθεθ =
δu′θ
R

+
δu′θ
R2

z − (u′z − uθ)

R2
δuθ +

(uz + u′θ)

R2
δu′θ (2.45)On néglige les termes du seond ordre, l'intégrale du terme en z est alors nulle et il reste :

ERb

∫ h
2

−h
2

εθδθ(εθ)dz = ERb

∫ h
2

−h
2

[
(uz + u′θ) δu

′
θ

R2
+

(u′θ − u′′z) δu
′
θ

R4
z2
]

dz (2.46)
= Ehb

(uz + u′θ)

R
δu′θ +

Ebh3

12

(u′θ − u′′z)

R3
δu′θDe même pour le deuxième terme de l'intégrale :

bσ0
θR

∫ h
2

−h
2

δθ(εθ)dzdθ = bσ0
θR

∫ h
2

−h
2

[
δu′θ
R

+
δu′θ
R2

z − (u′z − uθ)

R2
δuθ +

(uz + u′θ)

R2
δu′θ

]

dz (2.47)En faisant une intégration par parties, puis en réarrangeant les termes, la variation de l'énergiepotentielle due à la perturbation δuθ peut s'érire
δθU =

∫ 2π

0

[
EI

R3
(u′′′z − u′′θ)−

K

R
(u′z + u′′θ)

]

δuθdθ −
∫ 2π

0

bhσ0
θ

R
(−uθ + 2u′z + u′′θ)δuθdθ (2.48)
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K = Ebh ; I =

bh3

12
. (2.49)Les variations de l'énergie inétique δθT et des travaux extérieurs δθW sont alulées de la mêmefaçon,

δθT = ρSR

∫ t0

0

∫ 2π

0
{Ω (Ωuθ − u̇z) δuθ + (u̇θ +Ωuz +RΩ) δu̇θ} dθdt

= −ρSR

∫ t0

0

∫ 2π

0
(üθ + 2Ωu̇z − Ω2uθ)δuθdθdt (2.50)

δθW = R

∫ 2π

0
{(kθuθ − qθ) δuθ} dθ (2.51)On regroupe les équations (2.48),(2.50),(2.51) et (2.42). On obtient l'équation du mouvementdans la diretion ironférentielle :

EI

R4
(u′′′z − u′′θ)−

K

R2
(u′z + u′′θ)−

ρSΩ2R+ pb

R
(−uθ + 2u′z + u′′θ) + kθuθ

+ρS(üθ + 2Ωu̇z − Ω2uθ) = qθ (2.52)De la même façon, on herhe l'équation du mouvement suivant la diretion radiale, et on trouve�nalement le système d'équations : (2.53,2.54)
EI

R4
(u′′′′z − u′′′θ ) +

K

R2
(uz + u′θ) +

pb

R
(uz + 2u′θ − u′′z) + kzuz

+ρSΩ2(2u′θ − u′′z) + ρS(üz − 2Ωu̇θ) = qz (2.53)
EI

R4
(u′′′z − u′′θ)−

K

R2
(u′z + u′′θ) +

pb

R
(uθ − 2u′z − u′′θ) + kθuθ

−ρSΩ2(2u′z + u′′θ) + ρS(üθ + 2Ωu̇z) = qθ (2.54)
2.2 Comparaison ave Abaqus (osillations libres)L'anneau irulaire est modélisé par une poutre d'Euler-Bernoulli (Élément d'Abaqus B23). Lafondation élastique est modélisée par des ressorts dans les deux diretions radiale et longitudinale.Chaque point Ai du maillage est lié par deux ressorts, un ressort dans la diretion radiale �xé auentre de l'anneau O et un ressort longitudinal �xé à un point Bi à l'extérieur de l'anneau, ladroite AiBi est tangente à l'anneau au point Ai omme le montre la �gure (2.5). Le maillage estdonné par un �hier matlab pour pouvoir générer les ressorts de façon automatique.La relation entre les raideurs numériques et les raideurs analytiques est donnée par

knz = Rdθkz ; knθ = Rdθkθ (2.55)
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Figure 2.5: Modèle numérique d'anneau irulaire2.2.1 État préontraintDans un premier temps, on ompare le modèle analytique ave le modèle numérique pour le asstatique (régime permanent). L'anneau est soumis d'une part à la pression de gon�age et d'autrepart à l'e�et de la rotation (aélération entrifuge). Le problème est onsidéré axisymétrique, ledéplaement résultant se fait uniquement dans la diretion radiale. Les déplaements sont aluléspar quatres modèles :� modèle analytique (premier ordre) : on néglige les termes du seond ordre, le déplaement estalulé par l'expression (2.38) ;� modèle analytique (seond ordre) : on onsidère aussi les termes du seond ordre, le déplae-ment est alulé par l'expression (2.36) ;� modèle numérique linéaire : modèle Abaqus linéaire (Ngem=0) ;� modèle numérique non linéaire : modèle Abaqus non linéaire (Ngem=1).Les données géométriques et méaniques utilisées sont regroupées dans le tableau (2.1).Les �gures (2.7) et (2.6) montrent les déplaements pour di�érentes valeurs de la pression etde la vitesse de rotation. Les résultats sont en exellent aord dans le as du modèle analytique(premier ordre) et le modèle linéaire d'Abaqus. Par ailleurs, ave la prise en ompte des non linéaritésgéométriques dans le modèle numérique, les déplaements sont plus importants, dans e as lemodèle numérique ne peut être omparé ave les résultats analytiques que pour des pressionsfaibles (P ≤ 104Pa) et des vitesses de rotations inférieures à 100 rad s−1 (102 km/h). La priseen ompte des termes du seond ordre dans le modèle analytique permet de mieux approher lemodèle numérique non linéaire.



2.2 Comparaison ave Abaqus (osillations libres) 49Paramètres Valeurs UnitésModule de Young (E) 108 PaMasse volumique (ρ) 2280 kgm−3Rayon de l'anneau (R) 0.285 mEpaisseur de la poutre (h) 0.01 mLargeur de la poutre (b) 0.16 mRaideur radiale (kz) 1.64106 Nm−2Raideur tangentielle (kθ) 2.19105 Nm−2Table 2.1: Paramètres de simulations
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Figure 2.6: In�uene de la vitesse de rotation sur la déformée statique
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Figure 2.7: In�uene de la pression sur la déformée statique



50 2. Modèle d'anneau irulaire sous fondation élastique2.2.2 Analyse modale2.2.2.1 Fréquenes propresLes déplaements uz et uθ sont des fontions périodiques de la oordonnée θ. Elles peuvent ainsise déomposer en séries de Fourier :
(uz , uθ) =

+∞∑

n=−∞

(unz , u
n
θ )e

jnθ (2.56)où unz et unθ sont les omposantes des fontions uz et uθ dans la base de Fourier. On herhe lesmodes propres harmoniques en temps tels que
(unz , u

n
θ ) =

1

2π

∫ 2π

0
(uz, uθ)e

−jnθdθ (2.57)
=

M∑

k=1

(Ank, Bnk)e
jωnkt (2.58)d'où la déomposition des fontions uz et uθ,

(uz , uθ) =

M∑

k=1

+∞∑

n=−∞

(Ank, Bnk)e
j(nθ+ωnkt) (2.59)En remplaçant les fontions uz et uθ par leurs déompositions (2.59) dans les équations du mouve-ment (2.53) et (2.54), on trouve le système matriiel (2.60)

[
−j (d1 − 2Ωωnk) d2 − ω2

nk

d3 − ω2
nk j(d1 − 2Ωωnk)

] [
An

Bn

]

=

[
0
0

] (2.60)où
d1 =

1

ρS

[

n3EI

R4
+ n

K

R2
+ 2nρSΩ2 + 2n

pb

R

] (2.61)
d2 =

1

ρS

[

n2

(
EI

R4
+

K

R2

)

+ ρSn2Ω2 +
pb(n2 + 1)

R
+ kθ

] (2.62)
d3 =

1

ρS

[

n4EI

R4
+

K

R2
+ ρSn2Ω2 +

pb(n2 + 1)

R
+ kz

] (2.63)(2.64)Les ωnk (k = 1, 2, 3, 4) sont les solutions de l'équation (2.65). Cette dernière onduit à résoudrel'équation du quatrième degré (2.66) :
det

[
−j (d1 − 2Ωωnk) d2 − ω2

nk

d3 − ω2
nk j(d1 − 2Ωωnk)

]

= 0 (2.65)
ω4
n − (4Ω2 + d2 + d3) ω

2
n + 4d1Ω ωn + d2d3 − d21 = 0 (2.66)



2.2 Comparaison ave Abaqus (osillations libres) 51Dans le as général pour haque n > 0, il y a quatre solutions distintes : les deux premièresvaleurs faibles orrespondent aux modes inextensibles (voir �gure (2.10-a)) et les deux autres auxmodes extensibles (voir �gure (2.10-b)). Pour n = 0, il y a seulement deux modes : le premier estlié aux vibrations dans la diretion ironférentielle et le deuxième est appelé mode de respiration.Les �gures (2.8) et (2.9) illustrent l'e�et de la rotation de l'anneau sur les quatre premièresfréquenes propres (n = 0, 1, 2, 3) pour (k = 1, 2, 3, 4), ave une pression de 2.5 105 Pa. La vitessede rotation donne naissane à une séparation des modes symétriques. L'éart entre les fréquenessymétrique augmente ave la vitesse de rotation de façon symétrique autour des fréquenes doubles(Ω = 0) et suivant une ourbe quasi linéaire. Ce phénomène est absent pour les premiers modes(n = 0) où les fréquenes symétriques restent onfondues quelle que soit la vitesse de la rotation.
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Figure 2.8: Bifuration des fréquenes propres due à l'e�et Coriolis (modes inextensibles)
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Figure 2.9: Bifuration des fréquenes propres due à l'e�et Coriolis (modes extensibles)



52 2. Modèle d'anneau irulaire sous fondation élastique2.2.2.2 Formes modalesA partir des équations (2.59) et(2.60), les déplaements uz et uθ peuvent s'érire,
(uz, uθ) =

+∞∑

n=−∞

4∑

k=1

Ank(1, jCnk)e
j(nθ+ωnkt) (2.67)ave

jCnk =
Bn

An
= j

d1 − 2Ωωnk

d2 − ω2
nk

= j
n3EI

R4 + n K
R2 + 2pbn

R + 2ρSΩ(nΩ− ωnk)

n2
(
EI
R4 + K

R2

)
+ pb(n2+1)

R + kθ + ρS(n2Ω2 − ωnk
2)

(2.68)La �gure (2.10) montre quelques déformées modales inextensibles et extensibles. Ces dernièresorrespondent à l'extension de l'anneau e qui explique leurs apparition pour des grandes valeursde fréquenes.
n = 2 n = 3 n = 4a) Modes inextensibles
n = 2 n = 3 n = 4b) Modes extensiblesFigure 2.10: Formes modales d'un anneau irulaireComme dans le as statique, on ompare le modèle analytique ave le modèle numérique réaliséave Abaqus. On garde les paramètres utilisés dans le as statique. Les tableaux (2.2), (2.3) et (2.4)résument les fréquenes des deux modèles dans le as où Ω = 0 pour trois valeurs de pression :

p = 0 Pa, p = 1000 Pa et p = 2.5 105Pa. Les résultats des deux modèles sont en très bon aord,en partiulier pour une pression de gon�age nulle où les dix premières fréquenes sont quasiment lesmêmes. Pour des pressions faibles (inférieures à 1000 Pa) les fréquenes propres des deux modèlessont très prohes, la di�érene ne dépasse pas 1%. Quand la pression augmente les di�érenes entreles deux modèles augmentent également pour atteindre 10% pour une pression de 2.5 105Pa. Ladi�érene dans e as est liée à la prise en ompte des termes non linéaires dans le modèle numériqueontrairement au modèle analytique. Cette di�érene a déjà été onstatée dans le as statique. Elleest due à une sous estimation de l'e�et de la pression dans le modèle analytique.



2.3 Fontion de Green 53Numéro de Mode n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n=7 n=8 n=9Modèle analytique 38.99 75.07 95.86 102.07 105.33 108.71 113.52 120.62 130.61 143.88Modèle numérique 38.99 75.07 95.86 102.07 105.33 108.70 113.49 120.55 130.49 143.66Table 2.2: Comparaison des fréquenes propres pour une pression nulle (p = 0 Pa)Numéro de Mode n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n=7 n=8 n=9Modèle analytique 39.12 75.10 95.91 102.24 105.67 109.26 114.31 121.65 131.88 145.35Modèle numérique 39.12 75.08 95.93 102.37 105.93 109.68 114.89 122.39 132.74 146.28Table 2.3: Comparaison des fréquenes propres pour p = 1000 PaNuméro de Mode n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n=7 n=8 n=9Modèle analytique 49.95 75.68 95.91 103.13 127.71 153.82 163.79 181.88 200.02 211.65Modèle numérique 49.60 77.42 100.66 117.36 134.63 153.78 165.73 174.96 198.10 201.38Table 2.4: Comparaison des fréquenes propres pour p = 2.5 105 Pa2.3 Fontion de GreenAu ours du roulement, l'anneau irulaire subit d'une part un érasement dû au poids du vé-hiule et d'une autre part l'exitation de la haussée. Dans un premier temps on néglige l'e�et dupoids du véhiule et on suppose que le ontat ave la haussée est pontuel. Nous pouvons alorsmodéliser la haussée par une fore pontuelle qu'on notera Q(t).2.3.1 Cas généralDans le as où on néglige l'amortissement, les équations du mouvement peuvent s'érire sous laforme générale, Lu+Cu̇+Mü = q(t) (2.69)où u = [uθ uz]
t et q = [qθ qz]

t sont respetivement les veteurs de déplaements et de fores, Mla matrie de masse, C la matrie gyrosopique et L l'opérateur di�érentiel linéaire qui sont dé�nispar : M = ρS

[
1 0
0 1

]

; C = 2ρSΩ

[
0 1
−1 0

] (2.70)
L =











−
(
EI

R4
+

K

R2
+

pb

R
+ ρSΩ2

)
∂2

∂θ2
+

pb

R
+ kθ

EI

R4

∂3

∂θ3
−
(
K

R2
+

2pb

R
+ 2ρSΩ2

)
∂

∂θ

−EI

R4

∂3
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(
K

R2
+

2pb

R
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∂

∂θ

EI
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∂4
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+ ρSΩ2

)
∂2

∂θ2
+

K

R2
+
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R
+ kz









(2.71)



54 2. Modèle d'anneau irulaire sous fondation élastique
Le problème (2.69) peut être déomposé dans la base des fontions harmoniques (ejnθ) :Lnun +Cu̇n +Mün = qn(t) (2.72)où un =

1

2π

∫ 2π

0
ue−jnθdθ (2.73)qn =

1

2π

∫ 2π

0
qe−jnθdθ (2.74)

Ln =











(
EI

R4
+

K

R2
+

pb

R
+ ρSΩ2

)

n2 +
pb

R
+ kθ −j

[
EI

R4
n3 +

(
K

R2
+

2pb

R
+ 2ρSΩ2

)

n

]

j

[
EI

R4
n3 +

(
K

R2
+

2pb

R
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n

]
EI

R4
n4 +

(
pb

R
+ ρSΩ2

)

n2 +
K

R2
+

pb

R
+ kz









(2.75)Dans le domaine fréquentiel, le problème (2.69) se transforme en :

[Ln + jωC− ω2M]Un(ω) = Qn(ω) (2.76)En notant Dn(ω) la matrie de rigidité dynamique :Dn = Ln + jωC− ω2M (2.77)Dans le as où la matrie Dn(ω) est inversible on a :Un(ω) = D−1
n Qn(ω) (2.78)Les �gures (2.11) et (2.12) représentent respetivement les deux omposantes diagonales del'inverse de la matrie de rigidité dynamique. Les ourbes montrent le phénomène de séparationdes modes symétriques, qui est lié aux e�ets gyrosopiques. Ce phénomène est absent pour lespremiers modes extensible et inextensible (n = 0). Nous pouvons onstater également que l'e�et del'amortissement atténue l'e�et gyrosopique. Pour un amortissement de 2%, l 'e�et gyrosopiqueest nettement marquant sur l'ensemble des modes alors qu'ave un amortissement de 5% les ourbessont quasiment onfondues.2.3.2 Cas sans rotationDans le as où l'e�et gyrosopique est négligé, l'orthogonalité des modes nous permet d'appro-her l'inverse de la matrie de rigidité dynamique par une somme de ontributions de haque mode.La somme est tronquée à un ordre N su�samment grand pour assurer une bonne approximation.On dé�nit ainsi la masse généralisée mn par l'équation :

Φ
t
nMΦn = mn (2.79)
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Figure 2.11: In�uene de la vitesse de rotation pour di�érentes valeurs d'amortissement (D−1

11 ) : � V =

10 Km/h , - - V = 50 Km/h , − · − V = 100 Km/have Φn le mode propre n de l'anneau. Les modes propres sont normalisés en prenant la massegénéralisée égale à l'unité (mn = 1) :
ρh

∫ 2π

0
α2
n

(
u2zn + u2θn

)
Rdθ = 1 (2.80)où αn est le fateur de normalisation. L'inverse de la matrie de rigidité peut être alors approhépar l'équation (2.81) :

[L−Mω2
]−1

= Φ







. . .
1

−ω2+ω2
n . . . Φt =

N∑

n=1

ΦnΦ
t
n

−ω2 + ω2
n

(2.81)La prise en ompte de l'amortissement est néessaire pour stabiliser la réponse au voisinage desfréquenes propres. On onsidère l'amortissement modal ξn pour le mode n. L'inverse de la matriede rigidité dynamique (fontion de Green en fréquene) s'érit ainsiG(ω) =
[L+ jωC−Mω2

]−1
=

N∑

n=1

ΦnΦ
t
n

−ω2 + j2ξnωnω + ω2
n

(2.82)
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Figure 2.12: In�uene de la vitesse de rotation pour di�érentes valeurs d'amortissement (D−1

22 ) : � V =

10 Km/h , - - V = 50 Km/h , − · − V = 100 Km/hLa fontion de Green est une matrie 2x2 de omposantes :
Gzz(ω) =

N∑

n=1

(unz )
2

−ω2 + j2ξnωnω + ω2
n

(2.83)
Gθz(ω) = Gzθ(ω) =

N∑

n=1

unθu
n
z

−ω2 + j2ξnωnω + ω2
n

Gθθ(ω) =

N∑

n=1

(unθ )
2

−ω2 + j2ξnωnω + ω2
n (2.84)Les �gures (2.13) et (2.14) représentent respetivement les amplitudes des omposantes Gzzet Gθθ pour trois valeurs de pression de gon�age. Nous pouvons onstater que dans le as d'unepression nulle les résultats analytiques oïnident parfaitement aux ave les résultats numériques.Par ailleurs, si la pression augmente les résultats des deux modèles s'éloignent. Cela peut s'expliquerpar la di�érene des hypothèses prises dans les deux modèles : le modèle analytique est basé surl'hypothèse des petits déplaements tandis que dans le modèle numérique nous avons intégré lesnon linéarité-géométriques (option Abaqus NGeo). La �gure (2.15) montre les amplitudes de la



2.3 Fontion de Green 57réponse de tous les noeuds de l'anneau suite à une exitation à l'origine (θ = 0). On peut voir learatère symétrique de la réponse.
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Figure 2.13: Comparaison du modèle analytique au modèle numérique d'Abaqus (Gzz) : � Modèle analy-tique , - - Modèle numérique
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Figure 2.14: Comparaison du modèle analytique au modèle numérique d'Abaqus (Gθθ) : � Modèle analy-tique , - - Modèle numérique

PSfrag replaementsFréquene [ ℄Figure 2.15: Amplitude de la fontion de Green Gzz de l'ensemble de l'anneau irulaire suite à uneexitation au point à θ = 0�



2.4 Conlusion 592.4 ConlusionUne étude détaillée du modèle d'anneau irulaire sous fondation élastique a été présentée.D'abord, les di�érentes hypothèses adoptées pour onstruire e modèle sont expliitées. Ensuite leséquations du mouvement sont obtenues en utilisant le prinipe des puissanes virtuelles.La omparaison entre le modèle analytique et le modèle numérique d'Abaqus est réalisée dans lesas statique et dynamique. En statique, la ontrainte initiale et le déplaement dus à la pression degon�age et l'e�et de rotation alulé par le modèle analytique et le modèle linéaire d'Abaqus sonttrès prohes. Or dans Abaqus, nous avons besoin d'intégrer les non linéarités géométriques pourprendre en ompte l'état préontraint dans le modèle numérique. En dynamique, les fréquenespropres et les fontions de Green sont en exellent aord pour des faibles valeurs de pression (endessous de 1000 Pa). La di�érene entre les deux modèles augmente ave la pression de gon�age.Cette di�érene est due à la négligene des termes non linéaires de la pression dans le modèleanalytique.Conernant la vitesse de rotation, en statique, nous avons vu que son in�uene sur la ontrainteinitiale est plus faible que elui de la pression de gon�age en partiulier pour des vitesses usuelles(inférieures à 100 km/h). En dynamique, ette in�uene se traduit par l'apparition du phénomènede séparation des modes symétriques. Cet e�et diminue ave l'amortissement. Il peut être négligédans le as des grands oe�ients d'amortissement (supérieur à 5%).
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Chapitre 3Modèle de ontat pontuel
Dans e hapitre, nous allons aborder le problème de ontat entre un pneumatique et unehaussée. Nous partons de l'hypothèse que la fontion de Green est onnue dans une bande defréquene donnée. Habituellement la réponse du pneumatique est alulée par un produit de onvo-lution entre la fontion de Green temporelle et l'e�ort de ontat. Cette démarhe est oûteuse entermes de temps de alul. La méthode exposée dans e hapitre onsiste à simpli�er la fontion deGreen en la déomposant dans une base modale tronquée à un ordre su�samment grand pour assu-rer une bonne préision. La réponse est don alulée en utilisant les paramètres modaux identi�és àl'aide de l'algorithme LSCE. Les deux méthodes sont omparées en termes de préision et de tempsde alul dans le as d'un système à un degré de liberté sur une haussée sinusoïdale. La méthodeest appliquée dans le as du modèle d'anneau irulaire dérit dans le hapitre préédent sur deshaussées réelles. Les limites de l'adoption de l'hypothèse quasi-statique est disutée en fontion desparamètres du système dynamique et des paramètres géométriques de la haussée.
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3.1 Convolution standard 633.1 Convolution standardLa résolution de l'équation dynamique (3.1) demande d'une part la reherhe d'une solutiongénérale ug(t) de l'équation homogène qui lui est assoiée, d'autre part, de herher une solutionpartiulière de l'équation omplète. La onnaissane de la fontion de Green G(ω) est un moyensystématique pour trouver ette solution partiulière. La méthode lassique pour e genre de alulest de trouver la fontion de Green temporelle g(t) puis de faire un produit de onvolution de ettefontion et de la fore appliquée q(t).Lu+Cu̇+Mü = q(t) (3.1)
u(t) = ug(t) +

∫ t

−∞
g(t− τ)q(τ)dτ (3.2)On se plae dans le as où le système est au repos jusqu'à un ertain temps pris omme origine

t = 0. Dans es onditions, la solution du problème homogène est nulle (ug(t) = 0), et la solutionse réduit à u(t) = ∫ t

0
g(t− τ)q(τ)dτ (3.3)Prenons un as simple d'un osillateur harmonique amorti (une masse pontuelle de masse Mattahée à un ressort de raideur K et à un amortisseur de oe�ient d'amortissement C) ommele montre la �gure (3.1).
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q(t)Figure 3.1: Système masse-ressort-amortisseurL'équation dynamique du système s'érit
Mü+ Cu̇+Ku = q(t) (3.4)La fontion de Green de e système est solution de l'équation,
Mg̈ + Cġ +Kg = δ(t) (3.5)



64 3. Modèle de ontat pontuelou enore dans le domaine fréquentiel
[
−ω2M + jωC +K

]
G(ω) = 1 (3.6)Nous dé�nissons la transformée de Fourier d'une fontion f(t) par

F (ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−jωtdt (3.7)La transformée de Fourier inverse est alors donnée par

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)ejωtdω (3.8)La fontion de Green fréquentielle peut s'érire sous la forme

G(ω) =
1

M

1

−ω2 + 2jξωω0 + ω2
0

(3.9)Sa transformée inverse est donnée par
g(t) =

1

2πM

∫ +∞

−∞

ejωtdω

−ω2 + 2jξωω0 + ω2
0

(3.10)En utilisant le théorème des résidus on trouve l'expression analytique de la fontion de Greendans le domaine temporel.
g(t) =

1

Mωd
e−ξω0tsin(ωdt)H(t) (3.11)Ave H(t) la fontion de Heaviside dé�nie par

{

H(t) = 0 si t < 0

H(t) = 1 si t ≥ 0
(3.12)et

ξ =
C

2
√
KM

; ω0 =

√

K

M
; ωd = ω0

√

1− ξ2 (3.13)



3.2 Identi�ation des paramètres dynamiques 65Le déplaement peut être alulé ainsi
u(t) =

∫ t

0

1

Mωd
e−ξω0(t−τ)sin(ωd(t− τ))q(τ)dτ (3.14)Dans le as d'un problème 1D, ette équation peut être disrétisée sous la forme :

uk =

k∑

m=0

gk−mqm (3.15)où uk est le déplaement à l'instant k∆t.On note Nt le nombre de pas à simuler et Ng le nombre de pas pour représenter la fontionde Green dans l'intervalle de temps d'in�uene [0 Ng∆t]. Au delà de et intervalle, la fontion deGreen peut être négligée. On hoisit don le nombre Ng de façon que les amplitudes des osillationssoient supérieures ou égales à un entième de l'amplitude maximale.La �gure (3.2) montre l'erreur relative sur le déplaement due à la tronature de la fontion deGreen en fontion du rapport entre l'amplitude maximale et l'amplitude minimale.
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AminFigure 3.2: Détermination de l'intervalle de temps d'in�uene de la fontion de GreenL'équation (3.15) est réduite à
uk =

min(k,Ng)∑

m=0

gk−mqm (3.16)3.2 Identi�ation des paramètres dynamiquesLe alul de la réponse du pneu par une onvolution standard demande un grand nombre deoe�ients pour mieux approher la solution exate. Dans ette setion on herhe à réduire letemps de alul en simpli�ant la fontion de Green. L'idée est de remplaer ette fontion parun nombre raisonnable de oe�ients tout en gardant la même préision que dans la onvolutionstandard. Le alul se fait en deux temps, d'abord l'identi�ation des paramètres dynamiques de



66 3. Modèle de ontat pontuella fontion de Green dans le domaine temporel, puis le alul de la réponse temporelle en intégrantles e�orts de ontat de la haussée.3.2.1 Méthodes polynomialesIl existe plusieurs méthodes d'identi�ation des systèmes omme les méthodes polynomialesouramment utilisées par les automatiiens. L'ensemble de es méthodes est basée sur une repré-sentation disrète dans le domaine temporel. La forme générale de es modèles s'érit
A(q)y(t) =

B(q)

F (q)
u(t) +

C(q)

G(q)
e(t) (3.17)La plupart de es méthodes sont développées dans la boîte à outils de MATLAB System Iden-ti�ation Toolbox. Les algorithmes les plus onnus sont :� ARX (Auto Régressive model with eXternal inputs) ave les polyn�mes A(q) et B(q)� ARMA (Auto Regressive and Moving Average) ave les polyn�mes A(q) et C(q)� OE (Output Error) ave les polyn�mes B(q) et F (q)

3.2.2 Déomposition modalePour les problèmes de dynamique, la représentation modale est la plus adaptée. Contrairementaux méthodes itées dans le paragraphe préédent, les termes de la déomposition ont une signi-�ation physique. La fontion de Green peut être approximée par une ombinaison linéaire de laontribution de haque mode.
G(ω) =

k=Nm∑

k=1

Ak

−ω2 + 2jξkωωk + ω2
k

(3.18)On herhe à identi�er les paramètres modaux qui sont, les résidus Ak, les amortissements
ξk et les pulsations propres ωk. Il existe plusieurs méthodes pour traiter e genre de problème.La méthode LSCE (Least Squares Complex Exponential) reste la référene dans les appliationsd'analyse modale expérimentale.La fontion de Green est supposée onnue dans le domaine fréquentiel, soit g(t) sa transforméede Fourrier inverse. Dans le domaine fréquentiel, la fontion de Green peut s'érire sous la forme

G(ω) =

k=Nm∑

k=1

[
Rk

jω − λk
+

R∗
k

jω − λ∗
k

] (3.19)



3.2 Identi�ation des paramètres dynamiques 67Pour Rn+k = R∗
k et λn+k = λ∗

k, la fontion de Green peut se réérire
G(ω) =

k=2Nm∑

k=1

Rk

jω − λk
(3.20)et dans le domaine temporel

g(t) =

k=2Nm∑

k=1

Rke
λkt (3.21)On disrétise la fontion g(t) ave un pas de temps ∆t. On peut érire alors

g(n∆t) =

k=2Nm∑

k=1

Rke
λkn∆t (3.22)Pour simpli�er le alul, on pose zk = eλk∆t

g(n∆t) =

k=2Nm∑

k=1

Rkz
n
k (3.23)On exprime g(t) pour di�érents instants k∆t ompris entre 0 et L∆t

g0 = g(0) =

k=2Nm∑

k=1

Rk

g1 = g(∆t) =

k=2Nm∑

k=1

Rkzk

g2 = g(2∆t) =
k=2Nm∑

k=1

Rkz
2
k

[...]

gi = g(i∆t) =

k=2Nm∑

k=1

Rkz
i
k (3.24)

[...]

gL = g(L∆t) =

k=2Nm∑

k=1

Rkz
L
k

On herhe zk omme solution de l'équation polynomiale d'ordre L
β0 + β1zk + β2z

2
k + .....βiz

i
k....+ βLz

L
k = 0 (3.25)



68 3. Modèle de ontat pontuel
Pour aluler les oe�ients βi, on multiplie les équations (3.25) par les βi orrespondants puison fait la somme de tous les instants k∆t ompris entre 0 et L∆t

i=L∑

i=0

βigi =
i=L∑

i=0

(βi

k=2Nm∑

k=1

Rkz
i
k) =

k=2Nm∑

k=1

(Rk

i=L∑

i=0

βiz
i
k) (3.26)D'après l'équation(3.25), nous pouvons érire

β0g(0) + β1g(∆t) + β2g(2∆t) + .....βig(i∆t).... + βLg(L∆t) = 0 (3.27)Si on onnaît la fontion de Green en 4Nm instants (L = 2Nm−1), on peut onstruire la matriede Hankel, et les 2Nm oe�ients βi sont solutions de l'équation matriielle
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β1
· · ·

β2Nm−2

β2Nm−1









=









g2Nm

g2Nm+1

· · ·
g4Nm−2

g4Nm−1









(3.28)
Le nombre de lignes peut être augmenté a�n d'avoir une solution au sens des moindres arrés.Si on note H la matrie de Hankel, b = [β0 β1....β2Nm−1]

T et h = [g2Nm g2Nm+1....g4Nm−1]
T , lesoe�ients βi peuvent être alulés parb =

(HTH)−1HTh (3.29)Une fois les oe�ients βi déterminés, on peut aluler failement les zk. La �gure (3.3) illustre larelation entre le paramètre λk et les paramètres modaux ωk et ξk. Cette relation peut être expriméepar les équations






ω2
k = λkλ

∗
k

−ωkξk =
λk + λ∗

k

2

(3.30)Sahant que zk = eλk∆t, �nalement les pulsations propres et les amortissements peuvent sealuler par les deux formules






ωk =
1

∆t

√

log(zk)log(z
∗
k)

ξk =
−log(zkz

∗
k)

2ωk∆t

(3.31)
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Figure 3.3: Paramètres modauxPrenons l'exemple du modèle d'anneau irulaire (REF). On trae les fréquenes (+) aluléespar l'algorithme LSCE pour haque ordre puis on ompare ave les fréquenes analytiques de lafontion de Green. La �gure (3.4) montre l'évolution des fréquenes propres en fontion de l'ordrede l'algorithme LSCE. Les deux premiers modes sont plus failes à identi�er. Ils sont identi�ésà partir d'un ordre d'approximation égal à 20 et leurs valeurs restent stables ave l'augmentationde l'ordre. Par ontre pour identi�er tous les modes, il faut au moins un ordre d'approximation égalau double du nombre de p�les (2Nm = 36).
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70 3. Modèle de ontat pontueldes 18 modes identi�és préédemment.
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3.2 Identi�ation des paramètres dynamiques 733.2.3 Passage au domaine temporelAprès avoir déterminé les paramètres modaux Ak, ωk et ξk et tronqué la déomposition à unordre Nm, le déplaement dans le domaine fréquentiel peut s'érire sous forme d'une série de laontribution de haque mode.
G(ω) =

k=Nm∑

k=1

Ak

−ω2 + 2jξkωωk + ω2
k

(3.33)De la même façon, la fontion de Green dans le domaine temporel peut être obtenue par unetransformation de Fourier inverse
g(t) =

k=Nm∑

k=1

Ak

ωd
k

e−ξkωktsin(ωd
k t)H(t) (3.34)Ave

ωk
d = ωk

√

1− ξ2kLe déplaement peut être alulé par un produit de onvolution
u(t) =

∫ t

0
g(τ)q(t − τ)dτ =

∫ t

0
g(t− τ)q(τ)dτ (3.35)On remplae l'expression de g(t) dans l'équation (3.35) pour obtenir :

u(t) =

∫ t

0

k=Nm∑

k=1

Ak

ωd
k

e−ξkωk (t−τ)sin
(

ωd
k (t− τ)

)

q(τ)dτ (3.36)En séparant les variables t et τ puis en réarrangeant les termes, nous pouvons érire le dépla-ement sous la forme
u(t) =

k=Nm∑

k=1

Ak

ωd
k

e−ξkωkt
[

sin
(

ωd
k t
)

αk(t)− cos
(

ωd
k t
)

βk(t)
] (3.37)où αk(t) et βk(t) sont alulés par les formules

αk(t) =

∫ t

0
eξkωkτcos(ωd

k τ)q(τ)dτ (3.38)
βk(t) =

∫ t

0
eξkωkτsin(ωd

k τ)q(τ)dτ (3.39)(3.40)Numériquement le déplaement à l'instant n∆t est alulé par la formule
u(n∆t) =

k=Nm∑

k=1

Ak

ωd
k

e−ξkωkn∆t
[

sin
(

ωd
k n∆t

)

αk(n∆t)− cos
(

ωd
k n∆t

)

βk(n∆t)
] (3.41)Les oe�ients αk(n∆t) et βk(n∆t) sont alulés par les relations de réurrene
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αk((n + 1)∆t) = αk(n∆t) + eξkωkn∆tcos(ωd

k n∆t)q(n∆t)∆t (3.42)
βk((n+ 1)∆t) = βk(n∆t) + eξkωkn∆tsin(ωd

k n∆t)q(n∆t)∆t (3.43)3.3 Modélisation du ontatA l'instant t le déplaement upneu(t) dépend de l'historique de l'e�ort de ontat, e dernierétant imposé par la texture de la haussée (voir �gure 3.9). Deux situations se présentent : soit il ya ontat entre le pneu et la haussée (dans e as le déplaement du pneu est égal au déplaementde la haussée) soit il n'y a pas de ontat, et dans e as l'e�ort de ontat est nul et le déplaementdu pneu est stritement supérieur à elui de la haussée. On onsidère seulement les déplaementsvertiaux. Les onditions de ontat sont données par les équations (3.44) et (3.45).
upneu(t) = uhaussée(t) ; fc(t) > 0 (3.44)
upneu(t) > uhaussée(t) ; fc(t) = 0 (3.45)
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uhausséeFigure 3.9: Contat d'un anneau ave une haussée de pro�l sinusoïdalPour la suite, on note u(t) le déplaement du pneu et ur(t) le pro�l de la haussée.3.3.1 Appliation à un système Masse-Ressort-AmortisseurComme exemple de validation, prenons un as simple d'un osillateur harmonique amorti (unemasse pontuelle de masse M attahée à un ressort de raideur K et un amortisseur de oe�ientd'amortissement C). Le système masse-ressort-amortisseur se déplae ave une vitesse onstante

V0. On suppose que le déplaement se fait sans glissement sur une haussée de pro�l ur(x) ommele montre la �gure (3.10). Un ressort de ontat de raideur kc et de longueur l0 est plaé entre lamasse et la haussée a�n de modéliser l'e�ort de ontat. Le ressort de ontat travaille seulementen ompression. La haussée a pour équation :
ur = A0sin(ωrx) = A0sin(

2π

λr
V0t) (3.46)où λr est la longueur d'onde de la haussée et A0 son amplitude.
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Figure 3.10: Contat d'un système masse-ressort-amortisseur ave une haussée sinusoïdaleLe système véri�e les équations :
Mü+ Cu̇+Ku = −Mg + fc (3.47)
u(t) ≥ ur(t) (3.48)
fc ≥ 0 (3.49)On prend omme onditions initiales

u(0) = U0 = ur(0) + l0 (3.50)
du(t)

dt
|t=0 = V0 (3.51)On peut distinguer deux as de �gures :� Cas sans ontat (u(t) > ur(t) + l0) :Le ressort de ontat est en tration ave une raideur nulle, le système vibre don en régimelibre.

u(t) = e−ξω0(t−tc)

[

uc cos(ωd(t− tc)) +
vc + ξω0uc

ωd
sin(ωd(t− tc))

] (3.52)
fc(t) = 0 (3.53)où uc et vc sont respetivement les déplaements et les vitesses au moment du dernier ontat

tc.� Cas ave ontat :Le ressort de ontat est en ompression ave une raideur kc, la fore est alulée en utilisantla loi de Hertz
fc(t) = kc∆x

3
2 = kc [ur(t) + l0 − u(t)]

3
2 (3.54)



76 3. Modèle de ontat pontuelL'algorithme de alul est omposé de deux blos, le premier onsiste à identi�er les paramètresmodaux. On dé�nit l'erreur relative entre la fontion de départ et la fontion reonstruite à partirdes oe�ients modaux par
E =

∫ ωmax

0 |G(ω)−
N∑

k=1

Ak

jω − λk
|dω

∫ ωmax

0 |G(ω)|dω (3.55)Après avoir identi�é les paramètres modaux, on passe au alul des déplaements et des e�ortsde ontat, le diagramme (3.11) résume le prinipe du alul.
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FinFigure 3.11: AlgorithmeLes �gures (3.12) et (3.13) montrent respetivement le déplaement u(t) et l'e�ort de ontat
Fc(t) du système masse ressort sur une haussée sinusoïdale. Les paramètres de simulations utiliséssont regroupés dans le tableau (3.1).Pour une autre simulation, on onsidère une haussée ave un pro�l omposé de quatre sinus :les �gures (3.14) et (3.15) montrent les résultats de la simulation.

ur(t) =
k=4∑

k=1

Aksin(ωrkt) (3.56)



3.3 Modélisation du ontat 77M[Kg℄ K[N/m℄ ξ ωr[rad/s] Kc[N/m]

1 106 0.02 100 106Table 3.1: Paramètres de simulation pour le système masse-ressort
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Temps [s℄Figure 3.12: Déplaement pour une haussée sinusoïdale : � pro�l de la haussée, -+- déompositionmodale, −o− onvolution standardLes deux méthodes utilisées donnent quasiment le même résultat. L'utilisation de la onvolutionstandard est oûteuse en termes de temps de alul, en partiulier pour un nombre de pas de tempsimportant. En e�et, d'après les équations (3.41) et (3.15) nous pouvons onstater que dans le asd'une onvolution lassique, le nombre d'opérations de alul est proportionnel au nombre de pasà simuler Nt et à la taille de la fontion de Green dans son intervalle d'in�uene Ng. Au ontraire,pour la déomposition modale le nombre d'opérations est proportionnel à Nt et à l'ordre del'approximation (le nombre de mode utilisé dans l'approximation Nm). Le tableau (3.2) illustre uneomparaison de temps de alul entre les deux méthodes pour plusieurs on�gurations.Pas de temps[ms℄ Nt
Convolution standard Convolution modale

Ng Durée de la simulation[s℄ Nm Temps de alul[s℄
0.1 2000 1900 0.06 1 0.02

0.1 20000 1900 1.01 1 0.10

0.01 20000 19000 5.50 1 0.15

0.01 200000 19000 105.14 1 1.50Table 3.2: Comparaison des temps de alul
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80 3. Modèle de ontat pontuel3.3.2 Appliation du modèle REF sur des pro�ls de haussées réelles3.3.2.1 Desription de la hausséeLes propriétés de la haussée jouent un r�le essentiel dans le proessus de génération du bruit. Laaratérisation des propriétés de haussées onstitue un domaine extrêmement vaste qui englobe enautre, des aratérisations physiques (rigidité, résistane...), des aratérisations himiques (densité,propriétés thermiques... ) ou géométriques. Dans la présente étude, on onsidère que la hausséeest rigide et on se limite aux propriétés géométriques.Dans la littérature, il existe plusieurs paramètres pour quanti�er les dimensions d'une surfaequelonque, mais les plus utilisés se séparent en deux familles :� Paramètres géométriques :
Rt qui est la di�érene d'altitude entre le point le plus élevé et le point le plus bas. Il orres-pond à l'étendue d'altitude du pro�l,
Rp qui est la position du point le plus élevé du pro�l par rapport à la ligne moyenne (droitedes moindres arrés).� Paramètres statistiques :
Ra est la ligne moyenne arithmétique des ordonnées des points de pro�ls par rapport à laligne moyenne. Le paramètre Ra dérit la dispersion des amplitudes autour de la moyenne,autrement-dit l'éart-type.
Rsm est la périodiité moyenne des aspérités. Elle est alulée omme la moyenne desdistanes séparant les intersetions suessives en front montant entre le pro�l et la lignemoyenne. La �gure (3.16) présente es di�érents paramètres.
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Figure 3.16: Paramètres prinipaux pour aratériser une surfae aléatoireLes paramètres dérits préédemment privilégient les ordonnées plut�t que les absisses despoints du pro�l. La norme ISO 13473-4 propose une desription à partir des propriétés spetralesd'un pro�l à deux dimensions. La densité spetrale de puissane permet de aratériser les périodi-ités du pro�l grâe à la transformée de Fourier. Si on note z(x) la fontion ordonnée de l'absisse
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x, sa transformée de Fourier spatiale Z(k) est donnée par

Z(k) =

∫ +∞

−∞
z(x)eikxdx (3.57)où k = 2π/λ est le nombre d'onde et λ la longueur d'onde.Suivant les valeurs de la longueur d'onde, on peut distinguer di�érentes éhelles de texture, la�gure (3.17) illustre es di�érentes éhelles.
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Figure 3.17: Les di�érentes éhelles de texture (λ : éhelle logarithmique).Dans le adre du projet frano-allemand Deufrako P2RN, des pro�ls de texture ont été mesurés.Quatre types de haussées sont utilisés pour les simulations, le BBTM 0/6, le BBTM 0/10 , le BBDr0/10 et le BBSG 0/10. Les �gures (3.18), (3.19), (3.20) et (3.21) représentent la densité spetralede puissane ainsi que les images de surfae dont sont issus es pro�ls.
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λ[mm] Figure 3.21: Chaussée type BBSG 0/103.3.2.2 Résultats des simulationsDans la setion préédente, nous avons alulé les déplaements et les e�orts de ontat pourun as simple : un système masse ressort qui se déplae sur une haussée sinusoïdale. Cette foison onsidère le modèle d'anneau irulaire qui roule ave une vitesse onstante et sans glissementsur des pro�ls de haussées réelles. Seuls les déplaements dans la diretion vertiale sont pris en



3.3 Modélisation du ontat 83ompte et on reste toujours dans l'hypothèse d'un ontat pontuel. Les données des simulationssont regroupées dans le tableau (3.3). Les �gures (3.22, 3.23, 3.24, 3.25, 3.26, 3.27, 3.28 et 3.29)montrent les déplaements et les e�orts de ontat pour les as des quatre types de haussées. Lesourbes montrent une forte orrelation entre les pro�ls des haussées, les fores de ontat et lesdéplaements. Paramètres Valeurs UnitésModule d'Young (E) 108 PaMasse volumique (ρ) 2280 Kgm−3Rayon (R) 0.285 mEpaisseur (h) 0.01 mLargeur (b) 0.16 mRaideur radiale(kz) 1.64106 Nm−2Raideur tangentielle (kθ) 2.19105 Nm−2Table 3.3: Paramètres utilisés pour les simulations
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86 3. Modèle de ontat pontuel3.4 ConlusionL'intégration des non-linéarités dues aux e�orts de ontat dans le modèle de vibration d'unpneumatique est néessaire pour mieux évaluer la réponse vibratoire dans les onditions de roule-ment. Cette réponse est liée à la fois aux propriétés de la haussée, de la vitesse de déplaementet des propriétés du pneumatique.L'e�ort de ontat est modélisé à l'aide d'un ressort de raideur non linéaire, la loi de ontat deHertz a été adoptée pour relier déplaement et e�ort. La démarhe lassique pour aluler etteréponse par produit de onvolution entre fontions de Green et e�orts de ontat est très oûteuseen temps de alul, en partiulier pour des nombres de pas de temps importants. La déompositionmodale des fontions de Green permet de onstruire une nouvelle onvolution plus rapide que laonvolution lassique. Le modèle de ontat basé sur ette onvolution onduit à des aluls plusrapides tout en gardant la même préision.



Chapitre 4Modèle de ontat multi-points
Dans e hapitre nous allons développer un nouveau modèle de ontat. Ce modèle onsisteà ajouter une deuxième ondition de ontat sur la vitesse en plus de la ondition sur ledéplaement. Le modèle sera d'abord omparé ave le modèle de ontat utilisé dans le hapitrepréédent dans le as d'un ontat pontuel. Ensuite nous le généraliserons pour le as d'un problèmede ontat multi-points. Nous présenterons également deux exemples d'appliation : un système àdeux degrés de liberté et le modèle d'anneau irulaire sous foundation élastique. Les deux systèmesse déplaent sur une haussée de pro�l sinusoïdal ave une vitesse onstante. Ces exemples montrentque la démarhe présentée permet de traiter le ontat de façon plus stable et plus robuste.
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4.1 Modèle de ontat ave ondition inématique 894.1 Modèle de ontat ave ondition inématique4.1.1 Présentation du modèleDans le hapitre préédent nous avons traité le ontat par l'addition d'un troisième orps (res-sort de ontat) entre la haussée et le pneumatique. Le hoix de la raideur de ontat est di�ileà réaliser, omme nous l'avons vu, une valeur faible de ette valeur donne des pénétrations physi-quement inaeptables et une trop grande valeur rée des osillations et des instabilités numériques.Dans ette setion, nous allons proposer une démarhe di�érente. Cette démarhe ne néessite pasl'introdution d'une raideur entre les deux orps en ontat. Elle présente le double avantage desatisfaire parfaitement les onditions de ontat et permet de ne pas ajouter de paramètres réglablestout en ayant une bonne stabilité numérique.4.1.1.1 Conditions de ontatPartons de l'équation de onvolution pour aluler le déplaement
u(t) =

∫ t

0
g(t− τ)q(τ)dτ (4.1)Dans le as où il n'y a pas de ontat, l'e�ort de ontat est nul et le déplaement peut êtrealulé diretement par ette onvolution ou bien par la onvolution à l'aide de la déompositionmodale que nous avons développée dans le hapitre préédent. Or quand il y a ontat l'inversion deette onvolution n'est pas possible puisque la fontion de Green est nulle à l'instant initial, d'oùl'introdution de la raideur de ontat pour aluler la fore de ontat. Cependant, ette façonde faire permet de ontourner l'inversion de la onvolution et de trouver la fore de ontat enayant un hoix de raideur de ontat adapté. La démarhe que nous proposons onsiste à inverserla onvolution. L'idée est d'ajouter une ondition sur la vitesse et de herher la fore de ontatqui véri�e à la fois ette nouvelle ondition en vitesse et la ondition de non pénétration sur ledéplaement.En e�et l'équation (4.1) peut se réérire ome une somme d'une ontribution historique uh(t)et une ontribution qui ne dépend que de l'instant atuel :

u(t) =

∫ t−∆t

0
g(t− τ)q(τ)dτ +

∫ t

t−∆t
g(t− τ)q(τ)dτ (4.2)

=

∫ t−∆t

0
g(t− τ)q(τ)dτ

︸ ︷︷ ︸

uh(t)

+

∫ ∆t

0
g(τ)q(t− τ)dτDe la même façon si on dérive l'équation (4.1) par rapport au temps :

v(t) = u′(t) =

∫ t−∆t

0
g′(t− τ)q(τ)dτ +

∫ t

t−∆t
g′(t− τ)q(τ)dτ (4.3)

=

∫ t−∆t

0
g′(t− τ)q(τ)dτ

︸ ︷︷ ︸

vh(t)

+

∫ ∆t

0
g′(τ)q(t− τ)dτ



90 4. Modèle de ontat multi-pointsSi on note Y = [u(t) v(t)]T et Yh = [uh(t) vh(t)]
T on peut érire :Y = Yh +Ψ(q) (4.4)ave Ψ un opérateur intégral qui traduit l'in�uene des e�orts à l'instant atuel et qu'on herheà inverser dans le as où il y a ontat.Dans le as où il y a ontat, le déplaement est imposé par la surfae rigide et on suppose quele point suit le pro�l de la surfae omme illustré sur la �gure (4.1)
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tFigure 4.1: Conditions de ontat en déplaement et en vitesseDon on peut érire les onditions de ontat suivantes :
u(t) = ur(t) (4.5)
v(t) =

dur(t)

dt
(4.6)que l'on peut érire aussi sous la forme vetorielle :Y = Yr = [ur(t)

dur(t)

dt
]T (4.7)4.1.1.2 Calul de la fore de ontatEn utilisant la onvolution par la méthode de déompositions modales, les équations (4.3) et(4.4) peuvent s'érire sous les formes suivantes :

u(t) =
k=N∑

k=1

Ak

ωd
k

e−ξkωkt
[

sin
(

ωd
k t
)

αk(t)− cos
(

ωd
k t
)

βk(t)
] (4.8)et

v(t) = −
k=N∑

k=1

Akξkωk

ωd
k

e−ξkωkt
[

sin
(

ωd
k t
)

αk(t)− cos
(

ωd
k t
)

βk(t)
]

+
k=N∑

k=1

Ake
−ξkωkt

[

cos
(

ωd
k t
)

αk(t) + sin
(

ωd
k t
)

βk(t)
] (4.9)



4.1 Modèle de ontat ave ondition inématique 91En réarrangeant les termes des équations (4.8) et (4.9), on obtient le système matriielY =
k=N∑

k=1

Bkxk (4.10)Ave xk = [αk(t) βk(t)]
T (4.11)Et Bk = Ake

−ξkωkt
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(4.12)Les onditions de ontat mènent à Yr = Yh +Ψ(q) (4.13)On herhe à déterminer l'e�ort de ontat qui véri�e à la fois la ondition de ontat surle déplaement et la ondition sur la vitesse. L'e�ort de ontat est relié au déplaement et à lavitesse par un opérateur intégral.
∆Y = Yr −Yh (4.14)

=









∫ ∆t

0
g(τ)q(t − τ)dτ

∫ ∆t

0
g′(τ)q(t− τ)dτ







Les intégrales peuvent être alulées en utilisant deux points de Gauss. Les valeurs de la forede ontat à es deux points de Gauss sont ensuite alulées en inversant l'opérateur Ψ.q =

[
q1
q2

] (4.15)
= Ψ−1(t1, t2)∆Y (4.16)où Ψ est dé�nie par

Ψ =





g(t1) g(t2)

g′(t1) g′(t2)




∆t

2
(4.17)ave,

g(t) =
k=N∑

k=1

Ak

ωd
k

e−ξkωktsin
(

ωd
k t
) (4.18)



92 4. Modèle de ontat multi-pointsSur un intervalle de temps [t t + ∆t], la fore de ontat est la moyenne de ses deux valeursaux deux points de Gauss t1 et t2 dé�nis par :
t1 = t+

(

1− 1
√

(3)

)

∆t

2
(4.19)

t2 = t+

(

1 +
1

√

(3)

)

∆t

2
(4.20)Connaissant les valeurs de la fore de ontat aux points de Gauss aux instants t1 et t2 nouspouvons aluler les paramètres αk(t+∆t) et βk(t+∆t) par l'équation de réurrene et en utilisantde la même façon que pour la fore de ontat les mêmes points de Gauss t1 et t2.

αk(t+∆t) = αk
h(t) +

f c(t1)q1 + f c(t2)q2
2

∆t (4.21)
βk(t+∆t) = βk

h(t) +
f s(t1)q1 + f s(t2)q2

2
∆t (4.22)Ave

f s(t) = eξkωktsin(ωd
kt) (4.23)

f c(t) = eξkωktcos(ωd
kt) (4.24)4.1.2 Comparaison ave la méthode de pénalisationA�n d'illustrer l'avantage de ette démarhe, on onsidère le même système à un DDL utilisédans le hapitre préédent. Ave la méthode de pénalité, nous réalisons deux aluls. Dans le pre-mier alul, nous hoisissons une valeur de raideur de ontat omparable ave elle du système(Kc = 2K) et dans le deuxième alul nous hoisissons une grande valeur de la raideur de ontatpar rapport à la raideur du système (Kc = 200K).Les �gures (4.2), (4.3), (4.4) et (4.5) montrent une omparaison des résultats obtenus ave laméthode de ondition inématique et les résultats de la méthode de pénalité pour les deux as de�gures. Nous pouvons onstater que lorsque la raideur de ontat est faible, les déplaements obtenusave la méthode de pénalité ne sont pas aeptables physiquement puisqu'on autorise de grandespénétrations. En revanhe, si on hoisit une grande valeur de la raideur de ontat, on onstatel'apparition d'instabilités numériques. Ces instabilités peuvent être supprimées en appliquant un�ltre passe-bas. En faisant ela nous retrouvons les résultats obtenus ave la méthode de onditioninématique omme le montrent les �gures (4.6) et (4.7). Au niveau de la fore de ontat, ave laméthode de ondition inématique nous pouvons onstater un pi qui est dû à un rebond du pointmatériel au moment du premier ontat ontrairement à la méthode de pénalité où e phénomèneest absent à ause de la présene du ressort de ontat qui amortit le ho. Cet exemple illustrebien l'e�aité de la présente méthode en terme de stabilité et de failité de mise en oeuvre.
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96 4. Modèle de ontat multi-points4.2 Appliation au ontat multi points4.2.1 Conditions de ontatDans le domaine fréquentiel, on rappelle que :U(ω) = GF(ω) (4.25)Le déplaement dans le domaine temporel se alule par le produit de onvolution :u(t) = ∫ t

0
g(τ)q(t− τ)dτ (4.26)Le déplaement d'un point i est donné par

ui(t) =

j=Np∑

j=1

[∫ t

0
gij(t− τ)qj(τ)dτ

] (4.27)
ui(t) =

j=Np∑

j=1

[∫ t−∆t

0
gij(t− τ)qj(τ)dτ +

∫ t

t−∆t
gij(t− τ)qj(τ)dτ

]

=

j=Np∑

j=1









∫ t−∆t

0
gij(t− τ)qj(τ)dτ

︸ ︷︷ ︸

uh
ij(t)

+

∫ ∆t

0
gij(τ)qj(t− τ)dτ







De la même façon si on dérive l'équation (4.27) par rapport au temps, on obtient la vitesse dupoint i.

vi(t) = u′i(t) =

j=Np∑

j=1

[∫ t−∆t

0
g′ij(t− τ)qj(τ)dτ +

∫ t

t−∆t
g′ij(t− τ)qj(τ)dτ

]

=

j=Np∑

j=1









∫ t−∆t

0
g′ij(t− τ)qj(τ)dτ

︸ ︷︷ ︸

vhij(t)

+

∫ ∆t

0
g′ij(τ)qj(t− τ)dτ









(4.28)
Si on note Y(t) =










u1(t)
v1(t)...
uNp(t)
vNp(t)










; Yh
j =











uh1j(t)

vh1j(t)...
uhNpj

(t)

vhNpj
(t)











(4.29)on peut érire Y(t) =

j=Np∑

j=1

Yh
j (t) + Ψ(q(t)) (4.30)



4.2 Appliation au ontat multi points 97ave Ψ un opérateur intégral qui traduit l'in�uene des e�orts à l'instant atuel et qu'on herheà inverser dans le as où il y a ontat.Dans le as où il y a ontat, le déplaement est imposé par la surfae rigide, et on suppose quele point suit le pro�l de la surfae. On peut don érire les onditions de ontat suivantes :u(t) = ur(t) (4.31)v(t) =
dur(t)

dt
(4.32)(4.33)qui peut s'érire aussi sous la forme :

Y(t) = Yr(t) =




















ur1(t)

dur1(t)

dt......
urNp

(t)

durNp
(t)

dt




















(4.34)
4.2.2 Calul des fores de ontatSi on remplae les fontions gij(t) par leurs approximations dans l'équation (4.27), on obtient :

ui(t) ≈
j=Np∑

j=1

∫ t

0

k=N∑

k=1

Ak
ij

ωdk
ij

e−ξkijω
k
ij(t−τ)

[

sin
(

ωdk
ij (t− τ)

)]

qj(τ)dτ (4.35)En séparant les variables t et τ puis en réarrangeant les termes, nous pouvons érire le dépla-ement sous la forme
ui(t) ≈

j=Np∑

j=1

k=N∑

k=1

Ak
ij

ωdk
ij

e−ξkijω
k
ijt
[

sin
(

ωdk
ij t

)

αk
ij(t)− cos

(

ωdk
ij t

)

βk
ij(t)

] (4.36)ave
αk
ij(t) =

∫ t

0
eξ

k
ijω

k
ijτcos(ωdk

ij τ)qj(τ)dτ (4.37)
βk
ij(t) =

∫ t

0
eξ

k
ijω

k
ijτsin(ωdk

ij τ)qj(τ)dτ (4.38)(4.39)En dérivant ette équation on trouve l'expression de la vitesse :
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vi(t) = −

j=Np∑

j=1

k=N∑

k=1

Ak
ijξ

k
ijω

k
ij

ωdk
ij

e−ξkijω
k
ijt
[

sin
(

ωdk
ij t

)

αk
ij(t)− cos

(

ωdk
ij t

)

βk
ij(t)

]

+

j=Np∑

j=1

k=N∑

k=1

Ak
ije

−ξkijω
k
ijt
[

cos
(

ωdk
ij t

)

αk
ij(t) + sin

(

ωdk
ij t

)

βk
ij(t)

] (4.40)Dans le as où il y a ontat, on peut érireY(t) = Yr(t) (4.41)
= Yh(t) + Ψ(q(t)) (4.42)Ii Yh(t) est le veteur d'état qui traduit la ontribution de l'e�ort de ontat jusqu'à l'instant

(t−∆t) en sahant que l'e�ort de ontat n'est pas enore onnu à l'instant t.
Yh(t) =

j=Np∑

j=1

k=N∑

k=1








































Ak
1j

ωdk
1j

e−ξk1jω
k
1jt
[

sin
(

ωdk
1j t

)

αk
1j(t−∆t)− cos

(

ωdk
1j t

)

βk
1j(t−∆t)

]

−
Ak

1jξ
k
1jω

k
1j

ωdk
1j

e−ξk1jω
k
1jt
[

sin
(

ωdk
1j t

)

αk
1j(t−∆t)− cos

(

ωdk
1j t

)

βk
1j(t−∆t)

]

+Ak
1je

−ξk1jω
k
1jt
[

cos
(

ωdk
1j t

)

αk
1j(t−∆t) + sin

(

ωdk
1j t

)

βk
1j(t−∆t)

]...
Ak

Npj

ωdk
Npj

e
−ξkNpj

ωk
Npj

t
[

sin
(

ωdk
Npj t

)

αk
Npj(t−∆t)− cos

(

ωdk
Npj t

)

βk
Npj(t−∆t)

]

−
Ak

Npj
ξkNpj

ωk
Npj

ωdk
Npj

e
−ξk

Npj
ωk
Npj

t
[

sin
(

ωdk
Npj t

)

αk
Npj(t−∆t)− cos

(

ωdk
Npj t

)

βk
Npj(t−∆t)

]

+Ak
Npje

−ξkNpj
ωk
Npj

t
[

cos
(

ωdk
Npj t

)

αk
Npj(t−∆t) + sin

(

ωdk
Npj t

)

βk
Npj(t−∆t)

]








































Le terme Ψ(q(t)) représente la ontribution des e�orts de ontat à l'instant t. A haque point
i les éarts en déplaement et en vitesse entre l'instant t et l'instant t − ∆t sont onnus. Ils sontreliés aux e�orts de ontat par les relations suivantes :



4.2 Appliation au ontat multi points 99
dui =

∫ t

t−∆t

k=N∑

k=1

Ak
ij

ωdk
ij

e−ξkijω
k
ij(t−τ)

[

sin
(

ωdk
ij (t− τ)

)]

qj(τ)dτ (4.43)
dvi =

∫ t

t−∆t

k=N∑

k=1

Ak
ij

ωdk
ij

e−ξkijω
k
ij(t−τ)

[

−ξkijω
k
ijsin

(

ωdk
ij (t− τ)

)

+ ωdk
ij cos

(

ωdk
ij (t− τ)

)]

qj(τ)dτ(4.44)On herhe à déterminer la fore de ontat qui véri�e à la fois es deux onditions. A�nd'avoir une solution unique nous alulons les deux intégrales ave deux points de Gauss t1 et t2, equi permet de herher deux inonnues qui véri�ent les deux équations. Les points de Gauss sontdonnés par :
t1 = t+

(

1− 1
√

(3)

)

∆t

2
(4.45)

t2 = t+

(

1 +
1

√

(3)

)

∆t

2
(4.46)Le problème revient à résoudre le système matriiel suivantq =










q11
q21...
q1Np

q2Np










=









k=N∑

k=1









Ψk
11 · · · Ψk

1Np... ... ...... ... ...
Ψk

Np1
· · · Ψk

NpNp

















−1









du1
dv1...
duNp

dvNp










(4.47)Ave Ψk
ij une matrie 2x2 dont les omposantes sont :
Ψk11

ij =
Ak

ωkd
ij

eξ
k
ijω

k
ij(t−t1)sin(ωkd

ij (t− t1))
∆t

2
(4.48)

Ψk12
ij =

Ak

ωkd
ij

eξ
k
ijω

k
ij(t−t2)sin(ωkd

ij (t− t2))
∆t

2
(4.49)

Ψk21
ij = −

Ak
ij

ωdk
ij

e−ξkijω
k
ij(t−t1)

[

−ξkijω
k
ijsin

(

ωdk
ij (t− t1)

)

+ ωdk
ij cos

(

ωdk
ij (t− t1)

)] ∆t

2 (4.50)
Ψk22

ij = −
Ak

ij

ωdk
ij

e−ξkijω
k
ij(t−t2)

[

−ξkijω
k
ijsin

(

ωdk
ij (t− t2)

)

+ ωdk
ij cos

(

ωdk
ij (t− t2)

)] ∆t

2 (4.51)Connaissant les valeurs des e�orts de ontat aux instants t1 et t2, nous pouvons aluler lesparamètres αk(t+∆t) et βk(t+∆t) par les équations de réurrene suivantes :
αk
ij(t+∆t) = αk

ij(t) +
f c
ij(t1)q

1
j + f c

ij(t2)q
2
j

2
∆t (4.52)

βk
ij(t+∆t) = βk

ij(t) +
f s
ij(t1)q

1
j + f s

ij(t2)q
2
j

2
∆t (4.53)
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f s
ij(t) = eξ

k
ijω

k
ijtsin(ωkd

ij t) (4.54)
f c
ij(t) = eξ

k
ijω

k
ijtcos(ωkd

ij t) (4.55)4.3 Exemples d'appliation4.3.1 Système à deux degrés de liberté4.3.1.1 Position du problèmeComme première appliation, on onsidère un système à deux degrés de liberté qui se déplaesur une haussée sinusoïdale. Le modèle est omposé de deux sous-systèmes à un degré de liberté,reliés entre eux par un ressort de raideur k12. Ce ressort est le moyen de ouplage entre les deux sous-systèmes. Les masses m1 et m2 sont reliées de manière élastique à des supports in�niment rigidespar l'intermédiaire de ressorts de raideurs k1 et k2 et d'amortisseurs de oe�ients d'amortissements
C1 et C2. Les déplaements des masses m1 et m2 par rapport à leurs positions de repos sont notésrespetivement u1 et u2. Les deux masses se déplaent sur une haussée de pro�l ur(x) ave unevitesse onstante V0 omme le montre la Figure (4.8).

  

u2u1

PSfrag replaements V0

m1 m2

k1 k2

k12

C1 C2

Figure 4.8: Déplaement d'un système à deux degrés de liberté sur une haussée4.3.1.2 Valeurs propres et modes propresDans un premier temps on néglige les amortisseurs C1 et C2, les deux équations di�érentiellesen régime libre sans ouplage s'érivent :
m1

d2u1dt2 + k1u1 = 0

m2
d2u2dt2 + k2u2 = 0 (4.56)



4.3 Exemples d'appliation 101Le ressort de ouplage introduit une fore supplémentaire, qui dépend à la fois du déplaement
u1 et u2. Le système (4.56) se transforme en un système d'équations ouplées.

m1
d2u1dt2 + k1u1 + k12(u1 − u2) = 0

m2
d2u2dt2 + k2u2 + k12(u2 − u1) = 0 (4.57)Le système peut s'érire sous la forme matriielle suivante







m1 0

0 m2














d2u1
dt2

d2u2
dt2







+







k1 + k12 −k12

−k12 k2 + k12













u1

u2






= 0 (4.58)Dans le domaine fréquentiel e système s'érira







−ω2







m1 0

0 m2






+







k1 + k12 −k12

−k12 k2 + k12



















U1

U2






= 0 (4.59)Notons ω1 et ω2 les pulsations propres des deux sous systèmes, qui sont dé�nies par :

ω1 =

√

k1
m1

; ω2 =

√

k2
m2

(4.60)et W1 et W2 les pulsations de ouplage dé�nies par :
W1 =

√

k12
m1

; W2 =

√

k12
m2

(4.61)Le système (4.59) s'érit alors sous la forme :D(ω)U =







ω2
1 +W 2

1 − ω2 −W 2
1

−W 2
2 ω2

2 +W 2
2 − ω2













U1

U2






= 0 (4.62)La détermination des valeurs propres se fait en résolvant l'équation det(D(ω)) = 0, e qui revientà résoudre l'équation (4.63)

ω4 −
[
ω2
1 +W 2

1 + ω2
2 +W 2

2

]
ω2 + (ω1W2)

2 + (ω2W1)
2 + (ω1ω2)

2 = 0 (4.63)Dans le as symétrique où k1 = k2 = k et m1 = m2 = m. Le système (4.62) se réduit à :






ω2
0 +W 2 − ω2 −W 2

−W 2 ω2
0 +W 2 − ω2













U1

U2






= 0 (4.64)
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√

k1
m et W =

√
k12
m . Les deux pulsations propres sont ainsi

Ω1 = ω0 ; Ω2 =
√

ω2
0 + 2W 2 (4.65)et les modes propres sont :

φ1 =
1√
2

[
1
1

]

; φ2 =
1√
2

[
1
−1

] (4.66)4.3.1.3 Fontions de GreenOn onsidère ette fois l'amortissement dans les deux sous-systèmes et on suppose que es deuxsous-systèmes sont exités par deux fores pontuelles pour modéliser la fore de ontat de lahaussée. Le système d'équations dans le domaine fréquentiel s'érit :






k1 + k12 + jC1ω −m1ω
2 −k12

−k12 k2 + k12 + jC2ω −m2ω
2













U1

U2






=







F1

F2







(4.67)La résolution lassique de e système onsiste à inverser la matrie de rigidité dynamique D(ω)pour obtenir les déplaements des masses.Dans un but de simpliité, on note les variables suivantes :
D1 = k1 + k12 + jC1ω −m1ω

2 (4.68)
D2 = k2 + k12 + jC2ω −m2ω

2. (4.69)Ii on herhe une solution analytique en inversant la matrie de rigidité dynamique de façontriviale, 'est-à-dire à l'aide du alul du déterminant de ette matrie et de l'ériture de la matriedes o-fateurs :






U1

U2






=

1

D1D2 − k212







D2 k12

k12 D1













F1

F2







(4.70)La matrie des fontions de Green est alors dé�nie par :G =
1

D1D2 − k212







D2 k12

k12 D1







(4.71)Les paramètres utilisés dans les simulations du système à deux degrés de liberté sont regroupésdans le tableau (4.1). La �gure (4.9) montre les trois omposantes de la matrie des fontions deGreen G.Les deux points matériels sont séparés d'une distane d = 4 cm. L'ensemble se déplae ave unevitesse onstante V0 = 1 m.s−1 sur une haussée de pro�l sinusoïdal. Les �gures (4.10) et (4.11)montrent respetivement une omparaison du déplaement et de la fore de ontat au point M1pour deux as de �gures : dans le premier as on néglige l'in�uene du point M2 et dans le deuxièmeas on onsidère l'interation ave le point M2. Les �gures (4.12) et (4.13) montrent respetivementles déplaements et les fores de ontat aux deux points M1 et M2.
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Paramètres Valeurs

K1 105 N/m

K2 2 105 N/m

K12 104 N/m

C1 20 N.s/m

C2 10 N.s/m

m1 1 kg

m2 1 kgTable 4.1: Paramètres de simulations du système à deux ddls
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106 4. Modèle de ontat multi-points4.3.2 Modèle d'anneau irulaireOn reprend le modèle d'anneau irulaire que nous avons étudié dans le deuxième hapitre.Cette fois on onsidère que pendant le roulement, le ontat peut se produire en plusieurs points.La zone de ontat est située entre θ = ±θmax omme le montre la �gure (4.14). La zone de ontatest maillée ave un pas de ∆θ. On note Nc le nombre de noeuds dans la zone de ontat. Ils sontlassés de −θmax à +θmax où M1 = M(−θmax) et MNc = M(+θmax).
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Figure 4.14: Roulement d'un anneau sur une haussée rigidePour les simulations, on �xe∆θ à 9�, puis on varie le nombre de pointsNc dans la zone de ontat.La �gure (4.15) montre la réponse en fréquene en sept points de l'anneau ave une exitation aupoint M1.
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4.3 Exemples d'appliation 107(4.17) montrent respetivement une omparaison des déplaements et des fores de ontat dupoint (θ = 0�) pour di�érentes tailles de la zone de ontat (ou nombre de points Nc dans la zonede ontat).
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110 4. Modèle de ontat multi-points4.4 ConlusionLa prise en ompte de la ondition inématique dans le modèle de ontat permet de véri�erexatement les onditions de ontat. Elle permet également d'éviter la di�ulté de la reherhed'une raideur de ontat pertinente ontrairement à la méthode de pénalité. Comme nous l'avonsvu au début de e hapitre, une raideur faible mène à des résultats physiquement non aeptableset une raideur élevée donne naissane à des instabilités numériques.Le modèle de ontat développé au ours de ette thèse est basé sur un traitement originaldu problème de ontat dynamique. D'une part, l'utilisation de la onvolution modale mène à desaluls moins oûteux, d'autre part la prise en ompte de la ondition inématique permet d'avoirdes solutions plus stables et plus robustes. Ces deux aratères (rapidité et stabilité) sont très en-ourageants pour l'appliation du modèle au ontat pneumatique/haussée dans le as 3D.La détermination de la zone de ontat est néessaire pour un alul plus juste de la réponsevibratoire. Les interations entre les points de ontat ont une in�uene importante sur ette ré-ponse. Ces interations sont prises en ompte dans les fontions de Green pré-alulées. Dans leas d'un pneumatique réel, il serait important d'identi�er la zone de ontat dans les onditions deroulement et d'identi�er soigneusement les points atifs (points en ontat ave la haussée) et lespoints passifs au ours du temps et dans les onditions de roulement.



Chapitre 5Modèle périodique
L'objetif de e hapitre est de aluler les fontions de Green d'un pneumatique réel dansune large bande de fréquene. Le modèle de vibration utilisé est basé sur l'exploitation despropriétés de périodiité du pneumatique. Une seule ellule est modélisée par un logiiel d'éléments�nis standard omme Abaqus ou Ansys. Ensuite, à partir de la rigidité dynamique de la ellule etdes onditions de périodiité, la réponse du pneumatique omplet est alulée jusqu'aux moyennesfréquenes (4000 Hz) ontrairement à la méthode des éléments �nis lassique qui est limitée auxbasses fréquenes (0 500 Hz). Le modèle périodique est validé au départ dans le as du modèled'anneau irulaire, puis pour un pneumatique homogène et en�n pour un pneumatique hétérogène.Nous présenterons également quelques simulations sur l'in�uene de la pression de gon�age et deertains paramètres géométriques sur la réponse dynamique du pneumatique.
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5.1 Problème de dynamique 1135.1 Problème de dynamique5.1.1 Equations du mouvementOn onsidère un orps élastique oupant un domaine Ω ⊂ R3. On note ∂Ω = Γu ∪ Γf le bordde Ω et n la normale sortante à ∂Ω omme le montre la �gure (5.1).
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Figure 5.1: Problème aux limitesSur le bord ∂Ω, on onsidère deux types de onditions aux limites :� déplaement imposé sur la partie du bord Γu. Le déplaement est donné : u(x, t) = ud pourtout x ∈ Γu.� ontrainte imposée sur la partie du bord Γf . Le veteur ontrainte est donné : σ(x, t) = fdpour tout x ∈ Γf .On dé�nit les onditions initiales du problème :u(x, 0) = u0(x) ∀x ∈ Ω (5.1)
u(x, 0) = 
u0(x) ∀x ∈ Ω (5.2)Les ontraintes et les déformations sont liées par la loi de omportement
σ(ǫ) = C : ǫ (5.3)et les déformations sont liées aux déplaements par l'équation de ompatibilité

ǫ =
1

2
(∇u+∇ut) (5.4)



114 5. Modèle périodiqueFinalement, déterminer le déplaement u revient à résoudre le système d'équations suivant :






divσ(x, t) + g(x, t) = ρü ∀x ∈ Ω
σ(ǫ) = C : ǫ ∀x ∈ Ω
ǫ = 1

2(∇u+∇ut) ∀x ∈ Ωu(x, t) = ud ∀x ∈ Γu

σ(x, t) = fd ∀x ∈ Γfu(x, 0) = u0(x) ∀x ∈ Ω
u(x, 0) = 
u0(x) ∀x ∈ Ω

(5.5)
où ρ est la masse volumique et g(x, t) la fore volumique appliquée à Ω.En supposant que ud = 0, la formulation variationnelle du problème s'érit :

∫

Ω
δu · ρü dΩ+

∫

Ω
δǫ : σ dΩ−

∫

Ω
δu · g dΩ =

∫

Γf

δu · fd dΓ (5.6)pour tout déplaement virtuel quelonque δu appliqué à la région Ω, tel que δu = 0 sur Γu.En disrétisant le domaine Ω en éléments �nis, le déplaement virtuel peut se projeter sur la basenodale omme suit :
δu(x, t) = N(x)δq(t) (5.7)où δq est un déplaement virtuel des n÷uds etN sont les fontions de forme pour le déplaement. Ledéplaement virtuel provoque également des déformations virtuelles que l'on traduit par l'équationmatriielle
δǫ(x, t) = B(x)δq(t) (5.8)où B sont les fontions de forme pour les déformations. Les hamps de déplaements et dedéformations sont estimés à l'intérieur du domaine Ω par les mêmes fontions de forme, e quipermet d'érire l'équation intégrale (5.6) sous la forme d'une équation di�érentielle du seond ordreM�q+Kq = f(t) (5.9)où M, K et f sont respetivement la matrie de masse, la matrie de raideur et le veteur desfores extérieures. Ils sont alulés par les relations suivantesM =

∫

Ω
NTρN dΩ ; K =

∫

Ω
BTC : B dΩ. (5.10)f = ∫

Ω
NTg dΩ +

∫

Γ
NT fd dΓ. (5.11)5.1.2 AmortissementL'étude de la réponse vibratoire d'un système dynamique néessite l'ajout des aratéristiquesd'amortissement méanique aux aratéristiques de rigidité et de masse. Il existe di�érentes modé-lisations de e phénomène. Les modèles lassiques utilisés par la plupart des odes éléments �nissont dérits i-après.



5.2 Modèle de vibration des strutures périodiques 115� Amortissement visqueuxLe modèle d'amortissement visqueux est le plus ouramment utilisé. Il orrespond à unerésistane proportionnelle à la vitesse. L'équation du mouvement (5.9) devient dans e as :M�q+C
q+Kq = f(t) (5.12)où C est la matrie d'amortissement. Cette matrie peut être alulée par une ombinaisonlinéaire des matries de masse et de raideur (amortissement de Rayleigh) :C = αM+ βK (5.13)Pour les analyses en base modale, les oe�ients d'amortissement modaux ξi se déduisent destermes diagonaux de la matrie d'amortissement généralisée Φ
TCΦ par la relation :

2ξiωi =
Φ

T
i CΦi

Φ
T
i MΦi

(5.14)ave Φi les modes propres de la struture.� Amortissement hystérétiqueLe modèle d'amortissement hystérétique (ou strutural) est basé sur le onept d'un moduled'Young omplexe. Le oe�ient d'amortissement η hystérique est dé�ni omme le rapportentre la partie imaginaire et la partie réelle du module omplexe. Dans e as l'équationdynamique du mouvement dans le domaine fréquentiel s'érit :
[
−Mω2 +K(1 + jη)

] q = F (5.15)5.2 Modèle de vibration des strutures périodiquesUne struture périodique est le résultat d'un assemblage de plusieurs sous-strutures identiques(ellule de base). Ces strutures présentent l'avantage d'une desription omplète à partir de troisparamètres : la ellule de base, la nature de la périodiité (linéaire ou suivant une ourbe quel-onque) et le nombre de ellules.5.2.1 Cellule de référeneOn onsidère une struture périodique omposée de N ellules. On note t la transformationgéométrique qui relie la ellule réelle et la ellule de référene (voir �gure 5.2).Le prinipe d'introduire une ellule de référene est le même que elui de l'élément de référenede la méthode des éléments �nis. Chaque ellule est omplètement dé�nie par la transformationgéométrique orrespondante et les matries de rigidité et de masse de la ellule de référene. Sion note xi0 les oordonnées d'un n÷ud i, les oordonnées de e n÷ud après transformation sontdonnées par : xi = tixi0 (5.16)
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︸ ︷︷ ︸T =











x10...xi0...xL0










(5.17)
Par onséquent, la matrie de masse M et la matrie de raideur K sont alulées dans le repèrede référene à partir des matries de masse (M0) et de raideur (K0) de la ellule réelle par :M = TM0T−1 (5.18)K = TK0T−1 (5.19)La matrie de rigidité dynamique est alulée à partir de es matries et de la matrie d'amor-tissement C D = D(ω) = K+ jωC− ω2M (5.20)Finalement l'équation dynamique disrétisée de la ellule de référene s'érit :Dq = F (5.21)5.2.2 Rédution de modèlePar onstrution, la ellule de base est maillée ave un nombre égal de n÷uds sur le bord àgauhe et de n÷uds sur le bord à droite. Soient qR, qL et qI respetivement les degrés de liberté àdroite, les degrés de liberté à gauhe et les degrés de liberté à l'intérieur. On suppose qu'il n'y apas de fore sur les n÷uds de l'intérieur et on note fR les fores appliquées sur les n÷uds à droite



5.2 Modèle de vibration des strutures périodiques 117et fL les fores appliquées sur les n÷uds à gauhe. Par onséquent l'équation (5.21) peut se réériresous la forme :




D̃II D̃IL D̃IRD̃LI D̃LL D̃LRD̃RI D̃RL D̃RR









qIqLqR 

 =





0fLfR 

 (5.22)Les ddls à l'intérieur peuvent être alulés en fontion de qL et qR en utilisant le premier rangdu système d'équations (5.22) qI = −D̃−1
II (D̃ILqL + D̃IRqR) (5.23)En éliminant qI de l'équation (5.25), on trouve






D̃LL − D̃LID̃−1
II D̃IL D̃LR − D̃LID̃−1

II D̃IRD̃RL − D̃RID̃−1
II D̃IL D̃RR − D̃RID̃−1

II D̃IR










qLqR 

 =





fLfR 

 (5.24)Finalement le problème dynamique réduit de la ellule peut s'érire sous la forme :
[ DLL DLRDRL DRR

] [ qLqR ]

=

[ fLfR ] (5.25)5.2.3 Matrie équivalenteLe but de la méthode est de onstruire une matrie de rigidité dynamique équivalente de lastruture omplète à partir de la matrie de rigidité dynamique de la ellule. Le prinipe est basésur la tehnique de rédution de modèle expliquée dans la setion préédente. Soient D1 et D2 deuxmatries de rigidité dynamique avoisinantes dé�nies omme suit :D1 =





D1
LL D1

LRD1
RL D1

RR



 ; D2 =





D2
LL D2

LRD2
RL D2

RR



 (5.26)La matrie équivalente de deux ellules en éliminant les degrés de liberté d'interfae (degrés deliberté intérieurs pour la struture onstituée de deux ellules) s'érit :Deq =





Deq
LL Deq

LRDeq
RL Deq

RR



 =





D1
LL −D1

LRD∗D1
RL −D1

LRD∗D2
LR

−D2
RLD∗D1

RL D2
RR −D2

RLD∗D2
LR



 (5.27)ave D∗ =
[D1

RR +D2
LL

]−1On répète l'opération n fois tel que
N =

n∑

i=1

2pi ; p1 > p2... > pn (5.28)ave pi la position du ieme hi�re 1 dans la représentation binaire du nombre de ellules N .



118 5. Modèle périodique5.3 Appliation5.3.1 Modèle d'anneau irulaireDans un premier temps nous allons reprendre le modèle d'anneau irulaire étudié dans leshapitres préédents. Le modèle périodique sera tout d'abord testé sur e modèle où la mise enoeuvre est plus simple que pour un modèle de pneumatique réel. Néanmoins toutes les étapes dealuls sont les mêmes pour les deux modèles (maillage de la ellule de base, transformation dansun repère de référene, appliation des onditions périodiques et prise en ompte de la pression).5.3.1.1 Matrie de rigidité dynamiquePour simpli�er la modélisation nous négligeons la fondation élastique (kz = kθ = 0). La ellulede base est une poutre sous forme d'un ar de rayon R et d'angle θ0 autour de l'axe OZ. L'ar estmaillé ave un seul élément de poutre à 6 ddls (voir �gure 5.3).
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Figure 5.3: Modèle périodique d'anneau irulaireL'anneau irulaire est subdivisé en N = 180 éléments (θ0 = 2�). On applique une fore unitaireonentrée au premier n÷ud (à θ = 0) et suivant la diretion (Ox), puis on alule le déplaementau même point. Le alul est réalisé à l'aide du logiiel d'éléments �nis Abaqus. Les matries derigidité (K0) et de masse (M0) de la ellule sont également alulées par Abaqus.La matrie de rigidité dynamique de la ellule de base est de taille 6x6. Elle est exprimée dansle repère artésien (O,x, y). Pour assurer la périodiité des ellules, on tourne le deuxième n÷ud (à
θ = θ0) a�n d'avoir les mêmes propriétés géométriques pour toutes les setions transversales. Dans



5.3 Appliation 119e as la matrie de transfert de la ellule en élément de référene est donnée par :
T =











1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cos(θ0) −sin(θ0) 0
0 0 0 sin(θ0) cos(θ0) 0
0 0 0 0 0 1











(5.29)Les matriesM0 etK0 sont transférées dans le nouveau repère à l'aide de la matrie de transfertT. M = TM0T−1 (5.30)K = TK0T−1 (5.31)5.3.1.2 Condition de périodiitéOn alule la matrie de rigidité dynamique équivalente de l'anneau omplet à l'aide de l'al-gorithme de matrie équivalente présenté dans la setion préédente. L'équation d'équilibre peuts'érire




fLfR 

 =





Deq
LL Deq

LRDeq
RL Deq

RR









qLqR 

 (5.32)Le premier n÷ud (θ = 0) et le dernier n÷ud (θ = 360�) sont les mêmes, ils ont les mêmesdéplaements. Cette ondition et la ondition d'équilibre peuvent se traduire par les équationssuivantes :
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Figure 5.4: Conditions périodiques d'anneau irulaire
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qL = qR = qfL + fR + F = 0
(5.33)ave qL =





u1
v1
γ1



 ; qR =





u2
v2
γ2



 (5.34)En ombinant les équations (5.33) et (5.32), nous pouvons érire :DTq = −F (5.35)ave DT = DLL +DLR +DRL +DRR (5.36)On reprend le modèle d'anneau irulaire ave les paramètres utilisés dans le hapitre préé-dent. Pour simpli�er le alul, on néglige l'e�et de la fondation élastique (kz = kθ = 0). Commeonditions aux limites, l'anneau est onsidéré libre. Nous avons alulé la fontion de Green detrois manières : un alul analytique, un alul numérique de l'anneau omplet ave Abaqus puisun alul périodique. Dans e dernier as, les matries de rigidité et de masse sont alulées parAbaqus et la méthode périodique est odée ave un programme Matlab. La �gure (5.5) montre uneomparaison entre es trois modèles. Nous pouvons onstater que les résultats sont très prohespour les trois modèles.
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5.3 Appliation 1215.3.2 Modèle de pneumatique homogène5.3.2.1 Modélisation d'une ellule de pneumatiqueAprès avoir validé le modèle périodique dans le as d'un anneau irulaire, nous allons adaptere modèle à un pneumatique de géométrie plus omplexe. La démarhe reste la même ave unedi�ulté supplémentaire : ette fois les n÷uds d'une setion doivent être identi�és et renumérotésde sorte que haque n÷ud de gauhe A(r, θ) orresponde au bon n÷ud de droite A′(r, θ + θ0).La setion du pneumatique étudiée est représentée par la �gure (5.6) et les valeurs des paramètresgéométriques et méaniques sont regroupés dans le tableau (5.1).
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Figure 5.6: Setion du pneumatique homogèneRayon intérieur (Rint) 165, 1 mmLargeur de bande de roulement (Lb) 165 mmHauteur du �an (Hf ) 65 mmModule d'Young 80 MPaCoe�ient de Poisson 0, 4Amortissement strutural 10 %Table 5.1: Caratéristiques du pneumatique homogèneLa modélisation de la ellule est réalisée sous le logiiel d'éléments �nis Abaqus. Soit Ω le do-maine oupé par une ellule d'un pneumatique. La frontière de la ellule ∂Ω est subdivisée enquatre frontières omme le montre la �gure (5.7) :� Γu : La partie en ontat ave la jante. Elle est onsidérée enastrée.� Γp : La surfae intérieure. Elle est soumise à la pression de gon�age.� Γr : Les deux setions latérales de la ellule. Elles véri�ent les onditions de périodiité.



122 5. Modèle périodique� Γe : L'envelope extérieure.
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Figure 5.7: Modélisation d'une ellule de pneumatiqueLes matries de rigidité et de masse sont alulées dans le repère artésien (O,X,Y,Z). Cesmatries dépendent de l'angle θ, e qui ne nous permet pas d'appliquer la méthode périodique. A�nd'avoir les mêmes matries pour toutes les ellules, nous transférons es matries dans le repèreylindrique (O, er, eθ, ey) omme le montre la �gure (5.8).
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Figure 5.8: Repères de alul des fontions de Green du pneumatique



5.3 Appliation 123Dans e as la matrie de transfert globale peut s'érire sous la forme :T =








t1(θ1) 0 · · · 0
0 t2(θ2) · · · 0... ... . . . ...
0 0 · · · tN (θN )








(5.37)ave ti la matrie de transfert loale qui transforme les oordonnées du n÷ud i de la baseartésienne (O,X,Y,Z) à la base ylindrique (O, er, eθ, ey). Elle est dé�nie par :ti =  cos(θi) 0 sin(θi)
0 1 0

−sin(θi) 0 cos(θi)



 (5.38)5.3.2.2 Prise en ompte de la pression de gon�ageLe pneumatique est gon�é ave une pression P . Sa vibration est onsidérée omme une perturba-tion autour de l'état d'équilibre établi sous la préontrainte due à la pression. Cette préontraintedonne naissane à une raideur additionnelle qu'on note KP . La matrie de rigidité dynamiquedevient dans e as : D(ω) =
[K+KP + jωC− ω2M] (5.39)Les matries de raideur et de masse sont alulées à l'aide d'Abaqus en deux étapes. Pre-mièrement, on alule l'équilibre du pneumatique sous la pression en intégrant les non linéaritésgéométriques (option d'Abaqus Ngem). Dans la deuxième étape, on e�etue une analyse modaleautour de ette position d'équilibre. Étant donné que le problème du pneumatique omplet estaxisymétrique par rapport à la diretion tangentielle, toutes les setions se déplaent de la mêmefaçon suivant la diretion radiale et le déplaement est nul suivant la diretion tangentielle. Il resteà savoir omment modéliser dans Abaqus une ellule de base pour reproduire le même état préon-trainte que elui du pneumatique omplet.Comme les deux setions latérales de la ellule sont libres, l'appliation de la pression surla surfae intérieure provoque un déplaement radial et aussi un déplaement dans la diretiontangentielle à ause de l'e�et Poisson. En bloquant le déplaement dans la diretion tangentielledes n÷uds dans les deux setions Γr, on retrouve le même état de ontrainte que dans le as d'unpneumatique omplet et don une matrie de raideur ayant le même r�le que dans la matrie globaledu pneumatique omplet. La �gure (5.9) montre les déplaements dans les deux as de �gure sousune pression de 2 bars.A�n d'extraire les matries de masse et de raideur de la ellule dans Abaqus, on e�etue uneanalyse modale de la ellule autour de la position d'équilibre en relâhant les onditions aux limitessur les deux setions (ΓR). Tous les termes de la matrie de raideur qui orrespondent aux degrésde liberté bloqués sont remplaés par Abaqus par un grand nombre (1036), même eux qui orres-pondent aux onditions relâhées. Pour réupérer es derniers, on alule dans un premier tempsles réations aux n÷uds appartenant à (ΓR). Ces réations sont ensuite introduites omme desfores onentrées dans un nouveau alul statique. Finalement les matries de masse et de raideurréupérées après une analyse modale orrespondent à la matrie d'une ellule d'un pneumatiqueomplet soumis à la même pression.
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PSfrag replaementsf Figure 5.9: État préontraint sous une pression de 2 barsLes �gures (5.10) et (5.11) montrent respetivement la réponse radiale o-loalisée d'un pointde l'envelope extérieure d'absisse x = 0, d'un pneumatique non gon�é et d'un pneumatique gon�éave une pression de 2bars. Les aluls sont réalisés ave les deux modèles : le modèle ompletd'Abaqus et le modèle périodique. Nous pouvons onstater qu'on retrouve bien les mêmes résultats.L'avantage du modèle périodique est de permettre d'aller au-delà des basses fréquenes (0−500 Hz)ontrairement à un modèle éléments �nis omplet. Ave des odes industriels d'éléments �nis ommeAbaqus, Ansys ou Nastran, dès qu'on dépasse 500 Hz le problème devient très lourd et mène à desaluls très oûteux en terme de temps de aluls et de mémoire, voire impossible à résoudre aveles moyens informatiques atuels.5.4 In�uene des paramètres géométriques et méaniquesCette setion sera onsarée à quelques simulations pour étudier l'in�uene des paramètresgéométriques du pneumatique. Nous limitons notre étude à trois paramètres prinipaux : les deuxrainures de la gomme, le rayon de la jante et la pression de gon�age. L'in�uene des matériauxn'est pas prise en ompte, nous onsidérons un pneumatique de géométrie réelle ave un matériauhomogène et isotrope. On s'intéresse partiulièrement aux fontions de Green et aux omposantesradiales des fores et des déplaements.5.4.1 Les rainuresC'est la partie reuse de la bande de roulement. Leurs formes et leurs tailles jouent un r�lefondamental dans la qualité du freinage, en partiulier lorsque la haussée est mouillée. Elles per-mettent de réer un espae indispensable pour évauer l'eau entre le pneumatique et la haussée.En revanhe, elles ont un impat important sur le niveau de bruit émis lors du roulement ave lephénomène d'air pumping que nous avons expliqué dans le premier hapitre. Dans ette setion,nous ne nous intéressons pas à es aspets. Nous limitons notre étude à l'in�uene des rainures surla réponse en fréquene du pneumatique. La �gure (5.12) montre la réponse o-loalisée d'un pointde la surfae extérieure du pneumatique d'absisse x = 0 (voir �gure 5.13).
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Fréquene [Hz℄Figure 5.11: Validation du modèle périodique ave P = 2 bars : � modèle périodique, −o− modèle AbaqusompletGlobalement, les deux modèles ont un omportement similaire. La présene des rainures assou-plit le pneumatique e qui explique le déalage entre les deux ourbes. La réponse du pneumatique



126 5. Modèle périodiquerainurée est plus importante en amplitude ave des fréquenes propres plus faibles par rapport aupneumatique sans rainure. En réalité ette in�uene est moins importante pour un pneumatiqueréel où la rigidité des sulptures est très faible par rapport aux autres parties du pneumatique.
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Figure 5.13: Positions des points de ontat pour un pneumatique lisse et un pneumatique rainuré



5.4 In�uene des paramètres géométriques et méaniques 1275.4.2 La pressionLes �gures (5.14) et (5.15) montrent respetivement la réponse o-loalisée au point (x = 0)pour di�érentes valeurs de pression de gon�age d'un pneumatique lisse et d'un pneumatique rainuré.Augmenter la pression de gon�age revient à augmenter la rigidité du pneumatique e qui expliquele déalage entre les ourbes pour les di�érentes valeurs de la pression. Ce déalage est plus marquéaux basses fréquenes.
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Figure 5.14: In�uene de la pression sur la réponse fréquentielle d'un pneumatique lisse : � P = 0 bars ,
− − P = 1 bars, −o− P = 2 bars, −�− P = 3 bars5.4.3 Le rayon de la janteLa �gure (5.16) montre la même réponse en fréquene o-loalisée au point d'absisse x = 0pour trois valeurs de rayons : 13 poues, 14 poues et 15 poues. L'augmentation du rayon de lajante assouplit le pneumatique. Nous pouvons onstater que ette in�uene est moins importanteque elle de la pression de gon�age ou la présene des rainure.5.4.4 Symétrie de la bande de roulementLe pro�l du pneumatique étudié représente une légère dissymétrie entre la partie intérieure et lapartie extérieure de la bande de roulement. Les �gures (5.17) et (5.18) illustrent ette dissymétrie.En e�et, le pneumatique est exité au point x = 0 puis on alule la réponse en fréquenes auxpoints x = ± 1 cm, x = ± 2 cm et x = ± 3 cm et x = ± 4 cm. On peut onstater que les ourbesdes points situés à ±x sont quasiment onfondues en partiulier dans les basses fréquenes.
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Figure 5.15: In�uene de la pression sur la réponse fréquentielle d'un pneumatique rainuré : � P = 0 bars, − − P = 1 bars, −o− P = 2 bars, −�− P = 3 bars
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Figure 5.16: In�uene du rayon de la jante sur la réponse fréquentielle d'un pneumatique lisse : � 13poues, − − 14 poues, −o− 15 poues
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Figure 5.17: Réponse en fréquene pour di�érentes points d'un pneumatique lisse : � x = 0, − − x =

−1 cm, −.− x = +1 cm, −�− x = −2 cm,−♦− x = +2 cm, −o− x = −3 cm, − ∗ −
x = +3 cm, −+− x = −4 cm, −X− x = +4 cm
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Figure 5.18: Réponse en fréquene pour di�érentes points d'un pneumatique rainuré : � x = 0, − −
x = −1 cm, −.− x = +1 cm, −�− x = +− 2 cm,−♦− x = +2 cm, −o− x = −3 cm, −∗−
x = +3 cm, −+− x = −4 cm, −X− x = +4 cm



130 5. Modèle périodique5.5 Modèle de pneumatique hétérogène5.5.1 Propriétés des matériaux du pneumatiqueLe pneumatique étudié est un pneu Mihelin de type 165/65/R13 77T. Ses aratéristiques sontregroupées dans le tableau (5.2).Diamètre intérieur 13 poues (330.2 mm)Largeur de bande de roulement 165 mmHauteur du �an 65 mmCharge maximale 412 kgVitesse maximale 190 km/hPression interne maximale 2.7 barsTable 5.2: Caratéristiques d'un pneu Mihelin de type 165/65/R13 77TAu ours de sa thèse à l'Éole des Ponts ParisTeh, Hong-Hai NGUYEN a réalisé une om-pagne d'essais pour mesurer les propriétés statiques et dynamiques des di�érents onstituants dupneumatique étudié. Nous allons exploiter ses résultats pour notre modélisation numérique. Lepneumatique est subdivisé prinipalement en quatre matériaux :� le aouthou : le aouthou est le omposant prinipal du pneumatique. Ses propriétés méa-niques sont di�iles à mesurer loalement. On onsidère que le aouthou dans les sulptureset le �an est isotrope. Ses propriétés ont été mesurées par un essai de dureté en utilisant laloi de Hertz entre une bille en aier et un plan de aouthou ;� les tringles : elles sont onstituées de plusieurs âbles en aier de setion irulaire. Le moduleéquivalent de ses âbles est alulé par un essai de tration standard ;� bande de roulement : elle se ompose de deux ouhes élémentaires et d'une ouhe inter-médiaire en aouthou. Chaque ouhe élémentaire est omposée d'un mélange de âbles enaier torsadés ave une matrie de aouthou. Les deux diretions prinipales de la ouheélémentaire sont inlinées d'un angle θ = ±20�. Les modules élastiques ont d'abord été me-surés par un essai de tration. Ensuite ils ont été alulés par une loi de mélange ;� Le �an : il est onstitué de �bres qui sont souvent fabriquées en nylon ou en polyester etdont le diamètre varie entre 0.2 mm et 0.4 mm [BCDP07℄. Les �bres sont immergées dansune matrie de aouthou.Pour onserver la propriété de périodiité du pneumatique, on modélise le �an par un matériauhomogène équivalent. Les quatre parties du pneumatique sont illustrées dans la �gure (5.19) et letableau (5.3) résume les valeurs des paramètres utilisés pour les simulations.5.5.2 Fontions de GreenLes �gures (5.20), (5.21) et (5.22) montrent respetivement la partie réelle, la partie imaginaireet l'amplitude de la réponse en fréquene du pneumatique suite à une exitation au point d'absise
x = 0. Les réponses sont alulées en di�érents points de la l'envelope extérieurs du pneumatiquede la même setion et d'absisses entre −4 cm et 4 cm (voir �gure 5.13). Nous pouvons onstaterle aratère quasi-symétrique par rapport à l'origine. Cette dissymétrie est due à la dissymétrie dessulptures par rapport au plan (Oyz).
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Figure 5.19: Modélisation d'une ellule de pneumatique ave trois types de matériaux
Parties Composition Paramètres ValeursSulptures ρ 1000 kg/m3Caouthou E 7 MPa

ν 0,49Tringles ρ 7850 kg/m3Fils d'aier E 162, 6 GPa

ν 0,33Flan Caouthou ρ 1000 kg/m3+�bre de nylon E 109 MPa

ν 0, 48Bande deroulement ρ 2014 kg/m3

Er 663 MPaMatrie en aouthou Ex 624 MPa+�ls en aier νry 0,4
Gry 330 MPaTable 5.3: Caratéristiques du pneumatique homogène
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PSfrag replaementsRe(G) [ ℄Fréquene [ ℄Figure 5.20: Parties réelles des réponses en fréquene de di�érents points suite à une exitation en x = 0

PSfrag replaementsIm(G) [ ℄Fréquene [ ℄Figure 5.21: Parties imaginaires des réponses en fréquene de di�érents points suite à une exitation à
x = 0
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134 5. Modèle périodique5.6 ConlusionL'appliation de la méthode périodique pour une struture omplexe tel qu'un pneumatiquedemande de prendre quelques préautions sur le maillage de la ellule de base, le repère d'étude etles onditions de hargement :� le maillage de la setion doit être adapté de telle façon que les n÷uds à droite et les n÷uds àgauhe respetent les onditions de périodiité. Pour aélérer le alul, il est préférable quela ellule de base ne ontiennent pas de n÷uds intérieurs. Les matries de masse et de raideurdoivent être exprimées dans un repère ylindrique e qui permet d'avoir la même matrie derigidité dynamique pour toutes les ellules du pneumatique ;� l'appliation de la pression de gon�age sur la ellule de base doit amener la ellule au mêmeétat de ontrainte qu'un pneumatique réel. Don il est néessaire de bloquer les déplaementsironférentiel de tous les n÷uds des setions à gauhe et à droite de la ellule de base. Lesmatries élémentaires d'Abaqus ne prennent pas en ompte la ontribution non linéaire de lapression. Il est important de onsidérer les matries de masse et les matries de raideurs déjàassemblées par Abaqus où ette ontribution est prise en ompte.Les propriétés géométriques et la pression ont une in�uene importante sur le omportementdynamique du pneumatique. La présene des rainures dans la bande de roulement diminue la rigiditéde elle-i tandis que la pression de gon�age permet de rigidi�er le pneumatique.Dans e hapitre nous avons réussi à aluler les fontions de Green de l'ensemble d'une ellulede pneumatique hétérogène. Le pneumatique est omposé de quatre types de matériaux. La gomme,le �an et les tringles sont modélisées par des matériaux homogènes et isotropes et la bande deroulement est modélisée par un matériau orthotrope. Les fontions de Green sont alulées jusqu'à
4000 Hz. Ce alul ne serait pas possible ave un ode de alul industriel omme Abaqus, Ansysou Nastran.



Chapitre 6Appliation au ontatpneumatique/haussée
Le modèle de ontat multi-points a été présenté dans les hapitres préédents. Di�érents asaadémiques ont été étudiés. Dans e hapitre, nous allons appliquer e modèle au as d'unpneumatique 3D roulant sur di�érentes haussées modèles et réelles. Dans un premier temps, lesfontions de Green sont alulées dans la zone de ontat en utilisant le modèle périodique présentédans le hapitre préèdent. Ensuite, les propriétés de symétrie et de périodiité de la matrie globaledes fontions de Green sont exploitées a�n d'optimiser le temps de alul. Quelques simulationsde l'évolution des déplaements et des fores de ontat sont présentées pour di�érentes hausséesmodèles sinusoïdales et réelles. En�n, une étude de l'in�uene de la vitesse de déplaement et dela texture de la haussée sur le ontenu spetral de la fore de ontat pour di�érents types dehaussées est réalisée.



136 6. Appliation au ontat pneumatique/haussée
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6.1 Calul des fontions de Green dans plusieurs setions 1376.1 Calul des fontions de Green dans plusieurs setionsLe modèle périodique, présenté dans le hapitre préèdent, nous a permis de aluler les fontionsde Green dans une setion du pneumatique. Le pneumatique a été réduit à une seule setion. Lesfontions de Green ont été alulées en inversant la matrie de rigidité dynamique équivalente. Nousallons ii aluler es fontions de Green dans une zone de ontat onstituée de plusieurs setions.
6.1.1 Matrie de rigidité dynamiqueOn onsidère le domaine Ω oupé par le pneumatique. Ω est déomposé en deux sous-domaines
Ωl et Ωc. On note Nc le nombre de ellules dans la zone de ontat ave la haussée située entrel'angle θ = 0 et θ = θc, Nl le nombre de ellules libres (sans ontat ave la haussée) et Ns lenombre de degrés de liberté par setion (voir �gure 6.1).
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Figure 6.1: Zone de ontat ave la hausséeLa matrie de rigidité dynamique des ellules libres (Deq) est alulée en utilisant l'algorithmede la matrie équivalente présenté dans le hapitre préèdent. Elle est réduite à une taille de 2Ns. Lamatrie globale équivalente de l'ensemble du pneumatique est alulée par un assemblage éléments�nis lassique de la matrie Deq et des Nc ellules de référene (voir �gure (6.2)).La matrie globale du pneumatique DT est alulée par l'équation (6.1). En as d'absene denoeud à l'intérieur de la ellule de base, ette matrie a la struture illustrée par la �gure (6.3).La matrie DT est reuse. Elle est onstituée de plusieurs sous-matries qui elles aussi sont reuses(résultant de l'assemblage de la matrie de référene). Seuls les blos extrêmes sont pleins : ilstraduisent le ouplage entre la partie libre du pneu et la partie en ontat. Dans le as où la ellulede référene ontient des noeuds intérieurs, la matrie globale aura la même forme mais ave dessous-matries pleines. Cela aura pour e�et d'augmenter le temps de alul.
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Figure 6.2: Représentation des ddls de la matrie équivalente globale du pneumatique
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(6.1)
6.1.2 Matrie des fontions de GreenLa matrie des fontions de Green est alulée en résolvant l'équation (6.1) ave plusieurs asde hargement. Pour haque as de hargement, on onsidère que l'e�ort est nul partout sauf à unpoint de la zone de ontat et suivant la diretion radiale. En balayant l'ensemble des points de lazone de ontat, la matrie globale G des fontions de Green est onstruite. Grae à la périodiitédu pneumatique suivant la diretion tangentielle, seul un nombre de as de hargement ns égalau nombre de points de la zone de ontat appartenant à une seule setion est néessaire pouronstruire la matrie globale G.De plus, la matrie G présente plusieurs symétries. D'abord, elle est symétrique et est onsti-
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PSfrag replaementsqFigure 6.3: Les termes non nuls de la matrie globale de rigidité dynamique
tuée de plusieurs matries loales 1 de taille ns, également symétriques 2 omme le montre l'équation(6.2). Le nombre de fontions de Green est de [ns(Nc+1)]2. Cependant, il n'y a que ns(ns+1)(Nc+
1)/2 fontions di�érentes. La �gure (6.4) montre un exemple d'amplitudes des fontions de Greenpour di�érentes fréquenes. Nous pouvons voir le aratère symétrique de la matrie globale etdes matries loales, mais également la périodiité du problème. En e�et, les matries loales serépètent dans une diretion diagonale de la matrie globale.

1. Les matries loales orrespondent aux interations entre deux setions qui peuvent être identiques ou di�é-rentes2. La symétrie est due au prinipe de réiproité : la réponse en un point i suite à une exitation au point j estégale à la réponse au point j suite à la même exitation au point i
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PSfrag replaements Figure 6.4: Périodiité de la matrie des fontions de Green
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(6.2)G1 est la matrie des fontions de Green qui traduit les interations entre les degrés de libertéappartenant à la même setion, G2 traduit le ouplage entre les degrés de liberté d'une setion etde la setion voisine et plus généralement la matrie Gn traduit le ouplage entre deux setionsséparées de (n− 2) setions.



6.1 Calul des fontions de Green dans plusieurs setions 1416.1.3 Paramètres modauxLes fontions de Green alulées à l'aide du modèle périodique sont ensuite déomposées dansune base modale. Nous avons utilisé l'algorithme LSCE présenté dans le deuxième hapitre. Pourhaque fontion de Green nous hoisissons le nombre de paramètres modaux donnant la meilleureapproximation. L'erreur entre la fontion de Green et sa déomposition est donnée par la formule :
E =

∫ ωmax

0 |G(ω) −
N∑

k=1

Ak

jω − λk
|dω

∫ ωmax

0 |G(ω)|dω (6.3)La �gure (6.5) montre un exemple de valeurs de ette erreur pour la setion du pneumatique à
θ = 0 (une setion de pneumatique ontient 12 points et à haque ouple de points orrespond unefontion de Green) et le tableau (6.1) montre le nombre de modes retenus pour haque fontion deGreen.
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PSfrag replaementsq Figure 6.5: Erreur d'approximation des fontions de Green de la setion à θ = 0L'erreur d'approximation est généralement en dessous de 5%. La �gure (6.6) montre une ompa-raison entre une fontion de Green et sa déomposition dans le as où l'erreur est maximale (6.5%).Nous pouvons onstater que les graphes sont quasiment onfondus.
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6.2 Pro�ls de haussées 1436.2 Pro�ls de haussées6.2.1 Zone de ontatComme nous l'avons vu dans le hapitre préédent, la taille de l'aire de ontat est un paramètreessentiel pour le alul des déplaements et des fores de ontat dans les onditions de roulement.Quelques travaux ont été réalisés sur la mesure de l'aire de ontat dans les as statique et dyna-mique. Sabey et Lupton [SL67℄ ont utilisé un système photographique plaé sous la haussée pourmesurer l'aire de ontat dans les onditions de roulement. Ils onstatent un éart de 10 à 20%entre l'aire en statique et en dynamique. Des résultats similaires ont été trouvés par Périsse [Per02℄et Cesbron [Ces07℄. Ce dernier a mesuré l'aire de ontat en �xant un apteur Teksan 3 sur lahaussée. L'auteur a mesuré l'aire de ontat pour di�érentes vitesses et pour plusieurs types dehaussées. Sur l'ensemble des haussées, il onstate également que la vitesse a très peu d'in�uenesur les dimensions de l'aire de ontat une fois le roulement établi.Dans l'ensemble des simulations, on suppose que les haussées sont parfaitement rigides et quel'aire de ontat est onstante au ours du roulement. On dé�nit deux surfaes, la surfae de lahaussée notée Sr et la surfae de ontat entre le pneumatique et la haussée Sc. Sr est �xe et Scse déplae ave une vitesse onstante V0 dans la diretion X omme le montre la �gure (6.7).
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LFigure 6.7: Déplaement de la zone de ontat sur la haussée6.2.2 Chaussées sinusoïdalesOn hoisit une zone de ontat retangulaire de longueur Lc = 6 cm et de largeur bc = 8 cm. Lahaussée est de longueur L et de largeur b, sa hauteur notée ur(x, y) est de forme sinusoïdale aveune amplitude maximale A0. Pour les simulations, on onsidère trois types de haussée sinusoïdale
uar , ubr et ucr dé�nis par les équations suivantes (voir �gure 6.8) :

uar(x, y) = A0sin(kxx) = A0sin(
2π

λx
x) (6.4)

ubr(x, y) =
A0

2

[

sin(
2π

λx
x) + sin(

2π

λy
y)

] (6.5)
ucr(x, y) =

A0

N

N∑

i=1

[

sin(
2π

λxi

x) + sin(
2π

λyi

y)

] (6.6)3. Le apteur Teksan omporte 2288 ellules réparties sur 44 lignes et 52 olonnes



144 6. Appliation au ontat pneumatique/hausséeave kx et ky les nombres d'onde dans les diretions X et Y. λx et λy sont respetivement leslongueurs d'onde dans les diretions X et YLe pneumatique se déplae suivant la diretion X ave une vitesse onstante V0. A l'instant t,un point de la zone de ontat se situe à une distane x = V0t.
PSfrag replaements(a)(b)()Figure 6.8: Types de haussées simulées : (a) haussée mono-sinusoïdale dans la diretion X, (b) hausséemono-sinusoïdale dans les diretions X et Y, () haussée multi-sinusoïdale dans les diretionsX et Y.6.2.3 Chaussées réellesNous avons hoisi de travailler sur deux textures de haussées mesurées en 3D lors du projetfrano-allemand Deufrako P2RN (2006-2008). Les amplitudes des haussées sont mesurées sur unelongueur L = 2 m et une largeur b = 0.35 m ave une résolution dx = dy = 384 µm. La �gure 6.9montre un éhantillon de es haussées de 0.1 m par 0.1 m.

PSfrag replaementsSurfae (A)Surfae (B)Figure 6.9: Représentation 3D de la texture des éhantillons des haussées utilisées dans les simulations



6.3 Prinipe du alul 1456.3 Prinipe du alul6.3.1 Paramètres de simulationDans ette partie, les déplaements et les fores de ontat sont alulés pour di�érentes on�-gurations. Pour le pneumatique, on reprend les mêmes paramètres que eux utilisés dans le modèlehétérogène présenté au hapitre préédent. Les fontions de Green sont alulées dans la bandede fréquene [0 4000 Hz]. La zone de ontat Sc(t) évolue en fontion du temps en raison de lavariation de la texture de haussée au ours du roulement.Dans le premier exemple de simulation, nous nous intéressons à l'in�uene des longueurs d'onde
λx et λy de la haussée. Le deuxième paramètre à étudier est la vitesse de déplaement du pneuma-tique V0. Elle est supposée onstante ave un mouvement de translation retiligne dans la diretionX. Les points de ontat sont les points appartenant à l'intersetion de la surfae Sc(t) ave elle dela haussée. A haque instant t, leurs oordonnées dans le repère loal (O′, ex, ey, ez) sont (x0, y0, z0).Ils se déplaent à la même vitesse V0 dans la diretion X. Leurs oordonnées dans le repère �xe
(O,X,Y,Z) sont (x, y, z) tels que :







x = x0 + V0t
y = y0
z = ur(x, y)

(6.7)Par ailleurs, il faut bien noter que la zone de ontat maximale reste onstante au ours duroulement alors que le nombre de points en ontat peut évoluer en raison des pertes de ontat enertains points à ause des e�ets dynamiques.6.3.2 Déplaement statiqueA l'instant initial t = 0, le pneumatique est supposé en ontat ave la haussée dans la zone deontat Sc(t = 0). Les fores de ontat dynamiques Fd sont nulles et les fores de ontat statiquesFs sont équilibrées par le poids du véhiule. A haque instant t, le déplaement du pneumatiquepeut être déomposé en deux omposantes, un déplaement statique Us induit par la fore statiqueet un déplaement Ud dynamique autour de ette position d'équilibre. La �gure (6.10) montre uneillustration de ette déomposition.
PSfrag replaements U Us Ud

Figure 6.10: Déomposition du mouvement d'un pneumatique en ontat ave une hausséeL'équilibre statique se traduit par un érasement du pneumatique sur une haussée lisse. Ledéplaement est le même dans toute la zone de ontat et les fores de ontat sont données par



146 6. Appliation au ontat pneumatique/hausséel'intermédiaire de la rigidité statique du pneumatique. Les équations à résoudre sont données par :






Fs = KsUs

M0g0
4

=

Nc∑

i=1

f i
s

us = cte

(6.8)ave Us =
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 ; Fs =






f1
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fNc
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 (6.9)où M0 = 1200 kg, g0 = 9, 81 m.s−2, Nc, f i

s et Ks sont respetivement la masse du véhiule,l'aélération de la pesanteur, le nombre de points en ontat, la fore statique au point i et lamatrie de rigidité statique (Ks = G−1(ω = 0)).Les équations (6.8) peuvent aussi s'érire sous la forme :






f i
s

us
=

Nc∑

j=1

Ks
ij ,∀i ∈ [1, Nc]

M0g0
4

=

Nc∑

i=1

f i
s

(6.10)Finalement, le déplaement statique est alulé par la formule :
us =

M0g0

4

Nc∑

i=1

Nc∑

j=1

Ks
ij

(6.11)Les fores dynamiques sont dues aux irrégularités de la haussée. En l'absene de es irrégulari-tés, les fores dynamiques sont nulles et le pneumatique est seulement soumis au poids du véhiule.La �gure (6.11) montre les fores de ontat d'un pneumatique roulant sur une haussée lisse avedi�érents nombres Np de points de ontat. Au départ, nous pouvons onstater une osillation dela fore de ontat autour d'une valeur moyenne. Ces osillations sont dues à la première mise enontat du pneumatique ave la haussée. Le système retrouve ensuite son état d'équilibre ave desfores de ontat qui équilibrent le poids du véhiule en véri�ant les équations (6.8).
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Np = 4Figure 6.11: Fore de ontat pour un pneumatique roulant sur une haussée lisse



148 6. Appliation au ontat pneumatique/haussée6.4 Résultats des simulationsPour l'ensemble des simulations, on onsidère une zone de ontat de longueur Lc = 6 cm et delargeur lc = 8 cm. On note Nx = 10 le nombre de points dans la diretion X et Ny = 12 le nombrede points dans la diretion Y . Le pneumatique roule sur une haussée de longueur L = 2 m. Lessimulations sont réalisées sur les di�érents types de haussées présentés dans la setion préédente.6.4.1 Chaussées sinusoïdalesDans un premier temps nous avons ommené par étudier des haussées sinusoïdales. Des simu-lations sont e�etuées pour les trois types de haussées (a), (b) et (). La vitesse de déplaementpour es trois as est de 50 km/h. Les �gures (6.12), (6.13) et (6.14) représentent les déplaementset les fores de ontat en fontion des oordonnées x = V0t et y.Dans les trois as de �gure, les déplaements ont généralement les mêmes formes que les haussées.Nous onstatons deux zones di�érentes, une zone dans laquelle les déplaements sont onfondusave les haussées et une zone située entre les sommets des aspérités où le pneumatique vibre sansontat ave la haussée. Des pertes de ontat sont visibles au niveau des aspérités. Ces pertessont plus marquées au niveau de la haussée () où les tailles des grains sont plus grandes.

PSfrag replaementsFréquenes [Hz℄ PSfrag replaementsDéplaement [m℄Temps [s℄Figure 6.12: Evolution des déplaements et des fores de ontat pour les points d'absisses x0 = 0 (haus-sée sinusoïdale (a),V0 = 50 km/h, λx = 4 mm, λy = ∞)
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PSfrag replaementsFréquenes [Hz℄ PSfrag replaementsDéplaement [m℄Temps [s℄Figure 6.13: Evolution des déplaements et des fores de ontat pour les points d'absisses x0 = 0 (haus-sée sinusoïdale (b),V0 = 50 km/h, λx = 4 mm, λy = 4 mm)

PSfrag replaementsFréquenes [Hz℄ PSfrag replaementsDéplaement [m℄Temps [s℄Figure 6.14: Evolution des déplaements et des fores de ontat pour les points d'absisses x0 = 0 (haus-sée sinusoïdale (),V0 = 50 km/h, n = 5



150 6. Appliation au ontat pneumatique/haussée6.4.2 Chaussées réellesLes pro�ls des textures de haussées sont mesurées sur une longueur de deux mètres ave lesrésolutions dx = dy = 0.38 mm. La bande de roulement du pneumatique est disrétisée ave unpas d'environ dX ≈ dY ≈ 5 mm. Les amplitudes des haussées sont interpolées sur les pointsd'absisse x = x0 +V0t et d'ordonnée y = y0. Les �gures (6.15) et (6.16) présentent les résultats dela simulation pour les deux types de haussées. Comme dans le as des haussées sinusoïdales, lesdéplaements ont généralement la même allure que la haussée. Des pertes de ontat et des foresimportantes au niveau des pointes des aspérités sont observées. Les déplaements et les fores deontat sont plus importants pour le as de la haussée (A).

PSfrag replaementsFréquenes [Hz℄ PSfrag replaementsDéplaement [m℄Temps [s℄Figure 6.15: Evolution des déplaements et des fores de ontat pour les points d'absisses x0 = 0 (haus-sée réelle (A),V0 = 90 km/h)

PSfrag replaementsFréquenes [Hz℄ PSfrag replaementsDéplaement [m℄Temps [s℄Figure 6.16: Evolution des déplaements et des fores de ontat pour les points d'absisses x0 = 0 (haus-sée réelle (B),V0 = 90 km/h)



6.4 Résultats des simulations 1516.4.3 Contenu spetral de la fore de ontatLe ontenu spetral de la fore de ontat est alulé par transformée de Fourier rapide aprèsavoir appliqué une fenêtre de Hanning au signal temporel. Si on note h la fenêtre de Hanning, lesignal fenêtré est donné par l'équation :
fh
c (t) =

fc(t)h(t)
√

1
T

∫ T
0 |h(t)|2dt

∀tǫ[0 T ] (6.12)Le niveau de la fore de ontat (en déibels), noté Lf , est alulé par rapport à une valeur deréférene F 0
c = 10−4N par la formule :

Lf = 20 log10

( |Fc(ω)|
F 0
c

) (6.13)La �gure (6.17) présente le ontenu spetral de la fore de ontat pour des haussées sinusoï-dales ave une longueur d'onde de 4 mm et pour di�érentes valeurs de la vitesse de déplaement.La �gure (6.18) montre le ontenu spetral de la fore de ontat pour di�érentes longueurs d'ondeet une vitesse de déplaement de 50 km/h. On peut onstater que l'ensemble des spetres ont lamême allure. Pour haque valeur de la longueur d'onde et de la vitesse de déplaement, on observedes pis qui ont tendane à s'atténuer ave l'augmentation de la fréquene. Le premier pi observéorrespond à une fréquene égale au rapport entre la vitesse de déplaement et la longueur d'onde.Par exemple, pour la ourbe en bleu qui orrespond à une vitesse de 30 km/h et une longueurd'onde de 4 mm, le premier pi est plaé à f1
a = 2083 Hz, le deuxième à f2

a = 2f1
a , le troisièmeà f3

a = 3f1
a et. Cela explique que plus la vitesse augmente ou la longueur d'onde de la hausséediminue, plus les pis sont déalés vers les hautes fréquenes.Les �gures (6.19), (6.20), (6.21) et (6.22) représentent les spetres de la fore de ontat (enbandes �nes et en bandes de tiers d'otave) pour les haussées réelles (A) et (B) ave di�érentesvaleurs de vitesse. On onstate les mêmes phénomènes qu'ave des haussées sinusoïdales. Plusla vitesse augmente, plus les spetres sont déalés vers les hautes fréquenes ave un niveau plusimportant. Pour les deux haussées testées, le niveau de la fore de ontat est important dans unelarge bande de fréquene située entre 800 Hz et 5000 Hz. Pour la haussée (A) le niveau maximumest atteint à une fréquene de 4000 Hz et pour la haussée (B) e niveau est atteint à 2000 Hz. Leniveau de fore est plus important pour la haussée (A) que pour la haussée (B).
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6.5 Conlusion 1556.5 ConlusionLe modèle périodique nous a permis de aluler les fontions de Green dans une zone de ontatde 6×8 cm2 onstituée de 120 points. Il serait possible de les aluler dans une zone de ontat deuxfois plus grande (zone de ontat réellement observée) et ave plus de points. Cela augmenteraitependant la taille du problème mais resterait tout à fait possible ave un temps de alul raison-nable (quelques jours ave une mahine standard). L'exploitation des propriétés de la symétrie etde la périodiité de la matrie de Green globale ont permis d'optimiser le temps de alul.Nous avons hoisi d'appliquer le modèle à di�érents types de haussées, des haussées modèles sinu-soïdales et des haussées réelles. L'évolution des déplaements et des fores de ontat sont aluléspour une longueur de haussée de deux mètres et pour di�érents types de haussée. Le ontenuspetral des fores de ontat est aussi disuté. Les résultats de simulations montrent que es ni-veaux dépendent fortement de la rugosité de la haussée et de la vitesse de déplaement du véhiule.L'augmentation de la vitesse permet de déaler les niveaux de fore vers les hautes fréquenes aveun niveau plus important. Pour les haussées réelles testées, le niveau de fore est important surune large bande de fréquenes situées entre 500 Hz et 5000 Hz. Il faut bien noter que es résultatsonernent les fores de ontat. En e�et, la onnaissane des fores de ontat permet de alulerles niveaux de vibrations du pneumatique entier. Ces niveaux peuvent être plus importants versdes fréquenes plus basses étant donné que le pneumatique joue le r�le de �ltre passe-bas et ainsia tendane à atténuer les hautes fréquenes.
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Conlusions et PerspetivesLe proessus de génération du bruit de ontat pneumatique/haussée (aussi appelé bruit deroulement) est très omplexe. Sa modélisation néessite l'intégration de plusieurs phénomènes phy-siques : ontat, air-pumping, vibration, e�et dièdre et propagation. L'une des di�ultés majeuresréside dans la prise en ompte de l'e�ort de ontat pour le omportement dynamique du pneuma-tique. En e�et, la omplexité struturelle du ouple pneumatique/haussée rend le problème di�ileà résoudre. La thèse a don été onsarée à la modélisation 3D de l'interation dynamique d'unpneumatique roulant sur des haussées réelles.La démarhe utilisée durant ette thèse a onsisté à traiter plusieurs exemples et di�érenteson�gurations de omplexités roissantes. Dans un premier temps, nous avons étudié le modèled'anneau irulaire sous fondation élastique, qui est un modèle simpli�é du pneumatique. Il estsouvent utilisé dans la littérature pour modéliser le pneumatique en basses fréquenes. Une étudedétaillée du modèle a été présentée. Les di�érentes hypothèses adoptées pour onstruire e modèleont d'abord été expliitées. Ensuite, les équations du mouvement obtenues en utilisant le prinipedes puissanes virtuelles ont été présentées. Le modèle analytique a été omparé ave un modèle nu-mérique réalisé sous Abaqus. En statique, la ontrainte initiale et le déplaement (dus à la pressionde gon�age et à l'e�et de rotation) sont alulés ave di�érentes hypothèses. Les résultats obtenusave le modèle analytique et le modèle linéaire d'Abaqus sont très prohes. Les fréquenes propreset les fontions de Green sont en exellent aord pour de faibles valeurs de pression (en dessous de
1000 Pa). La di�érene entre les deux modèles augmente ensuite ave l'augmentation de la pressionde gon�age. Cette di�érene est prinipalement due à la négligene des termes non linéaires de lapression dans le modèle analytique.Par la suite, nous avons abordé le problème de ontat pour un système dynamique qui sedéplae sur une haussée rigide. Nous nous sommes limités au ontat pontuel unilatéral. Nousavons tout d'abord traité le problème aadémique d'un système à un degré de liberté (masse-ressort-amortisseur) sur un pro�l sinusoïdal. Le ontat est modélisé par un ressort situé entre le systèmeet le pro�l de la haussée (méthode de pénalisation). La résolution est d'abord réalisée à l'aide dela tehnique de onvolution lassique entre fontions de Green et fores de ontat. Cette démarhes'est avérée très oûteuse en temps de alul. La onvolution modale développée dans ette thèsea permis de réduire le temps de alul tout en gardant la même préision. Son prinipe onsiste àdéomposer la fontion de Green dans une base modale et à utiliser les paramètre modaux identi�éspour onstruire une onvolution plus rapide. Le modèle est ensuite appliqué au as d'un anneauirulaire roulant sur di�érentes haussées sinusoïdales et réelles. La di�ulté de e modèle résidedans le hoix de la valeur de la raideur de ontat, en partiulier dans le as de ontat multi-points.L'addition d'une ondition inématique aux onditions de ontat a permis d'éviter ette di�ulté.Le nouveau modèle de ontat a été validé en le omparant à la méthode de pénalisation dansle as d'un ontat pontuel. En�n, le modèle de ontat a été étendu aux problèmes de ontatmulti-points ave di�érents exemples d'appliations.



158 Conlusions et perspetivesLe bruit de roulement est un bruit large bande. Son ontenu fréquentiel est généralement om-pris entre 100 et 5000 Hz. Il est don important de prendre en ompte ette ontrainte lors de lamodélisation du pneumatique. Pour une telle struture et ave les moyens informatiques atuels,les modèles éléments �nis lassiques sont limités aux basses fréquenes (environ 500 Hz). Pour s'af-franhir de et obstale, nous avons utilisé un modèle périodique. Une ellule de référene a étémodélisée par le logiiel Abaqus. A partir de la rigidité dynamique de ette ellule et en exploitantles propriétés de périodiité, les fontions de Green ont été alulées dans toute la zone de ontat etdans une bande de fréquene de [0 4000 Hz]. Le modèle périodique est validé en basses fréquenesen le omparant à un modèle lassique d'éléments �nis.Dans le dernier hapitre, nous avons appliqué le modèle de ontat développé au ours de ettethèse au as d'un modèle de pneumatique 3D sur di�érents types de haussées (modèles et réelles).Le modèle a mis en évidene l'in�uene de la texture des haussées ainsi que elle de la vitessede déplaement sur les fores de ontat. En e�et, plus la vitesse augmente plus les spetres defores sont déalés vers les hautes fréquenes ave des niveaux plus importants. Les simulationsont également montré que la rugosité de la haussée était un paramètre important. Pour les deuxhaussées réelles utilisées dans les simulations, les niveaux de fores sont importants dans une largebande de fréquenes située entre 800 Hz et 5000 Hz. Le résultat montre l'intérêt de développer unmodèle de pneumatique prenant en ompte les moyennes fréquenes.Toutefois, les simulations réalisées dans e dernier hapitre ne permettent pas de quanti�er pré-isément les fores de ontat. Le modèle de pneumatique pourrait être utilisé ave une meilleurerésolution spatiale. Un maillage ave des éléments de tailles inférieures à la taille des grains de lahaussée permettrait une estimation plus préise des fores de ontat. Le ra�nage du maillageonduirait à des modèles plus lourds pour le alul des fontions de Green dans la zone de ontat.Pour résoudre e problème deux démarhes peuvent être adoptées. La première onsiste à utiliserle prinipe de rédution de modèle non seulement entre les ellules mais également au niveau de laellule elle-même en ne gardant que les degrés de liberté de l'enveloppe extérieur. La deuxième estde déterminer les fontions de Green dans une seule setion puis aluler elles des setions voisinesà l'aide de la matrie de transfert entre les ellules.Quant au modèle de ontat, l'exploitation des propriétés de symétrie et de périodiité peutégalement être intégrée dans la onvolution modale a�n d'optimiser le temps de alul. Une bonnepréision des fores de ontat permettrait de aluler les vibrations de l'enveloppe du pneumatiqueet d'avoir une bonne estimation du bruit généré par les vibrations de pneumatique. La onnaissanede l'évolution des déplaements dans la zone de ontat permettrait aussi de aluler les volumesdes avités formées entre le pneumatique et la haussée et ainsi de fournir une donnée essentiellepour estimer la part du phénomène de pompage d'air dans la génération du bruit qui reste atuel-lement di�ile à déterminer.En�n, l'e�et de la déformée statique due au poids de la voiture peut être pris en ompte dans leomportement dynamique du pneumatique. Cela onduirait à la perte de la propriété de symétrieylique. Un modèle à deux éhelles pourrait don être utilisé : une éhelle lente à l'aide de laméthode des éléments �nis lassique ave un modèle non périodique prenant en ompte le poids dela voiture et une éhelle rapide ave le modèle périodique développé au ours de ette thèse.
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Annexe AArhiteture du modèle de vibration duouple pneumatique/haussée
Le modèle de vibration du ouple pneumatique/haussée développé au ours de ette thèse sedéompose en quatre étapes de alul. Son arhiteture permet d'avoir un ode �exible et évolutif.Les �gures (A.1) et (A.2) montrent es di�érentes étapes de alul.A.1 Modélisation de la ellule de baseLa modélisation d'une ellule de pneumatique se fait par la méthode des éléments �nis. Pourréduire le temps de alul, il est néessaire d'éviter les degrés de liberté à l'intérieur de la ellule.Les éléments de la ellule sont du même ordre de grandeur que la longueur de l'ar de elle i. Cettemodélisation peut être réalisée par un ode de alul standard. Ii nous avons utilisé le logiielAbaqus. Voii les di�érentes sous-étapes de alul :� Premier alul statique (A1) :Cette étape est réalisée sous Abaqus. L'option (NLGE) est ativée pour prendre en ompteles non-linéarités géométriques. La ellule est soumise à un hamp de pression sur la surfaeintérieure (Γp). Elle est enastrée au niveau de la zone en ontat ave la jante. Les degrés deliberté dans la diretion tangentielle sont bloqués pour avoir le même omportement qu'unpneumatique omplet.� Calul des réations (A2) :Les réations sont alulées à l'aide d'un programme Matlab qui permet de remplaer lesbloages au niveau de es setions latérales de la ellule dans la diretion tangentielle par desfores onentrées équivalentes.� Deuxième alul statique (A3) :Un deuxième alul similaire au alul (A1) est réalisé en remplaçant les bloages par desfores onentrées. L'objetif ii et de réupérer les matries de masse et de raideurs en gar-dant l'ensemble des degrés liés aux n÷uds non-enastrés.� Calul des matries de masse et de raideurs (A4) :A�n de aluler les matries de masse et de raideur sous Abaqus, un troisième alul dyna-mique est néessaire (par exemple une analyse modale).



162 Arhiteture du modèle de vibration du ouple pneumatique/hausséeA.2 Réorganisation du modèle E.FL'objetif de ette étape de alul est de réorganiser le modèle éléments �nis pour pouvoirexploiter la propriété de périodiité en utilisant un modèle périodique permettant de aluler lesfontions de Green dans une large bande de fréquene et ave un temps de alul raisonnable.� Extration des matries de raideur et de masse (B1) :Un programme Matlab permet d'extraire l'ensemble du modèle éléments �nis (n÷uds, élé-ments, matrie de masse, matrie de raideur et les ddls).� Renumérotation des n÷uds (B2) :Les n÷uds à gauhe de la ellule et les n÷uds à sa droite doivent être organisés dans le mêmeordre. Un programme Matlab permet de véri�er ette ondition et de renuméroter les n÷udsle as éhéant.� Transformation géométrique (B3) :Comme nous l'avons expliqué dans le inquième hapitre, pour pouvoir appliquer le modèlepériodique les ellules de base doivent avoir la même matrie de rigidité dynamique, autrementdit es matries doivent être indépendantes de l'angle de rotation. Ces matries subissent unetransformation géométrique pour respeter ette ondition.� Rédution du modèle (B4) :En as de présene de n÷uds intérieurs, le modèle est réduit en supprimant les ddls orres-pondant aux n÷uds d'intérieurs.
A.3 Modèle périodique� Calul de la matrie équivalente (C1) :Les ellules qui n'appartiennent pas à la zone de ontat sont remplaées par une matrieéquivalente.� Assemblage des ellules de la zone de ontat (C2) :Les ellules qui appartiennent à la zone de ontat sont assemblées en utilisant la même ma-trie de rigidité dynamique de référene.� Assemblage de la matrie globale du pneu (C3) :La matrie de rigidité dynamique équivalente et elle issue de l'assemblage des ellules dela zone de ontat sont ensuite assemblées pour donner la matrie équivalente globale dupneumatique.� Calul des fontions de Green (C4) :La matrie des fontions de Green est alulée par la résolution d'un système linéaire aveplusieurs as de hargement. En exploitant la symétrie de ette matrie le nombre de asde hargement est réduit à un nombre égal au nombre de noeuds d'une seule setion enintersetion ave la zone de ontat. La matrie des fontions de Green globale est onstruiteen exploitant la propriété de périodiité du pneumatique.



Modèle de ontat 163A.4 Modèle de ontatLa matrie des fontions de Green dans la zone de ontat est déjà alulée. Le pro�l de lahaussée est supposé onnu. A partir de es deux entrées nous herhons à aluler à haque instantet en tout point de la zone de ontat, les déplaements et les fores de ontat, 'est l'objetif deette dernière étape de alul.� Approximation (D1) :Les fontions de Green sont déomposées sur une base modale. Les paramètres modaux sontalulés par l'algorithme LSCE. Une erreur maximale entre la fontion de Green et sa déom-position est �xée pour ontr�ler la qualité de la déomposition.� Interpolation de la haussée (D2) :L'altitude de la haussée est onnue aux points qui ne sont pas néessairement onfondus avele maillage du pneumatique. L'altitude est alors alulée par une interpolation aux points dumaillage de pneumatique. Ensuite elle est exprimée en fontion du temps et de la vitesse dedéplaement.� Conditions initiales (D3) :Le pneumatique est supposé en ontat ave une haussée lisse. Il est soumis au poids duvéhiule. Les déplaements sont onstants et les fores de ontat sont équilibrées par le poidsdu véhiule. Les fores et les déplaements sont reliés par la matrie de rigidité statique. Ledéplaement statique est ensuite ajouté au déplaement dynamique.� Calul des fores de ontat et des déplaements :A haque instant t les fores de ontat sont supposées nulles. Les déplaements sont aluléspar une onvolution modale. Ces déplaements sont omparés ave les altitudes de la haussée.Si la ondition de non ontat est véri�ée, on passe à l'instant t+∆t, sinon les fores de ontatsont orrigées en herhant elles néessaires pour réer la di�érene entre les altitudes de lahaussée et les déplaements alulés en supposant que la fore de ontat est nulle à l'instant
t.
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A MODÉLISATION DE LA CELLULE DE BASEPremier alul statique (Abaqus)Calul des réations (Matlab)Deuxième alul statique (Abaqus)Calul de M et K de la ellule (Abaqus)
B RÉORGANISATION DU MODÈLE E.FExtration du modèle E.F (Matlab)Renumérotation des n÷uds (Matlab)Transformation Géométrique (Matlab)Rédution du modèle (Matlab)
Adapter le modèle E.F de la ellule de base du pneumatique au modèle périodiqueFigure A.1: Shéma des di�érentes étapes de alul (1/2)
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C MODÈLE PÉRIODIQUECalul de la matrie équivalenteAssemblage des ellules de la zone de ontatAssemblage de la matrie globale du pneuCalul des fontions de GreenD MODÈLE DE CONTACTApproximationChoix de la zone de ontatInterpolationRésolution
Caluler les déplaements et les fores de ontat à haque instant et en tout pointFigure A.2: Shéma des di�érentes étapes de alul (2/2)
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UNE APPROCHE PAR FORMALISME DE GREEN RÉDUIT POUR LE CALCULDES STRUCTURES EN CONTACT DYNAMIQUE : APPLICATION AU CONTACTPNEUMATIQUE/CHAUSSÉELe travail de ette thèse s'insrit dans le adre de la rédution du bruit du tra� routier. Leontat pneumatique/haussée représente la prinipale soure de e phénomène dès la vitesse de
50 km/h. Dans e ontexte, une nouvelle démarhe de modélisation du omportement dynamiqued'un pneumatique roulant sur une haussée rigide est développée. Au niveau du pneumatique, unmodèle périodique est adopté pour aluler les fontions de Green du pneumatique dans la zone deontat. Ce modèle permet de réduire onsidérablement le temps de alul et de modéliser le pneu-matique dans une large bande de fréquene. Le modèle est validé en le omparant ave un modèled'éléments �nis lassique réalisé sous le logiiel Abaqus. Habituellement, la réponse temporelle dupneumatique peut être alulée par une onvolution des fontions de Green et des fores de ontat.Cette tehnique est très oûteuse en termes de temps de alul. Nous avons adopté une nouvelledémarhe. L'idée onsiste à déomposer les fontions de Green dans une base modale. Les para-mètres modaux sont ensuite utilisés pour onstruire une onvolution plus rapide. La onvolutionmodale est adaptée au problème de ontat par l'addition d'une ondition de ontat inématique.Le modèle de ontat est omparé à la méthode de pénalité dans le as d'un exemple aadémique.Il présente l'avantage de sa stabilité et de sa failité de mise en oeuvre. Dans la dernière partie dee travail, le modèle de ontat est appliqué au as d'un modèle 3D de pneumatique roulant surdi�érents types de haussée. Le ontenu spetral des fores de ontat est étudié en fontion de lavitesse de déplaement et de la rugosité des haussées. A�n de onstruire le modèle de ontat d'unpneumatique réel sur une haussée réelle, plusieurs exemples de omplexité roissante sont traités.Mots lefs : vibration, ontat, pneumatique, haussée, bruit de roulement, modèle périodique, ré-dution de modèle, onvolution.A REDUCED GREEN APPROACH FOR CALCULATION OF DYNAMICCONTACT STRUCTURES : APPLICATION TO TIRE/ROAD CONTACTThis work is part of the tra� noise redution program. Tire/road ontat is the prinipal soureof this phenomenon at speeds greater than 50 km/h. In this ontext, a new approah for mode-ling the tire vibration behavior during rolling on rigid road surfaes is developed. For the tire, aperiodi model is used to ompute Green's funtions of the tire in the ontat area. This modelleads to a signi�ant redution of omputing time. The response of the tire an be modeled in alarge frequeny range. The model is ompared to a lassi �nite element model built using Abaqussoftware. As a general approah, the dynami response of the tire is alulated by onvolution ofthe ontat fores with the Green's funtions. However the omputation of the onvolution an betime onsuming. In this work we have used a new method. First it onsists of the modal expansionof the pre-alulated Green's funtions. The modal parameters are then used to onstrut a newonvolution whih allows quiker alulations than the traditional onvolution. The modal onvo-lution is adapted to dynami ontat problems by using a kinemati ontat ondition. Contatmodel is ompared to the penalty method. Both methods give the same result but the developedmethod is more stable and easier to implement. In the last hapter of this work, the ontat modelis applied to a 3D tire model rolling on di�erent road pro�les. Spetrum ontents of the ontatfores are studied for di�erent values of the ar speed and roughness of the roadway. During thisstudy, several examples with an inreasing omplexity are studied.Keywords : vibration, ontat, tire, road, tire/road noise, periodi model, model redution, modalexpansion, onvolution.
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