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10 Chapitre 1. Introduction générale1.1 Les enjeux de la simulation numériqueDe nos jours, la simulation numérique occupe une place très importante dans le mondede l'industrie. Celle-ci n'a cessé d'évoluer depuis que les moyens informatiques ont rendupossible la résolution de problèmes relativement complexes. On peut alors distinguer deuxtypes de simulation lors de la conception d'un produit : la première sera la simulation del'utilisation du produit, permettant d'optimiser la conception (forme, matériaux, etc.) ; ladeuxième est la simulation du procédé de fabrication, qui permet de limiter les défautstout en optimisant le procédé.Les enjeux de la simulation numérique sont particulièrement importants dans les do-maines où l'expérimentation n'est pas toujours possible ou bien limitée, tels que l'aéro-spatial ou la défense. De nombreux secteurs industriels se tournent également vers cettesolution qui permet de limiter les coûts d'essai et de prototypage (fabrication des moules oudes matrices, matière première, main d'÷uvre, etc.) très élevés, particulièrement pour despièces de très grande taille. La simulation possède également divers avantages sur l'expéri-mentation. En e�et, elle permet la prédiction des champs dans tout le volume du domaineétudié, chose qui n'est pas toujours possible sans procédé intrusif ; cette prédiction est im-portante notamment lors de procédés thermiques a�n de dé�nir les paramètres optimums(temps de refroidissement, masselottes, etc.). De la même manière, il est possible de pré-dire l'état de la matière en tout point du domaine (micro-structure, micro-ségrégations,etc.), ainsi que la formation de nombreux défauts importants et di�cilement repérablessur une pièce physique (contraintes résiduelles, bulles d'air, etc.). Nous mentionneronségalement que la réduction des expérimentations a un enjeu écologique important étantdonné que la simulation d'un essai représente un coût énergétique négligeable par rapportà sa réalisation physique.

Figure 1.1 � Atelier de fonderie et exemple de pièce fondue (source : aciers.free.fr)D'une manière plus générale, la simulation numérique des procédés permet avant toutune meilleure appréhension des phénomènes qui mènent à la mise en forme et aux dé-fauts qu'elle engendre, ceci a�n d'optimiser le processus avant de passer à la phase deprototypage.



1.2. État de l'art 111.2 État de l'artActuellement, le domaine de la mise en forme par déformation béné�cie de nombreusesétudes et est très largement représenté dans les codes par éléments �nis. Certains codess'intéressent également à la phase de refroidissement des pièces fondues, cependant ilssont basés sur une approximation très visqueuse de la partie liquide et ne prennent pasen compte la phase de remplissage qui induit des variations sur les résultats �naux ; cesvariations sont d'autant plus importantes pour les pièces de grandes dimensions étantdonné que la solidi�cation peut déjà avoir débuté.Plusieurs travaux sur le remplissage en général, principalement appliqué aux matériauxpolymères, ont été réalisés au Cemef. Notamment la thèse de Saez [3], qui utilise une ap-proche eulérienne Volume of Fluid pour simuler la phase liquide et la phase gazeuse, ainsique la thèse de Ville [4] qui introduit une approche eulérienne Level-Set. Gaston [1] s'estquant à elle intéressée au remplissage des métaux, mais avec une approche lagrangienne.On notera également la thèse de Hachem [2] qui traite de la résolution des équations deNavier-Stokes et des équations de la thermique turbulentes.1.3 Objectifs de la thèseComme l'illustre la �gure 1.2, la simulation numérique du remplissage en fonderiefait intervenir de nombreux phénomènes physiques et requiert l'utilisation de méthodesnumériques adaptées.Tout d'abord, a�n de décrire l'écoulement du �uide dans la cavité, il faut résoudreles équations non linéaires de Navier-Stokes. Le caractère hyperbolique de ces équationsrequiert l'utilisation d'une stabilisation adaptée, de plus, le remplissage de grandes piècespouvant atteindre un nombre de Reynolds de l'ordre de 106, l'emploi d'un modèle deturbulence est indispensable.Il est également important de prendre en compte les di�érentes phases en présence (air/liquide)et de décrire correctement l'évolution des interfaces et les phénomènes qui y sont liés telsque la tension de surface.Le remplissage de grandes pièces pouvant durer plusieurs minutes, voire plusieurs heures,l'écoulement ne peut pas être considéré comme isotherme, il faut donc intégrer un calculde transferts thermiques.L'évolution de la thermique au sein de la pièce en cours de remplissage peut mener à deszones de solidi�cation qu'il faut pouvoir prendre en compte lors de la simulation.Cette thèse est divisée en deux grandes parties. La première partie traite des écoule-ments multi�uides turbulents : la résolution stabilisée des équations de Navier-Stokes estd'abord présentée, nous introduisons ensuite notre formulation monolithique permettantde prendre en compte l'hétérogénéité des écoulements, puis nous présentons une méthodede turbulence multi�uides de type L.E.S..



12 Chapitre 1. Introduction généraleInterface MobileTension de Surface

Changement de PhaseConvection-Di�usion ThermiqueTurbulence

Figure 1.2 � Problématiques liées au remplissage en fonderieLa deuxième partie est axée quant à elle sur l'aspect thermique de l'écoulement : nousvoyons dans un premier temps la méthode de résolution des équations de la thermiquepour un écoulement turbulent, puis nous présentons une méthode novatrice permettantde prendre en compte le changement de phase.
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18 Chapitre 2. Resolution éléments �nis du problème de Navier Stokes2.1 IntroductionLe but de ce chapitre est de développer l'élément essentiel à la simulation du remplis-sage en fonderie et de tout écoulement. Le solveur Navier-Stokes développé ici est basésur une approche eulérienne appliquée aux �uides newtoniens incompressibles.Il existe dans la littérature de nombreux solveurs permettant de résoudre les équationsde Stokes, cependant l'introduction de l'inertie introduit de nombreux problèmes de sta-bilité, notamment lorsque la viscosité du �uide devient très faible. Nous allons pour celàvoir une méthode de résolution par éléments �nis permettant de simuler des nombres deReynolds relativement élevés.2.2 Formulation des équations de Navier Stokes incom-pressibles2.2.1 Formulation forteConsidérons l'écoulement d'un �uide newtonien dans une cavité Ω de dimension �nieet de frontière ∂Ω, sur un intervalle de temps [0, T ]. L'écoulement dans la cavité est régipar trois équations :� la loi de comportement qui exprime le tenseur des contraintes σ en fonction desinconnues que sont la vitesse u(x, t) et la pression p(x, t), pour x ∈ Ω et t ∈ [0, T ] :
σ = F (u(x, t), p(x, t)) (2.1)� l'équation d'équilibre qui exprime la relation entre les contraintes, l'inertie et lesforces volumiques f v(x, t) telles que la gravité :

ρ

(
∂u(x, t)

∂t
+ u(x, t)∇u(x, t)

)
−∇ · σ = f v(x, t) (2.2)� l'équation de continuité qui exprime la conservation de la matière :

dρ

dt
+ ρ∇ · u(x, t) = 0 (2.3)Dans les conditions de température et de pression de la fonderie, on considère que lesvariations volumiques des �uides en présence sont très faibles, notamment étant donnéque les vitesses d'écoulement sont négligeables face à la vitesse de propagation du son.On peut le considérer comme incompressible, ce qui revient à réexprimer l'équation decontinuité (2.3) en fonction de la vitesse seule :

∇ · u(x, t) = 0 (2.4)On peut également noter que bien que les variations de volume soient négligées dans (2.4),celà n'exclut pas d'introduire dans l'équation de l'équilibre (2.2) une masse volumique



2.2. Formulation des équations de Navier Stokes incompressibles 19variable (dépendant par exemple de la température) pouvant entraîner des mouvementsde convection naturelle, mais n'ayant aucune répercussion sur le volume total.Nous faisons également le choix dans ce manuscrit de ne pas prendre en compte lesphénomènes complexes de germination et de cristallisation au sein du métal liquide, enle considérant comme un liquide newtonien. La loi de comportement (2.1) d'un �uidenewtonien exprime la partie déviatorique du tenseur des contraintes en fonction du tenseurdes taux de déformation ε = 1
2
(∇u +∇uT ) et de la viscosité dynamique du �uide η :

σd = 2ηε(u) (2.5)L'équation (2.4) permet de véri�er que Tr(σd) = Tr(ε(u)) = ∇ ·u = 0. On peut mainte-nant écrire l'expression de la contrainte en fonction de la vitesse et de la pression hydro-statique p(x, t) :
σ = 2ηε(u)− p1l (2.6)Cette fermeture permet de réduire le système à deux équations dites de �Navier Stokes� :





ρ

(
∂u

∂t
+ u∇u

)
−∇(2ηε(u)) +∇p = f v

∇ · u = 0
(2.7)La formulation di�érentielle de ces équations est dite �formulation forte�. Il convientmaintenant de fermer le problème à l'aide de conditions initiales et conditions aux limites.Les conditions aux limites appliquées sur ∂Ω peuvent être de type Dirichlet sur la vitesse

u = ug, ou de type Neumann avec une force surfacique σn = f s.On dé�nit le nombre de Reynolds Re, sans dimension, qui correspond au rapport desgrandeurs d'inertie sur les grandeurs visqueuses :
Re =

ρUL

η
(2.8)où U et L sont respectivement la vitesse caractéristique et la longueur caractéristique duproblème considéré.Lorsque Re << 1 l'e�et de la viscosité est prépondérant face à l'inertie, l'écoulementest dit laminaire.Lorsque Re >> 1, l'inertie est dominante et l'écoulement est dit turbulent. Dans cedernier cas le terme non linéaire u∇u devient prépondérant face aux autres termes etil cause des di�cultés dans la résolution. Il convient de le traiter de manière adéquate.L'écoulement se caractérise par de grandes variations des champs de pression et de vi-tesse à l'échelle spatiale et temporelle. Nous verrons dans le prochain chapitre commentpeuvent être traitées ces petites échelles.A noter également que lorsque Re << 1, on peut négliger les termes d'inertie a�nd'obtenir les équations de Stokes :

{
−∇ · (2ηε(u)) +∇p = f v

∇ · u = 0
(2.9)



20 Chapitre 2. Resolution éléments �nis du problème de Navier Stokes2.2.2 Formulation Variationnelle2.2.2.1 NotationsLes espaces fonctionnels suivants sont nécessaires pour établir la formulation faible deséquations de Navier-Stokes :
V = (H1(Ω))d (2.10)
V0 =

(
H1

0(Ω)
)d (2.11)

P = L2(Ω) (2.12)où L2(Ω) est l'espace de Lebesgue des fonctions carrées sommables sur un domaine Ω, et
H1(Ω) est l'espace de Sobolev inclus dans L2(Ω) :

L2(Ω) =

{
q,

∫

Ω

q2dV < ∞
} (2.13)

H1(Ω) =
{
q ∈ L2(Ω),∇q ∈ (L2(Ω))d

} (2.14)
H1

0(Ω) =
{
q ∈ H1(Ω), q = 0 sur ∂Ω

} (2.15)On dé�nit le produit scalaire dans L2(Ω) :
(f1, f2) =

∫

Ω

f1f2dV ∀f1, f2 ∈ L2(Ω) (2.16)2.2.2.2 Forme faibleOn recherche un champ de vitesse u dans l'espace fonctionnel V et un champ depression p dans l'espace fonctionnel P. On choisit pour cela des fonctions test w et q dans
V0 et P. Avec la relation :

ε(u) : ∇w = ε(u) : ε(w) (2.17)et des intégrations par partie (formule de Green) qui se simpli�ent grâce au choix de lafonction test w (w = 0 sur ∂Ω) :
∫

Ω

∇p.wdV = −
∫

Ω

p.∇ ·wdV +

∫

∂Ω

pw.ndS = −
∫

Ω

p∇ ·wdV (2.18)Le problème variationnel consiste à trouver (u, p) ∈ (V, P ) quels que soient (w, p) ∈
(V 0, P ) tels que :
{ ∫

Ω
ρ
∂u

∂t
.wdV +

∫
Ω

ρu∇u.wdV +
∫
Ω

2ηε(u) : ε(w)dV −
∫
Ω

p∇ ·wdV =
∫
Ω

f v.wdV∫
Ω

q∇ · udV = 0
(2.19)



2.3. Discrétisation et Résolution 21En appliquant la notation (2.16), on obtient :




ρ

(
∂u

∂t
, w

)
+ ρ (u∇u, w) + (2ηε(u) : ε(w))− (p,∇ ·w) = (f v, w)

(∇ · u, q) = 0
(2.20)2.3 Discrétisation et Résolution2.3.1 Méthode de GalerkinLa méthode de Galerkin, associée avec la méthode des éléments �nis, peut être décritecomme l'approximation de la formulation variationnelle d'un système d'équations auxdérivées partielles sur des espaces fonctionnels approchés engendrés par des fonctionspolynomiales par morceaux.Ainsi, la méthode de Galerkin consiste à chercher les inconnues dans des espaces approchés

Vh et Ph, sous espaces de dimension �nie de V et P, engendrés par des fonctions continuespolynomiales par morceaux. On dé�nit de même l'espace V0
h, sous espace de V0. Cesespaces sont obtenus à partir d'une décomposition du domaine de calcul Ω en volumesélémentaires K : c'est la triangulisation Th(Ω) du maillage [14].Les éléments K de Th(Ω) sont dans notre cas des d-simplexes (triangles en 2D, tétraèdresen 3D), représentant la géométrie la plus simple pouvant être dé�nie en dimension d. Ilsrespectent les propriétés suivantes :� L'union de tous les éléments K correspond à l'ensemble du domaine :

⋃

K∈T (Ω)

K = Ωh (2.21)où Ωh coïncide parfaitement avec Ω si la frontière du domaine est constituée uni-quement de faces planes, ou à la taille de maille près si la frontière du domaine estconstitué de surfaces complexes (exemple : sphère).� L'intersection de deux éléments est soit nulle, soit correspond à une face du maillage,son volume est de mesure nulle.On peut dé�nir h comme la taille de maille dé�nie par le maximum des diamètres dumaillage :
h = max

K∈T (Ω)
diam(K) (2.22)Plus la taille de maille est petite, plus l'approximation des espaces fonctionnels estprécise, soit :

lim
h→0

V0
h = V0 (2.23)

lim
h→0

Vh = V (2.24)
lim
h→0

Ph = P (2.25)



22 Chapitre 2. Resolution éléments �nis du problème de Navier Stokes2.3.2 Méthode éléments �nis stabilisés2.3.2.1 Stabilisation bulle P1+/P1Pour assurer l'existence et l'unicité de la solution du problème de Navier-Stokes, maisaussi pour que la solution du problème discret converge vers la solution du problèmecontinu, les espaces d'approximation de u et de p doivent respecter la condition de Brezzi-Babu²ka [2], aussi appelée condition inf-sup :
inf

qh∈Ph

sup
uh∈V0

h

(∇ · uh, qh)

|qh| |uh|
≥ β > 0 (2.26)où β est une contante indépendante de h, ce qui indique que le critère de convergence dela solution du problème discret ne dépend pas du maillage.Cette condition permet de construire des �éléments compatibles�, c'est à dire des in-terpolations et des espaces fonctionnels valides et appropriés au problème. Si celle ci estnégligée, il est possible que la méthode ne converge pas , ou qu'elle converge vers unesolution erronée [2].Il existe di�érents types d'éléments stables véri�ant la condition de Brezzi-Babu²ka,citons notamment l'élément de Taylor-Hood P2/P1, ou encore l'élement de Crouzeix-Raviart P2 + /P1, cependant ceux ci requièrent une augmentation du temps de calculnon négligeable. Nous retiendrons d'abord l'approche mini-élément, introduite dans [1, 9]avec un ordre P1 + /P1, puis nous étudierons également l'approche Variational-Multi-Scale (VMS) [15].Dans la méthode dite du mini élément, les champs de vitesse et de pression sontinterpolés linéairement à partir des valeurs aux sommets des éléments (interpolation detype P1). Le champ de vitesse est enrichi par l'ajout d'un degré de liberté supplémentaire(appelé fonction bulle) au centre des éléments. Il se décompose en une partie linéaire u etune partie bulle b. On dé�nit l'espace d'interpolation des bulles de la manière suivante :

Vb
h = {bh, bh|K ∈ P k(K) ∩H1

0(K) ∀K ∈ T (Ω)} (2.27)avec P k(K) l'espace des polynômes de degré k sur l'élément KLe nouvel espace pour la vitesse est tel que :
Ṽh = Vh ⊕ Vb

h (2.28)La vitesse est décomposée en deux parties distinctes :
ũh = uh + bh (2.29)De plus la bulle, nulle sur les bords de l'élément, respecte la condition d'orthogonalité[10] :

∀K ∈ T (Ω)

∫

K

ε(uh) : ε(bh)dΩ = 0 ∀uh ∈ P 1(K) (2.30)



2.3. Discrétisation et Résolution 23La fonction bulle vaut 1 au centre de l'élément et s'annule sur sa frontière, une sousdiscrétisation des éléments doit être créée :Figure 2.1 � Sous discrétisation des éléments 2DAvec la décomposition de la vitesse, la forme faible du problème devient :




(
ρ
dũh

dt
, w̃h

)
+ (2ηε(ũh) : ε(w̃h))− (ph,∇ · w̃h) = (f v

h , w̃h)

(∇ · ũh, qh) = 0
(2.31)En remplaçant ũh par uh + bh, on obtient la formule suivante :





(
ρ
duh

dt
, wh

)
+

(
ρ
dbh

dt
, wh

)
+ (2ηε(uh) : ε(wh)) + (2ηε(bh) : ε(wh))− (ph,∇ ·wh) = (f v

h , wh)
(

ρ
duh

dt
, wb

h

)
+

(
ρ
dbh

dt
, wb

h

)
+ (2ηε(uh) : ε(wb

h)) + (2ηε(bh) : ε(wb
h))− (ph,∇ ·wb

h) = (f v
h , wh)

(∇ · uh, qh) + (∇ · bh, qh) = 0

(2.32)Selon les hypothèses de [3, 16, 6] sur les termes non linéaires et la variation de la bulleen temps, on peut se ramener à l'équation suivante : :




(
ρ
duh

dt
, wh

)
+ (2ηε(uh) : ε(wh)− (ph,∇ ·wh) = (f v

h , wh)
(

ρ
dbh

dt
, wb

h

)
+ (2ηε(bh) : ε(wb

h))− (ph,∇ ·wb
h) = (f v

h , wb
h)

(∇ · uh, qh) + (∇ · bh, qh) = 0

(2.33)où (uh, bh, ph) ∈ (Vh,Vb
h,Ph) ∀(wh, w

b
h, ph) ∈ (V0

h,V0b
h ,Ph).Selon [3], une manière d'approximer le terme de bulle (ρ

dbh

dt
, wb

h

) sans avoir besoin degarder et stocker la solution bulle est la suivante :
(

ρ
dbh

dt
, wb

h

)
'
( ρ

∆t
, wb

h

) (2.34)Ce dernier terme est important pour respecter la conservation de la masse.On résout alors l'équation sur la partie bulle de la vitesse (deuxième ligne de l'équation(2.33)), et on remplace leur e�et dans les 2 autres équations. Cette technique, développéedans les paragraphes suivants, s'appelle la condensation statique de la bulle.2.3.2.2 Linéarisation du problèmeAvec le terme de convection, le problème de Navier-Stokes incompressible est nonlinéaire. Il est donc nécessaire de trouver des procédés de linéarisation des équations, et



24 Chapitre 2. Resolution éléments �nis du problème de Navier Stokesnotamment à partir de sa discrétisation temporelle. Celle ci peut s'e�ectuer soit par uneméthode de di�érences �nies, soit par une méthode d'éléments �nis [18]. Ces dernièressont basées sur des formulations espace-temps des éléments �nis et ne sont pas traitéesici. Dans la littérature, les schémas temporels par di�érences �nies les plus utilisés pourles équations de Navier-Stokes sont ceux d'Euler et de Runge Kutta. C'est le premier quenous choisissons d'implémenter dans notre solveur mécanique.Schémas temporels d'Euler Pour décrire la discrétisation temporelle d'Euler, unproblème de Cauchy est introduit sous la forme suivante :
∂u(t)

∂t
= f(u, t) (2.35)où t ∈ [0, T ], T > 0 est la durée du phénomène, et les conditions initiales de l'inconnuesont u(t = 0) = u0.Tout d'abord, l'espace temps [0, T ] est décomposé en N intervalles réguliers de manièresuivante : [0, T ] =

⋃

n

[tn−1, tn], ∆t étant le pas de temps tel que δt = T
N
.Le schéma temporel le plus simple est :

∂u(t)

∂t
'=

u(tn)− u(tn−1)

∆t
(2.36)En posant u(tn) = un, nous avons :

∂u(t)

∂t
' un − un−1

∆t
(2.37)Plusieurs schémas en temps sont issus de cette approximation : le schéma d'Euler impliciteet le schéma d'Euler explicite. Lorsque les conditions de convergence sont remplies, il estmontré que les schémas d'Euler sont d'ordre 1. Cela veut dire qu'il existe un réel C telque l'on peut majorer l'erreur due à l'approximation par rapport à la solution exacte par :

∣∣uexact − uapproche
∣∣ < C∆t (2.38)Il existe également un troisième schéma en temps : le schéma de Crank Nicolson, étantlui d'ordre 2.Le schéma d'Euler explicite

un − un−1

∆t
' f(un−1, tn−1) ∀n ≤ N (2.39)La stabilité est conditionnée par le critère de Courant-Friedrich-Lewy sur le pas de temps :

∆t <
max

Ω
|u|

h
(2.40)



2.3. Discrétisation et Résolution 25Ce schéma implique clairement la linéarisation du problème de Cauchy. En l'appliquantau terme non linéaire des équations de Navier Stokes, nous obtenons :
du

dt
' u

∆t
− u−

∆t
+∇u− · u− (2.41)où u− est la vitesse calculée au pas de temps précédent.Le schéma de Crank Nicolson

un − un−1

∆t
' 1

2

(
f(un, tn) + f(un−1, tn−1)

)
∀n ≤ N (2.42)Le schéma de Crank Nicolson est un schéma d'ordre 2, entre le schéma d'Euler expliciteet le schéma d'Euler implicite. Comme le schéma d'Euler implicite, il est incondition-nellement stable, cependant il est assez dispersif et ne permet pas d'atténuer les erreursnumériques déja commises. De plus, la linéarisation du problème n'est pas complète étantdonné qu'il reste à traîter le terme d'advection ∇u · u.Le schéma d'Euler implicite

un − un−1

∆t
' f(un, tn) ∀n ≤ N (2.43)L'avantage de ce schéma est qu'il est inconditionnellement stable. Le pas de temps ∆tn'est donc pas limité. Cependant, un pas de temps trop grand peut causer des imprécisionsimportantes de par l'ordre du schéma. De plus, cette approche ne linéarise pas non plusle problème par elle même. Elle nécessite donc le traitement du terme d'advection ∇u ·u.

du

dt
' u

∆t
+∇u · u− u−

∆t
(2.44)Linéarisation du terme d'advection Pour linéariser le terme d'advection non li-néaire, nous appliquons une méthode qui consiste à substituer la vitesse u par v + u− voù u est l'inconnue à trouver et v est la vitesse connue. v peut être soit la vitesse calculéeau pas de temps précedent, dans ce cas le système n'est résolu qu'une seule par pas detemps, soit la vitesse calculée à l'incrément précédent à l'aide d'une méthode itérative deNewton.Initialement, à la première itération de Newton, v a la valeur de la vitesse calculée au pasde temps précédent. Pendant les itérations de Newton, lorsque u et v sont assez proches,on considère que le système a convergé, et que la solution du problème de Navier-Stokesapproximé est trouvé pour un temps t donné.Voici le développement qui amène à la formule qu'il faut utiliser pour linéariser leterme ∇u · u :



26 Chapitre 2. Resolution éléments �nis du problème de Navier Stokes
u = v + (u− v) où v est connu (2.45)

∇u · u = ∇(v + (u− v)) · (v + (u− v)) (2.46)
∇u · u = ∇v · v +∇v · (u− v) +∇(u− v) · u +∇(u− v) · (u− v) (2.47)Le terme de second ordre ∇(u− v) · (u− v) est négligé. Il nous reste :

∇u · u ' ∇(v + u− v) · v +∇v · (u− v) (2.48)
∇u · u ' ∇u · v +∇v · (u− v) (2.49)Au �nal, nous avons :

∇u · u ' ∇u · v +∇v · u−∇v · v (2.50)En substituant ce résultat dans la formule (2.44) du schéma implicite d'Euler, on obtient :
du

dt
' u

∆t
+∇u · v +∇v · u− u−

∆t
−∇v · v (2.51)En�n, la forme faible du problème de Navier-Stokes linéarisé par un schéma d'Eulerimplicite et par un algorithme de Newton s'écrit :





ρ
(uh

∆t
, wh

)
+ ρ (uh∇vh, wh) + ρ (vh∇uh, wh) + (2ηε(uh) : ε(wh))− (ph,∇ ·wh)

= (f v, wh) + ρ

(
u−

h

∆t
, wh

)
+ ρ (vh∇vh, wh)

(∇ · uh, q) = 0

(2.52)
où u−

h est la solution trouvée au pas de temps précédent, et vh est l'approximation de lavitesse à l'itération de Newton précédent.Un avantage important de cette formulation est qu'elle se montre plus robuste en termede convergence et pas de temps que celle d'un schéma d'Euler explicite. Le pas de tempsdépend toujours de la nature du problème, mais il est moins limité.Dans le cadre de la fonderie, où les écoulements sont à convection dominante, la linéari-sation du terme advectif se révèle très importante a�n d'éviter les instabilités de calcul.Cependant l'utilisation d'un algorithme itératif de Newton nécessite plusieurs résolutionssuccessives du système linéaire, ce qui s'avère coûteux en temps de calcul et ne semblepas apporter d'amélioration évidente à la stabilité du problème.



2.3. Discrétisation et Résolution 272.3.2.3 Formulation matricielleLa formulation discrète du problème de Navier-Stokes linéarisé par un schéma temporelimplicite et un algorithme de Newton pour linéariser le terme d'advection est la suivante :




ρ
(uh

∆t
, wh

)
+ ρ (uh∇vh, wh) + ρ (vh∇uh, wh) + (2ηε(uh) : ε(wh))− (ph,∇ ·wh)

= (f v, wh) + ρ

(
u−

h

∆t
, wh

)
+ ρ (vh∇vh, wh)

( ρ

∆t
, wb

h

)
+ (2ηε(bh) : ε(wh))−

(
ph,∇ · w̃b

h

)

= (f v, wb
h)

(∇ · uh, qh) + (∇ · bh, qh) = 0

(2.53)
La formulation matricielle équivalente est :




Avv 0 AT
vp

0 Abb AT
bp

Avp Abp 0






uh

bh

ph


 =




Bv

Bb

Bp


 (2.54)avec :

whAvvuh = ρ
(uh

∆t
, wh

)
+ ρ (uh∇vh, wh) + ρ (vh∇uh, wh) + (2ηε(uh) : ε(wh))(2.55)

qhAvpuh = (∇ · uh, qh) (2.56)
wbAbbbh =

( ρ

∆t
, wbh

)
+ (2ηε(bh) : ε(wbh)) (2.57)

qhAbpbh = (∇ · bh, qh) (2.58)et :
Bv = ρg + ρ

u−
h

∆t
− ρ∇vh · vh (2.59)

Bp = 0 (2.60)
Bb = ρg (2.61)avec la sous discrétisation des éléments, il est possible de calculer la bulle localementsur chaque élément :

bh = A−1
bb bb − A−1

bb AT
bpph (2.62)Ensuite, avec une technique de condensation, elle peut être utilisée pour calculer vh quel'on considère alors comme la vitesse calculable globalement sur le domaine discrétisé Ωh.Ainsi, les degrés de liberté liés aux fonctions bulles sont éliminés, et seuls ceux placés surles n÷uds restent à calculer :

(
Avv AT

vp

Avp −C

)(
uh

ph

)
=

(
bv

b′p

) (2.63)



28 Chapitre 2. Resolution éléments �nis du problème de Navier Stokesoù C vient de la condensation de la bulle avec C = AbpA
−1
bb AT

bp.Cette technique, appelée MINI-élément, est stable selon les conditions de Brezzi-Babu²ka. Elle est considérée comme une méthode mixte stabilisée, dans laquelle l'opé-rateur de stabilisation est obtenu par condensation des termes de bulle à l'intérieur dechaque élément. Les termes de nature elliptique rajoutés au problème préservent la consis-tance de celui-ci.Dans cette formulation, les termes de convection ρ (uh∇vh, wh) + ρ (vh∇uh, wh) en-traînent la non symétrie du problème au niveau de la matrice Avv ; une méthode derésolution telle que le résidu minimal généralisé doit être utilisée.La technique de préconditionnement de Cholesky incomplet dite ILU(k) peut être uti-lisée, notamment pour des écoulements assez turbulents. Cette dernière se montre trèsrobuste et stable, même lorsque la nature du problème à résoudre entraîne un mauvaisconditionnement de la matrice. Elle a notamment la particularité de permettre une adap-tation avec le paramètre k qui dé�nit le niveau de remplissage de la matrice creuse.Le code de calcul CimLib, dans lequel le solveur Navier-Stokes est implémenté, faitappel à PETSC (Portable, Extensible Toolkit for Scienti�c Computation) [20]. C'est unebibliothèque composée d'un ensemble de procédures permettant de résoudre aussi bien enséquentiel qu'en parallèle des équations aux dérivées partielles et des problèmes d'algèbrelinéaire par des méthodes numériques itératives. Elle propose donc des solutions intéres-santes dans le domaine du calcul scienti�que parallèle. Plus précisément, des méthodesentièrement parallélisées sont disponibles dans le cadre de la résolution des systèmes li-néaires, incluant des préconditionneurs et des méthodes de résolution de type Krylov. Lacréation des matrices locales est réalisée par CimLib, sous forme de solveur local. Ensuite,elles sont prises en charge par PETSC pour le préconditionnement.2.3.3 Approche Variational-Multi-Scale (VMS)2.3.3.1 Formulation des équationsLa stabilisation bulle présentée dans le paragraphe précédent est basée sur l'enri-chissement de la vitesse par une fonction bulle et requiert certaines approximations pastoujours véri�ées. La résolution de ces équations reste encore relativement instable pourdes nombres de Reynolds modérément élevés. A�n de mieux prendre en compte les termesbulles et de stabiliser la partie convective des équations de Navier-Stokes, nous dévelop-pons dans cette partie l'approche Variational-Multi-Scale (VMS). Dans cette approche,



2.3. Discrétisation et Résolution 29nous enrichissons l'espace des vitesses ainsi que l'espace des pressions par des espaces-bulle qui corrigent les instabilités liés à un écoulement dominé par la convection.Suivant [17, 22, 15], on considère une décomposition du champ de vitesse et du champ depression en une somme des grandes échelles, résolvables, et des petites échelles, irrésol-vables :
u = uh + u′ (2.64)
p = ph + p′ (2.65)De même, on applique la même décomposition pour les fonctions tests :

w = wh + w′ (2.66)
q = qh + q′ (2.67)La condensation statique consiste à substituer la solution des petites échelles dans leproblème des grandes échelles par l'apport de termes supplémentaires, en fonction d'unparamètre de stabilisation local et dépendant du temps, qui améliore la stabilité et laprécision de la formulation Galerkin standard pour les équations de Navier-Stokes ins-tationnaires. Ainsi, en séparant les deux échelles et en intégrant par partie dans chaqueélément, on obtient le problème des grandes échelles :





ρ (∂t(uh + u ′), wh)K + ρ ((uh + u ′) · ∇(uh + u ′), wh)K

+ (2η ε̇(uh) : ε̇(wh))K − ((ph + p′),∇ ·wh)K

= (f , wh)K ∀wh ∈ V0
h

(∇ · (uh + u ′), qh)K = 0 ∀qh ∈ P0
h

(2.68)ainsi que le problème des petites échelles :




ρ (∂t(uh + u ′), w ′)K + ρ ((uh + u ′) · ∇(uh + u ′), w ′)K

+ (2η ε̇(u ′) : ε̇(w ′))K − ((ph + p′),∇ ·w′)K

= (f , w ′)K ∀w ′ ∈ V ′
0

(∇ · (uh + u ′), q′)K = 0 ∀q′ ∈ Q′
0

(2.69)
Pour dériver notre formulation stabilisée, on résout d'abord le problème des petiteséchelles, dé�ni comme somme sur l'intérieur des éléments et écrit en terme de variables desgrandes échelles, dépendantes du temps [13, 19, 4]. On intègre donc la solution des petiteséchelles dans le problème des grandes échelles., éliminant par conséquent l'apparition despetites échelles, tout en modélisant leurs e�ets [6, 8, 5]. A ce niveau, certaines remarques ethypothèses importantes doivent être faites de manière à prendre en compte la dépendanceen temps et la non linéarité de l'équation du moment du système des petites échelles.� en utilisant des fonctions d'interpolation linéaires, les dérivées secondes s'annulent,ainsi que tous les termes impliquant une intégrale sur les frontières intérieures del'élément ;



30 Chapitre 2. Resolution éléments �nis du problème de Navier Stokes� comme l'espace des petites échelles est supposé orthogonal à l'espace des éléments�nis, les termes croisés disparaissent dans (2.68) et (2.69) [9] ;� les petites échelles ne sont pas suivies en temps, on fait l'hypothèse de la quasi-staticité [11] ; cependant, celle-ci restent dépendantes du temps étant donné qu'ellessont pilotées par les grandes échelles ;� la vitesse de transport du terme non linéaire dans (2.69) peut être approchée enn'utilisant que les grandes échelles, de telle manière que :
(uh + u ′) · ∇(uh + u ′) ≈ uh · ∇(uh + u ′) (2.70)Par conséquence, en réarrangeant les termes des petites échelles, on obtient :





ρ (uh · ∇u ′, w′)K + (2η ε̇(u ′) : ε̇(w ′))K + (∇p′, w ′)K

= (RM, w ′)K ∀w ′ ∈ V0 ′

(∇ · u ′, q′)K = (RC, q′)K ∀q′ ∈ P0 ′

(2.71)avec RM et RC respectivement résidu de l'équation du moment et résidu de l'équation decontinuité.Il est connu, d'après les travaux de Wall et al [25] et Tezduyar et Ozawa [24], queconsidérer la pression de petite échelle comme une variable supplémentaire permet de res-pecter la condition de continuité au niveau des petites échelles. Ceci apporte une stabilitésupplémentaire, spéciallement lorsqu'on augmente le nombre de Reynolds. Cependant, ré-soudre les équations des petites échelles pour la vitesse et la pression est en quelque sortecompliqué. Franca et al [12] propose une séparation technique des inconnues des petiteséchelles. Ils ont remplacé l'équation de continuité des petites échelles par l'équation depression de Poisson des petites échelles. Etant donné que seul l'e�et de la pression dePoisson des petites échelles sur l'équation des grandes échelles doit être retenue, Franca etOliveira [13] ont montré que plutôt que de résoudre cette équation, celle ci peut être ap-proximée par le biais d'un terme supplémentaire à la manière d'un terme de stabilisationcomme :
p′ ≈ τCRC (2.72)Pour l'implémentation numérique, on adopte la dé�nition proposée par Codina [6] pourle coe�cient de stabilisation :

τC =

((
µ

ρ

)2

+

(
c2

c1

‖u‖K

h

)2
)1/2 (2.73)où c1 = 1 et c2 = 2 sont deux constantes. Une fois que ce coe�cient de stabilisationa été dé�ni, l'expression (2.72) peut être introduite dans l'équation des grandes échelles(2.68). Il reste maintenant à traiter l'équation du moment des petites échelles. Codina amontré dans [6] que la vitesse des petites échelles est pilotée uniquement par le résidu del'équation du moment des grandes échelles et non par le résidu de l'équation de continuité.Sans perdre de généralité, en suivant le travail de Masud et Khurram [19] et en supposant



2.3. Discrétisation et Résolution 31le résidu du moment des grandes échelles est constant, la vitesse des petites échelles peuts'écrire :
u ′ = τKRM (2.74)où τK est le terme de stabilisation qui a été naturellement obtenu après la résolutiondu sous problème des petites échelles. L'e�et de la bulle est maintenant condensé dansce paramètre élémentaire. Evidemment, le choix des fonctions bulle a�ecte la valeur duparamètre de stabilité. On peut trouver des détails à propos du choix des bulles dans[15, ?, 19].En appliquant une intégration par partie au troisième terme de la première équation de(2.68) et au second terme dans la deuxième équation, puis en remplaçant les expressionsde la pression de petite échelle (2.72) et la vitesse de petite échelle (2.73), on obtient :





ρ (∂tuh, wh)Ω + (ρuh · ∇uh, wh)Ω

−
∑

K∈Ωh

(τKRM, ρuh∇wh)K + (2η ε̇(uh) : ε̇(wh))Ω

− (ph,∇ ·wh)Ω +
∑

K∈Ωh

(τCRC,∇ ·wh)K

= (f , wh)Ω ∀wh ∈ Vh,0

(∇ · uh, qh)Ω −
∑

K∈Ωh

(τKRM,∇qh)K = 0 ∀qh ∈ Qh,0

(2.75)
En comparant à la méthode Galerkin standard, la formulation stabilisée proposée impliquede nouvelles intégrales qui sont évaluées sur chaque élément. Ces termes supplémentaires,obtenus en remplaçant u ′ et p ′ approchés dans l'équation des grandes échelles, re-présentent l'e�et des petites échelles et sont intégrés d'une manière consistante dans laformulation de Galerkin. Tous ces termes permettent de contrôler les instabilités de la for-mulation classique qui apparaissent dans les écoulements pilotés par la convection, maisaussi de satisfaire la condition de Brezzi-Babu²ka pour les interpolations de la vitesse etde la pression. De plus, le dernier terme de l'équation (2.75) apporte une stabilité supplé-mentaire à haut nombre de Reynolds [4].Il faut aussi noter que beaucoup d'estimations des paramètres de stabilisation peuvent êtretrouvés dans la littérature. Pour illustration, la dé�nition la plus commune utilisée pourles équations de Navier-Stokes instationnaires avec éléments linéaires vient des références[24, 7, 5] .
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∆t

)2

+
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4η
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+
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h
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−
1

2 (2.76)2.3.3.2 Formulation matricielleEcrivons maintenant la formulation variationnelle stabilisée de manière matricielle.



32 Chapitre 2. Resolution éléments �nis du problème de Navier StokesLa formulation matricielle équivalente est :
(

Avv Avp

Apv App

)(
uh

ph

)
=

(
Bv

Bp

) (2.77)avec :
whAvvuh =

ρ
(uh

∆t
, wh

)
+ ρ (uh∇vh, wh) + ρ (vh∇uh, wh)

+ (2ηε(uh) : ε(wh)) + (τC∇ · uh,∇ ·wh)

+
∑

K∈Ωh

τK

(
ρ
∂uh

∂t
+ ρuh.∇uh +∇ · 2ηε(uh), ρvh.∇wh

) (2.78)
whAvpph = −(∇ ·wh, ph)− τK (ph, ρvh.∇wh) (2.79)
ubApvqh = (∇ · uh, qh) +

∑

K∈Ωh

τK

(
ρ
∂uh

∂t
+ ρuh.∇uh +∇ · 2ηε(uh),∇qh

)(2.80)et :
Bv = ρg + ρ

u−
h

∆t
− ρ∇vh · vh (2.81)

Bb = ρg + ρ
vh

∆t
+ ρ∇vh · vh (2.82)La prise en compte locale de l'in�uence des petites échelles non résolues en vitesseet pression dans les grandes échelles a introduit de nouveaux termes de stabilisationet modi�é les composantes de la matrice. Ces termes semblent jouer un rôle importantparticulièrement pour les grands nombres de Reynolds.



2.4. Applications numériques 332.4 Applications numériquesA�n d'étudier la robustesse et la justesse de notre code, nous nous intéressons mainte-nant au cas de la cavité entraînée3D. L'écoulement est con�né dans une cavité cubique de
1 m de côté. on applique une vitesse constante sur le plan supérieur, comme le montre la�gure 2.2. Bien que la géométrie soit simple, des phénomènes physiques complexes ont lieudans la cavité. Il est montré dans la littérature que de nombreux tourbillons apparaîssentprès des parois latérales amont et aval.
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Figure 2.2 � Problème de la cavité entraînée 3D

Figure 2.3 � Maillage isotrope hétérogène de la cavité entraînée 3DLa �gure 2.3 montre le maillage utilisé pour la simulation. Les vitesses initiales sontnulles partout à l'exception de la surface supérieure. On règle ensuite la viscosité du �uidepour faire varier le nombre de Reynolds.
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Figure 2.4 � Comparaison des pro�ls de vitesse dans le plan médian y = 0.5 avec lesrésultats de [23] pour Re = 1, 000 (en haut), [26] pour Re = 3, 200 (au milieu) et [21]pour Re = 12, 000 (en bas). A gauche : valeur moyenne de la vitesse dans la direction x.A droite : valeur moyenne de la vitesse dans la direction z.



2.4. Applications numériques 35La �gure 2.4 montre la comparaison de nos résultats pour les nombres de ReynoldsRe = 1 000, Re = 3 200 et Re = 12 000 avec les résultats de [23], [26] et [21] respectivement.Les pro�ls de vitesse moyenne dans le plan médian sont tracés et comparés aux solutions deréférence. Tous nos résultats sont en bonne adéquation avec les pro�ls de référence jusqu'àRe = 3 200. Les di�érences pour Re = 12 000 sont liées au fait que le maillage utilisé nepermet pas de décrire l'écoulement de manière assez �ne. Un modèle de turbulence detype LES peut alors être utilisé.



36 Chapitre 2. Resolution éléments �nis du problème de Navier Stokes2.5 ConclusionsDans ce chapitre, nous avons montré comment développer les équations de NavierStokes et les résoudre par une méthode par éléments �nis. Nous avons présenté une pre-mière méthode de stabilisation avec permettant de respecter la condition de Brezzi Ba-bu²ka. Cette méthode, dite P1+/P1, introduit dans chaque élément un degré de libertésupplémentaire pour la vitesse à l'aide d'une fonction bulle. La condensation de l'équationbulle dans la formulation matricielle fait apparaître un terme de stabilisation, sans ajouterd'inconnue supplémentaire.L'approche Variational Multi-Scale développée dans la deuxième partie de ce chapitre estbasée sur une description plus �ne des petites échelles. Les di�érentes modélisations descomportements de ces petites échelles permet de se ramener à une formulation matriciellesimpli�ée. Cette dernière, bien que légèrement plus complexe que la précédente, permetde simuler des écoulement plus turbulents.En�n, l'application numérique de la cavité entraînée 3D a permis de montrer les bonsrésultats obtenus avec l'approche VMS pour des nombres de Reynolds pouvant monterjusqu'à 12 000.
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40 Chapitre 3. Écoulements multi�uides3.1 IntroductionLes calculs d'interfaces et de surfaces libres sont cruciaux lorsque l'on parle de pro-blèmes d'écoulements multi�uides. Ils permettent l'observation de l'évolution que peuventavoir les di�érentes phases les unes par rapport aux autres, tout au long d'une simulation.Le solveur d'écoulement présenté dans le chapitre précédent à partir des équations incom-pressibles de Navier-Stokes n'inclut pas le mouvement des interfaces. Ainsi, il apparaîtnaturellement le besoin d'introduire une méthode de couplage entre ces équations et unautre type de modèle. La prédiction numérique du mouvement d'une interface dans unmilieu continu pose de nombreux problèmes, auxquelles des solutions très diverses ont étéapportées, aussi bien dans un contexte lagrangien [21, 29] qu'eulérien. Et même, plusieurstechniques intermédiaires visent à compenser les défauts propres à ces deux approches[6, 14, 38]. Parmi les di�érentes méthodes qui existent aujourd'hui, on trouve les mé-thodes de suivi d'interface (interface tracking)[29] et Marker and Cell [35], ou d'autres decapture d'interface (interface capturing) comme Volume of Fluid (VoF)[3] ou Level-Set[1, 41].Les applications dans ce domaine sont diverses et incluent les problèmes de solidi-�cation (solide/liquide), extrusion de polymères (�uide/�uide), remplissage de moules(liquide/gazeux), etc.. De nombreux critères doivent être étudiés a�n d'évaluer la qua-lité d'une méthode de calcul d'interface. Parmi ces critères, on peut citer les propriétéspurement géométriques, à savoir la capacité à décrire correctement le mouvement d'uneinterface dans un champ de vitesse donné. Il est important que la méthode soit robusteet qu'elle converge vers la solution physique. Ainsi pour résumer, les méthodes de cal-cul d'interface doivent allier des propriétés de haute résolution, de souplesse d'utilisation,et de robustesse, pour supporter des simulations très complexes dans la mécanique des�uides.Notons Ω un domaine borné et régulier de l'espace, de frontière ∂Ω. Ce domaine sedécompose en deux parties Ω1(t) et Ω2(t) séparées par une interface mobile Γ(t).
Ω1

Ω2

ΓFigure 3.1 � Représentation d'un système diphasique à interface



3.2. Méthodes numériques pour le suivi d'interface 41Pour pouvoir simuler correctement des écoulements multiphasiques tels qu'ils ont étédécrits précédemment, il est nécessaire de :� déterminer le où les modèles permettant de décrire le plus �dèlement possible chaquephase ;� choisir la méthode numérique à mettre en ÷uvre pour représenter l'interface.Autant du point de vue de la description de chaque phase que du suivi de l'interface, nousverrons dans les prochaines sections qu'il est possible d'envisager di�érentes approchesdont nous discuterons les avantages et les inconvénients.3.2 Méthodes numériques pour le suivi d'interfaceIl existe dans la littérature di�érentes méthodes numériques dédiées au suivi d'interfacequi peuvent être classées selon :� qu'elles représentent l'interface de manière di�use ou exacte ;� qu'elles s'appuient ou non sur un maillage �xe ou mobile ;� qu'elles suivent explicitement ou capturent implicitement l'interface.Nous allons détailler ces di�érents points par la suite.A�n de décrire l'évolution de l'interface, il est nécessaire de passer de sa représen-tation continue à sa formulation discrète. Dans de nombreux cas, les méthodes de suivid'interface s'appuient sur l'utilisation du maillage employé pour la discrétisation spatialedes inconnues de l'écoulement. Dans ce contexte, des maillages mobiles se déformant avecl'écoulement et dont les éléments épousent la forme de l'interface peuvent être retenus.Cette approche a priori très naturelle peut devenir très coûteuse et complexe à mettre en÷uvre lorsque le maillage subit de grandes déformations. Pour contourner cette di�culté,il est fréquent d'utiliser un maillage �xe. Dans ce cas, il est nécessaire de représenter demanière explicite ou implicite 'interface. En�n, il existe également des méthodes dites�sans maillage� [24, 25].Parmi les méthodes s'appuyant sur un maillage, on peut distinguer les méthodes ditesde �front tracking� et les méthodes dites de �front capturing�. Les premières s'appuient surun suivi explicite de l'interface à l'aide d'objets la représentant (particules par exemple).Ces méthodes sont à opposer à celle de �front capturing� qui capturent l'interface en lareprésentant de manière implicite à l'aide de la ligne de niveau d'un champ scalaire oud'une fraction volumique sur tout le domaine.Parmi les méthodes de suivi d'interface les plus connues on citera les méthodes de�marqueurs� et de �maillage mobile� classées dans les méthodes de �front tracking�. Lesapproches dites de �front capturing� regroupent quant à elles la méthode �Volume ofFluid� et la méthode �Level Set�. Il existe également d'autres types d'approches dont les



42 Chapitre 3. Écoulements multi�uidesméthodes �sans maillage� [2].Une rapide synthèse sur les propriétés de ces méthodes est donnée dans les paragraphesqui viennent.3.2.1 Méthodes de type front tracking3.2.1.1 La méthode des marqueursEn 3D, l'interface est une surface se mouvant dans l'espace et dans le temps. Intuitive-ment, la première idée à laquelle on pense pour discrétiser l'interface est de positionner desmarqueurs tout le long de la surface qui la représente. Pour la déplacer, il su�t donc defaire évoluer chaque point et de reconstruire par interpolation l'interface. C'est le principede la méthode des marqueurs, utilisée par Tryggvason [35, 20] pour laquelle l'interface estrepérée par des marqueurs advectés par l'équation di�érentielle ordinaire :
dxk

dt
= u(xk, t), xk ∈ Γ (3.1)Chaque particule k de l'interface Γ est repérée par sa coordonnée xk qui véri�e l'équationci-dessus, où uk est la vitesse de la particule k. Cette méthode de type Lagrangien esttrès précise tant que les particules ne sont pas trop écartées. Dans le cas contraire, il estnécessaire de redistribuer les marqueurs le long de l'interface. L'interpolation du champde vitesse uk depuis le maillage du domaine vers chaque marqueur est cependant une opé-ration relativement complexe et coûteuse. De plus, les changements topologiques (fusionou séparation de bulles par exemple) ne s'e�ectuent pas naturellement. En�n, l'extensionau 3D est plutôt complexe.3.2.1.2 La méthode de maillage mobileLe suivi du front est réalisé grâce à une description explicite de l'interface, au sensoù l'interface est décrite par un ensemble d'objets qui seront transportés dans le domainede calcul à la vitesse locale. Autrement dit, les surfaces font partie intégrante des bordsdu domaine de calcul, et donc du maillage ; et la déformation dynamique des contoursdu maillage constitue aussi exactement (aux erreurs de calcul et d'interpolation près)l'évolution de l'interface. La reconnection d'un ensemble d'objets donné permettra de re-construire la géométrie globale, incluant l'interface. Cette approche est naturelle pour desproblèmes de surface libre dans le sens où la condition limite appropriée (une contraintenulle imposée) peut être appliquée facilement sur les bords connus du maillage. Cepen-dant, ce dernier doit évoluer de la même manière que le �uide, et la distorsion des élémentsou le changement de topologie de surface demandent une procédure très complexe.
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Figure 3.2 � Maillage avec une méthode Lagrangienne3.2.2 Méthodes de type front capturingDécrire la surface et la paramétrer est facile lorsqu'elle est une partie du bord dumaillage ou encore décrite par des particules de type marqueurs. Mais on peut aussi mo-déliser les surfaces libres sans pour autant devoir les localiser précisément à l'aide de lafrontière d'un maillage. Il est possible d'aborder les problèmes de mouvement de surfaceslibres et d'interfaces de manière Eulérienne [17]. Pour cela, on considère un champ sca-laire qui évolue en fonction du temps grâce à une équation de transport et un champ devitesse. Ces méthodes sont appelées �capture d'interface�. Contrairement aux méthodesd'�interface tracking�, la capture d'interface a une approche globale qui considère de façonEulérienne tous les sous domaines présents dans un écoulement en même temps. Pourtraiter le calcul des surfaces libres et des interfaces de façon Eulérienne, le domaine decalcul Ω est supposé �xe au cours du temps. Par contre, il est composé de plusieurs sousdomaines qui eux ne sont pas �xes et qui dépendent du temps. Alors que dans les mé-thodes d'interface tracking l'interface est suivie explicitement par les bords du maillage,celle-ci passe à travers les éléments du maillage dans les méthodes de capture d'interface(�gure 3.3).Il reste maintenant à introduire une fonction servant à di�érencier les sous domaineset à capturer l'interface. Deux di�érentes techniques permettent cela : le Volume of Fluidet la Level-Set.3.2.2.1 Méthode Volume of FluidPlutôt que de suivre directement l'évolution de l'interface, les méthodes de type Vo-lume of Fluid sont basées sur la description locale de la phase en présence.On construit pour cela une fonction caractéristique F (x, t), constante par élément et re-présentant le taux de remplissage de chaque élément (1 lorsqu'il est entièrement rempli,
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Figure 3.3 � Maillage avec une méthode Eulérienne
0 lorsqu'il est vide et intermédiaire s'il est traversé). L'interface peut ensuite être recons-truite en suivant les isovaleurs de la fonction VoF. Cette méthode permet de prendre encompte de manière naturelle les changements topologiques d'interface tels que les recolle-ments ou séparations.L'évolution de la fonction VoF est décrite par une équation de transport :

∂F

∂t
+ u · ∇F = 0 avec F ∈ [0, 1] (3.2)La convection de la fonction F constante par élément se fait grâce à une méthode de typeGalerkin discontinu, en résolvant la conservation des �ux dans chaque élément, ce quipermet d'assurer par construction la conservation des phases en présence [3, 28]. Cetteméthode est également inconditionnellement stable, ce qui la rend très robuste pour dé-crire des écoulements complexes.Cependant, l'utilisation d'une fonction P0 ne permet pas de décrire à chaque instantet de manière exacte la position de l'interface. Les éléments contenant des valeurs inter-médiaires de la fonction VoF deviennent de plus en plus nombreux à chaque incrément,ce qui crée une grande di�usion numérique et perturbe le résultat �nal. Pour limiter cettedi�usion, on peut avoir recours à des méthodes d'adaptation de maillage autour de l'in-terface [6].Bien que la robustesse de cette méthode soit un atout indéniable, ce dernier incon-vénient ne permet pas de décrire de manière réaliste un écoulement complexe et sur ungrand nombre d'incréments, comme le montre la �gure 3.4.
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Figure 3.4 � Ecroulement de barrage avec méthode Volume of Fluid et adaptation demaillage anisotrope [11]



46 Chapitre 3. Écoulements multi�uides3.2.2.2 Méthode Level-SetLa méthode Level-Set a été initialement développée en 88 par [26] pour décrire lapropagation de fronts de �amme. Elle a ensuite été élargie aux écoulements multi�uideset améliorée par de nombreux auteurs [10, 27, 31]. La fonction utilisée par la méthodelevel-set, contrairement à la fonction VoF qui est liée à chaque phase en présence, est liéedirectement à l'interface : elle est dé�nie sur chaque n÷ud du domaine comme la distancesignée à l'interface (positive à l'intérieur du domaine et négative à l'extérieur). A partirde cette fonction continue, linéaire par élément, on peut reconstruire à tout instant l'in-terface comme l'isosurface de valeur 0. Celle-ci est décrite de manière exacte et permetde délimiter distinctement deux domaines sans aucune di�usion numérique. Le caractèrerégulier de cette fonction la rend également intéressante pour traîter numériquement denombreux phénomènes proches de l'interface.De même que la fonction VoF, la fonction level-set est transportée via une équation deconvection pure, cette méthode permet donc également de prendre en compte de manièrenaturelle les changements topologiques tels que les recouvrements ou les séparations. Ce-pendant, la résolution de l'équation de transport n'est pas aussi simple que la précédente,étant donné que la fonction est dé�nie sur les n÷uds du domaines et non les éléments. Lecaractère hyperbolique de l'équation la rend di�cile à résoudre par une méthode Galerkinstandard, il faut pour cela utiliser une stabilisation adaptée [15].Un autre inconvénient initial de la méthode level-set était la détérioration de ses pro-priétés algébriques lorsque celle-ci est transportée dans un écoulement complexe tel qu'unécoulement turbulent. Cette détérioration altère d'une part la stabilité de la méthode, etempêche l'utilisation de ses particularités intéressantes. Il est alors nécessaire d'e�ectuerune réinitialisation de la fonction grâce aux équations de Hamilton-Jacobi qui lui per-mettent de retrouver un caractère régulier.De nombreuses améliorations, tant sur la résolution du transport, de la réinitialisation,que sur la forme de la fonction, ont permis de rendre la méthode stable, peu coûteuse,et facile à implémenter. Ces di�érentes améliorations, ainsi que la possibilité de pouvoirdécrire de manière exacte l'interface en font une méthode intéressante et e�cace pourdécrire de nombreux phénomènes multiphasiques [40, 41], de fronts instables [17], de so-lidi�cation [39, 30, 34, 18] ou encore d'écoulements turbulents.vvitesse donné. Cependant, bien que cette équation soit exactement3.2.2.3 Méthode VoF-LSIl existe également une méthode mixte VoF/Level-Set, développée par Sussman et al[32] ayant pour but de compenser la perte de masse induite par la fonction Level-Set grâceune fonction VoF. La méthode consiste à transporter à chaque incrément une fonction



3.2. Méthodes numériques pour le suivi d'interface 47VoF et une fonction Level-Set, la fonction Level-Set transportée est ensuite corrigée selonla fonction VoF transportée. On reconstruit après la nouvelle fonction VoF à partir de laLevel-Set corrigéeBien que cette méthode permette de corriger la conservation liées aux erreurs lors dela résolution de l'équation de transport, elle n'évite pas les pertes liées à la situationreprésentée �gure 3.5. Cette méthode n'est de plus pas avantageuse au niveau du temps decalcul étant donnée qu'elle requiert la résolution du transport VoF ainsi que du transportLevel-Set.3.2.3 Méthodes sans maillageIl existe un dernier type de méthode qui di�ère des approches du type front trackingou front capturing. Il s'agit des méthodes dites �meshless methods� parmi lesquelles ondistingue la méthode �smoothed particle hydrodynamics� [24, 25] qui est de nos jours laplus utilisée. Initialement introduit en astrophysqiue, ce type de méthode a été par la suiteutilisé pour la simulation d'écoulements en mécanique des �uides comme le déferlementde vague ou bien l'e�ondrement d'un colonne d'eau. Le principe de cette approche estde représenter le �uide par un nombre �ni de particules auxquelles on associe un certainnombre de propriétés physiques. Les particules doivent évoluer dans le domaine en res-pectant des lois d'interaction réalistes qui peuvent s'avérer délicates à construire. En�n,cette méthode ne permet pas de ra�ner autant qu'on le souhaite à un endroit précis dudomaine.3.2.4 Capture/Suivi d'interface et interfaces complexesIl est important de noter que pour toutes les méthodes de capture et de suivi d'in-terface, la représentation d'une interface complexe est limitée à la taille de maille utiliséepour le calcul par éléments �nis, ce quelle que soit la précision et la convergence du calcul.On peut prendre l'exemple d'une géométrie plus �ne que le maillage, telle que repré-sentée �gure 3.5. La méthode Volume of Fluid estimera le taux de remplissage de chaqueélément, cependant l'interface est généralement reconstruite en utilisant l'iso valeur 0.5qui est inexistante si la géométrie représente moins de la moitié du volume d'un élément.De même, avec une méthode level-set, les valeurs de la fonction à tous les n÷uds serontpositives et l'isovaleur nulle n'existera pas. Pour une méthode sans maillage, on ne pourrapas déterminer de manière exacte le volume représenté par une particule isolée.Il est pour celà indispensable d'utiliser des maillages adaptés pour chaque type degéométrie à représenter. Les méthodes dites d'adaptation de maillage [23] sont une bonnesolution pour optimiser la représentation.
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Figure 3.5 � Géométrie non détectée par la linéarisation de la Level-Set3.2.5 Méthode Level SetJusqu'à présent, nous avons présenté de manière comparative les diverses méthodesnumériques qui permettent de représenter l'interface. A présent, nous allons préciser lechoix que nous avons fait.Premièrement, nous avons choisi une méthode Eulérienne, a�n de pouvoir travailler surun maillage �xe. Deuxièmement, la méthode que nous avons choisi doit pouvoir nouspermettre de représenter des transformations complexes de l'interface, notamment deschangements de topologie et grandes déformations. Dans ce cas, seule une approche detype interface capturing peut être envisagée. En�n, cette approche permet de calculersimplement la courbure et la normale à l'interface. Ces quantités peuvent s'avérer utileslorsque l'on souhaite représenter les e�ets de la tension de surface. Compte tenu de cestrois aspects, nous avons naturellement convergé vers la méthode Level-Set, dont nousallons détailler les aspects importants dans ce paragraphe.3.2.5.1 La fonction Level-SetNous allons introduire dans ce paragraphe la méthode level-set standard, introduiteinitialement par [26]. On s'intéresse au domaine de calcul Ω, divisé en plusieurs sousdomaines Ωi(t) tels que l'ensemble de ces sous domaines représente Ω :
Ω =

⋃
Ωi(t) (3.3)Chaque sous domaine Ωi(t) peut avoir une frontière mobile, déformable et non connexe.Lors d'un écoulement multiphasique, chacun représente une phase en présence (solide/liquide/gazeuse).On considère également qu'ils sont tous parfaitement distincts :

⋂
Ωi(t) = 0 (3.4)Pour N Ω′

i(t) sous domaines, il est possible de diviser Ω grâce à N − 1 sous domaines
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i(t), tels que :

Ω1 = Ω \
⋃

0<i<N

Ω′i (3.5)
Ωi = Ω′

i−1 \
⋃

i≤j<N

Ω′j pour 1 < i ≤ N (3.6)La division du domaine Ω en N sous domaines peut donc se faire par l'introduction
N−1 interfaces Γi(t) correspondant aux frontières des sous domaines intermédiaires Ω′

i(t).On établit alors un ordre de priorité croissant entre les interfaces a�n de respecter la re-lation (3.5).A chaque interface Γi(t), on peut dé�nir en chaque point du domaine une fonctionlevel-set αi(t) correspondant à la fonction distance signée à l'interface :




αi(x, t) = dist(x, Γi(t)) dans Ω′
i(t)

αi(x, t) = 0 sur Γi(t)
αi(x, t) = −dist(x, Γi(t)) dans Ω \ Ω′

i(t)
(3.7)où x ∈ Rd, t ∈ R+ et d est la dimension spatiale. A partir de cette fonction continue,linéaire par élément, on peut reconstruire à tout instant l'interface en tant qu'isosurface

0 :
Γi(t) = {x ; αi(x, t) = 0} (3.8)La fonction level-set initiale peut être facilement calculée si la forme est de type analy-tique, mais demande l'utilisation d'algorithmes plus coûteux pour des sous domaines deforme complexe. Un exemple de cette fonction est représenté �gure 3.6.Lorsqu'un point est initialement positionné sur l'interface, il est logique de considérerqu'il reste sur l'interface tout au long de la transformation. On peut donc poser l'équationde convection pure :

dα(x, t)

dt

∣∣∣∣
x∈Γi(t)

= 0 (3.9)On peut alors généraliser l'équation sur l'ensemble du domaine :
dα(x, t)

dt
= 0 ∀x ∈ Ω (3.10)La fonction level-set peut alors être transportée par un champ de vitesse v quelconque,généralement calculé par les équations de Navier-Stokes. L'interface Γi(t) peut être re-construite à chaque instant t grâce à l'isosurface de valeur nulle.Cependant, une particule initialement proche de l'interface peut se retrouver à uninstant donné beaucoup plus éloignée, et inversement. L'équation de convection pur ne
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Figure 3.6 � Représentation de la fonction Level-Set sur une géométrie simplepermet pas de prendre en compte ce type de changement, en e�et à chaque particule estassociée une fonction distance qui n'évolue pas au cours du temps. Cette erreur entraîneune détérioration de la fonction level-set, qui peut être ratrappée en ayant recours à destechniques de réinitialisation basées sur les équations de Hamilton-Jacobi.3.2.5.2 Résolution de l'équation de transport continueUn des avantages de la méthode level-set est la simplicité de l'équation à résoudrepour suivre le déplacement des interfaces. Cette équation est facilement implémentabledans un code éléments �nis, à condition de disposer d'une méthode de résolution robusteet d'y intégrer une stabilisation adaptée, que nous allons développer dans ce paragraphe.Formulation forteL'objectif de la méthode level-set est de pouvoir décrire l'évolution d'une interface mo-bile dans un champ de vitesse u donné. Ce champ peut être directement la solution del'équation de Navier-Stokes, ou encore correspondre à une vitesse de propagation, ou decroissance, comme montré dans le chapitre 6.5.La fonction level-set α est transportée par l'équation de convection pure suivante :
dα(x, t)

dt
= 0 (3.11)Comme tout système d'équation aux dérivées partielles, il faut y associer des conditionsinitiales et des conditions aux limites. Dans le cadre d'une équation de convection pure,ces dernières sont de type Dirichlet et appliquée aux frontières de Ω où la vitesse estentrante :
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∂α(x, t)

∂t
+∇α(x, t) · u = 0 dans Ω

α(x, 0) = α0 dans Ω
α(x, t) = g sur ∂Ω−

(3.12)où ∂Ω− = {x ∈ ∂Ω ; u(x) ·n < 0} représente la partie de la frontière où les vitesses sontentrantes, sur laquelle on impose une condition aux limites.Formulation variationnelleOn dé�nit les espaces A et A−
0 de la manière suivante :

A = H1(Ω) = { q ∈ L2(Ω) ; ∇q ∈ L2(Ω) } (3.13)
A−

0 = { q ∈ H1(Ω) ; q = 0 sur ∂Ω− } (3.14)où L2(Ω) est l'espace de Lebesgue des fonction carrées sommables sur un domaine Ω, et
H1(Ω) est l'espace de Sobolev inclus dans L2(Ω) :

L2(Ω) =

{
q ;

∫

Ω

q2dV < ∞
} (3.15)Dans L2(Ω), le produit scalaire est dé�ni par :

(f1, f2) =

∫

Ω

f1f2dV ∀f1, f2 ∈ L2(Ω) (3.16)Soit α∗ une fonction test quelconque appartenant à l'espace A−
0 , pour écrire la formu-lation variationnelle du problème de convection pure, on réalise le produit scalaire au sens

L2(Ω) de l'équation avec α∗. La forme faible du probleme est la suivante :touver α ∈ A tel que∫
Ω

∂α

∂t
.α∗dV +

∫

Ω

(u∇α).α∗dV = 0 ∀α∗ ∈ A−
0 (3.17)soit : (

∂α

∂t
, α∗
)

+ (u∇α, α∗) = 0 ∀α∗ ∈ A−
0 (3.18)Formulation discrètePour résoudre le problème par une approche éléments �nis, on décompose le domaine decalcul Ω en un ensemble de simplexes (triangle en 2D, tétraèdres en 3D) K de dimension

h. L'ensemble de ces simlpexes constitue le maillage Th(Ω) de Ω. On peut alors construireles espaces vectoriels discrétisés Ah et A0
h de dimensions �nies.La focntion level-set α est approchée par une fonction αh ∈ Ah continue et linéairepar élément. La formulation discrète de l'équation de transport est la suivante :trouver αh ∈ Ah tel que

(
∂αh

∂t
, α∗h

)
+ (u∇αh, α

∗
h) = 0 ∀α∗h ∈ A−

0 (3.19)



52 Chapitre 3. Écoulements multi�uidesStabilisation numériqueBien que les méthodes éléments �nis se montrent très stables et robustes pour de nom-breuses applications, la résolution d'un système d'équations à caractère hyperbolique do-minant, tels que l'équation de convection, peut engendrer des problèmes d'oscillationsnumériques, altérant ainsi la solution du problème, comme le montre la �gure 3.7. C'estpout cette raison qu'il est important d'introduire une méthode de stabilisation, a�n d'at-ténuer les instabilités numériques sans modi�er l'équation résolue.

Figure 3.7 � Convection d'une fonction raide par une méthode Galerkin standard [16]Il est imoprtant également de noter que la convection d'une fonction régulière de typelevel-set engendre beaucoup moins d'oscillations qu'une fonction raide comme celle pré-sentée �gure 3.7. Néanmoins, les méthodes de stabilisation de type �Streamline-Upwind-Petrov�Galerkin� (SUPG) ou encore �Residual Free Bubbles� (RFB) [8] s'avèrent trèsutiles à la résolution du problème.Nous nous intéressons dans ce paragraphe à la stabilisation de l'équation genéralesuivante :
(L(uh), wh) = (f, wh) (3.20)où L(uh) fait intervenir des termes de convection et éventuellement de di�usion.De manière générale, la stabilisation consiste à ajouter un terme de di�usion le longdes lignes de courant. Ce terme supplémentaire est fonction du résidu r, d'un opérateur

Lop appliqué aux fonctions test ainsi que d'un paramètre de stabilisation τK constant parélément :
(L(uh), wh) +

∑

K

τK(r, Lop(wh))K = (f, wh) (3.21)Le terme de stabilisation introduit s'annule donc avec le résidu lorsque la solution duproblème est atteinte. Cette propriété permet de conserver la convergence du problème,soit que la solution du problème discret converge vers la solution du problème continu.



3.2. Méthodes numériques pour le suivi d'interface 53Dans ce paragraphe, nous ne détaillerons que la méthode SUPG utilisée pour stabili-ser la convection de la fonction Level-Set. La méthode RFB [8] également classiquementutilisée dans la littérature s'avère en e�et similaire en terme d'implémentation et d'e�etsur la stabilisation.La technique �Streamline Upwind Petrov Galerkin�, introduite par [9], consiste à utili-ser pour les fonctions test un espace vectoriel Ãh di�érent de l'espace vectoriel Ah utilisépour le champ solution. La formulation faible du problème discret devient :Trouver αh ∈ Ah, ∀α̃∗h ∈ Ãh tel que :(
∂αh

∂t
, α̃∗h

)
+ (u · ∇αh , α̃∗h) = 0

(3.22)Les fonctions test utilisées par la méthode SUPG sont de la forme suivante :
α̃∗h = α∗h + τSUPG

K u · ∇α∗h (3.23)Le paramètre de stabilisation τSUPG
K est dé�ni constant par élément et dépend de la taillede maille dans la direction de l'écoulement hK =

u · ∇Ni

|u| et de la vitesse moyenne dansl'élément u|K .
τSUPG
K =

1

2

hK

u|K
(3.24)L'ajout du terme de stabilisation dans la fonction test permet de faire apparaître unedi�usion numérique dans la direction de la vitesse, ce qui permet d'atténuer le caractèrehyperbolique de l'équation.Si on développe les produits de la formule (3.22), on obtient :

(
∂αh

∂t
, α∗h + τSUPG

K ∇α∗h · u
)

+
(
∇αh · u , α∗h + τSUPG

K ∇α∗h · u
)

= 0 (3.25)Puis
(

∂αh

∂t
, α∗h

)
+ (u∇αh , α∗h)

︸ ︷︷ ︸
(1)

+ τSUPG
K

(
∂αh

∂t
, ∇α∗h · u

)

︸ ︷︷ ︸
(2)

+ τSUPG
K (∇αh · u , ∇α∗h · u)︸ ︷︷ ︸

(3)

= 0

(3.26)
On retrouve alors la partie Galerkin standard (terme (1)), ainsi que deux termes supplé-mentaires (terme (2) et terme (3)). Le terme (2) est quasiment le symétrique du termeadvectif de la partie Galerkin ; la partie (3) est un terme symétrique, à caractère elliptique,



54 Chapitre 3. Écoulements multi�uidesqui crée la di�usion numérique recherchée le long des lignes de courant.On peut maintenant relancer le cas de convection pure présenté dans la �gure 3.7,qui faisait apparaître de nombreuses oscillations avec la méthode de Galerkin standard.La �gure 3.8 nous montre le même cas obtenu avec la méthode de stabilisation SUPGdéveloppée dans ce paragraphe.

Figure 3.8 � Convection d'une fonction abrupte par une méthode SUPG [16]On remarque que la solution obtenue est nettement améliorée, même si quelques oscil-lations persistent. Néanmoins, ces oscillations résiduelles seront limitées par l'utilisationd'une fonction Level-Set régulière.3.2.5.3 Réinitialisation - Equations de Hamilton JacobiAvec une méthode de type Level-Set présentée précédemment, une fonction Level-Set
α(x, t) est initialisée comme une fonction distance signée à l'interface :

α(x, t = 0) = dist(x, Γ(t = 0)) (3.27)Ainsi, l'interface initiale Γ(t = 0) est représentée par le niveau zéro de α(x, t = 0). Puis,alors que cette fonction est transportée par l'équation de convection pure vue précédem-ment, l'interface est capturée implicitement à l'instant t avec le niveau zéro de α(x, t) :
Γ(t) = { x ; α(x, t) = 0 } (3.28)Cependant, le champ de vitesse solution d'un solveur d'écoulements incompressiblesétant généralement fortement cisaillé dans les applications que l'on veut simuler, le trans-port de l'interface fait que α(x, t) peut se détériorer rapidement. Finalement, la fonctionLevel-Set devient trop altérée pour que l'interface soit transportée e�cacement, et cemême avec une stabilisation de type SUPG. De fait, une telle fonction fait apparaîtredes gradients trop importants localement, proche de l'interface, et cause des oscillationsrésultantes d'une instabilité numérique grandissante.
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Figure 3.9 � Transport d'une fonction Level-Set dans un vortexLa �gure 3.9 représente une fonction Level-Set altérée par son transport dans un vor-tex. On remarque clairement que la fonction ainsi transportée ne s'apparente plus à unefonction distance.Il existe plusieurs méthodes de réinitialisation qui ont pour but de redé�nir la fonc-tion level-set comme une fonction distance, tout en gardant la position de l'interface. Unefaçon naturelle serait de localiser explicitement l'interface avec une technique d'interpo-lation, puis de calculer la distance à cette interface en tout point du maillage [22]. Cetteapproche brutale a pour avantage de ne pas changer l'interface au delà de la précision duschéma d'interpolation, mais elle a l'inconvénient d'être très coûteuse et de pouvoir intro-duire des irrégularités approximatives aux données, et notamment dans le cas de fortescourbures. Une procédure de lissage est donc souvent nécessaire pour améliorer cette ap-proche. D'autre part, une solution plus élégante est présentée dans [33], c'est celle ci quenous choisissons d'étudier.Dans cet article, un algorithme de réinitialisation est mis au point. Celui-ci se présentesous la forme d'une équation au dérivées partielles instationnaire que l'on doit résoudrejusqu'à ce qu'on aboutisse à un état stationnaire qui correspond à une réinitialisationcomplète de la fonction α dans l'ensemble du domaine.L'idée de base est de redonner à la fonction Level-Set α ses deux propriétés les plusimportantes :� |∇α| = 1� α(x, t) = 0 si et seulement si x ∈ Γ(t)Pour réaliser cela, à un instant t �xé de l'écoulement, on considère un espace temps�ctif, de paramètre τ ∈ R+. On souhaite obtenir une fonction αr(x, t) respectant lespropriétés précédentes à partir de la fonction altérée α(x, t). On utilise une fonction Level-Set paramètre φ(x, τ) sur laquelle on e�ectue la phase de réinitialisation. On souhaite
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φ(x, τ = 0) = α(x, t)
φ(x, τ) = 0 ⇐⇒ α(x, t) = 0 ∀x, τ
lim
τ→∞

φ(x, τ) = αr(x, t)

|∇αr(x, t)| = 1 ∀x

(3.29)On corrige ensuite localement la valeur de φ en fonction de la valeur de son gradient enposant l'équation de Hamilton-Jacobi :
∂φ

∂τ
= S(φ) (1− |∇φ|) (3.30)où S(φ) est la fonction signe de φ :

S(φ) =




−1 si φ < 0

0 si φ = 0
1 si φ > 0

(3.31)La résolution de cette équation jusqu'à un état stationnaire (∂φ

∂t
= 0) permet d'obtenirune fonction respectant les conditions précédentes, comme le montre la �gure 3.10

Figure 3.10 � Réinitialisation d'une fonction Level-Set locale3.2.5.4 Méthode Level Set locale à réinitialisation convectiveDans ce paragraphe, nous allons présenter la méthode Level-Set utilisée dans nostravaux, la �méthode Level-Set locale à réinitialisation convective� [37].Fonction Level-SetLa fonction Level-Set utilisée ici est la fonction aux niveaux sinusoïdaux suivante :
α =





2E/π pour φ > E
2E

π
sin
( π

2E
φ
) pour |φ| < E

−2E/π pour φ < −E

(3.32)



3.2. Méthodes numériques pour le suivi d'interface 57où φ est la fonction Level-Set standard et E est une distance constante �xée en fonctiondu maillage ; typiquement E ' 20.h a�n d'assurer la régularité de la fonction tout en li-mitant sa zone de variation. Cette fonction, représentée �gure 3.11, est équivalente à une

Figure 3.11 � Fonction Level-Set aux niveaux sinusoïdauxfonction distance aux alentours de l'interface, ce qui permet de dé�nir correctement leniveau zéro représentant l'interface, ainsi que construire les di�érents paramètres commesa normale n = |α|, ou encore les lois de mélange associées (cf. section suivante).Pour une distance à l'interface supérieure à la variable E, la fonction Level-Set estconstante, ce qui annule tous les termes de l'équation de transport. L'utilisation d'unetelle fonction locale permet donc de limiter la résolution de l'équation de transport auxalentours de l'interface, ce qui diminue grandement le coût de calcul, en particulier pourles grands maillages.La nouvelle fonction introduite n'étant plus une fonction distance signée (|∇α| 6= 1),l'équation de Hamilton-Jacobi introduite en (3.30) n'est plus valide. En e�et, dans notrecas, on a :
|∇α| =

√
1−

( π

2E
α
)2

6= 1 (3.33)A�n de réinitialiser une fonction Level-Set aux niveaux sinusoïdaux altérée, il su�t demodi�er l'équation de Hamilton-Jacobi (3.30) à l'aide de l'équation (3.33) :




∂φ

∂τ
= S(φ)

(√
1−

( π

2E
φ
)2

− |∇φ|
)

φ(x, τ = 0) = α(x, t)

(3.34)Reinitialisation convectiveLorsque la fonction Level-Set est altérée, l'étape de réinitialisation demande l'arrêt ducalcul de l'écoulement pour la résolution de l'équation de Hamilton Jacobi. Ceci demandedonc un critère de réinitialisation ainsi qu'un coût de calcul supplémentaire. Ainsi, l'équa-tion de réinitialisation de la Level-Set aux niveaux sinusoïdaux (3.34) peut être pénalisée



58 Chapitre 3. Écoulements multi�uidesdans l'équation de transport, a�n de prévenir son altération lors du transport et parconséquence se relâcher de l'étape de réinitialisation. On obtient :




∂α

∂t
+ u.∇α + λS(α)

(
|∇α| −

√
1−

( π

2E
α
)2
)

= 0

α(t = 0, x) = α0(x)

(3.35)où λ est le paramètre de pénalisation, homogène à une vitesse : λ =
h

∆t
.Sur l'interface, (S(α) = 0), on respecte bien l'équation de transport (3.9). De plus, lapénalisation de l'équation de Hamilton-Jacobi permet de conserver à tout moment et entout point du domaine la forme de la fonction Level-Set telle que dé�nie en (3.32).Implémentation numériqueDe manière générale dans un modèle éléments �nis, l'interface ne coïncide pas avec lesn÷uds du maillage, pour être sûr de ne pas modi�er la position de l'isovaleur zéro avec lenouveau terme introduit, il convient d'agir sur la fonction signe S(α). On dé�nit alors lafonction signe élargie avec une épaisseur d'interface Lmin ' 2.h :

S(α) =




−1 si α < −Lmin

0 si −Lmin < α < Lmin

1 si α > Lmin

(3.36)De plus, on peut poser |∇α| = ∇α · ∇α

|∇α| , ce qui nous donne la formule suivante :
∂α

∂t
+

(
u + λS(α)

∇α

|∇α|

)
∇α = λS(α)

√
1−

( π

2E
α
)2 (3.37)En posant g(α) = λS(α)

√
1−

( π

2E
α
)2 et U = λS(α)

∇α

|∇α| , la formule simpli�ée est lasuivante :
∂α

∂t
+ (u + U) · ∇α = g(α) (3.38)où les deux termes U et g(α) sont intégrés de manière implicite avec les résultats du pasde temps précédent.La réinitialisation convective est donc ramenée à une simple équation de convectionavec terme source résolue avec la méthode de stabilisation de type SUPG présentée pré-cédemment. Cette équation su�t à elle seule à transporter la fonction et à faire respecterson caractère sinusoïdal. La vitesse de convection est enrichie d'un nouveau terme Upointant vers l'extérieur, de manière à propager le processus de réinitialisation depuis lespoints les plus proches de l'interface vers les points les plus éloignés.



3.3. Approche monolithique 593.3 Approche monolithique3.3.1 Équations de Navier Stokes multi�uideDans la méthode de résolution d'écoulements multi�uides, l'équation résolue reste lamême que pour un calcul mono�uide :




ρeq

(
∂u

∂t
+ u∇u

)
−∇(2ηeqε(u)) +∇p = f v

∇ · u = 0
(3.39)Plutôt que de décomposer le système en plusieurs sous-domaines distincts et de résoudrel'écoulement pour chaque sous-domaine séparément, puis de traiter les interactions etcontinuités, la méthode monolithique considère le domaine entier comme un seul �uidepossédant des propriétés physiques variables dans le temps mais aussi dans l'espace.Ainsi, l'équation (3.91), résolue une seule fois pour tout le domaine, fait intervenir unemasse volumique et une viscosité dépendant de la phase dont fait partie chaque point dudomaine. Nous allons voir par la suite comment dé�nir ces paramètres en fonction desmasses volumiques et viscosité moléculaires de chaque phase en fonction des fonctionsLevel-Set dé�nies dans le paragraphe précédent.3.3.1.1 Fonctions caractéristiquesLa première étape a�n de déterminer les propriétés physiques équivalentes est de dé�nirles fonction caractéristiques H i de chaque phase Ωi. Dans la théorie, on a :

H i(x) =

{
1 si x ∈ Ωi

0 si x 6∈ Ωi
(3.40)Dans la pratique, les interfaces n'étant généralement pas coïncidentes avec les n÷uds dumaillage, il est impossible de dé�nir de telles fonctions. De plus, ce type de fonction n'estcompatible qu'avec une interpolation discontinue. On utilise des fonctions caractéristiquesrégularisées, dépendant de chaque Level-Set αi.Pour un écoulement avec n �uides en présence, n − 1 fonctions Level-Set su�sent àdé�nir les fonctions caractéristiques. Pour deux �uides, une seule fonction α su�t doncet on peut dé�nir plusieurs types de fonction caractéristique :� une fonction continue linéaire par élément :

H(αh) =





1 si αh > ε
1

2

(
1 +

αh

2ε

) si −ε < αh < ε

0 si αh > ε

(3.41)où ε représente l'épaisseur de la fonction de mélange, de l'ordre de la taille de maillemais toujours supérieur (typiquement ε = 1.5h).
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Figure 3.12 � Fonction Heavyside linéaire par élémentCette première forme, représentée �gure 3.12, permet d'avoir une fonction très ré-gulière, assurant la stabilité de la transition.Si le maillage utilisé est anisotrope non adapté à l'interface, il est nécessaire d'uti-liser une épaisseur de mélange dépendant de la métrique locale, mais également del'orientation de l'interface : en e�et, si on choisit la valeur de taille de maille la pluspetite, on risque de se trouver en dessous de la précision du maillage dans certaineszones, si on choisit la plus grande taille de maille, on perd l'intérêt de l'adaptation.Pour ce faire, il est utile de connaître la taille de maille dans la direction de lanormale à l'interface. Si l'on considère que la métrique dé�nit une ellipsoïde de di-mensions h1×h2×h3, alors la coordonnée radiale r(n) associée au vecteur unitaire
n(n1, n2, n3) s'écrit de la manière suivante :

1

r2(n)
=

n2
1

h2
1

+
n2

2

h2
2

+
n2

3

h2
3

(3.42)ce qui revient a écrire la forme matricielle :
1

r2(n)
= nT Mn (3.43)Cette valeur représente la taille de maille directionnelle associée au vecteur n Au�nal, l'épaisseur de mélange est dé�nie en fonction du produit scalaire associé à lamétrique M :

ε = z
1√

nT
ΓMnΓ

(3.44)où z est le paramètre dé�nissant le nombre d'éléments sur lesquels la loi de mélangeest dé�nie (z ∼ 2 éléments).Cette loi de mélange anisotrope, représentée �gure 3.13, permet d'adapter l'épaisseurde mélange en fonction d'un maillage anisotrope non adapté à la Level-Set.
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Figure 3.13 � Loi de mélange anisotrope� une fonction discontinue constante par élément K :
H(α)|K =

V olume(Ω1 ∩K)

V olume(K)
(3.45)Cette fonction prend la valeur 1 pour les éléments totalement remplis par Ω1, 0 pourles éléments totalement vides, et ne prend des valeurs intermédiaires que pour leséléments traversés par l'interface. Cette forme, représentée �gure 3.14, s'approche

Figure 3.14 � Fonction caractéristique constante par élémentquant à elle d'une fonction de type Volume of Fluid, et permet d'obtenir une tran-sition plus rapide et plus �ne de l'interface qu'avec la fonction précédente. Elle aégalement l'avantage de ne dépendre d'aucune épaisseur prédé�nie.Toujours pour un calcul bi-�uides, on peut dé�nir les deux fonctions caractéristique de lamanière suivante :
H1(α) = H(α) (3.46)
H2(α) = 1−H(α) (3.47)



62 Chapitre 3. Écoulements multi�uidesPour un nombre plus élevé de phases en présence, on ne peut pas dé�nir chaquefonction caractéristique uniquement en fonction de sa fonction Level-Set associée. Ene�et, a�n de rester consistant, il convient de respecter la relation suivante :
∑

i

H i = 1 (3.48)La manière la plus naturelle et la plus simple pour un système de trois �uides en présenceserait de dé�nir les fonctions caractéristiques de la manière suivante :
H1(α1, α2) = H(α1) (3.49)
H2(α1, α2) = H(α2) (3.50)
H3(α1, α2) = 1−H(α1 −H(α2) (3.51)Cependant, cette formule ne prend pas en compte la possibilité que H1 et H2 se super-posent à cause d'erreurs lors de la résolution du transport ou simplement compte tenude l'initialisation de chacun chacun des domaines. Pour veiller que la relation (3.48) soittoujours véri�ée, on dé�nit un ordre de priorité entre les phases. On utilisera alors parexemple :

H1(α1, α2) = H(α1) (3.52)
H2(α1, α2) = (1−H(α1))H(α2) (3.53)
H3(α1, α2) = (1−H(α1))(1−H(α2)) (3.54)3.3.1.2 Mélange de la masse volumiqueLorsque plusieurs phases sont en présence dans une cellule, l'inertie équivalente dusystème correspond à la moyenne arithmétique des phases en présence, on obtient doncnaturellement :

ρeq =
∑

i

H iρi (3.55)3.3.1.3 Mélange de la viscosité dynamiqueLorsque deux phases sont en présence dans une cellule, la viscosité équivalente dusystème dépend de l'orientation de la contrainte de cisaillement par rapport à l'interface.Pour un cisaillement orthogonal à l'interface, la force totale −→F appliquée au systèmeest la somme des forces appliquées à chaque �uide :
−→
F =

−→
F 1 +

−→
F 2 (3.56)



3.3. Approche monolithique 63on écrit la loi de comportement pour chaque �uide ainsi que pour le système équivalent :
F1 = L1τ1 = L1η1

u

y
= L1η1

V

H
(3.57)

F2 = L2τ2 = L1η2
u

y
= L2η2

V

H
(3.58)

F = (L1 + L2)η
eq V

H
(3.59)

F = F1 + F2 (3.60)
ηeq
⊥ =

∑

i

H iηi (3.61)
−→
V ,
−→
F

L1 L2

H

−→
F 1

−→
F 2

η2, τ2η1, τ1

Figure 3.15 � Écoulement biphasique OrthogonalPour un cisaillement parallèle (�gure 3.16), la contrainte de cisaillement est homogènedans tout le domaine, soit τ eq = τ1 = τ2. Si l'on écrit la loi de viscosité dans chacun des�uides, on a :
τ1 = η1

du

dy
= η1

V − VI

H1

(3.62)
τ2 = η2

du

dy
= η2

VI

H1
(3.63)

τ eq = ηeq V

H1 + H2
(3.64)
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VI =

H2τ

η2

(3.65)
τ = η1

V − H2τ
η2

H1
(3.66)

(
1 +

H2η1

H1η2

)
τ =

η1

H1
V (3.67)soit :

τ =
η1η2

H1η2 + H2η1

V (3.68)ce qui revient à :
ηeq

H1 + H2
=

η1η2

H1η2 + H2η1
(3.69)ou encore :

1

ηeq
=

H1

(H1 + H2)η1
+

H2

(H1 + H2)η2
(3.70)De manière plus générale :

1

ηeq
‖

=
∑

i

H i

ηi
(3.71)Pour prendre en compte le cas général, il faut donc utiliser un modèle qui prenne encompte les orientations des contraintes et des interfaces.A�n d'obtenir une viscosité équivalente, on cherche à décomposer la contrainte decisaillement en fonction de l'orientation de l'interface, on dé�nit pour cela la normale àl'interface nΓ :

nΓ =
∇α

|∇α| (3.72)On peut maintenant développer le tenseur des contraintes en une partie orthogonale
σo et une partie parallèle σp :

σ = σo + σp (3.73)
σo = (nΓ ⊗ nΓ)σ (3.74)
σp = (1l− nΓ ⊗ nΓ)σ (3.75)
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−→
V

−→
VI

H2

H1 η1, τ1

η2, τ2

LFigure 3.16 � Écoulement biphasique parallèleOn obtient alors une nouvelle relation entre le tenseur des contraintes σ et le tenseurdes taux de vitesses de déformation ε en fonction de la normale à l'interface nΓ, et desviscosités équivalentes dé�nies en (3.61) et (3.71) :
σ = Eε (3.76)
E = 2ηeq

o (nΓ ⊗ nΓ) + 2ηeq
p (1l− nΓ ⊗ nΓ) (3.77)Si l'on veut prendre en compte rigoureusement l'e�et de l'hétérogénéité dans une cellulede calcul, il faut donc intégrer une viscosité tensorielle prenant en compte l'orientationdu cisaillement par rapport à l'interface. Cependant, pour un écoulement turbulent, lese�ets inertiels sont prépondérants face aux e�ets visqueux, on peut donc se contenter dela loi additive introduite en (3.61).Pour prendre en compte de cette orientation tout en gardant une viscosité scalaire, onpeut introduire la viscosité anisotrope ηeq

a suivante :
σ = 2ηeq

a ε (3.78)
ηeq

a =
|E|
|ε| (3.79)

E = 2ηeq
o (nΓ ⊗ nΓ) + 2ηeq

p (1l− nΓ ⊗ nΓ) (3.80)où |E| =√∑E2
iCette dernière viscosité permet en e�et d'obtenir une loi de mélange additive pour uncisaillement orthogonal et une loi harmonique pour un cisaillement parallèle, tout engardant le caractère scalaire de la viscosité.



66 Chapitre 3. Écoulements multi�uides3.3.2 Prise en compte de la tension de surfaceLa tension de surface est utilisée pour modéliser les e�ets globaux des forces de cohésionau sein d'un �uide et près de son interface avec un autre �uide. Elle est représentée parune force surfacique, fonction linéaire de la courbure d'interface :
F TS = γκnΓ (3.81)où γ est une constante physique donnée dépendant des deux �uides considérés, nΓ est lanormale à l'interface et κ sa courbure.La courbure moyenne d'une surface Γ est mathématiquement dé�nie comme la diver-gence surfacique de sa normale :

κ = −∇S · nΓ (3.82)Le premier problème rencontré dans le calcul de la tension de surface est de calculerla courbure d'une surface non coïncidente avec un maillage volumique. Comme il a étédémontré dans [4], celle-ci peut être calculée directement à partir d'un champ vectorielunitaire n dé�ni dans tout le volume du domaine tel que :
n(x ∈ Γ) = nΓ (3.83)A partir de ce terme volumique, Beliveau et al [4] montrent que l'on peut étendre ladé�nition de la courbure de manière volumique en appliquant une divergence volumiqueà tout champ dé�ni tel que ci-dessus :

κ = −∇ · n (3.84)La manière la plus naturelle de dé�nir ce champ n est de calculer le gradient de la fonctionLevel-Set :
n =

∇α

|∇α| (3.85)A noter que le gradient de la fonction Level-Set est théoriquement unitaire, cependant, ladiscrétisation par éléments �nis avec une interpolation linéaire ne permet pas de respectercette condition, d'autant plus que le rayon de courbure augmente. A�n d'obtenir un calculplus précis de la courbure d'interface, il est habituel de normaliser le gradient avant deconstruire la normale.Pour une représentation linéaire de la fonction level-set, on obtient une interpolationde la normale constante par élément, soit une courbure nulle. Il reste nécessaire de projeterla formulation de la normale dans l'espace des fonctions continues et linéaires par élément.Pour cela, sur chaque n÷ud du maillage, on e�ectue la moyenne des valeurs du champsur les éléments dont le n÷ud fait partie. La normalisation du champ vecteur doit alors



3.3. Approche monolithique 67se faire une fois la projection réalisée.La forme volumique de la tension de surface est donc la suivante :
fTS = −γ

[
∇ ·
( ∇α

|∇α|

)] ∇α

|∇α| (3.86)La deuxième étape dans l'intégration de la tension de surface est de pouvoir intégrerun terme surfacique dans une formulation volumique, étant donné la non-coïncidencede l'interface. Le modèle "Continuum Surface Force" introduit dans [7] nous permet detransformer ce terme directement en terme volumique. La méthode consiste à utiliser unefonction dirac de la Level-Set δΓ pour multiplier la forme volumique de la tension desurface et l'intégrer comme une force volumique. En d'autre termes :
∫

Γ

F TSdS =

∫

Ω

fTSδΓdV (3.87)La fonction dirac utilisée est en fait une fonction discrète et lissée de façon trigonomé-trique sur une épaisseur ETS = 2.h :
δΓ(α) =

{
0 si |α| > ETS

1

2ETS

[
1 + cos

( πα

2ETS

)] si |α| < ETS (3.88)A�n de compenser les variations de |∇α| lorsque la fonction level-set est dégradée, onchoisit d'intégrer à la manière de [10] un nouveau facteur dans la formule (3.89) :
∫

Γ

F TSdS =

∫

Ω

fTSδΓ |∇α| dV (3.89)En�n, pour permettre une meilleure intégration de ce terme dans l'équation de Navier-Stokes, on peut transformer le terme volumique en un terme massique, comme montrédans [36] :
fTS−final = −γδ(α)

ρ

ρ̄

[
∇ ·
( ∇α

|∇α|

)]
∇α (3.90)où ρ̄ =

ρ1 + ρ2

2
est la masse volumique moyenne des deux �uides considérés.Pour un système de deux �uides avec tension de surface, on se rapporte au �nal ausystème d'équations suivant :





ρeq

(
∂u

∂t
+ u∇u

)
−∇(2ηeqε(u)) +∇p = ρ

(
g − fTS−massique

)

fTS−massique = γ
δ(α)

ρ̄

[
∇ ·
( ∇α

|∇α|

)]
∇α

∇ · u = 0

(3.91)



68 Chapitre 3. Écoulements multi�uidesNous avons ainsi pu dé�nir un terme de tension de surface uniquement grâce à lafonction Level-Set. Il est pour cela important que cette dernière reste la plus régulièrepossible, un trop fort gradient ne permettant plus de capter l'épaisseur d'interface ETSsur les n÷uds du maillage, alors qu'un gradient trop faible étendrait la fonction dirac surune trop grande zone, lui faisant perdre son caractère �localisé�.3.3.3 Pas de temps adaptatifLa résolution de systèmes linéaire avec une approche de type Euler explicite nécessitele respect d'une contrainte dite de Courant Friedrich Lewy [12]. Cette condition sur le pastemps est nécessaire pour assurer la stabilité du système.ette contrainte impose qu'on netraverse pas plus d'un seul élément à chaque pas de temps, soit :
∆tCFL = min

Ω

h

|u| (3.92)Les approches de type implicite et de Crank Nicolson sont quant à elles inconditionnelle-ment, cependant, a�n de limiter les erreurs numériques, il convient de rester dans l'ordrede grandeur de cette condition. On pourra dans un permier temps réaliser une simulationen calculant à chaque pas de temps la contrainte CFL, puis en déterminer un pas detemps �xe optimum pour les simulations suivantes de ce même cas, de manière à éviterles valeurs trop petites du pas de temps qui peuvent rallonger grandement le temps decalcul.Lorsque l'on utilise un maillage anisotrope, la taille de maille h utilisée dans la formule(3.92) peut être choisie comme la plus petite épaisseur d'élément, cependant cela n'estpas optimum lorsque la vitesse est dirigée dans le sens de la longueur. Il convient donc,de la même manière que dans le paragraphe 3.3.1.1, de prendre en compte la direction del'écoulement et la métrique, soit :
hCFL =

√
1

nT Mn
(3.93)avec n =

u

|u| , ce qui donne :
∆tCFL = min

Ω

√
1

uT Mu
(3.94)3.4 Application Numérique au remplissage3.4.1 Instabilité de Rayleigh-TaylorA�n de valider notre approche, on s'est dans un premier temps intéressé au cas del'instabilité de Rayleigh-Taylor, dont l'approche analytique est décrite dans [5]. Lorsqu'un



3.4. Application Numérique au remplissage 69�uide est supporté par un �uide plus léger, une instabilité de Rayleigh-Taylor apparaît.Pour une perturbation de longueur d'onde K, l'évolution de l'interface pour de petitesamplitudes suit la loi suivante :
yΓ(x) = Cent cos

(
2π

K
x

) (3.95)le coe�cient de croissance n prend la valeur suivante lorsque les deux �uides ont uneviscosité nulle :
n2 = Kg

[
A− K2γ

g(ρ1 + ρ2)

] (3.96)avec C une constante dépendant de la perturbation initiale, ρ1 la masse volumique du�uide lourd, ρ2 la masse volumique du �uide léger, g la gravité, et A = ρ1−ρ2

ρ1+ρ2
.Le domaine considéré est un rectangle de largeur 2π et de hauteur 6π, la perturbationest initiée avec une vitesse de 0.005m.s−1. Ainsi que montré dans [19], le terme turbulent

τ3 lié à la tension de surface peut être négligé. On réalise une simulation sur un maillage�xe isotrope homogène de 14 000 n÷uds, avec un pas de temps de 0.01s. La �gure 3.17montre l'évolution de la surface à t = 10s pour di�érentes valeurs de la tension de surface.

(a)
γ = 0.1Nm−1

(b)
γ = 0.3Nm−1

(c) γ =
0.45Nm−1

(d)
γ = 0.7Nm−1Figure 3.17 � Chapitre2/Instabilité de Rayleigh Taylor, t=10sDans la �gure 3.18, l'évolution de l'amplitude de l'instabilité en fonction du temps estreprésentée. On note une bonne corrélation entre les résultats analytiques et les résultatsnumériques tant que l'amplitude reste petite, l'évolution se fait ensuite plus lente lorsquel'hypothèse des petites amplitudes n'est plus valable.3.4.2 Écroulement de barrage dans une cavitéDans ce paragraphe, nous allons étudier le cas développé par Cruchaga et al [13]. Dansce dernier article, des données expérimentales sont disponibles, mais également une série
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Figure 3.18 � Amplitude de l'instabilité de Rayleigh-Taylor en fonction du tempsde résultats numériques.Le domaine de simulation est une cavité de 42∗42∗11.4 cm de côté. A l'instant initial,une colonne d'eau de 22.8 ∗ 11.4 cm est présente dans le coin gauche de la cavité. Le butest d'étudier l'écroulement de la colonne dans la cavité.Pour réaliser la simulation, Cruchaga et al utilisent un modèle de turbulence LES statique(voir chapitre 4). Le modèle de résolution des équations de Navier-Stokes VariationalMulti Scale nous permet de réaliser cette simulation sans aucun modèle de turbulence,alors que le solveur Navier Stokes stabilisé P1+/P1 n'en est pas capable. La �gure 3.19nous présente les résultats obtenus en 3D.Les �gures 3.20 et 3.21 compare les résultats expérimentaux et numériques de Cruchagaet al à nos résultats pour une simulation VMS 2D sur un maillage �xe homogène et isotropede 9 000 éléments et un pas de temps de 0.001 s.Ces résultats montrent la capacité du solveur VMS avec une approche monolithique àdécrire de manière réaliste un écoulement avec un nombre de Reynolds modérément élevé.On remarque notamment que nos résultats, bien que légèrement retardés dans le tempspar rapport à l'expérience, sont assez proches des résultats numériques de Cruchaga etal, avec une dissipation minimisée.3.5 ConclusionNous avons développé dans ce chapitre une méthode innovante pour réaliser un calculmulti�uides à l'aide d'un solveur d'écoulement eulérien stabilisé tel que développé dansle chapitre . Cette approche monolithique, couplée à une méthode de capture d'interfacede type Level-Set, regroupe en une seule équation le comportement de plusieurs �uides
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Figure 3.19 � Dam breaking - 3D Numerical results for t = 0 s, t = 0.2 s, t = 0.624 sand t = 1.024 s

Figure 3.20 � Comparaison des résultats - Hauteur de front sur le plan droit
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Figure 3.21 � Comparaison des résultats - Hauteur de front sur le plan droitnewtoniens avec des paramètres physiques pouvant être très di�érents. Celà a pour avan-tage principal de ne pas avoir recours à des techniques de remaillage de type lagrangienou ALE, très complexes pour des écoulements turbulents, notamment au niveau de laprise en compte des contacts et recouvrements, et coûteux en terme de temps de calcul.L'intégration de l'air se fait également naturellement, celui-ci étant considéré à juste titrecomme �uide newtonien dans les conditions typiques de remplissage en fonderie.La méthode eulérienne de capture d'interface introduite, basée sur une approche Level-Set, permet de décrire de manière précise la position des di�érentes interfaces. La miseà jour de la position de chaque interface est résolue grâce à une unique équation ditede réinitialisation convective, permettant également d'assurer le caractère régulier de lafonction Level-Set. De plus, nous avons introduit une fonction de type sinusoïdale prochede l'interface et constante au delà, a�n de localiser la résolution du déplacement et parconséquent limiter le temps de calcul.Nous avons également présenté comment la forme de type distance de la fonctionLevel-Set permettait de construire les di�érentes lois de mélange associées au di�érentsdomaines, mais également d'intégrer naturellement la tension de surface dans les équationsde l'écoulement.Finalement, les di�érentes simulations de l'instabilité de Rayleigh-Taylor, puis del'écroulement de barrage, ont pu attester la robustesse de notre code ainsi que sa ca-
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80 Chapitre 4. Résolution de la turbulence4.1 IntroductionA l'heure actuelle, les modèles de description de la turbulence vont de la Direct Nume-rical Simulation (DNS), seule à prendre en compte toutes les échelles de l'écoulement, auxméthodes statistiques stationnaires Reynolds Average Navier Stokes (RANS) basées surdes moyennes statistiques spatialles et temporelles, les modèles Large Eddy Simulations(LES) se situant entre les deux approches du point de vue de la représentation explicitedes échelles.La description par moyenne statistique a longtemps constitué la seule voie d'approcheet de prédiction des écoulements turbulents notamment dans un contexte industriel. Cetteapproche repose sur des modèles comme les modèles RANS. Les progrès réalisés dans lapuissance des calculateurs ont modi�é cette approche et permis dans certains cas la résolu-tion numérique directe des équations de Navier-Stokes gouvernant la vitesse instantanéesans avoir à introduire de vitesse moyenne statistique. Les méthodes DNS sont appro-priées pour l'analyse d'écoulements aussi complexes que ceux présents dans une cavité deremplissage. En e�et, la complexité de ces écoulements implique la formation de nom-breuses structures turbulentes dont la résolution exacte implique une simulation précise.Néanmoins, cette approche nécessite un nombre de n÷uds du maillage de l'ordre de Re3/4dans chaque direction de l'écoulement. De ce fait, à grand nombre de Reynolds, il estimpossible de résoudre toutes les échelles du mouvement �uctuant car le nombre de de-grés de liberté dans l'espace discret est trop grand par rapport aux capacités mémoire etCPU des ordinateurs actuels. La LES est une technique intermédiaire entre la simulationdirecte des écoulements turbulents et la solution des équations de Reynolds moyennesavec les approximations qu'elles comportent. Elle est basée sur la séparation des échellesturbulentes, les grandes échelles sont résolues exactement tandis que les petites échellessont modélisées.4.2 Méthodes Reynolds Average Navier Stokes (RANS)L'utilisation de la simulation numérique directe étant fortement limitée par le coûtde calcul, il est possible malgré le caractère aléatoire de la turbulence de modéliser lesécoulements turbulents par une approche statistique.4.2.1 Introduction aux méthodes statistiquesLes méthodes RANS sont des méthodes statistiques qui consistent à moyenner spa-tiallement et/ou temporellement les champs. Dans ces méthodes, seule la partie moyennedu champ est calculée. Les équations portent uniquement sur cette partie et par là mêmele nombre de degrés de liberté se trouve réduit. Cette approche présente le gros avantagede voir le coût de calcul fortement réduit, mais les inconvénients sont multiples. Un e�ortde modélisation important doit être fourni et il doit être renouvelé sur chaque cas de



4.2. Méthodes Reynolds Average Navier Stokes (RANS) 81simulation. D'autre part, les phénomènes instationnaires à large bande de même que lesinstabilités non découplées de la turbulence ne peuvent être captées par ces méthodes.Le passage des équations déterministes aux équations statistiques repose sur la décompo-sition de Reynolds. Tout champ φ peut se décomposer en un champ moyen φ̄ et un champ�uctuant φ′ de moyenne nulle.
φ(x, t) = φ̄(x, t) + φ′(x, t) (4.1)Le champ moyen est obtenu par le �ltrage temporel suivant :

φ(x, t) =
1

T

∫ t+T/2

t−T/2

φ(x, τ)dτ (4.2)dans cette opération de �ltrage, l'intervalle de temps T est supposé grand par rapportau temps caractéristiques des �uctuations et, dans le cas instationnaire, petit comparé autemps de variation de la valeur moyenne.Il est à noter que l'opération moyenne véri�e les propriétés classiques de linéarité, decommutativité avec les opérations de dérivation, d'intégration et d'idempotence :
f̄ .g = f̄ .ḡ (4.3)La moyenne est à l'origine une moyenne stochastique, c'est à dire qu'elle est prise surun ensemble d'expériences e�ectuées dans des conditions identiques.Favre [5] introduit l'hypothèse d'ergodicité, hypothèse selon laquelle il est équivalentde considérer une expérience répétée une in�nité de fois ou une seule expérience menée àl'in�ni dans le temps. Cette hypothèse permet le passage à des moyennes temporelles, etpar conséquent par un traitement statistique des équations. Les équations ne sont alorsa priori valables que pour des écoulements stationnaires. Il s'avère que dans la pratiqueelles sont largement utilisées également pour les cas instationnaires.4.2.2 Système pour les champs moyensPour des systèmes à faible nombre de Mach, on a coutume de considérer commenégligeables les �uctuations de la masse volumique [18] :
ρ = ρ̄ (4.4)On utilise la relation (4.3) pour remplacer dans les équations de Navier-Stokes les expres-sions instantanées des champs. En moyennant les expressions obtenues, on parvient ausystème :

∇ · ū = 0 (4.5)
ρ

(
∂ū

∂t
+ ū · ∇ū)

)
+∇(ρu′ ⊗ u′) = ∇ · σ̄ + ρg (4.6)



82 Chapitre 4. Résolution de la turbulenceLa non-linéarité des équations de Navier-Stokes implique l'apparition d'inconnues supplé-mentaires. Cette corrélation double (ρu′ ⊗ u′) rend le système ouvert. Parmi les méthodesde fermeture proposées dans la littérature et répertoriées pour la plupart dans les ouvragesde Favre et al. [5] et Launders [12], le concept de viscosité turbulente est le plus couram-ment utilisé.En considérant que l'interaction entre le champ moyenné et le champ �uctuant seréduit à un terme de dissipation et en suivant une approche analogue à celle développéepour exprimer le terme des contraintes visqueuses dans le cas des �uides newtoniens, lescontraintes de Reynolds peuvent être modélisées par la relation de Boussinesq suivante :
ρu′ ⊗ u′ = −2

3
ρkδij + µt(∇ū +∇ūT ) (4.7)avec :

k =
1

2
u′ · u′ (4.8)

k représente l'énergie cinétique turbulente moyenne par unité de masse et joue le rôled'une pression turbulente due aux mouvements d'agitation.La viscosité turbulente µt est dé�nie comme le produit de la masse volumique par le carréd'une vitesse et d'un temps caractéristique de l'écoulement. Les modèles reposant sur ceconcept consistent donc à expliciter des relations algébriques ou bien des équations pources deux nouvelles variables k et µt.Les équations de Navier-Stokes se réécrivent ainsi :
ρ

(
∂ū

∂t
+ ū · ∇ū)

)
+∇

(
p +

2

3
ρk

)
+∇ · ((µ + µt)(∇ū +∇ūT )) = ρg (4.9)La viscosité turbulente et l'énergie cinétique turbulente restent alors à évaluer. Di�érentsmodèles cherchent à réaliser cette évalutation. Le plus répandu est le modèle k − ε. Ilest simple, robuste et facile à mettre en ÷uvre. Dans ce modèle, k représente l'énergiecinétique turbulente moyenne dé�nie à la relation (4.8) tandis que ε correspond au tauxde dissipation visqueuse de l'énergie cinétique turbulente donné par la relation suivante :

ε = µ∇u′ : ∇u′T (4.10)Ainsi, la viscosité turbulente µt est modélisée comme le produit d'une vitesse caracté-ristique √k et d'une longueur caractéristique k3/2

ε
:

µt = ρCµ
k2

ε
(4.11)



4.2. Méthodes Reynolds Average Navier Stokes (RANS) 83Le calcul de la viscosité turbulente est censé modéliser l'e�et des vitesses �uctuantesnon résolues u′. Les quantités turbulentes k et ε nécessaires pour ce calcul doivent res-pecter les équations de transport en tout point du domaine :
ρ

(
∂k

∂t
+ u · ∇k

)
−∇ ·

[(
µ +

µt

σk

)
∇k

]
− µtP + ρε = 0 (4.12)

ρ

(
∂ε

∂t
+ u · ∇ε

)
−∇ ·

[(
µ +

µt

σε

)
∇ε

]
− Cε1

ε

k
µtP + Cε2ρ

ε2

k
= 0 (4.13)Les valeurs standards des cinq constantes empiriques du modèle sont données dans [13] :

Cµ = 0.09 (4.14)
σk = 1.0 (4.15)
σε = 1.3 (4.16)

Cε1 = 1.44 (4.17)
Cε2 = 1.92 (4.18)et P représente la production de turbulence :

P = ∇u : (∇u +∇uT ) (4.19)Au �nal, le système d'équations à résoudre est le suivant :
ρ

(
∂ū

∂t
+ ū · ∇ū)

)
+∇p̃ +∇ · ((µ + µt)(∇ū +∇ūT )) = ρg (4.20)

∇ · ū = 0 (4.21)
ρ

(
∂k

∂t
+ u · ∇k

)
−∇ ·

[(
µ +

µt

σk

)
∇k

]
= µtP − ρε (4.22)

ρ

(
∂ε

∂t
+ u · ∇ε

)
−∇ ·

[(
µ +

µt

σε

)
∇ε

]
= Cε1

ε

k
µtP − Cε2ρ

ε2

k
(4.23)où la pression a été modi�ée en p̃ pour prendre en compte la partie isotrope du tenseurdes contraintes de Reynolds :

p̃ = p̄ +
2

3
k (4.24)4.2.3 ConclusionsLes méthodes RANS sont très largement utilisées dans la littérature, de par leur ro-bustesse et leur capacité à représenter e�cacement les interactions entre les variables�uctuantes et les variables moyennes [9, 6]. C'est cette robustesse qui permet de simulerdes écoulements très turbulents malgré des maillages plutôt grossiers. Cependant, ces mé-thodes ont la particularité d'être assez approximatives quel que soit le maillage utilisé, cequi ne permet pas d'accéder aux détails de l'écoulement. C'est pour cela que nous déve-lopperons une méthode plus aisée à mettre en ÷uvre et moins dissipative dans la sectionsuivante.



84 Chapitre 4. Résolution de la turbulence4.3 Large Eddy Simulations (L.E.S.)4.3.1 PrincipeLe principe des méthodes des grandes échelles, ou �Large Eddy Simulations� (L.E.S)consiste à ne résoudre que les échelles supérieures à une longueur de coupure correspondantà la taille de maille. Les plus petites échelles, appelées échelles de sous mailles, sontmodélisées de manière à être prises en compte dans la résolution des grandes échelles. D'unpoint de vue théorique, la simulation des grandes échelles peut être formalisée comme unesolution �ltrée des équations de Navier-Stokes. Cependant, si le �ltrage des variables sefait de manière relativement aisée, il est plutôt di�cile de résoudre de manière directe leséquations �ltrées, nous devrons pour cela réaliser un certain nombre d'approximations.4.3.2 Opérateurs de �ltrageChaque variable de �ux u(x, t) est décomposée en une partie résolue ū(x, t) et unepartie de sous maille u′(x, t) :
u(x, t) = ū(x, t) + u′(x, t) (4.25)La partie résolue est obtenue par application du �ltre passe haut en espace G, de longueurde coupure ∆(x, t), comme produit de convolution :

ū(x, t) =

∫

Ω

G(∆(x, t), x− x′, t).u(x′, t)dx′ (4.26)Il existe plusieurs types de �ltres communément utilisés :� le �ltre Gaussien :
G(x) =

√
6

π∆
exp

(−6x2

∆2

) (4.27)

Figure 4.1 � �ltre Gaussien



4.3. Large Eddy Simulations (L.E.S.) 85� le �ltre de Fourrier :
G(x) =

2cos
(

πx
2∆

)

πx
, x ∈ [−∆, ∆] (4.28)

Figure 4.2 � �ltre de Fourrier� le �ltre chapeau :
G(x) =

{
1
∆

si |x| < ∆
2

0 si |x| > ∆
2

(4.29)

Figure 4.3 � �ltre ChapeauIl est couramment admis en éléments �nis que le �ltrage est appliqué dans le volume dechaque élément. La longueur de coupure est de l'ordre de la taille de maille4.3.3 Filtrage multi-phasique - Opérateur de �ltrage massiqueSoit χk la fonction caractéristique du �uide k, identiquement unitaire à l'intérieur du�uide, strictement nulle en dehors. On peut alors dé�nir la variable lissée Hk :
Hk = χ̄k (4.30)ce qui permet de reconstruire les lois de mélange pour la masse volumique :

ρ =
∑

χkρk (4.31)
ρ̄ =

∑
Hkρk (4.32)



86 Chapitre 4. Résolution de la turbulencede même pour la viscosité :
µ =

∑
χkµk (4.33)

µ̄ =
∑

Hkµk (4.34)Cette formulation valide de plus l'utilisation d'une fonction caractéristique lissée, calculéepar moyenne dans chaque élément.Sagaut et Germano [17] ont montré que le �ltrage des variables à travers des dis-continuités telles que l'interface dé�nie par la fonction Level-Set pouvaient mener à desinstabilités numériques indésirables, c'est dans l'optique de limiter ces instabilités queLabourasse et al. [11] ont introduit la fonction de �ltrage massique suivante (appliquée àune variable quelconque Φ) :
Φ̃ =

ρΦ

ρ̄
(4.35)4.3.4 Écriture des équations �ltréesL'application du �ltrage aux équations de Navier-Stokes nous donne le système sui-vant :




∇ · u = 0

ρ
∂u

∂t
+∇ · (ρu⊗ u) +∇ · (−2µε + p1l)− ρ̄g − σκnΓδ(α) = 0

(4.36)On peut alors réarranger les termes de manière à appliquer l'équation aux variables�ltrées :
{ ∇ · ũ = σ0

ρ̄
∂ũ

∂t
+∇ · (ρ̄ũ⊗ ũ) +∇ · (−2µ̄ε̄ + p̄1l)− ρ̄g − σ̄κ̄n̄Γδ =

∑3
i=0 τi

(4.37)Ce réarrangement fait apparaître les di�érents termes de sous maille :
τ0 = −∂ρu

∂t
+

∂ρ̄ũ

∂t
(4.38)

τ1 = −∇ · (ρu⊗ u− ρ̄ũ⊗ ũ) (4.39)
τ2 = −∇ · (µε(u)− µ̄ε(ū)) (4.40)
τ3 = σκnΓδ − σκ̄n̄Γδ (4.41)



4.3. Large Eddy Simulations (L.E.S.) 87On remarque notamment que pour un écoulement mono-�uide, seul le terme τ1 estnon nul, les autres termes étant tous liés à l'hétérogénéité du système. on a alors :
τ0 = 0 (4.42)
τ1 = −ρ∇ · (u⊗ u− ū⊗ ū) (4.43)
τ2 = 0 (4.44)
τ3 = 0 (4.45)L'utilisation du �ltrage massique ũ permet d'annuler le terme lié à la dérivée temporelle

τ0. Cependant, celui-ci n'est pas à divergence nulle, un terme σ0 apparaît dans l'équation(4.37).Le terme τ1 est le terme classiquement modélisé dans les simulations à simple �uide, lié àl'inertie des petites échelles.Le terme τ2 correspond aux contributions visqueuses des petites échelles près de l'interface.En�n, le terme τ3 représente l'erreur d'estimation de la tension super�cielle.4.3.5 Évaluation des termes de sous mailleA�n d'évaluer l'ordre de grandeur des di�érents termes de sous maille précités, La-bourasse et al [11] ont mené une série de simulations directes (sans modèle de turbulence)2D puis 3D. Ils ont ensuite �ltré les résultats à l'aide de di�érents types de �ltre, puisreconstruit les termes σ0 et τi.� Les termes de compressibilité σ0 et de viscosité τ2 sont d'ordre négligeable, il n'estpas utile dans un premier temps de les modéliser.� Le terme τ1, lié à l'inertie des petites échelles est du même ordre de grandeur queles termes des grandes échelles. Celui-ci re�ète directement le caractère turbulentde l'écoulement. C'est le terme le plus important à modéliser, nous verrons par lasuite les di�érentes méthodes présentes dans la littérature.� Le terme d'erreur d'évaluation de la tension super�cielle τ3 devient relativementimportant lorsque l'interface est fortement perturbée. Cependant, son évaluationsemble relativement compliqué, celui ci étant lié directement à l'erreur d'interpola-tion de l'interface.4.3.6 Modélisation des termes de sous maille4.3.6.1 Viscosité turbulenteLe modèle de simulation des grandes échelles le plus largement utilisé dans la littératureest le modèle statique de Smagorinsky [19]L'hypothèse suivante est faite [16] : le mécanisme de transfert d'énergie des échellesrésolues aux échelles de sous-maille est analogue au mécanisme moléculaire représenté parle terme de di�usion dans lequel la viscosité apparaît. Cette hypothèse fait apparaître leconcept de viscosité de sous-maille. Le concept de viscosité turbulente existe depuis bien



88 Chapitre 4. Résolution de la turbulencelongtemps pour modéliser l'action du champ turbulent sur le champ moyen (Boussinesq).Ce concept a été naturellement réintroduit pour modéliser l'action des petites échelles surles échelles résolues. Le sens physique réside dans l'analogie entre l'agitation moléculairetraduite par un terme de viscosité dans l'équation de Navier-Stokes et l'agitation turbu-lente dont le terme correspondant sera d'un ordre plus élevé. En e�et, dans le processusde cascade énergétique l'action des petites échelles est de dissiper l'énergie contenue dansles grandes. Dans la LES, les grandes échelles étant les seules à être calculées explicite-ment, on compense le niveau de dissipation énergétique en augmentant la valeur de laviscosité. Ainsi, le mécanisme de cascade énergétique est modélisé par un terme ayantune formulation mathématique identique à celle de la di�usion moléculaire mais dans la-quelle la viscosité moléculaire est remplacée par une viscosité turbulente ou viscosité desous-maille notée µt. L'équation de Navier-Stokes �ltrée est réécrite en introduisant cetteviscosité :
{ ∇ · ũ = 0

ρ̄
∂ũ

∂t
+∇ · (ρ̄ũ⊗ ũ) +∇ · (−2(µ̄ + µt)ε̄ + p∗1l)− ρ̄g − σ̄κ̄n̄Γδ = 0

(4.46)En d'autres termes, on modélise l'inertie de sous maille comme la contribution d'untenseur T dont la partie déviatorique est un tenseur de contraintes visqueuse :
τ1 = ∇ · (T) (4.47)

T− 1

3
Tr(T)1l = 2µtε(ũ) (4.48)

p∗ = p̄ +
1

3
Tr(T) (4.49)La partie hydrostatique du tenseur de contrainte T vient s'ajouter au terme de pressionstatique �ltré, il n'a pas à être modélisé. Cependant la pression résolue peut prendre desvaleurs assez di�érentes de la pression �ltrée [10].Cette approche est assez intéressante étant donné qu'elle peut être directement intégréedans le solveur stabilisé de Navier-Stokes. Il su�t alors d'ajouter la viscosité turbulenteà la viscosité moléculaire du �uide.4.3.6.2 Modèle statique de SmagorinskyLe modèle statique de Smagorinsky a été développé dans le but de simuler les mouve-ments à grandes échelles de l'atmosphère. Il suppose que la viscosité turbulente dépendd'une longueur et d'un temps caractéristiques :

νt =
µt

ρ
=

l20
t0

(4.50)



4.3. Large Eddy Simulations (L.E.S.) 89La longueur caractéristique est directement liée à la longueur de coupure du �ltre :
l0 = CS∆ (4.51)où la constante de Smagorinsky CS est calculée de manière analytique à partir de lathéorie de Kolmogorov sur les spectres inertiels. Sa valeur est généralement �xée entre 0.1et 0.24, mais en réalité elle dépend de chaque type d'écoulement.La longueur de coupure ∆ est prise de l'ordre de la taille de maille, d'une manière généraleon pourra choisir la valeur suivante [14] :
∆ = |K| 1d (4.52)où |K| est le volume de chaque élément K, d est la dimension de l'espace considéré.Cette valeur est applicable à tout type de maillage, y compris lorsque celui-ci est aniso-trope. Cependant, cette forme ne prend pas en compte la direction de l'écoulement parrapport à la forme de l'élément ; une autre forme devra être développée pour des maillagesà anisotropie élevée.Le temps caractéristique t0 correspondant aux échelles non résolues est considérécomme égal à celui des échelles résolues, soit le temps de retournement d'une structure,donné par le tenseur des taux de déformations :

t0 =
1√

2ε̄ij ε̄ij

(4.53)Cette relation nous donne une estimation de la viscosité turbulente νt :
νt = (CS∆)2 |ε̄| (4.54)Le calcul de la viscosité turbulente se fait de manière locale et explicite. De cettemanière, le coût de calcul additionnel est négligeable face à la résolution des équationsde l'écoulement. C'est pour cette raison que ce modèle est très largement utilisé dans lalittérature pour des écoulements simple �uide et multi�uides [3, 4]. Il représente en e�etune bonne alternative aux modèles RANS pour des écoulements à nombre de Reynoldsmodéré.Cependant, le caractère arbitraire de la constante CS ne permet pas de prendre en comptel'hétérogénéité de l'écoulement. Cette approche peut être améliorée en ayant recours à laprocédure dynamique de Germano [7] permettant un calcul local de CS, en fonction de laphysique de l'écoulement.



90 Chapitre 4. Résolution de la turbulence4.3.6.3 Procédure dynamique de GermanoLa procédure dynamique de Germano [7] est basée sur l'utilisation d'un second �ltre,dont la longueur de coupure est plus grande que la première. La corrélation entre les gran-deurs résolues et leurs valeurs �ltrées permet de déterminer la valeur de CS dans chaqueélément. Le calcul de la viscosité turbulente est plus précis et la dissipation associée estlimitée.Soient .̃ et .̂ les �ltres de premier et second ordre, de longueurs de coupure respectives
∆ et ∆̂ (∆̂ > ∆). Leur domaine d'application est tel que représenté �gure 4.4.

Figure 4.4 � 1st and 2nd order �lters application domainDe même manière que (4.37), on applique le �ltre de second ordre sur les équationsdéjà �ltrées. Selon les hypothèses précédentes, on obtient un terme de sous T1 :
∂̂̄ρũ

∂t
+∇ ·

(
̂̄ρũ⊗ ̂̄ρũ

̂̄ρ

)
+∇ · (−2µ̄ε̄ + p̄1l)− ρ̄g − σ̄κ̄n̄Γδ = T1 (4.55)avec :

T1 = τ̂1 −∇ ·
(

¯̂ρũ⊗ ũ−
̂̄ρũ⊗ ̂̄ρũ

̂̄ρ

) (4.56)selon le modèle de Smagorinsky, on peut maintenant écrire τ1 comme la contribution d'unecontrainte visqueuse :
τ1 = 2∇ · [ρ̄(CS∆)2 |ε̄| ε̄] (4.57)de la même manière, on suppose que l'on peut également modéliser le terme T1 :



4.3. Large Eddy Simulations (L.E.S.) 91
T1 = 2∇ · [̂̄ρ(C ′

S∆̂)2
∣∣̂ε̄
∣∣ ̂̄ε] (4.58)Il est important de noter que la constante C ′

S utilisée dans l'équation (4.58) est a prioridi�érente de la constante CS de l'équation (4.57). On peut dé�nir la variable de varianced'échelle ξ :
ξ =

(
C ′

S

CS

)2

= 1 (4.59)Classiquement, on suppose qu'il y a invariance d'échelle, soit ξ = 1. Cependant, on peutobserver des valeurs assez di�érentes [2], notamment près des interfaces. Il est donc impor-tant d'être capable d'évaluer ce critère. Bhushan [2] propose de comparer deux méthodesd'approximation de ξ.� La première, introduite par Meneveau et Lund [15], évalue ξ en fonction d'un nombrede Reynolds local :
ξ = 10−3.23(Re−0.92

∆̂
−Re−0.92

∆ ) (4.60)où Re∆ = 1
ν
∆2(2ε : ε)� La deuxième méthode suppose que la dissipation de sous maille doit être égale auxdeux échelles :

(C ′
S∆̂)2(̂̄ε : ̂̄ε)3/2 = (CS∆)2(ε̄ : ε̄)3/2 (4.61)de cette manière, on peut évaluer la variance :

ξ =
∆2(ε̄ : ε̄)3/2

∆̂2(̂̄ε : ̂̄ε)3/2
(4.62)L'application de ces hypothèses à di�érentes simulations et la comparaison aux mo-dèles classiques de Smagorisnky statique ou dynamique avec invariance ont montré quela deuxième hypothèse est la plus réaliste. Nous garderons donc la formule (4.62) pour lasuite de nos calculs.

On peut maintenant dé�nir deux tenseurs L et M tels que :
L = ¯̂ρũ⊗ ũ−

̂̄ρũ⊗ ̂̄ρũ

̂̄ρ (4.63)
M = ∆2 ̂(ρ̄ |ε̄| ε̄)− ξ̂̄ρ∆̂2

∣∣̂̄ε
∣∣ ̂̄ε (4.64)Pour simpli�er le problème, on pose l'hypothèse que la variable CS est su�sammentrégulière sur le maillage par rapport à la variation de vitesse, en d'autres termes :

̂(CS ρ̄ |ε̄| ε̄) = CS
̂(ρ̄ |ε̄| ε̄) (4.65)



92 Chapitre 4. Résolution de la turbulenceCette hypothèse assez forte peut être évitée en utilisant la méthode de Ghosal et al [8].Celle-ci permet notamment d'éliminer certaines oscillations qui apparaissent lors du calculdynamique. Cependant, le calcul intégral requis est relativement complexe. La méthodedécrite dans ce document donnant des résultats plutôt satisfaisant, nous ne développeronspas ce calcul.Il est maintenant possible d'écrire l'équation suivante :
L = 2C2

SM (4.66)(4.67)où les tenseurs L et M sont calculés uniquement à partir des variables résolues. On peuten déduire la valeur de CS à la manière de Lilly [14], en projetant le tenseur calculé L surle tenseur M :
C2

S =
L : M

2M : M
(4.68)A�n d'éliminer les valeurs négatives qui pourraient apparaître et de lisser le résultat ob-tenu, on �ltre les valeurs de CS négatives en les �xant nulles, puis on �ltre le champ obtenu.Au �nal, on résout le système suivant : Trouver ũ, p∗ tels que : (4.69){ ∇ · ũ = 0

ρ̄
∂ũ

∂t
+∇ · (ρ̄ũ⊗ ũ) +∇ · (−2(µ̄ + µt)ε̄ + p∗1l)− ρ̄g − σ̄κ̄n̄Γδ = 0

(4.70)
νt = (CS∆)2 |ε̄| (4.71)

C2
S =

L : M
2M : M

(4.72)
L = ¯̂ρũ⊗ ũ−

̂̄ρũ⊗ ̂̄ρũ

̂̄ρ (4.73)
M = ∆2 ̂(ρ̄ |ε̄| ε̄)− ξ̂̄ρ∆̂2

∣∣̂̄ε
∣∣ ̂̄ε (4.74)Les deux premières équations sont résolues par le modèle éléments �nis présenté dansles chapitres précédents, alors que les autres termes sont simplement calculés de manièreexplicite en fonction des valeurs de ũ et ρ̄ calculées au pas de temps précédent. Nousverrons par la suite l'in�uence de cette �explicité� sur la stabilité de la résolution.4.4 Applications Numériques4.4.1 L'écroulement de barrageDans ce paragraphe, nous allons étudier les capacités du solveur de Navier Stokes as-socié au calcul grandes échelles. Nous allons pour cela référer à l'écroulement de barrage



4.4. Applications Numériques 933D présenté dans la thèse d'Olivier Basset [1].Le domaine est un parallélépipède rectangle de dimension 1.5 × 1.0 × 2.0 mètres. Laposition initiale du �uide est une colonne de dimension 0.6 × 0.6 × 1.8 mètres contre lesdeux plans de symétrie de la cavité. On s'intéresse à l'écoulement lors des 3 premièressecondes.Le calcul présenté par Basset [1] a été réalisé sur un maillage �xe de 12 500 000 élé-ments. A�n de rendre possible la résolution directe par Navier-Stokes, la viscosité duliquide a été élevée à 5 Pa.s. Le solveur Navier Stokes est stabilisé uniquement avec unefonction bulle de type P1+/P1. Les résultats sont montrés �gure 4.5.Le calcul présenté �gure 4.6 a été réalisé sur un maillage �xe de 490 000 éléments.Nous avons également utilisé le solveur stabilisé à l'aide de la fonction bulle P1+/P1,auquel nous avons ajouté le calcul de la viscosité turbulente. Grâce à la simulation LES,nous avons pu appliquer la viscosité réelle de l'eau et de l'air (respectivement 10−3 Pa.set 10−6 Pa.s).Ce premier cas test permet de se rendre compte de la capacité de la méthode LES àstabiliser un solveur Navier-Stokes a�n de représenter des écoulements turbulents réalistessans avoir à multiplier le nombre d'éléments. Nous avons pu simuler un nombre de Rey-nolds supérieur à 5.106 à l'aide d'un maillage de 490 000 éléments lorsqu'un maillage de
12 000 000 d'éléments était nécessaire à la simulation d'un nombre de Reynolds de l'ordrede 1 000.On peut constater que l'écoulement de l'eau semble réaliste et la dissipation due aumodèle de turbulence limitée à en juger les remontées du liquide le long des parois ver-ticales de la cavité mais également sur la paroi supérieure. On remarque également laprésence de nombreuses gouttelettes.Cependant, il n'existe pas de résultats expérimentaux permettant de valider ce castest, ce qui nous a motivé à nous intéresser à divers cas de la littérature.4.4.2 Écroulement de barrage dans une cavitéDans ce paragraphe, nous allons reprendre le cas développé par Cruchaga et al [4] etétudié dans le chapitre précédent. Nous étudierons ainsi si l'introduction d'un modèle deturbulence dans la résolution des équations de Navier-Stokes fait apparaître de grandsécarts dans les résultats.Le premier calcul a été réalisé avec le solveur Navier Stokes stabilisé P1+/P1 avecmodèle de Smagorinsky dynamique. Le caractère explicite de la viscosité dynamique n'a
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Figure 4.5 � Ecroulement de Barrage 3D par simulation numérique directe [1]pas permis de réaliser la simulation avec le pas de temps �xe de 0.001 s, nous avonsnéanmoins utilisé le pas de temps adaptatif dé�ni dans le chapitre précédent, permettantde simuler les 2 s en quelques 4 520 pas de temps contre 2 000 pour le pas de temps�xe précité. Les résultats, présentés sur les �gures 4.8 et 4.7, sont assez proches desrésultats de Cruchaga et al., c'est à dire un peu plus di�usifs que les résultats obtenuspar VMS direct. Cependant, la nécessité d'un pas de temps adaptatif étant relativementcontraignante, nous avons décidé de tester l'e�et du modèle LES sur le solveur VMS.Pour ce nouveau calcul, nous reprenons les mêmes conditions de simulation, soit unemaillage �xe homogène et isotrope de 9 000 éléments et un pas de temps de .001 s.Les �gures 4.9 et 4.10 nous montrent la comparaison entre les résultats expérimentaux
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Figure 4.6 � Ecroulement de Barrage 3D avec simulation grandes échellesobtenus par Cruchaga et al [4] et nos résultats numériques obtenus directement avec lesolveur Navier-Stokes VMS ainsi que nos résultats obtenus avec le modèle de turbulencedynamique ajouté au solveur Navier Stokes VMS. Deux remarques principales peuventêtre faites :� Les deux séries de résultats numériques sont très proches, l'introduction de la tur-bulence dans le solveur n'introduit pas d'erreur supplémentaire sur les résultats�naux.
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Figure 4.7 � Comparaison des résultats - Hauteur de front sur le plan gauche

Figure 4.8 � Comparaison des résultats - Hauteur de front sur le plan droit� Le solveur VMS permet d'outrepasser le caractère explicite de la turbulence, lacondition CFL présentée en 3.3.3 ne doit pas être nécessairement véri�ée, ce quinous permet d'utiliser moins d'incréments de calcul, et par conséquent diminuergrandement le temps de calcul.La �gure 4.11 représente le champ de viscosité augmentée (viscosité turbulente ajoutéeà la viscosité moléculaire) pour di�érents instants. On observe que celle ci atteint unevaleur maximale de 9 Pa.s dans l'eau, soit 9 000 fois supérieure à la viscosité moléculaire,et qu'elle apparaît particulièrement dans les zones à forte perturbation.
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Figure 4.9 � Comparaison des résultats - Hauteur de front sur le plan gauche

Figure 4.10 � Comparaison des résultats - Hauteur de front sur le plan droit4.4.3 Remplissage 3D4.4.3.1 IntroductionLes di�érents cas tests étudiés jusqu'à présent ne nous présentent pas de réelles don-nées expérimentales exploitables et contrôlables pour pouvoir comparer à nos résultats
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Figure 4.11 � Champ de viscosité augmentée pour t = 0.25 s, t = 0.5 s, t = 1 s, t = 1.5 s(échelle logarithmique)numériques. De plus, la plupart des cas de la littérature sont bidimensionnels simples etne semblent pas particulièrement sensibles au modèle de turbulence utilisé. Nous avonspour cela décidé de construire notre propre maquette a�n d'observer un écoulement en-tièrement tridimensionnel s'approchant d'un cas de remplissage.Nous avons également décidé que l'écoulement ne soit entraîné que par la gravité, cequi permet de s'a�ranchir de conditions aux limites en débit qui sont source d'incertitudeet d'instabilités non contrôlées dans le cas expérimental.4.4.3.2 Dispositif expérimentalDans ce paragraphe, nous présentons la maquette qui a été conçue et réalisée au Cemefdans le cadre de cette thèse. La partie expérimentale et l'acquisition ont également étémenées au Cemef.



4.4. Applications Numériques 99La maquette présentée dans ce paragraphe (�gure 4.12) est composée de deux bacs(A) et (B). Le premier bac est légèrement surélevé par rapport au second et un canal decommunication cylindrique relie les deux. Les dimensions sont détaillées en �gure 4.13.Au temps t = 0 s, le bac (A) est rempli d'eau tandis que le bac (B) est vide, on ouvre alorsla vanne de séparation entre les deux bacs. Le but de cette expérience est de caractériserqualitativement et quantitativement l'écoulement dans le bac (B), notamment l'allure dujet d'eau et des remontées sur les plans de gauche et de droite. Nous disposons pour celade deux appareils d'acquisition permettant des images à déclenchement synchronisé età une fréquence de 20 images par seconde. Le premier est placé face au bac et permetd'obtenir une visualisation globale de l'écoulement, mais également de mesurer la hauteurdu front d'eau sur l'axe médian du plan de gauche avec une incertitude estimée à 5 mm.Le second appareil est situé à la droite du bac (B) et permet de mesurer la hauteur dufront d'eau sur l'axe médian au plan droit du bac.

Figure 4.12 � Dispositif expérimental

Figure 4.13 � Dimensions de la maquette



100 Chapitre 4. Résolution de la turbulence4.4.3.3 Modèle numériquePour simuler l'écoulement, nous avons utilisé un maillage �xe isotrope hétérogène à
4 000 000 d'éléments, représentant les deux bacs et le canal de communication. Le bac (A)est maillé avec une taille de maille de 6 mm, le bac (B) ainsi que le canal sont maillésavec une taille de maille de 3.5 mm.

Figure 4.14 � Domaine de simulation - 1 000 000 d'elements tétrahédriquesLe pas de temps a été �xé à 10−3 s. Les conditions aux limites sont les suivantes :� vitesse libérée et pression nulle sur les plans supérieurs ;� contact glissant/collant sur toutes les autres parois.Nous avons lancé plusieurs simulations a�n de comparer les modèles de Smagorinsky sta-tique, dynamique sans facteur d'échelle et dynamique avec facteur d'échelle, ainsi que lesconditions aux limites de type collant ou glissant. La simulation des 3 premières secondesa nécessité 4 jours de calcul sur 32 processeurs.4.4.3.4 Etude des di�érents paramètres de la turbulenceDans ce paragraphe, nous allons voir l'in�uence des di�érents paramètres de la turbu-lence tels que le facteur d'échelle ξ dé�ni dans (4.62) ainsi que les conditions aux limitessur la simulation et les résultats engendrés.Modèle statique de SmagorinskyLa �gure 4.15 compare les résultats obtenus avec un modèle de Smagorinsky statique, aveccontact glissant, aux résultats expérimentaux. Nous avons utilisé pour cette simulation,la valeur du coe�cient de Smagorinsky CS optimale retenue dans [4], soit CS = 3.57.Le modèle statique de Smagorinsky permet de simuler l'écoulement tridimensionnelavec notre solveur Navier-Stokes VMS. Cependant, des conditions aux limites de typeclassique, soit avec des bords parfaitement glissants ou parfaitement collants, ne semblent
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Figure 4.15 � Évolution en temps de l'interface air-eau : résultats expérimentaux (haut),numériques avec modèle statique de Smagorinsky et bords collants (milieu), numériquesavec modèle de Smagorinsky statique et bords glissants (bas)



102 Chapitre 4. Résolution de la turbulencepas su�santes pour décrire de manière réaliste l'écoulement. A�n d'optimiser ce modèle,une loi de paroi ou encore un maillage de couche limite près des plans de conditions auxlimites est nécessaire.Modèle dynamique sans facteur d'échelleLa �gure 4.16 présente les résultats numériques obtenus avec le modèle de Smagorinskydynamique classique, c'est à dire avec l'hypothèse que le facteur d'échelle ξ introduit en4.62 reste unitaire. La première ligne représente les résultats expérimentaux, la deuxièmeligne présente les résultats numériques avec contact glissant, la troisième ligne présenteles résultats numériques avec contact collant. Pour ce modèle, on constate également que

Figure 4.16 � Évolution en temps de l'interface air-eau : résultats expérimentaux (haut),numériques avec modèle de Smagorinsky dynamique sans facteur d'échelle et bords col-lants (milieu), numériques avec modèle de Smagorinsky dynamique sans facteur d'échelleet bords glissants (bas)l'hypothèse de contact glissant n'est pas du tout adaptée étant donnée que l'eau impactantla paroi de droite monte beaucoup trop haut, voire jusqu'à sortir de la cavité, ce qui esttrès loin de la réalité.L'hypothèse de contact collant paraît bien plus réaliste, cependant il ne permet pas dereprésenter de manière correcte les �nes couches d'eau qui peuvent apparaître sur la gauchedu jet au début du remplissage. A�n d'utiliser au mieux ce modèle, on peut utiliser soit



4.4. Applications Numériques 103un modèle de loi de paroi, soit un maillage de couche limite sur les plans de conditionsaux limites.Modèle dynamique avec facteur d'échelleLa �gure 4.17 représente les résultats obtenus avec le modèle de Smagorinsky dynamiqueavec prise en compte du facteur d'échelle ξ [2]. Sur cette �gure, on se rend compte que la

Figure 4.17 � Évolution en temps de l'interface air-eau : résultats expérimentaux (haut),numériques avec modèle de Smagorinsky dynamique avec facteur d'échelle et bords col-lants (milieu), numériques avec modèle de Smagorinsky dynamique avec facteur d'échelleet bords glissants (bas)prise en compte du facteur d'échelle avec un contact glissant est le modèle qui représenteau mieux les remontées d'eau sur les parois ainsi que les �vagues retour� vers le plans degauche. L'allure du jet d'eau semble également plus réaliste. Nous retiendrons par la suitece modèle, étant donné qu'il présente l'avantage de ne pas nécessiter d'intégration de loide paroi ou de ra�nement de maillage près des frontières.4.4.3.5 confrontation des résultatsLes �gures 4.18 et 4.19 présentent l'allure des résultats expérimentaux ainsi que desrésultats numériques obtenus avec le modèle Smagorinsky dynamique.



104 Chapitre 4. Résolution de la turbulence
(a) t = 0.5s (b) t = 0.75s (c) t = 1s

(d) t = 0.5s (e) t = 0.75s (f) t = 1sFigure 4.18 � Évolution en temps de l'interface air-eau : résultats expérimentaux (haut),et numériques obtenus avec le modèle dynamique et prise en compte du facteur d'échelle(bas)
(a) t = 1.25s (b) t = 1.5s (c) t = 2s

(d) t = 1.25s (e) t = 1.5s (f) t = 2sFigure 4.19 � Évolution en temps de l'interface air-eau : résultats expérimentaux (haut),et numériques obtenus avec le modèle dynamique et prise en compte du facteur d'échelle(bas)



4.4. Applications Numériques 105Le modèle dynamique avec prise en compte du facteur d'échelle permet de stabiliserl'écoulement avec des paramètres physiques réels. La représentation de l'interface est quantà elle très réaliste. On peut remarquer deux principales divergences :� la hauteur de remontée du front d'eau sur le plan droit est légèrement supérieuredans le cas numérique ; ceci peut être expliqué par l'absence de loi de paroi ou encorepar le temps d'ouverture de la vanne non nul ;� Le maillage ne permet pas de décrire les nombreuses bulles d'air emprisonnées dansl'écoulement comme nous le montrent les résultats expérimentaux. Il faudrait pourcela utiliser un maillage beaucoup plus �n, ce qui augmenterait considérablement letemps de calcul. De plus, la non considération de celles-ci ne semble pas a�ecter labonne description de l'écoulement.

Figure 4.20 � Évolution en temps de l'interface au milieu du plan gauche

Figure 4.21 � Évolution en temps de l'interface au milieu du plan droitLes �gures 4.20 et 4.21 représentent l'évolution des fronts d'eau sur les axes des médiansde la paroi de gauche et de la paroi de droite. Ces derniers permettent de con�rmer quela remontée d'eau du calcul à l'aide du modèle dynamique de Smagorinsky est légèrement



106 Chapitre 4. Résolution de la turbulenceplus haute que pour le cas expérimental, cependant l'écoulement est correctement décritpour le reste du calcul. On observe les mêmes tendances pour les deux courbes ; bien queles amplitudes ne soient pas exactement les mêmes.4.5 ConclusionNous avons vu dans ce chapitre les di�érentes modélisations possibles permettant dereprésenter la turbulence au sein d'un écoulement à haut Reynolds. Nous avons retenu uneapproche de type �Large Eddy Simulation�, permettant une simulation avec peu d'ajoutde temps de calcul ainsi que peu ou pas de paramètres à �xer de manière empirique.Après avoir présenté les di�érentes approches statique et dynamique de Smagorinsky,nous avons testé le comportement de la méthode dynamique retenue avec un solveur deNavier Stokes stabilisé uniquement par la méthode P1+/P1, puis avec notre solveur VMSprésenté dans le chapitre 2. La combinaison du calcul LES avec ce dernier s'est révélébeaucoup plus robuste qu'avec le modèle P1+/P1. Le solveur VMS permet en e�et d'uti-liser un pas de temps supérieur à la contrainte CFL, et le modèle LES n'introduit pasd'erreur dans les résultats malgré une viscosité turbulente ajoutée très importante.En�n, nous avons pu tester di�érents types de modèle LES sur une application tridi-mensionnelle et les confronter à nos propres résultats expérimentaux de remplissage d'eau.Nous avons retenu le modèle dynamique de Smagorinsky avec calcul du facteur d'échelleet conditions aux limites glissantes, qui s'est révélé être le pus réaliste et ne nécessitantaucune loi de paroi ou de ra�nement du maillage sur les couches limites.Cependant, l'utilisation d'un maillage �xe demande un nombre d'éléments très élevépour décrire les détails de l'interface, y compris dans les zones d'intérêt moindre commel'air. L'adaptation de maillage semble être une bonne solution a�n de localiser le ra�ne-ment et de réduire grandement le temps de calcul.
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112 Chapitre 5. Résolution de la thermique turbulente5.1 IntroductionUne des caractéristiques des procédés de fonderie est l'importance des échanges ther-miques. Ce sont ces derniers qui déterminent d'une part l'évolution des fronts de solidi-�cation, mais ils introduisent également des phénomènes de convection naturelle ayantune grande in�uence sur l'écoulement. Ainsi, une bonne modélisation des transferts ther-miques est indispensable pour déterminer les caractéristiques �nales d'une pièce fondue,que ce soit en �n de remplissage comme en �n de refroidissement.Cependant, l'application de l'équation de la chaleur à un écoulement turbulent n'estpas immédiate. Il faut prendre en compte d'une part le fort caractère convectif, d'autrepart la présence de forts gradients de température, cela grâce à des méthodes de stabi-lisations adaptées. Il faut également prendre en compte le modèle de turbulence utilisépour les équations de Navier-Stokes en introduisant un terme de couplage dépendant dela turbulence locale.Nous introduirons dans ce paragraphe les équations du système, puis nous dévelop-perons les di�érentes méthodes de résolution appliquées. En�n, nous verrons le com-portement de notre méthode dans di�érents types d'applications numériques, jusqu'auremplissage multiphasique turbulent.5.2 Résolution des équations de la thermique5.2.1 Convection/di�usion instationnaireLa détermination précise des champs de température dans une enceinte ou dans unepièce nécessite de résoudre des équations d'advection ou encore de convection di�usion.L'équation de conservation de l'énergie met en relation l'énergie interne spéci�que etla puissance dissipée par les e�orts intérieurs (déformations) plus un rapport de chaleur :
ρ
de

dt
= −∇ · q + σ : ε + r (5.1)avec e l'énergie interne spéci�que, ρ la masse volumique, σ le tenseur des contraintes deCauchy, ε le tenseur taux de déformation, r le terme volumique de la création de chaleuret q le vecteur �ux de chaleur. Cette équation découle directement du premier principede la thermodynamique [2] et c'est son écriture à l'aide de la température T qui nousdonnera l'équation de la chaleur recherchée.On suppose que le matériau est à liaisons parfaites et on néglige toute transformationchimique ou physique de la matière : l'énergie interne est alors supposée dépendre de la



5.2. Résolution des équations de la thermique 113température absolue T par la relation suivante :
de

dt
= c

dT

dt
(5.2)En négligeant la création de chaleur par dissipation visqueuse, l'expression de la chaleurs'exprime :

ρc
∂T

∂t
+ ρcu · ∇T = −∇ · q + r (5.3)La loi de Fourier isotrope traduit la proportionnalité du �ux de chaleur au gradientde température et s'écrit :

q = −λ∇T (5.4)ou λ est la conductivité thermique du �uide.Au �nal, on obtient :
ρc

∂T

∂t︸ ︷︷ ︸variation temporelle+ ρcu · ∇T︸ ︷︷ ︸advection−∇ · (λT )︸ ︷︷ ︸di�usion = f︸︷︷︸terme source (5.5)où et f est le terme source. On peut aussi dé�nir k =
λ

ρc
comme le coe�cient de di�usion(ou di�usivité thermique).Pour fermer le problème, il nous reste à exprimer les conditions aux limites et lesconditions initiales associées.5.2.2 Conditions initiales et conditions aux limites spatio-temporellesL'équation de la chaleur (5.5) est une équation aux dérivées partielles du secondordre en espace et du premier ordre en temps. La résolution de cette équation permetde connaître à chaque instant la température T (x, t) en tout point du matériau. Ellesuppose toutefois que la répartition initiale de température ainsi que les conditions auxlimites (lois de variation de la température ou de ses dérivées) sur les frontières du do-maine étudié soient dé�nies a�n que le problème thermique soit correctement posé (etadmette une solution unique).5.2.2.1 Condition initialeCette condition suppose qu'à l'instant t = 0, le champ de température est connu dansle domaine :

T (x, t = 0) = T0(x) (5.6)



114 Chapitre 5. Résolution de la thermique turbulente5.2.2.2 Conditions aux limitesLes conditions aux limites géométriques résultent des di�érents phénomènes physiquesde transfert de chaleur. S'appliquant sur toute ou une partie de la surface extérieure ∂Ωdu domaine étudié Ω (�gure 5.1), ces conditions aux limites sont de plusieurs types [1].Nous nous contentons ici de présenter les plus fréquentes, traduisant le lien entre le milieuétudié (le matériau) et le milieu extérieur.
∂Ω1

T = Timp
Φ = Φimp

Ω

hc hcv

∂Ω3∂Ω4

∂Ω2

Figure 5.1 � Conditions aux limites1. a) Une condition de Dirichlet de type température imposée, issue du contact avecun corps parfaitement contrôlé thermiquement :
T (x, t) = Timp sur ∂Ω1 (5.7)2. Une condition de Neumann de type �ux imposée, provenant d'une source de chaleurextérieure s'il est positif, ou extrait de source de chaleur s'il est négatif :
−λ∇T.n = Φimp sur ∂Ω2 (5.8)3. Une condition de type convection et/ou rayonnement avec l'extérieur :

−λ∇T.n = h(T − Text) sur ∂Ω3 (5.9)
h = hcv + εrσr(T + Text)(T

2 + T 2
ext) (5.10)où h est le coe�cient d'échange thermique, hcv est le coe�cient de transfert parconvection, εr est l'émissivité du corps comprise entre 0 et 1, σ est la constante deStefan.



5.2. Résolution des équations de la thermique 1154. Une condition de type échange thermique entre corps en contact :
−λ∇T.n = hc(T − Text) sur ∂Ω4 (5.11)où hc est le coe�cient de transfert thermique entre les matériaux. A noter quecette condition peut être dé�nie mathématiquement comme un cas particulier de lacondition précédente (h = hc), nous la considèrerons comme tel par la suite.5.2.3 Résolution classique du problème thermique : la méthodede Galerkin standard5.2.3.1 Formulation forte du problèmeOn considère un domaine Ω entouré par sa frontière ∂Ω. Calculons le champ tempé-rature T (x, t) dans le domaine. Ce champ de température est régi par l'équation de lachaleur :





ρc
∂T

∂t
+ ρcu · ∇T −∇ · (λ∇T ) = f dans Ω

T (x, t) = Timp sur ∂Ω1

−λ∇T.n = Φimp sur ∂Ω2

−λ∇T.n = h(T − Text) sur ∂Ω3

T (x, t = 0) = T0(x)

(5.12)
5.2.3.2 Formulation faibleon introduit les espaces fonctionnels suivants :

L2(Ω) =

{
w,

∫

Ω

q2dV < ∞
} (5.13)

H1(Ω) = V =
{
w ∈ L2(Ω),∇w ∈ (L2(Ω))d

} (5.14)
H1

0(Ω) = V0 =
{
w ∈ H1(Ω), w = 0 sur ∂Ω1

} (5.15)On rappelle le produit scalaire associé à l'espace L2(Ω) :
(f1, f2) =

∫

Ω

f1f2dV ∀f1, f2 ∈ L2(Ω) (5.16)On peut maintenant dé�nir les fonctions a(T, w) et l(w) telles que :




a(T, w) =

∫

Ω

ρcu · ∇TwdV +

∫

Ω

λ∇T · ∇wdV +

∫

∂Ω3

hTwdS

l(w) =

∫

Ω

fwdV −
∫

∂Ω2

ΦimpwdS +

∫

∂Ω3

hTextwdS
(5.17)



116 Chapitre 5. Résolution de la thermique turbulenteLe problème se ramène à :trouver T tel que (T − Timp) ∈ H1(0, τ ;V0) et :(
∂T

∂t
, w

)
+ a(T, w)− l(w) = 0 ∀w ∈ L2(0, τ ;V0)

(5.18)5.2.3.3 Formulation discrèteLa méthode des éléments �nis consiste à approcher l'espace V par l'espace de dimen-sion �nie Vh, espace des fonctions d'interpolation qui sont des polynômes de degrés npar élément, n étant l'ordre d'interpolation choisi. Dans ces conditions, la formule faiblediscrète du problème devient :trouver Th tel que (Th − Timp) ∈ H1
h(0, τ ;Vh0) et :(

∂Th

∂t
, wh

)
+ a(Th, wh)− l(wh) = 0 ∀wh ∈ L2(0, τ ;Vh0)

(5.19)Discrétisation temporelleGénéralement, on associe à la discrétisation spatiale de l'équation (5.19) un schéma dediscrétisation temporelle de type di�érences �nies. Le schéma le plus utilisé est le schémaà deux pas de temps, encore appelé θ-schémas où θ ∈ [0, 1] :
(

T n+1
h − T n

h

∆t
, wh

)
= l(wh)− θa(T n+1

h , wh)− (1− θ)a(T n
h , wh) ∀wh ∈ L2(0, τ ;Vh0)(5.20)Cette équation permet de calculer Tn+1 au temps tn+1 à partir de Tn au temps tn :Schéma d'Euler explicite (θ = 0)C'est une résolution immédiate qui calcule Tn+1 en fonction de Tn :

(
T n+1

h − T n
h

∆t
, wh

)
= l(wh)− a(T n+1

h , wh) ∀wh ∈ L2(0, τ ;Vh0) (5.21)Cette résolution d'ordre 1 doit cependant respecter la contrainte de stabilité de CourantFriedrich lewy [5], ce qui limite en partie son utilisation.Schéma d'Euler implicite (θ = 1)
(

T n+1
h − T n

h

∆t
, wh

)
= l(wh)− a(T n

h , wh) ∀wh ∈ L2(0, τ ;Vh0) (5.22)Cette résolution, également d'ordre 1, utilise la valeur actuelle, donc inconnue, de Th dansla fonction a(T n+1
h , wh). Ce schéma est plus compliqué à mettre en ÷uvre que le précédentmais il présente l'avantage d'être inconditionnellement stable.



5.2. Résolution des équations de la thermique 117Schéma de Crank-Nicholson (θ = 0.5)Ce type de schéma est la combinaison du schéma explicite d'Euler et du schéma implicited'Euler.
(

T n+1
h − T n

h

∆t
, wh

)
= l(wh)− 0.5a(T n+1

h , wh)− 0.5a(T n
h , wh) ∀wh ∈ L2(0, τ ;Vh0)(5.23)Il a l'avantage d'avoir une convergence d'ordre 2, mais il est moins stable que le schémaprécédent.Discrétisation spatialeOn remplace le domaine Ω par un ensemble de Nel éléments simplexes Ωe, soit des tri-angles dans le cas 2D ou des tétraèdres dans le cas tridimensionnel [9].Soit Th(x, t) =

∑

i

Ni(x)Ti(t) la solution du problème éléments �nis, et T le vecteurassocié aux valeurs de la température Ti en chaque n÷ud.
Ni(x) est la fonction d'interpolation associée au n÷ud i, continue et linéaire par élément,telle que Ni(xj) = δij .Le problème discrétisé se met sous la forme matricielle suivante :

M
∂T

∂t
+ CT −DT + ΦT − S = 0 (5.24)avec :

Mij =
∑

i,j

∫

Ωe

NiNjdV (5.25)
Cij =

∑

i,j

∫

Ωe

u · ∇NiNjdV (5.26)
Dij =

∑

i,j

∫

Ωe

k∇Ni∇NjdV (5.27)
Φij =

∑

i,j

∫

∂Ω2e

hNiNjdS (5.28)
Si =

∑

i

(∫

∂Ω3e

hNiTextdS +

∫

Ωe

fNidV +

∫

∂Ω2e

ΦimpNiTextdS

) (5.29)(5.30)La relation (5.24) représente la forme algébrique de la forme discrétisée de l'équation dela chaleur. Du point de vue physique, chaque terme ci dessus peut être interprété commesuit :� M désigne la matrice de masse ou de capacité, elle est symétrique ;



118 Chapitre 5. Résolution de la thermique turbulente� C la matrice de convection, matrice non symétrique ;� D la matrice de di�usion, matrice symétrique� Φ la matrice des �ux et des énergies/chaleur à travers la frontière ∂Ω2 du domaine ;� S la matrice colonne des sources généralisées englobant à la fois les sources internesde chaleur f et les conditions aux limites de température imposée.Il est intéressant de remarquer que le terme de convection peut lui aussi être décomposéen deux contributions à l'aide du théorème de Green. Lorsque la masse volumique du �uideest constante, en vertu du principe de la conservation de la masse, le terme de convections'exprime aussi comme suit [2] :
∫

Ωe

u · ∇ThNidV = −
∫

Ωe

Thu · ∇NidV +

∫

∂Ωe

ThNiu · ndS (5.31)
=

1

2

∫

Ωe

u · (Ni∇Th − Th∇Ni)dV +
1

2

∫

∂Ωe

ThNiu · ndS (5.32)Cette variante du terme de convection est intéressante car elle conduit à une matrice deconvection antisymétrique, propriété dont la conséquence garantit la conservation globalede l'énergie du système dans le domaine et aide à ne pas diminuer plus la qualité de lasolution numérique.5.2.3.4 Limitation de la méthode Galerkin standardLes méthodes de Galerkin standard rencontrent en général deux types de di�cultés,selon le régime du problème à traiter : convection dominante ou di�usion pure.Convection dominanteLorsque l'on tient compte de la présence d'un écoulement du milieu, le champ tempéra-ture, en formulation matricielle, est régi par l'équation (5.24). L'in�uence du transportpar l'écoulement est représentée par la matrice de convection non symétrique C. Nousavons mis en évidence que ce terme ne doit pas en principe dégrader l'énergie totale dusystème, mais ne fait que la redistribuer dans l'espace, c'est donc bien un transport.[3] montrent que la présence de ce terme non symétrique donne lieu à des oscillationsnumériques et à des solutions peu précises dès que le nombre de Péclet est élevé :
Pe =

h |u|
K

(5.33)Le nombre de Péclet est le rapport entre les termes de convection et les termes de dif-fusion. En di�érences �nies, la solution à ces instabilités est bien connue sous le nom dedécentrage.Cette opération de décentrage consiste à estimer le terme u · ∇T en privilégiant l'in-formation en provenance de l'amont par rapport à celle venant de l'aval permettant ainsi



5.2. Résolution des équations de la thermique 119le non ra�nement du maillage trop coûteux. Plusieurs schémas éléments �nis [3] repro-duisent cet e�et de décentrage par des techniques variées dont la plus connue consiste àrajouter un terme de di�usion arti�cielle aux équations fortement convectives.On peut également déterminer la part de convection naturelle, liée à la dilatationthermique des �uides et à la gravité, en dé�nissant le nombre de Rayleigh Ra :
Ra =

gβ

νK
∆T.L3 (5.34)où β est le coe�cient de dilatation thermique tel que ρ = ρ0(1+β), ν est la viscosité ciné-matique, L est la grandeur caractéristique du problème et ∆T est l'écart de températurecaractéristique.Ce nombre adimensionnel représente également l'importance du couplage entre les équa-tions de la thermique et les équations de Navier-Stokes ; en e�et, si Ra > 1, il faudra faireintervenir la variation de masse volumique de chaque �uide dans l'équation du momentde Navier-Stokes.Di�usion pure et choc thermiqueLes méthodes de Galerkin standard peuvent également rencontrer des di�cultés pour letraitement des problèmes de di�usion pure, en particulier, lorsqu'on doit traiter des chocsthermiques importants.Une condition de stabilité importante à respecter concerne notamment le pas de temps :

∆t >
h2

2K
(5.35)où h est la taille de maille et K la di�usivité thermique du matériau.Méthodes de résolution� L'adaptation du pas de temps et de la taille de maille dans la direction du gradientest une des méthodes pour résoudre ce problème de choc thermique mais elle présentedeux inconvénients :

· lorsqu'on agit sur la taille de maille (ra�nement conséquent du maillage), il ya un risque important d'engendrer des nombres de noeuds et d'éléments tropimportants ;
· en revanche, lorsqu'on agit sur le pas de temps, on peut être confronté à descon�its voire des contradictions entre les pas de temps mécanique et thermiqueainsi sur la précision des calculs.� La thermique asynchrone consiste à désynchroniser les pas de temps mécanique etthermique. [10, 12].� La méthode de condensation de la matrice capacité. Cette technique, utilisée par[13] pour la simulation du refroidissement en fonderie est peu coûteuse en nombrede noeuds et d'éléments. Néanmoins, elle reste limitée par le fait que la solution



120 Chapitre 5. Résolution de la thermique turbulentecondensée n'est pas toujours précise. Lorsqu'on est en présence d'un couplage ther-momécanique important, les répercussions d'une résolution thermique peu précisesur le calcul mécanique peuvent être très néfastes au bon déroulement de la simula-tion.Une solution intermédiaire a toutefois été proposée par [4] qui introduisent unenouvelle matrice capacité, combinaison linéaire de la matrice initiale et de la matricecondensée.� En�n, la technique de Taylor Galerkin explicite utilisée par [1] permet également derésoudre le problème du choc thermique.5.2.4 Méthodes de stabilisation5.2.4.1 La méthode SUPGLa méthode de stabilisation utilisée pour résoudre l'équation de la thermique avecconvection dominante est la méthode Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) déve-loppée dans le chapitre 3, paragraphe 3.2.5.2.0.5.2.4.2 SCPGDans ce paragraphe, nous présentons la technique de stabilisation des équations dela thermique proposée par [6, 8], connue sous le nom �Shock-Capturing�. La méthode deGalerkin standard présente de nombreuses instabilités au voisinage des discontinuités, ceà cause de son terme hyperbolique dominant.L'idée de la méthode SCPG est d'améliorer la stabilité de la méthode SUPG en com-plétant son e�et sur les forts gradients de température.On introduit pour celà un nouveau champ :
v// =





Re(Th)

∇Th · ∇Th

∇T si ∇Th 6= 0

0 si ∇Th = 0
(5.36)où Re représente le résidu de l'équation de la thermique (5.5). La valeur du champ Thdans cette équation est considérée comme connue, c'est la valeur du champ à l'incrémentprécédent.L'équation de la thermique est modi�ée de la manière suivante :trouver t ∈ T tel que :

a(Th, wh) + SUPG +
∑

K

τ2

∫

K

(
∂Th

∂t
+ v · ∇Th −∇ · (k∇Th)− f

)
(v// · ∇wh)

= l(wh)

(5.37)



5.2. Résolution des équations de la thermique 121où τ2 est un paramètre de stabilisation liée à la méthode SUPG.Cette méthode ajoute une correction dans le sens de l'écoulement, dans le but destabiliser les forts gradients.En�n, a�n de minimiser la di�usion liée au cumul des deux méthodes de stabilisation, ondé�nit le paramètre τ2 de la manière suivante :




τ2 = 0 si v// >= v

τ2 = τK

(
v

v// − 1

) si v// < v
(5.38)5.2.4.3 Application et résultats numériquesPour des problèmes de convection/di�usion à convection dominante, ces méthodesprésentent des bonnes propriétés de stabilité dans plusieurs cas. Dans cette partie ondonne un exemple numérique et on compare par détails ces méthodes :Considérons le problème suivant de convection-di�usion à convection dominante :� u = 1m.s−1 : vitesse de convection (Stokes) ;� k = 10−6 m2.s−1 : di�usivité ;� f = 0 : terme source ;� Tg = 200�C : température gauche ;� Td = 50�C : température droite.Pour cette application, le nombre de Péclet, dé�ni dans (5.33) vaut Pe = 5.105, on peutconsidérer que l'importance de la convection est caractéristique d'un écoulement turbulent,tel que l'on peut trouver en fonderie.

Figure 5.2 � Description du problème de convection dominanteLes �gure 5.3 et 5.4 nous montrent comment la méthode Shock Capturing Petrov/Galerkin(SCPG) permet de limiter les oscillations numériques.
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Figure 5.3 � Mise en évidence à un instant donné des oscillations du schéma SUPG etcomparaison avec un schéma SUPG+SC plus stable
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Figure 5.4 � Mise en évidence à un instant donné des oscillations du schéma SUPG(rouge) et comparaison avec un schéma SUPG+SC (bleu) plus stable



124 Chapitre 5. Résolution de la thermique turbulente5.3 Intégration de la turbulence dans l'équation de lathermiqueNous avons vu dans le chapitre 4 que la résolution des équations du mouvement de�uides à haut nombre de Reynolds requiert l'utilisation d'un modèle de turbulence. L'in-troduction d'un tel modèle ajoute un nouveau terme dans les équations de Navier-Stokeset la vitesse résolue ne correspond plus simplement à la discrétisation de la vitesse réellemais à une vitesse moyennée. La vitesse de convection introduite dans l'équation de la ther-mique n'est donc pas la vitesse réelle et il faut également pouvoir modéliser les échangesthermiques ayant lieu aux échelles non résolues a�n de décrire le système de la manièrela plus réaliste qui soit.On rappelle le principe général des méthodes de turbulence : chaque champ Φ dusystème est décomposé en une partie �ltrée Φ̄ et une partie variable Φ′ :
Φ = Φ̄ + Φ′ (5.39)Pour une méthode L.E.S., on utilise un �ltrage spatial, le terme Φ′ est donc le termedes petites échelles, ou terme de sous maille. Dans les méthodes R.A.N.S., on utilise un�ltrage temporel, Φ′ est la partie �uctuante.De la même manière que pour la vitesse, on souhaite obtenir la partie �ltrée T̄ duchamp de température en ne résolvant pas la partie des petites échelles.Ainsi, on peut réécrire l'équation de la thermique (5.12) en fonction des champs �ltréset des champs variables [11] :

ρcp

(
∂T̄

∂t
+ ū · ∇T̄

)
+∇(ρcpu′T ′) = ∇ · (λ∇T̄ ) (5.40)où ū est la vitesse �ltrée obtenue en résolvant les équations de Navier-Stokes �ltrées avecmodèle de turbulence :

{ ∇ · ū = 0

ρ̄
∂ū

∂t
+∇ · (ρ̄ū⊗ ū) +∇ · (−2(µ̄ + µt)ε̄ + p∗1l)− ρ̄g − σ̄κ̄n̄Γδ = 0

(5.41)
µt est la viscosité turbulente introduite par le modèle de turbulence utilisé.L'équation (5.40) fait apparaître un nouveau terme dépendant des vitesses de sousmaille et température de sous maille. Ce �ux turbulent de chaleur de sous maille représentela chaleur transportée par les échelles non représentées, ayant un e�et direct sur les champs



5.3. Intégration de la turbulence dans l'équation de la thermique 125résolus. On peut ainsi réécrire l'équation de la thermique �ltrée :
ρcp

(
∂T̄

∂t
+ ū · ∇T̄

)
= ∇ · (λ∇T̄ − qt) (5.42)

qt = ρcpu′T ′ (5.43)Ce terme étant dé�ni à partir de champs non résolus, il convient de le modéliser avecune méthode apropriée. De manière analogue à la modélisation de la turbulence dansl'équation de Navier-Stokes, le �ux de chaleur thermique peut être modélisé par un termede di�usion [11] :
qt = λt∇T̄ = ρcpKt∇T̄ (5.44)oùλt et Kt sont respectivement la conductivité thermique turbulente et la di�usivité ther-mique turbulente.A�n de fermer le système, on utilise l'analogie de Reynolds selon laquelle le rap-port entre le �ux d'énergie mécanique turbulente et le �ux thermique turbulent doit êtreconstant et proche de 1. En d'autres termes, on a la relation suivante entre la viscositécinématique turbulente νt =
µt

ρ
et la di�usivité thermique turbulente Kt :

Prt =
νt

Kt
= cte = 0.9 (5.45)où Prt est le nombre de Prandtl turbulent dont la valeur est la même pour tous les �uides.L'introduction de ce terme turbulent dans l'équation de la chaleur permet donc de mo-déliser les échanges thermiques entre les petites échelles, non représentées, mais il permetégalement de stabiliser la résolution de l'équation de convection-di�usion en ajoutant unterme elliptique de di�usion. Ceci a pour double e�et de réduire à la fois les oscillationsnumériques et le temps de calcul.



126 Chapitre 5. Résolution de la thermique turbulente5.4 Applications numériques5.4.1 Convection turbulente naturelle et forcéeDans ce paragraphe, nous allons étudier le cas de convection turbulente naturelle etforcée présenté dans [7] et [14]. Le domaine, présenté �gure 5.5, est une cavité tridimen-sionnelle de dimensions 1.04 × 0.3 × 1.04 m3 remplie d'air, on introduit de l'air à unevitesse de 0.57 m.s−1 à travers une ouverture de 1.8 cm en haut de la paroi de gauche.La sortie se fait par le bas de la paroi de droite, à travers une ouverture de 2.4 cm. Laparoi inférieure est maintenue à une température chaude Th = 35�C, tandis que les pa-rois gauche, supérieure et droite sont maintenues à une température froide Tc = 15�C.Cette di�érence de température crée un mouvement de convection naturelle ajouté à laconvection forcée. Le nombre de Rayleigh vaut RaH = 2.4 109, le nombre de Reynoldsvaut Reh = 684.

Figure 5.5 � Convection turbulente naturelle et forcée [7]Pour cette application, nous utilisons un maillage �xe isotrope de 328 239 éléments(�gure 5.6 ), le pas de temps est �xé 0.003 s.La �gure 5.7 montre les lignes de courant dans la cavité. Les courbes de vitesse ettempérature sont présentées �gure 5.8. Ces courbes représentent la moyenne temporellesur une période de 200 incréments [7]. On remarque une bonne corrélation des résultatsavec les autres méthodes numériques. Comme prévu, au centre de la cavité, on retrouve
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Figure 5.6 � Maillage utilisé pour la convection turbulente naturelle et forcée



128 Chapitre 5. Résolution de la thermique turbulenteune température moyenne de 21�C. Le couplage du solveur thermique stabilisé, du solveurNavier Stokes VMS et du modèle dynamique de Smagorinsky s'avère robuste sur ce genred'écoulement typique d'un remplissage de métal en fusion.

Figure 5.7 � Lignes de courant et température dans la cavité5.4.2 Remplissage d'une cavitéDans ce paragraphe, nous nous intéressons à l'application numérique au remplissaged'une cavité avec transferts thermiques. Le domaine est une cavité de 0.1×0.2 cm2 initia-lement remplie au quart d'eau. On utilise un maillage �xe isotrope et homogène de 6 500n÷uds et un pas de temps adaptatif. A l'instant initial, la cavité a une température de
30�C on injecte de l'eau à 10�C à une vitesse de 0.3 m.s−1, l'introduction d'eau dans lacavité aura pour e�et de générer un mouvement de convection forcée turbulente auquel onajoute un e�et de convection naturelle en chau�ant le fond de la cavité à la température
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Figure 5.8 � Comparaison entre les résultats expérimentaux, numériques et notre mé-thode. en haut : vitesse moyenne à x = 0.502m ; en bas : température moyenne à
x = 0.502m



130 Chapitre 5. Résolution de la thermique turbulentede 50�C. L'objectif de cette application est d'étudier le comportement de notre méthodede résolution lorsque tous les solveurs sont couplés.La �gure 5.9 nous montre l'évolution de la surface libre et de la température à dif-férents instants. On aperçoit alors que le champ de température reste stable malgré lestourbillons engendrés par le remplissage. L'introduction du modèle de turbulence dansl'équation de la thermique permet de limiter les instabilités numériques. Un tel calcul di-verge immédiatement lorsque l'on essaie de le résoudre par simulation numérique directe.

Figure 5.9 � Remplissage et chau�age d'une cavitéCette nouvelle application permet également de présenter une façon originale d'intro-duire les conditions aux limites :� La cavité est entièrement fermée (u.n = 0 sur ∂Ω) ;



5.4. Applications numériques 131� Dans la zone d'injection initiale, on impose α > α0 pendant tout le temps duremplissage ;� Dans la zone d'injection initiale, on impose u = uimp pendant tout le temps duremplissage ;La �gure 5.10 montre comment l'écoulement se comporte dans ces conditions

Figure 5.10 � Champ de vitesse et interface dans la cavité



132 Chapitre 5. Résolution de la thermique turbulente5.5 ConclusionsNous avons montré dans ce chapitre comment écrire et discrétiser les équations de lathermique pour une résolution par éléments �nis. Nous avons ensuite montré commentla méthode de stabilisation Streamline Upwind Petrov Galerkin permet de stabiliser larésolution de la thermique à convection dominante. Nous avons également présenté uneméthode permettant de prendre en compte les chocs thermiques grâce à l'introductiond'un nouveau terme de stabilisation.L'utilisation d'une vitesse résultant d'un modèle de turbulence pour convecter la ther-mique implique également une modélisation supplémentaire. Celle-ci est faite par l'ajoutd'une conductivité turbulente, directement calculée en fonction de la viscosité turbulenteprésentée dans le chapitre précédent.Les di�érentes appllications numériques ont attesté la stabilité du solveur thermiquepour de simples cas de di�usion et de convection. L'application à la convection turbu-lente naturelle et forcée a également permis de valider le bon comportement du couplagethermique/turbulence. En�n, le cas du remplissage a élargi au cas d'un écoulement multi�uide turbulent, plus représentatif du procédé de fonderie.
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136 Chapitre 6. Résolution du changement de phase6.1 IntroductionLes premières publications sur le chagnement de phase remontent à Stefan (1891).C'est pourquoi la dénomination �Problème de Sefan� pour un problème de changement dephase est toujours utilisée même pour des formulations plus complètes et complexes que leproblème initial. Dans le problème de Stefan, le changement de phase est considéré commeune transformation isotherme instantanée. Depuis une vingtaine d'années, de multiplesméthodes numériques ont été proposées dans la littérature pour résoudre le problèmede Stefan [1, 3]. En général, ces méthodes cherchent à approcher la position du front desolidi�cation/fusion au cours du temps, et se divisent alors en deux catégories principales :� les méthodes à grille mobile ou déformable ;� les méthodes à grille �xe qui regroupent par exemple la méthode de la chaleurspéci�que équivalente, la méthode enthalpique et la méthode de la source de chaleur�ctive.6.1.1 Méthodes à grille mobileLes méthodes à maillage déformable se fondent sur la formulation classique de Stefandé�nie de la manière suivante :� dans le domaine occupé par la phase liquide l :
ρlcpl

∂T

∂t
−∇ · (λl∇T ) = 0 (6.1)� dans le domaine occupé par la phase solide s :

ρscps
∂T

∂t
−∇ · (λs∇T ) = 0 (6.2)� à l'interface solide/liquide Γ :

ρLfun = λs
∂T

∂n
− λl

∂T

∂n
(6.3)où n représente la normale à l'interface Γ et un la composante normale de la vitessede déplacement de l'interface.La formulation par éléments �nis d'un tel problème fait alors appel à des techniques demaillage adaptatif [6] a�n de faire coïncider l'interface avec le maillage du système.6.1.2 Méthodes à grille �xeLes méthodes à maillage �xe sont fondées sur une formulation enthalpique de l'équa-tion de conservation de l'énergie, et utilisent une fonction locale pour suivre le déplacementdu front de solidi�cation à travers le maillage statique.La méthode enthalpique est décrite en détails par Voller et al. [16] sous ses di�érentesformes. Voller a en outre écrit cette méthode dans sa forme la plus utilisée aujourd'hui[15].



6.1. Introduction 1376.1.2.1 Méthode de la chaleur spéci�que équivalenteLa formulation en capacité calori�que équivalente consiste à prendre en compte la cha-leur latente directement dans la capacité calori�que cp. Ainsi, si le chemin de solidi�cationn'est fonction que de la température, on peut formellement dé�nir une chaleur spéci�queéquivalente :
∂ρh

∂t
=

∂ρcT

∂t
+ ρL

∂fl

∂t
(6.4)

= ρc
∂T

∂t
+ ρL

∂fl

∂T

∂T

∂t
(6.5)Ici, la fonction di�érentielle ∂fl

∂T
ne dépend que du matériau considéré et est une variableconnue du problème. C'est une fonction δ(T ) de la température. On peut alors réécrire leproblème de la manière suivante :
∂ρh

∂t
= ρ(c + ceq)

∂T

∂t
(6.6)

ceq = L
∂fl(T )

∂T
(6.7)Le changement de phase est alors traité comme une non linéarité des propriétés phy-siques. Cependant, les variations brutales de chaleur spéci�que peuvent causer des di�-cultés numériques dans la résolution de l'équation de la chaleur.L'autre inconvénient de cette méthode est qu'elle est basée uniquement sur la tempéra-ture et ne permet donc pas de résoudre un changement de phase isotherme sans introduireune plage de température dans laquelle se fera la transformation. L'introduction d'unetelle plage implique une adaptation de maillage lorsque le gradient de température esttrop élevé pour assurer la conservation de l'énergie, et un domaine spatial trop étendulorsque le gradient de température est trop faible. De plus, la dépendance en températurene permet pas de prendre en compte le cas de la surfusion.6.1.2.2 Résolution en enthalpieUne méthode plus stable pour prendre en compte le changement de phase dans l'équa-tion de la thermique est de la résoudre en enthalpie :

{
ρ
∂h

∂t
+ ρu · ∇h−∇ · (λ∇T ) = 0

T = f(h)
(6.8)Une méthode de Newton Raphson est alors utilisée pour faire converger le système [4].L'avantage de cette méthode est qu'elle est beaucoup plus précise que la dernière,notamment au niveau de la conservation de l'énergie. Cependant, elle requiert plusieursitérations de Newton Raphson non linéaires. Le fait de conserver une dépendance despropriétés physiques uniquement en fonction de la température ne permet pas de se défairedes autres inconvénients de la précédente méthode.



138 Chapitre 6. Résolution du changement de phase6.1.2.3 Méthode de germination-croissanceLa méthode de germination-croissance est basée sur une approche Level-Set. L'inter-face liquide/solide est représentée par une fonction distance. De la même manière quedans la réalité, la solidi�cation/fonte ne peut se faire qu'à l'interface. Il est donc égale-ment nécessaire d'introduire un modèle de germination.Cette méthode requiert de pouvoir décrire correctement l'interface ainsi que son évolu-tion, il faut donc introduire une méthode de capture d'interface en plus de résoudre leséquations de la thermique. Pour de grands nombres de Stefan, l'évolution de la Level-Setde phase et de la thermique sont fortement liées. Néanmoins, l'avantage de cette méthodeest qu'elle permet de déterminer avec précision la position de l'interface. On peut ensuite,de la même manière que dans le chapitre 3, dé�nir une épaisseur d'interface de manièregéométrique. Cette méthode permet de simuler tout type de changement de phase, y com-pris isotherme, tout en conservant des tailles de grilles adaptées.C'est cette méthode que nous allons développer dans la suite de ce chapitre.



6.2. Traitement de l'interface solide/liquide 1396.2 Traitement de l'interface solide/liquide6.2.1 IntroductionLe traitement du changement de phase avec une fonction Level-Set combinée à uneloi de germination croissance est très largement utilisé dans la littérature pour simuler lacristallisation des métaux [18] et la croissance de grains [12, 14], mais elle peut égalementêtre élargie à l'échelle macroscopique [8].Dans le modèle de germination croissance, on considère que le changement de phase esttoujours réalisé au niveau d'une surface déjà existante. L'une ou l'autre des deux phasesvient alors à croître, ce qui peut être modélisé comme un déplacement de l'interfaceliquide/solide. Il est alors naturel de considérer une méthode de capture d'interface a�nde décrire la transformation. Comme toute fonction Level-Set, elle est transportée parl'équation de convection sur l'interface :
(

∂α

∂t
+ un · ∇α

)∣∣∣∣
Γ

= 0 (6.9)Une fois la fonction Level-Set de phase α calculée, on peut utiliser une loi de mélangetelle que décrite dans le chapitre 3.5 a�n de dé�nir les propriétés physiques de chaquephase.La seconde étape est de dé�nir la vitesse de convection de l'interface solide/liquide.Celle-ci peut être déterminée par la thermique ainsi que d'autres paramètres tels que lagéométrie de l'interface, la présence et la concentration en solutés pour les matériaux nonpurs, etc.. Nous étudierons dans ce chapitre les di�érentes lois dé�nies dans la littératureet nous verrons laquelle est la plus adaptée à notre problème. Nous ne traiterons cependantpas du problème de germination, qui est plus relatif au problème de croissance de grains ;en e�et dans notre cas la germination sera donnée par la frontière des domaines considérés.6.2.2 Equation de Gibbs-ThomsonLa forme la plus utilisée pour le calcul de la vitesse de croissance est la relation deGibbs-Thomson [2]. Cette relation, particulièrement étudiée pour la croissance dendritique[13], exprime la vitesse de croissance en fonction de la température, mais aussi du rayonde courbure de l'interface :
∂α

∂t
+ un.∇α = 0 (6.10)avec :

un|Γ = µk(Tf − TI − Γκ)∇α (6.11)



140 Chapitre 6. Résolution du changement de phase

Figure 6.1 � Exemple d'application du modèle germination/croisssance pour la croissancedendritique de grains [13]où Tf est la température de fusion, TI est le champ de température à l'interface, κla courbure d'interface, µk ' 2.10−5m/sK est le coe�cient cinétique de croissance,
Γ ' 2.10−7mK est le coe�cient de Gibbs-Thomson. α est considéré comme une fonc-tion distance proche de l'interface, soit |∇α| = 1Pour l'ensemble de nos calculs, la taille de maille est de l'ordre du millimètre, nous nepouvons donc pas capter de rayon de courbure inférieur au millimètre, soit κ < 103m−1,et Γκ < 10−2K, ce qui est négligeable face aux variations de température observées ; ceterme est donc négligé par la suite. La vitesse de croissance est donc réduite à la formesuivante :

un|Γ = µk(Tf − TI)∇α (6.12)La vitesse de croissance est ainsi calculée en tout point de l'interface. On peut extra-poler cette relation en tout point du domaine Ω :
un|Γ = µk(Tf − T )∇α (6.13)Cependant, pour plus de précision, nous décidons d'utiliser une interpolation de la tem-pérature à l'interface [13] :
TI = T − (∇α · ∇T )α (6.14)Cette formulation permet d'obtenir une vitesse de croissance plus régulière près de l'in-terface, ce qui améliore la stabilité du transport par Level-Set, en particulier lorsque ladistance entre l'interface liquide/solide et l'isosurface Tf du champ de température estinférieure à la taille de maille.



6.2. Traitement de l'interface solide/liquide 1416.2.3 Applications numériques6.2.3.1 Croissance d'une bouleNous nous intéressons maintenant à la croissance d'une boule liquide dans un environ-nement solide (�gure 6.2).� dimension de la cavité : l = 0.1m� rayon de la partie liquide initiale : R = 0.05m� température de fusion : Tf = 0�C� température imposée : TI = 10�C� maillage isotrope homogène à 4 000 éléments� coe�cient cinétique µk = 2.10−5m/sK� pas de temps ∆t = 1s

Figure 6.2 � Croissance d'une bouleDans cet exemple, la température est imposée �xe dans tout le domaine. La vitessede croissance est donc constante égale à vm = 5.104. Il faut théoriquement 250s pour quela frontière liquide atteigne un rayon de 0.1m.Lors de la simulation, l'isosurface α = 0 touche le bord de la cavité au 250eme incrément,ce qui correspond à la théorie. L'interface reste bien circulaire.
6.2.3.2 Interpolation au niveau macroscopiqueLa formulation de Gibbs-Thomson étant correcte à l'échelle dendritique, il devientimpossible de l'utiliser à l'échelle macroscopique, notamment compte tenu du terme relié



142 Chapitre 6. Résolution du changement de phaseà la courbure. Certains auteurs se sont donc intéressés à généraliser cette formulation auniveau macroscopique [8, 10, 11], On peut alors retenir la forme générale :
vn = A(Tf − T )b (6.15)où A et b sont deux constantes à déterminer en fonction du matériau.Ce type de modèle est notamment très utilisé pour déterminer l'évolution et la formedes grains lors de la solidi�cation des métaux. Nous nous intéresserons cependant uni-quement à ce que l'interface liquide-solide suive de manière très proche l'isosurface de latempérature de fusion, sans aucune considération de croissance de grain. Ainsi, a�n deramener l'échelle d'évolution du changement de phase à l'ordre de l'évolution mécaniqueet de la thermique, nous allons dé�nir notre propre loi selon la formule suivante :

vn = vmax
n tanh

(
Tf − T

∆T

) (6.16)où vmax
n est la vitesse de troncature, de l'ordre de la vitesse caractéristique du système, ∆Test un intervalle nominal de température dépendant du problème considéré, idéalementlégèrement inférieur à l'écart de température caractéristique du système.Cette forme de loi d'évolution permet d'être appliquée à tout type de système, quelque soit son échelle. Pour des températures proches du point de fusion, on retrouve laforme dé�nie par l'équation (6.15) ; lorsque les températures s'éloignent trop du point defusion, on tronque la vitesse de croissance à la valeur vmax

n a�n de limiter les divergencespossibles.6.2.3.3 Application numérique avec convection naturelleNous allons maintenant intégrer la croissance de phase aux équations de la thermiqueet de la mécanique.On s'intéresse à une cavité bidimensionnelle de 20 cm de côté ayant pour centre l'originedu repère, remplie d'eau et à une température initiale T0 = 20�C. On initialise le domainesolide pour y > 7.5cm, puis on applique une température Tf = −50�C sur la partiesupérieure de la cavité. Les données du problème sont les suivantes :� température de fusion : 0�C� chaleur latente de fusion : 0 J.m−3� capacité calori�que du liquide : 2.106 J.m−3.K−1� capacité calori�que du solide : 2.106 J.m−3.K−1� conductivité thermique du liquide : 2 W.m−1.K−1� conductivité thermique du solide : 2 W.m−1.K−1� masse volumique du liquide : 1 000 kg.m−3� masse volumique du solide : 1 000 kg.m−3� viscosité dynamique du liquide : 10−3 Pa.s



6.2. Traitement de l'interface solide/liquide 143� viscosité dynamique du solide : 106 Pa.s� pas de temps : min
(
5 s, max(vn)

2h

)� vitesse de croissance maximale : vmax
n = 5.10−4m/s� ∆T = 10�C� ρ = ρ0(1− χT ) ; χ = 2, 6.10−4La simulation est lancée sur un maillage isotrope homogène à 500 éléments, pour unetaille de maille h = 0.015m.

Figure 6.3 � Évolution du champ de température dans la cavité et interface liquide-solidepour t = 1 000 sLa �gure 6.3 représente l'évolution du champ de température dans le volume de lacavité, ainsi que l'isovaleur 0 du champ de température et l'interface liquide-solide. Onremarque que les deux isosurfaces sont quasiment confondues.6.2.4 Calcul dynamique du coe�cient cinétiqueDans ce paragraphe, nous présentons une méthode de calcul locale et dynamique ducoe�cient cinétique de changement de phase. Cette méthode permet d'optimiser le tempsde calcul en diminuant les vitesses de croissance données par l'équation (6.16). En e�et,pour des changements de phase relativement lents, on peut avoir des vitesses de croissancelocales bien supérieures à l'évolution réelle de l'interface ainsi que par rapport aux vitessesen présence dans l'écoulement.6.2.4.1 Calcul de la vitesse d'avancée du front de températureOn pose Γ0(t) = {x ∈ Ω; T (x, t) = 0} l'isosurface de température nulle, on va établirà quelle vitesse Γ0 se déplace :Au temps t + ∆t, on cherche ∆x tel que :
T (x + ∆x, t + ∆t) = T (x, t) = 0 (6.17)



144 Chapitre 6. Résolution du changement de phaseOn peut réaliser un développement limité :
∇T∆x + Ṫ∆t = 0 (6.18)On recherche maintenant le déplacement ∆l qu'à e�ectué l'isosurface le long de sa normale

∆x = ∆l
∇T

|∇T | :
∆l |∇T |+ Ṫ∆t = 0 (6.19)La vitesse d'évolution peut donc être approchée :

∆l

∆t
= − Ṫ

|∇T | (6.20)
v = −Ṫ

∇T

|∇T |2
(6.21)6.2.4.2 Calcul de l'avancée du front de solidi�cationOn pose Γ1(t) = {x ∈ Ω; α(x, t) = 0} l'isosurface de Level-Set nulle. On dé�nitégalement T1(x) comme la température du point y le plus proche de x sur Γ1(t), cettetempérature peut être approchée par l'équation (6.14). :

T1(x) = T (y) = T (x) +∇T (y − x) (6.22)
y = x− α∇α + O(α2) (6.23)

T1(x) = T (x)− α∇T∇α (6.24)la vitesse de croissance est la suivante :
v = c(T1 − Tf) (6.25)soit :

v = cT1 (6.26)Si les deux fronts sont assez proches, on peut supposer que ceux-ci avancent de manièreparallèle, c'est-à-dire :
∇T

|∇T | = ∇α (6.27)Pour que les deux fronts avancent à la même vitesse, on reprend les équations (6.21)et (6.26) :
c = − 1

|∇T |
Ṫ

T1
(6.28)



6.3. Thermique et changement de phase 145On peut alors redé�nir la vitesse de croissance de manière dynamique en dé�nissant unécart T 0
1 toléré entre la température d'interface et la température de fusion :

vn = c(T 0
1 )∆Ttanh

(
Tf − T

∆T

) (6.29)
c = − 1

|∇T |

∣∣∣Ṫ
∣∣∣

T 0
1

(6.30)6.2.4.3 Application numériqueNous allons maintenant appliquer notre méthode dynamique au cas présenté dans leparagraphe 6.2.3.3. La �gure 6.4 nous montre l'évolution du champ de température et de

Figure 6.4 � Évolution du champ de température et interface liquide-solide pour t =
1 000 s avec calcul dynamique du coe�cient dynamiquel'interface liquide-solide. On a choisi dans ce cas ∆T = 5�C et T 0

1 = 0.2�C6.3 Thermique et changement de phaseOn rappelle que l'équation de la thermique s'écrit de la manière suivante :
dh

dt
= ∇ · (λ∇T ) (6.31)où h est l'enthalpie, dé�nie de la manière suivante :

h = h0 + ρcp(T − Tf) + ρLff
l (6.32)



146 Chapitre 6. Résolution du changement de phaseoù Lf est la chaleur latente de fusion et f l est la fraction liquide. Dans le cadre d'uneapproche level-set, cette dernière est dé�nie comme la fonction de heavyside régularisée
H(α) associée à la fonction level-set α.On peut dé�nir le nombre adimensionnel de Stefan Ste qui caractérise l'importancede la chaleur latente dans le problème :

Ste =
cp(T − Tf )

Lf

(6.33)� Si Ste >> 1, la chaleur latente est négligeable face aux autre échanges d'énergie dusystème, il n'est pas nécessaire de l'introduire dans le calcul.� Si Ste << 1, la chaleur latente est très importante, mais on ne peut pas négliger lesautres phénomènes tels que la convection et la di�usion.6.3.1 ÉquationsL'équation de la thermique peut être réécrite de la manière suivante :
ρcp

dT

dt
= ∇ · (λ∇T )− Lf

dH(α)

dt
(6.34)De la même manière que (3.41) On peut dé�nir la fraction liquide à partir de la fonction

α et d'une épaisseur de changement de phase E, constante ou dépendant de la taille demaille, à la manière de (3.44) :
H(α) =





0 si α < −E
1
2

(
1 + sin

(
πα
2E

)) si −E < α < E
1 si α > E

(6.35)La variation de H étant grande d'un élément à un autre, on décide de calculer dH

dt
enfonction de α :

dH

dt
=

dH

dα

dα

dt
(6.36)

dH

dt
= δ(α)

dα

dt
(6.37)avec :

δ(α) =





0 si α < −E
π

2E
cos
(

πα
2E

) si −E < α < E

0 si α > E

(6.38)



6.3. Thermique et changement de phase 147d'où la nouvelle équation de la thermique :
ρcp

(
∂T

∂t
+ v · ∇T

)
−∇ · (λ∇T ) = Lfδ(α)

dα

dt
(6.39)On remarque dans cette nouvelle forme de l'équation de la thermique que l'épaisseurde changement de phase E a une grande importance. La première contrainte évidente estque celle-ci doit être plus grande qu'une taille de maille a�n de ne pas introduire tropd'erreur de discrétisation. Si sa valeur est trop grande, on di�use le transfert de chaleurentre les deux phases sur une zone très large, ce qui n'est pas du tout représentatif de latransformation. Cependant, une épaisseur très �ne augmente localement le terme sourceintroduit, ce qui peut dans certains cas introduire une divergence des calculs. Pour la suitede nos calculs, nous retiendrons la valeur E = 2h.6.3.2 application numériqueOn reprend la géométrie du cas développé précédemment dans le paragraphe 6.2.3.1en modi�ant les paramètres suivants :� température initiale : T0 = 10�C� chaleur latente de fusion : Lf = 2.107J.m−3� capacité calori�que : 4.106J.m−3.K−1� conductivité thermique : λ = 2W.m−1.K−1� pas de temps ∆t = 5sL'équation de la thermique est cette fois résolue. on introduit le terme Lf

df l

dt
commeterme source, les frontières du domaine sont adiabatiques.La �gure 6.5 représente l'évolution de la température à di�érents instants. Le systèmese stabilise à T∞ = 6.01�C.À t = 0s, on peut calculer l'énergie thermique E(t = 0) contenue dans le système :

E(t = 0) =

∫

Ω

h(t = 0s)dV = ρcpT0l
2 + πR2Lf (6.40)À t →∞, on a :

E(t →∞) =

∫

Ω

h(t →∞)dV = ρcpT∞l2 + l2Lf (6.41)L'enceinte étant adiabatique, on peut écrire la conservation de l'énergie :
E(t = 0) = E(t →∞) (6.42)∫

Ω

h(t →∞)dV =

∫

Ω

h(t = 0s)dV (6.43)
ρcpT0l

2 + πR2Lf = ρcpT∞l2 + l2Lf (6.44)
T∞ = T0 + (π

R2

l2
− 1)

Lf

ρcp

(6.45)
T∞ = 5.98�C (6.46)
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Figure 6.5 � Champ de température à t = 50s, 100s, 200s, 400s, 800s



6.3. Thermique et changement de phase 149On obtient donc une erreur inférieure à 1% sur la di�érence de température prédite T0 −
T∞.



150 Chapitre 6. Résolution du changement de phase6.4 Applications numériques6.4.1 Solidi�cation dans un coinDans ce paragraphe, nous allons nous intéresser au cas de solidi�cation dans un coin,dont les résultats analytiques sont disponibles dans [7]. Ce cas ne fait intervenir que leséquations de la thermique et du changement de phase.Le domaine est une cavité carrée 1 m de côté, initialement à une température de 0.3�C.A l'instant initial, on impose une température de −1�C sur la partie inférieure ainsi quesur la partie gauche. Les données du matériau sont les suivantes :� ρc = 1 J.K−1.m−3 ;� λ = 1 W.m−1.K−1 ;� Lf = 0.25 J.m−3Le nombre de Stefan de la transformation vaut donc Ste = 4, ce qui représente uneimportance modérée de la chaleur latente. Pour ce calcul, nous utilisons la dé�nitiondynamique du coe�cient cinétique. Le maillage utilisé est �xe isotrope homogène, et estconstitué de 5 000 n÷uds.

Figure 6.6 � Isosurface pour t = 0.01 sLa �gure 6.6 compare notre résultat aux résultats analytiques. On remarque la bonnecorrélation entre nos résultats et la théorie, à l'erreur d'interpolation près.Cette simulation permet également de valider le calcul dynamique du coe�cient cinétiquepour un calcul simple avec prise en compte de la chaleur latente, ceci permet en e�etd'optimiser localement paramètres d'évolution a�n de limiter le coût de calcul.



6.4. Applications numériques 1516.4.2 Solidi�cation de l'étainOn s'intéresse dans ce paragraphe à un cas de solidi�cation classique de la littérature[17]. De l'étain liquide est placé dans une cavité 8.89 × 6.66× 12.6 cm ; compte tenu dela symétrie du problème, on se ramène à une cavité bidimensionnelle de 8.89 cm de largesur 6.66 cm de haut. La paroi de droite est maintenue à une température inférieure à latempérature de fusion tandis que la paroi de gauche est maintenue à une température audessus de la température de fusion, comme le présente la �gure 6.7. Le mouvement deconvection naturelle est entretenu par le maintien de la paroi de gauche à une températureconstante, au dessus de la température de fusion.
SolideLiquide Td

Tg

Tf

Adiabatique

AdiabatiqueFigure 6.7 � Conditions aux limites du problèmeA l'instant initial, l'étain est à la même température que la paroi de gauche, on adonc :� Tg = 233�C ;� Tf = 231.9�C ;� Td = 229�C ;� T (t = 0) = Tg = 233�C.Les données physiques sont présentées table 6.1 [9] :Symbole ρ k cp µ Tf β LfUnité kg/m3 W/mK J/kgK Pa.s �C 1/K J/kgSolide 7 300 56.5 255.0 231.9 1.06 10−4 5.9 104Liquide 7 300 32.6 255.0 3.77 10−3Table 6.1 � Données physiques de l'étain [9]Le nombre de Stefan de la transformation vaut Ste = 1.32 10−2, ce qui correspondà une très grande importance de la chaleur latente. Nous avons lancé la simulation sur



152 Chapitre 6. Résolution du changement de phaseun maillage �xe isotrope homogène de 3 400 n÷uds, avec un coe�cient cinétique de 5.10−4.La �gure 6.8 présente le champ de température ainsi que la position de l'interfaceliquide/solide pour di�érents instants donnés. On remarque que la convection naturellefait que l'interface n'avance pas de manière homogène.Dans la �gure 6.9, on compare nos résultats aux résultats expérimentaux de [17] et àdi�érents résultats numériques de la littérature [5]. Nos résultats sont en bonne adéqua-tion avec les résultats expérimentaux ainsi que les autres résultats numériques. Ce résultatpour un nombre de Stefan très faible permet d'abord de valider le modèle de croissance,et il permet aussi de valider la bonne conservation de l'énergie. Il convient maintenantde valider le comportement de notre modèle de croissance au sein d'un écoulement mul-tiphasique turbulent.6.4.3 Calcul triphasique avec solide mobileDans ce paragraphe, nous allons intégrer le changement de phase dans un calcul tri-phasique gaz/liquide/solide turbulent.6.4.3.1 Calcul 2DLe domaine de calcul est une cavité de 0.1× 0.2 m2, initialement remplie d'une petitequantité d'eau avec la présence d'un glaçon.Initialement, la température de l'eau est de 20�C, la température du glaçon est de −50�C,jusque t = 1 s, on injecte de l'eau à une température de 50�C et à une vitesse de 0.3 m.s−1,la température de la paroi inférieure est imposée à 50�C durant tout le calcul.Calcul sans chaleur latenteOn se propose dans un premier temps de résoudre le calcul en ne prenant pas en compte lachaleur latente. La �gure 6.10 représente le champ de température ainsi que les interfaceseau liquide/glace et eau/air pour di�érents instants donnés.On retrouve les tourbillons dus à la turbulence déjà présents dans le calcul du chapitreprécédent (5).on remarque également que l'intégration du changement de phase se faitsans soucis dans le calcul turbulent. Le glaçon est totalement fondu au bout de 6 s.L'utilisation d'une fonction Level-Set de phase permet de dé�nir les di�érents do-maines et lois de mélange grâce aux fonctions Heavyside présentées dans le chapitre 3.5,au paragraphe 3.3.1.1.L'intégration de la vitesse de croissance dans l'équation de transport de la level-setde phase permet de résoudre simultanément et de manière e�cace le transport et le
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Figure 6.8 � Champ de température pour t = 594 s, 1 904 s, 6 825 s
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Figure 6.9 � Position de l'interface à di�érents instants, comparaison avec [5] (les réfé-rences sont telles que présentées dans l'article)
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Figure 6.10 � Évolution des interfaces et du champ de température pour t = 0 s, t = 1 s,
t = 2 s, t = 4 s, t = 6 s,



156 Chapitre 6. Résolution du changement de phasechangement de phase. La vitesse de convection �nale Vl−s devient la suivante :
Vl−s = v + vn (6.47)où v est le champ de vitesse obtenu par les équations de Navier-Stokes et vn est la vitessede croissance obtenu par l'équation 6.16.Cette application permet également de se rendre compte de la capacité de l'approchemonolithique développée dans le chapitre 3.5 à représenter di�érentes phases solide-liquide-gazeuse de manière naturelle grâce à l'utilisation de plusieurs Level-Sets sur unmaillage �xe. Le solide est immergé dans le solveur �uide en lui �xant une viscosité trèsélevée (103Pa.s), a�n d'assurer une déformation minimale, il peut ainsi se mouvoir li-brement dans tout le domaine. L'intégration du solide dans le solveur thermique se faitégalement de la même manière que pour les �uides.Calcul avec chaleur latenteOn reprend le calcul précédent en intégrant le calcul de la chaleur latente, le nombre deStefan est de l'ordre de 1 dans notre cas.La partie délicate du calcul réside dans le fait de calculer le terme advectif v · ∇αde la dérivée dα

dt
dans l'équation (6.39). En e�et, le gradient ∇α de la fonction level-setlinéaire par élément devient constant par élément, soit d'un ordre di�érent de la vitesse

v. La première solution, la plus précise, consiste à projeter cette dernière dans l'espacedes fonctions continues par élément ; cette solution nécessite cependant de projeter éga-lement le terme δ(α), perdant ainsi beaucoup de précision sur ce terme très abrupte, etne béné�cie pas de la stabilisation du terme source optimale de notre solveur thermique.Nous avons donc décidé de projeter le terme ∇T dans l'espace des fonctions continueslinéaires par élément, puis de l'assembler avec les autres termes δ(α) et v linéaires.Les �gures 6.11 et 6.12 comparent les résultats obtenus avec ceux du paragrapheprécédent. On remarque que le terme source introduit dans l'équation de la chaleur latenteralentit considérablement la fonte du glaçon, en e�et dans ce dernier calcul, le glaçon met
35 s à fondre complètement. Ce retard est l'e�et attendu par l'intégration de la chaleurlatente.6.4.3.2 Calcul 3DOn s'intéresse dans ce cas à une cavité tridimensionnelle de dimensions 0.1 × 0.1 ×
0.2 m3, initialement remplie d'une petite quantité d'eau avec la présence d'un glaçon. Latempérature initiale du système est de 20�C, on injecte pendant 3 s de l'eau à 20�C pourune vitesse de 0.3m.s−1. Le glaçon a une température initiale de −50�C.
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Figure 6.11 � Comparaison de l'évolution des interfaces et du champ de températurepour t = 0 s, t = 1 s, t = 4 s pour le calcul sans chaleur latente (gauche) est avec chaleurlatente (droite)
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Figure 6.12 � Comparaison de l'évolution des interfaces et du champ de températurepour t = 15 s, t = 35 s pour le calcul sans chaleur latente (gauche) est avec chaleurlatente (droite)



6.4. Applications numériques 159Calcul sans chaleur latenteOn se propose dans un premier temps de résoudre le système sans prendre en compte lachaleur latente.

Figure 6.13 � Évolution des interfaces pour t = 0 s, t = 1 s, t = 2 s, t = 3 s, t = 4 s -Calcul sans chaleur latenteLa �gure 6.13 montre l'évolution de l'interface eau/glace et de l'interface eau/air.De même que pour le calcul précédent, l'intégration du changement de phase dans uncalcul turbulent tridimensionnel se fait de manière naturelle. Le glaçon peut se mouvoirlibrement dans la cavité, entraîné par le jet d'eau, puis fond progressivement. On notecependant que du à l'absence de chaleur latente, le changement de phase se fait d'unemanière très rapide par rapport à la réalité : le glaçon gagne légèrement en volume, ce quimontre la réversibilité de notre méthode, puis disparaît quasiment totalement au bout d'àpeine 4 s.



160 Chapitre 6. Résolution du changement de phaseCalcul avec chaleur latenteOn réalise le même calcul en introduisant la chaleur latente. La �gure 6.14 présente lesrésultats pour les mêmes instants que le calcul précédent. On remarque que, bien qu'onn'aperçoive pas de grands changements pour la phase de remplissage, le glaçon a à peinediminué pour t = 4 s alors qu'il est quasiment disparu pour la simulation di�érente.

Figure 6.14 � Évolution des interfaces pour t = 0 s, t = 1 s, t = 2 s, t = 3 s, t = 4 s -Calcul avec chaleur latenteCette dernière application permet de valider le couplage entre tous les solveurs de cemanuscrit et montre qu'il est possible et e�cace de combiner :� solveur Navier-Stokes avec approche Variational Multi Scales ;� approche monolithique avec immersion de domaines gaz/liquide/solide ;� méthode level-set pour le transport de l'interface entre deux �uides ;� modèle de turbulence Large Eddy Simulation de type Smagorinsky dynamique ;� solveur de convection di�usion thermique stabilisé ;



6.5. Conclusion 161� couplage turbulence - thermique ;� modèle de croissance avec fonction level-set pour le changement de phase ;� introduction de la chaleur latente en tant que terme source dans l'équation de lathermique.L'ensemble de ces solveurs constitue la base solide d'une simulation de remplissage tur-bulent avec changement de phase.6.5 ConclusionNous avons développé dans ce chapitre une méthode novatrice permettant de repré-senter l'évolution de la solidi�cation/fusion d'un matériau grâce à une approche level-set.Cette méthode est basée sur un modèle de germination-croissance porté à l'échelle ma-croscopique, dont les paramètres de croissance sont calculés en fonction des grandeursphysiques du système (températures et vitesses). Ceci a pour avantage d'optimiser la des-cription de la transformation en restant dans des échelles de vitesse et de températureraisonnables.L'intégration du saut d'énergie lié à la chaleur latente se fait grâce à l'ajout d'un termesource dans l'équation de la thermique. Ce terme source est calculé uniquement avec lavariation de la fonction level-set de phase, ce qui le rend plus conservatif que s'il étaitcalculé à partir de la variation d'une fonction heavyside régularisée, moins régulière.Les di�érentes applications numériques ont pu valider la bonne conservation de notreméthode, et attester le couplage avec les équations du mouvement et de la thermiquedéveloppées dans les chapitres précédents.Nous avons également pu tester l'intégration d'un solide mobile avec changement de phasedans l'approche monolithique avec turbulence. Cette dernière application nous a permisde valider la robustesse du couplage de toutes les équations pour un cas bidimensionnelainsi qu'un cas tridimensionnel.
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166 Chapitre 7. Conclusion et Perspectives7.1 ConclusionsNous avons développé tout au long de ce manuscrit une méthode eulérienne complètepermettant de simuler par éléments �nis le remplissage turbulent d'une cavité par un �uidenewtonien à changement de phase. La construction de cette méthode a nécessité le dé-veloppement et la validation de nombreux outils numériques dont le détail des étapes suit.Dans un premier temps, nous avons montré comment développer la base de toute si-mulation d'écoulement de �uides, c'est à dire le solveur des équations de Navier Stokes.Après avoir explicité la formulation variationnelle ainsi que la discrétisation numériquedu problème, nous avons présenté une première approche permettant de stabiliser le ca-ractère hyperbolique de l'équation. Cette formulation P1+/P1, qui véri�e la conditionde stabilité de Brezzi-Bbu²ka, ne permet de représenter que des nombres de Reynoldsmodérés. Nous avons alors choisi d'introduire une résolution avec une approche de typeVariational-Multi-Scale, présentant l'avantage de modéliser plus �nement les écoulementsmodérément perturbés.L'application numérique présentée permet de montrer la robustesse de la méthode VMSqui permet de représenter une large gamme de nombres de Reynolds. Celle-ci commence àprésenter des écarts pour un nombre de Reynolds Re = 12 000, limite au delà de laquelleil est judicieurx d'utiliser un modèle de turbulence.La prise en compte des di�érents domaines en présence (solides, liquides ou gazeux) sefait grâce à une approche monolithique. Cette approche, couplée à une méthode level-set,permet d'utiliser une unique fois par incrément les solveurs de l'écoulement (Navier-Stokeset thermique). La résolution se fait par immersion de domaines sur un seul maillage. Cetteméthode a pour avantage de s'a�ranchir des étapes de remaillage des domaines ou de priseen compte des contacts et des recouvrements, relativement complexes à mettre en ÷uvreet coûteuses en temps de calcul.Notre méthode de capture d'interface est quant à elle basée sur une approche level-set. Lafonction distance associée permet de dé�nir de manière simple et régulière les di�érentestransitions et lois de surface entre les di�érentes phases. Son caractère local permet deréduire le temps de calcul et d'optimiser les conditions aux limites, tandis que la combi-naison de l'équation de transport avec l'équation de réinitialisation permet de conserverla forme caractéristique de la fonction sans équation supplémentaire.Les di�érentes applications numériques ont pu valider le comportement de notre méthode,le cas de l'écroulement de barrage a également pu montrer la capacité du solveur Navier-Stokes à représenter des écoulement relativement perturbés.Nous avons également fait le tour des méthodes de modélisation de la turbulence, nousavons opté pour une méthode de type Large Eddy Simulations, plus pratique et moins dis-sipative que les méthodes de type Reynolds Average Navier Stokes. Le modèle dynamiquede Smagorinsky utilisé permet de décrire de manière optimale les caractéristiques de la



7.2. Perspectives 167turbulence sans paramètre supplémentaire nécessaire. Le cas test de l'écroulement de bar-rage a pu montrer que le modèle de turbulence, associé au solveur de Navier-Stokes VMS,n'introduit pas d'erreur supplémentaire malgré la viscosité élevée ajoutée. La conceptiond'une maquette à eau a permis de créer un cas de référence d'écoulement tridimensionnelturbulent. La comparaison aux résultats expérimentaux a également validé le bon choixdu modèle de turbulence et les conditions aux limites à utiliser.Une autre étape importante est la résolution des équations de la thermique. La modéli-sation d'un écoulement à convection dominante nécessite une stabilisation de type SUPG,que nous avons également enrichi d'une prise en compte des chocs thermiques. Cette mé-thode s'est révélée assez robuste pour simuler des écoulements relativement perturbés. Dela même manière que pour les équations de l'écoulement, l'approche monolithique permetd'immerger di�érents domaines (gazeux/liquides/solides) sur un seul maillage et ne résoutqu'une seule fois l'équation de la thermique par pas de temps. L'utilisation d'une vitesseobtenue par un modèle de turbulence en tant que vitesse de convection nécessite l'intro-duction d'un nouveau terme de di�usion dans l'équation de la thermique, directementproportionnel à la viscosité turbulente introduite précédemment. Le solveur ainsi obtenua permis de faire une première simulation concluante de remplissage turbulent avec priseen compte des équations de la thermique.En�n, nous avons introduit une méthode novatrice de prise en compte de la solidi�ca-tion. Cette méthode, basée sur un modèle de germination croissance, décrit chaque phaseen présence par une fonction level-set associée à un champ de vitesse de croissance. Lesparamètres d'évolution de chaque phase sont calculés en fonction des grandeurs caracté-ristiques de l'écoulement, ce qui permet de se placer dans une même échelle de temps.L'utilisation d'une fonction level-set a pour avantage d'introduire naturellement le change-ment de phase dans le modèle monolithique, elle permet également de dé�nir une épaisseurde changement de phase sur laquelle est répartie la chaleur latente de transformation. Lesdi�érentes applications numériques ont validé chaque étape de l'intégration du change-ment de phase. Nous avons en�n montré par la dernière simulation que la combinaisonde toutes les méthodes étudiées au cours de ce document permettait d'obtenir un code desimulation robuste et complet.7.2 PerspectivesNous avons étudié dans ce manuscrit une méthode robuste et e�cace permettant de si-muler des écoulements à haut nombre de Reynolds avec changement de phase. Cependant,la turbulence nécessite une description très �ne des interfaces �uides et la description duchangement de phase nécessite la même description pour les interfaces associées. L'uti-lisation de maillages �xes requiert par conséquent un nombre d'éléments très élevé (del'ordre de plusieurs millions), ce qui donne au �nal des temps de calcul conséquents. Le



168 Chapitre 7. Conclusion et Perspectivesremplissage en fonderie de pièces de plusieurs dizaines de tonnes pouvant durer quelquesdizaines de minutes, le nombre d'incréments nécessaires pour la simulation est d'autantplus grand, d'où la nécessité de limiter au maximum les degrés de liberté.Les technologies d'adaptation de maillage à l'aide d'estimateurs d'erreur sont une solutionintéressante pour localiser le ra�nement là où il est le plus nécessaire. L'introduction denotre modèle de turbulence dans le code de simulation Rem3D, utilisant l'adaptation demaillage anisotrope développé dans les thèses de Gruau [2] et Zerguine [3] et un pas detemps adaptatif optimisé pour le transport de la level-set a ainsi permis de réaliser lasimulation présentée �gure 7.1. Nous avons pour cela repris la simulation du chapitre 4appliquée aux paramètres physiques de l'acier en fusion (ρ = 8 000kg/m3, η = 10−3Pa.s).Le temps de calcul correspondant a été de 15h sur 6 processeurs pour 6s de simulation.Nous nous sommes également intéressés à un cas de validation industriel, plus repré-sentatif de la réalité. La �gure 7.2 présente ainsi les résultats de simulation de remplissageisotherme en source d'un lingot d'acier de 60 tonnes. Les paramètres physiques sont lesmêmes que pour le cas précédent. On peut également avoir un aperçu du maillage adaptéà l'instant t = 60s sur la �gure 7.3Nous avons également montré qu'il était possible de simuler une ou plusieurs phasessolides grâce à notre approche monolithique. Cependant, bien que cette intégration sefasse de la même manière que pour les phases �uides dans le solveur thermique, nousl'avons introduite dans le solveur Navier Stokes en �xant une viscosité très élevée. Cetteviscosité ne pouvant pas être trop élevée pour des raisons de conditionnement de matrice,elle se révèle inexacte pour simuler des solides indéformables ou non visqueux.Il existe pour cela des techniques dites d'�interaction �uide-structure� [1] permettant desimuler les di�érents types de phase au sein d'un même solveur, en respectant l'approchemonolithique.
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Figure 7.1 � Remplissage turbulent avec adaptation de maillage (t =
0.3s − 0.65s − 1s − 2s − 4s − 6s)
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Figure 7.2 � Remplissage d'un lingot de 60 tonnes avec adaptation de maillage t =
3.5s − 14.5s − 42s − 200s

Figure 7.3 � Maillage du lingot pour t = 60s
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Éléments Finis Stabilisés Pour le Remplissage en Fonderie à Haut Reynolds

Résumé : L’objectif de cette thèse est de développer un code de simulation complet pour le remplis-
sage en fonderie de pièces de grandes dimensions (jusqu’à plusieurs mètres). Ce type de procédé fait
entrer en jeu de nombreux phénomènes physiques couplés, nécessitant des méthodes numériques
adaptées. La faible viscosité du métal liquide (de l’ordre de 10−6 m2/s) requiert l’emploi d’un modèle
de turbulence basé sur un solveur Navier Stokes stabilisé et une méthode de suivi/capture d’inter-
face. Nous avons pour cela choisi un approche stabilisée de type Variational Multi Scales (VMS), qui
s’est révélée efficace pour simuler des nombres de Reynolds modérés, alliée à une méthode level-set
permettant de déterminer de manière précise et à tout moment la position de l’interface liquide/air.
La turbulence est quant à elle prise en compte grâce à un modèle dynamique de type Large Eddy
Simulations (L.E.S.), ne faisant pas apparaître de paramètre empirique. Chacune de ces méthodes
numériques a été confrontée à des résultats expérimentaux, numériques ou analytiques. Nous avons
également conçu notre propre maquette expérimentale de remplissage d’eau, afin de valider le cou-
plage des solveurs pour un cas représentatif. Une autre caractéristique de ces procédés à durée re-
lativement longue (jusqu’à plusieurs dizaines de minutes) est l’importance des transferts thermiques,
pouvant mener à la solidification du métal en cours de remplissage. Il convient donc de développer
une méthode de résolution stabilisée de la thermique avec convection dominante. Cette méthode
doit prendre en compte les variables turbulentes introduites précédemment. Enfin, nous proposons
une méthode innovante pour simuler le changement de phase, basée sur une approche germina-
tion/croissance avec fonction level-set. L’application de toutes ces méthodes au cas du remplissage
avec glaçon mobile a enfin permis de valider la robustesse numérique de notre code et le bon cou-
plage de ses différentes entités.
Mots clés : Navier Stokes, Méthode Éléments Finis Stabilisés, Level-Set, Large Eddy Simulations,
Changement de Phase

Stabilised Finite Elements For High Reynolds Metal Casting

Abstract: The main objective of this thesis is to develop a complete simulation code for large pieces
(up to several meters) metal casting. This kind of processes reveals several coupled physical phe-
nomena and needs adapted numerical methods. Molten metal has usually a low viscosity (around
10-6 m2/s) hence in order to simulate the filling process the use of a turbulence model is required.
At the same time, the liquid/air interface must be tracked along with the numerical simulation. In the
first part of this work, a stabilized finite element method base on the Variational MultiScale approach
(VMS) required for computing the incompressible flows is proposed and analyzed. The latter approach
has proved to be efficient in simulating moderate Reynolds numbers, and combined with a convected
level-set method, it showed an ability to determine accurately and at any moment the position of the
liquid / air interface. Turbulence is taken into account by developing a dynamic Large Eddy Simulation
(L.E.S.) model with no empirical data. For validation, each of these methods has been compared to ex-
perimental, numerical or analytical results. We also designed our own water flow experimental setting
in order to validate our solvers coupling for a representative case. Another feature of these processes
having a relatively long duration (over several ten minutes) is the influence of conjugate heat transfers.
This can play a major role on the solidification of the metal that is being filled. It is then convenient to
develop a stabilized finite element method for convection dominated heat transfer. This method should
take into account previously introduced turbulent variables. Finally, we propose an innovative method
to simulate the phase change based on a germination/growth approach, with a level-set function. The
appliance of all these methods to the moving ice filling case allows the validation of the computational
robustness of our code and the well-coupling of its various entities.
Keywords: Navier Stokes, Stabilised Finite Element Method, Level-Set, Large Eddy Simulation,
Phase Change


