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Chapitre 1

Introduction générale

Dans la recherche de nouvelles propriétés d’emploi pour les polymères, en vue de leur uti-
lisation dans des domaines de plus en plus larges, une grande partie des travaux se concentre
sur le mélange de plusieurs matériaux afin d’obtenir une synergie de leurs différentes propriétés.
Par exemple, pour obtenir des polymères plus résistants, on ajoute souvent des charges telles
que le noir de carbone ou les fibres de verre. On peut également vouloir obtenir des propriétés
thermiques ou de conductivité différentes. Un autre but des mélanges peut être la diminution de
la part de matériau issu de la pétrochimie. Pour cela, on peut remplacer une partie du polymère
par un polymère biosourcé, ou des fibres de verres par des fibres végétales, par exemple. Dans
tous les cas, il faut veiller à mélanger correctement les différents matériaux afin d’obtenir des
propriétés mécaniques homogènes et optimales. Or, il est difficile de déterminer objectivement ce
qu’est un bon mélange, de le quantifier et a fortiori de déterminer la capacité d’un dispositif de
mise en forme à l’obtenir. Pour cela, il est nécessaire de trouver des méthodes de caractérisation
du mélange et des moyens pour étudier les procédés de mélange sans avoir recours systématique-
ment à des études expérimentales coûteuses en matières premières et en temps d’occupation de
lignes de productions pour les machines industrielles.

Cette thèse s’inscrit dans le projet Fonlimics du pôle de compétitivité Plastipolis qui vise à
étudier les possibilités d’amélioration par simulation de la fonctionnalisation de matériaux par
ajout de charges. Pour effectuer des mélanges de polymères ou de polymères et de charges, il
existe plusieurs procédés dans l’industrie, comme les mélangeurs internes, les malaxeurs de type
Buss et les extrudeuses bivis. Dans notre étude, nous nous sommes intéressés en particulier à
l’extrusion bivis. En effet, les extrudeuses bivis sont très largement utilisées puisqu’elles peuvent
être utilisées en continu et sont très modulaires, ce qui est un atout pour l’industriel qui produit
souvent des mélanges « à façon ». Elles sont également plus simples à modéliser que les malaxeurs
Buss dans lesquels l’écoulement est plus complexe à cause du mouvement de va-et-vient super-
posé à la rotation de la vis.

Dans la littérature, une distinction est généralement faite entre mélange dispersif et distribu-
tif. D’une part, le mélange distributif consiste à créer une cinématique d’écoulement qui génère
une concentration uniforme de tous les composants, fluides ou solides. D’autre part, le mélange
dispersif consiste à réduire des blocs ou des agglomérats (talc, noir de carbone, etc.) en parti-
cules les plus petites possible et, pour cela, à casser les interactions entre particules [Fig. 1.1].
Le mélange dispersif est donc considéré comme étant fortement lié au niveau de contrainte dans
l’écoulement. Bien que le mélange dispersif soit toujours lié aux contraintes subies dans le pro-
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2 Chapitre 1. Introduction générale

cédé, les mécanismes amenant à la fragmentation d’agglomérats varient suivant la nature de la
charge. Ainsi, deux types de microperles de silice peuvent présenter des modes de dispersion
différents (désintégration ou rupture) [1]. Un autre aspect du mélange dispersif, cette fois-ci non
désiré, est la casse de fibres (de verre, naturelles, etc.). Dans une extrudeuse bivis, le mélange
dispersif est obtenu par les contraintes de cisaillement et d’élongation, tandis que le mélange
distributif est obtenu par l’étirement et les réorientations dans l’écoulement, en particulier dans
les zones comprenant des éléments malaxeurs.

Figure 1.1 – Illustration de la différence entre mélanges distributif et dispersif (inspiré de [2])
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1.1 Caractérisation du mélange distributif
Dans la première partie de notre étude, nous nous sommes concentrés sur le mélange distri-

butif. Dans un mélange parfaitement homogène (ce que l’on cherche à obtenir), la concentration
du composant minoritaire est la même dans tout le mélange. Dans un mélange complètement
ségrégé, la concentration du composant minoritaire est égale à un dans une zone de l’écoulement
et à zéro dans l’autre. Il existe des cas intermédiaires. Par exemple, on peut trouver plusieurs
petites zones où la concentration est forte, ou bien une grande zone où le mélange est uniforme,
voisine d’une grande zone où l’on ne trouve pas trace du composant minoritaire [Fig. 1.2]. Il est
donc nécessaire, pour caractériser un mélange, de prendre en compte non seulement la qualité
« moyenne » du mélange, mais aussi la nature de ce mélange. Plusieurs critères de mesure de la
capacité de mélange ont été proposés dans la littérature, certains se basant sur l’étude d’échan-
tillons (simulés ou obtenus expérimentalement), d’autres se basant directement sur l’étude de
l’écoulement.

Figure 1.2 – Deux mélanges nécessitant un critère objectif de mesure du mélange pour être départagés

1.1.1 Échelle et intensité de ségrégation
En 1952, Danckwerts [3] introduit les concepts d’échelle et d’intensité de ségrégation qui sont

encore aujourd’hui les bases de l’étude et de la caractérisation des mélanges [Fig. 1.3]. Cepen-
dant, Danckwerts considérait uniquement les mélanges avec une ségrégation à courte distance
(la texture). Or, c’est la ségrégation à longue distance qui nous intéresse dans le cas du mélange
distributif. L’intensité de ségrégation [Fig. 1.3] telle que définie par Danckwerts est :

I = σ2
c

c (1− c) avec c = 〈c (x)〉Ω (1.1)

où σ2
c =

〈
(c(x)− c)2

〉
Ω
est la variance de la concentration sur le domaine entier Ω et c (x) est

la concentration au point x du domaine. Afin d’étudier les mélanges présentant une ségrégation
à longue distance, on doit définir des sous-domaines Ωf [4]. La valeur moyennée sur une cellule,
ou densité à « gros grain » sur un sous-domaine fini Ωf , est définie par :

Ci = 〈c (x)〉Ωi (1.2)

L’équation (eq. 1.1) peut alors être écrite sous une forme discrète [4] :

Id = 1
AΩ

n∑
i=1

(
Ci − C

)2
C
(
1− C

)AΩi avec C = c (1.3)
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Figure 1.3 – Illustration des concepts d’intensité et d’échelle de ségrégation

où AΩ et AΩi representent respectivement l’aire du domaine de l’écoulement et celle du sous-
domaine i. On remarque que Id dépend de la taille des sous-domaines, qui doivent donc être
choisis en fonction de l’échelle de mélange qui nous intéresse. Tucker et Peters [5] choisissent
de prendre comme taille de sous-domaine la taille des éléments de maillages construits pour la
simulation numérique de l’écoulement. Ils appellent cette échelle « cell size » (échelle de la cel-
lule). Ils nomment ensuite macrostructure le niveau où le plus petit objet est la cellule et où le
plus grand est le mélange entier, et microstructure le niveau où le plus petit objet observé est
un point (plus grand qu’un atome mais plus petit que la plus petite particule ou striation) et le
plus grand la cellule.

L’échelle de ségrégation [Fig. 1.3] est une autre fonction du second moment de la distribution
de la concentration, qui mesure si de larges zones non-mélangées sont présentes et s’il existe
une périodicité dans la distribution de la concentration. L’échelle de ségrégation est définie par
Danckwerts [3] comme l’intégrale de la fonction de corrélation ρ :

Se =
∫ ∞

0
ρ (r) dr (1.4)

où la fonction de corrélation ρ est définie par :

ρ (r) =
〈(c (x)− c) (c (x+ r)− c)〉Ω

σ2
c

(1.5)

Quand la distribution de concentration est discrétisée de la même manière que pour l’inten-
sité de ségrégation, la fonction de corrélation peut être calculée via une transformée de Fourier [4].
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D’autres études du mélange distributif utilisent la fonction de corrélation, ou bien la somme
de corrélation qui y est apparentée, pour définir des paramètres de caractérisation [6], [7].

Tucker et Peters [5] reprennent l’étude de Danckwerts à l’échelle macroscopique et proposent
deux nouveaux critères : l’écart-type à la concentration moyenne, qui permet de savoir à quel
point le mélange est non-uniforme, et l’erreur maximale, c’est-à-dire l’écart maximal à la concen-
tration moyenne, qui permet de savoir s’il existe des zones particulièrement mal mélangées.
Mackley et Neves Saraiva [8] proposent quant à eux une constante de taux de mélange détermi-
née à partir de l’évolution de la variance de la concentration au cours du mélange.

Figure 1.4 – Illustration de la différence entre mélanges homogène et hétérogène

Funatsu et al. [9] cherchent à différencier des types de mélanges en introduisant le rapport
d’accroissement du mélange local :

Lmix =

dmin
dmin,0

dave
dave,0

(1.6)

avec dmin la distance minimale moyenne entre deux marqueurs :

dmin = 1
n

n∑
i=1

min

 n⋃
i 6=1
|xi − xj |

 = 1
n

n∑
i=1

dmin,i (1.7)
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et dave la valeur moyenne des distances moyennes entre deux marqueurs :

dave = 1
n

n∑
i=1

 n∑
j=1

|xi − xj |
n− 1

 = 1
n

n∑
i=1

dave,i (1.8)

dmin,0 et dave,0 sont les valeurs initiale de dmin et dave, et xi est la position d’un marqueur
i transporté par l’écoulement. Si l’écoulement est de type distributif uniforme, l’expansion des
distances entre marqueurs composant un agglomérat se fait de manière uniforme, la distance
minimale entre marqueurs augmente avec la distance moyenne et Lmix est égal à 1 (le mélange
local est favorisé) (eq. 1.6). Si l’écoulement est de type distributif hétérogène, les agglomérats
sont « cassés » par l’écoulement, la distance minimale entre marqueurs n’augmente pas, contrai-
rement à la distance moyenne, et Lmix est inférieur à 1 (eq. 1.6) ( le mélange local est « nul »)
[Fig. 1.4].

Funatsu et al. [9] complètent cette étude par l’évaluation des écarts types des distributions
de distances minimales dmin,i et moyennes dave,i.

1.1.2 Entropies
En 2001, Wang et al. [6] proposent d’utiliser la notion d’entropie pour caractériser le mélange.

La perte d’information qui résulte de la description d’un système par des valeurs moyennes est
quantifiée par l’entropie (de Shannon, dans le cas général : théorie de l’information [10]) sur
un élément de volume (« case »). Or, la concentration d’un produit en un point est une valeur
moyenne. Dans le cas du mélange, la perte d’information vient du fait que la connaissance de la
concentration d’un produit dans un élément de volume (le « point ») ne permet pas de remonter
à la répartition du produit à l’intérieur de cet élément.

L’entropie de mélange s’écrit [10] :

S = −
M∑
j=1

pj logb pj (1.9)

où pj est la probabilité de trouver une particule dans la « case » j,M le nombre total de « cases »
en lequel le produit est divisé ([Fig. 1.5]) et b le nombre de « symboles » de la variable, c’est-à-dire
dans notre cas deux : présence ou absence de la particule.

Figure 1.5 – Illustration du mélange en termes de répartition des particules. En haut : produit ségrégé
(S = 0) ; en bas : mélange homogène (S = 1)
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Figure 1.6 – Évolution de l’entropie de Rényi en fonction du paramètre β pour les différents cas de
mélange présentés en [Fig. 1.7]

La valeur maximale de cette entropie est obtenue lorsque la probabilité de trouver une par-
ticule est la même dans toutes les « cases » [Fig. 1.5] (mélange « parfait »), c’est-à-dire pj = 1

M .

En divisant S par sa valeur maximale (log2M) [10], on obtient une entropie relative variant
de 0 pour un produit totalement ségrégé à 1 pour un mélange « parfait ». Un avantage de cette
mesure est la propriété d’additivité de l’entropie qui permet d’obtenir la qualité de mélange d’un
ensemble de zones distinctes à partir des entropies de chacune.

En relaxant cet axiome d’additivité, Rényi [11] étend l’entropie à une famille de fonctions
d’un paramètre β définies par :

S (β) =
log2

(∑M
j=1 p

β
j

)
1− β (1.10)

Lorsque le paramètre β tend vers 1, on retrouve l’entropie de Shannon (eq. 1.9). Pour β > 0,
les propriétés de l’entropie restent globalement les mêmes que pour l’entropie de Shannon : elle
est maximale et égale à log2M pour un mélange homogène, nulle pour un mélange parfaitement
ségrégé. On peut la normaliser par sa valeur maximale log2M pour obtenir une entropie relative
variant de 0 à 1, qui permet de mesurer l’écart de concentration par rapport au mélange idéal
(Ecart = 1− S(β)

log2 M
). Cette mesure est équivalente à l’intensité de ségrégation. L’entropie de Rényi

est une fonction strictement décroissante de β, par conséquent, sa valeur ne peut pas dépasser celle
de l’entropie de Shannon (β → 1) pour un mélange donné [Fig. 1.6] . On retrouve un équivalent
du calcul de l’erreur maximale proposé par Tucker et Peters [5] dans l’entropie de Rényi. En effet,
lorsque l’on augmente le paramètre β, l’entropie est calculée en privilégiant de plus en plus les
plus fortes probabilités. Ainsi, deux mélanges peuvent avoir une même entropie de Shannon et
une entropie de Rényi différente (à β donné), la présence d’une zone à forte concentration donnant
une entropie de Rényi plus faible [Figs. 1.6, 1.7]. Wang et al. [6] caractérisent le mélange par
extrusion monovis en utilisant l’entropie de Renyi, tandis que Domingues et al. [12, 13] utilisent
l’entropie de Shannon.
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Figure 1.7 – Illustration de la différence entre entropies de Renyi avec différents paramètres β (β → 1 :
entropie de Shannon)

1.1.3 Écoulements chaotiques
D’après Aref [14], il peut exister des écoulements aux champs de vitesses simples mais aux

trajectoires de particules complexes, c’est à dire des écoulements chaotiques laminaires, par op-
position aux écoulements chaotiques turbulents. Le groupe de recherche de Ottino a été très actif
dans ce domaine, tant sur le plan expérimental que théorique [15].

La capacité des écoulements chaotiques à séparer rapidement des particules initialement
proches est due à leur sensibilité aux conditions initiales. Comme expliqué par Ottino dans
son livre résumant l’état de l’art sur ce sujet [15], on dit d’un écoulement qu’il est sensible aux
conditions initiales s’il n’existe pas de domaine pouvant contenir une trajectoire issue d’un point
à temps infini. La caractérisation de la divergence des conditions initiales peut être quantifiée
par un nombre appelé coefficient de Liapunov :

σl (X,M) = lim
t→∞
|dX|→0

[
1
t

ln
(
|dx|
|dX|

)]
(1.11)

où X est la position d’une particule dans la configuration initiale, dX le vecteur reliant cette par-
ticule à une particule proche dans la configuration initiale, dx le vecteur reliant ces deux mêmes
particules au temps t, M le vecteur unitaire d’orientation de dX. À noter que ce coefficient est



1.1. Caractérisation du mélange distributif 9

estimé à temps infini et ne peut donc être déterminé que par approximation.

D’après Poitou [16], pour caractériser un écoulement, on peut se servir du coefficient de
Liapunov, et le généraliser à toutes les configurations initiales en prenant son maximum en fonc-
tion de l’orientation définie par le vecteur reliant deux particules initialement proches. Si ce
maximum est supérieur à 0, deux trajectoires voisines divergent exponentiellement et l’écoule-
ment est chaotique, sinon, elles ne divergent que linéairement et l’écoulement n’est pas chaotique.

Mackley et Neves Saraiva [8] utilisent une notion proche du coefficient de Liapunov, qui est
le taux d’allongement d’une « ligne » de fluide au cours de l’écoulement, défini par :

αl (t) = 1
t

∫ t

0

d (ln l)
dt dt (1.12)

avec l la longueur de la ligne de fluide.

D’autres auteurs [7, 17, 18] utilisent le taux d’accroissement d’une surface de fluide, qui peut
être interprété comme l’augmentation de l’interface entre deux fluides non-miscibles avec le mé-
lange :

ηsurf (X,N, t) = lim
dA→0

da

dA
=
√

N−1C−1N (1.13)

avec dA la surface initiale, da la surface au temps t, N le vecteur unitaire de la surface dA et C
le tenseur de Cauchy-Green droit (C = FT · F avec F le tenseur des déformations).

Plus simplement, Cheng et Manas-Zloczower [19] utilisent l’histoire de la déformation et l’al-
longement d’une ligne de fluide et d’un élément de surface le long de l’écoulement comme mesures
du mélange.

D’une manière générale, toutes ces approches reviennent à calculer une ou plusieurs compo-
santes d’une mesure (tensorielle) de la déformation.

1.1.4 Distribution des temps de séjour
Alternativement, une méthode simple pour accéder à l’allongement d’un élément de fluide

est la mesure de la distribution des temps de séjour. Comme l’explique Poitou [16], une mesure
de la largeur de la distribution des temps de séjour permettra d’accéder au taux d’allongement
axial moyen subi par la matière, ce qui donne une évaluation partielle de l’efficacité du mélange.
Cette méthode est très couramment utilisée dans les études du mélange [20–23]. Les mesures
de temps de séjour permettent d’estimer les capacités d’un dispositif, mais ne suffisent pas si
l’on veut visualiser les mécanismes physiques du mélange le long de l’écoulement, ce qui rend les
conclusions obtenues sur un procédé difficilement extrapolables à un autre.

Le temps de séjour a également été étudié par Gao et al. [24] ainsi que par Poulesquen [25],
qui ont modélisé et analysé le temps de séjour moyen et la distribution du temps de séjour dans
une extrudeuse bivis. Gao et al. [24] et Gasner et al. [26] ont montré une corrélation entre le
débit d’entrainement et le temps de séjour : plus le débit d’entrainement est important, plus le
temps de séjour autour des éléments de mélange est court et moins le mélange est bon. Ainsi, un
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équivalent de la mesure de la distribution des temps de séjour est celle du reflux Qback à travers
une section de l’extrudeuse bivis simulée [18,21] :

G = Qback
Qtotal

(1.14)

1.1.5 Mapping
Afin de quantifier le mélange, Kruijt et al. [4] proposent de calculer directement la distribution

de la concentration dans l’espace au cours du mélange. Pour cela, ils utilisent une méthode de
« mapping » basée sur l’utilisation d’une matrice de distribution. Un suivi des frontières d’un
élément de fluide permet d’accéder à sa déformation après un certain nombre de périodes. La
quantité de fluide déformé est quantifiée et les propriétés de mélanges peuvent être étudiées en
analysant sa distribution. Des mesures du mélange, comme l’intensité et l’échelle de ségrégation
peuvent ensuite être calculées. La méthode de suivi des frontières est limitée car le nombre de
marqueurs nécessaires pour décrire la frontière est difficilement prévisible et peut augmenter
exponentiellement entre chaque période, nécessitant d’insérer des marqueurs supplémentaires au
cours du temps (méthode de suivi adaptatif), ce qui demande de grandes capacités de calcul.
La méthode proposée par Kruijt et al. [4] nécessite de découper le domaine de calcul Ω en sous-
domaines Ωi. Les frontières des sous-domaines sont suivies entre t = t0 et t = t0+∆t. Une matrice
de distribution Φ est calculée, Φij contenant la fraction (de surface en 2D) du sous-domaine Ωj
à t = t0 qui est contenue, à t = t0 + ∆t (en prenant en compte les frontières originales à t = t0),
par Ωi [Fig. 1.8] :

Φij =
∫

Ωj |t=t0+∆t
⋂

Ωi|t=t0
dA/

∫
Ωj |t=t0

dA (1.15)

La concentration est décrite par un vecteur C [27], ses composants Ci sont les concentrations
moyennées sur les sous-domaines Ωi . Si la distribution à t0 = 0 est décrite par C0, la concentra-
tion après un temps ∆t est calculée par C1 = ΦC0. La concentration après n pas similaires est
Cn+1 = ΦnC0. La matrice Φn devenant rapidement très grande avec n, Galaktionov et al. [27]
calculent la concentration de manière itérative Ci+1 = ΦCi. La méthode de mapping suppose
que la concentration est constante sur chaque sous-domaine. Par conséquent, les contributions
venant de différents sous-domaines « donneurs » sont moyennées sur le domaine qui « reçoit ».
Cette approximation conduit à une erreur systématique qui peut être considérée comme de la dif-
fusion numérique et qui dépend de la taille des sous-domaines. Galaktionov et al. [27] appliquent
cette méthode à un cas d’extrusion bivis.

Ici aussi, la méthode de mapping revient à intégrer une mesure de déformation.
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Figure 1.8 – Illustration de la méthode de mapping
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1.2 Caractérisation du mélange dispersif
Dans la deuxième partie de notre étude, nous nous sommes intéressés à un cas particulier du

mélange dispersif : la casse de fibre rigide. Dans ce cas-là, le but n’est pas de favoriser mais de
limiter la dispersion afin de garder les propriétés mécaniques offertes par des fibres longues.

Dans le cas plus classique de la dispersion d’agglomérats de particules, plusieurs méthodes
de mesures ont été proposées afin d’évaluer la capacité de mélange dispersif d’un dispositif, les
plus simples étant l’étude du taux de cisaillement [21, 22, 28] et de la contrainte de cisaillement
[20, 21, 28–30]. Comme la valeur de la contrainte au sommet des éléments malaxeurs ou du filet
et dans les zones d’interpénétration est plus élevée qu’ailleurs dans l’écoulement, Ishikawa et
al. [17] proposent d’évaluer par une méthode de lâcher de particules la quantité de particules qui
traversent ces zones. Ils caractérisent ensuite la capacité de mélange dispersif de l’écoulement
par une fonction de distribution g (σ) de la contrainte maximale :

g (σ) = Mp (σ)
∆σNp

(1.16)

où Mp (σ) est le nombre total de particules subissant une contrainte maximale (au cours de
l’écoulement) entre (σ −∆σ/2) et (σ + ∆σ/2), et où Np est le nombre total de particules.

Dans la littérature, il est communément admis que les écoulements d’élongation sont plus
efficaces que les écoulements de cisaillement simple pour disperser les liquides à fortes viscosités
et faibles tensions interfaciales, ainsi que les agglomérats solides. Une méthode d’évaluation
de la capacité d’un écoulement à disperser est donc de déterminer la nature de l’écoulement à
travers un critère de classification. L’équipe de Manas-Zloczower [28–32] quantifie les composantes
élongationelles d’un écoulement en évaluant l’importance relative du tenseur taux de déformation
et du tenseur vorticité. Ils obtiennent ainsi un paramètre λc [Fig. 1.9] :

λc = |E|
|E|+ |Ω| (1.17)

où |E| et |Ω| sont les invariants (|E| =
√

1
2 (E : ET ) =

√
1
2
∑
i

∑
j E

2
ij) des tenseur taux de

déformation et vorticité. λ varie de 0 pour un écoulement purement rotationnel à 1 pour un
écoulement purement élongationel. Cet indice est une simple pondération entre les cinématiques
précédemment citées. Il est à noter que cette expression n’est pas objective (invariante par chan-
gement de référentiel).

Cette démarche est inspirée par le travail d’Astarita, qui propose en 1979 [33] un critère
objectif RD [Fig. 1.9] pour classer les écoulements selon ces mêmes cinématiques afin de simplifier
les calculs impliquant les lois de comportements de fluides viscoélastiques :

RD ≡ −
trΩ

2

trE2 (1.18)

avec Ω = Ω−ΩD le tenseur spin relatif au tenseur taux de rotation ΩD =
∑3
i=1 eiėi des vecteurs

propres ei de E.
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Figure 1.9 – Champ de vitesses et critères λc (à gauche) et RD (à droite) dans le cas d’un écoulement
d’écrasement plan

En 1985, Larson [34] propose (dans le même contexte) un paramètre de classification équi-
valent :

Sf =
2
(
trE2)2
tr
◦
E

2 (1.19)

où
◦
E est la dérivée temporelle de Jaumann du tenseur taux de déformation E. Pour un écoulement

stationnaire, elle s’écrit :

◦
E = u · ∇E−ΩT ·E−E ·Ω (1.20)

où u est le champ de vitesse. L’idée de Larson est de caractériser de manière objective ce qu’il
appelle « persistence of straining ». En effet, la dérivée de Jaumann de E correspond à la dérivée
corotationnelle de ses axes propres, il s’agit donc de vérifier si l’accélération ainsi calculée est
nulle (élongation) ou maximale (rotation).

Le paramètre Sf est compris entre 0 pour un écoulement purement rotationnel et l’infini
pour un écoulement purement élongationel (pour un écoulement de cisaillement simple, Sf = 1).
L’équipe de Manas-Zloczower [30–32, 35] propose d’utiliser une forme normalisée du paramètre
de Larson pour déterminer le type d’écoulement :

Ns = Sf
1 + Sf

(1.21)

L’étude du mélange dispersif est plus compliquée que celle du mélange distributif. En effet,
en plus de la caractérisation de la capacité du procédé à « casser » les agglomérats ou les fibres,
il est nécessaire d’évaluer l’évolution de la taille des agglomérats (ou des fibres) au cours du
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procédé, et pour cela on doit déterminer quels sont les mécanismes de casse. C’est cette partie de
l’étude du mélange distributif appliquée au mélange de polymères chargés de fibres rigides que
nous avons abordée dans la deuxième partie de notre travail.
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1.3 Résumé de la thèse
Dans le cadre de ce projet, nous avons voulu exploiter et étendre les outils de simulation à

notre disposition pour proposer des méthodes de caractérisation et de prédiction du mélange à
différentes échelles.

À l’échelle locale d’écoulements macroscopiques, nous avons voulu exploiter les possibilités of-
fertes par le logiciel de simulation 3D éléments finis XimeXr, développé par le Cemef et Sciences
Computers Consultants (S&CC), et y apporter des améliorations dans le but d’obtenir un outil
d’étude du mélange distributif par extrusion bivis de particules dans un polymère. En effet, un
écoulement aussi complexe nécessite une simulation 3D locale pour saisir la cinématique permet-
tant le mélange, et cela nécessite une puissance de calcul importante. Nous avons ainsi enrichi
la méthode élément fini existante à l’aide de la bibliothèque éléments finis CimLib c© du Cemef
pour atteindre une plus grande précision de calcul, puis nous avons testé plusieurs méthodes
de lâchers de particules afin de simuler le déplacement de charges dans la matrice polymère au
cours du mélange. Nous avons ensuite appliqué quelques méthodes de caractérisations du mé-
lange, dont une inédite, à ces lâchers de particules, et ce dans le cas de plusieurs géométries de vis.

À l’échelle de la particule, on s’est intéressé aux mécanismes conduisant à la casse de fibre
rigides, telles que les fibres de verre, lors du mélange avec un polymère en extrusion bivis. Nous
avons choisi de faire des hypothèses assez importantes afin de simplifier ce problème extrêmement
complexe et nous avons proposé une méthode de simulation de l’évolution de la distribution des
longueurs de fibres le long de l’écoulement. En effet, il est important de disposer d’un maximum
d’information sur les longueurs de fibres, étant donné que seulement quelques fibres longues
peuvent considérablement modifier les propriétés mécaniques du matériau final. Jusqu’à pré-
sent, seule la méthode proposée tout récemment par Tucker et al. [36], et appliquée au procédé
d’injection, permettait de simuler l’évolution de la distribution entière. Nous avons proposé une
méthode similaire, basée sur la conservation de la masse des fibres au cours de l’écoulement, pour
simuler l’évolution de leurs longueurs. Nous avons utilisé comme paramètres de cette simulation
les résultats de calcul obtenus par le logiciel Ludovicr qui est un logiciel développé par le Cemef
et S&CC reposant sur des approches de type « approximation de la lubrification hydrodyna-
mique » (ALH). Nous avons ensuite comparé quelques résultats de calcul à des distributions de
longueurs mesurées sur des échantillons prélevés le long d’une extrudeuse bivis, au cours des post
doctorats de Funda Inceoglu et de Julien Ville, financés par Arkema et Polytechs dans le cadre
du projet Fonlimics.

Dans ce manuscrit, nous allons dans un premier temps exposer notre travail sur la simulation
de la distribution de charges dans une extrudeuse bivis dont l’écoulement est calculé en 3D
par une méthode éléments finis. Puis, nous décrirons notre méthode de calcul de l’évolution des
longueurs de fibres dans une extrudeuse bivis à partir des grandeurs moyennes dans l’écoulement,
obtenues par le logiciel Ludovicr cette fois-ci.
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Chapitre 2

Modélisation du mélange
distributif en extrusion bivis

Notations

◦ : dérivée temporelle de Jaumann
A : nombre d’arêtes du maillage
AΩ : aire du domaine Ω
b : nombre de « symboles » de la variable
B : tenseur de Cauchy-Green gauche
c : concentration
c : concentration moyenne
C : concentration moyenne en particules sur l’ensemble des « boîtes »
C : tenseur de Cauchy-Green droit
C : vecteur des concentrations, méthode de mapping
Ci : concentration moyenne sur un sous-domaine Ωi
cj : concentration en particules de la « boîte » j
Cn : vecteur des concentrations après n pas de temps similaires, méthode de mapping
d : dimension du domaine
da : surface au temps t
dA : surface initiale
dave : distance moyenne entre un marqueur i et les autres marqueurs
dave : distance moyenne entre deux marqueurs
dave,0 : distance moyenne initiale entre deux marqueurs
dmin : distance minimale entre un marqueur i et les autres marqueurs
dmin : distance minimale moyenne entre deux marqueurs
dmin,0 : distance minimale moyenne initiale entre deux marqueurs
dx : vecteur reliant les deux mêmes particules que dX mais au temps t
dX : vecteur reliant la particule en X à une particule proche dans la configuration initiale
E : tenseur des taux de déformation
eE : erreur sur l’élément E
ei : vecteurs propres de E
eij : erreur sur l’arête Xij

eseuil : valeur en dessous de laquelle l’erreur est assez petite
F : tenseur des déformations

17
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g : fonction de distribution de la contrainte maximale
G : coefficient de mélange
Gi : gradient de champ scalaire régulier sur le domaine de calcul
Gij : paramètre du calcul de la métrique
h : taille de maille moyenne dans la direction normale au domaine solide
H : hessien
H (·) : fonction heavyside
H1 : espace de Hilbert de carré sommable H1 (Ω) =

{
v ∈ L2 (Ω) , ∂v

∂xi
∈ L2 (Ω) ,∀i, ..., d

}
H1

0 : sous-espace des fonctions de H1 « qui s’annulent sur le bord » du domaine
I : intensité de ségrégation
Id : intensité de ségrégation discrète
Ij : fonction caractéristique associée au domaine j
Ihj : approximation P1 du facteur Ij
l : longueur d’une ligne de fluide
ki : coefficients des schémas d’intégration
L2 : espace des fonctions linéaires de carré sommableL2 (Ω) =

{
f : Ω −→ ,

∫
Ω (f (x))2 dx ≤ ∞

}
Lmix : rapport d’accroissement du mélange local
m : vecteur unitaire d’orientation de dx
M : nombre total de « cases »
M : vecteur unitaire d’orientation de dX
Mopt : métrique optimisée
Mp : nombre total de particules subissant une contrainte maximale
N : nombre d’itérations
N : vecteur unitaire de la surface dA
nij : nombre d’arêtes crées
Np : nombre total de particules
Ns : critère de classification des écoulements de Larson normalisé
p : champ de pression
P : paramètre du calcul de la métrique
pj : probabilité de trouver une particule dans la « case » j
q : fonction test
Q : facteur de qualité nodale
Qback : reflux à travers une section d’extrudeuse bivis
Qmailleur : qualité calculée par le mailleur
Qmin : qualité en dessous de laquelle un élément est considéré comme mauvais
Qpond : qualité pondérée
Qtotal : débit total à travers une section d’extrudeuse bivis
RD : critère de classification des écoulements d’Astarita
re : ratio à partir duquel l’erreur est assez petite
S : entropie de mélange
Se : échelle de ségrégation
Sf : critère de classification des écoulements de Larson
sij : paramètre du calcul de la métrique
Sg (·) : fonction signe
S (β) : entropie de Rényi
u : champ de vitesse
uΓ : vitesse sur la frontière extérieure
Vj : volume de la « boîte » j



19

v : fonctions tests
v (xi, ti) : vitesse interpolée au point xi et au temps ti
X : position d’une particule dans la configuration initiale
xi : position d’une particule au temps ti
Xij : vecteur arête reliant le nœud i au nœud j
xki : position d’une particule au temps ti et à l’itération k
α : fonction level-set décrivant la distance à l’interface solide-liquide
α̃ : level-set décrivant la distance à la surface libre
αh : fonction level-set discrète
αl : taux d’allongement d’une « ligne » de fluide
β : paramètre de Rényi
Γ (i) : ensemble des nœuds connectés au nœud i
Γs : interface du domaine solide
δS : différence normalisée entre entropies de Shannon et de Rényi
∆t : pas de temps
ε̇ (λl) : multiplicateur de Lagrange correspondant à la contrainte de non-déformation
η : viscosité dynamique du fluide
ηs : viscosité dynamique du solide / facteur de pénalisation
ηsurf : augmentation de l’interface entre deux fluides non-miscibles
θ : temps fictif
λ : allongement d’une ligne de fluide entre deux instants
Λ : paramètre du calcul de la métrique
λc : critère de classification des écoulements de Manas-Zloczower
ρ : paramètre de pénalisation
ρ (·) : fonction de corrélation
σ : contrainte dans le fluide
σ : tenseur des contraintes
σ2
c : variance de la concentration
ϕ : fonction level-set α̃ réinitialisée
Φ : matrice de distribution, méthode de mapping
Φij : fraction du sous-domaine Ωj à t = t0 qui est contenu, à t = t0 + ∆t, par Ωi, méthode de mapping
ω : poids de communication pénalisé
Ω : domaine
Ω : tenseur de vorticité
Ω : tenseur spin relatif au tenseur ΩD

ΩD : tenseur taux de rotation des vecteurs propres ei
Ωi : sous-domaine
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2.1 Introduction et bibliographie : calcul d’un écoulement
Afin d’obtenir des propriétés mécaniques homogènes, il est important de répartir uniformé-

ment les charges dans la matrice polymère lors du mélange. Comme nous l’avons vu plus tôt
(§ 1), cette répartition s’appelle mélange distributif et repose sur la cinématique de l’écoule-
ment. Les mécanismes de mélange distributif (étirement, réorientation) sont liés à la complexité
de l’écoulement dans le mélangeur. Afin d’appréhender cette complexité, une modélisation de
l’écoulement en trois dimensions est nécessaire. Cette modélisation permet ensuite de simuler
la capacité de mélange du dispositif à l’aide des critères mentionnés précédemment (§ 1.1), en
suivant des marqueurs le long de l’écoulement pour certains.

Après quelques rappels bibliographiques, nous présenterons l’évolution qu’ont suivie nos mé-
thodes de simulation de l’écoulement, de lâcher de particules et de caractérisation du mélange.

Généralement, les codes de simulation de l’écoulement dans un mélangeur ou une extrudeuse
bivis sont basés sur la méthode des éléments finis. Certains auteurs utilisent des codes commer-
ciaux comme FIDAP [19,29–32] et Polyflow [7,22]. D’autres ont développé leur propre méthode
élément finis [9, 17,18,20,21,23,27,37–39].

Le développement de ces méthodes rencontre de nombreuses difficultés. Par exemple, l’ab-
sence de symétrie des limites de la partie mobile du mélangeur ou de l’extrudeuse nécessite que
leur mouvement soit pris en compte par une méthode particulière. Au début, les simulations
étaient basées sur une technique de « snapshot », qui consiste à sélectionner, dans le cas d’une
extrudeuse bivis par exemple, différentes positions des vis dans le fourreau, et de mailler l’espace
entre les vis et le fourreau. Pour cela, il est nécessaire de définir autant de maillages que de
configurations. En faisant l’hypothèse de conditions quasi-statiques (ce qui est vrai pour tous les
problèmes de type Stokes), l’écoulement est ensuite calculé en fonction du temps. Une méthode
alternative a été introduite par Avalosse [7] et Bertrand et al. [40]. Elle consiste à insérer l’écou-
lement dans un domaine de calcul plus grand. Un maillage unique est alors utilisé, dans lequel la
position et le mouvement des vis est imposé à l’aide de différentes techniques [22, 27]. En 2007,
Valette et al. [41–43] proposent une version simplifiée de cette méthode où le mouvement des vis
est imposé par une méthode « multiphase/pénalisation ».

Une fois l’écoulement calculé, certaines méthodes de caractérisation du mélange nécessitent
d’effectuer un lâcher de particules afin de disposer de marqueurs. La plupart des auteurs utilisent
une méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 pour calculer la position des marqueurs à partir des vi-
tesses interpolées sur l’écoulement. On rencontre également des schémas prédicteurs-correcteurs
dans la littérature [23]. Certains auteurs rapportent la « perte » de certains marqueurs au cours
du lâcher de particules. Ils attribuent souvent [22,23] cette perte à l’interception des marqueurs
par les parois solides des vis ou du fourreau, due à une mauvaise précision de calcul. Lorsque
ce cas se présente, Bravo et al. [23] réinjectent la particule à l’endroit qu’elle occupait avant
d’être interceptée. Ils considèrent que cette approximation est acceptable dans la mesure où ils
étudient la distribution des temps de séjour, et non les trajectoires individuelles des particules.
Alsteens et al. [22], quant à eux, ignorent dans leur évaluation du mélange les particules qui ne
sont pas sorties de l’extrudeuse bivis au bout de quarante fois un temps de séjour caractéristique.

Dans la littérature, on trouve peu de résultats permettant de poser une hiérarchie claire entre
les différentes configurations de vis en termes de mélange distributif. À partir de simulations
élément finis 3D et de lâchers de particules, plusieurs auteurs relèvent quelques tendances géné-



2.1. Introduction et bibliographie : calcul d’un écoulement 21

rales : Cheng et Manas-Zloczwower [19] évaluent la capacité de mélange d’une extrudeuse bivis
dans la zone de convoyage pour différentes vitesses de rotation des vis. Ils utilisent pour cela
l’allongement d’une ligne de fluide et d’un élément de surface au cours de l’écoulement, ainsi
que la distribution du taux de déformation. Ils trouvent qu’un accroissement de la vitesse de
rotation des vis favorise le mélange distributif. Yoshinaga et al. [21] déterminent, à l’aide d’une
évaluation du « reflux » (eq. 1.14) et de la distance minimale entre particule, que les éléments
malaxeurs trilobes décalés de 90o mélangent mieux que ceux décalés avec un angle différent. Fu-
natsu et al. [9] utilisent leur rapport d’accroissement (eq. 1.6) pour différencier différents types
d’écoulement. Après avoir comparé différentes successions de blocs malaxeurs composés de cinq
malaxeurs d’épaisseur 10 mm et d’élément de vis, ils recommandent d’utiliser une combinaison
comprenant un bloc d’éléments malaxeurs décalés de 90o pour obtenir un mélange « homogène »
[Fig. 1.4]. Ishikawa et al. [18] constatent que les éléments mélangeurs spéciaux de type SME,
comportant des rainures, mélangent mieux que les éléments malaxeurs simples et que les vis,
ces deux derniers cas ne présentant pas de différences significatives en terme de mélange. Ils
constatent également, comme Cheng et Manas-Zloczower [19], que le mélange est meilleur pour
une vitesse de rotation des vis élevée. Ces résultats sont obtenus à partir de calculs de « reflux » et
d’étirement d’un élément de surface. En 2001, Ishikawa et al. [17] trouvent que, dans le cas d’élé-
ments malaxeurs bilobes, les disques fins avec des grands angles de décalages mélangent mieux
que des disques plus épais ou avec des angles de décalages plus faibles. En 2004, Bravo et al. [23]
trouvent, contrairement à Ishikawa, que ce sont les éléments malaxeurs les plus épais qui mé-
langent le mieux, dans le cas d’éléments décalés de 45o. Cependant, les conditions d’écoulements
et les dimensions des vis ne sont pas les mêmes. Les méthodes d’évaluation diffèrent également :
Bravo et al. utilisent le « reflux » (eq. 1.14) et la distribution des temps de séjour comme critères
d’évaluation du mélange, tandis qu’Ishikawa et al., utilisent l’étirement d’un élément de surface.
Pour finir, Alsteens et al. [22] comparent, en 2004 également, différentes épaisseurs et différents
angles de décalages d’éléments malaxeurs bilobes et ne trouvent pas de différence significative en
comparant les différentes distributions des temps de séjour.

À l’aide de lâchers de particules et de plusieurs critères de caractérisation, nous avons voulu
tester le potentiel de la méthode de simulation d’un écoulement en extrusion bivis introduite
dans le code XimeXr [41–43] pour la caractérisation de l’efficacité de mélange. Cette méthode a
pour avantage de permettre une modification facile des paramètres du procédé et de la géométrie
des vis. De plus, grâce à la puissance de calcul dont dispose le Cemef, les simulations peuvent
être effectuées sur un grand nombre d’éléments, permettant en théorie d’obtenir une plus grande
précision dans le calcul de la position des particules que celle obtenue dans des études plus
anciennes. Nous présenterons dans un premier temps la méthode de calcul en 3D des vitesses
par éléments finis, telle qu’elle existe dans la bibliothèque de calcul du Cemef (Cimlib c©), avec
les adaptations que nous y avons apportées. Puis nous présenterons les méthodes que nous avons
testées pour le lâcher de particules. Nous verrons que cette technique est limitée en précision pour
les écoulements aussi complexes que ceux existant dans une extrudeuse bivis. Nous présenterons
ensuite quelques résultats de calculs de différents critères de caractérisation de la qualité de
mélange, avant de proposer plusieurs pistes pour s’affranchir des problèmes d’imprécision de
calcul dans l’avenir.
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2.2 Calcul par éléments finis de l’écoulement 3D d’un po-
lymère fondu dans une extrudeuse bivis

2.2.1 Méthode de calcul
Une méthode d’immersion de domaines pour calculer un écoulement 3D complexe dans une

portion d’extrudeuse bivis a récemment été proposée et intégrée au logiciel XimeXr [41–43].
Nous avons utilisé cette méthode pour nos calculs en nous servant de la bibliothèque éléments
finis du Cemef : CimLib c©.

Domaine fluide et conditions limites

Considérons un écoulement incompressible dans un domaine O(t) représentant le domaine
occupé par le fluide dans une portion d’extrudeuse bivis. Pour un fluide newtonien, le problème
vitesse/pression (u, p) est régi par les équations de bilan de la quantité de mouvement et de
continuité : {

−∇p+ 2η∆u = 0
∇ · u = 0 (2.1)

où η est la viscosité.

On impose des conditions limites de non-glissement sur les vis mobiles et sur la surface du
fourreau.

Deux méthodes peuvent être utilisées pour résoudre ce genre de problème (interaction fluide-
structure). La première consiste à discrétiser uniquement le domaine fluide. Lors de la rotation
des vis, cela implique une distorsion du maillage et un remaillage dynamique est donc nécessaire.
De plus, le traitement du problème de l’évolution d’une éventuelle [43] surface libre (qui peut
exister dans une bivis) peut s’avérer plus fastidieux que dans un domaine de calcul eulérien fixe,
dans lequel une méthode de type « level set » est facilement applicable. Afin de contourner ces
difficultés, on utilise un domaine eulérien fixe Ω qui contient à la fois le domaine fluide Ωf et
le domaine solide Ωs, occupé par les frontières mobiles, c’est-à-dire les vis. Pour différencier les
domaines dans le calcul, des fonctions caractéristiques Ij , j ∈ {f, s}, associées à chaque domaine,
sont introduites :

Ij (x, t) = 1, si x ∈ Ωj et Ij (x, t) = 0, si x 6∈ Ωj (2.2)

Par la suite, pour simplifier, seule la fonction Is associée au domaine solide sera utilisée.

Le problème fluide est ensuite résolu dans tout le domaine : les équations (eq. 2.1) sont résolues
par une approche multi-domaine dans laquelle un «modèle fluide » est résolu pour chaque position
x et temps t, avec différentes valeurs imposées du paramètre de viscosité, dépendant de la phase
(air, liquide, solide) présente en (x,t). Par exemple, pour une valeur de la viscosité liquide donnée,
un ratio air/liquide et liquide/solide de 1/1 000 est utilisé dans l’approche multi-domaine.

Technique d’immersion de maillage

Pour identifier la position des interfaces solide/fluide, on utilise une approximation P1 de la
distance à ces interfaces.



2.2. Calcul par éléments finis de l’écoulement 3D d’un polymère fondu dans une extrudeuse bivis 23

Comme pour les méthodes « level-set » [44], l’idée est de définir une fonction distance dans
tout le domaine, dont l’isovaleur zéro est la position de l’interface. Cette fonction est choisie
positive dans un sous-domaine et négative en dehors. Si l’interface du domaine solide est définie
par une courbe Γs, une fonction level-set α est définie par :{

α (x) = ‖x− Γs‖ dans Ωs
α (x) = −‖x− Γs‖ dans Ωf

(2.3)

En général, les surfaces complexes d’éléments de vis sont définies par la triangulation non
structurée de surfaces, plutôt que par une formule analytique, comme pour le format STL (sté-
réolithographie) de CAO (conception assistée par ordinateur). L’approximation P1 αh (x) de la
distance à la surface est obtenue en prenant, pour chaque nœud du maillage de calcul, le mi-
nimum de la distance calculée à tous les triangles de la surface. Nous appelons cette méthode
technique d’immersion de maillage. Afin de diminuer le temps de calcul, une décomposition cellu-
laire octree de la surface STL est utilisée dans la méthode d’immersion de domaine. Les détails de
l’algorithme de calcul sont donnés par Schneider et Eberly [45]. Une illustration de la technique
d’immersion de domaine est donnée [Fig. 2.1]. La partie gauche de la figure montre l’immersion
d’éléments de vis dans le domaine du fourreau. La partie droite présente la configuration finale,
où un bloc d’éléments malaxeurs avec un décalage neutre est inséré entre deux éléments de vis
à pas direct. L’approximation P1 de la distance aux interfaces fluide/solide obtenue est ensuite
utilisée dans une approche multi-domaine.

Figure 2.1 – Illustration de la technique d’immersion de maillage : à gauche, une surface triangulée est
représentée et immergée dans un maillage de calcul ; à droite, l’isovaleur zéro de la fonction « level-set »
solide est représentée

Approche multi-domaine et solveur éléments finis

Dans la formulation multi-domaine, la vitesse d’un fluide newtonien non-inertiel (pour sim-
plifier) sur la frontière extérieure, c’est à dire les parois du fourreau et les parties solides en
mouvement, est égale à la vitesse de la surface de la frontière extérieure : u = uΓ.

Patankar et al. [46] ont proposé de généraliser les équations de Navier-Stokes au domaine
solide en utilisant les multiplicateurs de Lagrange, avec une condition de rigidité E (u) = 0 sur
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le domaine solide. Dans le domaine solide, l’écoulement est alors décrit par : ∇ · σ = 0
∇ · u = 0
E (u) = 0

(2.4)

où σ est le tenseur des contraintes et E (u) est le tenseur des taux de déformation. Cela revient
à avoir dans le solide un tenseur des contraintes de la forme :

σ = −pI + 2ηsE (u) E (λl) (2.5)

sous la contrainte E (u) = 0, où ηs est un facteur de pénalisation et E (λl) le multiplicateur de
Lagrange correspondant. Cependant, il a été montré [47] que, tant qu’un facteur de pénalisation
de l’ordre de 103ηf est utilisé, le multiplicateur de Lagrange n’améliore le calcul que dans le
cas de maillages très raffinés, rarement utilisés pour les simulations 3D de cas applicatifs. En
conséquence, une méthode de pénalisation a été utilisée. Le problème variationnel peut s’écrire :

trouver (u, p) tels que ∀ (v, q) ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω)∫

Ω 2η (Is) E (u) : E (v) dΩ−
∫

Ω p∇ · vdΩ = 0∫
Ω q∇ · u dΩ = 0

(2.6)

où η est défini dans tout le domaine par une loi de mélange :

η (Is) = Isηs + (1− Is) ηf (2.7)

Le mouvement de corps rigide est rendu en assignant directement des vitesses aux nœuds du
maillage (comme pour des conditions limites habituelles) situés à l’intérieur des vis et du fourreau
(nulles dans le fourreau), à une distance 2h de la surface, où h est la taille de maille moyenne
dans la direction normale au domaine solide. Le traitement des nœuds « solides » restants est
effectué en utilisant une loi de mélange « pénalisée » sur les viscosités [47]. Plus précisément, la
fonction « level-set » αh (x) est utilisée sur chaque élément pour calculer Ihs , l’approximation P1
du facteur Is (qui est utilisé comme facteur de pondération dans la loi de mélange) du domaine
solide, en utilisant une fonction sigmoïde :

Ihs = 1
1 + exp (−αh/h) (2.8)

Le problème global est résolu en utilisant une méthode éléments finis mixte P1 + /P1 –
(MINI-élément) qui a l’avantage de permettre une résolution efficace des systèmes linéaires par
des solveurs itératifs [48].

Les problèmes algébriques résultant de la formulation éléments finis ont été assemblés et ré-
solus en utilisant la méthode résiduelle conjuguée associée au conditionneur incomplet LU de la
librairie PETSC (Portable Extensive Toolkit for Scientific Computation). Une stratégie paral-
lèle maître-esclave a été utilisée [49], comprenant les modules SPMD (Single Program, Multiple
Data) et la librairie MPI (Message Passing Interface) standard.

Dans le cas de fluides newtoniens généralisés (suivant une loi de Carreau-Yasuda par exemple),
une méthode de Newton est utilisée pour résoudre le problème non-linéaire résultant.
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2.2.2 Adaptation de maillage

À partir des résultats de calcul de l’écoulement, nous voulons effectuer des lâchers de parti-
cules. Or, comme nous le verrons plus tard (§ 2.3.1), une méthode pouvant permettre d’éviter
de perdre trop de particules en simulant un écoulement aussi complexe que celui que l’on trouve
dans une extrudeuse bivis est d’améliorer la précision des champs de vitesses calculés. Pour cela,
la meilleure option est la diminution de la taille de maille et du pas de temps dans le calcul de
vitesse, ce qui augmente la durée du calcul et la taille des fichiers résultats. Une méthode possible
pour éviter d’atteindre des durées de calcul trop importantes est de réduire la taille de maille
uniquement aux endroits nécessitant plus de précision, et de l’augmenter dans les zones qui n’in-
fluencent pas les résultats de calcul. Ainsi, on gagne en précision sans trop « alourdir » le maillage.

Dans un premier temps, nous avons dû passer d’un maillage dont la forme était celle du
fourreau à un maillage parallélépipédique, afin d’éviter de dégrader la méthode lors de l’utilisa-
tion d’un maillage trop grossier aux bords du domaine [Fig. 2.2]. Le fourreau est immergé dans
le maillage, comme les vis, et les conditions limites sont imposées sur les vis et sur la zone du
maillage située à l’extérieur du fourreau. Nous avons décidé de remailler finement les zones où la
variation du taux de cisaillement est importante, ciblant ainsi le domaine fluide à proximité des
vis et du fourreau, et dans la zone d’interpénétration des vis, ces zones étant celles qui posent le
plus de problème en terme de perte de particules au cours du lâcher (entrée dans les vis, sortie
du fourreau, grande accélération dans la zone d’interpénétration). Les zones autour d’éléments
malaxeurs solides, dans lesquelles la précision du calcul n’influence pas les résultats de lâchers
de particules, sont quant à elles déraffinées.

On remaille en plusieurs incréments pour permettre la convergence du maillage vers une
solution optimale, et ce pour chaque pas de temps afin de suivre le mouvement des vis. Pour
cela, on utilise une méthode basée sur un estimateur d’erreur.

Estimateur d’erreur

Les méthodes d’adaptation de maillage sont basées principalement sur une estimation d’er-
reur. L’estimateur d’erreur va indiquer les zones de faible erreur où l’on peut déraffiner le maillage
et les zones d’erreur importante où l’on doit raffiner le maillage. Pour une adaptation de maillage
anisotrope, l’estimateur d’erreur doit être capable d’estimer également la variation des erreurs se-
lon des directions différentes. De ces informations, l’orientation et le ratio d’étirement des mailles
permettant de minimiser l’erreur sont déduits. Les informations sur l’orientation et le rapport
d’étirement peuvent être déterminées directement par l’inversion du hessien H de la fonction
du problème (pour nous le taux de cisaillement). Le tenseur décrivant les tailles de maille (mé-
trique) est ensuite calculé sous la contrainte d’un nombre d’éléments et de nœuds, ou bien sous
la contrainte de l’erreur maximale.

Pour remailler, nous utilisons un outil introduit par Coupez [50], qui permet de construire
une métrique optimisée (en termes d’erreur) directement aux nœuds du maillage à partir du
gradient d’un champ scalaire régulier sur le domaine de calcul. Dans notre cas, nous avons choisi
le taux de cisaillement comme champ scalaire et nous limitons la prise en compte du taux de
cisaillement par une valeur maximale (500 s−1) afin d’éviter un emballement du remaillage dans
des zones présentant des singularités.
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(a) Maillage « classique » [47]

(b) Maillage optimisé, utilisant la méthode [50]

Figure 2.2 – Ancien et nouveau maillage d’une portion d’extrudeuse bivis
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Parallélisation

Nous effectuons nos calculs sur plusieurs processeurs. Or, entre deux pas de remaillage, dans
la phase de repartitionnement de la méthode de parallélisation, les éléments qui ne sont pas
encore adaptés autour des interfaces de partitionnement (entre les zones remaillées par différents
processeurs) et qui sont de mauvaise qualité doivent être migrés (éléments contraints) dans un
des sous-domaines (processeur) pour être remaillés [Fig. 2.3].

Figure 2.3 – Illustration de la stratégie de parallélisation du mailleur sur sept processeurs (différentes
couleurs) en 2D : itération des phases de repartitionnement-remaillage. Les zones en cours de remaillage
sont encadrées (inspiré de [51])

On utilise la pénalisation pour contraindre un élément et la méthode de repartitionnement
est basée sur un algorithme de minimisation d’une fonction coût [52]. Si l’on veut faire migrer les
interfaces des sous-domaines, une méthode est donc d’augmenter artificiellement (pénalisation)
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le coût des communications associées aux éléments et nœuds que l’on veut contraindre. Si l’on
veut contraindre les éléments qui sont de « mauvaise qualité » (aplatis), on doit faire dépendre
les poids de communication de la qualité des éléments. On définit les poids de communication
pénalisés de la manière suivante :

ω (n) = 1 + ρH
(
Q (n)
Qmin

+ 1
)

(2.9)

où H(.) représente la fonction Heavyside, ρ est un paramètre de pénalisation (∼ 1 000), Q(n)
est un facteur de qualité nodale et Qmin est la qualité en dessous de laquelle un élément est
considéré comme mauvais et doit être incorporé à un domaine de remaillage.

Pour l’adaptation de maillage basée sur une estimation d’erreur, un choix des éléments
contraints basé uniquement sur leur qualité n’est pas suffisant. En effet, il peut exister des zones
dans lesquelles la présence d’éléments de mauvaise qualité n’affecte pas la qualité du calcul. Par
exemple, si l’on autorise des tailles de mailles très grandes dans certaines zones, il arrive que
l’échelle de variation de la taille de maille imposée soit petite devant la taille de maille réelle et
que des éléments soient considérés de mauvaise qualité.

Si l’on contraint tous les éléments de « mauvaise qualité », y compris ceux qui n’engendrent
pas une erreur importante, il peut exister trop de nœuds contraints qui doivent être remaillés et
migrés dans un sous-domaine. Dans ce cas, il peut n’y avoir qu’un seul processeur qui travaille, ce
qui diminue fortement l’efficacité du calcul parallèle. Pourtant, ces éléments de mauvaise qualité
peuvent ne pas être remaillés puisqu’ils sont dans des zones de faible erreur qui n’influencent pas
beaucoup le calcul. Une solution pour éviter les extra-tailles de maille permises, qui augmentent
le nombre d’élément de mauvaise qualité, est l’utilisation d’une taille de maille maximale.

Malheureusement, cette méthode va augmenter le nombre de nœuds nécessaires et causer la
perte de certaines informations sur l’anisotropie du maillage adapté. De plus, la taille maximale
dépend de chaque problème, il n’est donc pas facile de la choisir arbitrairement. Une deuxième
solution, proposée par Nguyen [53] dans le cadre de sa thèse au Cemef, est d’utiliser une nouvelle
mesure de la qualité des éléments (ou nœuds) pondérée par l’erreur. La qualité pondérée d’un
élément est définie comme bonne si son erreur est assez faible, peu importe la qualité calculée par
le mailleur, et est égale à la qualité normale si son erreur est importante. Cette méthode permet
de diminuer le nombre d’éléments contraints en préservant l’anisotropie du maillage optimal. La
qualité sur un élément E pondérée par l’erreur est définie de la manière suivante :

Qpond (E) = H
(

eE
eseuil

− 1
)

+
(

1−H
(

eE
eseuil

− 1
))

Qmailleur (E) (2.10)

où eseuil = max (eE)
re

, eE est l’erreur sur l’élément E, re est le ratio à partir duquel l’erreur est
assez faible et Qmailleur est la qualité calculée par le mailleur. Les éléments contraints sont ceux
dont la qualité pondérée est inférieure à la qualité seuil Qmin. Les nœuds contraints sont définis
comme étant ceux qui appartiennent au moins à un élément contraint.

2.2.3 Application au calcul de pression, de SME et de longueur de
remplissage

On applique la méthode présentée précédemment à l’étude du mélange dans une zone de test
d’une extrudeuse bivis de diamètre 50 mm. Le cas test est composé d’un élément de vis à pas
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direct de 33,3 mm et de 50 mm de long, suivi d’une zone de test de 50 mm de long qui peut être
composée d’un élément de vis ou d’un bloc d’éléments malaxeurs, et d’un élément de vis à pas
inverse de 33,3 mm et de 50 mm de long [Fig. 2.4]. Les vis ont un rayon intérieur de 20 mm et un
rayon extérieur de 24 mm. L’entraxe est de 45 mm et le fourreau à un rayon intérieur de 25 mm.
Pour éviter les problèmes de maillage au contact entre vis et entre vis et fourreau, on a choisi
de laisser un jeu de 1 mm pour cette étude. On peut faire varier le débit imposé sur la surface
d’entrée, ainsi que la vitesse de rotation des vis. La pression est imposée nulle sur la surface de
sortie.

Figure 2.4 – Configuration d’un cas test de simulation d’un écoulement en extrusion bivis

Dans le cas d’une zone de test composée de 5 éléments malaxeurs d’épaisseur 10 mm, décalés
de 30o, et pour une vitesse de 200 tr/min et un débit de 20 kg/h, on avait avant remaillage
un maillage d’environ 4,5 millions d’éléments, allant d’une taille minimale d’arête de 0,1 mm à
1,4 mm. Après un remaillage effectué en cinq itérations (à chaque pas de temps), on obtient un
maillage d’environ 4,5 millions d’éléments, allant de 0,02 mm à 16,56 mm. Pour chaque pas de
temps, le temps de calcul de l’écoulement comprenant le remaillage en cinq itérations est de 2
heures sur 34 processeurs. On effectue un calcul de vitesse par pas de temps (1,5 ms) sur un
demi-tour de vis (100 pas), la section du profil de vis étant invariante par rotation de π. Au
final, le calcul de l’écoulement prend 200 h sur 34 processeurs, ce qui reste assez important, mais
la taille des fichiers obtenus reste la même qu’avant le remaillage, pour une précision plus grande.

La méthode éléments finis 3D [43] intégrée dans le logiciel XimeXr permet d’obtenir de bons
résultats pour la simulation du champ de pression, de la longueur de remplissage des vis ainsi
que de l’énergie mécanique spécifique (SME) dans des sections d’extrudeuses bivis.
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Longueur
Pas ou Nombre ou

Type Angle de Nombre épaisseur
d’élément de filets ou d’éléments d’un

décalage de lobes élément
(mm)

Cas A Vis 33,3 mm 2 1 50
[Fig. 2.5(a)]

Cas B Malaxeur +30o 2 5 10
[Fig. 2.5(b)]

Cas C Malaxeur +30o 2 10 5
[Fig. 2.5(c)]

Cas D Malaxeur +60o 2 5 10
[Fig. 2.5(d)]

Cas E Malaxeur +60o 2 10 5
[Fig. 2.5(e)]

Cas F Malaxeur 0o 2 1 50
[Fig. 2.5(f)]

Cas G Malaxeur 90o 2 5 10
[Fig. 2.5(g)]

Cas H Malaxeur 90o 2 10 5
[Fig. 2.5(h)]

Cas I Malaxeur -60o 2 5 10
[Fig. 2.5(i)]

Cas J Malaxeur -30o 2 5 10
[Fig. 2.5(j)]

Cas K Malaxeur -30o 2 10 5
[Fig. 2.5(k)]

Table 2.1 – Description des différentes zones de test simulées
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(a) Cas A

(b) Cas B
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(c) Cas C

(d) Cas D
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(e) Cas E

(f) Cas F
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(g) Cas G

(h) Cas H



2.2. Calcul par éléments finis de l’écoulement 3D d’un polymère fondu dans une extrudeuse bivis 35

(i) Cas I

(j) Cas J

(k) Cas K

Figure 2.5 – Géométrie de vis et champ de pression calculé par XimeXr pour différents cas
tests [Tab. 2.1] (vitesse de rotation des vis : 200 tr/min et débit : 20 kg/h)



36 Chapitre 2. Modélisation du mélange distributif en extrusion bivis

Figure 2.6 – Comparaison entre les longueurs de remplissage déterminés par Ludovicr (courbe) et
celles calculées par éléments finis 3D (image)

Des simulations ont été effectuées pour la même configuration de vis que celle présentée pré-
cédemment (§ 2.2.2) [Fig. 2.4]. Dans un premier temps, la zone de test est composée d’un élément
de vis à pas direct (Cas A [Fig. 2.5(a)], [Tab. 2.1]) et l’on impose des vitesses de rotations de 100,
200 et 300 tr/min avec un débit fixé à 20 kg/h, puis des débits de 10, 20 et 40 kg/h pour une
vitesse de rotation de 200 tr/min. On compare ensuite les résultats de calcul à ceux obtenus par
le logiciel 1D Ludovicr [54] (§ 3.3), basé sur l’approximation de la lubrification hydrodynamique,
et dont la précision de calcul a été vérifiée expérimentalement à de nombreuses reprises [Figs. 2.6,
2.7]. On obtient une bonne concordance des résultats, ce qui indique que la méthode éléments
finis 3D atteint une bonne précision pour le calcul de ces grandeurs.

Dans un deuxième temps, on fixe la vitesse de rotation des vis à 200 tr/min et le débit à 20
kg/h et l’on change la géométrie de la zone de test. Celle-ci est composée de 5 éléments malaxeurs
d’une largeur de 10 mm. On teste différents angles de décalage entre éléments malaxeurs (+30o,
+60o, 0o, 90o, -60o et -30o (Cas B, D, F, G, I et J [Tab. 2.1], [Fig. 2.5])) et l’on compare à
nouveau les résultats de calcul 3D de la pression et de la SME à ceux obtenus par Ludovicr [Fig.
2.8]. On constate que la simulation 3D amène une plus grande précision dans la différenciation
des configurations de vis. En effet, la simulation 1D donne les mêmes résultats de calcul de la
pression maximale pour tous les éléments décalés selon une forme de pas direct et le même ré-
sultat de calcul de la SME pour toutes les configurations.

Enfin, toujours pour une vitesse de rotation des vis de 200 tr/min et un débit de 20 kg/h, on
fait varier l’épaisseur des éléments malaxeurs. On teste 5 et 10 mm d’épaisseur pour des angles de
décalages de +30o, 90o et -30o (Cas B, C, G, H, J et K [Tab. 2.1], [Fig. 2.5])). En comparant les
résultats 1D et 3D du calcul de SME, on constate que le calcul 1D ne permet pas de différencier
les malaxeurs d’épaisseur 5 et 10 mm, tandis que le calcul 3D donne des résultats différents pour
les deux épaisseurs [Fig. 2.9].

Le calcul éléments finis 3D permet d’effectuer un « zoom » sur l’écoulement et d’accéder à
une plus grande précision de calcul des grandeurs telles que la pression et la SME en prenant en
compte des détails (angles de décalage, épaisseur des malaxeurs) que la simulation 1D ne « voit »
pas toujours.
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(a) Pression maximale sur la zone de test (b) SME

(c) Longueur de remplissage

Figure 2.7 – Comparaison entre les résultats de calcul de la pression maximale (a), de la SME
(b) et de la longueur de remplissage (c) obtenus par Ludovicr (1D) et par XimeXr (3D) pour
différents débits et vitesses de rotation des vis
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(a) Pression maximale sur la zone de test (b) SME

Figure 2.8 – Comparaison entre les résultats de calcul de la pression maximale (a) et de la
SME (b) obtenus par Ludovicr (1D) et par XimeXr (3D) pour différents angles de décalage des
éléments malaxeurs

Figure 2.9 – Comparaison entre les résultats de calcul de la SME obtenue par Ludovicr (1D)
et par XimeXr (3D) pour différentes épaisseurs des éléments malaxeurs
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2.3 Lâcher de particules
À partir de la simulation 3D de l’écoulement présenté précédemment (§ 2.2), on peut effectuer

des lâchers de particules afin de disposer de marqueurs pour le calcul de critères de caractérisa-
tion du mélange (§1.1).

À chaque pas de temps, on doit interpoler sur chaque particule la vitesse calculée par éléments
finis, la vitesse hors domaine étant choisie nulle. Pour cela, on repère la position de la particule
dans le maillage représentant l’écoulement, à l’aide d’une méthode d’interpolation hiérarchique
par méthode octree, puis on déduit la vitesse au point occupé par la particule en moyennant les
vitesses aux nœuds environnant du maillage. Ensuite, à partir de cette vitesse et d’un schéma
d’intégration, on peut calculer la position de la particule au pas suivant.

2.3.1 Première méthode d’intégration
Pour nos premiers calculs, nous nous étions limités aux schémas à pas unique, étant donnée

la nature de l’écoulement. En effet, au-delà de deux pas de temps, les positions d’une parti-
cule autour d’éléments malaxeurs, qui est soumise à des vitesses et des changements de direc-
tions violents, semblent avoir peu de chances d’être fortement corrélées. Nous avions également
choisi d’utiliser une méthode explicite car nous avions constaté que, dans le cas d’une sortie du
domaine de calcul de la particule, les schémas prédicteur-correcteurs pouvaient aboutir à une
non-convergence du calcul. Prenons par exemple un schéma d’Adams-Moulton d’ordre 2 :

k1 = v (xi, ti)

k2 = v
(
xki+1, ti+1

)
xk+1
i+1 = xi + ∆t

2 (k1 + k2)

(2.11)

où k est le numéro de l’itération de calcul, xi la position de la particule au temps ti, ∆t le pas
de temps et v (xi, ti) la vitesse au point xi et au temps ti.

Une fois une particule sortie du domaine de calcul, elle se déplace avec une vitesse nulle. Dans
ce cas, on se rend compte lors de la correction itérative de la position d’une particule piégée à
l’extérieur du domaine par le schéma d’Adams-Moulton, qu’on aboutit souvent à une solution
également hors domaine, voire à une non convergence, la position oscillant entre l’intérieur et
l’extérieur du domaine. En effet, si, au cours des itérations, une position intermédiaire xk (tn+1)
se retrouve en dehors du domaine, la vitesse en ce point (nécessaire dans le schéma implicite)
sera la même que pour la première itération hors domaine : v

(
xk (tn+1)

)
= v

(
xhd (tn+1)

)
, avec

hd la première itération hors domaine. Le calcul itératif repartira donc à son point de départ, et
ce même avec un schéma correcteur d’ordre plus élevé [Fig. 2.10].

Dans le cas d’une extrudeuse bivis, le problème se poserait pour les sorties du fourreau, la
vitesse à l’extérieur de celui-ci étant, dans le cas de la sortie de domaine d’une particule au cours
des itérations, fixée à zéro dans nos calcul.

On a donc choisi de tester l’efficacité de différents schémas explicites à pas unique. Pour
cela, on s’est placé dans un cas stationnaire (afin de gagner en temps de calcul) présentant une
géométrie permettant de visualiser le comportement de ces schémas lorsque les particules sont
soumises à de brusques changements de forme du champ de vitesse. Nous avons créé un tube de
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(a) Première itération

(b) Deuxième itération

Figure 2.10 – Illustration du comportement des schémas de type Adams-Moulton en cas de sortie de
domaine
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diamètre 20 u.L. (unités de longueur), présentant des coudes et des bifurcations (un « obstacle »
tous les 50 u.L. environ), d’une longueur non déroulée de 800 u.L. [Fig. 2.11].

Figure 2.11 – Géométrie de l’écoulement choisi pour les tests de sensibilité des méthodes de calcul à
la taille de maille et au pas de temps

La vitesse maximale calculée dans ce tube (à l’incertitude de calcul liée à la taille de maille
près) est de 35 u.L./u.T., ce qui veut dire qu’en prenant un pas de temps de 1 u.T., une particule
soumise au champ de vitesse maximal suivant une direction rencontrera un obstacle au minimum
tous les deux pas de temps.

En gardant ces ordres de grandeur, on espère se situer dans des conditions d’écoulements aussi
« difficiles » en terme de calcul de positions de particules que le sont les écoulements rencontrés
dans une extrudeuse bivis, avec des problèmes de sortie de domaines. Nous avons donc examiné
les schémas de Runge-Kutta d’ordre 2 (eqs. 2.12, 2.13) et d’ordre 4 (eq. 2.14).

Schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 (RK2) :


k1 = v (xi, ti)

k2 = v (xi + ∆tk1, ti + ∆t)

xi+1 = xi + ∆t
2 (k1 + k2)

(2.12)

Variante du schéma de Runge-Kutta d’ordre 2 ou méthode de la tangente améliorée (TA) :


k1 = v (xi, ti)

k2 = v
(
xi + ∆t

2 k1, ti + ∆t
2
)

xi+1 = xi + ∆t (k1 + k2)

(2.13)
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Schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4) :

k1 = v (xi, ti)

k2 = v
(
xi + ∆t

2 k1, ti + ∆t
2
)

k3 = v
(
xi + ∆t

2 k2, ti + ∆t
2
)

k4 = v (xi + ∆tk3, ti + ∆t)

xi+1 = xi + ∆t
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

(2.14)

On peut d’ores et déjà noter que la méthode de la tangente améliorée (TA) donne nécessai-
rement une position hors domaine à la particule si la position intermédiaire xi + ∆t

2 k1 est hors
domaine.

À pas de temps égal, la méthode de Runge-Kutta 4 (RK4) est censée être la plus précise,
étant d’ordre supérieur. Cependant, on constate que cette méthode, ainsi que la méthode de la
tangente améliorée (TA), nécessitent de connaître la vitesse à un temps tn + ∆t

2 , ce qui revien-
drait, dans notre cas d’écoulement instationnaire en extrusion bivis, à diviser le pas de temps
par deux dans le calcul de la vitesse, c’est à dire à augmenter le temps de calcul. Si l’on veut
comparer ces méthodes à pas de temps minimal égal, pour avoir une idée de leur efficacité en
termes de précision et de temps de calcul global, il faut donc prendre un pas de temps ∆t pour
la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 (RK2) égal à la moitié du pas de temps ∆t pour les deux
autres méthodes. Il est dans ce cas moins évident que RK4 offre une meilleure précision que RK2.

On compare de cette manière ces méthodes dans notre écoulement stationnaire [Fig. 2.12].
On effectue des calculs de déplacement de particules par les 3 méthodes de Runge-Kutta pour
différents pas de temps (pas de temps minimal (RK2) : 0,25, 0,5, 1, 2 u.T.) et différentes tailles
de mailles (1,5, 3, 6 u.L.). En changeant la taille de maille, on évalue l’influence de la précision
du calcul de vitesse sur le calcul de déplacement de particules.

On constate, comme attendu, que la qualité du transport augmente avec la diminution de la
taille de maille (c’est à dire avec l’augmentation de la précision du calcul de vitesse) et du pas
de temps dans tous les cas, mais que les méthodes de la tangente et RK4 n’amènent pas d’amé-
liorations significatives par rapport à RK2. Sur le cas stationnaire, la méthode influe donc peu
sur le résultat, pourvu que le couple (pas de temps, taille de maille) soit suffisamment bien choisi.

Nous avons donc choisi d’utiliser une méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 pour nos lâchers de
particules.
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(a) Pour un pas de temps minimal (RK2) égal à 2 u.T. (RK4 et TA : 4 u.T.) et une taille
de maille de 1,5 u.L.

(b) Pour un pas de temps minimal (RK2) égal à 1 u.T. (RK4 et TA : 2 u.T.) et une taille
de maille de 1,5 u.L.

(c) Pour un pas de temps minimal (RK2) égal à 0.5 u.T. (RK4 et TA : 1 u.T.) et une taille
de maille de 1,5 u.L.

(d) Pour un pas de temps minimal (RK2) égal à 0.5 u.T. (RK4 et TA : 1 u.T.) et une taille
de maille de 3 u.L.

(e) Pour un pas de temps minimal (RK2) égal à 0.5 u.T. (RK4 et TA : 1 u.T.) et une taille
de maille de 6 u.L.

Figure 2.12 – Position des particules au bout de 150 u.T. avec : RK2 en bleu, TA en jaune et RK4
en rouge (la solution attendue est une accumulation de tous les points uniformément sur la section de
sortie)
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2.3.2 Visualisation du « blocage » des particules et nouvelle méthode
d’intégration

Nous avons dans un premier temps effectué des lâchers de particules à partir des calculs de
vitesses effectués à l’aide du maillage adaptatif et en utilisant une méthode de Runge-Kutta
d’ordre 2. Environ 19 000 particules sont lâchées sous la forme d’une sphère de 1 mm de rayon
dans le chenal avant la zone de test (à 48 mm du début de l’écoulement) [Fig. 2.13].

Figure 2.13 – Position initiale de la sphère de particules

Pour des raisons de temps de calcul, le pas de temps a été choisi plus grand que le pas de
temps idéal pour la taille de maille obtenue après remaillage. En effet, avec une taille de maille
(arête) minimale d’environ 0,02 mm dans le cas d’une vitesse de rotation de 200 tr/min et d’un
rayon de vis de 24 mm, on devrait imposer un pas de temps de l’ordre de 0,04 ms pour être
cohérents avec la taille de maille. Or, on a un temps de calcul par pas de temps de 8 minutes,
car l’interpolation d’un maillage (les particules) sur un autre (l’écoulement) n’est pas parallélisé
dans la bibliothèque de calcul CimLib, et le calcul est donc effectué sur un seul processeur. Avec
un débit imposé de 20 kg/h, le temps de séjour théorique des particules dans la zone de test est
d’environ 7 secondes. Si l’on veut continuer le calcul jusqu’à 10 secondes, on obtient un temps de
calcul total des positions de particules d’environ 6 mois. De plus, il faut appliquer le même pas
de temps au calcul des vitesses, ce qui correspondrait à 312 jours environ si l’on garde la stratégie
algorithmique actuelle [43] (que l’on pourrait optimiser). Au final, on aurait un temps de calcul
de 17 mois, ce qui est beaucoup trop long pour notre étude et a fortiori pour une utilisation
industrielle. On s’est donc contenté d’un pas de temps de 1,5 ms ce qui nous amène quand même
à une durée de calcul des positions des particules d’environ 5 semaines pour 10 s d’écoulement,
à ajouter à 8 jours du calcul des vitesses, soit environ un mois et demi.

Nous avons constaté, en traçant les distributions de temps de séjours à 100 mm (début du
pas inverse), que la grande majorité (96,3 %) des particules ne sortait pas de la zone de test
[Fig. 2.14]. Comme cela est parfois rapporté dans la littérature [22, 23], nous avons attribué ce
comportement à la capture des particules par le milieu solide, due à l’imprécision de calcul.
En effet, si une particule se retrouve au cours d’un pas de temps dans le milieu solide à cause
d’une imprécision de calcul, elle sera ensuite déplacée en utilisant la vitesse interpolée en ce



2.3. Lâcher de particules 45

Figure 2.14 – Temps de séjours cumulés des particules en sortie de la zone de test [Fig. 2.13] dans le
cas où la zone de test est composée d’éléments malaxeurs d’épaisseur 10 mm décalés de +30o, avec un
débit de 20 kg/h et une vitesse de rotation de 200 tr/min et pour un schéma d’intégration Runge-Kutta
d’ordre 2 (eq. 2.12)

point, c’est-à-dire une vitesse nulle si elle est dans le fourreau et une vitesse de rotation dans
une section constante perpendiculaire à l’écoulement si elle est dans une vis. Elle risque ainsi de
se retrouver bloquée dans le milieu solide. Dans ce cas, Bravo et al. [23] réintègrent la particule
dans l’écoulement, tandis que Alsteens et al. [22] ne prennent pas en compte les particules qui ne
sont pas sorties de l’écoulement au bout de 40 fois le temps de séjour théorique. La plupart des
autres études comportant des lâchers de particules dans des écoulements complexes ne précisent
pas si elles rencontrent des problèmes de perte de particules.

Nous avons donc cherché à améliorer le calcul des positions de particules, étant donné que
l’on est limité par le temps de calcul dans le choix de la taille de maille et du pas de temps, et
qu’on a déjà cherché à améliorer le calcul de l’écoulement par le remaillage adaptatif. On a donc
testé deux schémas d’intégration explicites, l’un à pas unique (eq. 2.15), l’autre sur deux pas de
temps (eq. 2.16).

Schéma itératif 1 : 
x0
i = x (ti)

xki = xk−1
i + ∆t

N vk−1
i (ti)

x (ti+1) = xNi (ti)

(2.15)

avec N = 10, et où vki = v
(
xki
)
et 0 ≤ k ≤ N est le pas d’itération.

Schéma itératif 2 : 
x0
i = x (ti)

xki = xk−1
i + ∆t

N

(
N−i
N vk−1

i (ti) + i
N vk−1

i (ti+1)
)

x (ti+1) = xNi (ti)

(2.16)

On a dû abandonner le second schéma à cause du temps de calcul trop élevé qu’il nécessite
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(1h par pas de temps) et qui est dû à la deuxième interpolation sur la vitesse au pas suivant
pour chaque itération.

Figure 2.15 – Temps de séjours cumulés des particules en sortie de la zone de test [Fig. 2.13] dans le
cas où la zone de test est composée d’éléments malaxeurs d’épaisseur 10 mm décalés de +30o avec un
débit de 20 kg/h et une vitesse de rotation de 200 tr/min et pour un schéma d’intégration itératif (eq.
2.15)

Le premier schéma quant à lui donne de meilleurs résultats en terme de temps de séjours
cumulés que le schéma de Runge-Kutta 2 [Fig. 2.15], étant donné que l’on obtient un plus grand
nombre de particules qui sortent de la zone de test dans un temps raisonnable, et ce pour un
temps de calcul de 10 minutes par pas de temps. En effet, cette fois-ci 14,5 % des particules
sont sorties en fin de calcul. Cependant, il reste toujours beaucoup de particules qui ne sortent
pas de l’écoulement et que l’on suppose bloquées dans les vis. On a donc décidé de rajouter une
variable attachée aux particules qui indique si celles-ci se trouvent dans le domaine solide ou
dans le domaine fluide. On peut ansi quantifier exactement le nombre de particules bloquées au
dernier pas de temps et on pourra ainsi ne pas prendre en compte ces particules bloquées dans
notre évaluation de la qualité de mélange. Avec le nouveau schéma d’intégration, on obtient 81,3
% de particules bloquées, contre 95,9 % avec Runge-Kutta 2. Si l’on trace les temps de séjours
cumulés des particules en sortie de la zone de test [Fig. 2.13], en ne prenant en compte que les
particules « libres », on obtient un résultat qui semble satisfaisant pour le schéma itératif : 72,2
% des particules libres sont sorties [Fig. 2.16].

Cependant, on note en observant la distribution des temps de séjour que le temps de séjour
moyen des particules « libres » est de 3,6 s avec un écart type de 4,1 s, ce qui est plus petit que
le temps de séjours théorique, bien que l’ordre de grandeur soit bon si l’on prend l’écart type
comme marge d’erreur [Fig. 2.17]. On entrevoit donc que, même en sélectionnant les particules
« libres », il y a un problème de précision de calcul de la vitesse des particules dans la direction de
l’écoulement. Cette imprécision peut être due à la fois au pas de temps trop élevé, à un mauvais
choix de schéma d’intégration et à une mauvaise précision de calcul de vitesse dans la direction de
l’écoulement. En effet, la composante de la vitesse dans la direction d’écoulement est faible et il
est possible que l’approximation de calcul, même avec le remaillage, soit trop pauvre pour espérer
obtenir des vitesses réalistes. Cela se vérifie en prenant des cas plus sévères en terme de difficulté
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Figure 2.16 – Temps de séjours cumulés des particules « libres » uniquement en sortie de la zone de
test [Fig. 2.13] dans le cas où la zone de test est composée d’éléments malaxeurs d’épaisseur 10 mm
décalés de +30o avec un débit de 20 kg/h et une vitesse de rotation de 200 tr/min et pour un schéma
d’intégration itératif (eq. 2.15)

de conservation du débit, c’est-à-dire des cas de type « pas inverse ». Si l’on reprend le même cas
que précédemment mais avec des éléments malaxeurs décalés de -60o, on obtient une situation où
les éléments malaxeurs contribuent négativement au débit. Dans ce cas, on constate en traçant
les temps de séjours cumulés à 100 mm que, bien que 4,7 % des particules soient libres, aucune ne
sort de l’écoulement, ce qui est visible également sur une image du lâcher de particules [Fig. 2.18].

De même, dans le cas où les éléments malaxeurs sont décalés de 90o, les particules n’atteignent
pas la sortie de l’écoulement en moins de 10 s. Il semble donc qu’il ne soit pas possible, pour
des temps de calcul raisonnables et dans l’état actuel de puissance de calcul de nos processeurs,
d’obtenir des positions de particules fiables d’un bout de l’écoulement à l’autre, du moins suivant
la direction d’écoulement, et ce sans doute en partie à cause des imprécisions de calcul dès les
calculs de vitesse qui utilisent les techniques présentées dans l’article [43]. Certaines améliora-
tions ont étés apportées à cette méthode depuis, mais leur mise en place ne faisait pas partie des
objectifs de ce travail. Comme nous le verrons en conclusion, il existe des alternatives au calcul
de position sur l’ensemble de l’écoulement, mais elles ne seront pas étudiées dans cette thèse.

Afin de tout de même comparer les critères de mélange entre eux et aux résultats présents
dans la littérature pour des configurations similaires, on a sélectionné quelques écoulements ne
présentant pas trop de perte de particules et dont les distributions des temps de séjours restent
dans des ordres de grandeur compatibles avec la théorie.
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Figure 2.17 – Distribution des temps de séjours des particules « libres » uniquement, en sortie de la
zone de test [Fig. 2.13], dans le cas où la zone de test est composée d’éléments malaxeurs d’épaisseur
10 mm, décalés de +30o avec un débit de 20 kg/h et une vitesse de rotation de 200 tr/min et pour un
schéma d’intégration itératif (eq. 2.15)

Figure 2.18 – Positions des particules au bout de 10 s d’écoulement dans le cas où la zone de test est
composée d’éléments malaxeurs d’épaisseur 10 mm, décalés de -60o, avec un débit de 20 kg/h et une
vitesse de rotation de 200 tr/min et pour un schéma d’intégration itératif (eq. 2.15). Les particules en
rouge sont « libres » et celles en bleu sont bloquées dans les vis ou dans le fourreau
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2.4 Caractérisation du mélange et étude de cas

2.4.1 Méthodes de caractérisation
Afin de déterminer si un mélange est bon du point de vue distributif, on a choisi d’utiliser

l’entropie de Shannon comme critère de caractérisation. Nous introduisons également deux autres
critères : l’allongement moyen et la différence normalisée entre entropies de Shannon et entropie
de Rényi, qui permet de préciser s’il existe des zones à forte concentration.

Allongement moyen

La distribution des charges dans la matrice nécessite de les éloigner. Une mesure de la capacité
d’un procédé à mélanger est donc la mesure de sa capacité à éloigner deux particules initialement
proches [19]. On peut mesurer cet allongement λ = dx

dX le long de l’écoulement en évaluant la
distance entre des particules que l’on a « couplées » [Fig. 2.19].

Figure 2.19 – Illustration schématique de l’éloignement de deux particules

En effectuant une moyenne de cet allongement sur l’ensemble des particules, on obtient une
mesure du mélange dont on peut suivre l’évolution au cours du procédé simulé.

Différence normalisée entre entropies de Shannon et de Rényi

La différence normalisée δS = S−S(β)
S entre entropies de Shannon et de Rényi donne une

indication supplémentaire sur le type de mélange : à entropie de Shannon égale, s’il y a des zones
à forte concentration, l’entropie de Rényi (à β donné) sera plus faible que dans un cas sans zones
à forte concentration. Ainsi, plus la différence normalisée entre les deux entropies est grande,
plus on se rapproche d’une configuration de type petites zones à forte concentration [Fig. 2.20].
Tout comme pour l’allongement moyen et l’entropie de Shannon, on peut suivre l’évolution de
cette différence le long de l’écoulement.

Dans la pratique, pour le calcul des entropies, l’écoulement est découpé en « boîtes » de
volumes équivalents [Fig.2.21], et le calcul de la probabilité de présence d’une particule se fait à
partir du comptage du nombre de particules dans chaque « boîte » :

pj = cj
MC

, ci = ni
Vi

, C =
∑M
m=1 cm
M

(2.17)



50 Chapitre 2. Modélisation du mélange distributif en extrusion bivis

Figure 2.20 – Entropie de Shannon S et différence normalisée δS entre entropie de Shannon et de
Rényi pour quatre configurations types de mélange distributif

avec pj la probabilité de trouver une particule dans la « case » j, cj la concentration en particules
dans la « boîte » j, C la concentration moyenne sur l’ensemble des « boîtes », Vj le volume de la
« boîte » j et M le nombre total de « boîtes ».

Figure 2.21 – Illustration de la découpe de la zone d’écoulement pour le calcul de l’entropie

Les entropies de Shannon et de Rényi, et donc la différence normalisée entre ces entropies,
dépendent du nombre de « boîtes » en lequel est découpé l’écoulement [Fig. 2.22]. Pour comparer
deux écoulements, il faut donc avoir le même nombre de « boîtes ».

On dispose donc de deux critères décrivant le mélange de manière globale (allongement moyen,
entropie de Shannon) et d’un critère permettant de préciser s’il existe des zones à forte concen-
tration (différence normalisée entre entropies de Shannon et de Rényi).
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(a) Entropie de Shannon

(b) Entropie de Rényi (β = 5)

(c) Différence normalisée entre entropies de Shannon et de Ré-
nyi (β = 5)

Figure 2.22 – Dépendance des différentes entropies au nombre des « boîtes » utilisées pour le calcul
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2.4.2 Capacité de mélange de différentes configurations de vis

Comme nous l’avons vu plus tôt (§ 2.1), il est très difficile de tirer des conclusions à partir de la
littérature sur les capacités de mélanges des différents dispositifs existant en extrusion bivis, ainsi
que sur l’influence des conditions d’écoulement. En effet, les conclusions des différentes études ne
peuvent pas être comparées facilement et sont souvent contradictoires, ou ne présentent que des
écarts faibles entre les capacités de mélange des différents dispositifs étudiés. Il est probable que
les différents auteurs ont rencontré des difficultés similaires aux nôtres, c’est-à-dire des blocages
des particules dans le milieu solide et une mauvaise évaluation de la vitesse dans la direction de
l’écoulement, due à de trop pauvres approximations dans les calculs de vitesse et de positions des
particules. Il sera donc difficile de comparer nos propres résultats à ceux obtenus précédemment
dans d’autres études.

Comme on l’a constaté (§ 2.3.2), la plupart de nos lâchers de particules ne donnent pas de
résultats satisfaisants. Pour avoir tout de même une idée du type de résultats de caractérisation
du mélange que l’on peut obtenir à l’aide de nos critères, on a choisi quelques cas de type « pas
direct » présentant moins de problèmes de précision de calcul dans la direction de l’écoulement.
Les cas sont toujours de la forme : pas direct – zone de test – pas inverse [Fig. 2.4] où chacun
des trois éléments a une longueur de 50 mm. Les différentes zones de test sont présentées dans
le tableau [Tab. 2.2]. Dans tous les cas, le débit est de 20 kg/h et la vitesse de rotation est de
200 tr/min, les autres cas n’ayant pas donné de résultats de lâchers de particules satisfaisants.
À noter que l’on a tout de même des problèmes de temps de séjours, en particulier pour les cas
décalés de 60o, et que les résultats sont donc à prendre avec une grande vigilance.

% des
Longueur particules

Pas ou Nombre ou % de libres sorties
Type Angle de Nombre épaisseur particules de la

d’élément de filets ou d’éléments d’un libres à zone
décalage de lobes élément t = 10 s de test

(mm) (100 mm) à
t = 10 s

Cas A Vis 33,3 mm 2 1 50 16,2 95,6
[Fig. 2.5(a)]

Cas B Malaxeur +30o 2 5 10 18,7 72,2
[Fig. 2.5(b)]

Cas C Malaxeur +30o 2 10 5 9,2 46,2
[Fig. 2.5(c)]

Cas D Malaxeur +60o 2 5 10 11,5 15,9
[Fig. 2.5(d)]

Cas E Malaxeur +60o 2 10 5 18,5 0,03
[Fig. 2.5(e)]

Table 2.2 – Description des différentes zones de test simulées et de la qualité des lâchers de particules

À partir des lâchers de particules effectués sur ces cas, nous avons évalué l’allongement moyen
entre des particules initialement proches, l’entropie de Shannon et la différence normalisée entre
entropies de Shannon et de Rényi. Nous avons arbitrairement choisi un paramètre β égal à 5 et
nous avons découpé la géométrie d’écoulement en 14 336 cases pour les calculs d’entropie.
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Figure 2.23 – Allongement moyen entre deux particules initialement proches en fonction de la position
moyenne des particules dans la direction de l’écoulement pour les différentes configurations de la zone
de test

On constate tout d’abord, en comparant allongement moyen et entropie de Shannon dans
la zone de test, que les deux critères donnent la même tendance générale : le mélange est plus
rapide avec les malaxeurs [Figs. 2.23, 2.24]. On retrouve visuellement ce résultat en observant
les images des lâchers de particules [Figs. 2.26, 2.27, 2.28, 2.29]. Les courbes de différences nor-
malisées entre entropies de Shannon et de Rényi présentent d’importantes oscillations, ce qui
était prévisible étant donné que l’entropie de Rényi est plus sensible à la présence de défauts de
mélange [Fig. 2.25]. Bien que les différentes courbes soient proches, et que l’on ne puisse pas les
comparer pour les dernières positions, on peut noter que les profils à éléments malaxeurs décalés
de +60o semblent mieux éliminer les défauts de mélange, puisque la différence entre les entro-
pies diminue dans la zone de test. Globalement, on peut dire que les différentes configurations,
hormis l’élément de vis à pas direct, donnent des résultats comparables en termes de mélange,
ce qui est cohérent avec le fait que les précédentes études n’aient pas fait clairement ressortir de
configuration permettant un meilleur mélange.
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Figure 2.24 – Entropie de Shannon des particules en fonction de la position moyenne des particules
dans la direction de l’écoulement pour les différentes configurations de la zone de test

Figure 2.25 – Différence normalisée entre entropies de Shannon et de Rényi (β = 5) des particules,
en fonction de la position moyenne des particules dans la direction de l’écoulement pour les différentes
configurations de la zone de test



2.4. Caractérisation du mélange et étude de cas 55

(a) Cas A

(b) Cas B

Figure 2.26 – Lâcher de particules dans le cas d’une vis simple (a) et d’éléments malaxeurs (b)
(+30o, 10 mm) [Tab. 2.2] : capture à 0,15 secondes
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(a) Cas A

(b) Cas B

Figure 2.27 – Lâcher de particules dans le cas d’une vis simple (a) et d’éléments malaxeurs (b)
(+30o, 10 mm) [Tab. 2.2] : capture à 0,3 secondes
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(a) Cas A

(b) Cas B

Figure 2.28 – Lâcher de particules dans le cas d’une vis simple (a) et d’éléments malaxeurs (b)
(+30o, 10 mm) [Tab. 2.2] : capture à 0,75 secondes
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(a) Cas A

(b) Cas B

Figure 2.29 – Lâcher de particules dans le cas d’une vis simple (a) et d’éléments malaxeurs (b)
(+30o, 10 mm) [Tab. 2.2] : capture à 1,5 secondes
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2.5 Conclusion et perspectives
Ce qui ressort principalement de cette étude est l’importance des problèmes rencontrés dans

la simulation de particules lâchées dans un écoulement d’extrusion bivis. Pour résumer, la lour-
deur des calculs et le temps nécessaire pour les effectuer sont si importants qu’à l’heure actuelle,
on est obligé d’effectuer des calculs avec des pas de temps insuffisamment petits pour obtenir
la précision nécessaire à un lâcher de particule. Bien que la méthode de calcul (§ 2.2) [41–43]
donne de bons résultats pour d’autres grandeurs comme la pression, la SME ou la position des
surfaces libres par exemple (§ 2.2.3), elle ne permet pas d’obtenir une précision satisfaisante
pour la vitesse du fluide dans la direction de l’écoulement. En effet, cette grandeur étant petite
devant les autres vitesses, elle ne tolère pas une erreur aussi grande. À cause de ce problème, la
vitesse des particules dans la direction de l’écoulement est très imprécise et cela conduit à une
non-avancée des particules dans les cas où la configuration des vis n’aide pas au convoyage (pas
neutre ou inverse). Par ailleurs, les vis solides tournant à grande vitesse « capturent » un grand
nombre de particules, et ce également à cause d’un manque de précision de calcul, provenant
sans doute à la fois du calcul de vitesse et du schéma d’intégration utilisé pour le calcul de la
position des particules.

La simulation directe d’un lâcher de particules en tant qu’expérience numérique trouve ici
ses limites. En effet, l’intégration des trajectoires du début à la fin des blocs étudiés voit sa
précision s’appauvrir au cours du temps, parce qu’on se restreint à des pas de temps trop grands
pour des raisons utilitaires et parce que la taille de maille et la méthode de calcul (§ 2.2) ne
capturent pas toute la complexité de la cinématique (reflux aux éléments inverses) [Fig. 2.30]. Il
existe cependant des modifications de la méthode de calcul et de remaillage qui permettraient
de résoudre, au moins en partie, le problème d’imprécision de calcul de la composante de la
vitesse dans la direction de l’écoulement. En partant du principe que seules les vitesses dans la
direction de l’écoulement sont trop petites devant l’erreur de calcul, on peut considérer que les
vitesses le long des chenaux sont correctes. Une solution possible pour garder une méthode de
lâcher de particules pour caractériser le mélange serait donc de corriger les valeurs des vitesses
selon la direction d’écoulement, de manière à les faire correspondre en moyenne au débit imposé.
On peut également tenter d’améliorer la précision de la vitesse dans la direction de l’écoulement
en prenant pour cible du remaillage, non pas les variations du taux de cisaillement, mais les
variations non-linéaires de la vitesse dans l’épaisseur du chenal [Fig. 2.30]. Une autre option est
de résoudre directement les déformations et de caractériser le mélange à partir des tenseurs de
déformations obtenus, comme cela a été proposé durant le stage de Master de Joseph Ajouri [55]
dans le cas d’un écoulement de Couette excentré périodique. Pour cela, on peut utiliser la relation
entre l’allongement d’un segment de matière au cours de l’écoulement λ = |dx|

|dX| et les valeurs
propres du tenseur de Cauchy-Green gauche B, ainsi que l’équation d’évolution de B :

Ḃ−1 = −∇uTB−1 −B−1∇u (2.18)

Figure 2.30 – Champs de vitesse dans l’épaisseur du chenal d’un élément de vis à pas inverse
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Chapitre 3

Modélisation du mélange dispersif
en extrusion bivis. Application à

la casse de fibre

Notations

a : demi-longueur d’une fibre
A,B,C,D : sommets d’un élément malaxeur
A : tenseur d’orientation du second ordre
A : tenseur d’orientation du quatrième ordre
A : paramètre du calcul de Jeffery
a1, a2, a3 : demi-axes d’un ellipsoïde
Ab : section transverse du fourreau
As : section transverse de la vis
b : rayon d’une fibre
B : matrice de distribution
BE : coefficient d’Einstein / viscosité intrinsèque
Bp : pas de vis
CB : coefficient de casse
CI : coefficient de diffusion
Cl : entraxe
cp : chaleur spécifique
d : diamètre d’une fibre
D : matrice de fragmentation
Dr : diffusion en rotation
E : module d’Young
E : tenseur des vitesses de déformation
Ê : tenseur des taux de déformation sans dimension
Eact : énergie d’activation
Ep : épaisseur de l’élément malaxeur
F0 : charge initiale
fA : mesure scalaire de l’orientation
FB : force induite par le cisaillement intégrée sur une demi-fibre cylindrique de Burgers

61
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Fdc : facteur de forme correctif
F cEF : charge critique déterminée par éléments finis
ff : forces locales dues à l’écoulement
Ff : force compressive cumulée
Fi : force de compression au centre d’une fibre de longueur li de Dinh-Armstrong
F criti : force de compression avant flambement au centre d’une fibre de longueur li
Fp : forces ponctuelles appliquées aux extrémités d’une fibre
Fpc : facteurs de forme correctif
fr : taux de remplissage
Fr : fonction de répartition des longueurs de fibres en nombre
h : déflexion initiale d’une fibre en son centre
H : matrice de comportement du matériau
hTb : coefficient de transfert thermique du fourreau
hTs : coefficient de transfert thermique des vis
H (Θ) : profondeur du chenal
I : moment d’inertie d’une fibre
I : matrice identité
k : conductivité thermique
K : paramètre de la loi puissance
k′, k′′, k′′′ : constantes de taux de casse associées au nombre de tours de vis,

à la déformation et à l’énergie
kf : constante de taux de casse
kl : matrice de rigidité linéaire
KS : coefficient de Kolmogorov-Smirnov
ku : matrice de déplacement initial
kλ : matrice des forces suiveuses
kσ : matrice de rigidité géométrique
l : longueur d’une fibre
L : longueur moyenne des fibres
L : tenseur de Green-Lagrange
Ll : partie linéaire du tenseur de Green-Lagrange
ln : longeur en dessous de laquelle une fibre ne peut plus casser
Lnl : partie non-linéaire du tenseur de Green-Lagrange
Lo : longueur axiale d’un élément considéré
Lw : longueur moyenne en masse
L∞ : longueur de fibre en dessous de laquelle il n’y a plus de flambement
m : moment fléchissant local
m : vecteur des fractions de masse
M : facteur d’orientation
mf : nombre de filets de vis
mi : fraction de masse représentée par les fibres de longueurs li
Mij : transfert de masse de la classe des fibres de longueurLj à la classe

des fibres de longueur Li
Mo : moment de flexion
mW : paramètre de forme de la distribution de Weibull
n : nombre de classes de longueur de fibre
N : nombre de segments de fibres
n1, n2 : nombre total de fibres dans les distributions 1 et 2
Ni : nombre de fibres de longueur li
np : paramètre de la loi puissance
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Nr : vitesse de rotation des vis (en tr/s)
N (ν, σN ) : loi normale de probabilité avec une moyenne ν et une déviation standard σN
p : champ de pression
P : direction d’un axe de l’ellipsoïde
p0 : constante de pression
Pij : probabilité pour une fibre de longueur Lj en train de casser de générer

une fibre de longueur Li
PKS : probabilité que deux « séries » de longueurs de fibres suivent la même

loi de distribution
Pl (x) : probabilité de casse locale au point x de la fibre
PT : probabilité pour une fibre de casser pendant une rotation de période T
PW (σ) : probabilité de Weibull de casse d’une fibre sous une contrainte σ
P
(
σB
σem

)
: probabilité de casse d’une fibre pour un paramètre de flambement σB

σm

Q : débit massique total
QC : débit volumétrique longitudinal le long de la chambre en C
QΘ : débit dans la directionΘ
{r,Θ, Z} : référentiel dans la chambre en C
R : rayon de courbure d’une fibre
R : matrice de rotation
Rc : constante des gaz parfaits
Re : rayon extérieur du chenal
RF : part du rayon de courbure due à l’action des forces
Ri : rayon intérieur du chenal
Rik : taux de génération de fibres « enfants » de longueur li à partir

de « parents » de longueur lk
R (Θ) : rayon intérieur d’un élément malaxeur
S : paramètre du modèle de Tucker et al.
S : matrice de casse
Sb : surface d’échange thermique du fourreau
SME : énergie spécifique
Ss : surface d’échange thermique des vis
T : période de rotation de Jeffery
T : température moyenne sur l’épaisseur du chenal
T0 : température initiale des granulés
Tb : température du fourreau
T i : température d’un sous-élément i
Tm : température de fusion
Tr : effort tranchant
Tref : température de référence
ts : temps de séjour moyen
Ts : température des vis
u : champ de vitesse
U0 : solutions nodales du problème linéaire simple de la charge d’une poutre
V : volume de matériau
V : vitesse moyenne dans la direction du chenal
Vo : volume libre de l’élément considéré
Vp : volume de la particule
W : largeur du chenal
W ′ : largeur de remplissage du chenal
W ∗ : largeur de la zone d’interpénétration
Ẇ : puissance dissipée
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Ẇp : puissance dissipée due à une particule ellipsoïdale dans un fluide en cisaillement
Ẇt : puissance dissipée pour cisailler un volume V de matériau
ẆTOT : puissance dissipée intégrée sur le profil entier
{xyz} : référentiel de la fibre
{x′y′z′} : référentiel se déplaçant en translation avec la fibre
{x′y′} : plan de cisaillement
y, δ : déflexion d’une fibre
Y : part de la déflexion d’une fibre due à l’action des forces
y0 : déflexion initiale d’une fibre
Yt : déflexion totale au centre de la fibre
αk : paramètre de conservation de la masse
α, n : paramètre de Carreau-Yasuda
αs : angle définissant l’angle du filet
β : rapport d’aspect
βe : rapport d’aspect équivalent
γ̇ : taux de cisaillement
ˆ̇γ : taux de cisaillement sans dimension
γ̇ : taux de cisaillement moyen dans la chambre en C
Γ : tenseur gradient de vitesse
Γ′ : tenseur gradient de vitesse dans le référentiel se déplaçant en translation avec la fibre
∆t : temps passé par la fibre selon l’orientation P
∆H : enthalpie de fusion
δij : tenseurs unité de dimension 2
∆pC : différence de pression le long de la chambre en C
∆p′C : baisse de pression d’un élément de vis à par inverse le long de la chambre en C
δU : vecteur déplacement des nœuds du maillage
∆ΘC : angle définissant la chambre en C
∆Θ∗C : angle définissant zone d’interpénétration
ε0 : coefficient d’efficacité
εikl : symbole de Levi-Cita
η : viscosité apparente
η∗, F ∗p : viscosité et facteur de forme calculés en prenant en compte la géométrie locale
η0 : viscosité à cisaillement nul à la température de référence
η0 (T ) : viscosité à cisaillement nul en fonction de la température
ηp : viscosité estimée à la paroi
ηr : viscosité apparente relative
(ηγ̇)crit : contrainte de cisaillement avant casse
θ : angle entre la fibre et l’axe z′ perpendiculaire au plan de cisaillement
{θe, φe, ψe} : angles d’Euler
λ : valeur propre
λ0 : temps caractéristique de Carreau-Yasuda à la température de référence
λ (T ) : temps caractéristique de Carreau-Yasuda en fonction de la température
µ0 : viscosité du fluide environnant
ξ : paramètre de l’équation de Jeffery
Π : énergie du système fibre dans un écoulement en cisaillement
Πext : contribution à l’énergie des forces extérieures
Πint : énergie de déformation interne du système
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ρ : densité du polymère fondu
σ : contrainte
σ : tenseur des contraintes dans la fibre
σ0 : facteur d’échelle de la distribution de Weibull
σB : contrainte induite par le cisaillement intégrée sur une demi-fibre cylindrique
σc : résistance en traction d’une fibre
σcis : contrainte de cisaillement
σh : tenseur des contraintes sur la surface d’un ellipsoïde
σDTm : contrainte avant flambement de DeTeresa
σem : contrainte avant flambement de Euler
σFMm : contrainte avant flambement de Forgacs et Mason
σs : contrainte en traction à la surface d’une fibre en flexion
σt : résistance en traction du matériau composite
σu : contrainte minimale pour qu’une fibre casse
ζt : coefficient de trainée
τi : taux de casse des fibres de longueur li
τI : résistance de l’interface fibre-matrice
τj : taux de casse des fibres de longueur Lj
φ : angle entre la projection de la fibre dans le plan de cisaillement et l’axe y′
Φ : angle du filet
φ0 : fraction volumique du polymère
φi : angle d’interpénétration
φm : paramètre de Krieger-Dougherty
φv : fraction volumique de fibres
χ, χ′, χ′′ : paramètres du calcul de Jeffery
ψ : distribution d’orientation
Ψ : angle entre tangente à la fibre courbée et axe de la fibre non-déformée
Ψ (σi) : probabilité pour le segment de fibre i de casser sous la contrainte σi
Ω : vitesse de rotation des vis (en rad/s)
Ω : tenseur de vorticité
ωp : vitesse angulaire d’un ellipsoïde
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3.1 Introduction et bibliographie
Lorsque l’on ajoute des particules (silice, noir de carbone, ...) dans un polymère pour augmen-

ter ses propriétés mécaniques, on cherche à augmenter la surface de contact entre les particules
et la matrice afin d’optimiser l’interaction entre celles-ci. Pour cela, on doit disperser les agglo-
mérats de charges en éléments les plus petits possibles, en appliquant des contraintes sur les
agglomérats au cours du mélange afin de « casser » les interactions. Dans le cas de l’ajout de
fibres (naturelles ou de verre), on a le problème inverse. En effet, afin de garder les propriétés
mécaniques apportées pas des fibres longues, on cherche à éviter les trop fortes contraintes qui
amènent à une forme de dispersion particulière : la casse. C’est au problème de la casse de fibres
rigides, et en particulier de fibres de verre, que nous nous sommes intéressés dans cette étude.

Dans un premier temps, nous allons rappeler le principe et les méthodes de renfort par ajout de
fibre, puis nous reviendrons sur la littérature concernant le comportement de fibres en suspension,
depuis les caractéristiques d’une suspension de fibre en régime dilué dans un écoulement simple
jusqu’à la modélisation de la casse de fibres dans les procédés industriels. Nous poserons ensuite
les bases théoriques d’un modèle de casse de fibre dans un écoulement de cisaillement. Nous
présenterons ensuite une méthode de simulation de la casse de fibre dans une extrudeuse bivis
basée sur l’utilisation de résultats de simulation d’un écoulement en extrusion bivis ramené à
une dimension (Ludovicr). Puis, nous testerons cette méthode sur des cas réels afin de comparer
nos résultats à ceux fournis par l’expérience.

3.1.1 Renfort par ajout de fibres
L’ajout de fibres à un polymère permet de fortement améliorer ses propriétés mécaniques et

ainsi d’élargir son utilisation à des domaines dans lesquels, jusqu’alors, seuls les métaux étaient
utilisés. Les propriétés d’un matériau renforcé de fibres dépendent de l’interaction entre ces fibres
et la matrice polymère. Cette interaction peut être améliorée par l’ajout d’agents de couplages
et par l’augmentation de la surface de contact entre fibres et matrice, c’est-à-dire par la bonne
dispersion des « fagots » contenant les fibres [56]. L’augmentation des longueurs de fibres permet,
à surface spécifique égale, de limiter les singularités aux extrémités qui fragilisent la structure.

L’amélioration des propriétés mécaniques des polymères chargés de fibres est due à la capa-
cité d’une fibre à supporter une plus grande proportion des charges mécaniques que la matrice
qu’elle remplace. Les fibres discrètes offrent des propriétés mécaniques moindres par rapport à
des fibres continues. En effet, les extrémités des fibres (plus nombreuses pour des fibres courtes
à concentration de fibres donnée) forment des points où se concentrent les contraintes. Les fibres
discrètes donnent une résistance 5 % plus faible que les fibres continues à causes des sites créés à
leurs extrémités. Cependant, la mise en forme du matériau composite (l’injection par exemple)
amenant de la casse de fibre, on est au final ramené à des fibres discrètes.

La relation entre la résistance en traction d’une fibre et la force de cisaillement interfacial
entre la fibre et la matrice conduit à un rapport d’aspect critique de la fibre, en dessous duquel
la capacité maximale de renforcement de la fibre n’est pas utilisée :(a

b

)
c

= σc
2τI

(3.1)

avec a la demi-longueur de la fibre, b son rayon, σc la résistance de la fibre (contrainte à la
rupture) et τI la résistance de l’interface fibre-matrice, fortement influencée par les conditions de
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mise en forme et le degré d’adhésion entre le polymère et la fibre.

Le rapport d’aspect critique est une valeur « idéale ». Dans la pratique, à cause du chevau-
chement des fibres, celles-ci doivent être au moins dix fois plus longues que la longueur critique
pour parvenir au maximum de renforcement possible. En dessous du rapport d’aspect critique,
les fibres apportent un renfort mécanique mais affaiblissent la structure en apportant des « dé-
fauts » à leurs extrémités (comme le ferait une particule isotrope). Entre la valeur critique du
rapport d’aspect et dix fois cette valeur, les fibres apportent un renforcement partiel.

Le renforcement peut aussi être limité par le mouillage partiel des fibres par la matrice. Pour
éviter ce problème, on cherche à séparer les fibres les unes des autres et on utilise des agents de
couplage.

La résistance d’un polymère chargé de fibres courtes, c’est à dire sa contrainte à la rupture,
s’écrit :

σt = σ0φ0 + σcφvε0ε1 (3.2)

avec σt la résistance en traction du matériau composite, σ0 celle de la matrice, σc celle de la
fibre, φ0 la fraction volumique de polymère, φv la fraction volumique de fibres, ε0 le coefficient
d’efficacité dépendant de l’orientation des fibres (ε0 = 1 : orientées uniaxialement ; ε0 = 0, 33 :
orientées aléatoirement dans un plan ; ε0 = 0, 167 : orientées aléatoirement en 3D) et ε1 le facteur
d’efficacité traduisant la qualité du renforcement : mouillage, rapport d’aspect,. . . ).

Les fibres doivent être correctement distribuées dans la matrice afin d’obtenir des propriétés
homogènes dans le matériau final. Généralement, les fibres sont mélangées avec le polymère
lors d’une première opération, à l’aide de différents procédés tels que l’extrusion monovis [56],
l’extrusion bivis [56–61] ou le malaxeur Buss [60–62]. La plupart du temps, le composite est
ensuite utilisé dans des procédés de moulage [36,56,63–75]. Toutes ces opérations génèrent de la
casse de fibre, dégradant ainsi les potentielles propriétés de la pièce finale. Un enjeu important
est donc de limiter cette casse de fibre, la longueur de fibre étant le dernier « levier » permettant
d’améliorer l’interaction fibre-matrice une fois les agents de couplage choisis et la dispersion des
« fagots » optimisée.

3.1.2 Rhéologie des suspensions de particules
Dans le cas visqueux généralisé, il existe une fonction viscosité η (γ̇) telle que :

σ = −pI + 2η (γ̇) E (3.3)

avec p la pression, I la matrice identité, E le tenseur des taux de déformation et σ le tenseur des
contraintes. Dans le cas newtonien, η (γ̇) = η avec η une constante physique.

Pour les suspensions, la viscosité η est souvent normalisée par la viscosité du liquide environ-
nant µ0 et reportée comme la viscosité apparente relative ηr = η/µ0.

La rhéologie d’une suspension de particules est une fonction complexe de ses propriétés phy-
siques et des processus qui interviennent à l’échelle des particules en suspension. Les facteurs
les plus importants sont la fraction volumique de particules φv, la forme des particules, les
interactions entre particules, l’arrangement spatial des particules et la nature de l’écoulement
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chargé. D’autres facteurs importants pour certaines suspensions de particules, mais ayant reçu
moins d’attention, sont les distributions de taille et de forme des particules et les forces inter-
particulaires (par exemple les effets électro-visqueux). Ce dernier facteur est plus pertinent pour
les colloïdes et les systèmes aqueux.

La plupart des recherches sont concentrées sur les suspensions de sphères. Cependant, l’ani-
sotropie des particules introduit d’importants effets supplémentaires : l’écoulement local autour
d’une particule non-sphérique est différent de celui autour d’une particule sphérique, donc la
contribution de la particule à la viscosité de la suspension est différente. Les particules non-
sphériques sont orientables et leur contribution à la viscosité de la suspension dépend de leur
orientation. Les interactions des particules sont beaucoup influencées par leur forme. En général,
pour une même fraction volumique de particules, le degré d’interaction entre particules non-
sphériques sera plus grand qu’entre particules sphériques.

En général, on distingue trois régimes de comportement pour les suspensions.

Le régime dilué est le régime pour lequel les interactions hydrodynamiques entre particules
sont peu importantes. Pour des suspensions de sphères, on considère que l’on se situe dans ce ré-
gime si le comportement de la suspension reste newtonien (pour un fluide environnant newtonien)
et que la variation de la viscosité relative en fonction de la fraction volumique de particules est à
peu près linéaire. Les valeurs expérimentales de la fraction volumique de particules en dessous de
laquelle on est en régime dilué sont de l’ordre de 0,01, ce qui revient à dire que les sphères doivent
être distantes de plus de 3,5 fois leur diamètre environ. Pour des particules non-sphériques (avec
un axe de symétrie rotationnelle : cylindre, ellipsoïde,. . . ), on considère que l’on est en régime
dilué pour des distances moyennes entre particules supérieures à la longueur d’une particule, ce
qui correspond à une fraction volumique φv < (d/l)2 où d est le diamètre et l la longueur de la
particule.

Le régime semi-dilué est le régime pour lequel les interactions hydrodynamiques entre par-
ticules sont importantes. Pour des particules sphériques, la fraction volumique influence plus
fortement le comportement de la suspension qui reste cependant newtonien. La valeur expéri-
mentale de la fraction volumique de sphères en dessous de laquelle on est en régime semi-dilué est
environ 0,25, ce qui revient à dire que les sphères doivent être distantes de plus de 1,5 fois leur
diamètre environ. Pour des particules non-sphériques, la distance limite entre particules pour
être en régime semi-dilué est comprise entre le diamètre et la longueur d’une particule, ce qui
correspond à une fraction volumique (d/l)2

< φv < d/l.

Pour une concentration en particules supérieure à celle du régime semi-dilué, on est en régime
concentré. Dans ce cas, les contacts entres particules sont importants. Pour des sphères, l’aug-
mentation de la concentration en particules entraine l’augmentation de la viscosité apparente
ainsi que l’apparition de comportements non-newtoniens tels que la fluidification ou l’existence
d’une contrainte seuil.

Le comportement de suspensions de sphères en régime dilué a d’abord été étudié théorique-
ment par Einstein [76,77]. Il trouve une solution analytique pour l’hydrodynamique autour d’une
sphère isolée qui conduit à :

ηr = 1 +BEφv (3.4)

où la constante BE est appelée « coefficient d’Einstein » ou « viscosité intrinsèque » et prend la
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valeur 2,5.

Les travaux sur le régime semi-dilué se sont concentrés sur la recherche des coefficients des
termes supérieurs de l’équation, négligés par Einstein. On a des relations du type :

ηr = 1 +BEφv +BE1φ
2
v + ... (3.5)

avec BE = 2, 5 et 7, 35 ≤ BE1 ≤ 14, 1 déduits de considérations sur les intéractions entre parti-
cules [78].

Cette relation polynomiale ne convient pas bien à la description du régime concentré. La
relation qui jusque-là décrit le mieux les données expérimentales en régime concentré prend en
compte un nouveau paramètre φm qui est la fraction volumique maximale. Krieger et Dou-
gherty [79] considèrent la contribution de paquets successifs de suspensions à la fraction totale
de particules et à la viscosité de la suspension. Ils obtiennent l’équation suivante :

ηr =
(

1− φv
φm

)−BEφm
(3.6)

Cette relation est souvent choisie pour être ajustée aux données expérimentales [80]. Dans ce
cas, BE et φm sont les paramètres ajustables.

D’autres approches du régime concentré ont été proposées : Frankel et Acrivos [81] supposent
dans leur modèle que la viscosité des suspensions concentrées est contrôlée par l’énergie de dissi-
pation dans les petites espaces entre particules. Hoffman [82] suppose, dans son modèle prenant
en compte les effets non-newtoniens, qu’à haute concentration, les particules s’organisent en
feuillets qui s’écoulent les uns au-dessus des autres.

Des explications de l’apparition d’effets non-newtoniens à forte concentration ont été propo-
sées, prenant en compte les effets du mouvement brownien, de l’inertie, du couplage entre phases
solide et liquide et des interactions entre particules [83].

Les particules non-sphériques ayant un axe de symétrie rotationnelle peuvent être caracté-
risées par leurs rapports d’aspects β = l/d où l est la longueur de l’axe de symétrie et d est le
diamètre maximal perpendiculaire à l’axe de symétrie. Brenner [84] a montré que l’on pouvait
traiter ces particules comme des ellipsoïdes ayant un rapport d’aspect équivalent βe ∝ β, le rap-
port entre β et βe devant être déterminé expérimentalement. Comme nous le verrons plus tard
(§ 3.1.3), le mouvement d’une particule ellipsoïdale et du fluide qui l’entoure dans un écoulement
de cisaillement a été résolu analytiquement par Jeffery [85]. Il en a déduit une équation de la
puissance volumique Ẇp due à la présence d’une particule ellipsoïdale dans un fluide en cisaille-
ment. Par ailleurs, la puissance volumique Ẇt qui doit être produite pour cisailler un volume V
de matériau est relié à la viscosité apparente η du matériau par [86] :

Ẇt = ηγ̇2V (3.7)
Si le matériau est un élément de fluide dans lequel une particule est en suspension, la puis-

sance volumique totale est la somme de la puissance volumique fournie pour cisailler le volume
équivalent de fluide sans particule Ẇf et de la puissance volumique supplémentaire due à la
présence de la particule Ẇp. On a alors :

η = Ẇf + Ẇp

γ̇2V
(3.8)
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Pour un fluide environnant newtonien, le premier terme du membre de droite est équivalent
à la viscosité newtonienne du fluide µ0. La viscosité relative de la suspension est donc :

ηr = 1 + Ẇp

µ0γ̇2Vp
φv (3.9)

où Vp est le volume de la particule et φv = Vp/V la fraction volumique de particules. Cette
équation à la même forme que l’équation d’Einstein (eq. 3.4) avec BE = Ẇp/µ0γ̇

2Vp.

À partir de l’expression de la puissance volumique trouvée par Jeffery et de l’équation (eq.
3.9), on peut déduire la contribution instantanée de la particule à la viscosité d’une suspension
diluée. Quand une fibre est perpendiculaire au plan de cisaillement (θ = 0) [Fig. 3.1], elle « roule »
dans l’écoulement avec un mouvement stationnaire et la contribution de la particule à la viscosité
est constante. Pour les autres orbites, sa contribution varie avec la position de la fibre et donc
avec la déformation. Quand la particule est dans le plan de cisaillement (variations maximales du
travail) et parallèle à la direction d’écoulement, la déformation des lignes de courant est minimale
et le fluide ne doit fournir que peu de travail supplémentaire pour s’écouler autour de la parti-
cule, donc BE est minimal. Quand la particule est perpendiculaire à la direction d’écoulement
(toujours dans le plan de cisaillement), la particule tourne très rapidement, se mouvant quasi-
ment à la vitesse du fluide environnant et, par conséquent, la perturbation des lignes de courant
est de nouveau minimale et BE également. Quand la fibre est orientée selon une direction π/4,
elle présente une large profil à l’écoulement tout en bougeant plus lentement que celui-ci, donc
la déformation des lignes de courant est maximale, et BE également. Comme les fibres passent
beaucoup plus de temps alignées dans la direction de l’écoulement, la contribution moyenne en
temps à la viscosité est plus proche de la valeur minimale que de la valeur maximale.

L’équation (eq. 3.9) peut être utilisée pour calculer la viscosité d’une suspension de particules
avec une distribution d’orientation [80]. En régime dilué, les particules n’interagissant pas, leurs
contributions individuelles à la viscosité peuvent être calculées par intégration sur une orbite
complète et être moyennées pour obtenir la viscosité de la suspension.

En régime dilué, Jeffery prédit que les particules vont migrer au cours du temps vers l’orien-
tation qui minimise le travail fourni pour faire tourner la particule, c’est-à-dire vers la position
perpendiculaire au plan de cisaillement pour une particule allongée. Cette hypothèse a été confir-
mée expérimentalement par Anczurowski et Mason [87]. En effet, la viscosité pour des grandes
déformations est inférieure à celle attendue pour des particules orientées aléatoirement. Le com-
portement des particules en régime semi-dilué a été considéré expérimentalement par Stover et
al. [88]. Ils trouvent que la distribution des orbites de particules reste proche de l’aléatoire au
cours du temps, ce qui indique que les interactions hydrodynamiques entre particules conduisent
à une diffusion rotative des orientations de particules qui empêche la dérive prévue par Jeffery.
Ces résultats sont confortés par l’étude numérique de Rahnama et al. [89]. Ferec et al. [90] ont
étudié numériquement le comportement des particules en régime concentré et ont montré que les
interactions de contact entre particules entrainent une viscosité plus élevée que celle prédite pour
des particules orientées aléatoirement. Les expériences en régime concentré ont montré que la
variation de la viscosité est linéaire avec l’augmentation de la concentration uniquement pour les
concentrations les plus basses. Ensuite, l’équation d’Einstein (eq. 3.4) n’est plus valable. La re-
lation entre viscosité relative et fraction volumique de particules est également très dépendante
du rapport d’aspect des particules : la dépendance de la viscosité à la concentration est plus
importante quand le rapport d’aspect augmente pour des particules allongées.
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3.1.3 Mouvement d’une particule isolée et forces dues à l’écoulement
En 1922, Jeffery [85] propose des équations décrivant les forces subies par un ellipsoïde isolé

dans un fluide newtonien soumis à un écoulement stationnaire u linéaire loin de sa surface, ainsi
que le mouvement de cet ellipsoïde [Fig. 3.1]. Le tenseur gradient de vitesse Γ = ∇u de cet
écoulement est homogène suffisamment loin de la particule.

Figure 3.1 – Trajectoire de l’extrémité d’un axe P d’un ellipsoïde de révolution dans un écoulement
de cisaillement ux′ = γ̇y′

Les équations du mouvement sont approximées en négligeant les termes d’inertie. Les équa-
tions de l’écoulement sont donc réduites aux équations de Stokes et à l’équation de continuité :{

η∆u = ∇p
∇ · u = 0 (3.10)

où u est le champ de vitesse, η la viscosité et p la pression.

Le centre de l’ellipsoïde se déplaçant à la vitesse du fluide est choisi comme référence. Comme
on néglige l’effet d’inertie, on fait l’approximation quasi-stationnaire, c’est-à-dire que l’on consi-
dère que la vitesse et la pression sont constantes en temps. Jeffery [85] obtient la contrainte sur
la surface de l’ellipsoïde, réécrite sous forme tensorielle par Blaser [91] :

σh = −p0I− 4η
3∑
j=1

χjA
j
j I + 8η

a1a2a3
A T (3.11)

où I est la matrice identité, p0 la constante de pression, a1, a2, a3 les demi-axes de l’ellipsoïde
(a = a1 > a2 = a3 = b avec a la demi-longueur et b le rayon dans le cas d’un ellipsoïde de
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Figure 3.2 – Ellipsoïde d’axes a1, a2 et a3

révolution) [Fig. 3.2],

A i
k =

3χ′′i Eii −
3∑
l=1

χ′′l E
l
l

6 (χ′′1χ′′2 + χ′′1χ
′′
3 + χ′′2χ

′′
3) pour i = k,

A i
k =

χ′′i E
i
k − a2

k

3∑
l=1

εiklχ′l
(
εiklΩik + ωlp

)
2
(
a2
kχk + a2

iχi
) 3∑
l=1

∣∣εikl∣∣χ′l pour i 6= k,

(3.12)

E = 1/2
(
Γ + ΓT

)
est le tenseur vitesse de déformation, Ω = 1/2

(
Γ− ΓT

)
est le tenseur de

vorticité, εikl le symbole de Levi-Cita (tenseur antisymétrique d’ordre 3 pouvant prendre pour
valeur -1, 0 ou 1), ωp la vitesse angulaire de l’ellipsoïde,

χi =
∫ ∞

0

dξ
(a2
i + ξ)

√
(a2

1 + ξ) (a2
2 + ξ) (a2

3 + ξ)
, (3.13)



χ′i =

3∑
k,l=1

εikl (χl − χk)

3∑
k,l=1

εikl
(
a2
k − a2

l

) ,

χ′′i =

3∑
k,l=1

εikl
(
a2
kχk − a2

l χl
)

3∑
k,l=1

εikl
(
a2
k − a2

l

) .

(3.14)
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On note que le champ de contrainte (eq. 3.11) est homogène.

Si la particule n’est soumise à aucune force, exceptées celles exercées par le fluide sur sa
surface, le couple résultant sur la particule est alors nul à chaque instant. Jeffery en déduit les
équations décrivant la vitesse angulaire de l’ellipsoïde ωp =

(
ω1
p, ω

2
p, ω

3
p

)
[91] :

ω1
p = Ω2

3
a2

2 − a2
3

a2
2 + a2

3
E2

3

ω2
p = Ω3

1
a2

3 − a2
1

a2
3 + a2

1
E3

1

ω1
p = Ω1

2
a2

1 − a2
2

a2
1 + a2

2
E2

2

(3.15)

dans le référentiel attaché à la particule. Dans le référentiel se déplaçant en translation avec la
fibre, le tenseur gradient de vitesse s’écrit Γ′ et Γ = RΓ′RT avec R la matrice de rotation.

Si l’on décrit la position de l’ellipsoïde par les angles d’Euler [Fig. 3.3], on obtient l’évolution
de ces angles au cours du temps [91] :

θ̇e = ω1
p cosψe − ω2

p sinψe

φ̇e =
ω1
p sinψe + ω2

p cosψe
sin θe

ψ̇e = ω3
p − φ̇e cos θe

(3.16)

Figure 3.3 – Description de l’orientation d’une fibre par les angles d’Euler. Le référentiel associé à la
fibre est {xyz} et celui se déplaçant en translation avec la fibre est {x′y′z′}
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Dans le cas d’un ellipsoïde de révolution, on peut aussi écrire les équations d’Euler de manière
simplifiée en ne suivant que la direction d’un axe de l’ellipsoïde :

Ṗ = Ω ·P + ξ (E ·P− (E : P⊗P) P) (3.17)

avec ξ = β2−1
β2+1 et β = a

b le rapport d’aspect où a est le demi grand axe et b le demi petit axe.

La période de rotation d’un ellipsoïde de révolution dans un écoulement de cisaillement simple
est :

T =
2π
(
a2 + b2

)
abγ̇

(3.18)

avec γ̇ le taux de cisaillement.

L’extrémité de l’ellipsoïde décrit une orbite invariante dans le temps [Fig. 3.1], dont la posi-
tion dépend de l’angle θ initial entre la fibre et le plan de cisaillement dans le référentiel lié à
la fibre [Fig. 3.4]. Pour un angle initial θ = 0, la fibre reste perpendiculaire au plan et « roule »
dans l’écoulement. Pour un angle initial θ = π/2, la fibre tourne dans le plan de cisaillement.
Dans les cas intermédiaires, la fibre décrit un mouvement qui ressemble à celui d’une double rame
de kayak, avec une rotation très lente quand elle est orientée dans la direction de l’écoulement
(φ = π/2) et très rapide quand elle est orientée dans la direction perpendiculaire à l’écoulement
(φ = 0).

En 1938, Burgers [92] adapte ces équations pour des particules cylindriques. Pour cela, il fait
une analyse des effets d’un ellipsoïde allongé et d’un cylindre sur un écoulement en cisaillement
et montre que, pour deux particules de même longueur, la perturbation causée par un cylindre
de rapport d’aspect β sera produite par un ellipsoïde de rapport d’aspect βe. Il trouve un rapport
d’aspect équivalent βe = 0, 74β (avec β = a/b et a et b la demi-longueur et le rayon du cylindre
cette fois-ci) à remplacer dans les équations de mouvement de Jeffery (eq. 3.17) pour des fibres
cylindriques. Il obtient également la force induite par le cisaillement intégrée sur une demi-fibre
cylindrique :

FB = πγ̇ηa2M

ln 2β − 1, 75 (3.19)

avec M = sin2 θ sinφ cosφ un facteur d’orientation dans le référentiel polaire lié à la fibre [Fig.
3.4].

Sous une forme adimensionnelle, la contrainte relative intégrée sur une demi-fibre cylindrique
peut s’écrire :

σB
ηγ̇

= M
β2

ln 2β − 1, 75 (3.20)

En 1951, Trevelyan et Mason [93] mesurent la période de rotation de cylindres dans un fluide
visqueux (sirop de maïs blanc) soumis à un écoulement de cisaillement et la comparent à la
formule de la période donnée par Jeffery (eq. 3.18). Ils trouvent ainsi des rapports d’aspect
équivalents compris entre 0,57β et 0,72β, ce qui correspond à l’ordre de grandeur prédit par
Burgers. Ils vérifient également que les orbites observées correspondent bien à celle prédites par
Jeffery, une fois le rapport d’aspect des cylindres remplacé par leurs rapports d’aspect équivalents
dans les équations.
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Figure 3.4 – Description de l’orientation P d’une fibre en coordonnées polaires

3.1.4 Simulation de l’orientation des fibres en régime non-dilué
Dans les procédés réels de mise en forme des polymères chargés, les fibres ne sont pas isolées.

Les écoulements sont en régime concentré (φvβ > 1) et les interactions entre les fibres ne sont pas
négligeables si l’on veut connaître précisément leurs orientations et la rhéologie de la suspension.
Folgar et Tucker [94] introduisent en 1984 un terme de diffusion décrivant les interactions fibre-
fibre dans l’équation de rotation de Jeffery (eq. 3.17). Pour cela, ils décrivent l’orientation des
fibres par une fonction distribution d’orientation ψ, définie telle que la probabilité de trouver
une fibre orientée entre P1 et P1 + dP soit :

P (P1 ≤ P ≤ P1 + dP) = ψ (P1) dP (3.21)

L’intégrale sur la sphère unité des orientations est :∮
dP =

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0
sin θdθdφ (3.22)

ψ est périodique :

ψ (P) = ψ (−P) (3.23)

normalisée : ∮
ψ (P) dP = 1 (3.24)

et la condition de continuité donne :

dψ
dt = − ∂

∂P ·
(
ψṖ
)

(3.25)
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où ∂
∂P est l’operateur gradient sur la surface unité.

Ils supposent ensuite que chaque interaction entre deux fibres produit un changement d’orien-
tation de chacune de ces fibres. Ces réorientations sont supposées être indépendantes et aléatoi-
rement distribuées autour d’une valeur moyenne de zéro. Dans une suspension concentrée, il est
supposé qu’il y a interaction chaque fois qu’une fibre passe à une distance 2a d’une autre fibre. Il
peut être montré que la fréquence d’interaction est proportionnelle au taux de déformation. En
s’inspirant de la diffusion par réorientation due au mouvement brownien pour des suspensions de
petites particules, ils introduisent un terme de diffusion, traduisant les interactions entres fibres,
dans les équations de Jeffery (eq. 3.17) :

Ṗ = (Ω ·P) + ξ (E ·P− (E : P⊗P) P)−Dr
1
ψ

∂ψ

∂P (3.26)

avec Dr = CI γ̇ la diffusion en rotation, CI le coefficient de diffusion déterminé expérimentale-
ment et γ̇ = (2E : E)1/2.

Dans le cas de fibres longues (β > 10), on peut considérer que ξ = β2−1
β2+1 tend vers 1.

En introduisant (eq. 3.26) dans l’équation de continuité (eq. 3.25), ils obtiennent l’équation
d’évolution de la fonction de distribution d’orientation dans le plan de cisaillement pour une fibre
longue :

dψ
dt = − ∂

∂P

(
ψ (Ω ·P) + ξψ (E ·P− (E : P⊗P) P)−Dr

∂ψ

∂P

)
(3.27)

En 1987, Advani et Tucker [95] proposent une nouvelle description de l’orientation des fibres
dans un écoulement. Comme la description de l’orientation des fibres par la fonction de distri-
bution d’orientation est coûteuse en temps de calcul (une valeur pour chaque orientation dans
chaque position et pour chaque temps de l’écoulement), ils choisissent d’utiliser des tenseurs
d’orientation qui représentent les différents moments de la distribution ψ. Le tenseur de second
ordre s’écrit :

A =
∮
ψP⊗PdP (3.28)

avec
∮
·ψdP la moyenne sur toutes les directions possibles de P, pondérée par la fonction distri-

bution d’orientation ψ.

Ce tenseur est symétrique (Aij = Aji) et sa trace vaut 1 : A11 +A22 +A33 = 1.

Le tenseur du quatrième ordre s’écrit :

A =
∮
ψP⊗P⊗P⊗PdP (3.29)

L’équation d’évolution de A est :

Ȧ = (Ω ·A−A ·Ω) + ξ (E ·A + A ·E− 2A : E) + 2Dr (I− 3A) (3.30)

Si l’on suppose que la diffusion rotative Dr vaut CI γ̇, cette équation est équivalente à l’équa-
tion de Folgar-Tucker (eq. 3.27).
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Pour résoudre cette équation, il faut une relation de fermeture. La plus courante car la plus
simple à utiliser est la relation quadratique :

A = A⊗A (3.31)

Advani et Tucker [65] ont choisi une relation de fermeture hybride (quadratique et linéaire)
pour approximer Aijkl :

Aijkl = (1− fA)
[
− 1

35 (δijδkl + δikδjl + δilδjk)
+ 1

7 (Aijδkl +Aikδjl +Ailδjk +Aklδij +Aj lδik +Ajkδil)
]

+ fAAijAkl
(3.32)

avec fA = 2AijAji − 1 une mesure scalaire de l’orientation (0 pour une orientation aléatoire et
1 pour des fibres parfaitement alignées), et δij des tenseurs unité de dimension 2.

D’autres améliorations de la description de Folgar et Tucker de l’orientation des fibres ont
été proposées plus récemment [96]. Phelps et Tucker [97] remplacent le coefficient de diffusion
rotative Dr par un tenseur anisotrope qui permet de rendre compte de l’influence de l’orientation
des fibres sur les interactions inter-fibres et donc sur la réorientation.

Une autre possibilité d’approche pour la description de l’orientation des fibres est de partir
d’une description des interactions entre fibres, comme l’ont fait Dinh et Armstrong [98]. Ils par-
viennent ainsi à une équation d’état pour la suspension de fibre. Récemment, Férec et al. [90]
ont repris la méthode de Dinh et Armstrong et l’ont améliorée, en prenant eux aussi en compte
l’anisotropie de la diffusion rotative dans le calcul de l’orientation.

L’orientation des fibres dans la pièce finale influence ses propriétés mécaniques. En effet, le
matériau composite est plus rigide et résistant dans la direction de plus grande orientation des
fibres, et plus flexible et fragile dans la direction de moindre orientation. De plus, l’orientation
des fibres a une influence sur les phénomènes de retrait et de gauchissement durant le procédé
de moulage. Par conséquent, beaucoup de simulations de l’orientation de fibres ont été effectuées
pour les procédés de moulage par injection [66, 67, 69, 71, 74, 75] et de moulage par compression
[65, 68, 73]. Ces simulations sont en général couplées avec des calculs d’écoulements effectués
suivant différentes méthodes numériques. La plupart de ces calculs d’orientation utilisent, et
parfois tentent d’améliorer, le modèle de Folgar-Tucker et la description d’Advani et Tucker.

3.1.5 Théorie de la casse par flambement
En 1959, Forgacs et Mason [99] proposent une explication du phénomène de casse de fibres

rigides dans les écoulements visqueux en cisaillement, en supposant que les forces d’écoulement
induisent le flambage et par conséquent la casse des fibres en rotation lorsque celles-ci sont orien-
tées favorablement [Fig. 3.5]. Plusieurs études expérimentales et théoriques ont depuis renforcé
cette hypothèse. Czarnecki et White [100] étudient expérimentalement et théoriquement la casse
de fibres d’aramide, de verre et de cellulose dans du polystyrène en extrusion. Ils trouvent des
longueurs finales pour les fibres de verre et des longueurs entre « craquelures » pour les fibres
d’aramide correspondant à une longueur minimale en dessous de laquelle les fibres ne peuvent
pas flamber. Ils en déduisent un modèle de casse basé sur la théorie de Forgacs et Mason. Salinas
et Pittman [101] observent le flambement et la casse de fibres de verre dans du sirop de glucose en
écoulement de Couette et mesurent le rayon de courbure avant casse. Ils obtiennent des résultats
en adéquation avec la théorie de Forgacs et Mason. Von Turkovich et Erwin [102] étudient la
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casse de fibres de verre dans du polyéthylène haute densité en extrusion et constatent que les
contraintes sont suffisantes dans la zone de convoyage fondu pour casser les fibres. Ils remarquent
également que les longueurs finales sont les mêmes en régime dilué qu’en régime concentré et en
déduisent que le mécanisme de casse par flambement d’une fibre isolée suffit à décrire la casse
de fibre, même en régime concentré. DeTeresa [103] compare une version corrigée des calculs de
Forgacs et Mason avec les expérimentations qu’il trouve dans la littérature, soit celles de Forgacs
et Mason (fibres de rayonne, dacron et nylon dans un écoulement de Couette avec du sirop de
maïs ou de l’huile de ricin), de Czarnecki et White et de Salinas et Pittman. Il trouve une bonne
adéquation entre sa théorie (dérivée de celle de Forgacs et Mason) et l’expérience, sauf dans le
cas des expériences de Salinas et Pittman. Enfin, Hernandez et al. [104] effectuent une simulation
par éléments de frontière (BEM) de la déformation d’un fluide visqueux en cisaillement avec une
fibre en suspension et observent l’importante contrainte en compression s’exerçant sur une fibre
orientée à −45o dans le plan de l’écoulement, ce qui renforce l’hypothèse de Forgacs et Mason
[Fig. 3.5].

Figure 3.5 – Mécanisme de casse de fibre par flambement en rotation dans un écoulement en cisaille-
ment

Forgacs et Mason supposent que les forces ff (x) dues à l’écoulement sont distribuées linéai-
rement le long de la fibre. L’expression des forces locales est donc :

ff (x) = αx (3.33)

En partant de cette hypothèse et de l’expression de la force compressive intégrée sur une
demi-fibre cylindrique donnée par Burgers (eq. 3.19), Forgacs et Mason cherchent l’expression
de la force résultante sur la fibre en x, afin de pouvoir faire un nouveau calcul de flambement.
Les calculs ci-dessous sont plus explicités que dans la publication afin de faire apparaitre plus
clairement les différences avec la correction de DeTeresa qui vient ensuite.

On écrit la force compressive en x (en partant de l’extrémité de la fibre) :

Ff (x) = −
∫ x

a

ff (ζ) dζ = −
∫ x

a

αζdζ (3.34)
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Ce qui donne :

Ff (0) = α

2 a
2 (3.35)

Or, d’après Burgers (eq. 3.19) :

Ff (0) = FB = Mπηγ̇a2

ln (2β)− 1, 75 (3.36)

Ainsi, on trouve α = 2FB
a2 , ainsi que :

ff (x) = Mπηγ̇x

ln (2β)− 1, 75 = 2FB
a2 x (3.37)

La force résultante en x est donc :

Ff (x) = Mπηγ̇

(ln (2β)− 1, 75)
(
a2 − x2) = FB

a2 − x2

a2 (3.38)

Forgacs et Mason remplacent ensuite directement par cette expression de la force résultante
en x (eq. 3.38) les forces ponctuelles Fp appliquées aux extrémités d’une poutre dans le calcul
du flambement d’Euler (détaillé § 3.2.2, [105], [Fig. 3.10]), ce qui constitue une erreur d’après
De Teresa [103] :

EIy′′ ≈ Fpy (3.39)

devient :
EIy′′ ≈ Ff (x) y (3.40)

avec y la déflexion de la fibre en x, E son module d’Young, I son moment d’inertie (I = πb4
4

pour un cylindre). Ils obtiennent ainsi :

y′′ + ω2 (a2 − x2) y = 0 (3.41)

avec ω2 = − 4
a2b2

σB
E où σB est définie par l’expression (eq. 3.20).

Pour résoudre cette équation, ils effectuent un changement de variable : x = z/
√
ω. Ils

obtiennent ainsi :

d2y

dz2 +
(
ωa2 − z2) y = 0 (3.42)

En posant ensuite y = ξ exp
(
−z2/2

)
, ils trouvent :

d2ξ

dz2 − 2z dξ
dz +

(
ωa2 − 1

)
ξ = 0 (3.43)

Cette équation différentielle a pour solutions les polynômes d’Hermite si ωa2 est de la forme
2p+ 1, Le premier mode de flambement correspond à p = 0. On a donc ωa2 = 1 et la contrainte
critique relative nécessaire pour atteindre le premier mode de flambement est :

σFMm
E

= −
(

1
2β

)2
(3.44)
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La solution de l’équation (eq. 3.41) est y = exp
(
− x2

2a2

)
.

En 1993, DeTeresa [103] affirme qu’il y a une erreur dans le calcul de Forgacs et Mason. En
effet, ceux-ci utilisent l’approche d’Euler pour déterminer les conditions critiques conduisant au
flambement élastique d’un cylindre soumis à une distribution de forces. Cette procédure nécessite
normalement de faire le bilan des moments en tout point de la fibre en flambement (eq. 3.45).
Cependant, ils utilisent directement l’équation différentielle finale (eq. 3.39) sans vérifier que le
bilan des moments reste le même que pour des forces ponctuelles. Les calculs ci-dessous sont de
nouveau plus détaillés que dans la publication afin de bien montrer la différence avec les calculs
de Forgacs et Mason présentés plus haut.

Figure 3.6 – Schéma d’une fibre en flexion soumise à des forces locales

Figure 3.7 – Fibre en flexion

On fait le bilan des moments en configuration non déformée :

M ′o + Tr +m = 0 (3.45)
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Figure 3.8 – Composantes de la force Ff sur les axes t et s

avec Mo le moment de flexion, Tr l’effort tranchant et m le moment fléchissant local.

On voit que, comme des forces locales ff (x) sont appliquées le long de la fibre, le moment
fléchissant local m est non nul, contrairement au cas du flambement d’Euler où il n’y a pas de
forces locales le long de la fibre puisque les forces sont ponctuelles et appliquées aux extrémités.
On a donc ici :

m (x, ζ) = (y (x)− δ (ζ)) ff (ζ) (3.46)

avec δ (ζ) la déflexion au point ζ où la force locale ff est appliquée [Fig. 3.6].

L’effort tranchant exercé par la partie droite (à partir de s [Fig. 3.7]) sur la partie gauche de
la fibre est égal à la résultante de la force Fft appliquée dans la direction perpendiculaire à la
fibre [Fig. 3.8]. Dans le cas des forces linéairement réparties, cette force dépend de x (ou s) :

Tr (s) = Fft (s) = −Ff (s) sin (Ψ (s)) (3.47)

On voit géométriquement [Fig. 3.7] que :

sin (Ψ (s)) = y′ (x) (3.48)

On a donc :

Tr (x) = −Ff (x) y′ (x) (3.49)

D’après DeTeresa [103], la force résultante en x (Ff (x)) n’entre pas en compte dans le calcul
du moment de flexion Mo en x puisque cette force passe par le point où l’on calcule le moment.
On ne prend donc pas en compte l’effort tranchant Tr dans le calcul du moment Mo. D’après le
bilan des moments (eq. 3.45), on a alors :

M ′o = −m (3.50)
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Donc, d’après l’équation du moment ponctuel m (eq. 3.46), on a :

Mo =
∫ x

a

(− (y (x)− δ (ζ)) ff (ζ) dζ) (3.51)

Si l’on remplace (eq. 3.37) dans (eq. 3.51), on retrouve finalement l’expression du moment de
flexion donnée par DeTeresa [103] :

Mo = −2FB
a2

∫ a

x

y (ζ) ζdζ + FB
a2

(
a2 − x2) y (3.52)

Dans le cas où l’on fait l’approximation des forces appliquées aux extrémités de la fibre
(Euler), on peut calculer le flambement pour différents domaines de déformation. Cependant,
l’expression du moment de flexion étant ici plus compliquée, DeTeresa n’a calculé que le seuil de
flambement.

Pour les petites déformations, la formule du moment de flexion dû aux forces s’écrit :

Mo = EI

R
≈ EIy′′ (3.53)

où R est le rayon de courbure de la fibre.

En dérivant, on obtient :

M ′o = EIy′′′ (3.54)
En dérivant (eq. 3.52) et en le remplaçant dans (eq. 3.54), on trouve une nouvelle équation

différentielle décrivant la déformation de la fibre :

y′′′ + ω2 (a2 − x2) y′ = 0 (3.55)

avec ω2 = − 4
a2b2

σB
E .

DeTeresa utilise la méthode de Timoshenko et Gere [106] pour résoudre numériquement
l’équation différentielle. Les solutions de l’équation (eq. 3.55) sont les séries trigonométriques :

y =
∑
p ap sin

(
pπ(x+ a)

2a

)
. Il trouve également la contrainte relative critique avant flambement :

σDTm
E

= −1, 28
β2 (3.56)

Cette contrainte est environ cinq fois plus grande que la contrainte trouvée par Forgacs et
Mason (eq. 3.44).

À partir de de l’expression de Burgers (eq. 3.19), Forgacs et Mason constatent que la force
maximale de compression (en valeur absolue car négative) subie par la fibre arrive pour une
orientation φ = −45o dans le plan de cisaillement (θ = 90o). Ils partent donc du principe que
les fibres cassent dans cette orientation particulière et ils remplacent dans tous leurs calculs le
facteur d’orientation M par sa valeur dans cette orientation, c’est-à-dire -1/2. DeTeresa fait de
même dans ses calculs. Ils trouvent au final des valeurs limites de contrainte de cisaillement avant
casse :

(ηγ̇)crit ∼=
E (ln (2β)− 1, 75)

2β4 (3.57)
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pour Forgacs et Mason et :

(ηγ̇)crit ∼=
2, 56E (ln (2β)− 1, 75)

β4 (3.58)

pour DeTeresa.

3.1.6 Prédiction de la casse de fibre
En 2010, Tucker et al. [36] proposent un modèle quantitatif de prédiction de l’évolution de la

distribution des longueurs de fibres rigides dans un écoulement, basé sur l’hypothèse de la casse
en flambement de Forgacs et Mason [99]. Pour cela, ils discrétisent la distribution des longueurs
de fibre en n longueurs incrémentées de ∆l. Ils écrivent ensuite l’équation de conservation :

dNi
dt = −τiNi +

∑
k

RikNk (3.59)

où Ni est le nombre de fibres de longueur li, τi est le taux de casse des fibres de longueur li et Rik
est le taux de génération de fibres « enfants » de longueur li à partir de « parents » de longueur lk.

En supposant qu’un parent donne deux enfants en cassant, il faut que
∑
j Rji = 2τi. Comme

il n’y a pas d’apport ou de perte de fibre dans l’écoulement calculé, on a également :

d
(∑

Nili

)
dt = 0 (3.60)

Tucker et al. utilisent ensuite le modèle de Dinh-Armstrong [98] pour décrire l’effet des forces
hydrodynamiques dues aux fibres sur la viscosité en volume, et calculent ainsi la force de com-
pression au centre d’une fibre de longueur li orientée dans une direction P :

Fi (P) = −ζtηsl
2
i

8 (−E : P⊗P) (3.61)

avec ζt un coefficient de trainée sans dimension et ηs la viscosité de la suspension déterminée
expérimentalement.

Cette valeur est comparée à la force appliquée aux extrémités d’une fibre nécessaire pour
la faire flamber, telle que calculée par la méthode d’Euler. Cette force est celle qui permet
d’atteindre le premier mode de flambement. Elle est calculée à partir de l’équation (eq. 3.39).
On a, pour une fibre cylindrique :

F criti = −
(
π

2ai

)2
EI = −π

3Ed4

64l2i
(3.62)

avec d le diamètre, supposé égal pour toutes les fibres.
La fibre flambe si Fi ≥ F criti , c’est-à-dire si :

Fi (P)
F criti

= ˆ̇γ
(
−2Ê : P⊗P

)
≥ 1 (3.63)

avec Ê ≡ E/γ̇ le tenseur taux de déformation sans dimension et ˆ̇γ ≡ 4ζtηsγ̇β4
i

π3E
le taux de ci-

saillement sans dimension.
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Comme
(
−2Ê : P⊗P

)
est maximal et égal à 1 en φ = −45o, il faut obligatoirement que

ˆ̇γ ≥ 1 pour que la fibre flambe et donc casse. Tucker et al. supposent ensuite que le taux de
casse est proportionnel au taux de cisaillement et à la proportion de fibres pour lesquelles ˆ̇γ ≥ 1.
Ils simulent donc l’orientation d’un échantillon de fibres dans un écoulement en cisaillement à
partir d’une version discrète du modèle de Folgar-Tucker [94] et évaluent la proportion de fibres
susceptibles de flamber. Ils approximent ensuite ces données par une expression du taux de casse :

τi = CB γ̇
[
1− exp

(
1− ˆ̇γ

)]
(3.64)

avec CB un coefficient de proportionnalité appelé coefficient de casse.

Ils supposent que le taux de génération de fibres « enfants » suit une loi de probabilité normale
N pour la variable li, avec une moyenne en ν = lk/2 et une déviation standard σN = Slk :

Rik = αkN (ν, σN (li)) (3.65)

où αk est choisi de manière à respecter la conservation de la longueur totale (
∑
Nili).

Au final, ils ont donc trois paramètres : CB , ζt et S.

Le calcul est effectué en post-traitement d’une simulation de moulage par injection et la
conservation de la longueur totale doit être calculée en chaque point. Comme la longueur totale
est fixe pour le volume, l’équation (eq. 3.59) s’écrit :

∂Ni
∂t

+ u ·∇Ni = −τiNi +
∑
k

RikNk (3.66)

Cette simulation du procédé fournit également le taux de cisaillement nécessaire au calcul.
La distribution des longueurs de fibre est mise à jour par une intégration explicite en temps.
Tucker et al. comparent ces résultats à une expérience d’injection de polypropylène chargé à 40
% en masse de fibres de verre courtes et trouvent des paramètres ajustés CB , ζ et S de grandeurs
raisonnables.

Avant d’être moulés, les fibres et le polymère sont mélangés. Un enjeu important est donc de
contrôler la longueur des fibres dans les procédés de mélange afin d’ensuite mouler des composites
contenant assez de longues fibres pour obtenir une bonne distribution finale de longueurs. En
2005, Shon et al. [61] développent un modèle empirique décrivant l’évolution de la longueur
moyenne des fibres dans différents procédés continus de mélange, incluant l’extrusion bivis et le
malaxeur Buss :

dL
dt = −kf (L− L∞) ≈ −kfL (3.67)

avec kf la constante de taux de casse et L∞ la longueur de fibre en dessous de laquelle il n’y a
plus de flambement. Ce calcul ne fournit pas d’information sur la distribution de longueurs de
fibre, bien que la présence de quelques longues fibres puisse changer de manière importante les
propriétés finales du matériau.

Dans notre étude, nous proposons une méthode simple de simulation de l’évolution de la dis-
tribution de longueur de fibres rigides au cours du mélange par extrusion bivis. Cette méthode
est basée sur la conservation de la masse des fibres, comme la méthode proposée par Tucker en
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2010 [36], et utilise les résultats de calcul des taux de cisaillement moyen, des viscosités et des
temps de séjour par section calculés par le logiciel de simulation du procédé d’extrusion bivis
Ludovicr. La simulation peut être effectuée très rapidement sur un ordinateur individuel et peut
être adaptée à un autre procédé si l’on dispose des conditions de l’écoulement. De plus, contrai-
rement aux modèles existants, notre modèle ne nécessite pas de données phénoménologiques en
entrée. Nous allons dans un premier temps présenter la théorie qui supporte cette méthode de
simulation de la casse de fibre, puis nous allons détailler les hypothèses et les équations utilisées
par le logiciel Ludovicr pour simuler les grandeurs moyennes dans l’écoulement d’un polymère
dans une extrudeuse bivis. Ensuite, nous détaillerons la méthode et les hypothèses mises en place
pour simuler la casse de fibre, puis nous comparerons des résultats de simulations à des distri-
butions de longueur de fibre mesurées sur des échantillons prélevés sur une extrudeuse bivis de
laboratoire [107].



86 Chapitre 3. Modélisation du mélange dispersif en extrusion bivis. Application à la casse de fibre

3.2 Modèles théoriques de flambement et de casse d’une
fibre soumise à une contrainte de cisaillement

3.2.1 Bases théoriques
Notre première hypothèse est de supposer que l’écoulement dans lequel nous cherchons à

simuler la casse de fibre, c’est-à-dire un écoulement dans une extrudeuse bivis, est majoritaire-
ment un écoulement de cisaillement. On considère également que les fibres sont petites devant
les dimensions de l’écoulement, ce qui implique que l’on néglige le rôle des parois et des vis dans
la casse de fibre. Notre modèle est basé sur l’hypothèse que la casse de fibre est uniquement due
au flambement, comme décrit par Forgacs et Mason [99]. Selon cette théorie, une fibre rigide en
rotation dans un écoulement en cisaillement peut casser si elle est orientée de manière à subir
une force compressive. Au-delà d’une force critique, qui dépend des propriétés mécaniques de la
fibre et de sa longueur, la fibre flambe et par conséquent casse [Fig. 3.5].

Le phénomène de casse apparaît à cause de l’importante contrainte en traction σs appliquée
sur la surface extérieure de la fibre quand celle-ci fléchit [Fig. 3.9].

Figure 3.9 – Contrainte de traction sur la surface extérieure d’une fibre de section carrée en flexion

Cette contrainte dépend du rayon b de la fibre, de son module d’Young E et du rayon de
courbure R :

σs (x) = − Eb

R (x) (3.68)

Quand la contrainte σs sur la surface atteint la valeur locale de résistance à la traction de
la fibre σc, celle-ci casse. Comme le rayon de courbure est lié à la déformation de la fibre, le
phénomène de casse dépend directement de cette déformation. Nous supposons dans cette ap-
proche que, quand il y a flambage, la fibre casse systématiquement car la contrainte critique sera
toujours atteinte en surface. Nous verrons plus tard que cette hypothèse est vérifiée pour notre
domaine d’application (§ 3.2.2).

Le principe théorique du calcul de flambement d’une fibre dans un écoulement de cisaillement
est le suivant. Pour déterminer quand le flambement (et donc la casse) apparait, nous devons
connaitre les forces appliquées sur la fibre et, pour calculer ces forces, nous devons connaitre
l’orientation de cette fibre. Pour cela, on calcule l’orientation P d’une fibre en utilisant l’équa-
tion de Jeffery [85] (eq. 3.17) qui décrit le mouvement d’un ellipsoïde de révolution isolé dans un
écoulement de cisaillement [Fig. 3.1]. Comme les fibres de verres sont des cylindres, on remplace
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le rapport d’aspect β de l’ellipsoïde par un rapport d’aspect équivalent βe = 0, 74β, théorique-
ment déterminé par Burgers [92] (§ 3.1.3). Ensuite, on peut calculer les forces exercées sur la
fibre grâce à l’équation de Burgers (eq. 3.19) et en déduire quand le flambement a lieu par un
calcul de structure (flambement d’Euler).

Par ailleurs, nous avons voulu vérifier, non seulement que les fibres de verres peuvent casser
en flexion à cause des contraintes de cisaillement qu’elles subissent dans une extrudeuse bivis,
mais aussi que l’on peut faire l’approximation qu’elles cassent systématiquement et seulement
lorsqu’elles flambent (pour des fibres sans défauts). Pour cela, nous avons effectué des calculs
théoriques permettant d’accéder à la contrainte de flambement ainsi qu’à la déformation due
aux forces de cisaillement en deçà et au-delà du seuil de flambement. Ces calculs sont basés sur
l’approximation selon laquelle les forces sont appliquées ponctuellement aux extrémités de la
fibre. Le seuil de flambement est déterminé sous l’approximation des petites déformations et en
supposant que la fibre est parfaitement droite. À partir du résultat de ce calcul, on peut déter-
miner la déformation en dessous du seuil de flambement, en supposant cette fois-ci que la fibre
est légèrement déformée, ainsi que la déformation au-delà du seuil de flambement, en considérant
alors le cas de grandes déformations.

On comparera cette méthode à celle de Forgacs et Mason [99], basée sur l’approximation
selon laquelle les forces sont linéairement réparties le long de la fibre, et dont le résultat est très
utilisé dans la littérature, mais qui ne permet pas un accès aussi facile à la déformation de la
fibre. Nous verrons enfin, à travers les résultats d’un calcul éléments finis des contraintes subies
par une fibre dans un écoulement de cisaillement, que les résultats des deux méthodes (forces
ponctuelles et linéairement réparties) encadrent le résultat numérique.

3.2.2 Hypothèse des forces ponctuelles : flambement d’Euler
On suppose que les forces compressives Fp sont uniquement appliquées aux extrémités de la

fibre et dans la direction de son axe [Fig. 3.10].

Figure 3.10 – Flambement d’Euler : forces appliquées aux extrémités d’une fibre

On écrit le bilan des moments en configuration non déformée (eq. 3.45) :

M ′o + Tr +m = 0
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avec Mo le moment de flexion, Tr l’effort tranchant et m le moment fléchissant local.

Les forces étant appliquées aux extrémités, il n’y a pas de forces locales, donc le moment
fléchissant local est nul :

m (s, ξ) = r (s, ξ) ∧ f (ξ) = 0 (3.69)

avec r (s, ξ) le vecteur reliant le point s où est considéré le moment local et le point ξ où est
appliquée la force locale.

Comme nous l’avons vu plus tôt (§ 3.1.5), l’effort tranchant exercé par la partie droite (à
partir de s) sur la partie gauche de la fibre est égal à la résultante de la force appliquée dans la
direction perpendiculaire à la fibre [Fig. 3.8] :

Tr (s) = Fpt (3.70)

C’est-à-dire :
Tr (s) = −Fp sin (Ψ (s)) (3.71)

Comme précédemment (§ 3.1.5), on trouve par des considérations géométriques :

Tr (x) = −Fpy′ (x) (3.72)

En utilisant (eq. 3.45), (eq. 3.69) et (eq. 3.72), on écrit :

M ′o − Fpy′ (x) = 0 (3.73)

d’où

Mo =
∫ x

a

Fpy
′ (l) dl = Fpy (x)− Fpy (a) (3.74)

et donc

Mo = Fpy (x) (3.75)

Comme les seules forces appliquées sont supposées ponctuelles et que la force due au cisaille-
ment intégrée sur une demi-fibre donnée par Burgers est FB (eq. 3.19), on a Fp = FB et le bilan
des moments de flexion pour une configuration non-déformée est :

Mo = FB y (x) (3.76)

À partir de cette équation, on peut obtenir la déflexion en dessous du seuil de flambement
et au-delà du seuil de flambement. Mais, avant tout, on calcule le seuil de flambement sous
l’hypothèse des « petites » déformations (flambement d’Euler).

Seuil de flambement

Dans un premier temps, on cherche le seuil de flambement. Pour cela, on fait l’hypothèse
que la fibre est parfaitement droite et que les déformations subies sont petites. La formule de la
déformation de flexion due aux forces dans l’hypothèse des « petites » déformations s’écrit (eq.
3.53) :

Mo = EI

R
≈ EIy′′
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avec I le moment quadratique (I = πb4
4 dans le cas d’un cylindre).

En combinant (eq. 3.76) et (eq. 3.53), on obtient une équation différentielle homogène d’ordre
deux décrivant la déflexion de la fibre :

y′′ + k2y = 0 (3.77)

avec k2 = − 4
b2
σB
E et où σB est la contrainte intégrée sur une demi-fibre cylindrique par Burgers

(eq. 3.20).

Sa solution est de la forme :

y = A cos (kx) +B sin (kx) (3.78)

En satisfaisant la condition y′(0) = 0, on obtient la forme :

y = A cos (kx) (3.79)

Si l’on veut satisfaire la condition limite y(a) = 0, on a deux solutions : la première est
triviale (y = 0) et correspond au cas où la fibre reste droite, l’autre correspond au cas où il y a
flambement, c’est à dire lorsque le seuil de contrainte à partir duquel on sort de l’hypothèse des
petites déformations est atteint.

On cherche la valeur de k pour laquelle la fibre flambe. En compression (σB < 0), on trouve
une solution non-triviale (y (x) 6= 0) :

ka = p
π

2 (3.80)

avec p un entier strictement positif.

On suppose que la fibre est fragile (fibre de verre) et qu’elle casse dès qu’elle commence à
flamber. Comme elle n’est pas contrainte, elle flambe selon le premier mode de flexion. On pose
donc p = 1. On obtient la contrainte relative maximale avant flambement :

σem
E

= −
(
π

4β

)2
(3.81)

En dessous de cette contrainte, la fibre est droite, au-dessus, elle plie violemment et nous
faisons l’hypothèse qu’elle casse rapidement.

Avec l’hypothèse des petites déformations seule, on n’a pas accès à l’équation de la déformation
en dessous ou au-dessus du seuil de flambement permettant de valider l’hypothèse d’équivalence
entre flambement et casse. En effet, il faut vérifier qu’une fibre fléchie sous le seuil de flambement
peut résister à la contrainte induite en surface, et inversement pour une fibre fléchie au-delà du
seuil de flambement. Pour accéder à la déformation, il faut ajouter une déformation initiale de
la fibre en dessous du seuil de flambement ou sortir du cadre des petites déformations au-dessus
du seuil de flambement.
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Flambement en petites déformations

En dessous du seuil de flambement, une fibre parfaitement droite ne peut pas se déformer.
Pour obtenir la déformation de la fibre, et donc la contrainte qu’elle subit en surface afin de savoir
si elle casse, on doit supposer que la fibre n’est pas parfaitement droite. On peut donc calculer la
déflexion en dessous du seuil de flambement en fixant une déflexion initiale y0 = h cos

(
πx
2a
)
afin

de sortir de la position d’équilibre.

On a donc une équation de la déformée totale qui est :

y = Y + y0 (3.82)

avec Y la partie de la déformée due à l’action des forces.

Figure 3.11 – Illustration du flambement d’Euler avec déformation initiale

Le raisonnement sur le bilan des moments en configuration non déformée est le même que
précédemment. En effet, même avec la déformation initiale, on trouve toujours géométriquement
[Fig. 3.11] que :

sin (Ψ (s)) = [Y + y0]′ = y′ (x) (3.83)

L’expression du moment fléchissant reste donc la même (eq. 3.76) :

Mo = FB y (x)

c’est-à-dire :

Mo = FB (Y + yo) (3.84)

ou :

Mo = FB

(
Y + h cos

(πx
2a

))
(3.85)

La formule de la déformation de flexion due aux forces s’écrit :

Mo = EI

RF
≈ EIY ′′ (3.86)
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avec RF la partie du rayon de courbure due à la force de compression, l’autre partie étant due
à la déflexion initiale y0.

En combinant (eq. 3.85) et (eq. 3.86), on obtient une équation différentielle d’ordre deux avec
second membre décrivant la déflexion due aux forces :

Y ′′ + k2Y = −k2h cos
(πx

2a

)
(3.87)

avec k2 = − 4
b2
σB
E .

La solution générale d’une équation différentielle d’ordre deux avec second membre est la
somme de la solution générale de l’équation homogène associée à l’équation différentielle (eqs.
3.77 et 3.78) et d’une solution particulière de l’équation différentielle.

Pour trouver la solution particulière, on postule qu’elle est de la forme :

Y = C cos
(πx

2a

)
+D sin

(πx
2a

)
(3.88)

On obtient la solution particulière :

Y = h(
π

2ka
)2 − 1

cos
(πx

2a

)
(3.89)

Pour avoir la solution générale, on additionne les solutions générales et particulières :

Y = A cos (kx) +B sin (kx) + h(
π

2ka
)2 − 1

cos
(πx

2a

)
(3.90)

En satisfaisant les conditions limites (Y ′ (0) = 0, Y (a) = 0), on obtient l’équation de la
déflexion due à l’action des forces :

Y = h(
π

2ka
)2 − 1

cos
(πx

2a

)
(3.91)

On en déduit l’équation de la déflexion totale :

y = Y + y0 = h

(
1 + 1(

π
2ka
)2 − 1

)
cos
(πx

2a

)
= Yt cos

(πx
2a

)
(3.92)

avec Yt la déflexion totale à x = 0.

Après quelques arrangements, on trouve une écriture simplifiée :

Yt
h

= 1
1− σB/σem

(3.93)

À partir des expressions (eq. 3.92), (eq. 3.93), et de l’équation σs (x) = −Eb/R (x) = −Eby′′
(eq. 3.68), on déduit l’expression de la contrainte de traction σs appliquée sur la surface externe
de la fibre en dessous du seuil de flambement :

σs (x)
E = Yt

b

(
π
2β
)2

cos
(
πx
2a
)

= h
b

(
π
2β
)2

Yt
h = 1

1−σB/σem
cos
(
πx
2a
)

(3.94)
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Flambement en grandes déformations

Avec l’hypothèse des petites déformations, on n’a pas accès à la déformation au-dessus du seuil
de flambement. On ne peut donc pas vérifier directement que les fibres subissent une contrainte
suffisante en surface pour casser. Pour cela, on doit supposer que la déformation est importante
au-delà du seuil de flambement et on la calcule en résolvant une équation différentielle non-
linéaire.

Dans le cas des grandes déformations, c’est-à-dire au-delà de la contrainte critique de flam-
bement, on ne néglige plus la pente y’ devant 1 :

Mo = EI

R
= EI

y′′

(1 + y′2)3/2 (3.95)

L’équation du moment de flexion restant la même : Mo = FB y (x) (eq. 3.76), on obtient
l’équation différentielle décrivant la déflexion de la fibre :

y′′

(1 + y′2)3/2 + k2y = 0 (3.96)

avec k2 = − 4
b2
σB
E .

La déflexion totale Yt à x = 0 est donnée par [105] :

Yt
a

= 4
√

2
π

√
σB
σem
− 1

[
1− 1

8

(
σB
σem
− 1
)]

(3.97)

On suppose comme précédemment que l’équation de la déformée est :

y = Yt cos
(πx

2a

)
(3.98)

D’après cette expression et l’équation de la contrainte sur la surface de la fibre due au rayon
de courbure (eq. 3.99), on déduit l’expression de la contrainte de traction σs appliquée sur la
surface extérieure de la fibre au-delà de la limite de flambement.

N.B. Cette fois-ci, l’équation de la contrainte en surface doit être celle des grandes déforma-
tions, c’est-à-dire :

σs (x) = − Eb

R (x) = −Eb y′′

(1 + y′2)3/2 (3.99)

On a donc :

σs (x)
E

=

π
√

2
β

√
σB
σem
− 1

[
1− 1

8

(
σB
σem
− 1
)]

cos
(
πx
2a
)

(
1 + 8

(
σB
σem
− 1
)[

1− 1
8

(
σB
σem
− 1
)]2

] sin2
(
πx
2a
))3/2 (3.100)
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Paramètre de flambement

En comparant la contrainte σB (eq. 3.20) induite sur la fibre par l’écoulement avec la
contrainte maximale avant flambement σem (eq. 3.81), on obtient un paramètre de flambement :

σB
σem

= −
(

4
π

)2
M

β4

ln (2β)− 1, 75
ηγ̇

E
(3.101)

qui est supérieur à 1 pour une fibre en flambement. On remarque que le paramètre de flambe-
ment varie linéairement avec la contrainte relative de cisaillement ηγ̇/E mais dépend beaucoup
plus fortement du rapport d’aspect β. Ceci est illustré à la figure 3.12, où l’on a effectué une
application numérique, en utilisant les grandeurs typiques rencontrées dans le procédé étudié.

Figure 3.12 – Variation du paramètre de flambement σB/σem en fonction du rapport d’aspect β pour
différentes contraintes de cisaillement relative ηγ̇/E, les autres paramètres étant fixés : φ = −45o ;
θ = 90o (position de la fibre dans l’écoulement). À titre indicatif, les fibres de verres utilisées plus loin
dans cette étude ont un module d’Young E égal à 72,4 GPa
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Paramètre de casse

En comparant la contrainte de traction σs (eqs. 3.94, 3.100) avec la résistance à la traction
σc de la fibre, on obtient un paramètre de casse :



σs (x)
σc = h

b

(
π
2β
)2

 1

1− σB
σem

 cos
(πx

2a

)E
σc

pour σB
σem

< 1

σs (x)
σc =

π
√

2
β

√
σB
σem
− 1
[
1− 1

8

(
σB
σem
− 1
)]

cos
(πx

2a

)
(

1 + 8
(
σB
σem
− 1
)[

1− 1
8

(
σB
σem
− 1
)]2

sin2
(πx

2a

))3/2
E
σc pour σB

σem
> 1

(3.102)
qui dépend du paramètre de flambement σB/σem et qui est supérieur à 1 lorsque une fibre parfaite
atteint un rayon de courbure suffisamment petit pour casser en x. À noter que le paramètre de
casse ne dépend pas simplement du rapport d’aspect en 1/β2 car on retrouve β dans σB/σem (eq.
3.101) [Fig. 3.13], ici aussi les grandeurs utilisées sont représentatives du procédé étudié.

On note également que le paramètre de casse varie en cos (πx/2a) le long de la fibre tant que
celle-ci ne flambe pas, mais qu’une correction en 1/

(
1 + sin2 (πx/2a)

)3/2 apparait quand elle
flambe, accentuant la contrainte au milieu de la fibre [Fig. 3.14].

Dans la figure [Fig. 3.15], on trace le paramètre de casse σs (0) /σc au milieu de la fibre (car
c’est là qu’il est maximal) en fonction du paramètre de flambement σB/σem pour différentes va-
leurs de la contrainte de cisaillement relative ηγ̇/E et du rapport d’aspect β. Dans la zone (1),
les fibres n’ont ni atteint le seuil de flambement, ni le seuil de casse. Dans la zone (2) seul le seuil
de casse est atteint, c’est-à-dire que les fibres cassent sans flamber (fibres très fragiles). Dans la
zone (3), seul le seuil de flambement est atteint, c’est-à-dire que les fibres flambent sans casser
(fibres très souples). Enfin, dans la zone (4), les deux seuils sont atteints, c’est-à-dire que les fibres
cassent en flambant. On remarque que les courbes décrivant le comportement des fibres passent
presque uniquement par les zones (1) et (4), c’est à dire que les fibres cassent (σs (0) /σc > 1)
quasiment toujours au moment où elles flambent (σB/σem > 1) pour des paramètres ayant des
ordres de grandeur comparables à ceux du problème industriel, ce qui justifie l’approximation
faite précédemment de considérer qu’une fibre casse quand elle flambe. Pour qu’une
fibre puisse flamber sans casser, il faudrait qu’elle soit plus souple (E/σc . 10) et pour qu’elle
casse sans flamber, il faudrait qu’elle soit initialement très déformée (h/b & 0, 1), ce qui n’est pas
le cas des fibres de verre utilisées dans cette étude [Fig. 3.16].

Prenons l’exemple présent sur la figure [Fig. 3.15] d’une fibre de verre de longueur 2a = 1 mm
et de diamètre 2b = 10 µm (β = 100), avec un module d’Young E = 70 GPa et une contrainte à
la rupture σc = 2,3 GPa (E/σc = 30). Si l’on fait l’hypothèse que la déflexion initiale de la fibre h
est d’environ un centième de son rayon b (h/b = 0,01), on trouve un paramètre de casse σs (0) /σc
(eq. 3.102) au milieu de la fibre (x = 0) et en petites déformations qui vaut environ 0,74 pour un
paramètre de flambement σB/σem égal à 0,9999, c’est-à-dire très proche du seuil de flambement
(une variation du taux de cisaillement de 1, 1 ·10−4 s−1 suffit à l’atteindre (eq. 3.101)). Pour cette
valeur, le seuil de casse n’est pas encore atteint, on est dans la zone (1) [Fig. 3.15]. De même, en
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Figure 3.13 – Variation du paramètre de casse σs/σc en fonction du rapport d’aspect β pour différentes
souplesses de la fibre E/σc, les autres paramètres étant fixés : x/a = 0 (milieu de la fibre) ; h/b = 0, 01
(déflexion initiale relative dans le cas des petites déformations) ; φ = −45o ; θ = 90o (position de la fibre
dans l’écoulement) ; ηγ̇/E = 10−7 (contrainte de cisaillement relative)

grandes déformations (σB/σem > 1), on trouve un paramètre de casse σs (0) /σc qui vaut environ
1,02 pour un paramètre de flambement σB/σem égal à 1,7, c’est-à-dire assez proche du seuil de
flambement (une variation du taux de cisaillement de 0,80 s−1 permet de l’atteindre). Pour cette
valeur, le seuil de casse est atteint (zone (4)) après un très court passage par un flambement sans
casse dans la zone (3) [Fig. 3.15].

Au cours de leur trajet dans une extrudeuse bivis, les fibres sont dans un premier temps
longues, ce qui implique une viscosité élevée de la suspension. On a donc un paramètre de flam-
bement et un paramètre de casse élevés, et on est, sur la figure [Fig. 3.15] dans la zone (4)
« flambement et casse » (rapport d’aspect β grand, contrainte de cisaillement relative ηγ̇/E
grande). Ensuite, leur taille diminue et la viscosité également. On a donc un paramètre de flam-
bement et un paramètre de casse plus faibles, et on peut atteindre la zone (1) « ni flambement,
ni casse » (rapport d’aspect β petit, contrainte de cisaillement relative ηγ̇/E petite). À noter que
l’évolution de la contrainte relative ηγ̇/E avec le taux de cisaillement γ̇ n’est pas linéaire pour
un fluide ayant un comportement rhéologique de type loi de puissance (η (γ̇) = K |γ̇|n−1), par
exemple un polymère fondu.

On remarque, en traçant cette fois-ci le paramètre de casse σs (0) /σc en fonction du paramètre
de flambement σB/σem pour différents angles θ avec l’axe z′ et différentes valeurs du rapport
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Figure 3.14 – Variation du paramètre de casse σs/σc le long d’une fibre (x/a) en flexion simple et
en flambement (rapports d’aspect β = 40 ( σB

σem
= 0, 08 < 1) et β = 110 ( σB

σem
= 3, 26 > 1)), les autres

paramètres étant fixés : x/a = 0 (milieu de la fibre) ; h/b = 0, 01 (déflexion initiale relative dans le cas
des petites déformations) ; φ = −45o ; θ = 90o (position de la fibre dans l’écoulement) ; ηγ̇/E = 10−7

(contrainte de cisaillement relative) ; E/σc = 30 (souplesse de la fibre)

d’aspect β [Fig. 3.17], que les fibres cassent (zone 4) même si l’angle θ entre elles et l’axe z′ [Fig.
3.4] est moins important que π/2 (fibre hors du plan de cisaillement). De plus, les fibres passent
un long moment dans la direction de l’écoulement durant une rotation suivant l’orbite de Jeffery
et l’angle entre l’axe z′ et la fibre à ce moment est maximal [Fig. 3.1]. Donc, l’angle entre la
plupart des fibres et l’axe z’ est presque tout le temps proche de θ = π/2. Par conséquent, on
peut fixer θ = π/2 dans un calcul de la casse de fibre, en supposant que, même si quelques fibres
sont légèrement hors du plan de cisaillement, elles casseront également.
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Figure 3.15 – Corrélation entre flambement et casse pour différents rapports d’aspect β (en faisant
varier la contrainte de cisaillement relative ηγ̇/E de 2·10−8 à 300·10−8), les autres paramètres étant fixés :
x/a = 0 (milieu de la fibre) ; h/b = 0, 01 (déflexion initiale relative dans le cas des petites déformations) ;
φ = −45o ; θ = 90o (position de la fibre dans l’écoulement) ; E/σc = 30 (résistance de la fibre))

Figure 3.16 – Photographies des fibres de verres avec mesures de longueurs. On peut voir que les fibres
sont très droites
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Figure 3.17 – Corrélation entre flambement et casse pour différents angles θ avec l’axe z′ (perpendi-
culaire au plan de cisaillement [Fig. 3.4]) (en faisant varier le rapport d’aspect β de 10 à 600), les autres
paramètres étant fixés : x/a = 0 (milieu de la fibre) ; h/b = 0, 01 (déflexion initiale relative dans le cas
des petites déformations) ; φ = −45o ; ηγ̇/E = 10−7 (contrainte de cisaillement relative) ; E/σc = 30
(résistance de la fibre)
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3.2.3 Hypothèse des forces distribuées linéairement
Une autre possibilité est de supposer que les forces sont distribuées linéairement le long de la

fibre, comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent §3.1.5. Forgacs et Mason [99] trouvent
(eq. 3.44) :

σFMm
E

= −
(

1
2β

)2

et DeTeresa [103] trouve, après correction du calcul de Forgacs et Mason (eq. 3.56) :

σDTm
E

= −1, 28
β2

On remarque que le calcul de DeTeresa avec des forces linéairement reparties donne une
contrainte limite avant flambement environ deux fois supérieure à celle calculée pour des forces
ponctuelles (eq. 3.81). Comme l’expression du moment de flexion (eq.3.52) est nettement plus
compliqué que dans le cas de forces appliquées aux extrémités, DeTeresa se contente de calculer
le seuil de flambement.

3.2.4 Simulation numérique d’une fibre dans un écoulement de cisaille-
ment

Dans le cadre du post-doctorat de Pascal De Micheli au sein du projet Fonlimics, un modèle
3D éléments finis a été créé afin de mesurer les forces appliquées par un fluide en cisaillement
sur une particule rigide et cylindrique. Une boîte de 1 mm de côté représente le domaine fluide,
avec un « trou » au milieu représentant la particule. À noter que les extrémités de la fibre ont
été arrondies afin de régulariser le problème. Sur la surface extérieure de la boîte, des conditions
limites sont appliquées pour imposer un écoulement de cisaillement simple. Sur la surface interne,
c’est-à-dire sur la surface de la fibre, des conditions limites correspondant à un mouvement de
corps rigide sont appliquées. Ce mouvement de corps rigide est calculé de manière itérative en
minimisant les moments linéaires et angulaires correspondant à l’action du fluide sur la surface
de la fibre. La translation est négligée (seule la rotation est prise en compte) car elle ne modifie
pas la répartition de la force axiale compressive due au fluide sur la particule.

Le maillage initial est créé en utilisant le logiciel libre Gmesh c©. Le calcul est effectué à l’aide
de la librairie parallèle CimLib c© [108], développée au Cemef. Les équations de Stokes sont réso-
lues en se servant d’éléments tétraédriques mixtes P1+P1 vitesse pression [109]. Afin de définir
précisément la géométrie de la fibre et de bien saisir la complexité de l’écoulement à proximité
de la particule, un maillage adaptatif est utilisé pour raffiner le maillage près de sa surface : les
tailles de mailles sont de l’ordre de 0,1 mm près de la surface extérieure de la boîte et de 0,002
mm près de la particule [Fig. 3.18]. Le maillage total contient dans ce cas-là à peu près 330 000
nœuds pour une fibre de longueur 0,3 mm et de diamètre 0,01 mm. Plusieurs rapports d’aspect
et taux de cisaillement sont simulés afin de rendre compte des conditions industrielles de mélange
de polymères chargés de fibres. Le diamètre est pris égal à 0,01 mm, ce qui est une valeur clas-
sique pour les fibres de verre, et la longueur a été choisie entre 0,1 mm et 0,3 mm, c’est-à-dire de
l’ordre de grandeur des fibres en sortie du procédé de mélange. Le fluide est supposé newtonien,
avec une viscosité η de 1 000 Pa.s. Enfin, le taux de cisaillement est compris entre 50 s−1 et 500
s−1, ce qui est consistant avec le taux de cisaillement moyen présent dans une extrudeuse bivis.
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Figure 3.18 –Maillage du domaine vu en plan de coupe et zoom sur l’extrémité du « trou » représentant
la fibre

γ̇ = 50 s−1 γ̇ = 100 s−1 γ̇ = 200 s−1 γ̇ = 500 s−1

β = 10 (l = 0, 1 mm)
Fc 0,155 0,311 0,615 1,56
FB 0,158 0,315 0,615 1,60

Fc/FB 0,981 0,987 0,976 0,975

β = 30 (l = 0, 3 mm)
Fc 0,744 1,50 2,99 7,47
FB 0,754 1,51 3,02 7,54

Fc/FB 0,987 0,993 0,990 0,991

Table 3.1 – Comparaison de la force sommée sur une demi-fibre à la prédiction de Burgers

Les forces appliquées par le fluide sur la particule sont post-traitées à l’aide de Scilab c©. La
somme des forces sur la surface d’une demi-fibre est d’abord calculée, afin de comparer nos va-
leurs Fc avec celles de Burgers FB [92] (eq. 3.19) pour tous les paramètres étudiés. Dans tous les
cas, la fibre est orientée dans la direction de compression maximale (φ = −45o, θ = 90o), et on
obtient un écart entre la prédiction de Burgers et le calcul éléments finis inférieur à 2% [Tab. 3.1].

Puis, la répartition des forces sur la fibre est étudiée en divisant la demi-fibre en n sections
et en sommant les forces sur chaque section [Fig. 3.19].

L’étude éléments finis des forces appliquées sur la fibre montre que, dans la gamme de para-
mètres étudiés, la distribution des forces ne change pas beaucoup. La force par section, normalisée
par la force totale appliquée sur une fibre est représentée [Fig. 3.20] et [Fig. 3.21] pour des rap-
ports d’aspect de 10 et 30, respectivement. Pour une même longueur de fibre, si le fluide est
newtonien, on vérifie bien que la distribution des forces normalisées par la force totale appliquée
sur la fibre est exactement la même pour les différents taux de cisaillement testés [Figs. 3.20, 3.21].
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Figure 3.19 – Calcul de la distribution de force sur n sections d’une demi-fibre. Chaque section à une
longueur égale à a/n, exceptée la dernière dont la longueur est a/n+ b, b étant le rayon de la fibre

Figure 3.20 – Distribution des forces sur une demi-fibre de rapport d’aspect 10 (longueur 0,1 mm)
pour différents taux de cisaillement. La demi-fibre est divisée en 16 sections d’environ 0,003 mm

Il est plus difficile de comparer les distributions de forces sur deux fibres de rapports d’aspect
différents. Cependant, il existe une similarité qualitative. Dans tous les cas, on peut observer que
la répartition des forces le long de la fibre est approximativement linéaire, avec un important
pic de force sur la dernière section [Figs. 3.20, 3.21]. Cette distribution des forces est en bon
accord avec les résultats de Hernandez [104,110], dans lesquels la distribution des forces sur une
fibre de rapport d’aspect 100 dans la position de compression maximale dans un écoulement de
cisaillement est étudiée par une méthode éléments finis de frontière. Des différences quantitatives
peuvent être observées entre les deux cas. Pour la fibre de rapport d’aspect 10 [Fig. 3.20], environ
44% de la force totale appliquée sur la fibre est localisée à ses extrémités, contre 21% dans le
cas de la fibre de rapport d’aspect 30. Sur la dernière section de la fibre (avant l’extrémité), on
trouve environ 9% de la force totale appliquée sur la fibre pour la fibre de rapport d’aspect 10
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Figure 3.21 – Distribution des forces sur une demi-fibre de rapport d’aspect 30 (longueur 0,3 mm)
pour différents taux de cisaillement. La demi-fibre est divisée en 50 sections de 0,003 mm

contre 4,5% pour la fibre de rapport d’aspect 30. Il semble donc que, pour un rapport d’aspect
plus petit, la contrainte se concentre plus sur les extrémités de la fibre.

Un programme d’analyse des résultats de calcul éléments finis a été implémenté sous SciLab c©

afin d’étudier le flambement sous charge pour la distribution de contrainte obtenue à partir de
la simulation de la fibre dans un écoulement de cisaillement. Le principe de cette analyse est de
déterminer la charge critique avant flambement. Soit Π l’énergie du système. On suppose que le
système est en équilibre, donc δΠ = 0. Cependant, cet équilibre est instable, donc δ2Π < 0. En
dérivant deux fois l’expression de l’énergie de déformation interne du système :

Πint = 1
2

∫
V

LσTdV (3.103)

avec L le tenseur de Green-Lagrange et σ = HL, on obtient l’expression :

δ2Πint =
∫
v

(
δLlHδLTl + δLlHδLTnl + δLnlHδLTl + δ2LnlσT

)
dV (3.104)

où Ll et Lnl sont respectivement les parties linéaire et non-linéaire du tenseur de Green-Lagrange
L. On suppose que les déformations sont « petites », ce qui veut dire que la déformation pour une
charge nodale λF0 est λ fois la déformation pour une charge nodale F0. On rajoute la contribution
à l’énergie des forces extérieures Πext et on réécrit δ2Π en fonction du vecteur déplacement de
tous les nœuds δU, de la matrice de rigidité linéaire kl, de la matrice de déplacement initial ku,
de la matrice de rigidité géométrique kσ et de la matrice des forces suiveuses (par exemple la
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Euler Forgacs et Mason DeTeresa Éléments finis
(eq. 3.81) (eq. 3.44) (eq. 3.56) (eq. 3.107)

β = 10 35,1 mN 14,2 mN 72,8 mN 49,5 mN
β = 30 3,90 mN 1,58 mN 8,09 mN 6,48 mN

Table 3.2 – Comparaison entre la force critique déduite de la répartition des forces obtenue par éléments
finis avec différents modèles existants

pression) kλ, et on obtient :

δ2Π = δ2Πint − δ2Πext =
(
δUT (kl + λ (ku + kσ)) δU

)
−
(
λδUTkλδU

)
(3.105)

Les matrices ku, kσ et kλ sont d’abord construites à partir des solutions nodales U0 du
problème linéaire simple de la charge d’une poutre en utilisant une charge nodale F0. Puis, le
problème des valeurs propres d’inconnu λ est résolu à partir de δ2Π = 0 :

klδU = −λ (ku + kσ + kλ) δU (3.106)

Finalement, la charge critique correspondante, notée F cEF peut être déterminée par le produit
de la charge initiale F0 par la plus petite valeur propre λmin :

F cEF = λminF0 (3.107)

Dans notre cas, à cause du faible déplacement initial en compression et parce que nous sup-
posons que l’influence de la pression est faible, on néglige les matrice ku et kλ, comme cela est
généralement fait pour les cylindres fins et rigides. On utilise la distribution de force pour calculer
les charges critiques avant flambement pour des fibres de verre ayant un module d’Young E de
72,4 GPa et l’on compare ces forces critiques à celles existant dans la littérature [Tab. 3.2]. Pour
rappel, la méthode d’Euler suppose que les forces sont appliquées ponctuellement aux extrémités
de la fibre, alors que Forgacs et Mason [99] (et DeTeresa [103]) supposent que les forces sont
linéairement réparties le long de la fibre.

On constate que l’ordre de grandeur obtenu par les différents modèles est le même que celui
obtenu par le calcul éléments finis. En faisant l’hypothèse que les forces sont appliquées aux
extrémités, la méthode d’Euler sous-estime la force critique nécessaire au flambement, et en
supposant les forces linéairement réparties, c’est-à-dire en négligeant la forte concentration de
charge aux extrémités de la fibre, DeTeresa la surestime. Il semble que la bonne valeur se situe
donc entre ces deux prédictions. Nous avons choisi de nous servir par la suite des résultats de
calculs obtenus par la méthode d’Euler, étant donné que l’utilisation systématique de simulations
éléments finis serait beaucoup trop lourde à mettre en place et que l’on s’est servi de la méthode
d’Euler pour vérifier nos hypothèses (§ 3.2.2). On gardera à l’esprit par la suite que cette méthode
a tendance à surestimer la casse de fibre.



104 Chapitre 3. Modélisation du mélange dispersif en extrusion bivis. Application à la casse de fibre

3.3 Calcul simplifié de l’écoulement en extrusion bivis. Uti-
lisation du logiciel Ludovicr

Ludovicr [54] est un logiciel de calcul global pour les écoulements de polymères dans les
extrudeuses bivis corotatives autonettoyantes. Basé sur une approche d’approximation de la lu-
brification hydrodynamique, il a été validé par comparaison à des expériences et à des modèles
numériques plus sophistiqués. Il permet d’obtenir, pour n’importe quel profil de vis incluant des
éléments de vis à pas direct et indirect et des éléments malaxeurs, l’évolution des principales va-
riables d’écoulement le long de la vis, telles que la pression, la température moyenne, le temps de
séjour et le taux de remplissage. Grâce aux approximations faites, ce modèle peut être facilement
et rapidement utilisé sur un ordinateur personnel ou une station de travail.

Nous allons présenter dans cette section les bases théoriques du modèle utilisé dans ce logiciel.

3.3.1 Écoulement dans un élément de vis
L’écoulement dans un élément de vis est traité classiquement en 1D ou 2D avec le "groove

model" [111] dans lequel les chenaux de vis sont mis à plat, avec un fourreau glissant au-dessus.
Dans notre cas, on utilise les coordonnées cylindriques dans lesquelles on considère que la section
du chenal est perpendiculaire au filet de vis [Fig. 3.22].

Figure 3.22 – Configuration d’une élément de vis (chambre en C) et système de coordonnées cylin-
driques

On s’intéresse essentiellement à l’écoulement principal le long du chenal de vis dans la direc-
tion Θ. L’écoulement le long de la vis forme une sorte de 8, qui est composé d’une succession
d’écoulements le long des chambres en C et à travers la zone d’interpénétration entre les vis adja-
centes. On doit donc développer la relation vitesse/débit pour ces deux catégories d’écoulement.
Dans une approche 1D simplifiée, la section du chenal est considérée comme un rectangle, avec
une largeur constante W. On suppose que l’écoulement est localement newtonien et isotherme.
Cela signifie que l’on utilise les équations d’écoulement newtonien, mais avec une viscosité spéci-
fique η qui peut être définie, dans chaque chambre en C ou zone d’interpénétration, comme une
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(a) (b)

Figure 3.23 – Configuration de l’écoulement longitudinal dans la section d’un chenal de vis, dans un
élément de vis à pas direct (a) et à pas inverse (b)

fonction des valeurs locales du taux de cisaillement et de la température. Avec cette hypothèse,
le débit volumétrique longitudinal QC le long de la chambre en C peut s’écrire [112] :

QC = FdcWRe

[
1− R2

i

R2
e−R2

i
ln
(
Re
Ri

)2
]

ΩRe
2 cos Φ

−Fpc 1
8η

∆pC
∆ΘCW

(
R2
e −R2

i

) [
1−

(
2RiRe
R2
e−R2

i
ln Re

Ri

)2
] (3.108)

où Ri et Re sont respectivement les rayons intérieur et extérieur du chenal, Φ est l’angle du filet,
W est la largeur du chenal, Ω est la vitesse de rotation des vis (en rad/s), η est la viscosité et
∆pC la différence de pression le long de la chambre en C, définie par l’angle ∆ΘC . Classiquement,
le débit est exprimé comme la somme d’un terme de cisaillement (positif, dû au déplacement
relatif du fourreau) et d’un terme de pression (généralement négatif, correspondant à la capacité
de pompage de l’élément de vis). Fdc et Fpc sont deux facteurs de forme correctifs, utilisés
pour rendre compte de la géométrie réelle du chenal. Ils peuvent être définis en comparant les
résultats de modèles 1D et 2D [113,114]. L’équation (eq. 3.108) peut être étendue aux fluides non
newtoniens, en supposant que la viscosité η est une fonction du taux de cisaillement moyen γ̇ dans
la chambre en C. Cela signifie que le taux de cisaillement est évalué en prenant en compte à la
fois l’écoulement longitudinal (dans la direction Θ) et l’écoulement transverse (dans la direction
Z). On suppose que la composante radiale u de la vitesse est négligeable et que les composantes v
et w (dans les directions Θ et Z) sont uniquement fonctions de la position radiale r. Par exemple,
pour un fluide suivant une loi puissance, on a :

η = Kγ̇
np−1 (3.109)

avec :

γ̇ = 2
R2
e −R2

i

∫ Ri

Re

r

[(
dv
dr −

v

r

)2
+
(

dw
dr

)2
]1/2

dr (3.110)

où K et np sont les paramètres de la loi puissance. Cette procédure permet d’utiliser n’importe
quel type de loi de viscosité (puissance, Carreau, Carreau-Yasuda, Casson. . . ) dans le modèle
sans modifier les équations de base de l’écoulement.

L’analyse ci-dessus peut être appliquée aussi bien aux éléments de vis à pas direct qu’à ceux
à pas inverse. Comme montré [Fig. 3.23], dans un élément à pas direct, la vitesse relative du
fourreau a la même direction que la direction principale d’écoulement et le gradient de pression
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est généralement positif. Au contraire, dans un élément de vis à pas inverse, la vitesse du four-
reau est opposée à l’écoulement et tend à entrainer le fluide vers l’amont. Par conséquent, cet
élément doit obligatoirement générer une chute de pression, ou un gradient de pression négatif,
pour pouvoir pousser le polymère vers l’aval. Donc, pour appliquer l’équation (eq. 3.108) au
calcul de la baisse de pression ∆p′C d’un élément de vis à pas inverse le long de la chambre en
C, on doit garder le membre de droite identique et juste changer le signe du débit (membre de
gauche). De la même manière, l’écoulement dans un élément à pas direct partiellement rempli
peut être prédit par l’équation (eq. 3.108), en imposant ∆pC = 0 et en remplaçant W par la
largeur de remplissage du chenal W ′. À cause de leur écoulement particulier, les éléments de vis
à pas inverse sont toujours totalement remplis.

Dans la zone d’interpénétration entre les deux vis, la géométrie et la cinématique sont toutes
les deux très complexes, ce qui justifierait un calcul 3D complet. Dans une approche simplifiée,
on considère seulement cette zone comme une restriction locale, dans laquelle il est supposé n’y
avoir qu’un écoulement de pression. Cela veut dire que l’on néglige le déplacement relatif des
surfaces de vis, qui agissent dans des directions opposées dans cette zone. On doit également
définir une géométrie approchée, rendant compte de la restriction de l’écoulement. On définit
une section transversale approximative à partir des paramètres caractéristiques principaux de la
géométrie vis/fourreau. La largeur de cette aire est définie par :

W ∗ = W − αsRe sin Φ (3.111)

avec αs l’angle définissant l’épaisseur du filet, donné par [115] :

αs = π

mf
− 2ψi (3.112)

où mf est le nombre de filets de vis et ψi est l’angle d’interpénétration, défini par Booy comme :

cosψi = Cl
2Re

(3.113)

où Cl est l’entraxe.

Même si cette définition de la section n’est pas exacte, il a été montré en comparant des
profils de pression théoriques et expérimentaux [112] que c’est une approximation raisonnable.

Pour des raisons de simplicité, on utilise pour la relation pression/débit la même expression
que dans l’équation (eq. 3.108). Cela donne donc :

QC = F ∗pc
1

8η∗
∆p∗

∆Θ∗W
∗ (R2

e −R2
i

) [
1−

(
2RiRe
R2
e −R2

i

ln Re
Ri

)2
]

(3.114)

où η∗ et F ∗pc sont les valeurs de la viscosité et le facteur de forme calculés en prenant en compte la
géométrie locale. Comme la longueur de la chambre en C est définie par un angle ∆ΘC = 2π−2ψi,
la zone d’interpénétration est supposée correspondre au complément, c’est-à-dire que l’angle ∆Θ∗C
est égal à 2ψi.

3.3.2 Écoulement dans les éléments malaxeurs
Différents types d’éléments malaxeurs sont communément utilisés en extrusion bivis. Dans la

suite, on se focalise sur le matériel le plus courant : les éléments malaxeurs bilobes. Les éléments
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trilobes peuvent être facilement extrapolés à partir de ce calcul. Il existe des descriptions pour
les autres malaxeurs dans la littérature [112,116,117].

Figure 3.24 – Géométrie d’un élément malaxeur bilobe

Dans ce modèle, on s’intéresse à une approche très simple directement dérivée de l’analyse
originale de Werner [118]. Pour expliquer le mécanisme de convoyage dans les éléments malaxeurs,
Werner considère uniquement l’écoulement selon la direction Θ autour du disque [Fig. 3.24]. À
cause de la géométrie et de la vitesse relative du fourreau, cet écoulement est caractérisé par un
pic de pression localisé juste avant le sommet du disque (point A, [Fig. 3.24]). Comme les sommets
des disques adjacents sont décalés, les profils de pression sont aussi décalés, ce qui créé un gradient
de pression axial, parallèle à l’axe de la vis et qui pousse le matériau selon cette direction. On
considère cet écoulement autour de l’élément malaxeur et on applique l’approximation de la
lubrification hydrodynamique, c’est-à-dire que l’on considère seulement la composante v de la
vitesse dans la direction Θ, qui est uniquement fonction de la position radiale r. La relation
fondamentale de la dynamique pour un fluide newtonien isotherme donne :

1
η

dp
dΘ = r

d
dr

(
1
r

d rv

dr

)
(3.115)

En intégrant deux fois l’équation (eq. 3.115) avec les conditions limites appropriées (pas de
glissement sur la surface du disque et sur le fourreau en mouvement), on obtient une relation
entre le gradient de pression dans la direction Θ et le débit correspondant QΘ :
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où Ep est l’épaisseur de l’élément malaxeur, Re est son rayon extérieur (fourreau) et R (Θ) est
le rayon intérieur, défini par :

R (Θ) = Re −H (Θ) (3.117)
H (Θ) est obtenu par l’analyse de Booy [115] :

H (Θ) = Re (1 + cos Θ)−
√
C2
l −R2

e sin2 Θ (3.118)

L’intégration numérique de l’équation (eq. 3.116) le long de la direction Θ entre 0 et π,
en utilisant (eq. 3.117) et (eq. 3.118), conduit au profil de pression p (Θ) autour de l’élément
malaxeur. Pour des raisons de symétrie, la pression est identique aux points B et D [Fig. 3.24].
Cette nouvelle condition limite permet de déterminer les valeurs du débit QΘ dans la direction Θ,
qui est indépendant du niveau de pression autour du malaxeur (c’est-à-dire de la vraie pression
en B et D). Une fois le profil de pression dans la direction Θ connu, le gradient de pression
axial dp

dZ est déterminé en décalant les éléments malaxeurs adjacents et en ajustant le niveau de
pression pour correspondre au débit imposé dans la direction axiale [119].

3.3.3 Le modèle global
Les modèles élémentaires précédents doivent maintenant être reliés pour obtenir une descrip-

tion globale de l’écoulement le long de l’extrudeuse. Cependant, quelques questions préliminaires
doivent d’abord être étudiées. Comme une extrudeuse monovis, une extrudeuse bivis est com-
posée de trois zones fonctionnelles successives, allant de la trémie d’alimentation à la filière.
Une section de convoyage solide précède la zone de fusion, qui correspond au changement d’état
du matériau, et la zone de convoyage fondu, qui a été étudiée dans les paragraphes précédents.
Comme les vis sont généralement faiblement remplies, le convoyage solide n’est pas crucial comme
en extrusion monovis. Comme montré expérimentalement [114,119,120], des granulés solides sont
convoyés dans les parties hautes et basses de la zone d’interpénétration et progressent ainsi vers
l’aval avec une vitesse égale à NrBp, où Nr est la vitesse de rotation des vis (en tour/s) et Bp le
pas de vis. Dans le modèle global, le temps de séjour dans la section solide est calculé en utilisant
cette expression de la vitesse :

ts = Lo
NBp

(3.119)

où Lo est la longueur axiale du sous-élément considéré.

La fusion est une étape beaucoup plus importante, bien que pas encore parfaitement com-
prise. Toutes les études expérimentales [114,119–121] confirment que la fusion se fait rapidement
(comparée à l’extrusion monovis) quand les granulés solides rencontrent un élément restrictif,
c’est-à-dire un élément de vis à pas inverse ou un bloc d’éléments malaxeurs. Par conséquent, on
suppose dans le modèle global que la fusion est instantanée et se déroule avant le premier élément
restrictif du profil de vis, quand la pression commence à s’amplifier. Après cela, le matériau est
considéré comme étant complétement fondu et peut remplir le chenal de vis, suivant la géométrie
et les conditions d’écoulement.

Pour un sous-élément rempli (chambre en C par exemple), le temps de séjour moyen est
simplement défini par :

ts = ρVo
Q

(3.120)
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où ρ est la densité du polymère fondu, Q est le débit massique total et Vo le volume libre de
l’élément considéré, défini suivant l’analyse géométrique de Booy [115] comme :

Vo = (Ab − 2As)Lo (3.121)

où Lo est la longueur axiale de l’élément, et Ab et As les sections transverses du fourreau et de
la vis, respectivement [115] :

Ab = 2 (π − ψi)R2
e + ClRe sinψi (3.122)

As = mf

(
ψiC

2
l − ClRe sinψi

)
+ mfαs

2

[
R2
e + (Cl −Re)2

]
(3.123)

Dans les chenaux de vis partiellement remplis, le polymère fondu est seulement entrainé par
le mouvement relatif du fourreau. La vitesse moyenne dans la direction du chenal est :

V = πNRe cos Φ (3.124)

En utilisant la relation entre l’angle de pas de vis Φ, le pas Bp et le rayon de vis Re (Bp =
2πRe tan Φ), le temps de séjour moyen pour une longueur axiale L s’écrit :

ts = Lo

V sin Φ
= Lo
NBp

2
cos2 Φ (3.125)

Cette expression permet aussi de calculer le taux de remplissage dans les éléments. Le taux de
remplissage fr est défini comme le rapport entre le volume occupé par le polymère et le volume
libre disponible. Donc on a :

fr = Qts
ρVo

(3.126)

où Vo est défini par l’équation (eq. 3.121). En utilisant l’équation (eq. 3.120), il est facile de
vérifier que fr est égal à 1 dans les éléments remplis. En remplaçant l’équation (eq. 3.125) dans
l’équation (eq. 3.126), fr peut aussi s’écrire :

fr = Q

Nr

2Lo
ρVoBp cos2 Φ (3.127)

Donc, pour une géométrie de vis fixée, le taux de remplissage est une fonction linéaire du
rapport Q/Nr, qui combine les deux paramètres du procédé et qui est généralement utilisée en
extrusion bivis.

L’extrusion bivis est un procédé hautement non-isotherme, donc, le calcul des variations de
température est un point important du modèle global. On considère uniquement ici la tempéra-
ture moyenne T sur l’épaisseur du chenal, ce qui est le seul choix compatible avec une approche
mécanique 1D. Dans les sections dédiées aux éléments de vis ou aux éléments malaxeurs, on
a présenté les équations isothermes écrites pour de petits sous-éléments (chambre en C, par
exemple). D’un sous-élément à un autre, on peut décrire le bilan thermique incluant la puissance
dissipée Ẇ et le transfert de chaleur vers le fourreau et les vis :

ρcpQC∆T = hTb
(
Tb − T

)
Sb + hTs

(
Ts − T

)
Ss + Ẇ (3.128)
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où cp est la chaleur spécifique, hTb et hTs sont les coefficients de transfert thermique du fourreau
et des vis de températures Tb et Ts respectivement. Sb et Ss sont les surfaces d’échange correspon-
dantes. La puissance dissipée Ẇ est calculée par intégration sur le volume V du sous-élément :

Ẇ =
∫
V

ηγ̇
2dV (3.129)

où η et γ̇ sont définis à l’aide des équations (eq. 3.109) et (eq. 3.110). Cela signifie que l’on ne
considère que les écoulements le long du chenal et à travers la zone d’interpénétration comme
des sources de dissipation thermique.

Connaissant la température T i d’un sous-élément, l’équation (eq. 3.128) permet de définir la
température T i+1 dans le prochain sous-élément par :

T i+1 = T i + ∆T i (3.130)

Une des principales difficultés pour résoudre l’équation (eq. 3.128) est le choix des valeurs des
coefficients de transfert thermique. Pour les surfaces de vis, des conditions adiabatiques (hTs = 0)
sont généralement choisies quand les vis ne sont pas régulées thermiquement [116, 122, 123]. De
plus, en l’absence d’informations réelles sur la température des vis, c’est l’hypothèse la plus per-
tinente. Pour la surface du fourreau, on peut choisir l’expression déterminée expérimentalement
par Todd [124] :

hTb = 0, 69 k

Re

[
R2
eNρ

η

]0,28 [cpη
k

]0,33
[
η

ηp

]0,14
(3.131)

où k est la conductivité thermique, η la viscosité moyenne et ηp la viscosité estimée à la paroi
(pour le plus haut taux de cisaillement). On peut également utiliser des valeurs prises dans la
littérature [125]. Pour des diamètres de vis entre 50 et 160 mm, des valeurs allant de 100 à 1500
W.m−2.K−1 semblent couvrir la gamme classique des conditions de procédé.

L’énergie spécifique fournie par le produit durant l’extrusion est un autre paramètre important
du procédé. Elle est approchée dans le modèle par l’intégration le long du profil entier de la
puissance dissipée (eq. 3.129) divisée par le débit en masse, à laquelle on ajoute les termes
correspondant à la fusion et à l’échauffement solide :

SME = ẆTOT

Q
+ ∆H + cp (Tm − T0) (3.132)

où ∆H est l’enthalpie de fusion, Tm la température de fusion et T0 la température initiale des
granulés.

On a maintenant défini tous les éléments nécessaires pour la construction du modèle global.
Comme les vis sont en partie remplies, le taux de remplissage du système n’est pas connu. Il
faut donc commencer le calcul en partant de la filière et procéder à reculons. Mais comme la
température du produit final n’est pas connue, on doit utiliser une procédure itérative [Fig. 3.25] :

– on définit d’abord, en utilisant les fichiers de données appropriés, le profil de vis et les
conditions du procédé (vitesse de rotation, débit, régulations thermique. . . ) ;

– on choisit une température finale arbitraire ;
– on calcule, pour la viscosité correspondante, l’écart de pression à travers la filière ;
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– sous-élément par sous-élément et en direction de l’amont, on calcule l’évolution de la pres-
sion et de la température en utilisant les équations vues précédemment ;

– quand la pression s’établit à zéro (section non-remplie), on vérifie s’il y a un élément
restrictif en amont (élément à pas inverse ou éléments malaxeurs). Si c’est le cas, le calcul
continue, avec une pression égale à zéro, jusqu’à ce qu’une nouvelle zone sous pression soit
rencontrée ;

– quand le premier élément restrictif est atteint, on cherche la position en amont où la pres-
sion s’établit à zéro (où la fusion est supposée se dérouler). À cette position, on compare
la température calculée à la température de fusion (ou de transition vitreuse pour un po-
lymère amorphe). Le calcul est terminé quand les deux températures sont égales. Sinon, la
température finale est modifiée et le calcul recommence. Le résultat final après convergence
est indépendant du choix de la première température arbitraire. Suivant la précision re-
quise, la convergence est généralement obtenue entre 10 et 50 itérations, ce qui correspond
à quelques secondes en temps CPU sur un ordinateur personnel.

Après convergence, on obtient l’évolution le long des vis des principaux paramètres du pro-
cédé, comme la pression, la température, le taux de remplissage, le temps de séjour, le taux de
cisaillement et la viscosité.
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Figure 3.25 – Algorithme général du logiciel Ludovic c©
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3.4 Méthode de simulation de la casse de fibre

Afin de transformer la théorie présentée au paragraphe §3.2 en méthode de simulation, on doit
introduire quelques outils tels que la distribution de probabilité et la matrice de fragmentation.

3.4.1 Distribution de probabilité

Étant donné que le rayon de courbure minimum d’une fibre en flexion se situe en son milieu
une fibre parfaite cédera toujours en ce point (eq. 3.68). Cependant, une vraie fibre présente
toujours des défauts et peut donc casser en un point faible, et ce en dessous de la contrainte
critique avant casse σs. On doit donc introduire une distribution statistique de la probabilité de
casse le long de la fibre pour représenter la présence de défauts. La loi de probabilité de casse
usuelle pour les matériaux renforcés de fibres de verres est la distribution de Weibull [126] :

PW (σ) = 1− exp
[
−
(
σ − σu
σ0

)mW ]
(3.133)

où σ est la contrainte, σu est la contrainte minimale pour que la fibre casse, σ0 est un facteur
d’échelle et mW est un paramètre de forme. Une limitation est que cette loi est uniquement
valide pour un chargement en contraintes homogène le long de la fibre, c’est-à-dire, par exemple,
pour une fibre en traction, comme on peut le voir en étudiant une des étapes de raisonnement
conduisant à la loi de Weibull. Après avoir remarqué que la probabilité pour une fibre de casser
est la probabilité qu’au moins un des segments la composant casse, c’est-à-dire la probabilité du
contraire de l’événement « aucun segment ne casse », on arrive à :

PW (σ) = 1−
N∏
i=1

(1−Ψ (σi)) (3.134)

où les segments composant la fibre sont numérotés de i à N , et où Ψ (σi) est la probabilité pour
le segment i de casser sous la contrainte σi.

Weibull suppose ensuite que la contrainte est homogène sur la fibre, c’est-à-dire que pour
tout i, σi = σ, et obtient :

PW (σ) = 1−
N∏
i=1

(1−Ψ (σ)) = 1− (1−Ψ (σ))N (3.135)

Au final, Weibull arrive par approximation à l’équation (eq. 3.133). Dans le cas d’une fibre
en flexion, la contrainte n’est pas homogène le long de la fibre (eq. 3.68) et on ne peut donc pas
passer par l’étape (eq. 3.135). On reste alors limité à une expression discrète de la probabilité de
casse d’une fibre.

Pour remédier à cela, nous proposons de décorréler la probabilité de casse de la fibre et la
distribution de la probabilité locale de casse le long de la fibre.
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La loi choisie pour décrire la probabilité de casse est [Fig. 3.26] :


si σB
σem

< 1 P

(
σB
σem

)
=

1− exp
(
−σB
σem

)
1− exp (−1)

sinon P

(
σB
σem

)
= 1

(3.136)

Figure 3.26 – Probabilité de casse d’une fibre en fonction du paramètre de flambement σB/σem (eq.
3.101)

Cette loi de probabilité permet à une fibre de casser en dessous du seuil de flambement, ce qui
simule la présence de défauts. La fibre casse nécessairement une fois ce seuil atteint, en accord
avec les résultats théoriques vus précédemment [Fig. 3.15].

On a choisi de décrire la distribution de probabilité de casse locale le long de la fibre par un
distribution de « type » Weibull, mais il est possible de choisir un autre type de distribution,
comme une distribution normale par exemple [36](eq. 3.65).

La distribution de probabilité de casse locale le long de la fibre est alors [Fig. 3.27] :

Pl (x) =
1− exp

[
−
(

1−
(
x
a

)2)mW ]
∫ 1
−1 1− exp

[
−
(

1−
(
x
a

)2)mW ]d (xa) (3.137)

où le paramètre mW permet de changer la forme de la distribution. Dans cette première ap-
proche, nous avons décidé de le fixer arbitrairement égal à 3. Comme la théorie le veut (eq. 3.68),
la probabilité de casse est maximale au milieu de la fibre (x = 0).
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Figure 3.27 – Distribution de probabilité de casse locale sur la fibre (x/a) avec mW = 3

3.4.2 Matrice de fragmentation
Afin de décrire l’évolution de la totalité de la distribution de longueurs de fibre, on se sert

d’une matrice de fragmentation dont le calcul est basé sur le principe de conservation de la
masse [127]. D’abord, on distribue les fibres en n classes suivant leur longueur. On choisit de
fixer la plus petite longueur accessible ln inférieure à la longueur de fibre en dessous de laquelle
une fibre ne peut plus flamber. Cette longueur correspond au rapport d’aspect β pour lequel
le paramètre de flambement (eq. 3.101) est supérieur à 1. Pour trouver ce rapport d’aspect, on
résout :

1 +
(

4
π

)2
M

β4

ln 2β − 1, 75
ηγ̇

E
= 0 (3.138)

avec le paramètre d’orientation M fixé égal à -1/2.

On obtient une borne minimale de flambement β = 2, 88 indépendante de la contrainte de ci-
saillement relative ηγ̇/E ainsi qu’une solution qui dépend de la contrainte de cisaillement relative
ηγ̇/E. Ainsi, pour toute contrainte de cisaillement relative, une fibre dont le rapport d’aspect
est inférieur à β = 2, 88 ne peut pas flamber et, à contrainte de cisaillement relative donnée, il
existe un autre rapport d’aspect (> 2, 88) qui dépend de cette contrainte et en dessous duquel
les fibres ne peuvent pas flamber.

On choisit une longueur ln de 0,02 mm pour un rayon b de 5 µm, soit un rapport d’aspect β
égal à 2 et inférieur à la borne minimale de flambement β = 2, 88. On représente ensuite le trans-
fert de masse des classes de fibres longues vers les classes de fibres courtes [Fig. 3.28] en utilisant
un système d’équations que l’on peut écrire sous la forme d’une matrice et résoudre avec Matlabr.

Le système d’équation représentant le transfert de masse est :

dmi =
∑n
j=1 [τjPijMijdt]− τimidt ∀1 < i < n (3.139)

où mi est la fraction de masse représentée par les fibres de longueurs li, Pij est la probabilité
pour une fibre de longueur lj en train de casser de générer une fibre de longueur li, Mij est le
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Figure 3.28 – Transfert de masse depuis les classes de fibres longues vers les classes de fibres plus
courtes du point de vue de la classe li

transfert de masse de la classe des fibres de longueur lj à la classe des fibres de longueur li (si une
fibre casse au bon endroit pour générer un fibre de longueur li) (eq. 3.140), et τj est le taux de
casse des fibres de longueur lj , que l’on assimile à la probabilité de casse d’une fibre de longueur
lj par unité de temps. Les grandeurs Pij , Mij et mi sont sans dimension et le taux de casse τj
s’exprime en s−1.

Le second terme du membre de droite représente la fraction de masse perdue par la classe
i pendant le temps dt, c’est-à-dire le nombre de fibres de longueur li ayant cassé durant cet
intervalle de temps multiplié par leur masse et divisé par la masse totale de fibres (pertes [Fig.
3.28]). Le premier terme du membre de droite représente la fraction de masse gagnée par la classe
i pendant le temps dt, c’est-à-dire le nombre de fibres de longueurs li générées par la casse de
fibres plus longues multiplié par leur masse et divisé par la masse totale de fibres (gains [Fig.
3.28]).

Quand une fibre de longueur lj casse en générant une fibre de longueur li, elle donne à la
classe i une partie de la masse de la classe j. Le transfert de masse entre classes Mij s’écrit :

Mij = li
lj
mj (3.140)

On a donc :

dmi =
∑n
j=1

[
τjPij

li
lj
mjdt

]
− τimidt 1 < i < n (3.141)

Ce système d’équation peut s’écrire sous la forme d’une matrice de fragmentation D. On a
alors :

dm
dt = Dm = [(B− I) S] m (3.142)

où B est la matrice de distribution (eq.3.144) et S la matrice de casse (eq. 3.143).

On note que, une fibre n’ayant aucune chance de générer une fibre plus longue qu’elle-même
ou de longueur égale à elle-même, on a Pij = 0 pour li ≥ lj c’est-à-dire pour i ≤ j. De plus, les
fibres les plus petites possibles étant celles de la classe n, elles ne peuvent pas casser, donc τn = 0
et Pnn = 1. Enfin, les fibres de la dernière classe au-dessus ne peuvent casser qu’en générant des
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fibres de longueur ln, donc Pnn−1 = 1. On a donc :

S =



τ1 0 · · · · · · · · · · · · 0

0 τ2
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . τi

. . .
...

...
. . . . . . . . .

...
...

. . . τn−1 0
0 · · · · · · · · · · · · 0 0


(3.143)

et :

B =



0 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

P21
l2
l1

. . . . . .
...

P31
l3
l1

P32
l3
l2

. . . . . .
...

...
...

. . . . . . . . .
...

Pi1
li
l1

Pi2
li
l2
· · · Pij

li
lj

. . . . . .
...

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

...
... Pn−1n−2

ln−1
ln−2 0 0

Pn1
ln
l1

Pn2
ln
l2
· · · Pnj

ln
lj
· · · Pnn−2

ln
ln−2 1 1



(3.144)

Comme la distribution de probabilité de casse locale sur une fibre est symétrique par rapport
au centre de la fibre [Fig. 3.27], la probabilité Pij pour une fibre de longueur lj en train de casser
de générer une fibre de longueur li est deux fois la probabilité Pl (eq. 3.137) de casser en un des
deux points possibles [Fig. 3.29], ce qui donne :

Pij = 2Pl (xi) (3.145)

Figure 3.29 – Une fibre de longueur lj en train de casser a deux manières possibles de générer une
fibre de longueur li

On considère que le taux de casse τj des fibres de longueur lj est équivalent à la valeur de
la probabilité PT pour une fibre de longueur lj de casser pendant une rotation de période T ,
divisée par cette période T (eq. 3.18). On calcule la probabilité de casse PT pendant une rotation



118 Chapitre 3. Modélisation du mélange dispersif en extrusion bivis. Application à la casse de fibre

en ajoutant les probabilités de casses P (eq. 3.136) pour chaque orientation P successive de la
fibre :

PT (lj) =
∫
orbiteC

P (σB (P)) dC
ĊT

(3.146)

où la contrainte σB (eq. 3.20) dépend de l’orientation P (ou du facteur d’orientation M), de la
longueur lj et du taux de cisaillement γ̇. C est l’abscisse curviligne sur l’orbite. Les orientations
successives P de la fibre pendant une rotation sont données par l’équation de Jeffery (eq. 3.17).
On a donc τj = PT (lj) /T .

3.4.3 Simulation de la casse de fibre
On s’intéresse à du polyamide 12 (PA12) chargé à 30 % de fibres de verres, dont le compor-

tement a été mesuré au préalable, extrudé par une machine de laboratoire (ThermoFisher PTW
24). On fixe arbitrairement mW = 3 comme paramètre pour la distribution de probabilité de
casse locale (eq. 3.137). On choisit de fixer l’angle θ entre la fibre considérée et l’axe z′ (perpen-
diculaire au plan de cisaillement [Fig. 3.4]) égal à π/2 afin de simplifier les calculs. Comme on l’a
vu plus tôt §3.2.2, cette approximation est raisonnable dans notre domaine de valeurs. On part
d’une distribution initiale de longueurs déterminée expérimentalement [107], puis on calcule le
taux de cisaillement et le temps de séjour le long d’un profil d’extrudeuse bivis à l’aide du logiciel
Ludovicr [Fig. 3.30] (§ 3.3).

On suppose ensuite que l’écoulement dans l’extrudeuse bivis est un écoulement de cisaille-
ment simple et, afin d’alléger le calcul, on calcule le mouvement de rotation d’une seule fibre
ayant une longueur égale à la longueur moyenne calculée sur l’échantillon. Pour cela, on utilise
les paramètres calculés par Ludovicr sur le premier segment d’extrudeuse [Fig. 3.30], ainsi que
l’équation de Jeffery (eq. 3.17), et l’on suppose que cette fibre « moyenne » tourne dans le plan
de cisaillement. On obtient ainsi un ensemble d’orientations et de temps passés selon ces orien-
tations sur une période de rotation.

Après cela, on calcule la contrainte σB (eq. 3.20) appliquée sur une fibre selon chacune des
orientations et la contrainte limite avant flambement σem (eq. 3.81) pour chaque classe de lon-
gueur fibre. Ensuite, on calcule la probabilité de casse P d’une fibre (eq. 3.136) pour chaque
classe de longueur et chaque orientation précédemment obtenues. À partir de là, on déduit la
probabilité PT de casser pendant une période de rotation pour chaque classe de longueur (eq.
3.146). En parallèle, on calcule la distribution de probabilité Pl de casse locale le long d’une fibre
pour chaque classe de longueur (eq. 3.137) et on en déduit la probabilité Pij pour une fibre de
longueur lj en train de casser de générer une fibre de longueur li (eq. 3.145).

En utilisant toutes ces valeurs, on génère une matrice de fragmentation D (eq. 3.142). On
résout le système d’équation avec Matlabr en utilisant une méthode de Dormand-Prince [128]
et on réinjecte la distribution de masses obtenue au point de départ du calcul du prochain
segment d’extrudeuse [Fig. 3.30]. On répète ensuite ce processus jusqu’à la sortie de la filière et
l’on obtient ainsi l’évolution de la distribution de longueurs de fibre tout au long de l’écoulement.

L’algorithme de calcul est donné en figure [Fig. 3.31].
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Figure 3.30 – Taux de cisaillement moyen et temps de séjour cumulé calculés avec Ludovicr le long
d’une extrudeuse bivis
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Figure 3.31 – Algorithme de la simulation de la casse de fibre
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3.4.4 Sensibilité aux paramètres
Afin de vérifier dans quelle mesure une variation des paramètres de simulation influe sur les

résultats de calcul, on teste leur influence sur un cas test. On cherche également à évaluer l’in-
fluence des paramètres du procédé (taux de cisaillement, viscosité, distribution et distribution
initiale) sur le résultat afin d’éventuellement simplifier dans le futur l’algorithme de calcul en ne
prenant en compte que les paramètres dominants. Le cas test choisi est la simulation de la casse
de fibres de longueur initiale 1 mm (distribution monodisperse), de diamètre 0,01 mm dans un
fluide newtonien en cisaillement avec un taux de cisaillement de 100 s−1 et une viscosité de 1 000
Pa.s. La longueur minimale fixée est de 0,02 mm ce qui est inférieur à la limite du domaine de
flambement d’Euler (β = 2, 88 eqs.3.81, 3.20). Le module d’Young est celui d’une fibre de verre
(E = 72, 4 GPa). Le pas de temps entre deux résolutions du système non linéaire est de 0,1 s et
la longueur moyenne utilisée pour le calcul de la rotation de Jeffery est réactualisée toutes les 10
secondes. On fait varier chacun de ces paramètres un par un afin de déterminer leur incidence
sur le calcul.

Tout d’abord, on teste l’influence de la contrainte de cisaillement ηγ̇ en faisant varier la vis-
cosité η. On constate que la distribution évolue jusqu’à un certain temps à partir duquel elle
se stabilise [Figs. 3.32, 3.33]. On trouve comme attendu que plus la contrainte de cisaillement
est élevée, plus les fibres obtenues en sortie sont courtes en moyenne et plus la distribution est
resserrée car il y a moins de fibres longues « survivantes » [Fig. 3.34].

Figure 3.32 – Évolution au cours du temps de la longueur moyenne en masse de la distribution test
pour différentes viscosités ou contraintes de cisaillement (à taux de cisaillement fixé)
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Figure 3.33 – Évolution au cours du temps de l’écart type (en masse) de la distribution test pour
différentes viscosités ou contraintes de cisaillement (à taux de cisaillement fixé)

Figure 3.34 – Distribution de longueurs finale (à t=50 s) en fraction de masse pour différentes viscosités
ou contraintes de cisaillement (à taux de cisaillement fixé)
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On cherche maintenant à évaluer l’influence du taux de cisaillement γ̇ sur le calcul, indépen-
damment de la contrainte de cisaillement ηγ̇. En effet, le taux de cisaillement intervient dans la
contrainte de cisaillement de la même manière que la viscosité, mais il intervient également dans
le calcul de la rotation de la fibre (eq. 3.18). On fixe donc la contrainte de cisaillement en jouant
sur la viscosité η et on fait varier le taux de cisaillement, afin de n’étudier que sa contribution
à travers le calcul de rotation de la fibre. Les distributions obtenues à différents temps pour les
différents taux de cisaillements testés sont très proches les unes des autres (par exemple à t = 50
s [Fig. 3.35]).

Figure 3.35 – Distribution de longueurs finale (à t=50 s) en fraction de masse pour différents taux de
cisaillement (à contrainte de cisaillement fixée)

Afin de quantifier cette proximité, on cherche à comparer les distributions deux par deux.
Pour cela, on transforme ces distributions en fractions de masses en distributions en nombre de
fibres. À partir des fonctions de répartitions Fr correspondantes, on calcule des coefficients de
Kolmogorov-Smirnov pour des paires de distributions [129] :

KS = max
x
|Fr1 (x)− Fr2 (x)|

√
n1n2

n1 + n2
(3.147)

où n1 et n2 sont le nombre total de fibres dans les distributions 1 et 2 respectivement.

À partir de ce coefficient, on peut déterminer la probabilité que les deux « séries » de longueurs
de fibres suivent la même loi de distribution :

PKS = 2
K∑
k=1

(−1)k−1 exp
(
−2k2KS2) (3.148)

avec K fixé suffisamment grand pour que le Kème terme soit négligeables devant les autres
termes k.

Il est à noter que ce critère de comparaison est très sévère. En effet, deux distributions, même
très proches, qui ne sont pas issues de la même loi, obtiennent une probabilité quasiment nulle.
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On constate ainsi que pour trois taux de cisaillement γ̇ différents, à contrainte de cisaille-
ment ηγ̇ fixée, la probabilité pour que les trois distributions suivent la même loi est égale à 100
% sauf au temps t=20 s où elle est égale à 38,5 % environ [Fig. 3.36], ce qui est sans doute
dû à l’extrême sensibilité du critère de Kolmogorov-Smirnov et à la présence d’une singularité.
On en déduit que le taux de cisaillement dans le calcul de la vitesse de rotation de la fibre n’a
pas beaucoup d’influence sur le calcul de la casse devant la contrainte de cisaillement ηγ̇. On
pourra donc dans l’avenir tenter d’alléger l’algorithme en simplifiant cette partie de la simulation.

Figure 3.36 – Probabilités pour que les distributions de longueurs en nombre à différents instants du
calcul suivent une même loi pour des taux de cisaillement différents (à contrainte de cisaillement fixée)

Le calcul de rotation de la fibre a tout de même une influence sur la simulation. En effet,
lorsque l’on allonge le temps entre deux réévaluations de la longueur moyenne pour le calcul de
la rotation, dans le but d’accélérer le calcul, on constate que si le temps devient trop long, c’est-
à-dire si la longueur moyenne devient trop « fausse », on obtient des résultats différents [Figs.
3.37,3.38]. Entre les distributions finales pour 5 et 10 secondes, l’écart est faible (PKS=99,9 %),
mais entre les distributions pour 10 et 15 secondes, l’écart est important (PKS=1,2 %). De plus,
même si les distributions finales sont proches, il y a des écarts importants entre les distributions
pour des temps intermédiaires pour les cas 5 et 10 secondes. Pour des simulations réelles avec
des paramètres du même ordre de grandeur, il faudra donc au moins rester autour d’un temps
de 10 secondes pour obtenir une bonne précision de la distribution finale.
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Figure 3.37 – Distribution de longueurs finale (à t=50 s) en fraction de masse pour des temps entre
réactualisation de la longueur moyenne différents

Figure 3.38 – Probabilités pour que les distributions de longueurs en nombre suivent une même loi à
différents instants du calcul pour des temps entre réactualisations de la longueur moyenne différents
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On veut également connaitre la sensibilité de la simulation au pas de temps choisi entre deux
calculs. Pour cela, on le fait varier et on constate, en comparant les distributions finales et en
calculant les probabilités de Kolmogorov-Smirnov, que les résultats sont quasiment identiques
d’une valeur du pas de temps à l’autre [Fig. 3.39].

Figure 3.39 – Probabilités pour que les distributions de longueurs en nombre à différents instants du
calcul suivent une même loi pour différents pas de temps à différents instants du calcul

On cherche maintenant à évaluer l’influence de la distribution initiale de longueurs de fibre
sur les résultats de calcul. En effet, les données expérimentales nécessitant la mesure de beaucoup
de fibres pour être parfaitement représentatives de l’échantillon considéré, il vaut mieux que la
simulation ait une certaine tolérance à la variation des conditions initiales. Dans un premier
temps, on garde des distributions monodisperses mais on change leur valeur. On constate que
les distributions finales sont quasiment les mêmes pour toutes les longueurs initiales, mêmes s’il
faut un certain temps de simulation pour qu’elles se rejoignent [Figs. 3.40, 3.41].
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Figure 3.40 – Évolution au cours du temps de la longueur moyenne en masse de la distribution test
pour différentes longueurs initiales de fibres

Figure 3.41 – Probabilités pour que les distributions de longueurs en nombre suivent une même loi
pour des longueurs moyennes initiales différentes à différents instants du calcul
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Dans un deuxième temps, on garde une même valeur de la longueur moyenne initiale mais
on fait varier la forme de la distribution. On compare une distribution monodisperse, une dis-
tribution normale [Fig. 3.42] et une distribution simplement aléatoire [Fig. 3.43] ayant la même
longueur moyenne. On constate que l’évolution de la longueur moyenne et la distribution finale
simulées à partir de la distribution initiale normale sont très proches des résultats obtenus à
partir de la distribution monodisperse. La distribution aléatoire donne des résultats seulement
légèrement différents, malgré une probabilité de correspondance à t = 50 s de 3,7 % qui est due
à l’extrême sensibilité du critère de Kolmogorov-Smirnov [Figs. 3.44, 3.45, 3.46]. Pour un temps
de simulation suffisamment long, la simulation n’est donc pas très sensible à la forme de la dis-
tribution initiale et le résultat final n’est même pas très sensible à la longueur moyenne initiale.
Au-delà de quelques dizaines de secondes, le résultat de calcul est donc quasi-indépendant de la
distribution initiale de longueur des fibres. On obtiendra donc des résultats satisfaisants pour des
temps de mélange suffisamment long même si l’on ne connait pas précisément la distribution de
longueur initiale des fibres que l’on veut étudier. Cependant, pour des temps cours, il peut être
intéressant de connaître plus précisément la distribution initiale afin de prédire la persistance de
longues fibres au cours du mélange.

Figure 3.42 – Distribution de longueurs initiale (à t = 0 s) en fraction de masse : distribution normale

Figure 3.43 – Distribution de longueurs initiale (à t = 0 s) en fraction de masse : distribution aleatoire



3.4. Méthode de simulation de la casse de fibre 129

Figure 3.44 – Évolution au cours du temps de la longueur moyenne en masse de la distribution test
pour différentes formes de distributions initiales

Figure 3.45 – Distribution de longueurs finale (à t = 50 s) en fraction de masse pour différentes formes
de distributions initiales
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Figure 3.46 – Probabilités pour que les distributions de longueurs en nombre à différents instants du
calcul suivent une même loi pour des formes de distributions initiales différentes

Pour ne pas fausser les résultats en introduisant une limite minimale arbitraire à la longueur
des fibres, l’idéal serait d’imposer comme longueur minimale une longueur assez inférieure à la
longueur théorique en dessous de laquelle les fibres ne peuvent pas flamber, c’est-à-dire dans
notre cas 0,0288 mm (eq. 3.101). Ainsi, on permet aux fibres de casser quasiment n’importe où
et on peut simuler la présence de très petits morceaux de fibres. Cependant, la diminution de
cette longueur minimale allonge considérablement le temps de calcul. On a donc fixé la longueur
minimale légèrement inférieure à la longueur minimale de flambement. (0,02 mm). En augmen-
tant cette longueur minimale afin de vérifier la sensibilité du calcul, on constate que, de manière
peu intuitive, la longueur finale moyenne en masse diminue [Fig. 3.47]. Cela est sans doute dû au
fait qu’en permettant aux fibres de casser en deux avec une longueur minimale plus petite, on
permet de générer une deuxième fibre plus grande qui peut éventuellement persister le long de
l’écoulement. On ne peut donc pas trop faire varier la longueur minimale sans risquer de fausser
les résultats, même si cela permettrait d’alléger considérablement les calculs en réduisant la taille
du système à résoudre. Cette différence entre les résultats est également visible en traçant les
distributions finales de longueur [Fig. 3.48] et les probabilités de Kolmogorov-Smirnov [Fig. 3.49].
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Figure 3.47 – Évolution au cours du temps de la longueur moyenne en masse de la distribution test
pour différentes longueurs minimales de fibre

Figure 3.48 – Distribution de longueurs finale (à t = 50 s) en fraction de masse pour différentes
longueurs minimales de fibre

Figure 3.49 – Probabilités pour que les distributions de longueurs en nombre à différents instants du
calcul suivent une même loi pour différentes longueurs minimales de fibre
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3.5 Confrontation de la méthode de simulation à l’expé-
rience

3.5.1 Étude expérimentale
Des mesures de longueurs de fibres le long et en sortie d’une extrudeuse bivis co-rotative de

laboratoire ont été effectuées dans le cadre des post-doctorats de Funda Inceoglu et de Julien
Ville. La matrice choisie pour cette étude est le polyamide 12 (PA12) fourni gracieusement par
Arkema [107]. Sa température de fusion est de 183oC, sa masse molaire est de 37 kg/mol et son
indice de polydispersité est de 1,85. Sa viscosité plateau mesurée par rhéométrie rotationnelle est
de 495 Pa.s à 240oC. Avant d’être utilisés, les granulés ont été séchés dans un four à convection à
85oC. Des fibres de verre de type E ont aussi été fournies par Arkema. Leurs longueurs moyennes
en nombre et en masse sont de 3,38 mm et 3,485 mm respectivement. Le diamètre des fibres est
de 10 µm (rapport d’aspect moyen en nombre égal à 338). La distribution initiale de fibre est
quasiment monodisperse (indice de polydispersité de 1,03), avec une longueur minimum autour
de 1,35 mm et un maximum proche de 5,51 mm [Fig. 3.51]. Une extrudeuse bivis co-rotative
de laboratoire (ThermoFisher PTW 24, diamètre de 24 mm, rapport longueur sur diamètre de
40) a été utilisée pour mélanger les fibres et le PA 12. La configuration des vis est présentée
en [Fig. 3.50]. Il y a d’abord un premier bloc d’éléments malaxeurs pour fondre les granulés
de PA12. Puis les fibres de verres sont introduites dans la zone 6 du fourreau par une trémie
d’alimentation secondaire et mélangées avec le PA12 fondu dans les zones de mélange succes-
sives, constituées de disques malaxeurs décalés de 30o, la dernière étant suivie d’un élément de
vis à pas inverse. La proportion fibres/polymère est de 30 % en masse. Le mélange est effectué
à différentes vitesses de rotation des vis (200, 400 et 600 tr/min) et pour différents débits (5,
7, 9 kg/h). Les échantillons sont collectés le long de la vis en ouvrant l’extrudeuse, ainsi qu’en
sortie de filière, puis rapidement trempés dans l’eau. Ils sont ensuite brulés dans un four à 800oC
durant une heure. Les fibres récupérées sont dispersées dans une solution eau-glycérol et pla-
cées entre des lames de microscope afin de mesurer leur longueur. Ces mesures sont effectuées
à l’aide d’un microscope optique Leica DM 4500 sur au moins 400 fibres pour chaque échantillon.

Figure 3.50 – Profil de de l’extrudeuse bivis de laboratoire avec les trémies d’alimentation utilisées
pour le PA12 et pour les fibres

Les paramètres d’entrée du calcul Ludovicr, dont les résultats de viscosité, taux de cisaille-
ment et temps de séjour sont utilisés dans notre simulation, sont le comportement du polymère
non chargé, soit une loi de Carreau-Yasuda thermodépendante :

η (T ) = η0 (T ) (1 + (λ (T ) γ̇)α)
n−1
α (3.149)

où η0 (T ) = η0 exp
(
Eact
Rc

(
1
T −

1
Tref

))
, λ (T ) = λ0 exp

(
Eact
Rc

(
1
T −

1
Tref

))
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et où η0 = 363 Pa.s, λ0 = 0, 03 s, α = 1, 01, n = 0, 82 Eact = 54 kJ.mol−1,Rc = 8, 34 J.K−1.mol−1

et Tref = 513, 15 K, ainsi que celle du polymère chargé, soit une loi de Carreau-Yasuda ther-
modépendante (eq. 3.149) avec η0 = 4 753 Pa.s, λ0 = 88, 9 s, α = 3, 7 et n = 0, 77. On a
également besoin de la géométrie de l’extrudeuse bivis et des paramètres du procédés c’est-à-dire
de la vitesse de rotation des vis, du débit et des températures de régulation du fourreau (260 oC).

Dans le calcul de l’évolution de la distribution de longueur des fibres, on prend aussi en
compte les caractéristiques des fibres, c’est-à-dire leur module d’Young (E = 72, 4 GPa), leur
distribution de longueurs initiale et leur rayon (b = 5 µm).

3.5.2 Comparaison entre simulation et expérience
À partir d’une distribution de longueurs de fibres expérimentale mesurée sur un échantillon de

fibres « neuves » [Fig. 3.51], on a simulé la casse de fibre pour les différentes conditions d’extru-
sions pour lesquelles nous disposions de mesures des longueurs de fibres le long de l’extrudeuse,
puis nous avons comparé simulation et expérience.

Figure 3.51 – Distribution initiale des longueurs de fibres en fraction de masse

La méthode de simulation est celle présentée plus haut, avec une longueur minimale fixée à
0,02 mm (en dessous de la limite du domaine de flambement), un pas de temps est de 0,1 s et un
temps entre deux réévaluations de la longueur moyenne pour le calcul de rotation correspondant
au temps entre deux changements de taux de cisaillement dans Ludovic (durée d’un « segment »).
Ce temps varie entre 0,5 s et 11,5 s. On dispose de cinq séries de huit échantillons le long de
l’écoulement : pour une vitesse de rotation des vis de 200 tr/min avec des débits de 5 kg/h,
7 kg/h et 9 kg/h et pour un débit de 5 kg/h avec une vitesse de rotation de 400 tr/min et 600
tr/min.

Il faut noter que les résultats expérimentaux pour différentes conditions de mélange sont très
proches les uns des autres [Fig. 3.52] et qu’il faudra donc par la suite confronter la simulation à
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Figure 3.52 – Longueurs moyennes expérimentales des fibres le long de l’extrudeuse en fonction du
temps de séjour pour différentes conditions de mélange

d’autres expériences, par exemple pour des profils de vis différents.

Nous donnons ci-dessous toutes les distributions obtenues par simulation que nous compa-
rons aux distributions mesurées le long de l’extrudeuse pour les différentes conditions de mélange.
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(a) Position : 2,4 cm ± 0,5 cm (0,6 s ± 0,5 s) de
l’introduction des fibres

(b) Position : 6,6 cm ± 0,5 cm (6,3 s ± 0,5 s) de
l’introduction des fibres

(c) Position : 12 cm ± 0,5 cm (11,7 s ± 0,3 s) de
l’introduction des fibres

(d) Position : 21 cm ± 0,5 cm (20,6 s ± 0,4 s) de
l’introduction des fibres
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(e) Position : 25,8 cm ± 0,5 cm (31,1 s ± 0,4 s) de
l’introduction des fibres

(f) Position : 31,2 cm ± 0,5 cm (32,8 s ± 0,4 s) de
l’introduction des fibres

(g) Position : 40,2 cm ± 0,5 cm (41,8 s ± 0,4 s) de
l’introduction des fibres

(h) Position : 44,8 cm ± 0,5 cm (43,9 s ± 0,2 s) de
l’introduction des fibres

Figure 3.53 – Distributions de longueur mesurées et calculées pour une vitesse de rotation des
vis de 200 tr/min et un débit de 5 kg/h
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(a) Position : 2,4 cm ± 0,5 cm (0,6 s ± 0,4 s) de
l’introduction des fibres

(b) Position : 6,6 cm ± 0,5 cm (4,9 s ± 0,4 s) de
l’introduction des fibres

(c) Position : 12 cm ± 0,5 cm (9,0 s ± 0,2 s) de
l’introduction des fibres

(d) Position : 21 cm ± 0,5 cm (15,9 s ± 0,3 s) de
l’introduction des fibres
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(e) Position : 25,8 cm ± 0,5 cm (23,7 s ± 0,3 s) de
l’introduction des fibres

(f) Position : 31,2 cm ± 0,5 cm (25,2 s ± 0,3 s) de
l’introduction des fibres

(g) Position : 40,2 cm ± 0,5 cm (33,2 s ± 0,3 s) de
l’introduction des fibres

(h) Position : 44,8 cm ± 0,5 cm (34,7 s ± 0,1 s) de
l’introduction des fibres

Figure 3.54 – Distributions de longueur mesurées et calculées pour une vitesse de rotation des
vis de 200 tr/min et un débit de 7 kg/h
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(a) Position : 2,4 cm ± 0,5 cm (0,6 s ± 0,3 s) de
l’introduction des fibres

(b) Position : 6,6 cm ± 0,5 cm (4,1 s ± 0,3 s) de
l’introduction des fibres

(c) Position : 12 cm ± 0,5 cm (7,6 s ± 0,3 s) de
l’introduction des fibres

(d) Position : 21 cm ± 0,5 cm (13,2 s ± 0,3 s) de
l’introduction des fibres



140 Chapitre 3. Modélisation du mélange dispersif en extrusion bivis. Application à la casse de fibre

(e) Position : 25,8 cm ± 0,5 cm (19,5 s ± 0,2 s) de
l’introduction des fibres

(f) Position : 31,2 cm ± 0,5 cm (21 s ± 0,2 s) de
l’introduction des fibres

(g) Position : 40,2 cm ± 0,5 cm (30,0 s ± 0,2 s) de
l’introduction des fibres

(h) Position : 44,8 cm ± 0,5 cm (31,2 s ± 0,1 s) de
l’introduction des fibres

Figure 3.55 – Distributions de longueur mesurées et calculées pour une vitesse de rotation des
vis de 200 tr/min et un débit de 9 kg/h
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(a) Position : 2,4 cm ± 0,5 cm (0,3 s ± 0,5 s) de
l’introduction des fibres

(b) Position : 6,6 cm ± 0,5 cm (5,6 s ± 0,6 s) de
l’introduction des fibres

(c) Position : 12 cm ± 0,5 cm (10,5 s ± 0,2 s) de
l’introduction des fibres

(d) Position : 21 cm ± 0,5 cm (18,5 s ± 0,3 s) de
l’introduction des fibres
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(e) Position : 25,8 cm ± 0,5 cm (28,5 s ± 0,4 s) de
l’introduction des fibres

(f) Position : 31,2 cm ± 0,5 cm (29,3 s ± 0,4 s) de
l’introduction des fibres

(g) Position : 40,2 cm ± 0,5 cm (36 s ± 0,2 s) de
l’introduction des fibres

(h) Position : 44,8 cm ± 0,5 cm (38,1 s ± 0,2 s) de
l’introduction des fibres

Figure 3.56 – Distributions de longueur mesurées et calculées pour une vitesse de rotation des
vis de 400 tr/min et un débit de 5 kg/h
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(a) Position : 2,4 cm ± 0,5 cm (0,2 s ± 0,5 s) de
l’introduction des fibres

(b) Position : 6,6 cm ± 0,5 cm (5,4 s ± 0,6 s) de
l’introduction des fibres

(c) Position : 12 cm ± 0,5 cm (10 s ± 0,2 s) de
l’introduction des fibres

(d) Position : 21 cm ± 0,5 cm (17,8 s ± 0,3 s) de
l’introduction des fibres
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(e) Position : 25,8 cm ± 0,5 cm (27,6 s ± 0,5 s) de
l’introduction des fibres

(f) Position : 31,2 cm ± 0,5 cm (28,1 s ± 0,5 s) de
l’introduction des fibres

(g) Position : 40,2 cm ± 0,5 cm (34,1 s ± 0,5 s) de
l’introduction des fibres

(h) Position : 44,8 cm ± 0,5 cm (36,2 s ± 0,2 s) de
l’introduction des fibres

Figure 3.57 – Distributions de longueur mesurées et calculées pour une vitesse de rotation des
vis de 600 tr/min et un débit de 5 kg/h



3.5. Confrontation de la méthode de simulation à l’expérience 145

On constate que, dans l’ensemble, les distributions de longueurs prédites par la simulation
sont proches de celles mesurées [Figs. 3.53, 3.54, 3.55, 3.56, 3.57]. On arrive bien à prédire la
présence de deux modes dans les distributions quand une partie seulement des fibres a déjà
cassé, comme on peut le voir sur la figure [Fig. 3.55(a)] par exemple. Afin d’évaluer la précision
des prédictions de manière objective, on peut utiliser le coefficient de Kolmogorov-Smirnov (eq.
3.148) [Fig. 3.58]. Cependant, ce critère est très sévère, étant donné qu’il indique la probabilité
que deux séries de données soient issues d’une même distribution de probabilité. Il arrive donc
souvent que cette probabilité soit nulle, même pour des distributions qui semblent assez proches,
comme par exemple dans le cas 200 tr/min, 5 kg/h [Fig. 3.53(g)] à 40,2 cm de l’insertion des
fibres [Fig. 3.58]. C’est pourquoi on utilise aussi la différence maximale entre les deux fonctions
de répartitions expérimentale et numérique comme critère de précision afin de pouvoir comparer
la précision, de la simulation d’un cas à l’autre et d’une position à l’autre [Fig. 3.59].

Figure 3.58 – Probabilité de Kolmogorov-Smirnov pour que les séries de données expérimentales et
obtenues par la simulation (en nombre) soient issue de la même distribution

On remarque que c’est près de l’introduction des fibres que la précision est la moins bonne,
ce qui est logique puisque c’est là que les fibres sont les plus longues et cassent donc le plus ra-
pidement [Fig. 3.59]. Cette erreur est sans doute en grande partie due à la taille des échantillons
prélevés (≈ 1 cm) qui génère une incertitude en temps. Une autre partie de l’erreur vient sans
doute du fait que notre simulation casse de manière « continue » les fibres et n’est donc pas adap-
tée pour prédire la survivance de quelques fibres longues ayant échappé aux fortes contraintes
([Fig. 3.55(e)] par exemple). Cette part d’erreur est d’autant plus visible quand on représente les
résultats en fraction de masse, puisque les fibres longues ont plus de « poids ».

Pour les longueurs finales des fibres, la fonction de répartition de la fraction de masse simulée
approche la fonction de répartition expérimentale avec une erreur allant de 9 % (pour le cas 200
tr/min et 5kg/h) à 18,1 % (pour le cas 200 tr/min et 9 kg/h) [Fig. 3.59].

Nous comparons aussi l’évolution de la longueur moyenne simulée à celle obtenue expérimen-
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Figure 3.59 – Différence maximale entre les fonctions de répartition de la fraction de fibres obtenues
expérimentalement et numériquement, en fonction de la position le long de l’extrudeuse et pour les
différentes conditions d’écoulement

talement ainsi qu’à celle obtenue par des lois de type Shon-Liu-White (eq. 3.67) [61]. La longueur
L∞ en dessous de laquelle les fibres ne peuvent plus casser correspond au rapport d’aspect β pour
lequel le paramètre de flambement est supérieur à 1 (eq. 3.101). Dans notre simulation par ma-
trice de casse, on avait fixé comme rapport d’aspect minimal accessible un rapport inférieur à la
borne limite de flambement β = 2, 88 qui est indépendante de la contrainte relative ηγ̇

E (§ 3.4.2).
Mais pour la loi de Shon-Liu-White, cette valeur donne des longueurs de fibres finales trop petites
et ce quelle que soit la valeur du coefficient kf . On décide donc d’utiliser le rapport d’aspect en
dessous duquel les fibres ne peuvent plus flamber et qui dépend de ηγ̇/E pour déterminer L∞.
Pour cela, on résout l’équation (eq. 3.138) en fixant ηγ̇ égal à la valeur maximale de la contrainte
de cisaillement déterminée par Ludovicr pour chaque gamme de conditions d’écoulement. La
contrainte de cisaillement augmente avec la vitesse de rotation des vis et ne dépend pas du débit
dans le calcul Ludovicr. Par conséquent on obtient une même valeur de la longueur minimale de
flambement L∞ = 0, 382mm pour les trois cas à 200 tr/min (5kg/h, 7kg/h et 9kg/h), une valeur
de L∞ = 0, 335mm pour le cas 400 tr/min et 5kg/h et une valeur de L∞ = 0, 317mm pour le
cas 600 tr/min et 5kg/h.

On a donc une loi de Shon-Liu-White décrivant la longueur moyenne des fibres en fonction
du temps :

Lw (t) =
(
L0 − L∞

(
ηγ̇max
E

))
exp (−kf t) + L∞

(
ηγ̇max
E

)
(3.150)

Plusieurs valeurs de kf ont été testées. Tout d’abord, on choisit :

kf = k′φvNr (3.151)

avec φv la fraction volumique de fibres, Nr la vitesse de rotation des vis et k′ une constante.
On a donc une décroissance exponentielle en fonction du nombre de tours (Nrt) effectué par les
vis, c’est-à-dire en fonction d’une approximation de la déformation totale subie par la matrice
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à un temps t. On choisit ensuite, comme Shon-Liu-White [61], d’utiliser une autre mesure de la
déformation totale :

kf = k′′φv

∫ t

0
γ̇ (t) dt (3.152)

Enfin, on teste l’utilisation d’une mesure de l’énergie volumique (normalisée) [107] :

kf = k′′′φv

∫ t

0

ηγ̇2 (t)
E

dt (3.153)

Par ajustement aux points expérimentaux, on trouve : k′ = 0, 37, k′′ = 0, 13 et k′′′ = 1, 05·104.

Les longueurs moyennes obtenues par la simulation montrent une évolution proche des valeurs
expérimentales, sauf au début du mélange, ce qui rejoint ce que l’on a dit plus tôt sur la précision
près de l’introduction des fibres [Fig. 3.60]. Celles obtenues par les lois de types Shon-Liu-White
sont quasi-identiques pour les différent paramètres kf utilisés et montrent une décroissance de la
longueur moyenne très rapide. On remarque que les longueurs moyennes obtenues à partir des lois
de type Shon et al. sont parfois plus proches des points expérimentaux que celle obtenues à partir
de la simulation. Cependant, ces méthodes nécessitent de calculer ou d’évaluer expérimentalement
la longueur minimale accessible L∞, c’est-à-dire dans les faits la longueur finale au-delà d’un
certain temps de mélange, ainsi que de déterminer une constante (k′, k′′, k′′′) à partir de mesures
expérimentales. Enfin, elles ne donnent pas d’information sur l’évolution de la distribution de
longueur.
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(a) Vitesse de rotation des vis : 200 tr/min, débit : 5
kg/h, Shon-Liu-White : L∞ = 0, 382 mm (eq. 3.150)

(b) Vitesse de rotation des vis : 200 tr/min, débit : 7
kg/h, Shon-Liu-White : L∞ = 0, 382 mm (eq. 3.150)

(c) Vitesse de rotation des vis : 200 tr/min, débit : 9
kg/h, Shon-Liu-White : L∞ = 0, 382 mm (eq. 3.150)

(d) Vitesse de rotation des vis : 400 tr/min, débit : 5
kg/h, Shon-Liu-White : L∞ = 0, 335 mm (eq. 3.150)

(e) Vitesse de rotation des vis : 600 tr/min, débit : 5
kg/h, Shon-Liu-White : L∞ = 0, 317 mm (eq. 3.150)

Figure 3.60 – Longueur moyenne en masse mesurée et calculée par notre méthode de simulation
et par les lois de type Shon-Liu-White
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3.6 Conclusion et perspectives
Nous avons proposé une méthode simple de simulation de la casse de fibres rigides dans une

extrudeuse bivis, qui permet d’accéder à l’évolution de la distribution complète des longueurs
de fibres et qui donne de bons résultats sans paramètres ajustables. De plus, cette méthode
est adaptable à d’autres procédés si l’on dispose des conditions dans l’écoulement (taux de
cisaillement), quitte à utiliser des méthodes de simulation de la rotation des fibres plus précises
comme l’ont fait Tucker et al. [36]. Elle ne nécessite pas une capacité de calcul importante, ce qui
permet d’effectuer de grandes séries de simulations en faisant varier les conditions d’écoulement
ou la géométrie de vis dans Ludovicr. Bien que les résultats des premiers tests concordent avec
les résultats d’expérience, il faudrait encore effectuer des batteries de tests pour des conditions
d’écoulement et des géométries de vis différentes, les cas étudiés pour l’instant étant très proches
les uns des autres. Dans l’avenir, avec des capacités de calculs supérieures à celles dont nous
disposons pour l’instant, on pourra envisager d’étudier plus précisément le comportement et la
casse des fibres dans un écoulement d’extrudeuse bivis simulé en 3D et ainsi affiner notre modèle
en prenant mieux en compte le mouvement des fibres en milieu non dilué non-newtonien. On
peut aussi envisager dans un avenir proche de coupler le calcul des conditions dans l’écoulement
effectué par Ludovicr avec le calcul de la casse de fibre en faisant dépendre la viscosité de la
distribution de longueur de fibre au cours du temps.
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Chapitre 4

Conclusion générale

Au cours de cette étude qui prend place dans le projet Fonlimics du pôle de compétitivité
Plastipolis, nous avons cherché à exploiter les ressources numériques et les logiciels dont nous
disposons au Cemef pour mettre en place de nouvelles méthodes de caractérisation et de prédic-
tion du mélange de polymères chargés en extrusion bivis. Nous avons testé dans des cas proches
de ses limites la méthode de caractérisation du mélange distributif par lâcher de particules en
utilisant la bibliothèque de calcul éléments finis du Cemef (CimLib c©) à partir de laquelle le
logiciel de simulation des procédés de mélange XimeXr est construit. Nous avons vu que la
précision de calcul n’est pas suffisante pour prédire correctement la position des particules dans
la direction de l’écoulement, et ce même pour des maillages raffinés. Nous en avons conclu que
cette méthode nécessite au minimum des modifications, comme une correction des vitesses des
particules, pour permettre une exploitation des résultats de lâchers de particules pour une quan-
tification du mélange. Nous avons également proposé une nouvelle méthode de prédiction de
l’évolution de longueur de fibres rigides au cours d’un mélange avec un polymère en extrusion
bivis. Nous utilisons une matrice de fragmentation et des résultats de calcul du logiciel Ludovicr
dans cette simulation. Cette méthode est opérationnelle et a été testée par comparaison à des
mesures expérimentales de longueurs de fibres le long d’une extrudeuse de laboratoire. De plus,
elle est adaptable à d’autres écoulements de mélange ou de mise en forme si l’on dispose des
conditions de cisaillement dans le fluide.

Pour résumer, nous avons progressé dans la compréhension et la mise en place de méthodes
numériques pour la simulation de deux aspects du mélange en extrusion bivis : le mélange
distributif et la casse de fibres.
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Modélisation du mélange de polymères chargés et de la casse de fibres rigides en 

extrusion bivis 

RÉSUMÉ : Dans cette thèse, nous avons voulu exploiter et étendre les outils de simulation à notre disposition 

pour proposer des méthodes de caractérisation et de prédiction du mélange à différentes échelles. À l’échelle 

locale d’écoulements macroscopiques, nous avons voulu exploiter les possibilités offertes par le logiciel de 

simulation 3D éléments finis XimeX® et y apporter des améliorations dans le but d’obtenir un outil d’étude du 

mélange distributif de particules dans un polymère par extrusion bivis. Nous avons ainsi enrichi la méthode 

éléments finis existante à l’aide de la bibliothèque éléments finis CimLib
©

 du Cemef pour atteindre une plus 

grande précision de calcul, puis nous avons testé plusieurs méthodes de lâchers de particules afin de simuler le 

déplacement de charges dans la matrice polymère au cours du mélange. Nous avons ensuite appliqué quelques 

méthodes de caractérisations du mélange, dont une inédite, à ces lâchers de particules, et ce dans le cas de 

plusieurs géométries de vis. À l’échelle de la particule, on s’est intéressé aux mécanismes conduisant à la casse 

de fibres rigides, telles que les fibres de verre, lors du mélange avec un polymère en extrusion bivis. Nous avons 

choisi de faire des hypothèses assez importantes afin de simplifier ce problème extrêmement complexe et nous 

avons proposé une méthode de simulation de l’évolution de la distribution des longueurs de fibres le long de 

l’écoulement basée sur la conservation de la masse des fibres. Nous avons utilisé comme paramètres de cette 

simulation les résultats de calcul 1D obtenus par le logiciel Ludovic® qui repose sur des approches de type ALH. 

Nous avons ensuite comparé quelques résultats de calcul à des distributions de longueurs mesurées sur des 

échantillons prélevés le long d’une extrudeuse bivis. 

Mots clés : Extrusion bivis, polymère, mélange distributif, charges, mélange dispersif, casse, fibres rigides. 

Modelling filled polymers mixing and rigid fibres break-up in twin-screw extruders 

ABSTRACT: In this thesis, we have attempted to use and to extend previously developed simulation tools to 

propose characterisation and mixing prediction methods at different scales. At a local macroscopic flow scale, 

we attempted to use the possibilities given by the 3D finite element software XimeX® and to improve it in 

order to obtain a tool for mixing simulation of filled polymers in twin-screw extruders. Thus we have enriched 

the existing finite element method using the Cemef finite element library CimLib
©

 in order to achieve a greater 

computation accuracy. Then we have tested several particle tracking methods to predict the fillers 

displacement into the matrix during mixing. Furthermore, we have applied several characterisation methods 

to these particles tracking results for different screw geometries. At the particle scale, we have focused on the 

mechanisms leading to rigid fibres (such as glass fibres) breakage during mixing with polymer in twin-screw 

extruders. We have some assumptions in order to simplify this extremely complex problem. We then have 

proposed a simulation method of the evolution of the fibres length distribution along the flow. This method is 

based on the fibres mass conservation. We have used the results of the Ludovic® software 1D computations 

based on lubrication theory as impute parameters for this simulation. Then we have compared some 

computational results to length distributions measured on experimental samples taken along a twin-screw 

extruder. 

Keywords : Twin-screw extruder, polymer, distributive mixing, fillers, dispersive mixing, break-up, rigid fibres 
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