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Étoile dont les neuf branches

Pointent vers chaque chapitre,

Trois par trois regroupées

En triangles imbriquées,

Nœud gordien qu'un laser tranche

Net, non sans bavure arbitre

Une question trop ardue

Pour être résolue

Avec force complétude,

Tant la variété des formes

Ne peut souffrir d'uniforme,

Et simple approche d'étude,

À ceux qui t'auront lue

Montre la voie ; résolue,

Rayonne de ton éclat.

L'opacité des plasmas,

Simpli�ée par tes idées,

À peine échevelée,

Tellement moins évidée,

Bien mieux sera calculée.
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INTRODUCTION

Ce manuscrit de thèse présente les résultats de trois années de recherches effectuées au
centre CEA/DIF de Bruyères-le-Châtel. Ce travail a consisté à concevoir, développer et
exploiter une approche hybridedu calcul des propriétés radiatives des plasmas chauds,
associant un code d'opacité statistique et un outil de calcul de structure atomique �ne.
Cette approche soulève des problèmes liés à la thermodynamique des plasmas, à la
physique atomique et à la modélisation des transitions atomiques associées aux pro-
cessus radiatifs dans les plasmas. Caractérisées par l'opacité – section ef�cace d'absorp-
tion par unité de masse – les propriétés radiatives des plasmas chauds déterminent la
quantité d'énergie transportée par rayonnement dans les plasmas denses rencontrés en
astrophysique et en fusion par con�nement inertiel (FCI). La mise en œuvre de cette
approche s'est faite à travers un nouveau code hybride, appelé SCORCG, qui associe le
code de calcul d'opacité SCO et le code de structure atomique RCG de COWAN .

Contexte

Le calcul des propriétés radiatives de la matière à l'état de plasma a beaucoup intéressé
les astrophysiciens à partir des années1930, car les intérieurs d'étoiles sont des plasmas
chauds et denses. Pour arriver à modéliser la structure et l'évolution stellaires, l'équa-
tion d'état et la quantité d'énergie transportée par rayonnement sont nécessaires. De
manière plus générale, opacité et équation d'état sont importantes dans la modélisation
de l'hydrodynamique radiative des plasmas chauds de laboratoire pour les expériences
de FCI1.

Chacun des deux problèmes, équation d'état et transport de rayonnement, fait l'ob-
jet d'une recherche active depuis cette époque, car les enjeux associés croissent avec les
moyens à disposition pour étudier la matière dans des conditions dif�ciles à réaliser en
laboratoire. D'une part, les applications des plasmas chauds se sont multipliées. La FCI,
la réalisation de sources X et l'interprétation des expériences de spectroscopie dans les
domaines X et ultraviolet permettent le développement de l' astrophysique de laboratoire,
qui a pour objet la mise à l'échelle, la production et l'étude de plasmas chauds dans les
conditions accessibles aux expérimentateurs. D'autre part, l'essor très rapide de l'in-
formatique et les capacités croissantes de calcul permettent de prendre en compte une
physique de plus en plus complexe.

Cette thèse se concentre sur le volet théorie de la modélisation de l'opacité des plas-
mas chauds de corps purs à l'équilibre thermodynamique local. Le rayonnement in-
teragit avec la matière à travers des processus impliquant ions, électrons libres et pho-
tons. Complexe, la modélisation de ces processus fait l'objet d'un certain nombre d'ap-
proximations. Parmi celles-ci, les différents types de processus radiatifs, selon qu'ils
concernent des électrons libres ou liés, sont traités séparément. Pour simpli�er les cal-
culs, les nombreux états dans lesquels peuvent se trouver les différents ions du plasma
sont regroupés dans des con�gurations, voire des supracon�gurations, en négligeant
une partie des interactions entre elles. À la �n du XXè siècle, l'amélioration des capaci-
tés de calcul des ordinateurs a permis de développer des modèles de calcul d'opacité
de plus en plus performants, mais suivant deux �lières.

1Fusion par con�nement inertiel.
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Quali�ée de détaillée, la première �lière est fondée sur le calcul d'un maximum
d'états des ions présents dans le plasma et de toutes les transitions entre ceux-ci. Elle
permet des calculs d'opacité résolus en raies, mais n'est ef�cace que pour les éléments
légers à la structure atomique relativement simple. Pour des éléments plus lourds, y
compris les métaux de transition légers comme le fer, un calcul détaillé et exhaustif est
extrêmement coûteux en ressources informatiques et rarement nécessaire. Les raies en
très grand nombre forment des structures d'absorption non-résolues, où elles ne sont
pas toujours séparables les unes des autres. Parmi les codes de calcul détaillé d'opacité
on peut citer OPAL, HULLAC, FAC, OPAS, ATOMIC, PrismSPECT. . . Dans cette thèse,
nous avons retenu le code de structure atomique RCG de COWAN pour des raisons de
physique atomique similaire à celle de SCO, d'ef�cacité et de �exibilité.

La seconde �lière, statistique, repose sur le constat que les structures d'absorption
peuvent être approchées par des calculs exploitant les propriétés statistiques des transi-
tions. À différents degrés de raf�nement, les méthodes statistiques permettent de traiter
un très grand nombre de transitions en un temps très réduit par rapport à ce qu'une ap-
proche détaillée permet. Cependant, le traitement statistique des transitions radiatives,
s'il a permis d'accéder aux propriétés radiatives des plasmas d'élements moins légers
comme le fer ou le brome, est incapable de décrire des structures d'absorption trop ré-
solues. Parmi les nombreux outils de calcul statistique d'opacité, celui que nous avons
retenu est SCO, développé au CEA et confronté avec succès à de nombreux résultats
expérimentaux.

Dans cette thèse, nous proposons de développer et exploiter un modèle hybridede
calcul d'opacité ab initio qui associe les deux types d'approches évoquées plus haut.
L'originalité de ce modèle est le calcul in situ de l'opacité en prenant en compte l'effet
de l'environnement du plasma sur les fonctions d'onde, y compris dans les calculs dé-
taillés. Il a cependant fallu résoudre des problèmes physiques et numériques dans la
conception et l'exploitation de ce code, problèmes auxquels nous nous sommes effor-
cés d'apporter une réponse, voire une mise en œuvre dans la thèse. Le code de calcul
obtenu, SCORCG, a déjà servi à interpréter des expériences de spectroscopie, dont cer-
taines sont présentées à la �n de ce manuscrit, et à valider certaines approximations
faites dans les calculs d'opacité statistiques ou détaillés.

Guide de lecture

J'ai choisi de rédiger la thèse en trois parties de trois chapitres chacune. Chaque partie
correspond, par coïncidence plus que par choix, à environ une année de travail. La pre-
mière partie correspond à l'élaboration du premier modèle de calcul détaillé d'opacité
lié-lié utilisant les codes de C OWAN de manière intensive, dont les premiers résultats
sont arrivés au printemps 2009et ont commencé à être présentés l'automne suivant à
l'occasion des Doctoriales. La deuxième partie a pour objet le couplage de SCO avec
RCG qui a été mis en place au printemps 2010et dont les résultats ont été beaucoup
plus diffusés, non seulement à l'occasion de mes présentations, mais aussi et peut-être
plus dans les publications des équipes de théoriciens et d'expérimentateurs avec les-
quels nous collaborons. Dans la troisième partie, différentes pistes d'amélioration du
calcul d'opacité hybride sont envisagées, puis des expériences de spectroscopie sont
interprétées, à l'aide de notre outil capable d'effectuer des calculs intensifs exploitant
au maximum les capacités de SCO et RCG.

Bien que la thèse soit rédigée pour une lecture dans l'ordre des chapitres, ce qui va
suivre indique en quoi consiste chacun d'eux, et ce qu'on peut s'attendre à y trouver
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pour un accès plus rapide aux informations. Les quatre premiers chapitres consistent
en une introduction à la théorie et aux concepts utilisés dans l'approche hybride. Les
chapitres 5 et 6 forment véritablement le cœur de la thèse, car c'est là qu'est présentée
l'approche hybride du calcul d'opacité, ses possibilités, ses apports et ses limites. Les
trois derniers chapitres présentent différents aspects d'utilisation et d'amélioration du
code SCORCG.

Introduction à la thèse, le premier chapitre rappelle les fondements de la physique
du calcul d'opacité des plasmas chauds. Le deuxième chapitre présente différentes ap-
proches du calcul de la structure atomique et introduit la notion de con�guration. Une
méthode originale de calcul du nombre de niveaux dans une con�guration y est no-
tamment présentée. Le troisième chapitre introduit la notion de transition atomique,
aborde le problème du calcul des pro�ls de transitions et questionne le pro�l de Voigt.
Un premier modèle combinant approches détaillée et statistique du calcul d'opacité
est proposé à la �n de ce chapitre. Les transitions lié-lié y sont entièrement calculées
par le code RCG. Le quatrième chapitre introduit les méthodes statistiques de calcul
d'opacité, à l'atome moyen, au niveau des con�gurations et des supracon�gurations.

La théorie introduite, les codes de calcul SCO et SCORCG sont présentés au cin-
quième chapitre, dans lequel l'aspect numérique du calcul hybride d'opacité est déve-
loppé. Les problèmes physiques et numériques posés par l'approche hybride font l'ob-
jet du sixième chapitre, qui conclut par une revue des approximations utilisées dans le
modèle développé.

Opérationnel, le code SCORCG peut être amélioré selon deux axes principaux. Le
septième chapitre porte sur l'évaluation de la complexité du calcul d'opacité, au niveau
d'un faisceau de transition et de l'excitation des con�gurations par la température, la
gestion du très grand nombre de transitions détaillées et leur résolution lorsque les
faisceaux de transition sont élargis par les processus physiques. Le huitième chapitre
a pour objet l'amélioration des approches statistiques utilisées dans les calculs, en af�-
nant la modélisation statistique des faisceaux. Une amélioration peut être obtenue par
prise en compte de l'effet de la faible température sur la description statistique des
faisceaux de transition ou par les moments d'ordre supérieur.

Le dernier chapitre passe en revue une grande partie des problèmes abordés dans
la thèse dans le contexte d'une confrontation de notre modèle avec des résultats expé-
rimentaux.
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11
OPACITÉ DES PLASMAS

CHAUDS ET DENSES À L'É. T. L.

Dans les plasmas chauds et denses, de nombreux processus physiques qui impliquent
les ions, les électrons et le rayonnement, ont lieu. Ces processus sont à l'origine de la
composition et de l'opacité spectrale du plasma. Ce chapitre est consacré aux processus
physiques qui jouent un rôle dans notre approche du calcul d'opacité dans les plasmas
chauds, ainsi que dans l'interprétation d'expériences.

1.1 Physique des plasmas chauds

Après avoir introduit les concepts généraux sur l'état du plasma, nous abordons le
problème de l'équation d'état, pour �nir sur les processus en jeu dans un plasma chaud.
Pour alléger le texte, certaines notions ne sont pas dé�nies immédiatement lors de leur
apparition.

1.1.1 Généralités sur les plasmas

Le plasmaest un état de la matière, très rare sur Terre mais de loin le plus abondant dans
l'Univers. À l'état de plasma, la matière est composée non pas d'atomes et de molécules
neutres, mais de particules chargées :

� des électrons libres, de charge� e, où eest la charge élémentaire (unités CGS), et
auxquels l'indice roman e fait référence dans les quantités qui les concernent ;

� des ions1, de charge positive + Qe, où Q est la chargede l'ion, et auxquels l'indice
roman i fait référence ;

� des photons, chacun caractérisés par leur énergiehn, constituant tous ensemble le
rayonnementauquel l'indice roman r fait quelquefois référence.

Les ions contiennent eux-mêmes un noyau atomique de charge + Z entouré de N =
Z � Q électrons liés. Un plasma contient plusieurs états de charge Q, dont l'abondance

1Nous faisons abstraction du fait que plusieurs ions peuvent former des quasi-molécules [1].

7



8 1. PHYSIQUE DES PLASMAS ET OPACITÉ

peut être calculée comme nous le verrons par la suite. Caractéristique de l'état plasma,
l'ionisation des atomes neutres peut être engendrée par la température et la pression.

FIGURE 1.1 – Les différents types de plasmas en fonction de la température et de la densité.
La zone rouge correspond à la dégénérescence du gaz d'électrons, la zone verte au couplage
ionique. La zone bleue correspond approximativement au domaine d'étude de la thèse.

L'état plasma correspond à des températures et des densités très variées, de condi-
tions rencontrées sur Terre à des états qu'on ne rencontre plus dans l'Univers actuel
depuis le Big Bang [2], bien au-delà des limites latérales et supérieure de Fig. 1.1.

La densité d'un plasma peut prendre des valeurs très variées. Les plasmas interstel-
laires, avec quelques atomes ionisés2 par centimètre-cube, sont 1019 fois moins denses
que l'air à la pression du niveau de la mer, ou 10 22 fois moins denses que l'eau li-
quide. Les plasmas de tokamaks sont eux aussi raré�és, avec des densités de l'ordre de
1014 cm� 3. Les intérieurs stellaires, entre la photosphère visible et le cœur siège de réac-
tions thermonucléaires, correspondent au domaine sur lequel nous allons travailler. La
température y varie entre moins de 105 K et un peu plus de 107 K, la densité entre 10� 5

et 10 g/cm 3, et le transport de rayonnement y est en concurrence avec la convection
pour le transfert d'énergie du cœur vers la surface [3, 4]. On retrouve de telles densités
lors d'expériences durant lesquelles un échantillon est soumis à une brusque décharge
d'énergie sous la forme de rayonnement bref et très intense.

Mais la densité des plasmas peut être très supérieure à la celle du solide. Au centre
du Soleil, elle dépasse 100 g/cm3 ou 1025 ions par centimètre-cube. Dans les étoiles

2Même s'il est généralement convenu que l'atome se réfère à une entité électriquement neutre et l'ion
une entité chargée, le mot atomesera utilisé quelque soit la charge quand il sera question de structure
atomique.
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en �n de vie et les naines blanches, la densité du plasma approche les 1030 ions par
centimètre-cube et la matière, quali�ée de dégénérée, a un comportement particulier.

1.1.2 Grandeurs physiques et extension du domaine d'étude

L' équilibre thermodynamiquecaractérise l'état limite qu'atteint un plasma laissé au repos
suf�samment longtemps pour que plusieurs équilibres se réalisent :

� équilibre thermique : quand la distribution d'énergie est uniforme dans le plasma,
la températuredu plasma peut être dé�nie ;

� équilibre mécanique : quand toutes les parties du plasma sont immobiles les unes
par rapport aux autres, la pressiondu plasma peut être dé�nie ;

� équilibre chimique : quand les différentes espèces présentes – ici des ions – sont
en abondance uniforme dans le plasma, le potentiel chimiquedu plasma peut être
dé�ni ;

� équilibre radiatif : associé à l'équilibre thermique, il signi�e que le rayonnement
émis par le plasma est compensé par le rayonnement reçu du milieu extérieur.

Les grandeurs ci-dessus, température, pression et potentiel chimique, sont quali�ées
d' intensives. La températureest proportionnelle à la moyenne de l'énergie cinétique des
particules dans le plasma. Elle est notéeT et s'exprime en degrés Kelvin, mais dans la
thèse, comme dans presque tous les ouvrages de physique des plasmas, l'électron-volt,
unité d'énergie, est bien plus utilisée. La grandeur considérée, l' énergie thermique kBT,
est le produit de la température par la constante de Boltzmann

kB = 1, 38110� 16 erg/K =
1

11 605
eV/K, (1.1)

d'où l'équivalence connue :
1 eV $ 11 605 K. (1.2)

Très souvent, plusieurs températures interviennent en physique des plasmas, en parti-
culier dès que l'évolution en temps est très rapide. Ainsi, il est fréquent de distinguer la
température ionique Ti de la température électronique Te et de la température radiative
Tr .

L'autre quantité de base est la densité massiquer , exprimée en grammes par centi-
mètre-cube. La densité massique est égale à la masse totale de la matière présente dans
un volume donné du plasma. Cependant, une autre densité, celle du nombre d'entités
d'une espèceX donnée dans un volume nX , est fréquemment utilisée dans la littérature
et dans cette thèse. Lorsqu'il s'agit de la densité électronique, en général les électrons
libres, elle est notéene. Lorsqu'il s'agit de la densité ionique, elle est notée ni . Ces deux
dernières quantités s'expriment en nombre d'entités par centimètre-cube, ou cm � 3. Bien
que contenant des particules chargées, le plasma est électriquement neutre dans des vo-
lumes contenant plusieurs ions, et même, comme nous verrons plus loin, dans l'espace
contenant un seul ion. Le nombre d'électrons libres est donc rigoureusement égal au
nombre de charges positives portées par l'ensemble des ions. L'ionisation moyenne,
notée Z � ou Q̄, peut être vue :

� soit comme le nombre moyen d'électrons libres par ion ;
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� soit comme le nombre moyen de charges porté par chaque ion, dit aussi charge
moyenne.

Ces trois densités sont reliées entre elles par la masse atomiqueM A = A
NA

, quasi-
ment égale à la masse nucléaire et donc à la masse des ions, ainsi que par l'ionisation
moyenne Z � . La conversion de l'une à l'autre est aisée lorsque le plasma est un corps
pur, ce qui est supposé tout au long de la thèse :

ne = Z � ni (1.3a)

ni =
NA

A
r (1.3b)

ne =
Z � NA

A
r . (1.3c)

L'ionisation d'un ion est un nombre entier, et plusieurs états de charge coexistent au
sein d'un même plasma. Chaque état de charge contient lui-même une multitude d'états
d'excitation, comme nous le verrons Chap. 2 et 3.

Une troisième quantité, la pression P, est reliée à la température et à la densité par
l'équation d'état. D'expression complexe dès que le plasma n'est pas considéré comme
idéal (respecte l'équation (1.4)), son calcul requiert une modélisation de l'interaction
entre les ions. Les effets de la pression ne sont pas l'objet de la thèse. En�n, une der-
nière grandeur dont il sera fait un usage très limité dans la thèse est le potentiel chimique
m. Cette grandeur intensive intervient dans le formalisme grand-canonique, qui sera dé-
laissé dans la thèse au pro�t du formalisme canonique. Nous verrons Sec. 1.2.3 que des
formules mettent en relation les états de charge permettant de travailler en formalisme
canonique.

Notre modèle est principalement destiné au calcul des propriétés radiatives des
plasmas dont la température est de l'ordre de quelques électrons-volts (désormais écrits
eV), quelques dizaines de milliers de degrés Kelvin, à plusieurs centaines d'eV, c.-à-d.
plusieurs millions de degrés Kelvin. La densité des plasmas que nous étudions, quant
à elle, varie d'environ 10 � 5 g/cm 3 à la densité du solide, de l'ordre de 1 à 10 g/cm 3. Im-
précises, ces limites nous sont imposées par différentes approximations précisées plus
bas.

À la fois évidente et très complexe, la limite inférieure en température est liée à la
présence d'espèces autres que des ions atomiques. À des températures de l'ordre de
quelques dizaines de milliers de Kelvin, les atomes neutres sont abondants et, pour
certains éléments, tendent à former des molécules, à la structure électronique bien
plus complexe que des atomes ou des ions atomiques [5]. Cependant, et à notre avan-
tage, l'effet de la température sur la forme du spectre en opacité reste très limité pour
des températures de l'ordre de quelques dizaines d'électron-volts. Nous examinons le
problème de la basse température – ce qui signi�e quelques eV dans notre modèle –
Chap. 8. Aucune expérience de spectroscopie n'a à ce jour permis de mettre en évi-
dence l'effet de la basse température sur l'opacité, en-dehors de l'abondance des états
de charge.

À haute température – plus d'un keV ou 10 7 K – l'approche que nous développons
perd de son intérêt. D'une part l'essentiel de l'absorption du plasma est due aux élec-
trons libres, car les ions ont été dépouillés d'une grande partie de leurs électrons. De
plus, les processus physiques tendent à élargir les raies à haute température, ce qui
limite l'intérêt de calculs détaillés qui font l'intérêt du modèle sur lequel cette thèse
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porte. De ce fait, envisager des calculs à plus de quelques centaines d'eV a un intérêt
très limité pour des éléments de Z faible à modéré.

La limite inférieure en densité provient du fait que, à basse densité (10 � 5 g/cm 3 et
moins), les processus de thermalisation, ou égalisation des températures, sont tellement
ralentis que l'équilibre thermodynamique, même local, est dif�cile à atteindre.

La limite supérieure en densité se place aux environs de la densité du solide, bien
qu'une température élevée (de l'ordre du keV) élargisse le domaine en densité dans
lequel le plasma a un comportement idéal. La forte densité a pour conséquence un
accroissement important des collisions entre ions et avec les électrons libres, et toutes
les micro-�uctuations du potentiel ont pour conséquences d'élargir des raies spectrales,
d'où des faisceaux non-résolus. De plus, la prise en compte de la pression pose des
problèmes dans le calcul de la structure atomique.

1.1.3 Couplage entre ions

Aux densités où on travaille, les plasmas chauds peuvent être considérés commeidéaux
en première approximation. Cela signi�e que leur comportement est analogue à celui
d'un gaz parfait, car les ions interagissent très peu entre eux. Alors l'équation d'état,
qui relie la pression P à la densité ionique ni et à la température kBT, s'écrit :

P = nikBT, (1.4)

L'interaction entre les ions se traduit par un potentiel électrostatique dont la modélisa-
tion est très complexe.

Dans un plasma, le volume moyen d'un ion est l'inverse de la densité ionique ni . La
sphère ioniqueest la sphère ayant ce volume moyen, et lerayon ionique moyen3 Ri est :

Ri =
�

3
4p ni

� 1/3

. (1.5)

Ce rayon moyen est la moitié de la distance moyenne entre deux ions.
Dans un plasma dense, deux tendances sont en compétition : d'une part les ions et

les électrons ont tendance à se mouvoir librement avec une énergie cinétique moyenne
par dé�nition égale à kBT, d'autre part l'énergie moyenne d'interaction entre deux ions

de charge moyenne Z � vaut Z � 2e2

Ri
. La constante de couplage ion-ionGest le rapport de

ces deux moyennes :

G=
Z � 2e2

RikBT
. (1.6)

Si G � 1, l'énergie cinétique des ions l'emporte largement sur l'énergie d'interac-
tion, et le plasma peut être considéré comme idéal. Les ions se déplacent en interagis-
sant très peu les uns sur les autres, en-dehors des collisions. SiG � 1, l'énergie d'inter-
action entre les ions est prépondérante, et les ions sont fortement contraints dans leurs
mouvements et leurs positions relatives. À l'extrême, des études ont montré qu'au-delà
de G= 172, le plasma est un solide ionique [6].

3Appelé rayon de Wigner-Seitzdans la littérature.
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1.2 Rayonnement, opacité, équilibre thermodynamique local

Nous avons vu que, dans un plasma, le rayonnement interagit avec les électrons liés
aux ions et les électrons libres au travers de différents processus. Lorsque l'ensemble
satisfait certaines hypothèses, l'opacité prend une forme que nous allons spéci�er.

1.2.1 Processus atomiques dans les plasmas chauds

L'interaction entre le rayonnement, les ions et les électrons se fait au travers de diffé-
rents processus d'excitation, ionisation et diffusion. Notre énumération se limite aux
processus qui ont une in�uence sur la population des différents états dans lesquels
peuvent se trouver les ions, ainsi que les principaux processus conduisant à l'émission
ou l'absorption de photons. L'espèce est notée AQ+

m où Q est son degré d'ionisation et
m un des nombreux états d'excitation de l'ion dont l'énergie EQ,m sera dé�nie plus pré-
cisément Chap. 2.hn est l'énergie d'un photon émis ou absorbé dans les processus. Il
convient, avant d'évoquer ces processus, de préciser la nature physique des états que
peuvent prendre les électrons dans le plasma.

États liés et états libres dans les systèmes quantiques

Porteur d'une charge positive, un ion est un puits de potentiel pour les électrons, char-
gés négativement. La résolution de l'équation de Schrödinger pour un électron dans le
potentiel V de l'ion donne deux types de solutions sous forme de fonctions d'onde :

� des états liés d'extension spatiale limitée, formant un ensemble �ni ou au plus
dénombrable de solutions avec des énergies discrètes ;

� des états libres, qui forment un ensemble continu de solutions s'étendant à l'in�ni
dans l'espace, et dont les énergies sont continues.

L'ensemble des états libres est souvent appelécontinuum. Dans notre approche, un élec-
tron est soit lié à un ion, soit libre dans le continuum.

Bremsstrahlung

La Bremsstrahlung, dite aussi rayonnement continu de freinage, est le processus par lequel
un électron libre en interaction avec un ion rayonne un photon d'énergie hn lorsqu'il
est accéléré. Le processus inverse, ditBremsstrahlung inverse, contribue en quasi-totalité
à l'opacité libre-libre. L'équation de ce processus s'écrit :

e� *) e� + hn.

Nous expliciterons une formule de calcul de la section ef�cace du processus inverse,
qui absorbe des photons et contribue à l'opacité.

Photoionisation et recombinaison radiative

La photoionisationest le processus par lequel un photon « arrache » un électron à un
ion, en faisant passer un de ses électrons d'un état lié dans l'ion à un état libre. Le
processus inverse est appelérecombinaison radiative: l'interaction entre un électron et
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un ion produit un photon d'énergie hn après s'être recombiné à un ion. L'équation de
ce processus s'écrit :

A (Q+ 1)+
n + e� *) AQ+

m + hn. (1.7)

En plus de contribuer à l'absorption pour le processus inverse, les deux processus par-
ticipent à l'échange entre les électrons libres et les électrons liés, et de ce fait in�uencent
l'abondance des différents états de charge. L'énergie d'un photon ionisant un atome
est au moins égale à l'énergie d'ionisation de l'atome ionisé, c.-à-d. l'énergie nécessaire
pour faire passer l'électron dans le continuum. Inversement, un électron se recombinant
à un ion provoque l'émission d'un photon dont l'énergie est au moins égale à l'énergie
d'ionisation de l'état lié �nal de cet électron.

Photoexcitation et désexcitation radiative

Une photoexcitationest le changement d'état d'un électron lié vers un état lié d'énergie
plus élevée sous l'effet de l'interaction avec un photon. Le processus inverse est nommé
désexcitation radiative. L'électron restant dans le même ion, on peut également considé-
rer que l'excitation concerne l'ion tout entier, qui passe effectivement de l'état AQ+

m à
l'état excité AQ+

m0 . Ce point de vue est d'ailleurs plus juste car, dans l'ion, le potentiel
ionique dépend de l'ensemble des états liés occupés par les électrons. Laphotoexcitation
est l'excitation causé par un photon d'énergie hn. L'équation du processus s'écrit :

AQ+
m + hn *) AQ+

m0 . (1.8)

En plus de contribuer à l'absorption pour l'excitation et à l'émission pour la désexci-
tation, ces deux processus participent à la population des états plus ou moins excités
des états de charge. La photoexcitation requiert que l'énergie du photon soit égale à la
différence d'énergie entre les niveaux initial et �nal de l'électron, ou, du point de vue
de l'ion, entre l'énergie de l'ion dans l'état AQ+

m0 et l'ion dans l'état AQ+
m0 . De même, la

désexcitation se traduit par l'émission d'un photon dont l'énergie est égale à la diffé-
rence d'énergie entre le niveau excité et le niveau plus profond.

Processus impliquant des électrons

Une autre famille de processus joue un rôle déterminant dans la population des dif-
férentes espèces du plasma : les processus impliquant des électrons. Néanmoins, leur
connaissance approfondie n'est pas nécessaire dans le cadre de notre travail, nous ex-
pliquerons plus loin pourquoi.

On distingue trois types de processus collisionnels, cités ici avec leurs inverses :

1. L'ionisation par impact électroniqueet la recombinaison à trois corps, d'équation

AQ+
m + e� *) A (Q+ 1)+

n + e� + e� . (1.9)

Le taux4 de recombinaison à trois corps peut s'écrire [7] :

t (3) (Q + 1 ! Q) = R(3) (Q + 1 ! Q) nA(Q+ 1)+ n2
e, (1.10)

4Un taux est homogène à une fréquence. C'est l'inverse du temps caractéristique d'un processus.
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le premier facteur étant très peu dépendant de la densité. De ce fait, la recom-
binaison à trois corps est fortement dépendante de la densité du plasma, et est
prépondérante dans les plasmas denses.

2. L'excitation et la désexcitation par impact électronique, d'équation

AQ+
m + e� *) AQ+

m0 + e� (1.11)

3. L'autoionisation et la recombinaison diélectronique, d'équation :

AQ+
m00 *) A (Q+ 1)+

0 + e� (1.12)

Le taux de recombinaison diélectronique peut s'écrire [7] :

t (2) (Q + 1 ! Q) = R(2) (Q + 1 ! Q) n
A(Q+ 1)+

0
ne, (1.13)

L'ensemble de ces processus contribue à l'échange d'entités entre les différentes es-
pèces. L'expression de la section ef�cace de chacun de ces processus ne peut être simple
qu'au prix de nombreuses approximations. Pour déterminer l'état d'un plasma et son
évolution, il faut résoudre un système d'équations différentielles en temps prenant en
compte chaque processus, chaque état initial et chaque état �nal. La résolution d'un tel
système est extrêmement coûteuse, et même en le supposant à l'équilibre, ce modèle,
appelé modèle collisionnel-radiatifreste coûteux en calculs. Nous allons voir Sec. 1.2.3
comment construire le résultat de l'équilibre de ces processus.

1.2.2 Opacité et transport de rayonnement

Le rayonnement est constitué de photons qui sont chacun caractérisés par leur énergie
et leur direction de propagation. L'énergie d'un photon est le plus souvent exprimée
par rapport à la fréquence n, à la pulsation w, à la longueur d'onde l , voire au nombre
d'onde s [8, 7] :

E = hn = h̄w =
hc
l

= hcs. (1.14)

Dans la thèse, nous choisissons d'écrire cetteénergie spectralesous la forme hn, et cer-
taines formules seront exprimées à l'aide de la fréquence des photons. Les différentes
grandeurs qui peuvent caractériser un champ de rayonnement sont développées an-
nexe A, et deux seront utilisées dans la thèse : la densité d'énergie radiative spectrale
Un et l'intensité radiative spectrale In. La première intervient dans la description du gaz
de photons contenu dans le plasma et est associée à l'émissivité de celui-ci. La seconde
est principalement utilisée dans la propagation du rayonnement à travers un milieu
absorbant et fonde la notion d'opacité.

Dans un plasma, le transfert d'énergie entre zones à haute densité d'énergie et zones
à moindre densité d'énergie peut se faire selon trois modes [3, 4] :

� par conduction : ce mode de transfert n'est signi�catif que dans les plasmas très
denses, en particulier quand la matière est dégénérée (ex. naines blanches) ;

� par convection : ce mode de transfert est important dans les plasmas de densité
moyenne (ex. intérieurs d'étoiles) ;



1.2. RAYONNEMENT, OPACITÉ ET É. T. L. 15

� par rayonnement : ce dernier mode, qui nous intéresse plus particulièrement, est
prédominant dans les plasmas à densité faible et moyenne (ex. intérieurs d'étoiles,
expériences sur Terre).

Dans les plasmas moyennement denses, convection et rayonnement sont en compéti-
tion et la prédominance de l'un ou l'autre des modes a une importance capitale dans
la structure stellaire, d'où la nécessité de connaître avec précision la quantité d'énergie
qui est transférée dans les conditions des intérieurs stellaires. Partant d'un point r à un
instant t, on cherche l'intensité au point r + dr provenant de r. Soit dl = cdt la longueur
parcourue par le rayonnement partant de r pendant le temps dt dans la direction u. Il
est convenu dl = jdr j et dr = dlu. L'équation du transport de rayonnement, qui traduit
la conservation du nombre de photons, s'écrit :

�
1
c

¶
¶t

+
¶
¶l

�
In = � anIn + jn. (1.15)

jn est lecoef�cient d'émission spontanée, relié à la quantité d'énergie radiative émise spon-
tanément par le milieu traversé au voisinage de la fréquence n. Une autre grandeur est
directement reliée à l'opacité, le libre parcours moyen:

ln =
1
an

=
1

rk n
. (1.16)

an est le coef�cient d'absorption, et est relié à la fraction d'énergie radiative entrante anIn

absorbée par le milieu traversé. Le coef�cient d'absorption peut être relié à la section
ef�cace d'absorption sn si s3

n � n2
i :

an = nisn. (1.17)

Mais les deux quantités les plus utilisées en physique des plasmas sont l'émissivité
en et l'opacité kn. Elles sont obtenues en divisant par la densité r les deux quantités
précédentes :

jn = ren an = rk n. (1.18)

Les conditions dans lesquelles la seconde égalité (1.18) peut être écrite sont discutées
Réf. [9].

La profondeur optiqueà l'épaisseur l se notet n :

t n( l ) =
Z l

0
an( l0) dl0 = r

Z l

0
kn( l0) dl0. (1.19)

Si t n > 1, le milieu est quali�é d' optiquement épais. Si t n < 1, le milieu est quali�é
d' optiquement mince.

Si l'équation (1.15) est divisée par an, alors l'équation de transport de rayonnement
laisse apparaître le terme-sourceSn :

¶In

¶t n
= � In + Sn, (1.20)

avec

Sn =
jn
an

=
en

kn
. (1.21)
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Nous allons dans la suite du chapitre utiliser les notions dé�nies plus haut, aussi bien
pour dé�nir l'équilibre thermodynamique local que pour introduire les notions fonda-
mentales de spectroscopie et d'opacités moyennes.

1.2.3 Équilibre thermodynamique local

Dé�nition

L'équilibre thermodynamique, dans la dé�nition donnée Sec. 1.1.3, suppose que le
plasma sur lequel on travaille est homogène et que tous ses échanges avec l'extérieur
sont aussi à l'équilibre. Or cela n'est jamais vrai au stricto sensu. Cependant, si les pro-
cessus d'évolution du plasma (hydrodynamique, rayonnement) sont beaucoup plus
lents que les processus de thermalisation, l'approximation quasistatiquerevient à dire qu'à
chaque instant, le plasma est, au moins localement, en équilibre thermodynamique. Le
plasma est à l'équilibre thermodynamique local(abrégé É. T. L.) au point r et à l'instant t si
toutes les grandeurs intensives de ses composantes sont dé�nies et uniformes au voi-
sinage de ce point à l'instant t. Un tel équilibre est possible lorsque les processus colli-
sionnels dominent sur les processus radiatifs, ces derniers peuplant les niveaux excités
de manière sélective, avec des taux de transition qui ne dépendent pas que de l'énergie
des niveaux. Le plasma peut ainsi être thermalisé. De plus, l'émissivité et l'opacité sont
liées par la loi de Kirchhoff :

en

kn
= Sn =

2hn3

c2

1

ehn/ kBT � 1
= Bn (1.22)

Il existe plusieurs caractérisations de l'É. T. L. dans un plasma chaud. L'une d'elles pro-
vient des taux des deux processus de recombinaison électronique [7] : la recombinaison
diélectronique de taux proportionnel à R(2) (Q + 1 ! Q) ne et la recombinaison à trois
corps de taux proportionnel à R(3) (Q + 1 ! Q) n2

e. Il y a équilibre thermodynamique
local lorsque

ne �
R(2) (Q + 1 ! Q)
R(3) (Q + 1 ! Q)

. (1.23)

Lorsque le plasma est à l'É. T. L., la physique statistique [7] permet de déduire de
nombreuses formules sur la distribution en énergie de rayonnement et des électrons
du continuum, ainsi que l'abondance des différentes états de charge Q et des diffé-
rents états d'excitation m d'un ion donné. La nature des états d'excitation sera précisée
Chap. 2.

Ions

Soit X une espècede charge Q, c.-à-d. un ensemble �ni de gX états quantiques. Si lesgX
états sont indifférenciés, l'espèceX estdégénéréeet sa dégénérescence est égale àgX . Son
calcul n'est pas au propos de ce chapitre et est abordé Chap. 2. Lefacteur de Boltzmann
est l'exponentielle de l'opposé de l'énergie exprimée en unités de température :

e� bEQ,m = e
�

EQ,m
kBT , (1.24)
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Formalisme EspèceX État de chargeQ Plasma

Canonique UX UQ = å
X2 Q

UX Non dé�nie

Grand-canonique Z X Z Q = å
X2 Q

Z X Z = å
Q

Z Q = å
X

Z X

TABLE 1.1 – Formalismes et fonctions de partition rencontrés ultérieurement.

où b = 1
kBT

est la température inverseet m, potentiel chimique, est déterminé par l'électro-

neutralité du système [10, 11, 12]. La fonction de partitionde l'espèce X de dégénéres-
cencegX et d'énergie EX est une variable extensive qui s'écrit :

� en formalisme canonique :
UX = gX e� bEX ; (1.25)

� en formalisme grand-canonique :

Z X = gX e� b(EX � mQ) . (1.26)

La fonction de partition, dont une formule très générale est donnée Tab. 1.1, permet de
déterminer la thermodynamique du système, par exemple l'abondance des différentes
espèces à l'É. T. L..

Pour comparer l'abondance des espèces ioniques, plusieurs quantités sont utilisées
pendant la thèse :

� la fonction de partition UX si on compare deux espèces d'un même état de charge,
ou la grande fonction de partition Z X si les deux espèces ne sont pas du même
état de charge ;

� la probabilitéde l'espèceX, qui peut être exprimée sous la forme :

P(X) =
Z X

Z
; (1.27)

� la densité partiellede l'espèceX nX , en nombre d'entités par centimètre-cube :

nX = P(X) ni ; (1.28)

� l' abondancede l'espèce X par rapport à une espèce de référenceX0
5 de densité

partielle n0 :

A (X) =
nX

n0
=

P(X)
P (X0)

=

( UX
UX0

si QX = QY
Z X
Z X0

si QX 6= QY
. (1.29)

Les ions, caractérisés chacun par un état de chargeQ et un niveau d'excitation
m, ont une abondance qui est régie par deux équations. La première, connue sous le
nom d' équation de Maxwell-Boltzmann, permet de comparer l'abondance de deux es-

5Par exemple fondamentale, ou première calculée.
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pèces d'un même ion :
A (AQ+

m0 )

A (AQ+
m )

=
gm0

gm
e� b(E0

m� Em) , (1.30)

où b = 1
kBT

est la température inversé du plasma. La seconde, dite équation de Saha-

Boltzmann, permet de comparer l'abondance de deux états de charge :

A (A (Q+ 1)+ )
A (AQ+ )

ne = 2
UQ+ 1

UQ

�
2p mkBT

h2

� 3/2

eb(#Q+ 1� #Q) , (1.31)

où #Q+ 1 et #Q sont les énergies d'ionisation moyennes des états de charge respectifs
Q + 1 et Q.

La comparaison d'une de ces quatre quantités de deux espèces garantit un résultat
équivalent. Seulement, la détermination des trois premières nécessite de connaître la
grande fonction de partition de chaque état de charge et du plasma, ou, à l'intérieur
d'un même état de charge, la fonction de partition de l'état de charge. Pour compa-
rer deux espèces avec des états de charge différents, on peut choisir entre utiliser les
grandes fonctions de partition, qui prennent en compte l'état de charge des deux es-
pèces, ou combiner les fonctions de partition avec les probabilités des états de charge
données par l'équation (1.31). En général, la première option est utilisée dans les codes
de calcul, mais la seconde permet d'alléger les notations et sera plus fréquemment uti-
lisée tout au long de la thèse.

Dans l'hypothèse de l'É. T. L., les équations de Maxwell-Boltzmann et Saha-
Boltzmann nous permettent, connaissant l'état du plasma et l'ensemble des espèces
présentes, de déterminer complètement l'abondance de chacune d'elles. Ces formules
sont complètement indépendantes des sections ef�caces des différents processus, no-
tamment électroniques, que nous avons envisagés Sec. 1.2.1. C'est pourquoi nous
n'avons pas jugé nécessaire de détailler le calcul des taux de transition, qui constitue en
lui-même un sujet de recherche. Les codes de calcul hors-É. T. L. utilisent des formules
qui approchent les taux de transition et restent simples à programmer.

Électrons libres

À l'É. T. L., la distribution en énergie des électrons libres suit une loi de Maxwell dans
un traitement complètement classique, ou une loi de Thomas-Fermi dans un traitement
semi-classique. La distribution de Maxwell, valable à densité pas trop élevée, suppose
que les électrons libres n'interagissent pas entre eux à distance. Soitnf(E) dE le nombre
d'électrons libres par unité de volume dont l'énergie est comprise entre E et E + dE. La
loi de Maxwell nous donne nf(E) :

nf(E) dE =
1

kBT
e� (E� m)/ kBT dE (1.32)

L'énergie d'un électron est la somme de son énergie potentielle, due à l'interaction avec
les ions et les autres électrons, et de son énergie cinétique, reliée à la vitesse relative
dans le milieu. Décrire l'énergie des électrons libres à l'É. T. L. par une distribution de
Maxwell fait complètement abstraction du caractère quantique de ces particules.

Les électrons sont desfermions, et leur spin vaut 1/2. Le principe de Pauli, qui sti-
pule que la fonction d'onde d'un système de fermions est toujours antisymétrique,
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interdit à deux électrons d'être exactement dans le même état quantique. Les consé-
quences de ce principe en physique atomique sont importantes, comme nous le verrons
Chap. 2. En physique statistique, le principe de Pauli modi�e la distribution en énergie
des électrons, qui suit la loi de Fermi-Dirac :

nf(E) dE µ
1

1 + e(E� m)/ kBT
. (1.33)

La statistique de Fermi-Dirac est à la base de la théorie de Thomas-Fermi que nous
verrons Sec. 4.1.1.

Rayonnement

À l'inverse des électrons qui constituent un gaz de fermions, les photons de spin nul,
à l'É. T. L., constituent un gaz de bosons. Les conséquences de la statistique de Bose-
Einstein sur le gaz de photons sont résumées dans la distribution du rayonnement,
donnée en intensité radiative :

Sn =
en

kn
= Bn(kBT) =

2hn3

c2

1

ehn/ kBT � 1
, (1.34)

et l'équation (1.20) se réécrit :

¶In

¶t n
= � In + Bn(kBT). (1.35)

Dans le cas général, en particulier dans le cas d'un milieu optiquement mince, Bn est un
terme-source dit rayonnement thermique. Dans le cas d'un milieu optiquement épais,
l'intensité est stationnaire donc In = Sn, et on parle de rayonnement de corps noir.

1.3 L'opacité des plasmas

Nous disposons à présent de tous les ingrédients pour dé�nir la notion d'opacité et
expliciter les composantes dont le calcul ne pose pas problème.

1.3.1 Contribution des processus à l'opacité

L'opacité du plasma telle que nous l'avons envisagée équation (1.18) est liée à l'absorp-
tion du rayonnement par le milieu traversé. Cette absorption se produit par l'intermé-
diaire des processus énumérés Sec. 1.2.1 qui font intervenir le rayonnement, qui, si le
mélange de canaux [13] est négligé, sont de trois sortes [14] :

� la Bremsstrahlung inverse, qui constitue la contribution libre-libre kff à l'opacité ;

� la photoionisation, qui constitue la contribution lié-libre kbf à l'opacité ;

� la photoexcitation, qui constitue la contribution lié-lié kbb à l'opacité.

La somme de ces trois contributions doit être multipliée par le facteur d'émission in-

duite à l'É. T. L.
�

1 � e
� hn

kBT

�
. À ce produit doit être ajoutée la contribution de la diffu-
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sion kD . L'opacité totale du plasma s'écrit donc

k(hn) = (kff + kbf + kff )
�

1 � e
� hn

kBT

�
+ kD (1.36)

En supposant que les électrons ont un comportement maxwellien, la moyenne sur
les vitesses donne un coef�cient d'absorption proportionnel à l'inverse du cube de
l'énergie spectrale [9] :

kff (hn) =
4
3

r
2p
3

mekBTe
e6h2r
c(hn)3 Z � 2gff nine (1.37)

' 8, 79.1010 g� 1cm� 3eV� 7/2
�

Z � NA

A

� 2 r
(hn)3

gffq
kBT

(1.38)

où gff est le facteur de Gauntde l'opacité libre-libre permettant d'inclure des effets quan-
tiques – dans notre modèle on le prend égal à 1 –. Dans cette approximation, l'opacité
libre-libre est une fonction continue et régulière de l'énergie spectrale.

À la différence de l'opacité libre-libre qui peut être, sans trop d'altération, calcu-
lée sans différenciation des différents ions, les opacités lié-libre et lié-lié se calculent à
partir de chaque espèce initiale et �nale du processus de photoionisation. Chaque es-
pèceX, caractérisée par une probabilité P(X) dans le plasma, a une grande fonction de
partition Z X . L'opacité lié-libre de l'espèce X vers l'espèceX0s'écrit [7, 9] :

kbf,X (hn) =

(
kX,0

�
hn0
hn

� 3
si hn � hn0

0 si hn < hn0

, (1.39)

où kX,0 désigne l'opacité au seuil de photoionisation hn0, dont des expressions peuvent
être trouvées dans la littérature [15]. L'espèce X contribue à l'opacité lié-libre du milieu
à hauteur de sa probabilité dans le plasma multipliée par l'expression à la droite de
(1.39) :

kbf(hn) = å
X

P(X) å
X ! X0

kbf,X ! X0(hn) (1.40)

La somme de nombreuses fonctions de la forme de l'équation (1.39) dans (1.40) fait de
la contribution lié-libre une opacité de seuil : elle est globalement décroissante, mais
remonte fortement au voisinage de l'ionisation d'un grand nombre d'électrons, d'où
l'allure en « marches d'escalier » qu'elle prend au voisinage de nombreux seuils d'ioni-
sation.

Une transition est, en calcul d'opacité, une photoexcitation de l'espèce X vers l'es-
pèceX0. L'opacité d'une transition est égale à

kbb,X ! X0 =
p e2h
mc

fX ! X0 F X ! X0(hn), (1.41)

avec fX ! X0 la force d'oscillateuret F X ! X0 est lepro�l de la transition, c.-à-d. une distribu-
tion réelle positive normalisée à 1. Les dé�nitions des forces d'oscillateur et des pro�ls
d'élargissement sont données Chap. 3 et 4. L'opacité de l'espèceX est la somme des
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opacité de toutes les transitions au départ de X :

kbb,X (hn) = å
X ! X0

kbb,X ! X0 =
p e2h
mc å

X ! X0

fX ! X0 F X ! X0(hn). (1.42)

Les calculs du pro�l et de l'intensité seront détaillés Chap. 3. L'espèce X contribue à
l'opacité lié-lié du milieu à hauteur de sa probabilité dans le plasma :

kbb(hn) = å
X

P(X) kbb,X (hn) (1.43a)

= å
X

P(X)
p e2h
mc å

X ! X0

fX ! X0F X ! X0(hn) (1.43b)

= å
X

å
X ! X0

LX ! X0 F X ! X0(hn), (1.43c)

et LX ! X0 est l'intensitéde la transition X ! X0, qui s'exprime sous la forme :

LX ! X0 =
p e2h
mc

P(X) fX ! X0. (1.44)

L'intensité permet d'évaluer l'importance de la raie dans le spectre en opacité incorpo-
rant toutes les espèces du plasma.

Cependant, les pro�ls sont généralement peu étendus en énergie spectrale autour
de l'énergie moyenne de la transition. Cela confère à l'opacité lié-lié une allure très
irrégulière avec, en cas de pro�ls étroits, des variations très brutales dans la valeur de
l'opacité spectrale sur de très petites variations de hn.

Deux types de zones spectrales alternent :

� les zones dans lesquelles ne se produit aucune photoexcitation, et où seuls les
processus lié-libre et libre-libre contribuent à l'opacité : le spectre y est d'allure
lisse et décroissant enhn� 3.

� les zones dans lesquelles se produisent des photoexcitations et où se trouvent des
photoionisations, où les processus lié-lié contribuent principalement à l'opacité ;
le spectre y est localement sujet à des variations très importantes.

La photoexcitation d'un électron d'une couche électronique nécessite toujours des éner-
gies de photons inférieures à la photoionisation. En allant vers le bleu, on rencontre
d'abord les raies et faisceaux de photoexcitation, puis on passe le seuil de photoionisa-
tion et les raies disparaissent. Ce seuil de photoionisation varie d'une con�guration à
l'autre, d'où cette forme d'escalier que prend la contribution lié-libre à l'opacité.

L'alternance entre zones de photoexcitation et zones de photoionisation a une im-
portance capitale en spectroscopie d'opacité. Lisses, les zones de photoionisation sont
essentiellement dépendantes de la modélisation du potentiel interatomique et du traite-
ment des électrons libres [16]. En revanche, les transitions lié-lié dépendent principale-
ment du potentiel atomique et des fonctions d'onde de chaque orbitale, qui déterminent
l'énergie des niveaux.

Cette alternance, comme on peut le voir Fig. 1.2, sépare très bien les couches pro-
fondes, entre lesquelles les différences d'énergie sont considérables. On peut ainsi
toujours distinguer les zones d'ionisation des couches K et L. En revanche, à par-
tir de la couche N, les zones de photoexcitation des différentes couches et orbitales
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FIGURE 1.2 – Schéma des différents processus d'absorption (gauche) et opacité de l'aluminium
à la température de 40 eV et 10 mg/cm3 montrant les trois contributions : libre-libre continue
mais faible, lié-libre avec ses seuils et lié-lié caractérisée par de nombreuses raise (droite).

se recouvrent, et peuvent rencontrer, dans certaines conditions, les zones d'excitation
Dn = 0 des couches plus profondes, c'est ce qui se produit avec les transitions 3 ! 3
pour les éléments de Z intermédiaire à basse et moyenne température.

1.3.2 Émissivité, transmission et opacités moyennes

La connaissance de l'opacité totale permet d'obtenir des grandeurs que l'on peut me-
surer ou nécessaires à d'autres calculs. Il y a deux catégories de grandeurs utiles :

� la transmission et l'émissivité, pour l'interprétation des expériences ;

� les opacités moyennes, pour estimer le transport de rayonnement.

Nous proposerons dans la thèse des calculs de transmission.
Pour simpli�er, nous réduisons le problème à une dimension en supposant une

plaque très étendue et d'épaisseur l . La transmission et l'émission s'obtiennent par in-
tégration de l'équation (1.15) sur toute l'épaisseur. En général, la transmission et l'émis-
sion sont calculées dans une fenêtre spectrale, entre deux valeurshnn et hnx, ce qui per-
met une sélection des processus physiques à prendre en compte pour le calcul de l'opa-
cité. Lorsque seule l'émission est considérée, son coef�cient est intégré directement :

In( l ) = In(0) +
Z l

0
jn( l0) dl0. (1.45)
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La loi de Planck nous permet de déduire l'expression de l'émission à l'É. T. L. :

In( l ) = In(0) +
Z l

0
r ( l0)Bn( l0)kn( l0) dl0.

Dans un milieu homogène, l'émission s'écrit

In( l ) = In(0) + Bnt n( l ) = In(0) + r Bnknl . (1.46)

Si seule l'absorption est considérée, alors l'équation (1.15) devient une équation dif-
férentielle ordinaire dont la solution s'écrit :

In( l ) = In(0) e� t n( l ) . (1.47)

où t n( l ), profondeur optique, est donné équation (1.19). La transmission est la propor-
tion d'intensité radiative entrante qui traverse le milieu. Son expression générale est :

Tn( l ) =
In( l )
In(0)

= e� t n( l ) = exp
�

�
Z l

0
r ( l0)kn( l0)dl0

�
. (1.48)

l

x
dx

In(0) In( l )In(x) In(x + dx)

FIGURE 1.3 – Schéma de la propagation dans un milieu absorbant.

Si le milieu est homogène, alors la transmission s'écrit sous une forme dont nous
ferons beaucoup usage par la suite, et qui est connue sous le nom deloi de Beer-Lambert:

Tn( l ) = e� t n( l ) = e� r lkn. (1.49)

r l , exprimée en g/cm 2, est appeléemasse surfacique. Il est intéressant de noter que la
transmission met en valeur les variations de l'opacité dans un domaine restreint : celui
où le produit dans l'exponentielle r lkn est proche de 1. Sit n( l ) < 1 pour tout n, alors
l'exponentielle peut être linéarisée et la transmission est une fonction af�ne de l'opacité.
Si t n( l ) > 1 en général, alors l'exponentielle est très proche de 0 et la transmissionsature.
Le calcul de la transmission devient alors très sensible, dans les zones de raies lié-lié,
aux variations locales de l'opacité spectrale.

En physique des plasmas, deux moyennes sur le spectre en opacité sont très impor-
tantes :

� la moyenne de Planck, arithmétique ;

� la moyenne de Rosseland, harmonique.
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Lorsque le milieu est optiquement mince, le rayonnement émis par l'ensemble du
plasma qui le constitue peut s'échapper vers l'extérieur sans être en grande partie réab-
sorbé, car le libre parcours moyen des photons est bien plus grand que l'épaisseur du
milieu. Alors la puissance volumique s'écrit

W = 2pr
Z ¥

0
knBn dhn (1.50)

En posant

kP =

R¥
0 knBn dhn
R¥

0 Bn dhn
=

15
p 4

Z ¥

0

�
hn

kBT

� 3

e
hn

kBT � 1
kn dhn (1.51)

l' opacité moyenne de Planck, on a plus simplement

W =
30
p 3 r k P. (1.52)

Si le milieu est optiquement épais et suf�samment homogène localement, alors le
transport d'énergie par rayonnement peut être traité à l'aide de l'approximation locale,
qui permet d'exprimer le gradient local de température par rapport au �ux d'énergie
radiative Fn [17].

Fn( l ) = �
4p

3rk n

¶Bn

¶T
¶T
¶l

(1.53)

En posant

1
kR

=

R¥
0

1
kn

¶Bn
¶T dhn

R¥
0

¶Bn
¶T dhn

=
15

16p 3sT3

Z ¥

0

1
kn

�
hn

kBT

� 4
e
� hn

kBT

�
e

hn
kBT � 1

� 2 dhn, (1.54)

et

s =
p 2kB

60c2h̄3 = 5, 6704.10� 5 W/cm 2/K 4 (1.55)

constante de Stefan-Boltzmann, l'équation (1.53) donne une équation de transfert ther-
mique après intégration sur le spectre hn :

F( l ) = �
4p s T3

3kR

¶Bn

¶l
¶T
¶l

. (1.56)

Cela signi�e que la moyenne de Rosseland est directement reliée au transport de rayon-
nement dans l'approximation locale. Dit autrement, dans des plasmas homogènes sur
des distances bien plus grandes que le libre parcours moyen des photons, le trans-
fert d'énergie par rayonnement est proportionnel à la moyenne de Rosseland . Or la
moyenne de Rosseland est une moyenne harmonique, elle est donc très sensible aux
petites valeurs que peut prendre localement l'opacité spectrale. Le calcul d'opacités
spectrales précises est donc essentiel à un calcul de transport de rayonnement précis.



1.3. L'OPACITÉ DES PLASMAS 25

1.3.3 Applications aux expériences et à l'astrophysique

Le calcul d'opacité spectrale a de nombreuses applications en physique des plasmas.
Comme nous l'avons vu Sec. 1.3.2, l'opacité spectrale permet de déduire des quantités
que l'on peut mesurer dans des expériences, à savoir l'émissivité et la transmission.

Deux �lières permettent actuellement de produire des plasmas chauds à l'É. T. L..

1. L'interaction laser-plasma, où le rayonnement intense d'une impulsion laser d'au
moins plusieurs joules et durant quelques nanosecondes est déposé dans une ca-
vité.

2. La machineZ, où un dispositif de Z-pinch produit un rayonnement X énergétique
pendant quelques dizaines de nanosecondes.

Dans les deux cas, l'échantillon est porté à l'état de plasma à une température de
quelques dizaines ou centaines d'eV, et à des densités de l'ordre de 10� 5 à environ
10 g/cm 3. À une autre échelle se trouvent les lasers mégajoules, comme le NIF6 ou
le LMJ7. Les énergies très élevées permettront d'accéder sans dif�culté à des plasmas
de température supérieure à 100 eV. Dans toutes les con�gurations expérimentales,
l'échantillon surchauffé se transforme instantanément en plasma, qui se détend et se
refroidit en quelques nanosecondes. Nous confronterons nos calculs à des résultats ex-
périmentaux Chap. 3 et 6, et surtout Chap. 9 lorsque notre modèle aura été présenté
avec tous ses ingrédients.

L'opacité des plasmas chauds joue un rôle crucial en astrophysique, car les condi-
tions dans lesquelles notre modèle est le plus pertinent correspondent à celles rencon-
trées dans les intérieurs d'étoiles. L'existence ou l'ampleur de certains phénomènes
en leur sein dépend très fortement de l'opacité moyenne de Rosseland, via l'équation
(1.53). Cette dépendance en la moyenne de Rosseland provient du fait que le plasma
est homogène sur des distances très supérieures au libre parcours moyen des électrons
(kilomètre vs. millimètre). Actuellement, les opacités moyennes, en particulier celle de
Rosseland, jouent un rôle crucial dans deux domaines de la physique stellaire :

� la physique du Soleil, dont la structure nous est accessible via l'héliosismologie ;
le projet COROT a pour objectif d'étudier la sismologie d'autres étoiles similaires
au Soleil ;

� les Céphéides, dont le comportement instable est dû au transport de rayonnement
et en est très dépendant.

Les étoiles de population I8, comme le Soleil et les Céphéides, contiennent plus de
95 % d'hydrogène et d'hélium en masse. Cependant, malgré leur abondance réduite9,
les métaux ont une contribution importante dans l'opacité spectrale, car les structures
d'absorption sont bien plus complexes et bien plus intenses que celles de l'hydrogène
ou de l'hélium. En particulier, l'effet de la contribution du fer sur la moyenne de Ros-
seland dans les intérieurs stellaires est crucial.

Le Soleil est une étoile de la séquence principale, qui évolue très lentement – les
changements sont signi�catifs sur plusieurs millions à plusieurs milliards d'années –

6National Ignition Facility en service à Livermore, Californie
7Laser Mégajoule en construction au Barp, France
8Les étoiles de population I ont une origine similaire à notre Soleil : la nébuleuse dont elles sont issues

a été enrichie en « métaux » (Z � 3) par des étoiles plus anciennes.
9Autour de 1 % de carbone, autant d'oxygène et 0,2 % de fer.
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et peut donc être considéré en équilibre hydrostatique. Dans les étoiles, le transfert
d'énergie entre le centre à une température de plus de 1 keV et une densité de plus de
100 g/cm 3 et la surface à moins de 1 eV et 2mg/cm 3 peut se faire par transport de
rayonnement et par convection de matière. La convection se produit en cas d'instabilité
convective d'une couche, autrement dit un gradient d'entropie négatif, qui se traduit
par le critère de Schwarzschild [3, 4]. Toutes les étoiles ont des couches convectives, et
leurs intérieurs se divisent en zones radiatives, où le transfert d'énergie se fait unique-
ment par le rayonnement, et zones convectives où la matière est soumise à des mouve-
ments de convection. Dans les étoiles de la masse du Soleil ou moins massives, la zone
convective est située près de la surface, tandis que dans les étoiles plus massives, c'est
le cœur qui tend à être convectif. L'héliosismologie nous permet de connaître la limite
de la zone convective avec une précision de l'ordre de 1 % [18, 19, 20]. Le transport de
rayonnement étant proportionnel à l'opacité moyenne de Rosseland, la connaissance
précise de celle-ci est primordiale pour arriver à valider les modèles de structure et
d'évolution stellaires.

Les Céphéides sont des étoiles en �n de vie bien plus lumineuses que le Soleil et
dont la luminosité varie sur des périodes de plusieurs jours. Cette variation d'éclat est
due à une instabilité engendrée par l'opacité moyenne de Rosseland d'une des couches
externes de l'étoile, appelée mécanismek [21]. En général, l'opacité moyenne d'un
plasma diminue lors d'une compression adiabatique. Néanmoins, l'opacité moyenne
passe par un maximum là où un grand nombre d'ions changent de charge ou d'état sous
l'effet d'une petite variation en température. De ce fait, l'étoile se contracte et baisse en
luminosité tant qu'elle est opaque, jusqu'à ce que l'opacité moyenne baisse sous l'effet
d'une température plus élevée. Alors l'étoile gagne en luminosité et la couche est re-
poussée vers l'extérieur par chauffage, jusqu'à ce que son refroidissement la rende plus
opaque. Une propriété remarquable des Céphéides est que la période de variation de
luminosité dépend uniquement de la luminosité moyenne, et donc de la masse, ce qui
fait des Céphéides deschandelles standard, autrement dit des étalons pour mesurer la
distance d'amas et de galaxies.
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STRUCTURE ATOMIQUE :

PRINCIPES, MODÈLES ET

PÉRIODICITÉ

Les plasmas chauds contiennent des ions qui se répartissent entre différents états de
charge, qui eux-mêmes regroupent un grand nombre d'états liés différents du système
composé du noyau atomique de charge Z et des N = Z � Q électrons qui composent
un ion de charge Q. Simple pour des ions composés d'un électron, la caractérisation
des états liés se complique lorsque plusieurs électrons liés interagissent entre eux en
même temps qu'avec le noyau. Les atomes et les ions sont ainsi dotés d'une structure
en couches et en sous-couches dans lesquelles les électrons se répartissent.

2.1 Structure des états liés de l'atome

Les états liés de l'atome sont modélisés à l'aide de l'équation de Schrödinger, même si
sa résolution exacte n'est possible que dans le cas d'un atome à un électron.

2.1.1 Notions de mécanique quantique

La théorie de la structure atomique utilise des résultats de la mécanique quantique dont
trois aspects sont utilisés dans cette thèse, en plus de la différence entre états liés et états
libres que nous avons évoquée Sec. 1.2.3. Pour plus de simplicité, nous décrivons un
système à une particule.

1. La notion d' amplitude de probabilité: une fonction d'onde y (r) à valeurs complexes
et dé�nie sur l'espace qui est associé au système. Ladensité de probabilitéest le carré
du module de l'amplitude de probabilité jy (r)j2.

2. La notion de moment cinétique quantique: il est généralisable à des phénomènes
quantiques dont l'interprétation mécanique ne fait pas forcément sens.

Ce rappel a pour but de poser quelques notations qui seront très utilisées dans le cha-
pitre ainsi que, pour certaines, dans les chapitres suivants.

27
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La première notion, la plus fondamentale en mécanique quantique, est associée à
l'équation de Schrödinger, non-relativiste, à laquelle y obéit :

i h̄
¶y
¶t

= Hy = �
h̄2

2m
r 2y + Vy . (2.1)

H est appeléHamiltonienet V potentieldu système. y et V dépendent tous deux de l'en-
semble des variables qui caractérisent le système. Si l'état du système est stationnaire,
alors le premier membre de l'équation (2.1) est nul.

La seconde nécessite l'introduction de la notion d' observable, application linéaire sur
l'espace des fonctions d'onde dont les valeurs propres sont réelles. Certaines obser-
vables sont associées à des grandeurs physiques, comme la position1 r = y r, l'impul-
sion p = � i h̄r y , l'énergie (Hamiltonien H) ou encore le moment cinétiqueL, dont la
dé�nition classique est :

L = r ^ p. (2.2)

Les deux opérateurs considérés sont L2 = L � L et sa projection Lz le long d'une
direction choisie z, car ils forment un ensemble d'observables qui commutent et sont
donc diagonalisables dans la même base(jLM Li ), où jLM Li dénote une fonction d'am-
plitude de probabilité en formalisme de Dirac caractérisée par les nombres L et M L :

L2 jLM Li = L (L + 1) h̄ jLM Li (2.3)

Lz jLM Li = M Lh̄ jLM Li , � L � M L � + L. (2.4)

L'ensemble des jLM Li est une base orthonormale de jLi l' espace associéau moment ci-
nétique L. On peut démontrer [8, 22, 23, 24] que L et M L sont tous deux entiers ou
demi-entiers, avec L positif, jLi est donc de dimension 2L + 1. Le moment cinétique
total de l'état jLM Li avec jM Lj � L est L. Comme toute projection de L commute avec
le Hamiltonien, le système est dégénéréen M L et la seule quantité qui importe est L,
que l'on considère comme un état quantique avec une dégénérescence, ou poids statistique
2L + 1 qui correspond au nombre de valeurs que M L peut prendre sachant le moment
cinétique total égal à L.

Une propriété intrinsèque des systèmes quantiques, le spin2, se comporte comme un
moment cinétique. Souvent noté s ou S, le spin n'est pas assimilable à une rotation car,
appliqué à des électrons dans un formalisme classique, il indiquerait des vitesses de
rotation supraluminales à leur surface [24]. Le spin peut être entier ou demi-entier. Les
protons, les neutrons et les électrons ont un spin égal à 1/2. L'état de spin de ces parti-
cules prises séparément est donc égal àms = � 1/2. Les moments cinétiques orbital et
de spin étant indépendants, ce sont des observables qui commutent.

En spectroscopie, les ensembles de moment cinétique orbital sont nommés selon
les lettres qui leur correspondent Tab. 2.1. La notation minuscule est utilisée pour les

L 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Lettre s p d f g h i k l m

TABLE 2.1 – Correspondance nombre - lettre pour le moment cinétique orbital.

1Les vecteurs sont dénotés par l'utilisation d'une police grasse et droite, comme il est la tradition dans
la littérature. Cependant, le moment cinétique orbital, vu comme vecteur, sera noté ~̀.

2Notion évoquée Sec. 1.2.3.
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orbitales, et les lettres au-delà de g sont rarement utilisées. Pour les autres états de
moment cinétique orbital, les lettres majuscules sont utilisées.

De manière générale, une observable dotée des mêmes propriétés qu'un moment
cinétique est notée j j i et, si elle est dégénérée enmj , elle est associée à un espacej j i de
dimension 2 j + 1. Les minuscules sont associées aux moments cinétiques d'une seule
particule, tandis que les capitales sont associées aux moments cinétiques totaux (cou-
plés) d'un ensemble de particules. Lorsque deux moments cinétiques j1 et j2 sont cou-
plés, alors l'espace associé à leur couplage est le produit tensoriel de leurs espaces asso-
ciés. Ce produit tensoriel est isomorpheà la somme directe de tous les espaces associés
aux j tels que D( j1, j2, j) = 1, où D est la fonction triangledé�nie par

D( j , k, l ) =
�

1 si jk � l j � j � k + l et j + k + l entier,
0 sinon.

(2.5)

j j1i 
 j j2i �=
M

D( j1,j2,j)= 1

j j i �= jj j1 � j2ji � � � � � j j1 + j2i . (2.6)

La somme directe de plusieurs espaces associés peut se noter de manière abrégée

(j jki )k= 1,n = f j j1i , j j2i , . . . ,j jni g =
nM

k= 1

j jki = j j1i � j j2i � � � � � j jni . (2.7)

Un changement de base est nécessaire entre la base-produit dej J1i 
 j J2i et la
base de (j Jki )D( J1,J2,Jk)= 1. La relation entre les fonctions d'onde j J1, M1; J2, M2i =
j J1, M1i j J2, M2i du produit tensoriel j J1i 
 j J2i et les fonctions d'onde j J1, J2; J, M i de
la somme directe s'écrit :

j j1, j2; j , mi =
+ j1

å
m1= � j1

+ j2

å
m2= � j2

dm,m1+ m2 hj1, j2; j , mj j1, m1; j2, m2i j j1, m1i j j2, m2i (2.8)

= å
jm1j� j1
jm2j� j2

m1+ m2= m

hj1, j2; j , mj j1, m1; j2, m2i j j1, m1i j j2, m2i , (2.9)

où dm,m1+ m2 est le symbole de Kronecker, valant 1 si les deux indices sont égaux, 0 sinon.
Les braketshj1, j2; j , mj j1, m1; j2, m2i sont appeléscoef�cients de Clebsch-Gordan. Leur cal-
cul dans le cas général, par récursion [22] ou itération [8], est très fastidieux et des
tables sont utilisées pour les premières valeurs de j. Les coef�cients de Clebsch-Gordan
peuvent être exprimés sous la forme de symboles 3j :

hj1, j2; j , mj j1, m1; j2, m2i =
�

j1 j2 j
m1 m2 � m

�
. (2.10)

Une propriété très intéressante de � et 
 formule (2.6) et qu'elles font de l'ensemble
des espaces d'états de moment cinétique unealgèbre de Hopf[25, 26], dont � est l'ad-
dition avec l'espace nul comme zéro et 
 la multiplication avec j0i 3 comme élément
unité. La dimension d'un espace de moment cinétique est un morphisme canonique
entre les espaces de moments cinétiques et l'ensemble des entiers naturels.

3Espace du moment cinétique nul, de dimension 1.
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2.1.2 Résolution exacte dans le cas hydrogénoïde

Un atome est dit hydrogénoïdelorsqu'il ne contient que son noyau de charge Z et un
électron, comme l'atome d'hydrogène. Par exemple, les atomes He+ , Li2+ ou Ne9+ sont
des ions hydrogénoïdes. Le problème à deux corps peut être réduit à un corps autour
d'une masse centrale stationnaire. Vu que les nucléons ont chacun une masse près de
2000 fois supérieure à celle d'un électron, le noyau peut être supposé de masse in�nie.4

L'équation de Schrödinger pour une fonction d'onde y se réécrit alors [8] :

Hy = Ey , (2.11)

où E est une valeur propre (énergie) de l'opérateur, avec m = me masse de l'électron :

H = �
h̄2

2m
r 2 + V (r). (2.12)

Radial, le potentiel électrostatique est celui d'un électron de charge � eà une distancer
du noyau de charge + Ze :

V (r) = �
Ze2

r
= �

h̄2

2m
2Z

(r/ a0)
. (2.13)

En posant

a0 =
h̄2

m e2 = 5, 291772.10� 9 cm, (2.14)

appelé rayon de Bohr, longueur caractéristique de la structure atomique, et r̃ = r
a0

, le
Hamiltonien (2.12) se réécrit

H̃ = �r 2 �
2Z
r̃

. (2.15)

Pour simpli�er les notations, r réfère désormais àr̃, expression du rayon en unités ato-
miques. La symétrie sphérique incite à exprimer le problème en coordonnées sphé-
riques (r, q, f ).

Dans ce système de coordonnées, le laplacienr 2 s'écrit en fonction des dérivées
partielles par rapport r et de l'opérateur moment cinétique [8] :

r 2 = �
1
r

¶2

¶r2 r +
L2

r2 , (2.16)

sachant que

L2 =
1

sin q

�
¶
¶q

sin q
¶
¶q

�
+

1

sin2 q

¶2

¶f 2 ,

de sorte qu'il est possible de séparer r de q et f dans l'équation aux dérivées partielles :

L2y =
�
r2 ¶2

¶r2 r + r2 V (r) + r2 E
�

y . (2.17)

4La masse in�nie des noyaux est une hypothèse de la quasi-totalité des modèles atomiques, et le nôtre
ne fait pas exception.
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La résolution de cette équation nous donne des solutions y dites fonctions d'onde or-
bitales qui sont des amplitudes de probabilité.

La spin-orbitalepeut alors s'écrire sous la forme d'un couple fonction d'onde - spin,
avecms = � 1/2 :

�
y n`m`

(r), ms

�
=

�
y n`ms(r, q, f ), ms

�
=

�
1
r

Rn` (r) Y`m(q, f ), ms

�
. (2.18)

Cette équation introduit de nombreuses variables et fonctions qui, à l'exception de
Rn,` (r), proviennent de la théorie des moments cinétiques [22], dont une explication
très complète se trouve chapitre 2 Réf [8]. Sans présenter toute la théorie sous-jacente,
chacune des variables en indice et des fonctions de l'équation (2.18) joue un rôle spéci-
�que. Les quatre nombres en indice sont appelés nombres quantiques:

1. n le nombre quantique principal, toujours strictement positif ;

2. ` le nombre quantique orbital, avec 0 � ` � n � 1 ;

3. m` le nombre quantique magnétique, avec � ` � m` � + ` ;

4. ms = � 1/2 le nombre quantique de spin.

La composante orthoradiale Y`m(q, f ) est une harmonique sphériqueet dénote la dis-
tribution de la densité de probabilité sur une sphère centrée en le noyau. Une expression
analytique des harmoniques sphériques peut être trouvée dans la littérature habituelle
[8, 22, 23]. SoitP l'opérateur parité dé�ni par :

Py (r) = y (� r)

Py (r, q, f ) = y (r, p � q, p + f [2p ]).

Les harmoniques sphériques sont des fonctions propres de cet opérateur, et la parité
orbitaled'un état est égale à (� 1) ` .

Quant à la composante radiale Rn` (r), elle est solution de l'équation aux valeurs
propres �

�
d2

dr2 +
` (` + 1)

r2 �
2Z
r

�
Rn` (r) = En Rn` (r), (2.19)

avec

En = �
Z2 e2

2a0 n2 = �
Z2

n2 Ry (2.20)

énergie de l'électron de nombres quantiques n et ` , dont la solution s'écrit à l'aide des
polynômes de Laguerre associésL2`+ 1

n+ 1 [8] :

Rn` (r) =

s
Z (n � ` � 1)!

n2 (n + `)!

�
2Zr
n

� `+ 1

e� Zr
n L2`+ 1

n+ 1

�
2ZR

n

�
, (2.21)

avec

Lp
n(x) =

dpLn(x)
dxp =

dp

dxp

�
ex dn

dxn

�
xn e� x�

�
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Ry, dite constante de Rydbergdésigne une unité d'énergie qui s'exprime en fonction
des constantes fondamentales :

1 Ry =
m e4

2h̄2 =
e2

2a0
= 13, 60580 eV. (2.22)

C'est l'énergie de liaison de l'atome d'hydrogène dans son état fondamental (électron
1s). Mais l'unité la plus utilisée est le HartreeHa, qui vaut 2 Ry.

La valeur en énergie obtenue signi�e que l'atome d'hydrogène a une structure en
couches électroniquesn, et que le nombre quantique principal n caractérise l'énergie
de liaison de l'électron à l'ion. Le polynôme multiplicateur équation (2.21) étant un
polynôme de Laguerre associé, il admet n � ` � 1 racines, soit autant de valeurs de r
où Rn` (r) s'annule. Ces points sont appelés nœudsde la fonction radiale. Les points
où Rn` (r) est extrémale sont appelésantinœuds, et il y en a n � ` . Une conséquence du
nombre de nœuds est la répartition de la fonction d'onde en fonction de r.

Avec aucun nœud, une composante radiale correspondant à ` = n � 1 a tendance
à se concentrer autour de son rayon moyen hr i , et a une extension enr limitée, avec
une densité de probabilité très faible très près du noyau. C'est l'analogue d'une orbite
circulaire en mécanique classique. En revanche, une composante radiale avec plusieurs
nœuds est beaucoup plus répartie en r, c'est l'analogue à une orbite très elliptique en
mécanique classique. La probabilité de trouver un électron près du noyau est signi�-
cative, ce qui, pour Z élevé, implique des effets relativistes importants sur les états de
faible moment cinétique orbital.

Le Hamiltonien de l'équation (2.12) est non-relativiste. Pour déterminer les proprié-
tés de l'atome relativistes, il faut résoudre l'équation de Dirac. Cependant, en struc-
ture atomique les effets relativistes peuvent être traités en supposant la « vitesse des
électrons » faible, qui se traduit par l'ajout des corrections relativistesdans l'équation de
Schrödinger :

�
(E � V )2

2mc2 �
h̄2

4m2c2

dV
dr

�
¶
¶r

�
2
r
~̀ � s

�
. (2.23)

Le premier terme, qui compare énergie cinétique et énergie de masse de l'électron au
repos, est lamasse-vélocité. Le deuxième terme, factorisé, est leterme de Darwin. Le troi-
sième, lespin-orbite, est le plus intéressant. Son expression dans un atome hydrogénoïde
est

a2

2
1
r

dV
dr

(~̀ � s), (2.24)

où

a =
e2

h̄c
=

h̄
mc a0

= 7, 297351.10� 3 '
1

137
(2.25)

est la constante de structure �ne. Elle présente la particularité de dépendre du produit
scalaire des moments~̀ � s, ce qui peut s'écrire à l'aide du moment total de l'électron j :

~̀ � s =
1
2

�
j2 � `2 � s2�

.



2.1. STRUCTURE DES ÉTATS LIÉS DE L'ATOME 33

Comme les moments cinétiques ` et s commutent, il existe une fonction propre des
quatre opérateurs `2, s2, j2 et jz. La valeur propre qui lui est associée est

X =
1
2

[j ( j + 1) � ` (` + 1) � s(s+ 1)] =
1
2

�
j ( j + 1) � ` (` + 1) �

3
4

�
, (2.26)

d'où deux composantes Rn` j (r) avec le terme de spin-orbite qui se rajoute à la partie Z
r

du potentiel.
Bien que les atomes hydrogénoïdes soient simples à calculer et présentent en eux-

mêmes peu d'intérêt, leur étude permet de déduire quelques comportements approxi-
matifs par rapport à n et à Z. Ainsi, l'énergie d'un électron dans un ion hydrogénoïde
vaut :

E = �
Z2

n2 Ry, (2.27)

et le rayon moyen de l'orbitale n` vaut

hr i =
Z ¥

0
rR2

n` (r) dr =
3n2

2Z

�
1 �

` (` + 1)
3n2

�
a0. (2.28)

2.1.3 Approximation des électrons indépendants et du champ central ;
conséquences du principe de Pauli

Dans un ion à plusieurs électrons, le Hamiltonien s'écrit :

H = å
i

r 2
i + å

i

V (r1, r2, . . . ,rn), (2.29)

où V (r1, r2, . . . ,rN ) est le potentiel atomique dont l'expression en unités atomiques,
avec des énergies en Rydberg, est :

V (r1, r2, . . . ,rN ) = å
i

�
2Z
r i

+ åå
i> j

2
r i j

+ Vso, (2.30)

avec r i j = jr i � r j j. Ne dépendant que des r i , les corrections relativistes de masse-
vélocité et de Darwin peuvent être intégrées au potentiel central. Par contre, le spin-
orbite, en raison de la spéci�cité de sa contribution, doit être traité à part, car il fait
intervenir le moment cinétique total j. Son potentiel est donné par :

Vso(r1, r2, . . . ,rN ) = å
i

xi (r i )~̀i � si (2.31)

= å
i

a2

4
1
r i

dV
dri

�
(` (` + 1) � s(s+ 1) �

3
4

�
(2.32)

À cause du terme à deux électrons 2
r i j

, les atomes à plusieurs électrons ne peuvent être

résolus analytiquement, à moins de tous les supposer indépendants les uns des autres.
Le problème à N + 1 corps, ou N corps dans un potentiel central en supposant le noyau
in�niment lourd et immobile, est irrésoluble par des méthodes analytiques car les va-
riables ne sont pas séparables à cause desr i j . Il faut donc faire des approximations sur
le terme de répulsion entre les électrons équation (2.30).
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Pour simpli�er, on peut soit faire un développement perturbatif du terme à deux
électrons à partir d'un Hamiltonien hydrogénique, ce qui est très discutable si les élec-
trons sont nombreux, soit utiliser l' approximation du champ central[8, 10, 27]. Il faut aussi
prendre en compte l'échange-corrélation [28]. Cette approximation, de type champ
moyen, consiste à supposer qu'un électron i « voit » le champ électrostatique du noyau
et des N � 1 électrons. Le potentiel auquel est soumis l'électron i est stationnaire en
temps et à symétrie sphérique. Alors il existe quatre nombres quantiques n, ` , m` et ms

tels que l'amplitude de probabilité peut s'écrire comme équation (2.18) [8, 24] :

j n`m`
(r, q, f ) =

1
r

Rn,` (r)Y`m`
(q, f ) (2.33)

mais avec un Rn` (r) au comportement différent. Nous expliquerons la détermination
de Rn` (r) Sec. 2.3.2. Les quatre nombres quantiques caractérisent l'ensemble des états
liés de l'atome.

Cette propriété est indépendante de l'électron i, par conséquent dans un atome à
symétrie sphérique, chaque électron i considéré comme indépendant se caractérise par
un jeu de quatre nombres quantiques (ni ` i , m` i

, msi ) pour lesquels la fonction d'onde j i

est de la même forme que équation (2.18). Dans cette approximation, la fonction d'onde
de l'atome Y (r1, � � � , rN ) doit alors s'écrire comme le produit des fonctions d'onde des
électrons pris indépendamment les uns des autres. Or, les électrons liés à un atome sont
des fermions et sont indiscernables les uns des autres, autrement dit les permuter ne
doit pas changer la fonction d'onde. Le principe d'exclusion de Pauli que nous avons
évoqué Sec. 1.2.3 a pour conséquence que la fonction d'onde de l'ensemble de ces élec-
trons doit être antisymétrique.

Un produit peut être rendu antisymétrique par la somme alternée de tous les pro-
duits permutés des j i (r j ) :

Y (r1, � � � , rN ) =
1

p
N!

å
p

(� 1)p
N

Õ
i= 1

j i (rp( i) ), (2.34)

où p parcourt l'ensemble des permutations des N électrons, et (� 1)p désigne la signa-
ture de p, c.-à-d. la parité du nombre de transpositions dont p est composée. La formule
(2.34) est exactement celle d'un déterminant, aussi la fonction d'onde de l'atome Y est
un déterminant de Slaterdes fonctions d'onde j i :

Y (r1, � � � , rn) =
1

p
N!

j 1(r1) � � � j N (r1)
...

...
...

j 1(rN ) � � � j N (rN )
. (2.35)

Un déterminant sera nul si deux des j i sont identiques. Deux électrons ne peuvent
donc pas être caractérisés par le même jeu de nombres quantiques (n, ` , m` , ms).

Sachant que dans le cas hydrogénoïde, l'énergie ne dépend que den d'après l'équa-
tion (2.27) et que Rn` (r) ne dépend ni de m` ni de ms, on en déduit que le comporte-
ment d'un électron dépend principalement de son nombre quantique principal n et son
nombre quantique orbital ` . Une couche électroniqueest l'ensemble des électrons ayant
même n, et dont l'énergie est voisine. Seules les couchesn � 3 sont nettement séparées.
Une sous-couche électroniqueou orbitaledésigne l'ensemble des électrons caractérisés par
un même n et un même ` . Étant donné que l'énergie ne dépend que de n et ` , les états
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d'une orbitale sont dégénérés en énergie et les électrons d'une même orbitale sont in-
discernables.

Énergie

1s

2s
2p

3s
3p
3d

4s
4p

FIGURE 2.1 – Schéma de l'atome en couches : chaque couche se divise en orbitales qui se divisent
en cases qui peuvent chacune contenir 2 électrons. L'énergie n'est pas à l'échelle. L'atome est un
lithiumoïde avec deux électrons dans l'orbitale 1 s et un électron avec (m` = � 1,ms = + 1/2 )
dans l'orbitale 3 p.

Le principe de Pauli a pour conséquence que chaque orbitale et chaque couche
peuvent accueillir un nombre limité d'électrons. Une orbitale n` peut accueillir autant
d'électrons que de couples (m` , ms) tels que � ` � m` � + ` et ms = � 1/2. Ce nombre
est égal à 4̀ + 2 (voir Fig. 2.1). Une couche, nommée d'après la lettre correspondant
Tab. 2.2 à son nombre quantique principal n, peut contenir au plus 2 n2 électrons. Une

n 1 2 3 4 5 6

Lettre K L M N O P

TABLE 2.2 – Noms des couches électroniques.

orbitale s'écrit sous la forme n` ou n est le nombre quantique principal, tandis que `
est la lettre correspondante Tab. 2.2. Ainsi, l'orbitale caractérisée par les nombres quan-
tiques n = 3 et ` = 1 fait partie de la couche M et est écrite 3p.

2.2 Con�gurations électroniques

Dans un atome à N électrons, les N électrons sont répartis entre les couches électro-
niques de l'atome et les orbitales qu'elles contiennent. La donnée du nombre d'élec-
trons de chaque orbitale caractérise une con�guration électronique. Mais détailler les
con�gurations électroniques revient à briser la symétrie sphérique et nécessite le retour
aux termes d'interaction électronique, au-delà du modèle de champ moyen.
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Énergie

1s

2s
2p

3s
3p
3d

4s
4p

Énergie

1s

2s
2p

3s
3p
3d

4s
4p

FIGURE 2.2 – Répartition des électrons dans les orbitales des ions Mg4+ 1s22s22p4 (gauche) et
Fe7+ [Ar ] 4s (droite).

2.2.1 Nature et contenu d'une con�guration électronique

Dans un atome, chaque orbitale contient un nombre w d'électrons, sapopulation, qui est
comprise entre 0 et4̀ + 2. Deux électrons d'une même orbitale sont dits équivalents. Si
la population d'une sous-couche est 0 ou 4` + 2, la sous-couche est ditefermée; dans
les autres cas elle est quali�ée d'ouverte. Une orbitale avec 4̀ + 2 � w électrons a une
structure très similaire à une orbitale avec w électrons [8]. C'est ainsi qu'il est parfois
plus pertinent de parler de trous, c.-à-d.d'électrons manquants dans une orbitale [29,
30] : une orbitale n` de population w a 4̀ + 2 � w trous.

Une con�guration électroniqueest dé�nie par le nombre d'électrons de chaque orbi-
tale non-vide, ainsi que de la charge nucléaire Z, donnée sous la forme de l'élément
correspondant.

C = Z
�
nk`

wk
k

�
k= 1,q , (2.36)

où q est le nombre de ses orbitales. Lorsque des électrons se lient à un atome, ce sont les
orbitales les plus basses qui se remplissent en premier, car les électrons se désexcitent
vers les états de plus basse énergie tant que ces dernières ont des trous. Par conséquent,
les électrons « commencent » par remplir l'orbitale 1 s; une fois l'orbitale 1 s pleine, l'or-
bitale 2s se remplit, puis l'orbitale 2 p et ainsi de suite dans l'ordre des n et ` croissants.
La con�guration fondamentaleest celle de plus basse énergie. Les autres con�gurations
sont quali�ées d' excitées. La plupart des con�gurations fondamentales présentent au
plus une orbitale ouverte. Par exemple, Fig. 2.2, la con�guration fondamentale du ma-
gnésium ionisé 4 fois (8 électrons) est Mg4+ 1s22s22p4. Une con�guration excitée du fer
ionisé 7 fois (19 électrons) est Fe7+ 1s22s22p63s23p64s. Une autre notation de l'ionisation
Q utilisée dans la thèse est lanotation spectroscopique: on écrit Q + 1 en chiffres romains.
Par exemple, le fer ionisé 7 fois s'écrit FeVIII . Le phosphore neutre s'écrit P I.

L'énumération de tous les remplissages d'une con�guration est une tâche fasti-
dieuse pour les éléments deZ modéré à élevé, et elle n'est pas pertinente car la plupart
des orbitales énumérées sont pleines. L'habitude est donc de réduire l'énumération en
introduisant l'ionisation Q, avec la relation Q + N = Z, ou en regroupant l'ensemble
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Gaz Nombre d'électrons Con�guration

Hélium 2 [He] = 1s2

Néon 10 [Ne] = [He] 2s22p6

Argon 18 [Ar ] = [Ne] 3s23p6

Krypton 36 [Kr ] = [Ar ] 3d64s24p6

Xénon 54 [Xe] = [Kr ] 4d65s25p6

TABLE 2.3 – Les con�gurations de gaz noble.

des orbitales pleines dans une des con�gurations de gaz noble Tab. 2.3. Le fer ionisé 7
fois se réécrit Fe7+ [Ar ] 3d ou, quand il n'y a pas d'ambiguïté, Fe 7+ 3d.

Le nombre d'états, ou dégénérescence gC que contient une con�guration C se calcule
aisément. Chaque orbitale n` contient 4` + 2 états distincts. L'orbitale n`w contient w
électrons indiscernables qui se répartissent dans l'un de ces états, soit une dégénéres-
cence :

g`w = Cw
4`+ 2 =

(4` + 2)!
(4` + 2 � w)! w!

. (2.37)

Les états des différentes orbitales étant indépendants, la con�guration C =
�
nk`

wk
k

�
k= 1,q

a pour dégénérescence le produit des dégénérescences de ses orbitales, à savoir

gC =
q

Õ
k= 1

Cwk
4`k+ 2. (2.38)

Nous verrons Chap. 7 cette quantité est un très bon indicateur de la complexité de la
con�guration. Une con�guration simpleest une con�guration avec une dégénérescence
n'excédant pas quelques dizaines. Au-delà de quelques centaines, une con�guration
peut être quali�ée de complexe. Les sous-couches fermées ont toujours une dégénéres-
cence égale à 1, elles n'ont aucun effet sur la dégénérescence de la con�guration et sa
complexité.

À température modérée (quelques dizaines d'électron-volt) et pour des éléments
pas trop lourds, les couches sont bien séparées et les orbitales sont plus proches en
énergie des autres orbitales de la même couche que de celles d'autres couches5. Les es-
pèces abondantes dans le plasma ont alors une couchenV qui est partiellement remplie,
les couches plus profondes (n < nV ) étant pleines et les couches plus hautes (n > nV )
étant vides ou presque. La couche partiellement remplie est appelée couche de valence,
les couches pleines sont appeléescouches de cœur.

La brisure de symétrie sphérique fait apparaître des niveaux désignés sous le terme
de structure �ne dans la littérature. Cette structure �ne associe deux types d'objets :

� les états de moment cinétique quantique, qui déterminent la structure en niveaux
de la con�guration ;

� les intégrales sur les fonctions d'onde, qui déterminent l'énergie des états.

L'ensemble permet d'obtenir les deux grandeurs qui caractérisent chaque état et chaque
niveau : l'énergie et le poids statistique. Déterminer la structure �ne d'une con�gura-
tion revient à diagonaliser le Hamiltonien atomique de l'équation (2.29). Nous allons

5C'est vrai pour n � 3. Pour n plus grand, des interversions peuvent se produire, en particulier pour
des atomes deZ moyen à élevé peu chargés.
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(` , m` , � 1/2 )
�
j , mj

�

(Lk, M Lk)
(Sk, MSk)

( Jk, M Jk)

(L, M L)
(S, MS)

( J, M J)

LS

jj

FIGURE 2.3 – Schéma de couplage des moments cinétiques envisageables entre les moments
cinétiques de chaque électron (en haut) et les moments cinétiques de la con�guration (en bas).
La �èche bleue illustre la démarche du couplage LS, la �èche rouge illustre la démarche du
couplage jj .

préciser comment les états dans lesquels on peut trouver la con�guration se structurent
en niveaux, et quelles quantités globales sont impliquées dans le calcul de la structure
�ne, opération très complexe dont nous ne donnerons que les grandes lignes.

2.2.2 Les états de moment cinétique

Le Hamiltonien atomique (2.29) conserve le moment cinétique total J de l'atome, par
conséquentsa matrice sur la base des états est diagonale par blocs associés à un mo-
ment cinétique total J, ou J-blocs. Les états d'une con�guration sont alors de la forme
jg JMJi , où g regroupe l'ensemble des autres paramètres quantiques dont le détail n'est
pas pertinent. L'énergie de l'état jg JMJi ne dépend pas de M J, par conséquent le ni-
veaujg Ji est dégénéré et son poids statistique est égal à 2J+ 1. Dans l'optique d'une
utilisation en thermodynamique, il faut connaître, pour chacun des états g J, le moment
cinétique total J, ou le poids statistique 2 J+ 1, et l'énergie Eg J.

L'état de moment cinétique de chaque électron est caractérisé par 4 nombres :
` , m` et s, ms. Étant donné que s = 1/2 et ms = � 1/2, les trois nombres ` , m` et
ms = � 1/2 suf�sent pour déterminer l'état d'un électron, et leur moment cinétique to-
tal est

�
j = ` � 1/2, mj = m` + ms = m` � 1/2

�
. Les électrons d'une même sous-couche

k = nk`k combinent les nombres quantiques de moment cinétique qui les caractérisent
pour donner les moments cinétiques orbital (Lk, M Lk), spin (Sk, MSk

) et total ( Jk, M Jk)
de l'orbitale. Les trois moments cinétiques des orbitales se couplent pour donner les
états de moments cinétiques de la con�guration (L, M L), (S, MS) et ( J, M J).

Le chemin à gauche puis en bas Fig. 2.3 signi�e que l'on couple séparément les
moments cinétiques orbital et de spin, et que le moment cinétique total s'obtient par
couplage de L et S sur la con�guration. Les niveaux g J sont alors exprimés dans une
base(jhLSJMJi ) et on parle de couplage LS. Alors l'ensemble des jhLSJi qui ne diffèrent
que par J constituent le terme spectroscopique2S+ 1L, où 2S+ 1 est toujours entier, pair
si S est demi-entier, impair sinon, et L écrit avec l'alphabet spectroscopique Tab. 2.1.
Appartenant à un terme spectroscopique, chaque niveau se met sous la forme jh2S+ 1LJi ,
où h regroupe les autres nombres quantiques.
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FIGURE 2.4 – Décomposition en niveaux d'énergie de la con�guration p2 suivant les couplages
LS (gauche) et jj (droite).

Le chemin en haut puis à droite signi�e que l'on couple d'abord ` et s pour chaque
électron pour obtenir le moment cinétique total j. Si ` > 0, l'orbitale n`w est parta-
gée en deux types d'électrons : ceux pour lesquels j = ` + 1/2 et ceux pour lesquels
j = ` � 1/2. Les j sont ensuite couplés de manière à ce qu'on obtienne le moment ci-
nétique total J de la con�guration. Les niveaux g J sont alors exprimés dans une base
jq

�
(. . . ( J1, J2), . . .) Jq

�
JMJi et on parle de couplage jj.

Lorsque, dans le Hamiltonien (2.29), les effets relativistes, spin-orbite notamment,
sont faibles par rapport à la répulsion réciproque des électrons, les moments cinétiques
orbitaux sont relativement indépendants des moments cinétiques de spin et le cou-
plage LS est pertinent. En couplage LS pur, l'énergie ne dépend que des termes spec-
troscopiques 2S+ 1L de poids statistique (2S + 1)(2L + 1) À l'inverse, si le spin-orbite
est prédominant devant la répulsion mutuelle des électrons, alors le moment cinétique
total sépare les orbitales en deux, et le couplagejj est le plus pertinent. Les con�gura-
tions sont alors divisées en sous-con�gurations relativistes(SCR) dé�nies par n` jw, avec
j = ` � 1/2 et w compris entre 0 et 2j + 1. Si ni la répulsion coulombienne ni le spin-
orbite prédominent, le couplage est dit intermédiaireet l'expression de chaque niveau
dans une baseLS ou jj fait souvent apparaître plusieurs composantes non nulles. La
décomposition de la con�guration p2 par les couplages LS et jj est illustrée Fig. 2.4.

Un objectif de la thèse a été de déterminer le nombre de niveaux caractérisés par un
moment cinétique J donné, que nous réutiliserons énormément Chap. 7, et le nombre
de termes spectroscopiques caractérisés par un mêmeL et un même S. La première
quantité est notée Q( J) et la seconde quantité Q(L, S). La traduction de l'équation (2.6)
de couplage des moments cinétiques permet de relier les deux distributions :

Q( J) = å
D(L,S,J)= 1

Q(L, S). (2.39)

Soit P(M L, MS) le nombre d'états dont les moments cinétiques orbital et de spin s'ex-
priment sous la forme ((L, M L), (S, MS)), L et S quelconques, et P(M J) le nombre
d'états dont le moment cinétique total s'exprime sous la forme ( J, M J), J quelconque.
Le passage deP(M L, MS) à P(M J) est assuré par la formule suivante :

P(M J) = å
M L+ MS= M J

P(M L, MS) (2.40)
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P et Q sont reliés grâce aux formules de Condon et Shortley [22] :

Q( J) = P(M J) � P(M J + 1) (2.41a)

Q(L, S) = P(M L, MS) � P(M L + 1, MS)

� P(M L, MS + 1) + P(M L + 1, MS + 1). (2.41b)

À l'inverse, le passage de Q à P peut se faire par les relations suivantes :

P(M J) =
J

å
J= Jn

Q( J) (2.42)

P(M L, MS) =
S

å
S= Sn

L

å
L= 0

Q(L, S). (2.43)

Le nombre d'états d'une con�guration peut être retrouvé en additionnant le nombre
d'états de tous les niveaux, autrement dit, vu (2.38), on a

gC = å
g J

(2J+ 1) = å
J

(2J+ 1) Q( J) = å
L,S

(2L + 1)(2S+ 1) Q(L, S) (2.44)

2.2.3 Multiplicité des termes et niveaux de même J

La détermination des Q(L, S) et desQ( J) ou, de manière équivalente, des P(M L, MS) et
P(M J), doit se faire en deux étapes si la con�guration présente plus d'une sous-couche
ouverte :

1. des électrons individuels aux sous-couches, avec la contrainte d'antisymétrie po-
sée par le principe de Pauli ;

2. des sous-couches à la con�guration entière, sans contrainte sur le couplage des
moments cinétiques.

L'indépendance du problème par rapport au nombre quantique principal n autorise
l'omission de ce dernier dans l'énumération des termes spectroscopiques. Le principe
de Pauli interdit à deux électrons équivalents d'avoir même (m` , ms). Soit `w une or-
bitale ouverte ou fermée. Les distributions P(M L, MS) et P(M J) peuvent alors être dé-
terminées par énumération des différentes combinaisons des (m` , ms) des w électrons.
Si lesw électrons sont des trous, alors seuls les signes dem` et ms changent, ce qui n'a
aucun effet sur P(M L, MS) et P(M J) qui sont par dé�nition des distributions paires (au
sens de l'analyse). De plus,M L ne peut prendre que des valeurs entières, tandis que MS

prend uniquement des valeurs demi-entières si w est impair, ou des valeurs entières si
w est pair.

Une orbitale fermée ne peut avoir que M L = MS = M J = 0 donc L = S = J = 0
et son unique terme spectroscopique est1S. S'il y a un électron, le seul terme possible
est 2L, d'où deux niveaux 2LL� 1/2 et 2LL+ 1/2 . S'il y a deux électrons, le principe de Pauli
équivaut à ne sélectionner, sur le produit tensoriel j` 1/2 i 
 j ` 1/2 i , que les termes pour
lesquels L + S est pair [8, 22], d'où une alternance de termes singulets 1L pour L pair et
de termes triplets 3L pour L impair. Il existe des formules encore relativement simples
pour calculer les termes spectroscopiques pour trois électrons [31], mais au-delà il faut
utiliser une méthode générale. La méthode traditionnelle pour déterminer les termes
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spectroscopiques passe par une énumération de tous les sous-ensembles àw éléments
de l'ensemble des 4̀ + 2 états(m` , ms) dans lesquels peut se trouver au plus un électron
de l'orbitale. Ce calcul fastidieux n'est plus nécessaire car des tables donnant les termes
spectroscopiques ont été construites depuis longtemps [8]. De plus, bien que très rapide
par rapport à d'autres étapes du calcul de la structure atomique, la complexité de cette
étape est combinatoire, carCw

4`+ 2 croît comme un polynôme de degré w si w est �xé et
exponentiellement pour les sous-souches`2`+ 1 :

C2`+ 1
4`+ 2 �

42`+ 1
p

(2` + 1) p
. (2.45)

Une méthode par récurrence [32] permet de déterminer les termes spectroscopiques de
n'importe quelle orbitale en temps polynomial de degré 4, mais avec un espace mé-
moire polynomial de degré 4 en ` , à comparer à l'espace mémoire exigé par l'énuméra-
tion brute, de degré 2 en ` .

La seconde étape consiste en un couplage des termes spectroscopiques ou des ni-
veaux de deux sous-couches, autrement dit un produit tensoriel des espaces d'états
de couple de moments cinétiques (L, S) ou de moment cinétique J. Entre deux orbitales
différentes, le principe de Pauli ne s'applique pas et tous les termes issus du produit ten-
soriel sont permis. On suppose connues les distributions Pi (M L, MS), Pi (M J), Qi (L, S)
et Qi ( J) pour les deux sous-couches (i = 1, 2), et on veut déterminer les distributions
de termes Q12(L, S) et Q12( J) Le passage desPi (M J) et Qi ( J) à P12(M J) et Q12( J) est
similaire à celui des équations (2.40) et (2.41) :

P12(M J) = å
M1+ M2= M J

P1(M1)P2(M2) (2.46a)

Q12( J) = å
D( J1,J2,J)= 1

Q1( J1)Q2( J2). (2.46b)

Le passage desPi (M L, MS) et Qi (L, S) à P12(M L, MS) et Q12(L, S) est nettement plus
fastidieux, mais nécessaire pour accéder à la distribution Q(L, S) de l'ensemble de la
con�guration :

P12(M L, MS) = å å
M L1+ M L2= M L
MS1+ MS2= MS

P1(M L1, MS1) P2(M L2, MS2) (2.47a)

Q12(L, S) = å å
D(L1,L2,L)= 1
D(S1,S2,S)= 1

Q1(L1, S1) Q2(L2, S2). (2.47b)

Les différents cheminements possibles pour obtenir Q(L, S) et Q( J) sont résumés
Fig. 2.5.

Dans un repère (L, S), où L est entier et Sentier ou demi-entier selon que le nombre
d'électrons est respectivement pair ou impair, le domaine des points (L, S) qui véri�ent
la double inégalité (2.5) est l'intersection de deux rectangles :

� le rectangle délimité par L = 0 et L = Lx, S = Sn et S = Sx
6 ;

� le rectangle délimité par les droites L + S � J, L � J+ S, S � J+ L, ouvert vers
les L et S grands.

6L'indice droit n dénote une valeur minimale ; l'indice droit x une valeur maximale.
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j` , m` ; � 1/2 i j j , mj i

Pk(M L, MS) Pk(M J)

Qk(L, S) Qk( J) P(M L, MS) P(M J)

Q(L, S) Q( J)

Principe
d'exclusion

de Pauli

FIGURE 2.5 – Représentation des différents chemins de couplage permettant d'arriver vers
Q(L, S) et Q( J) via les différentes distributions intermédiaires. Les �èches en pointillés repré-
sentent le passage, irréversible, d'une description par rapport à (L, S) à une description par
rapport à J. Les �èches doubles indiquent le passage d'une description en états à une descrip-
tion en termes ou niveaux. Les �èches larges indiquent le couplage entre plusieurs orbitales.
L'ensemble des �èches indiquent le sens dans lequel on peut évoluer. Les �èches rouges sont
les opérations pour lesquelles la J-moissonneuse peut être utilisée ; la �èche en bleu indique
l'opération fastidieuse équation (2.47) ; en vert est indiqué ce qui est tabulé Réf. [8].

L

S

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

J = 3

FIGURE 2.6 – Illustration de la zone (points en vert dans le rectangle bleu) dans laquelle la
relation du triangle est satisfaite pour (Lx = 6,Sx = 3) et J = 2.



2.2. CONFIGURATIONS ÉLECTRONIQUES 43

S
P

D
F

G
H

2
4 0

1
2

1
1

1

0
1

1
1

0
0

3

J = 1/2 S
P

D
F

G
H

2
4 0

1
2

1
1

1

0
1

1
1

0
0

6

J = 3/2 S
P

D
F

G
H

2
4 0

1
2

1
1

1

0
1

1
1

0
0

6

J = 5/2

S
P

D
F

G
H

2
4 0

1
2

1
1

1

0
1

1
1

0
0

4

J = 7/2 S
P

D
F

G
H

2
4 0

1
2

1
1

1

0
1

1
1

0
0

3

J = 9/2 S
P

D
F

G
H

2
4 0

1
2

1
1

1

0
1

1
1

0
0

1

J = 11/2

TABLE 2.4 – Exemple deJ-moissonneuse surd3, passage deQ(L, S) à Q( J).

En faisant un huitième de tour, on se ramène à délimiter la zone où sommer les
termes permis par le moment J à un rectangle droit. De cette manière de voir le cou-
plage d'un ensemble de termes spectroscopiques, on en déduit une méthode prati-
cable à la main, même pour des con�gurations complexes, que nous appelons « J-
moissonneuse ». L'idée est d'écrire la multiplicité des termes spectroscopiques dans
un tableau tourné d'un huitième de cercle ( p

4 radians). Avec L = 0 et S = 0 au som-
met (rotation de � 3p

4 ), l'axe des L pointe en bas à droite et l'axe des S en bas vers la
gauche. SiSn = 1/2 (nombre d'électrons impair), alors on trace la droite S = 0 et on
place le nombre de termes doublets 2L à l'aplomb des L correspondants. On trace en-
suite la droite S = 1 puis on réitère avec les termes quadruplets, et ainsi de suite jusqu'à
Sx. Le tracé de ces droites permet de poser des repères et de tenir compte de la parité
du nombre d'électrons. Si Sn = 0, alors le nombre d'électrons est pair et le nombre de
termes singulets 1L est placé à l'aplomb des L correspondants. La droite S = 1/2 tracée,
on réitère ces deux opérations avec les termes triplets, et ainsi de suite. La « moisson »
des J commence avecJn = Sn, jusqu'à Jx � Lx + Sx. Le domaine dans lequel sommer
les niveaux Jest délimité Fig. 2.6 par les droites S � L = Jà gauche,L � S = Jà droite
et L + S = Jen haut. Q( J) est alors la somme desQ(L, S) dans ce domaine.

La J-moissonneuse peut être utilisée non seulement pour le passage deQk(L, S)
à Qk( J), mais aussi pour le passage desQk( J) à Q( J). La liste de niveaux J issue du
couplage de deux orbitales k et l peut être obtenue en appliquant la moissonneuse au
tableau des produits Qk( J) Ql ( J) Tab. 2.4.

La liste des termes spectroscopiques est ensuite utilisée pour diagonaliser le Hamil-
tonien atomique dans la base formée par ces termes. Quand le couplageLS est fort,
la matrice hamiltonienne a des éléments non-diagonaux très faibles par rapport aux
éléments diagonaux. En elle-même, la distribution Q( J) est très utile pour calculer des
quantités globales sur la con�guration et les transitions en partant. Nous verrons diffé-
rents exemples Chap. 3 et 7.
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2.3 Énergie, intégrales radiales et fonctions d'onde des

con�gurations électroniques

Maintenant que nous avons vu comment se décompose une con�guration, le calcul de
l'énergie moyenne et des fonctions d'onde permet de connaître la structure atomique
d'un système à plusieurs électrons.

2.3.1 Énergie et intégrales de structure atomique

Sans forcément connaître les composantes radialesRn` (r), il est déjà possible de dé-
terminer quelles intégrales radiales sont utiles et d'expliciter la méthode de calcul de
l'énergie moyenne d'une con�guration, ainsi que l'énergie de liaison de chaque élec-
tron.

L'énergie moyenne d'une con�guration C s'écrit sous la forme d'une moyenne de
l'énergie des niveaux pondérés par leur poids statistique [8] :

Eav =
1
gC

å
g J

(2J+ 1) Eg J, (2.48)

car gC telle que dé�nie par l'équation (2.38) est le nombre d'états de la con�guration. En
reprenant l'expression du Hamiltonien atomique (2.29), l'énergie moyenne EC, opposé
de l'énergie de liaison moyenne totale de l'atome, se décompose en plusieurs termes,
eux-mêmes sommes sur les électrons ou les paires d'électrons :

EC = å
i

hi j � r 2j i i + å
i

�
i

�
�
�
� �

2Z
r1

�
�
�
� i

�

+ åå
i> j

��
ij

�
�
�
�

2
r12

�
�
�
� ij

�
�

�
ij

�
�
�
�

2
r12

�
�
�
� ji

��

= å
i

Ki + å
i

Ui + åå
i6= j

Ei j

= å
i

 

Ki + Ui +
1
2 å

j6= i

Ei j

!

= å
i

 

Ei �
1
2 å

j6= i

Ei j

!

.

Ki est l'énergie cinétique de l'électron i, Ui l'énergie de son interaction avec le noyau
et Ei j l'énergie d'interaction entre l'électron i et l'électron j. L'énergie de liaison de l'élec-
tron, ou plutôt son opposé, est :

Ei = Ki + Ui + å
j6= i

Ei j . (2.49)

Le calcul de ces différentes énergies fait intervenir la notion d' intégrale radiale, une inté-
grale de la forme

hi jOj j i =
Z ¥

0
R�

i (r)ORj (r) dr, (2.50)
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où O est un opérateur différentiel (observable) et Ri = Rni ` i
. La contribution de l'éner-

gie cinétique et du potentiel nucléaire étant des opérateurs à un électron, elles s'ex-
priment sous forme d'intégrales radiales élémentaires :

Ki = hi j � r 2j i i =
Z ¥

0
R�

i (r)
�
�

d2

dr2 +
` i (` i + 1)

r2

�
Ri (r) dr (2.51)

pour l'énergie cinétique, et

Ui =
�

i

�
�
�
� �

2Z
r i

�
�
�
� i

�
=

Z ¥

0
�

2Z
r1

�
�Ri (r)

�
�2

dr (2.52)

pour l'énergie potentielle nucléaire.
Pour l'opérateur à deux électrons, la présence der12 complique la tâche, car le terme

2
r12

doit être développé en fonction de r1 de r2 et du cosinus de l'angle w que les deux
rayons-vecteurs forment, à l'aide du théorème d'Al-Kashi et du développement en

harmoniques sphériques [8]. L'élément de matrice
D

ij
�
�
� 2

r12

�
�
� tu

E
entre deux produits de

fonctions à deux électrons s'écrit alors en fonction des intégrales coulombiennes7

Rk( i j , tu) =
ZZ ¥

0

2rk
<

rk+ 1
>

R�
i (r1)R�

j (r2)Rt (r1)Ru(r2) dr1 dr2 (2.53)

=
Z ¥

0

"
2

rk+ 1
2

Z r2

0
rk
1R�

i Rt dr1 + rk
2

Z ¥

r2

2

rk+ 1
1

R�
i Rt dr1

#

R�
j Ru dr2

où r> = max(r1, r2) et r< = min (r1, r2), et d'intégrales de produits d'harmoniques
sphériques normalisées qui sont détaillés aux chapitres 5 et 6 de [8]. Les opérateurs à
deux électrons portent deux contributions :

� la contribution directe
�

ij

�
�
�
�

2
r12

�
�
�
� ij

�
;

� la contribution d'échange �
�

ij

�
�
�
�

2
r12

�
�
�
� ji

�
.

Ces deux contributions font intervenir les intégrales de Slater, qui sont de deux types [8] :

� les intégrales directes

Fk( i j ) = Rk( i j , ij ) =
ZZ ¥

0

2rk
<

rk+ 1
>

jRi (r1)j2
�
�Rj (r2)

�
�2 dr1 dr2; (2.54)

� les intégrales d'échange

Gk( i j ) = Rk( i j , ji ) =
ZZ ¥

0

2rk
<

rk+ 1
>

R�
i (r1)R�

j (r2)Rj (r1)Ri (r2) dr1 dr2. (2.55)

Les coef�cients multiplicateurs des Fk( i j ) et des Gk( i j ) sont nuls, à moins que la
relation du triangle D(` i , ` j , k) = 1 soit véri�ée et que ` i + ` j + k soit pair. Les seules
intégrales de Slater qu'il soit nécessaire de connaître sont donc

7Comme dans Réf. [8] et beaucoup d'autres ouvrages,R� est le conjugué deR.
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� Fk( i j ), k = 0, 2, . . . , min(2` i , 2` j ) ;
et

� Gk( i j ), k = j` i � ` j j, j` i � ` j j + 2, . . . ,` i + ` j .

On obtient alors l'expression des Ei j énergie d'interaction entre deux électrons :

Ei j = F0( i j ) �
1
2 å

k

�
` i k ` j

0 0 0

� 2

Gk( i j )
si les électrons ne

sont pas équivalents ;

Eii = F0( ii ) �
2` i + 1
4` i + 1 å

k> 0

�
` i k ` i

0 0 0

� 2

Fk( ii )
si les électrons

sont équivalents.

(2.56)

En première approximation, l'énergie d'ionisation d'un électron est égale à son éner-
gie de liaison Ei . L'intégrale de spin-orbite se déduit de la formule (2.24) :

xi = xni ` i
=

a2a2
0

2

Z ¥

0

1
r

�
dVi

dr

�
jRi (r)j

2 dr i (2.57)

où Vi (r) est le potentiel de champ central produit par la moyenne des interactions avec
les autres électrons et le noyau.

2.3.2 Calcul autocohérent

Nous avons écrit la composante radiale Rn` (r) pour un atome hydrogénoïde équation
(2.21). Dans le cas d'une con�guration à plusieurs électrons, la répulsion entre électrons
peut être traitée de manière approchée à l'aide de l'approximation du champ moyen.
Le calcul de Rn` (r) peut se faire selon plusieurs méthodes.

Une méthode connue, utilisée dans HULLAC [33], FAC [34] et d'autres codes de
structure atomique est celle du potentiel paramétrique [35, 36, 37, 38, 39]. Le potentiel
paramétrique est une combinaison linéaire de fonctions à l'expression simple. L'utili-
sation du principe variationnel permet de déterminer les paramètres. Une fois tous les
paramètres de la combinaison linéaire obtenus, le potentiel est déterminé. Même si le
potentiel paramétrique est d'une précision acceptable par rapport à ce qui serait ob-
tenu par la méthode de Thomas-Fermi ou un calcul à l'aide d'un modèle hydrogénique
écranté [9, 40, 41], la solution obtenue n'est qu'une projection de la solution exacte sur
l'espace accessible avec la base de fonctions paramétrées.

La méthode de construction du potentiel atomique et des fonctions d'onde que nous
avons retenue est celle utilisée dans les codes de COWAN [8] et SCO [42, 43]. Il s'agit
du potentiel autocohérent, qui repose sur la méthode de Hartree-Fock, avec utilisation
de la théorie de la fonctionnelle de densité et de l'approximation de la densité locale,
rappelées plus tard par les acronymes respectifs DFT et LDA [8, 42]. La donnée initiale
est celle d'une con�guration C, caractérisée par sa charge nucléaire et le remplissage de
ses orbitales

�
ni `

wi
i

�
i= 1,q. Les équations de Hartree-Fock sont le conséquence de l'appli-

cation du principe variationnel à un lagrangien où les variables conjuguées des wi sont
les ei que l'on identi�e aux énergies de liaison des électrons Ei . Il y a autant d'équations
de Hartree-Fock à résoudre que d'orbitales. Chaque équation est une équation diffé-
rentielle sur une des Ri , et les termes de l'équation différentielle dépendent d'intégrales
sur les autres Rj , d'où le quali�catif d'équation intégro-différentielle.

La méthode de DFT-LDA la plus simple se base sur l'approximation du potentiel
local, qui donne une équation homogène pour chaque électron – ou plutôt chaque or-
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bitale – : �
�

d2

dr2 +
` i (` i + 1)

r2 + Vi (r)
�

Ri (r) = ei Ri (r). (2.58)

Suite à la présence de corrections relativistes, le potentiel local de champ centralVi (r)
est différent d'une orbitale à l'autre [8]. Il peut être est dé�ni, dans le cas le plus général,
en fonction de tous les Rj (r). Cette dé�nition est cependant directe. La procédure de cal-
cul autocohérent est une procédure numérique itérative, et chaque itération comprend
trois étapes.

1. On suppose un ensemble d'ansätze8
�
Re

i

�
i= 1,q. Ces ansätze peuvent provenir d'ité-

rations précédentes ou d'expressions simples (ex. fonctions hydrogénoïdes).

2. Pour tout i, le potentiel Vi (r) est calculé directement.

3. L'équation (2.58) est alors résolue, ce qui donne un nouvel ensemble deRs
i (r).

4. Pour un schéma numérique stable, les nouveaux ansätze sont souvent combinés
aux anciens, par une formule du type Ri = cRs

i + ( 1 � c)Re
i , avecc généralement

proche de 0,5, mais qui peut varier librement entre 0 et 1.

Le choix de la forme de Vi permet de retomber sur les schémas classiques de poten-
tiel autocohérent. SCO [43, 42] et le code de COWAN [8] font usage de la méthode de
Hartree-Fock-Slater, dans laquelle le potentiel de l'orbitale i s'exprime en Rydbergs :

Vi (r) = �
2Z
r

+ Vc(r) �
3
2

�
24r (r)

p

� 1/3

Ry. (2.59)

r est la densité totale moyennée sur la sphère des électrons :

r (r) =
q

å
i= 1

wi r i (r) =
1

4p r2

q

å
i= 1

wi R
2
i (r) (2.60)

et

Vc(r) =
q

å
i= 1

wi

Z ¥

0

2
r>

R2
i (r2) dr2 �

a2a2
0

r
dVi

dr
�

(ei � Vi )
2mc2 (2.61)

l'énergie potentielle classique d'un électron-test dans le champ sphérique moyen en-
gendré par tous les électrons de l'atome. Le potentiel est autocohérent, et il dépend de
toutes les composantes radialesRi (r).

2.3.3 Périodicité et comportement en fonction de Z

Nous avons vu que les con�gurations avaient une énergie moyenne qui dépend du
remplissage des orbitales. Les couches et les orbitales qu'elles contiennent se rem-
plissent dans l'ordre des n croissants, puis des ` croissants. Cette règle de remplissage
est rigoureuse à ionisation élevée, ou plutôt lorsqu'il y a peu d'électrons dans l'atome,
mais pour les atomes neutres ou peu ionisés il y a, à partir de l'orbitale 3 d, des inter-
versions et des compétitions de couches. Le remplissage des atomes neutres est bien
approché par la règle d'aufbau ou règle de Klechkowski [44], qui stipule que le rem-
plissage se fait à n + ` croissant, puis à n croissant. Ainsi, l'ordre de remplissage des

8Mot allemand pouvant se traduire par fonction d'essai.
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atomes neutres et, dans une moindre mesure, de ceux qui sont faiblement ionisés, est
identique jusqu'à 3 p (Argon), puis se fait dans l'ordre : 4 s, 3d et 4p (Krypton), 5 s, 4d et
5p (Xénon), 6s, 4f , 5d (compétition entre les deux orbitales) et 6 p (Radon), 7s, 5f , 6d...

Si on regarde le potentiel moyen des électrons et du noyau V (r) pour un atome
de charge Z ayant N = Z � Q électrons, on peut deviner le comportement près et
loin du noyau. Près du noyau, aucun électron ne fait écran à la charge nucléaire,
donc V (r) � � Z

r . Loin du noyau, et à l'extérieur de la zone de plus grande proba-
bilité des électrons périphériques, tous les électrons font écran à la charge nucléaire,
et V (r) � � Q

r . La conséquence de ces deux comportements est que les atomes avec
beaucoup d'électrons ont un puits de potentiel très profond, et les fonctions d'onde à
moment cinétique élevé n'ont pas ou peu de nœuds. Elles sont de fait très sensibles à
leur position par rapport au « bord du puits », dans lequel, lorsque l'atome est neutre,
elles « tombent » brutalement lorsque Z augmente. Ce phénomène est très bien détaillé
Réf. [8].

Une propriété remarquable de l'intégrale de spin-orbite xi est qu'elle croît beaucoup
plus rapidement avec Z que les intégrales coulombiennes. Dans une orbitale n` , les
électrons sont soumis à un champ central dont la charge nucléaire effective est Zn` =
Z � S, où Sest une constante d'écran pratiquement indépendante de Z. De l'expression
hydrogénique (2.24) et sachant quehr � 1i µ Z (moyenne de r pondérée par Rn` (r)), on
en déduit que

xn` µ (Zn` )
4 (2.62a)

Fk µ Zn` (2.62b)

Gk µ Zn` , (2.62c)

de sorte que les con�gurations d'atomes à Z élevé sont proches du couplage jj pur
si une orbitale profonde avec ` � 1 est ouverte. De manière générale, l'effet de spin-
orbite est élevé dans le voisinage immédiat de la charge nucléaire, et faible ailleurs. Les
orbitales touchées par la séparation spin-orbite sont celles dont la composante radiale
Rn` (r) est signi�cative près du noyau. Les orbitales 2 p sont les premières à être séparées
par se spin-orbite, et les autres orbitales p, dont la composante radiale est signi�cative
près du noyau, sont concernées par la séparation spin-orbite lorsque Z devient plus
élevé. Les orbitales de nombre quantique secondaire plus élevé ont une composante
radiale bien moins signi�cative à proximité du noyau, et ne sont séparées par le spin-
orbite que si Z est élevé.
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FAISCEAUX DE TRANSITION

ET OPACITÉ

Nous avons expliqué Chap. 2 en quoi consiste une con�guration électronique et com-
ment elle peut être détaillée. Maintenant, nous envisageons les transitions entre con�-
gurations et entre niveaux, ainsi que leur contribution à l'opacité. Le but est d'aboutir à
un premier modèle d'opacité lié-lié détaillé, dont les résultats sont déjà utilisables dans
l'interprétation d'expériences.

3.1 Faisceaux de transition

Toute espèceX présente dans le plasma contribue à l'opacité lié-lié par les faisceaux de
transition X ! X0 qui en partent. Nous posons ici les bases du calcul de faisceaux de
transition détaillés.

3.1.1 Généralités sur les transitions dipolaires électriques

Les transitions peuvent être abordées de deux points de vue : soit de celui de l'espèce
de départ qui peut subir des excitations variées, soit de celui du processus, qui opère
sur un ensemble d'espèces de départ.

Nous nous intéressons aux transitions monoélectroniques dipolaires électriques. Mono-
électronique signi�e qu'un seul électron change d'état, passant des nombres quantiques
jn` , m` msi à l'état jn0̀ 0, m0

` m
0
si . Les autres nombres quantiques des électrons sont in-

changés. L'ensemble des transitions ayant en commun l'orbitale de départ et celle d'ar-
rivée est appelé saut monoélectronique. L'approximation dipolaire électrique(E1) part du
principe que, quand la longueur d'onde d'un rayonnement électromagnétique est as-
sez grande, le champ électromagnétique est à tout instant uniforme sur l'ensemble de
l'atome. Les dimensions d'un atome – plus exactement du domaine de l'espace dans
lequel les fonctions d'onde des orbitales non vides ne sont pas négligeables –, est de
l'ordre de l'Ångström c.-à-d. 10 � 8 cm ou un peu moins de deux fois le rayon de Bohr a0.
L'approximation dipolaire électrique est donc valable dès lors que la longueur d'onde
du rayonnement dépasse quelques Ångströms. Ce qui limite l'approximation dipolaire
électrique à des énergies de photons, absorbés ou émis, de l'ordre de quelques keV.

49
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Toutes les transitions envisagées pendant la thèse sont quali�ées de dipolaires élec-
triques, et cette quali�cation est désormais sous-entendue.

Nous sommes pour l'instant dans le cas très général d'une espèceX, sans avoir plus
de précision sur sa nature : elle peut être une con�guration ou un niveau. En couplage
LS pur, les termes spectroscopiques pourraient faire partie des espèces considérées,
toutefois le couplage intermédiaire est le seul étudié dans la thèse. Dans une approche
détaillée du calcul d'opacité, les deux espèces à considérer sont les con�gurations, et
les niveaux qui les composent. Le détail en états prenant en compte les nombres M J

est nécessaire pour le formalisme, toutefois les champs magnétiques dans les plasmas
hors d'un faisceau laser concentré restent trop faibles pour séparer les états d'un même
niveau par effet Zeeman [22, 45, 46, 47], et le calcul des transitions d'état à état revient
à appliquer le théorème de Wigner-Eckart [8] aux transitions de niveau à niveau.

Les transitions de niveau à niveau, ou, en couplage LS, de terme à terme, sont ap-
peléesraies spectrales. La raie spectrale du niveau g J au niveau g0J0 s'écrit g J ! g0J0.
Le faisceau de transitionde la con�guration C à la con�guration C0, écrit C ! C0, est
constitué de l'ensemble des raies spectralesg J ! g0J0 telles que g J 2 C et g0J0 2 C0,
comme schématisé Fig. 3.1. Mais un faisceau de transition peut aussi être vu comme
l'application d'un saut monoélectronique n` ! n0̀ 0 à une con�guration de départ.
Cette dé�nition sera pertinente à partir de Chap. 4.

FIGURE 3.1 – Schéma des concepts de transition lié-lié utilisés dans ce chapitre.

Dans un atome, l'opérateur moment dipolaire s'écrit D = er. La transition g J !
g0J0 est autorisée si, et seulement si, l'élément de la matrice des transitions dipolaires
électriques hg Jjr jg0J0i est non nul, ce qui revient aux règles de sélectionsuivantes [8, 22] :
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� Le nombre quantique secondaire varie de 1 :

D` = � 1; (3.1)

� et D( J, 1, J0) = 1 (relation du triangle), autrement dit

DJ = 0, � 1, 0 6! 0. (3.2)

La force de raieest le carré du module de l'élément de matrice réduit, dont le calcul non
complètement analytique est détaillé Réf. [8] :

S =
�
�
�hg JjjR (1) jjg0J0i

�
�
�
2

. (3.3)

Entre deux con�gurations, des transitions dipolaires électriques sont possibles si,
et seulement si, en appelant a et b les orbitales du saut monoélectronique correspon-
dant, ` b = `a � 1. Le nombre de raies dipolaires électriques en couplage intermédiaire
entre les deux con�gurations peut se calculer assez facilement à l'aide des notations de
Sec. 2.2.2 :

NC! C0 = å
D( J,1,J0)= 1

Q( J) Q( J0). (3.4)

En couplage LS, les règles de sélection sont plus sévères, car aux contraintes ci-
dessus se rajoute :

DS = 0, (3.5)

d'où une contrainte sur le moment cinétique orbital :

DL = 0, � 1, 0 6! 0. (3.6)

Là aussi, on peut utiliser la distribution des termes Q(L, S) pour déterminer l'ensemble
des raies en couplageLS :

N LS = åå
S,D(L,1,L0)= 1

Q(L, S) Q(L0, S) (3.7)

En couplage jj , une règle de sélection sur le moment cinétique total j de chaque
électron s'ajoute à celles du couplage intermédiaire :

Dj = 0, � 1. (3.8)

3.1.2 Raies dipolaires électriques, forces et coef�cients d'Einstein

Plusieurs grandeurs sont utiles dans l'expression des forces de raies et des coef�cients
d'absorption, et permettent de relier les transitions atomiques à l'opacité. La force de
raie dipolaire électrique est directement reliée à l'intégrale sur les fonctions d'onde, et
c'est à partir de cette force que toutes les quantités peuvent être exprimées, en particu-
lier les coef�cients d'Einstein et la force d'oscillateur.

Soient deux espècesX et Y entre lesquelles peut se produire une transition dipolaire
électrique. Tous les états deY sont supposés d'énergie supérieure aux états de X. La
probabilité de transition par émission spontanée entre Y et X pendant une unité de
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temps est proportionnelle au nombre d'entités Y :

dnY

dt
= � AYX nY(t). (3.9)

AXY , est le coef�cient d'Einstein en émission spontanée, et l'intensité de la raie spectrale
correspondant à l'émission s'écrit

I (t) = hnXY AYX nY(t), (3.10)

où hnXY est la différence d'énergie entre X et Y.
Mais pour l'opacité, les transitions les plus pertinentes sont celles induites par la

présence d'un champ de rayonnement de densité d'énergie radiative spectrale U (hn).
Un champ de rayonnement peut engendrer de l'absorption, d'où le taux de transition :

dnX

dt
= � BXY nX (t) Jn(hnXY ), (3.11)

ainsi que de l'émission stimulée

dnY

dt
= � BYX nY(t) Jn(hnXY ). (3.12)

BXY est lecoef�cient d'Einstein d'absorptionet BYX le coef�cient d'Einstein d'émission stimu-
lée. Ce sont ces deux coef�cients qui interviennent dans le calcul d'opacité. Ces trois
coef�cients sont liés à l'équilibre [8] :

BXY nX J(hnXY ) = AYX nY + BYX nY Jn(hnXY ). (3.13)

À l'équilibre thermodynamique local, l'expression de J(hn) est donnée par la loi de
Planck :

Jn(hn) = c UP(hn) =
8p
c2

hn3
�

e
hn

kBT � 1
� = 4p Bn(kBT), (3.14)

et les populations nX et nY peuvent être mises en relation par la loi de Maxwell-
Boltzmann :

nY

nX

=
gY

gX

exp

 

�
hnXY

kBT

!

. (3.15)

En réinjectant (3.13) dans (3.14), on en déduit des relations supplémentaires entre les
coef�cients d'Einstein pour l'É. T. L. :

gX BXY = gYBYX (3.16)

et, par convention,

gY AYX =
8p hn3

c2 gYBYX . (3.17)

Dans la littérature [8, 22], l'usage est de noter gA et gB quand le contexte, émission
ou absorption, sous-entend le coef�cient d'émission stimulée ( g = 2J0+ 1) ou celui
d'absorption ( g = 2J+ 1). La fermeture des relations entre les coef�cients d'Einstein
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à l'É. T. L. ne nécessite que le calcul de l'un d'entre eux. L'énergie de la transition est
notée hn sans indice pour alléger les notations. À partir de la section suivante, et pour
tout le reste de la thèse, l'énergie de la transition X ! X0est notéehnX ! X0, tandis que
hn sans indice désigne l'énergie d'un photon quelconque – l'antécédent de la fonction
opacité –.

Pour le reste du chapitre, nous nous limitons au cas des transitions entre deux ni-
veaux puis entre des con�gurations détaillées. Soit g J ! g0J0 une transition 1 entre les
niveaux g0J0et g J. Le taux d'émission spontanée s'écrit :

gA =
16p 2 hn3

3mc3 S (3.18)

La quantité qui est la plus utilisée en calcul d'opacité est la force d'oscillateurd'ab-
sorption, qui s'exprime en fonction de S :

fg J! g0J0 =
2h2n

3p e2(2J+ 1)
S =

hn
3 Ry (2J+ 1)

S. (3.19)

La force d'oscillateur d'émission, beaucoup moins utilisée, s'écrit :

fg0J0! g J = �
2h2n

3p e2(2J0+ 1)
S = �

hn
3 Ry (2J0+ 1)

S. (3.20)

Ele est négative par convention. La force d'oscillateur pondéréene dépend pas du fait que
le calcul soit en émission ou en absorption :

g f = (2J+ 1)
�
� fg J! g0J0

�
� =

�
2J0+ 1

� �
� fg0J0! g J

�
� =

hn
3 Ry

S. (3.21)

Elle peut être reliée au coef�cient d'Einstein d'émission spontanée :

gA =
8p 2 e2n2

mc3 g f (3.22)

ou au coef�cient d'Einstein d'absorption :

gB =
p e2

mc hn
g f. (3.23)

3.1.3 Concept et typologie des faisceaux de transition

Un faisceau de transition regroupe l'ensemble des raies partant d'une con�guration ini-
tiale C et arrivant dans une con�guration �nale C0. Le nombre de raies contenues dans
un faisceau est donné formule (3.4). On suppose dans cette section que la probabilité
des états deC ne dépend que de leur poids statistique : c'est ce qui est appelé la SWAP
2. La donnée, pour chaque raie, de l'énergie et de la force d'oscillateur – ou, de manière
équivalente – d'un des coef�cients d'Einstein ou de la force de raie, suf�t à caractéri-

1Pour alléger les notations et en l'absence d'ambiguïté, les indices référant à la transition g J ! g0J0

sont omis dans le reste de la section, où nous mettons en relationgA, gB, S et g f pour une seule transition.
2Statistical weight approximationen anglais.
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ser le faisceau de transition. La contribution à l'opacité de la raie g J ! g0J0 s'écrit, en
prenant en compte l'émission stimulée, à l'aide des coef�cients B d'Einstein :

r k g J! g0J0(hn) = hn
�

ng JBg0J0! g J � ng0J0Bg0J0! g J

�
hF g J! g0J0(hn)

) kg J! g0J0(hn) =
NA

A
hn Bg J! g0J0

"

1 � exp

 

�
hng J! g0J0

kBT

!#

hF g J! g0J0(hn), (3.24)

dans l'hypothèse de l'É. T. L., où s'applique l'équation de Maxwell-Boltzmann. Le fac-

teur 1 � exp
�

�
hn

g J! g0J0

kBT

�
regroupe les effets induits qui diminuent les opacités lié-lié

et lié-libre. Ces effets induits n'ont d'importance que lorsque hn � kBT. Le fait que ce
facteur dépende uniquement de l'énergie exprimée en unités de température autorise
une factorisation sur l'ensemble des processus. L'opacité de la raie g J ! g0J0peut éga-
lement être exprimée en fonction de la force de raie, de la force d'oscillateur ou des
coef�cients d'Einstein 3 :

kg J! g0J0(hn) =
NA

A

2h3ng J! g0J0

3mc(2J+ 1)
Sg J! g0J0 F g J! g0J0(hn) (3.25a)

=
NA

A
hc2

8p n2
g J! g0J0

Ag0J0! g J F g J! g0J0(hn) (3.25b)

=
NA

A
h2n Bg J! g0J0 F g J! g0J0(hn) (3.25c)

=
NA

A
p e2h
mc

fg J! g0J0 F g J! g0J0(hn). (3.25d)

Deux expressions sont appréciables : celle en fonction du coef�cient d'Einstein d'ab-
sorption, qui présente une constante très simpli�ée, et celle en fonction de la force d'os-
cillateur, car elle n'introduit pas de facteur hn et obéit à des règles de somme dont nous
faisons usage dans les approches statistiques que nous verrons Chap. 4.

Sans effets induits, le coef�cient d'absorption associé à la transition s'écrit directe-
ment en fonction des forces d'oscillateur ou des coef�cients d'Einstein :

kC! C0(hn) = å
g J! g0J0

p e2h
mc

g fg J! g0J0

gC

F g J! g0J0(hn) (3.26a)

= å
g J! g0J0

hc2

8p n2
g J! g0J0

gAg J! g0J0

gC

F g J! g0J0(hn) (3.26b)

= å
g J! g0J0

h2ng J! g0J0
gBg J! g0J0

gC

F g J! g0J0(hn). (3.26c)

Les g f, gA et gB dépendent des forces de raiesS, toutefois, l'ensemble du faisceau
de transition, comme nous verrons Chap. 4, dépend de l'intégrale dipolaire électrique

3Les expressions données ne sont pas rigoureusement exactes, sauf pour l'expression avec le coef�cient
Bg J! g0J0. Mais la largeur du domaine dans lequel une raie a un pro�l non négligeable est très petite devant
hng J! g0J0.
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entre les orbitales a et b Dab, dont l'expression est :

Dab =
Z ¥

0
Ra(r)rRb(r) dr. (3.27)

Le pro�l de raie F g J! g0J0(hn) traduit le fait que les photons émis ou absorbés par la
raie g J ! g0J0ont une énergie qui n'est pas rigoureusement égale à hng J! g0J0, du fait de
plusieurs phénomènes physiques que nous détaillerons Sec. 3.2.1. Dans un atome non
perturbé, la raie, très étroite, est un pic de Dirac en hng J! g0J0, d(hn � hng J! g0J0).

De manière générale, un faisceau de transition de l'élément Z s'écrit sous la forme :

Z : ( l )v n`w n0̀ 0w0
! ( l )v n`w� 1n0̀ 0w0+ 1. (3.28)

( l )v regroupe l'ensemble des orbitales spectatrices. Des orbitales spectatrices fermées
n'ont aucune conséquence sur le faisceau de transition, et agissent uniquement sur
les Ri (r), donc la valeur des intégrales radiales. En général, quand elles sont clai-
rement sous-entendues, les orbitales spectatrices fermées sont omises [8, 22, 48, 49].
En revanche, des orbitales spectatrices ouvertes modi�ent la structure du faisceau, et
peuvent le rendre très complexe : elles multiplient la dégénérescence des con�gurations
par un produit de coef�cients binomiaux. ( l ) est ouvertesi au moins une des orbitales
qu'elle regroupe est ouverte ; si toutes les orbitales sont fermées, ( l ) est fermée. n` est
l'orbitale initiale, et n0̀ 0 l'orbitale �nale.

On distingue différents types de faisceaux selon les valeurs de w et w0.

1. Si ( l ) est fermée etw0 = 0, le faisceau de transition est de la forme `w+ 1 ! `w`0

et est dit faisceau devalence, car il s'agit de l'ionisation d'une orbitale de valence.
Les faisceaux de la forme `4`+ 2`0w0

! `4`+ 1`0w0+ 1 sont les complémentaires des
faisceaux de valence.

2. Si ( l ) ne regroupe que des sous-couches fermées sauf une, un seul électron dans
l'orbitale de départ et aucun dans l'orbitale d'arrivée, le faisceau de transition
est de la forme `w`0 ! `w`00et on parle de faisceau optique. Les faisceaux de la
forme `4`+ 2`04`0+ 1`00w00

! `4`+ 1`04`0+ 2`00w00
sont les complémentaires des faisceaux

optiques.

3. Dans le cas plus général où( l ) est fermée etw0 > 0, le faisceau de transition, de
la forme `w`0w0

! `w� 1`0w0+ 1, est un faisceau de Moszkowski.

4. Si ( l ) est ouverte et que w0(4` + 2 � w) = 0, alors on parle de faisceau optique
ou de valence à spectateur.

5. Les autres faisceaux –( l ) ouverte et w0(4` + 2 � w) > 0 (idem Moszkowski) –
sont quali�és de complexes.

Cette distinction est utilisée Chap. 4, 7 et 8.

3.2 Élargissements des raies

Le calcul de faisceaux de transitions détaillés, ou DTA (Detailed Transition Array) re-
quiert le calcul de la structure �ne de chaque con�guration impliquée, initiale ou �nale,
puis le calcul des raies dipolaires électriques. Chacune de ces raies est élargie sous l'effet
de phénomènes physiques.
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3.2.1 Physique des élargissements

L' élargissementde la raie g J ! g0J0 est une distribution Wg J! g0J0 telle que le pro�l de
raie est un produit de convolution :

F g J! g0J0 = Wg J! g0J0 � d(hn � hng J! g0J0). (3.29)

Plus précisément, quatre types de processus physiques contribuent à l'élargissement
des raies.

1. La largeur naturelle wn provient de l'application des relations d'indétermination
de Heisenberg au temps de vie des niveaux. Elle est lorentzienne.

2. L'élargissement Doppler wd est due aux vitesses des ions dans le plasma. Il est
gaussien si distribution de ces vitesses est maxwellienne, ce qui est une approxi-
mation déjà faite dans notre approche.

3. La largeur collisionnelle wc est due aux impacts des électrons libres sur les ions.
Dans la thèse elle est approchée par une lorentzienne.

4. L'élargissement Stark ws est du à la présence des ions voisins dont le potentiel
modi�e localement en temps et en espace le potentiel auquel les électrons sont
soumis. Nous faisons l'approximation que les pro�ls Stark sont gaussiens.

Les élargissements dus aux phénomènes physiques sont donc de deux sortes :

� les élargissements gaussiens, comme l'élargissement Doppler thermique ;

� les élargissements lorentziens, comme la largeur naturelle ou les collisions élec-
troniques.

La combinaison de plusieurs élargissements gaussiens et lorentziens revient à convo-
luer l'ensemble des pro�ls. Cependant, il est intéressant de noter que la convolution
de plusieurs pro�ls gaussiens et lorentziens suit des règles de somme intéressantes. En
effet, la convolution de deux lorentziennes est une lorentzienne de paramètre la somme
des paramètres :

L g � L g0 = L g+ g0. (3.30)

Ainsi, en calcul d'opacité,
wL = wc + wn ' wc. (3.31)

Par contre, la convolution de deux gaussiennes est une gaussienne de paramètre la
somme quadratique des paramètres (addition des variances) :

Gs � Gs0 = Gp
s2+ s02. (3.32)

Ainsi, en calcul d'opacité,

wG =
q

w2
i + w2

d. (3.33)

De ce fait, l'élargissement de chaque raie est la convolution de deux distributions :

1. la loi normale, ou gaussienne de paramètres, écart-type:

Gs (x) =
1

s
p

2p
e� x2

2s2 . (3.34)



3.2. ÉLARGISSEMENTS DES RAIES 57

2. la distribution de Cauchyou lorentzienne, de paramètre g :

L g (x) =
g

p (g2 + x2)
. (3.35)

Le pro�l de Voigt de paramètre gaussien s et de paramètre lorentzien g est un produit
de convolution :

Vs,g = Gs � L g . (3.36)

Il n'est pas possible de l'exprimer sans utiliser des intégrales impropres :

Vs,g (x) =
g

s
p

2p

Z + ¥

� ¥

e� t2

2s2

g2 + (x � t)2 dt (3.37)

pour un pro�l de Voigt centré en 0. Nous faisons dans la thèse l'approximation que tous
les pro�ls de raie sont des pro�ls de Voigt.

Une autre approximation qui est faite systématiquement est que le pro�l de raie ne
dépend que du faisceau de transition, autrement dit Wg J! g0J0 = WC! C0. Cette hypo-
thèse permet de factoriser les produits de convolution sur tous les faisceaux :

kC! C0(hn) = å
g J! g0J0

h2ng J! g0J0gBg J! g0J0 WC! C0 � dg J! g0J0(hn) (3.38)

= WC! C0 �

"

å
g J! g0J0

h2ng J! g0J0gBg J! g0J0 dg J! g0J0

#

(hn). (3.39)

Cette approximation a l'avantage d'accélérer le calcul du faisceau de transition, en par-
ticulier si les pro�ls sont modélisés par des fonctions de Voigt.

3.2.2 Grandeurs relatives aux élargissements, addition et propriétés du
pro�l de Voigt

Deux autres quantités de largeurs de pro�ls de raies sont très utilisées en spectrosco-
pie, car ce sont celles qui peuvent en principe être évaluées dans des spectres expéri-
mentaux. Il s'agit de la largeur à mi-hauteur, souvent abrégée FWHM ( full width at half
maximum) et de sa moitié la HWHM ( half width at half maximum). La FWHM est égale
à la différence des deux valeurs entre lesquelles les valeurs du pro�l sont supérieures
à la moitié du maximum global. Deux autres, la largeur intégraleet le facteur de forme,
peuvent servir, notamment dans l'approximation du pro�l de Voigt que nous propo-
sons plus bas [50]. Pour une distribution W , la largeur intégrale est dé�nie par

b = bW =
1

W

Z ¥

� ¥
W (x) dx (3.40)

et est l'inverse de la valeur en 0 si la distribution est normalisée. Le facteur de forme est
le quotient de la FWHM par la largeur intégrale :

f = f W =
FWHM

bW
. (3.41)
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Quantité Nom Gaussien Lorentzien

Paramètre wW wG wL
Largeur à mi-hauteur 2 WW 2

p
2 ln 2 wG 2wL

Mi-largeur à mi-hauteur WW WG =
p

2 ln 2 wG WL = wL
Largeur intégrale b bG =

p p
ln 2 wG bL = p wL

Facteur de forme f f G = 2
q

ln 2
p f L = 2

p

TABLE 3.1 – Quantités relatives aux largeurs de pro�l.

L'intérêt du facteur de forme est qu'il est sans unité, et qu'il peut donc être exprimé
indépendamment de la HWHM ou de l'élargissement gaussien. De ce fait, il caracté-
rise la forme intrinsèque de la distribution. La conversion des paramètres en HWHM,
FWHM, largeur intégrale et facteur de forme est donnée Tab. 3.1 pour les distributions
gaussienne et lorentzienne.

Les pro�ls de Voigt sont plus complexes, car leur largeur dépend de deux para-
mètres : wG et wL . Mais du point de vue des largeurs, il peut être avantageux d'utiliser
un couple de variables qui re�ète deux grandeurs plus intuitives dans les pro�ls de
Voigt : le paramètre de forme

k =
wL

wG
p

2
(3.42)

et une approximation de la HWHM à l'aide de la formule (B.16) p. 214 annexe B :

WV ' wG

p
2

hp
ln 2 + K k2 +

�
1 �

p
K

�
k
i

, (3.43)

où

K =
( ln (2)/ p )1/4

p
10

' 0, 2166. (3.44)

C'est par ces deux paramètres, facteur de forme et HWHM, que des approximations
des pro�ls de Voigt par des fonctions analytiques bien paramétrées deviennent envisa-
geables.

3.2.3 Approximation du pro�l de Voigt par la distribution de Pearson VII

Bien qu'étant le produit de convolution exact d'une gaussienne par une lorentzienne, il
y a au moins trois raisons qui incitent à approcher les pro�ls de raies par des distribu-
tions au calcul moins complexe mais au comportement similaire.

1. La fonction de Voigt ne peut s'exprimer à l'aide d'une formule analytique ne fai-
sant pas appel au calcul d'intégrales impropres, même dans l'expression à l'aide
de la fonction d'erreur de Fadeev [51]. Même si des algorithmes performants ont
été développés, évaluer le pro�l de Voigt en un point reste plus coûteux que celui
d'une distribution à expression analytique.

2. Les fonctions approchantes les plus performantes donnent, près de l'énergie
moyenne, une erreur de l'ordre de quelques centièmes par rapport à la fonction
de Voigt. Cette erreur reste faible par rapport aux approximations faites sur les
pro�ls Stark et collisionnels.
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3. Le pro�l de Voigt a des ailes trop fortes, avec une décroissance en O(x� 2), et cet
effet a des conséquences importantes sur l'allure du spectre en opacité [52], et
pose des problèmes de convergence de certaines intégrales.

Deux familles de fonctions ont été étudiées par les expérimentateurs [50], et nous allons
reprendre leurs travaux sur la Pearson VII pour assurer une correspondance « dans le
sens inverse », c.-à-d. de la théorie au spectre d'interprétation d'expériences4. La famille
des distributions de Pearson VII a retenu notre attention, car elle est particulièrement
adaptée aux élargissements à composante lorentzienne dominante. L'expression géné-
rale d'une distribution de Pearson VII est :

Pw,m(x) =
22 (m� 1)

p
21/ m � 1G(m)2

G(2m� 1) p w
h�

21/ m � 1
� � x

w

� 2 + 1
i m. (3.45)

mest l'exposant et correspond au paramètre de forme et w est la HWHM. La correspon-
dance entre Voigt et PearsonVII se fait sur trois égalités :

� le maxima à la moyenne, c.-à-d. le point hnX ! X0 ;

� la HWHM ;

� le facteur de forme.

C'est la dernière égalité qui conduit à l'équation transcendante entre k et m, dont l'ex-
pression et la résolution se trouvent en annexe B. Elle permet ainsi de substituer le cal-
cul d'un pro�l de Voigt par un calcul de Pearson VII , qui est non seulement plus simple,
mais aussi plus pertinent loin de la position spectrale moyenne : la convergence vers 0
plus rapide est une approximation de la « coupure » du pro�l de Voigt telle qu'envisa-
gée Réf. [52].

3.3 Le calcul détaillé d'opacités : théorie et applications

Nous disposons à présent de l'ensemble des ingrédients permettant de construire une
opacité lié-lié détaillée. Nous confrontons un premier modèle entièrement détaillé avec
des résultats expérimentaux.

3.3.1 Opacité lié-lié détaillée ; probabilités à l'É. T. L.

L'expression la plus générale de l'opacité lié-lié est donnée formule (1.42) p. 21, comme
une somme sur toutes les transitions possibles :

kbb(hn) =
p e2h
mc å

g J! g0J0

P(g J) fg J! g0J0 F g J! g0J0(hn), (3.46)

P(g J) est la probabilité du niveau g Jdans le plasma.

4Réf. [50], la démarche est de retrouver les paramètres gaussien et lorentzien des pro�ls de Voigt, à
partir d'une lecture graphique des pro�ls de raies.
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À l'équilibre thermodynamique local, cette probabilité peut se calculer à l'aide des
grandes fonctions de partition (1.27) p. 17 :

P(g J) =
Z g J

Z
=

(2J+ 1) e� b(Eg J� mQ)

Z
(3.47)

Le calcul des grandes fonctions de partition nécessite la prise en compte de tous les
niveaux présents dans le plasma. Le calcul d'opacité peut être facilité par factorisation
à différentes échelles. Outre que les formules deviennent plus faciles à manipuler, la
division du calcul d'opacité, qui reste une somme, permet la parallélisation d'un outil
de calcul d'opacité, option qui commence à être utilisée par de plus en plus d'équipes
[53].

Le premier niveau de factorisation est celui des con�gurations. L'interaction de
con�gurations (entre con�gurations non-relativistes), qui remet en cause la division
des états d'un ion en con�gurations, est négligée dans la thèse. Autrement dit, tout
niveau g J fait partie d'une unique con�guration C, et toute raie g J ! g0J0 fait partie
d'un faisceau de transition C ! C0. Par conséquent, l'opacité lié-lié peut se réécrire en
regroupant les niveaux par con�guration, et donc les raies par faisceau de transition :

kbb(hn) = å
C! C0

P(C) kC! C0(hn) (3.48)

où

kC! C0(hn) =
p e2h
mc å

g J! g0J0

g J2C, g0J02C0

PC(g J) fg J! g0J0 F g J! g0J0(hn) (3.49a)

=
p e2h
mc å

g J! g0J0

g J2C,g0J02C0

(2J+ 1) e� bEg J

UC
fg J! g0J0 F g J! g0J0(hn) (3.49b)

Cette factorisation par con�gurations a le grand avantage d'isoler le traitement des
faisceaux de transition : c'est d'ailleurs la base du formalisme d'opacité hybride que
nous construirons Chap. 6, avec la factorisation de la fonction de partition proposée
formule (3.50). La fonction de partition de la con�guration s'écrit :

UC = å
g J2C

(2J+ 1) e� bEg J (3.50a)

= gC e� bEC å
g J2C

2J+ 1
gC

e� b(Eg J� EC) . (3.50b)

Cette factorisation à l'aide de l'énergie du centre de gravité EC, fait apparaître une quan-
tité intrinsèque de la con�guration, indépendante de l'énergie de référence, que nous
nommons fonction de partition interne:

I C = ebECUC = å
g J

(2J+ 1) e� b(Eg J� EC) . (3.51)
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Le second niveau de factorisation est celui des états de chargeQ. D'un intérêt limité
pour le calcul d'opacité, nous l'utilisons abondamment dans la thèse car il permet d'ex-
primer l'opacité d'une espèce ionique en formalisme canonique. L'opacité du plasma
dans sa totalité est donnée par la somme sur l'ensemble des états de charge, dont les
fonctions de partition sont données Tab. 1.1 p. 17 :

k(hn) = å
Q

P(Q) kQ(hn) (3.52a)

= å
Q

Z Q

Z
kQ(hn). (3.52b)

Les probabilités des états de chargeP(Q) se calculent à l'aide de l'équation de Saha, qui
nécessite cependant d'avoir déjà toutes les fonctions de partition des états de charge à
disposition.

La probabilité P(C) s'exprime à l'aide des grandes fonctions de partition :

P(C) =
Z C

Z
= P(Q)PQ(C). (3.53)

Les probabilités à indice sont des probabilités conditionnelles :

PQ(C) =

(
Z C
Z Q

= UC
UQ

si C 2 Q

0 si C 62Q
(3.54a)

PC(g J) =

(
Z g J
Z C

= Ug J
UC

si g J 2 C
0 si g J 62C

, (3.54b)

autrement dit, si les inclusions sont vraies,

PQ(C) =

å
g J2C

(2J+ 1) e� bEg J

å
C2 Q

UC
(3.55a)

PC(g J) =
2J+ 1

UC
e� bEg J =

2J+ 1
I C

e� b(Eg J� EC) , (3.55b)

et

kQ(hn) = å
C2 Q

UC

UQ
å

C! C0

kC! C0(hn) (3.56a)

= å
C! C0

2

6
6
4 å

g J2C

PC(g J) å
g J! g0J0

g J2C,g0J02C0

fg J! g0J0 F g J! g0J0(hn)

3

7
7
5 (3.56b)

est l'opacité de l'état de charge Q s'il est le seul état de charge du plasma. Nous ferons
Chap. 6 l'hypothèse du plasma à un seul état de charge pour utiliser le formalisme
canonique, qui permet d'alléger les notations.
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Nous avons donc une opacité lié-lié totale – à laquelle l'opacité lié-libre doit être
ajoutée –, qui se factorise à plusieurs étages :

k(hn) = å
Q

P(Q) kQ(hn) (3.57a)

= å
Q

P(Q)

(

å
C2 Q

PQ(C) å
C! C0

kC! C0(hn)

)

(3.57b)

=
p e2h
mc å

Q

P(Q)

8
>><

>>:
å

C2 Q

PQ(C) å
C! C0

2

6
6
4 å

g J2C

PC(g J)

å
g J! g0J0

g J2C,g0J02C0

fg J! g0J0 F g J! g0J0(hn)

3

7
7
5

9
>>=

>>;
(3.57c)

= å
Q

8
>><

>>:
å

C2 Q
å

C! C0

2

6
6
4 å

g J! g0J0

g J2C,g0J02C0

Lg J! g0J0 F g J! g0J0(hn)

3

7
7
5

9
>>=

>>;
, (3.57d)

la dernière égalité utilisant l'intensité dé�nie formule (1.44) p. 21.
Nous verrons Chap. 8 l'opacité d'un faisceau de transition prenant en compte la

température change par rapport au même faisceau de transition calculé en SWAP. On
pourrait incriminer le fait que, en prenant en compte la température,

PC(g J, T) =
2J+ 1

UC
e� bEg J (3.58a)

=
e� bEg J

å
g0J02C

2J0+ 1
gC

e� bEg0J0

PC(g J, T = ¥ ), (3.58b)

ce qui illustre l'effet de la prise en compte de la température sur les probabilités, d'ordre
1 au numérateur, d'ordre 2 au dénominateur. Nous montrerons Chap. 8 que la tempé-
rature peut avoir un impact sur la forme des faisceaux.

3.3.2 Un modèle direct pour le calcul détaillé d'opacités

Nous savons à présent calculer des faisceaux de transition à partir de con�gurations
détaillées et construire l'opacité lié-lié d'un plasma chaud à une température donnée.
Il manque cependant une sélection de con�gurations les plus probables, parmi le très
grand nombre qui peut être envisagé. Une telle sélection nécessite le parcours de l'en-
semble des con�gurations admissibles dans le plasma, pour ne retenir que les plus
abondantes. Dans ce modèle direct, le calcul de l'opacité s'appuie sur trois résultats de
SCO :

� la sélection des con�gurations pour l'opacité lié-lié ;

� la donnée des abondances ioniques données par un calcul de SCO ;

� la donnée des spectres en opacité lié-libre et libre-libre.



3.3. CALCUL DÉTAILLÉ D'OPACITÉS 63

Les autres composantes du calcul d'opacité, à savoir le calcul des probabilités des
con�gurations dans leur état de charge PQ(C) ainsi que le calcul complet de l'opacité de
chaque faisceau de transition kC! C0, sont entièrement gérées par notre modèle direct.
La convolution des raies par un pro�l gaussien standard est également assurée par
notre modèle.

C'est avec le code de COWAN [8, 48, 49] que le calcul des faisceaux de transition est
entièrement effectué. Comme exposé Chap. 2, RCN se charge de calculer les fonctions
d'onde et le potentiel atomique à l'aide des fonctions d'onde, à la fois pour les con�gu-
rations de départ et celles d'arrivée. Ensuite, le programme RCG récupère les données
pertinentes de RCN, à savoir la population de chaque orbitale impliquée dans le fais-
ceau de transition, les intégrales radiales coulombiennes et de spin-orbite pertinentes
dont la liste est donnée Sec. 2.3.1, et l'intégrale dipolaire électrique. Il diagonalise le
Hamiltonien pour les deux con�gurations et calcule la totalité des raies spectrales. Les
informations qu'il est nécessaire de récupérer d'un calcul RCG sont :

� la liste des raies, avec, pour chacune, la force d'oscillateur, l'énergie spectrale et
l'énergie du niveau de départ ;

� la liste des niveaux avec leur poids statistique et leur énergie, ou au moins la
fonction de partition intrinsèque de la con�guration donnée formule (3.51).

Même si, en SWAP, les faisceaux de transition peuvent être calculés sans qu'il soit né-
cessaire de prendre en compte l'énergie du niveau de départ, l'énergie moyenne de
la con�guration suf�sant, la probabilité du niveau de départ dans sa con�guration
PC(g J) dépend de la température et de l'énergie du niveau initial comme indiqué for-
mule (3.55).

L'opacité de chaque con�guration est ensuite multipliée par la probabilité de la
con�guration dans le plasma donnée par la formule (3.53). La somme s'exprime alors
selon (3.57). Ce modèle d'opacité lié-lié a l'avantage de prendre en compte l'effet de
la température, non seulement sur la distribution ionique et sur les probabilités des
con�gurations données par l'équation de Maxwell-Boltzmann, mais aussi sur la forme
des faisceaux, car la probabilité d'un niveau, donnée par la formule (3.58), dépend elle
aussi du facteur de Boltzmann de l'ensemble des niveaux de la con�guration. Un aspect
numérique du calcul d'opacité est crucial dès lors que des faisceaux détaillés sont calcu-
lés : la grille spectrale, c.-à-d. l'ensemble des positions spectrales sur lesquelles l'opacité
est calculée.

3.3.3 Premières interprétations de spectres expérimentaux

Nous l'illustrons au travers d'exemples d'interprétations d'expériences : le cuivre issu
du tir 31 de la campagne 2008 d'expériences de spectroscopie plasma menée au LULI5

[54, 55], et le fer issu d'une expérienceZ-pinch6 [56].
Le spectre de cuivre issu du tir 31 de la campagne 2008 est un spectre moyennement

résolu de couche L d'un élément de Z intermédiaire. Les spectres théorique et expéri-
mental Fig. 3.2 ont une assez bonne correspondance dans les zones des sauts 2p � 3d
et 2p � 4d. L'emplacement spectral et la proportion des structures d'absorption sont
identiques dans les deux spectres.

Ce fait est tout particulièrement intéressant pour la structure d'absorption 2 p � 3d,
dont la séparation en deux est due à la valeur élevée de l'intégrale de spin-orbite x2p.

5Laboratoire pour l'utilisation des lasers intenses à l'École Polytechnique, Palaiseau, France
6Machine Z de Sandia National Laboratories, Albuquerque, Nouveau-Mexique
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FIGURE 3.2 – Comparaison entre le spectre produit à une température de 16 eV et une densité de
5 mg/cm 3 par notre approche et un spectre expérimental en transmission à la masse surfacique
de 40mg/cm 2 [54, 55].

En effet, seuls les calculs d'opacité détaillant les faisceaux de transition sont capables
de restituer la proportion des deux sous-structures d'absorption, nous expliquerons
plus loin pourquoi. En revanche, le spectre calculé par cette approche directe donne
une absorption trop faible dans les transitions 2 p � n`0 avec n � 4, par rapport aux
approches utilisées par d'autres équipes pour interpréter cette expérience. La raison
est numérique : la version de RCG utilisée pour ce calcul ne pouvait pas calculer les
faisceaux de plus de 50 000 raies.

Le spectre de fer issu d'une expérience sur machineZ publiée en 2007 est un spectre
en transmission d'une telle richesse en structures d'absorption qu'il a été quali�é de
« benchmark7 », et constitue de fait un test intéressant pour toute approche détaillée
du calcul d'opacité. L'accord entre le spectre de cette approche directe et le spectre ex-
périmental Fig. 3.3 est très bon, avec des structures d'absorption bien en place et aux
bonnes proportions.

Ce premier couplage limité entre un code de calcul de structure atomique et un outil
de calcul d'opacité de plasmas chauds a permis d'obtenir des spectres en transmission
reproduisant bien les structures d'absorption présentes dans le spectre statistique. Une
des faiblesses principales de ce modèle direct est la limitation du nombre de raies par
faisceau. D'autre part, les nombreux effets sur la structure atomique détaillée causés par
la densité sont modélisés par SCO, alors que RCN calcule un atome isolé. Cependant,
ces effets restent faibles aux densités auxquelles ont été modélisés les deux spectres
montrés dans ce chapitre.

7Par J. BAILEY lui-même, lors d'une intervention au CEA/DIF.



3.3. CALCUL DÉTAILLÉ D'OPACITÉS 65

FIGURE 3.3 – Spectres en transmission du fer à 155 eV, avec une profondeur optique de 32, 8
mg/cm 2.

L'autre lacune est liée au traitement des faisceaux complexes, qui posent problème
dans le cas du cuivre où la sous-couche 3d est, en moyenne, à moitié remplie. Cela
engendre des con�gurations initiales assez complexes, et les faisceaux de transition
contiennent facilement plusieurs centaines de milliers de raies, en particulier ceux des
sauts 3p � 4d, qui ouvrent deux orbitales à la fois, augmentant d'un facteur important
la complexité de la con�guration �nale. Nous reviendrons sur ce point Chap. 7. Il faut
être capable de substituer le calcul détaillé de faisceaux trop complexes à un calcul
statistique, qui fait l'objet du prochain chapitre.
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La première utilité des approches statistiques de la structure atomique est que, sans
connaître précisément la structure de chaque con�guration, ces approches sont ca-
pables d'évaluer rapidement des moyennes et des dispersions de l'ionisation ou de la
population des orbitales atomiques, ou encore du potentiel chimique. L'atome moyen
« ouvre la voie » au calcul d'opacité, en permettant à l'opérateur de savoir a priori
quelles espèces sont susceptibles d'être abondantes dans le plasma. La seconde uti-
lité de ces approches est leur capacité, comme nous allons le voir, à simpli�er ce qui est
complexe, voire très complexe, et dont le détail n'est pas justi�é à cause de la coales-
cence des structures d'absorption, que nous caractériserons plus précisément Chap. 7.

4.1 Atome moyen et modèle de Thomas-Fermi

L'atome moyen est un atome �ctif dont les propriétés sont la moyenne des proprié-
tés des atomes présents dans le plasma. Son calcul donne les propriétés thermodyna-
miques du plasma et permet de préparer le calcul d'opacité.

4.1.1 Modèle de Thomas-Fermi

Le modèle de Thomas-Fermi est un des premiers modèles qui a permis de calculer la
structure des atomes à grand nombre d'électrons [57]. Il permet le calcul rapide d'une
équation d'état approximative [58, 59].

La grandeur qui permet de savoir si l'utilisation d'une distribution de Fermi-Dirac
telle que donnée formule (1.33) p. 19 est l'énergie de Fermi:

EF =
h̄2

2m

�
3p 2ne

� 2/3
. (4.1)

À température �nie, la théorie de Thomas-Fermi permet de déterminer le potentiel
d'un atome de charge nucléaire Z positionné à l'origine, c.-à-d. r = 0, considérant que
l'ensemble de ses électrons, liés et libres, sont contenus dans la sphère ionique de rayon
Ri .

69
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Le système à résoudre a deux inconnues : le potentielV (r) et la densité électronique
ne(r), r étant un point de l'espace. En supposant l'atome, ou l'ion, à symétrie sphérique,
les grandeurs ne dépendent que de la distance à l'origine r. Le potentiel V (r) est la
solution de l'équation de Poisson

r 2V = 4p ne(r), (4.2)

qui satisfait deux conditions au bord :

� V (r) = Z
r quand r ! 0 ;

� dV
dr

�
�
�
r= Ri

= 0.

L'intégration de la seconde équation donne une expression intégrale de V en fonc-
tion de ne [7] :

V (r) = � 4p
�

1
r

Z r

0
ne(r0)r02dr0+

Z Ri

r
ne(r0)r0dr0

�
(4.3)

La statistique de Fermi-Dirac nous permet d'écrire la densité d'électrons en fonction
du potentiel :

ne(r) =
1

2p 2

�
2m kBTe

h̄2

� 3/2

F1/2

�
m� V (r)

kBTe

�
(4.4)

où mest lepotentiel chimiqueet

Fa(x) =
Z ¥

0

ya

1 + ex+ y dy (4.5)

l'intégrale de Fermi-Dirac complète. Le potentiel chimique est déterminé par la neutra-
lité électrique :

Z Ri

0
4p r2ne(r) dr = Z. (4.6)

Dans le modèle de Thomas-Fermi, les électrons libres sont dé�nis comme ceux dont
l'énergie totale, cinétique plus potentielle, est positive. Leur densité partielle nf s'écrit :

nf(r) =
1

2p 2

"
2m kBTe

h̄2

#3/2

F1/2

�
m� V (r)

kBTe
, �

V (r)
kBTe

�
, (4.7)

avec F1/2 (x, b) l'intégrale de Fermi-Dirac incomplète :

Fa(x, b) =
Z ¥

b

ya

1 + ex+ y dy. (4.8)

Le nombre total d'électrons libres dans la sphère ionique nous donne l'ionisation
moyenne :

Z � (kBT, ni ) =
Z Ri

0
4p r2nf(r) dr. (4.9)

Le modèle de Thomas-Fermi est semi-classique : les électrons sont traités comme des
fermions, mais la structure atomique n'est pas prise en compte, car les électrons sont
dans un continuum d'énergie. Mais il implique des lois d'échelle sur de nombreuses
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quantités liés au plasma, tels Z � [60], l'énergie de première ionisation [7] ou encore la
compression maximale par choc [61].

Dans les outils que nous utilisons, Thomas-Fermi sert à calculer de la distribution
d'énergie des électrons libres. On en déduit notamment l'énergie libre des électrons
libres [9] :

F f = Q̄kBT
�

bm�
2
3

F3/2 (bm)
F1/2 (bm)

�
. (4.10)

De plus, il permet, pour les plasmas dans lesquels les atomes ont encore des électrons
dans les couchesM et N, d'approcher de manière satisfaisante l'ionisation du plasma
Q̄ = Z � .

4.1.2 L'atome moyen en couches

L' atome moyenest un atome �ctif dont la population de chaque sous-couche est la
moyenne non-entière des populations des sous-couches de toutes les espèces pré-
sentes dans le plasma. Dans le formalisme d'atome moyen, l'occupation des orbitales
obéit à une statistique de Fermi-Dirac :

w�
i =

gi

1 + eb(ei � m)
, (4.11)

où mest le potentiel chimique, et ei l'énergie de l'orbitale i, c.-à-d. la valeur propre issue
de la résolution de l'équation homogène

�
�

d2

dr2 +
` i (` i + 1)

r2 + V (r)
�

Ri (r) = ei Ri (r). (4.12)

où V (r) = Ve(r) + Vxc est la somme du potentiel électrostatique Ve et du potentiel
d'échange-corrélation Vxc. Comme dans le modèle de Thomas-Fermi, la neutralité élec-
trique permet de déterminer m, sachant que la densité d'électrons liés au point r est

nb(r) = å
i

wi jy i (r)j2 , (4.13)

ce qui, en intégrant dans toutes les directions, donne

nb(r) =
1

4p

Z

q,f
nb(r, q, f ) sin qdqdf (4.14)

et celle d'électrons libres donnée par Thomas-Fermi équation (4.7) :

nf(r) µ F1/2 (b (m� V (r)) , � bV (r)) , (4.15)

d'où l'expression de la neutralité électrique :

Z Ri

0
4p r2 (nb(r) + nf(r)) dr = Z, (4.16)

et

Z � =
Z Ri

0
4p r2nf(r) dr (4.17)
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Mais, de manière analogue au schéma auto-cohérent Sec. 2.3.2 et 4.1.1, l'équation de
Poisson permet d'exprimer le potentiel en fonction de la densité électronique :

r 2Ve = 4p (nb(r) + nf(r)) . (4.18)

Un schéma autocohérent peut être mis en route pour calculer les populations des
sous-couches à l'atome moyen. Le départ nécessite un ansatz pour le potentielV (0) (r),
en général un potentiel coulombien de la forme Z �

r avec Z � donné par Thomas-Fermi.

Les composantes radialesR(0)
i (r) sont déduites de l'équation sur la composante radiale

(2.19) p. 31. À leur tour, ces composantes radiales peuvent être utilisées pour en déduire
un nouveau potentiel V (1) (r) via l'équation de Poisson. La boucle recommence avec le
nouveau potentiel ansatz V (1) (r), qui peut être mélangé avec V (0) (r), par exemple en
prenant un barycentre de V (0) et V (1) .

4.1.3 Statistique sur la population des sous-couches

Le calcul à l'atome moyen nous donne les occupations moyennesdes sous-couches

f �
i =

w�
i

gi
=

1

1 + eb(#i � m)
(4.19)

où mpotentiel chimique calculé à l'atome moyen traduit la neutralité électrique å i w�
i =

å i gi f �
i = Z � Z � , où Z � est l'ionisation moyenne. La variance du remplissage des orbi-

tales vi dépend uniquement de f �
i dans l'approximation des électrons indépendants :

vi = gi f �
i (1 � f �

i ). (4.20)

L'écart-type de la population d'une orbitale à l'atome moyen
p

vi peut être utilisé
pour rechercher les con�gurations susceptibles d'avoir une probabilité élevée. Une hy-
pothèse sur les con�gurations qui ont une probabilité élevée est que les populations wi

des orbitales sont entières mais :

w�
i � m

p
vi � wi � w�

i + m
p

vi . (4.21)

O. PEYRUSSE[15] considère quem doit être compris entre 1 et 3. Quelle valeur de m est
la plus pertinente ? A priori 1 � m �

p
gi , la borne supérieure étant suggérée par le fait

que lorsque f �
i = 1/2, vi = gi /4 et wi peut varier entre 0 et gi .

Le problème se pose lorsque la sous-couchei es t« presque fermée », par exemple
f �
i ! 0. Alors on peut calculer que les con�gurations avec un électron dans la couche i

ne sont permises que siw�
i + m

p
vi � 1, ce qui nous donne une valeur minimale pour

w�
i en fonction de gi , comme le montre Fig. 4.1.

Par exemple, pour l'orbitale 4 p avecgi = 6 et w�
i � 0, 021, mais d'après Fig. 4.1w�

i +
m

p
vi est nettement en-dessous de 1. Pourtant, parmi les 200 con�gurations les plus

abondantes, près d'une vingtaine ont un électron dans la sous-couche 4p. La statistique
des populations à l'atome moyen est donc pertinente pour remplir des orbitales de ` �
1 dont l'occupation est proche de la moitié, mais est inadaptée aux orbitales « presque
vides », avecw�

i � 0, 15.

1Par exemple l'aluminium à 37 eV et 0, 01 g/cm 3.
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FIGURE 4.1 – w�
i minimal (ordonnées) en fonction de gi (abscisse) dans le cas oùm = 2 et

m =
p

gi pour que les con�gurations avec wi = 1 puissent être incluses

4.2 Calcul statistique des faisceaux de transition

Nous avons expliqué comment effectuer le calcul détaillé de faisceaux de transition,
et les formules principales sont détaillées Sec. 3.3.1. Cependant, à partir des règles de
somme sur les niveaux et les forces de raies, il est possible de déterminer non seulement
la moyenne, mais aussi la variance en énergie d'un faisceau de transition.

4.2.1 Traitement statistique d'une con�guration

Les calculs détaillés, con�gurations calculées en DLA ( detailed level accounting) ou DTA,
se heurtent à des problèmes de complexité qui rendent les calculs d'opacité impossibles
ou trop gourmands en ressources de calcul. En revanche, pouvoir les modéliser par
une distribution statistique adéquate qui permet de reproduire de manière approchée
la forme du faisceau peut donner accès au calcul de tous les faisceaux de transition. Il
faut que les paramètres de la distribution soient déterminables par des méthodes moins
complexes que celles nécessaires pour la construction des DTA.

Avant de rechercher les propriétés statistiques d'un faisceau de transition, il faut
dé�nir en quoi consiste le traitement statistique des niveaux d'une con�guration. La
modélisation d'un comportement statistique nécessite deux types de données :

� une distribution statistique continue, qui prend en argument un certain nombre
de paramètres ;

� les moments de la distribution des niveaux, avec

m0(C) = gC (4.22a)

m1(C) = EC (4.22b)

m(c)
n (C) =

å g J(2J+ 1) (Eg J � EC)n

gC

. (4.22c)
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La modélisation la plus courante est à l'ordre 2 : dans ce cas les valeurs à déterminer
sont

� le poids statistique gC ;

� l'énergie moyenne EC ;

� la variance vc = s2
C = m(c)

2 .

La loi de distribution la plus facile à utiliser avec ces trois moments est la loi normale :

DC(E) = GsC
(E � EC) =

gCp
2ps C

e
� (E� EC)2

2s2
C . (4.23)

La variance vC peut être déterminée sans diagonalisation du Hamiltonien. D'ex-
pression analytique très complexe [62], la variance se présente comme une forme qua-
dratique dans laquelle se trouvent des produits de deux intégrales de Slater directes
Fk(n` , n0̀ 0) et d'échange Gk(n` , n0̀ 0) et des produits de deux intégrales de spin-orbite
xn` .

La fonction de partition d'une con�guration dont la structure �ne n'est pas connue
ne peut pas être calculée exactement. Cependant, nous verrons Chap. 8 que la connais-
sance des moments statistiques d'ordre 0 à 2 est suf�sante pour construire de meilleures
approximations des fonctions de partition détaillées que la SWAP. En première approxi-
mation, la fonction de partition d'une con�guration non-détaillée peut être calculée en
faisant l'approximation que son énergie est égale à EC = EC,av et son poids statistique
est égal àgC. Elle s'écrit alors :

U(S)
C = gC e� bEC. (4.24)

La grande fonction de partition et la fonction de partition interne prennent également
des formes plus simples qu'en DLA :

Z (S)
C = gC e� b(EC� mQ) (4.25)

Si toutes les con�gurations sont traitées selon des formalismes statistiques, alors la fonc-
tion de partition dans un état de charge s'écrit

U(S)
Q = å

C2 Q

U(S)
C = å

C2 Q

gC e� bEC , (4.26)

et celle de l'ensemble du plasma, grand-canonique, avecQC charge de la con�guration
C :

Z (S) = å
C

Z C = å
C

gC e� b(EC� mQC) . (4.27)

La probabilité d'une con�guration s'écrit :

� sous forme canonique au sein de son état d'ionisation :

P (S)
Q (C) =

U(S)
C

U(S)
Q

=
gC e� bEC

å C02 Q gC0 e� bEC0
; (4.28)



4.2. CALCUL STATISTIQUE DES FAISCEAUX DE TRANSITION 75

� sous forme grand-canonique dans le plasma tout entier :

P (S) (C) =
Z (S)

C

Z (S)
=

gC e� b(EC� mQC)

å C0 gC0 e� b(EC0� mQC0)
(4.29)

Du point de vue de la thermodynamique, le traitement d'une con�guration calculée
par une méthode statistique est similaire à celui d'un niveau : les deux sont connus par
leur poids statistique entier et une énergie – moyenne dans le second cas –.

4.2.2 UTA (Unresolved transition array)

Les moments de la con�guration déterminés précedemment permettent de modéliser
statistiquement une con�guration et de construire une physique statistique cohérente
avec des con�gurations non-détaillées. Mais le but du chapitre est d'arriver à construire
des faisceaux de transition statistiques qui ne nécessitent pas le calcul des raies spec-
trales une par une.

Dans beaucoup de faisceaux, les raies intenses ont tendance à se concentrer soit au-
tour de l'énergie moyenne, soit, au moins, dans un intervalle spectral bien délimité à
l'extérieur duquel les raies du faisceau sont très faibles. Dans l'hypothèse d'une distri-
bution de raies ainsi concentrée, et sous des élargissements physiques bien plus impor-
tants que la largeur du faisceau, les différents pro�ls de raies « coalescent » en une seule
structure d'opacité qui peut être assez bien approchée par une distribution statistique.
Nous avons exprimé formule (3.48) p. 60 l'opacité du plasma en fonction des contri-
butions de chaque con�guration du plasma kC! C0. La formule explicite (3.49) suppose
que la con�guration C a sa structure �ne connue. Si la structure �ne – plus exactement

le facteur (2J+ 1) e� bEg J

UC
est modélisée par une distribution continue sur l'énergie spectrale

DC! C0(hn) – alors la somme (3.49) p. 60 devient une intégrale. Plus exactement, cette
intégrale est un produit de convolution entre DC! C0 et les élargissements regroupés
dans le pro�l F C! C0 et s'écrit :

kC! C0(hn) = DC! C0 � F C! C0(hn) (4.30)

La distribution avec laquelle il est le plus facile de modéliser la répartition des raies est
la distribution gaussienne, qui prend en compte l'intensité ou la force totale du faisceau
g fC! C0, l'énergie spectrale moyenne hnC! C0 et la variance en énergievC! C0.

Désormais, on suppose queDC! C0 obéit à une loi normale, qui a pour paramètres la
force d'oscillateur totale g fC! C0, à l'énergie moyenne du faisceau hnC! C0 et à la variance
en énergievC! C0 :

DC! C0(hn) =
p e2h
mc

fC! C0 Gq
v

C! C0
(hn � hnC! C0) (4.31a)

DC! C0(hn) =
p e2h
mc

fC! C0
1

q
2p vC! C0

exp

 

�
(hn � hnC! C0)2

2vC! C0

!

(4.31b)
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Autrement dit, l'opacité du faisceau C ! C0, si l'on suppose une distribution de
raies gaussienne, s'écrit

k(S)
C! C0(hn) =

p e2h
mc

fC! C0 F (S)
C! C0(hn). (4.32)

L'exposant (S) signi�e que l'opacité est calculée en ne prenant en compte que la dis-
tribution statistique des raies spectrales. L'exposant (D) qui apparaîtra Chap. 6 signale
que la grandeur considérée prend en compte l'éclatement en raies spectrales. Équation

(4.32), le pro�l F (S)
C! C0 est le produit de convolution de l'élargissement physique par la

distribution gaussienne de raies :

F (S)
C! C0(hn) = F C! C0 � Gp

vC! C0(hn). (4.33)

L'idée de cette modélisation statistique est donc d'incorporer l'extension en énergie
de la structure �ne de la con�guration dans le pro�l du faisceau. C'est ce qu'on appelle
les faisceaux de transition non-résolus, souvent dénotés par l'acronyme anglais UTA (Un-
resolved transition array) [62]. Les UTA sont caractérisés non par leurs raies spectrales,
mais par leurs moments statistiques. Le raisonnement est similaire à celui vu avec les
con�gurations : le faisceau de transition non-résolu est une raie avec un élargissement
supplémentaire : l'élargissement gaussien de la distribution de raies.

À l'ordre 0, nous pouvons choisir entre différentes grandeurs aptes à représenter
l'opacité : la force de faisceau SC! C0, la force d'oscillateur g fC! C0 ou les coef�cients
d'Einstein en émission spontanée AC0! C, en absorption BC! C0 et en émission stimulée
BC0! C du faisceau de transition. Elles sont proportionnelles donc équivalentes, et les
formules (3.26) donnent l'opacité du faisceau de transition en fonction des coef�cients
d'Einstein :

k�
C! C0(hn) =

hc2

8p n2
C0! C

AC0! C F C! C0(hn) (4.34)

= h2nC! C0 BC! C0 F C! C0(hn). (4.35)

À l'exception de Chap. 8 qui utilise BC! C0, la plupart des formules sont exprimées
en fonction de la force d'oscillateur g fC! C0. L'expression de g fC! C0 s'obtient par analo-
gie avec l'opacité détaillée de C ! C0en SWAP, hypothèse primordiale des formalismes
statistiques.

kC! C0 =
p e2h
mc å

g J! g0J0

2J+ 1
gC

fg J! g0J0 F g J! g0J0(hn) (4.36)

'
p e2h
mc

F (S)
C! C0(hn) å

g J! g0J0

2J+ 1
gC

fg J! g0J0, (4.37)

ce qui permet l'identi�cation avec la formule (4.32) :

fC! C0 = å
g J! g0J0

2J+ 1
gC

fg J! g0J0. (4.38)
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C'est là que l'utilisation de l'intégrale dipolaire électrique et des règles de somme [8]
permet d'exprimer la force d'oscillateur du faisceau de transition indépendamment de
la structure �ne :

fC! C0 =
8p 2m
3h2e2 hnC! C0 D2

`` 0
w`

4` + 2

�
1 �

w`0

4`0+ 2

�
, (4.39)

où n et n0sont omis dans les indices ` et `0quand ça ne cause pas d'ambiguïté.
Le calcul de hnC! C0 impose de distinguer plusieurs types de faisceaux de transi-

tion et, dans un faisceau de transition, plusieurs types d'orbitales. En effet, l'énergie
moyenne d'un faisceau de transition n'est pas tout à fait égale à la différence des éner-
gies des centres de gravité des con�gurations initiale et �nale :

hnC! C0 = EC0 � EC + dhnC! C0. (4.40)

La différence dhnC! C0 se calcule en fonction des types de faisceaux [62, 63] évoqués
Sec. 3.1.3.

1. Elle ne dépend pas des orbitales spectatrices( l )v .

2. Pour les faisceaux de transition optiques `w`0 ! `w`00, dhnC! C0 = 0.

3. Pour les faisceaux de transition de valence `w+ 1 ! `w`0, le décalage est donné
Réf. [62] :

dhnC! C0 = w
(2` + 1) (2`0+ 1)

4` + 1

 

å
k> 0

fk Fk(` , `0) + å
D(` ,k,`0)= 1

gk Gk(` , `0)

!

, (4.41)

où

fk =
�

` k `
0 0 0

� �
`0 k `0

0 0 0

� �
` k `
`0 1 `0

�
(4.42)

et

gk =
�

` k `0

0 0 0

� 2 �
2
3

dk,1 �
1

2 (2` + 1) (2`0+ 1)

�
(4.43)

s'expriment à l'aide des symboles 3j et 6j [8, 23].

4. Pour les faisceaux de transition de Moszkowski, une expression en fonction du
dhnC! C0 de faisceaux optiques :

dhnC! C0 =
4`0� w0+ 1

4`0+ 1
dhnC! C0(`w+ 1 ! `w`0)

+
4` � w + 1

4` + 1
dhnC! C0(`0w0+ 1 ! `0w0

` ). (4.44)

Le calcul de la variance vC! C0 est donné Réf. [62] pour les faisceaux optiques et de
valence. Analytiques mais extrêmement complexes, les formules donnant la variance
des faisceaux de transition sont des sommes de deux formes quadratiques sur les in-
tégrales de Slater des deux con�gurations et sur les intégrales de spin-orbite. Pour les
faisceaux de Moszkowski ou avec des orbitales spectactrices ouvertes, les variances
sont encore plus complexes à calculer [64, 65], à moins de supposer l'égalité des inté-
grales de SlaterFk, k > 0 et Gk ainsi que celles de spin-orbite x [63]. Alors la variance est,
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comme précédemment, la somme d'une forme quadratique sur les intégrales de Slater
et d'une forme quadratique sur les intégrales de spin-orbite. La forme quadratique sur
les intégrales de Slater peut s'exprimer sous la forme [43, 63] :

v(G)
C! C0 =

(w � 1) (4` + 2 � w)
4`

v(G)
`2! `` 0 +

w0(4` + 1 � w)
4`0 v(G)

`02! ` 0̀

+ å
`0w002 ( l )v

w00(4`00+ 3 � w00)
4`00+ 1

v(G)
`00̀ ! `00̀0, (4.45)

où v(G)
`2! `` 0, v(G)

`02! ` 0̀ , et les v(G)
`00̀ ! `00̀0 se calculent à l'aide des formules Réf. [62]. La forme

quadratique sur les intégrales de spin-orbite s'écrit :

vso
C! C0 =

1
4

(x1 � x2)
�
` (` + 1)x1 � `0(`0+ 1)x2

�
+

1
2

x1x2. (4.46)

4.2.3 Séparation spin-orbite

La concentration des raies intenses et nombreuses autour de l'énergie moyenne est un
phénomène observé sur des faisceaux proches du couplageLS. Nous avons vu que
la variance de la distribution des niveaux dans un faiceau de transition est la somme
d'une forme quadratique sur les intégrales de Slater et d'une forme quadratique sur les
intégrales de spin-orbite. Or, si Z augmente, les intégrales de spin-orbite, très faibles
près du couplage LS, sont dominantes dans un calcul en couplage jj , à cause de leur
dépendance enZ4.

Sur une séquence isoélectronique, avec un remplissage d'orbitales constant etZ qui
augmente, les intégrales de spin-orbite deviennent prépondérantes dans au moins une
des orbitales, et la variance UTA en dépend principalement. Mais cette variance élevée
cache le fait que le faisceau perd sa forme concentrée autour de l'énergie moyenne du
faisceau. De la même manière qu'elles séparent les différentes composantesjj d'une
con�guration, les intégrales de spin-orbite séparent un faisceau de transition en plu-
sieurs sous-faisceaux relativistesn` j ! n0̀ 0j0, avecD( j , 1, j0) = 0.

Le formalisme UTA est donc inadapté à des faisceaux de transition impliquant des
con�gurations sujettes à une séparation spin-orbite importante. C'est pour cette raison
que le formalisme SOSA [66] a été développé. Il est l'analogue du formalisme UTA dans
l'approximation d'un couplage jj pur : les forces de faisceaux, les énergies spectrales
moyennes et les variances sont calculables analytiquement pour certains types de sous-
faisceaux relativistes [66] :

� n`w n0̀ 0
j0 ! n`w n00̀00

j00;

� n`w
j n0̀ 0

j0 ! n`w
j n00̀00

j00;

� n`w+ 1
j ! n`w

j n`0
j0.

La formule pour les sous-faisceaux de type n`w
j n0̀ 0 ! n`w

j n00̀00n'a pas été publiée. Par
ailleurs, les sous-faisceaux de type Moszkowski où les deux sous-couches relativistes
sont ouvertes dans les con�gurations de départ et d'arrivée sont calculés en supposant
les intégrales de Slater égales dans les deux con�gurations [66]. Un des faisceaux sépa-
rés que nous rencontrons souvent dans nos calculs est le faisceau 2p63dw ! 2p53dw+ 1,
avecZ � 30. Ce faisceau ce scinde en trois sous-faisceaux relativistes qui correspondent
aux transitions :
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� 2p1/2 ! 3d3/2 ;

� 2p3/2 ! 3d5/2 ;

� 2p3/2 ! 3d3/2 .

Le troisième sous-faisceau relativiste est en fait confondu avec le deuxième, car pour
Z � 30 la séparation spin-orbite est importante sur l'orbitale 2 p, mais très faible sur
l'orbitale 3 d. De plus, les sous-faisceauxDj = 0, quand ils sont nettement séparés des
deux autres sous-faisceaux, sont généralement beaucoup plus faibles [66]. Ils sont né-
gligés dans l'approche que nous mettons en œuvre.

Le formalisme SOSA, dont les formules des moments sont données Réf. [43, 66],
permet de calculer des faisceaux avec une séparation spin-orbite importante, mais sup-
pose un couplage jj pur. Or la séparation spin-orbite apparaît en couplage intermé-
diaire, lorsque les raies les plus importantes cessent d'être concentrées autour d'une
seule énergie. Les éléments non-diagonaux de la matrice Hamiltonienne sont alors suf-
�samment importants pour engendrer un mélange, ou interaction des sous-con�gurations
relativistes(ICR), en particulier quand Dn = 0 ou 1. Ce mélange a pour effet de modi�er
la répartition des raies entre les différents sous-faisceaux relativistes, change les forces
totales et l'énergie spectrale moyenne des différents sous-faisceaux.

4.3 Supracon�gurations et suprafaisceaux de transition

Les formalismes statistiques UTA et SOSA, utilisant une description statistique des
con�gurations et des faisceaux de transition, permettent de décrire de manière approxi-
mative mais souvent suf�sante l'opacité des plasmas d'éléments de Z intermédiaire. La
complexité d'un traitement statistique adapté de chaque faisceau est très réduite par
rapport à ce qu'exige un traitement DTA. De ce fait, les formalismes UTA permettent
de déduire avec une faible complexité des propriétés globales de faisceaux extrême-
ment complexes, avec plusieurs millions voire plusieurs milliards de raies dipolaires
électriques.

4.3.1 Limites de l'approche en con�gurations

L'approche proposée plus haut nécessite que l'opacité soit calculée pour chaque con�-
guration. On parle de DCA 2. Mais l'accès aux intégrales radiales et à l'énergie moyenne
d'une con�guration passe par le calcul des composantes radiales Rn` (r), qui est autoco-
hérent dans notre approche. Le calcul de structure atomique de la con�guration �nale
de chaque transition est nécessaire. Le problème est que le nombre de con�gurations
d'un état de charge devient très grand pour des plasmas de Z intermédiaires à des
températures de quelques dizaines à quelques centaines d'eV.

Il n'existe pas de formule simple pour le calcul du nombre de con�gurations pré-
sentes dans le plasma. À densité non nulle, ce nombre est �ni car la distance interio-
nique limite la zone d'extension des fonctions d'onde des électrons. En toute rigueur,
toute con�guration pour laquelle il est possible de calculer un potentiel et des fonc-
tions d'onde pour chacune des orbitales non vides doit être prise en compte. Mais, à
moins d'être à forte densité – auquel cas la proximité des ions voisins limite fortement
le nombre de couches électroniques –, le nombre de con�gurations envisageable est

2Détail du plasma au niveau des con�gurations, ou Detailed con�guration accounting.
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très élevé. Les seules informations dont on peut disposer sur une con�guration avant
d'avoir calculé sa structure atomique sont le poids statistique et l'énergie moyenne très
approximative qu'un calcul forcément grossier permet d'obtenir. D'autre part, des fais-
ceaux de transition correspondant au même saut monoélectronique au départ de deux
con�gurations de même charge ionique et d'énergies proches peuvent avoir des éner-
gies moyenneshnC! C0 proches. L'addition de ces deux faisceaux multipliés par les pro-
babilités respectives de leur con�gurations de départ dans le plasma devrait donner
une forme très régulière à l'opacité lié-lié résultante. S'il est possible d'approcher ces
structures lié-lié par un calcul contournant le calcul de chaque faisceau de transition,
alors il est possible de limiter signi�cativement la quantité de ressources nécessaires au
calcul d'opacité.

La prolifération du nombre de con�gurations, que nous étayerons Sec. 7.1.3, empire
le problème déjà posé par la complexité du calcul détaillé de faisceaux de transition,
dont la pertinence est incontestable dans certaines circonstances pour la modélisation
d'un spectre. Regrouper les con�gurations d'énergies proches dans une seule entité sur
laquelle des transitions seraient calculées permet de parer à ce problème.

4.3.2 Supracon�gurations, suprafaisceaux de transition et opacité

La méthode consiste à regrouper les orbitales d'énergies proches ou de rôle semblable
dans le calcul d'opacité au sein des supracouches. Par rôle semblable, on entend notam-
ment le fait que les orbitales fassent partie du cœur jamais excité par la température, ou
qu'elles soient vides pour les con�gurations fondamentales et accueillent des électrons
excités.

Une supracouche s = ( nsn `sn , . . . ,nsx `sx ) regroupe toutes les orbitales dont l'éner-
gie est comprise entre celle de l'orbitale sn et celle de l'orbitale sx. L'ensemble S des
supracouches est une partition (au sens mathématique) de l'ensemble des orbitales. La
supracon�gurationX est dé�nie par la charge nucléaire Z et le nombre d'électrons Ks de
chaque supracouche :

X =
�

sKs

�

s2S
(4.47)

Par exemple, Kr XIII : (1s2s2p)10(3s)2(3p)6(3d4s4p)5 est une supracon�guration qui
contient 12 con�gurations. Mais dès que les supracouches contiennent de nombreuses
orbitales et sont remplies à moitié, les supracon�gurations peuvent devenir bien plus
complexes, par exemple la supracon�guration du Xénon IX, qui regroupe toutes les
orbitales d'une couche

(1s)2(2s2p)8(3s3p3d)18(4s4p4d4f )16, (4.48)

contient 223 con�gurations et près de 50 millions de niveaux. Exciter cette supracon�-
guration conduit à un nombre de con�gurations et de niveaux encore plus élevé.

Le calcul de la structure atomique d'une supracon�guration se fait en imposant
une population Ks dans chaque supracouche. Alors le potentiel chimique de chaque
supracouche ms est déterminé par l'expression de la population des orbitales de la su-
pracouche :

å
i2s

4` i + 2
1 + eb(ei � ms )

= Ks . (4.49)

On peut ainsi, à l'instar de l'approche DCA, obtenir des fonctions d'onde par des cal-
culs autocohérents à l'aide des méthodes exposées Sec. 2.3.2 et 4.1.2. Le code de calcul
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STA [67] a été le premier à mettre en œuvre la méthode des supracon�gurations dans
un calcul d'opacité à l'É. T. L.. Cette méthode a également été utilisée dans les codes
d'opacité hors-É. T. L. SCROLL [68] et AVERROES [69, 70].

Un suprafaisceau de transition, désormais désigné par l'acronyme anglais STA, est
l'application d'un saut monoélectronique à une supracon�guration. Un suprafaisceau
est noté X, a ! b, où X0 désigne la supracon�guration d'arrivée. Contrairement aux
faisceaux de transition, il est tout à fait possible que supracon�gurations de départ et
d'arrivée soient identiques, comme par exemple la transition 3 d � 4p dans la supracon-
�guration Kr XIII : (1s2s2p)10(3s)2(3p)6(3d4s4p)5 que nous avons évoquée plus haut.

L'opacité d'une supracon�guration contient les contributions des suprafaisceaux
qui en partent. La probabilité conditionnelle d'une con�guration C dans une supracon-
�guration X peut s'écrire :

PX(C) =
UC

UX
=

gC e� bEC

å C02X gC0 e� bEC0
. (4.50)

L'opacité d'un suprafaisceau de transition peut s'écrire comme une somme des opacités
de tous les faisceaux de transition qu'il contient :

kX, a! b(hn) = å
C! C0

C2X,C02X0

PX(C) kC! C0(hn) (4.51)

=
p e2h
mc å

C! C0

C2X,C02X0

PX(C) fC! C0F C! C0(hn). (4.52)

Si on fait l'approximation que la somme des opacités des différents faisceaux forme une
seule structure qui correspond à un pro�l F X, a! b(hn) facilement modélisable, alors

kX, a! b(hn) '
p e2h
mc

F X, a! b(hn) å
C! C0

C2X,C02X0

PX(C) fC! C0 (4.53)

En posant
fX, a! b = å

C! C0

C2X,C02X0

PX(C) fC! C0, (4.54)

on en déduit que

kX, a! b =
p e2h
m c

fX, a! b F X, a! b(hn). (4.55)

À l'instar de l'opacité UTA, F X, a! b est un pro�l qui convolue l'élargissement statis-
tique et les élargissements physiques du suprafaisceau de transition. Les trois moments
fX, a! b, moyenne hnX, a! b et variance vX, a! b peuvent être calculés de manière approxi-
mative, en utilisant les récurrences sur les fonctions de partition.
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4.3.3 Récurrence sur les fonctions de partition

Soit X =
�

sKs

�

s2S
une supracon�guration dans la partition en supracouches S de

l'ensemble des orbitales.

Les fonctions de partition des supracon�gurations peuvent s'écrire comme la
somme des différentes con�gurations, en canonique :

UX = å
C2X

gC e� bEC , (4.56)

et en grand-canonique :
Z X = å

C2X

gC e� b(EC+ mK) . (4.57)

Mais ce qui fait tout l'intérêt des supracon�gurations est la possibilité de calculer la
fonction de partition par une méthode récursive qui évite des calculs con�guration par
con�guration. La factorisation orbitale par orbitale de la fonction de partition nécessite
la linéarisation locale (à l'intérieur de chaque supracon�guration) de l'énergie EC de la
con�guration, énergie �gurant dans le facteur de Boltzmann :

EC ' å
i

w(C)
i ei + E(2)

X , (4.58)

où les ei sont les énergies des sous-couches déterminées pour la supracon�guration, et

E(2)
X =

*

EC � å
i

w(C)
i ei

+

C2X

= å
C2X

PX(C)

 

EC � å
i

w(C)
i ei

!

. (4.59)

Les populations des supracouches sont indépendantes, mais avec la contrainte du
nombre d'électrons de la supracon�guration

å
s2S

Ks = K, (4.60)

avec K = Z � Q La fonction de partition d'une supracon�guration peut alors s'écrire
comme le produit des sommes statistiques sur chaque supracouche [43, 67] :

Z X = Õ
s2S

Z s,Ks

�
(gi , X i ) i2s

�
. (4.61)

Les sommes statistiques sur les supracouches constituent le cœur du formalisme STA.
Elles permettent non seulement le calcul des fonctions de partition, mais aussi celui des
moments de la distribution en énergie des supracon�gurations et des suprafaisceaux.
Nous présentons ici les deux formules de récursion, dont de bonnes démonstrations
sont données Réf. [43, 67]. Chaque somme statistique de supracouche est dé�nie par

Z s,Ks

�
(gi , X i ) i2s

�
= e� bE(2)

X

gsn

å
wsn = 0

. . .
gi

å
wi = 0

. . .
gsx

å
wsx = 0

| {z }
wsn + ���+ wsx = Ks

Õ
i2s

Cwi
gi

Xwi
i , (4.62)
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(gi , X i ) i2s regroupe deux types de quantités propres à chaque orbitale i de s :

� gi est la dégénérescence de la sous-couchei, mais dans la récurrence qui suit gi

peut varier entre 0 et 4` i + 2 ;

� X i = e� b (ei � m) .

Soit g le vecteur des dégénérescences:

g = ( g1, g2, . . . ,gi , . . .). (4.63)

et c p le coef�cient
c p = � å

i2s

gi (� X i )
p . (4.64)

On peut démontrer [43, 67] que Z s,K(g) peut s'exprimer sous la forme :

Z s,K(g) =
1
K

K

å
p= 1

c p Z s,K� p(g) (4.65)

Z s,K(g) = Z s,K(gj ) + X j Z s,K� 1(gj ), (4.66)

où gj = ( g1, g2, . . . ,gj � 1, . . .) est le vecteur des dégénérescences dans lequel la dégé-
nérescence de l'orbitale j a été diminuée d'une unité. La récurrence est initialisée par
Z s,0(g) = 1. La première formule de récurrence découle du développement de Taylor
de la fonction génératrice

F(z) = å
Ks

zKs Z s,Ks (g) = Õ
i2s

(1 + z Xi )
gi , (4.67)

où Ks est n'importe quel remplissage permis de la supracouche. Cette première formule
permet d'obtenir la fonction de partition Z X. La seconde formule de récurrence découle
de l'égalité bien connue

Cw
g = Cw

g� 1 + Cw� 1
g� 1 . (4.68)

Elle permet notamment d'accéder aux autres propriétés des supracon�gurations, tels
les moments statistiques que sont l'énergie moyenne et l'extension en énergie de la
supracon�guration. Cependant, ce formalisme STA souffre de la présence de sommes
alternées dans les coef�cients c p. Ces sommes alternées peuvent poser des problèmes
numériques, car la soustraction de grands nombres accroît le risque d'erreur. Cepen-
dant, un schéma numérique plus stable mais pas mis en œuvre dans notre approche a
été établi par F. GILLERON et J.-C. PAIN [71]. L'ensemble des formalismes statistiques
est mis en œuvre dans le code de calcul d'opacités SCO, que nous avons utilisé dans
nos études.
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55
DE SCO À SCORCG

5.1 Le code SCO

Développé par F. PERROT, T. BLENSKI et A. GRIMALDI au CEA pendant les années
1990 [42, 43], le code de calcul d'opacités SCO est un des premiers outils à appliquer
le formalisme STA [67] pour le calcul d'opacité dans les plasmas chauds. Basé sur un
modèle de matière semi-classique pour les électrons libres, SCO est particulièrement
performant pour calculer l'opacité de plasmas d'éléments de Z intermédiaires tels que
le fer ou le germanium à des températures élevées. La version utilisée pour le couplage
avec RCG met en œuvre les méthodes statistiques de calcul des faisceaux de transition
évoqués Chap. 4. Cette version du code SCO est également capable de sélectionner au-
tomatiquement les supracon�gurations desquelles partent les faisceaux de transition.

5.1.1 Physique mise en œuvre

Grâce à la théorie STA développée par l'équipe de Bar-Shalom [67, 72], SCO permet
de faire des calculs d'opacité plus rapides que les codes DCA et plus précis que les
approches à l'atome moyen. Une spéci�cité de SCO est le calcul autocohérent de la
structure électronique de l'atome moyen puis des supracon�gurations, selon une mé-
thode très proche de celle utilisée par COWAN dans sa routine RCN [8]. En particulier,
les corrections relativistes de masse-vélocité et de Darwin sont intégrées dans le calcul
autocohérent de la même manière que dans RCN [43]. Mais il y a une différence : SCO
procède à un calcul autocohérent qui prend en compte l'effet de la température et de la
densité sur la sphère ionique et le potentiel d'échange-corrélation [28].

L'utilisateur est libre de choisir quelles sous-couches électroniques il veut regrouper
en supracouches dans son calcul. Cependant, un grand nombre de supracouches rend
la sélection des supracon�gurations plus complexe, même pour des éléments de Z in-
termédiaire à température élevée (plusieurs centaines de eV) ou pour des éléments de
Z élevé à basse température (dès 10 ou 20 eV). SCO peut construire les supracouches
automatiquement, avec un critère sur la proximité en énergie des orbitales à regrouper.

Le choix des sous-couches relativistes d'où partent des SOSA est également du res-
sort de l'utilisateur. Les effets relativistes ne sont signi�catifs que pour les orbitales les
plus profondes en énergie. Ils concernent essentiellement les sous-couchess et p de
cœur pour les éléments de Z intermédiaire ainsi que l'orbitale 3 d pour les éléments
lourds (ex. lanthanides). Ils n'ont d'incidence que sur le traitement des faisceaux par-

85
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tant de ou arrivant sur des orbitales relativistes : le formalisme SOSA est alors appliqué,
avec omission du faisceau Dj = 0 généralement négligeable. SCO peut, sur demande,
procéder à la relaxationde certains sauts monoélectroniques [27, 73], c.-à-d. au calcul
de la structure électronique de la con�guration d'arrivée. La transition d'un électron
d'une orbitale à une autre modi�e son interaction avec les autres électrons liés, ce qui
change toutes les fonctions d'onde à un électron. Un faisceau de transition relaxéest un
faisceau de transition dont la supracon�guration d'arrivée est l'objet d'un nouveau cal-
cul de structure atomique pour prendre en compte l'effet de l'altération des fonctions
d'onde par la transition sur les intégrales de structure atomique, en particulier l'énergie
moyenne1.

L'élargissement des suprafaisceaux de transition a plusieurs composantes :

� la largeur statistique s =
q

m(c)
2 =

q
m2 � m2

1, qui permet de modéliser à l'ordre 2
la distribution statistique des raies dans le suprafaisceau ;

� la largeur collisionnelle wc, due aux collisions électroniques inélastiques ;

� la largeur Doppler wd, liée à la température, en général faible si kBT est de l'ordre
quelques dizaines ou centaines d'électron-Volt ;

� la largeur naturelle wn, négligeable car extrêmement faible dans les conditions
d'utilisation de SCO ;

� la largeur Stark wi , due au champ engendré par les ions voisins.

Des détails plus précis sur le calcul de ces élargissements sont donnés annexe B, où les
formules de Dimitrijević et Konjević [74] détaillées permettent d'avoir une estimation
de la largeur collisionnelle et les formules de Rozsnyai [75] une estimation de la largeur
Stark. Une version modi�ée de ces formules est utilisée dans SCO, car :

1. Les intégrales dipolaires électriques Dn` ,n0̀ 0 sont calculées à partir des fonctions
d'onde de SCO, alors que les auteurs de l'article original utilisaient des formules
hydrogénoïdes.

2. L'autre modi�cation intervient sur le facteur de Gaunt inélastique g0(x) pour x
grand (voir annexe B) :

g0(x) =

p
3

p

�
0, 5+ ln

�
2 (Z � + 1) kBT

n2DE` ,` � 1

��
, (5.1)

où n est le nombre quantique principal pour lequel les transitions ` ! ` � 1
d'énergie DE` ,` � 1 sont calculées.

En approche statistique, la largeur statistique du faisceau s doit être ajoutée à wg,
d'où un élargissement gaussien total

w(S)
g =

q
w2

i + w2
d + m(c)

2 (5.2)

1Les formules UTA et STA [62, 67] faisant l'hypothèse, dans le cas le plus général, d'une égalité entre
les intégrales radiales, hors énergie moyenne, dans la con�guration de départ et celle d'arrivée, la relaxa-
tion de l'ensemble des intégrales radiales est inenvisageable dans le cas général, à moins de compliquer
énormément les formules de calcul des faisceaux statistiques [63].



5.1. LE CODE SCO 87

À ces élargissements physiques peut être ajouté l'élargissementwx lié à la mesure, soit

pendant le calcul d'opacité, auquel cas wx est ajouté àw(S)
g , soit après le calcul, auquel

cas les spectres sont convolués par le pro�l correspondant à l'élargissement gaussien
wx. Les élargissements dans SCO sont les paramètres de gaussienne et lorentzienne qui
convoluent les raies et les faisceaux.

SCO calcule l'opacité à l'intérieur de la grille spectrale dite généraleou statistique
G(S) = ( En, Ex, P(S) ) = ( En, Ex, D) que l'utilisateur dé�nit en donnant les bornes infé-
rieure En et supérieure Ex ainsi que le nombre de points P(S) . On a P(S)D = Ex � En

La résolution de G(S) , de l'ordre de 0,1 eV à 1 eV, ce qui est suf�sant compte tenu de
la largeur moyenne des faisceaux et des sous-faisceaux, rarement en-dessous de 1 eV.
En revanche, le traitement détaillé des faisceaux de transition nécessite une résolution
bien plus �ne, en particulier lors du calcul d'opacités moyennes.

5.1.2 Déroulement d'un calcul

Un calcul SCO se déroule en deux étapes. La première étape, oumode préparatoire, est
un calcul autocohérent à l'atome moyen [42, 43]. La distribution des électrons du conti-
nuum est calculée selon l'approche semi-classique de Thomas-Fermi dans la version de
SCO utilisée pour le couplage avec le code RCG*. Il est tout à fait possible de calculer
cette distribution quantiquement par résolution de l'équation de Schrödinger, au prix
d'un calcul de structure électronique plus long. Le calcul à l'atome moyen est principa-
lement utilisé pour obtenir le peuplement moyen des sous-couches électroniques ainsi
que sa �uctuation autour de la valeur moyenne. Ces moyennes et �uctuations de popu-
lation, ainsi que les limites en ionisation inférieure Qn et supérieure Qx, permettent de
sélectionner automatiquement les supracon�gurations 2 pour le calcul d'opacité à pro-
prement parler. Le critère de sélection automatique des supracon�gurations peut être
basé :

� sur le rang en abondance : lesNx supracon�gurations les plus abondantes sont
retenues ;

� sur l'abondance relative : les supracon�gurations dont la probabilité excède un
seuil Pn sont retenues.

Le seuil Pn et le nombre Nx sont ajustables par l'utilisateur.
La seconde étape, oumode exécutoireest le calcul d'opacité lui-même. Après un cal-

cul à l'atome moyen comme à la première étape, le calcul en supracon�gurations est
effectué. Calculer en supracon�gurations implique de déterminer la structure électro-
nique de chaque supracon�guration, en particulier les fonctions d'ondes des électrons
dans chaque supracouche. La structure électronique doit être calculée non seulement
pour la supracon�guration de départ, mais aussi pour chaque supracon�guration d'ar-
rivée d'un suprafaisceau de transition relaxé comme expliqué Sec. 5.1.1. Le calcul auto-
cohérent est l'étape la plus longue du calcul d'opacité pour une supracon�guration. Le
calcul de la relaxation est fait pour les supracon�gurations d'arrivée des sauts mono-
électroniques choisis. Les suprafaisceaux de transition relaxés ajoutent chacun un calcul
autocohérent, ce qui multiplie d'autant le temps de calcul de SCO.

Une fois les structures électroniques obtenues, le spectre lié-lié est calculé suprafais-
ceau par suprafaisceau. Certains de ces suprafaisceaux de transition, comme suggéré

2Le code SCO ne différencie pas les supracong�gurations réduites à une seule con�guration des autres
supracon�gurations, dites plurielles. De même, une supracouche peut être réduite à une seule orbitale.



88 5. DE SCO À SCORCG

FIGURE 5.1 – Schéma des différents types de faisceaux de transition lié-lié rencontrés lors d'un
calcul SCO.

Fig. 5.1, sont réduits à un faisceau de transition unique. Si l'orbitale de départ et celle
d'arrivée du suprafaisceau n` � n0̀ 0 sont relativistes, alors deux sous-faisceaux relati-
vistes sont calculés :n` `+ 1

2
� n0̀ 0

`0+ 1
2

et n` ` � 1
2

� n0̀ 0
`0� 1

2
. La population de l'orbitale n`

est répartie entre les deux sous-couches relativistes au prorata de leur dégénérescence,
à savoir 2` pour n` j= ` � 1

2
et 2` + 2 pour n` j= `+ 1

2
. Les moments d'ordre 0 à 2 des su-

prafaisceaux de transition sont calculés par des formalismes UTA, SOSA ou STA selon
le type d'espèce en présence. Calculée à partir de la structure atomique, la fonction
de partition UX de la supracon�guration est utilisée pour calculer la probabilité de la
supracon�guration dans le plasma, ainsi que son abondance relative

A X =
P(X)
P (X0)

=
Z X

Z 0
, (5.3)

où X0 est la première supracon�guration du calcul – pas toujours la plus abondante –
et Z 0 = Z X0 la grande fonction de partition associée à cette supracon�guration. L'avan-
tage des fonctions de partition est qu'elles permettent de comparer les probabilités et les
abondances de deux espèces sans avoir déterminé celles de toutes les espèces présentes
dans le plasma, lorsque toutes les supracon�gurations n'ont pas encore été calculées.
L'opacité totale du plasma s'exprime en fonction des contributions de chacune des su-
pracon�gurations :

k(hn) = å
X

P(X) kX(hn) (5.4)

=
å
X

Z X kX(hn)

å
X

Z X
, (5.5)
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ce qui permet de séparer le calcul en deux sommes, avec division après la �n du calcul
en supracon�gurations. Ce principe est conservé et étendu au calcul du spectre hybride
dans SCORCG.

La dernière étape consiste à mettre en forme les données résultantes du calcul, à sa-
voir les contributions des différents types de processus à l'opacité ainsi que les données
calculées à partir de l'opacité. Ainsi SCO renvoie :

� les différentes contributions des processus à l'opacité : libre-libre, lié-libre et lié-
lié ;

� la transmission et l'émission du plasma ;

� les opacités moyennes de Planck et Rosseland.

5.1.3 Statistique des populations

La sélection des supracon�gurations est un problème très complexe. Il est possible de
partir d'un calcul d'atome moyen pour la construire, à l'aide des énergies #k des or-
bitales k à l'atome moyen. L'idée consiste à parcourir toutes les supracon�gurations
possibles dans les limites d'ionisation �xées par l'utilisateur, et à ne retenir que celles
qui sont les plus abondantes. Une fois l'ensemble des supracon�gurations admissibles
parcouru, le calcul de l'énergie et de la fonction de partition de chaque supracon�gura-
tion permet de déterminer leurs abondances et de ne garder que celles qui répondent
au critère de sélection, qu'il soit en rang ou en probabilité. Un tel parcours peut devenir
très fastidieux lorsque la température est très élevée ou le découpage en supracouches
très �n. Plusieurs centaines à plusieurs milliers de supracon�gurations peuvent être
nécessaires pour faire converger certains calculs d'opacité.

La statistique des populations que nous avons étudiée dans le cadre de l'atome
moyen Sec. 4.1.3 conserve sa pertinence dans un calcul en supracon�gurations. Va-
lables pour des orbitales, ces formules peuvent être étendues à des supracouches dans
le formalisme STA, en utilisant l'additivité sur les orbitales i de la supracouche s :

� des dégénérescencesgi :
gs = å

i2s

gi ; (5.6)

� des populations moyennes w�
i = gi f �

i :

w�
s = gs f �

s = å
i2s

gi f �
i = å

i2s

w�
i ; (5.7)

� des variances en population vi :

vs = å
i2s

gi f �
i (1 � f �

i ) = å
i2s

vi . (5.8)

On peut lire dans ces formules les moments à l'ordre 0, 1 et 2 des distributions en
population des orbitales.

L'approche, qui s'était avérée assez peu ef�cace pour un calcul en con�gurations,
devient ici plus intéressante, car d'une part les supracouches ont des poids statistiques
plus élevés, d'autre part elles contiennent, à l'atome moyen, la somme du nombre
moyen d'électrons de chaque sous-couche contenue.
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5.2 SCO + RCG ! SCORCG

Le code SCORCG est le produit du couplage du code SCO avec le programme RCG.
Le choix de coupler le code SCO avec le programme RCG de Cowan pour construire
le code de calcul hybride d'opacités SCORCG provient de la très grande compatibilité
des deux programmes et des possibilités qu'ils offrent. Optimisé pour que son exécu-
tion soit enchaînée après celle des autres routines de Cowan (RCN et RCN2), RCG a
été partiellement réécrit. Processus maître, SCO a été également adapté à envoyer et
recevoir les données calculées par RCG.

5.2.1 Choix de SCO et RCG

Bien que destinés à des objectifs différents, les codes SCO [42, 43] et RCN/RCG [8,
48, 49] ont de nombreux points communs, tant du point de vue numérique que de la
physique. Du point de vue informatique, les deux codes sont écrits en Fortran 77, ce qui
a simpli�é la construction de l'interface SCO : RCG entre les deux programmes. Mais
l'intérêt informatique ne se limite pas qu'à un langage commun.

Le code Cowan est composé de plusieurs routines pour effectuer un calcul complet
de structure atomique. Les routines RCN et RCN2 effectuent le calcul autocohérent de
la structure atomique et fournissent, entre-autres, l'ensemble des données nécessaires à
la diagonalisation du Hamiltonien. Ces données sont récupérées par RCG, qui calcule la
structure �ne de chaque con�guration en diagonalisant le Hamiltonien et les transitions
permises entre les con�gurations. L'exécution de RCN et RCG peut être enchaînée très
facilement, un des �chiers de sortie de l'un ayant le même format que le �chier d'en-
trée du suivant [48, 49]. L'intérêt d'une séparation entre plusieurs programmes fait que
chacun peut être exécuté seul, ainsi RCG seul peut être utilisé pour recevoir les données
de structure atomique de SCO et non de RCN. L'autre grand avantage du code Cowan
est qu'il permet de mettre en pratique toute la théorie étayée et discutée Réf. [8]. Cette
polyvalence fait du code Cowan un outil de choix pour introduire des calculs détaillés
dans un code d'opacité statistique.

La physique modélisée dans les deux programmes, Cowan et SCO, est très simi-
laire [43]. La méthode autocohérente utilisée par Cowan [8] pour résoudre la structure
atomique a été reprise par SCO, y compris pour le traitement approché des effets rela-
tivistes : termes de masse-vélocité, de Darwin et de spin-orbite sont modélisés à l'iden-
tique dans les deux programmes. SCO effectue un calcul autocohérent pour l'atome
moyen, puis chaque supracon�guration d'où partent les faisceaux, ainsi que toutes les
supracon�gurations d'arrivée de chaque transition relaxée.

Ainsi, SCO et RCG, par les possibilités qu'ils offrent et la physique sur laquelle ils
reposent, sont le meilleur choix pour construire un code combinant calculs détaillés et
statistiques. Néanmoins, ce choix qui a été fait très rapidement au début de la thèse
s'est avéré ardu à mettre en œœuvre, en raison de la complexité de l'écriture de chacun
des codes. En particulier, le programme RCG a dû être adapté à un usage intensif.

Il existe un autre code de calcul atomique qui a été couplé avec des approches sta-
tistiques. Il s'agit de FAC (Flexible Atomic Code) [34] qui a été utilisé par S. H ANSEN

pour construire un code de calcul mélangeant niveaux et con�gurations hors É. T. L.
[76]. Cependant, ce code de calcul présente trois inconvénients majeurs :

� il repose sur le potentiel paramétrique, qui calcule plus vite mais bien moins pré-
cisément le potentiel atomique et les fonctions d'onde ;
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� il ne permet pas le paramétrage des intégrales radiales, et n'est donc pas aussi
souple que Cowan ; il nécessite de décomposer SCO, ne conservant que les rou-
tines de calcul et reprogramment intégralement le déroulé du calcul.

5.2.2 Adaptation de RCG

Le couplage de SCO et RCG et l'appel automatique de RCG au sein de SCO nécessitent
la réécriture de RCG en tant que routine de SCORCG, désormais appelée RCG*. L'en-
trée de RCG est un �chier qui contient toutes les données nécessaires à un calcul de
faisceau de transition. Mais ce �chier doit être écrit selon un format particulièrement
complexe et contraignant pour les besoins d'un couplage avec un autre code. De plus,
la lecture et l'écriture sur disque dur sont plus coûteuses que les mêmes opérations sur
mémoire vive (RAM).

Dans RCG*, les principales adaptations ont été faites au niveau de l'interface ainsi
qu'au niveau du calcul du spectre. Ce qui concerne l'interface est abordé plus bas. En ce
qui concerne le spectre, les tailles de tableaux de la version « longue » ont été augmen-
tées aussi loin que possible3. Le code de Cowan avait été écrit à l'époque où la mémoire
vive disponible dans un gros calculateur se comptait en mégaoctets, alors qu'en 2011
celle disponible dans le moindre ordinateur de bureau se compte en gigaoctets .

Les matrices Hamiltoniennes ainsi que les raies sont enregistrées dans des tableaux
dont les tailles ne sont pas indépendantes des tailles des autres tableaux du code [49].
En particulier, la taille maximale kMxd'un bloc de matrice J a été portée de 500 à 4000,
et la taille maximale kLAMdes tableaux de raies spectrales a été augmentée de 50 000 à
800 000. La taille de la liste de termes spectroscopiqueskLSi peut atteindre 1000.

Version kLSi kMx kLAM

11 47 300 50 000
11 long 119 900 50 000
RCG* 1000 4000 800 000

TABLE 5.1 – Évolution des tailles des différents tableaux dans les versions utilisées du code
Cowan.

Augmenter plus encore la taille des tableaux ou permettre une allocation dyna-
mique de mémoire nécessiterait de telles modi�cations dans le code qu'il serait moins
coûteux d'écrire un nouveau code de structure atomique, ou d'en utiliser un autre tel
FAC.

Une variable de température a été ajoutée à RCG* a�n de pouvoir calculer des fais-
ceaux de transition à l'É. T. L. hors SWAP. Dans la routine de calcul de la structure �ne
des con�gurations, le calcul de la fonction de partition interne de la con�guration a été
ajouté :

UC = å
g J

(2J+ 1) e� b(Eg J� EC) (5.9)

où EC est, rappelons-le, l'énergie du centre de gravité de la con�guration.Ainsi, la tem-
pérature peut être prise en compte dans le calcul des faisceaux de transition. Au choix

3En Fortran 77, tous les tableaux sont statiques : leur taille est �xée avant le démarrage de l'instance
d'une routine. Les tableaux de taille variable, comme celui qui stocke les raies d'un faisceau de transition,
ont en fait une taille �xe supposée suf�samment élevée pour pouvoir stocker les résultats des calculs. La
taille « effective » du tableau est indiquée par un entier.
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de l'utilisateur, la routine RCG* peut renvoyer soit l'intensité SWAP des raies g f, soit
l'intensité pondérée par le facteur de Boltzmann g f e� b(Eg J� EC.

Le calcul des raies spectrales a été la partie la plus remaniée de RCG*. La routine de
Cowan a un système de tri de raies qui est utile pour présenter un faisceau de transition,
pas pour transmettre des raies spectrales à un code d'opacités. Ce tri des raies est une
des étapes de RCG la plus consommatrice en temps de calcul, il a donc été supprimé.
Quel que soit l'algorithme, la complexité du tri des raies spectrales en fonction de leur
énergie est de l'ordre du carré du nombre de raies dans le « pire des cas ».

A été ajoutée la pondération par le facteur de Boltzmann gg Je� b(Eg J� EC) , alors que
RCG calcule les faisceaux de transition sans prise en compte de la température dans
le peuplement des états d'une con�guration (SWAP). Une autre méthode de calcul des
raies d'un faisceau a été ajoutée : elle consiste à ne plus stocker les raies une par une avec
leurs énergies, mais à accumuler les raies dont l'énergie correspond au même point de
la grille spectrale de SCORCG. En�n, le calcul des moments de faisceaux de transition
d'ordre supérieur à 2 est possible dans la version adaptée du code de Cowan, avec et
sans prise en compte de la température et du facteur de Boltzmann sur le remplissage
des niveaux.

5.2.3 Interface SCO : RCG*

Le couplage SCO avec RCG* est construit de manière à garantir la cohérence entre les
calculs détaillés et les calculs statistiques. Pour cela, il faut que la routine de RCG mo-
di�ée prenne en entrée toutes les données que SCO peut fournir pour le calcul d'un
faisceau de transition.

Nous rappelons que le calcul d'un faisceau de transition requiert plusieurs informa-
tions sur la structure des con�gurations de départ et d'arrivée, à savoir :

� les sous-couches ouvertes dans l'une ou l'autre con�guration sous la forme `wi
i ;

� l'énergie du centre de gravité de chaque con�guration, l'important étant la diffé-
rence entre les deux énergies ;

� les intégrales radiales, coulombiennes et de spin-orbite, en respectant l'ordre de
lecture de RCG, à savoir :

1. les intégrales de Slater directesFk( ii ), k = 0, 2, . . . , 2̀ i ,

2. les intégrales de spin-orbite x( i),

3. les intégrales de Slater directesFk( i j ), k = 0, 2, . . . , min(2` i , 2` j ),

4. les intégrales de Slater d'échangeGk( i j ), k =
�
� ` i � ` j

�
� ,

�
� ` i � ` j

�
� + 2, . . . ,` i +

` j ,

et pour chaque type d'intégrale dans l'ordre des i puis des j puis des k croissants ;

� la nature de la transition électronique (toujours dipolaire électrique) ainsi que l'in-
tégrale dipolaire électrique.

Ces informations sont déjà utilisées par SCO pour le calcul statistique des faisceaux,
et leur passage à RCG est géré par des routines d'interface qui se chargent d'établir la
correspondance entre les tableaux de RCG et ceux de SCO.

En retour, RCG fournit à SCO le faisceau de transition détaillé sous deux formes
possibles :
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� énergie et force exactes de chaque raie ;

� somme des forces des raies dont l'énergie spectrale correspond à un point de la
grille détaillée.

La première option, la plus naturelle à concevoir, requiert le calcul du pro�l de chaque
raie, ce qui peut revenir au calcul de myriades de pro�ls pour chaque faisceau. La se-
conde option consiste à regrouper dans une même « case » en énergie les raies dont
l'énergie peut être approchée sur la grille détaillée de sorte que cette multitude de raies
g J ! g0J0 très proches soient traitées comme une seule super-raieL , d'énergie EL et
d'intensité

g fL = å
g J! g0J02L

gg J fg J! g0J0. (5.10)

L'élargissement de la super-raie L est identique à celui de chacune des raies du faisceau
de transition.

La routine RCG* calcule également d'autres quantités auxquelles seul un calcul dé-
taillé permet d'accéder. Les moments statistiques des faisceaux peuvent être calculés à
des ordres supérieurs à 2. Ils peuvent prendre en compte ou non la température, via la
pondération par le facteur de Boltzmann. En�n, RCG* renvoie la fonction de partition
interne de la con�guration de départ qui s'écrit :

UC = å
g J2C

(2J+ 1) e� b(Eg J� EC,av) (5.11)

et permet de construire une fonction de partition hybride. Le fonctionnement d'un cal-
cul de faisceau de transition dans SCORCG est synthétisé Fig. 5.2.

La réalisation de l'interface SCO : RCG* est compliquée par le fait que RCG* de-
mande des données d'entrée bien précises et en quantité variable selon le faisceau à
détailler. Différents systèmes d'unités sont utilisés par les deux programmes :

� eV, Ha (Hartree) et température (kT) pour SCO ;

� eV et surtout kK (kilokayser, 1 K = 1 cm� 1) pour RCG*.

5.3 Possibilités du code SCORCG

Sans prétendre être un manuel du code SCORCG, cette section énumère toutes les pos-
sibilités du code SCORCG pour des calculs d'opacités à l'équilibre thermodynamique
local.

5.3.1 Physique ajustable

Il est possible de choisir les modèles physiques utilisés dans SCORCG de manière as-
sez similaire à ce qui peut être fait dans SCO. Tous les paramètres gérant la physique
dans SCO peuvent être réglés de manière semblable dans SCORCG. Les unités des pa-
ramètres de physique ajustables sont en eV pour la température et l'énergie spectrale et
en CGS pour les autres grandeurs. Les autres paramètres gérant la physique sont des
drapeaux activant la modélisation de certains phénomènes dans le calcul.

Le code SCORCG utilise trois grilles spectrales pour ses calculs.
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FIGURE 5.2 – Schéma de fonctionnement de l'approche hybride dans SCORCG.

1. La grille générale G(S) = G(En, Ex, N (S) ) dé�nie Sec. 5.1.1 est la grille dans laquelle
SCO calcule son opacité, aussi bien lié-lié que lié-libre ou libre-libre. Cette grille
contient 20000 points au maximum. Les opacités moyennes sont calculées si, et
seulement si, la borne inférieure de cette grille est 0 eV.

2. La grille détaillée G(D) = G(en, ex, N (D) ) est la grille réservée au stockage des ré-
sultats des calculs détaillés. L'intervalle de cette grille est toujours compris dans
l'intervalle de la grille principale : en � En et ex � Ex. Elle peut contenir jusqu'à
un million de points et permet une résolution spectrale bien plus �ne que la grille
principale.

3. Lagrille de sortieest la grille dans laquelle la transmission et l'émissivité du plasma
sont calculées. Son intervalle peut être partiellement ou totalement recouvert par
celui de la grille détaillée, les routines de convolution assurent un raccord cohé-
rent aux limites entre les domaines détaillés et statistiques.



5.3. POSSIBILITÉS DU CODE SCORCG 95

Il y a donc deux grilles spectrales dans un calcul SCORCG, à laquelle une troisième
permet de choisir la résolution pour l'exploitation des spectres.

À l'instar de celle de SCO, la grille générale du code hybride est limitée à 20 000
points et entrée en unités de température. Cette grille est largement suf�sante pour
les calculs de faisceaux statistiques. La grille détaillée peut contenir jusqu'à un million
de points. Elle permet d'avoir un calcul d'opacité spectrale bien plus résolu, en parti-
culier dans la zone en énergie où de nombreux faisceaux doivent être détaillés, sans
rendre pour autant le calcul trop consommateur en ressources. Les calculs à haute ré-
solution sont indispensables à basse densité (moins de 10� 3 g/cm 3) pour un calcul de
moyenne de Rosseland ou des calculs de transmission semi-saturée dans lesquels ce
sont les creux de l'opacité qui jouent un rôle majeur.

1. La résolution spectrale du spectre expérimental est variable, en partie parce que
le spectre expérimental est donné en fonction de la longueur d'onde du rayonne-
ment, et la longueur d'onde est proportionnelle à l'inverse de l'énergie. Elle reste
cependant la moins �ne, avec environ 3 à 4 points par eV dans la fenêtre spectrale

2. La résolution spectrale de la grille statistique est de 0, 2 eV.

3. La résolution spectrale de la grille détaillée est de 5.10� 3 eV. La grille détaillée est
40 fois plus �ne que la grille statistique.

4. La résolution spectrale de la grille de sortie est de 0, 04 eV. La grille de sortie est 5
fois plus �ne que la grille statistique.

Les différentes grilles utilisées dans le calcul sont illustrées Fig. 5.3 à travers un
détail de spectre en transmission de l'aluminium à 20 eV et 0, 01 g/cm 3. Nous avons
fait un calcul d'opacité avec trois pas différents dans la grille détaillée : �n 1.10� 3 eV,
moyen5.10� 3 eV et large2.10� 2 eV. La représentation d'un spectre avec des variations
sur des intervalles spectraux de l'ordre de 10 � 3 à 10� 2 eV est illisible, nous avons adopté
une représentation graphique de chaque opacité en trois courbes :

� la moyenne glissante sur d, calculée sur la largeur d : il s'agit, pour chaque énergie
spectrale x, de la moyenne de l'opacité sur l'intervalle [x, x + d] ;

� l'enveloppe supérieure sur d, calculée sur la largeur d : il s'agit, pour chaque éner-
gie spectrale x, du maximum de l'opacité sur l'intervalle [x, x + d] ;

� l'enveloppe inférieure sur d, calculée sur la largeur d : il s'agit, pour chaque éner-
gie spectrale x, du minimum de l'opacité sur l'intervalle [x, x + d].

On obtient ainsi une allure de la zone dans laquelle les spectres en opacité varient.
Un bon exemple nous est donné par l'opacité de la couche M du cuivre aux alen-

tours de 20 eV et 10� 3 g/cm 3, calculée ici avec les 200 supracon�gurations les plus
abondantes.

Le choix d'une résolution plus ou moins �ne dans le calcul de l'opacité d'un plasma
à faible densité, avec des élargissements faibles et des faisceaux très poreux, a des consé-
quences sur son exactitude comme le montre Fig. 5.4. Cette opacité a été calculée sur
deux grilles spectrales : l'une avec un pas de 10� 3 eV ou un pas de 5.10� 3 eV change
peu la forme globale du spectre. Les moyennes glissantes sont très proches, ainsi que les
minima et maxima matérialisés par les enveloppes à 0, 1 eV. Si les moyennes glissantes
sont très proches, l'enveloppe du calcul grossier est d'amplitude réduite par rapport
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FIGURE 5.3 – Détail d'un spectre en transmission mettant en évidence les différentes grilles dans
un calcul en transmission.

FIGURE 5.4 – Enveloppes et moyennes glissantes du spectre en opacité de la coucheM du cuivre,
avecd = 0, 1 eV.
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FIGURE 5.5 – Détail de l'opacité autour de 87 eV montrant l'effet de la résolution de la grille sur
la forme du spectre.

à celle du calcul �n. Pour des énergies de photon de l'ordre de quelques kBT, cette
moindre amplitude a des conséquences sur la moyenne de Rosseland.

Un agrandissement sur une fraction du spectre en opacité entre 87 et 88 eV Fig. 5.5,
montre l'effet d'une résolution plus ou moins grossière sur un détail du spectre en opa-
cité. Les structures larges restent apparentes, mais les plus petites coalescent et de nom-
breux trous sont plus ou moins comblés. Or, dans un spectre très poreux, ce sont ces
trous qui contribuent le plus à la moyenne de Rosseland. Pour évaluer la résolution
adéquate pour un calcul d'opacité, il faut estimer quel élargissement de raie doit être
précisément restitué. Vouloir restituer l'ensemble des élargissements du spectre revient
à choisir une résolution très �ne, d'où des convolutions de raies très coûteuses. Une
bonne solution peut être de calculer la moyenne harmonique des FWHM de tous les
faisceaux de transition, avec pour pondération le produit de la force de faisceau par
l'abondance de la supracon�guration.

Le programme doit être en mesure de décider automatiquement quel faisceau de
transition détailler et quel autre calculer en UTA. Il utilise pour cela différents critères
lui permettant de décider de la pertinence ou non d'un calcul détaillé, en tenant compte
des limites imposées par le programmeur, de phénomènes physiques et de considéra-
tions algorithmiques. De tels critères sont ajustables en fonction des souhaits de l'utili-
sateur. On peut notamment choisir :

� la dégénérescence maximale d'une con�guration, y compris excitée, à détailler en
structure �ne ;
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� le nombre de raies maximal d'un faisceau de transition à détailler ;

� le nombre de raies minimal d'un faisceau de transition à ne pas détailler ;

� des critères qui anticipent l'aspect rugueux ou lisse d'un faisceau de transition à
détailler sur lesquels nous reviendrons Sec. 7.3.

Pour un calcul rapide permettant de connaître la position en énergie des grandes
structures, un calcul laissant une grande place au statistique, voire complètement sta-
tistique, peut être exécuté en quelques minutes sur une station de bureau typique de
2010. Mais un calcul beaucoup plus détaillé peut être fait avec SCORCG, sur des con�-
gurations et des faisceaux relativement complexes. Selon la complexité du spectre à
calculer, l'exécution du code peut prendre de quelques minutes à quelques heures.

5.3.2 Gestion de la structure électronique

SCORCG hérite de la manière dont SCO gère la structure électronique sur laquelle
se basent les calculs. On peut en particulier entrer la liste des sous-couches et supra-
couches sur lesquelles les calculs doivent être faits, décider quelles orbitales sont rela-
tivistes et dé�nir les sauts monoélectroniques à relaxer. Le nombre de supracon�gu-
rations ou la probabilité minimale d'une supracon�guration « sélectionnée » doit être
indiqué, a�n de donner une limite au calcul d'opacité.

Le générateur automatique de SCO tel que décrit Sec. 5.1 a été maintenu tel quel
dans SCORCG. Néanmoins, le calcul hybride impose quelques contraintes supplémen-
taires :

1. Le calcul de faisceaux détaillés n'est possible qu'au départ d'une con�guration
unique, avec un remplissage électronique connu exactement pour chaque sous-
couche. Par conséquent, aucun calcul détaillé n'est possible dès lors qu'une su-
pracon�guration contient plus d'une con�guration.

2. Les supracouches doivent être entièrement dé�nies par l'utilisateur pour une opa-
cité hybride.

Introduire des calculs détaillés dans une supracon�guration nécessite l'extraction des
con�gurations à détailler à l'intérieur de cette supracon�guration. Les sous-couches
électroniques n, ` d'une con�guration doivent donc être individualisées dans l'exécu-
tion d'un calcul hybride. Cependant, rien n'empêche d'introduire des supracouches
pour regrouper les orbitales extérieures. Les supracon�gurations ayant au moins un
électron dans une des supracouches extérieures sont traitées par SCORCG comme elles
étaient traitées dans SCO. Le formalisme STA s'applique pour le calcul des suprafais-
ceaux de transition issus de ces supracon�gurations.

Un calcul hybride avec SCORCG requiert que la plupart des orbitales susceptibles
de contenir des électrons, et la totalité des orbitales en contenant « sûrement », soient
individualisées. Pour éviter l'apparition d'un trop grand nombre de supracon�gura-
tions, il est souhaitable que les orbitales les plus externes soient regroupées dans une
ou plusieurs supracouches. À la limite, les sous-couches en-deçà de la sous-couche li-
mite sont individualisées, les sous-couches au-delà sont regroupées dans une unique
supracouche-chapeau. Les sous-couches doivent être individualisées au moins jusqu'à la
limite supérieure de la couche de valence, car la population de chaque orbitale a une
faible probabilité d'être nulle. Pour un calcul plus détaillé, il est possible et même sou-
haitable de détacher les sous-couches d'une à deux couches au-delà de la couche de
valence.
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FIGURE 5.6 – Comparaisons des contributions détaillée et statistique en fonction de la
supracouche-chapeau.

Cependant, individualiser trop de sous-couches a deux inconvénients :

� le temps de calcul peut considérablement augmenter, car le nombre et la com-
plexité de faisceaux à détailler croît fortement ;

� le sélecteur de con�gurations tel que programmé dans SCO est limité dans le
nombre de sous-couches qu'il peut réellement prendre en compte.

À travers un calcul de l'opacité de la couche L sur un plasma de cuivre à 20 eV et
une densité de 1 mg/cm 3, l'effet de la supracouche-chapeau sur le spectre en opacité
peut être mis en évidence. Nous avons étudié trois cas :

1. La supracouche-chapeau commence à 5d : les supracouches sont de la forme
(1s) � � � (3s)(3p)(3d)(4s)(4p)(4d)(4f )(5s)(5p)(5d � . . . ).

2. La supracouche-chapeau commence à 4f : les supracouches sont de la forme
(1s) � � � (3s)(3p)(3d)(4s)(4p)(4d)(4f � . . . ).

3. La supracouche-chapeau commence à 4s : les supracouches sont de la forme
(1s) � � � (3s)(3p)(3d)(4s � . . . ).

On a imposé au calcul, dans chaque cas, de sélectionner les 200 supracon�gurations
les plus abondantes telles qu'obtenues à partir des conditions thermodynamiques. Les
trois listes de supracon�gurations obtenues sont indépendantes.

Les contributions détaillée et statistique dans un calcul hybride en fonction de la
supracouche-chapeau sont comparées Fig. 5.6. Que cette supracouche ne commence
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qu'à l'orbitale 5 d ou à l'orbitale 4 f change très peu les contributions. En revanche, si la
supracouche-chapeau commence à la sous-couche 4s, on constate que la contribution
statistique est beaucoup plus « lisse » et domine les autres contributions d'un facteur
2. Ce facteur n'est pas plus élevé, en dépit de l'absence de détail de la coucheN,car
d'une bonne partie des con�gurations excitées, même si elles sont individualisées, les
faisceaux qui en partent sont trop complexes. La contribution réduite des faisceaux
détaillés explique que la contribution statistique reste importante malgré le détail de la
couche N.

950 1000 1050 1100
Énergie (eV)

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

T
ra

ns
m

is
si

on

(1s)...(5p)(5d-*)
(1s)...(5p)(5d-*)
(1s)...(4d)(4f-*)
(1s)...(4d)(4f-*)
(1s)...(3d)(4s-*)
(1s)...(3d)(4s-*)

FIGURE 5.7 – Comparaison de transmissions à travers un milieu optiquement mince en fonction
de la supracouche-chapeau. Les courbes plus ou moins discontinues au-dessus indiquent l'opa-
cité lié-lié totale, les courbes continues dessous indiquent la contribution statistique au lié-lié.

Les transmissions calculées Fig. 5.7 avec des orbitales individualisées jusqu'à 4d et
5p sont quasi-superposées. Si la supracouche-chapeau commence en 4s, alors la trans-
mission hybride est très légèrement altérée, au pro�t de la transmission statistique dans
la structure d'absorption 2 p � 3d vers 960 eV, vers un évasement des structures d'ab-
sorption 2 p � 4d vers 1040 eV. On peut en conclure que reculer la supracouche-chapeau
au-delà d'une orbitale apporte peu de précision sur le spectre :

� si cette orbitale n'appartient pas à la couche de valence des ions les moins chargés,
pour des calculs en émission ou en transmission avec faible absorption ;

� si cette orbitale n'est pas dans la couche immédiatement au-dessus de la couche
de valence pour tous les autres types de calcul d'opacité.










































































































































































































































































































