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Résumé

Le formalisme de la transformation de Lie est appliqué & la dynamique des particules
chargées dans la topologie magnétique d’un tokamak, afin de construire un opérateur de type
Fokker-Planck pour les collisions coulombiennes utilisable pour la génération de courant. Cette
approche permet de réduire le probleme a trois dimensions (deux dans 'espace des vitesses,
une dans l'espace des configurations) tout en gardant la richesse des effets croisés entre les es-
paces résultant de la conservation du moment canonique toroidal (axisymétrie). Cette approche
cinétique permet de décrire des phénomeénes physiques liés a la présence de forts gradients de
pression dans des plasmas de forme quelconque, comme le courant « bootstrap » dont le role
sera primordial pour le futur réacteur ITER. Le choix des coordonnées et la méthode utilisée
sont particulierement adaptés & la résolution numérique de 1’équation de dérive cinétique per-
mettant de calculer la distribution des particules, celle-ci pouvant présenter un fort écart a
la maxwellienne sous l'effet d’un champ électrique (statique ou produit par une onde radio-
fréquence). Les travaux dédiés principalement & la physique des plasmas de tokamak ont été
étendus & ceux des plasmas de I'espace relevant d’une configuration magnétique dipolaire.

Abstract

The Lie transform formalism is applied to charged particle dynamics in tokamak magnetic
topologies, in order to build a Fokker-Planck type operator for Coulomb collisions usable for
current drive. This approach makes it possible to reduce the problem to three dimensions (two
in velocity space, one in real space) while keeping the wealth of phase-space cross-term coupling
effects resulting from conservation of the toroidal canonical momentum (axisymmetry). This
kinetic approach makes it possible to describe physical phenomena related to the presence of
strong pressure gradients in plasmas of an unspecified form, like the bootstrap current which
role will be paramount for the future ITER machine. The choice of coordinates and the method
used are particularly adapted to the numerical resolution of the drift kinetic equation making
it possible to calculate the particle distributions, which may present a strong variation with
respect to the Maxwellian under the effect of an electric field (static or produced by a radio-
frequency wave). This work, mainly dedicated to plasma physics of tokamaks, was extended
to those of space plasmas with a magnetic dipole configuration.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte de la fusion nucléaire

La maitrise des réactions de fusion entre deux isotopes d’hydrogene & des fins énergétiques fait
l'objet de trés nombreuses recherches depuis plus d’un demi-siecle. Si le concept élémentaire est
désormais bien connu (voir Annexe A), la mise en oeuvre reste cependant un formidable défi scienti-
fique et technique qui prend sa pleine dimension dans le contexte d’'une demande en énergie toujours
plus importante. Cette ressource est particulierement attractive pour quatre raisons : une forte
densité d’énergie massique, des ressources abondantes dans I'eau de mer notamment (deutérium,
lithium), pas de déchets radioactifs & tres longue durée de vie! et 'impossibilité d’une divergence
des réactions pouvant amener & une situation accidentelle explosive (absence de médiateur de
réaction). L’ensemble de ces qualités font de la fusion thermonucléaire contrdlée la source quasi-
idéale d’énergie, et a ce titre, les espérances placées dans le réacteur expérimental ITER actuelle-
ment en construction sur le site de Cadarache (France) sont considérables 2. Ce réacteur, basé sur
le confinement magnétique d’un plasma, rassemble en effet ’état de I'art dans ce domaine.

Le probleme du confinement des particules et de I’énergie d’un plasma par un champ magnétique
a stimulé I'imagination des chercheurs qui ont proposé de nombreuses configurations pour le résoudre.
Toutes sont basées sur le concept général qu'une particule chargée électriquement effectue un mou-
vement hélicoidal le long d’une ligne de champ. Grace au piégeage transversal caractérisé par le
rayon de Larmor, une topologie magnétique appropriée permet en principe de confiner les parti-
cules dans un volume donné. La difficulté initiale du probleme résulte du trés grand libre parcours
moyen des particules (distance moyenne parcourue entre deux collisions Coulombiennes) aux den-
sités considérées pour réaliser la fusion thermonucléaire. Celui-ci étant de I'ordre de la dizaine de
kilometres, la solution la plus élégante consiste a refermer les surfaces de flux magnétiques sur elles-
méme afin que les lignes de champ n’aient ni début ni fin. La configuration torique permet ainsi de
garder une taille acceptable aux machines mettant en oeuvre les réactions de fusion nucléaire 3.

En introduisant une courbure aux lignes de champ et en présence de gradients dans le plasma, les
particules chargées dérivent verticalement le long de ’axe du tore, conduisant & une séparation des
charges de signe opposé et une disparition rapide du plasma sous I'effet des forces de déchirement [51].
Cette difficulté majeure intrinsequement liée & la configuration torique fut résolue en introduisant
une hélicité aux lignes de champ elles-mémes sur une surface de flux magnétique, afin qu’au cours
de leur déplacement, les particules chargées dérivent alternativement vers le bord mais aussi vers le
centre du plasma. Sur une révolution poloidale de la ligne de champ magnétique, correspondant a

1. Le produit de la réaction de fusion D-T est un neutron dont la durée de vie est de l'ordre de 10 minutes, et
une particule o qui n’est pas radio-active. Toutefois, la présence de neutrons conduit & ’activation des structures
environnantes.

2. Pour plus d’informations, voir le site http://www-fusion-magnetique.cea.fr.

3. Pour les machines droites, il est nécessaire de créer des miroirs magnétiques aux extrémités afin de bloquer le
mouvement longitudinal des particules. Cet effet est réalisé en faisant en sorte que l'intensité du champ magnétique
soit maximale aux extrémités. De telles machines n’ont jamais atteint & ce jour des performances acceptables pour
la fusion thermonucléaire, les particules dotées d’un grand moment magnétique réussissant malgré tout a s’échapper
de ’enceinte de confinement, provoquant ainsi des pertes inacceptables.
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une distance courte par rapport au libre parcours moyen des particules, la dérive balistique moyenne
est alors nulle, permettant au plasma d’exister de maniere durable avec un confinement de bonne
qualité. La compréhension de ce probleme donna naissance a plusieurs filieres de machines toriques,
les tokamaks ol I’hélicité des lignes de champ est créée en faisant circuler un courant toroidal
dans le plasma, les RFP (Reverse Field Pinch) basés sur le méme concept mais avec une enrou-
lement différent des lignes de champ, et enfin les stellarator, ou la topologie des lignes de champ
est assurée de maniére statique par des bobinages externes créant une configuration magnétique
tridimensionnelle particulierement complexe 4.

Des trois filieres, celle offrant d’emblée les meilleures performances en terme de confinement de
I'énergie fut le Tokamak ®. En s’améliorant avec le courant toroidal circulant dans le plasma mais
aussi le grand rayon de la machine, les chercheurs tenaient enfin un concept viable pour la fusion
par confinement magnétique permettant d’extrapoler au réacteur les résultats obtenus sur de petits
appareils [41]. La relative simplicité de mise en oeuvre contribua également largement au succes
du tokamak & travers le monde. De la loi d’échelle quasi-universelle liant le temps de confinement
de I’énergie au courant circulant dans le plasma et au grand rayon de la machine est née la course
au gigantisme des machines pour atteindre Iignition du plasma, ou a défaut le break-even (voir
Annexe A). Les tokamaks JET ¢ (Royaume-Uni, Europe), JT-607 (Japon) et maintenant ITER 8
ne dérogent pas & cette regle.

En offrant une excellente qualité de confinement de I’énergie lorsque le courant circulant dans
le plasma est généré de maniere inductive, 'espérance a été grande qu’un régime thermonucléaire
puisse étre facilement atteint de cette maniére, malgré la nature intermittente intrinséque de cette
méthode. En effet, en régime inductif, le tokamak fonctionne sur le principe du transformateur,
I’anneau torique formé par le plasma jouant le role de circuit secondaire. Cependant, le plasma
devenant de moins en moins collisionnel au fur et & mesure que sa température augmente, il est
impossible d’atteindre le régime thermonucléaire requis par le critére de Lawson pour le type de
réactions D-T, qui est le plus favorable (voir Annexe A). Dans ce contexte, la physique des chauffages
fut développée activement afin d’atteindre des températures de I'ordre de la dizaine de keV, et de
maniere concommittante la physique de la génération de courant non-inductive, pour entretenir de
maniere continue les décharges plasma, seule solution acceptable sur le plan économique, mais aussi
pour réduire les effets déléteres des cycles mécaniques sur la durée de vie de la machine [18].

La mise en oeuvre de ces nouveaux outils permit de mettre en évidence la dégradation du
temps de confinement de ’énergie comme la racine carrée de la puissance injectée, phénomene
dont I'explication reste encore incertaine. Grace & l'injection d’ondes radio-fréquence, on démontra
la faisabilité du concept de génération non-inductive de courant, bien que efficacité du processus
n’atteigne jamais le niveau du régime non-inductif [10]. La conjonction de ces deux problemes consti-
tua une rupture majeure dans la stratégie suivie pour maitriser 1’énergie de fusion par confinement
magnétique dans un tokamak, ouvrant ’ere des régimes avancés de fonctionnement, dans lesquels
I’apport des sources externes de puissance consiste & favoriser une auto-organisation du plasma
viable simultanément sur le plan confinement de I’énergie et de la génération de courant [49]. La clé
de tels régimes passe par la maximisation du courant de bootstrap résultant des effets néoclassiques
liés aux différentes orbites des particules dans le plasma, les nombreuses expériences ayant montré
que pour de tels régimes, des barrieres internes de transport apparaissent, limitant la dégradation
du confinement avec le niveau de puissance injecté, en plus de la barriere externe de transport liée
au mode-H lorsque la puissance injectée dans le plasma dépasse un seuil critique [50].

Cette rupture amena & un changement complet de paradigme concernant 1'utilisation des sources
de puissance et de courant en particulier pour porter et maintenir le plasma dans des régimes
thermonucléaires. En effet, amener le plasma & un état d’auto-organisation stable et performant
nécessite une mise en oeuvre d’outils de controle particulierement précis concernant la localisation

4. A titre d’exemple, voir la configuration du stellarator Wendelstein 7-X & Padresse http://www.ipp.mpg.de/
ippcms/eng/for/projekte/w7x/ziele/index.html.

5. Acronyme russe signifiant TopommanbpHasi Kamepa ¢ MarHuTHbBIME Karymkamu, ou chambre toroidale avec
bobines magnétiques.

6. http://www.jet.efda.org/jet/jets-main-features/

7. http://www-jt60.naka. jeaea.go.jp/english/jt60/project/purpose.html

8. http://www.iter.org/proj/itermission
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spatiale du dépdt de puissance, que cela soit pour chauffer localement le plasma ou générer du
courant. Cet aspect clairement mis en évidence expérimentalement a des conséquences considérables
sur la modélisation des effets physiques en jeu, en nécessitant notamment de prendre pleinement en
compte les effets néoclassiques jusqu’alors ignorés ou simplement pris en compte séparément [23].
Ainsi, dans la totalité des simulations mettant en oeuvre la génération non-inductive de courant, le
courant « bootstrap », résultant du transfert d’impulsion entre les particules piégées et circulantes
en présence de gradients de densité et de température, est calculé pour un plasma thermique,
alors qu’il existe localement de tres fortes distortions de la distribution en vitesse des électrons
par rapport a la maxwellienne, sous 'effet des ondes radio-fréquences. La synergie potentielle entre
les deux effets est ignorée, méme au voisinage d’une barriere de transport, alors que localement
celle-ci peut devenir trés importante, en raison de l'importance du gradient de pression [45, 38].
De méme, le transport radial des particules induit par les ondes n’est pas considéré de maniere
systématique, tandis que les exigences sur la précision du profil de courant ont considérablement
augmenté [32, 306].

C’est dans ce contexte que le développement d’une approche générale pour décrire le chauffage
et la génération non-inductive de courant est effectué, prenant en compte les aspects néoclassiques
couplant, par I'impulsion toroidale généralisée, les dynamiques dans l’espace réel et celles dans
I’espace des vitesses. Les fondations de ce qui constitue la trame de la these sont élaborées sur la
base de la réduction des dynamiques rapides tout en gardant la richesse des effets physiques croisés
résultant des trajectoires complexes, grace & la transformation de Lie. L’objectif est que le cadre
mathématique rigoureux ainsi développé soit particulierement adapté aux simulations numériques
intégrées [3, 1], dans lesquelles 1’évolution de 1’équilibre magnétohydrodynamique (MHD) toroidal
est calculé de maniere cohérente avec les sources de puissance et de courant. Les calculs théoriques
développés dans ce travail sont donc entrepris d’une part dans le but de valider les bases du code
cinétique LUKE dédié & la physique des électrons [14, 37|, et d’autre part d’étendre les capacités
de cet outil & la physique des ions tout en prenant en compte les intercouplages entre particules
et les effets néoclassiques. Le code LUKE, particulierement optimisé sur le plan numérique, est en
effet largement employé pour les calculs de chauffage et de génération de courant par électrons dans
les tokamaks, et son extension pour prendre en compte tous les effets néoclassiques associés aux
scénarios avancés constitue un développement potentiel trés important pour la communauté de la
fusion magnétique.

1.2 Plan de these

Le deuxieme chapitre traite de la dynamique des particules chargées dans le champ magnétique
statique et non-uniforme d’un tokamak. A partir des systemes de coordonnées traditionnels (co-
ordonnées toroidales et de flux magnétique) et en utilisant les trois invariants du mouvement
résultant des lois de conservation (énergie, moment magnétique) et de l'axisymétrie, on introduit
un troisieme systéme de coordonnées et sa métrique permettant de caractériser les orbites parti-
culierement adapté a une implémentation numérique des équations. Ce systéme de coordonnées glo-
bales présente ’avantage d’avoir une signification physique simple dans la limite classique adoptée
par le code cinétique LUKE dans sa version actuelle [14]. Pour ce systeme de coordonnnées, on
définit la moyenne sur I'orbite qui est utilisée dans les chapitres suivants.

Le troisieme chapitre comporte deux parties. La premiere est consacrée a ’approche statistique
pour décrire I’évolution de I’ensemble des particules dans le plasma, sur la base de la hiérarchie
BBGKY permettant d’utiliser des fonctions de distribution & une particule. Le seconde porte sur
la description lagrangienne de la dynamique d’une particule, permettant de reformuler I’équation
d’évolution de la distribution en terme d’un hamiltonien et un crochet de Poisson. Le principe
général de la transformée de Lie est introduit dans ce chapitre et appliqué au probleme étudié pour
éliminer l'échelle rapide associée a la gyration cyclotronique, et obtenir la dynamique du centre-
guide. La transformation sur les coordonnées est proche de I'identité, fournissant des corrections
linéaires correspondant & la non-uniformité magnétique.

Le chapitre quatre porte sur le cas particulier de la configuration magnétique dipolaire, qui
outre son intérét spécifique pour la physique des plasmas de l'espace (champ magnétique terrestre,
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Jupiter, etc), représente un cas limite ot des développements analytiques complets peuvent étre
effectués, permettant d’établir une base solide pour valider une implémentation numérique des
équations valables dans la limite classique. En effet, le champ magnétique n’ayant pas de composante
toroidale, les particules n’effectuent aucune excursion radiale hors d’une surface de flux pour un
mouvement libre. Les travaux présentés portent exclusivement sur les particules fortement piégées
autour du plan équatorial, dont la dynamique est analogue a celle d’un oscillateur harmonique, &
I’ordre le plus bas. Un développement autour de cette limite fournit des corrections anharmoniques
qui sont comparées aux intégrales numériques.

Dans le cinquieme chapitre, on introduit ’opérateur local de collision de type Fokker-Planck
construit & partir des intégrales de Landau [31], en prenant en compte l’écrantage des champs
électriques produits par les particules au dela de la longueur de Debye et la prééminence des
collisions aux petits angles. C’est a partir de celui-ci que I’on calcule au chapitre suivant I’opérateur
de collision centre-guide pour le systeme de coordonnées choisi, en utilisant le formalisme des
transformées de Lie. Afin de limiter ’effort numérique pour calculer ces intégrales vectorielles et
tensorielles, celles-ci sont exprimées & ’aide de potentiels, moments scalaires de la distribution. Dans
le travail effectué et pour les besoins de la génération de courant dans les tokamaks, on considere le
cas relativiste, puisque les particules accélérées par les champs électriques peuvent atteindre de tres
grandes énergies. On utilise alors le noyau de Beliaev et Budker dans les intégrales de Landau [4],
celles-ci pouvant étre reformulées en terme de potentiels calculés par Braams et Karney [10]. On
considere également deux limites, la limite non-relativiste, correspondant aux potentiels classiques
de Rosenbluth [43], et la limite de Lorentz pour des ions de masse et charge infinies. I’anisotropie
dans ’espace des vitesses du fond de particules pour 'opérateur local de collision est prise en compte
en effectuant un développement en polynoémes de Legendre. Ce terme est trés important pour la
génération de courant [18].

Le calcul explicite de 'opérateur de collision centre-guide indépendant de la dynamique de gy-
ration des particules est présenté dans le sixieme chapitre. Des expressions simplifiées sont obtenues
dans 'approximation « orbites fines », ot ’excursion radiale de du centre guide est faible devant la
surface de flux de référence. Pour 'opérateur général et celui correspondant & la limite des « orbites
fines », des expressions correspondant aux cas ou la distribution des particules de fond est isotrope
sont également données.

Enfin, le septieme chapitre est dédié au calcul de ’équation Fokker-Planck centre-guide moyennée
sur les orbites des particules afin d’obtenir une évolution indépendante de ’angle poloidal. Cette
équation est celle qui sera implémentée numériquement pour décrire les effets néoclassiques de la
génération de courant dans les tokamaks. La réduction de I’espace des phases est effectuée dans
Papproximation dite de faible collisionnalité (le centre-guide a le temps de parcourir une orbite
complete avant de subir une déviation due & une collision). Des expressions simplifiées correspon-
dant a l'approximation « orbite fines » introduite au chapitre précédent sont obtenues et four-
nissent une forme conservative pour 'opérateur collision moyenné, particulierement adaptée au
calcul numérique. Dans la limite classique (orbite de largeur nulle), on retrouve la formulation de
I’équation de Fokker-Planck centre-guide utilisée par le code LUKE actuel [14]. La dynamique pour
le cas particulier d’un fond isotrope dans ’espace des vitesses permet d’exprimer 'opérateur en
termes de coeflicients d’orbite, moyennes indépendantes de la distribution de fond. Enfin, le cal-
cul du courant « bootstrap » est explicitement effectué dans la limite de Lorentz, et les résultats
obtenus par Rosenbluth sont retrouvés [12].

Dans le cadre de la conclusion, les perspectives résultant de ce travail sont tracées.

A noter que la plupart des calculs détaillés sont mis en annexe, ainsi que les publications résultant
de ces travaux.



Chapitre 2

Configuration magnétique et trajectoires
des particules

Dans ce chapitre sont considérés des systemes de coordonnées adaptés a la géométrie des toka-
maks exposée dans le chapitre 1. La dynamique des particules dans un champ magnétique statique
non-uniforme peut étre décrite en utilisant trois invariants créés en utilisant les lois de conservation
et symétries suivantes : I’énergie, le moment magnétique et ’axisymétrie.

2.1 Préambule : composantes d’un vecteur

Pour un espace de dimension n doté d'un systeme de coordonnées (2%),_; ,, le vecteur z
dénotant la position! correspondant au n-uplet de coordonnées (2%). Pourvu que le systeme de
coordonnées soit indépendant, deux séries de vecteurs de base peuvent étre construits : la base

covariante (eq),_; ,,, avec
0z
€ = — 2.1
= 2.1)
et la base contravariante (e®), _, , avec
0z
Y= —. 2.2
e = - (2.2)

Les dérivées selon une coordonnée sont effectuées en gardant les autres coordonnées constantes et
Popérateur 9/0z désigne le gradient associé a I'espace. Immédiatement, il vient

e, e’ =6F, (2.3)

ot 82 désigne le symbole de Kronecker (il vaut 1 si a = $3, 0 sinon). Cependant, les vecteurs
covariants et contravariants ne sont pas unitaires (de norme 1) ou ni méme orthogonaux entre eux
dans le cas général. Un vecteur a de 'espace a donc les décompositions covariantes et contravariantes
suivantes (en adoptant la convention d’Einstein pour les indices répétés) :

a=a%, = aqe”. (2.4)
L’utilisation de la propriété (2.3) donne les expressions suivantes pour les composantes,

a® =a-e”, (2.5)
o =a- €. (2.6)

Les composantes covariantes sont donc calculées a partir des vecteurs de base contravariants et
réciproquement. Ainsi, a® = (e"‘ -eﬁ) ag et ao = (eq -ep) a”. Pour un systeme de coordonnées

1. Ce terme est invoqué ici de maniere générale. Dans ’espace réel, z correspond au vecteur position spatial x.
De méme, dans ’espace des vitesses est utilisé le vecteur impulsion p.
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orthogonal (e® - e” et e, - eg sont nuls sauf si @ = [3), les relations ne dépendent que d’un seul
indice a (pas de sommation) :

(0%
ao = (€q - €q)a”, (2.7)
«

-€%) ag, (2.8)
A -1

ce qui implique e, - €, = (e* -e%*) .
Dans le cadre de cette these, les décompositions respectives des vecteurs (ou tenseurs) respectent
cette convention d’indices. Le vecteur unitaire (de norme 1) associé au vecteur a est désigné de la
maniere suivante : a

(2.9)

a

lal”

ou |a] = /a-a = +/a,a® est la norme du vecteur a.

2.2 Configuration magnétique

2.2.1 Coordonnées spatiales
2.2.1.1 Coordonnées quasi-cylindriques

Dans I’'étude de la géométrie tokamak, le systeme de coordonnées quasi-cylindriques est bien
adapté & la production du champ magnétique produit par les bobines poloidales et le courant
dans le plasma (voir figure 2.1). Le résultat est un champ magnétique hélicoidal qui est décomposé
en ses composantes toroidale et poloidale. C’est un systéeme de coordonnées orthogonal, relié aux
coordonnées cartésiennes (x,y, z) de la maniere suivante :

x =(Ry+rcosf)cosp = Rcos ¢, (2.10)
y =(Ro + rcosf)sing = Rsin ¢, (2.11)
z =rsiné, (2.12)

ou r désigne la distance depuis 'axe magnétique de rayon Ry par rapport a Paxe de symétrie (la
direction z). De ces expressions et du vecteur position x = xe, + ye, + ze,, on déduit les normes

ox

p— _1_
5| =1V =1, (2.13)
ox - -1
‘a& =|vo| ! =, (2.14)
ox - -1
o = |V¢| ' =R, (2.15)

ou V = 9/0x désigne le gradient spatial.

2.2.1.2 Coordonnées de flux

On définit le flux poloidal ¢ comme la circulation du potentiel vecteur magnétique selon un
contour de coordonnées C = (r,0 = 0, ¢). Ainsi, pour la distance infinitésimale le long de ce contour
dl = d¢ (dx/d9) :

1 ox
=—@QA-dl=A-—=A4,. 2.16
v=59 o = Ao (216)
En vertu du théoreme de Stokes [35], la circulation de A selon le contour C est égal au flux du

rotationnel V x A & travers la surface S orientée par C, d’élément infinitésimal d2S = Rdrd¢ et de
vecteur normal unitaire n = 7~ (9x/00) = rVo :

ygA-dl://S(VxA)-ﬁd%’.



2.2. Configuration magnétique

\ Symmetry
axis
Magnetic — Magnetic
field lines ¢ o
7

= y

" Poloidal
N Plasma current ! -

Toroidal field R ~— - Cr?SS section

0 . i

FI1GURE 2.1 — Coordonnées quasi-cylindriques. r correspond le petit rayon local, R = Ry + r cos 6
le grand rayon, 6 I'angle poloidal et ¢ ’angle toroidal. Ry est le grand rayon de ’axe magnétique
et a le petit rayon de la derniere surface magnétique fermée. Une surface magnétique (flux poloidal
1 constant) est représentée par le tube de lignes de champ rouge.

Comme B =V x A, I'expression intégrale du flux en fonction du champ magnétique vient naturel-

lement : )
e i//B.ﬁoPS: i/ / rR(B-V0) dr/dqb’:/ rRBYdr’. (2.17)
2w S 2 0 0 0

De méme, le flux toroidal ¥ est défini selon une section poloidale C' = (r,0,¢ = 0) de distance
élémentaire dl = df (0x/00), ou selon la surface S’ orientée par C’, d’élément infinitésimal d%S =
rdrdf et de vecteur normal unitaire n = R~! (9x/0¢) = RV . Ainsi,

1 0

X
-~ P A-d=A-T=4 2.1
2 Jo F (2.18)

T 2 T
// B-ndS = 2i / / rR(B-V¢)dr'dd = / rRB%dr. (2.19)
’ ™ 0

Les équations (2. 17) et (2.19) permettent d’exprimer le potentiel vecteur (défini & un gradient de
fonction quelconque pres) en coordonnées de flux,

A =~V + Vo, (2.20)

Yr

et de définir le facteur de sécurité moyenné sur une surface de flux [14] g, = dipr/dep relié a 'hélicité
magnétique 2,

_(our\ (9w B?
Le champ magnétique a donc lexpression suivante, en fonction des coordonnées de flux (v, 6, ¢) :
B=VXxA=V¢xViy+q,Vyp x V0. (2.22)

2.2.1.3 Jacobien spatial

De lexpression du champ magnétique 2.22, le jacobien [18] pour le systeme de coordonnées
spatial (1,0, ¢) prend la forme :
1

V=(VyxV0-Vo) ' =(B-VH) ' = 5 (2.23)

2.2.2 Espace des vitesses

2.2.2.1 Coordonnées « pitch-angle » de vitesse

La direction du champ magnétique constitue une direction privilégiée dans la dynamique d’une
particule chargée soumise & celui-ci. C’est pourquoi le vecteur impulsion est décomposé en contri-
butions paralleles au vecteur unitaire magnétique local b et perpendiculaire (voir figure 2.2).

2. gy = 0 correspond & un champ uniquement poloidal, gy, — co tend vers un champ uniquement toroidal.
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FIGURE 2.2 — Vecteur impulsion p décomposé sur le vecteur unitaire magnétique b. p = |p|
représente amplitude, ¢ = p - b/p correspond au cosinus du pitch-angle et ¢ (défini arbitrai-

rement sur le plan perpendiculaire a b, formant un repere direct avec celui-ci) la « gyrophase », ou
orientation azimuthale.

L’amplitude p du vecteur impulsion est liée & la conservation de I’énergie totale 3 (qui est I’énergie
cinétique en 'absence de champs électriques) & = p?/2m et le cosinus du pitch-angle ¢ est une
coordonnée bien adaptée aux décompositions en polynéomes de Legendre qui seront effectuées aux
chapitres 5 et 6. Enfin, la « gyrophase » ¢ est liée avec le mouvement de gyration local de la particule
autour d’une ligne de champ.

2.2.2.2 jacobien de 1’espace des vitesses

En réécrivant le vecteur impulsion
p = ptb +py/1 - €21, (2.24)

ot L est le vecteur unitaire de la projection sur le plan perpendiculaire & B, une base orthonormale
tournante (@ 4, b) peut étre définie telle que p = 1L xb = 91 /0p. La base covariante correspondant

aux coordonnées (p, &, ) devient :

9p

=¢b —e2]
ap b+ v1-¢€21, (2.25)

op _ = P =
— =pb — ——1, 2.26
o T ise (2:26)
op .
— =p/1—&2p. 2.2
9 P £°p (2.27)
Le jacobien de l'espace des vitesses devient [18] :
j=° 0 0 _ (2.28)

op o€ ap P

3. £ = ymc? = cy/p2? +m2c? dans le cas relativiste. On ajoute a l’énergie cinétique (y — 1) mc? I’énergie de

masse au repos ch.



2.3. Orbites de particules

2.3 Orbites de particules

2.3.1 Rotation cyclotronique

La force magnétique de Lorentz F = (¢/m) p x B fournit I’équation de mouvement suivante :

pZ%pXBZQgpLXB, (2.29)

ol la fréquence de gyration est définie Qy = gB/m et p; = p — (p . E) b. La conservation de
I’énergie est assurée par I'absence de travail de la force de Lorentz magnétique, F - p = 0. Ainsi,
P-pP= % (p2) =0, et il vient % [5 (pz)] = 0.

En considérant un champ magnétique uniforme, le mouvement est perpendiculaire & b:

PL
msly

dx = PLar = PL g, (2.30)
m

oll ¢ (t) = Qgt. La position effectue donc une rotation autour de b et a pour forme

BXPL
X=——.

2.31
o (2.31)
Une expression possible pour le potentiel vecteur d’'un champ uniforme est
B xx 1
A= =—= 2.32
5 P (2.32)
qui est aisément vérifiable en calculant 1V x (x x B) = $[(V-x)B —B-Vx] = B. L’action

pour le mouvement périodique de gyration, qui est une constante du mouvement périodique (voir
chapitre 3) devient, avec le moment canonique perpendiculaire P; = p, + ¢A :

2w
Jy = S %PL -dx = ! / (pL+qA)-prdp = P = m/i (2.33)
8= o 2rmQg Jo 2msl, q"’

ott u = p?% /(2mB) est le moment magnétique. Celui-ci est donc un invariant adiabatique pour la
gyration autour des lignes de champ, pourvu que le rayon de gyration pg = ‘p 1 X E‘ / (M) =

p1/ (mSy) soit faible devant la longueur caractéristique de gradient du champ magnétique (locale-
ment, le champ est uniforme pour la dynamique de gyration).

2.3.2 Mouvement longitudinal

Du fait de I'axisymétrie, la dynamique parallele est étudiée en projection sur un plan poloidal.
Ceci présente 'avantage d’avoir des trajectoires fermées pour le mouvement des centre-guides (les
lignes de champ ne se referment pas sur elles-mémes en parcourant une surface de flux magnétique).
En utilisant la conservation de I’énergie £ (p2) et du moment magnétique p = p? (1 — 52) / (2mB),
le rapport suivant reste constant dans le mouvement parallele aux lignes de champ de la particule :

= cte. (2.34)

La vitesse parallele est donc inversement proportionnelle & 'amplitude du champ magnétique sur
la trajectoire. En notant B, la valeur de B au point de champ minimum de la trajectoire et &nin
le pitch-angle au minimum de champ vérifiant

1- r2nin _ 1- 52

2.
B 7 (2.35)
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Bmin
min S 1- . 2.36
Gannl < /1 - F (2:36)

L’égalité de cette inéquation correspond au cas limite ot les deux points de rebroussement se
rejoignent & une amplitude maximum Bi,.x. Une définition plus précise de cette amplitude est
donnée dans la section 2.4.1.
Selon la valeur de &nin, il y aura donc deux catégories de trajectoires :
— Les particules piégées dont la trajectoire présente deux points de rebroussement et subissent
la force diamagnétique les repoussant vers les zones de faible champ.
— Les particules passantes (ou circulantes) ont une vitesse parallele suffisante pour vaincre la
répulsion de la force diamagnétique et n’ont pas de points de rebroussement.
Le cosinus du pitch-angle pris au minimum de champ peut donc servir de critere discriminant entre
ces deux familles d’orbites.

il y a réflexion (£ =0) si

2.3.3 Imnvariant axisymétrique

L’axisymétrie du champ magnétique offre une troisieme constante du mouvement. En projetant
Iéquation (2.29) sur ¢, elle devient

. q ox q ox

=—(pPpxB)-—=—p- (Bx —]. 2.37

bo = (PxB): 57 =""p ( a¢) (2.37)

En insérant I'expression (2.22), B x (9x/0¢) devient (V¢ x Vi) x (0x/0¢) = V¢). Comme p- Vi) =
mx - Vi = map, il vient

. . dq .
P = q & T (pp + qAp) = P, = 0. (2.38)

On reconnait ici I’expression du moment canonique toroidal P, dont l'origine est discutée plus en
détail au chapitre (3),

ox

Py=P - — =pg +qAy, (2.39)

o
qui est donc un invariant lié & I'axisymétrie du champ magnétique. Si le rayon de Larmor est
petit devant la longueur caractéristique de gradient magnétique, un développement de la vitesse du
centre-guide donne a l’ordre le plus bas 'expression pour le moment canonique toroidal [11] :

Py = —qi + pbs. (2.40)

En ’absence de champ magnétique toroidal, ’axisymétrie se réduit & I'invariance de flux poloidal.
L’effet produit est un élargissement des orbites au dela de leur surface de flux et un couplage entre
la vitesse parallele et ’espace réel. Ce sont les phénomenes (dits « néoclassiques ») liés & ce couplage
qui seront étudiés, notamment dans la problématique des collisions. Un cas limite est la géométrie
dipolaire (chapitre 4), ol l'invariance du flux poloidal est exacte.

2.4 Coordonnées globales

2.4.1 Invariants d’orbite

Afin de décrire I’évolution en mettant en valeur les effets néoclassiques, une transformation de
coordonnées,

(¢7 0, d)apv 6) — (@7 97 (bapa 50) ) (241)

est effectuée sur les invariants cités dans la section 2.3. A partir du moment canonique toroidal Py,
une coordonnée homogene & un flux magnétique est définie,

T=-tp—y- épaw = — 69 (1.0,p.€). (2.42)

1
q

10



2.4. Coordonnées globales

FIGURE 2.3 — Représentation schématique de plusieurs orbites de méme surface de flux de référence

¥ (pointillés), projetées sur le plan poloidal. A la frontiere passante/piégée, les points de rebrous-
sement se rejoignent au maximum de champ.

Ainsi, la position radiale du centre-guide 1) = 1 + 1) est vue comme une déviation d’une surface
de flux de référence 1) (voir figure 2.3). Celle-ci est traversée par la trajectoire uniquement s’il y a
point de rebroussement ¢ = 0; c’est-a-dire si la trajectoire est piégée. Il est possible de définir un
autre invariant d’orbite,

& = 0\/1 — By (v) ;(:/f;), (2.43)

qui dépend des quantités définies aux équations (2.36) et (2.42). By (1) correspond ici & Pamplitude
minimum du champ magnétique sur la surface de flux ¢ et ¢ = 41 permet de discriminer la direction
d’une particule circulante (pour les particules piégées, les orbites o = £1 sont identiques & cause de
Poscillation ; on fixe donc arbitrairement o = 1). La {rontiere entre particules circulantes et piégées
devient

Bo (¥)

B (v)
en notant Bj (¢p) Pamplitude maximum de champ sur la surface de flux 9 (ce point est atteint &
la frontiere passante/piégée car dans cette limite les points de rebroussement situés sur la surface
1 = 1 se rejoignent). La frontiere ne dépend donc que de ¢ dans ce systéme de coordonnées. Elle
est aussi par construction de bornes fixes : |or| € [0, 1], ce qui facilite une discrétisation directe

dans les simulations informatiques.
L’avantage principal du systeme de coordonnées (w, 0,p,&o, 0) ainsi construit est qu’il se réduit

o[ = /1 — (2.44)

a des coordonnées physiques dans la limite non néoclassique (oi1 1) = 1) et & = Emin tel que défini
dans l’équation (2.35)). Il y a donc continuité avec les résultats fournis par les codes de simulation
opérant dans cette limite [14]. L’ensemble permet de caractériser les orbites de maniere non ambigué
dans un espace des phases & quatre dimensions (¢ peut étre négligé grace a I'axisymétrie et o est
un parametre binaire).

2.4.2 jacobien

Le jacobien pour la transformation de coordonnées (¢, £) — (E, 50) est I'inverse du déterminant
de la matrice jacobienne définie par les dérivées des nouvelles coordonnées en fonction des anciennes,

= (2500 20%)
— \0% /0y 0 /0¢) "

11
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D’apres les définitions 2.42 et 2.43, les composantes de J ont pour expression

o b,

% - = f o0 (2.45)
o) 1

aizé) = gpb(bv (246)
0& _1-€2dBo(v) 99  1-¢ Bo(v) 9B (2.47)
o 2B  dy O 26y B2 O’ '
9 _ & Bo(¥) 1-€dBo(¥) 99 (2.48)
9 & B(Y,0) 2B  dy 0E '

de telle facon que
s Wi 2
detJ = £ Bo(¥) [0 091-¢108 (2.49)

& B(v,0) [0y 0 26 B

L’hypothese d’axisymétrie (E = by Vi + bgVO + b,V ne dépend pas de ¢) donne les relations
suivantes, en utilisant '’expression du jacobien spatial de I’équation 2.23 :

VO -V xb=V0-[Vby x V¢ + Vby x VO + Vb, x V]

= V¢ x VO -Vby
—(quxVG-Vz/})%
= 0
b
— _pvZe 2.
o (2:50)
et
-~ VB 1 0B
V9~b><F =by (VO - V(ﬁsz/J)Baw
=B b‘bB 90 (2.51)
On en déduit les expressions :
8¢1—§2183 p 1-¢2 -~ VB
a¢ 25 Bow B0 % VO -b x I (2.52)
8@ 8[)4, p«f
— =1+ —V@ V x b,. 2.53
G0 =1 orge (2:53)

En utilisant lidentité? V x b= (B -V x B) b + b x (B . vg>7 le jacobien de la transformation
(¥, &) = (¥, &) devient :

-1

= |detJ| 7! =

qB° 262 B

~ N\~ ~ 1 —¢2 ~
B_ ‘1+p§ ((b-be)b—kbx{ $VB L%, VbD

(2.54)

2.4.3 Moyenne d’orbite

Le mouvement du centre-guide a pour variation élémentaire de temps sur la trajectoire® dt =
df/6, ot 0 est déduit des équations du mouvement déterminées dans le chapitre 3. La période

4. Cette identité est vérifiée en calculant b x (V X E) = %V (B . B) —b-Vb=-b Vb.
5. Ici, I'angle poloidal 0 est utilisé comme parametre d’orbite. L’expression reste vraie en utilisant une autre pa-
ramétrisation (par exemple la distance le long d’une ligne de champ), avec ’équation de mouvement correspondante.

12



2.5. Résumé du chapitre

d’orbite a donc pour expression, en intégrant sur la trajectoire du centre-guide :
de

= —_. 2.55
TO i (2.55)

Par construction, cette expression est uniquement fonction des invariants d’orbite (@, P, 50). De
méme, une opération de moyenne sur une orbite de centre-guide est définie par la méme intégration,
1 do

(.)o=—Q —

TO

(..), (2.56)

normalisée sur une période 7¢. Celle-ci sera utilisée dans le chapitre 7 pour I’élaboration d’une
équation d’évolution ne dépendant que des invariants d’orbite, ramenant la dynamique a trois
dimensions : ¥, p, &.

2.5 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre ont été définis les systemes de coordonnées utilisés pour ’espace réel et I’espace
des vitesses, ainsi que les invariants adiabatiques correspondants & la dynamique des particules. Le
systeme de coordonnées global (@, 0,p, §0) construit & partir des invariants et ’opération de moyenne
d’orbite associée sont tres utiles pour expression de I'opérateur collision centre-guide (chapitre 6)
de fagon adaptée aux problématiques néoclassiques et la réduction de la dynamique du centre-guide
(chapitre 7).

13






Chapitre 3

Théorie cinétique des plasmas magnétisés

Dans ce chapitre, des rappels sont présentés sur la théorie cinétique des particules dans un plama
de fusion. L’évolution d’un systeme & N particules n’est pas intégrable dans le cas général, aussi
faut-il procéder a une description statistique de 1’évolution du systéme. La description équivalente
selon la hiérarchie BBGKY permet de réduire ’évolution du systeme a des équations a une particule
pour chaque espéce, avec pour fermeture un terme d’interaction entre particules.

Afin de procéder & une réduction supplémentaire de I’espace des phases, I’évolution est réexprimée
selon la théorie hamiltonienne. Le formalisme des transformées de Lie permet d’obtenir une évolution
indépendante des dynamiques rapides; il est utilisé pour remplacer le mouvement de gyration de
la particule par celui du centre-guide.

3.1 Distributions, equation de Liouville

3.1.1 Description statistique de I’évolution d’un systéeme a N particules

Dans un plasma de fusion, la dynamique est régie par les équations newtoniennes [30] sur les
particules 7 :

dX; P;
_= 3.1
AT (3.1)
i
—F,, 3.2
I (3.2)

ou X, (t) et P; (t) désignent les positions et impulsions & I'instant ¢ des particules individuelles
i€ {1,2,...,N} du plasma, F; les forces agissant sur celles-ci et m; leur masse. Nous pouvons en
déduire une description équivalente en définissant une distribution exacte des particules f{* de la
facon suivante :

N
£ (%1, 1, xn,py) = [0 (xi = X (1) 6 (pi — Pi (1) - (3.3)

i=1

A tout instant ¢, cette distribution est nulle sauf aux positions X; (¢) et P; (t) des particules res-
pectives. L’évolution de cette distribution est déterminée en effectuant la dérivée partielle selon

t,
dP; Of
i ox; T at op; ) (34)

ofsE _ _i dX; Ofg
ot

en utilisant la propriété 96 (z — y) /0y = —9§ (x — y) /0x. Comme la distribution est nulle sauf si
dX;/dt = P;/m; = p;/m; et dP;/dt = F;, 'équation d’évolution devient

T  ~=(Pi OfF o OFR\ _dfg
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Cette équation exprime 'idée que le volume de ’espace des phases de dimension 6N formé par les
N particules (x1,p1,...,XN,Pn) reste constant dans I’évolution du systeme.

Dans la pratique, I'intégration de ces équations pour un systéeme & grand nombre de particules
est impossible, car les forces dépendent des positions et impulsions de toutes les particules. Méme
dans le cas de forces simples, il serait nécessaire de connaitre de fagon précise les conditions initiales
X; (t=0), P; (t = 0) pour obtenir ’évolution, information qui n’est pas disponible en général car
les quantités observables sont des valeurs macroscopiques intégrées. La résolution du couplage des
forces nécessite la séparation de la description en N équations distinctes en utilisant la hiérarchie
BBGKY, qui est expliquée dans la section 3.1.2. Afin de s’affranchir du probleme des conditions
initiales, il faut procéder & une interprétation statistique de la fonction de distribution : au lieu d’une
distribution nulle partout sauf sur un point de ’espace des phases, nous définissons une densité de
probabilité fy telle que

N
fN (tvxlap17"'7XN7pN)Hd3Xid3pi (36)
i=1
donne la probabilité de trouver le systéme & linstant ¢ et au point (x1,p1,...,Xn,Ppn) dans

I’élément de volume de l'espace des phases Hf\il d3x,;d3p;. Cette description continue peut étre
déterminée de la maniere suivante : on integre fy° sur un volume d’espace des phases AXAp assez
grand pour que le nombre de particules Ny > 1 a l'intérieur, mais suffisamment petit pour que la
fonction fy ainsi obtenue,

1 3 3 cex _ Nv
AxAp/Ade Apdpf - AxAp’

In (t,X,p) = (37)

ne change pas trop au sein du volume [9]. En remplacant la distribution exacte par cette densité
de probabilité, ’équation (3.5) donne I’équation de Liouville,

_dfy _0fx  ~~(Pi Ofn o Ofn) _
Infv =4 =0 + 2 o *F Tp, ) 7 (3.8)

qui sert de point de départ pour la description statistique d’un probleme & grand nombre de parti-
cules.

3.1.2 Hiérarchie BBGKY

Afin de réduire la dynamique & des équations différentielles réduites plus faciles & résoudre, une
série de distributions réduites est définie de la maniére suivante !

fi (6, %1,P1, .-, Xk, Pr) Ak/fN H d*x;d%p;, (3.9)
j=k+1

ou A, = 1/ (N — k) représente un facteur de normalisation correspondant au nombre d’arrange-
ments possibles de k particules, lié & I'indiscernabilité entre particules de méme espece. Ceci permet
d’exprimer N équations pour fi en intégrant (3.8) sur les coordonnées (Xg41, Pr+1,---,XN;PN) :

% Z b O +AkZ / = H d'x;d’p; = 0. (3.10)

j=k+1

En séparant les forces F; en une force extérieure F$** (champs extérieurs) et intérieure Fi* (inter-
action entre particules), il est possible de sortir la premiere de l'intégrale et d’obtenir une équation

1. Pour un traitement relativiste de cette section, voir les travaux de Polyakov [39]
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3.2. Approche hamiltonnienne, réduction de ’espace des phases

sur fi ne dépendant que d’elle-méme et de f,, 1. Dans le cas non-relativiste 2, les forces intérieures
correspondent aux forces électrostatiques

N
Ft=— ) 5%, (3.11)

ox;
j=lj#i

olt 'on a défini le potentiel coulombien ®,; = (e;e;/4me) [x; — xj\fl. L’équation (3.10) devient
alors

dSXk_»,_ld Pk+1- (3.12)

6fk Pi afk ext afk / 8(I>zk+1 6fk+1
Z m; Z axz P

C’est la hiérarchie BBGKY, nommée d’apres Bogolioubov [7], Born et Green [3], Kirkwood [27, 28]
et Yvon [52]. Dans la pratique, la description est tronquée & k = 1 en supposant que les interactions
entre paires de particules dominent dans le plasma, ce qui est raisonnable pour des milieux & faible
densité. La fonction de distribution & deux particules est exprimée

f2 (t7X17P1aX27P2) = fl (t7X17P1) fl (t7x27p2) + Q (t7X17p17X2ap2)7 (313)

ol () est appelé fonction de corrélation. L’équation pour une particule peut donc étre remaniée de
la maniere suivante de fagon a isoler la dépendance en fi,

Ofi  P1 Of1  pe Of1 O (t,XhPl)./ P12
ot mq (’)xl ! 8p1 8p1 (’)xl

0(1)12 0Q 5 5
—d’xod
%1 8p1 X2d P2,

(3.14)
ol le troisieme terme du membre de gauche désigne le champ électrique produit par le milieu et
ressenti par la particule. Regroupant les termes de force (extérieure et de « champ ») et en omettant
les indices, on obtient une nouvelle équation d’évolution pour la distribution & une particule,

af p Of of
o Tmax o

f1(t, %2, p2) d*x2d°p2 = /

= Q(t,x,p), (3.15)

ou le membre de droite est un terme d’interaction correspondant notamment aux collisions et
dépendant essentiellement de la corrélation de la distribution & deux particules. Comme celle-ci
dépend de fo, une approche est de remplacer Q@ par un opérateur collision ne dépendant que de
f1 déterminé selon une théorie sur les collisions. C’est la méthode employée dans le cadre de cette
these, exposée dans le chapitre 5. Cela permet de décrire I’évolution d’un plasma en utilisant des
équations sur les distributions & une particule en séparant les especes. L’espace des phases est ainsi
réduit de 6N & 6 dimensions.

Dans le cas oit on néglige totalement la corrélation, I’équation non collisionnelle obtenue est
I’équation de Vlasov :

of . p 9of of _
5 T o T F ap_o. (3.16)

3.2 Approche hamiltonnienne, réduction de 1’espace des phases

Dans cette section, on note a = da/dt la dérivée totale de la quantité a par rapport au temps.
Pour une approche plus détaillée de la mécanique lagrangienne et hamiltonienne, voir les cours de
Landau et Lifschitz [30].

2. Dans le cas relativiste, il faut rajouter aux forces internes les forces de Bremsstrahlung (rayonnement de
freinage). L’interaction entre deux charges dépend des coordonnées de toutes les particules, ainsi le découplage des
équations (3.10) pour n’inclure que la distribution & k 4+ 1 particules nécessite une approximation supplémentaire.
C’est le cas par exemple pour les particules faiblement relativistes, ce qui est suffisant pour la description cinétique
des plasmas de fusion.
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3. THEORIE CINETIQUE DES PLASMAS MAGNETISES

3.2.1 Formalisme Lagrangien
3.2.1.1 Principe de Hamilton, équations d’Euler-Lagrange

L’expérience montre que la donnée simultanée des coordonnées et des vitesses détermine compléetement
létat d’un systéme mécanique. Selon le principe de Hamilton (aussi appelé principe de moindre
action), tout systéme mécanique est caractérisé par une fonction scalaire

L(t,%x,%), (3.17)

Aux instants ¢ = t; et t = iy, le systeme occupe des positions déterminées par les valeurs des
coordonnées x (t1) et x (t2). Le mouvement intermédiaire du systéme entre ces deux positions est
de telle facon que l'intégrale

S= /t2 dtL (t,x,%) (3.18)

t1

passe par un extrémum? (la variation infinitésimale §S est nulle). S est appelée intégrale d’action
et L est le lagrangien (ou fonction de Lagrange) du systeme. Soit x (¢) une fonction de position
telle que la condition d’extremum de S soit remplie. Si l'on effectue une variation infinitésimale dx
petite devant x, celle-ci doit vérifier

ox (tl) = 0x (tg) = 0, (319)

pour que les positions x + 6x prennent les mémes valeurs en t; et to. La variation? §S est donnée
comme la différence infinitésimale en remplacant la position x par x + 0x,

t2 t2
58 = [ dtL(t,x+ 6%, % + 0%) — / dtL (t,x,%) = 0. (3.20)

t1 tl

Ceci permet d’effectuer un développement de Taylor au premier ordre et donne

2 oL oL .

En remarquant que 6x = déx/d¢, il est possible d’effectuer une intégration par parties du second
terme, ce qui donne (en éliminant le terme non intégral [0L/0% - 5x]§j a cause de équation (3.19)) :

t2 oL docL

Comme cette relation doit étre verifiée quelle que soit la variation infinitésimale dx, I’expression
sous le signe d’intégration doit étre nulle. On obtient ainsi les équations du mouvement appelées
équations d’Euler-Lagrange,

doL oL

—_ == (3.22)

dt ox 0x
Il faut bien noter que les coordonnées x et X sont traitées de manieére indépendantes pour la
dérivation, le temps n’apparait donc pas explicitement dans ’expression du lagrangien. De plus,
le lagrangien est défini & une dérivée exacte temporelle prés : ajout d’une fonction df/dt laisse
inchangée la variation de l'intégrale d’action §S qui détermine I’évolution du systeme.

3. La dénomination « principe de moindre action » est donc ici un peu abusive, car S ne passe pas forcément par
un minimum.

4. La formulation du principe de Hamilton est ici sous sa forme faible : on ne s’intéresse qu’aux états initial et
final du systéeme (aux temps t1 et t2 respectivement) et non a la trajectoire empruntée.
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3.2. Approche hamiltonnienne, réduction de ’espace des phases

3.2.1.2 Lagrangien pour une particule

Le lagrangien pour une particule de masse m évoluant dans un champ de force extérieur a pour
forme

L(t,x,%) = %mi{Q -V (t,x,%), (3.23)

ol V désigne un potentiel généralisé lié aux forces agissant sur celle-ci. Pour une force conservative,
donc dérivant d’une énergie potentielle, (notamment le champ électrique dans les plasmas de fusion),
elle ne dépend pas des vitesses. Ainsi, pour la force électrique, il correspond & 1’énergie potentielle
électrique V' = ¢® (t,x) telle que E = —9®/9x. On définit ensuite 'impulsion généralisée (appelée
moment canonique en mécanique hamiltonienne)

oL .oV
et la force agissant sur la particule
oL Vv
p= 289V 2
Jx Jx (3.25)

Dans le cas d’une particule évoluant dans un champ électromagnétique déterminé par les potentiels
A (t,x) et ®(t,x), en notant V = 9/9x, les champs électrique et magnétique ont pour forme

B=V x A, (3.26)

0A
=-Vd—- — 3.27
<3 (327)
Les expressions des champs E et B sont inchangées lors d’un changement de jauge 7 (¢,x) tel que
A'=A+Vp, & =P — 9n/ot. En utilisant la condition de jauge de Coulomb V - A = 0, la force
de Lorentz F, = ¢ (E + x X B) peut étre exprimée en fonction d’un potentiel généralisé dépendant
de la position et de la vitesse

q® — gA - x. (3.28)
En effet, I’équation d’Euler-Lagrange 3.22 devient
dA
-V (g®—qA %) :m)"(—kqg. (3.29)
Un remaniement de I’équation donne
.. 0A .. .
mX = q —V(I)—E-I—(VA)'X—X'VA =¢q[E+xxB]=F,, (3.30)

ou est utilisée 'identité X x B =% x (V x A) = (VA)-%x—%-VA. La seconde équation de Newton
mx = F, est ainsi bien retrouvée. Le lagrangien prend donc la forme
1

L= 5m:;c2 +qA - x — q®. (3.31)

Si l'on effectue un changement de jauge 7, le nouveau lagrangien donne

1 0 dn
L = -mx®>+qgA % —qd —+%x-V|n=L+q—, 3.32
5K T A X —q+q| 5+ XV )n=LAag (3.32)
qui differe d’une dérivée exacte temporelle de £ (la dynamique déterminée par le principe de Hamil-
ton est donc inchangée). Il est ainsi équivalent de considérer £ ou £’ pour I’évolution du systeme ;
la forme obtenue est bien invariante par changement de jauge. Enfin, I'écriture du Lagrangien en
utilisant le moment canonique donne

L=>(P+qA)- -x—qd. (3.33)

N | =

19



3. THEORIE CINETIQUE DES PLASMAS MAGNETISES

3.2.2 Formalisme hamiltonien, coordonnées canoniques
3.2.2.1 Equations d’évolution

Pour une particule, ’hamiltonien représente ’énergie totale du systeme et a pour forme

2
g B—qA)
2m

C’est la transformée de Legendre de ’hamiltonien H, qui donne en coordonnées canoniques (x, P) :

+¢® (x). (3.34)

H(t,x,P)=P .x— L. (3.35)

Un remaniement des équations d’Euler-Lagrange (3.22) donne des équations quasi-symétriques
(dites « canoniques ») sur ’hamiltonien,

. OH
. OH
po 2 (337)

transformant les équations du second ordre en une série d’équations au premier ordre. Le crochet
de Poisson {, } est défini comme suit :

(A BY=5.9P P ox (3:38)
C’est un opérateur bilinéaire anticommutatif possédant la propriété de Jacobi
{AA{B,C}} +{B.{C, A}} +{C,{A,B}} = 0. (3.39)

11 permet d’exprimer les équations du mouvement (3.36) et (3.37) comme suit :

8H

OH
P={P H}=———. 41
(P H}=——" (3.41)
La dérivée totale de I’hamiltonien par rapport au temps vaut alors
. OH . OH
H=x-—+4+P-—={H,H} =0. 3.42
xS P = () (3.42)

L’hamiltonien est donc une constante du mouvement, ce qui n’est pas surprenant & cause de la
conservation de 1’énergie. De méme, le terme gauche I’équation de Liouville (3.15) présent dans la
section 3.1 devient

8f of o Of _of O0H Of O0H 0of _0f

o P T ataP ox ox op  ar W HE (3.43)

L’évolution de la distribution est donc exprimée a I'aide de ’hamiltonien,

+ {f,H} = 5 : (3.44)

interactions

ou les interactions particules-particules (mais aussi onde-particule le cas échéant) ont pour effet de
placer la particule sur une nouvelle orbite hamiltonienne.

L’étude du champ électrique ne rentre pas dans le cadre de cette these, ot 'intérét est porté sur
les effets néoclassiques liés a la non-uniformité magnétique. Ce terme de potentiel est donc omis
par la suite. L’hamiltonien utilisé a donc la forme® :

2
P

H=—. 3.45
2m ( )

5. H = ymc? dans le cas relativiste.
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3.2. Approche hamiltonnienne, réduction de ’espace des phases

Si les coordonnées (x, p) sont utilisées au lieu de (x, P), la relation p = P — gA donne une nouvelle
forme pour le crochet de Poisson :

(g _ A 0B _0A OB | . 04 0B
ox Op Op O0x op Op
Cette forme est dite « non canonique », car il existe un couplage entre composantes du vecteur
impulsion. Le terme de couplage est appelé « gyro-crochet », car il est lié & la dynamique de gyration
des particules autour des lignes de champ magnétique. De maniére générale, on peut utiliser un
systeme de coordonnées quelconques z pour 1'espace des phases. Le terme de Liouville 3.43 devient

(3.46)

of _of . of
et les équations de mouvement sont déduites de la relation z = (8z/8x) - x + (0z/0P) - P :
z={z,H}. (3.48)

3.2.2.2 Invariants

Si ’hamiltonien est indépendant d’une coordonnée spatiale ¢, 'équation d’évolution 3.37 de-
vient, en projetant selon le vecteur de base covariant 0x/9¢ :

S 0x_ . OH 9x _ 0H _
P =T Tk e T s

La composante correspondante du moment canonique constitue donc un invariant. C’est le cas
notamment pour ’axisymétrie exprimée dans le chapitre 2.
Pour un mouvement périodique, ’action est définie par 'intégration suivante sur la trajectoire,

J = i %P -dx. (3.50)
21

L’utilisation du principe de Hamilton (3.20) pour la trajectoire donne la relation suivante :

5 (yﬁ&h) =45 <§1§P Cdx — %Hdt) —0. (3.51)

Comme H est une constante de la trajectoire par définition, gSH dt = 0 et l'action J pour le
mouvement périodique est donc un invariant. Pour un mouvement quasi-périodique, ol la période
d’oscillation est faible devant le temps caractéristique de variation de la position au cours d’une
période, la dérivée temporelle J de I’action est non nulle, mais exponentiellement petite (voir [30],
§49). On dit dans ce cas que J est un invariant adiabatique. Ainsi, pour le mouvement de gyration,
laction de gyration Jy = mu/q définie dans le chapitre 2 est un invariant adiabatique si les temps
d’évolution sont longs face & la période de gyration Q; = ¢B/m.

0. (3.49)

3.2.2.3 1-forme lagrangienne

La quantité £dt = I' peut étre vue comme une forme différentielle de premier ordre, ou 1-forme.
Ainsi, on écrit & partir de I'équation (3.35) en notant d lopération de dérivée extérieure (voir
appendice C) :

I = (¢A +p) - dx — Hdt. (3.52)

Tout comme le lagrangien était défini & une dérivée exacte en temps pres (voir fin de section 3.2.1.2),
cette expression est définie & une dérivée extérieure exacte prés : comme la composition de deux
dérivées extérieures d> = 0, on peut rajouter au lagrangien n’importe quelle fonction de jauge
dS qui disparait lorsqu’on calcule dI'. Les équations d’évolution et le crochet de Poisson qui sont
déterminées & partir de dérivées premieres de la partie temporelle et de la partie spatiale respec-
tivement restent alors inchangées. Ceci est important pour la réduction de I’espace des phases en
utilisant les transformées de Lie. Pour la suite, il est utile de séparer le vecteur impulsion en ses
composantes paralleles et perpendiculaires p = péb + p |, ce qui permet d’avoir un lagrangien avec
les trois dynamiques distinctes exposées au chapitre 2 :
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3. THEORIE CINETIQUE DES PLASMAS MAGNETISES

— La gyration de la particule autour des lignes de champ, représentée par p .

— La dynamique d’orbite décrit I’évolution parallele des centre-guides.

— La précession des orbites de particules décrit une dérive due & la non-uniformité magnétique

(gradient, courbure magnétiques).

Le but dans la suite est donc d’exprimer un lagrangien indépendant de la dynamique rapide de
gyration (lagrangien « centre-guide » ), par une transformation perturbative selon le petit parametre
pL/Lp < 1 correspondant au rapport entre le rayon de Larmor py, et la longueur caractéristique
Ly de gradient du champ magnétique.

3.2.3 Elimination de la dynamique de gyration : la transformée de Lie
centre-guide

3.2.3.1 Transformée de Lie

A présent, la 1-forme lagrangienne (3.52) est exprimée en séparant les dynamiques paralleles et
perpendiculaires. En affichant ’ordre en eg ~ 1/e des termes, on déduit la forme suivante :

I=e;'To+ T = (eglqA 4 peb + pJ_) -dx — Hdt. (3.53)

Bien que ’hamiltonien soit indépendant de I'angle de gyration ¢, le Lagrangien et le crochet de
Poisson en ont tous deux une dépendance explicite due a p . L’idée d’éliminer les dynamiques
rapides en utilisant des transformées de Lie a été avancée par Littlejohn [34]. Elle permet d’obte-
nir un systéme hamiltonien centre-guide & partir du systeme local, possédant les propriétés liées
4 un systéme hamiltonien (conservation de 1’énergie, équation de Liouville, ...). En utilisant la
transformation perturbative de coordonnées sur I’espace des phases z%,

Tge + 2% = 2% =exp (G) 2, (3.54)
la 1-forme lagrangienne est transformée par 'opérateur « push-forward » correspondant :
T, :T—T=exp(—La)I. (3.55)

Le champ vectoriel G = G*0/0z“ est appelé générateur de la transformation et Lg désigne la
dérivée de Lie selon G, dont 'expression est donnée plus loin. De méme, a la transformation de
coordonnées inverse

Toe' 2% = 2% = exp (-G) 2%, (3.56)
correspond l'opérateur « pull-back » sur la 1-forme lagrangienne :
Tge : I 5T =exp(La)T. (3.57)

Les transformations sont représentées schématiquement sur la figure 3.1. Ce sont des transforma-
tions proches de l'identité qui permettent de traiter les quantités centre-guide facilement comme
des développements en eg.

En effectuant une expansion du générateur G = eg G + G%GQ + ... et en notant £,, la dérivée
de Lie selon G,,, les transformations de coordonnées prennent la forme

2 0GY
2% = Toez® = ...exp (egG2) exp (egG1) 2% = 2% + egGT + €5 (GO‘ iy ) +..., (3.58)
a —lza 2 S S« a 2 1 oeaGf et

2% =Tg 2% = exp (—epG1) exp (—epGa) ... 2% = 2% — egGY + €3 561 550 -Gy | +...,

(3.59)
et les opérateurs « push-forward » et « pull-back » deviennent :

T = T;F =...exp (—€epLa) exp (—egL1) I =T — egL11 + €y < ) . (3.60)
I = Te I =exp(egLy) exp (62B£2) L T=T+eliT+6 ( L3+ Eg) (3.61)
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3.2. Approche hamiltonnienne, réduction de ’espace des phases

Espace local Espace centre-guide

f(z%) = F(Z%)
Axe des réels

FIGURE 3.1 — Transformation de coordonnées [34]. Les coordonnées dans 1’espace des phases local
sont transformées vers l'espace centre-guide et inversement par les transformations 7;;1 (lignes
rouge uni). Les fonctions sont transformées (lignes bleu pointillées) de telle maniere que la fonction
locale et la fonction centre-guide donnent le méme résultat : f (2%) = f (Tgo' Z2%) = TgF (2%) =
F(Z%).

L’expression de la dérivée de Lie pour une forme différentielle (voir appendice C pour les définitions
des opérations) est déterminée & ’aide de l'identité de Cartan (ou formule d’homotopie) [34] :

Logw=1g dw+d(ig-w). (3.62)

Ainsi, la dérivée de Lie d'un scalaire (ou 0-forme) est la simple dérivée selon la direction G :

o Of
Lecf=G 900 (3.63)
Pour une 1-forme différentielle I' = I' ,dz¢,
o a 8Fﬂ ara B

L’expression de la dérivée exacte d (1q - T') = 0 (G°T,) /02°dz? n’est pas nécessaire pour la trans-
formation du lagrangien qui suit.

3.2.3.2 Lagrangien et coordonnées centre-guide

Le lagrangien est ainsi transformé en un lagrangien centre-guide I' = Tg_clI‘ +dS = €5 Ty +
T1 + egl's + .... En séparant les termes par ordre en eg et en choisissant une fonction de jauge
dS = dS1 + egdS3 + ... pour restaurer & chaque ordre I'indépendance en angle de gyration, les
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3. THEORIE CINETIQUE DES PLASMAS MAGNETISES

1 [ & | & [...]
bxGY | bxGy | bx G
G¥b | G¥b
Gh.Gi | GB.GS
GY

TABLE 3.1 — Calcul des composantes de G selon 'ordre en eg de résolution des équations du
lagrangien centre-guide.

composantes du vecteur générateur G sont calculées en résolvant les équations suivantes :

T, =T, (3.65)
fl =I'y — LTy +dSq, (3.66)
— 1

I'o =— Loy + §£%F0 - LT + dSQ, (367)
— 1 1

I's =— L3+ Lo2L1T — EE?FO — Lo + 5[31—‘1 + ng, (368)

Selon l'ordre auquel le lagrangien centre-guide est déterminé, il est possible de calculer les compo-
santes de G,, (voir tableau 3.1).

En insérant expression (3.62) de la dérivée de Lie, les équations sur le lagrangien centre-
guide deviennent en regroupant toutes les dérivées exactes dans une nouvelle fonction de jauge
do =do; +egdoy + ... :

fo =TI, (3.69)
fl :Fl — L1 - dr() + dO’l7 (370)
_ 1 _

Iy =—1p-dlg — §L1 -d (Fl +F1) + do, (371)
_ _ 1 1 —

I's=—13-dlg —1p-dl'; + §L1 -d (Ll -dI'y + §L1 . dF1> + dos, (372)

ou ¢, désigne la contraction par rapport au générateur G,,. Apres une série de calculs (détaillée
dans 'appendice E), on obtient le lagrangien centre-guide (on R* = R + % (B -V % B) b assure

que lexpression est invariante du choix de jauge pour la gyrophase [12]),

7 (1-7) ~
— V) (dp—R*-dx) — Hdt, (3.73)

T = (eglqA—HT)gB) -dX + € o)
g
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3.2. Approche hamiltonnienne, réduction de ’espace des phases

et les composantes suivantes pour le générateur :

G = po. (3.74)
" =, (3.75)
- 1-&%) /o ~ =
Gﬁ:—§b~Vb~po+%(b~be+A1:Vb>7 (3.76)
g
~ 9p, 9py
2p§ ~ 31)0 (1 — 52)
2 mQg Vb 8<p 2m?2Q2 2: Vb
PE (1 ¢ 9po @ 9Py
i (b va) po + G1 35 [G +po - R] P (3.78)

La transformation de coordonnées devient, au premier ordre dans la transformation :

_ « 1 1 _¢0p op,

X =X — €BPy + €2B |:G2 + §p0 . Vpo — iGiaigo — ith a O:| + . .y (379)
D =D, (3.80)
= ~ ~ p(1—§2) ~ ~ o

E=C(+ep —gb-Vb-p0+T%(b-va+Al.Vb) T (3.81)
— pé dpy 52 ~ o 9pg

s0—<p+eB[ po- R+ QAQ Vb + -0 3<,0 VlnB—Fl_ng Vb R +..., (3.82)

olt les tenseurs A; = 1 (ﬁj_ + Iﬁ) = Ay /O0p et Ay =1 (II — ﬁﬁ), sont exprimés avec les vecteurs
unitaires déterminés dans le chapitre 2.

Plusieurs remarques sont & faire sur ce résultat. Premieérement, 'amplitude p est inchangée
par la transformation, ce qui est cohérent avec la conservation de I'énergie £ (pQ). Ensuite, les
coordonnées centre-guide sont en général différentes de leur valeur moyenne sur une période de
gyration. Les termes qui ne disparaissent pas avec l'opération de moyenne témoignent de I'influence
de la non-uniformité magnétique sur la dynamique des centre-guides. Enfin, seule la transformation
de la gyrophase dépend du choix de jauge R (car %Po -Vpy =+ % (po - R) 0py/0¢), ce qui
correspond aux attentes. A ordre le plus bas (champ uniforme), les coordonnées de vitesse locales
coincident et la position du centre-guide X = x — p, est simplement déterminée par le rayon de

gyration p, =b x p. / (mSg).

3.2.3.3 Jacobien centre-guide

Le jacobien centre-guide [12] est déduit des expressions des coordonnées centre-guides. En fonc-
tion du jacobien local pour les coordonnées (x,p, &, ), J = p?, on obtient :
9 o
En insérant les expressions correspondantes (3.74)-(3.77), le jacobien centre-guide devient, au pre-
mier ordre en €g,

Tge = 7" (1+€B ﬁé B-Vxﬁ), (3.84)

g
exprimé en coordonnées centre-guide.

3.2.3.4 Crochet de Poisson, équations de mouvement

Le crochet de Poisson est calculé a partir de la 2-forme lagrangienne dI'. Un calcul détaillé est
présenté dans 'appendice F, et le crochet de Poisson centre-guide de la référence [12] est aussi
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3. THEORIE CINETIQUE DES PLASMAS MAGNETISES

retrouvé. Il a pour forme en coordonnées centre-guide (i, P, &, @), en notant V = /0% :

_mQ [OF (L89G -0G\ (_OF _9F\ 0G
o, =20 |5 (0% -5) - (0% -5 ) 7]
2

G g (20 2006)
2pE op o¢  9¢ Ip

D op D
P 2meYy o6 0¢
B * *
por -V*F x V*@G, (3.85)

ol O = ' Qg + (PE/m) b -V x b, lopérateur V* représente un gradient avec une correction
correspondant & la non-uniformité magnétique,

= 0
V*=V+R* —. 3.86
- (3.80)
et le vecteur pg correspond & la gyro-moyenne du vecteur impulsion en coordonnées centre-guide
(voir chapitre 6) :

7 1-& >
. = ptb b S YmB+EbH-Vb|. .
Pe p€b+mQ’Tbx< 5 VInB+¢b Vb) (3.87)

11 est possible de déduire les équations du mouvement & partir de I’hamiltonien centre-guide®

H=7p%/2m :

x={xH}, :‘;%LC, (3.88)
p={pH},, =0, (3.89)
E T _ 1— 52 @

= (e}, - (G -vus), (3.90)
7= {pH}, =0+ 2= R (3.91)

A Tordre le plus bas en eg (champ magnétique uniforme, donc R = 0), on retrouve x = p&/m
et ¢ = (. De plus, 'expression de p; = pé = —u <B~VB) fait apparaitre explicitement la
force miroir agissant sur le centre-guide, repoussant celui-ci vers les zones de faible champ. Enfin,
Iinvariance adiabatique du moment magnétique 7t est retrouvée en calculant

=2 72 _

. p (1 - E ) . T)Q€ k)
H=——>_ VYInB-Xx— Z3¢=0(é
i vmB-%- Lii—o(d).
et la conservation de I’énergie procede directement de la relation 7 = 0.

3.3 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre ont été rappelés les principes de la description cinétique des particules dans un
plasma de fusion, permettant de représenter 1’évolution de celui-ci par des équations différentielles

6. Dans le cas relativiste, H = ymc? = me24/1 4+ p2/ (me)?, donc dH/dp = p/m7 au lieu de simplement p/m.
Les équations du mouvement gardent donc la méme forme, pourvu que les dérivées temporelles soient exprimées en
fonction du temps propre défini de maniere infinitésimale : dr = dt/7.

26



3.3. Résumé du chapitre

sur les distributions & une seule particule correspondant aux espéces présentes. Ces équations sont
couplées par un terme d’interaction qui prend la forme d’un opérateur collision (explicité au cha-
pitre 5) dans le cadre des collisions coulombiennes. Afin d’effectuer la réduction de la dynamique
au moyen des transformées de Lie, une description lagrangienne est adoptée et les résultats princi-
paux sont rappelés pour la transformation centre-guide. Celle-ci est importante pour la réduction
de V’échelle rapide de gyration pour 'opérateur collision (chapitre 6).
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Chapitre 4

Réduction de la dynamique parallele : Cas
de la géométrie dipolaire

Dans ce chapitre, la réduction du mouvement parallele des centre-guides est explorée dans le cas
simplifié de la géométrie dipolaire. Celle-ci est effectuée dans la limite non-relativiste, & partir des
expressions analytiques de l’action dérivée pour un mouvement (chapitre 3). Des calculs explicites
sont effectués dans l'approximation des particules fortement piégées autour du plan équatorial,
montrant un comportement en oscillateur harmonique. Un développement autour de cette limite
fournit des corrections anharmoniques qui sont comparées aux intégrales numériques.

La géométrie dipolaire représente un cas extréme d’une géométrie tokamak, olt on aurait ramené
I’axe magnétique sur I’axe de révolution azimuthal. Comme le champ magnétique n’a pas de com-
posante toroidale, il n’y a pas d’excursion radiale hors d’une surface de flux pour un mouvement
libre de particule; I'intérét des résultats obtenus est de valider les résultats théoriques aupres de
codes de simulation opérant dans la limite non-néoclassique. De plus, ces calculs présentent une
utilité supplémentaire pour les plasmas spaciaux ol des champs magnétiques de type dipolaire sont
plus répandus (champ magnétique terrestre, Jupiter, ...).

4.1 Coordonnées spatiales

4.1.1 Champ magnétique

La dynamique des centre-guides est étudiée ici dans une géométrie dipolaire (voir appendice D),
caractérisée par un moment dipolaire M et les valeurs suivantes pour le potentiel vecteur A et le
champ magnétique B, en notant x le vecteur position (& partir du dipdle magnétique) et p = |x| le
rayon sphérique :

M x x

03
3(M-x)x — Mp?

p° '
Les lignes de champ produites par un dipoéle magnétique sont montrées dans la figure 4.1.

Le champ magnétique prend une expression simple dans le systeme de coordonnées sphériques

(p, 9, ¢) (Figure 4.2), ott le vecteur moment dipolaire est situé sur I’axe de révolution vertical, comme

A

, (4.1)

B=VxA=

(4.2)

montré dans la figure 4.1. En prenant pour base orthonormée (f),@, a;) = (Vp, pV9, psin¥Vo)

selon les mémes conventions que le chapitre 2, on obtient :
M PN
B=— (2 cos ¥p + sin 1919) , (4.3)
P

ot M = (pg/4m) | M| = Bep? est calculé a partir de 'amplitude du champ magnétique & la po-
sition radiale équatoriale p (9 = 7/2) = p.. L’amplitude du champ magnétique est déduite de



4. REDUCTION DE LA DYNAMIQUE PARALLELE : CAS DE LA GEOMETRIE DIPOLAIRE

FIGURE 4.1 — Lignes de champ produites par un dipéle magnétique sur un plan contenant le moment
magnétique (vecteur noir). 1* = 1), (pe) /% (Rr) représente le flux équatorial normalisé par rapport
a un cercle de rayon arbitraire Rr. Pour les application terrestres, on peut utiliser le rayon de la
Terre comme référence.

FIGURE 4.2 — Coordonnées sphériques. p représente le rayon depuis l'origine, ¥ la colatitude et ¢
langle azimuthal (ou longitude).

I’équation (4.3),

B..o3
B = 2% \/143cos?0, (4.4)
P
et le vecteur unitaire vaut b = B /B. Si on représente B en termes de coordonnées de flux,

B = Vi x Vo, (4.5)

B.o3
Y= eTpe sin® ¥ = % sin? ¥ (4.6)

désigne le flux poloidal. Le systeme de coordonnées sphériques adapté a la géométrie dipolaire peut
étre rapproché de la description en coordonnées toroidales en réduisant & zéro le rayon Ry de I’axe
magnétique (voir la figure 2.1 du chapitre 2) et en effectuant la transformation ¢ = 7/2 — 0. Le
champ magnétique dipolaire n’ayant pas de composante azimuthale (ou toroidale), le facteur de
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4.1. Coordonnées spatiales

sécurité g, est nul et I'expression (2.22) devient similaire & I’équation (4.3) (avec un changement
de signe da a lorientation contraire des deux repaires). Le potentiel vecteur prend donc la forme

A = ¢V, (4.7)

a un choix de jauge pres. Le long d’une ligne de champ a 1 = v, constant, on déduit I’équation de
ligne de champ de ’expression (4.6) :

p = pesin?¥. (4.8)
4.1.2 Abcisse curviligne

L’abcisse curviligne s qui mesure la distance le long d’une ligne de champ est déduite du mou-
vement infinitésimal (ds)2 = (dp)2 + (pdv)? avec I'équation (4.8),

ds = pesindy/1 4 3 cos? 9dy. (4.9)

Il vient immédiatement
9
5 (pe, V) =pe / V' 1+ 3cos? 9 sind'dd, (4.10)
/2

:2% {ln (\/1 + 3cos2 v — \/§c0519) —V3cos¥/1 4+ 3cos? 19} . (4.11)

Cette coordonnée est définie comme nulle a I’équateur (¢ = 7/2), positive au-dessous (9 > 7/2)
et positive au-dessus (¢ < m/2). La distance radiale équatoriale p, sert ainsi de marqueur pour les
surfaces & 1 constant. La longueur L, = s (pe,7) — s (pe,0) d’une ligne de champ est calculée a
partir de ’équation (4.11) et vaut

Le = pe [2 +In (2 + \/§)] ~ %pe. (4.12)

Il est important de noter que les coordonnées i et s ne sont pas orthogonales ; la décomposition
sur la base contravariante du vecteur unitaire magnétique,

b=Vs+a(y,s) Vi, (4.13)

donne a = —V¢ - Vs/|V4|* pour satisfaire les relations bV =b-Vé = 0 qui découlent de
léquation (4.5). En identifiant les expressions, on obtient

_p (s 2cos?

ce qui démontre que Vi - Vs # 0 sauf sur le plan équatorial ot ¢ = 7/2. Enfin, la courbure

magnétique b-Vb = (0a/0s) Vi) est perpendiculaire a la surface de flux.

4.1.3 Dynamique parallele
A partir de Pexpression du vecteur unitaire magnétique
b-x=3+at (4.15)
tirée de l'équation (4.13), on déduit 'expression du lagrangien centre-guide de ’équation (3.73),

en supprimant les barres des coordonnées centre-guide pour alléger les notations et en omettant la
dynamique de gyration d’ordre supérieur en ep :

2
L (t,z’,z ) = (qA+pr) ‘X — H =qyp¢+pjayy +pjs — (27L1 —|—,uB> . (4.16)
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4. REDUCTION DE LA DYNAMIQUE PARALLELE : CAS DE LA GEOMETRIE DIPOLAIRE

Ceci permet d’écrire les équations d’Euler-Lagrange (3.22) pour les coordonnées de flux (v, ¢) :

i =0, (4.17)
0B ﬂ 0 (pm)] ,

. €B
o==
q

Fow " m ™ s

(4.18)

et le flux poloidal est un invariant exact 1ié a la dynamique de dérive des orbites de centre-guides.
Autrement dit, dans la géométrie dipolaire, le moment canonique toroidal (invariant pour axis-
symétrie) est réduit & Py = qi.

En calculant 'amplitude du champ magnétique le long d’une ligne de champ,

V1 + 3cos?

B (7‘9) = B. + 6 ) (419)
sin® 1
on note que le champ devient infini quand ¥ — 0 ou 7, et qu’il présente un minimum B, atteint &
Péquateur ¢ = 7/2. On retrouve une symétrie par rapport au plan de I’équateur telle que B (¢) =
B (7 — 9). La conservation du moment magnétique impose des trajectoires de particules piégées, la
vitesse parallele de la particule étant nulle aux points de rebroussement ¥ = 9, et ¥ = 7 — Jy,. En
utilisant les mémes conventions de notation pour le cosinus du pitch-angle £ = p) /p, la conservation
de I'énergie et du moment magnétique donne (voir chapitre 2) :
1-£) _1-¢ 1

B@) ~ B. B 4.20)

L’angle de rebroussement 1}, correspondant a £ = 0 dépend donc essentiellement de la valeur
équatoriale de la coordonnée pitch-angle &. En utilisant I’équation (4.18), on peut déduire la
fréquence de précession angulaire équatoriale d’une orbite piégée de centre-guide,

V1 +3cos2d

sin® 9

. 3 sin?9 (1 + cos? 19)
. (9) = 2 (1-¢2
% () qBep? (1 + 3cos209)’ (1-&)

(4.21)

Les équations du mouvement pour les coordonnées paralleles (pH,s) issues de l’équation (3.22)
donnent

s =2 (4.22)

m
. OB
Pl ==t (4.23)

qui correspondent bien aux attentes (vitesse parallele pour $, force miroir magnétique pour pj ).

4.2 Coordonnées action-angle

Les expressions (4.22)-(4.23) montrent que l’action d’orbite (voir chapitre 3) est conservée dans
la géométrie dipolaire axisymétrique car elle est une fonction explicite des invariants centre-guides
(Py = ey, &, ). En effet, en utilisant le moment canonique parallele

Py =|(p+qA) B} Vs =pVs, (4.24)

de telle sorte que P - dx = p|ds, I'équation (3.50) devient :

1
J (€ ) = o %pnds, (4.25)

ot I'impulsion parallele est fonction des coordonnées magnétiques (1), s) ainsi que des invariants
centre-guides (&, u) :

oy | (0, 8:E, 1) = /2m (€ — uB (¥, 9)). (4.26)
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4.2. Coordonnées action-angle

A cette action est associée un angle canoniquement conjugué ¢ tel que (J, ¢) est une paire canonique,
c’est-a-dire que le crochet de Poisson pour ces deux coordonnées prend la forme :

OF 0G  0F 0G

L’angle ¢ est calculé a partir de I’'équation d’Hamilton analogue & ’expression en coordonnées
canoniques (3.36), avec H =& :

-1
coom| (o ~ (2§ 21as T e .
~ogl,, \o€l,,) ~\ex) oe B )

en définissant la pulsation d’orbite wy, = Q . On reconnait la période d’orbite

mds _ 2m

Tb($;gau)55 p” Wh

(4.28)

qui procede de I'équation (2.55), avec 5 = pj|/m. Ainsi, ¢ parcourt I'orbite dans ’espace des phases
et est défini & une constante pres, modulo 27 (¢ = 0 marquant 'origine de la trajectoire). La formule
pour ¢ devient, en effectuant la transformation d¢ = ds/$ valable sur une trajectoire :

5 mds’
= _ . 4.2
(=wp /Sb P () + cte (4.29)

Ici, on choisit ¢ = 0 pour l'origine s = sp,. Dans le méme ordre d’idée, la moyenne sur une orbite
(- )p = (27r)71 ¢ - --d¢ devient, avec d¢ = wpdt = mwyds/pj :

<...>b:i¢...mds7 (4'3())

To P

et on retrouve une expression analogue & I’équation (2.56). Enfin, on montre que

{p),s}, = (3;)1 (gi) e (gg)léz 1. (4.31)

Ceci est un critere utile pour vérifier les expressions analytiques des coordonnées d’angle-action,
notamment dans ’approximation de trajectoires fortement piégées abordées dans la section 4.3.

En utilisant les équations (4.26) et (4.20), on peut obtenir une expression pour la coordonnée
de pitch-angle [¢] :

V14 3cos? 9
¢ w,fa:\/l—(l—gz)m.

Ceci permet d’obtenir les expressions de 1'action et ’angle d’orbite

T—1
J (pes D, Eo) :p;p /19 [€] (9, &) V1 + 3cos? ¥ sin¥dd, (4.33)

mpews /19 1+3cos?Jsind
P Jo, €] (9, &e) ’

oit la convention ¢ (¥ = 1Jy,) = 7 est prise et £ désigne le signe de pj|. Une orbite complete voit donc
varier ¢ sur Uintervalle [0, 27[. La fréquence d’orbite wy, est obtenue & partir de ’équation (4.28),

(4.32)

¢ (Pe;l% &es ﬂ) =m =+

(4.34)

™% /1 + 3cos? Usin ¥
Wyt (perp 6e) = 22 = mpe/ dv. 4.35
b (P ) 27 ™ o, €] (¥, &) (4:39)
On note que la relation
AN
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4. REDUCTION DE LA DYNAMIQUE PARALLELE : CAS DE LA GEOMETRIE DIPOLAIRE

1.9 T T T

1.8F ‘== = First—order anharmonic

176 - - - - Lowest—order harmonic
: Numerical value

1.61

15
w145
=
1.3
1.2
L1}
1
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€

FIGURE 4.3 — Tracé de la période d’orbite normalisée f (£.) en fonction de la coordonnée de pitch-
angle & (ligne unie rouge). Dans approximation « fortement piégée », Uordre le plus bas remplace
f par la fonction unité dans I’équation (D.48) et I'inclusion des corrections anharmoniques discutées
dans la section 4.3.2 sont représentées par la ligne pointillés-tirets bleue.

offre une technique de calcul alternative de la fréquence d’orbite permettant de vérifier les expres-
sions analytiques. De méme, la fréquence de dérive moyennée peut étre définie de deux manieres :
I'une en exprimant la moyenne d’orbite de la fréquence angulaire équatoriale,

m (g~ [ (ko) st (1-8) VIFITY
b Thpe Jy, (1—1—3005219)3/2 \/sinﬁﬁ—(l—fg)\/m

Pautre en utilisant les équations de Hamilton,

o= - (3,203,

La deuxietme expression peut étre vérifiée en utilisant 1’équation (4.18), ou le dernier terme est
nul en effectuant la moyenne d’orbite. Pour étudier la dépendance en pitch-angle des fréquences
d’orbite et de dérive moyennée, les équations (4.35) et (4.37) sont normalisées de fagcon & obtenir
les formes suivantes pour les périodes respectives

v, (4.37)

Th =é—:f (&), (4.39)
Td =?ng (&)- (4.40)

On peut écrire les facteurs de normalisation en fonction du rayon de Larmor équatorial pr. =
p/ (M |wge|) et de la fréquence de gyration équatoriale wge :

Q= = e
—_— - el
\/impe \/ipe ¢

3pLep PLe

= = Qp. 4.42
2mpd ~ V2pe 442)

Les figures 4.3 et 4.4 montrent les dépendances des périodes d’orbite et de dérive en &, avec les
développements de Taylor au deuxieme ordre & &, = 0, f (&) =~ 1+(23/72) €2 et g (&) ~ 1+(1/6) £2.
Les valeurs en & = 1 sont finies ; elles sont respectivement f (1) = v/18L./ (27p.) =~ 1,86 et g (1) =
3/2, calculés dans I’appendice D. On note que pour & < 0,6, 'approximation « fortement piégée »
donne des résultats tres fideles & 'expression numérique. Ceci illustre 'importance croissante du
temps passé aux points de rebroussement oy}, lorsque |&| — 1.

(4.41)

d
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4.3. Approximation « fortement piégée »

1.6

‘= = = First—order anharmonic
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FIGURE 4.4 — Tracé de la période de dérive normalisée g (£.) en fonction de la coordonnée de pitch-
angle & (ligne unie rouge). Dans approximation « fortement piégée », ordre le plus bas remplace
f par la fonction unité dans I’équation (D.55) et I'inclusion des corrections anharmoniques discutées
dans la section 4.3.2 sont représentées par la ligne pointillés-tirets bleue.

’ \ Développement de Taylor \ Régression numérique® ‘
Orbite &) =1+ (23/72)€2 =1+0.32€2 1.76 — 0.76y ~ 1 + 0.38¢2
Dérive moyennée | g (&) ~ 1+ (1/6)&2 =1+0.1662 | (0.70 + 0.30y) " ~ 1 + 0.15¢2
@ : Voir référence [21].

TABLE 4.1 — Périodes d’orbite et de dérive normalisées.

Les périodes d’orbite et de dérive moyennée peuvent ainsi étre comparées a la période de gyration
équatoriale Tye = 27/ |wgel, ce qui donne trois échelles de temps bien séparées lorsque €e = pre/pe <K
1. Dans ce cas,

1< 2= ;1%@ <« =22 (e g (&), (4.43)
Tge Tge

Cette séparation vaut pour tout &, car 1 < f,g < 2.

Dans la littérature, les périodes d’orbite et de dérive moyennée ont été traditionnellement ex-
primées en opérant des régressions analytiques sur les résultats numériques, en utilisant la variable
y=+/1—£€2~1-¢2/2. Les résultats obtenus sont comparés dans le tableau 4.1.

4.3 Approximation « fortement piégée »

Les intégrales (4.33), (4.34), (4.35) et (4.37) obtenues dans le cas dipolaire général n’ont pas
d’expression analytique connue. Afin de simplifier les expressions, on considere le cas particulier
des orbites dites « fortement piégées », qui sont confinées pres du plan équatorial. En introduisant
Pangle de latitude o = 7/2 — 9, cette condition correspond a
T

5 (4.44)

o] <

Ceci permet d’effectuer des développements de Taylor des quantités exprimées précédemment afin
d’obtenir des expressions analytiques pour les intégrales d’orbite. L’abscisse curviligne devient

1 1
s:pe<sina—|—2sin30—|—...>:pe(a+3a3+...>, (4.45)

ce qui implique que le parametre sans dimension |o| ~ |s| /pe représente la distance normalisée par
rapport au plan équatorial dans le voisinage de 1’équateur. L’amplitude du champ magnétique le
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4. REDUCTION DE LA DYNAMIQUE PARALLELE : CAS DE LA GEOMETRIE DIPOLAIRE

0.97 ‘ ‘
‘ - - - - Higher—order
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0.7¢ ! Numerical value
0.6f /] AN
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FIGURE 4.5 — Coordonnée de pitch-angle équatorial || trécée en fonction de la latitude de rebond
normalisée o1, (ligne unie rouge). La ligne pointillés-tirets noire représente ’approximation linéaire
€| =~ 301,//2 et la ligne tirets bleue inclut les corrections d’ordre supérieur.

long d’une ligne de champ devient

B 9 75 9 63
E:1+§sin20+§sin40'+~-~=1+§U2+§U4+-.-, (446)
et la composante covariante radiale du vecteur unitaire magnétique
Pe
a=3—o+.... (4.47)
Ve

De méme, ’énergie totale est développée en utilisant ’équation (4.46), ce qui donne

pi 9
E=—L 4 uB(1+=02+... ), 4.48
2m+ue(+20+ ) (4.48)
ce qui montre que dans le voisinage de ’équateur, le centre-guide a un comportement d’oscillateur
harmonique d’énergie £ — pB,. De fait, la quantité uB, sert de potentiel pour le mouvement de
dérive moyenné de l'orbite de centre-guide. Enfin, la coordonnée de pitch-angle équatoriale devient

Cdow () 11,
|gc|ﬁ<1 80b+"'>’ (4.49)

ou la latitude de rebond oy, = 7/2 — ¥, fournit les points de rebond ¢ = +oy,. Le comportement
de |&| est linéaire en oy, & l'ordre le plus bas. La figure 4.5 permet de comparer le développement

& Vordre le plus bas (limite harmonique) et & lordre supérieur (corrections anharmoniques) a
I'inversion numérique de P’expression issue des équations (4.19) et (4.20),

cosb oy,
V1 + 3sin” o,

Comme pour les périodes d’orbite et de dérive, les expressions méme harmoniques reproduisent
fidelement la dynamique pour |&| < 0, 6.

€| (o) = 4 [1 — (4.50)

4.3.1 Dynamique harmonique fondamentale

On calcule a présent les expressions explicites pour les coordonnées angle-action dans la li-
mite harmonique fondamentale. A l'ordre le plus bas, le cosinus du pitch-angle est déduit de la
combinaison des équations (D.39) et (4.50),

3
|£‘:ﬁ od—o2+..., (4.51)
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4.3. Approximation « fortement piégée »

ol le parametre d’échelle suivant est utilisé :

2
€& =0t = (sb> < 1. (4.52)
Pe
On peut calculer de fagon analytique I’action harmonique
3pep / Joi—o? 3pep > _ E€2
Jo = o —o02do = op = —==.
0 ﬂ-\/i —0b b 2\/5 b Qb

La fréquence d’orbite est déduite de I'équation (4.36), en utilisant 8 (p€2) /0E = (2m/p) (1 — €&2/2) :

(4.53)

A
Wpo — Qb <1 — €¢ 2C> . (454)
On note que la combinaison de (4.53) et (4.54) pour obtenir 1’énergie de l'oscillateur harmonique ne
prend pas en compte la correction en ¢2 de wyo ~ Q. Elle sera cependant nécessaire pour effectuer
correctement les calculs & 'ordre supérieur. L’énergie de 'oscillateur

p*E?

JoS =
03 = 5o

=& — pBe (4.55)

peut étre interprétée comme 1’énergie relative par rapport au potentiel au minimum de champ
1Be. Cette expression permet de déduire I’expression de I’hamiltonien harmonique en coordonnées
angle-action,

Hy = pBe + JoS, (4.56)

et la période d’orbite normalisée .o = Qy, (9Ho/8.Jo) " = 1 est bien celle indiquée sur la figure 4.3.
On note que l'invariance de I’action harmonique Jy est bien satisfaite en utilisant les équations
d’Hamilton,

. 0H)
Jo=———=0. 4.57
=% (457)
La partie intégrale de Péquation (4.34) est simplifiée de la manieére suivante
7 do o
———— = |7m — arccos — | , 4.58
=g [ ob] o
ce qui donne pour ’angle d’orbite harmonique

21 — arccos = >0),
Go = {27~ arecos o (my > 0) (4.59)

arccos - (p” < O) .

On peut ainsi déduire les expressions analytiques des coordonnées paralleles en fonction des coor-

données angle-action
2J,
s0 (Jo, Co) =4/ mQOb cos (o, (4.60)

plo (Jo, Co) = — V/2mJoQp, sin o, (4.61)

ce qui correspond exactement au comportement d’un oscillateur harmonique dont la trajectoire
dans l'espace des phases parallele est représentée dans la figure 4.6.

De plus, il est facile de vérifier que la transformation de coordonnées (pHO, 80) — (Jo, (o) vérifie
la condition canonique exprimée & l’aide du crochet de poisson canonique parallele

Op|o Os Op|jo Os .
10 0}10 =, 90~ a0 gy~ 0+ o0 =1, (4.62)

en effectuant les dérivées a 1), et £ constants.
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4. REDUCTION DE LA DYNAMIQUE PARALLELE : CAS DE LA GEOMETRIE DIPOLAIRE

_s s

pparallel
(=)

-6 0 6

FIGURE 4.6 — Trajectoire d’un centre-guide fortement piégé dans la limite harmonique. L’action Jy
représente 'aire balayée par 'orbite paramétrisée par I'angle (p.

4.3.2 Corrections anharmoniques de premier ordre

En vue d’obtenir les termes de premier ordre anharmoniques, le développement de 1’abscisse
curviligne est poussé & l'ordre supérieur. En inversant ’expression s (o), on obtient

S 1/s)\°
oco=——€=(—|) +..., 4.63
Pe t?’(pe) ( )

donc la correction d’ordre supérieur est d’ordre €, car s < s% par construction. En insérant 1’ex-
pression (4.63) dans I’équation (4.46), Uexpansion de I’énergie cinétique perpendiculaire

2 4
9 /s 39 (s
B = uB. 1+e() —62<) +... 4.64
nB = p 5 0 5 \ o (4.64)
introduit un hamiltonien centre-guide modifié,
H = Hy (Jo) + et Hy (Jo, o) , (4.65)

qui comprend le terme harmonique fondamental Hy et une correction anharmonique qui va bri-
ser Vinvariance de I'action d’orbite Jy = —e,@H; /8¢, # 0. Désormais, les contributions d’ordre
supérieur en ¢; au dela de la limite harmonique sont omises. L’objectif de la méthode des trans-
formées de Lie est ici de restaurer I'invariance ; autrement dit J = O (ef) doit étre d’ordre supérieur
a la correction anharmonique. En insérant ’expression pour la fréquence d’orbite harmonique
et du moment magnétique y =& (1 — etfg) /Bo dans 'équation (4.64), on obtient

13 ?
l—etis—l—etm(S) 1 (4.66)

1
uB = uB. + € imQ%SQ —
Pe

ce qui donne la forme suivante pour la perturbation de ’hamiltonien :

o=tz ey B (2| ik (4.67)
1= 2 b e 12 \ pe 15 :
ou K =9Jo/ (4mp?) satisfait la relation
8K1 2 9 JO
| g S 29 Jo 4.68
9Jo |y, P2 T 2mp?’ (4.68)
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4.3. Approximation « fortement piégée »

qui correspond 4 la correction de premier ordre de la fréquence d’orbite harmonique dans I’équation (4.54).
Les formules (4.53) et (4.60) donnent I’expression en coordonnées angle-action harmoniques,

J2 (9 13
H, :m—opg (4 —9cos? (o + R cos® §0> ,
J2 (23 41 13
= 0 (224 2 052y — o cos4 4.69
mp2 (16 BT TR CO) ’ (4.69)

qui comporte un terme indépendant de I’angle d’orbite et d’autres ayant une dépendance explicite.

4.3.3 Transformation des coordonnées angle-action

On considere maintenant la transformation de coordonnées Z§ = (Jo, (o) — Z°(J,() afin
d’étendre la description de la dynamique des orbites piégées au dela de la limite harmonique. Ainsi,

Z@:Z(())‘—f—et{thg}Ho—i—..., (4.70)

ou la fonction de jauge §1 (Jo,Co) est destinée a restaurer l'indépendance de la dynamique en
termes de 'angle d’orbite et {, }”0 est le crochet de Poisson parallele défini dans I’équation (4.62).
Cette transformation est faite uniquement sur les coordonnées paralléles, contrairement & la trans-
formée de Lie centre-guide qui prend en compte tout I’espace des phases!. Les coordonnées de flux

(1, @) sont donc ici considérées comme gelées. Cette transformation donne un nouveau hamiltonien
indépendant de I'angle d’action par construction,

f’j(J) :ﬁo(J) +€tﬁ1 (J) +,
;%@M+q(&—{@JﬁhJ@h@%h”. (4.71)
L’expression & l'ordre zéro provient directement de I’expression précédente et I’équation (4.56) :
Hy = Hy = pBe + J. (4.72)

Pour la correction d’ordre supérieure, on sépare 1'équation (4.69) en une partie moyennée (Hy), et
une partie explicitement dépendante de I’angle d’orbite H; = Hy — (H;),,. Cela donne

Hy = (Hy), + Hy — Qp—2. (4.73)

L’indépendance en angle d’orbite de I’hamiltonien transformé impose

~ 23 J¢
H, = (H), = -—="2 4.74
1= (Hi)y, 16 mp?’ (4.74)
et la condition sur la fonction de jauge
~ 1 ~
51 (Jo, Co) :ﬁb/Hl (Jo, Co) dCo,
J2 _ 13
:m (—41 sin 2{p + 3 sin 4(:0> . (4.75)

1. Ceci est dii au fait que les coordonnées de flux (1), ¢) constituent déja une paire canonique par construction, &
tout ordre en €. Toute transformation destinée & restaurer I'invariance en action parallele doit donc garder constantes
ces coordonnées.

39



4. REDUCTION DE LA DYNAMIQUE PARALLELE : CAS DE LA GEOMETRIE DIPOLAIRE

On peut en déduire les nouvelles expressions pour les coordonnées action-angle (J, () incluant les
corrections anharmoniques :

~ 08,
J=Jo+ e {Sl’JO}HO =Jo +€t87<0
J2 13
= — | —41 — 4.
Jo + € mOng? ( cos 2(y + 1 cos4§0> , (4.76)
et
~ RER
(=G +ea{Sa) =G@-agy
J2 13
:CO + tW <41 5111 2(0 — § bln 4€0> (477)

Ces deux expressions peuvent étre utilisées pour vérifier que la transformation de coordonnées
effectuée en (4.70) est canonique : les calculs donnent facilement {J,C}, = O (e2).

4.3.4 Dynamique anharmonique paralléle
L’expression de 'hamiltonien transformé est déduite des équations (4.72) et (4.74),

23 J?

H=puBo+ JU — e — 2
pDe + Sy €t16mp§

(4.78)
ou le dernier terme représente la correction anharmonique. La nouvelle fréquence d’orbite anhar-
monique est calculée a I'aide de ’hamiltonien,

_ 0H 23 J 23
Wb:W—Qb—Etgmipg—Qb <1—€t72£ ) (479)

ce qui correspond exactement au développement de Taylor de I'inverse de la dépendance en &, de la
période d’orbite f (&), montrée dans le tableau 4.1. Afin de vérifier que la nouvelle action d’orbite J
est un invariant adiabatique de la dynamique parallele au premier ordre en €, I’équation d’hamilton
J= {J, H}Ho sur ’hamiltonien perturbé H = Hy + ¢, H; est évaluée :

2

J=J
o+§06 p

13
(41 sin 2y — 5 sin4§0) +..., (4.80)

ou I’équation d’hamilton d’ordre zéro sur {y donne (o = €2},. Les coordonnées paralleles (s, p”) sont
ensuite exprimées au premier ordre en €; en fonction des coordonnées angle—action

5(J,¢) =s0 + & {§1’5°}H0 50 +et§J (J — Jo) + e 250 C % (¢ - Go)
=50 (J,¢) = \/?éb cos ¢, (4.81)
et
P (J,€) =pjo + & {gl,puo}uo =pjo + & aa} (J —Jo) + e 12|o (¢ —¢o)

=p|jo (4,¢) = —v/2mJQy, cos (. (4.82)

Des expressions analogues a la limite harmonique sont ainsi retrouvées, mais avec un hamiltonien
anharmonique. Ces expressions assurent aussi que la transformation (s,pH) — (J,¢) satisfait la
condition canonique au premier ordre en ¢, avec le nouveau crochet de Poisson parallele

dp| s  Op| Os

{p”,s}H :a—Cw—ﬁa—C sin2C+cos2C=1—|—(’)(ef). (4.83)
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4.4. Résumé du chapitre

4.3.5 Dynamique de dérive

La fréquence de dérive peut étre calculée en exprimant en fonction du flux ¢ I'amplitude du
champ magnétique,
P? 9, ¢°
olt M = 9epo = Bep? est gardé constant. En gardant la correction anharmonique, la dérivée de
flux (& s constant) dB/dy devient sur la trajectoire ¢ = 1, :

oB 3 15 /s>
o e 2 (2 . 4.
oy [ T <pe> ’ ] (45)

En utilisant 1'équation (4.38) et la forme (4.81) pour l'abscisse curviligne qui donne (s?) =

b
J/ (mSy,), on peut déduire pour la fréquence de dérive
3& 15
wdq :m (1 — Etgg) <1 +€t§€§ +.. >
1
=04 (1 — et65§ +.. ) ) (4.86)

qui correspond exactement au développement de Taylor de l'inverse de la dépendance en &, de la
période de dérive moyennée g (&), montrée dans le tableau 4.1.

4.4 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, des résultats analytiques ont été obtenus dans le cadre de la réduction de
la dynamique parallele pour une configuration dipolaire. Des corrections a la limite harmonique
dans l'approximation des particules fortement piégées permettent d’obtenir un développement des
périodes d’orbite de dérive tres proches des régressions numériques et révelent un comportement
quasi-harmonique & l’ordre supérieur (’hamiltonien est non-harmonique). Les calculs effectués,
outre leur intérét comme cas exact ol le flux v devient un invariant du mouvement, offrent aussi
un exemple intéressant d’utilisation du formalisme hamiltonien pour la réduction de la dynamique

du centre-guide.
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Chapitre 5

Collisions coulombiennes

Dans ce chapitre sont étudiés les phénomenes de collisions associés & I’évolution des distributions
& une particules établies dans le chapitre 3. L’intégrale de collision de Boltzmann diverge a grande
distance & cause de l'interaction coulombienne des particules [31]. Il faut donc prendre en compte
I’écrantage des champs électriques produits par les particules au dela de la longueur de Debye Ap.
La prééminence des collisions aux petits angles conduit & ’adoption d’une intégrale de collision
de type Landau [29], adaptée aux particules relativistes en utilisant les travaux de Beliaev et
Budker [1]. Le formalisme intégro-différentiel proposé par Braams et Karney [10] permet d’exprimer
lopérateur collision en termes de potentiels scalaires reliés entre eux par des équations différentielles.
Enfin, deux limites sont examinées : la limite non relativiste qui fait intervenir les potentiels de
Rosenbluth [13] et la limite de Lorentz dans un plasma électrons-ions.

5.1 Introduction a 'opérateur Fokker-Planck

5.1.1 Equation de Boltzmann, intégrale de collision

La dynamique d’une espece s de particules dans un plasma est décrite a ’aide d’une distribution
fs (t,x,p) qui donne la densité des particules & I'instant ¢ ayant une position x et une impulsion p.
Cette distribution vérifie I’équation de Boltzmann établie dans 1’équation (3.15),

ofs . p Ofs Ofs  dfs
ot  m, O0x +F op  dt ’ (5.1)

coll

ou F désigne les forces présentes dans le systéme (pour un plasma, c’est la force électromotrice
F. = ¢; (E+p/ms x B)) et le terme de droite correspond & la contribution des collisions. Celui-ci
est déterminé a 'aide d’un opérateur collision de type Fokker-planck qui correspond a la somme
des interactions de la distribution avec elle-méme, mais aussi les autres especes présentes dans le
plasma. Ainsi, pour toutes les especes s’ de particules,

dfs
dt

EC[fS]:ZC[fS,fS/]. (52)

coll

Il s’agit maintenant de quantifier cette interaction entre I’espece s et les autres especes du plasma
(incluant elle-méme). Le nombre de collisions par unité de temps entre une particule s d’impulsion
p et les particules s’ d’impulsion p’ dans 1’espace dp’ est

W (p,p,p+a,p —a)f(p)fs (p)d*qd’p’, (5.3)

ou I'impulsion q désigne celle qui a été échangée entre les deux particules (apres la collision, p et
p’ deviennent p + q et p’ — q). Comme une collision élastique est un événement microscopique
réversible, il y a symétrie par échange des états initiaux et finaux :

W(p,p,p+ap —q =W({P+qp —q,p,p). (5.4)



5. COLLISIONS COULOMBIENNES

Les collisions subies par la particule s pourront sortir celle-ci de la zone d®p (on considerera cela
comme une « perte » de particule) ou au contraire la faire rentrer alors qu’elle n’y était pas ini-
tialement (« gain » de particule). Le bilan sera donc une différence sur les collisions par unité de
volume d?x pour toute impulsion cible p’ et impulsion échangée q effectuées lors de ’événement
p,p’ — P+ q,p — q et son événement inverse p + q,p’ — q — p,p’. En tenant compte de la
propriété (5.4), cela donne

d*xd’p /// d’p’ // *qW (p,p’.p+a,p' —q)[fs (P+a) fo (P —a)— fs (P) f (P)]. (5.5)

Ceci conduit & 'intégrale de collision de Boltzmann,

C Lo, fu] = // &’ // BV (0,0 + 4,0 — Q) [fs (p+) fo (b — @) — fo (D) fir (p/)ié i

5.1.2 Ecrantage des charges

L’intégrale (5.6) diverge logarithmiquement [31] & cause de U'interaction & grande distance des
particules. En réalité, il faut prendre en compte 1’écrantage de U'interaction coulombienne par les
autres particules présentes dans le plasma. La longueur de Debye Ap est ainsi définie comme la
limite & partir de laquelle I'agitation thermique domine sur les forces de Coulomb,

_ €o
Ap =,/ ST (5.7)

en effectuant la somme sur les especes du plasma. Comme un modele classique (non quantique)
est considéré ici, il faut également prendre en compte une longueur minimale d’interaction qui
correspond & la longueur de Broglie de la particule cible A\g = h/p’, ot h désigne la constante de
Planck. De plus, ’énergie transférée ne doit pas excéder 1’énergie cinétique de la cible; la longueur
minimale correspondante est la longueur de Landau Ap, = gsqs v/ ms /ms/ (27750]9’ 2). L’interaction

étudiée est donc a lintérieur d’une sphére de Debye mais sur des distances supérieures & une
longueur de coupure correspondant a la plus grande des longueurs de Landau et de Broglie :

Ac = max (A, Ag) - (5.8)

Le logarithme In (Ap/Ac) = In A,y est communément appelé logarithme coulombien, et c’est celui
qu’on retrouve dans la fréquence de collision. Une des conséquences de ce domaine d’observation est
que les échelles spatiales d’évolution des distributions f,; doivent excéder la longueur de Debye. Pour
la limite inférieure, le nombre de particules concernées décroit comme le cube du rayon d’interaction.
Il est donc raisonnable de négliger leur contribution dans les collisions coulombiennes.

5.1.3 Collisions aux petits angles

Afin de vérifier la dominance des collisions & petit angle, il faut comparer les temps moyens
entre une collision effectuant une déviation de 7/2 de l'angle d’incidence x et de multiples colli-
sions arrivent au méme résultat. Pour simplifier, une particule cible de masse infinie est considérée
ici, afin qu’on puisse placer le référentiel du centre de masse sur celle-ci. Le paramétre d’impact
correspondant & une déviation d’angle /2 est déduit de la force de Coulomb,

qsqs' Mg
brjp=——. 5.9
/2 47750]?2 ( )
Le temps d’interaction correspondant est fonction de la section efficace o/ = ber E
Mg
tejg = ———5—. 5.10
/ ns/pﬂ.bi/2 ( )
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5.1. Introduction & I'opérateur Fokker-Planck

FIGURE 5.1 — Evolution schématique d’une particule soumise & des interactions coulombiennes. Les
collisions & faible angle (trait uni) contribuent beaucoup plus & la déviation des particules que les
collisions directes (trait en pointillés)

Pour des collisions de faible angle, siny ~ x et la déflection subie en une collision est |Ap| ~ py.
De I’expression de la section efficace pour une collision d’angle quelconque [19],

b7 /o

O- - . 9
4sm4§

(5.11)
vient la formulation pour de petits angles o ~ 4b2 /2 /x* et le parametre d’impact b = b, /2 cot (x/2)
devient b ~ 2b./5/x. La déflection quadratique moyenne (la déflexion moyenne simple est nulle)
devient, en notant I’angle solide d2 = 2wpdpxdy :

—2
d|Ap|
dt

2 2 2 /2 dx
= ns/p/ |Ap|® o (x)dQ = 8y joms D / X (5.12)
Xmin

oll Xmin correspond & la coupure due & I’écrantage des charges. On en déduit Xmin = 20, /2 /AD et

f—;
le temps moyen pour une déviation d’angle m/2 (lorsque 1/ |Ap| =~ p) prend la forme
1

tm 1t = . 5.13
802y napIn (TAD /4Dy o) (5:13)
Le rapport t. /s /tmu devient
te A
/2:8111( D). (5.14)
mult /2
Pour la plupart des plasmas, le logarithme a une valeur de 10 & 20 [25]. Les collisions successives

a faible angle contribuent donc bien plus & la déviation générale que les simples collisions & grand
angle. La trajectoire aura donc une allure représentée dans la figure 5.1 (les collisions avec les
particules neutres ne sont pas considérées dans cette these).

5.1.4 Yintégrale de collision Landau
L’opérateur collision peut étre traité comme une diffusion dans ’espace des vitesses,

0
C =——"8, 5.15
exprimée a ’aide du flux S de particules dans I'espace des vitesses, qui est fonction des distributions
de particules. Le coefficient W de 1’équation (5.3) est explicité en fonction de q et des moyennes
entre les impulsions initiales et finales des deux particules,

1 1
W <p +359 p - 24 q> , (5.16)
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5. COLLISIONS COULOMBIENNES

ce qui permet de formuler la symétrie quant & I’échange des états finaux et initiaux de la collision,

1 1 1 1
W (p +359 p - 34 q> =W (p +359 p - 24 q) . (5.17)

En utilisant 'équation (5.6) selon une direction privilégiée p,,, S est la différence entre les nombres
de particules pénétrant et sortant de la zone [p, — ¢u,pa] ayant subi une impulsion g, > 0 dans
cette direction. Ainsi,

a~"qa

So = Z///a>O qu///d?’p’ /:a w (p + %q, p - %q; <r1> [fs (0 +a) fo (P' —a) = fs (P) fsr ()] dpa-

(5.18)
La faible déviation des collisions permet de faire un développement de Taylor du facteur correspon-
dant aux distributions dans I’expression pour le flux,

ofs ) ofy
o0+ @) o =) = F(0) £ ) = = | 52 )1 0) - 1,00 S 0] G19)
et pour le coefficient W,
w (p + %q, p - %q; q) ~W(p,p;q). (5.20)

Comme la fonction W (p, p’; q) est paire en q, l'intégrale de I'équation (5.18) peut étre remplacée
par la moitié de 'intégrale sur tout I’espace q. L’intégrale sur p, peut étre remplacée par une
multiplication par la longueur de l'intervale q,, ce qui donne pour la fonction de flux

S = ;z;///di”q///d?’pIW(P»PI;q) <6f51(>p) o () — £ (D) c’)fg;/p’)> Lqq (5.21)

Une nouvelle expression pour l'intégrale de collision peut donc étre écrite,
0 afs (p) afs’ (p/)
= . d3p’ -  (P') — fs — ), .22
Clh=% 5 v (PP p ) - ) 0 (5.22)

ou le tenseur Q est exprimé en fonction de l'intégrale sur les impulsions échangées,

1
Q (pvp/) = 5 /dUUrequ7 (523)

en supposant que les lois de conservation de I'énergie et de la quantité de mouvement permettent
de réduire les intégrations sur q & une simple intégration sur la section efficace (voir [31], §3 et §41).
Urel €st la vitesse relative entre particules?!.

5.1.5 Compétition avec le rayonnement de freinage

A grande vitesse, les particules peuvent subir un ralentissement par émission d’un photon (5],
§93), appelé rayonnement de freinage ou bremsstrahlung. Cet effet provoque des pertes d’énergie
dans le plasma qui entrent en compétition avec les processus de pertes d’énergie collisionnels décrits
par la théorie de Landau. Les travaux de Haug [22] ont montré que les pertes dues au bremsstrahlung
deviennent comparables qu’a des énergies de 80 MeV pour les électrons et concernent donc une tres
faible fraction de la population électronique totale 2. Pour les ions, l'effet bremsstrahlung est encore
moins prononcé a cause du rapport de masse électron-ion.

1. Dans le cas relativiste, elle correspondra & la vitesse d’une particule dans le référentiel de repos de l'autre,
généralisée & une expression indépendante de référentiel.

2. Les calculs de Haug, effectués pour une densité de 1 cm~2 sont aussi valables pour des densités tokamak, car
la dépendance est linéaire pour le bremsstrahlung comme pour les collisions.
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5.2. L’équation Fokker-Planck pour les collisions

5.2 L’équation Fokker-Planck pour les collisions

Les opérateurs collision partiels ont donc pour forme

AT ST LRy PN A N AL ) R

ms me

ot U (u,u’) est un tenseur noyau dépendant uniquement des impulsions respectives. I'ss est relié
a la fréquence de collision, exprimée en fonction du logarithme coulombien In Ay :

nsqgez, InAgy

T,y = (5.25)

2
dmegms?

Cet opérateur a I'avantage de présenter plusieurs propriétés intéressantes (voir appendice G pour les
démonstrations), telles que les conservations du nombre de particules, de la quantité de mouvement

et de I’énergie :
///d3uc (s, fs] =0, (5.26)

// P (mouC[fo, fo] + mouC[fo, f,]) =0, (5.27)
3. (1 2 1 2
d’u Mt Clfs, fs] + Mt Clfs, fs] | =0. (5.28)
Il vérifie aussi le « théoreme H » en exprimant la variation de 'entropie S = -5, fff dPufsln f, :
ds 3
@ JJ] #umrcis =0 (5.29)
L’opérateur collision peut étre écrit sous forme conservative de la maniere suivante :
0 8f5>
c syJs'| = T4 Kss’ s’ Js — ss s . 5.30
ool == (Ko £ = D ] (5.30)

Ici, K [fs] correspond & un vecteur de convection et Dy [fs/] & un tenseur de diffusion qui tous
deux dépendent de la distribution du champ de fond de I'espéce s’. Ainsi, les collisions auront
pour effet une translation (convection) et un étalement (diffusion) de la fonction de distribution
dans l'espace des vitesses. Les coefficients sont exprimés en fonction du tenseur noyau U (u,u’) en
effectuant une intégration par parties :

Koo ] = - 2;;’ e [l e (0 £, 631
Do fe) =52 ] vt w) £ ). (532

Ces intégrales étant vectorielle et tensorielle respectivement, leur résolution représente un effort
numérique important. L’expression des coefficients & 'aide de potentiels, moments scalaires de la
distribution de fond permet de contourner ce probleme.

5.2.1 Potentiels non relativistes

Le tenseur noyau non relativiste a pour expression

U(v,v') = % (w?I — ww) , (5.33)

ot w = v — v’ désigne la vitesse relative entre particules et I désigne le tenseur identité. Elle
provient du fait que les événements de collisions & faible angle sont des déviations perpendiculaires
a la vitesse relative entre particules,

U-(v—vVv)=(v-Vv)-U=0. (5.34)
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Rosenbluth [13] a calculé l'expression de deux fonctions scalaires,

Hy (x,v) =— % ///dz”v%fs/ v, (5.35)

Grlxv) == o [l @vur ), (5.36)

appelées potentiels car elles vérifient deux équations différentielles de type Poisson :

0 OH,
5 oy =f, (5.37)
g 0G,
On remarque les identités suivantes :
ad (1 w 0
o (w> =~ w=aw U (5:59)
0%w
ovov v (5.40)

On exprime donc les coefficients de collision (5.31) et (5.32) en termes de gradients des potentiels
de Rosenbluth dans ’espace des vitesses,

47TFSS/ 8Hb
K, =— _—, 5.41
ng Ov ( )
A7T,y 0°Gy
Dy = — . 5.42
ng Ovov ( )

Ces expressions sont intéressantes car elles mettent en avant la symétrie sphérique d’une collision.
Il est donc naturel de prendre un systeme de coordonnées de vitesse adapté : (v, &, @), o v désigne
Iamplitude de la vitesse, £ le cosinus du pitch-angle et ¢ la gyrophase. Cette symétrie permet aussi
de séparer les variables en décomposant la distribution de fond sur une base de fonctions orthogo-
nales. Dans le cas général, les harmoniques sphériques, solutions homogenes aux équations (5.37)
et (5.38), se prétent bien & cet exercice. Dans les conditions pratiques, cependant, on utilise une
distribution avec symétrie azimuthale, indépendante de ¢. On peut dans ce cas substituer aux
harmoniques sphériques la base des polynémes de Legendre de degré ¢, Py (£). Ainsi,

Fo (x,0,6) =3 U (x,0) Po(6), (5.43)
=0

ol les coefficients de Legendre ont pour expression

= (e 5) [acto o me). (5.44)
On peut utiliser P'orthogonalité des polynoémes de Legendre afin de déterminer 'expression des
potentiels de Rosenbluth en termes des coefficients de Legendre de la distribution de fond (voir
appendice H). Ceci permet de transformer les intégrales en trois dimensions en simples intégrales
sur v, ce qui réduit les temps de calcul. En utilisant les mémes notations pour la décomposition en
polynémes de Legendre des potentiels, on obtient

g _ Am T g [ v
H,” (x,v) = — Y] {/0 dv s, for (V') + ’ dv Uw—lfs' COIR (5.45)
o 042 2
[g] . 2 ’ U’ 25 — 1o [@] ’
G (v == [/0 v <1 205302 )l )
e Ug 20— 1 1}2 €]
+/U dUI,UIZ—l (1 — 2£+31)'2> fs’ (U/):| . (546)
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5.2. L’équation Fokker-Planck pour les collisions

5.2.2 Potentiels relativistes
Une expression pour le tenseur noyau relativiste a été calculée par Belaiev et Budker. Il vaut

2

U(u,u) = ’wr’w‘g (w?I —uu — u'v’ +r (uu’ + u'n)), (5.47)
avec les expressions relativistes
u2
v=14 5, (5.48)
, u-u
=Y == (5.49)

w=cyr?—1, (5.50)

et tend 3 vers la définition non-relativiste (5.33) quand ¢ — 0. Ici, la complexité du noyau empéche
la formulation en potentiels de Rosenbluth. Cependant, Braams et Karney [10] ont calculé des
expressions sous forme de potentiels relativistes permettant de conserver une expression en termes
d’intégrales scalaires qui tendent vers les potentiels non relativistes dans cette limite. On a donc

Po (x, ///dgul Ly, (u'), (5.51)
Uy (x, ///dgulr for (W), (5.52)
v o) = - o ff] Sesin () o ), (5.53)
vy =— o [ i,'wfs/ (W), (5.54)
|| i & (rsimn™ (2) =) 1 ), (5.55)

qui sont liés entre eux par les équations différentielles

Lo¥o =fs, (5.56)
LV, =fs, (5.57)
LUy =0y, (5.58)
LyUs =T, (5.59)
LoWy =3, (5.60)
L’opérateur différentiel utilisé a pour forme
uu 0% 3u 0 1-—ad?
La\IIE(H —):7 —  — 4+ —, .61
dudu + 2 Ou + 2 (5.61)

ce qui correspond au Laplacien dans la limite non relativiste, comme attendu. Les coefficients de
I’opérateur collision auront pour expression utilisant ces potentiels

Ll
Koo = (qul - K%) (5.62)
2n, 0

D“'g:;i({ur(ﬁ )] wg—{L—CQ(H )] xp4> (5.63)

3. Respectivement, u — v, v — 1, r — 1 et w — |v — v/| dans la limite non-relativiste (¢ — 00).
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5. COLLISIONS COULOMBIENNES

ou les operateurs K and L sont définis comme suit :

Ko = 1+ g) : g—i (5.64)
:%%‘3, (5.65)
() S ) (R e
2
:;;V;’V L (Vg‘j g‘fv) | (5.67)

Les équations (5.65) et (5.67) montrent en particulier les similitudes avec les expressions (5.41)
et (5.42) en termes de potentiels de Rosenbluth. Comme dans le cas non relativiste, un systeme de
coordonnées sphériques (u, &, ¢) est adapté a la description de la dynamique ; une décomposition en
polynomes de Legendre de la distribution de fond est donc effectuée. Apres un travail de résolution
analytique des équations différentielles sur les potentiels [10], ceux-ci peuvent étre exprimés en série
d’harmoniques sphériques et de polynoémes de Legendre dans le cas de la symétrie azimuthale citée
dans la limite non relativiste. Les coeflicients de Legendre des potentiels relativistes peuvent donc
aussi étre exprimés selon des intégrales simples en wu,

vl = /0 du/ NI (u, ) 11 (') + / du' N (' u) £ ) (5.68)

S

avec des fonctions noyaux IV, ,EZ] dépendant des solutions homogenes isotropes des équations différentielles 5.56-
5.60 (voir appendice H).

5.3 Opérateur collision linéarisé

5.3.1 Collisions entre particules de méme espéce

Dans le cadre des collisions entre méme espece de particules, une approximation couramment
utilisée en physique des plasmas est de considérer que les collisions dominent les particules ther-
miques. La distribution peut ainsi étre développée autour d’une maxwellienne,

fS (Xap7£) EfSJW (x7p)+5f9 (Xap7£)? (569)
ol
m 3/2 2
fsrr =ns (27T72> exp (— 2771;37;) dans le cas non relativiste, (5.70)
2
fsar 5471'67}[?252”7718302/7}) exp (_’ymTic> dans le cas relativiste. (5.71)

Ici, Ky (z) = [ exp (—x cosht) cosh (2t) dt est la fonction de Bessel modifiée de seconde espece et
fsm est normalisée telle que [[[ d3ufsnr = n,. L'opérateur collision est lindarisé en négligeant
les termes en ((st)2 et en utilisant la propriété C|[fsar, fspr] = 0. On a donc une expression
de lopérateur collision sur les particules de mémes espece présentant un terme de collision a
fond mazwellien (isotrope) et un terme intégral (anisotrope) qui peut étre exprimé en utilisant
la décomposition en polynoémes de Legendre de f;. L’opérateur présente donc la forme suivante :

¢ [fs7 fé] ~C [fé (X’p7€)’fsM (va/)] + ZC |:f6M (X,p) 7.fsm (X,p/) Py (6/) : (572)
=0

Comme fS[O] ~ fov et Py = 1, le terme intégral pour £ = 0 est nul. En conservant la premiere
harmonique avec P; = &, on obtient un opérateur collision linéarisé,

C[fsafs]20[fs»fsM]+C|:fsM7§fs[1]:|ﬂ (573)
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5.4. Résumé du chapitre

qui conserve le nombre de particules et la quantité de mouvement mais I’énergie n’est pas conservée.
Ceci permet la recherche de solutions d’équilibre pour la fonction de distribution sans introduire
un terme de perte d’énergie dans I’équation Fokker-Planck. Comme fs[u est une intégrale de fq,
cela introduit un terme non linéaire dans l'opérateur collision. Il est & noter que le terme intégral
dans 'opérateur linéarisé est indispensable pour le traitement cohérent du courant dans ’équation
Fokker-Planck.

5.3.2 Opérateur collision Fokker-Planck pour les électrons
5.3.2.1 Contribution des ions

Pour un plasma de fusion, la faible masse relative d’un électron par rapport au proton (m, ~
1832m,.) permet de considérer les distributions de tous les ions i (f;), comme maxwelliennes
dans I’évolution par collisions de la distribution des électrons f. selon 1’équation Fokker-Planck.
L’opérateur collision linéarisé devient

Clfel 2 32 Clfe fina] 4 C e fert] +C | Jear, €127 (5.74)

Les contributions dues & un fond de particules anisotrope sont donc essentiellement contenues dans
le terme intégral électron-électron.

5.3.2.2 Limite de Lorentz

Dans la limite de Lorentz |g;| > e, 'interaction électron-ion domine par rapport aux électrons
entre eux. Cela élimine les deux derniers termes de I’équation (5.74), aussi cette approximation
n’est-elle pas idéale dans I’étude de la génération de courant pour les électrons. Cependant, elle
offre un cadre de validation de la méthode dans cette limite, ou 'opérateur prend l'expression
simplifiée

Clf.] =1 Zetr O

©u3 O¢

{(1 - &) %J;e] : (5.75)

avec Zepf =, n:q2 In Aei /neq? In Ae. la charge effective pour un plasma multi-especes. La contri-
bution des collisions est donc exclusivement une diffusion qui agit sur le pitch-angle des particules
(« pitch-angle scattering »).

5.4 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, des rappels sont effectués dans le cadre de 1’élaboration d’un opérateur colli-
sion local aux faibles angles, exprimé dans un formalisme différentiel & I’aide de potentiels adaptés,
valable pour des particules relativistes. Afin d’obtenir une séparation des variables dégageant ex-
plicitement ’anisotropie des distributions dans la direction parallele aux lignes de champ, une
décomposition en polynomes de Legendre est effectuée, permettant la linéarisation de 'opérateur
collision dans le cadre de I'implémentation numérique. L’opérateur résultant est celui utilisé pour
lélaboration d’un opérateur centre-guide (chapitre 6). Enfin, la limite de Lorentz offre un cas
simplifié d’opérateur collision qui est utilisé pour le calcul analytique du courant « bootstrap »
(chapitre 7).
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Chapitre 6

Opérateur collision centre-guide

Dans ce chapitre est exposée plus en détail 'utilisation des transformées de Lie en vue d’ob-
tenir un opérateur collision centre-guide indépendant de la dynamique de gyration des particules.
L’opérateur local de départ est celui qui a été exprimé en termes de potentiels dans le chapitre 5 selon
la méthode de Braams et Karney [10]. L’opérateur centre-guide ainsi obtenu est ensuite décomposé
sur la base de coordonnées globales (@, 0,p, Eo) déterminée dans le chapitre 2. Des expressions sim-
plifiées sont obtenues dans ’approximation « orbites fines », olt ’excursion radiale de l'orbite est
faible devant la position de référence 1. Enfin, une comparaison est effectuée vis-a-vis des travaux
de Brizard [12] correspondant & un opérateur local isotrope.

6.1 Coefficients de collision locaux anisotropes

En utilisant les formules du gradient de vitesse en coordonnées sphériques (voir appendice H),
Popérateur collision local (avec un fond indépendant de l'angle de gyration ¢) calculé dans le
chapitre 5 a une expression de la forme! :

C[f]z—aap-(Kf—]D%gI{), (6.1)

ol K désigne le vecteur de convection et D le tenseur de diffusion agissant sur la distribution f. Les
coefficients de diffusion décomposés sur la base covariante (e;), = (8p /sz)l, pour les coordonnées

P =& ),

K=- 14 (X7p7 5) pep — 1t (X7p7 5) €¢, (62)
D =D; (x,p,&) epep + Dy (x,0,8) (I — epey) + Dy (x,p,€) (epee + ecep). (6.3)

Les expressions des coefficients de collision peuvent étre déduites en fonction de la décomposition
en polynoémes de Legendre des potentiels. En tronquant la décomposition & la premiere harmonique
(la raison est expliquée dans la section 5.3), on obtient des coefficients de la forme :

K == [1% (x,p) + &} (x.p)| pey — (1= €2) " (x.p) e, (6.4)
D= D" (x.p) +¢D[! (x.p)] epe, + [ DI (x.p) + DI (x,p)] (T - epe,)
2
£ 15D (x,p) (e +ecey) (6.5)

Les contributions isotropes et anisotropes sont exprimées en fonction des coefficients de Legendre
respectifs des potentiels en utilisant les définitions respectives résumées dans 1’équation (5.68). Dans

1. Les indices s et s’ sont omis par soucis de clarté.
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le cas relativiste, cela donne avec quelques remaniements

o T, (0w 2 9w (6.6)
Ly ou 2 Ou '
(0] 2 o l0]
0 _p7Y [0] 2005 | 8920¥y  8u_
Dl —Faba (U\IJO — 2"}/ 8u CT au — 074\:[/4 (67)
ol 442 00 4y
D[O] :FD 1 3 7\1,[0] _ 4 7\11[0] 6.8
¢ aby, ou +02 3 ¢z Ou + A (6.8)
pour la partie isotrope et
K (1] [1]
1] __h ov; _38\112
T D 7 ( ou 2 Ou (6.9)
K
m_ o 1 (om_ 2gm
aulll 9 8y2 oull 842
D[l] :FD l \D[l] —_9 2 3 7@[1] S 4 7\1][1] 6.11
l abu U¥g Y ou +u 3+CQ ou wc? 4 ( )

2

ou u\c2 v

c? Ou

8\11[1] 1 2 1 4 8\1,[1]
plt :rﬁl( 3 _‘_(“_)\I}gﬂ_ 4

3 c2 Ou uc 4

1 1
(7 u

)

4

uc

u? 1 1]
— (62 + 72) vy (6.12)

(6.13)

pour les premiers termes harmoniques. Dans la limite non relativiste, les équations (5.41) et (5.42)
donnent des expressions en termes des coefficients de Legendre des potentiels de Rosenbluth :

K (0]
(0] L'y, 0H,
_ 6.14
Vl P (9’[) ) ( )
9°Gy) 1 oG}
pl =rb, 8v§ = ran; vH 2 aql; , (6.15)
190G
D[O] B o Nl 1
t ab'U 6’U 9 (6 6)
et
K (1]
(1] 'y, 0H,
_ 6.17
%] P ERE ( )
I
1 a 1
ut”z—?”;HlE], (6.18)
2 (1] (1]
2 1 2
p =rb (%f; + vGL”) =I5 (qu” - 2% + vG,{”) : (6.19)
Pl _pp L lels Lo (6.20)
b T haby, ov v b .
pl ol oGy 1o (6.21)
X Thaby, Ov v b .

Les dérivées secondes des équations (6.15) et (6.19) sont réduites en utilisant la relation (5.38). De
cette maniere, il est facile de voir la similitude avec les expressions relativistes en opérant la limite
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6.2. Transformation centre-guide d’un opérateur local anisotrope

¢ — 00, ou Vg, Uy — Hy et U3 — Gyp. Pour les applications numériques, il est utile d’exprimer
les coefficients de fagon intégrale a laide des équations (5.45)-(5.46) ou (5.68), selon les cas. Une
telle adaptation a été effectuée dans le cas local par Shkarofsky et Shoucri [47], en utilisant les
expressions de Braams et Karney [10].

6.2 Transformation centre-guide d’un opérateur local anisotrope

6.2.1 Dynamique centre-guide et transformation de ’opérateur collision

En utilisant le formalisme des transformées de Lie exposé dans le chapitre 3, 'opérateur collision
centre-guide est déterminé & l’aide des transformations « push-forward » Tgcl et « pull-back » T :

Ogcss’ [Fsa Fs’] = Tg_clc [Tch57 T/chs/] ) (622)

ol les distributions centre-guide F; = Tgcl fset Fg = Tgl fs sont associées aux petits parameétres
e = pLs/Lp et €5 = pLs/Lp. Comme lopérateur collision est bilinéaire, le traitement des distri-
butions de particules test et de particules de fond peuvent étre traitées séparément. Par conséquent,
la distribution de fond est omise par la suite et 'opérateur transformé est exprimé sans indices s, s’
sur la distribution Fy = F':

Coe [F] = T C [Ty F]. (6.23)

Comme pour lopérateur collision, 'opérateur de Liouville (3.47) subit la méme transformation,
donnant 1’équation d’évolution

dg . F' 4 (d OF .. O0F 1
th = Te <dtTgCF> T ot +e 97 T © [TecF] = Cec [F]. (6.24)
Les équations d’évolution (3.48) de type z° = {z%, H} g Ont été construites afin d’étre indépendants
de langle rapide de gyration @ ; opérateur dg./dt est donc lui aussi indépendant de @. La distri-
bution F est ainsi séparée [12] en une contribution moyennée (F), ., ot (... ) . = (2m)~" [dp(...)
désigne la gyro-moyenne, et une contribution fluctuante F=F- (F) gc explicitement dépendante de
. En notant zr le systeme de coordonnées réduit (sans Pangle de gyration p) et dgr/dt¢ Vopérateur
de Liouville centre-guide associé, I’équation (6.24) donne deux équations couplées

O (F)ae = {Cue Pl = (G [1)]) (o [F])._. (6.25)
(P + ) F =G IF1 - (Cur [P (6.26)

ou la premiere équation procede de la moyenne de I'équation (6.24) et la seconde est obtenue
en effectuant une soustraction de (6.24) avec ’équation moyennée. Afin d’obtenir une dynamique

réduite dépendant uniquement de la distribution centre-guide moyennée <F>gc, il faut résoudre
I’équation (6.26) en termes de (F),. et remplacer F dans (6.25). Une maniere d’accomplir ceci est

de décomposer F en série de Fourier en @, comme indiqué dans la référence [12]. Ainsi,

F=(F),+ Y. Fnem?, (6.27)

m=—o0,m%#0

et les équations (6.25) et (6.26) deviennent :

% (F)ge =C8 [(F) ] + n%:()cg@ 7] (6.28)
(im¢+ if;) B, =C° [<F>g0} + %C}; [ﬁk} , (6.29)
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6. OPERATEUR COLLISION CENTRE-GUIDE

ol on a défini les opérateurs o o
CE [G] = (e7"™PCye [Ge™?]) . (6.30)

En introduisant le petit parametre ¢, = v/ correspondant au rapport entre échelles de temps
collisionnelles v et échelle de temps de gyration {2, la solution au premier ordre en admettant que

cY {<F>gc} # 0 de Péquation (6.29) est F,, = (imé)_l co [<F>gc}. En introduisant celle-ci dans
I’équation (6.28), I’évolution réduite de la distribution devient

% (F)ge = Co |{ { } —ie, _ CF' [CO [< e H + 0 (epey, €2), (6.31)

m##0

en notant que @ = Q 4 O (eg). Celle-ci implique donc les deux parametres e = pr, /Lp et e, =
v/ = pr,/\, en introduisant le libre parcours moyen \,. Dans le régime néoclassique [23], A, > Lg.
Le rapport eg /€, est donc plus grand que 1 et le centre-guide subit pleinement la non-uniformité du
champ magnétique entre deux collisions. L’ordre zéro en ¢, de I’équation (6.31) est donc suffisant
dans la pratique pour observer ’évolution de la distribution moyennée. L’équation réduite devient

donc, en remplagant C [(F}gc} = <Cgc [(F>gc} >gc défini dans 1’équation (6.30) :

dr _
T (F)ye = <Ogc [(F)gc] >gc. (6.32)
6.2.2 Opérateur centre-guide moyenné

En notant Fy. = (F),., Popérateur collision centre-guide utilisé est donc sous forme de moyenne

gc’
sur o,
Ce [Fye] = (Tge' C [T Fiel),. - (6.33)
L’opérateur local est ensuite formulé en termes de crochets de Poisson
Clfl=—{«",K'f =D {a/, f}}, (6.34)
en utilisant les relations dans les coordonnées z* = (x, p), de Jacobien J :
aF 1 9
G %G =——=— (JF{z“,G 6.35
{F.G} = G =25 (TF{ G, (6.35)

La derniere expression provient de la conservation du volume de I'espace des phases [12],

=0 6.36
et antisymétrie du crochet de Poisson donne

0 0?°G

5 NG = 55 {2727 =0, (6.37)

Le crochet de Poisson local est exprimé dans ’équation (3.46). L’opérateur centre-guide est exprimé
de son cOté en utilisant la position de la particule en coordonnées centre-guide Xgc = T, Ix =
X + Py 12 fonctlon de distribution centre-guide F' = T, Lf et le crochet de Poisson centre—gulde

{ e =T ()
T C Tl = —{Xje KieF = DEAXL P, }

- jlgaﬂ* {jgc <{ Xie 2} KioF = { X502} D {X3 7"} aﬁﬂ (6.38)
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FIGURE 6.1 — Schéma d’une collision affectant une particule en gyration. Dans I’espace réel (repere
noir), ’événement de collision affectant la trajectoire (bleu) est localisé en une position spatiale.
Dans 'espace centre-guide (repere vert), la trajectoire de gyration est remplacée par celle d’'un
centre-guide (rouge). Dans ce repere, la collision devient un événement non local, dépendant de
tout I’espace des phases.

ol les coefficients de I'opérateur de collision ont été transformés de la méme maniere,

i _T—1ypt

Kl =T K", (6.39)
S

DY =T,'D". (6.40)

et Jy. désigne le jacobien du systeme de coordonnées centre-guide exprimé dans le chapitre 3. On
note que I’évolution due aux collisions n’est plus localisée sur une position spatiale comme c’était
le cas pour Popérateur local : I’équation (6.38) possede une divergence sur tout I’espace des phases
et plus seulement sur l’espace des vitesses (voir figure 6.1 et & comparer avec I’équation (6.1)).

Il est aussi & noter que le systeme de coordonnées centre-guide (Z%), est déterminé arbitraire-
ment a ’aide des vecteurs de projection Agc = {ch,za}gc; il peut donc étre choisi librement en
fonction de la configuration magnétique. L’opérateur collision centre-guide moyenné (6.33) devient :

1 9 N ap OFge
Curli = =g | (e -2 )|

Les coefficients sont exprimés en fonction des projections de la position sur ces coordonnées, Agc =
{ch’ EOé}gc :
— -1 a
Kge = <TgC K- Agc>gc , (6.41)
_ -1
I@?:<A;.TgD-Ag>g. (6.42)
Afin d’évaluer ces moyennes, les coefficients transformés Tg’clK et TgcllD) sont calculés & partir des
équations 6.2 et 6.3 sur la base covariante exprimée en coordonnées centre-guide,

(Tgclepa Tg?cleé’Tgcle¢) = (epges €¢ges €pge) (6.43)
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6. OPERATEUR COLLISION CENTRE-GUIDE

telle que e, (2%) = eqge (2%). En omettant les barres coorrespondant aux quantités centre-guide
pour alléger les notations, les vecteurs transformés sont 2, & l’ordre 1 en ep :

2 2
epgczep—i—ﬁ (VInB—i— 28 b-Vb)

2mQ — &2
mQ [ pe o o 1= o]
— | —=b-Vb- ———%A;:Vb|b
* p | mQ Vb po + om2Qz v
mQ [1 J23 ~| 9pg
— |=pg-VInB— ——A; :Vb| —
+ D _2p0 . 2mQ } Op
m [10p, j23 ~ g
— == lB—— :Vb— b -VInB 6.44
+p_2890 Vin \Y 2mQ) Vin B| pg, (6.44)
2§ . N
Cege =e¢ — 53— [bx (VInB~b-Vb)+ (b-Vxb)b]
2
X3 onl D
- 22 a1 vb| b
mQe 114624 p(26° - 1) s pE o ~| 9py
-— -VInB+ = b-Vb-p,— —> LA, :Vb— —=b-V x b| =2
1—§2l tiie omae ! am” Y P g
mQE 119py L+~ o ~9pg
-VInB+ = b-
152[ VinB+ g gb Vb
p(€-2) o p(-8)s
————2Ay:Vb b-VInB 4
oY 2:Vb+ 90 Vin (6.45)
On remarque que ’expression de Tgclp = pepgc correspond bien & celle du vecteur p. de la
référence [12]. De plus, en effectuant la moyenne <T{C>T,31p>gC7
-1 N p =~ - &
<TgC p>gC =péb + %b X ( VinB+ &b - Vb) = Pgc, (6.46)
qui est 'impulsion centre-guide moyennée présente dans les équations de mouvement (3.88)-(3.91)
et en utilisant les notations de [12], pge = mVy. Il est aussi facile de calculer
1.2
(Top) =p*+ 0 (ef). (6.47)

Enfin, comme la base (€pgc, €¢gc, €pgc) doit rester orthogonale 3, on vérifie & partir des expressions :
€pgc - €¢ge = O (ep) . (6.48)

Les composantes K, et D}, deviennent

vige (2) = Tylvi =11 (2) — esGY gyi o (6.49)
Vige (Z) = Tl vy =1 (2) — eBGag— , (6.50)
Dige (2) = Tye Dy =Dy (2) — EBG?a — ..., (6.51)
Dige (2) = Ty Dy =D, (2) — EBGaa—Dt + ..., (6.52)
Dige (7) = T, D =Dy (2) — G} 88 = (6.53)

2. eypgc n’est pas requis pour la suite, son expression est donnée dans I’appendice E.
3. Les vecteurs sont simplement exprimés en coordonnées centre-guide, leur orientation ne change pas.
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6.3. Coordonnées globales (% 0,p, fo) et vecteurs de projection

Le vecteur friction TgfclK et le tenseur diffusion Tgch ont donc l'expression suivante en coordonnées
centre-guide,

Kgc = — VigcP€pgc — Vtge€ege (654)

Dgc =Digeepgeepge + Dige (I — €pgeepge) + Dxge (€pgelege 1 €cacepec) - (6.55)

6.3 Coordonnées globales (@,H,p, fo) et vecteurs de projection

En utilisant le crochet de Poisson centre-guide (3.87), les vecteurs de projection A . deviennent,
en coordonnées centre-guide ? (x,p, €) :

~

. b
AL =—g xI+0 (eB) (6.56)
AP =epge + O () (6.57)
1-¢&2 ( mQ Op )
A = €pge — —————22 | + O (8). 6.58
e pe U p(1-¢2) 9y () (659

Les vecteurs de projection A” = {Xg, I a}gc pour les coordonnées globales I* = (@, 0,p, fo) sont
déduites en utilisant des dérivées chainées,

a « " o1 o1
A" = A VIT+ AP o AS, 5 (6.59)
Ainsi,
= 6 [ mE) OPge b —
Aw :? 7 8; — eng -+ m X VZ/J —+ O (6%) s (660)
b
A =5 VO + 0 (), (6.61)
AP =epee + O (e) (6.62)
1—52 2 m  Jp —dIn By
Af == 50 { (e - B _AY | 1 O(d). 6.63
26 [P\ p(1-€2) dp dy () (069
Ceci fournit une autre approche de calcul des vecteurs de projection de la référence [15] qui sont
calculés en utilisant les expressions en coordonnées d’énergie [12]| (x, &, 1). On note qu’a 'ordre zéro
en €p,
AY = "Tp, 6.64
Al =0, (6.65)
Ag _ep’ (6 66)
Afo _ 50 [ £ + = w :l 6.67

ot 8¢ = 8¢ (d1n By /dip). Les produits scalaires Aj -e,, ot e, € (e, €, e,) sont donc indépendants
de I’angle de gyration ¢. De méme, les produits (A(I)a>2 sont aussi indépendants de . Enfin, comme
€pge = b+ 0 (eB) et egge = pb+ 0 (e), on en déduit
AY ey =0 (ef), (6.68)
A? ey =0 () . (6.69)

Ceci implique que les composantes en 6 des coefﬁcients centre-guide (ngC7 Dgf , Dg}f, Dgg’ , ’D%O et

leurs coefficients symétriques) sont d’ordre €. Celles-ci sont donc ignorées par la suite.

4. La projection sur ’angle de gyration ¢ n’est pas nécessaire pour évaluer I’'opérateur centre-guide moyenné. Voir
section 6.2.2.
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6. OPERATEUR COLLISION CENTRE-GUIDE

6.4 Calcul des coefficients centre-guide

En insérant les expressions (6.54) et (6.55), les coefficients centre-guide décomposés sur les
coordonnées globales I*? = (1/), D, 50) ont pour forme :

Ky =— vip <epgc . Aa>

ge — Vi {egge - A"),

al/l a a 8

DIl = (Dy — Dy) <(epgc FAT) (epgc ' b)>gc ge

A
+ % (<(epgc ) (efgc Ab)> <(epgc . Ab) (eﬁgc . Aa)>gc)
0

gc

+p(ep- AG) (G, = TO(eh), (6.70)

+ D, <A“ : Ab>

—(ep- &) (e A)) (G) e 5 (D1 = D)
~(ay-a) (@), 22
3 [(ec a8 (0 A8) + (ec- AY) (e AD] (65, 2 +O(H). (671

ol 2% = (x,p,§). Puisque selon les équations (3.74)-(3.77), (GY),. = 0 sauf pour G5, on déduit les
expressions suivantes,

Kge = = vip (epge - AY) Vi (€gge - A%y

gc

+ ey A (G, o + (e A (GF) T +0 (&), (672

D32 = (D1 — D) {(epee - A%) (eng-Ab)>gC+Dt<Aa-Ab>gC

+ % <<(epgc LAY (eggc : Ab)>gc 4 <(epgc , Ab> (Ceqe - Aa)>gc)

ey &) (e A1) (G5)_ 57 (D= D)

- (a5-a8) (6f), G

~ 2 Jlee a9 (e L) + (ec- Ab) (e AD] (), G +0(R). (073)
<G§>gc - ’%B Vxb= 1;ng6, (6.74)

en utilisant la notation [12] A\gc = (p€/mQ2) b -V x b. Les coefficients centre-guide décomposés sur
les coordonnées globales (1/), D, fo) ont donc la forme :

K¢\ o oy 1—52 1—-€_ 9\ (-up
(5) =2 (e 58 ()

1 1—¢2 9 _
O Agcaf) (5] +ot, o7
Kcp 1—¢2 0 —
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6.5. Approximation « orbite fines »

K9\ 18 [ (5 1-¢ 1-¢ 9\ (—wp
(Dﬁ“)‘ 25E K&“(l 2 M) BT ‘W“af)(l?z)

2¢ 1—-¢&2 1-€2 9\ [—
+1 _ 52 (1 252 6w> ( gc - 25)\9685) (5:p>:| + O (6123), (6.77)

Dy = (621?2 {52 (1 = 525 Agc) (D= Do+ D= %Agc (52885 Db 3;?)

2 B «
—25( 1225 Ay ) Dy — (1=€*) Age a’é } +0 (&), (6.78)

_ g2\ 2 2 L
s () [t (03 [2-0))
— &2 2 oD
1 gAgC(1§£2+6w) t

2 o€
6— 2
; (42”3 (D + €D~ D+ (1— ) Age [D1 — D)
1 (3)° 9 1-¢  (3)° oD,
DT AQCT%(Dl_Dt)_ 2 MTIe o
¢ - 22 - 1-3¢
+1_§2 < ge + 0P {1+ e ] (5¢)2 e [14- 562 AchDX
1—¢2 50)°\ oD,
_T;Agc (1 f&z + ( 2) ) 3{ +0 (€2B)7 (6'79)

_ _ 2
Dgf":—éwlZEO [Dt—i-)\gc (?—D)Jrggfz (Dy + € [Dy — Dy] + (1 — &%) Age [Dy — D))

1= W 1—52 o\ dD;

¢ Coe e[ 1-3¢
e (” e e T [” 262 A”DDX

1—¢2 13 d1p\ 0Dy 2
T /\gc<1_§2+£> o ]+0(eB), (6.80)

ol les coefficients vy, vy, D), Dy, Dy sont exprimés en coordonnées centre-guide.

6.5 Approximation « orbite fines »

Une approximation possible est que 1’excursion radiale |§1| est petite devant . Au dela de la
simplification des coefficients, cette approximation donne des propriétés intéressantes & 'opérateur

collision moyenné sur les orbites qui sera discuté plus en détail dans le chapitre 7. Le petit parametre
associé est
09| 4y

= — "~ E

(G e’
ol R désigne le grand rayon et ¢ = r/R est I'inverse du rapport d’aspect local. Cette condition sera
remplie si egqy R/ = qyp1,/r < 1 pour un plasma de tokamak, car la longueur caractéristique de
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6. OPERATEUR COLLISION CENTRE-GUIDE

gradient vaut alors Lg ~ R. En divisant par le petit rayon du plasma a et pour g, ~ 1 dans la
zone centrale du plasma, on obtient la relation

r *
—>p,
a

ol p* = pr,/a désigne le rayon de Larmor normalisé de la particule. Cette approximation n’est donc
pas valide dans la région radiale correspondant & r» ~ pr,. Comme le nombre de particules dans cette
région est faible par rapport & la population totale, I’évolution peut alors étre décrite en utilisant
par exemple un code de type Monte-Carlo, en effectuant un raccord avec les résultats obtenus dans
I’approximation « orbites fines ».

Si €y < 1, les coefficients de collision sont réécrits en négligeant les termes d’ordre egey et ei :

ICEC _ oY | [(—up 1 [(—up
(5) -5 ()£ )

Ke. 1-¢20 (-
()b 2 ()
(7’;?5) B 12;;% {(EW +endae) (5?7)
gc 0
3 -£ 0 - &\ (-
+1 y (1 — €BAge — 6B)‘gc 2% (9§ +e w&/) 262 ) (Dl/ip>:| ) (6~83)

DZ’? =0 (eQB,eBew,ei) ,

e 1-g ¢ &9 _—
Dgcg - S0 p2 0 ng |:(1 _ €B)‘gC — GB)\gc 25 35 + € w(sw f ) Dt
% (cohve + cF) D } (6.84)
B _ 2
Dy = —ey 0y 1p2§§)0 {Dt i 552 } ’ o

ou vy, vy, Dy, Dy et Dy sont fonction des coordonnées centre-guide. Ces coefficients ont des contribu-
tions dépendant explicitement de la non-uniformité magnétique (termes en eg) et des contributions
«néoclassiques » (termes en €,) bien séparées dans ’approximation « orbites fines ». En particulier,
le couplage entre coordonnée radiale 1) et espace des vitesses (p, £y) est dii uniquement & I’existence
d’une déviation radiale §7) du centre-guide le long de son orbite. La limite « largeur nulle » (e = 0,
P =1 et & = Enin défini dans le chapitre 2), les coefficients prennent la forme, au premier ordre

€N € - 9
K > { 1-& } <-le)
9¢ ) = |1 — epAge , 6.86
<D§€ 28 o€ (659
ICSIC““‘ o 1-— rznin A —VUip + 25 1— A _ A 1- 52 th (6 87)
Dyt ) = pgn PO\ D ) T gz [T PR T BT e L
Eminé -G & 1-&
D minSmin — min 1 — A c— >\ c D )\ c D 5 688
o PV, K Bhae T 25 35) T } (053
avec ICZ’C7 Dﬁb , Dgg’, D;/’fmi“ et leurs coefficients symétriques qui sont d’ordre €. Enfin, dans la

limite d’un champ magnétique & torsion nulle® Ay = p&/ (M) b-Vxb=0 (comme une géométrie

5. On note qu’une condition suffisante pour avoir 1) = 0 et Agc = 0 quelle que soit 'orbite dans une géométrie
axisymétrique constituée de surfaces de flux emboitées est d’avoir un champ toroidal nul (B4 = 0). C’est aussi une
condition nécessaire, si ’'on excepte les orbites stagnantes (£ = 0).
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6.6. Coefficients centre-guide avec un fond isotrope

dipolaire), les coefficients deviennent, en insérant les expressions (6.4) et (6.5) :

) (= ()
prr) = [0 o) (6:89)
gc Dl + §Dl
Icgmin > ]_ — 2 . € _y[l]p
gc ) — Z__Smin_5 14 , 6.90
<D§§rﬂln D Eumin D[xl] ( )
. . 1- r2nin 52
Déminémin — e (DEO] 4 gDE]) , (6.91)

ou ¥ = B (,0) /Bmin () et les coefficients Vl[o], Vlm, VP], Dl[o}7 Dl[l]7 D,EO], DE] et D[Xl] sont fonction
des coordonnées centre-guide.

6.6 Coefficients centre-guide avec un fond isotrope

Dans le cas ot la distribution de fond est isotrope dans l'espace des vitesses (fy = fs[?] (%x,p)),
les expressions des coefficients locaux (6.4) et (6.5) sont réduits aux termes d’ordre zéro dans la
décomposition de Legendre :

K=_ /0 6.92
v (%,p) pep, (6.92)
D =D (x,p) epe, + DI (x,p) (1 — epe,) . (6.93)

Les indices correspondant & la décomposition sont donc omis par la suite, et on reprend les expres-
sions anisotropes (6.75)-(6.80) :

() = (1 ) (B) o, 60
(g%;) N (573) +0(eh) (6.95)

(5h) s (7 (1+ ) ne) (B0) s, oo
Dy = ffg [62 (1 + 1;52&,5) (Di—Dy) + Dt] +0(&), (6.97)

g2\ 2 2 L
- (128 [ 2o (o1 2]

(3%)° 2 2 2
+ 12 (De+ & [Dy — D] + (1 =€) Age [Di — Dy]) | + O (e) (6.98)
_ 2
-z oo (3 -0)
+% (Dy+ &€ [Dy— D)+ (1= &) Age [Dy — Dt])} + 0 (e3), (6.99)
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6. OPERATEUR COLLISION CENTRE-GUIDE

ou les coeflicients v; (x,p), D; (x,p), D (x,p) sont exprimés en coordonnées centre-guide. On re-
trouve donc les coefficients de la référence [15]. De méme, en appliquant Papproximation « orbites
fines », ces expressions donnent, & I’ordre un en eg, € :

Ky o —Vzp>
= —ew— : 6.100
('Dgg’) v P ( D, ( )

Kr. —v
(pip) = ( Dllp> 7 (6.101)
gc
K5 1-& — —up
gc —

<D§§O) 2p§0 (6¢5w+6B)\gc) Dl ) (6102)
DZ@ =0 (e, eBey, €3,) (6.103)

1 £2\?2 2 o
Dggfo — < pgf()) |:1 f e (]_ — 6B>\gc) + €¢61/):| Dy,

_ 1—¢&2

Dy = — ew&/)pTéth, (6.104)
ot les coefficients v; (x,p), D; (x,p), D¢ (x,p) sont exprimés en coordonnées centre-guide. Ici aussi,
les coefficients coincident avec [15]. En plus des contributions séparées de la non-uniformité magnétique
et de la largeur d’orbite finie indiquées dans la section 6.4, chaque coefficient présente une seule
contribution locale : soit longitudinale (fonction des coefficients locaux vy, D;) soit transverse (fonc-
tion de D;). La transformation centre-guide n’introduit donc pas de couplage entre directions pa-
ralleles & p et transverses dans ’approximation « orbites fines ».

6.7 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, ’expression de 'opérateur collision local (chapitre 5) est utilisée pour le calcul
d’un opérateur centre-guide comprenant des termes explicites anisotropes dans la direction parallele
aux lignes de champ. Cet opérateur est exprimé sur le systeme de coordonnées global (@, 0,p, 50)
défini dans le chapitre 2. Deux cas de simplification sont examinés : ’approximation « orbites fines »,
o1 'excursion radiale de l'orbite du centre-guide est faible par rapport & la surface 9 et Popérateur
correspondant & un fond d’interaction isotrope. Ces cas limites sont aussi utilisés dans le cadre de
la moyenne sur les orbites de centre-guide de 'opérateur collision (chapitre 7).
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Chapitre 7

Dynamique moyennée sur les orbites

Dans ce chapitre, 'équation Fokker-Planck centre-guide est moyennée sur les orbites de centre-
guide afin d’obtenir une évolution indépendante de I’angle poloidal 6. Cette réduction de ’espace
des phases est effectuée dans 'approximation de faible collisionnalité (le centre-guide a le temps
de parcourir une orbite complete avant de subir une déviation due & une collision). Des expres-
sions simplifiées dans I’approximation « orbite fines » exposée dans le chapitre 6 sont obtenues et
fournissent une forme conservative pour 'opérateur collision moyenné. La dynamique pour le cas
particulier d’un fond isotrope dans 'espace des vitesses permet d’exprimer l'opérateur en termes
de coefficients d’orbite, moyennes indépendantes de la distribution de fond. Enfin, un calcul du
courant « bootstrap » est présenté dans la limite de Lorentz.

7.1 Approximation de faible collisionnalité

Dans les coordonnées centre-guide ' (E, 0, p, §o), la fonction de distribution centre-guide
F (t,@, 0,p,&o, a) a une évolution temporelle selon une échelle de temps longue 7 telle que décrite

dans le chapitre 6 (Y = p = € = 0 par définition des invariants et 0/0¢ = 0 selon 'hypothese
d’axissymétrie) :
oF .OF

€r— +06

67‘ % = ECCgC [F] . (71)

ol €, et ¢ = Lp/A, désignent respectivement les échelles de temps d’évolution de la fonction
de distribution et ’échelle de temps collisionnelle. Dans un régime faiblement collisionnel, le libre
parcours moyen A\, est grand devant la longueur caractéristique de gradient du champ magnétique
Lp (ec < 1). Clest le régime néoclassique, qui implique que le centre-guide a le temps d’effectuer
une orbite complete, explorant la totalité de la topologie magnétique, avant de subir 'effet des
collisions & faible angle discutées dans le chapitre 5. Sur un temps long comparé & la période
d’orbite (70/7 < 1), Péquation a 'ordre le plus bas devient :

- OF
00— =0 7.2
o, (12)
qui permet de déduire que la distribution F = F(©) (@, p, &0, 0) est indépendante de 0. L’équation

moyennée sur une orbite de centre-guide devient, en définissant C’g(g) = (Cgc)o

2 (G [FO)) =0 [FO], 73)

montrant que la distribution évolue sur I’échelle de temps des collisions : €, = e..

1. Dans tout ce chapitre, les coordonnées sont considérées comme centre-guide sauf mention du contraire.



7. DYNAMIQUE MOYENNEE SUR LES ORBITES

7.2 Opérateur collision moyenné

7.2.1 Jacobien d’orbite et moyenne d’orbite

A partir des équations du mouvement établies dans le chapitre 3 pour les centres-guide, I’évolution
temporelle de I’angle poloidal est calculée, au premier ordre en egp :

B pg b 1-£VB
6=%-V0=V0- Q ( 5 + b Vb)
;[f 5o (12872 5 )]
0 ~
’T’S% [1+ LR RN < 2552 VBB+b Vb)] (7.4)

Cette expression est similaire au jacobien de la transformation en coordonnées (1, &) de I'équation (2.54).
Le jacobien total qui provient du jacobien centre-guide (3.84) est donc exprimé en fonction de 6 :

1
T =V e\ 0uc = p"fo'H[ O (epen)]. (75)
de telle fagcon que
aJo _ @g (7.6)
21 TO

avec G =1+ O (egep) et le jacobien d’orbite qui ne dépend que des invariants (@,p, 50)7

Top® ||

Jo=—~=- (7.7)
L’opération de moyenne sur l'orbite décrite dans le chapitre 2 devient
1 ,dé
B -1 .. 78
(o =55 § 07675 78)

Dans la limite « orbite de largeur nulle » (e, = 0), G = 1 et § = p¢BY/ (mB) et le jacobien J
devient simplement :

2
p® B |&
=—=——>. 7.9
‘70 BO Bg 5 ( )
Pour 'opération de moyenne correspondante,
1 B md9
)= . 7.10
(o= g (7.10)

et 'on retrouve I’élément d’intégration correspondant & un mouvement du centre-guide parallele &
la ligne de champ, de distance élémentaire dl = (B/BQ) dé.

7.2.2 Opérateur collision moyenné

L’opérateur collision calculé dans le chapitre 6 devient

10 OF
Cye [F] = ~ 730 [j (K;CF Dggajb)] (7.11)
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7.2. Opérateur collision moyenné

ou [® = (@, P, 50) désigne les invariants du mouvement. Comme il a été établi dans le chapitre 6, il
n’y a pas de composante en 6 car les coefficients correspondants sont d’ordre €3 dans la transfor-
mation centre-guide. En utilisant I’équation (7.8), Popérateur centre-guide moyenné devient

<Cgc [F(O)} >O - jioala [jo << >OF(0) (DY, ag[(b)ﬂ

0G—1 og—1 oF©)
Kg ) FO— Dy 7.12
+ <g o1 >O 9 or V) am (7.12)
En renommant les coefficients, l’opérateur moyenné prend la forme
1 oF©
(0) - a(0) (0) _ pyab(0) (0) p(0)
(G [F?]),, Jo 0I° [jo (KgC T ﬂ M (719
ol les coefficients respectifs ont pour définition :
0G—1
(K2 + (o2 o) n
< gc ola gc o
DO = (Dgl) (7.15)
MO =(g 05~ : (7.16)
&¢ 8[“ /o

L’opérateur collision moyenné a donc un terme en divergence et un terme linéaire. De plus, comme
G =14 O (eyen), 'expression des moyennes peut étre réduite & :

KO = (K&, (7.17)
DX = (DY), (7.18)
M(0 =0 (€, €, €B€y) 5 (7.19)

en négligeant les termes d’ordre eyep (approximation orbites fines ey, < 1). Une structure de type
Fokker-Planck est donc retrouvée dans 'approximation orbite fine, et les coefficients de 'opérateur
collision moyenné correspondant sont tout simplement les moyennes des coefficients centre-guide
respectifs.

7.2.3 Forme conservative pour I'opérateur différentiel

Pour des applications numériques, la partie différentielle de Popérateur collision moyenné (7.13)
est réécrite sous forme d’une conservation de flux :

1 0 1 0 1 0
(e [7]), =~ 75 55 (01991,5E) - g 050+ g (o1 i),
(7.20)

olt §¥ décrit le flux des centre-guides a travers les surfaces de flux magnétique et (S?, S ) représentent
les dynamiques respectives d’impulsion et de pitch-angle. Ils sont donnés par les expressions

7 " b b, bE o i
S;f K;f . Dy Dp? Dp* qu/’Hoa/aw 0
st |=| kI |FO—| pr pr pre 9/9p FO(7.21)
SEO KEO Dfolll DEOP DEOEO —p_l v 1— 538/8&0

ot les coefficients de friction K¢ et les coefficients de diffusions symétriques D = D* peuvent
étre exprimés en fonction des coefficients moyennés correspondants (7.14) et (7.15) selon les nor-
malisations suivantes :

KV = L _gio)

Ivel, *
KP = K7, (7.22)
Kb — ___ P e

L — /71_68 gc )
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7. DYNAMIQUE MOYENNEE SUR LES ORBITES

et
- 1 -
DY =~ __piio)
Ivell, ©
vp _ L 4p(0)

)

D - — C
L vel,
D _ ___P L pieo)
LT glvel, e (7.29
DYP = pre©),

DPéo _ P prto(0)

Lovi-g e

p2
Dfoﬁo _ DEO&O(O)

it

Dans expression (7.20), ||VEHO = | Voll, (@) out [V, (¥) = VY]] (¥,60(1))) est définie comme
la valeur du gradient de flux |V¢|| = RBp a langle poloidal 6y(v)) ou l'amplitude du champ
magnétique

B (1,00(¢)) = Bo(¥) (7.24)

est minimale sur la surface de flux ¥. Bp correspond ici a la composante poloidale du champ
magnétique. Le facteur HVEHO assure ainsi que S;f’ a la dimension d’un flux dans ’espace des confi-
gurations. Lorsque la forme en conservation de flux décrite dans ’équation (7.20) est implémentée
numériquement en utilisant une discrétisation & deux grilles (avec la distribution sur une demi-
grille) [20], cela donne un schéma numérique dans lequel les conditions aux bords internes sont
intrinsequement vérifiées [14].

7.3 Cas d’un fond isotrope dans approximation « orbites fines »

Pour un fond isotrope, les distributions de fond respectives ne dépendent que de (¢, p’) dans
lespace local (I'indépendance en 6 est toujours assurée par I'hypothese de faible collisionnalité).
Comme f, ne dépend pas de &, la décomposition en polynomes de Legendre de ’équation (5.43) a
des harmoniques nulles : f£9] = fs et fg] = 0 pour ¢ > 1. Les coefficients de collision ne dépendent
donc eux aussi que de (¢, p).

7.3.1 Décalage de grille

Dans I"approximation « orbites fines » (e; < 1), un développement de Taylor sur la coordonnée
Y =1 + €01 est effectuée :

A =0 ) = (Bup) + eobi 7 (Bp) + .- (7.25)
_ D, —

DI = D1 (0,9) =D1 (Bu) + st () + ... (7.26)
_ D, —

DY = D, (1, p) =Dy (B:) + b 22t @) + .., (7.27)

o

Cette opération permet d’exprimer les coefficients sur la grille d’invariants 2D (ﬂ, p). Ce développement
pourrait aussi étre effectuée autour de la valeur moyenne (1) ,. Pour les particules piégées, (¢), =
1, donc les deux valeurs sont identiques, mais I’expansion sur la moyenne est plus précise pour les
particules circulantes olt [¢) — (1) | < d1p. Cependant, elle nécessite de calculer (1), (¥, p, &) sur
une grille & trois dimensions ; aussi le développement autour de ) est préférable pour des applica-
tions numériques.
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7.3. Cas d’un fond isotrope dans ’approximation « orbites fines »

7.3.2 Coefficients d’orbite

En négligeant les termes d’ordre ei et eyep, les coeflicients moyennés de collision sont cal-
culés en utilisant les équations (6.100)-(6.104) et (7.25)-(7.27). Cela donne, en définissant ¥ =

B (1,0) /Bo (¥) :

KPC(O) 0 0 —-vp 2 2
( Dgf(o) = (1 +€¢5¢( )81/J> ( D, ) + O(eg, €, €BEy), (7.28)
K&)(O) —up 1— 58
Kéé(o) 0 o
DrrO | = —¢, D, + O(ep, €5, eey), (7.30)
DiP O P\ (1-8) Do/ ()
DO = O(d, é2, epey), (7.31)
1— &2 9
Dggfo(O) = 4( ngo) [AT — eB)\ng + €y ((51/) o fo + 6,(/)(0)’[ a¢)} D; + 0(6123, ei, eBey), (7.32)

ou v, Dy, D, sont fonction de (¢,p). Les coefficients suivants doivent étre calculés :

5w(0) = <5’(/}>O7
a0t —< & 5¢> _ (o), - (1-85) ov @
(@)

oY g ’
(0) . 1 dBO
() =B d — 5y
A = ee)o s (7.33)
AOT = <£2)\ > _Qu¥ Do - (=) N
gc 58\11 g o 58
At = <£2> — <\I/_1>o (1_50)
&Y /0 & ’

avec 2 =1— U1 (1 —&}) d’apres I'équation (2.43).

Dans le cas isotrope, les moyennes sont donc effectuées indépendamment du calcul des coeffi-
cients v, Dy, D;y. Ceux-ci sont donc calculés sur le point (E, p) et non sur la trajectoire entiere du
centre-guide, ce qui réduit le calcul de I'opérateur collision moyenné aux équations (7.25)-(7.27)
et (7.33). Il est & noter aussi que 6¢(®) = 0 pour les orbites piégées.

Les effets d’orbite finie peuvent étre négligées dans le calcul des coefficients moyennés §1)(?)

Sep(Of 5¢(0) 2D and AT (7.33) car ils apparaissent & 'ordre €5, ou egey, dans les équations (7.28)-
(7.32). En effectuant la limite ¢ — 1), Popération de moyenne sur I'orbite (2.56) devient [11] :

1 %2 B
2;1T/91 deﬁ

ott A() = [T dOB/B’ désigne la longueur d’une ligne de champ sur un cycle poloidal. La somme
sur o est effectuée sur les orbites piégées entre les points de rebroussement #; and 65, et

S (7.35)

3

1

<...>O:B - (7.34)

1

A, &) = N dGﬁ
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est le temps d’orbite normalisé dans la limite « largeur nulle » 2. Par extension, les quantités sui-
vantes sont définies :

1 22 B § k—1 Ro l .
avec
T l
Al,m(w):[ d@% <]Z°> gm (7.37)

de telle fagon que Ao = A, Aoo = A et Agim (¥, £1) = 1. Ici, Ro(vp) = R(v,00) o Oo(2p) a été
défini dans I’équation (7.24). En utilisant (7.34) et 61) = p{By/(eB) de la définition (2.42), puisque
B, est fonction seulement de 1), les coefficients liés & la largeur d’orbite ont la forme suivante :

By Ao—1 P80
B() AN (& ’
By [Mo,—2 — (1 - &) Ao—1] p&o
By Y, e

5@ = H [|&o] - &or (V)]
(7.38)

5O = H [|&o] — &or (V)]

7.3.3 Coefficients pour la forme conservative de ’opérateur collision

Dans l'approximation « orbites fines », les coefficients de friction et de diffusion (7.22)-(7.23)
peuvent é&tre évalués explicitement & partir de 'opérateur centre-guide, en négligeant les termes
d’ordre e%,ei,egew :

K? 0 —
( D,,,, ) <1+6¢51/1(0 w) ( Z)le > (7.39)
Ko\ J1- 5(2) (o) —vp
Ki PO —vp
DPU} = —€p—T——1" Dl s (741)
T &l i
Diow p 0 —/1- §8Dt/§o
Dﬁiw = (’)(eQB, 6?/), 6]361/,), (7.42)
Diofo — |AT = 6B>\(0 (W fo +5¢(0)T 9 )} Dy, (7.43)
£ o

ou l'on voit les contributions dues & la non-uniformité magnétique et celles correspondant aux effets
néoclassiques. De plus, a 'ordre le plus bas 'opérateur collision dans la limite « orbites de largeur
nulle » est retrouvée :
K]’j = —up,
DY =Dy, (7.44)
D% = ATD,.

7.4 Courant « bootstrap » dans la limite de Lorentz
Le formalisme presenté dans ce chapitre peut étre validé en calculant le courant « bootstrap »

dans la limite de Lorentz (voir chapitre 5), un résultat analytique qui est présent dans la littérature
scientifique [42, 24].

2. Dans cette limite, 7o — AN/ (v [€o]).
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7.4. Courant « bootstrap » dans la limite de Lorentz

7.4.1 Distribution centre-guide dans la limite de Lorentz

Dans la limite de Lorentz e; /e, = Z > 1, les coefficients de 'opérateur collision local (6.2)-(6.3)
sont réduits & D; = v;p?/2 pour la direction transverse (v,; désignant la fréquence de collision
électron-ion) alors que les coefficients longitudinaux v et D; sont négligés. L’opérateur collision
centre-guide moyenné (7.39)-(7.43) prend aussi une expression simplifiée, avec pour coefficients non
nuls :

— — /1 _ 2D
Diow _ Dibfo _ €¢51/1(0) 760 ¢

péo [V,
o I
DE‘J&’ = lAT - eB)\gé)T (51&(0)50 + 6Ot 1/’) D; 4+ O(é3, e?p, EBEyY)-
A Téquilibre, I'équation Fokker-Planck (7.13) prend la forme :
(0) —
(Cye |F DO 0. (7.46)
En utilisant la représentation en flux (7.20), 'équation devient
= (Jo v, DE 1 G o)
\/7 €0¥ FO  ppe dF©) (747
Jo\/1 =& |Dp™ ||V 1-¢2 =0.
aé. O 50 || 1/}”0 w P 50 850

Si Ion effectue un développement F(©) = Fy + eyl avec €y ~ eg < 1, on obtient & l'ordre le
plus bas 0Fy/0&y = 0. A Pordre 1 en €y,

oF, 59\ OF,

- . . 7.48
&  &AT 9y (7.48)
Il vient immédiatement F; = 0 pour les orbites piégées out 61?0 = 0.
En utilisant la définition de &, (2.43), le coefficient d’orbite A est transformé ainsi :
2 A
ATE<§> =1-—, 7.49
gl @ (749

ot A = (1—-W¥~1)  de telle fagon que 'équation (7.48) peut étre intégrée formellement en utili-
sant (7.38), ce qui donne l'expression

FA@.p.60) = 05 5= SV [Jol = €0r(D)] T (7. [6) (7.50)

H est ici la fonction de Heaviside (H () =1 si > 0, 0 sinon) et l'intégrale I a pour définition

- A0,71 [€o] df{)
1(0:%) AxATAWK@O—AM@' (751

L’équation au premier ordre en Z~! montre que Fyy est une maxwellienne de température T et
de densité n, d’expression

Fo = WEPW(MT(M)’ (7.52)

et I'on peut en déduire

(7.53)

OlnFy dlnn ( p? 3) dInT
o dip '
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7.4.2 Courant « bootstrap »

Le courant « bootstrap » est défini comme la densité de courant moyennée sur une surface de flux
obtenue en présence de collisions. Il est calculé ici dans I’approximation de grand rapport d’aspect
et I'approximation « orbites fines ». Ceci impose des bornes au domaine radial d’observation. En
effect, r doit étre suffisamment petit pour que ¢ = r/R <« 1 mais assez grand pour que €, =
0/ ~ erqy/e K 1, soit prgy/r < 1 (puisque Ly ~ R dans cette approximation). Le domaine
de validité est donc, en divisant par le petit rayon du plasma a : p* < r/a < 5;1, ou p* = pr/a
est le rayon de Larmor normalisé, & ! = R,/a désigne le rapport d’aspect global de la machine
et gy ~ 1 au centre du plasma. Pour Tore Supra [11], p* ~ 1072 et ;! ~ 3. Pour ITER [20],
p* ~ 1073 pour un rapport d’aspect similaire. Dans la pratique, le modele utilisé sera donc valable
pour 7/a < e;'/10 ~0,3.

Ici, ’échelle € ~ 6113/2 est donc prise de telle fagon que ep < €,€y < 1. Ainsi, la moyenne sur

une surface de flux dans la direction toroidale® de la densité de courant parallele .J, = <Zev||f)>
¢

prend ’expression

o %2 49 B? —
(0)
Ty (1) = dS¢/d1pm / déot /9 e S BT

ot 1) est fonction de (3,0, p,&). F(O) = Fy + €y F1 est ainsi développée selon 'expansion Y =

1 — €61 de telle fagon que

OFy
o

Puisque 0Fy/0¢y = 0, le terme dominant de I’équation (7.55) disparait dans I’approximation
a grand rapport d’aspect pour laquelle By (1/)) ~ By (¥) et B® ~ B/R. Ainsi, le courant (7.54)
devient

F(O)(t7@7p7 50) = FO(t7’(/J7p) +€w |:F1(tawap7€0) - ¢ ( 1/)7pa 50):| (755)

Ao Ze

Iy (t,9) = 2mey i / d§0§0 (t,¥,p,60) +9(t, ¥, p, fo)) (7.56)
1,—1 ™M

ou I’élément de surface poloidal a été substitué; dS,/dy = A1,_1(10)/(RoBo). Les quantités sui-

vantes sont aussi définies,

) ~ OF,
F(&:9.p,80) = = (00} 777 (50, o), (7.57)

g(tvvaa 50) = Fl(tawapag())a

avec la moyenne sur la direction poloidale,

1 Ry B

La moyenne (0)) 5 est évaluée en utilisant les définitions (7.36)-(7.37) et en substituant 1’équation (7.50),

I'on obtient
A1 _1)X21,-1 p&o By OFy

f(tvvav 50) = - ALO ZBBO %a (7 59)
o B¢ P 8F0 '
g9(t, v, p, &) = UFOZ%H [1€o] = &or (V)] I (4, |€ol) -
Dans la limite non relativiste v — 1,
2 [ 10Fy 3 dlnn dInT
2 [T O = Snwrr) |2t + T2 (7.60

3. Voir ’équation (I.3) pour la définition (Appendice I)
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7.5. Résumé du chapitre

Ainsi, le courant « bootstrap » dans la limite de Lorentz prend la forme suivante :

dlnn dlnT
_ eff
I (t:9) =~ R ) Rynl)T(0) | g + T (7.61)
ol est introduite la fraction effective de particules piégées,
3 B ! A
) =3 [ dag (it - oL A6l - e Il6D) . (762
2RpBO 1 Al,fl

7.4.3 Cas particulier de surfaces de flux circulaires concentriques

Pour des surfaces de flux circulaires concentriques ¢ (r), dy»/dr = R,Bp ou Bp(r) désigne le
champ poloidal évalué pour R = R,,, et 'on peut exprimer I’équation (7.61) de la fagon suivante [42] :

Jy (t,7) = —ewFfﬁ(T)”(T)T(T) {dlnn N dlnT} .

Bp(r) dr dr

Les facteurs géométriques (7.37) Ay = Ajpm,0 peuvent étre déterminés analytiquement avec les
expressions

(7.63)

A(r) =2nB/BY,
A
A—l,O(r) = 1 +€7 (764)

1
Aro(r) = Ay T = A1 +2),

et les coefficients d’orbite (7.36) Ag1.m (7, &0) = Mi14m,0(7, &o) avec

1
/ d50E2N0.00(rs69) = 2 —
1

_ 31+¢ (7.65)

Ainsi, pour des surfaces de flux circulaires concentriques, la fraction effective de particules piégées
devient

€ 3 !
=13 [ dadorH o] - Gor (] (o) (7.66)
-1
et 'intégrale I (7.51) a une expression familiere [12, 24],
1 €0l det
I(r,&) = / 0 . 7.67
COI= T, e - (70
Une intégration numérique [46, 14] montre que
lim Fe(r) = 1.462 + O (e), (7.68)
e—

et le résultat de Rosenbluth [12] est retrouvé.

7.5 Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, l'opérateur centre-guide obtenu dans le chapitre 6 est moyenné sur les or-
bites de centre-guide dans 'approximation de faible collisionnalité, permettant une description de
I’évolution de la distribution moyennée indépendante de ’angle poloidal #. L’approximation « or-
bites fines » (chapitre 6) permet d’exprimer l'opérateur sous forme conservative. Dans le cas d’un
opérateur a fond isotrope, on obtient des coefficients de collision comportant des coefficients d’or-
bite indépendants de la distribution de fond qui contiennent entierement la dynamique moyennée.
Enfin, le calcul explicite du courant « bootstrap » dans la limite de Lorentz présenté correspond
aux résultats trouvés dans la littérature.
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Chapitre 8

Conclusion

Dans le cadre de I'évolution du code cinétique LUKE dédié a la génération de courant dans
les tokamaks, un travail rigoureux sur le plan mathématique a été entrepris afin de prendre en
compte les effets néoclassiques dont le role doit étre important dans les plasmas de fusion, lorsque
la pression cinétique devient élevée. Le formalisme des transformées de Lie (chapitre 3) a fourni le
cadre nécessaire pour atteindre cet objectif, & savoir obtenir une expression explicite de I’équation de
Fokker-Planck centre-guide, qui possede les propriétés requises pour une implémentation numérique
aisée. Notamment, le systeme de coordonnées utilisées coincide avec celui de la version actuelle de
LUKE dans la limite classique (orbite de largeur nulle), ce qui évite une réécriture complete du code
pour prendre en compte ces nouveaux effets dans le cas général. En d’autres termes, le systeme de
coordonnées classiques a été généralisé & un systeme d’invariants globaux (chapitre 2) permettant
une caractérisation univoque des orbites de centre-guide. A noter qu’une description angle-action
plus traditionnelle, telle que celle employée par Bernstein et Molvig [6] n’a pas été adoptée, car les
coordonnées correspondantes ne sont pas adaptées au calcul numérique, n’ayant pas d’expression
analytique simple. Par ailleurs, le systeme de coordonnées choisi permet d’étendre les capacités du
code LUKE & ’étude de la dynamique de particules dans une configuration magnétique dipolaire ,
tant pour la validation du code lui-méme que pour une usage consacré a la physique des plasmas de
I’espace. En effet, 'absence de champ magnétique toroidal fait que les diverses contributions dues
a la non-uniformité magnétique s’annulent et le flux magnétique poloidal est alors un invariant
naturel du probleme.

De plus, concernant la dynamique dans un champ magnétique dipolaire et dans le cadre du
formalisme considéré, les périodes d’orbites et de précession des centres-guides ont été calculées
explicitement (chapitre 4), ce qui constitue un travail original, celles-ci étant déterminées jusqu’a
présent & partir de régressions numériques [21].

Apres avoir revisité les calculs de l'opérateur de collision dans diverses limites (chapitre 5),
I’application de la transformée de Lie a permis d’obtenir un opérateur de collision centre-guide
relativiste pour une distribution de particules de fond pouvant étre anisotrope (chapitre 6). Ce
résultat est particulierement important pour le calcul précis du courant circulant dans le plasma.
Dans la limite de faible collisionalité, il est possible d’effectuer une moyenne supplémentaire sur
les orbites (chapitre 7), ce qui conduit a la formulation explicite a trois dimensions de 1’équation
de Fokker-Planck relativiste. Dans le cas général - orbites larges -, ’équation n’a pas une forme
conservative. Cependant, le terme linéaire ne constitue probablement pas une difficulté numérique
significative, tant qu’il reste faible par rapport aux autres termes, ce qui est probablement le cas,
puisque dans la limite des orbites fines, celui-ci est nul & ’ordre le plus bas. Il est donc peu probable
qu’il soit & lorigine d’une instabilité numérique méme en étant traité de maniere explicite.

Dans la limite « orbite fine », I’équation de Fokker-Planck retrouve une forme conservative
analogue a celle de I'approche classique (orbite de largeur nulle), ce qui garantit un traitement
numérique aisé, grace a une discrétisation sur une double grille (flux et fonction de distribution) [14].
A noter que dans cette limite, la frontiere entre les particules circulantes et celles piégées est
indépendante de ’énergie, et ne dépend que de la coordonnée de position caractérisant ’orbite,
malgré la nature non-locale de celle-ci.



8. CONCLUSION

Le calcul effectué permet de décrire la trés grande majorité des orbites dans un plasma de
tokamak (circulantes et piégées), mais il ne prend pas en compte les orbites exotiques pres du
centre du plasma pour lesquelles la frontiere entre les différents types est considérablement plus
complexe [17]. Ces orbites entrent en jeu lorsque l’excursion radiale est de I'ordre du petit rayon
du plasma. En utilisant I’expression de la largeur d’une orbite « banane » [23] Ar ~ prqy/Ve,
la relation » 2 Ar donne une contrainte inférieure sur 'inverse du rapport d’aspect local : ¢ =
r/R 2, (quw)Q/?’. La borne inférieure du petit rayon normalisé est donc r/a 2 (63q¢)2/3 /ep en
utilisant I'inverse du rapport d’aspect ¢, = a/Ry. Cette formule dépendant du rayon de Larmor,
la frontiere sera plus importante pour les ions. A titre d’exemple, pour un plasma de deutérium
a une température ionique et électronique de 10 keV et dans un champ magnétique de 5.3 Teslas,
les rayons de Larmor respectifs donnent pr, ~ 4.5 x 107°m et pr; ~ 2.7 x 1073m. En utilisant les
dimensions d'ITER (Rp ~ 6.2m et a ~ 2m), on obtient r/a > 2 x 1072 pour gy ~ 1. Les résultats
sont donc valides dans ce cas pour une région éloignée de l'ordre d’une dizaine de centimetres
de I'axe magnétique pour les ions thermiques. Pour les ions énergétiques résultant d’un chauffage
résonant ou des réactions nucléaires, la contrainte est plus sévere, le rayon de Larmor croissant
comme la racine carrée de 1’énergie. Dans ce cas, une approche statistique de type Monte-Carlo
pour cette population est probablement la plus adaptée compte tenu de la complexité topologique
des frontieres entre les différents types d’orbites. Pour les électrons, la borne inférieure (r/a > 1073)
est nettement plus faible, donc le calcul effectué est valable dans une tres large région du plasma.

Enfin, le domaine d’application des calculs est restreint & la zone des gradients dans un plasma
de tokamak, domaine ou I'’hypothese de faible collisionalité est en général valable. Au bord du
plasma, une telle approche n’est probablement plus envisageable car la collisionalité est souvent
trop élevée pour effectuer une moyenne éliminant la dépendance poloidale. Dans ce cas, ’équation
de Fokker-Planck centre-guide comporte quatre dimensions, et le terme dominant correspond a la
dynamique parallele le long de la ligne de champ, ce qui est un probléme completement différent.

La validation générale de la méthode employée est assurée par le calcul ultime du courant
«bootstrap » qui peut étre effectué de maniere compléte analytiquement avec I'opérateur de collision
de Lorentz dans la limite « orbite fine » (chapitre 7). On retrouve ainsi les résultats bien connus
obtenus par Rosenbluth avec une approche distincte [42].

L’ensemble des travaux menés constitue une étape intermédiaire mais indispensable pour le
calcul de la génération de courant sous l'effet d’un champ électrique statique induit par le circuit
primaire d’un tokamak (régime Ohmique), ou oscillant (onde radio-fréquence, régime non-inductif).
Un calcul analogue employant le méme systéeme de coordonnées et le méme formalisme des trans-
formées de Lie pour les opérateurs décrivant les interactions entre les particules et les champs
permettra d’achever le travail et d’obtenir un outil complet adapté aux enjeux des réacteurs de
fusion.
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Annexe A

Introduction a la fusion

A.1 Les plasmas de fusion et les tokamaks

A.1.1 La réaction de fusion

C’est une propriété bien connue que la masse des noyaux atomiques est inférieure & la somme des
masses des protons et neutrons (appelés « nucléons ») les constituant [2]. Ceci est di a U'intéraction
forte qui, & petite échelle (moins de 107'°m), contrebalance l'effet de répulsion coulombienne et
assure la cohésion du noyau. Ce défaut de masse est équivalent & une énergie de liaison obtenue
en multipliant par le carré de la vitesse de la lumiere selon la formule d’Einstein E = mc?. Cette
énergie de liaison varie de 1 & 9 MeV (voir figure A.1) et atteint un maximum par nucléon lié & la
difficulté croissante avec I’augmentation du nombre de protons & contrecarrer la force de Coulomb.
De plus en plus de neutrons sont nécessaires pour garder la cohérence du noyau & grand nombre
de nucléons, ce qui rend celui-ci propice & la fission en plusieurs noyaux plus stables. L’énergie
de liaison excédentaire est ainsi reldchée et c’est le principe utilisé dans les centrales nucléaires
classiques actuelles. De fagon alternative, le rapprochement de noyaux atomiques de faible masse
de facon & vaincre la répulsion coulombienne permet une réaction de fusion produisant un noyau
de numéro atomique supérieur.

Comme il est montré dans la figure A.1, les énergies mises en oeuvre pour la fusion des isotopes
de ’hydrogene dépassent d’'un facteur dix celles de la fission de I'uranium en éléments plus légers.
C’est le processus dominant au sein des étoiles, ou la gravité permet de maintenir les conditions
de température et de pression nécessaires pour vaincre la répulsion colombienne entre les noyaux
d’hydrogene positifs. Ces conditions n’étant pas reproductibles sur Terre, les programmes civils de
recherche sur la fusion ont pour ambition de développer des moyens alternatifs pour réaliser des
réactions de fusion.

La réaction présentant la plus grande section efficace (représentée dans la figure A.2) dans les
conditions de laboratoire est la fusion deutérium-tritium (D-T),

ID+3T — SHe+in, (A.1)
qui donne un noyau d’hélium d’énergie 3,56 MeV et un neutron d’énergie 14,03 MeV. Les réactifs
possedent l'avantage d’étre abondants dans la nature dans le cas du deutérium (« eau lourde »,

présente dans Ieau de mer) ou facilement synthétisables dans le cas du tritium & partir du lithium 6
ou du lithium 7, selon les réactions :

SLi+fn — 3T 4 3He, (A.2)
ILi+gn — 3T + 3He + jn. (A.3)

Celles-ci permettent de réutiliser les neutrons produits dans la réaction de fusion et de produire
une partie des combustibles sur place.
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Energie de liaison moyenne par nucléon (MeV)
£

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270
Nombre de nucléons dans le noyau
FIGURE A.1 — Energie de liaison d’un noyau atomique en fonction du nombre de nucléons, obtenue
a partir des masses atomiques [2]. Les éléments plus légers que le fer seront plus propices & la fusion,
les éléments plus lourds & la fission.
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FIGURE A.2 — Section efficace de plusieurs réactions de fusion en fonction de la température. Les
températures recherchées des particules dans un plasma de fusion de laboratoire sont de I'ordre de
10 keV.

A.1.2 Confinement d’un plasma de fusion
A.1.2.1 Critére de Lawson

Afin de maximiser la probabilité de réaction de fusion entre deux noyaux et d’isoler thermi-
quement les réactifs, le plasma doit étre confiné. Pour une réaction & deux especes, la puissance
volumique perdue Pperes Par agitation thermique est calculée en utilisant la densité électronique n,
et les densités des noyaux réactifs n; et ng, portées a la température de réaction T, en électron-volts.
La densité d’énergie stockée sous forme d’agitation thermique donnée par les lois de la thermody-
namique W = % (ne +n1 + ng) Ty et le temps de confinement 7 donnent

%%
Poertes = —. (A.4)
TE

La puissance volumique produite par une réaction de fusion P, est obtenue a partir de 1’énergie
libérée E, pour une réaction et (ov) la moyenne du produit entre la section efficace et la vitesse
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relative entre les noyaux,
P, = Exnyns (ov) . (A.5)

Le critere de Lawson exprime que la puissance produite par les réactions de fusion doivent excéder
les pertes par agitation thermique : P, > Ppertes- Dans le cadre d’une réaction deutérium-tritium
d’abondance identique ny = ny = n./2 Ainsi, la densité électronique n, et le temps de confinement
g doivent satisfaire une condition dépendant de la température 75,

T,
e 12———, A.
neTE > L o0 (A.6)

qui vaut environ10'*scm™2 pour T, ~ 10keV (voir figure A.2).

A.1.2.2 Méthodes de confinement

Deux méthodes principales ont été explorées afin d’obtenir ce confinement :

— La fusion par confinement inertiel vise une haute densité (n. ~ 1026 cm=2) pour un confi-
nement trés court (7z ~ 1071!s). Le plasma est créé a partir d'un glagon de D-T comprimé
par des lasers & haute énergie ou par striction magnétique. Elle est spécialement adaptée pour
les simulations d’explosions de bombes thermonucléaires, aussi les applications militaires sont
tres développées dans ce domaine. Un exemple de machine est le Laser Méjajoule (Bordeaux,
France).

— La fusion par confinement magnétique cherche un temps de confinement élevé (75 ~
10 — 102 s), utilisant la dynamique de gyration d’une particule chargée autour d'une ligne de
champ magnétique. La faible densité du plasma (n. ~ 10 cm=3) permet de réduire l'effet
du transport induit par les collisions. Les machines utilisant cette méthode consistent en une
chambre de plasma entourée de bobines magnétiques. Des exemples incluent les configuration
tokamak, qui sont exposées plus loin.

Pour assurer le confinement en trois dimensions des particules chargées, on peut montrer que la
configuration magnétique la plus simple doit étre topologiquement équivalente & un tore. Ceci est
di au libre parcours moyen entre deux collisions \,, qui peut étre calculé en effectuant le rapport de
la fréquence caractéristique de collision v et la vitesse thermique vy, = /T (eV) /m d’une particule
de plasma. En utilisant les expressions de la référence [25] dans le cas d’une population ionique et
électronique & 1’équilibre thermique, les fréquences ionique et électroniques ont pour forme

Ve =2.9 x 102 In AT, 3/2 sec™?, (A7)
v; =4.8 x 1080 In A T;%/% sec™?, (A.8)

ot InA ~ 10 — 20 est le logarithme coulombien abordé plus en détail dans le chapitre 5. Aux
densités et températures (n ~ 102°°m=3, T ~ 10keV) citées pour le confinement magnétique, le
libre parcours moyen devient

Ave =2.4 x 10* m, (A.9)
Avi =3.4 x 10* m. (A.10)

Cette distance est bien supérieure & l’échelle des machines expérimentales (de I'ordre du metre),
les lignes de champ magnétiques doivent donc étre repliées sur elles-mémes pour permettre aux
particules Dans la pratique, le champ magnétique est créé avec deux composantes : un champ
toroidal, générée par des bobines entourant la chambre torique et un champ poloidal qui peut
provenir de différentes sources. Le résultat est une configuration hélicoidale, les lignes de champ
s’enroulant le long d’une surface de flux magnétique.

En 1950, Lyman Spitzer invente le concept de stellarator qui consiste a créer le champ poloidal
en tordant les bobines toroidales de fagon & avoir un plasma en forme de bande toroidale enroulée.
Outre la complexité de la configuration magnétique, les intrusions d’impuretés dans ce type de
machines sont importantes. La levée du secret défense sur les recherches en fusion puis I’annonce lors
de la troisieme conférence de 'TAEA en 1968 de résultats encourageants sur la machine soviétique
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T-4 ouvre l'tre des tokamaks (TopommaibHas Kamepa ¢ MArHUTHBIMU KaTymkamu, ou chambre
toroidale avec bobines magnétiques). Ici, le champ magnétique poloidal est créé par le plasma lui-
méme, en générant un courant dans la direction toroidale. Les tokamaks existent sous de formes
tres variées, allant des tokamaks sphériques (MAST) aux plasmas & section circulaire (Tore Supra)
ou & tres forte triangularité (D-IIID).

A.1.2.3 Rendement énergétique

En vue de pouvoir réaliser un réacteur de fusion efficace, il faut que le rapport

Py
P, ext ’

Q= (A.11)

appelé facteur de qualité, entre la puissance produite P, par les fusions entre noyaux et la puissance
injectée dans le plasma Pey soit supérieur & 1. Si la puissance de fusion suffit & entretenir les
réactions consécutives, () devient infini : c’est 'ignition, le plasma ne nécessitant plus d’apport
externe d’énergie. Un réacteur industriel cherche & maximiser ce rendement, afin de pouvoir rivaliser
en efficacité énergétique avec les méthodes actuelles de production d’énergie. L’atteinte d’un facteur

@ = 10 est un des buts de la machine expérimentale ITER.

inner poloidal field coils
poloidal magnetic field

outer poloidal field coils

fesulting helical magnetic field toroidal field coils

REEMREEATC ST toroidal magnetic field

FIGURE A.3 — Représentation schématique d’un tokamak. Le champ magnétique toroidal est assuré
par les bobines situées dans le plan poloidal et une partie du courant est générée par le solénoide
central. Les bobines toroidales servent & controler la forme du plasma.

A.1.2.4 Création du champ poloidal

Pour le bon fonctionnement d’une configuration tokamak, la génération du champ poloidal est

trés importante. Plusieurs sources permettent de fournir le courant nécessaire au sein du plasma :

— Un solénoide central permet d’introduire un courant par induction, le plasma servant de
secondaire. Comme le courant ohmique ainsi généré n’est généralement pas suffisant,

— L’utilisation d’ondes radiofréquence couplées au plasma a l'aide d’antennes en utilisant
les résonances cyclotroniques (ionique ou électronique) ou par résonance cinétique Landau
(fréquence hybride) injecte de la puissance et induit un courant supplémentaire. Enfin,

— Le transport de particules au sein du plasma peut introduire un courant intrinseque. C’est
le cas du courant « bootstrap », présent lors de forts gradients de pression.

La génération de courant due au transport collisionnel est d’une importance particuliere pour le
réacteur ITER, car il est prévu que le « boostrap » constitue 'essentiel ( plus de 60%) du courant

produit.
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Appendix B

A vector derivation of the combined
gradient and curvature drift

_We start here with a particle moving in a static magnetic field B = Bb with velocity v =
vyb + v . The equation of motion of the particle reads
dv

me = —pVB +qvL x b, (B.1)

where the two force terms correspond to the “magnetic mirror” effect and the magnetic Lorentz
force. The perpendicular velocity v is expressed as a gyrokinetic component and a drift velocity:
V| =V]g+ Vg (B?)

The variation of v, is assumed small compared to vy, i.e. |dvq/dt| < |dv||/dt|. The gyrokinetic
component is solution to the equation

d ~
—0 = qvioxb, (B.3)
and Eq. (B.1) therefore becomes
dv 0
The cross product of b with the equation gives
mbxW:—MbXVBJrqu(vdxb). (B.5)

Using the formula for a double cross product b x (vd X B) = (vd . B) b-— (b-B) vy = Bvy, the

following expression is deduced:

S N R N4 B.6
Vi= B Tyt v (B-6)

using dv /dt = (dv)/dt) b+ (vﬁ/R) n where R = Rn is the curve radius of the magnetic field.

The equation becomes

m? % &
ibxn = po

——+ —b B. B.7
B R +qB x V (B.7)

The Ampere theorem for a magnetic field structure without current is V x B = 0, therefore

V4 =

VxB=BVxb-bxVB=0. (B.8)
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Here, V x b = b x n/R is the “vorticity” of the magnetic field. Inserting the expression into
Eq. (B.8) gives

1~ _ bxVB
—b =—. B.9
Zbx 1 5 (B.9)
Eq. (B.7) can therefore be written as
1,2 2
5muy —&—mUH B x VB
_ B.10
Va qB B2 ) ( )
Finally, using £ = % = %", the expression becomes
2
my o Bx VB
vd:2q—B(1+§ )7 (B.11)

BQ

Note that in the general case, both gradient and curvature drifts contribute to the particle motion.
Since |dvg/dt| is of a higher order in ¢ than |dvy/dt| = v|d¢/dt|. The assumption |dvq/dt| <
|dv” / dt| we made earlier is therefore consistent.
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Appendix C

Operations on differential forms

In this section, we will consider a vector space V' with associated scalar space K and dual vector
space V*.

C.1 Wedge or exterior product

For (a,b) € V* x V* two linear forms in the dual vector space V* associated with vector space
V', the wedge product is a bilinear alternate form defined using the tensor product :

aNb=aR®b-b®a (C.1)

This operation is associative and anticommutative. Its bilinear alternate property implies :
l.ana=0forallaeV.
2. aAb=—-bAaforall (a,b) € V x V.
3. a1 A...ANap=01if (a1,...,ax) €V x ... x V are linearly dependent.

We will call A*V the vector space spanned by vectors of the form a; A ... A ap with (aq,...,ax) €
V x ... x V. We therefore have A°V =K and A'V = V. An element of A*V is called a k-form. It
is also interesting to note that in three dimensions :

aNb=(axb)" (C.2)
aNbAc=la-(bxc)" (C.3)

C.2 Interior product

The inner product with G or contraction with respect to G is the application described as
follows (by convention, A=V = 0) :

ANV = ARy
w(G,a1,...,ak-1) = (igw) (a1,...,ax—1) (C.4)

It satisfies the following properties :
1. igf =0if f € A%V, ie. if fis a O-form.
2. ig (a+b) =iga+igh for (a,b) € NFV x ALV,
3. igiu = —inig for all (G,H) € V x V, therefore zé =0forall GeV.
4. ig (aAb) = (iga) Ab+ (—1)"a A (igh) for G € V and (a,b) € APV x AIV.
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C. OPERATIONS ON DIFFERENTIAL FORMS

C.3 Exterior derivative

In a n-dimensional vector space, the dual vector space is also of dimension n. The exterior
derivative is the application described as follows, with k£ < n :
ARV — ARy

W= fal...akdal VANAN dak — dw — Z afala

i=1

2k da; Aday A ... A dag (C.5)

It satisfies the following properties :
1. df = Vfif f € A%V, ie. if f is a O-form.
2. d(a+b) =da+dbfor (a,b) € AFV x ALV,
3. d2=0.
4. d(aAb) = (da) Ab+ (—1)F a A (db) for (a,b) € APV x ALV

C.4 Examples for V = R3

C.4.1 O-forms f

f* = fdzt Ad2? Ad23 (C.6)
icf=0 (C.7)
of o
C4.2 1-formsI'=T,dz¢
r“= aemgrvdz Adz (C.9)
igl = [,G” (C.10)
10r ar or
_ Ty a _ TE_Pa @ B _
dr = o, =5 d2" A dz %(aza azﬂ>dz Adz? =V AT (C.11)

C.4.3 2-forms w = %wa[gdza Adz? with Wa = —Wag

W = €gyawpydz” (C.12)
. e o o
gw = 2 [G waﬁdzﬁ - Gﬂwﬁadz } =G Wap (0'13)
1 Owagp o P Owaz  Owsr  Owia 1 2 3
dw = T dz7 Adz* Ad2P = < 551 9.2 + 958 dz' Adz* Adz° =V - w (C.14)

C.4.4 Other interesting remarks

For a scalar f, the relation d? = 0 is the analog to the well-known property :
Vx(Vf)=0 (C.15)
For a covector T, the relation d2 = 0 corresponds to :

V- (VxI)=0 (C.16)
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C.4. Examples for V =R3

It is furthermore interesting to note that for the corresponding coordinate vector fields:
io dzf = 6] (C.17)

where 62 is the kronecker symbol.
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Appendix D

Magnetic dipole dynamics

Foreword : Coordinate systems

The coordinate systems used in this document are the spherical (p, ¥, ), cylindrical (R, ¢, Z)
and toroidal (r, 6, ) coordinates. Definition of these coordinates are shown in figure D.1.

D.1 Magnetic field produced by a magnetic dipole

D.1.1 Expression of the magnetic field

The expression of the vector potential for a magnetic dipole M reads :

po M x ) 1
— o = Monxve
4 3 47 % r

This expression is derived from the approximation of the vector potential produced by a coil of
radius a, with r > a. Since V x ¥ = V% x M, we have :

A(r)

M
A(r):Z—;Vx—

r

To calculate the magnetic field, we take the curl of the above expression.
Ho M
B == A = — R
(r)=VxA(r) 47TV><<V><T>

B(r):ﬁ(V(V-%)—MAi)

The Laplacian in spherical coordinates reads :

_v2f_v. _ 19 (,0f 1L 0 (. 0f\ 1 &Ff
AF=VI=V-ONN=55 "% ) T mamoas "™a5 ) T ety a2

We therefore deduce that A% = T%d—dr (TQd—dT%) = 0. Therefore the magnetic field derives from a
scalar potential :

B(r)=-Vo,,
p - _Ho M_ 1
m 47 r 47 r
po M- r
®,, = — D1
" Ax 3 (D-1)
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(c¢) Toroidal coordinates

Figure D.1: Coordinate systems used in this document.
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D.1. Magnetic field produced by a magnetic dipole

This ensures we can do a formal analogy with the electric field produced by an electric dipole.
The Magnetic field reads :

o 3(M-r)r —r*M

B D.2
(r) = 0 2L (D.2)
In the spherical (p, 9, ¢) coordinates, the magnetic field has the following expression :
oM 2 cos v
B, = D.3
M si
By = o 5”13’9 (D.4)
4T p
B,=0 (D.5)

The field amplitude can be deduced from this expression :

M
B(p,9) = 220 \/1 4 3cos? 9 (D.6)

4dmtp

D.1.2 Magnetic field gradient
The magnetic field gradient in spherical coordinates reads :

0B 10B 1 OB
B=—p+-—9%+———¢
v 8pp+ p 0V + psind 8@90

The magnetic dipole gradient therefore has the following expression :

M
(VB), = _gho TV 1+ 3cos? (D.7)

4mp

poM  sin cos ¥
VB), = -3 D.8
VB =3 et VT 300 (D-5)
(VB),=0 (D.9)

D.1.3 Magnetic field line equations

The magnetic field lines are locally tangent to the magnetic field. They are therefore given by
the relation :

B x ds — (B,,,a + Bmé) X (dpp + pd191§) ~0
(B,pdd — Bydp) $ =0

oM sinﬁd oM 2cos?

dy
4T p3 i p3 P
dp _ 2cosddv
p  sind

The integration reference is taken at p = pg and ¢ = 7. Furthermore, ¥ € |0, 7[ so sin® is

always positive. Integration of the equation gives :

lnﬁ = 2Insin?d

Po
The field line equation can therefore be written as :

p = posin® 1 (D.10)
The field lines are represented on figure D.2.
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3.9435

ZR;
9

-3.9435
-5

Figure D.2: Magnetic dipole field lines in a cylindrical (R, Z) plane. The blue circle corresponds to
the radius of the Earth in the case of Earth’s magnetic field. Flux ccordinate values are normalized

to the absolute value at Z =0 and R = Rp, i.e. ¥* = ﬁéﬁ.

D.1.4 Flux coordinate

Here we want to express the magnetic field as :

B = Vi x Vo

Where v is the poloidal flux coordinate and ¢ the normal azimuth angle for spherical (p, 9, )
or toroidal (r,8, ) coordinates. We know the expression for B, so the equation reads :

oM 2cost MOMSinﬁﬁszx
4T p3 4T p3

psinﬁ(p

10¢ . 0v, poM [2cos¥sind | sin® 9 »
i S P R 0
p@ﬁp op 4w P> Pt P>

We can therefore deduce the expression of the flux coordinate with the integration constant
arbitrarily chosen at (Rp7 s 0) :

oM sin? ¢
)

¥ (p, V) (D.11)

We see that 1) is constant along the magnetic field lines p = pg sin® 9, which is consistent with
the magnetic equilibrium. There, the expression of 1 reads :

_ oM

Y (po) = 1m0

(D.12)

Representation of a magnetic flux surface is shown on figure D.3. The expression of the mag-
netic flux can also be calculated using the flux of the magnetic dipole field through the cone
([0, p] ,¥,[0,27]). We can then write :

o2 M sin® 9
2mp = / / (—=By) psinddpdp = 27 HoZ2 51
o Jo dm - p

We obtain the same expression as D.11.
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Figure D.3: Magnetic dipole flux surface for ¢ = 1.

D.2 Magnetic dipole and single coil magnetic fields in LUKE
coordinates

D.2.1 Single coil field

The aim here is to calculate the field produced by a single magnetic coil, subject to a current
I, with the following equation I'y in cylindrical (R, ¢, Z) coordinates (¢ € [—m, 7] and R, > 0) :

L= R,cos(p — ¢)R— Rysin(p — ¢) p+ Z,Z (D.13)
We therefore have :

dL = Ry sin (¢ — ¢) dpR + R, cos (¢ — ¢) dpp (D.14)
Using the cylindrical position vector r = RR+ 27, we get :

D*=[r—LP’ =t +|L* —2r-L=R?+(Z — Z,)* + R? — 2RR, cos (¢ — ¢)

We will also need the derivatives of % :

9 1 _Rycos(p—¢) R
ORD D3

The vector potential becomes :

_po [ 1AL polR, ([T sin(p—=9)  h [T cos(p—9)
A(M)_M/m'r_Ll_ 47Tp</ 5 dquJr/i?r 5 d¢<p) (D.15)

—T

It is important to note that although ¢ appears in the integrand, the vector potential and
magnetic field do not depend on this coordinate. This is due to the fact that the integrand is

summated over a period. We can therefore deduce the magnetic field, using the curl in cylindrical
coordinates :

B=VxA
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Ay _ polRy [T (Z = Zp)cos(p —¢)

Br==%7 ar ). D3 d¢
_0Ap _ polR, (T (Z—Z,)sin(p —¢)
Be=%7 =" . D3 d¢

1/(9 dAR
e = 3 (5 "0 - 57

_ molRy [T (COS(w—qﬁ) L BBpcos(p—¢) — Rjcos(p—¢) _ cos(p—9) +RRpsiﬂ2(s0—¢)>d¢

iR ) D D3 D D3
:/’LOIRP /Tr RP_RCOS(LIO_¢)d¢
dr J_, D3

The parity in ¢ — ¢ of the integrals gives B, = 0. The expression of the magnetic field then

reads :

_ HolR, /7T (Z — Zp) cos (p — ¢)
Br = el D3 d¢ (D.16)
B,=0 (D.17)
 tolfy [ Ry st o)
Bz = el D3 d¢ (D.18)

In order to express the single coil magnetic field with respect to the Ic%(;%mplete elliptic integrals,
4

we introduce R? = (R + Rp)2 +(Z - Zp)27 ©—¢=2p—7and k* = 7z~ The expression of D
becomes :

D =/R%2 - 2RR, (1+cos(2<£—7r)) 21:2\/1—1@‘20052 ((5—%) = Ry\/1—k2sin® ¢

We apply the transformation to D.16, and the use of periodicity and parity gives :

_ ol R, (Z - Zp) /VSJHT cos <2¢ B 7r) id = ~ pol Ry (NZ - Zp) /72r cos 2 i
0

Br 27 R3 € 97\ 2 TR3 97\ 2
2 (1 — k2 sin? ¢) (1 — k2 sin? ¢>
B,=0
B, @ %4m R, — Rcos (2¢~5 37r) i MO{Rp 2 R, + Rcos 2&3 i
2t Jg (1-k2sin? )" o (1-k2sin? )"

Wi t lculate the inteerals F (k2) = [ — 1 _ddand G (k2) = [Z __cos26 .7
€ must now calculate € mtegrals ( ) fO (1_k23i112$)% (,25311 ( ) fO (1_k2Sin2$)% Qb

First, we start from the derivation of the following expression :
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d [ k%singcose k;QcosQ(Z)—stin2d~>+ k*sin® ¢ cos? ¢
— = - — N
do \/1—k2sin® ¢ \/1—k2sin? ¢ (1—k251n2¢)2
k2 cos? ¢ — k? sin® ¢ + k*sint ¢
3
(1 — k2 sin? é) ’
- K2 —1
—J1—k2sin? g+ — D

<1 — k2 sin? qg)

Nlw

2

- -1z
Since [W] = 0, we therefore have :

\V1—k2 sin? ¢ 0
1 - 1 3 o -

F(kQ):/ - %dgb:l_kQ/ \/1— k2 sin® ¢do

0 (1—k251n2¢) 0

(SE]

&

F (k) =7 Ekkz (D.19)

Introducing K and E, the complete elliptic integrals of the first and second kind respectively.
Their expression is as follows :

K (K?) :/E S "
0 1 — k2sin?t

E (k) = /5 V1 — k2 sin? tdt
0

The expression of G becomes :

% _ s 02 7 b3 2 _ ~
G(k2)=/ Lo 2sm¢§=%/ i -+ 2 _ | dé
0 (1 — k2in? q”s) ’ 0 (1 — k2 gin? gg) > 1 - k2sin?d

o)~ E=DF (’;z) + 2K (K) _ % (11@2_—];

The expressions of the magnetic field become :

E (k) + 2K (k2)) (D.20)

ol Ry (Z — Zp) 2 20l Ry (Z — Zy) (1% —2 2 2

Br=——"7"7"7-—""" =— = = E(k K (k D.21
R 7TR3 G(k ) ﬂ.RBkQ 21_k2 ( )+ ( ) ( )

_ molR, 9 ovy _ 20l RRy, R, K? 1k% -2 9 9

Bz === (RPF(k)JrRG(k))_W SET 7 T3 g2 ) E(R)+ K (K)
(D.22)

Using the expression of k2, we can deduce the following relations :
R3k* = ARR,R
1k2—2 2RR,-R* R+ R*+(Z-2,)°

21-k>  R?—4RR, (R,—R)*+(Z-2,)*

99



D. MAGNETIC DIPOLE DYNAMICS

R, K 1k -2 2R2 ~ R2+ R+ (Z - Z,)* R2—R*—(Z-Z2,)*

2R1-K* 21 —Fk? (RP_R)2+Z2 (RP_R)2+(Z_ZP)2:(RP_R)2+(Z_ZP)2

We can therefore write :

o | = <R§+R2+(QZ_ZP)2E 1) - K k2> (D.23)

Lo V@, + R+ (2 -z, B (R, — R+ 2° (k%) — K (k*)

o (D.24)
2 2 9

S | (RP_R e Kk2> D.25

T \/(R +R)° +(Z-2,) (R, — R+ (Z — Z,)* (K*) + K (k*) ( )

Where

2 ARR,
(Ry + R)* +(Z = 2,)*

D.2.2 Single coil flux coordinate

Similarly to the dipole field flux coordinate, we want to find ¢ so that :

B=VxA=VyxVp
Here, we work in cylindrical (R, ¢, Z) coordinates, therefore Vo = RgZJ Using the cylindrical

expressions of the gradient and curl and taking into account that 85‘% = 3(;4 =Az =0, we get :

g._ 94, _ _10Y

R= "9 = RoZ
AR

e =37 ="

LORA, _ 10y
R R ~ ROR

From the expression of Bg, we can deduce :

Bz =

= RA,+ F (R)
Where F' is an unknown function of R. Replacing 1 in the expression of Bz, we have :

ORA, ORA, dF

R OR ' dR
dF
> _0
dR
We can deduce :
Y (R, Z) = RA, (D.26)
I
(R, Z) = RMMY / €8 ‘P %) 46 (D.27)
4R ) _x
The expression of ¢ therefore becomes, using the same transformation R2 = (Rp + R)2

(Z2—-2,)° k= e and p— ¢ =29 — 7 -
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3 i N 2 -\
v (R, 7) = — Lol / 0520 45— _plolFy M2 o1 k2sin?d | dd
7TR 0 1 7 7TR

\/1—k2sin? ¢

We therefore have :

7;[} (Ra Z) - 27‘('é k2
¢ (R, Z) = J%f (Ry + R)* +(Z - 2,)* (K* - 2) K (K?) +2E (k?)) (D.28)
Where
e 4RR,

(R;D + R)2 + (Z - Zp)2

D.2.3 Magnetic dipole field

The magnetic dipole field is the approximation of a single coil field with R, < 1 and Z,, = 0.
The final expression of the dipole magnetic field then reads, with M =T Rfj :

By MM _ 3RZ (D.29)
4m (R2 + 72)*

B,=0 (D.30)
2 _ p2

AT (R2 4 72)3
This expression can be derived either from D.16 or from D.23. The calculations are given in the
appendix. The expression for the flux coordinate reads, using D.11 :

_ oM R?
V(R,Z) = e 5

(R2 + (Z - Zp)2> ’

(D.32)

D.2.4 LUKE coordinates for the magnetic equilibrium

The LUKE coordinates are the standard toroidal (r, 8, ¢) coordinates with cartesian (z = r cos 6,y = rsin0)
coordinates in the poloidal plane. We name the torus axis radius coordinates (R,,Z,). We can
therefore see that :

R=x+R,
Z =y+ 7,

For a dipole magnetic field, R, is arbitrarily chosen.

D.2.4.1 Single coil magnetic field

Using LUKE coordinates, the expressions become :

_ ol 1 y <R§+($+Rp)2+y2

2\ 2
B, =~ TR o E(K) - K (k )) (D.33)

(x + 2Rp)2 + 92

R2— (z+Ry)” —¢?
By:‘;LI L < p AR Y o) 4k (k) (D.34)
T @+ 2R, + 2 Tty
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The expression of the flux coordinate becomes :

Y (x,y) = J%I (z+2R,)* + 92 ((k* — 2) K (k) + 2B (k?)) (D.35)

Where
12— 4R, (z + R)p)
(x+ 2Rp)2 + 92

D.2.4.2 Magnetic dipole field

Here the expression is a direct transformation of D.29, with Z, =0 :

_poM o 3(x+Ry)y

B, = pp 5 (D.36)
(@+R)* +9?)
poM 22 — (v + Ry)?
v = P 5 (D.37)
((Jc + Rp)2 + y2)
The flux coordinate is determined similarly with D.32 :
M R,)?
o (@ + Ry) (D.38)

47

3
2

((Jc + Rp)2 + y2)

D.3 Collisionless motion in a dipole magnetic field

D.3.1 ¢; dependance of the magnetic bounce angle

We define £ = % as the pitch-angle cosine of the particle in motion along the field line. In

a collisionless motion, the energy ¢ = % of the particle remains constant, therefore so does the
kinetic momentum amplitude p. Conservation of the magnetic moment gives :
yo i =g - pr-g)
2mB 2mB 0 2mBy

where &y and By are respectively the minimum field in the field line and the pitch-angle at that
point. We can deduce the following relation :

£, 6) = % B0 g (D.39)
0

We have a reversal of the particle motion (bounce) at £ = 0 ; the magnetic field at that point

reads :

1

B () = BOW

(D.40)

Along a field line distant of py at the field equator, we have p = pg sin® ¢. The amplitude of the
magnetic field reads :

~ poM V14 3cos?9  poM 1+ 3cos?d

AT (posin?w)’  Ampp sind

B ()

This expression is defined for ¥ € ]0,7[. cos?® is minimum and sin® ¢ is maximum at ¥ =
therefore the minimum magnetic field reads :

jus
2
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D.3. Collisionless motion in a dipole magnetic field

M
By = E0= (D.41)
4mpg
We can deduce the magnetic field amplitude along the field line :
V1+3cos?d
B = B, YooY (D.42)

sin® ¥
The bounce angle boundaries ¥, and ™ — ¥, are therefore solely dependent on &;. They are
solutions of the equation :

Sin6 19(,
V1+3cos2 v,
sin ¥, and cos ¥, are monotonous and positive on the interval ¢, € [O, g}, therefore the expres-

sion of & is also monotonous with & (0) = 1 and & (g) = (0. The expression is therefore bijective
between the intervals ¥, € [O, g} and & € [0, 1].

& =1~ (D.43)

X 2 (1= cos2 )" -~ (1= cos® )"
(1-6)" = 1+3cos?d,  4—3(1—cos?p)

In order to reverse the expression, we must find the unique root on the interval [0, 1] (guaranteed
by the bijectivity) of the polynomial :

P(x) = 2% + 3yx — 4y (D.44)
With y € [0, 1].
The taylor expansion of D.43 for strongly trapped particles (s = -5<K 1) is

2 9¢?

1
1-¢€= <1—52> (1+3e%) 2 _1—7+0( )
We therefore have at this limit :
- ?EOH’)(&%) U <

9 =
’ { +§fo+0(f(2)),19b>

The evolution of ¥, with respect to &y is fairly consistent : at £, = 0, the particle never leaves
the equator (9, = 7 — ¥, = 7) and at & — 1, the particle has such a small magnetic moment that
it reaches the origin of the magnetlc field (191) — 0 and m — ¥, — m). Since there is a symmetry at
%, = I, we will henceforth work on the interval ¥, € ]O ] The evolution is shown on figure D.4.

(D.45)

INERME!
[NERSE]

D.3.2 Influence of Earth’s radius on particle motion

We have considered until now a magnetic dipole without any interference whatsoever. However,
particles that enter contact with Earth’s lower atmosphere dissipate their energy into it and can be
considered lost, since no longer trapped in the magnetic field. Let us call Ry this minimum distance
and a = ”" the ratio of the particle’s equatorial distance to the center of the Earth compared to
this mlnlmum distance. For the particle to remain trapped, it will need to observe the following
equation :

rosin? Y, — Ry > 0 < asin®d, — 1 >0

Since ¥y, depends only on &y, we can therefore determine the values (o, a) for which the particles
remain trapped. We can already see that if a < 1, the particles are always lost, which is physically
consistent. The limit equation can be expressed as :

1 1
siny, = — < cos? ¥, =1— =
a a
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0.61

0.4r

0.2r

o /m

Figure D.4: Evolution of ¢ with respect to %.
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Figure D.5: Earth radius limit £y,,4, With respect to a. Any particles with &y > &gmas are lost.

We can therefore deduce the evolution of £y,,q. With respect to a:

gOmam = (D46)

The trends are shown on figure D.5.

D.3.3 Bounce time scale in a dipole magnetic field

In spherical (p, 9, @) coordinates the equation of a dipole magnetic field line is :

p(0) = posin® 9

where pg is the distance from the magnetic dipole at the equator, i.e. at ¥ = 5. To calculate

the length of a field line, we start from the expression of the infinitesimal field line coordinate step

ds® = dp* + (pd9)? = (p* + p?) dv?
ds* = pjsin® 9 (4cos® 9 + sin® ) d*
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0.7
0 01020304%506070809 1

Figure D.6: Bounce time scale function f with respect to &.

ds = pgsind/1 + 3 cos? ¥dv)

We can therefore deduce the bounce period expression, the velocity along the field line being
v = Uf .

Ty =

g/@ 50 ™% ginYv1 + 3cos2 _4p0/g sinﬁ\/l—i-BCosQﬂdﬂ
L Iy

=%, coy Y, £W)

The last expression comes from the symmetry of the problem with respect to the equatorial
plane (¥ = 7). Using D.39 and D.42, the formal expression for the bounce time scale becomes :

sin¥v1 + 3 cos2 ¥

/ﬂb \/1 VIEBeos? (1 _ ¢2)

T sin®9

49 (D.47)

m = 4201 (g) (D.48)

since we have seen that ¥, depends only from &;. The f trend is shown in figure D.6.
‘We can therefore normalize the bounce time scale as follows :

== T _ [ ) (D.49)

T ARf(0)  f(0)
The Earth’s ionosphere spans from 150km to p; = 800km in altitude. The planet’s average
radius is ppr = 6370km. A particle entering the ionosphere with £, = 1 and moving at a tenth of
the speed of light will have a maximum bounce period between North and South poles of :

4 x 1.38 (6370 x 10 + 800 x 10°)
0.3 x 108

This is not taking into account the 1, limit due to the Earth radius, so the bounce time scale

will in practise be a little smaller, but still remain in the same ordering. We can also note here

that this calculation is done regardless of the particle mass or charge, and also regardless of the
magnetic dipole strength.

= 1.32s (D.50)

Ty =~

D.3.4 Drift time scale in a dipole magnetic field

In a magnetic field, the drift velocity due to the field gradient and the field line curvature has
the following expression :
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mv2

:%73(1 B xVB

re) B

Vd

To calculate this velocity, we fist need to evaluate BEYB in spherical (p, 9, ¢) coordinates, with

the expressions of the magnetic field and field gradient previously calculated.

M\> 1 [ 2cos?¥si
B><VB=3<M0 ) <—(Mm9+sin19\/3cosg19+1>¢

am o7 V3cos?2d 41
BXVB=3('UOM>21(1_008219)Sin19A
4m T V3cosZd 4 1
B x VB  drp? in’?
><3V _ 4mp 3sin” i (D.51)
B poM (3cos2d + 1)

Here we take into account that the particle in collisionless motion will remain on its magnetic
surface, therefore p = pg sin® 9, with po being the equatorial radius of the particle position at ¥ = R
The expression becomes :

BxVB 47rp% 3sin’ ¥ R

B> oM (3cos? ¥ + 1)2@
mu? 67Tp2 sin” 9 R
Vg = — ]\2_ ( 2) —2 2(p (D52)
q Ho (3cos? ¥ + 1)

Using the expression of £ given by D.39, we can write :

mv? 6mp3 g _ V1+3cos?d (1-¢) sin” ¥
q poM sin® ¢ 0 (3cos2 9 +1)°

Vd =

(D.53)

The equatorial distance travelled over a bounce period has the following expression :

7T—’L9]3
-
P00 =Ty (Va)y = - —b219b /19 vg (9, &0) di

We can deduce the expression of the drift time scale, using the expression of v, :

Td

—1
ot oM g ( 1 /7”% (2_\/1+3cos219(1_€§)> sin” 0 )zdﬂ>

- %Tb ©3pp mw? \ =20, Jy, sin® ¢ (3cos?2¥+1
. -1
2m woM q 2 2 V1 + 3cos?? 9 sin” 9
Td — —Tp — B) 2_76(1_60) —zd'l?

do 3po mv? \ =20y Jy, sin® (3cos?2¥ +1)

(D.54)
M

ra =5 —g (&) (D.55)

3pg mv?

The g trend is shown in figure D.7.
Like with the bounce time scale, we normalize the drift time scale with respect to its value at
& = 0. This gives :

Td Td g (&)
Tdn = = " = (D56)
Td 7‘3(’;? —4-g(0) 9(0)
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Figure D.7: Drift time scale function g with respect to .

D.3.5 Bounce time scale and drift time scale comparison

In order to say that the bounce and drift time scales are on a different ordering level, the ratio :—’Z

has to remain arbitrarily small. The expression of the ratio reads, using f (0) = ”‘—[ and g (0) =1

4T m
Do oryp ™ 2y D.57
qqu = oM 2" (D-57)

Using the values “ZM = 8.3x101T'm3 for Earth’s magnetic field, m, = 1832m, = 1.67x10"27kg
the mass of a proton and ¢ = 1.6 x 107 '?C the elementary charge, the leading coefficient has the
following value :

—27
i m__ LOTx 10 — 8.89 x 10”25~
poM /2 8.3 x 1015 x 1.6 x 10~19/2

Evolution of the ratio with respect to the particle distance and speed is shown on figure D.8.
We can see that for pg < 2Rr, :—l’* < 10 for all velocities (the particle obviously can’t travel faster
d

than the speed of light). This ensures that the separation of the time scales is consistent for all
velocities within a radius of pp, ~ 2Ry ~ 10*km from the center of the Earth. Beyond this
threshold, particles with enough velocity will have comparable bounce and drift time scale and the
assumption will not hold. It is to note that the calculation is done for a proton. Since the ratio
depends linearly on the particle mass, the electron ordering threshold is 1832 times higher, i.e.
poe ~ 4 x 103Rp ~ 2 x 107km.
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Time scale ratio rb/r o

10'

Po/Ry

Figure D.8: :—b for a proton in Earth’s magnetic field with respect to pg and v.
d

Calculation of the dipole magnetic field from the approximation of the single
coil magnetic field

In order to calculate the dipole field approximation, we can start either from D.16 or D.23, using
the approximation R, < 1 and Z, = 0. If we start from D.16, we use the Taylor development of
D73

1 _ 1 +3Rcos(<p—(;$)
(R2—|—Z2+R2—2RRpcos(<p—¢>))% (R2+Z2)% (R2+Z2)%

R, + O (R})

Since f cos(p —¢)d¢ = 0 and f cos? (¢ — ¢)d¢ = w, the approximated magnetic field
given in D. 16 becomes :

nolR2  37rRZ nolR:  3RZ

Bp ~ =
" Am(R2 4 z2)3 4 (R2422)3
B, ~ uoIRf, or B 37 R? _ MOIRI% 272 — R?
s (R2+ 22)% (R + 22)% 4 (R2 4 22)%

If we start from D.23 and take into account the taylor expansions of K and E at zero :

jus

z .92 .4 2 4
K (k) :/ (1+k2$m Ly jassin t+(’)(k6)> dt = <1+k—+%> +0 (k)  (D.58)
0 2 1 2 TR

sl .2 .4 2 4
o [? _esin"t o ysintt 6 _n (., Kk 3k 6
E(k;)_/o (1 i +O(I<;))dt_2<1 Ry +0 (k%)  (D.59)

We then use the taylor expansion of k? :

K2 =

ARR 2RR 3
oo 73 ( o §2> +0(R)) (D.60)

Inserting D.60 into D.58 and D.59, we obtain :

R’R?

K (k) =1+ (R2+ 227

+0(Ry)
(D.61)

RR, _ 2RR, \ 9 R2R? LB,
R2 + 72 R*+27%) 4(R24 72> = R*+2Z°

N

™
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2 p2 2
fE(kQ):l—ﬂ o 2BRy N 3 HR, ., RE +2 KR, +0(R})
T R2 + Z2 RZ + Z2 4 (R2 + Z2)2 RQ + Z2 4 (R2 + Z2)2 P

(D.62)
We then calculate the taylor expansions of the following expressions :
1 _ 1 3_R? R 3
V(R,+R)?+z2 VR*IZ? ( R2+22 + (5 R?*+Z 5) R2+Z2) +0 (R ) (D.63)
_ 1 (1 R, + L 2R?— Rz) L0 <R3) '
VR2+22 R2+Z +3 (R2-|-Z2)2 D
R2+R*+22 2RR, R}
o M 1+R2+Z2+<1—1+R2+zz>W+O(R§) -
_ 2RR, 4R?R? O(R (D.64)
= 1+ moge + iz + O ()
R.—-R*-Z° 2RR, R
(R,—R)*+z2 -t (1 +1- R2+Z2) iz T O (75) (D.65)
, Z2—R*)R .
= —1- 1%2’,23+Rzpz + 2((R2+Z2>)2p +0 (R})

We finally insert D.61, D.62, D.63, D.64 and D.65 into the expression of the magnetic field found
in D.23 :

21 RVR2 + 22 2 R?2+ 72 (R2+Zz)2

<1+ 2RR, AR’R? )(1_ RR, +i( R?R? )_1_ RR, _i R2R2 )

By 0lZ 1 w< RR, +;(2R2—ZQ)R§><

R2 + Z2 (R? + Z2) R2 + 72 R2 1 22)2 R2 1 72 (R + 22)2

BRZ

3R2R? IR?

4 VR Z2R \ (R2 + 22)° 4 (R2y 22)

B ol 1 T RR, n 1 (2R? — Z?) R?
z=5-" 21 ,/R2+222 R2+ZZ 2 (R2+Z2)2
R2R2 R?R?
) pry L1 - )
) 4(

(_1_ 2RR, 2(22—32)R§> (1_ RR,

5
R2+ZQ+Z(R2+Z2

R+ 22 " (R?+ 22)° R*+ 7% 4(R? 4 22)°
B~ ol 1  RR} . 22°Ry \ _ molRy 27° - R? (D.67)
LV (R (Rz) 4 (mye))

We therefore in both cases obtain the same expressions than D.29, using M = I WRIQ).

Calculation of the dipole flux coordinate from the approximation of the single
coil flux coordinate

In order to calculate the dipole flux coordinate approximation, we can start either from D.27
or D.28, using the approximation R, < 1 and Z, = 0. If we start from D.27, we use the Taylor
development of D1 :

1 B 1 . Rcos(p — ¢)
- 3
\/R2 + 72+ R2—2RRycos(p—¢) VR +Z°  (R?+22)?

R, + 0O (R))
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D. MAGNETIC DIPOLE DYNAMICS

Since f cos(p — ¢)dep = 0 and f cos? (p — ¢)dp = m, the approximated flux coordinate
given in D. 27 becomes :
wlIR;  7R*  polR; R?
47 (R2+Zz)% 4 (R2+Z2)%

If we start from D.28, we calculate the taylor expansions of the following expressions :

P~

R
(Ry+R)*+2> = VR +77 (1 + prige + (‘%R?ﬁzzz - 1) R2+22> +0 (R)
_ /D2 | 72 R R*+ 72
= 2+ 272 (1 + g By = 3 (?aa?++z2)2R2) +0 (1)

We then insert D.61, D.62 and D.68 into the expression of the flux coordinate found in D.28 :

(D.68)

P~ —

ir 2 R2+ 72 2 (R2+ 22)

4 8R*R? 1 R°R? R*R?
RR, b o) (14 RR, 1 Y RR, 5 b
R?2+7% (R2+ 2?) R2+27% 4 (R?+ 72) R4+ 72 4 (R?+ 22)

I 2R2R2 TR? 2
v VR <( p )ZNO ST (D.69)

8 R? + 72)? 4 (R2 4 22)%

We therefore in both cases obtain the same expressions than D.29, using M = I 7TR12).

pol ™ <1+ RR, 1(2R2+Z‘2)R§> (

Link between cylindrical and spherical expressions of the dipole magnetic field

Here, we want to prove that the conversion of D.29 to spherical (p, 9, ¢) coordinates gives the
expression previously calculated at D.3. Discarding the ¢ coordinate since B, = 0 and none of the
expressions depend on ¢, we start from the relations :

p=VR*+ 272 R = psind

¥ = arctan % Z = pcost

p=sindR + cos 92

9 = cosVR —sin¥Z
We therefore have :
M Z M
Ko 3R = — PO 3in cos ¥
AT (R2 4 72)%  4pB
,U{)M 222 - R2 /,L()M

By = = 2 cos® ¥ — sin? ¥
z=" @12t 47Tp3( cos sin” 9)

Br =

We can therefore deduce :

M M
B, = Brsinv + Bz cosV = K 3 (3sin® 9 cos ¥ + 2 cos® ¥ — sin® ¥ cos V) = 'ZO z2cosd  (D.70)
TP

moM v )

. pro M
By = Brcostv — Bzsind = s 47 p3

(3 sin® cos? ¥ — 2 cos? ¥sin® + sin® 19) =
We therefore obtain the same expression as D.3.
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D.4 Values for f at {g=0and § =1

D.4.1 Calculation of f (0)

The goal here is to perform the Taylor expansion of the bounce time scale function at £, = 0 <
¥y = 5. Let us introduce the small parameter € = 3 — 9. The expression of f becomes :

sin V1 + 3 cos2 ¥

L —e \/ V143 cosZd cosb e

sin® 9 \/1+3 sin? e

dv

In order to have a finite boundary integral, we do the following variable change :

d9=e(t—1)+ =

dy = edt

The expression then reads :

dt

/1cos e(t—1) \/1—|—351n (e(t—1))
)=¢
1— 1/ 1+3sin?(e(t—1)) cosb &

cosb (e(t—1)) \/1+35i1125

We then use the following Taylor expansions at second order :

cos(e(tfl))\/1+351n2(5(t71)): (152@2_1)2> <1+W> =1+e2(t—-1)7°

¢L+%m%€u*n) (1+352(1ﬁ_1f>(1+352(t—1)2)=1+952(t_1)2

cosb (e (t — 1)) 2 2
6 2
__CE L (1_3e (1_38) %
V14 3sin’e 2 2

We can therefore deduce :

1+e2(t—1)°

/ ¢1 %zlfafnﬂ)

dt

! dt ) (t—1)
-A Ml—(ﬁ—D2+5 /)\/ (t—1)°

1

2 2
fe)= g [arcsin (¢ — 1)} \[ [arcsin t-1)—-(@t-1)y1-(t— 1)2}
0
fle =2 ™20 o) (0.72)
6 12
We can therefore see that f (0) = ”\f ~ 0.74 and that there is a local minimum in § = 0.
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D. MAGNETIC DIPOLE DYNAMICS

D.4.2 Calculation of f (1)

The evaluation of f at £ = 1 has the following expression :

z
f(1) / sin?y/1 + 3 cos? 9dd
0
Here, we use the following variable change :
x = cos?
dx = —sinvdd

J(1) :/o V1 + 3z2dx

We then use the following antiderivative :

2
/\/aQJra?Qd:E::;7 a2+x2+%ln‘x+\/a2+m2)

The expression becomes :

1 1 1
f(l)—\/glgwg—i—x?—kfiln x—!—\/g—kx?

f(1):1+§1n(2+\/§):1.38

1

:1+\é§ln<1+2)—

0
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Appendix E

Phase-space Lagrangian and Lie transform
in (x,p,&,0) coordinates

E.1 Local phase-space coordinates and Lagrangian

Here, we consider a charged particle of mass m and charge e moving in a magnetic field B =
V x A = Bb. We use the following noncanonical local particle coordinates z* = (x,p, &, 6) where
p = |p| is the momentum amphtude E=p-b / p is the pitch-angle cosine and 6 the gyro-angle. We
define p; = p) (x,p,&) L (x,0) the local perpendicular momentum, where p; = py/1 — &2. The
phase-space Lagrangian reads :

2
- [?A +p£b+pL] dx— P dt =Ty 4T (E.1)

c 2m
The inverse charge e~ ~ € can be associated with the small parameter € = p/L < 1 where p is the
particle gyroradius and L the magnetic field nonuniformity scale length. In what follows, we will

use the right-handed orthogonal unit vectors (ﬁ, I,B), where 1 = p X b= g—g . We also define the

gyrogauge vector R
R=Vl.l.p (E.2)

We note that the hamiltonian part H = p?/2m of the Lagrangian is gyroangle-independant, con-
trary to the symplectic part which contains the term p, - dx. In order to obtain a guiding-center
Lagrangian I' = I',dz® — Hdt where both symplectic and hamiltonian parts are mdependant of

the guiding-center gyro-angle 0, we seek a phase-space transformation z* = (x,p,£,0) — =
(i,ﬁ,{, 9), where :

2% = 2% + G + € (G% GB E;G ) +... (E.3)

where the vector fields G, = G;,0/0z% carry out the transformation at order n. We note that if
'y # 0, in order to maintain gyroangle independance the guiding-center Lagrangian must contain
the gyrogauge-invariant term : o

Ty (df — R - dx) (E.4)
E.2 Guiding-center phase-space Lagrangian

Thenceforward, we will use greek indices for phase-space z® coordinates and latin indices for
spatial 2" coordinates. The guiding-center Lagrangian has the following expression :

T=T'I'+dS=e¢'To+T) +elo+eTs5+... (E.5)

where I',, = T',,od2z® — H, dt is expressed in terms of symplectic and hamiltonian componets. The
“push-forward” operator T_ ! is defined in terms of the product of Lie-transforms exp (—e"L,,) where
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E. PHASE-SPACE LAGRANGIAN AND LIE TRANSFORM IN (X,p,&,6) COORDINATES

the n'"-order Lie derivative £,, is generated by the n*-order vector field G,,. Using the expression
for the guiding-center two-form w = dI', we have :

LT =1g-dU +d (1 - T) = Gwapdz? +d (G°T,) (E.6)

We note that the Lie and exterior derivative commute. Since d? = 0, the guiding-center two-form
is unaffected by the addition of an exact exterior derivative dS to the push-forward. This will serve
as a phase-space gauge function S = 514 €S+€2S5+. ... The first four terms of the guiding-center
Lagrangian are :

To=Ty (E.7)

Iy=TI4— LTy +dSy
=11 — 11 -wo+doy (ES)

- 1
Ty =Ty — Loy — LT + §L§r0 +dS,

1
= —l2 Wy — §L1 . (w1 +wl) + dO’Q (Eg)

1 1
I3 =13 — L3 — Lo — L1179 + iﬁfl—‘l — LoLq4Tg — gﬁﬁr() + dS3

1 1
—L3~W0—L2'UJ1+3L1'd(Ll'wl+2L1'wl> + dos (ElO)

where ¢, - wp, = Gﬁwkagdzﬂ — (G, - dHy) dt and the phase-space gauge functions are redefined
S, — o0, s0 as to absorb all exact exterior derivatives. The results obtained at lower order are used
to simplify the higher-order expressions. Since I'g = €A, we have :
C
e DA, 1 - .
Wy = dFO = *Jd N d.’ﬂ‘] wOZ—jde A dx? (El].)

c Oxt 2!
where the components wp;; = %sijkBk are expressed in terms of the Levi-Civita symbol and the
magnetic field. We therefore have :

Lawo = Gowoagdz’ = EG;eijkBkdxj - ZB x GX - dx (E.12)

Where G* denotes the spatial component of the nt"-order generating vector field. The expression
for wy reads :

ab Bpl op op op.
=dI'} = = b+ —=—)d b+ —=—)d d9/\d3—d/\dt
“r=dh K axz) <§+8p>p+( +ag>5+ao ] TTm
(E.13)
We can therefore deduce :
tnw1 = Kpadz® — (G, - dHy) dt (E.14)

Kx reads, using the analogy with respect to zero-order term £A for the first term :

R Op op.1 op.L
_ x x D £ 0
Knx = p€ (V xb)x(?,ﬂ—(v XPL)XGn+(fb+ap )G +< b+—a§ )(}' 4+ == 50 ——@G; (E.15)

The velocity components read :

K? ¢b+ B
[ C S (5.16)
Kﬁ 3PL
00
The Hamiltonian component is :
G, -dH, = Lar (E.17)
m
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E.3 First-order perturbation analysis

Using the formulas above, we can express the first-order guiding-center Lagrangian :
_ ~ P> e
T, = (pfb—i—pJ_) dx — Ldt — “B x GX - dx + doy
2m c
~ 2 ~
= (pﬁb ~dx — 2pdt> + (pJ_ — m&b x G’f) -dx + doy (E.18)
m

The terms on the left are gyroangle-independant and those on the right depend on 8. o7 is not
needed to remove the gyroangle dependance of the right-hand term, so we set 07 = 0. The
gyroangle-independance of the guiding-center Lagrangian gives the following condition :

pL — mQb x G¥ = (E.19)

This gives the expression for G :

~

X x R\ R bXp N
Glz(Gl'b)bf “PL = Gyb-py (E.20)

where p, = (p 1—¢&2 /mQ) p is the zero-order gyroradius vector. The gradient of p, reads :

_ €2
pv1—§ V5

Vpy=-VInBp,+

mS)
1-—¢&2 N\~ o~ -
— VInBp,+ V18 [(vp- b) b+ (Vp-J_) l]
mS)
o n py
= —VInBp, — (Vb : po) b— R (E.21)
Using the expression for 'y = pfg -dx — %dt, we can therefore calculate wy :
Wy =dl = pga -dz’ 4 (§dp + pd€) b| Ada? — —dp A dt (E.22)
x m
We can therefore deduce :
tn1 = K px - dx — G| (&dp + pd€) — (Gn . dﬁl) dt (E.23)
K ,x reads, using the analogy with respect to zero-order term €A for the first term :
Ko =06 (V xB) x G + (667 +pG5) b (E.24)
The Hamiltonian component is :
Gn-dH, =G, -dH, = Lar (E.25)
m

E.4 Second-order perturbation analysis

In order to calculate the parallel component of GF and the velocity components of Gy, we need
to proceed with the analysis at higher order. The second-order guiding-center Lagrangian therefore
reads, using previous results :

— e L1 — 1« (OpL op.L op.L
I'y =— EBXG2+§(K1x+K1x) ~dx+G1(§dp+pd£)+2G1~(8p dp + D€ d¢ + 20 dé
— (G, - dHy) dt + doo (E.26)
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: x ., 9PL _ x, 9pL x 8PJ_ pz(l_fz) :
Using G¥ - op =GY- 5 = 0 and G - = ——5—, we see that the velocity components of
the second-order Lagrangian are :
pr gGl” + 802
Ty | = pGlH + 52 (E.27)
Y p?(1-¢%) + 022
2mQ)

The gyroangle-independance of T's4 is satisfied by the gyro-gauge choice o5 = 0. The simplest form
for Ty, is I'sp, = 0, which therefore implies Gy = 0 and To¢ = 0. The spatial component of Gy
therefore reads :

Gix = —py (E.28)

Since we require the guiding-center Hamiltonian to be, at all orders in € :

5 _ P
H=— E.2
o (E.29)
we can deduce | G,, - dH; = TG% = 0|, and in particular :
p
GY=0 (E.30)
Using the previous choices, the second-order guiding-center Lagrangian becomes :
- e 1 — p? (1 — 52)
I's=-|-B >+ = (K K . _— E.31
2 [c ><G2+2( 1x T 1x):| dx + o) do (E.31)
In order to be gyroangle-independant, the Lagrangian needs to be able to take the form :
(-8
Io=——+% —R"-dx E.32
2 9] (d9 R dx) (E.32)
where R* is defined as :
1 /~ N~
R*:R+§(b-be)b (E.33)

where the second term ensures the solvability of o3 at next order. Inserting (E.31) into (E.32) and
using the expressions for G¥ and GY, we get :

p(1-&)

opL ¢, OPL
2mS) Gi+

R—7B><G"+pG5b pg(be)XpOJr [ag 5

LGt (Vi) % g

(E.34)
We now use the following formulas :

—pf(VxB)><p0:—p§[(ﬁ-VxB>ﬁ><p0+(I-VXB)prO+(B-Vx@gxpo}
:—pf[(po (ﬁxg)-VxB)B—l—(B-VXB)BXpO}
:pg[(ﬁ.vﬁ-po)B—(B-VXB)BXpO]
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:%(Vl-ﬁ—ﬁ-vi)
:% R-(7-R)5-(p-V1b)b|

- p(;mi_f) :R— (5 R)p+5 ((1p-51): b+ (1p+51): Vb) B}
:”2(2177;52): ;(ﬁxl)-VxB—31:VB>B]
:% [R* = (5-R)p— (b-Vxb-+ar:Vb)b]

where a1 = f% (ﬁl + Iﬁ) is a dyadic tensor which depends explicitly on twice the gyrophase. The
parallel component of (E.34) gives :

2
R 1 B S
G§ = g(b Vb p0>—|— T (b be+a1.Vb> (E.35)
The perpendicular component gives, using f):—lxg:—g—gxgand pl:meoxB:
_n x P& 1 ¢9py 0 Ipg N
0b><{2 Q(b va) } 2[G18€+(G1+p0 R) 20| xb (E.36)

We can therefore express G5 as :

9Py

o (E.37)

0
Gy = Gyb+ 22 Pe 1 va)p0+ —a§ho |

1
]_8g §<G9+p0 R)

Since pg is of order zero in the magnetic nonuniformity, we need to keep the spatial component of
Gz. The expressions for Gy and GY are obtained at higher order in e.

E.5 Third-order perturbation analysis

The third-order guiding-center Lagrangian reads, using the previous formulas and G - dH; =0

_ — 1 1—
Fg = 7§B X G? . dX* sz . dX+ GQH (fdp+pd€) -+ ng . d <K1ad2’a + ile . dX) +d0’3

- fSB X G - dx — Koy - dx + Gy (£dp + pd€)
1 1 — 2 1—¢£2
+30- (dle Adx + 5dle Adx + % [—Mva cdx+ (1—-¢%)dp —pfdf] /\d9> +dos
m

2
*(1-¢)

1 1 — e x = oD
= [Gr <dK1x+2dK1x> - EB x Gy — Kox — G} p— VInB| -dx + Gy (£dp + pd€)

3

1— 2

1 1 — 2p
+ gpo . <dK1x + 2dK1x> + 3m0 ([(1 — 52) dpfpfdf] G? +
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The term %Po -dK1x gives :

1 1 Jp Jp
3p0'dK1x:3p0'd|:_(v><p)xpo+<pb+85>G€+ a(jGﬂ
1 ap ap
=3[—dx-V[(VXp)><po]~po—dppo-(V><p)><3p—d£po (V xp) x a;

ap op op
—dﬂpm(VXp)X(Teo— pp()'(VXap) Xpo—d5p0~<V><a§> X Py

9 ~ ~
— dfp, - (v X ale)) X po + (Gﬁdpwai) po - b+ pGidx - Vb - p,

op. € op.L °pL °pL O’pL\ e
+ po - [85 dG; < Va€ +dp8§8p+d§ 92 +d98§89 G3
OPL 4o op.L pL &p.L PpL\ o
+p0 { 4G’ ( VG s e o ) O
1 ~ me p? (1 — €2 GY
= ngde Vb py + 7G§dx Vo po — %d(ﬁ - :fmglz [(1—¢€?) dp — pede]
+ o | pEGS — r(L-&)g b-Vxp|df (E.38)
3m Q 0 P '

The term %Po -dK 1 gives :

Ly a1 (5 45) <6

00

1r R R ~
=578 (V X b) : (Po X b) X po +pG§dX-Vb-po]
o 1 13 ~ P2 (1 - 52) p£
= épGldX Vb py — Tema me V x b do (E.39)

We then use the following property :

2 (1 ¢2 2 (1 ¢2 2 (1 _ ¢2
PO E) ey [p ; g)G?]ﬂLng? <_p UG p s (1 €%) dp— pece

3mS) 3mS) 3mS) 2
(E.40)
Rolling the exact derivative into doj, the third-order guiding-center Lagrangian becomes :

Ty = Ty - dx + Gy (€dp + pd€) + (( — &) dp — p&d¢)
p2

pz—écﬁ PU-C)p o, PU-C) g p P0-&) (pgb va)
m

do + d&
L ETOE 3mQ 6me \mQ +dos

(E.41)

with 3 = 03 — ng )G0 The symplectic part I'sx = 0 of the Lagrangian is used to determine
the higher-order components of Gg and G%, which aren’t needed since they are of second order in
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the magnetic nonuniformity. The Lagrangian therefore reads :

3m202 00

(E.42)

ms)

— &2 o) o)
§G2|+()G9+£ dp+[pG2| MG@ a‘ﬂdg
2 _ 2 2 _ 2 2 __
+ pg(;é (1€)V1n3~p—p(1€>(p£bv ) Mb-VXpL—&—%

mS2 3mS) 0 2mS)

Since the guiding-center Lagrangian contains the canonical symplectic term [ﬁz (1 — 22) / mQ] df =

(7B /) df where [ is an exact invariant of the guiding-center Hamiltonian dynamics, the Noether
theorem implies that the components I',,9 must vanish for n > 3. We therefore deduce the expression
for 73 :

055 ¢ o pP(1-87)
50 = maCit T3hn

b- VXpL

(E.43)
This solution is consistent because of the choice for R*, which determines G§ and ensures it possesses
an integrability condition for 3. We then use the following formula, with the expression for Vp,
taken from (E.21) :

InB -
VinB-po+ 2m$) ms) 3m2Q)2

P (1-¢) <p€B O « b) P’ (1-€)-

3
p(-&)s U Ut SRS
3202 b-VxpyL 3202 b-Vx1
3
Pa-e)ts
= — b~VX(bxp>
Wb [b(V~p)—p(V~b)+p-Vb—b-Vp}
3
3 1— 2\ 2 . . R R N -
:pgmiQéz){b-Vﬁb—i—J_-Vﬁ-J_—b-Vﬁ-b}
(1*52) aPo
RO
Inserting the expressions for Gf and noticing that % Py = —Py, We have :

2 2 2 2 2 2
o P (powp. 0P P (=€) o P (-8 opy P*(1-€)
78 = [5 <b vb ae)+ omq 22: VP sma Y BB 5y sma_ PR

PPl ) o5 vpl %P0 PP(L-€) (pE =8

Where a5 = i (ﬁﬁ— II) satisfies the property a; = 632 . Using the expression for 73, we then use
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T3, =0 and I'se = 0 to determine GY and Gy Using 3 p” = % and ap“ = ﬁjpo, this gives :

_ g2 L
—é‘Gzn—MG‘f— = [;( —SQ)VlnB—i—be-Vb]-a%—wiz{l( — ) VInB +¢%b- Vb

md mQ 00 3 39
3p(1-€°) (pE L= p(1-¢€)
B 2mS2 mQ : Vb 3mS po- R+ 3mS po-R
:—% [( — &) VInB+ 3¢ Vb} =
3p(1-€°) (€ p(1-¢)
~ o 2 VP a0 R (E-44)
2 2 2 1 —~ ~ Io) 0
—pGQHJr%G‘{:—Tzé [—VInB+b~Vb} o f;é [ Vin B+1f€2b Vb} =0
p* (1-3¢%) 2p%¢ P
T om0 (mQ Vb) gm0 BT gngPo B
2 2 2 2
Px 32 —2~ ] 9py P (1-3¢%) P
mQ {VI Br3—ab Vb] o0 2mQ (mQ Vb) maPo R
Performing the operations ’Z—? [p(E.44) — £(??)] and £ (E.44) + % (1—¢€2)(?7), we get :
' — _p R— 50, Vb &€ 5.vp). 20
G!=—p, R mQag.Vb+(VInB+1_§2b Vb> 5 (E.45)
2 ap, p*(1—¢2 R
Gay = pgb Vb - 8’;0+%a2:% (E.46)

E.6 Coordinate transformation

Since we now know the components of Gy and the spatial components of Go, we can then deduce
the following expressions for the guiding-center coordinates, at first order in epg :

X=x— —i—(G;‘—;Gl-dpo)—i—... (E.47)
p=p (E.48)
g:g[kBVB.pO}+’%(BVXBH1:VB)+... (E.49)
ézepr.Rf%aQ Vb+(VlnB+1§€2b Vb) %’;0+ (E.50)

E.7 Lie Transform

The transformation 7¢ to guiding-center coordinates reads, using particle z¢ = (x,p) and
guiding-center Z% phase-spaces

=Tz =2"4+eGT + ... (E.51)

with its inverse

22 =T 1Z% = 7% — G +

where the generating vectors G,, are used in the nth-order transformation. The Lie transform
pull-back and push-forward operators respectively read

1
T. =exp (eLy) exp (e2£2) o=14¢el+¢€ <£2 + 25?) + ... (E.52)
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1
T.'=...exp(—€°Ly) exp(—€Ly) =1 — €Ly — € (Eg - 2[:%) +... (E.53)

where £,, denotes the Lie derivative associated with G,,.

E.8 First-order Lie Transform and Generating Vector

The first-order generating vector components in (x,p, &, @) coordinates read

<, (E.54)
& =0 (E.55)
PN 1-&%) /- ~ N
o_ EA 3p0 InB 5 m apO E
Gf == py R+ Ao : Vb + op VBt §2b Vb 5o (E.57)

where A; = —1 (ﬁJA_ + Iﬁ) = 0A2/0¢ and Ay = 1 (II - f)ﬁ) = —10A1 /0y are dyadic tensors.
It is interesting to note that the gyro-averages (G{) = 0 except <G§> = [p(1-¢&%) /2mQ] b-V xb.

Using the formula for the Lie derivative of a scalar

0
£y =G — o (E.58)
The push-forward operator reads
0
T;1=1—Gf@ (E.59)

and we therefore have for (p, &, ¢) coordinates
0A _ 94 0A 0A

T-'A=A-GY - VA-GY— -Gy — E.60
E.9 Lie transform of the (p,e¢, e,) vector basis
E.9.1 Calculation of T !p
Using (E.60), we have at first order in e:
_ Ip Ip
T 1 — _ Gx . Ggi — GS@ E.61
e P=P 1°-Vp 1 o€ 1 dp ( )
Inserting expressions for the generating vector and basis vectors gives
_ ~ ~ 0 PN
T.'p =p — pép, - Vb — mQ [(po-R)po - (po-Vb- aP;) b}
N p(1-€) 1» " N ™ £ 0dpg
pf 9py £ =~ o+ 9pg
Q R+ —= b In B b-Vb.- —
+m [ + :Vb+ — 380 -VInB + _ e \Y e Po
=~ 0py  PE 2(1—52) N ™ )\ T
=p —m |py - Vb T2~ P 5oy, W(b-be+A1.Vb) b
€ .o I3 ~ mQ £ ~ 9py] 9py
—mQ[ e Vb-po—ﬁ(b-be—&—Al vb) - Tl Vb-% e
J43 890 £ ~ = 8Po mQ f
Q| —A InB . —
(E.62)
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E. PHASE-SPACE LAGRANGIAN AND LIE TRANSFORM IN (X,p,&,6) COORDINATES

We then use the following identities

(J_ VlnB)ﬁ (5 VInB) L =bx VIn B (E.63)

(B-VB-I)ﬁ— (B-vE-ﬁ)I:Bx(BVB) (E.64)
and the following decompositions

Vb1 (E.65)

b-VInB (E.66)

So that

-1 _ (_52) 26° INIRVIN
Top=p+~ o) (v1nB+1_£2b Vb
pE &
m

2 2
~ p(l—f) ~| ~

jZ3

om0 [ Epy VB — oA Vb] 9Py

2 2mf) Op
13”0 VB - P A, pr€B~V1nB}p0 (E.67)

0
TR0, mQ 2m<)

E.9.2 Calculation of T 'e;

Using (E.60), we have at first order in e:

T leg = ec — G- V%Ig - Gfgzg -G ai;pso (E.68)
Inserting expressions for the generating vector and basis vector derivatives gives
T e =e¢ +ppy - Vb — % [(Po ‘R)py — <po~vB~ %’(’p@) B}
+ a mii) l ¢b-Vb- po+% (E-VxB+A1;vB) %
- 1771_952 [ po R+ EAQ Vb + a&p -VInB+ iQB.VB. a@iﬂ Po
=e¢ + ng{o_vg.%l;)}g
+% [_ €§2b Vb py+ 5l (59 x B+ 4 VB) +”fp0.vg.fg;)] %)
- 1771952 [pg Vb+8&p -VInB + 1£2§2B-VB %‘;’er? o'VB'po] Po
(E.69)
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E.10. Orthogonality

So that, using (E.65) and (E.66):
T-lep —ep — 26 b (VInB~b-Vb) + (b-Vxb)b|

2mS)
pe [Al vb|b
_mQ§ .Vin B—i—} +€2b Vb - MA 'VB—£B~VXB 9pg
1—¢ |2P —& 2mQe 2mQ Do
mQ¢ | 19p, 1148~ =~ 9py p(€-2), =~ pP1-€)-
¢ [28@ VlnB+21_£2b Vb - 90 Tz ——— > Ay:Vb+ 2m0) b-VInB
(E.70)
E.9.3 Calculation of T, e,
Using (E.60), we have at first order in e:
_ op 0°p 9’p
1, 3
-I—e ew = ew Vai - Gl@ - Gélpaigp2 (E?].)
Inserting expressions for the generating vector and basis vector derivatives gives
_ 0 ~ o~
To'e, =e, — mQ [(Po ‘R) ai(; - (Po Vb Po) b}
mQE ~ _~ p(1-¢%) /= ~ i~
—@ —~¢b- Vb py+ 5 <b~v>< b+A1.Vb) Po
23 dpo &€ ~ _~ 9py] 9py
Q R —A b InB b-Vb.- —| —
+mQ |[—p,- R+ 2V+8¢V +_§2V 90 | 90
=e, +mf) [po -Vb- po} b
pé opy 52 N apo dpy
Q A b In B b-Vb- o
+m _mQQVjL&pV e v 9% | By
e PE [ ~
| b Vb gy — o Q(b Vxb+ A V)| pg (E.72)
So that, using (E.65) and (E.66):
2 2
1 o p (1_5 ) . N i 6
Tole, =ep+ (1-26b) - VIn B + 7§2b Vb
2p? (1 - €2)
e [ VBB
Ipy IS Ipg p§ ~| 9py
msd InB — + —Ay: -
+ [28 -V —&-21752be R + Q Vb i
1 &2 ~ =
—m VlnB—i—f 52b-Vb-pO o (E.73)
E.10 Orthogonality
We can readily check that
T 'p- T, eg O (%) (E.74)
T.'p-T e, =0 (€%) (E.75)
T lee T e, =0 (€9) (E.76)
This is a necessary property, since (T;la) (Z%) = a(z) and (p, e¢, e,) is an orthogonal basis.
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E. PHASE-SPACE LAGRANGIAN AND LIE TRANSFORM IN (X,p,&,6) COORDINATES

E.11 Lie transform of Gyro-independent Collision Coefficients

In this section, we will consider an anisotropic gyro-independent collision operator with drag
and diffusion coefficients

K=—-u(xp&p—v:(x,pE&) e (E.77)
D =D (x,p,€) L5+ Di (69.6) (H - ‘;E) + Dy (,9,) % (pec +ecp)  (ET8)
defining e¢ = 0p/0¢. The transformed coefficients read
K. =T'K=—u.p. - Vic€ge (E.79)
D.=T,'D dh% + D (1[ = p;ﬁ*) + DXGI% (Peeee + €ccpe) (E.80)

where p. = T_'p, e = T leg and

a 81/1

v (Z) =Ty =1 (Z) — €GY pyr (E.81)
0
vee (Z) = T\ =1, (Z) — €G 6;; +... (E.82)
D (Z)=T.'D, =D, (Z) — eG?% (E.83)
Dy (Z)=T.'D; =Dy (Z) — eG?% (E.84)
Dy (Z)=T.'Dy =Dy (Z) — ¢ ‘faal;j +... (E.85)
E.12 (E,p, §0) Coordinates and Projection Vectors
The coordinates 1, & are defined as follows

G Pp —y_

Y=y mQBd) =9 — 0 (x,p,) (E.86)

€0 =o\/1— U1 (1—¢€2) (E.87)

where o is a sign corresponding to the particle orbit direction and ¥ = B (1,6) /By (¢). By is the
minimum value of the magnetic field amplitude B on the flux-surface @.7According to Decker[16],
the projection vectors A® = {X,, I“}gc for the global coordinates I* = (1/1,p, {0) read

= & op b —
AV =—— Q—=° — — 2 E.
e (m 9% pe)—&-mngw—&-(’)(e) (E.88)
AP :% +0 () (E.89)
1-€ 72 m Op 5 Bj,
Afo — 0| = . — c) _ AYZ0 2 E.
e (b e a) AT o (£.60)
Interesting to note are the zero-order expressions
_ 5w/\
Ay =——b E.91
ar =P E.92
0=, (E.92)
163 12¢ o=
A =—_30 [e +—b E.93
O Tag [Pt (E.93)

where §¢) = ¢ (B(/By). We can deduce that the scalar products Af - a where a € (p, e¢, e,) are
gyro-independant. Likewise, (Ag)2 are also gyro-independant.
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E.13. Calculation of guiding-center coefficients

E.13 Calculation of guiding-center coefficients
The expressions for the guiding-center coefficients read, for 1¢? = (w, P, fo) and 2* = (x,p,§):

oy Oy

K5, = — (e A%) — (e A%) + (0~ A5 (CF) D2 4 (ec- A) (GF) ot +0 () (B:94)
e L
D () e )+ (8% %)
- pi (0-A5) (p- AB) (GF) 5 (D1~ D)
o) o 2

- 5 [lec-ap) (p- A8) + (e A8) (- A9 (G5 55 +0() (E.95)

Since (G¢) = 0 except for G§, we therefore have
o

(g == 11 (b A%) — v fege - A7) + (p- AF) (G) G + (e - AF) (65) G

po DD (b2 (pc-a%)) + D (A0-A%)

gc — 2
p

5 (80 s &) () 7)) 01

~ Loy (p-88) (65) 20— Dy

oe +0(€%) (E.96)

D 0¢
(o ) ) 2
- z% {(es " A) (p : Ao) + (es : A8> (p- AS)] <G§> 855 +0 (&) (E.97)

E.13.1 Calculation of ICEC = <K6 . AE>

K3 = v (pe- A7) =i (ece- A7)+ (p- AF) <Gs>%lg (cc - A7) <G€>%—Vg+0( 2) (E.98)

We can deduce

- 1—¢2 1—€ oy 1 1-€ oy
’ngc:&w |:(1+2£2)\g(> vy — 25 )\g( azl+£(1—>\gc)yt_ 252 )\gc 812_:|+0< ) (Egg)

E.13.2 Calculation of K. = (K. - A?)

oy, Ovy
Khe = v {pe A) — v fege - A7) + (p- A5 () G + (ec- A5 () G +0(@) (B100)
We can deduce )
" 1-— § Byl
Kf:]c = (_Vl + 25)\(]085) p + O (62) (ElOl)
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E. PHASE-SPACE LAGRANGIAN AND LIE TRANSFORM IN (X,p,&,6) COORDINATES

E.13.3 Calculation of K3 = (K, - A%)

o8] )+ o-25) (o) 2+ (o a6) () 22 00
We can deduce (E.102)

o _ﬂ _ (5 11— 1-£2__ Oy
Kso = 2%, oY+ | 1+ 262 o v+ % 0P Age—r 9€

2 2 1
_1_552 <1+ 2526 5¢>( Age) Vt"’( 255 5¢> gc 85} + 0 (€?) (E.103)

E.13.4 Calculation of D}f? = <AE -D, - AE>

Dy =P <(p . Aw)2> D, <(Aw)2> 22 ((p.- a7) (e A7)

-5 (o ad) (a5) 2o 0o - (A7) (6)
z% (e A7) (p-ai) (6) 85{ +0(¢) (E.104)

We can deduce

5o (0 1-¢2 1-¢&2 0 oD
oy =0 & (1415500 ) (0= Do+ D= 10 (€0 (0 Do + 22

1+¢2 dD,
—2¢ (1 - 2€f/\gc> Dy — (1—€%) Age o ] +0 (%) (E.105)

E.13.5 Calculation of DI¥ = (AP - D, - AP)

D2 =P (o a0)7) 4 0 (A7) 427 (oo A7) (e A7)

1 e\ 0 e\ 9D,
- 5 (A () ge (D= D)~ (A]) <G> 5
2 oD,
3 (ec AL (p- AY) <G§> 5 +0 () (E.106)
We can deduce e oD
DI =Dy — TAQ‘:@TI +0 (&) (E.107)

E.13.6 Calculation of Dg%go = <A50 -, - A50>

o <P (540 (4) 255 () ()

-5 (pea®) (65) 5 0= 0o - (aF) " (65)
_ 1% (eg : A&)) (p A5°) <G§> 855 +0(e?) (E.108)
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E.13. Calculation of guiding-center coefficients

We can deduce

1—€2\? 2 _ D 1— g2 2 oD
Dé‘é&:(pfoo) [ e Agc)Dt+6w<Dt+Agc{21—DtD— 5)\96(15524_51/]) ‘

1-¢& 2€ k3
—2
+ <i1§2) (Dt + € [Dy = Di] + (1 = €2) Age [D1 — Dy])
—\2
. f Aoe (&f) 5 (DD f&c ((Z)z) o
2 2 2
+1f€2 ()‘gc‘i‘&/f [1+1_£22£ :| (5¢) 12_55 |:1+1;§§ AQC]>DX
e, (1 L (5?2) a@ﬂ Lo =109
E.13.7 Calculation of Dg? = Dgcp = <AP D, - AE>
Df;?—Dlp_th ((pc- A7) (po- A7) + Dy (A7 A7)
B (20 47 () ) 501
o 8 (i) (65) (01 2o - (a8 aF) {6)
—2% [(ec- A1) (p- A7) + (ec- AF) (- AB)] (GF) aa’éx +0(2) (E.110)
We can deduce
DY = —% {(1 + 12;2&2&0) D -2 ;;2 chaa—l? + % (1= Age) Dy — 12_5252 gcagg} +0 (&)
(E.111)
E.13.8 Calculation of D2 = D5 = (AP D, - A%)
i P a0 o)) o )
# (e an (e a)) 4 (b a%) tecc A7) 40
oo 6 o (o) 2
_]% [(e ( Afo) + (e5 A 0) p-AD) } <G5> 885 (@) (E112)
We can deduce
+13£§2 <1+12_£§2(5¢>( )Dx—(l-‘r 255251/)) qc@(’l;f ]+(’)( ) (E.113)
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E. PHASE-SPACE LAGRANGIAN AND LIE TRANSFORM IN (X,p,&,6) COORDINATES

E.13.9 Calculation of Dgfo = DS%E = <AE -D, - A£°>

B2 2 27

»
-;@A@@ww%Am@Mﬂ@ﬁi @ wn

We can deduce

— 1—¢2 D o1
Dy = — 6y p2€§0 [Dtmgc (;—D> + 2;@ (Dy + €2 [Dy — D) + (1 =€) Ay [Dy — DY)
1—-&. 60 1-¢2 ¥\ 0D,
- 000 (14 5) B

§ 1—2¢? 1-¢ 1—3¢? 1-¢2 § 01p\ 0Dy
e (1 2w 1 53, Yo S (6 1)

1-¢2 &2 3
(E.115)

E.14 Thin-orbit approximation

In the thin-orbit approximation, e, = (1/) —@) /1 < 1. The guiding-center coefficients can

therefore be expressed, neglecting terms in €€y and ei:

IC;T’C =€y 01 |:Vl + 2%] +0 (62, €€y, ei) (E.116)
1-¢ 0
Kb =— [1 — €Age 2; 65] vp+ O ( s €€4), ei) (E.117)
Ko =~ 1280 (e, 55 + ex
gc = 2, (€000 + eXge) v
2 1-¢ 1-¢
+1—££2 (1 T Age Ao 2; g vV 255 )”t] +O(F ey ey)  (E118)
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E.15. Guiding-center gyro-radius vector p,

D;l’? =0 (6276%,612[,) (E.119)
DY = |1 — e ﬂg Dy + O (%, €€y, €3,) (E.120)
gc gc 2§ aé. l » €€y Eqp .
1-& & 1-¢2 9 —1-g
Eoéo 0SS _ _ 5 D
Dgc e ng 1 —edge — ENge—— 2 8§+ww e p
1 _
—l—g (eAge + €407)) DX] + O (€, eey, €5)) (E.121)
v ——e,2% Ip, 4 ip | vo (e 2 E.122
gc——ew? l—l—g « | + (e,ee¢,ew) (E.122)
2
0 50 Sy
gﬁ ~ g, [(e40% + €Xge) Dy
2€ 1-¢29 —1-¢& 2 2
+ﬁ (1 — 6)\96 — EAgcTaif + €w61l}? D>< + O (6 ,661/;7 Ew) (E123)
DYéo — ewéwl — & D, + 3 Dy |+ O (€ ey, €7) (E.124)
o ) e o
where vy, vy, D;, Dy and Dy are function of (1,6, p, £).
E.15 Guiding-center gyro-radius vector p,
The particle position reads
—1 x 2 8Gx
x=X+4+p =T, X=X—-eG] —¢ - G 570 +... (E.125)
We can deduce using p, = py+p; + ..
1 gan » OGY
—_ax tax vax 2 E.12
1 G2+2G -VGT + G1 7€ 2G1 a5 ( 6)
with
g (E.127)
2p€ ~ opy  P*(1-¢%) pé 9Py 9Py
X = . = GSO R a
¥ = |o5b- Vb &p+ S e Vb| b+ Q(b be)po-i- e +s L@r v p,- )50
(E.128)
N N ap
po-Vpy=—(po-VInB)py— (Po Vb po) b—(po-R) (7; (E.129)
We therefore have
op,
p1=—1po 'RJFGf]ai(;
p€ ~ 1 § ¢
— |:me>< b—|—§p0VlnB— 1_£2G1 Po
208 op 9o PP (1) ~ 1 PO R
: T A, ~py-Vb-p,| b E.l
mQ Vb - R + T Ao Vb+2p0 Vb - pg (E.130)
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Using (E.66) and the expressions for GE and GY gives

N 9pg £ ~ 9pg | 9py
= — b In B b-Vb- —
pr= | e Vb+ 52 VInB+ 1=gb- Vb Z2 | 7
M €2 pE [~ - R
— ipOVhlB—F _§2b Vb 0—|—2Q<bv><b—A1Vb)]p0
- 2p€b vp. 0P =€) () Vbt ib.vmB)|b
mQ (’990 2m202 > 2
800
= - - b
Do Bpo—
In particular, we can deduce
Ip, da '\ 9pq 35 O+
- _ —b
dyp (BJr@ ) D T\ T ap) 0 By
o _1 p€ ([~ e 8!’0
=+ [3p0 VB o0 (5 be+A1.Vb)] e
1890 PE
+ 200 -VInB —QAQ Vb]
2p£ -~ -8 ol
opy,  pPP(1-€)[1 p£ N . vh
p p° 1—52 ~
2 2 2
D (1—6) 26 ~ _~ 1 p£
dpy dp _ p*% pé = N
InB - —— . Ay
dp 85 T mq 2P0 Vi 2mQ<b Vxbt Ay Vb)
pf P (1-¢%) ~
2
J 3 1 p€
=0 2b - Vb - Po 2p0 o Q§ Vb—&-r Qb V xb
op, Op _ p? (1_52) 1 0p, 23
7&0 3(,0_ —— 58 -VInB —Ag Vb
E.16 Various scalar products
o O0py P (1-€) pP(1-8%) 2% ~ -
T lp. 2£0 _ .VInB . .
« P Oy ms 2ms po-Vin +1—§2b Vb py
PP (1-¢) 1 23 ~
T R IO A= LA
2 2 2
(-8 SN pé
o o ab Vhe - AL Vb
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E.16. Various scalar products

9
T apo mé = (po VInB-b-Vb po)
2 2 2
23 14 €2~ Cp(262-1) ~  pE ~
mQ VlnB+21 = Vb - gt Vb 5ib VX
2 2
X3 1 (262 —1) PE
_ A Bl
mQ L gt Vb py g e A Vb Qb vV xb (E.138)

21_2 2 R
T-le dpy P( 5)[3;00 VinB + £ b-Vb-apO}

<Y e 2mQ Op 1—¢2 Op
2 2
P’ (1-¢€%) [19p, NS o 0o PE o
A S0z In - ZPo | PS5
+ e 3 0y -V B+217€2b Vb - 8<p+m : Vb
2 2
_b (1*5) dpy f dpy 23
= % VinB + 7£2b Vb - a——&-—A . Vb (E.139)
2 2 2
_ p° (1 —¢& 2 o~
Telpp:pg—(2)<p0v1nB+15£2bep0)
pE ~ 2(1—52) ©
+ mQpé Qb Vb - 9202 A;: Vb

p?(1—€%) [1 VInB— p—ggAl : Vb]

We can deduce, at first order in e:

_ 3P p2 (1—62) pé’ ~ ~ 1 52 N = p§ R
T 'p-——<= 1- b- b+ -py-VInB+ —=—b-Vb-p, — —=A; : Vb
Py — amal vV XPF e VInB 4 1=5b Vb py — oAV
(E.141)
. Op ¢ pé ~ 267 — g ~
leg, . ZFe — _ _
Tolee 5o Gl V xbo o 2P0 VB + 32— 5. vb. po+ oA Vb
(E.142)
1 Op. 1P (1-€) (10p ¢ ~ Opy g
le . ZFHe 27 \° 5~/ “Fo YPo
Toleo 5 — 39, VBt f 95 T 2t Vb (E.143)
T'p- T 'p =p° (E.144)
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E.17 Coordinate projections

We can deduce, using (E.74)-(E.76) and (E.141)-(E.144):

AV T 'p=—6¢ L OMB-B-VBepy+ —Loa, VB
€ gz e 2¢2 Po Po M 1
—po- V40 () (B.145)
— 2 R
Aw.Tglegz—%w <1—)\gc+;p0-V1nB+2f_€2 b-Vb- pﬁﬁAl Vb)
¢ _
+ TP Vi + 0 (€%) (E.146)
Y- 1-¢ (10p 'S 9pg p§ ~
Y. T le — 0 0Py ps
AY T e, =69 e (2 R VlnB—&-l_ng Vb - Do 042 Q 2: Vb
_ % g i0 (€%) (E.147)
O
209 o
72 _(09) 00
(A ) ~ 22 2p£b Vb- po+ O (¢?) (E.148)

AP T'p=p+0 (&) (E.149)
AP T_leg =0 (€% (E.150)
AP T le, =0 () ( )

(AP)* =1+0(%) (E.152)

AEO'Telp:12§€8 [‘W+ (1 5252 %/f) —po-VInB— 12525 b-Vb- p0+2p§ . Vb
1552@( v1nB+15g b-Vb- pof%Al VB> (po - V) dl;¢B°}+o(eZ)
(E.153)
A% T e =12£0§8 [13552 (1+ 2;51/;) (1—)\gc+;po-V1nB—|— 21§2_§215-Vg-p0+7f§2A1 : VB>
_%(po.w,) dlngo] L0 (&) (E.154)

_£2 _ g2 2
A% . T e, —— L% KH §5¢> (820 VinB+ 2 _b.vb. 2P0 | pgA Vb)

28 262 1 &2 890
(7)o
N A
+ 459 (1—;/\gc+;p0~ ZfﬂAl :VB)
+(5§;)2 (1-25-Vb- p,) 2 5252,)0 Vi + 0 (&) (E.156)
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_ 5,¢ 1_52 52 R
M.Ap:_p<1+ 26 Agc— 2 Po° VInB—b-Vb-py+ —— Qg :Vb)
— %po Vi + O (€9) (E.157)
. 1752 - 762 262 - - pE R
AP AS :Tgo {5¢+<1 28 5¢> —po-VIinB — _§2b-Vb~p0+2mA1:Vb
2 A~
1552@( -VInB+ 55 b-Vb- pofﬁAl Vb)+(po-w)d1;f°] +0 ()
(E.158)
Toab 18| s (1o L ¢ - P(1-€),  op
AY A p%‘)[aw(l +20V1nB+1 5|oVb po + o Ay : Vb
5P =
2g2£§+—1§b Vb p + _§€2p0-vw +0 (&%) (E.159)
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Appendix F

Calculation of the guiding-center Poisson
bracket

F.1 Guiding-center Lagrangian matrix in (X,p”,,u, gp) coordinates
The guiding-center Lagrangian reads

~ B

r— (EA +pr) dX + % (dp — R* -dX) — Hdt = Tod=® — Hdt (F.1)
c

where 2% = (X, s D s cp) are the guiding-center coordinates, A is the magnetic vector potential,

R* =R+ % (B -V X B) b the modified gyro-gauge vector and Q0 = eB/mc is the particle gyro-

frequency. We immediately deduce the expressions for the symplectic part of the guiding-center

Lagrangian (T'y,):

e =~ B
Ix =-A+ppb - ‘TR (F.2)
Iy, =0 (F.3)
r,=0 (F.4)
uB

We then perform the exterior derivative of (I'y) in order to obtain the following guiding-center
2-form:

W =dl = % wpdz® Ad2f = %dza Adzf = % <ng - gl;g> dz® Adz? (F.6)
We note here that the coefficients W,z are antisymmetric, i.e. Wo3 = —W3,. These read
Wxx = — (TTBQB* — %V X R*) x I (F.7)
Wx,, =—b (F.8)
Wx, zgR* (F.9)
Wx, =0 (F.10)
Wy =0 (F.11)
Wy, =0 (F.12)
Wi :g (F.13)
with Wy, o, = Wy = W,y = 0, and defining B* = V x [A + (p/m€) B] = B+B (p|/m) V xb.

The calculation for Wxx is detailled in section F.5.1.
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F. CALCULATION OF THE GUIDING-CENTER POISSON BRACKET

F.2 Calculation of the Poisson matrix

The Poisson matrix is the inverse of the Lagrangian matrix. According to Littlejohn [33], if a
(2N x 2N) antisymmetric matrix has the following expression
X Y O
W=| -YT 0 =z (F.14)
0 -z 0

where X is a (2N — 2) x (2N — 2) antisymmetric matrix, Y is a (2N — 2) column vector and z a
scalar will have the following inverse expression
X*l
Wt = 0
_1 (Xfl . Y)T
z

(F.15)

e O O
|
[

we can verify that the product of these two matrices gives identity. In the case of the Lagrangian
matrix, we have

Wxx —b
X—( B’;X 0 ) (F.16)
Y- ( %?* > (F.17)
B
i=z (F.18)

In order to calculate the Poisson matrix, we therefore need to calculate X~!. Using the expression
found in section F.5.2, we can calculate the matrix determinant

det X = — b3Wig + boWi3 — b1 Wog

_ o (mQ . uB .
= b<BB QV><R>

m o, pBo .
? H+ﬁb'VXR
B~
:—mQﬁJr%b-VxR* (F.19)

the inverse matrix X~! will therefore read
0 b1 —by —Was

1 ~by 0 by Wis
det X by —b3 0 —Wi
Was —Wiz Wi 0
! “bxI — [mQB*/B — (uB/Q) V x R¥| (F.20)
detX \ [mOB*/B — (uB/Q)V x R*]" 0 '

we can therefore calculate

1 —(B/Q)bx R*

X1.y=—=
det X ( mB* - R* — (uB%/Q?)R* -V X R* )

(F.21)

Since terms containing 271V X R* are of second order in ep, they can be neglected and therefore
the Poisson matrix reads

(B x ]1) / (mQﬂ) B*/Bi 0 - (B x R*) / (mQﬁ)

— «\T * _ * * *
~ T
(be*) /(mﬂﬁ) (B*-R*)/Bf Q/B 0
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F.3. Poisson bracket in (X, p, &, ¢) coordinates

The Poisson bracket therefore reads

oF oG
U Gye =gan .5
b B* G  OF
= . v 2
VF le*“ X VG + B\T (V on oy VG)
oG OF B* OF 0G OF 0G
- XR*- (VF—= - Z—VG) - — -R* [ —— - =
mel < dp Oy ) Bj <8p| Oy  Op 8p|)
_Q(oF3G _OFOG
B \oudp 0Op du
OF\ b e,
= 2. R*—
(vremtl). b (voom )
B* OF\ 0G OF oG
+—- VF+R*> == (VG R*)}
B [( dp ) Op  Op )
& (OFOG _OF 0G
B \0p Ou  Ou Oy
QO (OF G  OF G\ B* G OF b
- (== AAvrrE=E - v - .V*F X V*G
(F.23)
where we defined V* = V+R*0/dp and V*F-bx V*G = €% (9 F) b; (9;G) = —b- V*F x V*G.
F.3 Poisson bracket in (X, p, ¢, ¢) coordinates
The particle momentum p reads
p= pﬁ + 2muB (F.24)
and the pitch-angle cosine
E=py/p (F.25)
We therefore have
my p| mB
dp=——————-VB.-dX + dp + du
\/Pi + 2muB \/Pi+2muB \/Pl +2muB
B
—5p (1 =) VInB - dX + &dp) + m?du (F.26)
mup 2muB mBp
d¢ = L VB-dX+ B dpy - L du
(v +2muuB) (v +2mpu) (v +2mpuB)
I I Il
1 —¢2 B
:—%5 (1-¢*)VInB-dX + p£ dp| —”;fdu (F.27)

We readily deduce the following poisson brackets, using {zo‘, 2P } = Jup

1 B
{X,p}ge =51 (1-€){X. X}, - VInB+&{X,p}, + m? {X, 1}y

p(1-¢)

ZmQTl

= S hx V1nB+§B

*

(F.28)

Bi
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F. CALCULATION OF THE GUIDING-CENTER POISSON BRACKET

1 B
fonlye =5p (1= €) (o, Xhy VInB 4 & {op ), + 7 = {0}

m (p(-€) B .
1 1—¢2 mB¢
{X,f}gc == 55 (1_52) {X7X}gC'V1DB+ p {X’p”}gc_ 7{}(’#}96
£ - 1 B*
=1-&4) (- InB+ - F.
( 5)( 2mQT|b><Vn +pBﬁ‘ (F.30)
1 1-—¢2 mBE¢
oy == 56 (1 =) {9 X}y - VIn B+ 5 {e.o1},. — e {1} e
ms 9 & -~ 1B* .
TR +(1€)<2mQ’TbXV1nB+pBT>.R (F.31)
1 242 mB&? mB (1 - &?)
P&y =—pE(1-€) VInB-{X, X} .- VIn B - = {pint e+ —5—{wmt,,
1 1—¢2 mB¢
5[) (1 — 52) VIIIB . |: » {X,p” }gc — 7])2 {X7M}gc:|
Lep-g X mBxy | vuB
_55( _g) f{p”’ }gc+7{'u’ }gc . n
1-£2B*
= -VInB F.32
> B VIn (F.32)
The remaining coordinate Poisson brackets remain unchanged, i.e.
{X,X}, = b x 1 (F.33)
TTge m; '
{X,¢},.= b x R* (F.34)
7S0 gc Qﬁ N
Since V X b = (B V x B)B—I—B X (B VB), we can rewrite B* as
* *A ﬁ/\ A- ™
B* = Bjb+ L2bx (b Vb) (F.35)
We thus define the averaged guiding-center momentum pye = (p/m) {X,p},. as
B p(1-¢)~ soP e (128 o of
= _— InB = InB . F.
and the corresponding pitch-angle vector £, as
1-¢ (B p¢ =~ 1-¢ -
= — b InB|=—2 c———b InB F.37
e =" (B"I‘ omey >V e \Pe T amar XV (F.37)
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F.4. Poisson bracket in (X, &, i, ¢) coordinates (non-relativistic case)

The new guiding-center Poisson bracket therefore reads

{F,G},, =VF- s X VG 4 pye - (VF%? — Zivc:) +&,. (VF%? - %?VG)
N oG OF 1-¢&2 OF 0G OF 0G

e <R (V5 - 5 V0) + g e v (5 - )
+wam@maﬁmq 5.%Mm_ww)

P Op Op  Op Oy g¢ Op 05 0§ Op

m$) (OF 0G OF 0G mQE (OF 0G  OF 0G

p(ww‘%mﬂ‘w(W%‘mw>
m$ [OF oG oG oF oOF\ 0G

w{w@w%J@@%Jmﬂ
1-¢&2 OF 0G  OF 0G

zm@M“wW@&‘&@>
+ Pge <V*F8G — aFv*g)
p P

Op 0
L& L~ . ,0G  OF _,
+W (pgc_mQTbXVIHB |V Faig aﬁgv G

mQﬁ

F.4 Poisson bracket in (X, &, 1, p) coordinates (non-relativistic case)

The free particle kinetic energy £ reads

il
E=_—+uB (F.39)
m
We therefore have »
d€ = pVB-dX + “Ldp| + Bdu (F.40)

We readily deduce the following poisson brackets, using {za, 28 } = Jag

p
{X, €}y = {X. X}, - VB + 2 Xopy} o+ B{X, 1},

—B* F.41
mB‘T ( )

{p.€},. =1{p), X}, - 0wV B+ B{p. u},,

Pl L«
= x uVB+ ——B F.42
le’T H mBhk ( )

_ Ll
{ﬂ?g}gc - {:u7X}gc : H“VB + E {M’p‘l}gc
—0 (F.43)

il
{0:€ e =10 X} go - VB + — {2y}, + Blos it}

b P
-0 x uVB+ 2L | .Rr* F.44
+<mQ*| H +mB|T ) (F.44)
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F. CALCULATION OF THE GUIDING-CENTER POISSON BRACKET

The remaining coordinate Poisson brackets remain unchanged, i.e.

o~

{X, X}gc = I

mQﬁ X

{X, uty. =0

{X7 So}gc = mQ*

Q
ety =-5

Since V x b = (BV XB)B+BX (BVB), we can rewrite B* as

B* = Bib+ %Ex (b-vb)

m

We thus define v, as

Pl_g« .

mBhk mQﬁ

Ve = {Xa g}gc =

The new guiding-center Poisson bracket therefore reads

oG  OF
{F7 G}gc =V£F. mQ’ﬁ X VG+Vgc . (VFag _ &E.VG)
. oG oF . (0F G OF 0G
e X R -<VF&p—&pVG>—VgC.R (ae&o_&pag
_Q(0FOG _OFIG\ _ (0F0G _0FIG
B \Opdp 0y op 9E Do Dyp OE
_2 3£ a£+38£ — 8j+38£ 5£
"B lop \op T 0E o T oE ) ap
. 0G OF_,
v (Vg - 560
b § .
~ “V*F X V*G
mQﬁ

We therefore obtain the expression found in Brizard [12].
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X pVB =vb+ — X (,uVB +muﬁb . Vb)
mQ”

)

(F.45)
(F.46)

(F A7)

(F .48)

(F.49)

(F.50)
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F.5. Various calculations

F.5 Various calculations

F.5.1 Calculation of Wxx

Using the expression for W ,denoting z* = (X) the spatial coordinates and shortening the spatial
coefficients Wi as W;, the spatial gradient reads V = Vz* (8/ ox* ) and we have

0 (e B 0 uB
:@ (CAz +m’UHb2 — %R;) e ( Ay +mv||b1 QRT)

~ B
= |V X (6A+mv|b— MR*)]
c Q

Wiz

3

—B" — BV x R*

ms2
_ (F.52)
% 3
0 (e 0 (e uB
W13 :% <CA3 + mvag 0 R3> 87 <CA1 + m’U”bl - QR1>
V X ( A—I—mmb—R*)]
- {mQB* PBG « R*] (F.53)
2
0 (e uB . g (e uB
W23 :@ <CA3 + mUHbg — QRS) — % (CA2 + m’U”bg — QR2>
~ B
= |V X <6A+mv|b — MR*)]
c Q 1
Q uB
[mB* P2V x R (F.54)
1

with W11 = Way = W33 = 0 and defining B* =V X [A + (UH/Q) B} =B+B (v“/Q) V x b. We
can therefore deduce

o ijk ms) *_uB .
Wi =e [BB TVXR )
o [mQ B
— _ ikl {TZB*MQVXR* 5
k
Q 1B
:< [T’;B* QV><R* xH) (F.55)
j

Using B* =V X [A + (UH/Q) B], we finally have the expression

ms2 uB
=—|—B* - * I F.
Wxx ( B Q —V XR ) X ( 56)

F.5.2 Inverse of a 4 by 4 antisymmetric matrix

Let us consider the following antisymmetric matrix

0 a b ¢
—a 0 d e
A= b —d 0 (F.57)
—c —e —f O
The cofactors of A read o
Cij = (—1)""7 det M5 (F.58)
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F. CALCULATION OF THE GUIDING-CENTER POISSON BRACKET

where M;; is the submatrix of A where the row ¢ and column j have been omitted. The determinant
of an odd-order antisymmetric matrix is always zero, therefore

Cii=0 (F.59)
Due to antisymmetry, we also have
Cji = —Ci; (F.60)
F.5.2.1 Calculation of Ci5
—a d e
Cio=—| b 0 f|=—<bef+cdf +af?*=f(af —be+cd) (F.61)
—c —f 0
F.5.2.2 Calculation of C;3
—a 0 e
Ciz=| b —d f |=0be*—cde—aef=—e(af — be+ cd) (F.62)
—c —e 0
F.5.2.3 Calculation of Cy4
—a 0 d
Cuu=—-| b —d 0 |=adf —bde+cd*=d(af —be+cd) (F.63)
—c —e —f
F.5.2.4 Calculation of Ca;
0 a c
Coz=—| —b —d f |=acf—bce+c*d=c(af —be+ cd) (F.64)
—c —e 0
F.5.2.5 Calculation of Cyy
0 a b
Coyy=| b —d 0 |=0b%e—bed—abf=—b(af —be+ cd) (F.65)
—c —e —f
F.5.2.6 Calculation of Csy
0 a b
Css=—| —a 0 d |=acd—abe+d’f =a(af — be+ cd) (F.66)
—c —e —f

F.5.2.7 Calculation of det A

Developing the first row of the determinant gives

det A = aCyy 4 bCi3 + ¢Cry = (af — be + cd)? (F.67)

the determinant is nonnegative, which is consistent with properties of antisymmetric matrices.

142



F.5. Various calculations

F.5.2.8 Expression for A™!
The inverse matrix is proportional to the transpose cofactor matrix, i.e.

1
(A7), = 220 (F.68)

A~ therefore reads
0 —f e —d
B 1 f 0 — b
af—-be+cd| —e ¢ 0 —a
d -b a 0

A1 (F.69)

the term af — be + cd will be called the inverse matrix denominator in this document.
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Appendix G

Conservation laws for the FP collision
operator

G.1 Expression of the collision operator

The Fokker-Planck collision operator for a test particle a moving in field particles b with dis-
tribution functions respectively f, and f; in velocity phase spaces V and V' has the following
expression :

Ca - anb (Gl)
b

Where :

fa () 0fs (V) fo (V') Ofa (v)

my vy mg,  Oug

Cap = —2me2elm, lnAi/ d*v' [ Qap(v—v)  (G2)

v,

A sum of repeated cartesian indices («, 8) is implied. The expression of Qp is, noting = = |x| :

Qop (x) =272 (xzéag — Taxg) (G.3)
We can note that the collision operator is in divergence form :
Fab
Cop = — 0-A, G4
b 2my, b (G4)

where I'yp = [y = 4dmeZeiInA and Ay, = [Q (v — V) - (%B'fb — 7fl—ba(')fa) Here, 8 = v -2

vy

and 8’ = v/ a% are the del operators for test particle and field particle velocity phase space and

Q is the tensor associated with Qn3. We also note [ = [|, d*v and [ = [y d*v'. It is important
to note that another expression for Q is Q (x) = 273 (221 — x ® x) where I is the identity matrix.
Therefore, we have the two properties Q (—x) = Q (x) and x- Q (x) = Q (x) -x = 0.

.2 Conservation laws

G.2.1 Particle conservation law

The particle conservation law is expressed as :

/ Cup =0 (G.5)

The integral can be expressed as :
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G. CONSERVATION LAWS FOR THE FP COLLISION OPERATOR

/Cab =— /3 Ay = d*vAq, -1 (G.6)
2ma Y%

This last integral has a value of zero since A is physu:ally required to have a zero limit at the
phase space boundaries.

G.2.2 Momentum conservation law

The momentum conservation law is expressed as :

/ (Mg vCap + mpvChy) =0 (G.7)

We define the following term :

T
P, = /mavCab = —TQb v (8- Agw) (G.8)

We notice that v (8 - Agp) = 0 (VR Agp) —(8 @ V) -Agpy = 8-(V ® Aup)—Agyp since (0 @ v) = Lis the
identity matrix. Using the zero-limit argument for 8- (v ® Ayp), we deduce that [ 8- (v @ Ag) = 0.
We therefore have :

_ % / A (G.9)

Since T'yq = Tqp, proving that Py, = —Pg is equivalent to proving that [ Ay, = — [ Agy. We start

from the expression :
/Abaf// Q(v—v) (f“{)’f Jo 6fa> (G.10)
m Mg

Usmg the fact that Q (v/ — v) = Q (v — v'), we permute field and test particles a «» b and v <> v/

/Aba //Qv— ' (fbafa f“a’f) (G.11)

We immediately have the relation :
/Aba = _/Aab (G12)

The collision operator therefore obeys the momentum conservation law.

G.2.3 Energy conservation law

The energy conservation law is expressed as :

/ (mGUQCab + mbszba) =0 (G.13)
We define the following term :
E, = /mav Cop = ——— ( 29 Aab) (G.14)
We notice that v? (8- Agp) = 8- ( ) oA,y = ( ab) —2v - Ag. Using the zero-limit
argument for 9 - (v Aab), we deduce that ff) ( 2Aab) = 0. We therefore have :

Eab = Fab/v . Aab (G15)
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G.3. Collision operator with maxwellian test particle and field distributions

Since I'y, = I'yp, proving that E,, = Eg; is equivalent to proving that fv~Aba = — fV’Aab. First,
we note that :

vV.QW -v)=(v -v) Qv = Vv)+v- Qv = v)=v-Q(v -V
Since Q (v —v) =Q(v—v') and (v —v) - Q(v' — v) = 0. Starting from the expression :

/v~Aba///v‘@<vv'>-(7fjba’f I 3fa> (G.16)

Permuting field and test particles a ++ b and v <+ v/, we therefore get :

K Abr//v Qv ) (f” o/, - f“ba'fb> (G17)

We immediately have the relation :
/V'Aba:—/V~Aab (G18)

The collision operator therefore obeys the energy conservation law.
G.3 Collision operator with maxwellian test particle and field
distributions

In this section, we assume the test and eld particles have a maxwellian distribution with respec-
tive expressions :

3
Mg 2 Mq o
_ _ 1
Ja (V) =m0 <27rkBTa> eXp( QkBTaU) (G.19)
no_ mp : L
fb(V)nb(%kBT) exp( QkBTbU> (G.20)

Where T, and T; are the respective temperatures and kg is the Boltzmann constant. We can
therefore deduce :

afa = QkBT fa (G?l)
rpe Ty ’
9'fy = %nT, fov (G.22)

Inserting these expressions into Cg,, we get :

Cab:_

o- [0 -1 (2 - X) A (G23)

2kBma a

We can therefore see that if T,, = Ty, the collision operator is zero, since Q (v/ —v) - (v/ —v) = 0.
This is consistent with the thermal equilibrium between test particles and field particles in this
case, in which no transport is present.

G.4 H-theorem for the collision operator
In this section, we want to prove the H-theorem for the Fokker-Planck collision operator, i.e.

that the entropy derivative is always positive with respect to collisions. We consider the time
derivative of the expression of the entropy integral :

147



G. CONSERVATION LAWS FOR THE FP COLLISION OPERATOR

ds d
T Z—Za:dt/falﬂfa
= — (Inf,+1)C,
3 i
= —Z/mfacab (G.24)
a,b

where Cy;, corresponds to the time derivative of the distribution function due to collisions, as
described by the Vlasov equation. The last expression comes with the fact that [ Cy, = 0, due to
the particle conservation property. Using the expression of the collision operator, we have :

dSa Fa ! / a
dtb/mfacabQmi//lnfaa[Q(vv) (ib df, — f fﬂ (G.25)

Integrating the expression by parts, it becomes :

dSab — —/h’lfa b= ab // 81nfa V—V/) . ( fb afa fa a/f) (G26)

(1

Doing the permutation a <+ b and v <> v/, we get :

B = [micn =g [ [ ompaw v (Lo - Lor)

2mb// (81n f,) - v—v’)-(fbafa f“ba'f,,> (G.27)

The total entropy derivative is the sum of those two contributions :

ds 1 dSap  dSpa
dt_2§b:<dt * dt) (G.28)

a’)

We therefore have, using the relations 8f, = f,81In f, and 8’ f, = f,0"In f, :

ab// (allnfb a:]?afa>.(@(v—v’).(8,7ifb 8:;1fa)fafb

Zb// X Qv —v) X]fafy (G.29)

Where X = 8’ In f,/mp—81n f,/m, . From the analogy with the inner product, we have X-Q-X >
0. We therefore immediately deduce dS/dt > 0 ; therefore the H-theorem is proven for the Fokker-
Planck collision operator.
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Appendix H

First-order Anisotropic Collision Operator

NOTE: Unless specified, all integrals are definite integrals over the coordinate’s (or coordinates’)

value range.

H.1 Velocity-Space Coordinate System

In this document, we will use the coordinate system (p, ¢, ) for velocity space, where p = |p|

is the kinetic moment amplitude, £ = p - E/ p the pitch-angle cosine with respect to magnetic field

unitary vector b and @ is the gyrophase angle. Their value range is

pE [0, OO[
el-1,1]
p €10, 2]

Using p = pr + p., we define the lowest-order gyro-radius as

Bxpip\/lf{2

ms) ms)

Po = p

so that
o~ 8p0 e 5

(H.1)

(H.2)

where we use the rotating othonormal vector base | (x,0) = p(x,0) X b (x) with I= 0p/0¢ and

p= —a1 /0p. We can deduce from the momentum expression the basis vectors
= gp b mO g
v = 272 = —mflp,

We also define the gyro-gauge vector

R=V1-p=-Vp-L

We have the following expressions for the gradient and tensor double gradient operators

%—%e 7(1752) %e —&—71 %e
ap ap P 2 o T pRA—)ap ?
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H. FIRST-ORDER ANISOTROPIC COLLISION OPERATOR

82A —8271466
opop Op2 PP
. (1-¢2)° <32A+ p 9A ¢ aA>

pt oz T1_e2ap  1-¢e2 oe ) %
! &4 ) 04 2, OA
T ey (aw tr(L-8) g, mel=e )6£> esey
1-8%) (9?4 104
+ ( 2 ) (6pa§ _ p@f) (epeg + egep)
1 9%A 104
* p? (1 —¢£2) (8])8@ - p@gp) (epey, +egep)

1/ 9%A ¢ 0A
— (558@ + 523> (ece, +epe)
_0%A (1-&) —¢2)® 82A 1 %A
oo T o e 0
L1 (8A £ 9A
p

1-€2 /324 104
P2 (3paf - pa{) (epef + efep)
1 < 0%A 10A
p?(1—¢2) \9pdy pOp
00p 1 —£20¢p

+

) (epe, +egep)

> (ece, +epee) (H.8)

H.2 Local collision operator

The Fokker-Planck equation for collisions reads for a particle distribution f, in phase space

P dfe _0fe , dz 00 _, -
E_at_kaaz_ [fa} ()

Where C [f.] = XpC [fa, fb] is the collision operator which includes interactions with both like and
unlike particles, given in divergence form [4] as

Clpasl= =122 5 [l @ w) (fa(, p) 2002 fb<xcp'>%§§p>) (H.10)

where u = p/ma, u' = p’/my and Ty, = €2e? InAgp/47med. In the nonrelativistic case, U (v, v') =
w M — w3ww with w = v — v/. C[fa, fs] can be represented as

Clhufil =55 (Kab o] fo— Do fs]- 3{)) (H11)
where
Kulf) =222 [lf @'y U () (H.12
D[] =2 /// &y (p) U (u,w) (H.13
In the relativistic case, the kernel for the Belaiev-Budker operator reads
U(u,u’) = 7':’2103 (w?I — uu — u'u’ +r (uu’ + u'u)) (H.14)
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H.2. Local collision operator

where

v =11+ Z— (H.15)
2
=11+ 12—2 (H.16)
u-u
r=yy — =2 (H.17)
w=cy/r? -1 (H.18)

Here, the drag vector and diffusion tensor are determined using the following potentials derived by

Karney [10];
voteow = [ T L) (H.19)
Uy (x,u) =— — ///dgl,l/rfb (x,u) (H.20)
Uy (x ///d3 Y ginh~! ( )f,, (x, ) (H.21)

v == o [ S o) (1.22)
s oy, (o () =) oGt (123)

The following relations exist between Karney potentials

Lo¥o =, (H.24)

L0, =0, (H.25)

L0 =f, (H.26)

LU, =T, (H.27)

LoWs =1 (H.28)

where
uu 0% 3u 0V 1-—a?
La¥ = (“ =) auau 2 e Y (H.29)
20V (2 OV 11— (9% 2 OV 1 820 1-a?
) = - - + v
T o u ou u? 082 1-¢£2 9¢ u? (1 —&2) Op? c?
(H.30)

In the nonrelativistic limit, ¥y = ¥y = H,, ¥s = U3 = G}, become the Rosenbluth potentials [43]
and L becomes the velocity-space laplacian. The relativistic collision coefficients read

K, = (K\h - K%) (H.31)
’Y
_pD 1t 2 uu I uu
Dy _Fab7 ({L+ 5 (11+ 3 )} Uy - {L 5 (11+ 3 )} \1/4> (H.32)

151



H. FIRST-ORDER ANISOTROPIC COLLISION OPERATOR

where I'E = (mg,/my) TD = —4m (ma/myp) Tap and the operators K and L read
uuy\ OV

krw =1+ ) 5

OU 1melov 1 1ow
T Ty et T p - ude”

=00 22)- e (12 5 12) (o)

82 u QU
=\t Eau ) e
(1-¢)1 0% 5 OV ov
e (1- 5)852 +7 g = ac ) o

! 1 Lo ++° aj—f e, e
F e g o o o wC
52 2700 10V
p auaé- uaié- (epe§ +e§ep)
,Y2 1 32 B 167\11
p(l— 52) u \Judp u dy

11 (/80 ¢ oV
<a£8<p + 1_£2&p> (egqu + e#’ef) (H34)

(H.33)

_|_

_|_

+ > (epe, +egep)

ek
It is interesting to note that since 8/0v = v (I + uu/c?) - 9/0u, we can rewrite K and L as

100

KU =— — H.
= (H.35)

1 9%V 1 ( or  ov )

Ly —— % (22 OF
v2Ovov 2 v8v+8vv

(H.36)

Karney [?] showed that the potentials ¥j can be expressed in terms of spherical harmonics as
follows

00 12
W= [ S ) 4 0+ [T w70 s
0 u
where NIE] is explicited in the appendix and f[z ™) are the spherical harmonic coefficients of f.
One can deduce that if f, is gyro-independant, this reduces to a Legendre polynomial expansion
Wy (x,1,6) = Y52 U (%, u) P (€), where

u 12 0o /2
Wl (y) = / du' “— N[ (u, ') £ (') + / du' " N (o u) {19 () (H.38)

) 0 Y ’ u Y

and flgf] are the Legendre expansion coefficients for f; (x,u,&) = > 15, flga (x,u) Py (§). We can
deduce the following relations between coeflicients

Lol =plf (H.39)
Lo 0l =yl (H.40)
Lo, 0l =gl (H.41)
Lyl \p[‘] (H.42)
Loy =olf (H.43)
where ool o su\ vl e+l a2-1
Ly 0l = Vot (u - C2> o - ( > ) vl (H.44)
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H.2. Local collision operator

H.2.0.1 Isotropic field-particle distribution

Here, f, = 1£0] (x,u) depends solely on energy in velocity space. We therefore have U) =
\IIECO] (x,u) and

w2 oyl

_1TK 1
Kap =Tapy ( ou 2 ou €p (H.45)
=" (xp)p (H.46)

D 7FD 2 62\111[30 4 82 u 6\11[30] 4 8\11 1 \II[O] 4 \1][0]
ab =L gp7 v 8’(1,2 02 au2 Y o C2 ou + 0*2 3 + g 4 €pe)p
1[owlh 400l 17 p .

* (u w2 o |Ta {‘I’[ '+ ‘I’[ ]} (I—epep) (H.47)
=D} (x, P) + D} (x,p) (11 - l;f) (H.48)

with

‘IILO] (u):/o du /fy N[O] (u, u)f[o]( )—l—/u du /7 [0] (u',u) zEO] (u) (H.49)

We can rewrite the local diffusion matrix using Lo, to eliminate second derivatives

]D) Fab7

( g0l 22 ovs 897 ou) 8q,[01>
T2 4

u  Ou uc? Ou ct

100l 1 4 ool 4
<u35+c2qum v o tali | I-epe) (11.50)

H.2.0.2 Gyro-independant first-order anisotropic field-particle distribution

Here, f, = {EO] (x u) +&f [1]( u) is a first-order Legendre expansion. We therefore have
U, = \IILO] (x,u) —|—§\I/k (x,u) and

[0] (0] 1] 1]
K, — L[ (el 2 ovll]  Towl 2 oullTy
~y ou ¢z Ou ou 2 Ou
1-¢21 2
S <\IJ[11] - 62\11[21]> eg] (H.51)
=— (1 xp) + 6 o)) p— (1-€) vl (x.p) e (H.52)
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vl 4 o2l 0™ 499 A
Doy =I'5) 2 s 4 S 27 2 gl = glol
b ab” [(7 Ou2 2 Ou2 2| ou 2 ou + = |Ys + 2 Vs
32\1,[1] 4 32\1,[1] u 8\11[1] 4 6‘\1/[1] 1 4
2 3 4 3 4 [ 1)
T ee T@ e |TE e T @ e | TR {‘Ps +cz‘1“4] ey
1ol a0ul 1 g 4 _yq
+<u g 2 oou | TV Tal
tu ou 2 ou Tz Wy ?‘1’4 T 22 vy - 07‘1'4 (I—epep)
1-¢21 (Jowld a0ul] 17 4 4
" p u gu @ ou | u|Ys T2V | (el +ecep) (H.53)

1— 2
= (D" )+ €0 (x.0) B2+ (DI () + €D} (x.1) (H - ‘;p) + 15Dl () (pec +ecp)

(H.54)
with

e 0
dulek (u',u) f () (H.55)

We can rewrite the local diffusion matrix using Lo, and L, to eliminate second derivatives

Das :Fﬁf}/

gl _ 270 820wl 8
0 ou uc? Ou 4

272wl 9 gy owlll  g42
27 O%3 + 1, o7 0%y 7" gl eye,
u

ol - il _

& Yo ou w2 3 uc?z Ou u2e2 4
0 0

o 1w 4 0vl 4

u Ou 23 ucz ou A
& u Ou 2 22 R ucz Ou + 2\ 2 + ~202 vy (I —epep)

1-¢1 (ovl) 1 490l 4

T w ( G 7Y @ g Taals ) (eectecer) (11.56)
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H.3. Relativistic-potential kernel expressions

We can therefore deduce

o = F;fb,y (agjo] _ 6223;’5]> (H.57)
e (- 328 s
v = — Ff’; (qf[l” - 622\1/[2”) (H.59)
pl :Fﬁ,g wbl? — 242 3;%0] é?;a;%m - i‘wlﬂ) (H.60)

3\1121] 2 [1] 872 3\1’5] 872 1]
— —_ = U H.61
7 2 Ou uc2 4 ( )

v
+ oy

8\11[31] 1 [(u? 1 [1] 4 8‘1/[11] 4 u? 1 1]
—t+ — | == —= | U - = — | =+ =¥ H.
pi(E-m) -5 s ) (H.63)

(H.64)

[0] 2 0]
(8‘113 LMl AT 0Yy 4%4{5}) (H.62)

H.3 Relativistic-potential kernel expressions

We can rewrite the relativistic potentials as

.
et e
v ] Sl (£) ) (.67
v ] e (£) ) (H.68)
o= I S (2) rw) (H.69)

) f () (H.65)
) f () (H.66)

where
W () =- - (H.70)
i (2) = - g (H.71)
i (2) = — % (H.72)
W () =- (H.73)
o () =2 (H.74)
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with 0 = sinh ™'z and 7 = V/1+ 22. For z = u/c (vesp. u'/c), T = 7 (vesp. ). The kernel
functions N, g] read

(H.76)

)i (%) (H.75)
)
Yl (5)0(%)) )

C

H.78
il (%)) (1.75)
@, n_af 0 (w . fv g (uy o (v g (uy o (v
= (4 (23 () 0 (30 (5) ot (930 (2))

with, for ¢ = O:

W () = - (H.80)
) (2) =— g (H.81)
W () =-3 (H.82)
yy (2) = — g (H.83)
Ui (2) = _T(;Jr : (H.84)
iy (2) =7 (H.85)
i) =1 (H.86)
38 () =5 (IL87)
i (=) =T (H.88)
. 2
00,y 372 —&—Sz—i- 22%) o (H.80)
9 () = —Tz 4+ 212; 22%) o (HL.90)
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H.4. Local first-order Legendre integral term

and ¢ = 1:
-
y([)l] (2) = — = (H.91)
1
i (2) = — = (H.92)
1
v (2) =5 (H.93)
T
v (2) =5 (H.94)
TO
vl () =g (1.95)
. z
3o (2) =5 (H.96)
1] TZ — O H
i) =5 (H.97)
. —3rz+ (342220
s (z) = é 5 ) (H.98)
z
—370 + (32; + z3)
Wy
Js (2) = 2.2 (H.99)
1] B (15 + 622) TO — (152 + 1123)
i (2) = 5982 (H.100)
] —(3=62%2) 70 — (32 — 5z°
() = ( )7222 ( ) (H.101)

These explicit expressions feature singularity problems when u — 0, therefore it is preferable to
evaluate them using the recurrence algorithm provided by Braams and Karney [10].

H.4 Local first-order Legendre integral term

If the test-particle distribution is a maxwellian fa;, = nomeq/ [471'ch (macz/Ta)] exp [—’meCQ/Ta] ,
we have

8fMa _ p

S = T (H.102)
ana

= H.l
56" =0 (H.103)

The first-order term for the collision operator reads

[fhfayffm] 7 Kf {Vzm - WlanDz[l]] p+(1-¢%) {Vtm - mlaTaD[Xl]} e&) fa]

v 1 n . ut o
=¢fMa <Ua + 3y, [ _ 2y, _m’/l

oD}" Ul Wt Ry
U P + (3 7262> Dl — 2D,

1
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with

ol TE (4 1\ (oull 200l T4 (20l 2 9%w)]
ou  mg \u2 e ou 2 ou My U oz 2 ou

_Tah ovit 200"\ 1 (T 2w, 2 [y 240
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so that
v, [l _ o 1 Cap 1 (o 2 g
U, + 3y, — 2y m, oy a2l (H.107)
oD} u? \ o m_rp7 (200 n o 2020wl 2u
u au <3 — 202) Dl — 2D>< :Faba u W — U\IIO — ? au + 072\:[/3 (H108)
We can deduce
O [Faro €417 =tme a2 [ Mo | L gl - w2 g 2u 00y
Ma> 5T Man \ my vt T, Ou ye2 b Tue? ou
woull 71 W gl [ 20 2y vyl 12 2 ol
T, du T. ~T2| ° Toc2 " T2 | Ou T.c2 ' ~AT2| 3
8yu 8\I/£1] 8
— \ H.1
T2c¢? Ou T2c2 4 (H.109)

We therefore obtain the same resulting integral term as Braams and Karney [10].
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Appendix 1

Moments of the distribution function

Many useful characteristics of a population of particles, such as the density, toroidal current
density, density of power dissipated on collisions, cyclotron or bremsstrahlung emission, etc, can
be obtained from the kinetic description by calculating moments of the distribution function. This
moments are often calculated locally in space, and take the following form

v (tx) = [|f o Mitxp) F (x.p) (L1)

where f(t,x, p) is the particle distribution function and M (¢, x, p) is an operator acting on f. If the
operator M is gyro-independent - which we assume in this section -, the transformation to GC phase
space in an axisymmetric plasma is straightforward and we can write Mg (¢, 9,0, p, &) = M(t,x,p)

[13]-

I.1 Flux-surface averaging
In axisymmetric (¢, 0, ¢) geometry, the flux-surface average of a scalar quantity ®(¢,,0) is

27 de

(@) (t,¢) = (t,9,0) (L.2)

dV/dq/)

where dV/dy = 2m [ df/ BY is the incremental volume of a flux-surface. Similarly, using V¢ = (]Ab/ R,
the flux-surface averaged flux in the toroidal direction of a vector field ®(¢,,0) is

<(I)>¢ (ta 7/’) (ta VJ% 0) (13)

dsS, /dw / RB9 ¢

where dS,/dy = [df/(RB?) is the incremental poloidal surface element.

1.2 Local expression

Using the Jacobian Jx ,¢ = pZB‘T/B for the (p, &, ) system (3.84), the local moment in GC
coordinates can be expressed as

B (1,19, 0) = gc—zw/ dpp/ e ”MgCF( £ 0., €) (14)

In the low collisionality regime we have F(t,1,60, p, &) = F(O(t,1),p, &) where (1, &) are functions
of (¢,0,p,&) through (2.42)-(2.43). The moment (I.4) can also use the &, coordinate in terms of &,

_— _ > 2 éo Bﬁ O (t. v
Mgc(t7¢79)—277/0 dpp/ d&o ¢ By (w)Mch (t, %, p,&0) (I.5)
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I. MOMENTS OF THE DISTRIBUTION FUNCTION

The flux-surface average of M, is then given by (1.2)

2 df & B O (s =
/ d D P / dfo/el Ba 5 By )Mch (t,¢,p,fg) (16)

M) (10) = 20

where 1) is a function of (¢,0,p,&). In 1.6 the limits of integration for trapped orbits, 6, and 0,
are the same as in the orbit-averaging operation (2.56) since ¥ = 1 at the turning points.
If M. is a vector field operator, the flux-surface averaged flux in the toroidal direction is (I.3)

- I S L L N (I .7
<Mgc>¢ (ta '(/}) = dS¢/d¢/g dp p /_1 d&o /01 RBY zBo (E) ¢ MgCF (t7’¢7p7 50) (17)

1.3 Expression in the space of invariants

Alternatively, it is also possible to express (I.4) directly in the Z% = (3,0, p, &) system [13]

M (t.0,6) = (2m)* [ dddpgo 785 (5 - 0) MOFO (1. 5,p,60) (L8)

where ./\/lg();) (t,@, 0,p, fo) = M, (t, V.0, p, €). From (1.8), the flux-surface average of ® is (1.2)

2 ) = 20 s o (065 (5 ) M) FO0T &) 19

Similarly, the flux-surface averaged flux of ® is the toroidal direction is (I.3)

(Mo), (tv) = [l dtvico 7o (T8 (9= 0) 6 1) FOCTe) (110

dSg/dy
Within the thin orbit width approximation, G =1 in (1.9) and (1.10).

Practically, both the expressions (I1.6) and (1.9) can be used to evaluate flux-surface averaged
moments. Numerically, (I.6) involves interpolations to evaluate F(t,v,0,p,&) = FO(t,4,p,&),
while (I.9) requires a modeling of the delta function §(¢) — ) term by a rectangular function,
a Gaussian, etc. Note that in (I1.9) the calculation of the bounce-averaged term involves only
GC orbits - which is also needed to evaluate (7.14)-(7.16) - and can be done in parallel with the
calculation of the distribution function.

Among useful flux-surface averaged moments of the distribution function we can mention: the

density n(t,¢) = <T>, the parallel toroidal current density Jyg4 = <Zev”15>¢, and the density of

power deposited on particles through the evolution operator C' : Po = <5Cgc>.
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Orbit-averaged guiding-center Fokker—Planck operator
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A general orbit-averaged guiding-center Fokker—Planck operator suitable for the numerical analysis
of transport processes in axisymmetric magnetized plasmas is presented. The orbit-averaged
guiding-center operator describes transport processes in a three-dimensional guiding-center

invariant space: the orbit-averaged magnetic-flux invariant ¢, the minimum-B pitch-angle
coordinate &), and the momentum magnitude p. © 2009 American Institute of Physics.

[doi:10.1063/1.3249627]

I. INTRODUCTION

Transport processes play a dominant role in the long-
time behavior of strongly magnetized plasmas. In the ab-
sence of wave-induced (or turbulent) transport, the long-time
magnetic confinement of plasmas is based on the small di-
mensionless parameter eg=p/L<1 (the ratio of the char-
acteristic gyroradius p and the magnetic nonuniformity
length scale Lg). For such plasmas, the dimensionless param-
eter €,=Lg/\, (\, being the mean free path) can be used to
describe different classes of collisional transport processes,
such as classical collisional transport' (A, <L) and neoclas-
sical “collisionless” transport2 (A\,>Lg). The quasilinear
(wave-induced) transport processes associated with rf-
induced heating and current drive, on the other hand, cause a
slow time evolution of the background plasma distribution
(as a result of one or more wave-particle resonances) with a
time-scale ordering that is quadratic in a small parameter
€,=|B,|/|Bo|<1 associated with the rf-wave amplitude.**

Because the long-time behavior of the plasma distribu-
tion function for each particle species depends on competing
collisional and quasilinear transport processes, an accurate
treatment of both transport processes in realistic magnetic
geometry is a crucial element in determining the equilibrium
and behavior of fusion plasmas. For this purpose, the
use of dynamical-reduction methods (e.g., guiding-center
transformation™®) can yield reduced transport operators (in
phase space) that possess attractive numerical properties in
addition to accurately representing collisional” and/or
quasilinear4 transport processes of interest.

The purpose of the present paper is to present a brief
derivation of a general orbit-averaged guiding-center
Fokker—Planck operator suitable for numerical studies of
transport processes in general axisymmetric magnetic geom-
etry. This reduced Fokker—Planck operator represents drag
and diffusion processes in a three-dimensional space com-
posed of guiding-center invariants. In this reduced formula-
tion, the conjugate orbital angles have either been eliminated
from the guiding-center Fokker—Planck operator by averag-
ing or are absent by axisymmetry.

The remainder of the paper is organized as follows. In
Sec. II, we discuss the guiding-center Hamiltonian dynamics
of charged particles in unperturbed axisymmetric magnetic

1070-664X/2009/16(10)/102304/9/$25.00
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geometry. In Sec. III, we introduce the guiding-center
Fokker—Planck operator previously derived for general mag-
netic geometry and arbitrary guiding-center orbit topology.7
In Sec. IV, we first introduce the orbit-averaging operation
for standard and nonstandard guiding-center orbits in axi-
symmetric tokamak geometry. Next, we present the orbit-
averaged guiding-center Fokker—Planck operator and discuss
its properties. In Sec. V, we briefly discuss the derivation of
the bounce-center Fokker—Planck operator obtained by per-
forming the bounce-center phase-space transformation®’ on
the guiding-center Fokker—Planck operator and discuss its
connection to the orbit-averaged guiding-center Fokker—
Planck operator derived in the previous section. Lastly, we
summarize our work in Sec. VI and discuss its applications.

Il. GUIDING-CENTER DYNAMICS IN AXISYMMETRIC
MAGNETIC GEOMETRY

The existence of the small parameter ez<<1 in magneti-
cally confined plasmas forms the basis of the unperturbed
guiding-center dynamical reduction,’ in which the fast gyro-
motion time scale associated with the gyroangle L, (with
égEEBIQ), with the gyroaction J,=uB/) acting as its
canonically conjugate (adiabatic) invariant, is asymptotically
decoupled from the parallel and cross-field motions of a
guiding-center particle. The unperturbed guiding-center
dynamics is expressed in terms of the guiding-center position
X and the parallel velocity vy, where the guiding-center
velocity

A

. " b A A
X= l)”b + EB_Q X (,LL VB+ mvfb . Vb) = U||b + €pVp
n

(1)

is decomposed in terms of a parallel velocity v;= b-X along
a field line and a slower cross-field drift velocity v due to
weak magnetic-field nonuniformity. The guiding-center par-
allel acceleration,

VB

U=—’%(6+EBU_> -VB, (2)
I

guarantees that the guiding-center kinetic energy,

© 2009 American Institute of Physics
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PRI (3)
=0 + = -,
2T o

is a constant of motion (£=0 for a time-independent mag-
netic field and in the absence of an electric field). In Egs. (1)
and (2), the guiding-center magnetic-moment invariant w
and the coordinates (X,v;) in the reduced four-dimensional
guiding-center phase space are expressed as asymptotic ex-
pansions in powers of the small parameter eg, where first-
order corrections explicitly take into account magnetic-field
nonuniformity.5

We note that, while a nonrelativistic guiding-center for-
mulation is considered here, its generalization to a relativistic
formulation (appropriate for fast electrons) can easily be
accommodated.'” The kinetic energy (3) is thus replaced
with £=(y—1)mc?, the parallel velocity v, is replaced with
the relativistic parallel momentum p;=ymv;, and the mag-
netic moment u is replaced with the relativistic magnetic
moment w=|p, [>/2mB, where the relativistic factor is
y=(1+2uB/mc*+pi/m*c?)?. Additional details on relativ-
istic guiding-center dynamics in axisymmetric magnetic ge-
ometry can be found in Ref. 11.

A. Axisymmetric magnetic geometry

The general axisymmetric magnetic field considered in
the present paper is expressed in terms of three equivalent
representations:'

Vo X Vip+q(h) Vi X V6,
B=\B4V ¢+B,V0+B,Vy, (4)
B?9X/d¢p+B? 9X/30,

where the two-covariant, covariant, and contravariant repre-
sentations (from top to bottom, respectively) are expressed in
terms of the (poloidal) magnetic flux #, which satisfies the
condition B- V=0 (i.e., magnetic field lines lie entirely on a
constant-i surface), and the poloidal and toroidal angles 6
and ¢. The toroidal and poloidal components of the magnetic
field (4) are B, =By R=B?R, where R=|3X/d¢|=|V |,
and B,,=|V|/R=B3X/d6|. The safety factor g(4) appear-
ing in the two-covariant representation is defined as

9= =" (5)

We note that, because of the magnetic-flux condition B- Vs
=0, the covariant component B, =-By(V6-V)/|Vy|* in Eq.
(4) vanishes only if the coordinates ¢ and 6 are orthogonal.
The spatial Jacobian ) associated with the coordinates

(,0,¢) is
V=(V¢yxXVe-Vp) ' =B Vo) '=(B)", (6)

where B is assumed to be positive. Lastly, the infinitesimal
length element along a magnetic field line is

B
ds = ﬁd@. (7)

Note that, according to the standard axisymmetric tokamak

Phys. Plasmas 16, 102304 (2009)

ordering (with B=B,,), the ratio B/ B’ can also be expressed
as B/B%=B/[B,,,/(qR)]=gR, so that we recover the standard
approximation ds=qRd#.

B. Guiding-center motion in axisymmetric magnetic
geometry

The guiding-center motion in arbitrary magnetic geom-
etry described by Egs. (1) and (2) possesses two constants of
the motion: the total guiding-center energy (3) and the
guiding-center magnetic moment . Guiding-center motion
in general axisymmetric magnetic geometry (4) is also char-
acterized, according to Noether’s theorem, by a third con-
stant of the motion: the toroidal canonical guiding-center
momentum

X -

Here, the vector potential A=—4'V ¢+ i () VO (with
q=di,/dy defined in terms of the toroidal magnetic flux
o) Was obtained from the two-covariant representation in
Eq. (4), where the coordinates (i, 6, ) now describe the
guiding-center position X, p=v,/{ denotes the parallel
gyroradius, and By=B-JX/d¢ denotes the covariant com-
ponent of the axisymmetric magnetic field.
The projection of the two-dimensional drift surface,’

y—pBy= ¥, 9)
onto the poloidal plane (X,Z) generates a closed curve
Y= IZ(G) parametrized by the poloidal angle 6 and labeled by
the guiding-center invariants (i,, u):

WO,0 0.8, 1) = Y+ SY 0,0, .E, )., (10)

where the “bounce-radius” Siy= J—l_p represents the depar-

ture of the drift surface (10), labeled by z_ﬂ from a magnetic
surface ¢ and o=*1 denotes the sign of v;. A guiding-
center orbit O is obtained either by integrating the guiding-
center equations of motion,

p=X. V’/’ZUMB Vip+ vy - Vi = el
(11)
GE X . V0= UHB . V0+ €EpVp - VGE U||Ba/B+ EBQB,

for a given set of guiding-center invariants (i,&, ) or gen-
erating the orbit directly by the constant-of-motion method."

For each generic set of guiding-center invariants (i, E, 1),
there corresponds a unique guiding-center orbit O, which is
either a frapped-particle orbit (if the bounce-radius Sy van-
ishes along the orbit), or a passing-particle orbit (if the
bounce-radius 8y does not vanish). Nongeneric orbits'” in-
clude the stagnation orbits (where 6=0 or v,B?/ B=—ez0p
#0) and the pinch orbits (barely trapped orbits in the zero-
banana-width limit).

On each flux-surface ¢, the magnetic field amplitude is
assumed to vary monotonically between a minimum value
By(1) and a maximum value B;(#), located at the poloidal
locations 6,() and 6,(y), respectively. The turning points
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(4, 6, ) of trapped-particle orbits (i, &, u) are located on the

drift-surface label =, where the magnetic field reaches its
maximum value along the orbit and 5:,[/(0,;—’, 154, 1)
=(. Consequently, the X point separating trapped-particle
and passing-particle orbits parametrized by the drift-surface
label ¢ is located at the position [, 6,(4)].

While the magnetic moment w is an important invariant
for guiding-center dynamics, the pitch-angle coordinate

oy E,p) =vyv =0\ 1 - uB(P)/E (12)

is better suited in describing the transition between trapped-
particle and passing-particle orbits. In order to convert the
pitch-angle coordinate into a suitable guiding-center invari-
ant, we replace the guiding-center magnetic-moment invari-
ant u with'®

50(1270-; guu’)
V1 — uBy()/€  (for trapped-particle orbits),
a o\1 — uBy()/E (for passing-particle orbits).

(13)

The physical interpretation of the pitch-angle invariant &, can
be given in terms of its connection with the bounce-action
invariant J,. With this definition, the trapped-passing separa-
trix given by the relation

1-(1-&)B,($)/By() =0,

which is an even function of &, and does not depend upon the
energy & (important for numerical applications).

The guiding-center Jacobian in coordinates (X,p,§,¢,)
is J,.= p?, while in terms of the coordinates (X, p,go,gg), it
is Joe0=p?|0&/ 9&|=p*¥|&/ &, where we used the definition
W(i, 0)=B(, )/ By()) with the relation

g =\1-W(1-&). (14)

Next, the spatial Jacobian in coordinates X = (,0,¢) is
V=[B%4)]™", so that the total guiding-center Jacobian in co-

ordinates (i, 0,¢:p.&.8,) is
. 15
3 € ) (13)

¥
j = Vj gc0 =P g

In the next section, we express a general guiding-center

Fokker—Planck operator in terms of the guiding-center in-

variants (ljf, p.&) in a form that will be suitable for orbit
averaging in Sec. IV.

lll. GENERAL GUIDING-CENTER FOKKER-PLANCK
EQUATION

The Fokker—Planck equationm’17 forms a paradigm for
the investigation of classical, neoclassical, and quasilinear
transport processes in plasmas. When written in terms of the
test-particle phase-space coordinates (x,p), the general
Fokker—Planck operator is expressed as a local partial-
differential operator in momentum space:

Phys. Plasmas 16, 102304 (2009)

CUM&W=—£~<Kﬂ&m—D-ﬂE£», (16)
p p

where the Fokker—Planck momentum-friction vector K and
the momentum-diffusion tensor D are functions of (x,p).
When representing collisional transport processes, for ex-
ample, these Fokker—Planck coefficients K=23'K[f’] and
D=ZX'D[f'] are expressed as integral operators acting on the
field-particle distribution f’ (where the field-particle species
may coincide with the test-particle species). Hence, the
Fokker—Planck operator (16) may either be a linear, bilinear,
or nonlinear operator acting f, depending on the type of
transport problem one wishes to investigate.

While collisions and wave-particle interactions take
place locally in particle phase space z=(x,p), the transfor-
mation to reduced phase-space coordinates z (e.g., guiding-
center coordinates) will generically introduce transport coef-
ficients in the full reduced phase space. This implies that the
Fokker—Planck coefficients (K?,D¥) in three-dimensional
particle-momentum space are replaced with six-dimensional

reduced phase-space Fokker-Planck coefficients (K®, D),
defined as

K%z) = {Ki(z)(yz—(l.z)] and
&P 7=2(Z)
(17)
_ e azﬁ(z)]
D%B(z) = |: — DY - s
(Z) ap' (Z) &p] 2=12(Z)
and the Fokker—Planck operator (16) transforms to
- 1 9 |—=f-- - .0f
C =-=—/|J| K" —D“ﬁ—”, 18
e J oz {“7< / a7’ 1y

where f(z)=f(z) is the particle distribution expressed in
terms of the reduced phase-space coordinates and 7 is the
Jacobian for the transformation z—Z. The most important
aspect of the transformation to Eq. (18) involves the choice
of the new phase-space coordinates z. Note that the defini-
tions (17) for the reduced phase-space Fokker—Planck coef-
ficients require that the transformation z—z(z) and its in-
verse Z—Zz(z) must be known up to the desired order in
magnetic-field nonuniformity.

One possible choice is to adopt a canonical action-angle
formulation,'®  where zZ=(J ,0) includes the three-
dimensional action invariants J for magnetically confined
particles and their canonically conjugate angles @ (which are
ignorable coordinates by construction df/d@=0). While the
three-dimensional action-space Fokker—Planck operator de-
rived by Bernstein and Molvig18 formally describes classical
and neoclassical transport processes in axisymmetric mag-
netic geometry, it is not suitable for numerical implementa-
tion since some of the action coordinates (e.g., the bounce
action J,,) are not local coordinates. Hence, the action-space
Fokker—Planck operator does not describe local transport
processes, which makes the transport analysis of its results
difficult to interpret.

Another choice is to adopt local noncanonical guiding-
center coordinates’'® leading to the construction of a re-

Downloaded 13 Oct 2009 to 132.166.200.86. Redistribution subject to AIP license or copyright; see http://pop.aip.org/pop/copyright.jsp



102304-4 Brizard et al.

duced guiding-center Fokker—Planck operator. In a weakly
nonuniform plasma with a strong axisymmetric magnetic
field, for example, the reduced guiding-center Fokker—
Planck equation describes transport processes in a four-
dimensional space: the poloidal-flux and poloidal-angle co-
ordinates (¢, 60) in physical space and the energy and
magnetic moment coordinates (€,u) in velocity space,
which are invariants for the guiding-center motion. Here, the
reduction from six to four dimensions is associated with the
fact that the guiding-center plasma distribution is indepen-
dent of the gyroangle £, (by definition) and the toroidal angle
¢ (by axisymmetry), so that transport along these ignorable
angles is irrelevant. While Zaitsev et al.'® considered the
lowest-order definitions (in magnetic-field nonuniformity)
for their choice of guiding-center coordinates, Brizard’ con-
sidered first-order corrections (ez=p/Lg<<1) as well. In both
works, classical collisional transport appears in Eq. (17) as a

result of the lowest-order relation JX/ ap=—5 X1/mQ
for the guiding-center position X(x,p)=x-py(x,p), where
Po= b X p/ml) represents the lowest-order gyroradius. The
higher-order guiding-center corrections kept by Brizard’ are
consistent with the low-collisionality regime, where the
mean-free-path \,>Lp is longer than the magnetic-
nonuniformity length scale Lg.

A. Guiding-center Fokker—Planck operator

The derivation of a reduced Fokker—Planck operator that
is suitable for numerical implementation must begin with
finding local invariant coordinates that also allow relative
computational simplicity for realistic magnetic geometries.
In the present work, the exact invariants associated with the
time-independent axisymmetric magnetic geometry are the
kinetic momentum p=+2m& and the drift-surface label
=1, (for trapped particles) or i, (for passing particles). As
our third invariant coordinate, we use the pitch-angle invari-
ant &, defined in Eq. (13), which allows an explicit repre-
sentation of the trapping and detrapping transport processes.

Once a set of invariant guiding-center coordinates
I“=(,p, &) is chosen (not necessarily action coordinates),
the transformation of the Fokker—Planck operator (16) can be
greatly simplified by writing it in Poisson-bracket form as

Clf1= =~ {.(K'f - D, fH}, (19)

where the noncanonical Poisson bracket {:-} is used to re-
place momentum partial derivatives dg/dp;={x’,g}. The sig-
nificant computational advantage of this Poisson-bracket for-
mulation (19) is based on the fact that Poisson brackets
transform naturally under the type of phase-space transfor-
mations considered in the present work (i.e., those generated
by Lie-transform methods).

The general guiding-center Fokker—Planck operator was
derived by Brizard’ as a result of the guiding-center dynami-
cal reduction of the Fokker—Planck operator (16):
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Co[F1= (T 1CT, F]),
== ({X"+ pL. (T, K'F = T, \DU{X7 + pL.F}, )} o)
(20)

where T, and T;CI denote the pull-back and push-forward
(Lie-transform) operators associated with the guiding-center
transformation for a nonuniform magnetic field, {---), de-
notes an average with respect to the guiding-center gy-
roangle ,, and {---},. denotes the guiding-center Poisson
bracket. In Eq. (20), the generalized gyroradius vector p,
contains first-order corrections associated with magnetic-
field nonuniformity.

When we use the phase-space-divergence property of
Poisson bracket

{F.G}oe = ——(J{F Z%,.G),

Joz*

where F and G are two arbitrary guiding-center phase-space
functions, we can write the divergence form of the guiding-
center Fokker—Planck operator (20):

1 4 IF
o af
Jaza{j<lcg" ~ D azﬁﬂ @D

where J is the total Jacobian (15). The guiding-center
Fokker—Planck friction components,

= (T K-A%),, (22)

Cgc[F]

and the guiding-center Fokker—Planck diffusion components,
D= (AYT-T,D-AP),, (23)

are expressed in terms of the guiding-center push-forward
expressions T;K and T;D of the particle momentum-space
Fokker—Planck friction vector K and diffusion tensor D, and
the vector-valued projection coefficients

o aza
=AX.Vz4+ A5£ + M— (24)
3 I

AY={X+p.2%,.
Here, the guiding-center vector-valued projection coeffi-
cients in (X,&, u) space,7

AX=b X I/(mQ) =— (AX)T

=pJdm (25)

A¥=(QUB) 0 pJil,.

are constructed from the guiding-center Poisson-bracket ex-
pressions involving the guiding-center push-forward of the
particle posmon T . X=X+p, where the generalized gyro-
radius p.= Tng and the generalized guiding-center momen-
tum

- do X dyPpe
pEEngp=m<—g;+—gdt—> (26)

contain first-order corrections associated with the guiding-
center transformation. Note that, while the projection coeffi-
cients A® and A* in Eq. (25) retain first-order corrections in
magnetic-field nonuniformity, we omitted first-order correc-
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tions in AX since they yield second-order contributions in the
final expressions for Eq. (21).

B. Guiding-center projection vectors

Using the definitions for the invariant-space coordinates

I“=(,p, &), the guiding-center vector-valued projection co-
efficients A=(AY,A?, A%) are expressed as’

A

_ _ b _
AV=AX.Viy=— X Vy, (27)
m{)
J
Ar=AsL _ Pe (28)
dg  |pe
Abo=AX. Vg + +ac%0 , Au%0
€ i

1-& Q9 ~dInB
=<_§0> (&__Lf) AV—2 1 Bo . (29)
2§, m&  uB I, di
We now discuss the physical nature of the projection vectors
(27)-(29).

1. Guiding-center radial projection

Using the magnetic representation (4), the guiding-
center radial projection vector (27) becomes

A

;b
b =
A= m{) XV
- —SlIVIRY - g(Vix V0) x V]

c|Vir®

where we introduced the anglelike coordinate y = ¢—q ()6,
such that the two-covariant representation of the axisymmet-
ric magnetic field (4) becomes B=VyXxViy. Here,
V,0=(Viyx VO X Viy/|Vi)* denotes the projection of the
gradient of @ that is perpendicular to V¢, while V,6=Vo
(since V- Vip=0). Hence, the guiding-center radial projec-
tion vector (30) projects momentum-space transport pro-
cesses onto a magnetic-flux surface in a direction that is lo-
cally perpendicular to b.

The guiding-center radial projection vector A, whose
magnitude is

|A'/’| _ Vi By Broip

mQ  eB

therefore generates the local projection of the guiding-center
push-forward of the momentum-space Fokker—Planck
friction,
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A

L X Vi, (31)

v
Kl = (TK), -~ o

and the momentum-space Fokker—Planck diffusion

A

D‘”’f (A" T,D),- —bQ X Vi, (32)
b b
W_ i i
Dyl=—5 % V- (T.!D),- 3 vy, (33)

where a+# ¢ in Eq. (32). These projections only take into
account transport processes occurring within a magnetic-flux
surface. The connection between radial transport and toroidal
and/or poloidal rotation is therefore naturally contained
within this projection.

2. Guiding-center energy projection

The guiding-center energy projection vector (28) is ex-
pressed as

AP =

L N (34)
pd

where Al denotes the first-order correction of A”. It can be
explicitly expressed in terms of the gyroangle-independent

first-order gyroradius p,.= (b/Q) X v, and p.=p,+ep; as’

Ap=—(pc><b+—)+§b-V*pEA + AV —,
Lo\ e T Mg T Mg
(35)

where p=p/(m}) is the gyroradius magnitude for a deeply
trapped particle (i.e., for &=0) and

~ A 1 A A
Poc X b=pb X {5(1—§Z)V InB+&b-Vb|.

It can be shown explicitly, however, that A} does not have
any component directed along the zeroth-order unit vector P
(because the guiding-center kinetic energy is identical to the
particle Kkinetic energy). Hence, the magnitude of the
guiding-center energy projection vector (28) is |A?|=1 up to
second order in magnetic-field nonuniformity.

3. Guiding-center pitch-angle projection

The guiding-center pitch-angle projection vector (29) is
expressed as

-
Agozw_-f%{i T8 ag-
N

§+ f\rl—g
pé | \w 0 po(1 - &)
— ..
Py VI =& &€
——bXVlnB)]E——+eA§°, (36)
2 0 réo \’@ :

where A§° denotes the first-order correction of A%. To
lowest order in magnetlc field nonuniformity, we find

|A§O| =y1- 505/ (p \"Pfo)
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C. Guiding-center Fokker—Planck equation

Now that the guiding-center Fokker—Planck components
are expressed in terms of the invariant-space coordinates

=(,p,&), we turn our attention to the guiding-center
Fokker—Planck kinetic equation. When the original guiding-
center coordinates (i, 6, ¢;E ,,u,,gg) are used in describing
guiding-center dynamics in axisymmetric magnetic geometry
(where we replace the guiding-center parallel velocity v
with the guiding- center energy & and the gyroangle £, is an
ignorable coordlnate) the guiding-center Vlasov evolution
operator is ordered as’

d d BY .\ a .9
L= —+|v—+ 0>—+ —, 37
di éTaT (le €pUp 20 6B¢Ba¢ (37)

where we used d/dp=0 (by definition of axisymmetry),
explicit time dependence is over long time scales (i.e.,
d/ dt=€.d/d7 is ordered small), and the guiding-center dy-
namics on the poloidal plane is represented by Eq. (11).
For each generic set of guiding-center invariants

(i, &, ), the guiding-center Fokker—Planck kinetic equation
is expressed as
OF ( d sy

€; E + 6 196’ %I//)F €,Co [ F1, (38)

where the magnetic-flux drift motion

. dd
= —900 (39)

a0
is expressed in terms of the bounce radius (10) when it is
projected onto the guiding-center orbit O associated with the

guiding-center invariants (i,&, ). While the topology of
these orbits can be rather complicated,14’15‘20_22 our discus-
sion will remain as general as possible concerning the nature
of the axisymmetric magnetic geometry. Whether a guiding-
center orbit O corresponds to a trapped-particle orbit or a
passing-particle orbit, however, the motion is periodic in the
poloidal plane (¢, 6) and a generic orbital period in the po-
loidal plane,

To = d_.e, (40)

06

is defined as a closed-loop integral along the drift-orbit curve
O parametrized by the poloidal angle 6 (at constant
invariants ¢, &, and u). Note that the definition (40) of the
orbital period can also be given in terms of di/ i, ' Which,
when evaluated along the guiding-center orbit O, yields
(dl ) o=d6(38y! 96)/ y=d ! 6 upon using Eq. (39).

IV. ORBIT-AVERAGED GUIDING-CENTER
FOKKER-PLANCK EQUATION
IN LOW-COLLISIONALITY REGIME

A. Orbit-averaging operator in axisymmetric magnetic
geometry and low collisionality regime

In the neoclassical transport regime €,=v7H<<l,
the guiding-center Fokker—Planck kinetic Eq. (38) reduces
to leading order to 6JF/Jdf6=0, which states that

Phys. Plasmas 16, 102304 (2009)

F=F(,0,&E,u;7) is independent of the poloidal angle 6.

The physical picture is that guiding centers orbits undergo

many poloidal cycles before being perturbed by collisions.
We now introduce the orbit-averaging operation

(0= P (- )4l (41)

TO 0

where the orbital period 7y is defined in Eq. (40). By orbit-
averaging the guiding-center Fokker—Planck kinetic Eq. (38)
in the low-collisionality approximation, we finally obtain
the orbit-averaged guiding-center Fokker—Planck kinetic
equation

sz;_]; = 6,,<Cgc[17]>0, (42)

which describes the collisional time evolution of the orbit-
averaged guiding-center distribution

<F>O=F(JI,O',(€,,U,;T), (43)

and the guiding-center Fokker—Planck operator is given by
Eq. (21).

Lastly, we note that the relation between the magnetic
flux ¢ and its orbit-averaged value (¥)¢ (the “drift-center”
position) is expressed as

= (Po+ (8- (o). (44)

where the drift-surface label is = () »—{6y) 0. For trapped
and passing particles, we therefore obtain the following re-
lations for the deviations from a magnetic-flux surface:

w—<¢>b>:( Sy )
(w—<¢>, =\ sy—com, ) 43)

where we used the fact that (5i), =0 for trapped particles,
while (S8y),#0 for passing particles (since S does not
change sign along a passing-particle orbit). These relations
show that, while the deviation 8y for a trapped particle may
be large, the deviation (Siy—(Sy),) for a passing particle is in
general small.

B. Approximate orbit-averaging operator

In this section, an explicit expression for the orbit-
averaged guiding-center Fokker—Planck operator that ap-
pears on the right side of Eq. (42) is derived. In general, the
orbit-averaging operation (41) must be computed along nu-
merically calculated orbits. However, useful analytical ex-
pressions of the orbit-averaged guiding-center Fokker—
Planck operator can be obtained when the orbit deviation
S|V is small as compared to the local minor radius r.
The difference between the exact incremental time element

d#/ 6 and the approximate time element ds/v) is of order e%
and can be neglected when compared to the corrections of
order € in the Fokker—Planck operator. The orbital period
(40) thus becomes
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_ ds 1 d6  B(}.0)
ol o & p) =P —= —jg - v
ovul 0 &, 03, ) B (44, 0)

(46)

The orbit topology is explicitly taken into account in Eq. (46)
through the dependence of the integrand B/(£BY) on the
bounce-radius SYA(0, 0, E, ) = Y- defined in Eq. (10),
where =, (for trapped particles) or i, (for passing par-
ticles). Note that the orbital period (46) is exact for stagna-
tion orbits (where #=0 yields 63=-v,B’/B).

In the definition of the orbital period (46), it is conve-
nient to extract the magnetic-geometric factor

_ m [7)
ATop.&y) = f L) 47)
= B.6)

which defines the length of an orbit on the drift-surface la-

beled by . In the standard axisymmetric tokamak ordering,

we find A = 2mg())R,, where R, denotes the major radius of
the magnetic axis. Next, we define the normalized orbital
period

N p, &) = %di"B (%)TO, (48)

which satisfies the condition \(¢;,p,|&|=1)=1 for com-
pletely passing particles (i.e., |§=1 and x=0 so that v;=v is
a constant of motion). Note that the orbital period (46) [or
normalized orbital period (48)] becomes infinite on the
boundary that separates trapped-particle orbits and passing-
particle orbits (i.e., pinch orbits). Hence, the low-
collisionality approximation (JF/d0=0) does not technically
hold very close to the trapped-passing boundary, where the
bounce and transit periods become much larger than the
characteristic collisional time scale v~'. However, the frac-
tion of particles with A>1 is very small since the corre-
sponding singularity is integrable. Indeed, by introducing &y,
such that 1-W¥(1 —5%,,):0, it can be shown that

I 1[”3 fl &od&o
Mibp.o)déo="| 53db| T— ——
fo hp&dde=1y | 3] i

1
=—| ZLa0,
Af B’

which is a geometrical factor of order unity.
Using the Jacobian (15), the normalized bounce period
(48) is now expressed as

— B B
h('f/’p,fo): A_l;gé jdeE 277\.7(9/\_;2’ (49)
o

so that the orbital period (46) becomes

27Tj(gBo

. 50
UP2|§O| B0

To=

The orbit-averaging operation (41) becomes
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_ 1 d
<--->o(¢,p,§0>=—gﬁ ()%
T0J0o U

L (o B0
_TO o véB?

1 do
—joﬁ('”)J;T- (51)

For trapped-particle orbits, the orbit-average (51) yields the
explicit formula for bounce-averaging operation

1 by dé B
o o Ja,

o (pop. &) = v|§|30

o
:LFE} OBVt
Jol| 27, g 2

Here, the summation is over the sign o of ¢ and, therefore,
the symbol (1/2)Z,, takes the average (for trapped particles)
between values of the integrand for £>0 and values of the
integrand for £<<0. For passing-particle orbits, on the other
hand, the orbit-average (51) yields the explicit formula for
transit-averaging operation

1 (> do
W pay) = jof (122, (53)

C. Orbit-averaged guiding-center Fokker—Planck
operator

In the expression for the guiding-center Fokker—Planck

operator (21), the guiding-center function F is independent
of the angle coordinates (6, ¢, (), in the limit of weak col-
lisionality and under the assumptions of axisymmetry and
gyroangle invariance. Hence, only derivatives of the guiding-
center distribution F with respect to the guiding-center in-
variants [* will remain in Eq. (21). The coefficients
(Kge ,D‘gff) and the Jacobian 7 in the guiding-center Fokker—
Planck operator (21), on the other hand, still depend on the
poloidal angle 6. We therefore need to orbit average the
guiding-center Fokker—Planck operator (21) according to the
orbit-averaging procedure (51).

The orbit-averaged guiding-center Fokker—Planck opera-
tor is expressed as

1 oF
7o &I“[j(’)(UCgCMF (Do P )],
(54)

<Cgc[F]>O =-

where the averaged Jacobian [J» now becomes the Jacobian
for the orbit-averaged guiding-center Fokker—Planck opera-
tor (54). Orbit-averaged guiding-center Fokker—Planck op-
erator that treat friction and diffusion in three-dimensional
space have been derived previously.16 While these previous
operators retained only the lowest-order terms in magnetic-
field nonuniformity, the orbit-averaged guiding-center
Fokker—Planck operator (54) retains first-order corrections
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as well, which allows a realistic magnetic geometry to be
considered.

The orbit-averaged guiding-center Fokker—Planck opera-
tor is widely used in the physics of magnetized plasmas
(earth magnetosphere,4 thermonuclear fusion,'” etc.) For
practical applications (such as studying fast particle dynam-
ics generated by rf waves or a constant electric field*), ana-
Iytical expressions often correspond to an oversimplified de-
scription of the problem of interest, and therefore a more
realistic approach requires full numerical calculations.

For computational purposes, the orbit-averaged guiding-
center Fokker-Planck operator (54) is recast in a flux-
conservative form

(ColFlo = J (JOMSK) - ——(yoSL)
(o]
1
* Ea_a)%w — & sh), (55)

such that the usual two-grid discretization technique may be
applied for the finite-difference method.” Particle conserva-
tion is therefore naturally satisfied numerically up to second

order in the truncation error. In Eq. (55), S f describes particle
flux across magnetic flux surfaces, while S and S account
for momentum and pitch-angle dynamics, respectively. From
Eq. (54), we have

py" p{r Dl

st [kt
s |=\k |F-| ppr DY D™
so) \kp)  \pp# o ppe
Vylootay |
X aldp F, (56)
—pN1-&a108

where the friction coefficients K| and symmetric diffusion
coefficients Dﬁb =D’|’_" may be expressed in terms of guiding-
center friction and diffusion components (22) and (23) ac-
cording to the general relations

K”/——< “Yor (57)
Vil
K{ = (Ko, (58)
&H__ P &
K== g (59)
and
LD, (60)
IVl
D“’P——(D "o, (61)
[Vilo
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J p
ngo = (D ¢§O>O, (62)
N 1- g() |V |()
DY’ = (Do, (63)
. P
DI == =D 0. (64)
Vi= §0
D% = - 2(:/)5050) (65)

The numerical implementation of the orbit-averaged
guiding-center Fokker—Planck operator (55) is described in a
forthcoming paper25 using a novel three-dimensional scheme
with fully implicit time evolution. It is incorporated in the
code LUKE,”® which was initially developed for fast electron
physics, and will therefore extend its range of applicability to
multispecies physics and transport processes.

V. BOUNCE-CENTER FOKKER-PLANCK OPERATOR

The next step in the derivation of a reduced Fokker—
Planck operator is to proceed with the construction of a
bounce-center Fokker—Planck operator

Cpe[F1 = (T,1Co [Ty F 1y (66)

where T;g and T,, are the push-forward and pull-back op-
erators associated with the bounce-center phase-space

transformation® (and references therein), F =T,'F denotes
the bounce-center distribution (which is independent of the
bounce angle ¢,), and {---), denotes averaging with respect
to ;. In the bounce-center Fokker—Planck operator (66),
finite-orbit effects will explicitly be taken into account.

To see how these finite-orbit effects might arise in the
bounce-center Fokker—Planck operator (66), we first express
the bounce-center push-forward and pull-back operators as
T, =exp(*€G,-d), where G,-d=GY{d, is defined in terms
of the components G| of the first-order generating vector
field for the bounce-center transformation and e=¢;=7,/ 7,
<1 denotes its ordering parameter. Next, we expand the
transformed operator,

[TyoF]= TleCrdc, [eCriF)), (67)

ch

in powers of € where the bounce-center Jacobian j
is defined in terms of the guiding-center Jacobian J as
T=J- €d,(G{J)+"--. By keeping terms up to second order
in €, and rearranging terms, we obtain

(T+ €(G1) + -+ )Col F + €GUF + -]

where the first term is simply the original guiding-center
Fokker—Planck operator multiplied by the guiding-center
Jacobian J= J+ e&a(G‘fﬁ)+- -+ (i.e., the first term is an exact
divergence), while the second term is also an exact diver-
gence in bounce-center phase space. The total bounce-center

- eﬁa(jGTCgC[ﬁ+ eG?&bﬁ+ ..
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Fokker—Planck operator is therefore guaranteed to retain its
phase-space divergence form.

In future work, it will be our purpose to show that finite-
orbit effects will appear in the bounce-center Fokker—Planck
operator (66) in the form of the second-order term

e 9

A

N oF
——\ JGle, | GI—| ) .
T Y v/,

where ¢ denotes the bounce-center position and G? denotes
the corresponding component of the bounce-angle-dependent
bounce-radius. In the present work, ()= i plays the role
of the bounce-center position 1& for a trapped-particle orbit
(64 plays the role of G‘f), while the nonlocal bounce-action
J, (canonically conjugate to the bounce angle () is repre-

sented by the minimum-B pitch-angle coordinate &.

VI. SUMMARY

The present work presents the derivation of a general
guiding-center Fokker—Planck equation in axisymmetric
magnetic geometry (38) that allows first-order corrections in
magnetic-field nonuniformity to be retained. The Fokker—
Planck operator (21) is obtained from a guiding-center trans-
formation using the set of invariants (&, p.&). Next, the
orbit-averaging procedure is introduced and an explicit
Fokker—Planck operator (54) is derived in the low-
collisionality limit. This operator is also expressed in a con-
servative form (55) that is best suited for numerical applica-
tion. In the continuation of this paper (based on work briefly
outlined in Sec. V), future theoretical work will consider
finite-orbit effects in a different way by deriving a general
bounce-center Fokker—Planck operator using Lie-transform
methods.
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Perturbation analysis of trapped-particle dynamics in axisymmetric dipole
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The bounce-action-angle coordinates (J/, ) for charged particles trapped in an axisymmetric dipole
magnetic field are constructed by perturbation analysis. First, the lowest-order bounce-action-angle
coordinates (Jy,{,) are derived for deeply trapped particles in the harmonic-oscillator
approximation. Next, the Lie-transform perturbation method is used to derive higher-order
anharmonic action-angle corrections (J=Jy+€J,, {={y+€{;), where the dimensionless parameter
€= (sy/r.)*><1 is defined as the ratio of the turning-point distance |s;| (measured from the equator)
along a magnetic field line labeled by the equatorial distance r.. Explicit expressions (with
anharmonic corrections) for the canonical parallel coordinates s(J/,{) and p;(J,{) are presented,
which satisfy the canonical identity {s,p,} = 1. Lastly, analytical expressions for the bounce and drift
frequencies (which include anharmonic corrections) yield excellent agreement with exact numerical
results. © 2010 American Institute of Physics. [doi:10.1063/1.3486554]

I. INTRODUCTION

The dynamics of magnetically confined charged particles
exhibits three orbital time scales'™ associated with the fast
gyromotion (with short period 7,), the intermediate bounce
motion (with intermediate period 7,), and the slow drift mo-
tion (with long period 74) around, along, and across magnetic
field lines, respectively. To the lowest order, the fast gyro-
motion involves the circular motion of a charged particle
(with mass m and charge ¢) in the plane transverse to a
magnetic field line. The radius of gyration (or gyroradius)
pe=v,/|wy| is defined as the ratio of the magnitude of the
particle’s perpendicular velocity v, =|v,| and the gyrofre-
quency w,=gB/mc. When the gyroradius p, is smaller than
the magnetic nonuniformity length scale Ly (i.e., €=p,/Lg
< 1), the quasiperiodic gyromotion is nearly circular and the
action variable pB/w, associated with gyromotion is an
adiabatic invariant (here w=mv> /2B denotes the magnetic
moment). In this weakly nonuniform limit, we also have the
orbital time-scale separation 7, <7, <7y [as shown in Eq.
(35), for example, in axisymmetric dipole geometry], which
forms the foundations of guiding-center theory.l_3

A. Guiding-center dynamics

The slower bounce and drift motions of a magnetically
confined guiding-center are described by the guiding-center
Hamiltonian,

p
=—+ uB, 1
£ 2m K 1)

and the guiding-center phase-space Lagrangian,4

YPresent address: Department of Physics, Saint Michael’s College, Colches-
ter, VT 05439, USA.
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q A
Fg= (;A +p|b) . dX—Hgdt, (2)

where A denotes the vector potential generating the magnetic
field B=V X A, p,=mu, denotes the guiding-center’s paral-
lel momentum, and the term wB plays the role of a spatial
potential in which the guiding-center moves. We note that
the second-order gyromotion action-angle term e(mc/q) ud{,
has been omitted in the guiding-center phase-space Lagrang-
ian (2) since it plays no dynamical role in the bounce-center
dynamics.

Guiding-center dynamics takes place in a four-
dimensional phase space,4 with the magnetic moment
treated as an invariant and the gyroangle £, treated as an
ignorable angle. The magnetic moment w and the total en-
ergy £= pﬁ/ 2m+ uB are thus constant parameters for a given
guiding-center orbit. By using the parallel spatial coordinate
s along a magnetic field line labeled by the potentials
(a,B)=(y",y?), for which B=Vax Vg (at least locally)

and b= JX/ ds, the guiding-center Lagrangian (2) becomes
q i
I'y= e—cad,B+pH(ds+bidy)—Hgdt, (3)

where A=aV B and BEVs+biVyi have been substituted
into Eq. (2), and the summation over repeated indices is
henceforth implied (unless stated otherwise). The nonvanish-
ing covariant components b; = b- X/ dy’ guarantee that using
b-Vyi=0, the magnetic curvature b-Vb=(b-Vb,)Vy' is
nonvanishing. In addition, we note that the covariant compo-
nents may also be expressed as b;=—Vs-Vy'/|Vy/|? (no sum-
mation), and thus the magnetic coordinates (a,f,s) are in
general nonorthogonal (if at least one component b; is non-
vanishing and we assumed Va-VB=0).

© 2010 American Institute of Physics
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B. Bounce-center dynamics

The lowest-order guiding-center motion® is periodic on
the (s,p;)-plane [defined by holding the magnetic labels
(a, B) constant]. The area enclosed by the lowest-order peri-
odic orbit can be used to define the bounce action

1 1 (s
Ja,B;6p) = —Ppds=—1| |pl(a,B,s;E pw)ds,
2 m) -

(4)

where the parallel momentum pj is a function of the mag-
netic coordinates (a,3,s) as well as the guiding-center in-
variants (&, w),

pil(c, Bos; €, ) = \2m[E — uB(a, B,s)]. (5)

By the conservation of energy £ and the magnetic moment
M, a particle following a guiding-center orbit may encounter
a turning point along a field line where p; vanishes (at a
bounce point s=s;,, where s,=0) and a guiding-center be-
comes trapped between two such turning points s;f. The ca-
nonically conjugate bounce angle

s dsl
loyl(s")
is defined so that {=1r at the turning point s, and the bounce

frequency w,=2m/7, is defined in terms of the bounce-
period integral,

d sp d
nmmam5§§=4'S (7)
I s

5y ol

(=7+ sgn(p”)wa (6)

‘Yb

The bounce period (7) can be used to define the bounce-
motion average (---),= Tglgﬁ(-”)ds/v”. We note that the
bounce-action-angle coordinates defined by Egs. (4) and (6)
are generally not expressed in terms of compact analytical
formulas and can only be solved numerically for general
magnetic geometry.

The bounce-center transformation™

Za:(a’B’J’g) %?:(&»Bj»é:) (8)

is a near-identity transformation on the four-dimensional
guiding-center phase space,

T=7"+eGi+ -, 9)

6

which is generated by vector fields (G,,G,,- ) where, at the
nth-order, the component G, removes the fast-angle depen-
dence in the dynamical equation for dz%/dt. Here, by con-
struction, the first-order components are

0= gy 4| () _d
G—@m:%f«mk mﬁa (10)

where the guiding-center equations of motion dz%/dt have
both bounce-angle dependent and independent parts, while
the bounce-angle independent part (GY{), is computed at a
higher order.®’

As a result of the transformation (8), the guiding-center
phase-space Lagrangian (3) is transformed into the bounce-
center phase-space Lagrang.;ianf’7

Phys. Plasmas 17, 102903 (2010)

T, = Ladg+Jdz - Hydr. (11)
€cC

Since the bounce-center transformation (9) is a canonical
transformation, its Jacobian 7 is equal to the guiding-center
Jacobian 7. By using the general relation J= J-€d,(JGY)
+---=/7, we obtain a general constraint on the first-order
component (10).

We now make a few remarks concerning the bounce-
center transformation (8). First, in order to solve for the com-
ponents GY, the lowest-order transformation (s,p;)— (J,¢)
must satisfy the canonical identity

ds dpy dsdpy _

—— =1, (12)
aral  al oL

{s.oihi =
which requires explicit expressions for the parallel-dynamic
coordinates (s,p;) as the functions of bounce-action-angle
coordinates (J,¢). Since these expressions are generally not
known beyond the deeply trapped approximation (in which
the bounce motion is represented as a simple-harmonic os-
cillation between turning points), the bounce-center analysis
can only proceed forward on a formal basis (beyond the
deeply trapped approximation) by taking the canonical iden-
tity (12) as an axiom of bounce-center transformation
theory.5

The motivation for the present work is to explore the
canonical relation (s,p;)— (J,{) and the associated canoni-
cal identity (12) in a magnetic geometry simple enough to
allow the analysis of bounce motion beyond the deeply
trapped approximation.

C. Organization

The remainder of this paper is organized as follows. In
Sec. II, we investigate the guiding-center dynamics in axi-
symmetric dipole geometry in order to explore, in Sec. III,
the canonical parallel-dynamics relation (12) for trapped par-
ticles. For this purpose, we use the Hamiltonian Lie-
transform perturbation method,” where the deeply trapped
approximation is represented in terms of a harmonic-
oscillator Hamiltonian, while the anharmonic corrections are
treated as perturbations. Lastly, in Sec. IV, we summarize our
work and discuss its application to more complex magnetic
geometries (e.g., axisymmetric tokamak magnetic geometry).

Il. GUIDING-CENTER MOTION IN AXISYMMETRIC
DIPOLE GEOMETRY

The guiding-center motion of charged particles in an axi-
symmetric dipole magnetic field®’ represents an important
paradigm in plasma physics.1 The purpose of the present
section is to introduce the axisymmetric dipole geometry in a
fashion that will allow explicit analytical formulas to be de-
rived in Sec. IIL

A. Axisymmetric dipole geometry

For this purpose, we consider a pure-dipole magnetic
field,”

Downloaded 19 Oct 2010 to 132.169.97.19. Redistribution subject to AIP license or copyright; see http://pop.aip.org/about/rights_and_permissions
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M .
=—(2 cos 67 +sin 06), (13)
-

where spherical coordinates (r, 6, ¢) are used and the con-
stant M EBerg combines the strength of the magnetic field
B. at the equatorial radial distance r, (at 6=m/2). The
strength of the dipole magnetic field at a point (r, 6) in the
“poloidal” plane (at fixed toroidal angle ¢) is B(r,6)
=B.(r}/P*)V1+3 cos® 6, while the parallel unit vector is

b=B/B. We note that in the axisymmetric dipole magnetic
geometry (13), the toroidal angle ¢ is an ignorable co-
ordinate.

We can also write the magnetic field (13) in a two-
covariant flux-coordinate representation B=V/X V¢, where
Wr,0) =i (r./r)sin?> @ defines the poloidal flux. Since a
magnetic field line lies on a constant-i surface ¢=1i,, we
find that r(r., 6)=r, sin®> @ draws a single magnetic field line
on the magnetic surface ¢=1,. This relation yields the dis-
tance along a single magnetic field line

0
s(re,0) = ref V1 +3 cos? §'sin §'d¢’
/2

= Zr"g[ln(\rl +3 cos? 6- \ECOS 0)
V!

—\3cos 61 +3 cos? ], (14)

which is positive for > 7r/2 (below the equator), negative
for 6<m/2 (above the equator), and zero at the equator
(0=m/2). The length L.=s(r.,m)—s(r.,0) of a magnetic
field line on the constant-i surface labeled by r, is

1
Le=r6[2+,—§1n(2+v§)} = (11/4)r,. (15)
\J

The magnetic field strength on a single line (on a constant-is
surface labeled by r.), on the other hand, is given as

PR
V143 cos? 6

B(6) = B. sin® ¢

(16)

which implies that all particles are trapped in this pure-dipole
field (since B becomes infinite as §— 0 or ).

The parallel unit vector b is expressed in terms of the
coordinates (i, ¢,s) as b=Vs+a(i,s) Vi, where the cova-
riant components (b,,b,.b,) are b¢,56-&X/6’l/I=a(lf/,S),
b¢56-ﬁX/8d)=O, and b,=1. We note that since

a=-Vs-Vi/|Vii>, the magnetic coordinates (i, ¢p,s) are
nonorthogonal, i.e.,
2 cos 6
Y\r 1+3cos* 6

off the equatorial plane (0 /2). Moreover, the magnetic

curvature b-Vb=(da/ds)V i is purely perpendicular to the
magnetic surface.

Phys. Plasmas 17, 102903 (2010)
B. Guiding-center motion in axisymmetric dipole
geometry

In axisymmetric dipole geometry, the guiding-center
drift equations of motion are

=0, (18)
. JB Jd
¢=C5{Mﬁ+vg(ma)}, (19)

where Eq. (18) follows from the axisymmetry of the
magnetic-dipole field. A trapped-particle orbit labeled by the
guiding-center invariants (i,€,u) is characterized by a
pitch-angle coordinate £é=p,/p that vanishes at the turning
points 6,. The conservation of magnetic moment and energy
yields the relations

pw 1-80 1-& 1
& B() B, B(&)

and hence, for a fixed value of the equatorial pitch-angle
coordinate ., we obtain the turning-point angle 6,(&.). The
toroidal drift precession angular frequency (19) for a
guiding-center with invariants (i,&, 1) can be expressed as

(20)

3¢€ sin® O(1 + cos® 6)
gBor? (1 +3 cos? )

d’e(a) =

143 cos® 6
\—} (21)

sin® @

x{z—(l—é)

The guiding-center parallel equations of motion

S U
(ﬁu) _(—M&B/és) (22)

immediately imply that the bounce action (4) is exactly con-
served in axisymmetric dipole geometry since

HEop) = ijg puds (23)

is now explicitly a function of the guiding-center invariants
(Jq=qilc,E,u), where J; denotes the drift action in axi-
symmetric dipole geometry.

C. Bounce-action-angle coordinates

A trapped-particle orbit can be represented in terms of
the canonical action-angle coordinates (4)—(6), where the
bounce action is

J(re,p,&) = ;_pﬂg |€(6,€)V1 +3 cos® 6sin 646 (24)
’7T

and the conjugate bounce angle is

(=m+ de', (25)

[N 2 ol ’
rewa V1 +3 cos” §'sin 6
" plm

i lE0.8)

where *=sgn(p,) and the bounce frequency wy, is defined as
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FIG. 1. Plot of the normalized bounce-period function f(&,) as a function of
the equatorial pitch-angle coordinate & (solid line). In the deeply trapped
harmonic approximation (dashed line), f(&,) is replaced by unity in Eq. (28).
The dashed-dotted line includes the first-order (anharmonic) correction to be
discussed in Sec. III B.

1 _ 3 mr, [ V143 cos® 6sin 0 10 26)
W, = .
e 2mp (6.6

In Egs. (24)—(26), the magnitude of the pitch-angle coordi-
nate

\1+3cos (7]

1€1(0.4.) = \/1 —(0-g) 5 — 27

sin® 6

is a function of the equatorial pitch-angle coordinate &, and
vanishes at the bounce points 6, .

When the integral in Eq. (26) is computed numerically
as a function of &., we obtain the following expression for
the bounce period:

_ 27 Bao, .
el =M1 Bee) e

b

where the Taylor expansion in Eq. (28) assumes &, <1
and the bounce frequency of deeply trapped particles (with
£=0 and p,=v/|wg) is

3v 3pe>
Qp=—1= Wye . (29)
"= (@e logd

Figure 1 shows the normalized function f(¢,), where the
bounce period (28) is ﬁnlte at & =1 (for marginally trapped
particles), with f(1)=y 18L / (27Tr )= 1.86. The approximate
expression for f(£)=1+23£/72 (dashed-dotted line) in
Eq. (28) is also shown in Fig. 1.

Next, using Eq. (21), the bounce-averaged drift fre-
quency is obtained from Eq. (21) and is expressed as

Phys. Plasmas 17, 102903 (2010)

FIG. 2. Plot of the normalized drift-period function g(¢,) as a function of
the equatorial pitch-angle coordinate & (solid line). In the deeply trapped
harmonic approximation (dashed line), g(&,) is replaced by unity in Eq. (31).
The dashed-dotted line includes the harmonic and anharmonic corrections
discussed in Sec. III B.

. 3 (1 + cos® 0)do
wg=(Pe)p = 2] (143 cos? 0)°2
X[z sin® 6 (1 gﬁ)vm} 0
\/sin6 0—(1- fﬁ)\/rcoszﬂ
where the bounce period 7, is defined in Eq. (28). The drift

period is computed numerically from Eq. (30) as a function
of & as

27
Td=w—d—9—dg(§e)—5d(l+ —L+ ) (31)

where the drift frequency of deeply trapped particles (with
&.=0) is

Q= = Q 32
i @)

and the normalized function g(£,) is shown in Fig. 2, with
g(1)=3/2. Figure 2 also shows the approximate expression
g(&)=1 +§§/6 (dashed-dotted line) computed directly from
the Taylor expansion of Eq. (30). We note that by using Eq.
(19), the bounce-averaged drift frequency (30) is also defined

as
JB
Wy = _<(9¢> ) (33)

where the second term in Eq. (19) vanishes when bounce-
averaged. For deeply trapped particles (&, <1), Eq. (33) is
approximately given as
c€ 9B, 365
Q4= lim wg=
§e—>0 qB alzbe qlr/le

from which we recover Eq. (32) in the deeply trapped limit
(where g—1).

(34)
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TABLE I. Normalized bounce and drift periods.

Phys. Plasmas 17, 102903 (2010)

Taylor expansion

Numerical fit*

Bounce (Fig. 1)
Drift (Fig. 2)

f(£)=1+(23/72)£=1+0.32¢
g(£)=1+(1/6)£=1+0.16¢

1.76-0.76y =1+0.38¢
(0.70+0.30y) "' = 1+0.15¢&

“Reference 10.

When the equatorial gyroperiod 7, =2/|w,| and the
bounce period (28) are compared to the bounce-averaged
drift period (31), we obtain three well-separated orbital time
scales (with e,=p./r.<1),

T

JE 2
<= (\—f(fe))ee_l <—= <—f(§e)g(§e)>€€2
Tge 3 ge 3

(35)

for all values of &, (since 1=f, g<2).

Lastly, the bounce period (Fig. 1) and the bounce-
averaged drift period (Fig. 2) have traditionally been de-
scribed by simple analytical fits to the numerical results®™!!
(in terms of y:xl—fgz 1 —55/2), as shown in Table 1. In
Sec. III, we will use the Lie-transform perturbation method
to derive explicit expressions for these periods in terms of
harmonic (deeply trapped) Hamiltonian dynamics (denoted
by the factor unity in Table I) and anharmonic Hamiltonian
corrections (associated with fg).

lll. BOUNCE ACTION-ANGLE COORDINATES
FOR DEEPLY TRAPPED PARTICLES

In this section, we investigate the canonical relation
(s,p)) = (J,{) in axisymmetric dipole geometry. For this pur-
pose, we first consider the lowest-order harmonic trapped-
particle motion in the vicinity of the equator (= 7/2) and
then consider the first-order anharmonic corrections.

We begin by introducing the latitude angle o= 6— /2
(with || < 7/2) so that the distance along a field line (14)
becomes

s=re(sin(r+%sin30+"')=re(0'+%03+"')’ (36)

i.e., in the vicinity of the equator, the dimensionless param-
eter |a]=|s|/r.<1 represents a normalized parallel distance
from the equatorial plane. In this approximation, the mag-
netic field strength (16) along a single field line yields the
expression

B 9 75

—=1+-sin® o+ —sin* o+ -
B, 2

9 63
=1+=0?+—ac*+ -, (37)
2 8
while the unit covariant component (17) is expressed as
re
a=3—ao+ . (38)
b,

€

Next, the particle energy reads as

p
9

€=p—+,uBe<1+—ol+--->, (39)
2m 2

and hence, close to the equator, the guiding-center moves in
the potential (9/2)uB.0” of a harmonic oscillator with en-
ergy £—uB,.. (We show below that the term uB, acts as the
potential for the bounce-averaged toroidal drift motion.)
Deeply trapped particles have turning points located
close to the equator (i.e., |&|<1) so that we find 6,
=m/2 * oy, and the equatorial pitch-angle coordinate is

3% Mo
|§e| - \“E (1 8 0-2b+ ) (40)

Figure 3 shows the equatorial pitch-angle |&.| as a function of
the bounce latitude o}, obtained from Eq. (20), where we
clearly see that, for deeply trapped particles (o, <<r/2), the
equatorial pitch-angle |£.| depends linearly on oy, (for up to
£.=0.6).

A. Lowest-order harmonic calculations

We now calculate explicit expressions for the bounce-
angle-action coordinates (24) and (25) in the deeply trapped
approximation. First, in the vicinity of the equator
(o] <m/2), Eq. (27) yields

3 5
Ifl(a,ée)=5w%—a2+ (41)

where terms of first order in the ordering parameter

0.8f !

O o1 02 03 04 05

Gb/TC

FIG. 3. Equatorial-pitch coordinate |&,| vs the normalized bounce-latitude
o/ . The dashed line represents the linear approximation |&,|=30,/12.
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6 \2

etEO"sz(—b) <1 (42)
re

have been omitted beyond the “harmonic-oscillator” ap-

proximation in Eq. (41). The bounce action (24) yields the

lowest-order expression

Jo=—= o, = . (43)
0 220,

I

oy 2
3repf S (P el o
= Vo, —odo= =
™2 oy,

From this expression, we use Eq. (26) to compute the lowest-
order bounce frequency

ol | &)
Wy = (&_E,?) = Qb(l - 6t3> , (44)
where we used
Ip&) 2m &
8—5 =—(1- 6t3 . (45)

When we combine these two expressions, where we hence-
forth use wypy=1{), to the lowest order in ¢, (the first-order
correction will be used in Sec. III B), we find that bounce
harmonic-oscillator energy

242 2
Ty =" = T e b, (46)
2m  2m

is simply the relative energy as measured from the
minimum-B potential uB.. The lowest-order Hamiltonian
therefore reads as

Hy= uB, +JoQy, (47)

and the lowest-order normalized bounce period
O (3Hy/ dJ5)~'=1 is shown in Fig. 1 as a dashed line.

Next, we compute the lowest-order expression for the
bounce angle ¢, from Eq. (25). First, using Eq. (41), we
compute

sin 0’

V1 +3cos? @
do’
.

1€(0". &)

\’EJU do’ \E[ ( o >:| (48)
=— ———=—| w—arccos| — | |,
3 ) g Nog—a? 3 Ty

and thus we find the lowest-order bounce angle
24 — arccos(o/ay)  (p;>0)
0= arccos(o/ay) (py<0).

Lastly, the parallel momentum p; and the parallel field-line
coordinate s are expressed (to the lowest order in €) in terms
of the action-angle coordinates (J, ;) as

(49)

py=— (2mJoQy)"*sin £y = pyo(Jo. o) (50)
and
2] 12
S=<_0) cos £y = 50(Jo,4o) (51)
me

where we have used the bounce frequency (44) for deeply
trapped particles. Equations (50) and (51) represent the stan-
dard canonical action-angle transformation for a harmonic

Phys. Plasmas 17, 102903 (2010)

oscillator and, thus, the lowest-order transformation
(P10s50) — (Jo, {o) satisfies the canonical condition (12),

950 9pio 950 P10

2 : 2
— =CoSs + sin =1,
aly dly 3Ty 3, o %o

{s0-Piotio =

(52)

where partial derivatives are evaluated at constant £ and .
We note that deeply trapped particles in axisymmetric toka-
mak geometry ~ are also described by the harmonic-
oscillator representations (50) and (51)].

B. First-order anharmonic corrections

We now proceed to obtain the first-order (anharmonic)
corrections (J;,¢;) for the bounce action-angle coordinates
(J=Jy+eJ,, {={y+€l,) through an application of the
Hamiltonian Lie-transform perturbation method. " By invert-
ing relation (36) for s(o), we obtain

3
o'(s):i—i<i) P (53)
re 3 €
which can be inserted in Eq. (37) to obtain
9(s\* 39(s\*
uB=uB. 1+ —] +—|—] +-|. (54)
2\r, 8 \r,
The guiding-center Hamiltonian (1), written as
H=Hy(Jy) + €H,(Jo, &), (55)

will therefore have a lowest-order expression Hy(J,) and a
higher-order anharmonic correction H{(Jy, {y) that will break

the lowest-order bounce-action invariance Jy=—€.dH;/d{,
# 0. We will henceforth omit the contributions of an order
higher than € beyond the harmonic-oscillator dynamics de-
scribed in Sec. IIT A.

Using the Lie-transform perturbation method, we per-
form a transformation to the new bounce action-angle coor-
dinates (J,¢) in order to restore the invariance of the bounce

action, i.e., J=(9(et2). Using the lowest-order bounce fre-
quency (44), the expression (54) becomes

m 13( s \?

MuB = uB,. + EQ§S2|:1 - Glfg + EtE(r:) ] s
where the contribution €& comes from the definition of the
magnetic moment wu=&(1-€&)/B,, while the last term
[with 13/12=(39/8)(2/9)] represents the anharmonic cor-
rection in the magnetic field (54).

We therefore have the following expression for the first-
order perturbed Hamiltonian:

m 13(s\?
H =—Q2*| - 2+—(—> +K,, 56
1 2 bS |: ge 12 re 1 ( )
where K; =973/ (4mr?) is defined to satisfy
7Ky
aJ;

=Q, 5,
ot 2 2mr

which arises from the first-order correction to the simple-
harmonic bounce frequency (44). Inserting Egs. (43) and
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(51), respectively, for &.(Jy) and s(Jy,{,) yields the first-
order Hamiltonian,

. T (9 0 cos £+ 13, g)
=—|~=-9 cos —cos
! mrg 4 " 6 0
23 41 13
=- E ECOS 24— 48003 441, (57)

which has bounce-angle independent and dependent parts.

1. Anharmonic bounce action-angle transformation

We extend our description of trapped-particle dynamics
in an axisymmetric dipole magnetic field beyond the
harmonic-oscillator approximation by considering the coor-
dinate transformation Zy=(Jy, {o) = Z%=(J, (),

Z0=78+ e{S1.Z 0+ s (58)

where the gauge function S 1(Jo, p) is designed to restore the
bounce-angle independence to the bounce-center dynamics
in the anharmonic approximation and {, },o is defined in Eq.
(52). Note that unlike the bounce-center transformation (9),
the magnetic-label flux coordinates (¢, @) are frozen, i.e.,
only the parallel motion in phase space is transformed by
Eq. (58).

Using the bounce action-angle transformation (58), we
build a new bounce-angle independent Hamiltonian,

H()=Hy(J)) + eH,(J) + ...

{81, Hobol (o, L) + -+ - (59)

From Eq. (59), we obtain the following relations at zeroth
order,

=Hy(Jo) + €[H| -

I:IO=,U/Be+JQb, (60)

and at first order,

A

N ~ JS
H, =<<H1>b+H1>—Qbﬁ—g‘, (61)

where we have divided the first-order Hamiltonian (57) into
a bounce-angle-independent part (H;), and a bounce-angle-
dependent part H,=H,—(H,),. Since H, must be bounce-
angle-independent, we have

23 J?
16mr?’

e

Hy=(H,),=- (62)

while the first-order generating function S,(Jy, &) is defined
as

1
$1(Jondo) = J H,(Jo,£o)d

1(2) ( 41 sin 2¢, B 45) (63)
=————|—4l sin + —sin .
24mer§ 078 0
From Eq. (58), the new expressions for the bounce action-
angle coordinates (J,¢), which include anharmonic correc-
tions, are therefore

Phys. Plasmas 17, 102903 (2010)

J=Jo+ €dS1.Joho

&3’1 e[JO
=Jo+ g =Jo+ — 2
(9§0 12mer
13
X| =41 cos 24y + - ~cos 44, (64)
and
= Lo+ €d81.Loho
=l - — = — sin —sm
0"y T omQy? o 0

(65)

Equations (64) and (65) can now be easily used to show that
the bounce action-angle transformation (58) is canonical, i.e.,

{0 o=1+0().

2. Anharmonic bounce action-angle dynamics

The new (bounce-angle-independent) bounce-center
Hamiltonian now reads as

. 23 J?
H=uB,+JQ,—€——, (66)
16 mr;

where the last term denotes the anharmonic correction. The
new bounce frequency (with anharmonic correction) is there-

fore evaluated as
23 , )
=24,
€t72§e

(67)

oH 23 J
0 B o

which is exactly equivalent to the Taylor expansion leading
to Eq. (28) (which yields excellent agreement with the nu-
merical result up to about & = 0.6, as shown in Fig. 1).

In order to prove that the new bounce action (64) (with
anharmonic correction) is an adiabatic invariant at first
order in ¢, we calculate J={J,H}, under the perturbed
Hamiltonian H=Hy+ €,H,,

Jedyr by S0 (41 in 24, - —si 45)

=Jo+ | — = sin 2¢y— ——sin +
0750 6mer§ ) 0

=0(&), (68)

where we used the lowest-order Hamilton’s equations
L=y,

3. Anharmonic canonical condition

Equations (50) and (51) now give the parallel canonical
coordinates (s,p;) (with first-order corrections) as

Pi=pio+ €Supiotio+

PHO

PHo
=Pt

%o
— (2mJQy)"?sin £, (69)

(J Jo)+—(0-20)+

=pH0(J»§) =
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s =59+ €{S1.Sofio +

_ 950, 90,
_SO+¢9JQ(J JO)+&§0(§ lo) +

12
=s59(J,0) = ( Z(J) ) /cos L. (70)
b

We therefore retain the harmonic-oscillator expressions for
the parallel coordinates but with an anharmonic Hamiltonian
(66). Furthermore, one can immediately verify that

s dpy
ﬁ{ aJ

_asim,

{s, Pu}n aJ ¢

=1+0(&), (71)
i.e., Egs. (69) and (70) are canonical up to O(etz).

=sin® {+cos® L+ -+

4. Anharmonic-corrected bounce-averaged drift
frequency

Lastly, we can also obtain the anharmonic corrections to
the bounce-average drift frequency (33) as follows. First,
we express the magnetic field strength (37), at constant
Mzt//ere_Bere, as

v

B(i,s) = 1,03 +612s —+ -

2" M*
Next, the flux derivative dB/ i (at constant s) is evaluated as
B 3 155 \?
—=l+eg =]+, (72)
Ay r; 2 \r,

where we have retained the anharmonic first-order correc-
tion. Next, by using the expression (70) for the parallel spa-
tial coordinate s({), the bounce-average drift frequency (33)
becomes

3cE 15
=—(1- 2<1+ —2+--->
wd derg( Elge) Et 18 ge

=l 1= g 1= &+ | =0

where we have combined the definition uB.=&(1 - etgg) with
the bounce-averaged expression for Eq. (72). Note that Eq.
(73) is exactly equivalent to the Taylor expansion leading to
Eq. (31) (which yields excellent agreement with the numeri-
cal result up to about & =0.6, as shown in Fig. 2).

2
et%+-.->’

(73)

C. Bounce-center coordinates

The first-order generating vector field for the bounce-
center transformation (8) is calculated using the expressions
for the deeply trapped action-angle coordinates. Equations
(10) and (19) are used, with the lowest-order expressions
wg'dg“ =mds/py, to obtain the expression for G?,

() By

where, using Eq. (72), we find

C
G{=-~ap,
q

Phys. Plasmas 17, 102903 (2010)

JB JB 45J cos 28

oo T s & ot

aly I 2mQyr;
In the lowest-order deeply trapped approximation, where
only the first term in Eq. (74) remains, we find

& cJ . JQd .
Gy=3——sin2{+ -+ =—sin2{+ -+, (75)
e g
where we used Eq. (38) for a and Eq. (32) for (). Here, we
easily verify that (G?),=0.

Since the flux coordinate ¢ is a guiding-center invariant
in axisymmetric magnetic-dipole geometry [see Eq. (18)],
we immediately find G‘sz. Hence, the bounce-center posi-

tion X is a purely toroidal shift of the bounce-averaged par-
ticle position (X),, expressed as

X =(X)y + €GP(,J,0) 0X19p. (76)

We see that the general bounce-center transformation is
greatly simplified in the axisymmetric dipole geometry and
is consistent with the purely toroidal nature of the magnetic
gradient and curvature drifts in this geometry.

IV. SUMMARY

We now summarize the main results of the present work.
The bounce-center transformation that transforms the
guiding-center phase-space Lagrangian (3) into the bounce-
center phase-space Lagrangian (11) relies on the existence of
expressions for the parallel canonical coordinates s(J,{) and
pi(J, ) that are required to satisfy the canonical identity (12).
In general magnetic geometry, this canonical identity is taken
as an axiom for the bounce-center transformation’ since the
identity is difficult to prove directly beyond the harmonic-
oscillator approximation. For practical applications in axi-
symmetric tokamak geometry,12 for example, it is a common
practice to use expressions for s(J,{) and py(J,{) in the
deeply trapped approximation.

The primary purpose of the present work was, therefore,
to investigate the canonical identity (12) beyond the
harmonic-oscillator approximation in an axisymmetric mag-
netic geometry simple enough to allow explicit analytical
results. The axisymmetric dipole geometry was chosen for its
great simplicity (e.g., all confined particles are trapped) as
well as its universality in space plasmass’9 and its applica-
tions in some recent laboratory experiments.

By using elegant Lie-transform Hamiltonian perturba-
tion methods, we have been able to obtain explicit expres-
sions (with harmonic and anharmonic contributions) for the
parallel canonical coordinates s(/,¢) and p;(J,{) in axisym-
metric dipole geometry, which satisfy the canonical identity
(12). By including anharmonic corrections to the deeply
trapped-particle dynamics, we were also able to obtain ex-
plicit expressions for the bounce frequency (67) and the
bounce-averaged drift frequency (73) that yielded excellent
agreement (up to & =0.6) with the exact numerical results
shown in Figs. 1 and 2, respectively, as well as standard
numerical fits'® (as shown in Table I).
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Future work will focus on the bounce-center transforma-
tion in axisymmetric tokamak geometry15 beyond the deeply
trapped approximation, for which the poloidal flux ¢ is no
longer an invariant, but is replaced with the drift invariant
= ¢—pB,, Where pj=p,/(mw,) and B, denotes the toroi-
dal covariant component of the tokamak magnetic field.
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A guiding-center Fokker—Planck operator is derived in a coordinate system that is well suited for the
implementation in a numerical code. This differential operator is transformed such that it can
commute with the orbit-averaging operation. Thus, in the low-collisionality approximation, a
three-dimensional Fokker—Planck evolution equation for the orbit-averaged distribution function in
a space of invariants is obtained. This transformation is applied to a collision operator with
nonuniform isotropic field particles. Explicit neoclassical collisional transport diffusion and
convection coefficients are derived, and analytical expressions are obtained in the thin orbit
approximation. To illustrate this formalism and validate our results, the bootstrap current is
analytically calculated in the Lorentz limit. © 2010 American Institute of Physics.

[doi:10.1063/1.3519514]

I. INTRODUCTION

The Fokker—Planck equation is widely used to describe
various transport processes in magnetized plasmas, such as
collisions, '™ wave-particle interaction,”™® and the scattering
of waves.” A review on the use of the Fokker—Planck equa-
tion in plasma physics has been recently published.10 Using
Lie-transform methods to eliminate the fast gyromotion time
scale, an explicit guiding-center (GC) Fokker—Planck (FP)
operator was derived in local GC coordinates (X,&, u, cp),11
where X is the GC position, £ is the GC energy, w is the
magnetic moment, and ¢ is the gyroangle. This operator in-
cludes leading order effects in magnetic field nonuniformity,
which scales such as eg=p/Lp<<1 in typical toroidal fusion
plasmas. Here p is the characteristic Larmor radius of par-
ticles under consideration (with mass m and charge Ze) and
Ly is of the order of the local minor radius r.

Using the conservation of a toroidal canonical momen-
tum, a new GC-FP operator was derived in a recent paper12
in a nonlocal coordinate system, involving three invariants
and a poloidal angle, which is well suited for implementation
in a numerical code. In the present paper, the GC-FP
operator, which is characterized by the collisional time scale
€,=Lg/\, where \, is the mean-free path, is transformed
such that it can commute with the orbit-averaging operation.
Thus, in the low-collisionality approximation €,<<1, a three-
dimensional (3D) Fokker—Planck evolution equation for the
orbit-averaged distribution function is obtained in a space of
invariants where the spatial transport due to the drifts of GC
orbits across flux surfaces appears explicitly.

This transformation is applied to the FP collision opera-
tor with a nonuniform isotropic field-particle distribution,
such that neoclassical collisional transport diffusion and con-
vection coefficients are explicitly derived. The thin orbit
width approximation is defined by €,=€zq/e<1 where €,
is the typical ratio of the orbit width to the minor radius,

YElectronic mail: joan.decker@cea.fr.

1070-664X/2010/17(11)/112513/12/$30.00

17, 112513-1

e=r/R is the local inverse aspect ratio, R is the local major
radius, and ¢ is the safety factor. In this approximation,
the orbit-averaging operation is simplified and analytical ex-
pressions are obtained for the FP diffusion and convection
coefficients.

This formalism is applied to the calculation of the boot-
strap current in the Lorentz limit Z> 1, where analytical ex-
pressions for the distribution function and toroidal current
are derived. The successful comparison between our results
and the literature' validates our calculations.

The paper is organized as follows. The GC-FP equation
expressed in our coordinate system is presented in Sec. II.
Using expressions for the corresponding Jacobian and GC
velocity (the details can be found in Appendix A), the orbit-
averaging operation is applied in Sec. III and a 3D FP equa-
tion is derived in the low-collisionality approximation. In
Sec. 1V, the transformation is explicitly applied to a collision
operator with a nonuniform isotropic field-particle distribu-
tion. In Sec. V, the resulting FP equation is analytically
solved in the Lorentz limit Z> 1. The bootstrap current is
then calculated using the expressions for flux-surface aver-
aged moments of the distribution function derived in Appen-
dix B for our representation.

Il. GUIDING-CENTER FOKKER-PLANCK EQUATION
A. Guiding-center motion

This work assumes a axisymmetric magnetic configura-
tion in the small drift approximation €5<<1. The unperturbed
motion of particles is uniquely characterized by two con-
stants of the guiding-center motion, the energy £ and the
toroidal canonical momentum Py, and an adiabatic invariant,
the magnetic moment u, to which we must associate, for
passing orbits, the sign of the velocity component along the
magnetic field: o=sign(v).

From this parametrization of unperturbed GC orbits, an-

© 2010 American Institute of Physics
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other set of invariants I“= (i, p, &) can be derived'? with the

momentum p=+2mé&, the flux-surface label tZE—cP¢/e
=i¢—pBy4 and the pitch-angle coordinate

50(1276”“‘)
V1 — uBy(y)/E. for trapped particle orbits
- o\ 1 — uBy()/E. for passing particle orbits

(1)

where By() is the minimum value of the magnetic field
amplitude B on the flux-surface . Here =ep/(2m)
where p is the poloidal flux, py=p,/(ZeB), and B, is the
toroidal component of the magnetic field in the covariant
representation.

The projection of GC orbits 1} in the poloidal plane is
parametrized by the poloidal angle 6 according to

¢E lz(a’ g, l,_b,p, §0) = l,_b+ 61,05(//(07 g, lz,l% éO)a (2)

where SY(0, 0,1, p.&)=pBy The orbit width is of order
€,= 0yl f~ €gq/ €. Orbits with €, <1 are called “thin,” while
orbits with €,~1 are called “wide” with an orbit width of
the order of the local minor radius. From the momentum
projection along the magnetic field, py=pé, is defined the
local pitch-angle coordinate

Eb,0.9p.6) =0 \/@

=a\/1-\1f(¢Z,0)(1—§5), (3)

where (0,0, ,p,&)=B(,0)/By().

One of the significant advantage of this representation
over others" in the perspective of a numerical implementa-
tion is that the trapped/passing boundary is independent of p.

It is defined by &=& () with

2. =1-29 )
B ()

where B;(¢) is the maximum value of the magnetic field
amplitude on the flux-surface . Another numerical advan-
tage of &, over other pitch-angle coordinates is that the cor-
responding space has fixed boundaries (-1=§,=1) inde-

pendent of (i/,p).

A spherical momentum-space representation using the
momentum magnitude p and a &-like pitch-angle coordinate
reflects the natural symmetry of collisions, which is an iso-
tropic microscopic process. Consequently, the numerical in-
version problem resulting from the discretization of the dif-
ferential FP operator is properly conditioned.

In addition to the numerical advantages, the present set
of coordinates benefits from an easy physical interpretation

in the zero-orbit width limit, where ¢— i is the poloidal flux
(divided by 27r), which defines the flux-surface containing

Phys. Plasmas 17, 112513 (2010)

0.1

g =1
& = o

>0 g =1
IENRR I

FIG. 1. Schematic representation of GC orbits ¢=zZ(6,a', z/_/, p,&) for a

given value of (i,p) and different values of &,. The flux-surface =4 is
drawn as a dashed line.

the orbit, and & — \1—uBy(#)/E becomes the value of
&=p,/p at the location where B is minimum on this flux
surface.

The coordinate system (6,4, p, &) is illustrated in Fig. 1
where various GC orbits are schematically displayed.

B. Guiding-center Fokker—Planck equation

The GC Fokker—Planck equation is expressed in this rep-
resentation by12

.IF
—+ 60— =¢,C,.(F), 5
eTaT 96 €) gc( ) ( )

where F=F(7,0,¢,p,&) is the GC distribution function,
and the time evolution of F on a slow time scale 7 is con-
sidered. The poloidal motion is characterized by the super-
position of the free streaming along the field line and the
magnetic drift

. B .
0= Vgc -Vo= U||E + 6,/,03, (6)

where B? is the poloidal component of the magnetic field in
the contravariant representation.
The GC Fokker—Planck operator12

1 9 o B oF
_ 3@ Kch— Dgc ﬁ s (7)

is expressed as a function of the coordinates Z¢
:(0,1?;,;),50) and the Jacobian 7 for the (i, 0,0,p,&,0)
system.

The GC-FP coefficients are related to the particle
momentum-space Fokker—Planck convection vector K and
diffusion tensor D through the transformation'”

CoelF) =
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Kg.=(T'K-A%),,

(8)
D =((A"-T'D- AP),,
where T~! is the GC transformation, (- )’ denotes the trans-
pose operation, A“ is the projection vector for the coordinate
a, and (- ), denotes gyroaveraging. The GC projection vec-

tors in (ljf, p. &) invariants space were defined as'!

= {X + pe’Za}gm )

where p, is the gyrovector and {- -}, denotes the GC Pois-
son bracket. From the GC Poisson bracket expressed in
(X,&, 1) coordinates,'" the GC projection vectors A“ can be
derived using the chain rule?

Ag&Z“ aZ*

AF—, 10
€ iy (10)

A=AX.VZo4
14

Accounting for finite-orbit width, these vectors become

A

- b . S QY1 - & dp.
Al//: GBE X Vl!/_ El’b@pé 6./12 B §2 a(P
+0(e),
P
AP =4+ O(ep), (11)
p
Q 1% dl B
Ag _ g() pe A n @« 2o 0(62)
2& mé’ ,uB dp di

where () is the gyrofrequency, p. is the particle kinetic mo-

mentum, and b=B/B.

The GC convection and diffusion coefficients (8), which
include the effects of magnetic drift, can be formally written
as

Kgc=KgCO+ Ko wel

(12)

D“’B D

af -
oc0t €3Dgc 1 +

lll. ORBIT-AVERAGED GUIDING-CENTER
FOKKER-PLANCK EQUATION

A. Orbit averaging

The 6-dependence can be removed from the guiding-
center Fokker—Planck equation by averaging over the GC
orbits. The orbit-averaging operation is defined in the poloi-
dal plane as

ToJo Ugc

where the incremental length along the orbit O is
dl(0,0,,p, &) and the orbit time is

Orbit-averaged guiding-center Fokker—Planck operator...
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o= AL (14)

Ogc

Note that we can rewrite dl /vgczd 6/ 9,12 such that
1 d0
(- Vo=—¢ =

ToJo @

(15)

Defining the orbit-averaging Jacobian

2
jOEEUP|§0|’ (16)

27 Bo(h)

which only depends upon the invariants (i,p,&,), we for-
mally express the product J 0 as

oJ0  Jo

Py —Q(¢9 p.&). (17)

The Jacobian 7 and the angular velocity @ are evaluated in
Appendix A, which yields Eq. (A16)

g(07 ’;Z’P’ 50) =1+ O(waB). (18)

B. Low-collisionality regimes

From now on, we focus on low-collisionality regimes
€,<<1 for which the GC-FP equation can be reduced to a 3D

equation involving the motion invariants = (i, p, &y). Con-
sidering a slow time scale 7 with €,=7,/7<<1, the Fokker—
Planck equation (5) reduces to leading order to

66— =0, (19)

such that F=FO(r,y, P, &) is independent of 6.
Applying the orbit-averaging operation (15) to Eq. (5)
yields the orbit-averaged Fokker—Planck equation
ar .7 ar°

9F© )
O arb
G~ 0
+e|{ G—kg) FO
9z o

oG~ \ aF?
-{G—D2) —|. 20
<gaza g°>0 arr 20

This equation can be further transformed to give

IF" 1
=- (ﬂo[( JoF” - (D

€

oF©
T r = <Cgc(F(O))>O

1 9 OF
- ——(JO{KQPF@ DRV

+eMYUFO, (21)

with
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KO _ (g DB E
=0 D26 )

DO = (D), (22)

1 ag™! aG™!
0 _ B a
M= 7o ar {‘7‘9< Dect78 >(j <Kg°g 9z >O'

According to Eq. (21), the distribution evolves on the colli-
sion time scale: €,=¢€,,

C. Thin orbit approximation

The thin orbit approximation is characterized by €,<1.
In this case, the corrections of order €€z in Eq. (18) can be
neglected as compared to the corrections of order €z in Eq.
(12) and thus we can take G=1. The orbit-averaging opera-
tion (15) can be expressed as

(v _L§ ﬁaj...’ (23)
0

and the orbit-averaged Fokker—Planck equation reduces to

(0)

a7 = <Cgc(F(0))>(’)
1 9 é’F(O)
=_ — Kﬁ(O)F(O) _ D“b(o)_ , 24
Jo ol (‘70{ e e g @4
with
Ky = (Kyoo.
25

Dub(O <Dab ( )

D. Conservative form of the differential
operator

For computational purposes, the differential part of the
orbit-averaged guiding-center Fokker—Planck operator in Eq.
(24) is recast in a flux-conservative form

(CoFO o=~ 7—(‘70||V¢“05{) - jOSp)

1
7 Sfo 26
¢ (TolT= 85D, (26)

where S¥ describes the GC particle flux across magnetic flux
surfaces and (S7,5%0) represent momentum and pitch-angle
dynamics, respectively. They are given by

Phys. Plasmas 17, 112513 (2010)

st [k! D pir Dl
st |=| &k [FO-| ppv D Do
Sfo KEO DEOLZ Df"” DEO&)
IVllo @194
X aldp FO, (27)
W1-& 108,

where the friction coefficients K| and symmetric diffusion
coefficients Dib=Df” may be expressed in terms of guiding-
center friction and diffusion components (22) according to
the general relations'?

1

K= ——K",
IVlo
K =Ky (28)
L)
Kio=- e
V1-§ °©
and
ppr= ! IO
[V

D= ;Dg’é’( )
IVl

— p 1 —
D'//§0 —_ _Dl//§()(0)
.5 _ _
1-gvef,
(29)
Dy =prr©,
D p
D1L50=_—2 gfo(o),
11_ 5
2
£ot p ££0(0)
DLoo 1_§%Dg(():0
In Eq.  (26), [Veo=IVillo() where [[Vilo(1)

=||Vii|(, 6,(1))) is defined as the value of |[Vii|=RB at the
poloidal location 6(y) where the magnetic field

B4, 00()] = Bo(), (30)

is minimum on the flux-surface . Here Bp is the poloidal
component of the magnetic field. The term |V, is intro-

duced such that S}’ has the dimension of a flux in configura-
tion space. When the flux-conservative form of the differen-
tial operator (26) is numerically implemented using a two-
grid discretization technique (with the distribution on the
half—grid),15 it yields a numerical scheme in which the inter-
nal boundary conditions are inherently satisfied.'®
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IV. TRANSFORMATION OF AN ISOTROPIC
COLLISION OPERATOR

A. Transformation of FP collision coefficients to GC
coordinates

For an FP operator describing collisions with isotropic
field particles, we have'!

K=-p,

D= D,(I - @> o
P p

31

where the convection coefficient v and diffusion coefficients
D, and D, are function of (p,x) only [We can assume they
are function of (p, ) only.]. Thus'!

T'K=-vp,,

(32)
EpE

I]D Dte]I"' (Dle Dte)

where

VE(Z) = V(P’X + pe) = V(P,X) + €0, 7Pe " VV’

D,(Z)=D,(p.X+pJ)=D,p,X) + €, 1p.- VD;, (33)

DIE(Z) = Dl(p’X + pe) = Dl(p’X) + En,Tpe : VDI’

since the particle energy and GC energy are identical up to
order €5. We can assume that ez~ €, 7~ €.

The coefficients Kg and Dgf have been explicitly calcu-
lated in the local GC coordinate system (X,&, u, ) for the
particular case of a uniform field-particle distribution.'’ The
results are extended to the case of a nonuniform distribution
in Appendix C. As expected, the transformation to local GC
coordinates yields GC spacial transport coefficients at order
€* and corrections of order € to (£, ) transport.

B. FP collision coefficients in nonlocal coordinates
(0; lpa P; §0)

The transformation to the nonlocal coordinates

(6,,p, &) where (i, p, &) are invariants of the GC motion
will naturally yield neoclassical transport coefficients of or-
der €, Using the projection vectors (11) for the coordinate

(,p, &) in Eq. (8) and evaluating the gyroaveraged expres-
sions, we obtain the following coefficients:

K? -V
FARPGITE] o
ac

(Ké‘é)_(—vp)u—f%)
D§§° “\D, ) 2pg
X{e¢w+e)\g<l+6¢5¢( 22 )>}+O(€2),

(35)

Orbit-averaged guiding-center Fokker—Planck operator...
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KL, (—vp){ «w( (1-8) )}
‘= —e,—|1 \ o),
(D’g’é”) p, [T\ g M) [T

(36)

where \o.=(v)/ Q)b-VXb and we define the normalized
quantity

I B(’)
Sh= &pl?o. (37)

In addition, defining the following diffusion coefficients:

D, = §2D1+ (1- fz)Df,

D2=D[—Dt, (38)
D,
D3 = ? - Dt’

and the following expressions where the effect of magnetic
nonuniformity explicitly appears:

Djy=D;+ e\g (1 - &)D,,
Dp=D,+ e\yDs, (39)
=D(1 - €\y),
we find the coefficients

pii_ 200’ lﬁ)z

gc n//p f 0(62)

- S
DY/ =~ wazp( ~&) {DB + ewz—;/;DA} +0(&), (40)

P&

D= g‘”{éoa 31 - 1D,
0
2
o= ;) }+O(e2).

The coefficients Kgc and Dgca are all of order 2.

C. Thin orbit width approximation

The coefficients v, D;, and D, are functions of (p, ). In
the thin orbit approximation characterized by €,<1, they

can be developed using = U+ O as

Wp.t) = vp. D) + e@zpj—;(p, D).
Dp. ) =D,p. 1) + eww—(p 7, 41)

Dy(p, ) =D/(p. ) + 6¢5t// (p ).

Note that we could expand the coefficients around (i)p
rather than . It is identical for trapped orbits, but not for
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passing orbits where |¢y—(i)o| < 8¢ such that the expansion

is more valid. Yet, the choice of expansion around Jf has the
numerical advantage of calculating the coefficients and their

derivatives on a fixed two-dimensional grid (p, #) rather than

the 3D grid since (Y)o=(P)o(p.&, V).
Neglecting terms of order 612// and €€y, we obtain the
following coefficients, where v, Dy, and D | and their deriva-

tives are now function of (p, i)

Kpc
<D‘§§) =( 6¢,5¢—l//)< D, ) O(é, efl,, ecy), (42)

& - -8
( K ) = ( P )m(ewﬁlp+ E\go) + 0(62,63,,, €€y),

Dgf“ D,/ 2p&
(43)
K’ _
g Sy vp
DY | =—e,— D, +O(&, €, ¢e€,),
gc ¢’p [
Dot (1-&)DJ(p&)
gc
(44)
DW O(é&,é ee¢), (45)
(1-8 & —(1-8)
ng%o — —205(2)_\p|: 1— €Ny + 6¢r< &//T
+ 5%)}1% O(€. €, €€,). (46)

The coefficients Kgc and Dgf are all of order €.

D. Orbit averaging in the thin orbit approximation

In the thin orbit approximation, the orbit-averaged coef-
ficients are given by Eq. (25), which yields

Ky 4 2
Dgf(o) =1+ ewélﬂ( Iﬂ Dz +0(&, > €€)s
(47)
K2 w\1-& —
(ng%()(o) ) ( Dl ) 2p§00 ( ¢5l’/,(0) + 6)\1(%(;))
+ 0(62,62111, €€,), (48)
E (0)
e ER &Z D,
DéO) (1-&)DJ(p&y)
gc
+0(&, ezl//, €€,), (49)
DUO = 0(&,,ec,), (50)
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A0 4 ( 50 (11— - &)
0

+ 5:,0(0”(%1”Dt+ O(ez,ezweelﬁ), (51)

2
pot _ (L= &) { AT
gc p2

where we need to evaluate the following coefficients:

Y0 = (5o,

& (SY¥ o - (1 - &)y
0)F — >
4 <§<2)‘I’ l/l>o & ’

S0 = B0 540,
B,

(52)
)\(g(g) = <7\gc>(’)’

2
>\$”5<§f A >

A%E<§_2> o= (1-8)
&v &

In the thin orbit width approximation, it is therefore not
necessary to evaluate the particle collision operator coeffi-
cients along each particle orbit for the calculation of orbit-
averaged FP diffusion and convection coefficients (47)—(51).
Indeed, the GC orbit effects reduce to the calculation of the
orbit-averaging coefficients (52) and radial gradients of par-
ticle collision operator coefficients (41). Note that sy/?=0
for trapped particle orbits.

This separation between orbit dynamics and FP coeffi-
cients calculations has important numerical implications as
the bounce coefficients (52) need to be only determined once
for a given equilibrium, while it is not necessary to calculate
the FP coefficients v, D;,, and D, which involve time-
consuming integrals in the relativistic case, along every GC
orbit.

Finite-orbit width effects can be neglected in the deter-
minatlon of the orbit-averaged coefficients 6y?, Sy,
YO\ gc, and )\(0)I [Eq. (52)] as they would enter Egs.

(47)—(51) to order 62 or €€y By taking the limit — 1, the
orbit-averaging operatlon (23) reduces to'? Eq. (A17)

_1)! B &,
<”'>O_A7\l2§LL d030

1

<)\gcq,_1>(9 - (1 g()))\(())
) &

3

where A()=[7 d6B/B’is the length of a field line over one
poloidal cycle, the sum over o applies to trapped orbits be-
tween the turning points ¢, and 6,, and

&

| (54)

1
N, &) = Xf dﬁ—
4

1

is the normalized orbit time in the zero-orbit width limit."”
By extension, we define the following quantities:
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1 % B ¢ k-1 R, l
Netm(,60) = dorg| — |, (55)
T A ), B 6]\ R
with
l
Aw(¥) = J d0—<;°)\lfm, (56)

such that Nggo=\, Ago=A, and N;,(¢, =1)=1. Here
Ry(¥)=R(4, 0,) where 6y(¢) is defined in Eq. (30). Using
Eq. (53) and 6y=pé&B,/(ZeB) [Eq. (2)], since B, is a func-
tion of ¢ only, we can evaluate the coefficients associated
with the orbit width

B, A
0 = H[ &) - §OT(¢/)]—"~’B = pj"
(57)
(0)F — _ n Bﬁ[AO,—Z §0)A0 1]P§0
oy = HI|&)| §OT(¢)]BO A)\fo 7

E. Coefficients for the conservative form
of the collision operator

In the thin orbit approximation, the convection and dif-
fusion coefficients (28) and (29) can be explicitly evaluated
for the FP collision operator

K{ Jd \[—vp
(D{Lf’) =(1+6‘”M0)ﬁ>( D, )+O(62’65”66‘”)’ 8)

K _(—wﬂvl—%
(Df%)‘ D, ) 2g WD

+0O(€, 5(2//’ €€y), (59)
U
KL, 511,(0) -
LY =—€ Dl
v e
Dfolﬂ p O\=VI1- &D/ &
+0(€, €, €€,), (60)
DY =0(, &, ecy), (61)

Do [ ISP ( spol =& - &) 5¢(0)Ti):| D,
& I

+0(&, elzp, €€y). (62)

Note that to leading order we retrieve the usual collision
operator in the zero-orbit width limit

K =—p,
DY’ =D, (63)

D&% =A'D,.
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V. BOOTSTRAP CURRENT IN THE LORENTZ LIMIT

The formalism presented in this paper can be validated

by calculating the bootstrap current in the Lorentz limit

Z>1, an analytical result found in the literature. '8

A. GC distribution function in the Lorentz limit

In the Lorentz limit Z> 1, the coefficients of the particle
collision operator (31) reduce to D,=v,;p*/2, while v and D,
can be neglected. Thus, the orbit-averaged GC-FP operator
(58)—(62) is also simplified with the following remaining co-
efficients:

11— a2
DoV = pjo = ewéwmﬂ

p&llVudl
(64)

Dfofo _ [AT _ f)\giﬁ (51# 0)( §050) &p((m%p) }D;
+ O(ez,efp, €€y).
In steady state, the FP equation (24) and (26)
(Cel[FDo=0, (65)

reduces to

J o aF©
TZ(J@||V#|OD5§°\"1 -4 )

é gO
—_

&oéo (0)
B DLO r—_ gO&F ) —0. (66)
p 2<)

If we expand FO=F + €,F'; with €,~€<1, we obtain
to the leading order that dF/9&,=0. To order 1 in €,,

oF; sy aFO
d&  &AT 3¢

such that F;=0 in the trapped region where 8{*'=0
Using Eq. (3), we transform

. & > A
Af = =1-=, 68
<§o & ©3)

with A=(1-W¥~1), such that Eq. (67) can be formally inte-
grated using Eq. (57) to give

(67)

(69)

Fi(§hp.&) = afzﬂ—H[lfol

where H is the Heaviside step function, and the integral / is
defined as

(70)

_ A |l dé
17, = 20t f &

A e NG E) 1 - AED)

The first-order equation in Z~! yields F, as a Maxwellian
with temperature 7 and density n expressed in the non-
relativistic limit by
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Fo= Ae—pz/[%ﬂ(@] , (71)
[27mT ()"

and we obtain
dlnF, dlnn ( 'S 3>d1nT
p— = p— + p—
Y di 2mT 2 diy

(72)

B. Bootstrap current

The bootstrap current is the flux-surface averaged cur-
rent density obtained in the presence of collisions. It is evalu-
ated here in the large aspect ratio and thin orbit approxima-
tions, with the ordering & ~ €2 such that e<e, €< 1. Using

Eq. (B7), Jb:<Zele;>¢ reduces to
) ¢
27 Zef f dgofof d_(Z B ~FO)
dSydirm o BBy
X(t9 Jﬂp’go), (73)

where i is a function of (i, 6,p,&,). We can expand F(©
using =y—€,64 and FO'=F+e€,F, so that

F(O)(t, ljj’p’éb) = FO(t’ wsp) + ezjf

Jb(t» ¢) =

JdF,
X {Fl(t»l%l’»fo) - 5(»[/&_;(ts w’p’§O):| .

(74)
Since 9F,/d&y=0, the contribution of the leading term in

Eq. (74) vanishes in the large aspect ratio approximation for

which By(#)=B,()) and B®=B/R such that Eq. (73)
becomes

Ao Ze [ P! ~
Jb(t$ w) = ZWEWA L ;J dp;j dfogol—f(t, ’%P; 60)
1,-1 0 -1

+g(t’lﬂ,P’§0)], (75)
where we used dS,/dy=A, _()/(RyB,) and the definitions

f(f hp.&) = —<5¢>O_(f b.p.&).

I
(76)
g(t? W’P,fo) = Fl(t’ ¢’p’§0)7
with the following poloidal averaging:
1 (% RyB
ey —— do——---. 77
W ALy )

We can evaluate (5i)5 with definitions (55) and (56) such as
substituting Eq. (69), we obtain
A _ih 1 p&By 9F)

Al,() ZeBO ﬁw ’

f(t’ lp,p»éO) ==
(78)
).

2t p.&) = o;‘ézﬂa—wlf[lgol &)

In the nonrelativistic limit y— 1, we find Eq. (72)
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dinT
. P 5_¢_§”(‘/’) () 0

Therefore, the bootstrap current in the Lorentz limit can be
expressed as

2m (7 ,0F, d1n n,
m

dlnn dlnT
dy

where we introduce the effective trapped particle fraction

Tt ) = e,F{" (PR, (@T(w)[ } (80)

By

LS
—H
vl i

dgofo()\u “i1éo— A1

F(y) =

|))- (81)

C. Particular case of circular concentric flux
surfaces

For circular concentric flux surfaces diy/dr=R,Bp where

Bp(r) is the p0101da1 field evaluated at R=R,, and we can
express Eq. (80) as'
n(rT(r)|dlnn dInT
Jy(t,r) = — €,F" + : 82
)= e { s } (52)

We can analytically determine the geometrical factors (56)
Al,m=A1+m,0 Wlth

A(r)=2mB/B?,

A
Ay o(r) = Tre (83)

1
Al,o(r)=A\/—l+8 ~A(l+e),
— &

and the bounce coefficient (55) Ni;,.(r, &) =Ny 1omo(r, &)
with

! 21
2 _-_—
f_l d&négha0,0(r, &) = 31+ (84)

Thus, for circular concentric flux surfaces, the effective
trapped fraction becomes

(85)

X 3 (!
F(ry=1- EJ déyéoHl| &o| - Eor(r) 1(r,
-

and the integral I defined in Eq. (70) has a familiar
1,18

expression
1 1ol dé/
1(”,50)51 f ; ° AED) (86)
+elg, N &) - A7)
It can be shown'®" that
imFe(r) = 1.46\s + O(e), (87)

=0

such that the result from Ref. 1 is retrieved.
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VI. CONCLUSION

In this paper, the general orbit-averaged guiding-center
Fokker—Planck equation (21) is derived in an invariant space

(i, p, &) that is well suited for implementation in a numeri-
cal solver. The FP operator, which contains first-order effects
of magnetic field nonuniformity, is also expressed in a con-
servative form (26) that satisfies internal boundary condi-
tions exactly when using a two-grid numerical discretization
method.'>'® The calculation of orbit-averaged FP diffusion
and convection coefficients is greatly simplified in the thin
orbit approximation (25) where the orbit width is small as
compared to the local minor radius.

The GC-FP diffusion and convection coefficients in

(,p, &) space are calculated using the projection vectors
(I1) in the GC transformation (8). This procedure is appli-
cable to any kinetic process that can be expressed as a FP
operator (7), such as collisions, electric field acceleration, rf
heating, or resonant interaction with magnetohydrodynamics
(MHD) modes.

As a first application, the transformation is explicitly car-
ried out in the present paper for a collision operator with a
nonuniform isotropic field-particle distribution. While the
transformation to local GC coordinates yields local transport
coefficients at order €%, the transformation to the invariant

space (i,p, &) yields neoclassical collisional transport at or-
der €, [Eqgs. (34)—(40)]. In the thin orbit approximation ap-
proximation, the orbit-averaging operation is simplified and
analytical expressions (58)—(62) are obtained for the orbit-
averaged FP diffusion and convection coefficients.

Using the expressions for moments of the distribution
function averaged over a given flux surface, the bootstrap
current is analytically calculated in the Lorentz limit, and
corresponding results found in the literature are retrieved.
This comparison self-consistently validates the orbit-
averaged GC formalism developed in Secs. II and IIT and the
GC collision operator derived in Sec. IV. In our calculation,
the particle orbits width effect naturally appears in the
(i, p, &) system, which provides an intuitive formalism for
the GC physics.

The orbit-averaged GC-FP operator developed in this pa-
per will be implemented in the numerical code LUKE, which
currently calculates the GC distribution function in the zero-
orbit width limit'® and is used for heating and current drive
calculations. Ultimately, the present formalism could provide
a self-consistent description of neoclassical transport, neo-
classical conductivity, transport induced by rf waves or
MHD modes, etc. in the presence of non-Maxwellian distri-
butions.
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APPENDIX A: DETERMINATION OF THE FUNCTION G
in the thin orbit approximation

1. Calculation of 8

The drift velocity is given by11

A

b PR
v3=m—Qx(MVB+mvﬁb-Vb)+c9(eB). (A1)
Using the following identities:
b-Vb=-b XV Xb,
(A2)

bX(BXVXb)=(bH-VXbb-VXb,

it follows that the projection of vz in the poloidal direction
can be expressed as

. 1 ..
Op=vp-VO=——{ub-b X VB —muv;
mr{)

X[(8-)(b-V X b)- 8-V X b}

+ O(ep). (A3)
In the (4,6.p.é) system where vy=pé&/m and u=p*(1
—-&)/(2mB), Eq. (6) is explicitly written as

p {(1—52%

v - VB
0-bx—-¢
2 B

O=v,—| 1+
Y B ( El/'Zengg

X[(0-H)(b-V Xb)—0-V X b] +O(EB)}). (A4)

2. Jacobian for the (:/_1, 0,d,p, &, ) system
The (phase space) Jacobian of the GC transformation in
the system (X,€, u, @) is given by Jx ¢ ,=mB]/|v)| where

B*:B[1+eBﬂB~VXl;+(’)(s§)]. (AS)

ZeB

The Jacobian of the (¢, 6, @) coordinate system is V(i, 6)
given by V(i 6)=(B%~! such that the total Jacobian for the
(,0,¢.E, 1, ¢) system is Jy g ,=mB}/(|v)|B?). The Jaco-
bian for the (i, 0, ¢,p, &, ) system is determined using the
definitions of p and & [Eq. (3)]

(ap/ag (9}7/(9,&)
et
IEIIE  IE I

9E/ 0E=puB/ (2E€?), and

; (A6)

Jyop.e=J o | d

with  dp/dE=m/p, dpl/du=0,
&l du=B/(2€&E) such that

|U|||P2 B _pr
mB BB B’

Jyope=Jpocn
X b+ O(eg)] . (A7)

The transformation from (i,£) to (i4,&,) involves the
following Jacobian:
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Yy a&mg) ‘

J- =7 det
B8 t//ﬁsp’f/‘ (ago/agz/ 90/ &

Using = ip—p;B 4= - péB 4/ (ZeB) we have

ﬁz_l_lﬂ_fi(ﬂ;@) g WU __pBs

ay  Zedy

From Eq. (1), we obtain

o _ B 1-€
9€ " &B(O) 268

0((//)
and

& __1-& , - 0% 1-EBy(y) B
Y 2§OBB°(‘/’)¢9¢ 26, B> 9y

Therefore,

det(a{ww a{wag) _ 9 £ By(¥)
&)Y 9E)oE) TP & B(,0)

31 — & By(y) IB
C9¢ 28 B oy

Note that we can rewrite, using axisymmetry

D>

0-VXb=

[<()sseeel3

such that

such that

1 - & By() IB
dé 28 B 9y
P l_ngo(lﬂ)A ~

VB
= — b X - .
8 ZerB’ 26, B B

Therefore, Eq. (A11) becomes

(A8)

(A9)

(A10)

(A11)

(A12)

(A13)

(A14)
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det(afp/aw a@/ag)
&/ Y 9&/ 9§

€ By p
‘@m¢mxb+wbw%

2
a _2§)O bx%+0(63)>:|

(A15)

x(gza.vX5+

Substituting Egs. (A7) and (A15) in Eq. (A8) and comparing

to Eq. (A4), the Jacobian for the (¢, 6,,p, &), ¢) system
becomes

i_,n-@[l +O(E¢,€B)], (A16)

o |6

where we used (é-ﬁ):rBo/ B. In the zero-orbit width limit,
Eq. (A16) reduces to'?

‘7 = J‘?’» 0.p.&, =

(A17)

APPENDIX B: MOMENTS OF THE DISTRIBUTION
FUNCTION

Many useful characteristics of a population of particles,
such as the density, toroidal current density, density of power
dissipated on collisions, cyclotron, or bremsstrahlung emis-
sion, etc. can be obtained from the kinetic description by
calculating moments of the distribution function. This mo-
ments are often locally calculated in space, and take the fol-
lowing form:

d(1,x) = f f f dpM(1,x,p)f(1,x,p), (B1)

where f(z,x,p) is the particle distribution function and
M(z,x,p) is an operator acting on f. If the operator M is
gyroindependent, which we assume in this section, the
transformation to GC phase space in an axisymmetric plasma
is straightforward and we can write M(t,4,60,p,€)
=M(t,x,p) (Ref. 20).

1. Flux-surface averaging

In axisymmetric (i, 0, ) geometry, the flux-surface av-
erage of a scalar quantity ®(z, ¢, 6) is

2
27 f 2 0.0, (B2)

@en=g ] 5

where dV/dy=2m[d#/B? is the incremental volume of a
flux surface. Similarly, using V= ¢/R, the flux-surface av-
eraged flux in the toroidal direction of a vector field

D1, ,0) is

Downloaded 06 Dec 2010 to 132.169.10.193. Redistribution subject to AIP license or copyright; see http://pop.aip.org/about/rights_and_permissions



112513-11 Orbit-averaged guiding-center Fokker—Planck operator...
@= [ a0 (®3)
"0 asydyl, RBC A

where dS 4/ diy=[d6/(RBY) is the incremental poloidal sur-
face element.

2. Local expression

Using the Jacobian Jx , ;=p®B;/B for the (p,&,¢) sys-
tem (A7), the local moment in GC coordinates can be ex-
pressed as

(1,4, 6) = My

—wa dppf df MgCFtl,prf) (B4)

In the low-collisionality regime, we have F(¢,¢,60,p,§&)
=FO(t,4,p,&) where (,&,) are functions of (i, 6,p,&)
through Egs. (1) and (2). The moment (B4) can also use the
&, coordinate (3)

gc(t lﬂ 0) 27Tf dpp f ng l_)Mgc
-1

XFO(t,.p,&). (B5)

The flux-surface average of /\/l is then given by Eq. (B2)

b do§ B
o B" € By(p)

(M )(t,99) = §o

dV/dw
XMch(O)(t’ ‘Z’p’ 50)7 (B6)

where i is a function of (i, 6,p,&y). In Eq. (B6), the limits
of integration for trapped orbits 6, and 6, are the same as in
the orbit-averaging operation (15) since =1 at the turning
points.

If M, is a vector field operator, the flux-surface aver-
aged flux in the toroidal direction is Eq. (B3)

20 * : % 46 ¢ Bf
d 2[ d f “Y s Il
dsgydl/;fo L), kB E 5 )

XdA)'Mch(O)(t’ IZ"p’gO)' (B7)

(M) (1, ) =

3. Expression in the space of invariants

Alternatively, it is also possible to directly express Eq.
(B4) in the Z*=(4, 6,p, &) system20

Mo(t,4,0) = (2m)? f f f dgdpdé&,TB 8- )

XMPFO(t,.p.&)). (BS)

Phys. Plasmas 17, 112513 (2010)

where ./\/l( (t,4,0,p, &)= Mgc(t ¥, 6,p, 8. From Eq. (BS),
the flux-surface average of @ is Eq. (B2)

(2W)3Jffd_dd T
AVidy Ydpdé&yJ o

X(aG3(h— PYMDYoF Ot 4h.p.&). (B9)

(M) (t,4) =

Similarly, the flux-surface averaged flux of @ is the toroidal
direction is Eq. (B3)

(M) o(1,1) = dS 4/ m f f f dydpdéyJo
><<%5(@Z— ¢)<2>~M<g?> FO(t, ¢.p.&)).
O

(B10)

Within the thin orbit width approximation, G=1 in Egs. (B9)
and (B10).

Practically, both the expressions (B6) and (B9) can be
used to evaluate flux-surface averaged moments. Numeri-
cally, Eq. (B6) involves interpolations to evaluate
F(t,4,0,p,8=FO(t,,p, &), while Eq. (B9) requires a
modeling of the delta function &(/— ) term by a rectangular
function, a Gaussian, etc. Note that in Eq. (B9), the calcula-
tion of the bounce-averaged term only involves GC orbits,
which is also needed to evaluate Eq. (22), and can be done in
parallel with the calculation of the distribution function.

Among useful flux-surface averaged moments of the dis-

tribution function we can mention: the density n(z, ) =(1),
the parallel toroidal current density J||¢=<Zev”l3)¢, and the

density of power deposited on particles through the evolution
operator C: Pc=(EC,).

APPENDIX C: COLLISION OPERATOR IN LOCAL GC
COORDINATES

The FP collision operator can be also calculated in local
GC coordinates for a nonuniform isotropic field-particle dis-
tribution, by introducing the projection vector for the coor-
dinate (X,&,u,¢) (Ref. 12) in Eq. (8) and evaluating the
gyroaveraged expressions. To order €, the momentum-space
GC collision operator coefficients are

KS =-2vE+0(&),

(C1)
Kgc =— ur(2 - eNg) + O(é),

and
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D =2EDg+ O(),

D% = uDg(2 - ehy) + O(), (C2)

D
DEF=2u(1 - ekgc)<2DM + m—};) +0(),

where Dg=D;/m and D,=u(D;—-D,)/(2mE). The coeffi-
cients involving transport in configuration space are calcu-
lated to order €

2
K;:g(ésmﬁ%vy-u)w(é), (C3)

and

gc

D.. >
D“:—é(a‘ngVB+%VD5~]IL>+O(e3),

A

b 05 1
Dgcxz—g DMEXVB+E ZVD#+ﬁVDt -1

+0(), (C4)

B D
D;(CX= 62W|:D#+ m—é:|h_ +0(E).

Note that we can rewrite Egs. (C3) and (C4) as

Phys. Plasmas 17, 112513 (2010)
p2
K= 85‘)(- vk + Vo) -1, +0O(),

2
D?=3%(D5k3—VD5)~L+O(e3), (C5)

1

2
X Po
Dk =622 Dyks=2VDy=—o

VD, |1, +0(),

with kz=V In B+ (mv?/ uB)b-Vb such that the drift velocity
is vz=(uB/mQ)b X kg+O(ep).
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