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Résumé

Cette these s’inscrit dans le cadre de la correspondance de Langlands locale p-adique,
imaginée par Breuil [6] (au moins dans le cas potentiellement semi-stable) et établie par Col-
mez [12] pour GL2(Q,), & la suite des travaux de Colmez [13], Berger-Breuil [4], Kisin [32].
Cette correspondance encode la correspondance de Langlands locale classique pour GL2(Qj).
De plus, grace au travail [38] de Paskunas, elle permet de décrire (provisoirement pour p > 5)
les représentations de Banach unitaires, admissibles, de longueur finie et a caractére central
de GL2(Qy), en termes de représentations p-adiques de Gal(Q,/Q,).

Soit p un nombre premier, L une extension finie de Q, et soit V une L-représentation
irréductible ! de Gal(Q,/Q,), de dimension 2. En utilisant la théorie des (¢, I')-modules de
Fontaine [26], on associe [12] & V une GL2(Qj)-représentation de Banach II(V'), unitaire, ad-
missible, topologiquement irréductible. On donne une nouvelle preuve, nettement plus simple,
d’un théoreme de Colmez, qui permet de décrire les vecteurs localement analytiques IT(V)2"
de II(V') en fonction de V' (plutot du (¢, I')-module surconvergent attaché a V). La description
est tres indirecte, ce qui rend 1’étude de II(V)?" un peu délicate : par exemple, on ne sait pas
si II(V)®" est toujours de longueur finie.

Le résultat principal de cette theése est une description simple de 'action infinitésimale de
GL2(Qp) sur II(V)*". En particulier, on montre que II(V)*" admet un caractere infinitésimal,
que 'on peut calculer en fonction des poids de Hodge-Tate de V', ce qui répond a une question
de Harris. En utilisant ces résultats, on montre aussi 'absence d’un analogue p-adique d’un
théoréme classique de Tunnell et Saito, répondant & une autre question de Harris (I’analogue
pour les représentations modulaires a été établi par Morra [37]).

Nous étendons et précisons certains résultats de Colmez concernant le modele de Kirillov
des vecteurs U-finis de II(V') (ici U est 'unipotent supérieur de GL2(Q,)). En combinant cette
étude avec la description de l'action infinitésimale de GL2(Q)), on obtient une démonstration
simple d’un des résultats principaux de [12], caractérisant les représentations V telles que II(V)
possede des vecteurs localement algébriques non nuls. Ce résultat permet de faire le pont avec
la correspondance classique et est un des ingrédients clés de la preuve d’Emerton [22] de la
conjecture de Fontaine-Mazur en dimension 2 (et dans la plupart des cas). On étend nos
méthodes pour démontrer ’analogue de ce résultat pour les déformations infinitésimales de V.
Cela répond a une question de Paskunas et a des applications a la conjecture de Breuil-Mézard.

Nous appliquons ces techniques différentielles a 1’étude du module de Jacquet de TI(V)?".
On montre par exemple que ce module est non nul si et seulement si V' est trianguline. Cela a
des applications directes [14, 19, 35, 36] & des conjectures de Berger, Breuil [4] et Emerton [21],
qui décrivent de maniére précise I'espace II(V)*" quand V est trianguline.

Enfin, dans un travail en collaboration avec Benjamin Schraen, nous démontrons le lemme
de Schur pour les représentations de Banach et localement analytiques topologiquement irré-
ductibles d’un groupe de Lie p-adique. Ce résultat basique n’était connu que pour des groupes
de Lie commutatifs et pour GL2(Q,) (sous certaines hypotheses techniques). La preuve repose
sur des résultats récents d’Ardakov et Wadsley [1].

1. Pour les applications arithmétiques, il est important de considérer aussi des déformations artiniennes de
V', de déterminant fixé, et c’est dans ce cadre plus général que I’on se place dans cette these.
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Abstract

The subject of this thesis is the p-adic Langlands correspondence, imagined by Breuil [6] (at
least in the potentially semi-stable case) and established by Colmez [12] for GL2(Q,), building
on work by Colmez [13], Berger-Breuil [4], Kisin [32]. This correspondence gives a new insight
in the classical local Langlands correspondence for GL2(Q,). Moreover, deep work of Paskunas
[38] shows that the p-adic Langlands correspondence also gives a description (temporarily for
p > 5) of the unitary, admissible, finite length Banach space representations of GL2(Q,) with
a central character, in terms of p-adic Galois representations.

Let p be a prime number and let L be a finite extension of Q,,. Let V' be an irreducible 2 two-
dimensional L-representation of Gal(Q,/Q,). Using Fontaine’s [26] theory of (¢, T')-modules,
one associates to V' a GL2(Qp)-Banach space representation II(V) (defined over L), which
is unitary, admissible and topologically irreducible. We give a new proof, much easier, of a
theorem of Colmez, which describes the locally analytic vectors II(V)2" of II(V) in terms of V/
(more precisely, in terms of the overconvergent (¢, I')-module attached to V'). This description
is however very indirect, making the study of II(V)?" rather delicate : for instance, it is not
known if II(V)*" is (topologically) of finite length.

The main result of this thesis is a simple description of the infinitesimal action of GL2(Qj)
on II(V)?". In particular, we show that II(V)*" has an infinitesimal character, which can be
computed in terms of the Hodge-Tate weights of V', answering therefore a question of Harris.
Using these results, we show that there is no p-adic analogue of a classical theorem of Saito
and Tunnell, answering another question of Harris (the analogue for mod p representations
was proved by Morra [37]).

We extend results of Colmez concerning the Kirillov model of the U-finite vectors of II(V)
(here U is the upper unipotent of GL2(Q,)). Combining this study with the description of the
infinitesimal action, we obtain a simple proof of one of the main results of [12], characterizing
the representations V' such that II(V') has nonzero locally algebraic vectors. This result is the
first step in making the connection with the classical Langlands correspondence, and it is also
a key ingredient in Emerton’s proof [22] of the Fontaine-Mazur conjecture in dimension two
(and in most cases). We extend our methods to prove the analogous result for infinitesimal
deformations of V. This answers a question of Paskunas and has applications to the Breuil-
Mézard conjecture.

We also apply differential methods to study the Jacquet module of II(V)2*. We prove for
instance that this module is nonzero if and only if V' is trianguline. This has direct applications
[14, 19, 35, 36] to conjectures of Berger, Breuil [4] and Emerton [21], describing the space
II(V)® when V is trianguline.

Finally, in joint work with Benjamin Schraen we prove Schur’s lemma for topologically
irreducible Banach and locally analytic representations of p-adic Lie groups. This basic result
was previously known only for commutative Lie groups and for GL2(Q,) (under technical
hypotheses). The proof crucially uses recent results of Ardakov and Wadsley [1].

2. For the arithmetic applications, it is crucial to allow more flexibility, by including for instance deformations
of V with appropriate determinant ; this is the approach taken in the body of the thesis.
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Chapitre 1

Introduction et présentation des
résultats obtenus

On fize dans toute la suite un nombre premier p et une extension finie L de Q,p, ainsi
qu’une cloture algébrique CTp de Qp, contenant L.

La correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Q,) associe a toute représen-
tation continue p : Gal(Q,/Qp) — GLa(L) une représentation de Banach II(p), définie sur
L et munie d’une action continue, unitaire! de GL3(Q,). Ses propriétés les plus importantes
peuvent étre résumées en :

e II(p) détermine p a isomorphisme pres.

e p — II(p) est compatible avec les twists, la réduction modulo p, et se comporte bien en
familles p-adiques (ce qui est fondamental pour les applications arithmétiques).

e p — II(p) est compatible avec la correspondance de Langlands locale classique pour
GL2(Qp), via le foncteur de passage aux vecteurs localement algébriques IT — 121,

e La correspondance de Langlands locale p-adique est compatible avec la cohomologie étale
complétée (objet introduit par Emerton).

La construction de cette correspondance est indirecte, passant par la théorie des (¢,T')-
modules de Fontaine. Il s’agit d’espaces vectoriels D sur un corps un peu compliqué &, et
qui sont munis d’actions semi-linéaires d’un Frobénius ¢ et de I' = Z; (ces actions doivent
commuter et satisfaire certaines conditions techniques). Il n’est souvent pas facile de lire les
propriétés de II(p) sur p.

Le but d’une bonne partie de cette these est de faciliter le transfert de ces propriétés (de
p vers II(p)), en étudiant 'action de l'algebre de Lie de GL2(Q)) sur les vecteurs localement
analytiques II(p)?*" de II(p). Méme si cela perd pas mal d’information, il se trouve que c’est
suffisant pour un certain nombre de résultats, dont les preuves originales étaient difficiles.
Mais cette approche a aussi des défauts : elle ne permet pas de montrer la compatibilité avec
la correspondance de Langlands locale classique. D’ailleurs, la seule démonstration connue
pour l'instant (et due & Emerton) utilise la compatibilité avec la cohomologie complétée, et
donc est de nature globale.

Méme si notre approche n’est pas assez fine pour décrire H(p)alg, elle permet de préciser
exactement quand II(p)2'8 # 0. La condition est que p est "géométrique" (il s’agit d’une notion

1. Cela signifie que II(p) admet une norme invariante sous 'action de GL2(Q,) et qui définit la topologie
de II(p).

10
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délicate de théorie de Hodge p-adique, due a Fontaine). Ce critére avait été démontré par
Colmez [12] par voie tres détournée et joue un role trés important dans une généralisation
des travaux de Wiles. Combiné a la compatibilité avec la cohomologie, il a permis a Emerton
de démontrer un théoréeme de modularité trés puissant, connu sous le nom de "conjecture de
Fontaine-Mazur en dimension 2".

Dans la suite de cette introduction, nous allons présenter les résultats obtenus dans cette
these.

Soit x : Gal(Q,/Qp) — Z,, le caractére cyclotomique ; alors x induit un isomorphisme de
[' = Gal(Qp(pp=)/Qp) sur Zy, et on note a v+ o, l'isomorphisme réciproque de Zy sur I' (on
a donc 04(¢) = ¢ pour tout € fipes ).

1.1 Le lemme de Schur p-adique

Les résultats de cette partie ont été obtenus en collaboration avec Benjamin Schraen [20].
Soit G un groupe de Lie p-adique de dimension finie. Dans [42, 44, 45], Schneider et Teitelbaum
ont défini de bonnes catégories de représentations de GG sur des L-espaces vectoriels localement
convexes et ont étudié certaines de leurs propriétés fonctorielles. Un des résultats basiques
de la théorie qui n’était pas établi était le lemme de Schur pour les objets irréductibles de
ces catégories. En utilisant la correspondance de Langlands locale p-adique, Paskunas [38] a
démontré ce résultat pour G = GL2(Qp) et p > 5 (il y a d’autres hypotheses techniques,
comme la présence d’un caractére central ou l'unitarité).

Notre but est de démontrer le lemme de Schur en toute généralité. Commencons par définir
une des catégories de représentations introduite par Schneider et Teitelbaum. Il s’agit de la
catégorie Ban?¥™(@G) des L-représentations de Banach admissibles de G. Par définition, un
objet de cette catégorie est un L-espace de Banach II muni d’une action continue de G, tel
qu’il existe n > 1, un sous-groupe ouvert compact H de G et une immersion fermée H-
équivariante de II dans ¢ (H,L)". Ici € (H, L) est 'espace des fonctions continues sur H a

valeurs dans L.

L’analogue localement analytique LA3Y™(G) de Ban3™(G) est nettement plus technique et

nous renvoyons le lecteur au chapitre 2 pour les détails. Précisons seulement qu’il ne s’agit pas
simplement de remplacer € (H, L) par 'espace des fonctions localement analytiques sur H, et
que les constructions utilisent la théorie p-adique des algebres de Fréchet-Stein et des modules
coadmissibles sur ces algebres [45]. L’exemple fondamental d’une telle algebre est 1’algebre des
distributions sur un groupe de Lie p-adique compact et 'application des constructions de [45]
A cette algebre permet de construire LA™ (). Notre résultat principal s’énonce alors :

Théoréeme 1.1.1. Soit G un groupe de Lie p-adique de dimension finie et soit I un objet
topologiquement irréductible de la catégorie Ban3i™(G) (resp. LA™ (Q)). Alors

a) L’algebre Endy,q)(I) des endomorphismes continus G-équivariants de I1 est une algébre
a division de dimension finie sur L.

b) 11 est absolument irréductible (i.e. 1 ®y L' est irréductible pour toute extension finie L'
de L) si et seulement si Endyq)(IT) = L.

¢) Il existe une extension finie Galoisienne L'/L et un nombre fini d’objets absolument

irréductibles 1y, Iy, ..., Iy de Ban3d™(G) (resp. LAY™(Q) ) tels que @ L' ~ I, @I, ®...®1,.

La preuve de ce résultat est assez détournée. L’ingrédient le plus délicat est une version p-
adique du lemme de Quillen [40], due & Ardakov et Wadsley [1]. Combiné a I’étude des algebres
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des distributions des groupes p-adiques faite dans [45], cela nous permet de montrer que les
éléments de Endyq)(IT) sont algébriques sur L. Pour démontrer la finitude de Endy,g(IT) sur
L, nous montrons le résultat suivant, qui généralise le fait que les extensions algébriques et
completes de Q, sont finies sur Q,,.

Théoréme 1.1.2. Soit A une L-algébre de Fréchet, dont tout élément est algébrique sur Q.
Si A est une algébre a division, alors dimp(A) < oo.

1.2 (p,I')-modules et représentations p-adiques

Soit L une extension finie de Q, et soient % 'anneau de Robba 2, &' le sous-anneau
de Z des éléments bornés (c’est un corps) et & le complété de & t pour la valuation p-adique.
On munit ces anneaux d’actions continues de I' et d’un Frobenius ¢, commutant entre elles,
en posant p(T) = (1 +T)P — 1 et 0,(T) = (1 +T)* —1sia € Z.

Soit V une L-représentation de Gal(Q,/Qy), i.e. un L-espace vectoriel de dimension finie,
muni d’une action L-linéaire continue de Gal(Q,,/Q,). La théorie de Fontaine [26], complétée
par des travaux de Cherbonnier-Colmez [7], Berger [2] et Kedlaya [31], associe & V' des modules
D = D(V), Df, Diig, libres de rang dimp, (V') sur &, & t et %, munis d’une action semi-linéaire
de I" et d’un Frobenius ¢ semi-linéaire, commutant a I' (le module D' n’a pas d’intérét propre,
mais il permet de passer de D a Dy, et vice-versa).

On dispose sur A € {D, DT, Dy;,} d'un inverse & gauche ¢ de ¢ qui commute & T et qui
joue un rdle crucial dans toute la théorie. La définition utilise le fait que tout z € A s’écrit de
maniére unique sous la forme z = Zf:_& (14+T)" - p(z), avec z; € A, ce qui permet de poser

Y(z) = 20

Soient ¢ : Q,, — OF un caractere unitaire, V et D comme ci-dessus et soit G = GL2(Q,).
Dans [12] on associe a la paire (D, d) un faisceau G-équivariant U — D K5 U sur la droite

projective P1(Qp) (qui, elle, est munie de l'action usuelle de G, définie par (¢5)z = ij_rg)

La restriction de ce faisceau a Z,, munie de l'action du monoide Pt = (ZPB{O} le) satisfait

aux propriétés suivantes (qui la caractérisent) :

e Pour tousn > 0 et a € Zp, on a
DXs (a+p"Zy) =(1+T1T)"-o"(D)C D
et I'application de restriction Res,ynz, : D = D X5 Z, — D Ks (a + p"Z,) est
Resaypnz, = (§§) 09" 09" o (5 7%),

(3 9) agissant par multiplication par (14 7)* sur D.

e L’action de PT est donnée sur D K Z,, par

(Fo) 2 = (LT o (ou(2)
pour 2 € Det k>0,a €Zy;, beZy,.

Les formules donnant ’action de G tout entier sont nettement plus compliquées que celles
ci-dessus, mais sont en fait inutiles pour la plupart des applications. Un point important est
que le centre de G agit a travers le caractere 4.

2. Il s’agit de I’anneau des séries de Laurent Znez anT" & coefficients dans L, qui convergent sur une
couronne du type 0 < v,(T) < r, ot r dépend de la série.
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Soit w = (9§) € G et soit ws la restriction de w & D K5 Z% (qui, lui, s"identifie & D¥=?).
C’est une involution continue de D K5 Z;. Comme P1(Q,) est obtenu par recollement & partir

de Zy et w-Zy le long de Zy, on peut décrire 'espace des sections globales du faisceau attaché
a (D,0) par

DXs Pt = {(21,2) € D x D| Resz: (22) = ws(Reszs(21))}-

Si U est un ouvert compact de Pl(Qp)7 on dispose d’une application de prolongement par

0 de DX;s U dans D Ks P!, ce qui permet en particulier de voir D comme un sous-module de
DX; PL

1.3 Paires G-compatibles et la catégorie Rep;(G)

Le (¢,T)-module D admet, par définition, un® Og-réseau Dy, stable par ¢ et I'. On
montre [11, prop. I1.6.3] qu’il existe un plus petit sous-Op [[T]]-module compact Dg de Dgy qui
est stable par v et qui engendre Dy. Le module D? = L ®o;, Dg ne dépend pas du choix de
Dy et permet de définir un sous-espace de D X; P! par

Df K5 Pl = {z € DRs P'| Resg, ((PO" (1)) z) €D, vn> 0}.

Par construction, D! K5 P! est stable sous l'action du Borel supérieur B de G et fermé
dans D s PL. En utilisant les théorémes d’Amice et Mahler (convenablement interprétés en
termes d’anneaux de Fontaine, cf. [12]), il est facile de démontrer que D X5 P est stable par
G tout entier si D est de dimension 1 et si § est quelconque. C’est loin d’étre le cas en général.

Définition 1.3.1. On dit que la paire (D, d) est G-compatible si D! X5 P! est stable par G.
Dans ce cas, on pose

II(D,d) = (D Xs P') /(D" K5 P1).

Un point essentiel dans la théorie est la dualité. Soit D I'objet attaché a V*(1) (rappelons
que D est attaché a une L-représentation V' de Gal(Q,/Qp)). Le résultat suivant est un des
points clés du chapitre II de [12]. On en donne une preuve différente.

Théoréme 1.3.2. Si (D,0) est une paire G-compatible, alors (D, 871) lest aussi. De plus, on
a un isomorphisme canonique de G-modules topologiques I1(D, d)* ~ DiXs—1 P, et donc une
suite exacte de G-modules topologiques

0—II(D,6 1) - DRs Pt — II(D, §) — 0.

Soit Repy (G) la catégorie des L-espaces de Banach IT munis d’une action continue de G
et ayant les propriétés suivantes :

e IT admet un caracteére central.

o Il existe un Op-réseau © de II, ouvert, borné, stable sous I'action de G, et? tel que
© /7O soit une kp-représentation de longueur finie de G.

Alors Repy (G) est une sous-catégorie pleine de la catégorie des représentations de Banach
unitaires et admissibles, au sens de Schneider et Teitelbaum.

3. Og est anneau des entiers de & pour la norme de Gauss.
4. 71 est une uniformisante de L et kr est le corps résiduel de L.
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Proposition 1.3.3. Si (D,d) est une paire G-compatible, alors II(D,d) est un objet de
Rep(G).

Définition 1.3.4. a) On dit qu’un objet IT de Rep; (G) est ordinaire si Il est un sous-quotient
d’une induite parabolique d’un caractére unitaire.

b) Une représentation II € Repy,(G) est dite supersinguliére si elle est absolument (topo-
logiquement) irréductible et non ordinaire.

Par un théoréme fondamental de Colmez [12] et Kisin [32], si V' est absolument irréduc-
tible de dimension 2, alors® (D, x !det V) est une paire G-compatible et la représentation
(D, x !det V) est supersinguliere. De plus, les travaux de Paskunas [38] montrent qu’au
moins pour p > 5 toute représentation supersinguliere de Rep (G) est attachée a une unique
(& isomorphisme pres) représentation V' comme ci-dessus.

Définition 1.3.5. Soit Irr2(Gal(Q,/Q,)) 'ensemble des L-représentations absolument irré-
ductibles, de dimension 2 de Gal(Q,/Q,). Si V € Irra(Gal(Q,/Q,)) on note dy = x ' - det V
et on appelle (D(V), dy) la paire G-compatible associée a V. On note II(V)) = II(D(V), oy ).

On dispose [12, chap. IV] d’un foncteur contravariant exact II — D(II) de la catégorie
Rep; (G) dans la catégorie des (¢, I')-modules étales sur & (qui, elle, est équivalente a la
catégorie des L-représentations de Gal(Q,/Q,) par un théoréeme de Fontaine [26]). Un point
important ¢ est que la paire (D(IT), 1) est G-compatible pour tout IT € Rep; (G) de caractere
central 6. Pour l'appliquer & ’étude de Rep (G), nous démontrons le résultat suivant, qui
montre que D(IT) contient presque toute 'information contenue dans II. Notons que tous les
résultats que nous prouvons n’ont pas de restriction sur p, car nous n’utilisons pas les résultats
les plus profonds de la correspondance de Langlands locale p-adique (voir la discussion qui
précede la définition 1.3.5), qui ont parfois des restrictions sur p.

Théoréme 1.3.6. Soit Il € Rep;(G), de caractére central §. Il existe des L|G]-modules de
dimension finie K1 et Ks tels que l'on ait une suite exacte de G-modules topologiques

0 — K, — I(D(ID),6) — /%2 @) 5 Ky — 0.

Les espaces K et K3 sont en général nuls; c’est par exemple le cas (au moins si p > 5) si
les composantes de Jordan-Hoélder de II sont supersingulieres. Une conséquence du théoréme
1.3.6 et des résultats de [11] est alors le

Corollaire 1.3.7. Tout objet de Rep (G) est un B-module topologiquement de longueur finie.

Notons que si p > 5 et si II est une G-représentation de Banach unitaire, admissible et
topologiquement de longueur finie, alors IT € Rep; (G) (le point & démontrer est que la réduc-
tion modulo p d’un réseau de II est de longueur finie). Il s’agit d’un des résultats principaux
du travail monumental [38] de Paskunas.

Une application des théorémes 1.3.2 et 1.3.6 est le résultat suivant, qui n’est malheureu-
sement pas optimal (dans [38], Paskunas a démontré que sous les hypotheéses du corollaire et
si p > 5, alors D(II) est de dimension 2). Par contre, il est vrai pour tout p et il permet déja
d’établir un certain nombre de résultats nontriviaux concernant Repy (G).

Corollaire 1.3.8. SiII € Rep(G) est supersinguliére, alors D(II) est absolument irréductible,
de dimension > 2 et on a des isomorphismes de G-modules topologiques

v

I ~ II(D(I),6), II* ~ D(I)* Ks—1 PL.

5. On note x le caractére cyclotomique et on voit les caractéres galoisiens comme des caracteres de Q, par
la théorie locale du corps de classes.
6. 1l s’agit d’un des résultats centraux du chapitre IV de [12].
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1.4 Vecteurs localement analytiques

Le théoréme suivant étend le résultat principal de [12, chap. V] & toutes les paires G-
compatibles. Si (D, d) est une telle paire, on note

D' X5 Pt = (DXs PY) N (D' x DY),

que 'on munit de la topologie induite par I'inclusion dans Dt x DY (et non par l'inclusion dans
D Xs Pl).

Théoréme 1.4.1. Soit (D,d) une paire G-compatible. Alors DT X5 Pl est stable par G et
Vinclusion de DT K5 P! dans D Xs P induit un isomorphisme de G-modules topologiques

(D' Rs P1) /(D" K5 PY) ~ II(D, §)™".

La preuve de ce résultat est fort technique et suit, pour une bonne partie, les arguments
de loc.cit. Il y a quand méme des différences notables entre notre approche et celle de loc.cit :
nous démontrons directement que les vecteurs localement analytiques se relevent & Dt K5 P1
et nous faisons I’étude de II(D, 0)*" a travers les coefficients de Mahler des applications orbite
des vecteurs localement analytiques. Cela nous permet d’éviter les arguments de théorie de
Hodge p-adique et dualité de [12]. Signalons un sous-produit de notre preuve, qui ne découle
pas de ’approche de loc.cit, et qui ne semble pas étre facile a démontrer directement :

Proposition 1.4.2. Soit II € Rep;(G) supersinguliére et soit v € II. Si les applications
z— ({%)vetx— (L9)v sont localement analytiques (de Q, dans I1), alors v € I,

Soit (D, d) une paire G-compatible. Il découle de la preuve du théoreme 1.4.1 que 'invo-
lution ws de D¥=Y = D K Z,, préserve (DT)wzo et agit continfiment sur cet espace, ce qui
permet d’étendre par continuité ws a D;/;g: O (dans lequel (D1)¥=0 est dense). Cela permet de
définir un faisceau G-équivariant sur Pl(Qp), en représentations localement analytiques, dont

les sections globales sont données par
Dig W5 P! = {(21, 22) € Dyig X Dirig| Resz; (22) = wg(Resz;(zl))}.
Nous obtenons le théoréme suivant comme conséquence du théoreme 1.4.1. Notons que
notre approche est tout a fait orthogonale & celle de [12], qui prend le chemin inverse.

Théoréme 1.4.3. Soit (D,0) une paire G-compatible. Alors on a une suite exacte canonique
de G-modules topologiques

0 — (I(D, 57 H)™)* — Dy K P* — II(D, 5)™ — 0.

1.5 Actions infinitésimales

Si (D, §) est une paire G-compatible, on déduit des théoréemes 1.4.1 et 1.4.3 que Drig&;Pl
est un module sous I’action de I’algébre enveloppante ” U (gl,) de Lie(G), et cette action stabilise
D, X5 U pour tout ouvert compact U de Pl(Qp) ; en particulier, cette action stabilise le sous-
module Drig = Drig &5 Zp.

Soit alors
h=0(2%), u"=(§§), v =(99)

7. C’est méme un module sur ’algebre des distributions sur un sous-groupe ouvert compact de G.
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la base usuelle de sl,, de sorte que Iy = (39), ut, u~, h forment une base de gl,. L'élément
de Casimir

1
C=utu +uut+ §h2 € U(sl,),

qui engendre le centre de 'algebre U(sl,), joue un role essentiel dans la suite. C’est en effet
cet élément qui nous permet de relier I'action infinitésimale de G sur D, X P! & l’action
infinitésimale de I' sur D,j,. Rappelons que, d’apres Berger [2], cette action de I' est donnée

par la connexion
V(z) = lim M.

a—1 a—1

Si V est la représentation attachée a D, Sen [41] a défini un sous-espace Dge, de Cp®q, V
stable par I' et sur lequel 'action de I' s’étend en une action linéaire de V. Les valeurs propres
de 'endomorphisme Oge, de Dgen ainsi défini sont les poids de Hodge-Tate généralisés de V.
Par exemple, si ¢ : Q; — O} est un caractére unitaire, le poids de Hodge-Tate généralis¢ du
caracteére galoisien attaché & ¢ par la théorie locale du corps de classes est w(d) = ¢’(1). Enfin,
si V est de Hodge-Tate, alors les poids de Hodge-Tate généralisés sont les poids usuels (avec la
convention que le poids de Q,(1) est 1). Un des nos résultats principaux est alors le suivant.

Théoréme 1.5.1. Soit (D,d) une paire G-compatible.
i) L’élément de Casimir C est un endomorphisme du (¢,I")-module Dyig.

it) Si End(D) = L, et si a« € L est le scalaire par lequel C agit sur Dyig, alors

(205en.p — (1 +w(8)) -id)* = (2o + 1) - id.

Le premier point est une conséquence formelle du fait que C' engendre le centre de U (slz). La
deuxieme partie utilise la théorie de Hodge p-adique, en particulier les techniques différentielles
de Berger et Fontaine [2, 27].

Soit t = log(1 +T') € Z le 2im p-adique de Fontaine. L’énoncé suivant admet une version
pour toute paire G-compatible, mais pour simplifier on ne donne qu’un cas particulier, plus
parlant. Il répond & une question de Harris [21, remark 3.3.8].

Corollaire 1.5.2. Soit V € Irr2(Gal(Q,/Q,)), a poids de Hodge-Tate a,b, et soit (D(V),dy
la paire G-compatible associée a V. Alors laction de gl, sur D(V)yg est donnée par Ia(z) =
(a+b—1)z,

u (z) =— (V= a)(tV — b)(z)’ h(z) =2V(2) — (a+b—1)z, u'(z) =tz

2
De plus, I’élément de Casimir C agit par multiplication par % sur D(V)ig Ms P! et donc
sur TI(V')2n

Sia,b € L, ’espace des représentations V' dont les poids de Hodge-Tate généralisés sont a, b
est une variété de dimension 3. Les représentations de Banach attachées a ces représentations
galoisiennes ont le méme caractére infinitésimal d’apres le corollaire 1.5.2, mais elles sont deux
a deux non isomorphes (la correspondance de Langlands locale p-adique étant injective). On
voit ainsi qu’il y a une infinité de représentations de Banach de G, absolument irréductibles,
unitaires, admissibles, ayant le méme caractére infinitésimal. Cela ne se produit pas dans la
théorie classique des représentations unitaires des groupes réels (semi-simples, mais oublions
cela pour un moment), d’apres des résultats classiques de Harish-Chandra.

Si p > 5, la premieére partie du résultat suivant (obtenu en combinant le théoreme 1.5.1 et
le corollaire 1.3.8) est une conséquence immédiate des travaux de Paskunas [38].
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Corollaire 1.5.3. SiII € Rep; (G) est supersinguliére, alors D(II) a au plus 2 poids de Hodge-
Tate généralisés distincts. Plus précisément, si a € L est le scalaire par lequel agit ’élément
de Casimir sur II?", alors on a une égalité

(205, p(r) — (1 + w(8)) -id)* = (2a + 1) -id.

Le résultat suivant répond a une question de Harris. C’est la version localement analytique
d’un résultat de Morra [37], qui démontre ’analogue de ce résultat pour les représentations
modulo p de G.

Théoréme 1.5.4. Soit E une extension quadratique de Q,, et regardons E* comme un sous-
groupe de G. Si Il € Repy (G) est absolument irréductible et non ordinaire, alors pour tout
caractére 0 : E* — L* on a Hompg-(II*",0) = 0.

1.6 Vecteurs localement algébriques et représentations de de
Rham

Les résultats de cette partie représentent le coeur de cette these et la motivation pour
les autres résultats obtenus. Le premier est une nouvelle preuve d’un des résultats principaux
de [12] (loc.cit, thm. VI.6.13 et VI.6.18).

Théoréme 1.6.1. Soit V € Irro(Gal(Q,/Q,)) et soit IL(V) la représentation de G attachée a
V' par la correspondance de Langlands locale p-adique. Alors II(V') a des vecteurs localement
algébriques non nuls si et seulement si V est de de Rham, a poids de Hodge-Tate distincts.

Le théoreme 1.6.1 joue un role crucial dans la preuve de la conjecture de Fontaine-Mazur en
dimension 2 (sous certaines hypotheses faibles) par Emerton [22]. Il joue aussi un réle important
dans la preuve par Kisin [33] de la méme conjecture (mais Kisin a besoin d’informations plus
fines concernant les vecteurs localement algébriques).

Notre démonstration du théoréme 1.6.1 est nettement plus directe que celle de [12], qui
repose sur deux généralisations des lois de réciprocité explicites de Kato [30] et Perrin-
Riou [39], [9]. L’ingrédient principal de la preuve est I’analyse de I’action infinitésimale de
I'unipotent inférieur sur un sous-espace I1(V)F —2lg  dont la construction est directement ins-
pirée par la théorie classique du modele de Kirillov.

La preuve du résultat suivant suit le méme chemin, mais est techniquement plus com-
pliquée. C’est d’ailleurs ce résultat qui a motivé I'extension aux paires G-compatibles des
principaux résultats de [12].

Théoréme 1.6.2. Soit D un (p,T)-module étale, E € Ext'(D, D) et § un caractére unitaire
tel que les paires (D,8) et (E,§) soient G-compatiblesS. Supposons que I1(D, )% £ 0. Alors
II(E,8)# est dense dans TI(E,§) si et seulement si E est de de Rham, auquel cas on a une
suite exacte de G-modules

0 — II(D, §)*8 — I(E,6)¥e — II(D, §)e — 0.

En fait, 'hypothese TI(E)2!8 £ I1(D)2# est suffisante pour montrer que E est de de Rham.
Nous avons préféré 1’énoncé plus faible ci-dessus, car c’est celui qui se généralise bien. En effet,
dans une premiere étape on déduit des théoreémes 1.3.6, 1.6.2, des résultats de Paskunas [3§]
et du corollaire 1.3.8, le résultat suivant qui répond a une question de Paskunas. L’hypothese
p > 5 est due au fait que les résultats de [38] sont connus pour I'instant seulement dans ce cas.

8. 1l suffit que (E,J) le soit, car alors (D, d) I'est automatiquement.
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Corollaire 1.6.3. Soit p > 5 et soit 0 — II - B — II — 0 une suite exacte dans Repy(G),
avec T supersinguliére. Supposons que I1*8 £ 0. Alors B2 est dense dans B si et seulement
si V(B) est de de Rham, auquel cas on a une suite exacte de G-modules

0 — 1?8 5 pals 28

Ensuite, en utilisant les résultats de [38], le corollaire ci-dessus entraine le résultat général
suivant :

Corollaire 1.6.4. Soit p > 5 et I1 € Rep,(G). Si 118 est dense dans 11, alors I’image de 11
par le foncteur de Montréal est une représentation de de Rham.

1.7 Représentations triangulines et modules de Jacquet ana-
lytiques

Soit U = ((1) ("ip> Si 7 est une L-représentation localement analytique de GG, on note
J(m) son module de Jacquet naif, quotient de 7w par 'adhérence du sous-espace engendré par
les vecteurs (u — 1) - v, ot u € U et v € 7. Le dual? de J(7) est J*(7) = (7")V et cest
naturellement une représentation localement analytique du tore diagonal de G.

La preuve du résultat suivant un bon nombre de résultats énoncés ci-dessus.

Théoréme 1.7.1. Pour tout II € Rep;(G), le L-espace vectoriel J*(II*") est de dimension
finie.

Pour préciser ce résultat, on va se placer dans une situation plus simple et nous aurons
besoin de quelques préliminaires. Supposons dans la suite que V € Irro(Gal(Q,/Q,)) et que
(D,6) = (D(V),dy) est la paire G-compatible qui lui est attachée. Rappelons que dans [10]
est défini un espace ., de représentations irréductibles de dimension 2 de Gal(Q,/Qp),
appellées triangulines. Un point de %, est un triplet s = (01, d2,.%), ou d1,02 : Q, — L*
sont des caractéres continus et .2 € PY(L) si 6 = 2¥xd2 (k € N), ou £ € PO(L) = {0}
si 61 ¢ {axFxda, k € N}. Si s € Fy, on note w(s) = w(dy) — w(de), V(s) la représentation
associée et Dyig(s) son (¢, I')-module sur 'anneau de Robba. Par construction, on a une suite
exacte

0 — Z(61) = Drig(s) = Z(62) — 0,
dont la classe d’isomorphisme est déterminée par .Z.

Le résultat suivant est 'analogue p-adique d’un résultat classique de la théorie des représen-
tations lisses, et confirme le principe selon lequel les représentations triangulines correspondent
aux G-représentations de la série principale unitaire [13].

Théoréme 1.7.2. Soit V € Irro(Gal(Q,/Qy)). Alors J*(II**(V')) est un L-espace vectoriel de
dimension au plus 2 et il est non nul si et seulement si V est trianguline.

Ce théoreme est aussi démontré dans [14, th. 0.1], en utilisant I’action de ¢ sur Dyjg. Notre
approche est orthogonale (elle utilise 'action infinitésimale de T' au lieu de celle de ¢) : le
corollaire 1.5.2 montre que le noyau de u™ sur (IT*"(V))* s’identifie a 'espace des solutions de
I'équation différentielle (V — a)(V —b)z = 0, ot z € Dyjg et a et b sont les poids de Hodge-
Tate généralisés de V. Cela rameéne I'étude de J*(II*"(V')) a la résolution de cette équation
différentielle, ce qui se fait de maniere plus ou moins directe.

9. Tous les duaux que 'on considere sont topologiques.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET PRESENTATION DES RESULTATS OBTENUS 19

Pour énoncer le résultat que 1’on obtient, rappelons que I'espace .%;, admet une partition
Fee = LN LIS .75 ot

o I = {s € Fin|w(s) € N w(s) > v,(d1(p)) et &£ = oo}

o I = {s€ F|w(s) € N*,w(s) > vy(d1(p)) et £ # oo}

o % ={s € Hulw(s) ¢ N}

Par exemple, supposons que ¢; est localement algébrique. Si V' € Irrg(Gal(@/ Q,)), alors

e V correspond a un point de .#° si et seulement si V' devient cristalline sur une extension
abélienne de Q, ;

e I correspond a un point de .75 si et seulement si V est une tordue par un caractére
d’ordre fini d’une représentation semi-stable non cristalline.

Soit enfin 01 ® 02 le caractére (a,d) — d1(a)d2(d) du tore diagonal T' de G. Le résultat
suivant précise le théoréeme 1.7.2 et correspond a [14, th. 0.6].

Théoréme 1.7.3. Soit s = (01,02,.L) € S et soit II(s) = II(V (s)).
1) Sis €. 75 ou siw(s) ¢ Z*, alors J*(TI(s)*) = ;' ® 65 'x.
2) Siw(s) € {...,—2,—1}, alors J*(I1(s)*) = (67 @ 65 'x) ® (x5! @ =G5, y).

3) Si s € L& alors J*(I(s)™) = (67 @ 65 x) @ (x7*G)o51 @ 257 x) si s est non
exceptionnel (i.e. si 01 # x¥)5y) et J*(II(s)*™) = (657! ® 65 'x) @ (é ”P(‘ll/d)) dans le cas
contraire.

Comme nous I’avons mentionné, toutes les paires (D, ), avec D de dimension 1, sont G-
compatibles. Nous avons supposé partout que d est un caractere unitaire. On vérifie que 'on
peut construire (de la méme maniére) des G-modules topologiques ZX; P! pour tout caractére
continu ¢ : Q, — L*. Le théoreme ci-dessous est un des résultats principaux du chapitre 7.
On le démontre en explicitant I'involution ws,, sur foi’g: 0, ce qui utilise les résultats précédents
concernant les modules de Jacquet analytiques (en fait, seulement le fait qu’ils sont non nuls

dans le cas triangulin).

Théoréme 1.7.4. Soit s € Fiyy. La suite exacte 0 — Z(01) = Drig — #(02) — 0 induit une
suite eracte de G-modules topologiques (avec Sp = x~10102)

0= (£8;, 5-2 P') @01 = Diig K5, P! = (2K ;-2 P1) @62 — 0.

Ce résultat est démontré dans [14, th. 4.6], ainsi que dans [36] (prop. 6.8) par des méthodes
différentes. Il permet de donner [14, th.07] une description compléte de la représentation 112",
confirmant ainsi des conjectures de Berger, Breuil et Emerton [4, 21]. Par exemple, une consé-
quence facile du théoreme 1.7.4 est le fait que

(IF)* = (IndF (61 ® X~ '62))* & (Ind§ (02 @ x~161))™

Y on a une suite exacte de G-modules topologiques

et que, pour s générique !
0 — Ind™ (6 @ x181) — II*™ — Ind™(6; @ x " 'd2) — 0.

L’étude est plus délicate quand s est spécial, cf. [14].

k

10. Cela signifie que % n’est pas de la forme z*, avec k € N; en particulier, s ¢ 75",
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On en déduit que II(D, §)*" est de longueur finie dans le cas triangulin. Ceci devrait étre
vrai en général, mais nous ne savons pas le prouver. Notons que dans la théorie des groupes
réels, ce résultat est une conséquence formelle du fait qu’il y a seulement un nombre fini de
(classes de) représentations unitaires irréductibles ayant un caractere infinitésimal donné, mais
comme on ’a remarqué ces résultats ne sont plus valables en p-adique.

Finissons une introduction avec un résultat de densité qui renforce un des résultats princi-
paux de [45] dans le cas particulier G = GL2(Q)) et pour les représentations de Rep (G). Nous
pensons qu'’il est vrai en général, mais déja pour GL2(Q,) notre preuve est bien détournée.
Si 7 est une représentation localement analytique de G, soit 7" T’espace des vecteurs v
qui sont tués par une puissance de l'opérateur u™ (rappelons qu’il s’agit de 'action infinitési-
male de I'unipotent supérieur). Il n’est nullement évident si cet espace est non nul en général.
Cependant, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.7.5. Soit Il € Rep; (G) supersinguliére.
a) (I1)U=Ant est un sous-espace dense de II.
b) Supposons'' que dimy V(IT) = 2. Alors (TI*")V=fni est dense dans TI*™ si et seulement

st V(IT) n’est pas trianguline.

On renvoie au chapitre 8 pour la preuve un peu acrobatique de ce résultat.

11. Cela est automatique pour p > 5, d’apres [38].



Chapitre 2

Endomorphismes des
représentations p-adiques de
groupes de Lie p-adiques

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec Benjamin Schraen [20].
On démontre le lemme de Schur pour les représentations de Banach et localement analytiques
admissibles, topologiquement irréductibles d’un groupe de Lie p-adique. Les ingrédients prin-
cipaux sont une version ! p-adique du lemme de Quillen d’Ardakov et Wadsley [1], I’étude fine
des algebres de distributions sur un groupe de Lie p-adique, faite par Schneider et Teitelbaum
[45] (en s’appuyant sur le travail monumental de Lazard [34]) et un résultat d’algebre non com-
mutative de Kaplansky [29]. Le lemme de Schur n’était connu que pour les représentations de
Banach unitaires admissibles de GL2(Q,), avec p > 5, démontré par Paskunas (la preuve uti-
lise pleinement la correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Q,)). Voir [3] pour
ce que l'on sait (beaucoup moins...) concernant le lemme de Schur pour les représentations
lisses irréductibles modulo p des groupes de Lie p-adiques.

Dans la suite "groupe de Lie p-adique” signifie "groupe localement Qp-analytique’. Si G
est compact, on note A(G) = OL[[G]] Ualgébre de groupe complétée de G (sur Or), limite
inverse des algébres de groupe O [G/N] selon les sous-groupes ouverts distingués N de G. Soit
€ (G, L) lespace des fonctions continues sur G d valeurs dans L. Alors A(G)[%] = L®o, A(G)
s’identifie au dual continu de € (G, L).

2.1 Groupes uniformes

On renvoie a [17] pour les preuves des résultats énoncés dans cette partie. Soit G un
pro-p-groupe topologiquement de type fini. On note ¢ = p si p > 2 et ¢ = 4 sinon. Si n > 1,
on note G™ le sous-groupe de G engendré par les g", avec g € G.

Définition 2.1.1. On dit que G est un groupe uniforme si [G, G| C GY et si la suite de terme
général [GP' : GP""'] est constante.

Remarque 2.1.2. En présence des autres hypothéses (topologiquement de type fini et [G, G| C
G1), la derniére condition est équivalente a : G n’a pas d’élément d’ordre p.

Proposition 2.1.3. Soit G un pro-p-groupe uniforme et notons G; = GP'. Alors

1. La preuve est nettement plus délicate que celle du lemme de Quillen...

21
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a) Les G; sont des sous-groupes normaux de G et ils forment un systéme fondamental de
voisinages ouverts de 1.

b) Pour tout i > 1 on a G; = {g*'|g € G} et Uapplication x — 2P induit une bijection de
Gi/Git1 sur Giy1/Giya.

¢) Pour tout i,j on a [G;,G;] C Gitji1. Sip =2, on a méme [G;,G;] C Gitjia.

d) Si hi, ha, ..., hq est un systéme minimal de générateurs topologiques de G, alors 'appli-
cation Zg — G définie par (z1, 2, ..., zq) = h{*h3?...h3* est un homéomorphisme.

Soit G un pro-p groupe uniforme. Si g € G\{1} satisfait g € G;_1\G; et p > 2 (resp.
g € Gi_2\Gi_1 et p = 2), on pose w(g) = i. La proposition 2.1.3 montre que w est une
p-valuation au sens de Lazard, i.e. (en posant w(1) = o0)

e Pour tout g € G on a w(g) > p%l et w(gP) =w(g) + 1.
e Pour tous g,h € G on a w(gh™!) > min(w(g),w(h)) et w(g~th~tgh) > w(g) + w(h).
Si hi, ha, ..., hq est un systéme minimal de générateurs topologiques de G, alors w(hy) =

w.=w(hg) =1sip>2(resp. =2sip=2)et

Wl hg2. ) = i (w(h) + ()

pour tous 1, ..., x4 € Z,. Enfin, w satisfait ’hypothese HYP de [45] (i.e. on a w(h;) +w(h;) >
p%l sii# j et tout g € G tel que w(g) > z% est dans Gq).

2.2 Coefficients de Mahler

Soit G un pro-p-groupe uniforme et soit (hi, ha, ..., hg) un systéme minimal de générateurs
topologiques de G. On utilise les notations standard pour les d-uplets : |a| = Z;-i:l «;, (g) =
IL (%1‘), h® = [1; hi, etc. On écrit ae < § si a; < f3; pour tout i.

Si B est un Z,-module complet et si f € € (G, B) est une fonction continue sur G, a valeurs
dans B, on définit ses coefficients de Mahler (aq(f))qene par

aa(f) = (A%f)(0) = D (-1)*7 <a> F?).

BLa p

Le théoréeme de Mahler [34, th. III.1.2.4.] affirme alors que lim|y|—o0 @a(f) = 0 et que pour
tout = € Zg on a

HGIEDY @ aa(f).

a€Nd

Si B est un L-espace de Banach et vp est une valuation sur B qui définit sa topologie, le
théoreme d’Amice [34, 1.3.9] montre qu’'une application f € € (G, B) est localement analytique
sur G si et seulement s'il existe 7 > 0 tel que lim|q| o0 v5(aa(f)) —7|a| = co. Ainsi, en posant
b; = h; — 1, le dual continu D(G, L) de (G, L) est 'ensemble des séries A = > cnd ad®,
avec ¢ € L et lim|q o0 |calpr!®l = 0 pour tout 0 < r < 1, action de A sur f étant

A(f) = anaa(f)~
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2.3 L’algébre de Fréchet-Stein D(G, L)

Gardons les notations ci-dessus. Pour tout 0 < r < 1 on définit une norme sur D(G, L)
en posant 2

1" cab®llr = sup lcaly - r<lel
aENd @

C’est la norme utilisée dans [45]. La famille des normes (|| - ||»)o<r<1 définit une topologie de
Fréchet sur D(G, L). Soit D,(G, L) la complétion de D(G, L) par rapport & || - ||,. C’est donc
Pespace des séries A\ = 3, cab®, avec |cqlp - 7)ol — 0 quand |a| — oo. Alors D(G, L) est
naturellement isomorphe & la limite inverse des D,.(G, L), pour r €], 1[np®. On dispose alors
du théoreme fondamental suivant, dii & Schneider et Teitelbaum [615, chap. 4] et qui utilise
pleinement le travail de Lazard [34] :

Théoréme 2.3.1. Soit G un pro-p-groupe uniforme et soient r < r’ e]%, 1[NpQ. Alors

a) La norme || - ||, est multiplicative sur D,(G,L) et ne dépend pas du choiz du systéme
minimal de générateurs topologiques de G. De plus, (D,(G,L),|| - ||r) est une L-algébre de
Banach noethérienne.

b) Les morphismes naturels A(G)[}%] — D,(G,L) et D.v(G,L) — D,(G, L) sont plats (a
gauche et a droite).

¢) Le morphisme naturel A(G)[]l?] — D(G, L) est fidélement plat (a gauche et a droite).

On déduit du théoréme précédent que D(G, L) est une algebre de Fréchet-Stein [45, chap.
3]. En utilisant le fait (dt & Lazard) que tout groupe de Lie p-adique compact admet un
sous-groupe ouvert distingué qui est un pro-p-groupe uniforme, on obtient facilement [45,
chap. 5] que ce résultat reste vrai quand G est un groupe de Lie p-adique compact arbi-
traire. On renvoie a [45, chap. 3] pour la notion de module coadmissible sur une algebre de
Fréchet-Stein. Par exemple, si G' est un pro-p-groupe uniforme, tout D(G, L)-module coad-
missible M est la limite projective d'une famille (M,),c,enp-1,1, o M, est un D, (G, L)-
module et M, = D,(G,L) ®p ,(q,r) My pour r < r’. Dans ce cas on récupere les M, par
M, = D.(G,L) ®pa,y M et M — M, est a image dense. Un module coadmissible a une
topologie naturelle d’espace de Fréchet nucléaire. Si A est une algebre de Fréchet-Stein, la
catégorie des A-modules coadmissibles est abelienne et un sous-A-module N d’un A-module
coadmissible M est coadmissible si et seulement si IV est fermé dans M.

2.4 Représentations de Banach et localement analytiques ad-
missibles

Soit G un groupe de Lie p-adique. Une L-représentation de Banach de G est un L-
espace de Banach muni d’une action L-linéaire continue de G. On renvoie a [23, 44, 45| pour
les preuves des résultats énoncés dans cette partie.

Définition 2.4.1. 1) Supposons que G est compact. Une L-représentation de Banach II de G
est dite admissible si une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

a) Le dual continu IT* de IT est un A(G)[%]—module de type fini.

b) Il existe n > 1 tel que II soit isomorphe & un sous-espace fermé de €' (G, L)".

2. Rappelons que w(hi) = ... = w(hqg) et il vaut 1 si p > 2 et 2 sinon.
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c) Il existe un réseau G-invariant © C II tel que © /7O soit une kr-représentation lisse
admissible de G.

2) Si G n’est pas compact, on dit qu'une L-représentation de Banach I de G est admissible
si sa restriction a un sous-groupe ouvert compact de G l’est (cela est alors vrai pour n’importe
quel sous-groupe ouvert compact de G).

3) On dit enfin que II est unitaire si sa topologie est définie par une norme G-invariante.

Soit Ban}¥™ (@) la catégorie des L-représentations de Banach admissibles de G.

Théoréme 2.4.2. a) Soit G un groupe de Lie compact. Le foncteur II — II* induit une
anti-équivalence entre Bani¥™(G) et la catégorie des A(G)[1/p]-modules de type fini.

b) Bani'™(G) est abélienne et tout morphisme est strict, d image fermée.

Remarque 2.4.3. Le b) du théoréme 2.4.2 combiné aux théoremes du graphe fermé et de
I'image ouverte montre que si II;,Ils € Banidm(G) sont topologiquement irréductibles, alors
tout f € Hompg)(Ily, I12) — {0} est un isomorphisme, i.e. Homyg)(Il1, II2) est une L-algebre
a division. On verra bien plus loin qu’elle est de dimension finie sur L.

Définition 2.4.4. Une L-représentation localement analytique de G est un L-espace de type
compact IT muni d'une action continue® de G, telle que les applications orbite g — g-v (pour
v € II) soient dans €*" (G, II). On dit qu’elle est admissible si, avec sa structure naturelle de
D(H, L)-module, IT* est un D(H, L)-module coadmissible pour un/tout sous-groupe ouvert
compact H de G.

On note LA™ (@) la catégorie des L-représentations localement analytiques admissibles
de G. Si Tl € Ban?9™(G), on note II*" le sous-espace des vecteurs localement analytiques de II,
i.e. v € II dont 'application orbite est dans €*"(G,1I) et on le munit de la topologie induite
par l'inclusion dans ¢*"(G, L) (qui envoie v sur son application orbite). Noter que [23] utilise
une autre topologie sur I[1*", mais pour les objets de Banidm(G) les deux topologies coincident.
Le résultat suivant est une conséquence formelle du théoreme 2.3.1. Il jouera un réle important

dans la démonstration du lemme de Schur pour les objets de Ban3d™(G).

Théoréme 2.4.5. Si Il € Ban?¥™(Q), alors II** € LA™(G) et pour tout sous-groupe ouvert
compact H de G on a un isomorphisme de D(H, L)-modules coadmissibles

(II*™)* ~ D(H, L) @y 1"

2.5 Le lemme de Quillen p-adique d’Ardakov et Wadsley

Le résultat suivant est un cas particulier d’'un profond théoreme d’Ardakov et Wadsley
[1] (voir le corollaire de la fin du chapitre 8 de loc.cit.), version p-adique du lemme de Quillen
pour les algebres enveloppantes [40].

Théoréme 2.5.1. Soit (A, ||-||) une L-algébre de Banach et soit A° sa boule unité. On suppose
que A°/mp AY est une algébre de polynémes sur kr. Soit M un A-module de type fini et soit
f € Enda(M). Si tout élément non nul de L[f] est un automorphisme de M, alors [ est
algébrique sur L.

Corollaire 2.5.2. Soit H un pro-p-groupe uniforme et soit r 6]%, 1[Np®. Soit M un D,.(H, L)-
module de type fini et soit f un endomorphisme D,(H, L)-linéaire de M. Si tout élément non
nul de L[f] est un automorphisme de M, alors f est algébrique sur L.

3. Comme IT est de type compact, il suffit qu’elle soit séparément continue.
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Démonstration. Soit L'/L une extension galoisienne finie, d’indice de ramification absolu ¢/,
tel que r = p~ ¢ (resp. 72 = p~¢ si p = 2) pour un entier a. Soit A = D,(H,L') et, pour
s> 0,soit FPA={Xe€ Al ||A|l, <p~*}. Comme ||- ||, prend des valeurs dans p?l’z sur A, on
a UssoF®A = 7 FO(A), ce qui fait que gr®(A) est isomorphe & FCA/7/ FYA. Si d = dim H,
la preuve du lemme 4.8 de [45] montre que gr’(A) ~ kp/[u,usg, ..., ug]. Ainsi, A satisfait aux
hypotheses du théoréme 2.5.1.

Revenons maintenant a notre f, que 1’on suppose trancendant sur L. Si Q € L'[X] est non
nul, soit P = [],cqayr//r) o(Q) € L[X]. Alors P est non nul, donc P(f) est un automorphisme
de M, ce qui entraine que Q(f®id) est un automorphisme de M ® L'. Le théoréme 2.5.1 montre
donc que f ® id est algébrique sur L', contradiction avec le fait que Q(f ® id) est inversible
pour tout @ # 0.

O

Corollaire 2.5.3. Soit G un groupe de Lie et soit TI € Bani¥™(G) (resp. I € LA™(Q))
topologiquement irréductible. Alors tout f € EndL[G](H) est algébrique sur L.

Démonstration. On fixe un sous-groupe ouvert compact H de G qui est un pro-p-groupe
uniforme et on voit (II*")* (resp. II*) comme un D(H, L)-module coadmissible. D’apres le
théoréme 2.4.5 (resp. par définition) il existe r 6]1%, 1[NpQ tel que (I18")% # O (resp. IT* # 0).
Pour simplifier les notations, on va poser aussi I} = (II*")*. On dispose dans les deux cas d’'un
anti-homomorphisme g — g, de End ¢ (IT) dans Endp, g r)(I1y) (si I € LA3M(G), cela est
clair; si II € Ban?¥™(@), le théoréme 2.4.5 montre que II* ~ D,.(H, L) @) /p 0¥, ce qui
permet de conclure).

Soit maintenant f € Endzg)(II) non nul et soit A = L[f]. La remarque 2.4.3 (et sa version
localement analytique) montre que tout g € A non nul est un automorphisme de II, donc g,. est
un automorphisme de II).. Le corollaire 2.5.2 montre que f]. est algébrique sur L. Si P(f]) =0,
alors P(f) = 0 (sinon P(f) serait un automorphisme de II, donc P(f) = 0 serait aussi un
automorphisme). Cela permet de conclure. ]

2.6 Le cas absolument irréductible

Si I € Ban3i™(G), alors toute suite décroissante de sous-représentations fermées est
stationnaire (par dualité, cela suit du fait que A(H)[1/p| est noetherien pour H compact).
En particulier, tout IT € Ban39™(G) admet une sous-représentation fermée topologiquement
irréductible. Nous ne savons pas si cela reste vrai pour la catégorie LA3™(@G) (il est probable
que c’est faux). Cela explique le caractére un peu tordu de la preuve du résultat suivant, dans
le cas des représentations localement analytiques. Nous devons beaucoup au chapitre 4 de [38]

pour les arguments de cette partie.

Proposition 2.6.1. Soit L' /L une extension galoisienne finie et soit 11 € Bani¥™(Q) (resp.
I1 € LAY™(@) ) topologiquement irréductible . Alors ;) = 1@ L est une somme directe finie
de L'-représentations admissibles topologiquement irréductibles.

Démonstration. On fera la preuve dans le cas localement analytique, qui est plus délicat (voir
la preuve du lemme 4.2 de [38] pour les Banach). On fixe r €]p~!, 1[Np@ tel que II.. # 0.

Lemme 2.6.2. Si V est un sous-L'[G]-module fermé de 11, alors V¥ # 0.

Démonstration. On suit les arguments du lemme 4.2 de [38]. Soit I' = Gal(L//L) et soit 7
'automorphisme topologique de II;, donné par r., (v&c) = v®y(c). L’application ®err (V) —
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1,/ est alors surjective. En effet, son image X est fermée dans I/ (par admissibilité) et stable
par G, donc XU C II est un sous-espace fermé et G-stable de II. De plus, X £ 0, car pour
tout v € X — {0} on peut trouver ¢ € L' tel que 3° .7 (cv) # 0 (indépendence linéaire des
caractéres). Ainsi, X' = II et X = II/, ce qui démontre la surjectivité. Ensuite, II7, est un
sous-module de @, erry(V*), donc, par platitude de D,(H, L) sur D(H,L), IIf @ L’ est un
sous-module de @ erry (V¥) ~ @ er (V' @1/ L'). En particulier, V¥ # 0. O

Lemme 2.6.3. II;, contient un sous-D(H,L") module coadmissible, strict, stable par G et
mazximal pour ces propriétés.

Démonstration. On fait la convention que sous-module coadmissible veut dire un sous
D(H, L')-module coadmissible de IIj,, stable par G. Le lemme précédent montre, par dua-
lité, que M, # (II1/); pour tout sous-module coadmissible strict M de II7,. Soit alors (M;);cr
une chaine de sous-modules coadmissibles stricts de II7, et soit N I'adhérence dans II7, de
UiM;. Alors N est un sous-module coadmissible de II7,. On va montrer que N # II7,, ce qui
permettra de conclure par le lemme de Zorn. Le D(H, L'),-module (II;/)} étant de type fini,
la réunion des (M;), est un sous-module strict de (IIz/)}. Mais U;(M;), est un sous-D,(H, L)-
module de (ITz/)}, donc il est fermé (les sous-modules d’un module de type fini sur une algebre
de Banach noethérienne sont fermés). Or, par définition U;(M;), est dense dans N,, donc

N, C U;i(M;), et N, # (IIz/)%. Ainsi N # I/, ce qui permet de conclure.
OJ

Par dualité, le lemme 2.6.3 montre que II;/ contient un sous-L'[G] module fermé topologi-
quement irréductible V. L’argument utilisé dans le lemme 2.6.2 montre que Il;, est un quotient
de @,crry (V). Comme chacune des (V') est admissible et irréducible, on peut conclure.

O

adm

Corollaire 2.6.4. Soit G un groupe de Lie p-adique et soit II € Ban7"™(G) (resp.
LA3™(@) ), topologiquement irréductible. Alors 1 est absolument irréductible si et seulement
st EndL[G] (H) =1L.

Démonstration. Si Il est absolument irréductible et f € Endg(IT), soit P € L[X] non nul tel
que P(f) = 0 (il en existe, d’apres le corollaire 2.5.3). Si L’ est le corps de décomposition de P,
alors il existe ¢ € L' tel que f ® 1 — ¢ ne soit pas inversible sur II ® L', et donc nul (car I ® L’
est irréductible). En faisant agir Gal(L’/L), on en déduit le résultat. L’autre implication est
une conséquence de la proposition 2.6.1.

O]

Corollaire 2.6.5. 1) Toute représentation de Banach admissible et topologiquement absolu-
ment irréductible d’un groupe de Lie p-adique admet un caractére central.

2) Toute représentation localement analytique admissible et topologiquement absolument
irréductible d’un groupe de Lie p-adique admet un caractére infinitésimal.

Remarque 2.6.6. Sans I’hypothese d’admissibilité, ces résultats tombent en défaut.
2.7 Algebres de Fréchet et algebres a identité polynomiale

Il est bien connu qu'une extension algébrique de Q,, qui est complete pour la topologie p-
adique est finie sur Q,. Le résultat suivant est une généralisation de ce résultat, mais la présence



CHAPITRE 2. ENDOMORPHISMES DES REPRESENTATIONS P-ADIQUES DE GROUPES DE LIE
P-ADIQUES 27

d’algebres non commutatives complique considérablement la situation. Pour s’en sortir, on
utilise un théoréme d’algeébre non commutative, dii a Kaplansky [29].

Théoreme 2.7.1. Soit A une L-algébre de Fréchet, dont tout élément est algébrique sur Q.
Si A est une algébre a division, alors dimp,(A) < oco.

Remarque 2.7.2. 11 est fort probable que I'hypothése que A soit une algebre a division est
inutile, mais nous ne savons pas le démontrer.

Démonstration. Soit F,, 'ensemble des a € A qui sont tués par un polynéome f € L[X] de
degré < n et dont la norme de Gauss est dans [1/n,n|. Il est facile de voir que F), est fermé
dans A (c’est pour cela que l'on a imposé la condition sur la norme de Gauss). Par hypothese
on a A = Up>1F,, donc par le lemme de Baire il existe n et une boule ouverte B(z,r) C A
contenue dans F,,. Si u,v € F,,, alors (u')p<i<n, n’est pas libre sur L et donc (u'v)o<i<, n’est
pas libre sur L, non plus. Ainsi, on doit avoir

Z e(0)(w Qv - uWy . . ™) =0,

c€Sn+1

ce qui montre l'existence d’un polynéme non nul homogene p(u,v) (variables non commuta-
tives) tel que p(u,v) = 0 pour tous u,v € F,. Mais alors p(a,b) = 0 pour tous a,b € A (car si
A1, A2 € L sont proches de 0, alors x + Aja, xz+ A2b € F,, et donc p(z+ Aja, z+ \ab) = 0. Cette
identité polynomiale reste vraie pour tous \; et A2 et on conclut par homogénéité de p). Ainsi
A est une algebre a identité polynomiale. D’apres Kaplansky [29], toute algebre a division qui
est aussi a identité polynémiale est de dimension finie sur son centre Z.

11 suffit donc de voir que dimy, Z < co. Cela est standard, mais, pour le confort du lecteur,
rappelons-en la preuve. Fixons un cléture algébrique Q7p de Q, et un plongement Q, — (;TP.
Comme Z est une extension algébrique de Q,, ce plongement s’é¢tend en une injection de Q,-
espaces vectoriels Z — Q,. Le lemme de Krasner montre que Q,, est de dimension dénombrable
sur Q,, donc il en est de méme de Z. Or, tout espace de Fréchet de dimension au plus
dénombrable sur Q, est de dimension finie (application standard du lemme de Baire). Cela
permet de conclure (noter que Z est bien un Fréchet, car il est fermé dans A).

O]

En mettant ensemble tous les résultats de ce chapitre, nous arrivons a :

Théoréme 2.7.3. Soit G un groupe de Lie p-adique et soit II € Ban3™(G) (resp LA™ (Q))
une représentation topologiquement irréductible. Alors Endy,q (IT) est une L-algébre d division,
de dimension finie.

Démonstration. On a déja vu que Endyq (IT) est une algebre & division. En combinant le
corollaire 2.5.3 et le théoréme 2.7.1, il suffit de montrer que Endyg; (IT) est une L-algebre de
Fréchet. Si IT € Ban3i™(G), cela est clair, car alors Endy g (I) est une sous-algebre fermée
de Endy,(IT), qui est une L-algébre de Banach pour la norme sup. On suppose donc que
IT € LA3¥™(G) et on fixe un sous-groupe ouvert compact H de G. On voit IT* comme D(H, L)-
module coadmissible. On a un isomorphisme naturel de L-algebres

Endp g,y (I") ~ lim End p, (g, (1)

De plus, par dualité on a un isomorphisme canonique Endpg,r)(IT*) =~ Endpz)(I1)°P.
Mais IT} étant un Banach, il en est de méme de Endp (IT}), donc aussi de son sous-espace
fermé Endp, (g,r)(I}). Cela montre que Endp(g 1) (IT*) est une L-algébre de Fréchet et donc
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Endp g () aussi (car fermée dans Endp, 1) (I1*)). Enfin, cette topologie ne dépend pas du
choix de H, car si Hy C Hj, alors D(Hy, L) (resp. D,(Hy, L)) est un module libre de type fini
sur D(Ho, L) (resp. D,(Ha, L)).

O]

Le théoreme 2.7.3 a la conséquence utile suivante, observée dans [38, lemma 4.20]. On laisse
au lecteur d’en adapter la preuve pour obtenir le

Corollaire 2.7.4. Soit G un groupe de Lie p-adique et soit T1 € Ban3¥™(G) (resp. LA3™(Q))
une représentation topologiquement irréductible. Il existe alors une extension finie galoisienne
L'/L et desTI; € Ban?¥™(G) (resp. LA™(G) ) absolument topologiquement irréductibles, telles
que

N, L~ el ...¢ Il



Chapitre 3

Théorie de Hodge p-adique et
(p, I')-modules

Le but de ce chapitre! est de rappeler quelques résultats standard concernant les
liens entre la théorie des (¢, I')-modules et la théorie de Hodge p-adique. Les seuls résultats
originaux dans ce chapitre sont la proposition 3.5.3 et la preuve de la proposition 3.7.1. Ils
nous seront utiles bien plus tard.

Pour expliquer certaines constructions classiques, il faut malheureusement ouvrir la boite
de Pandore des anneaux de Fontaine. Le lecteur pourra facilement faire abstraction de la
plupart de ces anneaux, car souvent seuls les anneaux Bygr, B, BT et % (voir plus bas pour
les définitions) seront utilisés. Voir [25] et [15] pour les preuves des assertions concernant les
anneaux de Fontaine, ainsi que [16] pour une vue d’ensemble. Soit £ une racine primitive
d’ordre p” de Punité, telle que (e+t)? = (™ pour tout n. On pose F,, = Qp(z—:(")), L, =
L ®q, I et Loo = UpLy.

3.1 Anneaux de fonctions analytiques

On note, pour b > 1, ny, = p*~L(p—1) et 1, = nib = vp(s(b) —1). Nous ferons un usage
constant de la pléiade d’anneaux de séries de Laurent suivants.

e [’anneau
Op = {Z a,T"| an € Op et nEIPoo vp(an) = oo}
nezZ
et son corps de fractions & = Og[1/p]. On munit Os de la topologie faible, dont une base
de voisinages de 0 est donnée par les 77 Og + T OL[[T]], avec m,n € N et on munit & =
Un>07;, "Og de la topologie limite inductive.

e Pour tout b > 1 on note OZ@’b la complétion p-adique de OL[[T]][#%]. On le munit de
la topologie T-adique, pour laquelle il est complet. On note OC(O@O’”’] = Ol;b[%] et on munit
&Or] — O((;)’T”][%] = Ukzgp_kO((g?’”] de la topologie limite inductive. On montre que & €]

est Uanneau des séries f = Y ez axT* € & qui convergent sur la couronne 0 < v,(T) < 7y
(elles y sont bornées) et O((?@O’Tb] est le réseau de &) formé des séries & coefficients dans Or,.
Soit &107] Panneau des séries de Laurent & coefficients dans L, qui convergent sur la couronne

0 < vp(T) < rp. Clest naturellement un anneau de Fréchet, muni de la topologie définie par

1. Le lecteur est fortement conseillé de revenir & ce chapitre seulement si besoin se fait sentir...

29
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les normes sup sur les couronnes r, < v,(T") < rp, avec n > b

e L’anneau de Robba est la réunion des &% muni de la topologie limite inductive. Le
corps &1 = Up>18 (O] egt le sous-anneau de Z des éléments bornés. 11 est dense dans Z et &
s’identifie au complété de & pour la valuation p-adique.

e SiAe{& %}, onpose AT = ANL[[T]]. Ainsi, & = OL[[T ]][ | est 'anneau des mesures
sur Z,, a valeurs dans L et Z7 est 'anneau des fonctions rigides analythues sur le disque unité
ouvert (sur L) ou encore 'anneau des distributions sur Z,, a valeurs dans L. L’isomorphisme
entre & (resp. Z7) et Panneau des mesures (resp. distributions) sur Z, est donné par la

transformée d’Amice :
w— A, Z/ ( >,u, -T™,

n>0

On munit ces anneaux d’actions continues de I' = Gal(Qy (1>~ )/Qp) et d'un Frobenius ¢,
commutant entre elles, en posant p(T') = (1+T)? —1 et 0,(T) = (1+T)* —1si a € Z;. Alors

ET . RT,0p,8,E, % sont stables par ¢ et I'. L’action de I" sur Z se dérive, d’ot1 une connexion

V = limg—, =L sur %. Explicitement, on a V(f) = t(1 + T)f'(T), ou t = log(1+T) € %

est le 2im de Fontaine. Noter que l'on a 0,(t) = at pour tout a € Zj et p(t) = pt. De plus, on

dispose pour tout n > 1 d’une injection I'-équivariante? =" : &% — L, [[t]], qui envoie f
sur f(eMet/P" — 1),

3.2 Anneaux de Fontaine

Soit C,, le complété de Q, et soit Oc, l'anneau de ses entiers. On note E*t Panneau des
suites T = (JU(n))nzo € ng telles que (z("*1)P = (") pour tout n, ’addition étant définie par

(z +y)™ = jlggo(x(nﬂ) + y(n+j))pf

et la multiplication étant définie composante par composante; c’est un anneau parfait de
caractéristique p, muni d’une action naturelle de Gal(Q,/ Qp) commutant au Frobenius z —
2P, que l'on note . En posant vg(z) = vp(a;(o)) pour z € BT, on obtient une valuation sur
Ianneau E*. L’élément T = (¢(™),, — 1 € E* satisfait vp(T) = zﬁ et le corps des fractions

E = Et[1/T] de E* est complet pour la valuation vg.

Soit AT = W(EY) (resp. A = W(E)) I'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans E*+
(resp. E). Tout élément de A* (resp. A) s’écrit de maniére unique sous la forme S kso P [kl
avec x5, € ET (resp. E) [z] € At (resp. A) étant le représentant de Teichmuller de z € ET
(resp. E). On munit A et A% de la topologie définie par les semi-valuations (wn)n>0, O1

k .
Zp [xk] | = II?%SUE(JC;C)
k>0

Ils sont séparés et complets pour cette topologie qui est plus faible que la p-adique. Le Frobe-
nius et 'action de Gal(Qp /Qp) sur E* et E induisent un Frobenius bijectif ¢ et une action de
Gal(Q,/Q,) sur AT et A. Les actions de ¢ et Gal(Q,/Q,) sont continues. On note B = A[ ]

et Bt = A+[p], munis de la topologie limite inductive et des actions naturelles de ¢ et

Gal(Q,/Qy), déduites de celles sur A.

2. Comme f converge en ™ — 1, f(e™e!/?" — 1) est bien défini en tant qu’élément de L,[[t]].
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Un élément important de At est T = [14+T]—1. Ona o(T) = (1+T)? —1, T est invariant
par H = Gal(Q,/Qp(up=)) et 04(T) = (1 4+ T)* — 1 pour a € Z;. Cest d’ailleurs cet élément
qui permet de faire le lien avec les anneaux de la partie 3.1.

Nous aurons besoin des sous-anneaux (et complétions de sous-anneaux) suivants de B, qui
font le lien entre la théorie de Hodge p-adique et la théorie des (¢, I')-modules :

e Pour > 0 on note

. . k
O] _ k ; r_
A {k§>0p [zx] € Al klggovE(fck) +o oo},

et on pose v(07l(z) = infr>pvp(zk) + % On munit A1 de la topologie définie par? v(©7]

pour laquelle il est séparé et complet. L’anneau A (©7] est stable sous 1’action de Gal(Q,/Qy),
qui agit continiiment, et ¢ : A0 — AP est un homéomorphisme. On note B0 =
A(O”’][%] = Ukzop_kf&(o’r], muni de la topologie limite inductive. Enfin, Bf est la réunion des
B muni aussi de la topologie limite inductive. Il s’agit d’un corps.

e Pour b > 1 on note At = {z € AC»™| 40r™")(z) > 0}. On a alors AP~ = A“’[%].
La topologie induite sur A? par la topologie de AP et 1a topologie T-adique.

o Siap € Zyetlimp, o ar =0, lasérie ) .y apT* converge dans A et ’on obtient de
cette maniere une copie

_ k A : _
Aq, = {];ZakT €Al a€Z, Jmay, = 0}

de I'anneau Og pour L = Q,, plongée dans A (de maniére compatible avec les actions de
¢ et Gal(Q,/Qy)). Soit B l'adhérence, pour la topologie p-adique, de I'extension maximale
non-ramifiée de Aq,[1/p] dans B. Ce sous-corps de B est stable sous l'action de ¢ et de
Gal(Q,/Qp), et il en est de méme de son anneau d’entiers A.

e Si A € {A,B} et déco € {1;1,b;(0,7]} on pose A% = Adé© N A On pose enfin
Brig =% ®gT BT

e Soit BI?7l 1a complétion de B pour la topologie de Fréchet induite par les semi-
valuations (min(v(®s, v(®71))o_ <, et soit By la réunion des BI%]. Cet anneau est muni d’un
Frobenius bijectif, obtenu par prolongement & partir du Frobenius sur B,

e L'application 6 : A* — Oc, définie par

k k(0
0| X p ] | = Do phay”
k>0 k>0
est un morphisme surjectif d’anneaux et Ker(f) = w- A, ot w = WlL(T)' Le séparé complété
B:{R de BT pour la topologie w-adique est un anneau de valuation discrete, d’uniformisante w
ou? .
w1 1"
n

t=log(1+T)=> (-1

n>1

Le morphisme 6 : BT — C, s’étend par continuité en un morphisme surjectif BXR — Cp,
dont le noyau est engendré par w ou t. On note Bgr = BXR[I /t], qui est donc un corps de
valuation discrete, d’uniformisante ¢ et de corps résiduel C,,.

3. L’application v(*" satisfait v®"(z + y) > min(v®"(z), v (y)) et VO (zy) > OV (2) + 0O (y).

4. Noter que I'on utilise la méme lettre que pour I'élément ¢ = log(1 + T') de Z. Cela s’explique par le fait
que l'on a une injection naturelle de Z* = % N L[[T]] dans By, qui envoie f sur f(e’ — 1) et cette injection
envoie ’élément t de #Z sur t € BIR.
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Si A est un des anneaux précédents, on étend I'action de ¢ et Gal(Q,/Q,) & O ®z, A (ou
L ®q, A), par Or, (ou L)-linéarité.

Proposition 3.2.1. On a des isomorphismes compatibles avec toutes les structures supplé-
mentaires (topologie, Frobenius, action de Gal(Q,/Qp))

(OL ®Zp A)H ~ Og, (OL ®zp AT’b)H ~ Ojg;b7 (OL ®Zp A(OJ)_b])H ~ 0559,7“;,]'
Démonstration. [15], propositions 7.1, 7.5 et 7.6. 0

La proposition 3.2.1 et [2, prop. 3.15] entrainent les isomorphismes naturels suivants

(Loq,B)"=¢&, (Leq, BN =61, (L®q,Bw)" =2%.

On utilisera souvent le lemme suivant 5.

Lemme 3.2.2. a) Soit a € Z. Alors ¢*(T) € tBJy si et seulement si a > 0. Dans ce cas, on
o(T

a ibng € BXR pour tout b € Z.
b) Sij¢[1,n], alors =7 ((an(T)) € Bli.

c¢) Soit v € At et k > 1. Alors ¥ € TFA™T si et seulement si p"(z) € t*Bl; pour tout
n > 0.

Démonstration. a) Il suffit de noter que ¢™(T') = eP"t —1 = pt (mod tQB;{R) pour tout n > 0
et o ™(T) = et/ _ 1 ¢ tBji—R pour n > 1.

b) C’est une conséquence immédiate du a).

c¢) Un sens étant évident, supposons que ¢"(x) € th:fR pour tout n > 0 et montrons que
x € TFAT. Pour k = 1, c’est un résultat standard [9, lemme I11.3.7]. Si k > 1, le cas k = 1

nous dit qu’il existe y € At tel que z = Ty. Alors ¢"(y) € tk_lwt(T) Bi; = t*"!BJ; (par la

preuve de a)), ce qui permet de conclure par récurrence sur k.

O

3.3 (p,I')-modules

Définition 3.3.1. a) Soit A un anneau topologique muni d’un endomorphisme continu ¢ et
d’une action continue de I', qui commutent. Un (¢, I')-module sur A est un A-module de type
fini muni d’'un endomorphisme semi-linéaire ¢ et d’une action semi-linéaire de I', commutant
entre elles.

b) Un (¢, I')-module D sur Og est dit étale si (D) engendre D sur Og. Un (¢, I')-module
D sur & est dit étale s’il admet un Og-réseau stable par ¢ et I' et qui est étale en tant que
(¢, T')-module sur Og.

c¢) On note T . (resp. PI*(Og)) la catégorie des (¢, ')-modules étales sur Og, qui sont
de torsion (resp. libres) comme Og-module. Enfin, on note ®I'**(&) la catégorie des (¢,T)-

modules étales sur &.

On dispose alors du théoreme fondamental suivant, di a Fontaine [26].

5. Le lemme VI.5.2 de [12], qui est une version du b) de ce lemme, n’est pas correct.
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Théoréme 3.3.2. Le foncteur V. — D(V) = (A ®z, V)" induit une équivalence exacte
entre la catégorie des (p,T')-modules étales sur Og et la catégorie des Op-représentations® de
Gal(Q,/Qp). De plus, on a un isomorphisme canonique

A ®Zp V ~ (OL ®Zp A) R0g D(V)

Soit D € ®T°(Og) et soit V la Op-représentation de Gal(Q,/Q,) qui lui correspond.
Posons, pour b > 1, DT = (AT? ®z, V)H . Voir [5, prop. 4.2.6] pour une preuve du résultat
suivant de Cherbonnier et Colmez :

Théoréme 3.3.3. Si D € ®I'°Y(Og) est libre de rang d, alors il existe m(D) tel que DH™P)

soit libre de rang d sur O}’m(D), et DT = Ol@’b ® t,m(D) DFD) pour tout b > m(D).
&

Remarque 3.3.4. Dans la suite m(D) désigne toujours un entier assez grand, qui ne dépend
que de D, mais qui est "variablement fixe", i.e. on se permet de 'augmenter si besoin est.

Si D est un (¢, I')-module étale correspondant a V', on associe a D une famille de (¢, I") et
I'-modules :

e Les (¢, I')-modules
D=(Awz, V)1, D" =(A* g, V)1, DW=(AMg, V)
ainsi que DO — (A(o,p*b] ®z, V) et DO — (A(O,p*b] ®z, V)H.
e Les (i, I')-modules DI0rel = (BIO»~"] ®z, V), DIOm] = (Bo#"] ®z, V)" et

DT = (BT ®Zp V)Ha Drig = (Brig ®Zp V)H, Drig = (Brig ®Z,J V)H

e Les T-modules Dyt = (Bar ®q, V) et DJ; = (B ®q, V).

Remarque 3.3.5. a) On déduit des théoremes 3.3.2 et 3.3.3 les isomorphismes suivants, com-
patibles avec toutes les structures supplémentaires

Drig:%@)grDT, 5®ogD:<§’®gTDT, DzAH@)AQPD.

b) On récupere V' de maniere fonctorielle a partir de D et D par
V=0 ®z, A) ®o, D)‘p:1 = ((Or ®z, A) ®OL®ZPAH ﬁ)“pzl
et on récupeére Vy, = L ®p, V de maniere fonctorielle a partir de DT et D,z par

Vi = (L ®q, BY) @4t DN?~' = (L ®q, Biig) ©2 Diig)*~".

Combiné avec I'isomorphisme fonctoriel D = (Brig @Q, VL)H , cela montre que

End; ca@y/q,)(Ve) = Endpr 2 (Drig(Vi)).

Nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 3.3.6. Soit D € ®TY(0,) UDT(&). Alors D est dense dans D pour la topologie
w-adique.

6. Soit A € {Or, L}. Une A-représentation de Gal(Q,/Qy) est un A-module de type fini muni d’une action
A-linéaire continue de Gal(Q,/Qp).
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Démonstration. 11 suffit de traiter le cas D € ®T*(Og). Soit V = V(D). On démontre par
récurrence sur k que pour tout u € Ddlf, il existe y € Dt tel que § —u € ka(Jirlf D’ apres [12
lemme V.1.7], 'application 6 : Dt — (Oc, ®z, V) est surjective. Donc pour tout u € D} il

existe 7 € DY tel que 6(f) = (u), ie. j—u € w- DZ;. Cela démontre le cas k = 1. Supposons

le résultat vrai pour k et soit u € Ddf Il existe § € DJr et uy € Ddf tel que § —u = W - uy.

Soit 371 € Dt tel que 4} —u; € w - Ddf Alors (§ — w* - 1) —u € WFFL. Ddf, ce qui permet de
conclure.

O]

Définition 3.3.7. Si D est le (p,I')-module étale attaché a une Op, (ou L)-représentation V,
on note D le (p,T)-module attaché & V*(1) = V* @ x. Cela s’applique aussi & D, D, Dy,
etc...

3.4 Morphismes de localisation et le module de Fontaine D,

Siz = Y. p"xr] € BO U la série >k PF[z1] converge dans BIR’ ce qui fournit un
morphisme naturel B — BT, dr» Qui se trouve étre injectif. Ce morphisme s’étend en un mor-
phisme, toujours injectif, de Bl dans BgR. Composé avec I'isomorphisme B/l ~ BlO»™"]
induit par ¢™, ce morphisme induit une application de localisation ¢ ™" : Blor™ BIR,

compatible avec I'action de Gal(Q,/Qy).

Définition 3.4.1. Soit D € ®I*'(£), auquel on associe une L-représentation V de
Gal(Q,/Q,) et des (p,T')-modules Dy, etc, comme dans 3.3. Pour n > m(D) :

a) On note ¢~ " : DI0rn] l~?+ la composée de I'injection DI0rn] = DIOn] gyec Papplica-
tion ™" ® 1 : Blor "oy — B r ® V. Cette injection L-linéaire, I'-équivariante est appelée
morphisme de localisation en 8(") - 1.

b) On note D:{ifm le sous Ly/[[t]]-module de D}, engendré par I'image de ¢~ : DI07nl —
D(J{if et on pose Dyt = D$f7n[1/t].
Ezemple 3.4.2. Si D est le (¢,T')-module attaché a la représentation triviale, le morphisme de
localisation est I'injection =" de &1 — L, [[t] de la partie 3.1, composée avec l'inclusion
La[lt] € L e (BIR)H
Remarque 3.4.3. a) Pour n > m(D) on a

D;ii_if,n = Ly [[t] ®g10.rn) D]O’T"}7

ot Ly,[[t]] est vu comme &107nl-algebre via ¢ =™ (exemple 3.4.2). Le théoréme 3.3.3 entraine
que Dc—{—lf ,, est un Ly [[t]]-module libre de méme rang que D (et égal a dimp,(V')), stable sous

I’action de I'. De plus, I';, agit de maniere L,-linéaire sur Ddlf -

b) La représentation V est dite de de Rham si le L-espace vectoriel
Dygr(V) = (Bgr ®q, V)Gal(dp/Qp)

est de dimension dimy, V. La filtration sur Dgg (V) est définie par Fil'(Dgr (V)) = (¢Bji ®q,

V)GalQs/Qp) pour tout i € Z. On pose aussi DI, (V) = Fil’(Dgr(V)). Si V est de de Rham,
alors on peut retrouver Dgg (V) et sa filtration & partir de D;{iﬁn par la recette Fil'(Dgr(V)) =
(‘DL )Y, pour n > m(D) et i € Z. De plus, Dait,, = Ln((t))®1 Dar (V) pour tout n > m(D).
Notons qu’avec nos conventions, si V' est de de Rham, alors les poids de Hodge-Tate de V' sont
les opposés des sauts de la filtration sur Dgr (V).
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3.5 L’action infinitésimale de I'

Soit D € ®I'*Y(&) attaché a V. D’apres Berger [2], lemme 4.1 et ce qui suit, 'action
infinitésimale de I' sur D,z définit une connexion
oa(z) — 2

V : Diig = Dyig, V(2) = lim

a1 a—1 "

qui commute a @ et I' et laisse stable DIl pour n > m(D). Par exemple, si D est trivial,
alors Dyjg = Z et
V(f)=1+T)log(1+T)- 4 (T)=t- a
dTl dt
pour f € Z. En général, la connexion V satisfait V(fz) = V(f)z + fV(z) pour z € Dyjg et

fez.

L’action de I' sur D$f ., (avec n > m(D)) peut aussi se dériver, ce qui induit une connexion
oqa—1
a—1
connexion préserve donc tzD(erif ,, pour tout 7 > 0.

L,-linéaire V = lim,_; sur D(infn, au-dessus de la connexion t% sur Ly,|[t]]. Cette

Définition 3.5.1. Les poids de Hodge-Tate généralisés (resp. le polyndéme Pse, p de Sen) de
D (ou de V') sont les valeurs propres (resp. le polynéme caractéristique) de V agissant sur le
L,-module libre de type fini Dgep, , 1= D(inf n/ tD('fif - L’opérateur de Sen Ogey p est 'opérateur
V (mod t) agissant sur la réunion des Dsénm. ’

Remarque 3.5.2. La définition 3.5.1 est compatible avec la définition classique’ des poids
de Hodge-Tate généralisés. En effet, 6 : (BJz ®q, V) — (C, ®q, V) identifie Dgey , & un
sous-Ly-module de Dgen(V), tel que Dgen @1, Loo = Dsen(V'), compatible avec les opérateurs
6Sen-

La proposition suivante va jouer un réle important dans la suite.

Proposition 3.5.3. Si P € L[X], alors P(Ogen,p) = 0 équivaut a P(V)(Drig) C t - Dhig.

Démonstration. Si z € Dyig et ™" (2) € tD(J{ifyn pour tout n assez grand, alors z € tD,
(voir [2], lemmes 5.1 et 5.4). Ensuite, Dyjg est la réunion des D%l qui sont stables par V,
pour n assez grand. En utilisant tout ceci et le fait que =" commute a V, on obtient que
P(V)(Dyig) C t- Dyig si et seulement si P(V)(p~"(DI07])) ¢ t-DZ{iﬂn pour tout n assez grand.
Cela équivaut & P(V)(DJ; ) Ct- D, pour n assez grand. Mais cela arrive si et seulement
si P(Osen,p) = 0, ce qui pérmet de conclure.

O

3.6 Traces de Tate normalisées

Rappelons que H = Gal(Q,/Q,(pp=)). Soit I =1[0,1)N Z[%] et I, =INp"Z,, de telle
sorte que I est la réunion croissante des I, et aussi un systeme de représentants de Qy/Z,. Si
b € Qp, soit n tel que p"b € Z,, et posons

[(+T)) = (A+TP) = | > (pzb) T

k>0

7. D’apres Sen [41], il existe un plus grand sous-Le-module libre de type fini Dsen (V) de (Cp ®q, V)H | qui
est stable par I'. Le module Dsen (V') engendre Cp,®q,, V sur C,, et est de rang dimy, V. L’action infinitésimale de
I sur Dgen (V') définit un opérateur Loo-linéaire Ogen, dont les valeurs propres s’appelent les poids de Hodge-Tate
généralisés de V.
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et £(b) = (¢/™)P"®. On obtient ainsi des éléments de (AT), resp. iy, qui ne dépendent pas
du choix de n et tels que
[(1+T)"] =¢(b) - e € (Bp)".

La proposition 8.5. de [15] montre que tout élément z de Al s’écrit de maniere unique
sous la forme z = Y;c;[(1 4 T)]z;, avec z; € Aq, qui tend vers 0 quand v,(i) — —oc. De
plus, on a z € (A*)H si et seulement si z; € Zp[[T]] pour tout i € I, et les applications z — z;
sont Aq,-linéaires. Posons alors, pour z € AH

To(z) = Y1(1+ 7))z € AY
i€l,

Lemme 3.6.1. Ona ¢ "oTy=T,0¢ " et T, est o~ "(Aq,)-lincaire, I'-équivariante.

Démonstration. La premiere égalité est équivalente a Ty o ™ = " o T}, qui est immédiate
sur la définition (les deux quantités valent > ;c; (1 4+ T)P"p"(2;)). La ¢ "(Aq,)-linéarité
découle de la Aq,-linéarité de Ty et de ce que l'on vient de démontrer. La I'-équivariance est
immédiate. O

On étend T;, & B par Q,-linéarité. Alors T;, préserve (B*)H. Sin > 1, alors T),(w’2) =
w/T,,(z) pour tout j € N et z € (BY)# (lemme 3.6.1; noter que w € ¢ '(Aq,))). Le résultat
suivant fait ’'objet de [9, prop. V.4.5], mais pour le confort du lecteur on en donne une preuve.

Proposition 3.6.2. Soit n > 1. Il existe un unique prolongement continu T, : (BXR)H —

(Bir)? de T, : (BH)H — (BY)H. De plus, Ty, est F,[[t]]-linéaire, son image est contenue
dans F,[[t]] et pour tous m >0 et x € Fyym C (BJR)H

1

Démonstration. Le lemme 3.3.6 montre que (B+)# est dense dans (B ) pour la topologie w-
adique (et donc aussi pour la topologie faible de BIR). Le lemme 3.6.1 et la discussion qui la suit
montrent que T}, : (BH)7 — (BIR)H est continu pour la topologie w-adique, d’ou 'existence et
I'unicité d’un prolongement continu de T}, & (B )¥. Ensuite, on a [(1+7)] = e(i)e’ € F,[[t]]
si i € I,. Donc T,((BY)H) C F,[[t]]. Comme F,[[t] est fermé dans (Bjz)", on obtient
T.((Blg)™) C F,[[t]]. Puisque t = log(1+T) et T,, est Z,[[T]]-linéaire continue, elle est Qp|[[¢]]-

t 1
linéaire. Pour conclure, il suffit d’utiliser la formule e(™ = ™77 [(1 + T)7" |, qui montre & la

fois que T}, est F,-linéaire et que T}, (™)) = 0 pour tout m > n. O
On définit alors Tp ar : (Big)” — Qp[[t]] C (Biz)¥ par

1
Toar = ETI“FN(t))/Qp((t)) oTh.

Il faut faire attention au fait que Ty gr ne coincide pas avec Tj (ou avec %Tg) sur (BH).

3.7 Dualité

Soit V une Op-représentation de Gal(Q,/Q,) et soit D = D(V). L’accouplement
Gal(Q,/Qp)-équivariant parfait V*(1) x V' — Of(1) induit un accouplement A7 ®z Op-
bilinéaire, I'-équivariant

(,):DxD=(Agz V1) x (Acg V)" - (A @z, 01)(1).
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On note f_lTTT la base canonique du I'-module Z, (1) et on fait agir ¢ sur {2 +T par (5 JrT) = f_lTTT.

On identifie M(1) a Mﬂ—TT pour tout I'-module M. L’application Ty du § 3.6 induit une
application I'-équivariante
dr dr

To = (To ®id)(1) : (A" @z, O1)(1) = (Aq, ¥z, OL)1 T Os 1 T

ce qui permet de définir un accouplement entre lg) et D par
{,Y:DxD—=0p, {%z2}=reso(To({c_1(3),2))),

avec la notation habituelle reso(f) = a_1 si f = (3,cz anT™)dT. Cet accouplement est ¢ et
I' invariant (lemme 3.6.1 et [11, prop. 1.2.2]) et sa restriction & D x D est celle utilisée dans
[12]. Bien sir, si on part d'une L-représentation V', les constructions précédentes s’appliquent.

Soit maintenant V une L-représentation de Gal(Q,/Q,) et soit D = D(V). La dualité
entre V* et V induit un accouplement I'-équivariant parfait

(.): Dair x Dair = (L ®q, BiR)(1) = (L ®q, BiR)dt,

dt étant une base de Q,(1) (comme t =log(1+T), on a bien dt = compatible avec I'action

1+T’
deT"). Cet accouplement envoie Ddlf x D} dans (L®q, (Blg)7)dt et induit, pour n assez grand,
un accouplement parfait I'-équivariant ( , ) : ﬁdif,n X Daif, = Ln((t))dt, tel que D dif.n €t D$f N

soient exactement orthogonaux. On définit alors un accouplement { , }qir : Ddlf X Dais — L
en posant (cf. § 3.6 pour Ty 4r)

{%, 2 tait = reso(To,ar ((0-1(2), 2))),

ouresg : L((t))dt — L est I'application résidu. Alors { , }air induit un accouplement I'-invariant
parfait entre Ddlf n et Dai p, et Ddlf n €t Ddlf ,, sont exactement orthogonaux pour n assez grand
[12, lemme VI.3. 3]

Le résultat suivant est une reformulation de [12, prop. VI.1.3]. Il sera un ingrédient essentiel
pour la suite. Pour le confort du lecteur, on en donne une preuve.

< a k ~
Proposition 3.7.1. Soient n,k € N*, a€Z et € DV, z € (%) DT, Alors

{2} =D _{¢™(2), 977 (2)}ait,

JEZ
la somme n'ayant qu’un nombre fini de termes non nuls.

Démonstration. On peut supposer® que a = 0. Posons (0_1(%),z) = f1+T, avec f €

k ~
(475) (L @q, (BH)H). Alors

(o-1(077(2). 97 (2)) = ¢ (f)dt € (L ®q, Bgr)dt

et o (f) € (L ®?q, B;fR)H pour j ¢ [1,n] (lemme 3.2.2), ce qui fait que seuls les termes
d’indice j € [1,n] dans la somme sont non nuls. Dans la suite on fixe un tel j.

8. Sia # 0, remplacer z et Z par ¢~ %(2) et ¢~ %(2), ainsi que n par n — a; ’égalité & démontrer est la méme,
car { , } est p-invariant.
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k
Notons g = To(f) € (go”T(T)> &, de telle sorte que {2, z} = reso(glc_lTTT). Ensuite, comme
j>1,ona (lemme 3.6.1)

Ti(p™(9) = Tale™(To(f))) = T1 o Ty(¢ 7 (f)) = Ta( ™ (f)),

donc (en prenant la trace) Tp ar(p7(g)) = Toar(¢ 7 (f)) et

{¢7(2), 977 (2)}ait = reso(To.ar (¢~ (9))dt).

Si A; est 'ensemble des racines primitives d’ordre 7’ de 'unité, alors

—j 1 . ;
Toar(¢ 7 (9)) = 7TrLj/L(g(€(J)et/p7 Z g Cet/pj _
P <eA

et, en faisant la substitution ¢t — p/~"t, on obtient finalement

{077 (%), ¢~ }dlf—fzreso (Cet?" —1)dt),

CEA;

ce qui permet de conclure que

S (e (2), 6 }dlf—in

JEZ

Z reso(g(Cet/P" — 1)dt)
Eppn

= res ( S g — ) = reso(¥"(g)(e" — 1)dt) =
CEppn
n ar ar .
reso <¢ (9 )1 —|—T> reso <91—i—T> = {%,2}.
Les dernieres égalités utilisent la définition de { , } le changement de variable T = e! — 1 et
Pégalité [11, prop. 1.2.2] reso(fHT) = reso(Y(f) 1JFT) pour tout f € Z.

O

3.8 Les modules D™, D! et D"

Les modules suivants jouent un réle trés important dans la correspondance de Langlands
locale p-adique pour G. Ils font l'objet d’une étude détaillée dans [11].

Définition 3.8.1. Soit D € ®I'**(Oz) U OIS

tors*

a) Le Op-module D™ est l'intersection des ¢™ (D), pour n > 1.

b) DT (resp. D) est le Or-module des z € D tels que la suite (™ (x)),>0 soit bornée
(resp. tend vers 0) pour la topologie faible de D.

c) Si D est de torsion, on définit DY et D¥ comme les orthogonaux respectifs de Dt et
D, pour I'accouplement {, } (voir 3.7). Dans le cas général on définit D? (resp. D) comme
la limite projective des (D/p*)? (vesp. (D/p*D)?).

On étend ces définitions aux (¢, ')-modules sur &, en choisissant des réseaux stables par

¢ et I' (les objets obtenus ne dépendent pas des choix) et en tensorisant par L. Noter que
D* C D%,
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Proposition 3.8.2. Soit D € ®I'**(Og) U BTSE .. Alors :

tors*
a) D™ et D*/D" sont des Op-modules de type fini. Si D est de torsion, alors D™ est le
dual de D)D",

b) D% (resp. D) sont des sous Or[[T]]-modules compacts de D, qui engendrent D et sur
lesquels 1 est surjectif.

¢) Si D est de torsion ou si D est irréductible de rang > 2, alors D*/ D" est un Or-module
de longueur finie.

Démonstration. Toutes les références sont a [11]. Le a) suit de la prop. I1.2.2 et de la prop.
I1.5.19. Le b) découle de la prop. I11.6.3. Enfin, c) est le cor. 11.5.21.

O]

Remarque 3.8.3. 1) Il est immédiat de vérifier que D — D? est un foncteur si ? €
{+,++,nr,4,£}. Un point important [11, prop. I1.6.5] est que ce foncteur préserve les sur-
jections si 7 € {f,1}.

2) L’idée de base de la preuve de la proposition est que si D est de torsion, alors D et D
sont assez gros pour engendrer D. Ce résultat est en général faux si D n’est pas de torsion.

3) On déduit de la proposition ci-dessus que si D € ®T°(&), alors D™ et D*/D% sont des
L-espaces vectoriels de dimension finie et que D™ est le L-dual de D* / D4 De plus, si D est
irréductible de dimension > 2, alors D! = D¥. Cela est faux si D est de dimension 1.

4)D € ®T*(Og), il n'est pas vrai en général que DF/D" est le dual de D™,

Nous aurons aussi besoin du résultat plus technique suivant, déduit [12, lemme IV.5.1] de
la technique des extensions presque étales :

Lemme 3.8.4. Soit D € <I>~Fet(0,ga~) et Dy = D/p*D. I existe ¢ = c(D) tel que p° tue
Coker(D™ — D) et Coker(DT — D;") pour tout k > 1.



Chapitre 4

Paires G-compatibles et foncteur de
Montréal

Dans ce chapitre, dont la raison d’exister est le théoréeme 10.0.3, on démontre quelques
propriétés de base de la catégorie Rep (G) (voir 'introduction ou ci-dessous), en utilisant la
théorie des (p,I')-modules. L’ingrédient clef est le foncteur de Montréal et le point est le
fait que le (¢, ')-module attaché a une représentation II € Rep; (G) contient presque toute
I'information contenue dans! II. Ce résultat fondamental est démontré dans [12, chap. IV]
pour les représentations de torsion. On fait ’exercice de passage a la limite pour montrer qu’il
reste vrai pour Rep; (G). Cela nous permet de montrer que tout objet de Rep; (G) est de
longueur finie (topologiquement). C’est la réciproque d’un théoréme profond de Paskunas [38,
th.1.1]. Méme si beaucoup plus facile (et vraie pour tout p, alors que loc.cit. est pour 'instant
démontrée pour p > 5) la preuve de cette réciproque utilise un bon nombre de résultats de
[12]. On aura besoin de ce résultat dans les chapitres suivants pour démontrer un résultat de
finitude pour les modules de Jacquet localement analytiques des représentations de Repy, (G).

Il est & noter que méme si on utilise essentiellement tous les objets qui interviennent dans
la construction de la correspondance de Langlands locale p-adique pour G, on évite les deux
théoremes les plus délicats de la théorie (diis & Colmez [12, th.I1.3.3], Kisin [32, th.0.1.1] et
Paskunas [38]). Ainsi, les résultats que I'on démontre n’ont pas de restriction sur p.

Dans ce chapitre D est un objet de ®TE . ®T(Og) ou ®T(&). On résumera ceci par

'D est un (p,I')-module étale’. On five un caractére unitaire 6 : Qp — OF et on utilise
systématiquement les résultats et définitions de la partie 3.8. Enfin, on rappelle que G =

GL2(QP>-

4.1 Paires G-compatibles et fonctorialité

Représentations de G

Si A est un anneau commutatif et H est un groupe topologique, une A-représentation de
H est un A[H]-module a gauche. Une telle représentation II est dite lisse si le stabilisateur de
tout v € II est ouvert dans H et lisse admissible si de plus les invariants de I sous n’importe
quel sous-groupe ouvert compact de H forment un A-module de type fini.

Nous aurons besoin des catégories de représentations suivantes :

1. Le foncteur de Montréal tue les morceaux de dimension finie, mais & peu de choses prés c’est 'unique
information que ’on perd.

40
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® Repy.(G) est la catégorie des Op-représentations II de longueur finie, ayant un caractere
central, lisses et 2 admissibles. Tout IT € Rep,,,(G) est un Or-module de torsion.

® Repg, (G) est la catégorie des Op-représentations II de G, ayant un caractere central et
telles que II est un Op-module séparé et complet pour la topologie p-adique, sans p-torsion et
tel que II/p"Il € Rep;,s(G) pour tout n.

e Rep; (G) est la catégorie des L-représentations de G qui admettent un Op-réseau ouvert,
borné, stable par G et dans Repg, (G).

Si IT € Repyq,s(G), on note IV = Hom(II, L/Oy) le dual de Pontryagin de II. C’est naturel-
lement un Or-module compact pour la topologie de la convergence faible, muni d’une action
évidente de G. Si II € Repg, (G) (resp. Repy(G)) on note IT* le O, (resp. L)-dual continu de
II.

Rappels

Soit D un (¢, I')-module étale, muni de la topologie faible. Rappelons que 1’on dispose [12,
chap. I1] d’un faisceau G-équivariant sur P1(Q,), attaché a (D, d), dont I'espace des sections
sur U est noté D K5 U. Par définition,

D X Qp = {(xn)n€N| Tn €D et d)(anrl) — ;I;n}’
muni de la topologie induite par la topologie produit sur DN,

Si ? € {44}, on note D* K5 Q, = (D K5 Q,) N (DY)N et, si D € ®T*Y(&), on note
(D* K Q) = (DS X5 Qp) ®0, L, pour n’importe quel réseau Dy de D, stable par ¢ et I
Alors D’X5Q, est un sous-module fermé de DX5Q,, et il est compact si D € ®T°(O4)UPTE!,

tors*
De plus, (D7 X5Qp)p est un L-espace vectoriel topologique localement convexe pour la topologie

limite inductive.
On munit
DXs P! = {(21,22) € D x D| Reszs (22) = ws(Reszz (21))}
de la topologie induite par D x D et on en considére les sous-B-modules fermés suivants :
e DINs P! = {2z € DXs P! | Resq,(2) € D5 Qpl-
o (D"®; Pl)ys = {2 € DR; P'| Resq,(2) € D" X5 Q,}.

e D5 P! = (DIR;PY) s si D € OTSE UBT (&), et 3 DIKsP! est le saturé de (DI PL)
si D€ dr(Og).

Remarque 4.1.1. L’action de G sur D X5 P! est décrite par les formules suivantes :

ePourz€D,acZ;etbeZ,ona
(2)) 2 =0, (§Nz=0u(2) (D) e=0+T) =
e Pour z = (21,) € DR; P et a € Qyona (39)z = d(a)z, (V§)z = (22,21),
Resz, (w (g ?) z) = 0(p)tp(22) et enfin Resyz, (w (} bYz) =w (Respz, (22)), ou?

up =6(1+b) (§ ') owso ((1+8)_2 b(l"‘lb)_l) o wg o (é (1+§’)_1>

2. L’admissibilité est une conséquence des autres hypothéses, grace aux travaux de Barthel-Livné et Breuil.

3. Le sous-module (Dh K5 P)ys de D K5 P* n'est pas forcément saturé p-adiquement, voir la remarque
VII.4.28 de [12].

4. La formule de [12, pag. 325] comporte quelques fautes de frappe.
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sur D X pZ,.

Remarque 4.1.2. Si f : D1 — Dy est un morphisme de (¢, I')-modules, il est apparent sur la
définition du faisceau D — DXysU que f induit un morphisme équivariant du faisceau attaché
a (Dq,6) dans le faisceau attaché a (Dg,d). En particulier, f induit des morphismes de G
(resp. B)-modules topologiques f : D K5 P! — Dy X5 P! (resp. f: D; K5 Q, — D2 X5 Q,).
Si ? € {t,4}, alors f envoie D] dans Dj (remarque 3.8.3) et donc f envoie D] X5 Q, dans
D} RsQ, et D} K5 P! dans D X; PL.

Si D" X; P! est stable par G, on dit que (D, §) est une paire G-compatible et on pose
II(D,§) = (D Rs PY) /(D" K; P1).

C’est un objet de Repy,(G), Repg, (G), resp. Repy(G), suivant que D € ®I'f,, D €
PI*(Og), resp. D € ®I'Y(&) [12, lemme 11.2.10].

Proposition 4.1.3. Soient D un (p,')-module étale et soient 6,1 : Q; — OF des caractéres
unitaires. Si (D,d) est une paire G-compatible, alors il en est de méme de (D(n),dn?) et on a
un isomorphisme de G-modules de Banach

II(D(n),dn?) ~ (D, ) ® (1 o det).

Démonstration. C’est une conséquence de [12, prop. I1.1.11]. O
Proposition 4.1.4. Pour tout 6, la paire (&,6) est G-compatible. Plus précisément :
a) On a un isomorphisme de G-modules topologiques®

'R Pl = &1 K5 P ~ (IndG (07! @ 1)%m)*,

b) L’application & X5z P — IndG(x 16 @ x~ 1) définie par

dT
2= ¢, ¢.(g) =1resy <Reszp (wgz) T T)

est une surjection G-équivariante, de noyau & X5 P, d’ot un isomorphisme
(&, 6) ~ Ind%(x 16 @ x~1)eont,

Les résultats de a) et b) restent vrais si on remplace & par Z et les induites continues par
des induites localement analytiques.

Démonstration. Voir la remarque I1.1.1 de [12]. O

Les résultats suivants seront souvent utilisés par la suite. Rappelons que P = (%; c’i”) est
le sous-groupe mirabolique de G.

Proposition 4.1.5. a) Soit D € OIS U BT (Op) et soit M un sous Or-module fermé de

D*R;Q,, stable par P. Si Resgz, (M) engendre D en tant que (¢, I')-module, alors DR Q, C
M.

b) Soit (D,§) une paire G-compatible, avec D € ®T°*(Og). Alors (D/pFD,§) est une paire
G-compatible pour tout k > 0.

¢) Une paire (D,0) est G-compatible si et seulement si D! X5 P! est stable par G.

5. On note dans la suite Ind (61 ® 52)°°™ I'espace des fonctions continues f : G — L telles que f ((&4)g) =
01(a)d2(d) f(g) pour tous a,d € Q;, b € Qp et g € G. La définition de Ind$ (81 ®82)*" est obtenue en remplacant
"continue" par "localement analytique".
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Démonstration. Le a) découle de la preuve du théoreme II1.3.8 de [11] (noter que le caracteére
0 ne joue aucun role quand on considére la restriction & P). Le b) et le ¢) sont contenus dans
la proposition II1.2.6 (et sa preuve) de [12]. O

4.2 Invariants sous SLy(Q,)

Dans cette partie on démontre certains résultats élémentaires concernant les SLa(Q))-
invariants d’une représentation de Rep;,(G) ou Rep; (G).

Lemme 4.2.1. Soit I1 € Rep,,,(G). Alors TI5%2(Q0) est un Op-module de longueur finie.

Démonstration. Soit K, le noyau de l'application naturelle GL2(Z,) — GL2(Z/p™Z). 1l suffit
de montrer que IT5%2(Qv) < T15m pour m assez grand. Soit ¢ un caractére central de II et soit
n > 1 tel que ¢ soit trivial sur 1 + p"Z,. Siz € 1+ p"HZp, il existe y € 1+ p"Z, tel que
z =y2 SiveIIS2Q) alors

Comme det K,,11 C 1+ p”HZp, on en déduit que 'on peut prendre m = n + 1.

O

Corollaire 4.2.2. Pour tout Il € Repg, (G) (resp. I € Rep,(G)), 15%2(Qe) est un Op-module
libre de type fini (resp. un L-espace vectoriel de dimension finie).

Démonstration. On peut supposer que II € Repy, (G). Alors 18L2(Qr) est un Op-module sans
p-torsion, séparé et complet pour la topologie p-adique (car fermé dans II) et dont la réduction
modulo une uniformisante 77, de O est un kr-espace vectoriel de dimension finie (lemme
4.2.1). Le résultat découle du lemme de Nakayama topologique. O

Lemme 4.2.3. Soit M un Op-module tué par une puissance de p et muni d’une action Op -
linéaire de SLa(Q,). Alors M/MS“2(Q0) n’a pas de SLo(Q,)-invariants nontriviaus.

Démonstration. 11 faut montrer que si x € M et (9 —1)(h—1)z = 0 pour tous g, h € SL2(Q,),
alors (g — 1)z = 0 pour tout g € SL2(Q,). On obtient ¢"™!(x) — g"(x) = g(z) — = pour tout
g € SLa(Qyp) et n > 0. Ainsi, ¢"(z) = n(g(x) —z)+x. Par hypothese il existe n qui tue M. On a
alors g™ (x) = x pour tout g € SL2(Qp). On conclut en utilisant le fait que g — g™ est bijective
sur U et sur I'unipotent inférieur, et que ces deux sous-groupes engendrent SLa(Q)). O

Corollaire 4.2.4. Si I € Rep, (G), alors TT/TT52(Q) n’q pas de SLa(Q,)-invariants nontri-
viauT.

Démonstration. Prendre un réseau de II, réduire mod p™ pour tout n et utiliser le lemme
4.2.3. O

Lemme 4.2.5. Soit V une L-représentation unitaire, de dimension finie de G. Alors SLa(Q))
agit trivialement sur I1.

Démonstration. C’est bien connu, mais on va donner la preuve. Par hypothése V admet un
Op-réseau © stable par G. Alors ©/7}0© est un Op-module de longueur finie, muni d’une
action lisse de G (car toutes les normes sur V' sont équivalentes). Donc [12, lemme IIT.1.4]
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(é le) et (le ?) agissent trivialement sur ©/770. On conclut en passant a la limite et en
utilisant le fait que ( (1) le) et ( le (1]) engendrent SL2(Q)).
O

Proposition 4.2.6. Soit (D, §) une paire G-compatible, avec D € ®T°*(&). Alors
(D, 6)52(Q) = (D* ®; P!)/(D* W, P)

et c’est la plus grande sous-représentation de dimension finie sur L de TI(D, ).

Démonstration. D’apres la prop. 4.1.5, X := (D! Ks P') /(D" X5 P') est un sous-G-module
de II(D, ). De plus, X est de dimension finie car il s'injecte (via Resz,) dans D*/D%, qui
est de dimension finie sur L (car dual de D™). On déduit du lemme 4.2.5 Iinclusion X C
H(D)&)SLQ(QP)‘

Pour montrer l'inclusion inverse, soit Dy un réseau de D, stable par ¢ et I'. Alors (D, 9)
est une paire G-compatible® et © := II(Dy,d) est un Op-réseau de II(D,§). Si I'image de
2= (21, 22) € D5 P! appartient a ©542(Q) alors 21, 2 € %Dg (car ((§1)—1)z € Dy, P,
pour x € {z,wz}). Ainsi, le sous-Or-module des z € Dy Ks P! dont I'image appartient &
©8L2(Qp) est compact est stable par G. Il est donc inclus dans Dg Xs P! [12, remarque 11.2.3
(i)]. Cela permet de conclure.

O

Corollaire 4.2.7. Si (D,d) est une paire G-compatible avec D € ®L(&) non nul, alors
II(D,d) est de dimension infinie sur L.

Démonstration. Sinon, la proposition 4.2.6 montre que D! Ks P! = D K; P! et donc (en

appliquant Resz,) D = D ce qui est impossible pour D # 0 (car Dg est compact si Dg est

un réseau de D stable par ¢ et I'). O

Corollaire 4.2.8. Si (D, d) est G-compatible et si D € ®TY(&) est irréductible, alors
a) II(D, §)52(Qw) = 0 si dim(D) > 2.

b) Supposons que D ~ &(n) pour un caractére unitaire n. Si § # n?, alors TI(D, §)S42(Q) =
0, et si d =n?, alors

(D, 5)SL2(QP) = x 'nodet.

Démonstration. a) Dans ce cas D! = D et la prop. 4.2.6 permet de conclure.

b) Par les propositions 4.1.3 et 4.1.4 on se raméne & prouver que

SL
(Ind(x_lé ® X—l)cont) 2(Qp) _ X—l

sid =1 et 0 sinon. Ceci est immédiat. O

6. C’est une conséquence immédiate de la définition de Dg Ks P! comme saturé de (Dg Xs Pl)ns.
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4.3 Le sous-module D de D! X P!

Soit D € T _UBI**(Og). On renvoie aux parties 3.3 et 3.6 pour les notations utilisées
dans la suite. On munit D d’une action du mirabolique P en posant, si k € Z, a € Zy, b € Qp,

(Phet) 2 =[(1 4 T)"¢*(0u(2)).
Cette action laisse stable DT.

Comme D = AH ®Aq, D (cela découle du théoréme 3.3.2), I'application T;, : AH

¢ "(Aq,) de 3.6 induit une application T, = T, ® id : D — ¢ ™(D). Explicitement, si
I=10, l[ﬂZ[ ], alors tout élément z de D s’écrit de maniére unique sous la forme z = 37,/ [(1+

T)"]z;, avec z; € D et lim, (;)-,_o0 2i = 0, et on pose Tp(2) = Y ;cr, [(1+ T)")z. D’apres [12,
lemme I1.1.16], la suite de terme général

(75"9) " (@) = 32 (b1) s € DS p "%, C DRy P!
ie]’n/

converge dans D X5 P! et on note i(z) sa limite.

Proposition 4.3.1. a) Pour tous z € D et k € N on a
Resz, ((29)i(2)) = " (Tx(2)),
b)i:D — DX;s P induit une injection P-équivariante de Dt dans (D* K5 P1)

Démonstration. Le point a) est une traduction facile des définitions. Le b) est une conséquence
du lemme IV.2.2 i) de [11] (le a) montre que le plongement de D dans D X; Q,, est bien celui
considéré dans loc.cit).

O]

4.4 Dualité

On suppose toujours que D € OISt U ®r(Og) (le cas D € PI*(&) s’obtient en
tensorisant par L). On étend l'accouplement (voir 3.7) { , } : Dx D — Op, en un accouplement
{,}p1: (DXs1 PY) x (DX;sPl) — Op, en posant

{(21, 22), (21, 22) }pr = {Z1, 21} + {¥(%2), ¥ (22) }.

On montre [12, th.I1.1.13] qu'il est Cf—équivariant et parfait. Rappelons (4.3) que 'on dispose

d’injections i : D — DXsPleti: D — D Xs-1 PL. Voir 3.6 et 3.7 pour les autres notations
qui apparaissent dans la preuve du résultat suivant, qui est implicite dans [12].

Proposition 4.4.1. Si Z € Detze D, alors {i(%),i(2)}pr = {2, 2}.

Démonstration. Ecrivons 2 = ., [(1 4+ T)]% et 2 = Y7 [(1 4 )z, avec z; € D et % € D,
qui tendent vers 0 pour la topologie faible. Si a ¢ Z,, alors Resz,, est nulle sur D X (a + Zj),
donc pour tous I € D, x€eD

{(§9)Z,2}p1 = {Resz, ((§§)Z),z} =0.
)

-n
0 1

7. Pour faciliter la comparaison avec loc.cit., mentionnons que (P ~@"(Tn(2)) y est noté Res,—nz ().
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Ainsi, par définition des injections i et continuité de { , }p1, on a

{i(2),i(=)}pr = Jim S (A% (§]) zider =
i,j€In

Jm 3 A() femde = Jim 305 =),

4,j€In i€l
Ensuite, comme Tj est Og-linéaire et To([(1 + T)°]) = 0 si b ¢ Z,, on obtient
To(lo1(2),2) = lim 3> T([(1+T) ) o1(), 20)) = lim >~ (01(%), 2).

Les deux quantités sont donc égales a >, ;{Z%;, zi}.

L’application de restriction

Resq, : D Xs P' 5 DXs5Q,, z— (Reszp (pg (1]) Z>n>0

est B-équivariante et, par définition de (D* K; P'),g, on a Ker(Resq,) C (D? K P),,.

Lemme 4.4.2. Soit (D,d) une paire G-compatible. Posons X = D* X5 Q,, si D € ®T'¢ U
I (Og) et X = (D X5 Qp)1, si D € ®IY(&). Alors Resq, induit une suite exacte

0— (0,D™) - (D*Rs P — X — 0.

Démonstration. L’exactitude & gauche est démontrée dans [12, prop. I1.1.14]. Par définition,
I'image de Resq, est contenue dans X. La surjectivité est prouvée dans le ii) de la remarque
11.2.3 de loc.cit, le point étant que si D € ®T' U BT (Oy), alors (D! Ks P'),s est compact
(car fermé dans le compact D x D%) donc son image par Resq, est un sous-P(Q,)-module
compact de D% K5 Q,, qui contient (prop. 4.3.1) le sous-module dense (prop.4.1.5) DT de

D' K5 Q,.
O

On continue avec une preuve alternative de [12, th. I1.2.11]. Ce résultat sera systématique-
ment utilisé dans la suite.

Théoréme 4.4.3. Soit D un (p,I')-module étale et 6 : Q, — OF un caractere unitaire.

a) L’orthogonal de Dt dans D Ns—1 P! est un sous-module de Dt Xs-1 PL.

b) Si (D,9d) est une paire G-compatible, alors D Xs-1 P! est Uorthogonal de Dt et de
DU Rs P! dans D Kz-1 P1.

Démonstration. Le cas D € ®I'°*(&) se déduit par tensorisation par L, donc on suppose dans
la suite que D € T U DT (Op).

tors
a) Soit N Dorthogonal de DT dans D X;—1 PL. Il est stable par P, car Df lest. Supposons
que D est de torsion. Si x = (x1,z2) € N, alors pour tout y € DT C DV on a {z1,y} =

{z,y}p1 = 0, donc z1 est orthogonal & DT et z; € DF. En appliquant ceci a (pg (1)) T pour

tout n > 0, on obtient € D! K1 P! et donc N ¢ D! K;—1 PL.
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Supposons maintenant que D € ®T'°(Og) et soient Dy = D/p*D et ¢ tel que p© tue le
conoyau de DT — D,‘: pour tout k (lemme 3.8.4). Donc, si € N, alors p°z (mod p*) est

orthogonal a D,j et, d’apres le cas de torsion, on a p°x (mod pk) € DEC Xs-1 P1. En passant a
la limite projective on obtient 2 € D" Xs-1 P! et donc N C D Xs-1 PL.

b) En utilisant a) et Iinclusion (prop. 4.3.1) Dt ¢ D" K P!, il suffit de montrer que
D% X5 P! est orthogonal & D? ;-1 P!, Quitte & remplacer D par D/p*D et & passer & la
limite, on peut supposer® que D est de torsion.

Soit M D'orthogonal de D Xs P'. Alors M est stable par w (car D X; P! Test) et M C
D*R5-1 P! (par a)), donc M est compact (car fermé dans le compact D" x D¥). Alors Resq, (M)

est un sous P-module compact de DI R Q,, tel que Resz, (M) contient D+t (car M contient
Dt c D'y P, qL}i engendre D. On en iiéduit (propv. 4.1.5 a)) que Resq, (M) = D'®R5Q,
et donc (lemme 4.4.2) DI 1 P € M +(0, D™). Ainsi, D1 P! est lui-méme compact ?. Le
méme argument montre alors que Resq, (M) = DK Qp, si M est I'orthogonal de DiRs_1 P

On a donc D¥ R P! ¢ M + (0,D™) et D' K5 PL C M + (0, D™), et il reste & voir que
M + (0, Dm) est orthogonal & M —+ (0, D™). Or, on a vu que M + (0, D™) C D X; P! et, par
définition, M est orthogonal & D Xz P!, donc M est orthogonal & M + (0, D). En faisant
la méme chose avec M et en utilisant le fait que D" est orthogonal a Dnr, cela permet de
conclure.

O]

Corollaire 4.4.4. Soit (D, ) une paire G-compatible. Alors (]_Vz, §71) est G-compatible et le

dual faible de TI(D, 0) est isomorphe d Df Xs-1 P, dans lequel Dt est dense. On a donc une
suite exacte de G-modules topologiques

0—1II(D,6 1) - DRs Pt — II(D, §) — 0.

Démonstration. Cela découle du théoréme précédent et du fait que {, }p1 est parfait et G-
équivariant. O

Le résultat suivant est [12, cor.I1.2.9], mais la démonstration que 1’on donne ici est ortho-
gonale a celle de loc.cit. : en effet, on le voit ici comme corollaire du théoreme 4.4.3, alors que

dans loc.cit. il est un des ingrédients essentiels dans la preuve de ce théoréme.
Corollaire 4.4.5. Soit (D,d) une paire G-compatible, avec D € @I U ®LY(&E). Alors

Uinclusion de D dans D K5 P! induit une suite exacte de B-modules topologiques

0— D/D* = 1I(D,$) — D*/D" — 0.

Démonstration. Commencons par le cas de torsion. Alors D#/D? est le dual (de Pontryagin)
de D™ et D/D% est le dual de D ®s-1 Q,, d’aprés [11, prop. IV.5.4]. En utilisant le théoréme
4.4.3, on voit que la suite exacte demandée est obtenue en dualisant la suite exacte

0— (0,D™) = D" N1 P! - D' K5 Q, — 0
du lemme 4.4.2, ce qui permet de conclure.

Supposons que D € ®I°(Oy) et posons Dy = D/p*D. Alors D/D" est la limite pro-
jective des D/IE/D?c et D/D7T est la limite projective des Dy/Dj ([11, lemme IV.5.3] pour

8. (D/p*D, §) reste une paire G-compatible par la prop. 4.1.5.
9. Cela n’a rien de trivial a cet instant, car nous ne savons pas encore que (D, 671) est G-compatible. C’est
d’ailleurs ce qu’on cherche a démontrer...
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le dernier). L’isomorphisme D, ~ A ®Aq, Dk (remarque 3.3.5) montre que l’application
naturelle lN?kH — Dy, est surjective. Il en est donc de méme de ’application de transition
Dk+1/D,j+1 — Dk/DZ. Ainsi, en passant & la limite dans

0 — Dy/Djt — TI(Dy,6) — Di /D% — 0
on obtient bien une suite exacte
0 — D/D* — limII(Dy, 6) — D*/D* = 0.
Comme II(D) est le quotient de LH Dy, d) par son Op-module de torsion, cela permet de

conclure dans le cas D € ®I'°Y(&).

O]

Remarque 4.4.6. 1) Le corollaire ne s’applique pas en général aux (¢, I')-modules sur Og.
Cependant, si D € ®I'**(Og) a la propriété que Df = D? alors la preuve montre que 'on a un
isomorphisme B-équivariant D/D* ~ TI(D,¢) (le point est que dans ce cas T&HH(D]C, J) n'a
pas de Op-torsion, car D/[)Jr n’en a pas).

2) Ce corollaire va jouer un rdle trés important dans la suite, car il permet de faire le lien

avec la théorie de Hodge p-adique, a travers la théorie du modele de Kirillov.

Corollaire 4.4.7. Soit (D, ) une paire G-compatible telle que D = .
a) SiD € oIS

b) Si D € ®T(&), on a un isomorphisme de B-modules topologiques II(D)* ~ (D Kz
Qp)b-

alors on a un isomorphisme de B-modules compacts II(D)" =~ DX Q,.

Démonstration. Cela découle du corollaire 4.4.4 et du lemme 4.4.2. O

4.5 Presqu’exactitude de D — II(D, )

Si (Dq,90) et (Da,d) sont des paires G-compatibles (noter que § est le méme dans les
deux paires) et si f : Dy — Dy est un morphisme de (¢,I')-modules, la remarque 4.1.2
montre que f induit un morphisme G-équivariant f : II(D;) — II(D3). Le résultat suivant
sera systématiquement utilisé dans la suite.

Proposition 4.5.1. Soit 0 - D1 — D — Dy — 0 une suite exacte dans une des catégories
OIS o, DI (Op), ®IY(&E). Si (D, 6) est une paire G-compatible, alors :

a) (D1,0) et (Da,0) sont des paires G-compatibles.

b) Si D,Dy,Dy € ®I°(&), alors lapplication o : 1(D,8§) — T(D9,d) est surjective,
limage de TI(D1,6) dans II(D,d) est de L-codimension finie dans Ker(«), et Ker(II(Dy,d) —
II(D,d)) est de L-dimension finie.

Démonstration. Commencons par noter que la suite 0 — D X;P! — DX;P! — DyXsP! — 0
est trivialement exacte. Si D € ®I'°*(&), remplacer dans la suite D? K Q, par (D? X5 Qp)p-

a) Pour montrer que (Dy,0) est G-compatible !°, il suffit (prop. 4.1.5) de montrer que
Dfi X5 P! est stable par G. Soit z € Dg Xs P! et g € G, et posons z,, = Resz,, ((pg (1)) gz).

10. La preuve qui suit est un peu détournée, le résultat suit aussi facilement de [12, lemme I1.2.5].
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Comme D! X5 P! est stable par g (prop. 4.1.5), on a (2,,)n>0 € Df K5 Q. On en déduit que
(zn)nso € (D1 K5 Q,) N (DF K5 Q) = D§ X5 Qp (I’égalité suit de I'exactitude [11, th. II1.3.5]
du foncteur D — D* K5 Q,), ce qui permet de conclure.

Pour montrer que (D3,6) est G—compatlble on dualise la suite exacte 0 - D; — D —
Dy — 0 et on obtient une suite exacte 0 — D2 — D — D1 — 0. On conclut alors en utilisant
ce que 'on vient de démontrer et le corollaire 4.4.4.

b) La surjectivité de a découle de celle de D X P! — Dy X5 P!. Ensuite, en utilisant le
lemme du serpent, il suffit de montrer que le conoyau de DIXs P! — Dg Xs P! est de dimension
finie sur L et que Dg X;s P! est de codimension finie dans le noyau de D K5 P! — Dg Xs PL.
Cela résulte du lemme du serpent et des faits suivants :

e La suite 0 — (D! ®; Q) — (DKs Q,)p — (D5 X5 Q,)p — 0 est exacte [11, th. T11.3.5].

e Pour tout D € ®I'Y(&), le L-espace vectoriel (D7 X5 Q,)p, est de codimension finie dans
(D* K5 Qp)p. En effet, le quotient (Df K5 Q,),/(D?Xs Q,)y, s'injecte (via Resz,) dans D!/D"
(cela découle du fait que v est injectif sur le L-espace vectoriel de dimension finie D? / Db, car
surjectif).

e Le lemme 4.4.2 et le fait que dim; D™ < oo.

O

Remarque 4.5.2. La réciproque du point a) de la proposition 4.5.1 est presque toujours fausse,
la condition de G-compatibilité d’une paire étant tres forte.

Corollaire 4.5.3. Soit 0 — D1y — D — Do — 0 une suite exacte dans Repy (G) et 0 tel que
(D, d) soit une paire G-compatible. Si D} =0 et D} =0 pour j = 1,2, alors la suite ezacte
précédente induit une suite exacte dans Repy(G)

0 — II(D1,6) — II(D, §) — II(D2,d) — 0.

Démonstration. Notons pour simplifier II(Z) = II(2, §) pour Z € {D, D1, D2}. La proposition
4.5.1 (et la discussion qui la préceéde) montre que 0 — D; — D — Dy — 0 induit des
morphismes G-équivariants continus « : II(D) — II(D3) et 8 : II(D1) — II(D) tels que
ao =0 et « est surjectif. Pour démontrer I’exactitude de la suite induite par « et 5 dans
Rep; (G), il suffit de montrer que la suite de B-modules topologiques (induite par « et [3)
0 — II(D2)* = II(D)* — II(D1)* — 0 est exacte.

Or, I'hypothese D" = 0 et Dy* = 0 entraine D™ = 0 et donc 9t = gt pour
9 € {D,Dy, Dy} (rappelons que 2*/%" est isomorphe au dual de 2™). En combinant
cela avec le corollaire 4.4.7, on obtient un isomorphisme de B-modules topologiques (avec
9 € {D,Dl,DQ}) 5 5
(2)" ~ (2" Rs-1 Qp)p ~ (Z° Ks-1 Qp)p.

L’exactitude des foncteurs D — D et D — (D! Ks-1 Q,), ([11, th. IT1.3.5] pour le dernier)
permet de conclure.

O]

Proposition 4.5.4. Soit (D,d) une paire G-compatible, avec D € ®T°(&) de dimension > 2.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) D est irréductible.
b) II(D, 0) est topologiquement irréductible comme G-module.

c) (D, d) est topologiquement irréductible comme B-module, B étant le Borel supérieur.
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Démonstration. Supposons que D est irréductible et montrons le ¢). Comme dimgs D > 2, on
a D™ =0 (car D est aussi irréductible de dimension > 2) et donc II(D, §)* ~ (D! Ks-1 Q,)s
comme B-modules topologiques (corollaire 4.4.7). En choisissant un réseau Dy stable par ¢
et T dans D et en lui appliquant le a) de la proposition 4.1.5, on voit que Dg Xs-1 Qp est
irréductible comme Op[B]-module topologique et donc (D K51 Q,), est aussi irréductible.
On conclut par dualité.

Il nous reste & montrer que b) entraine a). Supposons que D est réductible et soit 0 —
D1 — D — Dy — 0 une suite exacte dans ®T°Y(&), avec Dy # 0 et Dy # D. Les paires (D, )
et (Da,d) sont G-compatibles (prop. 4.5.1) et on a un morphisme f : II(D;) — II(D) dans
Rep; (G). On conclut en utilisant le b) de la prop. 4.5.1 et le fait que II(D, §) est de dimension
infinie (cor. 4.2.7). O

Remarque 4.5.5. Le (¢,T')-module trivial et le caractere trivial fournissent un contre-exemple
a la proposition 4.5.4 si on considere des (¢, I')-modules de dimension 1.

Proposition 4.5.6. Soit (D, ) une paire G-compatible, avec D € ®T°(&). Alors II(D, §) est
un B-module topologiquement de longueur finie.

Démonstration. Si dimg D = 1, cela résulte de la proposition 4.1.5 et du lemme 4.4.2). Le cas
général s’en déduit par récurrence sur dimg (D), en utilisant la proposition 4.5.4 pour traiter
le cas irréductible et la proposition 4.5.1 (et ’hypothése de récurrence) pour traiter le cas
réductible.

O]

4.6 Le foncteur de Montréal

Cette partie est consacrée a des rappels sur le foncteur de Montréal. Soit K = GLa(Z,)
et soit Z le centre de G. Si W est une K Z-représentation lisse, on note ¢ — ind% , W I'ensemble
des fonctions f : G — W a support fini modulo K7 et telles que f(kg) = k- f(g) pour k € KZ
et g € G. Alors ¢ — ind[G(ZW est une G-représentation lisse, ’action de G étant définie par
(g- f)(h) = f(hg). Sig € G et v € W, on note [g,v] € ¢ — ind%,W la fonction définie par
[gvv](h) = 1hg€KZhg .

Soit IT de Repy,,(G) et soit W C II de type fini sur Oy, stable par K Z et qui engendre IT
comme G-module (un tel W existe toujours, cf. [12, lemme III.1.6]). L’application

ow ic—ind%,W =1L ow(f)= > g-flg7)
9eG/KZ

est alors une surjection G-équivariante. On dit que W induit une présentation standard de I1
si Ker(¢w ) est engendré comme Op[G]-module par

e (82)o] = [(59) 9] o wewn(7573)w).

D’apres [12, th. I11.3.1], pour tout IT € Rep,,.(G) on peut trouver W induisant une présenta-
tion standard de II.

Définition 4.6.1. Si W induit une présentation standard de II € Rep,.,(G), on note

° D%V(H) le dual de Pontryagin de P* - W, ou Pt = (ZPB{O} le)

e D\, (IT) I'ensemble des p € 11V nuls sur g - W pour tout g € P — P*, ot P = (%;’ le>
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Dy}, (I1) est naturellement un P*-module et donc il admet une structure naturelle!! de
(¢, T')-module sur OL[[T]]. On définit alors

D(IT) = O o, (a7 Dyy (11).

I est facile de voir que la restriction & P - W induit une injection de Dy}, (IT) dans D?,V (IT),
dont I'image est d’indice fini dans D?,V (IT). On a donc un isomorphisme de Og-modules D(IT) ~
O¢ ®o, (1] D?,V(H), ce qui permet de définir une application fz, : IV — D(II), composée des

1V — D () = Os ®0, qry Diy (1) ~ D(ID),

la premiere fleche étant la restriction, la deuxiéme x — 1 ® x et la troisieme vient de la
discussion ci-dessus. L’application fz, est (ZO; Zf”)—équivariante et [12, prop. IV.1.7, IV.1.12]

satisfait fz, o (pal ?) = 1) o fz,. On définit enfin fp: : IIY — D(II) & D(II) par Bpi(z) =
(Bz,(x), Bz, (w-z)). Comme les noms I'indiquent, les objets D(II), Bz, et Bp1 ne dépendent pas
du choix de W. On montre [12, th. IV.2.13] que IT — D(II) est un foncteur exact contravariant
de Repy,s(G) dans OIS ., appelé foncteur de Montréal par Paskunas. Le résultat suivant est

un des résultats principaux du chapitre IV de [12].

Proposition 4.6.2. Soit I € Rep,,(G), de'? caractére central § et soit D = D(II).

a) (D,67Y) est une paire G-compatible et fp1 est un morphisme G-équivariant 11V —
D¥Xs-1 P, Son noyau est (I1V)St2(Qw) et c’est un Op-module de longueur finie.

¢) Bp1 envoie Uorthogonal de TIS“>(Qw) dans DI K1 P,

4.7 Reconstruction de II

Soit IT € Rep; (G), de caracteére central ¢ et soit © un réseau ouvert borné de II, stable
par G. Les ©/770 € Repyos(G) forment un systéme inductif, les transitions étant induites
par la multiplication par 7. Le foncteur de Montréal étant contravariant et exact, les D,, =
D(0/7}0) forment un systéme projectif isomorphe au systéme projectif (D(0)/7}D(0))p>1.
Les paires (D,,d~ 1) sont G-compatibles (prop. 4.6.2) et (D(©)% Ks-1 P1),¢ est isomorphe
a la limite projective des D8 ;-1 P!, donc (D(©),671) et (D(I),6~!) sont des paires G-
compatibles. De plus, le Op-dual de © s’identifie & la limite projective des ©,/ et les applications
Bp1 : O, — Dg Xs-1 P! sont compatibles. Elles définissent donc par passage a la limite une
application continue fp1 : ©* — D(@)ﬁ Xs-1 P!, qui est G-équivariante. En inversant p, on
obtient une application continue et G-équivariante Bp1 : IT* — D(II)* Ks-1 P'. En passant a
la limite dans la prop. 4.6.2, on voit que Ker(fp1) est égal a (H*)SLQ(QP) et c’est un L-espace
vectoriel de dimension finie.

Posons o = IT/I15%2(Q) ¢ Rep, (G), de telle sorte que'® D(0) ~ D(II) et o5%2(Qw) = 0
(cor. 4.2.4). Le lemme 4.7.3 ci-dessous (appliqué a o) montre que 'application fp1 : 0* —
D(0)f Ks-1 P! se factorise par D(0)f Kg—1 P! ~ D(II)! Ks—1 P! ~ II(D(II),8)*, le dernier
isomorphisme étant fourni par le cor. 4.4.4. La transposée de fp1 induit donc un morphisme
G-équivariant continu

B : TI(D(ID), §) — T1/11552(Q),

11. Les actions de ¢ et I" sont celles de (g ?) et (ZO; (1)) ; la structure de Or[[T]]-module est induite par

laction de (é Z{’) et l'isomorphisme standard Op[[T]] ~ Or [[(é le )]]
12. Le caracteére central n’est pas unique pour les objets de Rep,,,,(G).

13. Par le cor. 4.2.2 et le fait que le foncteur de Montréal tue les objets de dimension finie.
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En général 14 il découle du théoréme suivant que ce morphisme est un isomorphisme (mais ce
n’est pas toujours le cas).

Théoréme 4.7.1. Si Il € Rep; (G), alors le noyau et conoyau de Py sont de dimension finie
sur L. Plus précisément, Coker(Br) est un quotient de ((I1*)St2(Qp))*,

Démonstration. Gardons les notations ci-dessus. Comme o* est une sous-représentation de I1*,
il suffit de démontrer le théoréme pour o, ce qui nous permet de supposer que II5-2(Qr) =
et donc o = II. Les lemmes 4.7.3 et 4.7.4 ci-dessous et la prop. 4.6.2 montrent que Bp1 induit
une suite exacte

0 — (I1*)52(Q) 5 I1* - D(I)* K-, Pt — K — 0,

avec K de dimension finie. On conclut en dualisant cette suite exacte et en utilisant le cor.
4.4.4.

Il nous reste maintenant & démontrer les lemmes. On fixe un réseau ouvert borné © de
II, stable par G et on note ©, = ©/7}0, D = D(©) et D, = D(©,) = D/n}D. Soit
H = SL»(Q,) et soit Z, 'orthogonal de © dans ©), de telle sorte que Bp1(Z,) C D Xs-1 P?
(prop. 4.6.2).

Lemme 4.7.2. Si I = 0, alors il existe ng tel que la multiplication par wr, induit un iso-
morphisme de ©X dans 97[;1-4-1 pour tout n > nyp.

Démonstration. La multiplication par 7, de ©, dans ©,,1 est G-équivariante injective, donc
induit une injection de (97];1 dans @,If 1 pour tout n. Si un tel ny n’existe pas, il existe une

partie infinie I de N et, pour tout n € I, un vecteur v,, € @nH+1 qui n’est pas dans I'image de

la multiplication par 77. On peut donc trouver z, € © — 1.0 tel que v, = x,, (mod WZH)

et gz, — x, € 71O pour tout g € H. Pour n € IN|j,oc] on a x, (mod W]L) € GJH, qui est
un ensemble fini (lemme 4.2.1). Par extraction diagonale, on obtient ainsi l’existence d’une
sous-suite (yn)n de (n)ner qui converge mp-adiquement vers un o € ©. En passant a la limite
dans gx, — x, € 7TZ+1@, on obtient o € O = 0. Mais cela contredit le fait que y, ¢ 7,0
pour tout n, ce qui permet de conclure.

O
Lemme 4.7.3. Si 1% =0, alors Bp1(0*) C D Xs-1 P, donc Bp: (IT*) € D(IT)? K;-1 PL.

Démonstration. En dualisant la suite exacte
0—-0e”.0,-06,/067_o,

on obtient une suite exacte de Or-modules profinis 0 — Z,, — ©Y — (©)V — 0. En passant
a la limite projective, on obtient

0 — lim Z, — ©* — lim(01)¥ — 0.
— —

Les lemmes 4.2.1 et 4.7.2 montrent qu’il existe N tel que p" tue!® 1(21(@,11{)\/ = (lim emV.
On a donc pVO* C 1<iinZn. Comme fp1(Z,) C Df Ks-1 P (prop. 4.6.2), on obtient

,61:)1 (pN@*) - @DEL lX(S_l Pl = (D(@)h |Z5—1 Pl)ns

et donc Bp1(0*) C D Ks—1 P!, ce qui permet de conclure.

14. La suite montre que c’est le cas si les composants de Jordan-Hdlder de II sont supersinguliers.
15. Rappelons que les applications de transition ©,, — ©,+1 sont induites par la multiplication par 7.
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Lemme 4.7.4. On a D(I)! ®5-1 P! C Bp1(IT*) + (0, D(IT)™).

Démonstration. Comme O est compact, M = Resq, (8p1(0*)) est un sous- P-module compact
de D Ks5-1 Qp. De plus, Resz, (M) engendre D (car Resz, (8p1(0})) = Bz, (0) engendre D,,
par construction méme), donc par la proposition 4.1.5 on a M = Dt Xs-1 Qp. On en déduit
(lemme 4.4.2) que D? X1 P! C Bp1(0*) + (0, D), ce qui permet de conclure, en tensorisant
par L (par définition on a D(II) = & ®o, D).

O]

O]

Corollaire 4.7.5. Soit II € Rep (G) supersinguliére, de caractére central 0. Alors D(II) est
absolument irréductible de dimension > 2 et on a des isomorphismes topologiques de G-modules

IT* ~ D(IT)* Ky P, I~ II(D(11), §).

Démonstration. Comme II est irréductible de dimension infinie, on a IIS%2(Qw) = ( et
(IT*)SL2(Qp) = (. Le théoréme 4.7.1 fournit une suite exacte 0 — K — II(D(II),8) — II — 0,
avec dimy,(K) < co. On va montrer que D(II) est irréductible.

Supposons que 0 — D; — b(H) — Dy — 0 est une suite exacte dans ®I'°*(T"). Alors
(D;,8) sont des paires G-compatibles et la suite 0 — II(D;) — I(D(IT),8) — T(Dy) — 0
est exacte modulo des L-représentations de dimension finie (prop. 4.5.1). On en déduit qu’au
moins une des représentations II(Dq,d) et II(D2, d) n’admet pas II comme facteur de Jordan-
Hélder, et donc est de dimension finie. Le corollaire 4.2.7 entraine alors D1 = 0 ou Do = 0, ce
qui montre que ﬁ(H) est irréductible, et donc D(IT) aussi. En appliquant ceci & [T ®y, L' pour

tout extension finie L’ de L, on conclut que D(II) est absolument irréductible.

Si dimg(D(II)) = 1, il découle du th. 4.7.1 et de la prop. 4.1.4 que II est ordinaire, contra-
diction. Donc dime > 2 et D(IT)* = D(TI)%, ce qui entraine K = 0 (th. 4.7.1). On a donc

v

IT ~ TI(D(II), 6) et on conclut en utilisant le cor. 4.4.4.
O

Remarque 4.7.6. On déduit du cor. 4.7.5 que si 1y, 15 sont supersingulieres, de méme caractére
central et si D(II;) ~ D(Ily), alors II; ~ II. Cette propriété d’injectivité du foncteur de
Montréal est démontrée par voie trés détournée dans [38] (voir la preuve du théoréeme 10.4 de
loc.cit.), mais 'approche de loc.cit. fournit plus d’informations. On y prouve que si p > 5 et si
I est supersinguliére & caractére central 8, alors V (IT) est de dimension 2 et det V(IT) = x4 (les
normalisations ne sont pas les mémes dans [12] et [38]). En particulier, 'image par le foncteur
de Montréal suffit a retrouver le caractere central, ce qui est assez surprenant a priori, car
le (¢, I')-module attaché & un IT € Rep (G) n’utilise que la restriction au mirabolique. Il est
probable que ceci est vrai pour tout p.

Théoréme 4.7.7. Tout objet de Repy,(G) est de longueur finie comme B-module topologique.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoreme 4.7.1 et de la proposition 4.5.6.
O



Chapitre 5

Vecteurs localement analytiques

Ce chapitre étend a toutes les paires G-compatibles les résultats de [12, chap. V], concer-
nant 'espace II(D, §)?". Ce degré de généralité sera essentiel pour les applications aux chapitres
8 et 10.

La plus grande partie de ce chapitre est consacrée a la preuve du théoreme 5.5.1. La démons-
tration de ce résultat est fort technique et reprend un bon nombre d’idées de [12]. Cependant,
il y a aussi des différences notables avec 'approche de loc.cit. : on remplace les arguments de
dualité et de théorie de Hodge p-adique de loc.cit. par une étude directe des rayons d’analy-
ticité des vecteurs de II(D,d). Cette étude est grandement facilitée par la proposition 5.2.2,
qui permet de simplifier certains arguments de [12]. Cette proposition est aussi utilisée dans la
preuve du corollaire 5.5.2. Une preuve indépendante de ce corollaire permettrait de simplifier
considérablement la preuve du théoreme 5.5.1. Notons aussi que 'on retrouve les résultats de
Schneider et Teitelbaum sur la densité des vecteurs localement analytiques (et méme quelque
chose de plus fort) pour les objets de Repy, (G).

5.1 Préliminaires

On fixe dans la suite une paire G-compatible (D, §), avec D € ®T°(&), et un réseau
2 de D, stable par ¢ et I'. On note I = II(D, §) et © = II(Z, §). Alors © est un réseau ouvert,
borné et stable par G de l'espace de Banach II. On munit II de la valuation vy définie par
vn(v) =k siv € pFO et v ¢ pP1O. Ainsi, p~¥7 est une norme sur II, définissant la topologie
de II.

On renvoie au § 3.1 pour les anneaux de fonctions analytiques utilisés dans la suite. Rap-
pelons que A(T") est 'anneau des mesures a valeurs dans Op, sur I'. Si R est un anneau de
séries de Laurent (comme Og, Z, Oi(;b, etc.), on dispose d’anneaux R(I"). On renvoie le lecteur
au paragraphe 3 de la partie V.1 de [12] pour les définitions et propriétés de ces anneaux.

Rappelons que m(2) est un entier assez grand, qui ne dépend que de Z. Il est en particulier
choisi tel que le théoréme 3.3.3 s’applique & 2 et 2! K5 P! ¢ 2(0"m@)] x; P! (cela utilise le
cor. I11.7.2 de [11]). Comme 2" est compact, il existe I; = [;(2) tel que 2¢ ¢ T-hgtm(?),
donc 2° K P! (T~ 21™(?)) K; P!, ol I'on note

XR;P' = (2K; PN (X x X)

pour toute partie X de Z (pareil avec D). Quitte a augmenter encore [y et m(Z), on peut
supposer qu’ils sont aussi associés & (2,671), et que 'involution is de O[] qui envoie o, sur

54
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d(a)o1 s’étend en une involution continue de OL;b(F), Oé?’rb] (I'), 2(I") pour b > m(2) (voir
[12, lemme V.2.3]).

On fixe une base e, e, ..., eq de 212 gur Ola’m(@) (c’est aussi une base de 27 sur Ol@’b
pour tout b > m(2)).

Nous allons utiliser systématiquement le résultat parfaitement classique suivant.

"™ (T)

Lemme 5.1.1. TP

est une unité de Ol@’b stb>n.

Démonstration. Voir le lemme 11.5.2 de [7].

O]

On continue avec un lemme technique, dont les arguments sont aussi standard. Faute d’une
référence, on donne la preuve.

Lemme 5.1.2. [ existe [(2) > 1 tel que pour tous a € Z, k € N* et b>m(2) + k

wk(TagT,b) c T[p%}—l(@)@m—k'
Démonstration. Sia € Z et si c= [ﬁ], alors le lemme 5.1.1 montre que

PHTAGHY) C R (TP Gty = R (F(T) o) = Toyk (o).

On peut donc se contenter de traiter le cas a = 0.

Soit 1 > 1 tel que p divise I et ((1 + T)e;) € T~ 2H™?) pour (4,4) € [1,d] x [0,p — 1].
Alors (21 ¢ T='21*=1 pour tout b > m(2), car 1/1(0}’[)) C Ol;’b_l et donc

d d p-1
M =308 ;=33 1+ TV (0L e
i=1 i=1j=0

Posons 1(2) = 2l et montrons par récurrence sur k que *(2Ht) c T-42) gtb=k pour
b>m(Z)+k. Pour k =1, on vient de le faire. Pour passer de k & k+ 1, on utilise 'hypothese
de récurrence et le lemme 5.1.1, ce qui donne pour b > m(Z) + k

D) C (T 7 R = T (R,

©)
On conclut en utilisant Uinclusion ¢(217%) T3 gtb—k-1 (second paragraphe) et 'in-
égalité 1(2) > 120 + 12,

O
5.2 Vecteurs localement analytiques et coefficients de Mahler

On renvoie aux parties 2.1 et 2.2 pour les généralités sur les groupes uniformes et les
coefficients de Mahler. Si m > 2, notons K,,, = 1+ p™M(Z,) et

+ _ (14+p™ 0 - _ (1 0O + _ (1p™ - 10
am_< 0 1)? am_<01+pm)7 um_(ol ) Uy, = pm™1)-



56 VECTEURS LOCALEMENT ANALYTIQUES ET COEFFICIENTS DE MAHLER

Alors K, est un pro-p-groupe uniforme et (a., a,. ,u}, u, ) est un systéme minimal de géné-
rateurs topologiques. Pour simplifier, on notera pour o € N*

by = (g, = D™+ (a, = 1) - (t, = 1) - (u, — )™ € Zp[Kpp].

m m
Si v € II, on note o, : K,;, — II la fonction ¢ — ¢ -v. C’est une fonction continue sur K,, dont
les coefficients de Mahler sont donnés par a,(0,) = b%, - v. Par le théoréeme de Mahler, on a

hm|a\%oo aa(0y) = 0.
Définition 5.2.1. Soit HS’) le sous-espace de II formé des vecteurs v € II tels que

|al‘iinoo o (b, - v) —pMry - a| = oo

On munit Hgi) de la valuation

o(v) = inf (en(s, )~ " fal),

pour laquelle il est complet (donc un espace de Banach). De plus, le théoréme d’Amice montre

que la limite inductive (sur b, & m fixé) des Hg;) s’identifie en tant qu’espace vectoriel topolo-
gique a I1*". Le but d’une bonne partie de ce chapitre est de décrire cet espace en termes de

9.

Rappelons que P'on dispose d’une constante I; telle que 2% ¢ T-h ghb (voir 5.1).
Proposition 5.2.2. Soient b > m > m(2) et v € H,(z). Alors v admet un relévement a
(p°T* 210 K5 P ¢ DO K5 P qvec s = o) et s = —(p"np +11).

(b)

Démonstration. On peut supposer que vy, (v) > 0. Notons € = (u;h)™, u = (u,,)"™ et

ar = min(vn(§¥0), v (4 ),

de telle sorte que limy_ o, ap, — p™k = 0o et ai > p™k + vﬁ,’? (v) pour tout k (par définition de

I et vip).

Soient X = 2R Pl et Y = 29K P!, et fixons un relevement z = (21, 29) € p® X de v (il
en existe, car vrr(v) > ag > 0). Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 5.2.3. [l existe une suite (yn)n>0 d’éléments de Y telle que pour tout n > 1

n—1

gnz _ Z paké»n—k—lyk c pa"X.
k=0

Démonstration. On construit la suite en question par récurrence. Noter que Y est stable par
€ et n (car il est stable par ), ainsi que I’égalité p"X NY = p"Y (pour n > 0), qui découle
de la définition de Y.

Supposons d’abord que n = 1. Si a; < ag, on prend yg = 0, supposons donc que a; > ag.
Comme vrp(év) > a3 > 0, 0on a &z € (PUX +Y)Np™X C p"X + p»Y, ce qui montre
Iexistence de yp. Supposons avoir trouvé vy, ..., yn—1 €t écrivons

n—1

2= p" Ty + pu
k=0
pour un v € X. Si a, > any1, on prend y, = 0. Sinon, en appliquant £ a 1’égalité précédente
on obtient p®réu € E"Flz4+Y C p¥+1 X +Y (la deuxiéme inclusion suit de v (£ 1v) > any1).
On en déduit que p**&u € p*»+1 X 4+p®Y et on choisit y, € Y tel que p**&u—p*ry, € p*+t1 X.
Cela permet de conclure. ]
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Revenons a la preuve de la proposition. En appliquant Resz,, a la relation du lemme 5.2.3, et
en utilisant le fait que £ agit par multiplication par ¢™ (7)™, on obtient z; — ZZ;& A € p* D,
avec
P
A = oyt ez, (Uk) =

1 ppm k
ar—p™k ax—p"krp—li—p™ny pt.,b
T (wmm) ez ) PR

la derniere relation utilisant le lemme 5.1.1, le fait que p € T"bO:rg;b et Resz,(yx) € 9" c
T-hgtb,

Comme 21 est complet pour la topologie p-adique et comme aj; — p™k tend vers oo et
L P PN (b) M .

est minoré par vﬁ,’i) (v), on déduit de ce qui précede que z; € p'm @)=l 9t Les mémes

arguments (remplacer dans ce qui précede { par 1 et Resz, par Resz, (w-)) donnent la méme

estimée pour 23, ce qui permet de conclure.

O

Remarque 5.2.4. Suppposons que D! = D¥ (par exemple D est irréductible de dimension > 2),
de telle sorte que I'inclusion de D dans II induise un isomorphisme de B-modules de Banach
II ~ D/D+. En posant X = Z et Y = 2%, on vérifie sans mal que le lemme 5.2.3 s’applique
encore (le point est que Y est stable par £ et Y Np"X = p"Y pour n > 0). Le reste de la
preuve s’applique et montre que tout v € H,(f;) admet un relevement & DOl Par contre, les
éléments de D(O7¢] ne fournissent pas en général des vecteurs localement analytiques.

Le but de la suite est de montrer que 'image de D¢ K5 P! par la projection canonique

pr - DXs Pt — 11 est contenue dans HS)LH) pour m convenable ! et b > 2m. Nous allons suivre

les arguments de [12], qui s’adaptent sans probléme a notre degré de généralité.

5.3 Vecteurs propres de 1

Pour tout o € O}, on note
€ =(1-a-p)2¥= c 9¥=0.

La proposition suivante est une version de la proposition V.2.1 de [12] (qui n’est vraie?

qu’apres tensorisation par L). Voir 5.1 pour les objets i5, A(T'), etc.

Proposition 5.3.1. Soit P € O1[X] tel que P(¢)) = 0 € Endo, (2¢/2%). Soit a € O} tel que
aetf:= m ne soient pas des racines de P et o' et 71 ne soient pas des valeurs propres

de o sur D™. Alors ws(€*) NE" est d’indice fini dans €°.

Démonstration. Etape 1 On montre que w;(¢) ®o, L = ¢P ®o, L.
Soit z € Y= et soit 2/ = P(a)z = P(¢)z. Par hypothese on a 2’ € 2%, donc (a™"2'),>0 €
D" K Q,. Comme 2" K5 P! se surjecte sur 2 K Q, (lemme 4.4.2), il existe z = (x1,22) €

2° K5 P! tel que Resg, ((p; ?) ;1:) = a "2 pour tout n > 0. Alors (ibid.) (8 (1)) r—alz e

1. On peut vérifier que les espaces de Banach Hgfi) ne dépendent pas du choix de m, c’est d’ailleurs pour
cela que I'on a choisi des normalisations un peu étranges dans leur définition. Comme nous n’avons pas besoin
de ce résultat pour la suite, nous le laissons en exercice au lecteur.

2. Le probleme est que 2¥~! n’est pas toujours contenu dans 2%, méme sous les hypothéses de loc.cit.
Comme le montre la suite, cela ne change rien aux arguments.
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Ker(Resq,) = (0, 2™) et un petit calcul montre que ceci entraine ¢(x2) — Bxg € 2. Comme
7! n’est pas valeur propre de ¢ € Endy(D™), il existe u € D™ tel que Bp(u) —u = ) (x2) —
Bxa. Alors m3 + p(u) € 2Y=P ®0, L et donc Resz: (22 + ¢(u)) = Reszs(z2) € ¢P ®o, L.
Comme
Resg (22) = ws(Resz (1)) = P(a)uws((1 — ag) (=),

on conclut que ws(€® ®p, L) C €” ®0, L. Par symétrie, cette inclusion est une égalité.

Etape 2 Comme € et €” sont des A(T')-modules de type fini et comme w;s est ig-semi-
linéaire, ’étape 1 montre l'existence d'une constante ¢ = ¢(P, a, 2) telle que ws(€?) C p~—¢€*.
Soit alors z € €”. On vient de voir qu'il existe y € 2= tel que ws(z) = p~°(1 — a)y. Si 3/
est un autre choix, alors y — 3’ € 2%=a. Comme ws(z) € Z,onay (mod p) € (@/pC@)‘P:é.
De plus, si y (mod p¢) = 0, alors € ws(€*)NEP. Ainsi, I'application z — y (mod p°) induit
une injection de €% /(€% Nws(€*)) dans le quotient de (.@/p?@)‘p:é par I'image de 2=
Comme ce quotient est fini (car (2 /p‘?@)“”zé est contenu dans (Z/p°2)™, qui est fini), cela
permet de conclure.

O]

5.4 L’action de G sur T°2"" X; P!

Le but de cette partie est de controler I'action de G sur les modules (T*21) X; PL.
Tous les arguments sont repris de [12, chap. V] et les résultats importants pour la suite sont
les propositions 5.4.5 et 5.4.7 ci-dessous. Rappelons que les constantes c, ¢y, ca, ..., m1, ma, ...
ci-dessous ne dépendent que de Z, ¢ et du choix de la base ey, eg, ..., e4 (voir 5.1).

Proposition 5.4.1. Il existe m; > m(2) tel que ws laisse stable 207 K Z; pour tout
b Z my.

Démonstration. On choisit P, « et 5 comme dans la proposition 5.3.1 et on note M = ws(€“)N
%P. On choisit ensuite m; > m(2) tel que pour tout b > my

e Si ? € {a, B}, alors € est un sous-A(I')-module libre de rang d de 201] K5 Z,, tel que
O™ (T) @y €7 = 2O K Z (c.f. [12, cor. V.1.13)).

>

e L’inclusion de M dans €” induit un isomorphisme
0, 0,
oY ) @A) M = oY i) Rar) €°
(car €8 /M est un A(T)-module fini-ensemblistement- d’apres prop. 5.3.1).

On a alors O(go’rb] (D) @amyM = 20l K5 Z; et ws(M) C € C 20K Z;, (par définition
de M), ce qui permet de conclure, en utilisant la is-semi-linéarité de w;.

O]

Rappelons que I'on note X X5 P! = (2 X; P') N (X x X) pour X C Z (pareil avec D).

Corollaire 5.4.2. Si b > my, alors 20 K5 P est stable par GLy(Z,) et DIXs P! est stable
par G.

Démonstration. C’est une conséquence formelle des formules donnant 'action de G sur 2 K
P!, de la proposition 5.4.1 et des inclusions 1)(20m+1]) ¢ 2Onl o(On]) ¢ POrenl et
Ua(@(ova]) C 9(0,7’17].
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Sib>m > my, on note 7, = o14pm — 1 et
MEP = (14 T)"(@H) et M = (14 T)g"(90m)
1+p™ 0

0 1
©™(T). Le résultat suivant ([12, prop. V.1.14] et sa preuve) compare les deux actions, ce qui

Notons que ( ) —1 agit comme 7, sur Z et ((l)pln ) —1 y agit agit par multiplication par
est fondamental pour la suite. Rappelons que l'on a fixé une base (e;); du O}’b—module gt
et que Iy, = x " 1(1 + p™Zy). Si m > 2, on définit des anneaux Ol;b(l“m), etc, en remplacant
simplement la variable T" par 7,,.

Proposition 5.4.3. Il existe mo > my tel que pour tous b > m > mg on ait

]

a) T est bijectif sur MO et ¢ dinduit une bijection de MY sur o™ (T)* - M2, pour

tout a € Z.
b) MiP (resp. Mr(r?’rb]) est un O}’b(f’m) (resp. Oé?’rb](f‘m))—module libre de base ((1 +
T)e™ (€i))i-

Ay s

On fixe un tel my et on le note simplement m. Voir 5.2 pour les notations K,,, a,
bs,, etc.

Lemme 5.4.4. [l existe une constante ¢ > 1 telle que :
a) Pour tous b >m et a € Z on a ws(12 M}:*) C 78<Mb.

b) Pour tousb>m, a € Z, n>0et g€ Ky on a(g—1)"(t4 ML) C rre—cM b,

Démonstration. a) Notons f; == (1+T)¢™(e;) € 2072ml, Alors (cor. 5.4.1) ws(f;) € 2(0r2m) =
212m[1]. On choisit (et on fixe) ¢ tel que ws(f;) € ©™(T) =T gt2m pour 1 < i < d (voir
le lemme 5.1.2 pour /(2)). Comme w; commute & Resypmz, (car 1+ p™Z, est stable par w),
il existe g; € 2 tels que ws(f;) = (1 + T)™(g;). Ainsi, on a ©™(g;) € ™(T)~¢tU2) gt.2m
ensuite g; € T~¢ 27 (utiliser le lemme 5.1.2 et l'identité g; = ™ (¢™(g;))) et donc finalement
(prop. 5.4.3) ws(fi) € @™(T)~¢ M};™ = 7-¢ M,

Soient enfin b > m, a € Z et notons X = M};*. Comme les e; forment une base 27 sur
O:g;b, les f; forment une base de X sur O:g;b(I’m) (prop. 5.4.3). En utilisant la is-semi-linéarité
de ws et le fait que ws(f;) € 7,¢ X, on obtient ws(r%X) C 7% ¢ X, ce qui permet de conclure.

b) On va montrer que ¢ = 8¢’ marche (avec ¢’ comme dans la preuve de a), dont on garde les

notations). Le a) de prop. 5.4.3 montre que (¢ —1)"(74X) = 78t"X sia € Z et g € {a},u}l}.

En combinant cela avec le a), on obtient pour g € {u} a'

(wgw — )" (72, X) = w(g — D)"w(15,X) C w(Tgl-i-n—c’X) c TgL—l-n—Qc’X

et donc b2, (12 X) € msiTeTex

Soit maintenant g € K, quelconque et écrivons (g — 1)" = > cnt cab® dans A(K ).
D’apres Lazard (voir la discussion qui précede le théoreme 4.11 de [45]), on sait que ¢, € Z,, et
vp(ca) > n —|af quand |a| < n. Comme p est multiple de 7,7 (et donc de 7,) dans Ol;’b(f‘m),
on obtient c,b*(74X) C Trﬁlax(n"alHa—CX pour tout o € N%. Comme X est complet pour
la topologie T,-adique (car O}’b(f‘m) Pest), cela permet de conclure que (g — 1)"(7%X) C
Thta=cX  ce qui finit la preuve.

O]
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Proposition 5.4.5. [l existe ¢y > ¢ tel que :
a) Pour tout a € Z on a ws((T*2P10)¥=0) c (T*—1 gt0)¥=0,

b) Pour tousb>2m,a€Z,n>1cetge K,

(g — D(T) C T+ n=e1 gt

Démonstration. On va montrer que l'on peut prendre ¢; = p™(1 + ¢+ 1(2)). Fixons b > 2m,

a € Z, n > 1 et notons, pour simplifier, ¢ = [pim] et Y = T%_Z(Q)M;{b_m.

Lemme 5.4.6. Soit A (resp. B) l'ensemble des i € {0,1,....,p™ — 1} tels que p ne divise
pas i (resp. p divise i). Alors T°P™ C Yica (3)Y + Xiep (571 Y et (To210)¥=0 C
Yiea(59)Y.

Démonstration. Soit z € T*PN et posons z = ¢Y™((1 + T)7?2), de telle sorte que z =

fzo_l(l + T - " (%) et z; € TIUA) 1= (lemme 5.1.2). On en déduit (prop. 5.4.3) que
zi=1+T)pm(01(z)) (pouri € A) et y; = (14+T1)p™(2) (pour i € B) sont des éléments de
Y et on conclut en remarquant que z =3 ;e 4 (§9) i+ Y ;e (§'7") vi- La deuxiéme assertion
s’en déduit, car si 1(z) = 0, alors z; = 0 pour tout i € B. O

En revenant a la preuve de la proposition 5.4.5 et en appliquant le lemme 5.4.4, la prop.
5.4.3 b) et le lemme 5.1.1 (dans cet ordre) on obtient, pour g € K,,,

(g B 1)”(Y) C T%fl(@)chrnM:’ibfm _ sOm(Yv)q7cfl(9)+n]\4;[rib7m
c TP (a=c=UZ)+n) ptb ~ patpTn—ci b,

On conclut pour le b) en utilisant le lemme 5.4.6 et le fait que K,,, est distingué dans GLy(Zp).
Le a) se démontre de la méme maniere, en utilisant le a) de la prop. 5.4.3. O

Rappelons que vr(v) = k si v € p*O et v ¢ pF*1O, et que pg : 2 K5 P! — I est la
projection naturelle. Voir 3.7 pour les accouplements (.) et { , }.

Proposition 5.4.7. Il existe une constante cy telle que sia € Z, b > 2m et z € (T°PT*)KsPL,
alors v = pri(z) satisfait

inf o(b,v) — p"rplal > ary — co.
aeN4

p
T"b

montre que b%, -z € (T*tP"lel=4a1 T.bY P et on conclut en utilisant le lemme 5.4.8 ci-dessous.

Démonstration. Comme € Oi@’b, I’énoncé est évident quand a < 0. La proposition 5.4.5

Lemme 5.4.8. Il existe c3 tel que vip(pr(2)) > ary—c3 sib > 2m, a € Z et z € (T*PT0)RKsP1.

Démonstration. Par dualité de Schikhof et cor. 4.4.4, un vecteur v € II est dans p*O si et
seulement si {Z,v}p1 € p*Or, pour tout % € 9" Xs-1 PL. On applique cette observation &
v = pr(z). Comme {Z,v}p1 = {%, 2}p1, le résultat suit de l'inclusion 2% ¢ T~1 P et du
lemme 5.4.9 ci-dessous.

0
Lemme 5.4.9. Sia1,a2 € Z et b > max(m(2),m(2)), alors

(T gt T2 gthy c plataing,
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Démonstration. Soient 3 € TUGM 2 € T2 Pt et f tel que flc_lTTT = (0-1(2), 2). Alors
fe T‘“*”O}’b et si on écrit f=T*T®23 b, T", alors

dT ,
o (1 7) = S0
720
On conclut en utilisant I'inégalité v, (b;) > —jrs.
O
O

Remarque 5.4.10. Avec plus de travail, on peut montrer que limq o o (b3 ) — |a|rpp™ = oo
pour v dans l'image de D@7 Combiné avec les propositions 5.4.7 et 5.2.2, on obtient un

isomorphisme de L-espaces vectoriels topologiques

(DOl )5 P /(D R PY) ~ IO,

5.5 Le module D,;, X5 P! et I’espace I1(D, §)™

Commencons par préciser un peu les topologies sur les espaces divers et variés que
'on manipulera dans la suite. Le module 2 est séparé et complet pour la topologie T-
adique, d’ot une topologie naturelle sur 207 = @T’b[%]. On munit D7) = Ukzgp_k_@(ov”]
et Dt = U, D7) de la topologie limite inductive.

Il nous sera également utile d’avoir une description plus concrete de ces topologies. Pour
cela, rappelons I'on dispose d’une pléiade d’anneaux de séries de Laurent (voir 3.1), chacun
ayant une topologie naturelle. Cela induit une topologie naturelle sur les modules libres de
type fini sur ces anneaux (on vérifie qu’elle ne dépend pas des choix de bases). En appliquant
cette discussion aux modules 210, 2Ol pO.r] Dt D,ig, etc, on obtient des topologies sur
ces modules, qui sont les mémes que celles introduites dans le premier paragraphe.

Si X € {@(O’rb],D(O’”’},DT}7 on munit X X5 P! de la topologie induite par Iinclusion
X X; P! € X x X. Cette topologie est plus forte que celle induite par I'inclusion X K5 P! C
9K P! (ou X € DKsP!). Comme 2" K5 P! est fermé dans 2 K5 P2, il est aussi fermé dans
20 K P! pour b > m(2), donc D? K5 P! est fermé dans DO K5 P! et dans DT K5 P
On munit alors (207 K5 P1) /(2" K; P') et (X Ks P1) /(D! X5 P') de la topologie quotient,
pour X € {DOm] Dt}

La discussion précédente nous fournit un L-espace vectoriel topologique (D' XsP1) /(DX
P'). Le corollaire 5.4.2 montre que D' X5 P! admet une action de G, qui est continue pour
sa topologie naturelle (cela suit de la proposition 5.4.5). Ainsi, (D! Xs P')/(D% K5 P!) est un
G-module topologique.

Théoréme 5.5.1. Soit (D,d) une paire G-compatible avec D € ®I'°*(&). Alors linclusion de
D' Rs P! dans D K5 P! induit un isomorphisme de G-modules topologiques

(D' Rs5 P1) /(D" K5 PY) ~ II(D, §)™".

Démonstration. Les propositions 5.2.2 et 5.4.7 montrent que 1’on a des injections continues

(D, 5% c (DO & PY)/(DF R P € (D, 8)E+Y,
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qui sont des homéomorphismes sur leurs images. On conclut en passant a la limite inductive
sur b > 2m (rappelons que I'isomorphisme d’Amice identifie II(D, §)*" comme espace vectoriel

topologique a la limite inductive des II(D, 5);2)).
O

Le résultat suivant est en fait un sous-produit de la preuve du théoréme 5.5.1, mais il ne
semble pas facile & démontrer directement :

Corollaire 5.5.2. Soit I € Rep (G) supersinguliére et v € 1. Si les applications x — (§ %) v
et x — (1 9)v sont localement analytiques, alors v € TI*",

Démonstration. On peut supposer que II = II(D,d) pour une paire admissible (D,J). La
preuve de la proposition 5.2.2 n’utilise que la croissance des coeflicients de Mahler des appli-
cations x — ({#)v et 2 — (19)v. Elle montre que v admet un relevement & DT K5 PL. Le
théoréeme 5.5.1 permet alors de conclure.

O]

Corollaire 5.5.3. Soit (D, d) une paire G-compatible et soit II = II(D,§). Il existe m et b tels
que ng) soit dense dans II.

Remarque 5.5.4. En particulier, II?" est dense dans II. Bien sfir, cela est bien connu en toute
généralité par les travaux de Schneider et Teitelbaum, mais notons que nous les retrouvons
dans ce cas particulier par la théorie des (¢, I')-modules. Nous ne savons pas si le résultat du
corollaire est aussi valable en toute généralité, méme si cela est probable.

Démonstration. Soit m comme dans les parties précédentes (cf. prop. 5.4.3 et ce qui suit) et
soit b = 2m + 1. Supposons que z € II* ~ D¥ Xs-1 P! s’annule sur HS;“). On déduit de la
prop. 5.4.7 que z est orthogonal & D7) K5 P1. Mais D] K5 P! est dense dans D Ks P,
donc z est orthogonal & D X; P! et donc il est nul. Cela permet de conclure. O

Le a) de la prop. 5.4.5 montre que w; est continu sur D' Xs Z,, quand on munit cet espace
de la topologie induite par la topologie naturelle de DT, qui, elle, est induite par la topologie
de Dyig. La densité de DT Ky Z; dans foig: O (qui suit de celle de Dt dans Dyig) nous permet
d’étendre ws de maniére unique en une involution de Dﬁ)g: O On définit alors, de la maniere
usuelle

Dig W5 P! = {(21, 22) € Dyig X Dyig| ResZ; (z2) = wg(Resz;(zl)).}.

L’action continue de G sur DT X; P! s’étend, elle aussi, par continuité en une action de G
sur Dyie X P'. On dispose donc d’un G-module topologique D,y M5 P!. En appliquant ceci
a la paire G-compatible (D,é_l) on obtient aussi un module Drig Xs-1 P!. L’accouplement
{,}p1: (D Ry P!) x (D' 5 P!) — L s’étend en un accouplement G-équivariant parfait
(voir la discussion qui précede [12, prop. V.2.10])

{, }p1 : (Drig K51 PY) x (Dyig X5 P1) — L.

Théoréme 5.5.5. Soit (D,8) une paire G-compatible et notons II = TI(D,8) et I =
(D,51). Alors

a) (II*")* est isomorphe comme G-module topologique da l’orthogonal de D' K5 P! dans
Dyig K51 P1L.

b) (II*0)* et (IT*™)* sont ezactement orthogonauz pour Uaccouplement { , Yp1.
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¢) L’injection (flan)* — Dyig M5 P induit une suite ezacte de G-modules topologiques

0 — (IT*)* — Dy, K5 PL — 1% — 0.

Démonstration. a) Le théoreme 5.5.1 montre que le dual topologique de II*" s’identifie a
I'orthogonal de D% K5 P! dans (D' Xs P1)*. Par densité de D' X5 P! dans D,z M5 P, tout
élément de (DTX5P1)* s’6tend de maniére unique en un élément de (DyigB5P1)* = Dyig®s-1 P,
ce qui permet de conclure (la G-équivariance suit de celle de I'isomorphisme du théoréme 5.5.1
et du fait que { , }p1 est G-équivariant).

b) Le cor. 4.4.4 fournit un isomorphisme de G-modules Di'Xs P! ~ IT*. Le a) montre donc
que (II*")* est orthogonal de IT*. Or IT* est un sous-espace dense de (IT**)* (par densité de
I1*" dans IT combinée & la réfléxivité de II*" et au théoréme de Hahn-Banach), donc (IT*")*
est en fait I'orthogonal de (IT*")*, ce qui démontre le b).

¢) D’apreés a), (IT")* est un sous-espace fermé de Dy ®5P1 Soit Y le quotient. En utilisant
de nouveau que { , }p1 induit une dualité parfaite entre Dm; Xs-1 P! et Drlg Xs P!, on obtient
un isomorphisme topologique de Y™ sur l'orthogonal de (II*")* dans Dng Xs-1 P!, donc sur
(IT**)* (par b)). On a donc un isomorphisme de G-modules topologiques Y* ~ (II*")* (la
G-équivariance suit de celle de { , }p1), ce qui permet de conclure (notons que Y est réflexif,
car ﬁrig Xs-1 P! satisfait Hahn-Banach).

O]

Corollaire 5.5.6. Avec les notations du théoréme 5.5.5, on a

Dyig K5 Pt = D R; P4 (118"

Démonstration. Ceci découle de la preuve du théoréme 5.5.5. Explicitement, si z € D,y s P!
alors © — {x, z}p1 est une forme linéaire continue sur (II*")* et donc elle est représentée par un
élément v € TI*" (car TI*" est réflexif). Par le théoréme 5.5.1, v a un relevement z, & Dt X; P,
Par construction z — z, est orthogonal & (II*")* et donc z — 2z, € (II*™)*, ce qui permet de
conclure.

O

Corollaire 5.5.7. Sous les hypothéses du théoreme 5.5.5, il existe m = m(D,0) tel que
(IL(D, §)*)* ¢ Dol K-, P,

Démonstration. Le théoréme 5.5.5 appliqué & (D,5~1) montre que (II(D,§)*")* est un sous-
espace fermé de Drig s P!, qui est isomorphe comme espace vectoriel topologique & la limite
inductive des DI%"m! Ks_ 1 P!, chacun de ces espaces étant un Fréchet. Puisque (IL(D, §)2")*
est lui-méme un Fréchet, il est contenu dans un des D/07m] Xs-1 PL. O



Chapitre 6

L’action infinitésimale de G

Ce court chapitre représente le coeur de cette these, car les résultats que 'on établit
dans ce chapitre seront utilisés partout dans la suite. Comme le lecteur pourra facilement
se convaincre, les preuves des résultats principaux sont trés élémentaires, mais utilisent plei-
nement les résultats techniques du chapitre précédent. Les formules obtenues, qui décrivent
l'action infinitésimale de G sur Dyjz Xs P!, sont assez frappantes : il suffit par exemple de
contempler les formules donnant l’action de 'unipotent inférieur de G (cf. remarque 4.1.1)
pour se rendre compte que la formule du corollaire 6.2.5 ci-dessous n’a rien d’évident. On finit
le chapitre par une réponse a une question de Harris, qui est une version localement analytique
d’un théoreme de Morra [37].

6.1 Fonctions analytiques sur des couronnes et distributions
sur K,,

Les résultats importants pour la suite sont les propositions 6.1.6 et 6.1.8, ainsi que le
corollaire 6.1.7. Les détails topologiques étant un peu délicats, nous avons besoin de quelques
préliminaires pour les démontrer. Notons que ’on utilisera pleinement les résultats du chapitre
précédent.

Soit m comme aprés la prop. 5.4.3 et soient a > b > 2m. On note &=’ Panneau des
fonctions analytiques sur la couronne 7, < v,(T) < 14, que 'on munit de la valuation

U[Taﬂ"b](f) = inf vp(f()).

Ta gvp(x)grb

Une série de Laurent f = 3, 5 apTF est dans &17am] si et seulement si limp_ 4 o0 vp(ag)+kre =
0o et limy_y 400 vp(ag) + kry = 00, et il découle du principe du maximum que

[ra,m] k| s .
oo | 3 o™ | = min(ng up(an) + o) of (up(be) + ).

Soit O[éf“’rb] I'anneau de valuation de &[5l Rappelons que Olpfb est le complété de OF[-5]
pour la topologie p-adique. Le résultat suivant est bien connu.

[7'0,17'b

Lemme 6.1.1. Sia > b, alors Ojg;b est le sous-anneau de O, } formé des séries Yz arTF
a coefficients dans Oy, telles que limy_,_o vp(ag) + kry, = 0o et [vp(ag)] > —kry pour tout k,
[vp(ak)] étant la partie entiére de vy(ay).

64
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Lemme 6.1.2. a) O([;“’Tb] N O((g?’n’] C %O;b.

b) Si f € Og;)’rb] satisfait v (f) > N pour un N € N, alors f € I%TN"”O;’I’.

Démonstration. a) C’est une conséquence immédiate du lemme 6.1.1 (la présence de % est due
au terme [vp(ay)] dans le lemme 6.1.1).

b) Sir, <wvp(z) < rp, on a
up(f(2)) — Nnyup(x) > vlremel(f) — Nnyry > 0,

donc T—Nm f ¢ Og“’rb} N Og)’r”] et on conclut en utilisant le a).

O]

Le lemme suivant établit un résultat de continuité, qui sera raffiné par la suite. Rappelons
que Pon a choisit une base e1, es, ...,eq de 2Tt sur Ol;b. (’est aussi une base de DIO"] gur
&10m] | ce qui nous permet de poser

d
Pasmb] (5 — ryip oplTasTsl( £, ; _ o 10,7]
v (2) min v (fi) si =z ; fiei € D

Lemme 6.1.3. I existe une constante c4 telle que pour tousa >b > 2m, a € N* et 2 € DI07]
on ait n

plrerl (2 2) > n—b (U[r“’”’](z) - 1) +p"a|re — ca.
a

Démonstration. On peut supposer que z € D07l (car D7) ost dense dans DO et car

laction de K, sur D%l a été définie par continuité & partir de Paction sur D(O”"’J). Ensuite, en
multipliant z par une puissance entiére de p, on peut supposer que z € 207 et plra:r] (z) > 0.
Soit N la partie entiére de U[T“’T”}(Z). On déduit du lemme 6.1.2 que z € %TN””QJ“I’, ce qui

permet d’utiliser la prop. 5.4.5 pour obtenir b3,z € %TN”berm'a'_‘lcl 2%t d’on
plra:ms] (b0 z) > (Nny + p™|a] — 4der)rqg — 1,

ce qui permet de conclure avec ¢4 = 4¢1 + 1 (noter que N > v[’"a’”’}(z) —1). ]

Le résultat suivant est aussi bien connu, mais nous en donnons la preuve, pour le confort
du lecteur.

Lemme 6.1.4. a) Si (fi)r est une suite d’éléments de Oi(;b qui converge vers 0 pour la topologie

k
) fr converge dans Oc[;“’rb].

Tna

p-adique, alors la série Y )~ (7

b) Si f e O([;“’Tb], alors il existe une suite (fx)r comme dans a) et telle que

pf =Y (Tna)kfk.

k>0 P

Démonstration. a) Il suffit de constater que

Tna k
plra:el (( . ) fk) > U[Ta,rb](fk)
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et que, par hypothese, la derniére quantité est positive et tend vers oo pour k — co.

b) Posons pf = 3 ez biT* et, pour k > 0, posons gy = Z?ialpkbknaﬂTj. Alors g € O}'
tend vers 0 pour la topologie p-adique (car v, (bg)+krq > 1 pour tout k et limy_, oo vy (bg)+kry =
o0) et on a

Sur - (2 o

k>0 k>0

Pour conclure, il suffit de vérifier que ;< bgT ke Oi@’b. Cela découle du lemme 6.1.1.

Notons, pour a > 2m,

D,(Kp,L)={ Z caby|  UHm vp(cq) +pMrela] = oo},
aEN4 |a| =00

de telle sorte que D(K,,, L) est la limite projective des Dy (K,,, L). L’algebre Dy (K, L) est
de Banach pour la valuation

va | D bl | = inf (vp(ca) +p™|alra)
e N4 aeN

et la famille (vg)q>2m définit la topologie de Fréchet de D(K,,, L). Nous pouvons enfin donner
la version optimale du lemme 6.1.3.

Proposition 6.1.5. Il existe une constante cs telle que pour tous a > b > 2m, z € DO et
A= ent Cabl € Do(Km, L), la série 3, cab®,z converge dans DIO7] et

plramo] (Z cab%z> > plramel(z) v, (M) — cs.

Démonstration. 1l suffit de montrer qu’il existe cs tel que
plrerel (b2 2) > plrerel (2) 4 p™alr, — cs

pour tous z € DO o € N* et @ > b > 2m. On peut supposer que v[“””b](z) € [0,1]

(multiplier z par une puissance de p), en particulier z € Og”’rb] Qb 21t Le lemme 6.1.4
&

permet d’écrire pz comme une série convergente (pour U[T‘“”})

T"a k
s ()

k>0

Ma

T)k 2+ Le

lemme 6.1.3 montre que b3Sy tend vers pbd, z pour la valuation vlrere] | La proposition 5.4.5
montre que

avec z, € 2™ tendant vers 0 pour la topologie p-adique. Soit Sy = Zng(

N T"a k
b2 Sy € Z () TP lal—der gtb.
k=0 \ P
et donc
olrerel (b2 SN > (p™|al — 4er)ra.

En faisant N — oo on obtient donc que vl"e™)(b2 2) > p™|alr, — 4¢; — 1 pour tout z tel que
vlramel(z) € [0,1]. Cela permet de conclure. O
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Proposition 6.1.6. Si H est un sous-groupe compact de G et si b est assez grand, alors
Uaction de H sur D% X5 Pl s’étend en une structure de D(H, L)-module topologique.

Démonstration. Comme H est commensurable a K,, = 1 4 p"M3(Z,) (avec m comme ci-
dessus), on peut supposer que H = K,,,. Notons que tout élément z = (21, 22) de Do s Pl
s'écrit z = 21 + w - Resyz, (22), avec 21, Respz, (22) € DIOm] En passant & la limite projective
dans la proposition 6.1.5, on obtient une application continue D(K,,, L) x Dol K P —
DOl s P, définie par (A, 2) = Ypend Cabhz st A = 3 ent Cabl. Cette application étend
la structure de L[K,,]-module de D™ K5 P!, Comme L[K,,] est dense! dans D(K,,, L), on
conclut que D% K5 P! est un D(K,,, L)-module topologique.

O]

Corollaire 6.1.7. Si H est un sous-groupe ouvert compact de G, alors Diyig X P! est un
D(H, L)-module topologique.

Proposition 6.1.8. Soit H un sous-groupe ouvert compact de G, qui stabilise [’ouvert compact
U c PYQ,). Alors Dyig X5 U est un sous-D(H, L)-module de Dyiz X5 P! et Resy(\ - 2) =
A - Resy(2) pour tous z € Dyig M5 P et A € D(H, L).

Démonstration. Cela découle de la continuité de 'action de D(H, L), de la densité de L[H]
dans D(H, L) et de la G-équivariance de I’application Resy .

O]

6.2 Le gly-module D, X5 P!

Soit U(gl,) l'algebre enveloppante de ’algebre de Lie de G. Si H est un sous-groupe
ouvert compact de G, on dispose d'une inclusion L ®q, U(gl,) C D(H, L), en voyant les
éléments de L ®q, U(gl,) comme des opérateurs différentiels sur C**(H, L) et en évaluant en
1 € H. La proposition 6.1.8 montre que D,izXZ, = D, est un gl,-module et que Resy (X -2) =
X -Resy(z) pour z € Dyig, X € gl, et U C Z,, ouvert compact.

On utilise la base

L=(§9), h=("%), v =), v =({f

de gl,. Rappelons que w(d) désigne la dérivée de 6 en 1. C’est aussi le poids de Hodge-Tate
généralisé du caractere galoisien attaché & ¢ par la théorie locale du corps de classes.

Proposition 6.2.1. Pour tout z € Dyig on a Ir(z) = w(d)z, ut(2) =tz et h(z) = 2Vz—w(d)z.

Démonstration. La formule I>(z) = w(d)z suit du fait que D,y X5 P! a pour caractére central
§. Comme (%) z=(1+T) pour z € Dy et b € Zy, on a

pour tout z € Dyje. Le caractere central de Dyig M P! étant §, un calcul immédiat donne

(8 agl) z=0"1(a)o.(2).

1. C’est une conséquence immédiate du fait que le dual de D(K,, L) est €*" (K, L).
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Il s’ensuit que pour z € Dyjz on a

5 a)ouez —

h(z) = lim Z _9vs— w(d)z.

a—1 a—1

1 2
C =Uu u u Uu h

engendre le centre de U(sl,). La proposition 6.1.8 montre que I’on peut voir C' comme endo-
morphisme L-linéaire continu de Dyjg = Dyjg K5 Zy,.

Lemme 6.2.2. L’endomorphisme C de Dy est Z-linéaire et compatible avec ¢ et I'.

Démonstration. Comme C' commute & l'action adjointe de G, les formules donnant ’action
de G sur Dz M5 P! montrent que opérateur C : Dyig — Dyig commute a ¢ et I' et satisfait
C(1+T)™-2)=(14+T)"-C(z) pour tout m € N et tout z € D,j,. Par linéarité, on obtient
C(f(T)z) = f(T)C(z) pour tout f € L(T) et? tout z € Dyg. Or, il est facile de voir que L(T')
est dense dans Z (tout f =3, czan-T" € Z est la limite dans Z de la suite 3}, <y an - 1T7).
On en déduit le résultat.

O]

Lemme 6.2.3. On a une égalité d’opérateurs sur Dyig

O — 2t 4+ 2V — (w(d) + 1)) — 1.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 6.2.1 et de 1'égalité C' =

2_ 1 _
Qutu~ + L 22h, qui découle de uTu~ —u"u" = h.

O

Théoréme 6.2.4. Supposons que les endomorphismes de D sont tous scalaires. Alors il existe
a € L tel que Cz = az pour tout z € Dz et o est uniquement déterminé par [’égalité
d’opérateurs

(20senp — (W(0) +1) - 1d)? = (2o + 1) - 1d.

Démonstration. Sous I'’hypothese du théoreme les endomorphismes de Dy, sont aussi tous

scalaires (remarque 3.3.5). L'existence de « suit alors du lemme 6.2.2. Le lemme 6.2.3 montre
(2V—(w(8)+1))%2-1
2

que —a envoie Dyig dans t- Dyjg, et on conclut en utilisant la proposition 3.5.3.

O]

Notons

oo (2X — (w(d) +1))% — (1 + 2a)
D5 = 1 .

Le corollaire suivant sera trés utile par la suite.

2. Noter que si z € Dyig et P € L[T] est non nul, alors % - 2 € Drig.



CHAPITRE 6. I’ACTION INFINITESIMALE DE G 69

Corollaire 6.2.5. a) Pour tout z € Dyg X5 Z) on a

Pps(V)(ws(2))
t

ws(tz) = —

b) Pour tout (21, 22) € Drig Xs P! ona

PD,J(V)(Z2)> .

u+(21,22) = <tz1,— ;

¢) Pour tout z € Dyig on a
_ Pps(V)(z)
—

u (2) =

Démonstration. a) Le lemme 6.2.3 et la définition de o montrent que que

_ Pps(V)(ws(2)
t

_l’_

ws(tz) = ws(u™z) = wu™

z=u wz=u (ws(z)) =

b) On peut écrire z = z1 + w - (¢ 01(22)). On a donc

ut(2) = u"(21) + w - u (((22)))
et le résultat découle alors de a) et du lemme 6.2.3.
c¢) Cela découle du lemme 6.2.3 (ou bien de a) et b)).
O

Remarque 6.2.6. Soit (D, d) la paire G-compatible attachée & une L-représentation V de di-
mension 2 de Gal(Q,/Q,). Supposons que EndL[Gal(@/Qp)](V) = L et soient a, b les poids de
Hodge-Tate généralisés de V. Soit Psen,y = (X — a)(X —b) le polynéme de Sen de V. Alors
Pps = Psenyy et a = %. En effet, dans ce cas 6 = y ! - detV (vu comme caractere de
Q,, par la théorie locale du corps de classes) et donc

w(d) =w(detV)—1=a+b— 1.

On en déduit que Psenyv — Pps est un polyndme constant, qui tue Ogen p. C’est donc le
polynoéme nul.

6.3 Une question de Harris

Nous allons appliquer les résultats précédents pour répondre a une question de Harris.
Soit E une extension quadratique de Q,, et soit a € E tel que E = Q,(y/«). Si z € E* s’écrit
r = a+ by/a, avec a,b € Qp, on pose g, = (‘g bg‘). Alors x — g, est un morphisme injectif de
E* dans G.

Théoréme 6.3.1. Soit E/Q, une extension quadratique, II € Repy(G) supersinguliére et
0: E* — L* un caractére continu. Alors Hompg«(II1*",§) = 0.

Démonstration. En utilisant le corollaire 4.7.5 et le ¢) du théoréme 5.5.5, il suffit par dualité de
démontrer I’énoncé suivant : soit (D, d) une paire G-compatible, avec D € ®T°*(£) absolument
irréductible de dimension > 2 et soit w un caractére de E*. Alors il n’existe pas z € D,z X5 P!
non nul tel que g, - z = w(x)z pour tout x € E*.
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Supposons que z est comme avant et que z # 0. Ecrivons z = (21, z2) et notons k = w(J).
Alors Pps = X? — (k+1)X + 8 pour un 3 € L (le polyndme Pp s a été défini avant le cor.
6.2.5). Soit a™ (resp. a™) laction infinitésimale de (ZOZ ?) (resp. ((1) ZO;;)). La proposition 6.2.1

montre que at =V et a~ = k — V. La relation

(bL)yz=w(}®)z=6(1+bVa)wz

ab

entraine, en prenant la dérivée par rapport a b en b = 0, 'existence d’'un ¢ € L tel que
at(z) + aa” (2) = cwz. En appliquant Resz, et Resz, o w & cette relation et en utilisant les
expressions précédentes de a™ et a~ on obtient

czo=((1—a)V+ka)zi, cz=(k+(a—1)V)z.

Ensuite, en dérivant la relation
(100) 2 =6(1+bva)z
on obtient au™t(2) + u~(2) = ¢z, ce qui fournit, compte tenu du corollaire 6.2.5

Pps(V)z Pps(#
atz) — D’éi )2 =cz1, tzg— aiD’é( 2) = cz9.

t

Supposons dans un premier temps que ¢ = 0. En combinant les deux relations obtenues
ci-dessus on obtient V(z;) = %zl et Pps (%

semblables pour zy. Or, cela entraine trivialement z; = zo = 0.

)zl = Pps(V)z1 = at’z1, et des relations

Supposons donc que ¢ # 0. La relation

czo=((1-a)V+ka)z, czn=(Fk+(a—1)V)z

fournit
(k+(a—1)V)(ka—(a—1)V)z
z1 = 2 )
c
qui s’écrit, aprés un calcul pénible mais immédiat V2(z1) — kV(21) + vz1 = 0, avec v =
‘Ei*_’ﬁ% € L. En combinant ceci avec la relation atz; — w = c¢z1, un nouveau calcul

fournit V(z1) = F - 21, avec F € L[t] de degré 2 (explicitement F = —at? + ct + 3 — 7). Ainsi,
V2(z1) = (VF + F?)2; et, en remplagant tout ceci dans I'égalité V?(21) — kV(z1) +v21 = 0,
on obtient enfin (VF + F? — kF +7)z; = 0. Clairement, cela entraine z; = 0. L’argument pour
zo étant le méme, cela permet de conclure.

O



Chapitre 7

Modules de Jacquet analytiques et
série principale p-adique

Dans ce chapitre on applique les résultats du chapitre 6 a ’étude des modules de Jacquet
localement analytiques des représentations de Rep; (G). On en démontre par exemple la fini-
tude (la preuve est bien détournée). Ensuite, nous calculons le module de Jacquet analytique
de II(D, 6p) quand D est de dimension 2, ce qui nous permet de dévisser le module Dz X5, P*
quand D est triangulin. Cela permet de répondre a des questions de Berger, Breuil et Emer-
ton [4, 22] et d’obtenir ainsi une description explicite de II(D)** quand D est triangulin de
dimension 2. Ces résultats ont été démontrés par des methodes différentes par Liu, Xie, Zhang
et Colmez [35, 36, 14].

7.1 Un résultat de finitude

On démontre un résultat de finitude pour les équations différentielles p-adiques attachées
aux représentations galoisiennes. Soit V une L-représentation de Gal(Q,/Q,), soit Dy son
(¢, I')-module sur Z et soit V = lim,_,; "a“__ll la connexion sur D,z obtenue en dérivant ’action
de I'. Si P € L[X], notons

P(V)=0
rig

D ={z € Dyy| P(V)(2) =0}.

Proposition 7.1.1. Avec les notations précédentes, on a l’inégalité suivante pour tout P €

L[X] non nul
dimy, D50 < dimy, (V) - deg(P).

Démonstration. Quitte a remplacer L par une extension finie, on peut supposer que toutes les
racines de P dans Q, sont dans L. On démontre le résultat par récurrence sur deg P. Pour
traiter le cas deg(P) = 1, nous avons besoin de quelques préliminaires.

Lemme 7.1.2. On a (Frac(#))V=" = L.

Démonstration. Ce résultat est probablement standard, mais faute d’une référence voici une
preuve. Rappelons que V(f) =t- (1 +T)f(T) pour f € Z, ou t =log(1 + T). En particulier
#V=Y = L. La condition V (5) = 0 équivaut & f'-g= f-¢g'. Soit r > 0 tel que f et g soient
analytiques sur la couronne 0 < v,(T) <r. Si0 <1’ <retsiz e Cp est un zéro de g dans la
couronne 1’ < v,(T) < r, la relation f’'- g = ¢’ - f montre que z a la méme multiplicité (finie)
dans f et dans g. D’apres des résultats standard de Lazard (voir par exemple la prop. 4.12
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de [2]), le quotient 5 est donc analytique dans la couronne ' < v,(T) < r. Comme cela vaut

r.
pour tout 7’ < r, le quotient § est analytique sur la couronne 0 < v,(T') < r et donc est dans
#V=" = L.

O]

Le cas deg(P) = 1 suit alors du lemme ci-dessous et du fait que le rang de Dz sur Z est
dimp, (V).

Lemme 7.1.3. Soit o € L. L’application naturelle Dgg:a ®r X — Dyig est injective.

V=
rig
libres sur Z. Soit (quitte & renuméroter les z;) Y%, fi-z; = 0 une relation de longueur minimale

sur Z et soit ¢g; = % € Frac(Z). En appliquant V et en utilisant le fait que V(z;) = - 2;, on

Démonstration. 1l s’agit de vérifier que si 21, 29, ..., 2g € DY> % sont libres sur L, alors ils sont

obtient Y°F_ | V(g;) - zi = 0. Comme V(g;) = 0, par minimalité on obtient V(g;) = 0 pour tout
1. Le lemme 7.1.2 permet alors de conclure.

O

Supposons le résultat démontré pour deg P = n et montrons-le pour deg P = n + 1. Soit
P=(X—a) Q(X), avec Q € L[ X] et notons W; = Dgg(v)zo et Wy = fog(v)zo. Alors V — «
est un opérateur L-linéaire de Wi dans Ws, dont le noyau est de dimension au plus dimpz, (V)
(lemme 7.1.3) et dont I'image est de dimension au plus dimy, Ws < deg(Q)-dimy, V. Le résultat

s’en déduit.

O]

7.2 Finitude du module de Jacquet

Rappelons que I'on note J*(7) = (7*)V (avec U = ((1) le)) pour toute représentation
localement analytique admissible 7 de G. Alors J*() est le dual du module de Jacquet "naif",
quotient de 7 par le sous-espace fermé engendré par les vecteurs (u— 1)v, avec u € U et v € 7.
La preuve du résultat suivant utilise un bon nombre de résultats des chapitres précédents.
Il serait intéressant d’en donner une démonstration directe, qui n’utilise pas la théorie des
(o, T)-modules. Rappelons que u™ désigne 1’action infinitésimale de U.

Théoréme 7.2.1. Pour tout II € Rep,(G) on a dimp(J*(II*")) < oo et J*(II*")
((Han)*)u"":O'

Démonstration. Le foncteur II — II*" est exact, donc II — J*(II*") est exact & gauche. En
utilisant cette observation et les théoremes 4.7.1 et 4.7.7, il suffit de démontrer le résultat pour
les représentations II(D, d) attachées aux paires G-compatibles (D, d), avec D irréductible. Si
D est de dimension 1, cela suit facilement de la proposition 4.1.4. Si D est de dimension > 2,
le corollaire 6.2.5 et la proposition 7.1.1 montrent que ((IT**)*)* =0 est un L-espace vectoriel
de dimension finie. Cela montre que dimpz,(J*(II*")) < oo, car J*(II*") est un sous-espace de
((Han)*)“+:0. Pour conclure, il suffit d’utiliser le lemme ci-dessous :

Lemme 7.2.2. Soit M une L-représentation localement analytique du mirabolique P. Si
M =0 est de dimension finie sur L, alors Mer=0 = U,



CHAPITRE 7. MODULES DE JACQUET ANALYTIQUES ET SERIE PRINCIPALE P-ADIQUE 73

Démonstration. 11 existe n tel que M* =0 goit invariant par ((l)pnlzp). Sim e Mv =0 et

a € Qp, on a alors pour tout k > n — vy(a)

(o) bym=(47e) (me)m= (5 9¢)m,

donc (§¢)m = m. Cela permet de conclure. O
O

Dans la suite on suppose que 11 = (D, ), ou (D,d) est la paire G-compatible attachée
a une représentation V € Irra(Gal(Q,/Qp)) (voir la définition 1.3.5). On a donc § = dp =
X' -det V. On note simplement Dyig XU = Dyjg M5, U.

7.3 Critére d’annulation en dimension 2

Soient a et b les poids de Hodge-Tate généralisés de D. D’apres la proposition 7.1.1, le
L-espace vectoriel
X ={z€ Dy|(V—-0a)(V—-0)z=0}

est de dimension au plus 4 (on fera mieux par la suite). Comme X est stable par ¢, on a
X C p(Dyig), de telle sorte que (0, 2) € Dyg ® P! pour tout 2 € X. Rappelons que 'on a une
suite exacte de G-modules topologiques !

0— (Han)* Qop — Drig XP! — 1™ — 0.
Proposition 7.3.1. On a une égalité de sous-L-espaces vectoriels de D,ig X P!

J(I*) @ op = {(0,2)|z € X}.

Démonstration. Soit m = II*". L’inclusion 7* ® dp C Dyjg X P! induit une inclusion
JH(1) ® 8p C (Dyig WP € (Dyyy M PLye"=0
et, d’apres le corollaire 6.2.5 et la remarque 6.2.6, on a

(Dyig RPH* =0 — {(0, 2)|z € X}.

Montrons maintenant que les inclusions précédentes sont des égalités. On déduit du lemme
7.2.2 que (Dyig X PYHYY = (D K P1)“"=0_ 1l nous reste & montrer que (0,z) € 7 ® dp pour
tout z € X. Les ¢"(z) vivent dans X, qui est un L-espace vectoriel de dimension finie. Nous
aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 7.3.2. Soit z € Dyig tel que U'espace engendré par les ¢"(z), avec n > 0, soit de
dimension finie sur L. Alors fz est orthogonal ¢ D pour tout f € Z#+.

Démonstration. Par densité de L[T] dans Z*, on peut supposer que f € L[T], ensuite f =
(1+T)* (par linéarité) et enfin f = 1 (car D est un OL[[T]][1]-module et {(1 + T)*%, (1 +
T)kz} = {%,2}). Soit P € L[X] non nul, tel que P(¢)(z) = 0. Comme ¢ et ¢ sont adjoints
pour { , }, on obtient {P(¢))Z,z} = 0 pour tout z € Df (méme ﬁrig). Mais P(¢)D% = Dt

d’apres [11, prop. I1.5.15], ce qui permet de conclure.
]

1. Cela utilise le théoréme 5.5.5 et le fait que D ~ D ® 65", car dim D = 2.
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Revenons a la preuve du fait que (0,z) € 7" ® dp pour tout z € X. D’apres le b) du
théoréme 5.5.5, il suffit de montrer que (0, z) est orthogonal & D'K;s-1 P!, ce qui vient du fait
que z est orthogonal & D? (lemme 7.3.2). Cela permet de conclure.

O]

Corollaire 7.3.3. V est trianguline si et seulement si J*(II*") # 0.

Démonstration. Si V est trianguline, et si 0 — Z(61) — Dyig — Z(62) — 0 est une triangula-
tion de son (¢, I')-module, alors la base canonique e; de Z(d1) est clairement un élément de
X, ce qui permet de conclure, au vu de la proposition ci-dessus et du théoreme 7.2.1.

Pour conclure, il suffit de vérifier que X = 0 si V' n’est pas trianguline. Si X = 0, il existe
(apres avoir remplacé L par une extension finie) un vecteur propre pour ¢ et I' dans X. On
en déduit que V' est trianguline [10, lemme 3.2]. O

7.4 Le module de Jacquet dans le cas triangulin

Dans la suite on fize un point s = (d1,02,.Z) € S €t on note V.= V(s), Il = II(s),
etc. On renvoie au § 1.7 pour les notations utilisées ci-dessous. Le but de cette partie est de
calculer 'espace X défini dans § 7.2. Cela va demander quelques préliminaires.

On note e; la base canonique de Z(6;) (rappelons que p(e;) = d§;(p)e; et o4(e;) = d;(a)e;) et
ps la projection de Dyjg sur Z(02). Noter [10, prop 4.5] que les poids de Hodge-Tate généralisés
de V sont w(d1) et w(d2). De plus, comme D, est de pente 0 et que V' est irréductible, la
théorie des pentes de Kedlaya montre que v,(d1(p)) = —vp(d2(p)) > 0.

Rappelons que s € .7 est dit exceptionnel si 0; = z¥()8y. Sis € S8 il existe el € Dy
tel que ps(eh) = t“ ey et 04(eh) = a®®)dy(a)e pour tout a € Z;. Si s n’est pas exceptionnel,
on peut choisir e}, tel que p(eh) = p*®)da(p)el et alors €} est unique 4 multiplication par un
élément de L* prés. Si s est exceptionnel, on peut choisir ¢ tel que ¢(eh) = p®)5y(p)el + ey,
et alors €} est unique & addition prés d’un élément de Le;. Ces résultats sont déduits du calcul
de la cohomologie de Z(d), voir [10, prop. 3.10]. On aura besoin dans la suite du résultat
suivant [14, lemme 3.22] :

Lemme 7.4.1. Soit V € Irro(Gal(Q,/Qp)) (déf. 1.5.5) et soit Dyig son (p,T')-module.
a) Si Dyig posséde un vecteur propre pour les actions de ¢ et I', alors V' est trianguline.

b) Si V correspond a un point s € LU .S ou si s € S est exceptionnel, alors les
vecteurs propres pour laction de ¢ et I' sont dans Up>oL" - the.

c) Si'V correspond d un point s € .5 non exceptionnel, les vecteurs propres pour ¢ et T
sont dans L* - t*e; ou dans L* - t*ey pour un k > 0.

Le lemme suivant sera utilisé constamment dans la suite. Il fournit aussi une démonstration
tres directe de la proposition 1.19 de [14].

Lemme 7.4.2. Soit k € L. L’espace des solutions de l’équation Vf + kf =0 (avec f € XZ)
est {0} sik ¢ {0,—1,-2, ..} et L-t7% sike{0,-1,-2,..}.

Démonstration. Soit f € % une solution non nulle de 'équation Vf + kf = 0 et soit j le
plus grand entier positif tel que f € t/ - #. Posons f =t/ - g, avec g € Z —t-%. On a
Vg+ (k+j)g = 0. Comme V(Z) C t-%, on obtient k+ j = 0 et g € L. Le résultat s’en
déduit.
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Notons Xo = {z € Dyig|(V — w(d2))z = 0}, de telle sorte que (V —w(d1))X C Xo.

Lemme 7.4.3. On a Xo = 0 si w(s) ¢ {0,—1,-2,..} et Xy = L-t""6le; si w(s) €
{0,-1,-2,..}.

Démonstration. Comme Ve; = w(d;) - ej, 'équation (V — w(d2))(fe1) = 0 équivaut a Vf +
w(s)f =0 et 'équation (V —w(d2))(fez2) = 0 équivaut a Vf =0 et donc a f € L.

Supposons que w(s) ¢ {0,—1,...}. La suite exacte 0 — Z(61) — Dyg — Z(02) — 0
et I'observation du premier paragraphe montrent que Xs s’injecte dans Les. Supposons que
X9 # 0, donc dimy Xy = 1. Soit x € X9 — {0}, donc x ¢ Ze; et = est vecteur propre pour
¢ et I'. Le lemme 7.4.1 montre que s € .7 n’est pas exceptionnel et qu’il existe ¢ € L*
et k € N tels que x = ct¥ - €. Comme z € X5 et Veh = (w(s) + w(da))eh, on obtient
w(s) = —k € {0,—1,—2, ...}, une contradiction. Donc X3 = 0.

Supposons maintenant que w(s) € {0, —1,—2,...}. Le premier paragraphe nous fournit une
suite exacte 0 — Lt‘w(s)el — Xo — Ley et il reste a voir qu’elle n’est pas exacte a droite.
Supposons donc qu’il existe z € X9 qui s’envoie sur ey. Alors ¢(z) —d2(p)z est dans XoNZey =
Lt=%®)e; et done, quitte & travailler? avec z + ct~%®)e; pour un ¢ € L bien choisi, on peut
supposer que ¢(z) = da(p)z. Soit v € I. 1l existe a € L tel que (z) = da(x(7))z + at~*)ey.
Comme ¢ et I’ commutent, un petit calcul donne a(p~*®)d;(p) — d2(p)) = 0, donc a = 0. Mais
alors la suite exacte 0 — Z(01) — Dyig — #(d2) — 0 est scindée, contradiction. O

Proposition 7.4.4. 1) Si s € .5 ou si w(s) ¢ Z*, alors X =L -ey.
2) Siw(s) € {..,—2,—1}, alors X =L-e; ® L-t""Oey.
3) Sise€ LTS alors X =L-e; ®L- e

Démonstration. Commencons par remarquer que e; € X et que t-*®e; € X (resp. €5 € X)
pour s € {...,—2, —1} (resp. s € #). Pour I'inclusion inverse, on va distinguer deux cas :

e Si w(s) ¢ {0,—1,—2,...}, la proposition précédente montre que (V — w(d1))z = 0 si
z € X, donc? la triangulation de D, induit une suite exacte

0— Ley = X — {fe2V(f) =w(s)f}.

Si w(s) ¢ N*, le lemme 7.4.2 montre que le terme de droite de cette suite exacte est nul et
X = Le;. Si w(s) € N* (ce qui inclut les cas s € £ et s € .75Y), on obtient donc (par le
lemme 7.4.2) une suite exacte 0 — Le; — X — L-t*(%). Cela montre déja que dimp,(X) < 2 et
permet de conclure dans le cas s € .77, Supposons que s € .75 et montrons que cette suite
n’est pas exacte a droite (et donc que X = L - eg). Si ce n’était pas le cas, on trouve comme
dans la preuve du lemme 7.4.3 un z € X qui s’envoie sur t*()ey et tel que p(z) = p**)dy(p)z.
Comme 0,4(z) — a®(*)dy(a)z € L - e et comme ¢ commute & I', on obtient facilement que
0a(2) = a¥)y(a), donc z est propre pour ¢ et I, ce qui contredit le lemme 7.4.1.

o Siw(s) € {0,—1,-2,...}, le lemme 7.4.3 montre que (V —w(d1))X C Xo C Zey1, donc
I'image de X dans Z(92) est contenue dans {fe2|Vf —w(s)f = 0}. Le dernier espace est nul
si w(s) < 0 et de dimension 1 si w(s) = 0. Enfin,

X ﬂ%el = {f@ﬂV(Vf) + w(s)Vf = O}

2. Cela utilise le fait que p~**) 8, (p) # 62(p), car vp(51(p)) > 0 et v,(d2(p)) < 0.
3. Noter que (V —w(d1))(fe2) = (V —w(s))f - ea.
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et ceci est de dimension 2 (resp. 1) si w(s) < 0 (resp. w(s) = 0), toujours d’apres le lemme
7.4.2 (si w(s) = 0, noter que la relation V(V f) = 0 force Vf € LNt-% = {0} et donc f € L).
Ceci permet de conclure.

O]

7.5 L’involution wp dans le cas triangulin

Le but de cette partie est de décrire de maniere explicite I'action de wp = ws, sur
Dﬁg: O, ce qui fait 'objet des propositions 7.5.2 et 7.5.4 ci-dessous. Cela étend et raffine le
résultat du délicat lemme I1.3.13 de [12] (dont on n’utilise pas le résultat et dont la méthode
de démonstration n’est pas adaptable & notre situation).

Rappelons que 'on suppose que V' est trianguline, correspondant & un point s = (41, d2, %)
de Fy-

Lemme 7.5.1. On a w-e; € (Dyjg X PI)U.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 7.3.1 et du fait que w-e; = (0,e1) et
e1 € X. L]

Proposition 7.5.2. Pour tout f € Z#Y=° on a wp(f -e1) = o1(—Dw;, s-2(f) - €1
1

Démonstration. On laisse au lecteur le soin de vérifier I'identité suivante (dans laquelle w =
(16))

GDw- (%) (-G w=w-(}1).

Appliquons cette identité a e € DrigﬁPl. Le terme de gauche est égal® & §;(—1)(1+T)ey,
ce qui permet donc d’écrire wp((1 + T)e1) = 61(—1)(1 + T)e;. Comme o4(e1) = d1(a)er et
comme wp(o4(z)) = dpla)oi(wp(z)), il est facile de voir que les applications F'(f) = wp(fe1)
et G(f) = 51(—1)w5D.5;2(f) - e7 sont semi-linéaires pour laction de g1 Comme elles
coincident sur 1 + T, qui est une base de Z¥=" sur #Z(T'), on obtient bien F' = G, d’ou le
résultat.

O]

Soit Ze; X P = (Dyig X PY) N (Ze1 x Rey).

Corollaire 7.5.3. Ze; X Pl est un sous-module fermé de D,z X P!, stable sous Uaction de

G.

Démonstration. En tant qu’espace vectoriel topologique, Ze; KP! (resp. Dyig XP!) s’identifie
a Her x Hey (resp. Dyig X Dhyig). La fermeture de Ze; X P! dans D,je K P! suit donc de celle
de Zey dans Dj,. La stabilité de Dyjz X P! sous l'action de G découle de la proposition 7.5.2,
de la stabilité de Ze; par ¢ et I', et des formules donnant I’action de G sur Dz X P! (cf.
remarque 4.1.1).

O]

4. Utiliser le fait que w-e; = (0, e1), le lemme 7.5.1, ’égalité o_1(e1) = 61(—1)e1 et enfin le fait que Dy XP*
a pour caractere central dp.
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Rappelons que ps désigne la projection canonique Dyjy — Zex = Z(92).

Proposition 7.5.4. Pour tout B € ZY=" on a

Pa(wn(B - p(e)) = o~ D)y, 52(B)o(ea).

Démonstration. Un argument de semi-linéarité comme dans la preuve de la proposition 7.5.2
montre que 'on peut supposer que B=1+T.

Posons Y = (Dyig XP)/(%e1 XP) et notons z — [2] la projection canonique Dyjg P —
Y. Nous aurons besoin du résultat suivant, analogue du lemme 7.5.1.

Lemme 7.5.5. L’élément [w - p(é2)] de Y est invariant par U.

Démonstration. Le lemme 7.2.2 montre qu’il suffit de vérifier que dimp, Yu'=0 < oo et que
[w- @(é3)] € Y*'=0. Le L-espace vectoriel

W ={f € Z(02)|(V —w(61))(V — w(b2)) f = 0}

est de dimension finie d’apres la proposition 7.1.1. Si z = (21, 22) € Dyig X P! satisfait [2] €
Y“+:0, alors utz € Zey X P! et on déduit du corollaire 6.2.5 et de la remarque 6.2.6 que
21 € ey et que ps(z2) € W. Donc

z =21+ w-Respz,(22) = w - Respz, (ps(22)) (mod Zey X Pl),

. . +—
ce qui montre que dimy, Y* =0 < oo.

Pour conclure, il nous reste a vérifier que ut(w - p(é3)) € Ze; X PL. Cela découle du
corollaire 6.2.5 et du fait que (V — w(d2))éa € Zey (car o4(é2) — d2(a)éa € Hey pour tout
acZy).

P

O]

Revenons a la preuve de la proposition 7.5.4. On applique l'identité matricielle du début
de la preuve de la proposition 7.5.2 & [w - p(é2)]. Noter que [w - p(é2)] est vecteur propre pour
Popérateur (,'Y), de valeur propre d; - dp(—1). L’identité matricielle s’écrit donc p,s(wp((1+
T)p(é2))) = 02(—1)(1 + T)p(e2), ce qui permet de conclure.

O

7.6 Dévissage de D,;, X P!

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer les résultats des parties précédentes
pour étudier le G-module topologique D, X P! quand D est triangulin. Le résultat suivant
admet au moins 2 autres démonstrations [14, 35, 36].

Théoréeme 7.6.1. La suite exacte 0 — Xe1 — Dyig — Zea — 0 induit une suite exacte de
G-modules topologiques

0= (# Ry, 52 P') @01 > Diyg WP+ (# R ;-2 P') @6 = 0.

Démonstration. Commencons par définir les morphismes dans cette suite exacte. L’application
tde # IE(SD'(SIQ P! dans Dyig X P! envoie (f1, fo) sur (f1 - e1,61(—1)fa2 - e1). L’application de

Diyig XP! dans %&55,-6;2 P! envoie (A;-e1 + By -¢(é2), A2 -e1+ Ba - (é2)) sur (Bi,d2(—1)Bs),
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ou A;, B; € # (é3 € Dyjg est un relevement fixé de eg). Le fait que ces applications i et pr sont
bien définies et induisent une suite exacte d’espaces vectoriels topologiques est une conséquence
immédiate des propositions 7.5.2 et 7.5.4. La G-équivariance (& torsion par i, resp. da pres)
suit des propositions 7.5.2 et 7.5.4, du fait que f — f-e; et ps sont des morphismes de (¢, I')-
modules et des formules explicites donnant ’action de G sur les modules intervenant dans la
suite exacte (cf. remarque 4.1.1).

O]

Remarque 7.6.2. Le théoréme 7.6.1 combiné & la proposition 4.1.4 et a la suite exacte de
G-modules topologiques

0 — (II"™)* ® 6p — Dyig MPY — 1™ — 0
permet de montrer que I1*" est de longueur finie et que
(I1*)* = (IndF (51 @ x~'62))™ & (Ind (%2 ® x~'61))™.

Il faut travailler un peu plus [14] pour déterminer les extensions entre les constituants de

Jordan-Hoélder. Si D correspond & un point générique s € ., (i.e. % n’est pas de la forme

z¥, avec k € N), on obtient une suite exacte de G-modules topologiques

0 — Ind™ (8o ® x101) — TI*™ — Ind™(6; ® x " '62) — 0.



Chapitre 8

Dualité et modeéle de Kirillov

Dans ce chapitre on construit, suivant [12], un modele de Kirillov pour les vecteurs
localement algébriques eventuels de la représentation II(D, d). Le résultat essentiel pour la suite
est le théoreme 8.3.1, qui établit un lien entre la dualité, la théorie du modele de Kirillov et la
théorie de Hodge p-adique. Ce lien sera tres important dans les chapitres suivants, qui étudient
les vecteurs localement algébriques de II(D, §). Le théoreme 8.3.1 a aussi des applications a la
n-cohomologie de II(D, §)*" (cf. par exemple le théoreme 8.4.3).

Dans la suite (D, ) est une paire G-compatible, avec D € ®T(&). On note Il = II(D, ) €
Rep; (G) et on suppose que Di = Dt (par exemple, D est irréductible de dimension au moins
2), de telle sorte que Uinclusion de D/DT dans TI est un isomorphisme de L[B]-modules de
Banach (cor. 4.4.5).

8.1 Vecteurs U-finis et modeéele de Kirillov

Rappelons que P est le sous-groupe mirabolique de G.

Définition 8.1.1. a) Soient k € N* et v € II. On dit que v est U-fini de degré < k s’il existe
. k

n > 1 tel que (( (1) P ) — 1) v = 0. On note ITY* le sous- L-espace vectoriel des vecteurs U-finis

de degré < k et IIV—fini 1a réunion des IV,

b) v € IT est dit P-fini si v € IV~ et i le L-espace vectoriel engendré par (&9)v (avec

a € Zy) est de dimension finie sur L.

Lemme 8.1.2. Soient k € N* et v € II. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) v e vk,
b) L’application x — ({ %) v est localement polynomiale de degré plus petit que k.

¢) Tout relévement z € D de v appartient a WD+ pour un certain n > 1.

Démonstration. Si a € Z, et n > 1, soit fpq(z) = ((1) ‘1+nt> v. Alors fpnq : Z, — II est une

application continue dont le k-iéme coefficient de Mahler est

1a 1p"” k
ar(fra) = (59 - ((37) = 1) v,
En utilisant le théoréeme de Mahler, I’équivalence entre a) et b) est immédiate. L’équivalence

entre a) et ¢) est une simple traduction de I’action de (é le) sur D (voir 4.3).

79
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O

On déduit du ii) (ou du iii)) du lemme précédent que HU*ﬁniN est stable par le Borel
supérieur B de G On dispose d'une injection de D7 dans D} (car BT € BJy) et donc d’une

injection de D dans Ddlf pour tout a € Z. Ceci permet en utlhsant le ¢) du lemme

“(T)
précédent, de définir une fonction (pour v € ITV—fint)

Gu - Q>k - [)dif/[)gﬁf, po(x) = (§9) 7 (mod Ddlf)
telle que Im(¢,) C t=*DZ, /D, pour v € TV*,
Proposition 8.1.3. Soit v € IV=_ Ajors
a) ¢, ne dépend pas du choix de Z, et ¢, est a support compact dans Q.
b) L’application v — ¢, est injective.
¢) On a 04(pu(x)) = dpulazx) pour a € Z% et x € Q. De plus, sig=(254), ona

axr

o) =p (@I + 1) Fo, (%)

Démonstration. La preuve est identique a celle du lemme VI1.5.4 de [12], mais pour le confort du
lecteur on rappelle argument. Le fait que ¢, ne dépend pas de Z suit de I'inclusion Dt c Dt dif-

Supposons que v a un relevement Z € (T)kD Le a) du lemme 3.2.2 montre que

¢u(p™™) = 0 pour tout m > n, et donc qu est a support compact dans Q. Suppo-
sons que ¢, = 0. Alors ¢™(2) € Dj, pour tout m € Z. Donc, si # = ¢"(T)* - 2, alors

e (e™(E)) € ¢™(T)* DI, C t* B r ®q, V pour tout m > 0. On déduit du b) du lemme 3.2.2
que ¢ "(Z) € TkD+ et donc z € D+ et v = 0. Cela démontre a) et b). Le ¢) étant une simple
traduction de Paction de B sur D, cela permet de conclure.

O]

8.2 L’espace II1/fini

Le lemme suivant est une conséquence facile du lemme 3.2.2.

Lemme 8.2.1. Soit v € 1I. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) v € TV et ¢, est a support compact dans Q, (i.e. ¢pu(z) = 0 quand vp(w) est
suffisament grand).

b) Il existe n,k > 1 et m € Z tels que

pr—1 b
(Z(éi)) (7% 9)v=o.

=0

Démonstration. Soient n, k et m comme dans b) et soit 2 € D un relévement de v. La condition

n k ~ —m k ~
b) s’écrit alors (“DT(T)> ©™(Z) € DT, ou encore Z € (fn_m((TT))) D*. Le lemme 3.2.2 montre

alors que /(%) € D:ﬁf pour tout j > m. En utilisant la premieére relation de la prop. 8.1.3
c), on obtient ¢,(z) = 0 si vy(x) > m. Cela montre que b) entraine a) (il est clair que tout v
comme dans b) est U-fini).
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z

Supposons maintenant que ¢,(z) = 0 pour tout v,(z) > m, avec m > 1. Soit Z =

B 4 K T en(D)F
un relévement de v, avec & € DT. Alors ™% (2) € D, pour tout j > 0, donc ¢’ (¢™(%)) €
tk DY pour tout j > 0. On déduit du lemme 3.2.2 que ¢™(%) € T*DT et donc ¢™(2) €

ko~
T + . 7 . N
(ﬁ’”" (T)) D™. Mais cela est équivalent a
pm+n_1 k
i ™0, _

> D) (% 9)v=o

i=0
ce qui permet de conclure.

O

Définition 8.2.2. On dit qu'un vecteur v € II est U-fini & support compact si v satisfait
une des conditions du lemme 8.2.1. On note Y~ Pespace de ces vecteurs et IT—fini —
[Y—fini A ITP=fini - Cest donc I'espace des vecteurs v € TIY ~f% tels que 1'espace engendré par

.
(ZOP [1)) v soit de dimension finie sur L.

Remarque 8.2.3. a) Le b) du lemme 8.2.1 fournit une définition naturelle de TIZ =% pour toute
P-représentation de Banach II, et montre que IT — T2 —fini o5t un foncteur.

b) L’intérét de considérer II7 M (et pas TIP % tout entier) est le fait que tous les vecteurs
de cet espace sont localement analytiques. Cela n’est pas du tout une évidence (th. 8.3.1)
et utilise pleinement des calculs dans les anneaux de Fontaine. Il serait tres intéressant de
démontrer cette assertion directement.

¢) Je ne sais pas en quelle mesure IIX 0 est différent de IIP 1, Les résultats du chapitre
7 suggerent que Hf —fini o5t de L-codimension finie dans IT7—fini (et méme que les deux espaces
sont égaux si Il est supersinguliere et D n’est pas triangulin).

Le but de la suite de cette partie est de décrire I'espace 117 —fini o termes de théorie de
Hodge p-adique. Cela va demander quelque préliminaires. Rappelons (def. 3.4.1) que 1'on dis-
pose de modules de Fontaine Dyg;t y, et Dr;f’n pour n > m(D), oum(D) est un entier assez grand.
Soit Dgif oo/ D$f,  la limite inductive (c’est aussi la réunion croissante) des Dygif 5,/ D(inf,n. Cest
naturellement un sous-module de Dgj;/ Djif. Si M est un L[I'J-module, on note MM Je sous-
espace de M formé des x € M dont l'orbite sous I' engendre un L-espace vectoriel de dimension
finie.

Lemme 8.2.4. Pour tout D € ®I'*Y(&) on a

(Ddif/ D$f>F " Dait 00/ Dig so-

Démonstration. Soit V' = V(D) et notons, pour simplifier, X = E(J{if et Y = Dérmoo. L’ap-
plication 6 induit des isomorphismes X/tX = Dgen(V) = (Cp, ®q, V) et Y/tY = Dgen(V),
donc d’apres Sen [41] on a (X/tX)I—fini — Y/tY. Comme t est vecteur propre pour I', on
a aussi (t71X/X)I=finl — ¢=1y/Y En utilisant les suites exactes (dont les applications sont
I-équivariantes, a des éléments de Z,, pres)

0=t 1X/X 5t " X/X - t7*1X/X -0,

0=t Y)Y -t *Y/)Y -t *y/y =0,

on obtient par récurrence sur k > 1 que (+7*X/X)'—fiMl = t=%Y /Y. Le résultat se déduit en
passant a la limite inductive sur k.

O]
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Le résultat suivant est [12, prop. VI.5.15], mais on en donne une preuve différente !.

Proposition 8.2.5. L’application v — (¢,(p'))icz induit une bijection

P—fini +
[f—fni @Ddif,oo /D -
i€Z

Démonstration. Soit v € ITP~" Le lemme 8.2.4 montre que ¢,(x) € Dyt 00 / Dait 00 pour tout
z € Qp, donc (¢y(p"))icz € Djez Ddifpo/D(—i’—iﬁoo pour tout x € L=, La proposition 8.1.3
montre que 'application ainsi obtenue est injective. Il reste a démontrer qu’elle est surjective.
Cela se fait en deux étapes.

Etape 1 Soit y € Ddif7oo/D$f’oo. On va construire v € TIZ =1 tel que ¢, (p*) = 1i=¢-y. Soit
7 un reléevement de y a t*kD;fif’ ~ bour un certain k£ > 1 et rappelons que w = %(T) e At est

une uniformisante de B;R. On a donc w®-§ € D:ﬁf et en appliquant le lemme 3.3.6 & u = W - g,
on obtient un § € Dt tel que j —wF -9 € wkf)j{if. Soit 2 = w™kj € D et soit v son image dans
II. Comme T% -z € DT, le vecteur v est U-fini. Le lemme 3.2.2 montre que ¢o(p’) = 0 pour
tout i # 0. Enfin, par construction ¢,(1) = y et comme I' -y engendre un espace de dimension
finie sur L, I'injectivité de v — ¢, montre que v est I'-fini. On a donc bien v € HCP —fini

Etape 2 Soit (y;); est une suite presque nulle dans Daif oo/Dg; .. D’apres Iétape 1, il
existe pour chaque [ € Z un v, € TIF~fnt el que gbyl/ (p") = li—oy;. L'injectivité de v — ¢, et
le fait que (y;); est une suite presque nulle montrent que (y;); est une suite presque nulle. On

peut donc définir
_ Lo,/
v=) (po 1) Yl
leZ

et on vérifie facilement que ¢, (p’) = z; pour tout i. Ceci permet de conclure.

8.3 Dualité et modele de Kirillov

On démontre dans cette partie le résultat principal du chapitre, le théoreme 8.3.1 ci-
dessous. Il correspond a [12, prop. VI.5.12], dont nous allons détailler un peu la preuve. Voir
3.7 pour l'accouplement { , }gif. On fixe une paire G-compatible (D, d), avec D € ®T°(&) et
on note IT = TI(D, §). Rappelons que 'on suppose que Di = Dt

Le théoréme 5.5.5 combiné au corollaire 5.5.7 montrent 'existence d’un m(D) assez grand,
tel que (I1*0)* ¢ DI%"mm! K P1. On peut donc définir pour € (II**)*, n > m(D) et j € Z

ij,n(é) = goin (ReSzp ((pnoij (1)> 5)) S D;—if,n’

Théoréme 8.3.1. Soit v € TIZ=MM et soit n > m(D) tel que ¢, (p?) € Ddiﬁn/Da_if ., bour tout
j € Z. Alors v € TI*™ et pour tout € (IT**)* C Dyg Ky-1 P! on a

{27 U}Pl = Z{ij,n(é)a bu (pij)}dif-

JEZ

Démonstration. Notons déja quun tel n existe bien (prop. 8.2.5). Soit F(2) la somme dans
le terme de droite. Puisque ¢, est a support compact dans Q, il n’y a qu'un nombre fini

1. Celle donnée dans [12, prop. VI.5.8] ne s’adapte pas facilement au degré de généralité auquel nous nous
sommes placés, car elle utilise le résultat d’irréductibilité [12, prop. VI1.2.6].
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de termes non nuls dans cette somme (et cela uniformément en Z). Comme z — i;,(2) sont
continues (car Resz, et ™" le sont), on en déduit que F' définit une forme linéaire continue
sur (IT*")*. Mais II*" est réflexif (c’est un espace de type compact), donc il existe vy € II*" tel
que F'(Z) = {%,v1}p1 pour tout £ € (II*")*. On va montrer que vy = v, ce qui permettra de
conclure. Pour cela, il suffit de montrer que F'(i(2)) = {i(%),v}p1 pour tout € D (en effet,

vy —o € Il est alors orthogonal a D™ et donc est nul par le théoreme 4.4.3 et le corollaire 4.4.4).
Nous avons besoin du lemme suivant (rappelons que T;, est la trace de Tate normalisée).

Lemme 8.3.2. Pour tout € Dt et tout n > m(D) on a

ion(i(2)) = Tu(2) € Dy

Démonstration. On a Resg, ((p(;‘ ?) 2) = go”(TnN(é)) par la proposition ~4.3.1. 11 suffit d’ap-
pliquer ¢~ pour obtenir I’égalité désirée dans Dt et donc aussi dans Défif. Enfin, les deux

termes appartiennent a D$f,n C D(J{if, par construction, d’ot le résultat. O

Revenons & la preuve du théoréme et fixons # € Dt. Puisque ¢, (p™7) € Daitn/ D3 ,,, un
retour & la définition de { , }4if combiné avec le lemme 8.3.2 montrent que

{in(i(2)), ¢o(0™7) Yait = {Tule ™7 (%)), du(@ ) }ait = {77 (%), o (p™7) Yais-
Comme v € Hf —fini 15 preuve du lemme 8.2.1 montre Pexistence d’entiers a, m, k tels que v ait
a k ~ . . - . .
un relévement z a (5m((§))) DF. Comme ¢~ (2) — ¢y(p79) € Diy, on a {77 (2), ¢y (p™) bait =

{p77(2), o7 (2) }ait- Le théoréme est donc une conséquence de la proposition 3.7.1.

O]

8.4 Densité des vecteurs analytiques U-finis

Le but de cette partie est d’appliquer le théoréme 8.3.1 pour obtenir un résultat de
densité plus fort que celui de Schneider et Teitelbaum [45], pour la catégorie Repy, (G).

Proposition 8.4.1. Soit (D,§) une paire G-compatible, avec D € ®T°*(&). Si D = D4, alors
(D, §)7 =1t est dense dans 1.

Démonstration. Supposons que ce n’est pas le cas et posons II = II(D,§). Il existe donc
z e II* = D' Ky—1 P! tel que {z,0}p1 = 0 pour tout v € IE~ Soit n > m(D). Si
x € Ddif’n/Dj—if 1> 1a proposition 8.2.5 montre qu’il existe v € P=fnt tel que ¢, (p~7) = lj—g-z.
D’apres le théoreme 8.3.1, ign(2) est orthogonal & x. Comme 'accouplement { , }qir est non
dégénéré, on obtient iy ,(z) = 0. En revenant a la définition de ig,, et en utilisant I'injectivité

p" 0
01

vraie aussi pour n < m(D) et donc Resq, (z) = 0. Le lemme 4.4.2 et I'hypothese D* = D¥ (qui

de ™", cela s’écrit Resg, ( ) z = 0 pour n > m(D). En appliquant 1, cette égalité reste

entraine D™ = 0) permettent alors de conclure que z = 0, ce qui finit la preuve. ]

Remarque 8.4.2. L’hypothése D! = D! est cruciale dans la proposition 8.4.1. En effet, suppo-
sons qu’elle n’est pas satisfaite, donc 'espace Y = (0, ﬁnr) est non nul, stable par B (lemme
4.4.2) et de dimension finie sur L. De plus, il admet un Op-réseau stable par B (fourni par
(0, DE") si Dy est un réseau de D stable par ¢ et T'). Comme dans la preuve du lemme 4.2.5, on

obtient que U = ( (1) le> agit trivialement sur Y. Ceci combiné a la stabilité de Y par (pOZ ?)
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et au b) du lemme 8.2.1 montre que Y est inclus dans I'orthogonal de TI(D,§)F=fini Ainsi,

(D, §)P~fini n'est pas dense dans II(D, §) quand D # D¥,

Soit, comme le nom l'indique, (II(D,§)2")V=fint = (D, §)* N TI(D, )V~ Clest aussi
I'espace des vecteurs v € II(D, )" qui sont tués par une puissance de u™.

Théoréme 8.4.3. Supposons que V est absolument irréductible, de dimension 2. Alors
(I(V)2)U=fini est dense dans TI(V)™ si et seulement si V n’est pas trianguline.
Démonstration. Notons pour simplifier 7 = II(V)*". Supposons que aU—fni poest pas dense
dans 7. Il existe donc 2 € 7* C Drig Rs-1 P! qui est nul sur 7V~ Par le théoréme 8.3.1,
Hf —fini o5t un sous-espace de 7V~fM. La preuve de la proposition 8.4.1 montre alors que
Resq,(2) = 0 et donc Z = (0,%), pour un & € Np>19™ (Dyig). On en déduit que si 7U—fini
n’est pas dense dans 7, alors Ny,>19"(Diig) # 0. Le théoréme 3.23 de [14] montre? que D est
triangulin et donc D aussi.

Supposons maintenant que V est trianguline. On va montrer que l'on peut trouver [ €
Nn>1((wT)"7*) non nulle. Une telle forme linéaire [ est clairement nulle sur (II(V)2®)V~fini ce
qui permettra de conclure. On choisit une triangulation 0 — 2(31) — Dyig — #(52) — 0 de
Drig et on note e; la base canonique de Z(d1). Soient w1 = w(d1) et we = w(d2). Le corollaire
6.2.5 et la remarque 6.2.6 montrent que pour tout z € Drig etn>1ona

n n—1
(u Y = (_ti) 1V - wr — i)V — ws — i)
=0

En prenant z = t"eq, on obtient donc

n—1
(uh)"w(t"er) = (—1)" H (V—wi+n—149)(V—-ws+n—i)e
i=0
n
= (—=1)"n! H(w1 — wy + n)wes.
i=1
Le lemme 7.3.2 combiné au théoréme 5.5.5 montrent que w(t™e;1) € 7*. La formule précédente
permet donc de conclure (avec | = we;) si w1 — we n’est pas un entier négatif. Dans ce cas
nous laissons au lecteur 'exercice de vérifier qu’il suffit de prendre [ = wt*“2~"1e;. Cela permet
de conclure.

O]

Remarque 8.4.4. La preuve montre que II(V)I =% est déja dense dans IT*"(V) si V n’est pas
trianguline.

2. La preuve de ce résultat est fort délicate. Il serait intéressant de trouver un argument plus simple dans
notre situation.



Chapitre 9

Vecteurs localement algébriques et
représentations de de Rham

Dans ce chapitre, D est un (p,T')-module étale de dimension 2 sur &, absolument
irréductible et § : Q, — OF est un caractére tel que (D, ) soit une paire G-compatible.

On note simplement TI(D) la représentation II(D,§) = (D X; P!)/(D K5 P!) et on note
6p = x 'det V(D), vu comme caractére de Q,, par la théorie du corps de classes locale. Le
théoréeme! 11.3.3 de [12] montre que (D,dp) est une paire G-compatible. On se propose de
démonstrer le résultat suivant, qui se spécialise sur [12, th. VI.6.13, V1.6.18] pour 6 = dp. 2

Théoréme 9.0.5. TI(D)¥8 #£ 0 si et seulement si § - 05" est un caractére lisse et D est de de
Rham a poids de Hodge-Tate distincts.

L’idée principale de la preuve est de relier la théorie du modele de Kirillov & la théorie

de Hodge p-adique et ensuite, via I’étude infinitésimale faite dans le chapitre 6, a la dualité
entre II et IT*. L’objet qui permet de faire le passage d’une théorie a 'autre est un sous-espace
II(D)F~218 de TI(D)P~finl (voir 8.2.2 pour ce dernier), qui est censé jouer le role de TI(D)¥8,
sous-espace de II(D)*8 formé de fonctions & support compact dans Q,, (une fois que I'on a
considéré un modele de Kirillov?® pour I1(D)28). Le théoréme 9.0.5 se déduit de 1’étude de
I’action infinitésimale de 'unipotent inférieur sur cet espace, ainsi que de la description de
II(D)F 218 fournie par la théorie de Hodge p-adique (prop. 8.2.5).
Remarque 9.0.6. Si n: Qj — OF est un caractére unitaire, alors 2 — 2 ® 7 induit [12, prop.
I1.1.11] un isomorphisme de G-modules topologiques I1(D,§) ® (1 o det) — II(D(n),§ - 7).
De plus, si 7 est localement algébrique, alors D est de de Rham si et seulement si D(n) Pest.
Ainsi, pour démontrer le théoreme 9.0.5, on peut faire des torsions par des caractéres unitaires
localement algébriques.

9.1 Sorites sur les vecteurs localement algébriques

Soit G un Qp-groupe algébrique réductif, que I’on identifie a ses Q,-points et soit 7 une
L-représentation localement analytique de G (au sens de [44]). Soit g = Lie(G) et RepaL”lg(G)

1. 1l s’agit du théoreme fondamental de la correspondance de Langlands locale p-adique pour G.

2. 11 découle des travaux de Paskunas que ’égalité 6 = dp est automatique si p > 5, et il est fort probable
que c’est encore le cas pour p = 2 ou p = 3. Comme nous voulons inclure les cas p = 2 et p = 3, nous avons
préféré cette formulation du théoreme.

3. La théorie classique du modele de Kirillov s’applique aux représentations lisses admissibles irréductibles,
mais elle s’adapte sans mal au cas localement algébrique, voir le chapitre VI de [12].

85
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la catégorie des L-représentations du groupe algébrique G.

Définition 9.1.1. a) SiW € Repilg (G), soit Ty _1a1g 'espace des vecteurs v € 7 qui sont dans
I’image d’un morphisme H-équivariant f : W™ — 7, pour un sous-groupe ouvert H de G et
un entier n > 1. C’est un sous-espace de 7 stable par G.

b) On dit que v € 7 est localement algébrique et on écrit v € 78 §'il existe W € Repilg (G)
telle que v € Ty _jalg. On dit que 7 est localement algébrique si mle = .

Cette définition, tirée de [23] est équivalente aux celles utilisées par Schneider-
Teitelbaum [43] ou Colmez [12], grace a la proposition 4.2.8 de [23]. Soit Hom(W, 7)? I’espace
des morphismes g-équivariants de W dans 7.

Proposition 9.1.2. a) Soit W € RepaLdg(G). Le morphisme naturel
Hom(W,m)? @1 W — Tw _1alg

est un isomorphisme topologique et my _ja1g est un sous-espace fermé de .

b) Soit G un systéme de représentants des objets irréductibles de Repilg(G). L’application
naturelle
By e TW—lalg = T8

est un isomorphisme.

Démonstration. Voir la section 4.2 de [23]. O

9.2 Représentations de Hodge-Tate et caracteres infinitési-
maux

Le résultat suivant est [12, prop. VI.5.1]. Nous en donnons une démonstration plus
directe, basée sur le théoreme 6.2.4. Si k > 1 et [ sont des entiers, on note W; ;, = Symk_l(L2)®
det!, ott Sym*~1(L?) est la puissance symétrique (k — 1)-iéme de la représentation standard de
Gsur L@ L.

Proposition 9.2.1. Si II(D)¥8 # 0, alors D est de Hodge-Tate d poids distincts et § - (551
est lisse. Dans ce cas, si l <1+ k sont les poids de D, alors il existe une représentation lisse
admissible TI(D)' telle que II(D)*& = W, ® II(D)'.

Démonstration. Supposons que W & I1' est une sous-représentation de I1(D)8, pour une
représentation lisse nontriviale IT'°. En considérant les caractéres centraux, on obtient la lissité
du caractere = — §(x) - 21 7F72 ce qui implique k + 21 = 1 + w(d). Le caractére infinitésimal
de Wy ® I1'¢ étant @, le théoréme 6.2.4 entraine (20gen p — (14 w(d)))? = k2. Combiné &
légalité k+ 2l = 1 +w(d), ceci montre que les poids de Hodge-Tate de D sont [ et k+1 et que
5'551 est lisse (car de poids 0). Ainsi, [ est le plus petit poids de D, en particulier il est unique. Il
en est donc de méme de k, ce qui montre (via la proposition 9.1.2) que II(D)*8 = W, ;@ I1(D)'
pour une représentation lisse IT1(D)°. L’admissibilité de II(D)' suit de celle de TI(D), car
II(D)* = Hom (W, , I(D)*)9 est un sous-espace fermé de Hom(Wx, II(D)2"), qui est une
représentation localement analytique admissible puisque W; ;. est de dimension finie ; on conclut
alors par la proposition 6.4 et le théoreme 6.6 de [45]. O
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On supposera donc dans la suite que D est a poids de Hodge-Tate 1 —Fk et 1, avec k € N* et
que w(d) =1 — k. Ce choix étrange s’explique par le fait que Da poids de Hodge-Tate 0 et k,
et que la plupart des calculs seront faits dans D.La remarque 9.0.6 montre que l'on peut faire
I’hypothese concernant les poids de D et la proposition 9.2.1 montre que si w(d) # 1 — k, alors
il n’y a aucun espoir de trouver des vecteurs algébriques (noter que la condition que 9 - 551
soit lisse équivaut & w(d) = w(dp) =1 — k).

9.3 Sous-modules divers et variés de Z;

Rappelons que m(D) désigne un entier suffisament grand, qui ne dépend que de D (et
de §). Le résultat suivant est une conséquence facile de la caractérisation différentielle des
représentations de Hodge-Tate [27].

Proposition 9.3.1. Posons e =1 st D n’est pas de Rham et 0 dans le cas contraire. 1l existe
e1,e2 € Dyit () tels que

a) e, ey forment une base de ]_v);rif ., sur Ly[[t] pour tout n > m(D).

b) oaler) = e1 et o4(ez) = aFey +ea¥loga - they pour tout a € Z;.

Démonstration. D est de dimension 2, de Hodge-Tate & poids 0 et k. D’aprés [12, prop. VI.3.2]
(mais on note ici ey ce qui y est noté t*es), on peut trouver e; et ey qui satisfont a) et b), mais
avec a € 1+p™P)Z, au lieu de a € Z. Notons m = m(D) et T, = x (1 +p™Zyp). Si b € Z3,
alors (op — 1)e; est un élément I'y,-invariant de D:{if’m, et un calcul immédiat montre que cela
entraine 'existence de ¢, € L7, tel que op(e1) = cpeq. Alors ¢ définit un cocycle ¢ : I'/T',, — L.
On conclut par Hilbert 90 que I'on peut modifier e; par un élément de L}, de facon a le rendre
[-invariant. L’argument pour ey est le méme.

O]

On fixe dans toute la suite une base e, e2 comme dans la prop. 9.3.1.

Définition 9.3.2. Soit Z € ®I'**(&) A poids de Hodge-Tate 1 et 1 — k (éventuellement avec
multiplicités). Si n > m(2), on note

if,n

. k=0
e 0,(2) lorthogonal (dans 9& ) de (.@diﬁn/.@j )M ’k pour laccouplement { , }qf
(pour lequel on renvoie & 3.7), ou

k—1

pnge = [[(014pn = (1 +p") 7).
i=0

o M, (2)={z¢€ 9&’”|V2k(z) € t*0,(2)}, avec Vo, = V(V — 1) - ... - (V — 2k + 1).

Les résultats techniques suivants fournissent des caractérisations différentielles des repré-
sentations de de Rham.

Lemme 9.3.3. Soit Z comme dans la définition 9.3.2 et n > m(2Z). Alors

On(2) = Mg (o14pn — L+ P™)) D e
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Démonstration. Notons a =1+ p” et 0 = g,. Le lemme des noyaux montre que

oc—attl—k=0

(Zaitn) Zii )™ = S0 (Pustn) D)

o+
@dif,n

oc—a'tl=k=0
) est en dualité parfaite avec —— = (car {. }air est parfait

Mais (%ﬁf,n/ @(fif,n

et [-invariant), donc

k=1, -1 i+1—ky & k—1 N
On(2) =Nig(0 — a't )9$f,n =Ny (0 — az)'@(;f,n'

Proposition 9.3.4. O, (D) est le Ly[[t]]-module libre de base tFe; et es.

Démonstration. Notons a = 14 p™ et 0 = 0, et fixons 0 < i < k. Si A, B € Ly[[t]], un calcul
immédiat montre que

(o0 — a')(Aey + Bey) = ((0 — ')A+ eaFloga - t*a(B)) - e1 + (a*o — a')B - es.

Or B — (a*o — a')B est bijective sur L,[[t]] et 'image de A — (0 — a’)A est I’ensemble
des séries f € L,[[t] dont le coefficient de ' est nul (utiliser le fait que o(t) = at). On en
déduit que (o — a")‘@;rifyn est Pensemble des combinaisons Aey + Beg, avec A, B € L,[[t]] et le
coefficient de ' dans A est nul. On conclut en utilisant le lemme 9.3.3. O

Proposition 9.3.5. Pour tout n > m(D) on a M,(D) = D(J{ifm si D est de de Rham et
M, (D) = Ly[[t]]er + t*L,[[t]]e2 sinon.

Démonstration. Rappelons que € = 1 si D est de de Rham et 0 sinon. En passant a la limite
(pour a — 1) dans les égalités de la proposition 9.3.1 on obtient

e
V(ie;) =0, V (t’z) =c-e;.
En utilisant la reégle de Leibnitz, on obtient pour B € L,((t)) et P € L,[X] les égalités
P(V)(B-e1) = P(V)(B)-e; et

P(V)(B-e3) = P(V) (th o2 ces + 2P/ (V)(t*B) - e1

) _ P(V)(t"B)
tk )

tk
= P(V+k)(B)-eg+eP(V+k)(B)-the;.

Soit P = [[2;%(X — i), de telle sorte que P(V) = Vy;. On vérifie sans mal que
P(V)(Ly[[t]) € t3*Ly[[t]] et que P(V + k)(Ly[[t]]) C t*L,[[t]]. Combiné & la proposition
9.3.4, ceci montre que pour tous A, B € L,[[t]] on a Ae; + Bes € M, (D) si et seulement
si e P/(V +k)(B) € t*L,[[t]]. Enfin, la condition P'(V + k)(B) € t*L,[[t]] équivaut &
P'(V)(t*B) € t?* L,,[[t]]. La proposition suit donc du lemme suivant.

Lemme 9.3.6. Soient B € Ly[[t] et P = [[2'(X — ). Alors P'(V)(B) € t**L,|[[t] si et
seulement si B € t2F L, [[t]].

Démonstration. Si B =3~ a;t?, alors on a des égalités dans Ly [[t]]/t2* L,[[t]]

2k—1 VQk 2k—1 2k—1 VQk
B — Qg+ . (ad
> v ;0 ;0 v ;)

j=0 N
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2U—1 2U%—1
Vor

= Sz:;) Qg - ﬁ(ts) = Sz:;) (—1)2k_1_58! . (Zk — S — 1)!0&5 . ts.
On a donc P'(V)(B) € t?*L,[[t]] si et seulement si g = 0 pour tout 0 < s < 2k — 1, i.e. si et
seulement si B € t2*L,,[[t]]. O

O]

9.4 Dualité

Dans cette partie (qui est le coeur technique du chapitre) on suppose que 2 € ®I'°*(&)
est & poids de Hodge-Tate 1 et 1 — k, que w(d) = 1 — k et que pour tout z € %, on a

(= VO —tV)(z)_

Par exemple, D satisfait toutes ces propriétés (la derniere par le corollaire 6.2.5 et la remarque
6.2.6). Rappelons que Vo = ?ﬁgl(v —1).

Lemme 9.4.1. Pour tout Z € @rig on a (u”)k(2) = (—l)kv%k(é).

Démonstration. On vérifie par calcul direct la formule (avec z € @rig et 7 >0)

w) _(k+j =)V —Jj)(=)
ti ti ’

V(k—-V) ( =
Une récurrence immédiate permet alors de déduire de notre hypothése sur 'action de u~ que
pour tout j > 1 et Z € %y on a

V(V=1).(V=j+)k=V)k+1-V)(k+j—1—V)(Z)
ti '

(W) =

On conclut en prenant j = k. O

Pour n > m(%), on note H(@);‘j;alg le sous-espace de I1(2)F~fin (voir 8.2.2 pour cet

n . n k
espace) formé des vecteurs tués par Hf;ol ((HOP (1)) - (1 +p")’+1_k> et par ((é B ) — 1) .
On note T1(2)F~%18 la réunion des Hggalg(@). C’est un sous-espace de II(2)*" d’apres le
théoréeme 8.3.1. La proposition 8.2.5 montre que l'application v — (¢,(p'))icz induit une
bijection

(7)™ 2@( iy (@dif,n/@;f,n)“””“:‘)),

i€Z \n>m(E)

Ol fip f; = Hf;ol (o14pn — (14+p™)+17%). On renvoie aux parties 8.3 et & la définition 9.3.2 pour
les notations i, On(2) et M, (2).

Proposition 9.4.2. (u™)* tue TI(2)F~28 si et seulement si M, (2) = Qérifm pour tout n >
m(9).

Démonstration. Par dualité, (u™)* tue TI(2)0~8 si et seulement si (u™)*((II(2)*)*) est
orthogonal & I1(2)F~#8 pour I'accouplement { , }p1. Le théoréme 8.3.1 et la description de
I1(2)F~212 donnée ci-dessus montrent que cela arrive si et seulement si i;,((u™)*?) € 0,(2)
pour tous n > m(%) et £ € (II(Z)*")*. En revenant a la définition des applications i;,, et en



90 PREUVE DU THEOREME 9.0.5

utilisant le lemme 9.4.1, on conclut que (u™)* tue I1(2)F' =18 si et seulement si p~™(%) € M, (2)
pour tous Z € Resz, (II(2)*")*) et n > m(2).

Posons Y = (II(2)*)*. Comme M,(Z) est un L,|[t]]-module, on peut conclure si on
prouve que ¢~ " (Resz, (Y)) engendre .@c'fif Or, la surjectivité de 9 sur 2" et le lemme 4.4.2
montrent que Resz,(Y) = Reszp(.@h Ms; Q,) = 2% Ainsi, il suffit de vérifier que ¢ "(2")

engendre @d ce qui est évident car % engendre Z et donc en contient une base.

if,n>’
O
Corollaire 9.4.3. D est de de Rham si et seulement si (u™)* tue TI(D)F~2le.
Démonstration. C’est une conséquence évidente des propositions 9.4.2 et 9.3.5. ]

9.5 Preuve du théoréme 9.0.5

Supposons que II(D)28 = 0. Le corollaire* VI.5.9 de [12], appliqué & D ® x*~! montre
que II(D)P~#e  TI(D)*#. Comme I188(D) = W;_, x @ II(D)', I'opérateur (u~)* tue II(D)e
et donc il tue II(D)L =28, On en déduit que D est de de Rham (corollaire 9.4.3).

Réciproquement, supposons que D est de de Rham a poids 1 et 1 — k&, et que w(d) =1 —k.
Le corollaire 9.4.3 montre qu’alors (u~)* tue II(D)F~#%. Or, par construction tout vecteur

v € TI(D)F~8 est tué par ((0 | ) - 1) et TIF ((H'pn 0) -1 +p")i+1_k) pour n assez
grand, donc v est tué par (ut)* et [T*Z)(h — 2i + k — 1) (car le caractére central § de II(D)
satisfait w(d) = 1 — k). On en déduit qu'il existe un idéal de codimension finie dans U (sly)
qui tue TI(D)F~218 et donc que tout vecteur de TI(D)F 218 est SLy(Q,)-algébrique. Comme le
caractére central & de TI(D) est localement algébrique, cela montre que TI(D)F~2& C T1(D)s.
Il nous reste donc & voir que II(D)F~18 £ 0 pour conclure. Cela suit de I'isomorphisme

e~ P ( lin (@dif,n/@étf’n)umkzo)
n>m(E)

i€EZ

et de la proposition 9.3.4.

4. C’est une conséquence de l'irréductibilité sous I’action du sous-groupe de Borel de I’espace des fonctions
localement constantes & support compact dans Q,, (voir le lemme 2.9.1 de [28]), et de la description explicite
de II(D)F 21,



Chapitre 10

Extensions de représentations de de
Rham et vecteurs localement
algébriques

Dans ce chapitre, D € ®I'°Y(&) est de dimension 2, absolument irréductible et de de
Rham, a poids de Hodge-Tate distincts. On considére une suite exacte non scindée 0 — D —
E — D — 0 dans ®T°(&) et un caractére unitaire 0 : Q;, — O} tel que la paire (E,9) soit

G-compatible. On suppose enfin que 0 - 651 est un caractére lisse, ot 6p = x "' det V(D). Pour
2 € {D,E} on note
(%) = (2 8, P')/(7° B, P') € Rep,(G).

Remarque 10.0.1. 1) La paire (D, ¢) est G-compatible (prop. 4.5.1). En revanche, il n’est pas
vrai que si (D, §) est G-compatible et E € Ext!(D, D), alors (E, §) est G-compatible. En effet,
il découle des travaux de Paskunas et Colmez que, génériquement, (E,0) est G-compatible si
et seulement si det ) (V(E)) = det(V (D)) (et donc que le sous-espace de Ext!(D, D) attaché
aux paires G-compatibles (F,0) est de dimension 3).

2) Les hypothéses faites sur D entrainent, grace au théoréme 9.0.5, que II(D)*& #£ 0.
Lemme 10.0.2. La suite exacte 0 - D — E — D — 0 induit une suite exacte 0 — II(D) —

II(FE) — II(D) — 0 dans Rep(G).

Démonstration. Les hypotheses du corollaire 4.5.3 sont trivialement satisfaites, vu que D et
D sont irréductibles de dimension 2.

O]

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme suivant, qui répond a une question de
Paskunas.

Théoréme 10.0.3. E est de de Rham si et seulement si II(E)& # I1(D)#, auquel cas on a
une suite exacte de G-modules

0 — (D)8 — II(E)e — [I(D)™8 — 0.

On supposera dans ce qui suit que D est a poids de Hodge-Tate 1 — k et 1, avec k € N*.
On a donc w(d) = w(dp) = 1 — k. La remarque 9.0.6 nous permet de faire cette hypothese.

91
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Noter qu’alors D est & poids 0 et k et que le polynome de Sen de E est X 2(X — k). La preuve
du théoreme 10.0.3 suit de pres celle du théoreme 9.0.5, mais les détails techniques sont plus
délicats.

Remarque 10.0.4. Méme si D est de de Rham, F n’a aucune raison d’étre de de Rham, ni
méme de Hodge-Tate. En fait, pour n assez grand la suite exacte 0 - D — E — D — 0 induit
des suites exactes de I-modules 0 — Dsen pn, — Esenn — Dsen,n — 0 et

+
0_>Dd1fn = Egit _>Dd1fn—>0

et on vérifie que F est de Hodge-Tate (resp. de de Rham) si et seulement si la premiére (resp.
la seconde) suite exacte est scindée.

10.1 Caractérisation infinitésimale des extensions de Hodge-
Tate

Proposition 10.1.1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) E est de Hodge-Tate ;
2 _ .
b) On a @Sen,E =k-Og.,

¢) L’élément de Casimir agit par multiplication par % sur Erig Xs-1 PL.

d) Pour tout z € Erig on a
V(ik—-V
U (z):i( " )(Z)

Démonstration. Comme E est de Hodge-Tate si et seulement si Oy, est diagonalisable a

valeurs propres entieres et comme le polynéme de Sen de E est X 2(X — k)?, il est clair que

a) équivaut a b). L’équivalence entre ¢) et d) est une conséquence immédiate du lemme 6.2.3
(appliqué & Fyig et 6~ ; noter que w(6~1) = k — 1). Pour montrer que d) entraine b), il suffit
d’appliquer la proposmon 3.5.3 a P(X ) = X(k — X) (noter que le d) entraine l'inclusion
P(V)(Eng) - tErlg, car u~ laisse stable Eng)

Supposons maintenant que b) est vraie et montrons le ¢). La suite exacte 0 — brig —
Erig — Drig — 0 nous permet de voir Erig comme une déformation de ﬁrig a Lle] = LIX]/ X2
Comme cette suite exacte n’est pas scindée (sinon la suite 0 — D — E — D — 0 serait aussi
scindée) et comme D (et donc D) est absolument irréductible, on obtient End, 14 #(Erig) = Le].
L’élément de Casimir C' étant un endomorphisme du (g, I')-module Eyig (lemme 6.2.2), on en
déduit lexistence de a, b € L tels que Cz = (a+be)z pour tout z € Erlg Comme w(d™1) = k—1,
le lemme 6.2.3 montre que 'on a une égalité d’opérateurs

k2 —1 2V - k)2 —k?

C - =2t
u + 5

sur Eﬁg. Or la proposition 3.5.3 et notre hypotheése entrainent I'inclusion

2V — k)2 — k2, . .
(i) C t- By

Ainsi, (a — %)z +be(z) €t- Eﬁg pour tout z G E’ng En prenant z € Ker( ) = D Eﬁg

on obtient (a — %)brig ct- Drig, donc a = . On en déduit que b - ( 1plg) Cct Erlg et
comine E(Erig) = Drig, on obtient b=0et C = % Cela permet de conclure. ]



CHAPITRE 10. EXTENSIONS DE REPRESENTATIONS DE DE RHAM ET VECTEURS
LOCALEMENT ALGEBRIQUES 93

Le lemme suivant est immédiat, mais il nous sera bien utile. Rappelons que W, =
Sym*~1(L?) ® det!.

Lemme 10.1.2. a) On a I(E)8 = Wy_y,x @ [I(E)!® pour une représentation lisse admissible
(E)e.

b) Si TI(E)¥& se surjecte sur TI(D)*#, alors TI(E) se surjecte sur TI(D).

Démonstration. a) En utilisant la suite exacte 0 — II(D)*& — TI(E)*& — TI(D)#, on se
raméne & montrer que I1(D)28 ne contient aucune représentation du type Wi g & ', avec
I lisse et (I, k') # (1 — k, k). Ceci a été vu dans la preuve de la proposition 9.2.1.

b) Le morphisme II(E)' — II(D)! est induit par la surjection II(£)* — II(D)*" (déduite
de l'exactitude du foncteur IT — I1*" et du lemme 10.0.2) et par lidentification I1(2)'¢ =
Hom(Wi_j 1, II(2)*")9, avec 9 € {D, E'}. Apres tensorisation par Wi_y , il devient juste le
morphisme naturel II(E)2!8 — TI(D)#. Cela permet de conclure.

O]

Proposition 10.1.3. Si II(E)# # I1(D)¥8, alors E est de Hodge-Tate.

Démonstration. Comme dans la preuve de la proposition 10.1.1 on obtient I'existence de a, b €
L tels que C(z) = (a + be)z pour tout z € Eie, ott C est I'élément de Casimir. On voit II(E)
comme déformation de II(D) a Lle], via le lemme 10.0.2. Cette structure de L[e]-module est
induite par la structure de L[e]-module sur E,. Ainsi, C' agit aussi par a + be sur II(E)*",
qui est un quotient de Eyg X5 P (th. 5.5.5). Le lemme 10.1.2 montre que C(v) = %U pour
tout v € II(E)*e. En prenant v € TI(D)%& C II(E)# non nul, on obtient av = #v et donc
a= % Ainsi, on a b-ev = 0 pour tout v € TI(E)*8. On en déduit que si TI(E)28 £ TI(D)s,
alors b = 0 et C agit par @ sur Ee M5 P! donc, par dualité, aussi sur Erig Xs-1 Pl La
proposition 10.1.1 montre que F est de Hodge-Tate, donc E l'est aussi.

O

10.2 Structure de E&qf’n

On suppose dans la suite que E est de Hodge-Tate. Rappelons que si 9 € ®I'Y(&), alors
m(2) désigne un entier suffisament grand, qui ne dépend que de & (et de §). On supposera
dans la suite que m(E) > m(D).

La proposition 9.3.1 nous fournit une base e1,es de D ~pour n > m(D). Comme D
est de de Rham, on peut en fait choisir directement une base e1,€} de Dgr sur L et poser
ea = tFel. On a donc o,(e1) = e1 et oq(e) = aFey pour tout a € Z,.

Proposition 10.2.1. Il existe f1, fo € E(‘fif m(E) tels que

a) ey, ez, f1, fo forment une base de E:lrifn sur Ly[[t]] pour tout n > m(E).

b) Il existe o € L tel que oo(f1) = f1 et oa(f2) = a¥ fo + aa®loga - tFey pour tout a € Z;.

Démonstration. Pour simplifier, on note m = m(E), X = Ev(ﬂﬂm, Y = Dj{mw R = L,,[[t] et
enfin a = 1 + p™. La suite exacte 0 — DIO™m] — ElOrml 5 DIOrml 5 ( et la platitude de R
sur &1°7m] fournissent une suite exacte de R[T',,]-modules 0 =Y — X — Y — 0.
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Soient f1, fo € X qui s’envoient sur e, eg, respectivement, de telle sorte que ey, ea, f1, fo
est une R-base de X. On a o4(f1) — f1 €Y et o4(fo) —a¥fo €Y. Si A, B € R, il est facile de
vérifier que

(0a — 1)(f1 + Aey + Bez) = (0a(f1) — f1) + (0a(A) — A)er + (a"04(B) — B)ea.

Mais B — a*0,(B) — B est surjective sur R et A — 04,(A) — A a pour image ’ensemble des
éléments de R de terme constant nul (cela découle trivialement du fait que o4(t) = at). Ainsi,
quitte a remplacer fi; par f1 + Ae; + Beg pour A, B € R convenables, on peut supposer que
ou(f1)— fi = a-eg pour un a € Lyy,. Alors (0, —1)2(f1) = 0 et donc V2(f1) = 0. On en déduit
que I'image de f1 dans X/tX est tuée par Ggenﬁ et donc aussi par @Sen,E (prop. 10.1.1). Ainsi,

V(f1) = =2e; € tX et comme e; ¢ tX, on en déduit que o = 0 et donc o,(f1) = f1.

~ loga

Pour f5, Pargument est identique : on peut supposer que
(00 — ak)(fg) = aad® loga - theq + Bes,

avec v, 3 € Ly,. On en déduit que (V — k)?(f2) = 0, ensuite
Bes

akloga

atFe; + =(V—=Ek)(f2) etX

et donc § = 0 (mais, bien siir, on ne peut rien dire de a...).

Pour linstant on a obtenu oq(f1) = fi et 04(f2) = a*fo + ad’loga - t*e; pour tout
a€l+pmZ,, avec o € Ly,. On finit alors comme dans la preuve de la proposition 9.3.1, en
utilisant le théoréeme de Hilbert 90.

O]

Remarque 10.2.2. Avec les notations de la proposition 10.2.1, on a a = 0 si et seulement si
FE est de de Rham. En effet, E est de de Rham si et seulement si E l’est, et cela arrive si et
seulement si (Eqi )T est un L-espace vectoriel de dimension 4 pour un/tout n > m(FE). Or,

on vérifie facilement que (Edifm)r est le L-espace vectoriel de base e, &, f1, {—,f sia=0etle
L-espace vectoriel de base eq, :—3, f1 sinon.

On renvoie le lecteur a la définition 9.3.2 pour les modules O,,(E) et M, (E).
Proposition 10.2.3. a) O, (E) est le Ly][[t]]-module libre de base tFey, t* f1, ea, fo.

b) Mn(E) = Dchrif,n si E est de de Rham et My, (E) est le Ly[[t]]-module libre de base
e1, f1,e2,tk fa sinon.

Démonstration. a) Fixons n > m(E) et notons a =1+ p" et 0 = 0,. Si A, B,C,D € Ly[[t]]
et si 0 <17 < k, un calcul immédiat montre que pour 0 <7 < k on a

(o0 —a')(Aey + Bea + Cfy + Dfy) = ((0 — a") A + aa*t* loga - o(D))er +
(aFo —a")B - ey 4 (0 —a')C - f1 + (a"0 — a')D - fo.

On en déduit comme dans la preuve de la proposition 9.3.4 que (o — a")Ev'iif,n est I’ensemble

des combinaisons Aje; + Bieg + C1fi + D1 fo telles que les coefficients de t* dans A; et C4
soient nuls. On conclut en prenant l'intersection sur i € {0, 1, ...,k —1} et en utilisant le lemme
9.3.3.

b) En passant a la limite (pour a — 1) dans la proposition 10.2.1 on obtient

V(e ) =0, V(fi)=0, v(j,f):o, V(f2>:a-61.
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Comme dans la preuve de la proposition 9.3.5 on en déduit que pour tous B € Ly[[t]] et
Pe L[T)

P(V)(B- f2) = P(V +k)(B) - fa + aP'(V + k)(B) - t*ey,
ainsi que le fait que Aej+Bea+C fi+D fo € M, (E) si et seulement si a P'(V+k)(D) € t*L,[[t]].
On conclut en utilisant le lemme 9.3.6. O

10.3 Décomposition de II(E)I~2

On se propose de décrire I'espace IT1(E)P =212 un peu plus en détail. Notons pour simplifier
R, = L,][[t]]. Des arguments identiques & ceux donnés dans les propositions 9.3.1 et 10.2.1
montrent 'existence de €], b, f1, f5 € E(ﬁf’m( ) tels que

e ¢, e est une Ry-base de DL et e}, eh, fi, f5 est une R,-base de Ef; = pour n > m(E).

e Onao,(e)) = a'~Fel, ou(eh) = acy, o,(f]) = a'~* ] et enfin 0, (f}) = afs+pBaloga-tre)
pour tout a € Z, pour un certain § € L.

Les calculs usuels montrent alors que pour z = Ae| + Bey + Cf] + Dfy € Eqi, on a
Pnk(2) € E(J{if ,, si et seulement si A,C' € R, et B,D € t~FR,. On a donc un isomorphisme de
R, [I']-modules

Hn, =0 _ _
(Batn/ B ,) "™ = 7 R Ruch & 7 R f B

On obtient de méme un isomorphisme de R, [I']-modules
,un,k:O _
(Ddif,n/D$f’n> =t"*R,/Rneh.

En combinant ceci avec la congruence o,(f}) = af} (mod Ryep), on en déduit que

)

+ Hn,k ~ + Hn,k + Hn,k
(Edif,n/Edif,n) = (Ddif,n/Ddif,n) ® Ddif,n/Ddif,n

compatible avec la structure de L,[[t]][I']-module. Bien siir, par construction cette décompo-
sition est induite par la suite exacte

0 — Daitn — Eait;n — Daitn — 0.

En passant a la limite inductive sur n et en utilisant la proposition 8.2.5, on obtient une suite
exacte scindée de B-modules

0— I(D)f & — II(E) 8 - (D)8 — 0.

10.4 Preuve du théoréme 10.0.3

On sait [12, prop. VL.5.6] que II(D)* a un modele de Kirillov (c’est une conséquence
des constructions du chapitre 8 et de 10.3). D’aprés un résultat standard dans la théorie du
modele de Kirillov, on a I1(D)'¢ = II(D) +w-TI(D)!¢, ot TI(D)' désigne 1'espace des vecteurs
v E H(D)lc dont I'image dans le modele de Kirillov est a support compact dans Q. On en
déduit que TI(D)& = TI(D)¥& 4w - TI(D)2!8, avec des notations évidentes. Or, comme on a vu
dans 9.5, on a [1(D)& = [1(D)F =28, On en déduit que II(D)*8 = II(D)F~218 4 - T1(D)F 218,

Supposons maintenant que E est de de Rham et montrons que 'application naturelle
[I(E)*& — TI(D)# est surjective. Le b) de la proposition 10.2.3 et la proposition 9.4.2 montrent
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que (u™)* tue TI(E)I~#8 et, comme dans 9.5, on conclut que II(E)I~38 c TI(E)2e. L’image
de TI(E)*® dans I1(D)# contient donc I1(D)L =28 (car TI(F)I 2 se surjecte sur II(D)F~2l8
d’apres le § 10.3) et comme elle est stable par G, on peut conclure en utilisant le premier
paragraphe.

On conclut alors en utilisant la suite exacte
0— I(D)F2le 5 el 5 (D)2 0

(cf. discussion qui suit la prop. 10.2.3) et le premier paragraphe.

Supposons maintenant que II(E)2& + I1(D)?!# et montrons que E est de de Rham. D’apres
les propositions 10.2.3 et 9.4.2, il suffit de vérifier que (u™)* tue II(E)7 =28, En utilisant le
lemme 10.1.2, on se raméne donc & montrer que II(E)P~2& c TI(E)22. Or, on a une suite
exacte scindée

0— I(D)F~2le 5 (el 5 (D)P~2e 5 0

et on sait déja que II(D)I~#1& c TI(D)%e c TI(E)%. 1l reste & voir que I'image de TI(E)%#
contient II(D)F~218  sachant qu’elle est non nulle (car TI(F)2!8 # II(D)*#). L’argument étant
identique a celui du corollaire VI.5.9 de [12], cela permet de conclure.



Bibliographie

K. Ardakov, S.J. Wadsley, On irreducible representations of compact p-adic analytic groups, preprint,
disponible & http://www.maths.nottingham.ac.uk/personal/pmzkal/.

L. Berger-Représentations p-adiques et équations différentielles, Invent. Math. 148 (2002), p.219-284.

L. Berger-Central characters for smooth irreducible modular representations of GL2(Q)), Rendiconti del
Seminario Matematico della Universita di Padova (F. Baldassarri’s 60th birthday).

L. Berger, C. Breuil-Sur quelques représentations potentiellement cristallines de Gq,,, Astérisque 330, p.
155-211.

L. Berger, P. Colmez-Familles de représentations de de Rham et monodromie p-adique, Astérisque 319
(2008), p. 303-337.

C. Breuil-Invariant L et série spéciale p-adique, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup 37 (2004), p. 559-610.

F. Cherbonnier, P. Colmez-Représentations p-adiques surconvergentes, Invent. Math. 133 (1998), p. 581-
611.

F. Cherbonnier, P. Colmez-Théorie d’Iwasawa des représentations p-adiques d’un corps local, J.A.M.S,
Volume 12, Number 1, January 1999, Pages 241-268.

P. Colmez- Théorie d’Iwasawa des représentations de de Rham d’un corps local, Ann. of Math. 148 (1998),
p- 485-571.

P.Colmez-Représentations triangulines de dimension 2, Astérisque 319 (2008), p.213-258.

P. Colmez-(¢,I')-modules et représentations du mirabolique de G, Astérisque 330 (2010), p. 61-153.
P. Colmez-Représentations de GL2(Qjp) et (¢, I')-modules, Astérisque 330 (2010), p. 281-509.

P. Colmez-La série principale unitaire de GL2(Qjp), Astérisque 330, p.213-262.

P. Colmez-La série principale unitaire de GL2(Q)p) : vecteurs localement analytiques, preprint.

P. Colmez-Espaces Vectoriels de dimension finie et représentations de de Rham, Astérisque 319 (2008),
p-117-186.

P. Colmez-Les conjectures de monodromie p-adiques, Sém. Bourbaki 2001-02, exp. 897, Astérisque 290
(2003), p.53-101.

K. D. Dixon, M. P. F. Du Sautoy, A. Mann, D. Segal- Analytic pro-p-groups, 2nd edition, Cambridge
University Press, 1999.

G. Dospinescu-Actions infinitésimales dans la correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Q,),
Math. Annalen, & paraitre.

G. Dospinescu-Equations différentielles p-adiques et foncteurs de Jacquet analytiques, appendice a [14],
preprint, disponible & http://arxiv.org/abs/1111.4543.

G. Dospinescu, B. Schraen- Endomorphism algebras of admissible p-adic representations of p-adic Lie
groups, preprint, disponible & http://arxiv.org/abs/1106.2446.

M. Emerton-A local-global compatibility conjecture in the p-adic Langlands programme for GL2/Q, Pure
Appl. Math. Q. 2 (2006), p. 279-393.

M. Emerton-Local-global compatibility in the p-adic Langlands programme for GL2/Q, preprint, dispo-
nible & http://www.math.northwestern.edu/~emerton/preprints.html.

M. Emerton-Locally analytic vectors in representations of locally p-adic analytic groups, to appear in
Memoirs of the AMS, disponible & http://www.math.northwestern.edu/~emerton/preprints.html.

M. Emerton-On the interpolation of systems of eigenvalues attached to automorphic Hecke eigenforms,
Invent. Math. 164 (2006), no. 1, 1-84.

J.-M. Fontaine-Sur Certains Types de Représentations p-Adiques du Groupe de Galois d’un Corps Local;
Construction d’'un Anneau de Barsotti-Tate, Ann. of Math. 115 (1982), p.529-577.

97



98 BIBLIOGRAPHIE

[26] J.-M. Fontaine-Représentations p-adiques des corps locaux. I, in The Grothendieck Festschrift, Vol II,
Progr. Math., vol 87, Birkhauser, 1990, p. 249-309.

[27] J.-M. Fontaine-Arithmétique des représentations galoisiennes p-adiques, Astérisque 295 (2004), p. 1-115.

[28] H. Jacquet, R. Langlands-Automorphic forms on GL(2), Springer Lecture Notes in Mathematics, 1970,
pp. 1-548.

[29] I. Kaplansky, Rings with a polynomial identity, Bull. Amer. Math. Soc. Volume 54, Number 6 (1948),
575-580.

[30] K. Kato-Lectures on the approach to Iwasawa theory for Hasse-Weil L-functions via Bgg. I, in Arithmetic
algebraic geometry (Trento, 1991), Lecture notes in Math., vol.1553, Springer, 1993, p.50-163.

[31] K.S. Kedlaya-A p-adic local monodromy theorem, Ann. of Math. 160 (2004), p.93-184.

[32] M. Kisin-Deformations of Gq, and G representations, Astérisque 330, 2010, p. 511-528.

[33] M. Kisin-The Fontaine-Mazur conjecture for GL2, J. Amer. Math. Soc 22(3)(2009), p. 641-690.

[34] M. Lazard, Groupes analytiques p-adiques, Publ.Math.IHES 26(1965).

[35] R. Liu, Locally Analytic Vectors of some crystabeline representations of GL2(Qp), Compos. Math. (&
paraitre).

[36] R. Liu, B. Xie, Y. Zhang, Locally Analytic Vectors of Unitary Principal Series of GL2(Qp), & paraitre aux
Annales de 'E.N.S.

[37] S.Morra-Multiplicity theorems modulo p for GL2(Qp), preprint, disponible & http://www.math.
univ-montp2.fr/~morra/Quadratiche.pdf.

[38] V. Pagskunas-The image of Colmez’s Montréal functor, preprint, disponible & http://arxiv.org/abs/
1005.2008.

[39] B. Perrin-Riou-Théorie d’Iwasawa des représentations p-adiques sur un corps local, Invent. Math. 115
(1994), p.81-161.

[40] D. Quillen, On the endomorphism ring of a simple module over an enveloping algebra, Proc. Amer. Math.
Soc, 21 (1969), 171-172.

[41] S. Sen-Continuous cohomology and p-adic Galois representations, Invent. Math 62 (1980/1981), p. 89-116.

[42] P. Schneider, J. Teitelbaum, Banach space representations and Iwasawa theory, Israel J. Math. 127, 359-
380 (2002).

[43] P. Schneider, J. Teitelbaum- U(g)-finite locally analytic representations, Represent. Theory 5 (2001), p
111-128.

[44] P. Schneider, J. Teitelbaum- Locally analytic distributions and p-adic representation theory, with appli-
cations to GLg, J. Amer. Math. Soc 15 (2002), p. 443-468.

[45] P. Schneider, J. Teitelbaum- Algebras of p-adic distributions and admissible representations, Invent. Math.

153 (2003), p. 145-196.



