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R�esum�e/Abstract

R�esum�e

Une s�erie de Tchebychev est un d�eveloppement dans la base des polynômes de
Tchebychev. Ces s�eries sont importantes en th�eorie de l'approximation. Contrairement
aux s�eries de Taylor, l'algorithmique en calcul formel autour d'elles n'est pas tr�es
d�evelopp�ee.

Cette th�ese propose de nouveaux algorithmes pour ces s�eries. Une premi�ere partie
pr�esente des algorithmes rapides pour convertir une s�erie de Tchebychev tronqu�ee en
une s�erie de Taylor tronqu�ee et r�eciproquement, et pour multiplier ou diviser deux
s�eries de Tchebychev tronqu�ees. Le reste de la th�ese porte sur les s�eries de Tchebychev
solutions d'une �equation di��erentielle lin�eaire �a coe�cients polynomiaux. Dans cette
classe, les coe�cients des s�eries sont solutions d'une r�ecurrence lin�eaire. Cette th�ese
montre comment calculer cette r�ecurrence e�cacement, puis comment l'utiliser pour
obtenir un calcul approch�e e�cace des coe�cients malgr�e des instabilit�es num�eriques.
Ces algorithmes m�enent au calcul e�cace d'une approximation sur un segment par un
polynôme de degr�e �x�e d'une fonction solution d'une �equation di��erentielle lin�eaire.
En�n, le calcul des r�ecurrences pour les coe�cients de s�eries est g�en�eralis�e au cas des
s�eries de Fourier g�en�eralis�ees. L'ensemble est illustr�e d'exemples �a partir de programmes
d�evelopp�es durant cette th�ese.

Abstract

A Chebyshev series is an expansion in the basis of Chebyshev polynomials of the
�rst kind. These series are important in approximation theory. Unlike Taylor series,
their algorithmic aspects are not very developed in computer algebra.

This thesis proposes new algorithms for these series. A �rst part gives fast algorithms
that convert a truncated Chebyshev series into a truncated Taylor series and vice versa,
and others that multiply or divide two truncated Chebyshev series. The rest of the
thesis is devoted to Chebyshev series that are solutions of a linear di�erential equation
with polynomial coe�cients. In this class, the coe�cients of series are solutions of a
linear recurrence. This thesis shows how to compute this recurrence e�ciently, then how
to use it for the e�cient computation of approximated coe�cients despite numerical
instabilities. These algorithms lead to an e�cient computation of the approximation by
polynomials of �xed degree on a segment for solutions of linear di�erential equations.
Finally, the computation of recurrences for the coe�cients of series is generalized to
the case of generalized Fourier series. The document is illustrated by examples using
implementations developed during this thesis.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1 Motivations et R�esultats

L'objet de cette th�ese est l'�etude et la conception d'algorithmes rapides pour le
d�eveloppement de fonctions en s�eries de Tchebychev. Ces s�eries, de la formeP n>N cnTn ˆx•
peuvent être vues, par la d�e�nition Tn ˆcoŝ � •• � coŝ n� • , comme des s�eries de Fourier avec
un changement de variable.

�A l'instar des s�eries de Fourier, les s�eries de Tchebychev ont un int�erêt pour la th�eorie
de l'approximation. Il est en e�et connu que le d�eveloppement tronqu�e d'une fonction en
s�erie de Tchebychev est un polynôme proche du meilleur approximant polynomial, au sens
de la norme uniforme, sur le segment� � 1; 1� .

Malgr�e ces propri�et�es, ce d�eveloppement n'est pas souvent utilis�e pour approximer
une fonction sur un segment. La raison principale est qu'il n'est pas facile de calculer les
coe�cients de Tchebychev. Quitte �a calculer un d�eveloppement, il est plus ais�e de l'e�ectuer
en s�erie de Taylor ; même si le degr�e de troncature est plus �elev�e, les coe�cients sont plus
faciles �a calculer. D'autres approximent avec des polynômes d'interpolation. Ils utilisent alors
l'algorithme de Remez qui donne la meilleure approximation polynomiale pour un degr�e
�x�e ou interpolent en des points de Tchebychev a�n d'obtenir une P bonneQ approximation
avec des propri�et�es semblables aux s�eries de Tchebychev. Ces m�ethodes demandent une
�evaluation multipoints de la fonction, ce qui n'est pas toujours facile.

Le propos de cette th�ese est de r�ehabiliter les s�eries de Tchebychev en proposant des
algorithmes e�caces a�n de calculer ces coe�cients et en montrant qu'utiliser des s�eries de
Tchebychev tronqu�ees est un des moyens les plus simples d'approximer une s�erie. Dans
cette th�ese, ces algorithmes sont en grande partie �etudi�es dans le cas tr�es fr�equent o�u
les s�eries de Tchebychev sont solutions d'�equations di��erentielles lin�eaires �a coe�cients
polynomiaux. En e�et, dans ce cas, ces s�eries v�eri�ent une belle propri�et�e, semblable �a ce
qui se passe pour les s�eries de Taylor : les coe�cients de la s�erie v�eri�ent une r�ecurrence
lin�eaire �a coe�cients polynomiaux. C'est en grande partie en exploitant cette propri�et�e
que je donnerai des algorithmes e�caces.

Concr�etement, les exemples suivants exposent des probl�emes pouvant être trait�es par
les r�esultats de ma th�ese.

Probl �eme 1.1. �Etant donn �ee une s�erie de Tchebychev tronqu �ee

c0T0ˆx• � c1T1ˆx• � � � cnTn ˆx•;

peut-on l'exprimer rapidement comme un polyn ôme en x ?
Dans le chapitre 3, j'expose deux algorithmes adapt�es pour l'un de Pan [Pan98] et pour

l'autre de Bostan, Salvy et Schost [BSS08] permettant d'e�ectuer ce calcul tr�es rapidement.
Je compare ces deux algorithmes et je montre que ce calcul s'e�ectue asymptotiquement
aussi rapidement que multiplier deux polynômes de degr�en.

Un algorithme inverse permettant d'exprimer un polynôme enx comme un polynôme
dans la base desTn est aussi exhib�e avec la même complexit�e.
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Probl �eme 1.2. �Etant donn �es deux polyn ômes exprim �es dans la base de Tche-
bychev, peut-on multiplier ou diviser rapidement ces polyn ômes sans e�ectuer
de changement de base ?

Toujours dans le chapitre 3, j'expose un algorithme connu permettant d'e�ectuer la
multiplication en un temps �equivalent �a deux multiplications de polynômes dans la base
monomiale. Ensuite, je donne un nouvel algorithme de division rapide de polynômes
exprim�es dans la base de Tchebychev. Je montre que cette division peut être e�ectu�ee au
même coût que lorsque elle est calcul�ee dans la base monomiale.

Probl �eme 1.3. Un r �esultat de Luke [Luk69] nous donne des jolies formules de
d�eveloppements en s �eries de Tchebychev. Par exemple

sinˆx• � 2
ª

Q
n� 0

ˆ � 1•n J2n� 1ˆ1•T2n� 1ˆx•;

o�u J est la fonction de Bessel de premi �ere esp�ece. Comment prouver ou trouver
de telles formules ?

Dans le chapitre 6, je montre comment obtenir automatiquement ce type de formules.

Probl �eme 1.4. �Etant donn �ee une s�erie de Tchebychev

Q
n>N

cnTn ˆx•;

solution d'une �equation di� �erentielle lin �eaire �a coe�cients polynomiaux, que
peut-on dire des cn ?

Dans le chapitre 5, je rappelle un r�esultat classique montrant que lescn sont solutions
d'une r�ecurrence lin�eaire �a coe�cients polynomiaux. Des travaux ant�erieurs donnent des
algorithmes pour le calcul de cette r�ecurrence, je montre comment uni�er ces algorithmes
simplement et je propose un nouvel algorithme plus rapide pour la calculer.

Probl �eme 1.5. �Etant donn �ee une s�erie de Tchebychev

Q
n>N

cnTn ˆx•;

solution d'une �equation di� �erentielle lin �eaire �a coe�cients polynomiaux et
analytique en 0. Comment calculer rapidement des approximations des N pre-
miers cn �a une pr �ecision �x �ee � ?

L'utilisation directe de la r�ecurrence n'est pas une bonne solution pour calculer ces
coe�cients. Une premi�ere explication vient de la di�cult�e d'obtenir les conditions initiales
qui sont souvent des nombres transcendants (exempleJ1ˆ1• pour sin). Une seconde raison
vient de la pr�esence de solutions divergentes dans toutes r�ecurrences annulant une suite de
coe�cients de Tchebychev, comme je le montre dans le chapitre 5.

Dans le chapitre 6, je donne un nouvel algorithme permettant d'e�ectuer ce calcul en
un temps lin�eaire par rapport �a N et logˆ � � 1• en utilisant intelligemment cette r�ecurrence.
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Probl �eme 1.6. �Etant donn �ee une fonction solution d'une �equation di� �erentielle,
comment calculer rapidement un P bon Q approximant polynomial (au sens de
la norme uniforme), de degr �e d, sur le segment � � 1; 1� ? Comment �evaluer la
qualit �e de cet approximant ?

Dans le chapitre 7, je donne un algorithme prenant en entr�ee une �equation di��erentielle
et un degr�e d, et renvoyant un approximant polynomial, de degr�e d, de la solution de
l'�equation sur le segment � � 1; 1� ainsi qu'une borne sup�erieure de l'erreur de l'approximation.
Ce polynôme est un tr�es bon approximant car il est proche du d�eveloppement en s�erie de
Tchebychev, tronqu�e �a l'ordre d, de la solution.

Les s�eries de Tchebychev sont des cas particuliers des s�eries de Fourier g�en�eralis�ees. Ces
s�eries (d�e�nies formellement dans le chapitre 8) sont des d�eveloppements de fonctions dans
des bases de fonctions (comme les polynômes orthogonaux). Les exemples classiques sont les
s�eries de Taylor (base de fonctionsxn ), les s�eries de Fourier (base de fonctionsexp̂ 2�inx •)
et bien sûr les s�eries de Tchebychev (base de fonctionsTn ˆx•). Les d�eveloppements de
fonctions dans des bases de Hilbert donnent un nombre important de nouveaux exemples.
Un chapitre de cette th�ese donne un d�ebut de g�en�eralisation des r�esultats sur les s�eries de
Tchebychev �a une plus large classe de s�eries de Fourier g�en�eralis�ees. On pourra de cette
mani�ere r�epondre au probl�eme suivant :

Probl �eme 1.7. La fonction � x
2 J1ˆx•, o�u J est la fonction de Bessel de premi �ere

esp�ece se d�eveloppe dans la base des fonctions de Bessel comme

�
x
2

J1ˆx• � Q
n>Z

ˆ � 1•nSnSJ2n ˆx•:

Comment prouver cette formule ?
Dans le chapitre 8, je montrerai comment prouver simplement cette formule en calculant

une r�ecurrence v�eri��ee par les coe�cients de ce d�eveloppement.

2 Pr�erequis et notations

Parmi les objets centraux de cette th�ese se trouvent les polynômes et les s�eries de
Tchebychev. Ces objets sont assez importants pour qu'un chapitre (voir chapitre 2) leur
soit consacr�e.

Une autre notion fondamentale de cette th�ese est la notion de D-�nitude que je vais
introduire dans la suite. Comme je l'utiliserai dans de nombreux chapitres, je d�e�nis aussi
le mod�ele de complexit�e choisi.

2.1 Fonctions D-�nies et suites P-r�ecursives

Les fonctions di��erentiellement �nies ( D-�nies ) sont les solutions d'�equations di��erentielles
lin�eaires �a coe�cients polynomiaux. Ces fonctions sont tr�es courantes en math�ematiques
et physique. Par exemple, la plupart des fonctions sp�eciales sont D-�nies. Environ 60%
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des fonctions du livre de Abramowitz et Stegun [AS64] (un des ouvrages les plus cit�es en
science) sont D-�nies [Sal05].

Les suites P-r�ecursives sont les solutions des r�ecurrences lin�eaires �a coe�cients polyno-
miaux. Environ 25% de l'encyclop�edie de Sloane [SP95, Inc] sont P-r�ecursives [Sal05].

Ce qui relie ces deux notions est que la suite des coe�cients de Taylor d'une s�erie
D-�nie est P-r�ecursive.

Tous ces objets partagent de nombreuses propri�et�es qui sont �enonc�ees dans le cadre de
la P D-�nitude Q . Ces propri�et�es nous permettent de traiter ces objets par les �equations
qui les annulent. Ces �equations forment ainsi une structure de donn�ees adapt�ee pour cette
classe. Par exemple la fonctionexp peut être d�e�nie comme l'unique solution de l'�equation

yœ� y � 0 et yˆ0• � 1;

et la suite n! peut être d�e�nie comme l'unique solution de :

un� 1 � ˆn � 1•un � 0 et u0 � 1:

On retrouve une analogie avec la repr�esentation des nombres alg�ebriques par des �equations
polynomiales. Comme pour les nombres alg�ebriques, il existe des propri�et�es de clôture
entre fonctions D-�nies (et entre suites P-r�ecursives) [Sta80]. L'addition, la multiplication,
le produit d'Hadamard de deux fonctions D-�nies (suites P-r�ecursives) sont D-�nies (P-
r�ecursives). Comme pour les nombres alg�ebriques, des algorithmes permettent de calculer
les �equations qui annulent la somme, le produit, le produit d'Hadamard de deux fonctions
D-�nies (suites P-r�ecursives) �a partir des �equations qui les annulent [ SZ94]. Il est possible
d'�evaluer num�eriquement un nombre alg�ebrique �a partir de l'�equation polynomiale qui
l'annule. Le probl�eme semblable pour les suites est le calcul dun�eme terme �a partir de la
r�ecurrence qui l'annule, qui est facile �a traiter en d�eroulant la r�ecurrence. "Le probl�eme
semblable pour les fonctions D-�nies, l'�evaluation num�erique via une �equation di��erentielle,
se traite aussi ais�ement en �evaluant la s�erie tronqu�ee solution de l'�equation.

2.2 Mod�ele de complexit�e

Dans cette th�ese, le mod�ele de complexit�e utilis�e est la complexit�e arithm�etique . Cette
mesure mod�elise pr�ecis�ement le temps de calcul pour des op�erations sur les entiers modulaires
ou sur des 
ottants machine. Nous �etendons cette mesure au cas o�u les objets manipul�es
ne sont pas des entiers, mais plus g�en�eralement des �el�ements d'un corpsK donn�e et nous
mesurons alors la complexit�e en nombre d'op�erations arithm�etiques dansK. Une addition ou
une multiplication dans ce corps ont donc le même coût qui est 1. Ce mod�ele de complexit�e
ne co•�ncide pas toujours avec la complexit�e binaire. N�eanmoins, comprendre la complexit�e
arithm�etique constitue g�en�eralement une premi�ere �etape utile vers la compr�ehension de la
complexit�e binaire.

Notation 1.8. On utilisera la notation de Landau classiqueO pour exprimer le coût
asymptotique d'un algorithme. La notation ~Oˆd• est utilis�ee lorsque le coût d'un algorithme
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est asymptotiqement lin�eaire en d �a des log pr�es, on dit alors que l'algorithme est de
complexit�e quasi-lin�eaire.

Un algorithme est dit optimal si le nombre d'op�erations est asymptotiquement lin�eaire
en la taille de son entr�ee ou de sa sortie. Il est dit quasi-optimal s'il est optimal �a des log
pr�es.

La complexit�e arithm�etique en calcul formel a �et�e beaucoup �etudi�ee ces derni�eres
d�ecennies. Il est bien �etabli que le coût de la multiplication de polynômes est une r�ef�erence
de mesure de complexit�e commutative et que le coût de la multiplication de matrices est une
r�ef�erence de complexit�e non-commutative dans le sens que les complexit�es des op�erations
entre polynômes (respectivement entre matrices) peuvent g�en�eralement être exprim�ees
en terme de coût de multiplication de polynômes (respectivement de matrices) et pour
beaucoup d'entre eux en temps quasi-lin�eaire [AHU74, BP94a, BCS97, Pan01, vzGG03].

Dans cette th�ese, on se ram�enera souvent �a ces complexit�es de base pour la multi-
plication. Il est bien connu que deux polynômes de degr�e@d peuvent être multipli�es en
temps Mˆd• � Oˆd logdlog logd• en utilisant des algorithmes bas�es sur la transform�ee
de Fourier rapide (FFT) [ CT65, SS71, CK91], et que deux matricesr � r peuvent être
multipli�ees en temps Oˆr ! •, avec 2D! D3 [Str69, Pan84, CW90]. Actuellement, la plus
petite borne sup�erieure de ! est due �a Vassilevska Williams [Vas12], et est ! @2:3727,
suivant les travaux de Coppersmith et Winograd [CW90] et Stothers [Sto10]. Trouver la
meilleure borne sup�erieure est un des probl�emes ouverts les plus importants en th�eorie de
la complexit�e alg�ebrique.

3 Plan de la th�ese

Les chapitres de ce manuscrit ne sont pas ind�ependants les uns des autres. Un diagramme
des d�ependances est propos�e en �gure 1.1. Le plan de ce m�emoire est organis�e de la mani�ere
suivante :

Polyn ômes et s �eries de Tchebychev Ce chapitre rappelle des propri�et�es des polynômes
de Tchebychev et surtout introduit et �enonce des r�esultats sur les s�eries de Tchebychev,
objet central de cette th�ese et moins courant dans la litt�erature.

Algorithmes e�caces pour des polyn ômes exprim �es dans la base des Tcheby-
chev Dans ce chapitre, j'expose deux algorithmes rapides, de complexit�e quasi-lin�eaire,
permettant d'exprimer un polynôme dans la base de Tchebychev �a partir de sa repr�esentation
dans la base monomiale. Ces algorithmes ne sont pas nouveaux mais ma contribution est
de les expliciter et d'�etudier plus pr�ecis�ement leurs complexit�es pour pouvoir les comparer.

Je pr�esente aussi un algorithme quasi-optimal de multiplication de polynômes et un
algorithme quasi-optimal de division euclidienne entre deux polynômes exprim�es dans la
base de Tchebychev. Le termeP quasi-optimal Q signi�e ici que l'on a une complexit�e tr�es
proche de celle connue pour les mêmes op�erations lorsque les polynômes sont exprim�es
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Chapitre 2 :
Polynômes et s�eries

de Tchebychev

Chapitre 4 :
Polynômes et fractions

de Ore

Chapitre 5 :
S�eries de Tchebychev

solutions d'�equations di��erentielles

Chapitre 3 :
Algorithmes e�caces

pour des polynômes exprim�es
dans la base des Tchebychev

Chapitre 8 :
S�eries de Fourier g�en�eralis�ees

solutions d'�equations di��erentielles

Chapitre 7 :
Utilisation des s�eries de Tchebychev

pour l'approximation uniforme
sur un segment

Chapitre 6 :
Formes closes et calcul num�erique

des coe�cients de Tchebychev

Figure 1.1 { Diagramme des d�ependances des chapitres

dans la base monomiale. Les complexit�es obtenues sont meilleures que celles obtenues en
e�ectuant ces mêmes op�erations dans la base monomiale avec des conversions. L'algorithme
de multiplication �etait d�ej�a connu. L'algorithme de division rapide est par contre nouveau.
Ce travail a �et�e e�ectu�e avec Alin Bostan.

Polyn ômes et fractions de Ore Dans le chapitre 4, j'introduis les polynômes de Ore,
objets classiques pour repr�esenter les op�erateurs di��erentiels ou de r�ecurrence comme des
polynômes. Ce chapitre donne aussi des r�esultats de complexit�e sur les op�erations de multi-
plication et de division entre ces polynômes. Je pr�esente un algorithme de multiplication
rapide d'op�erateurs, dû �a van der Hoeven, dans le cas o�u les op�erateurs sont des r�ecurrences.

Une fois les polynômes de Ore pr�esent�es, j'expose la th�eorie des fractions d'op�erateurs de
r�ecurrence qui est un objet incontournable de ma th�ese. Ces objets sont tr�es peu repr�esent�es
et utilis�es dans la litt�erature. Je pr�esente donc des algorithmes permettant d'e�ectuer les
op�erations P de baseQ entre fractions.

S�eries de Tchebychev solutions d' �equations di� �erentielles Lorsqu'une s�erie de
Tchebychev est solution d'une �equation di��erentielle lin�eaire �a coe�cients polynomiaux, ses
coe�cients satisfont une r�ecurrence lin�eaire. Dans ce chapitre, j'interpr�ete cette r�ecurrence
comme le num�erateur d'une fraction d'op�erateurs de r�ecurrence. Cette interpr�etation me
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donne un point de vue simple des algorithmes existants pour calculer cette r�ecurrence,
me permet d'analyser leurs complexit�es, et d'en concevoir un plus rapide pour des ordres
grands.

L'id�ee de cet algorithme rapide est d'utiliser le paradigme diviser pour r�egner avec une
multiplication d'op�erateurs de r�ecurrence rapide (celle pr�esent�ee dans le chapitre 4).

Ce chapitre est largement extrait d'un article �ecrit avec Bruno Salvy [BS09].

Formes closes et calcul num �erique des coe�cients de Tchebychev Ce chapitre
expose une m�ethode permettant de repr�esenter chaque coe�cient de Tchebychev d'une
fonction f comme l'�evaluation d'une s�erie enti�ere en 1.

De cette repr�esentation, je d�eduis des nouvelles preuves de formules donnant des formes
closes pour les coe�cients de Tchebychev de fonctions hyperg�eom�etriques.

Je donne aussi un nouvel algorithme de calcul d'approximations �a pr�ecision arbitraire
des coe�cients de Tchebychev de fonctions D-�nies en temps lin�eaire. Cet algorithme
prend en entr�ee une �equation di��erentielle (non singuli�ere dans le disque unit�e) munie de
conditions initiales en 0, un entier N repr�esentant le nombre de coe�cients �a calculer et
une erreur � . Il rend la liste des approximations rationnelles desN premiers coe�cients de
Tchebychev avec une erreur� en OˆN � logˆ � � 1•• op�erations arithm�etiques, ce qui est la
complexit�e asymptotique optimale pour ce probl�eme.

Pour obtenir cet algorithme j'utilise la r�ecurrence v�eri��ee par ces coe�cients et calcul�ee
dans le chapitre 5. On voit dans ce chapitre que l'utilisation directe de cette r�ecurrence,
comme on l'utilise pour calculer les coe�cients de Taylor, n'est pas bonne pour obtenir
rapidement une approximation des coe�cients de Tchebychev. L'utilisation que je propose
est originale et plus astucieuse.

Utilisation des s �eries de Tchebychev pour l'approximation uniforme sur un seg-
ment Un large �eventail de m�ethodes num�eriques existe pour calculer des approximations
polynomiales de solution d'�equation di��erentielle bas�ees sur les s�eries de Tchebychev ou
sur l'interpolation polynomiale en des points de Tchebychev. Dans ce chapitre je consid�ere
l'application de telles m�ethodes dans le contexte du calcul rigoureux, o�u nous avons be-
soin d'un moyen pour obtenir des garanties sur l'exactitude du r�esultat, en prenant en
consid�eration �a la fois les erreurs de troncature et d'arrondi.

�Etant donn�e un degr�e d et une fonction (d�e�nie comme solution d'une �equation
di��erentielle), la m�ethode propos�ee ici calcule un polynôme pd de degr�e d et une borne
�ne B telle que Yf � pdYª @B en deux �etapes.

{ La premi�ere �etape est le calcul d'un polynôme P candidat Q pour approximer f . A�n
d'obtenir une bonne approximation, on calcule un polynôme que l'onesp�ere proche
de la s�erie de Tchebychev tronqu�ee admettant de bonnes propri�et�es d'approximation.

{ La seconde �etape consiste au calcul des bornes. Cette �etape est ind�ependante de la
premi�ere. L'algorithme que l'on propose prend en entr�ee un polynôme et rend une
borne de Yf � pdYª . En utilisant le polynôme calcul�e dans la premi�ere partie, on
obtient une bonne borne.

8 3. PLAN DE LA TH �ESE



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

A�n d'obtenir ce polynôme d'approximation on utilise ici encore la r�ecurrence v�eri��ee
par les coe�cients de Tchebychev. On n'utilise pas l'algorithme du chapitre 6 pour calculer
les coe�cients mais un nouvel algorithme plus simple et plus g�en�eral mais moins fort
dans la mesure o�u il ne garantit pas le r�esultat. La di��erence essentielle vient du fait que
l'algorithme du chapitre pr�ec�edent calcule les coe�cients de Tchebychev avec une pr�ecision
donn�ee a priori par l'utilisateur alors que la m�ethode de ce chapitre calcule une borne sur
la P �nesse Q de l'approximation a post�eriori .

Ce chapitre repr�esente une version pr�eliminaire d'un travail en commun avec Mioara
Jolde�s et Marc Mezzarobba [BJM].

S�eries de Fourier g �en�eralis �ees solutions d' �equations di� �erentielles Lorsque les
s�eries de Fourier g�en�eralis�ees sont solutions d'�equations di��erentielles lin�eaires et sous
certaines conditions, les coe�cients de ces s�eries v�eri�ent une r�ecurrence lin�eaire �a coe�cients
polynomiaux.

Dans ce chapitre, je donne des conditions su�santes pour que les coe�cients v�eri�ent
une telle r�ecurrence. Je pr�esente aussi un nouvel algorithme qui permet de calculer cette
r�ecurrence. Cet algorithme est une g�en�eralisation de celui pr�esent�e dans le chapitre 5. Ici
encore, c'est l'utilisation originale des fractions d'op�erateurs de r�ecurrence qui nous permet
d'obtenir ces r�ecurrences simplement. Ce travail est commun avec Bruno Salvy.

Pour aller un peu plus loin Un de mes projets futurs est d'obtenir des algorithmes ra-
pides pour l'arithm�etique de base entre les fractions d'op�erateurs de r�ecurrence. L'op�eration
fondamentale de cette arithm�etique est le calcul de ppcm �a gauche entre deux op�erateurs
de r�ecurrence. Des travaux r�ecents [vdH11, BCLS12] ont donn�e des algorithmes rapides
pour cette op�eration dans le cas tr�es proche o�u les op�erateurs sont di��erentiels.

Un des outils essentiels de ces algorithmes est la multiplication d'op�erateurs di��erentiels
rapides lorsque les degr�es des coe�cients polynomiaux des op�erateurs sont grands par
rapport �a l'ordre. Il existe un algorithme de multiplication dû �a van der Hoeven [ vdH02]
qui est optimal lorsque les degr�es et les ordres des op�erateurs sont de tailles semblables.
Une collaboration avec Alin Bostan et Joris van der Hoeven [BBvdH12] a donn�e un nouvel
algorithme permettant d'e�ectuer cette multiplication rapidement même lorsque les degr�es
et les ordres ne sont pas proches. On obtient de cette mani�ere une complexit�e quasi-optimale
pour ce probl�eme.

Ce travail �etant un peu dans la suite de ma th�ese, j'ai d�ecid�e de le placer tel quel dans
l'annexe B et non d'en faire un chapitre.

4 Contributions logicielles

Lors de cette th�ese, j'ai d�evelopp�e du code en rapport avec mes r�esultats. La plupart
de mon code a �et�e d�evelopp�e en Maple. Ce code a en partie �et�e int�egr�e dans The Dynamic
Dictionary of Mathematical Functions (DDMF), un site web interactif, inspir�e du Handbook
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of Mathematical Functions d'Abramowitz et Stegun [AS64], et qui se veut une vitrine de
l'approche par la D-�nitude des fonctions sp�eciales. Ce site web est d�evelopp�e au sein du
projet du même nom au Centre de Recherche Commun INRIA-Microsoft Research.

Package : Chebyshev Ce packageMaple reprend les algorithmes d�evelopp�es dans les
chapitres 5 et 6. Ce code est int�egr�e dans la sectionChebyshev Expansiondu DDMF.

La �gure 4 repr�esente la page web de la fonction erreur dans la version 1.7.2 du
DDMF http://ddmf.msr-inria.inria.fr . Cette page est centr�ee sur la section 8 qui est
le d�eveloppement en s�erie de Tchebychev de la fonction erreur. Les formules pr�esentes sont
calcul�ees automatiquement �a partir de l'�equation di��erentielle et des conditions initiales de
la section 1 avec ce package.

La r�ecurrence v�eri��ee par les coe�cients de Tchebychev est calcul�ee par l'algorithme de
la section 5. Dans cette section, on trouve aussi les coe�cients de Tchebychev de deux
fa�cons di��erentes. La premi�ere est l'expression des coe�cients sous forme close. Ces formes
closes sont calcul�ees automatiquement �a partir de l'�equation di��erentielle par la m�ethode
pr�esent�ee dans le chapitre 6. La seconde est la repr�esentation des coe�cients par des
approximations num�eriques. C'est l'algorithme du calcul des coe�cients du chapitre 6
qui est utilis�e. Le DDMF �etant interactif, il est possible de demander plus de termes
du d�eveloppement. L'algorithme qui calcule ces approximations de coe�cients utilise
la r�ecurrence de Tchebychev, le calcul de plusieurs termes en plus s'e�ectue donc tr�es
rapidement. Il en coûtera moins d'une seconde de calculer les 20 000 premiers coe�cients
de Tchebychev de la fonction erf.

The Dynamic Dictionary of Mathematical Functions (DDMF) Pour a�cher
les formes closes des coe�cients de Tchebychev, j'ai vite �et�e limit�e par la forme des
solutions renvoy�ees parMaple. Les formules obtenues parMaple, notamment par la fonction
rsolve, ne sont pas toujours aussiP jolies Q que les formules que l'on trouve dans les livres
comme [AS64]. Souvent des simpli�cations (même en appliquantsimplify) qui rendent la
formule plus jolie pour un lecteur ne sont pas e�ectu�ees. Un exemple assez concret, la
simpli�cation de terme par la formule de duplication pour la fonction gamma

� ˆn•� ˆn � 1~2• � 21� 2n º
� ˆ2n � 1•!;

n'est jamais utilis�ee par d�efaut en Maple.
Pour le DDMF, on a besoin de construire automatiquement �a partir des �equations

di��erentielles des jolies formules pour les d�eveloppements en s�eries des solutions. Le code
que j'ai d�evelopp�e dans un packageMaple nomm�e Hypergeometricpermet d'obtenir ce
genre de formules proches de celles que l'on trouve dans les formulaires.

Toutes les formes closes des d�eveloppements en s�eries duDDMF sont calcul�ees �a
partir de ce package. Comme la plupart des coe�cients des d�eveloppements de Taylor
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du DDMF sont hyperg�eom�etriques, il est imm�ediat d'obtenir les fonctions sous forme de
fonction hyperg�eom�etrique une fois les formes closes calcul�ees. La sectionP Hypergeometric
representation Q du DDMF est aussi calcul�ee �a partir de ce code.

Ce package ne se veut en aucun cas un nouveau programme pour r�esoudre des r�ecurrences
mais simplement pour obtenir de jolies formules permettant d'exprimer les solutions de
r�ecurrence �a partir de code d�ej�a existant.

Les exemples suivants illustrent mon code en comparant les formules obtenues par
Maple et les formules que j'obtiens avec mon package.

Exemple 1.9 (Fonction erf). �A partir de l'�equation di��erentielle et des conditions initiales
v�eri��ees par erf, il n'est pas di�cile de voir que le d�eveloppement de Taylor en 0 de cette
fonction est de la forme

ª

Q
n� 0

unxn ;

o�u un v�eri�e la r�ecurrence :

2nun � ‰n2 � 3n � 2Žun� 2 � 0 avec u0 � 0 et u1 �
2

º
�

:

On peut donner une forme close de cette fonction en utilisantrsolvede la fa�con suivante :

On remarque que l'on peut rendre cette formule plus jolie en simpli�ant la fonction gamma
en utilisant la formule de duplication. C'est ce que fait mon code.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

La proc�edure generalTermsque j'ai �ecrite renvoie un Record. Le champ generaldonne les
formes closes des coe�cients de la solution. Le champcform est la forme close du coe�cient
associ�e au monôme d'exposantperioddans la s�erie g�en�eratrice. En sommant le tout, on
obtient une formule pour la s�erie de Taylor. Cette formule est la même que celle retrouv�ee
dans les formulaires classiques sur les fonctions.

La fonction generalTermsrenvoie aussi la forme hyperg�eom�etrique de la s�erie g�en�eratrice
lorsqu'elle existe.

Exemple 1.10. Les coe�cients de Taylor de la fonction d'Airy Ai ˆx• v�eri�ent la r�ecurrence :

� un � ˆn2 � 5n � 6•un� 3 � 0:

Avec mon code on obtient le d�eveloppement :
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Exemple 1.11. Le dernier exemple est le d�eveloppement en 0 de la fonctiondilog . Cette
fonction est singuli�ere en 0. �A partir de l'�equation di��erentielle et des conditions initiales,
on peut montrer qu'elle se d�eveloppe comme

1
6

� 2 dilogˆx• ��
ª

Q
n� 0

unxn �
ª

Q
n� 0

ˆvn � wn lnˆx•• xn ;

o�u les suites un ; vn ; wn v�eri�ent les r�ecurrences :

n2ˆn � 1•un� 1 � n3un � 0

n2ˆn � 1•vn� 1 � nˆ2 � 3n•wn� 1 � n3vn � 3n2wn � 0

n2ˆn � 1•wn� 1 � n3wn � 0;

munies des conditions initiales :

u0 � 0; u1 � 1; v0 � 0; v1 � 0; v2 � 1~4; w0 � 0; w1 � 1:

On est dans un cas particulier o�u on a plusieurs r�ecurrences et o�u elles sont li�ees entre elles.
Mon code est fait pour g�erer ce genre de cas comme le montre cet exemple.
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Pour int�egrer mes programmesMaple sur la page web duDDMF, j'ai impl�ement�e du
code enDynaMoW, un langage d�evelopp�e par Fr�ed�eric Chyzak et Alexis Darasse pour
le DDMF [CD11]. Ce langage est impl�ement�e comme une extension de OCaml. Il sert
d'interface avec des logiciels de calcul formel, essentiellementMaple pour le moment. Il
permet aussi d'assembler des pages web en donnant la possibilit�e d'ins�erer les formules
renvoy�ees par le logiciel de calcul formel. Ces formules sont aussi manipulables par ce
langage.

Mon travail sur le DDMF a donn�e lieu �a une publication avec les autres membres du
projet [BCD � 10]. Ce travail est mis en annexe A tel quel.

Code en cours de d �eveloppement Parall�element �a notre travail avec Mioara Jolde�s
et Marc Mezzarobba (voir chapitre 7), nous avons commenc�e �a d�evelopper du code qui
prend en entr�ee une �equation di��erentielle, des conditions initiales et un degr�e d et renvoie
une approximation polynomiale de degr�e d de la solution de l'�equation di��erentielle et une
borne d'erreur de cette approximation. Ce code nous donne des r�esultats exp�erimentaux
de notre m�ethode tr�es encourageants comme on peut le voir dans le chapitre 7.

Cette m�ethode est pour le moment programm�ee enMaple. Nous aimerions par la suite la
coder enC pour pouvoir utiliser une meilleure biblioth�eque d'arithm�etique des intervalles.

Je suis aussi en train d'�ecrire le packageGFSRecurrencequi permet de calculer les
r�ecurrences v�eri��ees par les coe�cients des s�eries de Fourier g�en�eralis�es en utilisant les
m�ethodes du chapitre 8 (des exemples de mon code sont donn�es dans ce chapitre).

Ces m�ethodes s'appuient fortement sur l'arithm�etique des fractions d'op�erations de
r�ecurrence. A�n d'obtenir une arithm�etique simple �a manipuler, j'ai surcharg�e les op�erateurs
de base dans le packageOreField. Des exemples de son utilisation sont donn�es tout au long
du chapitre 4.
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Chapitre 2

Polynômes et s�eries de Tchebychev

R�esum�e

Dans ce chapitre, une pr�esentation des s�eries de Tchebychev est donn�ee. Avant
de d�e�nir les s�eries de Tchebychev, des propri�et�es des polynômes de Tchebychev sont
rappel�ees.
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CHAPITRE 2. POLYN ÔMES ET S�ERIES DE TCHEBYCHEV

Les r�esultats de ce chapitre peuvent se trouver dans les ouvrages consacr�es en grande
partie ou int�egralement aux polynômes et aux s�eries de Tchebychev [Sny66, AS64, Sze75,
NU88, Riv90, Boy01, MH03].

1 Polynômes de Tchebychev

1.1 D�e�nition et propri�et�es de base

Les polynômes de Tchebychev1 forment l'une des familles de polynômes les plus
populaires, notamment pour ses applications en approximation. Une remarque attribu�ee �a
de nombreux math�ematiciens et num�ericiens, cit�ee au d�ebut de [ MH03], t�emoigne de cette
importance :

` C̀hebyshev polynomials are everywhere dense in numerical analysis."

Il y a di��erentes sortes de polynômes de Tchebychev. Dans cette th�ese, seuls les
polynômes de Tchebychev de premi�ere esp�ece, not�esTn , seront �evoqu�es. Le terme P polynôme
de TchebychevQ est r�eserv�e �a cette famille. Au passage, beaucoup d'articles et de livres
utilisent ce terme en se r�ef�erant uniquement aux polynômes de Tchebychev de premi�ere
esp�ece, cette appellation n'est donc pas d�eraisonnable.

Il y a plusieurs fa�cons de d�e�nir des polynômes de Tchebychev. On utilise ici une des
d�e�nitions les plus simples et les plus r�epandues [Sze75, NU88, Riv90, Boy01, MH03].

D �e�nition 2.1. Le polynôme de TchebychevTn ˆx• avecn >Z est d�e�ni par la relation

Tn ˆx• � coŝ n� • o�u x � coŝ � • : (2.1)

Remarque 2.2. Par parit�e de la fonction cos, pour tout n >Z, les polynômesTn v�eri�ent

Tn ˆx• � T� n ˆx•: (2.2)

Remarque 2.3. Une autre cons�equence qui sera importante dans la suite du manuscrit
est la relation

Tn Œ
x � x � 1

2
‘ �

xn � x � n

2
: (2.3)

De la d�e�nition 2.1, on d�eduit la propri�et�e suivante qui prouve que Tn est bien un
polynôme de degr�e n.

Propri �et �e 2.4. Les polynômes de Tchebychev v�eri�ent la relation de r�ecurrence �a trois
termes

Tn� 1ˆx• � 2xTn ˆx• � Tn� 1ˆx•; (2.4)

1. Tchebychev, quand il �ecrivait en fran�cais, transcrivait lui-même son nom du cyrillique comme P Tche-
byche� Q , mais apparemment une transcription plus moderne de ce nom est Tchebychev. En anglais, la
version la plus courante de son nom estP Chebyshev Q .
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CHAPITRE 2. POLYN ÔMES ET S�ERIES DE TCHEBYCHEV

avec les conditions initiales :

T0ˆx• � 1 et T1ˆx• � x: (2.5)

Cette propri�et�e est une cons�equence imm�ediate de l'identit�e trigonom�etrique :

coŝ n � 1•� � coŝ n � 1•� � 2 cos� cosn�:

En partant de la d�e�nition (2.1), on retrouve bien la r�ecurrence �a trois termes (2.4). Il est
aussi classique de d�e�nir les polynômesTn par cette �equation.

Exemple 2.5. Une application imm�ediate de la propri�et�e 2.4 est le calcul explicite des
premiers polynômes de Tchebychev.

T0ˆx• � 1;

T1ˆx• � x;

T2 ˆx• � � 1 � 2x2;

T3 ˆx• � 4x3 � 3x;

T4 ˆx• � 1 � 8x4 � 8x2;

T5 ˆx• � 16x5 � 20x3 � 5x;

�

Favard [Fav35] a montr�e comment, �a partir de cette r�ecurrence, d�e�nir une mesure a�n
d'obtenir un produit scalaire qui rend les polynômesTn orthogonaux entre eux. Le produit
scalaire obtenu est le suivant :

2
� S

1

� 1

Tn ˆx•Tm ˆx•
º

1 � x2
dx �

¢̈
¨̈
¦
¨̈̈
¤

1 si n � m x 0
2 si n � m � 0
0 sinon

(2.6)

�A partir de ce produit scalaire et en e�ectuant plusieurs int�egrations par parties [ MH03,
§4.5], on obtient

Tn ˆx• �
ˆ � 1•n2nn!

ˆ2n•!

º
1 � x2 dn

dxn
ˆ1 � x2•n� 1

2 : (2.7)

Cette formule est la formule deRodrigues pour les polynômes de Tchebychev (voir [AO05,
§6] pour l'histoire int�eressante de cette formule).

De cette formule, on peut v�eri�er par substitution que le polynôme Tn est solution de
l'�equation di��erentielle.

ˆ1 � x2•yœœ� xyœ� n2y � 0: (2.8)

Munie de conditions initiales (par exempleyˆ0• � sin � ˆ n� 1•
2 et yœ̂0• � � n sin � ˆ n� 2•

2 ),
on retrouve une nouvelle d�e�nition �equivalente �a (2.1). C'est d'ailleurs par l'�equation
di��erentielle que les polynômes Tn sont d�e�nis dans [Sny66].
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Cette �equation entrâ�ne que les polynômesTn sont des cas particuliers des polynômes
de Gegenbauer (ouP ultrasph�eriques Q ) C �

n lorsque � � 1~2 (�a une multiplication par un
polynôme enn pr�es). Les polynômes de Gegenbauer �etant eux-mêmes des cas particuliers
des polynômes de JacobiPa;b

n lorsque a � � � 1~2 et b � � � 1~2 (voir [KS98] pour une
classi�cation plus compl�ete). Plus g�en�eralement l'ensemble de ces polynômes appartiennent
�a la classe despolynômes orthogonaux classiques.

Une autre propri�et�e d�eriv�ee du produit scalaire est r�esum�ee ci-dessous.

Propri �et �e 2.6. La famille Tn forme une base de l'espace de HilbertL 2ˆw•, o�u w est la
mesure du produit scalaire (c'est-�a-dire w � 1º

1� x2
sur � � 1; 1� ).

Une autre propri�et�e fondamentale dans cette th�ese sur les polynômes de Tchebychev
est d�eduite ais�ement de (2.1).

Propri �et �e 2.7. Les polynômes de Tchebychev v�eri�ent l'�equation

2ˆ1 � x2•Tœ
n ˆx• � � nTn� 1ˆx• � nTn� 1ˆx•: (2.9)

Cette relation s'obtient par la suite d'�egalit�es suivantes :

d
dx

Tn ˆx• �
d cosn�

d�
~
d cos�

d�

�
n sinn�

sin �

�
1
2n ˆTn� 1ˆx• � Tn� 1ˆx••

1 � x2
:

1.2 D�eveloppement en s�erie

Les polynômes de Tchebychev se d�eveloppent en s�erie de Taylor en 0 avec la formule

Tj ˆx• �
j
2

� j
2 �

Q
k� 0

ˆ � 1•k ˆ j � k � 1•!
k!ˆ j � 2k•!

ˆ2x• j � 2k pour j E1: (2.10)

Cette formule se v�eri�e par une r�ecurrence assez simple en utilisant(2.4). Elle nous donne
explicitement les polynômesTn en fonction dex, ce qui nous permet de calculer len�eme

coe�cient en Oˆn• op�erations arithm�etiques. Il en faudrait Oˆn2• en utilisant (2.4).
Une autre application de cette formule est l'�ecriture sous forme hyperg�eom�etrique des

polynômes de Tchebychev :

T2n ˆx• � ˆ � 1•n
2F1 Œ

n; � n
1
2

Wx2‘ ;

T2n� 1ˆx• � ˆ � 1•n ˆ2n � 1•x2F1 Œ
n � 1; � n

3
2

Wx2‘ ;

(2.11)

o�u 2F1 est une s�erie hyperg�eom�etrique, cas particulier de la d�e�nition ci-dessous.
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D�e�nition 2.8. La s�erie hyperg�eom�etrique g�en�eralis�ee pFq est d�e�nie par :

pFq Œ
a1; � ; ap

b1; : : : ; bq
Wx‘ � Q

n>N

ˆa1•n � ˆap•n

ˆb1•n � ˆbq•n

xn

n!
; (2.12)

o�u ˆ �•n d�esigne le symbole de Pochhammer, c'est-�a-dire :

ˆa•n ��
ˆa � n � 1•!

ˆa � 1•!
� aˆa � 1•� ˆa � n � 1•: (2.13)

Cette repr�esentation sous forme hyperg�eom�etrique n'est pas la plus classique. Cela est
surement dû �a la pr�esence de deux formules a�n de di��erencier les indices pairs et impairs.
La formule la plus fr�equente dans la litt�erature, qui se d�eduit facilement de l'�equation (2.9)
apr�es un changement de variable, est :

Tn ˆx• � 2F1 Œ
n; � n

1
2

W�
x � 1

2
‘ : (2.14)

De la r�ecurrence (2.4), on d�eduit aussi que la s�erie g�en�eratrice (index�ee sur Z) des
polynômes de Tchebychev v�eri�e la formule simple

Q
n>Z

Tn ˆx•zSnS�
1
2

1 � z2

1 � 2xz � z2
: (2.15)

1.3 Quelques propri�et�es d'approximation

Dans cette section, on ne souhaite pas être exhaustif sur les propri�et�es d'approximation
des polynômes de Tchebychev. On souhaite juste donner une application simple de ces
propri�et�es et la relation entre le probl�eme P minimax Q et les polynômes de Tchebychev.

Probl �eme 2.9. �Etant donn�es une fonction f continue sur � � 1; 1� et un degr�e n, le probl�eme
P minimax Q consiste �a calculer un polynômepn de degr�e inf�erieur ou �egal �a n tel que :

Yf � pnYª � min
p>Rn � 1 � x �

max
� 1DxD1

Sf ˆx• � pn ˆx•S;

o�u Rn� 1� x� est l'ensemble des polynômes de degr�e strictement plus petit quen � 1 et Y�Yª
est la norme uniforme sur� � 1; 1� .

Un th�eor�eme attribu�e �a Tchebychev ou �a Borel (cela d�epend des auteurs voir [ MH03])
nous donne des informations sur le polynôme r�epondant au probl�eme.

Th �eor �eme 2.10. Pour toute fonction continue sur � � 1; 1� , il existe un unique polynômepn

de degr�e plus petit quen qui r�epond au probl�eme minimax, et il est uniquement caract�eris�e
par la P propri�et�e d'alternance Q : il existe au moins n � 2 points dans � � 1; 1� pour les-
quelsf ˆx• � pn ˆx• atteint sa valeur maximum avec des signes qui alternent.
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� 1 � 0:5 0 0:5 1

� 0:0625

0:0625

x

1
16T5ˆx•

� 1 � 0:5 0 0:5 1

� 0:002

0:002

x

1
512T10ˆx•

Figure 2.1 { Erreurs d'approximations de xn par pn� 1 � xn � 21� nTn pour n � 5 et n � 10

Par la d�e�nition (2.1), il est facile de voir que le polynômeTn atteint n � 1 fois ses
extremums qui sont de magnitude 1 avec des signes alternant en les pointsx � cosk�

n pour
k � 0; : : : n).

Une cons�equence imm�ediate de cette propri�et�e est que le meilleur approximant de degr�en
du monôme xn� 1 est le polynômepn � xn� 1 � 2� nTn� 1. En e�et, selon l'�equation (2.10), ce
polynôme est de degr�en. De plus selon la remarque ci-dessus, le polynômexn� 1 � pn �
2� nTn� 1ˆx• atteint ses extremums enn � 2 points comme le montre la �gure 2.1.

Une application imm�ediate de ces approximations est donn�ee par lesP �economisations
de s�eriesQ introduites dans § 1.

2 S�eries de Tchebychev

En utilisant le notion d'orthogonalit�e des polynômes de Tchebychev, on introduit les
s�eries de Tchebychev. Ces s�eries sont centrales dans ma th�ese et sont le sujet de plusieurs
chapitres. L'utilit�e de ces s�eries est essentiellement li�ee aux probl�emes d'approximations
sur un segment avec la norme uniforme.

S'il y a h�esitation sur le choix d'une base de polynômes pour d�evelopper une fonction
a�n de l'approximer, Boyd [Boy01, p. 10] nous donne son principe moral :

1. When in doubt, use Chebyshev polynomials unless the solution is spatially periodic,
in which case an ordinary Fourier series is better;

2. Unless you're sure another set of basis functions is better, use Chebyshev polynomials;
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3. Unless you're really, really sure that another set of basis functions is better, use
Chebyshev polynomials.

2.1 D�e�nition

Comme la famille des polynômes de Tchebychev forme une base deL 2ˆw•, on peut
d�evelopper toute fonction de cet espace dans cette base.

D �e�nition 2.11. Les d�eveloppements des fonctionsf >L 2ˆw• dans la baseTn sont appel�es
s�eries de Tchebychev. Les s�eries de Tchebychev sont �ecrites selon la notation la plus usuelle :

f ˆx• � Q
n>N

œcnTn ˆx• �
c0

2
T0ˆx• � c1T1ˆx• � c2T2ˆx• � � : (2.16)

Il suit, en prenant le produit scalaire, que les coe�cients cn sont d�e�nis par

cn �
2
� S

1

� 1

f ˆx•Tn ˆx•
º

1 � x2
dx: (2.17)

Remarque 2.12. Par l'�egalit�e (2.2), une mani�ere �equivalente d'�ecrire les s�eries de Tche-
bychev est :

f ˆx• �
ª

Q
n� �ª

cn

2
Tn ˆx•: (2.18)

En e�et, Tn � T� n et par l'�egalit�e (2.17) cn � c� n . Cette �ecriture fait le lien entre les s�eries
de Tchebychev et les s�eries de Laurent et permet de d�e�nir les indices des coe�cients de
Tchebychev surZ.

L'�ecriture (2.18) permet aussi d'expliquer la notation œdans l'�ecriture (2.16). Ce symbole
vient du fait que quand les coe�cients sont index�es sur Z le terme c0 n'est calcul�e qu'une
fois.

L'�egalit�e (2.1) montre que ces s�eries se comportent comme des s�eries de Fourier avec
un changement de variable. Ainsi on voit imm�ediatement que cette s�erie converge vers
f sur � � 1; 1� si f est une fonction continue. La convergence est uniforme sif satisfait la
condition de Dini-Lipschitz ou est une fonction �a variation born�ee (et a fortiori si f est
d�erivable), voir [GST07, MH03].

2.2 Propri�et�es analytiques

On suppose maintenant quef est analytique dans un voisinage de� � 1; 1� et admet un
nombre �ni de singularit�es (ce qui est le cas des fonctions D-�nies). Soit

Er � ˜ x >C � Sx �
º

x2 � 1S@r • ; (2.19)

une ellipse de foyers en� 1. On s'int�eresse �a la plus grande ellipseEr telle que f soit
analytique dans Er (voir �gure 2.2). Comme le nombre de points singuliers est �ni, on
a 0@r Dª . Un th�eor�eme classique [MH03, Theorem 5.16] nous donne une relation entrer
et les coe�cients de la s�erie de Tchebychev.
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� 1 0 1

i

� i

x

x

x

x

singularit�es de f

Figure 2.2 { Repr�esentation de la plus grande ellipseEr telle que f est analytique dansEr

lorsque ses singularit�es sont12 � 1
2 i et 2

3 � 2
3 i

Th �eor �eme 2.13. Si la fonction f ˆx• est analytique dansEr , o�u r A1, alors f est �egale �a
son d�eveloppement de Tchebychev dansEr et en utilisant les notations (2.16), on a

Wf ˆx• �
k

Q
n� 0

œcnTn ˆx•W� Oˆr � k• ; pour x >Er :

D �e�nition 2.14. Soit C` CZ l'espace vectoriel des suiteŝcn •n>Z telles que

ˆ ¦ n >N•ˆ cn � c� n • et ˆ§� @1•ˆ cn � Oˆ � n •• :

Les suites de coe�cients de Tchebychev d'une fonctionf qui est analytique dans un
voisinage de� � 1; 1� sont dansC. Inversement, pour toute suite c >C, la s�erie P n>N

œcnTn ˆx•
converge uniform�ement dans un voisinage de� � 1; 1� vers une fonction analytiquef ˆx•.

2.3 Propri�et�es P proche du minimax Q des s�eries de Tchebychev

Les s�eries de Tchebychev tronqu�ees sont des tr�es bons approximants de fonction
analytique dans des ellipses comme le montre le th�eor�eme 2.13. Elles ne sont pas les
meilleurs approximants (minimax ) pour un degr�e donn�e, mais ne sont pas loin. La notion
de P proche du minimax Q (near-minimax en anglais) permet de d�e�nir cette proximit�e.
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D�e�nition 2.15. Soit f une fonction continue dans � � 1; 1� , une approximation poly-
nomiale f n de degr�e n est dite P proche du minimax Q avec une distance relative� n

si
Yf � f nYª Dˆ1 � � n • Yf � pnYª ;

o�u � est un r�eel positif et pn est l'approximant P minimax Q de f .

Le r�eel � N est appel�e la constante de Lebesgue[MH03, §5.5].
Cheney et Price [CP70] ont donn�e une estimation asymptotique pr�ecise de � n lorsquepn

est le d�eveloppement de Tchebychev tronqu�e def .

� n �
4
� 2

logn � 1:2703� � � Oˆ1~n•:

On en d�eduit que

Yf � � n ˆ f •Yª DŠ
4
� 2

logn � Oˆ1••Yf � p‡
nYª (2.20)

o�u pn est le polynôme de degr�en qui minimise Yf � pYª et � n ˆ f • � P n
k� 0

œckTk , avec lesck

d�e�nis par (2.17).
Même si pn peut-être calcul�e avec une pr�ecision arbitraire en utilisant l'algorithme de

Remez [Che98, Chap. 3], on ne perd pas beaucoup en prenant �a la place les polynômes� n ˆ f • .
Une des motivations pour utiliser les s�eries tronqu�ees plutôt que d'autres approximations

P proche du minimax Q ou même pn qui ont aussi de belles propri�et�es analytiques est
l'existence d'une relation de r�ecurrence entre les coe�cientscn lorsque la fonction f est
D-�nie. Une grande partie de cette th�ese est consacr�ee aux calcul et �a l'utilisation de cette
structure (chapitres 5, 6 et 7).
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Chapitre 3

Algorithmes e�caces pour des
polynômes exprim�es dans la base
des Tchebychev

R�esum�e

Ce chapitre pr�esente des algorithmes rapides pour des calculs entre polynômes
exprim�es dans la base des polynômes de Tchebychev. Des algorithmes de multiplication
rapide sont rappel�es et un nouvel algorithme de division rapide de polynômes est propos�e.
Ce chapitre d�ecrit aussi deux algorithmes, de complexit�e quasi-lin�eaire, permettant de
passer d'un polynôme exprim�e dans la base des Tchebychev �a un polynôme exprim�e
dans la base monomiale ainsi que l'op�eration inverse. Ces derniers algorithmes ne sont
pas nouveaux mais la contribution de ce chapitre est de les expliciter et d'�etudier plus
pr�ecis�ement leurs complexit�es pour pouvoir les comparer.

Ce travail est commun avec Alin Bostan.
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1 Introduction

Ce chapitre est consacr�e aux polynômes et s�eries exprim�es dans la base des polynômes de
Tchebychev lorsque leurs coe�cients ne v�eri�ent aucune relation particuli�ere, contrairement
au reste de cette th�ese o�u les coe�cients v�eri�eront une r�ecurrence. Dans la base monomiale,
beaucoup d'algorithmes rapides existent, notamment pour la multiplication et la division
entre polynômes ; une bonne r�ef�erence est le livre de von zur Gathen et Gerhard [vzGG03].
On peut de la même fa�con se questionner sur l'existence d'algorithmes de même complexit�e
pour des polynômes exprim�es dans la base de Tchebychev. Ce chapitre donne des algorithmes
de multiplication et de division en �etudiant leur complexit�e arithm�etique. On remarque
alors que ces op�erations ne sont pas beaucoup plus coûteuses que dans la base monomiale.
Giorgi [Gio12] a r�ecemment propos�e plusieurs de ces algorithmes. Dans la section 4, je
d�ecris un de ces algorithmes qui a la particularit�e de se ramener �a deux produits de
polynômes exprim�es dans la base monomiale. L'algorithme de division rapide propos�e dans
la même section est, contrairement �a la multiplication, une des contributions de ce chapitre ;
le r�esultat est int�eressant car je montre que l'on peut calculer le quotient de la division
entre deux polynômes dans la base de Tchebychev pour le même coût que le quotient de
deux polynômes dans la base monomiale. Cette section montre donc que les op�erations
de base que sont la multiplication et la division entre polynômes exprim�es dans la base
des Tchebychev sont semblables (en terme de complexit�e) aux mêmes op�erations entre des
polynômes exprim�es dans la base monomiale.

Avant la pr�esentation de ces algorithmes, les sections 2 et 3 montrent comment convertir
rapidement des polynômes exprim�es dans la base de Tchebychev en des polynômes exprim�es
dans la base monomiale, et r�eciproquement. La conversion d'un polynôme de degr�en d'une
base �a l'autre s'e�ectue en un nombre constant de multiplications entre deux polynômes
de degr�e n dans la base monomiale, c'est-�a-dire enOˆMˆn•• op�erations arithm�etiques.
De cette fa�con, on d�eduit de nombreux algorithmes rapides pour des op�erations entre
des polynômes exprim�es dans la base de Tchebychev. En e�et en utilisant la FFT, on
ram�ene beaucoup d'algorithmes s'appliquant sur des polynômes de degr�en ou des s�eries �a
pr�ecision n, �a une complexit�e de Oˆn log2 n• op�erations arithm�etiques. Par exemple : le
calcul de pgcd [GY79, BGY80], d'approximants de Pad�e [BGY80, GGWY82], d'�evaluation
multipoint, d'interpolation [ BM74], ou encore de r�esultant [Sch80]. Une fa�con d'obtenir
des algorithmes rapides pour les op�erations pr�ec�edentes, mais cette fois-ci entre polynômes
exprim�es dans la base de Tchebychev, est donc de convertir ces polynômes �a l'aide d'un
algorithme de changement de base rapide (enOˆn logn• avec la FFT), d'utiliser un
algorithme rapide dans la base monomiale, puis de convertir le r�esultat dans la base de
Tchebychev. On obtient de cette fa�con le même nombre d'op�erations asymptotiques pour
e�ectuer les op�erations pr�ec�edentes (pgcd, �evaluation, interpolation, etc . . .) dans la base
de Tchebychev que dans la base monomiale. Par contre, utiliser la conversion rapide pour
multiplier ou diviser deux polynômes dans la base de Tchebychev augmenterait fortement
la constante de ces op�erations dans leO. Les algorithmes sp�eci�ques de multiplication et
de division pr�esent�es dans la seconde partie e�ectuent ces op�erations sans changement de
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Figure 3.1 { �Economisation de la s�erie tan̂ x•

base en gardant une complexit�e proche de celle dans la base monomiale.
Une autre application des conversions est donn�ee par la m�ethodeP d'�economisation de

s�erie Q [MH03, §3.5]. Le but de cette m�ethode est d'obtenir une bonne approximation sur
� � 1; 1� d'une fonction par un polynôme dans la base monomiale. Une bonne approximation
d'une fonction par un polynôme de degr�e n est calcul�ee �a partir de son d�eveloppement
de Taylor tronqu�e �a l'ordre n. On peut aussi l'obtenir en d�eveloppant �a l'ordre m A
n et en soustrayant des polynômes de Tchebychev (multipli�es par des constantes) de
degr�e m; m � 1; : : : ; n � 1 �a l'approximation. Grâce �a cette m�ethode, on obtient une meilleure
approximation.

Exemple 3.1. La fonction tanˆx• est approxim�ee dans un voisinage dex � 0 par le
polynôme de degr�e 9 obtenu en tronquant son d�eveloppement de Taylor �a l'ordre 10 :

tanˆx• � x �
1
3

x3 �
2
15

x5 �
17
315

x7 �
62

2835
x9:

Pour l'approximer par un polynôme de degr�e 7, on peut soit soustraire �a ce polynôme le
terme 62

2835x9 :

tanˆx• � x �
1
3

x3 �
2
15

x5 �
17
315

x7 � � p1ˆx•;

soit soustraire le polynôme 31
362880T9ˆx• et on obtient alors :

tanˆx• �
40289
40320

x �
1039
3024

x3 �
27
280

x5 �
13
126

x7 � � p2ˆx•:
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On peut voir sur le graphe 1 que la seconde approximation est meilleure que la premi�ere
sur � � 1; 1� (au sens de la norme uniforme).

La soustraction du polynôme de Tchebychev de degr�en �a un polynôme de degr�e n
exprim�e dans la base monomiale s'e�ectue enOˆn• op�erations arithm�etiques (le n�eme

polynôme de Tchebychev poss�eden~2 termes dans la base monomiale). Si on souhaite
par exemple soustraireOˆ

º
n• polynômes de Tchebychev pour obtenir un polynôme de

degr�e n �
º

n en les soustrayant un �a un, on e�ectue Oˆn3~2• op�erations arithm�etiques. En
revanche, En utilisant un algorithme de conversion rapide, on e�ectue d'abordOˆMˆn••
op�erations arithm�etiques pour �ecrire le polynôme dans la base de Tchebychev ; puis on peut
le tronquer en temps constant pour obtenir le polynôme d�esir�e. L'expression de ce polynôme
dans la base monomiale s'e�ectue alors enOˆMˆn•• op�erations arithm�etiques. En utilisant
la FFT pour la multiplication de polynômes, on peut alors P �economiser Q la s�erie plus
rapidement. Mason et Handscomb proposent aussi cette conversion pourP �economiserQ une
s�erie mais sans changement de base rapide [MH03].

Dans tout ce chapitre K d�esigne un corps suppos�e de caract�eristique nulle.

Changement de base Avant de donner des algorithmes rapides pour e�ectuer ce
changement de base, d�e�nissons plus rigoureusement notre probl�eme. On souhaite donner
des algorithmes rapides qui prennent en entr�ee un entiern et un vecteur ˆ t0; : : : ; tn� 1• dans
Kn et qui rendent en sortie un vecteurˆc0; : : : ; cn� 1• dans Kn tels que :

n� 1

Q
i � 0

ci x
i �

n� 1

Q
i � 0

t i Ti ˆx•:

L'application de changement de base dans l'anneauKn � x� des polynômes de degr�e inf�erieur
�a n, P base de Tchebychev( base monomialeQ (passer dest i aux ci ) est K-lin�eaire ; sa
matrice Tn de taille n � n dans la base canoniquẽ 1; x; : : : ; x n� 1• contient en colonnej les
coe�cients du polynôme Tj ˆx• dans la base monomiale ((2.10) page 20) :

Tj ˆx• �
j
2

� j
2 �

Q
k� 0

ˆ � 1•k ˆ j � k � 1•!
k!ˆ j � 2k•!

ˆ2x• j � 2k pour j E1:

Il s'av�ere plus commode et plus utile, de travailler avec la base modi��ee des polynômes
de Tchebychev 1

2T0ˆx•; T1ˆx•; : : : ; Tn ˆx•. Autrement dit, on souhaite d�eduire des t i les
coe�cients ci tels que P œt i Ti ˆx• � P ci x i (voir notation 2.16 page 23).
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Exemple 3.2. Dans cette base, la matriceT8 s'�ecrit

T8 ��

<@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@>

1~2 0 � 1 0 1 0 � 1 0

0 1 0 � 3 0 5 0 � 7

0 0 2 0 � 8 0 18 0

0 0 0 4 0 � 20 0 56

0 0 0 0 8 0 � 48 0

0 0 0 0 0 16 0 � 112

0 0 0 0 0 0 32 0

0 0 0 0 0 0 0 64

=AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA?

:

Le probl�eme de conversion de base entre les bases de polynômes de Tchebychev et
monomiale en degr�e �x�e strictement plus petit que n (appel�e CtoMn) se r�eduit �a la
multiplication de la matrice Tn avec le vecteurvp repr�esentant les coe�cients du polynôme
p dans la base de Tchebychev. Un algorithme na•�f de conversionCtoMn e�ectuant une
multiplication matrice avec vecteur, a une complexit�e arithm�etique quadratique en n, car
malgr�e la pr�esence de nombreux z�eros et l'aspect triangulaire deTn , cette matrice contient
un nombre quadratique d'�el�ements non-nuls (chaque polynômeTj s'�ecrit avec environ j ~2
coe�cients non nuls dans la base monomiale).

Le probl�eme de conversion de base dans le sens oppos�eP base monomiale( base de
TchebychevQ en degr�e �x�e inf�erieur �a n (que l'on note MtoCn) se ram�ene �a la multiplication
de la matrice inverse deTn avec le vecteur repr�esentant le polynôme �ecrit dans la base
monomiale. Les coe�cients de l'inverse deTn sont donn�es par la formule classique [MH03] :

xn � 21� n

 n~2�

Q
k� 0

œ‹
n
k

• Tn� 2k ˆx•;

qui est d�emontr�ee dans le chapitre 6. L'algorithme na•�f de conversion MtoCn a donc
�egalement une complexit�e arithm�etique quadratique en n pour les mêmes raisons que
l'algorithme na•�f r�esolvant CtoMn.

Pour acc�el�erer le calcul du produit de la matrice Tn avec le vecteurvp, on va dans
les sections 2 et 3 factoriserTn comme produit de matrices simples, en ce sens que
chacune d'entre elles peut être multipli�ee par un vecteur en seulementOˆMˆn•• op�erations
arithm�etiques.

On pr�esente deux algorithmes bas�es sur cette factorisation. Cette id�ee de factorisation
est commune aux deux algorithmes mais l'approche et les factorisations sont di��erentes.
Même s'ils sont fortement adapt�es de travaux de Pan [Pan98] pour le premier et de Bostan,
Salvy et Schost [BSS08] pour le second, c'est la premi�ere fois que des algorithmes rapides
pour les probl�emesCtoMn et MtoCn sont d�ecrits explicitement. En e�et l'algorithme de Pan
�etait originalement con�cu pour l'�evaluation rapide de polynôme dans la base monomiale en
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� 2 log2 3 1
tel que Mˆn• � ~Oˆn� • (algorithme na•�f) (Karatsuba) (FFT)

algorithme 3.1 (Pan) 10Mˆn• � Oˆn• 8Mˆn• � Oˆn• 6Mˆn• � Oˆn•
algorithme 3.5 (Bostan et al.) 4Mˆn• � Oˆn• 5Mˆn• � Oˆn• 6Mˆn• � Oˆn•

Figure 3.2 { Comparaison des complexit�es des algorithmes pour la conversionCtoMn (en
nombre d'op�erations arithm�etiques)

� 2 log2 3 1
tel que Mˆn• � ~Oˆn� • (algorithme na•�f) (Karatsuba) (FFT)
algorithme 3.1 (Pan) 10Mˆn• � Oˆn• 8Mˆn• � Oˆn• 6Mˆn• � Oˆn•

algorithme 3.12 (Bostan et al.) 9~4Mˆn• � Oˆn• 3; 2Mˆn• � Oˆn• 5Mˆn• � Oˆn•

Figure 3.3 { Comparaison des complexit�es des algorithmes pour la conversionMtoCn (en
nombre d'op�erations arithm�etiques)

des points de Tchebychev (l'ensemble des points de Tchebychev de degr�en est l'ensemble
des racines dun�eme polynôme de Tchebychev). Notre apport est la remarque qu'e�ectuer
ces �evaluations revient �a calculer le changement de base du même polynôme exprim�e dans
la base monomiale en un polynôme exprim�e dans la base des polynômes de Tchebychev.

Le second algorithme est obtenu en sp�ecialisant une m�ethode g�en�erale, due �a Bostan,
Salvy et Schost [BSS08], qui permet de d�eduire des algorithmes de conversion de polynômes
entre di��erentes bases de polynômes orthogonaux classiques. J'explicite le cas particulier
du changement de base entre la base de Tchebychev et la base monomiale. La d�eduction
de cet algorithme est loin d'être triviale et inint�eressante.

On remarquera que les id�ees du premier algorithme sont plus simples que celles du
second. D'un autre côt�e apr�es une �etude approfondie des complexit�es de ces algorithmes, je
montre que, même si tous les deux ont une complexit�e quasi-lin�eaire, le second algorithme est
plus rapide que le premier (au sens de la complexit�e arithm�etique) d'un facteur constant. Les
tableaux 3.2 et 3.3 r�esument cette comparaison en fonction de l'algorithme de multiplication
polynomiale utilis�e.

2 Algorithme de Pan

2.1 Point de d�epart pour le probl�eme CtoMn

L'id�ee de Pan [Pan98] est d'utiliser l'�egalit�e (voir (2.3) page 18)

Tn Œ
! � ! � 1

2
‘ �

! n � ! � n

2
; ¦ ! >K; (3.1)
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Entr �ee: t0; : : : ; tn� 1 des �el�ements de K tels que pˆx• �� P n� 1
i � 0

œt i Ti ˆx•
Sortie: c0; : : : ; cn� 1 des �el�ements de K tels que pˆx• � P n� 1

i � 0 ci x i

1: Calculer p0ˆx• �� 1
2 P 2n� 2

i � 0 tSn� 1� i Sx
i

2: Calculer p1ˆx• �� ˆ1 � x•2n� 2p0 ‰1� x
1� x Ž

3: Calculer p2ˆx• �� p1 ‰
º

xŽ
4: Calculer p3ˆx• �� ˆx � 1•n� 1p2 ‰x� 1

x� 1Ž
5: renvoyer 2� n� 1p3ˆx•

Algorithme 3.1: Algorithme de conversion de Pan pour r�esoudreCtoMn

dont on d�eduit

pŒ
! � ! � 1

2
‘ �

n� 1

Q
i � 0

œt i Ti Œ
w � w� 1

2
‘ �

1
2

n� 1

Q
i � � n� 1

œtSi S!
i :

Les changements de variables

z �
1 � !
1 � !

; y � z2; x �
1 � y
1 � y

; (3.2)

m�enent �a la suite d'�egalit�es :

! � ! � 1

2
�

1
2

‹
1 � z
1 � z

�
1 � z
1 � z

• �
1 � z2

1 � z2
�

1 � y
1 � y

� x: (3.3)

De ces formules, on d�eduit imm�ediatement l'algorithme 3.1 pour la conversion de base.
Si l'application K-lin�eaire qui �a un polynôme pˆx• de degr�e n associe le polynôme

ˆ1 � x•np‰1� x
1� x Ž est repr�esent�ee par une matrice simple, c'est-�a-dire se calcule en un temps

quasi-lin�eaire, chaque �etape de l'algorithme 3.1 repr�esente les �el�ements de la factorisation
de Tn en matrices simples. En e�et, dans cet algorithme, seules les �etapes 2 et 4 ne
s'ex�ecutent pas en un nombre lin�eaire d'op�erations.

2.2 Calcul rapide de ˆcx � d•n� 1 p‰ax� b
cx� dŽ

Dans le même article, Pan donne un algorithme pour e�ectuer les �etapes 2 et 4 de
l'algorithme 3.1 rapidement. Le point de d�epart est l'algorithme de d�ecalage 3.2 dû �a Aho,
Steiglitz et Ullman [ASU75] qui ram�ene le calcul d'un polynôme d�ecal�e pˆx � 1• �a partir des
coe�cients de pˆx• �a une multiplication entre deux polynômes plus un nombre d'op�erations
lin�eaires en fonction du degr�e. Je d�etaille d'abord cet algorithme.

Pour montrer la correction de l'algorithme 3.2, les auteurs utilisent l'�egalit�e suivante :

n� 1

Q
i � 0

pi ˆx � 1• i �
n� 1

Q
i � 0

pi

i

Q
j � 0

‹
i
j
• x j �

n� 1

Q
j � 0

x j

j !

n� 1

Q
i � j

pi i !
1

ˆ i � j • !
: (3.4)
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Entr �ee: pˆx• � P n� 1
i � 0 pi x i , un polynôme dansK� x�

Sortie: pˆx � 1• � P n� 1
i � 0 qi x i , o�u les qi sont des coe�cients de K� x� .

1: Calculer a � P n� 1
i � 0 pi i !x i

2: Calculer b � P n� 1
i � 0

1
ˆ n� i � 1• ! x

i

3: Calculer ab� P 2n� 2
i � 0 ci x i

4: renvoyer P n� 1
i � 0 qi x i � P n� 1

i � 0
cn � 1� i

i ! x i

Algorithme 3.2: Algorithme de d�ecalage

En d�e�nissant les coe�cients ai et bi tels que :

ai � œ
pi i ! si i >J0; n � 1K;
0 sinon;

; et (3.5)

bi � œ
1
i ! si i >J0; n � 1K;
0 sinon;

(3.6)

on ram�ene, grâce �a (3.4), le calcul du polynôme d�ecal�e pˆx � 1• au produit des deux
polynômes :

n� 1

Q
i � 0

ai x
i �

n� 1

Q
i � 0

bn� 1� i x
i �

2n� 2

Q
j � 0

j

Q
i � 0

ai bn� 1� i � j x j :

En e�et, en ne s�electionnant que les n coe�cients associ�es aux monômes de plus hauts
degr�es, et en utilisant les propri�et�es ai � 0 pour i En � 1 et bi � j � 0 pour i @j , on a :

2n� 2

Q
j � n� 1

j

Q
i � 0

ai bn� 1� i � j x j � n� 1 �
n� 1

Q
j � 0

j � n� 1

Q
i � 0

ai bi � j x j �
n� 1

Q
j � 0

n� 1

Q
i � j

ai bi � j x j �
n� 1

Q
j � 0

n� 1

Q
i � j

pi i !
ˆ i � j • !

x j :

Il su�t de diviser par j ! le coe�cient associ�e au monôme de degr�e j pour en d�eduire
l'algorithme 3.2.

Pan d�eduit l'algorithme 3.3 de l'algorithme 3.2, ainsi que le lemme 3.3 qui en d�ecoule.

Lemme 3.3 ( [Pan98]). Soit p un polynôme de degr�e au plusn � 1 �a coe�cients dans K.
L'algorithme 3.3 calcule les coe�cients du polynôme ˆcx � d•n� 1 p‰ax� b

cx� dŽ en 2Mˆn• � Oˆn•
op�erations arithm�etiques.

D�emonstration. La fraction rationnelle ax� b
cx� d se r�e�ecrit comme a

c ‹ 1 � bc� da
da‰c

d x� 1Ž
• , ce qui

permet de d�eduire la correction de l'algorithme 3.3. On observe tout de suite avec cette
�ecriture les deux d�ecalages de polynômes n�ecessaires pour e�ectuer cet algorithme. A�n
d'estimer la complexit�e, il su�t de remarquer que les seules op�erations coûteuses sont les
d�ecalages aux lignes 2 et 4. En e�et les op�erations e�ectu�ees aux autres lignes sont des
homoth�eties et le calcul d'un polynôme r�eciproque, op�erations qui s'e�ectuent en Oˆn•
op�erations arithm�etiques. Les deux op�erations de d�ecalage s'ex�ecutent en Mˆn• op�erations
arithm�etiques chacune, d'o�u le coût �nal de cet algorithme.
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Entr �ee: p0; : : : ; pn� 1 et a; b; c; ddes �el�ements de K tels quepˆx• � P n� 1
i � 0 pi x i et a; c; d; bc�

da soient non nuls
Sortie: q0; : : : ; qn� 1 des �el�ements de K tels que qˆx• � ˆcx � d•n� 1 p‰ax� b

cx� dŽ� P n� 1
i � 0 qi x i

1: Calculer p1ˆx• � p‰a
cxŽ

2: Calculer p2ˆx• � p1ˆx � 1•
3: Calculer p3ˆx• � xn� 1p2 ‰1

x Ž
4: Calculer p4ˆx• � p3 ‰ da

bc� da ˆx � 1•Ž

5: renvoyer ‰bc� da
a Ž

n� 1
p4 ‰c

dxŽ

Algorithme 3.3: Calcul de ˆcx � d•n� 1 p‰ax� b
cx� dŽ

2.3 Complexit�e de l'algorithme 3.1

L'algorithme 3.3 permet d'e�ectuer les changements de variables entre! et z ou y et x
de la formule (3.3) page 34 de mani�ere e�cace. On peut alors en d�eduire le th�eor�eme 3.4.

Th �eor �eme 3.4. L'algorithme 3.1 calcule la conversion d'un polynôme de degr�e strictement
plus petit quen exprim�e dans la base de Tchebychev en un polynôme dans la base monomiale
en 2Mˆn• � 2Mˆ2n• � Oˆn• op�erations arithm�etiques.

Remarque 3.5. Si Mˆn• � Oˆn logn•, la complexit�e se ram�ene �a 6Mˆn• � Oˆn• op�erations
arithm�etiques.

D�emonstration. On montre dans un premier temps la correction de cet algorithme. Le
polynôme p0ˆx• �a la ligne 1 de l'algorithme est �egal au polynôme xn� 1pŠx� x � 1

2 • , la suite de
la validit�e de l'algorithme est v�eri��ee par l'�equation (3.3) page 34. Lors des �etapes 2 et 4,
des multiplications par des polynômes de degr�en � 1 sont e�ectu�ees, ces multiplications
servent �a la fois �a g�erer le multiple xn� 1 en trop de l'�equation 1 et �a continuer �a travailler
avec des polynômes et non des fractions rationnelles.

Il est important de noter que l'�equation (3.3) permet aussi de montrer quep1 est un
polynôme enx2, donc quep2 est bien un polynôme enx.

Il reste �a analyser la complexit�e de cet algorithme. Les calculs e�ectu�es aux lignes 1 et
3 s'ex�ecutent en un nombre lin�eaire d'op�erations arithm�etiques. En e�et, il ne s'agit dans
les deux cas que de r�e�ecriture avec en plus une division par deux de chaque coe�cient �a la
ligne 1. Les complexit�es des lignes 2 et 4 se d�eduisent du lemme 3.3 en faisant attention
aux tailles des objets : la premi�ere substitution se fait avec un polynôme de degr�e 2n � 2 et
la seconde avec un polynôme de degr�en � 1.

2.4 Algorithme de Pan pour r�esoudre MtoCn

Les fractions rationnelles x� 1
x� 1 et � x� 1

x� 1 sont inverses l'une de l'autre pour la composition,
on en d�eduit l'algorithme 3.4 de conversion inverseMtoCn. La complexit�e arithm�etique de
l'algorithme inverse est donc aussi 2Mˆn• � 2Mˆ2n• � Oˆn• op�erations arithm�etiques.
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Entr �ee: c0; : : : ; cn� 1 des �el�ements de K tels que pˆx• � P n� 1
i � 0 ci x i

Sortie: t0; : : : ; tn� 1 des �el�ements de K tels que pˆx• �� P n� 1
i � 0

œt i Ti ˆx•
1: p0 �� P n� 1

i � 0 ci x i

2: p1 �� ˆ1 � x•n� 1p‰1� x
1� x Ž

3: p2 �� p1ˆx2•
4: p3 �� ˆ 1� x

2 •2n� 2p‰1� x
1� x Ž

5: renvoyer t i �� 2coe� ˆp3; x; i � n � 1•

Algorithme 3.4: Algorithme de conversion de PanMtoCn

3 Algorithme de Bostan-Salvy-Schost

Bostan, Salvy et Schost [BSS08] ont donn�e une m�ethode permettant de calculer la
conversion d'un polynôme de la base monomiale vers des bases de polynômes orthogo-
naux classiquesavec une complexit�e quasi-lin�eaire. Les mêmes auteurs ont donn�e par la
suite [BSS10] un algorithme plus g�en�eral qui permet de calculer la conversion avec des
polynômes orthogonauxquelconquesen un nombre d'op�erations quasi-lin�eaire, mais pour les
polynômes orthogonaux classiques, cet algorithme perd unlogn par rapport �a l'algorithme
d�eduit de [BSS08].

L'id�ee de Bostan et alii est aussi de trouver une factorisation de la matriceTn en
matrices simples. Une telle factorisation n'est pas simple �a obtenir directement sur Tn ,
mais une technique qui s'est av�er�ee fructueuse �a plusieurs reprises dans la litt�erature
du calcul formel est de regarder la matrice transpos�ee. Cela est su�sant, car siT t

n se
factorise en produit de matricessimples, alors Tn elle-même se factorise en produit de
transpos�ees de matricessimples. Or, le principe de transposition de Tellegen [Kal93, Sho94]
a�rme que tout algorithme qui permet d'e�ectuer le produit S � v d'une matrice par un
vecteur en OˆMˆn•• peut être transform�e en un algorithme de complexit�e OˆMˆn•• pour
le produit St � w. Dans la suite, on nommeraalgorithme transpos�e, l'algorithme obtenu par
transposition.

3.1 Conversion transpos�ee et composition

On observe queCtoMn appliqu�e au vecteur ` � ˆ1; : : : ; tn� 1• donne les coe�cients (en x)
du polynôme P n� 1

k� 0
œTk ˆx•tk . En e�et, si on nomme Ti;j les coe�cients tels que Ti ˆx• �

P i
i � 0 Ti;j x j , l'application CtoMnˆ `• donne le vecteur

Œ
n� 1

Q
i � 0

Ti; 0t i ; : : : ;
n� 1

Q
i � 0

Ti;n � 1t i ‘ :

Il vient tout de suite que l'image du vecteur Ç̀� ˆ1; : : : ; xn� 1• par la conversion trans-
pos�ee CtoMt

n est le vecteur des coe�cients ent du même polynôme. L'application CtoMt
nˆ Ç̀•
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donne
’

”

n� 1

Q
j � 0

T0;j x j ; : : : ;
n� 1

Q
j � 0

Tn� 1;j x j “

•
:

D�e�nissons la famille de fonctions Ci par :

Q
kE0

œTk ˆx•tk � Q
i E0

œCi ˆ t•x i : (3.7)

On obtient cette famille (unique) en d�eveloppant par rapport �a x la s�erie g�en�eratrice des
polynômes de Tchebychev. Ainsi, par unicit�e desCi , la conversion transpos�eeCtoMt

n est
l'application lin�eaire :

ˆ f 0; : : : ; f n� 1• >Kn (
f 0

2
C0ˆ t• � f 1C1ˆ t• � � f n� 1Cn� 1ˆ t• mod tn :

L'id�ee de base de la m�ethode pr�esent�ee dans [BSS10] est que si la s�erie g�en�eratrice
desCi est de la forme :

Q
i E0

œCi ˆ t•x i �
vˆ t•

1 � x � hˆ t•
; (3.8)

alors
Q
i

œCi ˆ t• f i mod tn � vˆ t• � F ˆhˆ t•• mod tn ; avecF � Q
i

f i x
i :

Cette �egalit�e s'obtient en d�eveloppant par rapport �a x les membres de l'�equation (3.8).
Partant de la s�erie g�en�eratrice des polynômes de Tchebychev(2.15) page 21 et de la

d�e�nition des Ci (3.7), on observe que

vˆ t• �
1
2

1 � t2

1 � t2
et hˆ t• �

2t
1 � t2

;

sont bien d�e�nis pour l'�equation (3.8). On obtient alors la factorisation

CtoMt
n � mul ˆ �; v• Xeval̂ �; h•; (3.9)

o�u

eval̂ �; h• � ˆ t0; : : : ; tn • (
n� 1

Q
i E0

t i h
i ˆx• mod xn et

mul ˆ �; v• � ˆ t0; : : : ; tn� 1• ( vˆx•
n� 1

Q
i � 0

t i x
i mod xn :

L'algorithme calculant la conversion se d�eduit en transposant chaque op�eration. On
obtient alors l'algorithme 3.5.

La suite de cette section montre comment e�ectuer chaque �etape e�cacement.
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Entr �ee: p �� ˆp0; p1; : : : ; pn • tels que pi >K
Sortie: b �� ˆb0; b1; : : : ; bn • tels que P œpi Ti ˆx• � P bi x i

1: a �� mult ˆp; v•
2: renvoyer b �� evalt ˆa; h•

Algorithme 3.5: CtoMn

3.2 Algorithmes rapides pour la composition avec 2t
1� t2

Avant de donner les algorithmes transpos�es, il est n�ecessaire de pr�esenter les algorithmes
directs.

Toujours dans l'article [BSS08], une m�ethode permettant de calculer rapidement cer-
taines compositions de polynômes par des s�eries est expliqu�ee. La composition d'un
polynôme quelconque par la s�erieh � 2t

1� t2 en est un cas particulier.
Le principe fondamental de cette m�ethode est d'isoler la variablex dans l'�ecriture de la

s�erie g�en�eratrice h. Pour h par exemple, l'isolation de la variable se ram�ene �a l'�ecriture
suivante :

hˆx• �
2x

1 � x2
�

¾

1 � ‹
2

1 � x2
� 1•

2
: (3.10)

Pour l'algorithme 3.3, Pan avait d�ej�a utilis�e cette id�ee d'isolation de la variable quand il

a �ecrit la fraction ax� b
cx� d comme a

c ‹ 1 � bc� da
da‰c

d x� 1Ž
• . En fait Bostan et coauteurs proposent une

g�en�eralisation de l'algorithme de Pan qui �etait lui même une g�en�eralisation de l'algorithme
de d�ecalage.

Par l'�equation (3.10), le calcul de l'application eval̂ �; h• se ram�ene aux calculs d'applica-
tions simplesde compositions parˆax � b•, par 1

x , par x2 ou encore par
º

x. L'algorithme 3.6
e�ectue ce calcul en n'utilisant que ces compositions.

Proposition 3.6. Soit p un polynôme de degr�en � 1, l'algorithme 3.6 permet de calculer
p‰2x

1� x2 Ž en 4Mˆn• � 4M ‰n
2 Ž� Oˆn• op�erations arithm�etiques.

Remarque 3.7. La fonction Mˆn• est au mieux lin�eaire : 2M ‰n
2 ŽDMˆn•. La complexit�e

est donc major�ee par 6Mˆn• � Oˆn• op�erations arithm�etiques.

Pour d�emontrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant, qui a�rme que la
multiplication d'une s�erie par une fraction rationnelle peut s'e�ectuer en temps lin�eaire.
Même si ce r�esultat parâ�t simple, je ne l'ai pas trouv�e dans la litt�erature.

Lemme 3.8. Si f >Kˆx• a un num�erateur et un d�enominateur de degr�e Oˆ1• et n'a pas
de pôle en0, alors pour toute s�erie formelle g �a coe�cients dans K, la s�erie tronqu�ee fg
mod xn peut se calculer enOˆn• op�erations arithm�etiques.

D�emonstration. On d�e�nit d'abord les polynômes a et b de degr�e constant tels quef � a
b.

En utilisant un algorithme na•�f, c'est-�a-dire en multipliant terme �a terme, le produit
tronqu�e gˆx•aˆx• mod xn se r�ealise enOˆn• op�erations arithm�etiques, cette complexit�e
s'explique par le degr�e constant dea.
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Entr �ee: pˆx• >K� x� avec deĝp; x• @n,
Sortie: p‰2x

1� x2 Ž mod xn

1: Calculer p1;0 et p1;1 tel que pˆx• � p1;0ˆx2• � xp1;1ˆx2•
2: pour i >˜ 0; 1• faire
3: di �� deĝ p1;i ˆx•; x•
4: p2;i ˆx• �� p1;i ˆ1 � x•
5: p3;i ˆx• �� p2;i ˆx2•
6: p4;i ˆx• �� p3;i ˆ � 2x � 1•
7: p5;i ˆx• �� p4;i ‰1

x Žx2di

8: p6;i ˆx• �� p5;i ˆ1 � x•
9: p7;i ˆx• �� ˆ1 � x• � 2di p6;i ˆx• mod xdi

10: p8;i ˆx• �� p7;i ˆx2•
11: �n pour
12: renvoyer p8;0ˆx• � 2x

1� x2 p8;1ˆx• mod xn

Algorithme 3.6: eval‰�; 2t
1� t2 Ž

Comme h � fg , alors bh � ag. L'extraction du coe�cient x i donne donc une r�ecurrence
lin�eaire inhomog�ene d'ordre le degr�e de b. En e�et, en notant hi et bi les coe�cients de h
et b. Le produit hb donne

hb �
n� 1

Q
i

i

Q
r � i � degˆ b•

hr bi � r x i :

�A partir de cette r�ecurrence, le calcul deshi s'e�ectue en Oˆn• op�erations arithm�etiques.

D�emonstration de la proposition 3.6. La correction de l'algorithme se d�eduit de l'�ecriture
dans l'�equation (3.10) de la fonction h. En e�et, les compositions successives de cet
algorithme assurent que le polynôme retourn�e est bien

p
’

”

¾

1 � ‹
2

1 � x2
� 1•

2“

•
mod xn � p‹

2x
1 � x2

• mod xn :

Il reste �a donner le coût de chaque op�eration. Beaucoup de ces op�erations se calculent
en temps lin�eaire. C'est le cas des �etapes 1, 5, 7 et 10 qui ne sont que des r�e�ecritures
directes des coe�cients. La multiplication e�ectu�ee �a l'�etape 12 s'e�ectue aussi en un temps
lin�eaire. Cette propri�et�e est donn�ee par le lemme 3.8. Les op�erations non �el�ementaires sont
les d�ecalages e�ectu�es aux lignes 4, 6 et 8 et la multiplication �a la ligne 4. L'algorithme 3.2
permet de calculer le polynôme d�ecal�e d'un polynôme de degr�e plus petit quen en Mˆn•
op�erations arithm�etiques. �A la ligne 4, ces d�ecalages sont e�ectu�es sur des polynômes de
degr�e au plus n

2 et les autres �etapes d�ecalent des polynômes de degr�e au plusn, on obtient
donc une complexit�e de 4Mˆn• � 2M ‰n

2 Ž op�erations arithm�etiques pour e�ectuer l'ensemble
de ces op�erations.
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Entr �ee: pˆx• >K� x� de degr�e au plus n � 1
Sortie: evalt ˆp; h•

1: Calculer p7;0 et p‡
7;1 tels que pˆx• � p7;0ˆx2• � xp‡

7;1ˆx2•
2: d0 �� degr�eeˆp7;0; x• et d1 �� degr�eeˆp‡

7;1; x•
3: p7;1ˆx• �� mult ˆp‡

7;1; 2
ˆ 1� x• ; d1•

4: pour i >˜ 0; 1• faire
5: p6;i ˆx• �� mult ‰p7;i ; ˆ1 � x•2di Ž
6: p5;i ˆx• �� shiftt ˆp6;i ˆx• � P n� 1

i � di � 1 0x i •
7: p4;i ˆx• �� xn� 1p5;i ‰1

x Ž
8: p3;i ˆx• �� shiftt ˆp4;i ˆ � 2x••
9: p2;i ˆx• �� 1

2 ˆp3;i ˆx• � p3;i ˆ � x••
10: p1;i ˆx2• �� shiftt ˆp2;i ˆ � x••
11: �n pour
12: renvoyer p1;0ˆx2• � xp1;1ˆx2•

Algorithme 3.7: evalt ‰�; 2t
1� t2 Ž

Il ne reste plus qu'�a expliciter le coût des op�erations r�ealis�ees �a la ligne 9. Les coe�cients
du d�eveloppement en s�erie de la fonction‰1 � x2Ž

� d
v�eri�ent la r�ecurrence :

ˆ2d � n•un � ˆn � 2•un� 2 � 0;

avec les conditions initialesu0 � 1 et u1 � 0. Calculer lesn~2 premiers coe�cients s'e�ectue
en Oˆn• op�erations arithm�etiques en d�eroulant cette r�ecurrence. Le coût de l'�etape 9 n'est
donc que le coût de la multiplication entre deux polynômes de degr�e aux plusn

2 . On r�ealise
deux fois cette �etape, la complexit�e est donc de 2M ‰n

2 Ž op�erations.
On retrouve alors la complexit�e de 4Mˆn• � 4Mˆ n

2 • op�erations arithm�etiques annonc�ee.

3.3 Transposition de l'algorithme d'�evaluation

Par le principe de transposition de Tellegen, on d�eduit imm�ediatement de 3.6 l'algo-
rithme 3.7 permettant d'e�ectuer l'application transpos�ee. Cet algorithme s'obtient en
transposant chaque op�eration.

Avant d'�enoncer la complexit�e de cet algorithme, une pr�esentation des algorithmes mult

et shiftt doit être e�ectu�ee.

Application mult Une variante de l'application transpos�ee demul a d�ej�a �et�e �etudi�ee par
Hanrot, Quercia et Zimmermann dans [HQZ04]. Dans cet article les auteurs donnent un
algorithme rapide pour le produit m�edian entre un polynôme de degr�e n et un polynôme de
degr�e 2n. Notre application est plus simple. En e�et, l'application mul est un produit de deux
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Entr �ee: p >K� x� de degr�e au plus n � 1
Sortie: mult ˆp; f •

a �� xn� 1p‰1
x Žf mod xn

renvoyer xn� 1a‰1
x Ž

Algorithme 3.8: mult ˆ �; f •

Entr �ee: p � P n� 1
i � 0 pi x i avecpi >K

Sortie: shiftt ˆp; x•
1: Calculer aˆx• � P n� 1

i � 0
pi
i ! x i

2: Calculer b̂ x• � aˆx• P n� 1
i � 0

1
i ! x

i mod xn

3: renvoyer P n� 1
i � 0 bi i !x i

Algorithme 3.9: shiftt ˆ �•

polynômes de degr�en, tronqu�e �a l'ordre n. Contrairement �a la matrice de multiplication
de polynômes qui est rectangulaire, la matrice de l'applicationmul est carr�ee.

Notre variante du produit m�edian est d�ecrite dans l'algorithme 3.8, cet algorithme
s'obtient en inversant l'application lin�eaire de multiplication tronqu�ee d'un polynôme p
avec une s�erie formelle.

En remarquant que la seule op�eration coûteuse de cet algorithme est la multiplication
entre deux polynômes, le calcul du r�eciproque d'un polynôme s'e�ectuant en temps
constant (aucune addition ou multiplication n'est e�ectu�ee) ; on d�eduit que l'ex�ecution de
cet algorithme s'e�ectue en Mˆn• op�erations arithm�etiques.

Remarque 3.9. Lorsque la s�erie �a multiplier est particuli�ere, on peut am�eliorer la com-
plexit�e de l'algorithme 3.8. Par exemple si la s�erie est une fraction rationnelle commev, le
lemme 3.8 entraine que l'applicationmult ˆ �; v• s'ex�ecute en Oˆn• op�erations arithm�etiques.

Application shiftt Bostan et Schost [BS05] ont donn�e une interpr�etation de la transpos�ee
de l'application de d�ecalage ; il s'agit de l'application qui calcule l'�evaluation de Newton
d'un polynôme (�evaluer un polynôme dans la base de Newton) en une suite de points
suivant une progression arithm�etique. Ici nous nous contentons d'exposer cet algorithme
par transposition directe de l'algorithme 3.2 sans montrer cette interpr�etation qui n'est
pas essentielle pour la suite. On obtient alors l'algorithme 3.9.

Pour montrer la validit�e de l'algorithme 3.9, il su�t de v�eri�er que chaque op�eration
est bien la transpos�ee de l'op�eration correspondante dans l'algorithme 3.2 ; ce qui se v�eri�e
rapidement.

La complexit�e de cet algorithme est encore iciMˆn• � Oˆn• op�erations arithm�etiques, la
seule op�eration coûteuse �etant la multiplication �a la ligne 2. Comme pour l'algorithme 3.2,
les autres �etapes consistent �a multiplier ou diviser chaque coe�cient par un �el�ement de K,
ces �etapes se r�ealisent enOˆn• op�erations arithm�etiques.
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Application evalt On a d�ecrit dans les paragraphes pr�ec�edents les deux applications de
l'algorithme 3.6 les plus di�ciles �a transposer. En e�et la matrice qui associe au polynôme
pˆx• le polynôme r�eciproque est anti-diagonale, donc autoadjointe. La matrice transpos�ee
de la matrice qui associe au polynômepˆx• le polynôme pˆx2• est la matrice qui associe

�a ce même polynôme, le polynômepˆ
º

x• � pˆ �
º

x•
2 . On d�eduit l'algorithme 3.7 ainsi que la

proposition 3.10 qui en d�ecoule de ces r�egles de transpositions.

Proposition 3.10. L'algorithme 3.7 page 41 calcule l'image d'un vecteur de taillen par
la transpos�ee de l'application eval̂ �; h• en 8Mˆ n

2 • � 2Mˆn• � Oˆn• op�erations arithm�etiques.

D�emonstration. La correction de cet algorithme se d�eduit des propri�et�es de transposition
�enonc�ees plus haut.

L'application de la ligne 6 est la transpos�ee de l'application de la ligne 8 de l'algo-
rithme 3.6 qui calcule le d�ecalage d'un polynôme de degr�en. Pour obtenir un polynôme de
degr�e n, on compl�ete le polynôme p6;i de degr�e di par n � di z�eros. La matrice de compl�etion
est la transpos�ee de la matrice qui tronque une s�erie d'ordren �a l'ordre di ; ce qui est
l'action e�ectu�ee �a la ligne 9 de l'algorithme 3.6. Comme on a compl�et�e ce polynôme
avec des z�eros, la multiplication e�ectu�ee lors de l'algorithme 3.9 peut se transformer en

deux multiplications de polynômes de degr�e deux fois plus petit ;aˆx• P
n
2
i � 0

1
i ! x

i mod xn

et x
n
2 aˆx• P

n
2 � 1
i � 0

1
ˆ i � n

1 � 1• ! x
n
2 � 1. On ram�ene alors la complexit�e de ce calcul �a 2Mˆ n

2 • � Oˆn•

op�erations arithm�etiques au lieu des Mˆn• � Oˆn• op�erations arithm�etiques habituelles.
L'algorithme 3.9 est alors appel�e six fois, dont deux fois avec des polynômes de degr�en,

deux fois avec des polynômes de degr�en2 et deux fois �a la ligne 6 avec des polynômes de
degr�e n mais avec un coût de 2Mˆ n

2 • � Oˆn• op�erations arithm�etiques. L'algorithme de
multiplication 3.8 est appel�e avec deux fois des polynômes de degr�en2 . Cet algorithme est
aussi appel�e lors de l'�etape 3 mais la fonctionf est alors une fraction dont les num�erateurs et
d�enominateurs ont des degr�es constants. La multiplication e�ectu�ee dans l'algorithme 3.8 se
fait en temps lin�eaire selon la remarque 3.9. On retrouve donc bien la complexit�e annonc�ee
de 8Mˆ n

2 • � 2Mˆn• � Oˆn• op�erations arithm�etiques.

Retour �a l'algorithme 3.5 On d�eduit alors imm�ediatement la preuve du th�eor�eme 3.11.

Th �eor �eme 3.11. Soit p � ˆp0; p1; : : : ; pn • , l'algorithme 3.5 page 39 calcule la conversion du
polynôme p0T0ˆx• � � � pnTn dans la base monomiale en2Mˆn• � 8M ‰n

2 Ž� Oˆn• op�erations
arithm�etiques.

Remarque 3.12. Si Mˆn• � ~Oˆn� •, l'algorithme de Pan 3.1 e�ectue ˆ2 � 2� � 1•Mˆn•
op�erations alors que l'algorithme 3.5 en e�ectue ˆ2 � 8

2� •Mˆn• op�erations. Le tableau 3.2
page 33 donne le nombre de multiplications de polynômes de degr�en e�ectu�ees par les
algorithmes en fonction de� . Sauf si on utilise une FFT, l'algorithme 3.5 est plus rapide
que l'algorithme 3.1.
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Entr �ee: p >K� x� avec deĝp; x• Dn
Sortie: pˆg• mod xn

1: Calculer p0;0 et p0;1 tels que pˆx• �� p0;0ˆx2• � xp0;1ˆx2•
2: pour i >˜ 0; 1• faire
3: di �� deĝ p0;i ; x•
4: p1;i �� p0;i ˆ2x � 1•
5: p2;i �� xdi p1;i ‰1

x Ž
6: p3;i �� p2;i ˆx � 1•
7: Calculer p4;i; 0 and p4;i; 1 tels que p3;i ˆx• �� p4;i; 0ˆx2• � xp4;i; 1ˆx2•
8: pour j >˜ 0; 1• faire
9: p5;i;j �� p4;i;j ˆ1 � x•

10: �n pour
11: �n pour
12: f 1 ��

º
1 � x

13: f 2 �� 1
1�

º
1� x

14: p6;0 �� f d0
2 p5;0;0 � f 1f d0

2 p5;0;1 mod xd0

15: p6;1 �� f d1 � 1
2 p5;1;0 � f 1f d1 � 1

2 p5;1;1 mod xd1

16: renvoyer p6;0ˆx2• � xp6;1ˆx2•

Algorithme 3.10: evalŠ:;
¼

2º
1� x2 � 1

� 1•

3.4 Algorithme MtoCn

La premi�ere approche, pour e�ectuer l'algorithme inverse, est d'inverser chaque applica-
tion de l'algorithme direct, donc d'inverser chaque application de la factorisation(3.9). L'in-
version de l'algorithme mult ˆ �; v• se d�eduit rapidement de l'inverse dev qui est v� 1 � 21� t2

1� t2 .
En e�et comme l'inverse d'une application transpos�ee est la transpos�ee de l'application
inverse, on a donc

‰mult ˆ �; v•Ž
� 1

� mult ˆ �; v� 1• :

Comme pour l'application mul̂ �; v•, la remarque 3.9 entrâ�ne que cette op�eration s'e�ectue
en Oˆn• op�erations arithm�etiques.

Algorithme inverse de eval̂ �; h• Le second algorithme �a inverser est l'algorithme
evalt ˆ �; h•. L'approche la plus simple est sûrement d'inverser d'abord l'algorithmeeval̂ �; h•,
ce qui revient �a donner un algorithme rapide pour le calcul deeval̂ �; g• o�u g est l'inverse
compositionnelle deh (hˆg• � id). En utilisant encore le principe que la transpos�ee de
l'inverse d'une matrice est �egale �a l'inverse de la transpos�ee de la même matrice, l'algorithme
de l'inverse deevalt ˆ �; h•, se d�eduit en transposant l'algorithme eval̂ �; g•.

Une fa�con d'inverser la fonction h est d'inverser directement terme par terme sa
repr�esentation (3.10) page 39. De cette mani�ere, on obtient directement l'�ecriture int�eressante
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de g (dans le sens o�u on isole la variablex) :

gˆx• ��

¾
2

º
1 � x2 � 1

� 1: (3.11)

Comme la formule (3.10), cette formule permet de d�eduire l'algorithme 3.10 pour
calculer eval̂ �; g• en n'utilisant que des applicationssimples.

Cet algorithme est semblable �a 3.6. Pour v�eri�er sa validit�e, il su�t d'analyser chaque
changement de variable e�ectu�e. Quelques remarques sont quand même n�ecessaires. La
fonction f 1 d�e�nie �a la ligne 12 permet de retrouver la racine carr�ee de la ligne 7. La
fonction f 2 d�e�nie �a la ligne 13, a une double utilit�es, elle permet de corriger la multiplication
par xdi de la ligne 13 mais aussi de retrouver la racine carr�ee de la ligne 1, grâce �a l'�egalit�e :

º
x

1 �
º

1 � x
�

¾
2

º
1 � x � 1

� 1;

ce qui explique le� 1 dans l'exposant def 2 de la ligne 15. Selon la formule pr�ec�edente, lors
de la multiplication par f 2, il manque un facteur

º
x pour r�ecup�erer la racine carr�ee. La

multiplication par x du polynôme p6;1 �a la derni�ere ligne permet de r�ecup�erer ce facteur
manquant. Pour le calcul des coe�cients des d�eveloppements en s�eries des fonctionsf d

2 et
f 1f d

2 , on peut utiliser les r�ecurrences v�eri��ees par ces coe�cients.

Les coe�cients de f d
2 � ˆd � 2n � 1•ˆ d � 2n•un � 4ˆn � d � 1•ˆ n � 1•un� 1 � 0

Les coe�cients de f 1f d
2 � ˆd � 2n• ˆ d � 2n � 1• un � 4 ˆn � 2• ˆ n � 2 � d• un� 2

� ‰8n2 � ˆ8d � 14• n � 4 � d2 � 7dŽun� 1 � 0

Algorithme inverse de evalt ˆ �; h• On obtient par transposition l'algorithme 3.11.

Proposition 3.13. L'algorithme 3.11 permet de calculer l'op�eration eval̂ �; g• en 8Mˆ n
2 • �

4Mˆ n
4 • � Oˆn•

D�emonstration. La correction de cet algorithme se d�eduit de la correction de l'algorithme
eval̂ �; g•. Aux lignes 4, 5, quatre multiplications avec des polynômes de degr�en~2 sont
e�ectu�ees. Dans la premi�ere boucle, deux transpos�ees de l'op�eration de d�ecalage sont
e�ectu�ees aux lignes 11 et 13 �a chaque fois avec des polynômes de degr�e au plusn~2 ;
il y a deux passages dans cette boucle, la complexit�e de ces op�erations est donc 4Mˆ n

2 •.
Dans la seconde boucle un derniershiftt est e�ectu�e avec un polynôme de degr�e au plus
n~4 ; il y a quatre passages dans cette boucle, la complexit�e de ces op�erations est donc
4Mˆ n

4 • . L'addition de toutes ces complexit�es nous donne bien la complexit�e annonc�ee dans
la proposition.
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Entr �ee: p >Kn � x�
Sortie: evalt ˆp; g•

1: Calculer p6;0 et p6;1 tels que pˆx• �� p6;0ˆx2• � xp6;1ˆx2•
2: d0 �� deĝ p6;0; x• et d1 �� deĝ p6;1; x•
3: f 1 ��

º
1 � x, f 2 �� 1

1�
º

1� x

4: p5;0;0 �� mult ‰p6;0; f d0
2 Ž mod xd0~2, p5;0;1 �� mult ‰p6;0; f1fd0

2 Ž mod xd0~2

5: p5;1;0 �� mult ‰p6;1; fd1� 1
2 Ž mod xd1~2, p5;1;1 �� mult ‰p6;1; f1fd1� 1

2 Ž mod xd1~2

6: pour i >˜ 0; 1• faire
7: pour j >˜ 0; 1• faire
8: p4;i;j �� shiftt ˆp5;i;j ˆ � x••
9: �n pour

10: p3;i �� p4;i; 0ˆx2• � xp4;i; 1ˆx2•
11: p2;i �� shiftt ˆp3;i •
12: p1;i �� xdi p2;i ‰1

x Ž
13: p0;i ˆ � x• �� shiftt ˆp1;i •
14: �n pour
15: renvoyer p0;0ˆx2• � xp0;1ˆx2•

Algorithme 3.11: evalt Š�;
¼

2º
1� x2 � 1

� 1•

Entr �ee: p �� ˆp0; p1; : : : ; pn •
Sortie: b �� ˆb0; b1; : : : ; bn • tels que P œbi Ti ˆx• � P pi x i

1: a �� evalt ˆp; g•
2: renvoyer b �� mult ˆa; v� 1•

Algorithme 3.12: MtoCn

Algorithme MtoCn L'algorithme MtoCn se d�eduit alors de la factorisation :

MtoCn � multt ˆ �; v� 1• Xevalt ˆ �; g•:

Le th�eor�eme suivant 3.14 est une cons�equence de cet algorithme.

Th �eor �eme 3.14. Soit p � ˆp0; p1; : : : ; pn •, l'algorithme 3.12 calcule l'application MtoCn

en 8Mˆn~2• � 4Mˆn~4• op�erations arithm�etiques

Remarque 3.15. Si Mˆn• � ~Oˆn� •, l'algorithme de Pan 3.1 pour calculer l'application
MtoCn e�ectue ˆ2 � 2� � 1•Mˆn• op�erations alors que l'algorithme 3.5 en e�ectue ˆ 8

2� �
4

4� •Mˆn• op�erations. Le tableau 3.3 page 33 donne alors le nombre de multiplications de
polynômes de degr�en e�ectu�ees par les algorithmes en fonction de� .

L'algorithme 3.5 est toujours asymptotiquement plus rapide que l'algorithme inverse
de 3.1.
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4 Multiplication et division rapides

Les algorithmes de multiplication et division [Str72] dans la base monomiale s'e�ectuent
en OˆMˆn•• op�erations arithm�etiques. Par les algorithmes de conversion de bases d�ecrits
dans la section pr�ec�edente, des algorithmes de multiplication et de division entre des
polynômes exprim�es dans la base de Tchebychev enOˆMˆn•• op�erations se d�eduisent
imm�ediatement. Le probl�eme de l'utilisation des algorithmes pour le calcul de multiplication
ou de division �a base de conversions est que la constante multiplicative dans la complexit�e
est importante ; cette constante est due �a la conversion de la base de Tchebychev dans la
base monomiale puis �a la conversion inverse qui doivent être calcul�ees. Par exemple, le coût
pour multiplier deux polynômes de degr�e plus petit que n en utilisant cette technique est
alors de 13Mˆn• � 20M ‰n

2 Ž� Oˆn• op�erations arithm�etiques.
Dans cette section, des algorithmes rapides directs pour ces deux op�erations sont

pr�esent�es. Les algorithmes de multiplication sont issus de [Gio12], alors que l'algorithme
de division rapide est une nouvelle contribution.

4.1 Multiplication rapide

�Etant donn�es deux polynômes a �� 1
2a0T0ˆx• � a1T1ˆx• � � � anTn ˆx• et b �� 1

2b0T0ˆx• �
b1T1ˆx• � � � bm ˆx•Tm ˆx•, cette section donne un algorithme pour calculer le produit de
a et b, c'est-�a-dire le polynôme c tel que c �� 1

2c0T0ˆx• � c1T1ˆx• � � � cn� m Tn� m ˆx•. Un
algorithme direct se d�eduit de la formule du produit de deux polynômes de Tchebychev :

Tn ˆx•Tm ˆx• �
1
2

‰Tn� m ˆx• � TSn� mŜ x•Ž:

Cet algorithme ressemble �a l'algorithme de multiplication na•�f dans la base monomiale. La
complexit�e de cet algorithme est Oˆnm• op�erations arithm�etiques. Dans la base monomiale,
d'autres algorithmes plus rapides existent pour multiplier des polynômes comme par
exemple l'algorithme de Karatsuba. Pascal Giorgi [Gio12] a r�eduit la multiplication de
polynômes dans la base de Tchebychev �a deux multiplications dans la base monomiale (voir
algorithme 3.13). La complexit�e de la multiplication en utilisant cette r�eduction devient
tr�es bonne, la multiplication dans la base monomiale �etant optimis�ee. Un algorithme
num�erique asymptotiquement plus rapide et qui permet de calculer la multiplication sans
se ramener �a la multiplication entre polynômes dans la base monomiale a �et�e donn�e par
Baszenski et Tasche [BT97]. Cet algorithme utilise la transform�ee en cosinus discr�ete
qui est bien adapt�ee pour la multiplication de polynômes de Tchebychev. Giorgi [Gio12]
montre qu'exp�erimentalement cet algorithme �a base de cosinus direct n'est pas stable
num�eriquement. Dans cette section, on ne rentre pas dans les d�etails de l'algorithme de
multiplication �a base de cosinus discret et le lecteur est invit�e �a consulter [BT97, Gio12]
pour plus de d�etail.
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Algorithmes de Giorgi

Les algorithmes de Giorgi pour calculer ce produit utilisent la formule(3.1) page 33.
Grâce �a cette formule, la multiplication entre deux polynômes exprim�es dans la base
des polynômes de Tchebychev se ram�ene �a la multiplication des polynômes de Laurent
1
2 ‰an� 1x � n� 1 � � � an� 1xn� 1Ž et 1

2 ‰bm� 1x � m� 1 � � � bm� 1xm� 1Ž. Le produit de ces deux
polynômes de Laurent est1

2 ‰cn� m� 2x � n� m� 2 � � � cn� m� 2xn� m� 2Ž. L'algorithme de multi-
plication 3.13 de deux polynômes dans la base de Tchebychev suivi de la proposition 3.16
se d�eduit alors de cette remarque.

Entr �ee: a � 1
2 P n� 1

k� 0
œakTk ˆx•; b � 1

2 P m� 1
k� 0

œbkTk ˆx• aveca >K�x� et b>K� x�
Sortie: P n� m� 2

k� 0
œckTk ˆx• � ab

1: Calculer p1 �� P n� 1
k� 0

œakxk P m� 1
k� 0

œbkxk

2: Calculer p2 �� P n� 1
k� 0

œakxk P m� 1
k� 0 bm� k� 1xk � b0xk~2

3: renvoyer les coe�cients ci tels que

1
2

n� m� 2

Q
k� � n� m� 2

ci x
i � p1ˆx• � p1 ‹

1
x

• � x � m� 1p2ˆx• � xm� 1p2 ‹
1
x

•

Algorithme 3.13: Multiplication de polynômes dans la base de Tchebychev

Proposition 3.16 ([Gio12]). L'algorithme 3.13 permet de calculer la multiplication entre
deux polynômes de degr�e plus petit quen et m exprim�es dans la base des polynômes de
Tchebychev en au plus2Mˆmaxˆn; m•• � Oˆn � m• op�erations arithm�etiques.

D�emonstration. La correction de cet algorithme se d�eduit de la formule (3.1) page 33.
La complexit�e de cet algorithme vient des deux multiplications de polynômes de degr�e
respectifsn et m. Les autres op�erations �etant des additions ou de la r�e�ecriture (inverser les
coe�cients), elles s'e�ectuent en Oˆn• op�erations arithm�etiques.

Cet algorithme peut être acc�el�er�e lorsque la FFT est utilis�ee. En e�et, lors de la
multiplication des lignes 1 et 2, on multiplie �a gauche par le même polynôme, on peut alors
�eviter une FFT en ne calculant la transformation qu'une seule fois au lieu de deux. De
mani�ere moins �evidente, les transformations des facteurs droits des produits peuvent se
calculer en utilisant une seule FFT. Lek�eme coe�cient du vecteur obtenu par la FFT du
polynôme xm b‰1

x Ž est donn�e par :

m

Q
i � 0

bi !
� ki ; o�u ! est une racine primitive n � m�eme de l'unit�e ;

ce qui correspond aun � m � k�eme coe�cient du vecteur obtenu par la FFT du polynôme b
grâce �a l'�egalit�e ! � 1 � ! n� m� 1. On peut donc bien d�eduire la FFT de xm b‰1

x Ž par inversion
du vecteur obtenu par la FFT de b. Cette remarque permet d'�eviter de calculer 2 FFT de
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taille 2n et donc les deux multiplications s'e�ectuent en 4 FFT de taille 2n au lieu des 6.
On en d�eduit alors la proposition suivante :

Proposition 3.17 (Giorgi [Gio12]). La multiplication par FFT de deux polynômes exprim�es
dans la base des polynômes de degr�en et m de Tchebychev se calcule en43Mˆmaxˆn; m•• �
Oˆn � m• op�erations arithm�etiques.

4.2 Division rapide

L'op�eration entre deux polynômes qui vient juste apr�es la multiplication est la division
euclidienne. Le but de cette section est de donner des algorithmes pour le calcul de la
division euclidienne notamment un nouvel algorithme de complexit�e proche de la complexit�e
de la division entre deux polynômes dans la base monomiale.

Algorithme na •�f

Un algorithme na•�f pour cette division est d�eduit de l'algorithme de division entre
deux polynômes dans la base monomiale. On trouve alors l'algorithme 4.2 qui a la même
complexit�e que l'algorithme na•�f de division dans la base monomiale. La correction de cet

Entr �ee: a � P n� 1
i � 0

œai x i et b � P m� 1
i � 0

œbi x i dans K� x� avecn Am et an� 1 x 0 et bm� 1 x 0
Sortie: r � P n� 1

i � 0
œr i x i ; q � P n� 1

i � 0
œqi x i >K�x� tels que a � bq� r

i �� n � m, q �� 0, r �� a
cb �� bm� 1

tantque i x 0 faire
cr �� coe� ˆ r; x; i � m � 1•
q �� q � 2cr

cb
Ti ˆx•

r �� r � cr Ti ˆx• 1
cb

b
i �� i � 1

�n tantque

Algorithme 3.14: Algorithme de division entre polynômes de Tchebychev

algorithme se d�eduit de la formule de multiplication entre deux polynômes de Tchebychev :

TnTm �
1
2

‰Tn� m � TSn� mSŽ:

Dans la boucle,n � m passages sont e�ectu�es. La seule op�eration de cette boucle s'e�ec-
tuant en temps non constant est le calcul du rester . La multiplication d'un monôme par le
polynôme b suivi de la soustraction se calcule en au plusOˆm• op�erations arithm�etiques.
En e�et si b est de degr�e m, le polynôme cr Ti ˆx• est un polynôme qui contient au plus 2m
coe�cients. l'addition entre un polynôme contenant n coe�cients et un polynôme contenant
2m coe�cients s'e�ectue en 2m op�erations si n A 2m, ce qui explique la complexit�e du
calcul de chaquer . La complexit�e de cet algorithme est donc bien Oˆnm• op�erations
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arithm�etiques. On peut remarquer que l'on obtient la même complexit�e que pour le calcul
du polynôme dans la base monomiale [vzGG03].

Algorithme rapide par conversion

Dans la base monomiale, grâce �a la m�ethode de Newton, Strassen [Str72] (voir
aussi [vzGG03]) a ramen�e le calcul d'un quotient entre deux polynômes de degr�e res-
pectif plus petit que n et m en 5Mˆn � m• � Oˆn � m• op�erations arithm�etiques et le calcul
du reste enMˆn• � Oˆn• en multipliant le quotient obtenu par le d�enominateur. On peut
donc obtenir une complexit�e quasi-lin�eaire pour la division en utilisant l'algorithme de
conversion de la section 3.

Nouvel algorithme rapide

L'algorithme que je propose ici permet de calculer le quotient entre deux polynômes
de Tchebychev en la même complexit�e que pour le calcul dans la base monomiale (�a un
nombre lin�eaire d'op�erations pr�es).

La division entre les polynômesa et b permet de calculer le polynômeq de degr�e n � m
et r de degr�e m � 2 tels quea � bq� r . Cette �egalit�e reste vraie lorsque l'on �evalue ces
polynômes en x� x � 1

2 . Si ai , bi , qi et r i sont respectivement les coe�cients dans la base de
Tchebychev des polynômesa, b, q et r , alors l'�egalit�e (3.1) page 33 nous donne :

n� 1

Q
i � � n� 1

aSi Sx
i �

m� 1

Q
i � � m� 1

bSi Sx
i

n� m

Q
i � � n� m

qSi Sx
i �

m� 2

Q
i � � m� 2

rSi Sx
i :

Dans cette �equation, on souhaite calculer les coe�cientsq0; : : : qn� m . En coupant le
polynôme de Laurent qŠx� x � 1

2 • en deux, on garde seulement les coe�cients associ�es aux
degr�es positifs. Si de plus on multiplie cette �equation par xn pour obtenir une �egalit�e entre
polynômes, on a :

2n� 2

Q
i � 0

aSi � n� 1Sx
i �

m� n

Q
i � � m� n

bSi � n� 1Sx
i

2n� m� 1

Q
i � n� 1

qSi � n� 1Sx
i (3.12)

�
m� n� 2

Q
i � � m� n

bSi � n� 1Sx
i

2n� m� 1

Q
i � n� 1

qSi � n� 1Sx
i �

n� m� 3

Q
i � n� m� 1

rSi � n� 1Sx
i : (3.13)

La partie droite de cette �equation est un polynôme de degr�e n � m � 3, cette �equation
repr�esente donc l'�egalit�e d�eduite de la division euclidienne entre

2n� 1

Q
i � 0

aSi � n� 1Sx
i et

m� n� 2

Q
i � � m� n

bi � n� 1x i ;

le polynômeP 2n� m
i � n qi � nx i et le membre droit de l'�equation �etant respectivement le quotient

et le reste de cette division. De cette fa�con la division entrea et bdans la base de Tchebychev
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Entr �ee: a � P n� 1
i � 0

œai Ti ˆx• et b � P m� 1
i � 0

œbi Ti ˆx• des polynômes dansK� x�
Sortie: q �� P n� m

i � 0
œqi Ti ˆx• et r �� P n� 2

i � 0
œr i Ti ˆx• tels que a � bq� r .

1: Calculer le quotient P n� m
i � 0 qi x i de la division de P 2n� 2

i � 0 aSi � n� 1Sx
i par P n� m� 2

i � n� m bSi � n� 1Sx
i

2: Calculer r � a � bP n� m
i � 0 qi Ti ˆx•

3: renvoyer P n� m
i � 0

œqi Ti ˆx•; r

Algorithme 3.15: Division euclidienne rapide dans la base de Tchebychev

est ramen�ee �a la division entre les polynômes

2n� 2

Q
i � 0

aSi � n� 1Sx
i et

m� n� 2

Q
i � � m� n

bSi � n� 1Sx
i

dans la base monomiale. L'algorithme 3.15 s'en d�eduit.

Th �eor �eme 3.18. L'algorithme 3.15 calcule le quotient et le reste de la division euclidienne
dans la base des polynômes de Tchebychev d'un polynôme de degr�e strictement plus petit
que n par un polynôme de degr�e strictement plus petit quem, les deux exprim�es dans la
base des polynômes de Tchebychev.

Le quotient se calcule en5Mˆn � m• � Oˆn � m• op�erations arithm�etiques et le reste se
calcule en2Mˆn• � Oˆn• op�erations arithm�etiques.

D�emonstration. La correction de cet algorithme se d�eduit de l'�equation (3.12).
Pour calculer le quotient, cet algorithme se ram�ene �a calculer un quotient dans la base

monomiale entre un polynôme de degr�e 2n et n � m, ce qui s'e�ectue avec l'algorithme de
Strassen [Str72] en 5Mˆn � m• op�erations arithm�etiques. Le calcul du reste e�ectu�e �a la
ligne 2 se ram�ene �a la multiplication entre deux polynômes dans la base de Tchebychev, ce qui
selon la proposition 3.16 s'e�ectue en au plus 2Mˆn• � Oˆn• op�erations arithm�etiques.
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Chapitre 4

Polynômes et fractions de Ore

R�esum�e

Ce chapitre rappelle la th�eorie des polynômes de Ore qui permet de repr�esenter
les op�erateurs di��erentiels ou de r�ecurrence comme des polynômes. Il donne aussi
des r�esultats de complexit�e sur les op�erations de multiplication et de division entre
ces polynômes. Finalement, et c'est l'objectif principal de ce chapitre, les fractions
d'op�erateurs de Ore sont pr�esent�ees ainsi que leurs principales propri�et�es.
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2.1 L'ensemble des paires de polynômes de Ore . . . . . . . . . . . . . 68
2.2 Corps des fractions d'op�erateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

53
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Une fa�con de repr�esenter une �equation di��erentielle lin�eaire �a coe�cients polynomiaux
ou une r�ecurrence lin�eaire �a coe�cients polynomiaux est de l'�ecrire comme op�erateur
agissant sur une fonction ou sur une suite. La fonctionf �� ex2

est solution de l'�equation
di��erentielle :

� 2xyˆx• � yœˆx• � 0;

ce qui s'�ecrit en termes d'op�erateurs :

ˆ � 2x � @x • � f � 0

o�u @x est l'op�erateur de d�erivation. La suite ‰‰nkŽŽ
n>Z

est solution de la r�ecurrence

ˆn � 1•un � ˆn � 1 � k•un� 1 � 0;

ou en termes d'op�erateurs :

ˆn � 1 � ˆn � 1 � k•Sn • � ‹‹
n
k

••
n>Z

� 0

o�u Sn est l'op�erateur de d�ecalage agissant sur les suites parSn � ˆun •n>Z � ˆun� 1•n>Z . Deux
op�erations naturelles arrivent avec ces op�erateurs, l'addition et la composition, qui n'est
pas commutative. Par exemple dans le cas di��erentiel, la r�egle de commutativit�e

@xx � x@x � 1;

se d�eduit de la r�egle de Leibniz :

ˆ fg •œ� f œg � fg œ:

Guillaume Libri [ Lib33, Lib36] a �et�e le premier �a cr�eer un lien entre la th�eorie des
�equations di��erentielles lin�eaires et la th�eorie des �equations alg�ebriques. Il montre notam-
ment comment baisser l'ordre d'une �equation di��erentielle lorsque l'on en connâ�t une
solution particuli�ere. Par la suite, plusieurs grands math�ematiciens du XX �eme si�ecle ont
d�evelopp�e ce lien. Paul �Emile Appell [App81] donne dans l'introduction de son m�emoire
un historique assez bref dans ce domaine. Même si Libri avait montr�e que ces r�esultats
s'appliquaient aux �equations aux di��erences, c'est-�a-dire aux �equations en � n � Sn� 1 � Sn ,
ceux-ci ont essentiellement �et�e d�evelopp�es pour les �equations di��erentielles lin�eaires.

Oystein Ore [Ore31, Ore33] a d�evelopp�e une th�eorie plus g�en�erale sur ces op�erateurs
en les identi�ant comme polynômes non-commutatifs qui sont appel�es dans cette th�ese
polynômes de Ore ou polynômes tordus. Des cas particuliers des polynômes de Ore sont les
op�erateurs di��erentiels mais aussi les op�erateurs de r�ecurrence ou encore les op�erateurs aux
di��erences. Des deux op�erations naturelles Ore a d�eduit des lois pour construire un anneau
de polynômes. Il a montr�e que ces anneaux sont euclidiens et donn�e une m�ethode pour
calculer les p.p.c.m. entre op�erateurs. Dans les mêmes articles, Ore d�e�nit le corps des
fractions d'op�erateurs, corps qui interviennent de fa�con centrale dans cette th�ese. L'objectif
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de ce chapitre est de d�e�nir ce corps et d'en donner les principales propri�et�es qui sont pour
la plupart dues �a Ore.

Pour y parvenir, les principales propri�et�es des polynômes de Ore, limit�ees essentiellement
aux op�erateurs di��erentiels lin�eaires et aux op�erateurs de r�ecurrence lin�eaires �a chaque
fois �a coe�cients des fractions rationnelles, sont d�e�nies et rappel�ees dans ce chapitre.
Ore, en utilisant l'algorithme d'Euclide non commutatif entre op�erateurs, a d�e�ni leurs
p.p.c.m et le p.g.c.d. Manuel Bronstein et Marko Petkov�sek [BP94b] ont donn�e une version
plus moderne des algorithmes de calcul de ces p.g.c.d et p.p.c.m. Ces algorithmes et un
algorithme de multiplication rapide dû �a van der Hoeven [vdH02] sont rappel�es dans la
section 1.

Pour �nir, les fractions de polynômes de Ore sont d�e�nies en section 2 Les op�erations
entre fractions sont rendues e�ectives d'une part par les algorithmes donn�es dans ce chapitre
et d'autre part par l'explication du package OreField. Ce packageMaple a �et�e d�evelopp�e
lors de cette th�ese et sert de brique de base pour le packagegfsRecurrencepr�esent�e dans le
chapitre 8.

1 Polynômes de Ore

Cette section pr�esente un rappel sur les polynômes de Ore. Pour plus de d�etails on peut
se r�ef�erer �a [BP94b, Chy98].

1.1 Introduction aux anneaux de polynômes de Ore

Les anneaux des op�erateurs di��erentiels et des op�erateurs de r�ecurrence lin�eaire sont
des cas particuliers d'anneau de polynômes de Ore. Ces anneaux sont munis des r�egles de
commutation

d
dx

pˆx• � pˆx•
d

dx
� pœˆx• � 0; Snpˆn• � pˆn � 1•Sn :

Plus g�en�eralement, un anneau de polynômes en une ind�etermin�ee@avec des coe�cients
dans un corpsK est un anneau de polynômes de Ore, quand son produit est d�e�ni par la
r�egle de commutation

@p� � ˆp•@� � ˆp•; p >K (4.1)

o�u pour tous a et b dans K,

� ˆa � b• � � ˆa• � � ˆb•; � ˆab• � � ˆa•� ˆb•; � ˆa� 1• � � ˆa• � 1;

� ˆa � b• � � ˆa• � � ˆb•; � ˆab• � � ˆa•� ˆb• � � ˆa•b:

Cet anneau est d�enot�e K`@; �; � e. Les op�erateurs di��erentiels lin�eaires sont obtenus avec
� � Id et � � d~dx ; les op�erateurs de r�ecurrence lin�eaires avec� � Sn et � � 0. L'op�eration
S� 1

n � ˆun •n>Z � ˆun� 1•n>Z est aussi naturelle, il est alors possible de d�e�nir des polynômes
de Laurent-Ore avec�� � 1 � � � 1� � 1 et � � 1a � � � 1ˆa•� � 1. Les op�erateurs de r�ecurrence
lin�eaires de Laurent-Ore seront souvent utilis�es dans cette th�ese.
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Entr �ee: A � P r A
i � 0 ai ˆn•Si

n et B � P r B
i � 0 bi ˆn•Si

n , o�u ai >K�n� et bi >K�n�
Sortie: Le produit C � BA � P dC

i � 0 ci ˆn•Si
n o�u ci >K�n�

dC �� rA � rB

pour l de 0 �a dC faire
cl ˆn• �� P l

i � 0 bi ˆn•al � i ˆn � i • f avecai ˆn• � 0 pour i A rA et bi ˆn• � 0 pour i A rB g
�n pour
renvoyer C � P dC

i � 0 ci ˆn•Si
n

Algorithme 4.1: Multiplication tordue na•�ve

Notation 4.1. A�n de distinguer l'action d'un op�erateur et le produit dans l'anneau
d'op�erateurs, qui correspond �a la composition des actions, la notation� est utilis�ee pour
celle-ci. Ainsi :

@x � f � f œ; Sn � un � un� 1:

Notation 4.2. Pour simpli�er les notations, on notera les anneaux d'op�erateurs di��erentiels
et d'op�erateurs de r�ecurrence respectivement parKˆx•` @xe et Kˆn•` Sne. Pour certains
algorithmes, on s'autorisera aussi �a travailler dans leurs sous-anneaux, les op�erateurs �a
coe�cients polynomiaux not�es K� x�` @xe et K�n�` Sne.

Remarque 4.3. L'anneau des op�erateurs di��erentiels lin�eaires �a coe�cients polynomiaux,
K� x�` @xe est isomorphe �a l'alg�ebre libre K`x; @xe quotient�ee par le polynôme @xx � 1 � x@x .

L'algorithme 4.1 ci-dessus d�ecrit une m�ethode na•�ve pour multiplier deux op�erateurs de
r�ecurrence, qui sera utilis�ee dans ce m�emoire.

Comme pour l'algorithme de multiplication entre polynômes dans le cas commutatif,
cet algorithme se g�en�eralise facilement �a la multiplication de polynômes de Laurent-Ore.

La principale propri�et�e des anneaux de polynômes de Ore, est que le degr�e (en la
variable @x ) du produit est la somme des degr�es des deux op�erateurs. Dans les anneaux de
polynômes commutatifs, ce r�esultat permet de d�e�nir un stathme et rend l'anneau euclidien.
L'argument s'�etend aux polynômes de Ore. L'algorithme de division �a droite existe toujours,
la division �a gauche existe lorsque� est inversible, c'est-�a-dire que� est un automorphisme.
C'est le cas dans l'anneau des op�erateurs di��erentiels o�u � est l'identit�e. C'est aussi le cas
dans l'anneau des op�erateurs de r�ecurrence o�u� � Sn est un automorphisme deKˆn• dans
lui-même (�a tout �el�ement de aˆn• >Kˆn•, on a aˆn � 1• >Kˆn• tel que � ˆaˆn � 1•• � aˆn•).
La principale di��erence avec la division commutative est que les divisions �a droite et �a
gauche sont di��erentes.

Exemple 4.4. Dans le cas des op�erateurs de r�ecurrence siA �� nS2
n � n et B �� Sn � 1, en

e�ectuant une division euclidienne �a droite on a :

A � nˆSn � 1•B;

en l'e�ectuant �a gauche, on a :

A � B ˆSn � 1•ˆ n � 2• � 2:
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Entr �ee: A; B >Kˆn•` Sne
Sortie: R; Q >Kˆn•` Sne tels que A � QB � R et degR @degQ

dA �� degreêA; Sn • et dB �� degreêB; Sn •
i �� dA � dB , Q �� 0, R �� A
CB �� coe� ˆB; dB •
tantque i x 0 faire

CR �� coe� ˆR; i � dB •
Q �� Q � CRSi

n
1

CB

R �� R � CRSi
n

1
CB

B
i �� i � 1

�n tantque
renvoyer Q et R

Algorithme 4.2: Algorithme de division �a droite

Remarque 4.5. Une autre cons�equence du stathme est que cet anneau est sans diviseur
de z�ero.

L'algorithme de division �a droite entre deux op�erateurs de r�ecurrence 4.2 est d�ecrit
ci-dessus. On retrouve le même algorithme que dans le cas commutatif, en faisant attention
�a multiplier par @x toujours du même côt�e.

La notation coe� ˆB; r B • repr�esente le coe�cient de Sr B
n dans B . C'est une fraction

rationnelle en n. Comme pour la division euclidienne entre deux polynômes commutatifs, la
terminaison de cet algorithme s'explique par la d�ecroissance stricte des degr�es du polynôme
R �a chaque it�eration dans la boucle.

Remarque 4.6. L'algorithme 4.2 se g�en�eralise aux polynômes de Laurent-Ore. En e�et,
si A et B sont des polynômes de Laurent-Ore de valuation (la valuation est le petit degr�e
des monômes)rA et rB et d � minˆ rA ; rB •. Alors Sd

nQS� d
n et Sd

nR, d�e�nis par la division
entre S� d

n A et S� d
n B :

S� d
n A � QS� d

n B � R;

sont respectivement le quotient et le reste de la division deA par B .

On d�eduit de cet algorithme de division l'algorithme d'Euclide �etendu �a droite qui permet
de calculer le plus grand commun diviseur �a droite (not�e gcrd commegreatest common right
divisor ), les coe�cients de B�ezout (les op�erateurs U et V tel que UA� V B � 1) et un p.p.c.m
cette fois-ci �a gauche qui est not�e lclm (least common left multiple). Dans l'algorithme 4.3,
qui d�ecrit l'algorithme d'Euclide �etendu �a droite, les op�erations quotientdroit ˆA; B • et
A moddroit B sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne �a droite
de A par B . On d�eduit de celui-ci la proposition suivante.

Proposition 4.7. L'algorithme 4.3 prend en entr�ee deux op�erateurs de r�ecurrence �a
coe�cients des fractions rationnelles en n et renvoie le gcrd, les coe�cients de B�ezout de
ce gcrd et les cofacteurs dulclm entre les deux op�erateurs.
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Entr �ee: A; B >Kˆn•` Sne
Sortie: gcrdˆA; B •, U1 et V1 tels que U1A � V1B � gcrdˆA; B • et

U2 et V2 tels que U2A � � V2B � lclmˆA; B •
R0 �� A
R1 �� B
U0 �� 1; V0 �� 0
U1 �� 0; V1 �� 1
i �� 1
tantque Ri x 0 faire

Qi ; Ri � 1 �� ˆquotient et reste•droit ˆRi � 1; Ri • par l'algorithme 4.2
Ui � 1 �� Ui � 1 � Qi Ui ; Vi � 1 �� Vi � 1 � Qi Vi

i �� i � 1
�n tantque
n �� i
renvoyer Rn� 1 � gcrdˆA; B •; ˆUn� 1; Vn� 1• � ˆU1; V1• et ˆUn ; Vn • � ˆU2; V2•

Algorithme 4.3: Algorithme d'Euclide �etendu �a droite

La preuve suivante s'inspire des preuves de�Coh63; BP96� .

D�emonstration. La terminaison de cet algorithme s'obtient en remarquant que les degr�es
des polynômes de OreRi sont strictement d�ecroissants par rapport �a i . Cette d�ecroissance
stricte s'explique par le fait que le degr�e d'un reste de la division entre deux polynômes est
toujours strictement plus petit que le degr�e du diviseur. Il existe donc un i tel que Ri � 0.

La correction de cet algorithme se montre en plusieurs �etapes. Pour montrer que
Rn� 1 � gcrdˆA; B •, on montre d'abord que pour tout i compris entre 1 etn :

gcrdˆRi � 1; Ri • � gcrdˆRi ; Ri � 1• :

En d�ecomposant Ri � 1 en Qi Ri � Ri � 1, on voit que gcrdˆRi � 1; Ri • divise Ri � 1 �a droite, donc
divise gcrdˆRi ; Ri � 1• �a droite. En d�ecomposant Ri � 1 en Ri � 1 � Qi Ri , on a pour les mêmes
raisons,gcrdˆRi ; Ri � 1• qui divise �a droite gcrdˆRi � 1; Ri • , d'o�u l'�egalit�e. Si de plus on utilise
la propri�et�e Rn � 0, on obtient la suite d'�egalit�es suivante qui permet de conclure :

gcrdˆA; B • � � � gcrdˆRi � 1; Ri • � gcrdˆRi ; Ri � 1• � � � gcrdˆRn� 1; Rn • � Rn� 1:

Pour montrer que les coupleŝ Un� 1; Vn� 1• et ˆUn ; Vn • sont respectivement les coe�cients
de B�ezout et les cofacteurs dulclm entre A et B , on r�eexprime les calculs de l'algorithme
par des multiplications de matrices. Pour cela, on d�e�nit la matrice M Q i par :

M Q i �� �
0 1
1 � Qi

	 :

On d�eduit de cette matrice les �egalit�es suivantes :

�
Ui Vi

Ui � 1 Vi � 1
	 � M Q i M Q i � 1 � M Q1 (4.2)
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et

�
Ri

Ri � 1
	 � �

Ui Vi

Ui � 1 Vi � 1
	 �

R0

R1
	 : (4.3)

Grâce �a ce calcul matriciel, on a imm�ediatement, pour tout i compris entre 0 etn, l'�egalit�e :

Ui A � Vi B � Ri : (4.4)

En utilisant cette propri�et�e pour i � n � 1, on a :

Un� 1A � Vn� 1B � gcrdˆA; B •;

ce qui prouve la propri�et�e sur les coe�cients de B�ezout. En l'utilisant pour i � n, on
obtient :

UnA � VnB � 0;

UnA � � VnB est donc bien un multiple commun �a gauche deA et B . Il reste �a montrer
maintenant que c'est le plus petit. Soient deux op�erateursC0 et C1 tels que

C0A � C1B � 0: (4.5)

En remarquant que la matrice �
Qi 1
1 0

	 est l'inverse deM Q i , on d�e�nit la suite d'op�erateurs

Ci pour i allant de 2 �a n par :

� Ci Ci � 1� �� � C0 C1� ˆM Q i � M Q1 • � 1 : (4.6)

En combinant les �equations (4.3), (4.5) et (4.6), on obtient la relation suivante :

� Ci Ci � 1� � �
Ri

Ri � 1
	 � 0:

En particulier l'�egalit�e est vraie lorsque i � n � 1, on a donc dans ce casCn� 1Rn� 1 � 0
car Rn � 0, ce qui implique Cn� 1 � 0 puisqueRn� 1 � gcrdˆA; B • x 0 et qu'il n'y a pas de

diviseur de 0. En utilisant l'�egalit�e � C0 C1� �
U0 V0

U1 V1
	 � � C0 C1� avec les �equations(4.2)

et (4.6), on obtient :

� Ci Ci � 1� �
Ui Vi

Ui � 1 Vi � 1
	 � � C0 C1� :

Comme Cn� 1 � 0, on a C0 � CnUn et C1 � CnVn . C0 et C1 sont des multiples �a gauche de
Un et Vn . Ceci prouve la minimalit�e de ces op�erateurs.

Remarque 4.8. L'algorithme 4.3 se g�en�eralise aux polynômes de Laurent-Ore. En e�et si
A et B sont des polynômes de Laurent-Ore de valuationrA et rB , on note d � minˆrA ; rB •
et l'entr�ee de l'algorithme est alors la paire d'op�erateurs ˆS� d

n A; S � d
n B •.
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Remarque 4.9. L'algorithme d'Euclide �a gauche s'�ecrit de mani�ere similaire, on en d�eduit
le p.g.c.d �a gauche (gcld) et le p.p.c.m �a droite.

On utilisera dans la suite la notation suivante pour les cofacteurs.

Notation 4.10. Pour deux op�erateurs A et B , on note par ˆB •A et ˆA•B les cofacteurs
de leur lclm tels que :

lclmˆA; B • � ˆB •A A � ˆA•B B: (4.7)

Les quelques lemmes suivants sur lelclm, ses cofacteurs et legcld seront utiles pour la
suite. Le premier lemme est une cons�equence directe des d�e�nitions.

Lemme 4.11. Trois op�erateurs de r�ecurrence A, B , C quelconques v�eri�ent les �egalit�es
suivantes :

gcldˆAB; AC • � A gcldˆB; C •; lclmˆBA; CA • � lclmˆB; C •A:

et
lclm ˆA; lclmˆB; C •• � lclm ˆ lclmˆA; B •; C• � lclm ˆA; B; C • ; (4.8)

Lemme 4.12 ([Ore33]). Trois op�erateurs de r�ecurrence A, B , C quelconques v�eri�ent les
�egalit�es suivantes :

ˆA•BC � ŠˆA•C •
B

; ˆBC •A � ˆB • ˆ A • C

ˆC•A : (4.9)

D�emonstration. lclmˆA; BC • est un multiple gauche deC, on a donc :

ˆA•BC BC � lclmˆA; BC • � lclmˆA; C; BC • � lclmˆ lclmˆA; C •; BC •: (4.10)

On a par suite en utilisant plusieurs fois la d�e�nition d'un cofacteur et la propri�et�e du
lemme 4.11 sur le lclm l'�egalit�e suivante :

lclmˆ lclmˆA; C •; BC • � lclmˆˆ A•C C; BC • � lclmˆˆ A•C ; B •C � ŠˆA•C •
B

BC:

L'anneau des polynômes de Ore n'a pas de diviseur de z�ero. L'�egalit�e reste donc vraie en
divisant �a droite par BC , ce qui prouve l'�equation (4.9).

Pour montrer la seconde �equation, on utilise d'abord la d�e�nition d'un cofacteur pour
obtenir :

ˆB • ˆ A • C

ˆC•A A � ˆB • ˆ A • C

ˆA•C C � lclmˆBC; ˆA•C C•:

Selon la d�e�nition d'un cofacteur de lclm, le membre droit de l'�equation pr�ec�edente est
�egal �a lclmˆBC; lclmˆA; C •• , qui selon l'�equation (4.10) est lui même �egal �a lclmˆBC; A •.
On en d�eduit donc la suite d'�egalit�es suivante :

ˆB • ˆ A • C

ˆC•A A � lclmˆBC; A • � ˆBC •A A:

Encore une fois, la division �a droite par A de cette �equation permet de conclure.
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Lemme 4.13. Trois op�erateurs de r�ecurrence A, B , C quelconques v�eri�ent l'�egalit�e
suivante :

ˆBA •CA � ˆB •C : (4.11)

D�emonstration. Ce lemme se d�eduit imm�ediatement de l'�equation :

ˆBA •CA CA � lclmˆBA; CA • � lclmˆB; C •A � ˆB •C CA:

Lemme 4.14. Trois op�erateurs de r�ecurrence A, B , C quelconques v�eri�ent les �egalit�es
suivantes :

ˆ lclmˆA; B •• C � lclmˆˆ A•C ; ˆB •C • � ˆA• lclm ˆ B;C • ˆB •C � ˆ lclmˆA; B; C •• C : (4.12)

D�emonstration. En revenant �a la d�e�nition d'un cofacteur, on a d'une part

ˆ lclmˆA; B •• C C � lclmˆ lclmˆA; B •; C• � lclmˆA; B; C •

et comme lclm̂ AC; BC • � lclmˆA; B •C, on a d'autre part

lclmˆˆ A•C ; ˆB •C •C � lclmˆˆ A•C C; ˆB •C C• � lclmˆ lclmˆA; C •; lclmˆB; C •• � lclmˆA; B; C •:

Il su�t de diviser l'ensemble �a droite par C pour conclure sur la validit�e de la premi�ere
�equation.

Pour d�emontrer la deuxi�eme �egalit�e, on utilise �a trois reprises la d�e�nition d'un cofacteur
pour avoir la suite d'�egalit�es suivante :

ˆA• lclm ˆ B;C • ˆB •C C � ˆA• lclm ˆ B;C • lclmˆB; C • � lclmˆA; B; C • � ˆ lclmˆA; B •• C C:

En divisant �a droite par C, on obtient la formule souhait�ee.
La derni�ere �egalit�e est un cons�equence imm�ediate des �egalit�es :

ˆ lclmˆA; B •• C C � lclmˆA; B; C • � lclmˆˆ lclmˆA; B •• C C; ˆC•C C• � ˆ lclmˆA; B; C •• C C:

Lemme 4.15. Pour tous op�erateurs de r�ecurrence A; B et C, l'op�erateur

lclmˆˆ C•A ; ˆC•B •ˆ A � B •

est un multiple �a gauche de l'op�erateur lclmˆA � B; C •.

D�emonstration. Il est clair que l'op�erateur lclmˆˆ C•A ; ˆC•B •ˆ A � B • est un multiple �a
gauche deA � B . En distribuant par rapport �a l'addition on a :

lclmˆˆ C•A ; ˆC•B •ˆ A � B • � lclmˆˆ C•A A; ˆC•B A• � lclmˆˆ C•A B; ˆC•B B •:

En utilisant la d�e�nition du lclm, cet op�erateur devient

lclmˆA; C; ˆC•B A• � lclmˆˆ C•A B; B; C •:

Celui-ci est un multiple �a gauche de C, ce qui d�emontre le lemme.

1. POLYNÔMES DE ORE 61
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Remarque 4.16. La somme de deux suites P-recursives est aussi P-recursive. Lelclm
permet de le montrer en calculant un op�erateur de r�ecurrence qui annule la somme. En
e�et si les suites u et v sont respectivement annul�ees parA et B , alors elles sont annul�ees
par des multiples deA et B , on a donc :

lclmˆA; B • � ˆu � v• � 0:

Exemple 4.17. En utilisant un lclm, il est facile de prouver l'�egalit�e classique du triangle
de Pascal :

‹
n � 1
k � 1

• � ‹
n
k

• � ‹
n

k � 1
• :

En utilisant la repr�esentation des binomiaux en factoriels, on a ˆn � 1� k•‰n� 1
k Ž� ˆn � 1•‰n

kŽ.
La suite des binomiaux est donc annul�ee par l'op�erateur Pk d�e�ni par :

Pk � ˆn � 1 � k•Sn � ˆn � 1•:

Pour e�ectuer la somme souhait�ee, on e�ectue donc lelclm entre Pk et Pk� 1. On obtient
de cette fa�con l'op�erateur :

lclmˆPk ; Pk� 1• � ˆn � 2 � k•ˆ n � 1 � k•S2
n � 2ˆn � 2•ˆ n � 1 � k•Sn � ˆn � 2•ˆ n � 1•:

Pour montrer que cette op�erateur annule la suite ‰n� 1
k� 1Ž, il su�t d'e�ectuer la division

entre lclmˆPk ; Pk� 1• et l'op�erateur

ˆn � 1 � k•Sn � ˆn � 2•;

qui annule ‰n� 1
k� 1Ž. La division est exacte, donc lclm̂Pk ; Pk� 1• annule la suite ‰n� 1

k� 1Ž.
Pour �nir la preuve, il su�t juste de v�eri�er que l'�egalit�e est v�eri��ee pour les conditions

initiales de la r�ecurrence en faisant attention �a ses singularit�es k � 1 et k � 2. Si on montre
que la propri�et�e est vraie pour n @k; n � k et n � k � 1, on aura d�emontr�e la propri�et�e.
Pour n @k, on a :

‹
n
k

• � ‹
n

k � 1
• � ‹

n � 1
k � 1

• � 0;

donc l'�egalit�e est v�eri��ee. Pour n � k et n � k � 1, on a :

‹
k
k
• � ‹

k
k � 1

• � 1 � ‹
k � 1
k � 1

• ; ‹
k � 1

k
• � ‹

k � 1
k � 1

• � k � 2 � ‹
k � 2
k � 2

• :

Les conditions initiales sont bien v�eri��ees, on a donc bien prouv�e l'�egalit�e du triangle de
Pascal.

Remarque 4.18. Si la suite u est annul�ee par deux op�erateurs de r�ecurrenceA et B , les
deux op�erateurs U et V qui sont les coe�cients de B�ezout du gcrd entre A et B nous
donnent

gcrdˆA; B • � u � UA � u � V B � u � 0:

Le gcrd fournit alors une r�ecurrence d'ordre moindre.
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Exemple 4.19. Le d�eveloppement en s�erie de Tchebychev de la fonctionxex est :

xex �� Q
n>Z

In� 1ˆ1• � In� 1ˆ1•
2

Tn ˆx•;

o�u In ˆ1• est la n�eme fonction de Bessel modi��ee de premi�ere esp�ece �evalu�ee en 1. Dans le
chapitre 5, un algorithme pour calculer les r�ecurrences satisfaites par les coe�cients d'une
s�erie de Tchebychev solution d'une �equation di��erentielle est donn�e. Cet algorithme prend en
entr�ee une �equation di��erentielle et donne en sortie une r�ecurrence lin�eaire. Pour la fonction
xex , on peut utiliser l'algorithme avec l'�equation di��erentielle xyœ̂x• � ˆx � 1•yˆx• � 0. On
obtient en sortie la r�ecurrence :

� un � 2nun� 1 � ˆ2n � 8• un� 3 � un� 4 � 0:

On sait par ailleurs qu'il existe une r�ecurrence d'ordre 2, d�eduite de la r�ecurrence satisfaite
par la suite des fonctions de Bessel modi��ees, qui annule cette suite. Cette r�ecurrence
n'est donc pas d'ordre minimal. Une autre �equation di��erentielle annule xex , il s'agit de
l'�equation �a coe�cients constants et d'ordre 2, yœœ̂x• � 2yœ̂ x• � y ˆx• � 0. En utilisant
le même algorithme avec cette �equation di��erentielle, on obtient encore une r�ecurrence
d'ordre 4

ˆn � 3• un � ‰4n2 � 16n � 12Žun� 1 � ‰4n3 � 24n2 � 42n � 20Žun� 2

� ‰4n2 � 16n � 12Žun� 3 � ˆn � 1• un� 4 � 0:

Le gcrd des deux r�ecurrences est :

ˆn2 � 3n � 3•un � 2ˆn3 � 3n2 � 3n � 1•un� 1 � ˆn2 � n � 1•un� 2 � 0:

La remarque pr�ec�edente nous dit que cette r�ecurrence annule bien la suiteIn� 1ˆ1• � In� 1ˆ1•.
On a donc obtenu de cette fa�con une r�ecurrence d'ordre plus petit.

1.2 Multiplication rapide d'op�erateurs de r�ecurrence

Cette section rappelle les principaux r�esultats de complexit�e pour les algorithmes de
multiplication d'op�erateurs de r�ecurrence, de calcul du lclm et de calcul du gcld. L'entr�ee
de chaque algorithme est compos�ee d'op�erateurs de r�ecurrence �a coe�cients polynomiaux
en n. Comme expliqu�e dans la section 2.2, le mod�ele de complexit�e utilis�e dans cette section
est le nombre d'op�erations arithm�etiques e�ectu�ees. La taille d'un objet est donc le nombre
d'�el�ements sur le corps K qu'il comporte. Par exemple siA >K�n�` Sne, alors sa taille sera
born�ee par le maximum des degr�es enn de ses coe�cients plus 1, multipli�e par l'ordre de
l'op�erateur en Sn plus 1.

Cette section pr�esente les algorithmes de multiplication entre polynômes de Ore. La
complexit�e de l'algorithme na•�f 4.1 est donn�ee avant d'�etudier un algorithme rapide dû
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�a van der Hoeven [vdH02]. Un des r�esultats importants du chapitre 5 repose sur cette
multiplication rapide.

Du point de vue de la complexit�e, l'op�eration la plus �etudi�ee dans un anneau est souvent
la multiplication. Contrairement �a l'addition, cette op�eration n'a pas une complexit�e lin�eaire.
L'existence d'algorithmes rapides pour calculer celle-ci est donc importante. On peut penser
�a la multiplication rapide d'entiers, la multiplication rapide de polynômes ou la multiplica-
tion rapide de matrices. Les algorithmes de multiplications rapides d'op�erateurs di��erentiels
ou d'op�erateurs de r�ecurrence sont assez r�ecents. En 2002, van der Hoeven [vdH02] a donn�e
un algorithme rapide de multiplication de polynômes non-commutatifs en ramenant cette
multiplication au produit de deux matrices. Cet algorithme a �et�e am�elior�e par Bostan,
Chyzak et Le Roux [BCLR08]. Plus r�ecemment Bostan, van der Hoeven et moi [BBvdH12]
(voir annexe B) avons am�elior�e cet algorithme dans le cas o�u les degr�es des polynômes sont
grands (ou petits) devant les ordres des op�erateurs.

R�ecemment van der Hoeven [vdH11] a donn�e des algorithmes rapides pour le calcul
du lclm et le gcld entre op�erateurs di��erentiels en basant la complexit�e de ces algorithmes
sur la complexit�e du produit de deux op�erateurs di��erentiels. Dans un article �a parâ�tre
prochainement [BCLS12], les auteurs donnent d'autres algorithmes de calcul delclm bas�es
sur la multiplication polynomiale rapide.

Complexit �e de l'algorithme na •�f

Avant d'�etudier un algorithme rapide de multiplication, il est pertinent d'�etudier la
complexit�e de l'algorithme na•�f 4.1 a�n de pouvoir les comparer.

Dans cet algorithme l'op�eration de d�ecalage d'un polynôme est e�ectu�ee plusieurs fois.
Pour un polynôme de degr�e d, un algorithme na•�f e�ectue cette op�eration de d�ecalage
en Oˆd2• op�erations arithm�etiques. Il existe des algorithmes rapides qui e�ectuent cette
op�eration en Mˆd• � Oˆd• op�erations arithm�etiques. Un de ces algorithmes est expliqu�e
dans le chapitre 3 (algorithme 3.2 page 35).

Si l'algorithme 4.1 prend en entr�ee deux polynômesA et B dans K�n�` Sne chacun de
bidegr�e ˆ r; d• en Sn et n, en utilisant les algorithmes na•�fs de multiplication et de d�ecalage
d'un polynôme, celui-ci s'e�ectue en Oˆr 2d2• op�erations arithm�etiques. En e�et, �a chaque
passage dans la boucle, au plus 2d produits de polynômes de degr�ed et 2r op�erations de
d�ecalage de polynôme de degr�ed sont e�ectu�ees. La multiplication na•�ve de deux polynômes
de degr�e d et l'op�eration de d�ecalage de polynôme s'e�ectuent toutes les deux enOˆd2•
op�erations arithm�etiques, ce qui explique la complexit�e annonc�ee. La complexit�e de cet
algorithme est ici la même qu'avec la multiplication na•�ve de polynômes bivari�es dans des
anneaux commutatifs.

En utilisant des algorithmes rapides pour la multiplication de polynômes et pour le
d�ecalage d'un polynôme, on peut descendre la complexit�e de cet algorithme de multiplication
tordue �a Oˆr 2Mˆd•• op�erations arithm�etiques.

La sortie de cet algorithme est le polynômeBA qui est de bidegr�e ˆ2r; 2d•, on peut donc
minorer la complexit�e d'un algorithme de multiplication �a Oˆrd• op�erations arithm�etiques.
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Entr �ee: A � P r A
i � 0 ai ˆn•Si

n et B � P r B
i � 0 bi ˆn•Si

n , o�u ai >KdA � n� et bi >KdB � n�
Sortie: C � BA � P dC

i � 0 ci ˆn•Si
n oû ci >K r C � n�

1: Calculer les matricesM A
r C � r B

ˆ0• et M B
r C

ˆ0•
2: Calculer la matrice M C

r C
� M B

r C
ˆ0•M A

r C � r B
ˆ0•

3: renvoyer C en interpolant les valeurs deM C
r C

Algorithme 4.4: Multiplication rapide de polynômes tordus de van der Hoeven

Ce qui laisse esp�erer une meilleure complexit�e pour le produit.

Multiplication rapide d'op �erateurs de r �ecurrence

Cette section pr�esente un algorithme dû �a van der Hoeven [vdH02] pour multiplier
rapidement deux op�erateurs de r�ecurrence A et B d'ordres respectifs rA et rB . C'est
la premi�ere fois que l'algorithme de van der Hoeven est explicit�e pour la multiplication
d'op�erateurs de r�ecurrence.

L'id�ee de l'algorithme est que l'on peut e�ectuer la multiplication de deux op�erateurs
de r�ecurrence en �evaluant et interpolant ces op�erateurs sur des suites. Je vais pr�esenter cet
algorithme d'un autre point de vue, je vais montrer que la multiplication d'op�erateurs se
ram�ene �a de la multiplication de matrices polynomiales. Cette multiplication sera e�ectu�ee
par �evaluation et interpolation des polynômes, ce qui se fera en bonne complexit�e, les
matrices �etant structur�ees.

On repr�esente un op�erateur A � P r A
i � 0 ai ˆn•Si

n par la matrice M A
k ˆn• d�e�nie par :

M A
k ˆn• �

’
–––
”

a0ˆn• � ar A ˆn•
a0ˆn � 1• � ar A ˆn � 1•

� �
a0ˆn � k• � ar A ˆn � k•

“
———
•

;

La produit AB s'exprime simplement comme P r A
i � 0 ai ˆn•Si

nB , pour tout k, on a donc

M AB
k ˆn• � M A

k ˆn•M B
k� r A

ˆn•: (4.13)

On remarque qu'en prenant k assez grand, on peut retrouverM AB
k ˆn• �a partir

de M AB
k ˆ0• (o�u d'un autre point) par interpolation. Par la formule de multiplication,

on sait que les coe�cients deC sont de degr�e inf�erieur �a dA � dB , il su�t donc de prendre k
plus grand que cette borne.

Th �eor �eme 4.20 ([vdH02]). La multiplication de deux op�erateurs de r�ecurrence A et B
de degr�e respectifsdA et dB en n et rA et rB en Sn s'e�ectue en Oˆˆ dA � dB � rA � rB • ! •
op�erations arithm�etiques avec l'algorithme 4.4.

D�emonstration. Le passage d'un op�erateurA �a la matrice M A
dA

ˆ0• s'e�ectue par �evaluation,
action qui est e�ectu�ee �a l'�etape 1 de cet algorithme. Les coe�cients polynomiaux de
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l'op�erateur C �etant born�es par rC , on retrouve M C
r C

ˆn• par interpolation des coe�cients
de la matrice M C

r C
ˆ0•, action qui est e�ectu�ee �a l'�etape 3. Les �etapes 1 et 3 sont donc

justi��ees. L'�equation 4.13 nous montre l'�egalit�e qui prouve l'�etape 2.
Il est e�ectu�e �a l'�etape 2 un produit entre une matrice de rC � 1 lignes et rC � rB � 1

colonnes et une matrice derC � rB � 1 lignes et rC � dC � 1 colonnes. En utilisant la
notation ! de la section 2.2, cette �etape s'e�ectueOˆˆ rC � dC • ! • op�erations arithm�etiques.
Les coûts des �etapes 1 et 3 sont donn�es par le lemme 4.21, ce qui conclut la preuve.

Lemme 4.21. Soit A un op�erateur de r�ecurrence lin�eaire �a coe�cients polynomiaux de
degr�es dA en n et rA en Sn .

{ Le calcul de M A
k ˆ0• �a partir de A s'e�ectue en Oˆˆ k � rA � dA • ! • op�erations

arithm�etiques.
{ Le calcul de A �a partir de M A

dA
ˆ0• peut s'e�ectuer en Oˆˆ dA � rA • ! • .

D�emonstration. Le calcul deM A
dA

ˆ0• se ram�ene au produit d'une matrice de Vandermonde

par la matrice des coe�cients de l'op�erateur. Si on �ecrit les polynômes ai ˆn• � P dA
j � 0 ai;j nj ,

on obtient les �evaluations des polynômesai en les points souhait�es grâce au produit

’
––––––
”

1 0 � 0
1 1 � 1
1 2 � 2dA

� �
1 k � kdA

“
——————
•

�

’
–––
”

a0;0 � ar A ;0

a0;1 ar A ;1

� �
a0;dA � ar A ;dA

“
———
•

:

On peut remplir la matrice de Vandermonde recursivement en initialisant les coe�cients
de la premi�ere colonne �a 1 et en utilisant la r�ecurrence ui;j � ˆ i � 1•ui;j � 1, o�u ui;j est
le coe�cient de la i �eme ligne et j �eme colonne. De cette fa�con on calcule cette matrice
en ˆk � 1•dA op�erations arithm�etiques. La premi�ere complexit�e de ce lemme s'en d�eduit
imm�ediatement, le calcul le plus coûteux �etant la multiplication de matrices.

L'interpolation peut s'e�ectuer en inversant d'abord la matrice carr�ee de Vandermonde
de dimensiondA � 1 (on a k � dA ) puis en multipliant cette matrice �a gauche par la matrice

’
–––
”

a0ˆ0• a1ˆ0• � ar A ˆ0•
a0ˆ1• a1ˆ1• � ar A ˆ1•

� �
a0ˆdA • a1ˆdA • � ar A ˆdA •

“
———
•

:

Une matrice de dimensiondA � 1 s'inverse enOˆd!
A • op�erations arithm�etiques [ BH74]. Le

coût de cette op�eration se r�eduit donc au coût de la multiplication des matrices, op�eration
qui s'e�ectue en Oˆˆ dA � rA • ! • op�erations arithm�etiques.

On peut �xer dA � dB � rA � rB � k pour comparer cet algorithme avec l'algorithme
na•�f. La complexit�e de cet algorithme est alors Oˆk! • op�erations arithm�etiques contre
Oˆk2Mˆk•• op�erations arithm�etiques pour l'algorithme dit na•�f. Même en utilisant une
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multiplication na•�ve de matrices (c'est-�a-dire ! � 3), l'algorithme de van der Hoeven est
asymptotiquement plus rapide que l'algorithme na•�f.

Remarque 4.22. Des algorithmes rapides d'�evaluations multipoints et d'interpolation [ vzGG03]
permettent de calculer la matrice M A

r C � r B
en OˆrA MˆrC � rB • logˆrC � rB •• op�erations

arithm�etiques, la matrice M B
r C

enOˆrB MˆrC • logˆrC •• op�erations arithm�etiques et l'op�erateur
C �a partir de la matrice M C

r C
en OˆdC MˆrC • logˆrC •• op�erations arithm�etiques. En utili-

sant ces algorithmes avec une FFT pour la multiplication, les �etapes 1 et 3 ne sont plus les
op�erations dominantes de l'algorithme 4.4. Seule l'�etape 2 est dominante, la complexit�e de
l'algorithme 4.4 repose donc sur cette �etape.

Remarque 4.23. Bostan, Chyzak et Le Roux [BCLR08] montrent que l'on peut multiplier
deux op�erateurs de r�ecurrence en 8k! op�erations arithm�etiques lorsque les op�erateurs ont
des degr�esk en n et k en Sn . Ils montrent aussi que l'on peut ramener la multiplication de
deux matrices de taille n � n �a la multiplication de deux op�erateurs de r�ecurrence de taille
n � n, et donc que ces probl�emes sont �equivalents. Trouver un algorithme de multiplication
d'op�erateurs plus rapide, revient donc �a diminuer la valeur de ! , ce qui est un probl�eme
classique et di�cile de complexit�e.

Un petit mot sur l'algorithme de division

La proposition suivante donne la complexit�e de l'algorithme de base pour la division
entre op�erateurs.

Proposition 4.24. Si l'entr�ee de l'algorithme 4.2 page 57 est un couple d'op�erateurs
ˆA; B • dans K�n�` Se de bidegr�e ˆdA ; rA • pour A et ˆdB ; rB • pour B , alors le nombre
d'op�erations arithm�etiques pour calculer la division est de Oˆd3

A sup̂ rA ; rB •• .

D�emonstration. Avant de calculer le nombre d'op�erations, on d�etermine d'abord la taille des
objets �a l'�etape i de l'algorithme. L'ordre des op�erateurs R et Q se d�etermine facilement par
la nature de l'algorithme, R est un op�erateur d'ordre au plus dB � i et Q d'ordre dA � dB . Les
op�erateurs Q et R sont �a coe�cients des fractions rationnelles en n dont le num�erateur et le
d�enominateur sont de même degr�e, ces degr�es sont major�es par̂ dA � dB � i • sup̂ rB ; rA • . Le
coût qui dominera �a l'�etape i sera la mise au même d�enominateur, lors des calculs deQ et R.
Pour cette op�eration, on devra multiplier le d�enominateur de coe� ˆR; i � dB•Si 1

coe� ˆ B;dB •
par le num�erateur de Q et de R. Pour R, on doit multiplier dB � i polynômes de degr�e
ˆdA � dB � i • rB entre eux. On doit l'e�ectuer dA � dB fois, le nombre d'op�erations �a e�ectuer
est donc unO ‰̂dA � dB •2 sup̂ rA ; rB •dA Ž. La complexit�e de la proposition s'en d�eduit.

Si les bidegr�es deA et B sont ˆ2k; 2k• et ˆk; k•, on a donc un algorithme de complexit�e
Oˆk4• , pour un r�esultat de taille Oˆk3• .

Dans un article r�ecent van der Hoeven [vdH11] donne un algorithme plus e�cace dans le
cas o�u les op�erateurs sont en� � x@x . En utilisant cet algorithme avec un algorithme rapide
de multiplication d'op�erateurs dans le cas d�es�equilibr�e [ BBvdH12], on e�ectue la division

1. POLYNÔMES DE ORE 67
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euclidienne entre deux op�erateurs en ~Oˆk! � 1• op�erations. En adaptant son algorithme �a
des op�erateurs de r�ecurrence, on peut esp�erer la même complexit�e. On aurait alors un
algorithme quasi-optimal.

2 Fractions de polynômes de Ore

De fa�con similaire �a la construction d'un corps de fractions rationnelles �a partir d'un
anneau de polynômes commutatifs, Oystein Ore [Ore31] construit le corps des fractions de
polynômes de Ore �a partir de l'anneau des polynômes de Ore. Ces fractions sont utilis�ees
par exemple lors d'�etudes de fonction de transfert [Hal08, HK07], o�u on est amen�e �a
r�esoudre des syst�emes lin�eaires dans des corps non-commutatifs.�A ma connaissance, le
travail de cette th�ese utilise pour la premi�ere fois des fractions d'op�erateurs pour calculer
des r�ecurrences satisfaites par certaines suites P-recursives.

Cette section donne une construction du corps des fractions des polynômes de Ore, en
utilisant l'ensemble des paires de polynômes de Ore muni de deux lois internes puis en
quotientant cet ensemble par une classe d'�equivalence. L'article original de Ore ne traite
pas de ces op�erations dans l'ensemble des paires d'op�erateurs mais traite directement des
op�erations dans le corps des fractions d'op�erateurs de Ore. Cette construction a �et�e choisie
car dans la suite de cette th�ese les paires d'op�erateurs de Ore sont utilis�ees en tant que
telles (c'est-�a-dire en dehors des fractions). La construction de Ore et celle pr�esent�ee dans
cette section sont �equivalentes. Le moduleMaple OreFieldqui a �et�e d�evelopp�e lors de cette
th�ese permet de calculer avec les fractions d'op�erateurs de r�ecurrence. Ce module surcharge
les op�erateurs arithm�etiques usuels pour les fractions d'op�erateurs. Les lignes qui suivent
montrent la fa�con d'initialiser ce module.

A with(OreField);

� `*` ; `+` ; `-` ; `.` ; `^` ; adjointOfFrac ; initOreField ; normal �

A initOreField(n);

UnivariateOreRing ˆn; shift •

Ce package utilise les proc�edures du packageOreTools[ALL03] pour le calcul du lclm
et du gcld.

2.1 L'ensemble des paires de polynômes de Ore

Il est classique d'exprimer des identit�es entre deux suites en utilisant un op�erateur de
r�ecurrence.

Exemple 4.25. Les suites de polynômes de LaguerreL ˆ � •
n et L ˆ � � 1•

n v�eri�ent l'�egalit�e
suivante [Nat10, http://dlmf.nist.gov/18.9.E13 ] :

L ˆ � •
n � L ˆ � � 1•

n � L ˆ � � 1•
n� 1 ;
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qui se traduit en terme d'op�erateurs en :

L ˆ � •
n� 1 � ˆSn � 1• � L ˆ � � 1•

n :

Exemple 4.26. Les suites des polynômes de JacobiP ˆ �;� •
n et P ˆ �;� � 1•

n v�eri�ent l'�egalit�e
suivante [Nat10, http://dlmf.nist.gov/18.9.E5 ] :

ˆ2n � � � � � 1•P ˆ �;� •
n � ˆn � � � � � 1•P ˆ �;� � 1•

n � ˆn � � •P ˆ �;� � 1•
n� 1 :

qui se traduit en terme d'op�erateur en :

P ˆ �;� •
n� 1 � ‹

n � � � � � 2
2n � � � � � 3

Sn �
n � � � 1

2n � � � � � 3
• � P ˆ �;� � 1•

n :

Ce qui est moins classique, c'est de repr�esenter une identit�e entre deux suites en s'aidant
d'une paire d'op�erateurs de r�ecurrence.

Exemple 4.27. La suite de fonctions n ˆx• � 2 F1 ‰n;2
1 TxŽ v�eri�e :

n n � ˆˆ 2n � 1• � ˆn � 1•x• n� 1ˆx• � ˆn � 1•ˆ 1 � x• n� 2ˆx•:

On en d�eduit la relation entre les suites  n et x n :

‰� n � ˆ2n � 1•Sn � ˆn � 1•S2
nŽ�  n ˆx• � ‰̂n � 1•Sn � ˆn � 1•S2

nŽ� x n ˆx•:

De même, les suites de fonctions n ˆx• et  œ
n ˆx• v�eri�ent l'�egalit�e suivante :

ˆn � 1• n� 1ˆx• � ˆn � 1• n� 2ˆx• �  œ
n ˆx• �  œ

n� 2ˆx•;

qui se traduit en terme d'op�erateurs en :

‰̂n � 1•Sn � ˆn � 1•S2
nŽ�  n ˆx• � ˆ1 � Sn • �  œ

n ˆx•:

On d�e�nit ces deux paires dans le moduleOreFieldde la fa�con suivante :
A X_1 := [-n,(2*n+1),-n-1]: X_2 := [0, n-1, -n-1]:
A X := OreFrac(X_1, X_2);

X �� � � n � ˆ2n � 1• Sn � ˆ � n � 1• Sn2; ˆn � 1• Sn � ˆ � n � 1• Sn2�
A Dx_1 := [0, n-1, -n-1]: Dx_2 := [1, -1]:
A Dx := OreFrac(Dx_1, Dx_2);

Dx �� �ˆ n � 1• Sn � ˆ � n � 1• Sn2; 1 � Sn�

Cet exemple utilise deux paires d'op�erateurs. C'est l'ensemble de ces paires qui est
�etudi�e dans cette section et permettra par la suite de construire le corps des fractions de
polynômes de Ore. On peut d�e�nir sur cet ensemble deux lois internes, une loi d'addition
et une loi de multiplication.

Les lois d'addition et de multiplication entre paires reposent sur lelclm entre deux
op�erateurs et notamment sur les cofacteurs du lclm. On reprend la notation d'un cofacteur
d�e�nit par l'�equation (4.7) page 60.
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D�e�nition 4.28. L'addition entre deux paires d'op�erateurs est d�e�nie par :

ˆA1; A2• � ˆB1; B2• � ŠˆB2•A 2 A1 � ˆA2•B 2 B1; lclmˆA2; B2•• : (4.14)

Elle est calcul�ee par l'algorithme 4.5.

Entr �ee: deux pairesˆA1; A2• et ˆB1; B2•
Sortie: ˆA1; A2• � ˆB1; B2•

Calculer ˆA2•B 2 et ˆB2•A 2 tel que lclmˆA2; B2• � ˆA2•B 2 B2 � ˆB2•A 2 A2 en utilisant
l'algorithme 4.3
renvoyer ŠˆB2•A 2 A1 � ˆA2•B 2 B1; ˆA2•B 2 B2•

Algorithme 4.5: Addition de deux paires d'op�erateurs

La proposition suivante interpr�ete cette addition sur des suites.

Proposition 4.29. Si les suitesu et v sont li�ees par A1 �u � A2 �v et les suitesu et w sont
li�ees par B1 �u � B2 �w o�u ˆA1; A2• et ˆB1; B2• sont deux paires d'op�erateurs de r�ecurrence,
alors les suitesu et v � w sont li�ees par la relation :

C1 � u � C2 � ˆv � w•;

o�u ˆC1; C2• � ˆA1; A2• � ˆB1; B2• .

Cette proposition g�en�eralise la remarque 4.16 page 62 sur l'addition de deux suites
lorsque celles-ci sont annul�ees par des op�erateurs. En e�et siA2 � v � 0 et B2 � w � 0, le
second �el�ement C2 de la paire ˆ1; A2• � ˆ1; B2• permet de retrouver l'�egalit�e :

C2 � ˆv � w• � 0:

D�emonstration. L'�equation (4.14) entrâ�ne :

C1 � u � ˆB2•A 2 A1 � u � ˆA2•B 2 B1 � u:

Comme A1 � u � A2 � v et B1 � u � B2 � v, le membre droit de cette �equation se r�e�ecrit :

lclmˆA2; B2• � v � lclmˆA2; B2• � w:

D'apr�es (4.14) encore, il s'agit de C2 � ˆv � w•.

Exemple 4.30. L'addition est surcharg�ee dans le packageOreField. En reprenant les
notations de l'exemple 4.27, voici comment �etablir une relation entre les fonctions n ˆx•
et x n ˆx• �  œ

n ˆx• en utilisant la propri�et�e d'addition de deux paires.
A X+Dx;

� � n � ˆ3n � 2• Sn � ‰� 4n � 4 � n2ŽSn2 � ‰n � 2ˆ2n � 1• Sn3Ž� ˆn � 3• ˆ n � 2• Sn4;

ˆn � 1• Sn � ˆ � 2n � 1• Sn2 � ˆn � 2• Sn3�
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D�e�nition 4.31. La multiplication de deux paires est d�e�nie par :

ˆB1; B2• ˆ A1; A2• � ŠˆB1•A 2 A1; ˆA2•B 1 B2• : (4.15)

Elle est calcul�ee par l'algorithme suivant 4.6.

Entr �ee: deux pairesˆA1; A2• et ˆB1; B2•
Sortie: ˆB1; B2•ˆ A1; A2•

Calculer ˆA2•B 1 et ˆB1•A 2 tel que lclmˆA2; B1• � ˆA2•B 1 B1 � ˆB1•A 2 A2 en utilisant
l'algorithme 4.3
renvoyer ŠˆB1•A 2 A1; ˆA2•B 2 B2•

Algorithme 4.6: Multiplication de deux paires d'op�erateurs

La multiplication est surcharg�ee dans le packageOreField.
De cette d�e�nition, on d�eduit la proposition suivante :

Proposition 4.32. Soient deux paires d'op�erateurs de r�ecurrenceˆA1; A2• et ˆB1; B2•,
et soient trois suites u; v et w telles queA1 � u � A2 � v et B1 � v � B2 � w. Les suitesu et w
sont reli�ees par l'�egalit�e suivante :

C1 � u � C2 � w;

o�u ˆC1; C2• � ˆB1; B2•ˆ A1; A2• .

Si les seconds �el�ements des paires sont �egaux �a 1, on retrouve le r�esultat connu de
composition d'op�erateurs. C'est-�a-dire si A � u � v et B � v � w, on a :

BA � u � w:

D�emonstration. Par la d�e�nition de la multiplication de paires, on a :

C1 � u � ˆB1•A 2 A1 � u et C2 � w � ˆA2•B 1 B2 � w:

Comme A1 � u � A2 � v et B1 � v � B2 � w, les membres droits se r�e�ecrivent en :

C1 � u � ˆB1•A 2 A2 � v et C2 � w � ˆA2•B 1 B1 � v:

Revenant �a la d�e�nition des cofacteurs, on a

ˆB1•A 2 A2 � ˆA2•B 1 B1;

ce qui permet de conclure.
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Remarque 4.33. Tout �el�ement � de K �etant identi��e �a la paire ˆ �; 1•, la multiplication
ou l'addition d'une paire par un scalaire s'en d�eduit imm�ediatement. Le code Maple
suivant montre comment on peut e�ectuer l'addition ou la multiplication d'une paire
avec la constante 3.

A OreFrac([1], [1,n])+3;

� 4 � 3nSn; 1 � nSn�
A 3*OreFrac([1], [1,n]);

� 3; 1 � nSn�

Exemple 4.34. Les polynômes de TchebychevTn ˆx• satisfont les deux �egalit�es classiques
suivantes [AS64, Chapitre 22] :

Tn� 1ˆx• � 2xTn ˆx• � Tn� 1ˆx• � 0; (4.16)

et
2ˆ1 � x2•Tœ

n ˆx• � � nTn� 1ˆx• � nTn� 1ˆx•: (4.17)

Une �egalit�e moins classique satisfaite par ces polynômes est la suivante :

Tn ˆx• �
1
2

Œ
Tœ

n� 1

n � 1
�

Tœ
n� 1

n � 1
‘ : (4.18)

En utilisant les propositions 4.29 et 4.32 et le packageOreField, il est facile de d�eduire la
troisi�eme �egalit�e des deux premi�eres.

L'�equation (4.16) donne la relation :

ˆ1 � S2
n • � Tn � 2Sn � xTn ;

qui fournit la paire X .
A X := OreFrac([1,0,1],[0,2]);

X �� � 1 � Sn2; 2Sn�
De la même fa�con l'�equation (4.17) donne la relation :

2Sn � Tn � ˆˆ n � 1• � ˆn � 1•S2
n • � ˆ1 � x2•Tœ

n ;

qui fournit la paire XDx qui repr�esente l'op�erateur ˆ1 � x2•@x :
A XDx := OreFrac([n+1,0, -n-1],[0,2]);

XDx �� � n � 1 � ˆ � n � 1• Sn2; 2Sn�
En utilisant les propri�et�es d'addition et de multiplication, l'op�eration XDx ˆ1� X 2• � 1

permet de retrouver la paire d'op�erateurs associ�ee �a l'op�erateur de d�erivation que l'on a
grâce �a l'�equation (4.18).

A XDx.(1-X^2)^(-1);

� � 2ˆn � 1• ˆ n � 3• Sn2; ˆn � 3• Sn � ˆ � n � 1• Sn3�
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L'op�eration (1-X)^2^(-1) consiste juste �a �echanger le num�erateur avec le d�enominateur.
En multipliant chaque �el�ement de la paire par S� 2

n , cette paire est bien la repr�esentante
de l'�egalit�e ci-dessus que l'on peut d�e�nir en Maple par :

A Dx := OreFrac([0,-2*n*(n+2)],[n+2, 0, -n]);

Dx �� � � 2n ˆn � 2• Sn; n � 2 � nSn2�

�A ce stade, on n'a pas encore d�e�ni une fonction pour simpli�er directement une fraction.
Celle-ci nous aurait �evit�e de multiplier par S� 2

n �a la main . On verra dans la suite qu'on
aurait pu simpli�er directement cette fraction par la proc�edure normal.

Cet exemple illustre une propri�et�e int�eressante et fondamentale pour la suite de cette
th�ese. Si on a une relation entre une famille de fonctionsf n et la famille de ses d�eriv�ees f œ

n
et une autre relation entre la famille f n et la famille xf n , pour tout op�erateur di��erentiel
L on sait calculer, grâce aux op�erations d'addition et de multiplication, une relation entre
la famille f n et la famille L � f n . Cette propri�et�e sera d�evelopp�ee dans le chapitre 8

Exemple 4.35. Les polynômes de Tchebychev sont solutions de l'�equation di��erentielle :

ˆ1 � x2•Tœœ
n � xT œ

n � n2Tn ˆx• � 0:

On peut retrouver cette �egalit�e �a partir de la d�e�nition de X et Dx vue dans l'exemple
pr�ec�edent en utilisant Maple de la fa�con suivante :

A (Dx^2).(1-X^2)-Dx.X+OreFrac([n^2],[1]);

� 0; n2 � 7n � 12� 2n ˆn � 4• Sn2 � n ˆn � 1• Sn4�

En utilisant les propositions 4.29 et 4.32, on sait que le premier �el�ement de cette paire
appliqu�e �a Tn est �egal au second appliqu�e �a L � Tn . On d�eduit de cette constatation la
relation suivante :

‰n2 � 7n � 12� 2n ˆn � 4• Sn2 � n ˆn � 1• Sn4Ž� ˆL � Tn ˆx•• � 0; (4.19)

avecL �� ˆ1� x2•@2
x � x@x � n2. Les polynômes de Tchebychev forment une suite de polynômes

de degr�e en x strictement croissant par rapport �a l'indice n. La famille L � Tn ˆx• est donc
une famille de polynômes nuls ou de degr�e strictement croissant par rapport �a l'indicen
quand celui-ci est plus grand qu'un certain entier. On en d�eduit que si la suiteL � Tn ˆx•
est non nulle, celle-ci ne peut être annul�ee par un op�erateur de r�ecurrence �a coe�cients des
fractions rationnelles en l'ind�etermin�e n. L'�equation (4.19) implique donc queL � Tn ˆx• � 0.

La proposition suivante donne des propri�et�es importantes sur les lois d'addition et de
multiplication entre paires de polynômes de Ore.

Proposition 4.36. L'addition de deux paires de polynômes de Ore est une op�eration
associative et commutative. La multiplication de deux paires de polynômes de Ore est une
op�eration associative et distributive �a gauche par rapport �a l'addition.
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Preuve de la proposition 4.36.La propri�et�e (4.8) donne l'associativit�e de l'addition, en
e�et si on e�ectue l'addition de la fa�con suivante, on obtient :

ˆA1; A2• � ˆˆ B1; B2• � ˆC1; C2•• � ˆA1; A2• � ŠˆB2•C2 C1 � ˆC2•B 2 B1; lclmˆB2; C2•• ;

qui donne avec (4.8) :

Š l̂clmˆB2; C2•• A 2 A1 � ˆA2• lclm ˆ B 2 ;C2• ŠˆB2•C2 C1 � ˆC2•B 2 B1• ; lclmˆA2; B2; C2•• :

En utilisant l'�egalit�e (4.9) page 60, on a :

ˆA2• lclm ˆ B 2 ;C2• � ˆA2• ˆ B 2• C 2 C2 � ŠˆA2•C2 •
ˆ B 2• C 2

:

On a donc :

ˆA2• lclm ˆ B 2 ;C2• ˆB2•C2 � ŠˆA2•C2 •
ˆ B 2• C 2

ˆB2•C2 � lclmˆˆ A2•C2 ; ˆB2•C2 • � ˆ lclmˆA2; B2•• C2 :

De la même fa�con on a :

ˆA2• lclm ˆ B 2 ;C2• ˆB2•C2 � ˆ lclmˆA2; C2•• B 2 ;

et donc

ˆA1; A2• � ˆˆ B1; B2• � ˆC1; C2•• �

Š l̂clmˆB2; C2•• A 2 A1 � ˆ lclmˆA2; C2•• B 2 B1 � ˆ lclmˆA2; B2•• C2 C1; lclmˆA2; B2; C2•• :

Avec les mêmes arguments, on obtient la même paire quand on e�ectue les additions
ˆˆ A1; A2• � ˆB1; B2•• � ˆC1; C2• et ˆˆ A1; A2• � ˆC1; C2•• � ˆB1; B2• .

L'associativit�e de la multiplication est moins �evidente. Elle repose sur le lemme 4.12
page 60 : Pour d�emontrer l'associativit�e, on e�ectue dans un premier temps le produit :

ˆC1; C2•ˆˆ B1; B2•ˆ A1; A2•• :

On multiplie donc d'abord ˆB1; B2• par ˆA1; A2•, on obtient en utilisant la r�egle de
multiplication (4.15) :

ˆB1; B2•ˆ A1; A2• � ŠˆB1•A 2 A1; ˆA2•B 1 B2• :

Toujours en utilisant la même r�egle, on multiplie cette paire �a droite avec ˆC1; C2• :

ˆC1; C2• ˆˆ B1; B2•ˆ A1; A2•• � ‹ˆ C1• ˆˆ A 2• B 1 B 2• ˆB1•A 2 A1; ŠˆA2•B 1 B2•
C1

C2• :
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On e�ectue dans un second temps le produitˆˆ C1; C2•ˆ B1; B2••ˆ A1; A2•. En utilisant
encore les r�egles de multiplication, on obtient :

ˆˆ C1; C2•ˆ B1; B2•• ˆ A1; A2• � ‹ŠˆC1•B 2 B1•
A 2

A1; ˆA2• ˆ C1• B 2 B 1 ˆB2•C1 C2• :

Il reste donc maintenant �a montrer que les deux paires sont �egales. Pour commencer,
l'�equation (4.9) page 60 nous donne l'�egalit�e :

ˆC1• ˆ A 2• B 1 B 2 � ŠˆC1•B 2 •
ˆ A 2• B 1

:

En utilisant cette �egalit�e et l'�equation (4.9) page 60, on a :

ˆC1• ˆ A 2• B 1 B 2 ˆB1•A 2 � ŠˆC1•B 2 •
ˆ A 2• B 1

ˆB1•A 2 � ŠˆC1•B 2 B1•
A 2

:

En multipliant cette �equation par l'op�erateur A1 �a droite, on retrouve les premiers �el�ements
des deux paires. En �echangeant les polynômesA2 avecC1, B1 avecB2 et C2 avecA1, on
se retrouve avec les mêmes �egalit�es �a d�emontrer. On peut donc conclure sur l'associativit�e
de la multiplication.

Il reste �a montrer que la multiplication est distributive �a gauche par rapport �a l'addition.
Pour toutes paires ˆA1; A2• , ˆB1; B2• et ˆC1; C2• on a d'une part

ˆA1; A2• ˆˆ B1; B2• � ˆC1; C2•• � ˆA1; A2• ŠˆC2•B 2 B1 � ˆB2•C2 C1; lclmˆB2; C2••

� ŠˆA1• lclm ˆ B 2 ;C2• ŠˆC2•B 2 B1 � ˆB2•C2 C2• ; ˆ lclmˆB2; C2•• A 1 A2• ;
(4.20)

et d'autre part, en utilisant le lemme 4.13,

ˆA1; A2•ˆ B1; B2• � ˆA1; A2•ˆ C1; C2• � ŠˆA1•B 2 B1; ˆB2•A 1 A2• � ŠˆA1•C2 C1; ˆC2•A 1 A2•

� ŒŠĈ2•A 1 A2•
ˆ B 2• A 1 A 2

ˆA1•B 2 B1 � ŠˆB2•A 1 A2•
ˆ C2• A 1 A 2

ˆA1•C2 C1; lclmˆˆ B2•A 1 ; ˆC2•A 1 •A2‘ :

Le lemme 4.13 page 61 permet de simpli�er cette expression en supprimant lesA2 du
premier �el�ement de cette paire

On remarque qu'en utilisant l'�equation (4.9) page 60, le premier �el�ement de la paire
pr�ec�edente devient :

ŠˆC2•A 1 A1•
B 2

B1 � ŠˆB2•A 1 A1•
C2

C1 � ŠˆA1•C2 C2•
B 2

B1 � ŠˆA1•B 2 B2•
C2

C1:

En utilisant �a nouveau l'�equation (4.9), cet op�erateur est �egal �a :

ŠˆA1•C2 •
ˆ B 2• C 2

ˆC2•B 2 B1� ŠˆA1•B 2 •
ˆ C2• B 2

ˆB2•C2 C1

� ˆA1• ˆ B 2• C 2 C2 ˆC2•B 2 B1 � ˆA1• ˆ C2• B 2 B 2 ˆB2•C2 C1

� ˆA1• lclm ˆ B 2 ;C2• ˆC2•B 2 B1 � ˆA1• lclm B 2 ;C2 ˆB2•C2 C1:
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On obtient bien de cette fa�con l'�egalit�e voulue.
L'�egalit�e des seconds �el�ements des deux paires est une cons�equence imm�ediate du

lemme 4.14 page 61.

Il existe un �el�ement neutre pour l'addition qui est ˆ0; 1•. Il n'y a pas d'inverse pour
l'addition. En e�et, l'oppos�e naturel ˆ � A1; A2• se somme aveĉA1; A2• en

ˆA1; A2• � ˆ � A1; A2• � ˆ0; A2• x ˆ0; 1• :

En outre, la multiplication n'est pas distributive �a droite sur l'addition : alors que

ˆˆ A1; A2• � ˆ � A1; A2•• ˆ B1; B2• � ˆ0; A2• ;

on a aussi
ˆA1; A2•ˆ B1; B2• � ˆ � A1; A2•ˆ B1; B2• � ˆ0; ˆB2•A 1 A2• :

Malgr�e la pauvret�e de la structure de cet ensemble de paires, celles-ci sont utiles dans
le chapitre 8 a�n de calculer des op�erateurs de r�ecurrence.

2.2 Corps des fractions d'op�erateurs

D�e�nition du corps

Comme dans le cas commutatif, le corps des fractions de polynômes de Ore se construit
en quotientant l'ensemble des paires de polynômes de Ore par une relation d'�equivalence
donn�ee par le lclm.

D �e�nition 4.37. Deux paires ˆA1; A2• et ˆB1; B2• sont dites �equivalentes lorsque

ˆB2•A 2 A1 � ˆA2•B 2 B1: (4.21)

Notation 4.38. On note ˆA1; A2• � ˆB1; B2• lorsque deux paires sont �equivalentes.

Exemple 4.39. Les paires

ˆA1; A2• �� ˆnSn � n; nS2
n � n• et ˆB1; B2• �� ˆ1; Sn � 1• (4.22)

sont �equivalentes. En e�et, A2 � nˆSn � 1•ˆ Sn � 1•, on a donc lclmˆA2; B2• � A2. On en
d�eduit que

ˆA2•B 2 B1 � nˆSn � 1•B1 � nSn � n � A1 � ˆB2•A 2 A1:

Remarque 4.40. Une d�e�nition �equivalente est que deux paires sont �equivalentes s'il
existe deux op�erateurs de r�ecurrenceK A et K B tels qu'on ait l'�egalit�e suivante :

ˆK A A1; K A A2• � ˆK B B1; K B B2• ; (4.23)
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CHAPITRE 4. POLYN ÔMES ET FRACTIONS DE ORE

ce qui revient �a dire que la di��erence de deux paires �equivalentes est �equivalente �a 0 (d�e�nit
comme la paire �equivalente �a ˆ0; 1•). En e�et si deux paires sont �equivalentes, on a l'�egalit�e :

ˆB2•A 2 A1 � ˆA2•B 2 B1:

Alors en prenant les op�erateursK A � ˆB2•A 2 et K B � ˆA2•B 2 on retrouve l'�egalit�e (4.23).
R�eciproquement s'il existe K A et K B tels que l'�egalit�e (4.23) est v�eri��ee, on a alors

K A � gcldˆK A ; K B •ˆ B2•A 2 et K B � gcldˆK A ; K B •ˆ A2•B 2 :

Comme l'anneau des polynômes de Ore est int�egre, on peut diviser �a gauche pargcldˆK A ; K B •
l'�equation d�eduite de (4.23) :

K A A1 � K B B1:

On retrouve de cette fa�con la relation (4.21).

Cette d�e�nition d�etermine une relation binaire qui est sym�etrique et r�e
exive. Il reste �a
montrer la transitivit�e pour montrer qu'il s'agit bien d'une relation d'�equivalence. Soient
trois paires ˆA1; A2•, ˆB1; B2• et ˆC1; C2• telles que ˆA1; A2• � ˆB1; B2• et ˆB1; B2• �
ˆC1; C2• . On a

ˆB2•A 2 A1 � ˆA2•B 2 B1

et
ˆC2•B 2 B1 � ˆB2•C2 C1:

En utilisant l'�equation (4.12) page 61 on a l'�egalit�e

ˆC2• lclm ˆ A 2 ;B 2• ˆA2•B 2 B1 � ˆ lclmˆA2; C2•• B 2 B1

et
ˆA2• lclm ˆ B 2 ;C2• ˆC2•B 2 C1 � ˆ lclmˆA2; C2•• B 2 C1:

On a donc :
ˆC2• lclm ˆ A 2 ;B 2• ˆB2•A 2 A1 � ˆA2• lclm ˆ B 2 ;C2• ˆB2•C2 C1:

Il est facile de voir que l'on a aussi la suite d'�egalit�e :

ˆC2• lclm ˆ A 2 ;B 2• ˆB2•A 2 A2 � lclmˆA2; B2; C2• � ˆA2• lclm ˆ B 2 ;C2• ˆB2•C2 C2;

ce qui selon la remarque 4.40 implique quêA1; A2• � ˆC1; C2• .
La classe des paires �equivalentes �â A1; A2• est appel�ee une fraction et est d�enot�ee

A � 1
2 A1 (laquelle est �egale �a B � 1

2 B1).
Contrairement �a l'ensemble des paires, l'ensemble des fractions v�eri�e les propri�et�es

n�ecessaires pour être un anneau. On peut même montrer que c'est un corps comme l'a�rme
la proposition suivante.

Proposition 4.41 (Ore [Ore31]). L'ensemble des fractions d'op�erateurs muni des lois
d'addition et de multiplication est un corps.
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D�emonstration. Pour montrer que l'ensemble des fractions muni de l'addition est un groupe,
il su�t de montrer l'existence d'un oppos�e pour chaque fraction. L'oppos�e de la fraction
A � 1

2 A1 est � A2A � 1
1 , l'addition des deux paires associ�ees donnê0; A2• qui est bien �equivalent

�a l'�el�ement neutre pour l'addition 0.
On a vu que la multiplication est associative et distributive �a gauche pour les paires,

elle le reste pour les fractions. Il reste donc �a montrer qu'elle est aussi distributive �a droite
par rapport �a l'addition. On a d'une part

ˆA � 1
2 A1 � B � 1

2 B1•C � 1
2 C1 � lclmˆA2; B2• � 1ˆˆ B2•A 2 A1 � ˆA2•B 2 B1•C � 1

2 C1

� ‹ˆ C2• ˆ B 2• A 2 A 1 � ˆ A 2• B 2 B 1 lclmˆA2; B2••
� 1

ŠˆB2•A 2 A1 � ˆA2•B 2 B1•
C2

C1;
(4.24)

et d'autre part

A � 1
2 A1C � 1

2 C1 � B � 1
2 B1C � 1

2 C1 � ˆˆ C2•A 1 A2• � 1ˆA1•C2 C1 � ˆˆ C2•B 1 B2• � 1ˆB1•C2 C1

� Šlclm ˆˆ C2• A 1 A 2 ;ˆ C2• B 1 B 2••
� 1 ’

”
ŠˆC2• B 1 B 2•

‰C 2ŽA 1 A 2 ˆ A 1• C 2 C1 � ŠˆC2• A 1 A 2•
‰C 2ŽB 1 B 2 ˆ B 1• C 2 C1

“

•
:

(4.25)
La premi�ere relation que l'on montre est que le d�enominateur de la fraction pr�esente dans
l'�equation (4.25) est un multiple gauche du d�enominateur de la fraction de l'�equation (4.24).
Pour comparer ces deux fractions, il su�t alors de montrer que le num�erateur de la
fraction (4.24) multipli�e �a gauche par le polynôme

Šlclmˆˆ C2•A 1 A2; ˆC2•B 1 B2••
ˆ C2• ‰B 2ŽA 2 A 1 � ‰A 2ŽB 2 B 1

lclmˆA2; B2• ; (4.26)

est le num�erateur de la fraction dans l'�equation (4.24).
Le d�enominateur de la fraction dans l'�equation (4.25) est �a la fois un multiple de A2 et

de B2, on peut donc le factoriser par lclm̂ A2; B2• :

lclmˆˆ C2•A 1 A2; ˆC2•B 1 B2• � Šlclmˆˆ C2•A 1 A2; ˆC2•B 1 B2••
lclm ˆ A 2 ;B 2•

lclmˆA2; B2• :

L'�equation (4.12) page 61 permet de rentrer le polynômelclmˆA2; B2• dans le polynôme
lclmˆˆ C2•A 1 A2; ˆC2•B 1 B2• . En utilisant la d�e�nition du lclm, on a lclmˆA2; B2• � ˆB2•A 2 A2

et lclmˆA2; B2• � ˆA2•B 2 B2. Ces deux remarques nous donnent l'�egalit�e :

Šlclmˆˆ C2•A 1 A2; ˆC2•B 1 B2••
lclm ˆ A 2 ;B 2•

� lclm
’

”
ŠˆC2• A 1 A 2•

‰B 2;A 2ŽA
2 ; ŠˆC2• B 1 B 2•

‰A 2ŽB 2
B 2

“

•
:

Ce qui se simpli�e en utilisant l'�egalit�e (4.11) page 61 puis l'�egalit�e (4.9) en :

lclm ŒŠĈ2•A 1 •
ˆ B 2• A 2

; ŠˆC2•B 1 •
ˆ A 2• B 2

‘ � lclm ‹ˆ C2• ˆ B 2• A 2 A 1 ; ˆC2• ˆ A 2• B 2 B 1 • : (4.27)
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Si on montre que le polynôme

‹ˆ C2• ˆ B 2• A 2 A 1 � ˆ A 2• B 2 B 1 lclmˆA2; B2••
lclm ˆˆ C2• A 1 A 2 ;ˆ C2• B 1 B 2•

est �egal au polynôme constant 1, on montre que le d�enominateur de la fraction de l'�equation
(4.25) est un multiple du d�enominateur de la fraction de l'�equation (4.24). En reprenant
l'�ecriture de l'�equation (4.26) pour repr�esenter le polynôme lclmˆˆ C2•A 1 A2; ˆC2•B 1 B2• et
en utilisant le lemme 4.11, on peut supprimer le polynômelclmˆA2; B2• . La simpli�cation
donn�ee lors de l'�equation (4.27) permet la r�e�ecriture de ce polynôme comme :

‹ Cˆ B 2• A 2 A 1 � ˆ A 2• B 2 B 1
2 •

lclm ‹ˆ C2• ‰B 2ŽA 2 A 1 ; ˆ C2• ‰A 2ŽB 2 B 1 •

� ˆC2•
lclm ‹ˆ C2• ‰B 2ŽA 2 A 1 ; ˆ C2• ‰A 2ŽB 2 B 1 •Šˆ B 2• A 2 A 1 � ˆ A 2• B 2 B 1•

:

(4.28)

En d�eveloppant le polynôme en exposant par rapport �a l'addition, on obtient :

lclm ‹ˆ C2• ˆ B 2• A 2 A 1 ; ˆC2• ˆ A 2• B 2 B 1 • ŠˆB2•A 2 A1 � ˆA2•B 2 B1•

� lclm ‹ˆ C2• ˆ B 2• A 2 A 1 ˆB2•A 2 A1; ˆC2• ˆ A 2• B 2 B 1 ˆB2•A 2 A1•

� lclm ‹ˆ C2• ˆ B 2• A 2 A 1 ˆA2•B 2 B1; ˆC2• ˆ A 2• B 2 B 1 ˆA2•B 2 B1• :

En utilisant la d�e�nition d'un cofacteur d'un lclm, ce polynôme se ram�ene �a :

lclm ‹ˆ B2•A 2 A1; C2; ˆC2• ˆ A 2• B 2 B 1 ˆB2•A 2 A1• � lclm ‹ˆ A2•B 2 B1; C2; ˆC2• ˆ B 2• A 2 A 1 ˆA2•B 2 B1• :

On en d�eduit que ce polynôme est un multiple gauche deC2. On peut donc conclure, en
appliquant le lemme 4.13, que le polynôme de l'�equation (4.28) est �egal �a 1.

On a montr�e que le d�enominateur de la fraction de l'�equation (4.25) est le produit de
l'op�erateur

Šlclmˆˆ C2•A 1 A2; ˆC2•B 1 B2••
ˆ C2• ‰B 2ŽA 2 A 1 � ‰A 2ŽB 2 B 1 lclm ˆ A 2 ;B 2•

(4.29)

avec le d�enominateur de la fraction (4.24). Pour montrer l'�equivalence entre les paires, il
su�t donc de montrer que le num�erateur de la fraction de l'�equation (4.25) est le produit
de cet op�erateur (4.29) par le num�erateur de la fraction (4.24).

En utilisant la simpli�cation du polynôme lclmˆˆ C2•A 1 A2; ˆC2•B 1 B2• faite �a l'�equation (4.27),
le polynôme (4.29) devient

Œlclm ŒŠĈ2•A 1 •
ˆ B 2• A 2

; ŠˆC2•B 1 •
ˆ A 2• B 2

lclmˆA2; B2•‘‘
ˆ C2• ‰B 2ŽA 2 A 1 � ‰A 2ŽB 2 B 1 lclm ˆ A 2 ;B 2•

;
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qui se simpli�e en utilisant le lemme 4.13 en

Œlclm ŒŠĈ2•A 1 •
ˆ B 2• A 2

; ŠˆC2•B 1 •
ˆ A 2• B 2

‘‘
ˆ C2• ‰B 2ŽA 2 A 1 � ‰A 2ŽB 2 B 1

:

La multiplication donne avec l'�equation (4.9) page 60 le polynôme :

’

”
lclm

’

”
ŠˆC2• A 1 •

‰B 2ŽA 2
; ŠˆC2• B 1 •

‰A 2ŽB 2 “

•

“

•

‰C 2Ž‰B 2ŽA 2 A 1 � ‰A 2ŽB 2 B 1

ŠˆB 2• A 2 A 1 � ˆ A 2• B 2 B 1•
C 2 C1

� Œlclm ŒŠĈ2•A 1 •
ˆ B 2• A 2

; ŠˆC2•B 1 •
ˆ A 2• B 2

‘ Šˆ B2•A 2 A1 � ˆA2•B 2 B1•‘
C2

C1:

En distribuant ce produit de polynômes par rapport �a l'addition, puis en simpli�ant en
utilisant la d�e�nition d'un cofacteur et l'�equation (4.9) page 60, ce polynôme se r�e�ecrit en :

‹ lclm ‹ˆ C2• A 1 A 1 ; ˆ B 2• A 2 A 1 ; ŠˆC2• B 1 B 2•
A 2 A 1• � lclm ‹Šˆ C2• A 1 A 2•

B 2 B 1 ; ˆ A 2• B 2 B 1 ; ˆ C2• B 1 B 1••
C 2

C1 :

(4.30)
On peut se contenter dans un premier temps de simpli�er uniquement la partie gauche de
cette somme. La sym�etrie dans l'�ecriture des polynômes des deux côt�es de cette somme
permettra de d�eduire une simpli�cation pour la partie droite. En utilisant la d�e�nition
d'un cofacteur on peut simpli�er le polynôme ˆC2•A 1 A1 en lclmˆA1; C2• . La pr�esence de ce

polynôme A1 dans celclm est redondante avec la pr�esence du polynômeŠˆC2•B 1 B2•
A 2

A1

qui est d�ej�a un multiple de A1. De la même mani�ere en utilisant l'�equation (4.9), on voit
que ce polynôme est aussi un multiple dêB2•A 2 A1, on peut donc supprimer ce dernier du
lclm pour obtenir :

lclm ‹ˆ C2•A 1 A1; ˆB2•A 2 A1; ŠˆC2•B 1 B2•
A 2

A1• � lclm ‹ C2; ŠˆC2•B 1 B2•
A 2

A1• :

Il su�t �a ce moment de r�eutiliser la d�e�nition d'un cofacteur pour r�e�ecrire ce lclm en

lclm ŒĈ2•A 1 A1; ˆB2•A 2 A1; ŠˆC2•B 1 •
ˆ A 2• B 2

ˆB2•A 2 A1‘ � ‹ŠˆC2•B 1 B2•
A 2

A1•
C2

C2:

Le membre de l'�equation (4.30) est donc �nalement �egal �a

Œ‹ŠĈ2•B 1 B2•
A 2

A1•
C2

C2 � ‹ŠˆC2•A 2 A2•
B 2

B1•
C2

C2‘
C2

C1;

ce qui en simpli�ant par C2 ((4.11) page 61) devient

‹ŠˆC2•B 1 B2•
A 2

A1•
C2

� ‹ŠˆC2•A 2 A2•
B 2

B1•
C2

C1:
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On peut voir assez rapidement que le num�erateur de la fraction dans l'�equation(4.25)
est le même polynôme que celui qui vient d'̂etre calcul�e. En e�et en utilisant l'�equation (4.9)
puis l'�equation (4.9), on a l'�egalit�e :

ŠˆC2•B 1 B2•
ˆ C2• A 1 A 2

ˆA1•C2 C1 � ‹ŠˆC2•B 1 B2•
A 2

A1•
C2

C1:

On a la même relation pour la partie droite de la somme et on peut donc conclure sur la
distributivit�e de la multiplication par rapport �a l'addition.

Cet ensemble est donc bien un anneau. Pour montrer que c'est un corps il su�t
de remarquer que pour n'importe quelle fractionA � 1

2 A1, la fraction A � 1
1 A2 en est son

inverse.

Fractions d'op �erateurs irr �eductibles

Dans la suite de ce m�emoire, l'utilisation du gcld pour simpli�er une fraction est
importante. Cette section donne une d�e�nition d'une fraction simpli��ee au maximum que
l'on appelle fraction irr�eductible. Les r�esultats ici sont probablement connus, mais je ne les
ai pas trouv�es dans la litt�erature.

D �e�nition 4.42. Une fraction A � 1
2 A1 est dite irr�eductible lorsque gcld̂ A1; A2• � 1.

Proposition 4.43. Pour toute fraction d'op�erateurs de r�ecurrence A � 1
2 A1, il existe une

fraction irr�eductible �egale �a cette fraction. De plus son num�erateur et son d�enominateur
sont uniques �a un facteur dansK pr�es.

D�emonstration. On obtient l'existence en divisant le num�erateur et le d�enominateur
par gcldˆA1; A2•. Supposons queB � 1

2 B1 � C � 1
2 C1 et que gcldˆB1; B2• � gcldˆC1; C2• � 1.

On a donc les �egalit�es :

ˆC2•B 2 � ˆC2•B 2 gcldˆB1; B2• et ˆB2•C2 � ˆB2•C2 gcldˆC1; C2• :

Grâce au lemme 4.11, on a :

ˆC2•B 2 gcldˆB1; B2• � gcldˆˆ C2•B 2 B1; ˆC2•B 2 B2•

et
ˆB2•C2 gcldˆC1; C2• � gcldˆˆ B2•C2 C1; ˆB2•C2 C2• :

Par d�e�nition de la relation d'�equivalence entre deux paires, ˆC2•B 2 B1 � ˆB2•C2 C1 et par
d�e�nition d'un cofacteur, ˆC2•B 2 B2 � ˆB2•C2 C2, on a doncˆC2•B 2 � ˆB2•C2 .

Comme gcldˆˆ B2•C2 ; ˆC2•B 2 • � 1 par d�e�nition du lclm, n�ecessairement ˆB2•C2 �
ˆC2•B 2 � 1 et donc B1 � C1 et B2 � C2.

L'algorithme4.7 montre comment calculer une fraction irr�eductible :
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Entr �ee: Une fraction A � 1
2 A1

Sortie: La fraction B � 1
2 B1 telle que gcld̂ B1; B2• � 1 et B � 1

2 B1 � A � 1
2 A1

Calculer gcld̂ A1; A2•
Calculer B1 et B2 tel que A1 � gcldˆA1; A2•B1 et A2 � gcldˆA1; A2•B2 en utilisant un
algorithme de division �a gauche.
renvoyer ˆB1; B2•

Algorithme 4.7: Normalisation d'une fraction

Exemple 4.44. Une autre fa�con de voir l'exemple 4.34 page 72 est de partir des �egalit�es
entre Tn ˆx•, xTn ˆx• et Tœ

n ˆx• pour en d�eduire une �egalit�e entre Tn ˆx• et ˆ1 � x2•Tœ
n .

On d�e�nit d'abord l'op�erateur de multiplication par x et l'op�erateur de d�erivation avec
le codeMaple suivant :

A X := OreFrac([1,0,1],[0,2]);
A Dx := OreFrac([0,-2*n*(n+2)],[n+2,0,-n]);

X �� � 1 � Sn2; 2Sn�

Dx �� � � 2n ˆn � 2Sn• ; n � 2 � nSn2�
En utilisant les propositions 4.29 page 70 et 4.32 page 71, on peut calculer l'op�erateur

XDx permettant d'obtenir une relation entre Tn ˆx• et ˆ1 � x2•Tœ
n ˆx• de la fa�con

suivante :
A XDx := Dx.(1-X^2);

XDx �� � � ˆn � 1ˆn � 3•• � 2ˆn � 1• ˆ n � 3• Sn2 � ‰n � 1ˆn � 3• Sn4Ž;

ˆ � 2n � 6• Sn � ˆ2n � 2• Sn3�
On n'obtient pas de cette fa�con l'�egalit�e classique entre les polynômesTn et ˆ1 � x2•Tœ

n .
En normalisant cette fraction grâce �a la proc�edure normal de OreField, on retrouve les
op�erateurs souhait�es :

A normal(XDx);

� n � 1 � ˆ � n � 1• Sn2; 2 � Sn�

C'est-�a-dire la relation :

2ˆ1 � x2•Tœ
n� 1 � ˆn � 1•Tn � ˆn � 1•Tn� 2:

Le lemme suivant est utile pour minimiser l'ordre des r�ecurrences.

Lemme 4.45. Soit A � 1
2 A1 une fraction irr�eductible et B1 un polynôme.

Alors ˆˆ A2•B 1 • � 1ˆB1•A 2 A1 est irr�eductible et �egale �a B1A � 1
2 A1.

D�emonstration. On a par d�e�nition du lclm, gcldˆˆ A2•B 1 ; ˆB1•A 2 • � 1. Le polynôme
gcldˆˆ A2•B 1 ; ˆB1•A 2 A1• est un diviseur �a gauche delclmˆB1; A2• � ˆA2•B 2 B2, et est donc
un diviseur �a gauche de :

gcldˆ lclmˆB1; A2• ; ˆB1•A 2 A1• ;

82 2. FRACTIONS DE POLYN ÔMES DE ORE
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que l'on peut simpli�er en utilisant la d�e�nition d'un cofacteur et le lemme 4.11 page 60 :

ˆB1•A 2 gcldˆA1; A2• :

La fraction A � 1
2 A1 �etant irr�eductible, gcldˆA1; A2• � 1, donc ce polynôme est �egal �aˆB1•A 2 .

C'est-�a-dire, le polynôme gcldˆˆ A2•B 1 ; ˆB1•A 2 A1• est �a la fois un diviseur du polynôme
ˆB1•A 2 et du polynôme ˆA2•B 1 , il est donc �egal �a 1.
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Chapitre 5

S�eries de Tchebyshev solutions
d'�equations di��erentielles

R�esum�e

Lorsqu'une s�erie de Tchebychev est solution d'une �equation di��erentielle �a coe�-
cients polynomiaux, ses coe�cients satisfont une r�ecurrence lin�eaire. Dans ce chapitre,
on interpr�ete cette r�ecurrence comme le num�erateur d'une fraction d'op�erateurs de
r�ecurrence. Cette interpr�etation nous donne un point de vue simple des algorithmes
existants pour calculer cette r�ecurrence, nous permet d'analyser leurs complexit�es, et
d'en concevoir un plus rapide pour des ordres grands.

Une grosse partie de ce chapitre est issue d'un article [BS09] �ecrit avec Bruno
Salvy.
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1 Introduction

Dans le cas fr�equent o�u la fonction f est D-�nie, la suite des coe�cients de son
d�eveloppement en s�erie de Taylor est P-r�ecursive. Les coe�cients de la s�erie de Tchebychev
v�eri�ent eux aussi une r�ecurrence lin�eaire �a coe�cients polynomiaux. Cette r�ecurrence
peut servir par exemple �a calculer num�eriquement les coe�cients plus rapidement, elle est
d'ailleurs utilis�ee par [ Wim84] puis dans les chapitres 6 et 7 pour cette raison. Une autre
utilit�e de ces r�ecurrences est le calcul de forme explicite des coe�cients grâce notamment �a
l'algorithme de Petkov�sek [Pet92], ou encore la v�eri�cation de ces formes explicites.

On rappelle que les coe�cients de Tchebychev sont d�e�nis par le produit scalaire de
l'espace de Hilbert associ�e aux polynômes de Tchebychev (voir(2.17) page 23). Clen-
shaw [Cle57] a donn�e une m�ethode num�erique pour calculer les coe�cients cn d'une s�erie
de Tchebychevf �a partir de l'�equation di��erentielle v�eri��ee par f sans calculer toutes les
int�egrales. Dans ce cas, les coe�cientscn sont li�es par une r�ecurrence lin�eaire que nous
appelleront r�ecurrence de Tchebychev Des m�ethodes pour le calcul de ces r�ecurrences
ont �et�e montr�ees par di��erents auteurs, premi�erement pour les r�ecurrences de petit
ordre [Fox62, FP68, Luk69], puis plus g�en�eralement par Paszkowski [Pas75] et dans le
contexte du calcul formel par Geddes [Ged77b]. L'algorithme de Paszkowski a �et�e am�elior�e
par Lewanowicz [Lew76] qui a donn�e un algorithme pour calculer la r�ecurrence de plus
petit ordre en un certain sens. Cependant, l'algorithme de Lewanowicz n'est pas beaucoup
discut�e dans la litt�erature car il parâ�t compliqu�e (voir l'article original et les commen-
taires dans [Wim84, p. 186]). Plus r�ecemment, d'autres m�ethodes ont �et�e expos�ees par
Rebillard [Reb98] et Rebillard et Zakraj�sek [RZ06].

Ce chapitre donne une repr�esentation simple et uni��ee de la plupart de ces algorithmes,
et en pr�esente un plus rapide pour les r�ecurrences d'ordres grands. Laissant pour plus tard
les preuves et d�e�nitions, l'id�ee de base peut être pr�esent�ee par analogie avec le calcul
des r�ecurrences pour les coe�cients d'une s�erie de Taylor. La base monomialeM n ˆx• � xn

satisfait
xM n ˆx• � M n� 1ˆx•; M œ

n ˆx• � nM n� 1ˆx � 1•: (5.1)

Les relations analogues pour les polynômes de Tchebychev ont �et�e rappel�ees dans(2.4)
et (2.9) page 18 :

2xTn ˆx• � Tn� 1ˆx• � Tn� 1ˆx•; (5.2)

2ˆ1 � x2•Tœ
n ˆx• � � nTn� 1ˆx• � nTn� 1ˆx•: (5.3)

�Etant donn�ee une s�erie f ˆx• � P cnM n ˆx•, (5.1) conduit �a l'expression des coe�cients
des s�eries de Taylor xf et f œen fonction de cn : la multiplication par x am�ene �a un
d�ecalage n�egatif des indices ; la d�eriv�ee am�ene �a un d�ecalage positif des indices suivie d'une
multiplication par n� 1. Alg�ebriquement, on obtient ainsi un morphisme qui envoiex en X et
@x en D, avecX �� S� 1

n , D �� ˆn � 1•Sn . Ici, Sn d�enote l'op�erateur de d�ecalage ( Sn �n � n � 1)
d�ej�a d�e�ni dans le chapitre 4. Maintenant, si f est solution d'une �equation di��erentielle
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lin�eaire �a coe�cients polynomiaux

pk ˆx•f ˆ k• ˆx• � � � p0ˆx•f ˆx• � 0;

on d�eduit un op�erateur de r�ecurrence pk ˆX •D k � � � p0ˆX • pour ses coe�cients de Taylor.

Exemple 5.1. L'exemple le plus simple est la fonction exponentielle, pour laquellef œ� f � 0
devient D � 1 � ˆn� 1•Sn � 1 (1 d�enote l'identit�e), ce qui donne la r�ecurrence ˆn� 1•cn� 1� cn � 0
satisfaite par cn � 1~n!.

Le processus pour une s�erief ˆx• � P œcnTn ˆx• commence de mani�ere similaire : la
multiplication par x am�ene �a l'op�erateur

X �� ˆSn � S� 1
n •~2: (5.4)

La di��erence avec les s�eries de Taylor provient du facteur ˆ1� x2• dans(5.3). L'op�eration de
d�erivation suivie de la multiplication par ˆ1 � x2• se ram�ene facilement �a l'op�erateur ˆSn �
S� 1

n •n~2, mais un simple op�erateur lin�eaire pour les coe�cients de Tchebychev de f œ

n'existe pas. L'id�ee �a ce stade est de diviser par 1� x2, ce qui am�ene �a introduire un
inverse formel de 1� X 2 en utilisant les fractions d'op�erateurs de r�ecurrence. On �ecrit
donc D � ˆ1 � X 2• � 1ˆSn � S� 1

n •n~2. Ceci peut-être simpli��e en : 1 � X 2 � � ˆSn � S� 1
n •2~4,

apr�es quoi
D � 2ˆS� 1

n � Sn • � 1n: (5.5)

Exemple 5.2. Pour la fonction exponentielle, on a donc :

D � 1 � 2ˆS� 1
n � Sn • � 1n � 1 � ˆS� 1

n � Sn • � 1ˆ2n � ˆS� 1
n � Sn •• :

Le num�erateur de cette fraction correspond �a la r�ecurrence satisfaite par les coe�cients de
Tchebychev de l'exponentielle.

2ncn � cn� 1 � cn� 1 � 0: (5.6)

Il s'av�ere que dans cet exemple, les coe�cients de Tchebychev sont connus :cn � 2In ˆ1•, o�u In

est la fonction de Bessel premi�ere esp�ece modi��ee, et ils satisfont bien la r�ecurrence(5.6).

Cet exemple se g�en�eralise. On montre dans ce chapitre que tous les algorithmes men-
tionn�es ci-dessus peuvent être interpr�et�es comme : d'abord r�e�ecrire l'�equation di��erentielle
d'une fa�con ou d'une autre, apr�es appliquer le morphisme susmentionn�e pour �nalement
retourner le num�erateur du r�esultat. Dans le cas de l'algorithme de Lewanowicz, la frac-
tion est normalis�ee (son num�erateur et son d�enominateur sont premiers entre eux). C'est
pourquoi sa sortie peut avoir un ordre plus petit.

Dans la section 2, on applique les propri�et�es du chapitre 4 dans le cas sp�eci�que
des s�eries de Tchebychev. On donne ensuite une repr�esentation uni��ee des algorithmes
de Paszkowski et Rebillard, on fournit une analyse de complexit�e et puis on con�coit un
algorithme plus rapide dans la section 3. La derni�ere section, 5, donne des propri�et�es des
solutions des r�ecurrences de Tchebychev. Elle permet de faire correspondre les solutions de
la r�ecurrence avec les solutions de l'�equation di��erentielle.
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Entr �ee: L �� P k
i � 0 pi ˆx•@i

Sortie: ˆP; Q• tel que ' ˆL • � Q� 1P
P �� pk ˆX •
Q �� 1
pour tout i de k � 1 �a 0 faire

Calculer lclmˆˆ S� 1
n � Sn • ; P• � P̂P � ÛˆS� 1

n � Sn • .
Q �� P̂Q
P �� Û2n � Qpi ˆX •

�n pour
renvoyer ˆP; Q•

Algorithme 5.1: Algorithme de Lewanowicz

2 R�ecurrences pour les coe�cients de Tchebychev

Les outils th�eoriques d�evelopp�es dans le chapitre 4 nous permettent de prouver le
morphisme qui envoie les op�erateurs di��erentiels lin�eaires en des fractions d'op�erateurs
de r�ecurrence lin�eaires. Les num�erateurs de ces fractions nous donnent les r�ecurrences
satisfaites par les coe�cients des s�eries de Tchebychev solutions d'�equations di��erentielles.

Les algorithmes deviennent faciles par la suite, les di�cult�es algorithmiques �etant
concentr�ees dans l'algorithme d'Euclide �etendu (algorithme 4.3 page 58) du chapitre
pr�ec�edent.

2.1 Morphisme

Nous d�e�nissons un morphisme deQ-alg�ebre de Q�x�` @x ; Id; d~dxe dans le corps des
fractions d'op�erateurs de Qˆn•` Sn ; S� 1

n ; Sne par

' ˆx• � X ��
1
2

ˆSn � S� 1
n • ; ' ˆ@x • � D �� ˆS� 1

n � Sn • � 1ˆ2n•:

La preuve que ' est un morphisme d'anneaux non commutatif bien d�e�ni se r�eduit �a
valider la commutation ' ˆ@xx• � ' ˆx@x � 1•. Et en e�et,

XD � 1 �
1
2

ˆSn � S� 1
n •ˆ S� 1

n � Sn • � 1ˆ2n• � 1

� ˆS� 1
n � Sn • � 1ˆSn � S� 1

n •n � 1

� ˆS� 1
n � Sn • � 1Š‰̂n � 1•Sn � ˆn � 1•S� 1

n Ž� ˆS� 1
n � Sn ••

� DX:

2.2 R�egle d'Horner et algorithme de Lewanowicz
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Proposition 5.3. Soit L � pk ˆx•@k
x � � � p1ˆx•@x � p0ˆx• un op�erateur di��erentiel lin�eaire

dans Q�x�` @x ; Id; d~dxe. L'�evaluation de ' ˆL • par la m�ethode d'Horner

' ˆL • � ˆ � ˆpk ˆX •D � pk� 1ˆX •• D � � •D � p0ˆX •;

en utilisant les formules (4.14) page 70 et(4.15) page 71 pour le calcul des sommes et des
produits, fournit une fraction Q� 1P qui est irr�eductible.

L'algorithme d�eduit de cette assertion (algorithme 5.1) est dû �a Lewanowicz. Il est
rendu tr�es clair par l'utilisation des op�erateurs de r�ecurrence. La preuve que le num�erateur
retourn�e par cet algorithme donne une r�ecurrence pour les coe�cients de Tchebychev est
donn�ee dans la prochaine section.

D�emonstration. On prouve que chaque it�eration de la boucle produit des op�erateursP
et Q tels que gcld̂ P; Q• � 1 et :

Q� 1P � � M i � ' ˆpk ˆx•@k� i � � � pi • :

�A l'initialisation, i � k et ' ˆpk ˆx•• est un polynôme, on a doncQ � 1 et la propri�et�e est
v�eri��ee. Si c'est vrai pour M i , la prochaine �etape de la boucle calculeQ� 1PD � pi � 1ˆX •.
Comme D � ˆS� 1

n � Sn • � 1ˆ2n•, nous avons

lclmˆˆ S� 1
n � Sn • ; P• � ‰S� 1

n � SnŽ
P

P � ˆP•S� 1
n � Sn ˆS� 1

n � Sn • :

Le lemme 4.45 page 82 appliqu�e �a l'inverse dê S� 1
n � Sn •P � 1Q implique alors que

gcldˆ‰S� 1
n � SnŽ

P
Q; ˆP•S� 1

n � Sn • � 1:

Il suit que

gcldˆ‰S� 1
n � SnŽ

P
Q; ˆP•S� 1

n � Sn � ‰S� 1
n � SnŽ

P
Qpi � 1ˆX •

2
n

• � 1:

Encore par le lemme 4.45 appliqu�e �a l'inverse, multiplier par 2n �a droite pr�eserve l'irr�eductibilit�e
et la propri�et�e est v�eri��ee pour M i � 1.

Nous citons sans preuve le r�esultat suivant.

Proposition 5.4 ([Lew76]). Quand le coe�cient de tête pk ˆx• de l'�equation di��erentielle
ne s'annule ni en1 ni en � 1, alors tous lesgcrd sont triviaux (donc les lclm sont maximaux),
Q � D � i �a l'�etape i et le r�esultat Q est D � k .

Pour se donner une id�ee de l'importance du fait que le coe�cient de tête de l'�equation
di��erentielle ne s'annule pas en � 1, on peut remarquer que 4̂X 2 � 1• � ˆS� 1

n � Sn •2, donc

ˆX 2 � 1•D �
1
2

ˆS� 1
n � Sn •n:

Le gcrd entre le num�erateur de ˆX 2 � 1• et D est alors non trivial.
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2.3 D�eveloppement en s�erie de Tchebychev

Th �eor �eme principal pour le calcul des r �ecurrences

On prouve maintenant notre principal r�esultat pour le calcul des r�ecurrences de Tche-
bychev : le morphisme d�e�ni ci-dessus se comporte comme attendu avec les s�eries de
Tchebychev.

Th �eor �eme 5.5. Soit L � p0ˆx• ��� pk ˆx•@k
x un op�erateur di��erentiel lin�eaire �a coe�cients

polynomiaux d'ordre k. Soit f > Ck ˆ� � 1; 1�• telle que l'une des hypoth�eses suivantes est
v�eri��ee :

S
1

� 1

f ˆ k• ˆx•
º

1 � x2
dx est convergente ; (H)

S
1

� 1

ˆ1 � x2•k f ˆ k• ˆx•
º

1 � x2
dx est convergente et̂ 1 � x2• i Spi ; i � 0; : : : ; k: (H')

Alors f admet un d�eveloppement en s�erie de TchebychevP œunTn , L �f admet un d�eveloppement
en s�erie de TchebychevP œvnTn et les suitesu et v sont li�ees par P1 � un � P2 � vn , pour
tout ˆP1; P2• tel que P � 1

2 P1 � ' ˆL •. En particulier, si L � f � 0, alors les coe�cients de
Tchebychev def satisfont P1 � un � 0 pour tout num�erateur de ' ˆL •.

Remarque 5.6. La r�ecurrence d�eduite d'une �equation di��erentielle comme dans le
th�eor�eme 5.5 est appel�ee la r�ecurrence de Tchebychev.

Le cas facile est quand(H) est vraie. L'hypoth�ese (H') rend possible de travailler
avec certaines fonctions qui sont singuli�eres en� 1, mais avec une singularit�e P pas trop
m�echante Q : c'est un point singulier r�egulier.

D�emonstration. Premi�erement, la convergence de l'int�egrale en(H) ou (H') implique la
convergence de l'int�egrale similaire o�u f ˆ k• est remplac�e par f ˆ i • pour i � k � 1; : : : ; 0 aussi
bien que des int�egrales o�u ces fonctions sont multipli�ees parTn ˆx•, n >N. Ceci montre qu'�a
la fois f et L � f admettent des d�eveloppements en s�erie de Tchebychev.

Si le r�esultat est vrai pour tout num�erateur de ' ˆL • alors il est vrai en particulier pour le
num�erateur de sa forme irr�eductible. Inversement, si P1 �un � P2 �vn , alors RP1 �un � RP2 �vn

pour tout R, il est donc su�sant de prouver le r�esultat pour la forme irr�eductible de ' ˆL •.

Lemme 5.7 (Cas basique). Sous les mêmes hypoth�eses, le r�esultat est vrai lorsqueL est
une constante multipli�ee par l'identit�e, L � x, L � @x si (H) est vraie, L � ˆ1 � x2•@x si
(H') est vraie.

D�emonstration. Si L � � est une constante multipli�ee par l'identit�e alors P1 � � , P2 � 1 et
vn � �u n v�eri�ent la proposition clairement.

2. R�ECURRENCES POUR LES COEFFICIENTS DE TCHEBYCHEV 91



CHAPITRE 5. S �ERIES DE TCHEBYCHEV

Si L � x, l'�equation (5.2) implique

vn �
2
� S

1

� 1

f ˆx•xTn ˆx•
º

1 � x2
dx

�
2
� S

1

� 1

f ˆx•ˆ Tn� 1ˆx• � Tn� 1ˆx••

2
º

1 � x2
dx � X � un :

Si L � @x et (H) est vraie, on utilise la variante de l'�equation (5.3) suivante quand n x 0

Tnº
1 � x2

� Œ
Tn� 1 � Tn� 1

2n
º

1 � x2
‘

œ

� �
1
n2

ˆ
º

1 � x2Tœ
n •œ;

variante qui peut être v�eri��ee par (2.9) page 20. La continuit�e de f œet la convergence des
int�egrales de (H) impliquent que l'int�egration par partie est possible et elle donne

un �
2
� S

1

� 1

f ˆx•Tn ˆx•
º

1 � x2
dx

� � �
2f ˆx•

º
1 � x2Tœ

n

�n 2
	

1

� 1

�
2
� S

1

� 1

f œ̂x•ˆ Tn� 1ˆx• � Tn� 1ˆx••

2n
º

1 � x2
dx

� D � 1 � vn :

Par la convergence de l'int�egrale(H) , les deux limites des termes entre les crochets sont
nulles

Le cas o�u n � 0 se r�eduit �a v�eri�er que v� 1 � v1, ce qui est vrai, les suites de coe�cients
de Tchebychev �etant sym�etriques (voir proposition 2.12 page 23).

Si L � ˆ1 � x2•@x et (H') est vraie, on part de

ˆ � 2
º

1 � x2Tn ˆx•• œ�
ˆn � 1•Tn� 1ˆx• � ˆn � 1•Tn� 1ˆx•

º
1 � x2

:

Un argument similaire au pr�ec�edent donne

ˆn � 1•un� 1 � ˆn � 1•un� 1 �
2
� S

1

� 1
f ˆx•

ˆn � 1•Tn� 1ˆx• � ˆn � 1•Tn� 1ˆx•
º

1 � x2
dx

� 2
2
� S

1

� 1
ˆ1 � x2• f œˆx•

Tnº
1 � x2

dx � 2vn ;

lequel prouve le r�esultat puisque ' ˆˆ 1 � x2•@x • � ˆ1 � X 2•D � ˆSn � S� 1
n •n~2.

Lemme 5.8 (Produit) . Supposons que le r�esultat est vrai pourL 2 avec f , ainsi que
pour un autre op�erateur L 1 avec L 2 � f . Soit ' ˆL 1• � P � 1

2 P1 et ' ˆL 2• � Q� 1
2 Q1, ces

fractions �etant irr�eductibles. Soit lclmˆQ2; P1• � ˆQ2•P1 P1 � ˆP1•Q2 Q2, supposons que
ˆˆ Q2•P1 P2• � 1ˆP1•Q2 Q1 est irr�eductible. Alors le r�esultat est vrai pour L 1L 2 avec f .
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D�emonstration. Soient les suitesv; w; u li�ees par P1 � v � P2 � w, Q1 � u � Q2 � v. Alors

ˆQ2•P1 P2 � w � ˆQ2•P1 P1 � v � ˆP1•Q2 Q2 � v � ˆP1•Q2 Q1 � u;

d'o�u le r�esultat.

Par cons�equence, le r�esultat est vrai quandL � �x i est un monôme.

Lemme 5.9 (Somme). Supposons que le r�esultat est vrai pour un op�erateurL avec f et
pour un polynôme p avec le mêmef . Alors il est vrai pour L � p avec f .

D�emonstration. Soit ' ˆL • � P � 1
2 P1 la repr�esentation irr�eductible. Si P1 � u � P2 � v, w �

pˆX • � u, alors
P2 � ˆv � w• � ˆP1 � P2pˆX •• � u:

Ceci prouve la propri�et�e pour L � p puisque gcld̂ P2; P1 � P2pˆX •• � gcldˆP2; P1• � 1.

Le r�esultat est maintenant �etabli pour L un polynôme arbitraire, comme somme de ses
monômes.

Soient �nalement � � @x si (H) est vraie et � � ˆ1 � x2•@x si (H') l'est. Dans les deux
cas,L peut se r�e�ecrire qk ˆx•� k � � � q0ˆx• avec les polynômesqk ; : : : ; q0. L'hypoth�ese sur f
implique que le r�esultat est vrai pour L � 1 avec � i � f pour i � 0; : : : ; k et aussi pour
L � qi ˆx• avec � i � f par le lemme 5.8.

Soient L k � qk ˆX • et L i � L i � 1� � qi pour i � k � 1; : : : ; 0. Soit ' ˆL i • � P � 1
ˆ 2;i • Pˆ 1;i • la

repr�esentation irr�eductible. On prouve par r�ecurrence que le r�esultat est vrai pour L i avec
� i f . Pour i � k, le r�esultat vient juste d'être prouv�e. Si le r�esultat est vrai pour L i � 1

avec � i � 1f , alors on obtient la fraction irr�eductible P � 1
ˆ 2;i � 1• Pˆ 1;i � 1• ' ˆ � • : quand � � @x cela

d�ecoule du lemme 5.8, tandis que lorsque� � ˆ1 � x2•@x , L i � 1 est lui même un polynôme
(par r�ecurrence).

Ainsi le r�esultat est vrai pour L i � 1� avec � i f . Comme il est aussi vrai pourqi ˆx• avec
� i f et que qi ˆx• est un polynôme, on obtient le r�esultat pour leurs sommes par le lemme 5.9.
Ainsi par r�ecurrence le r�esultat est prouv�e pour L 0 avec f , ce qui conclut la preuve du
th�eor�eme 5.5.

Exemples

Exemple 5.10. La fonction exp̂ x• satisfait (H) pour tout k. Ceci prouve la r�ecurrence(5.6)
calcul�ee dans l'exemple 5.2.

Exemple 5.11. La fonction ˆ1� x2• � 1~4 est annul�ee par 2̂ 1� x2•@x � x. l'hypoth�ese (H) n'est
pas v�eri��ee, mais (H') l'est. L'application du morphisme donne P1 � ˆ2n � 3•S2

n � ˆ2n � 1•,
P2 � � 2Sn , de sorte que le th�eor�eme a�rme que les coe�cients de Tchebychev satisfont

ˆ2n � 3•cn� 2 � ˆ2n � 1•cn : (5.7)
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Les valeurs de ces coe�cients peuvent être calcul�ees par les propri�et�es classiques des
int�egrales Beta et en e�et

cn �

¢̈
¨̈
¦
¨̈̈
¤

0 si n est impair,
2� ‰n

2 � 1
4 Ž

º
� � ‰n

2 � 3
4 Ž

sinon.

Exemple 5.12. La fonction arccosx donne un exemple qui montre que les hypoth�eses
analytiques (H) ou (H') sont n�ecessaires. Cette fonction est annul�ee parL � ˆ1� x2•@2

x � x@x .
Une application directe du morphisme donne les op�erateursP1 � n2, P2 � 1, lesquels
pourraient sugg�erer que la r�ecurrence estn2cn � 0. Cependant, ni (H) ni (H') ne sont
v�eri��ees dans ce cas. La multiplication de L par ˆ1 � x2• donne un nouvel op�erateur tel
que (H') est v�eri��ee. Alors le th�eor�eme prouve que les coe�cients sont annul�es par

ˆn � 4•2S4
n � 2ˆn � 2•S2

n � n2: (5.8)

Cette r�ecurrence est v�eri��ee par les coe�cients de Tchebychev qui valent :

cn �

¢̈
¨̈̈
¦
¨̈̈
¤̈

� si n � 0;

0 si n A0 est pair,

� 4
n2 � sinon.

3 Nouvelle vision des algorithmes existants

On interpr�ete maintenant les algorithmes de Paszkowski [Pas75] et Rebillard [Reb98]
comme le calcul d'un num�erateur d'une fraction d'op�erateurs de r�ecurrence. On propose
aussi un nouvel algorithme plus rapide. Les trois algorithmes calculent la même r�ecurrence.
Partant de

L �
k

Q
i � 0

pi ˆx•@i
x ; (5.9)

ces algorithmes �evitent d'utiliser des fractions en rempla�cant les d�erivations par des
int�egrations, exploitant le fait que

I �� D � 1 � ‹
1

2n
• ‰� Sn � S� 1

n Ž

est un polynôme (et non une fraction). Ces algorithmes calculent le polynômeI k ' ˆL •, qui
est le num�erateur de ' ˆL • � I � k I k ' ˆL •. Ainsi, par le th�eor�eme 5.5, leur r�esultat est une
r�ecurrence annulant les coe�cients des s�eries de Tchebychev solutions deL .

Si pk ˆ1•pk ˆ � 1• x 0, la proposition 5.4 montre queI k est le d�enominateur de la fraction
irr�eductible et de plus dans ce cas tous les algorithmes calculent la fraction irr�eductible.
Sinon, le r�esultat de ces algorithmes peut avoir un plus grand ordre que celui retourn�e par
l'algorithme de Lewanowicz.
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Entr �ee: L � P k
i � 0 pi ˆx•@i

x
Sortie: I k ' ˆL •

Calculer q0; : : : ; qk tels que L � P k
i � 0 @i

xqi ˆx•
R �� qk ˆX •
pour tout i de 1 �a k faire

R �� R � I i qk� i ˆX •
�n pour
renvoyer R

Algorithme 5.2: Algorithme de Paszkowski

Exemple 5.13. La fonction ˆ1 � x2• � 1~4 a �et�e trait�ee avec l'exemple 5.11. L'algorithme
de Lewanowicz retourne la r�ecurrence d'ordre deux(5.7). Le num�erateur retourn�e par les
autres algorithmes est d'ordre 4.

ˆ2n � 1•cn � 4ˆn � 2•cn� 2 � ˆ2n � 7•cn� 4 � 0:

Il est cependant possible de r�ecup�erer une r�ecurrence d'ordre plus petite : le gcld de
A � ˆ2n � 7•S4

n � 4ˆn � 2•S2
n � ˆ2n � 1• avec I est I , de sorte queA se factorise comme

A � ˆS2
n � 1•P avecP comme dans l'exemple 5.11.

Plus g�en�eralement, en divisant le r�esultat du calcul de I k ' ˆL • �a gauche par le gcld
avec I k , on retrouve le r�esultat de l'algorithme de Lewanowicz.

3.1 Algorithme de Paszkowski

Le point de d�epart de l'algorithme de Paszkowski est de r�e�ecrire L de (5.9) sous la
forme (eqInv) comme ci-dessous

L �
k

Q
i � 0

@i
xqi ˆx•: (eqInv)

Les polynômesqi peuvent être calcul�es par r�ecurrence en commen�cant parqk � pk et
soustrayant @k

x qk pour produire un op�erateur d'ordre plus petit.
Alors

I k ' ˆL • �
k

Q
i � 0

I k� i qi ˆX •: (5.10)

L'algorithme 5.2 s'en d�eduit.

3.2 Algorithme de Rebillard

Le point de d�epart de l'algorithme de Rebillard est l'identit�e

X k � I kXD k � ˆ2n• � 1ˆˆ n � k•Sn � ˆn � k•S� 1
n • ;
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Entr �ee: L � P k
i � 0 pi ˆx•@i

x
Sortie: I k ' ˆL •

Calculer pi ˆX k• , i � 0; : : : ; k
R �� pk ˆX k•
pour tout i de 1 �a k faire

R �� R � pk� i ˆX k• I i

�n pour
renvoyer R

Algorithme 5.3: Algorithme de Rebillard

qui d�ecoule d'une simple r�ecurrence. De l�a, il d�eduit

I k ' ˆL • �
k

Q
i � 0

I kpi ˆX •D k I k� i �
k

Q
i � 0

pi ˆX k• I k� i :

L'algorithme 5.3 s'en d�eduit.

3.3 Analyse de complexit�e

On donne maintenant une analyse de complexit�e des algorithmes de Paszkowski,
Rebillard et Lewanowicz. Ceci r�ev�ele une source d'ine�cacit�e pour des ordres grands, ce
que l'on corrige dans notre nouvel algorithme dans la section suivante.

On a besoin de consid�erer les tailles des polynômes en deux variablesn et Sn . On dit
qu'un polynôme a un bidegr�e ˆd; k• en ˆn; Sn • quand il a un degr�e m en n et p en Sn .

D'abord, on analyse avec plus de pr�ecision la forme deI i .

Proposition 5.14 (Rebillard [Reb98]). Pour tout i >N‡,

I i �
1

r ˆ i •

’

”
ˆn � 1• i � 1S� i

n �
i � 1

Q
k� 1

sˆk•S� i � 2k
n � ˆn � i � 1• i � 1Si

n
“

•
;

o�u r ˆ i • � 2i n L i � 1
k� 1ˆn2 � k2• ,

sˆk• � ˆ � 1•k ‹
i
k
•ˆ n � i � 2k•ˆ n � k � 1• i � 1� k ˆn � i � 1•k� 1;

et on utilise le symbole de Pocchammer̂a• i � aˆa � 1•� ˆa � i � 1•.

En particulier, le bidegr�e de r ˆ i • I i en ˆn; Sn • est ˆ i � 1; 2i • . La preuve est une fastidieuse
mais simple r�ecurrence que l'on omet ici. De cette formule se d�eduit une estimation pr�ecise
des tailles des polynômes qui sont calcul�es.

Corollaire 5.15. Si L dans (5.9) a un bidegr�e ˆd; k• en ˆx; @x • , alors r ˆk•I k ' ˆL • est un
polynôme de bidegr�e enˆn; Sn • au plus ˆ2k � 1; 2ˆk � d•• .
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D�emonstration. D'abord, L peut être r�e�ecrit comme dans l'algorithme de Paszkowski
P k

i � 0 @i
xqi ˆx• avec degqi Dd. L'identit�e

r ˆk•I k ' ˆL • �
k

Q
i � 0

r ˆk•
r ˆ i •

ˆ r ˆ i • I i •qk� i ˆX • (5.11)

montre que c'est un polynôme enn. Chaque terme de cette somme est le produit entre un
polynôme de bidegr�e ˆ2ˆk � i • ; 0•, un polynôme de bidegr�e ˆ i � 1; 2i • et un polynôme de
bidegr�e au plus ˆ0; 2d•. Ainsi chaque sommant a un bidegr�e au plusˆ2k � i � 1; 2i � 2d•,
d'o�u le r�esultat.

Proposition 5.16. �Etant donn�e L comme ci-dessus en entr�ee, l'algorithme de Paszkowski
requiert Oˆdk3• op�erations arithm�etiques.

D�emonstration. La premi�ere �etape est le calcul desqi �a partir des pi . La m�ethode r�ecursive
requiert seulementOˆdk2• op�erations arithm�etiques comme cela est montr�e dans la section
suivante.

L'�etape suivante est la boucle. Le principal coût de cette �etape est la multiplication
de I i par qk� i ˆX •. On multiplie le polynôme de bidegr�e ˆ i � 1; 2i • , avec un polynôme enSn

seulement, de degr�e 2d. Le coût de ces multiplications estOˆ i 2d• op�erations arithm�etiques.
La somme dei jusqu'�a k donne le r�esultat.

Proposition 5.17. Dans les mêmes conditions, l'algorithme de Rebillard requiertOˆd3k �
d2k3• op�erations arithm�etiques.

D�emonstration. La premi�ere �etape est le calcul despi ˆX k•. Le polynôme X i
k est de bi-

degr�e ˆ3i; 2i • en ˆn; Sn •. Ainsi chaque pi ˆX k• peut-être calcul�e en Oˆd3• op�erations et
l'ensemble enOˆd3k• op�erations.

Le coût de la i �eme �etape de la boucle est domin�e par le coût de la multiplication
de pk� i ˆX k• par I i . Le polynôme pk� i ˆX k• est de bidegr�e ˆ3d;2d• en ˆn; Sn •, puisque I i

est de bidegr�e ˆ2i � 1; 2i •. La multiplication na•�ve requiert alors Oˆd2i 2• op�erations. La
somme jusqu'�a k donne le r�esultat.

Le r�esultat de l'algorithme de Lewanowicz est di��erent en g�en�eral. On donne une
comparaison dans les cas o�u il co•�ncide.

Proposition 5.18. Dans les mêmes conditions, et si les gcrd durant son ex�ecution sont
triviaux, l'algorithme de Lewanowicz requiert Oˆdk3• op�erations arithm�etiques.

D�emonstration. On donne seulement un aper�cu. Comme tous les gcrd sont triviaux, il
s'av�ere que le calcul des lclm et des cofactors sont de mêmes ordres de complexit�e que le
calcul du produit Qpi , o�u on a de plus Q � I k� i . Les mêmes arguments que lors de l'analyse
de l'algorithme de Paszkowski permettent de conclure.
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En fait les r�ecurrences retourn�ees par l'algorithme de Lewanowicz et de Paszkowski
co•�ncide souvent. En e�et la proposition 5.4 page 90 nous dit que pour que les r�ecurrences
ne co•�ncident pas, il faut que l'�equation di��erentielle admette une singularit�e en � 1. Ce
ph�enom�ene est assez rare.

4 Nouvel algorithme rapide

On donne maintenant un autre algorithme pour le calcul du même op�erateurI k ' ˆL •.
L'�elaboration de notre algorithme est motiv�ee par sa complexit�e algorithmique. Cet
algorithme calcule la r�ecurrence de Tchebychev enOˆˆ d� k•k! � 1• op�erations arithm�etiques.
Il part du même point que celui de Paszkowski, c'est-�a-dire de l'�equation (eqInv) page 95.
Le premier obstacle �a la conception de l'algorithme rapide est donn�e justement par l'�ecriture
de l'�equation di��erentielle sous la forme (eqInv). Pour cette raison la premi�ere partie de
cette section est la description d'un nouvel algorithme pour calculer une �equation sous
cette forme, cet algorithme e�ectue cette conversion en temps quasi-lin�eaire (endk).

La seconde partie de cette section est la description du nouvel algorithme rapide pour
le calcul de la r�ecurrence.

4.1 Inversion polynômes-op�erateurs d�eriv�es

Pour que l'algorithme rapide ne soit pas domin�e par l'inversion des polynômes et des
op�erateurs di��erentiels permettant d'obtenir l'�equation (eqInv), on donne dans cette section
deux algorithmes permettant de calculer cette transformation d'op�erateurs. Dans le premier
algorithme, on ram�ene la transformation �a une multiplication de matrices qui a le même
coût asymptotique que l'algorithme rapide pour le calcul d'une r�ecurrence de Tchebychev
pr�esent�e ci-dessous. En remarquant que le produit de matrices est en fait un produit avec
une matrice structur�ee, on donne un algorithme de complexit�e quasi-optimale en la taille
de la sortie. Cette sous-section est en partie issue d'un travail avec Alin Bostan et Joris
van der Hoeven [BBvdH12].

Partant des coe�cients pi;j de l'op�erateur L , on souhaite calculer les coe�cientsqi;j

tels que

L � Q
i @k;j @d

pi;j x j @i
x ; pour certains scalaires qi;j >K:

Pour simpli�er les notations, on dit que les coe�cients pi;j et qi;j sont d�e�nis pour i et
j dans Z. On a donc pi;j � qi;j � 0 pour i ¶ ˜ 0; : : : ; k• et j ¶ ˜ 0; : : : ; d• .

Une approche na•�ve du probl�eme consiste �a exprimer les coe�cientsqi;j en fonction des
coe�cients pi;j . La r�egle de Leibniz sur les monômes donne

x j @i
x �

i

Q
` � max ˆ i � j; 0•

ˆ � 1• i � ` j !
ˆ j � i � `• !

‹
i
`
• @`

xx j � i � ` : (5.12)
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En ins�erant cette �equation dans l'op�erateur L , on obtient :

L �
k

Q
i � 0

d

Q
j � 0

i

Q
` � max ˆ i � j; 0•

ˆ � 1• i � ` j !
ˆ j � i � `• !

‹
i
`
• pi;j @`

xx j � i � ` :

L'inversion des sommes et le d�ecalage dej , ` � i fois nous donne :

L �
k

Q
` � 0

k

Q
i � `

d� i � `

Q
j � 0

ˆ � 1• i � ` ˆ j � ` � i • !
j !

‹
i
`
• pi;j � ` � i @

`
xx j :

Comme les coe�cients pi;j � ` � i sont nuls pour j Ad � i � `, on ne change pas la somme en
bornant �a nouveau j par d. En inversant les indicesi et ` et en proc�edant par extraction
de coe�cients, on a �nalement

qi;j �
k

Q
` � i

ˆ � 1• ` � i ‹
`
i
•

ˆ j � ` � i • !
j !

p`;` � i � j : (5.13)

De cette formule se d�eduit imm�ediatement un algorithme pour calculer les coe�cients qi;j .
Le calcul d'un coe�cient qi;j en utilisant cette m�ethode s'e�ectue en Oˆk � i • op�erations
arithm�etiques en utilisant la r�ecurrence v�eri��ee par les factorielles (ce qui permet de calculer
e�cacement ˆ � 1• ` � i ‰`

i Ž
ˆ j � ` � i • !

j ! ). On calcule de cette fa�conkd coe�cients avec i allant de 0

�a k. La complexit�e de cet algorithme est donc deOˆk2d• op�erations arithm�etiques.
Cette complexit�e n'est pas satisfaisante pour notre probl�eme puisque l'on a annonc�e un

calcul de la r�ecurrence de Tchebychev enOˆˆ d � k•k! � 1• op�erations. On propose dans la
suite un algorithme plus rapide a�n d'e�ectuer cette inversion.

En multipliant par j ! le coe�cient qi;j dans (5.13), on a :

j !qi;j �
k

Q
` � i

ˆ � 1• ` � i `!
ˆ ` � i • !

ˆ j � ` � i • !
i !

p`;` � i � j �
k

Q
` � i

ˆ � 1• ` � i ‹
`
i
•ˆ j � ` � i • !p`;` � i � j :

En e�ectuant le changement j � i � j , on a l'�egalit�e

ˆ i � j • !qi;i � j �
k

Q
` � i

‹ˆ � 1• ` � i ‹
`
i
•• ‰̂` � j • !p`;` � j Ž; (5.14)

l'indice ` pouvant aller de 0 �a k, ‰`
i Ž �etant nul pour i A` et p`;` � j �etant nul pour ` Ak � j .

On reconnâ�t alors la formule de multiplication de matrices :

’
–
”

0!q0;0 � d!q0;d

� �
0!q0;k � d!qk;d

“
—
•

�
’
––
”

ˆ � 1• ` � j ‰` � 1
j � 1Ž

“
——
•

’
–
”

0!p0;0 � d!p0;d

� �
0!pk;0 � d!pk;d

“
—
•

:

(5.15)
On appelle P la matrice qui repr�esente les coe�cients de p, Q celle qui repr�esente les

coe�cients de q et M P a (comme matrice de Pascal) celle qui repr�esente les binomiaux. On
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Entr �ee: L �� P k
i � 0 P d

j � 0 pi;j x j @i
x

Sortie: L �� P k
i � 0 P d

j � 0 qi;j @i
xx j

Remplir la matrice P, tel que Pi;j � d� i �� ˆ j � 1•!pi � 1;j � 1

Remplir la matrice M P a, tel que M P ai;j �� ˆ � 1• i � j ‰j � 1
i � 1Ž

Calculer la matrice Q, tel que Q �� M P a � P
renvoyer Pour i et j allant de 0 �a k et de 0 �a d

qi;j ��
1
j !

Qj � d� i � 1;j � 1

Algorithme 5.4: Inversion polynômes op�erateur de d�eriv�e

peut remarquer que la partie haute gauche de la matriceQ n'est pas nulle. Ces coe�cients
ne nous int�eressant pas, leurs valeurs peuvent être quelconques.

Il reste alors �a �enoncer la proposition suivante :

Proposition 5.19. Soit L � P k
i � 0 pi ˆx•@i

x un op�erateur di��erentiel lin�eaire �a coe�cients
polynomiaux de degr�ed.

L'algorithme 5.4 calcule les polynômesqi ˆx•, tels queL � P k
i � 0 @i

xqi ˆx•, en Oˆdk! � 1•
op�erations arithm�etiques.

D�emonstration. La correction de l'algorithme est une cons�equence imm�ediate de l'�egalit�e (5.14).
La complexit�e de l'algorithme vient de la multiplication des matrices M P a de dimension
ˆk � 1; k � 1• et de la matrice Q de dimensionˆk � 1; k � d � 1•. On peut couper la matrice Q
(par colonnes) end~k matrices de dimensionsˆk � 1; k � 1•. On se ram�ene alors �a d~k
produits de matrices carr�es de dimensionŝ k � 1; k � 1•, ce qui s'e�ectue en Oˆdk• ! � 1

op�erations arithm�etiques. Remplir les matrices P et M P a s'e�ectue en un temps lin�eaire
en la taille des matrices. A�n de remplir M P a, on peut utiliser la r�ecurrence v�eri��ee par les
binomiaux. Pour extraire les coe�cients de la matrice Q, on va encore utiliser un nombre
lin�eaire, en la taille de la matrice, d'op�erations arithm�etiques.

Par ailleurs, on remarque que la matriceM P a est la matrice inverse de d�ecalage d'un
polynôme. C'est-�a-dire la matrice permettant de passer d'un polynômepˆx• �a un polynôme
pˆx � 1•. On peut donc r�eduire l'algorithme 5.4 �a des appels �a l'algorithme de d�ecalage
d'un polynôme comme le r�ealise l'algorithme 5.5.

On peut alors d�eduire la proposition suivante.

Proposition 5.20. Soit L � P k
i � 0 pi ˆx•@i

x un op�erateur di��erentiel lin�eaire �a coe�cients
polynomiaux de degr�e plus petitd.

L'algorithme 5.5 calcule les polynômesqi ˆx•, tels que L � P k
i � 0 @i

xqi ˆx•, en Oˆˆ d �
k•Mˆk•• op�erations arithm�etiques.

D�emonstration. La preuve de la correction de cet algorithme se d�eduit de la repr�esentation
matricielle (5.14) des coe�cients qi , la matrice M P a �etant la matrice repr�esentant l'appli-
cation permettant de passer d'un polynômepˆx• au polynôme pˆx � 1•.
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Entr �ee: L �� P k
i � 0 P d

j � 0 pi;j x j @i
x

Sortie: L �� P k
i � 0 P d

j � 0 qi;j @i
xx j

pour tout j de 0 �a d � k � 1 faire
F` � P i `!pi � `;i x i � `

Calculer G` ˆx• � F` ˆx � 1• � P i i !qi � `;i x i � ` f Utiliser l'algorithme 3.2 du chapitre 3g
�n pour
renvoyer 1

j ! qi;j

Algorithme 5.5: Inversion polynômes op�erateur de d�eriv�ee �a partir de l'algorithme de
d�ecalage

La seule �etape non triviale de cet algorithme est le calcul des polynômes d�ecal�esG` ˆx•.
Les polynômesF` �etant de degr�e plus petits que k, cette op�eration s'e�ectue en Mˆk•
op�erations arithm�etiques [ ASU75] (voir aussi algorithme 3.2 page 35). On en d�eduit le
r�esultat �nal.

Remarque 5.21. Lorsque k est grand devant d, on observe que l'algorithme 5.4 est de
complexit�e k! et l'algorithme 5.5 est de complexit�e kMˆk•. Par exemple sid est constant,
ces algorithmes sont moins bons que l'algorithme na•�f.

Dans [BBvdH12], on montre qu'en transformant l�eg�erement les algorithmes, dans le
cas o�u d A k, on obtient des algorithmes de complexit�e respectiveOˆkdminˆk; d• ! � 2•
et Oˆmaxˆk; d•Mˆminˆk; d••• , donc de complexit�e toujours lin�eaire en la plus grande
quantit�e.

4.2 Algorithme pour le calcul de r�ecurrence

Dans les analyses des algorithmes de calcul de r�ecurrence de Tchebychev pr�ec�edentes,
une grande partie des complexit�es vient du fait que durant les calculs, les bidegr�es des
polynômes interm�ediaires grossissent lin�eairement et ces polynômes sont multipli�es par des
polynômes de degr�e constants.�A la place de ces calculs, on propose de travailler avec des
polynômes aux degr�es �equilibr�es et donc d'utiliser les algorithmes rapides pour le produit
d'op�erateurs de r�ecurrence [vdH02, BCLR08] d�ecrits dans la section 4. Nous d�eduisons la
complexit�e suivante.

Th �eor �eme 5.22. L'algorithme 5.6 calcule l'op�erateur de r�ecurrence I k ' ˆL • en Oˆˆ d �
k•k! � 1• op�erations arithm�etiques.

Ici, ! est l'exposant r�ealisable pour la multiplication de matrices dans Q (section 2.2).
On prouve maintenant ce r�esultat.
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Entr �ee: Polynômesa0ˆx•; : : : ; ak ˆx•
Sortie: Pˆ 0;:::;k • � P k

i � 0 I i ai ˆX •
si k � 0 alors

renvoyer a0ˆX •
sinon

` �� � k~2�
Calculer r�ecursivement Pˆ 0;:::;` � 1• et Pˆ `;:::;k • .
renvoyer Pˆ 0;:::;` � 1• � I `Pˆ `;:::;k • .

�nsi
Algorithme 5.6: Diviser pour r�egner pour la r�ecurrence de Tchebychev

En partant de (eqInv), on �ecrit

k

Q
i � 0

I i qk� i ˆX • �
` � 1

Q
i � 0

I i qk� i ˆX • � I `
k

Q
i � `

I i � `qk� i ˆX •

� � Pˆ 0;� ;l � 1• � I l Pˆ l; � ;k• :

On choisit ` � � k~2� et on applique la même id�ee r�ecursivement. La preuve de cet algorithme
se r�ealise en deux �etapes

La partie utilisant le plus de temps est le produit I `Pˆ `;:::;k • , pour lequel on donne un
algorithme sp�ecial.

Pour simpli�er la pr�esentation, supposons que k � 2`. Le corollaire 5.15 implique queI `

a un degr�e 2̀ en Sn , Pˆ `;:::;k • a un degr�e au plus 2̀ � 2d en Sn . Leurs coe�cients sont des
fractions rationnelles dont les degr�es des num�erateurs et d�enominateurs sont aussi born�es
respectivement par 2̀ et 2` � 2d. Si d est grand, les degr�es enSn sont d�es�equilibr�es, donc
on d�ecompose d'abord

Pˆ `;:::;k • � A0ˆn; Sn •S� d� `
n � A1ˆn; Sn •S� d� ` � 1

n � � ; (5.16)

o�u les A i ont des degr�es au plus 2̀ en Sn . Notons que cette d�ecomposition est seulement une
extraction des coe�cients et n'utilise aucune op�eration arithm�etique. On se ram�ene donc
au produit des I ` avec lesA i . Les deux op�erateurs ont des coe�cients qui sont des fonctions
rationnelles et donc ne peuvent pas être directement multipli�es en utilisant l'algorithme de
multiplication rapide 4.4 page 65. On sait par ailleurs quer ˆ2`•I `Pˆ `;:::;k • a des coe�cients
polynomiaux en n de degr�e au plus k � 1, ce qui est donc vrai aussi pourr ˆ2`•I `A i .

Pour e�ectuer le produit rapidement, on utilise le fait que l'algorithme 4.4 page 65
proc�ede par �evaluation et interpolation : durant la phase d'�evaluation, on �evalue les
coe�cients rationnels de A i comme s'ils �etaient des polynômes (et avec la même complexit�e
grâce �a notre borne des degr�es), en �evitant les z�eros� `; : : : ; ` de leur d�enominateur ; de
fa�con similaire, on �evalue les coe�cients polynomiaux de r ˆ2`•I ` .

L'algorithme 4.4 permet la multiplication de deux op�erateurs dans K�n�` Sne. Ici on
souhaite multiplier deux polynômes de Laurent, pour y arriver, on multiplie ces polynômes
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par des monômes a�n de les ramener dansK�n�` Sne. La d�ecomposition (5.16) donne des
polynômes A i de valuation � `. On sait par ailleurs que l'op�erateur I l a aussi comme
valuation � `. On multiplie donc les op�erateurs S2`

n r ˆ2`•I `S� `
n et S`

nA i , ce qui nous permet
d'avoir des polynômes avec une valuation non n�egative.

Le degr�e en n de l'op�erateur r ˆ2l• I `A i est, selon le corollaire 5.15, �egal �a 4̀ � 1, le
degr�e en n de l'op�erateur r ˆ `• I ` est ` � 1, commer ˆ2`•~r ˆ `• est un polynôme de degr�e`,
l'op�erateur r ˆ2`•I ` a un degr�e 2̀ � 1. En reprenant les notations de l'algorithme 4.4, on
repr�esente l'op�erateur

S`
nA i � S`

n
1

r ˆ `•ˆ n•

`

Q
i � � `

ai ˆn•Si
n �

1
r ˆ `•ˆ n � `•

2`

Q
i � 0

ai ˆn � `•Si
n

par la matrice :

M A i
6` �

’
––––
”

1
r ˆ `• ˆ `•

1
r ˆ `• ˆ ` � 1•

�
1

r ˆ `• ˆ7`•

“
————
•

t

�

’
–––
”

a0ˆ `• � a2` ˆ `•
a0ˆ ` � 1• � adA ˆ `•

� �
a0ˆ7`• � a2` ˆ7`•

“
———
•

:

L'op�erateur

S2`
n r ˆ2`•I `S� `

n � S2`
n r ˆ2`•ˆ n•

2`

Q
i � 0

I `;i

r ˆ `•
ˆn•Si � `

n �
r ˆ2`•
r ˆ `•

ˆn � 2`•
2`

Q
i � 0

I `;i ˆn � 2`•Si
n

est repr�esent�e par la matrice :

M I `

4` �

’
–––––
”

r ˆ 2`•
r ˆ `• ˆ2`•

r ˆ 2`•
r ˆ `• ˆ2` � 1•

�
r ˆ 2`•
r ˆ `• ˆ6`•

“
—————
•

t

�

’
–––
”

I `;0ˆ2`• � I `;2` ˆ2`•
I `;0ˆ2` � 1• � I `;2` ˆ2` � 1•

� �
I `;0ˆ6`• � I `;2` ˆ6`•

“
———
•

:

La multiplication des deux matrices M I `

4` et M A i
6` permet d'obtenir la matrice repr�esentant

l'op�erateur de r�ecurrence S2`
n r ˆ2`•I `A i . Pour obtenir l'op�erateur �a partir de cette matrice,

il su�t d'interpoler les coe�cients de la matrice M I `

4` M A i
6` comme lors de l'algorithme 4.4.

Pour obtenir l'op�erateur r ˆ2`•I `A i , au lieu d'interpoler aux points 0 jusqu'�a 4 `, on interpole
les polynômes aux points� 4` jusqu'�a 0. L'algorithme 5.7 r�esume ce proc�ed�e.

La complexit�e de chacune de ces multiplications est doncOˆ` ! • op�erations arithm�etiques.
L'algorithme 5.8 calcule la r�ecurrence de Tchebychev en renvoyant l'op�erateur de r�ecurrenceI `P.
Notons qu'un facteur constant peut être pr�eserv�e en ne recalculant pas l'�evaluation
de r ˆ2`•I ` �a chaque fois.

Proposition 5.23. Le coût pour multiplier I ` par P `
i � 0 I i ai ˆX • avecdegai Dd en utilisant

l'algorithme 5.8 est Oˆˆ ` � d•` ! � 1• op�erations arithm�etiques.
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Entr �ee: I ` et A i

Sortie: r ˆ2`•I `A i

Calculer les matricesM I `

4` et M A i
6`

Calculer la matrice M I `

4` M A i
6`

Retrouver r ˆ2`•I `A i en interpolant cette matrice aux points � 4` jusqu'�a 0
renvoyer r ˆ2`•I `A i .

Algorithme 5.7: Multiplication rapide de I `A i

Entr �ee: I ` et P �� P `
i � 0 I i ai ˆX •

Sortie: I `P
d�ecomposer P comme dans l'�equation (5.16)
R �� 0
pour tout i de 0 �a 
ˆ ` � d•~`� faire

R �� R � multiplicationrapide ˆr ˆ2`•I ` ; A i •S� d� ` � i ˆ k� 1•
n f Utiliser l'algorithme 5.7 g

�n pour
renvoyer 1~r ˆ2l•R.

Algorithme 5.8: Multiplication rapide pour la r�ecurrence de Tchebychev

D�emonstration. Nous avons vu qu'avec l'algorithme 5.7, chaque multiplicationr ˆ `• I `A i a
comme complexit�e Oˆ` ! •. Ceci est e�ectu�e ˆ ` � d•~` fois. La multiplication �a droite par
des puissances deSn n'utilise pas d'op�eration arithm�etique. Les additions requi�erent un
plus petit nombre d'op�erations, d'o�u le r�esultat.

Maintenant, soit Tˆk; d• la complexit�e de l'algorithme 5.6. En utilisant cette proposition,
nous avons

Tˆk; d• � 2Tˆk~2; d• � Oˆˆ d � k•k! � 1• ;

la complexit�e estim�ee dans le th�eor�eme 5.22 se d�eduit de la convergence des s�eries
g�eom�etriques. �A nouveau, un facteur constant peut être �economis�e en ne calculant les
puissances deI qu'une seule fois.

5 Solutions de la r�ecurrence de Tchebychev

Si f est une s�erie de Tchebychev D-�nie et analytique sur le segment� � 1; 1� , on a vu
que ses coe�cients sont solutions d'une r�ecurrence de Tchebychev associ�ee �a l'�equation
di��erentielle. Le corollaire 5.15 nous dit que si l'�equation di��erentielle est d'ordre k, la
r�ecurrence est au moins d'ordre 2k. Il existe donc des solutions de la r�ecurrence qui ne
sont pas les coe�cients d'une s�erie de Tchebychev solution de l'�equation di��erentielle. Le
but de cette section est de d�eterminer l'ensemble des solutions de cette r�ecurrence et de
caract�eriser celles qui sont des suites de coe�cients de s�erie de Tchebychev solution de
l'�equation di��erentielle.
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Cette section est une partie du travail commun avec Mioara Jolde�s et Marc Mezzarobba[BJM ].

5.1 Intersection entre l'espace des coe�cients des s�eries et l'espace des
solutions de la r�ecurrence

Le th�eor�eme 5.5 page 91 permet de caract�eriser la r�ecurrence satisfaite par les coe�cients
d'une s�erie de Tchebychev solution d'une �equation di��erentielle comme num�erateur d'une
fraction d'op�erateurs. On a vu que pour des raisons de dimension de l'espace des solutions
de la r�ecurrence, les suites solutions de la r�ecurrence ne sont pas toujours la suite des
coe�cients d'une s�erie de Tchebychev solution de l'�equation di��erentielle associ�ee. Le
th�eor�eme suivant propose quand même une r�eciproque �a ce th�eor�eme si la suite des
coe�cients solution de la r�ecurrence v�eri�e certaines propri�et�es.

Th �eor �eme 5.24. Soient u et v des fonctions analytiques sur un voisinage complexe du
segment� � 1; 1� , admettant les d�eveloppements de Tchebychev

uˆx• �
ª

Q
n� 0

œunTn ˆx•; vˆx• �
ª

Q
n� 0

œvnTn ˆx•:

Si L est un op�erateur di��erentiel et Q� 1P �� ' ˆL •, alors l'�equation di��erentielle L � uˆx• �
vˆx• est satisfaite si et seulement si

P � ˆun • � Q � ˆvn • : (5.17)

D�emonstration. Le seulement si de cette proposition est d�ej�a �enonc�ee dans le th�eor�eme 5.5
page 91. Pour le si, consid�erons deux suitesu; v > C (C est l'espace vectoriel des suites
bi-in�nies sym�etriques �a convergence exponentielle comme d�e�ni dans 2.14 page 24) telles
que P � u � Q � v, et soit la suite y >C d�e�nie par

L � uˆx• �
ª

Q
n� 0

œynTn ˆx•:

D'apr�es le th�eor�eme 5.5, on a donc P � u � Q � y, mais alorsQ � v � Q � y, et l'on conclut que
v � y par le lemme suivant.

Lemme 5.25. Restreint �a l'espace vectoriel C des suites bi-in�nies sym�etriques �a conver-
gence exponentielle, l'op�erateurP2 d�e�ni comme dans le th�eor�eme 5.5 page 91 est injectif.

D�emonstration. La fonction f est analytique sur le segment� � 1; 1� , la proposition 5.4
page 90 implique donc que si l'�equation di��erentielle est d'ordre k, on a :

P2 � r ˆk•I k ;

en utilisant les notations de la proposition 5.14 page 96. Montrons par r�ecurrence sur
l'ordre de l'�equation di��erentielle k E1 que

ˆv >C• , ‰SnSEk Ô� ˆQk � v•n � 0Ž Ô� v � 0: (5.18)
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Premi�erement, on a ˆker r ˆ1•I • 9 C � ˜ 0• (r ˆ1•I � ˆS� 1
n � Sn •) puisque toute suite deC

converge vers 0 quandn � �ª . Maintenant supposons(5.18) v�eri��ee, et soit v >C telle
que ˆr ˆk � 1•I k� 1 � v•n � 0 pour SnSEk � 1. On remarque que la suitew, d�e�nie par

w � r ˆk � 1•I k� 1 � v;

est un �el�ement de C. En e�et, comme par hypoth�ese wn � 0 pour SnSA k � 1, w est bien
�a convergence exponentielle. De plus commev est sym�etrique, I � v � 1

2n ‰S� 1
n � SnŽ� v est

aussi sym�etrique, en it�erant on montre alors que I k �v est sym�etrique. Par sa d�e�nition dans
la proposition 5.14, on sait que le polynômer ˆk � 1• est sym�etrique, donc w � r ˆk � 1•I k � v
est bien sym�etrique.

Comme k E1, on a

nr ˆk � 1•I k� 1 � r ˆk � 1•ˆ S� 1
n � Sn • I k

� ˆˆ n � k•ˆ n � k � 1•S� 1
n r ˆk• � ˆn � k•ˆ n � k � 1•Sn r ˆk•• I k

� ˆˆ n � k•ˆ n � k � 1•S� 1
n � ˆn � k•ˆ n � k � 1•Sn •r ˆk•I k

d'o�u pour SnSEk � 1,

ˆn � k•ˆ n � k � 1•wn� 1 � ˆn � k•ˆ n � k � 1•wn� 1: (5.19)

�A moins que wn ne soit ultimement nulle, il s'ensuit que wn� 1~wn� 1 � 1 lorsquen � ª , ce
qui est incompatible avec le fait quew >C. Il suit que wn � 0 pour SnSgrand, et en utilisant
encore(5.19), que wn � 0 d�es que SnSEk. On conclut en appliquant l'hypoth�ese (5.18).

5.2 Sym�etrie de l'espace des solutions sym�etriques

Une autre propri�et�e des r�ecurrences de Tchebychev qui sera utilis�ee dans la suite est
donn�ee par la proposition suivante :

Proposition 5.26 ([Reb98]). Si L est un op�erateur di��erentiel n'admettant pas de sin-
gularit�e en 1 et � 1, l'op�erateur P d�e�ni comme dans le th�eor�eme 5.5 page 91 s'�ecrit
comme :

P �
s

Q
i � � s

bi ˆn•Si
n ;̀

o�u bi ˆn• � � b� i ˆ � n•.

Remarque 5.27. D'apr�es la proposition 5.26 et avec ces notations, on a pour toute suite
u annul�ee par P :

P � u� n �
s

Q
i � � s

bi ˆn•u� n� 1 � �
s

Q
i � � s

b� i ˆ � n•u� n� i � ˆP � u• � i � 0:

Donc si ˆun • est annul�ee par l'op�erateur P, alors ˆu� n • l'est aussi. Toute solution ˆun •
donne donc naissance �a une solution sym�etriquê un � u� n • . N'importe quelle solution n'est
pas pour autant sym�etrique.
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Une autre remarque int�eressante suit cette proposition. �A la di��erence de ce qui se
passe avec les r�ecurrences des s�eries de Taylor, les coe�cients de queue et de têteb� s de la
r�ecurrence (5.17) peuvent s'annuler pour des valeurs arbitrairement grandes den, même
si l'�equation di��erentielle est non singuli�ere. Les z�eros de bs sont appel�es lessingularit�es
de tête de (5.17), et ceux deb� s, les singularit�es de queue. Dans le cas des r�ecurrences de
Tchebychev, les singularit�es de tête et de queue sont des valeurs oppos�ees.

Exemple 5.28. Pour tout i > Z, la r�ecurrence de Tchebychev associ�ee �a l'�equation
di��erentielle yœœ̂x• � xyœ̂x• � iy ˆx• � 0, �a savoir

ˆn � 1•ˆ n � i � 2• un� 2 � 2nˆ � 2n2 � i � 1• un � ˆn � 1•ˆ n � i � 2• un� 2 � 0;

pr�esente une singularit�e de tête en n � i � 2 et une singularit�e en queue enn � � i � 2.

On dispose n�eanmoins d'un contrôle partiel sur les singularit�es.

Proposition 5.29. Avec les notations du th�eor�eme 5.26, les coe�cients de la r�ecurrence
de Tchebychev, associ�ee �a une �equation di��erentielle d'ordre k donn�ee par l'algorithme de
Paszkowski satisfont les relations

bj � i ˆ � j • � � bj � i ˆ � j • ; Sj SDk � 1; i >N; (5.20)

avecbj � 0 pour Sj Sstrictement plus grand que l'ordre de la r�ecurrence.

D�emonstration. On proc�ede par r�ecurrence sur k. Lorsquej � 0, l'assertion (5.20) se ram�ene
�a b� i ˆ0• � � bi ˆ0•, laquelle se d�eduit de la proposition 5.26. En particulier, ceci prouve
le r�esultat pour k � 1. Maintenant soit k E 2 et supposons que la proposition est vraie
lorsque L est d'ordre k � 1. On �ecrit L � L̂ � @kpk ˆx• o�u pk >Q�x� et L̂ est un op�erateur
di��erentiel d'ordre k � 1. On d�e�nit P̂ � P k>Z b̂k ˆn•Sk

n comme l'op�erateur de la r�ecurrence
de Tchebychev associ�e �a L̂ . On a alors selon la formule (5.11) page 97 :

r ˆk• � 1P � Ir ˆk � 1• � 1P̂ � pk ˆ 1
2ˆSn � S� 1

n •• : (5.21)

Comme

Ir ˆk � 1• � 1 � ˆnr ˆk•• � 1ˆˆ n � k � 2•ˆ n � k � 1•S� 1
n � ˆn � k � 2•ˆ n � k � 1•Sn •

par la r�egle de commutation de l'op�erateur de d�ecalage, la relation (5.21) se r�e�ecrit comme

P �
1
n

Q
l

‰̂n � l � 2•ˆ n � l � 1•b̂l � 1ˆn � 1•

� ˆn � l � 2•ˆ n � l � 1•b̂l � 1ˆn � 1•ŽSl
n

� r ˆ l •pk ‹
1
2

ˆSn � S� 1
n •• :
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Le casj � 0 a d�ej�a �et�e v�eri��e, on suppose donc 0 @Sj S@k. Comme r ˆk•ˆ � j • � 0 et pk est
un polynôme, il suit par extraction du coe�cient Sl

n dans la derni�ere �egalit�e et en �evaluant
�a n � � j que

� jb l ˆ � j • � ˆ j � k � 2•ˆ j � k � 1•b̂l � 1ˆ � j � 1•

� ˆ j � k � 2•ˆ j � k � 1•b̂l � 1ˆ � j � 1•: (5.22)

Maintenant b̂j � i ˆ � j • � � b̂j � i ˆ � j • pour Sj S@k � 1 par hypoth�ese de r�ecurrence, et le terme
invoquant b̂l � 1 s'annule pour j � � ˆk � 1• et j � � ˆk � 2•. Dans chaque cas, on obtient
bj � i ˆ � j • � bj � i ˆ � j • .

Cette observation aura de lourdes cons�equences sur la structure d'une r�ecurrence de
Tchebychev, notamment avec les corollaires suivants.

Corollaire 5.30. Si ˆun •n>Z est une suite sym�etrique, on aˆP � u•n � 0 pour tout SnS@k.

D�emonstration. On a

ˆP � u•n � Q
`>Z

b̀ ˆn•un� ` � Q
i >Z

bi � n ˆn•ui

or la proposition 5.29 avecj � � n et SnS@k et l'�egalit�e ui � u� i entrâ�nent

Q
i >Z

bi � n ˆn•ui � � Q
i >Z

b� i � n ˆn•ui � � Q
i >Z

bi � n ˆn•ui

autrement dit ˆP � u•n � � ˆP � u•n .

Corollaire 5.31. La dimension de l'espace des solutions sym�etriques d'une r�ecurrence de
Tchebychev d'ordre2s associ�ee �a un op�erateur di��erentiel d'ordre k est au moinss � k.

D�emonstration. Soit P � P s
i � � s bi ˆn•Si

n un op�erateur de r�ecurrence de Tchebychev d'ordre
2s obtenue par l'algorithme de Paszkowski �a partir d'une �equation di��erentielle d'ordre k.

On se �xe s � k coe�cients ˆu0; : : : ; us� k� 1•. On veut montrer qu'il existe une suite
sym�etrique annul�ee par P dont les termes d'indices compris entre 0 ets � k � 1 sont �egaux
�a ui .

Soit ˆyn •n>Z une suite qui satisfait yi � u i
2 pour tout 0 DSiS@s� k et P �yn � 0 pour tout

SnSEk. Par la forme de P, cette suite existe toujours.
On a alors pour tout SnSEk

s

Q
i � � s

bi ˆn•y� n� i �
s

Q
i � � s

b� i ˆ � n•y� n� i � �
s

Q
i � � s

bi ˆ � n•y� n� i � ˆP � y• � n � 0;

On a donc P � y� n � 0 pour SnSEk, il s'ensuit que P � ˆyn � y� n • � 0.
D'autre part le corollaire 5.30 nous indique la sym�etrie de la suiteyn � y� n entraine

que P � ˆyn � y� n • pour SnS@k.
On a donc montrer queyn � y� n est une suite sym�etrique, solution deP pour tout n et

v�eri�e yn � y� n � un pour SnS@s � k.
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Sn

n

� 3

� � 3

� 2 � 1 � � 1 � � 2

� � 2 � � � � 2 � � 3

� 3

Figure 5.1 { Forme typique du polygone de Newton d'une r�ecurrence de Tchebychev.

On n'a pas encore ici d�etermin�e exactement la dimension de l'espace des solutions
sym�etriques, elle sera donn�ee dans la section suivante.

5.3 Solutions convergentes et divergentes

Une autre caract�eristique importante des r�ecurrences de Tchebychev est qu'elles ad-
mettent des solutions divergentes, qui ne correspondent pas �a des d�eveloppements de
solutions de l'�equation di��erentielle dont elles sont issues (cf Rebillard [Reb98, chap. 5]).

Exemple 5.32. Dans l'exemple 5.2, on a vu la r�ecurrence de Tchebychev associ�ee �a
la fonction exponentielle. Cette r�ecurrence est d'ordre 2 et l'une des solutions est la
suite ˆ In ˆ1•• n>Z qui est la suite des coe�cients de Tchebychev de la fonction exponentielle.
Une autre solution de cette r�ecurrence est la suite des fonctions de Bessel modi��ees de
deuxi�eme esp�eceˆKn ˆ1•• n>Z . La suite ˆ In ˆ1•• n>Z converge vers z�ero comme �̂ 2� n

n! • . L'autre
suite diverge comme �ˆ2n� 1ˆn � 1•!• .

Cet exemple illustre le comportement typique des solutions divergentes de la r�ecurrence.
L'analyse des germes des solutions �a l'in�ni donn�ee par l'�etude du polygone de Newton de
la r�ecurrence et l'interpr�etation de ce polygone par le th�eor�eme de Perron-Kreuser nous
donne r�esultats plus pr�ecis sur ces solutions divergentes.

Le polygone de Newton d'un op�erateur de r�ecurrence de TchebychevP (voir �gure 5.1)
est l'enveloppe sup�erieure convexe des pointsA l � ˆ l; degpl • > R2. �A chaque arête E �
�A i ; A j � (i @j ) du polygone est associ�ee l'�equation caract�eristique P A k >E lcˆpl • � l � i , o�u lcˆp•
est le coe�cient de tête de p. On d�enote par � s; : : : ; � 1; � � 1; : : : ; � s les racines de ces
�equations, les arêtes �etant parcourues de gauche �a droite et les racines des �equations
caract�eristiques d'une même arête par module croissant. Soient� � s; : : : ; � � 1; � � � 1; : : : ; � � � s

les pentes des arêtes correspondantes. Le th�eor�eme de Perron-Kreuser [Gue63] assure que
la r�ecurrence P � u � 0 annule 2s suites d�e�nies �a partir d'un certain rang, lin�eairement
ind�ependantes, de comportement asymptotique �a l'in�ni d�ecrit par les couples ( � i ; � i ). Il est
plus commode ici de donner un �enonc�e pr�ecis en termes de germes de solutions. Rappelons
la d�e�nition.
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D�e�nition 5.33. On appelle germe de suiteau voisinage de�ª une classe d'�equivalence
de suitesˆun •n>N d�e�nies �a partir d'un certain rang modulo identi�cation des suites qui
co•�ncident sur l'intersection de leurs domaines de d�e�nitions. On appelle germe de solution
d'une r�ecurrence lin�eaire un germe de suite dont les repr�esentants satisfont la r�ecurrence
sur leur domaine de d�e�nition.

Dans le cas d'une r�ecurrence �a coe�cients polynomiaux, les singularit�es �etant en nombre
�ni, les germes de solutions en�ª s'identi�ent aux solutions d�e�nies �a partir de n'importe
quel rang N d�epassant la plus grande singularit�e de tête de la r�ecurrence. L'espace des
germes de solutions en�ª est donc de dimension �egale �a l'ordre de la r�ecurrence. Le
comportement asymptotique d'un germe en�ª est d�e�ni sans ambigu•�t�e.

Le r�esultat du th�eor�eme de Perron-Kreuser est que la r�ecurrence P � u � 0 admet une
baseˆe1; : : : ; es; e� 1; : : : ; e� s• de germes de solution �a l'in�ni tels que

lim sup V
ei;n

n!� i
V� S� i S

pour tout i .
Par les propri�et�es de sym�etrie des coe�cients de P,

� � i � � � i et Sa� i S� S� i S
� 1 :

De l'existence de cette base, on d�eduit la proposition suivante.

Proposition 5.34. La dimension de l'espace des solutions convergentes d'une r�ecurrence
de Tchebychev d'ordre2s est s.

De cette proposition, on peut d�eduire le r�esultat fondamental suivant sur les solutions
des r�ecurrences de Tchebychev.

Th �eor �eme 5.35. La dimension de l'espace des solutions sym�etriques d'une r�ecurrence de
Tchebychev d'ordre2s associ�ee �a une �equation di��erentielle d'ordre k est s � k.

Ce th�eor�eme sera central pour le calcul des coe�cients dans le chapitre 7.

D�emonstration. Dans le corollaire 5.31, on a vu que la dimension est au moinss � k. Il
reste �a montrer que cette dimension est au pluss � k. Soit L un op�erateur di��erentiel
de degr�e k et soit P un op�erateur de r�ecurrence de degr�e 2s obtenu par l'algorithme de
Paszkowski �a partir L . Selon le th�eor�eme 5.24, si une suite sym�etrique et convergenteyn

est annul�ee par P, la s�erie de TchebychevP ynTn ˆx• est annul�ee par L . La dimension de
l'espace des solutions deL est k, alors la dimension de l'espace des solutions convergentes
et sym�etriques est k. De plus, la dimension de l'espace des solutions convergentes deP est
s, on d�eduit que la co-dimension de l'espace des solutions convergentes sym�etriques est au
moins s � k, alors la co-dimension de l'espace des solutions sym�etriques est au moinss � k.
Vu la dimension de l'espace des solutions deP, on d�eduit que la dimension de l'espace des
solutions sym�etriques est au pluss � k.
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L'ensemble de ces propri�et�es nous donne une id�ee pr�ecise du comportement solu-
tions de la r�ecurrence de Tchebychev. Ces comportements seront exploit�es pour calculer
num�eriquement les coe�cients �a partir de la r�ecurrence dans le chapitre 7.
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Chapitre 6

Formes closes et calcul num�erique
des coe�cients de Tchebychev

R�esum�e

Ce chapitre expose une m�ethode permettant de repr�esenter chaque coe�cient de
Tchebychev d'une fonction f comme l'�evaluation d'une s�erie enti�ere en 1.

De cette repr�esentation sont d�eduites des nouvelles preuves de formules donnant
des formes closes pour les coe�cients de Tchebychev de fonction hyperg�eom�etrique. Un
nouvel algorithme de calcul d'approximations �a pr�ecision arbitraire des coe�cients de
Tchebychev de fonction D-�nie en temps lin�eaire obtenu par cette m�ethode est aussi
pr�esent�e.
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1 Introduction

Les fonctions �el�ementaires et sp�eciales qui sont solutions d'�equations di��erentielles
admettent souvent des d�eveloppements en s�eries de TaylorP jolis Q et simples. Les
d�eveloppements suivants en sont des exemples :

exp̂ x• �
ª

Q
n� 0

xn

n!
; arcsinˆx• �

ª

Q
n� 0

ˆ2n•!x2n� 1

4n ˆ2n � 1• n!2
; erf ˆx• �

ª

Q
n� 0

2
2ˆ � 1•n x2n� 1
º

� ˆ2n � 1• n!
:

Ces formules se d�eduisent naturellement des �equations di��erentielles v�eri��ees par les
fonctions. En e�et, pour toutes ces s�eries, les r�ecurrences v�eri��ees par les coe�cients de
Taylor sont �a deux termes, c'est-�a-dire de la forme :

a0ˆn•un � adˆn•un� d � 0:

Par exemple les r�ecurrences v�eri��ees par les coe�cients de Taylor de exp et erf sont
respectivement :

un � ˆn � 1• un� 1 � 0 et 2nun � ‰n2 � 3n � 2Žun� 2 � 0:

Les formes closes des coe�cients s'obtiennent directement �a partir de ces r�ecurrences et de
leurs conditions initiales.

Les mêmes fonctions d�evelopp�ees en s�eries de Tchebychev admettent aussi de jolies
formules. Ainsi, pour la fonction exponentielle [Sny66, MH03] on a1

exp̂ x• �
ª

Q
n� 0

œ2 In ˆ1•Tn ˆx•: (6.1)

Cette formule se d�eduit de la repr�esentation int�egrale de la fonction de Bessel modi��ee de
premi�ere esp�ece In ˆx• [Nat10, http://dlmf.nist.gov/10.32.E3 ] :

In ˆx• �
1
� S

�

0
ex coŝ � • cosˆn� • d�;

suivie du changement de variablet � coŝ � • (en utilisant l'�egalit�e Tn ˆcoŝ � •• � coŝ n� •).
D'autres se calculent en r�esolvant la r�ecurrence v�eri��ee par les coe�cients de Tchebychev

de la fonction, comme la fonction inverse du sinus qui admet une suite de coe�cients de
Tchebychev hyperg�eom�etrique :

arcsinˆx• �
ª

Q
n� 0

4

� ˆ2n � 1•2 T2n� 1 ˆx• : (6.2)

La fonction d'erreur admet aussi un joli d�eveloppement en s�erie de Tchebychev

erf ˆx• � 2
ª

Q
n� 0

4� n ˆ � 1•n

º
� ˆ2n � 1• n!1F1 Œ

1
2 � n

2n � 2
W� 1‘ T2n� 1 ˆx• ; (6.3)

1. La signi�cation de la notation P œest expliqu�ee dans 2.16 page 23

114 1. INTRODUCTION



CHAPITRE 6. FORMES CLOSES ET CALCUL NUM �ERIQUE DES COEFFICIENTS

o�u 1F1 est la s�erie hyperg�eom�etrique g�en�eralis�ee (voir d�e�nition 2.8 page 21).
Pour calculer ces formes closes, une premi�ere approche est d'utiliser la r�ecurrence de

Tchebychev v�eri��ee par les coe�cients. Le chapitre 5 donne des algorithmes pour calculer
ces r�ecurrences. Cette id�ee permet par exemple d'obtenir la forme close des coe�cients de
Tchebychev de arcsin̂x•, puisque la r�ecurrence est alors �a deux termes :

‰n2 � 4n � 4Žun� 2 � n2un � 0:

Pour les fonctions exp et erf, les r�ecurrences sont �a trois termes. Par exemple pour la
fonction erf, la r�ecurrence obtenue est :

ˆn2 � 3n•un � ˆ2n3 � 12n2 � 24n � 16•un� 2 � ˆn2 � 5n � 4•un� 4 � 0: (6.4)

Des algorithmes �a base de transformations de jauge permettent de r�eduire cette
r�ecurrence �a une autre r�ecurrence dont on connait la solution. On en d�eduit alors base de
solution sous forme close (voir [CvHL10]). A�n de d�eduire de cette base de solution les
coe�cients de Tchebychev sous formes closes, on doit lier cette base de solution avec les
conditions initiales de la r�ecurrence. Pour calculer ces conditions initiales, on doit r�esoudre
l'int�egrale donnant les coe�cients de Tchebychev sous forme close ; �a notre connaissance, il
n'existe pas d'algorithme pour e�ectuer ce calcul.

Le probl�eme qui nous motive dans ce chapitre est le calcul automatique de ces formes
closes. Pour r�esoudre ce probl�eme, on d�eveloppe une nouvelle m�ethode pour calculer les
coe�cients de Tchebychev sans utiliser la r�ecurrence v�eri��ee par ces coe�cients. En plus
d'un calcul automatique donnant des formes closes, cette m�ethode nous donnera aussi un
algorithme rapide pour calculer des approximations des coe�cients de Tchebychev.

1.1 Id�ee de base : une g�en�eralisation des coe�cients de Tchebychev

L'id�ee de d�epart de ce chapitre est de g�en�eraliser le d�eveloppement en s�erie d'une
fonction f en d�eveloppant la fonction f ˆxt • comme :

f ˆxt • � Q
k>N

œck ˆ t•Tk ˆx•; (6.5)

o�u les fonctions ck ˆ t• sont donn�ees par l'int�egrale :

ck ˆ t• �
2
� S

1

� 1

f ˆxt •Tk ˆx•
º

1 � x2
dx: (6.6)

Les coe�cients de Tchebychev de(6.5) se d�eduisent alors des fonctionsck ˆ t• en les �evaluant
en t � 1.

En partant de la d�e�nition int�egrale de la fonction ck ˆ t• et en supposant que la fonction
f est analytique en 0, on peut dans un premier temps d�evelopperf en s�erie de Taylor dans
la formule (6.6) :

ck ˆ t• �
2
� S

1

� 1

P n>N unxn tnTk ˆx•
º

1 � x2
dx:
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Les fonctionsf et Tk ˆx• �etant analytiques en 0, il existe un disque D contenant 0 et
une borneM tels que pour tout SxSD1 et t >D,

Sf ˆxt •Tk ˆx•S� WQ
n>N

unxn tnTk ˆx•WDM:

La fonction 1º
1� x2

est positive et int�egrable sur � � 1; 1� ; on peut alors appliquer le
th�eor�eme de convergence domin�ee pour obtenir :

ck ˆ t• �
2
�

Q
n>N

un S
1

� 1

xnTk ˆx•
º

1 � x2
dx tn : (6.7)

L'�equation (6.7) montre que la fonction ck ˆ t• est le produit d'Hadamard :

ck ˆ t• � f ˆ t• b gk ˆ t• ; avecgk ˆ t• �
ª

Q
n� 0

S
1

� 1

xnTk ˆx•
º

1 � x2
dx tn : (6.8)

On rappelle que le produit d'Hadamard de deux s�eries formellesf � P nE0 f nxn et g �
P nE0 gnxn est la s�erie formelle P nE0 f ngnxn .

Puissances de x en termes de polyn ômes de Tchebychev. Les coe�cients gn;k de
la s�erie gk ˆ t• d�e�nie dans l'�equation (6.8) sont les coe�cients du d�eveloppement en s�erie
de Tchebychev de la fonctionxn . C'est-�a-dire :

xn � Q
k>N

gn;k Tk ˆx•:

Le lemme suivant donne une forme close pour leur s�erie g�en�eratrice. Ce r�esultat est sûrement
classique, mais ne trouvant pas de r�ef�erence, on donne une preuve de ce lemme utilisant la
r�ecurrence de Tchebychev.

Lemme 6.1. Pour tout k, la s�erie gk est donn�ee par :

gk ˆ t• �
2tk

ˆ1 �
º

1 � t2•k
º

1 � t2
: (6.9)

Nous allons montrer qu'il d�ecoule naturellement des m�ethodes d�ej�a pr�esent�ees au
chapitre 5 et plus g�en�eralement de la D-�nitude. On montre d'abord un lemme classique
que l'on retrouve par exemple dans [MH03,§2.3.1].

Lemme 6.2. Les puissances dex se d�eveloppent en s�eries de Tchebychev comme :

xn � 21� n

 n~2�

Q
k� 0

œ‹
n
k

• Tn� 2k ˆx•; (6.10)

c'est-�a-dire

gn;k � œ
21� n‰n

k � n
2

Ž lorsquen � k est pair;

0 sinon:
(6.11)
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D�emonstration. La fonction xn satisfait l'�equation :

xyœˆx• � nyˆx• � 0:

Les algorithmes du chapitre 5 donnent alors la r�ecurrence v�eri��ee par les coe�cients de
Tchebychev dexn :

ˆ � n � k•uk � ˆ2 � n � k•uk� 2 � 0: (6.12)

La suite gn;k d�ecrite dans ce lemme v�eri�e cette r�ecurrence. Il su�t donc de v�eri�er des
conditions initiales de gn;k pour prouver le lemme.

De la d�e�nition des premiers polynômes de Tchebychev,T0ˆx• � 1 et T1ˆx• � x, et de
la r�ecurrence v�eri��ee par cette famille de polynômes,

Tn� 1ˆx• � 2xTn ˆx• � Tn� 1ˆx•;

on d�eduit par r�ecurrence que Tn ˆx• � 2n� 1xn � Rn pour n A 0 o�u Rn est un polynôme
de degr�e n � 2. On retrouve donc bien pour tout n les conditions initiales gn;n � 2� n� 1 et
gn;n � 1 � 0.

D�emonstration du lemme 6.1. De cette forme close(6.11), on d�eduit imm�ediatement une
r�ecurrence en n o�u k n'apparâ�t que comme param�etre et qui annule la suite‰gn;k Ž

n>N
:

ˆn � 1• ˆ n � 2• un � ˆn � 2 � k• ˆ n � 2 � k• un� 2 � 0: (6.13)

Cette r�ecurrence se traduit en une �equation di��erentielle v�eri��ee par la s�erie g�en�eratrice de
la suite ˆgn;k •n>N :

‰2t2 � k2Žgk ˆ t• � ‰4t3 � tŽgœ
k ˆ t• � ‰t4 � t2Žgœœ

k ˆ t• � 0: (6.14)

Cette �equation est singuli�ere en 0, les conditions initiales gl;k � 0 pour l @k, gk;k � 21� k

et gk� 1;k permettent de conclure que l'on a pour solution unique :

gk ˆ t• �
2tk

ˆ1 �
º

1 � t2•k
º

1 � t2
:

Une cons�equence imm�ediate de l'�equation (6.8) page 116 et du lemme 6.1 est la
proposition suivante.

Proposition 6.3. Si f est une fonction analytique dans un voisinage de0, alors les
coe�cients de Tchebychev ck ˆ t• de la fonction f ˆxt • v�eri�ent l'�egalit�e suivante :

ck ˆ t• � f ˆ t• b
2tk

ˆ1 �
º

1 � t2•k
º

1 � t2
: (6.15)
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1.2 Plan

�A partir de ce produit d'Hadamard, je montre dans la premi�ere section de ce chapitre
des formules explicites pour les d�eveloppements en s�eries de Tchebychev de fonction
hyperg�eom�etrique. De nombreuses fonctions sp�eciales sont des fonctions hyperg�eom�etriques,
on d�eduit imm�ediatement de ces formules les d�eveloppements (6.1), (6.2) et (6.3).

Il est bien connu [Sta80] que le produit d'Hadamard de deux s�eries D-�nies est une
s�erie D-�nie. Dans la seconde section, je donne un algorithme permettant de calculer une
�equation di��erentielle, d�ependante de k, v�eri��ee par les coe�cients de Tchebychev ck ˆ t• .
Cet algorithme utilise les propri�et�es de la fonction gk pour calculer e�cacement ce produit.

Si on suppose que la fonctionf est D-�nie et analytique dans une ellipse englobant
le segment� � 1; 1� , les �equations di��erentielles v�eri��ees par les fonctions ck ˆ t• permettent
d'�evaluer rapidement et �a pr�ecision arbitraire ces fonctions en t � 1. Une bonne r�ef�erence sur
ce sujet est la th�ese de Mezzarobba [Mez11], qui expose des algorithmes rapides permettant
d'�evaluer num�eriquement des fonctions D-�nies en garantissant l'erreur. Dans la derni�ere
section, ces m�ethodes d'�evaluation sont utilis�ees pour donner des approximations �a pr�ecision
arbitraire des coe�cients de Tchebychev. Un algorithme utilisant cette �evaluation num�erique
et la r�ecurrence de Tchebychev calcul�ee au chapitre 5 est pr�esent�e ; celui-ci permet d'obtenir
n coe�cients de Tchebychev d'une fonction D-�nie en Oˆn• op�erations arithm�etiques.

Cet algorithme ne se contente pas de d�erouler na•�vement la r�ecurrence de Tchebychev.
En e�et une utilisation na•�ve de la r�ecurrence n'est pas satisfaisante pour calculer les
coe�cients de Tchebychev (ceci �etant une cons�equence imm�ediate du corollaire 5.35
page 110). Dans cette derni�ere section l'id�ee d'utiliser la fonction f ˆxt • plutôt que f ˆx• est
encore exploit�ee. On obtient de cette mani�ere une r�ecurrence param�etr�ee en t v�eri��ee par la
suite ˆck ˆ t•• k>N. De cette r�ecurrence, on d�eduit un algorithme qui permet de calculer une
bonne approximation desn premiers coe�cients ck ˆ1• en temps lin�eaire par rapport �a n.

2 Coe�cients de Tchebychev de fonctions hyperg�eom�etriques

Dans le cas particulier du d�eveloppement des fonctions hyperg�eom�etriques, le pro-
duit d'Hadamard nous permet de d�eduire des formules donnant des formes closes pour
les coe�cients de Tchebychev. Ces formules se sp�ecialisent �a un tr�es grand nombre de
fonctions �el�ementaires et sp�eciales puisque celles-ci s'expriment comme des fonctions
hyperg�eom�etriques (quelques exemples tir�es de [AS64] sont donn�es dans le tableau 6.1).

La plupart des formules pr�esentes dans cette section ne sont pas nouvelles [Luk69, p.
30-31]. Luke d�eduit ces formules de th�eor�emes plus g�en�eraux sur des d�eveloppements de
fonction hyperg�eom�etrique dans des bases de famille de fonctions hyperg�eom�etriques. Ces
formules sont toutes prouv�ees par r�ecurrence. Dans cette section, on montre que le produit
d'Hadamard permet de prouver ces formules de mani�ere uni��ee et constructive. Ce proc�ed�e
permet aussi de d�ecouvrir de nouvelles formules comme le d�eveloppement de la fonction
d'Airy Ai dans la section 2.4. Une autre contribution de cette section est la simpli�cation
des preuves par rapport �a celles donn�ees dans [Luk69].
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Fonction Symbole Repr�esentation hyperg�eom�etrique
Fonction exponentielle exp̂ x• 0F0 ‰�

� TxŽ

Fonction sinus sin̂ x• 0F1 Š �
3
2
U� x2

4 •

Fonction cosinus coŝx• 0F1 Š �
1
2
U� x2

4 •

Fonction d'erreur erf ˆx• 2xº
� 1F1 ‹

1
2
3
2
V� x2•

Fonction arc sinus arcsin̂ x• x2F1 ‹
1
2

1
2

3
2

Vx2•

Fonction arc tangente arctan̂ x• x2F1 ‹
1
2 1
3
2

V� x2•

Fonction sinus int�egral Si ˆx• x1F2 ‹
1
2

3
2

3
2
V� x2

4 •

Fonction de Bessel de 1�ere esp�ece J� ˆx• x �

� !2� 0F1 Š �
� � 1T� x2

4 •

Fonction de Bessel modi��ee de 1�ere esp�ece I� ˆx• x �

� !2� 0F1 Š �
� � 1Tx2

4 •

Polynôme de Gegenbauer d'indice pair Cˆ � •
2n ˆx• ˆ � 1•n‰n� � � 1

n Ž2F1 ‹ � n;n� �
1
2

Vx2•

Polynôme de Gegenbauer d'indice impair Cˆ � •
2n� 1ˆx• ˆ � 1•n2� ‰n� �

n Žx2F1 ‹ � n;n� � � 1
3
2

Vx2•

Polynôme de Laguerre g�en�eralis�e L ˆ � •
n ˆx• ‰n� �

n Ž 1F1 ‰� n
� � 1TxŽ

Polynôme d'Hermite d'indice pair H2n ˆx• ˆ � 1•n 2n!
n! 1F1 Š� n

1
2

Ux2•

Polynôme d'Hermite d'indice impair H2n� 1ˆx• ˆ � 1•n ˆ 2n� 2• !
ˆ n� 1• ! x1F1 Š� n

3
2

Ux2•

Figure 6.1 { Repr�esentations hyperg�eom�etriques de certaines fonctions sp�eciales

La plupart des fonctions du tableau 6.1 sont des fonctions hyperg�eom�etriques �evalu�ees
en un carr�e, multipli�ees par un coe�cient. Une autre fonction sp�eciale classique, la fonction
d'Airy de premi�ere esp�ece Ai , non indiqu�ee dans ce tableau, s'�ecrit quant �a elle comme une
combinaison lin�eaire de fonctions hyperg�eom�etriques �evalu�ees en x3

9 :

Ai ˆx• ˆ x• � �
1

2�
x 6

º
3� ˆ2~3• 0F1 Œ

�
4~3

W
x3

9
‘ �

1
3� ˆ2~3•

3
º

30F1 Œ
�

2~3
W

x3

9
‘ : (6.16)

Pour cette raison, cette section ne se contente pas de donner des preuves de formules
pour les fonctions hyperg�eom�etriques mais aussi pour les fonctions hyperg�eom�etriques
�evalu�ees en des carr�es voire des cubes.

Comme le montre la discussion de la section 2.2 ci-dessous, les fonctions hyperg�eom�etriques
�evalu�ees en des carr�es sont plus faciles. La premi�ere partie de cette section leur est d�edi�ee.
Dans la seconde partie les formes closes pour des fonctions hyperg�eom�etriques classiques
sont pr�esent�ees. La derni�ere partie montre comment aborder des cas comme (6.16).

La section 2.3 donne une application directe des formules expos�ees dans les sections 2.1
et 2.2 : elle explicite les d�eveloppements de Tchebychev des �el�ements d'autres suites clas-
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siques de fonctions sp�eciales. SiPn et Qn sont deux familles de fonctions, les coe�cients
du d�eveloppement desPn sur la baseˆQn • sont appel�es constantes de connexions. Ge-
genbauer [Geg72, Geg84] a donn�e les premi�eres constantes de connexion dans le cas o�u
les famillesPn et Qn �etaient les familles de polynômes portant son nom, Askey [Ask75]
a g�en�eralis�e les constantes de connexion �a d'autres familles de fonctions. Dans cette sec-
tion, des formes closes de ces coe�cients lorsqueQn est la famille des polynômes de
Tchebychev sont donn�ees directement par les formules de d�eveloppement de fonction
hyperg�eom�etrique en s�erie de Tchebychev. On retrouve des formes closes d�ej�a connues
de Gegenbauer [Geg72, Geg84] ou de Askey [Ask75] et on corrige une formule sur le
d�eveloppement de polynôme de Gegenbauer en s�erie de Tchebychev [RZG95].

2.1 Formes closes pour les hyperg�eom�etriques en un carr�e

Th �eor �eme 6.4 (Luke [Luk69]). Les coe�cients ck ˆ t• du d�eveloppement de la s�erie de
Tchebychev :

x l
pFq Œ

a1; : : : ; ap

b1; : : : ; bq
Wx̂t •2‘ � Q

k>N

œck ˆ t•Tk ˆx•; (6.17)

lorsqueq � 1 Ep, sont donn�es par la formule :

c2k� l ˆ t• �
21� l

4k

ˆa1•k : : : ˆap•k

ˆb1•k : : : ˆbq•k

t2k� l

k! p� 2Fq� 2 Œ
a1 � k; : : : ; ap � k; k � l~2 � 1~2;k � l~2 � 1

b1 � k; : : : ; bq � k; 2k � l � 1;k � 1
Wt2‘ ;

et

c2k� l � 1 � 0:

D�emonstration. Le membre gauche de (6.17) a pour d�eveloppement de Taylor

Q
n>N

u2n� l t
2n� l avec u2n� l �

ˆa1•n : : : ˆap•n

ˆa1•n : : : ˆap•nn!
:

Le coe�cient gn� k;k est non nul seulement lorsquen est pair. On a donc :

c2k� l ˆ t• � t2k� l Q
n>N

u2n� 2k� l g2n� 2k� l;2k� l t
2n ;

soit en utilisant les formes closes((6.11) page 116) :

c2k� l ˆ t• � t2k� l Q
n>N

ˆa1•n� k : : : ˆap•n� k

ˆb1•n� k : : : ˆbq•n� k ˆn � k•!
21� 2n� 2k� l ˆ2n � 2k � l• !

ˆn � 2k � l• !n!
t2n :

En simpli�ant les factorielles notamment �a l'aide de la formule de duplication de la
fonction � [ Nat10, http://dlmf.nist.gov/5.5.E5 ] et de la relation entre le symbole de
Pochhammer et les factorielles (2.13), il vient :
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c2k� l ˆ t• �
21� l

4k

ˆa1•k : : : ˆap•k

ˆb1•k : : : ˆbq•k

t2k� l

k!
Q
n>N

ˆa1 � k•n : : : ˆap � k•n ˆk � l~2 � 1~2•n ˆk � l~2 � 1•n

ˆb1 � k•n� k : : : ˆbq � k•n� k ˆ2k � l � 1•n ˆk � 1•n

t2n

n!
:

Ce qui est bien le d�eveloppement en s�erie de Taylor de la fonction hyperg�eom�etrique de
la proposition.

Exemple 6.5. La fonction coŝ x• est une fonction hyperg�eom�etrique 0F1 (voir tableau 6.1)
�evalu�ee en ˆ � 1~4•x2. En rempla�cant t par � it

2 et l par z�ero dans la formule du th�eor�eme,
on obtient :

c2k ˆ t• � ˆ � 1•k 2
42k ˆ1~2•k

t2k

k! 2F3 Œ
k � 1~2;k � 1

k � 1~2; 2k � 1;k � 1
W�

t2

4
‘ :

Dans cette fonction hyperg�eom�etrique, les param�etres k � 1~2 et k � 1 se simpli�ent et la
formule de duplication de la fonction � donne 4k ˆ1~2•kk! � 2k!. On en d�eduit que :

c2k ˆ t• � ˆ � 1•k 2
4k

t2k

ˆ2k•!0F1 Œ
�

2k � 1
V�

t2

4
‘ :

Cette fonction est la repr�esentation sous forme hyperg�eom�etrique de la fonction de Bessel
de premi�ere esp�ece 2̂ � 1•kJ2k ˆ t• (voir tableau 6.1). On retrouve alors le d�eveloppement
d�ej�a connu de Snyder [Sny66, page 46] :

coŝ xt • � 2 Q
k>N

œˆ � 1•kJ2k ˆ t•T2k ˆx•:

Exemple 6.6. Le tableau 6.2 donne les s�eries de Tchebychev de fonction sp�eciale d�eduites
directement du th�eor�eme. Comme pour la fonction cos, le d�eveloppement de la fonctionsin
est connu de Snyder [Sny66]. Les d�eveloppements dearccoset arcsinsont donn�es lorsquet � 1
dans [MH03, §5.2] ; avec cette sp�ecialisation, on retrouve les coe�cients hyperg�eom�etriques
de l'�equation (6.2) page 114.

2.2 Formes closes pour les fonctions hyperg�eom�etriques

Le second th�eor�eme fondamental de ce chapitre traite du cas g�en�eral :

Th �eor �eme 6.7 (Luke [Luk69]). Les coe�cients ck ˆ t• du d�eveloppement d'une fonction
hyperg�eom�etrique g�en�eralis�ee en s�erie de Tchebychev,

pFq Œ
a1; : : : ; ap

b1; : : : ; bq
Wxt ‘ � Q

k>N

œck ˆ t•Tk ˆx•;

avecq � 1 Ep sont donn�es par la formule :

ck ˆ t• �
2
2k

ˆa1•k : : : ˆap•k

ˆb1•k : : : ˆbq•k

tk

k!2pF2q� 1
’

”

a1 � k
2 ; a1 � k� 1

2 ; : : : ; ap � k
2 ; ap � k� 1

2
b1 � k

2 ; b1 � k� 1
2 ; : : : ; bq � k

2 ; bq � k� 1
2 ; k � 1

RRRRRRRRRRRR

t2

4q� p� 1

“

•
:
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Fonction s�erie de Tchebychev
sinˆxt • 2P k>Nˆ � 1•kJ2k� 1ˆ t•T2k� 1ˆx•

erfˆxt • P k>N
2º
�

ˆ � 1• k

4k
t2k � 1

ˆ 2k� 1•k! 1F1 Š k� 1
2

2k� 2U� t2• T2k� 1ˆx•

arccoŝ xt • �
2 T0ˆx• � P k>N

t2n � 1 ˆ 2n• !
42n ˆ 1� 2n•n!2 2F1 Šk� 1

2 ;k � 1
2

2k� 2 Ut2• T2k� 1ˆx•

arcsin̂ xt • P k>N
t2n � 1 ˆ 2n• !

42n ˆ 1� 2n•n!2 2F1 Šk� 1
2 ;k � 1

2
2k� 2 Ut2• T2k� 1ˆx•

arctanˆxt • P k>N 2
ˆ � 1• k t2k � 1Š1�

º
t2 � 1•

� 1� 2k

1� 2k T2k� 1 ˆx•

Sî xt • P k>N
4� k ˆ � 1• k

ˆ 2k� 1• !ˆ 2k� 1• 1F1 ‹
k� 1

2
2k� 2;k� 3

2
V� 1

4 t2• T2k� 1ˆx•

Figure 6.2 { Formes closes pour les s�eries de Tchebychev de certaines fonctions sp�eciales

D�emonstration. On repart du d�eveloppement en s�erie de (6.8) page 116

ck ˆ t• � Q
n>N

ungn;k xk ;

o�u un sont les coe�cients de Taylor de pFq Ša1 ;:::;ap
b1 ;:::;bq

Uxt • .
Comme gn;k est nul lorsquen @k, ck ˆ t• est de valuation k, on a donc :

ck ˆ t• � tk Q
n>N

un� kgn� k;k tn :

En utilisant les formes closes v�eri��ees par uk et gk et le fait que le coe�cient gn� k;k � 0
lorsque n est impair, on a :

ck ˆ t• � tk Q
n>N

21� 2n� k ˆa1•2n� k : : : ˆap•2n� k

ˆb1•2n� k : : : ˆbq•2n� k ˆ2n � k•!
ˆ2n � k•!
ˆn � k•!n!

t2n :

En simpli�ant les factorielles �a l'aide de la formule de duplication de la fonction �,

ck ˆ t• ��
2
2k

ˆa1•k : : : ˆap•k

ˆb1•k : : : ˆbq•k

tk

k!
Q
n>N

4nˆ p� q� 1• ˆ a1 � k
2 •n ˆ a1 � k� 1

2 •n : : : ˆ ap � k
2 •n ˆ ap � k� 1

2 •n

ˆ b1 � k
2 •n ˆ b1 � k� 1

2 •n : : : ˆ bq � k
2 •n ˆ bq � k� 1

2 •n ˆk � 1•n

t2n

n!
;

ce qui conclut la preuve au vu de (2.12) page 21.

Exemple 6.8. Le d�eveloppement de la fonction exp comme fonction hyperg�eom�etrique
(voir tab 6.1) permet de d�eduire l'�egalit�e :

ck ˆ t• �
2
2k

tk

k!0F1 Œ
�

k � 1
V
t2

4
‘ ;
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o�u ck ˆ t• sont des coe�cients de Tchebychev deexp̂ xt •. On retrouve la repr�esentation
hyperg�eom�etrique de la fonction 2 I k ˆ t• et le d�eveloppement classique [Sny66] :

exp̂ xt • � Q
k>N

œ2 Ik ˆ t•Tk ˆx•:

2.3 Cas particulier : les constantes de connexion

Une application de ces premi�eres sections est le calcul de certaines formes closes de
constantes de connexion. Ces constantesan;k [Ask75, cours 7] relient deux familles de
fonctions ˆPn •n>N et ˆQk•k>N entre elles de la fa�con suivante :

Pn � Q
k>N

an;k Qk :

On s'int�eresse ici au cas particulier o�u les polynômes Qk sont des polynômes de
Tchebychev. Le chapitre 8 traite des cas plus g�en�eraux. Gegenbauer [Geg84] a donn�e le
d�eveloppement des polynômes portant son nom :

C �
n ˆx• �

n

Q
k� 0

ˆ � •n� k ˆ � •k

ˆn � k•!k!
TSn� 2kŜ x•: (6.18)

Dans le même article il donne une d�emonstration assez technique. On va montrer
comment on peut obtenir ce r�esultat simplement grâce au th�eor�eme 6.4.

Area, Dimitrov, Godoy et Ronveaux [ADGR04] donnent une formule plus g�en�erale
pour les coe�cients de Tchebychev An;k ˆ t• du polynôme C �

n ˆxt • :

An;k ˆ t• �
ˆ � 1• ˆ n� k•~2

k!ˆˆ n � k•~2•!
tk

23n� k

ˆ2� •n ˆn � 2� •nn!
ˆ � � 1~2•n ˆ � � ˆn � k•~2• ˆ n� k•~2ˆ � •n

� 2F1 Œ
ˆk � n•~2;ˆ2� � k � n•~2

k � 1
Wt2‘ ;

lorsque n � k est pair et 0 sinon. Malheureusement cette formule est fausse (exemple : le
polynôme de Gegenbauer �evalu�e enn � 6; � � 2 et t � x � 1 donne 84 contre 1; 63: : : en
utilisant cette formule.

Une application du th�eor�eme 6.4 fournit directement la formule correcte :

A2n;2k ˆ t• � ˆ � 1•n ‹
n � � � 1

n
•

2
4k

ˆ � n•k ˆn � � •k

ˆ1~2•k

t2k

k! 4F3 Œ
� n � k; n � � � k; k � 1;k � 1~2

1~2 � k; 2k � 1;k � 1
Wt2‘ ;

A2n� 1;2k� 1ˆ t• � ˆ � 1•n ‹
n � �

n
•

2�
4k

ˆ � n•k ˆn � � � 1•k

ˆ3~2•k

t2k� 1

k! 4F3 Œ
k � n; n � � � k � 1;k � 1;k � 3~2

3~2 � k; 2k � 2;k � 1
Wt2‘ ;

et
A2n� 1;2k ˆ t• � A2n;2k� 1ˆ t• � 0:

Ces expressions se simpli�ent du fait de la pr�esence simultan�ee dek � 1 et k � 1~2 (ou
k � 3~2) dans les deux ensembles de param�etres. De cette simpli�cation vient la proposition
suivante.
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Proposition 6.9. Le d�eveloppement des polynômes de Gegenbauer en s�erie de Tchebychev
s'�ecrit :

Cˆ � •
2n ˆxt • � 2

n

Q
k� 0

œˆ � 1•n� k ˆ � •n� k

ˆn � k•!
t2k

2k!2F1 ‹
� n � k; n � � � k;

2k � 1
Vt2• T2k ˆx•;

et

Cˆ � •
2n� 1ˆxt • � 2

n

Q
k� 0

ˆ � 1•n� k ˆ � •n� k� 1

ˆn � k•!
t2k� 1

ˆ2k � 1•!2F1 ‹
� n � k; n � � � k � 1

2k � 2
Vt2• T2k� 1ˆx•:

On retrouve la formule (6.18) en �evaluant en 1 grâce �a l'identit�e de Chu-Vandermonde [Nat10,
http://dlmf.nist.gov/15.4.E24 ] :

2F1 ‹
� n; b

c
V1• �

ˆc � b•n

ˆc•n

Les mêmes id�ees fournissent des formes closes pour les d�eveloppements des polynômes
de Laguerre g�en�eralis�ees (L �

n ) ou des polynômes d'Hermite (Hn ) (voir tableau 6.1 page 119).

Proposition 6.10. Les polynômes orthogonaux classiques suivants se d�eveloppent en s�eries
de Tchebychev comme :

L ˆ � •
n ˆxt • �

n

Q
k� 0

œ‹
n � �

n
•

2
2k

ˆ � n•k

ˆ � � 1•k

tk

k!2F3 Œ
ˆ� n � k•~2;ˆ � n � k � 1•~2

ˆ � � k � 1•~2;ˆ � � k•~2 � 1;ˆk � 1•
W

t2

4
‘ Tk ˆx•;

H2n ˆxt • �
n

Q
k� 0

œˆ � 1•n4� k� 1~2 2n!
n!

ˆ � n•k

ˆ1~2•k

t2k

k! 1F1 ‹
� n � k
2k � 1

Vt2• T2k ˆx•;

H2n� 1ˆxt • �
n

Q
k� 0

ˆ � 1•n4� k ˆ2n � 2•!
ˆn � 1•!

ˆ � n•k

ˆ3~2•k

t2k� 1

k! 1F1 ‹
� n � k
2k � 2

Vt2• T2k� 1ˆx•:

2.4 G�en�eralisation �a d'autres fonctions hyperg�eom�etriques

Si la r�ecurrence de Taylor associ�ee �a une fonction est �a deux termes mais d'ordre plus
grand que deux, les th�eor�emes pr�ec�edents ne donnent pas de forme close pour les coe�cients.
Cependant l'id�ee se g�en�eralise ; lors de cette th�ese, du codeMaple a �et�e d�evelopp�e pour
calculer des formes closes pour ces coe�cients de Tchebychev. Ce code est utilis�e par le
DDMF [BCD � 10]. Un exemple int�eressant est donn�e par le d�eveloppement de la fonction
d'Airy Ai. La r�ecurrence satisfaite par les coe�cients de Taylor de cette fonction est �a
deux termes et d'ordre 3 :

un � ‰n2 � 5n � 6Žun� 3 � 0:
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Grâce �a la forme particuli�ere de cette r�ecurrence et aux m�ethodes utilis�ees pour la
preuve des th�eor�emes 6.4 et 6.7, on obtient le d�eveloppement suivant.

Ai ˆx• �

Q
k>N

œ 1
81kk!

’

”
�

32~3

144
1

� ˆk � 4~3• 2F5 Œ
1~2 k � 4~3; 1~2 k � 5~6

4~3; 5~3;k � 1;k � 4~3;k � 5~3
W

1
1296

‘

�
3
º

3
3

2
� ˆk � 2~3• 2F5 Œ

1~2k � 2~3; 1~2 k � 1~6
1~3; 2~3;k � 1;k � 2~3;k � 1~3

W
1

1296
‘

“

•
T3k ˆx•

� Q
k>N

1
81kk!

’

”

3
º

3
36

1
� ˆk � 5~3• 2F5 Œ

1~2k � 2~3; 1~2k � 7~6
2~3; 4~3;k � 1;k � 4~3;k � 5~3

W
1

1296
‘

�
32~3

9
1

� ˆk � 4~3• 2F5 Œ
1~2k � 5~6; 1~2k � 1~3

1~3; 2~3;k � 1;k � 4~3;k � 2~3
W

1
1296

‘
“

•
T3k� 1ˆx•

� Q
k>N

1
81k� 1ˆk � 1•!

’

”

3
º

3
24

1
� ˆk � 5~3• 2F5 Œ

1~2k � 7~6; 1~2k � 5~3
4~3; 5~3;k � 2;k � 5~3;k � 7~3

W
1

1296
‘

�
32~3

9
3k � 4

� ˆk � 7~3• 2F5 Œ
1~2k � 4~3; 1~2k � 5~6

2~3; 4~3;k � 2;k � 4~3;k � 5~3
W

1
1296

‘
“

•
T3k� 2ˆx•:

3 Calcul du produit d'Hadamard dans le cas D-�ni

La th�eorie de l'holonomie [Zei90] a�rme que les fonctions ck ˆ t• d�e�nies par (6.6) sont
D-�nies si la fonction f est D-�nie. Connaissant une �equation di��erentielle v�eri��ee par
f , l'algorithme de cr�eation t�elescopique [Zei90, AZ90, CS98, Chy00] calcule l'�equation
di��erentielle v�eri��ee par chaque ck ˆ t• . Les packagesMaple Mgfun[Chy98, Pec09] et Mathe-
matica HolonomicFunctions[Kou10a, Kou10b] permettent d'e�ectuer ce calcul.

Notre approche dans ce chapitre est plus directe et n'utilise pas la cr�eation t�elescopique.
Les propri�et�es de clôture des fonctions D-�nies [Sta80] entrâ�nent que les fonctionsck (6.8)
page 116 sont D-�nies comme produits d'Hadamard de fonctions D-�nies. On utilise donc
le produit d'Hadamard pour calculer l'�equation di��erentielle, param�etr�ee par k, v�eri��ee
par ck ˆ t• .

3.1 Calcul d'une �equation di��erentielle v�eri��ee par ckˆ t•

L'�equation di��erentielle v�eri��ee par le produit d'Hadamard de deux fonctions D-�nies
se calcule en e�ectuant une �elimination dans un syst�eme lin�eaire �a coe�cients polynomiaux
�a partir des �equations di��erentielles v�eri��ees par les fonctions. La dimension de ce syst�eme
lin�eaire est telle que la complexit�e de ce calcul peut être �elev�ee. Cependant, le produit
d'Hadamard ici est particulier, et il est possible d'obtenir directement un algorithme plus
e�cace pour ce calcul. Les coe�cients de Taylor gn;k de gk ˆx• v�eri�ant une r�ecurrence �a
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deux termes (6.13),

ˆn � 2•ˆ n � 1•gn;k � ˆn � k � 2•ˆ n � k � 2•gn� 2;k � 0;

le calcul du produit d'Hadamard est ais�e.

Exemple 6.11. Les coe�cients de la s�erie de Taylor de exp̂ x• v�eri�ent l'�equation d'ordre
2 :

un � ˆn � 1•ˆ n � 2•un� 2 � 0;

La r�ecurrence v�eri��ee par gn;k

n! s'obtient simplement en multipliant terme �a terme les
coe�cients de cette r�ecurrence et de la r�ecurrence satisfaite par gn;k :

ˆn � 2•ˆ n � 1•cn;k � ˆn � 2•ˆ n � 1•ˆ n � k � 2•ˆ n � k � 2•cn� 2;k � 0:

Les indicesn �etant des entiers naturels, on peut simpli�er cette �equation par le facteur
commun ˆn � 1•ˆ n � 2•, ce qui donne la r�ecurrence v�eri��ee par les coe�cients de Taylor
de la fonction de Bessel modi��ee Ik ˆ t• . Pour montrer la validit�e du d�eveloppement de la
fonction exponentielle,

exp̂ xt • �
ª

Q
n� 0

œ2 Ik ˆ t•Tn ˆx•;

il ne reste plus qu'�a v�eri�er des conditions initiales. Celles-ci seront donn�ees dans la
prochaine section.

Dans cet exemple, le produit d'Hadamard se calcule simplement une fois que l'on a la
r�ecurrence d'ordre 2 qui annule les coe�cients de la fonction exp. De fa�con g�en�erale, le
calcul de la r�ecurrence v�eri��ee par le produit d'Hadamard entre une suite un et la suite
cn;k est plus facile lorsque la r�ecurrence v�eri��ee par un va de deux en deux ; c'est-�a-dire
qu'elle annule en même temps les suiteŝu0; 0; u2; 0; u4; : : :• et ˆ0; u1; 0; u3; : : :• . En e�et,
partant de

r0ˆn•un � r1ˆn•un� 2 � � � rdˆn•un� 2d � 0; (6.19)

et des coe�cients de la r�ecurrence (6.12),

p0ˆn• � ˆn � 2•ˆ n � 1• et p2ˆn• � � ˆn � k � 2•ˆ n � k � 2•;

la suite ˆgn;k un •n>N satisfait la r�ecurrence :

d� 1

M
i � 0

p0ˆn � 2i •r0ˆn•gn;k un � �

d� s� 1

M
i � 0

p0ˆn � 2i •
d� 1

M
i � d� s

p2ˆn � 2i •r sˆn•gn� 2s;kun� 2s � �

d� 1

M
i � 0

p2ˆn � 2i •rdˆn•gn� 2d;kun� 2d � 0:

(6.20)
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Entr �ee: une r�ecurrence rec telle que recˆun • � P d
n� 0 ai ˆn•un� i � 0 avec

f ˆx• � P n>N unxn

Sortie: une r�ecurrence rec2 telle que rec2ˆcn;k • � 0 avec ck ˆ t• � P n>N cn;k tn et
f ˆxt • � P œ

k>N ck ˆ t•Tk ˆx•
1: Calculer

Èrec �
d

Q
n� 0

ˆ � 1• i ai ˆn•un� i � 0

2: Calculer

rec1 � lclmˆrec; Èrec• � r0ˆn•un � r1ˆn•un� 2 � � � rdˆn•un� 2d

3: renvoyer

rec2 �
d

Q
s� 0

d� s� 1

M
i � 0

p0ˆn � 2i •
d� 1

M
i � d� s

p2ˆn � 2i •r sˆn•cn� 2s;kun� 2s

Algorithme 6.1: Produit d'Hadamard pour les coe�cients de Tchebychev

Dans le cas g�en�eral, il su�t de calculer, �a partir de l'�equation de r�ecurrence v�eri��ee par
la suite ˆun •n>N, une r�ecurrence v�eri��ee par les suites ˆu0; 0; u2; 0; : : :• et ˆ0; u1; 0; u3; : : :• ,
c'est-�a-dire 1

2ˆun � ˆ � 1•nun • et 1
2ˆun � ˆ � 1•nun • . Si l'�equation

d

Q
n� 0

ai ˆn•un� i � 0 (6.21)

est v�eri��ee par la suite ˆun • , alors l'�equation

d

Q
n� 0

ˆ � 1• i ai ˆn•un� i � 0; (6.22)

est v�eri��ee par la suite ˆˆ � 1•nun • . Le lclm (4.16 page 62) de ces deux r�ecurrences annule
les sommes de ces suites. En calculant celclm, on obtient alors la r�ecurrence souhait�ee. On
retrouve ici une des m�ethodes de [BCLR03].

L'algorithme 6.1 r�esume l'ensemble des op�erations calculant une r�ecurrence annulant la
suite ˆungn;k •n>N �a partir d'une r�ecurrence v�eri��ee par la suite ˆun •n>N

Le passage de l'�equation di��erentielle v�eri��ee par f �a une �equation di��erentielle v�eri��ee
par ck se d�eduit de cet algorithme et des algorithmes permettant de passer d'une relation
de r�ecurrence �a l'�equation di��erentielle v�eri��ee par les s�eries g�en�eratrices des solutions de
cette r�ecurrence.
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3.2 Conditions initiales

Pour que la fonction ck soit enti�erement d�etermin�ee par l'�equation di��erentielle, il ne
reste plus qu'�a d�eterminer les conditions initiales de l'�equation di��erentielle ou de fa�con
�equivalente celles de la r�ecurrence v�eri��ee par les coe�cients de Taylor de la fonction ck .

Si la r�ecurrence est d'ordre 2d comme(6.20), il faut au moins 2d conditions initiales
pour caract�eriser la solution. Il peut en falloir plus. Le nombre de conditions initiales
n�ecessaires d�epend aussi des racines du polynôme de tête de la r�ecurrence, c'est-�a-dire ici
des racines de :

d� 1

M
i � 0

p2ˆn � 2i •rdˆn•gn� 2d;k :

Le facteur L d� 1
i � 0 p2ˆn � 2i • admet d racines :k � 2; k � 4; : : : ; k � 2d. Comme la s�erie gk

est de valuation k, la s�erie ck est de valuation au moinsk. Les coe�cients cn;k de ck sont
donc nuls pour n @k. Si on nommen0 la plus grande racine du polynômerd, on peut alors
caract�eriser les conditions initiales de la r�ecurrence par :

ci;k �
¢̈
¨
¦
¨̈
¤

21� i ‰i
i � k

2
Žui si i � k est pair et i plus grand que max̂ n0; k•;

0 sinon
; (6.23)

pour i allant de 0 �a 2d � maxˆn0; k• � 1.
Les conditions initiales de l'�equation di��erentielle v�eri��ee par ck se d�eduisent imm�ediatement

de cette �equation.

4 Approximation des coe�cients de Tchebychev

Pour calculer le i �eme coe�cient de Tchebychev d'une fonction que l'on sait �evaluer
num�eriquement, on peut utiliser l'int�egrale issue du produit scalaire des polynômes de
Tchebychev

2
� S

1

� 1

f ˆx•Tk ˆx•
º

1 � x2
dx:

Cette m�ethode n'est pas e�cace. Par exemple Maple ne parvient �a calculer num�eriquement
que les neuf premiers coe�cients de Tchebychev de la fonction d'Airy Ai de cette fa�con.

Les formes closes donn�ees dans la section pr�ec�edente permettent d'�evaluer e�cacement
les coe�cients de Tchebychev en utilisant par exemple des algorithmes num�eriques d�edi�es �a
l'�evaluation des fonctions hyperg�eom�etriques. Les formules de la section 2 ne donnent des
formes closes que pour une certaine classe de fonctions D-�nies ; l'utilisation des formes
closes pour l'�evaluation num�erique est donc limit�ee.

Une autre approche pour calculer num�eriquement les coe�cients de Tchebychevck ˆ1•, o�u
les fonctionsck ˆ t• sont d�e�nies par (6.6) page 115, est donn�ee par Thacher [Tha64] et utilise
le produit d'Hadamard (6.8) page 116. Sa m�ethode consiste �a calculer les coe�cientsun
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du d�eveloppement de la fonction en s�erie de Taylor en 0, puis pour toutk la somme qui
approxime ck ˆ1•

N

Q
n� 0

gn;k un ;

o�u gn;k est d�e�ni par (6.11) et N est un entier choisi par l'utilisateur. Dans cette section,
on se propose d'a�ner cette m�ethode lorsque la fonction est D-�nie. On pourra d�eterminer
explicitement l'entier N en fonction de la pr�ecision souhait�ee et calculer rapidement les
coe�cients.

Cette section se d�ecompose en deux parties. La premi�ere est consacr�ee �a l'�evaluation
rapide d'un coe�cient �a pr�ecision arbitraire en utilisant des algorithmes d�edi�es �a l'�evaluation
num�erique de fonction D-�nie. Dans la seconde partie se trouve la contribution de cette
section. On propose un algorithme calculantd coe�cients de Tchebychev �a pr�ecision � en
Oˆd � logˆ � � 1•• op�erations arithm�etiques. Cet algorithme se base sur la r�ecurrence v�eri��ee
par les coe�cients de Tchebychev ˆck ˆ t•• k>N (§ 5).

Nous supposons dans cette section que les op�erations arithm�etiques entre les nombres
r�eels ou complexes sont e�ectu�ees en arithm�etique exacte (c'est-�a-dire en g�en�eral rationnelle)
dans un sous-corpsK de C, que l'on consid�ere e�ectif. Les calculs e�ectu�es ici ne sont
pas stables num�eriquement, les algorithmes n'ont donc aucun int�erêt si on remplace
l'arithm�etique exacte par de l'arithm�etique 
ottante.

Comme dans le reste de cette th�ese, la complexit�e utilis�ee ici est la complexit�e
arithm�etique. En d'autre termes, nous n'attribuons un coût unitaire qu'aux op�erations
dans K.

4.1 Calcul rapide d'un coe�cient de Tchebychev

Mezzarobba a d�evelopp�e le packageMaple NumGfun2 [Mez10] disponible comme sous-
package degfun [SZ94, http://algo.inria.fr/libraries/papers/gfun.html ] qui per-
met d'�evaluer num�eriquement une fonction en un point �a partir de l'�equation di��erentielle
v�eri��ee par celle-ci et des conditions initiales. L'�evaluation d'une fonction par ce package
est garantie.

L'exemple suivant montre comment, en utilisant la th�eorie de la premi�ere section et le
packagegfun, calculer un coe�cient de Tchebychev d'une fonction D-�nie donn�ee.

Exemple 6.12. La fonction erfˆx• satisfait l'�equation di��erentielle :
A deq1 := 2*x*diff(y(x), x)+diff(y(x), x, x):
On a�ecte �a la variable deq2 l'�equation di��erentielle (6.14) page 117 v�eri��ee par

gk ˆx• :

2. La version publique actuelle de NumGfun ne traite pas des �equations di��erentielles singuli�eres �a
l'origine. Comme la s�erie ck ˆ t• est de valuation k ((6.23) page 128), l'�equation di��erentielle l'annulant
admet une singularit�e apparente en 0. Pour cette raison, dans cette section, la version publique de NumGfun
n'est pas utilis�ee et remplac�ee par une version en d�eveloppement qui traite les �equations admettant une
singularit�e apparente en 0.
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A deq2 := (2*x^2+k^2)*y(x)+(4*x^3-x)*diff(y(x), x)+(x^4-x^2)*diff(y(x), x,
x):
On e�ectue le produit d'Hadamard entre deq1 et deq2 :

A deq3 := eval(hadamardproduct(deq1, deq2, y(x)), [_C=0]):
Sachant que la fonctionck est au moins de valuationk, pour plus de commodit�e

pour la suite, on a�ecte �a la variable deq3, l'�equation di��erentielle v�eri��ee par ck ˆ x•
xk (ce

qui ne change pas le r�esultat de l'�evaluation en 1).
A deq3 := collect(expand(eval(deq3, y= proc(x) x^k*y(x) end proc)), [y, diff(y(x),
x), diff(y(x), x, x), diff(y(x), x, x, x)]):
En utilisant la proc�edure analytic continuationdu packageNumGfun, on �evalue c1ˆ1•

avec 200 chi�res garantis. Cette proc�edure utilise des conditions initiales symboliques,
on doit donc e�ectuer ce calcul en deux �etapes. La premi�ere �etape utilise la proc�edure
avec l'aide des conditions initiales symboliques et la seconde �etape �evalue le r�esultat
obtenu avec les conditions initiales de l'�equation di��erentielle (6.23) page 128.

A analytic_continuation(eval(deq3, k=1), y(x), [0,1], 200):
A evalf[200](eval(%, f _C[0]=0, _C[1]=2/sqrt(Pi) g));

0:904346336830797274790884018485152292909651508614774589419: : :
On peut aussi calculer 10000 chi�res du 51�eme coe�cient en 14 secondes :
A st := time():
A analytic_continuation(eval(deq3, k=51), y(x), [0,1], 10000):
A evalf[10000](eval(%, f _C[1]=eval(diff(erf(x),x$51),x=0)*2^(-50)/51!, _C[0]=0 g));
A time()-st;

5:226259844109811916735925371747055823061206: : : � 10� 61

14:336

Cet exemple montre comment obtenir rapidement l'�evaluation num�erique d' un coe�cient
de Tchebychev enMaple �a partir de l'�equation di��erentielle v�eri��ee par la s�erie.

Souvent, on a besoin de calculer plusieurs coe�cients de Tchebychev. Dans ce cas, on
utilise la r�ecurrence de Tchebychev pour acc�el�erer les calculs. Dans la prochaine section, on
verra comment calculer et utiliser une r�ecurrence v�eri��ee par la suite index�ee par k :

N

Q
n� 0

cn;k ; (6.24)

cn;k �etant le n�eme coe�cient de Taylor de ck .
L'int�erêt de cette suite est que, sous certaines conditions d'analycit�e, les coe�cients

tendent vers ck ˆ1• quand N tend vers l'in�ni. Pour utiliser la r�ecurrence v�erif�ee par cette
suite, on a besoin de ses conditions initiales. On doit donc �evaluer cette somme pour les
premiers k, ce que l'algorithme 6.2 e�ectue.

En partant du principe que la fonction ck est analytique dans le disque unit�e, on sait
alors que la somme(6.24) converge versck ˆ1• quand N tend vers l'in�ni. Un algorithme
de Mezzarobba et Salvy [MS10] permet de quanti�er cette convergence puisque celui-ci
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Entr �ee: dequne �equation di��erentielle n'admettant pas de singularit�e dans le disque unit�e
et munie des conditions initiales �a valeurs dansK donnant une solution unique, un
entier k et une erreur cible �

Sortie: Une approximation dans K de 2
� R

1
� 1

f ˆ x•Tk ˆ x•º
1� x2

dx avec une erreurD�
1: Calculer reck , la r�ecurrence (6.20) page 126 �a partir de l'algorithme 6.1
2: Calculer les conditions initiales de la r�ecurrence �a partir de (6.23)
3: Calculer N telle que la suitecn;k , annul�ee par rec et v�eri�ant les conditions initiales

calcul�ees pr�ec�edemment, v�eri�e SP ª
n� N � 1 cn;k S@� (Utiliser l'algorithme de [MS10])

4: renvoyer P N
n� 0 cn;k calcul�ee en d�eroulant rec

Algorithme 6.2: Calcul du k�eme coe�cient de Tchebychev

borne, �a l'aide d'une forme close, la suite

ª

Q
n� N � 1

SunS;

en fonction deN �a partir de la r�ecurrence v�eri��ee par la suite ˆcn;k •k>N. Cet algorithme
permet donc d'obtenir une borne sur la di��erence entre ck ˆ1• et la somme (6.24).

La r�ecurrence v�eri��ee par cette suite permet aussi de calculer rapidement la somme(6.24).
De ces r�esultats on d�eduit un algorithme pour calculer une approximation de ck ˆ1• en
garantissant l'erreur.

Proposition 6.13. Pour toute fonction f solution d'�equation di��erentielle lin�eaire �a
coe�cients dans K� x� , n'admettant pas de singularit�e dans le disque unit�e, munie de
conditions initiales dans K, tout entier k et tout � A0, l'algorithme 6.2 calcule enOˆk �
logˆ � � 1•• op�erations arithm�etiques la somme P N

n� 0 cn;k o�u cn;k est d�e�ni par :

ck ˆ t• � Q
n>N

cn;k tn �
2
� S

1

� 1

f ˆxt •Tk ˆx•
º

1 � x2
dx;

et N est tel queSck ˆ1• � P N
n� 0 cn;k S@� .

D�emonstration. Hadamard [Had99] montre que le produit d'Hadamard de deux fonctionsf
et gk n'a d'autres points singuliers que ceux que l'on obtient en multipliant les a�xes des
di��erents points singuliers de f par celles des di��erents points singuliers deck . L'�equation
di��erentielle annulant gk a le point 1 comme singularit�e la plus proche de 0. On en d�eduit
que l'�equation di��erentielle annulant ck n'admet pas de singularit�e dans le disque unit�e.
On a donc l'�egalit�e :

ck ˆ1• � Q
n>N

ck;n �
2
� S

1

� 1

f ˆx•Tk ˆx•
º

1 � x2
dx:

La complexit�e du calcul de la r�ecurrence �a partir de l'�equation di��erentielle avec
l'algorithme 6.1 page 127 d�epend seulement de la forme de cette �equation di��erentielle et
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est donc ind�ependante dek et � . En revanche le calcul des conditions initiales d�epend dek,
puisqu'il faut calculer les coe�cients ui du d�eveloppement de Taylor pour i allant de 0 �a k.
En utilisant la r�ecurrence v�eri��ee par la suite ui (venant de la D-�nitude de f ) des coe�cients
de Taylor de f , ce calcul s'e�ectue enOˆk• op�erations arithm�etiques. Mezzarobba [Mez11]
montre que le nombreN de termes su�sant pour obtenir une pr�ecision � de ck par P N

n� 0 ck;n

est log2 ˆ � � 1•
log2 ˆ � • � o‰log2 ‰� � 1ŽŽ, o�u � la plus petite singularit�e de l'�equation di��erentielle v�eri��ee

par ck . Cette singularit�e d�epend de la singularit�e dominante de l'�equation di��erentielle
v�eri��ee par f que l'on suppose ici constante. On a doncN � Oˆ logˆ � � 1•• .

Du fait de la valuation sup�erieure �a k de la fonction ck , on a pour tout N l'�egalit�e

N

Q
n� 0

cn;k �
N � k

Q
n� 0

cn� k;k :

La r�ecurrence v�eri��ee par la suite ˆcn� k;k •n>N s'obtient en e�ectuant, pour tous les coef-
�cients polynomiaux de la r�ecurrence v�eri��ee par ˆcn;k •n>N, le changement de variable
n � n � k. De cette r�ecurrence et des conditions initiales, on peut d�eduire avec l'algorithme
de Mezzarobba et Salvy exprime une forme closepˆN • telle que :

W
ª

Q
n� N � k� 1

cn� k;k W@pˆN •:

Le calcul de la forme closep d�epend uniquement de l'�equation di��erentielle et des
conditions initiales, donc s'e�ectue en Oˆ1• op�erations arithm�etiques. Comme p d�epend
uniquement de l'�equation di��erentielle, et est donc ind�ependant de � et N , calculer un N
tel que pˆN • @� s'e�ectue en Oˆ logˆ � � 1•• op�erations.

La r�ecurrence et les conditions initiales d�e�nissent une unique solution. En la d�eroulant,
on calcule l'approximation souhait�ee. Calculer N coe�cients �a partir d'une r�ecurrence
lin�eaire et les additionner entre eux s'e�ectue en un nombre d'op�erations lin�eaire en N .

La complexit�e de cet algorithme ne d�epend donc que du calcul deN , desk coe�cients
ui et desN coe�cients cn;k .

L'exemple suivant illustre le calcul des coe�cients de Tchebychev de la fonction d'Airy
Ai ˆx• �a l'aide de l'algorithme ci-dessus.

Exemple 6.14. Le calcul du 9�eme coe�cient de Tchebychev de la fonction Ai ˆx•. En
utilisant l'algorithme 6.1 page 127, on calcule la r�ecurrencerec v�eri��ee par la suite
ˆcn;k •k>N.

A rec;

rec �� � ˆn � 2• ˆ n � 1• ˆ n � 4• ˆ n � 3• ˆ n � 6• ˆ n � 5• u ˆn• �

ˆn � k � 2• ˆ n � k � 2• ˆ n � 4 � k• ˆ n � 4 � k• ˆ n � 6 � k• ˆ n � 6 � k• ‰91n2 � 216n � 180� n4 � 16n3Žu ˆn � 6•
En utilisant la proc�edure bound rec tail du packageNumGfun, on majore le reste de

la suite par une forme close. Pour calculer les conditions initiales, on utilise ici encore
la formule (6.23).
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A ic :=seq(op([u(i)=eval(diff(AiryAi(x)*2^(-i+1)/i!*binomial(i, (i+9)/2),
x$i), x=0), u(i+1)=0]), i=9..14, 2):
A rec := f eval(rec, k=9), seq(u(i)=0, i=0..8), ic g:
A sol := bound_rec_tail(rec, u(n)):
Il su�t d'�evaluer cette borne pour trouver un N tel que le reste est plus petit que

10� 101, c'est ce qu'e�ectue la boucle suivante :
A i :=1:
A l := 0:
A ev := evalf(eval(sol, n=1)):
A for l from 0 while abs(ev)>10^(-101) do
A i := i*2;
A ev := evalf(eval(sol, n=i));
A od:
A i;

256
Pour calculer l'approximation, on utilise la proc�edure fnth term disponible dansNumGfun

avec l'option series qui permet de calculer rapidement une approximation en arithm�etique

ottante de la somme des premiers termes de la suitêc9;k •k>N �a pr�ecision �x�ee. On souhaite
ici calculer les 256 premiers termes �a pr�ecision 100 chi�res. Ce qu'e�ectue la commande
suivante :

A k1 := 9:
A fnth_term(rec, u(n), 256, 100, 'series');

0:0000001063392639: : :
On peut calculer aussi ce coe�cient en utilisant l'int�egrale et comparer les 100

premiers chi�res des deux r�esultats.
A evalf[120](2/Pi*Int(f(x)*orthopoly[T](k1, x)/sqrt(1-x^2), x=-1..1)-%);

� 3:09917579327244‡ 10� 112

On retrouve bien les mêmes 100 premiers chi�res.
L'�evaluation du coe�cient s'e�ectue en 0 :848 secondes (0:5 secondes pour le calcul de

la borne qui valide le r�esultat et le reste pour le calcul du coe�cient) alors que le calcul
num�erique des 100 premi�eres d�ecimales de l'int�egrale enMaple s'e�ectue en 1:918 secondes
sans garantie du r�esultat.

4.2 Utilisation de la r�ecurrence de Tchebychev pour calculer les M pre-
miers coe�cients

Le probl�eme qui nous pr�eoccupe dans cette partie est le calcul e�cace desM premiers
coe�cients de Tchebychev d'une fonction D-�nie f . Ces coe�cients se calculent naturel-
lement en it�erant M fois l'algorithme 6.2. La complexit�e de ce calcul est alorsOˆM �
M log‰� � 1•Ž op�erations arithm�etiques. Je montre maintenant comment ce calcul s'e�ectue
en O ‰logˆ � � 1•Ž op�erations arithm�etiques en utilisant la r�ecurrence de Tchebychev.

Le probl�eme qui a d�ej�a �et�e �evoqu�e dans l'introduction est qu'en d�eroulant na•�vement
la r�ecurrence, les approximations des coe�cients deviennent tr�es mauvaises. Ceci est une
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cons�equence du th�eor�eme 5.35 page 110. En e�et, la dimension de l'espace des solutions
convergentes d'une r�ecurrence de Tchebychev d'ordre 2s est s. En d�eroulant directement
l'algorithme avec des conditions initiales non exactes (par rapport aux conditions initiales
d'une solution convergente), on calculera probablement les coe�cients d'une solution
divergente de la r�ecurrence. On peut observer ce ph�enom�ene sur l'exemple suivant.

Exemple 6.15. On souhaite calculer les coe�cients de Tchebychev de la fonctionexp
en utilisant la r�ecurrence qu'ils v�eri�ent. On utilise une bonne approximation num�erique
des conditions initiales et on d�eroule la r�ecurrence. De cette mani�ere on obtient vite des
r�esultats faux, comme le montre la sessionMaple suivante.

A Digits := 100:
A u_0 := evalf(BesselI(0,1)): u_1:= evalf(BesselI(1,1)):
A rec := -u(n)+(2*n+2)*u(n+1)+u(n+2):
A v := gfun[rectoproc]( f rec, u(0)=u_0, u(1)=u_1 g, u(n)):
A v(62), evalf[10](BesselI(62,1));

400:0; 6:917787740000000� 10� 105

Dans cette session, on travaille avec 100 chi�res de pr�ecision. Les coe�cientsu_0 et u_1
sont des approximations des deux premiers coe�cients de Tchebychev de la fonctionexp,
rec est la r�ecurrence satisfaite par ces coe�cients etv est la suite obtenue en d�eroulant
cette r�ecurrence avec comme conditions initialesu_0 et u_1. Le r�esultat retourn�e est le
62�eme terme de la suitev, qui est cens�e repr�esenter une approximation du 62�eme coe�cient
de Tchebychev de cette fonction. Le r�esultat obtenu est tr�es loin du r�esultat esp�er�e
(une approximation de I62ˆ1•). La seule raison de cette di��erence est la structure de la
r�ecurrence de Tchebychev qui fait que l'on ne peut jamais obtenir une bonne approximation
des coe�cients en utilisant cette m�ethode. L'utilisation de la r�ecurrence de cette mani�ere
n'est donc pas satisfaisante.

En revanche, la proposition 6.16 montre que la suite index�ee park de terme g�en�eral :

N

Q
n� 0

cn;k ; (6.25)

v�eri�e pour tout N une r�ecurrence inhomog�ene d�eriv�ee de la r�ecurrence de Tchebychev, et
dont on peut faire usage num�eriquement en gardant une bonne complexit�e.

Proposition 6.16. Soit f une fonction D-�nie et analytique en 0. Les coe�cients de
Tchebychevck ˆ t• de f ˆxt • d�e�nis par (6.6) page 115 v�eri�ent une r�ecurrence du type :

‰p0;0ˆk• � p0;1ˆk•t � � � p0;l ˆk•t l Žck ˆ t• � � � ‰pd;0ˆk• � � � pd;l ˆk•t l Žck� dˆ t• � 0; (6.26)

o�u les coe�cients pi;j sont des polynômes enk et l est un entier naturel. La suite

N

Q
n� 0

cn;k ;
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o�u cn;k est le n�eme coe�cient de Taylor de ck ˆ t• , est alors solution de la r�ecurrence
inhomog�ene :

‰p0;0ˆk• � � � p0;l ˆk•Ž
N

Q
n� 0

cn;k � � � ‰pd;0ˆk• � � � pd;l ˆk•Ž
N

Q
n� 0

cn;k � d �

‰p0;1ˆk• � � � p0;l ˆk•ŽcN;k � � � ‰pd;1ˆk• � � � pd;l ˆk•ŽcN;k � d

� ‰p0;2ˆk• � � � p0;l ˆk•ŽcN � 1;k � � � ‰pd;2ˆk• � � � pd;l ˆk•ŽcN � 1;k� d

�

� p0;l ˆk•cN � l � 1;k � � � pd;l ˆk•cN � l � 1;k� d:

(6.27)

D�emonstration. L'�equation di��erentielle en x v�eri��ee par f ˆxt • est �a coe�cients polyno-
miaux en x et t. Selon le chapitre 5, il existe une r�ecurrence �a coe�cients polynomiaux
en t et en k qui annule ck ˆ t• . Il existe donc un entier l (le maximum des degr�es ent des
polynômes de la r�ecurrence) tel que la r�ecurrence s'�ecrit comme(6.26). Pour tout entier N ,
l'�equation (6.26) implique l'�egalit�e :

Œp0;0ˆk•
N

Q
n� 0

cn;k tn � p0;1ˆk•
N � 1

Q
n� 0

cn;k tn� 1 � � � p0;l ˆk•
N � l

Q
n� 0

cn;k tn� l ‘ � �

� Œpd;0ˆk•
N

Q
n� 0

cn;k � dtn � � � pd;l ˆk•
N � l

Q
n� 0

cn;k � dtn� l ‘ � 0:

En e�et, le membre gauche de cette �equation est le membre gauche de l'�equation(6.26)
tronqu�e �a l'ordre tN � 1. En �evaluant t en 1 dans cette �equation puis en isolant la sommeP N

n� 0 cn;k ,
on obtient :

‰p0;0ˆk• � � � p0;l ˆk•Ž
N

Q
n� 0

cn;k � � � ‰pd;0ˆk• � � � pd;l ˆk•Ž
N

Q
n� 0

cn;k � d �

p0;1ˆk•cN;k � � � p0;l ˆk•
N

Q
n� N � l � 1

cn;k �

�

� pd;1ˆk•cN;k � d � � � pd;l ˆk•
N

Q
n� N � l � 1

cn;k � d:

(6.28)

En r�earrangeant les termes de la partie gauche de cette �equation, on retrouve l'�equation(6.27).

Pour tout N �x�e, la suite ˆcN;k •k>N � ˆuN gN;k •k>N v�eri�e la même r�ecurrence que
la suite ˆgN;k •k>N (6.12) page 117. Le membre droit de l'�equation(6.27) se calcule donc
e�cacement en utilisant cette r�ecurrence. On d�eduit alors un algorithme pour calculer
rapidement les d�eveloppements de coe�cients (6.25) en utilisant la r�ecurrence (6.27).
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Entr �ee: dequne �equation di��erentielle n'admettant pas de singularit�e dans le disque unit�e
et munie des conditions initiales �a valeurs dansK donnant une solution unique f , un
entier M et une erreur cible �

Sortie: Des approximations dansK de 2
� R

1
� 1

f ˆ x•Tk ˆ x•º
1� x2

dx pour k allant de 0 �a M avec une
erreur D� .

1: Calculer reck , la r�ecurrence (6.20) page 126 �a partir de l'algorithme 6.1.
2: Calculer les conditions initiales dereck �a partir de (6.23). Soit ˆcn;k •nn >N, la solution

de cette r�ecurrence et des conditions initiales.
3: Calculer N tel que SP ª

n� N � 1 cn;0S@� et SP ª
n� N � 1 cn;1S@� (utiliser les algorithmes

de [MS10])
4: Calculer la r�ecurrence de Tchebychev associ�ee �adeqet identi�er les polynômes pi;j tels

que la r�ecurrence soit sous la forme(6.26) (avec d l'ordre de la r�ecurrence et l le degr�e
des polynômes ent)

5: Calculer les coe�cients P N
n� 0 cn;k pour k allant de 0 �a d � 1 avec l'algorithme 6.2

6: Calculer les coe�cients cN;0; cN � 1;0; : : : ; cN � l � 1;0; cN;1; : : : ; cN � l � 1;1 en utilisant reck et
les conditions initiales calcul�ees �a l'�etape 2

7: Calculer les coe�cients ˆcN;2; : : : ; cN;M • ; : : : ; ˆcN � l � 1;2; : : : ; cN � l � 1;M • en utilisant la
r�ecurrence (6.12) page 117 et les conditions initiales calcul�ees �a l'�etape pr�ec�edente

8: renvoyer P N
n� 0 cn;k pour k allant de 0 �a M en utilisant l'�equation (6.27)

Algorithme 6.3: Calcul e�cace des M premiers coe�cients de Tchebychev

Proposition 6.17. Pour toute fonction f solution d'�equation di��erentielle lin�eaire �a
coe�cients dans K� x� , n'admettant pas de singularit�e dans le disque unit�e, munie de
conditions initiales dans K, tout entier k et tout � A0, l'algorithme 6.3 calcule enOˆM �
logˆ � � 1•• op�erations arithm�etiques les sommesP N

n� 0 cn;k pour k allant de 0 �a M o�u cn;k

est d�e�ni par :

ck ˆ t• � Q
n>N

cn;k tn �
2
� S

1

� 1

f ˆxt •Tk ˆx•
º

1 � x2
dx;

et N est tel queSck ˆ t• � P N
n� 0 cn;k S@� pour tout k >˜ 0; : : : ; M • .

D�emonstration. La correction de cet algorithme est une cons�equence de la proposition 6.16.
Seule l'�etape 3 est �a v�eri�er ; on doit montrer que l'entier N calcul�e v�eri�e bien TP ª

n� N � 1 cn;k TD
� pour tout k. Cette propri�et�e est v�eri��ee, en montrant les in�egalit�es :

ª

Q
n� N � 1

Scn;0SD
ª

Q
n� N � 1

Scn;2kS et
ª

Q
n� N � 1

Scn;1SD
ª

Q
n� N � 1

Scn;2k� 1S;

pour tout k >N et N >N. Comme la suite ˆcn;k •k>K est d�e�nie comme le produit de un

avec la suiteˆgn;k •k>N ; le fait que Sgn;k SDSgn;k � 2i Ssu�t �a d�emontrer ces in�egalit�es. On a
selon la formule (6.12) page 117 :

gn;k � 2i

gn;k
�

ˆˆ n � k•~2•!
ˆˆ k � n•~2 � 1•!

; n Ek:
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Ce quotient est bien inf�erieur �a 1.
Pour les mêmes raisons que dans la preuve de la proposition 6.13 page 131, l'�etape 1

s'e�ectue en temps constant et l'�etape 5 en OˆM • op�erations arithm�etiques. Le calcul de
borne est e�ectu�e seulement pourk >˜ 0; 1• . Le calcul de l'entier N �a l'�etape 3 s'e�ectue donc
en Oˆ logˆ � � 1•• op�erations arithm�etiques. Selon [Mez11], l'entier N est dansO ‰logˆ � � 1•Ž.

Les autres �etapes de cet algorithme calculent des coe�cients �a l'aide de r�ecurrences, le
nombre de coe�cients �a calculer �etant M (�etape 7) ou N (�etapes 5, 6 et 8). Ces calculs
s'e�ectuent donc en OˆN � M • op�erations ce qui est bien la complexit�e recherch�ee.

Remarque 6.18. Pour � A0, le calcul des approximantsP N
n� 0 cn;k de tous les coe�cients

de Tchebychevck ˆ1• avec une erreurD� s'e�ectue en Oˆ logˆ � � 1•• .
En e�et les coe�cients cn;k sont nuls pour n @k, les approximants P N

n� 0 cn;k sont donc
nuls pour k A N . Dans l'algorithme 6.3 on peut donc ne pas mettreM dans l'entr�ee et
calculer N coe�cients.

Exemple 6.19. Cet exemple est la suite de l'exemple 6.14.
On souhaite maintenant calculer plusieurs coe�cients de Tchebychev de la fonction

d'Airy Ai avec une erreur de 10� 100. On utilise encore pour cette op�eration N � 256. La
proc�edure NumChebyCoe�que j'ai d�evelopp�ee lors de cette th�ese permet d'e�ectuer
ce calcul. On d�e�nit dans un premier temps une �equation di��erentielle annulant la
fonction d'Airy.

A deq := gfun[holexprtodiffeq](AiryAi(x), y(x)):
Le calcul des 10 premiers coe�cients s'e�ectue e�cacement en utilisant cette

proc�edure :
A nb_coeffs:=10: N:=256:
A st:=time():
A L:=NumChebyCoeff(deq, y(x), nb_coeffs, N):
A time()-st;

0:462
Le nombre retourn�e par time()-st est le temps qu'il faut pour �evaluer la fonction.

Il faut donc ici seulement 1~2 secondes pour l'�evaluer. On peut v�eri�er que la borne N
est correcte :

A evalf[200](L[9]-
A 2/Pi*Int(AiryAi(x)*orthopoly[T](9,x)/sqrt(1-x^2), x=-1..1));

� 1:503000000� 10� 203

Dans cet algorithme une grosse partie du temps est pass�ee dans le calcul des
r�ecurrences et des conditions initiales, ce qui explique que le calcul de 256 termes de la
r�ecurrence ne soit pas beaucoup plus long que le calcul des 10 premiers termes :

A nb_coeffs:=256:
A st:=time():
A L2:=NumChebyCoeff(deq, y(x), nb_coeffs, N):
A time()-st;

0:615
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5 Conclusion

En consid�erant les coe�cients de Tchebychev de la fonctionf ˆxt • , on obtient des formes
closes pour les coe�cients de Tchebychev des fonctions hyperg�eom�etriques et un algorithme
pour le calcul num�erique de ces coe�cients.

Dans ce chapitre, le calcul num�erique des coe�cients est restreint aux fonctions ana-
lytiques dans le disque unit�e. Une piste, pour am�eliorer cette m�ethode aux fonctions
analytiques non pas dans le disque unit�e mais sur le segment� � 1; 1� , serait d'adapter
l'algorithme 6.3 avec une m�ethode de prolongement analytique a�n d'�evaluer les coe�cients
de Tchebychevck ˆ t• en 1.

Une autre id�ee pour calculer les coe�cients de Tchebychev de fonction ayant des
singularit�es plus proches de 0 est d�evelopp�ee dans le chapitre 7.

L'utilisation du produit d'Hadamard peut se g�en�eraliser �a d'autres s�eries comme celles
discut�ees dans le chapitre 7. On pourrait alors obtenir de nouvelles formes closes et aussi
des algorithmes de calcul num�erique pour les d�eveloppements dans d'autres familles de
fonctions.

En plus de ce produit d'Hadamard, l'existence des formules donnant des formes closes
repose sur la r�ecurrence �a deux termes(6.12) page 117 v�eri��ee par les coe�cients gn;k . Un
grand nombre de familles de fonctions admettent des coe�cients du même type quegn;k qui
v�eri�ent une r�ecurrence �a deux termes. On a par exemple les d�eveloppements dexn en s�eries
de Gegenbauer, Laguerre et Hermite suivants [Nat10, http://dlmf.nist.gov/18.18.iv ] :

ˆ2x•n � n!

 n~2�

Q
` � 0

� � n � 2`
�

1
ˆ � � 1•n� ` `!

Cˆ � •
n� 2` ˆx• ;

xn � ˆ � � 1•n

n

Q
` � 0

ˆ � n• `

ˆ � � 1• `
L ˆ � •

` ˆx• ;

ˆ2x•n �

 n~2�

Q
` � 0

ˆ � n•2`

`!
Hn� 2` ˆx• :

On peut alors g�en�eraliser ce proc�ed�e donnant des formes closes pour l'ensemble de ces
familles de fonctions.
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Chapitre 7

Utilisation des s�eries de
Tchebychev pour l'approximation
uniforme sur un segment

R�esum�e

Un large �eventail de m�ethodes num�eriques existe pour calculer des approximations
polynomiales de solutions d'�equations di��erentielles bas�ees sur les s�eries de Tchebychev
ou sur l'interpolation polynomiale en des points de Tchebychev. Dans ce chapitre nous
consid�erons l'application de telles m�ethodes dans le contexte du calcul rigoureux, o�u
nous avons besoin d'un moyen pour obtenir des garanties sur l'exactitude du r�esultat,
en prenant en consid�eration �a la fois les erreurs de troncature et d'arrondi.

Nous avons vu pr�ec�edemment que les coe�cients d'une s�erie de Tchebychev D-�nie
�etaient solutions d'une r�ecurrence. N�eanmoins, d�erouler cette r�ecurrence ne su�t pas
en g�en�eral �a obtenir les coe�cients, en raison d'une part de la di�cult�e d'acc�es aux
conditions initiales, d'autre part de la pr�esence de nombreuses solutions divergentes.

Dans ce chapitre, nous montrons comment ces r�ecurrences peuvent quand même
être utilis�ees pour calculer une bonne approximation uniforme de fonction D-�nie
accompagn�ee d'une borne d'erreur, le tout en complexit�e arithm�etique lin�eaire. Notre
approche se fonde sur une m�ethode num�erique classique due �a Clenshaw, combin�ee �a une
technique d'arithm�etique des intervalles pour les solutions d'�equations di��erentielles.

Ce chapitre repr�esente une version pr�eliminaire d'un travail en commun avec
Mioara Jolde�s et Marc Mezzarobba [BJM ]. Une version est aussi disponible dans leurs
th�eses [Jol11, Mez11].
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1 Introduction

1.1 Contexte

Le probl�eme qui nous occupe dans ce chapitre est le suivant :

Probl �eme 7.1. Soient y une fonction D-�nie sp�eci��ee par une �equation di��erentielle avec
des coe�cients polynomiaux, une suite de conditions initiales et un entierd. Comment
calculer les coe�cients du polynôme :

pˆx• �
d

Q
n� 0

œcnTn ˆx•

ainsi qu'une borneB P assez �neQ telle que Syˆx• � pˆx•SDB pour tout x >� � 1; 1� .

Une premi�ere motivation pour �etudier ce probl�eme vient de l'�evaluation d'une fonction y
en de nombreux points vivant dans un intervalle, le plus souvent �a pr�ecision mod�er�ee.
Les exemples incluent le trac�e de graphes, l'int�egration num�erique, le calcul d'approxi-
mation minimax d'une fonction en utilisant l'algorithme de Remez. Une fa�con standard
pour r�epondre �a ce besoin a recours �a des approximations polynomiales dey. Si nous
voulons manipuler des fonctions D-�nies arbitraires, il est naturel de demander de bonnes
approximations polynomiales uniformes de ces fonctions sur un intervalle, avec des bornes
d'erreurs rigoureuses, a�n que l'ensemble des calculs puisse aboutir �a un r�esultat rigoureux.

Outre l'�evaluation num�erique ais�ee, de telles approximations fournissent une repr�esen-
tation commode des fonctions continues sur laquelle on peut d�e�nir toute une arithm�etique,
avec addition, multiplication, composition et int�egration. Compar�ee �a la repr�esentation
exacte des fonctions D-�nies par des �equations di��erentielles, cette repr�esentation est
seulement approch�ee mais plus g�en�erale. Pour di��erentes raisons, il est naturel dans ce
contexte d'�ecrire les polynômes sur la base des Tchebychev plutôt que sur la base monomiale.
En particulier, les troncatures qui interviennent durant les op�erations arithm�etiques sur
les approximants pr�eservent de bonnes propri�et�es d'approximation uniforme. Le logiciel
Chebfunde Trefethen et al.[Tre07, DBT08] est un syst�eme populaire de calcul num�erique
bas�e sur cette id�ee.

Dans un contexte encore plus g�en�eral, Epstein, et ont d�evelopp�e un formalisme de
calcul sur les fonctions math�ematiques appel�eultra-arithmetic [EMR82a, EMR82b, KM84]
qui se veut �a celle-ci ce que l'arithm�etique en virgule 
ottante est aux nombres r�eels.
Diversess�eries de Fourier g�en�eralis�ees , incluant les s�eries de Tchebychev, y jouent le rôle
des 
ottants. Les objets de base sont alors des s�eries tronqu�ees �a coe�cients des intervalles,
accompagn�ees de bornes rigoureuses sur les erreurs de troncatures. Cette approche a �et�e
relanc�ee avec l'introduction des P ChebModelsQ dans un travail r�ecent de Brisebarre et
Jolde�s [BJ10]. Une deuxi�eme motivation �a la suite du probl�eme 7.1 est l'utilisation des
fonctions D-�nies quelconques commeP fonctions de basesQ aux feuilles et aux n�uds des
arbres d'expressions qui sont �evalu�es en utilisant les ChebModels.
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Finalement, le principal attrait de l' ultra-arithmetic et des techniques apparent�ees est
peut-être la possibilit�e de r�esoudre rigoureusement des �equations fonctionnelles par des
m�ethodes d'inclusion. Les �equations di��erentielles lin�eaires �a coe�cients polynomiaux sont
parmi les plus simples auxquelles s'applique cette approche. Un troisi�eme objectif de ce
chapitre est de contribuer �a l'�etude de la complexit�e des m�ethodes d'inclusion, du point de
vue du calcul formel, en prenant comme prototype cette famille de probl�emes.

1.2 Donn�ees

Dans ce chapitre, on �xe une �equation di��erentielle lin�eaire homog�ene �a coe�cients
polynomiaux

L � y � ar yˆ r • � ar � 1yˆ r � 1• � � � a0y � 0; ai >Q�x� : (7.1)

Quitte �a e�ectuer un changement de variables, on recherche une approximation polynomiale
d'une solution y de (7.1) sur le segment� � 1; 1� . La norme uniforme sur cet intervalle est
not�ee Y�Yª . On suppose aussi quear ˆx• x 0 pour x >� � 1; 1� , de sorte que toutes les solutions
de (7.1) sont analytiques sur� � 1; 1� , et que sont donn�eesr conditions au bord ind�ependantes
(dans le sens que les applications� i � kerL � C sont lin�eairement ind�ependantes)

� i ˆy• � ` i ; 1 Di Dr; (7.2)

chacune de la forme� i ˆy• � P q
j � 1 � j yˆ r j • ˆx j • avec x j > � � 1; 1� et r j D r , telle que la

fonction y est l'unique solution de (7.1) satisfaisant (7.2). Le cas de conditions initiales
donn�ees en dehors de l'intervalle de d�eveloppement peut être ramen�e �a nos hypoth�eses par
des algorithmes de prolongement analytique.

Mod �ele de complexit �e Nous supposons dans ce chapitre que les op�erations arithm�e-
tiques entre les nombres r�eels ou complexes sont e�ectu�ees en arithm�etique exacte (c'est-�a-
dire en g�en�eral rationnelle). Cette hypoth�ese est faite pour plus de simplicit�e : la rigueur des
calculs n'est pas a�ect�ee si l'arithm�etique exacte est remplac�e par l'arithm�etique �a virgule

ottante dans l'algorithme 7.1 et par l'arithm�etique des intervalles dans l'algorithme 7.4 (et
l'algorithme 7.2, même si cela implique quelques ajustements). Cependant, nous n'analysons
pas l'e�et des erreurs d'arrondi sur la qualit�e du polynôme p (voir probl�eme 7.1) ou
celle de la borne d'erreurB . Au moins dans les cas simples, nous nous attendons �a
ce que l'algorithme 7.1 exhibe une stabilit�e comparable aux m�ethodes bas�ees sur les
r�ecurrences d�eroul�ees P �a reculons Q (voir [ Wim84]). Certaines exp�eriences qui montrent un
comportement num�erique satisfaisant sont donn�ees dans§5.

1.3 R�esum�e des r�esultats et plan du chapitre

Nous d�ecrivons une m�ethode de calcul d'approximations polynomiales des fonctions
D-�nies avec les caract�eristiques suivantes. Soity une fonction D-�nie analytique sur
le segment� � 1; 1� , et notons Y�Yª la norme uniforme sur ce segment. Pour un degr�ed
donn�e, notre m�ethode renvoie un polynôme p de degr�e d ainsi qu'une borne rigoureuse et
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�ne B sur la di��erence Yy � pYª . Le polynôme p est obtenu comme une approximation du
d�eveloppement en s�erie de Tchebychev dey tronqu�ee �a l'ordre d.

Sous des hypoth�eses convenables, la complexit�e arithm�etique du proc�ed�e est lin�eaire en
d � logˆ � � 1• , o�u � est li�e �a la pr�ecision de calcul des coe�cients de p ainsi qu'�a la borne B .
Si la fonction y �a approcher n'est pas elle-même un polynôme de degr�e inf�erieur ou �egal
�a d, on attend P en g�en�eral Q dans un sens volontairement vague,

max
x

Syˆx• � pˆx•S� � � 2� � ˆ d•

de sorte que les termesd et logˆ � � 1• de la borne de complexit�e sont du même ordre de
grandeur.

�A titre de comparaison, en supposant que le d�eveloppement en s�erie de Taylor dey
converge, ses troncatures successives fournissent des approximations polynomiales dey
d'erreur born�ee par 2� e, e � 
 ˆd•, sur tout compact inclus dans leur disque de convergence,
et peuvent être calcul�ees enOˆd• � Oˆe• op�erations arithm�etiques. Nos approximations ne
sont pas meilleures selon ce crit�ere : le temps n�ecessaire pour obtenir l'erreur inf�erieure
�a 2 � e reste 
 ˆe•. En revanche, il ne su�t pas que y soit analytique sur � � 1; 1� pour que son
d�eveloppement en s�erie enti�ere �a l'origine converge sur ce segment. De fa�con li�ee, la constante
que cache l'�ecriture e � 
 ˆd• dans le cas des s�eries de Taylor peut devenir arbitrairement
grande quand y varie, même si y admet en fait de bien meilleures approximations de
degr�e d.

Cependant, la constante cach�ee dans la relatione � 
 ˆd• peut être arbitrairement petite
en fonction dey, même si des meilleurs approximations polynomiales de degr�ed existent
r�eellement.

L'objet de notre �etude est ainsi d'�egaler le coût lin�eaire de l'approximation par s�eries
de Taylor, tout en calculant des approximations dont la qualit�e est proche de l'optimum,
uniform�ement en y. Dans l'�etat actuel de ce travail, nous n'�enon�cons cependant pas de lien
pr�ecis entre la borne B produite par notre m�ethode et l'erreur optimale ( P minimax Q ).

Le choix du mod�ele de complexit�e arithm�etique pour un algorithme o�u interviennent des
calculs num�eriques multi-pr�ecision pourrait surprendre. Observons cependant que toutes
les op�erations d'arithm�etique de base sur les rationnels et les nombres �a virgule 
ottante
de taille born�ee par n peuvent être e�ectu�ees en Oˆnˆ logn•Oˆ 1• • op�erations [BZ10]. Sauf
si des annulations exceptionnelles se produisent, la taille maximale en bit des nombres que
l'on manipule est �a peu pr�es la même que celles des coe�cients dep (�a savoir Oˆd logd•
lorsque ceux-ci sont repr�esent�es par des rationnels). On s'attend ainsi �a une complexit�e
binaire quasi-lin�eaire en la taille totale du polynôme d'approximation calcul�e.

Notre algorithme proc�ede en deux �etapes. On calcule d'abord un polynôme d'approxi-
mation candidat, �a partir du d�eveloppement en s�erie de Tchebychev de la fonction f . Nous
ne tentons pas de contrôler rigoureusement les erreurs �a ce stade. Nous validons dans un
second temps ce polynôme en utilisant les m�ethodes d'inclusion.

Ce chapitre est organis�e comme suit. Dans§2, nous donnons un algorithme pour
calculer les coe�cients de Tchebychev d'une fonction D-�nie �a partir de la r�ecurrence qu'ils
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v�eri�ent (voir 5). Cet algorithme rappelle la variante de Fox et Parker [ FP68, Chap. 5] de
l'algorithme de Clenshaw [Cle57]. En g�en�eral, sa sortie est une approximation de qualit�e
ind�etermin�ee. Sous quelques hypoth�eses simpli�catrices H1 et H2 , nous montrons que le
polynôme calcul�e peut être rendu arbitrairement proche du d�eveloppement de Tchebychev
de y tronqu�e au degr�e d. Dans la section§3, nous �etudions le d�eveloppement en s�erie
de Tchebychev de fonction rationnelle. Plus important encore, nous calculons une borne
sur l'erreur dans §4, avec une m�ethode d'inclusion pour les �equations di��erentielles, a�n
de valider la sortie du premier algorithme et obtenir une borneB . La section 5 pr�esente
quelques r�esultats exp�erimentaux.

2 Calcul des coe�cients

2.1 L'algorithme de Clenshaw revisit�e

On se propose dans cette section de donner un algorithme pour calculer les coe�cients
de Tchebychev d'une fonction D-�nie en utilisant la r�ecurrence qu'ils v�eri�ent. Dans les
chapitres pr�ec�edents, on a vu que l'on ne pouvait pas utiliser la r�ecurrence en la d�eroulant
P na•�vement Q . L'exemple 6.15 page 134 illustre cette impossibilit�e.

Dans le chapitre 6, un algorithme permettant ce calcul est propos�e. Ici, on ne l'utilise
pas, on en pr�esente un nouveau pour le calcul des coe�cients. Un des int�erêts de ce nouvel
algorithme est qu'il ne prend pas en entr�ee uniquement des �equations di��erentielles non
singuli�eres dans le disque unit�e.

Cet algorithme reprend et g�en�eralise une m�ethode due �a Clenshaw en 1957 [Cle57],
reformul�ee pour mettre en �evidence le rôle (d�ej�a observ�e par Fox et Parker [ Fox62, FP68])
qu'y joue la r�ecurrence de Tchebychev. L'ensemble de ces m�ethodes et algorithmes sont �a
rapprocher de la m�ethode de Miller pour le calcul d'une solution minimale d'une r�ecurrence
et de ses g�en�eralisations [BCM� 52, Wim84].

Un cas particulier simple de la m�ethode de Miller est le calcul de la solution la plus
convergente d'une r�ecurrence d'ordre 2 dont une base de solution estˆ � n ; � n • avec � A � .
Pour tout couple u0; u1, il existe un couplea; b tel que u0 � a� b; u1 � a� � b� . La solution un

que l'on obtient en d�eroulant la r�ecurrence avec les conditions initiales u0 et u1 est la
suite a� n � b� n . Pour n grand on a alorsun � a� n et la solution calcul�ee est alors plus
P procheQ d'une solution rapide que de la solution la plus lente. L'id�ee de Miller est de
calculer les coe�cients uN ; uN � 1; : : : ; u0 d'une suite r�ecurrente lin�eaire P �a reculons Q , �a
partir de conditions initiales uN ; uN � 1 prises au hasard au voisinage deN Q 0. On peut
encore calculera et b tel que uN � 1 � a � b et uN � a� � b� . La solution obtenue en d�eroulant
P �a reculons Q est alorsun � a

� N � 1 � n � b
� N � 1 � n . C'est alors le plus rapidement d�ecroissant

des comportements possibles des solutions de la r�ecurrence qui domine. Les termes calcul�es
sont donc proches de ceux d'une solution minimale de la r�ecurrence. La m�ethode de Miller
g�en�eralise cette id�ee pour des r�ecurrences d'ordres quelconques.

L'int�erêt est double : premi�erement, cette m�ethode est bien plus stable num�eriquement
que le calcul deu0; u1; : : : pour n croissant qui serait au contraire parasit�e par une contri-
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bution issue de la solution dominante apr�es la moindre erreur d'arrondi. Deuxi�emement,
on parvient ainsi �a caract�eriser et approcher la solution minimale via son comportement
asymptotique, sans avoir besoin de connâ�tre au d�epart les conditions initiales correspon-
dantes.

Plus g�en�eralement, si l'on calcule ainsi s solutions test lin�eairement ind�ependantes, on
s'attend �a ce que leurs restrictions �a J0; nKpour n @N engendrent un espace vectoriel
P procheQ de celui qu'on obtiendrait avec P les s plus convergentesQ des solutions de base
donn�ees par le th�eor�eme de Perron-Kreuser.

En utilisant cette id�ee et les r�esultats de la section 5 on en d�eduit l'algorithme 7.1
pour calculer une approximation (non prouv�ee) des coe�cients de Tchebychev d'une
solution d'�equation di��erentielle. Cet algorithme d�eroule P �a reculons Q s � k solutions
test lin�eairement ind�ependantes de la r�ecurrence de Tchebychev associ�ee �a l'�equation (7.1)
page 142. Il en cherche ensuite une combinaison lin�eaire qui est sym�etrique (c'est-�a-
dire un � u� n ) et qui satisfait les conditions au bord (7.2). Il prend en entr�ee �a la fois le
degr�e d du polynôme recherch�e, et un param�etre N indiquant �a partir de quel rang calculer
les solutions test. Nous �etudierons plus loin la fa�con dont la qualit�e de l'approximation
qu'il renvoie �evolue avec N . En pratique, adopter simplement N � d � s donne des r�esultats
satisfaisants.

Proposition 7.2. L'algorithme 7.1 s'ex�ecute en OˆN • op�erations.

La preuve de convergence en section suivante relie, dans les cas simples, le choix deN �a
la qualit�e de l'approximation de � dˆy• par p. Sous ces hypoth�eses de convergence, l'�etape 7
est justi��ee par le lemme suivant.

Lemme 7.3. En utilisant les notations de l'algorithme 7.1, le syst�eme

œ
� k ˆy• � `k ; 1 Dk Dr
b� sˆn•yn� s � � � bsˆn•yn� s � 0; n >Jr; s � 1K

(7.6)

restreint �a l'espace des solutions convergentes de l'op�erateur de r�ecurrenceP, admet une
unique solution un . La s�erie P unTn ˆx• est la solution de l'�equation di��erentielle (7.1) et
des conditions au bord(7.2) page 142.

D�emonstration. Il est clair que la suite des coe�cients de Tchebychev de la solution de
l'�equation di��erentielle 7.1 munie des conditions au bord (7.2) est solution du syst�eme (7.6).
Il reste �a montrer l'unicit�e de la solution.

Par la proposition 5.29 page 107, on peut prouver, comme dans la preuve du corol-
laire 5.31 page 108, que si une solutionyn de la r�ecurrence n'est pas sym�etrique, alors cette
solution n'est pas une solution du syst�eme

b� sˆn•yn� s � � � bsˆn•yn� s � 0; n >Jr; s � 1K:

Nous en d�eduisons que l'espace des solutions de ce syst�eme restreint �a l'espace des solutions
convergentes deP est l'espace des solutions convergentes et sym�etriques deP.
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Entr �ee: Un op�erateur L d'ordre r et des conditions au bord� 1ˆy• � `1; : : : ; � r ˆy• � ` r

comme dans (7.2), un degr�ed As (o�u s est le demi-ordre deL), et un entier N Ed.
Sortie: Une approximation polynomiale ~yˆx• � P d

n� � d ~ynTn ˆx• de la solution y de L � y � 0
satisfaisant les conditions au bord.

1: calculer la r�ecurrence de TchebychevP � P s
k� � s bk ˆn•Sk (utiliser l'algorithme 5.6

page 102) associ�ee �aL
2: S � ˜ n Sb� sˆn• � 0• et I � S 8 JN; N � s � 1K
3: pour i >I faire
4: En utilisant la relation de r�ecurrence P �a reculons Q , calculer les coe�cients t i;N ; : : : ; t i; 0

de la suite ˆ t i;n •n>N telle que P � t i � 0 en partant des conditions initiales pour i >
JN; N � s � 1K

œ
t i;i � s � 1
t i;j � s � 0; j >JN; N � 2s � 1K� ˜ i • 8 S

(7.3)

et pour i >S

œ
t i;i � s � 1
t i;j � s � 0; j >Ji � s � 1; N � 2s � 1K8 ˆS 9 ˜ n @i••

(7.4)

5: �n pour
6: poser ~yn � P i >I � i t i; SnS pour SnSD N , et ~yn � 0 pour SnSA N (d'o�u � i � ~yi ), et ~yˆx• �

P N
n� � N ~ynTn ˆx•

7: r�esoudre pour ˆ � i • i >I le syst�eme lin�eaire

œ
� k ˆ ~y• � `k ; 1 Dk Dr
b� sˆn• ~yn� s � � � bsˆn• ~yn� s � 0; n >Jr; s � 1K8 S

(7.5)

8: renvoyer P d
n� � d ~ynTn ˆx•

Algorithme 7.1: Algorithme de Clenshaw revisit�e

Il reste �a montrer que le syst�eme

� k ˆy• � `k ; 1 Dk Dr

restreint �a l'espace des solutions convergentes sym�etriques deP admet une unique solution.
Le th�eor�eme 5.24 page 105 dit que siy est une solution convergente deP, alors P œynTn ˆx•
est une solution de l'�equation di��erentielle L . Nous savons qu'il existe une unique solution
de l'�equation di��erentielle avec les conditions au bord repr�esent�es par ce syst�eme, nous en
d�eduisons l'unicit�e de la solution du syst�eme (7.6).

Remarque 7.4. Il est concevable qu'existent des �equations di��erentielles auxquelles
l'algorithme 7.1 est inapplicable, au sens o�u il �echouepour tout N assez grand. Cela se
produit si l'espace engendr�e par less� k solutions test intersecte syst�ematiquement l'espace
des solutions sym�etriques avec dimension strictement plus grande quer .
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Nous n'avons �a ce jour ni d'exemple explicite de ce ph�enom�ene ni preuve qu'il n'arrive
jamais. Cependant, lorsque les hypoth�eses de la section suivante sont v�eri��ees, la terminaison
sans �echec d�ecoule de la preuve de convergence. Une mani�ere de rem�edier au probl�eme en
g�en�eral serait de tirer au hasard des conditions initiales ˆ t i;n •n>i qui d�e�nissent les solutions
tests. En vue de la preuve de convergence, nous nous en tenons ici �a la version o�u les
conditions initiales sont �x�ees �a l'identit�e.

2.2 Convergence

Nous montrons maintenant que notre algorithme converge, sous deux hypoth�eses
simpli�catrices H1 et H2 . La preuve est inspir�ee de l'analyse de l'algorithme de Miller
g�en�eralis�e [Zah76, Wim84].

Lorsque ces hypoth�eses ne sont pas satisfaites, notre analyse ne dit rien sur la qualit�e
des approximants qu'il est possible d'obtenir par l'algorithme 7.1. Celui-ci | s'il n'�echoue
pas | calcule tout de même une certaine approximation de � dˆy• (le meilleur approximant
polynomial de y d'ordre d), qu'il demeure possible de valider en calculant une borne d'erreur
par l'algorithme de §4.

Nos hypoth�eses sont les suivantes :

H1 Les racines complexes des �equations caract�eristiques d'une même arête du polygone de
Newton (voir §5.3) de l'op�erateur P sont simples et de module deux �a deux distincts.

H2 L'op�erateur P n'a pas de singularit�e de queue aux indicesn Ds. Autrement dit, en
reprenant les notations de l'algorithme 7.1,S � g .

L'hypoth�ese H1 permet d'appliquer la forme forte du th�eor�eme de Perron-Kreuser
(voir §5.3) : soit

e� s; : : : ; e� 1; e1; : : : ; es

une base de germes �a l'in�ni de solutions de la r�ecurrenceP � y � 0 telles que :

¦ i;
ei;n � 1

ei;n
� � i n

� i ;

o�u les � i et � i sont donn�es par le polygone de Newton comme rappel�e en§5.3. Ces germes
se prolongent en des suites solutions de la r�ecurrence surN (mais pas n�ecessairement
solutions sym�etriques ou même solutions surZ) d'apr�es l'hypoth�ese H2 . Cette derni�ere est
l�a essentiellement pour all�eger les notations. Elle entrâ�ne que l'�equation L � y � 0 n'a pas
de solution polynomiale.

Proposition 7.5. Supposons les hypoth�esesH1 et H2 v�eri��ees. Avec les notations de
l'algorithme 7.1, on �xe L ainsi que les conditions au bord� i ˆy• � ` i , posons yˆx• �

P œ
n>N ynTn ˆx• et soient yˆ N •

n � ~yn , SnSDN , les approximations des coe�cients de Tchebychev
calcul�es par l'algorithme7.1 (ex�ecut�e en arithm�etique exacte), vus comme des fonctions du
param�etre d'entr�ee N . Quand N � ª on a

N
max
n� � N

ˆyˆ N •
n � yn • � OˆN t e1;N •
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pour un certain t ind�ependant de N .

Cette proposition nous dit que pour un degr�e d �x�e et quand N tend vers l'in�ni, le
polynôme calcul�e converge au moins exponentiellement vite vers la s�erie de Tchebychev
tronqu�ee �a l'ordre d de y.

Notre preuve fait appel au lemme suivant.

Lemme 7.6. Soient des suiteŝ e0;n •n ; : : : ; ˆes� 1;n •n telles que

ei;n � 1

ei;n
� n� �ª � i n

� i ˆ � i >C � ˜ 0• ; � i >Q•

avec � 0 D� 1 D� D� s� 1 et � i � � j � � i x � j . Le d�eterminant de Casorati

Cˆn• �

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

e0;n e1;n � es� 1;n

e0;n� 1 es� 1;n� 1

� �
e0;n� s� 1 e1;n� s� 1 � es� 1;n� s� 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

satisfait alors
Cˆn• � n� ª e0;n e1;n� 1� es� 1;n� s� 1 M

i @j
� i � � j

Š
� i

� j
� 1• :

D�emonstration. PosonsCˆn• � e0;n e1;n� 1� es� 1;n� s� 1Cœ̂n•. Alors

Cœˆn• � detŠ
ej;n � i

ej;n � j
•

0Di;j @s
� Q

� >S s

" ˆ � •
s� 1

M
j � 0

ej;n � � ˆ j •

ej;n � j
;

o�u le terme d'indice � de la somme crô�t commenP s� 1
j � 0 ˆ � ˆ j • � j • � j . Les termes dominants sont

ceux pour lesquelsP s� 1
j � 0 � ˆ j • � j � P s� 1

j � 0 j� � ˆ j • est maximal, c'est-�a-dire, ceux pour lesquels
les � � ˆ j • sont en ordre croissant. En utilisant les crochet de Iverson,i. e. �P � � 1 si P est
vraie et �P � � 0 sinon, cela se traduit par

Cœˆn• � Q
� >S s

" ˆ � •
s� 1

M
j � 0

� � � ˆ j • � � j �
ej;n � � ˆ j •

ej;n � j
� Oˆ1•

� detŠ�� i � � j �
ej;n � i

ej;n � j
•

0Di;j @s
� Oˆ1•

� M
� >̃ � i •

detŠ
ej;n � i

ej;n � j
•

� i � � j � �
� Oˆ1•:

Chaque d�eterminant du dernier produit a la forme

detŠ
ej;n � i

ej;n � j
• � detŠnˆ j � i • � ej;n � i

ej;n � j
• � n� ª detˆ � i � j

j • � M
i @j

� i � � j � �

Š
� i

� j
� 1• x 0

d'o�u le r�esultat.
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D�emonstration de la proposition 7.5. Commen�cons par d�ecrire la sortie de l'algorithme.
La suite ˆyˆ N • •N

n� � N calcul�ee s'�etend en une solution ˆyˆ N •
n •n>Z de P � yˆ N • � 0 caract�eris�ee

par les conditionsyˆ N •
N � � � yˆ N •

N � s� 1 � 0 de l'�etape 4, et du syst�eme lin�eaire (7.5) r�esolu �a
l'�etape 7. En �ecrivant les formes lin�eaires � 1; : : : ; � r � C � C (voir d�e�nition 2.14 page 24
pour C) qui expriment les conditions au bord (7.2) comme� i ˆy• � P ª

n� 0
œ� i;n yn , on en d�e�nit

les P troncatures Q � ˆ N •
i ˆy• � P N

n� 0
œ� i;n yn qui ont un sens sans supposery convergente.

En abusant un peu des notations, nous appliquerons les� i et � ˆ N •
i indi��eremment �a

des fonctions, des s�eries de Tchebychev formelles ou des suites interpr�et�ees comme des
suites de coe�cients de Tchebychev. On introduit de plus les formes lin�eaires� r � 1 �
� ˆ N •

r � 1 ; : : : ; � s � � ˆ N •
s pour �ecrire les s� r derni�eres �equations ( i. e., les contraintes de sym�etrie

des d�eveloppements de Tchebychev) dans la même forme que lesr premi�eres. Ainsi le
syst�eme (7.5) se r�e�ecrit comme

� ˆ N •
i ˆyˆ N • • �

N

Q
n� 0

œ� i;n yˆ N •
n � ` i ; 1 Di Ds; (7.7)

o�u l'on a aussi pos�e l � ` r � 1 � � � � � `s � 0
Soit maintenant

� ˆ N • �

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

e1;N � es;N e� 1;N � e� s;N

� � � �
e1;N � s� 1 � es;N � s� 1 e� 1;N � s� 1 � e� s;N � s� 1

� ˆ N •
1 ˆe1• � � ˆ N •

1 ˆes• � ˆ N •
1 ˆe� 1• � � ˆ N •

1 ˆe� s•
� � � �

� ˆ N •
s ˆe1• � � ˆ N •

s ˆes• � ˆ N •
s ˆe� 1• � � ˆ N •

s ˆe� s•

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

; (7.8)

et soit � ˆ N •
j le même d�eterminant o�u l'on a remplac�e la colonne en ej par ˆ0; : : : ; 0; `1; : : : ; `s•T .

D'apr�es les r�egles de Cramer, la suite ˆyˆ N •
n •n se d�ecompose sur la basêej •s

j � � s de
kerP ` CZ sous la forme

yˆ N • �
s

Q
k� � s


 ˆ N •
k ek ; 
 ˆ N •

k �
� ˆ N •

k

� ˆ N •
: (7.9)

La P v�eritable Q suite des coe�cients de Tchebychev de la fonctiony est donn�ee par

y �
s

Q
k� 1


 kek ; 
 k �
� k

�
; (7.10)

o�u � � detˆ � i ˆej •• 1Di;j Ds et � j d�enote le d�eterminant � avec la j �eme colonne remplac�ee
par ˆ `1; : : : ; `s•T .

Notre objectif est maintenant de prouver que 
 ˆ N •
k � 
 k aussi vite queN � ª . On

d�ecompose � ˆ N • en quatre blocs carr�es comme suit :

� ˆ N • � W
A B
C D

W:
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Les blocs modi��es dans � ˆ N •
k sont d�enot�es Ak , Bk , Ck , Dk . On remarque que ces matrices

d�ependent de N , mais nous abandonnons l'indice explicite pour des raisons de lisibilit�e.
Les blocsA et B (par le lemme 7.6) aussi bien queC (det C � � x 0 quand N � ª )

ne sont pas singuliers pourN grand. La formule du compl�ement de Shur implique que

� ˆ N • � � detˆB • detˆC• detˆ I � C � 1DB � 1A•:

Posonsej � ˆej;N ; : : : ; ej;N � s� 1•T , le coe�cient d'indice ˆ i; j • dans la matriceB � 1A satisfait

ˆB � 1A• i;j �
detˆe� 1; : : : ; e� i � 1; ej ; e� i � 1; : : : ; e� s•

det B

�
ˆ � 1• i � 1 detˆej ; e� 1; : : : ; Ãe� i ; : : : ; e� s•

detˆe� 1; : : : ; e� s•

� O Œ
ej;N e� 1;N � 1 : : : e� i � 1;N � i � 1e� i � 1;N � i : : : e� s;N � s� 1

e� 1;N e� 2;N � 1 : : : e� s;N � s� 1
‘

� O ŒN � � 1 ��� � � i � 1 � ˆ i � 1• � i
ej;N

e� i;N
‘

� O Œ
ej;N

e� i;N
‘

lorsqueN � ª par le lemme 7.6. Les hypoth�eses sur les conditions au bord (7.2) entrâ�nent
que � i;n � On� �ª ˆnr • dans (7.7), donc que les coe�cients deD satisfont

D i;j � � ˆ N •
i ˆe� j • � OˆN r e� j;N • :

On en tire l'estimation ˆDB � 1A• i;j � OˆN r ej;N • pour la j �eme colonne deDB � 1A. Comme

Ci;j � � ˆ N •
i ˆej • � � i ˆej • � OˆN r ej;N • ;

on obtient aussi ˆC � 1DB � 1A• i;j � OˆN r ej;N • d'o�u �nalement

� ˆ N • � � detˆB • detˆC•ˆ 1 � tr ˆC � 1DB � 1A• � OˆYC � 1DB � 1AY2••

� � detˆB •ˆ � � OˆN r e1;N •• :

Passons aux d�eterminants modi��es � k . Pour k A0, le même raisonnement que ci-dessus
(sauf queCk peut maintenant être singulier) conduit �a 1

� ˆ N •
k � � detˆB • detˆCk � DB � 1Ak•

� � detˆB •ˆ detˆCk• � OˆN r e1;N ••

� � detˆB •ˆ � k � OˆN r e1;N •• ;

1. nous avons même � ˆ N •
1 � � 1 � OˆN r e2;N •
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d'o�u


 ˆ N •
k �

� ˆ N •
k

� ˆ N •
� 
 k � OˆN r e1;N • ; k A0: (7.11)

Dans le cask @0, �ecrivons

� ˆ N •
k � � detˆC• detˆBk � AC � 1Dk• :

Les bornes naturelles des coe�cients surA et D entrâ�nent ˆC � 1Dk• i;j � OˆN r e� j;N � s� 1•
et de l�a

ˆAC � 1Dk• i;j � OˆN r e1;N e� j;N � s� 1• � oˆe� j;N • ;

de sorte que l'on a
ˆBk � AC � 1Dk• i;j � e� j;N � i � 1; j x � k:

Pour j � � k cependant, la j �eme colonne deBk est nulle et celle deDk est constante, donc

ˆBk � AC � 1Dk• i;j � Oˆe1;N • ; j � � k:

En �ecrivant sous le signeÂ la colonne que l'on supprime de la matrice, il s'ensuit que

detˆBk � AC � 1Dk• � Oˆe� 1;N � s� 1� Æek;N � s� 1� e� s;N � s� 1 e1;N •

� O Œ
N � detˆB •

ek;N
e1;N ‘

avec � DP j xk ˆs � j • � � j , et


 ˆ N •
k �

� ˆ N •
k

� ˆ N •
�

� detˆB • detˆC•N �

� detˆB • detˆC•ˆ 1 � Oˆe1;N ••
e1;N

ek;N

� O ŒN � e1;N

ek;N
‘ ; k @0:

(7.12)

En combinant (7.9), (7.10) avec (7.11), (7.12) il vient �nalement

yˆ N •
n � yn � O ŒN maxˆ r;� • e1;N

s

Q
k� 1

Šek;n �
e� k;n

e� k;N
•‘

quand N � ª , uniform�ement en n.

2.3 Variantes

Une autre m�ethode populaire pour le calcul approch�e des s�eries de Tchebychev est la
m�ethode � de L�anczos [Lan38, Lan56]. Il a �et�e observ�e par Fox [ Fox62] et plus tard dans une
plus grande g�en�eralit�e (et dans un langage di��erent) par El Daou, Ortiz et Samara [ EDOS93]
que les deux m�ethodes sont en fait �equivalentes, dans le sens o�u on peut les exprimer dans
un même cadre et les ajuster de telle fa�con qu'elles produisent le même r�esultat. Nous
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allons maintenant expliquer comment l'utilisation de la r�ecurrence de Tchebychev s'inscrit
dans ce point de vue. Cela jette une lumi�ere di��erente sur l'algorithme 7.1 et indique
comment la r�ecurrence de Tchebychev peut être utilis�ee dans le contexte de la m�ethode� .

Comme dans la section pr�ec�edente, nous consid�erons une �equation di��erentielle lin�eaire L �
y � 0 d'ordre r , avec des coe�cients polynomiaux, et une solution pour laquelle on recherche
une approximation polynomiale de degr�ed. Supposons pour simpli�er que l'�equation n'a
pas de solution polynomiale,i .e., ˆkerL• 9 C�x� � ˜ 0• .

En quelques mots, la m�ethode� fonctionne comme suit. La premi�ere �etape est de
calculer L � p o�u p est un polynôme de degr�ed avec des coe�cients ind�etermin�es. Comme
ˆkerL• 9 C�x� � ˜ 0• , le r�esultat a un degr�e au moins �egal �a d. On introduit des inconnues
additionnelles � d� 1; : : : ; � d� m en nombre choisi de sorte que le syst�eme

L � p � � d� 1Td� 1 � � � � d� m Td� m

� i ˆp• � ` i ˆ1 Di Dr •
(7.13)

ait une solution (unique de pr�ef�erence). La sortie de l'algorithme est la valeur dep obtenue
en r�esolvant le syst�eme ; c'est une solution exacte de la projection� dˆL �y• � 0 de l'�equation
di��erentielle d'origine.

Notons p � P d
n� 0

œpnTn et �etendons la suite ˆ � n • en posant � n � 0 pour n ~>Jd � 1; d � mK.
Il suit que (7.13) entrâ�ne que P � ˆpn • � 1

2Q � ˆ � n • o�u P et Q sont des op�erateurs de
r�ecurrence donn�es par le th�eor�eme 5.24 page 105. En notantSuppu � ˜ nSun x 0• , on voit
aussi de par la forme explicite deQ que Supp̂ Q � � • ` Jd; d� m � 1K. Ainsi les coe�cients pn

du r�esultat de la m�ethode � sont donn�es par la r�ecurrence de Tchebychev, en partant d'un
petit nombre de conditions initiales donn�ees au voisinage de l'indiceSnS� d.

Inversement, consid�erons le polynôme~y calcul�e par l'algorithme 7.1 et soit v � P n
œvnTn �

L �~y. On a P �~y � Q�v par le th�eor�eme 5.24. Mais la d�e�nition de ~y dans l'algorithme implique
aussi queˆP � ~y•n � 0 quand SnSD N � s (comme les~yn , SnSD N sont des combinaisons
lin�eaires de suites ˆ t i;n •SnSDN calcul�ees en utilisant la r�ecurrence P � t i � 0) ou SnSA N � s
(comme ~yn � 0 pour SnSA N ), de sorte queSupp̂ Q � v• ` JN � s; N � s � 1K. Il peut être
v�eri��e que l'op�erateur de r�ecurrence P associ�e �a L � ˆ d

dx • r par l'algorithme de Paszkowski
est P � � r ˆn• : en e�et, en utilisant les notations du chapitre 5, il doit satisfaire Q� 1P � I � r .
Ainsi la relation � r ˆn• � u � Q � v est �equivalente �a uˆ r • � v, o�u

vˆx• �
dr

dxr Q
SnSAr

ˆP � ~y•n

� r ˆn•
Tn ˆx• � Q

N � sDSnS@N � s

ˆP � ~y•n

� r ˆn•
T ˆ r •

n ˆx•: (7.14)

On observe que la sortie~yˆx• de l'algorithme 7.1 satisfait une �equation di��erentielle
inhomog�ene de la formeL � ~y � � N � sT ˆ r •

n ˆx• � � � � N � s� 1T ˆ r •
n ˆx•. (Cependant, le support

de la suite vn n'est en g�en�eral pas creux .)
Ce point de vue nous am�ene �egalement �a l'observation suivante. �A titre de compa-

raison, on rappelle que la meilleure complexit�e arithm�etique connue pour la conversion
d'un polynôme arbitraire de degr�e d de la base de Tchebychev �a la base monomiale (ou
inversement) estOˆMˆn•• , o�u M repr�esente le coût d'une multiplication polynomiale (voir
§3).
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Proposition 7.7. L'expression sur la base monomiale du polynôme~yˆx• retourn�e par
l'algorithme 7.1 peut-être calcul�e en Oˆd• op�erations arithm�etiques.

D�emonstration. Comme d�ej�a mentionn�e, le d�eveloppement en s�erie de Taylor d'une fonction
D-�nie satisfait une r�ecurrence lin�eaire �a coe�cients polynomiaux. Dans le cas o�u la fonction
est solution d'une �equation inhomog�ene L � u � v, l'op�erateur de r�ecurrence ne d�epend
pas dev, et le membre droit de la r�ecurrence est la suite des coe�cients dev. Comme ~y
satisfait L � ~y � v o�u v est donn�e par (7.14). les coe�cients ˆP � ~y•n~� r ˆn• de (7.14) sont
calcul�es ais�ement �a partir des quelques derniers coe�cients de Tchebychev de~y. On en
d�eduit les coe�cients de vn en temps lin�eaire en appliquant de mani�ere r�ep�et�ee la relation
de r�ecurrence inhomog�ene

Tœ
n� 1ˆx• � � Tœ

n� 1ˆx• � 2xT œ
n ˆx• � 2Tn ˆx• (7.15)

obtenue de l'�equation de d�erivation (2.9) page 20, et �nalement ceux du d�eveloppement
de ~y dans la base monomiale en utilisant les relations de r�ecurrence qu'ils satisfont.

Ce r�esultat de complexit�e sera utile pour le d�eveloppement de fraction rationnelle en
s�erie de Tchebychev dans le chapitre suivant.

3 D�eveloppements de Tchebychev des fractions rationnelles

Cette section est consacr�ee au même probl�eme que dans le reste du chapitre, seulement
restreint au cas o�u yˆx• est une faction rationnelle. On s'int�eresse au calcul d'une relation
de r�ecurrence v�eri��ee par les coe�cients yn de la s�erie de Tchebychev de la fonctiony,
�a l'utilisation de cette r�ecurrence pour obtenir une bonne approximation polynomiale
uniforme de yˆx• on � � 1; 1� , et �a la validation de cette approximation. Tout cela sera utile
lors de l'�etape de validation de notre algorithme principal.

Notre outil principal est le changement de variablex � 1
2ˆz� z� 1• suivi d'une d�ecomposition

en �el�ements simples. Des id�ees similaires ont �et�e utilis�ees dans le pass�e avec des objectifs
l�eg�erement di��erents des nôtres, comme le calcul de yn en forme close [EF89, Mat06].
En e�et, la suite ˆyn •n>N v�eri�e une r�ecurrence �a coe�cients constants. Calculer cette
r�ecurrence ou une forme close deyn sont des probl�emes essentiellement �equivalents. Cepen-
dant, nous aurons besoin par la suite de quelques r�esultats sur le coût des algorithmes que
nous n'avons pas trouv�es dans la litt�erature. Notre principal souci de ce point de vue est
d'�eviter les conversions de la base de Tchebychev vers la base monomiale ou inversement,
a�n d'aboutir �a une complexit�e arithm�etique lin�eaire. Nous avons �egalement besoin d'une
borne d'erreur simple du r�esultat.

L'id�ee centrale de cette section est la relation entre la s�erie de Tchebychev deyˆx• et
la s�erie de Laurent de y Šx� x � 1

2 • (voir §5.3).
Par commodit�e dans cette section, les s�eries de Tchebychev seront index�ees surZ, en

rappelant que pour toute suite de coe�cients de Tchebychevˆyn •, nous avons l'�egalit�e
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(voir 2.16 page 23) :
Q
n>N

œynTn ˆx• � Q
n>Z

ynTn ˆx•:

3.1 R�ecurrence et expression explicite

Soit yˆx• � aˆx•~b̂ x• > Q�x� une fraction rationnelle sans pôle sur � � 1; 1� . On
note ˆyn •n>Z , ˆan •n>Z and ˆbn •n>Z les suites sym�etriques des coe�cients de Tchebychev
de y, a et b.

Proposition 7.8. La suite des coe�cients de Tchebychev̂ yn •n>Z satisfait la relation de
r�ecurrence �a coe�cients constants b̂ 1

2ˆS � S� 1•• � ˆyn • � ˆan • .

D�emonstration. Ce n'est que le cas limiter � 0 du th�eor�eme 5.24 page 105, mais une
preuve directe est vraiment simple : on �ecrit

ª

Q
i � �ª

bi z
i

ª

Q
n� �ª

ynzn �
ª

Q
n� �ª

Š
ª

Q
i � �ª

bi yn� i • zn �
ª

Q
n� �ª

anzn ; x �
z � z� 1

2
;

et l'on identi�e par l'extraction des coe�cients de zi .

Cette r�ecurrence sou�re des mêmes probl�emes li�es �a l'existence de solutions divergentes
et �a l'acc�es aux conditions initiales que ceux discut�es dans§5.3. Cependant, on peut s�eparer
explicitement les puissances positives dez des puissances n�egatives dans le d�eveloppement
de Laurent

ŷˆz• � yŠ
z � z� 1

2
• �

ª

Q
n� �ª

ynzn ; � � 1 @SzS@�; (7.16)

par d�ecomposition en �el�ements simples. Du point de vue du calcul, mieux vaut prendre
comme point de d�epart la factorisation sans carr�e du d�enominateur de ~y :

� ˆz• � zdegbbŒ
z � z� 1

2
‘ � � 1ˆz•� 2ˆz•2� � k ˆz•k (7.17)

et �ecrire la d�ecomposition en �el�ements simples sur les complexes de ^yˆz• sous la forme

ŷˆz• � qˆz• �
k

Q
i � 1

Q
� i ˆ � • � 0

i

Q
j � 1

hi;j ˆ � •
ˆ � � z• j

; qˆz• � Q
n

qnzn >Q�z� ; hi;j >Qˆz•: (7.18)

Leshi;j peuvent être calcul�es e�cacement en utilisant l'algorithme de Bronstein-Salvy [ BS93]
(voir aussi [GS96]).

On obtient une identit�e de la forme (7.16) en d�eveloppant en s�erie �a l'origine les
�el�ements simples associ�es aux pôles� avec S� SA1, et �a l'in�ni ceux pour lesquels S� S@1. Le
d�eveloppement �a l'in�ni de

hi;j ˆ � •
ˆ � � z• j

�
ˆ � 1• j z� j hi;j ˆ � •
ˆ1 � � � 1z� 1• j
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ne contribue pas aux coe�cients de zn , n E 0 dans le d�eveloppement complet en s�erie
de Laurent. Il suit par unicit�e du d�eveloppement en s�erie de Laurent de ŷ dans l'anneau
� � 1 @SzS@� que2

ª

Q
n� 0

ynzn � qˆz• �
k

Q
i � 1

Q
� i ˆ � • � 0

S� SA 1

i

Q
j � 1

hi;j ˆ � •
ˆ � � z• j

: (7.19)

Par extraction de coe�cient dans (7.19) et utilisation de la sym�etrie de ˆyn •n>Z on
obtient une forme explicite de yn en termes des racinesb̂ 1

2ˆz � z� 1•• .

Proposition 7.9. Les coe�cients de Tchebychevyˆx• � P ª
n� �ª ySnSTn ˆx• sont donn�es par

la formule

yn � qn �
k

Q
i � 1

i

Q
j � 1

Q
� i ˆ � • � 0

S� SA 1

‹
n � j � 1

j � 1
• hi;j ˆ � • � � n� j ˆn E0• (7.20)

o�u les qn >Q, � i >Q�z� et hi;j >Qˆz• sont d�e�nis par les �equations (7.17) et (7.18).

Observons que l'�equation (7.19) fournit implicitement une r�ecurrence d'ordre degb
pour ˆyn •n>N, au lieu de 2degb par celle qui r�esulte de la proposition 7.8, mais la nouvelle
r�ecurrence est �a coe�cients alg�ebriques et non rationnels en g�en�eral. Par ailleurs, nous
pouvons maintenant borner l'erreur commise en tronquant la s�erie de Tchebychev dey.

Proposition 7.10. Soit y > Qˆx• une fraction rationnelle sans pôle dans le disque el-
liptique E � (voir (2.19) page 23). En reprenant toutes les notations des �equations(7.17)
et (7.18), pour tout d Edegq, on a

YQ
nAd

ynTnYª D
k

Q
i � 1

i

Q
j � 1

Q
� i ˆ � • � 0

S� SA 1

Shi;j ˆ � •Sd̂ � 2• j � 1

ˆS� S� 1• j
S� S� d� 1 � Oˆddegb� � d• :

D�emonstration. On a YP nAd ynTnYª DP nAdSynScar YTnYª D1 pour tout n. En utilisant
l'in�egalit�e

Q
nAd

‹
n � j � 1

j � 1
• tn� j Dˆd � 2• j � 1td� 1

ª

Q
n� 0

‹
n � j � 1

j � 1
• tn� j �

ˆd � 2• j � 1td� j � 1

ˆ1 � t• j

2. Pour pr�evenir toute confusion, il vaut peut-être la peine de relever que dans l'expression

~yˆz• � qˆz• �
k

Q
i � 1

Q
� i ˆ � • � 0

S� SA 1

i

Q
j � 1

ˆ
hi;j ˆ � •
ˆ � � z• j

�
hi;j ˆ � � 1•
ˆ � � 1 � z• j

•

la s�erie de Laurent d'un terme isol�e de la forme h i;j ˆ � •
ˆ � � z • j � h i;j ˆ � � 1 •

ˆ � � 1 � z • j n'est pas sym�etrique pour j A 1, même
si qˆz• � 0.
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pour t @1, l'expression explicite de la proposition 7.9 �etablit la borne

Q
nAd

SynSD Q
nAd

k

Q
i � 1

i

Q
j � 1

Q
� i ˆ � • � 0

S� SA1

‹
n � j � 1

j � 1
•Shi;j ˆ � •SS� S� n� j

D
k

Q
i � 1

i

Q
j � 1

Q
� i ˆ � • � 0

S� SA1

Shi;j ˆ � •Sd̂ � 2• j � 1

ˆS� S� 1• j
S� S� d� 1:

L'estimation asymptotique provient du fait que S� SA1 entrâ�neS� SA� lorsqueb̂ 1
2ˆ � � � � 1•• � 0.

3.2 Calcul

Reste �a s'assurer que les r�esultats pr�ec�edents induisent e�ectivement un algorithme
de complexit�e arithm�etique lin�eaire. Nous rappelons d'abord un r�esultat sur la division
euclidienne entre deux polynômes exprim�es dans la base de Tchebychev. L'objet de la
section 4.2 est la pr�esentation d'un algorithme rapide pour e�ectuer cette op�eration ( 3.15
page 51). Cet algorithme n'est en fait pas utile pour le propos qui nous pr�eoccupe ici �a
savoir la division d'un polynôme a par un polynôme de degr�e constantb. L'algorithme na•�f
nous su�t pour obtenir une complexit�e optimale. Le lemme suivant d�ecoule directement
de l'algorithme 3.14 page 49.

Lemme 7.11. La division avec restea � bq� r (degr @degb) o�u a; b; q; r > Q�x� sont
repr�esent�es dans la base monomiale peut être calcul�e enOˆdega• op�erations arithm�etiques
�a b �x�e.

On peut �a ce stade �enoncer l'algorithme 7.2 qui prend en entr�ee �a la fois une fraction
rationnelle dont les degr�es du num�erateur et du d�enominateur sont suppos�es born�es, et un
polynôme de degr�e de l'ordre de celui attendu en sortie, mais d�ej�a �ecrit dans la base de
Tchebychev.

Proposition 7.12. L'algorithme 7.2 est correct. Il s'ex�ecute en Oˆd � logˆ � � 1•• , tous les
autres param�etres �etant �x�es.

D�emonstration. On montre dans un premier temps la borne d'erreurY~y � yYª D � puis
dans un second l'analyse de complexit�e de l'algorithme.

Validit �e de la borne d'erreur. Soit A � ˜ � � � � DS� SD� � • et

M 0 � sup
� >A

Shœ
i;j ˆ � •S; M 1 � sup

� >A
S� � 1hi;j ˆ � •S:

Pour tout � >A,

U‰hi;j ˆ � • � � n� j Ž
œ
UDˆM 0 � ˆn � j •M 1• S� S� n� j Dˆn � j •ˆ M 0 � M 1• � � n� j

� : (7.21)
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Entr �ee: Les coe�cients de Tchebychev d'un polynôme f � P d
k� � d f kTk ˆx• de degr�e d, une

fraction rationnelle a~b>Qˆx•. Une pr�ecision cible � .
Sortie: Les coe�cients de Tchebychev d'un polynôme ~yˆx• tels que [ ~y � fa

b [
ª

@� .
1: D�evelopper a et b dans la base des polynômes de Tchebychev.
2: Calculer le produit de polynômesaf dans la base de Tchebychev
3: Calculer le quotient q et le rester de la division de af par b
4: Calculer la d�ecomposition en �el�ements simples deŵˆz• � wˆx• � r ˆx•~b̂ x• o�u x � z� z� 1

2
, en utilisant l'algorithme de Bronstein-Salvy, et en d�eduire celle de ŷˆz• � qˆx• � wˆx•
(cf. (7.18))

5: D�eterminer dœEdegq tel que ] P
kAdœ

ykTk ]
ª

@�
4

6: Calculer � � et � � tels que � ˆ � • � 0 , S� SA1 � 1 @� � DS� SD� � (� est d�e�ni par (7.17))
7: Calculer M EP k

i � 1 P i
j � 1 j ˆdeg� i • sup

� � DS� SD� �

‰Shœ
i;j ˆ � •S� S� � 1hi;j ˆ � •SŽ� �

� j (les � i sont d�e�nis

par (7.17) et leshi;j sont d�e�nis par (7.18))

8: � œ�� min Š� � � 1; M � 1 ‰1 � � � 1
� Ž

D � 1 �
4• , avecD � degb

9: Calculer les approximations ~� >Q� i � des racines� de � i tels que T~� � � T@� œ;
10: pour 0 Dn Ddœfaire

11: ~yn � qn � Re

’
–––
”

k
P
i � 1

i
P
j � 1

P
� i ˆ � • � 0

S� SA 1

‰n� j � 1
j � 1 Žhi;j ˆ ~� • ~� � n� j

“
———
•

12: �n pour

13: renvoyer ~yˆx• �
dœ

P
n� � dœ

~ynTn ˆx•

Algorithme 7.2: Calcul des coe�cients de Tchebychev d'une fraction rationnelle

Par la proposition 7.9, la condition S� � ~� S@� � � 1 issue de l'�etape 8 implique que� �; ~� � ` A,
et en utilisant (7.21), on a :

Syn � ~ynSD
k

Q
i � 1

i

Q
j � 1

Q
� i ˆ � • � 0

S� SA 1

‹
n � j � 1

j � 1
• Thi;j ˆ � • � � n� j � hi;j ˆ ~� • ~� � n� j T

D
k

Q
i � 1

i

Q
j � 1

Q
� i ˆ � • � 0

S� SA 1

‹
n � j � 1

j � 1
• ˆ M 0 � ˆn � j •M 1• S� S� n� j T~� � � T

D
k

Q
i � 1

i

Q
j � 1

j ˆdeg� i •‹
n � j

j
• ˆ M 0 � M 1• � �

� n� j � œ

DM ‹
n � D

D
• � �

� n � œ:
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Ainsi,

Yyn � ~ynYª D
dœ

Q
n� � dœ

Syn � ~ynS� 2] Q
nAdœ

ynTn ]
ª

D
2M� œ

ˆ1 � � � 1
� •D � 1

� 2
�
4

D�:

Analyse de complexit �e. Il est facile de voir que les �etapes 1 et 4 �a 8 ainsi que chaque
it�eration de la boucle �nale en faisant attention de retenir les valeurs de ~� � n d'une it�eration
sur l'autre ont un coût constant (en le degr�e n et � ). Les �etapes 2 et 3 prennent un temps
lin�eaire en n, en utilisant les r�esultats de la section 4 et du lemme 7.11 et ne d�ependent
pas de� . En�n, pour l'�etape 9, il est connu [ Pan96, Th�eor�eme 1.1(d)] que les racines d'un
polynôme avec des coe�cients entiers peuvent être approch�ees avec une pr�ecision absolue�
en Oˆ � � 1• op�erations arithm�etiques. On note au passage que la complexit�e binaire de
l'algorithme est elle-même quasiment lin�eaire en� � 1. Les d�ependances en le degr�e du
polynôme de ces deux complexit�es sont polynomiales de petit degr�e. CommeM ne d�epend
ni de � ni de d, on a � œ� 
 ˆ � • et ainsi l'�etape 9 est en Oˆ � � 1• op�erations.

4 Bornes d'erreurs / Validation

Dans cette section, on suppose d�ej�a calcul�e (voir algorithme 7.1) un polynômepˆx• � P d
n� 0

œ~ynTn ˆx•
de degr�e d, pr�esum�e fournir une approximation sur � � 1; 1� d'une fonction D-�nie y, sp�eci��ee
par une �equation di��erentielle et des conditions au bord. Nous nous limitons au cas
o�u l'�equation est accompagn�ee de conditions initiales �a l'origine. Comme �enonc�e par le
probl�eme 7.1 de l'introduction, nous sommes maintenant int�eress�es par le calcul d'une
borne B P �ne Q telle que Syˆx• � pˆx•SDB pour tout x >� � 1; 1� .

L'id�ee principale pour le calcul de cette borne est d'utiliser l'arithm�etique des intervalles
pour des �equations di��erentielles ordinaires (voir les rapports donn�es dans [NJC99, Cor94]
par exemple). On note qu'en g�en�eral, ces m�ethodes apparaissent habituellement dans le cadre
de calculs par intervalles sur des d�eveloppements de Taylor en une ou plusieurs variables,
mais ici nous pr�esentons une adaptation pour valider les solutions d'�equations di��erentielles
dans la base de Tchebychev (Kaucher, Miranker et d'autres [EMR82b, KM84, KM88]
utilisaient d�ej�a ces m�ethodes pour les s�eries de Tchebychev). Par souci de simplicit�e, nous
pr�esentons d'abord notre m�ethode pour les �equations di��erentielles d'ordre 1, ensuite nous
montrons que nous pouvons utiliser cette m�ethode pour donner un algorithme plus g�en�eral
pour des �equations di��erentielles d'ordres quelconques.

4.1 Equation di��erentielle d'ordre 1

Avant d'�enoncer l'algorithme de validation pour des �equations di��erentielles d'ordres
quelconques, voyons �a quoi il ressemble dans le cas d'une �equation d'ordre 1. Consid�erons
l'�equation :

yœˆx• � aˆx•yˆx•: yˆ0• � y0;
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Entr �ee: Une �equation di��erentielle L d'ordre 1 (�ecrite sous la forme L � y � yœ� a � y,
avec a > Qˆx•), une condition initiale yˆ t0• � y0, une approximation polynomiale
pˆx• � P d

n� 0
œ~ynTn ˆx• de y, un param�etre de pr�ecision � A0

Sortie: : Une borne d'erreur B telle que Yy � pYª DB
1: P0 �� p

2: Calculer j tel que 
 j ˆ t• �� YaYj
ª � St� t0Sj

j ! @1 ;
3: pour i � 1: : : j faire
4: Utiliser l'algorithme 7.2 pour calculer une approximation polynomiale de Pa;i pour

a � Pi � 1 tel que YPa;i � a � Pi � 1Yª D�

5: Calculer Pi ˆ t• �� y0 �
t

R
t0

Pa;i ˆx•dx;

6: �n pour

7: Calculer � j ˆ t• �� � �
j
P

k� 1
YaYk� 1

ª
St � t0Sk

k! , � j ˆ t• �� Pj ˆ t• � P0ˆ t• ;

8: renvoyer R‡
j �

Y� j Yª � Y� j Yª
1� Y
 j Yª

Algorithme 7.3: Algorithme de validation pour les �equations d'ordre 1

o�u a est une fraction rationnelle sans pôles sur� � 1; 1� . En introduisant l'op�erateur

� � y (
’

”
x ( y0 �

x

S
0

aˆ t•yˆ t•dt
“

•
; (7.22)

le probl�eme 7.1 se met sous la forme de point �xe� ˆy• � y. Soit y l'unique solution.
Supposons un instant disposer, en plus du polynôme d'approximationp, d'une borne

d'erreur candidate R. Comment v�eri�er par le calcul que Yp � yYª DR ? Pla�cons-nous dans
l'espace de Banach des fonctions analytiques sur un ouvert 
̀ C contenant � � 1; 1� , muni
de la norme de convergence uniforme, et notons

Bˆg; R• � ˜ f � Yf � gYª DR•

la boule ferm�ee centr�ee en g et de rayon R. C'est un sous-espace m�etrique complet. On
v�eri�e de plus que

Z� j ˆ f • � � j ˆg•Z
ª

D
 j Yf � gYª ; o�u 
 j �
YaYj

ª

j !
:

Comme 
 j � 0 quand j � ª , si la boule Bˆp; R• est stable par � i pour un certain i , la
restriction de � i �a Bˆp; R• poss�ede un it�er�e contractant, et admet donc un unique point
�xe. La solution y appartient alors �a Bˆp; R•.

Concr�etement, on explicite le calcul de la borneR par cette id�ee avec l'algorithme 7.3.
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Proposition 7.13. �Etant donn�es une �equation di��erentielle lin�eaire �a coe�cients poly-
nomiaux d'ordre 1, une condition initiale, un polynôme d'approximation p de degr�e d de
l'unique solution y de l'�equation di��erentielle et une pr�ecision cible � A0, l'algorithme 7.3
calcule une borne majoranteB de Yy � pYª en Oˆd � log2ˆ � � 1•• op�erations arithm�etiques.

On prouve d'abord la correction de l'algorithme. L'id�ee de cet algorithme est d'it�erer
(en partant d'une approximation initiale p) l'op�erateur de point �xe (7.22) �a notre approxi-
mation dans le but de construire une suite convergente de borne sup�erieure deYy � pYª ,
dont la limite est la borne B retourn�ee.

Lemme 7.14. En utilisant les notations de l'algorithme 7.3, pour toute borne majo-
rante R A0, Yy � pYª DR, Sk;i ˆR• d�e�nie, pour tout entier i , par

S0;i ˆR• � Y� i Yª � Y� i Yª � Y
 i Yª R;
Sk;i ˆR• � Y� i Yª � Y� i Yª � Y
 i Yª Sk� 1;i ˆR•; k >N‡;

(7.23)

est aussi une borne sup�erieure deYy � pYª .

D�emonstration. Soit p un polynôme et R une borne sup�erieure deYy � pYª . En utili-
sant (7.22) on construit des approximations successivesPi ˆ t• comme d�ecrit aux �etapes 4
et 8 de l'algorithme7.3 avec l'initialisation P0 � p. On calcule aussi par simple majoration
d'int�egrale une borne de Syˆ t• � Pi ˆ t•S:

Ri ˆ t• �� � �
i

Q
k� 1

YaYk� 1
ª

St � t0Sk

k!
� YaYi

ª � R �
St � t0Si

i !
; t >� � 1; 1� ; i E1: (7.24)

On v�eri�e la validit�e de cette borne par une r�ecurrence et l'in�egalit�e triangulaire
suivante :

Syˆ t• � pˆ t•SDSyˆ t• � Pi ˆ t•S� SPi ˆ t• � pˆ t•S:

Il s'ensuit que
Yy � pYª DY� i Yª � Y� i Yª � Y
 i Yª � R:

Par une r�ecurrence sur k, on d�eduit le lemme.

Lemme 7.15. Pour tout entier j tel queY
 j ˆ t•Yª @1, on a la limite suivante :

lim
k� ª

Sk;j ˆR• �
Y� j Yª � Y� j Yª

1 � Y
 j Yª
:

D�emonstration. En utilisant le lemme 7.14, une r�ecurrence surk et l'�equation (7.23), on
prouve l'�egalit�e :

Sk;j ˆR• �
k� 1

Q
i � 0

ˆˆY� j Yª � Y� j Yª • � Y
 j Yi
ª • � Y
 j Yk

ª R:
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Par convergence des s�eries g�eom�etriques et l'in�egalit�e Y
 j ˆ t•Yª @1, on d�eduit :

lim
k� ª

Sk;j ˆR• �
Y� j Yª � Y� j Yª

1 � Y
 j Yª
:

D�emonstration de la proposition 7.13. L'algorithme 7.3 calcule un entier j tel que Y
 j Yª @
1, par les lemmes pr�ec�edents, il s'ensuit queYy � pYª D R‡

j et ainsi la valeur retourn�ee
par 7.3 est correcte.

Les d�ependances de cet algorithme end et � sont donn�ees par l'appel de l'algorithme 7.2.
Par l'analyse de complexit�e de cet algorithme, on e�ectue Oˆd � logˆ � •• op�erations

arithm�etiques. Le nombre d'appels de cet algorithme d�epend seulement des coe�cients
polynomiaux de l'�equation di��erentielle. La complexit�e de cet algorithme est bien Oˆd �
logˆ � •• op�erations arithm�etiques.

4.2 Finesse de la borne calcul�ee

On cherche �a comparer la borne d'erreur calcul�ee avec la vraie erreur de notre approxi-
mation calcul�ee, c'est-�a-dire Yy � pYª . Le lemme 7.16 nous donne une id�ee de la di��erence
entre les deux erreurs.

Lemme 7.16. Soient "‡ � Yy � pYª , B �
Y� j Yª � Y� j Yª

1� Y
 j Yª
. On a :

"‡ DB D
2Y� j Yª � ˆ1 � Y
 j Yª •"‡

1 � Y
 j Yª
:

D�emonstration. On a Y� j Yª � YPj � pYª D Yy � Pj Yª � Yy � pYª . Par (7.24) avec R � "‡.
On a donc : Y� j Yª DY� j Yª � ˆ1 � Y
 j Yª •"‡.

Remarque 7.17. Comme Y� j Yª peut être aussi petit que d�esir�e, on suppose queY� j Yª D
� � "‡. On peut calculer la norme uniforme avec une erreur relative aussi petite que l'on
souhaite :

V
"‡ � B

"‡
VD

2ˆ � M � Y
 j Yª •

1 � Y
 j Yª
:

4.3 �Equation di��erentielle d'ordre quelconque

L'algorithme 7.3 se g�en�eralise �a une �equation d'ordre quelconque. Avant d'�enoncer cet
algorithme on �enonce deux lemmes qui montrent que l'on peut e�ectuer des op�erations de
l'algorithme 7.4 en bonne complexit�e.

Lemme 7.18. On peut calculer la d�eriv�ee ou une primitive d'un polynôme de degr�e au
plus d �ecrit sur la base de Tchebychev enOˆd• op�erations arithm�etiques.
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D�emonstration. Si f � P n
œcnTn ˆx• et f œ� P n

œcœ
nTn ˆx•, on a 2ncn � cœ

n� 1 � cœ
n� 1 d'apr�es la

relation (2.9) page 20. Les primitives se calculent par application directe de cette formule.
Pour d�eriver f , suppos�e de degr�ed, on part du fait que les coe�cients cœ

n du polynôme
d�eriv�e sont nuls lorsque SnSDd, et on calcule les coe�cients restants, pourSnSd�ecroissant,
en utilisant la formule d'int�egration vue comme une relation de r�ecurrence inhomog�ene.

Lemme 7.19. Soit f � P d
n� 0

œcnTn un polynôme de degr�ed donn�e sur la base de Tchebychev.
On peut calculer M E0 tel queYf Yª DM D

º
dYf Yª en Oˆd• op�erations.

D�emonstration. On dispose de l'encadrement

SSf SS2 DYf Yª D
d

Q
n� 0

œScnSD
º

dSSf SS2

o�u

SSf SS2 � Œ
2
� S

1

� 1

f ˆ t•2
º

1 � t2
dt‘

1~2

� ŒSc0S2 � 4
d

Q
n� 1

ScnS2‘
1~2

donc la somme des modules decn fournit la borne cherch�ee.

Proposition 7.20. Soient L une �equation di��erentielle d'ordre r (�ecrite sous la forme L �
y � yˆ r • � ‰ar � 1yˆ r � 1• � � � a0yŽ, avec ai > Qˆx•) et une suite de conditions initiales

yˆ i • ˆ t0• � yˆ i •
0 , y la solution unique de L � y � 0 avec ces conditions initiales, pˆx• �

P d
n� 0 ~ynTn ˆx• une approximation polynomiale dey de degr�e d et un param�etre de pr�ecision � .

L'algorithme 7.4 calcule une borneB telle queYy � pYª DB en Oˆd � logˆ � � 1•• op�erations
arithm�etiques.

D�emonstration. On prouve cette proposition en deux parties. D'abord la correction de
l'algorithme puis l'analyse de complexit�e.

Correction de l'algorithme. La g�en�eralisation de l'algorithme 7.3 est issue de la
g�en�eralisation de l'application de (7.22), pour valider une approximation de yˆ r � 1• :

� ˆuˆ r � 1• •ˆ t• � yˆ n� 1•
0 �

t

S
t0

Šar � 1ˆs•uˆ r � 1• ˆs• � � � a0ˆs•uˆs•• ds; (7.25)

o�u ai >Qˆx•:
Comme on s'est donn�e une approximation polynomialep de y, on peut calculer

num�eriquement sesr � 1 d�eriv�ees Pr � 1;0 � pˆ r � 1• . On calcule d'abord lors des �etapes 5 �a 13
des bornes d'erreurs deR‡

j EZyˆ r � 1• � Pr � 1;0Z
ª

(ceci est discut�e par la suite). �A partir de
l�a, on peut d�eduire, par r � 1 int�egrations successives dePr � 1;0, le polynôme P0;0 et valider

la borne d'erreur YP0;0 � yYª DR‡
j � St� t0Sr � 1

ˆ r � 1• ! .
Ainsi, on peut borner l'erreur Yy � pYª DYy � P0;0Yª � Yp � P0;0Yª :
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Entr �ee: : Une �equation di��erentielle L d'ordre 1 (�ecrite sous la forme L � y � yˆ r • �
‰ar � 1yˆ r � 1• � � � a0yŽ, avec ai > Qˆx•), une suite de conditions initiales yˆ i • ˆ t0• �

yˆ i •
0 , une approximation polynomiale pˆx• � P d

n� 0
œ~ynTn ˆx• de y, un param�etre de

pr�ecision � A0.
Sortie: : Une borne d'erreur B telle que Yy � pYª DB , o�u y d�esigne la solution deL � y � 0

satisfaisant les conditions initiales donn�ees.

1: Pr � 1;0 �� pˆ r � 1• ; A �� max˜Yai Yª ; i � r � 1: : : 0• ; Q �� ]
r � 1
P
i � 0

St � t0Si

i ! ]
ª

2: Calculer j tel que 
 j ˆ t• �� A j � Qj � St� t0Sj

j ! @1:
3: pour i � 0: : : j � 1 faire
4: pour k � r � 2: : : 0 faire

5: Calculer Pk;i ˆ t• �� yˆ k• ˆ t0• �
t

R
t0

Pk� 1;i ˆu•du

6: �n pour
7: pour k � r � 1: : : 0 faire
8: Avec l'algorithme 7.2 calculer les approximations polynomialesPak ;i pour ak � Pk;i

telles queYPak ;i � ak � Pak ;i Yª D�
9: �n pour

10: Calculer Pr � 1;i � 1ˆ t• �� yˆ r � 1• ˆ t0• �
t

R
t0

r � 1
P

k� 0
Pak ;i ˆu•du

11: �n pour

12: Calculer � j ˆ t• �� r� �
j
P

k� 1
Ak� 1Qk� 1 St � t0Sk

k! , � j ˆ t• �� Pr � 1;j ˆ t• � Pr � 1;0ˆ t•

13: Calculer R‡
j �

Y� j Yª � Y� j Yª
1� Y
 j Yª

(R‡
j est d�ej�a une borne d'erreur de Zyˆ r � 1• � Pr � 1;0Z

ª
)

14: renvoyer B � R‡
j � St� t0Sr � 1

ˆ r � 1• ! � YP0;0 � pYª

Algorithme 7.4: Algorithme de validation pour les �equations d'ordre quelconque

Maintenant, examinons en d�etail les �etapes 1 �a 13. La preuve de la correction est
similaire �a celle de l'algorithme 7.3. Notons que lorsque l'ordre de l'�equation est plus
grand que 1, on ne travaille pas seulement avec une approximation polynomiale dey, mais
aussi avec des approximations polynomiales des d�eriv�eesyœ; : : : ; yˆ r � 1• . Le seul changement
signi�catif est que dans ce cas, (7.24) devient :

Rr � 1;j ˆ t• �� rM �
j

Q
k� 1

ŒAk� 1Qk� 1 �
St � t0Sk

k!
‘ � A j � Qj � Rr � 1 �

St � t0Sj

j !
; j E1 (7.26)

o�u A; Q; M sont d�e�nis dans l'algorithme 7.4, et Rr � 1 A 0 est une borne d'erreur entre
yˆ r � 1• et pˆ r � 1• .

Analyse de complexit �e. L'analyse de complexit�e de cet algorithme est similaire �a celle
de l'algorithme 7.3. Le nombre d'it�erations des boucles ne d�epend ni de� ni de d. Chaque
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Exemple degr�e. d borne R Yy � pYª Yy � p‡Yª log10 R~ Yy � pYª

7.21
30 2; 0 � 10� 47 3; 4 � 10� 52 3; 4 � 10� 52 4; 8
60 7; 3 � 10� 97 1; 9 � 10� 97 1; 9 � 10� 97 0; 58
90 4; 4 � 10� 142 1; 2 � 10� 142 1; 1 � 10� 142 0; 57

7.22
30 7; 8 � 10� 41 5; 9 � 10� 44 5; 6 � 10� 44 3; 1
60 4; 5 � 10� 99 8; 7 � 10� 103 8; 5 � 10� 103 3; 7
90 3; 5 � 10� 164 3; 0 � 10� 168 3; 0 � 10� 168 4; 1

7.23
30 1; 5 � 10� 7 4; 1 � 10� 8 2; 8 � 10� 8 0; 57
60 2; 6 � 10� 15 7; 3 � 10� 16 4; 9 � 10� 16 0; 56
90 3; 2 � 10� 23 9; 0 � 10� 24 6; 0 � 10� 24 0; 56

Figure 7.1 { Qualit�e des bornes valid�ees par les algorithmes 7.3 et 7.4. La colonneYy � pYª
indique la v�eritable erreur maximale entre l'approximant p et la fonction y (celle-l�a même
qu'on peut lire sur les graphes de la �gure 7.2). La colonneYy � p‡Yª donne une valeur
approch�ee de l'erreur commise par le meilleur approximant de degr�ed de y, calcul�e grâce �a
Sollya[CJL10].

ligne demandeOˆd � logˆ � � 1•• op�erations. En e�et, les seuls calculs non triviaux sont
l'appel �a l'algorithme 7.2 qui s'e�ectue en Oˆd � logˆ � � 1•• op�erations arithm�etiques selon
la proposition 7.12 page 156, le calcul des d�eriv�ees et des primitives d'un polynôme de
Tchebychev qui s'e�ectue en la bonne complexit�e par le lemme 7.18 et le calcul d'une borne
�ne de Y� j Yª �a l'�etape 13, ce qui ne pose pas de probl�eme d'apr�es le lemme 7.19.

5 Exp�eriences

Nous avons impl�ement�e en Maple une variante des algorithmes de ce chapitre qui
m�elange arithm�etique rationnelle et arithm�etique d'intervalles. Les calculs par intervalles
reposent sur le moduleintpakX [Kra06]. Notre impl�ementation, �a l'�etat de prototype, n'est
pas encore disponible publiquement.

Nous nous limitons ici �a illustrer sur quelques exemples simples la qualit�e des approxi-
mations et des bornes d'erreur que fournissent les m�ethodes de ce chapitre.

Pour les trois exemples suivants, nous tra�cons dans chaque graphe l'erreur entre
la solution exacte et le polynôme calcul�e en utilisant l'algorithme 7.1 pour des degr�es
d >˜ 30; 60; 90• . Dans le tableau 7.1 on donne les temps et les bornes d'erreurs calcul�ees
par les algorithmes 7.3 et 7.4.

Exemple 7.21. Cet exemple est adapt�e de Kaucher et Miranker [KM84]. Il s'agit de la
fonction

yˆx• �
exp̂ x~2•
º

x � 16

164 5. EXP �ERIENCES



d
�

90
d

�
60

d
�

30

Exemple 7.21 Exemple 7.23 Exemple 7.22

Figure 7.2 { Graphes des di��erences y � p entre approximations p de degr�e d >˜ 30; 60; 90•
calcul�es par l'algorithme 7.1. Les oscillations d'amplitude presque uniforme sont ca-
ract�eristiques des approximations polynomiales proches de l'optimum, en vertu du th�eor�eme
d'oscillation de la Vall�ee Poussin [Che98]
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solution de l'�equation di��erentielle

ˆ � x � 15•yˆx• � ˆ32� 2x•yœ̂x• � 0; yˆ0• � 1~4 (7.27)

Exemple 7.22. L'exemple de cette �equation d'ordre 4 vient de [Ged77a].

yˆ 4• ˆx• � yˆx• � 0; yˆ0• � 3~2; yœ̂0• � � 1~2; yœœ̂0• � � 3~2; yœœœˆ0• � 1~2; (7.28)

qui a comme solution exacte

yˆx• � 3~2 coŝ x• � 1~2 sin̂ x•: (7.29)

Exemple 7.23. Ce dernier exemple est une �equation d'ordre 1 qui poss�ede des points
singuliers imaginaires x � � i

º
2~2 relativement proches du segment� � 1; 1� . On peut

remarquer qu'avec ce genre de singularit�e, une approximation sur le segment� � 1; 1� par
une s�erie de Taylor en 0 tronqu�ee n'est pas possible.

4xyˆx• � ˆ1 � 4x2 � 4x4•yœ̂x• � 0; yˆ0• � exp̂ 1•; (7.30)

avec la solution exacte
yˆx• � exp̂ 1~ˆ1 � 2x2•• : (7.31)

Notons aussi que la condition initiale n'est pas repr�esentable exactement en arithm�etique
rationnelle, ce qui rend indispensable l'utilisation d'un minimum d'arithm�etique des inter-
valles.

On constate queYp � yYª est extrêmement proche de l'erreur optimale accessible avec
un polynôme de même degr�e. La borne prouv�eeR est �a peine pessimiste, surtout quand
l'ordre augmente.
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Chapitre 8

S�eries de Fourier g�en�eralis�ees
solutions d'�equations di��erentielles

R�esum�e

Les s�eries de Fourier g�en�eralis�ees sont des d�eveloppements en s�erie dans certaines
bases de fonctions comme les polynômes orthogonaux classiques, les fonctions de Bessel
ou encore dans la base monomiale. Lorsqu'elles sont solutions d'�equations di��erentielles
lin�eaires et sous certaines conditions, les coe�cients de ces s�eries v�eri�ent une r�ecurrence
lin�eaire �a coe�cients polynomiaux.

Ce chapitre donne une condition su�sante pour que les coe�cients v�eri�ent une
telle r�ecurrence. Dans le cas o�u la condition est v�eri��ee, un algorithme pour calculer
cette r�ecurrence est donn�e. Ce travail est commun avec Bruno Salvy.
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CHAPITRE 8. S �ERIES DE FOURIER G �EN�ERALIS �EES

1 Introduction

Les s�eries de Neumann [Wat44, §16] sont des d�eveloppements en s�erie de fonction
analytique dans la base des fonctions de BesselJn ˆx•. Le nom de ces s�eries rend hommage
�a Carl Gottfried Neumann qui fut le premier �a les d�e�nir dans [ Neu67]. Un joli exemple de
telle s�erie est donn�e Hansen [Han75, formule 57.2.10 page 380] :

�
x
2

J1ˆx• � Q
n>Z

ˆ � 1•nSnSJ2n ˆx•:

L'objet de ce chapitre est de montrer comment calculer algorithmiquement un tel d�eveloppement.
Pour cet exemple, le point de d�epart est une paire d'�equations v�eri��ees par la famille
ˆJn ˆx•• :

x ˆJn� 1ˆx• � Jn� 1ˆx•• � 2n Jn ˆx• ; (8.1)

2 Jœ
n ˆx• � � Jn� 1ˆx• � Jn� 1ˆx•: (8.2)

Pour une suite ˆu• de coe�cients de s�erie de Neumann quelconque et un op�erateur
di��erentiel L , la notation ˆuL • repr�esente la suite des coe�cients de la s�erie de Neumann
L � P n>Z un Jn ˆx•.

On observe alors que la suitê u• des coe�cients d'une s�erie de Neumann quelconque
est li�ee �a la fois �a la suite ˆux • (o�u l'exposant x est l'op�erateur de multiplication par x)
par la relation suivante d�eduite de (8.1) :

1
n � 1

ux
n� 1 �

1
n � 1

ux
n� 1 � 2un ; (8.3)

et �a la suite ˆu@x • par la relation suivante d�eduite de (8.2) :

2u@x
n � un� 1 � un� 1: (8.4)

En e�et l'�equation (8.1) m�ene �a la suite d'�egalit�es suivante :

Q
n>Z

unx Jn ˆx• � Q
n>Z

ux
n Jn ˆx•

� Q
n>Z

ux
n

1
2n

x ˆJn� 1ˆx• � Jn� 1ˆx••

� Q
n>Z

Œ
1

2ˆn � 1•
ux

n� 1 �
1

2ˆn � 1•
ux

n� 1‘ x Jn ˆx•:

Pour en d�eduire (8.3), il faut pouvoir extraire les coe�cients de Jn . Comme la suite des
fonctions de Bessel est paire enn (Jn ˆx• � J� n ˆx•), la suite de fonctionsx Jn ˆx• l'est aussi.
On a alors l'�egalit�e suivante 1

Q
n>Z

unx Jn ˆx• � Q
n>N

œ2unx Jn ˆx•:

1. Le terme P œest similaire �a celui d�e�ni par la notation (2.16) page 23
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La suite Jn ˆx• pour n >N est �a valuations strictement croissantes, la suitex Jn ˆx• pour
n > N l'est aussi. La suite des s�eriesx Jn ˆx• est donc une famille libre, ce qui permet
d'extraire les coe�cients d'une s�erie d�evelopp�ee dans celle-ci. L'�egalit�e pr�ec�edente implique
donc bien la relation entre les suiteŝ u• et ˆux • souhait�ee. De la même fa�con, en utilisant
la relation (8.2), on montre la relation entre ˆu• et ˆu@x • .

Ces deux relations(8.3) et (8.4) vont nous permettre d'obtenir le d�eveloppement en
s�erie de Neumann de� x J1. On part de l'�equation di��erentielle satisfaite par � x J1 :

x ‹ �
x
2

J1ˆx••
œœ

� ‹ �
x
2

J1ˆx••
œ
� x ‹ �

x
2

J1ˆx•• � 0; (8.5)

et on construit progressivement une relation entreˆux@2
x � @x � x • et ˆu•.

Pour commencer, la relation(8.3) suivie de l'application de l'�egalit�e (8.4) it�er�ee deux
fois donnent :

2
n � 1

ux@2
x

n� 1 �
2

n � 1
ux@2

x
n� 1 � 4u@2

x
n � 2u@x

n� 1 � 2u@x
n� 1 � un� 2 � 2un � un� 2:

La relation (8.4) donne ensuite l'�egalit�e :

2
n � 1

u@x
n� 1 �

2
n � 1

u@x
n� 1 �

1
n � 1

un� 2 �
2

ˆn � 1•ˆ n � 1•
un �

1
n � 1

un� 2:

Par lin�earit�e uL 1 � L 2 � ˆuL 1 � uL 2 • pour tous L 1 et L 2, donc on peut combiner les �egalit�es
pr�ec�edentes pour obtenir :

2
n � 1

ux@2
x � @x � x

n� 1 �
2

n � 1
ux@2

x � @x � x
n� 1 �

un� 2 � 2un � un� 2�
1

n � 1
un� 2 �

2
ˆn � 1•ˆ n � 1•

un �
1

n � 1
un� 2 � 2un ;

qui se r�earrange en

2ˆn � 1•ux@2
x � @x � x

n� 1 � 2ˆn � 1•ux@2
x � @x � x

n� 1 � ˆn2 � n•un� 2 � ˆ2n2 � 4•un � ˆn2 � n•un� 2: (8.6)

Mais au vu de (8.5), la suite ˆux@2
x � @x � x • est nulle. Les coe�cients de la s�erie de Neumann

de x J1ˆx• v�eri�ent donc la r�ecurrence

ˆn2 � n•un� 2 � ˆ2n2 � 4•un � ˆn2 � n•un� 2 � 0;

qui admet bien comme solution la suite de terme g�en�eral ˆ � 1•n~2 SnS
2 pour n pair et 0

sinon. Comme la solution est hyperg�eom�etrique, on peut aussi utiliser l'algorithme de
Petkov�sek [Pet92] pour r�esoudre cette r�ecurrence et retrouver la formule souhait�ee (on
devra dans ce cas donner des conditions initiales �a la r�ecurrence).

Le fait que cette solution soit hyperg�eom�etrique implique aussi qu'il existe une r�ecurrence
�a deux termes qui annule les coe�cients de cette s�erie de Neumann. En fait on peut calculer
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Entr �ee: une �equation di��erentielle, une famille de fonctions  n ˆx• avec des relations du
même type que (8.1) et (8.2) (voir p.168)

Sortie: la r�ecurrence v�eri��ee par les coe�cients du d�eveloppement en s�erie P un  n ˆx• de
toute solution de l'�equation di��erentielle d�eveloppable dans la base des  n .

Algorithme 8.1: Algorithme de calcul de r�ecurrence

cette r�ecurrence directement en allant plus loin dans les calculs. En e�et l'�egalit�e (8.6)
s'�ecrit

‰6 � 5n � n2 � 2ˆ2 � 4n � n2•S2
n � ˆ2 � 3n � n2•S4

nŽ�u � ‰2ˆn � 3•Sn � 2ˆn � 1•S2
nŽ�ux@2

x � @x � x :

Le gcld (calcul�e par l'algorithme 4.3 page 58) entre les op�erateurs des deux membres de
cette �egalit�e est non trivial et vaut ‰n � 3 � ˆn � 1•S2

nŽ :

‰n � 3 � ˆn � 1•S2
nŽ ‰n � 2 � nS2

nŽ� u � ‰n � 3 � ˆn � 1•S2
nŽSnux@2

x � @x � x :

Un argument prouv�e dans ce chapitre permet de diviser �a gauche par cegcld tout en
conservant la relation d'�egalit�e et donc d'obtenir une r�ecurrence d'ordre 2 qui annule bien
les coe�cients

ˆn � 2• un � nun� 2 � 0:

Le but de ce chapitre est de g�en�eraliser le proc�ed�e d�evelopp�e sur cet exemple a�n de
calculer les r�ecurrences satisfaites par les coe�cients d'une large classe de s�eries de Fourier
g�en�eralis�ees. Cet algorithme est r�esum�e par la bô�te 8.1

Le packageMaple gfsRecurrenceque j'ai �ecrit lors de cette th�ese permet de calculer
ces r�ecurrences en utilisant les algorithmes d�evelopp�es dans ce chapitre. Par exemple le
calcul de la r�ecurrence des coe�cients de la s�erie de Neumann de� x

2 J1ˆx• en Maple se
fait �a l'aide du code suivant :

A with(gfsRecurrence);

� di�eqToGFSRec�
A deq := gfun[holexprtodiffeq](-x/2*BesselJ(1,x), y(x));

deq �� œŒ
d2

dx2
y ˆx•‘ x �

d
dx

y ˆx• � y ˆx• x; y ˆ0• � 0; ŠD ˆ 2• • ˆ y• ˆ 0• � � 1~2¡

A diffeqToGFSRec(deq, y(x), u(n), functions=BesselJ(n,x), normalize);

ˆn � 2• u ˆn• � nu ˆn � 2•
On a vu que le calcul de ces r�ecurrences pouvait servir �a calculer ou v�eri�er des formes

closes de coe�cients de s�eries de Fourier g�en�eralis�ees. Des travaux [FW61, Luk59, LC61,
Ver66, WL62] sont consacr�es �a donner et prouver les formes closes de coe�cients de s�eries
de Fourier g�en�eralis�ees lorsque les bases des fonctions sont hyperg�eom�etriques. Un grand
nombre d'entre elles sont donc d�esormais accessibles simplement et de mani�ere uni��ee par
le calcul formel.
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Exemple 8.1 (Fields-Wimp([FW61])) .

p� rFq� s Œ
ap; cr

bq; ds
Wzx‘ �

ª

Q
n� 0

ˆap•n ˆ � •n ˆ � •n ˆ � z•n

ˆbq•n ˆ 
 � n•nn! p� 2Fq� 1 Œ
n � �; n � �; n � ap

2n � 
 � 1; n � bq
Wz‘ r � 2Fs� 2 ‹

� n; n � 
; c r

�; �; d s
Vx• :

Dans cette formule,ap signi�e la suite a1; : : : ; ap. Le terme p� rFq� s est la notation de la s�erie
hyperg�eom�etrique g�en�eralis�ee (voir d�e�nition 2.8 page 2.8). L'utilisation des r�ecurrences
permet de prouver simplement ces formules pourp, r , q, s �x�es.

Exemple 8.2. Le probl�eme de connexion [Tha64, Ask75, RZG95, Szw92] entre deux
familles de polynômes est le d�eveloppement en s�erie des polynômes de la premi�ere famille
dans la base qui forme la seconde. Par exemple les polynômes de Laguerre g�en�eralis�es
satisfont :

L ˆ a� b•
k ˆx• �

k

Q
n� 0

‹
b� k � n � 1

k � n
• L ˆ a•

n ˆx•: (8.7)

Pour obtenir automatiquement cette formule, on peut calculer la r�ecurrence satisfaite
par les coe�cients en utilisant le code Maple suivant. On calcule d'abord l'�equation
di��erentielle qui annule la fonction L ˆ a� b•

k .
A deq := k*y(x)+(-x+1+a+b)*(diff(y(x), x))+x*(diff(diff(y(x), x), x));

deq �� ky ˆx• � ˆ � x � 1 � a � b•
d

dx
y ˆx• � x

d2

dx2
y ˆx•

Les proc�edures du packageGFSRecurrencepermettent de calculer la r�ecurrence
v�eri��ee par les coe�cients du d�eveloppement en s�erie de Laguerre �a partir de cet
op�erateur :

A rec := diffeqToGFSRec(deq, y(x), u(n), functions=LaguerreL(n,a,x), const=a,
normalize);

rec �� ˆn � k• u ˆn• � ˆ � 1 � k � n � b• u ˆn � 1•
Cette r�ecurrence est d'ordre 1, et admet comme solution les suites hyperg�eom�etriques

de la forme :

un � � ‹
b� k � n � 1

k � n
• ;

o�u � est une constante. Il ne reste plus qu'�a d�eterminer une condition initiale pour montrer
que � � 1. Le d�eveloppement des polynômes de Laguerre dans la base monomiale [Nat10,
http://dlmf.nist.gov/18.5.E12 ] :

L a
k ˆx• �

k

Q
l � 0

ˆ � 1• l ˆa � l � 1•k� l

ˆk � l • !l !
x l ;

montre que le terme associ�e au monôme de degr�ek ne d�epend pas dea. Lorsque n � k, le
terme ‰b� k� n� 1

k� n Ž est �egal �a 1, ce qui nous �xe � � 1 et conclut la preuve de la formule(8.7).
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Exemple 8.3 ([Geg72]). Le même type de calcul fournit par exemple la relation classique
sur les polynômes de Gegenbauer.

C �
n ˆx• ��

� n~2�

Q
k� 0

� ˆ � •ˆ n � k � � • � ˆk � � � � • � ˆn � k � � •
� ˆ � • � ˆ � � � •k!� ˆn � k � � � 1•

C �
n� 2k ˆx•:

Une autre application importante de ces r�ecurrences est le calcul num�erique rapide des
coe�cients de ces s�eries. On a vu dans le chapitre 7 comment utiliser les r�ecurrences pour
calculer les coe�cients d'une s�erie de Tchebychev. On peut de la même fa�con utiliser ces
r�ecurrences pour calculer les coe�cients d'autres s�eries de Fourier g�en�eralis�ees.

Historiquement, les premi�eres r�ecurrences calcul�ees ont �et�e celles que v�eri�ent les coe�-
cients de s�erie de Taylor solution d'�equation di��erentielle au xix e si�ecle. �A ma connais-
sance, c'est Clenshaw [Cle57] qui a pour la premi�ere fois utilis�e les r�ecurrences v�eri��ees
par les coe�cients d'autres s�eries, il s'agissait alors de s�eries de Tchebychev. Il n'a pas
donn�e d'algorithme pour le calcul des r�ecurrences mais a utilis�e ces r�ecurrences implici-
tement pour calculer num�eriquement les coe�cients d'une s�erie de Tchebychev solution
d'une �equation di��erentielle. Le chapitre 5 pr�esente un historique des algorithmes pour
le calcul des r�ecurrences de Tchebychev. Stanis law Lewanowicz avait d�es son premier
article sur le sujet [Lew76], g�en�eralis�e l'algorithme de Paszkowski [ Pas75] sur le calcul
des r�ecurrences de Tchebychev au calcul des r�ecurrences v�eri��ees par les coe�cients de
d�eveloppement dans la base des polynômes de Gegenbauer avant de donner toute une s�erie
d'articles [Lew79, Lew83, Lew86, Lew91, Lew92] qui adaptent ces algorithmes aux s�eries
de Jacobi. Les polynômes de Jacobi sont une g�en�eralisation des polynômes de Gegenbauer
qui eux même g�en�eralisent les polynômes de Tchebychev. Andr�e Ronveaux, Alejandro Zarzo
Altarejos et Eduardo Godoy Malvar [RZG95] proposent une m�ethode pour calculer les
r�ecurrences v�eri��ees par les coe�cients de s�eries dans des bases de polynômes orthogonaux
classiques. C'est-�a-dire qu'en plus des polynômes de Jacobi, leurs m�ethodes s'appliquent
aux polynômes de Laguerre et de Hermite par exemple. Stanis law Lewanowicz et Pawe l
Wo�zny [ LW04] donnent une g�en�eralisation des algorithmes de Lewanowicz aux familles de
polynômes orthogonaux semi-classiques [Ron79]. Ces familles sont telles que les polynômes
d�eriv�es sont aussi quasi-orthogonaux (c'est-�a-dire que le produit scalaire entre deux po-
lynômes dont la di��erence des indices est strictement plus grande que 1 est nul) ; la famille
des d�eriv�ees d'une famille de polynômes orthogonaux classiques est une famille de polynômes
orthogonaux, donc les polynômes orthogonaux semi-classiques g�en�eralisent les polynômes
orthogonaux classiques. Plus r�ecemment Luc Rebillard et Helena Zakraj�sek [RZ07] ont
propos�e un algorithme pour calculer les r�ecurrences des coe�cients de solution d'�equation
di��erentielle d�evelopp�ee en s�erie dans une base de polynômes hyperg�eom�etriques [NU88]
qui g�en�eralise encore les algorithmes pr�ec�edents, les polynômes hyperg�eom�etriques �etant
une g�en�eralisation des polynômes orthogonaux semi-classiques.

L'algorithme propos�e dans ce chapitre permet de calculer les r�ecurrences autant pour
les coe�cients de s�erie de Neumann que pour les coe�cients des d�eveloppements dans des
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bases de polynômes hyperg�eom�etriques et donc couvre tous les exemples trait�es par les
algorithmes pr�ec�edents.

La premi�ere partie de ce chapitre donne la d�e�nition des s�eries de Fourier g�en�eralis�ees.
Une th�eorie permettant d'obtenir l'algorithme 8.1 et plusieurs algorithmes alternatifs est
propos�ee dans la section suivante. La derni�ere section montre comment abaisser l'ordre de
l'op�erateur de r�ecurrence calcul�ee.

2 S�eries de Fourier g�en�eralis�ees

Les s�eries de Fourier g�en�eralis�ees qui vont nous int�eresser sont des d�eveloppements en
s�eries de la forme :

Q
n>Z

cn  n ˆx•; (8.8)

o�u ˆ  n • est une famille de fonctions presque-orthogonales au sens suivant.

D �e�nition 8.4. Une famille de fonctionspresque-orthogonaleŝ  n ˆx•• sur un corps K
est une famille de fonctions de variablex et d'indice n dont l'id�eal annulateur dans l'an-
neauK�n; x �` Sn ; @xe, des op�erateurs de d�ecalage et de d�erivation �a coe�cients polynomiaux
en x et en n, est engendr�e par les deux �equations suivantes que l'on nomme(mult x ) comme
multiplication par x et (di� x ) comme di��erentiation par rapport �a x :

X2 � ˆx �  n • � X1 � ˆ  n • ; (mult x )

D2 � ‰ œ
nŽ� D1 � ˆ  n • ; (di� x )

o�u X1; X2; D1 et D2 sont des op�erateurs de r�ecurrence dansKˆn•` Sne. De plus il
n'existe pas d'op�erateur de r�ecurrence R tel que :

R � ˆ  n ˆx•• � 0:

Le terme presque-orthogonale est utilis�e car l'�equation (mult x ) est une g�en�eralisation
de la relation de r�ecurrence �a trois termes v�eri��ee par les polynômes orthogonaux et
l'�equation (di� x ) est aussi v�eri��ee par une large classe de polynômes orthogonaux en
particulier par l'ensemble des polynômes orthogonaux classiques. Des exemples de familles
presque-orthogonales sont donn�es dans le tableau 8.1.

D �e�nition 8.5. Pour une famille de fonctions presque-orthogonales, On se �xe le 3-
uplet �  ; F  ; U � , o�u F  est un espace m�etrique contenant la famille de fonctionŝ  •
et U un espace vectoriel de suites, tel que pour toutf >F  , il existe un unique u >U , tel
que

lim
n� ª

n

Q
i � � n

ui  i � f:
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ôm

es
de

L
ˆ�

•
n

ˆx
•

ˆn
�

1
�

�
•

�
ˆn

�
2•

S
2 n
�

�
S

n
1

1
�

S
n

La
gu

er
re

ˆ2
n

�
3

�
�

•S
n

fo
nc

tio
ns

de
P

� n
ˆx

•
ˆn

�
�

�
2•

S
2 n

�
ˆn

�
�

�
1•

ˆ2
n

�
3•

S
n

ˆn
�

2�
�

•ˆ
n

�
1•

S
n

�
ˆn

�
2

�
�

•ˆ
n

�
1

�
�

•
ˆ2

n
�

3
•

�
ˆn

�
4

�
�

•ˆ
n

�
3

�
�

•
ˆ2

n
�

7
•

S
4 n

�

Le
ge

nd
re

ˆn
�

4•
ˆ

n
�

3�
�

•S
3 n

2
ˆ2

n
�

5
•ˆ

n
2

�
5

n
�

�
2

�
5

•S
2 n

ˆ2
n

�
3

•ˆ
2

n
�

7
•

S
2 n

fo
nc

tio
ns

hy
-

p
er

g�e
om

�et
riq

ue
s

2F
1

‰
n;

2 1
T x

Ž
�

n
�

ˆ2
n

�
1•

S
n

�
ˆn

�
1•

S
2 n

ˆn
�

1•
S

n
�

ˆn
�

1•
S

2 n
ˆn

�
1•

S
n

�
ˆn

�
1•

S
2 n

1
�

S
n

Figure 8.1 { Exemples de familles de fonctions presque-orthogonales
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La somme
�ª

Q
i � �ª

ui  i ;

est appel�ee d�eveloppement en s�erie de Fourier g�en�eralis�ee def relativement �a ˆ  • .

Exemple 8.6. Les s�eries formelles de Laurent sont des s�eries de Fourier g�en�eralis�ees. La
famille de fonctions est n ˆx• � xn . L'espaceF  est l'espace des s�eries formelles muni de la
m�etrique dˆ f; g • � 2� val ˆ f � g• , o�u valˆ f • est la valuation de la s�erie formelle f . L'espaceU 

est l'ensemble des suites index�ees surZ.

Exemple 8.7. Les s�eries formelles sont des s�eries de Fourier g�en�eralis�ees. La famille de
fonctions est  n ˆx• � xn . L'espace des fonctions est l'espace des s�eries formelles muni de
la m�etrique dˆ f; g • � 2� val ˆ f � g• . L'espace des suites est l'ensemble des suitesˆu• telles
que un � 0 si n @0.

Exemple 8.8. Les s�eries enti�eres sont des s�eries de Fourier g�en�eralis�ees. La famille de
fonctions est  n ˆx• � xn . L'espace des fonctions est l'ensemble des fonctions analytiques
en 0. L'espaceU est l'ensemble des suiteŝu) telles que lim sup

n� ª
ŠSunS1~n • est �nie et un � 0

si n @0.

Exemple 8.9. Les s�eries de Tchebychev sont des s�eries de Fourier g�en�eralis�ees. La famille
de fonctions est n ˆx• � Tn ˆx•. L'espaceF  est l'ensemble des fonctions analytiques sur
le segment� � 1; 1� muni de la norme uniforme sur ce segment. L'espaceU est l'ensemble
des suitesˆu• sym�etriques et convergeant exponentiellement vers 0.

Exemple 8.10. Les s�eries de Neumann sont des s�eries de Fourier g�en�eralis�ees. La famille
de fonctions est n ˆx• � Jn ˆx•. L'espaceF  est l'ensemble des s�eries formelles muni de la
m�etrique dˆ f; g • � 2� val ˆ f � g• . L'espaceU est l'ensemble des suiteŝu• sym�etriques.

En e�et, Jn �etant une s�erie enti�ere de valuation n et Jn � J� n , pour toute s�erie for-
melle f � P n>N unxn , on peut construire r�ecursivement la s�erie de Besself � P n>Z cn Jn ˆx•,
en remarquant que :

2ck Jk ˆx• mod xk� 1 �
k

Q
n� 0

unxn �
k� 1

Q
n� � k� 1

cn Jn ˆx• mod xk� 1:

On a aussi l'�egalit�e

ukxk �
k

Q
n� 0

cn Jn ˆx• �
k� 1

Q
n� � k� 1

unxn mod xk� 1;

qui montre l'unicit�e de la suite ˆcn • .

Certaines s�eries associ�ees aux familles donn�ees dans le tableau 8.1 sont classiques comme
les s�eries de Taylor ou de Tchebychev. D'autres sont moins classiques mais �etudi�ees, par
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exemple les s�eries de Laguerre et de Hermite sont utilis�ees pour d�evelopper des fonctions
sur des droites (Laguerre sur les r�eels positifs et Hermite sur les r�eels [MD73, Boy01]). Une
des qualit�es de ces d�eveloppements est qu'ils ne sont pas trop perturb�es par les singularit�es
non r�eelles des fonctions d�evelopp�ees.

L'�egalit�e entre une fonction et son d�eveloppement de Taylor en 0 n'est valable que dans
un disque centr�e en 0 et ne contenant aucune singularit�e. Ce r�esultat est sp�eci�que aux s�eries
de Taylor ; les autres d�eveloppements ont aussi des domaines de convergence ne contenant
pas les singularit�es. Par exemple l'�egalit�e entre une fonction et son d�eveloppement de
Tchebychev est valable dans une ellipse de foyers� 1 et 1 et ne contenant pas les singularit�es
de la fonction (voir chapitre 2). En particulier le segment � � 1; 1� est inclus dans cette
ellipse. Le domaine de convergence des s�eries de Laguerre est une bande contenant la
demi-droite � 0; ª � et aucune singularit�e [Boy01, page 353]. Le domaine de convergence des
s�eries d'Hermite est une bande contenant l'axe r�eel et aucune singularit�e [Boy01, page 346].
L'exemple suivant illustre ces domaines de convergence.

Exemple 8.11. La �gure 8.11 donne un exemple de l'utilisation de ces s�eries avec la
fonction expˆ1~ˆ1 � 2x2•• qui admet deux singularit�es en i~2 et en � i~2.

Dans ce graphe, l'approximation de la fonction f � exp‰ 1
1� 2x2 Ž par une s�erie de

Taylor tronqu�ee est mauvaise en dehors du segment� � 1~2; 1~2� . La fonction f admet
deux singularit�es en i~2 et � i~2, le rayon de convergence de la s�erie de Taylor est donc
1~2. Les singularit�es �etant imaginaires pures, la s�erie de Tchebychev tronqu�ee approxime
correctement la fonction f sur une ellipse de foyer� � 1; 1� et ne contenant pas les points
i~2 et � i~2. On voit qu'en dehors de cette ellipse, l'approximation devient mauvaise. Sur
ce graphe encore les s�eries de Laguerre et Hermite qui approximentf , comme pr�evu, sur
l'axe r�eel positif pour Laguerre et l'axe r�eel pour Hermite.

Ces exemples montrent aussi qu'en fonction du besoin, il est utile d'avoir le choix entre
di��erentes approximations.

Une propri�et�e fondamentale des s�eries de Fourier g�en�eralis�ees qui sera d�emontr�ee dans
la section 3 est que si elles sont solutions d'�equations di��erentielles lin�eaires �a coe�cients
polynomiaux, alors leurs coe�cients sont solutions d'une r�ecurrence lin�eaire �a coe�cients
polynomiaux.

On peut remarquer que les s�eries de Fourier n'ont jamais �et�e �evoqu�ees jusqu'ici. En fait
ces s�eries ne satisfont pas les bonnes propri�et�es pour v�eri�er la propri�et�e pr�ec�edente.

3 R�ecurrences des coe�cients de s�eries g�en�eralis�ees

Le chapitre 5 exhibe un morphisme d'anneaux entre l'anneaux des op�erateurs di��erentiels
et le corps des fractions d'op�erateurs de r�ecurrence. Ce morphisme �etablit le lien entre
l'op�erateur di��erentiel annulant une s�erie de Tchebychev et l'op�erateur de r�ecurrence qui
annule ses coe�cients. Cette section pr�esente une g�en�eralisation de cette construction �a
toutes les s�eries de Fourier g�en�eralis�ees. L'image par le morphisme d'un op�erateur di��erentiel
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L est une paire d'op�erateurs de r�ecurrence permettant de relier les coe�cients d'une s�erie
de Fourier g�en�eralis�ee f aux coe�cients de la s�erie L � f .

Pour simpli�er la lecture, la notation suivante est utilis�ee :

Notation 8.12. Soient  une famille de fonctions presque-orthogonales,F  un espace
m�etrique de fonctions et U un espace de suites associ�es �aF  .

Pour tout op�erateur di��erentiel L et toute suite u > U telle que P un  n ˆx• > F  et
L � P un  n ˆx• >F  , on note ˆuL • la suite dansU associ�ee qui v�eri�e :

L � Q
n>Z

un  n ˆx• � Q
n>Z

uL
n  n ˆx•:

3.1 Paires d'op�erateurs de r�ecurrence associ�ees �a une famille de fonc-
tions presque-orthogonales

La propri�et�e fondamentale satisfaite par les familles de fonctions presque-orthogonales
est r�esum�ee dans le th�eor�eme suivant. Cette propri�et�e d�ecoule naturellement des �equations
(mult x ) et (di� x ).

Th �eor �eme 8.13. Soit ˆ  n •n>Z une famille de fonctions presque-orthogonales. Pour tout
op�erateur di��erentiel lin�eaire �a coe�cients polynomiaux L , il existe une paire d'op�erateurs
de r�ecurrence ˆA 1; A 2• , telle que :

A 2 � ˆL �  n ˆx•• � A 1 �  n ˆx•: (8.9)

D�emonstration. Si L est la multiplication par x ou la d�erivation, les paires donn�ees par
les �egalit�es (mult x ) et (di� x ) satisfont l'�equation (8.9). Si L est une constante� , la paire
d'op�erateurs ˆ �; 1• satisfait aussi l'�equation.

Pour montrer ce th�eor�eme pour un op�erateur di��erentiel quelconque, il su�t de montrer
que si la propri�et�e est vraie pour les op�erateurs L 1 et L 2, alors elle l'est aussi pour les
op�erateurs L 1 � L 2 et L 2L 1. Soient les paireŝ A 1; A 2• et ˆB1; B2• telles que :

A 2 � ˆL 1 �  n ˆx•• � A 1 �  n ˆx•;

B2 � ˆL 2 �  n ˆx•• � B1 �  n ˆx•:

En utilisant la formule d'addition de paires (4.14) page 70 et la proposition 4.29 qui en
d�ecoule, on a :

lclmˆA 1; B1• � ˆL 1 � L 2• �  n ˆx• � ŠˆB1•A 1 A 2 � ˆA 1•B1 B2• �  n ˆx•;

donc la paire ˆA 1; A 2• � ˆB1; B2• est associ�ee �a l'op�erateur L 1 � L 2. La propri�et�e est donc
vraie pour l'addition de deux op�erateurs di��erentiels. De la même fa�con, la d�e�nition de
la multiplication entre op�erateurs (4.15) page 71 et la proposition 4.32 qui en d�ecoule
montrent que la paire ˆˆ A 1•B2 B1; ˆB2•A 1 A 2• est associ�ee �a l'op�erateur L 2L 1, ce qui conclut
la preuve.
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La proposition suivante nous donne la relation entre deux paires associ�ees �a un même
op�erateur di��erentiel.

Proposition 8.14. Soient ˆA 1; A 2• et ˆB1; B2• deux paires d'op�erateurs de r�ecurrence, L
un op�erateur di��erentiel et ˆ  n •n>N une famille de fonctions presque-orthogonales. Si

A 2 � ˆL �  n ˆx•• � A 1 �  n ˆx• et

B2 � ˆL �  n ˆx•• � B1 �  n ˆx•;

alors les pairesˆA 1; A 2• et ˆB1; B2• sont �equivalentes (not�e aussi ˆA1; A2• � ˆB1; B2•) au
sens de la d�e�nition 4.37 page 76.

D�emonstration. En multipliant la premi�ere �egalit�e par ˆB2•A 2 et la seconde par̂ A 2•B2 ,
puis en les soustrayant, on obtient :

ŠˆB2•A 2 A 1 � ˆA 2•B2 B1• �  n ˆx• � 0:

La d�e�nition 8.4 page 173 entrâ�ne ˆB2•A 2 A 1 � ˆA 2•B2 B1, les pairesˆA1; A2• et ˆB1; B2•
sont donc bien �equivalentes.

De ce th�eor�eme se d�eduit le corollaire fondamental suivant, qui exprime la r�egle de
Leibniz pour les paires d'op�erateurs de r�ecurrence.

Corollaire 8.15. Les op�erateurs X1, X2, D1 et D2 associ�es �a une famille de fonctions
presque-orthogonales par les formules(mult x ) et (di� x ) v�eri�ent

ˆX1; X2•ˆ D1; D2• � ˆD1; D2•ˆ X1; X2• � ˆ1; 1•:

D�emonstration. La proposition 8.14 nous indique qu'il su�t de trouver un op�erateur
di��erentiel L associ�e aux deux fractions de l'�enonc�e du corollaire pour montrer leur
�equivalence.

Soient ˆA 1; A 2• � ˆD1; D2•ˆ X1; X2• et ˆB1; B2• � ˆX1; X2•ˆ D1; D2• . La proposition 4.32
page 71 implique les �egalit�es suivantes :

A 2 � ˆˆ x@x • �  n ˆx•• � A 1 �  n ˆx•

et B2 � ˆˆ @xx• �  n ˆx•• � B1 �  n ˆx•:

La proposition 4.29 page 70 implique que la pairê C1; C2• � ˆB1; B2• � ˆ1; 1• v�eri�e la
propri�et�e :

C2 � ˆˆ @xx � 1• �  n ˆx•• � C1 �  n ˆx•:

La r�egle de Leibniz implique que @xx � @xx � 1 ce qui prouve l'�equivalence entreˆA 1; A 2•
et ˆC1; C2• .
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3.2 Paires adjointes d'op�erateurs de r�ecurrence

Les op�erateurs de r�ecurrence adjoints sont des outils importants dans la th�eorie des
op�erateurs de r�ecurrence. Une des applications classiques est la factorisation d'un op�erateur
de r�ecurrence. En e�et l'algorithme de Petkov�sek [Pet92] permet trouver un facteur droit
d'ordre 1. La division �a droite entre op�erateurs devient une division �a gauche entre les
adjoints des mêmes op�erateurs. Pour chercher un facteur gauche d'ordre 1 d'un op�erateur,
il su�t donc de calculer son adjoint et d'appliquer l'algorithme de Petkov�sek comme
sugg�er�e dans [PWZ96, p. 163]. De cette fa�con, on sait par exemple trouver un facteur droit
irr�eductible d'ordre 2 d'un op�erateur d'ordre 3 en cherchant un facteur gauche d'ordre 1.
Cette section introduit la notion de paire adjointe d'op�erateurs de r�ecurrence. Celle-ci
est essentielle pour faire le lien entre les paires appliqu�ees �a une famille de fonctions
presque-orthogonales et les coe�cients des s�eries de Fourier g�en�eralis�ees d�evelopp�ees dans
cette famille. On rappelle d'abord la d�e�nition d'un op�erateur de r�ecurrence adjoint.

D �e�nition 8.16. L'op�erateur de r�ecurrence

R �
s

Q
k� 0

lk ˆn•Sk
n ;

a pour op�erateur de r�ecurrence adjoint l'op�erateur not�e R ‡ d�e�ni par :

R ‡ �
s

Q
k� 0

lk ˆn � k•S� k
n :

Les lemmes suivants d�ecoulent naturellement de cette d�e�nition.

Lemme 8.17 ([RZ07]). Pour tout op�erateur R, l'adjoint R ‡ v�eri�e l'�egalit�e suivante :

Q
n>Z

unR � vn � Q
n>Z

ˆR ‡ � un •vn ;

o�u ˆu• et ˆv• sont des suites d�e�nies sur Z.

D�emonstration. Si R � P s
k� 0 lk ˆn•Sk

n on a l'�egalit�e suivante :

Q
n>Z

unR � vn � Q
n>Z

s

Q
k� 0

un lk ˆn•vn� k �
s

Q
k� 0

Q
n>Z

un lk ˆn•vn� k :

En e�ectuant le changement de variablen ( n � k, on a :

Q
n>Z

un lk ˆn•vn� k � Q
n>Z

un� k lk ˆn � k•vn :

On a donc

Q
n>Z

unR � vn � Q
n>Z

s

Q
k� 0

un� k lk ˆn � k•vn :

ce qui est bien �egal �a P ˆR ‡ � un •vn .
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Lemme 8.18 ([PWZ96]). Les op�erateurs de r�ecurrence R 1 et R 2, v�eri�ent l'�egalit�e :

R ‡
1R ‡

2 � ˆR 2R 1•‡: (8.10)

D�emonstration. Par lin�earit�e R ‡
1 � R ‡

2 � ˆR 2 � R 1•‡, il su�t donc de prouver ce lemme
pour le produit de deux monômes.

Le produit de
R 1 � l1ˆn•Si

n et R 2 � l2ˆn•Sj
n :

donne l'�egalit�e :
R 2R 1 � l2ˆn• l1ˆn � j •Si � j

n ;

L'adjoint de ce produit est :

ˆR 2R 1•‡ � l2ˆn � i � j • l1ˆn � i •S� i � j
n :

On retrouve bien le produit des monômesl1ˆn � i •S� i
n et l2ˆn � j •S� j

n , c'est-�a-dire le produit
R ‡

1R ‡
2.

L'objectif de la construction de paires adjointes d'op�erateurs de r�ecurrence est l'obtention
d'un r�esultat similaire au lemme 8.17. C'est-�a-dire, si pour une famille de fonctions presque-
orthogonales n ˆx•, et pour un op�erateur di��erentiel L , il existe une paire qui lie  n ˆx• et
L �  n ˆx• alors on peut construire automatiquement une paire qui lieˆu• et ˆuL • .

D �e�nition 8.19. Pour une paire d'op�erateurs de r�ecurrence ˆA 1; A 2•, la paire ˆA1; A2•
appel�ee paire d'op�erateurs de r�ecurrence adjointe �a la paire ˆA 1; A 2• est d�e�nie par :

ˆA1; A2• � ˆA 1; A 2•‡ � ŠˆA ‡
1•A ‡

2 ; ˆA ‡
2•A ‡

1 • :

On rappelle ici que les cofacteurs dulclm entre deux polynômes de LaurentA et B ont
�et�e d�e�nis dans le chapitre 4 par :

ˆA•B B � ˆB •A A � lclmˆSdA � dB
n A; SdA � dB

n B •:

Propri �et �e 8.20. Pour toute paire, on a la relation :

ˆA 1; A 2•‡ � ˆA ‡
1; 1• ˆ 1; A ‡

2• :

D�emonstration. L'application de la r�egle de multiplication entre paires pour multiplier les
deux paires du membre gauche de l'�equation entrâ�ne la validit�e du r�esultat.

Remarque 8.21. Si le second membre de la paire est 1, on aA1 � SdA
n A ‡

1 et A2 � SdA
n o�u

dA est l'ordre de l'op�erateur A 1, donc l'adjoint de la paire ˆA 1; 1• est ˆSdA
n A ‡

1; SdA
n • qui

est �equivalent �a la paire ˆA ‡
1; 1•. Il s'agit donc bien d'une g�en�eralisation des op�erateurs

adjoints de r�ecurrence. Le lemme 8.17 est g�en�eralis�e par la proposition 8.23 ci-desous.
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Remarque 8.22. Pour toute paire ˆA 1; A 2• , les op�erateurs de la paire adjointe v�eri�ent
gcldˆA1; A2• � 1. En e�et par d�e�nition du lclm, les op�erateurs ˆA ‡

1•A ‡
2 et ˆA ‡

2•A ‡
1 sont

premiers entre eux.

Proposition 8.23. Soient L un op�erateur di��erentiel et un 3-uplet �  ; F  ; U � (voir
d�e�nition 8.5 page 173). Si la paire ˆA 1; A 2• est telle que :

A 2 � ˆL �  n ˆx•• � A 1 �  n ˆx•;

et v�eri�e en plus la propri�et�e que pour tout u >U il existe une suiteˆv• telle queA ‡
2 � v � u

et A ‡
1 � v >U , alors toute suite u >U est li�ee �a ˆuL • par :

A1 � u � A2 � uL ; (8.11)

o�u la paire ˆA1; A2• est la paire adjointe deˆA 1; A 2• .

D�emonstration. Soit ˆv• une suite telle queA ‡
2 � v � u et A ‡

1 � v >U . On a alors la suite
d'�egalit�es suivantes :

L � Q
n>Z

un  n ˆx• � Q
n>Z

ˆA ‡
2 � vn •ˆ L �  n ˆx•• � Q

n>Z
vnA 2 � ˆL �  n ˆx•• :

On a par hypoth�ese :
A 1 �  n ˆx• � A 2 � ˆL �  n ˆx•• ;

donc
L � Q

n>Z
un  n ˆx• � Q

n>Z
vn ˆA 1 �  n ˆx•• � Q

n>Z
ˆA ‡

1 � vn •  n ˆx•:

Les suitesˆA ‡
1v• et ˆuL • sont dansU , par unicit�e du d�eveloppement en s�erie de Fourier

g�en�eralis�ee des fonctions dans F  , on a donc uL � A ‡
1 � v. Si on utilise la d�e�nition des

cofacteurs de lclm, on obtient la suite d'�egalit�es suivantes :

A1 � u � ˆA ‡
1•A ‡

2 � u � ˆA ‡
1•A ‡

2 A ‡
2 � v � ˆA ‡

2•A ‡
1 A ‡

1 � v � ˆA ‡
2•A ‡

1 � uL � A2 � uL : (8.12)

Les paires adjointes v�eri�ent des propri�et�es pour l'addition et la multiplication similaires
aux propri�et�es d'addition et de multiplication d'op�erateurs adjoints. Ces propri�et�es sont
r�esum�ees par les propositions suivantes.

Proposition 8.24. Si les trois paires ˆA 1; A 2• , ˆB1; B2• et ˆC1; C2• sont reli�ees par

ˆA 1; A 2• � ˆB1; B2• � ˆC1; C2• ;

alors
ˆA1; A2• � ˆB1; B2• � ˆC1; C2• :
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D�emonstration. On souhaite montrer que :

ˆA 1; A 2•‡ � ˆB1; B2•‡ � ŠŠB̂2•A 2 A 1• � ŠˆA 2•B2 B1• ; lclm ˆA 2; B2••
‡

:

Le terme de gauche est �equivalent �a

ŠˆB2•A 2 A 1; lclm ˆB2; A 2••
‡

� ŠˆA 2•B2 B1; lclm ˆB2; A 2••
‡

:

Partant de la propri�et�e 8.20, cette expression se r�e�ecrit comme

ŠŠB̂2•A 2 A 1•
‡

; 1• ‰1; lclm ˆB2; A 2•‡Ž� ŠŠÂ 2•B2 B1•
‡

; 1• ‰1; lclm ˆB2; A 2•‡Ž:

En factorisant cette expression par le terme commun �a gauche, on obtient la paire
�equivalente :

ŠŠB̂2•A 2 A 1•
‡

� ŠˆA 2•B2 B1•
‡

; 1• ‰1; lclm ˆB2; A 2•‡Ž;

qui est bien, par d�e�nition d'une paire adjointe, la paire recherch�ee :

ŠŠB̂2•A 2 A 1• � ŠˆA 2•B2 B1• ; lclm ˆB2; A 2••
‡

:

Proposition 8.25. Si les trois paires ˆA 1; A 2• , ˆB1; B2• et ˆC1; C2• sont reli�ees par

ˆB1; B2•ˆ A 1; A 2• � ˆC1; C2• ;

alors :
ˆA1; A2•ˆ B1; B2• � ˆC1; C2• :

D�emonstration. On souhaite montrer que :

ˆA 1; A 2•‡ ˆB1; B2•‡ � ŠˆA 1•B2 B1; ˆB2; A 1•A
2 •

‡
:

Par la propri�et�e 8.20, le membre gauche de cette �equation est �equivalent �a

ˆA ‡
1; 1• ˆ 1; A ‡

2• ˆ B‡
1 ; 1• ˆ 1; B‡

2• : (8.13)

A�n d'exprimer ce terme comme une paire adjointe, on r�eexprime le produit de paires du
milieu (en utilisant la d�e�nition de multiplication de paires (4.15) 71), comme :

ˆ1; A ‡
2• ˆ B‡

1 ; 1• � ˆA ‡
1; B‡

2• � ŠŠÂ 1•B2 •
‡

; 1• Š1; ŠˆB1•A 1 •
‡
• :

On peut alors simpli�er l'�equation (8.13) par le terme �equivalent :

ˆA ‡
1; 1• ŠŠ Â 1•B2 •

‡
; 1• Š1; ŠˆB1•A 1 •

‡
• ˆ 1; B‡

2• � ŠŠÂ 1•B2 A 1•
‡

; 1• Š1; ŠB2ˆB1•A 1 •
‡
• ;

qui est �equivalent au terme droit de la relation recherch�ee par la propri�et�e 8.20 .
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Entr �ee: L �� P k
i � 0 pi ˆx•@i et  muni de 4 op�erateurs de r�ecurrenceX1; X2; D1; D2 tels

que X1 �  � X2 � x et D1 �  � D2 �  œ

Sortie: P1 tel que '  ˆL • � P � 1
2 P1

Algorithme 8.2: Morphisme pour le calcul des r�ecurrences

3.3 Morphisme dans le corps des fractions d'op�erateurs de r�ecurrence

Cette section explique comment �a l'aide des paires adjointes d'op�erateurs de r�ecurrence,
on peut d�e�nir un morphisme d'anneaux '  de l'anneau des op�erateurs di��erentiels dans
le corps des fractions d'op�erateurs de r�ecurrence. L'image d'un op�erateur di��erentiel L
par ce morphisme, qui d�epend d'une famille de fonctions presque-orthogonales , est une
fraction d'op�erateurs dont le num�erateur est la r�ecurrence qui annule les coe�cients des
s�eries de Fourier g�en�eralis�ees solutions de L. Ainsi, ce morphisme r�epond au besoin de
l'algorithme, qui permet de rendre �equivalents les algorithmes 8.1 page 170 et 8.2.

Avant de d�e�nir le morphisme d'anneaux, on va d�e�nir le morphisme d'anneaux �'  qui
va de l'alg�ebre libre des op�erateurs di��erentiels K`x; @xe (les variables ne commutent pas),
dans le corps des fractions d'op�erateurs de r�ecurrence. On d�eduira'  par quotient.

D �e�nition 8.26. Pour une famille de fonctions presque-orthogonales , le morphisme
d'alg�ebres �'  de l'alg�ebre libre K`x; @xe dans le corps des fractions d'op�erateurs de
r�ecurrence est d�e�ni par :

�'  ˆx• � X � 1
2 X 1 et �'  ˆ@x • � D � 1

2 D1;

o�u ˆX 1; X 2• et ˆD1; D2• sont respectivement les paires adjointes dêX1; X2• (mult x ) et
ˆD1; D2• (di� x ).

En quotientant l'alg�ebre libre K`x; @xe par l'id�eal bilat�ere engendr�e par le polynôme
x@x � @xx � 1, on obtient l'anneau des op�erateurs di��erentiels K� x�` @xe (4.3 page 56). La
proposition suivante montre que ce quotient conduit naturellement �a d�e�nir '  �a partir de
�'  .

Proposition 8.27. Pour toute famille de fonctions presque-orthogonales , on a l'�egalit�e
suivante :

�'  ˆx@x � @xx � 1• � 0:

D�emonstration. Cette proposition revient �a montrer l'�egalit�e

X � 1
2 X 1D � 1

2 D1 � D � 1
2 D1X � 1

2 X 1 � 1: (8.14)

Le corollaire 8.15 page 179 montre que les paires d'op�erateurŝD1; D2•ˆ X1; X2• et ˆX1; X2•ˆ D1; D2• �
ˆ1; 1• sont �equivalentes.

Par les propositions 8.24 et 8.25, on en d�eduit que les paires adjointesˆX 1; X 2•ˆ D1; D2•
et ˆD1; D2•ˆ X 1; X 2• � 1 sont �equivalentes. On a donc bien l'�egalit�e (8.14).
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Cette proposition combin�ee au th�eor�eme classique suivant, permet de d�e�nir le mor-
phisme '  .

Th �eor �eme 8.28. [Lan02, page 89] Si �' � A � Aœest un morphisme d'anneaux dont le
noyau contient l'id�eal I , alors il existe un unique morphisme d'anneaux' � A~I � Aœqui
rend le diagramme suivant commutatif :

A Aœ

A~I

�'

�
'

Ici � est l'application canonique : � � A � A~I .

On applique ce th�eor�eme avec A � K`x; @xe et I l'id�eal engendr�e par l'op�erateur
x@x � @xx � 1, on a alorsA~I � K� x�` @xe comme on a vu dans la remarque 4.3 page 56. On
identi�e aussi Aœavec le corps des fractions d'op�erateurs de r�ecurrenceKˆn; Sn • . Selon la
proposition 8.2, le noyau de �'  contient I , le th�eor�eme pr�ec�edent nous dit donc que le
diagramme suivant est commutatif :

K`x; @xe Kˆn; Sn •

K� x�` @xe

�'  

�
'  

Notation 8.29. Dans la suite de ce chapitre'  sera toujours le morphisme d�e�ni par le
diagramme pr�ec�edent avec �'  d�e�ni par 8.26

On peut �a ce stade annoncer le th�eor�eme principal de ce chapitre. Ce th�eor�eme prouve
que la sortie de l'algorithme 8.2 est bien la même que celle annonc�ee par l'algorithme 8.1
page 170.

Th �eor �eme 8.30. Soient  n ˆx• une famille de fonctions presque-orthogonales etL un
op�erateur di��erentiel. Soit A � 1

2 A1 l'image de L par le morphisme '  (en utilisant la
notation 8.29). Soient les suitesˆu• et ˆuL • de coe�cients de s�eries de Fourier g�en�eralis�ees
telles que :

L � Q
n>Z

un  n ˆx• � Q
n>Z

uL
n  n ˆx•:
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Ces coe�cients v�eri�ent alors l'�egalit�e suivante :

A1 � u � A2 � uL :

En particulier si P un  n ˆx• est annul�ee par L , ˆu• est annul�ee par A1.

Ce th�eor�eme est un corollaire imm�ediat de la proposition 8.23 et du lemme suivant :

Lemme 8.31. Soient L un op�erateur di��erentiel et ˆA 1; A 2• une paire d'op�erateurs tels
que :

A 2 � ˆL �  n ˆx•• � A 1 �  n ˆx•: (8.15)

Alors '  ˆL • est la paire adjointe deˆA 1; A 2• .

D�emonstration. Si L est l'op�erateur di��erentiel de multiplication par x ou de d�erivation,
la propri�et�e est vraie par d�e�nition des fractions X � 1

2 X 1 et D � 1
2 D1. Si L est l'op�erateur de

multiplication par une constante � , alors la proposition est vraie pour la fraction � (d�e�nie
par la paire ˆ �; 1•).

En montrant que si la propri�et�e est vraie pour deux op�erateurs di��erentiels L A et L B ,
alors elle est vraie pour les op�erateurs di��erentiels L A � L B et L A L B , on peut conclure que
la propri�et�e est vraie pour n'importe quel op�erateur di��erentiel.

On suppose donc que la proposition est vraie pour deux op�erateurs di��erentielsL A

et L B . C'est-�a-dire que pour toutes les paires d'op�erateurs ˆA 1; A 2• et ˆB1; B2• associ�ees
respectivement �a L A et L B (le th�eor�eme 8.13 nous indique qu'il en existe toujours), les
paires adjointes deˆA 1; A 2• et ˆB1; B2• sont respectivement les images de'  ˆL A • et
'  ˆL B• .

Soient ˆA 1; A 2• et ˆB1; B2• deux paires associ�ees respectivement �aL A et L B , c'est-�a-
dire :

A 2 � ˆL A � ' n ˆx•• � A 1 � ' n ˆx• et B2 � ˆL B � ' n ˆx•• � B1 � ' n ˆx•

Selon la proposition 4.29 page 70, la pairêC1; C2• � ˆA 1; A 2• � ˆB1; B2• v�eri�e l'�egalit�e

C1 � ' n ˆx• � C2 � ˆL A � ' n ˆx• � L B � ' n ˆx•• � C2 � ˆL A � B � ' n ˆx•• :

La paire ˆB1; B2• v�eri�e l'�egalit�e

A 2 � L B � ˆL A ' n ˆx•• � A 1 � L A ' n ˆx•;

donc selon la proposition 4.32 page 71, la pairêB1; B2•ˆ A 1; A 2• est associ�ee �a l'op�erateur L A �
L B .

Comme'  ˆL A • � A � 1
2 A1 et '  ˆL B• � B � 1

2 B1, on a aussi'  ˆL A � L B• � A � 1
2 A1 � B � 1

2 B1

et '  ˆL BL A • � B � 1
2 B1A � 1

2 A1. Selon la proposition 8.24, la paire adjointe dê A 1; A 2• �
ˆB1; B2• est �equivalente �a la paire ˆA1; A2• � ˆB1; B2• et selon la proposition 8.25, la paire
adjointe de ˆA 1; A 2•ˆ B1; B2• est �equivalente �a ˆB1; B2•ˆ A1; A2• .
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D�emonstration du th�eor�eme 8.30. Selon le th�eor�eme 8.13, si  n ˆx• est une famille de
fonctions presque-orthogonales, pour tout op�erateur di��erentiel L , il existe une paire
d'op�erateurs ˆA 1; A 2• tels que

A 1 �  n ˆx• � A 2 � ˆL �  n ˆx•• :

Selon le lemme 8.31,'  ˆL • est la paire adjointe �a ˆA 1; A 2•. Par la proposition 8.23
page 182, cette paire adjointê A1; A2• v�eri�e

A1 � u � A2 � uL ;

ce qui conclut la preuve.

4 Algorithmes

Dans cette section, plusieurs algorithmes sont d�ecrits pour calculer l'image d'un
op�erateur di��erentiel par '  , chacun pr�esentant des strat�egies di��erentes. Dans un premier
temps, un algorithme g�en�eral est pr�esent�e pour calculer ce morphisme. Cet algorithme
fonctionne avec toutes les fractions et les familles de fonctions presque-orthogonales. Pour
une famille de fonctions donn�ee, on verra que des algorithmes plus performants peuvent être
choisis. Ici la performance se juge sur deux crit�eres qui sont d'ailleurs souvent incompatibles :

{ La complexit�e de l'algorithme. Même si ici aucune complexit�e n'est estim�ee, en
sachant que l'algorithme pour le calcul dulclm est beaucoup plus coûteux que la
multiplication d'op�erateurs, on va montrer comment on peut �eviter de calculer des
lclm et e�ectuer seulement des multiplications dans de nombreux cas.

{ L'ordre de la r�ecurrence calcul�ee. On verra dans la section 5 comment r�eduire l'ordre
des r�ecurrences calcul�ees en normalisant la fraction d'op�erateurs de r�ecurrence (sans
pour autant garantir la minimalit�e du r�esultat).

4.1 M�ethode de Horner pour un algorithme g�en�eral

On d�eduit du th�eor�eme 8.30 page 185, un algorithme g�en�eral pour calculer une paire de
r�ecurrence avec un op�erateur di��erentiel en entr�ee. De cet algorithme se d�eduit le th�eor�eme
central de cette section.

Th �eor �eme 8.32. Soit L un op�erateur di��erentiel avec des coe�cients polynomiaux. Pour
toute famille de fonctions presque-orthogonales n ˆx•, l'algorithme 8.4 page 189 calcule la
fraction '  ˆL •.

Avant d'�enoncer cet algorithme, on reprend l'exemple du d�ebut de chapitre sur le
d�eveloppement de la fonction � x

2 J1ˆx• en s�erie de Bessel. En utilisant le moduleMaple
OreFieldd�e�ni dans le chapitre 4. On initialise d'abord les fractions X � 1

2 X1 et D � 1
2 D1 �a

l'aide des formules (8.1) et (8.2) :

4. ALGORITHMES 187



CHAPITRE 8. S �ERIES DE FOURIER G �EN�ERALIS �EES

A with(OreField);
A initOreField(n);

� `*` ; `+` ; `-` ; `.` ; `^` ; adjointOfFrac ; initOreField ; normal �

UnivariateOreRing ˆn; shift •
A X := OreFrac([0,2*(n+1)], [1,0,1]);
A Dx :=OreFrac([1, 0, -1], [0,2]);

X �� �ˆ 2n � 2• Sn; 1 � Sn2�

Dx �� � 1 � Sn2; 2Sn�
On calcule ensuite les op�erateurs adjoints des paireŝX1; X2• et ˆD1; D2• .
A X := adjointOfFrac(X);
A Dx := adjointOfFrac(Dx);

X �� � 2n ˆn � 2• Sn; n � 2 � nSn2�

Dx �� � 1 � Sn2; � 2Sn�
On applique alors la m�ethode d'Horner �a l'�equation di��erentielle v�eri��ee par la fonction

� x
2 J1ˆx•. C'est-�a-dire, on r�e�ecrit l'�equation (8.5) page 169 comme :

‹ x
d

dx
� 1•

d
dx

� x:

La m�ethode d'Horner donne donc :
A Res := X;
A Res := Res.Dx-1;
A Res := Res.Dx+X;

� 2n ˆn � 2• Sn; n � 2 � nSn2�

� n2 � 3n � 2 � ‰n � n2ŽSn2; � n � 2 � nSn2�

� 6 � n2 � 5n � ‰2n2 � 8n � 4ŽSn2 � ˆn � 1• ˆ n � 2• Sn4; ˆ2n � 6• Sn � ˆ2n � 2• Sn3�
Le th�eor�eme 8.30 nous dit que le premier �el�ement de cette derni�ere est un op�erateur

de r�ecurrence annulant les coe�cients de la s�erie de Neumann dex J1ˆx•. En voici une
forme lisible en �equation de r�ecurrence.

A ord := nops(op(1, Res))-1:
A add(op(i+1, op(1,Res))*u(n+i),i=0..ord):
A collect(eval(%, n=n-2), u, expand)=0;

‰2n2 � 4Žu ˆn• � ‰n2 � nŽu ˆn � 2• � ‰n2 � nŽu ˆn � 2• � 0
On retrouve bien la r�ecurrence d'ordre 4 qui annule les coe�cients calcul�ee au d�ebut

du chapitre.
La m�ethode illustr�ee par cet exemple se g�en�eralise avec les algorithmes 8.3 et 8.4.

L'algorithme 8.3 permet de calculer l'image d'un polynôme en rempla�cant la variablex par
la fraction X � 1

2 X 1 et l'algorithme 8.4 permet de calculer le num�erateur souhait�e avec une
�equation di��erentielle en entr�ee.

Lemme 8.33. Soit p un polynôme. Pour toute famille de fonctions presque-orthogonales n ˆx•,
l'algorithme 8.3 calcule la fraction '  ˆp•.
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Entr �ee: L �� a0 � a1x � � � akxk et une paire '  ˆx• � X � ˆX 1; X 2• .
Sortie: Une paire ˆP1; P2• � '  ˆL •

P1 �� ak

P2 �� 1
pour tout i de k � 1 �a 1 faire

Calculer ˆP1; P2• �� ˆP1; P2•X � ˆai ; 1•
�n pour
renvoyer ˆP1; P2•

Algorithme 8.3: Calcul de l'image d'un polynôme par la m�ethode d'Horner.

Entr �ee: L �� P k
i � 0 pi ˆx•@i

x , une famille de fonctions presque-orthogonales n ˆx• et les
paires ˆX1; X2• et ˆD1; D2• tels que X1 �  ˆx• � X2 � x ˆx• et D1 �  � D2 �  œ

Sortie: Une paire ˆP1; P2• � '  ˆL •

Calculer X � ˆX 1; X 2• �� ŠˆX ‡
1 •X ‡

2 ; ˆX ‡
2 •X ‡

1 • et D � ˆD1; D2• � ŠˆD‡
1•D ‡

2 ; ˆD‡
2•D ‡

1 •
ˆP1; P2• �� '  ˆpk ˆx•• f Calcul de ' ˆpk ˆx•• par l'algorithme 8.3g
pour tout i de k � 1 �a 0 faire

ˆP1; P2• � ˆP1; P2•D � '  ˆpi ˆx••
f Calcul de ' ˆpi ˆx•• par l'algorithme 8.3g

�n pour
renvoyer ˆP1; P2• ou si l'utilisateur le souhaite normalˆP1; P2•

Algorithme 8.4: Calcul de l'image d'un op�erateur di��erentiel par la m�ethode d'Horner.

Les preuves de ce lemme ainsi que du th�eor�eme 8.32, qui nous certi�ent la validit�e des
algorithmes suivants, se d�eduisent imm�ediatement du th�eor�eme 8.30 page 8.30.

4.2 Algorithme sans lclm

L'algorithme 8.4 calcule de nombreuxlclm. En e�et, lors de chaque multiplication et
addition de paires, un lclm est e�ectu�e. Dans de nombreux cas, on peut �eviter de calculer
ces lclm, ce qui rend l'algorithme plus e�cace. Le but de cette section est de montrer
comment les id�ees de Paszkowski [Pas75] se g�en�eralisent et permettent d'�eviter ces lclm
pour la plupart des familles de fonctions pr�esentent dans le tableau 8.1.

Th �eor �eme 8.34. Soit L un op�erateur di��erentiel avec des coe�cients polynomiaux. Pour
toute famille de fonctions presque-orthogonales n ˆx•, l'algorithme 8.6 calcule la fraction
'  ˆL •. Si de plusX2 et D2 sont des monômes, ouX2 et D1 sont des monômes ouX1 et
D2 sont des monômes, alors l'algorithme n'e�ectue pas delclm.

Remarque 8.35. X2 et D2 sont des monômes pour les polynômesxn et les polynômes de
Hermite. X2 et D1 sont des monômes pour les polynômes de Jacobi (donc aussi pour les
polynômes de Gegenbauer et Tchebychev) et les polynômes de Laguerre.X1 et D2 sont des
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Entr �ee: L �� P k
i � 0 @i

xqi ˆx•, et les pairesX � ˆX 1; 1• et D � ˆ1; D2•
Sortie: Une paire ˆP1; P2• � P k

i � 0 D i qi ˆX •
P1 �� q0ˆX • f Calcul de ' ˆpk ˆx•• par l'algorithme 8.3 et X g
pour tout i de 1 �a k faire

P1 �� D2P1 � qi ˆX •
�n pour
P2 �� D k

2
renvoyer ˆP1; P2• ou si l'utilisateur le souhaite normalˆP1; P2•

Algorithme 8.5: M�ethode de Horner sans lclm.

monômes pour les fonctions de Bessel. Pour toutes ces familles de fonctions, on peut donc
�eviter de calculer des lclm.

D�emonstration. La premi�ere remarque est que pour toute paireˆA 1; A 2•, si A i est un
monôme alorsA i en est un aussi. En e�et siA i en est unA ‡

i en est un aussi et donc pour
tout op�erateur de r�ecurrence B , ˆA ‡

i •B est un monôme.
Si X2 et D2 sont des monômes, alors on utilise l'algorithme 8.4. Dans ce cas, lors des

additions ou des multiplications, les d�enominateurs sont des monômes. Leslclm e�ectu�es �a ce
moment sont donc triviaux. Si D1 ou X2 sont des monômes, on appelle alors l'algorithme 8.5
qui n'e�ectue aucun lclm. La correction de cet algorithme se voit en remarquant que la
sortie de cet algorithme est la fraction

P � 1
2 P1 � D k Œ

k

Q
i � 0

D � i qk� i ˆX •‘ �
k

Q
i � 0

D k� i qk� i ˆX •; (8.16)

qui est bien la fraction que l'on souhaite calculer. SiX1 et D2 sont des monômes, le
changement entre les variablesx et @x permet de se ramener au cas o�uX2 et D1 sont des
monômes. Pour les mêmes raisons que pr�ec�edemment, le th�eor�eme est v�eri��e pour ce cas.

Le th�eor�eme est vrai pour les autres cas, car on utilise �a nouveau l'algorithme 8.4.

Exemple 8.36. On reprend l'exemple de la fonction� x
1 J1ˆx• que l'on veut d�evelopper

en s�erie de Bessel. On rentre alors dans le second cas de l'algorithme 8.5. Celui-ci nous
indique donc d'inverser l'ordre entre l'op�erateur di��erentiel et le polynôme. On obtient
alors l'op�erateur di��erentiel :

@x ˆx2 � 1• � x;

qui est d�ej�a sous forme d'Horner. On d�e�nit les paires X1et Dx1comme les paireŝ X1; X2•
et ˆD1; D2• :

A X1 := OreFrac([0,2*(n+1)], [1,0,1]);
A Dx1 :=OreFrac([1, 0, -1], [0,2]);

X1 �� �ˆ 2n � 2• Sn; 1 � Sn2�

Dx1 �� � 1 � Sn2; 2Sn�
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Entr �ee: L �� P k
i � 0 pi ˆx•@i

x , une famille de fonctions presque-orthogonales n ˆx• et les
paires ˆX1; X2• et ˆD1; D2• tels que X1 �  ˆx• � X2 � x ˆx• et D1 �  � D2 �  œ

Sortie: Une paire ˆP1; P2• � '  ˆL •
1: si X2 et D1 sont des monômesalors
2: ˆX 1; X 2• �� ŠˆX ‡

1 •X ‡
2 ; ˆX ‡

2 •X ‡
1 • et ˆD1; D2• � ŠˆD ‡

1•D ‡
2 ; ˆD ‡

2•D ‡
1 •

3: X � ˆX � 1
2 X 1; 1• et D � ˆ1; D � 1

1 D2• f on a donc ici des op�erateurs de Laurentg
4: Calculer qi ˆx• tel que L �� P k

i � 0 @i
xqi ˆx•

5: f en utilisant l'algorithme 5.5 page 5.5g
6: Calculer ˆP1; P2• avec l'algorithme 8.5 avec en entr�eesP k

i � 0 @i
xqi ˆx•, X , D

7: sinon si X1 et D2 sont des monômesalors
8: ˆX 1; X 2• �� ŠˆX ‡

1 •X ‡
2 ; ˆX ‡

2 •X ‡
1 • et ˆD1; D2• � ŠˆD ‡

1•D ‡
2 ; ˆD ‡

2•D ‡
1 •

9: Calculer qi ˆx• tel que L �� P k2
i � 0 x i qi ˆ@x • f k2 est le maximum des degr�es despi g

10: X � ˆD � 1
2 D1; 1• et D � ˆ1; X � 1

1 X 2• f on a donc ici des op�erateurs de Laurentg
11: Calculer ˆP1; P2• avec l'algorithme 8.5 avec en entr�eesP k2

i � 0 @i
xqi ˆx•, X , D

12: sinon
13: Calculer ˆP1; P2• � '  ˆL • par l'algorithme 8.4
14: �nsi
15: renvoyer ˆP1; P2•

Algorithme 8.6: Calcul e�cace d'une r�ecurrence v�eri��ee par les coe�cients d'une s�erie
de Fourier g�en�eralis�ee.

On d�e�nit ensuite les paires Xet Dxcomme paires adjointes dê X1; X2• et ˆD1; D2• .
A Dx := adjointOfFrac(X1);
A X := adjointOfFrac(Dx1);

Dx �� � 2n ˆn � 2• Sn; n � 2 � nSn2�

X �� � 1 � Sn2; � 2Sn�
On applique ensuite la m�ethode de Horner comme dans l'algorithme 8.5, c'est-�a-

dire on multiplie par Dx � 1 plutôt que par Dx , on remarque que de cette fa�con les
d�enominateurs sont des monômes et que donc les additions et multiplications sont
triviales.

A Dx := adjointOfFrac(X1);
A X := adjointOfFrac(Dx1);

Dx �� � 2n ˆn � 2• Sn; n � 2 � nSn2�

X �� � 1 � Sn2; � 2Sn�
A Res := X^2+1;
A Dx^(-1).X;
A Res := Res-%;

Res �� � � 1 � 2Sn2 � Sn4; � 4Sn2�

� � n � 3 � 2Sn2 � ˆn � 1• Sn4; ‰4n2 � 16n � 12ŽSn2�
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Res �� � n2 � 5n � 6 � ‰2n2 � 8n � 4ŽSn2 � ‰n2 � 3n � 2ŽSn4; ‰4n2 � 16n � 12ŽSn2�
Le num�erateur obtenu est l'op�erateur de r�ecurrence d'ordre 4 dont on d�eduit la r�ecurrence

ˆn2 � 5n � 5•un � ˆ2n2 � 8n � 4•un� 2 � ˆn2 � 3n � 2•un� 4 � 0:

On obtient bien de cette fa�con une r�ecurrence qui annule les coe�cients. On remarque
que cette r�ecurrence est di��erente de celle obtenue par l'autre algorithme. L'algorithme ne
nous renvoie pas non plus le d�enominateur de'  ˆL •. Mais on connâ�t ce d�enominateur
puisqu'il s'agit de Dx , on peut ainsi montrer l'�equivalence entre les fractions calcul�ees ici
et dans la section 4.1.

5 Abaissement de l'ordre

5.1 Par le gcld

On a propos�e plusieurs algorithmes pour calculer la r�ecurrence. Dans ma pr�esentation, ce
qui les di��erentiait �etait la complexit�e des calculs e�ectu�es. Je n'ai pas compar�e les r�esultats
retourn�es. Un des crit�eres de comparaison les plus simples est l'ordre de la r�ecurrence.
Pour l'utilisation d'une r�ecurrence, il est souvent plus pratique d'avoir un ordre petit. Par
exemple, pour d�erouler une r�ecurrence, on a de cette fa�con moins de conditions initiales �a
d�eterminer, et moins de calculs �a e�ectuer (les degr�es des coe�cients polynomiaux rentrent
aussi en compte).

Un premier calcul simple permet de minimaliser l'ordre de la r�ecurrence obtenue par
les algorithmes 8.4 et 8.6. Ces algorithmes calculent un num�erateur de la fraction'  ˆL •,
pour diminuer l'ordre de ce num�erateur, on peut normaliser la fraction par l'algorithme 4.7
page 82. Ceci revient �a calculer un gcld entre le num�erateur et le d�enominateur.

Exemple 8.37. Si on veut retrouver la r�ecurrence d'ordre 2 dans l'exemple de la
section 4.1, il su�t de normaliser cette fraction avec la proc�edure normal de OreField.

A ord := nops(op(1, normal(Res)))-1:
A add(op(i+1, op(1, Res))*u(n+i), i=0..ord):
A collect(eval(%, n=n-ord/2), u, expand);

ˆn � 1• u ˆn � 1• � ˆn � 1• u ˆn � 1•
On retrouve alors la r�ecurrence d'ordre 2 d�ej�a pr�esent�ee dans l'introduction.

Exemple 8.38. On reprend maintenant le r�esultat obtenu dans l'exemple 8.36. On a
vu que le d�enominateur de la fraction '  ˆL • est Dx , on peut alors normaliser le r�esutat
pour obtenir :

A normal(Dx.Res);

� n � 2 � nSn2; 2Sn�
On obtient ainsi �a nouveau la r�ecurrence d'ordre 2.
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Malheureusement cette baisse de l'ordre par le calcul degcld ne nous garantit pas la
minimalit�e de l'op�erateur de r�ecurrence. Dans la suite, on verra d'autres exemples qui
montrent que la quête de cette minimialit�e est un probl�eme di�cile.

5.2 Par la m�ethode Rebillard-Zakraj�sek

Rebillard et Zakraj�sek [ RZ06] ont pr�esent�e une m�ethode pour calculer des op�erateurs
de r�ecurrence. Comme d�ej�a expliqu�e dans l'introduction, leur m�ethode est moins g�en�erale
que la nôtre car elle ne concerne que les s�eries dont la base est une famille de polynômes
hyperg�eom�etriques. Cependant, ils donnent une m�ethode pour abaisser l'ordre de la
r�ecurrence. Dans certains cas leur m�ethode permet d'avoir des r�ecurrences d'ordre plus
faible que celles calcul�ees par la m�ethode propos�ee dans la section 5.

Avant d'expliquer leur m�ethode, regardons d'abord leur contexte et les op�erateurs de
r�ecurrence qu'ils calculent.

Les polynômes hyperg�eom�etriques sont une g�en�eralisation des polynômes orthogonaux
classiques v�eri�ant beaucoup de propri�et�es. On peut d�e�nir cette famille �a partir de la
proposition suivante.

Proposition 8.39. Soient � et � deux polynômes de degr�e respectivement plus petit que2
et 1 tels que la fonction qui �a tout entier positif n associe

� n � � n Œ� œ� ˆn � 1•
� œœ

2
‘

est injective.
L'�equation di��erentielle hyperg�eom�etrique

� ˆx•yœœˆx• � � ˆx•yœˆx• � � nyˆx• � 0; (8.17)

a comme solution un polynômePn de degr�e n. La famille de polynômesPn est appel�ee
famille de polynômes hyperg�eom�etriques.

Les propri�et�es v�eri��ees par ces familles de polynômes sont trait�ees dans [NU88]. Pour
notre propos deux propri�et�es majeures v�eri��ees par ces polynômes nous int�eressent. Ils
v�eri�ent les �equations (mult x ) et (di� x ) page 173 mais dans ces �equationsX2 et D1 sont
des monômes de la forme

X2 � x1ˆn•Sn � x0ˆn• � x� 1ˆn•S� 1
n ;

D1 � � 1ˆn•Sn � � 1ˆn• � � � 1ˆn•S� 1
n ;

o�u les coe�cients x i et � i sont des fractions rationnelles d�etermin�ees par les valeurs de� ,
� et des conditions initiales de l'�equation di��erentielle. On a d�ej�a vu avec l'algorithme 8.5
que dans ce cas, on sait calculer un op�erateur de r�ecurrence sans e�ectuer delclm. Comme
dans cet algorithme, on d�e�nit les polynômes de Laurent (apr�es calcul des paires adjointes)

X � X � 1
2 X 1 et I � D � 1

1 D2:
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Pour un op�erateur di��erentiel �ecrit comme L � P k
i � 0 @i

xpi ˆx• et une famille de po-
lynômes  n hyperg�eom�etriques, on a, comme dans l'�equation (8.16) page 190,

'  ˆL • � I � k
k

Q
i � 0

I k� i pi ˆX •:

Le num�erateur, donc la r�ecurrence que l'on souhaite calculer, est alorsP k
i � 0 I k� i pi ˆX •.

La remarque de Rebillard et Zakraj�sek est que l'on peut dans certains cas encore abaisser
l'ordre par rapport au r�esultat obtenu dans la section 5.1 en normalisant l'op�erateur

I � k '  ˆL • � '  ˆ@k
x L•;

en choisissant un bonk. Le num�erateur de la fraction calcul�ee est une r�ecurrence satisfaisante
car cette fraction est l'image de l'op�erateur @k

x L qui annule les solutions deL .
Un des objectifs de leur article est d'obtenir l'entier k optimal. Optimal veut dire ici que

c'est le plus petit k tel que pour tout j Ak, le num�erateur de la fraction normalis�ee I � j '  ˆL •
est d'ordre sup�erieur ou �egal �a l'ordre du num�erateur de I � k '  ˆL •. (Comme ils n'utilisent
pas les fractions d'op�erateurs, la minimalit�e de cet entier est primordiale.)

Rebillard et Zakraj�sek proposent une m�ethode pour calculer cet entier. Cette m�ethode
est tr�es technique, et dans notre contexte, on peut se contenter d'une borne sup�erieure. En
e�et comme I est l'inverse d'un op�erateur, on n'augmente pas l'ordre du num�erateur d'une
fraction en multipliant celle-ci par I �a gauche. Le calcul de cette borne est r�esum�e dans la
proposition suivante.

Proposition 8.40 ([RZ06]). Soit  n une famille de polynômes hyperg�eom�etriques solutions
de l'�equation (8.17) et un op�erateur di��erentiel L � P r

i � 0 pi ˆx•@i
x . Soit � ˆx � � 1•ˆ x � � 2• le

polynôme de degr�e2 d�e�ni comme dans l'�equation (8.17). Soit ` le plus grand entier tel
que ˆx � � 1• ` ou ˆx � � 2• ` divise pr , et soit k �� ` si ` A r et 2` � r sinon.

Alors pour tout i , l'ordre du num�erateur de '  ˆ@i L• est sup�erieur ou �egal �a l'ordre du
num�erateur de '  ˆ@kL•.

On reprend un exemple de [RZ06] pour illustrer cette m�ethode.

Exemple 8.41. Soit  n � Tn , la famille des polynômes de Tchebychev. Le polynôme� est
donc ˆx � 1•ˆ x � 1•. Soit l'�equation di��erentielle

L � ˆx � 1•2yœœ� ˆx � 1•yœ� ˆx � 7~4•y � 0: (8.18)

Par les algorithmes de ce chapitre, la r�ecurrence obtenue �a partir de la fraction normalis�ee
de '  ˆL • est

A L =(x+1)^2*diff(y(x),x,x)-(x+1)*diff(y(x), x)+(x+7/4)*y(x);
A diffeqToGFSRec(L, y(x), u(n), functions=ChebyshevT(n,x), normalize=true);

ˆ4n � 10• u ˆn• � ‰8n3 � 20n2 � 2n � 1Žu ˆn � 1• � 4 ˆn � 2• ‰4n2 � 16n � 5Žu ˆn � 2•

� ‰185� 222n � 76n2 � 8n3Žu ˆn � 3• � ˆ4n � 6• u ˆn � 4•
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qui est une r�ecurrence d'ordre 4.
Ici ˆx � 1•2 divise le coe�cient de tête. Selon la proposition 8.40 on obtient l'ordre

optimal en utilisant l'�equation di��erentielle @2
x L. C'est ce qu'e�ectue l'instruction

suivante.
A diffeqToGFSRec(diff(L,x, x), y(x), u(n),
A functions=ChebyshevT(n,x), normalize=true);

2 ˆn � 1• ˆ n � 2• ‰2n3 � 21n2 � 73n � 84Žu ˆn � 1•

� ˆn � 1• ˆ n � 2• ‰8n5 � 100n4 � 462n3 � 941n2 � 745n � 84Žu ˆn � 2•

� ˆ2n � 3• ˆ n � 1• ˆ n � 2• ‰4n3 � 48n2 � 189n � 244Ž ˆn � 3• u ˆn � 3•

� 2 ˆ2n � 3• ˆ n � 1• ˆ n � 2• ‰n2 � 7n � 12Žu ˆn � 4•
On obtient alors une r�ecurrence d'ordre 3 (il n'y a pas de terme enuˆn•).

5.3 Un contre-exemple dû �a Lewanowicz

Lewanowicz a beaucoup travaill�e [Lew76, Lew79, Lew83, Lew85, Lew91, Lew92] sur
le calcul de r�ecurrence lorsque les familles de fonctions sont des familles de polynômes
de Jacobi. Dans ces di��erents articles il s'int�eresse �a minimaliser l'ordre de l'op�erateur
renvoy�e. Une de ses contributions est d'avoir donn�e des algorithmes, lorsque n est une
famille de polynômes de Jacobi, qui renvoient le même op�erateur que celui renvoy�e par les
algorithmes de ce chapitre apr�es normalisation de la fraction. Cet op�erateur est calcul�e
sans fractions d'op�erateurs de r�ecurrence etlclm avec des m�ethodesad-hoc, que l'on peut
voir comme une g�en�eralisation de celle pr�esent�ee dans l'algorithme 5.1 page 89.

Dans un de ses articles [Lew91], Lewanowicz donne l'exemple d'une �equation di��erentielle
avec laquelle les techniques, d�ecrites ci-dessus, pour abaisser l'ordre �echouent.

Exemple 8.42. On souhaite d�evelopper en s�erie de Tchebychev la fonctionx exp̂ x•. Par
les r�esultats du chapitre 6, on sait que cette fonction se d�eveloppe comme

x exp̂ x• � Q
nD0

œˆ In� 1ˆ1• � In� 1ˆ1•• Tn ˆx•:

Par les techniques utilis�ees jusqu'�a pr�esent, on calcule la r�ecurrence v�eri��ee par les coe�cients
de Tchebychev �a partir de l'�equation di��erentielle

deq�� xyˆx•œ� ˆx � 1•y � 0:

A diffeqToGFSRec(deq, y(x), u(n), functions=ChebyshevT(n,x), normalize=true);

� u ˆn• � 2nu ˆn � 1• � ˆ2n � 8• u ˆn � 3• � u ˆn � 4•
Cette r�ecurrence est d'ordre 4, alors que l'on sait par la formule des formes closes

des coe�cients qu'une r�ecurrence d'ordre 2 existe. L'astuce de Rebillard et Zakraj�sek ne
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s'applique pas ici puisque le terme dominant estx. Lewanowicz propose d'utiliser l'�equation
di��erentielle

deq2 � ˆ � 1 � x2•yœœœ� ˆx2 � 3x � 1•yœœ� ˆ4x � 1•yœ� 3yˆx• � 0;

qui annule aussix exp̂ x•. On obtient alors la r�ecurrence
A diffeqToGFSRec(deq2, y(x), u(n), functions=ChebyshevT(n,x), normalize=true);

‰� n2 � 3n � 3Žu ˆn• � ‰2n3 � 6n2 � 6n � 2Žu ˆn � 1• � ‰n2 � n � 1Žu ˆn � 2•
Paszkowski a travaill�e aussi sur cet exemple et pu obtenir la r�ecurrence d'ordre 2 en

divisant par x2 l'�equation di��erentielle.

Lewanowicz n'a propos�e aucune m�ethodeautomatique pour obtenir une �equation
di��erentielle plus adapt�ee pour minimaliser l'ordre. Obtenir l'ordre minimal est donc encore
aujourd'hui un probl�eme ouvert.

6 Conclusion

Les r�esultats de ce chapitre montrent comment calculer les coe�cients d'une large classe
de s�eries de Fourier g�en�eralis�ees en utilisant un outil original : les fractions d'op�erateurs de
r�ecurrence.

On a vu que ces fractions permettaient aussi d'abaisser l'ordre des r�ecurrences par
normalisation. La derni�ere section montre que les fractions d'op�erateurs n'apportent
cependant pas la solution au probl�eme du calcul de la r�ecurrence d'ordre minimal.

Dans la litt�erature, certaines s�eries de Fourier g�en�eralis�ees sont d�evelopp�ees dans une
base de fonctions qui n'est pas presque-orthogonale. On peut penser notamment au s�eries
de Fourier ou encore �a la s�erie de l'exemple suivant. Les coe�cients de ces s�eries peuvent
dans certains cas être quand même solutions de r�ecurrence. Dans ce cas, l'utilisation des
fraction d'op�erateurs de r�ecurrence utilis�ees autrement permet parfois encore de retrouver
les r�ecurrences.

Exemple 8.43. Le d�eveloppement en s�erie suivant [Nat10, http://dlmf.nist.gov/7.6.
E9]

erfˆax• � 2eˆ 1
2 � a2•x2

ª

Q
n� 0

Tn ˆa•I n� 1
2

Œ
x2

2
‘ ; (8.19)

ne rentre pas dans notre cadre, alors que les coe�cientTn ˆa• v�eri�ent une r�ecurrence.
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Appendix A

The Dynamic Dictionary of
Mathematical Functions (DDMF)

Abstract

We describe the main features of the Dynamic Dictionary of Mathematical Functions
(version 1.5). It is a website consisting of interactive tables of mathematical formulas
on elementary and special functions. The formulas are automatically generated by
computer algebra routines. The user can ask for more terms of the expansions, more
digits of the numerical values, or proofs of some of the formulas.

This work is joint with Fr�ed�eric Chyzak, Alexis Darrasse, Stefan Gerhold, Marc Mez-
zarobba and Bruno Salvy.
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1 Motivation

Dictionaries of mathematical functions are commonly used by scientists and engineers.
Some of the most famous ones are Abramowitz & Stegun'sHandbook of Mathematical
Functions [AS64]; the Bateman project Higher Transcendental Functions [Erd81]; Grad-
shtein & Ryzhik's Table of Integrals, Series, and Products[GR96]; and the multivolume
Integrals and Seriesby Prudnikov, Brychkov, and Marichev [PBM86]. These dictionaries
gather formulas such as di�erential equations, de�nite and inde�nite integrals, inequalities,
recurrence relations, power series, asymptotic expansions, approximations, and sometimes
graphs and numerical tables, for a large set of functions. They have been prepared by
specialists of these functions and carefully checked and proofread. Their success is attested
to by the hundreds of thousands of citations they have received [BL01].

The �rst editions of those books were published between 60 and 30 years ago.
Since then, the advent of the World Wide Web has changed the way people now look

for information. Aware of this change, the NIST has published a new version of [AS64]
in 2010, called theNIST Handbook of Mathematical Functions [OLBC10] together with a
web site, the NIST Digital Library of Mathematical Functions. This site o�ers navigation
in the formulas, active links, export to various formats, and a search engine.

In parallel, computer algebra systems have grown into huge libraries of mathematical
algorithms. While the implementation of mathematical functions in these systems is often
basically a coding of formulas from the dictionaries mentioned above, the algorithms have
matured to a level where many of those formulas can actually be computed automatically.

The aim of the DDMF is to combine recent algorithms in computer algebra together
with web interaction into a dictionary of mathematical functions that is automatically
generated, easily navigable with export to various formats, and interactive1. Interactivity
means that formulas or graphics can be adapted to the user's needs; that arbitrary precision
can be given on demand; and that proofs can be displayed if desired.

At this stage, the reader is encouraged to have a look at the DDMF at the following url
http://ddmf.msr-inria.inria.fr

A typical page is presented in Figure A.1.
The rest of this article presents the ideas underlying our current version (1.5), �rst from

the point of view of the document system and then from the computer algebra viewpoint.

2 Dynamic Mathematics on the Web

The language we use to produce the DDMF is called DynaMoW forDynamic Mathe-
matics on the Web. The main principle on which it is based is captured by the following
statement:

The document being generated by the symbolic computation engine is an object
of the language.

1. An ancestor of these ideas without interactivity was presented in [MS03].
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Thus, instead of using a �xed template whose �elds are �lled in during a computation, the
structure of the document itself depends on the results of intermediate computations. For
instance, the number of subsections on asymptotic expansions is a result of computing the
singularities of the function; the section on symmetries only occurs if the function has been
proved even or odd.

DynaMoW is a layer between a symbolic computation engine2 and a web server. It
lets one mix symbolic code together with pieces of documents in a single source code in a
natural way. This provides an easy way to showcase computer algebra algorithms to users
who do not know the syntax of a computer algebra system: all they need is a web browser;
DynaMoW has been designed to be produce pages compatible with the most popular ones.

Moreover, once the document becomes part of the computation, new possibilities arise.
For instance, being able to glue together pieces of documents during the computation lets
us turn a trace of the computation into a detailed mathematical proof of its result. (See,
for instance, the proof of the recurrence formula for the coe�cients of the Taylor series
of the Airy Ai function.) This answers a frequent request of users of computer algebra
systems, who want to be able to understand where the results come from and how they
can check or trust them. Traces are not the only type of proof that can be generated. For
instance, we may present a simple proof for the solution of a recurrence once the solution
has been found, instead of retracing its computation.

The implementation of the DynaMoW language itself is work in progress and a stable
version will be described in due course. We believe that this language will be of interest
outside of the DDMF. For instance, we have also used it with success for an encyclopedia
of combinatorial structures.

3 Computer Algebra Algorithms

From the computer algebra point of view, what is a good de�nition of a mathematical
function such that all the desired formulas can be computed algorithmically? Our choice is
to concentrate on

Functions given as solutions of linear di�erential equations or linear recurrences.

Our basic data-structure consists of these equations and their initial conditions. In the
example of Fig. A.1, this is the content of Section 1.

This data-structure has become common in computer algebra, starting with works of
Stanley [Sta80], Lipschitz [Lip89], Zeilberger [Zei90] and more recently Chyzak, Salvyet
alii [Chy98, Chy00, CKS09]. In particular, we rely on the Maple gfun package [SZ94] for
many of our computations.

Given this data structure, we have used or developed algorithms to compute many
relevant properties of mathematical functions. For instance, Section 3 of our example o�ers
numerical approximations of guaranteed quality in good complexity (see [Mez10] for the
algorithm). Such approximations can be used to produce graphs as in Section 2 of the

2. Currently we use Maple, but DynaMoW is designed so that other systems can be used as well.
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example. Section 5 is based on recurrences for the Taylor coe�cients that are obtained
from the di�erential equations. When they exist, closed-form hypergeometric solutions of
these recurrences can be computed [Pet92]. In all cases, the rest of that Section 5 (beyond
the part that is visible in Fig. 1) gives the �rst terms of these expansions and bounds on
tails of power series [MS10]. The same computations are performed at each singularity
including in�nity. Further results include Chebyshev expansions [BS09] and di�erential
equations for the Laplace transform (Sections 7 and 8).

Future Work

Some of our next steps include these tasks: automatic handling of families of functions
or functions with parameters, like the Bessel functions, either by letting the user choose
values for the parameters, or by performing an automatic discussion according to the
possible range of values; automatic generation of good numerical code at �xed precision;
more integral transforms; expansions on other bases; information on the zeros of the
functions; handling of branch-cuts; and support for user-de�ned functions.
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Appendix B

Quasi-optimal multiplication of
linear di�erential operators

Abstract

We show that linear di�erential operators with polynomial coe�cients can be
multiplied in quasi-optimal time. This answers an open question raised by van der
Hoeven.

This work is joint with Alin Bostan and Joris van der Hoeven.
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1 Introduction

The product of polynomials and the product of matrices are two of the most basic
operations in mathematics; the study of their computational complexity is central in
computer science. In this paper, we will be interested in the computational complexity
of multiplying two linear di�erential operators . These algebraic objects encode linear
di�erential equations, and form a non-commutative ring that shares many properties
with the commutative ring of usual polynomials [Ore32, Ore33]. The structural analogy
between polynomials and linear di�erential equations was discovered long ago by Libri
and Brassinne [Lib33, Bra64, Dem83]. Yet, the algorithmic study of linear di�erential
operators is currently much less advanced than in the polynomial case: the complexity
of multiplication has been addressed only recently [vdH02, BCLR08], but not completely
solved. The aim of the present work is to make a step towards �lling this gap, and to solve
an open question raised in [vdH02].

Let K be an e�ective �eld. That is, we assume data structures for representing the
elements ofK and algorithms for performing the �eld operations. The aim of algebraic
complexity theory is to study the cost of basic or more complex algebraic operations overK
(such as the cost of computing the greatest common divisor of two polynomials of degrees
less than d in K� x� , or the cost of Gaussian elimination on anr � r matrix in K r � r ) in
terms of the number of operations inK. The algebraic complexityusually does not coincide
with the bit complexity, which also takes into account the potential growth of the actual
coe�cients in K. Nevertheless, understanding the algebraic complexity usually constitutes
a �rst useful step towards understanding the bit complexity. Of course, in the special, very
important, case when the �eld K is �nite, both complexities coincide up to a constant
factor.

The complexities of operations in the rings K� x� and K r � r have been intensively
studied during the last decades. It is well established that polynomial multiplication is
a commutative complexity yardstick, while matrix multiplication is a non-commutative
complexity yardstick, in the sense that the complexity of operations inK� x� (resp. in K r � r )
can generally be expressed in terms of the cost of multiplication inK� x� (resp. in K r � r ),
and for most of them, in a quasi-linear way [AHU74, BP94a, BCS97, Pan01, vzGG03].

Therefore, understanding the algebraic complexity of multiplication in K� x� and K r � r

is a fundamental question. It is well known that two polynomials of degrees@d can be
multiplied in time Mˆd• � Oˆd logdlog logd• using algorithms based on the Fast Fourier
Transform (FFT) [ CT65, SS71, CK91], and two r � r matrices in K r � r can be multiplied
in time Oˆr ! •, with 2 D! D3 [Str69, Pan84, CW90]. The current tightest upper bound,
due to Vassilevska Williams [Vas12], is ! @2:3727, following work of Coppersmith and
Winograd [CW90] and Stothers [Sto10]. Finding the best upper bound on ! is one of the
most important open problems in algebraic complexity theory.

In a similar vein, our thesis is that understanding the algebraic complexity of multipli-
cation of linear di�erential operators is a very important question, since the complexity of
more involved, higher-level, operations on linear di�erential operators can be reduced to
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that of multiplication [vdH11].
Let K� x; @� denote the associative algebraK`x; @; @x� x@� 1e of linear di�erential

operators in @� d
dx with polynomial coe�cients in x. Any element L of K� x; @� can be

written as a �nite sum P i L i ˆx•@i for uniquely determined polynomials L i in K� x� . We
say that L has bidegree less than̂d; r • in ˆx; @• if L has degree less thanr in @, and if all
L i 's have degrees less thand in x. The degree in@of L is usually called the order of L .

The main di�erence with the commutative ring K� x; y� of bivariate polynomials is
the commutation rule @x� x@� 1 that simply encodes, in operator notation, Leibniz's
di�erentiation rule d

dx ˆxf • � x d
dx ˆ f • � f . This slight di�erence between K�x; @� and K�x; y�

has a considerable impact on the complexity level. On the one hand, it is classical
that multiplication in K� x; y� can be reduced to that of polynomials inK� x� , due to a
technique commonly calledKronecker's trick [Moe76, vzGG03]. As a consequence, any
two polynomials of degrees less thand in x, and less thanr in y, can be multiplied in
quasi-optimal time OˆMˆdr•• . On the other hand, it was shown by van der Hoeven [vdH02]
that, if the base �eld K has characteristic zero, then the product of two elements from
K�x; @� of bidegree less than̂ n; n• can be computed in time Oˆn! •. Moreover, it has
been proved in [BCLR08] that conversely, multiplication in Kn� n can be reduced to a
constant number of multiplications in K� x; @� , in bidegree less than̂ n; n•. In other words,
multiplying operators of well-balanced bidegreeis computationally equivalent to matrix
multiplication.

However, contrary to the commutative case, higher-level operations inK� x; @� , such
as left common least multiple (LCLM) and greatest common right divisor (GCRD), do
not preserve well-balanced bidegrees [Gri90, BCLS12]. For instance, the LCLM of two
operators of bidegrees less than̂n; n• is of bidegree less than̂ 2nˆn � 1•; 2n• � Oˆn2; n•,
and this bound is generically reached. This is a typical phenomenon: operators obtained
from computations in K� x; @� tend to have much larger degrees inx than in @.

In the general case of operators with possibly unbalanced degreesd in x and r in @,
the naive algorithm has costOˆd2r 2 minˆd; r •• ; a better algorithm, commonly attributed
to Takayama, has complexity ~Oˆdr minˆd; r •• . We refer to [BCLR08, §2] for a review of
these algorithms. Whenr Dd Dr 4� ! in @, the best current upper bound for multiplication
is Oˆr ! � 2d2• [vdH02, vdH11]. It was asked by van der Hoeven [vdH02, §6] whether this
complexity could be lowered to ~Oˆr ! � 1d•. Here, and hereafter, the soft-O notation ~Oˆ •
indicates that polylogarithmic factors in d and in r are neglected. The purpose of the
present work is to provide a positive answer to this open question. Our main result is
encapsulated in the following theorem.

Theorem 1. Let K be an e�ective �eld of characteristic zero. Operators in K� x; @� of
bidegree less than̂ d; r • in ˆx; @• can be multiplied using

~Oˆdr minˆd; r • ! � 2•

operations in K.
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In the important case d Er , this complexity reads ~Oˆdr ! � 1• : This is quasi-linear (thus
quasi-optimal) with respect to d. Moreover, by the equivalence result from [BCLR08, §3],
the exponent of r is also the best possible. Besides, under the (plausible, still conjectural)
assumption that ! � 2, the complexity in Theorem 1 is almost linear with respect to the
output size. For r � 1 we retrieve the fact that multiplication in K� x� in degree@d can be
done in quasi-linear time ~Oˆd•; from this perspective, the result of Theorem 1 can be seen
as a generalization of the fast multiplication for usual polynomials.

In an expanded version [BBvdH ] of this extended abstract, we will show that analogues
of Theorem 1 also hold for other types ofskew polynomials. More precisely, we will deal
with the cases when the skew indeterminate@� f ˆx• ( f œ̂x• is replaced by the Euler
derivative � � f ˆx• ( xf œ̂x•, or a shift operator � c � f ˆx• ( f ˆx � c•, or a dilatation
� q � f ˆx• ( f ˆqx•. In [BBvdH], we will also prove re�ned versions of Theorem 1 and
complexity bounds for several other interesting operations on skew polynomials.

Main ideas. The fastest known algorithms for multiplication of usual polynomials in K� x�
rely on an evaluation-interpolation strategy at special points in the base �eld K [CT65,
SS71, CK91]. This reduces polynomial multiplication to the \inner product" in K. We
adapt this strategy to the case of linear di�erential operators in K� x; @� : the evaluation
\points" are exponential polynomialsof the form xne�x on which di�erential operators
act nicely. With this choice, the evaluation and interpolation of operators is encoded
by Hermite evaluation and interpolation for usual polynomials (generalizing the classical
Lagrange interpolation), for which quasi-optimal algorithms exist. For operators of bidegree
less than ˆd; r • in ˆx; @•, with r E d, we usep � Oˆr ~d• evaluation points, and encode
the inner multiplication step by p matrix multiplications in size r . All in all, this gives
an FFT-type multiplication algorithm for di�erential operators of complexity ~Oˆd! � 1r • .
Finally, we reduce the caser Dd to the caser Ed. To do this e�ciently, we design a fast
algorithm for the computation of the so-called re
ection of a di�erential operator, a useful
ring morphism that swaps the indeterminates x and @, and whose e�ect is exchanging
orders and degrees.

2 Preliminaries

Throughout the paper, K� x� d will denote the set of polynomials of degree less than
d with coe�cients in the �eld K, and K�x; @� d;r will denote the set of linear di�erential
operators in K� x; @� with degree less thanr in @, and polynomial coe�cients in K� x� d.

The cost of our algorithms will be measured by the number of �eld operations in
K they use. We recall that polynomials in K� x� d can be multiplied within Mˆd• �
Oˆd logˆd• log loĝ d•• � ~Oˆd• operations in K, using the FFT-based algorithms in [SS71,
CK91], and that ! denotes a feasible exponent for matrix multiplication overK, that is, a
real constant 2D! D3, such that two r � r matrices with coe�cients in K can be multiplied
in time Oˆr ! • .

Most basic polynomial operations inK� x� d (division, Taylor shift, extended gcd, mul-
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tipoint evaluation, interpolation, etc.) have cost ~Oˆd• [AHU74, BP94a, BCS97, Pan01,
vzGG03]. Our algorithms will make a crucial use of the following result due to Chin [Chi76],
see also [OS00] for a formulation in terms of structured matrices.

Theorem 2 (Fast Hermite evaluation and interpolation) . Let c0; : : : ; ck� 1 be k integers,
d � P i ci , and let K be an e�ective �eld of characteristic zero. Given k mutually distinct
points � 0; : : : ; � k� 1 in K and a polynomial P > K�x� d, one can compute the vector ofd
values

H � ˆPˆ � 0• ; Pœˆ � 0• ; : : : ; P ˆ c0 � 1• ˆ � 0• ; : : : : : : ;

Pˆ � k� 1• ; Pœˆ � k� 1• ; : : : ; P ˆ ck � 1 � 1• ˆ � k� 1••

in OˆMˆd• logˆk•• � ~Oˆd• arithmetic operations in K. Conversely, P is uniquely de-
termined by H, and its coe�cients can be recovered from H in OˆMˆd• logˆk•• � ~Oˆd•
arithmetic operations in K.

3 The new algorithm in the case r Ed

3.1 Multiplication by evaluation and interpolation

Most fast algorithms for multiplying two polynomials P; Q >K�x� d are based on the
evaluation-interpolation strategy. The idea is to pick 2d distinct points � 0; : : : ; � 2d� 1 in K,
and to perform the following three steps:

Evaluation Evaluate P and Q at � 0; : : : ; � 2d� 1.

Inner multiplication Compute ˆPQ•ˆ � i • � Pˆ � i •Qˆ � i • for i @2d.

Interpolation RecoverPQ from ˆPQ•ˆ � 0• ; : : : ; ˆPQ•ˆ � 2d� 1• .

The inner multiplication step requires only Oˆd• operations. Consequently, if both the
evaluation and interpolation steps can be performed fast, then we obtain a fast algorithm
for multiplying P and Q. For instance, if K contains a 2p-th primitive root of unity with
2p D2d D2p� 1, then both evaluation and interpolation can be performed in time Oˆd logd•
using the Fast Fourier Transform [CT65].

For a linear di�erential operator L >K� x; @� d;r , it is natural to consider evaluations at
powers ofx instead of roots of unity. It is also natural to represent the evaluation of L
at a suitable number of such powers by a matrix. More precisely, givenk > N, we may
regard L as an operator fromK�x� k into K� x� k� d. We may also regard elements ofK� x� k

and K�x� k� d as column vectors, written in the canonical bases with powers ofx. We will
denote by

� k� d;k
L �

’
–
”

L ˆ1•0 � L ˆxk� 1•0

� �
L ˆ1•k� d� 1 � L ˆxk� 1•k� d� 1

“
—
•

>K ˆ k� d• � k
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