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Resune/Abstract

Resume

Une wrie de Tchebychev est un ceveloppement dans la base des polynémes de
Tchebychev. Ces ries sont importantes en treorie de I'approximation. Contrairement
aux wries de Taylor, l'algorithmique en calcul formel autour d'elles n'est pas tes
ceveloppee.

Cette these propose de nouveaux algorithmes pour ces sries. Une premere partie
pesente des algorithmes rapides pour convertir une srie de Tchebychev tronqiee en
une wrie de Taylor tronqlee et eciproquement, et pour multiplier ou diviser deux
<ries de Tchebychev tronqiees. Le reste de la these porte sur les sries de Tchebychev
solutions d'uneequation dierentielle lireairea coe cients polynomiaux. Dans cette
classe, les coe cients des sries sont solutions d'une ecurrence lireaire. Cette these
montre comment calculer cette ecurrence e cacement, puis comment l'utiliser pour
obtenir un calcul approcte e cace des coe cients malge des instabilies nurreriques.
Ces algorithmes nenent au calcul e cace d'une approximation sur un segment par un
polynéme de dege e d'une fonction solution d'uneequation dierentielle lireaire.

En n, le calcul des ecurrences pour les coe cients de sries est gererali® au cas des
ries de Fourier gereraliges. L'ensemble est illuste d'exemplesa partir de programmes
ceveloppes durant cette trese.

Abstract

A Chebyshev series is an expansion in the basis of Chebyshev polynomials of the
rst kind. These series are important in approximation theory. Unlike Taylor series,
their algorithmic aspects are not very developed in computer algebra.

This thesis proposes new algorithms for these series. A rst part gives fast algorithms
that convert a truncated Chebyshev series into a truncated Taylor series and vice versa,
and others that multiply or divide two truncated Chebyshev series. The rest of the
thesis is devoted to Chebyshev series that are solutions of a linear di erential equation
with polynomial coe cients. In this class, the coe cients of series are solutions of a
linear recurrence. This thesis shows how to compute this recurrence e ciently, then how
to use it for the e cient computation of approximated coe cients despite numerical
instabilities. These algorithms lead to an e cient computation of the approximation by
polynomials of xed degree on a segment for solutions of linear di erential equations.
Finally, the computation of recurrences for the coe cients of series is generalized to
the case of generalized Fourier series. The document is illustrated by examples using
implementations developed during this thesis.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1 Motivations et Resultats

L'objet de cette these est letude et la conception d'algorithmes rapides pour le
ceveloppement de fonctions en sries de Tchebychev. Ces ries, de la form®, sy ch Tn X*
peuvent étre vues, par la ¢ nition T, cosS e cosSn ¢, comme des ries de Fourier avec
un changement de variable.

A linstar des sries de Fourier, les sries de Tchebychev ont un inerét pour la theorie
de l'approximation. Il est en e et connu que le ceveloppement trongue d'une fonction en
wrie de Tchebychev est un polynéme proche du meilleur approximant polynomial, au sens
de la norme uniforme, sur le segment 1;1 .

Malge ces proprees, ce ceveloppement n'est pas souvent utilie pour approximer
une fonction sur un segment. La raison principale est qu'il n'est pas facile de calculer les
coe cients de Tchebychev. Quittea calculer un dceveloppement, il est plus ai® de I'e ectuer
en srie de Taylor; méme si le dege de troncature est pluselew, les coe cients sont plus
facilesa calculer. D'autres approximent avec des polynémes d'interpolation. lls utilisent alors
l'algorithme de Remez qui donne la meilleure approximation polynomiale pour un dege
»e ou interpolent en des points de Tchebychev a n d'obtenir une » bonneq approximation
avec des proprees semblables aux sries de Tchebychev. Ces nethodes demandent une
evaluation multipoints de la fonction, ce qui n'est pas toujours facile.

Le propos de cette these est de ehabiliter les ®ries de Tchebychev en proposant des
algorithmes e caces a n de calculer ces coe cients et en montrant qu'utiliser des sries de
Tchebychev tronqees est un des moyens les plus simples d'approximer une srie. Dans
cette these, ces algorithmes sont en grande partie etudes dans le cas tes fequent a
les sries de Tchebychev sont solutions dequations dierentielles lireairesa coe cients
polynomiaux. En e et, dans ce cas, ces ries \eri ent une belle propret, semblablea ce
qui se passe pour les ®ries de Taylor : les coe cients de la srie \eri ent une ecurrence
lireairea coe cients polynomiaux. C'est en grande partie en exploitant cette propree
que je donnerai des algorithmes e caces.

Concetement, les exemples suivants exposent des probemes pouvant étre traies par
les esultats de ma ttese.

Probl eme 1.1. Etant donn ee une serie de Tchebychev tronqu ee
CoTo™X* C1T1 " Xe ChTn™Xe;

peut-on l'exprimer rapidement comme un polyn Oome en x?

Dans le chapitre 3, jexpose deux algorithmes adapes pour I'un de PanRPan9§ et pour
l'autre de Bostan, Salvy et Schost BSS0§ permettant d'e ectuer ce calcul tes rapidement.
Je compare ces deux algorithmes et je montre que ce calcul s'e ectue asymptotiquement
aussi rapidement que multiplier deux polynémes de degen.

Un algorithme inverse permettant d'exprimer un polyndbme enx comme un polynéme
dans la base ded,, est aussi exhile avec la méme complexie.

2 1. MOTIVATIONS ET R ESULTATS



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Probl eme 1.2. Etant donn es deux polyn 6émes exprim es dans la base de Tche-
bychev, peut-on multiplier ou diviser rapidement ces polyn ®mes sans e ectuer
de changement de base ?

Toujours dans le chapitre 3, j'expose un algorithme connu permettant d'e ectuer la
multiplication en un tempsequivalenta deux multiplications de polynémes dans la base
monomiale. Ensuite, je donne un nouvel algorithme de division rapide de polynbmes
exprimes dans la base de Tchebychev. Je montre que cette division peut étre e ectiee au
méme colt que lorsque elle est calcuke dans la base monomiale.

Probl eme 1.3. Un r esultat de Luke [Luk69] nous donne des jolies formules de
developpements en s eries de Tchebychev. Par exemple

a
sin"xe 2Q " 1"Jpn 171eTon 17Xe;
no

ou J est la fonction de Bessel de premi  ere espece. Comment prouver ou trouver
de telles formules ?
Dans le chapitre 6, je montre comment obtenir automatiquement ce type de formules.

Probl eme 1.4. Etant donn ee une serie de Tchebychev

Q ChTn'xe;

n>N
solution d'une equation di erentielle lin eaire a coe cients polynomiaux, que
peut-on dire des ¢, ?

Dans le chapitre 5, je rappelle un esultat classique montrant que lesc, sont solutions
d'une ecurrence lireairea coe cients polynomiaux. Des travaux antrieurs donnent des
algorithmes pour le calcul de cette ecurrence, je montre comment uni er ces algorithmes
simplement et je propose un nouvel algorithme plus rapide pour la calculer.

Probl eme 1.5. Etant donn ee une serie de Tchebychev

Q ChTn'xe;
n>N
solution d'une equation di erentielle lin eaire a coe cients polynomiaux et
analytigue en 0. Comment calculer rapidement des approximations des N pre-
miers c, a une pr ecision x ee ?
L'utilisation directe de la ecurrence n'est pas une bonne solution pour calculer ces
coe cients. Une premere explication vient de la di cule d'obtenir les conditions initiales
qui sont souvent des nombres transcendants (exemplé;” 1» pour sin). Une seconde raison
vient de la pesence de solutions divergentes dans toutes ecurrences annulant une suite de
coe cients de Tchebychev, comme je le montre dans le chapitre 5.
Dans le chapitre 6, je donne un nouvel algorithme permettant d'e ectuer ce calcul en
un temps lireaire par rapporta N et log™ e en utilisant intelligemment cette ecurrence.

1. MOTIVATIONS ET R ESULTATS 3
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Probl eme 1.6. Etant donn ee une fonction solution d'une equation di  erentielle,
comment calculer rapidement un P bon o approximant polynomial (au sens de

la norme uniforme), de degr e d, sur le segment 1;1 ? Comment evaluer la
qualit e de cet approximant ?

Dans le chapitre 7, je donne un algorithme prenant en entee uneequation dierentielle
et un dege d, et renvoyant un approximant polynomial, de dege d, de la solution de
lequation sur le segment  1;1 ainsi qu'une borne sugerieure de I'erreur de I'approximation.
Ce polyndtme est un tes bon approximant car il est proche du ceveloppement en srie de
Tchebychev, trongwea l'ordre d, de la solution.

Les ries de Tchebychev sont des cas particuliers des sries de Fourier gereralizes. Ces
ries (ck nies formellement dans le chapitre 8) sont des developpements de fonctions dans
des bases de fonctions (comme les polyndmes orthogonaux). Les exemples classiques sont les
sries de Taylor (base de fonctionsx"), les sries de Fourier (base de fonction€xp 2 inx )
et bien soOr les sries de Tchebychev (base de fonction§,"x¢). Les developpements de
fonctions dans des bases de Hilbert donnent un nombre important de nouveaux exemples.
Un chapitre de cette these donne un cebut de gereralisation des esultats sur les sries de
Tchebycheva une plus large classe de sries de Fourier gereralises. On pourra de cette
manere epondre au probeme suivant :

Probl eme 1.7. La fonction g\]l“x-, ou J est la fonction de Bessel de premi ere
espece se developpe dans la base des fonctions de Bessel comme

X oo R -
"X Q" 1:"®Fyy"xe:
2 n>Z
Comment prouver cette formule ?
Dans le chapitre 8, je montrerai comment prouver simplement cette formule en calculant
une ecurrence \eriee par les coe cients de ce developpement.

2 Perequis et notations

Parmi les objets centraux de cette ttese se trouvent les polynémes et les sries de
Tchebychev. Ces objets sont assez importants pour qu'un chapitre (voir chapitre 2) leur
soit consace.

Une autre notion fondamentale de cette trese est la notion de D- nitude que je vais
introduire dans la suite. Comme je I'utiliserai dans de nombreux chapitres, je de nis aussi
le mockle de complexie choisi.

2.1 Fonctions D- nies et suites P-ecursives

Les fonctions dierentiellement nies ( D- nies ) sont les solutions dequations dierentielles
lireairesa coe cients polynomiaux. Ces fonctions sont tes courantes en matrematiques
et physique. Par exemple, la plupart des fonctions sgeciales sont D- nies. Environ 60%

4 2. PREREQUIS ET NOTATIONS
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des fonctions du livre de Abramowitz et Stegun AS64] (un des ouvrages les plus cies en
science) sont D- nies [Sal05].

Les suites P-ecursives sont les solutions des ecurrences lireairesa coe cients polyno-
miaux. Environ 25% de I'encyclopedie de Sloane [SP95, Inc] sont P-ecursives [Sal05].

Ce qui relie ces deux notions est que la suite des coe cients de Taylor d'une srie
D- nie est P-ecursive.

Tous ces objets partagent de nhombreuses proprees qui sontenonees dans le cadre de
la » D- nitude <. Ces proprees nous permettent de traiter ces objets par lesequations
qui les annulent. Cesequations forment ainsi une structure de donrees adapte pour cette
classe. Par exemple la fonctiorexp peut étre e nie comme l'unique solution de lequation

y®y 0 et y0 1

et la suite n! peut étre e nie comme l'unique solution de :

~

Uy 1 n leuy, O et ug 1

On retrouve une analogie avec la repesentation des nombres algebriques par desequations
polynomiales. Comme pour les nombres algebriques, il existe des proprees de cléture
entre fonctions D- nies (et entre suites P-ecursives) [Sta8(. L'addition, la multiplication,

le produit d'Hadamard de deux fonctions D- nies (suites P-ecursives) sont D- nies (P-
ecursives). Comme pour les nombres algbriques, des algorithmes permettent de calculer
lesequations qui annulent la somme, le produit, le produit d'Hadamard de deux fonctions
D- nies (suites P-ecursives)a partir desequations qui les annulent [ SZ94. Il est possible
devaluer nuneriqguement un nombre algebrique a partir de lequation polynomiale qui
I'annule. Le probeme semblable pour les suites est le calcul duf™ termea partir de la
ecurrence qui l'annule, qui est facilea traiter en ceroulant la ecurrence. "Le probeme
semblable pour les fonctions D- nies, levaluation nurrerique via uneequation dierentielle,

se traite aussi aiement enevaluant la rie tronquee solution de lequation.

2.2 Mocle de complexie

Dans cette these, le mocele de complexie utili® est la complexie arithnetique . Cette
mesure mocelise peciement le temps de calcul pour des ogerations sur les entiers modulaires
ou sur des ottants machine. Nousetendons cette mesure au cas al les objets manipues
ne sont pas des entiers, mais plus gereralement deseements d'un corp& donre et nous
mesurons alors la complexie en nhombre d'operations arithmetiques dansK. Une addition ou
une multiplication dans ce corps ont donc le méme codt qui est 1. Ce mockle de complexie
ne concide pas toujours avec la complexie binaire. Neanmoins, comprendre la complexie
arithnetique constitue gereralement une premereetape utile vers la compehension de la
complexit binaire.

Notation 1.8. On utilisera la notation de Landau classiqueO pour exprimer le co0t
asymptotique d'un algorithme. La notation O”de est utilise lorsque le cott d'un algorithme
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est asymptotigement lireaire en da des log pes, on dit alors que l'algorithme est de
complexie quasi-lireaire.

Un algorithme est dit optimal si le nombre d'operations est asymptotiquement lireaire
en la taille de son entee ou de sa sortie. Il est dit quasi-optimal s'il est optimala des log
pes.

La complexie arithrmetique en calcul formel aet beaucoup etudee ces derneres
ecennies. Il est bienetabli que le cott de la multiplication de polynémes est une eerence
de mesure de complexie commutative et que le codt de la multiplication de matrices est une
etrence de complexie non-commutative dans le sens que les complexies des operations
entre polyndbmes (respectivement entre matrices) peuvent gereralement @tre exprinmees
en terme de colt de multiplication de polyndmes (respectivement de matrices) et pour
beaucoup d'entre eux en temps quasi-lireaire [AHU74, BP94a, BCS97, Pan01, vzGGO03].

Dans cette trese, on se ranenera souventa ces complexies de base pour la multi-
plication. Il est bien connu que deux polyndmes de dege@d peuvent &tre multiples en
temps M"de O~dlogdloglogdes en utilisant des algorithmes bass sur la transforrmee
de Fourier rapide (FFT) [CT65, SS71 CK91], et que deux matricesr r peuvent &tre
multiplees en temps O°r' , avec 2D! D3 [Str69, Pan84, CW90]. Actuellement, la plus
petite borne superieure de! est duea Vassilevska Williams Masld, et est! @2:3727,
suivant les travaux de Coppersmith et Winograd [CW90] et Stothers [Sto1(. Trouver la
meilleure borne sugerieure est un des probemes ouverts les plus importants en treorie de
la complexie algebrique.

3 Plan de la tlese

Les chapitres de ce manuscrit ne sont pas incependants les uns des autres. Un diagramme
des tependances est propos en gure 1.1. Le plan de ce memoire est organie de la manere
suivante :

Polyn 6mes et series de Tchebychev  Ce chapitre rappelle des proprees des polynémes
de Tchebychev et surtout introduit etenonce des esultats sur les sries de Tchebychev,
objet central de cette these et moins courant dans la literature.

Algorithmes e caces pour des polyn dmes exprim es dans la base des Tcheby-
chev Dans ce chapitre, j'expose deux algorithmes rapides, de complexie quasi-lireaire,
permettant d'exprimer un polynéme dans la base de Tchebycheva partir de sa repesentation
dans la base monomiale. Ces algorithmes ne sont pas nouveaux mais ma contribution est
de les expliciter et detudier plus peciement leurs complexies pour pouvoir les comparer.

Je pesente aussi un algorithme quasi-optimal de multiplication de polyndmes et un
algorithme quasi-optimal de division euclidienne entre deux polynémes exprirmes dans la
base de Tchebychev. Le terme quasi-optimal ¢ signi e ici que I'on a une complexie tes
proche de celle connue pour les mémes operations lorsque les polyndbmes sont exprines
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Chapitre 2 : Chapitre 4 :
Polyndmes et sries Polynémes et fractions
de Tchebychev de Ore

Chapitre 3 :
Algorithmes e caces
pour des polynémes exprines
dans la base des Tchebychev

Chapitre 5 : Chapitre 8 :
Series de Tchebychev Series de Fourier gereraliees
solutions dequations dierentielles solutions dequations dierentielles

Chapitre 7 :
Utilisation des ries de Tchebychev
pour I'approximation uniforme
sur un segment

Chapitre 6 :
Formes closes et calcul nunerique
des coe cients de Tchebychev

Figure 1.1 { Diagramme des cependances des chapitres

dans la base monomiale. Les complexies obtenues sont meilleures que celles obtenues en
e ectuant ces mémes operations dans la base monomiale avec des conversions. L'algorithme
de multiplicationetait cep connu. L'algorithme de division rapide est par contre nouveau.

Ce travail aet e ecte avec Alin Bostan.

Polyn 6mes et fractions de Ore Dans le chapitre 4, j'introduis les polynémes de Ore,
objets classiques pour repesenter les ogerateurs dierentiels ou de ecurrence comme des
polynémes. Ce chapitre donne aussi des esultats de complexie sur les ogerations de multi-
plication et de division entre ces polyndmes. Je pesente un algorithme de multiplication
rapide d'ogerateurs, dta van der Hoeven, dans le cas au les operateurs sont des ecurrences.

Une fois les polyndmes de Ore pesents, j'expose la tteorie des fractions d'operateurs de
ecurrence qui est un objet incontournable de ma these. Ces objets sont tes peu repesenes
et utilises dans la literature. Je pesente donc des algorithmes permettant d'e ectuer les
operations r de basee entre fractions.

Series de Tchebychev solutions d' equations di  erentielles Lorsqu'une srie de
Tchebychev est solution d'uneequation dierentielle lireairea coe cients polynomiaux, ses
coe cients satisfont une ecurrence lireaire. Dans ce chapitre, jiinterpete cette ecurrence
comme le nunerateur d'une fraction d'operateurs de ecurrence. Cette interpetation me
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donne un point de vue simple des algorithmes existants pour calculer cette ecurrence,
me permet d'analyser leurs complexies, et d'en concevoir un plus rapide pour des ordres
grands.

L'icee de cet algorithme rapide est d'utiliser le paradigme diviser pour egner avec une
multiplication d'operateurs de ecurrence rapide (celle pesente dans le chapitre 4).

Ce chapitre est largement extrait d'un articleecrit avec Bruno Salvy [BS09].

Formes closes et calcul num erique des coe cients de Tchebychev Ce chapitre
expose une nethode permettant de repesenter chaque coe cient de Tchebychev d'une
fonction f comme levaluation d'une srie entere en 1.

De cette repesentation, je deduis des nouvelles preuves de formules donnant des formes
closes pour les coe cients de Tchebychev de fonctions hypergonetriques.

Je donne aussi un nouvel algorithme de calcul d'approximationsa pecision arbitraire
des coe cients de Tchebychev de fonctions D- nies en temps lireaire. Cet algorithme
prend en entee uneequation dierentielle (non singulere dans le disque unie) munie de
conditions initiales en 0, un entier N repesentant le nombre de coe cientsa calculer et
une erreur . Il rend la liste des approximations rationnelles desN premiers coe cients de
Tchebychev avec une erreur enO°N  log™ lee operations arithrretiques, ce qui est la
complexie asymptotique optimale pour ce probéme.

Pour obtenir cet algorithme j'utilise la ecurrence \eriee par ces coe cients et calcuke
dans le chapitre 5. On voit dans ce chapitre que I'utilisation directe de cette ecurrence,
comme on l'utilise pour calculer les coe cients de Taylor, n'est pas bonne pour obtenir
rapidement une approximation des coe cients de Tchebychev. L'utilisation que je propose
est originale et plus astucieuse.

Utilisation des s eries de Tchebychev pour I'approximation uniforme sur un seg-

ment  Un largeeventail de nethodes nunreriques existe pour calculer des approximations

polynomiales de solution dequation dierentielle bases sur les sries de Tchebychev ou

sur l'interpolation polynomiale en des points de Tchebychev. Dans ce chapitre je consicere
I'application de telles methodes dans le contexte du calcul rigoureux, ai nous avons be-
soin d'un moyen pour obtenir des garanties sur I'exactitude du esultat, en prenant en

consicerationa la fois les erreurs de troncature et d'arrondi.

Etant donre un dege d et une fonction (ce nie comme solution d'une equation
dierentielle), la methode propo<e ici calcule un polyndbme pqy de dege d et une borne
ne B telle quef pgY. @B en deuxetapes.

{ La premereetape est le calcul d'un polynéme r candidat e pour approximer f. An
d'obtenir une bonne approximation, on calcule un polynébme que l'onespere proche
de la rie de Tchebychev trongqlee admettant de bonnes proprets d'approximation.

{ La secondeetape consiste au calcul des bornes. Cetteetape est incependante de la
premere. L'algorithme que I'on propose prend en entee un polynéme et rend une
borne deYf pgY. . En utilisant le polyndbme calcué dans la premere partie, on
obtient une bonne borne.
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A n d'obtenir ce polyndme d'approximation on utilise ici encore la ecurrence \eriee
par les coe cients de Tchebychev. On n'utilise pas l'algorithme du chapitre 6 pour calculer
les coe cients mais un nouvel algorithme plus simple et plus gereral mais moins fort
dans la mesure ai il ne garantit pas le esultat. La dierence essentielle vient du fait que
l'algorithme du chapitre pe@dent calcule les coe cients de Tchebychev avec une pecision
donree a priori par l'utilisateur alors que la methode de ce chapitre calcule une borne sur
la P nessecq de I'approximation a poseriori .

Ce chapitre repesente une version peliminaire d'un travail en commun avec Mioara
Joldes et Marc Mezzarobba [BJM].

Series de Fourier g eneralis ees solutions d' equations di  erentielles  Lorsque les
gries de Fourier gereralies sont solutions dequations dierentielles lireaires et sous
certaines conditions, les coe cients de ces fries \eri ent une ecurrence lireairea coe cients
polynomiaux.

Dans ce chapitre, je donne des conditions su santes pour que les coe cients \eri ent
une telle ecurrence. Je pesente aussi un nouvel algorithme qui permet de calculer cette
ecurrence. Cet algorithme est une gereralisation de celui pesene dans le chapitre 5. Ici
encore, c'est l'utilisation originale des fractions d'ogerateurs de ecurrence qui nous permet
d'obtenir ces ecurrences simplement. Ce travail est commun avec Bruno Salvy.

Pour aller un peu plus loin Un de mes projets futurs est d'obtenir des algorithmes ra-
pides pour l'arithrmetique de base entre les fractions d'ogerateurs de ecurrence. L'ogeration
fondamentale de cette arithrmetique est le calcul de ppcma gauche entre deux ogerateurs
de ecurrence. Des travaux ecents vdH11, BCLS12] ont donre des algorithmes rapides
pour cette operation dans le cas tes proche ai les ogerateurs sont dierentiels.

Un des outils essentiels de ces algorithmes est la multiplication d'ogerateurs dierentiels
rapides lorsque les deges des coe cients polynomiaux des operateurs sont grands par
rapporta l'ordre. Il existe un algorithme de multiplication dda van der Hoeven [ vdHO02]
qui est optimal lorsque les deges et les ordres des operateurs sont de tailles semblables.
Une collaboration avec Alin Bostan et Joris van der Hoeven BBvdH12] a donre un nouvel
algorithme permettant d'e ectuer cette multiplication rapidement méme lorsque les deges
et les ordres ne sont pas proches. On obtient de cette manere une complexie quasi-optimale
pour ce probeme.

Ce travailetant un peu dans la suite de ma ttese, j'ai decice de le placer tel quel dans
I'annexe B et non d'en faire un chapitre.

4  Contributions logicielles

Lors de cette tlese, j'ai cevelope du code en rapport avec mes esultats. La plupart
de mon code aet cevelope en Maple Ce code a en partieee inege dans The Dynamic
Dictionary of Mathematical Functions (DDMF)un site web interactif, inspie du Handbook
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of Mathematical Functions d'Abramowitz et Stegun [AS64], et qui se veut une vitrine de
I'approche par la D- nitude des fonctions speciales. Ce site web est ceveloppe au sein du
projet du méme nom au Centre de Recherche Commun INRIA-Microsoft Research.

Package : Chebyshev Ce packageMaple reprend les algorithmes cevelopges dans les
chapitres 5 et 6. Ce code est inege dans la sectionChebyshev Expansiaiu DDMF.

La gure 4 repesente la page web de la fonction erreur dans la version 1.7.2 du
DDMF http://ddmf.msr-inria.inria.fr . Cette page est centee sur la section 8 qui est
le ceveloppement en srie de Tchebychev de la fonction erreur. Les formules pesentes sont
calcukes automatiquementa partir de lequation dierentielle et des conditions initiales de
la section 1 avec ce package.

La ecurrence \eriee par les coe cients de Tchebychev est calcuke par I'algorithme de

la section 5. Dans cette section, on trouve aussi les coe cients de Tchebychev de deux
fecons dierentes. La premere est I'expression des coe cients sous forme close. Ces formes
closes sont calcukes automatiquementa partir de lequation dierentielle par la methode
pesente dans le chapitre 6. La seconde est la repesentation des coe cients par des
approximations nurnreriques. C'est l'algorithme du calcul des coe cients du chapitre 6
qui est utili:e. Le DDMF etant interactif, il est possible de demander plus de termes
du ceveloppement. L'algorithme qui calcule ces approximations de coe cients utilise
la ecurrence de Tchebychev, le calcul de plusieurs termes en plus s'e ectue donc tes
rapidement. Il en codtera moins d'une seconde de calculer les 20 000 premiers coe cients
de Tchebychev de la fonction erf.

The Dynamic Dictionary of Mathematical Functions (DDMF) Pour a cher
les formes closes des coe cients de Tchebychev, jai vite ek limie par la forme des
solutions renvoyees parMaple Les formules obtenues paMaple, notamment par la fonction
rsolve ne sont pas toujours aussp joliese que les formules que I'on trouve dans les livres
comme AS64]. Souvent des simpli cations (méme en appliquantsimplify) qui rendent la
formule plus jolie pour un lecteur ne sont pas e ectiees. Un exemple assez concret, la
simpli cation de terme par la formule de duplication pour la fonction gamma

o)
“ne "n 12 212" Thon el

n'est jamais utiliee par cefaut en Maple

Pour le DDMF, on a besoin de construire automatiquementa partir des equations
dierentielles des jolies formules pour les ceveloppements en sries des solutions. Le code
que j'ai ceveloppe dans un package Maple nomne Hypergeometricpermet d'obtenir ce
genre de formules proches de celles que I'on trouve dans les formulaires.

Toutes les formes closes des developpements en sries ddDMF sont calcukes a
partir de ce package. Comme la plupart des coe cients des ceveloppements de Taylor
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du DDMF sont hypergeonetriques, il est imnediat d'obtenir les fonctions sous forme de
fonction hypergeonetrique une fois les formes closes calcuees. La section Hypergeometric
representatione du DDMF est aussi calcukea partir de ce code.

Ce package ne se veut en aucun cas un nouveau programme pour esoudre des ecurrences
mais simplement pour obtenir de jolies formules permettant d'exprimer les solutions de
ecurrencea partir de code dep existant.

Les exemples suivants illustrent mon code en comparant les formules obtenues par
Maple et les formules que j'obtiens avec mon package.

Exemple 1.9 (Fonction erf). A partir de lequation dierentielle et des conditions initiales
\eriees par erf, il n'est pas di cile de voir que le ceveloppement de Taylor en O de cette
fonction est de la forme

a
Q Uunx";
noO

al un \erie la ecurrence :
/a2 > 02
2nu, %“- 3n 2Zu, » O avec up O et u; °2—:

On peut donner une forme close de cette fonction en utilisantsolvede la facon suivante :

On remarque que I'on peut rendre cette formule plus jolie en simpli ant la fonction gamma
en utilisant la formule de duplication. C'est ce que fait mon code.
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La proedure generalTermgjue j'aiecrite renvoie un Record Le champ generaldonne les
formes closes des coe cients de la solution. Le champform est la forme close du coe cient
assoce au mondbme d'exposanperioddans la rie gereratrice. En sommant le tout, on
obtient une formule pour la srie de Taylor. Cette formule est la méme que celle retrouee
dans les formulaires classiques sur les fonctions.

La fonction generalTermgenvoie aussi la forme hypergonetrique de la srie gereratrice
lorsqu'elle existe.

Exemple 1.10. Les coe cients de Taylor de la fonction d'Airy Ai”xe \eri ent la ecurrence :

Uy, "n? 5n 6eu, 3 O

Avec mon code on obtient le ceveloppement :
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Exemple 1.11. Le dernier exemple est le ceveloppement en 0 de la fonctiodilog . Cette
fonction est singulere en 0. A partir de lequation dierentielle et des conditions initiales,
on peut montrer qu'elle se developpe comme

ol

a a

2dilog"xs  Q unx" Q “Va W lIn“xee x";
no noO0

al les suites up; vn; Wn \eri ent les ecurrences :

n>n 1leup ; ndu, O
n>n 1evy 1 N°2 3new, ; n3, 3n°w, O

n”n lew, ; nw, O

munies des conditions initiales :
Uup Ou; 1L;vg Ovy O;vo 14wy Owp 1:

On est dans un cas particulier a on a plusieurs ecurrences et ai elles sont lees entre elles.
Mon code est fait pour gerer ce genre de cas comme le montre cet exemple.

14 4. CONTRIBUTIONS LOGICIELLES



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Pour inegrer mes programmes Maple sur la page web duDDMF, j'ai impkement du
code enDynaMoW, un langage dceveloppe par Feceric Chyzak et Alexis Darasse pour
le DDMF [CD11]. Ce langage est impemene comme une extension de OCaml. Il sert
d'interface avec des logiciels de calcul formel, essentiellemeMaple pour le moment. Il
permet aussi d'assembler des pages web en donnant la possibilie d'insrer les formules
renvoyees par le logiciel de calcul formel. Ces formules sont aussi manipulables par ce
langage.

Mon travail sur le DDMF a donre lieua une publication avec les autres membres du
projet [BCD 10]. Ce travail est mis en annexe A tel quel.

Code en cours de d eveloppement  Paralelementa notre travail avec Mioara Joldes
et Marc Mezzarobba (voir chapitre 7), nous avons commenea cevelopper du code qui
prend en entee uneequation dierentielle, des conditions initiales et un dege d et renvoie
une approximation polynomiale de deged de la solution de lequation dierentielle et une
borne d'erreur de cette approximation. Ce code nous donne des esultats exgerimentaux
de notre nethode tes encourageants comme on peut le voir dans le chapitre 7.

Cette methode est pour le moment programmee enMaple Nous aimerions par la suite la
coder enC pour pouvoir utiliser une meilleure bibliotreque d'arithmetique des intervalles.

Je suis aussi en train decrire le packageGFSRecurrencgui permet de calculer les
lecurrences \eriees par les coe cients des sries de Fourier gereralies en utilisant les
nmethodes du chapitre 8 (des exemples de mon code sont donres dans ce chapitre).

Ces nethodes s'appuient fortement sur 'arithnetique des fractions d'operations de
ecurrence. A n d'obtenir une arithnetiqgue simplea manipuler, j'ai surcharge les operateurs
de base dans le packag®reField Des exemples de son utilisation sont donres tout au long
du chapitre 4.
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Chapitre 2

Polynémes et ®ries de Tchebychev

Resume

Dans ce chapitre, une pesentation des sries de Tchebychev est donree. Avant
de & nir les ries de Tchebychev, des proprees des polyndmes de Tchebychev sont

rappekes.
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CHAPITRE 2. POLYN OMES ET SERIES DE TCHEBYCHEV

Les esultats de ce chapitre peuvent se trouver dans les ouvrages consaces en grande
partie ou inegralement aux polynémes et aux ries de Tchebychev $ny66 AS64, Sze75
NU88, Riv90, Boy01, MHO3].

1 Polyndmes de Tchebychev

1.1 [enition et proprees de base

Les polynémes de TchebycheV forment I'une des familles de polynémes les plus
populaires, notamment pour ses applications en approximation. Une remarque attribieea
de nombreux mathematiciens et nurrericiens, ciee au ccbut de [MHO3], Emoigne de cette
importance :

“Chebyshev polynomials are everywhere dense in numerical analysis.

Il y a dierentes sortes de polynbmes de Tchebychev. Dans cette tlese, seuls les
polynémes de Tchebychev de premere esgece, noed,, serontevoqles. Le termer polyndéme
de Tchebycheve est esenea cette famille. Au passage, beaucoup d'articles et de livres
utilisent ce terme en se ekrant uniquement aux polynémes de Tchebychev de premere
espece, cette appellation n'est donc pas ceraisonnable.

Il'y a plusieurs facons de c nir des polyndémes de Tchebychev. On utilise ici une des
e nitions les plus simples et les plus epandues [Sze75, NU88, Riv90, Boy01, MHO03].

Denition 2.1. Le polynébme de TchebychevT, " xe avech >Z est & ni par la relation
Ta"Xe cosSne @ X CcOS e (2.1)
Remarque 2.2. Par parie de la fonction cos pour tout n >Z, les polyndbmesTy, \eri ent
Th™Xe T 1 Xe: (2.2)

Remarque 2.3. Une autre congquence qui sera importante dans la suite du manuscrit

est la relation
1 n

X X" x
T, & : : 2.3
n > 5 (2.3)

De la ¢k nition 2.1, on dceduit la propree suivante qui prouve que T, est bien un
polynéme de degen.

Propri ete 2.4. Les polyndbmes de Tchebychev \eri ent la relation de ecurrencea trois
termes
Th 17X 2XTp"x* Tp 17X (2.4)

1. Tchebychev, quand ilecrivait en frarcais, transcrivait lui-méme son nom du cyrilligue comme r Tche-
byche <, mais apparemment une transcription plus moderne de ce nom est Tchebychev. En anglais, la
version la plus courante de son nom estr Chebysheva.
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avec les conditions initiales :
To'xe 1 et Ti'xe x: (2.5)
Cette propree est une congquence imnediate de l'identie trigonometrique :
cosn 1+ cosSn 1s 2cos cosh:

En partant de la & nition (2.1), on retrouve bien la ecurrencea trois termes (2.4). Il est
aussi classique de & nir les polyndmesT, par cetteequation.

Exemple 2.5. Une application imnediate de la propree 2.4 est le calcul explicite des
premiers polyndémes de Tchebychev.

To x* 1;

T X X;

To Xe 1 2x%

T3 xe  4x3 3x;

Tixe 1 8* 8x%
Ts xe  16x° 20x3 5x;

Favard [Fav35] a monte comment,a partir de cette ecurrence, ¢ nir une mesure an
d'obtenir un produit scalaire qui rend les polynbmesT, orthogonaux entre eux. Le produit
scalaire obtenu est le suivant :

¢ 1 sin mxO
. 2 sin m O (2.6)
5 0 sinon

ES 1Tn(;x-TmAx-dX
1 1 X2 :

- —

o}

A partir de ce produit scalaire et en e ectuant plusieurs inegrations par parties [ MHO3,

84.5], on obtient o
©1e"2'n1" —— d"
Th'xe ———— 1 x2

" ~2ne! dxn
Cette formule est la formule deRodrigues pour les polynémes de Tchebychev (voir AOOS5,
86] pour I'histoire ineressante de cette formule).

De cette formule, on peut \eri er par substitution que le polynbme T, est solution de

lequation dierentielle.

“1 x2e" 3 2.7)

"1 x2ey®®Rxy® n%y O (2.8)
Munie de conditions initiales (par exempley™0s sin A”Z I et y=0e nsin A”Z 2°),
on retrouve une nouvelle ¢ nition equivalentea (2.1). C'est d'ailleurs par lequation

dierentielle que les polynémes T,, sont ¢k nis dans [Sny66].
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Cetteequation entrame que les polyndbmesT,, sont des cas particuliers des polynémes
de Gegenbauer (ow ultraspleriques <) C,, lorsque 1~-2 @ une multiplication par un
polyndbme enn pes). Les polyndémes de Gegenbaueretant eux-mémes des cas particuliers
des polyndmes de JacobP2P lorsque a 12 ethb 1~2 (voir [KS98] pour une
classi cation plus compete). Plus gereralement I'ensemble de ces polynémes appartiennent
a la classe despolynémes orthogonaux classiques

Une autre propree cerivee du produit scalaire est esunee ci-dessous.

Propri ete 2.6. La famille T,, forme une base de I'espace de Hilbett,"we, au w est la

mesure du produit scalaire (c'esta-dire w ﬁ sur 1;1).

Une autre propree fondamentale dans cette trese sur les polyndbmes de Tchebychev
est ceduite aiment de (2.1).

Propri ete 2.7. Les polyndbmes de Tchebychev \eri ent lequation
2’1 x2T®xe nTh 1"x* nT, 17xe: (2.9)
Cette relation s'obtient par la suite degalies suivantes :

iT e dcosn dcos
dx " d d

nsinn
sin
%n“Tn Xe T 17Xee
1 x2 '

1.2 Developpement en ®rie

Les polynébmes de Tchebychev se developpent en srie de Taylor en 0 avec la formule

N
i 2 1 ol .
T, "xe %Q“ k] K o2 pourj EL (2.10)
k

o Ky 2kl

Cette formule se \eri e par une ecurrence assez simple en utilisant(2.4). Elle nous donne
explicitement les polyndbmesT,, en fonction dex, ce qui nous permet de calculer lgfme
coe cient en O"ne operations arithnetiques. Il en faudrait O“n?e en utilisant (2.4).

Une autre application de cette formule est lecriture sous forme hypergonetrique des
polynébmes de Tchebychev :

Ton ™ Xe ~ 10n2|:10-:n;1 nWZ‘ )
2 L (2.11)
T2n 1AX' - 1-”“2n :|.'X2F;|_C|£1 3, nWZ‘ ;
2
al J1 est une wrie hypergeorretrique, cas particulier de la e nition ci-dessous.
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Denition 2.8. La wrie hypergeonetrique ereralie ¢ est e nie par :

A

aren “apen x"

v 8\ )
quGEbl;:::;qu rSN—Abl'n Bgen 1 (2.12)

al e, aesigne le symbole de Pochhammer, c'esta-dire :

. "a n 1 R .
asn W aa 1 a n 1e: (213)
Cette repesentation sous forme hypergeonetrique n'est pas la plus classique. Cela est
surement dda la pesence de deux formules a n de dierencier les indices pairs et impairs.
La formule la plus fequente dans la literature, qui se deduit facilement de lequation (2.9)
apes un changement de variable, est :

; 1
Toxe FLE WIS (2.14)
2
De la ecurrence (2.4), on deduit aussi que la srie gereratrice (indexee sur Z) des
polynémes de Tchebychev \eri e la formule simple

¢s 1 1 z°

T xez® - - = .
Q Tn 21 2xz 22

n>Z

(2.15)

1.3 Quelques proprees d'approximation

Dans cette section, on ne souhaite pas étre exhaustif sur les proprees d'approximation
des polynémes de Tchebychev. On souhaite juste donner une application simple de ces
proprees et la relation entre le probeme » minimax < et les polynémes de Tchebychev.

Probl eme 2.9. Etant donres une fonction f continue sur 1;1 etun dege n, le probeme
P mMinimax < consistea calculer un polynbmep, de dege inkrieur ouegala n tel que :

Y Y min  max $ " xe “Xe
Pn Yo PRy 1 x  1DxDL P X*S

a Ry 1 x estl'ensemble des polynémes de dege strictement plus petit quea 1 etYY.
est la norme uniforme sur 1;1.

Un treoeme attribiea Tchebychev oua Borel (cela cepend des auteurs voir [ MHO3])
nous donne des informations sur le polyndbme epondant au probeme.

Th eoreme 2.10. Pour toute fonction continue sur  1;1 , il existe un unigque polynémep,

de dege plus petit quen qui epond au probeme minimax, et il est uniguement caracerie

par la » propree d'alternance < : il existe au moinsn 2 points dans 1;1 pour les-
quelsf “xe pp"xe atteint sa valeur maximum avec des signes qui alternent.
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%6T5AX' 5A]_2T10AX'
0:0625 :002 1
5 X X
0.5 D 0:5 1 il 05 0 L
10625 1 0:002

Figure 2.1 { Erreurs d'approximations de x" parp, 1 x" 2! "T, pourn 5etn 10

Par la c nition (2.1), il est facile de voir que le polyndbmeT, atteint n 1 fois ses
extremums qui sont de magnitude 1 avec des signes alternant en les poimts coskT pour
k 0;:::n).

Une congequence imnediate de cette propree est que le meilleur approximant de degen
du monémex" ! est le polynémep, x" ! 2 "T, 1. En e et, selon lequation (2.10), ce
polynéme est de degen. De plus selon la remarque ci-dessus, le polynome® ' p,

2 "T, {"xe atteint ses extremums enn 2 points comme le montre la gure 2.1.

Une application imnediate de ces approximations est donree par les economisations

de riesq introduites dans § 1.

2 Series de Tchebychev

En utilisant le notion d'orthogonalie des polynémes de Tchebychev, on introduit les
®ries de Tchebychev. Ces ®ries sont centrales dans ma these et sont le sujet de plusieurs
chapitres. L'utilie de ces wries est essentiellement lee aux probemes d'approximations
sur un segment avec la norme uniforme.

S'il y a resitation sur le choix d'une base de polynémes pour cevelopper une fonction
an de l'approximer, Boyd [BoyOl, p. 10] nous donne son principe moral :

1. When in doubt, use Chebyshev polynomials unless the solution is spatially periodic,
in which case an ordinary Fourier series is better

2. Unless you're sure another set of basis functions is better, use Chebyshev polynoniials
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3. Unless you're really, really sure that another set of basis functions is better, use
Chebyshev polynomials

2.1 D& nition

Comme la famille des polynémes de Tchebychev forme une base He"we, on peut
ckvelopper toute fonction de cet espace dans cette base.

Denition 2.11.  Les ceveloppements des fonctiong >L2"we dans la baseT,, sont appeks
ries de Tchebychev. Les sries de Tchebychev sontecrites selon la notation la plus usuelle :

fxe Q %nTn xe @To“x- aTi"Xe Ty xe , (2.16)
n>N 2

Il suit, en prenant le produit scalaire, que les coe cients ¢, sont & nis par

2 1f7xeTh X
Ch — -0 dx: 2.17
n S 1 1 2 ( )
Remarque 2.12. Par legalie (2.2), une manereequivalente déecrire les sries de Tche-
bychev est :

a

f"xs Q &Tr{x-: (2.18)
na 2
Eneet, T, T, etparlegalie (2.17)c, c . Cetteecriture fait le lien entre les sries
de Tchebychev et les ®ries de Laurent et permet de & nir les indices des coe cients de

Tchebychev surZ.

Lecriture (2.18) permet aussi d'expliquer la notation “dans lecriture (2.16). Ce symbole
vient du fait que quand les coe cients sont indexes sur Z le terme ¢y n'est calcué qu'une
fois.

Legalie (2.1) montre que ces fries se comportent comme des sries de Fourier avec
un changement de variable. Ainsi on voit immediatement que cette srie converge vers
f sur 1;1 sif estune fonction continue. La convergence est uniforme $i satisfait la
condition de Dini-Lipschitz ou est une fonctiona variation borree (et a fortiori sif est
cerivable), voir [GSTO7, MHO3].

2.2 Proprees analytiques

On suppose maintenant quef est analytique dans un voisinage de 1;1 et admet un

nombre ni de singularies (ce qui est le cas des fonctions D- nies). Soit
o

Er "x>C & x2 1Sare; (2.19)

une ellipse de foyers en 1. On s'ineresse a la plus grande ellipseE, telle que f soit
analytique dans E, (voir gure 2.2). Comme le nombre de points singuliers est ni, on
a 0@r D2 . Un treoeme classique [MHO3, Theorem 5.16] nous donne une relation entre
et les coe cients de la %rie de Tchebychev.
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singularies de f

7

/
></

)\ 1

ES

Figure 2.2 { Repesentation de la plus grande ellipseE; telle quef est analytique dansk,

lorsque ses singularies sont; i et 5 i

Th eoreme 2.13. Si la fonction f "xe est analytique danskE,, ai r A1, alors f estegalea
son ceveloppement de Tchebychev darts, et en utilisant les notations (2.16), on a

K
Wxe Q ® Ty xeW O°r Xe; pour x >E;:
n o0

De nition 2.14.  Soit C* C? l'espace vectoriel des suite§cy*nsz telles que
“In>Ne"c, Cpe et "§ @l cy, O Mee:

Les suites de coe cients de Tchebychev d'une fonctionf qui est analytique dans un
voisinage de 1;1 sont dansC. Inversement, pour toute suitec >C, la ®rie P sy € Tn"X*
converge uniformement dans un voisinage de 1;1 vers une fonction analytiquef “xe.

2.3 Proprees » proche du minimax o des ®ries de Tchebychev

Les wries de Tchebychev tronquees sont des tes bons approximants de fonction
analytique dans des ellipses comme le montre le treoeme 2.13. Elles ne sont pas les
meilleurs approximants (minimax) pour un dege donre, mais ne sont pas loin. La notion
der proche du minimaxe (near-minimax en anglais) permet de & nir cette proximie.
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Denition 2.15. Soit f une fonction continue dans 1;1, une approximation poly-
nomiale f, de dege n est dite » proche du minimaxc avec une distance relative ,
si

¥ fnYa D1 oY ppYe;

a estun eel positif et p, est I'approximant » minimax ¢ def .

Le eel |y est appek la constante de LebesgugMHO3, 8§5.5].
Cheney et Price [CP70] ont donre une estimation asymptotique pecise de | lorsquepy
est le ceveloppement de Tchebychev tronqle def .

4
n —logn 1:2703 O " 1ne:

On en ckduit que A
Y feYe DS—logn O"1eYf piv (2.20)

@l pn est le polynéme de degen qui minimise ¥ pY. et ,"fe Py ,%®Tk, avec lescg
ke nis par (2.17).

Méme sip, peut-etre calcuk avec une pecision arbitraire en utilisant I'algorithme de
Remez [Che98 Chap. 3], on ne perd pas beaucoup en prenanta la place les polynémeg~f ».

Une des motivations pour utiliser les series tronqees plutdét que d'autres approximations
P proche du minimaxe ou mémep, qui ont aussi de belles proprees analytiques est
I'existence d'une relation de ecurrence entre les coe cientsc, lorsque la fonctionf est
D- nie. Une grande partie de cette these est consacee aux calcul eta l'utilisation de cette
structure (chapitres 5, 6 et 7).
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Chapitre 3

Algorithmes e caces pour des
polyndmes exprines dans la base
des Tchebychev

Resume

Ce chapitre pesente des algorithmes rapides pour des calculs entre polyndbmes
exprines dans la base des polyndémes de Tchebychev. Des algorithmes de multiplication
rapide sont rappeés et un nouvel algorithme de division rapide de polynémes est propos.
Ce chapitre cecrit aussi deux algorithmes, de complexie quasi-lireaire, permettant de
passer d'un polynéme exprime dans la base des Tchebycheva un polyndbme exprine
dans la base monomiale ainsi que I'ogeration inverse. Ces derniers algorithmes ne sont
pas nouveaux mais la contribution de ce chapitre est de les expliciter et detudier plus
peciement leurs complexies pour pouvoir les comparer.

Ce travail est commun avec Alin Bostan.
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1 Introduction

Ce chapitre est consace aux polyndémes et ®ries exprines dans la base des polynémes de
Tchebychev lorsque leurs coe cients ne \eri ent aucune relation particulere, contrairement
au reste de cette these al les coe cients \eri eront une ecurrence. Dans la base monomiale,
beaucoup d'algorithmes rapides existent, notamment pour la multiplication et la division
entre polynémes; une bonne ekrence est le livre de von zur Gathen et Gerhardvg GGO03].
On peut de la méme fecon se questionner sur I'existence d'algorithmes de méme complexie
pour des polynémes exprirres dans la base de Tchebychev. Ce chapitre donne des algorithmes
de multiplication et de division enetudiant leur complexie arithnetique. On remarque
alors que ces operations ne sont pas beaucoup plus codteuses que dans la base monomiale.
Giorgi [Giol2] a ecemment propo® plusieurs de ces algorithmes. Dans la section 4, je
ckcris un de ces algorithmes qui a la particularie de se ramenera deux produits de
polynémes exprimes dans la base monomiale. L'algorithme de division rapide propoe dans
la méme section est, contrairementa la multiplication, une des contributions de ce chapitre ;
le esultat est ineressant car je montre que I'on peut calculer le quotient de la division
entre deux polynémes dans la base de Tchebychev pour le méme colt que le quotient de
deux polynémes dans la base monomiale. Cette section montre donc que les operations
de base que sont la multiplication et la division entre polyndbmes exprines dans la base
des Tchebychev sont semblables (en terme de complexie) aux mémes ogerations entre des
polynémes exprimes dans la base monomiale.

Avant la pesentation de ces algorithmes, les sections 2 et 3 montrent comment convertir
rapidement des polynémes exprinmes dans la base de Tchebychev en des polyndmes exprines
dans la base monomiale, et eciproquement. La conversion d'un polyndme de dege d'une
basea l'autre s'e ectue en un nombre constant de multiplications entre deux polyndémes
de dege n dans la base monomiale, c'esta-dire erfO"M™nee operations arithnmetiques.
De cette facon, on deduit de nombreux algorithmes rapides pour des operations entre
des polyndbmes exprines dans la base de Tchebychev. En e et en utilisant la FFT, on
ranmene beaucoup d'algorithmes s'appliqguant sur des polynémes de degm ou des riesa
pecision n,a une complexie de O"nlog?ne operations arithnetiques. Par exemple : le
calcul de pgcd [GY79, BGY80], d'approximants de Pade [BGY80, GGWY82], devaluation
multipoint, d'interpolation [ BM74], ou encore de esultant [Sch8(]. Une facon d'obtenir
des algorithmes rapides pour les ogerations peedentes, mais cette fois-ci entre polyndémes
exprines dans la base de Tchebychev, est donc de convertir ces polynémesa l'aide d'un
algorithme de changement de base rapide (e®"nlogne avec la FFT), d'utiliser un
algorithme rapide dans la base monomiale, puis de convertir le esultat dans la base de
Tchebychev. On obtient de cette fecon le m&me nombre d'operations asymptotiques pour
e ectuer les operations peedentes (pgcd, evaluation, interpolation, etc ...) dans la base
de Tchebychev que dans la base monomiale. Par contre, utiliser la conversion rapide pour
multiplier ou diviser deux polynémes dans la base de Tchebychev augmenterait fortement
la constante de ces operations dans |€©. Les algorithmes speci ques de multiplication et
de division pesents dans la seconde partie e ectuent ces operations sans changement de
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Figure 3.1 { Economisation de la srie tar xe

base en gardant une complexie proche de celle dans la base monomiale.
Une autre application des conversions est donree par la nethode déconomisation de
®rie o [MHO3, 83.5]. Le but de cette nethode est d'obtenir une bonne approximation sur
1;1 d'une fonction par un polyndme dans la base monomiale. Une bonne approximation
d'une fonction par un polynéme de dege n est calcukea partir de son ceveloppement
de Taylor tronque a l'ordre n. On peut aussi I'obtenir en developpanta l'ordre m A
n et en soustrayant des polynémes de Tchebychev (multiples par des constantes) de

approximation.

Exemple 3.1. La fonction tan"xe est approximee dans un voisinage dex 0 par le
polynéme de dege 9 obtenu en tronquant son ceveloppement de Taylora l'ordre 10 :

R 15, 2 5 17 ;, 62 4
tan"xe x =x° —x° —Xx' —X:

3 15 315 2835

Pour I'approximer par un polynbme de dege 7, on peut soit soustrairea ce polynéme le

62 9.
terme T?’SX

tan"xs X }x3 Exs £x7 P Xe:
3 15 315

soit soustraire le ponnOme%ﬁSOTgAx- et on obtient alors :

40289X @)@ £x5 13 5

40320 3024 280 126
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On peut voir sur le graphe 1 que la seconde approximation est meilleure que la premere
sur 1;1 (au sens de la norme uniforme).

La soustraction du polynéme de Tchebychev de degena un polynébme de dege n
exprime dans la base monomiale s'e ectue enO"ne operations arithnetiques (le reme
polynéme de Tchebychev,possede~2 termes dans la base monomiale). Si on souhaite
par exemple soustraireO” ne polynébmes de Tchebychev pour obtenir un polyndéme de
dege n n en les soustrayant una un, on e ectue O"n32« oerations arithnretiques. En
revanche, En utilisant un algorithme de conversion rapide, on e ectue d'abordO”M"nes
operations arithrretiques pourecrire le polynéme dans la base de Tchebychev ; puis on peut
le tronquer en temps constant pour obtenir le polynéme cesie. L'expression de ce polynéme
dans la base monomiale s'e ectue alors e®”M"nee operations arithmetiques. En utilisant
la FFT pour la multiplication de polynémes, on peut alors r economisere la srie plus
rapidement. Mason et Handscomb proposent aussi cette conversion poeeconomisere une
Lrie mais sans changement de base rapide [MHO3].

Dans tout ce chapitre K designe un corps suppo% de carackristique nulle.

Changement de base Avant de donner des algorithmes rapides pour e ectuer ce
changement de base, ¢ nissons plus rigoureusement notre probeme. On souhaite donner

n 1l . n1l
Q ax' Q tiTi"xe:
i 0 i0

L'application de changement de base dans lI'anneal(, x des polyndmes de dege in&rieur
a n, r base de Tchebychey base monomiale: (passer des; aux ¢) est K-lireaire; sa
matrice T, de taille n n dans la base canoniqué 1;x;:::;x" e contient en colonnej les
coe cients du polynébme T; xe dans la base monomiale ((2.10) page 20) :

P
P2 ~ o
Tj"xe JEQA 1ok K dod el % pour j E1:
k

o KIj 2kl

Il s'awere plus commode et plus utile, de travailler avec la base modiee des polyndmes
de Tchebychev %TOAx-;fo-; i ;TnAx-_. Autrement dit, on souhaite deduire des t; les
coe cients ¢ tels queP % T;"xs P ¢x' (voir notation 2.16 page 23).
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Exemple 3.2. Dans cette base, la matriceTg secrit

0 1 0 =%
A

5 0 7 A
7\

0 18 0 é
20 0 56 é
Tg A:
0 48 o0 A
n

16 0 112%
0 32 0 é
n

0 0 644

Le probeme de conversion de base entre les bases de polyndbmes de Tchebychev et
monomiale en dege e strictement plus petit que n (appek CtoM,) se eduita la
multiplication de la matrice T, avec le vecteurv, repesentant les coe cients du polyndme
p dans la base de Tchebychev. Un algorithme naf de conversio€toM, e ectuant une
multiplication matrice avec vecteur, a une complexie arithrmetique quadratique en n, car
malge la pesence de nombreux zros et l'aspect triangulaire deT,,, cette matrice contient
un nombre quadratique deements non-nuls (chaque polynébmeT; secrit avec environ j ~2
coe cients non nuls dans la base monomiale).

Le probeme de conversion de base dans le sens opposhase monomiale( base de
Tchebycheve en dege e inkrieura n (que I'on note MtoC,,) se ranmenea la multiplication
de la matrice inverse deT, avec le vecteur repesentant le polyndmeecrit dans la base
monomiale. Les coe cients de l'inverse deT, sont donres par la formule classique [MHO3] :

n-~2
x" 2t Q O?E-Tn ok Xe;
k0
qui est cemontee dans le chapitre 6. L'algorithme nasf de conversion MtoC,, a donc
egalement une complexie arithrretique quadratique en n pour les mémes raisons que
l'algorithme nasf esolvant CtoM,.

Pour acceekrer le calcul du produit de la matrice T, avec le vecteurvp, on va dans
les sections 2 et 3 factorisefT, comme produit de matrices simples en ce sens que
chacune d'entre elles peut étre multiplee par un vecteur en seulemenD”M"nee operations
arithmetiques.

On pesente deux algorithmes bases sur cette factorisation. Cette icee de factorisation
est commune aux deux algorithmes mais I'approche et les factorisations sont dierentes.
Meéme s'ils sont fortement adapes de travaux de Pan Pan9§ pour le premier et de Bostan,
Salvy et Schost BSS0§ pour le second, c'est la premére fois que des algorithmes rapides
pour les probemes CtoM,, et MtoC,, sont decrits explicitement. En e et I'algorithme de Pan
etait originalement corcu pour levaluation rapide de polynéme dans la base monomiale en
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2 log, 3 1
tel que M"ne O°n - (algorithme nasf)  (Karatsuba) (FFT)
algorithme 3.1 (Pan) 10M"ne O°ne 8M"'ne O'n* 6M°ne O'ne

algorithme 3.5 (Bostanetal) | 4M"ne O"ne 5M"ne O°ne 6M°ne O"ne

Figure 3.2 { Comparaison des complexies des algorithmes pour la conversiof€toM;, (en
nombre d'operations arithnetiques)

2 log, 3 1
telque M™ne QO°n « (algorithme nasf) (Karatsuba) (FFT)

algorithme 3.1 (Pan) 10M™ne O'ne 8M'ne O°ne 6M"'ne O'ne
algorithme 3.12 (Bostanet al.) | 94M™ne O"ne 3;2M"'ne O°ne 5M"ne O"ne

Figure 3.3 { Comparaison des complexies des algorithmes pour la conversioMtoC,, (en
nombre d'ogerations arithnetiques)

des points de Tchebychev (I'ensemble des points de Tchebychev de degeest I'ensemble
des racines durf™ polynéme de Tchebychev). Notre apport est la remarque qu'e ectuer
cesevaluations revienta calculer le changement de base du méme polyndme exprime dans
la base monomiale en un polyndbme exprine dans la base des polyndbmes de Tchebychev.

Le second algorithme est obtenu en specialisant une methode gererale, duea Bostan,
Salvy et Schost BSS0§, qui permet de ceduire des algorithmes de conversion de polynémes
entre dierentes bases de polynémes orthogonaux classiques. J'explicite le cas particulier
du changement de base entre la base de Tchebychev et la base monomiale. La ceduction
de cet algorithme est loin d'etre triviale et inineressante.

On remarquera que les ickes du premier algorithme sont plus simples que celles du
second. D'un autre coke apes uneetude approfondie des complexies de ces algorithmes, je
montre que, méme si tous les deux ont une complexit quasi-lireaire, le second algorithme est
plus rapide que le premier (au sens de la complexit arithrmetique) d'un facteur constant. Les
tableaux 3.2 et 3.3 esument cette comparaison en fonction de l'algorithme de multiplication
polynomiale utilie.

2 Algorithme de Pan

2.1 Point de apart pour le probéme CtoM,

L'icke de Pan [Pan98] est d'utiliser legalie (voir (2.3) page 18)

11 jn | n

|
hES— i K (3.1)
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Entr ee: to;:::;tn 1 desebments de K tels quep™xs P7 01 % T "xe
Sortie: cp;:::;¢y 1 desebments de K tels quep™xs P! g cx'
1: Calculer po°xs 1P %tg 1 i
Calculer py"xe "1 x*2" %py%-%Z
Calculer po°xs  p1 %o XZ
Calculer pg"xe  "x 1" p, %517
renvoyer 2 " lpg“xe

Algorithme 3.1:  Algorithme de conversion de Pan pour esoudreCtoM,

dont on ceduit

| I 1 n 1 W 1 1N 1 .
p&E © QBT E >— 5 Q ®Bgd
i 0 i n1
Les changements de variables
11 1
7z =y 2% x =Y (3.2)
11 y
nmenenta la suite degalies :
1112z 12z 122 1y
= . X: 3.3
2 21 2z 1z 12 1 y (3.3)

De ces formules, on ceduit imnediatement I'algorithme 3.1 pour la conversion de base.

Si l'application K-lireaire quia un polyndbme p“xe de dege n associe le polynbme
"1 x-”p%%—iz est repesente par une matrice simple, c'esta-dire se calcule en un temps
guasi-lireaire, chaqueetape de l'algorithme 3.1 repesente lesekments de la factorisation
de T, en matrices simples En e et, dans cet algorithme, seules les etapes 2 et 4 ne
s'executent pas en un nombre lireaire d'operations.

2.2 Calcul rapide de  “cx do" p9g-bZ

Dans le méme article, Pan donne un algorithme pour e ectuer lesetapes 2 et 4 de
l'algorithme 3.1 rapidement. Le point de cepart est l'algorithme de decalage 3.2 dta Aho,
Steiglitz et Ullman [ASU75] qui rarrene le calcul d'un polyndbme decak p"x 1ea partir des
coe cients de p~xea une multiplication entre deux polynémes plus un nombre d'ogerations
lireaires en fonction du dege. Je cetaille d'abord cet algorithme.

Pour montrer la correction de I'algorithme 3.2, les auteurs utilisent legalie suivante :

n 1l o n1l i i o nlyjna1i 1
Qp'x I QpQ<«xX Q =Qpil—: (3.4)
i 0 io jol ol b
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Entr ee: p'x=  P[ ¢ pix', un polynéme dansk x
Sortie: p'x 1o P 01q>_<', al les g sont des coe cients deK x .
1: Calculera P! g pilx!
11 i
2: Calculerb P g — ;,!x'
3: Calculerab P27, 2¢x!

4: renvoyer PPMdgx' PPd G2 Lyl

Algorithme 3.2:  Algorithme de cecalage

En ce nissant les coe cients a et by tels que :

. . . .
a Oep.|. .SI i >J0;n 1K et (3.5)
0 sinon
1 Lo . .
o si 1>J0;n 1K
b Oe0 sinon, (3.6)

on ranene, gracea (3.4), le calcul du polyndbme cecak p'x 1¢ au produit des deux
polynébmes :

n 1 ~n1 o 2n 2] )

Q ax Qhbhi1ix Q Qabyiijx:

i 0 i 0 joio

En e et, en ne lectionnant que lesn coe cients assoces aux mondtmes de plus hauts
deges, et en utilisant les proprees a Opouri En leth ; Opouri@,ona:

2n 2 j . 1n1jn1 . nln 1 _nlnlpi“ )
: oyl o o C b
Q Qaibhi1ijx Q Q ah ¥ QQahjX¥ Q Q7
inilio joio i 0] i 0] Je:
Il sut de diviser par j! le coe cient assoce au mondtme de degej pour en ceduire

l'algorithme 3.2.
Pan deduit I'algorithme 3.3 de l'algorithme 3.2, ainsi que le lemme 3.3 qui en cecoule.

Lemme 3.3 ( [Pan98]). Soit p un polyndbme de dege au plusnh 1a coe cients dans K.
L'algo_rithme _3.3 ce_llcule les coe cients du polynéme “cx  de" 1p°o§>‘x—5’2 en2Mne O"ne
operations arithnetiques.

; ; : ax b ; a bc da ;
DCemonstration. La fraction rationnelle o q Se eecrit comme Z«<1 W.’ ce qui

permet de deduire la correction de l'algorithme 3.3. On observe tout de suite avec cette
ecriture les deux decalages de polyndmes recessaires pour e ectuer cet algorithme. An
d'estimer la complexit, il sut de remarquer que les seules oerations colteuses sont les
cecalages aux lignes 2 et 4. En e et les ogerations e ectiees aux autres lignes sont des
homotteties et le calcul d'un polyndbme eciproque, operations qui s'e ectuent en O"ne
operations arithrretiques. Les deux operations de cecalage s'executent en M™ne ogerations
arithmetiques chacune, d'ai le codt nal de cet algorithme. O
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Sortie: op;:::;0h 1 desebments de K tels queq'xs “cx de" 'p%E-2z pnlgx
1: Calculer py"xs  p%xZ

2: Calculer p2"xe  p1"x 1e

3: Calculer p3"xs X" 'p %$Z

4: Calculer ps"xe  ps%22-"x 17

5. renvoyer %3927 1p4%§x2

Algorithme 3.3:  Calcul de“cx  de" *p%g-07

2.3 Complexie de l'algorithme 3.1

L'algorithme 3.3 permet d'e ectuer les changements de variables entré et z ouy et x
de la formule (3.3) page 34 de manere e cace. On peut alors en ceduire le theoeme 3.4.

Th eoreme 3.4. L'algorithme 3.1 calcule la conversion d'un polynéme de dege strictement
plus petit quen exprine dans la base de Tchebychev en un polynéme dans la base monomiale
en2M"ne 2M"2ne O~ ne operations arithnetiques.

Remarque 3.5. SiM"ne O"nlogne, la complexit se ranenea 6M"ne O"ne operations
arithmetiques.

Demonstration. On montre dans un premier temps la correction de cet algorithme. Le
polynéme po~xea la ligne 1 de l'algorithme estegal au polyndme x" 1p§"2¢1-, la suite de
la validie de l'algorithme est \eriee par lequation (3.3) page 34. Lors desetapes 2 et 4,
des multiplications par des polyndmes de degen 1 sont e ectwees, ces multiplications
serventa la foisa gerer le multiple x" * en trop de lequation 1 eta continuera travailler
avec des polynémes et non des fractions rationnelles.

Il est important de noter que lequation (3.3) permet aussi de montrer quep; est un
polynébme enx?, donc quep, est bien un polynéme enx.

Il restea analyser la complexie de cet algorithme. Les calculs e ecties aux lignes 1 et
3 s'executent en un nombre lireaire d'ogerations arithmetiques. En e et, il ne s'agit dans
les deux cas que de eecriture avec en plus une division par deux de chaque coe cienta la
ligne 1. Les complexies des lignes 2 et 4 se ceduisent du lemme 3.3 en faisant attention
aux tailles des objets : la premere substitution se fait avec un polynéme de dege & 2 et
la seconde avec un polynéme de dege 1. O

2.4 Algorithme de Pan pour esoudre MtoC,

Les fractions rationnellesH et H sont inverses l'une de l'autre pour la composition,
on en ceduit l'algorithme 3.4 de conversion inverseMtoC,. La complexie arithnetique de

l'algorithme inverse est donc aussi B1"ne 2M"2ne O™ ne operations arithrretiques.
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Entr ee: co;:::;¢y 1 desekments de K tels quep™xe P/ oqui
Sortie: tg;::: th 1 desebments de K tels quep™xs P/ 01 % T X
1 po Plgox 5

22p "1 xe" p%XZ

3 P2 pix%e 3

4 pg " sl

5. renvoyer tj 2coe "ps3;X;i n 1le

Algorithme 3.4:  Algorithme de conversion de PanMtoCp,

3 Algorithme de Bostan-Salvy-Schost

Bostan, Salvy et Schost BSS08 ont donre une nethode permettant de calculer la
conversion d'un polynéme de la base monomiale vers des bases de polynébmes orthogo-
naux classiguesavec une complexie quasi-lireaire. Les mémes auteurs ont donre par la
suite [BSS1Q un algorithme plus gereral qui permet de calculer la conversion avec des
polynémes orthogonauxquelconquesn un nombre d'ogerations quasi-lireaire, mais pour les
polynémes orthogonaux classiques, cet algorithme perd utogn par rapporta l'algorithme
ceduit de [BSSO03].

L'ickke de Bostan et alii est aussi de trouver une factorisation de la matriceT,, en
matrices simples Une telle factorisation n'est pas simplea obtenir directement sur Ty,
mais une technique qui s'est awkee fructueuse a plusieurs reprises dans la literature
du calcul formel est de regarder la matrice transpose. Cela est su sant, car siT! se
factorise en produit de matricessimples alors T, elle-méme se factorise en produit de
transposes de matricessimples Or, le principe de transposition de Tellegen Kal93, Sho94
arme que tout algorithme qui permet d'e ectuer le produit S v d'une matrice par un
vecteur enO"M"nee peut etre transforme en un algorithme de complexie O"M™nee pour
le produit St w. Dans la suite, on nommeraalgorithme transpose, I'algorithme obtenu par
transposition.

3.1 Conversion transpo®e et composition

On observe queCtoM, appliqe au vecteur = "1;:::;t" e donne les coe cients (enx)
du polynéme P} §Ti"x=t. En eet, si on nomme Tj; les coe cients tels que T;"xe
Pi o Tij X!, l'application CtoM,""+ donne le vecteur

n i ) n 1

posee CtoM!, est le vecteur des coe cients ent du méme polyndme. L'application CtoM}{Q
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donne

Ce nissons la famille de fonctions C; par :

Q " xetK Q R "tex': (3.7)

kEO iEO

On obtient cette famille (unique) en ceveloppant par rapporta x la srie gereratrice des
polynémes de Tchebychev. Ainsi, par unicie desC;, la conversion transposeCtoM!, est
I'application lireaire :

f
"oyt e >K™( EOCo“t- f1C1"te fh 1C, 1"t mod t":

L'icee de base de la nethode pesenee dans BSS1( est que si la srie gereratrice
desC; est de la forme :

. VAto
Citex!  ——; 3.8
i%o ' 1 x h'te (38)
alors _
Q Ti"tefi modt" Vv'te F"h"tee modt"; avecF Q fix':
i i
Cetteegalie s'obtient en ceveloppant par rapporta x les membres de lequation (3.8).
Partant de la rie gereratrice des polyndmes de Tchebychev(2.15) page 21 et de la
e nition des C; (3.7), on observe que

11 t? 2t

Vite = et h'te ——;
21 t2 1 t2

sont bien ¢ nis pour lequation (3.8). On obtient alors la factorisation

CtoM!, mul” ;ve Xeval ;he; (3.9

n 1l

iEO
nl .
mul™;ve “to;iiith 1o ( VXe Q tix' modx":
i 0
L'algorithme calculant la conversion se ceduit en transposant chaque operation. On
obtient alors l'algorithme 3.5.
La suite de cette section montre comment e ectuer chaqueetape e cacement.
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Entr ee: p  “po;pi:iiipne tels quep >K

Sortie: b “hy;by;iiiibne tels queP%iTi"xe P hbx!
1:a mulp;ve

2: renvoyer b eval“a;he

Algorithme 3.5: CtoMj

3.2 Algorithmes rapides pour la composition avec I

Avant de donner les algorithmes transposs, il est recessaire de pesenter les algorithmes
directs.

Toujours dans l'article [BSS0§, une nethode permettant de calculer rapidement cer-
taines compositions de polyndbmes par des sries est expligiee. La composition d'un
polynébme quelconque par la srieh 1% en est un cas particulier.

Le principe fondamental de cette methode est d'isoler la variablex dans lecriture de la
rie gereratrice h. Pour h par exemple, l'isolation de la variable se ranenea lecriture
suivante : A

. 2X 2 2
h™xe 1 2 1 «< T 52 1. (3.10)
Pour l'algorithme 3.3, Pan avait dep utilise cette icke d'isolation de la variable quand il

; ; ax_b a bc da ;
aecrit la fraction Z—5 comme <1 % I En fait Bostan et coauteurs proposent une
cereralisation de l'algorithme de Pan quietait lui méme une gereralisation de l'algorithme
de ckcalage.

Par lequation (3.10), le calcul de I'application eval ; he se ramene Qux calculs d'applica-
tions simplesde compositions parax b», par 1, par x? ou encore par X. L'algorithme 3.6
e ectue ce calcul en n'utilisant que ces compositions.

Proposition 3.6.  Soit p un polynéme de degen 1, l'algorithme 3.6 permet de calculer
p%Z,Zen4M ne 4AM%Z O"ne orations arithnetiques.

Remarque 3.7. La fonction M"ne est au mieux lireaire : 2M %EZDMAn-. La complexie
est donc majoee par @M ne O ne operations arithnmetiques.

Pour cemontrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant, qui a rme que la
multiplication d'une srie par une fraction rationnelle peut s'e ectuer en temps lireaire.
Méme si ce esultat parat simple, je ne l'ai pas trouve dans la literature.

Lemme 3.8. Sif >K"xe a un nunerateur et un cenominateur de dege O"1e et n'a pas
de pole en0, alors pour toute rie formelle ga coe cients dans K, la srie tronqiee fg
mod x" peut se calculer enO"ne operations arithnetiques.

Bemonstration. On ¢ nit d'abord les polynémes a et b de dege constant tels quef 2.

En utilisant un algorithme nad, c'esta-dire en multipliant termea terme, le produit
tronge g xea"xe mod x" se ealise enO"ne operations arithnetiques, cette complexie
s'explique par le dege constant dea.
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Entr ee: p"xs >K x avec dedp;xs @n,
- % 5
Sortie: p%p=zZ mod x" ) ) )
1: Calculer pyg et py1 tel que p°xs  pro X2  Xpy.1 X2
2: pour i>70;1e faire
3 di  degpai“xe;xe
P2i"Xe  pri’l Xe
Pai X Pz X2
p4;iAX' p3;iA 22( 1.
Psi”X*  Pay %X
Pe;i X* Psi’ 1l Xxe
pri"xe "1 xe 24pgi“xe mod x4
10:  Pgi’Xe  pri X2
11: n pour
12: renvoyer pg.o X %Zpg;fx- mod x"

© o NGO

Algorithme 3.6:  eval%p %Z

Commeh fg, alorsbh ag. L'extraction du coe cient x' donne donc une ecurrence
lireaire inhomogene d'ordre le dege de b. En e et, en notant h; et by les coe cients de h

et b. Le produit hb donne
nl i

hb Q@ Q hib x:

i r i degbe
A partir de cette ecurrence, le calcul desh; s'e ectue en O" ne operations arithretiques. [
Bemonstration de la proposition 3.6. La correction de l'algorithme se deduit de lecriture

dans lequation (3.10) de la fonction h. En e et, les compositions successives de cet
algorithme assurent que le polynéme retourre est bien

Y
p, 1 <«

« modx":

1o mod x"
1 x2 . p<1 X2

Il restea donner le colt de chaque ogeration. Beaucoup de ces ogerations se calculent
en temps lireaire. C'est le cas desetapes 1, 5, 7 et 10 qui ne sont que des eecritures
directes des coe cients. La multiplication e ectieea letape 12 s'e ectue aussi en un temps
lireaire. Cette propret est donree par le lemme 3.8. Les ogerations noneémentaires sont
les cecalages e ecties aux lignes 4, 6 et 8 et la multiplicationa la ligne 4. L'algorithme 3.2
permet de calculer le polynéme decak d'un polyndbme de dege plus petit quen en M™ne
orerations arithrmetiques. A la ligne 4, ces decalages sont e ecties sur des polynémes de
dege au plus 3 et les autresetapes cecalent des polynémes de dege au plus, on obtient
donc une complexie de M ne 2M %%Z operations arithmetiques pour e ectuer lI'ensemble
de ces oferations.
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Entr ee: p"xs >K x de dege au plusn 1

Sortie: eval“p;he

1: Calculer p7o et pi., tels quep e  pro X%  Xph., X%
2: do degeepro;xs etd; degee ph. ;xe

3 pra"xe  mulpig; dype

4: pour i>"0;1e faire

Pei"xe  mul'%orzi;"1 xe24Z

ps;"x*  shift"pg;i"xs PP ,0x'e

pg;i"xe X" 1p&i%§2

Pa;i"Xe  Shift"ps;™ 2xee

P2;i " Xe %Aps;iAX‘ P3i” Xee

10 pri*x%  shift"pyi” xee

11: n pour

12: renvoyer P10 X

2 .
"1 xe?

2, 2,

Xp1;1 X

Algorithme 3.7 eval %s 12, Z

Il ne reste plus qua expliciter le codt des operations ealisesa la ligne 9. Les coe cients
. . >d .
du ceveloppement en wrie de la fonction%h x2Z ~ \eri ent la ecurrence :

“2d neup, "n 2eun 2 O

avec les conditions initialesug 1 etu; 0. Calculer lesn~2 premiers coe cients s'e ectue

en O™ ne operations arithnetiques en ceroulant cette ecurrence. Le codt de letape 9 n'est

donc que le cott de la multiplication entre deux polynémes de dege aux plu%. On ealise
deux fois cetteetape, la complexite est donc de M %32 operations.

On retrouve alors la complexie de 4M™ne 4M‘%- operations arithrretiques annoncee.

O

3.3 Transposition de l'algorithme dévaluation

Par le principe de transposition de Tellegen, on ceduit immediatement de 3.6 I'algo-
rithme 3.7 permettant d'e ectuer I'application transpose. Cet algorithme s'obtient en
transposant chaque operation.

Avant denoncer la complexie de cet algorithme, une pesentation des algorithmes mult
et shift' doit etre e ectiee.

Application mult Une variante de I'application transpose demul a cepetetudee par

Hanrot, Quercia et Zimmermann dans HQZ04]. Dans cet article les auteurs donnent un
algorithme rapide pour le produit median entre un polynéme de dege n et un polyndme de
dege 2n. Notre application est plus simple. En e et, I'application mul est un produit de deux
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Entr ee: p>K x de dege au plusn 1
Sortie: mult"p;fe

a x" 'p%yZf mod x"

renvoyer x" 'a%sZ

Algorithme 3.8:  mult” ;f»

Entr ee: p P} 01 px avecp >K
Sortie:  shift'”p; x

1: Calculer a’xs  P{ g Bix’

2: Calculer b’xs  a’xe P! Ix' mod x"

210 1]
3: renvoyer P! thilx!

Algorithme 3.9:  shift"" «

polynémes de degen, trongea l'ordre n. Contrairementa la matrice de multiplication
de polynébmes qui est rectangulaire, la matrice de 'applicationmul est caree.

Notre variante du produit median est decrite dans l'algorithme 3.8, cet algorithme
s'obtient en inversant I'application lireaire de multiplication tronqiee d'un polynébme p
avec une srie formelle.

En remarquant que la seule operation cotiteuse de cet algorithme est la multiplication
entre deux polynébmes, le calcul du eciproque d'un polynbme s'e ectuant en temps
constant (aucune addition ou multiplication n'est e ectwee) ; on deduit que I'edecution de
cet algorithme s'e ectue en M"ne operations arithnetiques.

Remarque 3.9. Lorsque la sriea multiplier est particulere, on peut aneliorer la com-
plexie de l'algorithme 3.8. Par exemple si la srie est une fraction rationnelle commeyv, le
lemme 3.8 entraine que l'applicationmull” ;ve s'execute en O ne operations arithnetiques.

Application  shiftt Bostan et Schost BS05 ont donre une interpetation de la transpose
de l'application de decalage; il s'agit de I'application qui calcule levaluation de Newton
d'un polynébme gvaluer un polynéme dans la base de Newton) en une suite de points
suivant une progression arithnetique. Ici nous nous contentons d'exposer cet algorithme
par transposition directe de l'algorithme 3.2 sans montrer cette interpetation qui n'est
pas essentielle pour la suite. On obtient alors I'algorithme 3.9.

Pour montrer la validie de I'algorithme 3.9, il sut de \eri er que chaque ogeration
est bien la transpose de l'ogeration correspondante dans l'algorithme 3.2 ; ce qui se \erie
rapidement.

La complexie de cet algorithme est encore iciM™ne O ne operations arithnetiques, la
seule operation cotteuseetant la multiplicationa la ligne 2. Comme pour l'algorithme 3.2,
les autresetapes consistenta multiplier ou diviser chaque coe cient par uneement de K,
cesetapes se ealisent enO" ne operations arithrretiques.
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Application eval On a decrit dans les paragraphes pe@dents les deux applications de
l'algorithme 3.6 les plus di cilesa transposer. En e et la matrice qui associe au polyndme

p xe le polyndbme eciproque est anti-diagonale, donc autoadjointe. La matrice transpose
de la matrice qui associe au polyndme"x+ le polyndme p~x?e est la matrice qui associe

a ce méme polynébme, le ponnOmew. On ckduit l'algorithme 3.7 ainsi que la

proposition 3.10 qui en cecoule de ces egles de transpositions.

Proposition 3.10. L'algorithme 3.7 page 41 calcule I'image d'un vecteur de taille par
la transposee de l'application eval ;he en 8M" 3+ 2M"ne O”ne oerations arithnetiques.

Demonstration. La correction de cet algorithme se ceduit des proprees de transposition
enon@es plus haut.

L'application de la ligne 6 est la transpose de l'application de la ligne 8 de l'algo-
rithme 3.6 qui calcule le decalage d'un polyndme de degen. Pour obtenir un polynéme de
dege n, on compete le polyndme pe; de dege d; par n d; 2ros. La matrice de competion
est la transpose de la matrice qui tronque une srie d'ordrena l'ordre d;; ce qui est
l'action e ectiee a la ligne 9 de l'algorithme 3.6. Comme on a compkt ce polyndme
avec des zros, la multiplication e ectwee lors de l'algorithme 3.9 peut sentransformer en
deux multiplications de polynémes de dege deux fois plus petit;a™xs P ?, %xi mod x"
et xza'x Fol T%l—l,!x% 1. On ranene alors la complexie de ce calcula 2M" 3+ O"ne
orerations arithrretiques au lieu des M"ne  O"ne ogerations arithrretiques habituelles.

L'algorithme 3.9 est alors appet six fois, dont deux fois avec des polynémes de degm,
deux fois avec des polyndbmes de degg et deux foisa la ligne 6 avec des polynémes de
dege n mais avec un co(t de ]!/IA%- O"ne operations arithrretiques. L'algorithme de
multiplication 3.8 est appek avec deux fois des polynémes de dege;. Cet algorithme est
aussi appee lors de letape 3 mais la fonctionf est alors une fraction dont les nurerateurs et
cenominateurs ont des deges constants. La multiplication e ectiee dans l'algorithme 3.8 se
fait en temps lireaire selon la remarque 3.9. On retrouve donc bien la complexie annonee
de 81" 3+ 2M"ne O"ne operations arithnetiques. O

Retour a l'algorithme 3.5 On ceduit alors immediatement la preuve du treoeme 3.11.

Th eoreme 3.11. Soitp “po;p1;:::;pne*, I'algorithme 3.5 page 39 calcule la conversion du
polynéme pgTo~ X pnTn dans la base monomiale e2M™ne 8M %gZ O”ne operations
arithnetiques.

Remarque 3.12. SiM°ne O’n e, l'algorithme de Pan 3.1 eectue "2 2 leM™ne
operations alors que l'algorithme 3.5 en e ectue "2 ZﬁoM‘n- orerations. Le tableau 3.2
page 33 donne le nombre de multiplications de polynébmes de dege e ectiees par les
algorithmes en fonction de . Sauf si on utilise une FFT, l'algorithme 3.5 est plus rapide

que l'algorithme 3.1.
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Entr ee: p>K x avec dedp;xe Dn

Sortie: p°ge mod x"

. Calculer pgo et po1 tels quep™xs  po.o”x%e  Xpo1” X2e
2: pour i>70;1e faire
3:  di dedpo;;xe
4 pri Poi 2X ]J.
50 P2 XY py %92
6
.
8
9

(I

P3P X 1e
Calculer pgio and pg; 1 tels queps; s pai;0” X2  XPai:1"X2e
pour j >70; 1 faire
Psij  Paij 1 xe
10:  n pour

11: n payr

12: fq X
ol

13: f» T

d d
14: pgo  f,°Ppsi00 faf5°psi0;n mod x %

d dp 1
15: g1 f21 Ps:1:0 flle Ps:1:1 mod Xdl
16: renvoyer Pg:o X% XPg:1 X2

=

Algorithme 3.10: eval§; °¢=2 1e

3.4 Algorithme MtoC,

La premere approche, pour e ectuer l'algorithme inverse, est d'inverser chaque applica-
tion de l'algorithme direct, donc d'inverser chaque application de la factorisation(3.9). L'in-
version de l'algorithme mult” ;ve se deduit rapidement de l'inverse dev qui estv ! 21—:;
En e et comme l'inverse d'une application transpose est la transposee de l'application
inverse, on a donc

%ul” ;veZ b mult” ;v e
Comme pour l'application mul® ;ve, la remarque 3.9 entrane que cette operation s'e ectue
en O"ne operations arithnetiques.

Algorithme inverse de eval ;he Le second algorithme a inverser est l'algorithme
eval” ;he. L'approche la plus simple est strement d'inverser d'abord l'algorithmeevar ; he,
ce qui revienta donner un algorithme rapide pour le calcul deeval ;g» a1 g est l'inverse
compositionnelle deh (h"ge id). En utilisant encore le principe que la transpose de
l'inverse d'une matrice estegalea l'inverse de la transpose de la méme matrice, I'algorithme
de l'inverse deeval” :he, se ceduit en transposant l'algorithme evar ;ge.

Une facon d'inverser la fonction h est d'inverser directement terme par terme sa
repesentation (3.10) page 39. De cette manere, on obtient directement lecriture ineressante
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de g (dans le sens ai on isole la variablex) :

3
g Xxe o 1 (3.11)

Comme la formule (3.10), cette formule permet de deduire l'algorithme 3.10 pour
calculer evarl ;g en n'utilisant que des applications simples

Cet algorithme est semblablea 3.6. Pour \eri er sa validig, il sut d'analyser chaque
changement de variable e ectie. Quelques remargues sont quand méme recessaires. La
fonction f1 de niea la ligne 12 permet de retrouver la racine caree de la ligne 7. La
fonction f, & niea la ligne 13, a une double utilies, elle permet de corriger la multiplication
par x4 de la ligne 13 mais aussi de retrouver la racine caree de la ligne 1, gracea legalie :

o 1,

1 1 X 1 x 1

ce qui explique le 1 dans I'exposant def , de la ligne 15. Selon la formule pe®dente, lors
de la multiplication par f», il manque un facteur x pour ecugerer la racine caree. La

multiplication par x du polyndbme ps.1a la dernere ligne permet de ecugerer ce facteur

manguant. Pour le calcul des coe cients des ceveloppements en ries des fonctionbgj et
f1fJ, on peut utiliser les ecurrences \eriees par ces coe cients.

Les coe cients def§1 “d 2n 1°d 2neu, 4n d 1n 1eu, ;1 O

Les coecients de f1fd  "d 2ne"d 2n 1leu, 4°n 2°n 2 deu, -
98n? “8d 14*n 4 d* 7dZu, 1 O

Algorithme inverse de  eval” ;he On obtient par transposition I'algorithme 3.11.

Proposition 3.13.  L'algorithme 3.11 permet de calculer l'ogeration evarl ;ge en 8MA%-
AM™0e  O"ne
4

Cemonstration. La correction de cet algorithme se dceduit de la correction de I'algorithme
eval ;ge. Aux lignes 4, 5, quatre multiplications avec des polynémes de degen~2 sont

e ectiees. Dans la premere boucle, deux transposes de l'ogeration de cecalage sont
e ectees aux lignes 11 et 13a chaque fois avec des polyndbmes de dege au plus2;
il'y a deux passages dans cette boucle, la complexie de ces ogerations est dont43e.
Dans la seconde boucle un dernieshift' est e ectie avec un polynéme de dege au plus
n~4; il y a quatre passages dans cette boucle, la complexie de ces operations est donc
4M" %+. L'addition de toutes ces complexies nous donne bien la complexie annonee dans
la proposition. O
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Entr ee: p>Kj, X
Sortie: eval“p;ge
1: Calculer pgo et ps.1 tels quep xe  peo X2  Xpe1 X2
2. do eleg pgo;xe etd; degpsa;Xe
3 f1 1 x,fy 1 oln
4: pso0  mul V@G;o;fgoz mod x%2, ps;;  mul (y@6;0;flfgoz mod x%2
5: Pso MUl %e; 5 1Z mod X2, psy;y mull %es;q; faf§* 12 mod x¥12
6: pour i>70;1e faire
7. pour j >70;1e faire
8: Paij  shift "ps;j ~ Xee
9:  n pour
10: Pz Paio X% XPaji1 X2
11:  pp;  shift' “pg;e
122 pri X% B2
13:  poi” X  shift “pyge
14: n pour
15: renvoyer Po.o X% Xpo1 X2e
1/

7%

Algorithme 3.11: eval§; °=2 1
1x2 1

Entr ee: p “po;Piiiii;Pn®

Sortie: b “hy;by;::iibye tels queP%BTi"xe P pix'
1:a eval™p;g

2: renvoyer b mult"a;v e

Algorithme 3.12; MtoC,

Algorithme  MtoC, L'algorithme MtoC, se deduit alors de la factorisation :

MtoC, multt” ;v 1e Xeval” ;ge:

Le treoeme suivant 3.14 est une consquence de cet algorithme.

Th eoreme 3.14. Soit p “po;p1;:::;pne, l'algorithme 3.12 calcule I'application MtoCp,
en 8M°n~2¢ 4M~n~4e operations arithmetiques

Remarque 3.15. SiM"ne O"n e, l'algorithme de Pan 3.1 pour calculer I'application
MtoC, e ectue "2 2 leMne operations alors que l'algorithme 3.5 en e ectue“zﬁ
4i-MAn- operations. Le tableau 3.3 page 33 donne alors le nombre de multiplications de
polyndbmes de degen e ectees par les algorithmes en fonction de .

L'algorithme 3.5 est toujours asymptotiquement plus rapide que l'algorithme inverse

de 3.1.
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4 Multiplication et division rapides

Les algorithmes de multiplication et division [Str72] dans la base monomiale s'e ectuent
en O"M™nee operations arithnetiques. Par les algorithmes de conversion de bases decrits
dans la section peedente, des algorithmes de multiplication et de division entre des
polynébmes exprines dans la base de Tchebychev e®@"M™nee operations se deduisent
immediatement. Le probeme de I'utilisation des algorithmes pour le calcul de multiplication
ou de divisiona base de conversions est que la constante multiplicative dans la complexie
est importante ; cette constante est duea la conversion de la base de Tchebychev dans la
base monomiale puisa la conversion inverse qui doivent étre calcuees. Par exemple, le colt
pour multiplier deux polynémes de dege plus petit que n en utilisant cette technique est
alors de 1M " ne  20M %’%Z O™ ne operations arithrretiques.

Dans cette section, des algorithmes rapides directs pour ces deux operations sont
pesenes. Les algorithmes de multiplication sont issus de {5i012], alors que l'algorithme
de division rapide est une nouvelle contribution.

4.1 Multiplication rapide

Etant donres deux polyndmesa  ZagTo"x* a;T1"xe anTn"Xx* etb  ZhoTo xe
b T1" X bn"x*Tm " Xe, cette section donne un algorithme pour calculer le produit de
a et b, c'esta-dire le polynébme c tel que c %coToAx- C1T1 Xe Ch mTn m Xe. Un
algorithme direct se deduit de la formule du produit de deux polynémes de Tchebychev :

1 .
Th Xe Ty Xe é%'En m X* Tg msXeZ:

Cet algorithme ressemblea l'algorithme de multiplication naf dans la base monomiale. La
complexie de cet algorithme est O"nme operations arithmetiques. Dans la base monomiale,
d'autres algorithmes plus rapides existent pour multiplier des polynbmes comme par
exemple l'algorithme de Karatsuba. Pascal Giorgi (5io12] a eduit la multiplication de
polynémes dans la base de Tchebycheva deux multiplications dans la base monomiale (voir
algorithme 3.13). La complexie de la multiplication en utilisant cette eduction devient
tes bonne, la multiplication dans la base monomiale etant optimisee. Un algorithme
nunerique asymptotiquement plus rapide et qui permet de calculer la multiplication sans
se ramenera la multiplication entre polyndbmes dans la base monomiale aet donre par
Baszenski et Tasche BT97]. Cet algorithme utilise la transfornee en cosinus discete
qui est bien adapte pour la multiplication de polynébmes de Tchebychev. Giorgi 5iol2]
montre qu'experimentalement cet algorithme a base de cosinus direct n'est pas stable
nurreriguement. Dans cette section, on ne rentre pas dans les cetails de l'algorithme de
multiplicationa base de cosinus discret et le lecteur est inviea consulter [BT97, Giol2)
pour plus de cetail.
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Algorithmes de Giorgi

Les algorithmes de Giorgi pour calculer ce produit utilisent la formule(3.1) page 33.
Grace a cette formule, la multiplication entre deux polyndmes exprimes dans la base
des polynémes de Tchebychev se ranenea la multiplication des polynbmes de Laurent
%, 1x "1 an X" Zet 1%, 1x M1 bn 1x™ 1Z Le produit de ces deux
polyndmes de Laurent est3 %n m ox " M 2 Ch m 2x" ™ 2Z L'algorithme de multi-
plication 3.13 de deux polyndmes dans la base de Tchebychev suivi de la proposition 3.16
se ceduit alors de cette remarque.

Entr ee: @ 1P} g% Ti'x*; b PR ¢ BT x* aveca>K x et b>K x

Sortie: P " 2® T x» ab

1: Calculerpy PR §Bux PR o BexK

2: Calculerp; PR 3 BxkPI by k 1X¢ boxk-2

3: renvoyer les coe cients ¢ tels que

m 2

Q Gx  pi“xe p1<l‘ x ™ Ipy"xe x™ lp2<}°
nm 2 X X

n

NI

k

Algorithme 3.13:  Multiplication de polyndémes dans la base de Tchebychev

Proposition 3.16 ([Giol2]). L'algorithme 3.13 permet de calculer la multiplication entre
deux polynémes de dege plus petit qua et m exprines dans la base des polyndmes de
Tchebychev en au plugM™max™n;mes  O"n me operations arithnetiques.

Demonstration. La correction de cet algorithme se ceduit de la formule (3.1) page 33.
La complexie de cet algorithme vient des deux multiplications de polynémes de dege
respectifsn et m. Les autres operationsetant des additions ou de la eecriture (inverser les
coe cients), elles s'e ectuent en O™ ne ogerations arithnetiques. O

Cet algorithme peut etre aceke lorsque la FFT est utilie. En e et, lors de la
multiplication des lignes 1 et 2, on multipliea gauche par le méme polynéme, on peut alors
eviter une FFT en ne calculant la transformation qu'une seule fois au lieu de deux. De
manere moinsevidente, les transformations des facteurs droits des produits peuvent se
calculer en utilisant une seule FFT. Lek™® coe cient du vecteur obtenu par la FFT du
polyndme x™b%gZ est donre par :

m .
Q b! k'; al ! est une racine primitive n f™® de l'unie ;
i 0

ce qui correspond aun m K™® coe cient du vecteur obtenu par la FFT du polyndbme b
gracea legalie ! 1 1™ ™M 1 On peut donc bien deduire la FFT de x™b%§Z par inversion
du vecteur obtenu par la FFT de b. Cette remarque permet deviter de calculer 2 FFT de
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taille 2n et donc les deux multiplications s'e ectuent en 4 FFT de taille 2n au lieu des 6.
On en ceduit alors la proposition suivante :

Proposition 3.17 (Giorgi [Gio12]). La multiplication par FFT de deux polynémes exprines
dans la base des polynémes de dege et m de Tchebychev se calcule eéM“max‘n; Mmee
O"n me operations arithnetiques.

4.2 Division rapide

L'operation entre deux polynémes qui vient juste apes la multiplication est la division
euclidienne. Le but de cette section est de donner des algorithmes pour le calcul de la
division euclidienne notamment un nouvel algorithme de complexie proche de la complexie
de la division entre deux polynémes dans la base monomiale.

Algorithme na f

Un algorithme nad pour cette division est deduit de l'algorithme de division entre
deux polynémes dans la base monomiale. On trouve alors I'algorithme 4.2 qui a la méme
complexie que l'algorithme nasf de division dans la base monomiale. La correction de cet

Entr ee: a PP g %x etb PM'®x' dansK x avecn Ameta, 1 x0ethby 1x0
Sortie: 1 PP&%®ix; g PMg%x' >K x telsquea bq r
[ n m,q o, r a
Cob bm1
tantque i x O faire
¢ coe'rx;i m 1l
q q ZTi"xe
r r cTi"xetb
T
n tantque
Algorithme 3.14:  Algorithme de division entre polynbmes de Tchebychev

algorithme se ceduit de la formule de multiplication entre deux polyndémes de Tchebychev :

1 -

Dans la boucle,n m passages sont e ecties. La seule ogeration de cette boucle s'e ec-
tuant en temps non constant est le calcul du reste . La multiplication d'un monéme par le
polynéme b suivi de la soustraction se calcule en au plu®~me operations arithretiques.
En e et si best de degem, le polyndme ¢; Ti"Xe est un polynébme qui contient au plus an
coe cients. l'addition entre un polyndme contenant n coe cients et un polynéme contenant
2m coe cients s'e ectue en 2m operations si n A2m, ce qui explique la complexie du
calcul de chaquer. La complexie de cet algorithme est donc bienO"nme operations
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arithrretiques. On peut remarquer que l'on obtient la méme complexie que pour le calcul
du polyndbme dans la base monomiale [vzGGO03].

Algorithme rapide par conversion

Dans la base monomiale, grace a la nmethode de Newton, StrassenS{r72] (voir
aussi yzGGO03]) a ramere le calcul d'un quotient entre deux polyndbmes de dege res-
pectif plus petitque n etmen9M"n me O"n me operations arithmetiques et le calcul
du reste enM"ne  O"ne en multipliant le quotient obtenu par le cenominateur. On peut
donc obtenir une complexie quasi-lireaire pour la division en utilisant I'algorithme de
conversion de la section 3.

Nouvel algorithme rapide

L'algorithme que je propose ici permet de calculer le quotient entre deux polynémes
de Tchebychev en la m&me complexie que pour le calcul dans la base monomiale @& un
nombre lireaire d'operations pes).

La division entre les polynémesa et b permet de calculer le polynébmeg de degen m
etr de degem 2 tels quea bqg r. Cetteegalie reste vraie lorsque l'onevalue ces
polyndmes en* >2‘ " Si ai, b, g et r; sont respectivement les coe cients dans la base de
Tchebychev des polyndbmes, b, g et r, alors legalie (3.1) page 33 nous donne :

nl . m
Q asx' Q
i m

i n1

1 . nm

bsx' Q

i m 2 i.
Qs Q rIsxX:
i m 2

1 m

Dans cette equation, on souhaite calculer les coe cientst;:::¢h m. En coupant le
sx x t . .
polyndme de LaurentqS™——-+ en deux, on garde seulement les coe cients assoces aux
deges positifs. Si de plus on multiplie cetteequation par x" pour obtenir uneegalie entre
polynébmes, on a :

2n 2 . m n 2nm 1 .
Q asn1X Q bsgpnax Q Ggn 1 (3.12)
i 0 i mn in1l
mn 2 2n-m 1 . nm3 .
Q b$n 1§(| Q Os n 1§(| Q F'sn 1§(|: (3-13)
i mn in1 inml

La partie droite de cette equation est un polyndbme de degen m 3, cette equation
repesente donc legalie deduite de la division euclidienne entre

2n 1 . mn 2 .

i i.
Q agn 1x et b nx;
i0 i mn

|
le polynémeP?" Mg ,x' et le membre droit de lequationetant respectivement le quotient

et le reste de cette division. De cette facon la division entrea et bdans la base de Tchebychev
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Entr ee: a P} ol%iTiAx- etb P{"ol(ﬁTiAw des polynémes danK x

Sortie: @ PMJ"®Ti"xeetr PPMZ%® T "xo telsquea bq r.
1: Calculer le quotient P! J" gx' de la division de P2, %ag ,, 1&' par P! . 2bg , 1
2: Calculerr a bP]J"gGTi"xe
3: renvoyer P! " GTi"xe; r

Algorithme 3.15:  Division euclidienne rapide dans la base de Tchebychev

est ramereea la division entre les polyndémes

2n 2 ) mn 2 .
Q ag, 1x' et Q bgn
i 0 i mn

dans la base monomiale. L'algorithme 3.15 s'en ceduit.

Th eoreme 3.18. L'algorithme 3.15 calcule le quotient et le reste de la division euclidienne
dans la base des polynémes de Tchebychev d'un polynéme de dege strictement plus petit
quen par un polyndéme de dege strictement plus petit quam, les deux exprines dans la
base des polyndmes de Tchebychev.

Le quotient se calcule erbBM"n me O"n me operations arithnetiques et le reste se
calcule en2M™ne O"ne operations arithnetiques.

Cemonstration. La correction de cet algorithme se ceduit de lequation (3.12).

Pour calculer le quotient, cet algorithme se rarmenea calculer un quotient dans la base
monomiale entre un polynéme de dege & et n m, ce qui S'e ectue avec l'algorithme de
Strassen Btr72] en BM"n  me operations arithnmetiques. Le calcul du reste e ectiea la
ligne 2 se ranenea la multiplication entre deux polynémes dans la base de Tchebychev, ce qui
selon la proposition 3.16 s'e ectue en au plus I"ne O"ne ogerations arithnetiques. [
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Chapitre 4

Polynémes et fractions de Ore

Resume

Ce chapitre rappelle la theorie des polynébmes de Ore qui permet de repesenter
les operateurs dierentiels ou de ecurrence comme des polyndmes. Il donne aussi
des esultats de complexie sur les ogerations de multiplication et de division entre
ces polynébmes. Finalement, et c'est I'objectif principal de ce chapitre, les fractions
d'operateurs de Ore sont pesenges ainsi que leurs principales proprees.

Sommaire
1 Polyn 6mes de Ore . . . . . . . . . . . i e 55
1.1 Introduction aux anneaux de polyndbmes de Ore . . . .. ... ... 55
1.2 Multiplication rapide d'ogerateurs de ecurrence. . . .. ... ... 63
2 Fractions de polyn 6émesde Ore . ................... 68
2.1 L'ensemble des paires de polynébmesde Ore .. ........... 68
2.2 Corps des fractions d'ogerateurs . . .. ... ... .......... 76
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Une facon de repesenter uneequation dierentielle lireairea coe cients polynomiaux
ou une ecurrence lireaire a coe cients polynomiaux est de lecrire comme operateur
agissant sur une fonction ou sur une suite. La fonctiorf e’ est solution de lequation
dierentielle :

2xy"xe y®xe O;

ce qui skcrit en termes d'ogerateurs :
"2x @ f O
a @ est l'operateur de cerivation. La suite %"%Zr»z est solution de la ecurrence
"n leu, "n 1 Kkeup, 1 O;

ou en termes d'ogerateurs :

- - n
N 1 "n 1 KeSpe <« oo 0
k n>Z
al S, est l'operateur de cecalage agissant sur les suites paS, “Un®nsz  “Un 1°nsz. Deux
orerations naturelles arrivent avec ces operateurs, I'addition et la composition, qui n'est
pas commutative. Par exemple dans le cas dierentiel, la egle de commutativie

@x x@ 1,

se ceduit de la egle de Leibniz :
“fge® f9 fg<*

Guillaume Libri [ Lib33, Lib36] aet le premiera ceer un lien entre la treorie des
equations dierentielles lireaires et la treorie desequations algebriques. Il montre notam-
ment comment baisser l'ordre d'une equation dierentielle lorsque I'on en connat une
solution particulere. Par la suite, plusieurs grands mathematiciens du XX®m¢ sgcle ont
ceveloppe ce lien. Paul Emile Appell [App81] donne dans l'introduction de son nmemoire
un historique assez bref dans ce domaine. M&me si Libri avait monte que ces esultats
s'appliquaient auxequations aux dierences, c'esta-dire auxequationsen , Sp 1 Sp,
ceux-ci ont essentiellementee ceveloppes pour lesequations dierentielles lireaires.

Oystein Ore [Ore31, Ore33 a ceveloppe une treorie plus gererale sur ces operateurs
en les identi ant comme polynémes non-commutatifs qui sont appeks dans cette trese
polynémes de Ore ou polyndmes tordus. Des cas particuliers des polynémes de Ore sont les
operateurs dierentiels mais aussi les ogerateurs de ecurrence ou encore les ogerateurs aux
dierences. Des deux ogerations naturelles Ore a ceduit des lois pour construire un anneau
de polynébmes. Il a monte que ces anneaux sont euclidiens et donre une nethode pour
calculer les p.p.c.m. entre ogerateurs. Dans les mémes articles, Ore & nit le corps des
fractions d'operateurs, corps qui interviennent de facon centrale dans cette these. L'objectif
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de ce chapitre est de ¢ nir ce corps et d'en donner les principales proprets qui sont pour
la plupart duesa Ore.

Pour y parvenir, les principales proprees des polyndmes de Ore, limiees essentiellement
aux operateurs dierentiels lireaires et aux operateurs de ecurrence lireairesa chaque
foisa coe cients des fractions rationnelles, sont e nies et rappekes dans ce chapitre.
Ore, en utilisant I'algorithme d'Euclide non commutatif entre operateurs, a & ni leurs
p.p.c.m et le p.g.c.d. Manuel Bronstein et Marko Petkowsek [BP94b] ont donre une version
plus moderne des algorithmes de calcul de ces p.g.c.d et p.p.c.m. Ces algorithmes et un
algorithme de multiplication rapide da van der Hoeven [vdHO02] sont rappeks dans la
section 1.

Pour nir, les fractions de polynémes de Ore sont ck nies en section 2 Les operations
entre fractions sont rendues e ectives d'une part par les algorithmes donres dans ce chapitre
et d'autre part par I'explication du package OreField Ce packageMaple aet developpe
lors de cette trese et sert de brique de base pour le packaggsRecurrenceesent dans le
chapitre 8.

1 Polynémes de Ore

Cette section pesente un rappel sur les polyndmes de Ore. Pour plus de cketails on peut
se etrera [BP94b, Chy98].

1.1 Introduction aux anneaux de polynémes de Ore

Les anneaux des operateurs dierentiels et des ogerateurs de ecurrence lireaire sont
des cas particuliers d'anneau de polynémes de Ore. Ces anneaux sont munis des egles de
commutation

ipr- pr0i p®=xe 0; Shp'ne p'n 1eS,:
dx dx ’ '
Plus gereralement, un anneau de polyndbmes en une incetermiree@avec des coe cients
dans un corpsK est un anneau de polynémes de Ore, quand son produit est ce ni par la
egle de commutation
@p "p@ “p; p>K (4.1)
al pour tous a et bdanskK,
"a b "ar b “ab  "ae "b; “ale fas b
"a b Tae  Tbe; “abe “a* "b»  “acb:

Cet anneau est cenok K*@ ; e Les operateurs dierentiels lireaires sont obtenus avec

Id et d~dx ; les ogerateurs de ecurrence lireaires avec Sy et 0. L'operation
Sn1 “Un*nsz " Un 1°nsz €st aussi naturelle, il est alors possible de & nir des polyndmes
de Laurent-Ore avec ! 1 1et la "as 1. Les operateurs de ecurrence
lireaires de Laurent-Ore seront souvent utilis dans cette trese.
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Entr ee: A P[4 & neSl etB P% b neS|, @ a>Kn eth>K n
Sortie: Le produit C BA P, ¢ neS, a1 ¢ >K n
dc 'n I',e
pour | de Oa d¢ faire
¢ ne P! oh"nea i"n e favecai"ne O pouriArp etbh"ne O pouriArgg
n pour

renvoyer C P, ¢ neS]

Algorithme 4.1:  Multiplication tordue nawve

Notation 4.1. A n de distinguer l'action d'un operateur et le produit dans I'anneau
d'operateurs, qui corresponda la composition des actions, la notation est utilisee pour
celle-ci. Ainsi :

@f f¥S, un uy 1

Notation 4.2.  Pour simpli er les notations, on notera les anneaux d'ogerateurs dierentiels
et d'operateurs de ecurrence respectivement parK™xe” @e et K™'ne' Sye Pour certains
algorithmes, on s'autorisera aussia travailler dans leurs sous-anneaux, les ogerateursa
coe cients polynomiaux noes K x " @eetK n"Sye

Remarque 4.3. L'anneau des operateurs dierentiels lireairesa coe cients polynomiaux,
K x ~ @e est isomorphea l'algebre libre K™ x; @e quotiente par le polyndbme @x 1 x@.

L'algorithme 4.1 ci-dessus ccrit une nethode nasve pour multiplier deux ogerateurs de
ecurrence, qui sera utilisee dans ce memoaire.

Comme pour l'algorithme de multiplication entre polynémes dans le cas commutatif,
cet algorithme se cereralise facilementa la multiplication de polynémes de Laurent-Ore.

La principale propree des anneaux de polynébmes de Ore, est que le dege (en la
variable @) du produit est la somme des deges des deux operateurs. Dans les anneaux de
polynémes commutatifs, ce esultat permet de e nir un stathme et rend I'anneau euclidien.
L'argument sétend aux polynémes de Ore. L'algorithme de divisiona droite existe toujours,
la divisiona gauche existe lorsque est inversible, c'esta-dire que est un automorphisme.
C'est le cas dans l'anneau des operateurs dierentiels au  est l'identie. C'est aussi le cas
dans l'anneau des ogerateurs de ecurrence al S, est un automorphisme deK™ne dans
lui-méme @ toutebment de a'ne >K"ne, onaa™n 1s>K"ne telque “a’n 1es a'ne).
La principale dierence avec la division commutative est que les divisionsa droite eta
gauche sont dierentes.

Exemple 4.4. Dans le cas des operateurs de ecurrence sSA nS?2 netB S, 1,en
e ectuant une division euclidiennea droite on a :

A n°S, 1B;
en I'e ectuanta gauche, on a :
A B'S, 1n 2 2

56 1. POLYNOMES DE ORE



CHAPITRE 4. POLYN OMES ET FRACTIONS DE ORE

Entr ee: A;B >K™ne" S, e
Sortie: R;Q >K"ne Spetels queA QB R et degR @degQ
da degreéA;S,e etdgs degreéB;S;e
[ da dg, Q 0,R A
Cg coe "B;dg*
tantque i x O faire
Cr coe R;i dge
Q Q CrSier
R R CrSi&B
i i1
n tantque
renvoyer QetR

Algorithme 4.2:  Algorithme de divisiona droite

Remarque 4.5. Une autre congequence du stathme est que cet anneau est sans diviseur
de =zro.

L'algorithme de divisiona droite entre deux operateurs de ecurrence 4.2 est decrit
ci-dessus. On retrouve le méme algorithme que dans le cas commutatif, en faisant attention
a multiplier par @ toujours du méme coe.

La notation coe "B;rge repesente le coe cient de S/# dansB. C'est une fraction
rationnelle enn. Comme pour la division euclidienne entre deux polyndmes commutatifs, la
terminaison de cet algorithme s'explique par la cecroissance stricte des deges du polynéme
Ra chaque ieration dans la boucle.

Remarque 4.6. L'algorithme 4.2 se gereralise aux polynémes de Laurent-Ore. En e et,
si A et B sont des polynémes de Laurent-Ore de valuation (la valuation est le petit dege
des monémesy etrg etd min“ra;rge. Alors S!QS, 9 et SUR, ck nis par la division
entre S,9A et S,9B :

S,9A 0s.,B R;

sont respectivement le quotient et le reste de la division dé\ par B.

On ceduit de cet algorithme de division I'algorithme d'Euclideetendua droite qui permet
de calculer le plus grand commun diviseura droite (not gcrd commegreatest common right
divisor), les coe cients de Bezout (les ogerateurs U etV telque UA VB 1) etunp.p.c.m
cette fois-cia gauche qui est not Icim (least common left multiple. Dans l'algorithme 4.3,
qui cecrit I'algorithme d'Euclide etendu a droite, les operations quotienty,.; "A; B et
A modgrit B sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidiennea droite
de A par B. On ceduit de celui-ci la proposition suivante.

Proposition 4.7. L'algorithme 4.3 prend en entee deux operateurs de ecurrence a
coe cients des fractions rationnelles en n et renvoie le gcrd, les coe cients de Bezout de
ce gcrd et les cofacteurs dulclm entre les deux ogerateurs.
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Entr ee: A;B >K™ne"S,e
Sortie: gcrd"A;Be, Uy et V; tels queU;A ViB  gerd A;Be et
Uy et V, tels queUA VoB  Icim™A;B e
Ro A
R, B
Uo 1; Vo 0
U, 0; V1 1

i 1

tantque R; x O faire
Qi;Ri 1 “quotient et restesqyoit "Ri 1;Rj* par l'algorithme 4.2
Ui U1 QU; Vit Vi1 QiV
i i 1

n tantque

n i
renvoyer R, 1 gcrdA;Be; "Up 1;Vh 1 "Up Vie et "Up Ve “Uo; Voo

Algorithme 4.3.  Algorithme d'Euclideetendua droite

La preuve suivante s'inspire des preuves deCoh63 BP96 .

Demonstration. La terminaison de cet algorithme s'obtient en remarquant que les deges
des polynémes de OreR; sont strictement decroissants par rapporta i. Cette decroissance
stricte s'explique par le fait que le dege d'un reste de la division entre deux polyndmes est
toujours strictement plus petit que le dege du diviseur. Il existe donc uni tel que R; O.

La correction de cet algorithme se montre en plusieurs etapes. Pour montrer que
Rn 1 gcrd A;B e, on montre d'abord que pour tout i compris entre 1 etn :

gerd' R 1;Rj* gerdRi; Ry 1°:
En cecomposant Rj 1 enQ;R; R;j 1, on voit que gcrd"R; 1; Rj* divise R; i1a droite, donc
divise gcrd"R;; R; 1¢a droite. En cecomposant Rj 1 enRj 1 QjR;j, on a pour les mémes
raisons,gcrd”R;; R; 1* qui divisea droite gcrd'R; 1;Rje, d'au legalie. Si de plus on utilise
la propree Ry, 0, on obtient la suite degalies suivante qui permet de conclure :
gcrd"A;B e gerd' R 1;Rje  gcrd’Ri; R 1° gerd Ry 1;Rne Ry 1

Pour montrer que les couplesS U, 1;Vh 1° et "Up; Ve sont respectivement les coe cients
de Bezout et les cofacteurs dulclm entre A et B, on eexprime les calculs de I'algorithme
par des multiplications de matrices. Pour cela, on & nit la matrice Mg, par :

0o 1
Mo.
1 Q
On ceduit de cette matrice lesegalies suivantes :
U M
U1 Vi1 MqMqg, , Mg, (4.2)
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et
Ri Ui Vi Ro .
Ri 1 U1 Vi1 R1°

(4.3)
Gracea ce calcul matriciel, on a imnediatement, pour tout i compris entre 0 etn, legalie :

UA VIB Ri: (4.4)
En utilisant cette propree pour i n 1,ona:

Un 1A V, 1B gcrd’A;Bs;

ce qui prouve la propree sur les coe cients de Bezout. En l'utilisant pour i n, on
obtient :
UA WV,B O

UnA  VyB est donc bien un multiple communa gauche deA et B. Il restea montrer
maintenant que c'est le plus petit. Soient deux operateursCy et C; tels que

CoA CiB O (4.5)
En remarquant que la matrice Qli é est l'inverse deMq,, on ¢ nit la suite d'ogerateurs
Ci pouri allant de 2a n par :
Ci Ci1 Co Ci "Mg, Mg, ': (4.6)

En combinant lesequations (4.3), (4.5) et (4.6), on obtient la relation suivante :

Ri

C Ci1 Ri 1 0:
En particulier legalie est vraie lorsque i n 1, on a donc dans ce ca€, 1R, 1 O
car R, 0, ce quiimpliqueC, 1 O puisqueR, 1 gcrd"A;Be x 0 et qu'il n'y a pas de
diviseur de 0. En utilisant legalie  Co Ci 8(1) xz Co Ci avec lesequations(4.2)
et (4.6), on obtient :
C Cii uLiJil V\i/il Co Ci:

CommeC, ;1 0O,0onaCp C,U,etC; C,V,.CpetCy sontdes multiplesa gauche de
Un et V,. Ceci prouve la minimalie de ces operateurs. O

Remarque 4.8. L'algorithme 4.3 se gereralise aux polynémes de Laurent-Ore. En e et si
A et B sont des polynémes de Laurent-Ore de valuatioma et rg, on noted min“ra;rge
et I'entee de l'algorithme est alors la paire d'operateurs “SndA; SndB-.
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Remarque 4.9. L'algorithme d'Euclidea gauche séecrit de manere similaire, on en ceduit
le p.g.c.da gauche (gcld) et le p.p.c.ma droite.

On utilisera dans la suite la notation suivante pour les cofacteurs.

Notation 4.10. Pour deux operateurs A et B, on note par "B+" et "A«® les cofacteurs
de leur Iclm tels que :
Icim"A;B+ "B"A "A+®B: 4.7)

Les quelques lemmes suivants sur lielm, ses cofacteurs et leggcld seront utiles pour la
suite. Le premier lemme est une congequence directe des c nitions.

Lemme 4.11. Trois operateurs de ecurrence A, B, C quelconques \eri ent lesegalies
suivantes :

gcldAB;AC « AgcldB;Ce; Icim"BA;CAe« Icim™B;C-A:

et
Icim"A;Icim™B;Ces Icim”lciIm™A;Be;Cs IciIm"A;B;C+; (4.8)

Lemme 4.12 ([Ore33). Trois operateurs de ecurrence A, B, C quelconques \eri ent les
egalies suivantes :
o B ~neC .
“ABC AL “BCet "Be ATTTCOM: (4.9)

Demonstration. Iclm”™A;BC ¢ est un multiple gauche deC, on a donc :

“ABCBC [cim™A;BC+ IcIm™A;C;BC+ Icim”lcim”™A;C+;BC->: (4.10)
On a par suite en utilisant plusieurs fois la c& nition d'un cofacteur et la propree du
lemme 4.11 sur le IcIm legalie suivante :

R R apC Al C x~p,C. B
IcIm”lcim™A;Ce;BCe IciIm™ Ae~C;BCe Icim™ Ae~;BeC S'Ae~e BC:

L'anneau des polyndmes de Ore n'a pas de diviseur de 2ro. Legalit reste donc vraie en
divisanta droite par BC, ce qui prouve lequation (4.9).
Pour montrer la secondeequation, on utilise d'abord la e nition d'un cofacteur pour
obtenir : e e
“Be A*CeA A "Be A "ACC  IcIm"BC;"AsCCe:

Selon la & nition d'un cofacteur de Icim, le membre droit de lequation peedente est
egala IcIm”BC; IcIm™A; Cee, qui selon lequation (4.10) est lui mémeegala IcIm"BC;As.
On en ckduit donc la suite degalies suivante :

.C ~ ~ ~
“Be A "Ce"A Icim"BC;Ae “BC"A:
Encore une fois, la divisiona droite par A de cetteequation permet de conclure. O
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Lemme 4.13. Trois operateurs de ecurrence A, B, C quelconques \eri ent legalie

suivante :
"BACA "B.C: (4.11)

Cemonstration. Ce lemme se ceduit imnediatement de lequation :
“BA+“*CA Icim"BA;CA+ IcIm"B;C+A "B+“CA:
[

Lemme 4.14. Trois operateurs de ecurrence A, B, C quelconques \eri ent lesegalies
suivantes :

“leim™A;BeeC  IcIm™ AeC:"BeCe ~ALIMBC I BC Ncm A;B;C e C: (4.12)
Demonstration. En revenanta la ¢ nition d'un cofacteur, on a d'une part
“lcim”™A; B e Cc lcim”lcim™A;Be;Ce IcIm™A;B;C e
et comme IcInTAC;BC e+ Iclm”A;B+C, on a d'autre part
IcIm“A-C;AB-C-C lclm™ A-CC;AB-CC- lcim”lcim™A;Ce;lcim™B;Cee IcIm"A;B;C :

Il sut de diviser 'ensemblea droite par C pour conclure sur la validie de la premere

equation.
Pour cemontrer la deuxemeegalie, on utilisea trois reprises la ¢ nition d'un cofacteur
pour avoir la suite degalies suivante :

SALIIMIBIC g Co ~ALIMTBC |0 m B Ce  IciM™A:B:C+ “lcim”A;B e CC:

En divisanta droite par C, on obtient la formule souhaite.
La dernereegalie est un conequence imnediate desegalies :

“lcim™A; B e Cc Icim”™A;B;Ce IciIm™ IciIm™A; B e CC;‘C-CC- “lcim™A;B; C e Cc:
O
Lemme 4.15. Pour tous ogerateurs de ecurrence A; B et C, l'ogerateur
lcim™ C+*;"C+B"A B
est un multiplea gauche de l'ogerateur Icilm”A  B;Ces.

Demonstration. |l est clair que l'operateur lcim™ C+”*;"CeBe"A Be est un multiple a
gauche deA B. En distribuant par rapporta 'addition on a :

lclm™ C-A;AC-B <A Be Iclm™ C-AA; “CeBAe IcIm™ C-AB; “C+BB.:
En utilisant la ce nition du Iclm, cet operateur devient
Icim"A;C; "C+® A« IcIm™ C+"B;B;C:
Celui-ci est un multiplea gauche de C, ce qui cemontre le lemme. O
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Remarque 4.16. La somme de deux suites P-recursives est aussi P-recursive. latm
permet de le montrer en calculant un operateur de ecurrence qui annule la somme. En
e et si les suites u et v sont respectivement annuees parA et B, alors elles sont annukes
par des multiples deA et B, on a donc :

lcim™A;Be "u ve O

Exemple 4.17. En utilisant un Iclm, il est facile de prouver legalie classique du triangle

de Pascal :
n 1 n n

< ° < L[] < °
k 1 k k 1
En utilisant la repesentation des binomiaux en factoriels, ona™n 1 ke%'Z “n 1:%Z
La suite des binomiaux est donc annuke par I'opgerateur P, ¢ ni par :

P« "'n 1 keS, "n 1s:

Pour e ectuer la somme souhaike, on e ectue donc lelclm entre Py et Py 1. On obtient
de cette fecon l'ogerateur :

lcim*P;Px 1* "n 2 ke'n 1 keS2 2n 2°n 1 keS, "n 2°n 1

Pour montrer que cette operateur annule la suite "/«5‘9 iZ il sut d'e ectuer la division
entre Icim”Py; Pk 1 et l'operateur

"n 1 keS, "n 2

qui annule o/qn? 12 La division est exacte, donc IcImiPy; Px 1 annule la suite % iZ

Pour nir la preuve, il sut juste de \eri er que legalie est \eriee pour les conditions
initiales de la ecurrence en faisant attentiona ses singularies k 1 etk 2. Si on montre
que la propret est vraie pour n @k; n ketn k 1, on aura ccmonte la propree.

Pour n @k, on a :
n n n 1
(]

% k1 ko1
donc legalie est eriee. Pour n ketn k 1,ona:
k k k 1 k 1. k 1 k 2._

K Lo 1 et w1 K2 g

0;

< .
k k 1
Les conditions initiales sont bien \eriees, on a donc bien prouwe legalie du triangle de
Pascal.

Remarque 4.18. Si la suite u est annuke par deux operateurs de ecurrenceA et B, les
deux operateurs U et V qui sont les coe cients de Bezout du gcrd entre A et B nous
donnent

gerdA;Be u UA u VB u O

Le gcrd fournit alors une ecurrence d'ordre moindre.
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Exemple 4.19. Le developpement en srie de Tchebychev de la fonctiorxke* est :

In 1721 Iy 171
nl nl T.°

xe* Q 5 n"Xe:

n>z
al Ip"1e est larf™ fonction de Bessel modiee de premere especeevaliee en 1. Dans le
chapitre 5, un algorithme pour calculer les ecurrences satisfaites par les coe cients d'une
rie de Tchebychev solution d'uneequation dierentielle est donre. Cet algorithme prend en
entee uneequation dierentielle et donne en sortie une ecurrence lireaire. Pour la fonction
xeX, on peut utiliser I'algorithme avec lequation dierentielle  xy®xe “x 1ey"xe 0. On
obtient en sortie la ecurrence :

Uy 2nup 1 "2n 8u, 3 uUpa O

On sait par ailleurs qu'il existe une ecurrence d'ordre 2, deduite de la ecurrence satisfaite
par la suite des fonctions de Bessel modiees, qui annule cette suite. Cette ecurrence
n'est donc pas d'ordre minimal. Une autreequation dierentielle annule xe*, il s'agit de
lequationa coe cients constants et d'ordre 2, y®%e 2y®xe y“xe 0. En utilisant
le méme algorithme avec cette equation dierentielle, on obtient encore une ecurrence
d'ordre 4

“n 3eu, %n? 16n 127u, 1 %n° 24n? 42n 20Zup o
%n> 16n 12Zup, 3 "n leu, 4 O

Le gcrd des deux ecurrences est :

"n?2 3n 3eu, 2n® 3n%2 3n leup; n? n leup 2 O
La remarque pe@dente nous dit que cette ecurrence annule bien la suitel, 171 1 1" 1e.
On a donc obtenu de cette facon une ecurrence d'ordre plus petit.

1.2 Multiplication rapide d'ogerateurs de ecurrence

Cette section rappelle les principaux esultats de complexie pour les algorithmes de
multiplication d'operateurs de ecurrence, de calcul du Iclm et de calcul dugcld. L'entee
de chaque algorithme est compose d'ogerateurs de ecurrencea coe cients polynomiaux
enn. Comme expliqe dans la section 2.2, le mocele de complexie utilie dans cette section
est le nombre d'operations arithrretiques e ectiees. La taille d'un objet est donc le nombre
dekments sur le corps K qu'il comporte. Par exemple siA >K n " S,e alors sa taille sera
borree par le maximum des deges enn de ses coe cients plus 1, multiple par I'ordre de
'operateur en S, plus 1.

Cette section pesente les algorithmes de multiplication entre polynémes de Ore. La
complexie de l'algorithme nasf 4.1 est donree avant detudier un algorithme rapide da
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a van der Hoeven [vdHO02]. Un des esultats importants du chapitre 5 repose sur cette
multiplication rapide.

Du point de vue de la complexit, l'ogeration la plusetudee dans un anneau est souvent
la multiplication. Contrairementa I'addition, cette ogeration n'a pas une complexit lireaire.
L'existence d'algorithmes rapides pour calculer celle-ci est donc importante. On peut penser
a la multiplication rapide d'entiers, la multiplication rapide de polyndmes ou la multiplica-
tion rapide de matrices. Les algorithmes de multiplications rapides d'operateurs dierentiels
ou d'operateurs de ecurrence sont assez ecents. En 2002, van der HoeverdHO02] a donre
un algorithme rapide de multiplication de polyndbmes non-commutatifs en ramenant cette
multiplication au produit de deux matrices. Cet algorithme aete anelioe par Bostan,
Chyzak et Le Roux BCLRO08]. Plus ecemment Bostan, van der Hoeven et moi BBvdH12]
(voir annexe B) avons anelioe cet algorithme dans le cas ai les deges des polynémes sont
grands (ou petits) devant les ordres des operateurs.

Recemment van der Hoeven ydH11] a donre des algorithmes rapides pour le calcul
du Iclm et le gcld entre ogerateurs dierentiels en basant la complexie de ces algorithmes
sur la complexie du produit de deux ogerateurs dierentiels. Dans un articlea para’tre
prochainement BCLS12], les auteurs donnent d'autres algorithmes de calcul décim bases
sur la multiplication polynomiale rapide.

Complexit e de l'algorithme na ef

Avant detudier un algorithme rapide de multiplication, il est pertinent detudier la
complexit de l'algorithme nasf 4.1 a n de pouvoir les comparer.

Dans cet algorithme l'ogeration de decalage d'un polyndbme est e ectiee plusieurs fois.
Pour un polyndbme de dege d, un algorithme na«f e ectue cette operation de decalage
en O"d?« operations arithrretiques. Il existe des algorithmes rapides qui e ectuent cette
oreration en M"de Q" de operations arithnetiques. Un de ces algorithmes est explige
dans le chapitre 3 (algorithme 3.2 page 35).

Si l'algorithme 4.1 prend en entee deux polyndmesA et B dansK n " S,echacun de
bidege “r;de en S, et n, en utilisant les algorithmes nafs de multiplication et de cecalage
d'un polynéme, celui-ci s'e ectue en O"r?d?« ogerations arithrretiques. En e et,a chaque
passage dans la boucle, au plusdZproduits de polyndmes de deged et 2r ogerations de
tecalage de polyndme de deged sont e ectiees. La multiplication nasve de deux polynémes
de dege d et l'ogeration de decalage de polyndme s'e ectuent toutes les deux enO”d?e
orerations arithnetiques, ce qui explique la complexie annonee. La complexie de cet
algorithme est ici la méme qu'avec la multiplication nawve de polynémes bivares dans des
anneaux commutatifs.

En utilisant des algorithmes rapides pour la multiplication de polynébmes et pour le
cecalage d'un polynéme, on peut descendre la complexie de cet algorithme de multiplication
torduea O"r’M"des operations arithnetiques.

La sortie de cet algorithme est le polynébmeBA qui est de bidege "2r; 2de, on peut donc
minorer la complexie d'un algorithme de multiplicationa O“rde operations arithrretiques.

64 1. POLYNOMES DE ORE



CHAPITRE 4. POLYN OMES ET FRACTIONS DE ORE

Entr ee: A P[A,a neS, etB P[5 b neS|, @ a >Kg, n eth >Kg, n
Sortie: C BA P g neS) o0 ¢ >K,. n

|
1: Calculer les matricesM/} | "0s et M "0
: i C B 0eMA  ~(Oe
2: Calculer la matrice M, M. "0-M[. [ "0
3: renvoyer C en interpolant les valeurs deMrCc

Algorithme 4.4:  Multiplication rapide de polynémes tordus de van der Hoeven

Ce qui laisse esperer une meilleure complexie pour le produit.

Multiplication rapide d'op erateurs de r ecurrence

Cette section pesente un algorithme doa van der Hoeven {ydHO02] pour multiplier
rapidement deux operateurs de ecurrence A et B d'ordres respectifsrp et rg. C'est
la premere fois que I'algorithme de van der Hoeven est explicie pour la multiplication
d'operateurs de ecurrence.

L'icee de l'algorithme est que I'on peut e ectuer la multiplication de deux ogerateurs
de ecurrence enevaluant et interpolant ces operateurs sur des suites. Je vais pesenter cet
algorithme d'un autre point de vue, je vais montrer que la multiplication d'ogerateurs se
ranmenea de la multiplication de matrices polynomiales. Cette multiplication sera e ectiee
parevaluation et interpolation des polynémes, ce qui se fera en bonne complexie, les
matricesetant structuees.

On repesente un oferateur A P[4, "neS!, par la matrice M ne & nie par :

»ag ne ar, " ne “
a’n 1 a, n 1

ag’n ke a, n ke
La produit AB s'exprime simplement comme P4, a;"neS! B, pour tout k, on a donc
ME® ne ME neM@ | “ne: (4.13)

On remarque qu'en prenantk assez grand, on peut retrouverM QB“n- a partir
de M,fB “0¢ (au d'un autre point) par interpolation. Par la formule de multiplication,
on sait que les coe cients deC sont de dege inErieura da dg, il sutdonc de prendre k
plus grand que cette borne.

Th eoreme 4.20 ([vdHO02]). La multiplication de deux operateurs de ecurrence A et B
de dege respectifsda et dg ennetrp etrg enS, s'eectue en O day dg ra rge
operations arithrretiques avec l'algorithme 4.4.

Demonstration. Le passage d'un ogerateurAa la matrice M g‘AAO- s'e ectue parevaluation,
action qui est e ectiee a letape 1 de cet algorithme. Les coe cients polynomiaux de
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I'operateur Cetant borres par rc, on retrouve MrCC“n- par interpolation des coe cients
de la matrice MrCC‘O-, action qui est e ectieea letape 3. Lesetapes 1 et 3 sont donc
justiees. Lequation 4.13 nous montre legalie qui prouve letape 2.

Il est e ectitea letape 2 un produit entre une matrice de rc 1lignesetrc rg 1
colonnes et une matrice derc rg 1 lignes etrc dc 1 colonnes. En utilisant la
notation ! de la section 2.2, cetteetape s'e ectueO™ rc  dce' « oerations arithnetiques.
Les couts desetapes 1 et 3 sont donres par le lemme 4.21, ce qui conclut la preuve. [J

Lemme 4.21. Soit A un ogerateur de ecurrence lireairea coe cients polynomiaux de
degesdp ennetra ensS,.
{ Le calcul de MkAAO- a partir de A s'eectue en Ok ra dae' * operations
arithrretiques.
{ Le calcul de Aa partir de MJ "0« peut s'e ectuer en O™ da  ras' .

Demonstration. Le calcul deMé*A‘O- se rarrene au produit d'une matrice de Vandermonde

par la matrice des coe cients de l'ogerateur. Si onecrit les polynébmes a;"ne deAo aj ni,
on obtient lesevaluations des polyndbmesa; en les points souhaies grace au produit

1 0 0«

_1 l 1 _’ a0,0 aI'A;O “
-1 2 =z du Bail =
:1 k de._ ao;da arA;dA.

On peut remplir la matrice de Vandermonde recursivement en initialisant les coe cients
de la premere colonnea 1 et en utilisant la ecurrence u;;; i 1euj; 1, @ Uuj; est
le coe cient de la €™ ligne et j*™® colonne. De cette facon on calcule cette matrice
en"k 1edp operations arithrmetiques. La premere complexit de ce lemme s'en deduit
immediatement, le calcul le plus cotteuxetant la multiplication de matrices.
L'interpolation peut s'e ectuer en inversant d'abord la matrice caree de Vandermonde
de dimensiondy 1 (on ak da) puis en multipliant cette matricea gauche par la matrice

v ag 00 a;”"0e ar, 0o «
- ag"le a;"1e ar, 1e —
"ag"das ar"dae ar, "dae*

Une matrice de dimensionds 1 s'inverse enOAd}\- operations arithnetiques [ BH74]. Le
coalt de cette operation se eduit donc au cott de la multiplication des matrices, ogeration
qui s'e ectue en 0™ dp rae' ¢ operations arithnetiques. O

On peut xer da dg ra rg Kk pour comparer cet algorithme avec l'algorithme
naf. La complexie de cet algorithme est alors O"k' « operations arithnmetiques contre
O"k?M"kes operations arithnetiques pour l'algorithme dit naf. Méme en utilisant une
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multiplication nasve de matrices (c'esta-dire !  3), l'algorithme de van der Hoeven est
asymptotiqguement plus rapide que l'algorithme nadf.

Remarque 4.22. Des algorithmes rapides dévaluations multipoints et d'interpolation [ vzGGO03]
permettent de calculer la matrice MrAC g ENO 1AM rc rgelog'rc rgee operations
arithnetiques, la matrice M ,BC enO’rgM’rcelogrcee operations arithnetiques et l'operateur
Ca partir de la matrice MrcC en O dcM’rcelog'rcee operations arithretiques. En utili-

sant ces algorithmes avec une FFT pour la multiplication, lesetapes 1 et 3 ne sont plus les
operations dominantes de l'algorithme 4.4. Seule letape 2 est dominante, la complexie de
I'algorithme 4.4 repose donc sur cetteetape.

Remarque 4.23. Bostan, Chyzak et Le Roux BCLR08] montrent que I'on peut multiplier

deux operateurs de ecurrence en &' operations arithmetiques lorsque les ogerateurs ont
des degesk enn et k en S,. lls montrent aussi que I'on peut ramener la multiplication de
deux matrices de taillen na la multiplication de deux operateurs de ecurrence de taille

n n, et donc que ces probemes sontequivalents. Trouver un algorithme de multiplication
d'ogerateurs plus rapide, revient donca diminuer la valeur de ! , ce qui est un probeme
classique et di cile de complexit.

Un petit mot sur l'algorithme de division

La proposition suivante donne la complexie de I'algorithme de base pour la division
entre operateurs.

Proposition 4.24.  Si I'entee de l'algorithme 4.2 page 57 est un couple d'operateurs
"A;Be dans K n " Se de bidege “da;ra* pour A et "dg;rge pour B, alors le hombre
d'operations arithmetiques pour calculer la division est de O‘di supra;rgee.

Demonstration. Avant de calculer le nombre d'ogerations, on cetermine d'abord la taille des
objetsa letape i de l'algorithme. L'ordre des ogerateurs R et Q se cetermine facilement par
la nature de l'algorithme, R est un ogerateur d'ordre au plus dg i et Q d'ordre dy dg. Les
operateurs Q et R sonta coe cients des fractions rationnelles en n dont le nurrerateur et le
cenominateur sont de méme dege, ces deges sont majoes pafdsy dg iesup'rg;rae. Le
colt qui domineraa letape i sera la mise au méme cenominateur, lors des calculs d@ et R.
Pour cette operation, on devra multiplier le cenominateur de coe "R;i  dB*S' o—tgg+
par le nunerateur de Q et de R. Pour R, on doit multiplier dg i polyndbmes de dege
“da dg ierg entre eux. On doit I'e ectuer dy dg fois, le nombre d'ogerationsa e ectuer
estdonc unO %uds dge?sup’ra;rg+daZ La complexie de la proposition s'en ceduit. [

Si les bideges deA et B sont "2k; 2ke et "k; ke, on a donc un algorithme de complexie
O"k*, pour un esultat de taille O~ k3.

Dans un article ecent van der Hoeven vdH11] donne un algorithme plus e cace dans le
cas al les operateurs sonten  x@. En utilisant cet algorithme avec un algorithme rapide
de multiplication d'operateurs dans le cas dcesquilibe [ BBvdH12], on e ectue la division
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euclidienne entre deux operateurs enO"k' e operations. En adaptant son algorithmea
des operateurs de ecurrence, on peut esgerer la méme complexie. On aurait alors un
algorithme quasi-optimal.

2 Fractions de polyndmes de Ore

De facon similairea la construction d'un corps de fractions rationnellesa partir d'un
anneau de polyndmes commutatifs, Oystein OreQre31] construit le corps des fractions de
polynémes de Orea partir de I'anneau des polynémes de Ore. Ces fractions sont utilises
par exemple lors detudes de fonction de transfert Hal08, HKO7], al on est amere a
esoudre des sysemes lireaires dans des corps non-commutatifsA ma connaissance, le
travail de cette trese utilise pour la premere fois des fractions d'ogerateurs pour calculer
des ecurrences satisfaites par certaines suites P-recursives.

Cette section donne une construction du corps des fractions des polynémes de Ore, en
utilisant I'ensemble des paires de polyndbmes de Ore muni de deux lois internes puis en
quotientant cet ensemble par une classe dequivalence. L'article original de Ore ne traite
pas de ces operations dans l'ensemble des paires d'ogerateurs mais traite directement des
operations dans le corps des fractions d'ogerateurs de Ore. Cette construction aee choisie
car dans la suite de cette tlese les paires d'operateurs de Ore sont utilisees en tant que
telles (c'esta-dire en dehors des fractions). La construction de Ore et celle pesenee dans
cette section sontequivalentes. Le moduleMaple OreFieldqui aee ceveloppe lors de cette
trese permet de calculer avec les fractions d'ogerateurs de ecurrence. Ce module surcharge
les operateurs arithiretiques usuels pour les fractions d'operateurs. Les lignes qui suivent
montrent la facon d'initialiser ce module.

A with(OreField);
ST 0 A sadjointOfFrac ; initOreField ; normal
A initOreField(n);
UnivariateOreRing "n; shifte

Ce package utilise les proedures du packag®reTools[ALLO3] pour le calcul du lcim
et du gcld.

2.1 L'ensemble des paires de polyndmes de Ore

Il est classique d'exprimer des identies entre deux suites en utilisant un ogerateur de
ecurrence.

Exemple 4.25. Les suites de polyndbmes de Laguerre;] " et L;] * \eri ent legalie
suivante [Nat10, http://dImf.nist.gov/18.9.E13 ]l:

Lo® Lo ™ Loy
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qui se traduit en terme d'operateurs en :

L, Sy 1L,
Exemple 4.26. Les suites des polyndmes de Jacolﬂ,; " et PrA,; I \eri ent legalie
suivante [Natl10, http://dImf.nist.gov/18.9.E5 ]:
“2n 1P, "n 1P ¥ on e M
qui se traduit en terme d'ogerateur en :
5 ¢ 2nn 238n 2nn : 3 Pt 1

Ce qui est moins classique, c'est de repesenter une identie entre deux suites en s'aidant
d'une paire d'operateurs de ecurrence.

Exemple 4.27. La suite de fonctions " xe zFl%Q;lszZ\erie:
Nn 72n 1 "n 1exe 4 1'X* n 171 Xxe , 2"Xe:
On en ceduit la relation entre les suites , et X , :
%n "2n 1S, "n 1:S2Z "xe %on 1S, “n 1eS2Z x ,"xe:

De méme, les suites de fonctions ,"xe et ¥ xe \eri ent legalie suivante :

~

N 1o n1"Xs "n 1o, 2"xe  Fxe  Fxe;
qui se traduit en terme d'operateurs en :

% - 2% - ~ By
6N 1eS, "N 1¢S{Z "xe "1 Spe  Xe:

On ¢k nit ces deux paires dans le module OreFieldde la facon suivante :
A X 1 := [-n,(2*n+1),-n-1]: X 2 := [0, n-1, -n-1]:
A X := OreFrac(X_1, X 2);
X n "2n 1¢Sn " n 1¢Sn*>"°n 1¢Sn "~ n 1eSn?
A Dx_1 =10, n-1, -n-1]: Dx_2 = [1, -1}
A Dx := OreFrac(Dx_1, Dx_2);

DX "n 1¢Sn " n 1Sn%1 Sn

Cet exemple utilise deux paires d'operateurs. C'est I'ensemble de ces paires qui est
etude dans cette section et permettra par la suite de construire le corps des fractions de
polynémes de Ore. On peut & nir sur cet ensemble deux lois internes, une loi d'addition
et une loi de multiplication.

Les lois d'addition et de multiplication entre paires reposent sur lelcim entre deux
operateurs et notamment sur les cofacteurs du Icim. On reprend la notation d'un cofacteur
k nit par lequation (4.7) page 60.
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De nition 4.28. L'addition entre deux paires d'ogerateurs est ¢k nie par :
"A1 Az "BiBye SBye2A; "AB2Bi;lcimTAL;Byes (4.14)

Elle est calcuke par l'algorithme 4.5.

Entr ee: deux paires”A1; Az et "B1;Boe

Sortie: "A1;Aze "B1;Boe
Calculer "A2+B2? et "B,+"? tel que Icim"Az;Bye  “AxeB2B, "B, 2A, en utilisant
I'algorithme 4.3
renvoyer SBye"2A; “AeP2B1"AseB2Bje

Algorithme 4.5:  Addition de deux paires d'operateurs

La proposition suivante interpete cette addition sur des suites.

Proposition 4.29.  Si les suitesu et v sont lees par A1 u Az Vv et les suitesu et w sont
lees par By u B> wai "A1;Aze et "B1;B,* sont deux paires d'ogerateurs de ecurrence,
alors les suitesu et v w sont lees par la relation :

Ciu Co v we;
a "Cq;Co» "A1;Axe "B1;Boe.

Cette proposition gereralise la remarque 4.16 page 62 sur I'addition de deux suites
lorsque celles-ci sont annukes par des ogerateurs. EneetsiA, v 0etB, w 0, le
secondekment C, de la paire”1;A,s "1;B,e permet de retrouver legalie :

C, 'v we O
Cemonstration. Lequation (4.14) entrame :
Ci u "B2"2A; u “Ap"B; u:
CommeA; u A, vetB; u B» v, le membre droit de cetteequation se eecrit :
lcim™Ao;Boe v Icim™Ao;Boe w:
D'apes (4.14) encore, il s'agit deC, "v  we. O

Exemple 4.30. L'addition est surchargee dans le packageOreField En reprenant les
notations de I'exemple 4.27, voici commentetablir une relation entre les fonctions ;" xe
etx p"x*  Fxe en utilisant la propree d'addition de deux paires.

A X+Dx;
N "3n 20Sn %4n 4 n%ZSn® % 2°2n 1¢Sn®Z “n 3¢"n 2+ Sn*
“n 1Sn " 2n 1+Sn® "n 2:Sn°
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De nition 4.31. La multiplication de deux paires est & nie par :
"B1;Boe"Ap;Aze  SB1e"?A1; AP 1B (4.15)

Elle est calcuke par I'algorithme suivant 4.6.

Entr ee: deux paires”A1;Aze et "By1;Bye

Sortie: "B1;Boe" Aq;Aoe
Calculer "A,sB1 et "Be*? tel qgue Icim”A;; B “AeBi1B;  "B1+"2A, en utilisant
l'algorithme 4.3
renvoyer SB1e"2A1; AeB2B e

Algorithme 4.6:  Multiplication de deux paires d'ogerateurs

La multiplication est surchargee dans le packageOreField
De cette ¢k nition, on ceduit la proposition suivante :

Proposition 4.32. Soient deux paires d'operateurs de ecurrence”A1; Az et "B1;Boe,
et soient trois suitesu; v et w telles queA; u A, vetB; v By w. Les suitesu etw
sont relees par legalie suivante :

Ciu Cow
@ "Cp;Coe "Byp;Bo " AgAge.

Si les secondsekments des paires sontegauxa 1, on retrouve le esultat connu de
composition d'operateurs. C'esta-diresi A u vetB v w,ona:

BA u w:

Demonstration. Par la & nition de la multiplication de paires, on a :

Ciu "Br™A; u et C, w "AxPiB, w:
CommeA; u A, vetB; v B> w, les membres droits se ecrivent en :

Ci u "Bpe™2A, v et Co, w "AyBiB; v:
Revenanta la & nition des cofacteurs, on a

"B1e™?A; “APiBy;

ce qui permet de conclure. O
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Remarque 4.33. Touteement deKetantidentiea la paire ~; 1, la multiplication
ou l'addition d'une paire par un scalaire s'en ceduit immediatement. Le code Maple
suivant montre comment on peut e ectuer I'addition ou la multiplication d'une paire
avec la constante 3.

A OreFrac([1], [1,n])+3;
4 3nSn;1 nSn
A 3*OreFrac([1], [1,n]);
3;1 nSn

Exemple 4.34. Les polyndmes de Tchebychew,"xe satisfont les deuxegalies classiques
suivantes [AS64, Chapitre 22] :

Th 1'X* 2XTp"xe Tn 1"x* O (4.16)
et
271 x2T®xe nT, 1°x* T, 17Xe: (4.17)
Uneegalie moins classique satisfaite par ces polynémes est la suivante :

. 1 T2, T&,,
T Xe E(Enn_ll n”—ll: (4.18)

En utilisant les propositions 4.29 et 4.32 et le packag®reField il est facile de deduire la
troisemeegalie des deux premeres.
Lequation (4.16) donne la relation :

"1 SZe T, 2S, XTp;

qui fournit la paire X.
A X := OreFrac([1,0,1],[0,2]);
X 1 Sn%2Sn
De la méme facon lequation (4.17) donne la relation :

2S, Tn ~n 1 "n 1eS2e "1 x%T®

qui fournit la paire XDx qui repesente l'operateur "1 x%.@ :
A XDx := OreFrac([n+1,0, -n-1],[0,2]);
XDx n 1 ~n 1Sn%2Sn
En utilisant les proprees d'addition et de multiplication, l'ogeration  XDx "1 X?2e 1

permet de retrouver la paire d'operateurs assoceea l'ogerateur de cerivation que I'on a
gracea lequation (4.18).

A XDX.(1-X"2)7(-1);
2°n 1¢°n 3*Sn*"°n 3*Sn "~ n 1.Sn°
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L'ogeration (1-X)"27(-1) consiste justeaechanger le nunerateur avec le cenominateur.
En multipliant chaqueeement de la paire par S, ?, cette paire est bien la repesentante
de legalie ci-dessus que l'on peut ¢ nir en Maple par :

A Dx := OreFrac([0,-2*n*(n+2)],[n+2, O, -n]);
Dx 2n°n 2¢Sn:n 2 nSn?

A ce stade, on n'a pas encore ¢ ni une fonction pour simpli er directement une fraction.
Celle-ci nous auraitevie de multiplier par S,?a la main . On verra dans la suite qu'on
aurait pu simpli er directement cette fraction par la proe@dure normal

Cet exemple illustre une propret ineressante et fondamentale pour la suite de cette
these. Si on a une relation entre une famille de fonctiond , et la famille de ses ceriveesf
et une autre relation entre la famille f, et la famille xf ,, pour tout ogerateur dierentiel
L on sait calculer, grace aux ogerations d'addition et de multiplication, une relation entre
la famille f, et la famille L f,. Cette propret sera ceveloppee dans le chapitre 8

Exemple 4.35. Les polynémes de Tchebychev sont solutions de lequation dierentielle :
"1 X2 TE®XT® nT,"xe O

On peut retrouver cetteegaliea partir de la ¢ nition de X et Dx vue dans I'exemple
peedent en utilisant Maple de la facon suivante :

A (Dx"2).(1-X"2)-Dx.X+OreFrac([n"2],[1]);
on? 7n 12 2n°n 4+Sn> n°n 1.Sn?

En utilisant les propositions 4.29 et 4.32, on sait que le premiereement de cette paire
appligiea T, estegal au second appligiea L T,. On deduit de cette constatation la
relation suivante :

%> 7n 12 2n°n 4+Sn> n°n 1:Sn*Z L T,"xee O (4.19)

avecL "1 x%@ x@ n?. Les polynémes de Tchebychev forment une suite de polynémes
de dege enx strictement croissant par rapporta l'indice n. La famille L T, xe est donc
une famille de polynémes nuls ou de dege strictement croissant par rapporta l'indicen
quand celui-ci est plus grand qu'un certain entier. On en ceduit que si la suiteL T, " xe
est non nulle, celle-ci ne peut étre annuée par un ogerateur de ecurrencea coe cients des
fractions rationnelles en l'incetermire n. Lequation (4.19) implique donc queL T, xe O.

La proposition suivante donne des proprees importantes sur les lois d'addition et de
multiplication entre paires de polynémes de Ore.

Proposition 4.36. L'addition de deux paires de polyndbmes de Ore est une ofperation
associative et commutative. La multiplication de deux paires de polynémes de Ore est une
oferation associative et distributivea gauche par rapporta I'addition.
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Preuve de la proposition 4.36.La propree (4.8) donne l'associativie de I'addition, en
e et si on e ectue l'addition de la facon suivante, on obtient :

"A;;Aze TBi1;Bae "Cp;Coee “ApApe SBpe®2Cy “CpeB?By;lcim”By; Cose ;
qui donne avec (4.8) :

SUcim™Bg; Coee M2A;  "Ape'@M B2C2 §B,0C2C; "CyeB2B 10 ;lcim™Ag; Bo; Coes
En utilisant legalie (4.9) page 60, on a :

~ . ~ C o "B .C2
AA2.|C|m B2;Coe AAZ' B,¢~2C> SAAZ.CZ. 2

On a donc :

AR, - . “B,eC2
AAZ.ICIm Bz,Cz’ABZ.Cz SAAZ.Cz. 2

"BpeC2  lcim™ ApeC2:"BoeC2¢  “lcim” Ay Boee ©2:
De la méme facon on a :
AAZ’ICImABz;CZ.ABZ‘CZ Alclm'\Az.Cz..Bz.

et donc
"A1Aze T B1;Boe "Cq;Coee

éA|C|mABz; Coee A2A1 “lciIm”Ay; Cyee B2 B:1 “lcim"Ay;Boee C2 Cy;lcim™As;Bo; Coee :
Avec les mémes arguments, on obtient la méme paire quand on e ectue les additions
T A1;Aze "Bi1;Baes "Cy;Coe et TAp Ape "Cp;Coee "By Boe.

L'associativie de la multiplication est moinsevidente. Elle repose sur le lemme 4.12

page 60 : Pour cemontrer l'associativie, on e ectue dans un premier temps le produit :

"C1;Co¢ B1;Bo" Aq; Agee:

On multiplie donc d'abord "Bj;Boe par "A1;Aze, on obtient en utilisant la egle de
multiplication (4.15) :

BB AgjAze SB1f?AL AP B
Toujours en utilisant la méme egle, on multiplie cette pairea droite avec "Cq;Cse :

an o C
"C1;Cpe™ B1;Bpe"ApiAges < Cpe A2 'B2 B uA2 1 §A,0B1B,e "Cpe :
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On e ectue dans un second temps le produit™ C;;Co¢" B1;Boee” A1; Aze. En utilisant
encore les egles de multiplication, on obtient :

o A “Caqe ~
~Cy;Co BriBore A Age <57 CpeB2B1e’ CAp; “Age C177?B1°B,uCiC,

Il reste donc maintenanta montrer que les deux paires sontegales. Pour commencer,
lequation (4.9) page 60 nous donne legalie :

N B o “A
- ° Az' 182 N .BZ.
1 1

En utilisant cetteegalie et lequation (4.9) page 60, on a :

AyeB1

" “A,eB1R. A . B R . Ar
Cye A20 'B2rg oAz &§cleB2e Bie"?2 §C.eB2Be

En multipliant cetteequation par l'ogerateur Aja droite, on retrouve les premierseements
des deux paires. Enechangeant les polynémeé, avecC1, B; avecB, et C, avecAy, on
se retrouve avec les mémesegaliesa cemontrer. On peut donc conclure sur l'associativie
de la multiplication.
Il restea montrer que la multiplication est distributivea gauche par rapporta I'addition.
Pour toutes paires”A1;Aze, "B1;B2e et "Cy;Cy* on a d'une part

“A1;A2 ™ B1;Boe "Cp;Cpee "A1;A208°CoeP2B; "B2+©2Cy; Icim”By; Coee

éAAl'ICImABz;CZ. g'\Cz'BZBl ABz'CZCZ' ; A|C|mABz;C2“AlA2’ ;
(4.20)
et d'autre part, en utilisant le lemme 4.13,

“A1;A2"B1;Boe “A3;A2°Ci;Cor SA1eP2By; "BpetAge  SA10C2C1;"CortM AL

BoeR1A “Coe 1A

CE§:2°A1A2' 2AA]_'BZB]_ gABrAlAz' ZAA]_'CZC]_; |C|mMBz°A1;AC2'Al'A2‘ :
Le lemme 4.13 page 61 permet de simpli er cette expression en supprimant |65, du
premiereement de cette paire

On remarque qu'en utilisant lequation (4.9) page 60, le premiereement de la paire

peedente devient :
- B - c - B - C
SCpo M Ae By $BoMAe Cp SA1LC2C,e By SA1eP2Bye Cy

En utilisanta nouveau lequation (4.9), cet operateur estegala :

N BeC2 "
§A1C2e 7 2CpeB2B; §AeB2

“Coe

2+82
"B2+“2Cy
~ "B,+C2C;nA ~ "C,+B2B,A
Ape B2 0 CouB2py mAge ©2T TP, C2Cy

AA1.|C|m Bz;Cz'ACZ.BzBl AA1.|C|m Bz;CzABZ.CZCl:
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On obtient bien de cette facon legalie voulue.
Legalie des seconds ekments des deux paires est une conequence imnediate du
lemme 4.14 page 61.
O

Il existe unekment neutre pour 'addition qui est "0; 1. Il n'y a pas d'inverse pour
l'addition. En e et, I'oppo% naturel =~ Ajz;Aze se somme aveCAs;Are en

"AL A T AL A 0 A2 XT0; e
En outre, la multiplication n'est pas distributivea droite sur l'addition : alors que
T AL A2 T A AzeT ByiBae T0 Az
on a aussi
A1 A2 B1Bae © A1jA2 BiiBye "0 BaeAge:
Malge la pauvree de la structure de cet ensemble de paires, celles-ci sont utiles dans
le chapitre 8 a n de calculer des operateurs de ecurrence.
2.2 Corps des fractions d'ogerateurs
D e nition du corps

Comme dans le cas commutatif, le corps des fractions de polynémes de Ore se construit
en quotientant I'ensemble des paires de polyndbmes de Ore par une relation dequivalence
donree par le Icim.

De nition 4.37. Deux paires”A1; Az et "B1;B>* sont ditesequivalentes lorsque
"Boe™2A1 "AP2By: (4.21)
Notation 4.38. On note "A1;Az* "B1;B2e lorsque deux paires sontequivalentes.
Exemple 4.39. Les paires
“A1;Aze  "nS, n;nS2 neet"Bi;By LS, 1 (4.22)

sontequivalentes. En eet, A, n"Sy, 1S, 1, on adonclcim™Az;Bzs A, On en
ceduit que
"AB2B; n"S, 1By nS, n A; “By?A;:

Remarque 4.40. Une ¢ nitionequivalente est que deux paires sontequivalentes s'il
existe deux operateurs de ecurrenceK o et Kg tels qu'on ait legalie suivante :

"KaA1; KaAze "KgBi1;KgBoe; (4.23)
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ce qui revienta dire que la dierence de deux pairesequivalentes estequivalentea 0 (ck nit
comme la paireequivalentea "0; 1¢). En e et si deux paires sontequivalentes, on a legalie :

ABz'AzAl AAz'BZBli

Alors en prenant les operateursK a "Boe"2 et Kg “Az+B? on retrouve legalie (4.23).
Reciproguement s'il existe K5 et Kg tels que legalie (4.23) est \eriee, on a alors

Ka gcldKa;Kge B2 et Kg gcldKa;Kge AgeB2:

Comme I'anneau des polynémes de Ore est inegre, on peut divisera gauche parcld K o;Kg e
lequation ceduite de (4.23) :
KaA1 KgBi:

On retrouve de cette fecon la relation (4.21).

Cette e nition determine une relation binaire qui est synetrique et e exive. Il restea
montrer la transitivie pour montrer qu'il s'agit bien d'une relation dequivalence. Soient
trois paires "Aq1;Aze, "B1;Boe et "Cy; Cye telles que"Aq;Aze  "Bi;Boe et "By;Boe
"C1;Css. On a

“Be?A; "Ap®2B;

et
"CpeB2B; "B,C2Cy:

En utilisant lequation (4.12) page 61 on a legalie

"Cpeldm A2B2r A B2B ) tlcim”Ay; Cpee B2B;
et )

“AgeldM B2C2r 0 0Bocy  tIcim” Ag; Coee B2Cy:

On a donc : i i
’\CZ.ICIm AZ,BZ'ABZ.AZAl '\AZ.ICIm BZ,CZ"\BZ.CZCl:

Il est facile de voir que I'on a aussi la suite degalie :
"CZ.ICImAAZ;BZ'ABZ.AZAZ |C|mAA2,Bz,C2° AAZ.ICImABZ;CZ'ABZ.CZCZ;

ce qui selon la remarque 4.40 implique quéA1;Aze  "Cyp;Coe.

La classe des pairesequivalentesd A1; Ao est appeke une fraction et est cenoke
A,1A; (laguelle estegalea B,B;).

Contrairementa l'ensemble des paires, I'ensemble des fractions \eri e les proprees
recessaires pour étre un anneau. On peut méme montrer que c'est un corps comme l'a rme
la proposition suivante.

Proposition 4.41  (Ore [Ore3]1])). L'ensemble des fractions d'ogerateurs muni des lois
d'addition et de multiplication est un corps.
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Demonstration. Pour montrer que I'ensemble des fractions muni de I'addition est un groupe,
il sut de montrer I'existence d'un oppos pour chaque fraction. L'oppos de la fraction
A21A1 est AzAll, I'addition des deux paires assocees donné0; A, qui est bienequivalent
a leement neutre pour I'addition 0.

On a vu que la multiplication est associative et distributivea gauche pour les paires,
elle le reste pour les fractions. Il reste donca montrer qu'elle est aussi distributivea droite
par rapporta l'addition. On a d'une part

AAzlAl leB]_'CZlCl |C|mAA2;Bz' 1 Bz°A2A1 AAQ'BZB]_'CZ:LC]_
- oA ~ .B lv C (424)
<& CZ' Boe"2A1 "As ZB;LICImAAZ;BZ.. SABZ'AZA]_ AAZ.BZBl. ZCl;

et d'autre part

A, AI1C,1C1 B,'B1C,1C; M CpetAge 1"A1C2C; M CpeBiBye 1'B1eC2C,

%EZZA]-AZA 7&;228182,\

B]_’CZC]_ :

(4.25)
La premere relation que I'on montre est que le cenominateur de la fraction pesente dans
lequation (4.25) est un multiple gauche du cenominateur de la fraction de lequation (4.24).
Pour comparer ces deux fractions, il sut alors de montrer que le nunerateur de la
fraction (4.24) multiplea gauche par le polynbme

- 1 -
Scim™ C2eA1A,;°CeB1B e~ §°CpeB1B e A1:C2C; §°CpeR 1A,

SA o 5B
~Cye"B2Z 2A1 %2°2B

éclm” C2'A1A2;AC2'Ble" |C|mAA2;Bz°; (426)

est le nunerateur de la fraction dans lequation (4.24).
Le cenominateur de la fraction dans lequation (4.25) esta la fois un multiple de A, et
de B>, on peut donc le factoriser par IcInfA,; Boe :

o Icim~A2;Bae
|C|mMC2'AlA2;AC2'Ble' SClmMCZ'AlAZ;ACZ'Ble“ o lcim”A,; Boe:

Lequation (4.12) page 61 permet de rentrer le polyndbmdcim™A,; B, dans le polyndbme
Iclm™ CzoAlAz;ACZ-Bleo. En utilisant la & nition du Iclm, on alcim™A5; B e ABZ-AZAZ
etlcim”™Ay; By “AZ-BZBZ. Ces deux remargues nous donnent legalie :

- lcim~A2;B e ) A 5B
SClmM C2°A1A2;AC2’BlBZ” 2n2 IcIm” éAC2°AlA2°%BZVAZZ§\; éAC2°Ble'%AZZ ? BZ.:
Ce qui se simpli e en utilisant legalie (4.11) page 61 puis legalie (4.9) en :
-~ "Bpef2 “ApeB2 ~BLeA ~p.JB
lcim E&CpePte © 5 §°CpeB1e "7 ¢ oim & Cpe B2 AL 0 A2 BB, - (4.07)
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Si on montre que le polyndbme

|C|mMC2°A1A2'AC2'Ble'
~ A ~ B !
& C2° B2e"2A1 "A2"2By |C|mAA2; Boee

estegal au polynéme constant 1, on montre que le cenominateur de la fraction de lequation
(4.25) est un multiple du cenominateur de la fraction de lequation (4.24). En reprenant
lecriture de lequation (4.26) pour repesenter le polynéme lcim™ Coe™1Ay; "CpeBlBye et
en utilisant le lemme 4.11, on peut supprimer le polyndmdcim™Az; Boe. La simpli cation
donree lors de lequation (4.27) permet la eecriture de ce polyndbme comme :
SA 5B
ABzoAzAl AAz-BZBl lelm < Cz.%BZZ 2A1; ACZ.%AZZ e
< C2 .
(4.28)
A~ Icim & C2°%322A2A1; ACz'%AZZBZBl'SABz'AzAl "AeB2B;e.
Cz' .
En developpant le polyndbme en exposant par rapporta I'addition, on obtient :
~ A ~ B ~
Icim ¢ C2° Ba: ZAl; ACz' Az ZBl'SABz'AZAl AAz'BZB]_'
~ A ~ B
Icim < Cz' Bae 2AlABz'A2A1; ACz' Az ZBlABz°A2A1'
~ A ~ B
lcim & C2’ Ba ZAlAAz'BZBl; ACZ' Az ZBlAAz'BZBl' .
En utilisant la e nition d'un cofacteur d'un Iclm, ce polyndme se ranenea :

N N “A,eB2B A A A “BoeA2A. A
Iclm < B 2A1: Co; "Cpe 22" “Bi"BLeA2A ¢ Iclm < AxeB2B 1 Cy: "Cpe B2 “A17pAL0B2B 0 -

On en ceduit que ce polyndme est un multiple gauche deC,. On peut donc conclure, en
appliquant le lemme 4.13, que le polynbme de lequation (4.28) estegala 1.

On a monte que le cenominateur de la fraction de lequation (4.25) est le produit de
l'operateur

- A2 B2 -
Cz'%azz A1 %822°2B1 |cm A2:Boe

ScIm™ Cpe 1 AL;"Cpe BB pee (4.29)

avec le cenominateur de la fraction (4.24). Pour montrer lequivalence entre les paires, il
su t donc de montrer que le nunerateur de la fraction de lequation (4.25) est le produit
de cet operateur (4.29) par le nurrerateur de la fraction (4.24).
En utilisant la simpli cation du polynéme Icim™ Cz-AlAz; ACZ-Ble- faitea lequation (4.27),
le polynébme (4.29) devient

“ A2 B2 “
. Cpe ™22 2A1 #7228 |y p .

~“A,eB2

o A BZ‘A2 ~n B Az ~
d@clm ESCye e 1 STCoele lcim™As; Boe" ;
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qui se simpli e en utilisant le lemme 4.13 en

. B
R ACZ.‘%BzzAZAl % o Z 281

“AjeB2

s~ Ay, B2 o B
d@clm GE$2' e X SCz' e Y

La multiplication donne avec lequation (4.9) page 60 le polynoéme :

SA 5B
‘%ZZ%BZZ 2A1 % Z2°2B

w2 o, FB2
2 ;SACZ.Bl. 2 2

C ) c
lcim §°Cpefte B2 2A; "AneB2B1e ?Cy

“m Ay B2f7 o B, A2®Z o A B c2
dcim ESCoe e : STCoele ‘S"Bye?A1 "Aye 2By Cy:

En distribuant ce produit de polynébmes par rapporta 'addition, puis en simpli ant en
utilisant la ¢ nition d'un cofacteur et lequation  (4.9) page 60, ce polyndbme se eecrit en :
A2 Im e CorP 1A P2By: “A2B2B,; "CprBlB e 2Cy:
(4.30)
On peut se contenter dans un premier temps de simpli er uniqguement la partie gauche de
cette somme. La synetrie dans lecriture des polyndémes des deux coes de cette somme
permettra de ceduire une simpli cation pour la partie droite. En utilisant la de nition
d'un cofacteur on peut simpli er le polyndbme “C*'A; enlcim”Aq; Cpe. La pesence de ce

<lelm ¢ CosA1A1; "Boe”2A1; §°CpB1B,e

polynéme A; dans celclm est redondante avec la pesence du ponnOmS“CzoBleoAzAl
qui est cep un multiple de A:. De la méme manere en utilisant lequation (4.9), on voit
gue ce polynéme est aussi un multiple déB,+"2A1, on peut donc supprimer ce dernier du
IcIm pour obtenir :

- A o A
lclm ¢ Coe™ A1 "Boe™? A1 §CpeB1Boe “Age  Icim<Cy; SCoeB1Bye “Age:

Il suta ce moment de eutiliser la e nition d'un cofacteur pour eecrire ce Iclm en

~“A,eB2 C

- A . A 2
Iclm GECz'AlA]_; ABz'AZAl; SACZ'BI' ? ABz°A2A1‘ <SAC2°Ble' 2A1' C2:

Le membre de lequation (4.30) est donc nalementegala

Co C2

Cz .. A B,
C2 <S C2° 2A2‘ Bl° Cz‘ Cl;

o A
ESTB1B,e Age

ce qui en simpliant par C, ((4.11) page 61) devient

- A C2 . B C2
(SACQ‘BlB? 2A1° <SAC2‘A2A2‘ 251' Ci:
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On peut voir assez rapidement que le nunerateur de la fraction dans lequation(4.25)
est le méme polyndme que celui qui vient d'étre calcuk. En e et en utilisant lequation (4.9)
puis lequation (4.9), on a legalie :

L A C2
“A1eC2C;  §°CpeBiBye ‘A Cyp:

Cz'AlA

S CpeBiB e

On a la méme relation pour la partie droite de la somme et on peut donc conclure sur la
distributivie de la multiplication par rapporta I'addition.

Cet ensemble est donc bien un anneau. Pour montrer que c'est un corps il sut
de remarquer que pour n'importe quelle fractionA,A;, la fraction A;*A, en est son
inverse. O

Fractions d'op erateurs irr eductibles

Dans la suite de ce nemoire, l'utilisation du gcld pour simpli er une fraction est
importante. Cette section donne une ¢ nition d'une fraction simpliee au maximum que
I'on appelle fraction ireductible. Les esultats ici sont probablement connus, mais je ne les
ai pas trouwes dans la literature.

De nition 4.42.  Une fraction A,'A; est dite ireductible lorsque gcldA; Aze 1.

Proposition 4.43.  Pour toute fraction d'operateurs de ecurrence A21A1, il existe une
fraction ireductibleegalea cette fraction. De plus son nunerateur et son cenominateur
sont uniquesa un facteur dansK pes.

Cemonstration. On obtient I'existence en divisant le numerateur et le cenominateur
par gcld”Az1; Ase. Supposons queleBl C21C1 et quegcld'B1;Boe  gcld™Cy; Coe 1.
On a donc lesegalies :

AC2°BZ AC2°BZ gcld'B;Boe et ABQ°C2 ABz'CZ gcld™Cq; Cope:
Grace au lemme 4.11, on a :
“CB2gcld B1;Boe  geld™ CpeB2B1;"CpeB2B e

et
ABz'ngddACl;Cz‘ gC|dMBz'C2C1;ABz'C2C2‘Z

Par e nition de la relation dequivalence entre deux paires, “CZ-BZBl “BZ-CZC1 et par
c nition d'un cofacteur, "C,*22B, "B,+2C,, on a donc"CyeB2 "B,e2,

Comme geld™ B+©2;"Cp+B2¢ 1 par & nition du Iclm, recessairement”Be?
ACz'BZ letdoncB; C;etB, Co,. O

L'algorithme4.7 montre comment calculer une fraction ireductible :
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Entr ee: Une fraction A,%A;
Sortie: La fraction B,B; telle que gcldB1;Bye 1letB,B; A,1A;
Calculer gcld"A1; Ao
Calculer B; et B, tel que Ay gcld"A1;Az*By et A, gceld™A1; AzeB2 en utilisant un
algorithme de divisiona gauche.
renvoyer “Bi;Boe

Algorithme 4.7:  Normalisation d'une fraction

Exemple 4.44. Une autre facon de voir I'exemple 4.34 page 72 est de partir desegalies
entre T, xe, XT,"x* et T®¥xe pour en ceduire uneegalie entre T, xe et "1 XZ-Tr?‘:‘
On e nit d'abord l'ogerateur de multiplication par  x et l'ogerateur de derivation avec
le codeMaple suivant :

A X := OreFrac([1,0,1],[0,2]);

A Dx := OreFrac([0,-2*n*(n+2)],[n+2,0,-n]);

X 1 Sn*2Sn
Dx 2n"n 2Sne:n 2 nSn?
En utilisant les propositions 4.29 page 70 et 4.32 page 71, on peut calculer l'ogerateur

XDx permettant d'obtenir une relation entre T, xe et "1 x2T®xe de la facon
suivante :

A XDx = Dx.(1-X"2);
XDx "N 1°n 3« 2°n 1°n 3*Sn® % 1°n 3-Sn*Z;
" 2n 6°Sn "2n 2+Snd
On n'obtient pas de cette facon legalie classique entre les polyndmesT, et "1 x2eT®

En normalisant cette fraction gracea la proedure normal de OreField on retrouve les
operateurs souhaies :

A normal(XDx);
n 1 °n 1:Sn%2 Sn
C'esta-dire la relation :
271 x2T®, "n 1T, “n 1T, 2
Le lemme suivant est utile pour minimiser I'ordre des ecurrences.

Lemme 4.45. Soit A,A; une fraction ireductible et B; un polynéme.
Alors ~ ApeBte 1°B e”2A, est ireductible etegalea B1A,%A;.

Demonstration. On a par ¢ nition du Iclm, gcld“AzoBl;“BloA2° 1. Le polynbme
geld™ ApeB1:"B1e”2A ¢ est un diviseura gauche delcim™B1;Aze  “A,+B2B,, et est donc
un diviseura gauche de :

geldIcim™B1; Age; "B s 2A e;
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que lI'on peut simpli er en utilisant la ce nition d'un cofacteur et le lemme 4.11 page 60 :
"Bie"2geld A Age:

La fraction A,A;etant ireductible, gcld"Aj;Aze 1, donc ce polyndme estegaIaABloAZ.
C'esta-dire, le polyndbme gcld”Az-Bl;“Bl-AzAl- esta la fois un diviseur du polynéme
“B1+"? et du polyndme “A,+E1, il est doncegala 1. O
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Chapitre 5

Sries de Tchebyshev solutions
déquations dierentielles

Resume

Lorsqu'une srie de Tchebychev est solution d'uneequation dierentiellea coe -
cients polynomiaux, ses coe cients satisfont une ecurrence lireaire. Dans ce chapitre,
on interpete cette ecurrence comme le nunerateur d'une fraction d'operateurs de
ecurrence. Cette interpetation nous donne un point de vue simple des algorithmes
existants pour calculer cette ecurrence, nous permet d'analyser leurs complexies, et
d'en concevoir un plus rapide pour des ordres grands.

Une grosse partie de ce chapitre est issue d'un articleBE09 ecrit avec Bruno

Salvy.
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1 Introduction

Dans le cas fequent ai la fonction f est D- nie, la suite des coe cients de son
ceveloppement en srie de Taylor est P-ecursive. Les coe cients de la rie de Tchebychev
\eri ent eux aussi une ecurrence lireairea coe cients polynomiaux. Cette ecurrence
peut servir par exemplea calculer nuneriguement les coe cients plus rapidement, elle est
d'ailleurs utiliee par [ Wim84] puis dans les chapitres 6 et 7 pour cette raison. Une autre
utilie de ces ecurrences est le calcul de forme explicite des coe cients grace notammenta
l'algorithme de Petkowsek [Pet92], ou encore la \eri cation de ces formes explicites.

On rappelle que les coe cients de Tchebychev sont ¢ nis par le produit scalaire de
I'espace de Hilbert assoce aux polynémes de Tchebychev (voi(2.17) page 23). Clen-
shaw [Cle57] a donre une methode nunerique pour calculer les coe cients ¢, d'une srie
de Tchebychevf a partir de lequation dierentielle \eriee par f sans calculer toutes les
inegrales. Dans ce cas, les coe cientsc, sont les par une ecurrence lireaire que nous
appelleront ecurrence de Tchebychev Des nethodes pour le calcul de ces ecurrences
ont ek montees par dierents auteurs, premerement pour les ecurrences de petit
ordre [Fox62, FP68, Luk69], puis plus gereralement par Paszkowski Pas7g et dans le
contexte du calcul formel par Geddes Ged77. L'algorithme de Paszkowski aet arnelioe
par Lewanowicz Lew76] qui a donre un algorithme pour calculer la ecurrence de plus
petit ordre en un certain sens. Cependant, l'algorithme de Lewanowicz n'est pas beaucoup
discue dans la literature car il para’t complique (voir l'article original et les commen-
taires dans Wim84, p. 186]). Plus ecemment, d'autres nethodes ontee exposes par
Rebillard [Reb98] et Rebillard et Zakragek [RZ06].

Ce chapitre donne une repesentation simple et uniee de la plupart de ces algorithmes,
et en pesente un plus rapide pour les ecurrences d'ordres grands. Laissant pour plus tard
les preuves et e nitions, l'iceke de base peut étre pesente par analogie avec le calcul
des ecurrences pour les coe cients d'une srie de Taylor. La base monomialeM " xs  x"
satisfait

XM xe M, 1"Xe; MZxe nMp 1"x 1e: (5.1)

Les relations analogues pour les polyndbmes de Tchebychev ontek rappekes dang.4)
et (2.9) page 18 :

2XTp™Xe Th 1°X* Th 1" Xe; (5.2)
2’1 x%T®xe nT, 1"x* nT, 1°xe: (5.3)

Etant donree une rie f "x» P ¢cyMp"xe, (5.1) conduita l'expression des coe cients
des wries de Taylorxf et f ®en fonction de c, : la multiplication par x amenea un
cecalage regatif des indices; la cerivee anenea un cecalage positif des indices suivie d'une
multiplication par n 1. Algebriguement, on obtient ainsi un morphisme qui envoiex enX et
@ enD, avecX Snl, D "n 1S,.lci, S, cenote l'operateur de cecalage (S, n n 1)
cep e ni dans le chapitre 4. Maintenant, si f est solution d'uneequation dierentielle
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lireairea coe cients polynomiaux
P Xef K" xe Po"Xef “xe O
on ceduit un operateur de ecurrence p X +DX Po” X ¢ pour ses coe cients de Taylor.

Exemple 5.1. L'exemple le plus simple est la fonction exponentielle, pour laquelle® f 0
devientD 1 "n 1S, 1 (1 cenote l'identit), ce qui donne la ecurrence "n 1¢c, 1 ¢, O
satisfaite parc, 1-nl.

Le processus pour une wrid “xe P %€,T,"x*» commence de manere similaire : la
multiplication par x amenea l'ogerateur

X S, S,le2: (5.4)

La dierence avec les ries de Taylor provient du facteur “1 x2e dans(5.3). L'ogeration de
cerivation suivie de la multiplication par "1 x?e se ramene facilementa l'ograteur ~S,
S,1sn~2, mais un simple ogerateur lireaire pour les coe cients de Tchebychev de f ®
n'existe pas. L'iccea ce stade est de diviser par 1 x2, ce qui amenea introduire un
inverse formel de 1 X2 en utilisant les fractions d'operateurs de ecurrence. Onecrit
doncD "1 X2 '"s, S len-2. Cecipeut-tre simplieen:1 X2 °S, S 1?24,
apes quoi

D 2S,! Sie ln: (5.5)

Exemple 5.2. Pour la fonction exponentielle, on a donc :
D 1 2S,! Syeln 1 "S.t Spet2n "s. b Spee:

Le nunerateur de cette fraction corresponda la ecurrence satisfaite par les coe cients de
Tchebychev de I'exponentielle.

2NCh G 1 Ch1 O (5.6)

Il s'avere que dans cet exemple, les coe cients de Tchebychev sont connusc;, 21,7 1e, a1 |,
est la fonction de Bessel premere espece modiee, et ils satisfont bien la ecurrence(5.6).

Cet exemple se eereralise. On montre dans ce chapitre que tous les algorithmes men-
tionres ci-dessus peuvent étre interpees comme : d'abord eecrire lequation dierentielle
d'une fecon ou d'une autre, apes appliquer le morphisme susmentionre pour nalement
retourner le nurrerateur du esultat. Dans le cas de l'algorithme de Lewanowicz, la frac-
tion est normalie (son nurerateur et son cenominateur sont premiers entre eux). C'est
pourquoi sa sortie peut avoir un ordre plus petit.

Dans la section 2, on applique les proprees du chapitre 4 dans le cas speci que
des sries de Tchebychev. On donne ensuite une repesentation uniee des algorithmes
de Paszkowski et Rebillard, on fournit une analyse de complexie et puis on corcoit un
algorithme plus rapide dans la section 3. La dernéere section, 5, donne des proprees des
solutions des ecurrences de Tchebychev. Elle permet de faire correspondre les solutions de
la ecurrence avec les solutions de lequation dierentielle.
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Entr ee: L PKop™x@
Sortie: "P;Qe tel que' "L Q P
P pXe
Qo 1
pour tout idek 1a0 faire
Calculer Icim™S,1 S,+;Pe PP 0°S,! Spe.

Q PQ
P 0O2n Qp“X-
n pour

renvoyer “P;Qe

Algorithme 5.1.  Algorithme de Lewanowicz

2 Recurrences pour les coe cients de Tchebychev

Les outils theoriques ceveloppes dans le chapitre 4 nous permettent de prouver le
morphisme qui envoie les operateurs dierentiels lireaires en des fractions d'operateurs
de ecurrence lireaires. Les nunerateurs de ces fractions nous donnent les ecurrences
satisfaites par les coe cients des sries de Tchebychev solutions dequations dierentielles.

Les algorithmes deviennent faciles par la suite, les di cules algorithmiques etant
concentees dans l'algorithme d'Euclide etendu (algorithme 4.3 page 58) du chapitre
peecdent.

2.1 Morphisme

Nous ¢ nissons un morphisme deQ-algbre de Q x ~ @; Id; d~dxe dans le corps des
fractions d'ogerateurs de Q' ne’ Sn;Snl; She par

1
xe X3S Syle; '"@+ D °S,t Spe Y"2ne:

La preuve que' est un morphisme d'anneaux non commutatif bien & ni se eduita
valider la commutation ' "@xe ' "x@ 1. Et en e et,

XD 1 %Asn S, tes,t Spe one 1

St Sy s, sten 1
*S,t Spe % 1eS, “n 1S,'Z "S.t Syee
DX:

2.2 Regle d'Horner et algorithme de Lewanowicz
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Proposition 5.3.  SoitL pc x*@ pP1"X*@ po X un operateur dierentiel lireaire
dansQ x ~ @;Id;d~dxe Lévaluation de ' "Le par la methode d'Horner

""Le T "p"XeD px 1"XeeD D po°Xe;

en utilisant les formules (4.14) page 70 et(4.15) page 71 pour le calcul des sommes et des
produits, fournit une fraction Q P qui est ireductible.

L'algorithme ceduit de cette assertion (algorithme 5.1) est ddia Lewanowicz. Il est
rendu tes clair par l'utilisation des ogerateurs de ecurrence. La preuve que le nurerateur
retourre par cet algorithme donne une ecurrence pour les coe cients de Tchebychev est
donree dans la prochaine section.

Bemonstration. On prouve que chaque ikeration de la boucle produit des operateursP
et Q tels que gcldP; Qs 1et:

Q lP M; ' Ap[X’@ ! Pie:
A l'initialisation, i k et' "pc"xee est un polyndbme, on a doncQ 1 et la propree est

\eriee. Si c'est vrai pour M, la prochaineetape de la boucle calculeQ *PD p; 1"X-o.
CommeD ~S,! S,¢ "2ne, nous avons

Icm™S,> Spe; Pe %8,1 S,ZP “PeS S°g 1 g
Le lemme 4.45 page 82 appliqiea l'inverse d€'S,t S,*P 1Q implique alors que
gold %8, 1 S, Z Q;"PeS’ Sne 1
Il suit que
geld %6, > S, 7 Q;"PeS" S 95 ! 5,7 Op 1‘x-§- 1

Encore par le lemme 4.45 appligtea l'inverse, multiplier par 2na droite peserve l'ireductibilie
et la propree est \eriee pour M; 1. O
Nous citons sans preuve le esultat suivant.

Proposition 5.4 ([Lew76]). Quand le coe cient de téte p,"x* de lequation dierentielle
ne s'annule nienlnien 1, alors tous lesgcrd sont triviaux (donc les Iclm sont maximaux),
Q D 'aletape i etle esultat Q estD K.

Pour se donner une icce de l'importance du fait que le coe cient de téte de lequation
dierentielle ne s'annule pas en 1, on peut remarquer que 4X? 1+ "S.! S,¢2 donc

1
“X2 1D E“sn1 Spen:

Le gerd entre le nunerateur de "X 2 1+ et D est alors non trivial.
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2.3 [eveloppement en rie de Tchebychev
Th eoreme principal pour le calcul des r  ecurrences

On prouve maintenant notre principal esultat pour le calcul des ecurrences de Tche-
bychev : le morphisme & ni ci-dessus se comporte comme attendu avec les wries de
Tchebychev.

Th eoreme 5.5. SoitL pp xe P x+@ un operateur dierentiel lireairea coe cients
polynomiaux d'ordre k. Soit f >C¢* 1;1e telle que I'une des hypotteses suivantes est
\eriee :

1§ k~ye
S ‘E—de est convergente ; (H)
1 1 X2
171 2.kf”k-'\ . . .
S, 3(1 = X" dx est convergente ef1 x%'$;;i  0;:::;k: (H)

Alors f admet un ceveloppement en srie de Tchebyche® ®u, T,, L f admet un developpement
en wrie de TchebychevP %/, T, et les suitesu et v sont lees par P; u, P, v,, pour
tout "Pq; Poe tel queP, Ip; ' “Le. En particulier, si L f 0, alors les coe cients de
Tchebychev def satisfont P; u, 0 pour tout nunerateur de ' “Le.

Remarque 5.6. La ecurrence ceduite d'une equation dierentielle comme dans le
treoeme 5.5 est appeke la ecurrence de Tchebychev.

Le cas facile est quand(H) est vraie. L'hypottese (H') rend possible de travailler
avec certaines fonctions qui sont singuleres en 1, mais avec une singularier pas trop
mechante ¢ : c'est un point singulier egulier.

Bemonstration. Premerement, la convergence de l'inegrale en(H) ou (H") implique la
convergence de l'inegrale similaire a1 f ¥* est rempla@ parf ' pouri k 1;:::;0 aussi
bien que des inegrales a1 ces fonctions sont multiplees parT,"xe, n >N. Ceci montre qua
lafoisf et L f admettent des ceveloppements en srie de Tchebychev.

Si le esultat est vrai pour tout nurrerateur de ' “Le alors il est vrai en particulier pour le
nunerateur de sa forme ireductible. Inversement, si P; u, P2 v, alorsRP; u, RP2 v,
pour tout R, il est donc su sant de prouver le esultat pour la forme ireductible de ' "Le.

Lemme 5.7 (Cas basique) Sous les mémes hypotleses, le esultat est vrai lorsque est
une constante multiplee par lidentie, L x, L @ si (H) estvraie,L "1 x2+@ si
(H) est vraie.

DCemonstration. Si L est une constante multiplee par l'identie alors P; , P, 1let
Vn U \erient la proposition clairement.

2. RECURRENCES POUR LES COEFFICIENTS DE TCHEBYCHEV 91



CHAPITRE 5. SERIES DE TCHEBYCHEV

SiL X, lequation (5.2) implique
1 - L] - L]
2 f XeXTn"X dx

Vn _Sl T 2
ES LE7X" Ty g"Xe Tp 1 Xoe dx X U
1 2 1 x2 "

SiL @ et (H) estvraie, on utilise la variante de lequation (5.3) suivante quandn x 0

o Th GETnc;L Th 1, i»\o
1 x2 2n 1 x2 n2

m —_—
1 x2T X%

variante qui peut étre \eriee par (2.9) page 20. La continuie de f ®et la convergence des
inegrales de (H) impliquent que l'inegration par partie est possible et elle donne

2 1foXeTp Xe

U, -— -0 dx
" Sy o1 X2
— 1
2f°xe 1 x2T® 2  LE®X Ty g 'xe Ty 1 Xee
-S — dx
n?2 1 1 2n 1 x2
D! v

Par la convergence de l'inegrale(H), les deux limites des termes entre les crochets sont
nulles
Lecasarn 0 seeduitaerierque Vv 1 Vi, ce quiestvrai, les suites de coe cients
de Tchebychevetant synetriqgues (voir proposition 2.12 page 23).
SiL "1 x2%@ et (H) est vraie, on part de
(o]

g T Ty e N LTaaxe 0 1T 2
n .

1 x2
Un argument similaire au peedent donne
2 1 N 1eT, "X "n 1T, 1"Xe
n loup 1 N leup ;s —g foxe nig N n1% gx
2 1 T
22g "1 x%f®xeo " _dx 2v,;
lequel prouve le esultat puisque' ™1 x%@e "1 X2D S, S,len-2. O

Lemme 5.8 (Produit). Supposons que le esultat est vrai pour., avecf, ainsi que
pour un autre operateur L1 aveclL, f. Soit ' "Lie P21P1 et ' "Ly Qlel, ces
fractions etant ireductibles. Soit Iclm”~Qy; Py AQZ-P1P1 APloQZQz, supposons que
~QpeP1P,e 1"P1+?2Q; est ireductible. Alors le esultat est vrai pour LiL, avecf .
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Demonstration. Soient les suitesv;w;u lees par P; v P> w, Q1 u Q2 v. Alors
"QxFP; W "Qae"tPr v "P1e®2Qy v "P1o?2Q; u;
d'ai le esultat. O

Par congquence, le esultat est vrai quandL  x ' est un mon6me.

Lemme 5.9 (Somme) Supposons que le esultat est vrai pour un operateur. avecf et
pour un polyndme p avec le mémef . Alors il est vrai pour L p avecf .

Cemonstration. Soit ' "Le P21P1 la repesentation ireductible. Si P; u Py v, w
p"Xe u, alors
P, v we "P; Pop Xee u:

Ceci prouve la propree pour L p puisque gcldPy; Py Pop™Xee geld Py P 1. O

Le esultat est maintenantetabli pour L un polynéme arbitraire, comme somme de ses
mondmes.

Soient nalement @ si (H) estvraie et "1 x2@ si (H') l'est. Dans les deux
cas,L peut se eecrire g xe X o~ X* avec les polynémesy;:::; . L'hypottese sur f
implique que le esultat est vrai pour L 1 avec ' f pouri 0O;:::;k et aussi pour
L g xe avec ' f parle lemme 5.8.

SoientLy g Xeetli Lii g opouri k 1;:::;0. Soit’ “Lis P.j Py la
repesentation ireductible. On prouve par ecurrence que le esultat est vrai pour L; avec

'f. Pour i Kk, le esultat vient juste d'etre proue. Si le esultat est vrai pour Lj 1
avec ' f | alors on obtient la fraction ireductible P“Z%i P2 1." 7 ¢ quand @ cela
cecoule du lemme 5.8, tandis que lorsque "1 x%@, L; 1 est lui méme un polynéme
(par ecurrence).

Ainsi le esultat est vrai pour Lj 1 avec 'f.Comme il est aussi vrai pourg”xe avec

'f et queq"xe estun polyndbme, on obtient le esultat pour leurs sommes par le lemme 5.9.
Ainsi par ecurrence le esultat est prouve pour Lg avecf, ce qui conclut la preuve du
treoeme 5.5. O

Exemples

Exemple 5.10. Lafonction exp”xe satisfait (H) pour tout k. Ceci prouve la ecurrence(5.6)
calcuke dans lI'exemple 5.2.

Exemple 5.11. Lafonction "1 x?s 1™ estannuke par 2’1 x2+@ x. I'hypottese (H) n'est
pas \eriee, mais (H') l'est. L'application du morphisme donne Py "2n 3S2 “2n 1.,
P, 2S,, de sorte que le theoeme arme que les coe cients de Tchebychev satisfont
“2n 3eCh o "2n  1ecy: (5.7)
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Les valeurs de ces coe cients peuvent etre calcukes par les proprees classiques des
inegrales Beta et en e et

0 sin est impair,

Q#nAF sinon.
% 7L

Exemple 5.12. La fonction arccosx donne un exemple qui montre que les hypotheses
analytiques (H) ou (H') sont recessaires. Cette fonction est annuee pal. "1 x%@ x@.
Une application directe du morphisme donne les ogerateursP;  n?, P, 1, lesquels
pourraient suggerer que la ecurrence estn?c, 0. Cependant, ni (H) ni (H') ne sont
\eriees dans ce cas. La multiplication de L par "1 x2e donne un nouvel ogerateur tel
gue (H') est \eriee. Alors le theoeme prouve que les coe cients sont annuks par

“n 428} 2’n 2682 nZ (5.8)
Cette ecurrence est \eriee par les coe cients de Tchebychev qui valent :

¢ sin O

Cn } 0 sin AQ est pair,

4

—>— sinon.

d
3 Nouvelle vision des algorithmes existants

On interpete maintenant les algorithmes de Paszkowski Pas79 et Rebillard [Reb9§
comme le calcul d'un nurnrerateur d'une fraction d'operateurs de ecurrence. On propose
aussi un nouvel algorithme plus rapide. Les trois algorithmes calculent la méme ecurrence.
Partant de

k .
L Qopi‘X°@; (5.9)

ces algorithmes evitent d'utiliser des fractions en remplacant les derivations par des
inegrations, exploitant le fait que

1 y
| D1 <5t %oSn s,z

est un polyndme (et non une fraction). Ces algorithmes calculent le polynméX* “Le, qui
est le nunerateur de' “Le | X1 “Le. Ainsi, par le teoeme 5.5, leur esultat est une
ecurrence annulant les coe cients des sries de Tchebychev solutions dé. .

Sip1lep” 1¢ x 0, la proposition 5.4 montre quel  est le denominateur de la fraction
ireductible et de plus dans ce cas tous les algorithmes calculent la fraction ireductible.
Sinon, le esultat de ces algorithmes peut avoir un plus grand ordre que celui retourre par
l'algorithme de Lewanowicz.
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Entr ee: L PXopi™x@
Sortie: 1K “Le
Calculer op;:::; 0 tels quelL P, @q xe
R o' Xe
pour tout i de lak faire
R R Il'gi"Xe
n pour
renvoyer R

Algorithme 5.2  Algorithme de Paszkowski

Exemple 5.13. La fonction "1 x2e 1™ aek traiee avec I'exemple 5.11. L'algorithme
de Lewanowicz retourne la ecurrence d'ordre deux(5.7). Le nurnerateur retourre par les
autres algorithmes est d'ordre 4.

“2n lec, 4n 2ech 2 "2n Tec, 4 O:

Il est cependant possible de ecuperer une ecurrence d'ordre plus petite : le gcld de
A "2n 7St 4'n 282 "2n 1 avecl estl, de sorte queA se factorise comme
A "S? 1P avecP comme dans I'exemple 5.11.

Plus gereralement, en divisant le esultat du calcul de 1¥' “Le+a gauche par le gcld
avec| X, on retrouve le esultat de l'algorithme de Lewanowicz.

3.1 Algorithme de Paszkowski

Le point de cepart de l'algorithme de Paszkowski est de eecrire L de (5.9) sous la
forme (eqlnv) comme ci-dessous

k
L _Qo@q“x-: (eqinv)

Les polynbmesqg peuvent étre calcuks par ecurrence en commercant parg px et
soustrayant @gqc pour produire un ograteur d'ordre plus petit.
Alors

k
1k Le QI Tg Xe: (5.10)
i 0

L'algorithme 5.2 s'en ceduit.

3.2 Algorithme de Rebillard
Le point de cepart de l'algorithme de Rebillard est l'identie
Xk 1¥XDK¥ ~“2ne 1"n keS, “n keS,le;
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Entr ee: L PXopi"x-@
Sortie: 1K ~Le
Calculer pi"Xge, i 0;:::;k
R p Xke
pour tout i de lak faire
R R pi Xl
n pour
renvoyer R

Algorithme 5.3:  Algorithme de Rebillard

qui cecoule d'une simple ecurrence. De &, il ceduit

pimX el ¥

O =

k .
1K' "Le  Q I¥p"X eDKIKT
i 0 i 0

L'algorithme 5.3 s'en ceduit.

3.3 Analyse de complexie

On donne maintenant une analyse de complexie des algorithmes de Paszkowski,
Rebillard et Lewanowicz. Ceci eele une source d'ine cacie pour des ordres grands, ce
gue l'on corrige dans notre nouvel algorithme dans la section suivante.

On a besoin de consicerer les tailles des polyndémes en deux variableset S,. On dit
gu'un polynébme a un bidege “d; ke en"n; Sy quand il a un dege menn etpensS,.

D'abord, on analyse avec plus de pecision la forme de'.

Proposition 5.14  (Rebillard [Reb98]). Pour tout i >N*,

1! |1 ] “

I “no1s 1S, Q skeS,'* “n i 1+ 1S ;
k1 *

~ ”

rCie
a rlie 2nL} 3 n? K2,
s'ke ° 1-k<l|(fn i 2ke'n k e 1 N i ey q;

et on utilise le symbole de Pocchammetas; a’a 1+ "a i 1-.

En particulier, le bidege de r"isl' en"n;Sye est™i 1;2ie. La preuve est une fastidieuse
mais simple ecurrence que I'on omet ici. De cette formule se ceduit une estimation pecise
des tailles des polyndbmes qui sont calcues.

Corollaire 5.15. Si L dans (5.9) a un bidege “d; ks en “x; @¢, alors r"kel k' “Le est un
polynéme de bidege en"n;Spe au plus™2k 1;2°k  dee.
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Cemonstration. D'abord, L peut étre eecrit comme dans l'algorithme de Paszkowski
PX ,@q"x* avec degy Dd. L'identie

A~

rrAii(”rAM e "X o (5.11)

k
kel “Le Q
i0

montre que c'est un polynéme enn. Chaque terme de cette somme est le produit entre un
polyndbme de bidege "2°k ie; 0+, un polyndbme de bidege”i 1;2ie et un polyndbme de
bidege au plus "0; 2ds. Ainsi chague sommant a un bidege au plus™2k i 1;2i 2de,
d'ai le esultat. O

Proposition 5.16. Etant donre L comme ci-dessus en entee, I'algorithme de Paszkowski
requiert O"dk3s operations arithmetiques.

Demonstration. La premereetape est le calcul desg a partir des p;. La nmethode ecursive
requiert seulementO”dk?e ogerations arithnetiques comme cela est monte dans la section
suivante.

Letape suivante est la boucle. Le principal co0t de cetteetape est la multiplication
del! par g ;"X +. On multiplie le polynébme de bidege “i 1;2i+, avec un polyndme enS,
seulement, de dege 2. Le cott de ces multiplications estO"i%de operations arithrretiques.
La somme dei jusqua k donne le esultat. O

Proposition 5.17. Dans les mémes conditions, I'algorithme de Rebillard requierD”d%k
d’k3. operations arithnetiques.

Demonstration. La premere etape est le calcul despi”Xye. Le polyndme X | est de bi-
dege "3i; 2i* en "n;Spe. Ainsi chaque pi" X+ peut-étre calcue en O d3s operations et
I'ensemble enO"dke oerations.

Le coat de la ™ etape de la boucle est domire par le coat de la multiplication
depc i"Xke par I'. Le polynéme p, ;"X K+ est de bidege “3d;2de en"n;Se, puisque|l’
est de bidege "2i 1;2i-. La multiplication nawe requiert alors O"d?i? ogerations. La
somme jusqua k donne le esultat. O

Le esultat de l'algorithme de Lewanowicz est dierent en gereral. On donne une
comparaison dans les cas ai il concide.

Proposition 5.18. Dans les mémes conditions, et si les gcrd durant son execution sont
triviaux, I'algorithme de Lewanowicz requiert O"dk3e operations arithnetiques.

Cemonstration. On donne seulement un apercu. Comme tous les gcrd sont triviaux, il
s'awere que le calcul des Icim et des cofactors sont de m&émes ordres de complexie que le
calcul du produit Qp;, awonade plusQ 1K ', Les mémes arguments que lors de l'analyse
de l'algorithme de Paszkowski permettent de conclure. O
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En fait les ecurrences retourrees par l'algorithme de Lewanowicz et de Paszkowski
concide souvent. En e et la proposition 5.4 page 90 nous dit que pour que les ecurrences
ne concident pas, il faut que lequation dierentielle admette une singularie en 1. Ce
prenonene est assez rare.

4 Nouvel algorithme rapide

On donne maintenant un autre algorithme pour le calcul du méme ogerateur! X' “Le.
Lelaboration de notre algorithme est motivee par sa complexie algorithmique. Cet
algorithme calcule la ecurrence de Tchebychev erD™d kek' le operations arithrretiques.

Il part du méme point que celui de Paszkowski, c'esta-dire de lequation (eqlnv) page 95.
Le premier obstaclea la conception de I'algorithme rapide est donre justement par lecriture
de lequation dierentielle sous la forme (eqlnv). Pour cette raison la premere partie de
cette section est la description d'un nouvel algorithme pour calculer une equation sous
cette forme, cet algorithme e ectue cette conversion en temps quasi-lireaire (eruk).

La seconde partie de cette section est la description du nouvel algorithme rapide pour
le calcul de la ecurrence.

4.1 Inversion polyndmes-ogerateurs ceries

Pour que l'algorithme rapide ne soit pas domire par l'inversion des polynémes et des
operateurs dierentiels permettant d'obtenir lequation  (eglnv), on donne dans cette section
deux algorithmes permettant de calculer cette transformation d'operateurs. Dans le premier
algorithme, on ranene la transformationa une multiplication de matrices qui a le méme
colt asymptotique que l'algorithme rapide pour le calcul d'une ecurrence de Tchebychev
pesent ci-dessous. En remarquant que le produit de matrices est en fait un produit avec
une matrice structuee, on donne un algorithme de complexie quasi-optimale en la taille
de la sortie. Cette sous-section est en partie issue d'un travail avec Alin Bostan et Joris
van der Hoeven [BBvdH12].

Partant des coe cients p;; de l'operateur L, on souhaite calculer les coe cientsg;
tels que

L Q pjx@; pour certains scalaires gj >K:
i@ @

Pour simpli er les notations, on dit que les coe cients p;; et g; sont ce nis pour i et
j dansZ.Onadoncpij ¢q; Opourif™0;:::;ke etj 170;:::;de.

Une approche nave du probeme consistea exprimer les coe cientsg; en fonction des
coe cients pjj . La egle de Leibniz sur les mondmes donne

o i - il P
x'@ Q ~ e A_J_—'<1-@xJ b (5.12)
" max”i j;0e

joi el
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En inerant cetteequation dans l'ogerateur L, on obtient :

k d i T i L
L QQ Q "I ———cep QX
i 0j 0" max"i jOe I :
L'inversion des sommes et le cecalage de, © i fois nous donne :
k kdi”® . ‘Aj Yol o
L QQ Q" 1 ————«copy - i@x:
o0icjo J:
Comme les coe cients p;;; - ; sont nuls pourj Ad i °, on ne change pas la somme en

bornanta nouveau j par d. En inversant les indicesi et * et en pro@dant par extraction
de coe cients, on a nalement

G Q7 1o T e t——py i (5.13)

De cette formule se ceduit imnmediatement un algorithme pour calculer les coe cients g; .
Le calcul d'un coe cient g; en utilisant cette methode s'e ectue en O"k i+ ogerations
arithmetiques en utilisant la ecurrence \eriee par les factorielles (ce qui permet de calculer
e cacement ~ 1s ‘%Z‘j—!"!). On calcule de cette faconkd coe cients avec i allant de 0
a k. La complexie de cet algorithme est donc deO"k2de operations arithnetiques.

Cette complexie n'est pas satisfaisante pour notre probeme puisque I'on a annone@ un
calcul de la ecurrence de Tchebychev erD™d kek' e operations. On propose dans la
suite un algorithme plus rapide a n d'e ectuer cette inversion.

En multipliant par j!le coe cient ¢; dans (5.13), ona:

: DU e T O K e
jlgg Q" 1+ ' i Poi Q 1. < telpy e
i ' : i
En e ectuant le changementj i j, on a legalie
k oo .
S j°!q;i j Q e I(_" %o j'!p‘;‘ jZ; (5.14)
i

I'indice ~ pouvant aller de Oa k, %Zetant nul pour i A" et p jetant nul pour ~ Ak j.
On reconna alors la formule de multiplication de matrices :

1 0!go:0 dlggg« o 0!po;o d!po.g
- — - " 1 J%io }_Z _—— —

" 0lgo:k d!gk.q v « " 0lpy;o d'pk;d

(5.15)
On appelle P la matrice qui repesente les coe cients de p, Q celle qui repesente les
coe cients de g et Mp; (comme matrice de Pascal) celle qui repesente les binomiaux. On
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Entr ee: L PEoP{ opi X @

Sortie: L P{oPfoq; @x
Remplir la matrice P, telque Pij ¢ "j 1e!pi 15 1
Remplir la matrice Mp,, tel que Mpa; = 1o 1%0 12
Calculer la matrice Q, telque Q Mp, P
renvoyer Pouri etj allant de Oa k et de Oa d

1

o ff j_'Qj di 1 1

Algorithme 5.4:  Inversion polyndmes operateur de derive

peut remarquer que la partie haute gauche de la matric& n'est pas nulle. Ces coe cients
ne nous ineressant pas, leurs valeurs peuvent étre quelconques.
Il reste alorsaenoncer la proposition suivante :

Proposition 5.19. SoitL P¥ ,pi"x*@ un ogerateur dierentiel lireairea coe cients
polynomiaux de deged.

L'algorithme 5.4 calcule les polynémesy“xs, tels queL PK ,@qg"xe, en O"dk'
orerations arithnetiques.

1

Demonstration. La correction de l'algorithme est une conequence immediate de legalie (5.14).
La complexie de l'algorithme vient de la multiplication des matrices Mp, de dimension
"k 1,k 1e et de la matrice Q de dimension"k 1;k d 1e. On peut couper la matrice Q
(par colonnes) end~k matrices de dimensions’k 1;k 1. On se ranene alorsa d-k
produits de matrices cares de dimensions’k 1;k 1e, ce qui s'e ectue enO"dke' !
orerations arithrretiques. Remplir les matrices P et Mp, S'e ectue en un temps lireaire
en la taille des matrices. A n de remplir Mp 4, on peut utiliser la ecurrence \eriee par les
binomiaux. Pour extraire les coe cients de la matrice Q, on va encore utiliser un nombre
lireaire, en la taille de la matrice, d'operations arithnetiques. O

Par ailleurs, on remarque que la matriceM p, est la matrice inverse de cecalage d'un
polynéme. C'esta-dire la matrice permettant de passer d'un polynémep™xesa un polynéme
p'x 1. On peut donc eduire l'algorithme 5.4a des appelsa l'algorithme de decalage
d'un polyndbme comme le ealise I'algorithme 5.5.

On peut alors deduire la proposition suivante.

Proposition 5.20. SoitL P¥ ,pi"x*@ un orerateur dierentiel lireairea coe cients
polynomiaux de dege plus petitd.

L'algorithme 5.5 calcule les polynémesg™xe, tels quelL P}‘ 0o @g x+, en O™d
keM"kee operations arithnetiques.

Demonstration. La preuve de la correction de cet algorithme se ceduit de la repesentation
matricielle (5.14) des coe cients g, la matrice Mp,etant la matrice repesentant I'appli-
cation permettant de passer d'un polynémep xe au polynbmep x 1.
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Entr ee: L PEoP{ opi X @
Sortie: L PFoP{ o0 @x
pour tout j de Oad k 1 faire

FooPitlp X .
Calculer G:"x* F"x 1+ P;ilg X' ~ f Utiliser l'algorithme 3.2 du chapitre 3g
n pour

1
renvoyer 50

Algorithme 5.5:  Inversion polyndmes operateur de ceriveea partir de l'algorithme de
cecalage

La seuleetape non triviale de cet algorithme est le calcul des polynémes cecab&-"xe.
Les polynébmesF- etant de dege plus petits que k, cette ogeration s'e ectue en M ke
orerations arithnetiques [ ASU75] (voir aussi algorithme 3.2 page 35). On en deduit le
esultat nal. O

Remarque 5.21. Lorsquek est grand devantd, on observe que l'algorithme 5.4 est de
complexie k' et l'algorithme 5.5 est de complexie kMke. Par exemple sid est constant,
ces algorithmes sont moins bons que l'algorithme nasf.

Dans BBvdH12], on montre qu'en transformant eEgerement les algorithmes, dans le
cas a1 d Ak, on obtient des algorithmes de complexie respectiveO"kdmin“k;ds' 2
et O"max"k;d*M min”k; dess , donc de complexie toujours lireaire en la plus grande
quantie.

4.2 Algorithme pour le calcul de ecurrence

Dans les analyses des algorithmes de calcul de ecurrence de Tchebychev peedentes,
une grande partie des complexies vient du fait que durant les calculs, les bideges des
polynémes intermediaires grossissent lireairement et ces polynémes sont multiples par des
polynémes de dege constantsA la place de ces calculs, on propose de travailler avec des
polyndbmes aux degesequilibes et donc d'utiliser les algorithmes rapides pour le produit
d'operateurs de ecurrence [vdH02, BCLRO08] cecrits dans la section 4. Nous ceduisons la
complexie suivante.

Th eoreme 5.22. L'algorithme 5.6 calcule l'operateur de ecurrence 1K' “Le en O™ d
kek' e operations arithmetiques.

Ici, ! est I'exposant ealisable pour la multiplication de matrices dans Q (section 2.2).
On prouve maintenant ce esultat.
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Entr ee: Polyndmesag™xe;:::;a X
Sortie: P-0:::::k o P!( ol ia.i'\X o
si k O alors
renvoyer ag Xe
sinon
k~2

Calculer ecursivement P-q..... 7. €t P~....q..

renvoyer P-g..o 3. | Py
nsi

Algorithme 5.6:  Diviser pour egner pour la ecurrence de Tchebychev
En partant de (eqglnv), onecrit

k 1 ke
Q|Iq(iAX° Q|Iq(iAX° I Q|I Ok i Xe
i 0 i 0 i

PAO; | 1e | I|::’A|; ;k.l

On choisit™ k~2 et on applique la méme idcce ecursivement. La preuve de cet algorithme
se ealise en deuxetapes
algorithme seecial. \
Pour simpli er la pesentation, supposons que k 2'. Le corollaire 5.15 implique quel

fractions rationnelles dont les deges des nunerateurs et cenominateurs sont aussi borres
respectivement par 2 et 2° 2d. Sid est grand, les deges enS, sont ceequilibes, donc
on cecompose d'abord

Poe Ag™N;SneS,Y  ATM;Spesd 1 (5.16)

a les Aj ont des deges au plus 2 en S,. Notons que cette cecomposition est seulement une
extraction des coe cients et n'utilise aucune operation arithnetique. On se ranene donc
au produit des | avec lesA;. Les deux oferateurs ont des coe cients qui sont des fonctions
rationnelles et donc ne peuvent pas étre directement multiples en utilisant l'algorithme de
polynomiaux en n de dege au plusk 1, ce qui est donc vrai aussi pour™2' sl A;.

Pour e ectuer le produit rapidement, on utilise le fait que I'algorithme 4.4 page 65
proede par evaluation et interpolation : durant la phase devaluation, on evalue les
coe cients rationnels de A; comme s'ilsetaient des polynémes (et avec la méme complexie
gracea notre borne des deges), enevitant les zros “;:::;  de leur cecnominateur; de
facon similaire, onevalue les coe cients polynomiaux de r~2el .

L'algorithme 4.4 permet la multiplication de deux operateurs dans K n " S,e Ici on
souhaite multiplier deux polynémes de Laurent, pour y arriver, on multiplie ces polynémes
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par des monémes a n de les ramener dank n "~ S,e La cecomposition (5.16) donne des
polyndmes A; de valuation . On sait par ailleurs que l'operateur 1' a aussi comme
valuation . On multiplie donc les operateurs S2 r"2°«l 'S, et S, A;, ce qui nous permet
d'avoir des polynbmes avec une valuation non regative.

Le dege enn de l'ogerateur r*2lsl A; est, selon le corollaire 5.15,egala 4 1, le
dege enn de l'operateur r™*sl est™ 1, commer~2 s~r" ¢ est un polynéme de dege’,
l'operateur r"2°«l aun dege 2° 1. En reprenant les notations de I'algorithme 4.4, on
repesente |'ogerateur

. 1 L : 1 L
SnAi San‘a, n‘S:] WQ a n .Sll’l
|

i 0
par la matrice :
1~ 1 . R
1 1','\ . & ,ao ° a2 ° I
o =—="" Je— _ R "Te _
A 7. — g g :
MG‘ :I’ — A _
vAere s a7 ay "7
L'operateur
2 A N N 2 A 2 I"i R PR rA2\oA R 2 R N .
Sir'2e' S, S;r'2¢neQ ——"n*S, ——"n 2+Q |°n 25|
iol ° re i 0
est repesent par la matrice :
’ 1"2°ennn nt A A A
2 15072 [.p" 2 “
— "2 % A nn N A ~An
M j I A Io2 1o Iv272 e =
: TAAZ"‘6‘. o_ " |‘;0A6\° |‘;2‘A6".

La multiplication des deux matrices Mz'r et M?i permet d'obtenir la matrice repesentant
l'operateur de ecurrence S2r”2°«l A;. Pour obtenir l'ogerateura partir de cette matrice,
il sut d'interpoler les coe cients de la matrice Mz'r Méi comme lors de l'algorithme 4.4.
Pour obtenir lI'operateur r~2°«1 Aj, au lieu d'interpoler aux points 0 jusqua 4 *, on interpole
les polynébmes aux points 4 jusqua 0. L'algorithme 5.7 esume ce proece.

La complexie de chacune de ces multiplications est don©""' « ogerations arithnetiques.
L'algorithme 5.8 calcule la ecurrence de Tchebychev en renvoyant l'ogerateur de ecurrencel P.
Notons qu'un facteur constant peut etre pesene en ne recalculant pas levaluation

der~2'«l a chaque fois.

Proposition 5.23.  Le co0t pour multiplier | par P{ ol'a "X+ avecdega; Dd en utilisant
l'algorithme 5.8 estO™ " de"' e operations arithmetiques.
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Entr ee: | etA,
Sortie: "2l A, \
Calculer les matricesM }. et M &
Calculer la matrice M. M 2
Retrouver r"2 ¢l A; en interpolant cette matrice aux points 4 jusqua 0
renvoyer r°2%el A;.

Algorithme 5.7:  Multiplication rapide de | A;

Entr ee: | etP P, ol'a"Xe

Sortie: | P
tecomposerP comme dans lequation (5.16)
R O
pour tout ideQa "~ de~ faire
R R multiplicationrapide "r"2 | ‘;AiOSnd K Tt Utiliser l'algorithme 5.7 g
n pour

renvoyer 1~"2|*R.

Algorithme 5.8.  Multiplication rapide pour la ecurrence de Tchebychev

Demonstration. Nous avons vu qu'avec l'algorithme 5.7, chaque multiplicationr™ ¢l A; a

comme complexie O™ «. Ceci est e ectie ~°  de~ fois. La multiplicationa droite par
des puissances d&, n'utilise pas d'ogeration arithnetique. Les additions requerent un
plus petit nombre d'ogerations, d'ai le esultat. O

Maintenant, soit T k;de la complexie de l'algorithme 5.6. En utilisant cette proposition,
nous avons
T k;de 2T°k~2;de O™d kek' 1o;

la complexie estimree dans le treoeme 5.22 se deduit de la convergence des <ries
eorretriques. A nouveau, un facteur constant peut étre economie en ne calculant les
puissances dd qu'une seule fois.

5 Solutions de la ecurrence de Tchebychev

Sif est une wrie de Tchebychev D- nie et analytique sur le segment 1;1, on avu
que ses coe cients sont solutions d'une ecurrence de Tchebychev assoceea lequation
dierentielle. Le corollaire 5.15 nous dit que si lequation dierentielle est d'ordre Kk, la
ecurrence est au moins d'ordre X. Il existe donc des solutions de la ecurrence qui ne
sont pas les coe cients d'une srie de Tchebychev solution de lequation dierentielle. Le
but de cette section est de ceterminer I'ensemble des solutions de cette ecurrence et de
caraceriser celles qui sont des suites de coe cients de srie de Tchebychev solution de
lequation dierentielle.
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Cette section est une partie du travail commun avec Mioara Joldes et Marc Mezzarobbd&JM].

5.1 Intersection entre I'espace des coe cients des ®ries et I'espace des
solutions de la ecurrence

Le treoeme 5.5 page 91 permet de caractriser la ecurrence satisfaite par les coe cients
d'une rie de Tchebychev solution d'uneequation dierentielle comme numerateur d'une
fraction d'operateurs. On a vu que pour des raisons de dimension de l'espace des solutions
de la ecurrence, les suites solutions de la ecurrence ne sont pas toujours la suite des
coe cients d'une srie de Tchebychev solution de lequation dierentielle assocee. Le
treoeme suivant propose quand méme une eciproque a ce theoeme si la suite des
coe cients solution de la ecurrence \eri e certaines propretes.

Th eoreme 5.24. Soientu et v des fonctions analytiques sur un voisinage complexe du
segment 1;1 , admettant les ceveloppements de Tchebychev

u'xe Q BnTy xe; Vxe Q ¥nTn xe:
n o no

Si L est un operateur dierentiel et Q P ' “Le, alors lequation dierentielle L u"xe
V" Xe est satisfaite si et seulement si

P “upe Q “vpe: (5.17)

Demonstration. Le seulement si de cette proposition est cepenonee dans le treoeme 5.5
page 91. Pour le si, consicerons deux suitesi;v >C (C est I'espace vectoriel des suites
bi-in nies synetriquesa convergence exponentielle comme & ni dans 2.14 page 24) telles
queP u Q v, et soit la suite y >C ¢ nie par

L uxe Q YnTn xe:
noO
D'apes le treoeme 5.5, onadonc P u Q y, mais alorsQ v Q vy, etl'on conclut que
vV Yy par le lemme suivant. O

Lemme 5.25. Restreinta I'espace vectoriel C des suites bi-in nies synetriquesa conver-
gence exponentielle, I'oprateurP, d& ni comme dans le tteoeme 5.5 page 91 est injectif.

Demonstration. La fonction f est analytique sur le segment 1;1, la proposition 5.4
page 90 implique donc que si lequation dierentielle est d'ordre k, on a:

Py r'kel®;
en utilisant les notations de la proposition 5.14 page 96. Montrons par ecurrence sur
I'ordre de lequation dierentielle k E1 que
“v>Ce, IBEK O Qg ven 02O v O (5.18)
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Premerement, on a “kerr"1el+9C ~0e (r"1el "S,' Sy¢) puisque toute suite deC
converge vers 0 quanch @ . Maintenant supposons(5.18) \eriee, et soit v >C telle
que“r’k 1e1% 1 ve, 0 pour BEK 1. 0On remarque que la suitew, e nie par

w r'k 11kl

est unekment de C. En e et, comme par hypotlese w, 0 pour 3SAk 1, w est bien
a convergence exponentielle. De plus comme est synetrique, | v %%‘Bnl ShZ v est
aussi synetrique, en ierant on montre alors que | ¥ v est synetrique. Par sa ¢ nition dans
la proposition 5.14, on sait que le polyndme "k 1+ est synetrique, doncw r°k 1e1K v
est bien synetrique.

Commek E1, on a

nrik 101 ko 105t Selk
“n ke'n k 1eS,Mr"ke "n ke'n k 1eSrikeslX
~“n kn k 18,1 "n ken k 1eSpertkelk
d'as pour 8EK 1,
"n k'n k lewqs 1 n ken k lew, 1: (5.19)

A moins que w, ne soit ultimement nulle, il s'ensuit que w, 1~w, 1 1 lorsquen 2 | ce
gui est incompatible avec le fait quew >C. Il suit que w, 0 pour &iSgrand, et en utilisant
encore(5.19), quew, 0 des que BSEK. On conclut en appliquant I'nypothese (5.18). [

5.2 Synetrie de I'espace des solutions synetriques

Une autre propree des ecurrences de Tchebychev qui sera utiliee dans la suite est
donree par la proposition suivante :

Proposition 5.26 ([Reb9§). Si L est un operateur dierentiel nadmettant pas de sin-
gularie en 1 et 1, l'operateur P de ni comme dans le treoeme 5.5 page 91 skcrit
comme : .
P Q h'nes;
i s

a b'ne bi" ne.
Remarque 5.27. D'apes la proposition 5.26 et avec ces notations, on a pour toute suite
u annuee par P :

S S
Pun Qb'neugg Qbi"nwun,i "Pu; O
i s i s

Donc si"upe* est annuke par l'ogerateur P, alors "u e l'est aussi. Toute solution “upe
donne donc naissancea une solution synetrique' u, u pe. N'importe quelle solution n'est
pas pour autant synetrique.
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Une autre remarque ineressante suit cette proposition.A la dierence de ce qui se
passe avec les ecurrences des sries de Taylor, les coe cients de queue et de tdig de la
ecurrence (5.17) peuvent s'annuler pour des valeurs arbitrairement grandes de&, méme
si lequation dierentielle est non singulere. Les zros de bs sont appeks lessingularies
de tetede (5.17), et ceux deb g, les singularies de queue Dans le cas des ecurrences de
Tchebycheyv, les singularies de téte et de queue sont des valeurs opposes.

Exemple 5.28. Pour tout i > Z, la ecurrence de Tchebychev assocee a lequation
dierentielle y®%e xy%xe iy“xe 0,a savoir

“n 17N i 2euUp o 20" 2n% i 1leup, "n 1°n i 2eup 2 O
pesente une singularie de téte enn i 2 et une singularie en queue enn i 2.
On dispose reanmoins d'un contréle partiel sur les singularies.

Proposition 5.29.  Avec les notations du theoeme 5.26, les coe cients de la ecurrence
de Tchebychev, assoceea uneequation dierentielle d'ordre k donree par l'algorithme de
Paszkowski satisfont les relations

b " je B " je  $Dk I, i>N; (5.20)
aveclhy 0 pour $Sstrictement plus grand que l'ordre de la ecurrence.

Demonstration. On pro@de par ecurrence surk. Lorsquej 0, l'assertion (5.20) se ranene
a b;i"0e b~0e, laquelle se ceduit de la proposition 5.26. En particulier, ceci prouve
le esultat pour k 1. Maintenant soit k E 2 et supposons que la proposition est vraie
lorsquelL est d'ordre k 1. Onecrit L ¢ @pxe @ pe>Q x et [ est un oferateur
dierentiel d'ordre k 1.0ndnit P Py ﬁ[n-Sr'f comme l'operateur de la ecurrence
de Tchebychev assocea L. On a alors selon la formule (5.11) page 97 :

ke 'PIrtk 1 P plits, S tee: (5.21)
Comme
Ir*k 1+ “nrokee n k 2°n k 1St n k 2°n k 1:S,e

par la egle de commutation de I'ogerateur de cecalage, la relation (5.21) se eecrit comme

1
P HQ%on | 2°n | 28 ;"n 2.
|
nl 2°n | 1B ;°n 1.7

- 1.
r I.pk<§ Sn Snl.. .

5. SOLUTIONS DE LA R ECURRENCE DE TCHEBYCHEV 107



CHAPITRE 5. SERIES DE TCHEBYCHEV

Le casj 0 a cepek \erie, on suppose donc 0 @$S@k. Commer~ke”™ je 0 etpg est
un polynéme, il suit par extraction du coe cient S|, dans la dernereegalie et enevaluant

an jque

ibje ok 27k By 2

ok 27 k1B 10 (522

Maintenant § i~ j¢ B i~ j+ pour $S@k 1 par hypotrese de ecurrence, et le terme
invoquant B 1 s'annule pourj "k 1 et "k 2e. Dans chaque cas, on obtient
b " BT -

Cette observation aura de lourdes congquences sur la structure d'une ecurrence de
Tchebychev, notamment avec les corollaires suivants.
Corollaire 5.30. Si "un*n>z €st une suite synetrique, on a"P ue, 0 pour tout $Sak.

Cemonstration. On a
"P uey Q bneu, - Qb pNey;
7 i>Z
or la proposition 5.29 avecj n et BSA@K et legalie u; u ; entrament
Qb nneup  Qbjin'neyi Qb pney;
i>Z i>Z i>Z
autrement dit P ue, “P ue,. O

Corollaire 5.31. La dimension de l'espace des solutions synetriques d'une ecurrence de
Tchebychev d'ordre2s assoceea un operateur dierentiel d'ordre  k est au moinss k.

Demonstration. Soit P P$ (b"neS, un operateur de ecurrence de Tchebychev d'ordre
2s obtenue par l'algorithme de Paszkowskia partir d'uneequation dierentielle d'ordre k.

synetriqgue annuke par P dont les termes d'indices compris entre 0 es k 1 sontegaux
a Uj.

Soit “yn*nsz UNe suite qui satisfait y; ”7' pour tout 0 D$S@s k etP y, 0 pour tout
EK. Par la forme de P, cette suite existe toujours.

On a alors pour tout S SEkK

S S S
Q b'neyni Q bi” ney Qb nyni Py, 0
i s i s i s

OnadoncP y, OpourdEK, il sensuitqueP "y, yne O.

D'autre part le corollaire 5.30 nous indique la synetrie de la suitey, Yy , entraine
queP "y, Y n* pour BS@k.

On a donc montrer quey, Y n est une suite symetrique, solution deP pour tout n et

erie Yo Y n Uy pour BS@s k.
O]
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Sn

Figure 5.1 { Forme typique du polygone de Newton d'une ecurrence de Tchebychev.

On n'a pas encore ici cetermire exactement la dimension de I'espace des solutions
synetriques, elle sera donree dans la section suivante.

5.3 Solutions convergentes et divergentes

Une autre caraceristique importante des ecurrences de Tchebychev est qu'elles ad-
mettent des solutions divergentes, qui ne correspondent pasa des ceveloppements de
solutions de lequation dierentielle dont elles sont issues (cf Rebillard [Reb98, chap. 5]).

Exemple 5.32. Dans I'exemple 5.2, on a vu la ecurrence de Tchebychev assocee a
la fonction exponentielle. Cette ecurrence est d'ordre 2 et I'une des solutions est la
suite "1, 1,5z qui est la suite des coe cients de Tchebychev de la fonction exponentielle.
Une autre solution de cette ecurrence est la suite des fonctions de Bessel modiees de
deuxeme espce Ky 1 7. La suite "1, 1 5z CcoOnverge vers 2ro comme "~ 2n:‘ . L'autre
suite diverge comme “2" 1°n  1ele, '

Cet exemple illustre le comportement typique des solutions divergentes de la ecurrence.
L'analyse des germes des solutionsa I'in ni donree par letude du polygone de Newton de
la ecurrence et l'interpetation de ce polygone par le theoeme de Perron-Kreuser nous
donne esultats plus pecis sur ces solutions divergentes.

Le polygone de Newton d'un operateur de ecurrence de Tchebychew (voir gure 5.1)
est I'enveloppe superieure convexe des point#\; l: degpe >R?. A chaque aréte E
Ai;Aj (i @) du polygone est assocee lequation caraceristique P 5, 5 Ic"pie P Qi Icpe
est le coe cient de téte de p. On cenote par ;:::; 1; 1;:::; s les racines de ces
equations, les arétes etant parcourues de gauche a droite et les racines des equations
caraceristiqgues d'une méme aréte par module croissant. Soient ;:::; 1; 100 s
les pentes des arétes correspondantes. Le theoeme de Perron-Kreusdglie63 assure que
la ecurrence P u 0 annule X suites e niesa partir d'un certain rang, lireairement
incependantes, de comportement asymptotiquea I'in ni decrit par les couples ( i; ). Il est
plus commode ici de donner unenone@ pecis en termes de germes de solutions. Rappelons
la ck nition.
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De nition 5.33.  On appelle germe de suiteau voisinage de? une classe dequivalence
de suites”upensn B niesa partir d'un certain rang modulo identi cation des suites qui
concident sur l'intersection de leurs domaines de ¢ nitions. On appelle germe de solution
d'une ecurrence lireaire un germe de suite dont les repesentants satisfont la ecurrence
sur leur domaine de d nition.

Dans le cas d'une ecurrencea coe cients polynomiauy, les singulariesetant en nombre
ni, les germes de solutions en?  s'identi ent aux solutions ¢k niesa partir de n'importe
quel rang N depassant la plus grande singularie de téte de la ecurrence. L'espace des
germes de solutions en? est donc de dimensionegale a l'ordre de la ecurrence. Le
comportement asymptotique d'un germe en? est e ni sans ambiguse.

Le esultat du theoeme de Perron-Kreuser est que la ecurrence P u 0 admet une

. e
lim sup vn'l'—’Tv SiS

pour tout i.
Par les proprees de synetrie des coe cients de P,

i i et &S Sisli
De l'existence de cette base, on deduit la proposition suivante.

Proposition 5.34. La dimension de l'espace des solutions convergentes d'une ecurrence
de Tchebychev d'ordre2s ests.

De cette proposition, on peut dceduire le esultat fondamental suivant sur les solutions
des ecurrences de Tchebychev.

Th eoreme 5.35. La dimension de l'espace des solutions synetriques d'une ecurrence de
Tchebychev d'ordre2s assoceea uneequation dierentielle d'ordre  k ests k.

Ce theoeme sera central pour le calcul des coe cients dans le chapitre 7.

Cemonstration. Dans le corollaire 5.31, on a vu que la dimension est au moirs k. Il
restea montrer que cette dimension est au pluss k. Soit L un operateur dierentiel

de dege k et soit P un operateur de ecurrence de dege 2s obtenu par l'algorithme de
Paszkowskia partir L. Selon le theoeme 5.24, si une suite symnetrique et convergentey,
est annuke par P, la ®rie de TchebychevP y, T, xe est annuke par L. La dimension de
I'espace des solutions d& estk, alors la dimension de I'espace des solutions convergentes
et synetriques est k. De plus, la dimension de l'espace des solutions convergentes Beest

s, on ceduit que la co-dimension de I'espace des solutions convergentes synetriques est au
moins s Kk, alors la co-dimension de I'espace des solutions synetriques est au moiss k.
Vu la dimension de I'espace des solutions dB, on ceduit que la dimension de I'espace des
solutions synetriques est au pluss k. O
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L'ensemble de ces proprees nous donne une icce pecise du comportement solu-
tions de la ecurrence de Tchebychev. Ces comportements seront exploies pour calculer
nuneriguement les coe cientsa partir de la ecurrence dans le chapitre 7.
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Chapitre 6

Formes closes et calcul nunerique
des coe cients de Tchebychev

Resume

Ce chapitre expose une nethode permettant de repesenter chaque coe cient de
Tchebychev d'une fonctionf comme levaluation d'une rie entere en 1.

De cette repesentation sont ceduites des nouvelles preuves de formules donnant
des formes closes pour les coe cients de Tchebychev de fonction hypergonetrique. Un
nouvel algorithme de calcul d'approximationsa pecision arbitraire des coe cients de
Tchebychev de fonction D- nie en temps lireaire obtenu par cette nethode est aussi

pesene.
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CHAPITRE 6. FORMES CLOSES ET CALCUL NUM ERIQUE DES COEFFICIENTS

1 Introduction

Les fonctions eementaires et speciales qui sont solutions dequations dierentielles
admettent souvent des ceveloppements en wries de Taylor jolis @ et simples. Les
ceveloppements suivants en sont des exemples :

R a n o a "Zn.!XZn 1 02 2n 1
exp’xs Q —; arcsinxe Q —r—-——>; erfxe Q 2—
ao Nt nod""2n 1en!? “2n  len!

Ces formules se deduisent naturellement des equations dierentielles \eriees par les
fonctions. En e et, pour toutes ces sries, les ecurrences \eriees par les coe cients de
Taylor sonta deux termes, c'esta-dire de la forme :

ag"neu, ag neu, 4 O:

Par exemple les ecurrences \eriees par les coe cients de Taylor de exp et erf sont
respectivement :

U "n leup,; O et 2nup, %2> 3n 2Zu, » O

Les formes closes des coe cients s'obtiennent directementa partir de ces ecurrences et de
leurs conditions initiales.

Les mémes fonctions dceveloppees en wries de Tchebychev admettent aussi de jolies
formules. Ainsi, pour la fonction exponentielle [Sny66, MHO03] on &

exp'xe Q Iy 1Ty xe: (6.1)
n O
Cette formule se deduit de la repesentation inegrale de la fonction de Bessel modiee de
premere espece Iy"xe [Natl0, http://dImf.nist.gov/10.32.E3 ]l:

R 1 SR
In"xe =g €°° “cos’n «d;
0

suivie du changement de variablet cos « (en utilisant legalie T, cos e cosn ).
D'autres se calculent en esolvant la ecurrence \eriee par les coe cients de Tchebychev
de la fonction, comme la fonction inverse du sinus qui admet une suite de coe cients de
Tchebychev hypergonetrique :
arcsin”x Q 4 Ton 17Xe: (6.2)
. 5 l2n 1 Xe! :
no “2n 1'2 "

La fonction d'erreur admet aussi un joli ceveloppement en srie de Tchebychev
n~ l’n

4 1 n
“xe o @ 0- 2 ‘ “ye -
erf”x ZnQOO —on  1e n!1F1CE2n 2W 1 Ton 17 Xe; (6.3)

1. La signi cation de la notation P “est expliqiee dans 2.16 page 23
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al iF1 est la srie hypergeonetrique gereralise (voir e nition 2.8 page 21).

Pour calculer ces formes closes, une premere approche est d'utiliser la ecurrence de
Tchebychev \eriee par les coe cients. Le chapitre 5 donne des algorithmes pour calculer
ces ecurrences. Cette icke permet par exemple d'obtenir la forme close des coe cients de
Tchebychev de arcsifixe, puisque la ecurrence est alorsa deux termes :

%> 4n 4Zun o ncu, O

Pour les fonctions exp et erf, les ecurrences sonta trois termes. Par exemple pour la
fonction erf, la ecurrence obtenue est :

“n? 3neu, “2n® 12n? 24n 16suy 2 N2 BN 4eu,y 4 O (6.4)

Des algorithmes a base de transformations de jauge permettent de eduire cette
Eecurrencea une autre ecurrence dont on connait la solution. On en deduit alors base de
solution sous forme close (voir CvHL10]). A n de ceduire de cette base de solution les
coe cients de Tchebychev sous formes closes, on doit lier cette base de solution avec les
conditions initiales de la ecurrence. Pour calculer ces conditions initiales, on doit esoudre
I'inegrale donnant les coe cients de Tchebychev sous forme close ;a notre connaissance, il
n'existe pas d'algorithme pour e ectuer ce calcul.

Le probeEme qui nous motive dans ce chapitre est le calcul automatique de ces formes
closes. Pour esoudre ce probeme, on ceveloppe une nouvelle methode pour calculer les
coe cients de Tchebychev sans utiliser la ecurrence \eriee par ces coe cients. En plus
d'un calcul automatique donnant des formes closes, cette nethode nous donnera aussi un
algorithme rapide pour calculer des approximations des coe cients de Tchebychev.

1.1 Icke de base : une greralisation des coe cients de Tchebychev

L'icce de cepart de ce chapitre est de gereraliser le ceveloppement en srie d'une
fonction f en developpant la fonction f “xte comme :

foxte Q B teTy xe; (6.5)
k>N

al les fonctions ¢, "te sont donrees par l'inegrale :

- 2 L XteT Xe
te — de: 66
Ck S, T (6.6)
Les coe cients de Tchebychev de(6.5) se ceduisent alors des fonctionsy “te en lesevaluant
ent 1.
En partant de la & nition inegrale de la fonction ¢"te et en supposant que la fonction
f est analytique en 0, on peut dans un premier temps developpef en wrie de Taylor dans
la formule (6.6) :
Gt g Poapnx T
1 1 x?
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Les fonctionsf et Ty xeetant analytiques en 0, il existe un disque D contenant O et
une borneM tels que pour tout SD1 ett >D,

$°xteT"x*S VO upx"t" T x-W\DM:
n>N

La fonction ﬁ est positive et inegrable sur 1;1 ; on peut alors appliquer le

treoeme de convergence domiree pour obtenir :
1 nT “xe

Bk X gy g0 6.7)
1 1 x2

. 2
Ck t. - Q Un S
n>N

Lequation (6.7) montre que la fonction ¢, "te est le produit d'Hadamard :

R R ~ R 1 nTAXo
Gte fotebglte avecglte Qg B X
n O

LT dx t": (6.8)

On rappelle que le produit d'Hadamard de deux <ries formelled P,gfnx" et g
PnheoOnX" est la erie formelle P g0 f ngnXx".

Puissances de x en termes de polyn 6mes de Tchebychev. Les coe cients g,k de
la srie g¢"te e nie dans lequation (6.8) sont les coe cients du teveloppement en srie
de Tchebychev de la fonctionx". C'esta-dire :

Xn

Q Onk Tk Xe:

k>N

Le lemme suivant donne une forme close pour leur srie gereratrice. Ce esultat est sdirement
classique, mais ne trouvant pas de eétrence, on donne une preuve de ce lemme utilisant la
ecurrence de Tchebychev.

Lemme 6.1. Pour tout k, la srie gk est donree par :

. 2tk
gk t. - o E—— o I
1 1 t2ek 1 t2
Nous allons montrer qu'il cecoule naturellement des nethodes tep pesentes au
chapitre 5 et plus gereralement de la D- nitude. On montre d'abord un lemme classique
que I'on retrouve par exemple dans [MH0382.3.1].

(6.9)

Lemme 6.2. Les puissances d se ceveloppent en gries de Tchebychev comme :

n~2 n
x" 21N Q R T, axe; (6.10)
ko K
c'esta-dire .
21 "%, 7 lorsquen k est pair;
Ok ©& 2 . (6.11)
0 sinon:
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Demonstration. La fonction x" satisfait lequation :
xy®xe ny“xe O

Les algorithmes du chapitre 5 donnent alors la ecurrence \eriee par les coe cients de
Tchebychev dex" :

n keuy "2 n keug o O (6.12)

La suite gy cecrite dans ce lemme \eri e cette ecurrence. |l sut donc de \eri er des
conditions initiales de g,.x pour prouver le lemme.

De la & nition des premiers polyndbmes de Tchebychev,To"xe 1 etT; xe X, et de
la ecurrence \eriee par cette famille de polynémes,

Th "X 2XTp"xe Th 1"Xe;

on ckduit par ecurrence que T, xs 2" Ix" R, pour n A0 au R, est un polynébme
de dege n 2. On retrouve donc bien pour tout n les conditions initialesgn, 2 " et
gn;n 1 O D

Bemonstration du lemme 6.1. De cette forme closg(6.11), on ceduit immediatement une
ecurrence enn al k n'apparat que comme parametre et qui annule la suite %@« Z

"n 1¢°n 2euy, n 2 ke n 2 keu, o O (6.13)

Cette ecurrence se traduit en uneequation dierentielle \eriee par la ®rie greratrice de
la suite “gn-k *n>N -

%> k2Zgte YAt tZgPte %' t°ZgP%e O (6.14)

Cetteequation est singulere en 0, les conditions initiales g,k 0 pour | @k, gk 2 k
et gk 1k permettent de conclure que I'on a pour solution unique :

Ok te = =
~1

O]

Une conequence immnediate de lequation (6.8) page 116 et du lemme 6.1 est la
proposition suivante.

Proposition 6.3. Si f est une fonction analytique dans un voisinage d®, alors les
coe cients de Tchebychevc,“te de la fonction f “xte \eri ent legalie suivante :

cte fTteb 9 0

1 1k 1 (6.13)
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1.2 Plan

A partir de ce produit d'Hadamard, je montre dans la premére section de ce chapitre
des formules explicites pour les dceveloppements en sries de Tchebychev de fonction
hypergeonetrique. De nombreuses fonctions sgeciales sont des fonctions hypergonetriques,
on ceduit immediatement de ces formules les developpements (6.1), (6.2) et (6.3).

Il est bien connu [Sta8( que le produit d'Hadamard de deux sries D- nies est une
grie D- nie. Dans la seconde section, je donne un algorithme permettant de calculer une
equation dierentielle, dependante de Kk, \eriee par les coe cients de Tchebychev ¢ te.
Cet algorithme utilise les proprees de la fonction g pour calculer e cacement ce produit.

Si on suppose que la fonctiorf est D- nie et analytique dans une ellipse englobant
le segment 1;1, lesequations dierentielles \eriees par les fonctions ¢,"te permettent
devaluer rapidement eta pecision arbitraire ces fonctions en t 1. Une bonne etrence sur
ce sujet est la these de MezzarobbaNlez11], qui expose des algorithmes rapides permettant
devaluer nuneriguement des fonctions D- nies en garantissant l'erreur. Dans la dernere
section, ces nmethodes dévaluation sont utilies pour donner des approximationsa pecision
arbitraire des coe cients de Tchebychev. Un algorithme utilisant cetteevaluation nunerique
et la ecurrence de Tchebychev calcuke au chapitre 5 est pesent ; celui-ci permet d'obtenir
n coe cients de Tchebychev d'une fonction D- nie en O"ne operations arithnetiques.

Cet algorithme ne se contente pas de cerouler nasvement la ecurrence de Tchebychev.
En e et une utilisation nawve de la ecurrence n'est pas satisfaisante pour calculer les
coe cients de Tchebychev (cecietant une congquence imnediate du corollaire 5.35
page 110). Dans cette dernere section l'icee d'utiliser la fonctionf “xte plutét que f "xe est
encore exploiee. On obtient de cette manere une ecurrence paramnetee ent \eriee par la
suite "¢ "tee | .. De cette ecurrence, on ceduit un algorithme qui permet de calculer une
bonne approximation desn premiers coe cients ¢c” 1 en temps lireaire par rapporta n.

2 Coe cients de Tchebychev de fonctions hypergonetriques

Dans le cas particulier du dceveloppement des fonctions hypergeonetriques, le pro-
duit d'Hadamard nous permet de ceduire des formules donnant des formes closes pour
les coe cients de Tchebychev. Ces formules se specialisenta un tes grand nombre de
fonctions eementaires et speciales puisque celles-ci s'expriment comme des fonctions
hypergonetriques (quelques exemples ties de [AS64] sont donres dans le tableau 6.1).

La plupart des formules pesentes dans cette section ne sont pas nouvellelsuk69, p.
30-31]. Luke ceduit ces formules de theoemes plus gereraux sur des ceveloppements de
fonction hypergonetrique dans des bases de famille de fonctions hypergeonetriques. Ces
formules sont toutes prouvees par ecurrence. Dans cette section, on montre que le produit
d'Hadamard permet de prouver ces formules de manéere uniee et constructive. Ce proec
permet aussi de decouvrir de nouvelles formules comme le ceveloppement de la fonction
d'Airy Ai dans la section 2.4. Une autre contribution de cette section est la simpli cation
des preuves par rapporta celles donrees dans [Luk69].
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Fonction Symbole Repesentation hypergonetrique
Fonction exponentielle exp xe oo %o TXZ
Fonction sinus Sir xe oF1Ss U%z-
2
Fonction cosinus COSXe oF1S: U%Z-
2
1
Fonction d'erreur erfxe 2L 1< 3V X2
2
11
Fonction arc sinus arcsin xe X1 ¢ 22 \K2e
2
1
Fonction arc tangente arctan”xe XoF1 ¢ 2§1V x2e
2
1
Fonction sinus inegral Si"xe X1Fo¢ 2V %-
22
Fonction de Bessel de®® espece J " Xe ’j—zoFlS T %-
Fonction de Bessel modiee de $¢ espece | “xe ’j—zoFlS 1TXT2-
Polyndme de Gegenbauer d'indice pair C;n”x- T 1% ZF ¢ M1 K2
2
Polynéme de Gegenbauer d'indice impair C,,"y"xs " 172 % ZFi¢ ™y T2
~ - 2v
Polynébme de Laguerre cereralise Ln “"Xe %0, Z1F1 %0 " TXZ
Polynéme d'Hermite d'indice pair Hon " xe - 1-”%1F1§ { k2o
~ i 2\(
Polynébme d'Hermite d'indice impair Hon 17 Xe T e Azn” 12.'.!X1F18 3 2o
) 2

Figure 6.1 { Repesentations hypergonetriques de certaines fonctions speciales

La plupart des fonctions du tableau 6.1 sont des fonctions hypergonetriquesevallees
en un care, multiplees par un coe cient. Une autre fonction sgeciale classique, la fonction
d'Airy de premere esgece Ai, non indiqee dans ce tableau, sécrit quanta elle comme une
combinaison lireaire de fonctions hypergonetriquesevallees en % :

_ 3 1 9 3
3 "2-8+oF1 GE4__3V\% o BF $2~3v€fg— . (6.16)

Pour cette raison, cette section ne se contente pas de donner des preuves de formules
pour les fonctions hypergeonetriques mais aussi pour les fonctions hypergeonetriques
evaliees en des cares voire des cubes.

Comme le montre la discussion de la section 2.2 ci-dessous, les fonctions hypergeonetriques
evallees en des cares sont plus faciles. La premere partie de cette section leur est cedee.
Dans la seconde partie les formes closes pour des fonctions hypergeonetriques classiques
sont pesentes. La dernere partie montre comment aborder des cas comme (6.16).

La section 2.3 donne une application directe des formules exposes dans les sections 2.1
et 2.2 : elle explicite les ceveloppements de Tchebychev deseements d'autres suites clas-
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siques de fonctions sgeciales. I, et Qn sont deux familles de fonctions, les coe cients
du ceveloppement desP, sur la base”Qpe sont appeks constantes de connexions. Ge-
genbauer [5eg72 Geg84 a donre les premeres constantes de connexion dans le cas al
les famillesP, et Qn etaient les familles de polyndmes portant son nom, Askey Ask75]

a gererali les constantes de connexiona d'autres familles de fonctions. Dans cette sec-
tion, des formes closes de ces coe cients lorsqu®, est la famille des polyndbmes de
Tchebychev sont donrees directement par les formules de developpement de fonction
hypergeonetrique en srie de Tchebychev. On retrouve des formes closes cep connues
de Gegenbauer Geg72 Geg84 ou de Askey Psk75] et on corrige une formule sur le
teveloppement de polyndme de Gegenbauer en srie de Tchebychev [RZG95].

2.1 Formes closes pour les hypergonetriques en un care

Th eoreme 6.4 (Luke [Luk69]). Les coe cients c¢("te du developpement de la srie de
Tchebychev :

X'd:qﬂi;ffiffapWit'z‘ Q BteTi xe; (6.17)
SR o KN
lorsqueq 1Ep, sont donres par la formule :
11 g e o "a e t2k | o e . 5 1.0 R
Ca 17t 24k “Eo::::“z(:)-:tk! p &a & lkjl’ul.(’;??:;k:kk;lﬂf I:L 2i;kk I12 i ;
et
Cki11 O

Demonstration. Le membre gauche de (6.17) a pour ceveloppement de Taylor

“aren T agen
Q uxm it avec uz | = - 8p°n .

" '
n>N a.]_'n... a.p'nn.

Le coe cient g, kk est non nul seulement lorsquen est pair. On a donc :

2k | 2n.
t Q Uzn 2k 1020 2k 12k 117

n>N

Cox | te

soit en utilisant les formes closes((6.11) page 116) :

o 1t 1% 1 Q Azt kii@ptn k282 A on 2k el o
nsN Pren ki Thgen kKn kel “n 2k leIn!

En simpli ant les factorielles notammenta l'aide de la formule de duplication de la
fonction [ NatlO, http://dImf.nist.gov/5.5.E5 ] et de la relation entre le symbole de
Pochhammer et les factorielles (2.13), il vient :
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2L 1mageyiimape tX T "y kepiiitap kepk 120 12e07k 12 Lent2M

4k “prey "y k! nQ>N "y ken kiiiThy ken "2k 1 1ep"k 1oy Nl
Ce qui est bien le ceveloppement en srie de Taylor de la fonction hypergonetrique de

la proposition. O

Cox | te

Exemple 6.5. La fonction cos x+ est une fonction hypergonetrique oF; (voir tableau 6.1)
evaltee en ~ 1~4+x2. En remplecant t par % et | par zro dans la formule du threoeme,
on obtient :

2t k 12;k 1 t2

W —‘:

T I TS
2k 42k~ 1-2e, K! 2F3CEk 12, 1,k 1 4

Dans cette fonction hypergonetrique, les paranetres k 12 etk 1 se simplient et la
formule de duplication de la fonction donne 4K~1~2¢, k! 2k!. On en ceduit que :

Cote " 1’k£id:1CE vV i :
4k " kel 2k 1 4

Cette fonction est la repesentation sous forme hypergonetrique de la fonction de Bessel
de premere espece 2 1+KJ, "te (voir tableau 6.1). On retrouve alors le ceveloppement
cep connu de Snyder [Sny66, page 46] :

cosSxte 2Q ® 1:KJy teTy xe:
k>N

Exemple 6.6. Le tableau 6.2 donne les sries de Tchebychev de fonction sgeciale deduites
directement du treoeme. Comme pour la fonction cos le developpement de la fonctionsin
est connu de Snyder$ny66. Les ceveloppements dearccoset arcsinsont donres lorsquet 1
dans [MHO03, 85.2]; avec cette sgecialisation, on retrouve les coe cients hypergeonetriques
de lequation (6.2) page 114.

2.2 Formes closes pour les fonctions hypergonetriques
Le second ttreoeme fondamental de ce chapitre traite du cas creral :

Th eoreme 6.7 (Luke [Luk69]). Les coe cients ¢ te du developpement d'une fonction
hypergeonetrique gereralie en srie de Tchebychey,

oFq C% EEZ’Wt‘ SNOEKAI.TKAX.;

avecq 1Ep sont donres par la formule :

2Aal'k"'Aa'ktk ) a k.ag k1.....3 kK.ap k1 2«
ot 2k e Ab:: K22 Ly k.2b1 C1.... by k.zbq k 12'k 1Bp i,
ke k B 2 2 EIC B R | 2 ’

2. COEFFICIENTS DE TCHEBYCHEV D'HYPERG EOMETRIQUES 121




CHAPITRE 6. FORMES CLOSES ET CALCUL NUM ERIQUE DES COEFFICIENTS

Fonction <rie de Tchebychev
sin"xte 2Pion” 1oKJok 1Tt To 17 Xe

n 02 T 1ek q2k 1 =~k 1 ~
erf xte Pysn ——4—k»2tkwllzl S, 35U t% Toe 17Xe

. T t2" 1"2ne! ék Tk %uz T N
arccosxte 5To X* Pysn mz’zl oK 2 * ok 1 Xe

in xte t2n 1°2nel Sk Tk %UZ'T e
arcsin™x PN Zr 1 onenz 1S 27, 2k 1 X
~kgzk 1y e b
R K2k 141 2 1. R
arctan”xte Pisn 2 Tk Tok 17X
- 4k~ 1eK k L 1,2 ~
Si"xte PN mﬂ:l( %K 2;|i %V Zt e Tox 17 Xe

Figure 6.2 { Formes closes pour les sries de Tchebychev de certaines fonctions sgeciales

Cemonstration. On repart du ceveloppement en srie de (6.8) page 116

Cte Q UnOnk Xk;
n>N

.....

Comme g,k est nul lorsquen @k, cc"te est de valuationk, on a donc :
a’te tQ Un kOn kkt™:
n>N

En utilisant les formes closes \eriees par ux et g¢ et le fait que le coecient g, xx O
lorsquen est impair, on a :

- k 120k @1%2n k11D @20 k 2n kel o,
G te t°Q 2 — < k ,\
n>N breon kiiihgean k720 ke!"n  keln!

En simpli ant les factoriellesa I'aide de la formule de duplication de la fonction

~ A ~ap kg ~ar k1, ...~ap ko ~ap k1
U A TR PN e s e L M e S
2k b_]_'k::: hﬁ].k k! n>N Ablzkon'\bl 2k l.n:::’\quk.n'*bq 2k 1onAk 1on n!
ce qui conclut la preuve au vu de (2.12) page 21. O

Exemple 6.8. Le developpement de la fonction exp comme fonction hypergeonetrique
(voir tab 6.1) permet de deduire legalie :

2

. 2 tk .
Ck te ZTHd:lCEk 1Vt— ;
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al ¢ te sont des coe cients de Tchebychev deexp™xte. On retrouve la repesentation
hypergeonetrique de la fonction 21 te et le ceveloppement classique [Sny66] :

exp'xte Q I teTi xe:
k>N

2.3 Cas particulier : les constantes de connexion

Une application de ces premeres sections est le calcul de certaines formes closes de
constantes de connexion. Ces constantes,x [Ask75, cours 7] relient deux familles de
fonctions "Ppensn et "Qyeksn entre elles de la facon suivante :

P Q ankQx:
k>N
On s'ineresse ici au cas particulier au les polyndbmes Qi sont des polyndmes de
Tchebychev. Le chapitre 8 traite des cas plus gereraux. GegenbauerGeg84 a donre le
teveloppement des polynémes portant son hom :
N~ e "
C, xe —N K _KTe sdxe: 6.18
n on “n kelkl |® 2 (6.18)
Dans le méme article il donne une cemonstration assez technique. On va montrer
comment on peut obtenir ce esultat simplement grace au treoeme 6.4.
Area, Dimitrov, Godoy et Ronveaux [ADGR04] donnent une formule plus gererale
pour les coe cients de TchebychevAp “te du polynébme C,,"xte :

R ~ 1.”n ke~2 tk ~2 .n'\n 2 onn!
Ank te = b~ ~ ~ ~
’ KI™n  Ke~2e!123n k 1-2e,, N ke~2e-, k2" *n
"k ne~2;"2 Kk ne2
E ' W
F1 K1
lorsquen k est pair et O sinon. Malheureusement cette formule est fausse (exemple : le
polynébme de Gegenbauerevalle enn 6; 2ett x 1donne 84 contre 163::: en

utilisant cette formule.
Une application du treoeme 6.4 fournit directement la formule correcte :

n 1 27 ne’n e t n k:n kik 1k 12
L27nan W

Aprate ~ o7 3 E s
2n; 2k ¢ n 4k ~1-2e k! +3 12 k;2k 1;k 1
e m gD 27 nen et mn ok Lk Lk 32
Ao, 1. te 1e" - — e
2n 1,2k 1 ¢ n 4% "3-2¢ k! 3 32 kizk 22k 1
et

Aon 12k te Agnok 1te O

Ces expressions se simpli ent du fait de la pesence simultaree d& 1 etk 1-2 (ou
k 3-~2) dans les deux ensembles de pararetres. De cette simpli cation vient la proposition
suivante.
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Proposition 6.9. Le developpement des polynémes de Gegenbauer en srie de Tchebychev
sécrit :

. n S en it n k:n k:
C, "xte 20 ® 1M k_ Nk ’ "M2e To "X
2n Q kel 1 %
et
-~ n e t 1 n k;n k 1
Con fXte 2Q " 1o KT = Fi< ’ 2o Ty 17Xe:

o “n kel "2k 1o 2k 2

On retrouve la formule (6.18) enevaluant en 1 gracea l'identie de Chu-Vandermonde [Nat10,
http://dImf.nist.gov/15.4.E24 ]l:

ki« n;b\ﬂ° —CA dl
c C'n

Les mémes ickes fournissent des formes closes pour les ceveloppements des polynémes
de Laguerre gereraliees (L) ou des polyndmes d'Hermite () (voir tableau 6.1 page 119).

Proposition 6.10. Les polyndémes orthogonaux classiques suivants se developpent en fries
de Tchebychev comme :

- no.n 2 " ne tK “n ke=2;" n k 12 2

L, ""xte % - — ' V\E— Tk Xe;

n Q" 1?3 | 12 k2 1k 1074 K
n 2n! " ney t n k

Hon Xte ® qung k1227 k- p W2e Ty Xe:

Xt Q nl12e kY k1A
n “2n 2e1" ne t% 1 n k

Hon 1"Xte "~ 1eNg K F W2e Toe 17Xe:
s Q el 32e KPPk 20 !

2.4 Gereralisationa d'autres fonctions hypergonetriques

Si la ecurrence de Taylor assoceea une fonction esta deux termes mais d'ordre plus
grand que deux, les threoemes pe@dents ne donnent pas de forme close pour les coe cients.
Cependant l'icce se gereralise; lors de cette trese, du codeMaple aet ceveloppe pour
calculer des formes closes pour ces coe cients de Tchebychev. Ce code est utilie par le
DDMF [BCD 10]. Un exemple ineressant est donre par le ceveloppement de la fonction
d'Airy Ai. La ecurrence satisfaite par les coe cients de Taylor de cette fonction esta
deux termes et d'ordre 3 :

U, %’ 5n 6Zu, 3 O
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Gracea la forme particulere de cette ecurrence et aux nethodes utilisees pour la
preuve des treoemes 6.4 et 6.7, on obtient le ceveloppement suivant.

Ai"xe
e 1l B 33 1 12k 4-3;12k 56 1,
Q 8Kk 144 "k 432 ° 43,53k Lk 43k 53 1296
(o)
®3 2 12k 23:12k 16 1 ¢
Y = ' W' Ta xe
3 "k 282 ° 1328k 1.k 28k 1-3 1296 « X
[o]
1°'°3 1 12k 2-3;12k 76 1,
Q BFKkI” 36 "k 532 ° 2343k Lk 43k 53 1296
323 1 12k 5612k 13 1 ¢
b S < ’ W Tae 17Xe
9 "k 4132 ° 1828k 1:k 43k 23 1296 X1
[o]
1 '3 1 - 12k 7-6:12k 53 1
SN81'< 1K 1e1” 24 "K 582 ° 4-3:53:k 2:k 53:k 7-3 1296
3?3 3k 4 12k 4-3;12k 56 1 -
—_— ’ W——" Tg 2"Xe:
9 "k 782 ° 2848k 2:k 43:k 53 1296« X?

3 Calcul du produit d'Hadamard dans le cas D- ni

La treorie de I'nolonomie [Zei9( a rme que les fonctions ¢, te e nies par (6.6) sont
D- nies si la fonction f est D- nie. Connaissant une equation dierentielle \eriee par
f, l'algorithme de ceation tlescopique [Zei90, AZ90, CS98 Chy00Q] calcule lequation
dierentielle \eriee par chaque ¢"te. Les packagesMaple Mgfun[Chy98, Pec0g et Mathe-
matica HolonomicFunction$Koul0a, Koul0b] permettent d'e ectuer ce calcul.

Notre approche dans ce chapitre est plus directe et n'utilise pas la ceation elescopique.
Les proprees de cléture des fonctions D- nies [Sta8( entrament que les fonctionscy (6.8)
page 116 sont D- nies comme produits d'Hadamard de fonctions D- nies. On utilise donc
le produit d'Hadamard pour calculer lequation dierentielle, paranetee par Kk, \eriee

par ¢ te.

3.1 Calcul d'uneequation dierentielle \eriee par G te

Lequation dierentielle \eriee par le produit d'Hadamard de deux fonctions  D- nies
se calcule en e ectuant uneelimination dans un syseme lireairea coe cients polynomiaux
a partir desequations dierentielles \eriees par les fonctions. La dimension de ce syseme
lireaire est telle que la complexie de ce calcul peut étreelevee. Cependant, le produit
d'Hadamard ici est particulier, et il est possible d'obtenir directement un algorithme plus
e cace pour ce calcul. Les coe cients de Taylor gnx de g¢”Xe \eri ant une ecurrencea

3. CALCUL DU PRODUIT D'HADAMARD DANS LE CAS D-FINI 125



CHAPITRE 6. FORMES CLOSES ET CALCUL NUM ERIQUE DES COEFFICIENTS

deux termes (6.13),
'n 2°n 1egk n k 2°n Kk 29, 2k O
le calcul du produit d'Hadamard est ai.

Exemple 6.11. Les coe cients de la srie de Taylor de exp xe \eri ent lequation d'ordre
2:

Uh n 1°n 2eu, » O0;

La ecurrence \eriee par g;—',‘ s'obtient simplement en multipliant termea terme les

coe cients de cette ecurrence et de la ecurrence satisfaite par g,k :
'n 2°n Iechk N 2n 1n k 2°n Kk 2, 2k O

Les indicesn etant des entiers naturels, on peut simpli er cette equation par le facteur
commun"n 1¢"n 2, ce qui donne la ecurrence \eriee par les coe cients de Taylor
de la fonction de Bessel modieely"te. Pour montrer la validie du developpement de la
fonction exponentielle,

exp'xte Q I teT, xe;
n o0

il ne reste plus qua \erier des conditions initiales. Celles-ci seront donrees dans la
prochaine section.

Dans cet exemple, le produit d'Hadamard se calcule simplement une fois que l'on a la
ecurrence d'ordre 2 qui annule les coe cients de la fonction exp. De fecon gererale, le
calcul de la ecurrence \eriee par le produit d'Hadamard entre une suite up et la suite
Cnk est plus facile lorsque la ecurrence \eriee par up va de deux en deux; c'esta-dire
gu'elle annule en méme temps les suiteSug; 0; uy; 0; Ug;:::e et "0;uq;0;us;:::s. En e et,
partant de

fo"Neu, ri Neup 2 rq"neun o9 O; (6.19)

et des coe cients de la ecurrence (6.12),
Po’ne "n 2n 1+ et p’ne "n k 2°n k 2
la suite "gn.k Un*n>n Satisfait la ecurrence :

d1
M po'n  2ierg" NegnkUn
i0
ds 1 ) d1 )
M po'n 2ie M p2’n 2iers neg, 2skUn 2s (6.20)
i 0 ids
d1 .
M p2'n  2ierg negy 2g;kUn 24 O:
i 0
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Entr ee: une ecurrence rec telle querec up® Pﬂ 0di Nneu, ; 0O avec
foXe P psyUnX"
Sortie: une ecurrence rec telle que recy cyk* 0 avec ¢ te P sy Gk t" et
foxte PRnCteTi xe
1: Calculer ]
tec Q" 1o'a"neu, ; O
no
2: Calculer
rec; Icim"rec;iece rg neu, rineu, rqg Neun 24
3: renvoyer
dds1 d1
recc Q M po'n 2ie M p2’n 2iers necy 2skUn 2s
s0io0 ids

Algorithme 6.1:  Produit d'Hadamard pour les coe cients de Tchebychev

Dans le cas eereral, il sut de calculer,a partir de lequation de ecurrence \eriee par
la suite "up*nsn, UNE ecurrence \eriee par les suites “ug; 0;up; 0;:::¢ et "0;uy; 0;ug;: e,

c'lesta-dire 3°u, "~ 1+"upe et 3°u, " 1e"upe. Silequation

d
Q a'neuy,; O (6.21)
no

est \eriee par la suite “upe, alors lequation

d
Q" 1'a neuy,; O (6.22)
n o
est \eriee par la suite =~ 1«"une. Le Icim (4.16 page 62) de ces deux ecurrences annule
les sommes de ces suites. En calculant ¢é&m, on obtient alors la ecurrence souhaiee. On
retrouve ici une des nethodes de [BCLRO3].
L'algorithme 6.1 esume I'ensemble des operations calculant une ecurrence annulant la
suite “ungn:k *n>na partir d'une ecurrence \eriee par la suite “up*p>y
Le passage de lequation dierentielle \eriee par f a uneequation dierentielle \eriee
par cx se ceduit de cet algorithme et des algorithmes permettant de passer d'une relation
de ecurrencea lequation dierentielle \eriee par les sries gereratrices des solutions de
cette ecurrence.
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3.2 Conditions initiales

Pour que la fonction ¢ soit enterement cetermiree par lequation dierentielle, il ne
reste plus qua ceterminer les conditions initiales de lequation dierentielle ou de facon
equivalente celles de la ecurrence \eriee par les coe cients de Taylor de la fonction cy.

Si la ecurrence est d'ordre 2 comme (6.20), il faut au moins 2d conditions initiales
pour caraceriser la solution. Il peut en falloir plus. Le nombre de conditions initiales
recessaires cepend aussi des racines du polynéme de téte de la ecurrence, c'esta-dire ici

des racines de :
d1

M p2'n  2ierg" negn 2dxk:
i 0

est de valuationk, la srie ¢, est de valuation au moinsk. Les coe cients ¢, de ¢ sont
donc nuls pourn @k. Si on nommeng la plus grande racine du polynémery, on peut alors
caraceriser les conditions initiales de la ecurrence par :

f; 21 1%, Zu; sii k est pair eti plus grand que maxng;ke;
Gk L 2 _ ;o (6:23)
a 0 sinon
pour i allant de 0a 2d max'ng;ke 1.
Les conditions initiales de lequation dierentielle \eriee par ¢, se deduisent imnediatement

de cetteequation.

4  Approximation des coe cients de Tchebychev

Pour calculer le ™ coe cient de Tchebychev d'une fonction que I'on sait evaluer
nuneriqguement, on peut utiliser l'inegrale issue du produit scalaire des polynébmes de
Tchebychev

2 S ' de:
1 1 x2
Cette nethode n'est pas e cace. Par exemple Maple ne parvienta calculer nunmeriquement
que les neuf premiers coe cients de Tchebychev de la fonction d'Airy Ai de cette facon.

Les formes closes donrees dans la section pe®dente permettent devaluer e cacement
les coe cients de Tchebychev en utilisant par exemple des algorithmes nuneriques cedesa
levaluation des fonctions hypergeonetriques. Les formules de la section 2 ne donnent des
formes closes que pour une certaine classe de fonctions D- nies; l'utilisation des formes
closes pour levaluation nunerique est donc limitee.

Une autre approche pour calculer nuneriguement les coe cients de Tchebychew " 1e, au
les fonctionsc,"te sont ke nies par (6.6) page 115, est donree par ThacherTha64] et utilise
le produit d'Hadamard (6.8) page 116. Sa nmethode consistea calculer les coe cientsu,
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du ceveloppement de la fonction en srie de Taylor en 0, puis pour toutk la somme qui
approxime ¢ 1e
N

Q OnkUn;
n o

@l ghk estcenipar (6.11) et N est un entier choisi par l'utilisateur. Dans cette section,
on se propose d'a ner cette methode lorsque la fonction est D- nie. On pourra ceterminer
explicitement I'entier N en fonction de la pecision souhaite et calculer rapidement les
coe cients.

Cette section se cecompose en deux parties. La premere est consaceea levaluation
rapide d'un coe cienta pecision arbitraire en utilisant des algorithmes dedesa levaluation
nurrerique de fonction D- nie. Dans la seconde partie se trouve la contribution de cette
section. On propose un algorithme calculantd coe cients de Tchebycheva pecision en
O"d log~ lee operations arithmetiques. Cet algorithme se base sur la ecurrence \eriee
par les coe cients de Tchebychev ¢ tes sy (8 5).

Nous supposons dans cette section que les operations arithnmetiques entre les nombres
eels ou complexes sont e ectiees en arithrretique exacte (c'esta-dire en gereral rationnelle)
dans un sous-corpK de C, que I'on consicere e ectif. Les calculs e ecties ici ne sont
pas stables nuneriquement, les algorithmes n'ont donc aucun inerét si on remplace
l'arithnetique exacte par de l'arithrretique ottante.

Comme dans le reste de cette these, la complexie utilisee ici est la complexie
arithnmetique. En d'autre termes, nous n'attribuons un co0t unitaire qu'aux operations
dansK.

4.1 Calcul rapide d'un coe cient de Tchebychev

Mezzarobba a developge le packageMaple NumGfur? [Mez1( disponible comme sous-
package degfun [SZ94 http://algo.inria.fr/libraries/papers/gfun.html ] qui per-
met devaluer nuneriguement une fonction en un pointa partir de lequation dierentielle
\eriee par celle-ci et des conditions initiales. Levaluation d'une fonction par ce package
est garantie.

L'exemple suivant montre comment, en utilisant la theorie de la premere section et le
packagegfun, calculer un coe cient de Tchebychev d'une fonction D- nie donree.

Exemple 6.12. La fonction erf"xe satisfait lequation dierentielle :

A deql := 2*x*diff(y(x), x)+diff(y(x), X, X):

On a ectea la variable de lequation dierentielle (6.14) page 117 \eriee par
O Xe

2. La version publique actuelle de NumGfun ne traite pas desequations dierentielles singuleresa
I'origine. Comme la frie c¢,"te est de valuation k ((6.23) page 128), lequation dierentielle I'annulant
admet une singularie apparente en 0. Pour cette raison, dans cette section, la version publique de NumGfun
n'est pas utiliee et remplaee par une version en ceveloppement qui traite lesequations admettant une
singularie apparente en 0.
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A) deq2 = (2*x"2+k"2)*y(X)+(4*x"3-x)*diff(y(x), X)+(x"4-x"2)*diff(y(x), X,
X):

On e ectue le produit d'Hadamard entre dedl et de@ :

A deqg3 := eval(hadamardproduct(deql, deg2, y(x)), [_C=0]):

Sachant que la fonctionc, est au moins de valuationk, pour plus de commodie
pour la suite, on a ectea la variable dedB, lequation dierentielle \eriee par ckaX° (ce
qui ne change pas le esultat de levaluation en 1).

A deg3 := collect(expand(eval(deq3, y= proc(x) x*k*y(x) end proc)), [y, diff(y(x),

x), diff(y(x), x, x), diff(y(x), X, X, X)]):

En utilisant la proedure analytic continuationdu packageNumGfun onevalue c;” 1»
avec 200 chi res garantis. Cette proedure utilise des conditions initiales symboliques,
on doit donc e ectuer ce calcul en deuxetapes. La premereetape utilise la proedure
avec l'aide des conditions initiales symboliques et la secondeetapeevalue le esultat
obtenu avec les conditions initiales de lequation dierentielle (6.23) page 128.

A analytic_continuation(eval(deq3, k=1), y(x), [0,1], 200):

A evalf[200](eval(%, f_C[0]=0, _C[1]=2/sqrt(Pi) 9);

0:904346336830797274790884018485152292909651508614774589419

On peut aussi calculer 10000 chires du 31" coe cient en 14 secondes :

A st = time():

A analytic_continuation(eval(deqg3, k=51), y(x), [0,1], 10000):

A evalf[10000](eval(%, f _C[1]=eval(diff(erf(x),x$51),x=0)*2~(-50)/51!, _C[0]=0 9);

A time()-st;

5:22625984410981191673592537174705582306120610 ©1
14:336

Cet exemple montre comment obtenir rapidement levaluation nunerique d' un coe cient
de Tchebychev enMaplea partir de lequation dierentielle \eriee par la rie.

Souvent, on a besoin de calculer plusieurs coe cients de Tchebychev. Dans ce cas, on
utilise la ecurrence de Tchebychev pour aceerer les calculs. Dans la prochaine section, on
verra comment calculer et utiliser une ecurrence \eriee par la suite indexee par K :

N
Q Cnk; (6.24)
n o

Cnk €tant le rf™ coe cient de Taylor de c.

L'inerét de cette suite est que, sous certaines conditions d'analycie, les coe cients
tendent vers ¢."1e quand N tend vers l'in ni. Pour utiliser la ecurrence \erike par cette
suite, on a besoin de ses conditions initiales. On doit doncevaluer cette somme pour les
premiers k, ce que l'algorithme 6.2 e ectue.

En partant du principe que la fonction ¢, est analytique dans le disque unit, on sait
alors que la somme(6.24) converge versce” 1o quand N tend vers I'in ni. Un algorithme
de Mezzarobba et Salvy MS10] permet de quanti er cette convergence puisque celui-ci
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Entr ee: dequneequation dierentielle n'admettant pas de singularie dans le disque unie
et munie des conditions initialesa valeurs dansK donnant une solution unique, un
entier k et une erreur cible o

Sortie:  Une approximation dansK de 2 Rll fo"'%dx avec une erreurD

1: Calculer recg, la ecurrence (6.20) page 126a partir de I'algorithme 6.1

2: Calculer les conditions initiales de la ecurrencea partir de (6.23)

3: Calculer N telle que la suite c,x, annuke par rec et \eri ant les conditions initiales
calcubes peedemment, \erie P, \ 16k S@ (Utiliser l'algorithme de [MS10])

4: renvoyer PN ;cox calcuke en ceroulant rec

Algorithme 6.2:  Calcul du K™ coe cient de Tchebychev

borne,a l'aide d'une forme close, la suite

en fonction de N a partir de la ecurrence \eriee par la suite "¢k *ksn. Cet algorithme
permet donc d'obtenir une borne sur la dierence entre ¢c” 1 et la somme (6.24).

La ecurrence \eriee par cette suite permet aussi de calculer rapidement la somme(6.24).
De ces esultats on deduit un algorithme pour calculer une approximation de ¢,"1s en
garantissant l'erreur.

Proposition 6.13.  Pour toute fonction f solution dequation dierentielle lireaire a
coe cients dans K x , nadmettant pas de singularie dans le disque unie, munie de
conditions initiales dans K, tout entier k et tout AO, l'algorithme 6.2 calcule enO”k
log~ lee operations arithrretiques la somme P gchk @i ok est & ni par :

2 Lf xteTy xe

Ci te Cn;ktn -S
nQ>N 1 1 x2

ax;

et N est tel que®"1e PN 1. S@ .

Demonstration. Hadamard [Had99 montre que le produit d'Hadamard de deux fonctionsf
et gx n'a d'autres points singuliers que ceux que I'on obtient en multipliant les a xes des
dierents points singuliers de f par celles des dierents points singuliers decy. Lequation
dierentielle annulant gk a le point 1 comme singularie la plus proche de 0. On en deduit
gque lequation dierentielle annulant ¢, n‘admet pas de singularie dans le disque unit.

On a donc legalie :
- 2 L1f XeT"xe
Ck 1e Cxk: — e
nQ>N n S N 1 x2

La complexie du calcul de la ecurrence a partir de lequation dierentielle avec
I'algorithme 6.1 page 127 depend seulement de la forme de cetteequation dierentielle et

ax:
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est donc incependante dek et . En revanche le calcul des conditions initiales cepend de,
puisqu'il faut calculer les coe cients u; du developpement de Taylor pour i allant de Oa k.
En utilisant la ecurrence \eriee par la suite u; (venant de la D- nitude de f ) des coe cients
de Taylor de f, ce calcul s'e ectue enO” ke ogerations arithnetiqgues. Mezzarobba [Mez1]]
montre que le nombreN de termes su sant pour obtenir une pecision de ¢, par PN ckn

- ll >, - . . . - . .
est "fg;{ ~ 0%eg, % 1ZZ @ la plus petite singularie de lequation dierentielle \eriee
par ¢. Cette singularie cepend de la singularie dominante de lequation dierentielle
\eriee par f que l'on suppose ici constante. On a don®N O"log™ lee.

Du fait de la valuation superieurea k de la fonction ¢y, on a pour tout N legalie

N N k
Q Gk Q Cykk:
n o no

La ecurrence \eriee par la suite "¢, kk*n>n S'Obtient en e ectuant, pour tous les coef-
cients polynomiaux de la ecurrence \eriee par “Chpk*nsn, l€ changement de variable
n n k. De cette ecurrence et des conditions initiales, on peut deduire avec l'algorithme
de Mezzarobba et Salvy exprime une forme closg™N ¢ telle que :

W Q G kkWap' Ne:
n N k1

Le calcul de la forme closep cepend uniquement de lequation dierentielle et des
conditions initiales, donc s'e ectue en O™ 1« operations arithnetiques. Comme p dcepend
uniquement de lequation dierentielle, et est donc incependant de et N, calculer un N
tel que p'Ne @ s'e ectue en O log~ e operations.

La ecurrence et les conditions initiales ce nissent une unique solution. En la ceroulant,
on calcule 'approximation souhaiee. Calculer N coe cientsa partir d'une ecurrence
lireaire et les additionner entre eux s'e ectue en un nombre d'operations lireaire en N.

La complexie de cet algorithme ne cepend donc que du calcul deN, desk coe cients
u; et desN coe cients Cn. O

L'exemple suivant illustre le calcul des coe cients de Tchebychev de la fonction d'Airy
Ai"xea l'aide de l'algorithme ci-dessus.

Exemple 6.14. Le calcul du 8™ coe cient de Tchebychev de la fonction Ai"xe. En
utilisant l'algorithme 6.1 page 127, on calcule la ecurrencerec \eriee par la suite
"Cnik *Kk>N-
A rec;
rec n 2°n 1¢°n 4¢°n 3*"n 6¢°n 5eu"ne
22°n k 2°n 4 ke'n 4 ke"n 6 ke'n 6 ke%In? 21en 180 n* 16n%Zu"n 6
En utilisant la proedure boundrectail du packageNumGfun on majore le reste de

la suite par une forme close. Pour calculer les conditions initiales, on utilise ici encore
la formule (6.23).
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A ic :=seq(op([u(i)=eval(diff(AiryAi(x)*2*(-i+1)/i"*binomial(i, (i+9)/2),

x$i), x=0), u(i+1)=0]), i=9..14, 2):

A rec := feval(rec, k=9), seq(u(i)=0, i=0..8), ic o

A sol := bound_rec_tail(rec, u(n)):

Il sut devaluer cette borne pour trouver un N tel que le reste est plus petit que
10 191 c'est ce qu'e ectue la boucle suivante :

A Q=1
Al :=0:

A ev := evalf(eval(sol, n=1)):

A for | from 0 while abs(ev)>107(-101) do
A= 2,

A ev := evalf(eval(sol, n=i));

A od:

AT

256
Pour calculer I'approximation, on utilise la proedure fnth_term disponible dansNumGfun
avec l'option series qui permet de calculer rapidement une approximation en arithrretique
ottante de la somme des premiers termes de la suitécg*k>na pecision »e. On souhaite
ici calculer les 256 premiers termesa pecision 100 chires. Ce qu'e ectue la commande

suivante :
A kl =09:
A fnth_term(rec, u(n), 256, 100, 'series');

0:0000001063392639:
On peut calculer aussi ce coe cient en utilisant l'inegrale et comparer les 100
premiers chires des deux esultats.

A evalf[120](2/Pi*Int(f(x)*orthopoly[T](k1, x)/sqrt(1-x"2), x=-1..1)-%);
3:09917579327244 10 112
On retrouve bien les mémes 100 premiers chi res.
Levaluation du coe cient s'e ectue en 0 :848 secondes (@ secondes pour le calcul de
la borne qui valide le esultat et le reste pour le calcul du coe cient) alors que le calcul

nunerique des 100 premeres cecimales de l'inegrale enMaple s'e ectue en 1:918 secondes
sans garantie du esultat.

4.2 Utilisation de la ecurrence de Tchebychev pour calculer les M pre-
miers coe cients

Le probeme qui nous peoccupe dans cette partie est le calcul e cace desM premiers
coe cients de Tchebychev d'une fonction D- nie f. Ces coe cients se calculent naturel-
lement en ierant M fois l'algorithme 6.2. La complexie de ce calcul est alorsO™M
M log %o ‘eZ operations arithnetiques. Je montre maintenant comment ce calcul s'e ectue
en O%og”~ leZoperations arithnetiques en utilisant la ecurrence de Tchebychev.

Le probeme qui a cepetevogle dans l'introduction est qu'en ceroulant nasvement
la ecurrence, les approximations des coe cients deviennent tes mauvaises. Ceci est une
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congquence du treoeme 5.35 page 110. En e et, la dimension de I'espace des solutions
convergentes d'une ecurrence de Tchebychev d'ordre 2est s. En ceroulant directement
I'algorithme avec des conditions initiales non exactes (par rapport aux conditions initiales
d'une solution convergente), on calculera probablement les coe cients d'une solution
divergente de la ecurrence. On peut observer ce ptenonene sur I'exemple suivant.

Exemple 6.15. On souhaite calculer les coe cients de Tchebychev de la fonctiorexp
en utilisant la ecurrence qu'ils eri ent. On utilise une bonne approximation nunerique
des conditions initiales et on ceroule la ecurrence. De cette manéere on obtient vite des
esultats faux, comme le montre la sessionMaple suivante.

Digits := 100:

u_0 := evalf(Bessell(0,1)): u_1:= evalf(Bessell(1,1)):

rec := -u(n)+(2*n+2)*u(n+1)+u(n+2):

v := dfunfrectoproc]( frec, u(0)=u_0, u(l)=u_1 g, u(n)):
v(62), evalf[10](Bessell(62,1));

400.0; 6:917787740000000 10 1%

Dans cette session, on travaille avec 100 chires de pecision. Les coe cients) Oetu_1
sont des approximations des deux premiers coe cients de Tchebychev de la fonctioexp,
rec est la ecurrence satisfaite par ces coe cients etv est la suite obtenue en deroulant
cette ecurrence avec comme conditions initialesu_0 et u_1. Le esultat retourre est le
62™M terme de la suitev, qui est cense repesenter une approximation du 62" coe cient
de Tchebychev de cette fonction. Le esultat obtenu est tes loin du esultat espee
(une approximation de lgx"1¢). La seule raison de cette dierence est la structure de la
ecurrence de Tchebychev qui fait que I'on ne peut jamais obtenir une bonne approximation
des coe cients en utilisant cette methode. L'utilisation de la ecurrence de cette manere
n'‘est donc pas satisfaisante.

> » >» » >

En revanche, la proposition 6.16 montre que la suite indeee pak de terme gereral :
N
Q Cnk: (6.25)
no
\eri e pour tout N une ecurrence inhomogene cerivee de la ecurrence de Tchebychev, et

dont on peut faire usage nuneriquement en gardant une bonne complexit.

Proposition 6.16. Soit f une fonction D- nie et analytique en 0. Les coe cients de

Tchebycheve,“"te def “xte b nis par (6.6) page 115 \eri ent une ecurrence du type :
%oo' ke poiket  porket'Zolte  Ypaotke  parket'Zo g'te O; (6.26)

al les coe cients p;; sont des polyndmes erk et | est un entier naturel. La suite

N

Q Cnhik:
no
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@l Chk est lerf™ coe cient de Taylor de c¢c"te, est alors solution de la ecurrence
inhomogene :

N N
%00:0" ke Po1 K*eZQ Cnk od:0” Ke Pa:1 K*ZQ Cnk d
noO noO
(y@O;lAk' pO;IAk'ZCN;k %lad;lAk’ pd;IAk’ZCN;k d (6 27)
902" K* Po1 KeZen 1k 90d:2" Ko Pa:"KeZen 1k d .
Po; Keen 1 1k Pa; KeCn | 1k d-

Demonstration. Lequation dierentielle en x \eriee par f“xte esta coe cients polyno-
miaux en x et t. Selon le chapitre 5, il existe une ecurrencea coe cients polynomiaux
ent et enk qui annule ¢ te. Il existe donc un entier| (le maximum des deges ent des
polynémes de la ecurrence) tel que la ecurrence secrit comme(6.26). Pour tout entier N,
lequation (6.26) implique legalie :

N N 1 N
@o.0°k* Q Chkt" poi'ke Q Cokt" ! po1 ke Q Coxt"
no no no
N N |
g0 ke Q Crk at" Pa1 ke Q Cnk gt" ¢ O
n o0 noO

En e et, le membre gauche de cetteequation est le membre gauche de lequatiorf6.26)
trongwea l'ordre tN 1. Enevaluant t en 1 dans cetteequation puis en isolant la somme N ¢y,
on obtient :

N N
90,0 K* Po; K*ZQ Cn .0 Ke Pa: K ZQ Chk d
noO noO
N
Po:1” KeCnik Poy ke Q  Cnk
nNI1 (6.28)
N
Pa:1 KeCnk d Pa; ke Q  Chk d
nNI1

En earrangeant les termes de la partie gauche de cetteequation, on retrouve lequation(6.27).
O

Pour tout N »e, la suite “Cyk*ksNh UNOnk°ksn \erie la méme ecurrence que
la suite “gnk*ksn (6.12) page 117. Le membre droit de lequation (6.27) se calcule donc
e cacement en utilisant cette ecurrence. On deduit alors un algorithme pour calculer
rapidement les developpements de coe cients (6.25) en utilisant la ecurrence (6.27).
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Entr ee: dequneequation dierentielle n'admettant pas de singularie dans le disque unie
et munie des conditions initialesa valeurs dansK donnant une solution uniquef , un
entier M et une erreur cible

Sortie: Des approximations danskK de 2R
erreur D .

1: Calculer recy, la ecurrence (6.20) page 126a partir de l'algorithme 6.1.

2: Calculer les conditions initiales derecya partir de (6.23). Soit "chx*nn >N, la solution
de cette ecurrence et des conditions initiales.

3: Calculer N tel que P,  1G:0S@ et P, n 1C:1S@ (utiliser les algorithmes
de [MS10])

4: Calculer la ecurrence de Tchebychev assoceeadeqet identi er les polynébmes p;; tels
que la ecurrence soit sous la forme(6.26) (avec d l'ordre de la ecurrence et | le dege
des polynébmes ert)

5. Calculer les coe cients PN ¢y« pour k allant de 0Oa d 1 avec l'algorithme 6.2

1 f XeTk Xxe

1 dx pour k allant de 0Oa M avec une
1 x2

6: Calculer les coe cients Cn:0;CN 1:0;:::5CN 1 1:0:CN:1; 155 Cn 1 121 €n utilisant recy et
les conditions initiales calcukesa letape 2
7: Calculer les coecients “Cy:2;:ii;Cnm i Cn 1 125005 6n 1 m e en utilisant la

ecurrence (6.12) page 117 et les conditions initiales calcukesa letape peedente
8. renvoyer P,’}' oCnk pour k allant de Oa M en utilisant lequation (6.27)

Algorithme 6.3:  Calcul e cace des M premiers coe cients de Tchebychev

Proposition 6.17. Pour toute fonction f solution dequation dierentielle lireaire a
coe cients dans K x , nadmettant pas de singularie dans le disque unike, munie de
conditions initiales dans K, tout entier k et tout AOQ, I'algorithme 6.3 calcule enO™M
log~ lee operations arithnetiques les sommesPr'}I oCnk pour k allant de 0Oa M a1 ¢y

est ¢ ni par :
- 2 L xteT Xe
Cte Cokt" = X =
nQ>N S 1 x?2

et N est tel queSc“te PN ;¢ S@ pour tout k >70;:::; M.

dax;

Cemonstration. La correction de cet algorithme est une consequence de la proposition 6.16.
Seule letape 3 esta \eri er ; on doit montrer que I'entier N calcuk \eri e bien P, 1 Chk TD
pour tout k. Cette proprek est \eriee, en montrant les iregalies :

Q oD Q $x«S et Q &1D Q Sk 1S
nN 1 nN 1 nN 1 nN 1

pour tout k >N et N >N. Comme la suite"chx*k>k €st & nie comme le produit de uy
avec la suite”gn.k *ksn ;5 le fait que $nk D 8hk 2i Ssu ta cemontrer ces iregalies. On a
selon la formule (6.12) page 117 :
Onik 2i “n o ke~2e!
On:k “k ne~2 1.V
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Ce quotient est bien inkrieura 1.

Pour les mémes raisons que dans la preuve de la proposition 6.13 page 131, letape 1
s'e ectue en temps constant et letape 5 enO"M « operations arithnetiques. Le calcul de
borne est e ecte seulement pourk >70; 1. Le calcul de I'entier N a letape 3 s'e ectue donc
enO"log™ e operations arithnetiques. Selon [Mez11], I'entier N est dansO %og”~ leZ

Les autresetapes de cet algorithme calculent des coe cientsa l'aide de ecurrences, le
nombre de coe cientsa calculeretant M gtape 7) ou N gtapes 5, 6 et 8). Ces calculs
s'e ectuent donc en O°N M « ogerations ce qui est bien la complexie recherclee. [

Remarque 6.18. Pour AO, le calcul des approximantsPN oCn:k de tous les coe cients
de Tchebychevg,~1¢ avec une erreurD s'e ectue en O"log™  lee.

En e et les coe cients ¢,y sont nuls pour n @k, les approximants P ¢y« sont donc
nuls pour k AN. Dans l'algorithme 6.3 on peut donc ne pas mettreM dans l'entee et
calculer N coe cients.

Exemple 6.19. Cet exemple est la suite de I'exemple 6.14.

On souhaite maintenant calculer plusieurs coe cients de Tchebychev de la fonction
d'Airy Ai avec une erreur de 10 1%°. On utilise encore pour cette opraton N 256. La
proedure NumChebyCoe que j'ai ceveloppee lors de cette ttese permet d'e ectuer
ce calcul. On ¢ nit dans un premier temps une equation dierentielle annulant la
fonction d'Airy.

A deq := gfun[holexprtodiffeq](AiryAi(x), y(x)):

Le calcul des 10 premiers coe cients s'e ectue e cacement en utilisant cette
proedure :
nb_coeffs:=10: N:=256:

A st:=time():
A L:=NumChebyCoeff(deq, y(x), nb_coeffs, N):
A time()-st;

>

0:462
Le nombre retourre par time()-st est le temps qu'il faut pourevaluer la fonction.
Il faut donc ici seulement 1~2 secondes pour levaluer. On peut \eri er que la borne N

est correcte :

A evalf[200](L[9]-

A 2/Pi*Int(AiryAi(x)*orthopoly[T](9,x)/sqrt(1-x"2), x=-1..1));

1:503000000 10 2%3

Dans cet algorithme une grosse partie du temps est passe dans le calcul des
ecurrences et des conditions initiales, ce qui explique que le calcul de 256 termes de la
ecurrence ne soit pas beaucoup plus long que le calcul des 10 premiers termes :
nb_coeffs:=256:
A st:=time():
A L2:=NumChebyCoeff(deq, y(x), nb_coeffs, N):
A time()-st;

>

0:615
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5 Conclusion

En consicerant les coe cients de Tchebychev de la fonctionf “xte, on obtient des formes
closes pour les coe cients de Tchebychev des fonctions hypergonetriques et un algorithme
pour le calcul nunerique de ces coe cients.

Dans ce chapitre, le calcul nunerique des coe cients est restreint aux fonctions ana-
lytigues dans le disque unie. Une piste, pour aneliorer cette methode aux fonctions
analytigues non pas dans le disque unie mais sur le segment 1;1 , serait d'adapter
l'algorithme 6.3 avec une nethode de prolongement analytique a n déevaluer les coe cients
de Tchebychevg,“te en 1.

Une autre icee pour calculer les coe cients de Tchebychev de fonction ayant des
singularies plus proches de 0 est ceveloppee dans le chapitre 7.

L'utilisation du produit d'Hadamard peut se gereralisera d'autres sries comme celles
discuees dans le chapitre 7. On pourrait alors obtenir de nouvelles formes closes et aussi
des algorithmes de calcul nunerique pour les ceveloppements dans d'autres familles de
fonctions.

En plus de ce produit d'Hadamard, I'existence des formules donnant des formes closes
repose sur la ecurrencea deux termes(6.12) page 117 \eriee par les coe cients gnk. Un
grand nombre de familles de fonctions admettent des coe cients du méme type quenk qui
\eri ent une ecurrencea deux termes. On a par exemple les developpements dex" en sries

de Gegenbauer, Laguerre et Hermite suivantsNat10, http://dImf.nist.gov/18.18.iv ]:
n-~2 N
. n 2 1 ~ e .
2xs" n!'Q — < Ch 27X
"0 n- -
no~ N7 ne -l
X 1o Q ———L. "Xe;
0 Te.
n2 -~ . .
“2xe"  Q ——2H, 2 xe:

On peut alors gereraliser ce proedce donnant des formes closes pour I'ensemble de ces
familles de fonctions.
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Chapitre 7

Utilisation des ®ries de
Tchebychev pour I'approximation
uniforme sur un segment

Resume

Un largeeventail de nethodes nuneriques existe pour calculer des approximations
polynomiales de solutions dequations dierentielles bases sur les ®ries de Tchebychev
ou sur l'interpolation polynomiale en des points de Tchebychev. Dans ce chapitre nous
consicerons l'application de telles nethodes dans le contexte du calcul rigoureux, ai
nous avons besoin d'un moyen pour obtenir des garanties sur I'exactitude du esultat,
en prenant en consicerationa la fois les erreurs de troncature et d'arrondi.

Nous avons vu peedemment que les coe cients d'une srie de Tchebychev D- nie
etaient solutions d'une ecurrence. Neanmoins, cerouler cette ecurrence ne sut pas
en cererala obtenir les coe cients, en raison d'une part de la di cule d'aces aux
conditions initiales, d'autre part de la pesence de nombreuses solutions divergentes.

Dans ce chapitre, nous montrons comment ces ecurrences peuvent quand méme
etre utilies pour calculer une bonne approximation uniforme de fonction D- nie
accompagree d'une borne d'erreur, le tout en complexit arithrretique lireaire. Notre
approche se fonde sur une methode nunerique classique duea Clenshaw, combireea une
technique d'arithnetique des intervalles pour les solutions dequations dierentielles.

Ce chapitre repesente une version peliminaire d'un travail en commun avec
Mioara Joldes et Marc Mezzarobba BJM]. Une version est aussi disponible dans leurs
treses [Jol11, Mez11].
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1 Introduction

1.1 Contexte

Le probkeme qui nous occupe dans ce chapitre est le suivant :

Probl eme 7.1. Soienty une fonction D- nie speciee par uneequation dierentielle avec
des coe cients polynomiaux, une suite de conditions initiales et un entierd. Comment
calculer les coe cients du polynéme :

d
p'xe Q TnTn"xe
n 0

ainsi qu'une borneB r assez necq telle que §°x¢ p 'x*SDB pour tout x> 1;1.

Une premeére motivation pouretudier ce probeme vient de levaluation d'une fonction y
en de nombreux points vivant dans un intervalle, le plus souventa pecision moceee.
Les exemples incluent le traee de graphes, l'inegration nurrerique, le calcul d'approxi-
mation minimax d'une fonction en utilisant l'algorithme de Remez. Une facon standard
pour epondrea ce besoin a recoursa des approximations polynomiales deg/. Si nous
voulons manipuler des fonctions D- nies arbitraires, il est naturel de demander de bonnes
approximations polynomiales uniformes de ces fonctions sur un intervalle, avec des bornes
d'erreurs rigoureuses, a n que I'ensemble des calculs puisse aboutira un esultat rigoureux.

Outre levaluation nurrerique aiee, de telles approximations fournissent une repesen-
tation commode des fonctions continues sur laquelle on peut & nir toute une arithmetique,
avec addition, multiplication, composition et inegration. Compaeea la repesentation
exacte des fonctions D- nies par des equations dierentielles, cette repesentation est
seulement approctee mais plus gererale. Pour dierentes raisons, il est naturel dans ce
contexte decrire les polynémes sur la base des Tchebychev plutot que sur la base monomiale.
En particulier, les troncatures qui interviennent durant les ogerations arithnetiques sur
les approximants peservent de bonnes proprees d'approximation uniforme. Le logiciel
Chebfunde Trefethen et al.[Tre07, DBT08] est un syseme populaire de calcul nunerique
bas sur cette icke.

Dans un contexte encore plus gereral, Epstein, et ont cevelopge un formalisme de
calcul sur les fonctions matrematiques appetultra-arithmetic [EMR82a, EMR82b, KM84]
qui se veuta celle-ci ce que l'arithrretique en virgule ottante est aux nombres eels.
Diverses®ries de Fourier gererali®es , incluant les sries de Tchebychev, y jouent le role
des ottants. Les objets de base sont alors des ries trongeesa coe cients des intervalles,
accompagrees de bornes rigoureuses sur les erreurs de troncatures. Cette approche aee
relanee avec l'introduction desr ChebModelse dans un travail ecent de Brisebarre et
Joldes [BJ10]. Une deuxeme motivationa la suite du probeme 7.1 est l'utilisation des
fonctions D- nies quelconques comme fonctions de base® aux feuilles et aux n uds des
arbres d'expressions qui sontevalies en utilisant les ChebModels.
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Finalement, le principal attrait de I' ultra-arithmetic et des techniques apparentes est
peut-etre la possibilie de esoudre rigoureusement desequations fonctionnelles par des
methodes d'inclusion. Lesequations dierentielles lireairesa coe cients polynomiaux sont
parmi les plus simples auxquelles s'applique cette approche. Un troiseme objectif de ce
chapitre est de contribuera letude de la complexie des nethodes d'inclusion, du point de
vue du calcul formel, en prenant comme prototype cette famille de probemes.

1.2 Donrees

Dans ce chapitre, on xe uneequation dierentielle lireaire homogenea coe cients
polynomiaux X )
Ly ay™ awy"" agy 0, a>Qx: (7.1)

Quittea e ectuer un changement de variables, on recherche une approximation polynomiale
d'une solution y de (7.1) sur le segment 1;1 . La norme uniforme sur cet intervalle est

noee Y Ya . On suppose aussi que,"x* x 0 pourx > 1;1 , de sorte que toutes les solutions
de(7.1) sont analytiques sur 1;1 , et que sont donreesr conditions au bord incependantes

(dans le sens que les applications; kerL  C sont lireairement incependantes)

i"ye "i; 1DiDr; (7.2)

chacune de la forme "y P, jy'i*"xj» avecx; > 1;1 etrj Dr, telle que la
fonction y est l'unique solution de (7.1) satisfaisant (7.2). Le cas de conditions initiales
donrees en dehors de l'intervalle de ceveloppement peut &tre ramerea nos hypotleses par
des algorithmes de prolongement analytique.

Mod ele de complexit e Nous supposons dans ce chapitre que les operations arithne-
tiques entre les nombres eels ou complexes sont e ectiees en arithnetigue exacte (c'esta-
dire en gereral rationnelle). Cette hypottese est faite pour plus de simplicie : la rigueur des
calculs n'est pas a ecke si l'arithnetique exacte est remplae par l'arithrretiquea virgule
ottante dans l'algorithme 7.1 et par l'arithrretique des intervalles dans l'algorithme 7.4 (et
l'algorithme 7.2, méme si cela impliqgue quelques ajustements). Cependant, nous n'analysons
pas l'e et des erreurs d'arrondi sur la qualie du polynébme p (voir probeme 7.1) ou
celle de la borne derreurB. Au moins dans les cas simples, nous nous attendons a
ce que l'algorithme 7.1 exhibe une stabilie comparable aux nethodes bases sur les
ecurrences ceroukes ra reculons ¢ (voir [Wim84]). Certaines exgeriences qui montrent un
comportement nunerique satisfaisant sont donrees danssb.

1.3 FResune des esultats et plan du chapitre

Nous decrivons une nrethode de calcul d'approximations polynomiales des fonctions
D- nies avec les caractristiques suivantes. Soity une fonction D- nie analytique sur
le segment 1;1, et notons YY. la norme uniforme sur ce segment. Pour un deged
donre, notre methode renvoie un polynéme p de dege d ainsi qu'une borne rigoureuse et
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ne B sur la dierence Yy pY. . Le polyndbme p est obtenu comme une approximation du
ceveloppement en srie de Tchebychev dey tronqieea l'ordre d.
Sous des hypotleses convenables, la complexie arithretique du pro®de est lireaire en
d log~ e, estleala pecision de calcul des coe cients de p ainsi qua la borne B.
Si la fonction ya approcher n'est pas elle-méme un polyndbme de dege inkrieur ouegal
a d, on attend » en greral ¢ dans un sens volontairement vague,

max§'xe pPxeS 2 “de

de sorte que les termesl et log™ !+ de la borne de complexie sont du méme ordre de
grandeur.

A titre de comparaison, en supposant que le ceveloppement en rie de Taylor dg
converge, ses troncatures successives fournissent des approximations polynomialesyde
d'erreur borree par 2 ¢, e “de, sur tout compact inclus dans leur disque de convergence,
et peuvent &tre calcuees enO"de O~ e ogerations arithmetiques. Nos approximations ne
sont pas meilleures selon ce criere : le temps recessaire pour obtenir I'erreur inkrieure
a2 ®reste “ee. Enrevanche, il ne sut pas que y soit analytique sur 1;1 pour que son
teveloppement en rie enterea l'origine converge sur ce segment. De facon lee, la constante
que cache lecriture e “de dans le cas des sries de Taylor peut devenir arbitrairement
grande quandy varie, méme siy admet en fait de bien meilleures approximations de
dege d.

Cependant, la constante cactee dans la relatiore  “de peut &tre arbitrairement petite
en fonction dey, méme si des meilleurs approximations polynomiales de degd existent
eellement.

L'objet de notreetude est ainsi degaler le colt lireaire de I'approximation par ries
de Taylor, tout en calculant des approximations dont la qualie est proche de I'optimum,
uniformement en y. Dans letat actuel de ce travail, nous nenorcons cependant pas de lien
pecis entre la borne B produite par notre methode et I'erreur optimale ( » minimax <).

Le choix du mocktle de complexie arithmetique pour un algorithme a interviennent des
calculs nunerigues multi-pecision pourrait surprendre. Observons cependant que toutes
les operations d'arithrretique de base sur les rationnels et les nhombresa virgule ottante
de taille borree par n peuvent étre e ectiees en O"n~logn+° 1"« operations [BZ10]. Sauf
si des annulations exceptionnelles se produisent, la taille maximale en bit des hombres que
I'on manipule esta peu pes la m&éme que celles des coe cients deg @ savoir O"dlogde
lorsque ceux-ci sont repesengs par des rationnels). On s'attend ainsia une complexie
binaire quasi-lireaire en la taille totale du polynéme d'approximation calcué.

Notre algorithme proede en deuxetapes. On calcule d'abord un polynéme d'approxi-
mation candidat,a partir du ceveloppement en srie de Tchebychev de la fonction f . Nous
ne tentons pas de contréler rigoureusement les erreursa ce stade. Nous validons dans un
second temps ce polyndbme en utilisant les methodes d'inclusion.

Ce chapitre est organie comme suit. Dans82, nous donnons un algorithme pour
calculer les coe cients de Tchebychev d'une fonction D- niea partir de la ecurrence qu'ils
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\eri ent (voir 5). Cet algorithme rappelle la variante de Fox et Parker [ FP68, Chap. 5] de
l'algorithme de Clenshaw [Cle57]. En gereral, sa sortie est une approximation de qualie
incetermiree. Sous quelques hypotheses simpli catricesH1 et H2, nous montrons que le
polynéme calcuk peut étre rendu arbitrairement proche du ceveloppement de Tchebychev
dey trongle au dege d. Dans la section§3, nous etudions le ceveloppement en srie
de Tchebychev de fonction rationnelle. Plus important encore, nous calculons une borne
sur l'erreur dans 84, avec une nethode d'inclusion pour lesequations dierentielles, an
de valider la sortie du premier algorithme et obtenir une borneB. La section 5 pesente
guelques esultats exgerimentaux.

2 Calcul des coe cients

2.1 L'algorithme de Clenshaw revisie

On se propose dans cette section de donner un algorithme pour calculer les coe cients
de Tchebychev d'une fonction D- nie en utilisant la ecurrence qu'ils \eri ent. Dans les
chapitres peedents, on a vu que I'on ne pouvait pas utiliser la ecurrence en la ceroulant
P nawvement ¢. L'exemple 6.15 page 134 illustre cette impossibilie.

Dans le chapitre 6, un algorithme permettant ce calcul est propo<. Ici, on ne |'utilise
pas, on en pesente un nouveau pour le calcul des coe cients. Un des ineréts de ce nouvel
algorithme est qu'il ne prend pas en entee uniquement desequations dierentielles non
singuleres dans le disque unit.

Cet algorithme reprend et gereralise une nethode duea Clenshaw en 1957 Cle57),
reformuee pour mettre enevidence le réle (cep obsene par Fox et Parker [ Fox62, FP68])
gu'y joue la ecurrence de Tchebychev. L'ensemble de ces nethodes et algorithmes sonta
rapprocher de la nethode de Miller pour le calcul d'une solution minimale d'une ecurrence
et de ses gereralisations [BCM 52, Wim84].

Un cas particulier simple de la nethode de Miller est le calcul de la solution la plus
convergente d'une ecurrence d'ordre 2 dont une base de solution est "; "e avec A
Pour tout couple ug; uy, il existe un couplea;btelqueups a b;uy, a b .Lasolution u,
que l'on obtient en ceroulant la ecurrence avec les conditions initiales ug et u; est la
sutea " b ". Pour n grand on a alorsu, a " et la solution calcuke est alors plus
P prochecq d'une solution rapide que de la solution la plus lente. L'icee de Miller est de

partir de conditions initiales uy ;uy 1 prises au hasard au voisinage d&l Q 0. On peut
encore calculeraetbtelqueuy 1 a betuy a b . Lasolution obtenue en ceroulant
pareculonsc estalorsu, —2; " —2; " C'estalors le plus rapidement decroissant
des comportements possibles des solutions de la ecurrence qui domine. Les termes calcues
sont donc proches de ceux d'une solution minimale de la ecurrence. La nethode de Miller
cereralise cette icee pour des ecurrences d'ordres quelconques.

L'inerét est double : premerement, cette nethode est bien plus stable nuneriquement
que le calcul deug; uq;::: pour n croissant qui serait au contraire parasie par une contri-
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bution issue de la solution dominante apes la moindre erreur d'arrondi. Deuxemement,
on parvient ainsia caraceriser et approcher la solution minimale via son comportement
asymptotique, sans avoir besoin de connatre au depart les conditions initiales correspon-
dantes.

Plus gereralement, si I'on calcule ainsi s solutions test lireairement independantes, on
s'attenda ce que leurs restrictionsa JO;nKpour n @N engendrent un espace vectoriel
P prochece de celui qu'on obtiendrait avecr les s plus convergentes: des solutions de base
donrees par le treoeme de Perron-Kreuser.

En utilisant cette icke et les esultats de la section 5 on en deduit I'algorithme 7.1
pour calculer une approximation (non prouwee) des coe cients de Tchebychev d'une
solution dequation dierentielle. Cet algorithme ceroule ra reculonse s k solutions
test lireairement incependantes de la ecurrence de Tchebychev assoceea lequation (7.1)
page 142. Il en cherche ensuite une combinaison lireaire qui est synetrique (c'esta-
dire up U ) et qui satisfait les conditions au bord (7.2). Il prend en enteea la fois le
dege d du polyndme rechercte, et un paranetre N indiquanta partir de quel rang calculer
les solutions test. Nousetudierons plus loin la facon dont la qualie de I'approximation
gu'il renvoieevolue avec N. En pratique, adopter simplementN d s donne des esultats
satisfaisants.

Proposition 7.2.  L'algorithme 7.1 s'execute en O"N e operations.

La preuve de convergence en section suivante relie, dans les cas simples, le choidNde
la qualie de I'approximation de 4"ye par p. Sous ces hypotheses de convergence, letape 7
est justiee par le lemme suivant.

Lemme 7.3. En utilisant les notations de l'algorithme 7.1, le syseme

kAy- \k; 1Dk Dr

OebsAn-yn s bs"ney, s 0; n>J;s 1K

(7.6)
restreinta l'espace des solutions convergentes de l'operateur de ecurrenceP, admet une
unique solutionu,. La erie P u, Ty X est la solution de lequation dierentielle (7.1) et
des conditions au bord(7.2) page 142.

Demonstration. Il est clair que la suite des coe cients de Tchebychev de la solution de
lequation dierentielle 7.1 munie des conditions au bord (7.2) est solution du syseme (7.6).
Il restea montrer |'unicie de la solution.

Par la proposition 5.29 page 107, on peut prouver, comme dans la preuve du corol-
laire 5.31 page 108, que si une solutiog, de la ecurrence n'est pas synetrique, alors cette
solution n'est pas une solution du syseme

bs"ney, ¢ bs"neyn s 0; n>J;s 1K

Nous en ceduisons que I'espace des solutions de ce syseme restreinta I'espace des solutions
convergentes deP est I'espace des solutions convergentes et synetriques de.
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Entr ee: Un operateur L d'ordre r et des conditions au bord 1"ye “1;:::; Ty
comme dans (7.2), un deged As (a s est le demi-ordre deL), et un entier N Ed.
Sortie: Une approximation polynomiale ¥ xe Pﬂ q¥nTn"Xe de la solutiony deL y O

satisfaisant les conditions au bord.
1. calculer la ecurrence de TchebychevP P} sb{n-S" (utiliser l'algorithme 5.6
page 102) assoceeal
2SS "nPsne 0etl S8IN;N s 1K
3: pour i >] faire
4 En utilisant la relation de ecurrence ra reculons e, calculer les coe cients ti.n ;:::;ti0
de la suite "ti, o>y telle que P t; O en partant des conditions initiales pouri >
JN:N s 1K
tii s 1
tij s 0; j>IN;N 2s 1K "i*8S (7.3)
et pouri >S
tii s 1
Oeti;j s 0 j>J s LN 2s 1K8°S9™n @ee (7.4)
5: n pour
6: poseryn Piy itigspour SDN, et y, 0 pour 8SAN (d'a ; W), et y¥xe
P” N YnTn Xe
7: esoudre pour ~ e, le syseme lireaire
KY o k) 1Dk Dr
Ch < neyn b neyn s 00 n>Jns 1K8S (7.5)
8: renvoyer P4 ynTn"xe

Algorithme 7.1:  Algorithme de Clenshaw revisie

Il restea montrer que le syseme
K'y* “k; 1DkDr

restreinta l'espace des solutions convergentes synetriques d® admet une unique solution.
Le treoeme 5.24 page 105 dit que siy est une solution convergente deP, alors P %, T,,"xe
est une solution de lequation dierentielle L. Nous savons qu'il existe une unique solution
de lequation dierentielle avec les conditions au bord repesenes par ce syseme, nous en
ceduisons l'unicie de la solution du syseme (7.6). O

Remarque 7.4. |l est concevable qu'existent des equations dierentielles auxquelles
l'algorithme 7.1 est inapplicable, au sens au ilechouepour tout N assez grandCela se
produit si I'espace engende par less k solutions test intersecte sysematiquement I'espace
des solutions synetriques avec dimension strictement plus grande que.
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Nous n'avonsa ce jour ni d'exemple explicite de ce ptenonene ni preuve qu'il n‘arrive
jamais. Cependant, lorsque les hypotheses de la section suivante sont \eriees, la terminaison
sansechec cecoule de la preuve de convergence. Une manere de renmedier au probkme en
cereral serait de tirer au hasard des conditions initiales “t;.n *n5 qui ce nissent les solutions
tests. En vue de la preuve de convergence, nous nous en tenons icia la version ai les
conditions initiales sont »esa l'identie.

2.2 Convergence

Nous montrons maintenant que notre algorithme converge, sous deux hypotheses
simpli catrices H1 et H2. La preuve est inspiee de 'analyse de l'algorithme de Miller
cereralie [Zah76, Wim84].

Lorsque ces hypotleses ne sont pas satisfaites, notre analyse ne dit rien sur la qualie
des approximants qu'il est possible d'obtenir par I'algorithme 7.1. Celui-ci | s'il nechoue
pas | calcule tout de méme une certaine approximation de 4 ye (le meilleur approximant
polynomial dey d'ordre d), qu'il demeure possible de valider en calculant une borne d'erreur
par l'algorithme de 4.

Nos hypotleses sont les suivantes :

H1 Les racines complexes desequations caractristiques d'une méme aréte du polygone de
Newton (voir 85.3) de l'operateur P sont simples et de module deuxa deux distincts.

H2 L'operateur P n'a pas de singularie de queue aux indicesn Ds. Autrement dit, en
reprenant les notations de l'algorithme 7.1,S g.

L'hypottese H1 permet d'appliquer la forme forte du treoeme de Perron-Kreuser
(voir 85.3) : soit

une base de germesa l'in ni de solutions de la ecurrenceP y O telles que :

A
€i:n
al les et ; sont donres par le polygone de Newton comme rappet er85.3. Ces germes
se prolongent en des suites solutions de la ecurrence siM (mais pas recessairement
solutions synetriques ou méme solutions surZ) d'apes I'hypottese H2. Cette dernéere est
b essentiellement pour aleger les notations. Elle entrame que lequationL y 0 n'a pas
de solution polynomiale.

Proposition 7.5. Supposons les hypothesebll et H2 \eriees. Avec les notations de
l'algorithme 7.1, on xe L ainsi que les conditions au bord "y j, posonsy”xe

PXaYnTn X et soienty;N " v, BDN, les approximations des coe cients de Tchebychev
calcues par l'algorithme7.1 (execue en arithnetique exacte), vus comme des fonctions du
paranetre d'entee N.QuandN 2 ona

max'y, " yn* O Nlepye
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pour un certain t inckependant de N .

Cette proposition nous dit que pour un dege d » et quand N tend vers l'in ni, le
polyndéme calcuk converge au moins exponentiellement vite vers la srie de Tchebychev
trongleea l'ordre d dey.

Notre preuve fait appel au lemme suivant.

Lemme 7.6. Soient des suiteS epn*n;:::; € 1.n*n telles que
Sl . ni " >C "0y i >Q°
€in
avec oD 1D D g1 et | i i X j.Le ceterminant de Casorati
€o:n €1:n €s 1:n
C ne €on 1 € 1n 1
mnsi1 €nsi1 € 1ns1

satisfait alors

C'ne n 2 €nén1 & 1ns1 M g_l L
i@

J

Demonstration. PosonsC™ne eyn€in 1 € 1:n s 1C®ne. Alors

. S 1e .

o= ) n~ |n *

C®ne detdo" e g ey 20
€n j D@ g i o Sn |

al le terme diindice  de la somme cro’t commen®; 0" it it . Les termes dominants sont
ceux pour lesquelsP § “je j P7 §j -j. est maximal, c'esta-dire, ceux pour lesquels
les -j. sont en ordre croissant. En utilisant les crochet de Iversoni. e. P 1siP est
vraie et P 0 sinon, cela se traduit par

.o st €n  je ~
Cceno Q " . M Aj. J AR S O 10
>S¢ io €in j
- ej;n i -~
detS i — O 1.
€n j ODj @
< Cn i
M detS2 L. O 1e:
= e €in j i

Chaque dceterminant du dernier produit a la forme

detS8n 1. getgyd it 80 i, e det J!J. M S 1.x0
€in | €in | i@ j
i
d'ai le esultat. O
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Bemonstration de la proposition 7.5. Commercons par cecrire la sortie de l'algorithme.
La suite "y N*eN | calcuke setend en une solution"y," "s,sz de P y'™N* 0 caraceriee

par les conditionsyNN° yNN'S , 0 de letape 4, et du syseme lireaire (7.5) esolua
letape 7. Enecrivant les formes lireaires 1;:::;  C C (voir ¢ nition 2.14 page 24
pour C) qui expriment les conditions au bord (7.2) comme ;"ye P:] 0% inYn, ON en e nit
les P troncatures o iN"y- PN »®inyn Qui ONt UN sens sans supposey convergente.
En abusant un peu des notations, nous appliquerons les; et iN° indieremment a
des fonctions, des sries de Tchebychev formelles ou des suites interpeees comme des
syites de coe gients de Tchebychev. On introduit de plus les formes lireaires ; 1

er'; s SN' pourecrire les s r derneresequations (i. e., les contraintes de synetrie
des ceveloppements de Tchebychev) dans la méme forme que lespremeres. Ainsi le

syseme (7.5) se \ecrit comme

N
"Ne~ "“Ne “N e N .
Sy Nte @iyt i 1DiDs; (7.7)
noO
al l'onaaussipoe!l ;3 s O
Soit maintenant
€s:N € 1N

&N s1 €1N s1

“"Nen “"Nen 78
1 & 1 € (7.8)
“"Nean “"Nea
s €s° s €1°
et soit JN le méme ceterminant ai I'on a remplac la colonne en g par "0;:::;0; "1;:::; el
D'apes les egles de Cramer, la suite ‘y;N°-n se cecompose sur la baSéEj'jS s de
kerP * C? sous la forme
>N "N o
“Ne . . . .
y Q k Q(y k IA(N. . (79)
k s

La r \eritable < suite des coe cients de Tchebychev de la fonctiony est donree par

S
: k.
Yy Q «k&; Kk — (7.10)
k 1
par "Tq;iii s )
Notre objectif est maintenant de prouver que kN' k aussi vite queN 2 . On
cecompose N* en quatre blocs cares comme suit :

B
N e
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Les blocs modies dans kN' sont cenoes Ay, B, C,, Dx. On remarque que ces matrices
ependent de N, mais nous abandonnons l'indice explicite pour des raisons de lisibilie.

Les blocsA et B (par le lemme 7.6) aussi bien queC (detC x0quandN 2)
ne sont pas singuliers pouN grand. La formule du compement de Shur implique que

‘N* det'Bedet"Cedet’] C DB lAe:

Posonse; "€ ;iiliEN s 1*7, le coe cient d'indice “i;j » dans la matrice B 1A satisfait
"B LAe, det’e 1;::55€e i 1;€;€ 1;:1;€ s
) _ detB
1" tdet'ej;e ;i dh ;e g
det"e 1;:::;e g°
o N € LN 1:0:€ 5 N i 1€ LN i€ 5N s 1,
€ 1NE 2N 1€ 5N s 1
O@ ! ilAil'iej;N:
€ N
OCEq;N .

€N
lorsqueN 2 parle lemme 7.6. Les hypotleses sur les conditions au bord (7.2) entrament
que in Op a "n'edans (7.7), donc que les coe cients deD satisfont

Di; iN'AeJ* OANrej;N .:

On en tire l'estimation "DB 1Ae;  O"N'e.y * pour la j*™ colonne deDB A. Comme

Cij ;N.A%' HCK OANrE];N .

on obtient aussi"C DB !Aej; O"N'e * d'ar nalement
‘N det'Bedet'Cs"1 tr"C DB 'A. O°YC DB 'AY..
det"Be" O°N rel;N oo |
Passons aux cgeterminants modies . Pour k AQ, le m&me raisonnement que ci-dessus

(sauf que C peut maintenant étre singulier) conduita *
N dor A L
K et"Be det Ck DB “Age

det'B+"det"Cxs O N'ep e

det'B" ¢ O°N rel;N oo

1. nous avons méme "° 1 O"N'exn e
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«  — k O'N'ene;  KAO: (7.11)
Dans le cask @0, ecrivons
N det'Cedet'By AC Dy

Les bornes naturelles des coe cients surA et D entrament "C le‘i;j O'N'ejn s 1°
etde h
“AC le'i;j O°N rel;N €N s 1° oe iiN S
de sorte que l'on a
"Bk AC Dysij ejn i1 jXx ki

Pour j k cependant, laj*™ colonne deBy est nulle et celle deDy est constante, donc
"By AC 'Dyeij O'erne; |k
Enecrivant sous le signéAla colonne que I'on supprime de la matrice, il s'ensuit que

det'By AC 'Dys O'e1n s1 & s1 €sN s 1€N°

OGg\l det B-el;N‘
ek;N

avec DPjy s je j,et

“No

“Ne K det"Bedet"CeN e1N
k "Ne "B e “Ce” “@1.n 0 .
det'Bedet"Ce"1 O"ernee &n (7.12)
eq-
om N ; k @o:
€k:N
En combinant (7.9), (7.10) avec (7.11), (7.12) il vient nalement
"N max’r;, o ® & € kn
Yn yn O@® CrenNn Q Sk .
k1 € KN
quand N 2 , uniformement en n. O

2.3 Variantes

Une autre methode populaire pour le calcul approche des sries de Tchebychev est la
nethode de lanczos [Lan38, Lan56]. Il aet obsene par Fox [ Fox62] et plus tard dans une
plus grande gereralie (et dans un langage dierent) par El Daou, Ortiz et Samara [ EDOS93
que les deux nmethodes sont en faitequivalentes, dans le sens a1 on peut les exprimer dans
un méme cadre et les ajuster de telle facon gu'elles produisent le m&éme esultat. Nous
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allons maintenant expliquer comment ['utilisation de la ecurrence de Tchebychev s'inscrit
dans ce point de vue. Cela jette une lumere dierente sur l'algorithme 7.1 et indique
comment la ecurrence de Tchebychev peut étre utiliee dans le contexte de la nethode .
Comme dans la section pe@dente, nous consicerons uneequation dierentielle lireaire L
y O0d'ordrer, avec des coe cients polynomiaux, et une solution pour laquelle on recherche
une approximation polynomiale de deged. Supposons pour simpli er que lequation n'a
pas de solution polynomiale,i .e., "kerL*+9C x  "0e.
En quelques mots, la nethode fonctionne comme suit. La premere etape est de
calculerL p ai p est un polynbme de deged avec des coe cients incetermires. Comme
"kerL*9C x "0, le esultat a un dege au moinsegala d. On introduit des inconnues

additionnelles 4 1;:::; 4 m €n nombre choisi de sorte que le syseme
L T T,
Ap‘dldl dmdmA ' (7.13)
PP 1Di Dre

ait une solution (unique de petrence). La sortie de l'algorithme est la valeur de p obtenue
en esolvant le syseme ; c'est une solution exacte de la projection 4"L ys 0 de lequation
dierentielle d'origine.

Notons p Pﬁ o PnTn etetendons la suite ™ ,* en posant , Opourn>Jd 1;,d mK
Il suit que (7.13) entrame que P “ppe %Q " ne a1 P et Q sont des operateurs de
ecurrence donres par le treoeme 5.24 page 105. En notantSuppu ~“n$i, x Oe, on voit
aussi de par la forme explicite deQ que Supp'Q +~ Jd;d m 1K Ainsi les coe cients py
du esultat de la methode  sont donres par la ecurrence de Tchebychev, en partant d'un
petit nombre de conditions initiales donrees au voisinage de l'indice®S d.

Inversement, consicerons le polynémey calcuk par l'algorithme 7.1 etsoitv. P, %, T,
L v.OnaP y Q vparletreoeme 5.24. Mais la ¢ nition de y dans l'algorithme implique
aussi que"P ys, 0 quand 8SDN s (comme lesy,, BSDN sont des combinaisons
lireaires de suites "ti, *gen Calcukes en utilisant la ecurrence P t;  0) ou $SAN s
(commey, O pour BSAN), de sorte queSupp'Q ve ~ IN s;N s 1K Il peut etre
\erie que l'orerateur de ecurrence P assocea L~ g <" par l'algorithme de Paszkowski
estP  "ne :en e et, en utilisant les notations du chapitre 5, il doit satisfaire Q p |
Ainsi la relation "ne u Q v estequivalentea u™ v, a

; R R
VX a Q PAy.nTnAxo Q PAy‘nT;‘r”x-: (7.14)
dx" gg 1 N® N sDe@N s  N°

On observe que la sortiey" xe de l'algorithme 7.1 satisfait une equation dierentielle
inhomogene de la formeL y N sTn' "Xe N s 1Tn  ~Xe. (Cependant, le support
de la suite v, n'est en gereral pas creux .)

Ce point de vue nous anene egalementa I'observation suivante.A titre de compa-
raison, on rappelle que la meilleure complexie arithmetique connue pour la conversion
d'un polyndme arbitraire de dege d de la base de Tchebycheva la base monomiale (ou
inversement) estO”"M"nes, a1 M repesente le cott d'une multiplication polynomiale (voir
8§3).
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Proposition 7.7. L'expression sur la base monomiale du polyndme xe retourre par
l'algorithme 7.1 peut-étre calcue en O de operations arithnmetiques.

Demonstration. Comme dep mentionre, le developpement en srie de Taylor d'une fonction
D- nie satisfait une ecurrence lireairea coe cients polynomiaux. Dans le cas ai la fonction
est solution d'une equation inhomogene L u v, l'operateur de ecurrence ne cepend
pas dev, et le membre droit de la ecurrence est la suite des coe cients dev. Comme y
satisfait L ¥ v au v est donre par (7.14). les coe cients "P ys,~;"ne de (7.14) sont
calcuks aiementa partir des quelques derniers coe cients de Tchebychev dey. On en
ceduit les coe cients de v, en temps lireaire en appliquant de manéere epete la relation
de ecurrence inhomogene

TE "% TF"xe 2XTFxe 2T, xe (7.15)

obtenue de lequation de cerivation (2.9) page 20, et nalement ceux du ceveloppement
de y-dans la base monomiale en utilisant les relations de ecurrence qu'ils satisfont. [J

Ce esultat de complexie sera utile pour le ceveloppement de fraction rationnelle en
grie de Tchebychev dans le chapitre suivant.

3 [eveloppements de Tchebychev des fractions rationnelles

Cette section est consacee au méme probeme que dans le reste du chapitre, seulement
restreint au cas al y"xe est une faction rationnelle. On s'ineresse au calcul d'une relation
de ecurrence \eriee par les coe cients y, de la ®rie de Tchebychev de la fonctiony,

a l'utilisation de cette ecurrence pour obtenir une bonne approximation polynomiale
uniforme dey™xe on 1;1, eta la validation de cette approximation. Tout cela sera utile
lors de letape de validation de notre algorithme principal.

Notre outil principal est le changement de variablex %Az z 1 suivi d'une decomposition
enekments simples. Des icces similaires ontet utiliees dans le pass avec des objectifs
egerement dierents des notres, comme le calcul de y, en forme close EF89, Mat06].
En e et, la suite “ynensn \EM € UNE Eecurrence a coe cients constants Calculer cette
ecurrence ou une forme close dg/,, sont des probemes essentiellementequivalents. Cepen-
dant, nous aurons besoin par la suite de quelques esultats sur le cott des algorithmes que
nous n'avons pas trouwes dans la literature. Notre principal souci de ce point de vue est
deviter les conversions de la base de Tchebychev vers la base monomiale ou inversement,
an d'aboutira une complexit arithrretique lireaire. Nous avonsegalement besoin d'une
borne d'erreur simple du esultat.

L'icee centrale de cette section est la relation entre la ®rie de Tchebychev dg"xe et

la ®rie de Laurent de yéXTXl- (voir 85.3).

Par commodie dans cette section, les sries de Tchebychev seront indexees s, en
rappelant que pour toute suite de coe cients de Tchebychev”y,e, nous avons legalie
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(voir 2.16 page 23) :
Q FnTn™X* Q ynTn'xe:
n>N

n>zZ

3.1 Recurrence et expression explicite

Soit y'x* axe~b'xe > Q x une fraction rationnelle sans po6le sur 1;1. On
note “yn*nsz, “a@n*nsz and "¢,z les suites synetriques des coe cients de Tchebychev
dey,aeth

Proposition 7.8.  La suite des coe cients de TchebycheVv'y,+,s; satisfait la relation de
ecurrencea coe cients constants b’ %AS S lee “yne Taye.

Demonstration. Ce n'est que le cas limiter 0 du theoeme 5.24 page 105, mais une
preuve directe est vraiment simple : onecrit

a a a a a 1
. . z z
Q hz' Q yz" Q SQ byni*z" Q az"; x ;
i @ n @2 n @4 i a n @& 2
et I'on identi e par I'extraction des coe cients de z'. O

Cette ecurrence sou re des mémes probemes lesa I'existence de solutions divergentes
eta 'aces aux conditions initiales que ceux discues dans85.3. Cependant, on peut sparer
explicitement les puissances positives de des puissances regatives dans le developpement
de Laurent

1 a
“ 7z Z
9z yS—— Q YnZ"; lasse; (7.16)
n a

par cecomposition eneements simples. Du point de vue du calcul, mieux vaut prendre
comme point de depart la factorisation sans care du cenominateur de y:

1
“ze zdegbbCl:ZTZ‘ 1ze 57ze? 2ok (7.17)

etecrire la decomposition enekments simples sur les complexes de/”ze sous la forme

K RN
¥ze z2 Q Q Q Ah"J - 0ze Qhz">Qz; hij >Q ze: (7.18)
i1," .01 ze) n

Lesh;; peuventeétre calcues e cacement en utilisant I'algorithme de Bronstein-Salvy [BS93
(voir aussi [GS96]).

On obtient une identie de la forme (7.16) en ceveloppant en srie a l'origine les
ekments simples assoces aux pbles avec SSA1, eta I'in ni ceux pour lesquels SS@l. Le
ceveloppementa I'in ni de o

hij~ e ~ 1z ihy" e
Zoj “1 12 lej
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ne contribue pas aux coe cients de z", n EO dans le developpement complet en srie
de Laurent. Il suit par unicie du ceveloppement en srie de Laurent de ¢ dans l'anneau
' @es@ que?

k i Rii ™ e
N~ i .
Qyz qz2 Q Q Qx"—7:

n o i1 ~. 01 z

Sl

(7.19)

Par extraction de coe cient dans (7.19) et utilisation de la synetrie de “yp*nsz On
obtient une forme explicite de y, en termes des racine®” %Az z 1!

Proposition 7.9.  Les coe cients de Tchebychevy xs P, » ygdn Xe sont donres par
la formule

k i n J 1 R n i ~
Yo 6hh QQ Q < .1 Tehy e n EOe (7.20)
i1j1 .0 J 1
SSA1l

ales gy >Q, {>Q z eth;; >Q "z sont ¢k nis par lesequations (7.17) et (7.18).

Observons que lequation (7.19) fournit implicitement une ecurrence d'ordre degb
pour “yhensn, au lieu de 2degb par celle qui esulte de la proposition 7.8, mais la nouvelle
ecurrence esta coe cients algebriques et non rationnels en gereral. Par ailleurs, nous
pouvons maintenant borner I'erreur commise en tronquant la srie de Tchebychev dg.

Proposition 7.10. Soit y >Q"xe* une fraction rationnelle sans p6le dans le disque el-
liptique E (voir (2.19) page 23). En reprenant toutes les notations desequation$7.17)
et (7.18), pour tout d Edegq, on a

k i .~ SY 2,] 1
YQ yaTa% DQ Q  Q g SS' ondt
nAd i1 1 ;~« 0
SSA1

Cemonstration. On a YP yagYnTnYe DPpagFnScar YT, Ya D1 pour tout n. En utilisant
l'iregalie
i . . @ i oo of 1tdj 1
oM Linipyg odyaig M T Ly 42t
nad J no J 1 1t

2. Pour pevenir toute confusion, il vaut peut-étre la peine de relever que dans l'expression

K i o o~
¥z gz Q Q Q- aw_ Mot
i1oa. gt - Ze] S 1z
SSA1
T e P 10 . .
la ®rie de Laurent d'un terme isok de la forme % h"lﬁ n'est pas synetrique pour j Al, méme

siqgze O.
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pour t @1, I'expression explicite de la proposition 7.9etablit la borne

Q$HDPQQQ Q « ' Ty s
nAd nAdi 1j 1 "« 0 J
S&Al
ki .~ SY 2.] 1
DQQ Q —
i1j 1.0 SS 1.
S&31

L'estimation asymptotique provient du fait que SSA1 entraneSSA lorsqueb’ %“ Lee 0.

3.2 Calcul

Restea s'assurer que les esultats peedents induisent e ectivement un algorithme
de complexie arithmetique lireaire. Nous rappelons d'abord un esultat sur la division
euclidienne entre deux polyndmes exprinmes dans la base de Tchebychev. L'objet de la
section 4.2 est la pesentation d'un algorithme rapide pour e ectuer cette ogeration ( 3.15
page 51). Cet algorithme n'est en fait pas utile pour le propos qui nous peoccupe icia
savoir la division d'un polynéme a par un polynéme de dege constantb. L'algorithme nasf
nous sut pour obtenir une complexie optimale. Le lemme suivant decoule directement
de l'algorithme 3.14 page 49.

Lemme 7.11. La division avec restea bqg r (degr @degh) as a;b;q;r>Q x sont
repesenes dans la base monomiale peut étre calcué erD"degae ogerations arithnetiques
a boe.

On peuta ce stadeenoncer l'algorithme 7.2 qui prend en enteea la fois une fraction
rationnelle dont les deges du nunerateur et du cenominateur sont supposs borres, et un
polyndbme de dege de l'ordre de celui attendu en sortie, mais cepecrit dans la base de
Tchebychev.

Proposition 7.12.  L'algorithme 7.2 est correct. Il s'execute en O°d log~ lee, tous les
autres paranetresetant es.

Demonstration. On montre dans un premier temps la borne d'erreurYy yY. D puis
dans un second l'analyse de complexie de l'algorithme.

Validit e de la borne d'erreur. SoitA ~ DSD -« et
Mo sup®F”~ *SMi supS 'hij" S
SA >SA
Pour tout >A,

Ghi; "« "I1ZTD"My "n jeM1eSS"IDn joMo Mpe "I (7.21)
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Entr ee: Les coe cients de Tchebychev d'un polynémef Pﬂ 4fk Tk xe de dege d, une
fraction rationnelle a~b>Q"xe. Une pecision cible .

Sortie: Les coe cients de Tchebychev d'un polyndémey<xe tels que[y f%[a @.

1: Developper a et b dans la base des polynémes de Tchebychev.

2: Calculer le produit de polynémesaf dans la base de Tchebychev
3. Calculer le quotient g et le rester de la division deaf par b

4: Calculer la deccomposition eneements simples dew’ze  w'xs r"xe~'xe a1 x %3
, en utilisant l'algorithme de Bronstein-Salvy, et en deduire celle de§"ze g xe W xe

(cf. (7.18))

1

5. Determiner d*Edegqtel que] P ykTx] @5
kAdce a

6: Calculer et telsque "~ ¢ 0, SSA1 1@ DS ( estcenipar (7.17))
7: CalculerM EPf,P| 1j"deg i+ sup %BE" +S S 'hjj~ & I (les i sontc nis
DS®

par (7.17) et lesh;; sont & nis par (7.18))
& ® mng 1M lw P? 7%, avecD degb
9: Calculer les approximations ™>Q i des racines de j tels queT T@ %
10: pour O Dn Dd%faire

ki S L
1: ¥ ¢ Re=P P P % 'y emni=
Si1j1 c. o —

SSA1l

12: n pour
dCE

13: renvoyer ¥ x* P ¥nTn Xe
n d®

Algorithme 7.2:  Calcul des coe cients de Tchebychev d'une fraction rationnelle

Par la proposition 7.9, la condition S ~S@ 1 issue de letape 8 implique que ; = © A,
et en utilisant (7.21), on a :
ko n J 1 ~ nj A~ ~nNj
$ HmPQQ Q <« . TR hiy "=~ 7T
i1j1 ~. o0 J 1
SHA1
DQQ Q <« . *"Mo "n jeMqeSS"IT T
i1j1 ~. o0 J 1
SHA1

k i .
DQ Qj'deg i Je Mg My NI ®
i 1j 1 |

pm" P. one
D
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Ainsi,

de M *®
YWn ¥a¥a DQ $n wS 2] Q ynTn] D 1,0 1 2
n d=®

I D:
nAde® a 1

4

Analyse de complexit e. Il est facile de voir que lesetapes 1 et 4a 8 ainsi que chaque
ieration de la boucle nale en faisant attention de retenir les valeurs de ~ " d'une ieration
sur l'autre ont un codt constant (en le dege n et ). Lesetapes 2 et 3 prennent un temps
lireaire en n, en utilisant les esultats de la section 4 et du lemme 7.11 et ne dependent
pas de . Enn, pour letape 9, il est connu [ Pan96, Treoeme 1.1(d)] que les racines d'un
polyndéme avec des coe cients entiers peuvent &tre approchees avec une pecision absolue
en O~ e operations arithrretiques. On note au passage que la complexie binaire de
l'algorithme est elle-méme quasiment lireaire en . Les dependances en le dege du
polynébme de ces deux complexies sont polynomiales de petit dege. Comm&1 ne dcepend
nide nided, ona ® " e etainsiletape 9 esten O™ e operations. O

4 Bornes d'erreurs / Validation

Dans cette section, on suppose ¢ calcuk (voir algorithme 7.1) un polyndbmep”xe Pﬁ 0 FnTn X
de dege d, pesume fournir une approximation sur  1;1 d'une fonction D- nie vy, speciee
par une equation dierentielle et des conditions au bord. Nous nous limitons au cas
al lequation est accompagree de conditions initialesa l'origine. Commeenone par le
probeme 7.1 de l'introduction, nous sommes maintenant ineresses par le calcul d'une
borne B r ne o telle que §"x¢ p"x*SDB pour tout x > 1;1.

L'icee principale pour le calcul de cette borne est d'utiliser l'arithretique des intervalles
pour desequations dierentielles ordinaires (voir les rapports donres dans [NJC99, Cor94]
par exemple). On note qu'en gereral, ces methodes apparaissent habituellement dans le cadre
de calculs par intervalles sur des ceveloppements de Taylor en une ou plusieurs variables,
mais ici nous pesentons une adaptation pour valider les solutions dequations dierentielles
dans la base de Tchebychev (Kaucher, Miranker et d'autresEMR82b, KM84, KM88]
utilisaient cep ces nethodes pour les ries de Tchebychev). Par souci de simplicie, nous
pesentons d'abord notre nmethode pour lesequations dierentielles d'ordre 1, ensuite nous
montrons que nous pouvons utiliser cette methode pour donner un algorithme plus gereral
pour desequations dierentielles d'ordres quelconques.

4.1 Equation dierentielle d'ordre 1

Avant denoncer l'algorithme de validation pour desequations dierentielles d'ordres
quelconqgues, voyonsa quoi il ressemble dans le cas d'uneequation d'ordre 1. Consicerons

lequation :
e

YyoXe  aXxey Xe: y 0 Yo,
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Entr ee: Une equation dierentielle L d'ordre 1 gcrite sous la formelL y y* a vy,
avec a > Q" xe), une condition initiale y“tgoe Yy, une approximation polynomiale
p~Xe Pﬂ 0% Tn"Xxe dey, un paranetre de pecision A0

Sortie: : Une borne d'erreurB telle queYy pY. DB

1: PO p _

2: Calculerj tel que "t YaY $jt!°$ @i ;

3: pour i 1:::j faire

4:  Utiliser l'algorithme 7.2 pour calculer une approximation polynomiale de P4; pour
a P jtelque YP,; a P 1Y, D

t
5. Calculer Pi"te  yo RPai xedx;
to

6: n pour
i

7: Calculer "te P YaY. l$|§?§, j"te Pj"te Pgte;
k 1 '

: oY% Yi%

8: renvoyer R; TV,Y

Algorithme 7.3.  Algorithme de validation pour lesequations d'ordre 1

al a est une fraction rationnelle sans poéles sur 1;1 . En introduisant l'ogerateur

X

y( ,x( Yo s ateytedt ; (7.22)
0

le probeme 7.1 se met sous la forme de point xe "ye y. Soity I'unique solution.

Supposons un instant disposer, en plus du polynéme d'approximatiom, d'une borne
d'erreur candidate R. Comment \eri er par le calcul que Yo yY. DR ? Placons-nous dans
I'espace de Banach des fonctions analytiques sur un ouvert ©= C contenant 1;1, muni
de la norme de convergence uniforme, et notons

B°g;Re "f Y gY. DRe

la boule fernee centee eng et de rayon R. C'est un sous-espace netriqgue complet. On
\eri e de plus que

: . Yat
Z1°fe 1°geZ DY oY% ; T J—I
Comme ; Oquandj 2, silabouleB"p;Re est stable par ' pour un certain i, la
restriction de 'a B"p;Re possde un iee contractant, et admet donc un unigue point
xe. La solution y appartient alorsa B™p;Re.

Concetement, on explicite le calcul de la borneR par cette icke avec l'algorithme 7.3.
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Proposition 7.13. Etant donres uneequation dierentielle lireairea coe cients poly-

nomiaux d'ordre 1, une condition initiale, un polynéme d'approximation p de dege d de
l'unique solution y de lequation dierentielle et une pecision cible  AO, l'algorithme 7.3
calcule une borne majoranteB deYy pY. enO"d log,” les operations arithretiques.

On prouve d'abord la correction de l'algorithme. L'icke de cet algorithme est d'ierer
(en partant d'une approximation initiale p) l'ogerateur de point xe (7.22)a notre approxi-
mation dans le but de construire une suite convergente de borne sugerieure d¢/ pY. ,
dont la limite est la borne B retourree.

Lemme 7.14. En utilisant les notations de l'algorithme 7.3, pour toute borne majo-
rante R A0, ¥y pY. DR, S¢i"Re & nie, pour tout entier i, par

So;i"Re Yi. Yi.a YiYR;

est aussi une borne sugerieure dey pY. .

Bemonstration. Soit p un polyndbme et R une borne sugerieure deYy pY. . En utili-

sant (7.22) on construit des approximations successiveR;"te comme decrit auxetapes 4
et 8 de l'algorithme7.3 avec l'initialisation Po p. On calcule aussi par simple majoration
d'inegrale une borne de §te P teS:

$ toé_

i .
R te Q\(a\é‘1$kt|°é Ya¥. R t> 1;1; iEL (7.24)
k .

1

On \eri e la validie de cette borne par une ecurrence et liregalie triangulaire
suivante :

§'te pteSDFte P;"tsS Bt p'teS

Il s'ensuit que
Y pY%. DY . Y. Yi. R

Par une ecurrence surk, on ceduit le lemme. O
Lemme 7.15. Pour tout entier j tel queY "teY, @I, on a la limite suivante :

. - Yi. YiY
lim Sgj"Re ———————:
ks K 1 Y%

Cemonstration. En utilisant le lemme 7.14, une ecurrence surk et lequation (7.23), on
prouve legalie :
k1 _
Si'Re Q7Y Y Y Ye YjVoe Y ¥R
i 0
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Par convergence des wries geonetriques et l'iregalie Y j"teY, @1, on ceduit :

fim S "Re e Yi¥%
|m i ° -
koa X 1YY

O]

Demonstration de la proposition 7.13. L'algorithme 7.3 calcule un entierj telqueY ;Y. @
1, par les lemmes peedents, il s'ensuit queYy pY. DRJ-:c et ainsi la valeur retourree
par 7.3 est correcte.

Les cependances de cet algorithme exl et  sont donrees par I'appel de I'algorithme 7.2.

Par l'analyse de complexie de cet algorithme, on e ectue O"d log™ ¢ operations
arithretiques. Le nombre d'appels de cet algorithme cepend seulement des coe cients
polynomiaux de lequation dierentielle. La complexie de cet algorithme est bien O"d
log™ = operations arithnetiques. O

4.2 Finesse de la borne calcuée

On cherchea comparer la borne d'erreur calcuke avec la vraie erreur de notre approxi-
mation calcuke, c'esta-dire Yy pY. . Le lemme 7.16 nous donne une icke de la dierence
entre les deux erreurs.

emme /.10. olent PYa ,
L 7.16. Soient"* Y pY,B

. 2Y Y. 1YY, et
"*DB D :
1YY
Cemonstration. OnaY ;Y. Y pY%. DWW PY. Y pY..Par (7.24) avecR ",
Onadonc:Y ;Y DY ;Y. "1 Y;Y, "%
O

Remarque 7.17. CommeY ;Y, peutétre aussi petit que csie, on suppose queY ;Y. D
"*_On peut calculer la norme uniforme avec une erreur relative aussi petite que I'on
souhaite : R
"t B 2 M ija .
\ :
||i 1 Y J Ya

4.3 Equation dierentielle d'ordre quelconque

L'algorithme 7.3 se gereralisea uneequation d'ordre quelconque. Avant denoncer cet
algorithme onenonce deux lemmes qui montrent que l'on peut e ectuer des operations de
l'algorithme 7.4 en bonne complexit.

Lemme 7.18. On peut calculer la cerivee ou une primitive d'un polynébme de dege au
plus decrit sur la base de Tchebychev erD"de operations arithrretiques.
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Demonstration. Sif P, % T xe etf® p, BTy "xe,onanc, c¥, cF, dapesla
relation (2.9) page 20. Les primitives se calculent par application directe de cette formule.
Pour ceriver f, suppos de deged, on part du fait que les coe cients ¢ du polyndbme
cerive sont nuls lorsque $Dd, et on calcule les coe cients restants, pour ®iISckcroissant,
en utilisant la formule d'inegration vue comme une relation de ecurrence inhomogne. [

Lemme 7.19. Soit f Pﬂ 0%nTh un polyn@me de deged donre sur la base de Tchebychev.
On peut calculerM EO tel quefY. DM D d¥Y Y. en O"de operations.

Demonstration. On dispose de I'encadrement

d o
ISDYY. DQ %, D dIHS
no

al
1 ~“te2 12 d 12
g55s Bs o " g @sd 40 8.8
1 t2 n1
donc la somme des modules de, fournit la borne cherctee. O

Proposition 7.20. ~ Soient L uneequation dierentielle d'ordre r €crite sous la forme L
y y" Y% y" v apyZ, avec a; > Q"xe) et une suite de conditions initiales

y "“to* Y, , Y la solution unique deL y 0 avec ces conditions initiales, p"xe
Pﬂ o¥n Tn”X* une approximation polynomiale dey de deged et un pararretre de pecision
L'algorithme 7.4 calcule une borneB telle queYy pY. DB enO"d log~ lee operations
arithmetiques.

Demonstration. On prouve cette proposition en deux parties. D'abord la correction de
l'algorithme puis I'analyse de complexie.

Correction de l'algorithme. La gereralisation de l'algorithme 7.3 est issue de la
ereralisation de l'application de (7.22), pour valider une approximation de y " 1* :

t
TREES T v

s S s’ s ag Seu”see ds; (7.25)

to

A~ .

al g >Q"xe:

Comme on s'est donre une approximation polynomialep de y, on peut calculer
nuneriquement sesr 1 cerivees P, 10 p ' 1. On calcule d'abord lors desetapes 5a 13
des bornes d'erreurs deRjfF EZ/ " P, 1.0Z (ceciestdiscue par la suite). A partir de

&, on peut ceduire, par r 1 inegrations successives deP; 1.0, le polyndbme Po.o et valider
1
la borne d'erreur YPoo  yY, DRF %.

Ainsi, on peut borner l'erreur Yy  pY. DY PooY. Yo PooY. :
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Entr ee: : Une equation dierentielle L d'ordre 1 ecrite sous la forme L y y'
%, 1y " agyZ avec a > Q"xe), une suite de conditions initialesy '*“tge
yo", une approximation polynomiale p~xe Pﬂ 0%nTn X dey, un pararetre de
pecision AO.

Sortie: : Une borne d'erreurB telle queYy pY. DB, ai y cksigne la solutiondeL y O

satisfaisant les conditions initiales donrees.
r 1

P p"Y A maxYaY ;i or 1:::005Q ] P $it.°$]
» io = Ta
2: Calculerj tel que “te Al Q $jt—!°$@1:
3: pour i O0:::j 1faire
4. pour k r 2:::0faire
R t
5: Calculer Py;"te  y *"toe RPx 1;"usdu
to

6:  n pour
7. pour k r 1:::0faire
8: Avec l'algorithme 7.2 calculer les approximations polynomialesP,, ;i pour ayx Py;

telles queYP,, ;i ax PaiYa D
9:  n pour

. tr 1
10: Calculer Py 1 1"ty " ¥*tge R P Pgyi"uedu
to k O

11: n pour
i
12: Calculer "t r kP Ak 1Qk 1%, "te Ppogitte Ppogo'te
1
. s Y JYa YJYa ps T 1 “r e
13: Calculer R; —TY N (Rj" est cep une borne d'erreur de 2y Pr 1.0Z )

1
14: renvoyer B R $Art°f,! YPoo PYa

Algorithme 7.4.  Algorithme de validation pour lesequations d'ordre quelconque

Maintenant, examinons en cetail les etapes 1a 13. La preuve de la correction est
similaire a celle de l'algorithme 7.3. Notons que lorsque l'ordre de lequation est plus
grand que 1, on ne travaille pas seulement avec une approximation polynomiale dg mais
aussi avec des approximations polynomiales des ceriveeg®:::;y " *. Le seul changement
signi catif est que dans ce cas, (7.24) devient :

. j $ to$
k 1 :

a A;Q; MA sont e nis dans l'algorithme 7.4, et R, 1 AO est une borne d'erreur entre
y r 1e et p r 1-.

$ toé_

it

< Al Q R, jE1 (7.26)

Analyse de complexit e. L'analyse de complexie de cet algorithme est similairea celle
de l'algorithme 7.3. Le nombre d'ierations des boucles ne epend ni de ni de d. Chaque
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Exemple dege.d borneR Y pY Y ptY. logioR~Y pYa

30 20 10% 3,4 10°? 34 102 4:8
7.21 60 7310°% 1;,910% 19109 0;58
90 44 101 1:2 1014 1.1 1014 0;57
30 78 10 59 10% 56 10% 31
7.22 60 45 10°%° 87 10198 g5 10103 37
90 35 10164 3:0 10168 3;0 10 168 4:1
30 5107 41108 28 10°¢ 0,57
7.23 60 26 10 7:3 101 49 101 0;56
90 32102 9010% 60102 0;56

Figure 7.1 { Qualit des bornes valickes par les algorithmes 7.3 et 7.4. La colonndy pY.
indique la \eritable erreur maximale entre I'approximant p et la fonction y (celle-a méme
qu'on peut lire sur les graphes de la gure 7.2). La colonnety p*Y. donne une valeur
approctee de l'erreur commise par le meilleur approximant de deged dey, calcué gracea
Sollya[CJL10].

ligne demandeO"d log"~ les operations. En e et, les seuls calculs non triviaux sont
l'appela l'algorithme 7.2 qui s'e ectue en O"d log~ 'ee operations arithmetiques selon
la proposition 7.12 page 156, le calcul des cerivees et des primitives d'un polyndbme de
Tchebychev qui s'e ectue en la bonne complexie par le lemme 7.18 et le calcul d'une borne
ne de Y ;Y. a letape 13, ce qui ne pose pas de probeme d'apes le lemme 7.19.

O

5 Experiences

Nous avons impkement en Maple une variante des algorithmes de ce chapitre qui
nmelange arithiretique rationnelle et arithnetique d'intervalles. Les calculs par intervalles
reposent sur le moduleintpakX [Kra06]. Notre impementation,a letat de prototype, n'est
pas encore disponible publiquement.

Nous nous limitons icia illustrer sur quelques exemples simples la qualie des approxi-
mations et des bornes d'erreur que fournissent les nmethodes de ce chapitre.

Pour les trois exemples suivants, nous tracons dans chaque graphe l'erreur entre
la solution exacte et le polynébme calcuk en utilisant I'algorithme 7.1 pour des deges
d>"30;60;90. Dans le tableau 7.1 on donne les temps et les bornes d'erreurs calcukes
par les algorithmes 7.3 et 7.4.

Exemple 7.21. Cet exemple est adape de Kaucher et Miranker KM84]. Il s'agit de la
fonction
¥ xe exp X~2¢
x 16
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Exemple 7.21 Exemple 7.23 Exemple 7.22

Figure 7.2 { Graphes des dierencesy p entre approximations p de dege d >"30; 60; 90
calcuks par l'algorithme 7.1. Les oscillations d'amplitude presque uniforme sont ca-
raceristiques des approximations polynomiales proches de I'optimum, en vertu du treoeme
d'oscillation de la Valee Poussin [Che98]

90

60

30



CHAPITRE 7. APPROXIMATION UNIFORME

solution de lequation dierentielle

~

X 15y"xe 732 2xey®xe 0; y'0 14 (7.27)
Exemple 7.22. L'exemple de cetteequation d'ordre 4 vient de [Ged77a].

y 4 xe y'xe 0 Y0 32 y®0  1-2,y®B® 32, yOF 12 (7.28)
gqui a comme solution exacte
y'Xe 3~2coSxe 1-2sin"xe: (7.29)

Exemple 7.23. Ce dernier exemple est uneequation d'ordre 1 qui posede des points
singuliers imaginaires x i 22 relativement proches du segment 1;1. On peut
remarquer qu'avec ce genre de singularie, une approximation sur le segment 1;1 par

une wrie de Taylor en 0 tronglee n'est pas possible.
4xy"xe "1 4x? 4x*ey®xe 0; y 0« exple: (7.30)
avec la solution exacte
y'Xe  exp l~"l 2xPee: (7.31)

Notons aussi que la condition initiale n'est pas repesentable exactement en arithnmetique
rationnelle, ce qui rend indispensable ['utilisation d'un minimum d'arithrretique des inter-
valles.

On constate queYp YyY. est extremement proche de l'erreur optimale accessible avec
un polyndbme de méme dege. La borne prouveeR esta peine pessimiste, surtout quand
I'ordre augmente.
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Chapitre 8

Sries de Fourier gererali®es
solutions déquations dierentielles

Resume

Les sries de Fourier gererali®es sont des ceveloppements en frie dans certaines
bases de fonctions comme les polyndmes orthogonaux classiques, les fonctions de Bessel
ou encore dans la base monomiale. Lorsqu'elles sont solutions dequations dierentielles
lireaires et sous certaines conditions, les coe cients de ces ries \eri ent une ecurrence
lireairea coe cients polynomiaux.

Ce chapitre donne une condition su sante pour que les coe cients \eri ent une
telle ecurrence. Dans le cas a la condition est \eriee, un algorithme pour calculer
cette ecurrence est donre. Ce travail est commun avec Bruno Salvy.

Sommaire

1 Introduction . . . . ... ... 168

2 Series de Fourier g eneralisees ... .................. 173

3 Recurrences des coecientsdes eries ................ 176
3.1 Paires d'operateurs de ecurrence assoceesa une famille de fonc-

tions presque-orthogonales . . . . . ... ....... ... ...... 178

3.2 Paires adjointes d'operateurs de ecurrence . . . .. ... ... ... 180
3.3 Morphisme . . . . . . . 184

4 Algorithmes . . . . . . .. 187
4.1 Methode de Horner pour un algorithme gereral . . . .. .. .. .. 187
4.2 Algorithme sanslclm . . .. ... ... . . o 189

5 Abaissement de l'ordre . . . . . .. ... L oo 192
5.1 Parlegeld . ... ... . . . . 192
5.2 Par la methode Rebillard-Zakragek . . ... ... ... ... .... 193
5.3 Un contre-exemple dda Lewanowicz . . . . . ... ... ....... 195

6 Conclusion. . . . . . 196

167



CHAPITRE 8. SERIES DE FOURIER G ENERALISEES

1 Introduction

Les sries de Neumann \\Vat44, 816] sont des ceveloppements en rie de fonction

analytique dans la base des fonctions de Bess&}"xe. Le nom de ces fries rend hommage
a Carl Gottfried Neumann qui fut le premiera les ¢ nir dans [ Neu67. Un joli exemple de
telle srie est donre Hansen [Han75, formule 57.2.10 page 380] :

X . - -

ZJi"xs Q7 1:"8S"xe:

2 n>Z
L'objet de ce chapitre est de montrer comment calculer algorithmiquement un tel ceveloppement.
Pour cet exemple, le point de depart est une paire dequations \eriees par la famille
“Jn " Xee

X"Jn 1'Xe Jn 17 Xes 2nJp " Xe, (8.1)
2JFxe Iy "X Jp 17X (8.2)

Pour une suite "ue de coe cients de srie de Neumann quelconque et un ogerateur
dierentiel L, la notation “u‘« repesente la suite des coe cients de la ®rie de Neumann
L PpszUnJdn"Xe.

On observe alors que la suité us des coe cients d'une ®rie de Neumann quelconque
est leea la foisa la suite "u*e (au I'exposant x est l'ogerateur de multiplication par x)
par la relation suivante deduite de (8.1) :

1 1«

mun 1 hun 1 2Un; (83)

eta la suite “u@-. par la relation suivante deduite de (8.2) :
2un@ Up 1 Up 1 (8.4)
En e et lequation (8.1) nenea la suite degalies suivante :

Q UnxJn™X* Q UujJn"xe
n>zZ n>Z
<1 . R R
Q Un=—=X"Jn 17X* Jn 1 Xee
n>Z
l X 1 X ~
=———Uu ———Up 1" XJn"Xe:
rSZGEZ‘n LR S (TR
Pour en dceduire (8.3), il faut pouvoir extraire les coe cients de J,. Comme la suite des
fonctions de Bessel est paire en (J,"x* J " Xe), la suite de fonctionsx J,"xe l'est aussi.
On a alors legalie suivante *

Q UnXJn"Xe Q upxJn"xe:
n>z n>N

1. Le terme P %est similairea celui & ni par la notation (2.16) page 23
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La suite J,"xe pour n >N esta valuations strictement croissantes, la suitex J,"xe pour
n >N l'est aussi. La suite des sriesx J,"x* est donc une famille libre, ce qui permet
d'extraire les coe cients d'une srie ceveloppee dans celle-ci. Legalie peedente implique
donc bien la relation entre les suites'ue et “u*e souhaiee. De la méme facon, en utilisant
la relation (8.2), on montre la relation entre “ue et “u@s.

Ces deux relations(8.3) et (8.4) vont nous permettre d'obtenir le ceveloppement en
grie de Neumann de xJ;. On part de lequation dierentielle satisfaite par  xJz :

ceee 057

X < ngAX“ < %fo-- X < g\]fx" 0; (8.5)

et on construit progressivement une relation entre’ & @ Xe gt "ys.
Pour commencer, la relation(8.3) suivie de I'application de legalie (8.4) ieee deux
fois donnent :
2 2
ux@ X

_“ @ @ .
R R 1unl 4un@ 2uy, 2u.; Un2 2Un Up 2:

La relation (8.4) donne ensuite legalie :

2u@ 2u@ iu 2 u 1U'
n 1" n 1" p 1"% "R 2°n 1+" n 1%

A~

Par lirearie u-t -2 “uytr uyb2e pourtous L et Lo, donc on peut combiner lesegalies

peedentes pour obtenir :

2 X@@X 2 X@@X
n 1un1 n 1un1

1 2 1
Up 2 2Un Up 2

Un 2 = - Un Un 2 2Un;
1 n 1 'n 1e n 1

qui se earrange en
2'n 1-u’,§@1@ X 2°n 1-u’r§@1@ ¥ *n% neup 2 "2n% 4eu, “n? neu, 2 (8.6)

Mais au vu de (8.5), la suite ~w@& @ X, gst nulle. Les coe cients de la rie de Neumann
de x J1"xe \eri ent donc la ecurrence

“n? neun, 2 "2n% 4eup, "n? neu, » O

qui admet bien comme solution la suite de terme gereral” 1-”~2$’7S pour n pair et O
sinon. Comme la solution est hypergeonetrique, on peut aussi utiliser I'algorithme de
Petkowsek [Pet92] pour esoudre cette ecurrence et retrouver la formule souhaite (on
devra dans ce cas donner des conditions initialesa la ecurrence).

Le fait que cette solution soit hypergeomnetrique implique aussi gu'il existe une ecurrence
a deux termes qui annule les coe cients de cette rie de Neumann. En fait on peut calculer
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Entr ee: uneequation dierentielle, une famille de fonctions ,"xe avec des relations dy
méme type que (8.1) et (8.2) (voir p.168)

Sortie: la ecurrence \eriee par les coe cients du ceveloppement en ®rie P u, " X* de
toute solution de lequation dierentielle developpable dans la base des .

Algorithme 8.1:  Algorithme de calcul de ecurrence

cette ecurrence directement en allant plus loin dans les calculs. En e et legalie (8.6)
skcrit

% 50 n2 22 4n n%S2 "2 3n nZ%S*Zu %&'n 3S, 2n 1827w € @ X

Le gcld (calcuk par l'algorithme 4.3 page 58) entre les operateurs des deux membres de
cetteegalie est non trivial etvaut % 3 "n  1:S2Z:

% 3 "n 1:S27% 2 nS2Zu % 3 “n 1.S27S,u*& @ x.

Un argument prouve dans ce chapitre permet de divisera gauche par cegcld tout en
conservant la relation degalie et donc d'obtenir une ecurrence d'ordre 2 qui annule bien
les coe cients

"n 22uy, nup, o> O:

Le but de ce chapitre est de gereraliser le proede developpe sur cet exemple an de
calculer les ecurrences satisfaites par les coe cients d'une large classe de sries de Fourier
cereraliees. Cet algorithme est esune par la bote 8.1

Le packageMaple gfsRecurrencque jaiecrit lors de cette trese permet de calculer
ces ecurrences en utilisant les algorithmes cevelopges dans ce chapitre. Par exemple le
calcul de la ecurrence des coe cients de la ®rie de Neumann de 3 J;"x+ en Maple se
faita I'aide du code suivant :

A with(gfsRecurrence);
di eqToGFSRec
A deq := gfun[holexprtodiffeq](-x/2*BesselJ(1,x), y(X));

2
~ 3 d ~ ~ . ~ L& 20 A ~ .
deq oea(?xjy Xe' X &y Xe Y XeX;y 0 0D Tetye "0 1-2j

A diffeqToGFSRec(deq, y(x), u(n), functions=BesselJ(n,x), normalize);
n 2eu"ne nu'n 2
On a vu que le calcul de ces ecurrences pouvait servira calculer ou \eri er des formes
closes de coe cients de sries de Fourier gereraliges. Des travaux FW61, Luk59, LC61,
Ver66, WL62] sont consacesa donner et prouver les formes closes de coe cients de sries
de Fourier gereraliees lorsque les bases des fonctions sont hypergeonetriques. Un grand

nombre d'entre elles sont donc desormais accessibles simplement et de manere uniee par
le calcul formel.
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Exemple 8.1 (Fields-Wimp([FW61])) .
v .
pFqs@&") d;WX
aQ Aap'nA on” oy zZe"

— — \Ke :
no byen Nne,n!

Gin ;n o sn ap . nn ;cy
¥
szql on 1;an r s 2¢ o d

hypergeonetrique gereralise (voir ¢k nition 2.8 page 2.8). L'utilisation des ecurrences
permet de prouver simplement ces formules poup, r, g, S »Ss.

Exemple 8.2. Le probeme de connexion Tha64, Ask75 RZG95, Szw9] entre deux
familles de polynémes est le developpement en srie des polynémes de la premere famille
dans la base qui forme la seconde. Par exemple les polynbmes de Laguerre gereralies
satisfont : )
L2 QP KN e

.: 8.7
o k n n X ( )

Pour obtenir automatiqguement cette formule, on peut calculer la ecurrence satisfaite
par les coe cients en utilisant le code Maple suivant. On calcule d'abord lequation
dierentielle qui annule la fonction L,? >,

A deq = k*y(X)+(-x+1+a+b)*(diff(y(x), x))+x*(diff(diff(y(x), x), X));

deg ky'xe " x 1 a b iy‘x' xd—zy‘x-
dx dx?

Les proedures du packageGFSRecurrencgermettent de calculer la ecurrence
\eriee par les coe cients du ceveloppement en srie de Laguerre a partir de cet
operateur :

A rec := diffeqToGFSRec(deq, y(x), u(n), functions=LaguerreL(n,a,x), const=a,

normalize);

rec n keu™ne 1 k n bu'n Il
Cette ecurrence est d'ordre 1, et admet comme solution les suites hypergeonetriques

de la forme :
(b k n 1.

k n '
al  est une constante. Il ne reste plus qua determiner une condition initiale pour montrer

que 1. Le ceveloppement des polyndmes de Laguerre dans la base monomiaheaf10,
http://dlmf.nist.gov/18.5.E12 ]:

Un

k ~

N N a | 1'k| I

La Xe 1°I—X;
k IQO K lell!

montre que le terme assoce au mondéme de degk ne cepend pas dea. Lorsquen Kk, le
terme Ooot 2 17 estegala 1, ce qui nous xe 1 et conclut la preuve de la formule(8.7).
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Exemple 8.3 ([Geg73). Le méme type de calcul fournit par exemple la relation classique
sur les polyndmes de Gegenbauer.

n~2 A A ~ ~
“n k 7k e 'n k o
C, " Xe C “Xe:
" SO e ekl "n Kk 1e n

Une autre application importante de ces ecurrences est le calcul nunerique rapide des
coe cients de ces ®ries. On a vu dans le chapitre 7 comment utiliser les ecurrences pour
calculer les coe cients d'une srie de Tchebychev. On peut de la méme fecon utiliser ces
ecurrences pour calculer les coe cients d'autres ries de Fourier gereraliees.

Historiquement, les premeres ecurrences calcukes ontet celles que \eri ent les coe -
cients de srie de Taylor solution dequation dierentielle au xix © secle. A ma connais-
sance, c'est Clenshaw(le57] qui a pour la premere fois utili®e les ecurrences \eriees
par les coe cients d'autres ries, il s'agissait alors de ries de Tchebychev. Il n‘a pas
donre d'algorithme pour le calcul des ecurrences mais a utilie ces ecurrences implici-
tement pour calculer nuneriquement les coe cients d'une srie de Tchebychev solution
d'une equation dierentielle. Le chapitre 5 pesente un historique des algorithmes pour
le calcul des ecurrences de Tchebychev. Stanislaw Lewanowicz avait des son premier
article sur le sujet [Lew7q], gereralie l'algorithme de Paszkowski [Pas79 sur le calcul
des ecurrences de Tchebychev au calcul des ecurrences \eriees par les coe cients de
ceveloppement dans la base des polynémes de Gegenbauer avant de donner toute une srie
d'articles [Lew79, Lew83, Lew86, Lew91, Lew9Z qui adaptent ces algorithmes aux sries
de Jacobi. Les polyndmes de Jacobi sont une gereralisation des polyndmes de Gegenbauer
qui eux méme cereralisent les polynémes de Tchebychev. Ande Ronveaux, Alejandro Zarzo
Altarejos et Eduardo Godoy Malvar [RZG95] proposent une nethode pour calculer les
ecurrences \eriees par les coe cients de ®ries dans des bases de polynémes orthogonaux
classiques. C'esta-dire qu'en plus des polynémes de Jacobi, leurs nethodes s'appliquent
aux polyndmes de Laguerre et de Hermite par exemple. Stanislaw Lewanowicz et Pawel
Wany [ LWO04] donnent une gereralisation des algorithmes de Lewanowicz aux familles de
polynémes orthogonaux semi-classiquefkppn79. Ces familles sont telles que les polynémes
cerives sont aussi quasi-orthogonaux (c'esta-dire que le produit scalaire entre deux po-
lyndmes dont la dierence des indices est strictement plus grande que 1 est nul); la famille
des cerivees d'une famille de polynémes orthogonaux classiques est une famille de polynémes
orthogonaux, donc les polynémes orthogonaux semi-classiques greralisent les polyndémes
orthogonaux classiques. Plus ecemment Luc Rebillard et Helena Zakragek RZ07] ont
propo un algorithme pour calculer les ecurrences des coe cients de solution dequation
dierentielle ceveloppee en srie dans une base de polyndémes hypergeornetrigues NU88]
qui cereralise encore les algorithmes peedents, les polyndmes hypergonetriquesetant
une gereralisation des polynémes orthogonaux semi-classiques.

L'algorithme propos dans ce chapitre permet de calculer les ecurrences autant pour
les coe cients de ®rie de Neumann que pour les coe cients des tkeveloppements dans des
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bases de polyndbmes hypergornetriques et donc couvre tous les exemples traies par les
algorithmes peedents.

La premere partie de ce chapitre donne la ¢ nition des sries de Fourier gereralises.
Une theorie permettant d'obtenir I'algorithme 8.1 et plusieurs algorithmes alternatifs est
propose dans la section suivante. La dernere section montre comment abaisser I'ordre de
I'operateur de ecurrence calcuke.

2 Sries de Fourier gererali®es

Les sries de Fourier gereraliges qui vont nous ineresser sont des ceveloppements en
ries de la forme :
Q Cn n Xe; (8.8)

n>zZ

@ ~ pe est une famille de fonctions presque-orthogonales au sens suivant.

De nition 8.4. Une famille de fonctionspresque-orthogonales ,"xe¢ sur un corpsK
est une famille de fonctions de variablex et d'indice n dont l'iceal annulateur dans I'an-
neauK n;x ~ S,; Qe des operateurs de cecalage et de cerivationa coe cients polynomiaux
enx et enn, est engende par les deuxequations suivantes que I'on nomménult ) comme
multiplication par x et (di x) comme dierentiation par rapporta X :

X2 "X pe X1 7 e (mult)
D» %orgez D1 " ne; (dl X)

al Xjp; Xo; D; et D, sont des operateurs de ecurrence dansK™ne"S,e De plus il
n'existe pas d'operateur de ecurrence R tel que :

R ™ "xee O

Le terme presque-orthogonale est utilie car lequation (mult ) est une gereralisation
de la relation de ecurrence a trois termes \eriee par les polyndbmes orthogonaux et
lequation (di ) est aussi \eriee par une large classe de polynbmes orthogonaux en
particulier par I'ensemble des polyndémes orthogonaux classiques. Des exemples de familles
presque-orthogonales sont donres dans le tableau 8.1.

De nition 8.5. Pour une famille de fonctions presque-orthogonales, On se xe le 3-
uplet ; F ;U , a F estun espace netrique contenant la famille de fonctions
et U un espace vectoriel de suites, tel que pour touf >F , il existe un uniqueu>U |, tel
que
n
lim Q u i f
n i n
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La somme

est appeke ceveloppement en srie de Fourier gereraliee def relativementa = .

Exemple 8.6. Les sries formelles de Laurent sont des sries de Fourier gereraliees. La
famille de fonctions est ,"xe x". L'espaceF est |'espace des sries formelles muni de la
netrique d'f;ge 2 Y@ 9 i val'f« est la valuation de la rie formellef . L'espaceU
est I'ensemble des suites indexees suf.

Exemple 8.7. Les sries formelles sont des sries de Fourier gereraliees. La famille de
fonctions est ,"xe x". L'espace des fonctions est I'espace des sries formelles muni de
la metrique df;ge 2 YT 9 |'espace des suites est I'ensemble des suitége telles
queu, 0 sin @o.

Exemple 8.8. Les wries enteres sont des sries de Fourier gereraliees. La famille de
fonctions est ,"xe x". L'espace des fonctions est I'ensemble des fonctions analytiques

en 0. L'espaceU est I'ensemble des suitesu) telles quelim sup $S8,8™+ est nie et u, 0
n a
sin @0.

Exemple 8.9. Les wries de Tchebychev sont des sries de Fourier gereralises. La famille
de fonctions est ,"xe Tp Xxe. L'espaceF est I'ensemble des fonctions analytiques sur
le segment 1;1 muni de la norme uniforme sur ce segment. L'espacd est I'ensemble
des suites”ue symnetriques et convergeant exponentiellement vers 0.

Exemple 8.10. Les sries de Neumann sont des sries de Fourier gererali®es. La famille
de fonctions est ,"xe Jy"xe. L'espaceF est I'ensemble des wries formelles muni de la
metrique d*f;ge 2 YT o |'espaceU est I'ensemble des suiteSus synetriques.

En e et, J,etant une wrie entere de valuation n et J, J p, pour toute srie for-
mellef P, UnX", on peut construire ecursivement la erie de Bessef P 57 €, Jn"Xe,
en remarquant que :

k k1
26 J"xs modxkt Q ux"  Q chdnxe modxk
no n k1
On a aussi legalie
K K 1
ux Q cdn™xs  Q upx" modxX %
n o0 n k1

qui montre l'unicie de la suite “cpe.

Certaines ries assocees aux familles donrees dans le tableau 8.1 sont classiques comme
les wries de Taylor ou de Tchebychev. D'autres sont moins classiques maisetudees, par
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exemple les wries de Laguerre et de Hermite sont utilisees pour cevelopper des fonctions
sur des droites (Laguerre sur les eels positifs et Hermite sur les eelsMID73, BoyO1]). Une
des qualies de ces ceveloppements est qu'ils ne sont pas trop perturkes par les singularies
non eelles des fonctions ceveloppees.

Legalie entre une fonction et son ceveloppement de Taylor en 0 n'est valable que dans
un disque cente en 0 et ne contenant aucune singularie. Ce esultat est speci que aux gries
de Taylor; les autres developpements ont aussi des domaines de convergence ne contenant
pas les singularies. Par exemple legalie entre une fonction et son ceveloppement de
Tchebychev est valable dans une ellipse de foyersl et 1 et ne contenant pas les singularies
de la fonction (voir chapitre 2). En particulier le segment 1;1 est inclus dans cette
ellipse. Le domaine de convergence des wries de Laguerre est une bande contenant la
demi-droite 0;2 et aucune singularie [BoyOl, page 353]. Le domaine de convergence des
®ries d'Hermite est une bande contenant I'axe eel et aucune singularie Boy01, page 346].
L'exemple suivant illustre ces domaines de convergence.

Exemple 8.11. La gure 8.11 donne un exemple de l'utilisation de ces sries avec la
fonction exp"1~"1 2x2es qui admet deux singularies eni~2 et en i~2.

Dans ce graphe, l'approximation de la fonctionf exp%f%zz par une srie de
Taylor tronquee est mauvaise en dehors du segment 1-2;1~2 . La fonction f admet
deux singularies en i~2 et i~2, le rayon de convergence de la wrie de Taylor est donc
1-2. Les singulariesetant imaginaires pures, la srie de Tchebychev tronquee approxime
correctement la fonctionf sur une ellipse de foyer 1;1 et ne contenant pas les points
i~2 et i~2. On voit qu'en dehors de cette ellipse, I'approximation devient mauvaise. Sur
ce graphe encore les sries de Laguerre et Hermite qui approximeiffit, comme pevu, sur
I'axe eel positif pour Laguerre et I'axe eel pour Hermite.

Ces exemples montrent aussi qu'en fonction du besoin, il est utile d'avoir le choix entre
dierentes approximations.

Une propree fondamentale des sries de Fourier gereralises qui sera cemontee dans
la section 3 est que si elles sont solutions dequations dierentielles lireairesa coe cients
polynomiaux, alors leurs coe cients sont solutions d'une ecurrence lireairea coe cients
polynomiaux.

On peut remarquer que les gries de Fourier n'ont jamaisetevoqtees jusqu'ici. En fait
ces ries ne satisfont pas les bonnes proprets pour \eri er la propree peedente.

3 Recurrences des coe cients de ®ries grerali®es

Le chapitre 5 exhibe un morphisme d'anneaux entre I'anneaux des ogerateurs dierentiels
et le corps des fractions d'oerateurs de ecurrence. Ce morphisme etablit le lien entre
I'operateur dierentiel annulant une srie de Tchebychev et I'operateur de ecurrence qui
annule ses coe cients. Cette section pesente une gereralisation de cette constructiona
toutes les weries de Fourier gereraliees. L'image par le morphisme d'un ogerateur dierentiel
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L est une paire d'operateurs de ecurrence permettant de relier les coe cients d'une srie
de Fourier cereralie f aux coe cients de la ®rie L f.
Pour simpli er la lecture, la notation suivante est utiliee :

Notation 8.12. Soient une famille de fonctions presque-orthogonales; un espace
metrique de fonctions et U un espace de suites assoces& .

Pour tout operateur dierentiel L et toute suite u>U telle que P u, n"x* >F et
L Pun n"Xx*>F ,on note"ube la suite dansU assocee qui \erie :

L Q Uy n"X* Q UL p xe:
n>Z n>zZ

3.1 Paires d'oerateurs de ecurrence assoceesa une famille de fonc-
tions presque-orthogonales

La propree fondamentale satisfaite par les familles de fonctions presque-orthogonales
est esunee dans le theoeme suivant. Cette propree decoule naturellement desequations
(multy) et (di ).

Th eoreme 8.13. Soit™ L5z une famille de fonctions presque-orthogonales. Pour tout
operateur dierentiel lireairea coe cients polynomiaux L, il existe une paire d'ogerateurs
de ecurrence "Aj;Aoe, telle que :

A, "L xee A1 7Xe: (8.9)

Demonstration. Si L est la multiplication par x ou la cerivation, les paires donrees par
lesegalies (multy) et (di ) satisfont lequation (8.9). SiL est une constante , la paire
d'operateurs ~ ; 1e satisfait aussi lequation.

Pour montrer ce treoeme pour un ogerateur dierentiel quelconque, il sut de montrer
que si la propree est vraie pour les ogerateurs L; et Lo, alors elle I'est aussi pour les
orerateurs L; Lo et LoL1. Soient les paires"A1; Ase et "By; By telles que :

Ay "L1 T Xee A1 nXe;
By "Lo [ Xee Bi1 " xe:

En utilisant la formule d'addition de paires (4.14) page 70 et la proposition 4.29 qui en
tecoule, on a :

|C|mAA1;B;|_° AL]_ Loe nAX° SABl'AlAz AAl'BlBr nAX°;

donc la paire"A1;A,* "Bi;Bye est assoceea l'ogerateur L1 L. La proprete est donc
vraie pour l'addition de deux operateurs dierentiels. De la m&me facon, la & nition de

la multiplication entre operateurs (4.15) page 71 et la proposition 4.32 qui en decoule
montrent que la paire “AloB2 Bl;ABz-AlAZ- est assoceea l'ogerateur L,L 1, ce qui conclut
la preuve. O
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La proposition suivante nous donne la relation entre deux paires assoceesa un méme
operateur dierentiel.

Proposition 8.14. Soient "A;Aoe et "By; B, deux paires d'ogerateurs de ecurrence, L
un operateur dierentiel et = nLensy Une famille de fonctions presque-orthogonales. Si

Ao "L T Xee A1 . "xe et
B, "L Xee B:1 n"Xe;

alors les paires”A1;Aze et "Bj; By sontequivalentes (not aussi"A1;Aze "Bj;B»e) au
sens de la & nition 4.37 page 76.

B2

Demonstration. En multipliant la preméere egalie par "Bye"? et la seconde par Aje
puis en les soustrayant, on obtient :

éABz'AZAl AA2°BZB]_° nAX' 0:

La ¢k nition 8.4 page 173 entrame ABZ-AZAl AAgoBzBl, les paires”A1; Az et "B1;Boe
sont donc bienequivalentes. O

De ce tleoeme se deduit le corollaire fondamental suivant, qui exprime la egle de
Leibniz pour les paires d'ogerateurs de ecurrence.

Corollaire 8.15. Les operateurs X1, X2, D; et D, assocesa une famille de fonctions
presque-orthogonales par les formulegnult ) et (di ) \erient

"X1;X20"D1;D2e "Dq;Do” Xq; Xoe "1 1e:

Demonstration. La proposition 8.14 nous indique gu'il sut de trouver un operateur
dierentiel L assoce aux deux fractions de lenone du corollaire pour montrer leur
equivalence.

SoientAAl;Azo AD]_; D2'AX1; Xoe et AB]_; Boe AX]_; X2°A Dq1;Dye. La proposition 4.32
page 71 implique lesegalies suivantes :

Az TXQ@Qe n'Xxee A1 n'Xe
et B " @xe . Xee B;p  Xe:

La proposition 4.29 page 70 implique que la pairé G;Ge "B1;Boe "1;1 erie la
propret :
G T@x 1+ pxee G Xe:
La egle de Leibniz implique que @x @x 1 ce qui prouve lequivalence entre”A1; A e
et "G; Ge. O
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3.2 Paires adjointes d'ogerateurs de ecurrence

Les operateurs de ecurrence adjoints sont des outils importants dans la treorie des
operateurs de ecurrence. Une des applications classiques est la factorisation d'un ogerateur
de ecurrence. En e et l'algorithme de Petkowsek [Pet92] permet trouver un facteur droit
d'ordre 1. La divisiona droite entre operateurs devient une divisiona gauche entre les
adjoints des mémes operateurs. Pour chercher un facteur gauche d'ordre 1 d'un operateur,
il sut donc de calculer son adjoint et d'appliquer l'algorithme de Petkowek comme
sugeee dans [PWZ96, p. 163]. De cette facon, on sait par exemple trouver un facteur droit
ireductible d'ordre 2 d'un operateur d'ordre 3 en cherchant un facteur gauche d'ordre 1.
Cette section introduit la notion de paire adjointe d'opgerateurs de ecurrence. Celle-ci
est essentielle pour faire le lien entre les paires appliqguees a une famille de fonctions
presque-orthogonales et les coe cients des ries de Fourier gereralises developpees dans
cette famille. On rappelle d'abord la & nition d'un operateur de ecurrence adjoint.

De nition 8.16. L'operateur de ecurrence
S
R Q I nesk;
k0
a pour operateur de ecurrence adjoint l'operateur noe R¥ ck ni par :

S
R¥ Q Ik'n keS,*
k O

Les lemmes suivants decoulent naturellement de cette ce nition.

Lemme 8.17 ([RZ07]). Pour tout oprateur R, I'adjoint R¥ \eri e legalie suivante :

Q unR vy Q‘R¢ Un®Vn;

n>zZ n>Z
@ “ue et “ve sont des suites e nies surZ.
Demonstration. SiR P} ,lk"n*SK on a legalie suivante :

S S
Q unR vi Q Q uplk'nevy k' Q Q uplk nNevy k-
n>z n>Zk 0 k On>zZ

En e ectuant le changement de variablen ( n k,ona:

Q unlk"nevy k Q up klk'n Kevy:

n>zZ n>zZ
On a donc .
Q unR vi Q Q up klk'n Kevy:
n>zZ n>Zk 0
ce qui est bienegala P"R* upevy. O
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Lemme 8.18 ([PWZ96]). Les operateurs de ecurrence R et R, \eri ent legalie :
RiR} "RyRye™: (8.10)

Demonstration. Par lircarie RI R3 “R, Rie*, il sut donc de prouver ce lemme
pour le produit de deux monémes.
Le produit de
R1 I1°neS! et R, Iy "neSk:

donne legalie : N
R2R1 |2An'|1An j'S;] J;

L'adjoint de ce produit est :
“RoRpe* 1°n 0 jelitn ieS '

On retrouve bien le produit des monémed;™n i-Sni etly'n j-Snj , C'esta-dire le produit
RIR}. =

L'objectif de la construction de paires adjointes d'operateurs de ecurrence est |I'obtention
d'un esultat similaire au lemme 8.17. C'esta-dire, si pour une famille de fonctions presque-
orthogonales ,"xe, et pour un ogerateur dierentiel L, il existe une paire qui lie " xe et
L " xe alors on peut construire automatiquement une paire qui lie"ue et “u‘e.

De nition 8.19.  Pour une paire d'operateurs de ecurrence "Aj;Aze, la paire "Aq; Ay
appeke paire d'operateurs de ecurrence adjointe a la paire "A1;A»e est k& nie par :

. 3 3
“AnAz CAAxT SAlAALAL

On rappelle ici que les cofacteurs duclm entre deux polynémes de LaurentA et B ont
ek &k nis dans le chapitre 4 par :

"AEB "B*A Icim"st % A;sd dep.:
Propri ete 8.20. Pour toute paire, on a la relation :
“Ar At CAb 1 1AL

Demonstration. L'application de la egle de multiplication entre paires pour multiplier les
deux paires du membre gauche de lequation entra'me la validie du esultat. O

Remarque 8.21. Si le second membre de la paire est 1, onA; S AT et A, S a
da est l'ordre de l'ogerateur Aj, donc l'adjoint de la paire "Aq;1s est"S% A¥; Sdae qui
estequivalenta la paire “A%;1s. Il s'agit donc bien d'une cereralisation des operateurs
adjoints de ecurrence. Le lemme 8.17 est cererali®e par la proposition 8.23 ci-desous.
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Remarque 8.22. Pour toute paire "A;;Aoe, les operateurs de la paire adjointe \eri ent

e ~ ¥ » +
geld'Az; Az 1. En e et par ce nition du Iclm, les operateurs “Afe”2 et "A%+*1 sont
premiers entre eux.

Proposition 8.23.  Soient L un operateur dierentiel et un 3-uplet ; F ;U (voir
b nition 8.5 page 173). Si la paire "A1; A, est telle que :

Ao "L "xee A1 Xe;

et \eri e en plus la propree que pour tout u>U il existe une suite"ve telle queA§ vV o u
et A{ v>U , alors toute suiteu>U est leea “ule par :

A1 u Ay U (8.11)
al la paire "Aj; Ay est la paire adjointe de"A1; Aje.

Demonstration. Soit “ve une suite telle queA3 v uet Af v>U . On a alors la suite
degalies suivantes :

L Q Uy n"X* Q A3 vq'L  p"xss Q VpAz "L xee:
n>Z n>Z n>z

On a par hypotltese :
A1 n"xe Az "L g Xee;
donc

L Quy n"X* Q Vi"A1 ' Xee Q‘Af Vn® n Xe:
n>Z n>Z n>Z

Les suites‘A:{v- et “ube sont dansU , par unicie du developpement en rie de Fourier
eererali:e des fonctions dansF , on a doncut A} v. Sion utilise la c nition des
cofacteurs de Iclm, on obtient la suite degalies suivantes :

b ¥ ¥ ¥
Ap u "ARAT g cATAIAL v mARAIAT v CASAT Ub A, Ut (8.12)
O

Les paires adjointes \eri ent des proprees pour I'addition et la multiplication similaires
aux proprees d'addition et de multiplication d'operateurs adjoints. Ces proprees sont
esunees par les propositions suivantes.

Proposition 8.24.  Si les trois paires"A1;Aze, "B1;Boe et "C; Ge sont relees par
"A1;Aze "B1;Bae "G G,

alors
"A1;Aze "B1;Bae "Cy;Coe:
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Demonstration. On souhaite montrer que :
. . *
AAl;Az'i ABl;Bz'i SSBz'AZAl' SAAz'BZB]f ;IcIm AAZ;Bz"
Le terme de gauche estequivalenta
s A, . s B, . 3
S By ?Aq; Iclm Bo; Apee S’Aoe7%By; Iclm Bo; Apee
Partant de la propree 8.20, cette expression se eecrit comme
~ AZ :t ~ :t ~ > B2 :t ~ :t ~
SSBoe " 2A e ;1e %b;lcim "By Age™Z SSAje?Bpe ;1e %b;lcim "By AseTZ:

En factorisant cette expression par le terme commun a gauche, on obtient la paire
equivalente :

S&T. JA2 o uBoin o Fa. on. . 3.

SSBQ' Aqe SAye By ;1 AL,IcIm Bo; Ao Z:

qui est bien, par ¢ nition d'une paire adjointe, la paire rechercrtee :

<~ ~ b
SSBye 2A 10 SAL0B2Be 1 Icim "By Agee

]
Proposition 8.25.  Si les trois paires"A1;Aze, "B1;Boe et "CG; Ge sont relees par
"B1;B2" A1 Az TG Gy
alors :
“A1 A2 B1Boe TGy Coe:
Demonstration. On souhaite montrer que :
A1 Azt "By;Bye? SAAl'BzBl;ABz;Al"zA'¢
Par la propret 8.20, le membre gauche de cetteequation estequivalenta
“ATi1e" 1AL BE 107 1; BEe (8.13)

A n d'exprimer ce terme comme une paire adjointe, on eexprime le produit de paires du
milieu (en utilisant la ce nition de multiplication de paires (4.15) 71), comme :

“1;A3e"Bf;1e "Al;Bje SEALeB2 T 1081 EB AL
On peut alors simpli er lequation (8.13) par le termeequivalent :
”Ai;loééAAloBzoi;1-§1;§ABl-A1-¢-A1;B§- SEALB2 AL 1081 8B, By te
qui estequivalent au terme droit de la relation recherchee par la propret 8.20 . O
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Entr ee: L PKopi"x*@ et muni de 4 oerateurs de ecurrence Xi; Xz; Di; D; tels
que X1 Xo X etDg D> ce
Sortie: Pitelque’ “Le P, 1p,

Algorithme 8.2:  Morphisme pour le calcul des ecurrences

3.3 Morphisme dans le corps des fractions d'ograteurs de ecurrence

Cette section explique commenta l'aide des paires adjointes d'operateurs de ecurrence,
on peut ¢ nir un morphisme d'anneaux ' de l'anneau des operateurs dierentiels dans
le corps des fractions d'ogerateurs de ecurrence. L'image d'un ogerateur dierentiel L
par ce morphisme, qui cepend d'une famille de fonctions presque-orthogonales, est une
fraction d'operateurs dont le nunerateur est la ecurrence qui annule les coe cients des
ries de Fourier gereralises solutions deL. Ainsi, ce morphisme epond au besoin de
l'algorithme, qui permet de rendreequivalents les algorithmes 8.1 page 170 et 8.2.

Avant de ¢ nir le morphisme d'anneaux, on va & nir le morphisme d'anneaux ' qui
va de l'algebre libre des operateurs dierentiels K™ x; @e (les variables ne commutent pas),
dans le corps des fractions d'ogerateurs de ecurrence. On ceduira  par quotient.

De nition 8.26.  Pour une famille de fonctions presque-orthogonales, le morphisme
d'alebres ' de l'algebre libre K'x; @e dans le corps des fractions d'operateurs de
ecurrence est ¢k ni par :

'xe X,IXp et ' @« D,Dy;
al "Xq1;Xoe et "Dj;Dye sont respectivement les paires adjointes déXq; Xoe (multy) et
ADl;Dz' (di x)-

En quotientant I'algebre libre K'x; @e par l'iceal bilaere engende par le polynébme
X@ @x 1, on obtient 'anneau des operateurs dierentiels K x ~ @e (4.3 page 56). La
proposition suivante montre que ce quotient conduit naturellementa & nir ' a partir de

Proposition 8.27.  Pour toute famille de fonctions presque-orthogonales, on a legalie
suivante :

"TxX@ @x 1 O

Demonstration. Cette proposition revienta montrer legalie
X,1X1D,'D1 DLDiX,MXy 1 (8.14)

Le corollaire 8.15 page 179 montre que les paires d'oerateufd ; Doe™ X1; X0 et " X1; X2  Dq;Doe
~1; 1 sontequivalentes.

Par les propositions 8.24 et 8.25, on en ceduit que les paires adjointéX 1; X 2¢" D1;Doe
et "D1;D2*" X1;X2¢ 1 sontequivalentes. On a donc bien legalie (8.14). O
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Cette proposition combiree au theoeme classique suivant, permet de ¢ nir le mor-
phisme'

Th eoreme 8.28. [Lan02, page 89] Si' A  A%est un morphisme d'anneaux dont le
noyau contient l'iceal |, alors il existe un unique morphisme d'anneaux A~  A%qui
rend le diagramme suivant commutatif :

A— A%

J

A+

Ici est I'application canonique : A AA.

On applique ce theoeme avec A K x;@e et | lickal engende par I'operateur
X@ @x 1,onaalorsAd K x @ecomme on a vu dans la remarque 4.3 page 56. On
identi e aussi A%avec le corps des fractions d'operateurs de ecurrenceK”n; S, e. Selon la
proposition 8.2, le noyau de' contient |, le treoeme peedent nous dit donc que le
diagramme suivant est commutatif :

K'x:@e

J

K x Qe

K™n;Spe

Notation 8.29. Dans la suite de ce chapitre  sera toujours le morphisme ¢ ni par le
diagramme peedent avec' & ni par 8.26

On peuta ce stade annoncer le treoeme principal de ce chapitre. Ce treoeme prouve
que la sortie de l'algorithme 8.2 est bien la méme que celle annonee par l'algorithme 8.1
page 170.

Th eoreme 8.30. Soient ,"xe une famille de fonctions presque-orthogonales dt un
orerateur dierentiel. Soit A,*A; lmage de L par le morphisme' (en utilisant la
notation 8.29). Soient les suites™ue et “u‘« de coe cients de ries de Fourier greraliees
telles que :

L QUn n'X* Q Uh n Xe:
n>Z n>Z
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Ces coe cients \eri ent alors legalie suivante :
AL u A, u-:
En particulier si P u, n"Xe est annuke par L, "ue est annuke par Aj.
Ce theoeme est un corollaire immediat de la proposition 8.23 et du lemme suivant :

Lemme 8.31. Soient L un operateur dierentiel et “Aj1;A»e une paire d'operateurs tels
que :
As "L pTxee A1 g7Xe: (8.15)

Alors ' “Le est la paire adjointe de"A1;A>e.

Demonstration. SiL est I'ogerateur dierentiel de multiplication par  x ou de ckrivation,
la propret est vraie par & nition des fractions X21X1 et D21D 1. Si L est l'ogerateur de
multiplication par une constante , alors la proposition est vraie pour la fraction (ce nie
par la paire ~ ; 1e).

En montrant que si la propree est vraie pour deux ogerateurs dierentiels L et Lg,
alors elle est vraie pour les ogerateurs dierentiels Lo Lg et LaLg, on peut conclure que
la propret est vraie pour n'importe quel ogerateur dierentiel.

On suppose donc que la proposition est vraie pour deux operateurs dierentielsL a
et Lg. C'esta-dire que pour toutes les paires d'operateurs”A1; Ao et "Bq; Bye assocees
respectivementa La et Lg (le treoeme 8.13 nous indique qu'il en existe toujours), les
paires adjointes de"A1;A»* et "B;y;By* sont respectivement les images dé “Lae et
' ALB'.

Soient"A1; Aye et "B1; By deux paires assocees respectivementd o et Lg, c'esta-
dire :

As ALA ' nAX" A’ nAX° et B ALB ' nAX" By ' nAX'

Selon la proposition 4.29 page 70, la pairéG;Ge “A1;As "Bi;Bye \erie legalie
G "X G "La "nX* L "n"xXe* G "La g 'nXee:
La paire "B1;By* \eri e legalie
Az Lg "La' n"Xee A1 La' n"Xe;

donc selon la proposition 4.32 page 71, la paireBy; B>*” A1; Ae est assoceea l'ogerateur L a
Lg.

Comme' "Lae A,Ajet' "Lge B,!Bj,onaaussi "La Lge A,'A; B,B;
et' "LgLa* B,!B1A,'A;. Selon la proposition 8.24, la paire adjointe d&" Ay; Ape
"Bj; By estequivalentea la paire "A1;Az¢ "B1;B2e et selon la proposition 8.25, la paire
adjointe de "A1; A,*" B1; By estequivalentea "B1;Boe" Aq;Ase. O
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Cemonstration du treoeme 8.30. Selon le treoeme 8.13, si 4 X+ est une famille de
fonctions presque-orthogonales, pour tout operateur dierentiel L, il existe une paire
d'operateurs "A1;Ae tels que

A1 n'Xe Az "L " Xee:

Selon le lemme 8.31, “Le est la paire adjointea "Aj;A,e. Par la proposition 8.23
page 182, cette paire adjointe” A1; Ay \erie

A; u A, u-;

ce qui conclut la preuve. O

4  Algorithmes

Dans cette section, plusieurs algorithmes sont decrits pour calculer I'image d'un
operateur dierentiel par ' , chacun pesentant des stratgies dierentes. Dans un premier
temps, un algorithme gereral est pesente pour calculer ce morphisme. Cet algorithme
fonctionne avec toutes les fractions et les familles de fonctions presque-orthogonales. Pour
une famille de fonctions donree, on verra que des algorithmes plus performants peuvent étre
choisis. Ici la performance se juge sur deux crieres qui sont d'ailleurs souvent incompatibles :
{ La complexie de l'algorithme. M&me si ici aucune complexie n'est estinee, en
sachant que l'algorithme pour le calcul dulclm est beaucoup plus coQteux que la
multiplication d'operateurs, on va montrer comment on peuteviter de calculer des
Iclm et e ectuer seulement des multiplications dans de nombreux cas.

{ L'ordre de la ecurrence calcukee. On verra dans la section 5 comment eduire I'ordre
des ecurrences calcukes en normalisant la fraction d'operateurs de ecurrence (sans
pour autant garantir la minimalie du esultat).

4.1 Methode de Horner pour un algorithme gereral

On ceduit du theoeme 8.30 page 185, un algorithme gereral pour calculer une paire de
ecurrence avec un ogerateur dierentiel en entee. De cet algorithme se ceduit le theoeme
central de cette section.

Th eoreme 8.32. Soit L un operateur dierentiel avec des coe cients polynomiaux. Pour
toute famille de fonctions presque-orthogonales,”xe, l'algorithme 8.4 page 189 calcule la
fraction ' “Le.

Avant denoncer cet algorithme, on reprend I'exemple du cebut de chapitre sur le
ceveloppement de la fonction % J;"xe en srie de Bessel. En utilisant le moduleMaple
OreFieldck ni dans le chapitre 4. On initialise d'abord les fractions X, X; et D,'D;a
l'aide des formules (8.1) et (8.2) :
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A with(OreField);
A initOreField(n);

4T 0 A radjointOfFrac ; initOreField ; normal
UnivariateOreRing "n; shifte

A X := OreFrac([0,2*(n+1)], [1,0,1]);
A Dx :=OreFrac([1, 0, -1], [0,2)]);

X “2n 2¢Sn;1 Sn?
Dx 1 Sn?%2Sn
On calcule ensuite les ogerateurs adjoints des pairesXq; Xoe et "Dy; Doe.

A X := adjointOfFrac(X);
A Dx := adjointOfFrac(Dx);

X 2n°n 2¢Sn;n 2 nSn?
Dx 1 Sn% 2Sn

On applique alors la nethode d'Hornera lequation dierentielle \eriee par la fonction
5J1"xe. C'esta-dire, on eecrit lequation (8.5) page 169 comme :

d d
— 1 —
<de dx

La nethode d'Horner donne donc :

A Res = X;
A Res := Res.Dx-1;
A Res := Res.Dx+X;

2n°n 2¢Sn;n 2 nSn?
n® 3n 2 % n%2Sn’ n 2 nSr?
6 n® 5n %n® 8n 4ZSn> "n 1¢°n 2¢Sn*"2n 6.Sn "2n 2.Sn°

Le treoeme 8.30 nous dit que le premiereement de cette dernere est un ogerateur
de ecurrence annulant les coe cients de la rie de Neumann dex J;"xe. En voici une
forme lisible enequation de ecurrence.

A ord := nops(op(l, Res))-1:

A add(op(i+1, op(1,Res))*u(n+i),i=0..ord):

A collect(eval(%, n=n-2), u, expand)=0;

9%Wn2 4Zu"ne %> nZu'n 2 %> nZun 2+ 0O

On retrouve bien la ecurrence d'ordre 4 qui annule les coe cients calcuke au cebut
du chapitre.

La nethode illustee par cet exemple se cereralise avec les algorithmes 8.3 et 8.4.
L'algorithme 8.3 permet de calculer I'image d'un polynéme en remplacant la variablex par
la fraction X,1X; et l'algorithme 8.4 permet de calculer le numerateur souhait avec une
equation dierentielle en entee.

Lemme 8.33. Soit p un polyndme. Pour toute famille de fonctions presque-orthogonales;,”xe,
l'algorithme 8.3 calcule la fraction ' “pe.
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Entr ee: L ag agX axk et une paire’ “xe X "Xg1;Xoe.
Sortie: Une paire "Py; Py ' “Le

P1 a

P, 1

pour tout idek 1al faire
Calculer "P1;Pye "P1;PoeX  “gj;1e

n pour

renvoyer “Pq;Poe

Algorithme 8.3:  Calcul de I'image d'un polyndbme par la nethode d'Horner.

Entr ee: L P!‘ opi‘x-@, une famille de fonctions presque-orthogonales ,"xe et les

paires"Xj; Xz et "Dy1; Dy tels queX; “xe Xz X “xe etD; D, ©*
Sortie: Une paire "Py; Py ' “Le
Calculer X “Xp;Xze &XFXi°xjeXle etD "Dy;Dpe $D3eP;"DI0ie
"P1;Poe ' Tpxee fCalcul de' “pc”xee par l'algorithme 8.3¢g
pour tout idek 1a0 faire
"P1;P2e "P1;P2eD " T Xee
fCalcul de' "p;"xee par I'algorithme 8.3g
n pour

renvoyer “P1;P»e ou si l'utilisateur le souhaite normal”Py; Pye

Algorithme 8.4. Calcul de lI'image d'un operateur dierentiel par la methode d'Horner.

Les preuves de ce lemme ainsi que du treoeme 8.32, qui nous certi ent la validie des
algorithmes suivants, se ceduisent immediatement du treoeme 8.30 page 8.30.

4.2 Algorithme sans Iclm

L'algorithme 8.4 calcule de nombreuxicim. En e et, lors de chague multiplication et
addition de paires, unlclm est e ectie. Dans de nombreux cas, on peuteviter de calculer
ceslclm, ce qui rend l'algorithme plus e cace. Le but de cette section est de montrer
comment les ickes de PaszkowskiHas79 se gereralisent et permettent deviter ces Iclm
pour la plupart des familles de fonctions pesentent dans le tableau 8.1.

Th eoreme 8.34. Soit L un ogerateur dierentiel avec des coe cients polynomiaux. Pour
toute famille de fonctions presque-orthogonales,”xe, I'algorithme 8.6 calcule la fraction
" “Le. Si de plusX; et D, sont des monémes, ouX, et D; sont des mondmes owX; et
D, sont des monémes, alors l'algorithme n'e ectue pas ddclm.

Remarque 8.35. X, et D, sont des mondmes pour les polynémes" et les polyndmes de
Hermite. X, et D; sont des mondmes pour les polyndmes de Jacobi (donc aussi pour les
polynémes de Gegenbauer et Tchebychev) et les polynémes de Laguerde, et D, sont des
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Entr ee: L P!‘ o@q‘x-, et les pairesX “Xg;leetD "1;Dye
Sortie: Une paire "P1;P,e PX Dig" X

P1 @ Xe fCalcul de' “py " xee par l'algorithme 8.3 et X g

pour tout i de la k faire

P. DyPq qAX .

n pour

P, DX

renvoyer “Pq;P,e ou si l'utilisateur le souhaite normal”Pq; Pye

Algorithme 8.5: Methode de Horner sans Icim.

monoémes pour les fonctions de Bessel. Pour toutes ces familles de fonctions, on peut donc
eviter de calculer des Icim.

Demonstration. La premeéere remarque est que pour toute paire”Aq;Aze, si Aj est un
mondme alorsA; en est un aussi. En e et siA; en est unAfc en est un aussi et donc pour
tout oerateur de ecurrence B, “Af-B est un mondbme.

Si X, et D, sont des mondmes, alors on utilise I'algorithme 8.4. Dans ce cas, lors des
additions ou des multiplications, les denominateurs sont des monémes. Ldslm e ectiesa ce
moment sont donc triviaux. Si D1 ou X» sont des monémes, on appelle alors l'algorithme 8.5
qui n'e ectue aucun Iclm. La correction de cet algorithme se voit en remarquant que la
sortie de cet algorithme est la fraction

k k
P,'P; DK@ D ‘g "X+ QDKig i"Xe; (8.16)
i0 i0
qui est bien la fraction que I'on souhaite calculer. SiX; et D, sont des monbmes, le
changement entre les variablex et @ permet de se ramener au cas akK; et D; sont des
monoémes. Pour les mémes raisons que peedemment, le theoeme est \erie pour ce cas.
Le treoeme est vrai pour les autres cas, car on utilisea nouveau l'algorithme 8.4. [

Exemple 8.36. On reprend I'exemple de la fonction 7 Ji"xe que l'on veut cevelopper
en wrie de Bessel. On rentre alors dans le second cas de l'algorithme 8.5. Celui-ci nous
indique donc d'inverser l'ordre entre l'operateur dierentiel et le polyndbme. On obtient
alors l'ogerateur dierentiel :
@ x> 1o X

qui est cep sous forme d'Horner. On & nit les paires X1et Dx1lcomme les paire$ Xy; Xoe
et ADl; Doe :

A X1 := OreFrac([0,2*(n+1)], [1,0,1));

A Dx1 :=OreFrac([1, O, -1], [0,2]);

X1 “2n 2+Sm1 Sn?
Dx1 1 Sn%2Sn
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Entr ee: L P!‘ opi‘x-@, une famille de fonctions presque-orthogonales ,"xe et les
paires"Xj; Xz et "Dy;Dye tels queX; “xe Xz X “xe etD; D, ©*
Sortie: Une paire "Py; Py ' “Le
1: si X, et D; sont des mondmesalors
2. “XpXpe EXFXEXFeXie et "Dy;Dpe §'DFePE;"DICle
X "X,X3;1e etD "1;D,'D,e fon a donc ici des operateurs de Laureng
Calculer g"xe tel que L P ,@q"xe
f en utilisant l'algorithme 5.5 page 5.5
Calculer "Py; P+ avec l'algorithme 8.5 avec en enteesP!‘ o@qAx-, X,D
sinon si X; et D, sont des mondtmeslors
XpiXpe  EXFXE"XFeXie et "Dy;Dye §'DFePE; DELle
Calculer g~ xe tel que L P!‘zoxiq‘@- fk, est le maximum des deges degpig
10: X °D,!Dj;1eetD "1;X;1X,+ fon a donc ici des operateurs de Laureng
11:  Calculer "Pq; P, avec l'algorithme 8.5 avec en enteesP :‘20 'q‘x-, X,D
12: sinon
13:  Calculer "Pq;P2» ' “Le par l'algorithme 8.4
14: nsi
15: renvoyer “Pq;Poe

Algorithme 8.6:  Calcul e cace d'une ecurrence \eriee par les coe cients d'une rie
de Fourier gereraliee.

On ¢ nit ensuite les paires Xet Dxcomme paires adjointes dé Xy; X, et "Dq; Dye.
A Dx := adjointOfFrac(X1);
A X := adjointOfFrac(Dx1);

Dx 2n°n 2+Sn;n 2 nSn?

X 1 Sn% 2Sn
On applique ensuite la nethode de Horner comme dans l'algorithme 8.5, c'esta-
dire on multiplie par Dx * plutét que par Dx, on remarque que de cette facon les
cenominateurs sont des monétmes et que donc les additions et multiplications sont
triviales.
A Dx := adjointOfFrac(X1);
A X := adjointOfFrac(Dx1);

Dx 2n°n 2¢Sn;n 2 nSn?

X 1 Sn% 2Sn
A Res = X"2+1;
A DxM-1).X;
A Res = Res-%;

Res 1 2Sn® Sn* 4Sn?
n 3 2Sn°> “n 1.Sn*:%n? 16n 127Sn?
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Res n? 5n 6 %n? 8n 4ZSn> %> 3n 27Sn*;%n? 16n 127Sn?
Le nunrerateur obtenu est I'ogerateur de ecurrence d'ordre 4 dont on ceduit la ecurrence

“n? 5n 5eu, "2n% 8n 4deu, » "n% 3n 2eup 4 O

On obtient bien de cette facon une ecurrence qui annule les coe cients. On remarque
gue cette ecurrence est dierente de celle obtenue par l'autre algorithme. L'algorithme ne
nous renvoie pas non plus le cenominateur dé “Le. Mais on connat ce cenominateur
puisqu'il s'agit de Dx, on peut ainsi montrer lequivalence entre les fractions calcukes ici
et dans la section 4.1.

5 Abaissement de l'ordre

5.1 Parle gcld

On a propo< plusieurs algorithmes pour calculer la ecurrence. Dans ma pesentation, ce
qui les dierentiaitetait la complexit des calculs e ecties. Je n'ai pas compae les esultats
retourres. Un des crieres de comparaison les plus simples est l'ordre de la ecurrence.
Pour [l'utilisation d'une ecurrence, il est souvent plus pratique d'avoir un ordre petit. Par
exemple, pour cerouler une ecurrence, on a de cette facon moins de conditions initialesa
ceterminer, et moins de calculsa e ectuer (les deges des coe cients polynomiaux rentrent
aussi en compte).

Un premier calcul simple permet de minimaliser l'ordre de la ecurrence obtenue par
les algorithmes 8.4 et 8.6. Ces algorithmes calculent un nunerateur de la fraction “Le,
pour diminuer I'ordre de ce numerateur, on peut normaliser la fraction par I'algorithme 4.7
page 82. Ceci revienta calculer un gcld entre le nunerateur et le cenominateur.

Exemple 8.37. Si on veut retrouver la ecurrence d'ordre 2 dans I'exemple de la
section 4.1, il sut de normaliser cette fraction avec la pro@dure normal de OreField

A ord := nops(op(l, normal(Res)))-1:
A add(op(i+1, op(1, Res))*u(n+i), i=0..ord):
A collect(eval(%, n=n-ord/2), u, expand);

n leu™n 1+ "n leu"n Ile
On retrouve alors la ecurrence d'ordre 2 dep pesenee dans l'introduction.

Exemple 8.38. On reprend maintenant le esultat obtenu dans I'exemple 8.36. On a
vu que le cenominateur de la fraction' “Le estDx, on peut alors normaliser le esutat
pour obtenir :

A normal(Dx.Res);
n 2 nSn?2Sn
On obtient ainsia nouveau la ecurrence d'ordre 2.
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Malheureusement cette baisse de l'ordre par le calcul dgcld ne nous garantit pas la
minimalie de l'operateur de ecurrence. Dans la suite, on verra d'autres exemples qui
montrent que la quéte de cette minimialie est un probeme di cile.

5.2 Par la nethode Rebillard-Zakragek

Rebillard et Zakragek [ RZ06] ont pesent une nmethode pour calculer des ogerateurs
de ecurrence. Comme cep expligqe dans l'introduction, leur methode est moins gererale
gue la nétre car elle ne concerne que les sries dont la base est une famille de polynémes
hypergeonetriques. Cependant, ils donnent une nmethode pour abaisser l'ordre de la
ecurrence. Dans certains cas leur nethode permet d'avoir des ecurrences d'ordre plus
faible que celles calcukes par la nethode propose dans la section 5.

Avant d'expliquer leur nmethode, regardons d'abord leur contexte et les operateurs de
ecurrence qu'ils calculent.

Les polynémes hypergonetriques sont une greralisation des polyndémes orthogonaux
classiques \eri ant beaucoup de proprees. On peut ¢t nir cette famillea partir de la
proposition suivante.

Proposition 8.39. Soient et deux polynémes de dege respectivement plus petit qu
et 1 tels que la fonction quia tout entier positif n associe

n NE%® "n 1 it
2

est injective.
Lequation dierentielle hypergeomnetrique

“XeyFRe  TxXey®xe L yXe O (8.17)
a comme solution un polynémeP,, de dege n. La famille de polynbmesP, est appeke
famille de polyndmes hypergeonetriques.

Les propretes \eriees par ces familles de polynémes sont traiees dans [NU88]. Pour
notre propos deux proprees majeures \eriees par ces polyndbmes nous ineressent. lls
\eri ent lesequations (multy) et (di x) page 173 mais dans cesequationX, et D; sont
des monoémes de la forme

X2  X1"neS, Xo'ne x 1°neS,%;
D1 1'nSy  1'ne 1"neS,

al les coe cients x; et ; sont des fractions rationnelles determirees par les valeurs de
et des conditions initiales de lequation dierentielle. On a cea vu avec l'algorithme 8.5

gue dans ce cas, on sait calculer un ogerateur de ecurrence sans e ectuer delm. Comme

dans cet algorithme, on c nit les polyndmes de Laurent (apes calcul des paires adjointes)

X X,X; et I D,'Dy:
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Pour un operateur dierentiel ecrit comme L PK,@pi"x* et une famille de po-
lyndbmes , hypergeonetriques, on a, comme dans lequation (8.16) page 190,

k .
' tLe | KQ UK ipgtXe:
i 0
Le nunerateur, donc la ecurrence que I'on souhaite calculer, est alorsP X o1k g "X .

La remarque de Rebillard et Zakragek est que I'on peut dans certains cas encore abaisser
l'ordre par rapport au esultat obtenu dans la section 5.1 en normalisant I'ogerateur

| kK ~Le ' “@Le;

en choisissant un bork. Le nunerateur de la fraction calcuee est une ecurrence satisfaisante
car cette fraction est limage de l'ogerateur @L qui annule les solutions deL .

Un des objectifs de leur article est d'obtenir I'entier k optimal. Optimal veut dire ici que
c'est le plus petit k tel que pour tout j Ak, le nunerateur de la fraction normalie | 1' “Le
est d'ordre superieur ouegala l'ordre du nurrerateur de | X' “Le. (Comme ils n'utilisent
pas les fractions d'operateurs, la minimalie de cet entier est primordiale.)

Rebillard et Zakragek proposent une methode pour calculer cet entier. Cette nmethode
est tes technique, et dans notre contexte, on peut se contenter d'une borne sugerieure. En
e et comme | est I'inverse d'un ogerateur, on n‘augmente pas l'ordre du numerateur d'une
fraction en multipliant celle-ci par | a gauche. Le calcul de cette borne est esune dans la
proposition suivante.

Proposition 8.40 ([RZ0€]). Soit , une famille de polyndmes hypergornetriques solutions
de lequation (8.17) et un operateur dierentiel L P{ opfx-@. Soit "X 1 °x e le
polynbme de dege?2 ¢t ni comme dans lequation (8.17). Soit * le plus grand entier tel
que"x 1* ou"x e divisep, et soitk = siAr et2 r sinon.

Alors pour tout i, l'ordre du nunerateur de ' “@L« est superieur ouegala l'ordre du
nunerateur de ' “@Le.

On reprend un exemple de [RZ06] pour illustrer cette methode.

Exemple 8.41. Soit , Ty, la famille des polynbmes de Tchebychev. Le polynbme est
donc”"x 1< x 1e. Soit lequation dierentielle

L "x 1e2y®®°x  1ey® “x 74y O (8.18)

Par les algorithmes de ce chapitre, la ecurrence obtenuea partir de la fraction normalisee
de' “Le est

A L =(x+D)"2*diff(y(X),X,X)-(x+1)*diff(y(X), x)+(X+7/4)*y(X);

A diffeqToGFSRec(L, y(x), u(n), functions=ChebyshevT(n,x), normalize=true);

“4n 10 u"ne %8n® 20n? 2n 1Zu°n 1¢ 4°n 2:%n° 16n 5Zu’n 2
%85 222n 76n° 8n3Zu"n 3+ “4n 6eu’n 4e
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qui est une ecurrence d'ordre 4.
Ici “x 1+2 divise le coe cient de tete. Selon la proposition 8.40 on obtient I'ordre
optimal en utilisant lequation dierentielle ~ @L. C'est ce gu'e ectue linstruction

suivante.
A diffeqToGFSRec(diff(L,x, x), y(x), u(n),
A functions=ChebyshevT(n,x), normalize=true);

2°n 1o°n 2¢%n% 21n? 73n 84Z2u”n 1e
“n 1e°n 2:98n® 100n* 462n° 941n? 745n 84Z2u”n  2¢
"2n 3°n 1¢°n 2:%n% 48n2 189n 244&4°n 3su"n 3¢

2°2n 3°n 1°n 22%°% 7n 12Zu°n 4
On obtient alors une ecurrence d'ordre 3 (il n'y a pas de terme enu”ne).

5.3 Un contre-exemple dfta Lewanowicz

Lewanowicz a beaucoup travaile Lew76, Lew79, Lew83 Lew85 Lew91, Lew9Z sur
le calcul de ecurrence lorsque les familles de fonctions sont des familles de polyndbmes
de Jacobi. Dans ces dierents articles il s'ineressea minimaliser I'ordre de l'ogerateur
renvoye. Une de ses contributions est d'avoir donre des algorithmes, lorsque , est une
famille de polynbmes de Jacobi, qui renvoient le méme ogerateur que celui renvoye par les
algorithmes de ce chapitre apes normalisation de la fraction. Cet operateur est calcue
sans fractions d'operateurs de ecurrence etlclm avec des nethodesad-hog que I'on peut
voir comme une gereralisation de celle pesente dans l'algorithme 5.1 page 89.

Dans un de ses articlesllew91]], Lewanowicz donne I'exemple d'uneequation dierentielle
avec laquelle les techniques, cecrites ci-dessus, pour abaisser l'ordreechouent.

Exemple 8.42. On souhaite cevelopper en srie de Tchebychev la fonctiorx exp xe. Par
les esultats du chapitre 6, on sait que cette fonction se ceveloppe comme

xexp'xs Q %lp 171 Iy 1 1ee T xe:
nDO

Par les techniques utilises jusqua pesent, on calcule la ecurrence \eriee par les coe cients
de Tchebycheva partir de lequation dierentielle

deg xy xe® “x 1oy O

A diffeqToGFSRec(deq, y(x), u(n), functions=ChebyshevT(n,x), normalize=true);
une 2nu’n 1¢ "2n 8 u'n 3 u'n 4
Cette ecurrence est d'ordre 4, alors que l'on sait par la formule des formes closes
des coe cients qu'une ecurrence d'ordre 2 existe. L'astuce de Rebillard et Zakragek ne
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s'applique pas ici puisque le terme dominant esk. Lewanowicz propose d'utiliser lequation
dierentielle

de@ =~ 1 xZey®®®x2 3x  1ey®® 4y 1ey® 3y'xe O

qui annule aussix exp”xe. On obtient alors la ecurrence
A diffeqToGFSRec(deqg2, y(x), u(n), functions=ChebyshevT(n,x), normalize=true);
%n? 3n 3Zu”ne %n® 6n°> 6n 2Zu"n 1o %> n 1Zu°n 2
Paszkowski a travaile aussi sur cet exemple et pu obtenir la ecurrence d'ordre 2 en
divisant par x? lequation dierentielle.

Lewanowicz n'a propos aucune mrethodeautomatique pour obtenir une equation
dierentielle plus adapee pour minimaliser I'ordre. Obtenir I'ordre minimal est donc encore
aujourd'hui un probeme ouvert.

6 Conclusion

Les esultats de ce chapitre montrent comment calculer les coe cients d'une large classe
de wries de Fourier gereraliges en utilisant un outil original : les fractions d'ogerateurs de
ecurrence.

On a vu que ces fractions permettaient aussi d'abaisser l'ordre des ecurrences par
normalisation. La dernere section montre que les fractions d'operateurs n'apportent
cependant pas la solution au probeme du calcul de la ecurrence d'ordre minimal.

Dans la literature, certaines ries de Fourier gereralisees sont ceveloppees dans une
base de fonctions qui n'est pas presque-orthogonale. On peut penser notamment au fries
de Fourier ou encorea la srie de I'exemple suivant. Les coe cients de ces ries peuvent
dans certains cas étre quand méme solutions de ecurrence. Dans ce cas, l'utilisation des
fraction d'operateurs de ecurrence utilies autrement permet parfois encore de retrouver
les ecurrences.

Exemple 8.43. Le ceveloppement en srie suivant Nat10, http://dimf.nist.gov/7.6.
E9

~ a 2
erfaxs 22 & Q Tnal, %G%‘ ; (8.19)
no

ne rentre pas dans notre cadre, alors que les coe cienf,"a* \eri ent une ecurrence.
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Appendix A

The Dynamic Dictionary of
Mathematical Functions (DDMF)

Abstract

We describe the main features of the Dynamic Dictionary of Mathematical Functions
(version 1.5). It is a website consisting of interactive tables of mathematical formulas
on elementary and special functions. The formulas are automatically generated by
computer algebra routines. The user can ask for more terms of the expansions, more
digits of the numerical values, or proofs of some of the formulas.

This work is joint with Federic Chyzak, Alexis Darrasse, Stefan Gerhold, Marc Mez-
zarobba and Bruno Salvy.
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1 Motivation

Dictionaries of mathematical functions are commonly used by scientists and engineers.
Some of the most famous ones are Abramowitz & Stegun'slandbook of Mathematical
Functions [AS64]; the Bateman project Higher Transcendental Functions [Erd81]; Grad-
shtein & Ryzhik's Table of Integrals, Series, and ProductsfGR96]; and the multivolume
Integrals and Seriesby Prudnikov, Brychkov, and Marichev [PBM86]. These dictionaries
gather formulas such as di erential equations, de nite and inde nite integrals, inequalities,
recurrence relations, power series, asymptotic expansions, approximations, and sometimes
graphs and numerical tables, for a large set of functions. They have been prepared by
specialists of these functions and carefully checked and proofread. Their success is attested
to by the hundreds of thousands of citations they have received [BLO1].

The rst editions of those books were published between 60 and 30 years ago.

Since then, the advent of the World Wide Web has changed the way people now look
for information. Aware of this change, the NIST has published a new version of4S64]
in 2010, called theNIST Handbook of Mathematical Functions [OLBC10] together with a
web site, the NIST Digital Library of Mathematical Functions. This site o0 ers navigation
in the formulas, active links, export to various formats, and a search engine.

In parallel, computer algebra systems have grown into huge libraries of mathematical
algorithms. While the implementation of mathematical functions in these systems is often
basically a coding of formulas from the dictionaries mentioned above, the algorithms have
matured to a level where many of those formulas can actually be computed automatically.

The aim of the DDMF is to combine recent algorithms in computer algebra together
with web interaction into a dictionary of mathematical functions that is automatically
generated, easily navigable with export to various formats, and interactive'. Interactivity
means that formulas or graphics can be adapted to the user's needs; that arbitrary precision
can be given on demand; and that proofs can be displayed if desired.

At this stage, the reader is encouraged to have a look at the DDMF at the following url

http://ddmf.msr-inria.inria.fr
A typical page is presented in Figure A.1.

The rest of this article presents the ideas underlying our current version (1.5), rst from

the point of view of the document system and then from the computer algebra viewpoint.

2 Dynamic Mathematics on the Web

The language we use to produce the DDMF is called DynaMoW foiDynamic Mathe-
matics on the Web The main principle on which it is based is captured by the following
statement:

The document being generated by the symbolic computation engine is an object
of the language.

1. An ancestor of these ideas without interactivity was presented in [MSO03].
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Figure A.1: The beginning of the page of the DDMF on the error function
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Thus, instead of using a xed template whose elds are lled in during a computation, the
structure of the document itself depends on the results of intermediate computations. For
instance, the number of subsections on asymptotic expansions is a result of computing the
singularities of the function; the section on symmetries only occurs if the function has been
proved even or odd.

DynaMoW is a layer between a symbolic computation enginé and a web server. It
lets one mix symbolic code together with pieces of documents in a single source code in a
natural way. This provides an easy way to showcase computer algebra algorithms to users
who do not know the syntax of a computer algebra system: all they need is a web browser;
DynaMoW has been designed to be produce pages compatible with the most popular ones.

Moreover, once the document becomes part of the computation, new possibilities arise.
For instance, being able to glue together pieces of documents during the computation lets
us turn a trace of the computation into a detailed mathematical proof of its result. (See,
for instance, the proof of the recurrence formula for the coe cients of the Taylor series
of the Airy Ai function.) This answers a frequent request of users of computer algebra
systems, who want to be able to understand where the results come from and how they
can check or trust them. Traces are not the only type of proof that can be generated. For
instance, we may present a simple proof for the solution of a recurrence once the solution
has been found, instead of retracing its computation.

The implementation of the DynaMoW language itself is work in progress and a stable
version will be described in due course. We believe that this language will be of interest
outside of the DDMF. For instance, we have also used it with success for an encyclopedia
of combinatorial structures.

3 Computer Algebra Algorithms

From the computer algebra point of view, what is a good de nition of a mathematical
function such that all the desired formulas can be computed algorithmically? Our choice is
to concentrate on

Functions given as solutions of linear di erential equations or linear recurrences.

Our basic data-structure consists of these equations and their initial conditions. In the
example of Fig. A.1, this is the content of Section 1.

This data-structure has become common in computer algebra, starting with works of
Stanley [Sta8(, Lipschitz [Lip89], Zeilberger [Zei9( and more recently Chyzak, Salvyet
alii [Chy98, Chy00, CKS09]. In particular, we rely on the Maple gfun package 5294 for
many of our computations.

Given this data structure, we have used or developed algorithms to compute many
relevant properties of mathematical functions. For instance, Section 3 of our example o ers
numerical approximations of guaranteed quality in good complexity (see flez1Q for the
algorithm). Such approximations can be used to produce graphs as in Section 2 of the

2. Currently we use Maple, but DynaMoW is designed so that other systems can be used as well.
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example. Section 5 is based on recurrences for the Taylor coe cients that are obtained
from the di erential equations. When they exist, closed-form hypergeometric solutions of
these recurrences can be computedPgt92]. In all cases, the rest of that Section 5 (beyond
the part that is visible in Fig. 1) gives the rst terms of these expansions and bounds on
tails of power series MS10. The same computations are performed at each singularity
including in nity. Further results include Chebyshev expansions [BS09 and di erential
equations for the Laplace transform (Sections 7 and 8).

Future Work

Some of our next steps include these tasks: automatic handling of families of functions
or functions with parameters, like the Bessel functions, either by letting the user choose
values for the parameters, or by performing an automatic discussion according to the
possible range of values; automatic generation of good numerical code at xed precision;
more integral transforms; expansions on other bases; information on the zeros of the
functions; handling of branch-cuts; and support for user-de ned functions.
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Appendix B

Quasi-optimal multiplication of
linear di erential operators

Abstract

We show that linear di erential operators with polynomial coe cients can be

multiplied in quasi-optimal time. This answers an open question raised by van der
Hoeven.

This work is joint with Alin Bostan and Joris van der Hoeven.
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1 Introduction

The product of polynomials and the product of matrices are two of the most basic
operations in mathematics; the study of their computational complexity is central in
computer science. In this paper, we will be interested in the computational complexity
of multiplying two linear di erential operators . These algebraic objects encode linear
di erential equations, and form a non-commutative ring that shares many properties
with the commutative ring of usual polynomials [Ore32 Ore33. The structural analogy
between polynomials and linear di erential equations was discovered long ago by Libri
and Brassinne [ib33, Bra64, Dem83. Yet, the algorithmic study of linear di erential
operators is currently much less advanced than in the polynomial case: the complexity
of multiplication has been addressed only recentlyydH02, BCLRO08], but not completely
solved. The aim of the present work is to make a step towards lling this gap, and to solve
an open question raised in [vdH02].

Let K be an e ective eld. That is, we assume data structures for representing the
elements ofK and algorithms for performing the eld operations. The aim of algebraic
complexity theory is to study the cost of basic or more complex algebraic operations ovef
(such as the cost of computing the greatest common divisor of two polynomials of degrees
less thand in K x , or the cost of Gaussian elimination on anr r matrix in K" ') in
terms of the number of operations inK. The algebraic complexityusually does not coincide
with the bit complexity, which also takes into account the potential growth of the actual
coe cients in K. Nevertheless, understanding the algebraic complexity usually constitutes
a rst useful step towards understanding the bit complexity. Of course, in the special, very
important, case when the eld K is nite, both complexities coincide up to a constant
factor.

The complexities of operations in the ringsK x and K" " have been intensively
studied during the last decades. It is well established that polynomial multiplication is
a commutative complexity yardstick while matrix multiplication is a non-commutative
complexity yardstick in the sense that the complexity of operations inK x (resp. inK" ")
can generally be expressed in terms of the cost of multiplication irK x (resp. in K" "),
and for most of them, in a quasi-linear way [AHU74, BP94a, BCS97, Pan01, vzGGO03].

Therefore, understanding the algebraic complexity of multiplication in K x and K" '
is a fundamental question. It is well known that two polynomials of degrees@d can be
multiplied in time M"de O“dlogdloglogde using algorithms based on the Fast Fourier
Transform (FFT) [ CT65, SS71 CK91], and two r r matrices in K" ' can be multiplied
in time O"r'e, with 2 D! D3 [Str69, Pan84, CW90]. The current tightest upper bound,
due to Vassilevska Williams Vasl1d, is! @2:3727, following work of Coppersmith and
Winograd [CW90] and Stothers [Stol1(. Finding the best upper bound on! is one of the
most important open problems in algebraic complexity theory.

In a similar vein, our thesis is that understanding the algebraic complexity of multipli-
cation of linear di erential operators is a very important question, since the complexity of
more involved, higher-level, operations on linear di erential operators can be reduced to
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that of multiplication [vdH11].

Let K x; @ denote the associative algebrd&K x; @ @x x@ 1le of linear di erential
operators in @ % with polynomial coe cients in x. Any element L of K x; @ can be
written as a nite sum P; L;"x*@ for uniquely determined polynomialsL; in K x . We
say that L has bidegree less thaid;re in "x; @ if L has degree less tham in @ and if all
Li's have degrees less thad in x. The degree in@of L is usually called the order of L.

The main di erence with the commutative ring K X;y of bivariate polynomials is
the commutation rule @x x@ 1 that simply encodes, in operator notation, Leibniz's
di erentiation rule  Z°xf+ xZ°fe f. This slight di erence between K x; @ and K x;y
has a considerable impact on the complexity level. On the one hand, it is classical
that multiplication in K x;y can be reduced to that of polynomials inK x , due to a
technique commonly calledKronecker's trick [Moe76 vzGGO03]. As a consequence, any
two polynomials of degrees less thar in x, and less thanr in y, can be multiplied in
quasi-optimal time O"M"dree. On the other hand, it was shown by van der HoevenydHO02]
that, if the base eld K has characteristic zero, then the product of two elements from
K x; @ of bidegree less tharin;ne can be computed in time O"n' . Moreover, it has
been proved in BCLRO8] that conversely, multiplication in K" " can be reduced to a
constant number of multiplications in K x; @, in bidegree less than™n;ne. In other words,
multiplying operators of well-balanced bidegreés computationally equivalent to matrix
multiplication.

However, contrary to the commutative case, higher-level operations irK x; @, such
as left common least multiple (LCLM) and greatest common right divisor (GCRD), do
not preserve well-balanced bidegreesdri90, BCLS12]. For instance, the LCLM of two
operators of bidegrees less thafin;ne is of bidegree less thari2n"n 1+;2ne O"n?;ne,
and this bound is generically reached. This is a typical phenomenon: operators obtained
from computations in K x; @ tend to have much larger degrees irx than in @

In the general case of operators with possibly unbalanced degred@sin x and r in @
the naive algorithm has costO"d?r2min"d;re; a better algorithm, commonly attributed
to Takayama, has complexity O"dr min“d;res. We refer to [BCLRO08, 82] for a review of
these algorithms. Whenr DdDr# ' in @ the best current upper bound for multiplication
is O°r' 2d?e [vdHO2, vdH11]. It was asked by van der Hoeven\dH02, §6] whether this
complexity could be lowered toO"r! lds. Here, and hereafter, the soft-O notationO" s
indicates that polylogarithmic factors in d and in r are neglected. The purpose of the
present work is to provide a positive answer to this open question. Our main result is
encapsulated in the following theorem.

Theorem 1. Let K be an e ective eld of characteristic zero. Operators in K x; @ of
bidegree less tharid;re in “x; @ can be multiplied using

O"dr min“d;re' 2

operations in K.
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In the important case d Er, this complexity reads O"dr' e: This is quasi-linear (thus
quasi-optimal) with respect to d. Moreover, by the equivalence result from BCLROS, §3],
the exponent ofr is also the best possible. Besides, under the (plausible, still conjectural)
assumption that ! 2, the complexity in Theorem 1 is almost linear with respect to the
output size. Forr 1 we retrieve the fact that multiplication in K x in degree@d can be
done in quasi-linear time O"de; from this perspective, the result of Theorem 1 can be seen
as a generalization of the fast multiplication for usual polynomials.

In an expanded version BBvdH] of this extended abstract, we will show that analogues
of Theorem 1 also hold for other types ofskew polynomials More precisely, we will deal
with the cases when the skew indeterminate@ f “x+ ( f ®xe is replaced by the Euler
derivative f"xe ( xf ®xe, or a shift operator ¢ f"xe ( f"x c, or a dilatation

q f™xe ( f7gxe. In [BBvdH], we will also prove re ned versions of Theorem 1 and
complexity bounds for several other interesting operations on skew polynomials.

Main ideas. The fastest known algorithms for multiplication of usual polynomials in K x
rely on an evaluation-interpolation strategy at special points in the base eld K [CT65,
SS71 CK91]. This reduces polynomial multiplication to the \inner product” in K. We
adapt this strategy to the case of linear di erential operators in K x; @: the evaluation
\points" are exponential polynomialsof the form x"e* on which di erential operators
act nicely. With this choice, the evaluation and interpolation of operators is encoded
by Hermite evaluation and interpolation for usual polynomials (generalizing the classical
Lagrange interpolation), for which quasi-optimal algorithms exist. For operators of bidegree
less than"d;re in "x; @, with r Ed, we usep O7r~de evaluation points, and encode
the inner multiplication step by p matrix multiplications in size r. All in all, this gives
an FFT-type multiplication algorithm for di erential operators of complexity O"d' Ire.
Finally, we reduce the caser Dd to the caser Ed. To do this e ciently, we design a fast
algorithm for the computation of the so-called re ection of a di erential operator, a useful
ring morphism that swaps the indeterminates x and @ and whose e ect is exchanging
orders and degrees.

2 Preliminaries

Throughout the paper, K x 4 will denote the set of polynomials of degree less than
d with coe cients in the eld K, and K x; @q; will denote the set of linear di erential
operators in K x; @ with degree less thanr in @ and polynomial coe cients in K x 4.

The cost of our algorithms will be measured by the number of eld operations in
K they use. We recall that polynomials in K x 4 can be multiplied within M"de
O"dlog™de loglog'dee O"de operations in K, using the FFT-based algorithms in [SS71
CK91], and that ! denotes a feasible exponent for matrix multiplication overK, that is, a
real constant 2D! D3, such that two r r matrices with coe cients in K can be multiplied
in time O°r' e,

Most basic polynomial operations inK x ¢ (division, Taylor shift, extended gcd, mul-
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tipoint evaluation, interpolation, etc.) have cost O"de [AHU74, BP94a, BCS97, Pan01,
vzGGO03]. Our algorithms will make a crucial use of the following result due to Chin [Chi76],
see also [OS00] for a formulation in terms of structured matrices.

points o;:::; k 1 in K and a polynomial P >K x 4, one can compute the vector ofd
values
H TPT g P® e PO e
P™ 1 P® o P % B e

in O"M"delog"kee  O"de arithmetic operations in K. Conversely, P is uniquely de-
termined by H, and its coe cients can be recovered fromH in O"M"de log"kes O de
arithmetic operations in K.

3 The new algorithm in the case r Ed

3.1 Multiplication by evaluation and interpolation

Most fast algorithms for multiplying two polynomials P;Q >K x 4 are based on the
evaluation-interpolation strategy. The idea is to pick 2d distinct points g;:::; 24 1 in K,
and to perform the following three steps:

Evaluation Evaluate P andQ at ¢;:::; 24 1.
Inner multiplication Compute "PQ*" j» P~ Q" ;e fori @2d.
Interpolation  RecoverP Q from "P Q™ g¢;:::;"P Q" 54 1°.

The inner multiplication step requires only O"de operations. Consequently, if both the
evaluation and interpolation steps can be performed fast, then we obtain a fast algorithm
for multiplying P and Q. For instance, if K contains a 2’-th primitive root of unity with
2P D2d D2P 1, then both evaluation and interpolation can be performed in time O"dlogde
using the Fast Fourier Transform [CT65].

For a linear di erential operator L >K Xx; @g:, it is natural to consider evaluations at
powers ofx instead of roots of unity. It is also natural to represent the evaluation of L
at a suitable number of such powers by a matrix. More precisely, giverk >N, we may
regard L as an operator fromK x i into K x x 4. We may also regard elements oK x g
and K x g ¢ as column vectors, written in the canonical bases with powers ok. We will
denote by

’ LAloO LAXk 1.0 “
k dik _ _sK ke k

L™ 1oy g 1 LxK Loy 44
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