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critique d'une part, bien sûr sur le modèle neuronal envisagé et 

d'autre part sur l'apport d'une architecture optique vis à vis des 

autres réalisations possibles. En conséquence, la première partie 

comprend l'étude d'un modèle simple et une revue d'ensemble des 

différentes réalisations opto-électroniques autorisant sa mise en 

oeuvre. 

Une critique des limitations théoriques que nous avons 

rencontrées dans ce modèle nous conduira dans la seconde partie 

vers une approche plus générale où l'optique intervient 

ponctuellement comme processeur dédié afin de soulager 

l'intégration électronique de machines-tableaux pour le traitement 

parallèle de l'information. L'étude préliminaire effectuée 

s'inscrit dans le cadre de la réalisation d'un générateur optique 

de tableaux de nombres aléatoires. Ce travail est la première 

étape d'un projet plus ambitieux, qui en collaboration avec P. 

Garda, a pour but la réalisation d'une machine de Boltzmann 

opto-électronique. Cette dern~ère dont les limitations théoriques 

ne sont pas encore complètement appréhendées présente l'avantage 

de réaliser un apprentissage autonome. 

Ce manuscrit se compose donc: 

D'une première partie dans laquelle nous décrivons 

rapidement (chap. I) les réseaux de n~urones puis des résultats 

théoriques sur le modèle que nous avons développé (chap. II) . Au 

chapitre III, nous montrons l'apport de l'optique vis à vis des 

réalisations possibles de ces réseaux. Le chapitre IV est consacré 

à la description d'une expérience de laboratoire que nous avons 

effectuée pour illustrer la résolution d'un problème de 

reconnaissance. 

D'un chapitreV de transition qui met l'accent sur 

certaines limitations des modèles précédents tout en proposant une 

alternative: la machine de Boltzmann. 

D'une seconde partie qui donne les principaux résultats 
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d'une étude préliminaire d'un générateur de tableaux de nombres 

aléatoires qui s'inscrit dans le cadre de la machine de Boltzmann. 

Nous étudions tout particulièrement les indépendances statistiques 

que l'on peut espérer obtenir avec cette méthode. 
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I. PREAMBULE: BREF APERCU DU SYSTEME NERVEUX 

Le but de ce paragraphe n'est pas de donner une description 

complète [1] de l'état actuel des recherches des 

neurobiologistes. Ce serait plutôt d'introduire les "ingrédients" 

indispensables à la conception d'une machine "capable" de 

reproduire certains des comportements du système nerveux. Et tant 

mieux si ces ingrédients sont compatibles avec les contraintes 

biologiques! 

1. DESCRIPTION GENERALE 

Le système nerveux peut être décrit sur une échelle allant 

du mètre à l'Angstrëm, montrant la richesse de son organisation 

- mètre : système nerveux, terminaison nerveuses. 

- décimètre : aires par exemple visuelles, auditives, tempo-

rales ... composant le· cortex. Ce dernier est constitué de 

dix milliards de neurones. 

- centimètre : cartes. Ce sont les parties constituantes des 

aires. Elles correspondent à des représentations 

topologiques des récepteurs sensoriels et moteurs. 

millimètre : réseaux de neurones. Celui-ci comprend des 

parties très fortement connectées incluant de 103 à 105 

neurones. 

- 100 micromètres : le neurone. C'est l'entité de base. 

micromètre : la synapse qui établit les connexions entre 

les neurones. 

- angstrëm : molécules. 

2. LE NEURONE BIOLOGIQUE 

La figure 1 montre les différents éléments constitutifs de 

l'entité cérébrale : le neurone. Lorsqu'une microélectrode pénè

tre dans le corps cellulaire d'un neurone, on constate l'exis

tence, vis à vis de l'extérieur, d'une différence de potentiel de 
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40 à 80 mV. C'est le potentiel de repos somatique. Le neurone 

émet des potentiels d'actions (appelés spikes) de grande 

amplitude, entre 80 et 110 mv. Ces spikes se propagent de façon 

nonlinéaire le long des membranes axonales. La durée d'un spike 

est de l'ordre de 1 ms. Sa forme est représentée ci-dessous. 

~-~ 
La forme du potentiel d'action est standard. Ils ne transportent 

donc pas d'autre information que leur présence ou leur absence en 

première approximation. 

Au niveau de la zone synaptique, des mécanismes physico

chimiques qu'il est inutile de détailler provoquent la création 

de potentiels postsynaptiques dépolarisants (excitateurs) ou hY
perpolarisants (inhibiteurs) qui se propagent dans le dendrite 

d'un neurone aval. En première approximation, les potentiels 

postsynaptigues s'additionnent dans la zone pilote d'un neurone 

aval. Le potentiel somme appelé potentiel somatique déclenche 

alors un nouveau potentiel d'action par un processus non linéaire 

de comparaison à un seuil. Ce déclenchement s'effectue par la loi 

du tout ou rien, i.e. le nouveau spike est émis si et seulement 

si le potentiel somatique excède une certaine valeur. 

Voilà ainsi posées les bases du fpnctionnement de la dynami

que neuronale. Ajoutons cependant, que les synapses qui prennent 

une part prépondérante dans la constitution du potentiel somati

que sont douées de plasticité. Autrement dit, elles peuvent évo

luer dans le temps. Ajoutons également qu'il existe des synapses 

que nous appelerons par la suite d'ordre supérieur (leur 

transmittivité est fonction de deux potentiels d'action 

différents). Celles-ci sont particulièrement efficaces dans le 

cervelet et l'hypocampe qui sont essentiellement deux structures 

de comparaison entre des informations arrivantes et connues. 
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Schéma global de la relation entrée-sortie d'un 

neurone formel. 



10 

II. PRESENTATION DU RESEAU DE NEURONES FORMELS 

L'introduction nous a permis de mettre en place quelques 

mots "clés" du vocabulaire des neurobiologistes. Elle a permis 

également de montrer combien l'étude des propriétés macroscopi

ques du cerveau à partir des entités de sa structure semble déli

cate. Et même si cette étude s'avérait possible, il serait 

complètement utopiste de penser pouvoir réaliser une machine cal

quée sur le cerveau. Faut-il pour autant abandonner tout essai de 

réaliser une machine capable comme le cerveau de reconnaître en 

en une milliseconde des informations bruitées, partielles ou 

déformées ou capable d'apprendre ? 

Le réseau de neurones formels reprend les grandes idées du 

développement précédent en modélisant à l'extrême le système ner

veux central. Par abus de langage, il garde également le vocabu

laire précédemment introduit. 

1. LE NEURONE FORMEL 

Le neurone formel est l'entité élémentaire du modèle 

envisagé. L'état de ce neurone est, de façon générale, binaire 

(-1 ou 1). Cette valeur binaire symbolisera l'état activé 1 ou 

l'état désactivé - 1 de la description précédente. La donnée de 

l'état de chacun des N neurones définit l'état du réseau. On 

représentera schématiquement l'état du réseau à l'instant t par 

la donnée d'un vecteur à N composantes 

W (t) = (W1 (t) , W2 (t) ... Wi (t) , . . . WN (t) ) . Cette approximation de 

binarisation dans le modèle provient du fait que les potentiels 

d'action sont standards. En outre, le neurone formel est capable 

d'effectuer une sommation sur ses entrées et une opération 

non-linéaire. Cette opération non-linéaire peut être vue comme la 

fonction seuil de la Figure 2.b, approximation de la réponse 

sigmoïdale plus réaliste de la Figure 2.a. Le neurone formel peut 

donc être considéré comme une boîte noire à plusieurs entrées et 

une sortie, voir Figure 3. 



Figure 4 
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D'après J.J. Hopfield [3] : réalisation 

électrique d'un réseau neuronal. 
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2. LE RESEAU 

Le réseau est formé de N neurones très fortement 

interconnectés. A priori, un neurone quelconque i est connecté à 

n'importe quel autre neurone j par l'intermédiaire d'un 

coefficient synaptique notée T;j. L'ensemble des synapses forme 

donc une matrice de taille N x N. Cette matrice synaptique 

contient toute l'information connue du réseau à un instant t. 

Elle est susceptible d'évoluer temporellement 

T(t + 6t) = T(t) + 6T afin de rendre compte de la plasticité des 

synapses. 

Remarquons que la connectivité globale introduite est une 

condition forte et relativement délicate à réaliser lorsque N de

vient grand. Cependant, tout sous-réseau à connectique moindre, 

peut être obtenu par l'annulation d'un certain nombre de coeffi

cients synaptiques. 

Une des premières réàlisations électriques est dûe à J.J. 

Hopfield [2] et permet de bien se représenter un tel réseau (Fi-

gure 4). Les connections sont 

dont la conductance est 

(1/R;j= T; j) . Le neurone est 

réalisées à l'aide de résistances 

égale au coefficient synaptique 

constitué de deux amplificateurs 

dont l'un est inverseur. Sans rentrer dans les détails, 

l'amplificateur inverseur permet de rendre compte astucieusement 

de coefficients synaptiques négatirs qu'il est impossible de 

réaliser à l'aide de simple résistance. 

3. EVOLUTIONS TEMPORELLES DU RESEAU 

Trois modes de fonctionnement peuvent être distingués 

un mode synchrone où à un instant t tous les neurones 

décident simultanément de leur nouvel état. 
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un mode asynchrone (qui est surtout utilisé lors 

des simulations) où les neurones évoluent les uns après les 

autres. Aucun neurone n'évolue en même temps qu'un autre, 

l'ordre dans lequel les différents neurones évoluent étant 

sans grande importance. 

- un mode "continu" qui se veut être "plus proche" de la dy

namique du cortex et correspond en outre à celui qui s'opère 

dans le circuit de la Figure 4. L' évolution du réseau est 

régie par un système d'équations différentielles couplées. 

Nous en parlerons peu dans la suite. 

Nous aurons l'occasion de revenir plus en détail sur des mo

des de fohctionnement dans le chapître suivant à propos du modèle 

d'Hopfield et dans l'appendice à propos de la machine de 

Boltzmann. 

En tout état de cause, l'évolution d'un neurone peut-être 

représentée comme suit 

à l'instant t, un neurone i reçoit l'information de tous 

les autres neurones et évalue sa force excitatrice F; (t) 

(l'analogue du potentiel somatique) 

N 

F; (t) = L Ti j Wj (t) 
j=1 

(1) 

-Il compare cette force à un seuil eiet décide de son nouvel 

état selon la règle suivante : 

wi (t + D.t) = 1 

w; (t + D.t) = -1 

si 

si 

Fi (t) > ei 

Fi (t) < ei 
( 2) 
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III. APPLICATION AUX MEMOIRES ASSOCIATIVES 

1. MEMOIRE ASSOCIATIVE 

L'idée de mémoire asociative provient de la psychologie. Le 

fonctionnement de la mémoire humaine en est très caractéristique. 

Lorsque nous pensons à un ami, par exemple, il nous vient à l'es

prit une quantité considérable d'informations : son nom, son âge, 

ses passe-temps, sa famille, nos souvenirs communs ... Toutes ces 

informations sont associées dans notre mémoire et il n'est nulle 

part question, dans ce cas d'une adresse ou d'un emplacement en 

mémoire. 'Ce sont les éléments d'informations eux-mêmes qui en 

tiennent lieu. Même les animaux simples comme la mouche ou la li

mace possèdent des mémoires associatives. Le fait que des 

systèmes nerveux très simples fonctionnent ainsi indique qu'il 

doit s'agir d'une propriété naturelle, pratiquement spontanée, 

des ensembles de neurones. Les réseaux de neurones formels 

possèderaient-ils de telles propriétés ? 

Examinons l'espace des 

précédemment décrit. Celui-ci 

états du réseau de neurones formels 

comporte 2N états. Parmi ces 2N 

états, seul un certain nombre correspond à une information con

nue. Considérons que chacun de nos amis corresponde à un de ces 

états. Lorsque nous recevons une information incomplète sur une 

personne particulière (par exemple · ses cheveux, sa démarche) , 

nous pouvons limiter notre recherche à une région particulière de 

l'espace des états. Le principe de la mémoire associative consis

te à rechercher dans cette région, la personne réelle correspon

dant le mieux aux données partielles. Nous pourrons donc appeler 

mémoire associative, toute machine capable à partir de données 

tronquées ou bruitées, de retrouver la donnée complète connue a 

priori, cette recherche s'effectuant par "le contenu" même de 

l'information présentée. 
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2. COMPORTEMENT DU RESEAU DE NEURONES FORMELS 

Ce comportement se retrouve dans le réseau de neurones 

formels. on aurait pu penser a priori que, chaque neurone étant 

connecté à tous les autres, l'état général du réseau se modifie 

sans cesse par le jeu des complexes intéractions entre neurones. 

Il n'en est rien. On verra dans le chapitre suivant que le réseau 

évolue vers des états stables appelés "attracteurs". Si l'on 

choisit convenablement les poids synaptiques, il sera démontré 

que ces attracteurs peuvent correspondre aux états devant être 

mémorisés par la machine. 

IV. L'APPRENTISSAGE 

l.LES DIFFERENTS TYPES D'APPRENTISSAGE 

On peut définir l'apprentissage comme la propriété pour un 

système de modifier son comportement en fonction de son histoire. 

L'apprentissage dans les réseaux de neurones est lié à la 

dynamique des efficacités synaptiques et doit permettre de 

déterminer la matrice synaptique. On distingue trois types d'ap

prentissage : 

- L'apprentissage forcé : à proprement parlé, la matrice est 

préconditionnée. Une fois pour toutes, les coefficients 

synaptiques sont figés et le réseau garde une mémoire fixe. C'est 

l'analogue du système réflexe de certains animaux inférieurs. 

L'apprentisage avec professeur : Une règle d'évolution 

synaptique a été fixée par avance. L'apprentissage consiste alors 

à modifier les synapses de façon à introduire de nouveaux attrac

teurs dans le réseau. 

L'apprentissage sans professeur : le système extrait de 

son environnement les informations et se "débrouille" pour réali

ser alors des "buts internes" ("enrichir les relations 
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d'association). 

d'application. 

Nous verrons dans l'appendice un exemple 

2. CAPACITES DE MEMORISATION DES RESEAUX DE NEURONES 

Dans les réseaux de neurones formels, l'information (ou les 

mémoires) 

synaptiques. 

est contenue 

Ces derniers 

dans 

sont au 

l'ensemble des coefficients 

nombre de N2 • Pour un réseau 

déterminé, c'est à dire à N fixé, seulement un petit nombre des 

2N états peuvent être choisis comme attracteurs sans dégradation. 

Autrement dit, l'information étant partagée sur un nombre fini de 

synapses, le nombre d'attracteurs stockés par une règle 

d'apprentissage 

du nombre de 

d'attracteurs 

sera fonction bien évidemment des attracteurs et 

synapses. 

qui peuvent 

Il est certain que le nombre maximum 

être appris sans dégradation est une 

fonction de N2 • Nous aurons l'occasion de revenir sur l'évalua

tion de cette fonction et sur quelques règles d'apprentissage. 

V. APPLICATION AUX PROBLEMES D'OPTIMISATION 

Il existe une classe de problèmes mathématiques appelée 

classe NP constituée de problèmes dit "difficiles". Cette classe 

"s'oppose" à celle dite P (problèmes 'faciles) qui est constituée 

par l'ensemble des problèmes dont on sait trouver un algorithme 

qui en donne la solution en un temps polynomial de la taille des 

données. 

Vis à vis des problèmes difficiles, la grosse difficulté à 

laquelle est confrontée l'approche classique est celle de l'explo

sion combinatoire. Regardons à cet effet un problème d'école, 

celui du voyageur commerce : étant données N villes (situées par 

exemple sur la carte de France), comment un voyageur de commerce 

devant visiter successivement les N villes et revenir à sa ville 

de 

à 

départ doit-il s'y prendre dans le choix de son tour de façon 
N! 

parcourir la distance minimale. Il y a 
2

N tours possibles ! Ce 
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nombre de tours augmentant exponentiellement avec le nombre de 

villes, toute recherche exhaustive est vouée à l'échec. 

Il est très important de voir que dans ce genre de problème, 

la solution optimale n'est pas la seule intéressante. L'essentiel 

est surtout d'obtenir une "bonne" solution, c'est à dire une so

lution relativement proche de la solution optimale. 

En 1985, Hopfield et Tank [3] ont montré que les réseaux de 

neurones pouvaient, par l'intermédiaire d'une fonction "énergie" 

(type hamiltonien d'Heisenberg ou fonction de Lyapounov en auto

matique) trouver de bonnes solutions. En exploitant les possibi

lités de'calcul parallèle et collectif des réseaux de neurones, 

ce genre de machine pouvait se montrer compétitive. 

Le réseau trouve une solution, c'est à dire prend une déci

sion, en suivant une trajectoire dans l'espace des états, minimi

sant son énergi~ jusqu'à atteindre un minimum local. Toutefois, 

le réseau doit avoir un comportement différent selon qu'il résout 

un problème de mémoire associative ou d'optimisation. Dans le cas 

d'une mémoire associative, le réseau est d'abord mis dans un état 

initial (représentation bruitée de la forme à reconnaître), et 

évolue ensuite jusqu'à se stabiliser dans un état stable : répon

se du réseau. Il est évidemment souhaitable que cette réponse 

soit relativement "proche" de l'état initial afin d'associer à 

l'information bruitée celle qui lui '"ressemble" le plus. Dans le 

cas d'un problème d'optimisation, la solution est donnée par le 

minimum absolu de l'énergie (ou un minimum suffisamment profond). 

Pour éviter que le choix de l'état initial ne soit d'une grande 

importance, le réseau doit pouvoir s'extraire des minima locaux 

pour pouvoir atteindre des minima suffisamment "profonds". 

Cependant, il n'existe pas de méthode générale pour conce

voir un réseau optimiseur, et chaque type d'exemple traité deman

de une solution adaptée. Il semblerait donc que cette approche 

soit une gageure. Cependant, elle se justifie par l'importance 

croissante, en ingénierie, des problèmes d'optimisation et de 

reconnaissance de formes. 
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VI. UNE APPROCHE DIFFERENTE DES ORDINATEURS 
CLASSIQUES 

Les mémoires associatives sont très différentes des mémoires 

traditionnelles d'ordinateurs. En effet, pour stocker des 

données, un ordinateur classique attribue à chacune d'entre elles 

une adresse, c'est à dire un code numérique indiquant son 

emplacement physique dans la mémoire. Sur une disquette par 

exemple, cette adresse est le numéro du secteur ou de la piste. 

Dans un ordinateur classique, la recherche en mémoire d'une 

donnée connue consiste donc à trouver son adresse. Etant donné 

que cette adresse ne contient aucune information sur son contenu, 

l'unité centrale se voit obliger d'explorer séquentiellement 

toutes les mémoires jusqu'à en retrouver la bonne. Cette 

recherche demandant un temps proportionnel au nombre de mémoires 

de l'ordinateur, les ordinateurs classiques sont par essence mal 

adaptés à ce genre de traitement de données. 

Au contraire, quelque soit le nombre de mémoires stockées, 

une machine "neuronale" mettra quasiment le même temps pour re

trouver une information donnée. En outre, cette information pour

ra être reconnue à partir d'une version bruitée. Cela s'explique 

par le fait que non seulement l'état même du réseau représente 

l'information, mais qu'en outre la version bruitée contient 

elle-même en quelque sorte sa propre adresse. C'est "l'adressage 

par le contenu". Pour reprendre la comparaison avec l'ordinateur 

classique, le réseau de neurones n'explore pas son espace des 

états (ni même la partie qui correspond à des états mémorisés) . 

Il n'en explore qu'une partie qui correspond en première approxi

mation à un petit voisinage de l'état attracteur recherché. ce 

mode de fonctionnement beaucoup plus proche de celui du système 

nerveux central semble donc beaucoup plus adapté aux problèmes de 

reconnaissance. 

Pour souligner cette nouvelle approche, de nouveaux termes 

sont apparus : Architectures neuromimétriques, connexionnisme ... 
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Ces termes restituent essentiellement les quelques grandes idées 

que l'on s'est faites du système nerveux central. Si toutefois, 

il semble impossible d'en faire la copie exacte, il y a fort à 

parier que même des modèles très simplifiés seront profitables à 

condition que ceux-ci prennent en compte au moins quelques unes 

des grandes lignes de fonctionnement du cerveau. 

VII. CONSEQUENCES PRATIQUES DE LA MEMOIRE 
DISTRIBUEE 

1. UN COMPORTEMENT COLLECTIF 

Les propriétés de mémoire-associative proviennent essentiel

lement d'un comportement collectif de nombreuses entités élémen

taires relativement simples. En outre, toute l'information (c'est 

à dire les états appris par le réseau) se retrouve distribuée 

dans l'ensemble des synapsès. Cette répartition de l'information 

a pour conséquence une grande fiabilité vis à vis des défauts 

dans une situation expérimentale: 

le réseau peut être réalisé indifféremment dans un mode 

synchrone ou asynchrone. 

le réseau tolère une certaine souplesse sur ses coeffi

cients synaptiques sans détérioration de ses capacités de mémoi

res. Bien évident cette souplesse est fonction de la règle d'ap

prentissage choisie pour le calcul des coefficients synaptiques. 

Par exemple, moyennant certaines hypothèses sur les états à 

mémoriser, on peut montrer que certains réseaux (Hopfield, [2]) 

tolèrent une réduction des coefficients synaptiques à leurs 

simples signes en ne perdant qu'un facteur (1-2/n) dans la 

capacité de stockage! 

De même, la valeur du seuil neuronal ei n'a pas besoin 

d'être parfaitement définie. Certains algorithmes (par exemple, 

la machine de Bolzmann [10] ) font même appel à des seuils 

bruités. 

Nous avons déjà vu que les non-linéarités des réponses 

neuronales n'ont pas réellement une importance primordiale. 



21 

Cette tolérance aux fautes a d'importantes conséquences pour 

les réalisations en électronique intégrée. Il est certainement 

plus facile de construire un circuit d'un billion de transistors 

dans lequel seulement cinq pourcent des transistors ont subi une 

malfaçon que de construire une puce d'un million de transistors 

parfaitement opérationnels. 

2. UN PARALLELISME COMPLET 

Pour réaliser ce genre de réseau de neurones, trois sortes 

de machinès sont envisageables : 

- les machines séquentielles : toutes les opérations permet

tant la mise à jour des valeurs neuronales sont effectuées de 

façon séquentielle dans le temps. Le temps de calcul total D 

croît avec le carré du nombre de Neurones : 

D œ N2 • 

C'est l'architecture des simulations classiques. 

les machines semi-parallèles : Par 

ture dans laquelle les champs locaux 

parallèle et la mise à jour est effectuée 

exemple, une architec

sont calculés de façon 

de façon séquentielle. 

L'architecture "inverse" existe également. Dans ce cas : 

D œ N 

Les machines complètement parallèles tous les calculs 

sont effectués de façon parallèle. Le temps de calcul est indé

pendant du nombre de neurones. C'est le cas de l'architecture de 

la figure 4. 

Nous reviendrons en détail dans le chapitre II sur les 

différentes architectures possibles pour les machines neuronales 
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optoélectroniques et parallèles. Nous dégagerons les limitations 

des circuits électroniques en essayant de montrer l'apport que 

pourrait présenter certaines architectures hybrides. 

Cependant, il nous faut 

permet des temps de calcul 

Dans le mode asynchrone, 

remarquer que seul le mode synchrone 

indépendant du nombre de neurones. 

chaque neurone évolue de façon 

séquentielle dans le temps. En outre, ce mode asynchrone présente 

certains avantages : c'est celui qui est utilisé pour les 

problèmes d'optimisation combinatoire. C'est également le mode 

utilisé dans certaines machines évoluées (10] où l'apprentissage 

s'effectue sans professeur. Cependant, des recherches sur la 

parallélisation 

cours tant les 

de ces genres d'algorithmes sont actuellement en 

écarts à la théorie sont tolérables dans les 

réseaux de neurones formels. 

VIII. BREF HISTORIQUE DES RESEAUX DE NEURONES 

Les premières idées sur les propriétés des réseaux de neuro

nes formels ont été émises il y a quarante ans par Mc Cullogh et 

Pitts [4].Il s'agissait alors d'une graine qui a mis longtemps à 

germer car la situation ne s'y prêtait guère : les neurosciences 

étaient très loin de ces problèmes et les premiers ordinateurs -

si utiles actuellement pour simuler le comportement de ces 

réseaux - n'avaient même pas la puissance des calculettes de poche 

actuelles. 

Il a fallu attendre encore deux décennies pour que de 

nouvelles les idées apparaissent. Dans les années 65, en 

s'inspirant des travaux de Hebb sur la plasticité synaptique 

(1949) [ 5], F. Rosenblatt (6] propose une machine théorique le 

"Perceptron" qui "sera capable d'écouter n'importe qu'elle 

conversation et prendre des notes". Mais en 1969, M. Minsky et s. 
Papert [7] inquiets du manque de chercheurs en Intelligence 

Artificielle et agacés par certaines conclusions abusives de F. 

Rosenblatt, publièrent une analyse théorique du Perceptron qui en 
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démontra les sévères limitations. L'habileté de la critique eut 

pour effet de retirer la plupart des chercheurs de ce domaine. 

Dans les années 70, quelques chercheurs irréductibles comme 

Kohonen [8] commencèrent a prendre conscience qu'une alternative 

aux techniques de calcul basées sur les architectures actuelles 

d'ordinateurs pourrait s'inspirer du système nerveux. 

Les recherches reprennent un essor considérable dans les 

années 80 avec l'article de Hopfield [9] qui propose un réseau 

neuronal capable d'apprendre, de reconnaître des formes, de 

résoudre des ,problèmes d'optimisation. Des chercheurs venant 

d'origines 

l'optique, 

aussi diverses que les mathématiques, l'électronique, 

l'informatique, l'intelligence artificielle apportent 

leur contri-bution. 

Des réseaux de neurones plus performants et plus autonomes 

faisant appel à des processus stochastiques voient le jour [10]. 

Une première proposition· de réalisation optique de telles 

machines est faite par Psaltis [11] montrant par là même les pos

sibilités d'un apport bénéfique de l'optique pour la mise en 

oeuvre des réseaux de neurones. 
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Après la présentation générale des réseaux de neurones for

mels du Chapitre I, nous allons dans cette partie approfondir les 

concepts déjà rencontrés. Pour celà, nous allons partir du modèle 

neuronal proposé par J.J. Hopfield [2] et en dégager ses deux 

principales applications. L'application aux mémoires associatives 

sera analysée en détail en rappelant les résultats obtenus par 

les physiciens de la physique des verres de spin. Ceci nous 

permettra de mettre en évidence les principales limitations du 

réseau d'Hopfield. 

Dans une seconde étape, nous allons généraliser ce modèle à 

des mémoires associatives d'ordre supérieur. L'analyse théorique 

du comportement du réseau nous permettra de montrer l'apport 

bénéfiqu~ de la généralisation notamment vis à vis de la capacité 

de mémorisation du réseau et de la qualité de rappel d'une 

configuration mémorisée. Finalement, nous confronterons les 

résultats théorique avec des résultats de simulations. 

I. LE MODELE D'HOPFIELD 

Parce que l'analyse théorique du comportement des réseaux 

neuronaux s'en trouve simplifiée, dans la suite, nous prenons des 

états neuronaux binaires (voir Figure 2b par opposition à la 

Figure 2a). L'état du réseau a donc deux représentations 

équivalentes binaires 

*l'une notée V où V;= 0 ou 1 pour i = 1, ... N 

(cas favorable à l'optique : 0 absence de lumière, 1 

présence de lumière) . 

*l'autre notée W = 2.(V-1)+1. 

1. ASPECT ENERGETIQUE 

a) Dynamique asynchrone 

J.J. Hopfield a démontré [9] qu'un réseau de neurones for

mels décrits par la dynamique des équations (1) et (2) évolue 
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vers des points attracteurs de l'espace des états. Pour celà, il 

a introduit une fonction énergie qui dérive formellement de celle 

des verres de spins : 

E(t) = 1 

2 ?:. Ti j vi (t) vj (t) 
1,] 

( 3) 

Cette forme quadratique voit sa valeur diminuer au cours de 

l'évolution temporelle du réseau, à la condition que les poids 

synaptiques soient symétriques i.e. Tij= Tji Vi et j et 

Tii= 0 Vi. En effet, regardons la variation 6E de l'énergie 

lorsque le neurone k subit une variation 6Vk (6Vk= 1 passage de 

l'état inactivé à l'état activé, 6Vk= - 1 passage contraire, 

6Vk= 0 pas de variation de son état). 

6E = - 6 v k L T j k v j 
j (4) 

= - 6Vk Fk 

Or, l'équation régissant la dynamique neuronale (2) montre 

bien que 6E < O. Etant donné que E est bornée, l'énergie décroît 

jusqu'à ce que l'état du réseau se stabilise dans un minimum lo

cal de l'énergie. 

Remarques : 

Il n'est pas rigoureusement· nécessaire que les synapses 

soient symétriques pour que l'énergie soit décroissante. La con

dition TiJ= À TJi est suffisante si À > O. 

Dans un verre de spins, E peut être assimilée à 

l'hamiltonien d'Heisenberg. Les coefficients TiJpeuvent être vus 

comme les interactions entre spins : intégrales d'échange. Les ei 

se comportent comme un champ extérieur. 

b) Dynamique synchrone 

E. Goles [12] a démontré que les comportements limites de la 

dynamique synchrone sont soit des points fixes (cas précédent) 
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soit des cycles d'ordre 2. Pour celà, il introduit la fonction de 

Lyapunov 

E (t) =- I: 
i,j 

T; J v1 (t) V; (t + 6-t) (5) 

On considère alors la variation d'"énergie" entre les ins

tants t et t + 6-t : 

AE ~ - :t (V; (t + 2At) - V; (t)) (t T; J V 1 (t + At) l 
toujours avec ~; 1 = T1;. V; (t + 26-t) -V; (t) peut prendre trois va

leurs : 

* 0 

* + 1 avec~ T; 1v1 (t + 6-t) > o 
J 

* - 1 avec L 
j 

T .. v. (t + 6-t) < 0 
1 J J 

Dans ces conditions, il est clair que 6-E est une somme de 

termes nuls ou négatifs. De sorte que 6-E < 0. Le comportement 

limite est obtenu pour E constante. Soit le réseau est stabilisé 

sur un état, soit le réseau oscille sur deux états. 

2. APPLICATION AUX PROBLEMES D'OPTIMISATION 

Pour les deux types d'application proposés par J.J. Hopfield 

[3] et [4] , la notion d'énergie de calcul joue un rôle central. 

Le problème consiste à trouver une énergie E dont les états fonda

mentaux ou quasi-fondamentaux correspondent aux solutions accep

tables du problème envisagé. En outre, cette énergie doit être 

quadratique. Cette énergie étant définie, les coefficients 

synaptiques se déduisent instantanément de l'équation (3) par : 

a2 E 
T. · = - ~ V ~ V. 

lJ () i() J 
( 6) 
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Réponse neuronale continue. 6F chiffre 

l'indécision dans la dynamique. 
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La décroissance de l'énergie assure la convergence vers un 

état d'énergie minimum. Il reste donc seulement à s'assurer que 

le réseau dans son évolution ne se laisse pas piéger dans un 

minimum relatif proche de l'état initial. Il faut donc que le 

réseau explore en quelque sorte son espace des états. Une 

première idée qui vient naturellement à l'esprit est d'autoriser 

le réseau à accepter de petites variations positives de 

l'énergie. Dans le schéma de la figure 5.a, l'évolution 

temporelle d'un réseau à énergie décroissante est représentée : 

partant de l'état initial I, le réseau se fige alors dans l'état 

A qui n'est pas un minimum profond. Par contre dans la figure 

5.b, on autorise des variations petites et positives de l'énergie 

Le résèau s'extrait de l'état A pour accéder à l'état plus 

profond B. 

Cette idée amène 

utilisant la méthode 

consiste à accepter 

ceux-ci entraînent une 

ceux qui augmentent 

proportionnelle à: 

à envisager des réseaux stochastiques, 

dite de recuit simulé [14]. Cette méthode 

les changements 

diminution de 

l'énergie de 

I ex exp 
6E 
T 

d'états neuronaux quand 

l'énergie, et à accepter 

6E avec une probabilité 

(7) 

où le paramètre T introduit joue le rôle d'une température. 

Une autre approche consiste à introduire un 11 bruit 11 au ni

veau du seuil neuronal. Ce bruit peut être interprété comme un 

sorte de température. C'est ce qu'a proposé Hopfield [14] en don

nant des états continus aux neurones (voir Figure 6). La largeur 

6F chiffre l'indécision dans la dynamique : les neurones ne 

prendront de valeurs binaires que pour les fortes valeurs des 

forces Fi . Quand 6F tend vers zéro, les neurones prennent des va

leurs binaires quel que soit l'intensité de la force Fi (t). Cela 

peut être interprété en représentant 6F comme une température 

effective. A la différence du recuit simulé, cette approche est 

complètement déterministe : à aucun moment, l'évolution du réseau 

n'est conditionnée par une probabilité ! Cependant, ces deux 

approches consistent à introduire du 11 bruit 11 au niveau du seuil 



30 

neuronal "d'couplant" l'état final de l'état initial. Le réseau 

perd donc toute possibilité de classification quand ce bruit est 

très intense. 

3. MEMOIRES ASSOCIATIVES 

a) La régie de Hebb 

Considérons M états indicés par rn= 1, ... M à mémoriser dans 

un réseau de neurones formels. La régle d'apprentissage de Hebb 

[5] stipule que les coefficients synaptiques sont donnés par 

l'équation : 

M 

Ti j = L Wi Wj ( 1 - cS i j ) (8) 
m=1 

où Wi est la valeur du iièmebit du mièmeétat à mémoriser. Cette 

valeur étant binaire : + · 1 ou- 1, le produit Wi·WJ prend deux 

valeurs 

* + 1 si le iièmebit et le jièmebit de l'état rn sont identi-

ques. 

* - 1, s'ils sont différents. 

A partir de cette constatation, la règle d'apprentissage 

peut être interprétée simplement: étant donné que Tijchiffre 

l'interaction entre les neurones i et j, cette interaction sera 

d'autant plus positive et grande que statistiquement, sur l'en

semble des M états, les bits i et j de chacun des états sont 

égaux. Au contraire; Tij sera petit et négatif si ces bits sont 

différents. Dans la dynamique neuronale de l'équation (1), le 

neurone i reçoit de l'information de tous les autres neurones par 

l'intermédiaire de la force F;. Si le coefficient T;jest positif 

et grand, la contribution du neurone j à l'information reçue par 

le neurone i sera : 

-si Wj= 1, positif et grand 
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-si Wj=- 1, négatif et petit. 

Dans les deux cas, après application de la fonction seuil, 

le neurone i aura tendance à adopter la valeur du neurone j. Le 

raisonnement avec Tij négatif et petit s'en déduit aussitôt. Le 

comportement associatif vient du fait que le neurone i reçoit une 

information de tous les neurones et effectue en quelque sorte la 

moyenne de toutes ces informations: F;= ~ Tijwj, cette moyenne 
j 

lui donnant une tendance à l'activation ou la désactivation. 

Remarquons que cette règle d'apprentissage est locale. Cela veut 

dire que la valeur de Tijne dépend que des valeurs des Wi et Wj 

des états à mémoriser. Une conséquence importante est que 

l'apprentissage d'un nouvel état m' à partir des coefficients 

synaptiques est très simple : 

T- · (t + bot) = W!'' Wf!l' + T- . (t) 
1 J 1 J 1 J 

b) Le réseau d'Hopfield 

J.J. Hopfield a proposé en 1982 dans un article devenu 

célèbre [9] un réseau de neurones obéissant à la régle 

d'apprentissage précédente. Certains travaux ont montré que ce 

genre de réseau pouvait avoir des comportements voisins de ceux 

observés par les neurolobiogistes [15] et [16] . Cependant, 

d'autres questions peuvent venir à l'esprit 

-Est ce que ces réseaux permettent la mémorisation de n'im

porte quelle sorte d'information ? 

- Combien d'états peuvent être stockés ? 

Est ce que le réseau converge vers l'état le plus proche 

de son état initial ? Le réseau converge t-il toujours vers un 

des états stockés ? 

Nous allons répondre successivement à ces questions dans le 

paragraphe suivant. 
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c) Les limitations du modèle d'Hopfield 

* La règle de Hebb ne permet en fait que de stocker des 

états bien particuliers ; ces états doivent obéir à la statisti

que suivante : 

Vi, Vm, Vj, V v;' est indépendant de Vj ' si i7j ou m7m' ( 9. a) 

Vi, Vm prob (v;'= 1) = 1/2 ( 9. b) 

Dès que les états mémoires deviennent corrélés ou dès que la 

condition (9.b) n'est pas respectée, les capacités de mémoire as

sociatives du réseau s'écroulent. Des règles d'apprentissage plus 

élaborées (appelées règles de projections [8] et [9]) permettent 

de prendre en compte cette difficulté. Cependant, dans une 

situation expérimentale, elles présentent l'inconvénient de 

demander une importante précision sur la valeur des coefficients 

synaptiques. En effet, l'algorithme de projection est bâti en 

cherchant une matrice synap·tique assurant la stabilité des états. 

Cet algorithme fait appel au formalisme de la matrice pseudo

inverse qui donne a priori des coefficients réels et non entiers 

relatifs comme dans le cas de la règle d'Hebb. 

Les simulations ont également montré que le nombre maximal 

Mmax d'états stockables est de l'ordre de 0,14 N, N étant le 

nombre de neurones. Ce résultat a étë complétement interprété par 

des physiciens théoriques à partir de la physique des verres de 

spin. Notamment, H. Sopolinsky a montré [17] que les réseaux 

neuronaux se prêtaient bien à une interprétation statistique du 

type de celle rencontrée dans les phases verre de spin des 

matériaux magnétiques. Des notions aussi importantes que la 

frustration, bien connues des physiciens de la matière condensée, 

ont pu être retrouvées dans les réseaux de neurones. Cette 

brutale chute des propriétés de mémoires pour M ~ 0,14 Na été 

représentée sur la figure (7) tirée de la thèse d'état de J.P. 

Nadal [15]. Dans la limite thermodynamique i.e. pour N ~ oo, elle 

est due à une transition de phase à température nulle entre une 

phase verre de spin trop riche en minima locaux pour être 



0 
!;.. 

33 

1 . 
0. 96~.----_-_-_-_-_-_--_ ......... ~ 

Figure 7 

...................... -----~~~·····> M/N 
cx=0. 138 . .. 

Courbe théorique obtenue par D.J. Amit [17] 

montrant la discontinuité de la qualité de rappel 

pour~= 0,138 .•. (N = oo) 
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contrôlée et une phase à comportement associatif. Parmi les 

paramètres d'ordre de cette transition de phase, M paramètres 

d'ordre subissent une discontinuité pour M ~ 0,138 N. Ces 

paramètres dont l'interprétation montre qu'ils chiffrent la 

qualité de rappel de chacun des états mémorisés s'écrivent : 

1 N 
om = - "'"' W'!' <W- > N L.. J J 

j=1 

la moyenne < > étant prise sur l'espace des configurations. En 

effet, om vaut 1 quand l'état rn a été retrouvé (<Wj> = Wj) et 0 

dans l'autre cas. A température nulle, la figure (7) représente 

l'évolutiQn de la valeur typique des paramètres d'odre en fonc

tion du nombre d'états mémorisés pour N ~ oo (courbe théorique). 

Il existe des états parasites : états qui correspondent à 

des minima locaux de l'énergie non souhaités. Par exemple, il est 

très facile de voir que si wm est un état mémorisé, - wm est 

également un point fixe de l'espace des états. De façon générale, 

ces états parasites envahissent en croissant exponentiellement 

(18] l'espace des états dès que M dépasse une valeur 

proportionnelle à Ln N. 

II. INTERPRETATION EN TERMES DE 
MEMOIRES ASSOCIATIVES .D'ORDRE 

CORRELATIONS 
SUPERIEUR 

L'équation (2) permet d'exprimer la force F; qui agit sur le 

neurone i. En outre, en adoptant la règle d'apprentissage de 

Hebb, cette force s'écrit 

N N ( M l F-="'"' T--W-="'"' "'"'W'!'WT(1-&--) W-
1 L.. 1J j L.. L.. J 1 1J j 

j=1 j=1 m=1 

Cette force peut également s'écrire en intervertissant les 
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M 
F.="" W!1 

1 L.... 1 

m=1 
( f. WjWj 'j 
]71 

(10) 

Cette dernière expression met en évidence des produits de 

corrélation entre tous les états mémorisés et l'état du réseau. 

Lorsque 

(disons 

l'état initial 

w1 ) légèrement 

du réseau 

bruité, la 

est un des états mémorisés 

force Fi de l'équation (10) 

sera décomposée en deux termes 

le signal : ( f w~ w.J w~ 
• • J J 
]71 

( 11. a) 

le bruit : L 2: (~ w.) ~ 
• • J J 

m71 J71 
(11.b) 

La convergence désirée vers l'état w1 dépend évidemment des 

importances relatives de ces deux termes. Afin d'exacerber l'im

portance du signal, R.A. Athale [22] a eu l'idée de discriminer 

les différentes corrélatio~s. Cependant, cette méthode présentait 

l'inconvénient d'introduire des non-linéarités différentes pour 

les diverses corrélations. Plusieurs auteurs [19-21, 23-26] ont 

alors repris cette idée en introduisant une non-linéarité supplé

mentaire commune à toutes les corrélations. 

L'introduction de cette non-linéarité supplémentaire repose 

sur la possibilité dans un montage optique, d'une part d'obtenir 

ces produits de corrélation et d'autre part, de leur faire subir 

une opération non linéaire par l'intermédiaire d'un modulateur 

spatial de lumière. Cependant, l'omission du terme i = j dans le 

terme de corrélation semble être préjudiciable pour une réalisa

tion expérimentale. Des simulations [21] puis une analyse théori

que plus complète [48] ont montré que ce terme n'a pas une impor

tance fondamentale. Son omission apporte une perturbation de 

l'ordre de 1/N. Dans toute la suite, nous inclurons donc des ter

mes diagonaux dans la matrice synaptique. Cette non-linéarité 

peut être modélisée par une élévation à une puissance entière 

(développement en série de Taylor). Dans ces conditions, l'algo-
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rithme peut s'écrire de la façon suivante : 

M [ N ln 
Fi= L W'f ?: Wj wj 

m=1 J=1 
(12) 

Dans la littérature, ce genre d'algorithme porte le nom de 

"higher order model". En effet, par exemple pour n = 2, le déve

loppement de la puissance fait apparaître des termes de la forme 

W'fWJWkWjWk. Ces termes peuvent être interprétés comme des coeffi

cients synaptiques d'ordre plus élevé Ti jk= WiWJWk qui influent 

sur la force Fipar l'intermédiaire de la comparaison des états 

des neurones k et j du réseau (terme WjWk). Le modèle d'Hopfield 

correspond bien sûr à n = 1. 

Pour toute valeur den, il est possible d'introduire une 

énergie constamment décroissante, [20-21]. Cette énergie n'est 

plus quadratique mais peut toujours être obtenue par l'équation 

suivante 

Cette énergie est 

E 

\J i 

1 M 

n+1 L 
m=1 

àE 

awi = Fi 

( 

N ln+1 :L ~w. 
• J J 
J=1. 

III. ANALYSE THEORIQUE 

Nous allons montrer dans ce paragraphe, l'effet bénéfique de 

la non-linéarité supplémentaire sur les possibilités de mémoire 

associative. Pour celà, nous allons nous intéresser tout d'abord 

au calcul du rapport signal sur bruit du réseau. Celui-ci nous 

permettra ensuite de montrer l'augmentation de la capacité de 

stockage du réseau induite par la non-linéarité supplémentaire. 

Enfin, la stabilité des états attracteurs du réseau nous permet

tra de mettre en évidence que la non-linéarité supplémentaire 
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élargit les bassins d'attraction autour des états stockés. En 

d'autres termes, la puissance introduite lisse les minima locaux 

du paysage énergétique favorisant ainsi les capacités d'attrac

tion des états stockés qui, eux, correspondent à des minima plus 

profonds en énergie. Les calculs vont être menés dans la limite 

thermodynamique i.e. pour N ~ oo. Mais regardons tout de suite 

pourquoi il est intéressant de se placer dans cette limite 

thermodynamique. 

Il est évident que, en ce qui concerne les machines neurona

les, le nombre de neurones pour une connectique totale ne pourra 

guère dépasser le millier. Cependant, il est intéressant de con

naître les limites thermodynamiques (N ~ oo) des propriétés du ré

seau étudié, pour deux raisons principales : 

dans la pratique, il est possible de retrouver avec des 

simulations portant sur de petit nombre de neurones (~ 100) les 

propriétés asymptotiques obtenues à N infini. Par exemple, la 

transition de phase (Figure 7 et 8) qui donne une discontinuité 

autour de ~ax~ 0,138 N de la qualité de rappel des états mémori

sés dans le modèle d'Hopfield peut être mise en évidence par des 

simulations avec N ~ 100. Bien sûr, la pente croît avec N, une 

pente infinie n'étant théoriquement obtenue que dans la limite 

thermodynamique. 

Les études dans la limite thermodynamique permettent en 

outre d'obtenir des "lois d'échelle". C'est à dire qu'à partir de 

simulations portant sur un petit nombre de neurones, il est pos

sible de déduire les propriétés essentielles du réseau pour des 

valeurs de N plus élevées. 

a) Effet àe la non-linéarité sur le rapport signal sur bruit 

Considérons que l'état initial du réseau de neurones est un 

état W relativement "proche" au sens de la distance de Hamming 

d'un état particulier disons w1 • Nous noterons cette distance 
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N=infini 
Nl 
N2>Nl 

0.96: 

Figure 8 

' .... 

···················· ~·····)> 
OC=0.138 ... 

cx=M/N 

Qualité de rappel d'un réseau neuronal en fonction 
du rapport M/N pour des valeurs différentes de N. 
(D'après le cours de B. Derrid~, école d'été de la 
physique de la matière condensée, Beg Rohu, juin 87). 
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d (W, w1 ) = pN. Les produits de corrélation peuvent être écrits 

N 
L Wj.Wj=N- 2d(W'",W) (13} 
j=1 

De sorte que le terme de signal de la force qui agit sur le 

neurone i correspondant à W~ [~w}wj]" vaut très exactement: 
]=1 

s = N" ( 1 - 2p) n W~ ( 14) 
1 

Afin de poursuivre le calcul du rapport signal sur bruit, 

nous faisons l'hypothèse suivante : les bits de W en erreurs ont 

une probabilité 1/2 de valoir 1 et sont indépendants des bits des 

états mémoires. 

Globalement, Vi on a : Prob(Wj = wi) = 1/2. De sorte qu'en 

valeur moyenne la distance de Hamming entre W et W'"vaut N/2. La 

variance de la distance de Hamming considérée peut être écrite, 

d'après (13) 

v 2 
= ( [N - ~ Wj . wj ]

2 

14) - N2 14 
J=1 

En développant le carré et en constatant que <WjWj> 

et donc égal à zéro, cette variance se met sous la forme 

v2 ~ <[~ WjW; r /4) 

<W~><W.> 
J J 

Lorsqu'on développe à nouveau, il apparaît N termes égaux à 

1 et N(N-1) termes du style : <W jWjW kWk> avec j ~k. Cette 

valeur moyenne est égale à zéro car chacune des variables 

aléatoires est indépendante des autres et est égale à zéro en 

moyenne. De sorte que la variance de la distance de Hamming entre 

W et W'"vaut 

v 2 = N/4 (15) 
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Intéressons nous maintenant au bruit défini par l'équation 

(ll.b}. Sa valeur moyenne vaut: 

<b> = f (Wi [~ Wj wj]n) 
m=2 J 

A condition de négliger dans la somme sur j le terme j = i 

(ce qui est une perturbation en 1/N}, cette valeur moyenne peut 

s'écrire 

<b> = f <Wj > ( [~ Wj Wj] n) 
m=2 J 

et puisque Wja une moyenne nulle, le bruit est nul en moyenne. Sa 

variance est donnée par 

cr'~ <(t2WT [~ WTwj rr) 
M [ ]2 n 

= 2:: < ~ WjWj ) + 
m=2 J 

2:: f < Wj Wj 1 [~ Wj W j l n [2:: Wj 1 W j l n ) 

m=2 m'7m,l J k 

Si l'on néglige dans le second terme les facteurs j = i et 

k = i, pour les mêmes raisons que précédemment, ce terme est nul. 

En outre en tant que somme de N variables aléatoires indépendan

tes, le produit de corrélation obéit dans la limite thermodynami

que à une loi de distribution gaussienne. En conséquence, le pre

mier terme s'exprime de façon simple en fonction de la variance 

v 2 de la distance de Hamming 

M [ ]2 n 2:: ( ~ WjWj ) _, 2n! 
m=2 J n! 

(M- 1} (2v} 2 n 

De façon plus précise, si l'on définit le R.S.B. comme le 

rapport du signal à l'écart quadratique moyen du bruit, on 
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R.S.B. N ~ 00 Jn! 2" 
( 2n) ! 

N" 
(1 - 2p)" (16) 

(M-l) 

Pour n = 1, ce résultat est en accord avec celui obtenu par 

D. Psaltis [11]. La non-linéarité supplémentaire a donc un effet 

important sur le R.S.B. puisque à M fixé, le R.S.B. croît, pour n 

grand comme N"' 2 • En outre, l'équation (16) indique que la taille 

des bassins d'attraction augmente avec la puissance de n : le 

R.S.B. est proportionnel à (1- 2p)". 

b) A~gmentation de la capacité de mémorisation du modèle 

Une question naturelle qui vient à l'esprit est de se deman

der combien d'états peuvent être stockés dans un tel réseau 

[21-24-25]. Pour celà, nous allons nous intéresser à la stabilité 

des états mémorisés. Nous allons considérer un état quelconque wm 
et regarder à quelle condition portant sur le R.S.B. la 

probabilité qu'aucun de ses bits ne change après une itération du 

réseau tende vers 1; cette limite se prend quand le nombre de 

neurones tend vers l'infini. Plus précisément, si l'on note Pc la 

probabilité que le bit i de wm change d'état, la condition de 

stabilité s'écrira : 

(1 - p )N N ~ oo 
c 1 (17) 

Remarquons que : 

* Cette condition de stabilité est à la fois valable pour le 

mode synchrone et le mode asynchrone. 

* Cette condition est plus forte que celle donnée par la 

transition de phase décrite par la figure (7). En effet, le ré

sultat Mmax~ 0,138 N porte sur une condition du style 
N ~ oo 

Prob (qualité de rappel ~ 0) 1. 

Le calcul du R.S.B. nous a permis de mettre en évidence que 

dans la limite thermodynamique la force F; a une distribution 
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<Fi>= Nnw ~ 

a
z _ 2n _ 
F- 2n (M - 1} Nn 

En outre la condition de stabilité de l'état wm s'écrit 

V i, Fi . ~> 0 

De sorte que la probabilité Pcpeut s'écrire 

En posant u 

Pc= Jo 
-oo 

F-- Nn 
1 

aF 

1 
exp -

~ 21T a F 

on obtient 

(Fi- Nn)2 

2 a 2 
F 

pc= J:~ 
aF 

1 u2 
. r.:::-= exp - _ 
\1 .<:TI 2 

du 

d Fi 

Finalement, en introduisant la fonction Q(x) 

[27] , cette probabilité s'exprime simplement par 

J: 

(18} 

1 
.~exp _ 
\1 .<:1T 

p = Q[Nnl • 
c aF 

Un 

développement limité de Pc [27] permet d'exprimer la condition de 

stabilité (17} 

N (Nn jaF) 2 N~oo 
1 - exp - 1 Nn 2 

~21T-
aF 

Une manière de satisfaire cette condition est de poser : 

Nn ~ ~ 2 Ln N L'exponentielle devient alors égale à 1/N et la 
aF 

1 
limite pour N grand est 

capacité ~ax est : 

1 -

Mm a x~ 

2~1T Ln N 

n ! 2n- 1 

(2n) 

Nn 

Ln N 

Dans ces conditions, la 

(19) 

uZ 

2 
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Le cas n = 1 qui correspond pratiquement au modèle 

d'Hopfield est en accord avec le résultat publié par D. Psaltis 

[10] citant une communication privé. L'amélioration de la 

capacité de stockage est nette puisque ~axest proportionnel à Nn 

Comme nous l'avions remarqué, notre condition de stabilité 

étant plus forte que celle donnée par la transition de phase, 

notre résultat est moins bon : 0,138 est remplacé dans notre cas 

par 1/2 Ln(N) i.e. le coefficient œ de proportionnalité est égal 

à zéro dans notre cas. 

c) Rayon des bassins d'attraction : 

Une 'idée de la taille des bassins d'attraction peut être 

obtenue en regardant la convergence du réseau en une étape vers 

un état attracteur. Les simulations effectuées sur les réseaux 

neuronaux ayant montré que le réseau converge vers l'état désiré, 

cette convergence s'obtient en une étape, cette valeur approchée 

par défaut n'est certainement pas très différente de la valeur 

réelle. Nous pouvons donc·écrire la condition qui permettra de 

trouver le rayon des bassins comme suit 

. . - N V 1 Prob(W dev1enne " ) ----~ 
--{> 00 

1 ( 2 0) 

Cette condition peut s'écrire dans le cas du mode synchrone: 
1 N (RSB) 2 N --{> oo 

1 - --- --- exp - 1 
~2n RSB 2 

(la condition est plus délicate à écrire dans le cas du mode 

asynchrone car elle fait intervenir le formalisme des probabili

tés conditionnelles). 

Comme précédemment, il vient R.S.B. ~ ~2 Ln N. Cela donne la 

taille des bassins d'attraction 

pN 
N [ ( M ~1/Znl 
2 1-l~J 

max 
( 21) 
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Remarques : 

* AM fixé, le rayon du bassin d'attraction se comporte pour 

N grand comme : 

pN ~ Nj2 - A(Ln N)1;2nN1/2 

où A est égal à - n. . Ceci montre que quand N augmente, ~ ( 2 'M)1!2n 
2 n! 2 n- 1 

comparativement les bassins d'attraction grandissent d'avantage 

pour les n élevés que pour les petits n. Le tableau ci-dessous 

illustre cette croissance en donnant l'évolution de p fonction de 

N et n à ~ = 50. 

N=200 N=500 N=lOOO N=5000 

n=l - - 0,08 0,3 

n=2 0,28 0,35 0,39 0,45 

n=3 0,34 0,40 0,43 0,47 

n=4 0,36 0,41 0,44 0,47 

*AM fixé, l'augmentation de la taille des bassins d'attrac

tion avec n peut s'interpréter par l'aspect énergétique. L'intro

duction de la non-linéarité supplémentaire a pour effet un lissa

ge du paysage énergétique : avec n croissant, les minima locaux 

de l'énergie qui piègent le réseau dans des états parasites dis

paraissent petit à petit laissant le paysage énergétique plus 

favorable aux minimums plus profonds correspondant plutôt aux 

états mémorisés. 

* Quand le réseau est loin d'être exploité à sa capacité 

maximale, la taille des bassins d'attractions est voisine de Nj2. 

Cette limite ne doit pas nous surprendre, puisque nous avons déjà 

remarqué que ce genre d'algorithme stocke en même temps que les 

états requis, leur opposé. En conséquence, tout état dont la dis

tance de Hamming à un état quelconque wmest supérieure à Nj2 est 

à une distance de Hamming inférieure à Nj2 de l'état opposé wm. 
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* Par contre, la taille des bassins d'attraction s'annule 

pour des réseaux saturés (M ~ MmaxJ, les états parasites envahis

sant certainement l'espace des phases. 

IV. SIMULATIONS 

Nous avons réalisé des simulations numériques pour confirmer 

les différents résultats théoriques précédemment démontrés. Plus 

exactement, ces différentes simulations que nous allons présenter 

ont souvent précédé la théorie. Nous avons toujours travaillé 

avec un petit nombre de neurones, N ~ 100. En effet, sur les 

ordinateurs classiques, les temps de simulation de réseaux de 

neurones et de leurs comportements sont très longs. 

Cependant, les simulations n'ont pas exactement porté sur 

l'algorithme de l'équation (10) qui est relativement peu compa

tible avec une réalisation optique 

Nous avons choisi de prendre des états binaires (activé + 1, 

désactivé 0) pour l'état des neurones. Optiquement, cela se tra

duit simplement par la présence ou l'absence de lumière. 

Remarquons tout de 

neurone inhibé (0 ou -

l'évaluation de Fi {t). 

suite que les deux codages de l'état du 

1) n'ont pas la même contribution dans 

En effet, le codage binaire (0 ou 1) in-

traduit une dissymétrie entre les états excités (1) et inhibés 

(0) : seul l'état excité contribue dans la sommation de 

l'équation (1). Au contraire, le codage (1 ; - 1) permet des con

tributions symétriques dans l'évaluation de la force Fi (t) déter

minante dans la dynamique neuronale. Nous aurons l'occasion de 

revenir plus en détail sur cette différence dont il faudra tenir 

compte lors des réalisations optiques de réseaux neuronaux. 

D. Psaltis avait démontré [10] que le choix des états 

{0 ; 1} (cas favorable à l'optique) au lieu de {-1 ; 1} n'avait 

que peu d'influence sur le R.S.B. du réseau de neurones. En effet 
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1 
celui-ci ne perdait qu'un facteur 

{2 
par rapport au R.S.B. 

(-1,1). En généralisant ce type de calcul, nous avons montré [21] 

que (avec des notations évidentes) 

R. S • B • ( 0 , 1) = R. S • B • ( -1, 1) /~ (22.a) 

Nous avons démontré plus tard que cette restriction n'avait 

pas plus d'incidence sur la capacité de stockage [24,28] puisque: 

Mmax (0,1) = Mmax (-1, 1)/2n (22 .b) 

En outre, comme cela a déjà été signalé dans le paragraphe 

"interprétation en terme de corrélation" équation (12), nous 

avons inclus les termes diagonaux de la matrice synaptique, afin 

d'avoir des corrélations réalisables simplement en optique. Dans 

le cas n = 1, cette analyse est relativement simple ; comme : 

M ( N l _ · rn mo m 
. Fi - L ;L w j v j w i 

m=1 J=1 

quand l'état du réseau est vmo. On a alors: 

F. = ( ~ w~ o v~ o l w~ o + 
1 L..... J J 1 

j7i 
M v7 o + :L ( :L. Wj v~ o l WT 

m7m
0 

J7l 

Cette équation s'interprète très aisément 

mo 
Fi (avec T.D.) = M Vi + Fi (sans T.D.) (23) 

où T.D. est l'abréviation de "termes diagonaux". 

m 
Le terme M Vi 0 pouvant être vu comme un terme qui augmente 

le signal dans la reconnaissance d'un bit égal à 1, la précédente 

équation (23) montre que : 

R.S.B. (avec T.D.) > R.S.B. (sans T.D.) 

L'égalité intervenant dans 
m 

le cas Vi 0 = 0 et l'inégalité 
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rn , 
dans le cas Vi 0 = 1. Cependant, ce genre de calcul montre egale-

ment que par un choix judicieux du seuil neuronal, il est 

possible d'avoir pour les deux cas une augmentation du R.S.B. 

en effet si on pose : 

8 i = M/2 Vi 

pour les deux cas envisagés (v~ 0 = 0 ou 1) , il est facile de 

montrer que : 

R.S.B. (avec T.D.) ~ j N + j M 
2M 8N 

(24.a) 

alors que la valeur du R.S.B. sans terme diagonaux est 

R.S.B. (sans T.D.) ~ j 2~ (24.b) 

Une première série de simulations [21] menées avec N = 50, a 

permis de montrer l'augmentation de la taille des bassins 

d'attraction et des capacités de stockage avec la non-linéarité 

n. Pour celà, nous nous sommes intéressés à l'étude comparée des 

cas n = 1, 2 et 3. Les simulations ont été menées sur des états 

mémoires possédant le même nombre de 1 et - 1. Chaque état possè

de donc 25 "l" et 25 "- 1". L'état des neurones a été choisi 

binaire 0 ou 1. Le rayon de convergence a été choisi à 90 %. En 

effet, pour N = 50, la condition de stabilité (17) s'écrit: 

N ( 1 Î N 
(1- Pc) = ll- ) ~ 0,87 

?N\11T T.n N 

lorsque le réseau est utilisé près de sa capacité maximale. La 

figure 9 montre l'évolution de Rg 0 %en fonction du nombre d'états 

mémorisés. En abscisse, l'échelle a été prise logarithmique. La 

courbe en pointillés correspond à n = 1 (Hopfield), celle en ti

retés (b) correspond à n = 2, et la courbe en trait plein (c) à 

n = 3. Ce résultat montre l'augmentation de la capacité de mémoire 

quand n croît. Il montre également que les bassins d'attraction 

ont un comportement similaire. Cependant, Rg 0 %est sensiblement 

plus important dans le cas n = 2 pour de petits nombres d'états 
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Rayon des bassins d'attraction en fonction du 

nombre d'états mémoires. La probabilité de rappel 

est prise à 0,9 pour N = 50. 

(a) : n=3 

(b) : n=2 

(c) : n=l (modèle d'Hopfield). 
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mémorisés. En effet, la règle de Hebb permet non seulement la mé

morisation des états désirés mais aussi celle de leur complémen

taire. Cette propriété explique la raison pour laquelle les cour

bes (a) et (c) débutent à ~o%= 25 = N/2 . Lorsque pour M = 1, 

l'état initial du réseau a une distance de Hamming supérieure à 

N/2 de l'état mémorisé, le réseau converge vers l'état complémen

taire plus proche. Pour les n impairs, cette propriété reste 

valable. Cependant, pour les n pairs, les états complémentaires 

perdent leur stabilité. 

Une seconde série de simulations a permis de montrer l'im

pact sur les capacités du réseau de la condition restrictive 

(équation· 9) concernant l'indépendance des états mémoires. Cette 

restriction s'explique clairement à partir de l'équation (13). 

Lorsque l'état des neurones prend des valeurs binaires 0 ou 1, 

l'équation (13) s'écrit : 

N 

:L w . j v j = N~ - d cwm , w > 
j=l 

(25) 

Nous avons précédemment montré que le bruit défini par 

(ll.b) est en valeur moyenne nul avec la condition (9). Cette 

propriété reste vraie dans le cas de l'équation (25) puisque : 

( Nr ) = N/2 (26.a) 

( d (wm, Wm 0
)) = N/2 (26.b) 

En conséquence, des états mémoires corrélés (équation 26.b 

non satisfaite) ou alors n'ayant pas le même nombre de 11 1 11 et de 

"-1", doivent avoir un effet néfaste sur les capacités de stocka

ge puisqu'ils ne conduisent pas à un bruit en valeur moyenne nul. 

Les simulations de la figure 10 montrent l'impact des écarts à 

l'équation 26.a. Celles-ci ont été réalisées avec des états neu

ronaux binaires (0,1) sans faire intervenir les termes diagonaux 

de l'algorithme généralisé (équation 12). La courbe a) correspond 

à des états rn où N~= N/2, (N~est le nombre de 1 de l'état WU), la 

courbe b) à des états où N~E [21 ; 29] i.e. N~ est égal à N/2 à 

10% près et la courbe c) correspond à des états toujours obtenus 
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1 1 1 1 1 Il Il 1 1 1 l ± 1±11 1 :t 

1· 

Effet sur les capacités de mémoire d'un réseau de 

50 neurones du nombre de 11 1" des états mémorisés. 

a) le nombre de "l" est N/2 = 25 

b) ce nombre varie entre 21 et 29 non compris 

c) aucune restriction. 
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de façon aléatoire et sans aucune restriction sur leur nombre de 

''1". L'effet de la condition (9) est spectaculaire : par exemple 

pour ~o%= 5 soit 10% du nombre de neurones, M vaut 

M ~ 210 cas a) 

M ~ 120 cas b) 

M ~ 50 cas c) 

En outre, l'effet de l'introduction des termes diagonaux est 

appréciable lors de la comparaison des courbes a) figures 10 et 

9. Cette' comparaison nous suggère qu'en accord avec notre 

prédiction fondée sur la comparaison des R.S.B., l'introduction 

des termes diagonaux i = j a plutôt un effet bénéfique pour les 

capacités de mémoires associatives. Notons que les algorithmes 

plus élaborés tels que ceux qui font appel au formalisme de la 

"pseudoinverse" permettent de s'affranchir de la condition (9). 

Cependant, à notre connaissa·nce, ceux-ci ne peuvent simplement se 

généraliser aux mémoires associatives d'ordre supérieur [49] et 

nécessitent une grande dynamique de codage des coefficients 

synaptiques, donc peu compatibles avec une réalisation optique. 

Il est donc plus aisé de penser à un prétraitement des états à 

mémoriser. 

En outre, une troisième série de simulations (figures 11, 12 

et 13) nous a permis de tester le comportement asymptotique de la 

capacité du réseau. Ces simulations ont été effectuées avec un 

nombre de neurones égal à 200 (N = 200). La figure 11 (resp. 12 

et 13) montre l'évolution de la proportion P d'états mémorisés en 

fonction du nombre M des états que l'on cherche à mémoriser pour 

n = 1 (resp. 2 et 3). Les barres d'erreur représentent les 

fluctuations statistiques observées. Les simulations ont été 

menées avec des états neuronaux binaires (0,1). En conséquence, 

la capacité théorique maximale du réseau est donnée par les 

équations (19) et (22.b) 

1 n! Nn 
M "' max -----

2 2n! Ln N 
(27) 
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p N=200 

1 -----~-~-~-j-~_1_1 _____________ _ 
-------- 1 1 

n=l 

. 5 1 1 

1 1 1 

M= 11 

Figure 11 

0 ~+-+-~~-4-+-+~~4-4-+-~~-4-+~~ 
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1 -r • ~ -~- ~ _1_ ~ ~- !- J - L i - ~-- ------ - - ---
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n=2 

.5 
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Figure 12 
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1 1 -------------__________ LI_LLLJ __ T_ï_l_ 1 1 1 1 

n=3 
. 5 

M=6000 

Figure 13 
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Pour N 200, les valeurs théoriques de la capacité sont 

donc 

n 1 Mmax"' 10 

n = 2 Mmax"' 310 

n 3 Mmax"' 6291 

En outre, la condition de stabilité (17) s'écrit avec N=200 

N ( 1 )200 

(1 - p ) = l1 - J 
c 400~1TLnN 

0,88 

Afin de comparer les résultats des simulations avec ceux des 

prévisions théoriques, nous avons donc choisi P = 0,9. Les figu

res 11, 12 et 13 permettent d'obtenir la capacité simulée du 

réseau : 

n = 1 Mmax"' 11 

n 2 Mmax"' 310 

n 3 Mm a x"' 6000 

Cette série de résultats confirme la prévision théorique de 

l'équation (27). En outre, elle permet d'affirmer que toutes les 

prévisions asymptotiques gue l'on peut démontrer sont rapidement 

atteintes dans la pratique. 
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Ce chapitre va montrer les principales raisons pour lesquel

les l'optique est candidate pour la réalisation de réseaux neuro

naux. Tout d'abord, nous allons montrer que les réseaux neuronaux 

par leur parallélisme et leur besoin en connexions sont propices 

au développement de processeurs optiques. 

Dans le paragraphe suivant, nous allons regarder en détail 

les deux grandes approches adoptées par les opticiens pour réali

ser des réseaux neuronaux. En les décrivant, nous allons par là 

même les unifier. 

Nous allons ensuite étudier l'intérêt des matériaux et com

posants non-linéaires pour le traitement optique de l'informa

tion. Nous ferons alors le tour des différentes réalisations 

publiées sur les réseaux de neurones. La discussion de leurs 

avantages et de leurs inconvénients nous amènera à proposer dans 

le chapitre suivant un modèle de mémoire associative, tenant 

compte des contraintes technologiques actuelles. 

I. LES RESEAUX DE NEURONES: UNE SITUATION 
PROPICE AU PROCESSEURS OPTIQUES 

La puissance des ordinateurs électroniques actuels est essen

tiellement limitée à la fois par le type d'architecture envisagé 

et par le type de technologie employé. D'un point de vue techno

logique, les limitations procèdent notamment des temps de commu

tation des portes logiques et des temps d'échange de 

l'information. 

Les architectures parallèles ou massivement parallèles ont 

permis la construction de supercalculateurs capables d'effectuer 

simultanément un grand nombre d'opérations. L'entité de base de 

ces machines est appelée processeur élémentaire (P.E.). Ces 

derniers n'exécutent que des tâches simples ; la puissance de 

calcul provient essentiellement du nombre de P.E. et de leurs 

interconnexions. C'est au niveau des connexions que l'optique 
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semble pouvoir jouer un rôle. En effet, à l'heure actuelle, les 

portes optiques (P.E. réduits à leur plus simple fonction) ayant 

des temps de commutation de l'ordre de la picoseconde restent 

cent fois plus gourmandes en énergie que les transistors. Les 

diverses réalisations de réseaux de portes n'en sont encore qu'à 

leur début et le pas qui reste à franchir pour rivaliser avec les 

P.E. électroniques demeure énorme. Cependant, dans la recherche 

de machines toujours plus performantes, la limitation sévère de 

l'électronique vient au niveau des temps de propagation de 

l'information. En effet, la bidimensionnalité des circuits 

intégrés et les interactions parasites entre courants électriques 

limitent fortement la portée des connexions entre P.E .. L'ap

proche classique actuelle dans les calculateurs parallèles 

présente d'ailleurs des connexions restreintes aux premiers P.E. 

voisins (Figure 14). La "Connection Machine" de Thinking Machines 

Corporation qui est souvent citée comme machine massivement 

parallèle [29.a] contient 216 P.E. Chacun étant connecté à douze 

autres, un routage autorise les connexions à longues distances ac

croissant ainsi les temps d'échange de l'information, mais 

assurant une structure en hypercube de dimension 12. 

Au contraire, l'optique holographique offre pour les machi

nes parallèles une alternative attrayante. L'utilisation de la 

troisième dimension en espace libre profitant des possibilités de 

croisement des faisceaux lumineux semble donner à l'optique une 

supériorité dans le cas de machines où chaque P.E. est connecté à 

des centaines de voisins. L'utilisation d'hologrammes de volume 

[30] permet d'accroître les capacités d'interconnexions. Psaltis 

[30] a démontré qu'il est possible d'obtenir une connectique com

plète et quelconque entre deux plans à condition de partitionner 

astucieusement chacun de ces deux plans : une conséquence impor

tante de ce partitionnement est que la connexion de N pixels de 

surface d 2 , vers N autres pixels requiert la connexion plan à 

plan de deux surfaces égales à N4 ' 3 d2 • 

En outre, de telles connexions peuvent être rendues dynami

ques par l'utilisation de matériaux photoréfractifs [30]. Cepen

dant, ces matériaux ne sont pas encore à l'heure actuelle suffi-
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Figure 14 : Connexions nord-sud-est-ouest entre les 

processeurs élémentaires d'une puce électronique. 

(Machine tableau) 
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samment maîtrisés au point de conférer au calcul optique analogi

que de bonnes précisions. Au contraire, les disques 

magnéto-optiques qui ont trouvé des applications commerciales 

sont sans doute plus fiables mais ne permettent pas le potentiel 

de l'enregistrement en volume. 

En conclusion, afin qu'une réalisation exploitant les possi

bilités de l'optique soit envisageable au point de rivaliser avec 

une approche électronique, les machines spécialisées devront 

- présenter un parallélisme massif ; 

- nécessiter un grand nombre de connexions par P.E. ; 

- comporter des P.E. très simples (à la limite des portes 

logiques)' dans le cadre d'une réalisation tout optique. 

Les réseaux de neurones répondent parfaitement aux trois 

critères précédents. En effet, en mettant tout particulièrement 

l'accent sur les connexions (les synapses contiennent toute l'in

formation), ils ne requièrent que des processeurs élémentaires 

simples (fonctions non linéaires). En outre, leur tolérance aux 

erreurs permet d' envisager des connexions reprogrammables sur 

photoréfractifs. 

II. LES DEUX GRANDS SCHEMAS OPTIQUES DES 
RESEAUX DE NEURONES 

Dans la littérature, les différentes réalisations optiques 

de réseaux de neurones formels peuvent être divisées en deux 

grands schémas ; en effet, les connexions du réseau se présentant 

sous forme matricielle, il existe plusieurs démarches optiques 

pour réaliser un produit vecteur-matrice. 

1. PRODUIT VECTEUR-MATRICE EN ECLAIRAGE INCOHERENT 

L'information est stockée dans un seul hologramme qui repré

sente la matrice elle-même. Le produit vecteur matrice peut être 
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réalisé à l'aide du montage proposé par cutrona (31], figure (15). 

cette idée a ensuite été reprise en ajoutant une rétroaction pour 

utiliser des algorithmes itératifs d'inversion de matrice [32-33] 

ou pour le calcul de TF discrète (34]. Finalement, Psaltis (11] a 

repris cette idée pour les réseaux de neurones formels, figure 

16. 

La figure 16 se compose d'une barrette de diodes électro

luminescentes qui présente sous forme binaire l'état des neurones 

à l'instant t, diode éteinte à l'état 0, allumée à l'état 1. La 

première lentille cylindrique permet à chacune des diodes Vjd'il

luminer la colonne correspondante j dans le masque noté Tii sur 

la figurè. De sorte que la lumière aussitôt derrière le pixel 

(i,j) du masque, contient l'information Tijvj. La deuxième len

tille cylindrique permet d'effectuer la sommation neuronale en 

conjuguant chaque ligne i du masque avec le photodétecteur i de 

la colonne du plan de sortie. En conséquence, le photodétecteur i 

reçoit l'information : 

N 

2:: 
i=1 

T .. V. 
1 J J 

Au moyen d'une rétroaction électronique (parallèle ou non) 

effectuant une opération non-linéaire, l'état de la barrette de 

diodes électroluminescentes est réactualisée à l'instant t + 6t. 

2. PRODUIT VECTEUR-MATRICE PAR UN DOUBLE FILTRAGE 
DES FREQUENCES SPATIALES 

Une autre façon d'effectuer ce produit vecteur-matrice fait 

intervenir des produits scalaires, particulièrement simples à 

réaliser optiquement sous forme de produits de corrélation. La 

démarche est la suivante : Toute matrice A de N lignes et N colon

nes peut s'écrire de façon évidente sous la forme d'une somme de 

N produits diadiques : 
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aasque T 
photocapteurs 

Figure 15 : Produit vecteur-matrice en éclairage incohérent. 

Les deux lentilles cylindriques L1 et L2 conjuguent 

d'une part la barrette de diodes électrolumines
centes (à gauche) avec le masque holographique 

central et d'autre part ce même masque et la 

barrette de photoèapteurs (à droite). 

T,j 
W[WOftY WASK 

Figure 16 : D'après D. Psaltis [11], réalisation expérimentale 

d'un réseau neuronal par un produit vecteur-matrice. 

(Les deux voies nécessaires à la prise en considé

dération des synapses positives et négatives ne 

sont pas dessinées par souci de clarté) 
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a1 1 a12 a13 . . . 
a1 N 1 1 a1 i 

az 1 a22 a23 . . . a2N a2i 
N 

A= 1 
. . . . . 

1 = 2::1 . 1 (&1 i 0 2 i "" "0 N i) ( 28 ) 
i=l 

aN 1 aN2 aN3 ... aN N) k ' 

où cSijest le symbole de Kronecker. 

En réalité, le nombre minimum de diadiques nécessaires à 

cette décomposition est égal au rang de A noté r(A). En effet, on 

peut trouver une matrice de changement de base n, dans laquelle A 

s'écrit :· 

b1 1 b1 2 

bz 1 bz 2 

bN 1 bN 2 

b1 r (A ) 0 

bz r <A> 0 

bN r (A ) 0 

0 

0 

0 

Dans cette nouvelle base, la matrice A pourra s'écrire comme 

la somme de r(A) diadiques : 

A 
r(A) 
L:n 
i=l 

b1 i 

b2i 

bNi 

(&,ï: •• 0 Nï> n- 1 

Cette décomposition optimale peut d'ailleurs être obtenue 

directement à partir de l'équation (28). En effet, supposons 

qu'un des vecteurs colonnes, disons le vecteur 1, s'écrive comme 

combinaison linéaire d'autres vecteurs colonnes de A, disons deux 

vecteurs m et p (la généralisation à plus de deux vecteurs s'en 

déduisant simplement). La contribution des trois vecteurs colon

nes 1, m, p de l'équation (28) s'écrit : 
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a
1 

l 1 1 a 1 
rn 1 1 a, p 

a2 L a2 rn a2 p 

(&1L 0 2L""" 0 NL)+ 1 • 1 (&1rn°2rn""" 0 Nrn)+ 1 • 1 (&1p 0 2p""" 0 Np) 

, aN L J laN rn) laNp 

Or 

/ a,.1 ra,. 1 ra,, 
a2 L a2rn a2 P 

= À • + J.L 

aN t aN rn aN P 

Dans ces conditions, la somme des trois diadiques précéden

tes se met sous forme de somme de deux : 

a, rn 1 1 a, P 

a2rn a2p 

(o1rn+Ào1l'""" 0 Nrn+ÀoNl)+ 1 • 1 (o1p+~-t&1l'"•• 0 Np+J.LONl) 

aN rn 1 1 aN p 

Le produit vecteur-matrice AV s'écrit alors comme la somme 

vectorielle de r(A) vecteurs (Yi), chacun de ces vecteurs étant 

affecté d'une pondération égale au produit scalaire du vecteur V 

par un vecteur (Xi ) 

r(A) 
AV = L (Yi ) {(Xi ) • V} 

i=l 



avec (Yi ) = 0 

b1 i 

b2i 

bN i 
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et (xi ) = ( & 1 ; ••• & N ; ) o- 1 

D'un point de vue optique, ce produit AV apparaît alors com

me la somme de r(A) états (Yi) pondérée par les pics de corréla

tion Xi. V qui peuvent être obtenus dans le plan de Fourier d'un 

corrélateur de Vander Lugt (35]. 

3. REMARQUES 

Cette démarche généralise la présentation du chapitre précé

dent. En effet, la régle de Hebb que nous y avions étudiée nous a 

directement amenés à envisager une approche par produit de corré

lation (agrémentée d'une non-linéarité supplémentaire afin 

d'augmenter la capacité du réseau). Cependant, de nombreuses 

autres règles d'apprentissage plus complexes (telles celles ba

sées sur les pseudo-inverses par exemple) n'autorisent pas une 

spécification naturelle des produits de corrélation car les coef

ficients synaptiques ne s'interprètent pas simplement en fonction 

des données mémorisées. Elles rentrent néanmoins dans le cadre 

précédemment développé. Pour les problèmes d'optimisation, les 

coefficients synaptiques sont également donnés directement à par

tir de l'énergie (équation (6)). Cette approche peut dans des 

réalisations optiques s'avérer plus intéressante que le produit 

matriciel (Figure 16) notamment lorsque le rang de la matrice 

synaptique est inférieur à sa dimension. 

Le montage permettant la réalisation en termes de corréla

tion est représenté figure (17). La première partie du montage 

(jusqu'au plan de corrélation) est un simple corrélateur de 

Vander Lugt (35] : les états (Xi) sont stockés dans l'hologramme 

H1 et le plan de corrélation ne laisse passer que les pics des 

produits de corrélation recherchés. La seconde partie du montage 
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Figure 17 
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plan de 
correlation 

:AV 

Schéma de réalisation d'un produit vecteur-matrice 

par un double filtrage des fréquences spatiales. Le 

nombre de pics de corrélation M est égal au rang de 

la matrice. 
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permet la superposition dans le plan final de tous les états (Yi), 

cette superposition s'effectuant avec un poids proportionnel au 

pic de corrélation égal à (Xi ).(V). 

4. PRODUIT VECTEUR-MATRICE 11 DIRECT 11 

La réalisation optique d'un produit vecteur-matrice peut 

être également interprétée directement en termes de corrélation. 

Par exemple, si A est une matrice à N1 lignes et N2 colonnes et V 

un vecteur à N2 composantes, le produit A.V peut être interprété 

comme N1 corrélations entre le vecteur V et les N1 vecteurs li

gnes de la matrice A. 

Dans cette approche, le vecteur V et les N1 vecteurs lignes 

de la matrice A peuvent être codés sous forme bidimensionnelle, 

utilisant ainsi au maximum les possibilités de connexions plan à 

plan offertes par l'optique holographique. 

Le montage optique peut être vu comme un simple corrélateur 

de Vander Lugt. En outre, l'utilisation d'hologrammes de volume 

peut permettre la réalisation de matrices de grandes dimensions 

grace à l'effet Bragg. 

De plus, cette interprétation permet la réalisation de pro

duits matrice-tenseur qui ont fait récemment l'objet de plusieurs 

publications [41-42]. Ce produit, intéressant pour la réalisation 

de réseaux de neurones d'ordre supérieur, s'écrit : 

viJ= 2::: TiJk.tvk.t 
k,l 

Il s'interprète directement en termes de corrélations et 

peut donc être aussi réalisé avec un corrélateur de Vander Lugt. 

En conclusion, dans ce genre de montage, les limitations 

sont essentiellement dues aux nombres d'informations pouvant être 

stockées dans l'hologramme de volume. En suivant le raisonnement 
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développé par Psaltis [30], le nombre de degrés de liberté d'un 

hologramme étant de l'ordre de VHj~3 où VH est le volume de l'ho

logramme et ~ la longueur d'onde, la condition limitante est 

N1Nz<< VH/~3. 

III.COMPOSANTS NONLINEAIRES POUR LE TRAITEMENT 
OPTIQUE DE L'INFORMATION 

Dans ce paragraphe, nous allons tout d'abord passer en revue 

les différents candidats technologiques pouvant intervenir pour 

le traitement optique non linéaire. Les différents aspects y se

ront abordés succintement. 

Puis, nous allons brièvement donner quelques résultats d'un 

"neurone" tout optique sur cristal de Titanate de Baryum. Ce 

travail a fait l'objet d'une publication présentée dans l'annexe 

1. 

1. LES DIFFERENTS COMPOSANTS NONLINEAIRES 

Pour le calcul, il est nécessaire que l'optique, tout comme 

l'électronique depuis 1948, se dote de son "transistor". Les é

quations de Maxwell étant linéaires dans le vide, la réalisation 

d'une porte logique nécessite l'introduction d'un matériau non 

linéaire. Bien que d'importants efforts soient faits en ce sens, 

à l'heure actuelle, les portes optiques ne peuvent concurrencer 

technologiquement les transistors électroniques. C'est une des 

raisons pour lesquelles il est plus envisageable de parler de co

processeurs optiques spécialisés séparés et associés aux ordina

teurs que d'ordinateur optique. 

La recherche de matériaux non linéaires s'est développée les 

années 60. En 1976, Gibbs a pu observer une bistabilité dans une 

cavité optique contenant un matériau non linéaire (vapeur de 

sodium) [36]. La bistabilité résulte de 

matériau non linéaire et une rétroaction 

de nombreux travaux de recherche se sont 

la conjonction entre un 

positive. Par la suite, 

développés sur le thème 



67 

de la bistabilité optique. Leur motivation est essentiellement 

due 

- d'une part, aux désirs de voir apparaître des composants 

optiques bistables utilisables pour le traitement binaire de 

l'information (traitement d'image, réseaux de neurones ... ). 

- d'autre part, au souhait de contribuer à une meilleure 

compréhension des phénomènes fondamentaux des processus non 

linéaires optiques. 

Parallèlement à cet axe de recherche, se développe également 

l'identification de matériaux à forte non-linéarité optique 

[37 a et b] . Tout particulièrement, l'étude des semi-conducteurs 

des familles III-V et II-VI, massifs ou sous forme de réseaux de 

puits quantiques cannait un essor important. 

En outre, les matériaux photoréfractifs tels que les cris

taux de LiNb03 présentent également de fortes non-linéarités 

[37 c] tout en permettant une amplification du signal. 

Une autre approche semblant plus intéressante à court terme 

consiste à réaliser les non-linéarités par le biais de "modula

teurs spatiaux de lumière" ou de valves optiques qui sont déjà 

commercialisés. Ces développements technologiques très intéres

sants posent en outre le problème de la conversion 

optique-électronique. En effet, contrairement aux matériaux 

précédemment présentés, les "modulateurs spatiaux de lumière" ne 

permettent pas un traitement direct du signal puisque les deux 

faisceaux (écriture et lecture) n'interagissent pas dans le 

système. 

Mais, ces dispositifs pour se révèler utiles en pratique 

doivent prendre en compte au moins les éléments suivants 

- une intégration assez élevée ; 

- une cadence de répétition élevée 

- une réponse en des temps brefs (inférieurs à la microse-

conde) 

- une consommation en énergie faible pouvant être compatible 

avec la nécessité de l'évacuation thermique aux taux de répéti-
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Figure 18 : Couplage à deux ondes dans un cristal 
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tions élevés ... 

Les limitations rencontrées sont essentiellement dues à des 

problèmes technologiques.Ces dernières années, d'importants 

efforts ont été faits dans le domaine de l'optique non-linéaire. 

Des expériences ont été réalisées sur des matrices de portes 

logiques optiques, mais restent au stade de démonstration en 

laboratoire. Actuellement, l'utilisation de grandes matrices 

reste prohibée car la commutation de chaque élément est trop 

gourmande en puissance. 

2. 11 NEURONE OPTIQUE" SUR CRISTAL DE TITANATE DE BARYUM 

Nous avons développé une collaboration avec l'équipe du 

Professeur A. Brun. Plus particulièrement, nous avons travaillé 

avec G. Roosen, J.M.C. Jonathan, G. Pauliat et V. Hornung-Lequeux 

(Institut d'Optique). Cette collaboration nous a permis d'envisa

ger la réalisation d'un ·réseau neuronal tout optique : plus 

.. particulièrement, nous avons étudié la faisabilité d'une porte 

logique de comportement semblable à la réponse neuronale (Figure 

2 b) d'un réseau formel (annexe n• 1). Cette non linéarité a été 

obtenue par un composant qui préserve la phase de l'onde et qui 

produit une saturation en intensité. Le mélange à deux ondes dans 

les cristaux photoréfractifs remplit ces deux conditions tant que 

le processus de mouvement des charges photoinduites demeure une 

simple diffusion. En outre, une des deux ondes interférant dans 

le cristal peut être amplifiée au détriment de l'autre. A la sor

tie du cristal, l'intensité du faisceau amplifié s'écrit [37 c] : 

(r + 1) 'Y 
I - I s- 1 + r 'Y 

où : I est l'intensité du signal avant le cristal ; 

'Y est le gain exponentiel [37 c] et r est le rapport entre I 

et l'intensité du second faisceau IP, le faisceau pompe (voir 

figure 18). Le gain exponentiel 'Y dépend de l'épaisseur du cris

tal et atteint typiquement des valeurs de quelques milliers 

[37.c]. 
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Pour ces valeurs de~, la réponse du cristal (amplitude du 

signal amplifié fonction de l'amplitude du signal avant amplifi

cation) est comparable à celle d'un neurone formel. La figure 19 

montre dans des unités arbitraires pour ~ = 3000 la réponse théo

rique obtenue par simulation. 

En abscisse est portée l'amplitude A du signal avant l'effet 

photoréfractif. Celle-ci est normalisée par l'amplitude du fais

ceau pompe AP. En ordonnée, l'amplitude A5 du faisceau amplifié 

est également normalisée. Cette réponse entrée-sortie présente 

une saturation sur une large dynamique comprise entre les valeurs 

extrêmes ~rmin et ~rmax. Nous avons montré (voir annexe I) que le 

fonctionn~ment d'un réseau de 500 neurones pouvait être envisagé 

avec ce dispositif non linéaire tant que les pertes dans les con

nexions holographiques n'excèdent pas 978. 

Une démonstration expérimentale a été faite par v. Hornung

Lequeux qui a réalisé une amplification avec saturation sur un 

objet constitué de cinq pixels de 200 x 200 ~m2 • La figure 20 

montre les cinq courbes non-linéaires. Lors des mesures,la détec

tion quadratique n'a pas permis d'avoir accès à l'amplitude de 

l'onde amplifiée et notamment à son signe. Cependant, des prévi

sions théoriques [39] laissent présager que l'amplification satu

rante conserve la phase de l'onde. Le gain observé est très sen

siblement inférieur à celui annoncé dans les prévisions théori

ques. Des diffusions parasites qui peuvent être considérablement 

réduites par polissage optique du cristal et par minimisation des 

réflexions sur les faces de la cuve contenant le liquide d'indice 

en sont responsables. 

En outre, l'amplification saturante n'a pu être mise en évi

dence que sur cinq pixels. Cette restriction violente est due au 

fait qu'avec le cristal utilisé les forts gains exponentiels né

cessaires à l'amplification saturante ne peuvent être obtenus que 

pour des faisceaux ayant une incidence voisine de 45°. Dans ces 

conditions, une faible partie du cristal est éclairée uniformé

ment. Il est possible de pallier cet inconvénient avec un cristal 

dont les faces sont taillées à 45° de l'axe optique [37 d]. Dans 
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ce cas, de forts gains exponentiels peuvent être obtenus avec des 

incidences quasi-normales autorisant ainsi un éclairage uniforme 

de tout le cristal. Les résultats présentés pourraient donc être 

fortement améliorés. Notamment, le même effet photoréfractif dans 

un cristal de BSO pourrait être obtenu, permettant ainsi de ré

duire grandement les énergies nécessaires aux phénomènes non 

linéaires;cela rendrait par là même notre approche plus intéres

sante dans des situations pratiques. 

IV. LES DIFFERENTES REALISATIONS DE RESEAUX 
NEURONAUX OPTIQUES 

Dans la littérature, les réalisations expérimentales de ré

seaux de neurones optiques ou opto-électroniques sont essentiel

lement inspirées des deux grands schémas dégagés antérieurement 

(figure 16 et 17). 

La première réalisation d'un réseau neuronal sous la forme 

d'un produit vecteur-matrice en éclairage incohérent a été réali

sée par N.H. Farhat (39]. Le montage était celui de la figure 16. 

Il comportait N = 32 diodes lasers (neurones). Afin de traiter le 

signe des coefficients de la matrice, une plaque photographique 

de (32x32)x2 pixels carrés tenait lieu de matrice synaptique et 

deux rangées de 32 photodétecteurs ·permettaient d'effectuer la 

rétroaction électroniquement. Le nombre d'états mémorisés s'éle

vait à trois et le comportement du réseau s'est avéré comparable 

à celui donné par les simulations. 

Des expérimentations semblables comportant un nombre plus 

important de neurones ont été réalisées (N = 128 et 256) mais 

n'ont pas été publiées à notre connaissance. 

Les réalisations de réseaux neuronaux s'appuyant sur le 

schéma faisant intervenir des corrélateurs de Vander Lugt sont au 

nombre de deux (23, 26]. D. Psaltis [23] a réalisé une mémoire 

associative dont le schéma est représenté figure 21. Les états 
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mémorisés sont au nombre de quatre (voir figure 22.a). Les deux 

hologrammes ont été enregistrés sur des films thermoplastiques. 

Le premier hologramme du corrélateur a été enregistré de façon à 

privilégier les fréquences spatiales des quatre visages. Cette 

astuce a permis de réduire considérablement les corrélations 

croisées en privilégiant l'autocorrélation (i.e. le signal dans 

le processus de reconnaissance). Dépourvu de non-linéarité, le 

plan de corrélation p3 a été percé de quatre petits trous de 350 

~rn de diamètre. La non-linéarité neuronale a été obtenue à l'aide 

d'une caméra CCD pilotant un modulateur spatial de lumière adres

sable électriquement tel que la valve à cristaux liquide de chez 

Hugues. La figure 22 montre les qualités de rappel de la mémoire 

associative : quand l'entrée b est présentée, la sortie c est 

obtenue. 

Y. owechko a proposé une variante de la mémoire associative 

précédemment exposée [23, 24]. Le schéma expérimental est repré

senté sur la figure 23. Celui-ci ne prend pas en considération le 

caractère neuronal car aucune rétroaction à seuil n'est envisa

gée. Cependant, tout comme précédemment, 1~ plan de corrélation 

est mis en évidence dans l'expérience. Dans cette réalisation, 

l'originalité vient essentiellement de la présence d'un miroir à 

conjugaison de phase. Ce dernier présente deux gros avantages : 

- entre l'entrée et la sortie du montage, l'onde lumineuse 

traverse à deux reprises la même série de lentilles et le même 

hologramme. La conjugaison de phase·permet donc de s'affranchir 

en toute rigueur des différentes aberrations. 

- il permet en outre d'introduire dans le plan de corréla

tion une non-linéarité, telle celle que nous avons discutée dans 

le chapitre précédent, augmentant par là même singulièrement les 

capacités de stockage. Dans la réalisation discutée, la conjugai

son de phase était produite par un mélange à quatre ondes dans un 

cristal de BaTi03 • Le mode opératoire a cependant imposé un régi

me linéaire en réflectivité du miroir à conjugaison de phase. 

L'absence de trous dans le plan de corrélation a permis lors 

d'une première expérience, où un état était mémorisé, de mettre 

en évidence une invariance par translation de 10 à 20 ~m dans le 

processus de reconnaissance. Dans cet exemple, la moitié de la 
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mémoire était présentée au système et la dimension de l'état mé

moire était d'un centimètre. 

Une seconde expérience a été réalisée avec deux états mémori

sés (figure 24 a). Les qualités de rappel de la mémoire associa

tive ont été mises en évidence pour les deux mots : quand les 

entrées (figure 24 b) sont présentées, les images de sortie asso

ciées sont données sur la figure 24 c (la symétrie entre l'entrée 

et la sortie n'est dûe qu'au miroir à conjugaison de phase). 

L'introduction du miroir à conjugaison de phase, bien que 

très attrayante, présente néanmoins l'inconvénient d'imposer 

l'égalitè des hologrammes H1 et H2 de la figure 17, donnant ainsi 

moins de souplesse au montage. En outre, l'amplification néces

saire à l'oscillation de la cavité n'a pu être obtenue avec le 

cristal de Titanate de Baryum. Ce manque de gain a d'ailleurs 

contraint Y. owechko à proposer ultérieurement des réseaux neuro

naux ayant une architecture hybride [40], la part de l'optique se 

bornant aux transformations linéaires parallèles. 

Sans compter les nombreuses propositions de réalisation 

optique de réseaux neuronaux, quelques équipes ont développé en 

laboratoire des expérimentations de mémoires associatives. Citons 

par exemple, les travaux de I. Lindsay [41] qui a repris ceux de 

Y. owechko en utilisant un hologramme multiplexé contenant la 

transformée de Fourier de quatre états mémoires. H.J. White [42] 

a développé une architecture de deux états mémoires de six bits 

contenant deux voies une pour les synapses positives et l'autre 

pour les synapses négatives ; la réponse neuronale est obtenue 

avec une valve optique Hughes. Citons également la réalisation de 

S.H. Song qui en reprenant les travaux de H.J. Caulfield [43.a) a 

réalisé une mémoire associative neuronale de 25 neurones et deux 

états mémoires [43.b] . La rétroaction neuronale a été obtenue 

électriquement à l'aide d'une caméra CCD pilotant un modulateur 

spatial de lumière. R. Chevalier [44] de l'E.N.S.T. a réalisé une 

machine neuronale permettant des connexions synaptiques entre 

tableaux de neurones. Cette connexion à 20 est assurée par un 

multiplexage des fréquences spatiales qui s'apparente aux travaux 
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de D. Psaltis [30]. 

Le tableau suivant résume les différentes réalisations que 

nous venons de développer en insistant sur les traits pertinents 

des réseaux neuronaux : la non linéarité neuronale, le gain né

cessaire à la boucle de rétroaction, la reprogrammabilité des 

coefficients synaptiques, la réalisation de mémoire associative 

d'ordre élevé ... 

neurones à gain réseau nonlinéarité invariance 
du plan de Nbre voies par 

si'gne seuil opt. elect. 10 20 corrélation 1 2 translation 
N 

Psaltis [11] x x x x x "'150 

Psaltis [26] x x x 
Owechko [23] x x x x 
Lindsay [41] x x x 
White [ 42] x x x x x 
Song [43.b] x x x x x 6 

Lequeux [Ann.II] x x x x 25 

f.hPValiPr r441 x x x x x 256 

V. DISCUSSION 

Ces dernières années, les réseaux de neurones ont suscité un 

intérêt croissant en recherche. J.J. Hopfield a montré qu'un ré

seau constitué d'entités élémentaires très simple présente des 

possibilités de calcul étonnantes. En outre, la simple non-linéa

rité neuronale confère au système des propriétés remarquables de 

résistance aux fautes (ou erreurs) de fabrication inhérentes aux 

réalisations comportant un grand nombre de neurones. Dans les 

situations expérimentales optiques, la réponse neuronale peut 

être facilement simulée : dans le montage de la figure 16, c'est 

le photorécepteur de la barrette ; dans un montage tout optique, 
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la pixellisation des plans d'onde représentant l'entité neuronale 

pourrait être obtenue par l'intermédiaire d'une grille placée 

derrière un cristal non-linéaire. 

Deux approches sont généralement envisagées pour la rétro

action : d'une part, des rétroactions opto-électroniques et 

d'autre part, tout optiques. La rétroaction doit de toute façon 

tenir compte des contraintes suivantes [28] 

- Puisque le niveau de lumière dans le plan de sortie est 

notablement plus faible que celui de l'entrée, une rétroaction 

avec gain est nécessaire 

- Le mo~if dans le plan de sortie doit être échantillonné 

afin de restituer la résolution du plan d'entrée et l'entité neu

ronale 

- Le caractère signé des forces Fi agissant sur les neurones 

formels doit être pris en compte, celui-ci assurant des capacités 

de stockage importants. Les rétroactions optoélectroniques 

permettent aisément la réalisation de grands gains et 

d'échantillonages mais a priori demandent deux voies, ceci à 

cause de l'aspect quadratique des récepteurs et de la difficulté 

de réaliser des détections interférométriques. Au contraire, les 

rétroactions tout optiques utilisant des cristaux nonlinéaires 

peuvent permettre des 

difficilement aux 

l'échantillonnage. 

réalisations à une voie 

problèmes soulevés par 

mais s'adaptent 

le gain et 

- En dernier lieu, cette rétroattion doit être envisageable 

pour un grand nombre de neurones. 

Ces quelques contraintes rendent très certainement les rétro 

actions électroniques plus pertinentes. Bien qu'un montage tout 

optique soit plus satisfaisant pour l'esprit, la rétroaction 

électronique présente en outre l'avantage de pouvoir incorporer 

dans la boucle de retour un traitement des données par l'intermé

diaire d'un ordinateur hôte. Son seul inconvénient est de ne pas 

prendre en compte le caractère signé des forces Fi • 

En outre, dans les réalisations précédemment décrites pour 

les réseaux de neurones, deux approches optiques sont envisagées: 
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une réalisation en lumière incohérente nécessite deux voies, une 

pour les coefficients synaptiques négatifs et l'autre pour les 

positifs. Le plan d'entrée étant le plan neuronal Vi i = 1, ... N; 

N pixels typiquement réalisés à l'aide de diodes électrolumines

centes (figure 16) sont nécessaires à chaque voie i.e. le plan 

d'entrée contient 2N L.E.D. ou N L.E.D. et une semi-transparente. 

Le plan de sortie où s'effectue le calcul optique des forces Fi 

requiert quant à lui 2N détecteurs. Par ailleurs, le montage en 

lumière cohérente permet d'éviter le dédoublage des voies mais 

est cependant plus délicat à réaliser ; en effet, bien qu'offrant 

des coefficients synaptiques signés, le montage cohérent nécessi

te une grande stabilité pour le contrôle de la phase ainsi qu'un 

alignement précis. Cependant, cette stabilité est relativement 

simple à obtenir dans une réalisation expérimentale qui ne deman

de pas de reprogrammabilité des interconnections. De plus, en ce 

qui concerne les mémoires associatives, le produit vecteur matri

ce de la figure 16 présente l'inconvénient de ne pas permettre un 

accès direct au plan de corrélation, interdisant ainsi la réali

sation de mémoires associatives d'ordre supérieur qui conduisent 

à des capacités de stockage élevées avec une reconnaissance inva

riante par translation. En outre, l'utilisation de lentilles cy

lindriques pour la conjugaison ne permet le traitement que d'ob

jet unidimensionnel. Les aberrations qui limitent en pratique le 

nombre N de neurones sont particulièrement contraignantes dans ce 

cadre de traitement à une dimension. 

Ces quelques remarques donnent un avantage certain aux mon

tages tels que celui de la figure 17 pour les applications des 

réseaux neuronaux aux mémoires associatives. Le paragraphe deux 

ayant montré que tout produit vecteur-matrice peut être réalisé 

avec un montage tel que celui de la figure 17 en utilisant les 

deux dimensions dans l'implementation, je pense que le montage 

faisant intervenir un corrélateur de Vander Lugt présente un at

trait supplémentaire pour la réalisation des réseaux neuronaux. 
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VI. CONCLUSION 

En conclusion, la réalisation d'une mémoire associative op

tique basée sur une architecture neuronale passe par [28] : 

- une partie non-linéaire opto-électronique 

- une partie connexion et reprogrammabilité favorable au dé

veloppement de processeurs neuronaux optiques. Pour un réseau ar

bitrairement interconnecté de dix mille neurones, cent millions 

de connexions sont nécessaires. D. Psaltis montre que la densité 

maximale- d'interconnexions [36] qui peuvent être enregistrées 

dans un cristal photoréfractif est de l'ordre d'un milliard par 

centimètre cube. Même si ce résultat idéalement élevé se trouve 

exagéré d'un facteur cent ou mille, la possibilité d'interconne

xions optiques reste totalement prometteuse ; 

- un algorithme adapté aux contraintes technologiques 

autorisant de grandes capacités de stockage afin d'exploiter 

pleinement le potentiel des interconnexions optiques et leur 

parallélisme. 
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Dans ce chapitre, nous présentons une réalisation de mémoire 

associative neuronale. Cette réalisation prend en compte les dif

férentes conclusions concernant les architectures hybrides opto

électroniques que nous avons précédemment dégagées. Notamment, 

l'article qui constituera la première partie de ce chapitre met 

l'accent sur les problèmes du traitement optique de quantités 

signées dans les mémoires associatives, en proposant un algo

rithme qui permet d'effectuer une rétroaction électronique (idéa-
, 

le pour obtenir le gain nécessaire au fonctionnement de la cavi-

té). Cette rétroaction électronique prend en compte le potentiel 

de connexion en phase et en amplitude offert par l'optique halo

graphique cohérente tout en autorisant un schéma expérimental en 

une seule voie. 

La seconde partie du chapitre concerne plus particulièrement 

la réalisation expérimentale que nous avons condensée pour 

publication. 

En résumé, le plan du chapitre est le suivant 

I - ARTICLE : "Optical inner-product implementation of 

neural networks models". 

II - DEVELOPPEMENT DE LA PARTIE EXPERIMENTALE 
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Optical inner-product implementation of 
neural networks models 

P. Lalanne, P. Chavel, and J. Taboury 

The Hopfield neural network mode! is described in terms of inner product, i.e., as a matched filtering step 
followed by a pattern synthesis step. Optical implementation by two cascaded coherent filtering setups with 
holographie matched filters is described. Sui table encoding of information in the form of bi polar (positive or 
negative) amplitudes in one hologram and of non-negative amplitudes in the other allows one to deal only with 
non-negative quantities in the input and output planes, thereby avoiding use of multiple channels and 
coherent detection. The performance of this scheme is analytically evaluated. The above coding can 
moreover be adapted to the cases of nonzero average memorized states and to the higher-order models 
associated to Hopfield's algorithm. Numerical simulations and experimental results are presented to 
illustra te the analysis. 

1. Introduction 

Recent literature about neural associative optical 
memories describes matrix-vector product implemen
tation1 of models such as those of Kohonen or Hop
field.2·3 On the other hand, other workers have shown 
that sorne of these models are also suitable for inner
product schemes based on VanderLugt correlators in
volving scalar products.4- 11 We concentrate here on 
the latter, where offers the possibility of extension to 
higher order, i.e., multineuron synapses models, there
by allowing us to incorporate sorne translation invari
ance5·6 and to increase strongly the network capacity 
with respect to both the number of stable stored 
states7- 10 and the convergence radius. 11 

Two general approaches for feedback can be consid
ered: optoelectronic feedbacks and all-optical feed
backs. The feedback in associative memories has to 
comply with the following three constraints: (1) the 
bipolar character of information has to be taken into 
account; (2) gain is needed; and (3) the output pattern 
sampling must be compatible with input pattern sam
pling to a void an unwanted spatial structure. Optoe
lectronic feedback easily provides high gain and sam
pling but a priori requires two channels because of the 
quadratic nature of receptors and of the complexity of 

The authors are with Universite de Paris-Sud, Institute d'Opti-
que, L.A. au CNRS, B.P. 43,91406 Orsay CEDEX, France. 

Received 1 April1988. 
0003-6935/89/020377-09$02.00/0. 
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interferometrie detection. On the contrary, all-opti
cal feedback using nonlinear crystals could allow one 
channel implementation but are not well suited for 
gain and sampling. In Sec. II, we first describe the 
setup considered. In Sec. III, we propose a solution to 
the bipolarity problem for a one-channel setup taking 
advantage of optoelectronic feedback with electronic 
detection. Then we analyze the capacity of the net
work so implemented and show that our proposition 
allows a large storage capacity. 

Moreover, the Hopfield model shows poor perfor
mance in the case ofmemorized patterns having either 
a nonzero average or sorne correlation with each other. 
This is shown, for example, in Ref. 12. In Sec. IV, we 
propose a solution for the efficient storage of indepen
dent patterns with nonzero average, using a simple 
preprocessing which does not modify the shape of the 
pattern. In Sec. V, we extend our algorithm to higher
order models, and we present illustrative experimental 
results in Sec. VI. 

Il. lnner-Product Optical Implementation 

A. Philosophy of the lnner-Product Approach 

While neural networks in general share little with 
Fourier analysis, it turns out that the optical inner
product implementation of the Hopfield model can 
straightforwardly be understood in terms of Fourier 
optics. Before we proceed with the analysis, we devel
op this explanation to make further discussions more 
intuitively clear. 

As shown in Fig. 1, five planes are involved. The 
optical setup can be thought of as implementing the 
synaptic interaction between neurons. The input 
plane I describes the state of activity of neurons result-
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Lens 

Fig. 1. Optical inner-product implementation of the Hopfield 
mode!. 

ing from either external input or previous interactions 
between neurons. Each pixel corresponds to one neu
ron, and for the best accommodation with optics, the N 
neurons (i = 1-N) are arranged in a bidimensional 
array, thus forming an image X. The vector notation 
for X indicates that the image is considered as a vector 
with N components. 

Thanks to a lens not shawn in Fig. 1, the laser bearn 
converges in plane H 1, thus producing the coherent 2-
D Fourier transform of plane I onto the Fourier fil ter of 
plane H1. We use the converging optical Fourier 
transform setup.13 The first lens conjugates plane I 
and plane Ma, while the fil ter is responsible for forming 
in plane Ma the amplitude correlation between the 
input and sorne impulse response. In practice, the 
fil ter is likely to be an hologram, so that the useful part 
of plane Ma may be shifted off-axis in the direction of 
arder 1 of the hologram; this shift, however, has not 
been represented in the figure for simplicity and be
cause it is only imposed by practical constraints relat
ed to filter implementation. 

The filter H 1 is an angularly multiplexed ma~ched 
fil ter of theM memorized states my (m = 1-M) of the 
neural network. Its impulse response is shawn in Fig. 
2. E~:~,ch memorized state is a pattern of N pixels, and 
the filter is the sum of VanderLugt14 filters of all M 
memorized states, each with a different carrier fre
quency so asto avoid overlap. The impulse response 
consists of the M memorized states next to each other. 
In plane Ma, the amplitude distribution consists of the 
correlations of the input plane amplitude with each of 
the memorized states. It should be noted here that 
these correlations involve the input and memorized 
states as functions of two variables rather than as 
vectors with N components as indicated by the nota
tions X and my, The vector notation, however, is 
chosen for its adequacy to the analysis in the next 
sections, and the correlation peak values are the same 
in 1-D and 2-D notation. Our vector notation is essen
tially the so-called lexicographie notation commonly 
used in the field of digital image processing. 

In plane Ma, a mask selects the centers of the M 
correlations as in Ref. 15. One consequence is that the 
recognition of our setup is not invariant by translation. 
However, as the work of Ref. 6 shows, an SLM with an 
appropriate input-output relationship placed in plane 
Ma would allow shift invariance. The light leaving Ma, 
therefore, consists of M spherical waves originating 
from theM correlation peaks, each weighted according 
to the correlation peak value, which measures the simi
larity between X and mY, The first lens, which images 
input plane I onto the correlation plane, is also used to 
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Hologram Hl 
+ 

Lens 

Fig. 2. Impulses response of filter H 1 is the set of ali memorized 
states next to each other. H 1 is in practice a hologram, so that the 
useful part of the impulse response appears off-axis, but this pecu-

larity is not included in the diagram for simplicity. 

x ~1 - .,:- < v1 ' 
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________] -1 

a) threshold - 0 

>v1 

x~ 1- .f" (v 1) 
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b) Threshold w > 0 

>v1 

Fig. 3. Transfer function of the thresholding amplifier in the feed
back loop of neuron i: (a) zero threshold; (b) positive threshold w. 

image hologram H 1 onto hologram H 2• Due to the 
spherical converging illumination of I, H1 acts as a 
Fourier filter on I; because H1 and H2 are conjugated 
through the first lens, plane Ma is illuminated by a 
spherical wave converging onto H 2• Therefore, H 2 acts 
as a Fourier filter on Ma. This would not be true 
without the above described double conjugation 
through the first lens. A second lens placed sorne 
distance after H2 allows one to observe the final out
put. lt can be shown16 that the whole setup is equiva
lent to the one of Fig. 3 of Ref. 15, which uses the well
known f-f-f-f configuration. However, Fig. 1 is much 
more compact. W e turn now to the more detailed 
qualitative explanation of the setup operation. For a 
first presentation, it is useful to consider H2 as identi
cal to H 1, although differences are discussed later. 
Both H1 and H2 are thin elements, showing a good 
degree of shift invariance. 

Each·of theM correlation peaks, therefore, recon
structs in the output plane 0 the impulse response of 
the filter in H 2, i.e., images of all the memorized states 
my, m = 1-M. In those M2 terms, one recognizes M 
autoassociative terms, with the correlation peak m 
reconstructing the memorized state my, m = 1-M and 
M(M- 1) crossed terms. Proper setting of the dis
tances involved allows superimposition exactly of the 
M autoassociative terms and avoidance of any overlap 
with the other M(M- 1). This is suggested in Fig. 2 
with A,O,X,Z representing four memorized states. 
The output is, therefore, a weighted superposition of 
all memories. The memorized pattern most similar to 
X say, 1Y, is dominant and can be called the signal, 
while all others create a noise. 

A detector in plane 0 is followed by a nonlinear 
amplifier at each neuron, which in turn triggers the 
state of the input X at the corresponding neuron in 
plane I. This feedback loop describes the behavior of 



the neuron itself, so that the neuron input is the optical 
system output àlâ viceversa. Because of the thres
holding nonlinearity, shPwJJ. in Fig. 3, it is not easy to 
implement the feedback optically. This possibility is 
not discussed here. The optical systems, therefore, is 
restricted to implementing the interconnections be
tween neurons, i.e., the synapses: It is well known in 
any case that optics is particularly suited to intercon
nections and that neural networks are demanding in 
terms of interconnections. 

It can be mentioned here that the above description 
is valid for so-called autoassociative memories, be
cause the patterns recognized by the first filter (in 
plane H 1) are the same as those reconstructed by the 
second filter (in plane H 2). The same optical setup, 
but not the feedback loop, can be adapted to heteroas
sociative memories just by using in plane H2 a filter 
with impulse responses mz instead of my (m = 1-M). 

B. Analysis of the Hopfield Model Implementation 

Let the input X consist of N neurons with two possi
ble states, active and inactive, active corresponding to 
amplitude + 1, and inactive to amplitude -1. Similar
ly, the memorized patterns mw consist of N neurons 
with amplitudes + 1 and -1. W e note that my = lf2 
(mW + 1) so as to introduce vectors my with binary 
values 0 and 1. Thus, my and mw are two image 
descriptions of the same memorized state. In the fol
lowing, we shall keep this notation. 

In the Hop field model implementation, the mask Ma 
is made of pinholes selecting the centers of all correla
tions between the 2-D functions representing X arid 
mw. These correlation peaks can simply be regarded 
as the scalar products x . mw in vector notation. 

Apart from constant factors, the useful part of out
put plane 0 receives an image of each mw weighted by 
the corresponding scalar product. As already men
tioned, the other terms can be masked out. The useful 
part is, therefore, 

M 

V= I mw(x.mw), (1) 
m=l 

where Vis an output vector which, as can be seen from 
Eq. (1), is not restricted to binary values. The compo
nents vi are called potentials. 

According to the Hopfield model, the thresholding 
amplifier operates on each component Vi of V. Figure 
3(a) represents the typical transfer relationship f(VJ 
of the amplifier. It has been shownl7 that a sigmoid 
curve with a reasonably sharp slope leads to basically 
the same behavior as a discontinuous sign function, so 
that only the latter is considered here, leading to the 
required + 1 or -1 binary behavior for the updated 
input X: 

x; = updated X; = f(V;). (2) 

Equations (1) and (2) together can be rewritten 

x; = t(Î Tijxj) , (3a) 
j=l 

with 

M 

T,j = Imw,mwj, (3b) 
m=l 

which is the standard formulation of the Hopfield 
model with the Hebbian learning rule expressed by Eq. 
(3b). 

The principal difficulty in the optical implementa
tion ofEqs. (1) and (2) by the setup of Fig. 1 arises from 
the bipolar quantities involved. The solution pro
posed is developed in the following section. 

Ill. Problem of Negative Quantities 

A. How to Tackle the Negative Neurons and Synapses 

Let us first show that negative quantities must be 
involved indeed and then propose a solution compati
ble with the square-law behavior of optical detectors. 

For the sake of specificity, we consider here the case 
where the input X is one of the memorized states, 
namely, 1Y. The purpose is obviously to recognize 1Y 
as one of the stable states of the system. 

W e first examine the case w he re none of the quanti
ties involved can be negative. Then Eqs. (1) and (2) 
combine into 

X' =f(S+N), (4a) 

where the signal and noise vectors S and N are defined 
as 

s = 1YrtY. 1Y), 

M 

N= I myey.my), 
m=2 

(4b) 

(4c) 

Obviously, cross-correlations are positive; for random 
my states, the noise is a positive bias building up lin
early with increasing M. The signal is sim ply 1Y itself 
weighted by its number of ones. The threshold in 
function f cannot be set to zero but must take into 
account the estimated mean and fluctuations of signal 
and noise. 

On the other hand, let us now examine the bipolar 
case where the my are replaced by mw for all m. Th en 
the average scalar product 1W · mw is zero (this as
sumption is considered in more detaillater), and there 
is no noise bias buildup. Only noise fluctuations de
pend on M, and they increase proportionally to p;;J. 
The signal components are all exactly +Nor - N. 

It is, therefore, clear, and it can be justified analyti
cally, that the performance of neural networks involv
ing bipolar quantities is superior to that of non-nega
tive networks. The optical implementation of the 
latter, however, is not straightforward. Admittedly, 
interferometrie control of the complex amplitude bath 
in the input and output plane could be used, but not 
without considerable burden. To avoid this, the stan
dard solution is to process positive and negative quan
tities in separate channels and then combine the re
sults electronically after detection. The scalar 
product 1W ·mw would involve four channels. This 
approach is obviously unappealing. 

A much nicer solution can be derived from carefully 
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distinguishing-beiWe-ê,~polar neural states and bi po
lar interactions l'Setween neurons, i.e., excitatory and 
inhibitory synapses, as:=ïn fact was done by Hopfield 
himself.3 There is little to be gained from bipolar 
neurons, provided interactions between neurons can 
be bipolar. Specifically, in Eq. (4c), the term 1Yin the 
scalar products denotes the input vector of the optical 
setup of Fig. 1. The term my outside the scalar prod
ucts represents the state created in the optical output 
plane 0 by filter H 2• These two can be kept non
negative without a substantial loss of performance, 
provided the term my in the scalar product, coming 
from the matched filter Hl> is replaced by a bipolar 
term mw. We then replace Eqs. (4b) and (4c) by 

s = 1Y[IW. 1Y), 

M 

N = L my(mw. ]Y), 

m=2 

(5a) 

(5b) 

or more generally, for a random non-negative input 
vector X, 

X'=f(V), (6a) 

M 

V = S + N = L my(mW. X). (6b) 

m=l 

This approach is, therefore, equivalent to forming a 
synaptic matrix (often noted Tij in the literature) as an 
outer product of uni polar (0,1) and bi polar ( -1,1) vec
tors and then reading it out with a unipolar vector. 

From Eq. (5b), the noise term can be positive or 
negative and no bias buildup occurs. Only noise flùc
tuations increase with increasing M. From Eq. (5a), 
the signal term is 1Y weighted by its own number of 
ones. A nonzero threshold w for function f [Fig. 3(b)] 
can be found to separate the case 1 Yi = 1 from the case 
1 Yi = 0, as will be shown analytically in the following. 
More precisely, the resulting output plane amplitude 
Vi = Si + Ni in Eqs. (5), is bipolar. It will be shown 
that, because the average S + N is zero if 1 Yi = 0 and 
nonzero if 1 Yi = 1, a threshold can be found to separa te 
the two cases even if a square-law noninterferometric 
detector is used tome as ure the output intensity, which 
at each neuron i is (Si + N;) 2• We can, therefore, 
implement the optical setup of Fig. 1 with only one 
channel and with non-negative input and output, re
stricting the bi polar quantities to the coherent impulse 
response of the filter H 1, which is straightforward at 
least with computer generated holograms. 

B. Performance of the Algorithm and Optimal Value of 
the Threshold 

In this section, we develop analytically the above 
ideas in the case of random zero mean uncorrelated 
memorized states mw, i.e., 

(mW;) = 0 for ail i and m, 

(mW;. m'W;) = li(i- i',m- m'), 

(7a) 

(7b) 

where the latter Kronecker notation is equal to zero 
except if (i,m) = (i',m'), in which case it is obviously 
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equal to unity. More precisely, as assumed by Hop
field, 3 we assume that all m wi are independent random 
variables with 

prob(mW; = 1) = prob(mW; = -1) = 1/z. 

Such a calculation was presented earlier18 but not in 
our case of non-negative neurons and bipolar interac
tions. Also, the determination of the optimal thres
hold for the thresholding nonlinearity f with a square
law detector is specifie to our proposed optical imple
mentation. 

As in Eqs. (5), we consider the case where the input 
vector X is one of the memorized states, namely, 1Y. 
To evaluate the behavior of the algorithm, we are going 
to examine the statistics of the signal si and the noise 
Ni. 

Si in Eq. (5a) is equal to 0 with probability% (case 
1 Yi = 0). ln the 1 Yi = 1 case, and for a large number of 
neurons N, the scalar product 1W · 1Y, according to the 
central limit theorem, is Gaussian distributed as the 
sum of N independent random variables with identical 
probability laws. Its average is N /2, and its variance is 
N/4. 

Let us nowexamine the noise [Eq. (5b)]. As the sum 
of N independent random variables, the scalar product 
mw · 1y with m ?"' 1 is also Gaussian distributed for 
large N. In the Appendix, we show that the two scalar 
products mw· 1Y and m'w · 1Y are decorrelated for m 
?"' m', and since they are Gaussian distributed, they are 
two independent random variables. Moreover, be
cause myi and m'yi are also independent, the noise Ni is 
the sum of (M - 1) independent random variables. 
Th us the noise is also Gaussian distributed for large N. 
According to Eqs. (7a) and (7b), the mean value of the 
product m Wi · 1 Yi is equal to zero. In consequence, the 
average value of the noise is zero. Its variance Œ2 is 

M 

0"2 = L <mYf(mW. Iy)z) 

m=2 

M 

+ L (myim'Y;(mW .Iy)(m'w .IY)). (8) 

m,.=m'~l 

The second term is equal to zero according to the above 
properties of independence and zero mean. W e ne
glect the term mwi · 1 Yi in the scalar product mw· 1Y. 
Simulations results and theoretical predictions19 show 
nearly identical performance for the versions with 
nonzero-diagonal and zero-diagonal elements of the 
synaptic matrix. Its importance is of the order 1/N. 
Consequently, 

(mYrw. 1y)z) ""' (mY;) ((mw. Iy)z), 

and the variance can be written as 

0"2 = (M- 1)/2 ((mW. Iy)z). 

Moreover, 
N 

«mw .ty)2> = I <mVVJ> eYJ>. 
j=! 



. ., +"" <mwmw 1y1y) .""' ~ ~"'-L 1 k 1 k · ;t:• ·. j;<k 

The second term is~èqual to zero and the first one to 
N /2. Th us we have 

2 _ (M-1) ·N 
IJ - • 

4 
(9) 

1. Evaluation of the Threshold w 
The new pixel state after plane 0 is determined by 

ther respective values of the incoming intensity and 
the threshold w2• Since the amplitude incoming on 
pixel i is bi polar in phase (0, 1r), we can consider w or -w 
as the threshold values in the associated amplitude 
domain. 

In Fig. 4, the probability density function of the 
potential V; is shown for the cases mY; = 0 and mY; = 1. 
(The dispersion of the signal has been omitted for 
simplicity in the case m Y1 = 1.) 

If the signal is equal to zero 1 Y; = 0, the probability 
that the incident intensity on pixel i is smaller than w2 

is equal to the probability that the potential acting on 
neuron i belongs to the interval [-w;w]. So we have 

prob(X'i = ojl yi = 0) = --exp - ~ds J
w 1 2 

~w IJ.j21r 21J 

= 1- 2Q(w/<J), (10) 

where Q(x) is the function 

l
oo 1 t2 

Q(x) = -exp- -dt. 
x .j21r 2 

For the opposite case where 1 Y; = 1, the probability 
that the incident intensity on pixel i is larger than w2 is 
equal to the probability that the potential belongs to 
the interval]-oo;-w -a]+ [w- a;+oo[. Thus we have 

J
oo ds -(s- N/2)2 

prob(X'i = 1/1 Yi = 1) = --exp--'----:-'-'-
~oo ~27rN/4 N/2 

J 
dt -t2 

X --exp-
<J.j21r 21J2 

J-oo;-w- s] + [w- s;oo[ 

1 
Joo ds -(s - N/2)2 

= - ~oo ~27rN/4 exp N/2 

J
w dt -(t- s) 2 

X --exp 
2 ~w IJ.j21r 21J 

(lla) 

After one integration in the variables, we obtain 

prob(X'i = 1fl Yi = 1) = 1 - --J
w 1 

~w~27rNM/4 

(t- N/2)2 

X exp - NM/2 dt 

= 1- Q(~~~~:) 
+ Q(w + N/2) . (llb) 

~NM/4 

The evaluation of w can be obtained by writing that 

0 l thresholded lntenslty 

1 

1 i ' 

'i ! \ ' ' / \ 
' ' 

i 1 \ 
•' 1 _y ~ 

__ /( ~-- , ,x; 
0 N/2 N/2+ W ~w 

1 
___ :case Y

1
= 0 

w 

1 
--:case Y;= 1 

Fig. 4. Probability density function vs the potential acting on 
neuron i: (a) ---, m Yi= 0; (b) --,rn Yi= 1. A nonsignificant value 

of IJ was chosen for clarity. 

the two probabilities [Eqs. (lü) and (llb)] are the 
same; so we have 

( w ) _ Q(N/2- w) Q(w + N/2) (12) 2
Q ~N(M- 1)/4 - ~NM/4 - .yNM/4 . 

With the following expansion of Q(x) for large x, 

1 1 x2 
Q(x) =--exp--, 

.j21r x 2 

itis possible to showthat for largeN, Eq. (12) leads to w 
~ N /4. The largest term neglected is proportional to 
M, and, as shown in the next paragraph, it can be 
neglected for large N. This intermediate value of w ~ 
N/4 between the two mean values of the signal can be 
found directly. Indeed, if we neglect the dispersion of 
the signal in Eq. (lla), this equation becomes 

prob(X' = 11(1 Y= 1)) = --exp dt 
J 

1 -(t- N/2)2 

1 1 IJ.;z:;r 21J2 

J-oo;-w] + [w;+oo[. 

If, for this Gaussian integral, the contribution of 
interval]-oo;w] + [N/2 + w;+oo[ (see Fig. 4) can be 
neglected, the latter probability can be written: 

J
w 1 -t2 

--exp-
2
dt. 

+w~N/2 IJ.j21r 21J 

The comparison of the latter expression and Eq. (lü) 
immediately leads to w- N/2 = -w, i.e., w = N/4. 

This approach will be used in Sec. V, and the approx
imation is discussed. 

It is noticed that this expression of w corresponds to 
the equality of the SNR for X'; = 0 and X'; = 1. The 
SNR is in this case 

SNR = (signal) - w _ /fiT 
noise variance - 'J 4M · (13) 

Comparison with previously published work20 shows 
that using non-negative quantities does not alter the 
result dramatically. Only a factor of f2 in the SNR is 
lost. 

2. Evaluation of the Maximum Number of Stored 
States 
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The probabil,ity 4> _t_hat, 1Y being presented at the 
input, no errorl:ppears-after one iteration is 

P = 1 - 2Q --- "" 1- 2NQ -- · ( ( l'f· ))N ( N ) 
~4NM 4NM 

(14) 

In the thermodynamic limit (large N) and using the 
conservative condition of stability given by 

P~1, 

we easily find that SNR 
N-+co 
-----';> ""· 

More precisely, according to the latter expansion of 
Q(x), we can show that 

N 
SNR = -- "" ~2lnN. (15) 

~4NM 

From Eq. (15) it appears that the capacity of the 
model, i.e., the maximum number ofmemorized states, 
is 

1 N 
Mmax"" SinN' (16) 

If we compare this result with previous results,20 we 
can see that the use of positive neuronal threshold 
decreases the capacity by a factor of 2. 

With N = 50, Fig. 5 shows the evolution of the 
convergence radius at a probability of 0.9 IP c.< [1 -
Q(~2ln50)] 5üj, defined in Ref. (8), as a function of the 
number M of stored patterns. 

Curve a) corresponds to the original Hopfield model 
with (-1;+1) states. The SNR is ~N/M.2° Curve b) 
corresponds to the Hopfield model with (0;1) neuron 
states: SNR = ~N/(2M).2° Curve c) corresponds to 
the model discussed. For small values of M, our algo
rithm is by far inferior to previous ones. The differ
ence between curves b) and c) which both correspond 
to unipolar neuron states is due to our modification. 
Because the scalar product mw · 1Y is equal to the 
difference between the number of ones of my and the 
Hamming distance between the states m and 1 [see Eq. 
(18)], the convergence radius is atmostequal to N/2 for 
the model of curve b) and uncorrelated patterns. For 
our model, because we introduce a positive value of the 
threshold w = N/4, the convergence radius is at most 
equal to N/4. This difference is particularly notice
able incurves b) and c) for small values of M, because 
the convergence radius for small M reaches its upper 
bounds (N /2 and N /4). However, when the network is 
used near its maximum capacity, i.e., for large M, it is 
noticeable that the three models almost have the same 
behavior, which is the expected result in the thermody
namics limit, according to SNR calculations. 

IV. Extension of the Algorlthm to lndependent PaHerns 
wlth Nonzero Average 

In this section, we study how the previous algorithm 
can be modified when the memorized states wm are 
not zero mean. 
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Fig. 5. Convergence radius at 0.9 vs the number of stored patterns 
for N =50. Hopfield mode! (a) with neuron states ( + 1,-1), (b) with 

neuron states (0,1); (c) proposed algorithm. 

A. Preliminaries 

The only part of the algorithm which can be easily 
modified in an implementation is the term mw of Eq. 
(6b). To take into account the nonzero average, we 
propose memorizing theM patterns in filter H 1 of Fig. 
1, not in filter H 2, as follows. mwi is to be replaced by 

mw.= 1 ' {(3
m if mw.= 1 

1 --ym if mW;= -1. 
(17) 

If we denote by N~ the number of ones of mw and 
dH(m,m') the Hamming distance between my and m'Y, 
the scalar product mw· 1Y can be written as follows: 

mw, ly =% !((3m + 'Ym) (Nj"- dH(m,1)] + ((3m- -ym)NlJ. (18) 

The case {3m = 'Ym = 1 for all m was studied in Sec. III. 
Because N~ and dH(m,1) were Gaussian distributed 
with mean value N /2, Eq. (18) can be used to show that 
cross-correlations were equal to zero on the average, 
whereas mean values of autocorrelations were equal to 
N/2. 

Now le't us consider stored patterns with 

(Nj") = ÀN for ali m, 

(dH(m,m')) = cxN for ali m and m'. (19) 

We require that the scalar product in Eq. (5) show 
normalized autocorrelation terms and zero mean 
cross-correlation terms, i.e., 

(mw· 1Y) = No(1,m). 

Equations (18), (19), and (20) then imply that 

l
(3m = 1/À 

2À- ex • -ym=--
Àcx 

B. Evaluation of the Capacity of the Algorithm 

In this part, we assume that 

- prob(mY; = 1) = À for ali i and al! m, 

(20) 

(21a) 

(22a) 



- !mY;l i = J9 .. . ,N andm = 1, ... ,Mare 
.:f. '-~· 

independent random variables. (22b) 

With these hypoth~;~s, -we show in the Appendix 
that the number of ones of any pattern is Gaussian 
distributed with variance equal to NÀ(1 - À.), and we 
show that the Hamming distance is also Gaussian dis
tributed with mean value 2\N(1 - À). 

The value of (3m and 'Ym given by Eq. (21) is then 

{3m = {3 = 1/À and 'Ym = ')' = 1/(1 - À) V m. (21b) 

The evaluation of the capacity is analogous to the 
previous one (Sec. III). Thus we only give the main 
results without further development. The variance of 
the noise is for large N: 

2 (M-1)lli (J = 
1-À 

(23) 

The evaluation of w leads to 

( 
N-w ) ( w+N ) 2 ( w ) 

Q Mlli/(1- À) - Q Mlli/(1 -À) = Q (M- 1)lli/(1- À) 

(24) 

In the thermodynamic limit, we can choose w = N /2 
for the decision threshold between the 1 and 0 state 
X'i, and we have 

SNR = /N(1- À) 
'/ 4MÀ ' 

(25) . 

M _11-À N 
max-g -À lnN• (26) 

We can notice that Eqs. (25) and (26) with À. = %are 
consistent with Eqs. (13) and (16). The threshold 
valueN/2 insteadofN/4 is due toEq. (21) bis whichfor 
À. = lf2 implies (3 = 'Y = 2 instead of one. 

V. Higher-Order Models 

A. Qualitative Discussion 

Equation (6) involve linear weighting of the recon
structed memorized patterns my by the correlation 
peaks. In Sec. IV. A, we have paid attention to correla
tion peaks [see Eqs. (18) and (20)], because the correla
tion peak strength is taken as a measure of evidence of 
the recognition. Consequently, any increasing func
tion of the correlation X· mW may be adequate as well. 
A positive concavity function, in particular, enhances 
the highest degree of correlation against all others, 
thereby decreasing the noise level. One analytically 
simple way to proceed along these lines is to raise the 
correlation X· mw to the nth power. It can then be 
shown that, if n is an integer, the synaptic interconnec
tion matrix ofEq. (3) is replaced by an entity implying 
connections between more than two neurons. These 
multineuron synapses models are often called higher
order models.9,10 

In terms of optical implementation, the positive con
cavity is achieved straightforwardly in the setup of Fig. 
1 by adding to the pinhole mask in plane Ma a spatial 
light modulator (SLM) responding nonlinearly to the 
incoming intensity.6- 8 The SLM amplitude transmit-

tance receiving intensity 1 is t(I), an increasing func
tion of 1. Therefore, if the incoming amplitude at 
sorne point is X · mW, the amplitude after the SLM 
from that point is 

Am=x.mwtqx.mWI 2
). (27a) 

It is important for future discussion to note here that 
the sign of the correlation is preserved as long as func
tion t(I) does not show phase variations. In what 
follows, a power law model will be used for function t 
because it is analytically convenient: 

t(I) = t'0
, (27b) 

so that 
Am= (X, mW)2no+l. (27c) 

Since n0 may not be an integer, but we want to indicate 
that the sign is preserved, we shall note 

Am= sgn(X · mW)IX · mWI", (27d) 

where n is a real number larger than unity and Eq. (6b) 
is replaced by 

M 

V= L my sgn(X • mW) IX· mWI"· (28) 
.,~1 

Clearly, the prevwus model sim ply corresponds ton= 
1. The effect of having n > 1 is a considerable increase 
of the capacity of the model.5,11 Reference 6 examines 
the case where the SLM is inserted in plane Ma but the 
pinhole mask is removed, with the effect of adding 
sorne translation invariance which is not shown by the 
Hopfield model, at the cost of sorne capacity decrease 
due to the light coming from the correlation functions 
outside the peaks in plane Ma. The latter case is not 
considered further. 

B. Quantitative Discussion 

We investigate the case where the input vector is 1Y 
as previously. According to statistics of Eqs. (22) on 
the average the signal term from Eq. (28) 

(S) = 1 Y;N". (29) 

With the previous results of Secs. III and IV. Bit is 
easy to show that the noise in Eq. (28) is Gaussian 
distributed with mean value zero and variance: 

rJ2 = (2n)! (M- 1)À(_!!_)n · (30) 
n!2n 1- À 

In the case 1 Yi = 0, the probability that X'i is zero is 1 
- 2Q(w/u). In the case 1 Yi= 1, the probabilitythatX'i 
is equal to unity is given by 

P=1- exp- --1~ du (u - N)2 lw dt 

-~ ~27rN(1- À)/À 2N(1 - À)/À -w (J,p;;r 
(t- un)2 

X exp- · 
2rJ2 

(31) 

For large N, the width of the variable u in the first 
integral is proportional to Nl/2• In the second integral, 
it is proportional to (M- 1)112n • Nl/2. Consequently, 

-
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Fig. 6. Stored patterns of the experimental setup. 

for M very large with respect unity, the first Gaussian 
function is narrower than the second one. This leads 
us to consider the first integral as a Dirac distribution 
to obtain at least an order of magnitude of the result. 

With s = (t- un)/0' and 

Eq. (31) becomes 

ro fr; r2 w-u" ds s2 
P = 1 - J -dr exp-- J " -exp -- · 

-ro 27f 2/N _w+u" .p;; 2 
" 

(32) 

If we remember that 

fN r2 
yz; exp- 2/N 

behaves as the Dirac distribution for large N, P be
haves as 

w-Nn 

J
- ds s2 

P"" 1 - " -exp -- · 
_w+N" .p;; 2 

" 

(33) 

As previously, w can be found by the equality of the 
two probabilities. For large N, it is easy to find ~hat 

w ""N"/2, 

SNR"" 
n!2n(l - À)nN" 

4(2n)!(M- 1)À 

1 2nn!' (1 - À)n N" M , ________ , 
max 8 (2n)! À lnN 

(34a) 

(34b) 

(34c) 

Equations (34) are generalizations of Eqs~ (25) and 
(26). In Eq. (34c), the dependence of tli.e maximum 
storage capacity with power law n is remarkable. As 
shown by Owechko et al.6 shift invariance can be so 
implemented with a loss of only one unit in the expo
nentN ofEqs. (34b) and (34c). 

VI. Experimental Setup 
The experimental setup corresponds to Fig. 1 with 

coherent illumination of the object by a spherical wave 
converging in plane H1. The holograms H1 and H2 are 
Lohmann-type computer generated holograms21 re
corded on thin plates. W e choose N = 64 and M = 4; 
data are presented in the form of 8-X 8-pixel binary 
images. Because of their multiplexing, holograms H1 
and H 2 are coded with 16 * 32 pixels. They are, there
fore, quite easily and speedily obtained using any kind 
of computer. The stored states are four letters of the 
alphabet (see Fig. 6). These patterns are well correlat
ed. Their Hamming distances vary between twenty
two and forty-eight. Thus we choose ad hoc values for 
the parameters (Jm and 'Ym for hologram H1 to ensure 
the stability of the four states. 
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a) b) 

x Et 
A a a 
c) d) e ) 

Fig. 7. Experimental results: First test: (a) input; (b) output 
(case n = 1). Second test: (c) input; (d) output (case n = 1); 

(e) output (case n = 2). 

The results shown in Fig. 7 are realized without any 
feedback. The neuron thresholding nonlinearity is 
obtained with a hard clipping emulsion plate. More
over, in the correlation plane, the suitable spatiallight 
modulator has been simulated with a set of photo
graphie nec densities chosen so as to obtain the case n 
= 2 and placed just behind the holes of the correlation 
plane. In this setup, no shift invariance was involved. 

In Fig. 7, (b) corresponds to the output when (a) is 
presented in the object plane in the case n = 1. Where
as with the input (c), the leter X is not retrieved in case 
n = 1 [Fig. 7(d)], the desired convergence is obtained 
with the SLM (n = 2) as can be seen in Fig. 7(e). These 
experimental results demonstrate the faisibility of the 
proposed algorithm. This was our main intention in 
this experiment. 

VIl Conclusion 
A new algorithm absolutely suitable for optical im

plementation was proposed. It was justified in an 
experimental situation. The theoretical perfor
mances of this algorithm were shown to be basically 
equivalent to previous results des pite the simplicity of 
the optical implementation permitting only one chan
nel. Moreover, theoretical calculations have proved 
that this algorithm is compatible with nonzero average 
information. Finally, thanks to its ability to access 
correlation domains, the inner-product optical neural 
setup allows implementation of additional nonlinear
ity, improving the storage capacity and SNR. This 
beneficiai effect has been justified with calculations 
and experimental demonstration. 

Appendix 

The hypotheses are those of Eq. (24). The number 
of on es of pattern m is given by 

N 

N'{'= L myi• 

i=l 



According to E-.9-. (.22al, the mean value of m Yi is À. 
Thus we have "!' -

((Njm)2- >..2~) =-~(,;;Yi) 

+ L (myi • my;) - À2~. 
iJ(i~j) 

Equation (22b) implies that (myimYj) = (mYi) (mYj) 
= Àz. So ( (Nl,J2- À2N2) = f...N + (N- l)NÀz- À2N2 = 
NÀ(l- À). 

The Hamming distance between patterns m and m' 
can be written% (N- mw· m'W). So, on the average, 

(dH(m,m')) = i( N-f (mW;)(m'w;)) • 

However, assumption (22a) implies that (mW1) = 2À-
1. Thus we have (dH(m,m')) = 2f...N(l- À). 

In conclusion, as the sum of independent random 
variables, N;,and dH(m,m') are Gaussian distributed 
with mean value f...N and 2f...N(l - À). 
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II. DEVELOPPEMENT DE LA PARTIE EXPERIMENTALE 

1. DESCRIPTION GENERALE 

Le schéma du montage est celui de la figure 25. Les neurones 

du plan d'entrée au nombre de 64 (N = 64) sont répartis dans un 

tableau bidimensionnel de 8 par 8. Les quatre états mémoires sont 

les quatre lettres de l'alphabet représentées sur la figure ci

dessous : 

XZOR 
L'algorithme proposé est assuré optiquement par un double 

filtrage des fréquences spatiales. Pour cela, la lentille L1 de 

focale f 1 assure une double conjugaison, d'une part, entre le 

plan d'entrée et le plan de corrélation (grandissement - 1/2) et, 

d'autre part, entre les plans des hologrammes H1 et H2 (grandis

sement - 2). En outre, la lentille Lz de focale f 2 conjugue le 

plan de corrélation et le plan de sortie. 

Notons p 2 la surface d'un pixel.(neurone) du plan d'entrée. 

Le théorème d'échantillonnage permet le calcul d'une borne infé

rieure p' du pas d'échantillonnage de l'hologramme H1 • 

p' = 
À 3/2 f, 

p{N 

où 3/2 f 1 est la distance entre le plan d'entrée et celui conte

nant l'hologramme H1 • La réponse percussionnelle de l'hologramme 

H1 est représentée sur la figure 26 dans son ordre 1. Le multi

plexage est assuré par un suréchantillonnage d'un facteur deux 

horizontalement et d'un facteur 2M (M=4) verticalement assurant 

l'absence de chevauchement entre les différentes lettres. 
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V. (t+6t) = H ( F~ 
1 1 - w2 ) 

M 

( i. with L: \!_· t"tJ. w ".' 1 . vrr: = F. 
m=l J • \. ].J 1 1 

"'--.. 

PLAN FINAL 

\ 
(photorécepteurs) 

~ 
coherent 

Figure 25 Schéma expérimental. L'expression des forces synapti
ques a été rappelée de façon à la mettre en correspon
dance avec le montage. 
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La première partie du montage jusqu'au plan de corrélation 

assure un premier filtrage des fréquences spatiales sous l'action 

d'un éclairage cohérent et convergent issu d'un objectif non re

présenté sur la figure 25. Le rôle de l'hologramme H1 se ramène à 

la convolution de l'état des neurones par la transformée de Fou

rier de ce même hologramme. La lentille L1 assure alors l'image

rie de cette convolution. La taille des lettres qui seraient is

sues de la transformée de Fourier de H1 étant fN p, la distance 

qui séparerait deux pics de corrélation du plan objet serait 2fN p 

(voir figure 26). En conséquence, le grandissement -l/2 entre le 

plan objet et le plan de corrélation assure que la distance entre 

pics de corrélation voisins est fN p. 

La conjugaison des deux hologrammes H1 et H2 permet de voir 

que le facteur de phase sphérique dû à l'optique géométrique est 

dans le plan de corrélation : 

exp ( -ik r 2 /3f1 ) 

Si nous supposons que les trous disposés dans le plan de 

corrélation peuvent être décrits mathématiquement par une 

fonction Dirac, l'amplitude transmise après le plan de 

corrélation s'écrit 

4 

L exp ( + ik r 2 13 f 1 ) 

m=l 

-+ -+ 

<
-+ -+ rn) (-+ v.~ &r- fN p ( 2m - 5) j - fN p 1) 

2 

avec i (resp. j) le vecteur unitaire horizontal (resp. vertical) 

dans le plan de corrélation. 

La seconde partie du montage a pour but, toujours en éclai

rage cohérent, de superposer dans le plan image I les quatre 

états mémorisés, chacun étant affecté d'une pondération égale à 

sa corrélation avec l'état du réseau du plan o. Ceci est réalisé 

à l'aide de l'hologramme multiplexé et synthétique H2 dont la ré

ponse percussionnelle est identique à celle de l'hologramme H1 , 

au fait près que les lettres n'y sont pas codées exactement de la 

même façon. Nous reviendrons plus loin sur le codage. 



Sou re 
ponctuelle 
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Hologramme Hl 
+ 

Lentille 

~ 

@] 

Plan de Fourier 

~ 

~ ..... . .. ', ... ---'-.:.:..: _;, . .-.-r- r -.. . . 
.z. 

--+1 1----

ŒJ 
[Il 

Figure 26 : Réponse percussionnelle de l'hologramme H1 • 
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L'interprétation de la seconde partie du montage est complè

tement similaire à la précédente puisque l'onde de l'optique géo

métrique converge dans le plan de l'hologramme H2 • Si l'on suppo

se que l'hologramme H2 est deux fois plus grand que H1 , la taille 

des lettres qui seraient issues de sa transformée de Fourier dans 

le plan de corrélation est deux fois plus petite que précédemment 

et vaut donc iN p/2. Si l'on considère l'ordre -1 de l'hologramme 

H2 , la lettre m y est obtenue à l'envers et son centre est situé 

en : 

\[Np 7 
1 + (2m-5) iN p/2 3 

De sorte que si l'on note tvm la lettre m, la transformée de 

Fourier de H2 s'écrit : 

M 

2: tvm *&(;-iN pi- (2m-5) iN p/2 3> 
m=l 

Le produit de convolution entre la réponse percussionnelle 

de H2 et le plan de corrélation s'écrit en conséquence : 

M M 
L L (tvm * & 

m=lm'=l 

-t 
(r fN pi (2m-5) iN p/2 3>) * (&<;-iN p 

i - (2m'-5) iN p/2 j 
(v . !t ·)) 

Cette somme se scinde en deux termes 

* la partie intéressante (signal) m=m' qui vaut 
M 

"" -tm (-t .... rn ) -t L.. tv V • W * & ( r) 
m=l 

M M 
* les termes m7m' qui s'écrivent L L 

m=lm7m' 

-tm tv 

* &<;- (m'-m) iN p 3> 

v . w <
-t .... m') 

La dimension d'une lettre étant fN p/2, ces derniers termes 

ne chevauchent pas le signal. 
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L'imagerie assurée par la lentille ~ permet de reconstituer 

dans le plan final le terme de signal avec un grandissement -2. 

L'amplitude de l'onde y est donnée par : 

M 

A 2:: (v 
m=1 

-+rn • w > 
-+rn r 2 

V exp- ik-
2x 

où A est une constante rendant compte de la propagation qui est 

indépendante de m et où x est la distance entre le plan final et 

le plan conjugué de H2 par la lentille ~ . Finalement, la détec

tion quadratique effectuée dans le plan final donne bien que le 

carré de la force Fi qui agit sur le neuronne i est proportionnel 

à : 

M 2 

2:(v 
m=1 

... rn • w ) vi 

en accord avec l'algorithme proposé. 

2. DESCRIPTION PRATIQUE 

a) Valeur des paramètres 

L'étude théorique précédente nous a montré qu'il suffit de 

nous donner le pas p, la longueur d'qnde À et la focale f 1 de la 

lentille L1 pour que tous les paramètres du montage (sauf f 2 ) 

soient fixés ; nous avons choisi 

À = 0.633 ~m (laser He-Ne de 20 mW). 

p = 0.125 mm 

f 1 = 250 mm 

f 2 = 400 mm. 

La valeur arbitraire de p a été choisie de sorte que p' et 

p" soient du même ordre de grandeur. Avec ces valeurs imposées, 

la taille de l'hologramme H1 est de 1.9 mm, celle de l'hologramme 

H2 est de 3.8 mm et la distance entre deux corrélations ou entre 

deux trous est de 1 mm. 
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b) Les hologrammes H1 et Hz 

Les hologrammes synthétiques ont été calculés à l'aide d'un 

ordinateur HP85A avec traceur 7470A. Le codage de l'amplitude 

complexe est celui proposé par A.W. Lehmann qui découle de la 

"méthode dite du détour de phase" [45-46] (Figure 27). 

En outre, les lettres mémorisées n'ont pas été codées réel

lement sous leur forme donnée par l'algorithme. En effet, afin 

d'augmenter la précision donnée par le traceur, nous avons donné 

à chaque lettre une phase également répartie entre 0 et 2TI tout 

en conservant leur amplitude : pour quatre objets échantillonnés 

sous forme réelle, le maximum d'information des hologrammes 

multiplexés aurait été codé en son centre dans les basses fré

quences. Une plus grande dynamique de codage a été obtenue avec 

le choix suivant : 

A(+ 1 ; - 1) 

0 ( ( 1 + i) /f2 ; - ( 1 + i) ;f2) 

X(+ i ; - i) 

Z((-l+i)\[2; (1-i)j\[2) 

Bien sûr, ces déphasages introduits au niveau de l'hologram

me H1 sont compensés par un codage similaire au niveau de l'holo

gramme Hz, ceci afin de respecter l'algorithme proposé. 

Après le tracé sur papier calque, les hologrammes sont ensui

te réduits environ cinquante fois pour H1 et vingt cinq fois pour 

Hz . L'hologramme, dans sa version définitive, est réduit sur une 

plaque à haute résolution type lA vendue par Kodak. 
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c) Trous du plan de corrélation 

Il a fallu faire un compromis entre la petitesse de la tail

le des trous du plan de corrélation et la quantité d'énergie 

lumineuse disponible derrière ce plan. La résolution dans le plan 

de corrélation étant de p/2, nous avons choisi arbitrairement de 

prendre des trous carrés de côté p afin d'avoir un éclairage 

quasi-uniforme du trou sans pour autant sacrifier trop d'énergie 

lumineuse. 

La non-linéarité supplémentaire introduite dans ce plan au

rait pu être réalisée avec une photographie. En choisissant le 

temps de pose de l'exposition du film de façon à se trouver pour 

les quatre pics dans ~a partie linéaire de la densité du négatif, 

le cas n=2 se trouvait réalisé. Nous avons préféré utiliser un 

jeux de densités. Pour celà, au moyen d'une photodiode, nous 

avons mesuré l'intensité de chaque pic. Nous avons alors superpo

sé différentes densités devant chaque trou jusqu'à ce que l'in

tensité transmise soit égale à la racine carré de l'intensité in

cidente précédemment mesurée (voir figure 28). Cette méthode re

lativement fiable a permis d'éviter l'étude souvent fastidieuse 

de la dynamique des films qui dépend bien évidemment du film, du 

révélateur ... 

d) Plan image 

La photographie du plan image a été effectuée avec un film 

dur afin de rendre compte au mieux de la non-linéarité neuronale. 

Le temps de pose a été trouvé par essais successifs. Le film 

choisi est le Copex Pan d'Agfa et il a été révélé avec le D19b de 

Kodak. 

III. DISCUSSION 

Dans ce paragraphe, nous allons faire le bilan des résultats 

que nous avons obtenus. Tout d'abord, nous allons définir ce que 
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Figure 28 : Effet de la nonlinéarité n=2 sur les pics de 

corrélation. 
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l'on peut appeler les réseaux neuronaux de "type Hopfield". Ceci 

nous amenera tout naturellement à montrer l'originalité de notre 

approche en dégageant ses avantages. 

En comparant notre démarche et celle qui est généralement 

adoptée en reconnaissance d'images, nous serons amenés à montrer 

les limitations de notre modèle neuronal de mémoire associative. 

Nous argumenterons ensuite le fait que ces limitations ne sont 

pas inhérentes à notre modèle, mais qu'elles sont plutôt le pro

pre des réseaux neuronaux de "type Hopfield". 

l.LES RESEAUX DE NEURONES 11TYPE HOPFIELD 11 

Dans le chapitre premier, nous avons décrit en détail le ré

seau neuronal proposé par J.J. Hopfield qui a été la base de dé

part de notre travail. De façon plus générale, nous appelerons 

réseaux de "type Hopfield", les réseaux de neurones dont l'évolu

tion temporelle est régie par une loi décisionnelle prise à par

tir d'une combinaison linéaire des états neuronaux immédiatement ... 
antérieurs. Plus précisément, si V(t) représente l'état du réseau 

à l'instant t, ... ... 
V(t + ~t) = f(T . V(t)) 

où T est une matrice et f la fonction qui régit la dynamique neu

ronale. Ces réseaux portent aussi le·nom de classifieurs linéai

res. Les différences avec le réseau d'Hopfield au sens strict 

peuvent porter sur la règle d'apprentissage définissant des poids 

synaptiques et sur la fonction f. Citons par exemple, les travaux 

de l'équipe française deL. Personnaz [47.a] qui ont repris ceux 

de T. Kohonen [8] sur la règle de définition des coefficients sy

naptiques dite "pseudo inverse" qui assure un stockage parfait 

des états mémoires. Citons également, les travaux de l'équipe 

française de l'Ecole Polytechnique qui ont introduits des neuro

nes à trois états [47.b]. 
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2. NOTRE CONTRIBUTION 

Nous nous sommes en partie affranchis du problème soulevé 

par le manque de capacité des classifieurs linéaires en proposant 

une mémoire associative d'ordre supérieur. En effet, l'introduc

tion de la nonlinéarité du plan de corrélation a comme conséquen

ce de développer des intéractions à plusieurs neurones. Par exem

ple, dans le cas n = 2, l'étape décisionnelle s'effectue sur la 

somme: 

M [ N ]2 
~ wr t Wj. vj 

qui en développant le carré s'écrit 

M N M N N 

2: 
rn 

""" ~ v.+ L.... 1 J 
j 

2:2:2: 
j j k 

Ti j k vj vk 

où Ti j k = wr WJ ~ . 

Nous avons vu que sur le plan théorique les conséquences 

sont 

*une capacité de mémorisation accrue de l'ordre de O(Nn) 

alors que celle des classifieurs linéaire est de l'ordre de O(N). 

* une augmentation de la taille des bassins d'attraction des 

états mémorisés. 

* sous certaines conditions, la .possibilité de mémoriser des 

états corrélés alors que le modèle d'Hopfield n'autorise que la 

mémorisation d'états indépendants. 

Sur un plan plus expérimental, le modèle que nous avons pro

posé s'est inspiré d'une réflexion plus générale que nous avons 

menée sur le rôle à jouer de l'optique dans l'architecture des 

processeurs parallèles. Plus précisément, notre modèle prend en 

compte les contraintes respectives de l'optique et de l'électro

nique et à ce titre permet d'envisager avec la technologie 

actuelle la réalisation de réseaux de grandes tailles. Bien évi

demment, la démonstration en laboratoire que nous avons effectuée 

devrait être développée. Notamment : 

* la rétroaction électronique permet dans le plan final 
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d'obtenir le gain nécessaire au fonctionnement de la cavité. Une 

matrice de photodiodes alimentant une matrice de commutateurs 

spatiaux de lumière adressable électroniquement, permettrait 

d'effectuer la rétroaction de façon parallèle. 

* il est évident que notre choix de connecteurs holographi

ques (multiplexage sur film mince) n'autorise pas l'apprentissage 

et limite les capacités de stockage. Cependant, ce même montage 

peut être envisagé avec des hologrammes de volume. Notons à nou

veau que l'effet Bragg ne permettrait plus une reconnaissance in

variante par translation. L'holographie sur élément actif, notam

ment de volume, permettait d'accroître les capacités de stockage 

et autoriserait un apprentissage. En effet, supposons que chaque 

état mémoire soit enregistré à l'aide d'une porteuse différente, 

l'apprentissage d'un nouvel état s'effectue alors par l'enregis

trement d'un hologramme sur une nouvelle porteuse. A condition 

que les différentes porteuses soient angulairement suffisament 

séparées, l'inter modulation entre chaque inscription de l'holo

gramme de volume peut être négligée. En outre, bien que cet ap

prentissage sur photoréfractifs par exemple, ne soit pas techno

logiquement maîtrisé, les propriétés de résistance aux bruits des 

réseaux neuronaux permettent l'investigation de telles conne

xions. 

* la non-linéarité du plan de corrélation à notre connais

sance n'est actuellement réalisable qu'au prix de faisceaux trop 

gourmands en énergie ( ... ). Cependant, étant donné que ce plan ne 

contient que des informations restreintes à leur strict minimum 

(les pics de corrélation et surtout le module de leur amplitude), 

aucun problème de conservation de la phase des ondes ne doit être 

envisagé rendant par la même une non-linéarité tout optique 

envisageable. 

3. LES LIMITATIONS DE NOTRE MODELE 

L'algorithme que nous avons proposé a permis un accroisse

ment des capacités de mémorisation. Ceci a été obtenu en accen

tuant les corrélations dans le processus de reconnaissance par 

l'intervention d'une nonlinéarité supplémentaire. 
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Classiquement, les algorithmes déjà développés à partir de 

l'optique de Fourier font eux aussi appel aux corrélations dans 

les problèmes de reconnaissance d'images (Vander Lugt 1964). Par 

exemple, étant donné un jeu d'états, la théorie du filtre adapté 

permet d'optimiser un filtrage des fréquences spatiales afin 

d'augmenter le rapport signal sur bruit du processus de 

reconnaissance. 

Notre interprétation du modèle d'Hopfield, parce que basée 

fondamentalement sur le même principe, est donc tout naturelle

ment confrontée aux mêmes problèmes que ceux rencontrés depuis 

plusieurs années en reconnaissance classique : invariance par 

translation, rotation, compression ... Et notre approche neuronale 

n'apportera pas davantage de solutions ! Il faut rappeler que 

l'invariance par translation qui peut être obtenue avec des non

linéarités dans le plan de corrélation, est dûe plus aux proprié

tés de la transformée de Fourier qu'à l'algorithme envisagé. 

Cela ne veut pas dire pour autant qu'une mémoire associative 

ne doit pas utiliser les corrélations dans son processus de re

connaissance : le cerveau les utilise bien dans l'hyppocampe. 

Mais, plutôt que la corrélation n'est certainement qu'une étape 

dans la reconnaissance. 

4. CRITIQUE GENERALE DES RESEAUX DE NEURONES 
TYPE HOPFIELD: 

Le problème que nous venons d'aborder dans le cadre de notre 

modèle n'est pas intrinsèque, nous pensons, à notre approche. En 

réalité, J.Y. Jan [49] a souligné un ensemble de ressemblances 

entre les réseaux de neurones type Hopfield et les systèmes déjà 

proposés en reconnaissance classique d'images. Plus précisément, 

il est possible de développer une analogie formelle entre les 

deux approches. 

Nous voudrions développer deux arguments montrant que la li

mitation que nous avons rencontrée dans notre modèle ne lui est 
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pas spécifique. 

* D'autres règles d'apprentissage que celle de Hebb ont été 

étudiées dans les réseaux de neurones. Citons notamment, la règle 

dite de "la pseudo-inverse" qui assure une mémorisation parfaite 

d'états quelconques [6]. Cette approche a été reprise par l'équi

pe de L. Personnaz [47-50] qui en voulant s'affranchir des limi

tations des classifieurs linéaires, l'a généralisée au cas des 

réseaux neuronaux faisant intervenir des synapses d'ordre 2. Cet

te règle qui est de façon générale relativement compliquée peut 

toutefois se ramener à une règle locale plus simple (quant à sa 

réalisation dans une étape expérimentale) dans le cas d'états 

mémorisés in~épendants. Elle coïncide alors très exactement avec 

notre modèle basé sur les corrélations. 

* De façon plu~ fondamentale, nous pensons que la donnée a 

priori des coefficients de la matrice synaptique (par une règle 

d'évolution quelconque) présuppose en vérité d'avoir déjà résolu 

le problème de reconnaissance en question [48]. L'utilisation 

d'un réseau neuronal ne sert dans ces conditions que comme un sup

port d'architecture. Il ne ·faut donc pas s'attendre dans ce genre 

d'approche à découvrir des comportements nouveaux répondant aux 

vraies difficultés rencontrées en reconnaissance de formes. C'est 

donc le problème de l'apprentissage qui doit être remis en ques

tion dans ce type de réseaux. 

5. CONCLUSION 

Des réseaux de neurones de "type Hopfield" ou leur extension 

à des réseaux d'ordre supérieur n'offrent pas réellement une al

ternative aux algorithmes déjà développés en reconnaissance 

d'images. 

Cependant, cette position négative doit être nuancée 

* Les réseaux de neurones formels ont mis en évidence qu'un 

ensemble de processeurs simples (neurones) fortement interconnec

tés présente de remarquables possibilités tout en développant des 

similitudes très attrayantes avec le cerveau humain. 
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* L'intérêt croissant que la communauté scientifique a porté ces 

dernières années aux réseaux de neurones a permis de regrouper 

des chercheurs venus d'horizons très diverses (intelligence 

artificielle, physique, théorique, électronique, neurobiologie, 

optique ... ). Il a permis de soulever le problème de la faisabili

té de tels réseaux. Même si à l'heure actuelle, toutes les réali

sations qui ont été entreprises se sont bornées à des démonstra

tions en laboratoires sur des réseaux de petites tailles (le nom

bre de neurones n'excède que rarement la centaine), les réseaux 

de neurones de type Hopfield auront certainement contribué au dé

veloppement d'architectures nouvelles en optique, en électronique 

ou en opto-él~ctronique. 

En conséquence, les réseaux de neurones de type Hopfield ont 

permis de développer un travail de compréhension permettant 

d'avancer dans le domaine de l'intelligence artificielle. Premiè

rement, ces réseaux en montrant de remarquables capacités de cal

cul suggèrent qu'il est certainement possible d'envisager des mo

dèles simulant le comportement du cerveau humain. Deuxièmement, 

leur simplicité a permis le développement d'architectures nouvel

les pour réaliser des réseaux d'éléments logiques fortement inter

connectés. Finalement, des études parallèles de software et de 

hardware ont permis de faire un pas de plus vers l'attrayante 

gageure qui est celle du cerveau humain. 
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Dans cette dernière partie, nous allons aborder de nouveaux 

réseaux de neurones plus élaborés. J'ai eu l'occasion de me fami

liariser avec ces types de réseaux durant mon année de service 

national à l'Institut d'Electronique Fondamentale sous la direc

tion de F. Devos et de P. Garda. 

A l'heure actuelle, ces réseaux de neurones ne sont pas com

plètement appréhendés. Notamment, la complexité de l'apprentis

sage engendre des temps de simulation colossaux (même pour des 

réseaux de petites tailles), empêchant de confronter ces réseaux 

à des problèmes compliqués en pratique. C'est une des raisons 

pour laquelle il faut envisager dès maintenant la réalisation de 

prototypes r~pides. L'optique a peut être un rôle à tenir 

vis-à-vi~ des différentes réalisations envisageables. Les 

publications émanant de la communauté des opticiens soulignent la 

synergie nécessaire entre l'électronique et l'optique pour la 

réalisation de tels réseaux. Dans ce cadre, nous avons développé 

une collaboration avec l'équipe de microélectronique du 

Professeur F. Devos (IEF) et l'équipe de mathématiques du 

Professeur R. Azencott (ENS) dans le but d'étudier la faisabilité 

de tels réseaux. 

De façon plus précise, nous allons tout d'abord voir comment 

il est possible de s'affranchir des deux limitations précédemment 

dégagées pour les réseaux de type Hopfield, à savoir 

- le problème des classifieurs linéaires ~ modèles à couches; 

le problème de l'apprentissage supervisé ~ apprentissage 

sans professeur : à partir d'un ensemble restreint d'exemples 

présentés au réseau, ce dernier extrait des buts internes qui lui 

permettent le processus de "généralisation". 

Nous serons amenés ensuite à développer plus particulière

ment un réseau neuronal particulier dit "machine de Boltzmann", 

et à envisager l'architecture que nous nous proposons de tester 

dans le cadre de notre collaboration avec l'IEF et l'ENS. 
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I. QUELQUES TRAITS DES MODELES ELABORES 

l.LES LIMITES DES CLASSIFIEURS LINEAIRES 

Intéressons nous à la réalisation d'un ou-exclusif à l'aide 

d'un réseau de neurones. Le problème consiste donc à trouver un 

jeux de poids synaptiques Tij et de valeurs de seuil eitels que: 

H(T11 W1 + T 12 W2 - 9 1 ) = XOR{W1 , W2 ) 

Par souci de simplification le ou-exclusif porte sur deux 

neurones èt le résultat porte sur le neurone 1. L'équation 

T1 1 w1 + T1 2 w2- e 1 = o 

est alors une droite dans l'espace des vecteurs d'entrée. Le 

problème est donc similaire à celui de trouver dans la figure 29 

une droite qui sépare les· états activés des états inactivés. Il 

est immédiat de constater que le problème n'a pas de solution ! 

Cette difficulté, soulignée par T.M. Cover [51], a été exploitée 

par M. Minsky et s. Paper [52] pour montrer les limites théori

ques du PERCEPTRON proposé en 1957 par Rosenblatt. 

Pour remédier à cette difficulté, deux approches relative~ 

ment similaires sont possibles. La première consiste à introduire 

des synapses d'ordre supérieur. Elle va être développée dans ce 

paragraphe. La seconde, qui sera traitée dans le paragraphe sui

vant, fera appel à l'introduction de neurones supplémentaires 

dits ''cachés". En réalité, nous montrerons que ces deux approches 

sont en fait identiques au fait près que la seconde permet un 

apprentissage sans professeur. 

En effet, pour résoudre ce problème, introduisons une synap

se d'ordre deux, i.e. introduisons un coefficient synaptique 

supplémentaire pondérant un terme d'ordre deux, dans ce cas le 

produit W1 .w2 • L'état de sortie s'écrit alors : 
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H (T1 1 W1 + T 1 2 W2 - e 1 + T3 W1 • W2 ) 

Il est alors immédiat de constater que par exemple pour 

e1 = o, T 11 = T12 = o et T3 = 1, l'état de sortie réalise bien la 

fonction ou-exclusif car le produit w1 .w2 est lui-même le "ou

exclusif" de W1 et W2 • 

Cet exemple très simple montre comment l'introduction de ré

seaux de neurones d'ordre supérieur permet de s'affranchir des 

limites des classifieurs linéaires. 

Remarquons que, d'un point de vue formel, l'introduction de 

synapses d'ordre deux est comparable à l'introduction d'un neuro

ne supplémentaire dont la valeur est toujours donnée par le pro

duit W1 .w2 • La figure 30 montre un tel réseau. 

Grâce à l'introduction de synapses d'ordre 2, il est alors 

immédiat de constater que ·1es seize fonctions booléennes de deux 

variables binaires sont réalisables. 

D'autres exemples dans la littérature, toujours sur des pro

blèmes simples, ont permis de mettre en évidence la nécessité 

d'introduire des synapses d'ordre 3. Par exemple, M. Minsky et 

S. Papert [52] ont montré que le problème de reconnaissance des 

lettres T et c est un problème d'·ordre 3 dans le cas où ces 

lettres sont codées sur neuf neurones comme ci-dessous 

xxx xxx 
. x. x .. 
. x. xxx 

2. LES RESEAUX DE NEURONES A COUCHES 

Une approche similaire consiste à voir que les seize fonc

tions booléennes peuvent être obtenues à partir d'un réseau neu

ronal comportant une couche intermédiaire dite "cachée". Cette 
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H2, =HCH 1+H2+H 1.H2>=XORCH 1,H2> 

81=0 
H3=Ht. H2 

Figure 30 Réalisation de la fonction logique XOR avec un 

réseau faisant intervenir des synapses d'ordre deux. 

Hl 

H2 

8•112 

i i i 
Couche d'entrée cachée de sortie 

Figure 31 Réalisation de la fonction logique XOR avec un 

réseau faisant intervenir une couche cachée. 
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dernière est dite cachée en ce sens que l'état ses neurones 

n'intéresse pas l'utilisateur du réseau et donc, à la limite, 

celui-ci pourrait même ne pas y avoir accès. Par exemple, le "ou

exclusif" peut être réalisé à l'aide du réseau de la figure 31. 

Le neurone caché ainsi introduit est en fait le NOR de w1 et W2 • 

L'évolution d'un tels réseau est séquentielle. L'information se 

propage de la gauche vers la droite par couche. Pour un problème 

plus délicat que celui présenté ici, les nombres de couches et de 

neurones cachés seront plus élevés. Intuitivement, leur nombre 

augmentera certainement avec la difficulté du problème envisagé. 

En outr~, cette approche présente l'avantage de réaliser 

pour de tels réseaux un apprentissage sans professeur. Imaginons 

le problème général suivant : étant donné un ensemble de couples 

(w, , W
2

) m pour m = 1, 2 . . • M, étant donné un ··certain nombre de 

neurones cachés et de couches cachées, quelles doivent être les 

valeurs des coefficients synaptiques pour que, si l'on présente 

sur la couche d'entrée le premier élément du couple (w1 , w2 )i 
la couche de sortie soit dans l'état du second élément du couple, 

et cela pour tout i ? Le problème est ici relativement compliqué. 

La solution n'est pas forcément unique [53). L'apprentissage est 

lui-même délicat et était un problème non résolu jusqu'à très 

récemment. Certains auteurs [7] ont même suggéré qu'une telle 

généralisation aux modèles connectionnistes à couches pouvait 

être impossible. Deux algorithmes viennent d'être proposés : la 

machine de Boltzmann dont nous parlerons dans le prochain 

paragraphe et l'algorithme de rétropropagation du gradient 

[54-55). Ces algorithmes permettent tous les deux, par 

ajustements successifs en minimisant l'erreur sur les réponses 

voulues, le calcul 

synaptiques. 

sans professeur des différents poids 

L'apprentissage des poids synaptiques affectant ces neurones 

cachés ne peut être effectué directement car aucune information 

extérieure ne spécifie leur état idéal. Il n'existe donc pas de 

moyen direct permettant de savoir si l'état d'un neurone caché 

est correct ou non pour un état donné des neurones visibles. 
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En fait, ces neurones cachés des couches intermédiaires ser

vent en quelque sorte d'"étapes de décodages" pour extraire les 

"traits pertinents" de l'ensemble des états du réseau devant être 

appris. Cet apprentissage étant effectué, il est alors intéres

sant d'étudier la réponse du réseau à un état w1 qu'il n'a pas 

appris. Si sa réponse est en accord avec la logique qui peut exis

ter dans tous les couples (w1, w2) , on dit que le réseau "géné

ralise" correctement. 

Un très joli exemple de généralisation a été obtenu par s. 
Patarnello [~6] qui a montré qu'un processus de généralisation 

parfait pouvait être obtenu pour la réalisation d'un réseau de 

neurones capable d'effectuer l'addition binaire de deux nombres 

constitués de huit bits. Le réseau est constitué de NG portes 

logiques. Nous avons vu que comme toute porte logique est réali

sable à l'aide d'un réseau de neurones, cette simplification n'a 

comme conséquence qu'une diminution du temps de simulation. 

L'apprentissage consiste donc à trouver les bonnes connexions en

tre les différentes portes logiques de façon que le plan de 

sortie corresponde à la somme des deux vecteurs binaires du plan 

d'entrée. L'apprentissage est effectué avec NE exemples choisi au 

hasard parmi les 65536 = 28 x 28 additions possibles. Les simula

tions montrent que, selon le nombre de portes logiques, le réseau 

passe d'un stade (NG ~ 40}, où l'addition n'est effectivement 

réalisable que sur l'ensemble des NE exemples qui constituent 

l'apprentissage, à un stade (NG > 160) où le réseau généralise 

(c'est-à-dire les 65536 additions sont réalisées alors qu'il suf

fit de NE = 480 exemples à l'apprentissage). 

De nombreux travaux 

généralisation ont été 

T.J. Sejnowski (Netalk) 

l'équipe française de 

très intéressants sur ces processus de 

menés. Citons par exemple les travaux de 

[57], de T. Maxwell [58-59) et de 

F. Fogelman et Y. Le Cun [53-60). 

Cependant, tous ces travaux ont été menés sur des réseaux de 

petites tailles et la demande de réalisations mettant en oeuvre 

de gros réseaux pour les confronter à des problèmes plus 

difficiles est pressante. 
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3. LE RECUIT SIMULE 

Lorsque nous avons abordé les problèmes d'optimisation, nous 

avons soulevé la difficulté posée par les minimums locaux du pay

sage énergétique du réseau. Une façon intuitive de rompre le dé

terminisme imposé par la décroissance stricte de l'énergie est 

d'adopter un algorithme stochastique. En 1983, Kirkpatrick [61] a 

proposé un algorithme dit de recuit simulé inspiré fortement des 

méthodes de la mécanique statistique. L'algorithme modélise la 

mise en équilibre thermodynamique d'un système à la température 

T.L'espace des configurations est exploré de façon aléatoire et 

séquentielle. 

Lors,de la mise en équilibre, une nouvelle configuration est 

acceptée : 

- si celle-ci abaisse l'énergie du système 
. ~E . 

avec une probabil1té p(~E) = exp - ~ s1 ~E > o. 

On démontre alors que·, lorsque le régime d'équilibre du sys

tème est atteint i.e. en théorie au bout d'un nombre infini 

d'itérations, la probabilité d'une configuration C d'énergie E 

est celle donnée par la loi de Boltzmann : 

P(C) = ~ exp _ E(C) 
T 

(29) 

Les quelques simulations des figures 32 et 33 montrent pour 

différents paramètres les résultats d'un test du x2 (voir à la 

fin du chapitre VIII plus de précision sur ce test) portant sur 

la loi de probabilité de l'équation 29. Pour celà, nous avons 

choisi un réseau de faible dimension, dix neurones (N=10), com

plètement connecté avec des poids synaptiques entiers relatifs 

tirés aléatoirement entre -5 et 5. Aux 210 états de l'espace des 

configurations, correspondent dans notre cas 26 valeurs différen

tes de l'énergie. Les tests du x2 se sont alors effectués de la 

manière suivante: A partir d'un état aléatoire du réseau, celui

ci évolue librement selon l'algorithme précédent. Après L itéra

tions , son énergie est mise en mémoire. Cette procédure étant 

effectuée 10 000 fois, elle permet de bâtir empiriquement la loi 
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de probabilité de l'énergie. Cette dernière est ensuite comparée 

par un test du x2 à 26-1=25 degrés de liberté avec la loi de 

boltzmann. 

La figure 32 montre les différentes valeurs du x2 

obtenues pour T=20 en fonction du nombre d'itérations. Celles-ci 

ne sont correctes que lorsque le paramètre L dépasse quelques 

centaines, disons L>100 (dans notre cas simple , L doit être dix 

fois plus grand que le nombre de neurones). La figure 33 montre 

l'évolution des valeurs du x2 en fonction de la température, L 

étant égal à 500. Elle met en évidence l'existance d'une plage de 

température (T>15 dans notre cas) pour la thermalisation du 

réseau. 

Ces quelques résultats tirés d'un exemple très simple 

(N=10) permettent néanmoins de souligner la complexité et la 

lourdeur des simulations engendrées par la méthode du recuit, 

soulignant ainsi la nécessité d'une machine dédiée pour son 

étude. 

II. LA MACHINE DE BOLTZMANN 

1. BREVE PRESENTATION 

La machine de Boltzmann [10-62] tire profit des trois diffé

rentes remarques du paragraphe précëdent. L'apprentissage sans 

professeur s'effectue par la comparaison de deux régimes : le ré

gime forcé où les couches neuronales d'entrée et de sortie sont 

figées dans une configuration imposée de l'extérieur, les 

neurones cachés évoluant selon la méthode dite de recuit et le 

régime libre où seule la couche d'entrée est figée, tous les 

autres neurones se mettant à l'équilibre. De la comparaison de 

ces deux régimes, E. Hinton [10] a tiré une loi d'évolution des 

coefficients synaptiques assurant la convergence du régime libre 

vers le régime forcé. 

Il est à noter que cette loi d'évolution est absolument 

générale, en ce sens qu'elle ne dépend pas du jeu de 

configurations imposé de l'extérieur. Il en résulte que les 
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connexions ne sont pas fixées a priori par une règle précise mais 

que c'est le réseau qui "se débrouille" pour établir le choix 

judicieux assurant la bonne relation entrée-sortie. En outre, 

cette loi d'évolution est très simple (elle est locale) parce que 

la méthode de recuit confère au réseau la propriété de suivre la 

statistique de Boltzmann. 

Cet algorithme a été beaucoup étudié depuis l'article de E. 

Hinton. Les différents auteurs [63-64] ont essayé de dégager les 

difficultés rencontrées au cours de l'apprentissage. Leur étude 

est difficilement réalisable parce que les simulations sont très 

lourdes et qu'elles ne peuvent donc porter que sur un très faible 

nombre de neurones, rarement supérieur à une centaine. En effet, 

comme nous venons de le voir, l'apprentissage utilise des statis

tiques sur les configurations d'équilibre du réseau : la mise en 

équilibre du réseau nécessitant un grand nombre d'itérations, la 

statistique des états d'équilibre est encore très gourmande en 

temps de calcul. 

En outre, la machine de Boltzmann ne se restreint pas qu'à 

des énergies quadratiques. T.J. Sejnowski a montré que l'intro

duction de synapses d'ordre supérieur permet un apprentissage 

plus rapide dans ces machines [65]. L'intérêt de ce genre de 

généralisation sera également sans doute important du point de 

vue des réalisations. En effet, dans une situation expérimentale, 

les connexions "à courte distance",· tels que les produits W1 W2 

donnant accès aux synapses d'ordre supérieur, peuvent être réali

sées électroniquement, alors que les connexions à plus longues 

distances sont plutôt réalisables optiquement. 

Cependant, cet algorithme 

directement: ceci veut dire que 

n'est pas parallélisable 

les neurones doivent évoluer 

temporellement 

parallélisation 

ces modèles 

de façon successive et non simultanée. La 

est rendue délicate par la forte connectique de 

connexionnistes. En effet, chaque neurone est 

directement en interaction avec un grand nombre d'autres 

définissant son voisinage. La force agissant sur un neurone 

dépendant de l'état de tous les neurones voisins, deux neurones 
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voisins ne peuvent évoluer en théorie simultanément sans qu'une 

faible transgression de l'algorithme de recuit ne s'opère. Des 

recherches sont actuellement en cours dans de nombreux 

laboratoires de mathématique et d'informatique pour étudier ces 

possibilités de transgression. 

2. LES REALISATIONS 

Dans la partie consacrée aux réseaux de neurones "type Hop

field", nous avons montré que les architectures optiques ou opto

électroniques, peuvent présenter une alternative intéressante aux 

architectures électroniques. Ces réseaux de neurones plus évolués 

sont plus délicats à réaliser. 

A notre connaissance, la seule machine de Boltzmann qui ait 

été réalisée à ce jour sur silicium ne comporte que six neurones 

et quinze synapses [66]. Cela nous incite à penser qu'une réali

sation entièrement électronique se heurtera à de gros problèmes 

pour des réseaux de taille ·importante notamment si les connexions 

ne se limitent pas aux quelques premiers voisins. 

L'introduction de l'optique dans des architectures dédiées 

aux machines de Boltzmann n'a pas encore été largement étudiée. 

J. Ticknor [67] a dégagé de façon générale la part qui peut être 

réservée à l'optique dans les machines de Boltzmann. Notamment 

deux points ont retenu son attention ·: 

* La partie connexion peut être envisagée optiquement. Cependant, 

il faut noter que dans une machine de Boltzmann, l'apprentissage 

des poids synaptiques qui est la phase la plus gourmande en temps 

de calculs requiert des interconnexions reprogrammables. Dans 

l'état actuel de notre technologie, les interconnexions optiques 

ne peuvent pas, à notre avis, assurer cette reprogrammabilité. 

* La partie génération de nombres aléatoires, qui permet la mise 

en équilibre du réseau, peut être réalisée optiquement. En effet, 

dans une figure de speckle, la densité de probabilité d'avoir 

ponctuellement un éclairement I est donnée par : 

P(I) = 1/<I> exp- I/<I> ( 30) 
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Cette loi de probabilité est tout à fait semblable à celle 

qui régit la dynamique neuronale d'un recuit simulé. Dans ces 

conditions, la valeur moyenne du speckle <I> équation 30, peut 

être vue comme la température T du processus de thermalisation, 

(équation 29). 

III. NOTRE PERSPECTIVE DE RECHERCHE 

Dans le padre de notre collaboration avec les équipes de 

l'I.E.F. 'et du Laboratoire de Mathématiques Statistiques, deux 

projets ont retenu notre attention : 

* La réalisation d'un générateur de tableaux de nombres aléatoi

res. Plus précisément, nous envisageons la génération de nombres 

binaires (0 ou 1) équiprobables grâce aux propriétés statistiques 

du speckle optique. Nous n'avons pas retenu la loi de densité de 

probabilité exponentielle (équation 30), afin de donner à notre 

projet un caractère plus général, ce générateur pouvant avoir 

d'autres finalités que le recuit simulé [68-69]. 

* La réalisation d'un recuit optique. C'est-à-dire que nous envi

sageons de fournir à une rétine électronique à la fois les nom

bres aléatoires et la force agissant sur les neurones nécessaires 

à l'algorithme de recuit. Autrement dit, nous envisageons une 

machine capable de simuler le régime libre de la machine de 

Boltzmann (régime où la phase d'apprentissage n'est pas 

nécessaire). 

Parallèlement à cet axe de recherche, l'I.E.F. se penche sur 

la réalisation d'une machine de Boltzmann (utilisant les tableaux 

de nombres aléatoires du speckle) capable d'apprentissage. Dans 

les approches précédentes, il est nécessaire de comprendre que 

l'optique sert de processeur spécialisé soulageant ponctuellement 

les puces intégrées qui restent le coeur des calculs non linéai

res nécessaires au fonctionnement de l'algorithme envisagé. 

Ces deux projets nous ont conduits à développer en collabo-
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Figure 34 Schéma de principe d'une architecture optoélectroni

que simulant l'algorithme de recuit simulé. 
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ration avec l'I.E.F. des circuits électroniques munis d'entrées 

optiques parallèles. Le dispositif de la figure 34 consiste en 

une puce électronique constituée de processeurs élémentaires 

doués chacun d'une faible capacité de calcul. Chaque P.E. est 

doté d'une entrée optique (photodiode). La puissance d'une telle 

machine vient du grand nombre de P.E. organisés en tableau tra

vaillant en parallèle à une cadence élevée. 

La seconde partie de ce travail étudiera plus en détail la 

faisabilité d'un prototype de générateur de nombres aléatoires 

optiques. 
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I. RAPPEL SUR LA FORMATION DU SPECKLE 

Dans ce chapitre d'introduction à la génération de nombres 

aléatoires par le speckle optique, nous allons rappeler briève

ment d'où vient le phénomène du speckle, et pourquoi il est rai

sonnable de penser qu'il peut permettre la génération de tableaux 

de nombres aléatoires. 

Ce chapitre est très loin d'être exhaustif. Notamment nous 

n'abordons que le speckle optique créé par des diffuseurs tels 

que les opalins ou les diffuseurs de surface. Nous essayerons de 

ne donner que le minimum de formules ou de raisonnements 

nécessaires à la compréhension des chapitres ultérieurs. Pour 

plus de détails, les travaux de synthèse de W. Goodman [70], J. 

Dainty [71] ou de M. Françon [72] sont tout indiqués. 

II. FORMATION DU SPECKLE 

Lorsqu'une onde cohérente illumine une surface présentant 

certains défauts ou rugosités, l'onde acquiert une granularité 

apparente. Comme cela est illustré sur la figure (35.a) la 

structure de ces granularités apparaît désordonnée et chaotique 

et est bien décrite par les méthodes statistiques. 

L'origine physique de ce phénomène a été donnée pour la pre

mière fois dans les années 1962-63 [73] : La surface de la plu

part des matériaux présente, à l'échelle de la longueur d'onde, 

une rugosité extrêmement marquée. Quand une onde cohérente est 

transmise (ou réfléchie) à travers cette surface, l'onde optique 

qui en résulte consiste en la somme d'une multitude d'ondelettes 

sphériques, chacune d'entre elles arrivant d'un endroit différent 

de la surface (figure 35.b). Si la surface est très rugueuse, ces 

ondelettes cohérentes subissent, à la traversée de la surface, 

des déphasages qui peuvent être supérieurs à 2 n. L'interférence 

de toutes ces ondelettes déphasées mais cohérentes donne en espa-
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'Figure 35.a Granularité du speckle. 
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Figure 35.b 
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Formation du speckle en espace libre à partir 

d'une surface diffusante. 
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ce libre dans un plan d'observation quelconque une granularité 

comparable à celle de la figure (35.a). 

III. MODELISATION DU COMPORTEMENT DE LA 
SURFACE DIFFUSANTE 

Sous certaines conditions portant sur la nature des diffu

seurs, il est possible de modéliser leur comportement avec les 

hypothèses suivantes (P note un point courant du diffuseur) : 

* Le'coefficient de transmission en énergie Test uniforme 

sur l'ensemble du diffuseur (objet de phase) 

\1 P , T(P) = T 

* Le déphasage qui résulte de la traversée du diffuseur est 

uniformément réparti entre-~ et ~, i.e. la surface diffu

sante présente de fortes rugosités à l'échelle de la lon

gueur d'onde. 

* Les déphasages résultants en deux points P et P' différents 

sont indépendants l'un de l'autre. Plus précisément : 

<t (P) t* (P') >' = f (P-P') (31.a) 

où f est une fonction étroite qui chiffre la dimension ca

ractéristique des rugosités du diffuseur. Par exemple, un 

modèle courant pour f(P-P') est 

f(P-P') = c exp- ~(P-P')2 
g2 

(31.b) 

où c est une constante et g peut être interprété comme une 

grandeur caractéristique des granularités de la surface 

diffusante. Dans la suite, nous appellerons g le grain du 

dépoli. 
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IV. QUELQUES PROPRIETES STATISTIQUES DU SPECKLE 

l.STATISTIOUE DE L'ECLAIREMENT EN UN POINT 

En un point du plan d'observation, l'amplitude de l'onde est 

la somme de variables aléatoires indépendantes. Dans le cas asymp

totique où la surface diffusante éclairée est très grande devant 

l'aire des grains du diffuseur, il en résulte que l'amplitude A 

a obéi à une loi de distribution gaussienne circulaire. Sa densité 

de probabilité est donc de la forme 

P(A) = 
1 

2 2 
exp-

1fT 

IAI2 

2T2 
(32) 

Il en découle que la densité de probabilité de l'éclairement 

est exponentielle et est donnée par l'équation 30 précédemment 

citée : 

1 I 
P(I) = --- exp- --I> <I> < 

2.STATISTIQUE DE L'ECLAIREMENT INTEGRE SUR UNE CELLULE 

Quand l'intensité du speckle est reçue par un récepteur de 

dimension finie, la densité de probabilité P(I) s'en trouve alors 

modifiée (par convolution). Il s'introduit alors un paramètre~ 

très important pour les statistiques d'ordre un du speckle. Celui

ci est par définition : 
!<i> 

~ = ~~-( (33} 

Dans le cas où le photocapteur est carré de côté b, où la 

surface diffusante est limitée par un diaphragme carré de côté a 

et où le plan d'observation est situé à la distance d du diffu-
. . (ba) 2 seur, 11 se trouve que le paramètre ~ est sens1blement égal Àd 

du moins pour les grandes valeurs de ~-

La figure 36 montre l'évolution de la densité de probabilité 

pour différentes valeurs de ~- La loi exponentielle est obtenue 
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Densité de probabilité P(I) pour différentes valeurs 

du paramètre~ (d'après [71]). 
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pour ~ = 1. A la limite ~ ~ oo (i.e. la taille du photocapteur est 

très grande), chaque photocapteur intègre un grand nombre de 

grains de speckle de sorte que la densité de probabilité est un 

dirac centré sur la valeur moyenne de l'intensité du speckle <I>. 

3.FACTEUR D'AUTO-CORRELATION SPATIALE DE L'ECLAIREMENT 
EN UN POINT 

Avant de donner sans démonstration la formule du facteur de 

corrélation 

qualitative 

spatiale, je vais 

de la granularité du 

présenter 

speckle. 

une description 

A l'échelle du 

diffuseur', deux grandeurs caractéristiques sont à prendre en 

considération : 

* la taille typique des rugosités diffusantes : g 

* la surface diffusante éclairée. Notons-la a 2 • 

Dans le cas où le plan d'observation est suffisamment éloi

gné de la 

fréquences 

surface diffusante, ces deux grandeurs vont donner deux 

spatiales caractéristiques du plan d'observation : 
a g 

Àd et Àd · 
d'une part 

Les termes (Àdjg) 2 et (Àdja) 2 peuvent être interprétés 

comme la surface éclairée et d'autre part comme la 

surface de grains de speckle. Ces derniers représentent l'entité 

élémentaire de la figure d'observation et leur taille caractéris

tique chiffre la distance de corrélation spatiale du speckle. 

Plus précisément, l'interprétation statistique donnée au 

speckle dans le paragraphe précédent permet de montrer que dans 

le cas où d >> a 2 jÀ, le facteur de corrélation spatial est donné 

par le carré du module de la tranformée de Fourier de l'amplitude 

complexe juste derrière le diffuseur. Si l'on y place un 

diaphragme carré de côté a, cela permet de définir parfaitement 

cette amplitude. On a pour le facteur de corrélation défini comme 

suit: 
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-y1 1 (6x,6y) 
{ (I (x, y) - <I>) (I (x+6x, y+6y) - <I>)} 

al(x,y) al(x+tlx, y+tly) 

_ . 2 ~a6x . 2 ~a6y 
'Y 11 (6r,6y) - SlnC ~ SlnC ~ 

(34) 

expression pour laquelle on a supposé que le diaphragme est 

éclairé uniformément. 

Cette équation sera largement utilisée dans les chapitres 

suivants. 

4. FACTEUR D'AUTOCORRELATION TEMPORELLE DE 
L'ECLAIREMENT EN UN POINT 

Pour une surface diffusante en mouvement à une vitesse v, le 

facteur d'autocorrélation qui est défini par : 

-y 1 1 (T) = 
{ (I(t) - <I>) (I(t+T)- <I>)} 

a 1 < t > al(t+T> 

1

- - xvTI2 - _ 2 
est égal à : f * f exp 2i~ Àd 1 If* fi 

Voir référence 74, où -- f désigne la transformée de Fourier 

- * désigne la convolution 

- f est la fonction définie dans 'l'équation 31.a. 

Avec la fonction f définie par l'équation 3l.b, il peut être 

montré [74] que : 

'Y 1 1 (T) = exp- ~ (vTjg) 2 ( 35) 

Cette équation permet en pratique d'estimer la taille carac

téristique des rugosités de la surface diffusante. Mais surtout, 

ce modèle très simple nous donne une loi d'échelle qui nous 

permettra, à partir de mesures effectuées à une vitesse v donnée, 

de prévoir les qualités statistiques du générateur à une vitesse 

différente. 
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En nous aidant des considérations précédentes sur la forma

tion et les propriétés statistiques du speckle, nous.allons défi

nir dans ce chapitre un montage permettant la validation de la 

possibilité de génération de tableaux de nombres aléatoires. Bien 

évidemment, ce montage de validation devra prendre en compte la 

faisabilité d'un prototype qui s'en inspirerait. 

En premier lieu, nous allons rappeler les objectifs de débit 

et d'indépendances temporelle et spatiale des nombres aléatoires. 

Ces objectifs prennent nécessairement en compte les contraintes 

de la rétine électronique de l'équipe de l'Institut d'Electro

nique Fondamentale. 

En second lieu, nous allons définir un montage de validation 

permettant d'étudier avec précision les propriétés statistiques 

du speckle afin de les comparer avec les résultats théoriques 

précédemment énoncés. 

I. LES IMPERATIFS DU GENERATEUR OPTIQUE 

1. LES OBJECTIFS 

Nous nous intéressons à la mise en oeuvre d'algorithmes type 

recuit simulé sur des réseaux de processeurs massivement parallè

les. Pour être efficaces, ils requièrent typiquement de l'ordre 

de 256 x 256 tirages aléatoires à haut débit. Il s'agit donc de 

pourvoir selon le mode opératoire défini sur la figure 34, en 

nombres aléatoires, une rétine munie d'entrées optiques 

parallèles. 

Afin d'assurer un mode de fonctionnement correct de l'algo

rithme de recuit simulé, ces nombres aléatoires doivent être in

dépendants spatialement et temporellement. Plus précisément, cha

cun des processeurs élémentaires de la rétine doit recevoir une 

information indépendante de celle des autres, et cela à tout 

instant. En outre, ces informations doivent être indépendantes 
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d'un tableau au suivant. 

Une des dernières conditions sine qua non au bon fonctionne

ment de l'algorithme stochastique mis en oeuvre est la précision 

avec laquelle le système opto-électronique (speckle plus photodé

tection) est capable de générer les statistiques désirées. Nous 

aurons l'occasion de revenir plus en détail sur cet aspect du 

problème dans les chapitres ultérieurs. 

L'ensemble de ces divers paramètres clés pour la réussite 

d'un prototype devra être impérativement testé dans la démonstra

tion de faisaqilité. 

2. LES CONTRAINTES IMPOSEES PAR LA RETINE ELECTRONIQUE 

La première contrainte concerne la fréquence maximale qu'il 

est raisonnable d'envisager pour la génération des tableaux de 

nombres aléatoires. Elle est fonction bien évidemment du 

phénomène de diffusion considéré, mais aussi de la sensibilité 

des photocapteurs ou plus précisément du taux de conversion 

énergie lumineuse - énergie électrique. Elle peut être choisie à 

partir de la puissance de la source. 

En ce qui concerne l'indépendance spatiale des photocap

teurs, les paramètres importants sont d'une part la taille des 

grains de speckle et d'autre part la distance L séparant deux 

photocapteurs. Ces contraintes d'indépendance spatiale sont donc 

fonction des dimensions caractéristiques de la rétine. La taille 

des photocapteurs b varie entre 10 et 100 ~m. La taille de chaque 

processeur varie selon les applications entre 200 (ou 300 ~m) et 

700 ~m. De sorte que le paramètre R défini par le rapport entre 

la distance séparant deux photocapteurs et la taille des photo

capteur est toujours supérieur à 2 ou 3. 

Le troisième paramètre d'importance est dû au fait que la 

rétine et ses quelques 60 000 processeurs élémentaires n'aura cer

tainement pas un comportement uniforme. Il est à craindre que des 
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dérives au sein de la puce n'entraînent des biais sur les statis

tiques désirées (dispersion de la sensibilité des photocapteurs, 

dispersion dans le traitement électronique du signal ... ). 

Dans la mesure du possible, il faudra étudier et proposer un 

montage optique optimal de façon à prendre en considération ces 

diverses contraintes. 

II. DESCRIPTION DU MONTAGE DE VALIDATION 

La 'figure 37 montre l'ensemble du montage de validation que 

nous avons réalisé afin d'étudier la faisabilité d'un prototype. 

Celui-ci se compose d'une source laser monochromatique, d'un 

ensemble de deux diffuseurs tournants, d'un diaphragme carré de 

côté a et d'un plan de photodétection. Les données recueillies 

par les photodétecteurs sont transmises à un ordinateur hôte via 

une carte d'acquisition afin d'y être traitées. 

1. CHOIX DU SYSTEME DIFFUSEUR 

Vis-à-vis de la génération de nombres aléatoires indépendant 

temporellement, le système à double·diffuseur mobile présente 

deux avantages majeurs : 

* Intuitivement, dès qu'un grain de diffuseur se déplace de 

plus d'un grain de l'autre diffuseur, l'état des deux surfaces 

diffusantes en regard est relativement indépendante de la précé

dente. En conséquence, comme nous le verrons par la suite, l'ob

tention de tableaux indépendants de nombres aléatoires est faci

lement réalisable même pour des faibles vitesses de rotation et 

cela à fréquence élevée. 

* De plus, si les vitesses angulaires des deux diffuseurs 

sont légèrement différentes, l'état des deux surfaces diffusantes 

ne se retrouve pas identique à lui-même à chaque tour. Si l'écart 

de vitesse angulaire est petit devant chacune des vitesses angu-
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diaphragme carré de c8té a photorécepteur 

Luer (À) 

Figure 37 

double diffuseurs 
tournant Ca+A~ et -a) 

~ 
plan de 

photodétection 

Schéma général du montage pour l'étude de la 

faisabilité d'un prototype de générateur optique 

de nombres aléatoires. 
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Photographie du système d'cntraincment des deux 

diffuseurs mobiles. Le galet central 2t l'écart 6R 

entre les axes de rotation confèrent aux deux surfaces 

diffusantes des vitesses angulaires différentes. 
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laires, la périodicité du système diffusant se trouve bien supé

rieure à celle d'un système à un seul diffuseur mobile, assurant 

ainsi la génération de tableaux de nombres aléatoires indépen

dants pendant une longue durée. 

La figure 38 montre le système d'entraînement des deux dif

fuseurs mobiles. Chacun des dépolis est fixé sur une platine Mi

crocontrôle. Le système d'entraînement assure une rotation des 

dépolis avec des vitesses angulaires respectives w+6w et -w. 

L'écart .des vitesses angulaires 6w qui sera discuté ultérieure

ment est dû au non-recouvrement des axes des deux platines Micro

contrôle. Le galet qui assure une liaison sans glissement avec 

les deux platines leur transmet donc des vitesses linéaires oppo

sées. Si l'on note 6R la distance séparant les deux axes des pla

tines, l'écart en vitesse angulaire est donc 6w = 6Rw2 ;v au pre

mier ordre. 

En outre, un degré de liberté supplémentaire qui n'apparaît 

pas sur la figure 38 permet d'ajuster la distance entre chacune 

des surfaces diffusantes. Cette distance doit être rendue aussi 

faible que possible afin d'éviter que le second diffuseur ne re

çoive un speckle déjà formé à partir du premier, ce qui entraîne

rait une perte de qualité sur l'indépendance temporelle que pro

cure un système à double diffuseurs accolés. 

2. CHOIX DU DIAPHRAGME 

Comme cela a été souligné dans le chapitre précédent, le 

diaphragme placé derrière les diffuseurs conditionne directement 

le facteur d'autocorrélation spatial. Afin de pouvoir confronter 

nos résultats expérimentaux avec une approche théorique, nous 

avons choisi de placer un diaphragme carré de côté a. Ce 

diaphragme doit cependant remplir un certain nombre de 

conditions 

* Il doit être suffisamment petit de manière à ce qu'il soit 

éclairé de façon uniforme. Cela permet dans le calcul de la fonc

tion d'autocorrélation de s'affranchir du problème soulevé par le 
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biais qu'introduirait une répartition non uniforme de l'éclaire

ment (par exemple de type gaussienne pour le laser). 

* Pour le même type de raison, son coefficient de transmis

sion en amplitude doit être constant sur l'ensemble de sa surfa

ce transparente. Notre diaphragme carré a été obtenu par photoré

duction. Une étude menée sur un densitomètre a permis de montrer 

que le coefficient de transmission en énergie est stable à moins 

d'un pour cent, assurant ainsi moins de cinq pour mille sur son 

coefficient de transmission en amplitude. 

* Afin d'autoriser un traitement statistique du speckle, la 

surface du petit carré doit intégrer un grand nombre de grains 

des diffuseurs". 

* De'plus, pour la même raison, le diaphragme carré doit 

être placé très près du diffuseur qui le précède. Ceci lui évite 

de limiter un speckle déjà formé en espace libre par la surface 

diffusante. 

En outre, nous avons choisi une configuration particulière 

pour l'orientation du carré. Ce dernier a été tourné de 45° par 

rapport aux axes privilégiés de la rétine placée dans le plan 

d'observation. Cette astuce permet de placer les axes privilié

giés de la rétine (et donc ses photocapteurs) sur ceux diagonaux 

de la figure de diffraction du diaphragme. Ainsi, d'après l'équa

tion 34, le facteur de corrélation spatial entre deux photocap

teurs de la rétine est typiquement de l'ordre de : sinc4 ~aL où 
Àdf2 

L est la distance entre deux photocapteurs. 

A n'en pas douter pour L ~ Àdf2Ja des facteurs de corréla

tion très faibles doivent être obtenus assurant ainsi d'une bonne 

indépendance spatiale. 

3. PHOTODETECTION 

La figure 39 montre le système réalisé afin d'étudier les 

indépendances spatiales entre les photocapteurs de la rétine. Un 

double miroir dont les faces sont à 45° l'une de l'autre crée 

deux images géométriques de deux photocapteurs dans un plan paral-
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lèle aux deux diffuseurs mobiles (voir figure 37). Les deux 

photodiodes étant fixes, un déplacement de x
0 

selon l'axe des x 

du miroir introduit un déplacement relatif de 2 X
0 

entre les deux 

images des photodiodes. Ce dispositif assure donc une variation 

continue et précise de la distance séparant les images des deux 

photocapteurs. La distance minimale d'approche correspond à la 

position du miroir pour laquelle les deux images sont collées 

l'une contre l'autre. Cet artifice a permis de s'affranchir du 

problème soulevé par le blindage des photocapteurs qui, sans le 

miroir, n'aurait pas perm1s d'atteindre des distances entre cap

teurs aussi faibles. 

La rigure 40 montre la partie électronique du système de 

photodétection. Celui-ci se compose, d'une part, d'une amplifica

tion permettant d'effectuer des mesures sur une dynamique impor

tante et, d'autre part, d'un filtre conférant au système d'excel

lentes propriétés de stabilité. Notamment, le rapport signal sur 

bruit s'est avéré supérieur à 500. Nous avons montré analytique

ment que, sous certaines hypothèses (bruit électronique indépen

dant du speckle à analyser), le biais introduit sur la mesure des 

facteurs de corrélations est bien inférieur aux fluctuations 

statistiques. 

Cependant, le filtrage n'est pas sans conséquence sur la me

sure des facteurs de corrélation. Afin d'étudier son influence, 

nous avons mesuré son comportement fréquentiel qui est représenté 

sur la figure 41. En première approximation, le comportement du 

filtre notamment à faible fréquence peut être vu comme un filtre 

du premier ordre ayant une fréquence de coupure de l'ordre de 

2000 Hz. 
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Dans ce chapitre, nous allons commenter les différents ré

sultats expérimentaux que nous avons obtenus en vue de tester les 

indépendances spatiales et temporelles du speckle optique. Les 

tests statistiques portent donc sur l'indépendance de deux photo

récepteurs voisins (ou sur trois) et sur l'indépendance temporel

le de chacun des photocapteurs. 

Les statistiques du speckle étant fort connues expérimenta

lement et théoriquement, l'originalité de notre travail provient 

essentiellement de la qualité des tests d'indépendance que nous 

avons effectués. Ceux-ci comportent, d'une part la mesure des 

coefficients de corrélations temporelle et spatiale jusqu'à des 

ordres élevés et, d'autre part des tests du x2 sur l'indépendance 

statistique. 

L'ensemble de ces tests indispensables à l'étude de faisabi

lité d'un générateur optique de nombres aléatoires permettent de 

chiffrer les qualités statistiques qu'il est raisonnable d'atten

dre d'un montage similaire à celui développé dans le chapitre 

précédent. 

I. FACTEURS DE CORRELATION TEMPORELLE 

Nous avons étudié l'indépendance.temporelle entre deux figu

res de speckle. Plus précisément, nous avons calculé les facteurs 

de corrélation temporelle d'ordre n,m définis comme suit 

( rn (t) rm (t+T) ) - ( rn (t) ) ( rm (T) ) 
'Y n rn (T) = 

' a(rn(t)). a(rm(t)) 

où : r(t) correspond à l'éclairement intégré sur un photocapteur 

à l'instant tet a(rn (t)) à l'écart type de la puissance nième de 

cet éclairement. 



146 

l.INFLUENCE DE LA PHOTODETECTION 

Nous avons vu que la photodétection introduit un filtre dont 

la fréquence de coupure vaut F0 ~ 2000 Hz. Si l'on note 

T = l/2IT F0 , le signal traité à l'ordinateur s(t) à l'instant t 

s'exprime simplement en fonction de I(t) : 

1 Joo s(t) =- I(t-t') exp(-t'/T)dt' 
T 0 

(37) 

Il est facile de voir que ce filtrage n'introduit aucun biais sur 

la valeur moyenne du signal, i.e. : <s(t)> = <I(t)>. Dans ces 

conditions, le facteur de corrélation ~ 1 1 (T) qui prend en compte 
1 

le filtrage s'exprime très simplement en fonction des données non 

perturbées : 

~ 1 1 (T) = 
J

oo Joo 2 1/T2 O O dt'dt exp-(t+t')/T <I(t)I(t'+T)> 

1/T2 J~ J~ dtdt' exp-(t+t')/T <I(t)I(t')> 
(38) 

Le modèle généralement admis (équation 35) nous permet de 

continuer le calcul en posant que 

<I(t)I(t')> = <I(t)>2 exp- nv2 (t-t') 2 jg2 

dans laquelle la quantité v(t-t')/g peut être vue comme la lon

gueur dont s'est déplacé le dépol~ entre les instants tet t', 

cette longueur étant exprimée en nomb~e de grains du dépoli. 

{
nT = v T 1 9 

Posons : nT = VT/g = r "r 

En effectuant le changement de variables suivant 

u = t+t' et v = t-t' 

le numérateur de l'équation (38) prend la forme suivante 

2/nT exp(l/4ITn~) [F(r) + F(-r)) 

où F(r) = exp 1/r Q(l/~2~ rnr + ~2~ nr), Q étant la fonction 
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introduite en page 23 au chapitre II [27]. Le dénominateur de l'é

quation (38) étant la limite du numérateur quand r ~ oo à rnT cons

tant, finalement on obtient : 

1 F(r) + F(-r) 
2 Q(1/~2~ nT) 

~11 (T) = (39) 

Quand r ~ oo, i.e. quand la fréquence de coupure du filtre 

tend vers zéro, le facteur de corrélation tend vers 1 et à la li

mite où le filtre n'existe pas (r ~ 0), ~11 (T) tend vers exp-~n~, 

ce qui est en accord avec l'équation (35). 

La figure 42 montre l'erreur systématique commise sur la me

sure du facteur de corrélation par l'introduction du filtre en 

fonction de r = T/T pour différentes valeurs de nT, nT variant de 

1 à 5. Tant que r est inférieur à 0,1, l'erreur commise est infé

rieure ou égale à 10· 3 , à condition que n1 soit supérieur ou égal 

à deux. 

Plus précisément, le filtrage induit une mesure du facteur 

de corrélation temporelle par excès. L'erreur commise n'excède 

pas 10· 3 si la fréquence d'échantillonnage des mesures (1/T = F) 

reste inférieure à 2IT.0,1.F0 i.e. 1000 Hz. 

2. NON-REPRODUCTIBILITE DES MESURES 

Afin d'assurer l'indépendance temporelle de nos séries de me

sures, il faut qu'à chaque tour d'un des dépolis l'autre dépoli 

ait effectué plus d'un tour, de sorte qu'il n'y ait pas superpo

sition exacte des deux dépolis. Plus précisément, l'écart des vi

tesses angulaires peut être chiffré : le déplacement relatif d'un 

dépoli par rapport à l'autre au bout d'un tour doit être supé

rieur au déplacement relatif des dépolis entre deux mesures con

sécutives. De sorte que la condition de non-reproductibilité s'é

crit : 

2IT 
.0-w • > w . T 

(!) 
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11'6 
nT= 1 2 3 

r=~ 
• 1 .2 • 3, .4 .5 nT 

Influence du filtre de la photodétection sur la 
mesure du facteur de corrélation temporelle pour 
différentes valeurs du paramètre n (nombre de grains 

~ 

dont s'est déplacé le dépoli entre deux échantillons 
successifs). 



149 

où T est le temps séparant deux mesures. 

La génération de tableaux de nombres aléatoires indépendants 

temporellement passe donc par la condition suivante avec le dis
Aw 

positif envisagé : -- > 1/Nt où Nt est le nombre de tableaux qui 
w 

peuvent être générés indépendamment en un tour d'un des dépolis. 

Par ailleurs, la périodicité du phénomène de diffusion due à 

la rotation des dépolis étant 2IT/Aw, le genre de dispositif envi-
Nt . w 

sagé assure ôw générations de tableaux de nombres aléatoires à 

condition que Awjw > 1/Nt. Cette dernière condition permet d'as

surer aux taqleaux de nombres aléatoires les mêmes statistiques 

temporelres à l'échelle d'un tour des diffuseurs qu'à l'échelle 

de deux générations successives. 

Dans notre expérience, w est de l'ordre de 1 tr/min, ~w est 

de l'ordre de 10- 3 trjmn et Nt s'est avéré être de l'ordre 30 000 

(facteur de corrélation temporel~ 10- 3 ), assurant ainsi 30 106 

générations indépendantes de tableaux de nombres aléatoires. 

3. RESULTATS 

Nous avons effectué des mesures des facteurs de corrélation 

temporelle d'ordre n,m pour les valeurs de n et rn égales à 1,2 et 

4. Les résultats sont résumés sur les figures 43 et 44. Plus pré

cisément, la figure 43 montre l'évolution du facteur de corréla

tion ~11 (T) en fonction du temps T séparant deux acquisitions 

successives. La partie de gauche hachurée correspond au domaine 

de limite de validité de nos mesures c'est-à-dire aux fréquences 

1/T pour lesquelles l'influence du filtrage introduit des pertur

bations supérieures à 10- 3 • 

La figure 44 montre, toujours en fonction du paramètre T l'é

volution des facteurs de corrélation ~22 et ~42 • Le comportement 

général de leur évolution en fonction du temps d'échantillonnage 

est sensiblement identique à celui de ~, 1 • 
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Evolution du facteur de corrélation~,, en fonction 

du temps T séparant deux mesures. La partie hachurée 

correspond à des incertitudes supérieures à celle 

présentée. 
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REMARQUES . 

* La figure 43 permet d'obtenir une estimation de la taille des 

grains de dépoli élaborés dans le cadre du modèle gaussien (équa

tion 35). En effet, pour T = 1 ms, le facteur de corrélation~,, 

est de l'ordre de 5 10· 3 • La vitesse linéaire de chaque dépoli 

étant égale à 2,1 10· 3 ms· 1 , la taille des grains du modèle gaus

sien peut être obtenue par l'équation 35. Tout calcul fait, g 

est de l'ordre de 2 pm. 

* L'evaluation des intervalles de confiances des figures 43 et44 

n'est pas si~ple dans le cas général. Cependant, pour les très 

faibles ~orrélations (cas considéré vis-à-vis de notre objectif 

d'indépendance), il peut être estimé simplement en suivant le 

raisonnement du paragraphe suivant en 2.b.2. Il pourrait être 

estimé de l'ordre de quelques 1/fN où N est le nombre de mesures 

effectuées pour estimer ~n m(T). Nous avons effectué les mesures 
1 

avec N variant entre 6 106 et 106 assurant ainsi un intervalle de 

confiance de l'ordre de quelques 10· 3 • Cette argumentation est 

d'ailleurs confortée par la bonne reproductibilité des mesures de 

la figure 43. 

4. CONCLUSION 

Nous avons mis en évidence que le speckle optique permet la 

génération de nombres aléatoires temporellement indépendants. Ce

ci a été conforté par la mesure de facteurs de corrélation tempo

relle d'ordre élevé qui se sont tous avérés tendre rapidement 

vers zéro pour des intervalles de temps croissants séparant deux 

mesures. 

Le mode opératoire envisagé permet la génération de quelque 

trente millions de tableaux aléatoires à une cadence de 1000 Hz 

et pour des vitesses de rotation des dépolis de l'ordre de un 

tour par minute. 



153 

L'indépendance temporelle constatée n'est en rien surprenan

te puisque la cause du phénomène aléatoire est différente entre 

deux instants suffisamment éloignés. 

II • FACTEURS DE CORRELATION 

Dans le paragraphe précédent, nous nous sommes intéressés à 

l'indépendance temporelle entre deux tableaux de nombres aléatoi

res. Dans ce paragraphe, nous allons nous pencher sur l'indépen

dance des nombres aléatoires entre deux ou trois photodétecteurs 

du plan de la rétine. Comme précédemment, nous avons testé les 

facteurs de corrélation entre deux photorécepteurs voisins. Comme 

cela a été défini dans la description du schéma expérimental, 

nous rappelons que la pupille carrée de côté a est inclinée de 

45• par rapport aux photorécepteurs du plan d'observation. 

l)CALCUL THEORIQUE DU FACTEUR DE CORRELATION D'ORDRE 1 

Le facteur de corrélation d'ordre 1 entre deux photodiodes 

(indice 1 et 2) est donné par . 
< ( r 1 - <I1 >) ( r 2 - <I2 >) > 

"Y11 = 
(}1 • Œz 

où Œ1 et Œ2 sont respectivement l'écart quadratique de l'énergie 

reçue par le photorécepteur 1 et 2. Si l'on suppose que 

<I 1 > = <I2 > <I> (i.e. que le champ est uniforme pour les deux 

photocapteurs), le numérateur Nu de "Y1 1 se met sous la forme 
1 

Nu = 
<!>2 

b4 

sinc2 

J

b/2 Jb/2 L+b/2 b/2 
-b/2 -b/2 SL-b/2 I-b/2 

(y,+ x, - (Yz+ Xz)) 

f2 
a 

Àd 

sinc2 
(y1 -x1 - (y2 -x2 ) ) 

f2 
a 

Àd 

où L est la distance entre les deux photocapteurs (entre leur 
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centre) et le facteur sous l'intégrale est la corrélation entre 

deux points A(x1 ,y1 ) et B(x2 ,y2 ) donnée par un speckle dont la 

pupille est à 45• des axes x et y. 

Le calcul de cette intégrale quadruple est fastidieux et est 

détaillé en annexe 2. Si l'on pose : 

m = ~abjÀd{2 (rapport entre les tailles linéaires 

des photocapteurs et des grains de 

speckle) 

r = ~aL/Àd{2 (rapport entre la distance séparant 

deux photocapteurs et la taille 

d'un grain de speckle) 

J2 (x) = J~sinc2 e de 

le numérateur de ~11 se ramène à l'intégrale suivante: 

<I>2 J 
Nu=-- ~ dx {[J2 (m-x+r)+J2 (m-x-r)] f(x,m,r) 

4m4 

- [J2 (2m-x+r) + J 2 (2m-x-r) - J 2 (x+r) - J 2 (x-r] g(x,r)} 

avec 

* f(x,m,r) = (x-m) 2 ( (sinc2 (x+m+r) + .sinc2 (x+m-r)) 

+ (x+m) 2 (sinc2 (m-x+r) + sinc2 (m-x-r)) 

* g (x , r) = x 2 ( sinc2 (x+r) + sinc2 (x-r)) 

Le dénominateur De de ~ s'en déduit alors très simplement en 

remarquant que pour r = o, Nu est identique à De. En conséquence, 

<I>2 J 
De=---- ~dx [J2 (m-x) ((x-m) 2 sinc2 (x+m) 

m4 

+ (x+m) 2 sinc2 (x-m)) - J 2 (2m-x) sin2 x] 
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2) MESURES DU FACTEUR DE CORRELATION D'ORDRE 1 

a) Valeurs des différents paramètres du montage: 

Des mesures du facteur de corrélation ~11 ont été effectuées 

pour différentes valeurs de la distance L séparant deux photodio

des. L'expérience a été réalisée avec les valeurs suivantes : 

a = 0,53 mm 

À = 0,628 j.Lm 

d = 1, 62 rn 

b "' 1,4 mm 

de sorte que le paramètre m est de l'ordre de 1,62. 

(42) 

Sur la valeur exacte de la taille des photocapteurs existe 

une incertitude. Comme celle-ci ne correspondait pas exactement à 

celle annoncée par le constructeur, nous l'avons une mesurée. 

Pour cela, nous avons étudié la réponse en tension donnée par la 

photodiode en fonction de l'emplacement d'un spot lumineux de 5 

1-Lm de diamètre. La figure (45) en illustre le résultat : sur une 

surface d'environ 1,3 x 1,3 mm2 , la réponse de la photodiode est 

uniforme. La tension observée décroît ensuite progressivement . 
pour donner sur la courbe en pointillés une réponse moitié et 

s'annuler enfin sur un contour (trait plein) donnant à la photo

diode une surface sensible d'environ 1,53. Les effets de bords 

ainsi constatés nous ont contraints· à définir pour l'étude des 

facteurs de corrélation une taille "moyenne" que nous avons prise 

égale à 1,4 x 1,4 mm2 • 

b) Intervalle de confiance du facteur de corrélation 

Pour chiffrer la confiance dont nous pouvons créditer nos 

mesures de facteurs de corrélation, nous avons calculé leur va

riance . Si l'on note 1-Lm n le moment croisé d'ordre m.n défini , 
sur la population : 

1-Lm n = ( ( I1 - <I1 >)rn ( I2 - <I2 >) n) (43) 
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dans la limite où le nombre d'observation tend vers l'infini, la 

variance du coefficient de corrélation s'exprime simplement [75]: 

var('Y) p2 {~2 2 1 [~4 0 ~0 4 
2 ~2 2 l [ ~3 1 ~1 3 l} = - -- + - -- + -- + - + (44) 

N ~i 1 
4 ~~ 0 ~~ 2 ~2 o ~o 2 ~1 1 ~2 o ~1 1 ~o 2 

où N est le nombre d'observation et p = ~11 /~~20 ~02 est la va

leur moyenne sur la population de la valeur estimée 'Y. 

Le calcul des différents moments croisés serait certainement 

très fastidieux (voir annexe 2). Cependant, une estimation rapide 

de ces coefficients peut être obtenue en prenant comme loi de 

probabilité du speckle celle qui correspond au cas limite de ré

cepteurs ponctuels (taille des grains de speckle très supérieure 

à celle des photorécepteurs) très éloignés (indépendance spa

tiale) . Sous cette hypothèse, la probabilité que le photorécep

teur 1 (resp. 2) reçoive l'intensité I 1 (resp. I 2 ) s'écrit : 

1 
p(I1' 12)· = <I>2 exp-

1 1 + 1 2 

<I> 
( 45) 

Cette densité de probabilité entraîne une simplification 

considérable pour les calculs des ~mn' puisque dans ces condi

tions : 

~rn n = ~n rn = ~rn 0 • ~on 

Cependant, l'approximation dans· le choix de la densité de 

probabilité (équation (45)), entraîne l'indépendance des variables 

I 1 et I 2 et donc la nullité de la variance de 'Y(p=O). De façon à 

pallier cette difficulté, une estimation peut être obtenue en 

confondant p et sa valeur estimée 'Y. Dans ces conditions, on ob

tient : 

1 
var('Y) = N + 

-y2 

2N [~4 0 l 2 -- + 1 - -
,2 N 
r-20 

~3 0 

3 
~20 

2 
~10 ( 46) 

Le calcul des moments se fait alors très simplement puisque: 
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I di 
= Joo (I-<I>)" exp - <I> <I> 1-Lno 0 

n (-1)P 
n ~-= n 1 <I> .L.. p ! 

p=O 

Dans ces conditions, l'écart type de la variable estimée ~ 

se calcule aisément et est donné par : 

a(~) = j 1 + N 5~2 (47) 

L'expression 37 montre que pour de faibles corrélations, 

l'écart type du facteur de corrélation ~ est au second ordre près 

donné par 1/iN. 

c) Résultat expérimental 

La figure 46 montre l'évolution du facteur de corrélation ~ 

en fonction du rapport R = Ljb. Les points expérimentaux sont en

tourés de leur rectangle d'incertitude. Selon l'axe horizontal, 

l'incertitude vient essentiellement de celle due aux effets de 

bord des photocapteurs qui ne permettent pas une définition exac

te de leur ~aille. Celle-ci est très sensible notamment pour les 

R faibles. L'estimation du facteur ~ ayant été pour chaque mesure 

effectuée sur N = 3 106 échantilllons indépendants (le facteur de 

corrélation temporel étant de l'ordre de 2 à 3 10- 3 ), la barre 

d'erreur verticale (qui est l'écart type de la valeur estimée ~) 

est de l'ordre de 10- 3 (voir équation 47). 

La courbe théorique en trait continu a été obtenue par un 

calcul à l'ordinateur des intégrales des équations (40) et (41) 

pour le jeu de paramètres des équations (42). 

Ces résultats font apparaître une bonne concordance entre 

les points expérimentaux et la courbe théorique. En outre, des 

facteurs de corrélation inférieurs à un pour cent sont facilement 

accessibles dès que le rapport R dépasse deux. Pour R > 3, le 

facteur de corrélation spatial devient inférieur à un pour mille. 
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3. FACTEURS DE CORRELATION D'ORDRE ELEVE 

Afin de caractériser davantage l'indépendance des deux pho

torécepteurs, nous avons, comme pour les corrélations temporel

les, mesuré les facteurs de corrélation d'ordre élevé. Ceux-ci 

sont définis comme suit : 

'Yn,m 
= < ( I~ - <I~ >) 

o-I" 
1 

(r~ - <I~ >)) 
() rm 

2 

(48) 

Tout comme précédemment, la variance de ces valeurs estimées 

peut être ob~enue à condition de remplacer dans le calcul précé

dent I 1 parI~ et I 2 parI~. On introduit alors des moments croi

sés généralisés d'ordre m.n définis sur la population par : 

IL~: = ( (r; - <Ii>)P (r~ - <I~>)q) 

Moyennant l'hypothèse simplificatrice sur la densité de pro

babilité de la loi jointe ("équation 45), ces coefficients peuvent 

être déduits du calcul d'intégrales du type : 

n 1 Joo p I Joo p I f.Lm = ---- (Im - <Im>) exp - --- di (I" - <I">) exp - --- di 
Pq <I>2 0 <I> 0 <I> 

On peut alors montrer que les écarts types augmentent avec 

l'ordre du facteur de corrélation et qu'ils sont donnés par le 

tableau suivant : 

n m 8 

2 2 45 
4 2 3326 

4 4 6585 
L__ --

où 8 est défini par : o-('Yn m) = 
1 ~ 

Ce tableau montre que tant que les facteurs de corrélation 

restent inférieurs à un pour cent, l'écart type est de l'ordre de 

1/fN. 
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Figure 47 : Evolution des facteurs de corrélation spatiale 

d'ordre élevé y en fonction du paramètre n , rn 

R = L/b. 
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La figure 47 montre pour les mêmes échantillons que précé

demment la dépendance des facteurs de corrélation ~22 , ~42 et ~44 
en fonction du paramètre R = Ljb. 

Il est à noter que, au fur et à mesure que l'ordre des fac

teurs de corrélation augmente, leur valeur respective diminue. 

Notamment, dès que R est supérieur à 3, des coefficients de cor

rélation de l'ordre de 10- 3 ont été obtenus tendant à confirmer 

l'hypothèse d'une réelle indépendance des photorécepteurs dis

tants d'au moins trois fois leur taille. 

Nous 

théoriques 

annexe II~ 

n'avons pas effectué de comparaison avec les courbes 

car celles-ci sont fastidieuses à calculer (voir 

III. TESTS D'INDEPENDANCE SPATIALE ET 
CONCLUSION 

Les résultats obtenus pour les facteurs de corrélation tem

porelle et spatiale étant prometteurs vis-à-vis des indépendances 

des tableaux de nombres aléatoires, nous avons voulu chiffrer 

plus en détail ces indépendances. 
~ 

L'interprétation de la formation du speckle optique donnée 

en début de seconde partie nous ayant permis d'appréhender intui

tivement l'indépendance temporelle, . nous nous sommes davantage 

penchés sur l'indépendance spatiale. Plus précisément, nous avons 

étudié la loi de probabilité jointe p(I1 ,I2 ) où I 1 (resp. I 2 ) est 

l'énergie arrivant sur le photocapteur 1 (resp. 2) et notamment 

nous l'avons comparée à la loi de probabilité produit 

p(I1 ). p(I2 ). 

1. RAPPEL SUR LE TEST DU X2 

Le test du x2 [76] est sans aucun doute le test statistique 

le plus répandu. Il permet la comparaison d'une loi de pro-
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habilité observée avec une autre attendue. Nous l'avons utilisé 

comme test d'indépendance. Pour cela, nous avons tout d'abord 

binarisé par seuillage le signal arrivant sur les photodiodes, 

celui-ci prenant les valeurs zéro ou un avec une probabilité un 

demi. Sur chaque photocapteur, nous avons enregistré successive

ment N valeurs binaires. Ces valeurs nous ont alors permis de 

construire les lois de probabilité jointe et produit. Plus préci

sément, nous avons calculé le nombre de fois que le photocapteur 

1 (resp. 2) a eu la valeur œ (œ = 0 ou 1) noté I~ (resp. I~). 

Nous avons également 

teurs 1 et 2 ont pris 

1) noté Iœ~. Dans le 

s'attend-à ce que: 

calculé le nombre de fois que les photocap 

simultanément les valeurs œ et ~ (~ = 0 ou 

cas où il y a indépendance spatiale, on 

Vœ,~ ( Iœ~) = Iœ I~/N 
1 2 

De sorte que la variable V définie par : 

( Iœ~ - Iœ I~ /N) 2 

~ 1 2 
V= L.... 

œ,~ I~ I~/N 
chiffre très certainement l'indépendance des deux photocapteurs. 

En outre, la loi de probabilité de V obéit à une loi dite du x2 • 

Son nombre pe degrés de liberté peut être vu comme le nombre de 

variables indépendantes du x2 • Ces variables sont au nombre de 

quatre, les rœ~. Cependant, elles sont liées par trois relations: 

2: Iœ~ = N 
œ,f3 

2: Iœ~ - I~ - 2 
œ 

2: Iœ~ - rœ - 1 

f3 

Le nombre de degrés de liberté est donc dans de cas 4 - 3 = 1. 
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Figure 48 
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Test d'indépendance du x2 entre deux photo

capteurs. Evolution des x2 suspects, presque 

suspects et normaux en fonction de R = L/b 

(N = 1000) . 

R 
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2. RESULTATS 

Si l'on note Vx% la valeur du x2 telle que 

S~ p(V) dV = x% 
x% 

on a l'habitude de définir 

les x2 suspects dont la valeur est soit supérieure à V9 s% soit 

inférieure à Vs%· Ils doivent se produire en moyenne une fois sur 

dix si les statistiques sont bien celles escomptées; 

les x2 presque suspects dont la valeur appartient à l'in

tervalle [Vs%' V10 %] U [V90 %, V9 s%J. Ils se produisent en moyenne 

une fois sur dix. Les autres valeurs du x2 sont appelées 

normales. Elles correspondent à 80 % des cas. 

La figure 48 montre l'évolution des valeurs du x2 observées 

en fonction du paramètre R. Pour chaque valeur de R, cent tests 

ont été réalisés et les résultats suspects, presque suspects ou 

normaux, ont été représentés sur la figure 48. Les facteurs de 

corrélation temporelle étaient dans les conditions des tests tous 

inférieurs à quelques pour mille assurant ainsi l'indépendance 
~ 

temporelle des séries de mesures. 

Pour R légèrement supérieur à · un, cent résultats suspects 

sont obtenus. Avec R croissant, les valeurs du x2 observées 

tendent vers leurs valeurs attendues en moyenne. Notamment, pour 

R supérieur à deux, le résultat du test d'indépendance peut être 

considéré comme positif. 

En outre, ce test a été effectué pour différentes valeurs du 

nombre d'échantillons N. Aucune anomalie n'a été constatée pour 

N = 100, 1000 et 10 000. 

Nous avons également fait un test d'indépendance avec trois 

photocapteurs. Ces-derniers étaient disposés sur trois coins d'un 

carré. Dans ce cas, le nombre de degrés de liberté est égal à 
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23 - 4 = 4 . Des valeurs typiques des x2 observées sont résumées 

dans le tableau suivant pour différentes valeurs de N : 

% de suspects % de p. suspects % de normaux 
N = 100 8 9 83 

N = 1000 9 10 81 

N = 10000 7 14 79 

Ces valeurs sont tout à fait en accord avec celles atten

dues. Elles ont été obtenues avec R = 10 (le dispositif expéri

mental ne permettant pas de descendre en-dessous à cause du blin

dage des phot?capteurs). 

3. CONCLUSION 

En ce qui concerne l'indépendance spatiale entre deux photo

capteurs, le test du x2 s'est avéré beaucoup plus sensible que la 

mesure des facteurs de corrélation. Alors que pour R = 1,2 cent 

pour cent des résultats sont suspects, pour R = 1,8 le test du 

est réussi. Ces deux valeurs encadrent la première valeur 

la fonction d'autocorrélation spatiale qui est pour annulant 
..X.d 

R = ab ~ 1,4 , montrant bien qu'elle est un paramètre pertinent. . 
Les mesures des facteurs de corrélation temporelle se sont 

avérées révéler des résultats très faibles tendant bien à montrer 

l'indépendance temporelle. Celle-ci· est d'autant plus intuitive 

que le phénomène engendrant le speckle change dans le temps. 

En conclusion, nous pouvons penser que d'un point de vue 

purement statistique, le speckle semble bien être approprié à la 

génération de tableaux de nombres aléatoires indépendants spatia

lement et temporellement. 
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Le chapitre précédent a permis de dégager les critères d'in

dépendance des tableaux de nombres aléatoires. Tout en prenant en 

considération l'ensemble de ces résultats, nous allons dans ce 

chapitre tout d'abord proposer un mode expérimental légèrement 

différent mais plus adapté à la réalisation d'un prototype 

fiable. 

Dans une seconde étape, nous allons étudier la réalisation 

d'une loi pile ou face. Notamment, nous allons chiffrer le biais 

introduit sur cette loi de probabilité par l'ensemble des fluc

tuations (ou dérives) des différents constituants tant optiques 

qu'électroniques du générateur de tableaux de nombres aléatoires. 

De façon globale, les différentes fluctuations vont être classées 

en deux types : celles qui modifient la densité de probabilité de 

l'intensité du speckle et celles qui modifient le seuil de bina

risation permettant l'obtention d'une loi pile ou face. Une ap

proche théorique va permettre d'unifier ces deux types de biais 

et surtout va permettre de définir l'influence du paramètre~ sur 

la précision que l'on peut espérer sur la loi pile ou face. Par 

la suite, une étude systématique fondée sur des observations ex

périmentales permettra de chiffrer l'importance des différents 

biais constatés. 

Dans une troisième étape, une étude énergétique prenant en 

compte l'ensemble des conclusions précédentes permettra d'estimer 

la puissance de la source nécessaire à la génération microseconde 

de tableaux de nombres aléatoires. 

Une brève discussion nous permettra ensuite de faire la syn

thèse des différents résultats obtenus et de dégager les grandes 

lignes d'un générateur de nombres aléatoires utilisant le speckle 

optique. Cette synthèse sera illustrée par la génération d'une 

loi uniforme à partir d'une loi pile ou face. 

En dernier lieu, nous aborderons une autre méthode de géné

ration de nombres aléatoires binaires. Quelques résultats de 

tests statistiques d'indépendance seront discutés dans le cadre 

du modèle proposé. 
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I. DEFINITION DU SCHEMA GLOBAL D'UN PROTOTYPE 
DE GENERATEUR DE TABLEAUX DE NOMBRES ALEATOIRES 

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler les paramètres es

sentiels qui permettent aux tableaux de nombres aléatoires d'as

surer les critères forts d'indépendance temporelle et spatiale. 

Nous pourrons ensuite proposer un nouveau montage dont on dégage

ra l'adéquation à la réalisation d'un prototype fiable et 

compact. 

Les résultats obtenus ont montré que : 

* l'indépendance spatiale s'interprète directement à partir de la 

taille des grains du speckle Àd/a et à partir de la distance L 

séparant deux photocapteurs. Plus précisément, celle-ci est 

acquise dès que : 

L > quelques Àdja (49) 

* l'indépendance temporelle, dans le modèle gaussien que nous 
vT 

avons développé, est directement fonction du paramètre --. Elle 
g 

peut être obtenue dès que : 

vT > quelques g. (50) 

Ces deux équations (49) et (50) sont très importantes. En 

effet, elles permettent à partir du.montage de validation précé

demment développé, de prédire avec certitude les caractéristiques 

d'un prototype de générateur de nombres aléatoires. Par exemple, 

un ordre de grandeur des facteurs de corrélation temporelle peut 

être obtenu à n'importe quelle fréquence à condition que la rota

tion des dépolis maintienne le produit vT constant. Etant donné 

les résultats des figures 43 et 44, l'indépendance temporelle à 1 

MHz peut être obtenue avec des vitesses angulaires de rotation de 

l'ordre de 1000 tours par minute pour un rayon de 2 cm. De même, 

si l'on réduit la taille des photorécepteurs d'un certain facteur 

d'échelle, l'équation (49) à a et À fixés est toujours vérifiée à 

condition de réduire d du même facteur. Pour la rétine de 
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l'I.E.F., la taille des photocapteurs est de l'ordre de 50 ~rn 

alors que celle utilisée dans le montage de validation est de 1,4 

mm. En conséquence, des résultats similaires à ceux des figures 

46 et 47 pourraient être obtenus en réduisant d d'un facteur 30, 

l'amenant ainsi à quelques centimètres. 

Cependant, les critères d'indépendance ne sont pas les seuls 

importants pour la réalisation d'un générateur de nombres aléa

toires. Afin d'assurer au prototype une bonne fiabilité, nous 

avons pensé supprimer le diaphragme carré. En effet, à des vites

ses de l'ordre de mille tours par minute, la proximité nécessaire 

entre les dépolis et le diaphragme devient problématique. La 

figure 4~ montre le schéma global que nous proposons. La lentille 

permet d'ajuster continuement (variation de h)la taille de l'im

pact du faiceau lumineux sur les surfaces diffusantes permettant 

ainsi de faire varier la taille des grains de speckle. 

Ce nouveau montage présente les mêmes comportements que ce

lui comprenant le diaphragme carré. Les conditions d'indépendance 

(équations 49 et 50) restent identiques en interprétant le para

mètre a comme une dimension caractéristique de la surface éclai

rée des dépolis. La figure 50 montre les résultats d'un test du 

x2 entre deu~ photocapteurs (d = 145 cm). Ces résultats sont tout 

à fait comparables à ceux obtenus préalablement, assurant une 

indépendance pour R > 2. 

En outre, ce nouveau schéma expérimental présente un avanta

ge supplémentaire. L'absence de diaphragme est favorable au bilan 

d'énergie en augmentant le rapport <I>/~ entre la valeur moyenne 

de l'intensité du speckle observé et la puissance de la source. 

Nous aurons l'occasion de revenir plus en détail sur cet aspect 

du problème dans les paragraphes suivants. Par contre, les cal

culs des corrélations deviennent difficiles car il est délicat de 

modéliser l'éclairement à la sortie du second dépoli. 
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Figure 49 Schéma expérimental proposé pour le générateur de 

nombres aléatoires. La lentille permet un réglage 

continu de la taille de l'impact lumineux sur les 

surfaces diffusantes. 
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II.INFLUENCE DU PARAMETRE 
ACCESSIBLE SUR UNE LOI 

SUR LA 
PILE OU 

PRECISION 
FACE 

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le biais introduit 

par les fluctuations ou les dérives des différents composants op

tiques et électroniques sur la loi de probabilité pile ou face 

créée par le générateur de nombres aléatoires. 

1. APPROCHE THEORIQUE DU PROBLEME 

Supposons que dans des conditions expérimentales données, la 

chute de tension observée aux bornes d'un quelconque des photoré

cepteurs ait une densité de probabilité p(V). Cette dernière est 

fonction d'un ensemble de paramètres soumis à des dérives (ou 

fluctuations) spatiales et temporelles. Par exemple, p(V) est 

dépendant de la sensibilité du photocapteur considéré, de sa par

tie électronique introduisant un seuil pour la loi pile ou face, 

de la puissance du laser à l'instant t ... Tous ces paramètres ne 

sont constants ni dans le temps, ni dans l'espace sur l'ensemble 

de la rétine : du fait des dérives thermiques, des défauts de 

fabrication,. la densité de probabilité p(V) présente des 

fluctuations. 

Le but est pourtant de créer une' loi de pile ou face, c'est

-à-dire de définir un v0 tel que 

J~: p(V) dV = 1/2 

Pour un processeur élémentaire quelconque, le biais B intro

duit sur la loi de pile ou face peut s'écrire : 

IJV + 6V SV 1 
_: 

0 (p(V) + 6p)dV - _: p(V)dV 

où 6V0 est une valeur caractéristique des fluctuations du seuil 

et 6p est l'écart de densité de probabilité par rapport à la den

sité de probabilité attendue. 
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Deux exemples caractéristiques de densités de proba

bilités obtenues avec le montage de la figure 49. 

(d = 145 cm). 
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Le terme p(V) + ~p peut être vu comme le premier terme d'un 

développement de Taylor de p(V + ~v1 ) dans la limite des faibles 

fluctuations. De sorte qu'en posant V' = V + ~V1 , le biais prend 

la forme générique suivante : 

IJ
V +~V +~V JV 1 -~ 0 1

p(V')dV' - -~(V)dV (51) 

La question est maintenant de savoir si la façon de générer 

le speckle optique ne peut pas avoir une influence sur le biais 

de la loi pile ou face. 

D'un point de vue optique, la loi pile ou face est générée à 

partir d'un seuillage sur la densité de probabilité P(I). Le 

biais est alors introduit par les fluctuations du seuil s. On no

te celle-ci ~s, l'équivalent de ~V0 + ~V1 • Dans ces conditions, 

minimiser le biais revient à minimiser l'expression 

IJ:: ~SP(I)di - J:~P(I)dii (52) 

Si ~s << s, au premier ordre, le biais est de l'ordre de 

~s. p(s) et est donc d'autant plus faible que p(s) l'est. La den

sité de probabilité étant normalisée, intuitivement, les faibles 

biais sont obtenus pour des densités de probabilités P(I) larges, 

autrement dit pour des densités de probabilités présentant des 

valeurs de~ 112 = <I>/u(I) faibles. La figure 51 montre deux his

togrammes différents obtenus à partir du montage de la figure 49. 

Les différentes valeurs du paramètre <I>/a(I) ont été obtenues en 

déplaçant la lentille par rapport au plan des dépolis. Il ap

paraît clairement que le biais introduit par les dérives du seuil 

est moins important dans le cas de la figure du bas que dans le 

cas de celle du haut. 

2.ETUDE DE L'INFLUENCE DES FLUCTUATIONS DU 
SEUIL SUR LA PRECISION DE LA LOI DU PILE OU FACE 

Afin de chiffrer les perturbations induites par les fluctua

tions du seuil, nous avons pour différentes valeurs du paramètre 
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Evolution du biais 6P introduit sur la loi pile ou 

face par les fluctuations du seuil 6s pour différen

tes valeurs de <I>/a(I) (valeurs expérimentales). 
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~ 1 1 2 , étudié les écarts à la loi pile ou face. A partir d'un his

togramme obtenu dans certaines conditions expérimentales (d = 145 

cm, h fixé), nous avons calculé l'écart ~P induit par un écart ~s 

du seuil. La figure 52 montre l'écart ~P en fonction de l'erreur 

relative ~sjs. Notamment, il est clair que ~P croît avec le rap

port <I>/a(I) à ~sjs fixé. Par exemple, il est possible d'obtenir 

(~ ~ 1,7) un biais ~P inférieur à 0,025 sur P (P=.5) tant que 

l'erreur relative sur le seuil est plus petite que 5 %, qui cor

respond à un biais relatif égal à l'erreur relative sur le seuil 

pour <I>/a(I) = 1,3 ~sjs ~ 6P/P (53) 

Il est intéressant d'envisager le cas limite où la dimension 

des photorécepteurs est très petite devant celle des grains de 

speckle. Dans ce cas, il est possible d'analyser théoriquement le 

biais t.P en fonction de t.sjs puisque la densité de probabilité 

est exponentielle (équation 32). Dans cette hypothèse, la valeur 

du seuil est s = <I>Ln2. Au premier ordre en ~sjs, le biais rela

tif est donné par : 

6P/P ~ o, 7 t.sjs (54) 

avec P = 1/2. De même, le calcul numérique pour le cas d'un dia

phragme carré est possible et conduit à des résultats voisins de 

l'équation (53). 

3.ETUDE DE L'INFLUENCE DES SURFACES DIFFUSANTES ET DE 
LA SOURCE SUR LA PRECISION DE LA LOI DU PILE OU FACE 

Dans ce paragraphe, nous allons étudier l'influence des fluc

tuations temporelles de la source et du coefficient de transmit

tance en énergie des dépolis. Dans les conditions expérimentales 

du chapitre précédent, la source est un laser dont la stabilité a 

pu être vérifiée: elle est meilleure que 1%. L'influence de ces 

fluctuations n'a pu être mise en évidence lors des mesures effec-
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Coefficient de transmission en énergie de deux 

diffuseurs tournants : 

- à gauche, diffuseur en surface (Kodatrace) 

- à droite, diffuseur en volume (épaisseur de 2 mm, 
Altuflex). 
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tuées. Par contre, la figure 53 montre l'évolution temporelle du 

coefficient T de transmission en énergie de deux dépolis dif

férents en rotation. La courbe de gauche présente des fluctua

tions de l'ordre de 17% dont la périodicité est égale à celle du 

mouvement rotatif du diffuseur . Celle-ci a été obtenue avec un 

diffuseur mince (ou 

courbe de droite a 

de surface), 

été obtenue 

le Kodatrace. Par contre, la 

avec un diffuseur de volume 

d'épaisseur 2 mm. Son coefficient T est donné égal à 82 % et est 

garanti constant à 4 % près sur l'ensemble de l'échantillon. 

Les résultats du chapitre précédent ont été obtenus avec 

deux diffuseurs Kodatrace. Lors d'une première série de mesures, 

les fluctuations importantes du coefficient T n'ont pas permis de 

mettre en évidence des facteurs de corrélation spatiale et tempo

relle inférieurs respectivement à 5 ~ et 3 ~. En conséquence, les 

résultats donnés sur les figures 43, 44, 46 et 47 donnant les fac

teurs de corrélation ont été obtenus à partir d'une statistique 

de facteurs de corrélations évalués sur mille acquisitions. A 

1000 Hz, mille acquisitions représentent une seconde, ce qui est 

très court vis-à-vis de la période du phénomène de la figure 53 

qui est de une minute (un tour des dépolis). 

Une autre façon de compenser ces fluctuations est d'intro

duire au moyen d'une lame semi-réfléchissante une voie de norma

lisation prenant en compte les fluctuations de la source et de la 

transmittance des dépolis. Cependant; dans le cadre de la réali

sation d'un prototype, cette solution en complique fortement la 

mise en oeuvre. 

Dans l'approche théorique du premier paragraphe, nous avons 

argumenté en faveur des densités de probabilité présentant une 

faible valeur du rapport <I>/u(I). Le biais introduit par les 

fluctuations de la source ou du coefficient T des dépolis peut 

être estimé dans le cas limite de la densité de probabilité expo

nentielle qui correspond au cas très favorable où <I>/u(I) = 1. 

En effet, ces fluctuations peuvent être interprétées comme des 

fluctuations de la valeur moyenne de l'intensité du speckle. Si 

l'on note ~P l'écart induit sur la loi pile ou face par une fluc

tuation~ de la valeur moyenne de l'intensité, on a 
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ex - di J<I>Ln2 1 I 
0 <I>+~ p <I>+~ = ~p + 1/2 (55) 

Cette intégrale, bien que se calculant directement, peut 

être interprétée comme un biais introduit sur le seuil en 
I u . . . . . 

posant : = --- . Dans ces cond1t1ons, le b1a1s du seu1l est 
<I>+~ <I> 

égal à 

~s = 
<I>2 Ln2 
<I>+~ 

- <I>Ln2 

soit si ~ << <I>, ~s ~ ~ Ln2. En conséquence, l'équation 57 per-
. . . . ~p 

met d'est1mer le b1a1s relat1f p 

~p ~ 
--rvQ7--
p ' <I> 

'.• 

{56) 

Les équations 54 · et 56 prouvent que les fluctuations en 

énergie (i.e. de la source et de T) ont une importance relative 

vis-à-vis du biais ~P du même ordre de grandeur que celle due aux 

dérives du seuil sur l'ensemble de la rétine. 

La figure 54 montre pour différentes valeurs du paramètre 

<I>/u(I) l'évolution du biais ~p en fonction des fluctuations re

latives en énergie. Pour cela, après acquisition d'un ensemble de . 
données fixant la valeur de ~ , le biais ~P est évalué par calcul 

à partir des nouvelles données obtenues par multiplication par 

(1 +a) des anciennes. Le coefficient.a ainsi obtenu joue le rôle 

de ~/<I> dans l'étude précédente. Les résultats sont tout à fait 

analogues à ceux de la figure 52 montrant l'effet bénéfique sur 

le biais des densités de probabilité présentant de faibles va

leurs du rapport <I>/u(I). 

III. ASPECT ENERGETIQUE 

La fréquence maximale avec laquelle il est possible de géné

rer des tableaux de nombres aléatoires est fortement dépendante 

de l'intensité moyenne du speckle et de la sensibilité des photo-
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capteurs de la rétine élaborée par l'I.E.F. 

Une première expérience a permis de déterminer la sensibili

té de leurs photocapteurs. Pour cela, nous avons étudié la chute 

de tension à leurs bornes en fonction du temps d'intégration et 

de l'intensité de l'onde l'éclairant uniformément . La source 

utilisée est un laser He-Ne de même longueur d'onde que celle 

utilisée pour les mesures statistiques du speckle. Le tableau 

ci-dessous donne quelques valeurs typiques des résultats obtenus. 

t integration 2,5 5 1 0 
(us) 

20 32 52 72 102 

Signal 01 1 0,2 0,4 0,8 1,25 1,7 2,25 2,5 
, (V) 

Exposition 2,5 
51 o-" 1 o-4 21 0-t. 

3,2 51 o-<1 7,2 -3 

(J/m2) 1 o-5 1 o-4 1 o-4 1 0 

Des mesures ont été effectuées pour différentes valeurs de 

la puissance du faisceau incident. La sensibilité obtenue s'est 

avérée comparable à celle d'autres photocapteurs CCD issus de la 

même technologie. Elle a pu être estimée à s = 40 V cm2 ~J- 1 • Le 

courant de fuite responsable d'une décharge ~V du photocapteur en 

l'absence d'illumination s'est avéré avoir un comportement 

linéaire avec le temps t : ~V = 0,2 t avec ~V en volt et t en 

seconde. PoÙr t ~ 10- 6 s , la chute de tension est inférieure à 

1 ~V. Les signaux détectables étant de l'ordre de la centaine de 

millivolts,l'influence du courant de fuite est totalement 

négligeable. 

Dans le cadre du montage proposé pour le générateur de nom

bres aléatoires, nous avons mesuré l'intensité moyenne du speckle 

à une distance d = 10 cm des diffuseurs mobiles. A partir d'un 

laser de 60 mW, une surface de 1 cm2 reçoit une puissance de 

1,5 mW. En conséquence, si l'on note P la puissance de la source 

émettrice, t la durée du temps d'intégration, la chute de tension 

à attendre ~V est égale à 

~v 
1,5 
- s Pt ~ Pt pour d 
60 

10 cm (57) 
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où ~V est en volt, P en Watt et t en ~s. 

Dans l'hypothèse où cette énergie est amenée par une source 

pulsée, il est intéressant d'étudier l'influence de la durée des 

impulsions sur les statistiques du speckle et notamment sur le 

facteur de corrélation temporelle et sur le rapport <I>/rr(I). Si 

l'on note T l'intervalle de temps séparant deux pulses, T la 

durée des impulsions rectangulaires, en adoptant le modèle gaus-

sien, le facteur de corrélation temporelle s'écrit 

'Y 1 1 ( T) = Nu ( T 1 T) /NU ( T 1 0) OÙ 

NU(T,T)-
<I>2 JT/2 JT+T/2 

= ---- dtdt' exp-
T2 -T /2 T-T /2 

1TV2 

g2 
(t-t') 2 

En suivant l~ calcul déjà développé lors du paragraphe con

cernant les facteurs de corrélation temporelle, il est possible 

de montrer que : 

I(T,T) = 
n-r -nT 

2n 2 
'T 

1 

41T n 2 
'T 

[ Q. ( ~ 21T (nT -n-r ) ) - Q ( ~ 21T nT ) ] + 

[exp- 1T (nT-n-r) 2 -exp- 1T nT 2 ] 

où nT = vTjg et n-r = VT/g et Nu(T,T) est donné par 

NU(T,T) 2<I>2 (I(T,rr:) + I(T,-T)) 

Nous avons déjà noté que de bonnes indépendances temporelles 

peuvent être obtenues pour nT ~ 1,5 , ce qui correspond à un 

déplacement relatif des dépolis de l'ordre de 1,5 grains et à un 

facteur de corrélation de l'ordre de 10- 3 • Si l'on suppose queT 

est petit devant T, un développement limité de --r 11 (T) peut être 

effectué pour n-r petit devant l'unité. On obtient : 

'Y11 (T) = exp-1Tn~ [1 + 
n 2 

'T 

6 
( 2 1r

2 nT 2 -~)+oh')] (58) 
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Pour T dix fois plus petit que Tet nT ~ 1,5, le premier 

terme du développement limité est égal à 0,15. Cette correction 

relativement faible est tolérable. 

Du calcul précédent, il est facile de déduire l'influence de 

la durée des impulsions sur le rapport <I>/a(I) puisque 

a(I) = Nu(T,O). Un développement limité effectué dans les mêmes 

conditions que précédemment montre que 

TI 
<I>/a(I) = 1 + 

12 
n~ + O(n~) (59) 

L'équation 59, tout comme la 58, nous montre la nullité du 

terme d'ordre un, rendant faible l'influence de la durée finie de 

l'impulsion. Pour n-r = nT /10 et nT ~ 1,5 . la correction à 

apporter est égale à 0,6 %. 

En conclusion, nous avons montré que pour une source pulsée 

à 1 MHz, l'énergie contenue dans chaque impulsion de durée T 

(avec T < 100 ns) assure une chute de tension d'au moins 0,1 volt 

aux bornes des photocapteurs si toutefois elle est supérieure à 

100 nJ (éq.57). Cette considération énergétique a été obtenu pour 

deux diffuseurs de volume de 1 mm d'épaisseur en faisant 

converger le pinceau laser sur les dépolis à l'aide d'une 

lentille de focale 20 cm, le plan d'observation du speckle étant 

situé à 10 cm de surfaces diffusantes. 

IV. DISCUSSION 

Nous avons proposé un nouveau schéma expérimental où le dia

phragme carré est remplacé par une lentille qui permet de faire 

varier continuement la taille de l'impact du faisceau laser sur 

les surfaces diffusantes. Tout en gardant les propriétés d'indé

pendance du chapitre VIII, cette approche présente deux avanta

ges : 

* Le générateur de nombres aléatoires y gagne en simplicité et 

donc en fiabilité. En effet, la distance enter la surface 
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diffusante et le diaphragme devant être aussi faible que 

possible, cette promiscuité se serait avérée problématique à des 

vitesses angulaires de l'ordre de mille tours minute. 

* Le bilan énergétique est plus favorable. 

Dans le cadre de ce schéma expérimental, nous avons étudié 

le biais introduit par les différentes imperfections sur une loi 

de probabilité pile ou face. Cette étude a montré que ce biais 

est d'autant plus faible que la taille des photorécepteurs est 

petite devant celle des grains de speckle. Une étude théorique a 

conclu que l'ensemble de ces imperfections introduit un biais 

relatif 1,5 fois plus faible que l'imperfection relative elle

même, dans le cas limite le plus favorable (équations 54 - 56) . 

De l'ensemble des résultats expérimentaux obtenus dans ce 

chapitre, nous pouvons dégager les différentes caractéristiques 

d'un générateur de nombres aléatoires. En effet, les résultats 

obtenus à une distance d des diffuseurs avec un photocapteur de 

côté b peuvent être obtenus à une distance ad avec des photo

récepteurs de côté ab. Ainsi, à partir des données concernant les 

indépendances et les biais relatifs obtenus pour d=l45 cm et 

b=l,4 

type. 

ont 

1/15. 

mm, il est possible de prévoir le comportement du proto

Avec une rétine dont on peut estimer que les photocapteurs 

une surface de l'ordre de lOO x lOO ~m2 , a est de l'ordre de 

Pour d = 145 cm, ad est de l'ordre de 10 cm. Dans ces 

conditions, il est d'ores et déjà envïsageable d'obtenir 

* des tableaux de nombres aléatoires indépendants temporellement 

pour des vitesses de rotation des surfaces diffusantes de l'ordre 

de 1000 tr min· 1 , 

* une bonne indépendance spatiale pour R > 2, (R étant le rapport 

entre la distance séparant deux photocapteurs et leur taille) 

* des biais relatifs sur une loi pile ou face égaux ou inférieurs 

aux défauts relatifs de la réalisation, 

* une génération microseconde avec une source de puissance supé

rieure à un watt. 

Que se passe-t-il si l'on prend la même rétine avec des pho-
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tocapteurs de taille inférieure ? Tous les résultats précédents 

restent valables si ce n'est que le biais relatif diminue parce 

que la densité de probabilité tend vers le cas limite de l'expo

nentielle décroissante. En outre, d'un point de vue électronique, 

la surface de la puce réservée à la génération de tableaux de 

nombre aléatoires décroît rendant plus favorable l'approche opto

électronique que nous avons développée. 

V - AUTOMATES CELLULAIRES DE WOLFRAM 

Avant de proposer la réalisation optique de nombres aléatoi

res, il faut en justifier son utilisation. Dans les paragraphes 

précédents, nous avons constaté que la meilleure précision qu'il 

nous est possible d'obtenir sur la loi pile ou face s'obtient 

dans le cas où les récepteurs ont une dimension très petite 

devant la taille des grains de speckle. Ce cas limite correspond 

à la densité de probabilité exponentielle de l'équation 30 qui 

est très favorable pour l'algorithme dit du "recuit simulé". 

· Dans le cadre de la génération de tableaux aléatoires 

binaire (loi pile ou face), cette approche semble a priori moins 

intéressante. C'est pour cette raison que nous avons envisagé un 

autre cas de figure pour la génération parallèle de tableaux de 

nombres aléatoires. Après une brève' présentation générale dans 

laquelle nous dégagerons la simplicité du réseau d'automates 

envisagé, nous allons présenter les résultats de l'étude que nous 

en avons faite. Celle-ci comporte : 

* une étude des propriétés de convergence du réseau vers une loi 

limite où chaque automate a une probabilité l/2 d'être dans 

l'état 1 ou 0 ; 

* des tests d'indépendance temporels et spatiaux sur le réseau. 

1. PRESENTATION GENERALE 

s. Wolfram [77] a étudié un réseau d'automates cellulaires 
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prenant des valeurs binaires 0 ou 1. Ce réseau particulièremet 

simple est régi par une loi d'évolution synchrone pour l'ensemble 

des automates. Si l'on note Vi (t) l'état de l'automate i à l'ins

tant t, la loi d'évolution temporelle s'écrit : 

v i, v t vi (t+~t) Vi _ 1 (t) XOR (Vi (t) OR Vi+ 1 (t) ) (60) 

Elle ne fait appel qu'à des liaisons entre plus proches 

voisins, ce qui rend le réseau particulièrement adapté à une 

réalisation électronique. En outre, pour être complet dans notre 

description, le réseau est disposé sur un anneau à N automates, 

ce qui signifie que la dynamique de l'automate 1 (resp. N) est 

régie par'les automates N,1,2 (resp. N,l,N-1). 

S. Wolfram a constaté que lorsque l'état initial du réseau 

est aléatoire, l'évolution temporelle ne semble pas introduire de 

structure au sein du réseau et l'état des automates reste chao

tique, pouvant par là-même servir de générateur de tableaux de 

nombres aléatoires binaires: 

2. TEST DE CONVERGENCE 

Dans une première étape, nous avons étudié si à partir d'une 

distribution aléatoire initiale des états initiaux, le réseau 

tend à se stabiliser dans une certaine distribution de probabi

lité. Pour cela, N étant égal à 200, nous avons sélectionné 5 

automates particuliers et consécutifs. Toutes les NT itérations 

du réseau, nous avons noté le nombre de fois que l'ensemble des 

cinq automates s'est trouvé dans l'un quelconque i de ses 32 

états. Notons Ni (t), i=1,2, ... 25 le nombre d'apparitions de 

l'état i au cours des itérations du réseau incluses dans l'inter

valle [(t-1)NT ; tNT[. La quantité E(t) égale à : 

32 
E (t) = 2::: (Ni (t) - Ni (t-1)) 2 

i=1 

chiffre l'écart entre les distributions de probabilité des cinq 
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Figure 55 : Evolution de E(t) fonction de t pour cinq automates 

quelconques d'un réseau qui en comprend 200 (Nr=3200). 
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automates aux instants t et t-1 séparés de NT itérations. 

Plusieurs simulations 

valeurs du paramètre NT , NT 

ont été menées pour différentes 

32, 3200 et 32000. Les résultats 

n'ont pas permis de mettre en évidence une quelconque diminution 

de E(t) en fonction de t, ce qui tend à prouver que le réseau 

atteind rapidement son régime limite. La figure 55 montre l'évo

lution typique de E(t) pour nT=3200. 

En outre, un test du x2 nous a permis de valider l'hypothèse 

selon laquelle chaque automate cellulaire obéït à une loi pile ou 

face. 

3. TESTS D'INDEPENDANCE: 

Tout comme pour le générateur optique de nombres aléatoires, 

nous avons fait subir une série de tests d'indépendance aux auto

mates de S. Wolfram. Notamment, nous avons réalisé selon le 

procédé exposé au chapitre·huit une comparaison des lois produit 

et jointe entre deux puis trois automates voisins. Ces tests 

identiques à ceux réalisés avec 

l'hypothèse d'indépendance spatiale. 

quelques résultats typiques pour 

automates: 

les photocapteurs ont validé 

Le tableau ci-dessous montre 

100 tests du x2 avec trois 

N v % de suspects % de p.suspects % de normaux 
100 4 10 5 85 1 

1000 4 14 10 76 
10 000 4 12 16 72 
---- - ~ 

v est le nombre de degrés de liberté. 

Ces premiers tests ayant donné satisfaction, nous avons ef

fectué un autre test portant sur l'hypothèse de l'indépendance 

spatio-temporelle. Nous avons alors sélectionné un automate i et 

l'un de ses voisins, i+1, et avons comparé la loi 

P(Vi (t+6T)=o:, Vi (t)=f3, Vi _1 (t)='Y) 

et la loi produit. Cette étude menée à l'aide d'un test du x 2 a 

donné 100% de résultats suspects avec v=4. A titre comparatif, le 
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même test a été effectué avec le speckle. Le tableau suivant 

donne une idée des résultats obtenus: 

N % de suspects % de p.suspects % de normaux 
100 7 9 84 

1000 13 11 76 

5000 14 9 77 
----------- ----------

Ce résultat négatif s'interprête trés simplement à la vue de 

la table de vérité suivante donnant V; (t+~t) en fonction de 

Vi ( t) , Vi + 1 ( t) et vi . 1 ( t) : 

vi (t+~t) v (t) vi+ 1 (t) vi . 1 (t) 1 

1 

0 1 1 1 1 

l 1 1 0 
0 1 0 1 
1 1 0 0 
0 0 1 1 
1 0 1 0 1 

1 

1 0 0 1 
0 0 0 0 

------ --

En effet, ce tableau montre que des états tels que 111 et 

010 pour V i~(t+~t), Vi (t) et Vi _1 (t) sont prohibés par la loi 

d'évolution temporelle des automates, rendant les probabilités 

d'avoir 111 et 010 différentes de 1/8. Ceci explique le résultat 

négatif du test précédant. 

4. DISCUSSION 

En conclusion, nous avons que le réseau d'automates cel

lulaires de S. Wolfram, bien que satisfaisant un certain nombre 

de tests portant sur l'indépendance spatiale des automates, ne 

permet pas d'assurer une réelle indépendance spatio-temporelle. 

Dans le cadre du générateur optique, ces tests se sont avérés 

positifs. 

Ces quelques résultats semblent montrer que contrairement 

aux affirmations de S. Wolfram "a long and seemingly random 
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sequence can apparently be obtained", une étude théorique appro

fondie devrait être faite afin de caractériser précisemment la 

qualité statistique du générateur étudié. 
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CONCLUSION 

L'introduction de la thèse a été volontairement axée sur 

l'attrait que présentent les réseaux neuronaux. Notre travail 

s'est appuyé sur un modèle simple: celui d'Hopfield. Dans le 

chapître deux, nous l'avons développé de façon à accroître 

significativement ses possibilités de mémorisation. Dans les 

chapitres suivants, nous avons proposé une architecture optique 

permettant la mise en oeuvre de ce modèle. Nous l'avons validée 

dans une si~uation expérimentale. Cette étude n'a pas cependant 

donné entière satisfaction. Il est important d'en analyser les 

causes. 

Sur le plan théorique, un gouffre sépare encore les 

réseaux de neurones artificiels de leur modèles biologiques, même 

si ceux-ci sont capables, tout comme le cerveau de traiter des 

problèmes pour lesquels une ~escription symbolique des solutions 

n'existe pas. 

Sur le plan de leur mise en oeuvre, les expériences 

menées en laboratoire que ce soit sur les interconnexions optiques 

reprogrammables ou sur la nonlinéarité neuronale sont trop 

prospectives pour donner lieu au développement de machines. Ces 

limitations que rencontrent aussi bien les opticiens gue les 

électroniciens ont certainement orienté les travaux de laboratoire 

vers la mise en oeuvre de modèles ~imples, trop simples pour 

donner lieu à de potentielles applications. 

En tant qu'opticiens, les réseaux de neurones nous ont 

permis d'appréhender les cas favorables à l'utilisation des 

faisceaux lumineux à l'intérieur des processeurs d'information. 

Sans doute, une volonté de départ de réaliser une machine tout op

tique (ou quasiment) nous a orienté vers des modèles simples. La 

technologie actuelle, en effet, ne permet pas de tels 

développements dans le cadre de processeurs élaborés et donc 

susceptibles d'avoir des applications industrielles : une étape 
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encore importante reste à franchir pour pouvoir disposer de 

connexions fiables et reprogrammables et, d'autre part, d'éléments 

optiques non linéaires consommant une énergie comparable à celle 

du transistor électronique. 

La seconde partie de notre travail qui prend en compte cet

te constatation est plus axée sur l'insertion de l'optique dans 

les puces électroniques, c'est-à-dire sur l'utilisation de la troi

sième dimension laissée libre par les puces électroniques planes. 

Bien ·sûr,le générateur optique de tableaux de nombres 

aléatoires n'est qu'un exemple de cette approche. Cependant, nous 

pensons que cette démarche : 

* par rapport à la précédente offre davantage matière à réflexion 

sur le plan des architectures 

* à court terme semble plus prometteuse 

* va dans le sens des recherches menées à l'échelle internationale 

sur l'ensemble des composants nécessaires à l'élaboration du cal-
• 

cul par voie optique, et plus encore sur l'intervention de 

l'optique dans les calculateurs. 
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ANNEXE 1 

CALCUL DU FACTEUR DE CORRELATION SPATIALE ~LL 

Afin d'étudier l'indépendance spatiale entre deux photocap

teurs, nous avons mesuré le facteur de corrélation~,, défini 

par : 

< ( r 1 - <1 1 >) ( r 2 - <1 2 >) > 
~ 1 ' 1 

( ) 
1 1 2 

<If>- <1 1 > ( ) 
1 1 2 

<I~ > - <12 > 

Si l'on suppose que les deux photocapteurs ont des rôles 

identiques, c'est-à-dire que les statistiques du speckle observées 

sont indépendantes du photocapteur envisagé, le facteur de corré

lation se réduit à : 

{ I I ) - { I ) 2 
1 2 

~ 1 ' 1 < r2 > - < r >2 

Nu 
De 

où I est l'intensité perçue indifféremment par l'un des photo

capteurs. 

Les axes du diaphragme carré étant tournés de 45° par rap

port à ceux des photocapteurs carrés également, le facteur de cor

rélation (équation 34) entre deux points (x1 , y 1 ) et (x2 , y2 ) du 

plan de photodétection s'écrit : 

<i1 i 2 >-<i1 ><i2 > 
~(x1 -y1 -x2 +y'2)a ~(x1 +y1 -x2 -y2 )a 

= <1>2 sinc2 sinc2 ----------------
{2 >..d {2 >..d 

i 1 (resp. i 2 ) étant l'éclairement reçue par un détecteur ponctuel 

placé en (x1 ,y1 ) (resp. (x2 ,y2 )). Si l'on note L la distance sur 

l'axe des x entre les deux photocapteurs et b leur taille, le nu-
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mérateur Nu de ~ 1 1 est égal à: 
' 

Nu 
<I>2Jb/2 Jb/2 JL+b/2Jb/2 

b4 -b/2 L-b/2 L-b/2 -b/2 

1Ta(y1-x1-y2+x 
sinc2 

{2 Àd 

1Ta(x1+y1-x2-y2) dx dy1dx2dy2 2 • 2 1 
SlnC {2 Àd 

Effectuons le changement de variable suivant 

x = (x1 - x2 + L) 1ra;i2 Àd 

X = (x1 + x2 - L) 1raj {2 Àd 

Y= (y1 - Y2 ) 1ra;i2 Àd 

Y= (Y1 + Y2 ) 1ra;i2 Àd 

et posons rn = 1Tabj{2 Àd et r = 1TaL/Àd{2. Dans ces conditions, Nu 

est égal à 

Nu = 
<I>2 

4m4 fm sm-lxi If . 2 -m -m+lxl idem Slnc (x-y-r) sinc2 (x+y-r) dxdXdydY 

L'intégrale quadruple II-1 se réduit alors à une intégrale 

double par intégration sur les variables X et Y : 

2 
<I> sm rm Nu= ---

4
- -mJ-msinc2 (x-y-r) sinc2 (x+y-r) (2m-21xl) (2m-21yl)dxdy 

4m 

Effectuons le dernier changement de variable 

s = (x+y) 

t = (x-y) 

<I>2 If Nu=---- 8sinc2 (s-r)sinc2 (t-r) (2m-ls+tl) (2m-ls-tl)dsdt 
8m4 

(II-2) 
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où l'aire S est la suivante 

r 

2m 

s 

L'intégrale double surS se scinde en quatre intégrales dou

bles que l'on peut noter Nu(Si ). Des considérations de symétrie 

permettent de montrer que : 

Nu(S 1 ,~) Nu(S 2 ,-r) 

Nu (S3 , r) Nu(S4 ,+r) 

de sorte que Nu Nu(s 1 ,r) + Nu(s 1 ,-r) + 2Nu(s 3 ). 

Le calcul peut alors se poursuivre si on pose 

J 2 (x) = J~dt sinc2 t dont on connaît le~ développements asymptoti

ques. L'intégrale II-2 se réduit alors à celle de l'équation 40 

qui se calcule facilement à l'ordinateur en tant qu'intégrale 

simple. 
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ANNEXE 2: ARTICLE 

Volume 73. numhcr 1 OI'TICS COMMUNICATIONS 1 Scptcmbcr 1989 

PHOTOREFR.ACTIVE WAVE MIXING IN BaTi03 FOR GRADED NEURONS 
WITH GAI:'\ AND SIGNAL BINARIZATION 

V. HORN.U~G-LEQUEUX, Ph. LALANNE and G. ROOSEN 
/nslilul d"Opliq:,; Theorique et Appliquée. U.A. CSRS. /Jâliment 503. B. P. 1·17. 9/403 Orsay Cedex. France 

Recci' ed 18 f';0' ember 1988: reviscd manuscript reccivcd 3 April 1989 

Wc show ho" photorefractive two-wavc mixing allows a nonlinear input-output response providing computational abilities of 
decision. Panic..,]a~ly. we invcstigatc the realization of a photorefractive ··optical ncuron"". Signal binarization is obtained to
gcther "ith an :;mplification that can compensate for the !osses due to holographie connections. Moreover, the trcatment of 
bi polar signais i5 allowed by preserving the phase of the wave in a coherent situation. Experimental evidence, using a crystal of 
BaTiO, is preserned. 

1. Introduction 

Sequential architecture being a limiting factor for 
computer performances, many researches now turn 
toward definitions of parallel computing architec
tures using many sites of elementary processors. Sorne 
of the potentially most practical setups proposed in 
the realm of optical computing elaborate on con
cepts like cellular procèssing, symbolic substitution, 
neural networks and boolean logic on 2-D arrays. 
These systems embody on one side a promising high 
connectivity and a set of simple nonlinear elements. 
For instance. Hopfield [ 1,2] has shown that highly 
interconnected neural networks have computational 
abilities for optimisation problems and pattern rec
ognition. i.e. associative memories. In this case, the 
activity of each nonlinear element ( neuron) can be 
easily modeled as shown in fig. 1. The response to an 
excita tory or inhibitory force F can be considered as 
a capacity of decision: activity ( resp. inactivity) cor
responds to state 1 ( resp. - 1 ) and the graded part 
of the response M corresponds to indecisive states. 

Although. from an optical point of view, the in
put-output response of fig. 1 b that allows uni polar 
binary neuron states is generally preferred, we ad
dress here the possibility of realizing a nonlinearity 
such as that of fig. 1 a using photorefractive crystal s. 
Photorefractive materials have already been consid
ered for the implementation of nonlinear functions. 

For example. modifiable synapses [ 3], phase con
jugation in the correlation domain [ 4]. input de
pendent phase conjugate reflectivity [ 5,6] and phase 
conjugale signal thresholding [ 7] have been 
demonstrated. 

Though electronic non-linearities are very easy to 
implement and opto-electronic signal processing will 
be required for elaborated neural networks, it is 
however quite interesting to investigate the possi
bility of the realization of an "all-optical neuron ". 
We demonstrate how two-wave mixing in a photo
refractive BaTi03 crystal permits to implement an 
ali optical input-output neural resl)onse by preserv
ing the phase of the signal and simultaneously am
plifying and normalizing its amplitude [ 8]. 

2. Photorefractive "optical neurons" 

The computational abilities of neural networks are 
mainly due to their high connectivity and to nonlin
ear elements organized in a feedback loop. The op
tical scheme of a neural network can be thought as 
the one of fig. 2. Here we address the implementa
tion of the feedback deviee. Generally speaking, the 
nonlinear feedback should comply with the two fol
lowing constraints: 

- fïrst, since the light leve! is notably weaker at the 
synapse output than at their input, even with Bragg 

12 0 030-4018/89/$03.50 ©Elsevier Science Publishers B. V. 
( North-Holland Physics Publishing Division) 
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Fig. 1. General input-output g~adcd rcsponse of neurons. (a) Bi polar case. ( b) Uni polar case. 
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Fig. 2. General schcmc for an optical implcmcntauon of neural 
n~t\ .. crks. 

diffraction in volume c,.rystals for holographie syn
apses. gain is needed to compensate for !osses: 

- second, in order to take full profit of the poten
tial offered by holographie interconnections. the 
feedback has tc take into account am!Jlitude anà 
phase information as holography does: 

- third, the energy per neural operation should re
main weak in order to implement large networks. 

Up to date. the proposed optical implementations 
of neural networks invoh·e two candidate deviee 
technologies for feedback loops: integrated optoelcc
tronics and spatial light modulators. The optoelcc
tronic approach involves arrays of detectors and light 
emitters (LEDs) [9,10] relying on vector matrix 
product in a noncoherent scheme. The bi polar char
acter of synapses imposes two channels. 

Be fore considering spatiallight modula tors in more 
recent works. let us make sorne rcmarks about non
linearities of fig. 1. The input-output response of 
neurons are obviously dependent on the input signal 
sign. 1 n case of fig. 1 a. the response preserves the sign 

and in case of fig. 1 b, negative signais are reduced to 
zero whereas positive ones are normalized to unity. 

Electrically addressed SLM's a priori require two 
channels because of the quadratic nature of recep
tors and of the difficulty of interferometrie detec
tion. Similarly, optically addressed SLM's such as 
liquid crystal light valves act on the intensity of the 
"write" bearn. They therefore cannot transfer phase 
or sign information from the ··write" bearn 6nto the 
"reading" bearn as is required in the input-output 
response of fig. la. They cannat either modulate the 
.. read" bearn according to the "write" bearn phase or 
sign as is required in fig. 1 b. A possible exception 
would be to use the same light bearn as the "read" 
and as the "write" signal of the light ,·aive, but this 
clearly prohibits amplification. 

In the next section. we show how the nonlinear re
sponse of fig. 1 a is achievable through photorefrac
tive two-,wave mixing, th us rcquiring only one chan
nel and allowing for amplification. 

3. Two-wave mixing by the photorefracth·e effect 

The photorefractive effect. identified in many in
sulating and semiconductor crystals. has permitted 
severa! operating demonstrations in phase conjuga
tion and optical signal processing ( 11.12]. It results 
from photoexcited charge redistribution in crystal
line materials, genera ting an clcctrostatic spacc charge 
field that modulates the material refractive index 
through the clectrooptic cffect ( 13 ). When two op
tical plane waves interfere in a photorefractive crys
tal, a hologram is generated. This grating is generally 
spatially shiftcd rclativcly to the illumination pat-

13 
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tcrn and diffracts each of the intcrfering waves. At 
the crystal output, each light bcam is made of the co
herent addition of a transmittcd and a diffracted 
phase shifted wave. This results in an amplification 
of one of the bea ms at the ex pense of the other that 
is depleted. 

Assuming that the two incident beams are plane 
waves, thei r two electric field amplitudes can be 
written, in complex notation, as follows, 

Ç1 =!fi {exp(iq_~ 1 ) exp[ -i(k, ·r-wt)] +c.e.}, 

Ç~ = !-/ 1: {exp(iq_~:) exp[ -i(k~ ·r-wt) 1 +c.e.}, 

in which c.e. represents the éomplex conjugale, k 1 , . ·-
the optical wave vectors and w the optical pulsation. 

The evolution of the phases qiu and intensities /~_~ 
of the two beams during their propagation through 
the crystal are derived from the wave equations un
der the usual slowly varying envelope approximation 
[ 131. Neglecting the absorption loss we get 

q_~ 1 (y) -qJ 1 (0) =-cotan 1/1 

[ (
/,(0) ) lo J x ln 1~ (O) exp( -Gy)+ 1 +In J, (O) , 

q~~(y) -qi:(O) =-cotan 1/1 

X [ lnG ~ ~ ~ ~ exp (Gy)+ 1) +ln 
12 i~) J , ( 1 ) 

and 

lo 
I, (y)= 1 + (/2 (0)// 1 (0) 1 exp( -Gy)' 

lo 
1~(Y)= 1 + (/ 1 (0)/1~(0)1 exp(Gy)' (2) 

where /0 =1 1 (0)+1~(0) is the total incident inten
sity, y is the coordinate along the bisector of k 1 and 
k~, and f= (k 1 +k~ )/ lk 1 +k~ 1-

1/1 is the phase shi ft" between illumination and in
dex gratings and Gis the photorefractive gain per unit 
interaction length as defined in refs. [ 13,141. 

Through this wave mixing process, one bearn will 
be amplified at the expense of the other, according 
to the sign of G that depends on experimental and 
material parameters. Phase redistribution may also 
occur depending on G and 1/f. 

14 

4. Principle of amplification with signal binarization 

4.1. Proposed photorefractil•e simulation of the 
11euro11 response 

The function depicted in fig. la is realized by a 
component that preserves the wave phase and pro
duces a saturation of the output intensity ( neuron 
state W, fig. 1 a) for a wide range of input intensities 
(force F). In photorefractive materials where charge 
migration results from simple carrier diffusion (no 
photo-voltaïc effect nor drift by an applied electric 
field), the phase shift 1/1= ± n/2 depending wether 
electrons or holes are involved in the process [ 131. 
Thus the wave phase is preserved in the interaction 
(see eq. ( 1) with 1/1= ± n/2 ). We consequently will 
discuss the principle of amplification and binariza
tion on bearn intensities. Of course, a similar dis
cussion can be conducted for the amplitudes. From 
eq. (2 ), one can rewrite the intensity of the trans
mitted bearn amplified by the two wave mixing pro
cess as 

/
1
(L)=l,(0) (r+I)exp(GL) 

1 +rexp(GL) ' 

where L is the interaction Jength of the two beams 
inside the crystal, r= 11 (0) 1/2 (0) the ratio of signal 
to pump intensities, at the crystal entrance. We note 
Y=exp( GL ). The dependence of / 1 (L) as a function 
of r presents three extreme behaviours [ 1 S 1- Firstly, 
for r« 1 and yr« 1, the amplified intensity / 1 (L) is 
proportional to 11 (0 ). The straight li ne slope, given 
by y, is thu~ large for large values of the gain inter
action Iength product. Image amplification experi
ments have been generally realized under these con
ditions of gain saturation [ 16-181. Secondly, when 
ris increased (but r« 1 ), yr becomes much larger 
th an unity, / 1 (L) remains quasi-constant and equal 
to the pump bearn intensity: / 1 (L) =12 (0 ), whatever 
11 (0 ). In this regime y varies as 1 /r. This condition 
that gives the leve! of the normalized output signal 
is satisfied wh en, for example, y~ 3000 and r equal 
to sorne percents. Finally, if ris about unity, the am
pli fied output intensity is l 1(L)=l1(0)+12 (0). ln 
conclusion, this short discussion shows that a nor
malized leve! is obtained for large variations of the 
input intensity. Moreover this leve! can be modified 
by varying the pump bearn intensity. These behav-
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iours are summarized in fig. 3 with the amplitudes 
rather than the intensities of the considercd waves. 

4.2. Application ta neuralnetwork associative 
memories 

Let us now consider a neural network with the 
photorefractive neuron response of fig. 3. For the sake 
of specificity, we· consider one particular learning 
rule, for instance the hebbian rule [ 19]. So 

l N N 

F- - L L W'" W'" w ' 1

- N j= 1 m= 1 
1 

" 
1 1 

' 

where N is the number of neurons and W'", m= l, 
2 ... ,Mis the mth stored pattern; all Wj" = ± l. When 
a noisy pattern with pN bits in error is presented, 
during the retrieving process, F; has a gaussian dis
tribution with variance jM/N and a mean value in
creasing from ( l - 2p) W j" to W j" [ 9] (this is true 
under the assumption that the Wj" are independent, 
identically distributed random variables with zero 
mean and variance l for all i and m, and that N is 
su fficiently large). 

Let us comment here on the identifying of figs. la 
and 3. In the case of the proposed optical imple
mentation, the synapse input Wj is the output bearn 
A 1(L) (IA 1(L)I 2 =11(L)) of the photo-refractive 
neuron. With reference tb fig. 3, for binary Uj, the 
force F; would ideally be A, ( 0) in the case of lossless 

R1<LM1z<BI 

.5 

f---t--+--+--+--+-+_:.-+---+--:.,_-+--+-----<R 1181111z!BI 
.1 .3 .5 

·--
Fig. 3. Theoretical dcpcndencc of the amplitude ratio A 1 ( L) 1 
A 1 (0) for an exponential gain y of 3000.;;:::::. and Jr::. defi ne 
the input signal range corrcsponding to constant output. 

optical interconnections. For an intcrconncction in
tcnsity loss factor ( 1 -t) ~. the synapse output is th en 
tF1• Taking into account variance and crror bits, the 
recall is successful if du ring the rctricving process tF; 
remains in the intcrval providing a quasi-constant 
output (see fig. 3 ). In our case the conditions are 

(l-2p-jM/N)t>..,r;:::.,. 

(l+jM/N)t<~. 

wherc r min and r ma., are the lower and upper values 
of the bearn ratio r defining the range of constant 
output. 

The second condition is evidently realized because 
of the losses in the synapses. To illustrate the first 
condition, it is possible to show that the typical size 
of the attraction basins is pN=N( l
jM/Mm_.)/2 [20] and that Mmax is about N/2 
ln N. So, with N large, the first condition sets an up
per limit on the !osses 

N 
!2> . 

2Mln Nrmm · (3) 

This result will be used in our final discussion. 

S. Experimental demonstration 

The light bearn generated by an argon laser (À.= 514 
nm) is divided in two waves made incident on a 
photorefractive crystal: a pump bearn / 2 (0) slightly 
focussed a,nd a signa! bearn of weaker intensity / 1 ( 0) 
to be amplified. The photorefractive material used 
is a barium titanate crystal (BaTi03 ) grown in the 
"Laboratoire de Physique du Solide" (Dijon, 
France). Its dimensions along the âXDXê crystal
lographic axes were 5 X 3 X 3 mm 3• It was placed in 
an index matching liquid. A half-wave plate makes 
the bearn polarizations extraordinary in the crystal. 
In this configuration the effective electrooptic coef
ficient is the largest [ 21 ]. The rescarch of a large 
value of y, despite of the bearn fanning phcnomenon 
[ 21 ] (fig. 4a) and the crystal small dimensions; leads 
us to choose an experimental configuration where the 
pump and signal beams arc incident on adjacent faces 
of the crystal. Fig. 4b shows the energy trans fer from 
pump bearn to signal bearn (the incident part of 
which is not visible becausc of its wcak intensity ). 

15 
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Fig. 4. (a) Fanning of pump bearn 12 in absence of signal bearn (the axis ê is in the entra nee face). (b) Energy transfer from pump bearn 
12 to signal bearn 1,. 

One example of the experitftental values obtained for 
the intensity / 1 (L) of the amplified signal as a func
tion of r=/1 (0)//~(0), the ratio of the input signal 
over pump intensities, is given in fig. 5. 

The dotted line corresponds to the maximum am
pli fied signal through the two-wave mixing process. 

B 

I (Ll (mHJ 
1 

B .BS 

+ 

.1 • 15 .2 

Fig. 5. Experimental dcpendencc of the amplified intensity /, ( L) 
as a fu net ion of r. The accuracy of the experimental points is 1.5%. 

16 

The full line corresponds to the steady state regime. 
The slight reduction observed is caused by a weak 
fanning of the amp!ified signal bearn. In this exper
iment, the pump and signal bearn incident angles 
were 32o and 48e respectively (fig. 4 ). The exper
imental curve (fig. 5) shows th at the ampli fied sig
nal/1(L) is constant for a dynamic range of JO of 
the incident signal intensity / 1 (0). The amplifica
tion gain, given by / 1(L)//j(L), (lj(L)= trans
mitted signal intensity without pump) varies from 
10 to 100 for the r dynamic range giving a constant 
output signai/1 (L ). In our experiment however, im
portant !osses caused by reflections and diffusions in 
the crystal-index matching liquid system make the 
effective amplification gain, defined by / 1 (L) 111 (0) 
weaker: 1.2 to 1 O. 

Amplification with signal normalization has also 
been demonstrated on a uniform object. lt was com
posed of five pixels, 200 X 200 11m2 each, vertically 
aligned. The results are shown in fig. 7. The ampli-
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Fit 6. Experimental dependence of the amplitied pixel signais as 
a fu net ion of r= 11 (0) 1 ~( 0). 

I
1
(LJ/I

2
<U 

~···~+Il< 

.r 
i 

.5 

.es 

+ e« + tf. x 

.1 

• ... 

+ 1 o x • : Ptx1l1 

.15 .2 

Fig. 7. Experimt>ntal dependence of / 1 (L )/ / 2 (L) versus / 1 (0) 1 
1 ~ ( 0) = r for di ffereut pixels of the object. 

fied intensity of each pi;el saturates at different lev
els because of the gaussian spatial distribution of the 
pump bearn. Normalizing the amplified signal in
tensity for each pixel to the ccrresponding pump in
tensity, leads to the same output leve! and the same 
evolution versus input signal to pump ratio r for ail 
the pixels (fig. 7). 

6. Discussion and conclusion 

We have presented a realization of an "ail optical 
neuron" with binary bipolar states ailowing for one 
channel implementation. This approach preserves the 
optical wave phase and gives signal amplification. 
Our experimental results show that a constant out
put leve! is obtained for a bearn ratio r between sig
nal and pump beams grcater than 0.03 (fig. 5 or 7 ). 
According to eq. (3 }, for an associative mcmory of 
500 neurons and 70 storcd patterns, t! must be largcr 

than 0.017. ln this particular case of pattern recog
nition, interconnection !osses up to 98% can be 
tolerated. 

Barium titanate crystals arc attractive materials as 
they provide the required photorcfractive gain. 
However, in our experiment such a gain was ob
tained at the expense of important incident angles 
and the use of an index matching liquid. This intro
duces optical !osses and, more significantly, consid
erably restricts the size of the input object that can 
be processed. 

A specificaily eut crystal with its optic axis é at 45' 
from the faces, would considerably reduce these 
drawbacks [ 22]. lndeed, it would permit to obtain 
gains G as high as previously but for a quasi normal 
incidence of the light beams. Consequently much 
grea ter angular apertures and reduction of scattering 
and absorption losses (no index matching liquid re
qui red) will be achievable. ln these conditions. the 
amplification with binarization of a pixel matrix 
would be possible .. 

The main limitation will come from low photo
refractive sensitivity of barium titanate. In our ex
periments an energy per pixel or per neural opera
tion of about 200 ~ was needed (pixel size 0.2 X 0.2 
mm!). lt is clear that this amount will be signifi
cant\y lowered (X4%) by using a 45°-CUt crystal 
[ 22]. Considering aga in the implementation of 500 
neurons on a crystal oftypical size (aperture 0.2 cm 2

• 

thickness 3 mm) this leads to a pump bearn energy 
of 100 mJ. This result calls for much work in order 
to improye the material sensitivity. 

One cou Id a iso consider other photorefractive can
didates sûch as sillcnites [23] or semi-conductors 
[24 ]. They would permit a lowering of the required 
energy by about three orders of magnitude; l pJ /J.lm 2 

is a convenient number to remind. But because the 
low electro-optic coefficient of these materials, en
hancement techniques [25-30] would have to be 
used in order to achieve high two-wave mixing gains. 
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