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Abréviations et Notations 

M [T] 
m 
J  [T] 
µ0 [H/m] 
χ 
H [A/m] 
B [T] 
µr 

Ms [T] 
Hc [A/m] 
Mr [T] 
f [Hz] 
ρ [kg/m3] 
k 
α 
He [A/m] 
Manh [T] 
a 
Ptot [W/kg] 
Physt [W/kg] 
Pdyn [W/kg] 
Pclass [W/kg] 
Pexc [W/kg] 
Wh [J/m3] 
Bmax [T] 
Hmax [A/m] 
d [m] 
Lm [m] 
σ [S/m] 
(τ,λ) 
S [m²] 
MVC 
EP 
EG 
MVCS 
LNM 
IC 
FDR 
Dn 

kα(n) 
rp 

Ri 

ρs 

X 
(X,Y) 
F(X) 
F-1 
f(x) 

: Aimantation magnétique 
: Moment magnétique 
: Polarisation magnétique 
: Perméabilité magnétique du vide 
: Susceptibilité magnétique 
: Champ magnétique 
: Induction magnétique 
: Perméabilité relative 
: Aimantation à saturation 
: Champ coercitif 
: Aimantation rémanente 
: Fréquence 
: Masse volumique 
: Constante de Boltzman 
: Paramètre du champ moléculaire 
: Champ effectif 
: Aimantation anhystérétique 
: Paramètre lié à la pente de l’aimantation 
: Pertes totales 
: Pertes par hystérésis 
: Pertes dynamiques 
: Pertes classiques 
: Pertes excédentaires 
: Paramètre lié aux pertes par hystérésis 
: Induction maximale 
: Champ d’excitation maximal 
: Diamètre 
: Longueur moyenne 
: Conductivité 
: Paramètres du modèle de Froelich 
: Section  
: Méthode de Validation Croisée 
: Erreur de Prédiction d’une validation croisée 
: Erreur Globale d’une validation croisée 
: Méthode de Validation Croisée dans un cadre stochastique 
: Loi Normale Multivariée 
: Intervalle de Confiance 
: Fonction de Répartition 
: statistique d’un test statistique 
: seuil critique d’un test statistique 
: coefficient de corrélation de Pearson 
: rang des xi 
: coefficient de Spearman (coefficient de corrélation des rangs) 
: variable aléatoire 
: couple de variables aléatoires 
: Fonction de répartition 
: Fonction de répartition inverse 
: Densité de probabilité 
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µX 
σX 

H0 
H1 
V(X) 
E(.) 
Cv 
Σ 
Cov(X) 
Φ

-1 

N 
Ψ 
Γ 
 

: moyenne 
: Ecart-type 
: Hypothèse nulle test statistique 
: Hypothèse alternative test statistique 
: Variance 
: Espérance mathématique 
: Coefficient de variation 
: Matrice de variance-covariance 
: Covariance 
: Fonction de répartition inverse d’une loi normale centrée réduite 
: Nombre de réalisations  
: Matrice de corrélation des rangs désirée méthode de Iman et Conover 
: Matrice formée par les distributions marginales 
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Introduction générale 

Les progrès réalisés dans le domaine du génie électrique permettent aujourd’hui 
d’étudier le comportement électromagnétique global d’un système avant même sa 
fabrication. Toutefois, les modèles et méthodologies utilisés s’inscrivent, dans la majorité 
des cas, dans le cadre d’une bonne connaissance des paramètres physiques, matériaux et 
géométrie, du dispositif étudié. Dans le cadre d’une méconnaissance des paramètres du 
problème considéré, il est alors nécessaire d’adapter les outils classiques ou d’avoir recours 
à des modèles et méthodologies différentes. On peut citer trois types d’incertitudes sur les 
paramètres d’entrée d’un problème: les incertitudes sur la géométrie (entrefer d’une 
machine électrique, largeurs des dents d’un stator…), les incertitudes sur la loi de 
comportement (perméabilité et conductivité d’un matériau ferromagnétique…) ou sur les 
termes sources (courant, tension …). Ces incertitudes peuvent avoir pour origine les 
imperfections des procédés de fabrication ou l’impact de l’environnement extérieur sur le 
vieillissement (les contraintes mécaniques, l’humidité, la température…). La prise en 
compte de ces incertitudes, et notamment l’analyse de leur impact sur la grandeur de sortie, 
se décompose en trois étapes : 

� La modélisation des incertitudes portées par les paramètres d’entrée 
� La propagation des incertitudes vers les grandeurs de sortie 
� L’exploitation des résultats 

Dans le cadre des travaux sur les éléments finis stochastiques au sein du Laboratoire 
d’Electrotechnique et d’Electronique de Puissance (L2EP) de Lille, plusieurs travaux de 
thèse ont porté sur cette thématique : la thèse de Mac Duy Hung [122]  qui concerne la 
prise en compte des incertitudes portées par la géométrie, la thèse de Karim Beddek [123] 
qui se focalise sur la propagation des incertitudes portées par les lois de comportement et 
les présents travaux qui s’intéressent à la prise en compte des incertitudes relatives aux 
propriétés magnétiques des matériaux.  

L’importance des matériaux magnétiques réside dans le fait qu’ils sont utilisés pour la 
fabrication des noyaux magnétiques des machines électriques et sont le vecteur de la 
conversion de l’énergie électromagnétique. Ainsi, et pour une conception optimale du 
système, la connaissance de leurs propriétés magnétiques, telles que la loi de 
comportement et les pertes, est essentielle. De par leurs propriétés, les matériaux de type 
ferromagnétiques, présentant une aimantation élevée à faible champ d’excitation 
magnétique sont les plus utilisés, et sont omniprésents dans les applications industrielles. 
Ces matériaux sont caractérisés par une loi de comportement fortement non linéaire, et de 
type hystérétique.  

La mise en place de modèles prenant en compte l’incertitude sur les propriétés des 
matériaux magnétiques nécessite une base de connaissance dans le cadre déterministe 
[121]. Ainsi, le développement de modèles pour prendre en compte la non-linéarité de la 
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loi de comportement a fait l’objet de plusieurs travaux. On peut distinguer les modèles de 
type anhystérétiques, tel que les modèles analytiques [19] ou les modèles de type  
phénoménologiques [20],[21] issus de considérations physiques. Bien que ces modèles 
permettent d’obtenir des résultats réalistes du comportement global du système, ils ne 
permettent pas de prendre en compte les pertes d’origine ferromagnétique. Ainsi, une 
première approximation consiste à utiliser des expressions empiriques, basées sur la théorie 
de Bertotti [8] permettant d'évaluer les pertes a posteriori, c'est à dire en connaissant la 
répartition de l'induction magnétique dans le matériau [9]-[17]. Toutefois, ces expressions 
doivent souvent être adaptées selon le système étudié et peuvent être très approximatives. 

Plusieurs travaux traitent aujourd’hui des problèmes liés à la modélisation du 
phénomène d’hystérésis magnétique [4],[40]. On peut alors distinguer les modèles 
d’hystérésis basés sur des considérations physiques [20], ou les modèles mathématiques 
[127]. D’une manière générale, ces modèles font intervenir plusieurs paramètres devant 
être identifiés à partir de protocoles expérimentaux plus ou moins complexes. L’intégration 
de ces modèles dans un code de calcul par éléments fins est par ailleurs présentée dans [6]. 

On peut alors statuer sur le fait que l’évolution constante des études relatives à 
l’amélioration des performances de ces matériaux, permet aujourd’hui d’envisager des 
systèmes de plus en plus efficaces énergétiquement. Cependant, bien que l’élaboration et la 
modélisation des matériaux ferromagnétiques soient parfaitement maîtrisées, des 
incertitudes d’origines diverses peuvent exister. Parmi celles-ci, on peut citer: 

� Les incertitudes liées à leur caractérisation : celles-ci peuvent être dues aux 
erreurs systématiques comme un problème d’étalonnage ou de calibration des 
appareils de mesures. 

� Les incertitudes liées à la modélisation. Un modèle est une représentation 
simpliste  de la réalité au prix d’un certain nombre de simplifications. 

� Les incertitudes introduits par les différents procédés de fabrication (découpage, 
assemblage,…) et qui modifient notablement les propriétés magnétiques des 
matériaux (loi de comportement, pertes). 

L’impact de ces incertitudes sur les grandeurs globales d’intérêt peut induire des 
conclusions le plus souvent erronées  qui sous/sur estiment les performances du système.  
Parmi les travaux portant sur la problématique liée à l’impact du procédé de fabrication, on 
peut trouver ceux portant sur la méthode de découpage des tôles [23],[26],[27],[31],[42] et 
la méthode d’assemblage [33],[35]. D’une manière générale, et en ce qui concerne le 
procédé de découpage, cette influence serait notamment liée à la qualité du procédé mise 
en œuvre (poinçonnage, laser,…) et du type de matériau considéré [42],[43]. Il faut noter 
toutefois que la plupart de ces travaux sont basés sur des aspects purement quantitatifs, et 
ceux ayant trait à l’aspect modélisation de cette influence sont assez rares. A ceci peut 
s’ajouter la non-répétabilité de cette modification, d’un échantillon à l’autre, liée 
notamment au vieillissement ou à l’usure de l’outil mis en œuvre sur une chaîne de 
fabrication. Le concepteur est alors confronté à la problématique de modélisation de ces 
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incertitudes et à la quantification de leur impact sur les grandeurs globales du système 
étudié. Une solution cconsiste à quantifier cette influence à partir d’observations sur 
plusieurs échantillons issus de la chaîne de fabrication, puis d’intégrer l’incertitude dans 
les modèles de loi de comportement du matériau. Cette approche fait alors intervenir les 
notions de probabilité et de statistique, et consiste à modéliser les incertitudes portées par 
les paramètres d’entrée du modèle par des variables aléatoires. Ce travail de thèse aborde 
cette problématique en particulier, et les objectifs se résument en quatre points : 

• Etude de l’influence du procédé de fabrication, pris dans son ensemble 
(découpage, assemblage, …) sur les propriétés magnétiques (loi de comportement, 
pertes). Pour ce faire, deux groupes d’échantillons de stator de machine électrique 
sont considérés. Les deux groupes sont fabriqués à partir de tôles de même grade 
(M800-50A), avec les mêmes dimensions, et sont issus de deux fournisseurs 
différents. Ils diffèrent également par leur procédé de fabrication : empilement 
(SE) et enroulement de tôles (SS). Une approche de type probabiliste est alors mise 
en œuvre, et les variabilités intra et inter-groupes sont considéréres pour l’analyse. 

• Mise en évidence de la non-répétabilité de l’influence des procédés de fabrication 
sur les propriétés magnétiques du lot de stators SS. En d’autres termes, l’usure de 
l’outil peut notamment engendrer ce phénomène. 

• Développement d’un modèle stochastique prenant en compte cette non-
répétabilité. Dans ce cas, un modèle stochastique de la loi de comportement, des 
pertes et de l’hystérésis magnétique est développé. La méthodologie utilisée est 
issue d’une synthèse bibliographique des travaux réalisés dans les autres domaines 
de la physique.  

Ces travaux sont synthétisés dans ce mémoire en trois chapitres. 
Le premier chapitre se focalise sur les matériaux ferromagnétiques, où sont introduites 

les relations et les différentes grandeurs mises en jeu dans la suite du mémoire. Les 
phénomènes physiques régissant l’aimantation du matériau sont aussi présentés. Ensuite, 
les principaux modèles de type anhystérétiques pour prendre en compte le comportement 
non-linéaire de ces matériaux sont présentés, de même que les modèles analytiques pour la 
modélisation des pertes.  Les principaux modèles utilisés pour la modélisation de 
l’hystérésis magnétique sont également présentés. Une étude bibliographique sur 
l’influence des procédés de fabrication sur les propriétés magnétiques (loi de 
comportement, pertes) est ensuite abordée, permettant entre autre de définir l’intérêt de 
l’approche développée dans le cadre de ces travaux. 

Le deuxième chapitre de ce mémoire porte sur la mise en évidence de la variabilité des 
propriétés magnétiques à partir d’observations sur deux groupes d’échantillons de stators 
de machines électriques, fabriqués à partir de tôles de même grade et de même dimensions. 
Les notions sur les variables aléatoires et les différentes propriétés associées sont dans un 
premier temps rappelées, notamment les différents outils qui sont exploités dans le cadre 
de ce mémoire. Ensuite, la variabilité des propriétés magnétique des deux groupes 
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d’échantillons est ensuite présentée, et notamment les différentes analyses portant sur 
l’influence des procédés de fabrication sur les propriétés magnétiques des échantillons, et 
la non-répétabilité de cette modification d’un échantillon à l’autre. 

Finalement, le troisième chapitre de ce mémoire est consacré à la modélisation 
stochastique de la variabilité de la loi de comportement, des pertes et de l’hystérésis 
magnétique des échantillons. Une étude bibliographique des travaux réalisés dans divers 
domaines, pour la modélisation stochastique de phénomènes soumis à l’incertain est en 
premier lieu présentée. Ces travaux permettent entre autre de définir la démarche générale 
adoptée dans le cadre de ce mémoire. Enfin, la modélisation stochastique de la loi de 
comportement, des pertes et de l’hystérésis magnétique est présentée.  
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Chapitre I : Les matériaux 
magnétiques 

 

Introduction 

L’intérêt pour l’étude du magnétisme et des matériaux magnétiques est allé croissant 
pour leurs applications dans le domaine du génie électrique. En effet, on les rencontre dans 
de nombreuses applications allant de l’industrie lourde aux technologies du quotidien. La 
recherche d’efficacité énergétique dans ces dispositifs  requiert l’utilisation de matériaux 
de plus en plus performants pouvant être décrits à l’aide de modèles alliant précision, 
rapidité et facilité de mise en œuvre. De nombreux travaux ont porté sur la représentation 
déterministe de la loi de comportement magnétique, mais très peu se sont intéressés aux 
sources d’incertitudes sur les caractéristiques physiques de ces matériaux et à leur impact 
sur les dispositifs les intégrant. 

L’objectif de ce chapitre est d’introduire et d’apporter différentes notions et définitions 
liées aux propriétés magnétiques des matériaux. La première section de ce chapitre est 
principalement consacrée à la physique des matériaux magnétiques, notamment la 
définition des différentes grandeurs et notions nécessaires pour la suite du mémoire. La 
seconde section porte sur les modèles déterministes des pertes et de lois de comportement 
(anhystérétique et hystérétique) associées à ces matériaux. Les méthodes d’identification 
des paramètres des pertes issues de la bibliographie y sont ensuite présentées. Finalement, 
la dernière section de ce chapitre va porter sur une revue de la littérature des travaux 
existants sur l’influence de différents procédés de fabrication (découpage, assemblage,…) 
sur les propriétés magnétiques. Cette section nous permettra entre autre de situer l’intérêt 
pour le développement de modèles stochastiques de la loi de comportement et des pertes, 
qui fait l’objet de ce travail de thèse. 

I.1.Physique des matériaux magnétiques 

Cette section vise à présenter les bases nécessaires pour la compréhension des 
mécanismes physiques d’aimantation des matériaux magnétiques, et notamment l’origine 
du phénomène d’hystérésis magnétique. La littérature traitant de la physique des matériaux 
magnétiques est très vaste et peut être consultée dans [1],[7]. Cette section reprend 
principalement les définitions et notions des travaux dans [6]. 
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I.1.1.Les grandeurs magnétiques 

A l’échelle microscopique, un matériau est constitué d’un ensemble d’atomes auxquels 
sont associés des moments magnétiques issus du mouvement des électrons autour de 
l’atome. Chaque atome possède alors un moment magnétique qui est la contribution d’un 
moment magnétique orbital et d’un moment magnétique de spin. Le moment magnétique 
orbital d’un atome résulte de la rotation de ses électrons autour du noyau et le moment 
magnétique de spin  de la rotation de ses électrons sur eux-mêmes. On définit ainsi le 
moment magnétique d’un atome comme la somme vectorielle de ces deux moments. A 
l’échelle macroscopique, l’aimantation M [A/m] d’un matériau est donné par : 

 
v∂

∂= m
M  (1-1) 

m est la somme vectorielle des moments magnétiques atomiques et v∂ l’élément de 

volume considéré. 
L’aimantation est spécifique à tout matériau et traduit la réaction de celui-ci au champ 

magnétique. D’une manière générale, l’aimantation est induite dans les matériaux lorsqu’il 
est soumis à un champ magnétique, et elle disparaît après retrait de celui-ci. On note 
toutefois la présence d’une aimantation spontanée dans certains types de matériaux, même 
en l’absence d’un champ d’excitation magnétique. C’est le cas notamment des matériaux 
ferromagnétiques, auxquels nous nous intéresserons plus loin. La connaissance de 
l’aimantation en tout point permet de définir l’état magnétique du matériau à l’échelle 
macroscopique. 

La grandeur polarisation magnétique J [T] est souvent utilisée par les fabricants de 
matériaux à la place de l’aimantation. Elle est définie par la relation : 

 J=µ0×M (1-2) 

Où 7

0 104 −×= πµ  [H/m] est la perméabilité magnétique du vide  

La susceptibilité magnétique d’un matériau est définie par le rapport entre 
l’aimantation du matériau et un champ magnétique H [A/m] qui lui est appliqué, et son 
expression est donnée par : 

  
H
M=χ  (1-3) 

χ dépend alors de H. Lorsqu’un matériau magnétique est plongé dans un champ 
magnétique extérieur H. L’induction magnétique B [T] s’écrit: 

 B= µ0(H+M)  (1-4) 

A partir des relations (1-3) et (1-4), l’expression de l’induction magnétique en fonction 
de la susceptibilité magnétique s’écrit: 

 B=µ0(1+χ)H (1-5) 
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En première approximation, on peut supposer χ constant, ce qui n’est pas vrai en 
pratique comme cela sera présenté plus loin dans le mémoire. On définit la perméabilité 
relative telle que : 

 µr=1+χ  (1-6) 

Selon la valeur de leur susceptibilité magnétique χ et de leur structure atomique, on 
retrouve trois grandes classes de matériaux magnétiques (tableau 1.1). 

Types de matériau Susceptibilité magnétique  Exemples 
Diamagnétique Approximativement  -1x10-6 Cu, Au, Si 

Ferromagnétiques 50 à 10000 Fe, Ni, Co 
Paramagnétiques 10-6 à 10-3 Al, Pt 

Tableau 1.1. Classification des matériaux magnétiques 

I.1.2.Les matériaux diamagnétiques 

Le comportement de ce type de matériau à l’échelle atomique équivaut à des électrons 
en mouvement autour du noyau,  se comportant comme des spires de courant, et qui, 
plongées  dans un champ magnétique, vont sous l’action de la loi de Lenz générer un flux 
opposé à la variation de flux occasionné par l’application du champ H. Ces matériaux ont 
alors une susceptibilité magnétique négative, indépendante de la température, de l’ordre de 
10-5. Dans le domaine d’application de la conversion d’énergie, ces matériaux peuvent être 
considérés en général comme des matériaux ne présentant pas de réaction lorsqu’ils sont 
soumis à un champ magnétique. Dans le domaine du génie électrique, la loi de 
comportement d’un tel matériau est linéaire et peut être assimilée à celle du vide. 

I.1.3.Les matériaux paramagnétiques  

Au niveau microscopique, les atomes de ce type de matériau possèdent un moment 
magnétique permanent M qui, placé dans un champ magnétique H, tend à s’aligner dans la 
direction du champ appliqué. Toutefois, l’agitation thermique vient perturber cet 
alignement et ce d’autant plus que les atomes se comportent en membres isolés. Ces 
matériaux magnétiques présentent une susceptibilité magnétique faible mais positive, de 
l’ordre de 10-3 à 10-5. Dans le domaine d’application de la conversion d’énergie, la loi de 
comportement de ces matériaux est linéaire et peut être assimilée à celle du vide. De ce 
fait, son utilisation offre peu de possibilités d’applications pratiques en génie électrique. 

I.1.4.Les matériaux ferromagnétiques   

Les matériaux de type ferromagnétiques (Fe, Ni, Co) présentent des distances inter-
atomiques suffisamment petites pour que ceux-ci interagissent. Ainsi, ils présentent, à 
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l’échelle microscopique, une aimantation même en l’absence de champ magnétique 
extérieur, aimantation qualifiée alors de spontanée. Celle-ci est due au fait que les 
moments atomiques ont tendance à s’aligner spontanément et parallèlement les uns aux 
autres, donnant une structuration ordonnée que l’on peut comparer à la mise en ordre 
géométrique caractéristique de l’état solide (cet alignement peut être considéré comme la 
conséquence de forces de rappel entre les moments magnétiques exerçant une interaction 
mutuelle). L’énergie associée à ce phénomène est l’énergie d’échange. Cet alignement peut 
être perturbé par l’augmentation de la température qui conduit à la destruction progressive 
de cet ordre directionnel. L’aimantation spontanée disparaît alors totalement à la 
température de Curie Tc. Ainsi, au-delà de Tc, on observe un comportement de type 
paramagnétique, appelé paramagnétisme de Curie-Weiss (Tc est spécifique à chaque 
matériau). La susceptibilité magnétique de ce type de matériau est fonction du champ 
magnétique extérieur appliqué, et la loi de comportement associée présente une forte non-
linéarité. L’induction magnétique équivalente à la relation (1-7), pour un matériau linéaire, 
homogène et isotrope est donnée par: 

 HB r0µµ=  (1-7) 

Pour les matériaux ferromagnétiques, on voit que µr>>1 , ce qui permet d’amplifier la 
valeur de l’induction B pour une valeur H donnée. Cette propriété est très utile dans les 
dispositifs de conversion électromagnétique de l’énergie. Dans la suite, on se focalisera 
principalement sur ce type de matériau. 

I.1.5. Configuration en domaines magnétiques 

Dès 1906, la théorie de Pierre Weiss stipule qu’un matériau ferromagnétique est 
subdivisé en plusieurs domaines appelés domaine de Weiss à l’intérieur desquels 
l’aimantation est uniforme comme indiqué précédemment, c’est à dire suivant une 
direction unique, et appelée aimantation spontanée. En outre, l’existence de cette 
aimantation spontanée confère à ce type de matériau des qualités très intéressantes pour les 
applications en génie électrique, essentiellement pour l’amplification des effets du champ 
magnétique. La formation des domaines de Weiss s’explique par la compétition de trois 
types d’énergies, à savoir : 

- L’énergie d’échange : c’est l’énergie qui résulte de l’interaction entre deux atomes 
voisins. L’interaction d’échange conduit à un arrangement des moments 
magnétiques parallèles les uns aux autres. Cette énergie est minimale si les 
moments magnétiques de deux atomes voisins pointent dans la même direction. 

- L’énergie d’anisotropie: c’est l’énergie qui tend à aligner les moments magnétiques 
selon des directions privilégiées, suivant certains axes cristallographiques du 
matériau. 

- L’énergie magnétostatique : c’est l’énergie qui résulte des interactions magnétiques 
à longue distance entre les moments magnétiques, puisque chaque moment 
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magnétique est en fait soumis à un champ local créé par l’ensemble des autres 
moments magnétiques. Cette énergie favorise le désalignement de ces derniers. 

L’équilibre de ces trois formes d’énergie donne naissance aux domaines magnétiques 
lorsque le matériau n’est pas soumis à un champ magnétique extérieur (figure 1.1). La 
taille et la forme de ces domaines sont par ailleurs spécifiques à chaque matériau, selon sa 
qualité métallurgique. L’ordre de grandeur est, le plus souvent, de quelques dizaines à 
quelques centaines de micron.  

 

 

Figure 1.1. Matériau à l’état désaimanté comportant 4 domaines magnétiques 

Chaque domaine est séparé par des parois appelées parois de Bloch (figure 1.1) dont 
l’épaisseur est de quelques centaines à quelques milliers d’Angström (10-10 m), et où 
l’aimantation bascule d’une direction dans un domaine vers une autre dans un domaine 
voisin (figure 1.2). A noter que cette rotation des moments magnétiques s’effectue de 
manière progressive d’un domaine à un autre afin de minimiser le coût énergétique de ce 
basculement d’aimantation [1]. 

 

 

Figure 1.2. Transition entre deux domaines à 180° 

I.1.6. Mécanismes d’aimantation d’un matériau ferromagnétique 

D’un point de vue phénoménologique, on peut considérer que dans une substance 
ferromagnétique et en l’absence d’un champ magnétique extérieur, chaque domaine de 
Weiss présente une aimantation dont l’orientation est aléatoire, conduisant alors à une 
aimantation macroscopique moyenne nulle. Lorsqu’un champ magnétique est appliqué, les 
moments magnétiques auront tendance à s’aligner selon la direction du champ appliqué. 
Les domaines dont l’aimantation spontanée se trouve dans la même direction que celle du 
champ magnétique H appliqué augmentent en volume au détriment de ceux dont 

Domaine 
magnétique Paroi de 

Bloch 
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l’orientation est opposée au champ extérieur. Les parois de Bloch au sein du matériau se 
déplacent alors en fonction du champ appliqué (retournement des moments magnétiques à 
l’interface entre deux domaines). En fonction de l’intensité du champ appliqué, le 
mécanisme d’aimantation d’une substance ferromagnétique comporte les étapes présentées 
sur la figure 1.3. 

A. Région des champs faibles 

Le volume des domaines favorablement orientés par rapport à la direction du champ 
augmente, aux dépens des domaines orientés dans la direction opposée. Si les parois ne 
rencontrent pas d’obstacles lors de leur déplacement, ce processus est réversible, et le 
système retourne naturellement à l’état initial si le champ extérieur est annulé. 

 
M

H

A

B
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Figure 1.3. Courbe d’aimantation d’une substance ferromagnétique 

B. Région des champs intermédiaires 

Dans cette région, les parois continuent leur déplacement et chaque domaine dont les 
moments magnétiques sont orientés dans la même direction que le champ appliqué 
augmente également de volume. 

C. Région des champs forts 

Dans cette région, le matériau tend à devenir mono-domaine, possédant une 
composante alignée avec les directions de facile aimantation des cristaux les plus proches 
de la direction du champ. Le processus consiste alors principalement à orienter les 
moments magnétiques. Ainsi, l’aimantation va tendre asymptotiquement vers une grandeur 
limite appelée aimantation à saturation Ms, correspondant à l’alignement parfait de tous les 
moments atomiques sur le champ appliqué. En d’autres termes, c’est une grandeur limite, 
caractéristique intrinsèque du matériau ferromagnétique. 
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I.1.7. Vers le cycle d’hystérésis  

Le mécanisme général d’aimantation dans une substance ferromagnétique est présenté 
dans le paragraphe précédent. Toutefois, il existe au sein des matériaux de nombreuses 
imperfections dues à des impuretés non magnétiques (carbures, nitrures,…) et 
ferromagnétiques (cémentite)  ainsi qu’aux contraintes de dislocation, de joints de grains et 
de traitements métallurgiques. Ces points particuliers vont constituer des sites d’ancrage 
pour les parois, qui contribuent majoritairement à l’apparition du phénomène d’hystérésis 
magnétique. Ainsi, à l’état désaimanté et pour un champ magnétique périodique H, la 
courbe M(H) va décrire la courbe de première aimantation tant que le champ H sera 
croissant, jusqu’à tendre asymptotiquement vers l’aimantation à saturation Ms. Si l’on fait 
ensuite décroître l’intensité du champ appliqué, la courbe M(H) va s’écarter de la courbe 
de première aimantation. Le parcours de M ne sera donc plus le même selon que le champ 
H soit croissant ou décroissant. Le cycle d’hystérésis est alors obtenu quand le matériau 
magnétique est soumis à un champ d’excitation cyclique, lentement variable. Le 
phénomène d’hystérésis est un fait d’expérience évident : quand on mesure les variations 
d’aimantation d’un matériau, on constate que le résultat acquis dépend non seulement des 
conditions expérimentales utilisées mais aussi de tous les états d’aimantation antérieurs. En 
d’autres termes, les matériaux magnétiques gardent la mémoire de tous leurs états 
d’aimantation antérieurs par l’intermédiaire des domaines de Weiss [1]. 

Un exemple de cycle d’hystérésis est représenté sur la figure 1.4. La courbe de 
première aimantation est également représentée sur cette même figure. On note les points 
remarquables du cycle: 

- L’aimantation à saturation Ms : spécifique à tout matériau, et correspond à l’état où 
il n’existe plus de structure en domaines dans le système 

- Le champ coercitif Hc : point correspondant au champ d’excitation pour lequel 
l’aimantation s’annule. En d’autres termes, c’est le champ qu’il faut appliquer pour annuler 
l’aimantation à partir de l’état saturé 

- L’aimantation rémanente Mr : aimantation qui subsiste après suppression du champ 
magnétique extérieur H. 
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Figure 1.4. Courbe de première aimantation et cycle d’hystérésis [7] 

I.1.8.Classification des matériaux ferromagnétiques 

Selon les valeurs du champ coercitif Hc et de la polarisation magnétique utile, les 
grandes classes de matériaux ferromagnétiques sont représentées sur la figure 1.5. On 
distingue alors les matériaux magnétiques durs ou aimants et les matériaux magnétiques 
doux. Les matériaux magnétiques durs (aimants) présentent un cycle d’hystérésis très 
large, ce qui correspond à une aimantation rémanente très grande et un champ coercitif 
Hc>1000 A/m. Ils présentent alors une aimantation permanente même en l’absence de 
champ magnétique extérieur. La polarisation magnétique utile de ce type de matériaux se 
situe entre 0.2 et 1.4T. 
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Figure 1.5. Les grandes classes de matériaux magnétiques industriels  [1] 
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Contrairement aux aimants, le cycle d’hystérésis associé aux matériaux magnétiques 

doux est très étroit, correspondant ainsi à une aimantation rémanente faible et un champ 
coercitif Hc<1000 A/m. Par ailleurs, la polarisation magnétique utile de ces matériaux, qui 
peut atteindre jusqu’à 2T, en fait des matériaux très utilisés dans les applications 
nécessitant une forte densité d’énergie magnétique lors du processus de conversion 
énergétique (transformateur, actionneur,…) tout en ayant des pertes minimales.  

I.1.9.Les pertes fer 

Dès lors qu’un matériau ferromagnétique est soumis à un champ d’excitation extérieur 
variable, il emmagasine de l’énergie qu’il ne restitue pas complètement après 
démagnétisation. On parle alors des pertes énergétiques appelées aussi Pertes Fer. Pour un 
cycle complet, le milieu extérieur fourni par unité de volume, le travail qui est ensuite 
converti en chaleur : 

 ∫= HdBW  [J/m3] (1-8) 

Ainsi, pour un matériau magnétique de masse volumique ρ, et une excitation 
périodique de fréquence f, les pertes totales peuvent être calculées à partir de la relation : 

 ( ) ( )
∫=

f
1

0

tot dt
dt

tdB
tH

f
P

ρ
 [W/kg] (1-9) 

La prise en compte des pertes fer est nécessaire pour tenir compte de l’échauffement 
des dispositifs électrotechniques, et jouent un rôle fondamental dans leur 
dimensionnement. Elles constituent donc une information essentielle pour le choix et 
l’utilisation des matériaux magnétiques doux. 

Les deux phénomènes physiques principaux à l’origine de ces pertes sont les pertes par 

hystérésis Physt qui sont proportionnelles à la fréquence, et les pertes par courants induits 

ou pertes dynamiques, proportionnelles au carré de la fréquence.  
Les pertes par hystérésis trouvent leur origine dans le caractère discontinu du processus 

de magnétisation à un niveau microscopique, qui a été expliqué au paragraphe I.1.5. Ainsi, 
ces pertes sont principalement liées aux pertes dues à la circulation des courants induits 
lors de la variation de l’aimantation provoquée par le déplacement des parois de Bloch. A 
très basse fréquence, ce phénomène est toujours présent.  

Les pertes par courants induits, pour un matériau soumis à un champ d’excitation 
sinusoïdale, peuvent être associées au comportement dynamique macroscopique de la 
structure qui est conductrice. Ces composantes sont alors liées à l’existence des courants 
macroscopiques, appelés courants induits (ou courants de Foucault), qui circulent dans 
l’ensemble du système. Leur importance est directement liée à la conductivité du matériau 
considéré mais aussi à sa géométrie. L’effet de ces pertes se traduit généralement par 
l’échauffement du matériau, et le gonflement du cycle d’hystérésis (figure 1.6). L’effet des 
courants induits dans une machine électrique peut alors être réduit par l’utilisation de tôles 
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d’épaisseur faible et isolées électriquement les unes par rapport aux autres. On peut 
également adjoindre des impuretés tel que le Silicium pour diminuer la conductivité du 
matériau.  

 

 
 
 

Figure 1.6. Gonflement du cycle d’hystérésis en fonction de la fréquence (f3>f2>f1) 

I.1.10.Le fer pur et ses alliages 

Bien que le fer pur non allié présente de bonnes propriétés magnétiques, il ne peut être 
directement utilisé pour la conception d’un dispositif électrotechnique. En effet, à cause de 
la présence importante d’impuretés, il présente des pertes magnétiques élevées. Comme 
indiqué précédemment, on y ajoute alors du silicium afin de diminuer la conductivité 
(diminution de l’effet des courants induits) et l’anisotropie magnéto-cristalline (diminution 
de la différence de perméabilité selon la direction d’aimantation de la tôle).  

On distingue deux principales familles de tôles Fe-Si, destinées à des applications 
différentes :  

- Les tôles à grains orientés, dont la texture privilégie la direction de laminage 
comme direction de facile aimantation et qui sont principalement utilisées dans les 
transformateurs dans lesquels le flux garde une direction fixe. 

- Les tôles à grains non-orientés qui sont principalement destinées à la construction 
des machines tournantes. 

On donne dans le tableau 1.2 quelques exemples de performances d’alliages de Fe-Si à 
grains non orientés, selon la teneur en Silicium et l’épaisseur de la tôle, et notamment leurs 
principales applications dans le domaine industriel [5]. 
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Grains non orientés Silicium [%] 
Epaisseur 

[mm] 
Pertes fer en W/kg à 

50Hz et à 1.5T 
Principales 
applications 

Qualité supérieure 2.5 à 3.2 0.35 à 0.5 1 à 2.5 en 0.5mm 
Grosses machines 

tournantes 

Qualité moyenne 1.5 à 2.5 0.35 à 0.5 4 à 6 en 0.5 
Moteurs de moyenne 

et forte puissance 

Qualité inférieure 0.5 à 1.5 0.5 à 0.65 7 à 9 en 0.65 mm 
Petits moteurs et 

appareils à service 
intermittent 

Tableau 1.2. Tôles à grains non orientés et teneur en Silicium [5] 

I.2.Modèles de loi de comportement non linéaires déterministes 

Compte tenu de ce qui a été présenté auparavant, la loi de comportement des matériaux 
ferromagnétiques est de type hystérétique. Le plus souvent, le phénomène d’hystérésis est 
négligé pour représenter la loi de comportement magnétique, et seul la courbe 
anhystérétique est considérée. Dans la pratique, pour obtenir cette courbe, le matériau est 
polarisé dans un état magnétique sous champ continu et on y superpose un champ 
magnétique alternatif, suivant la même direction que le champ continu. Celui-ci décroit 
lentement à partir de l’état saturé du matériau afin d’obtenir, une fois le champ alternatif 
nul, un point de la courbe anhystérétique. L’opération peut être répétée pour d’autres 
points de la courbe anhystérétique en modifiant la valeur du champ continu. 

Une autre alternative pour une approximation de la courbe anhystérétique consiste à 
calculer la moyenne d’un cycle d’hystérésis saturé, ou tracer la courbe issue des extrema 
de plusieurs cycles centrés d’amplitudes croissantes jusqu’à la saturation. Cette section a 
pour principal objectif de présenter les principaux modèles présents dans la littérature.   

I.2.1.Modèles de type analytique 

Le choix de l’utilisation d’une expression analytique dépend essentiellement de la 
région de la loi de comportement que l’on souhaite approximer. Cette section présente les 
modèles de type analytique présentés dans [18],[19]. 

Pour la description du comportement magnétique non-linéaire des matériaux 
ferromagnétiques, on peut utiliser les séries polynomiales pour l’approximation. La forme 
générale la plus simple qui décrit l’induction magnétique B en fonction de H s’écrit : 

 B = a Hn (1-10) 

Le modèle est caractérisé par les paramètres a et n, qui sont déterminés à partir des 
mesures expérimentales. Cette équation donne une assez bonne approximation de la loi de 
comportement non linéaire de certains matériaux. Cependant, la précision est assez limitée 
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pour certaines régions. Une alternative serait le modèle à fonction auxiliaire [18], qui est 
basé sur l’approximation de l’aimantation M, par une fonction de polynômes de second 
ordre, dépendant des paramètres (a1, a2, b1, b2, H). Cette relation est donnée par (1-11), où 
les 4 paramètres sont identifiés également à partir des mesures expérimentales: 

 2
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++

+=  (1-11) 

L’induction magnétique B est alors déduite de la relation (1-4).  
Les modèles de type polynomial sont faciles à mettre en œuvre. Toutefois, il peut arriver 
que l’on soit obligé de rajouter d’autres paramètres pour améliorer l’approximation de la 
caractéristique non linéaire du matériau. Froelich [19] propose l’utilisation de modèle de 
type hyperbolique, défini par la relation : 

 
H

H
B

λτ +
=  (1-12) 

L’utilisation des valeurs absolues du champ magnétique permet d’assurer la symétrie par 
rapport à l’origine.  
Un autre modèle, de type transcendantal, présente l’avantage d’être facilement inversible. 
L’expression du modèle est donné par: 

 B= a×tan-1(b×H) (1-13) 

La fonction inverse est donnée par la relation : 

 H=(1/b)×tan(B/a) (1-14) 

Que ce soit pour (1-13) ou (1-14), les paramètres a et b sont identifiés à partir des mesures 
expérimentales. Toutefois, l’utilisation de ce modèle est limitée à des petits intervalles de 
B (respectivement H). Une alternative est d’utiliser l’équation (1-15), qui donne une 
meilleure approximation sur une région plus large, et notamment de reproduire le point 
d’inflexion au niveau de l’origine: 

 








+
=

H
H

B
ba

exp  (1-15) 

Il est alors facile de trouver des expressions explicites pour la région non saturée de la 
courbe anhystérétique. Cette tâche devient plus compliquée si l’on souhaite faire une 
approximation de l’ensemble du profil de magnétisation, incluant le coude de saturation. 
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I.2.2.Modèles anhystérétiques de type phénoménologique 

Les modèles de type phénoménologique sont les modèles issus de considérations 
physiques du processus d’aimantation des matériaux.  

Le modèle de Langevin est issu de la théorie du paramagnétisme de Langevin et prend 
en compte l’interaction entre les domaines [20]. Un matériau paramagnétique peut être 
considéré comme un système composé de moments magnétiques orientés aléatoirement, et 
la résultante macroscopique de l’aimantation est nulle. Lorsqu’un champ magnétique est 
appliqué, chaque moment magnétique aura tendance à s’orienter dans la direction du 
champ, mais ce mécanisme est perturbé par l’agitation thermique au niveau atomique. Le 
résultat est ainsi un alignement partiel dans la direction du champ, et une faible valeur de la 
susceptibilité magnétique. En présence d’un champ magnétique H, l’énergie potentielle 
d’un moment magnétique est donnée par : 

 Ep=-m×H=-m×H×cosθ            (1-16) 

Un calcul statistique basé sur la statistique de Maxwell Boltzman [6] conduit à l’équation 
décrivant la loi de comportement macroscopique d’un matériau paramagnétique: 
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Ms : Aimantation à saturation du matériau [A/m] 
m   : moment magnétique 
k   : constante de Boltzman (1.38×10-23 [J/kg]) 

L’équation (1-17) peut être généralisée au cas des matériaux ferromagnétiques en 
supposant que les interactions entre moments magnétiques donnent lieu à un champ 
magnétique Hm, proportionnel à l’aimantation, appelé champ moléculaire tel que Hm= αM 
du à l’énergie d’échange introduit au début de ce chapitre. Dans cette expression, α désigne 
le paramètre du champ moléculaire, et dont l’effet s’ajoute à celui du champ magnétique 
appliqué H de sorte que le champ effectif total vu par un moment magnétique devienne : 

 He=H+ α M (1-18) 

Dans ce cas, l’énergie potentielle donnée par (1-16) est équivalente à: 

 Ep=-m×H= -m×(H+αM) ×cosθ            (1-19) 

Ainsi, pour un matériau ferromagnétique, la loi de comportement anhystérétique est définie 
par : 
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En posant 
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m
a 0µ= , on obtient la relation : 
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Les paramètres caractéristiques du modèle sont Ms, a et α, respectivement 
l’aimantation à saturation [A/m], la pente de l’aimantation anhystérétique [A/m] et 
l’interaction entre les domaines. Avec ce modèle, le système est considéré comme 
anhystérétique, et la courbe M(H) tracée avec cette équation est la même que H soit 
croissant ou décroissant. L’influence des paramètres a et α est illustrée dans [6]. Ainsi, 
lorsque a diminue, i.e. la température augmente, le niveau d’induction diminue, ce qui 
reflète bien ce que l’on observe expérimentalement pour la loi de comportement d’un 
matériau ferromagnétique. Par ailleurs, lorsque la valeur du paramètre α diminue 
(réduction du couplage entre les moments magnétiques), jusqu’à tendre vers 0,  le système 
tend vers un comportement paramagnétique.   

Le modèle de type Brillouin modifié développé dans [21] décrit le procédé de 
magnétisation en se basant sur le modèle de Rayleigh et le modèle de Brillouin. 
L’expression du modèle est donnée par : 
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Ma et Mb sont les deux composantes de l’aimantation à saturation (Ms=Ma+Mb), et a et b 
dénotent les taux d’approche à la saturation. Les quatre paramètres du modèle sont 
déterminés à partir des mesures expérimentales. On peut par ailleurs noter que ce modèle 
permet de représenter le point d’inflexion à l’origine contrairement à celui de Langevin. 

I.3.Modèles déterministes des pertes 

I.3.1.Modèle général des pertes 

L’origine des pertes, du point de vue physique est présentée dans le paragraphe I-1-7. 
Dans la pratique, les pertes sont le plus souvent estimées à partir de modèles analytiques 
basés sur des approches empiriques dont l’identification est faite à partir de mesures 
expérimentales. Selon l’approche théorique de l’origine des pertes proposée par Bertotti 
[8],[38], les pertes totales d’un matériau ferromagnétique sont la somme de deux 
contributions, qui sont les pertes par hystérésis et les pertes dynamiques, données par : 
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Les pertes par hystérésis Physt sont déterminées à partir de la surface d’un cycle 
d’hystérésis en régime quasi-statique, régime pour lequel le cycle dépend uniquement des 
extrema du champ d’excitation (indépendant de la fréquence): 

Dans cette relation, Wh est un paramètre lié aux pertes par hystérésis et fonction du 
niveau d’induction Bmax, et ρ [kg/m3] désigne la masse volumique du matériau. En 
négligeant l’effet de peau, les pertes dynamiques pour une tôle d’épaisseur d, de masse 
volumique ρ et de conductivité σ sont approchées par les pertes classiques, selon la 
relation : 

En régime sinusoïdal, cette relation équivaut à: 

Pour des niveaux de fréquence et d’amplitude Bmax donnés, les pertes classiques sont 
proportionnelles à la conductivité et au carré de l’épaisseur de la tôle. 

Toutefois, l’approximation des pertes dynamiques Pdyn par les pertes classiques dans 
(1-25) peut conduire à une sous estimation des pertes. En effet, les expériences ont montré 
que les pertes dynamiques sont  souvent plus grandes que celles estimées par les 
composantes classiques Pclass. Cette différence suppose alors l’existence d’une troisième 
composante des pertes appelée pertes excédentaires Pexc, qui sont associées à des courants 
induits microscopiques issus du déplacement des parois de Bloch lors du processus 
d’aimantation. 

La ligne directrice dans l'interprétation des pertes excédentaires a été pendant 
longtemps le modèle proposé par Pry and Bean [8]. Dans ce modèle, les pertes 
dynamiques Pdyn d'une tôle de longueur infinie et d’épaisseur d, et contenant des réseaux 
périodiques de parois de domaines longitudinaux, de largeur 2L sont calculées à partir des 
équations de Maxwell (seules les parois à 180° perpendiculaires au plan de la tôle sont 
considérées). Le modèle indique alors que le rapport 2L/d est le paramètre principal 
contrôlant les pertes excédentaires, entre la taille du domaine et l'épaisseur de la tôle, et 
prédit: 

Toutefois, ce modèle présente un caractère idéalisé. D'une part, il a été démontré que 
les pertes excédentaires ne sont pas négligeables devant les pertes classiques lorsque 

 Ptot=Physt+Pdyn [W/kg] (1-23) 

         ( ) ( ) fBW/1P maxhhyst ××= ρ  [W/kg] (1-24) 
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          ( )22
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ρ
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 Si (2L/d)<<1, Pexc<<P class (1-27) 

 Si (2L/d)>>1, Pexc~(1.63×(2L/d)-1)×Pclass (1-28) 
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2L/d<<1. En outre, la dépendance du rapport (Pexc/f) par rapport à f est non linéaire, et ne 
peut pas être expliquée par les équations ci-dessus. A partir de nombreuses expériences 
pour différents niveaux de fréquences et d'inductions magnétiques et pour différents 
matériaux, et par une interprétation statistique et physique du mouvement des parois de 
domaines, les conclusions suivantes ont été apportées [8],[38]: 

-  (Pexc/f) dépend linéairement de f  

- les pertes excédentaires par cycle sont exprimées par :  

Où S [m2] est la section carrée de la tôle, G une constante sans dimension qui vaut 0.1356 
et V0 un paramètre lié à la distribution statistique du flux dans un domaine magnétique 
[36]. Pour une alimentation sinusoïdale, la relation (1-29) devient: 

En définitive, les pertes totales d’un matériau ferromagnétique s’expriment alors par: 

L’estimation des trois composantes de (1-31) suppose l’identification des paramètres 
respectifs de chaque composante de pertes. Pour ce faire, différentes méthodes, présentées 
dans la littérature, sont décrites dans la section suivante. Dans ce mémoire, on se limite au 
cas d’une alimentation sinusoïdale.  

I.3.2.Méthode d’identification des paramètres  

I.3.2.1. Méthode d’identification connaissant la conductivité σ 

La dépendance des pertes avec la fréquence permet d’estimer la part des différentes 
composantes sur les pertes totales d’un matériau. L’approche dans [37] propose 
l’identification des paramètres en exprimant les pertes en terme d’énergie [J/m3] au lieu de 
la puissance [W/kg]. L’expression de cette énergie est donnée par (1-32), en multipliant (1-
31) par le rapport de la masse volumique ρ et de la fréquence f: 

Dans (1-32), l’énergie liée aux pertes par hystérésis Whyst est définie par un paramètre Wh 
qui dépend de l’induction maximale Bmax, et indépendant de la fréquence. 
L’énergie liée aux pertes classiques, pour une induction maximale Bmax s’exprime par: 

Finalement, l’énergie liée aux pertes excédentaire est définie par: 
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 Ptot=Physt+Pclass+Pexc [W/kg] (1-31) 

 Wtot=Whyst+Wclass+Wexc [J/m3] (1-32) 
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L’algorithme d’identification proposé est le suivant, pour une induction de forme 
sinusoïdale et un niveau de Bmax donné: 

A. Effectuer des mesures expérimentales pour différents niveaux de fréquences f et 
d’inductions maximales Bmax. 

B. Calculer  l’énergie liée aux pertes classiques, à partir de (1-33) pour chaque niveau 
d’induction maximale Bmax et de fréquence f. 

C. Calculer la différence δ de l’énergie des pertes totales et l’énergie liée aux pertes 
classiques 

D. Pour un niveau de Bmax, tracer δ en fonction de f  

E. Identifier les paramètres Wh et V0 
La différence δ de l’étape C est donnée par: 

Cette équation n’est autre que celle d’une droite de la forme y=ax+b, où y=Wtot-Wclass  et  

 x = f , et permet d’identifier directement les valeurs des paramètres Wh et V0. 

 L’utilisation de cet algorithme requiert deux niveaux de fréquence au moins. Il est 
également à noter que dans la pratique, plusieurs points de mesures expérimentaux 
permettent d’identifier assez correctement le paramètre Wh. L’algorithme est alors répété 
pour d’autres niveaux de Bmax d’intérêt. 

Une variante de cette méthode est proposée dans [9] pour l’identification des 
paramètres, et en l’absence de cycle mineur. Contrairement à la méthode précédente, 
l’utilisation de cette méthode requiert la connaissance des pertes par hystérésis, mesurées à 
partir d’un cycle d’hystérésis en régime quasi-statique. Pour une fréquence f0 et un niveau 
d’induction Bmax donné, l’énergie totale s’exprime par : 

Dans cette relation, l’énergie Wclass(f0) est calculée à partir de (1-33) au point (Bmax, f0) et  
Wexc(f0) par décomposition de toutes les pertes mesurées au même point (Bmax, f0).  Ainsi, 
pour un niveau de Bmax, l’estimation des pertes pour une autre fréquence f, est directement 
déduite de (1-37), sans identification de paramètres supplémentaires, et est donnée par : 

L’algorithme  de la méthode est le suivant, pour un niveau de Bmax: 
A. Mesurer les pertes correspondant à la fréquence f0 et pour le niveau d’induction 

Bmax 
B. Identifier le coefficient des pertes d’énergie hystérétiques Wh à partir de la mesure 

d’un cycle d’hystérésis en régime quasi-statique, pour le même niveau de Bmax. 

 ( ) fBSVG8W 2/3
max0exc ×××××= σ  [J/m3] (1-34) 

 ( ) fBSVG8WWW 2/3
max0hclasstot ×××××+=−= σδ  [W/m3] (1-35) 

 Wtot(f0)=Wh+Wclass(f0)+Wexc(f0) [J/m3] (1-36) 
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C. Calculer l’énergie liée aux pertes classiques Wclass à partir de (1-33).  
D. Déterminer l’énergie liée aux pertes excédentaires Wexc en soustrayant des pertes 

totales la contribution (Whyst+Wclass). 
E. Répéter les étapes précédentes pour d’autres niveaux d’inductions magnétiques 

Bmax et de fréquences f d’intérêt. 
Il est alors à noter que pour ces deux approches d’identification, la connaissance de la 

valeur de la conductivité σ est fondamentale. Par ailleurs, l’identification est faite pour un 
seul niveau de Bmax, et l’opération est alors répétée pour d’autres niveaux de Bmax d’intérêt. 

I.3.2.2. Méthode d’identification par optimisation 

Avec cette méthode, on abandonne les notions d’énergie, et les pertes totales sont 
exprimées par (1-31). Les travaux dans [10] et [11] proposent alors une expression 
analytique des pertes, où les composantes sont exprimées par un modèle mathématique. 
Pour une excitation sinusoïdale, les pertes par hystérésis sont approchées par l’équation 
proposée par Steinmetz [13]: 

Où Bmax est l’induction maximale, f  la fréquence et α le coefficient de Steinmetz.  
La composante classique est évaluée par la relation (1-39), faisant référence à l’évolution 
de cette composante au carré de f de la relation: 

Finalement, les pertes excédentaires sont définies par la relation : 

Les pertes totales sont alors la somme de ces trois composantes, et données par : 

Dans (1-41), les coefficients kh, α, ke et kexc sont liés aux caractéristiques physiques et 
chimiques du matériau, et sont invariants avec la fréquence et l’induction maximale. Ils 
sont identifiés partir d’une série de mesures expérimentales, pour différents niveaux de 
Bmax et de fréquence f.  

Leur identification peut se faire avec l’algorithme suivant: 
A. Effectuer des mesures expérimentales des pertes pour différents niveaux 

d’induction maximale Bmax et de fréquence f 
B. Définir une fonction objectif à minimiser, du type (1-42), pour l’identification des 

paramètres (kh, α, ke et kexc)
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Où n est le nombre de points expérimentaux, Pm  les pertes mesurées et P*  celles estimées. 
Cette méthode présente plusieurs avantages. En premier lieu, elle ne nécessite pas la 
connaissance de la conductivité σ du matériau.  Par ailleurs, l’identification des paramètres 
s’effectue en une seule opération, notamment la minimisation de la fonction objectif 
définie par (1-42), contrairement aux approches d’identification du paragraphe précédent. 

Pour améliorer la précision d’identification, plusieurs auteurs proposent l’ajout de 
paramètres supplémentaires. Les travaux présentés dans [14], introduisent des coefficients 
prenant en compte la variabilité du paramètre α des pertes par hystérésis issues de 
l’expression de Steinmetz. Le modèle qu’ils proposent est donné par (1-43), où le terme 
(a+bBmax+cBmax) représente la différence entre les cycles dynamiques et classiques et où 
les coefficients a, b et c dépendent de la fréquence : 

Dans [15],[16],[17], des modèles de pertes avec des coefficients variables avec 
l’induction Bmax sont présentés. Ils proposent alors des polynômes d’ordre 3 pour ke, kexc et 
α, dépendant de Bmax. Un algorithme détaillé pour l’identification de ces paramètres peut 
être consulté dans les références sus mentionnées. Leur approche permet d’améliorer 
considérablement l’approximation des différentes composantes des pertes. Toutefois, leur 
mise en œuvre requiert l’ajout de coefficients complémentaires prenant en compte la 
variation des paramètres des différentes composantes. 

I.3.2.3. Remarques 

Dans [11], l’exploitation de cette méthode d’identification à partir d’une série de 
mesures expérimentales menées sur 8 échantillons de matériaux, pour différents niveaux 
d’induction maximale Bmax (0.6 à 1.7 T), et de fréquences f (10 à 150 Hz) a donné des 
valeurs systématiquement nulles pour le coefficient kexc. Ils ont alors conclu que, à partir de 
mesures effectuées sur un cadre Epstein, les contributions individuelles des pertes 
classiques et excédentaires ne peuvent être séparées, et le coefficient kexc peut être fixé à 
zéro. Ces résultats ne signifient pas que les pertes excédentaires sont nulles, mais que 
l'approche proposée ne permet pas de différencier ces pertes. Dans ce cas, les pertes totales 
sont réduites à la contribution des pertes par hystérésis et des pertes dynamiques globales, 
ou pertes totales à deux composantes: 

On trouve également le modèle Loss surface [124]-[126], développé au Laboratoire de 
Génie électrique de Grenoble (G2ELab), et basé sur la superposition de deux champs 
macroscopiques, permettant de retrouver par sommation quadratique les pertes totales 
mesurées. Sa mise en œuvre requiert un grand nombre de nombre de mesures 
expérimentales, et l’objectif est alors de construire une surface de pertes H(B,dB/dt) pour 
en déduire, à l’aide des mesures expérimentales les paramètres du modèle macroscopique.  
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De cette manière, le modèle s’appuie sur une décomposition de H(B,dB/dt) en une 
contribution statique Hstat(B), qui décrit le comportement quasi-statique du matériau, et une 
contribution dynamique Hdyn(B,dB/dt), qui prend en compte tous les effets dynamiques. 

I.4.Modèles de type hystérétique 

I.4.1.Modèle scalaire de Jiles et Atherton 

Le modèle de Jiles Atherton [20] décrit, à partir de considérations physiques, le 
phénomène d’hystérésis dans les matériaux ferromagnétiques. Il est essentiellement basé 
sur des considérations énergétiques, liées au déplacement et à la déformation des parois de 
Bloch. En effet, et à cause de l’existence d’impuretés, les parois peuvent se déformer lors 
de l’accrochage sur les sites d’ancrage. Ainsi, si l’intensité du champ magnétique appliqué 
n’est pas suffisante, les parois se déforment sur les sites d’ancrage. Cette approche permet 
de définir les deux composantes qui contribuent majoritairement à l’aimantation totale : les 
composantes réversible et irréversible.  

La composante irréversible résulte de la dissipation énergétique dûe au phénomène 
d’accrochage des parois lors de leur déplacement sous l’effet d’un champ magnétique 
extérieur. En d’autres termes, les parois de Bloch, lors de leur déplacement, subissent le 
processus d’accrochage-décrochage sur des sites dits « d’ancrage » présents au sein du 
matériau (impuretés, dislocations …). La densité d’énergie dissipée lors de ce processus est 
ensuite calculée pour une densité uniforme des sites d’ancrage. L’expression de cette 
composante sous forme différentielle, par rapport au champ effectif précédemment défini 
He, est donnée par : 

 
( )

δk

MM

dH

dM irranh

e

irr −=  (1-45) 

Où k est la densité d’énergie moyenne d’ancrage des parois, δ  un paramètre qui prend la 
valeur +/-1 selon le sens de variation du champ magnétique H, et Manh est défini par (1-17). 

La deuxième composante appelée composante réversible résulte de la déformation des 
parois sur les sites d’ancrage, toujours sous l’influence du champ extérieur, celles-ci restant 
ancrées. Ainsi, dans le modèle de Jiles-Atherton cette composante est approximée par la 
relation suivante : 

 ( )irranhrev MMcM −=  (1-46) 

Où le coefficient c, qui reflète la composante réversible, est compris entre 0 et 1. 

L’aimantation totale est définie par la somme des deux composantes : 

  ( )irranhirr MMcMM −+=  (1-47) 



35 

En différenciant par rapport à H l’expression (1-47), et sachant que : 
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L’équation différentielle décrivant le modèle direct M(H) est donnée par : 
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Afin d’obtenir la relation différentielle permettant de décrire la loi de comportement 

dite "inverse" M(B) [22], les relations suivantes sont utilisées : 

 e0e HB µ=  (1-50) 
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L’équation M(B) du modèle de Jiles-Atherton est alors définie par la relation : 
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Le modèle de Jiles-Atherton nécessite l’identification de 5 paramètres c, a, k,α  et Ms 

qui sont déterminés à partir de mesures expérimentales. Les paramètres du modèle sont 
théoriquement les mêmes pour les deux modèles M(H) et M(B). Une méthode 
d’identification a été proposée dans [20] à partir de la connaissance de la susceptibilité 
initiale et de certains points particuliers sur le cycle d’hystérésis : 

- le point de coercivité du cycle majeur Hc 
- les susceptibilités initiales des courbes de première aimantation et anhystérétique 
- le point de rémanence du cycle majeur Br 

L’aimantation à saturation Ms est également relevée sur le cycle majeur. L’application du 
modèle en chacun de ces points conduits à un système d’équations non linéaire, et la 
détermination des 5 paramètres requiert alors une procédure itérative [40]. Cette méthode 
peut se révéler instable numériquement et ne converge pas systématiquement [6],[39],[41]. 
D’autres améliorations ont été apportées dans la littérature pour l’identification des 
paramètres du modèle, et seront revues plus en détail dans le chapitre 3, paragraphe III-4-1 
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de ce mémoire, relatif au développement de modèle stochastique de l’hystérésis 
magnétique en régime quasi-statique.  

I.4.2.Modèle de Preisach 

Le modèle de Preisach est un modèle phénoménologique pour la description du 
phénomène de dissipation d’énergie par hystérésis [127]. Dans ce modèle, le système 
hystérétique est considéré comme un ensemble de commutateurs élémentaires bistables 
appelés hystérons, et dont la réponse linéaire présente une forme rectangulaire (fig. 1.7.a). 
 

  
(a) 

  
(b) 

Figure 1.7. Commutateur magnétique (a) et plan de Preisach (b) [6] 

 
Lorsqu’un champ magnétique extérieur H est appliqué, chaque commutateur peut 

basculer vers l'un des états stables (+1 ou -1) de manière abrupte. On note γa,b = ±1 (figure 
1.7.a) un commutateur dont les champs de basculement sont a et b. Ainsi, un matériau 
ferromagnétique est caractérisé par une densité de distribution statistique p(a,b) des 
champs de basculement (a,b). L'aimantation totale du système est donnée par: 

 ( )∫∫=
∆

γ dadbb,apMM b,as  (1-53) 

Le domaine d'intégration ∆ est défini à partir de certaines conditions que doivent vérifier 
les champs de basculement a et b. Ainsi, si H>Hs, tous les commutateurs sont en position 
de basculement positive et M = Ms. De la même manière, si H<-Hs , tous les commutateurs 
sont en position de basculement négative, et M = -Ms. On obtient alors les conditions 
suivantes pour le couple (a,b) :  

sHa ≤  et sHb −≥  

L'état désaimanté est représenté par la droite b=-a dans le triangle de Preisach (figure 
1.7.b) qui est divisé en deux surfaces égales S+ et S-. La surface S+ correspond aux couples 
(a,b) tels que γa,b = +1 et la surface S- aux couples (a,b) tels que γa,b = -1. Dans le cas 
général, tout autre état du système est décrit par deux surfaces S+ et S- séparées par une 
ligne brisée comme indiquée sur la figure 1.8. On peut exprimer la magnétisation totale 
comme: 
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(1-54) 

La prise en compte de l’histoire du processus d’aimantation est naturellement prise en 
compte dans le modèle de Preisach. La ligne de frontière entre les deux surfaces s+ et s- est 
associée à un vecteur qui définit l’état magnétique du système. 

 

Figure 1.8. Etat magnétique dans le triangle de Preisach [6] 

La modélisation de l’hystérésis magnétique par le modèle de Preisach revient alors 
principalement à identifier Ms et la densité de distribution p(a,b) à partir des mesures 
expérimentales. Pour ce faire, on peut se référer à [6] . 

I.5.Influence des procédés de fabrication sur les propriétés magnétiques 
des matériaux 

Pendant la fabrication d’un dispositif électrotechnique, l’obtention de la structure finale 
impose aux tôles des opérations plus ou moins complexes qui, le plus souvent, impactent 
leurs propriétés magnétiques. En d’autres termes, les propriétés magnétiques des 
matériaux, mesurées avant et après les différents traitements ne sont, en général, pas les 
mêmes. De plus, ces modifications ne sont pas toujours répétitives sur l’ensemble des 
pièces issues du process. 
De façon plus générale, les incertitudes pour la prévision des propriétés des tôles, 
lorsqu'elles sont utilisées dans les machines peuvent être attribuées à des facteurs tels que 
[33]: 

- les différences entre les conditions du test sur le site des fabricants (qui sont  
utilisées pour le catalogue) et les conditions de fonctionnement des tôles alors 
utilisées dans les machines électriques (température, forme d'onde de densité de 
flux, d'excitation, etc), 

- la dégradation des propriétés magnétiques (et mécaniques) des tôles due aux 
procédés de fabrication mis en œuvre pour la construction des machines 
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électriques : une simple manutention ou l’empilement des tôles, peuvent conduire à 
des contraintes mécaniques, si ceux-ci ne sont pas effectués avec soin. On peut citer 
également les effets thermiques qui sont une partie intégrante du processus de 
fabrication, soit directement (recuit, brasage, soudage) ou indirectement (lors du 
fonctionnement de la machine) [28], 

- la limitation dans la modélisation physique des propriétés magnétiques du fer. 
Les différents procédés mis en œuvre pour l’obtention de la géométrie finale sont 

illustrés sur la figure 1.9 [7]. Ces procédés supposent alors l’introduction de contraintes 
supplémentaires, telles que mécaniques ou thermiques, susceptibles de modifier 
notablement les propriétés magnétiques des tôles. On présentera dans la suite une synthèse 
bibliographique des différents travaux portant sur l’impact des différents procédés 
industriels couramment utilisés, sur les propriétés magnétiques des matériaux. On 
s’intéressera principalement aux étapes de mise en forme du circuit magnétique. 

I.5.1. Les techniques de découpage des tôles 

Il existe plusieurs techniques de découpage des tôles. D’une manière générale, les 
procédés de découpage sont basés sur des techniques qui déforment plastiquement la 
matière jusqu’à la rupture finale. Par ailleurs, et selon la composition chimique et la 
structure cristallographique des tôles, ce procédé peut dégrader inévitablement leurs 
propriétés magnétiques (loi de comportement et pertes fer).  Les techniques utilisées sont 
celles par poinçonnage, par cisaillage et par laser. Les procédés par cisaillage et par 
poinçonnage sont largement utilisés dans la catégorie des procédés dits conventionnels, du 
fait de leur simplicité de mise en œuvre et du faible coût de revient. Des détails techniques 
et mécaniques relatifs à ces deux procédés peuvent être consultés dans [23].  

Dans la littérature, les travaux portant sur l’influence des procédés de découpage sur les 
propriétés magnétiques sont relativement vastes. D’une manière générale, ceux-ci peuvent 
introduire des niveaux de contraintes élevés dans les tôles, principalement à proximité du 
bord découpé. En d’autres termes, les travaux dans [44] s’intéressent à l’analyse de la 
dégradation du flux mesuré sur une tôle de forme rectangulaire découpée par cisaille, allant 
du milieu de celle-ci jusqu’au bord découpé. Ils ont alors montré que cette dégradation se 
situe à moins de 10 mm de la zone découpée, et est particulièrement prononcée dans la 
région à moins de 5 mm de cette zone. Ces résultats sont similaires à ceux des travaux dans 
[42] qui ont montré que lorsqu’un matériau est magnétisé parallèlement au bord découpé, 
la densité de flux mesurée au niveau de la zone du bord découpé est plus faible que celle 
mesurée au milieu de l’échantillon. Les investigations dans [27] stipulent que cette 
détérioration serait d’autant plus significative que lorsque le matériau présente des tailles 
de grains importants.  

On peut trouver également d’autres travaux qui s’intéressent à la quantification de 
l’influence des procédés de découpage des tôles sur les propriétés magnétiques, en terme 
de longueur de zone découpée. 



39 

 
 Métal en fusion (Fe+Si) 

 

Coulage de brames 
 

Laminage 

Recuit 
 

Découpage (laser, poinçonnage,…) 
 

Empilement/Enroulement 

Compactage+Assemblage+pressage  

Recuit 
 

 
F

ab
ric

at
io

n 
du

 m
at

ér
ia

u 
 
M

is
e 

en
 fo

rm
e 

du
 c

irc
ui

t 

 

Figure 1.9. Procédés de fabrication d’un circuit magnétique par laminage des tôles [7] 

Pour cela, l’approche expérimentale fréquemment utilisée consiste à assembler 
plusieurs bandes découpées (par poinçonnage, cisaillage ou par laser),  puis assemblées 
former l’échantillon original. Cette approche est illustrée par la figure 1.10.a pour 
caractériser un échantillon en forme de tore, figure 1.10.b pour une caractérisation sur 
cadre Epstein, puis figure 1.10.c pour une caractérisation sur cadre à bande unique (SST). 
Les propriétés magnétiques de référence sont alors celles mesurées sur l’échantillon 
original.  

 

Figure 1.10. Approche expérimentale par variation de la longueur de découpe 

                    

 

                        

 

   
(a) 

Assemblage de plusieurs 
anneaux concentriques pour 
caractériser un échantillon 

torique 

(b) 
Assemblage de plusieurs 

bandes pour une 
caractérisation sur cadre 

Epstein 

(c) 
Assemblage de plusieurs   

bandes pour une 
caractérisation sur SST 
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En utilisant cette approche, les travaux dans [24],[25],[27] quantifient l’influence du 
procédé de poinçonnage sur la loi de comportement et les pertes magnétiques à 50Hz, pour 
différents niveaux d’inductions magnétiques. Les résultats qui y sont reportés montrent une 
variation des pertes totales de l’ordre de 18% pour tous les niveaux d’inductions 
magnétiques, et une variation de l’ordre de 40% pour la loi de comportement, 
principalement pour les bas niveaux d’inductions (entre 0.4 T et 1.3T). Pour la loi de 
comportement, cette variation disparaît progressivement quand on s’approche de la 
saturation. La méthode de séparation des pertes à deux composantes dans [25] met en 
évidence une variation plus importante des pertes par hystérésis comparée aux pertes 
dynamiques, selon le nombre de zones découpées. 

Les trois techniques de découpage de tôles, tels que par cisaillage, par poinçonnage et 
par laser sont comparées dans [31], sur une tôle à grains non orientés de type Fe-Si 2%. 
L’expérimentation est réalisée sur un cadre Epstein, sous une induction sinusoïdale 
d’amplitude 1.5 T et à une fréquence de 60Hz. Les pertes quasi statiques sont déterminées 
à partir de la surface du cycle d’hystérésis mesuré à 5mHz. Ils ont alors montré, d’une 
technique à l’autre, une variation des pertes totales et des pertes par hystérésis inférieure à 
10%, sachant que c’est celles pour les tôles découpées par laser qui sont les plus 
importantes. En ce qui concerne la perméabilité magnétique,  ils ont observé une variation 
de l’ordre de 20%, et que c’est la technique de découpage par poinçonnage qui présente 
une influence moindre (celle découpée par laser se situant au milieu). Cette observation est 
similaire aux conclusions des travaux dans [33]:  

- l’influence du procédé de poinçonnage sur les propriétés magnétiques de la tôle 
dépend fortement de l’acuité du poinçon. 

- Le procédé de découpage par laser entraîne une augmentation des pertes de l’ordre 
de 10 à 30% pour les niveaux d’induction inférieure à 1T, comparée au procédé de 
découpage par cisaillage.  

Toutefois, les travaux présentés dans [43] stipulent que l’influence du procédé de 
découpage par laser sur les propriétés magnétiques est relativement moindre, comparée aux 
techniques de découpe mécanique. En d’autres termes, les auteurs soulignent que la mise 
en œuvre de ce type de procédé est relativement complexe et mérite une attention 
particulière sur certains paramètres du procédé, qui peuvent introduire des contraintes 
thermiques au niveau du matériau, et par conséquent une modification significative des 
propriétés magnétiques (croissance des grains ou contraintes thermiques supplémentaires).  

Les travaux dans [31] proposent une nouvelle technique de découpage des tôles, telle 
que par jet d’eau abrasive, qui, comparée avec la technique de découpage par cisaillage 
présente des influences moindres.   

I.5.2. Le recuit 

Afin de réduire les effets des contraintes après leur découpage, les tôles sont recuites. 
Par définition, le recuit d'une pièce métallique est un procédé correspondant à un cycle de 
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chauffage, maintien en température puis refroidissement permettant de modifier les 
caractéristiques d'un métal. Il est obtenu par élévation de température du métal à des 
températures allant de 500 °C à 850 °C. Au niveau de la microstructure, le procédé de 
recuit entraîne un grossissement des grains du matériau, qui se traduit ensuite par une 
réduction significative des pertes et une amélioration de la perméabilité magnétique [30], 
après découpage. La qualité du procédé exige un cycle de chauffe (temps de montée en 
température, temps de maintien) bien maîtrisé (il peut être lent ou rapide). Les travaux dans 
[44] montrent que le procédé de recuit à 750°C pendant 2h permet de retrouver les 
propriétés magnétiques initiales du matériau après découpage. Dans [29], les propriétés 
magnétiques de la microstructure d’un acier électrique, non orientée laminée à froid, sont 
étudiées. Le matériau subit un recuit de 200 à 1000°C pour une durée de 0 à 240 min avec 
différentes vitesses de chauffage. Les résultats obtenus montrent que les propriétés 
magnétiques d’un acier électrique non orienté laminé à froid peuvent être améliorés, et ce, 
en contrôlant le procédé de recuit afin d’uniformiser la taille des grains. Par ailleurs, il a été 
observé que la température du recuit a beaucoup plus d’influence que la durée du recuit sur 
les propriétés magnétiques. De même, l’effet du recuit sur les propriétés magnétiques d’un 
matériau de type FeSi 2% laminé à froid est présenté dans [30]. La température de recuit se 
situe entre 540°C à 980°C sous atmosphère d’hydrogène. Les mesures expérimentales sont 
ensuite réalisées sur un cadre à bande unique pour une induction de 1.5T à 60Hz. Une nette 
amélioration des propriétés magnétiques est alors reportée, avec une réduction des pertes et 
une augmentation de la perméabilité magnétique grâce, entre autres, à la recristallisation 
des grains. 

L’influence du procédé de recuit sur les propriétés magnétiques d’un échantillon de 
type tôle Fe-Si 2%, pour le procédé de découpage par poinçonnage et par laser est 
quantifiée dans [34], selon trois approches expérimentales avant caractérisation sur cadre 
Epstein:  

- tôles découpées puis recuites (CUTA) 
- tôles recuites puis découpées (ACUT) 
- tôles recuites, découpées puis recuites à nouveau (ACUTA). 

Les propriétés magnétiques de référence sont alors celles mesurées juste après le 
découpage (JCUT). Les résultats suivants ont été observés pour le procédé de découpage 
par poinçonnage : 

- Approche CUTA: une diminution des pertes totales de l’ordre de 8% (14% pour les 
pertes par hystérésis) et une augmentation de la perméabilité magnétique de l’ordre 
de 36%  

- Approche ACUT: une augmentation des pertes de 4%, la même valeur que JCUT 
pour les pertes par hystérésis, et une augmentation de la perméabilité de l’ordre de 
7%. 

- Approche ACUTA: une réduction des pertes totales de l’ordre de 5% (11% pour les 
pertes par hystérésis) et une augmentation de la perméabilité de l’ordre de 27%. 
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Ils ont alors conclu que le protocole CUTA (découpage puis recuit) permet d’améliorer 
considérablement les performances magnétiques du matériau, après découpage par 
poinçonnage. Ces performances sont meilleures que celles issues de l’approche ACUTA 
car celle-ci, même si elle permet d’éliminer les contraintes après chaque recuit, introduit 
d’autres défauts dus à la formation d’oxyde et de nitrures. Contrairement au procédé de 
découpage par poinçonnage, l’amélioration des propriétés magnétiques par le procédé de 
recuit pour le découpage par laser n’est pas significative.  

Des résultats similaires sont présentés dans [32], entre autres une réduction des pertes 
totales de l’ordre de 40%, et celle par hystérésis de 60% (Les pertes dynamiques restant 
quant à elles relativement stables). Ils ont également noté une nette amélioration de la loi 
de comportement, bien que celle-ci soit négligeable alors proche de la saturation. 

I.5.3. Empilement-enroulement et processus d’assemblage 

Une fois les tôles découpées, l’étape suivante consiste à les assembler. Ainsi, le noyau 
constituant le circuit magnétique est généralement réalisé à partir d’empilements ou 
d’enroulements des tôles. La technique d’empilement de tôles est connue pour être une 
technique conventionnelle pour la réalisation du noyau magnétique. Pour ce faire, on 
trouve par exemple le poinçonnage en une seule pièce de la section complète de la tôle 
selon la géométrie du noyau (figure 1.11.a). Les tôles sont ensuite assemblées pour former 
le noyau du dispositif. Avec cette méthode, le taux de déchet de matériau est d’environ 80 
à 90%. Afin de réduire ce taux de déchet de matière, une méthode dérivée consiste à 
diviser en plusieurs segments (figure 1.11.b), puis après empilement, les segments sont 
soudés pour ainsi constituer le noyau. Le taux de déchet de matériau pour ce type de 
procédé est alors réduit de 50%, par rapport à la méthode précédente et permet, entre autre, 
de réduire le coût lié à la matière et d’améliorer la productivité [34]. Une autre technique 
consiste à enrouler une seule ou quelques bandes de circuit magnétique très longues, les 
encoches étant alors réalisées à partir du procédé de découpe par poinçonnage.  

 

 
 

Figure 1.11. Poinçonnage de la tôle en une seule pièce (b) Poinçonnage des tôles par 

segmentation 



43 

La bande est ensuite enroulée en spirale d’où le nom de "slinky" (figure 1.12). Avec 
cette méthode, le déchet de matériau est de 30 à 40%, d’où son avantage [34]. Par contre, 
le processus d’enroulement des tôles peut influer significativement sur les propriétés 
magnétiques du matériau. 

 

 

Figure 1.12. Stator "Slinky"  

Les procédés mis en œuvre pour l’obtention de la géométrie finale sont le pressage (ou 
compactage), et le soudage (ou le rivetage ou le collage) pour l’assemblage final. Les 
influences du procédé de pressage sur la loi de comportement et les pertes sont présentées 
dans [33] et [35], par l’application d’une pression localisée sur des points de la culasse 
d’un empilement de tôles. Ils ont observé des modifications de la loi de comportement et 
des pertes (principalement les pertes par hystérésis), qui croient en fonction de l’intensité 
de la pression appliquée. Ils ont alors conclu que ces détériorations seraient notamment 
dues aux contraintes mécaniques supplémentaires, entraînant alors une augmentation des 
pertes.  

 Par ailleurs, les travaux reportés dans [33] et [35] s’intéressent également à l’influence 
du procédé de soudage sur les propriétés magnétiques, selon le nombre de points de 
soudure. Ils ont alors observé une détérioration de la loi de comportement (qui est 
également fonction du nombre de points de soudure),  principalement dans l’intervalle de 
polarisation située entre 0.4 et 1.4T. A l’approche de la saturation, cette détérioration 
disparaît progressivement. Une augmentation des pertes pour tous les niveaux d’inductions 
magnétiques, a par ailleurs été quantifiée, et celle-ci est d’autant plus notable pour les 
échantillons à teneur élevée en Silicium ou présentant des grains de grande taille. Les 
conclusions reportées dans ces travaux stipulent alors que le procédé de soudage peut 
introduire des courts-circuits entre les tôles, impactant principalement les pertes par 
courants induits de l’échantillon une fois assemblé.  
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I.5.4. Synthèse  

Diverses techniques de découpage de tôles, tels que par cisaillage, par poinçonnage, et 
par laser, sont mises en œuvre pour la mise en forme de la tôle. La détérioration des 
propriétés magnétiques (loi de comportement et pertes) par ces procédés est principalement 
liée aux propriétés mécaniques (dureté, ductilité…)  et magnétiques de la tôle, et est plus 
prononcée au niveau de la zone découpée. A 50Hz, l’influence du procédé de poinçonnage 
sur la loi de comportement se situe principalement entre 0.4 et 1T, et disparaît 
progressivement lorsqu’on s’approche de la saturation. Par contre, les pertes totales, et 
principalement les pertes par hystérésis sont modifiées pour tous les niveaux d’inductions 
magnétiques. Il faut noter que ces détériorations sont également liées à la qualité de l’outil 
de poinçon utilisé. L’influence de la technique de découpage par laser sur les propriétés 
magnétiques dépend essentiellement de la qualité de celui-ci, et notamment des dimensions 
de la tôle. La détérioration des propriétés magnétiques après découpage par poinçonnage 
peut être minimisée par un procédé de recuit. 

Lorsque les tôles sont mises en forme, différents procédés pour l’obtention de la 
géométrie finale, tels que le pressage et le soudage sont mis en œuvre. Le procédé de 
pressage introduit des contraintes supplémentaires qui modifient les propriétés 
magnétiques de la tôle. Par ailleurs, et selon le nombre de points de soudure, le procédé de 
soudage peut entraîner des courts-circuits entre les tôles qui entraînent principalement une 
augmentation des pertes au niveau des tôles, une fois assemblées.  

Une fois le noyau élaboré, on peut supposer que ces différentes détériorations vont 
s’additionner et impacter directement sur les propriétés magnétiques du dispositif lors de 
son fonctionnement.  

L’exploitation des résultats des travaux existants, énumérés précédemment pour la 
prédiction de l’influence d’un procédé spécifique sur la loi de comportement et les pertes 
fer des matériaux ferromagnétiques n’est pas immédiate. En effet, ces travaux sont, pour la 
plupart, principalement basés sur des approches purement expérimentales et différentes 
d’une approche à l’autre, pour un matériau spécifique, et ne permettent pas le 
développement de modèles prenant en compte ces influences. En outre, et à part les 
différents procédés sus cités, d’autres sources d’incertitudes, telles que la manutention ou 
certains défauts liés à la chaîne de production (assemblage automatique, ….) peuvent 
également modifier les propriétés magnétiques du matériau.  

L’insuffisance des connaissances liées à la structure du matériau, de la précision et de 
la qualité du procédé mises en œuvre pendant l’élaboration du noyau nous emmène à 
introduire la notion d’incertitudes. A ceci s’ajoute la mise en évidence de la non répétitivité 
de cette contrainte sur une chaîne de fabrication,  et éventuellement la problématique liée à 
leur prise en compte pendant la modélisation de la loi de comportement et des pertes fer, 
qui fait l’objet de ce travail de thèse. 
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Conclusion du Chapitre 1 

Ce premier chapitre s’est focalisé sur les matériaux magnétiques. Les différentes 
notions et définitions qui y sont décrites ont permis de présenter les différentes grandeurs 
et le mécanisme régissant l’aimantation des matériaux. Les tôles Fe-Si constituent la base 
des matériaux magnétiques utilisés en génie électrique car elles permettent, dans des 
conditions économiques intéressantes, de véhiculer des flux magnétiques importants. 
Identifier les performances d’un matériau équivaut ensuite à déterminer les propriétés 
intrinsèques du matériau proches des conditions réelles d’utilisation (loi de comportement, 
pertes). Ceci implique de procéder à la caractérisation des matériaux afin de disposer de 
données suffisantes et représentatives du comportement du matériau étudié. Les modèles 
déterministes de type anhystérétiques (analytique ou phénoménologique), le modèle 
analytique des pertes issu de la théorie de Bertotti, notamment les méthodes 
d’identification des paramètres de ses différentes composantes ainsi que les modèles de 
type hystérétique, tel que celui de Jiles Atherton et de Preisach ont ensuite été passés en 
revue. Une synthèse bibliographique des différents travaux portant sur l’influence des 
procédés de fabrication a ensuite été présentée. Cette détérioration se manifeste d’une 
manière générale par une détérioration de la perméabilité magnétique et une augmentation 
des pertes, principalement des pertes par hystérésis. Si l’on considère une chaîne de 
fabrication, on peut supposer que les différents procédés mis en œuvre détériorent 
également les propriétés magnétiques des échantillons issus de la chaîne. Par ailleurs, 
l’évolution du process au cours du temps (vieillissement, usure,…) peuvent notamment 
entrainer la non répétabilité de cette détérioration d’un échantillon à l’autre. Le chapitre 
suivant s’intéresse à l’analyse de ce phénomène, et notamment la quantification de la 
détérioration des propriétés magnétiques d’échantillons de stators de macines électriques 
issus d’une chaîne fabrication. 
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Chapitre II – Mise en évidence de la 
variabilité des propriétés 

magnétiques 
 

Introduction  

L’incertitude est un phénomène inhérent à tout problème d’ingénierie.  Lors de la 
modélisation d’un système électrotechnique, les données d’entrée ne sont pas toujours bien 
connues, puisque des incertitudes peuvent exister au niveau des propriétés des matériaux 
utilisés (lois de comportements, pertes) ou de la géométrie des différents composants. Les 
travaux présentés dans le premier chapitre de ce mémoire ont d’ailleurs montré que les 
procédés de fabrication mis en œuvre, jusqu’à l’élaboration de la géométrie finale, peuvent 
modifier notablement les propriétés magnétiques des matériaux. Le développement de 
modèles permettant de prendre en compte ces influences est alors d’actualité. Afin de 
disposer d’observations suffisantes prenant en compte ces influences, des caractérisations 
devraient être menées sur des échantillons de matériau. D’une manière générale, on associe 
à ces influences la notion d’incertitudes, due notamment à la méconnaissance de l’origine 
de ces modifications. L’ensemble d’outils statistiques et de méthodes probabilistes permet 
de quantifier ces sources d’incertitudes, et notamment de les intégrer dans les modèles 
déterministes pour la représentation du phénomène. 

Ce chapitre porte sur la caractérisation et la mise en évidence de la variabilité des 
propriétés magnétiques (loi de comportement et pertes) de deux groupes d’échantillons de 
stators de machines électriques, fabriqués à partir de deux procédés différents. D’une part, 
l’analyse consiste à comparer les performances magnétiques des deux groupes 
d’échantillons compte tenu des méthodes de fabrication mises en œuvre et, d’autre part, de 
mettre en évidence la variabilité des propriétés magnétiques sur une chaîne de fabrication, 
dont l’impact des procédés n’est pas toujours répétitif d’un échantillon à l’autre.  

La première section de ce chapitre vise à introduire les notions de statistique et de 
probabilité, afin d’apporter les outils nécessaires pour la quantification des sources 
d’incertitude. La deuxième section concerne les mesures expérimentales effectuées sur 
deux groupes d’échantillons de stators. Les analyses préliminaires des mesures sont 
d’abord abordées, afin de s’assurer que les incertitudes sont principalement liées aux 
propriétés magnétiques des matériaux. La dernière section de ce chapitre est consacrée à la 
méthode de séparation des pertes des deux groupes d’échantillons étudiés, pour l’analyse 
de la variabilité des composantes des pertes. 
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II.1. Les variables aléatoires 

Cette section reprend l’ensemble des définitions et notions issues des ouvrages de 
[43],[45],[47],[48],[49] .  

II.1.1. Généralités et définition 

Une expérience est dite aléatoire si son résultat n’est pas prévisible à l’avance, et 
même si répétée dans des conditions identiques, peut donner lieu à des résultats différents. 
Si de plus, ce résultat relève des lois du hasard, il est dit aléatoire. En d’autres termes, les 
observations d’un phénomène physique, soit par l’action du pur hasard, soit par 
l’imprécision ou la méconnaissance qui s’attache aux paramètres du phénomène, peuvent 
être considérées comme soumises aux lois du hasard, au sens statistique du terme. Les 
variables aléatoires constituent un espace fondamental d’éléments aléatoires, un tel 
élément étant défini par référence à une expérience aléatoire. Si Ω est un ensemble 
représentant les résultats possibles d’une expérience, une variable aléatoire réelle X est une 

application ⊂XDaΩ R dont les valeurs scalaires dépendent de l’issue d’une expérience, 

où DX est le domaine de définition de la variable aléatoire. La probabilité P pour que X soit 
égale à x est la probabilité des éléments de Ω ayant pour image la valeur x dans 
l’application. Par définition, cette probabilité mesure le degré de crédibilité de réalisation 
de l’évènement. On définit les axiomes de Kolmogrov suivants pour la probabilité P(X=xi): 

- ( ) 0 xXP i ≥=  

- P(X=DX )=1 

- Si les xi sont incompatibles entre eux, P[(X=xi) ou (X=xj)]=P(X=x i)+P(X=xj) 

Une variable aléatoire X est dite discrète si elle ne peut prendre que des valeurs finies 

particulières dans le domaine DX. Dans ce cas, l’ensemble ( ) { }Xi D i  ,x X ∈=Ω  des 

valeurs prises par X est dénombrable. Une variable aléatoire est dite continue ou 
absolument continue si elle peut prendre n’importe quelle valeur dans le domaine DX. Une 
variable aléatoire est définie par sa loi de probabilité, son domaine de définition DX, les 
probabilités attribuées pour chacune de ses valeurs P(X=x) ainsi que ses différents 
moments. Dans la suite, on s’intéresse principalement aux variables aléatoires dites 
continues, et notées X.  

II.1.2. Fonction de répartition et densité de probabilité 

Par définition, la Fonction De Répartition (FDR) d’une variable aléatoire X est le 

cumul de chaque probabilité individuelle, et est l’application F de R dans [0,1]  définie 

par : 

 x)P(XF(x) ≤=    (2-1) 
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F est une fonction monotone croissante continue à gauche et admet un nombre de 
points de discontinuité au plus dénombrable. Réciproquement, toute fonction monotone 
croissante continue à gauche telle que (F(-∞)=0) et (F(+∞)=1) définit une loi de 

probabilité unique sur R. Un exemple de FDR est donné par la figure 2.1. 
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Figure 2.1. Fonction De Répartition (FDR) d’une variable aléatoire continue 

La dérivée première par rapport à x de F est appelée densité de probabilité : 

 ( ) ( )
dx

xdF
xf =  (2-2) 

Par définition, une densité de probabilité f est une fonction positive d’intégrale égale à 1  

 ∫
+∞

∞−

= 1dx)x(f  (2-3) 

Un exemple de densité de probabilité est donné par la figure2.2. 

-5 0 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

x

f(
x)

 

Figure 2.2. Densité de probabilité d’une variable aléatoire continue 
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La probabilité P(a<X<b) est alors définie par l’aire sous la courbe délimitée par a et b, tel 
que 

                P(a<X<b)  ( ) ( )∫ ∫
∞− ∞−

−=
a b

dxxfdxxf  = F(b)-F(a) (2-4) 

II.1.3.Caractéristiques d’une variable aléatoire 

II.1.3.1.Caractéristiques de tendance centrale 

a.Les quantiles 

Le quantile ou fractile d’ordre α d’une variable aléatoire X de FDR F(x), où 
( 10 ≤≤ α ), est la valeur xα telle que:  

 ( ) ααα ==≤ xF)xX(P X   (2-5) 

D’une manière générale, les quantiles d’une variable aléatoire X permettent de définir 
un Intervalle de Confiance (IC) à pα%, et sont déterminées à partir de la fonction de 
répartition inverse F-1. Ainsi, on identifie l’IC [xα

- ; xα
+]  sur X à pα %, i.e. 

%p)xXx(P ααα =≤≤ +−  par [47]: 

 
( )

2

p1
xFX

α
α

−=−  

( )
2

p1
xFX

α
α

+=+  

(2-6) 

Le quantile le plus important est la médiane, ou quantile d’ordre α=0.5, et partage les 
observations en deux parties égales.  Les diagrammes à boites permettent de représenter les 
quartiles des observations, correspondant aux quantiles d’ordre α=0.25, α=0.5 et α=0.75, et 
qui servent entre autres pour la comparaison de plusieurs observations (cf Annexe A.2). 

b.Espérance mathématique d’une variable aléatoire 

La loi de probabilité f(x) d’une variable aléatoire X est caractérisée par certaines valeurs 
typiques appelées moments. Le moment d’ordre 1 traduit l’espérance mathématique de la 
variable X: 

 E(X)= ∫
+∞

∞−

= dx)x(xfµ  (2-7) 

Où E[.]  est l’opérateur espérance mathématique.  
Soient deux variables aléatoires X et Y, et un réel quelconque a, l’espérance mathématique 
est définie par les propriétés suivantes: 

 
                                          E(a)=a 

E(aX)=aE(X) 
(2-8) 
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E(X+a)=E(X)+a 

E(X+Y)= E(X)+E(Y) 

Le moment d’ordre q d’une variable aléatoire est défini par la quantité : 

 E(Xq)= ∫
+∞

∞−

= dx)x(fxq
qµ  (2-9) 

Soit X1,X2,…Xn une suite de variables aléatoires de même loi de probabilité, d’espérance 
mathématique µ et de variance finie σ². La moyenne arithmétique est définie par la 
quantité : 

 ∑
=

=
n

1i
iX

n

1
X  (2-10) 

Selon la loi des grands nombres qui stipule que pour une suite de variables aléatoires 
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.), la moyenne arithmétique converge 
presque sûrement en probabilité vers l’espérance mathématique de ces variables: 

 ( ) 0  X
n

1
   P  ,0

n
=















 ≥−>∀

+∞→
εµε lim  (2-11) 

II.1.3.2.Caractéristiques de dispersion 

Les caractéristiques de dispersion d’une variable aléatoire donnent des informations sur 
la variabilité des observations autour de la tendance centrale. Le moment centré d’ordre q 
d’une variable aléatoire X est défini par : 

 ( ) ∫
+∞

∞−

−=−= dx)x(f)x(]X[E qq
q µµµ  (2-12) 

Le moment centré le plus important est le moment centré d’ordre 2 qui traduit la variance 
ou la dispersion de la variable aléatoire autour de la moyenne : 

 ( ) ]x[E)X(V 2

2 µµ −== ∫
+∞

∞−

−= dx)x(f)x( 2µ   (2-13) 

La racine carrée de la variance est l’écart-type σX, et traduit la dispersion des valeurs 
mesurées autour de la leur moyenne. 

 )X(VX =σ   (2-14) 

Pour deux variables aléatoires X et Y et un réel a, les propriétés de la variance sont les 
suivantes: 

 V(aX)=a²V(X) (2-15) 

 V(XY)=V(X)V(Y)+V(X)(E(Y))2+V(Y)(E(X))2 (2-16) 
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 V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) (2-17) 

Dans (2-17) Cov(X,Y) est la covariance de X et Y définie par la quantité: 

 Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=E[(X-E(X))(Y-E(Y)] (2-18) 

La covariance permet de quantifier la liaison entre deux variables aléatoires X et Y: si deux 
variables aléatoires sont indépendantes, alors la covariance est nulle. La réciproque n’étant 
en générale pas vraie. En particulier, pour deux variables aléatoires X et Y indépendantes, 
la relation (2-17) équivaut à: 

 V(X+Y)=V(X)+V(Y) (2-19) 

II.1.3.3. Caractéristiques de forme 

Le moment centré d’ordre 3 est appelé coefficients d’asymétrie (skewness), et traduit la 
forme de la densité de probabilité de la variable aléatoire X.  

 3
3

σ
µγ =  (2-20) 

Le moment centré d’ordre 4 est le coefficient d’aplatissement (kurtosis), et est donné par: 

 4
4

σ
µδ =  (2-21) 

Le coefficient de variation d’une variable aléatoire X est défini par : 

 µ
σ

=Cv  (2-22) 

II.2.Test statistique de comparaison de populations 

Les tests statistiques permettent de trancher sur deux hypothèses, au vu des observations: 
on teste alors une hypothèse H0 ou "hypothèse nulle" contre une "hypothèse alternative" 
H1. L’objectif est ensuite de rejeter ou non l’hypothèse nulle H0 à partir d’une statistique 
calculée à partir des observations. On peut attribuer à cette décision deux types d’erreurs : 

- Erreur de première espèce: erreur commise lorsqu’on décide de rejeter H0 alors que 
celle-ci est vraie. On y associe la probabilité α, ou risque de première espèce. 

- Erreur de deuxième espèce: erreur commise lorsqu’on décide de ne pas rejeter H0 

alors que celle-ci est fausse. On y associe également la probabilité β, ou risque de 
deuxième espèce. 

La puissance du test, ou la probabilité de rejeter avec raison H0 est notée 1- β. On peut 
résumer ces différents risques sous la forme du tableau 2.1. Dans la pratique, on donne le 
plus souvent un certain privilège à H0, et les valeurs usuelles de α sont 10%, 5% ou 1%. 



52 

D’une manière générale, choisir une valeur de α trop petite peut conduire à ne rejeter que 
très rarement H0. Les tests statistiques peuvent être classés en deux grandes catégories : 

- Les tests dits paramétriques ou test de comparaison de paramètres portent sur un 
paramètre spécifique θ (moyenne, écart-type,…) d’une population que l’on souhaite 
comparer à un autre paramètre θ0  d’une autre population.  

- Les tests non paramétriques: ces tests portent directement sur la comparaison de la 
loi de distribution de deux échantillons de variables X et Y (où Y peut être une loi 
de distribution théorique). 

 

Vérité 
Décision 

H0 est vraie H1 est vraie 

Ne pas rejeter H0 Bonne décision 
1- α 

Mauvaise décision 
β 

Rejeter H0 Mauvaise décision 
Α 

Bonne décision 
1- β 

Tableau 2.1. Erreurs et risques associés à un test 

D’une manière générale, les étapes communes pour la mise en œuvre des tests statistiques 
sont les suivantes : 

1- Définition des hypothèses H0 et H1 en privilégiant H0.  
2- Choix d’un risque de première espèce α (1%, 5%, 10%) 
3- Pour α fixé, construction de la région critique du test. Cette région est spécifique à 

chaque test et la plupart du temps, lue dans la table des valeurs critiques du test. 
4-   Conclusion sur le rejet ou non de H0 

Etant donné k groupes d’échantillons, le test de comparaison de moyennes, plus connu 
sous test "ANOVA" ou Analyse de la variance, est un test paramétrique permettant de 
tester s’il existe ou non  de différences significatives entre les moyennes de plusieurs 
groupes d’échantillons. Le test de Kruskal Wallis est une variante du test ANOVA, et 
permet de s’affranchir des conditions d’application du test ANOVA. Dans ce cas, le test 
porte sur la médiane des groupes d’échantillons (cf Annexe A.2). Dans la plupart des 
logiciels statistiques, la décision de rejet de H0 s’appuie le plus souvent sur des 
approximations par le calcul de probabilité critique ou p-value (cf. annexe B-4) définie 
par : 

 p-value ( )( ) ( )( )nkDP1nkDP nn αα ≥−=≤=  (2-23) 

Ainsi, si la p-value renvoyée par le test est inférieure au risque α% que l’on s’est fixé, 
l’hypothèse H0 est rejetée. 
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II.3. Mise en évidence de la variabilité-Echantillons et dispositif 
expérimental 

II.3.1. Les échantillons 

Dans le cadre de cette étude, deux groupes d’échantillons de stators fabriqués à partir 
de deux procédés de fabrications différents sont analysés en terme de variabilité des 
propriétés magnétiques (loi de comportement et pertes). Deux aspects de la variabilité sont 
alors abordés. Le premier aspect est relatif à la mise en évidence de la non répétabilité de la 
modification des propriétés magnétiques introduite par le procédé de fabrication, d’un 
échantillon à l’autre et sur le même groupe d’échantillons. Pour ce faire, les deux groupes 
d’échantillons de stators sont analysés individuellement en terme de variabilité. Le second 
aspect de l’étude porte sur la comparaison de la performance magnétique des deux groupes 
d’échantillons, compte tenu de leurs procédés de fabrication. Pour cela, l’analyse va 
principalement se focaliser sur la considération de la loi de comportement et des pertes 
moyennes des deux groupes.  

Le premier groupe est constitué de 5 échantillons fabriqués à partir d’empilement de 
tôles, qu’on appellera stators empilés (SE), découpées par laser, et  fabriqués spécialement 
pour cette étude. Le deuxième groupe est un ensemble de 28 échantillons issus de la même 
chaîne de fabrication industrielle et obtenus chacun à partir d’une bande de tôle découpée 
par poinçonnage et enroulés en hélice. Ces stators seront appelés stators slinky (SS). 

Pour les deux groupes de stators, le maintien mécanique des tôles se fait par pressage et 
soudures sur la périphérie extérieure du stator. De même, les deux groupes ont les mêmes 
dimensions et sont fabriqués à partir de tôles standard de même grade M800-50A. Les 
dimensions nominales sont données sur la figure 2.3 ci-dessous. 

 

 
 

 
 

Figure 2.3. Dimensions nominales du stator 
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Pour la caractérisation de ces stators, de la même façon qu’une caractérisation sur 
échantillons toriques, un bobinage primaire (N1=144) est réalisé pour l’excitation 
magnétique et un bobinage secondaire (N2=72) permet alors de relever l’induction 
magnétique moyenne. 
 

  

Figure 2.4. Echantillons de stators bobinés manuellement 

Avec cette configuration, on suppose que le flux magnétique est parfaitement canalisé 
au niveau de la culasse du stator (l’épanouissement du flux magnétique ou les fuites 
éventuelles au niveau des dents sont négligés). Cette hypothèse sera confirmée par une 
modélisation numérique du dispositif de mesure par la suite (culasse peu saturée).  

II.3.2. Le dispositif expérimental 

La caractérisation des échantillons est réalisée sur un banc expérimental dédié à la 
caractérisation d’échantillons de matériaux en forme de tore. Les lois classiques de 
l’électromagnétisme permettent de faire le lien entre les différentes grandeurs. L’équation 
qui lie le champ magnétique H(t) et le courant I(t) au circuit primaire est donnée par le 
théorème d’Ampère: 

 ( ) ( )
m

1

L

tIN
tH =  [A/m] (2-24) 

Dans cette relation, Lm [m] est le périmètre moyen de l’échantillon, N1 le nombre de spires 
au primaire et I(t) le courant d’excitation. 

En supposant que le flux magnétique est homogène au niveau de la culasse, et en 
l’absence de fuites magnétiques, l’induction magnétique moyenne est obtenue en intégrant 
la tension au secondaire (loi de Faraday): 

  ( ) ( )∫−= dttV
SN

1
tB s

2

 [T] (2-25) 

Vs(t) est la tension mesurée au secondaire, N2 le nombre de spires au secondaire et S [m²] 
la section de l’échantillon. 
Les pertes totales sont déterminées à partir de la surface du cycle d’hystérésis mesuré: 

 ∫= HdBf
1

Ptot ρ
 [W/Kg] (2-26) 
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Où ρ est la masse volumique de l’échantillon [Kg/m3] et f [Hz] la fréquence de 
l’alimentation.  
Au préalable de chaque mesure, une démagnétisation est effectuée systématiquement par le 
banc, et un asservissement est réalisé pour imposer une induction de forme sinusoïdale 
pendant chaque caractérisation.  

La masse volumique ρ et la géométrie de l’échantillon (section et périmètre moyen) 
doivent être définies sur l’interface utilisateur du banc expérimental. Une acquisition des 
données est effectuée automatiquement par le banc, et les données relatives au cycle 
d’hystérésis ainsi que les différentes grandeurs caractéristiques, telles que l’induction 
rémanente Br, le champ coercitif Hc, les pertes totales Ptot en [W/kg] sont directement 
accessibles. A induction proche de la saturation, la forme d’onde est légèrement déformée, 
avec un taux de distorsion harmonique (TDH) de 3.5%, telle qu’illustrée sur la figure 2.5, 
où un signal sinusoïdal de référence est également présenté. 

0 255 510 765 1020
-1.55

-0.775

0

0.775

1.55

t [s]

B
 [T

]

 

 

Banc expérimental
Excitation sinusoidale 

 
Figure 2.5. Forme d’onde du banc expérimental à 1.5 [T] et à f=50 Hz, et signal sinusoïdal 

de référence 

Pour plusieurs échantillons caractérisés sur le banc, à la même amplitude et le même 
niveau de fréquence, cette déformation est la même d’un échantillon à l’autre (figure 2.6).  
Il faut noter que, au vu des objectifs de ce travail qui se focalisent sur la caractérisation de 
la variabilité de la loi de comportement et des pertes, le plus important est de caractériser 
les stators dans les mêmes conditions expérimentales et mêmes hypothèses d’exploitation 
des données. Puisque le TDH est répétitif sur plusieurs échantillons, on suppose dans toute 
la suite que la forme d’onde générée par le banc expérimental est sinusoïdale.   
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Figure 2.6. Formes d’onde du banc expérimental à 1.5 [T] et à f=50 Hz pour plusieurs 
échantillons 

Les mesures réalisées sur le banc (BE) ont par ailleurs été comparées avec celles 
effectuées sur un banc expérimental de référence (BER), développé dans le cadre des 
travaux dans [6], pour 3 niveaux de Bmax et à 50Hz.  Les points caractéristiques des cycles 
d’hystérésis mesurés sont reportés dans le tableau 2.2. On peut constater sur ce tableau que 
les valeurs mesurées sont proches, avec un écart maximal de 1.5%.   

 Hc [A/m] Br [T] Hmax [A/m] Ptot [W/kg] 

 BE BER BE BER BE BER BE BE 
1T 186.45 189.25 0.66 0.67 530.75 536.25 4.69 4.75 
1.2T 194 192 0.74 0.73 824.45 815.80 5.56 5.49 
1.5T 204.25 206.15 0.84 0.85 1152.96 1150.22 6.19 6.25 

Tableau 2.2. Ecart des points caractéristiques des cycles d’hystérésis mesurés avec le banc 
expérimental utilisé (BE) et le banc expérimental de référence (BER) 

II.3.3. Analyses préliminaires sur les mesures 

Afin de s’assurer que les incertitudes sont principalement liées aux propriétés 
magnétiques des matériaux, des analyses préliminaires relatives aux bruits des mesures, au 
bobinage et à l’intervalle de tolérance des dimensions géométriques, sont réalisées. Ces 
analyses ont été menées sur des échantillons de stator du groupe SS. 

II.3.3.1.Analyse de la répétabilité et de la reproductibilité des mesures 

Au vu du nombre d’échantillons, la caractérisation ne peut se faire sur une même série 
de mesures et cette analyse porte sur la quantification de l’influence de l’environnement 
extérieur sur les mesures. Pour cela, deux campagnes de mesures expérimentales 
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(respectivement C1 et C2), réalisées à deux périodes différentes (décalées de 2 ans), et 
comportant chacune une série de 30 mesures répétitives pour 5 niveaux de champ Hmax 
(500A/m, 1000 A/m, 1500 A/m, 2000A/m et 2500 A/m) et à 50 Hz, sont effectuées sur un 
échantillon. Les objectifs sont alors, d’une part, d’analyser la répétabilité des mesures en 
calculant les coefficients de variation Cv de chaque campagne de mesures C1 et C2, et ce, 
pour chaque niveau de champ Hmax. D’autre part, il s’agira aussi de détecter d’éventuelles 
différences significatives en termes de pertes spécifiques Ptot et de niveau d’induction 
maximale Bmax  pour C1 et C2 par la mise en œuvre de tests statistiques. 

On observe alors, que ce soit pour C1 ou C2, et pour tous les niveaux de Hmax 
considérés, que les coefficients de variation pour Bmax et Ptot sont inférieurs à 0.5%. Par 
ailleurs, les cycles d’hystérésis relevés pour les 30 mesures expérimentales, pour chaque 
niveau de Hmax et pour les deux séries de mesures C1 et C2, sont superposés (illustration sur 
la figure 2.7 à 2000 [A/m] pour C1).  
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Figure 2.7. Cycles d’hystérésis de 30 mesures répétitives à 2000 [A/m] 

Afin de détecter d’éventuelles différences significatives entre C1 et C2 en termes de 
Bmax et de pertes Ptot, le test de Kruskal Wallis est mis en œuvre. Pour ce faire, et pour un 
niveau de Hmax donné, C1 et C2 forment les groupes à comparer, et l’hypothèse nulle H0 
consiste à supposer que C1 et C2 n’ont pas de différence significative en terme de Bmax 

(respectivement de Ptot). La décision de rejet de H0 est déduite de la valeur des p-values du 
test. Ainsi, lorsqu’elles sont inférieures au risque de α% fixé, l’hypothèse H0 est rejetée (cf 
annexe A.2). Les diagrammes à boites des Bmax de C1 et C2, pour les 5 niveaux de Hmax 
considérés, sont reportés sur la figure 2.8. A un risque de 5%, les p-values renvoyées par le 
test y sont également reportées. Compte tenu de ces valeurs, on ne rejette pas l’hypothèse 
H0 d’égalité des Bmax des deux campagnes de mesure, à un risque de 5%. 
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Figure 2.8. Diagrammes à boites des Bmax des campagnes de mesure C1 et C2 et les p-
values du test 

Les diagrammes à boites des pertes Ptot de C1 et C2, pour les même niveaux de Hmax 
considérés, sont également reportés sur la figure 2.9. A un risque de 5%, les p-values 
renvoyées par le test y sont également reportées. Compte tenu de ces valeurs, on ne rejette 
pas non plus l’hypothèse H0 d’égalité des pertes des deux campagnes de mesure, à un 
risque de 5%. 
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Figure 2.9. Diagrammes à boites des Ptot des campagnes de mesure C1 et C2 et les p-values 

du test 

Les cycles d’hystérésis à 500 et 2500 [A/m] de C1 et C2, tirés parmi les 30 mesures 
répétitives pour chacun de ces niveaux, sont représentés sur la figure 2.10. On peut voir sur 
cette figure que les cycles d’hystérésis sont parfaitement superposés.  

On peut alors conclure que les mesures effectuées sur le banc expérimental pour les 
deux périodes sont reproductibles et que l’incertitude liée aux bruits de mesure du banc 
expérimental est très petite. 
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Figure 2.10. Cycles d’hystérésis à 500 [A/m] et 2500 [A/m] pour les campagnes de mesures 

C1 et C2 

II.3.3.2.Analyse de l’influence du bobinage manuel des échantillons 

Cette section porte sur l’incertitude susceptible d’être introduite par le fait de bobiner 
manuellement les échantillons de stator. L’analyse consiste à caractériser un échantillon 

C1 C2 C1 C2 
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pour les mêmes niveaux de Hmax que précédemment (500A/m, 1000A/m, 1500A/m, 
2000A/m et 2500A/m) comportant chacun 30 mesures répétitives, puis de relever les pertes 
Ptot et les inductions maximales Bmax correspondantes. L’échantillon est ensuite débobiné 
puis rebobiné, et la caractérisation est réalisée à nouveau. L’opération est répétée 5 fois sur 
le même échantillon. En premier lieu, les cycles d’hystérésis des 5 bobinages, pour tous les 
niveaux de Hmax sont comparés (étant donné que les incertitudes liées à la répétabilité des 
mesures sont très petites, un seul cycle d’hystérésis a été choisi parmi les 30 mesures, d’un 
bobinage à l’autre). Pour tous les niveaux de Hmax considérés, les cycles d’hystérésis des 5 
bobinages sont quasiment confondus, comme illustré sur la figure 23 pour le niveau de 
Hmax=2500 [A/m]. Par ailleurs, et pour les niveaux Hmax considérés, les Cv de Bmax et des 
pertes Ptot sont respectivement tous deux inférieurs à 0.2%.  

Le test de Kruskal Wallis est ensuite mis en œuvre afin de détecter d’éventuelles 
différences significatives entre les 5 bobinages, en termes de pertes Ptot et de Bmax. 
L’hypothèse H0 à tester est alors que les 5 bobinages manuels n’ont pas de différences 
significatives en terme de Bmax (respectivement en terme de pertes Ptot). Le test est réalisé 
pour les 5 niveaux de Hmax et le risque α est fixé à 5%. 
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Figure 2.11. Cycles d’hystérésis des 5 bobinages manuels à 2500 [A/m] 

Les digrammes à boite des Bmax des 5 bobinages, pour chaque niveau de Hmax, ainsi que 
les p-values du test, sont présentés sur la figure 2.12. Les p-values du test pour tous les 
niveaux de Hmax sont supérieures au risque de 5% que l’on s’est fixé. On ne rejette donc 
pas l’hypothèse d’égalité des Bmax des 5 bobinages, à un risque de 5%. 
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Figure 2.12. Diagrammes à boite et p-values des Bmax des 5 bobinages 

Les digrammes à boite des pertes Ptot des 5 bobinages, pour chaque niveau de Hmax 
ainsi que les p-values du test sont également représentées sur la figure 2.13. Les p-values 
calculées pour tous les niveaux de Hmax sont également supérieures au risque de 5% que 
l’on s’est fixé. Ainsi, on ne rejette pas non plus l’hypothèse d’égalité des pertes Ptot 
mesurées avec les 5 bobinages, à un risque de 5%. 
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Figure 2.13. Diagrammes à boite et p-values des pertes des 5 bobinages 

Ces résultats nous permettent alors de conclure que l’influence du bobinage manuel des 
échantillons sur les mesures n’est pas significative.  

II.3.3.3.Analyse de l’influence de l’intervalle de tolérances sur les mesures 

D’une manière générale, lorsque les informations relatives aux dimensions réelles d’un 
échantillon ne sont pas disponibles, une approche consiste à considérer les dimensions 
nominales pendant la caractérisation. Toutefois, cette hypothèse peut influencer sur les 
propriétés magnétiques mesurées. En d’autres termes, et dans le cadre de ce mémoire, on 
s’intéresse principalement à la quantification des incertitudes portées par les propriétés 
magnétiques. On se propose alors de quantifier l’influence des tolérances géométriques sur 
les mesures, afin de valider ou non l’hypothèse consistant à prendre les dimensions 
nominales de la culasse lors de la caractérisation. Les informations relatives à la section S 
de l’échantillon à caractériser peuvent avoir un impact sur la variabilité de la loi de 
comportement des échantillons étudiés. 
On s’intéressera ici à la section de l’échantillon qui est utilisée pour le calcul de l’induction 
moyenne. Dans un premier temps, un facteur correctif est introduit sur les mesures déjà 
réalisées. Par ailleurs, dans le cadre d’une collaboration avec le laboratoire de métrologie 
du centre Arts et Métiers ParisTech de Lille, des mesures de profilométrie ont été réalisées 
afin de disposer de données précises sur la géométrie réelle de quelques échantillons et de 
quantifier l’impact sur les propriétés magnétiques.  

a. Analyse sur un échantillon - prise en compte des tolérances géométriques 

L’équation qui lie la tension Vs(t), le nombre de spires N2  au secondaire, et l’induction 
magnétique est donnée par la loi de  Faraday de l’équation (2.25). Ainsi, pour un 
échantillon de section S0, on écrit:  

 ( ) ( )∫−= dttV
SN

1
tB s

02
0  [T] (2.27) 
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Si on considère ce même échantillon avec une section S1 (la tension secondaire étant 
toujours la même), l’induction magnétique s’écrit alors: 

 ( ) ( )∫−= dttV
SN

1
tB s

12
1  [T] (2.28) 

De ces relations, B0(t) est l’induction calculée à partir de la section nominale et l’induction 
magnétique B1(t), qui correspond à la section corrigée S1, peut être directement déduite de 
(2.27) et (2.28) : 

 ( ) ( ) 







=

1

0
01 S

S
tBtB  [T] (2.29) 

Pour n’importe quelle section contenue dans l’intervalle de tolérance, le cycle d’hystérésis 
mesuré en prenant en compte la section nominale de la culasse corrigée selon (2.29), et les 
pertes totales sont déduites de la relation (2.26).  

Pour l’analyse proprement dite, un échantillon du groupe SS est caractérisé pour 14 
niveaux du champ d’excitation Hmax et à 50Hz en considérant les dimensions nominales de 
la culasse (cf figure 2.3).  

Les tolérances géométriques de la culasse du stator sont représentées sur la figure 2.14. 
Les cycles d’hystérésis mesurés sont alors corrigés en prenant en compte les tolérances 
minimales et maximales. Les écarts observés pour les inductions Bmax et pour les pertes Ptot 

sont de 1.17% pour tous les niveaux de Hmax. A ce stade, on peut alors conclure que les 
tolérances géométriques de la culasse n’ont pas d’influence significative sur les mesures.  

 

 

Figure 2.14. Dimensions nominales et tolérances géométriques des stators 
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b. Analyse sur plusieurs échantillons – prise en compte des dimensions réelles  

b.1.Dispositif de mesure de coordonnées tridimensionnelles 

Dans le cadre des travaux de master de Shaoqu Zheng [51] avec le laboratoire de 
métrologie de Lille, des mesures de la dimension réelles des culasses de 9 échantillons de 
stator du groupe SS ont été réalisées. Pour cela, un dispositif de mesure tridimensionnelle a 
été utilisé pour prélever les coordonnées en différents points de la culasse du stator. On 
s’intéresse alors à l’évaluation de l’écart entre les dimensions réelles et théoriques des 
profils d’intérêt (figure 2.15.a).  

 

 

OO

 
 

(a) (b) (c) 

Figure 2.15. Dispositif de mesure tridimensionnelle (a), échantillon de stator (b) et sonde de 
mesure (c) 

Une bille est en contact avec la culasse du stator et relève les coordonnées du point de 

contact correspondant (figure 2.15.c). Si n
r

est un vecteur orienté du point M0 au point M, 
et passant par le centre de la sonde, on définit l’erreur par: 

 nMMe 0 ⋅=  (2.30) 

Deux cas se présentent : 
- Si e>0, on parle d’excès de matière 
- Si e<0, il y a moins de matière 

Dans notre cas, l’erreur e correspond à l’écart par rapport à la dimension nominale de la 
culasse du stator. De cette manière, on identifie la valeur et la direction de cet écart, ainsi 
que la géométrie réelle de la culasse du stator. Par ailleurs, si ei et e0 désignent 
respectivement l’erreur sur la surface interne et externe de la culasse, l’erreur totale sur 
l’épaisseur de la culasse est définie par : 

 E= ei+e0
 (2.31) 

Pour chaque échantillon de stator, le dispositif relève 10 points suivant la hauteur Z au 
milieu de chaque encoche et, en vis-à-vis, sur la surface externe de la culasse. Sachant que 
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le stator comporte 36 encoches, on dispose alors de 360 points pour le profil interne (fond 
d’encoche) et externe de la culasse (figure 2.16).  

Figure 2.16. Données relatives aux erreurs portées par la culasse (profil interne et externe) 

Ainsi, l’erreur globale E pour un stator s’exprime sous forme matricielle par: 
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Où i désigne le numéro de l’encoche (1≤i≤36) et j le numéro de la couche du point 
correspondant (1≤j≤10). 

b.2.Analyse de l’influence des dimensions réelles de la culasse sur les mesures-  
simulation par éléments finis 

L’objectif de cette section est de considérer les dimensions réelles des culasses des 9 
échantillons de stator pris pour cette étude de géométrie, et de vérifier dans quelles mesure 
cela impacte la variabilité de la loi de comportement de ces échantillons.  
Chaque échantillon de stator est  caractérisé pour 14 niveaux de courant d’excitation Imax et 
à une fréquence de 50Hz, en considérant les dimensions nominales (figure 2.3). Pour un 
échantillon de stator, on dispose de la loi de comportement Φmax(Imax), où Imax est l’image 
du champ d’excitation Hmax (relation (2.24)), et la relation qui lie le flux totalisé Φmax et 
l’induction magnétique Bmax est donnée par: 

 Φmax=N2×Bmax×S [Wb] (2.33) 

Où S désigne la section droite traversée par le flux [m²]. 
La loi de comportement Bmax(Hmax) est ensuite déduite de la loi de comportement 

Φmax(Imax) mesurée, en considérant les dimensions nominales données par la figure 2.3 de 
la culasse de l’échantillon et les relations (2.25) et (2.33).  

La loi de comportement Bmax(Hmax) obtenue ainsi que les dimensions réelles de la 
culasse mesurées par le profilométrie sont ensuite utilisés pour re simuler la loi de 
comportement (Φmax(Imax)) du modèle EF 2D représenté sur la figure 2.17 (rayons de fond 
d’encoche variables).  

×36 
×10 

×10 

×36 
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Figure 2.17. Système modélisé sous FEMM 2D (rayons du fond d’encoche variables) 

Par ailleurs, les 10 couches de mesures réalisées suivant la hauteur Z au milieu de 
chaque encoche correspondent à un modèle EF 2D. La loi de comportement (Φmax(Imax))i 

correspondant aux dimensions réelles de l’échantillon de stator i serait alors la moyenne 
des lois de comportement simulées pour les 10 couches. L’approche utilisée est résumée 
sur la figure 2.18 pour un échantillon de stator.  

En répétant cette opération sur l’ensemble des stators, l’objectif final est d’analyser la 
part de la variabilité de la loi de comportement introduite par les mesures.  

La carte des champs est représentée sur la figure 2.19. Sur cette figure, on constate que 
le flux reste principalement canalisé au niveau de la culasse. Ceci permet alors de vérifier 
l’hypothèse prise dans le paragraphe II.3.1, qui consistait à supposer que l’épanouissement 
du flux magnétique ou les fuites éventuelles au niveau des dents peuvent être négligés, 
dans le cadre de cette étude.  
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Figure 2.18. Approche de prise en compte des dimensions réelles pour un échantillon de stator 

 
Figure 2.19. Carte des champs simulation avec FEMM 2D 

Pour les 9 échantillons de stator, la loi de comportement moyenne correspondant aux 
dimensions nominales et celle obtenue en prenant en compte dans FEMM les dimensions 
réelles sont représentées sur la figure 2.20.  
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Figure 2.20. Lois de comportement moyennes mesurées (dimensions nominales) et simulées 
(dimensions réelles) des 9 échantillons de stator 

Sur cette figure, on note un écart maximal de 1.2% pour le niveau de Imax=1.375 [A]. A ce 
stade, on peut donc conclure que les dimensions réelles de la culasse n’ont pas d’impact 
significatif sur la loi de comportement des échantillons considérés. En d’autres termes, 
l’hypothèse de considération des dimensions nominales pendant la caractérisation est 
admise. L’écart type et le Cv des lois de la loi de comportement correspondant aux 
dimensions nominales et celle simulée (dimensions réelles) des 9 échantillons sont 
respectivement reportés sur la figure 2.21 et figure 2.22. 
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Figure 2.21. Ecart-type des lois de comportement mesurées (dimensions nominales) et simulées 
(dimensions réelles) des 9 échantillons de stator 

Sur la figure 2.21, on peut observer que l’écart-type des lois de comportement des 9 
échantillons est moins important lorsque les dimensions réelles des culasses sont 
considérées. Ceci implique alors un Cv moins important des lois de comportement 
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correspondant aux dimensions réelles des 9 échantillons tel que représenté sur la figure 
2.22. 
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Figure 2.22. Cv de la loi de comportement moyenne mesurée et simulée (dimensions réelles) des 9 
échantillons de stator 

Que ce soit en considérant les dimensions nominales que les dimensions réelles, on 
constate que la variabilité de la loi de comportement des 9 échantillons de stator reste 
significative, principalement pour le niveau de Imax=1.375 [A] (Cv>2%). Par ailleurs, et 
pour tous les niveaux de Imax, cette variabilité reste à priori supérieure aux incertitudes de 
mesure quantifiées au paragraphe II.3.3.1, relatives à la répétabilité des mesures et le 
paragraphe II.3.3.2 du au bobinage manuel des échantillons. En d’autres termes, le fait de 
considérer les dimensions réelles des culasses des échantillons ne supprime pas en totalité 
la variabilité totale de la loi de comportement des échantillons.  

Compte tenu de ces résultats, on peut alors postuler que le fait de considérer les 
dimensions nominales des culasses pendant la caractérisation des échantillons n’a pas 
d’influence significative sur la variabilité de la loi de comportement des échantillons 
considérés.  

II.3.3.4. Conclusion 

      Ce paragraphe a porté sur différentes analyses préliminaires relatives aux incertitudes 
introduites par le bobinage manuel, la répétabilité des mesures, les tolérances géométriques 
et la considération des dimensions réelles de quelques échantillons de stator. Les résultats 
obtenus ont montré que ces incertitudes ne sont pas significatives. On peut alors supposer 
que si des variabilités importantes sont quantifiées sur la loi de comportement et les pertes 
des échantillons, celles-ci seraient principalement liées aux propriétés magnétiques des 
matériaux. 
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II.4.Analyse expérimentale des échantillons de stators empilés SE 

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à l’analyse de la variabilité de la loi de 
comportement B(H) des échantillons de stators fabriqués à partir de tôles empilées (SE). 
Le banc expérimental ne permet pas de mesurer directement la loi de comportement non 
linéaire d’un échantillon. Ainsi, et dans le cadre de ce mémoire, l’approximation de celle-ci 
est faite en reliant l’extrémité de plusieurs cycles centrés, à 50Hz. De cette manière, on 
peut s’intéresser à l’analyse de la variabilité de Bmax (respectivement de Hmax) pour un 
niveau de Hmax (respectivement Bmax) donné.  

II.4.1.Variabilité en fixant H max 

Le groupe  d’échantillons de stator SE est caractérisé pour 14 niveaux de champ 
d’excitation Hmax (500 [A/m] à 2500 [A/m]) et à 50Hz. Pour chaque échantillon et chaque 
niveau de Hmax, 5 mesures répétitives sont réalisées, et la loi de comportement Bmax(Hmax) 
et les pertes Ptot(Hmax) considérées sont la moyenne de ces 5 mesures. Les évolutions des 
caractéristiques Bmax(Hmax) des 5 échantillons de stator sont représentées sur la figure 2.23. 
On peut remarquer sur cette figure que les caractéristiques Bmax(Hmax) des 5 stators sont 
proches. 
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Figure 2.23. Lois de comportement Bmax(Hmax) des 5 échantillons de stator SE 

Les évolutions des pertes totales Ptot en fonction de Hmax des 5 échantillons SE sont 
également représentées sur la figure 2.24. On note également que les courbes des pertes 
des 5 échantillons sont proches.  
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Figure 2.24. Evolution Ptot(Hmax) des 5 échantillons de stator SE 

Pour chaque niveau de Hmax, les coefficients de variation Cv des pertes totales Ptot et 
des Bmax des 5 échantillons sont calculés, et leurs évolutions sont représentées sur la figure 
2.25. Pour les deux grandeurs, les coefficients de variation Cv restent inférieurs à 1.15%.   
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Figure 2.25. Coefficients de variation de Bmax et des pertes Ptot en fonction de Hmax des 5 échantillons de 
stator SE 

II.4.2.Variabilité de la loi de comportement inverse H(B) 

II.4.2.1.Incertitudes introduites par inversion de la loi de comportement  

Dans notre expérimentation, les échantillons sont caractérisés en utilisant Hmax comme 
paramètre d’entrée, et les grandeurs d’intérêt sont l’induction maximale Bmax et les pertes 
Ptot. Il est parfois nécessaire d’avoir recours à la loi inverse donnant H en fonction de B, 
comme cela est le cas en éléments finis si la formulation en potentiel vecteur est 
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considérée. Dans ce cas, la connaissance de la variabilité de la loi de comportement inverse 
H(B) est aussi importante.  

Afin de minimiser le nombre de mesures expérimentales, on peut éventuellement 
envisager d’interpoler chaque courbe de loi de comportement B(H) par spline en différents 
niveaux d’inductions maximales Bmax d’intérêt, puis identifier les niveaux de Hmax 
correspondants. De cette manière, on identifie également la variabilité de Hmax, d’un 
échantillon à l’autre. Pour un échantillon donné, cette approche est illustrée par les figures 
2.26.a, 2.26.b et 2.26.c. La figure 2.26.a représente la courbe B(H) obtenue à partir des 
mesures expérimentales. A partir de cette courbe, on effectue une interpolation par spline 
(figure 2.26.b). Finalement, et pour B1’, B2’, B i’ et B3’ fixés, on identifie à partir de la 
courbe B(H) interpolée les H1’, H2’, H i’, H3’ les H correspondant. En répétant cette 
démarche sur l’ensemble des échantillons, on peut  reconstruire leur loi de comportement 
inverse H(B) et notamment s’intéresser à l’étude de leur variabilité (figure 2.27).  

L’objectif de cette section est de quantifier l’erreur commise avec cette approche, et 
particulièrement l’impact sur les Cv des Hmax pour un ensemble de lois de comportement et 
pour différents niveaux d’induction Bmax d’intérêt. 
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(a) Loi de comportement B(H)d’un échantillon 
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(b) Interpolation spline de la courbe B(H)  
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(c) Identification de H pour B fixées 

Figure 2.26. Démarches d’identification de H pour B fixés sur une courbe de loi de comportement  
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Figure 2.27. Identification de la variabilité de Hmax sur plusieurs courbes B(H) par interpolation spline 

Les lois de comportement B(H) représentatives des mesures expérimentales sont 
construites à partir d’un modèle de type anhystérétique. Pour cela, le modèle de type 
transcendantal donné par les relations (1-13) et (1-14) du chapitre 1, et défini par 2 
paramètres a et b à identifier à partir des mesures expérimentales est utilisé. Pour obtenir 
un ordre de grandeur des paramètres, un échantillon de stator choisi au hasard dans le 
groupe SS est caractérisé pour 15 niveaux de champ Hmax et à 50Hz. Les paramètres 
identifiés sur le modèle B(H) sont respectivement a=1.157 et b=0.001969. Des courbes 
expérimentales de loi de comportement B(H) et H(B) de référence peuvent alors être 
reconstruites avec ces paramètres. Par hypothèse, et pour n=10 000 échantillons, on peut 

Cv(Hmax) 

Bmax1 × 

Hmax(1)… Hmax(i)… Hmax(n) 

{B(H)}(i)  

× × × 
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supposer que les deux paramètres du modèle correspondent à n=10 000 réalisations de lois 
uniformes, définies par hypothèse sur  les intervalles a = [1.15 1.19] et b = [0.019 0.022]. 
Ainsi, pour plusieurs niveaux de Bmax, et en supposant que les paramètres sont 
indépendants, n (n=1 :10000) courbes de lois de comportement H(B) peuvent être simulées 
à partir de (1-14) par la méthode de Monte Carlo. En outre, et pour ces niveaux de Bmax, les 
Cv des Hmax=(Hmax(1), Hmax(2),…Hmax(10 000)) correspondant sont identifiés. Pour 3 
niveaux de Bmax (respectivement 1.1[T], 1.3[T] et 1.5[T]), les moyennes, les écart-types et 
les Cv  des Hmax correspondants sont récapitulés dans le tableau 2.3.  

Bmax 1.1 [T] 1.3 [T] 1.5 [T] 

Moyenne Hmax [A/m] 654 962.38 1596.5 

Ecart-type [A/m] 23.37 37.63 78.88 

Cv (%) 3.57% 3.91% 4.94% 

Tableau 2.3. Coefficients de variations Cv des Hmax identifiés directement par le modèle 

A ce stade, on peut supposer que les variabilités présentées dans le tableau 2.3 sont 
représentatives de celles directement mesurées en utilisant Bmax comme paramètre d’entrée. 

On s’intéresse maintenant à la quantification de l’erreur commise en identifiant par 
interpolation spline la variabilité de la loi de comportement inverse H(B) à partir d’un 
ensemble de lois de comportement B(H).  

Pour cela, n courbes de loi de comportement B(H) sont simulées à partir de la méthode 
de Monte Carlo et du modèle anhystérétique (1-13), pour 15 niveaux de Hmax.  Une 
interpolation par spline pour les 3 niveaux de Bmax d’intérêt est alors réalisée sur les n 
courbes. De cette manière, on identifie le coefficient de variation Cv de la variable 
aléatoire Hmax={H max1, Hmax2,…Hmaxn} correspondant à un niveau de Bmax donné (cf figure 
2.27). Pour les 3 niveaux de Bmax, les moyennes, les écart-types et les coefficients de 
variation Cv des champs Hmax identifiés sont résumés dans le tableau 2.4. 

Bmax 1.1 [T] 1.3 [T] 1.5 [T] 

Moyenne Hmax [A/m] 654.057 962.49 1596.6 

Ecart-type [A/m] 23.42 37.75 78.99 

Cv (%) 3.58% 3.92% 4.95% 

Tableau 2.4. Coefficients de variations Cv des Hmax identifiés par interpolation spline 

 En comparant les moyennes et les écart-types des Hmax des deux approches (tableau 
2.3 et tableau 2.4), on peut constater que les valeurs calculées sont très proches. En outre, 
les erreurs relatives commises sur les Cv pour les deux approches et pour les 3 niveaux de 
Bmax sont inférieures à 0.3%.  Cette analyse permet alors de conclure que l’incertitude 
introduite par une interpolation de type spline d’un ensemble de lois de comportement 
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B(H), pour l’identification de la variabilité de la loi de comportement H(B) n’est pas 
significative. Cette approche sera adoptée dans toute la suite.  

II.4.2.2.Variabilité de la loi de comportement et des pertes  

L’approche précédente qui consiste à effectuer une interpolation par spline des 
caractéristiques Bmax(Hmax) mesurées des 5 échantillons est adoptée pour l’identification de 
la variabilité des Hmax. Pour cela, 14 niveaux de Bmax sont fixés et les champs Hmax 
correspondants sont identifiés sur les caractéristiques Bmax(Hmax) des 5 échantillons. 
L’interpolation par spline de chaque courbe Ptot(Hmax) pour les 5 échantillons permet 
ensuite d’identifier les évolutions des pertes en fonction de différents niveaux de Bmax. Les 
coefficients de variation Cv de Hmax et des pertes Ptot sont représentés sur la figure 2.28. 
Pour ces deux grandeurs, les coefficients de variation Cv sont inférieurs à 1.35%.   
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Figure 2.28. Coefficients de variation de Hmax et des pertes Ptot en fonction de Bmax des 5 échantillons de 
stator SE 

II.4.3.Conclusions 

Malgré le faible nombre d’échantillons considérés, et comme pressenti, on observe une 
faible variabilité des propriétés magnétiques du groupe SE. En effet, la découpe par laser et 
la technique d’assemblage (empilement) des tôles sur ces échantillons ont peu d’impact sur 
les propriétés magnétiques globales de ces échantillons. En d’autres termes, l’élaboration 
de ces échantillons dans le cadre de cette étude laisse penser que le procédé de fabrication 
a été bien contrôlé. Sachant que les mesures comprennent notamment les incertitudes 
relatives aux propriétés magnétiques des matériaux et les bruits de mesures, la variabilité 
de la loi de comportement et des pertes des échantillons SE se situe dans l’intervalle de ces 
derniers. On peut donc conclure que la loi de comportement B(H) (respectivement H(B)) et 
les pertes Ptot des échantillons du groupe SE ne présentent pas de variabilité, d’un 
échantillon à l’autre. Par ailleurs, et par analogie avec les analyses préliminaires, cette 
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expérimentation permet de confirmer l’impact faible des bruits de mesure sur les propriétés 
magnétiques mesurées.  

II.5.Mesures expérimentales sur groupe de stators slinky SS 

Cette section porte sur la caractérisation et la mise en évidence de la variabilité de la loi 
de comportement et des pertes de 28 échantillons de stator slinky (SS). Le procédé de 
fabrication de ce type de stator est présenté au chapitre 1, paragraphe I-4-3 de ce mémoire.  
Le protocole expérimental est similaire à celui adopté pour les échantillons SE, c’est à dire 
une caractérisation pour 14 niveaux de champs Hmax et à 50Hz. 

II.5.1.Analyse préliminaire 

Les 28 échantillons ont été fournis en deux lots issus du même fournisseur et séparés 
d’une période de 2 mois en sortie de chaîne de fabrication. Le lot 1 est constitué de 9 
échantillons et le lot 2 de 19 échantillons. Afin de vérifier que les deux lots n’ont pas de 
différences significatives en terme de Bmax et de Ptot, le test de Kruskal Wallis est mis en 
oeuvre. L’objectif est alors de vérifier si les deux lots peuvent être regroupés dans un seul 
et même groupe pour l’étude statistique. Pour cela, les échantillons sont caractérisés pour 5 
niveaux de champ d’excitation Hmax, comportant chacun 30 mesures répétitives, et à une 
fréquence de 50Hz. Pour chaque niveau de Hmax, deux populations formées par le premier 
et le second lot sont définies, et l’hypothèse nulle H0 équivaut à vérifier qu’il n’y a pas de 
différences significatives en terme de Bmax (respectivement en terme de pertes Ptot) entre les 
deux populations.  

Les diagrammes à boites des Bmax des deux lots pour les niveaux de Hmax considérés 
sont reportés sur la figure 2.29. A un risque de 5%, les p-value du test y sont également 
reportées pour les différents niveaux de Hmax. Puisqu’elles sont supérieures au risque de 
5% que l’on s’est fixé, on ne rejette pas l’hypothèse H0 d’égalité des Bmax des deux lots.  
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Figure 2.29. Diagrammes à boites des Bmax des deux lots de stator 

Les diagrammes à boites des pertes Ptot des deux lots sont par ailleurs représentés sur la 
figure 2.30 pour les niveaux de Hmax considérés, avec les p-value du test. Ainsi, à un risque 
de 5% et pour tous les niveaux de Hmax, on ne rejette pas non plus l’hypothèse H0 d’égalité 
des pertes Ptot des deux lots.  
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Figure 2.30. Diagrammes à boites des pertes des deux lots de stator 
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Il apparaît, compte tenu des résultats des deux tests, que l’hypothèse H0 concernant les 
deux lots n’est pas rejetée. Il n’existe donc pas de différences significatives en termes de 
Bmax et de pertes Ptot entre les deux lots qui peuvent être regroupés en un seul lot pour 
l’étude de la variabilité des propriétés magnétiques du groupe SS. 

II.5.2.Variabilité en fixant H max 

Comme pour les échantillons SE, les mesures expérimentales sont réalisées pour 5 
mesures répétitives et pour 14 niveaux de champ Hmax. Pour chaque stator, la courbe 
Bmax(Hmax) issue de la moyenne des 5 mesures expérimentales est alors considérée. Les lois 
de comportement des 28 échantillons sont reportées sur la figure 2.31. On peut constater 
sur cette figure une certaine disparité. 
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Figure 2.31. Caractéristiques Bmax(Hmax) des 28 échantillons de stator SS 

De la même façon, les évolutions des pertes Ptot en fonction de Hmax des échantillons sont 
également représentées sur la figure 2.32. On constate sur cette figure une variabilité 
notable sur l’ensemble des échantillons considérés.  
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Figure 2.32. Caractéristiques Ptot(Hmax) des 28 échantillons de stator SS 

Les coefficients de variation Cv de Bmax et des pertes Ptot sont représentés, en fonction de 
Hmax, sur la figure 2.33. On note une variabilité significative associée aux pertes, pour tous 
les niveaux de Hmax, de l’ordre de 7.5%. En ce qui concerne la variabilité de Bmax, celle-ci 
reste inférieure à 2% et décroît progressivement jusqu’à 1% lorsque le niveau de champ 
Hmax augmente. 
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Figure 2.33. Coefficients de variations de Ptot et de Bmax en fonction du champ Hmax des 28 échantillons 
de stator SS 

II.5.3.Variabilité en fixant B max 

De même que pour les échantillons SE, on s’est également intéressé à quantifier la 
variabilité de la loi de comportement inverse H(B) des échantillons SS (Bmax comme 
paramètre d’entrée). La méthode d’interpolation par spline cubique est alors appliquée sur 
les 28 lois de comportement, et on cherche à identifier la variabilité de Hmax et des pertes 
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Ptot pour les mêmes niveaux de Bmax des échantillons SE. Les coefficients de variation Cv 
des deux grandeurs Hmax et Ptot en fonction de Bmax sont représentés sur la figure 2.34. On 
peut observer sur cette figure que le Cv des Hmax des échantillons SS croît avec 
l’augmentation du niveau Bmax, et se situe entre 3.65% et 5.77%. La variabilité des pertes 
des échantillons se situe quant à elle entre 6.5% et 7% pour les différents niveaux de Bmax.  
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Figure 2.34. Coefficients de variation de Ptot et de Hmax en fonction du champ Bmax des 28 échantillons 
de stator SS 

II.5.4.Conclusions 

Les différentes analyses préliminaires du paragraphe II. 3.3 (répétabilité des mesures, 
influence du bobinage manuel et de l’intervalle de tolérance géométrique) montrent que le 
protocole expérimental n’introduit pas de variabilité significative sur les propriétés 
magnétiques (loi de comportement, pertes). Ces résultats sont notamment confirmés par les 
résultats des mesures effectuées sur les échantillons du groupe SE qui présente peu de 
variabilité du fait d’un procédé de fabrication (découpe contrôlée au laser et tôles 
empilées) impactant peu les propriétés magnétiques. On peut alors supposer que les 
variabilités quantifiées sur les échantillons du groupe SS sont directement liées à leurs 
propriétés magnétiques modifiées par le procédé de fabrication (découpe par poinçonnage 
et enroulement d’une seule bande sur elle-même).  

La variabilité de la loi de comportement d’un échantillon à l’autre n’est pas significative 
lorsque Hmax est fixé comme entrée, et se situe dans l’intervalle des incertitudes de mesure 
liées aux différents critères précédemment cités.  

Toutefois, ceci n’est pas le cas lorsque l’induction Bmax est fixée comme variable 
d’entrée, et la variabilité croit en fonction du niveau de Bmax. En ce qui concerne les pertes 
Ptot, la variabilité reste significative pour les deux cas (en fixant H ou B).  
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II.6.Analyse des écarts de performances magnétiques entre les deux 
groupes d’échantillons 

II.6.1.Analyse des performances moyennes 

Les deux groupes de stators sont fabriqués à partir d’un matériau de même grade 
M800-50A du même fabricant mais diffèrent de part leur procédé de fabrication: 
découpage par laser puis empilement des tôles pour le groupe SE et découpage par 
poinçonnage et enroulement des tôles pour le groupe SS. Cette section s’intéresse à la 
comparaison des performances magnétiques moyennes des deux groupes, et donc sur 
l’impact du second procédé sur les propriétés magnétiques. Pour cela, les lois de 
comportement Bmax(Hmax) et des pertes Ptot(Hmax) moyennes respectives des deux groupes, 
en fonction du niveau Hmax sont considérées (pour chaque niveau de Hmax, les moyennes 
arithmétiques des Bmax sont calculées). Cette approche prend aussi en compte la variabilité 
intragroupe des échantillons.  Les lois de comportement B(H) moyennes des deux groupes 
d’échantillons sont représentées sur la figure 2.35. Sur cette figure, on peut constater que 
les échantillons du groupe SE présentent une meilleure performance magnétique, 
notamment lorsque le système n’est pas saturé. L’évolution des écarts en fonction de Hmax 
est représentée sur la figure 2.37. Cet écart est maximal au niveau du coude de saturation, 
et disparaît progressivement lorsque l’on s’approche de la saturation. 
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Figure 2.35. Courbes Bmax(Hmax) moyennes des deux groupes de stators 

De la même façon, l’évolution des pertes Ptot en fonction de Hmax des deux groupes 
est également représentée sur la figure 2.36.  
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Figure 2.36. Courbes Ptot(Hmax) moyennes des deux groupes de stators 

Comme précédemment, les échantillons du groupe SE présentent un meilleur 
comportement, avec des pertes moyennes moins importantes. Sur la figure 2.37, cet 
écart se situe entre 5% et 15% selon le niveau de champ et devient plus importante 
lorsqu’on augmente en niveau de Hmax. 
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Figure 2.37. Ecarts des courbes Ptot(Hmax) et Bmax(Hmax) moyennes des deux groupes de stators 

Compte tenu des différents travaux énumérés dans le premier chapitre de ce mémoire, 
paragraphe I.4, les écarts mis en évidence sur les lois de comportement des deux groupes 
reflètent la modification significative de la perméabilité magnétique à faible niveau de 
champ, introduite par le procédé de découpe des tôles, et qui disparaît progressivement à 
l’approche de la saturation (en supposant que la découpe laser bien contrôlée impacte peu 
les performances magnétiques, celle-ci est en quelque sorte la référence). A ceci viennent 
s’ajouter les contraintes résiduelles introduites par le procédé d’enroulement des tôles. Ceci 
est également le cas pour les pertes. Il faut noter que les échantillons n’ont pas été recuits. 
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Afin d’investiguer un peu plus en détail l’impact du procédé slinky sur les pertes, la 
section suivante porte sur la séparation des pertes des deux groupes d’échantillons. 

II.6.2.Séparation des pertes des deux groupes d’échantillons 

a. Démarche et approche utilisée 

Cette section porte sur l’identification et l’analyse des composantes des pertes des deux 
groupes, à 50 [Hz]. Pour ce faire, la méthode de séparation des pertes basée sur l’approche 
de Bertotti (paragraphe I.3.1.1 du premier chapitre), qui consiste à supposer que les pertes 
totales peuvent se décomposer en trois composantes principales, est mise en oeuvre: 

 Ptot=Physt+Pclass+Pexc  [W/Kg] (2-34) 

où Physt sont les pertes par hystérésis, Pclass les pertes classiques et Pexc les pertes 
excédentaires. 

Chaque composante est ensuite exprimée par le modèle mathématique donné par (2-35), 
caractérisé par 4 coefficients (kh, α, ke, kexc) liés aux propriétés physiques du matériau. 
Cette relation est définie par: 

L’approche d’identification des paramètres de (2-35) s’effectue systématiquement à 
partir d’une série de mesures expérimentales, pour différents niveaux de Bmax et de 
fréquence, puis par minimisation au sens des moindres carrés de la fonction objectif ∆ 

définie par: 

 ( ) ( )( )∑
=

−=
n

1i

2

i
*

totitot BPBP∆  (2.36) 

Où Ptot(Bi) et P*
tot(Bi) sont respectivement les pertes totales mesurées et estimées au niveau 

d’induction Bi. 
Les deux groupes sont caractérisés à nouveau pour 5 niveaux de Bmax (0.75 T à 1.5T) et 6 

niveaux de fréquence (5Hz à 200Hz). Les tests ont montré que les pertes mesurées sur les 
échantillons à 10Hz sont à peu près le double de celle mesurées à 5Hz, tels que récapitulés 
sur le tableau 2.5, à 1.5 T pour 10 échantillons de stator testés. Par hypothèse on a alors 
supposé que l’on est en régime statique à 5Hz. 

Fréquences S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10 

5Hz 0.67 0.62 0.64 0.52 0.61 0.64 0.69 0.59 0.62 0.65 

10Hz 1.35 1.25 1.3 1.06 1.24 1.29 1.4 1.2 1.25 1.31 

Tableau 2.5. Pertes totales mesurées à 5Hz et 10Hz pour 10 échantillons de SS 

 ( ) 2/3
max

2/3
exc

2
max

2
emaxhtot BfkBfkfBkP ++= α  [W/kg] (2.35) 
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b. Composantes moyennes des pertes des deux groupes d’échantillons 

Les paramètres des pertes sont identifiés pour chaque groupe de stators. Les variabilités 
empiriques des 4 paramètres identifiés pour les deux groupes sont respectivement reportées 
sur le tableau 2.6 et le tableau 2.7.  

Paramètres 
 

kh 

 
α ke kexc 

Moyenne 0.057 1.41 9×10-5 
 

5.41×10-5 
Ecart-type 2.66×10-5 1.03×10-2 4.84×10-6 2.41×10-5 

 Cv (%) 0.47% 0.73% 5.38% 4.46% 

Tableau 2.6. Variabilité empirique des paramètres des pertes échantillon SE 

Paramètres 
 

kh 

 
α ke kexc 

Moyenne 0.068 1.51 6.74×10-5 5.25×10-4 
Ecart-type 4.40×10-3 2 .24×10-2 8.95×10-6 4.60×10-5 

 Cv (%) 6.44% 1.48% 13.27% 8.75% 

Tableau 2.7. Variabilité empirique des paramètres des pertes échantillon SS 

La matrice de corrélation linéaire des 4 paramètres identifiés sur le groupe SS, qui 
permettent de mesurer leur dépendance est reportée sur le tableau 2.8. 

 kh α ke kexc 
kh 1 0.41 -0.20 -0.026 
α 0.41 1 -0.21 0.26 
ke -0.20 -0.21 1 -0.64 

kexc -0.026 0.26 -0.64 1 

Tableau 2.8. Matrice de corrélation linéaire des paramètres des pertes échantillon SS 

La valeur du coefficient de corrélation entre (ke, kexc) dans ce tableau permet d’observer 
qu’il existe une dépendance entre ces deux paramètres. Pour le groupe SE, la valeur de ce 
coefficient est de -0.58. 

Compte tenu de cette dépendance, on peut supposer que les pertes dynamiques globales 
sont la somme des pertes classiques et excédentaires à 50Hz des deux groupes. 

Les pertes par hystérésis moyennes estimées à partir des paramètres des deux groupes 
sont représentées sur la figure 2.38. On constate sur cette figure que les pertes par 
hystérésis moyennes du groupe SS sont plus importantes que celles des groupes SE. 
L’écart est de 14% pour 0.75 T et est de 20% à 1.5T.  
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Figure 2.38. Pertes moyennes par hystérésis des deux groupes de stators 

Les pertes dynamiques moyennes à 50Hz des deux groupes sont également représentées 
sur la figure 2.39. On peut constater que les pertes dynamiques moyennes du groupe SE 
sont plus importantes, comparées à celles du groupe SS. L’écart se situe entre 14% et 16% 
pour tous les niveaux de Bmax. 

Les écarts identifiés sur les composantes des pertes confirment l’hypothèse évoquée dans 
le paragraphe précédent. D’une manière générale, ces résultats sont similaires à ceux 
obtenus des travaux dans [25], qui se sont intéressés sur l’impact du procédé de découpage 
par poinçonnage sur les pertes magnétiques. 
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Figure 2.39. Pertes dynamiques moyennes à 50Hz des deux groupes SE et SS de stators 

L’impact va alors dans le sens attendu, entre autre une augmentation des pertes par 
hystérésis. Dans notre cas, on peut supposer que les contraintes résiduelles comprennent à 
la fois la méthode de découpage, d’enroulement et d’assemblage des tôles des stators du 
groupe SS. 



86 

c. Variabilité des composantes des pertes du groupe SS 

Afin d’analyser l’origine de la variabilité des pertes totales des échantillons du groupe 
SS, on s’intéresse à l’analyse de la variabilité de ses trois composantes. Les variabilités des 
paramètres des pertes identifiés pour ces échantillons sont récapitulées dans le tableau 6 de 
la section précédente. Les coefficients de variation Cv des pertes par hystérésis et pertes 
dynamiques globales, en fonction de Bmax sont présentés sur la figure 2.40.  
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Figure 2.40. Cv pertes par hystérésis et pertes dynamiques groupe SS  

Sur cette figure, on observe que la variabilité des pertes dynamiques globales est moins 
importante que celle des pertes par hystérésis, bien que la variabilité des paramètres (ke, 

kexc) liés aux pertes dynamiques globales identifiée sur les échantillons soit plus importante 
(tableau 2.7). Ceci s’explique entre autres par la relation (2-17), relative aux propriétés de 
la variance d’une somme de deux variables aléatoires dépendantes. En effet, de la relation 
(2-17) et (2-32), la variance des pertes dynamiques globales est donnée par : 

 V(Pclass+Pexc)=V(Pclass)+V(Pexc)+2×r× σclass×σexc (2.37) 

où r est le coefficient de corrélation linéaire de Pclass et Pexc et σclass et σexc leurs écart-types 
respectifs. Comme le coefficient de corrélation linéaire de ke et kexc est négatif, on s’attend 
à ce que les pertes dynamiques globales des échantillons présente une variabilité moins 
importante, ce qui est notamment le cas. 

D’un échantillon à l’autre, on peut conclure que la variabilité des pertes par hystérésis 
des échantillons du groupe SS est plus importante, comparée à celle des pertes dynamiques 
globales.  

II.6.3.Conclusion 

Dans cette section, on s’est intéressé à l’analyse des composantes des pertes des deux 
groupes d’échantillons SS et SE. Pour ce faire, l’approche de séparation des pertes de 
Bertotti a été mise en œuvre. Les pertes par hystérésis moyennes des deux groupes sont en 
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premier lieu comparées, et celles des échantillons du groupe SE sont moins importantes 
que celles du groupe SS. On peut supposer que ceci est notamment dû aux contraintes 
résiduelles introduites par le procédé de fabrication du groupe SS, entre autre le découpage 
et l’enroulement des tôles, qui impactent directement les pertes par hystérésis. En second 
lieu, la variabilité des pertes par hystérésis, d’un échantillon à l’autre du groupe SS est 
également plus importante, comparée à celle de leurs pertes dynamiques globales, et  met 
en évidence la non répétabilité de la détérioration des propriétés magnétiques, introduite 
par la chaîne de fabrication.  

Conclusion du chapitre 2 

Ce chapitre s’est focalisé sur la mise en évidence de la variabilité de la loi de 
comportement et des pertes fer dans les culasses de deux groupes d’échantillons de stators 
de machines électriques. Les deux groupes sont fabriqués à partir de tôles de même grade 
M800-50A et de même géométrie, et issus chacun du même fournisseur. Ils diffèrent par 
leur procédé de fabrication: empilement de tôles (SE) découpées par laser et enroulement 
de tôles (SS) découpées par poinçonnage. L’objectif était alors d’une part de mettre en 
évidence la non répétabilité de la détérioration des propriétés magnétiques, introduites par 
une chaîne de fabrication, et d’autre part de comparer les performances magnétiques pour 
les deux procédés de fabrication. Les analyses préliminaires ont montré que les influences 
des bruits de mesure sur la variabilité des propriétés magnétiques ne sont pas significatives. 
Une variabilité plus importante de la loi de comportement (principalement en fixant Hmax) 
et des pertes des échantillons du groupe SS a alors été mise en évidence, tandis que celle 
du groupe SE se situe dans l’intervalle des bruits de mesure. Ces résultats mettent en 
évidence l’introduction de contraintes résiduelles, qui ne sont pas toujours répétitives pour 
la chaîne de fabrication du groupe SS. La variabilité de la loi de comportement et des 
pertes du groupe SE permet en outre de confirmer la non significativité des bruits de 
mesure. La comparaison de la loi de comportement moyenne des deux groupes a permis 
d’identifier l’influence des procédés de découpage, compte tenu des résultats des travaux 
présentés dans la littérature, entre autres un écart plus important au niveau du coude de 
saturation, et qui disparaît progressivement à l’approche de la saturation. A cela viennent 
s’ajouter les contraintes dues à l’enroulement des tôles. Le même phénomène a été observé 
sur les pertes, notamment des pertes par hystérésis plus importantes pour le groupe SS. 
L’analyse de la variabilité des composantes des pertes, d’un échantillon à l’autre du groupe 
SS a finalement permis de mettre en évidence, une variabilité plus importante des pertes 
par hystérésis, comparées aux pertes dynamiques globales. Dans le cadre de ce mémoire, et 
pour le groupe SS, les origines de cette variabilité sont considérées comme des 
incertitudes. L’objectif du chapitre suivant est alors de développer des modèles 
stochastiques de la loi de comportement, des pertes et de l’hystérésis magnétique des ces 
échantillons. 
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Chapitre 3: Modélisation 
stochastique de la dispersion des 

propriétés magnétiques 
 

Introduction  

Pour représenter le comportement d’un système physique à l’aide d’un modèle 
mathématique, il est nécessaire d’identifier les paramètres d’entrée de celui-ci. Ces 
paramètres peuvent être directement accessibles à partir d’un dispositif expérimental. Dans 
ce cas, on associe à ces paramètres une incertitude dont l’origine provient des conditions 
extérieures et/ou de la nature aléatoire du paramètre.  Il est également possible que certains 
paramètres ne soient accessibles que par l’intermédiaire de paramètres (ou quantités) 
observables et d’un autre modèle mathématique. L’identification se fait alors à partir des 
techniques d’optimisation. 

L’objectif de ce chapitre est de développer une approche de type probabiliste pour la 
prise en compte des incertitudes sur les propriétés magnétiques de la culasse des 
échantillons du groupe SS. Cette approche est développée pour la loi de comportement, les 
pertes et l’hystérésis magnétique en régime quasi-statique. La particularité de cette 
approche est, notamment, de pouvoir prendre en compte globalement les impacts introduits 
par les différentes étapes du procédé de fabrication sur les propriétés magnétiques, à savoir 
le découpage, l’assemblage, le compactage,…, sans nécessairement distinguer l’impact de 
chaque étape. En d’autres termes, les modèles ainsi développés peuvent servir en phase de 
pré-dimensionnement d’une machine électrique, notamment pour l’étude de la sensibilité 
d’une grandeur globale d’une machine électrique pour un ensemble donné de procédés de 
fabrication. 

La première partie de ce chapitre présente les travaux similaires que l’on peut trouver 
dans d’autres domaines que celui de l’assemblage de tôles ferromagnétiques. Ceci 
permettra de définir les différentes étapes de modélisation stochastique qui sont adoptées 
dans la suite. La deuxième partie est consacrée au développement du modèle stochastique 
de la loi de comportement et la troisième traite du modèle stochastique des pertes fer. La 
dernière partie porte finalement sur le développement d’un modèle stochastique de 
l’hystérésis magnétique en régime quasi-statique.  
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III-1- Approche de modélisation stochastique - revue de la littérature 

Dans la littérature, plusieurs travaux dans divers domaines portent sur le 
développement de modèles stochastiques pour la représentation du comportement aléatoire 
d’un phénomène. Le développement d’un modèle stochastique pour l’estimation de la 
pression artérielle chez l’Homme est présenté dans [58]. Les dispersions naturelles au 
niveau de la géométrie et les différents paramètres mécaniques sont alors modélisées par 
des lois de distribution, construites à partir de la méthode du maximum d’entropie (cf 
Annexe B.1.1.1), et les informations disponibles dans la littérature (moyenne, variance, 
intervalle de définition…). Celles-ci sont ensuite intégrées dans le modèle déterministe de 
la pression artérielle humaine. Ainsi, à la sortie du modèle, un intervalle de confiance à 
95% de la pression artérielle peut être identifié. Les travaux dans [56],[57] portent sur les 
méthodes inverses en traitement d’image et s’intéressent notamment à la méthode du 
maximum d’entropie pour la construction des lois de distribution des paramètres. En 
mécanique, cette approche est adoptée dans [61] pour la modélisation de la loi de 
comportement d’un système dynamique complexe. Dans le domaine du génie civil, les 
travaux présentés dans [69] portent sur le développement d’un modèle stochastique pour le 
dimensionnement des ouvrages et des dispositifs fabriqués en béton. Les mesures 
expérimentales relatives à la carbonatation du béton (phénomène de vieillissement naturel 
qui fragilise la structure) sont alors utilisées pour la construction du modèle probabiliste 
des données d’entrée du modèle. La méthode des moments est ensuite mise en œuvre pour 
l’identification des paramètres de la loi gaussienne choisie pour la représentation des 
incertitudes sur les paramètres d’entrée du modèle. Finalement, le test statistique 
d’adéquation est appliqué afin de vérifier l’hypothèse faite à priori sur les lois de 
distribution de chaque paramètre.  

Les travaux sur le développement de modèles stochastiques, prenant en compte l’aspect 
aléatoire de la fatigue des matériaux sont relativement vastes, principalement pour la 
modélisation des incertitudes des données d’entrée du modèle de Paris et Erdogan [74] ou 
de la modélisation stochastique du module d’Young [75]. La base de données de Virkler 
[77] relatives à l’évolution de la longueur d’une fissure sous l’action d’un chargement 
cyclique, et obtenue à partir d’une campagne d’essais réalisés sur 68 éprouvettes en 
aluminium de même dimension, a donné lieu à différentes analyses statistiques pour 
l’identification des paramètres probabilisés de la loi de comportement utilisée 
[76],[77],[79],[80]. L’évolution de la longueur de défaut en fonction du nombre de cycles 
appliqués est définie par le terme trajectoire expérimentale. De cette manière, l’approche 
utilisée consiste à identifier les paramètres du modèle sur l’ensemble des trajectoires 
expérimentales, puis à développer un modèle probabiliste prenant en compte la dispersion 
des paramètres. La synthèse des différentes approches dans ces travaux nous amène à 
adopter la démarche de modélisation stochastique présentée sur la figure 3.1 à la fois pour 
la loi de comportement, les pertes fer et l’hystérésis magnétique en régime quasi-statique.  
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L’aspect ayant trait à l’analyse des données expérimentales porte sur le calcul des 
caractéristiques de tendance et de dispersion (moyenne, écart-type). Cela concerne 
l’analyse de la dispersion des propriétés magnétiques des échantillons de stators présentée 
au deuxième chapitre de ce mémoire, et ne sera plus détaillée dans la suite. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.1. Démarches générales de modélisation stochastique de phénomène aléatoire 

III.1.1.Choix de modèle déterministe  

Le développement d’un modèle stochastique de loi de comportement d’un système 
soumis à l’incertitude suppose la connaissance du comportement de celui-ci dans un cadre 
déterministe. Une fois qu’un modèle déterministe est retenu, la prochaine étape consiste à 
identifier ses paramètres. En d’autres termes, supposons que n observations y=(y1, y2, ... yn) 
aux points (a1,a2…, an) soient disponibles à partir d’une série de mesures expérimentales 
réalisées sur le système d’étude. Un modèle de type y= G(ai,X), où X =(x1,x2,…xm) est 
l’ensemble des paramètres du modèle, est proposé pour transcrire le comportement du 
système. L’identification de ces paramètres peut alors se faire à partir de la méthode des 
moindres carrés classiques, qui consiste à minimiser la fonction objectif ∆ définie par (3-
1), où n est le nombre de points expérimentaux, yi est le point mesuré au point ai. 
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Des erreurs d’identification sont alors engendrées par cette opération, et l’objectif du 
concepteur est de soit les minimiser (en ajoutant d’autres paramètres), soit de les intégrer 
dans le modèle ou finalement de choisir un autre modèle plus adapté. Dans le cadre de ce 
mémoire, les erreurs de modélisation déterministes sont négligées, et un ensemble de 
critères/méthodes devrait de ce fait être défini afin de comparer la précision des modèles 
disponibles, parmi ceux présentés dans la littérature.  

D’une manière générale, ceci se fait la plupart du temps par une observation visuelle de 
la qualité de l’approximation. Toutefois, cette approche peut engendrer une interprétation 
souvent grossière de la qualité et de la précision du modèle. Par ailleurs, cette analyse est le 
plus souvent réalisée pour les points expérimentaux sur lesquels les paramètres sont 
identifiés, et le comportement du modèle pour de nouveaux jeux de données 
expérimentales sur le même système est inconnu. Afin de s’affranchir de cette 
interprétation, la section suivante est consacrée au coefficient de précision et la méthode de 
validation croisée dans un cadre déterministe, afin de vérifier la qualité de l’approximation 
des données expérimentales par le modèle retenu. 

III.1.1.1. Coefficient de précision R² 

Le coefficient de précision R² [81],[82] permet de mesurer la qualité d’ajustement des 
observations par un modèle. Il est défini par la relation: 
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Dans (3-2), n est le nombre de points expérimentaux, le terme comportant une barre est 
la moyenne arithmétique.  On constate que si en chaque point ai, le modèle G(ai,x) est 
égale à la valeur mesurée yi, le coefficient R²=1, ce qui signifie une bonne adéquation entre 
le modèle et les observations. 

En général, R² augmente avec le nombre de variables contenues dans le modèle et est 
également sensible à l’existence de valeurs aberrantes. Une amélioration de R² est le 
coefficient de précision ajusté R2

a défini par (3-3), où q est le nombre de variables dans le 
modèle. 
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Le coefficient de précision ajusté R²a permet alors de mesurer le comportement d’un 
modèle déterministe pour les points expérimentaux sur lesquels les paramètres sont 
identifiés, et peut notamment être utilisé pour la justification du choix d’un modèle.  
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III.1.1.2.Méthode de Validation Croisée déterministe (MVCD) 

Le coefficient de détermination ajusté R²a permet dans un premier temps de vérifier la 
qualité de l’approximation, par le modèle, des données expérimentales disponibles. 
Cependant, son inconvénient est qu'il ne permet pas de vérifier le comportement du modèle 
par rapport à des nouveaux jeux de données observés sur le même système. En d’autres 
termes, il se peut que le modèle soit bien adapté aux données expérimentales disponibles et 
mal se comporter sur de nouvelles données expérimentales futures. L’identification des 
paramètres du modèle y= G(ai,X) par la méthode des moindres carrés classiques est définie 
par (3-1). Si p nouvelles observations (yi+1, ... yi+p) sont disponibles, leur prédiction par le 
modèle G(ai,X) est évaluée à partir de l’erreur de prédiction EP, qui définit la distance 
entre ces observations et les valeurs estimées par le modèle, aux points (ai+1,…ai+p), et 
s’exprime par :  
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On peut alors postuler que le modèle présente un pouvoir prédictif élevé lorsque des 
valeurs faibles de ∆ et de EP sont obtenues. Pour ces mêmes points, et pour d’autres 
modèles candidats, la même démarche peut être effectuée, le modèle retenu pouvant alors 
être justifié par les valeurs de ∆ et EP.  

La Méthode de Validation Croisée (MVC) [83]-[86] permet d’effectuer cette analyse 
sur plusieurs modèles afin de sélectionner celui qui prédit au mieux les observations. Cette 
technique est largement utilisée dans le domaine de l’analyse statistique moderne et 
consiste, dans un cadre très général, à découper artificiellement les données en deux 
ensembles (ou segments) tirés aléatoirement : un ensemble dit d’apprentissage ou de 
modélisation, sur lequel on identifie le modèle, et un ensemble dit de test, sur lequel on 
teste le comportement du modèle. Selon le nombre K de segments, on parle de MVC à K-

segments (ou K-fold pour les anglophones), et lorsque K=n, on retrouve le cas extrême 
correspondant au laissé pour compte (leave one out pour les anglophones). 
Techniquement, la MVC procède selon plusieurs étapes pour des observations de taille n: 

- Diviser l’échantillon en K segments 
- Estimer les paramètres du modèle sur les K-1 segments, privé du K-ième 

segment 
- Calculer l’erreur de prédiction EP (3-4) pour le K-ième segment 
- Répéter cette opération pour tous les k= 1, 2, …K segments, puis calculer 

l’erreur globale EG de prédiction de la validation croisée, qui n’est autre que la 
moyenne du carré des erreurs de prédiction EP estimée sur chaque segment. 
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Le modèle retenu serait alors celui qui présente un coefficient R²a proche de 1, et une 
valeur moindre de l’erreur globale EG obtenue par validation croisée.  

III.1.2.Modélisation probabiliste des paramètres 

On suppose maintenant qu’un modèle déterministe de type y = G(x1,x2,…xm) est retenu 
pour la transcription de la loi de comportement du système, où les xi sont les paramètres du 
modèle identifié à l’aide des méthodes présentées au paragraphe précédent. L’étape 
suivante consiste à identifier les paramètres (x1,x2,…xm) du modèle sur l’ensemble des l 
trajectoires expérimentales, et les paramètres du modèle sont alors définis par une matrice 
(X1,X2,…Xm) de taille (l×m). On est alors amené à développer un modèle probabiliste 
prenant en compte la dispersion de ces paramètres, d’une trajectoire à l’autre. Ainsi, pour 
les l observations (x1, x2,… xl) de la variable aléatoire X1, l’objectif de la méthode 
statistique est de tirer, au vu de ces observations, une inférence au sujet de la loi de 
probabilité générant ces observations (densité de probabilité, moyenne, écart-type, …). 
Pour cela, on peut s’appuyer sur deux approches [49]: 

- Approche dite paramétrique, et consiste à proposer une ou plusieurs familles de 
distribution paramétrique f(x1,ζ) (normale, lognormale,…), capables de 
modéliser les observations, puis d’identifier les paramètres regroupés dans le 
vecteur ζ de la loi de probabilité f (moyenne, écart-type,…). Ceci peut 
notamment se faire avec la méthode des moments, la méthode du maximum de 
vraisemblance, la méthode d’inférence bayésienne.  

- Approche dite non paramétrique, qui ne fait pas d’hypothèse sur la loi de 
distribution de la variable aléatoire. L’objectif est alors d’estimer directement la 
densité de probabilité en chacune des observations. La méthode des noyaux est 
alors mise en oeuvre [66],[67],[70].  

Par ailleurs, lorsque les observations sont en nombre limité, la méthode du maximum 
d’entropie peut être mise en œuvre [55],[57]. Dans ces cas, la densité de probabilité est 
construite à partir des informations disponibles tirées sur les observations (moyenne, écart-
type, domaine de définition…). On peut notamment s’appuyer sur un jugement d’experts, à 
partir des bases de données de connaissances antérieures relatives au même paramètre, et le 
choix de la densité de probabilité devrait notamment respecter certaines propriétés 
physiques de ce dernier. Les détails sur les approches et les outils ci-dessus peuvent être 
consultés en annexe. Pour l’approche de type paramétrique, le choix du modèle 
probabiliste retenu est conditionné par les tests statistiques d’adéquation. L’objectif est 
alors de tester l’hypothèse nulle H0 stipulant que les observations sont distribuées selon la 
loi de distribution théorique proposée, contre l’hypothèse alternative H1 rejetant cette loi 
théorique, à un risque de α%. La distance entre la FDR empirique et la FDR de la loi 
théorique est alors évaluée, et l’hypothèse H0 est rejetée si cette distance est supérieure à 
une certaine valeur critique du test, correspondant au risque α et la taille n de l’échantillon. 
Dans le cadre de ce mémoire, on s’intéresse particulièrement au test statistique 
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d’adéquation de Kolmogorov Smirnov (KS) détaillé en annexe, dont la région critique est 

définie par ( )nkDn α≥ , où Dn est la statistique du test (distance maximale des FDR) et 

kα(n) la valeur du seuil critique lue dans la table de KS.Il est à noter que l’aspect de 
dépendance des paramètres est également crucial, et devrait être intégrée dans le modèle 
probabiliste. Cet aspect est notamment discuté dans le paragraphe suivant. 

III.1.2.1. Corrélation et mesure de dépendance d’un couple de  variables 
aléatoires 

La covariance (cf. équation (2-18) du chapitre 2) d’un couple de variables aléatoires 
(X1,X2) permet de quantifier la dépendance entre deux variables, ou d’une manière générale 
de mesurer la tendance de ces variables à être simultanément au dessus ou au dessous de 
leurs espérances respectives. Pour traduire la forme de cette liaison, (monotonie, 
linéarité,…), on s’appuie sur les analyses graphiques, notamment en traçant les nuages de 
points formés par les deux variables. Une fois la tendance générale visualisée, l’intensité 
de la liaison est déterminée par le coefficient de corrélation linéaire de Pearson, le 

coefficient de corrélation des rangs de Spearman et le coefficient de corrélation de 
Kendall. On s’intéresse particulière aux deux premiers types de coefficients de corrélation, 
et des détails sur le coefficient de corrélation de Kendall peuvent être consultés dans [49]. 

Le coefficient de corrélation linéaire, dit de Pearson permet de mesurer l’intensité de 
liaison linéaire entre deux variables (positive ou négative) et est défini par:  
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Où σX1 et σX2 dénotent respectivement les écarts-types de X1 et de X2. 
Par définition, rp prend des valeurs comprises entre -1 et 1, et est de même signe que la 

covariance. Le coefficient de corrélation de Pearson est principalement adapté lorsque le 
couple de variables aléatoires (X1,X2) suit une loi normale bivariée. Une corrélation 
linéaire parfaite (rp =+/-1 ) se produit quand les deux variables s’expriment par une relation 
linéaire de la forme X2 = aX1+b où a et b sont des constantes. Dans ce cas, le coefficient rp 
caractérise parfaitement la liaison du couple (X1,X2).  Si (X1,X2)  sont indépendants, on a 
rp=0. Par ailleurs, lorsque la liaison est non linéaire mais monotone, rp donne des 
indications sur l’existence de la liaison, mais traduit mal son intensité.  

Le coefficient de corrélation de Spearman ρs permet de déterminer l’intensité d’une 
liaison non linéaire monotone entre un couple de variables aléatoires (X1,X2), 
contrairement au coefficient de corrélation rp de Pearson. Ce coefficient présente 
l’avantage d’être non paramétrique, c'est-à-dire qu’il ne repose pas sur l’hypothèse de 
normalité bivariée du couple (X1,X2), puisqu’il est calculé à partir des rangs des 
observations. De cette manière, les observations x1 de X1 et x2 de X2 sont triées par ordre 
croissant, et le rang 1 est affecté à la plus petite valeur de x1 (resp. de x2), le rang 2 à 
l'observation dont la valeur de x1 (resp.x2) est immédiatement supérieure à celle de 
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l'observation de rang 1, jusqu’au rang n correspondant à la plus grande valeur de x1 
(resp.de x2). Lorsque le couple (X1,X2)  est distribué selon une loi normale bivariée, il est 
aussi puissant que le coefficient de corrélation de Pearson rp et permet notamment de 
s’affranchir d’une hypothèse sur une forme de dépendance linéaire entre (X1,X2), surtout 
lorsque l’effectif des données est faible. Le coefficient de corrélation des rangs ρs de 
Spearman est calculé à partir de la relation: 
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Où Ri=Rang(x1) et Si=Rang(x2) et R la moyenne des rangs de x1 et de x2. 
Le coefficient ρs présente les mêmes propriétés que le coefficient rp de Pearson, à 

savoir 11 s ≤≤− ρ , et prend la valeur 0 en cas d’indépendance du couple (X1,X2). Il est par 

ailleurs invariant par les transformations strictement monotones du couple (X1,X2) dont la 
corrélation des rangs serait la même que pour les transformations en couple (log (X1), log 

(X2)) ou (exp (X1), exp (X2)). 

III.1.2.2. Notions de vecteur aléatoire  

La prise en compte de la dispersion et de la dépendance des paramètres d’entrée d’un 
modèle stochastique nous amène à introduire la notion de vecteur aléatoire. Par définition, 
un vecteur aléatoire réel ou variable aléatoire multidimensionnelle X est une fonction qui à 

chaque éventualité fait correspondre un vecteur de R
p :  

( ) ( ) ( ) ( )( )ωωωωω p21 X,...X,XX =a:X  où ω est un évènement de l’ensemble Ω de 

tous les résultats possibles. Les applications X1, X2,…Xp sont des variables aléatoires réelles 
appelées composantes du vecteur aléatoire X tel que X = (X1, X2,…Xp). 

La FDR F de X est une application de R
p dans R définie par : 

 ( ) ( )pp11p21 xX,...xXPx,...x,xF ≤≤=  (3-8) 

Si elle existe, la densité de probabilité s’exprime par : 

 ( )
p21

p

p21 x...xx

F
x,...x,xf

∂∂∂
∂=  (3-9) 

La densité de probabilité d’un vecteur aléatoire X est également appelée densité jointe, et 
la densité de chaque composante la densité marginale. 
La densité marginale d’une variable aléatoire Xi s’obtient en intégrant la densité jointe sur 
les autres variables: 

  ( ) ( )( ) p1i1i1p1ii1i1p1iiX dx...dxdx...dx x,...x,x,x,x x,...xf...xf +−+−∫∫=  (3-10) 
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La densité conditionnelle fXp|X1,…Xp-1 de la variable Xp conditionnellement à toutes les autres 
variables est définie par : 

 ( ) ( )
( )1p11Xp,...1X

p1Xp,...1X

1p1p1Xp,...1XXp x,...xf

x,...xf
x,...xxf

−−
−− =  (3-11) 

L’espérance du vecteur aléatoire X est définie par: 

 E(X) = µ = [ µ1, µ2,… µp]
 T 

(3-12) 

La matrice de variance-covariance Σ de X est une matrice carrée symétrique d’ordre p : 

 Σ=E [XXT]-  µ µT 
(3-13) 

Si les p variables aléatoires X1, X2,…Xp sont indépendantes dans leur ensemble, alors la 
densité de probabilité jointe devient : 

 ( ) ( ) ( ) ( )ppX22X11Xp21 Xf...XfXfX,...X,Xf ××=  (3-14) 

III.1.3.Propagation des incertitudes 

On dispose maintenant d’un modèle de la forme Y=G(X1,X2,…Xm) où les Xi sont les 
paramètres d’entrée du système, définis par leurs lois de probabilités marginales 
respectives. 

Afin de vérifier le comportement global du système par rapport aux modèles 
probabilistes des paramètres d’entrée, des expérimentations numériques sont effectuées, 
connues également sous le nom de propagation d’incertitudes. Le problème est alors de 
propager les incertitudes portées par les Xi  à travers le modèle G. Cette approche sert 
notamment à valider les hypothèses faites sur la loi de distribution des paramètres d’entrée 
Xi, et ceci lorsque les données expérimentales contenues dans Y pour différents points de 
fonctionnement ai du système sont disponibles, ce qui est notamment notre cas. 

Pour ce faire, plusieurs méthodes présentées dans la littérature peuvent être mises en 
oeuvre. L’approche par arithmétique des intervalles, consiste à considérer les bornes 
supérieures et inférieures des incertitudes portées par les paramètres d’entrée du modèle, 
définissant ainsi un intervalle pour chaque paramètre [95]. Le but est ensuite de propager 
les intervalles par les opérations élémentaires redéfinies pour la prise en compte, non plus 
d’une seule valeur mais directement des bornes de définition de chaque intervalle. 
Toutefois, cette méthode ne permet pas de prendre en compte la loi de distribution des 
paramètres au niveau de l’intervalle de définition. Par ailleurs, l’intervalle obtenu en sortie 
par cette méthode peut être parfois surestimé [96].   

On peut trouver également les méthodes de propagation des incertitudes par une  
décomposition en série de Taylor [97]. Cette méthode permet d’estimer directement la 
moyenne et l’écart-type de la variable de sortie Y, définis respectivement par : 
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 ( )
mX2X1XY µ,...µ,µG=µ  (3-15) 
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Où σij définissent les covariances. 

La relation est issue de la propriété de la linéarité de l’opérateur espérance 
mathématique E(.). D’une manière générale, la distribution obtenue en sortie pour le 
paramètre Y n’est pas exactement celle qui aurait été obtenue en utilisant la forme exacte 
du processus G, et cet écart est d’autant plus grand lorsque la relation physique étudiée est 
non linéaire au voisinage de la moyenne, ou lorsque les valeurs des écart-types des m 
paramètres d’entrée Xi sont importantes. Par ailleurs, cette méthode ne fournit que des 
informations sur les deux premiers moments, à savoir la moyenne et l’écart-type de la 
distribution à la sortie, bien que ceux-ci ne permettent pas de définir complètement la loi 
de distribution, sauf pour le cas d’une loi gaussienne  [96]. 

Une autre possibilité est l’utilisation d’une décomposition sur la base d’un polynôme 
chaos de l’aléa porté par les paramètres incertains. Le concept de polynôme chaos a été 
développé pour la première fois par Ghanem et Spanos [120] dans le développement des 
éléments finis stochastiques spectraux. L’idée est alors de représenter les différentes lois de 
probabilité sur la base de chaos généralisé. Cette approche a été largement développée dans 
la thèse de R.Gaignaire [121], dans le cadre de la propagation des incertitudes de la loi de 
comportement dans les modèles numériques.  

Pour une approche de type probabiliste, la méthode de Monte Carlo est 
particulièrement adaptée, et consiste à générer des échantillons selon la densité de 
probabilité des variables aléatoires d’entrée du modèle. Sa simplicité de mise en œuvre la 
rend applicable à tout type de problème, quelque soit le modèle considéré, mais sa vitesse 

de convergence (de l’ordre de N/1 , où N est le nombre de réalisations) est relativement 

faible et la précision est également fonction de la taille des échantillons. En effet, plusieurs 
milliers de tirages aléatoires et donc d’évaluation du modèle sont nécessaires afin d’obtenir 
une précision convenable sur la distribution de probabilité des paramètres considérés en 
sortie, ce qui implique inévitablement un temps de calcul élevé. Toutefois, elle reste un 
choix acceptable dans les cas où le coût d’évaluation du modèle n’est pas rédhibitoire, cas 
notamment des modèles simples, comportant peu de paramètres.  
Ainsi, l’approche de Monte Carlo consiste à générer les N réalisations (x j

1, x
 j

2,… x j
N), 

j=1,2…m des N variables aléatoires, et une matrice Γ de taille m×N est alors construite. Le 
modèle déterministe G est ensuite évalué N fois. On dispose alors d’un échantillon de Y de 
longueur N. Il est ainsi possible d’estimer les moments, la densité de probabilité. 
Pour la mise en œuvre d’une telle approche, il est habituel de supposer que les données 
d’entrée X=(X1,… Xm) du modèle, de loi de probabilité marginale respective f(x1),….f(xm) 
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sont indépendantes, et la loi de probabilité jointe est alors définie par le produit des lois 
marginales des Xi (3-15). Dans la réalité, cette hypothèse peut induire une certaine erreur 
dans l’interprétation des résultats. Les travaux présentés dans [111] stipulent notamment 
que la structure de dépendance devrait être intégrée dans la méthode de simulation, 
principalement lorsque le coefficient de corrélation  avoisine 0.7.  

L’aspect de prise en compte de la dépendance de variables aléatoires, notamment leur 
intégration dans la simulation, a fait l’objet de plusieurs études dans le domaine de la 
statistique et de l’ingénierie moderne, et est discuté dans le paragraphe suivant.  

III.1.3.1. Simulation de variables aléatoires dépendantes - état de l’art 

a.Loi normale multidimensionnelle 

Supposons que l’on dispose d’un vecteur aléatoire X=(X1,X2,…Xm) dont les marginales 
sont distribuées selon une loi normale. Une Loi Normale Multidimensionnelle (LNM) est 
une loi de distribution multivariée dont les lois marginales sont toutes normales. La densité 
de probabilité d’une telle loi est définie par : 
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(3-17) 

Où µ est le vecteur des moyennes des paramètres, et Σ leur matrice de covariance.  
La simulation des réalisations d’un tel vecteur se fait de la manière la suivante: 

- Effectuer une décomposition de Cholesky de Σ, telle que Σ= AAT 

- Générer indépendamment les composantes du vecteur Z=(Z1, Z2,…, Zm)T selon 
une loi normale centrée réduite 

- Les réalisations du vecteur X sont obtenues à partir de la relation X =µX+AZ où 
µX est le vecteur des moyennes de X  

On peut observer que la simulation d’un vecteur normal est facile à mettre en œuvre. 
Toutefois, et lorsque l’une des composantes n’est pas distribuée selon une loi normale, 
d’autres techniques doivent être exploitées. 

b.Les copules 

Soit X = (X1,X2,…Xm) un vecteur aléatoire de dimension m, dont les FDR et les densités 
de probabilité marginales des Xi sont respectivement définies par Fi et fi. 

 Les copules sont par définition des fonctions permettant de modéliser la structure de 
dépendance d’un vecteur aléatoire, indépendamment des distributions marginales. La 
théorie a été développée pour la première fois par Sklar [106] qui stipule que toute loi de 
probabilité multidimensionnelle F avec des marginales continues F1,F2,…Fp, peut s’écrire 
de façon unique dans une FDR C, dont la masse est concentrée sur [0,1] p, appelée copule, 
et qui vérifie :  
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 C(u1,u2...up) = F(F1
-1(u1), F2

-1(u2),...,Fp
-1(up)) (3-18) 

Ou de manière équivalente,  

 F(x1,x2,…xp)=C(F1(x1) ,F2(x2)…Fp(xp)) (3-19) 

Et la densité du vecteur aléatoire s’écrit alors : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )pp2211

p

1i
iip21 XF...XF,XFcXfX,...X,Xf ×








= ∏

=
 (3-20) 

Où c représente la densité de la copule C. Plusieurs copules peuvent être utilisées, comme 
les copules gaussiennes, les t-copules, les copules archimédiennes, les copules de 
Franck,.... Quelques travaux se sont notamment intéressés au développement de copules 
dites non paramétriques. De même que pour les problèmes d’inférence statistique 
classiques, les paramètres de la copule choisie doivent être déterminés à partir des 
observations, et le choix de cette copule est notamment justifié par des traitements 
statistiques a posteriori. Les copules sont principalement utilisées dans le domaine de la 
finance et de l’actuariat, pour la modélisation de la dépendance des paramètres d’un 
modèle. Des introductions de cette méthode peuvent être consultées dans les ouvrages 
[117],[118]. Des exemples d’application dans le domaine de l’hydrologie et l’analyse de 
risque peuvent être notamment consultés dans [109],[110]. D’une manière générale, 
l’approche par copules est assez complexe à mettre en œuvre, et requiert des connaissances 
assez approfondies dans le domaine des statistiques, ce qui ne fait pas l’objet de ce 
mémoire. 

c. Méthodes basées sur des techniques de transformation et d’optimisation 

La prémisse de base pour générer les dépendances entre les variables aléatoires est de 
formuler le processus de génération de nouvelles variables dépendantes comme des 
combinaisons linéaires de variables aléatoires indépendantes.  

Plusieurs travaux ont porté sur des méthodes de transformation des marginales ou des 
techniques d’optimisation. La méthode développée par Johnson et Ramberg [113] permet 
de transformer les distributions marginales en distributions normales, à partir de 
transformations fonctionnelles, puis de les convertir en vecteur normal multivarié (avec la 
structure de dépendance). Ce dernier est alors transformé selon les distributions marginales 
souhaitées, tout en préservant la structure de dépendance souhaitée. Le problème avec cette 
méthode réside dans le fait que les statistiques du vecteur transformé (i.e. les moyennes, les 
écarts et la matrice de corrélation) ne peuvent pas être facilement contrôlées et dévient 
souvent par rapport aux objectifs souhaités. La méthode développée dans [114] consiste à 
générer un vecteur aléatoire normal multivarié, qui est ensuite transformé en un vecteur 
aléatoire avec les distributions marginales et la matrice de corrélations souhaitées. Une 
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procédure numérique détermine la structure de corrélation du vecteur normale initial de 
manière à ce que la structure de corrélation du vecteur résultant transformé, ainsi que les 
distributions marginales soient maintenues. D’autres travaux ont apporté une amélioration 
à cette méthode, notamment pour la minimisation des erreurs sur la structure de corrélation 
et la préservation des distributions marginales [115]. Dans tous les cas, cette méthode est 
difficile à implémenter. Finalement, les travaux dans [112] et [116] proposent l’utilisation 
de techniques d’optimisation combinatoire, et consiste à ré-arranger les éléments de chaque 
vecteur de manière à préserver les distributions marginales et, notamment, la structure de 
corrélation souhaitée. D’une manière générale, ces méthodes sont assez complexes à 
mettre en œuvre.  

d. Méthode de Iman et Conover 

La méthode développée par Iman et Conover [91],[92],[93] permet de créer 
artificiellement une structure de dépendance des composantes d’un vecteur X, exprimée en 
terme de coefficient de corrélation des rangs ρs de Spearman (3-18), tout en préservant la 
loi de distribution marginale de chaque composante. Cette méthode est implémentée dans 
les logiciels commerciaux Crystal Ball ou @RISK. Comme discuté dans la section 
III.1.2.1, le coefficient ρs de Spearman permet de mesurer l’intensité des dépendances 
monotones, non nécessairement linéaires, pour un couple de variables.  

d.1. Justification de l’utilisation du coefficient de corrélation des rangs 

Lors de la simulation d’un modèle complexe faisant intervenir plusieurs paramètres 
d’entrée aléatoires, si on souhaite réduire les temps de calcul, on est amené à réduire le 
nombre de paramètres à prendre en compte. Pour cela, l’approche généralement usitée 
consiste à rechercher une relation de dépendance linéaire entre certains paramètres, 
souvent interprétée en terme de coefficient de corrélation linéaire rp.  Cette approche est 
surtout connue pour être fonctionnelle pour des variables aléatoires gaussiennes, et ne 
permet pas, de façon plus générale, de préserver l’intervalle de définition des variables 
aléatoires obtenues [112].  

Les figures 3.2.a et 3.2.b illustrent deux cas de forme de dépendance pour un couple de 
variables aléatoires (X,Y). Pour le premier cas, les lois de distribution marginales de X et Y 
sont définies à partir d’une loi lognormale (2.a) et, pour le second cas, le couple (X,Y) est 
associé à une distribution normale bivariée (2.a). Le coefficient de corrélation linéaire 
calculé dans les deux cas est rp = -0.97, ce qui suppose une forte dépendance linéaire entre 
les deux variables X et Y. La valeur du coefficient de corrélation linéaire rp nous emmène 
naturellement à modéliser la dépendance du couple (X,Y) par une relation linéaire de type 
Y=aX+b, identifiée à partir des nuages de points, et présentée respectivement sur ces deux 
figures. 

Si l’on dénote par Y’ la variable simulée par les équations linéaires identifiées dans les 
deux cas, cette variable devrait disposer des mêmes propriétés que la variable de référence 
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Y (loi de distribution, intervalle de définition, moments statistiques). Des tests statistiques 
de KS de comparaison de lois sont alors effectués pour les deux cas, et les FDR de Y’ et Y 
pour ces deux cas sont représentées sur la figure 3.a et 3 .b.  

Pour le cas N°1 (lois lognormales), l’hypothèse H0 d’égalité des FDR de Y et Y’est 
rejetée, à un risque de 5%. Par ailleurs, l’écart entre les moyennes de Y et Y’ est inférieur à 
1% tandis que celui entre les écarts-types est de 8%. Ceci traduit le fait que la dispersion de 
Y’ est différente de celle de Y. Le rejet de H0 provient principalement du fait que 
l’intervalle de définition de Y n’a pas été conservé par l’approche de linéarisation. En effet, 
l’intervalle de définition de la variable Y de référence est de Y = [69;256], tandis que celui 
obtenu par l’approche de linéarisation est de Y’ = [34;200]. Par ailleurs, et comme on peut 
le visualiser sur la figure 2.a, bien que le coefficient rp soit significatif, les nuages de points 
ne sont pas à proprement dit linéaires.  

Pour le cas N°2 (loi normale bivariée), l’hypothèse H0 n’est pas rejetée et les écarts entre 
les moyennes et les écarts-types de Y et Y’ sont inférieurs à 1.5%. On note également que 
l’intervalle de définition des deux variables est parfaitement conservé. 
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Figure 3.2. Nuages de points formés par un couple de variables aléatoires (X,Y) et équations linéaires 
associées 
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Figure 3.3. FDR des variables estimées par une droite de régression et FDR de référence 

Afin de s’affranchir de cette hypothèse de dépendance linéaire d’un couple de  variables 
aléatoires, surtout si celui-ci n’est pas distribué selon une loi gaussienne bivariée, la 
relation de dépendance est exprimée par le coefficient de corrélation des rangs ρs de 
Spearman. De cette manière, les relations monotones (pas forcément linéaires dans la 
simulation) sont directement intégrées dans l’algorithme de simulation, qui fait notamment 
l’avantage de la méthode de Iman et Conover. A titre informatif, le coefficient de 
corrélation des rangs ρs calculé pour le cas N°1 est de -0.99 et celui du cas N°2 est de -
0.969, ce qui permet également de confirmer que lorsque le couple (X,Y) est distribué selon 
une loi normale bivariée, le coefficient de corrélation des rangs est une mesure de 
l’intensité de dépendance aussi efficace que celui du coefficient de corrélation linéaire. 

d.2.Algorithme de la méthode de Iman et Conover 

La méthode de Iman et Conover prend en entrée la matrice de corrélation des rangs 
désirée ψ et une matrice Γ de taille (N×m), des N réalisations des m distributions 
marginales.  L’objectif de la méthode est ensuite de réordonner chaque colonne d’entrée de 
Γ selon les indices de rang d’une loi multivariée de référence, ou score. A la sortie de la 
méthode, on obtient une matrice Γ*  de même taille et les mêmes marginales que Γ, et une 
matrice de corrélation des rangs ψ*  proche de ψ. 

 L’algorithme détaillé de la méthode est le suivant: 
1) Générer indépendamment chaque composante de Γ selon leurs lois de 

distribution marginales respectives. Pour cela, la méthode de Monte Carlo peut 
être utilisée. 

2) Effectuer une décomposition de Cholesky de ψ, tel que ψ=CCT 
3) Constituer une colonne d’échantillons appelés "score", qui vont notamment 

servir de loi de distribution multivariée de référence.  L’idée de base consiste à 
former N nombres a1, a2, …aN avec Σai=0, et N-1×Σai

2=1. Dans sa version 
originale, Iman et Conover propose le score de Van der Waerden, tel que : 
ai=Φ

-1(i/(N+1), pour (i=1,2…N), où Φ-1 est la fonction de répartition inverse 
d’une loi normale centrée réduite. 

4) Copier m fois la colonne formée par les N scores pour obtenir la matrice R de  
même taille que Γ (N×m), puis permuter aléatoirement les entrées de chaque 
colonne. 

5) Calculer la matrice de corrélation de Pearson T de R. 
6) Effectuer une décomposition de Cholesky de T, telle que T=QQT 
7) Calculer U = R(CQ-1)T  
8) Réordonner les entrées de chaque colonne de Γ en fonction de l’indice des 

rangs de chaque vecteur de U.  
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9) On obtient à la sortie de l’algorithme une matrice Γ* , dont chacune des 
colonnes est une permutation de la colonne correspondante de la matrice 
d'entrée Γ, et dont la matrice de corrélation des rangs ψ*  est identique à la 
matrice de corrélation des rangs désirée ψ. 

10) Appliquer les tests statistiques d’adéquation pour vérifier si les lois de 
distributions marginales des composantes de Γ sont préservées. A cela s’ajoute 
la vérification les moments statistiques de chaque composante du vecteur Γ*, 
notamment si ils coïncident avec les marginales de Γ. 

11) Vérifier si la matrice de corrélations des rangs obtenue ψ*coïncide avec ψ. 

Les étapes 6 à 8 sont une technique de réduction de variance, pour faire correspondre la 
matrice de corrélation de Pearson rp de U avec la matrice de corrélation de Spearman 
désirée ψ. Puisque les colonnes de U sont de moyennes nulles et de variances unité, la 
matrice de corrélation de Pearson de U coïncide avec sa matrice de covariance, donnée par 
N-1UUT. Comme U = R(CQ-1)T, on a: 

 N-1UUT=N-1[R(CQ-1)T] T [R(CQ-1)T]  (3-21) 

Comme N-1(RRT) n’est autre que la matrice T, tel que T=(QQ)T, (22) est équivalent à: 

 
 

N-1RTRCCTQ-1(Q-1)T=TCCTQ-1(Q-1)T=QQTCCTQ-1(QT)-1=CCT=  ψ (3-22) 

La méthode de Iman et Conover peut être utilisée avec la même facilité sur tous les 
types de lois de distribution, car les variables aléatoires sont générées indépendamment 
dans l'étape 1 de l’algorithme. Par ailleurs, les distributions marginales sont préservées car 
seuls les ordres des échantillons sont réordonnés, pas les valeurs. Ces deux propriétés 
importantes rendent la méthode intéressante dans un contexte où la structure de 
dépendance des paramètres d’entrée doit être prise en compte lors de la simulation. Des 
applications de la méthode peuvent être consultées dans [92] et [94]. On s’intéressera 
principalement à cette méthode pour la simulation de réalisations d’un vecteur aléatoire.  

III.1.4.Validation du modèle probabiliste 

Une fois le modèle probabiliste disponible, on dispose d’une matrice Y’ des 
réalisations, de taille (N×n) où n est le nombre de points expérimentaux sur chaque 
trajectoire expérimentale. Il est alors possible de calculer les N les réalisations des 
paramètres Xi selon les lois de distributions de l’étape précédente. La validation définitive 
du modèle consiste alors à effectuer une analyse statistique de comparaison entre les lois 
de distribution de Y’ obtenues par simulation et les données expérimentales Y des 
trajectoires expérimentales. Pour cela, le test statistique non paramétrique de comparaison 
de lois de distribution de KS est mis en œuvre (cf annexe B.2), pour les n points de chaque 
trajectoire expérimentale. L’objectif du test est alors de mesurer la distance entre la FDR 
empirique des données expérimentales et la FDR des données simulées, puis de rejeter 
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l’hypothèse H0 d’égalité des deux FDR, à un risque de α% si leur distance dépasse une 
valeur seuil ou seuil critique, interprété en terme de p-value exprimée par (3-6).  

Cette approche est notamment utilisée dans [75] pour la prise en compte de l’aspect 
aléatoire de la fatigue d’un alliage d’aluminium. 

Un intervalle de confiance (IC) à pα% est ensuite déterminé à partir des données 
simulées par le modèle et est comparé visuellement avec toutes les trajectoires 
expérimentales, notamment si celles-ci sont comprises dans l’IC identifié [54]. Cette 
approche permet en fait de vérifier si l’IC identifié prend en compte correctement la 
dispersion des données expérimentales. Les médianes expérimentales et celles simulées par 
le modèle probabiliste sont également comparées. Cette approche consiste tout simplement 
à vérifier si la tendance centrale des données expérimentales coïncide avec celle simulées 
par le modèle.   

Pour prédire le comportement du modèle probabiliste du phénomène pour des 
observations futures, les travaux dans [80],[90] utilisent la méthode de validation croisée 
dans un cadre stochastique (MVCS), et consiste à subdiviser les trajectoires expérimentales 
en deux sous-groupes: un sous groupe modélisation (SGM) pour la construction du modèle 
probabiliste des paramètres d’entrée Xi et un sous groupe test (SGT) pour la validation du 
modèle. Le même principe de validation que précédemment est alors appliqué sur le SGM, 
c’est-à-dire l’application du test statistique de KS, la comparaison des médianes. Un IC à  
pα% est alors identifié sur les SGM et est ensuite comparé avec les trajectoires 
expérimentales du SGT. De cette manière, on vérifie que toutes les trajectoires 
expérimentales du SGT sont contenues dans ce dernier.  

On peut alors valider le modèle à l’aide des deux approches, c’est-à-dire en prenant en 
compte toutes les trajectoires expérimentales, puis en appliquant la méthode MVCS sur ces 
mêmes trajectoires expérimentales.  

Les outils nécessaires pour une approche de modélisation stochastique sont maintenant 
disponibles. Le paragraphe suivant va maintenant porter sur le développement d’un modèle 
stochastique de la loi de comportement des échantillons du groupe SS.   

 
Remarque : 

La méthode de validation croisée présentée au paragraphe III.1.1.2 présente une 
méthode de validation dans le cas déterministe. On considère dans ce cas une trajectoire 

B(H). On retire un ou plusieurs points de cette trajectoire (ensemble D). Pour valider le 

modèle, on calcule la distance entre les points de D et les points donnés par le modèle. 

III.2.Modélisation stochastique de la loi de comportement 

La démarche de modélisation stochastique adoptée dans toute la suite est celle 
résumée par la figure 3.1, entre autres le choix de modèle déterministe le plus représentatif 
des données expérimentales, l’identification des paramètres sur l’ensemble des trajectoires 
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expérimentales, l’analyse statistique des paramètres identifiés puis la validation du modèle 
par des tests statistiques et la méthode de validation croisée dans un cadre stochastique. 

III.2.1. Choix d’un modèle déterministe 

La dispersion au niveau de la loi de comportement des échantillons de stators du 
groupe SS est discutée dans le chapitre 2 de ce mémoire. Cette dispersion met en évidence 
l’existence de contraintes qui ne sont pas toujours répétitives d’un échantillon à l’autre sur 
une chaîne de fabrication. La présente section porte sur le développement d’un modèle 
stochastique permettant de prendre en compte cette dispersion afin de l’intégrer dans le 
processus de conception du dispositif.  

D’une manière générale, le choix d’un modèle de loi de comportement peut se faire 
selon les critères suivants: 

- Consistance du modèle avec la description phénoménologique de la 
magnétisation, 

- Modèle présentant un nombre de paramètres moindre, ayant notamment une 
signification physique, 

- Bonne prédiction du modèle sur l’ensemble des données expérimentales 
Notre choix s’est porté sur quatre modèles présentés au chapitre 1 de ce mémoire, entre 

autres le modèle de type transcendantal (MTrans) (1-13) défini par 2 paramètres (a,b), le 
modèle de type Brillouin modifié (MTBM) défini par 4 paramètres (Ma,Mb,a,b) (1-22), le 
modèle de Langevin (MLan) (1-21) défini par 3 paramètres (Ms,a,α), le modèle de Froelich 
(Mfr) (1-12) défini par 2 paramètres (α,ß). 

La courbe expérimentale B(H) d’un échantillon de stator est utilisé pour l’analyse du 
comportement de chaque modèle et notamment l’identification des paramètres, par une 
minimisation au sens des moindres carrés de l’équation (3-1). Le coefficient de précision 
ajusté R²a  calculé à partir de (3-3) et les paramètres identifiés pour chaque modèle sont 
présentés sur les figures 3.4 à 3.7. 
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Figure 3.4. Prédiction des données expérimentales par le modèle transcendantal (MTrans) 

Visuellement, les quatre modèles choisis semblent bien représenter la loi de 
comportement de l’échantillon pour les niveaux de Hmax considérés. Les coefficients R²a 
identifiés sur les modèles sont récapitulés dans le tableau 3.1. Compte tenu de ces valeurs, 
on peut conclure que parmi ceux-ci, le modèle MTBM est celui qui représente le mieux la 
loi de comportement de l’échantillon avec un coefficient R²a = 1.  
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Figure 3.5. Prédiction des données expérimentales par le modèle de Langevin (MLan) 
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Figure 3.6. Prédiction des données expérimentales par le modèle de Froelich (MFr) 

 
 

MTrans MLan MFr MTBM 

R²a 0.985 0.965 0.98 1 

Tableau 3.1. Coefficients de précision ajustés R²a identifiés sur les 4 modèles 

 Ms = 1.40×10-6  

 a = 274.54 

α =1×10-4  
R²a= 0.965 

τ =286 
λ=0.506 
R²a= 0.98 
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Figure 3.7. Prédiction des données expérimentales par le modèle de type Brillouin modifié (MTBM) 

Pour l’analyse du comportement de chaque modèle par rapport aux données 
expérimentales, la validation croisée dans le cas du laissé pour compte (explicitée au 
paragraphe III.1.1.2) est appliquée sur les 4 modèles. Dans notre cas, cette méthode 
consiste à subdiviser les points expérimentaux en k=14 segments (niveaux de Hmax). Le 
modèle est alors identifié sur les k-1 autres segments, privé du ième segment (i=1:14). La 
procédure est répétée pour l’ensemble des segments pour chaque modèle. L’erreur de 
prédiction EP est calculée à partir de (3-4) pour chaque segment et chaque modèle. Les 
erreurs générales de validation croisée EG définie par (3-5), pour les 4 modèles et pour 
tous les segments sont récapitulées dans le tableau 3.2.  

  

 
 

MTrans MLan MFr MTBM 

Erreur Globale EG 1.2×10-4 3.6×10-4 3.08×10-5 4×10-7 

Tableau 3.2. Erreur globale de validation croisée EG des 4 modèles de loi de comportement 

A partir de ce tableau, on observe que le MTBM présente l’erreur globale de validation 
croisée EG la plus faible parmi les modèles proposés. On peut alors supposer que ce 
modèle permet de représenter le plus correctement les données expérimentales futures sur 
l’échantillon considéré. Par ailleurs, puisque ce même modèle présente également un 
coefficient R²a très proche de 1, il est retenu pour représenter les lois de comportement de 
tous les échantillons.  

Ma =778 805.85 
Mb=682 822.31 
a =497.64 
b=143.35 
R²a= 1 
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III.2.2. Modélisation probabiliste de la variabilité des paramètres 

Les 4 paramètres (Ma, Mb, a, b) du modèle MTBM sont identifiés sur l’ensemble des 
28 échantillons de stators. L’identification est faite en deux étapes. Pour la première étape, 
les paramètres sont identifiés en utilisant comme valeurs initiales les paramètres identifiés 
sur l’échantillon précédent. Les moyennes empiriques des paramètres identifiés pour cette 
étape sont ensuite réutilisées comme valeurs initiales pour les 28 échantillons, et les 
paramètres sont ré-identifiés à nouveau. Cette opération a pour but de garder une bonne 
cohérence des paramètres identifiés d’un échantillon à l’autre. En effet, selon le point de 
départ (paramètres initiaux) les procédures mathématiques d’identification peuvent mener 
à des ensembles de paramètres solutions différents avec un résidu d’erreur proche. A la fin 
de cette procédure, on dispose donc de 28 quadruplets de valeurs de (Ma, Mb,a,b). Il est 
alors possible de faire une analyse statistique de cette série de données. 

La variabilité empirique des paramètres identifiés est reportée à titre indicatif dans le 
tableau 3.3. 

 Ma Mb a b 
Moyenne 852 666.121 591 321.33 430.72 113.59 
Ecart-type 81 868.62 86 969.3707 27.65 23.07 

Cv % 9.60% 14.70% 6.42% 20.31% 

Tableau 3.3. Variabilité empirique des paramètres (Ma,Mb,a,b) de la loi comportement  

L’approche de développement des modèles probabilistes des paramètres est ensuite 
réalisée dans un cadre paramétrique (cf Annexe B-B.1.1.2). Pour cela, les lois de 
distributions marginales proposées pour chaque paramètre sont la loi normale, la loi 
lognormale et la loi uniforme. Les paramètres de chaque loi de distribution sont ensuite 
identifiés par la méthode du maximum de vraisemblance.  

Le test statistique d’adéquation de KS est ensuite mis en œuvre. L’hypothèse nulle H0 
consiste alors à tester l’hypothèse qu’un paramètre d’intérêt (respectivement Ma, Mb, a, b) 
suit la loi de distribution candidate proposée (normale, lognormale, uniforme), à un risque 
de 5%. Les p-values renvoyées par le test sont reportées dans le tableau 3.4, pour chaque 
paramètre et chaque loi candidate. On rappelle que le non rejet de l’hypothèse H0 avec un 
risque de 5% correspond à une valeur de p-value supérieure à 0.05.  

 Ma Mb a b 

Loi normale 0.86 0.66 0.65 0.22 

Loi lognormale 0.68 0.61 0.56 0.05 

Loi uniforme 0 0.01 0.02 0.00 

Tableau 3.4. p-value des tests de KS et de CVM sur les 4 paramètres de la loi de comportement 
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Dans ce tableau, on peut observer que l’hypothèse H0 de distribution des 4 paramètres du 
modèle selon une loi uniforme est rejetée, pour tous les paramètres, à un risque 5%. Par 
contre, l’hypothèse H0 de distribution de chaque paramètre selon la loi normale et loi 
lognormale n’est pas rejetée à un risque de 5%. Le choix du modèle définitif peut alors être 
basé sur les valeurs des p-value du test d’adéquation de KS pour chaque loi de distribution 
candidate et pour chaque paramètre. Une valeur importante de la p-value peut laisser 
supposer entre autre une meilleure adéquation des données par rapport à la loi de 
distribution proposée. Compte tenu des valeurs des p-values pour du test du tableau 4, on 
peut supposer que les 4 paramètres (Ma, Mb, a, b) des lois de comportement des 28 
échantillons sont distribués selon une loi normale. Les densités de probabilité des 4 
paramètres ainsi que leurs histogrammes respectifs sont représentés sur la figure 3.8, où les 
moments statistiques de chaque loi sont également reportés. Il faut noter qu’une loi 

gaussienne est définie sur R. Toutefois, la probabilité d’obtenir des valeurs négatives des 

paramètres (Ma, Mb, a, b) est faible. En effet, la simulation de leur réalisation nous a 
permis de faire cette observation. 
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Figure 3.8. Densité de probabilité et histogrammes des paramètres (Ma, Mb, a, b) de la loi de 
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comportement. 

L’intensité de la dépendance (corrélation) des 4 paramètres est ensuite quantifiée. 
Puisque les distributions des paramètres suivent toutes une loi normale, la forme de 
dépendance est quantifiée en terme de coefficient de corrélation linéaire de Pearson rs. La 
matrice de corrélation linéaire est alors récapitulée dans le tableau 3.5. Les nuages de 
points formés par les paramètres, pris deux à deux sont notamment représentés sur la figure 
3.9, permettant de visualiser la forme de dépendance linéaire. On peut noter en particulier 
une forte corrélation linéaire entre Ma et Mb (figure 3.9.a) ce qui est notamment le cas pour 
Mb et b (figure 3.9.e). 

 Ma Mb a b 
Ma 1 -0.98 -0.72 -0.8 
Mb -0.98 1 0.79 0.86 
a -0.72 0.79 1 0.77 
b -0.8 0.86 0.77 1 

Tableau 3.5. Matrice de corrélation linéaire de (Ma, Mb, a, b) 
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Figure 3.9. Nuages de points formés par les paramètres 

On peut alors observer à partir du tableau 3.5 qu’il existe une forte dépendance linéaire 
entre les 4 paramètres, qui doit notamment être prise en compte pendant la simulation du 
modèle. La modélisation probabiliste de la loi de comportement devrait alors prendre en 
compte à la fois l’aspect variabilité et la dépendance des paramètres. Puisque les 
paramètres sont tous distribués selon une loi normale, on choisit une loi normale 
multivariée (LNM), dont la densité de probabilité est définie par  (3-19), pour prendre en 
compte la variabilité et la dépendance des paramètres (Ma, Mb, a, b).  

III.2.3. Propagation des incertitudes et validation du modèle 

Le vecteur des moyennes µ=(µMa, µMb, µa, µb) et la matrice de covariance Σ des 4 
paramètres identifiés sont implémentés dans l’algorithme du paragraphe III.1.3.1.a. pour 
effectuer une simulation de type Monte Carlo et pour 1 000 000 de réalisations du vecteur 
(Ma, Mb, a, b), pour chaque niveau de Hmax. Avec cette méthode, les lois marginales ainsi 
que leurs moments statistiques restent également intactes, et la matrice de corrélation 
linéaire obtenue est très proche de celle souhaitée.  

Les FDR de Bmax issue de la mesure et de la simulation sont illustrées sur la figure 3.10, 
pour 4 niveaux de Hmax.  
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Figure 3.10. Fonctions de répartitions expérimentales et simulées de la loi de comportement 

Sur ces figures, on peut observer une bonne adéquation entre les données simulées par 
le modèle et les points expérimentaux, pour les niveaux de Hmax considérés. Le test 
statistique de comparaison de lois de KS est ensuite mis en œuvre pour tester l’hypothèse 
d’égalité des FDR à un risque de 5%, pour tous les niveaux de Hmax compris entre 500A/m 
et 2500 A/m. Les p-values du test pour tous les niveaux de Hmax sont présentées sur la 
figure 3.11. 



113 

500 1000 1500 2000 2500
0.28

0.46

0.64

0.82

1

Hmax [A/m]

p-
va

lu
e

 

Figure 3.11. p-value du test de KS en fonction de Hmax du modèle probabiliste de la loi de 
comportement B(H) 

On peut observer sur cette figure que, pour tous les niveaux de Hmax, les p-value sont 
supérieures au risque de 5% que l’on s’est fixé. Celles-ci nous amènent à ne pas rejeter 
l’hypothèse H0 d’égalité de la FDR des points expérimentaux et celle simulée par le 
modèle, pour tous les niveaux de Hmax. Un Intervalle de Confiance (IC) à 95% est ensuite 
déterminé à partir des données simulées par le modèle, pour tous les niveaux de Hmax. La 
comparaison avec les 28 trajectoires expérimentales, représentées sur la figure 3.12, 
montre que celles-ci sont toutes comprises dans l’IC à 95% identifié. Ceci nous permet 
alors de conclure que le modèle probabiliste développé est bien représentatif de la 
dispersion de la loi de comportement des échantillons. La médiane expérimentale de la 
courbe B(H) et celle identifiée par le modèle sont ensuite comparées et représentées sur la 
figure 3.13. Sur cette figure, on observe qu’elles sont très proches, avec un écart inférieur à 
1% pour tous les niveaux de Hmax.  
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Figure 3.12. IC à 95% de la loi de comportement B(H) et trajectoires expérimentales. 



114 

Compte tenu des résultats du test statistique de KS, de la comparaison de l’IC à 95% 
identifié par le modèle avec les trajectoires expérimentales, et la coïncidence des médianes, 
on peut conclure que le choix d’une loi normale multivariée (LNM) pour les 4 paramètres 
est pertinent pour représenter nos échantillons, et que le modèle B=f(H,Ma(θ), Mb(θ), a(θ), 

b(θ)) représente bien la réalité. 

500 1000 1500 2000 2500
0.9

1.09

1.28

1.47

1.66

Hmax [A/m]

B
m

ax
 [T

]

 

 

Médiane expérimentale
Médiane simulée

 

Figure 3.13. Médiane expérimentale et simulée de la loi de comportement B(H) 

III.2.4.Méthode de Validation Croisée stochastique (MVCS) sur les 
trajectoires expérimentales 

Afin de déterminer le comportement du modèle probabiliste retenu sur les observations 
futures, notamment les lois de comportement d’autres échantillons SS issus du même lot, 
l’approche de validation croisée dans un cadre stochastique (MVCS) du paragraphe  III.1.4 
est appliquée sur les 28 échantillons. Les trajectoires expérimentales sont alors divisées en 
deux sous groupes: 20 trajectoires expérimentales choisies aléatoirement pour le sous 
groupe modélisation (SGM), sur lesquelles sont identifiés le vecteur des moyennes et la 
matrice de covariance de la loi LNM, et les 8 trajectoires expérimentales restantes sont 
utilisées pour la validation du modèle (sous groupe test ou SGT).  

Les mêmes approches de validation du modèle que pour le paragraphe précédent sont 
alors appliquées en premier lieu sur le SGM. Une simulation de Monte Carlo est effectuée 
pour 1 000 000 de réalisations. Le test statistique de comparaison de lois est ensuite 
appliqué pour tous les niveaux de Hmax, et à un risque de 5%. Les p-values renvoyées par le 
test sont reportées sur la figure 3.14. On peut observer sur cette figure que toutes les p-
values sont supérieures au risque α=5% que l’on s’est fixé, et on ne rejette donc pas 
l’hypothèse H0 d’égalité entre la FDR des données expérimentales du SGM et la FDR 
simulée par le modèle probabiliste. 
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Figure 3.14. p-values du test de KS en fonction de Hmax pour le SGM de la loi de comportement 

Un IC à 95% est ensuite identifié à partir du modèle, puis comparé avec les trajectoires 
expérimentales du SGM, comme reportés sur la figure 3.15. On peut constater sur cette 
figure que le modèle développé prend bien en compte la dispersion des trajectoires 
expérimentales  du SGM, puisque toutes les trajectoires expérimentales du SGM sont 
comprises dans l’IC à 95% identifié. La médiane expérimentale et celle simulée sont 
également comparées sur la figure 3.16, où l’écart maximal est inférieur à 1%.  

A ce stade, on peut donc conclure que le modèle probabiliste LNM identifié 
précédemment, et reproduit sur le SGM, est valide. 
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Figure 3.15. IC à 95% et  trajectoires expérimentales SGM de la loi de comportement 
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Figure 3.16. Médiane expérimentale et médiane simulée du modèle probabiliste de la loi de 
comportement sur SGM 

L’IC à 95% identifié sur les SGM est ensuite comparé avec les trajectoires 
expérimentales du SGT, comme représentées sur la figure 3.17. On peut notamment y 
observer que toutes les trajectoires expérimentales du SGT sont comprises dans l’IC à 95% 
identifié.  
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Figure 3.17. IC à 95%, trajectoires expérimentales SGT de la loi de comportement 

Compte tenu de ces différents résultats, on peut conclure que le choix de la loi normale 
multivariée pour la modélisation de la variabilité et de la dépendance des paramètres (Ma, 

Mb,a,b) est correcte. On peut donc s’attendre à ce que les lois de comportement de 
nouveaux échantillons SS, issus du même lot et de la même chaîne de fabrication, soient 
comprises dans l’IC à 95% identifiés sur les 28 trajectoires expérimentales. Dans le 
paragraphe suivant, et à partir du modèle aléatoire des paramètres (Ma,Mb,a,b), on 
s’intéresse à la simulation de la variabilité de la loi de comportement inverse H(B) des 
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échantillons SS, utile pour la simulation numérique, par éléments finis notamment, d’un 
problème résolu à l’aide d’une formulation faisant intervenir le potentiel vecteur 
magnétique.  

III.2.5. Loi de comportement inverse H(B)-simulation stochastique 

III.2.5.1. Approche déterministe 

Dans le cadre d’un modèle éléments finis faisant intervenir le potentiel vecteur, il est 
nécessaire de disposer d’un modèle de loi de comportement avec l’induction maximale B 
comme paramètre d’entrée du modèle. Pour ce faire, le modèle déterministe MTBM retenu 
précédemment devrait permettre d’identifier correctement le champ magnétique H pour un 
niveau de B donné. Cette section porte sur la quantification de l’erreur introduite par 
inversion numérique du modèle MTBM (1-22), dans un cadre déterministe. 

La détermination de H(t) connaissant l’induction magnétique Bexp(t) peut se faire 
numériquement, soit par la méthode de dichotomie ou la méthode de Newton Raphson, à 
chaque instant t. Nous avons utilisé la méthode de Newton Raphson qui présente une 
convergence quadratique, contrairement à celle de la dichotomie dont la convergence est 
linéaire.  

 
Comme le modèle ne prend pas en compte l’hystérésis magnétique, les formes d’ondes 

de B simulé et mesuré sont différentes. Par contre, le modèle anhystérétique doit permettre 
de retrouver la valeur crête. La valeur maximale de Hmax simulée, est alors comparée avec 
Hmax expérimental, comme récapitulé dans le tableau 3.6. On peut observer dans ce tableau 
que les Hmax expérimental et celui simulé par le modèle sont très proches, et l’écart 
maximal est inférieur à 0.5%.  

Hmax expérimental (A/m) Hmax simulé (A/m) Ecart % 

494.55 
997,09 

494.2 0.06% 
997.09 

 
998.91 0.19% 

1494.91 1498.18 0.20% 

1999.27 2002.91 0.18% 

2502.55 2511.27 0.34% 

Tableau 3.6. Écarts entre les Hmax simulés et expérimentaux 

On peut alors conclure que l’inversion du modèle MTBM dans un cadre déterministe 
permet d’identifier correctement le courant maximal Imax, et donc le champ magnétique 
Hmax. L’écart reste inférieur à 0.35%, lorsque l’on est proche de la saturation. Cette étude 
est notamment menée afin de s’assurer que l’identification du champ Hmax connaissant Bmax 
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n’introduit pas d’erreurs supplémentaires pour la simulation de la dispersion de la loi de 
comportement inverse H(B). 

III.2.5.2. Simulation de la dispersion de la loi de comportement inverse H(B) 
des échantillons SS 

Comme détaillé précédemment, le modèle retenu pour modéliser la variabilité et la 
dépendance des paramètres (Ma, Mb, a, b) de la loi de comportement B(H) des échantillons 
du groupe SS est une Loi Normale Multivariée. La variabilité de la loi de comportement 
inverse H(B) des échantillons SS est présentée au Chapitre II, paragraphe III.4.3 de ce 
mémoire, en faisant une interpolation par spline des courbes B(H) mesurées. Les 28 
trajectoires H(B) identifiées par cette approche sont utilisées pour la validation de la 
simulation. Dans un cadre déterministe, l’algorithme de Newton Raphson qui permet 
d’identifier H(t), connaissant l’induction B(t), est présenté dans la section précédente. Dans 
un cadre stochastique, l’algorithme est exploité N fois, où N est le nombre de réalisations 
du vecteur des paramètres (Ma, Mb, a, b), obtenues pour la simulation de la loi de 
comportement B(H). On obtient alors la variabilité des niveaux Hmax correspondant aux 
différents niveaux de Bmax. La FDR des données expérimentales et celle des données 
simulées par le modèle sont illustrées sur la figure 3.18, pour 4 niveaux de Bmax. 
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Figure 3.18. Fonction de répartition expérimentale FDR simulée pour le modèle inverse H(B) 

Le test de KS est ensuite appliqué et l’hypothèse H0 est que la FDR des données 
expérimentales est la même que la FDR des données simulées, à un risque de 5%. Le test 
est effectué pour tous les niveaux de Bmax, et les p-values obtenues sont représentées sur la 
figure 3.19. Pour tous les niveaux de Bmax, on observe que celles-ci sont supérieures au 
risque de 5% que l’on s’est fixé. On ne rejette donc pas l’hypothèse H0 d’égalité des FDR, 
à un risque de 5%. On note toutefois que l’adéquation du modèle avec les données 
expérimentales n’est pas très bonne lorsque l’on est proche de la saturation.  
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Figure 3.19. p-values du test de KS à un risque de 5% de la loi de comportement inverse H(B) 

Un IC à 95% est ensuite identifié à partir des données simulées pour tous les niveaux 
de Bmax, puis comparé avec les trajectoires expérimentales, tel que représenté sur la figure 
3.20. Sur cette figure, on peut observer que toutes les trajectoires expérimentales sont 
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comprises dans l’IC identifié, ce qui permet notamment d’observer que le modèle est 
représentatif de la dispersion de la loi de comportement inverse H(B) des échantillons SS. 
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Figure 3.20. IC à 95% et toutes les trajectoires expérimentales de la loi de comportement inverse H(B) 

La médiane expérimentale et celle calculée à partir des données simulées sont 
également comparées sur la figure 3.21, pour tous les niveaux de Bmax. Sur cette figure, 
l’écart maximal des médianes est de 2.95%, pour le niveau de Bmax=1.55T, ce qui est 
acceptable. 
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Figure 3.21. Médiane expérimentale et médiane simulée de la loi de comportement inverse H(B) 

Les résultats obtenus à partir de cette simulation inverse permettent de confirmer la 
validité du modèle LNM des paramètres de la loi de comportement des échantillons SS, et 
permet notamment de simuler correctement la dispersion de la loi de comportement inverse 
de ces échantillons. Cette simulation offre une  possibilité d’intégration du modèle de loi 
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de comportement stochastique développé  sur le groupe SS, dans le cadre d’une 
formulation en potentiel vecteur.  

III.3. Modélisation stochastique des pertes 

III.3.1. Modélisation probabiliste des paramètres des pertes 

La variabilité des pertes des échantillons SS à 50Hz est présentée au chapitre 2 de ce 
mémoire. Cette section a maintenant pour objectif de développer un modèle stochastique 
prenant en compte cette dispersion, pour différents niveaux de Bmax. Pour cela, le modèle 
déterministe retenu est celui proposé par Boglietti à 4 paramètres (kh, α, ke, kexc)  [11], et 
dont l’expression est donnée par (1-41). Comme pour la loi de comportement, les 4 
paramètres du modèle sont identifiés sur tous les échantillons en deux fois. Les moyennes 
empiriques des paramètres identifiés sur tous les échantillons pendant la première étape 
sont alors réutilisées comme valeurs initiales dans la procédure d’identification du modèle 
de pertes pour chaque échantillon. Les variabilités empiriques des paramètres (kh, α, ke, 

kexc) identifiés des pertes sur tous les échantillons sont récapitulées dans le tableau 2.7 du 
deuxième chapitre de ce mémoire.  

Par ailleurs, l’approche de modélisation probabiliste est effectuée dans un cadre 
paramétrique, et les lois de distribution proposées pour les 4 paramètres sont, comme pour 
la loi de comportement, la loi lognormale, la loi normale et la loi uniforme, dont les 
moments statistiques respectifs sont identifiés au préalable par la méthode du maximum de 
vraisemblance. 

Pour ces trois lois candidates, le test d’adéquation de KS est mis en œuvre pour tester 
l’hypothèse H0 qu’un paramètre donné suit les lois théoriques proposées, à un risque de 
5%. Les p-values obtenues par le test, pour les 3 lois de distributions candidates sont 
reportées dans le tableau 3.7. Dans ce tableau, on peut observer que l’hypothèse H0 n’est 
pas rejetée pour la loi normale et la loi gaussienne pour les 4 paramètres du modèle de 
pertes, à un risque de 5%, alors que ce n’est pas toujours le cas pour la loi uniforme, 
notamment pour le paramètre α. Compte tenu des p-values pour la loi normale et 
lognormale, le test de KS nous amène à choisir la loi normale pour kh et kexc puis 
lognormale pour α et ke.  

Les histogrammes ainsi que les densités de probabilité avec les moments statistiques 
des paramètres (kh, α, ke, kexc) sont présentés sur la figure 3.22. 

 kh α ke kexc 

Loi normale 0.63 0.73 0.6 0.89 

Loi lognormale 0.53 0.75 0.82 0.75 

Loi uniforme 0 0.6 0 0 

Tableau 3.7. p-values tests d’adéquation de KS à un risque de 5% sur les paramètres (kh,α,ke,kexc) 
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Figure 3.22. Histogrammes des paramètres du modèle de pertes  

Comme les lois de distribution marginales des paramètres ne sont pas toutes 
gaussiennes, la liaison de dépendance est quantifiée par le coefficient de corrélation ρs 
de Spearman. La matrice de corrélation des rangs est présentée dans le tableau 3.8, où 
l’on peut notamment observer qu’il existe des relations de dépendance entre les 4 
paramètres, qui devraient être intégrées dans la simulation. 

 kh α ke kexc 
kh 1 0.273 -0.248 0.0286 
α 0.273 1 -0.336 0.424 
ke -0.248 -0.336 1 -0.519 

kexc 0.0286 0.424 -0.519 1 

Tableau 3.8. Matrice de corrélation des rangs des paramètres (kh,α,ke,kexc) des pertes 
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Afin de prendre en compte les distributions marginales des paramètres et la forme 
d’inter-dépendance, la méthode de Iman et Conover est mise en œuvre. Pour cela, des 
étapes préliminaires sont menées afin de vérifier la cohérence des lois de distribution 
obtenues par la méthode. On s’intéresse par la suite à la simulation proprement dite des 
pertes pour 50Hz afin de valider le modèle probabiliste des paramètres.  

    III.3.2. Méthode d’Iman et Conover sur les pertes-Analyses   
préliminaires 

Les réalisations des 4 paramètres (kh, α, ke, kexc) sont effectuées indépendamment 
par la méthode de Monte Carlo pour N=100 000 réalisations,  selon leurs lois de 
distributions marginales respectives. La matrice Γ de taille (N×4) des réalisations, ainsi 
que la matrice de corrélation des rangs ψ du tableau 8 sont ensuite utilisées comme 
entrées pour l’algorithme de la méthode de Iman et Conover. En sortie de l’algorithme, 
on obtient alors une nouvelle matrice Γ’  des paramètres de même taille que Γ et une 
matrice de corrélation des rangs ψ’. Les analyses préliminaires consistent alors à 
vérifier si les lois de distribution marginales des paramètres regroupés dans Γ’  sont 
conservées par la méthode. A cela s’ajoute également la comparaison des moments 
statistiques et de l’intervalle de définition de chaque distribution. On s’intéresse ensuite 
à la comparaison des matrices de corrélation des rangs ψ et ψ’. 

 Le test statistique d’adéquation de KS est appliqué sur chaque composante de  Γ’ , 
et l’hypothèse H0 à tester est alors de vérifier si les lois de distribution marginales des 
composantes de Γ’  sont celles des composantes de Γ, à un risque de 5%.  

Les p-values renvoyées par le test, pour les 4 paramètres sont supérieures à 0.7, ce 
qui permet de ne pas rejeter l’hypothèse H0 à un risque de 5%, ou plus précisément que 
chaque composante de Γ’  est distribuée selon les lois de distributions marginales 
respectives des composantes de Γ, comme récapitulé dans le tableau 3.9.  

 Référence Simulé 
kh Normale(0.0684,0.0043) Normale(0.0684,0.0043) 
α Lognormale(0.4121,0.0158) Lognormale(0.412,0.0158) 
ke Lognormale(-9.60, 0.125) Lognormale(-9.60,0.125) 

kexc Normale(5.25×10-4, 4.59×10-5) Normale(5.25×10-4, 4.59×10-5)) 

Tableau 3.9. Lois de distribution marginale de référence des paramètres (kh,α,ke,kexc) des pertes, et 
celles obtenues par la méthode de Iman et Conover 

Par ailleurs, les moments statistiques calculés en utilisant un estimateur donné, pour la 
loi de distribution marginale de chaque composante de Γ’  sont très proches de ceux des 
lois de distribution marginales de Γ, avec un écart inférieur à 0.1%. Finalement, les 
intervalles de définition de chaque paramètre sont également correctement conservés. A ce 
stade, on peut donc conclure que les distributions marginales des 100 000 réalisations de 
chaque paramètre de Γ’ , obtenues par la méthode de Iman et Conover sont conservées. 
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Dans un second temps, on s’intéresse à la matrice de corrélation des rangs ψ’ obtenue 
par la méthode de Iman et Conover. Celle-ci est reportée dans le tableau 3.10, et les écarts 
avec la matrice de corrélation des rangs de référence ψ sont notamment résumés dans le 
tableau 3.11. L’écart maximal obtenu est de 1.47% pour kh et α. Cet écart reste acceptable 
puisque l’intensité de liaison entre ces deux paramètres n’est pas significative (-0.273).  

Il est maintenant possible de simuler la variabilité des pertes à 50Hz pour les niveaux 
de Bmax considérés, à partir des réalisations des paramètres contenus dans la matrice Γ’  
obtenue par la méthode d’Iman et Conover. 

 kh α ke kexc 
kh 1 0.269 -0.246 0.0284 
α 0.269 1 -0.332 0.419 
ke -0.246 -0.332 1 -0.514 

kexc 0.0284 0.419 -0.514 1 
 

Tableau 3.10. Matrice de corrélation des rangs des paramètres des pertes 

 
 kh α ke kexc 

kh - 1.47% 0.81% 0.7% 
α 1.47% - 1.19% 1.18% 
ke 0.81% 1.19% - 0.96% 

kexc 0.7% 1.18% 0.96% - 

Tableau 3.11. Ecarts entre les matrices de corrélation des rangs 

III.3.3. Simulation de la variabilité des pertes-validation du modèle 

Les pertes pour les différents niveaux de Bmax et à 50 Hz sont simulées à partir des 
réalisations du vecteur des paramètres contenus dans Γ’ . La FDR des points expérimentaux 
et celle simulée par le modèle sont illustrées sur la figure 3.23 pour 4 niveaux de Bmax. 
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Figure 3.23. Fonction de répartition expérimentale et FDR simulée par le  modèle stochastique des pertes 

On peut observer sur cette figure qu’il existe une bonne adéquation de la FDR des 
données simulées par le modèle et les points expérimentaux, pour les niveaux de Bmax 
considérés. Le test statistique de KS est ensuite mis en œuvre pour tester l’hypothèse H0 
d’égalité des FDR à un risque de 5%, et ce, pour chaque niveau de Bmax. Les p-values 
issues du test sont récapitulées dans le tableau 3.12. 

 0.75 T 0.9T 1T 1.2T 1.5T 
p-values 0.24 0.23 0.17 0.14 0.5 

Tableau 3.12. p-values du test de KS des pertes à 50Hz pour tous les niveaux de Bmax  

Comme on peut le constater sur ce tableau, toutes les p-values sont supérieures au 
risque de 5% que l’on s’est fixé, et l’hypothèse H0 d’égalité des FDR n’est donc pas 
rejetée, pour tous les niveaux de Bmax.  

Un IC à 95% est ensuite identifié pour tous les niveaux de Bmax, et comparé avec les 
trajectoires expérimentales, comme reportés sur la figure 3.24. On peut y observer que 
toutes les trajectoires expérimentales sont comprises dans l’IC à 95%, ce qui permet de 
conclure que le modèle probabiliste développé prend en compte correctement les 
dispersions des pertes à 50Hz pour tous les niveaux de Bmax.  
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Figure 3.24. IC à 95% et trajectoires expérimentales des pertes à 50Hz 

La médiane expérimentale et celle simulée par le modèle sont également reportées sur 
la figure 3.25. L’écart maximal calculé est de moins de 2%. 
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Figure 3.25. Médiane expérimentale et simulée à 50Hz 

A partir des résultats du test statistique de KS et les différentes comparaisons, on peut 
alors conclure que le modèle probabiliste choisi pour modéliser la variabilité des 
paramètres (kh,α,ke,kexc) sont représentatives de la variabilité des pertes des échantillons SS 
étudiés à 50Hz.  

III.3.4. Méthode de validation croisée stochastique (MVCS) sur les 
modèles probabilistes des pertes 

De même que pour la loi de comportement, la méthode de validation croisée dans un 
cadre stochastique (MVCS) est appliquée sur les données expérimentales. Pour cela, les 
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trajectoires expérimentales sont divisées aléatoirement en deux sous-groupes, 
respectivement SGM (20 trajectoires expérimentales) et SGT (8 trajectoires 
expérimentales). Les échantillons du groupe SGM sont alors utilisés pour l’identification 
des moments statistiques de la loi de distribution marginale des paramètres identifiés 
précédemment. La matrice de corrélation des rangs est à nouveau identifiée sur ces mêmes 
échantillons.  

La même démarche que précédemment est alors répétée: simulation indépendante de la 
loi de distribution marginale de chaque paramètre par la méthode de Monte-Carlo puis 
intégration de la matrice des réalisations des paramètres et de la matrice de corrélation des 
rangs dans la méthode de Iman et Conover.On retrouve à peu près le même écart au niveau 
des matrices de corrélation des rangs empirique et simulée, notamment un écart maximal 
inférieur à 1.2% pour le couple de paramètres kh et α. 

Les modèles probabilistes sont alors validés sur les échantillons du groupe SGM. Le 
test de KS est appliqué, où l’hypothèse H0 consiste à vérifier l’égalité de la FDR du SGM 
et celle des données simulées par le modèle, à un risque de 5%. Les p-values renvoyées par 
le test  sont récapitulées dans le tableau 3.13.  

 

 0.75 T 0.9T 1T 1.2T 1.5T 
p-value 0.45 0.18 0.14 0.15 0.53 

Tableau 3.13. p-values du test de KS des pertes pour tous les niveaux de Bmax sur les échantillons 

SGM 

Compte tenu de ces valeurs, l’hypothèse H0 d’égalité des FDR n’est pas rejetée à un 
risque de 5%. L’IC à 95% est ensuite identifié à partir des données simulées, pour chaque 
niveau de Bmax, puis comparé avec les pertes des échantillons SGM, comme représenté sur 
la figure 3.26.  Sur cette figure, on observe que toutes les trajectoires SGM sont comprises 
dans l’IC à 95% identifié. La médiane du SGM et celle simulée pour les niveaux de Bmax 
sont ensuite comparées et présentées sur la figure 3.27. On observe alors qu’elles sont très 
proches, et l’écart maximal est également inférieur à 2%. 
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Figure 3.26. IC à 95% et échantillons SGM 
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Figure 3.27. Médiane des SGM et médiane simulée par le modèle à 50Hz 

On peut alors conclure que les modèles probabilistes reconstruits sur les SGM sont 
représentatifs de la dispersion des pertes. 

L’IC à 95% identifié sur les données simulées est alors comparé avec les échantillons 
du groupe SGT, tels que représentés sur la figure 3.28. On peut observer sur cette figure 
que toutes les trajectoires SGT sont comprises dans l’IC à 95%. 

Ces différents résultats permettent alors de conclure sur la validité des lois de 
distributions marginales choisies pour la représentation de la variabilité des 4 paramètres 
du modèle de pertes, et donc la dispersion des pertes à 50Hz pour les échantillons de stator 
considérés.   
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Figure 3.28. IC à 95% identifié par le modèle probabiliste et échantillons SGT 

III.4. Modélisation stochastique de l’hystérésis magnétique en régime 
statique 

Cette section porte sur le développement d’un modèle stochastique de l’hystérésis 
magnétique en régime quasi-statique. Pour ce faire, le modèle choisi est le modèle inverse 
H(B) de Jiles-Atherton (J-A) présenté au premier chapitre de ce mémoire et dont les 
paramètres sont déterminés à partir des mesures expérimentales. Afin d’illustrer la 
dispersion du comportement d’hystérésis, 4 paramètres sont considérés : le champ coercitif 
Hc, l’induction rémanente Br, le champ maximal Hmax et les pertes Ptot.  

III.4.1. Approches d’identification des paramètres-revue de la littérature 

L’identification des paramètres du modèle de J-A s’effectue à partir d’un cycle majeur 
centré et proche de la saturation. Les paramètres identifiés devraient alors permettre de 
simuler les cycles d’hystérésis du même matériau pour d’autres amplitudes d’excitation. 
Dans sa version originale, la méthode d’identification des 5 paramètres (Ms,k,c,a,α) 
proposée par D.C. Jiles est une procédure itérative, qui donne lieu à la résolution de 
systèmes d’équations non linéaires, à partir de la connaissance de la susceptibilité initiale 
et de certains points particuliers du cycle d’hystérésis [40]. Toutefois, cette méthode peut 
se révéler instable numériquement et ne converge pas systématiquement [6],[39],[41].  

Plusieurs travaux se sont intéressés à une amélioration de la méthode d’identification, 
la plupart étant basés sur des techniques d’optimisation ou de modification du modèle 
original.  La méthode d’identification proposée dans [6] repose sur la minimisation au sens 
des moindres carrés de l’écart entre le cycle majeur expérimental et le cycle simulé par le 
modèle de J-A. Les paramètres identifiés permettent alors d’obtenir un cycle proche du 
cycle sur lequel l’optimisation est faite. Les travaux dans [98],[100] proposent l’utilisation 
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de la technique d’optimisation par algorithme génétique et ceux dans [101],[102] 
l’algorithme du recuit simulé. D’une manière générale, les points communs de ces 
différentes techniques sont d’une part le choix des valeurs des paramètres initiaux de 
l’algorithme (d’autant plus que l’approximation est très sensible au choix de leurs valeurs 
initiales) et d’autre part la définition de la fonction objectif.  

On trouve également les travaux qui ont apporté une certaine modification du modèle 
original, notamment en faisant varier certains paramètres. Dans [100], les auteurs 
proposent une fonction gaussienne pour prendre en compte la variation du paramètre k en 
fonction de l’amplitude du champ appliqué. Cette hypothèse est issue des observations 
selon lesquelles la valeur du paramètre k (lié aux pertes) est élevée à faible niveau 
d’amplitude du champ appliqué, et s’affaiblit pour les valeurs élevées de ce dernier. Ils 
proposent alors la fonction définie par (3-23) pour prendre en compte cette variation: 

     k=k0×exp(-H²/(2×σ²) (3-23) 

 Où k0 est la valeur classique du paramètre k, H le champ appliqué et σ l’écart type de la 
fonction gaussienne représentative de cette variation. Ainsi, le modèle nécessite 
l’identification de 6 paramètres à partir des mesures expérimentales.  

La même hypothèse est reprise dans [104], et porte sur une méthode d’identification 
appelée évolution différentielle. Ainsi, les auteurs proposent une fonction similaire à [100] 
pour représenter la variation de k, en y ajoutant un autre paramètre k1. La fonction qu’ils 
proposent pour prendre en compte la variation est définie par: 

 k=k1+k0×exp(-H²/(2×σ²))=G(H) (3-24) 

Dans cette expression, le premier terme est indépendant du champ d’excitation et le 
second terme définit une fonction gaussienne du champ magnétique appliqué, où k0 et k1 
sont des constantes et σ l’écart-type de la fonction gaussienne. De cette manière, le modèle 
est redéfini par 7 paramètres, entre autres (Ms, k0,k1, σ,c,a,α), à identifier également à partir 
des mesures expérimentales. 

La simulation des cycles d’amplitudes différentes avec les mêmes paramètres peut 
toutefois conduire à des écarts notables avec les cycles expérimentaux, principalement 
pour les cycles mineurs centrés. Afin de limiter cet écart, les travaux dans [6] proposent 
d’intégrer dans la fonction objectif du processus d’optimisation, les écarts avec plusieurs 
cycles d’amplitudes croissantes. De cette manière, l’écart devient moins important. 
Toutefois, ce problème n’est pas abordé dans ce mémoire, et l’on s’intéresse 
particulièrement à l’identification des paramètres du modèle pour un cycle proche de la 
saturation. L’objectif du paragraphe suivant est de comparer les performances des 
différents modèles énumérés précédemment, afin de choisir celui qui soit le plus 
représentatif des échantillons de stator SS.  
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III.4.2. Choix d’un modèle déterministe de l’hystérésis magnétique 

On désigne par M0 le modèle original défini par 5 paramètres (Ms,k,c,a,α), M1 celui à 6 
paramètres (Ms,k0,c,a,α,σ) et dont la variation de k est définie par (3-23), puis finalement 
par M2 celui à 7 paramètres (Ms,k0,k1,c,a,α,σ) où la variation de k est définie par la fonction 
de (3-24). Les précisions de ces 3 modèles sont alors comparées en terme de coefficient de 
précision ajusté R²a donné par (3-3), calculé à partir de l’identification.  

Un échantillon est alors choisi parmi le groupe SS, et l’identification des paramètres est 
faite sur un cycle d’hystérésis d’amplitude 1.5T, mesuré à 5Hz. Par définition, que ce soit 
pour le modèle direct B(H) ou le modèle inverse H(B), les paramètres du modèle de J-A 
sont identiques [22]. Ainsi, on a supposé que les équations représentatives de l’évolution 
de k dans (3-23) et (3-24) seraient également les mêmes en utilisant B ou H comme entrée. 
Les cycles d’hystérésis reconstruits à partir des 3 modèles M0, M1 et M2, ainsi que les 
coefficients R²a associés sont présentés sur les figures 3.29, 3.30 et 3.31. 
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Figure 3.29. Identification des paramètres du modèle M0 de J-A 

On observe que le cycle expérimental est correctement représenté par le modèle 
original M0 (figure 3.29) mais un écart subsiste au niveau des coudes de basculement de 
l’aimantation. Le coefficient R²a identifié dans ce cas vaut 0.93.  

Ms =1727481.13 
k   = 386.53 
c   = 0.55 
a   = 1175.61 
α   = 0.0019 
R²a= 0.93 
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Figure 3.30. Identification des paramètres du modèle M1 de J-A 

Par contre, que ce soit pour le modèle M1 ou le modèle M2, le coefficient R²a identifié 
est de 0.97. On peut notamment observer sur les figures 3.30 et 3.31 que les points 
expérimentaux sont bien approximés par les deux modèles. Ainsi, la prise en compte d’une 
variation du paramètre k en fonction de l’amplitude du champ permet d’améliorer la 
précision du modèle de J-A. On note toutefois que la précision des modèles M1 et M2 est 
similaire compte tenu du coefficient R²a identique. Pour la suite, le modèle déterministe M1 

défini par 6 paramètres est retenu pour la modélisation de l’hystérésis magnétique des 
échantillons du groupe SS. 

Ms = 1696792.45 
k0   = 434.50 
σ   = 1.67 
c   = 0.54 
a   = 1135.67 
α   = 0.0019 
R²a= 0.97 
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Figure 3.31. Identification des paramètres du modèle M2 de JA 

III.4.3.Modélisation probabiliste des paramètres du modèle de 
l’hystérésis magnétique 

Les paramètres du modèle M1 sont identifiés pour tous les échantillons. La procédure 
d’identification est effectuée de la même façon que pour la loi de comportement et les 
pertes, c’est-à-dire en deux étapes: les moyennes empiriques des paramètres obtenus lors 
de la première étape sont utilisées comme paramètres initiaux pour l’identification des 
paramètres définitifs. Les variabilités empiriques des paramètres identifiés sont 
récapitulées dans le tableau 3.14. On peut observer que les variabilités les plus 
significatives sont celles des paramètres k0, a et α qui sont liés, respectivement, aux pertes 
par hystérésis, à l’aimantation anhystérétique et à l’interaction entre les domaines 
magnétiques. 

 

 Ms k0 c a α σ 
Moyenne 1 644 589.41 466.66 0.59 1016.92 17.41×10-4 1.61 
Ecart-type 58 072.947 48.44 0.032 155.02 21.45×10-5  0.11 
Cv en % 3.53% 10.38% 5.45% 15.24% 12.32% 7.17% 

Tableau 3.14. Variabilités empiriques des paramètres (Ms,k0,c,a,α,σ) 

On se propose maintenant de développer des modèles probabilistes prenant en compte 
la dispersion de ces paramètres. On applique toujours la même méthodologie qui consiste à 
développer des modèles dans un cadre paramétrique, et les lois candidates proposées sont 

Ms =1717876.52 
k1   = 189 
k0   = 247.11 
σ   = 0.99 
c   = 0.54 
a   = 1203 
α   = 0.0020 
R²a= 0.97 
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la loi normale, la loi lognormale et la loi uniforme, dont les moments statistiques respectifs 
sont identifiés par la méthode du maximum de vraisemblance. Le test d’adéquation de KS 
est ensuite effectué pour chaque paramètre, et pour chaque loi candidate, l’hypothèse H0 
consiste alors à vérifier l’adéquation de chaque loi proposée pour le paramètre concerné, à 
un risque de 5%.  Les p-values renvoyées par le test sont présentées dans le tableau 3.15. 

 Ms k0 c a α σ 

Loi normale 0.71 0.55 0.89 0.86 0.95 0.78 

Loi lognormale 0.76 0.7 0.93 0.98 0.99 0.82 

Loi uniforme 0.31 0.47 0.71 0.04 0.06 0.53 

Tableau 3.15. p-value des tests de KS des paramètres du cycle d’hystérésis 

Comme on peut le constater dans ce tableau, les hypothèses H0 d’adéquation de la 
distribution de chaque  paramètre selon les lois théoriques proposées ne sont pas rejetées à 
un risque de 5%, sauf pour le paramètre a et pour la loi de distribution uniforme. On peut 
observer également que la loi lognormale présente les p-values les plus élevées pour tous 
les paramètres. Ainsi, les lois des distributions des 6 paramètres que l’on retient pour la 
suite sont des lois log normales.  

Les densités de probabilités des 6 paramètres, ainsi que leurs moments statistiques 
respectifs, sont présentés sur la figure 3.32.  
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Figure 3.32. Histogrammes et densités de probabilité des paramètres (Ms,k0,c,a,α,σ) du modèle M1 

La matrice de corrélation des rangs, donnée dans le tableau 3.16, montre qu’il existe 
une forte dépendance entre les paramètres du modèle.  

 Ms k0 c a α σ 
Ms 1 -0.509 -0.837 0.959 0.942 0.567 
k0 -0.509 1 0.746 -0.415 -0.362 -0.918 
c -0.837 0.746 1 -0.787 -0.759 -0.778 
a 0.959 -0.415 -0.787 1 0.99 0.516 
α 0.942 -0.362 -0.759 0.992 1 0.470 
σ 0.567 -0.918 -0.778 0.5162 0.470 1 

Tableau 3.16. Matrice de corrélation des rangs des paramètres (Ms,k0,c,a,α,σ) du cycle d’hystérésis 

De même que pour les pertes, les distributions marginales des paramètres et leur 
matrice de corrélation des rangs sont intégrées dans la méthode de Iman et Conover. 



136 

III.4.4. Méthode de Iman et Conover hystérésis magnétique-Analyses 
préliminaires 

En premier lieu, les 6 paramètres sont simulés indépendamment selon leur loi de 
distribution respective par la méthode de Monte Carlo et pour N= 100 000 réalisations. La 
matrice Γ de taille (N×6) obtenue, ainsi que la matrice de corrélation des rangs ψ du 
tableau 15 servent ensuite d’entrées dans l’algorithme de la méthode de Iman et Conover. 
Les objectifs sont alors, d’une part, de vérifier si les lois de distribution marginales des 
composantes de Γ’  sont cohérentes avec celles de Γ puis, d’autre part, de vérifier si la 
matrice de corrélation des rangs ψ’  obtenue coïncide avec ψ. 

Le test statistique d’adéquation de KS est alors appliqué, et l’hypothèse H0 consiste à 
tester si les loi de distribution marginale de chaque composante de Γ’  sont des lois log 
normales, à un risque de 5%. Les p-values renvoyées par le test, pour les 6 paramètres sont 
supérieures à 0.8, ce qui permet de ne pas rejeter l’hypothèse H0 à un risque de 5%, ou plus 
précisément que chaque composante de Γ’  est distribuée selon une loi lognormale. 

On note par ailleurs que les moments statistiques des composantes de Γ’  sont 
quasiment les mêmes que ceux de Γ, avec un écart maximal inférieur à 0.1%, comme 
récapitulés dans le tableau 3.17.  

 Référence Simulé 
Ms Lognormale (14.32,0.0342) Lognormale (14.33,0.03415) 
k0 Lognormale (6.138,0.0982) Lognormale (6.138,0.09815) 
c Lognormale (-0.5393, 0.055) Lognormale (-0.5393, 0.0548) 
a Lognormale (6.921, 0.1406) Lognormale (6.921, 0.1404) 
α Lognormale (-6.354, 0.116) Lognormale (-6.354, 0.116) 
σ Lognormale (0.474, 0.068) Lognormale (0.474, 0.0675) 

 
Tableau 3.17. Lois de distribution marginale de référence des paramètres (Ms, k0,k1, σ,c,a,α), et celles 

obtenues par la méthode de Iman et Conover 

La matrice de corrélation des rangs ψ’de Γ’ est reportée dans le tableau 3.18 et les 
écarts avec la matrice de corrélation des rangs de référence ψ sont résumés dans le tableau 
3.18. L’écart maximal obtenu est de 1.32% pour les paramètres c et k0, ce qui est très 
satisfaisant.  

 Ms k0 c a Α σ 
Ms 1 -0,506 -0,827 0,956 0,937 0,561 
k0 -0,506 1 0,737 -0,409 -0,359 -0,912 
c -0,827 0,737 1 -0,777 -0,752 -0,771 
a 0,956 -0,409 -0,777 1 0,991 0,518 
α 0,937 -0,359 -0,752 0,991 1 0,465 
σ 0,561 -0,912 -0,771 0,518 0,465 1 

Tableau 3.18. Matrice de corrélation des rangs des paramètres du modèle hystérétique 
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 Ms k0 c a a σ 
Ms - 0,54% 1,23% 0,41% 0,59% 1,12% 
k0 0,54% - 1,32% 1,56% 1,02% 0,67% 
c 1,23% 1,32% - 1,21% 0,95% 0,86% 
a 0,41% 1,56% 1,21% - 0,08% 0,20% 
α 0,59% 1,02% 0,95% 0,08% - 1,02% 
σ 1,12% 0,67% 0,86% 0,20% 1,02% - 

Tableau 3.19. Ecart des matrices de corrélations des rangs des paramètres du modèle hystérétique 

Le vecteur des paramètres simulés, regroupés dans Γ’ , est maintenant utilisé dans la 
suite pour la modélisation de la dispersion des points caractéristiques du cycle d’hystérésis 
des échantillons SS, en régime quasi-statique. 

III.4.5.Simulation de la variabilité des points caractéristiques-validation 
du modèle 

Pour une amplitude de B donnée, et pour chaque réalisation du vecteur Γ’ des 
paramètres (Ms,k0,c,a,α,σ), un cycle d’hystérésis est obtenu. Une procédure automatique 
permet ensuite d’identifier les points caractéristiques (Hc,Br,Hmax,Ptot) de chaque cycle 
simulé. Pour N = 100 000 réalisations, les points identifiés sur les N cycles simulés forment 
des variables aléatoires, respectivement Hc(θ), Br(θ), Hmax(θ) et Ptot(θ) (figure 3.33). Les 
points simulés sont alors comparés avec les points caractéristiques expérimentaux 
synthétisés dans le tableau 3.20.  

 Br Hc Hmax Ptot 
Moyenne 0.73 177.22 1724.73 0.62 

Ecart-type 0.029 10.35 79.08 0.03 
Cv % 3.98 5.84 4.59 5.63 

Tableau 3.20. Variabilité empirique des points caractéristiques expérimentaux des cycles d’hystérésis 
à 5Hz et 1.5T 

Le test statistique de comparaison de lois de distribution de KS est appliqué, afin de 
tester l’hypothèse H0 d’égalité des FDR, à un risque de 5%. Les p-values du test de KS 
calculées, les FDR des 4 points caractéristiques identifiées à partir des réalisations du 
modèle probabiliste et des points caractéristiques expérimentaux sont présentées sur la 
figure 3.34. Les p-values obtenues nous permettent alors de ne pas rejeter l’hypothèse H0 
d’égalité des FDR, à un risque de 5%. 
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Figure 3.33. Identification des points caractéristiques pour quelques cycles simulés 

Les médianes expérimentales et simulées sont ensuite comparées et résumées dans le 
tableau 3.21. L’écart maximal est de 2.4% pour le champ coercitif Hc. Cet écart serait 
notamment  lié à la p-value du test de KS qui est la plus faible pour ce paramètre.   

 Br Hc Hmax Ptot 
Médiane 

expérimentale 
0.740 180.78 1702 0.627 

Médiane simulée 0.734 176.31 1726.6 0.619 
Ecart en % 0.87% 2.4% 1.3% 1.24% 

Tableau 3.21. Médianes expérimentales simulées des 4 points caractéristiques du cycle d’hystérésis 
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(a) 
p-value = 0.078 

(b) 
p-value = 0.21 
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Figure 3.34. Fonction de répartition expérimentale et simulée pour les 4 points caractéristiques du 
cycle d’hystérésis 

Les IC à 95% des points caractéristiques identifiés par le modèle probabiliste sont 
finalement comparés avec les points caractéristiques expérimentaux, comme présentés sur 
les graphiques de la figure 3.35. Sur ces figures, et pour chaque point caractéristique, on 
peut observer que toutes les données expérimentales sont comprises dans l’IC. On peut 
alors conclure que le modèle probabiliste permet également de prendre en compte la 
dispersion des points caractéristiques des cycles d’hystérésis des échantillons SS.  
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Figure 3.35. IC à 95% et données expérimentales des points caractéristiques du cycle d’hystérésis 

III.4.6.Validation croisée sur le modèle probabiliste 

Comme pour les modèles précédents des pertes et de la loi de comportement, et afin de 
vérifier le comportement du modèle probabiliste des paramètres de l’hystérésis magnétique 
sur d’autres échantillons du même lot et de la même chaîne de fabrication, la MVCS est 
appliquée. Pour cela, les données expérimentales des points caractéristiques sont divisées 
en deux sous-groupes SGM (20 points) et SGT (8 points). Les moments statistiques de la 
loi de distribution de chaque paramètre et la matrice de corrélation des rangs ψ sont alors 
identifiés sur les échantillons du groupe SGM. La matrice de corrélation des rangs ψ ainsi 
que la matrice formée par les N=20 000 réalisations indépendantes des paramètres sont 
ensuite implémentées dans l’algorithme de Iman et Conover. Des vérifications 
préliminaires de la matrice obtenue ont montré que les lois de distributions marginales, les 
moments statistiques et les intervalles de définition des composantes sont conservés. Par 
ailleurs, l’écart maximal au niveau des matrices de corrélation des rangs expérimentales et 
obtenues par la méthode de Iman et Conover est de 1.2%. 

Les dispersions des points caractéristiques du groupe SGM sont ensuite simulées par le 
modèle. Ainsi, les p-values du test de KS, à un risque de 5% pour l’égalité des FDR 
simulées et des données expérimentales des échantillons SGM sont reportées dans le 
tableau 3.22. Comme on peut le constater dans ce tableau, les hypothèses H0 d’égalité des 
FDR ne sont pas rejetées pour les 4 points caractéristiques.  

 Br Hc Hmax Ptot 
p-value 0.38 0.085 0.65 0.15 

Tableau 3.22. p-value test de KS sur SGM des 4 points caractéristiques du cycle d’hystérésis 
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Par ailleurs, les écarts des médianes entre les données expérimentales du groupe 
SGM et la modélisation, pour chaque point caractéristique, sont reportés dans le 
tableau 3.23. L’écart maximal est de 2.45%, encore une fois pour le paramètre Hc. 

 Br Hc Hmax Ptot 
Médiane 

expérimentale 
0.730 173.75 1740.38 0.612 

Médiane simulée 0.722 178.02 1732 0.617 
Ecart en % 1.11% 2.45% 0.48% 0.7% 

Tableau 3.23. Ecarts des médianes des échantillons SGM et des médianes simulées des 4 points 
caractéristiques du cycle d’hystérésis 

Un IC à 95% est finalement identifié à partir du modèle et comparé avec les points 
caractéristiques expérimentaux des échantillons des groupes SGM et SGT, comme 
présentés sur la figure 3.36.  
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On peut observer sur chaque figure que les points caractéristiques des échantillons 
SGM et SGT sont compris dans l’IC à 95%. Ceci nous emmène à conclure, d’une part, sur 
la validité du modèle construit à partir des échantillons SGM et, d’autre part, sur la validité 
du modèle pour la prise en compte de la dispersion des échantillons SGT. 

III.6.Comparaison des différents modèles 

L’objectif de cette section est de comparer les modèles probabilistes développés pour la 
loi de comportement, les pertes et l’hystérésis magnétique. La comparaison porte, d’une 
part sur la médiane et, d’autre part sur l’IC à 95% obtenus pour chaque modèle. Dans un 
premier temps, les résultats obtenus avec le modèle anhystérétique H(B) du paragraphe 
III.2 sont comparés avec ceux obtenus avec le modèle hystérétique, pour le niveau de 
Bmax=1.5T. Le tableau 3.24 récapitule la variabilité de Hmax obtenue par les deux modèles. 

 Modèle anhystérétique Modèle hystérétique Ecart en % 
Médiane 1745 1732 0.5% 

Quantile à 2.5% 1615.22 1595.29 1.24% 
Quantile à 97.5% 1885 1842.13 2.28% 

Tableau 3.24. Ecarts des médianes et des quantiles obtenus par le modèle anhystérétique H(B) et le 
modèle hystérétique pour Bmax=1.5T 

 
Dans ce tableau, on constate que les caractéristqiues de tendance centrale et de 

dispersion obtenues par les deux modèles sont proches.  
Dans un second temps, on compare également ces valeurs dans le cas des pertes du 

modèle développé au paragraphe III.3 avec celui simulé par le modèle hystérétique, à 5 Hz 
et pour Bmax=1.5T. Les écarts sont récapitulés dans le tableau 3.25. 

 Modèle des pertes Modèle hystérétique Ecart en % 
Médiane 0.598 0.619 3.5% 

Quantile à 2.5% 0.552 0.524 1.8% 
Quantile à 97.5% 0.698 0.717 2.72% 

Tableau 3.25. Ecarts des médianes et des quantiles obtenus par le modèle analytique des pertes et le 
modèle hystérétique à 5Hz et pour Bmax=1.5T 

Dans ce tableau, l’écart au niveau des médianes obtenus par les deux modèles est de 
3.5%. Ceci est notamment du aux précisions liées à l’identification des paramètres pour le 
modèle analytique des pertes, entre autre les paramètres (kh, α). D’une manière générale, 
on peut conclure que les valeurs obtenues par les deux modèles sont proches.  
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Conclusion du chapitre 3 

Ce troisième chapitre s’est focalisé sur le développement de modèles stochastiques 
prenant en compte les dispersions des lois de comportement, des pertes fer et de 
l’hystérésis magnétique en régime quasi-statique pour les échantillons SS. Les approches 
utilisées sont similaires à celles  utilisées dans le domaine de la mécanique des matériaux, 
principalement pour la modélisation stochastique de l’aspect aléatoire de la fatigue des 
matériaux. Les mêmes démarches sont également adoptées pour le développement des trois 
modèles stochastiques, à savoir le choix d’un modèle déterministe, l’identification des 
paramètres sur l’ensemble des trajectoires expérimentales, le développement du modèle 
probabiliste des paramètres puis la validation du modèle par un test statistique et la 
méthode de validation croisée dans un cadre stochastique. 

Le développement des modèles probabilistes, prenant en compte la dispersion des 
paramètres des modèles, est fait dans un cadre paramétrique, et les lois de distributions 
proposées sont la loi normale, la loi log normale et la loi uniforme. Le choix de la loi de 
distribution s’est ensuite basé sur la valeur de la p-value retournée par le test d’adéquation 
de KS, à un risque de 5%. Les lois de distributions ainsi que la forme de dépendance des 
paramètres sont ensuite intégrées dans l’algorithme de Iman et Conover. Avec cette 
méthode, les lois de distribution marginale de chaque paramètre sont conservées, et la 
matrice de corrélation obtenue est également proche de celle que l’on souhaite obtenir.  

Les modèles développés sont ensuite validés par les données expérimentales. Il faut 
noter par ailleurs que les variabilités de la loi de comportement H(B), des pertes et de 
l’hystérésis obtenues à 5Hz et à 1.5T sont proches.  
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Conclusion générale 

Ce mémoire de thèse a présenté une approche de type probabiliste pour la 
quantification et la modélisation de l’impact des procédés de fabrication sur les propriétés 
magnétiques d’un circuit magnétique statorique à base de tôles. 

Dans une première étape, nous avons présenté les différentes grandeurs magnétiques 
d’intérêt pour ce travail et le principe d’aimantation des matériaux ferromagnétiques doux. 
Nous avons ensuite revu les modèles déterministes fréquemment rencontrés dans la 
littérature, entre autres les modèles de type anhystérétique, les modèles empiriques de 
pertes fer basés sur l’approche de séparation des pertes proposée par Bertotti. Dans ce 
cadre, l’approche d’identification des paramètres des différentes composantes des pertes 
(pertes par hystérésis, pertes classiques et pertes excédentaires), basée sur la connaissance 
de la conductivité du matériau et une procédure d’optimisation, a été présentée. Deux 
modèles déterministes de type hystérétiques, en régime statique, ont ensuite été abordés. 
Le premier modèle, celui de Jiles-Atherton, est basé sur des considérations énergétiques 
sur les déplacements des parois de Bloch au sein du matériau, et le deuxième modèle, celui 
proposé par Preisach, assimile le matériau ferromagnétique à un ensemble de 
commutateurs unitaires bistables. L’identification des paramètres des différents modèles 
s’effectue systématiquement à partir des données expérimentales. 

Nous avons ensuite effectué une synthèse bibliographie sur l’influence des procédés de 
fabrication sur les propriétés magnétiques (loi de comportement, pertes). D’une manière 
générale, la modification se manifeste par une détérioration de la perméabilité magnétique 
et une augmentation des pertes, principalement les pertes par hystérésis. Plus précisément, 
et pour la loi de comportement, cette détérioration est d’autant plus significative au niveau 
du coude de saturation, et devient moins prononcée lorsque l’on est proche de la saturation. 
Pour les pertes, cette détérioration se manifeste pour tous les niveaux d’induction B 
(respectivement de champ H). Les approches basées sur la séparation des pertes dans la 
littérature montrent alors que cette augmentation est principalement liée aux composantes 
des pertes par hystérésis. Toutefois, il est difficile de généraliser les résultats obtenus, et les 
travaux traitant de la modélisation de ces influences dans la littérature sont assez rares. Il 
faut par ailleurs noter la non-répétabilité de cette détérioration d’un échantillon à l’autre, et 
ce, pour des échantillons issus d’une même chaîne de fabrication. 

Dans une seconde étape, nous nous sommes intéressés à l’étude de deux groupes 
d’échantillons de stators de machines électriques. Le premier groupe est constitué de 5 
échantillons de stator fabriqués à partir de tôles empilées (SE), et le second groupe de 28 
échantillons de stators fabriqués à partir d’enroulement de tôles ou slinky stator (SS). Les 
deux groupes sont fabriqués à partir d’une tôle de même grade (M800-50A) et ont les 
mêmes dimensions. L’objectif de l’expérimentation était alors de quantifier la variabilité 
inter et intra-groupe de la culasse des échantillons des deux groupes. Pour cela, les 
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échantillons ont été bobinés manuellement, de la même façon que la caractérisation 
d’échantillons toriques: un enroulement primaire pour l’excitation et un enroulement 
secondaire pour la mesure du flux magnétique. Les analyses préliminaires réalisées nous 
ont permis de conclure que les bruits de mesures et incertitudes géométriques (répétabilité 
des mesures, influence du bobinage manuel et intervalle de tolérance mécanique) ne sont 
pas significatifs. L’exploitation des outils de la statistique descriptive nous a ensuite permis 
de quantifier une variabilité significative pour la loi de comportement et les pertes des 
échantillons SS. En ce qui concerne la loi de comportement, cette variabilité est d’autant 
plus notable lorsque l’on considère le modèle dit inverse H(B). Toutefois, ceci n’a pas été 
le cas pour les échantillons SE, que ce soit pour la loi de comportement ou les pertes. Nous 
avons ensuite considéré les lois de comportement moyennes et les pertes moyennes des 
deux groupes. Comme attendu, les échantillons SE sont plus performants magnétiquement. 
L’application des méthodes de séparation des pertes nous a ensuite permis d’observer que 
l’écart des pertes entre les deux groupes se situe principalement au niveau des pertes par 
hystérésis. En d’autres termes, la variabilité des pertes par hystérésis des échantillons SS 
est supérieure à celle obtenue pour les pertes dynamiques globales. Ces résultats reflètent 
que l’impact du procédé de fabrication des échantillons du groupe SS, en plus d’introduire 
des contraintes (punching et enroulement) entraînant l’augmentation des pertes par 
hystérésis, est inhomogène au sein du lot de stators étudié. 
 

Afin de prendre en compte la variabilité des propriétés magnétiques des échantillons du 
groupe SS, nous avons développé des modèles stochatiques de la loi de comportement, des 
pertes et de l’hystérésis magnétique, en régime quasi-statique. La démarche utilisée est 
similaire aux travaux présentés dans d’autres domaines de la physique, principalement les 
travaux portant sur les aspects aléatoires ayant trait à la fatigue des matériaux. La 
démarche de modélisation se résume alors par les étapes suivantes : 

� Choix d’un modèle déterministe 
� Identification des paramètres du modèle retenu 
� Modélisation probabiliste des paramètres  
� Validation du modèle par une expérimentation numérique et l’application d’un test 

statistique.  
Pour la première étape, nous avons utilisé le coefficient de précision et la méthode de 

validation croisée dans un cadre déterministe afin de comparer les modèles existants.  La 
modélisation probabiliste des paramètres identifiés est ensuite réalisée dans un cadre 
paramétrique, avec les lois candidates de types loi normale, lognormale et uniforme, puis le 
test de Kolmogorov Smirnov est appliqué. Pour la validation du modèle, l’aspect 
dépendance entre les paramètres a été pris en compte par la méthode de Iman et Conover, 
lorsque les lois de distribution marginales retenues des paramètres ne sont pas toutes 
gaussiennes. Les modèles développés ont ensuite été validés par des tests statistiques et la 
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méthode de validation croisée dans un cadre stochastique, à partir des données 
expérimentales. 

Les résultats obtenus nous ont montré que les trois modèles considérés (modèle 
anhystérétique, modèle analytique des pertes et modèle hystérétique), à 1.5T et 5Hz sont 
proches, et sont représentatifs de la variabilité des propriétés magnétiques des échantillons 
étudiés. 

D’une manière générale, et bien que la démarche adoptée dans le cadre de cette thèse 
est appliquée sur des échantillons de stators de machines électriques, elle peut être 
généralisée au cas de phénomènes soumis à l’incertitude.  

 
Perspectives 
 

Dans ce mémoire, une approche de type probabiliste est utilisée pour la prise en 
compte de la variabilité des échantillons SS issus d’une chaîne de fabrication. Les travaux 
existants ont montré que le procédé de récuit permet de retrouver tout ou partie des 
propriétés magnétiques initiales des matériaux (cf Chapitre 1, paragraphe I.5.2). Ainsi, une 
perspective de ce travail de thèse serait d’investiguer l’influence de ce procédé sur les 
propriétés magnétiques des échantillons. Cette analyse peut alors laisser penser que la 
variabilité des propriétés magnétiques des échantillons serait réduite. Il serait également 
intéressant de mener une analyse quant à la détérioration des propriétés magnétiques au 
niveau des dents de stators. 

D’autre part, la deuxième perspective naturelle de ce travail de thèse est 
l’implémentation des modèles identifiés dans le code de calcul par éléments finis 
disponible au sein du laboratoire. En ce qui concerne les pertes, le modèle développé nous 
a déjà permis de réaliser le calcul en post-traitement des pertes d’une machine synchrone à 
aimants permanents.  
Pour la loi de comportement, il est nécessaire de trouver des méthodes autres que la 
méthode de Monte Carlo afin de réduire le temps de calcul. Dans ce cas, il peut être 
envisagé de propager les incertitudes liées à la loi de comportement anhystérétique dans le 
cadre d’une approche spectrale de type chaos polynômial. 
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Annexes 

ANNEXE A 

A.1.Tendances centrales et de dispersion 

Par définition, les quantiles sont les indicateurs permettant de partager les observations en 
k sous ensembles égaux. Leur identification est grandement simplifiée à partir d’une 
représentation par boite à moustache illustrée par la figure A.1.  

 

 

 

 

 FIG.A.1: Boite à moustaches et quantiles 
 

Sur cette figure, Q1, Q2, Q3 sont respectivement le premier, le deuxième (ou médiane) et le 
troisième quartile des observations. L’écart inter quartile est la distance entre Q1 et Q3, et 
représente les valeurs extrêmes d’une dispersion de 50 % des effectifs autour de la 
médiane. LIF et UIF sont calculés à partir des relations (A-1) et (A-2), et permettent 
d’identifier les points aberrants au niveau des données. 

 LIF=Q1-1,5IQ (A-1) 

 UIF=Q3+1,5IQ (A-2) 

 

A.2.Test de comparaison des moyennes ou ANOVA à un facteur 

Etant donné k groupes (ou échantillons), le test de comparaison de moyennes, plus connu 
sous test "ANOVA" ou Analyse de la variance, est un test paramétrique permettant de 
tester s’il existe ou non  des différences significatives entre les moyennes d’un groupe. 

Supposons que les données puissent être résumées par la variable xij avec ni1 ≤≤ et 

kj1 ≤≤ où n est le nombre d’observations de chaque groupe et k le nombre de groupes, 

ces données peuvent être schématisées par le tableau A.1. 
 

Q3 

 

 

Q1 
Q2 

Lower Inner Fence 
(LIF) 

Upper Inner Fence 
(UIF) 
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 Groupe1 Groupe2 … Groupe k 

Effectif n1 n2 … nk 
Mesure 11x  12x  … k1x  
Mesure 21x  22x  … k2x  

… … … … … 
Moyennes 1µ  2µ   kµ  

 
TAB.A.1. Données pour test Anova 

 
L’hypothèse à tester est alors : 
H0 : µ1= µ2=… = µk 
Contre 
H1 : Il existe au moins un groupe qui se distingue significativement des autres 
Le test ANOVA repose sur la décomposition de la variation totale des données en deux 
composantes: SCE (variabilité des moyennes conditionnelles ou variation intergroupe) et 
SCR (variabilité à l’intérieur d’un groupe ou variation intragroupe). La variabilité totale 
SCT est la somme de SCE et SCR. Mathématiquement, on a la relation : 

 ( ) ( ) ( )
2K

1k

kn

1i
kik

2n

1i

n

1k
kk

2

i xxxxnxx ∑∑∑ ∑
= == =

−+−=−  (A-3) 

Où K est l’effectif des groupes à comparer, kn l’effectif dans le groupe k, kx la moyenne du 

groupe k et n l’effectif total des échantillons. 
La statistique F du test est donnée par : 

 
( )
( )1kSCR

knSCE
F

−×
−×=  (A-4) 

Sous l’hypothèse 0H , F suit la loi de Fisher à (k-1, n-k) degré de libertés. Pour un seuil 

critique α fixé, le test permet de rejeter H0 si F est supérieure à la valeur critique calculée à 
partir de la loi de Fisher (quantile d’ordre 1- α à (k-1, n-k) degré de libertés de la loi de 
Fisher). La région critique du test est définie par : 

 ( )kn,1kFF 1 −−≥ −α  (A-5) 

Pour l’application du test ANOVA, il faut vérifier les hypothèses suivantes: 
� L’indépendance des observations 
� Normalité des observations 
� L’égalité des variances (homoscédasticité) 

La vérification de l'indépendance des échantillons est laissée à l'expérimentateur car elle 
dépend de la façon dont les données ont été relevées. Quant à la normalité des 
observations, il est possible de la vérifier graphiquement par la mise en œuvre des tests 
classiques d’adéquation. L’homoscédasticité peut être vérifiée par le test de Bartlett, dont 
la statistique est donnée par: 
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Avec   ∑
=

=
k

1i
inN  (effectif total), et k le nombre de groupes considérés 

∑
=−

=
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i

2

p S
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1
S  , où Si est la variance du groupe i. 

Sous l’hypothèse H0, T suit la loi du Chi-deux à k-1 degrés de liberté. La région critique du 
test est définie par: 

 
2

1k,T −≥ αχ  (A-7) 

où 2

1k, −αχ  est le quantile d’ordre α de la loi de Chi-deux à k-1 degrés de libertés.  

Dans les logiciels classiques de statistique, les résultats du test sont souvent déduits à partir 
de la p-value du test. Celle-ci est définie par la probabilité : 

 ( )2
1k,TPp −≥= αχ  (A-8) 

Cette valeur est alors  lue dans la table des fractiles de la loi du Chi-deux. L’hypothèse H0 
n’est pas rejetée si la p-value du test est supérieure au risque α que l’on s’est fixé.  
Si l’une des conditions d’application du test ANOVA n’est pas vérifiée, l’analyse de 
variance peut se faire à l’aide de la version non paramétrique du test nommé test de 
Kruskall-Wallis et s’applique sur les rangs des observations. La statistique du test est 
donnée par: 

 ( ) ( )
2k

1i
ki rrn

1NN

12
K ∑

=

−
+

=  (A-9) 

Où kr et r sont respectivement la moyenne des rangs du groupe k et la moyenne des rangs 

des observations. Sous l’hypothèse H0, K suit la loi du Chi-deux à k-1 degré de liberté.  
La région critique du test est définie par: 

 ( )1kK 2

1 −≥ −αχ  (A-10) 

Où ( )1k2

1 −−αχ  est le quantile d’ordre 1-α  à (k-1) degré de liberté. 

Dans la plupart des logiciels statistiques, la décision de rejet de l’hypothèse H0 s’appuie, le 
plus souvent, sur des approximations par le calcul des probabilités critiques ou la p-value 
du test. Ainsi, l’hypothèse H0 est rejetée lorsque la p-value est inférieure au risque α que 
l’on s’est fixé. 
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ANNEXE B  

B.1. Modélisation stochastique d’une variable aléatoire 

La modélisation stochastique d’une variable aléatoire s’effectue systématiquement à 
partir d’observations. Les objectifs de la modélisation probabiliste d’une variable aléatoire 
consistent alors à attribuer une valeur à chaque observation, puis d’identifier sa loi de 
distribution, ainsi que ses différents moments. 

B.1.1.Formulation du problème 

Pour la modélisation d’une variable aléatoire, deux cas peuvent se présenter : 
- Peu ou pas d’informations sur la variable à modéliser:  

Lorsque aucune information n’est disponible sur la variable à modéliser, la loi de 
distribution peut être construite à partir des bases de données de connaissances sur la 
variable à modéliser (ou jugement d’experts). Lorsque peu d’informations sont disponibles 
(moyenne, support de la variable,….), la méthode du maximum d’entropie peut être mise 
en oeuvre. 

- Des observations sont disponibles pour la variable à modéliser :  
L’objectif de la méthode statistique est alors de tirer, au vu des observations, une inférence 
au sujet de la loi de probabilité générant ces observations (loi de probabilité, moments 
statistiques). 

B.1.1.1. Méthode du maximum d’entropie  

Le principe du maximum d’entropie a été introduit pour la première fois par Jaynes 
[55] en 1957 pour l’attribution d’une loi de probabilité à une variable aléatoire lorsque la 
connaissance sur cette variable est incomplète, c’est- à dire si peu ou pas d’informations 
sur celle-ci est disponible. Etant donné une variable aléatoire discrète X de n réalisations 
{x1, x2,…xn}, et la probabilité pi associée à chaque réalisation, la quantité d’information I i 
apportée par chaque réalisation de xi est donnée par: 

 







=

i
i p

1
lnI  (B-1) 

Le raisonnement intuitif conduisant à cette expression est que plus un événement est rare, 
plus le gain d'information obtenu par sa réalisation est grand. L'utilisation du logarithme 
rend additif le gain total d'information obtenu par la réalisation de plusieurs événements 
indépendants [55],[56]. L’entropie d’un processus au sens de Shannon est définie comme 

la somme pondérée des informations individuelles de chaque réalisationip , telle que : 
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En généralisant au cas d’une variable aléatoire de densité de probabilité f(x) continue, à 

valeurs dans R, l’entropie est définie par :  

 ∫
+∞

∞−

−= dx))x(fln()x(f)x(H  (B-3) 

La méthode du maximum d’entropie consiste à maximiser (B-3), tout en respectant les 
contraintes auxquelles la variable devrait répondre (support de la variable, différents 
moments, …) et qui sont entièrement déterminées à partir d’un jugement d’experts ou des 
bases de données de connaissance antérieures. Ces contraintes s’expriment 
mathématiquement par: 

 ∫
+∞

∞−

= 1dx)x(f  (B-4) 

 ∫
+∞

∞−

= ii fdx)x(f)x(g  (B-5) 

Les contraintes définies par (B-4) et (B-5) sont respectivement la condition d’existence de 
la variable aléatoire et les informations disponibles (moments), avec i=  1,…n. 
Par exemple, si la moyenne m de la  variable aléatoire X est connue, (B-5) s’exprime sous 
forme d’une intégrale: 

∫
+∞

∞−

= mdx)x(xf  

Cette méthode conduit généralement au choix des lois suivantes [54]: 
� Uniforme si la plage de variation du paramètre est borné 
� Exponentielle si la moyenne du paramètre est connue et si la plage de variation est 

bornée 
� Normale si la moyenne et l’écart-type du paramètre sont connus et la plage de 

variation non bornée. 

B.1.1.2. Modélisation statistique en présence d’observations 

Des n réalisations {x1, x2,…xn} indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) d’une 
variable aléatoire X sont disponibles, et l’on souhaite déterminer sa loi de distribution f(x). 
La résolution de ce type de problème est regroupée selon deux catégories de méthodes: les 
méthodes dites paramétriques et celles dites non paramétriques. Par définition, les 
méthodes dites paramétriques supposent que la loi génératrice des n réalisations de la 
variable aléatoire X est celle d’une loi de probabilité f(x,θ) connue (ou par hypothèse), où 
seul le vecteur de paramètres θ est inconnu et appartient à un espace vectoriel de 
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dimension finie. Les méthodes dites non paramétriques ne font pas d’hypothèse sur la loi 
de probabilité commune à ces observations, et le problème revient à alors à estimer 
directement la loi de probabilité de X et d’autres grandeurs comme la moyenne, l’écart-
type. 

a- Méthodes paramétriques 

Les méthodes dites paramétriques procèdent selon plusieurs étapes [48] : 
1. Exploitation des outils de la statistique descriptive pour fixer des ordres de 

grandeurs sur les données, comme les moments (moyennes, écart-type ) …), les 
modes, les rangs, tracer les histogrammes, etc. 

2. Proposition d’une ou plusieurs familles de distribution paramétrique f(x,θ) 
(normale, lognormale,…) capables de modéliser les observations, puis 
identification des paramètres regroupés dans le vecteur θ de la loi de probabilité f. 

3. Application des tests statistiques pour la vérification et la validation des hypothèses 
probabilistes à posteriori. 

Pour la deuxième étape, la statistique inférentielle fournit des éléments permettant de 
spécifier du mieux possible, à partir de l’échantillon observé, le modèle probabiliste qui a 
engendré les données : détermination du modèle et estimation des paramètres inconnus. 
Pour ce faire, différentes méthodes existent, telles que la méthode des moments, la 
méthode du maximum de vraisemblance qui seront détaillées dans les paragraphes 
suivants.  

a-1- Méthode des moments  

La méthode des moments consiste à estimer les paramètres de la loi de probabilité 
proposée, à partir des moments empiriques de l’échantillon observé. Elle est une 
généralisation de la loi faible des grands nombres qui stipule que "pour une suite de 

variables aléatoires i.i.d., avec n suffisamment grand, les moyens empiriques convergent 

presque sûrement en probabilité vers l’espérance mathématique de ces variables ", et qui 
s’exprime mathématiquement par: 

 ( ) 0  x...xx
n

1
   P  ,0 n21

n
=















 ≥−+++>∀

+∞→
εµε lim  (B-6) 

Où la moyenne empirique est estimée par :  

 ∑
=

=
n

1i
iX

n

1
X  (B-7) 

Et la variance empirique par: 

 ( )∑
=

−
−

=
n

1i
i XX

1n

1
)X(V  (B-8) 
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L’identification des paramètres de la loi de distribution avec cette méthode se ramène 
alors à la résolution d’un système d’équations, formé par les moments empiriques. 

Exemple: 

On dispose de n réalisations {x1, x2,…xn} d’une variable aléatoire X, distribués selon une 
loi gamma de paramètres θ = (a, λ)T . L’espérance et la variance de X sont respectivement 
donnés par: 

 ( )
λ
a

XE =  (B-9) 

 ( )
2

a
XV

λ
=  (B-10) 

De manière équivalente, a et λ s’expriment par : 

 
( )
( )XV

XE
a

2

=  (B-11) 

 
( )
( )XV

XE=λ  (B-12) 

Si µ̂ et 2σ̂ sont respectivement la moyenne (B-7) et la variance empirique (B-8) de ces 

réalisations, les estimateurs de a et  λ sont donnés par: 

 2

2

ˆ

ˆ
â

σ
µ=  (B-13) 

 2ˆ

ˆˆ
σ
µλ =  (B-14) 

La faiblesse de cette méthode réside sur le fait que lorsque la taille de l’échantillon n’est 
pas suffisamment grande, la loi des grands nombres n’est plus valide, et par conséquent, 
les moments empiriques n'approchent plus suffisamment bien les moments théoriques. 

a-2- La méthode du maximum de vraisemblance 

La méthode du maximum de vraisemblance (MV) [46],[48],[60] est basée sur la 
remarque selon laquelle le choix des meilleures valeurs du vecteur de paramètres inconnus 
θ serait celui qui donne aux observations {x1, x2,…xn} la plus grande probabilité. A cette 
probabilité est associée la fonction de vraisemblance, définie par: 

 ∏
=

=
n

1i
in21 ),x(f),x,...x,x(L θθ  (B-15) 

Généralement, on prend le logarithme de la fonction de vraisemblance afin de convertir la 
multiplication répétitive en une addition répétitive. Dans ce cas, on définit la fonction log 
vraisemblance (LV): 
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 ∑
=

==
n

1i
in21n21 ),x(flog()),x,...x,x(Llog(),x,...x,x(LV θθθ  (B-16) 

Le meilleur estimateur θ̂ est alors obtenu en maximisant cette fonction : 

 );x,...x(LV( max arg ˆ
n1

Rθ n

θθ
θ∈

=  (B-17) 

� Exemple  

A titre d’illustration, supposons que des observations xi sont distribués selon une loi 

normale de densité de probabilité f, où µ et σ sont inconnues: 

 ( ) ( ) ( )









 −−== 2
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σµθ  (B-18) 

La fonction log vraisemblance LV est alors définie par : 

 ( ) ( ) ( )
∑∑
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x
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µπσθθ  (B-19) 

Les estimateurs µ̂ etσ̂ de µ etσ  par maximum de vraisemblance sont obtenus 

analytiquement par la résolution des équations aux dérivées partielles suivantes: 
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� Estimateur d’erreur  

La matrice d’information de Fisher permet de quantifier la sensibilité d’une distribution par 
rapport à un vecteur de paramètres θ contenu dans ce dernier. Pour ce faire, on prend 
l’inverse de l’espérance négative de la dérivée seconde de la fonction LV: 

 ( )
1

T

2
1 LV

EI

−
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∂∂
∂−=
θθ

θ  (B-22) 

Où I(θ) la matrice d’information de Fisher.  

b- Méthodes non paramétriques 

Avec les méthodes dites non paramétriques [65],[66],[67], on ne fait plus l’hypothèse que 
la loi de probabilité commune aux observations appartienne à une famille de lois 
paramétrées connues. 
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Le problème revient alors à estimer directement la densité de probabilité f(x) en chaque 

point x. On note ( )xf̂ x  l’estimateur de la densité de probabilité. L’histogramme permet de 

faire une estimation grossière de la densité et consiste à ranger les observations {x1, 

x2,…xn} en plusieurs classes sous forme d’intervalles[ [i1i a,a −  (pour la classe i), et 

d’amplitude Ψi=ai-ai-1. On obtient ainsi un graphique simple dont l’abscisse est constituée 
par les observations, rangées en plusieurs classes et l’ordonnée par la hauteur hi d’un 
rectangle telle que : 

 n

1

aa

n
h

1ii

i
i ×

−
=

−
 (B-23) 

Où ni est le nombre d’observations contenues dans l’intervalle i. 
Les principaux inconvénients de l’estimation de la densité par cette méthode sont les 
suivants [63]: 

� La plage de données doit être connue à l'avance afin d'allouer efficacement les 
classes 

� A cause de la discontinuité dexf̂ , le lissage de la densité est quasiment impossible 

(le résultat obtenu est toujours en escalier) 
� L’efficacité de l’estimation dépend non seulement des largeurs des classes mais 

aussi de la localisation des différentes classes. 
Pour remédier à ces problèmes, on définit une classe plus générale d’estimateur dit 

estimateur à noyau ou de Parzen-Rozenblatt, qui consiste à représenter la courbe de la 
densité de probabilité d’une manière plus lisse que celle de l’histogramme avec une 

dérivée première continue. L’estimateur à noyau ( )xf̂ x  est défini comme le cumul des 

fonctions K de chaque observation sur tout le domaine, et donné par : 

 ( ) ∑
=








 −×=
n

1i

i
x h

xx
K

h

1

n

1
xf̂  (B-24) 

Où K(x) est la fonction à noyau et n la taille de l’échantillon. 
Par définition, h est le paramètre de lissage et  représente une fenêtre qui, centrée sur 
chaque observation, détermine le degré de lissage de l’estimation de la fonction de densité. 

L’estimateur ( )xf̂ x  est donc une moyenne arithmétique de fonctions donnant à chaque 

observation xi un poids 1/h si elle appartient à l’intervalle centré sur x. 
Parmi les noyaux différents noyaux, on trouve: 

- Le noyau dit triangulaire tel que : 

 ( ) u1 )u(K −=  si u∈[-1 ;1]   (B-25) 

- Le noyau dit gaussien tel que :  
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x
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2

π
  (B-26) 
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- Le noyau d’Epanechnikov tel que : 

 ( ) ( ) 1u pour   u1
4

3
)x(K 2 ≤−=   (B-27) 

En pratique, c’est le choix de h qui est très sensible [63],[64]: les courbes représentatives 
de f sont très irrégulières si h est petit et très plates si h est trop grand.  
La règle générale pour l’identification de la valeur optimale du paramètre h repose sur la 
minimisation de deux critères [65]. On peut alors considérer l’erreur quadratique moyenne 
MSE qui est définie par l’espérance du carré de la différence entre une fonction théorique 

g(x) et la fonction estimée ( )xĝ : 

 ( ) ( )( )[ ]2 xĝxg EMSE −=   (B-28) 

On peut également utiliser le critère erreur quadratique intégrée IMSE  qui est définie par 
l’intégration de (B-28) sur tout le domaine de x : 

 ( ) ( )( )[ ]dx xĝxg EIMSE 2  ∫
+∞

∞−

−=   (B-29) 

Des exemples d’application de la méthode non paramétrique et des discussions sur le choix 
du paramètre de lissage et de l’utilisation des noyaux, pour l’analyse des distributions et 
des inégalités de revenus sont présentés dans [64]. Ils montrent que l’estimation non 
paramétrique préalable par la méthode du noyau peut guider utilement le praticien dans le 
choix d’une hypothèse paramétrique sur la loi de la variable étudiée. Selon les noyaux 
utilisés, et pour une amélioration de l’approximation, ils proposent différentes valeurs de h, 
déduites de la règle dite de pouce: 

Noyau gaussien      5/1nˆ 06.1h −= σ   (B-30) 

Noyau 
d’Epanechnikov 

5/1nˆ 1h −= σ   (B-31) 

Où σ̂  est l’écart-type empirique de l’échantillon.  

Les travaux dans [65], portant sur l’estimation de la distribution des crues annuelles par 
l’utilisation des distributions non paramétriques mettent également l’accent sur le calcul du 
paramètre de lissage h de la densité non paramétrique à partir d’une méthode dite plug-in 
et la méthode des moindres carrés avec validation croisée.   

D’une manière générale, et dans la plupart des logiciels statistiques, le choix de la 
valeur optimale de h est déterminé par la règle gaussienne ou de Silverman, données 
respectivement par : 
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= σ   (B-32) 
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Où (Q3-Q1) est l’inter quartile empirique de l’échantillon (cf Annexe A.1). 
La figure B.1 illustre l’influence du choix du paramètre de lissage h  en appliquant les 
règles précédentes, où h=0.1 correspond à la valeur de h obtenue par (B-33). 
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FIG.B.1: Influence du paramètre de lissage h pour l’estimation de la densité normale centrée 

réduite  
 

B.2.Tests d’ajustement ou d’adéquation à une loi donnée 

Etant donné les n réalisations {x1, x2,…xn} d’une variable aléatoire X, les tests 
d’adéquation consistent à vérifier l’adéquation de ces réalisations avec une distribution 
théorique connue f0(x, θ), où θ est le vecteur des paramètres de la loi de distribution 
supposé générer ces réalisations et identifié au préalable (à partir des méthodes d’inférence 
statistique). Les hypothèses à tester sont définies par : 

H0 : "l’échantillon est distribué selon la loi de probabilité f0(x, θ)" 
Contre 

H1: "l’échantillon n’est pas distribué selon la loi de probabilité f0(x, θ)" 
L’idée générale des tests d’adéquation consiste à comparer la fonction de répartition 
empirique des observations avec celle théorique. La fonction de répartition empirique est 
une fonction en escalier construite à partir de la relation: 

 ( )
] ]

( )i
1,

n

1i
n x

n

1
xF̂

∞−=
∑= 1   (B-34) 

On rejette alors l’hypothèse H0 si les fonctions de répartitionnF̂  empiriques et F0 de la loi 

théorique sont suffisamment éloignées. Parmi les différents types de test d’adéquation, on 
peut citer celui de Kolmogorv Smirnov (KS) ayant pour statistique: 

 ( ) ( ){ } xFxF̂  maxn D 0nRxn −= ∈   (B-35) 
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Ainsi, pour ce test, la vérification repose sur l’évaluation de l’écart maximal vertical entre 
les deux fonctions de répartition. La région critique du test au risque α est définie par: 

 ( )nkD :RC n α≥   (B-36) 

Où kα(n) est la valeur du seuil critique α lue dans la table des valeurs critiques de KS, et n 
la taille des observations. 

Une autre variante du test est celui de Cramer-Von-Mises (CVM). L’objectif du test est 
également de tester l’adéquation d’une fonction de répartition empirique avec une 
distribution théorique, en évaluant la somme des écarts entre les deux fonctions de 
répartition à partir de l’ensemble des données. La statistique du test est définie par: 

 ( ) ( )[ ] ( )xdFxFxF̂n 0

2 

-
0nn ∫

+∞

∞
−=δ   (B-37) 

D’une manière équivalente, on démontre que: 
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1i2
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 −−+=δ  (B-38) 

La région critique du test au risque α est définie par: 

 ( )nL :RC n αδ ≥   (B-39) 

Où Lα(n) est la valeur du seuil critique α lue dans la table des valeurs critiques de CVM, et 
n la taille des observations. 

B.3.Test non paramétrique de comparaison de lois de distribution 

Les tests d’adéquation, comme son nom l’indique, permettent de vérifier l’adéquation 
des observations avec une loi de distribution théorique. Il se peut que l’on s’intéresse 
également à comparer les lois de distribution supposées inconnues de deux échantillons 
indépendants X et Y, de tailles respectives n1 et n2. Les hypothèses à tester sont alors 
définies par: 

H0 : FX = FY  

Contre 

H1 : FX ≠  FY  

Pour ce faire, l’approche du test consiste à construire les fonctions de répartitions 
empiriques des deux échantillons à partir de la relation (B-34), de mesurer leur écart, puis 
de rejeter H0 si cet écart est trop élevé. Le test de KS du paragraphe précédent peut alors 
être généralisé pour ce type de problème. 
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Soient ( )xF̂ X

1n  et ( )xF̂ Y

2n , respectivement les fonctions de répartitions de X et Y. La 

statistique du test est définie par : 

 ( ) ( ){ }  xF̂xF̂   max
nn

nn
 D Y

2n

X

1nRx

21

21

2n1n −
+

= ∈   (B-40) 

La région critique du test au risque α est définie par: 

 ( )212n,1n n,nkD :RC α≥   (B-41) 

De même que précédemment, kα(n1, n2) est lue dans la table des valeurs critiques de KS 
(test d’homogénéité de deux échantillons). 

B.4.Notions de p-value et approximation du seuil critique 

Dans la plupart des logiciels statistiques, la décision de rejet de l’hypothèse H0 
s’appuie, le plus souvent, sur des approximations par le calcul des probabilités critiques ou 
la p-value du test. En d’autres termes, la p-value est la probabilité d’obtenir un test 
statistique au moins aussi extrême que celui qui a été observée, en supposant que 
l’hypothèse nulle H0 soit vraie. Ainsi, la lecture de la sortie du logiciel consiste 
généralement à rejeter H0 si la p-value calculée est inférieure au risque α que l’on s’est 
fixé. Pour le test de KS, plusieurs approximations sont disponibles dans la littérature  et 
leur précision dépend surtout de la taille des échantillons. Une approximation assez précise 
est présentée dans [50] et consiste en premier lieu à calculer la statistique transformée : 

 2n,1n

21

21 D
nn

nn
 

+
=χ   (B-42) 

Où 
2n1nD  est la statistique du test calculée à partir de (B-40) et n1 et n2 sont respectivement 

la taille des échantillons. La relation qui permet d’obtenir directement la probabilité 
critique du test est donnée par : 

 ( ) ( ) ( )²²j2exp12TP
1j

1j

χχ −−=≥
++∞

=
∑   (B-43) 

Où T est la distribution de la loi asymptotique de KS et 1<j<n. Ainsi, l’hypothèse H0 est 
rejetée si (B-43) est inférieure au risque α. En se limitant aux trois premiers termes de la 
somme des termes en j, on a une autre approximation de la p-value en appliquant les règles 
suivantes [69]: 

 

- Si 27.00 ≤≤ χ alors p=1 

- Si ( ) ( )2259 233701.1-exp où Q   QQQ
506628.2

1p alors 127.0 −×=++−=≤≤ χ
χ

χ   

- Si ( ) ( ) 2-exp où Q   QQQQ2p  alors 1.31 21694 −×=−+−=<≤ χχ  
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- Si  0p alors 1.3 =≥χ  

La décision de rejet ou non de H0 est alors déduite de la valeur de p calculée.  
Une autre approximation très simplifiée est présentée dans [71]. Son utilisation requiert des 
effectifs assez élevés de n1 et n2. Ainsi, l’hypothèse de rejet ou de non rejet de H0 dépend 
essentiellement du risque α fixé et du facteur multiplicatif correspondant, selon le tableau 
suivant: 
 

Risque α dα(n1,n2) 
0.1 ( ) ( )2111 nn/nn22.1 ×+  

0.05 ( ) ( )2111 nn/nn36.1 ×+  

0.025 ( ) ( )2111 nn/nn48.1 ×+  

0.01 ( ) ( )2111 nn/nn63.1 ×+  

0.005 ( ) ( )2111 nn/nn73.1 ×+  

0.001 ( ) ( )2111 nn/nn95.1 ×+  

 
TAB.B.1. Seuils critiques pour le test de KS 

 
Ainsi, à un risque α fixé, l’hypothèse H0 est rejetée si la statistique 

2n1nD définie par (B-40) 

est supérieure à dα(n1,n2).  
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MODELISATION STOCHASTIQUE DE LA VARIABILITE DES PRO PRIETES 
MAGNETIQUES DES MATERIAUX FERROMAGNETIQUES-APPLICAT ION SUR DES 
STATORS DE MACHINES ELECTRIQUES 

RESUME : Dans le domaine du génie électrique, plusieurs travaux de recherche portent sur l’étude 
de l’impact des procédés de fabrication sur les propriétés magnétiques des matériaux 
ferromagnétiques. Cet impact se traduit par une détérioration de la perméabilité magnétique, et une 
augmentation des pertes, principalement des pertes par hystérésis. Il faut noter toutefois que ces 
études sont, pour la plupart, purement quantitatives et les travaux traitant de la modélisation des ces 
influences sur la loi de comportement et les pertes sont assez rares. En outre, la non répétabilité des 
procédés de fabrication induit souvent une variabilité sur les caractéristiques des matériaux 
magnétiques. Ce phénomène peut être attribué, entre autre, à un phénomène d’usure ou de 
vieillissement des différents outils utilisés sur la chaîne de fabrication. Le travail présenté propose 
une approche de type probabiliste, pour l’étude de l’impact des procédés de fabrication sur deux 
groupes d’échantillons de stators de machines électriques. Les deux groupes, fabriqués à partir de 
tôles de même grade (M800-50A), sont de mêmes dimensions et diffèrent par leur procédé de 
fabrication : le premier est issu d’un enroulement d’une bande de tôle poinçonnée et l’autre d’un 
empilement de tôles découpées au laser. La mise en œuvre des outils de la statistique a permis 
d’observer que les échantillons  fabriqués à partir d’empilement de tôles sont plus performants 
magnétiquement. En outre, la variabilité des propriétés magnétiques des échantillons fabriqués à 
partir de tôles enroulées a été mise en évidence. Un modèle probabiliste de la loi de comportement, 
des pertes et de l’hystérésis magnétique, prenant en compte cette variabilité, a alors été développé. 
Ces modèles ont ensuite été validés à partir des données expérimentales et des tests statistiques. 
Mots clés  : loi de comportement, pertes, hystérésis magnétique, stator empilé, stator enroulé, 
variabilité, modèle stochastique. 
 
 
 
STOCHASTIC MODELING OF MAGNETIC PROPERTIES VARIABIL ITY OF SOFT 
MAGNETIC MATERIAL: APPLICATION ON STATORS OF ELECTR ICAL MACHINES 

ABSTRACT : In the field of electrical engineering, many researches focused on studying the impact 
of manufacturing processes on the magnetic properties of soft magnetic materials. This impact 
results in a deterioration of the magnetic permeability, and increase of iron losses, mainly of 
hysteresis losses. However, it should be noticed that these studies are mostly purely quantitative, 
and works dealing with the modeling of these influences on behavioral law and losses are few. 
Moreover, the non repeatability of the manufacturing processes often induces variability in the 
magnetic materials properties. This phenomenon may be due to the ageing or the tools wear used 
on a production chain. The present work introduces a probabilistic approach to the study of the 
impact of manufacturing processes onto the magnetic properties of two groups of stator samples of 
electric machine. Both groups are made from the same electrical steel standard grade (M800-50A), 
have the same size and differ in their manufacturing process: stacked and enrolled lamination. The 
implementation of statistical tools allowed assessing that samples made from stacked laminations 
are magnetically more efficient. Furthermore, the variability of magnetic properties of samples 
made from enrolled laminations has been demonstrated. A stochastic model of the behavior law, 
iron losses and magnetic hysteresis, taking into account this variability was then developed, and 
validated using experimental data and statistical tests. 
Keywords  : behavior law, iron loss, magnetic hysteresis, stacked lamination, enrolled lamination, 
variability, stochastic model. 
 
  
 


