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✹ ❍♦✇ ❝♦✉❧❞ '♣❛&✐❛❧ ❤❡&❡0♦❣❡♥❡✐&② ❞❡❝0❡❛'❡ ❞✐'❡❛'❡ '❡✈❡0✐&②❄ ✽✸

❍❛❜✐'❛' ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐'② ✐* ❝"✉❝✐❛❧ ❢♦" '❤❡ *♣"❡❛❞ ♦❢ *♣❛'✐❛❧❧② *'"✉❝'✉"❡❞ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥*✳ ■' ❝❛♥ ❜❡
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❞❡"❝$✐❜❡❞ ❜② ❢♦✉$ ❝♦♠♣♦♥❡♥."✿ .❤❡ ♣$♦♣♦$.✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❣$❡❣❛.✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤❛❜✐.❛. .②♣❡"✱ .❤❡

❛❜✐❧✐.② ♦❢ .❤❡ ♦$❣❛♥✐"♠ .♦ .❤$✐✈❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ❤❛❜✐.❛. ❛♥❞ ✐." ❞✐"♣❡$"❛❧ ❛❜✐❧✐.②✳ ❚❤✐" ❝❤❛♣.❡$ ❛✐♠"

❛. ❞❡.❡$♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ .❤❡"❡ ❢♦✉$ ❝♦♠♣♦♥❡♥." ✐♥.❡$❛❝. ✐♥ ♦$❞❡$ .♦ ❛✛❡❝. .❤❡ "♣$❡❛❞ ♦❢ ❛ ♣❛.❤♦❣❡♥

♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ❛. .❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ "❝❛❧❡✳

✺ ▼✉#❛♥# ❡'#❛❜❧✐'❤♠❡♥# ❛♥❞ ❝♦❡①✐'#❡♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ ♣❛#❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦#②♣❡' ✶✵✺

❙❡❧❡❝.✐♦♥ ❢♦$ ;✉❛♥.✐.❛.✐✈❡ .$❛✐." ✐♥✢✉❡♥❝❡" ♣❛.❤♦❣❡♥ ❡✈♦❧✉.✐♦♥ ✐♥ ❛❣$✐❝✉❧.✉$❛❧ ♣❛.❤♦"②".❡♠"

✐♥ ❛ ✇❛② .❤❛. ❝❛♥ $❡"✉❧. ✐♥ ❞✐✛❡$❡♥.✐❛❧ ❛❞❛♣.❛.✐♦♥ .♦ ❤♦". ✈❛$✐❡.✐❡"✳ ■. ✐" ❝$✉❝✐❛❧ .♦ ❦♥♦✇

✇❤✐❝❤ ♣❛.❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦.②♣❡" ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✈❛$✐❡.②✳ ❯"✐♥❣ ❛ "✐♠✉❧❛.✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❡

".✉❞② ❝♦♥❞✐.✐♦♥" ❢♦$ ♠✉.❛♥. ❡".❛❜❧✐"❤♠❡♥. ❛♥❞ ".❛❜❧❡ ❝♦❡①✐".❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛.❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦.②♣❡" ✐♥

❛❣$✐❝✉❧.✉$❛❧ ❧❛♥❞"❝❛♣❡"✳

■■■ ▲♦♥❣ %❡'♠ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ ♣❛%❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥1 ✶✷✾

✻ ❊✈♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ '♣❡❝✐❛❧✐'❛#✐♦♥ ✐♥ '♣❛#✐❛❧ ♠❡#❛♣♦♣✉❧❛#✐♦♥' ✶✸✸

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ♦❢ ❡✈♦❧✉.✐♦♥❛$② ♣$✐♥❝✐♣❧❡" ♠❛② ♣$♦✈✐❞❡ $❡❧❡✈❛♥. .♦♦❧" .♦ ♠❛✐♥.❛✐♥ ❛❣$✐❝✉❧.✉$❡

♣$♦❞✉❝.✐✈✐.② ✇❤✐❧❡ $❡❞✉❝✐♥❣ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥.❛❧ ✐♠♣❛❝."✳ ■♥ ♣❛$.✐❝✉❧❛$✱ ❛❞❛♣.✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝" ❛❧❧♦✇"

.♦ ❞❡"❝$✐❜❡ ♣❤❡♥♦.②♣✐❝ ❝❤❛♥❣❡" ✐♥ ❛♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥✳ ❲❡ ✉"❡❞ "✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣$♦❛❝❤ ✐♥ ♦$❞❡$

.♦ ".✉❞② .❤❡ ❞②♥❛♠✐❝" ♦❢ "♣❡❝✐❛❧✐"❛.✐♦♥ ✐♥ ❛ "♣❛.✐❛❧❧② ❤❡.❡$♦❣❡♥❡♦✉" ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥.✳

■❱ ❉✐1❝✉11✐♦♥ ✶✻✼

✼ ●❡♥❡>❛❧ ❞✐'❝✉''✐♦♥ ✶✻✾

❚❤❡ .$❛♥"✐.✐♦♥ ✐♥.♦ ❛♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥.❡♥"✐✈❡ ❛❣$✐❝✉❧.✉$❡ ✇✐❧❧ $❡;✉✐$❡ .♦ ♠♦❜✐❧✐"❡ ❛♥ ❛""♦❝✐❛.✐♦♥

♦❢ ❡✛❡❝.✐✈❡ ❛❣$♦♥♦♠✐❝ ❧❡✈❡$"✳ ❆♠♦♥❣ .❤❡"❡✱ ❝$♦♣ ❣❡♥❡.✐❝ ❞✐✈❡$"✐.② ✐" ❛ ♣$♦♠✐"✐♥❣ ✇❛② ❜✉. ✐.

$❡;✉✐$❡" .❤❡ ❞❡"✐❣♥ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝.✐✈❡ ".$❛.❡❣✐❡"✳ ■♥ .❤✐" "❡❝.✐♦♥ ✇❡ ❞✐"❝✉"" .❤❡ ♣♦.❡♥.✐❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛.✐♦♥"

♦❢ .❤✐" .❤❡"✐" ✇♦$❦ ♦♥ .❤❡ ❞❡"✐❣♥ ♦❢ "✉".❛✐♥❛❜❧❡ ".$❛.❡❣✐❡" ❢♦$ ❞✐"❡❛"❡ ❝♦♥.$♦❧ ✐♥ ❛❣$✐❝✉❧.✉$❛❧

❧❛♥❞"❝❛♣❡"✳

❇✐❜❧✐♦❣>❛♣❤② ✶✼✺

❙✉♣♣♦>#✐♥❣ ✐♥❢♦>♠❛#✐♦♥ ✶✾✸
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✷✳✶ ❋$❡&✉❡♥❝✐❡+ ♦❢ .❤❡ +.✉❞✐❡❞ ✇❤❡❛. ✈❛$✐❡.✐❡+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✷ ◆✉♠❜❡$ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝.❡❞ ✐+♦❧❛.❡+ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛$✐❡.② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✸ ◆✉♠❜❡$ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝.❡❞ ✐+♦❧❛.❡+ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♣❛.❤♦.②♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✹ ❉❡✜♥✐.✐♦♥+ ♦❢ .❤❡ ♠❛✐♥ .❡$♠+ ❛♥❞ ♣❛$❛♠❡.❡$+ ✉+❡❞ ✐♥ .❤✐+ +.✉❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✺ ❱❛❧✉❡+ ♦❢ .❤❡ C1 ❝$✐.❡$✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✻ ❱❛❧✉❡+ ♦❢ .❤❡ C2 ❝$✐.❡$✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✸✳✶ ❚$❛♥+✐.✐♦♥+ ♦❢ .❤❡ +.♦❝❤❛+.✐❝ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✹✳✶ ❚$❛♥+✐.✐♦♥+ ♦❢ .❤❡ +.♦❝❤❛+.✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✹✳✷ ❙❡♥+✐.✐✈✐.② ✐♥❞✐❝❡+ ♦❢ GStot✱ GSRV ❛♥❞ GSSV ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
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✶✳✷ ❈❧❛66✐✜❝❛,✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦6②6,❡♠6 ❛❝❝♦$❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡✐$ 6✉6❝❡♣,✐❜✐❧✐,② ❛♥❞ ❞✐✈❡$6✐,② ✳ ✳ ✶✶

✶✳✸ ❋♦✉$ ✈✐❡✇6 ♦❢ ,❤❡ $❡❧❛,✐♦♥6❤✐♣ ❜❡,✇❡❡♥ ♥✐❝❤❡ ❛♥❞ 6♣❡❝✐❡6 ❞✐6,$✐❜✉,✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✶ ❖$❞❡$❡❞ ❢$❡A✉❡♥❝✐❡6 ♦❢ ✐6♦❧❛,❡6 ♦❢ ,❤❡ ♣❛,❤♦,②♣❡6 ✐❞❡♥,✐✜❡❞ ✐♥ ,❤❡  ✉❝❝✐♥✐❛

&'✐&✐❝✐♥❛ 6✉$✈❡② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✷ ❊✈♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛❢ $✉6, ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐6❡❛6❡ 6❝♦$❡6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✸ ●$❛♣❤✐❝❛❧ $❡♣$❡6❡♥,❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ 6,❛,❡✲6♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✹ F♦6,❡$✐♦$ ♣$❡❞✐❝,✐✈❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✺ F♦6,❡$✐♦$ ❞❡♥6✐,✐❡6 ♦❢ ♣❛$❛♠❡,❡$6 α ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✷✳✻ F♦6,❡$✐♦$ ❞❡♥6✐,✐❡6 ♦❢ ♣❛$❛♠❡,❡$6 β ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
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✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛,❡❞ ✜❡❧❞ ♣❛,,❡$♥6 ✇✐,❤ ❝♦♥,$♦❧❧❡❞ ▲F■6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✺ ❊①❛♠♣❧❡6 ♦❢ ✜❡❧❞ ♣❛,,❡$♥6 ❤❛✈✐♥❣ ,❤❡ 6❛♠❡ ▲F■6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✻ ❊①❛♠♣❧❡6 ♦❢ 6✐♠✉❧❛,❡❞ ❧❛♥❞6❝❛♣❡ 6,$✉❝,✉$❡6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✼ ❘❡❛❧ ✜❡❧❞ ♣❛,,❡$♥6 ❞$❛✇♥ ,♦❣❡,❤❡$ ✇✐,❤ ♣❛,❝❤❡6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✽ ▲✐♠✐,6 ♦❢ ♣❛,❝❤ ❞❡❧✐♠✐,❛,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✸✳✾ ❉✐6♣❡$6❛❧ ❢✉♥❝,✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐6♣❡$6❛❧ $❛,❡6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✶✵ ❊♣✐❞❡♠✐❝6 6♣$❡❛❞ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡ ♣❛,❝❤ 6✐③❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✸✳✶✶ ❙❝❤❡♠❛,✐❝ $❡♣$❡6❡♥,❛,✐♦♥ ♦❢ ❛ 6❡♥6✐,✐✈✐,② ❛♥❛❧②6✐6 ✇✐,❤ ❛ ❧❛♥❞6❝❛♣❡ ❛6 ❛♥ ✐♥♣✉,

❢❛❝,♦$ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✸✳✶✷ ▼✐①❡❞✱ ♠♦6❛✐❝ ❛♥❞ ❣$♦✉♣❡❞ ❛❧❧♦❝❛,✐♦♥ 6,$❛,❡❣✐❡6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✶✸ ●$❛♣❤✐❝❛❧ $❡♣$❡6❡♥,❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❍▲■❘ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✸✳✶✹ F❛,❤♦❣❡♥ ✐♥✈❛6✐♦♥ ♣$❡❞✐❝,❡❞ ❜② R
(1)
0 ✱ R

(2)
0 ❛♥❞ 6✐♠✉❧❛,❡❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝6 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✶✺ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

①✈✐✐
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✹✳✶ ❊①❛♠♣❧❡* ♦❢ ❧❛♥❞*❝❛♣❡* ✇✐2❤ ❞✐✛❡5❡♥2 ✈❛5✐❡2② ❛❧❧♦❝❛2✐♦♥* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✹✳✷ ●5❛♣❤✐❝❛❧ 5❡♣5❡*❡♥2❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝* ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✹✳✸ ▼❡❛*✉5❡ ♦❢ *♣❛2✐❛❧ ❡①♣❛♥*✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✹✳✹ ●❛✐♥ ✐♥ 2❡5♠ ♦❢ ✐♥2❡❣5❛2❡❞ ❣5❡❡♥ *✉5❢❛❝❡ ♣5♦✈✐❞❡❞ ❜② 2❤❡ ✐♥25♦❞✉❝2✐♦♥ ♦❢ ❘❱ ✾✺

✹✳✺ ■♥2❡❣5❛2❡❞ ❣5❡❡♥ *✉5❢❛❝❡ ❢♦5 ❡❛❝❤ ✈❛5✐❡2② ❛❝❝♦5❞✐♥❣ 2♦ RV ♣5♦♣♦52✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹✳✻ ❙♣❛2✐❛❧ ❡①♣❛♥*✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣❛2❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ ❛* ❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ 2✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✹✳✼ ❙❡♥*✐2✐✈✐2② ✐♥❞✐❝❡* ❢♦5 ❡❛❝❤ R
(RV )
0 *❡♣❛5❛2❡❧② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✹✳✽ ❋✐22❡❞ ✈❛❧✉❡* ❛♥❞ ♦❜*❡5✈❛2✐♦♥ ♦❢ GSRV ❛* ❛ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ R
(RV )
0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✹✳✾ ❊*2✐♠❛2✐♦♥ ♦❢ ♣❛5❛♠❡2❡5* GSmin✱ a ❛♥❞ b ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✶ ❇❛*✐❝ 5❡♣5♦❞✉❝2✐✈❡ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛2❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦2②♣❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛5✐❡2② ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✺✳✷ ❘❡❧❛2✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡* ♦❢ ❣❡♥♦2②♣❡ P3 ❛2 2❤❡ ❧❛♥❞*❝❛♣❡ *❝❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✺✳✸ ❉✐*25✐❜✉2✐♦♥ ♦❢ ✐♥25❛✲✜❡❧❞ 5❡❧❛2✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ P3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✺✳✹ ❉✐✛✉*❡ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ ✈! ❧♦❝❛❧✐*❡❞ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✺✳✺ ■♥2❡5❛❝2✐♦♥ ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ ❧❛♥❞*❝❛♣❡ *25✉❝2✉5❡ ❛♥❞ 2❤❡ ✐♥✐2✐❛❧ ♣♦*✐2✐♦♥ ♦❢ ✐♥♦❝✉❧✉♠✶✶✽

✺✳✻ ❘♦❧❡ ♦❢ 2❤❡ ✐♥✐2✐❛❧ ♣♦*✐2✐♦♥ ♦❢ ✐♥♦❝✉❧✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✺✳✼ ❈♦❡①✐*2❡♥❝❡ ♦❢ 2❤❡ ♣❛2❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦2②♣❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✺✳✽ ❙♣❛2✐❛❧ ❝♦❡①✐*2❡♥❝❡ ♦❢ 2❤❡ ♣❛2❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦2②♣❡* ✐♥ 2❤5❡❡ ❧❛♥❞*❝❛♣❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✺✳✾ ❙♣❛2✐❛❧ 5❡♣❛52✐2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣❛2❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥* ❛❝❝♦5❞✐♥❣ 2♦ 2❤❡ ✈❛5✐❡2②

❛❧❧♦❝❛2✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✺✳✶✵ ❊✛❡❝2 ♦❢ 2❤❡ ❞✐*♣❡5*❛❧ 5❛♥❣❡ ♦♥ 2❤❡ ♣❛2❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ *♣❛2✐❛❧ *25✉❝2✉5❡ ✳ ✳ ✶✷✹

✺✳✶✶ P❛2❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ *♣❛2✐❛❧ *25✉❝2✉5❡ ✇❤❡♥ 2❤❡ ❞✐*♣❡5*❛❧ 5❛♥❣❡ ✐* ❧❛5❣❡ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✻✳✶ ❊①❛♠♣❧❡* ♦❢ *✐♠✉❧❛2❡❞ ❡✈♦❧✉2✐♦♥❛5② 25❛❥❡❝2♦5✐❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✻✳✷ ❚❤❡ ❤✐❡5❛5❝❤✐❝❛❧ ♠❡2❛♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ *25✉❝2✉5❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✻✳✸ ❘❡♣❛52✐2✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐2❛2* ✐♥ 2❤❡ ❧❛22✐❝❡ ❡♥✈✐5♦♥♠❡♥2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✻✳✹ ❙2❛❜✐❧✐2② ♦❢ 2❤❡ ❣❡♥❡5❛❧✐*2 *25❛2❡❣② ❛❝❝♦5❞✐♥❣ 2♦ ❤❛❜✐2❛2 2 ♣5♦♣♦52✐♦♥ ❛♥❞

❛❣❣5❡❣❛2✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✻✳✺ ❙❡♥*✐2✐✈✐2② ❛♥❛❧②*✐* ♣❡5❢♦5♠❡❞ ♦♥ 2❤❡ ❜5❛♥❝❤✐♥❣ ❝5✐2❡5✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✻✳✻ ❇5❛♥❝❤✐♥❣ ❝5✐2❡5✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♣❧♦22❡❞ ❛❣❛✐♥*2 2❤❡ ❛❣❣5❡❣❛2✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✻✳✼ ❈♦♠♣❛5✐*♦♥ ❜❡2✇❡❡♥ ❛♥❛❧②2✐❝❛❧ ❛♥❞ *✐♠✉❧❛2✐♦♥ 5❡*✉❧2* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✻✳✽ ❚✐♠❡ 2♦ 5❡❛❝❤ 2❤❡ *✐♥❣✉❧❛5 *25❛2❡❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✻✳✾ ❙♣❡❝✐❛❧✐*2 25❛✐2 ✈❛❧✉❡* ❛2 2❤❡ ❡S✉✐❧✐❜5✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✻✳✶✵ ❊✈♦❧✉2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ✇✐2❤✐♥ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ ♣❤❡♥♦2②♣✐❝ ✈❛5✐❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✻✳✶✶ ❚✐♠❡ 2♦ 5❡❛❝❤ 2❤❡ *2❛❜❧❡ *25❛2❡❣✐❡* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✻✳✶✷ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ 2❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛❞❛♣2❛2✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✶ "✉❝❝✐♥✐❛ ()✐(✐❝✐♥❛ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✾
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♣❧❛♥$❡& ❝✉❧$✐✈1❡& ❡$ ❞✬❛♥✐♠❛✉① ❞♦♠❡&$✐7✉❡& ✭❆❧$✐❡.✐✱ ✶✾✾✾✮✳ ❈❡$$❡ $.♦♣ ❢♦.$❡ ❤♦♠♦❣1♥1✐$1
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❡$ ❡❧❧❡ ✈✐&❡ ❡&&❡♥$✐❡❧❧❡♠❡♥$ ❧❡& 1❝❤❡❧❧❡& ❞❡ ❧❛ ♣❛.❝❡❧❧❡ ❡$ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❝✉❧$✉.❛❧ ✭❞❡& .♦$❛$✐♦♥& ❝♦✉.$❡&
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✇❛② ❢♦" "❡❞✉❝✐♥❣ '❤❡ "✐*❦ ♦❢ ♦❝❝✉""❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥' ♦❢ ❞✐*❡❛*❡* ✐♥ ❝"♦♣*✳ ❉✐✈❡"*✐✜❝❛'✐♦♥

*'"❛'❡❣✐❡* ❤❛✈❡ ❛❧"❡❛❞② ❜❡❡♥ *'✉❞✐❡❞ ❛' '❤❡ ✇✐'❤✐♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❝"♦♣ ❝②❝❧❡ *❝❛❧❡*✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ '❤❡

"❡♣❧❛❝❡♠❡♥' ♦❢ ❛ ♣❡*'✐❝✐❞❡ ❜② ❛ ❣❡♥❡'✐❝ *♦❧✉'✐♦♥ "❡K✉✐"❡* '♦ ♠❛♥❛❣❡ '❤❡ ❣❡♥❡'✐❝ "❡*♦✉"❝❡*

❝❛"❡❢✉❧❧② ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝'✐✈❡❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠❛♥② ❡①❛♠♣❧❡* *❤♦✇ ❛ "❡*✐*'❛♥❝❡ ❜"❡❛❦❞♦✇♥ ✇❤❡♥

"❡*✐*'❛♥❝❡* ❛"❡ ✇✐❞❡❧② ✉*❡❞ ✭❲♦❧❢❡ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛"③❜❛❝❤✱ ✶✾✼✽❀ ❙❛♠❜♦"*❦✐✱ ✶✾✽✺❀ ❇❛②❧❡*

❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✿ ❧✐❦❡ ❛♥② ✜♥✐'❡ "❡*♦✉"❝❡✱ ✈❛"✐❡'② "❡*✐*'❛♥❝❡* ❛"❡ *✉❜❥❡❝' '♦ '❤❡ ❵'"❛❣❡❞② ♦❢

'❤❡ ❝♦♠♠♦♥*✬ ✭❍❛"❞✐♥✱ ✶✾✻✽✮✱ ❛ ♥♦♥✲"❛'✐♦♥❛❧ ✉*❡ ♦❢ '❤❡ "❡*♦✉"❝❡ ❧❡❛❞* '♦ ✐'* ❡①'✐♥❝'✐♦♥✳ ■'

✐* '❤❡"❡❢♦"❡ ♥❡❝❡**❛"② '♦ ❞"❛✇ ♥❡✇ '❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦"❣❛♥✐*❛'✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐'✐♦♥* '♦ *✉*'❛✐♥❛❜❧②

♠❛♥❛❣❡ '❤✐* "❡*♦✉"❝❡ ✐♥ ❛ ♣"♦❞✉❝'✐✈❡ *②*'❡♠ ❜❡❝❛✉*❡ ✐'* ✉*❡ ❛' '❤❡ '❡""✐'♦"② *❝❛❧❡ "❡K✉✐"❡*

*✐❣♥✐✜❝❛♥' ❝❤❛♥❣❡* ❜♦'❤ ✐♥ ❢❛"♠✐♥❣ *②*'❡♠* ❛♥❞ ✐♥ '❤❡ ♦"❣❛♥✐*❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛❝'♦"*

✭❇✉'❛✉❧' ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ M"❡✈✐♦✉* *'✉❞✐❡* ❤❛✈❡ ❛''❡♠♣'❡❞ '♦ ♣"♦❞✉❝❡ '❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛❞✈✐❝❡ ❢♦"

❢❛"♠❡"* '❤❛' ✐♥❝❧✉❞❡* "♦'❛'✐♦♥* ✐♥ '✐♠❡ ❛♥❞ *♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡"❡♥' "❡*✐*'❛♥❝❡ ❣❡♥❡*✱ ♣②"❛♠✐❞✐♥❣

*'"❛'❡❣✐❡* ♦" '❤❡ ✉*❡ ♦❢ ♠✉❧'✐❧✐♥❡* ♦" ♠✐①'✉"❡* ♦❢ ❝✉❧'✐✈❛"* ✭❢♦" ❡①❛♠♣❧❡ ●❧❛❞❞❡"* ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳

◆❡✈❡"'❤❡❧❡** ❡①✐*'✐♥❣ ❛❞✈✐❝❡ "❡♠❛✐♥* '♦♦ ❣❧♦❜❛❧✳ ❊①♣❧✐❝✐' ❧❛♥❞*❝❛♣❡ ❛♣♣"♦❛❝❤❡* *❤♦✉❧❞ ❜❡

❜❡''❡" ✐♥❝♦"♣♦"❛'❡❞ ✐♥ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣✐❝❛❧ *'✉❞✐❡* ✐♥ ♦"❞❡" '♦ ✐♠♣"♦✈❡ ♦✉" ✉♥❞❡"*'❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞

♣"❡❞✐❝'✐♦♥ ♦❢ ❞✐*❡❛*❡ "✐*❦ ✭❖*'❢❡❧❞ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳
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Sustainable Use Directive 

(2009/128/EC)

Water Framework 

Directive 

(2000/60/EC)

Machinery

Directive

(2009/127/EC)

Pesticide Statistics

Regulation

(1185/2009/EC)

CAP 2013

Pesticide Autorisation 

Regulation

(1107/2009/EC)

Waste

Regulations

Soil Directive 

(project)

Birds Directive 

(2009/147/EC)

+ Specific National 

Requirements

Habitats Directive 

(92/43/EEC) :

Natura 2000 + 

species protection

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✿ ❚❤❡ ❝$♦♣ ♣$♦'❡❝'✐♦♥ $❡❣✉❧❛'✐♦♥ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ❤❛2 $❡❝❡♥'❧② ❡✈♦❧✈❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ❛❞♦♣'✐♦♥ ❜②

'❤❡ ❊✉$♦♣❡❛♥ 8❛$❧✐❛♠❡♥' ✐♥ ✷✵✵✾ ♦❢ ❢♦✉$ ❝♦$$❡❧❛'❡❞ '❡①'2✳ ❘❡❣✉❧❛'✐♦♥ ✶✶✵✼✴✷✵✵✾ 2❡'2 '❤❡ ♣$✐♥❝✐♣❧❡2

♦❢ ♣❡2'✐❝✐❞❡ $❡❣✐2'$❛'✐♦♥ ❛❝$♦22 ❊✉$♦♣❡ ❛♥❞ $❡♣❧❛❝❡2 ❉✐$❡❝'✐✈❡ ✾✶✴✹✶✹✴❊❈ ✇❤✐❝❤ ✇❛2 ✐♥ ❢♦$❝❡ 2✐♥❝❡

✶✾✾✸✳ ■♥ ❛❞❞✐'✐♦♥ '♦ '❤❡ ♣$✐♥❝✐♣❧❡2 ♦❢ '❤❡ $✐2❦ ❛22❡22♠❡♥' ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ❢♦$♠✉❧❛'✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

❛❧$❡❛❞② ❡①✐2'❡❞✱ '❤❡ ♥❡✇ $❡❣✉❧❛'✐♦♥ 2❡'2 '❤❡ ❜❛2✐2 ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡✈❛❧✉❛'✐♦♥ ✇✐'❤✐♥ ❊✉$♦♣❡❛♥ ♠❡♠❜❡$

2'❛'❡2 ❛♥❞ ❡♥❝♦✉$❛❣❡2 '❤❡ 2✉❜2'✐'✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♠♦2' ❞❛♥❣❡$♦✉2 ♠♦❧❡❝✉❧❡2✳ ❉✐$❡❝'✐✈❡ ✷✵✵✾✴✶✷✽✴❊❈

❝♦♥❝❡$♥2 '❤❡ 2✉2'❛✐♥❛❜❧❡ ✉2❡ ♦❢ ♣❡2'✐❝✐❞❡2 ❛❝$♦22 ❊✉$♦♣❡✳ ■' ❝♦♥❝❡$♥2 2❡✈❡$❛❧ ❛2♣❡❝'2 ♦❢ '❤❡ ❊✉$♦♣❡❛♥

❛❣$✐❝✉❧'✉$❡ ✐♥ '❤❡ ❛✐♠ ♦❢ $❡❞✉❝✐♥❣ '❤❡ $✐2❦2 ♦❢ ♣❡2'✐❝✐❞❡ ✉2❡ ✿ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ♦❢ ♥❛'✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥2 ❢♦$ $✐2❦

$❡❞✉❝'✐♦♥ ✭✐♥ ❋$❛♥❝❡ ✿ ❊❝♦♣❤②'♦ ✷✵✶✽✮✱ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥' ♦❢ '❤❡ ❡✣❝❛❝② ♦❢ '❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡$②✱

'$❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❢❛$♠❡$2 ❛♥❞ $❡'❛✐❧❡$2✱ ✐♥❢♦$♠❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❣❡♥❡$❛❧ ♣✉❜❧✐❝✱ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥' ♦❢ ❛❧'❡$♥❛'✐✈❡2 '♦

❝❤❡♠✐❝❛❧2✳ ❉✐$❡❝'✐✈❡ ✷✵✵✾✴✶✷✼ ♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡$② ♠♦❞✐✜❡2 ❞✐$❡❝'✐✈❡ ✷✵✵✻✴✹✷ ✇❤✐❝❤ ❛❧$❡❛❞②

❡①✐2'❡❞✱ ❛♥❞ ✇❛2 ✇$✐''❡♥ ✐♥ ♦$❞❡$ '♦ ❤❛$♠♦♥✐2❡ '❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡$② $❡P✉✐$❡♠❡♥'2 ❛♠♦♥❣ '❤❡ ❊✉$♦♣❡❛♥

▼❡♠❜❡$ ❙'❛'❡2✳ ❚❤✐2 ♠❡❛2✉$❡ ❝♦♥'$✐❜✉'❡2 '♦ ♦❜'❛✐♥ '❤❡ 2❛♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ❝♦♥❞✐'✐♦♥2 ✐♥ ❡✈❡$②

❝♦✉♥'$②✱ ❛♥❞ ✐2 ❝♦♥2✐2'❡♥' ✇✐'❤ '❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ 2✉♣❡$✲♥❛'✐♦♥❛❧ $✐2❦ ❛22❡22♠❡♥' ❛2 $❡P✉✐$❡❞ ❜② $❡❣✉❧❛'✐♦♥

✶✶✵✼✴✷✵✵✾ ♦♥ ♣❡2'✐❝✐❞❡ ❛✉'❤♦$✐2❛'✐♦♥✳ ❘❡❣✉❧❛'✐♦♥ ✶✶✽✺✴✷✵✵✾ ❝♦♠♣❧❡'❡2 '❤❡ ♥❡✇ ♣❡2'✐❝✐❞❡ ❢$❛♠❡✇♦$❦

❜② ❢♦$❝✐♥❣ ❡❛❝❤ ▼❡♠❜❡$ ❙'❛'❡ '♦ ♣$♦❞✉❝❡ ❝♦♥2✐2'❡♥'✱ ❤❛$♠♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ P✉❛♥'✐✜❡❞ ❞❛'❛ ♦♥ ♣❡2'✐❝✐❞❡

2❛❧❡2 ❛♥❞ ✉'✐❧✐2❛'✐♦♥2 ❡✈❡$② ②❡❛$✳ ❚❤✐2 ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❛'❛ ✐2 ❡22❡♥'✐❛❧ '♦ ❛22❡22 '❤❡ ❊✉$♦♣❡❛♥ ♣❡2'✐❝✐❞❡

♣♦❧✐❝✐❡2 ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ $❡❧❡✈❛♥' ✐♥❞✐❝❛'♦$2✳

■♥ ❛❞❞✐'✐♦♥ '♦ '❤❡2❡ ❢♦✉$ ♠❛✐♥ '❡①'2✱ 2❡✈❡$❛❧ ♦'❤❡$ ❊✉$♦♣❡❛♥ ❧❛✇2 ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝' ♦♥ ♣❡2'✐❝✐❞❡ ✉2❡✳

❋✐$2' ♦❢ ❛❧❧✱ '❤❡ ❲❛'❡$ ❋$❛♠❡✇♦$❦ ❉✐$❡❝'✐✈❡ ✷✵✵✵✴✻✵✴❊❈ ✇❤✐❝❤ $❡P✉✐$❡2 '❤❡ ▼❡♠❜❡$ ❙'❛'❡2 '♦ ♦❜'❛✐♥

❛ ❣♦♦❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ 2'❛'❡ ❢♦$ ❛❧❧ '❤❡ 2✉$❢❛❝❡ ✇❛'❡$ ❛♥❞ ❣$♦✉♥❞✇❛'❡$ ❜♦❞✐❡2 ❜② ✷✵✶✺✳ ❚❤✐2

❞✐$❡❝'✐✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡2 ❛ ❧✐2' ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧2 ✇❤♦2❡ ❡♠✐22✐♦♥2 ✐♥ ✇❛'❡$ ❤❛✈❡ '♦ ❜❡ $❡❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ 2♦♠❡ ♦❢

'❤❡2❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧2 ❛$❡ ♣❡2'✐❝✐❞❡2✳ ❚❤❡ ❈♦♠♠♦♥ ❆❣$✐❝✉❧'✉$❛❧ 8♦❧✐❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✐2 '♦ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ ✷✵✶✸✱ ❤❛2 ❛

2'$♦♥❣ ✐♠♣❛❝' ♦♥ ♣❡2'✐❝✐❞❡ ✉2❡✱ ❜② ✜①✐♥❣ '❤❡ ❝$✐'❡$✐❛ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛'✐♦♥ ❣$❛♥' '♦ ❊✉$♦♣❡❛♥ ❢❛$♠❡$2✳ ❖'❤❡$

'❡①'2 ❝♦♥❝❡$♥✐♥❣ ✇✐❧❞❧✐❢❡ ♣$♦'❡❝'✐♦♥ ✭❇✐$❞2 ❛♥❞ ❍❛❜✐'❛'2 ❉✐$❡❝'✐✈❡✮✱ ♦$ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥' ♣$♦'❡❝'✐♦♥ ✭❙♦✐❧

❉✐$❡❝'✐✈❡ ♣$♦❥❡❝'✮ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❞✐$❡❝' ❜✉' ♥♦' ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♠♣❛❝' ♦♥ ♣❡2'✐❝✐❞❡ ✉2❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♣❡2'✐❝✐❞❡2 ❛♥❞

♣❡2'✐❝✐❞❡ ❝♦♥'❛✐♥❡$2 ❛$❡ ❝♦♥2✐❞❡$❡❞ ❛2 ❞❛♥❣❡$♦✉2 ✇❛2'❡ ❛♥❞ ❛$❡ '❤❡$❡❢♦$❡ ❝♦♥❝❡$♥❡❞ ❜② '❤❡ ❧❡❣✐2❧❛'✐♦♥

♦♥ ✇❛2'❡✳ ◆❛'✐♦♥❛❧ ❛❞❞✐'✐♦♥❛❧ $❡P✉✐$❡♠❡♥'2 ❡①✐2' ❛♥❞ ❞✐✛❡$ ❢$♦♠ ❛ ▼❡♠❜❡$ ❙'❛'❡ '♦ ❛♥♦'❤❡$✳

✾



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ❍♦+$ ❞✐✈❡&+✐$② ❛♥❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝ &✐+❦

❚❤❡ #$✉❞② ♦❢ ✐♥$❡,❛❝$✐♦♥# ❜❡$✇❡❡♥ #♣❛$✐❛❧ ♣❛$$❡,♥# ♦❢ ❛ ❧❛♥❞#❝❛♣❡ ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣,♦❝❡##❡#

✐# ❛$ $❤❡ ❤❡❛,$ ♦❢ ❧❛♥❞#❝❛♣❡ ❡❝♦❧♦❣② ✭❚✉,♥❡,✱ ✷✵✵✺✮✳ ❆##♦❝✐❛$✐♦♥ ♦❢ ❧❛♥❞#❝❛♣❡ ❡❝♦❧♦❣② ❛♥❞

❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ❞❛$❡# ❜❛❝❦ ❢,♦♠ $❤❡ $❤✐,$✐❡# ❛♥❞ ✇❛# ❧♦❣✐❝❛❧❧② ♥❛♠❡❞ ❧❛♥❞#❝❛♣❡ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②

✭❖#$❢❡❧❞ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤❡ ❧❛♥❞#❝❛♣❡ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ❛♣♣,♦❛❝❤ ✐# ,❡❧❛$✐✈❡❧② ✇❡❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

❢♦, ❤✉♠❛♥ ❛♥❞ ❛♥✐♠❛❧ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ❛# ✇❡❧❧ ❛# ❢♦, ♣❡#$ ❝♦♥$,♦❧ ✐♥ ❛❣,✐❝✉❧$✉,❡ ✭▲❛♥❣❧♦✐#

❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❆❧❧❛♥ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❇✐❛♥❝❤✐ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❚✐❧❞❡#❧❡② ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ■♥ ♣❧❛♥$

♣❛$❤♦❧♦❣②✱ $❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞❡#✐❣♥✐♥❣ ✈❛,✐❡$② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥$ #$,❛$❡❣✐❡# ❛$ $❤❡ #❝❛❧❡ ♦❢ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞

❧❛♥❞#❝❛♣❡# ❤❛# ❜❡❡♥ ❛,♦✉♥❞ ❢♦, ❛ ❧♦♥❣ $✐♠❡ ✭❩❛❞♦❦# ❛♥❞ ❑❛♠♣♠❡✐❥❡,✱ ✶✾✼✼❀ ▼✉♥❞$ ❛♥❞

❇,♦♣❤②✱ ✶✾✽✽✮ ❜✉$ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ♦❢ ❧❛♥❞#❝❛♣❡ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ❢♦, ❡①♣❧♦,✐♥❣ ♥❡✇ #$,❛$❡❣✐❡#

♦❢ ❤♦#$ ,❡#✐#$❛♥❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥$ #$✐❧❧ ,❡♠❛✐♥# ❧❛,❣❡❧② ✉♥❞❡,❡①♣❧♦✐$❡❞ ❜② ♣❧❛♥$ ♣❛$❤♦❧♦❣✐#$#

✭O❧❛♥$❡❣❡♥❡#$ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ■♥ $❤✐# O❤❉ $❤❡#✐# ✇❡ ❢♦❝✉# ♦♥ ❧❛♥❞#❝❛♣❡✲#❝❛❧❡ ♣,♦❝❡##❡# ❛♥❞

♦♥ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ,♦❧❡ ♦❢ ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡,#✐$② ✐♥ ❝,♦♣# $♦ ❜❡$$❡, ❝♦♥$,♦❧ ♣❧❛♥$✲❞✐#❡❛#❡#✳

■♥ ✐$# ❜,♦❛❞❡, ❞❡✜♥✐$✐♦♥✱ ❞✐✈❡&+✐$② ,❡❢❡,# $♦ $❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❡♥$✐$✐❡# ✭❢,♦♠ ❣❡♥♦$②♣❡# $♦

❡❝♦#②#$❡♠#✮✱ $❤❡✐, ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐#$,✐❜✉$✐♦♥ ✭❍❛❝❝♦✉ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ■♥ ♦,❞❡, $♦ ✉♥❞❡,#$❛♥❞

$❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡$✇❡❡♥ ❞✐✈❡,#✐$② ❛♥❞ ❛ ♣❛,$✐❝✉❧❛, ❡❝♦#②#$❡♠ ♣,♦♣❡,$② ✇❡ ♠✉#$ ❝♦♥#✐❞❡, ❞✐✈❡,#✐$②

✇✐$❤ ,❡#♣❡❝$ $♦ $❤❡ ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ $,❛✐$# #✉#❝❡♣$✐❜❧❡ $♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ $❤❛$ ❡❝♦#②#$❡♠ ♣,♦♣❡,$②✳ ❚❤✉#✱

❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡&+✐$② ✇✐❧❧ ,❡❢❡, ✐♥ ♦✉, ❝❛#❡ $♦ ❤♦#$# $❤❛$ ❛❝$ ❞✐✛❡,❡♥$❧② ✇✐$❤ ,❡#♣❡❝$ $♦ ❛

♣❛$❤♦❣❡♥ ♦, $♦ ❛ ♣❛,$✐❝✉❧❛, ♣❛$❤♦❣❡♥ #$,❛✐♥✳ O❛✉$❛##♦ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❝❧❛##✐✜❡❞ ❡❝♦#②#$❡♠#

❛❝❝♦,❞✐♥❣ $♦ $❤❡✐, #✉#❝❡♣$✐❜✐❧✐$② ❛♥❞ ❞✐✈❡,#✐$② ✭✜❣✉,❡ ✶✳✷✮✳ ■$ ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ❢♦✉, ❝❛#❡#✿ ✭✐✮ ❵❧✉❝❦②

♠♦♥♦❝✉❧$✉,❡✬ ✭❧♦✇ ❞✐✈❡,#✐$② ❛♥❞ ❧♦✇ #✉#❝❡♣$✐❜✐❧✐$②✮✱ ✭✐✐✮ #✉#❝❡♣$✐❜✐❧✐$② ✇✐$❤♦✉$ ❞✐✈❡,#✐$②✱ ✭✐✐✐✮

#✉#❝❡♣$✐❜✐❧✐$② ✇✐$❤ ❞✐✈❡,#✐$②✱ ❛♥❞ ✭✐✈✮ ❡❝♦#②#$❡♠# ❣♦✈❡,♥❡❞ ❜② $❤❡ ✐♥#✉,❛♥❝❡ ❤②♣♦$❤❡#✐# ✭❤✐❣❤

❞✐✈❡,#✐$② ❛♥❞ ❧♦✇ #✉#❝❡♣$✐❜✐❧✐$②✮✳ ■♥ $❤✐# O❤❉ $❤❡#✐# ✇❡ ❛,❣✉❡ $❤❛$ ❛❣,♦✲❡❝♦#②#$❡♠# ♠✉#$

❡✈♦❧✈❡ ❢,♦♠ ✭✐✐✮ $♦ ✭✐✈✮✳ ❚❤❡ ✐♥#✉,❛♥❝❡ ❤②♣♦$❤❡#✐# ❧✐♥❦# ❡❝♦#②#$❡♠ ❢✉♥❝$✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ #♣❡❝✐❡#

❞✐✈❡,#✐$② ✭❨❛❝❤✐ ❛♥❞ ▲♦,❡❛✉✱ ✶✾✾✾✮✳ ■$ #✉❣❣❡#$# $❤❛$ ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡,#✐$② ✐♥#✉,❡# ❡❝♦#②#$❡♠

❢✉♥❝$✐♦♥✐♥❣ ❛❣❛✐♥#$ $❡♠♣♦,❛❧ ❛♥❞✴♦, #♣❛$✐❛❧ ✢✉❝$✉❛$✐♦♥# ♦❢ ❛ ❜✐♦$✐❝ ♦, ❛❜✐♦$✐❝ ✈❛,✐❛❜❧❡ ✐♥ $❤❡

❡♥✈✐,♦♥♠❡♥$ ✭▲♦,❡❛✉ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ✷✵✵✸❛✮✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ $❤✐# ❤②♣♦$❤❡#✐# $♦ ♣❧❛♥$ ❞✐#❡❛#❡ ,❡#✉❧$#

✐♥ ♦❜#❡,✈✐♥❣ $❤❛$ ❵♠♦#$ ♣❧❛♥$# ❛,❡ #✉#❝❡♣$✐❜❧❡ $♦ ♠♦,❡ $❤❛♥ ♦♥❡ ♣❛$❤♦❣❡♥✱ ❜✉$ ♥♦$ ❛❧❧ ♣❧❛♥$#

❛,❡ #✉#❝❡♣$✐❜❧❡ $♦ ❛❧❧ ♣❛$❤♦❣❡♥#✬ ✭O❛✉$❛##♦ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✿ ❛ ❞✐✈❡,#✐✜❡❞ ❤♦#$ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❜❡$$❡,

✐♥#✉,❡# ✐$# ✐♥$❡❣,✐$② ❛❣❛✐♥#$ ❞✐#❡❛#❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$✳

❲❤❛$ ❛,❡ $❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐#♠# $❤❛$ ❝♦✉❧❞ ♣,♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥#✉,❛♥❝❡ ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦, ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡,#✐$②

♦❢ ❤♦#$ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥#❄ ■♥ $❤✐# ✇♦,❦ ✇❡ ✐❞❡♥$✐✜❡❞ $❤,❡❡ ♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐#♠#✳ ❋✐,#$✱ $❤❡ ❞✐❧✉$✐♦♥

❡✛❡❝$ ✐♥#✉,❡# $❤❛$ $❤❡ ✐♥❝,❡❛#❡ ♦❢ ♥♦♥✲❡✣❝✐❡♥$ ❤♦#$# ✇✐❧❧ ❞✐❧✉$❡ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ♣,✐♥❝✐♣❛❧ ❤♦#$✳

■♥❞❡❡❞✱ ♥♦♥✲❡✣❝✐❡♥$ ❤♦#$# ✐♥❝,❡❛#❡ $❤❡ ♣,♦♣♦,$✐♦♥ ♦❢ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣,♦♣❛❣✉❧❡# ❝♦♠✐♥❣ ❢,♦♠

✐♥❝♦♠♣❡$❡♥$ ❤♦#$#✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❞✐✛❡,❡♥$✐❛❧❧② ❛❞❛♣$❡❞ ♣❛$❤♦❣❡♥ #$,❛✐♥#

❝♦✉❧❞ ❞❡❝,❡❛#❡ ✐♥❢❡❝$✐♦♥ ♣,❡✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ $❤❡ ❤♦#$ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥✳ ❚❤✐,❞✱ ❤♦#$ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ #$,✉❝$✉,❡

✐♥✢✉❡♥❝❡# ♣❛$❤♦❣❡♥ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ $♦✇❛,❞# ♠♦,❡ ❡✛❡❝$✐✈❡ #♣❡❝✐❛❧✐#❡❞ #$,❛✐♥#✳ ■♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢

$❤✐# ❝❤❛♣$❡, ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡#❝,✐❜❡ ✐♥ ♠♦,❡ ❞❡$❛✐❧# $❤❡#❡ $❤,❡❡ ♠❡❝❤❛♥✐#♠# ❢,♦♠ ❛ $❤❡♦,❡$✐❝❛❧ ♣♦✐♥$

♦❢ ✈✐❡✇✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧#♦ ✉♥❞❡,❧✐♥❡ ❤♦✇ $❤❡ ❞✐✛❡,❡♥$ ❝❤❛♣$❡,# ✭❢,♦♠ ✷ $♦ ✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛##✐✜❡❞

✶✵
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✿ ❈❧❛--✐✜❝❛0✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦-②-0❡♠- ❛❝❝♦$❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡✐$ -✉-❝❡♣0✐❜✐❧✐0② ❛♥❞ ❞✐✈❡$-✐0②✳ ❋$♦♠

;❛✉0❛--♦ ❡0 ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮

❛❝❝♦$❞✐♥❣ 0♦ 0❤❡-❡ ♠❡❝❤❛♥✐-♠-✳

❚❤✐- ;❤❉ 0❤❡-✐- $❡❧✐❡- ♦♥ ❜♦0❤ 0❤❡ ❛♥❛❧②-✐- ♦❢ $❡❛❧ ❞❛0❛ ❛♥❞ ♦♥ 0❤❡♦$❡0✐❝❛❧ ❛♣♣$♦❛❝❤❡- ✐♥

♦$❞❡$ 0♦ ✐♥✈❡-0✐❣❛0❡ -❡✈❡$❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐-♠- ✉♥❞❡$❧②✐♥❣ 0❤❡ ❞❡-✐❣♥ ♦❢ -✉-0❛✐♥❛❜❧❡ -0$❛0❡❣✐❡- ❢♦$

❞✐-❡❛-❡ ❝♦♥0$♦❧ ✐♥ ❛❣$✐❝✉❧0✉$❛❧ ❧❛♥❞-❝❛♣❡-✳ ❲❡ ✜$-0 ❜❡❣✐♥ ✭❝❤❛♣0❡$ ✷✮ ❜② ❛♥❛❧②-✐♥❣ 0❤$❡❡ ❧❛$❣❡

-❝❛❧❡ ❞❛0❛-❡0- ✐♥ ♦$❞❡$ 0♦ 0$❛❝❦ ❛ ♣♦0❡♥0✐❛❧ $❡❧❛0✐♦♥-❤✐♣ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ ✈❛$✐❡0❛❧ ✇❤❡❛0 ❧❛♥❞-❝❛♣❡

❛♥❞ 0❤❡✐$ -✉-❝❡♣0✐❜✐❧✐0② 0♦ ❧❡❛❢ $✉-0✳ ❈❤❛♣0❡$ ✷ ❞❡♠♦♥-0$❛0❡- 0❤❡ $❡❧❛0✐♦♥-❤✐♣ ❜❡0✇❡❡♥ ✇❤❡❛0

❧❛♥❞-❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦-✐0✐♦♥✱ ❧❡❛❢ $✉-0 ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥ ❣❡♥❡0✐❝ -0$✉❝0✉$❡ ❛♥❞ ♦❜-❡$✈❡❞ ❞✐-❡❛-❡ ❧❡✈❡❧

-❝♦$❡❞ ✐♥ ✜❡❧❞ ❝♦♥❞✐0✐♦♥-✳ ❚❤❡ -0✉❞② ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣$♦❝❡--❡- ❛0 ❧❛$❣❡ -❝❛❧❡- ♦❢

0✐♠❡ ❛♥❞ -♣❛❝❡ ♠❛❦❡- ❞❛0❛ ❝♦❧❧❡❝0✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧0✳ ❚❤❛0 ✐- ✇❤② 0❤❡♦$❡0✐❝❛❧ ❛♣♣$♦❛❝❤❡- -✉❝❤ ❛-

-✐♠✉❧❛0✐♦♥ ♦$ ♠❛0❤❡♠❛0✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧- ❝❛♥ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦$0❛♥0 $♦❧❡ ❢♦$ 0❤❡♦$❡0✐❝❛❧ ❢♦$♠❛❧✐-❛0✐♦♥

❛♥❞ ✐♥❢❡$❡♥❝❡ ❛- ✇❡❧❧ ❛- ✐♥ 0❤❡ -0$✉❝0✉$✐♥❣ ♦❢ ❢✉0✉$❡ -❛♠♣❧✐♥❣ ✭;❡❝❦✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✽✮✳ ❈❤❛♣0❡$- ✸✱

✹ ❛♥❞ ✺ ❛$❡ ❛❧❧ ❜❛-❡❞ ♦♥ ❛ -✐♠✉❧❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦$ ♣❛0❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝- ♦♥ ❛♥

❛❣$✐❝✉❧0✉$❛❧ ❧❛♥❞-❝❛♣❡✳ ❈❤❛♣0❡$ ✸ ❞❡-❝$✐❜❡- ❛ ❣❡♥❡$❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢$❛♠❡✇♦$❦ 0❤❛0 ❧✐♥❦- ❛

❞❡0❛✐❧❡❞ ❝❤❛$❛❝0❡$✐-❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❧❛♥❞-❝❛♣❡ 0♦ ❝❧❛--✐❝❛❧ ♠❡0❛♣♦♣✉❧❛0✐♦♥ ♠♦❞❡❧-✳ ■♥ ❝❤❛♣0❡$-

✹ ❛♥❞ ✺✱ ✇❡ -0✉❞② $❡-♣❡❝0✐✈❡❧② 0❤❡ $♦❧❡ ♦❢ ❧❛♥❞-❝❛♣❡ -0$✉❝0✉$❡ ♦♥ 0❤❡ ♣❛0❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥

❞②♥❛♠✐❝- ❛♥❞ ♦♥ 0❤❡ ❣❡♥❡0✐❝ ❝♦♠♣♦-✐0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♣❛0❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❝❤❛♣0❡$ ✻

✇❡ ✉-❡❞ ❛♥ ❛❞❛♣0✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝- ❛♣♣$♦❛❝❤ ✐♥ ♦$❞❡$ 0♦ -0✉❞② 0❤❡ ❧♦♥❣ 0❡$♠ ❡✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ ♣❛0❤♦❣❡♥

♣♦♣✉❧❛0✐♦♥- ✐♥ -♣❛0✐❛❧❧② ❤❡0❡$♦❣❡♥❡♦✉- ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥0-✳

✶✶



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ❍♦+$ ❞✐✈❡&+✐$② ❛♥❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝ &✐+❦

✶✳✷ ❉✐❧✉'✐♦♥ ❡✛❡❝'

❚❤❡ ✐♥❝&❡❛(❡ ✐♥ (♣❡❝✐❡( &✐❝❤♥❡(( ❝❛♥ &❡❞✉❝❡ ❞✐(❡❛(❡ &✐(❦ -❤&♦✉❣❤ ❛ ❧♦- ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐(♠(

✭▼✉♥❞-✱ ✷✵✵✷❀ ❑❡❡(✐♥❣ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ -❤❡ -❡&♠ ❞✐❧✉$✐♦♥ ❡✛❡❝$ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉(❡

&❡(-&✐❝-✐✈❡❧② ✐♥ -❤✐( ✇♦&❦ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ♦♥❧② -♦ ❵(✐-✉❛-✐♦♥( ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❛-❤♦❣❡♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝C✉✐&❡❞

❜② ❛ ✈❛&✐❡-② ♦❢ ❤♦(-( ❜✉- ✐( -&❛♥(♠✐--❡❞ ❡✣❝✐❡♥-❧② ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ♦& ❛ ❢❡✇✬ ✭❑❡❡(✐♥❣ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱

❜♦① ✷✮✳ ▲✐✈❡❧② ✭✷✵✶✵✮ ♣&♦♣♦(❡❞ ❛ (✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ♦&❞❡& -♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ -❤❡ ❞✐❧✉-✐♦♥ ❡✛❡❝-

❛❝-( ✐♥ ❛ ❤❡-❡&♦❣❡♥❡♦✉( ❤♦(- ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥✳ ❈♦♥(✐❞❡& ❛ ❤♦(- ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❝♦♠♣♦(❡❞ ♦❢ (❡✈❡&❛❧

❣❡♥♦-②♣❡(✳ ❙✉♣♣♦(❡ -❤❛- ❡❛❝❤ (-&❛✐♥ ♦❢ -❤❡ ♣❛-❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦♥ ♦♥❡ ❤♦(-

❣❡♥♦-②♣❡ ♦♥❧②✱ ✐✳❡✳ ✐♥-❡&❛❝-✐♦♥ ❜❡-✇❡❡♥ ❤♦(- ❛♥❞ ♣❛-❤♦❣❡♥ ✐( ❣♦✈❡&♥❡❞ ❜② -❤❡ ❵❣❡♥❡✲❢♦&✲❣❡♥❡✬

♠♦❞❡❧ ✭❋❧♦&✱ ✶✾✼✶✮✳ ❲✐-❤♦✉- ❝♦♥(✐❞❡&✐♥❣ (♣❛-✐❛❧ (-&✉❝-✉&❡✱ -❤❡ (♣&❡❛❞ ♦❢ ✐♥❢❡❝-✐♦♥ &❡C✉✐&❡(

-❤❛- ✭▲✐✈❡❧②✱ ✷✵✶✵✮✿

giN >
1

1− e−λ
,

✇❤❡&❡ gi ✐( -❤❡ ❢&❡C✉❡♥❝② ♦❢ ❤♦(- ❣❡♥♦-②♣❡ i✱ N ✐( -❤❡ -♦-❛❧ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧( ✐♥ -❤❡

❤♦(- ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❛♥❞ λ ✐( -❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ♠❛-❝❤✐♥❣ (♣♦&❡( -❤❛- ❝♦♥-❛❝- ❡❛❝❤ ❤♦(-✳ ❚❤✐(

(✐♠♣❧❡ &❡❧❛-✐♦♥(❤✐♣ (❤♦✇( -❤❛- ✐♥❝&❡❛(✐♥❣ ❞✐✈❡&(✐-② ✭✐✳❡✳ ❞❡❝&❡❛(✐♥❣ gi✮ ✇✐-❤♦✉- ✐♥❝&❡❛(✐♥❣

❤♦(- ❞❡♥(✐-② ✭N✮ ♠❛② &❡❞✉❝❡ -❤❡ ❞✐(❡❛(❡ &✐(❦ ❜② ✐♥❝&❡❛(✐♥❣ -❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❛❧-❡&♥❛-✐✈❡ ❤♦(-(

✇❤✐❝❤ ❛&❡ ✐♥❝♦♠♣❡-❡♥- &❡(❡&✈♦✐&(✳ ❆( (♣❡❝✐❡( ♦& ❣❡♥♦-②♣❡( ❛&❡ ❛❞❞❡❞ -♦ -❤❡ ❤♦(- ❝♦♠♠✉♥✐-②✱

-❤❡(❡ ❛❧-❡&♥❛-✐✈❡ ❤♦(-( ❞✐❧✉-❡ ✐♥❢❡❝-✐♦♥( ❜② ✐♥❝&❡❛(✐♥❣ -❤❡ ♣&♦♣♦&-✐♦♥ ♦❢ ♣❛-❤♦❣❡♥ ♣&♦♣❛❣✉❧❡(

-❤❛- ✐♥❢❡❝- ✐♥❝♦♠♣❡-❡♥- ❤♦(-( ✭❖(-❢❡❧❞ ❛♥❞ ❑❡❡(✐♥❣✱ ✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝-❡❞ &❡(✉❧- ✐( ❛ ❧♦✇❡&

✐♥❢❡❝-✐♦♥ ♣&❡✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ -❤❡ ❤♦(- ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡& -❤✐( ❜❛(✐❝ ❢&❛♠❡✇♦&❦ ❧❛❝❦( -✇♦ ✐♠♣♦&-❛♥- ❛(♣❡❝-(✳ ❋✐&(-✱ ✐- ❞♦❡( ♥♦- -❛❦❡ ✐♥-♦

❛❝❝♦✉♥- C✉❛♥-✐-❛-✐✈❡ ✐♥-❡&❛❝-✐♦♥( ❜❡-✇❡❡♥ ♣❧❛♥- ❛♥❞ ♣❛-❤♦❣❡♥ ✭T❛&✐❛✉❞ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮✱ ✇❤✐❝❤

❛&❡ ♦❢ ✐♥❝&❡❛(✐♥❣ ✐♠♣♦&-❛♥❝❡ ❞✉❡ -♦ -❤❡✐& ❜❡--❡& (✉(-❛✐♥❛❜✐❧✐-② ✭▼❝❉♦♥❛❧❞✱ ✷✵✶✵✮✳ ■♥ (✉❝❤ ❛

❝❛(❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐-✐♦♥ -♦ -❤❡ ❜✐♥❛&② &❡(♣♦♥(❡ ♦❢ -❤❡ ❣❡♥❡✲❢♦&✲❣❡♥❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❝♦♥-✐♥✉♦✉( &❡(♣♦♥(❡ ❤❛(

-♦ ❜❡ ❝♦♥(✐❞❡&❡❞ -♦ ❞❡(❝&✐❜❡ -❤❡ ❤♦(-✲♣❛-❤♦❣❡♥ ✐♥-❡&❛❝-✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥-( ♦❢ -❤❡ ✈❛&✐❡-②

♠✐①-✉&❡ -❤❡♥ ❛♣♣❡❛& ♠♦&❡ ♦& ❧❡(( ❝♦♥❞✉❝✐✈❡ -♦ -❤❡ ❞✐(❡❛(❡ ❛♥❞ -❤❡ &❡(✉❧-( ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳

❙❡❝♦♥❞✱ -❤❡ ♥♦♥ (♣❛-✐❛❧ ❝♦♥-❡①- ✐( ✈❡&② ❧✐♠✐-✐♥❣✳ ■♥ ❢❛❝-✱ ✇❤❡♥ ❞✐(♣❡&(❛❧ ✐( ❧✐♠✐-❡❞✱ ❤♦(- -②♣❡(

❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛&❛(✐-❡ ♣&♦♣❛❣✉❧❡( ❛❝❝♦&❞✐♥❣ -♦ -❤❡✐& (♣❛-✐❛❧ ♦&❣❛♥✐(❛-✐♦♥✳ ❊♠♣✐&✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢
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Figure 1 Four views of the relationship between niche and species distribution. In each diagram, the solid oval refers to the fundamental

niche or the combination of environmental factors (e1 and e2) for which the species has a finite rate of increase (l) greater than or equal to

1.0. The ``pluses'' indicate the presence of the species in a patch of habitat characterized by particular values of e1 and e2, and the ``zeroes''

similarly indicate the absence of the species in a patch of habitat. According to the Grinnellian niche concept (A), a species occurs

everywhere that conditions are suitable and nowhere else. Hutchinson's realized niche concept (B) postulates that a species will be absent

for those portions of the niche space that are utilized by a dominant competitor. According to source±sink theory (C), a species may

commonly occur in sink habitat where l is less than 1.0. Metapopulation dynamics and dispersal limitation (D) posit that species are

frequently absent from suitable habitat because of frequent local extinctions and the time required to recolonize suitable patches.
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✭❈❤❡%%♦♥✱ ✷✵✵✵✮✿

1

Ni

· dNi

dt
= ri

(

1− αiiNi − αijNj

)

, i ∈ {1, 2}, i ∈ {1, 2} ❛♥❞ j 6= i ✭✶✳✶✮

✇❤❡)❡ ri ✐% /❤❡ ♣❡4 ❝❛♣✐(❛ ❣)♦✇/❤ )❛/❡% ❛♥❞ Ni ✐% /❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ %♣❡❝✐❡% i✳ αii ❛♥❞ αij

❛)❡✱ )❡%♣❡❝/✐✈❡❧②✱ ❛❜%♦❧✉/❡ ✐♥/)❛%♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ✐♥/❡)%♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣❡/✐/✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥/%✳ ❆%%✉♠✐♥❣

❡>✉❛/✐♦♥ ✭✶✳✶✮✱ %♣❡❝✐❡% 1 ❛♥❞ 2 ❝♦❡①✐%/ ✐❢ /❤❡② ❝❛♥♥♦/ ❝♦♠♣❡/✐/✐✈❡❧② ❡①❝❧✉❞❡ ♦♥❡ ❛♥♦/❤❡)✱ ✐✳❡✳

✐❢ α11 > α21 ❛♥❞ α22 > α12✳ ❚❤❛/ ♠❡❛♥% /❤❛/ %♣❡❝✐❡% ❝♦❡①✐%/ ✐❢ /❤❡② ❧✐♠✐/ /❤❡♠%❡❧✈❡% ♠♦)❡

/❤❛♥ /❤❡② ❧✐♠✐/ /❤❡ ♦/❤❡) %♣❡❝✐❡% ✭❈❤❡%%♦♥✱ ✷✵✵✵❀ ❆❞❧❡) ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳
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)❛/❡✬✱ r̄i✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛%✉)❡% /❤❡ ❝❛♣❛❝✐/② ♦❢ %♣❡❝✐❡% i /♦ )❡❝♦✈❡) ❢)♦♠ ❧♦✇ ❞❡♥%✐/②✳ ❈♦❡①✐%/❡♥❝❡

❜❡/✇❡❡♥ %❡✈❡)❛❧ %♣❡❝✐❡% )❡>✉✐)❡% /❤❛/ ❡❛❝❤ %♣❡❝✐❡% ✐% ❛❜❧❡ /♦ ✐♥❝)❡❛%❡ ❢)♦♠ ❧♦✇ ❞❡♥%✐/②✱ ✐✳❡✳

/❤❛/ r̄i > 0✳ ■♠♠❡)%✐♥❣ /❤❡ ❜❛%✐❝ ▲♦❦/❛✲❱♦❧/❡))❛ ♠♦❞❡❧ ✭❡>✉❛/✐♦♥ ✭✶✳✶✮✮ ✐♥/♦ /❤❡ ♥✐❝❤❡

❢)❛♠❡✇♦)❦ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❝♦)♣♦)❛/✐♥❣ ❛ ♠❡❛%✉)❡ ♦❢ )❡%♦✉)❝❡✲✉%❡ ♦✈❡)❧❛♣ ❛♠♦♥❣ %♣❡❝✐❡% ❛%

♣)♦♣♦%❡❞ ❜② ❈❤❡%%♦♥ ✭✶✾✾✵✮✳ ■♥ %✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✉♥❞❡) ♣❛)/✐❝✉❧❛) ❛%%✉♠♣/✐♦♥%✱ ❝♦❡①✐%/❡♥❝❡

✐♥ ♠✉❧/✐✲%♣❡❝✐❡% ❝♦♠♠✉♥✐/✐❡% ❞❡♣❡♥❞% ♦♥ /✇♦ ❛❞❞✐/✐✈❡ /❡)♠% ✭❈❤❡%%♦♥✱ ✷✵✵✵✮✿

r̄i ≈ bi(ki − k̄) +
bi(1− ρ)D

n− 1
. ✭✶✳✷✮

O❛)❛♠❡/❡)% ❛)❡ /❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ %♣❡❝✐❡% ✐♥ /❤❡ %②%/❡♠ ✭n✮✱ /❤❡ ♠❡❛%✉)❡% ♦❢ ✜/♥❡%% ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
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♥❡❣❛/✐✈❡ ❢♦) /❤❡ ♣♦♦)❡%/ ❝♦♠♣❡/✐/♦)%✳ ❚❤❡ %❡❝♦♥❞ /❡)♠ )❡♥❞❡)% /❤❡ ♥✐❝❤❡ ❞✐✛❡)❡♥/✐❛/✐♦♥✳

■❢ /❤❡)❡ ✐% ♥♦ ♥✐❝❤❡ ♣❛)/✐/✐♦♥✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ♦✈❡)❧❛♣ ✐% /♦/❛❧ ✭ρ = 1✮✱ /❤❡♥ ✐/ ✐% ❡>✉❛❧ /♦ 0✳ ■/ ✐%

❝❛❧❧❡❞ ❜② ❈❤❡%%♦♥ ✭✷✵✵✵✮ ❛ ❵%/❛❜✐❧✐%✐♥❣✬ /❡)♠ %✐♥❝❡ ✐/ ❜✉✛❡) ❞✐✛❡)❡♥❝❡% ✐♥ ✜/♥❡%%✳ ■♥ ❢❛❝/✱ /❤✐%
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❡✛❡❝/% ♠♦)❡ ♥❡❣❛/✐✈❡ /❤❛♥ ✐♥/❡)%♣❡❝✐✜❝ ❡✛❡❝/% ✭❆❞❧❡) ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ✜❣✉)❡ ✷ ❛♥❞ ❜♦① ✶✮✳ ■/

✐% ✐♠♣♦)/❛♥/ /♦ ♥♦/❡ /❤❛/ ✐♥ /❤❡ ♥✐❝❤❡ ❢)❛♠❡✇♦)❦✱ /❤❡)❡ ✐% ♥♦ %/❛❜❧❡ ❝♦❡①✐%/❡♥❝❡ ♣♦%%✐❜❧❡
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/❤❡② )❡%♣♦♥❞ /♦ ❛♥❞✴♦) ❛✛❡❝/ /❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥/✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ )❡%♦✉)❝❡%✱ /❤❡② %❤❛)❡ ✇✐/❤ ♦/❤❡)

%♣❡❝✐❡%✬ ✭❈❧❛)❦✱ ✷✵✵✾✱ ❜♦① ✶✮✳

✶✺



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ❍♦+$ ❞✐✈❡&+✐$② ❛♥❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝ &✐+❦

❍♦✇ ❞♦❡% %♣❛(✐❛❧ %(+✉❝(✉+❡ ♦❢ (❤❡ +❡%♦✉+❝❡ ❛❝( ♦♥ (❤❡ ❡1✉❛❧✐%✐♥❣ ❛♥❞ %(❛❜✐❧✐%✐♥❣ (❡+♠%❄
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❡①❝❧✉%✐♦♥ ❜② (❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞♦♠✐♥❛♥( ♦♥❡ ✭▲♦+❡❛✉ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❛✮✳ ❙❡✈❡+❛❧ ❝❧❛%%✐✜❝❛(✐♦♥% ♦❢
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✈✐❡✇ $❤❛$ ♥❡❡❞1 ♥♦ ❢✉♥❝$✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡!❡♥$✐❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ 1♣❡❝✐❡1 $♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❜✐♦❞✐✈❡!1✐$② ♣❛$$❡!♥1✳

❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡$✇❡❡♥ ♥✐❝❤❡ ❛♥❞ ♥❡✉$!❛❧ $❤❡♦!✐❡1 ✇❛1 ♠❛❞❡ ✐♥ 1❡✈❡!❛❧ ✇❛②1✳ ❆❞❧❡! ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ♣✉$

$❤❡ ♥❡✉$!❛❧ $❤❡♦!② ✇✐$❤✐♥ $❤❡ ❈❤❡11♦♥ ✭✷✵✵✵✮ ❢!❛♠❡✇♦!❦ ✭1❡❡ ❛❧1♦ $❤❡ ♥✐❝❤❡ 1❡❝$✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤

❧❡❛❞1 $♦ 1❡❡ ♥✐❝❤❡ ❛♥❞ ♥❡✉$!❛❧ $❤❡♦!② ❛1 $❤❡ ❡①$!❡♠❛ ♦❢ ❛ ❝♦♥$✐♥✉✉♠✳ ◆✐❝❤❡ ❝♦♥1$✐$✉$❡1 $❤❡

❝❛1❡ ✇❤❡♥ ❞✐✛❡!❡♥❝❡1 ❜❡$✇❡❡♥ ✜$♥❡11 ❛!❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❝♦❡①✐1$❡♥❝❡ ✐1 ♣❡!❢♦!♠❡❞ ❞✉❡ $♦ 1$!♦♥❣

1$❛❜✐❧✐1✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐1♠1 ✇❤❡!❡❛1 ♥❡✉$!❛❧✐$② !❡❢❡!1 ❵$♦ ✇❡❛❦ 1$❛❜✐❧✐1❛$✐♦♥ ♦♣❡!❛$✐♥❣ ♦♥ 1♣❡❝✐❡1

♦❢ 1✐♠✐❧❛! ✜$♥❡11✬✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ❝♦♥$✐♥✉✉♠ ✐1 ❛❧1♦ ❞❡1❝!✐❜❡❞ ❜② ●❡✇✐♥ ✭✷✵✵✻✮✳ ❈❤❛✈❡ ✭✷✵✵✹✮

♠❡♥$✐♦♥❡❞ $❤❛$ ❜♦$❤ $❤❡♦!✐❡1 ❛!❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥$❛!②✳ ■♥ ❢❛❝$ ♥✐❝❤❡ $❤❡♦!② ❢♦❝✉1❡1 ♦♥ 1♠❛❧❧

♥✉♠❜❡!1 ♦❢ 1♣❡❝✐❡1 ✇✐$❤ !❡❧❛$✐✈❡ 1✐♠♣❧❡ ✐♥$❡!❛❝$✐♦♥1 ✇❤✐❧❡ ♥❡✉$!❛❧ $❤❡♦!② ❢♦❝✉1❡1 ♦♥ ❤✐❣❤❧②

❞✐✈❡!1✐✜❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐$✐❡1 ✇❤❡♥ $❤❡ !♦❧❡ ♦❢ 1$♦❝❤❛1$✐❝✐$② ✐1 ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✳

❈❧❛!❦ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❧✐♥❦ ❜♦$❤ $❤❡♦!✐❡1 ✈✐❛ ❛ ❝♦♥$✐♥✉✉♠ ❜✉$ ❵$❤❡ ❝♦♥$✐♥✉✉♠ ✐♥ ♠♦❞❡❧1 ✐1

♦♥❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦$ ❝❛✉1❡✳ ❚❤❡ $✇♦ $②♣❡1 ♦❢ ♠♦❞❡❧1 ✐♥ $❤❡ ❞❡❜❛$❡ ❛!❡ 1♣❡❝✐❛❧ ❝❛1❡1✱ ❧♦✇✲

❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ $!❛❞❡✲♦✛1 ❛♥❞ ♥❡✉$!❛❧✐$② !❡♣!❡1❡♥$✐♥❣ ③❡!♦ ✉♥❝❡!$❛✐♥$② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡$❡ ✉♥❝❡!$❛✐♥$②✱

✶✼



❈❤❛♣$❡& ✶✳ ❍♦+$ ❞✐✈❡&+✐$② ❛♥❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝ &✐+❦

 ❡"♣❡❝%✐✈❡❧②✬✳ ❚❤✐" ✈✐❡✇ ✐" ❞✐"❝✉""❡❞ ❜② ❈❧❛ ❦ ✭✷✵✵✾✮✳ ❍❡ ❛ ❣✉❡" %❤❛% "%♦❝❤❛"%✐❝✐%② ✐"

♠✐"✐♥%❡ ♣ ❡%❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞" %♦ ❝♦♥"✐❞❡ "%♦❝❤❛"%✐❝✐%② ❛" ❵❛♥ ❛❝%✉❛❧ ❢♦ ❝❡✬✳ ● ❛✈❡❧ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✱

❜♦① ✶✮ "✉♠♠❛ ✐"❡ ❈❧❛ ❦✬" ✈✐❡✇ ✇❡❧❧✳ ❈♦♥"✐❞❡ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❣ ♦✇%❤ ♠♦❞❡❧

dNi(x, t)

dt
= f(❝♦✈❛ ✐❛%❡", ♣❛ ❛♠❡%❡ ") + ❡  ♦ , ✭✶✳✸✮

✇❤❡ ❡ %❤❡ ✜ "% %❡ ♠ ✐" ❞❡%❡ ♠✐♥✐"%✐❝ ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥%" ❢♦ ♦✉ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ %❤❡ ♣ ♦❝❡""❡" %❤❛%

❛❝% ♦♥ %❤❡ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝"✳ ■♥ ❈❧❛ ❦ ✭✷✵✵✾✮✱ %❤❡ "❡❝♦♥❞ %❡ ♠ ✭❡  ♦ ✮  ❡♣ ❡"❡♥%" ♦♥❧②

♦✉ ✉♥❝❡ %❛✐♥%② ❞✉❡ %♦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ %❤❡ ❜❛"✐❝ ♥✐❝❤❡ ✈✐❡✇ ❛""✉♠❡❞ %❤❛% ❛❧❧ ♣ ♦❝❡""❡"

❛ ❡ ❦♥♦✇♥ ✭✐✳❡✳ %❤❡✐ ✐" ♥♦ ❡  ♦ %❡ ♠✮✱ %❤❡ ♥❡✉% ❛❧ %❤❡♦ ② ❛""✉♠❡❞ %❤❛% %❤❡ ❡ ✐" %❤❡ ❡  ♦ 

%❡ ♠ ♦♥❧②✳ ❲✐%❤ %❤✐" ♠✐①❡❞ ❛♣♣ ♦❛❝❤✱ ♣❛%%❡ ♥" ♦❢ ❞✐✈❡ "✐%② ❛ ❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❧✇❛②" ❜② ♥✐❝❤❡

❞✐✛❡ ❡♥❝❡" ❛♠♦♥❣ "♣❡❝✐❡" ❜✉%✱ ❞✉❡ %♦ %❤❡✐ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥"✐♦♥❛❧✐%②✱ %❤❡"❡ ❞✐✛❡ ❡♥❝❡" ❛ ❡ ❞✐✣❝✉❧%

%♦ ✐❞❡♥%✐❢② ✭❈❧❛ ❦ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❘✐❝❦❧❡❢"✱ ✷✵✶✶✮✳

❚❤✐" ❝♦♥❝❡♣%✉❛❧ ❢ ❛♠❡✇♦ ❦ "❡❡♠" ♣❛ %✐❝✉❧❛ ❧② ✐♥%❡ ❡"%✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❦❡" ♥✐❝❤❡ ❞✐✛❡ ❡♥❝❡"

❛ ❝❡♥% ❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐"♠ ❢♦ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❝♦❡①✐"%❡♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ "♣❡❝✐❡"✳ ▼♦ ❡♦✈❡ ✱ ✐%  ❡❝❛❧❧" %❤❡

❡①% ❡♠❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥"✐♦♥❛❧✐%② ♦❢ ♥❛%✉ ❛❧ "②"%❡♠"✳ ◆❡✈❡ %❤❡❧❡""✱ ■ "❡❡ "♦♠❡ ❛♠❜✐❣✉✐%✐❡" ✐♥ %❤❡

❈❧❛ ❦ ✭✷✵✵✾✮ ❛ %✐❝❧❡✳ ■♥ ❢❛❝%✱ ♣✉"❤✐♥❣ ❤✐"  ❡❛"♦♥✐♥❣ %♦ %❤❡ ❡①% ❡♠❡ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ %♦ ❛♥♦%❤❡ 

❞❡❜❛%❡ ♦♥ %❤❡ ❡①✐"%❡♥❝❡ ♦❢ "%♦❝❤❛"%✐❝✐%② ✐♥ ◆❛%✉ ❡✳ ❋✐"❤❡ ✬" ✇♦ ❦" ✭❋✐"❤❡ ❇♦①✱ ✶✾✼✽✮ "❤♦✇

%❤❛% %❤❡ "❡❝♦♥❞ %❡ ♠ ✐♥ ❡T✉❛%✐♦♥ ✭✶✳✸✮ ♠✐❣❤% ❜❡ "♣❧✐% ✐♥%♦ %✇♦ %❡ ♠"✿ ❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡  ♦ ❛♥❞

❛♥ ✐♥❝♦♠♣ ❡""✐❜❧❡ ❵♥❛%✉ ❛❧✬ ❡  ♦ ✳ ❍♦✇❡✈❡ ✱ ❈❧❛ ❦ ✭✷✵✵✾✮ ❞♦❡" ♥♦% ❛❧❧♦✇ ❢♦ %❤❡ ❧❛%%❡ ✳ ■♥

❢❛❝% ❤❡ ✇ ♦%❡

❵❋✐ "%✱ %❤❡ ❡ ✐" ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦ "%♦❝❤❛"%✐❝✐%② ✐♥ ♥❛%✉ ❡ ❛% ♦❜"❡ ✈❛❜❧❡ "❝❛❧❡"✳ ❙%♦❝❤❛"%✐❝✐%②

✐" ❛♥ ❛%% ✐❜✉%❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧"✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣✐✈❡" ❜✐ %❤ ♦ ❞✐❡" ❵❛%  ❛♥❞♦♠✬✱ %❤❛% ❡✈❡♥%

 ❡"✉❧%" ❢ ♦♠  ❡❛❧ ♣ ♦❝❡""❡"✳✬

❆♥❞ ❧❛%%❡ ✱

❵❚❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡ ❡ ♠✐❣❤% ❜❡ ❛ ♣ ❛❝%✐❝❛❧ ❧✐♠✐% %♦ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✇❡ ❦♥♦✇ ❞♦❡" ♥♦% ♠❡❛♥ %❤❛%

%❤❡ ❡ ❡①✐"%" "♦♠❡  ❡"✐❞✉❛❧ ✐♥❤❡ ❡♥% "%♦❝❤❛"%✐❝✐%②✳✬

❲✐%❤ %❤❡"❡ "❡♥%❡♥❝❡" ✐% "❡❡♠" %❤❛% ❈❧❛ ❦ ❞♦❡" ♥♦% ❝♦♥"✐❞❡ "%♦❝❤❛"%✐❝✐%② ❛" ❛ ♣♦""✐❜❧❡ ❢♦ ❝❡ ✐♥

%❤❡  ❡❛❧ ✇♦ ❧❞✱ ✇❤✐❝❤  ❡♠✐♥❞" %❤❡ ❞❡%❡ ♠✐♥✐"%✐❝ ✈✐"✐♦♥ ♦❢ ▲❛♣❧❛❝❡✳ Y♦%❡♥%✐❛❧❧②✱ ✐% ♠✐❣❤% ❧❡❛❞ %♦

❛ ♠✐"✉♥❞❡ "%❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐%② ❞②♥❛♠✐❝" ❡"♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦  ❛ ❡ "♣❡❝✐❡" ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡♠♦❣ ❛♣❤✐❝

"%♦❝❤❛"%✐❝✐%② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①% ❡♠❡❧② ✐♥✢✉❡♥%✐❛❧✳

✶✳✸✳✹ ❘❡&❛✐♥❡❞ ❛♣♣,♦❛❝❤❡0

❚❤❡ "%✉❞② ♦❢ ❝♦❡①✐"%❡♥❝❡ ♦❢ "❡✈❡ ❛❧ ♣❛%❤♦❣❡♥ "% ❛✐♥" ❛♥❞ %❤❡  ♦❧❡ ♦❢ %❤❡ "♣❛%✐❛❧

♦ ❣❛♥✐"❛%✐♦♥ ♦❢ ✈❛ ✐❡%✐❡" ♦♥ %❤✐" ❝♦❡①✐"%❡♥❝❡ ✇❡ ❡ "%✉❞✐❡❞ ✐♥ %❤✐" Y❤❉ %❤❡"✐" ✉"✐♥❣ %✇♦
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✶✳✹✳ ▲♦♥❣ '❡)♠ ❡✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ ♣❛'❤♦❣❡♥3

❛♣♣"♦❛❝❤❡'✳ ❋✐"'+✱ +❤❡ "❡❧❛+✐✈❡ "♦❧❡' ♦❢ ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥+ ❝♦♠♣♦'✐+✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛+❤♦❣❡♥ '+"❛✐♥ ✜+♥❡''

♦♥ +❤❡ ❝♦♠♣❡+✐+✐♦♥ ♦❢ '❡✈❡"❛❧ ♣❛+❤♦❣❡♥ '+"❛✐♥' ✇❛' '+✉❞✐❡❞ ✐♥ +❤❡ '♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✇❤❡❛+

❧❡❛❢ "✉'+✳ ❚❤✐' ✇♦"❦ ✇❛' ❜❛'❡❞ ♦♥ ❛ ✶✵✲②❡❛" '✉"✈❡② ♦❢ ✇❤❡❛+ ❧❡❛❢ "✉'+ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥' ❛+ +❤❡

'❝❛❧❡ ♦❢ ❋"❛♥❝❡✳ ❲❡ ❝♦♥'+"✉❝+❡❞ ❛ ❤✐❡"❛"❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❇❛②❡'✐❛♥ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ✐♥ ♦"❞❡" +♦
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❞✐✣❝✉❧ ❢♦'  ❤❡ ♣❛ ❤♦❣❡♥  ♦ ♦✈❡'❝♦♠❡  ❤❛♥ ❛♥ ✐%♦❧❛ ❡❞ '❡%✐% ❛♥❝❡ ❣❡♥❡ ✭❜✉ %❡❡ ▼✉♥❞ ✱ ✶✾✾✵✮✳
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❣❡♥❡0❛❧❧② ♣0❡,❡♥" ❡①❝❡❧❧❡♥" ②✐❡❧❞ ,"❛❜✐❧✐"② ✇✐"❤ 0❡,♣❡❝" "♦ "❤❡✐0 ❝♦♠♣♦♥❡♥", ❣0♦✇♥ ❛❧♦♥❡✱ ❞✉❡
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❋♦"❡✇♦"❞ &♦ ❝❤❛♣&❡" ✷

❆♥② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ *+✉❞② ❤❛✈❡ +♦ 0❡❧② ✇✐+❤ *♦♠❡ ♦❜*❡0✈❡❞ 0❡❛❧✐+②✳ ❖✉0 ✇♦0❦ ❜❡❣✐♥* ✇✐+❤

♦❜*❡0✈❛+✐♦♥* ♦♥ +❤❡ ✇❤❡❛+ ❧❡❛❢ 0✉*+ ♣❛+❤♦*②*+❡♠ ✭ ✉❝❝✐♥✐❛ &'✐&✐❝✐♥❛✴❚'✐&✐❝✉♠ ❛❡+&✐✈✉♠✮✳

❚❤❡ ✈❛0✐❡+② ❙♦✐++♦♥+ ✇❛* ❤✐❣❤❧② ♣♦♣✉❧❛0 ✐♥ +❤❡ ✾✵✬* ❛♥❞ ❝♦✈❡0 ✉♣ +♦ 40% ♦❢ +❤❡ ✇❤❡❛+

*✉0❢❛❝❡* ❛+ +❤❡ *❝❛❧❡ ♦❢ ❋0❛♥❝❡✳ ❉✉❡ +♦ ✐+* ✐♥❝0❡❛*✐♥❣ *✉*❝❡♣+✐❜✐❧✐+② ✭❛* ✇❡❧❧ ❛* ♦+❤❡0 ❢❛❝+♦0*✮

❙♦✐++♦♥+ ❜❡❝❛♠❡ ❧❡** ❛♥❞ ❧❡** ♣♦♣✉❧❛0 ❛♥❞ ♦♥❧② 0❡♣0❡*❡♥+❡❞ 3% ♦❢ ✇❤❡❛+ ❛❝0❡❛❣❡ ✐♥ 2008✳

❚❤❡*❡ ❧❛*+ ②❡❛0*✱ +❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥*+✐+✉+❡* ❛♥❞ ❛❣0✐❝✉❧+✉0❛❧ ❝♦♦♣❡0❛+✐✈❡ ❤❛✈❡ ♥♦+❡❞ +❤❛+ ❙♦✐++♦♥+

✇❛* ✐♥ ♣❛** +♦ ❛♣♣❡❛0 0❡*✐*+❛♥+ +♦ ❧❡❛❢ 0✉*+ ✐♥ ✜❡❧❞ ❝♦♥❞✐+✐♦♥*✱ ✉♣ +♦ ❜❡ ❡♥✈✐*❛❣❡❞ ✐+ ✐♥

0♦+❛+✐♦♥* ❢♦0 ♦0❣❛♥✐❝ ❛❣0✐❝✉❧+✉0❡✳

❇❛*❡❞ ♦♥ +❤✐* ♦❜*❡0✈❛+✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡*+✐❣❛+❡❞ ❢✉0+❤❡0 +❤❡ ❞②♥❛♠✐❝* ♦❢ ❧❡❛❢ 0✉*+ ❛+ +❤❡ *❝❛❧❡

♦❢ ❋0❛♥❝❡ ♦♥ +❤❡ ♠❛✐♥❧② ❣0♦✇♥ ✇❤❡❛+ ✈❛0✐❡+✐❡*✳ ❋♦0 +❤✐* ♣✉0♣♦*❡✱ ✇❡ ❥♦✐♥+❧② ❛♥❛❧②*❡❞ +❤0❡❡

❧❛0❣❡ ❞❛+❛✲*❡+* ❞❡*❝0✐❜✐♥❣ +❤❡ ✇❤❡❛+ ❧❡❛❢ 0✉*+ ♣❛+❤♦*②*+❡♠✿ ✭✐✮ +❤❡ ❢0❡H✉❡♥❝✐❡* ♦❢ +❤❡ ♠♦*+

❢0❡H✉❡♥+❧② ❣0♦✇♥ ✈❛0✐❡+✐❡* ✐♥ ❋0❛♥❝❡❀ ✭✐✐✮ ❛ +❡♥✲②❡❛0 ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ *✉0✈❡② ♦❢  ✳ &'✐&✐❝✐♥❛ ♦♥ ❡❛❝❤

♦❢ +❤❡*❡ ✈❛0✐❡+✐❡*❀ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ +❤❡ ❛**❡**♠❡♥+ ♦❢ +❤❡ 0❡*✐*+❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ +❤❡*❡ ✈❛0✐❡+✐❡* ✐♥ ♠✉❧+✐✲

❧♦❝❛❧ +0✐❛❧* ❞✉0✐♥❣ +❤❡ *❛♠❡ ♣❡0✐♦❞ ♦❢ +✐♠❡✳ ■♥ ♦0❞❡0 +♦ ❧✐♥❦ ❛♥❞ ❛♥❛❧②*❡ +❤❡*❡ ❞❛+❛✲*❡+*✱ ✇❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❤✐❡0❛0❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐+❤✐♥ ❛ ❇❛②❡*✐❛♥ ❢0❛♠❡✇♦0❦✳

❲❡ *❤♦✇ +❤❛+ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❝♦♠♣❛+✐❜❧❡ ♣❛+❤♦+②♣❡*✱ *♦♠❡ ✇❡0❡ ♣0❡❢❡0❡♥+✐❛❧❧② ❛**♦❝✐❛+❡❞ ✇✐+❤

❛ ✈❛0✐❡+②✱ +❤❛+ +❤❡ ❢0❡H✉❡♥❝② ♦❢ ❛ ♣❛+❤♦+②♣❡ ♦♥ ❛ ✈❛0✐❡+② ✇❛* ❛✛❡❝+❡❞ ❜② +❤❡ ❧❛♥❞*❝❛♣❡ ✈❛0✐❡+❛❧

❝♦♠♣♦*✐+✐♦♥✱ ❛♥❞ +❤❛+ +❤❡ ♦❜*❡0✈❡❞ 0❡*✐*+❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ✈❛0✐❡+② ✇❛* ❧✐♥❦❡❞ +♦ +❤❡ ❢0❡H✉❡♥❝②

♦❢ +❤❡ ♠♦*+ ❛❣❣0❡**✐✈❡ ♣❛+❤♦+②♣❡* ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❝♦♠♣❛+✐❜❧❡ ♣❛+❤♦+②♣❡*✳ ❆* ❛ ❝♦♥*❡H✉❡♥❝❡✱ +❤❡

❧❛♥❞*❝❛♣❡ ✈❛0✐❡+❛❧ ❝♦♠♣♦*✐+✐♦♥ ✇❛* ❢♦✉♥❞ +♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ +❤❡ 0❡*✐*+❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✭❛* ♠❡❛*✉0❡❞ ✐♥

+❤❡ ✜❡❧❞✮ ♦❢ +❤❡ ♠♦*+ ❢0❡H✉❡♥+❧② ❣0♦✇♥ ✇❤❡❛+ ✈❛0✐❡+✐❡* ❜② ❛❧+❡0✐♥❣ +❤❡ *+0✉❝+✉0❡ ♦❢ ♣❛+❤♦❣❡♥

♣♦♣✉❧❛+✐♦♥*✳ ■♥ ❛❞❞✐+✐♦♥ ✇❡ ✐❧❧✉*+0❛+❡❞ +❤❛+ +❤❡ H✉❛♥+✐+❛+✐✈❡ ❛*♣❡❝+* ♦❢ +❤❡ ❤♦*+✲♣❛+❤♦❣❡♥

0❡❧❛+✐♦♥*❤✐♣ ❤❛✈❡ +♦ ❜❡ ❝♦♥*✐❞❡0❡❞ ✐♥ ❛❞❞✐+✐♦♥ +♦ +❤❡ ♠❛❥♦0 0❡*✐*+❛♥❝❡✴✈✐0✉❧❡♥❝❡ ❢❛❝+♦0* ✐♥

❧❛♥❞*❝❛♣❡ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ❛♣♣0♦❛❝❤❡*✳



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦4✐$✐♦♥ ♦♥ ✈❛&✐❡$② &❡4✐4$❛♥❝❡

✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

■♥ ♠♦❞❡&♥ ❛❣&✐❝✉❧-✉&❡✱ /-&✉❝-✉&❡ /✐♠♣❧✐✜❝❛-✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡-✐❝ ✉♥✐❢♦&♠✐-② ♦❢ ❝✉❧-✐✈❛-❡❞

❧❛♥❞/❝❛♣❡/ ❢❛❝✐❧✐-❛-❡ -❤❡ /♣&❡❛❞ ♦❢ ❡♣✐❞❡♠✐❝/ ❛♥❞ -❤❡ ❣❡♥❡-✐❝ ❡✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ ♣❛-❤♦❣❡♥/ -♦✇❛&❞/

❛ ❤✐❣❤❡& ✈✐&✉❧❡♥❝❡ ✭❖❡&❦❡ ❛♥❞ ❉❡❤♥❡✱ ✷✵✵✹❀ ❙-✉❦❡♥❜&♦❝❦ ❛♥❞ ▼❝❉♦♥❛❧❞✱ ✷✵✵✽❀ ▼❛&❣♦/✐❛♥

❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ◆❡✈❡&-❤❡❧❡//✱ ❜♦-❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥-❛❧ ❛♥❞ -❤❡♦&❡-✐❝❛❧ ❛♣♣&♦❛❝❤❡/ /✉♣♣♦&- -❤❡

✐❞❡❛ -❤❛- ✐♥❝&❡❛/✐♥❣ ❢✉♥❝-✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡&/✐-② ❜❛/❡❞ ♦♥ &❡/✐/-❛♥❝❡ ❢❛❝-♦&/ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❛❣&✐❝✉❧-✉&❛❧

/②/-❡♠/ ❧❡// /✉/❝❡♣-✐❜❧❡ -♦ ❞✐/❡❛/❡/ ✭❆❧-✐❡&✐✱ ✶✾✾✾❀ ❩❤✉ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ▼✉♥❞-✱ ✷✵✵✷❀ ❇✐❛♥❝❤✐

❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ●❛&&❡-- ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ▼♦&❡ ❣❡♥❡&❛❧❧②✱ ❛ &❡❧❛-✐♦♥/❤✐♣ ❜❡-✇❡❡♥ ❢✉♥❝-✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡&/✐-②

❛♥❞ /✉/❝❡♣-✐❜✐❧✐-② -♦ ❞✐/❡❛/❡/ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥/-&❛-❡❞ ✐♥ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ /②/-❡♠/ ✭N❛✉-❛//♦

❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❑❡❡/✐♥❣ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ -❤✐/ &❡❧❛-✐♦♥/❤✐♣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥/✐❞❡&❡❞ ❛- ❞✐✛❡&❡♥-

/♣❛-✐❛❧ /❝❛❧❡/✱ ♦♥❡ ♦❢ -❤❡♠ ❜❡✐♥❣ -❤❡ ❧❛♥❞/❝❛♣❡ ✭●✐❧❧✐❣❛♥✱ ✷✵✵✽✮✳ ❙-✉❞✐❡/ ✐♥ ❛♥✐♠❛❧ ❛♥❞

❤✉♠❛♥ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ✭❑❡❡❧✐♥❣✱ ✶✾✾✾❀ ❚✐❧❞❡/❧❡② ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ❤❛✈❡ /❤♦✇♥ -❤❛- ❧❛♥❞/❝❛♣❡

/-&✉❝-✉&❡ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝-✐✈✐-② ♠❛② ❣&❡❛-❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛-❤♦❣❡♥ ✐♥✈❛/✐♦♥ &❛-❡/✿ -❤❡ /✐♠♣❧✐✜❝❛-✐♦♥

♦❢ ❛❣&✐❝✉❧-✉&❛❧ ❧❛♥❞/❝❛♣❡ /-&✉❝-✉&❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦/✐-✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐-❤ -❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ ♥♦♥✲❝&♦♣

❤❛❜✐-❛-✱ ❤❛/ ❧❡❞ -♦ ❛ ❞❡❝&❡❛/❡ ✐♥ ♥❛-✉&❛❧ ♣❡/- ❝♦♥-&♦❧ ✭❇✐❛♥❝❤✐ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳

■♥ ♣❧❛♥- ♣❛-❤♦❧♦❣②✱ -❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞❡/✐❣♥✐♥❣ ✈❛&✐❡-② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥- /-&❛-❡❣✐❡/ ❛- -❤❡ /❝❛❧❡ ♦❢

❝✉❧-✐✈❛-❡❞ ❧❛♥❞/❝❛♣❡/ ❤❛/ ❜❡❡♥ ❛&♦✉♥❞ ❢♦& ❛ ❧♦♥❣ -✐♠❡ ✭❩❛❞♦❦/ ❛♥❞ ❑❛♠♣♠❡✐❥❡&✱ ✶✾✼✼✮

❛♥❞ ✇❛/ -❡/-❡❞ ♠♦&❡ -❤❛♥ 20 ②❡❛&/ ❛❣♦ ❜② ▼✉♥❞- ❛♥❞ ❇&♦♣❤② ✭✶✾✽✽✮ ✇✐-❤ ❛ /✐♠✉❧❛-✐♦♥

♠♦❞❡❧✳ ▼♦&❡ &❡❝❡♥-❧②✱ /❡✈❡&❛❧ ❛✉-❤♦&/ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦&❡❞ -❤❡ ♣♦-❡♥-✐❛❧ ♦❢ ❧❛&❣❡✲/❝❛❧❡ ❛♣♣&♦❛❝❤❡/ -♦

♦♣-✐♠✐/❡ -❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥- ♦❢ ❤♦/- &❡/✐/-❛♥❝❡✳ ❲✐-❤ ❛♥ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❜❛/❡❞ ♦♥ -❤❡ ♠❡-❛♣♦♣✉❧❛-✐♦♥

-❤❡♦&② ✭❍❛♥/❦✐✱ ✶✾✾✽✮✱ N❛&♥❡❧❧ ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ /✉❣❣❡/- -❤❛- -❤❡ /♣&❡❛❞ ♦❢ ♣❛-❤♦❣❡♥ /-&❛✐♥/

-❤❛- ❛&❡ &❡/✐/-❛♥- -♦ ❢✉♥❣✐❝✐❞❡/ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦&❡ ❡✛❡❝-✐✈❡❧② ❝♦♥-&♦❧❧❡❞ ✇✐-❤ ❛ ❧❛♥❞/❝❛♣❡✲

/❝❛❧❡ ❛♣♣&♦❛❝❤❀ ▼❛&❣♦/✐❛♥ ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛//❡//❡❞ -❤❡ ❝♦♥♥❡❝-✐✈✐-②✱ ✇✐-❤ &❡❣❛&❞ -♦ ♣❛-❤♦❣❡♥

-&❛♥/♠✐//✐♦♥✱ ♦❢ -❤❡ ❢♦✉& ♠❛✐♥ ❝&♦♣/ ✐♥ -❤❡ ❯❙❆❀ ❙❦❡❧/❡② ❡- ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ /♣❛-✐♦✲

-❡♠♣♦&❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ -❤❡ ♣♦-❛-♦ ❧❛-❡ ❜❧✐❣❤- ♣❛-❤♦/②/-❡♠ -❤❛- ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✐- ♣♦//✐❜❧❡ -♦ ❡✈❛❧✉❛-❡

/♣❛-✐❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥- ♦❢ ❤♦/- &❡/✐/-❛♥❝❡ ✐♥ ❧❛&❣❡ ❣&♦✇✐♥❣ ❛&❡❛/✳ ◆❡✈❡&-❤❡❧❡//✱ -❤❡ ♣♦-❡♥-✐❛❧

♦❢ ❧❛♥❞/❝❛♣❡ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ❢♦& ❡①♣❧♦&✐♥❣ ♥❡✇ /-&❛-❡❣✐❡/ ♦❢ ❤♦/- &❡/✐/-❛♥❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥- /-✐❧❧

&❡♠❛✐♥/ ❧❛&❣❡❧② ✉♥❞❡&❡①♣❧♦✐-❡❞ ❜② ♣❧❛♥- ♣❛-❤♦❧♦❣✐/-/ ✭N❧❛♥-❡❣❡♥❡/- ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❆ ❧✐❦❡❧②

&❡❛/♦♥ ❢♦& -❤✐/ ✐/ -❤❡ ❞✐✣❝✉❧-② -♦ ♦❜-❛✐♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②/❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥-❛❧ ❞❛-❛ ❛- ❛ ❧❛&❣❡ ❣❡♦❣&❛♣❤✐❝

/❝❛❧❡✳ ❆ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ♦❢ -❤✐/ /-✉❞② ✐/ -❤❡&❡❢♦&❡ -♦ ❝♦♥-&✐❜✉-❡ -♦ ✜❧❧✐♥❣ -❤✐/ ❣❛♣✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥- ♦❢ /✐♠✉❧❛-✐♦♥ ♠♦❞❡❧/ -♦ ❞❡/✐❣♥ ✈❛&✐❡-② ❞❡♣❧♦②♠❡♥- /-&❛-❡❣✐❡/ ✐♥

❛❣&✐❝✉❧-✉&❛❧ ❧❛♥❞/❝❛♣❡/ &❡\✉✐&❡/ -❤❡ ✐❞❡♥-✐✜❝❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❡✛❡❝-/ -❤❛- -❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛- ❧❛&❣❡ /❝❛❧❡/

♦♥ ❤♦/- ❛♥❞ ♣❛-❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥/✳ ▼♦/- ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛-❛/❡-/ ♦♥ ♣❛-❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ /-&✉❝-✉&❡

❛♥❞ ❤♦/- &❡/✐/-❛♥❝❡ ❛&❡ ❜❛/❡❞ ♦♥ \✉❛❧✐-❛-✐✈❡ ❤♦/-✲♣❛-❤♦❣❡♥ ✐♥-❡&❛❝-✐♦♥/✱ ❛/ ❞❡/❝&✐❜❡❞ ❜② -❤❡

❣❡♥❡✲❢♦&✲❣❡♥❡ ♠♦❞❡❧ ✭❋❧♦&✱ ✶✾✼✶✮✳ ■- ✐/ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ -❤❛- ✐♥-❡&❛❝-✐♦♥/ ❜❡-✇❡❡♥ ♠❛❥♦& &❡/✐/-❛♥❝❡

❣❡♥❡/ ❛♥❞ ❛✈✐&✉❧❡♥❝❡ ❣❡♥❡/ /❤❛♣❡ ♣❛-❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ /-&✉❝-✉&❡ ❛- ❧❛&❣❡ /❝❛❧❡/ ✐♥ ❝&♦♣♣✐♥❣

/②/-❡♠/ ✭❲♦❧❢❡ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛&③❜❛❝❤✱ ✶✾✼✽❀ ❍♦✈♠_❧❧❡& ❡- ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❀ ❘♦✉①❡❧ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ●♦②❡❛✉

✷✻



✷✳✷✳ ▼❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡$❤♦❞.

❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❇❛++,- ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ !❤❛!✱ +❡❝✐♣+♦❝❛❧❧②✱ ✐♥✈❛-✐♦♥- ♦❢ ♥❡✇ ✈✐+✉❧❡♥! -!+❛✐♥-

+❡♥❞❡+ ✐♥❡✛❡❝!✐✈❡ !❤❡ ❝♦++❡-♣♦♥❞✐♥❣ +❡-✐-!❛♥❝❡ ❣❡♥❡- ✐♥ !❤❡ ❝+♦♣-✳ ◆❡✈❡+!❤❡❧❡--✱ ❛❧!❤♦✉❣❤ !❤❡

?✉❛❧✐!❛!✐✈❡ ❤♦-!✲♣❛!❤♦❣❡♥ ✐♥!❡+❛❝!✐♦♥- ❛+❡ ♥❡❝❡--❛+② !♦ ❞❡-❝+✐❜❡ ♣❛!❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛!✐♦♥- ❛♥❞

!♦ ❡①♣❧❛✐♥ !❤❡ ♦❜-❡+✈❡❞ +❡-✐-!❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤♦-! ✈❛+✐❡!✐❡-✱ !❤❡② ❛+❡ ♥♦! -✉✣❝✐❡♥!✳ ◗✉❛♥!✐!❛!✐✈❡

✐♥!❡+❛❝!✐♦♥- ❞❡!❡+♠✐♥❡❞ ❜② ♣❛!❤♦❣❡♥ ❛❣❣+❡--✐✈❡♥❡-- ✭-❡❡ G❛+✐❛✉❞ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✱ ❢♦+ ❛ +❡✈✐❡✇✮

❛♥❞ ❤♦-! ?✉❛♥!✐!❛!✐✈❡ +❡-✐-!❛♥❝❡ ✭❇+✉♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ▼❛+❝❡❧ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❝❛♥ ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦+

+♦❧❡ ❛- ✇❡❧❧ ✐♥ -❤❛♣✐♥❣ ♣❛!❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛!✐♦♥- ✭❚❤+❛❧❧ ❛♥❞ ❇✉+❞♦♥✱ ✷✵✵✸❀ ▼✐❧❧❡+ ❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❀

G❛+✐❛✉❞ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜✮✳ ■♥ -✉❝❤ ❛ ❝❛-❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐!✐♦♥ !♦ !❤❡ ❜✐♥❛+② +❡-♣♦♥-❡ ♦❢ !❤❡ ❣❡♥❡✲❢♦+✲❣❡♥❡

♠♦❞❡❧✱ ❛ ❝♦♥!✐♥✉♦✉- +❡-♣♦♥-❡ ❤❛- !♦ ❜❡ ❝♦♥-✐❞❡+❡❞ !♦ ❞❡-❝+✐❜❡ !❤❡ ❤♦-!✲♣❛!❤♦❣❡♥ ✐♥!❡+❛❝!✐♦♥✳

■♥ !❤✐- ♣❛♣❡+✱ ✇❡ !❡-! !❤❡ ❤②♣♦!❤❡-✐- !❤❛! ❧❛♥❞-❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦-✐!✐♦♥ ✭✐♥ !❡+♠- ♦❢ ❤♦-! ✈❛+✐❡!②

❢+❡?✉❡♥❝✐❡-✮ ❤❛- ❛♥ ✐♠♣❛❝! ♦♥ !❤❡ ❝❤❛♥❣❡- ✐♥ !❤❡ ♦❜-❡+✈❡❞ +❡-✐-!❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ !❤❡ ♠❛✐♥ ✈❛+✐❡!✐❡-

❣+♦✇♥ ❜② !❤❡ ❢❛+♠❡+-✱ ❛! !❤❡ ❋+❡♥❝❤ ♥❛!✐♦♥❛❧ -❝❛❧❡✳ ❋♦+ !❤✐-✱ ✇❡ ❝♦♥-✐❞❡+ ❜♦!❤ ?✉❛❧✐!❛!✐✈❡

❛♥❞ ?✉❛♥!✐!❛!✐✈❡ ✐♥❢♦+♠❛!✐♦♥ ♦♥ !❤❡ ✐♥!❡+❛❝!✐♦♥- ❜❡!✇❡❡♥ !❤❡ ♣❛!❤♦❣❡♥ ❛♥❞ ✐!- ❤♦-!✳ ❉❛!❛

❛♥❛❧②-✐- ❢♦❝✉-❡- ♦♥ ❛ ✇❤❡❛! ✭❚&✐$✐❝✉♠ ❛❡.$✐✈✉♠✮ ❢♦❧✐❛+ ❞✐-❡❛-❡✱ ❧❡❛❢ +✉-!✱ ❝❛✉-❡❞ ❜② 3✉❝❝✐♥✐❛

$&✐$✐❝✐♥❛✱ ❛ ❜❛-✐❞✐♦♠②❝❡!❡ ❢✉♥❣✉- ✭❇♦❧!♦♥ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤✐- ♣❛!❤♦-②-!❡♠ ❤❛- ❜❡❡♥ -!✉❞✐❡❞

✐♥ ❞❡♣!❤✳ ❆- ❛ +❡-✉❧!✱ ✇❡ ❤❛❞ ❛❝❝❡-- !♦ !❤+❡❡ ❞❛!❛-❡!- !♦ ❝❛++② ♦✉! ♦✉+ ❛♥❛❧②-✐-✱ +❡❧❛!❡❞ !♦✿

✭✐✮ !❤❡ ❢+❡?✉❡♥❝✐❡- ♦❢ !❤❡ ♠♦-! ❢+❡?✉❡♥!❧② ❣+♦✇♥ ✈❛+✐❡!✐❡- ✐♥ ❋+❛♥❝❡❀ ✭✐✐✮ ❛ !❡♥✲②❡❛+ ♣♦♣✉❧❛!✐♦♥

-✉+✈❡② ♦❢ 3✳ $&✐$✐❝✐♥❛ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ !❤❡-❡ ✈❛+✐❡!✐❡-❀ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ !❤❡ ❛--❡--♠❡♥! ♦❢ !❤❡ +❡-✐-!❛♥❝❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ !❤❡-❡ ✈❛+✐❡!✐❡- ✐♥ ♠✉❧!✐✲❧♦❝❛❧ !+✐❛❧- ❞✉+✐♥❣ !❤❡ -❛♠❡ ♣❡+✐♦❞ ♦❢ !✐♠❡✳ ■♥ ♦+❞❡+ !♦ ❧✐♥❦

❛♥❞ ❛♥❛❧②-❡ !❤❡-❡ ❞❛!❛-❡!-✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❤✐❡+❛+❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐!❤✐♥ ❛ ❇❛②❡-✐❛♥ ❢+❛♠❡✇♦+❦✳

✷✳✷ ▼❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡$❤♦❞.

✷✳✷✳✶ ❉❛%❛ ❞❡(❝*✐♣%✐♦♥

✷✳✷✳✶✳✶ ❲❤❡❛' ✈❛)✐❡'✐❡+

❚❤❡ ❋+❡♥❝❤ ✐♥-!✐!✉!❡✱ ❋&❛♥❝❡❆❣&✐▼❡&✱ ♣✉❜❧✐-❤❡- ❛♥♥✉❛❧ -!❛!✐-!✐❝- ♦♥ !❤❡ ♠♦-! ❢+❡?✉❡♥!❧②

-♦✇♥ ✇❤❡❛! ✈❛+✐❡!✐❡- ✐♥ ❋+❛♥❝❡ ✭❖◆■●❈✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤✐- ❞❛!❛-❡! +❡❝♦+❞- !❤❡ ❢+❡?✉❡♥❝②✱ ✇✐!❤

+❡-♣❡❝! !♦ !❤❡ !♦!❛❧ ❋+❡♥❝❤ ✇❤❡❛! ❛❝+❡❛❣❡✱ ♦❢ !❤❡ !❡♥ ♠♦-! ❢+❡?✉❡♥!❧② -♦✇♥ ✈❛+✐❡!✐❡- ❡❛❝❤

②❡❛+✳ ❋+♦♠ 1999 !♦ 2008✱ 30 ✈❛+✐❡!✐❡- ✇❡+❡ +❡❝♦+❞❡❞✱ +❡♣+❡-❡♥!✐♥❣ ❜❡!✇❡❡♥ 53.8% ❛♥❞ 76%

♦❢ !❤❡ ✇❤❡❛! ❛❝+❡❛❣❡ ❡❛❝❤ ②❡❛+✳

❚❤❡ ■◆❘❆ ●+✐❣♥♦♥ ❧❛❜♦+❛!♦+② +♦✉!✐♥❡❧② ✐❞❡♥!✐✜❡- !❤❡ ♠❛❥♦+ +❡-✐-!❛♥❝❡ ❣❡♥❡- ♣+❡-❡♥!

✐♥ !❤❡ ❝✉❧!✐✈❛!❡❞ ✈❛+✐❡!✐❡-✳ ❇❛-❡❞ ♦♥ !❤✐- ✐♥❢♦+♠❛!✐♦♥ ✭●♦②❡❛✉ ❡! ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ !❤❡ +❡❝♦+❞❡❞

✈❛+✐❡!✐❡- ✇❡+❡ ❝❧❛--✐✜❡❞ ✐♥!♦ ✜✈❡ ♠❛✐♥ ❣+♦✉♣-✳ ❚❤❡ ✜+-! ❣+♦✉♣ ❝♦♥!❛✐♥❡❞ !❤❡ ✈❛+✐❡!✐❡- ❜❡❛+✐♥❣

!❤❡ +❡-✐-!❛♥❝❡ ❣❡♥❡ Lr13✱ ❛♥❞ !❤❡ -❡❝♦♥❞ ❣+♦✉♣ !❤❡ ✈❛+✐❡!✐❡- ✇✐!❤ Lr14a✳ ●+♦✉♣- 3✱ 4 ❛♥❞

5 ❝♦♥!❛✐♥❡❞ ✈❛+✐❡!✐❡- ✇✐!❤ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛!✐♦♥- ♦❢ +❡-✐-!❛♥❝❡ ❣❡♥❡-✿ Lr10 + Lr13✱

Lr13 + Lr37 ❛♥❞ Lr10 + Lr13 + Lr37✱ +❡-♣❡❝!✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ !❤❡ ❢+❡?✉❡♥❝② ♦❢ !❤❡ ✜+-! ❣+♦✉♣

✷✼



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦4✐$✐♦♥ ♦♥ ✈❛&✐❡$② &❡4✐4$❛♥❝❡

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❋*❡+✉❡♥❝✐❡0 ♦❢ 3❤❡ 03✉❞✐❡❞ ✇❤❡❛3 ✈❛*✐❡3✐❡0 ❢*♦♠ 1999 3♦ 2008 ✐♥ ❋*❛♥❝❡✳

❱❛*✐❡3②

❨❡❛*

✶✾✾✾ ✷✵✵✵ ✷✵✵✶ ✷✵✵✷ ✷✵✵✸ ✷✵✵✹ ✷✵✵✺ ✷✵✵✻ ✷✵✵✼ ✷✵✵✽

❆♣❛❝❤❡ ◆❆ ◆❆ ✵✳✵✽ ✵✳✶✼ ✵✳✷✹ ✵✳✷✸ ✵✳✷✸ ✵✳✶✹ ✵✳✶✶ ✵✳✶✶

❈❛♣❤♦&♥ ✵ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ✵✳✵✸ ✵✳✵✽ ✵✳✵✽ ✵✳✶✸ ✵✳✶✸ ✵✳✶✷

❈❤❛&❣❡& ✵✳✵✹ ✵✳✵✽✾ ✵✳✶✶ ✵✳✶✵ ✵✳✵✽ ✵✳✵✼ ✵✳✵✻ ✵✳✵✺ ◆❆ ◆❆

■4❡♥❣&❛✐♥ ✵✳✵✽✹ ✵✳✶✶✹ ✵✳✶✹ ✵✳✶✹ ✵✳✵✾ ✵✳✵✻ ✵✳✵✼ ✵✳✵✹ ✵✳✵✸✹ ✵✳✵✸

❖&✈❛♥$✐4 ✵ ◆❆ ◆❆ ✵✳✵✹ ✵✳✵✻ ✵✳✵✻ ✵✳✵✻ ✵✳✵✹ ✵✳✵✸✷ ✵✳✵✸✷

❙♦✐44♦♥4 ✵✳✶✺✸ ✵✳✶✵✽ ✵✳✶✶ ✵✳✵✾ ✵✳✵✼ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✹ ✵✳✵✸✽ ✵✳✵✸

❚&<♠✐❡ ✵✳✶✶✸ ✵✳✵✼✻ ✵✳✵✻ ✵✳✵✹ ✵✳✵✸ ✵✳✵✷ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆

❚♦3❛❧ ❢*❡+✉❡♥❝② ✵✳✸✾ ✵✳✸✽✼ ✵✳✺✵ ✵✳✺✽ ✵✳✻✵ ✵✳✺✼ ✵✳✺✺ ✵✳✹✹ ✵✳✸✹✹ ✵✳✸✷✷

✇❛0 ❧♦✇ ❛♥❞ ❞❡❝❧✐♥✐♥❣ ♦✈❡* 3❤❡ ❝♦♥0✐❞❡*❡❞ ♣❡*✐♦❞✱ ✇❡ ❧✐♠✐3❡❞ ♦✉* 03✉❞② 3♦ 3❤❡ ❧❛03 ❢♦✉*

❣*♦✉♣0✳

❆♠♦♥❣ 3❤❡0❡ ❣*♦✉♣0✱ ✇❡ ❢♦❝✉0❡❞ ♦♥ 3❤❡ ♠♦03 *❡♣*❡0❡♥3❛3✐✈❡ ✈❛*✐❡3✐❡0 ✭✐♥ 3❡*♠0 ♦❢

❢*❡+✉❡♥❝②✮✳ ❙❡✈❡♥ ♦❢ 3❤❡♠ ✇❡*❡ ❝❤♦0❡♥ ❢*♦♠ ❣*♦✉♣0 2✱ 3✱ 4 ❛♥❞ 5✿ ■4❡♥❣&❛✐♥ ❛♥❞ ❙♦✐44♦♥4

✭❣*♦✉♣ 2✮✱ ❈❤❛&❣❡& ❛♥❞ ❚&<♠✐❡ ✭❣*♦✉♣ 3✮✱ ❆♣❛❝❤❡ ✭❣*♦✉♣ 4✮ ❛♥❞ ❈❛♣❤♦&♥ ❛♥❞ ❖&✈❛♥$✐4

✭❣*♦✉♣ 5✮✳ ❚❤❡0❡ ✈❛*✐❡3✐❡0 *❡♣*❡0❡♥3❡❞ ❜❡3✇❡❡♥ 32.2% ❛♥❞ 60% ♦❢ 3❤❡ ❋*❡♥❝❤ ✇❤❡❛3 ❛❝*❡❛❣❡✱

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 3❤❡ ②❡❛* ✭3❛❜❧❡ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ♦3❤❡* ✈❛*✐❡3✐❡0✱ ♣*❡0❡♥3 ❛3 ❧♦✇ ❢*❡+✉❡♥❝✐❡0✱ ❛*❡

❝♦♥0✐❞❡*❡❞ 3♦❣❡3❤❡* ✐♥ 3❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛0 ❛ ❜❛❝❦❣*♦✉♥❞ ❤♦03 ♣♦♣✉❧❛3✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉0❡ ♦♥❧② 3❤❡ ✜*03

3❡♥ ✈❛*✐❡3✐❡0 ❛*❡ *❡❝♦*❞❡❞ ❡❛❝❤ ②❡❛* ✐♥ 3❤❡ ✇❤❡❛3 0✉*✈❡②✱ 3❤❡ ❢*❡+✉❡♥❝② ♦❢ 3❤♦0❡ ✈❛*✐❡3✐❡0 ✐♥

3❤❡ ❝✉❧3✐✈❛3❡❞ ❧❛♥❞0❝❛♣❡ ✇❛0 ♥♦3 ❛❧✇❛②0 ❦♥♦✇♥ ♦✈❡* 3❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❡*✐♦❞✳ ❆♣❛❝❤❡ ✇❛0 *❡❝♦*❞❡❞

❢*♦♠ 2001 3♦ 2008✱ ❈❛♣❤♦&♥ ❢*♦♠ 2003 3♦ 2008✱ ❈❤❛&❣❡& ❢*♦♠ 1999 3♦ 2006✱ ■4❡♥❣&❛✐♥ ❢*♦♠

1999 3♦ 2008✱ ❖&✈❛♥$✐4 ❢*♦♠ 2002 3♦ 2008✱ ❙♦✐44♦♥4 ❢*♦♠ 1999 3♦ 2008✱ ❛♥❞ ❚&<♠✐❡ ❢*♦♠

1999 3♦ 2004✳

✷✳✷✳✶✳✷  ✉❝❝✐♥✐❛ &'✐&✐❝✐♥❛ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥

■0♦❧❛3❡0 ♦❢ =✉❝❝✐♥✐❛ $&✐$✐❝✐♥❛ ❛*❡ ❝♦❧❧❡❝3❡❞ ❡❛❝❤ ②❡❛* ❢*♦♠ ❛ ♥❡3✇♦*❦ ♦❢ ✉♥0♣*❛②❡❞ ♥✉*0❡*✐❡0

✐♥ 64 ❞✐✛❡*❡♥3 ❧♦❝❛3✐♦♥0 3❤*♦✉❣❤♦✉3 3❤❡ ❝♦✉♥3*②✳ ❆ ♣✉03✉❧❡ ✐0 0❛♠♣❧❡❞ ❛3 ❡❛❝❤ 0✐3❡ ❢♦* ❡❛❝❤

✈❛*✐❡3② ❛♥❞ 3❤❡ ✐0♦❧❛3❡ ✐0 ✐♥❝*❡❛0❡❞ ❢♦* ♣❛3❤♦3②♣❡ ❞❡3❡*♠✐♥❛3✐♦♥✳ ❆ ❞❡3❛✐❧❡❞ ❞❡0❝*✐♣3✐♦♥ ♦❢

3❤❡ ❋*❡♥❝❤ ❧❡❛❢ *✉03 0✉*✈❡② ✐0 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ●♦②❡❛✉ ❡3 ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆ ♣❛3❤♦3②♣❡✱ ♦* ♣❤❡♥♦3②♣❡ ❢♦*

+✉❛❧✐3❛3✐✈❡ ✈✐*✉❧❡♥❝❡ ✭●✐❧♠♦✉*✱ ✶✾✼✸✮✱ ✐0 ❛33*✐❜✉3❡❞ 3♦ ❡❛❝❤ ✐0♦❧❛3❡ ❝♦❧❧❡❝3❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛3❤♦3②♣❡

✐♥❞✐❝❛3❡0 ✇❤❡3❤❡* ♦* ♥♦3 3❤❡ ✐0♦❧❛3❡ ✐0 ❛❜❧❡ 3♦ ♦✈❡*❝♦♠❡ 3❤❡ ♠❛❥♦* *❡0✐03❛♥❝❡ ❣❡♥❡0✳

❆ 3♦3❛❧ ♦❢ 2521 ✐0♦❧❛3❡0 ✇❡*❡ 0❛♠♣❧❡❞ ♦♥ 124 ✈❛*✐❡3✐❡0 ♦✈❡* 3❤❡ ♣❡*✐♦❞ ❝♦♥0✐❞❡*❡❞ ✭1999✕

2008✮✳ ❚❤❡ ✈❛*✐❡3✐❡0 ❙♦✐44♦♥4✱ ■4❡♥❣&❛✐♥✱ ❈❤❛&❣❡& ❛♥❞ ❆♣❛❝❤❡ ✇❡*❡ 0❛♠♣❧❡❞ ❢*♦♠ 1999 3♦

2008✱ ❚&<♠✐❡ ❢*♦♠ 1999 3♦ 2007✱ ❖&✈❛♥$✐4 ❢*♦♠ 2001 3♦ 2008✱ ❛♥❞ ❈❛♣❤♦&♥ ❢*♦♠ 2003 3♦
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✷✳✷✳ ▼❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡$❤♦❞.

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ◆✉♠❜❡+ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝/❡❞ ✐2♦❧❛/❡2 ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛+✐❡/②✳ ❉❛/❛ ❢+♦♠ /❤❡ ❋+❡♥❝❤ ❧❡❛❢ +✉2/

2✉+✈❡②✳

❱❛+✐❡/②

❨❡❛+

✶✾✾✾ ✷✵✵✵ ✷✵✵✶ ✷✵✵✷ ✷✵✵✸ ✷✵✵✹ ✷✵✵✺ ✷✵✵✻ ✷✵✵✼ ✷✵✵✽

❆♣❛❝❤❡ ✸ ✹ ✶✾ ✸✶ ✹✶ ✸✺ ✺✶ ✹✼ ✼✶ ✹✸

❈❛♣❤♦&♥ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ✶✸ ✷✸ ✹✹ ✹✺ ✻✹ ✹✶

❈❤❛&❣❡& ✷ ✾ ✶ ✶✽ ✷✼ ✶✼ ✷✻ ✷✻ ✷✹ ✽

■.❡♥❣&❛✐♥ ✹✽ ✺✵ ✻✶ ✺✷ ✹✸ ✸✵ ✷✸ ✶✸ ✷✷ ✶✵

❖&✈❛♥$✐. ◆❆ ◆❆ ✶✽ ✷✹ ✸✷ ✷✸ ✹✻ ✸✾ ✹✽ ✶✻

❙♦✐..♦♥. ✺✸ ✺✽ ✻✸ ✹✼ ✹✺ ✸✵ ✹✻ ✸✼ ✹✹ ✸✶

❚&9♠✐❡ ✸✷ ✸✻ ✺✺ ✷✵ ✶✶ ✷✷ ✷✻ ✷✺ ✶✵ ◆❆

❙❛♠♣❧❡ ❧❡♥❣/❤ ✶✻✻ ✶✽✼ ✷✸✹ ✷✷✾ ✷✷✹ ✶✾✹ ✸✵✻ ✸✵✻ ✹✶✼ ✷✸✽

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ◆✉♠❜❡+ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝/❡❞ ✐2♦❧❛/❡2 ❢♦+ ❡❛❝❤ ♣❛/❤♦/②♣❡✳ ❉❛/❛ ❢+♦♠ /❤❡ ❋+❡♥❝❤ ❧❡❛❢ +✉2/

2✉+✈❡②✳

H❛/❤♦/②♣❡

❨❡❛+

✶✾✾✾ ✷✵✵✵ ✷✵✵✶ ✷✵✵✷ ✷✵✵✸ ✷✵✵✹ ✷✵✵✺ ✷✵✵✻ ✷✵✵✼ ✷✵✵✽

006xxx ✵ ✵ ✵ ✸ ✹ ✷✷ ✺✵ ✸✼ ✻✾ ✷✸

016206 ✶✵ ✻ ✶✷ ✷✽ ✹✶ ✶✽ ✶✵ ✽ ✵ ✵

073100 ✸✻ ✼✻ ✾✽ ✻✼ ✺✶ ✸✶ ✷✽ ✸✶ ✶✺ ✾

077317 ✻ ✹ ✶✷ ✶✹ ✹✵ ✷✵ ✷✹ ✶✷ ✻ ✵

106314 ✵ ✵ ✵ ✵ ✷ ✶✹ ✸✽ ✽✼ ✶✵✾ ✶✵✹

2008 ✭/❛❜❧❡ ✷✳✷✮✳ ❖✈❡+ /❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❡+✐♦❞✱ 196 ❞✐✛❡+❡♥/ ♣❛/❤♦/②♣❡2 ✇❡+❡ ✐❞❡♥/✐✜❡❞✱ ❛♠♦♥❣

✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❤❛❞ ❛ ❤✐❣❤ ❢+❡P✉❡♥❝② ✭✜❣✉+❡ ✷✳✶✱ /❛❜❧❡ ✷✳✸✮✳ ❲❡ ❢♦❝✉2❡❞ ♦♥ /❤❡ ♠♦2/

❢+❡P✉❡♥/ ♣❛/❤♦/②♣❡2✱ +❡❢❡++❡❞ /♦ ❛2 006xxx✱ 016206✱ 073100✱ 077317 ❛♥❞ 106314 ✭2❡❡ ●♦②❡❛✉

❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ✜+2/ ♣❛/❤♦/②♣❡ ✭006xxx✮ ❛❣❣+❡❣❛/❡2 /❤+❡❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛/❤♦/②♣❡2 ✭006106✱

006504 ❛♥❞ 006506✮ ✇✐/❤ ✈❡+② ❝❧♦2❡ ♣❤❡♥♦/②♣✐❝ ❡①♣+❡22✐♦♥2 ❛♥❞ ✐❞❡♥/✐❝❛❧ ♠✐❝+♦✲2❛/❡❧❧✐/❡

♣+♦✜❧❡2✳ ❚❤❡ ❧♦✇✲❢+❡P✉❡♥❝② ♣❛/❤♦/②♣❡2 ❛+❡ ♥♦/ ✐❣♥♦+❡❞ ❜② /❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉/ ❛+❡ ❣+♦✉♣❡❞

/♦❣❡/❤❡+ ❛♥❞ ❝♦♥2✐❞❡+❡❞ ❛2 ❛ ❜❛❝❦❣+♦✉♥❞ ♣❛/❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛/✐♦♥✳

✷✳✷✳✶✳✸ ❉✐&❡❛&❡ &❝♦+✐♥❣

❚❤❡ ❋+❡♥❝❤ /❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥2/✐/✉/❡✱ ❆&✈❛❧✐. ■♥.$✐$✉$ ❞✉ ❱9❣9$❛❧✱ ❝❛++✐❡2 ♦✉/ ❛♥♥✉❛❧ /+✐❛❧2 /♦

❡✈❛❧✉❛/❡ /❤❡ +❡2✐2/❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ /❤❡ ♠❛✐♥ ✇❤❡❛/ ✈❛+✐❡/✐❡2 ✉♥❞❡+ ✜❡❧❞ ❝♦♥❞✐/✐♦♥2✱ ✐♥ ♦+❞❡+

/♦ ♣+♦❞✉❝❡ /❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛❞✈✐❝❡ ❢♦+ ❢❛+♠❡+2✳ ❚+✐❛❧2 ❛+❡ ❞✐2/+✐❜✉/❡❞ ♦✈❡+ 40 ❞✐✛❡+❡♥/ ❧♦❝❛/✐♦♥2

/❤+♦✉❣❤♦✉/ /❤❡ ✇❤❡❛/✲❣+♦✇✐♥❣ ❛+❡❛2 ✐♥ ❋+❛♥❝❡✳ ❚❤❡② ❝♦♥2✐2/ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡/❡ ❜❧♦❝❦2 ❝♦♥/❛✐♥✐♥❣

✷✾



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦4✐$✐♦♥ ♦♥ ✈❛&✐❡$② &❡4✐4$❛♥❝❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✿ ❖$❞❡$❡❞ ❢$❡-✉❡♥❝✐❡0 ❛♥❞ ❝♦$$❡0♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✐0♦❧❛7❡0 ♦❢ 7❤❡ ♣❛7❤♦7②♣❡0

✐❞❡♥7✐✜❡❞ ✐♥ 7❤❡ ;✉❝❝✐♥✐❛ 7$✐7✐❝✐♥❛ 0✉$✈❡② ♦✈❡$ 7❤❡ ❝♦♥0✐❞❡$❡❞ ♣❡$✐♦❞ ✭✶✾✾✾✲✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡

♣❛7❤♦7②♣❡0 7❤❛7 ✇❡$❡ 0♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝♦♥0✐❞❡$❡❞ ✐♥ 7❤✐0 ✇♦$❦ ❛$❡ ✐♥❞✐❝❛7❡❞✳

✸✵



✷✳✷✳ ▼❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡$❤♦❞.

2×12♠2
♣❧♦$% ✭$❡♥ )♦✇%✮ %♦✇♥ ✇✐$❤ %❡✈❡)❛❧ ✈❛)✐❡$✐❡%✳ ❚❤❡ %♦✇✐♥❣ ❞❛$❡ ✐% ❝❤♦%❡♥ ❛% ❛♥ ❛✈❡)❛❣❡

♦❢ $❤❡ ♦♣$✐♠❛❧ %♦✇✐♥❣ ❞❛$❡% ♦❢ ❛❧❧ $❤❡ ✈❛)✐❡$✐❡%✳ ❙♦✇✐♥❣ ❞❡♥%✐$② ❛♥❞ ♥✐$)♦❣❡♥ ❢❡)$✐❧✐%❛$✐♦♥ ❛)❡

❞❡$❡)♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦)❞✐♥❣ $♦ ❧♦❝❛❧ ♣)❛❝$✐%❡%✱ ❜❛%❡❞ ♦♥ %♦✐❧ $②♣❡✱ ❡①♣❡❝$❡❞ ②✐❡❧❞✱ ❡$❝✳ ❚❤❡ ♣❧♦$%

❛)❡ ♥♦$ %♣)❛②❡❞ ✇✐$❤ ♣❡%$✐❝✐❞❡%✳ ❚❤❡ ✈❛)✐❡$② )❡%✐%$❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐% ❞✐)❡❝$❧② ❡✈❛❧✉❛$❡❞ ❢)♦♠ $❤❡

❞✐%❡❛%❡ %❝♦)✐♥❣ ❛% ♦❜%❡)✈❡❞ )❡%✐%$❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ = 1 − ❞✐%❡❛%❡ %❝♦)❡✱ ✇❤❡)❡ $❤❡ ❞✐%❡❛%❡ %❝♦)❡ ✐%
$❤❡ ♣)♦♣♦)$✐♦♥ ♦❢ ❞✐%❡❛%❡❞ ❧❡❛❢ %✉)❢❛❝❡✳ ■♥ $❤✐% ♣❛♣❡)✱ ❵♦❜%❡)✈❡❞ )❡%✐%$❛♥❝❡✬ ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❛% $❤❡

)❡%✐%$❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ✈❛)✐❡$② ❛% ✐$ ✐% %❝♦)❡❞ ✐♥ $❤❡ ✜❡❧❞ ✭$❤❡ $❡)♠ ❵✜❡❧❞ )❡%✐%$❛♥❝❡✬ ✐% %♦♠❡$✐♠❡%

✉%❡❞ ✐♥ $❤❡ ❧✐$❡)❛$✉)❡✮ ❛♥❞ )❡♣)❡%❡♥$% $❤❡ ✈❛)✐❡$② )❡%✐%$❛♥❝❡ ❛% ✐$ ✐% ♣❡)❝❡✐✈❡❞ ❜② ❢❛)♠❡)% ❛♥❞

❛❞✈✐%♦)%✳ ❚❤✐% ❵♦❜%❡)✈❡❞ )❡%✐%$❛♥❝❡✬ ✐% $❤❡ )❡%✉❧$ ♦❢ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥$❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥%✱ $❤❡ ❣❡♥❡$✐❝

)❡%✐%$❛♥❝❡ ❢❛❝$♦)% ♦❢ $❤❡ ✈❛)✐❡$✐❡% ❛♥❞ $❤❡ ❣❡♥❡$✐❝ ❝♦♠♣♦%✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥✳

❙❝♦)✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ❧❡❛❢ )✉%$ %②♠♣$♦♠% ✐% ♣❡)❢♦)♠❡❞ ♦♥❝❡ ❛ ②❡❛) ✐♥ ▼❛② ♦) ❏✉♥❡✳ ❚❤❡ ❆♣❛❝❤❡

✈❛)✐❡$② ✇❛% %❝♦)❡❞ ❢)♦♠ 1999 $♦ 2008✱ ❈❛♣❤♦&♥ ❢)♦♠ 2001 $♦ 2008✱ ❈❤❛&❣❡& ❢)♦♠ 1999 $♦

2007✱ ■.❡♥❣&❛✐♥ ❢)♦♠ 1999 $♦ 2005✱ ❖&✈❛♥$✐. ❢)♦♠ 2000 $♦ 2008✱ ❙♦✐..♦♥. ❢)♦♠ 1999 $♦ 2008✱

❛♥❞ ❚&9♠✐❡ ❢)♦♠ 1999 $♦ 2004 ✭✜❣✉)❡ ✷✳✷✮✳

❉✐%❡❛%❡ %❝♦)✐♥❣ ②✐❡❧❞% ❜♦$❤ D✉❛❧✐$❛$✐✈❡ ✐♥❢♦)♠❛$✐♦♥ ✭♣)❡%❡♥❝❡✴❛❜%❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐%❡❛%❡✱ ✉%✉❛❧❧②

)❡❢❡))❡❞ $♦ ❛% ❵✐♥❝✐❞❡♥❝❡✬ ✐♥ $❤❡ ♣❤②$♦♣❛$❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐$❡)❛$✉)❡✮ ❛♥❞ D✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ✐♥❢♦)♠❛$✐♦♥

✭❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦❜%❡)✈❡❞ ❞✐%❡❛%❡✱ ✉%✉❛❧❧② )❡❢❡))❡❞ $♦ ❛% ❵%❡✈❡)✐$②✬✕ ✜❣✉)❡ ✷✳✷✮✳ ❆❜%❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐%❡❛%❡

)❡%✉❧$% ❡✐$❤❡) ❢)♦♠ $❤❡ ❛❜%❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ✐$%❡❧❢ ♦)✱ ♠♦)❡ ❧✐❦❡❧② ✐♥ $❤❡ ❝❛%❡ ♦❢ ❧❡❛❢

)✉%$✱ ❢)♦♠ ✐♥❝♦♠♣❛$✐❜✐❧✐$② ♦❢ $❤❡ ♣❛$❤♦$②♣❡% $❤❛$ ✇❡)❡ ♣)❡%❡♥$ ❛$ $❤❡ %❝♦)✐♥❣ $✐♠❡ ✇✐$❤ $❤❡

❝♦♥%✐❞❡)❡❞ ✈❛)✐❡$②✳ ❆% ❝❧❛%%✐❝❛❧❧② ♦❜%❡)✈❡❞✱ ❞✐%❡❛%❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ❛ ✈❛)✐❡$② ✇❛% %✐❣♥✐✜❝❛♥$❧②

❧✐♥❦❡❞ $♦ $❤❡ ♣)♦♣♦)$✐♦♥ ♦❢ ✈✐)✉❧❡♥$ ♣❛$❤♦$②♣❡% ✐♥ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ✭✜❣✉)❡ ✷✳✷✮✳ ■♥

♦)❞❡) $♦ ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦) %✉❝❤ ❡✛❡❝$%✱ D✉❛❧✐$❛$✐✈❡ ✈✐)✉❧❡♥❝❡ ✐% ✐♥$)♦❞✉❝❡❞ ✐♥ $❤❡ %$❛$✐%$✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

❜✉$✱ ❛% %$❛$❡❞ ❜❡❢♦)❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉% ♦♥ $❤❡ D✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ❛%♣❡❝$% ♦❢ $❤❡ ❤♦%$✲♣❛$❤♦❣❡♥ )❡❧❛$✐♦♥%❤✐♣

✇❤❡♥ ❡①♣❧♦)✐♥❣ $❤❡ ❞❛$❛%❡$%✳

✷✳✷✳✷ ❙#❛#✐&#✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

❲❡ ❝♦♥%$)✉❝$❡❞ ❛ %$❛$✐%$✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦)❞❡) $♦ ❥♦✐♥$❧② ❛♥❛❧②%❡ $❤❡ $❤)❡❡ ❧❛)❣❡✲%❝❛❧❡

❞❛$❛%❡$% ❞❡%❝)✐❜✐♥❣ $❤❡ ✇❤❡❛$ ❧❡❛❢ )✉%$ ♣❛$❤♦%②%$❡♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛✐♠% $♦ ❧♦♦❦ ❢♦) $❤❡

❡①✐%$✐♥❣ ❝♦))❡❧❛$✐♦♥% ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ✇❤❡❛$ ✈❛)✐❡$② ❢)❡D✉❡♥❝✐❡% ❛♥❞ $❤❡ :✳ $&✐$✐❝✐♥❛ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥

❝♦♠♣♦%✐$✐♦♥✱ ✐♥ $❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ :✳ $&✐$✐❝✐♥❛ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❝♦♠♣♦%✐$✐♦♥ ❛♥❞

$❤❡ ♦❜%❡)✈❡❞ ❞✐%❡❛%❡ %❡✈❡)✐$② ♦♥ $❤❡ ♠❛✐♥ ✇❤❡❛$ ✈❛)✐❡$✐❡%✱ ♦♥ $❤❡ ♦$❤❡) ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞

❢♦) ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥$ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ❢)❛♠❡✇♦)❦ $♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ✐♥❢♦)♠❛$✐♦♥ ❢)♦♠ %❡✈❡)❛❧ ♣❛)❛❧❧❡❧ ❞❛$❛

%♦✉)❝❡% ❧❡❞ ✉% $♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ %$❛$❡✲%♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭❙❙▼✮✳ ■♥ ❛ ❙❙▼✱ $❤❡ ❞❛$❛%❡$% ❛)❡ ✜)%$

❞❡%❝)✐❜❡❞ ❜② ♦❜%❡)✈❛$✐♦♥ ✈❛)✐❛❜❧❡% $❤❛$ ❝♦♥%$✐$✉$❡ $❤❡ ♦❜%❡)✈❛$✐♦♥ ♣)♦❝❡%% ❧❛②❡) ✭✜❣✉)❡ ✷✳✸✮✳

❚❤❡ ♦❜%❡)✈❛$✐♦♥ ✈❛)✐❛❜❧❡% ❛)❡ $❤❡♥ ❧✐♥❦❡❞ $♦ ❡❛❝❤ ♦$❤❡) ✈✐❛ ✉♥♦❜%❡)✈❡❞ ❤✐❞❞❡♥ ✈❛)✐❛❜❧❡%✱

❝❧❛%%✐❝❛❧❧② )❡❢❡))❡❞ $♦ ❛% ❵❧❛$❡♥$ ✈❛)✐❛❜❧❡%✬ $❤❛$ ❝♦♥%$✐$✉$❡ $❤❡ %②%$❡♠ ♣)♦❝❡%% ❧❛②❡)✳ ❚❤❡

♠♦❞❡❧ $❤✉% ❝♦♥%✐%$❡❞ ♦❢ $✇♦ %❡$% ♦❢ ❡D✉❛$✐♦♥%✳ ❚❤❡ %$❛$❡ ❡D✉❛$✐♦♥% ❞❡%❝)✐❜❡❞ $❤❡ %$❛$✐%$✐❝❛❧
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✷✳✷✳ ▼❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡$❤♦❞.

❧✐♥❦$ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ❧❛'❡♥' ✈❛,✐❛❜❧❡$✳ ❚❤❡ ♦❜$❡,✈❛'✐♦♥ ❡0✉❛'✐♦♥$ ❧✐♥❦❡❞ '❤❡ ❧❛'❡♥' ✈❛,✐❛❜❧❡$ ❛♥❞

'❤❡ ♦❜$❡,✈❛'✐♦♥ ✈❛,✐❛❜❧❡$✳ 3❛,❛♠❡'❡,$ ❛♣♣❡❛, ❜♦'❤ ✐♥ '❤❡ $②$'❡♠ ❛♥❞ ♦❜$❡,✈❛'✐♦♥ ♣,♦❝❡$$

❧❛②❡,$✳

❲✐'❤ ,❡❣❛,❞ '♦ '❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ $②$'❡♠✱ '❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛$ ❜,♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥'♦ '✇♦ $✉❜✲

♠♦❞❡❧$ ✭✜❣✉,❡ ✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❝♦♠♣♦$✐'✐♦♥ $✉❜✲♠♦❞❡❧ ✇❛$ ❝❡♥',❡❞ ♦♥ '❤❡ /✳ $&✐$✐❝✐♥❛

♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❝♦♠♣♦$✐'✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ ✐'$ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ✇❤❡❛' ✈❛,✐❡'② ❢,❡0✉❡♥❝✐❡$✳ ❚❤❡ ❞✐$❡❛$❡

$❡✈❡,✐'② $✉❜✲♠♦❞❡❧ ✇❛$ ❞❡❞✐❝❛'❡❞ '♦ '❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ /✳ $&✐$✐❝✐♥❛ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❝♦♠♣♦$✐'✐♦♥ ♦♥

'❤❡ ♦❜$❡,✈❡❞ ❧❡❛❢ ,✉$' $❡✈❡,✐'② ❢♦, ❡❛❝❤ ✇❤❡❛' ✈❛,✐❡'②✳

❲❡ ✜,$' ♣,❡$❡♥' '❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛,❛❝'❡,✐$'✐❝$ ❛♥❞ ❛$$✉♠♣'✐♦♥$ ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ '❤❡♥ ❞❡$❝,✐❜❡

'❤❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❝♦♠♣♦$✐'✐♦♥ $✉❜✲♠♦❞❡❧ ❛♥❞ '❤❡ ❞✐$❡❛$❡ $❡✈❡,✐'② $✉❜✲♠♦❞❡❧✱ ❤♦✇ '❤❡② ❛,❡

❝♦♥♥❡❝'❡❞ ❛♥❞ ❤♦✇ '❤❡ ♣❛,❛♠❡'❡,$ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥'❡,♣,❡'❡❞ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ '❡,♠$✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

'❤❡ ❝,✐'❡,✐❛ '❤❛' ✇❡,❡ ✉$❡❞ '♦ ✐♥'❡,♣,❡' '❤❡ ,❡$✉❧'$✳ ❆❞❞✐'✐♦♥❛❧ '❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥ ✐$ ❣✐✈❡♥

✐♥ '❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✶ ♦❢ $✉♣♣♦,'✐♥❣ ✐♥❢♦,♠❛'✐♦♥ ❛♥❞ '❛❜❧❡ ✷✳✹ ♣,♦✈✐❞❡$ ❛ $✉♠♠❛,② ♦❢ '❡,♠$ ❛♥❞

♣❛,❛♠❡'❡,$ ❞❡✜♥✐'✐♦♥$✳

✷✳✷✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧ ❝❤❛+❛❝,❡+✐.,✐❝. ❛♥❞ ❛..✉♠♣,✐♦♥.

❚❤❡ ❤♦$' ❧❛♥❞$❝❛♣❡ ✇❛$ ❝♦♥$✐❞❡,❡❞ ❛$ ❛ $❡' ♦❢ V = 7 ✈❛,✐❡'✐❡$ ✇✐'❤ ②❡❛,✲❞❡♣❡♥❞❡♥'

❢,❡0✉❡♥❝✐❡$ ❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦❣,♦✉♥❞ ❧❛♥❞$❝❛♣❡ ✇✐'❤ ❧♦✇ ❜✉' ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛,✐❡'② ❢,❡0✉❡♥❝✐❡$✳ ❚❤❡

♣❛'❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ✇❛$ ❝♦♠♣♦$❡❞ ♦❢ P = 5+ 1 ♣❛'❤♦'②♣❡$✿ '❤❡ ✜✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛'❤♦'②♣❡$

♣,❡$❡♥'❡❞ ✐♥ '❤❡ ❞❛'❛ ❞❡$❝,✐♣'✐♦♥ $❡❝'✐♦♥✱ ♣❧✉$ ❛ ❣❡♥❡,✐❝ ♣❛'❤♦'②♣❡ '❤❛' ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛❧❧ '❤❡

♦'❤❡, ♣❛'❤♦'②♣❡$ ✭✜❣✉,❡ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ♣❛'❤♦'②♣❡ ❞✐$',✐❜✉'✐♦♥ ✇❛$ ❛$$✉♠❡❞ '♦ ❜❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉$

❛' '❤❡ $❝❛❧❡ ♦❢ '❤❡ ❝♦✉♥',② ✭●♦②❡❛✉ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ◆♦ ❡①♣❧✐❝✐' ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢,♦♠ ♦♥❡ ②❡❛, '♦

'❤❡ ♥❡①' ♦♥❡ ✇❛$ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✭✐✳❡✳ '❤❡,❡ ✐$ ♥♦ '✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ '❤❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ❙✐♥❝❡ ❞❛'❛ ✇❡,❡

❝♦❧❧❡❝'❡❞ ❛' '❤❡ ❡♥❞ ♦❢ '❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ $❡❛$♦♥✱ '❤❡ ❡✛❡❝' ♦❢ '❤❡ ❝✉,,❡♥' ②❡❛, ♦♥ '❤❡ ♣❛'❤♦❣❡♥

♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ $',✉❝'✉,❡ ✇❛$ ❛$$✉♠❡❞ '♦ ❜❡ ♣,❡❞♦♠✐♥❛♥' ♦✈❡, '❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ❡✛❡❝' ♦❢ ♣,❡✈✐♦✉$

②❡❛,$✳ ❊✈❡♥ '❤♦✉❣❤ '❤❡ ❛♥❛❧②$✐$ ✇❛$ ❞♦♥❡ ❛' '❤❡ ❋,❡♥❝❤ ♥❛'✐♦♥❛❧ $❝❛❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥$✐❞❡,❡❞ r = 7

❝❧✐♠❛'✐❝ ,❡❣✐♦♥$✿ $♦✉'❤❡❛$'✱ $♦✉'❤✇❡$'✱ ❝❡♥',❡✲$♦✉'❤✱ ❝❡♥',❡✱ ♥♦,'❤❡❛$'✱ ♥♦,'❤ ❛♥❞ ♥♦,'❤✇❡$'

♦❢ ❋,❛♥❝❡✱ ✐♥ ♦,❞❡, '♦ ❛❝❝♦✉♥' ❢♦, '❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧✐♠❛'✐❝ ❝♦♥❞✐'✐♦♥$ ♦♥ ❞✐$❡❛$❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥'

✐♥ '❤❡ ❞✐$❡❛$❡ $❡✈❡,✐'② $✉❜✲♠♦❞❡❧✳

✷✳✷✳✷✳✷ 3♦♣✉❧❛,✐♦♥ ❝♦♠♣♦.✐,✐♦♥ .✉❜✲♠♦❞❡❧

■♥ '❤❡ ❧❡❛❢ ,✉$' $✉,✈❡②✱ ②❡❛, t✱ Nv,t ♣✉$'✉❧❡$ ✇❡,❡ $❛♠♣❧❡❞ ♦♥ ✈❛,✐❡'② v ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♥❡

✇❛$ ❝❧❛$$✐✜❡❞ ❛$ ♦♥❡ ♦❢ '❤❡ P ♣❛'❤♦'②♣❡$ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ▲❡' Yv,t = (yv,t,1, · · · , yv,t,P ) ❜❡ '❤❡

❝❛'❡❣♦,✐❝❛❧ ,❛♥❞♦♠ ✈❛,✐❛❜❧❡ ✇❤♦$❡ ❡❧❡♠❡♥'$ yv,t,p ❞❡♥♦'❡ '❤❡ ♥✉♠❜❡,$ ♦❢ ❧❡❛❢ ,✉$' ♣✉$'✉❧❡$

$❛♠♣❧❡❞ ♦♥ ✈❛,✐❡'② v✱ ②❡❛, t✱ ❛♥❞ ❛$$✐❣♥❡❞ '♦ ♣❛'❤♦'②♣❡ p✳ ▲❡' πv,t,p ❞❡♥♦'❡ '❤❡ ♣,♦♣♦,'✐♦♥$

♦❢ ♣❛'❤♦'②♣❡ p ♦♥ ✈❛,✐❡'② v✱ ②❡❛, t✳ ❆$$✉♠✐♥❣ '❤❛' '❤❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐'② ❢♦, ♣❛'❤♦'②♣❡ p '♦ ❜❡

✸✸



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦4✐$✐♦♥ ♦♥ ✈❛&✐❡$② &❡4✐4$❛♥❝❡

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❉❡✜♥✐-✐♦♥/ ♦❢ -❤❡ ♠❛✐♥ -❡3♠/ ❛♥❞ ♣❛3❛♠❡-❡3/ ✉/❡❞ ✐♥ -❤✐/ /-✉❞②✳

❚❡3♠/ ❙②♠❜♦❧/ ❉❡/❝3✐♣-✐♦♥✴❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥-❡3♣3❡-❛-✐♦♥

<❛-❤♦-②♣❡ p <❤❡♥♦-②♣❡ ❢♦3 =✉❛❧✐-❛-✐✈❡ ✈✐3✉❧❡♥❝❡✳

❉✐/❡❛/❡ /❝♦3❡ X <3♦♣♦3-✐♦♥ ♦❢ ❞✐/❡❛/❡❞ ❧❡❛❢ /✉3❢❛❝❡✳

❖❜/❡3✈❡❞ 3❡/✐/-❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ − 1 − ❞✐/❡❛/❡ /❝♦3❡ ✭3❡/✉❧-/ ❢3♦♠ ❣❡♥❡-✐❝ 3❡/✐/-❛♥❝❡

❢❛❝-♦3/ ♦❢ -❤❡ ✈❛3✐❡-✐❡/✱ ❣❡♥❡-✐❝ ❝♦♠♣♦/✐-✐♦♥ ♦❢

-❤❡ ♣❛-❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡ ❡♥✈✐3♦♥♠❡♥-❛❧

❝♦♥❞✐-✐♦♥/✮✳

■♥❝✐❞❡♥❝❡ − <3❡/❡♥❝❡✴❛❜/❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐/❡❛/❡ ✭=✉❛❧✐-❛-✐✈❡

✐♥❢♦3♠❛-✐♦♥ 3❡/✉❧-✐♥❣ ❢3♦♠ -❤❡ ❞✐/❡❛/❡ /❝♦3❡/✮✳

❙❡✈❡3✐-② − ▲❡✈❡❧ ♦❢ ♦❜/❡3✈❡❞ ❞✐/❡❛/❡ ✭=✉❛♥-✐-❛-✐✈❡ ✐♥❢♦3♠❛-✐♦♥

3❡/✉❧-✐♥❣ ❢3♦♠ -❤❡ ❞✐/❡❛/❡ /❝♦3❡/✮✳

❆❣❣3❡//✐✈❡♥❡// − ◗✉❛♥-✐-❛-✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥- ♦❢ ♣❛-❤♦❣❡♥✐❝✐-②✳

❱✐3✉❧❡♥❝❡ δ ❈❛♣❛❝✐-② ♦❢ ❛ ♣❛-❤♦-②♣❡ -♦ ♦✈❡3❝♦♠❡ ❛ ♠❛❥♦3

3❡/✐/-❛♥❝❡ ❣❡♥❡✳

❇❛/✐❝ ❛✣♥✐-② α ■♥❞✐❝❛-✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛-❤♦-②♣❡ ❛❣❣3❡//✐✈❡♥❡// ♦♥ ❛

✈❛3✐❡-② ❛- -❤❡ ❧❛♥❞/❝❛♣❡ /❝❛❧❡✳

− β ❘❡/♣♦♥/❡ ♦❢ -❤❡ ♣❛-❤♦❣❡♥ -♦ ❝❤❛♥❣❡/ ✐♥ -❤❡

❧❛♥❞/❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦/✐-✐♦♥✳

− a0 ❙✉/❝❡♣-✐❜✐❧✐-② ♦❢ ❛ ✈❛3✐❡-② ❝♦♥❢3♦♥-❡❞ -♦ -❤❡ ❣❧♦❜❛❧

❧❡❛❢ 3✉/- ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥✳

− a1 ❨❡❛3 ❡✛❡❝-✳

− a2 ❈❧✐♠❛-✐❝ 3❡❣✐♦♥ ❡✛❡❝-✳

− b ❊✛❡❝- ♦❢ -❤❡ ♣3♦♣♦3-✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛-❤♦-②♣❡ ♦♥ -❤❡

♦❜/❡3✈❡❞ ❞✐/❡❛/❡ ♦♥ ❛ ✈❛3✐❡-②✳

− C1 ❋♦3 ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛3✐❡-②✱ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤❡ ♣♦/-❡3✐♦3

♣3♦❜❛❜✐❧✐-② -❤❛- ❛ ♣❛3-✐❝✉❧❛3 ♣❛3❛♠❡-❡3 ❢♦3 ❛

♣❛-❤♦-②♣❡ ✐/ ❣3❡❛-❡3 -❤❛♥ -❤❡ /❛♠❡ ♣❛3❛♠❡-❡3 ❢♦3

❛♥♦-❤❡3 ♣❛-❤♦-②♣❡✳

− C2 ❋♦3 ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛-❤♦-②♣❡✱ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤❡

♣♦/-❡3✐♦3 ♣3♦❜❛❜✐❧✐-② -❤❛- ❛ ♣❛3-✐❝✉❧❛3 ♣❛3❛♠❡-❡3

❢♦3 ❛ ✈❛3✐❡-② ✐/ ❣3❡❛-❡3 -❤❛♥ -❤❡ /❛♠❡ ♣❛3❛♠❡-❡3

❢♦3 ❛♥♦-❤❡3 ✈❛3✐❡-②✳
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✿ ●$❛♣❤✐❝❛❧ $❡♣$❡0❡♥2❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ 02❛2❡✲0♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭p✿ ♣❛2❤♦2②♣❡❀ v✿ ✈❛$✐❡2②❀ t✿
②❡❛$❀ r✿ ❝❧✐♠❛2✐❝ $❡❣✐♦♥❀ e✿ 2$✐❛❧ ✐♥ ❆$✈❛❧✐0 0✉$✈❡②✮✳ ❚❤❡ 0②02❡♠ ♣$♦❝❡00 ✐0 ❝♦♠♣♦0❡❞ ♦❢ 2❤❡

❧❛2❡♥2 ✈❛$✐❛❜❧❡0 ✭0♦❧✐❞ ❝✐$❝❧❡0✮✱ Zv,t,p ❛♥❞ Sv,t,r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛$❛♠❡2❡$0 ✭❞❛0❤❡❞

❝✐$❝❧❡0✮ ❛♥❞ ❝♦✈❛$✐❛❜❧❡0 ✭0♦❧✐❞ 0C✉❛$❡0✮ ✈✐❛ 02♦❝❤❛02✐❝ ❧✐♥❦0 ✭0♦❧✐❞ ❛$$♦✇0✮✳ ❋$♦♠ 2❤❡0❡ ❧❛2❡♥2

✈❛$✐❛❜❧❡0✱ 2❤❡ ✉♥♦❜0❡$✈❡❞ ✈❛$✐❛❜❧❡0 ♦❢ ✐♥2❡$❡02 ✭0♦❧✐❞ ❝✐$❝❧❡0✮✱ Πv,t ✭2❤❡ ✈❡❝2♦$ ♦❢ ♣❛2❤♦2②♣❡

♣$♦♣♦$2✐♦♥0 ♦♥ ✈❛$✐❡2② v ②❡❛$ t✮ ❛♥❞ µv,t,r ✭2❤❡ ♠❡❛♥ ♣$♦♣♦$2✐♦♥ ♦❢ ❞✐0❡❛0❡❞ ❧❡❛❢ ❛$❡❛ ♦❢ ✈❛$✐❡2②

v✱ ②❡❛$ t ✐♥ $❡❣✐♦♥ r✮✱ ❛$❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ✈✐❛ ❛ ❞❡2❡$♠✐♥✐02✐❝ ❧✐♥❦ ✭❞❛0❤❡❞ ❛$$♦✇0✮✳ ❚❤❡ ♦❜0❡$✈❡❞ ❞❛2❛
✭0♦❧✐❞ 0C✉❛$❡✮ ❛$❡ 2❤❡ ✈✐0✐❜❧❡ ♣❛$2 ♦❢ 2❤❡ 0②02❡♠ ♣$♦❝❡00✳ ■♥ 2❤❡ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ ❝♦♠♣♦0✐2✐♦♥ 0✉❜✲

♠♦❞❡❧✱ Yv,t ❝❧❛00✐❢② 2❤❡ ❧❡❛❢ $✉02 ♣✉02✉❧❡0 0❛♠♣❧❡❞ ♦♥ ✈❛$✐❡2② v✱ ②❡❛$ t✱ ❢♦$ 2❤❡ p ♣❛2❤♦2②♣❡0✳
■♥ 2❤❡ ❞✐0❡❛0❡ 0❡✈❡$✐2② 0✉❜✲♠♦❞❡❧✱ Xv,t,r,e ❞❡♥♦2❡ 2❤❡ ❞✐0❡❛0❡ 0❝♦$❡ ❛22$✐❜✉2❡❞ 2♦ ✈❛$✐❡2② v
♦♥ 2$✐❛❧ e✱ ②❡❛$ t ❛♥❞ $❡❣✐♦♥ r ✐♥ 2❤❡ ❆&✈❛❧✐. 0✉$✈❡②✳ ❚❤❡ ♣❛$❛♠❡2❡$ σe ✭❞❛0❤❡❞ ❝✐$❝❧❡✮

$❡♣$❡0❡♥20 2❤❡ ✇✐2❤✐♥ 2$✐❛❧ ✈❛$✐❛❜✐❧✐2②✳ ❚❤❡ ♦2❤❡$ ♣❛$❛♠❡2❡$0 ❛$❡✿ φv,t ✭✈❛$✐❡2② ❢$❡C✉❡♥❝✐❡0✮✱

δv,p ✭✈❛$✐❡2②✕♣❛2❤♦2②♣❡ ❝♦♠♣❛2✐❜✐❧✐2②✮✱ αv,p ✭❜❛0✐❝ ❛✣♥✐2②✮✱ βv,p ✭0❡♥0✐2✐✈✐2② 2♦ ❝❤❛♥❣❡0 ✐♥

✈❛$✐❡2② ❢$❡C✉❡♥❝✐❡0✮✱ a0v ✭✈❛$✐❡2② ❡✛❡❝2✮✱ a
1
t ✭②❡❛$ ❡✛❡❝2✮✱ a

2
r ✭$❡❣✐♦♥ ❡✛❡❝2✮ ❛♥❞ bv,p ✭0❡♥0✐2✐✈✐2②

2♦ ❝❤❛♥❣❡0 ✐♥ ♣❛2❤♦2②♣❡ ❢$❡C✉❡♥❝✐❡0✮✳

✸✺



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦4✐$✐♦♥ ♦♥ ✈❛&✐❡$② &❡4✐4$❛♥❝❡

 ❛♠♣❧❡❞ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐+ ♣,♦♣♦,+✐♦♥✱ Yv,t ❤❛ ❛ ♠✉❧+✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐ +,✐❜✉+✐♦♥ ✇✐+❤ ♣❛,❛♠❡+❡, 

Nv,t ❛♥❞ Πv,t = (πv,t,1, · · · , πv,t,P )✳ ❚❤✐ ❧❡❞ +♦ +❤❡ ♦❜ ❡,✈❛+✐♦♥ ❡5✉❛+✐♦♥ +❤❛+ ❞❡ ❝,✐❜❡ +❤❡

7✳ $&✐$✐❝✐♥❛ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❝♦♠♣♦ ✐+✐♦♥✿

Yv,t|Nv,t,Πv,t ∼ ▼✉❧+✐♥♦♠✐❛❧ (Nv,t,Πv,t) .

■♥ +❤❡  +❛+❡ ♣❛,+ ♦❢ +❤✐  ✉❜✲♠♦❞❡❧ ✭✜❣✉,❡ ✷✳✸✮✱ +❤❡ ♣,♦♣♦,+✐♦♥ πv,t,p ✇❡,❡ ❛  ♦❝✐❛+❡❞ +♦

❛ ❧❛+❡♥+ ✈❛,✐❛❜❧❡ Zv,t,p +❤❛+ ,❡♣,❡ ❡♥+ +❤❡ ,❡❧❛+✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥  ✐③❡ ♦❢ ♣❛+❤♦+②♣❡ p ♦♥ ✈❛,✐❡+②

v ②❡❛, t✳ ◆♦+❡ +❤❛+ Zv,t,p ✐ ♥♦+ +❤❡ ❛❝+✉❛❧  ✐③❡ ♦❢ +❤❡ ♣❛+❤♦+②♣❡ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❜✉+ ❛  ❝❛❧❡

✈❛,✐❛❜❧❡ ✐♥ +❡❛❞✳ πv,t,p ❛♥❞ Zv,t,p ✇❡,❡ ❧✐♥❦❡❞ +❤,♦✉❣❤ +❤❡  +❛+❡ ❡5✉❛+✐♦♥ ✭ ❡❡ +❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✶

♦❢  ✉♣♣♦,+✐♥❣ ✐♥❢♦,♠❛+✐♦♥ ❢♦, ♠♦,❡ ❞❡+❛✐❧ ✮✿

E[Zv,t,p] = Z̄v,t,p = αv,p +
V
∑

i=1

δi,pβi,pφi,t (αv,p, βv,p) ≥ 0, ✭✷✳✶❛✮

Zv,t,p|Z̄v,t,p ∼ ●❛♠♠❛

(

Z̄v,t,p, 1
)

, ✭✷✳✶❜✮

πv,t,p =
Zv,t,p

Zv,t,1 + · · ·+ Zv,t,P

. ✭✷✳✶❝✮

■♥ ❡5✉❛+✐♦♥ ✭✷✳✶❛✮✱ αv,p ,❡♣,❡ ❡♥+ ❛ ❜❛ ✐❝ ❛✣♥✐+② ❜❡+✇❡❡♥ ♣❛+❤♦+②♣❡ p ❛♥❞ ✈❛,✐❡+② v✱ ❛♥❞ +❤❡

 ❡❝♦♥❞ +❡,♠ ❛❝❝♦✉♥+ ❢♦, +❤❡ ❡✛❡❝+ ♦❢ +❤❡ ❧❛♥❞ ❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦ ✐+✐♦♥✱ ✈❛,✐❛❜❧❡ φv,t ❞❡♥♦+✐♥❣ +❤❡

❢,❡5✉❡♥❝② ♦❢ ✈❛,✐❡+② v ❞✉,✐♥❣ ②❡❛, t✱ ❛♥❞ ♣❛,❛♠❡+❡, βv,p ❞❡♥♦+✐♥❣ +❤❡  ❡♥ ✐+✐✈✐+② ♦❢ ♣❛+❤♦+②♣❡

p +♦ +❤❡ ❢,❡5✉❡♥❝② ♦❢ ✈❛,✐❡+② v✳ J,✐♦, ✐♥❢♦,♠❛+✐♦♥ ♦♥ +❤❡ ❣❡♥❡✲❢♦,✲❣❡♥❡ ,❡❧❛+✐♦♥ ❤✐♣ ✇❛ 

✐♥+❡❣,❛+❡❞ +❤,♦✉❣❤ +❤❡ ❜✐♥❛,② ♣❛,❛♠❡+❡, δv,p ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

δv,t =







1 ✐❢ p ❛♥❞ v ❛,❡ ❝♦♠♣❛+✐❜❧❡✱

0 ♦+❤❡,✇✐ ❡✳

◆♦+❡ +❤❛+ ✐♥ ❡5✉❛+✐♦♥ ✭✷✳✶❛✮✱ +❤❡,❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♥♦♥✲③❡,♦ ❜❛ ✐❝ ❛✣♥✐+② ❡✈❡♥ ✐❢ +❤❡ ✈❛,✐❡+② ❛♥❞ +❤❡

♣❛+❤♦+②♣❡ ❛,❡ ✐♥❝♦♠♣❛+✐❜❧❡ ✭δv,p = 0✮✳ ❚❤✐ ✐ +♦ +❛❦❡ +❤❡  ✐+✉❛+✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❛+✐❜❧❡

♣❛+❤♦+②♣❡ ✐ ♥♦♥❡+❤❡❧❡  ❛❜❧❡ +♦ ♣,♦❞✉❝❡ ❛ ❢❡✇ ♣✉ +✉❧❡ ♦♥ ❛ ,❡ ✐ +❛♥+ ✈❛,✐❡+② ✐♥+♦ ❛❝❝♦✉♥+✱

❛  ♦♠❡+✐♠❡ ♦❝❝✉, ✐♥ ✜❡❧❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ✭❙❛♠❜♦, ❦✐✱ ✶✾✽✺✮✳

■♥ +❤✐  +❛+✐ +✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ +❤❡ ❧✐♥❦ +❤❛+ ✇❡,❡ ❡ +❛❜❧✐ ❤❡❞ ❜❡+✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥+ ❛,❡

❞❡ ❝,✐♣+✐✈❡ ❛♥❞ +❤❡ ❛  ♦❝✐❛+❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥+  ❤♦✉❧❞ ♥♦+ ❜❡ ❞✐,❡❝+❧② ❛  ✐♠✐❧❛+❡❞ +♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧

♣❛,❛♠❡+❡, ♦❢ +❤❡ ♣❧❛♥+✲♣❛+❤♦❣❡♥ ,❡❧❛+✐♦♥ ❤✐♣✳ ■♥+❡,♣,❡+❛+✐♦♥ ♦❢ ❡5✉❛+✐♦♥ ✭✷✳✶❛✮ ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡,

❜❡ ♠❛❞❡ ❛ ❢♦❧❧♦✇ ✳ ❚❤❡ ❜❛ ✐❝ ❛✣♥✐+② αv,p ♦❢ ♣❛+❤♦+②♣❡ p ❢♦, ✈❛,✐❡+② v ✐ +❤❡ ♣❛,+ ♦❢ E[Z]

+❤❛+ ✐ ♥♦+ ❛❝❝♦✉♥+❡❞ ❢♦, ❜② +❤❡ ❢,❡5✉❡♥❝✐❡ ✐♥ +❤❡ ❧❛♥❞ ❝❛♣❡ ♦❢ +❤❡  ❡✈❡♥ ✈❛,✐❡+✐❡ ❝♦♥ ✐❞❡,❡❞

✐♥ +❤❡ ❛♥❛❧② ✐ ✳ ❆ ❤✐❣❤ αv,p ✈❛❧✉❡ ♠❡❛♥ +❤❛+ ♣❛+❤♦+②♣❡ p ✇❛ ❛❧✇❛② ✇❡❧❧ ,❡♣,❡ ❡♥+❡❞ ♦♥

✈❛,✐❡+② v ❞✉,✐♥❣ +❤❡ ♣❡,✐♦❞  +✉❞✐❡❞✱ ,❡❣❛,❞❧❡  ♦❢ +❤❡ ❧❛♥❞ ❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦ ✐+✐♦♥✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱ ❢♦, ❛

❝♦♠♣❛+✐❜❧❡ ♣❛+❤♦+②♣❡✱ +❤✐ ♣❛,❛♠❡+❡, ♣,♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛+✐♦♥ ♦♥ +❤❡ ♣❛+❤♦+②♣❡ ❛❣❣,❡  ✐✈❡♥❡  

♦♥ ❛ ✈❛,✐❡+②✱ ❜❛ ❡❞ ♦♥ +❤❡  ✐③❡ ♦❢ ✐+ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ♦♥ +❤❛+ ✈❛,✐❡+② ❛♥❞ ,❡❧❛+✐✈❡ +♦ +❤❡ ♦+❤❡,

✸✻



✷✳✷✳ ▼❛$❡&✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡$❤♦❞.

♣❛"❤♦"②♣❡'✳ )❛*❛♠❡"❡* βv,p ,✉❛♥"✐✜❡' "❤❡ *❡'♣♦♥'❡ ♦❢ "❤❡ ♣❛"❤♦❣❡♥ "♦ ❝❤❛♥❣❡' ✐♥ "❤❡

❧❛♥❞'❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦'✐"✐♦♥✳ ❆ '✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❤❡*❡ ✇✐"❤ ❛ ❧✐♥❡❛* *❡❣*❡''✐♦♥✱ ✇✐"❤ α

❜❡✐♥❣ ❛♥❛❧♦❣♦✉' "♦ "❤❡ ✐♥"❡*❝❡♣" ❛♥❞ β "♦ "❤❡ '❧♦♣❡✳

✷✳✷✳✷✳✸ ❉✐%❡❛%❡ %❡✈❡)✐*② %✉❜✲♠♦❞❡❧

▲❡" Xv,t,r,e ❞❡♥♦"❡ "❤❡ ❞✐'❡❛'❡ '❝♦*❡ ❛""*✐❜✉"❡❞ ✐♥ "❤❡ ❆&✈❛❧✐. '✉*✈❡② "♦ ✈❛*✐❡"② v ♦♥ "*✐❛❧

e✱ ②❡❛* t ❛♥❞ ✐♥ *❡❣✐♦♥ r✳ ■"' ❡①♣❡❝"❛"✐♦♥ µv,t,r ✇❛' ❛''✉♠❡❞ "♦ *❡✢❡❝" "❤❡ ♠❡❛♥ *✉'" '❡✈❡*✐"②

♦♥ ✈❛*✐❡"② v "❤❛" ②❡❛* ✐♥ "❤❛" *❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ '❝♦*❡ Xv,t,r,e ✈❛*✐❡❞ ✐♥ "❤❡ [0, 1] ✐♥"❡*✈❛❧ ❜✉" "❤❡

❛❝"✉❛❧ *❛♥❣❡ ♦❢ ♥♦"❛"✐♦♥ ❞✐✛❡*❡❞ ❜❡"✇❡❡♥ "*✐❛❧'✳ ❈♦♥'❡,✉❡♥"❧② "❤❡ '❝♦*❡' ✇❡*❡ ❛''✉♠❡❞ "♦

❢♦❧❧♦✇ ❛ ❇❡"❛ ❞✐'"*✐❜✉"✐♦♥ ✇✐"❤ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ µv,t,r✱ ❛♥❞ '❝❛❧❡ ♣❛*❛♠❡"❡* σe ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ "❤❡

"*✐❛❧✳ ❚❤✐' ❧❡❞ "♦ "❤❡ ♦❜'❡*✈❛"✐♦♥ ❡,✉❛"✐♦♥ "❤❛" ❞❡'❝*✐❜❡' "❤❡ ❞✐'❡❛'❡ '❝♦*✐♥❣ ❞❛"❛'❡"✿

Xv,t,r,e|µv,t,r, σe ∼ ❇❡"❛ (µv,t,r, σe) .

❚❤❡ ❡①♣❡❝"❡❞ ❞✐'❡❛'❡ '❝♦*❡' µv,t,r ✇❡*❡ ❛''♦❝✐❛"❡❞ "♦ "✇♦ ❧❛"❡♥" ✈❛*✐❛❜❧❡' Sv,t,r ❛♥❞ S ′v,t,r
"❤*♦✉❣❤ "❤❡ '"❛"❡ ❡,✉❛"✐♦♥' ✭'❡❡ "❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✶ ♦❢ '✉♣♣♦*"✐♥❣ ✐♥❢♦*♠❛"✐♦♥ ❢♦* ♠♦*❡ ❞❡"❛✐❧'✮✿

E[Sv,t,r] = S̄v,t,r = a0v + a1t + a2r +
P−1
∑

j=1

δv,jbv,jπv,t,i

(

a0v, a
1
t , a

2
r, bv,p

)

≥ 0, ✭✷✳✷❛✮

Sv,t,r|S̄v,t,r ∼ ●❛♠♠❛

(

S̄v,t,r, 1
)

, ✭✷✳✷❜✮

µv,t,r =
Sv,t,r

Sv,t,r + S ′v,t,r
. ✭✷✳✷❝✮

❙✐♥❝❡ ❞✐'❡❛'❡ '❝♦*❡' ❛*❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ "❤❡ '❝♦*✐♥❣ ♣*♦❝❡❞✉*❡ ❛' "❤❡ ♦❜'❡*✈❡❞ ♣*♦♣♦*"✐♦♥ ♦❢

❞✐'❡❛'❡❞ ❧❡❛❢ ❛*❡❛✱ µv,t,r = E[Xv,t,r,e] ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥"✐✜❡❞ "♦ "❤❡ ♠❡❛♥ ♣*♦♣♦*"✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛❢ ❛*❡❛

"❤❛" ✇❛' ❞✐'❡❛'❡❞ ❢♦* ✈❛*✐❡"② v ❞✉*✐♥❣ ②❡❛* t ✐♥ *❡❣✐♦♥ r✳ ■♥ ❡,✉❛"✐♦♥' ✭✷✳✷✮✱ Sv,t,r *❡♣*❡'❡♥"'

"❤❡ ❞✐'❡❛'❡❞ ❧❡❛❢ ❛*❡❛ ♦❢ ❛ ✈❛*✐❡"② v✱ ②❡❛* t✱ ✐♥ *❡❣✐♦♥ r ❛♥❞ S ′v,t,r ❞❡♥♦"❡' "❤❡ ❤❡❛❧"❤② ❧❡❛❢

❛*❡❛✳ ❆' ❢♦* Z✱ S ❛♥❞ S ′ '❤♦✉❧❞ ♥♦" ❜❡ ❝♦♥'✐❞❡*❡❞ ❛' ❛❝"✉❛❧ ❛*❡❛' ❜✉" ❛' '❝❛❧❡ ✈❛*✐❛❜❧❡'

✐♥'"❡❛❞✳ ■♥ ❡,✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✷❛✮✱ ♣❛*❛♠❡"❡*' a0✱ a1 ❛♥❞ a2 *❡♣*❡'❡♥" "❤❡ ✈❛*✐❡"②✱ ②❡❛* ❛♥❞ *❡❣✐♦♥

♠❛✐♥ ❡✛❡❝"'✱ *❡'♣❡❝"✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜❛'❛❧ ❞✐'❡❛'❡ ♣*❡''✉*❡✳ ■♥ ♣❛*"✐❝✉❧❛*✱ a0 ❝❛♥ ❜❡ '❡❡♥

❛' "❤❡ ❜❛'✐❝ '✉'❝❡♣"✐❜✐❧✐"② ♦❢ ❛ ✈❛*✐❡"②✱ ❝♦♥❢*♦♥"❡❞ "♦ "❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡❛❢ *✉'" ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ♦✈❡*

"❤❡ ❡♥"✐*❡ ♣❡*✐♦❞ ❝♦♥'✐❞❡*❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛'" "❡*♠ ♦❢ "❤❡ ❡,✉❛"✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥"' ❢♦* "❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢ "❤❡

♣❛"❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ❝♦♠♣♦'✐"✐♦♥✱ ✇❤❡*❡ δ '"✐❧❧ ❞❡♥♦"❡' ✵✲✶ ,✉❛❧✐"❛"✐✈❡ ✈✐*✉❧❡♥❝❡✳ ❍❡*❡ ❛❣❛✐♥✱

b ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉' "♦ ❛ '❧♦♣❡✱ ,✉❛♥"✐❢②✐♥❣ "❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ♣*♦♣♦*"✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛*"✐❝✉❧❛*

♣❛"❤♦"②♣❡ ❛♥❞ "❤❡ ♦❜'❡*✈❡❞ ❞✐'❡❛'❡ ♦♥ ❛ ✈❛*✐❡"②✱ ✇❤❡*❡❛' a0 + a1 + a2 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛''✐♠✐❧❛"❡❞

"♦ ❛♥ ✐♥"❡*❝❡♣"✳ ❚❤❡ '✉♠♠❛"✐♦♥ ✐♥ ❡,✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✷❛✮ ✐' ♣❡*❢♦*♠❡❞ ♦✈❡* "❤❡ (P − 1) ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♣❛"❤♦"②♣❡' ❝♦♥'✐❞❡*❡❞ ❡❛*❧✐❡*✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① P ✐❞❡♥"✐✜❡' "❤❡ ❣❡♥❡*✐❝ ♣❛"❤♦"②♣❡ "❤❛" ❣*♦✉♣' ❛❧❧

"❤❡ ♦"❤❡* ♣❛"❤♦"②♣❡' "❤❛" ✇❡*❡ ♣*❡'❡♥" ❞✉*✐♥❣ "❤❡ ♣❡*✐♦❞✳ ❇② ❝♦♥'"*✉❝"✐♦♥✱ "❤❡✐* ❥♦✐♥" ❡✛❡❝"

✐' ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥"♦ "❤❡ ❜❛'❛❧ ❞✐'❡❛'❡ ♣*❡''✉*❡✳

✸✼



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦4✐$✐♦♥ ♦♥ ✈❛&✐❡$② &❡4✐4$❛♥❝❡

✷✳✷✳✷✳✹ ■♥❞❡① ❛♥❞ ❝*✐,❡*✐♦♥ ❞❡✜♥✐,✐♦♥/

■♥ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ "❤❡ ✐♥"❡/❛❝"✐♦♥1 ❜❡"✇❡❡♥ ♣❛"❤♦"②♣❡1 ❛♥❞ ✈❛/✐❡"✐❡1 ❛/❡

5✉❛♥"✐✜❡❞ "❤/♦✉❣❤ "❤❡ ♣❛/❛♠❡"❡/1 θv,p✱ ✇✐"❤ θ ✐♥ {α, β, b}✳ ■♥ ♦/❞❡/ "♦ 1②♥"❤❡1✐1❡ "❤❡ /❡1✉❧"✐♥❣

✐♥❢♦/♠❛"✐♦♥✱ "✇♦ 1❡"1 ♦❢ ❝/✐"❡/✐❛ ✈❛/②✐♥❣ ✐♥ [0, 1] ✇❡/❡ ❞❡✜♥❡❞✿

C1 (θ; v, p) = min
p′
{;/♦❜ (θv,p > θv,p′)},

C2 (θ; v, p) = min
v′
{;/♦❜ (θv,p > θv′,p)}.

❲❤❡/❡ ;/♦❜ (•) ❞❡♥♦"❡1 ♣♦1"❡/✐♦/ ♣/♦❜❛❜✐❧✐"✐❡1✳ ■♥ "❤❡ ✜/1" ❝❛1❡ ✭C1 (θ; v, p)✮✱ "❤❡ ✈❛/✐❡"② v ✐1

✜①❡❞ ❛♥❞ θv,p ✈❛❧✉❡1 ❛/❡ ❝♦♠♣❛/❡❞ ❛♠♦♥❣ ♣❛"❤♦"②♣❡1✳ ■♥ "❤❡ 1❡❝♦♥❞ ❝❛1❡ ✭C2 (θ; v, p)✮✱ "❤❡

♣❛"❤♦"②♣❡ p ✐1 ✜①❡❞ ❛♥❞ θv,p ✈❛❧✉❡1 ❛/❡ ❝♦♠♣❛/❡❞ ❛♠♦♥❣ ✈❛/✐❡"✐❡1✳ ❲✐"❤ "❤❡1❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥1✱

❧❛/❣❡ C1 (θ; v, p) ✈❛❧✉❡1 ✐❞❡♥"✐❢② "❤❡ ♣❛"❤♦"②♣❡1 "❤❛" ❛/❡ ♠♦1" 1"/♦♥❣❧② ❧✐♥❦❡❞ "♦ ✈❛/✐❡"② v

✇✐"❤ /❡1♣❡❝" "♦ ♣❛/❛♠❡"❡/ θ✱ ✇❤❡/❡❛1✱ ✐♥ ❛ 1②♠♠❡"/✐❝❛❧ ✇❛②✱ ❧❛/❣❡ C2 (θ; v, p) ✈❛❧✉❡1 ✐❞❡♥"✐❢②

"❤❡ ✈❛/✐❡"✐❡1 "♦ ✇❤✐❝❤ ♣❛"❤♦"②♣❡ p ✐1 "❤❡ ♠♦1" 1"/♦♥❣❧② ❧✐♥❦❡❞ ✇✐"❤ /❡1♣❡❝" "♦ ♣❛/❛♠❡"❡/ θ✳

■♥ ♦/❞❡/ "♦ ✉♥❞❡/1"❛♥❞ ❤♦✇ "❤❡ ♣❛"❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ /❡1♣♦♥❞1 "♦ ❤♦1" ❢/❡5✉❡♥❝✐❡1 ✐♥ "❤❡

❝✉❧"✐✈❛"❡❞ ❧❛♥❞1❝❛♣❡✱ ✐" ✐1 ✇♦/"❤✇❤✐❧❡ "♦ ❝♦♠♣❛/❡ "❤❡ ❡✛❡❝" ♦❢ "❤❡ ❜❛1✐❝ ❛✣♥✐"② ❛♥❞ "❤❡ ❡✛❡❝"

♦❢ "❤❡ ❧❛♥❞1❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦1✐"✐♦♥✱ ❛1 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡5✉❛"✐♦♥ ✭✷✳✶❛✮✳ ❚❤❡ /❡❧❛"✐✈❡ ✇❡✐❣❤"1 ♦❢ ❜♦"❤

"②♣❡1 ♦❢ ❡✛❡❝"1 ✇❡/❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

W (α; v, t, p) =
αv,t,p

αv,p +
∑V

i=1 δi,pβi,pφi,t

,

❛♥❞

W (β, i; v, t, p) =
δi,pβi,pφi,t

αv,p +
∑V

i=1 δi,pβi,pφi,t

.

✷✳✷✳✸ ❇❛②❡'✐❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥-❛-✐♦♥

■♥❢❡/❡♥❝❡ ♦♥ "❤❡ ♣❛/❛♠❡"❡/1 ✇❛1 ♣❡/❢♦/♠❡❞ ❜② ❇❛②❡1✐❛♥ 1"❛"✐1"✐❝❛❧ ♠❡"❤♦❞1✱ /❡1✉❧"✐♥❣ ✐♥ ❛

❥♦✐♥" ♣♦1"❡/✐♦/ ❞✐1"/✐❜✉"✐♦♥ ✭●❡❧♠❛♥ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤✐1 ♣♦1"❡/✐♦/ ❞✐1"/✐❜✉"✐♦♥ ✇❛1 ❝♦♠♣✉"❡❞

✈✐❛ ❛ ▼❛/❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥"❡ ❈❛/❧♦ ✭▼❈▼❈✮ ♠❡"❤♦❞ ✉1✐♥❣ ❏❛❣1 1♦❢"✇❛/❡ ✭;❧✉♠♠❡/✱ ✷✵✶✵✮✳

✷✳✷✳✸✳✶ 2*✐♦* ❞❡♥/✐,✐❡/

❖♥❧② "❤❡ δ ♣❛/❛♠❡"❡/1 ✇❡/❡ ❝♦♥1✐❞❡/❡❞ "♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣&✐♦&✐✳ ❋♦/ ❛❧❧ "❤❡ ♦"❤❡/ ♣❛/❛♠❡"❡/1

♥♦ ❛ ♣&✐♦&✐ ✐♥❢♦/♠❛"✐♦♥ ✇❛1 ❛11✉♠❡❞ "♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥❢♦/♠❛"✐✈❡ ♣/✐♦/ ❞❡♥1✐"✐❡1 ✇❡/❡

✉1❡❞✿ α✱ β✱ a0✱ a1✱ a2 ❛♥❞ b ✇❡/❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛1 ❜❡✐♥❣ ✉♥✐❢♦/♠❧② ❞✐1"/✐❜✉"❡❞ ♦♥ [0, 10000] ❛♥❞ "❤❡

"/✐❛❧ ✈❛/✐❛♥❝❡1 σ ✇❡/❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛1 ❜❡✐♥❣ ✉♥✐❢♦/♠❧② ❞✐1"/✐❜✉"❡❞ ♦♥ [0, 1]✳ ■" ✇❛1 1②1"❡♠❛"✐❝❛❧❧②
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✷✳✸✳ ❘❡%✉❧(%

✈❡"✐✜❡❞ &❤❛& &❤❡ ✉♣♣❡" ❜♦✉♥❞ ♦❢ &❤❡ ✉♥✐❢♦"♠ ♣"✐♦" ✇❛1 ❧❛"❣❡ ❡♥♦✉❣❤ &♦ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥

&❤❡ ♣♦1&❡"✐♦" ❞❡♥1✐&✐❡1✳

❋♦" ✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ "❡❛1♦♥1✱ ✇❡ ✜①❡❞ Z̄v,t,P = 1✱ ∀(v, t) ❛♥❞ S ′v,t,r = 5✱ ∀(v, t, r)✳ ❚❤✐1 ❝❤♦✐❝❡
✇❛1 ♠❛❞❡ ❛❢&❡" ❝❤❡❝❦✐♥❣ &❤❡ ❞❛&❛✲✜&&✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡"❢♦"♠✐♥❣ 1❡♥1✐&✐✈✐&② ❛♥❛❧②1❡1✳ ■♥ ♣❛"&✐❝✉❧❛"✱ ✐&

✇❛1 ✈❡"✐✜❡❞ &❤❛& ✈❛"✐❛&✐♦♥ ❛"♦✉♥❞ &❤❡ ❝❤♦1❡♥ ✈❛❧✉❡1 ❤❛❞ ❧✐&&❧❡ ✐♠♣❛❝& ♦♥ &❤❡ ❝"✐&❡"✐❛ ❞❡✜♥❡❞

❛❜♦✈❡✳

✷✳✷✳✸✳✷ ▼❈▼❈ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠✐①✐♥❣

❚❤"❡❡ ▼❈▼❈✲❝❤❛✐♥1 ♦❢ 125, 000 ✐&❡"❛&✐♦♥1 ✇❡"❡ ❝♦♠♣✉&❡❞✳ ❈♦♥✈❡"❣❡♥❝❡ ✇❛1 ❛11❡11❡❞

✉1✐♥❣ &❤❡ ●❡❧♠❛♥ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥ 1&❛&✐1&✐❝ ✭R̂✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛"❡1 &❤❡ ✇✐&❤✐♥ &♦ &❤❡ ❜❡&✇❡❡♥

✈❛"✐❛❜✐❧✐&② ♦❢ ❝❤❛✐♥1 1&❛"&❡❞ ❛& ❞✐✛❡"❡♥& ❛♥❞ ❞✐1♣❡"1❡❞ ✐♥✐&✐❛❧ ✈❛❧✉❡1 ✭●❡❧♠❛♥ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳

❇✉"♥✲✐♥ ✇❛1 1❡& &♦ 25, 000 ❛♥❞ &❤✐♥♥✐♥❣ ❡✈❡"② 100 ✐&❡"❛&✐♦♥1 "❡1✉❧&❡❞ ✐♥ ❛❝❝❡♣&❛❜❧❡ ♠✐①✐♥❣

❛♥❞ ❝♦♥✈❡"❣❡♥❝❡ ✭R̂ < 1.1✱ ❢♦" ❛❧❧ &❤❡ ♣❛"❛♠❡&❡"1✮✳

✷✳✷✳✸✳✸ ❉❛2❛ ✜22✐♥❣

❚♦ ❛11❡11 &❤❡ ✜& ♦❢ &❤❡ ♠♦❞❡❧ &♦ &❤❡ ❞❛&❛✱ ✇❡ ✉1❡❞ ❛♥ ❛♣♣"♦❛❝❤ ❦♥♦✇♥ ❛1 ♣♦1&❡"✐♦"

♣"❡❞✐❝&✐✈❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❛ ❇❛②❡1✐❛♥ ❝♦✉♥&❡"♣❛"& ♦❢ &❤❡ ❝❧❛11✐❝❛❧ &❡1&1 ❢♦" ❣♦♦❞♥❡11✲

♦❢✲✜& ✭●❡❧♠❛♥ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐1 &♦ ❣❡♥❡"❛&❡ "❡♣❧✐❝❛&❡❞ ❞❛&❛ ❢"♦♠ &❤❡ ♣♦1&❡"✐♦"

❞✐1&"✐❜✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣❛"❛♠❡&❡"1✳ ■❢ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜&1 &❤❡ ❞❛&❛ ✇❡❧❧✱ &❤❡♥ &❤❡ "❡♣❧✐❝❛&❡❞ ❞❛&❛

1❤♦✉❧❞ ❜❡ 1✐♠✐❧❛" &♦ &❤❡ ♦❜1❡"✈❡❞ ❞❛&❛✳ ❋♦" ❜♦&❤ ♣❛&❤♦&②♣❡ ♣"♦♣♦"&✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐1❡❛1❡ 1❝♦"❡ &❤❡

♣♦1&❡"✐♦" ❞✐1&"✐❜✉&✐♦♥1 ♦❢ &❤❡ "❡♣❧✐❝❛&❡❞ ❞❛&❛ 1❤♦✇❡❞ ❛♥ ❛❞❡J✉❛&❡ ✜& ♦❢ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✜❣✉"❡ ✷✳✹✮✳

✷✳✸ ❘❡%✉❧(%

✷✳✸✳✶ ❖✈❡'✈✐❡✇

■♥ ❛ ✜"1& 1&❡♣✱ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐1 ✉1❡❞ &♦ ❡①♣❧♦"❡ &❤❡ "❡❧❛&✐♦♥1❤✐♣ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ❤♦1& ❛♥❞ &❤❡

♣❛&❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥1✳ ❚✇♦ ❛1♣❡❝&1 ❛"❡ ❝♦♥1✐❞❡"❡❞✿ &❤❡ ❜❛1✐❝ ❛✣♥✐&② ❜❡&✇❡❡♥ ♣❛&❤♦&②♣❡1

❛♥❞ ✈❛"✐❡&✐❡1✱ ❞❡1❝"✐❜❡❞ ❜② ♣❛"❛♠❡&❡"1 α✱ ❛♥❞ &❤❡ "❡1♣♦♥1❡ ♦❢ &❤❡ ♣❛&❤♦❣❡♥ &♦ ❝❤❛♥❣❡1 ✐♥

&❤❡ ❧❛♥❞1❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦1✐&✐♦♥✱ ❞❡1❝"✐❜❡❞ ❜② ♣❛"❛♠❡&❡"1 β✳ M♦1&❡"✐♦" ❞❡♥1✐&✐❡1 ♦❢ ♣❛"❛♠❡&❡"1 α

❛♥❞ β ❛"❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉"❡1 ✷✳✺ ❛♥❞ ✷✳✻ ❜✉& ♠♦"❡ 1②♥&❤❡&✐❝ ✐♥❢♦"♠❛&✐♦♥ ✐1 ♣"♦✈✐❞❡❞ ❜② ❝"✐&❡"✐❛

C1 (θ; v, p) ❛♥❞ C2 (θ; v, p)✱ ✇✐&❤ θ = α ♦" β✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉1❡❞ &♦ ❞✐1❝✉11 ❤♦✇ &❤❡ ♣❛&❤♦❣❡♥

♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ "❡1♣♦♥❞1 &♦ ❝❤❛♥❣❡1 ✐♥ &❤❡ ❤♦1& ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ✭&❛❜❧❡1 ✷✳✺ ❛♥❞ ✷✳✻✮✳

■♥ ❛ 1❡❝♦♥❞ 1&❡♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛&&❡♠♣& &♦ ❧✐♥❦ &❤❡ ♦❜1❡"✈❡❞ "❡1✐1&❛♥❝❡ ✐♥ &❤❡ ✜❡❧❞ &♦ &❤❡

❝♦♠♣♦1✐&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣❛&❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥✳ ❈"✐&❡"✐♦♥ C1 (b; v, p) ✭&❛❜❧❡ ✷✳✺✮ ✐1 ✉1❡❞ &♦ ❞❡1❝"✐❜❡

✸✾



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦4✐$✐♦♥ ♦♥ ✈❛&✐❡$② &❡4✐4$❛♥❝❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✿ *♦,-❡$✐♦$ ❞❡♥,✐-✐❡, ♦❢ $❡♣❧✐❝❛-❡❞ ❞❛-❛ ✭❣$❡② ❜❛$,✮✱ ❣❡♥❡$❛-❡❞ ❢$♦♠ -❤❡ ♣♦,-❡$✐♦$

❞✐,-$✐❜✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣❛$❛♠❡-❡$,✱ ❛♥❞ ♦❜,❡$✈❡❞ ❞❛-❛ ✭♦♣❡♥ ❝✐$❝❧❡,✮✳ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ -❤❡ ♠❡❛♥

❞✐,❡❛,❡ ,❝♦$❡ ♦♥ ✈❛$✐❡-② ❆♣❛❝❤❡ ✭❛✮ ❛♥❞ -❤❡ ♣$♦♣♦$-✐♦♥ ♦❢ ♣❛-❤♦-②♣❡ 016206 ✭❜✮✳ ●$❡②

❜❛$, ❛$❡ ♠❡❞✐❛♥ ❝❡♥-$❡❞ @✉❛♥-✐❧❡ ✐♥-❡$✈❛❧,✱ ❢$♦♠ -❤❡ ❞❛$❦❡,- -♦ -❤❡ ❧✐❣❤-❡,-✿ [0.45, 0.55]✱
[0.35, 0.65]✱ [0.15, 0.85] ❛♥❞ [0, 1]✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡, ♥♦- ✐♥❝♦$♣♦$❛-❡ -✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡-✇❡❡♥
②❡❛$,✳

✹✵



✷✳✸✳ ❘❡%✉❧(%

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ❱❛❧✉❡+ ♦❢ .❤❡ C1 ❝1✐.❡1✐♦♥ ❢♦1 ❡❛❝❤ ♣❛1❛♠❡.❡1 ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣❛.❤♦.②♣❡✲✈❛1✐❡.② ♣❛✐1✳

❚❤✐+ ❝1✐.❡1✐♦♥ ❝♦♠♣❛1❡+ .❤❡ ♣❛1❛♠❡.❡1 ✈❛❧✉❡+ ❛♠♦♥❣ ♣❛.❤♦.②♣❡+ ❢♦1 ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛1✐❡.②✳ ▲❛1❣❡

C1 (θ; v, p) ✭✇✐.❤ θ ✐♥ {α, β, b}✮ ✈❛❧✉❡+ ✐❞❡♥.✐❢② .❤❡ ♣❛.❤♦.②♣❡+ .❤❛. ❛1❡ ♠♦+. +.1♦♥❣❧② ❧✐♥❦❡❞
.♦ ✈❛1✐❡.② v ❛❝❝♦1❞✐♥❣ .♦ ♣❛1❛♠❡.❡1 θ✳

❆♣❛❝❤❡ ❈❛♣❤♦0♥ ❈❤❛0❣❡0 ■%❡♥❣0❛✐♥

α β b α β b α β b α β b
006xxx ✵✳✹✵ ✵✳✷✶ ✵✳✸✻ ✵✳✶✾ ✵✳✷✾ ✵✳✸✷ ✵✳✷✸ ✵✳✶✻ ✵✳✺✸ ✵✳✵✵ ✵✳✶✶ ✲

016206 ✵✳✹✺ ✵✳✸✽ ✵✳✺✺ ✵✳✶✺ ✵✳✵✵ ✵✳✷✽ ✵✳✻✹ ✵✳✺✼ ✵✳✹✼ ✵✳✵✵ ✲ ✲

073100 ✵✳✺✺ ✲ ✲ ✵✳✵✾ ✲ ✲ ✵✳✷✹ ✲ ✲ ✶✳✵✵ ✵✳✼✸ ✲

077317 ✵✳✸✼ ✵✳✻✷ ✵✳✹✺ ✵✳✵✻ ✵✳✵✵ ✵✳✻✽ ✵✳✸✻ ✵✳✹✸ ✵✳✹✺ ✵✳✵✵ ✵✳✷✼ ✲

106314 ✵✳✷✺ ✵✳✶✸ ✵✳✸✶ ✵✳✽✶ ✵✳✼✶ ✵✳✶✵ ✵✳✷✽ ✵✳✶✷ ✵✳✸✽ ✵✳✵✵ ✵✳✵✾ ✲

❖0✈❛♥(✐% ❙♦✐%%♦♥% ❚09♠✐❡

α β b α β b α β b
006xxx ✵✳✼✽ ✵✳✷✻ ✵✳✷✵ ✵✳✵✵ ✵✳✶✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✸ ✵✳✶✽ ✲

016206 ✵✳✷✷ ✵✳✹✵ ✵✳✵✼ ✵✳✵✵ ✲ ✲ ✵✳✺✶ ✵✳✺✾ ✲

073100 ✵✳✶✵ ✲ ✲ ✶✳✵✵ ✵✳✼✵ ✵✳✾✺ ✵✳✹✾ ✲ ✲

077317 ✵✳✶✺ ✵✳✻✵ ✵✳✶✻ ✵✳✵✵ ✵✳✸✵ ✵✳✵✺ ✵✳✵✽ ✵✳✹✶ ✲

106314 ✵✳✵✽ ✵✳✶✻ ✵✳✽✵ ✵✳✵✵ ✵✳✶✶ ✵✳✵✵ ✵✳✵✸ ✵✳✶✻ ✲

α✿ ❜❛+✐❝ ❛✣♥✐.② ❢♦1 ❛ ♣❛.❤♦.②♣❡ .♦ ❛ ✈❛1✐❡.②❀ β✿ +❡♥+✐.✐✈✐.② ♦❢ ♣❛.❤♦.②♣❡+ .♦ ❝❤❛♥❣❡+ ✐♥ ✈❛1✐❡.②
❢1❡J✉❡♥❝✐❡+❀ b✿ +❡♥+✐.✐✈✐.② ♦❢ ❞✐+❡❛+❡ +❡✈❡1✐.② ♦♥ ❛ ✈❛1✐❡.② .♦ .❤❡ ♣❛.❤♦.②♣❡ ♣1♦♣♦1.✐♦♥+✳

❤♦✇ .❤❡ ❞✐+❡❛+❡ ❧❡✈❡❧ ♦❜+❡1✈❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛1✐❡.② ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ .♦ .❤❡ ♣❛.❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥

❝♦♠♣♦+✐.✐♦♥✳ K♦+.❡1✐♦1 ❞❡♥+✐.✐❡+ ♦❢ .❤❡ ♣❛1❛♠❡.❡1+ ❛1❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉1❡ ✷✳✽✳

✷✳✸✳✷ ❱❛%✐❡(② ❢%❡+✉❡♥❝✐❡/ ❛♥❞ ♣❛(❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ❝♦♠♣♦/✐(✐♦♥

✷✳✸✳✷✳✶ ❇❛&✐❝ ❛✣♥✐+② ✭α✮

❚❤❡ C1 ❝1✐.❡1✐♦♥ ✭.❛❜❧❡ ✷✳✺✮ ✐♥❞✐❝❛.❡+ .❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛.❤♦.②♣❡ ♦♥ ❛ ✈❛1✐❡.②✳

K❛.❤♦.②♣❡+ 106314 ❛♥❞ 006xxx ✇❡1❡ ❞♦♠✐♥❛♥. ♦♥ .❤❡ .✇♦ ♠♦+. 1❡❝❡♥. ✈❛1✐❡.✐❡+✱ ❈❛♣❤♦0♥

❛♥❞ ❖0✈❛♥(✐% ✭1❡❧❡❛+❡❞ ✐♥ 2000✮✱ 1❡+♣❡❝.✐✈❡❧② ✭C1 (α,❈❛♣❤♦0♥ , 106314) = 0.81 ❛♥❞

C1 (α,❖0✈❛♥(✐% , 006xxx) = 0.78✮✳ ❚❤❡+❡ .✇♦ ♣❛.❤♦.②♣❡+ ❛1❡ ❛❧+♦ .❤❡ ♠♦+. 1❡❝❡♥. ♦♥❡+

✐♥ .❤❡ ❋1❡♥❝❤ ;✳ (0✐(✐❝✐♥❛ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ✭♥♦ ✐+♦❧❛.❡ ♦❢ .❤❡+❡ ♣❛.❤♦.②♣❡+ ✇❡1❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡❢♦1❡

2003 ❛♥❞ 2002✱ 1❡+♣❡❝.✐✈❡❧②✮✳ K❛.❤♦.②♣❡ 073100 ✇❛+ ❝❧❡❛1❧② ❞♦♠✐♥❛♥. ♦♥ ✈❛1✐❡.✐❡+ ■%❡♥❣0❛✐♥

❛♥❞ ❙♦✐%%♦♥%✳ ❚✇♦ ♣❛.❤♦.②♣❡+✱ 016206 ❛♥❞ 073100✱ ✇❡1❡ ❞♦♠✐♥❛♥. ♦♥ ❚09♠✐❡✳ K❛.❤♦.②♣❡

016206 ✇❛+ ♠♦❞❡1❛.❡❧② ❞♦♠✐♥❛♥. ♦♥ ❈❤❛0❣❡0✳ ◆♦ ♣❛.❤♦.②♣❡ ✇❛+ ❢♦✉♥❞ .♦ ❜❡ +♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

❞♦♠✐♥❛♥. ♦♥ ❆♣❛❝❤❡✳ ◆♦.❡ .❤❛. .❤❡ ❚09♠✐❡✲073100 ❛++♦❝✐❛.✐♦♥ ✇❛+ ✉♥❡①♣❡❝.❡❞ ❤❡1❡

+✐♥❝❡✱ ❛❝❝♦1❞✐♥❣ .♦ ✐.+ J✉❛❧✐.❛.✐✈❡ ✈✐1✉❧❡♥❝❡ ♣❛..❡1♥✱ .❤✐+ ✐♥.❡1❛❝.✐♦♥ +❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❛.✐❜❧❡

✭●♦②❡❛✉ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ◆❡✈❡1.❤❡❧❡++✱ ✐♥❢❡❝.✐♦♥ ♦❢ ❚09♠✐❡ ✇✐.❤ .❤❛. ♣❛.❤♦.②♣❡ ♦❢.❡♥ ♣1♦❞✉❝❡+

✹✶



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦4✐$✐♦♥ ♦♥ ✈❛&✐❡$② &❡4✐4$❛♥❝❡

❚❛❜❧❡ ✷✳✻✿ ❱❛❧✉❡+ ♦❢ .❤❡ C2 ❝1✐.❡1✐♦♥ ❢♦1 ♣❛1❛♠❡.❡1 α ❛♥❞ β ❢♦1 ❡❛❝❤ ♣❛.❤♦.②♣❡✲✈❛1✐❡.② ♣❛✐1✳
❚❤✐+ ❝1✐.❡1✐♦♥ ❝♦♠♣❛1❡+ .❤❡ ♣❛1❛♠❡.❡1 ✈❛❧✉❡+ ❛♠♦♥❣ ♣❛.❤♦.②♣❡+ ❢♦1 ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛1✐❡.②✳ ▲❛1❣❡

C2 (θ; v, p) ✭✇✐.❤ θ ✐♥ {α, β}✮ ✈❛❧✉❡+ ✐❞❡♥.✐❢② .❤❡ ♣❛.❤♦.②♣❡+ .❤❛. ❛1❡ ♠♦+. +.1♦♥❣❧② ❧✐♥❦❡❞ .♦
✈❛1✐❡.② v ❛❝❝♦1❞✐♥❣ .♦ ♣❛1❛♠❡.❡1 θ✳

006xxx 016206 073100 077317 106314
α β α β α β α β α β

❆♣❛❝❤❡ ✵✳✶✼ ✵✳✵✵ ✵✳✶✾ ✵✳✶✾ ✵✳✵✵ ✲ ✵✳✹✹ ✵✳✷✵ ✵✳✵✻ ✵✳✵✵

❈❛♣❤♦&♥ ✵✳✸✺ ✵✳✾✺ ✵✳✷✾ ✵✳✶✹ ✵✳✵✵ ✲ ✵✳✸✼ ✵✳✶✺ ✵✳✾✹ ✶✳✵✵

❈❤❛&❣❡& ✵✳✵✾ ✵✳✵✵ ✵✳✷✺ ✵✳✸✺ ✵✳✵✵ ✲ ✵✳✹✵ ✵✳✷✵ ✵✳✵✻ ✵✳✵✵

■4❡♥❣&❛✐♥ ✵✳✵✺ ✵✳✵✵ ✵✳✶✶ ✲ ✵✳✻✷ ✵✳✺✷ ✵✳✺✻ ✵✳✶✶ ✵✳✵✸ ✵✳✵✵

❖&✈❛♥$✐4 ✵✳✻✺ ✵✳✵✺ ✵✳✷✸ ✵✳✻✹ ✵✳✵✵ ✲ ✵✳✹✹ ✵✳✷✶ ✵✳✵✸ ✵✳✵✵

❙♦✐44♦♥4 ✵✳✵✹ ✵✳✵✵ ✵✳✵✶ ✲ ✵✳✸✽ ✵✳✹✽ ✵✳✹✹ ✵✳✶✸ ✵✳✵✷ ✵✳✵✵

❚&<♠✐❡ ✵✳✵✺ ✵✳✵✵ ✵✳✼✶ ✵✳✸✻ ✵✳✵✵ ✲ ✵✳✸✸ ✵✳✷✶ ✵✳✵✷ ✵✳✵✵

α✿ ❜❛+✐❝ ❛✣♥✐.② ❢♦1 ❛ ♣❛.❤♦.②♣❡ .♦ ❛ ✈❛1✐❡.②❀ β✿ +❡♥+✐.✐✈✐.② ♦❢ ♣❛.❤♦.②♣❡+ .♦ ❝❤❛♥❣❡+ ✐♥
✈❛1✐❡.② ❢1❡J✉❡♥❝✐❡+✳

❛ ❢❡✇ ✈✐❛❜❧❡ ♣✉+.✉❧❡+✳ ❙✐♥❝❡ .❤❡ ❢1❡J✉❡♥❝② ♦❢ 073100 ✐♥ .❤❡ ♣❛.❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ✇❛+ ❤✐❣❤✱

❛♥❞ .❤❡ ❞✐+❡❛+❡ ❧❡✈❡❧+ ✭.♦.❛❧ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ♣✉+.✉❧❡+✮ ♦♥ ❚&<♠✐❡ ✇❡1❡ ❧♦✇✱ ✐. ✇❛+ ❧♦❣✐❝❛❧ .♦ ❞❡.❡❝.

❛ ❧✐♥❦ ❜❡.✇❡❡♥ ❚&<♠✐❡ ❛♥❞ 073100✳

❈1✐.❡1✐♦♥ C2 ✭.❛❜❧❡ ✷✳✻✮ ♠❛❦❡+ ✐. ♣♦++✐❜❧❡ .♦ ❞❡.❡1♠✐♥❡ .❤❡ ♣1❡❢❡1❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛.❤♦.②♣❡ ❢♦1

♦♥❡ ♦1 +❡✈❡1❛❧ ♦❢ .❤❡ +❡✈❡♥ ✈❛1✐❡.✐❡+ ❝♦♥+✐❞❡1❡❞✳ N❛.❤♦.②♣❡ 006xxx ✇❛+ ❢♦✉♥❞ ♣1❡❢❡1❡♥.✐❛❧❧②

♦♥ ❖&✈❛♥$✐4 ❜✉. ✇❛+ ❛❧+♦ ♣1❡+❡♥. ♦♥ ❆♣❛❝❤❡ ❛♥❞ ❈❛♣❤♦&♥✳ ❚❤❡+❡ .❤1❡❡ ✈❛1✐❡.✐❡+ ❛1❡ .❤♦+❡

.❤❛. +❤❛1❡ .❤❡ Lr37 1❡+✐+.❛♥❝❡ ❣❡♥❡✳ ❖♥ .❤❡ ❝♦♥.1❛1②✱ ♣❛.❤♦.②♣❡ 106314 ✇❛+ ♦♥❧② 1❡❧❛.❡❞

.♦ ❈❛♣❤♦&♥ ✭C2 (α,❈❛♣❤♦&♥ , 106314) = 0.94✮✳ N❛.❤♦.②♣❡ 073100 ✇❛+ ❤✐❣❤❧② ❛❜✉♥❞❛♥. ♦♥

❙♦✐44♦♥4 ❛♥❞ ■4❡♥❣&❛✐♥ ❛♥❞ ✇❛+ ♥❡✈❡1 1❡❧❛.❡❞ .♦ .❤❡ ♦.❤❡1 ✈❛1✐❡.✐❡+ ✭C2 = 0✮✳ N❛.❤♦.②♣❡

016206 ✇❛+ 1❡❧❛.❡❞ .♦ ❚&<♠✐❡ ❛♥❞ ✇❛+ ✐♥❢1❡J✉❡♥.❧② ❢♦✉♥❞ ♦♥ ■4❡♥❣&❛✐♥ ❛♥❞ ❙♦✐44♦♥4✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

♣❛.❤♦.②♣❡ 077317 ✇❛+ ✐❞❡♥.✐✜❡❞ ❛+ ❛ ❣❡♥❡1❛❧✐+.✱ ✇✐.❤ ♥♦ ♣1❡❢❡1❡♥❝❡ ❢♦1 ❛♥② ♦❢ .❤❡ ✈❛1✐❡.✐❡+✳

✷✳✸✳✷✳✷ ❘❡%♣♦♥%❡ ♦❢ ♣❛+❤♦❣❡♥ +♦ ❝❤❛♥❣❡% ✐♥ ❧❛♥❞%❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦%✐+✐♦♥ ✭β✮

❈❤❛♥❣❡+ ✐♥ .❤❡ ❢1❡J✉❡♥❝✐❡+ ♦❢ ■4❡♥❣&❛✐♥ ❛♥❞ ❙♦✐44♦♥4 ✐♥ .❤❡ ❝✉❧.✐✈❛.❡❞ ❧❛♥❞+❝❛♣❡ +.1♦♥❣❧②

❛✛❡❝.❡❞ .❤❡ ♣1♦♣♦1.✐♦♥ ♦❢ ♣❛.❤♦.②♣❡ 073100 ✐♥ .❤❡ ♣❛.❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ✭.❛❜❧❡ ✷✳✺✮✳ ❈❤❛♥❣❡+

✐♥ .❤❡ ❢1❡J✉❡♥❝✐❡+ ♦❢ ❆♣❛❝❤❡✱ ❈❤❛&❣❡&✱ ❖&✈❛♥$✐4 ❛♥❞ ❚&<♠✐❡ ♠❛✐♥❧② ❛✛❡❝.❡❞ 016206 ❛♥❞

077317 ✭.❛❜❧❡ ✷✳✺ ❛♥❞ ✜❣✉1❡ ✷✳✻✮ ❜✉. 016206 ✇❛+ ♠♦1❡ ❡+♣❡❝✐❛❧❧② ❛✛❡❝.❡❞ ❜② ❖&✈❛♥$✐4

✭.❛❜❧❡ ✷✳✻✮✳ ❆+ ❢♦1 α✱ ♣❛.❤♦.②♣❡ 077317 ✇❛+ ♥♦. +♣❡❝✐✜❝❛❧❧② +❡♥+✐.✐✈❡ .♦ ❛♥② ♦❢ .❤❡+❡ ✈❛1✐❡.✐❡+

✭.❛❜❧❡ ✷✳✻✮✳ ❈❤❛♥❣❡+ ✐♥ .❤❡ ❢1❡J✉❡♥❝② ♦❢ ❈❛♣❤♦&♥ ♠❛✐♥❧② ❛✛❡❝.❡❞ ♣❛.❤♦.②♣❡+ 006xxx ❛♥❞

106314 ✭.❛❜❧❡ ✷✳✺ ❛♥❞ ✜❣✉1❡ ✷✳✻✮ ❛♥❞✱ ❛♠♦♥❣ .❤❡ ❝♦♥+✐❞❡1❡❞ ✈❛1✐❡.✐❡+✱ ❈❛♣❤♦&♥ ✇❛+ .❤❡ ♠♦+.

✐♥✢✉❡♥.✐❛❧ ✈❛1✐❡.② ♦♥ ❜♦.❤ ♣❛.❤♦.②♣❡+ ✭.❛❜❧❡ ✷✳✻✮✳ ❉❛.❛ ❛♥❛❧②+✐+ ❛❧+♦ +✉❣❣❡+.❡❞ .❤❛. ❝❤❛♥❣❡+

✹✷



✷✳✸✳ ❘❡%✉❧(%

❋✐❣✉$❡ ✷✳✺✿ *♦,-❡$✐♦$ ❞❡♥,✐-✐❡, ♦❢ ♣❛$❛♠❡-❡$ α✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✭♦♣❡♥ ❝✐$❝❧❡✮ ❛♥❞ -❤❡ 95%
❝$❡❞✐❜✐❧✐-② ✐♥-❡$✈❛❧ ✭❤♦$✐③♦♥-❛❧ ,♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛$❡ ✐♥❞✐❝❛-❡❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♣❛-❤♦-②♣❡✲✈❛$✐❡-② ♣❛✐$✳

✹✸



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦4✐$✐♦♥ ♦♥ ✈❛&✐❡$② &❡4✐4$❛♥❝❡

✐♥ ❖&✈❛♥$✐4 ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ♣❛)❤♦)②♣❡ 006xxx ✭✜❣✉0❡ ✷✳✻✮✳ ◆♦)❡ )❤❛)✱ ❛❧)❤♦✉❣❤ ♣❛)❤♦)②♣❡ 006xxx

♣0❡8❡♥)❡❞ ❛ 8)0♦♥❣ ❛✣♥✐)② α ❢♦0 ❖&✈❛♥$✐4✱ ✐) ❞✐❞ ♥♦) ❛♣♣❡❛0 ✈❡0② 8❡♥8✐)✐✈❡ )♦ ❝❤❛♥❣❡8 ✐♥ )❤❡

♣0♦♣♦0)✐♦♥ ♦❢ ❖&✈❛♥$✐4 ✐♥ )❤❡ ❤♦8) ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ✭)❛❜❧❡ ✷✳✻✱ ♣❛0❛♠❡)❡0 β✮✳ ❆ 8✐♠♣❧❡ 0❡❛8♦♥ ❢♦0

)❤❛) ✐8 )❤❛) ❖&✈❛♥$✐4 ✬8 ❢0❡@✉❡♥❝② ❞✐❞ ♥♦) ✈❛0② ♠✉❝❤ ❜❡)✇❡❡♥ 2002 ❛♥❞ 2008 ✭)❛❜❧❡ ✷✳✶✮✳

✷✳✸✳✷✳✸ ❘❡❧❛'✐✈❡ ❡✛❡❝' ♦❢ ❜❛/✐❝ ❛✣♥✐'② ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡/ ✐♥ ✈❛6✐❡'② ❢6❡7✉❡♥❝✐❡/ ✭W ✮

❋✐❣✉0❡ ✷✳✼ 8❤♦✇8 )❤❡ 0❡8♣❡❝)✐✈❡ ✇❡✐❣❤)8 ♦❢ )❤❡ ❜❛8✐❝ ❛✣♥✐)② W (α; v, t, p) ❛♥❞ ♦❢ )❤❡

❝❤❛♥❣❡8 ✐♥ )❤❡ ✈❛0✐❡)② ❢0❡@✉❡♥❝✐❡8 W (β, i; v, t, p) ♦♥ )❤❡ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ 8✐③❡ ♦❢ ❛ ♣❛)❤♦)②♣❡ ♦♥ ❛

✈❛0✐❡)②✱ ❛8 ❡8)✐♠❛)❡❞ ❜② Z ✭❡@✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✶✮✮✳ ❖✈❡0❛❧❧✱ ✜❣✉0❡ ✷✳✼ 8✉❣❣❡8)8 )❤❛) )❤❡ ❢0❡@✉❡♥❝②

♦❢ ❛ ♣❛)❤♦)②♣❡ ♦♥ ❛ ✈❛0✐❡)② ✐8 )❤❡ ❤✐❣❤❡8) ✇❤❡♥ )❤❡ ❧❛♥❞8❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦8✐)✐♦♥ ✐8 )❤❡ ♠♦8)

❢❛✈♦✉0❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ W (α; v, t, p) ✐8 ♠✐♥✐♠❛❧✳

❚❤❡ ♣0❡8❡♥❝❡ ♦❢ 073100 ♦♥ ❙♦✐44♦♥4 ✇❛8 ♠❛✐♥❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✐)8 ✈❡0② ❤✐❣❤ ❛✣♥✐)② ❢♦0

)❤✐8 ✈❛0✐❡)② ✭✜❣✉0❡ ✷✳✼❛✮✳ ❖♥ )❤❡ ❝♦♥)0❛0②✱ )❤❡ ❢0❡@✉❡♥❝② ♦❢ 106314 ♦♥ )❤❡ 8❛♠❡ ✈❛0✐❡)②

✇❛8 ♠❛✐♥❧② 0❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡ ❢0❡@✉❡♥❝② ♦❢ ❈❛♣❤♦&♥ ✐♥ )❤❡ ❧❛♥❞8❝❛♣❡ ✭✜❣✉0❡ ✷✳✼❝✮✳ ❚❤❡ ❝❛8❡ ♦❢

077317 ✐8 ♠♦0❡ ❝♦♠♣❧❡①✿ ❝❤❛♥❣❡8 ✐♥ )❤❡ ❧❛♥❞8❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦8✐)✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ )❤✐8 ♣❛)❤♦)②♣❡

)❤0♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛)✐♦♥ ♦❢ ✈❛0✐❡)✐❡8 )❤❛) ✈❛0✐❡❞ ♦✈❡0 )✐♠❡✿ ♠❛✐♥❧② ❚&:♠✐❡ ❛♥❞ ❙♦✐44♦♥4 ✐♥ )❤❡

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ )❤❡ ♣❡0✐♦❞✱ )❤❡♥ ❈❤❛&❣❡& ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❆♣❛❝❤❡ ❛♥❞ ❖&✈❛♥$✐4 ✭✜❣✉0❡ ✷✳✼❜✮✳

■♥ )❤❡ 0✐❣❤) ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ✜❣✉0❡ ✷✳✼✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ )❤❡ 8✐)✉❛)✐♦♥ ♦❢ ♣❛)❤♦)②♣❡ 106314✳ ❚❤❡

❢0❡@✉❡♥❝② ♦❢ )❤✐8 ♣❛)❤♦)②♣❡ ♦♥ ❈❛♣❤♦&♥ ✇❛8 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❜♦)❤ ✐)8 ❛✣♥✐)② ✭α✮ ❛♥❞ )❤❡

✐♥❝0❡❛8✐♥❣ ❢0❡@✉❡♥❝② ♦❢ ❈❛♣❤♦&♥ ✐♥ )❤❡ ❧❛♥❞8❝❛♣❡✱ ✇✐)❤ ✇❡✐❣❤)8 ♦❢ ❝♦♠♣❛0❛❜❧❡ ♠❛❣♥✐)✉❞❡

✭✜❣✉0❡ ✷✳✼❡✮✳ ❚❤✐8 8✉❣❣❡8)8 ❛♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛)✐♦♥ ❡✛❡❝)✱ ✇✐)❤ )❤❡ ✐♥❝0❡❛8❡ ✐♥ ❈❛♣❤♦&♥ ✐♥ )❤❡

❧❛♥❞8❝❛♣❡ ✭)❛❜❧❡ ✷✳✶✮ 0❡8✉❧)✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡0 ❢0❡@✉❡♥❝② ♦❢ 106314 ♦♥ )❤✐8 ✈❛0✐❡)②✳ ❖♥ ❙♦✐44♦♥4

❛♥❞ ❆♣❛❝❤❡ ✭✜❣✉0❡ ✷✳✼❝ ❛♥❞ ❞✮✱ 106314 ✐♥❝0❡❛8❡❞ ❢0♦♠ 0% ✐♥ 2003 )♦ 35% ❛♥❞ 39%✱

0❡8♣❡❝)✐✈❡❧②✱ ✐♥ 2008 ❛♥❞ )❤✐8 ✐♥❝0❡❛8❡ ✇❛8 ❛❝❝♦✉♥)❡❞ ❢♦0 ❜② )❤❡ ❢0❡@✉❡♥❝② ♦❢ ❈❛♣❤♦&♥ ✐♥

)❤❡ ❧❛♥❞8❝❛♣❡✳ ❖♥ ❖&✈❛♥$✐4✱ ♣❛)❤♦)②♣❡ 106314 ❛❧8♦ ✐♥❝0❡❛8❡❞ ✐♥ ❢0❡@✉❡♥❝②✱ ♣0♦❜❛❜❧② ❢♦0 )❤❡

8❛♠❡ 0❡❛8♦♥8✱ ❜✉) ✐) ♦♥❧② 0❡❛❝❤❡❞ 13% ♦❢ )❤❡ ♣❛)❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ 8❛♠♣❧❡❞ ♦♥ )❤✐8 ✈❛0✐❡)② ❛)

)❤❡ ❡♥❞ ♦❢ )❤❡ ♣❡0✐♦❞ ✭✜❣✉0❡ ✷✳✼❢✮✳ ❚❤✐8 ♠✐❣❤) ❜❡ ❞✉❡ )♦ ❛ ❝♦♠♣❡)✐)✐♦♥ ✇✐)❤ 006xxx✱ ✇❤✐❝❤

❤❛❞ ❛ ❤✐❣❤ ❛✣♥✐)② ❢♦0 ❖&✈❛♥$✐4 ✇✐)❤ 0❡8♣❡❝) )♦ )❤❡ ♦)❤❡0 ♣❛)❤♦)②♣❡8 ✭)❛❜❧❡ ✷✳✺✮✳
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✷✳✸✳✸✳✶ ❊✛❡❝' ♦❢ ♣❛'❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❝♦♠♣♦/✐'✐♦♥ ♦♥ ♦❜/❡6✈❡❞ 6❡/✐/'❛♥❝❡ ✭ b✮

❋♦0 ■4❡♥❣&❛✐♥ ❛♥❞ ❚&:♠✐❡✱ ✈❡0② ❧❛0❣❡ ❝0❡❞✐❜✐❧✐)② ✐♥)❡0✈❛❧8 ✇❡0❡ ♦❜)❛✐♥❡❞ ❢♦0 ♣❛0❛♠❡)❡0 b

✭✜❣✉0❡ ✷✳✽✮✱ ♣0♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉8❡ ♣❛)❤♦)②♣❡8 006xxx ❛♥❞ 106314 ✇❡0❡ ♦❜8❡0✈❡❞ ❢♦0 ♦♥❧② ♦♥❡ ♦0

)✇♦ ②❡❛08 ♦♥ )❤❡8❡ ✈❛0✐❡)✐❡8✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❞❡ )❤❡ ❞❛)❛ ❞✐✣❝✉❧) )♦ ❡①♣❧♦✐)✳ ❖♥ )❤❡ ♦)❤❡0 ✈❛0✐❡)✐❡8✱

)❤0❡❡ ❞✐✛❡0❡♥) ❦✐♥❞8 ♦❢ 0❡8♣♦♥8❡8 ✇❡0❡ ♦❜)❛✐♥❡❞✳ ❋♦0 ❆♣❛❝❤❡✱ ❈❛♣❤♦&♥ ❛♥❞ ❈❤❛&❣❡&✱ )❤❡

✹✹
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✻✿ *♦,-❡$✐♦$ ❞❡♥,✐-✐❡, ♦❢ ♣❛$❛♠❡-❡$ β✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✭♦♣❡♥ ❝✐$❝❧❡✮ ❛♥❞ -❤❡ 95%
❝$❡❞✐❜✐❧✐-② ✐♥-❡$✈❛❧ ✭❤♦$✐③♦♥-❛❧ ,♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛$❡ ✐♥❞✐❝❛-❡❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♣❛-❤♦-②♣❡✲✈❛$✐❡-② ♣❛✐$✳
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❜❡ '❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡ ♣'♦♣♦')✐♦♥. ♦❢ ♣❛)❤♦)②♣❡. 077317 ❛♥❞ 016206 ❛♥❞ )❤❡ ❞✐.❡❛.❡ .❝♦'❡. ♦♥

❈❛♣❤♦%♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ '❡❧❛)❡❞ )♦ 077317 ✭)❛❜❧❡ ✷✳✺ ❛♥❞ ✜❣✉'❡ ✷✳✽✮✳ ■) ✐. ✐♥)❡'❡.)✐♥❣ )♦ ♥♦)❡

)❤❛) )❤❡ b ✈❛❧✉❡ ❢♦' )❤❡ ♣❛✐' ❈❛♣❤♦%♥✲106314 ✇❛. ✈❡'② ❧♦✇✱ ❡✈❡♥ )❤♦✉❣❤ )❤❡ ❢'❡>✉❡♥❝② ♦❢

106314 ✇❛. .)'♦♥❣❧② ❧✐♥❦❡❞ )♦ ❈❛♣❤♦%♥ ✭)❛❜❧❡. ✷✳✺ ❛♥❞ ✷✳✻✮✳ ❚❤✐. .✉❣❣❡.). )❤❛) ❈❛♣❤♦%♥✱

✇❤❡♥ ❣'♦✇♥ ❡①)❡♥.✐✈❡❧②✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ )❤❡ ♣❛)❤♦)②♣❡ ❢'❡>✉❡♥❝✐❡. ✐♥ )❤❡ ♣❛)❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥

✇✐)❤♦✉) ❜❡✐♥❣ ❛✛❡❝)❡❞ ❜② .❡✈❡'❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝. ✐).❡❧❢✳ ❚❤❡ .❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ♦❢ '❡.♣♦♥.❡ ✐. )❤❛) ♦❢

❖%✈❛♥)✐+✱ ❢♦' ✇❤✐❝❤ )❤❡ ♦❜.❡'✈❡❞ '❡.✐.)❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✇❛. ❞❡❝'❡❛.✐♥❣ ✭.♦ )❤❛) )❤❡ ❞✐.❡❛.❡ .❝♦'❡.

❦❡♣) ✐♥❝'❡❛.✐♥❣ ✲ ✜❣✉'❡ ✷✳✷✮✳ ❚❤✐. ✇❛. ❝♦''❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡ ✐♥❝'❡❛.❡ ✐♥ 106314 ✐♥ )❤❡ ♣❛)❤♦❣❡♥

♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ✭C1 (b;Orvantis, 106314) = 0.80✮✳ ❚❤❡ ❧❛.) '❡.♣♦♥.❡ )②♣❡ ✐. )❤❛) ♦❢ ❙♦✐++♦♥+✱

♦♥ ✇❤✐❝❤ )❤❡ ♦❜.❡'✈❡❞ '❡.✐.)❛♥❝❡ ✐♥❝'❡❛.❡❞ ✭❛♥❞ ❞✐.❡❛.❡ .❝♦'❡. ❞❡❝'❡❛.❡❞ ✲ ✜❣✉'❡ ✷✳✷✮✳ ❚❤✐.

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ )♦ )❤❡ ❞❡❝'❡❛.❡ ✐♥ )❤❡ ❢'❡>✉❡♥❝② ♦❢ 073100 ✐♥ )❤❡ ♣❛)❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥

✭C1 (b;Soissons, 73100) = 0.95✮✳
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❚❤❡ ✈❛'✐❡)② ❡✛❡❝)✱ a0✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉.❡❞ ❛. ❛ ❝'✐)❡'✐♦♥ )♦ '❛♥❦ )❤❡ ✈❛'✐❡)✐❡. ❛❝❝♦'❞✐♥❣ )♦

)❤❡✐' .✉.❝❡♣)✐❜✐❧✐)② )♦ ❧❡❛❢ '✉.)✱ )❛❦✐♥❣ ❜♦)❤ >✉❛❧✐)❛)✐✈❡ ❛♥❞ >✉❛♥)✐)❛)✐✈❡ ♣❛)❤♦❣❡♥✐❝✐)② ✐♥)♦

❛❝❝♦✉♥)✳ ❆. ❡①♣❡❝)❡❞✱ ■+❡♥❣%❛✐♥ ❛♥❞ ❙♦✐++♦♥+ ❤❛❞ )❤❡ ❤✐❣❤❡.) a0 ✈❛❧✉❡. ❛♥❞ ❈❛♣❤♦%♥ )❤❡

❧♦✇❡.) ✭✜❣✉'❡ ✷✳✾❛✮✳ ❚❤❡ ②❡❛' ❡✛❡❝)✱ a1 ✭✜❣✉'❡ ✷✳✾❜✮✱ ❛❝❝♦✉♥)❡❞ ❢♦' )❤❡ 0✳ )%✐)✐❝✐♥❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥

❜'❡❛❦❞♦✇♥ ✐♥ 2003 ❛♥❞ .✉❜.❡>✉❡♥) ❝❤❛♥❣❡. ✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ②❡❛'. ✭●♦②❡❛✉ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳

❚❤❡ '❡❣✐♦♥ ❡✛❡❝)✱ a2 ✭✜❣✉'❡ ✷✳✾❝✮✱ ✇❛. ❝♦♥.✐.)❡♥) ✇✐)❤ )❤❡ ❦♥♦✇♥ ❜❡❤❛✈✐♦' ♦❢ )❤❡ ♣❛)❤♦❣❡♥✱

♥♦)❛❜❧② )❤❛) ♥♦')❤❡'♥ ❛♥❞ .♦✉)❤❡❛.)❡'♥ ❋'❛♥❝❡ ❛'❡ ♥♦) ❢❛✈♦✉'❛❜❧❡ )♦ ✇❤❡❛) ❧❡❛❢ '✉.)✳
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✷✳✹✳✶ ❖✈❡'✈✐❡✇

■♥ )❤✐. ❛')✐❝❧❡✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ .)❛)✐.)✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦'❞❡' )♦ ❥♦✐♥)❧② ❛♥❛❧②.❡ )❤'❡❡ ❧❛'❣❡✲

.❝❛❧❡ ❞❛)❛.❡). ❞❡.❝'✐❜✐♥❣ )❤❡ ✇❤❡❛) ❧❡❛❢ '✉.) ♣❛)❤♦.②.)❡♠✳ ▼❛♥② ♣✉❜❧✐.❤❡❞ ♣❛♣❡'. ❡.)❛❜❧✐.❤

❛ '❡❧❛)✐♦♥.❤✐♣ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ❢'❡>✉❡♥❝② ♦❢ '❡.✐.)❛♥❝❡ ❣❡♥❡. ✐♥ )❤❡ ❤♦.) ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ❛♥❞ )❤❡

❡✈♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♣❛)❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ .)'✉❝)✉'❡ ✐♥ )❡'♠. ♦❢ ♣❛)❤♦)②♣❡.✱ ❜❛.❡❞ ♦♥ >✉❛❧✐)❛)✐✈❡

✈✐'✉❧❡♥❝❡ ❢❛❝)♦'. ✭❡✳❣✳ ❍♦✈♠N❧❧❡' ❡) ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❀ ●♦②❡❛✉ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❑♦❧♠❡'✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡

♦'✐❣✐♥❛❧✐)② ♦❢ )❤❡ ♣'❡.❡♥) ❛♣♣'♦❛❝❤ ✇❛. )♦ ❛❝❝♦✉♥) ❢♦' )❤❡ >✉❛♥)✐)❛)✐✈❡ ❛.♣❡❝). ♦❢ )❤❡ ❤♦.)✲

♣❛)❤♦❣❡♥ '❡❧❛)✐♦♥.❤✐♣ ❛♥❞ )♦ '❡❧❛)❡ ❤♦.) ❛♥❞ ♣❛)❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦)②♣❡ ❢'❡>✉❡♥❝✐❡. )♦ ♦❜.❡'✈❡❞

❞✐.❡❛.❡ .❡✈❡'✐)② ✈❛❧✉❡.✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②.✐. ❞❡♠♦♥.)'❛)❡❞ )❤❛) )❤❡ ❧❛♥❞.❝❛♣❡ ✈❛'✐❡)❛❧ ❝♦♠♣♦.✐)✐♦♥

✐♥✢✉❡♥❝❡. )❤❡ ♦❜.❡'✈❡❞ '❡.✐.)❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ )❤❡ ♠♦.) ❢'❡>✉❡♥)❧② ❣'♦✇♥ ✇❤❡❛) ✈❛'✐❡)✐❡. ❜②
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❈❤❛♣$❡& ✷✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦4✐$✐♦♥ ♦♥ ✈❛&✐❡$② &❡4✐4$❛♥❝❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✽✿ *♦,-❡$✐♦$ ❞❡♥,✐-✐❡, ♦❢ ♣❛$❛♠❡-❡$ b✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✭♦♣❡♥ ❝✐$❝❧❡✮ ❛♥❞ -❤❡ 95%
❝$❡❞✐❜✐❧✐-② ✐♥-❡$✈❛❧ ✭❤♦$✐③♦♥-❛❧ ,♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛$❡ ✐♥❞✐❝❛-❡❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♣❛-❤♦-②♣❡✲✈❛$✐❡-② ♣❛✐$✳

✹✽



✷✳✹✳ ❉✐%❝✉%%✐♦♥

❋✐❣✉$❡ ✷✳✾✿ *♦,-❡$✐♦$ ❞❡♥,✐-✐❡, ♦❢ ♣❛$❛♠❡-❡$ a0 ✭❛✮✱ a1 ✭❜✮ ❛♥❞ a2 ✭❝✮✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✭♦♣❡♥
❝✐$❝❧❡✮ ❛♥❞ -❤❡ 95% ❝$❡❞✐❜✐❧✐-② ✐♥-❡$✈❛❧ ✭❤♦$✐③♦♥-❛❧ ,♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❛$❡ ✐♥❞✐❝❛-❡❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♣❛-❤♦-②♣❡✲

✈❛$✐❡-② ♣❛✐$✳

❛❧-❡$✐♥❣ -❤❡ ,-$✉❝-✉$❡ ♦❢ -❤❡ ♣❛-❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥✳ ❆♥♦-❤❡$ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ,-✉❞② ✐, -❤❛-

A✉❛♥-✐-❛-✐✈❡ ❡✛❡❝-, ✭❧✐♥❦❡❞ ❡✐-❤❡$ -♦ ❤♦,- A✉❛♥-✐-❛-✐✈❡ $❡,✐,-❛♥❝❡ ♦$ ♣❛-❤♦❣❡♥ ❛❣❣$❡,,✐✈❡♥❡,,✮

♣❧❛②❡❞ ❛ ♠❛❥♦$ $♦❧❡ ✐♥ ,❤❛♣✐♥❣ -❤❡ ❧❡❛❢ $✉,- ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ,-$✉❝-✉$❡ ✐♥ ❋$❛♥❝❡ ♦✈❡$ -❤❡ ♣❛,- -❡♥

②❡❛$,✳

✷✳✹✳✷ ❘❡%✉❧(% ✐♥(❡+♣+❡(❛(✐♦♥

❚❤❡ ❛♥❛❧②,✐, ♦❢ -❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ♣❛-❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❝♦♠♣♦,✐-✐♦♥ ✭✐♥ -❡$♠,

♦❢ ♣❛-❤♦-②♣❡,✮ ❛♥❞ -❤❡ ❧❛♥❞,❝❛♣❡ ✈❛$✐❡-❛❧ ❝♦♠♣♦,✐-✐♦♥ $❡✈❡❛❧❡❞ ♣$❡❢❡$❡♥-✐❛❧ ❛,,♦❝✐❛-✐♦♥,

❜❡-✇❡❡♥ ✈❛$✐❡-✐❡, ❛♥❞ ♣❛-❤♦-②♣❡, -❤❛- ✇❡$❡ ♥♦- ❛❝❝♦✉♥-❡❞ ❢♦$ ❜② -❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣❛-✐❜✐❧✐-②

$❡❧❛-✐♦♥,❤✐♣, ❜❛,❡❞ ♦♥ ❛✈✐$✉❧❡♥❝❡✲$❡,✐,-❛♥❝❡ ✐♥-❡$❛❝-✐♦♥,✳ ❚❤❡ ,-$❡♥❣-❤ ♦❢ -❤❡,❡ ❛,,♦❝✐❛-✐♦♥,

✐, A✉❛♥-✐✜❡❞ ✐♥ -❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ♣❛$❛♠❡-❡$ αv,p ✭,❡❡ ❡A✉❛-✐♦♥ ✭✷✳✶❛✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥-❡$♣$❡-❡❞

❛, ❛♥ ✐♥❞✐❝❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❛❣❣$❡,,✐✈❡♥❡,, ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ♣❛-❤♦-②♣❡ ♦♥ ❛ ✈❛$✐❡-②✳ ❚✇♦ ❝♦♠♣❛-✐❜❧❡

✭✈✐$✉❧❡♥-✮ ♣❛-❤♦-②♣❡, ♠❛② ❤❛✈❡ ✈❡$② ❞✐✛❡$❡♥- αv,p ✈❛❧✉❡, ♦♥ ❛ ✈❛$✐❡-②✱ ❛, ✐♥ -❤❡ ❝❛,❡

♦❢ 073100 ✭αSoissons,73100 = 2.2✱ IC95% = [1.2, 3.5]✮ ❛♥❞ 106314 ✭αSoissons,106314 = 0.057✱

IC95% = [0.0023, 0.30]✮ ♦♥ ❙♦✐%%♦♥%✳ ❚❤✐, ♠❡❛♥, -❤❛-✱ ❛❧-❤♦✉❣❤ 106314 ✐, ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❛-✐❜❧❡

✇✐-❤ ❙♦✐%%♦♥% ❛❝❝♦$❞✐♥❣ -♦ -❤❡ ❣❡♥❡✲❢♦$✲❣❡♥❡ $❡❧❛-✐♦♥,❤✐♣✱ ✐- ❡①❤✐❜✐-, ❛ ❧♦✇ ❛❣❣$❡,,✐✈❡♥❡,,

♦♥ ❙♦✐%%♦♥% ✐♥ -❤❡ ✜❡❧❞✱ ✇❤❡$❡❛, 073100 ❛♣♣❡❛$, ❛, ❛ ✈❡$② ❛❣❣$❡,,✐✈❡ ♣❛-❤♦-②♣❡ ♦♥ -❤❛-

✈❛$✐❡-②✳ ▼♦$❡ ❣❡♥❡$❛❧❧②✱ ❝$✐-❡$✐♦♥ C1 ✐♥❞✐❝❛-❡, -❤❛- 073100 ✇❛, ❧❛$❣❡❧② ❞♦♠✐♥❛♥- ♦✈❡$ ❛❧❧

♦-❤❡$ ❝♦♠♣❛-✐❜❧❡ ♣❛-❤♦-②♣❡, ♦♥ ❙♦✐%%♦♥% ❛♥❞ ♦♥ ■%❡♥❣.❛✐♥ ❛♥❞✱ $❡❝✐♣$♦❝❛❧❧②✱ ❝$✐-❡$✐♦♥ C2

✐♥❞✐❝❛-❡, -❤❛- 073100 ✇❛, ♠❛✐♥❧② ❢♦✉♥❞ ♦♥ -❤❡,❡ -✇♦ ✈❛$✐❡-✐❡,✳ ❚❤✐, ♣❛-❤♦-②♣❡ -❤✉, ❛♣♣❡❛$,

❛, ❛♥ ❛❣❣$❡,,✐✈❡ ,♣❡❝✐❛❧✐,-✳ ❖♥ -❤❡ ♦♣♣♦,✐-❡✱ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ -♦ -❤❡ ,❛♠❡ ❝$✐-❡$✐❛✱ ♣❛-❤♦-②♣❡ 077317

✇❛, ❝❤❛$❛❝-❡$✐,❡❞ ❛, ❛ ❣❡♥❡$❛❧✐,-✱ ✇✐-❤ ♥♦ ♣$❡❢❡$❡♥❝❡ ❢♦$ ❛♥② ♦❢ -❤❡ ❝♦♥,✐❞❡$❡❞ ✈❛$✐❡-✐❡,✳

■- -❤❡♥ ❛♣♣❡❛$, -❤❛- A✉❛♥-✐-❛-✐✈❡ ❡✛❡❝-, -❤❛- ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ -♦ -❤❡ ❤♦,- A✉❛♥-✐-❛-✐✈❡
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❈❤❛♣$❡& ✷✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦4✐$✐♦♥ ♦♥ ✈❛&✐❡$② &❡4✐4$❛♥❝❡

 ❡"✐"$❛♥❝❡ ❛♥❞ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❛❣❣ ❡""✐✈❡♥❡"" ❧❡✈❡❧ ❤❛❞ ❛ ♠❛❥♦ ❡✛❡❝$ ♦♥ $❤❡ ❧❡❛❢  ✉"$ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥

"$ ✉❝$✉ ❡ ✐♥ ❋ ❛♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ 1999 ❛♥❞ 2008✳ ❙✉❝❤ ✐♥$❡ ❛❝$✐♦♥" "❤♦✉❧❞ ❜❡ $❛❦❡♥ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$

❢♦ ❞❡"✐❣♥✐♥❣ ✈❛ ✐❡$❛❧ ❛❧❧♦❝❛$✐♦♥ "$ ❛$❡❣✐❡" ❜✉$ $❤❡② ❛ ❡ ❣❡♥❡ ❛❧❧② ♥♦$ ❞♦❝✉♠❡♥$❡❞✳ ■♥ ❛

 ❡❝❡♥$ "$✉❞②✱ ❙❦❡❧"❡② ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ♠❡❛"✉ ❡❞ ❛❣❣ ❡""✐✈❡♥❡"" $ ❛✐$" ✭B❛ ✐❛✉❞ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜✮

♦❢ $✇♦ 7❤②$♦♣❤$❤♦&❛ ✐♥❢❡4$❛♥4 ✐"♦❧❛$❡" ♦♥ ✜✈❡ ♣♦$❛$♦ ✈❛ ✐❡$✐❡" ✐♥ ♦ ❞❡ $♦ ♣❛ ❛♠❡$ ✐"❡ ❛

"♣❛$✐♦$❡♠♣♦ ❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣♦$❛$♦ ❧❛$❡ ❜❧✐❣❤$ ❡♣✐❞❡♠✐❝"✳ ❚❤✐" ❛♣♣ ♦❛❝❤ ♠❛❞❡ ✐$ ♣♦""✐❜❧❡ $♦

♦❜$❛✐♥ "♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡" ❢♦ ❞✐✛❡ ❡♥$ E✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ ♣❛ ❛♠❡$❡ " ✉♥❞❡ ❧②✐♥❣ $❤❡ ❤♦"$✲♣❛$❤♦❣❡♥

 ❡❧❛$✐♦♥"❤✐♣ ❜✉$ ✇❛"  ❡"$ ✐❝$❡❞✱ ❢♦ ♣ ❛❝$✐❝❛❧  ❡❛"♦♥"✱ $♦ ❛ "❡$ ♦❢ ✐"♦❧❛$❡" ❛♥❞ ✈❛ ✐❡$✐❡" $❤❛$

✇❛" ♥♦$ ♥❡❝❡""❛ ✐❧②  ❡♣ ❡"❡♥$❛$✐✈❡ ♦❢ $❤❡ ✜❡❧❞ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥"✳ ❖✉ ❛♣♣ ♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ "❡❡♥ ❛"

❝♦♠♣❧❡♠❡♥$❛ ② "✐♥❝❡ ✐$ ❞✐❞ ♥♦$ ♣ ♦✈✐❞❡ "♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡" ♦❢ ❛❣❣ ❡""✐✈❡♥❡"" $ ❛✐$" ❜✉$ ❣❧♦❜❛❧❧②

✐❞❡♥$✐✜❡❞ $❤❡ ❛""♦❝✐❛$✐♦♥" ❜❡$✇❡❡♥ ♣❛$❤♦$②♣❡" ❛♥❞ ✈❛ ✐❡$✐❡" ❛$ $❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ "❝❛❧❡✳ ◆♦$❡

❤♦✇❡✈❡ $❤❛$ 7✳ $&✐$✐❝✐♥❛ ❤❛" ❛ ❝❧♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ "$ ✉❝$✉ ❡ ✭●♦②❡❛✉ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✱ ✇❤✐❝❤

♠❛❦❡" ❡❛"✐❡ $❤❡ ❡"$❛❜❧✐"❤♠❡♥$ ♦❢ ❛""♦❝✐❛$✐♦♥" ❜❡$✇❡❡♥ ♣❛$❤♦$②♣❡" ❛♥❞ ❤♦"$ ❣❡♥♦$②♣❡"✳

❊✈❡♥ $❤♦✉❣❤ $❤❡ ❜❛"✐❝ ❛✣♥✐$② ✭✐♥ $❡ ♠" ♦❢ ♦✉ ♠♦❞❡❧✮ ❜❡$✇❡❡♥ ❛ ♣❛$❤♦$②♣❡ ❛♥❞ ❛ ✈❛ ✐❡$②

"$ ♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ "$ ✉❝$✉ ❡✱ ✐$" ❡✛❡❝$ ✇❛" ♠♦❞✉❧❛$❡❞ ❜② $❤❛$ ♦❢ $❤❡

♦$❤❡ ✈❛ ✐❡$✐❡" ♣ ❡"❡♥$ ✐♥ $❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ $❤❡ ❛♥❛❧②"✐" ♦❢ $❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥

♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❝♦♠♣♦"✐$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ✈❛ ✐❡$❛❧ ❢ ❡E✉❡♥❝✐❡" ✐♥ $❤❡ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ "❤♦✇❡❞ $❤❛$

❛ ✈❛ ✐❡$②✱ ❜② ✐♥❝ ❡❛"✐♥❣ $❤❡ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ "✐③❡ ♦❢ ❛ ♣❛$❤♦$②♣❡✱ ♠❛② "✐❣♥✐✜❝❛♥$❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ $❤❡

❝♦♠♣♦"✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ♦♥ ♦$❤❡ ✈❛ ✐❡$✐❡"✳ ❚❤✐" ❡✛❡❝$ ✐" E✉❛♥$✐✜❡❞ ✐♥ $❤❡

♠♦❞❡❧ ❜② ♣❛ ❛♠❡$❡ β ✭"❡❡ ❡E✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✶❛✮✮✳ ❋♦ ❡①❛♠♣❧❡✱ $❤❡ ✈❛ ✐❡$② ❈❛♣❤♦&♥ ✐" ❡①♣❡❝$❡❞

$♦ ❤❛✈❡ ❛ "$ ♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ $❤❡ ♣ ❡"❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛$❤♦$②♣❡ 106314 ♦♥ $❤❡ ♦$❤❡ ✈❛ ✐❡$✐❡"✳ ❚❤✐"

❝❛♥ ❜❡ "❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉ ❡ ✷✳✼✱ ✇❤❡ ❡ $❤❡ ♣ ❡"❡♥❝❡ ♦❢ 106314 ♦♥ ❙♦✐44♦♥4✱ ❆♣❛❝❤❡ ❛♥❞ ❖&✈❛♥$✐4 ✐"

♠❛✐♥❧② ❛❝❝♦✉♥$❡❞ ❢♦ ❜② $❤❡ ❢ ❡E✉❡♥❝② ♦❢ ❈❛♣❤♦&♥ ✐♥ $❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ "✐③❡ ♦❢

❛ ♣❛$❤♦$②♣❡ ♦♥ ❛ ✈❛ ✐❡$② $❤✉"  ❡"✉❧$❡❞ ❢ ♦♠ ✐$" ❛❣❣ ❡""✐✈❡♥❡"" ❧❡✈❡❧ ♦♥ $❤❛$ ✈❛ ✐❡$② ❛" ✇❡❧❧

❛" ❢ ♦♠ ✐♥♦❝✉❧✉♠ ♣ ♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦$❤❡ ✈❛ ✐❡$✐❡"✱ ❛♥❞ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛" ❛❜❧❡ $♦ ❝❤❛ ❛❝$❡ ✐"❡ ❜♦$❤

❡✛❡❝$"✳

❆♥♦$❤❡ ♠❛❥♦ ❝♦♥❝❧✉"✐♦♥ ♦❢ ♦✉ ❛♥❛❧②"✐" ✐" $❤❛$ $❤❡ ♦❜"❡ ✈❡❞  ❡"✐"$❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ✈❛ ✐❡$②

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ $♦ $❤❡ ❝♦♠♣♦"✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐$"❡❧❢ ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥

$❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦"✐$✐♦♥ ✭❛" "❡❡♥ ❛❜♦✈❡✮✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❡①♣❡❝$❡❞ ❞✐"❡❛"❡ "❡✈❡ ✐$②

♦♥ ❛ ✈❛ ✐❡$② ❛♥❞ $❤❡ ♣❛$❤♦$②♣❡ ❢ ❡E✉❡♥❝✐❡" ✐" E✉❛♥$✐✜❡❞ ✐♥ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ♣❛ ❛♠❡$❡ b ✭"❡❡

❡E✉❛$✐♦♥ ✭✷✳✷❛✮✮✳ ■$ ✐" ✉"✉❛❧ $♦ ♦❜"❡ ✈❡ ❛  ❡"✐"$❛♥❝❡ ❜ ❡❛❦❞♦✇♥ ✇❤❡♥ ❛ ♠❛❥♦  ❡"✐"$❛♥❝❡ ❣❡♥❡

✐" ♦✈❡ ❝♦♠❡ ❜② ❛ ♥❡✇ ♣❛$❤♦$②♣❡✳ ■♥ $❤❡ ❝❛"❡ ♦❢ E✉❛♥$✐$❛$✐✈❡  ❡"✐"$❛♥❝❡✱ ❛ ❣ ❛❞✉❛❧ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐"

❡①♣❡❝$❡❞ ✇❤❡♥ $❤❡ ❢ ❡E✉❡♥❝② ♦❢ ❛❣❣ ❡""✐✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧" ✐♥❝ ❡❛"❡" ✐♥ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥✳

❆ ❝♦♠♣❛ ✐"♦♥ ♦❢ ❜♦$❤ "✐$✉❛$✐♦♥" ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼✉♥❞$ ✭✷✵✵✷✮✳

❙♦♠❡ ✈❛ ✐❡$✐❡" ♠❛✐♥$❛✐♥❡❞ ❛ ❢❛✐ ❧② ❝♦♥"$❛♥$ ♦❜"❡ ✈❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢  ❡"✐"$❛♥❝❡ ♦✈❡ $❤❡ ♣❡ ✐♦❞

❝♦♥"✐❞❡ ❡❞ ✭✜❣✉ ❡ ✷✳✷✮✳ ❋♦ ❡①❛♠♣❧❡✱ $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ ♥♦ ♣❛$❤♦$②♣❡ ♣ ❡"❡♥$❡❞ ❛ ♠❛ ❦❡❞ ❛✣♥✐$②

❢♦ ❆♣❛❝❤❡ ♦ ✇❛" ❧✐♥❦❡❞ $♦ ✐$" ♦❜"❡ ✈❡❞  ❡"✐"$❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐" ❝♦♥"✐"$❡♥$ ✇✐$❤ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢

✺✵



✷✳✹✳ ❉✐%❝✉%%✐♦♥

 ✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ (❡)✐)$❛♥❝❡ ✐♥ $❤✐) ✈❛(✐❡$②✳ ❚❤❡ )✐$✉❛$✐♦♥ ✇❛) ❞✐✛❡(❡♥$ ❢♦( ❖+✈❛♥.✐%✳ ❚❤✐) ✈❛(✐❡$②

✇❛) (❡❧❡❛)❡❞ ✐♥ 2000 ❛♥❞ ✐$ ❡①❤✐❜✐$❡❞ ❛ ❞❡❝(❡❛)✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦❜)❡(✈❡❞ (❡)✐)$❛♥❝❡ ✉♥$✐❧ $❤❡ ❡♥❞ ♦❢

$❤❡ ♣❡(✐♦❞ )$✉❞✐❡❞ ✭✜❣✉(❡ ✷✳✷✮✳ ❚❤✐) ❞❡❝(❡❛)❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛$$(✐❜✉$❡❞ $♦ ♣❛$❤♦$②♣❡ 106314 ❛♥❞✱

$♦ ❛ ❧❡))❡( ❡①$❡♥$✱ 006xxx ❛♥❞ 077317✳ ❇♦$❤ 106314 ❛♥❞ 006xxx ✇❡(❡ )❡♥)✐$✐✈❡ $♦ ❝❤❛♥❣❡) ✐♥

❈❛♣❤♦+♥ ✬) ❢(❡ ✉❡♥❝② ❛♥❞ ✐$ )❡❡♠) $❤❛$ $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❈❛♣❤♦+♥ ♦♥ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥

✭)❡❡ ✜❣✉(❡ ✷✳✼❝✱ ❞ ❛♥❞ ❢✮ ❝♦♥$(✐❜✉$❡❞ $♦ $❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❖+✈❛♥.✐% ✬ (❡)✐)$❛♥❝❡✳

❘❡)✐)$❛♥❝❡ ❜(❡❛❦❞♦✇♥) ❛(❡ ❢(❡ ✉❡♥$ ✐♥ ❝(♦♣)✱ ❜✉$ ✐$ ✐) ❧❡)) ❝♦♠♠♦♥ $♦ ♦❜)❡(✈❡ ❛♥ ✐♥❝(❡❛)❡

✐♥ $❤❡ ♦❜)❡(✈❡❞ (❡)✐)$❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ✈❛(✐❡$②✳ ❚❤✐) ✐)✱ ❤♦✇❡✈❡(✱ ✇❤❛$ ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❤❡(❡ ❢♦(

❙♦✐%%♦♥%✳ ❚❤❡ ❞✐)❡❛)❡ )❝♦(❡) ♦❜$❛✐♥❡❞ ♦♥ ❙♦✐%%♦♥% ✇❡(❡ )$(♦♥❣❧② ❧✐♥❦❡❞ $♦ $❤❡ ❢(❡ ✉❡♥❝② ♦❢

073100 ✐♥ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ✭)❡❡ ♣❛(❛♠❡$❡( b ✐♥ $❛❜❧❡ ✷✳✺✮ ❛♥❞✱ $❤❡(❡❢♦(❡✱ $❤❡ (❡❧❛$✐✈❡

❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ 073100 ❛❝❝♦✉♥$) ❢♦( $❤❡ ✐♥❝(❡❛)❡ ✐♥ ❙♦✐%%♦♥% ✬ ♦❜)❡(✈❡❞ (❡)✐)$❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆❢$❡( 2002✱

073100 ✇❛) ♣❛($❧② (❡♣❧❛❝❡❞ ❜② 077317 ❛♥❞ 106314✱ ❜♦$❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♣(♦❞✉❝❡ )✉)❝❡♣$✐❜❧❡✲$②♣❡

❧❡)✐♦♥) ♦♥ ❙♦✐%%♦♥% ✭●♦②❡❛✉ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❜✉$ ❛♣♣❡❛( $♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❡)) ❛❣❣(❡))✐✈❡ $❤❛♥ 073100

✐♥ $❤❡ ✜❡❧❞ ✭$❛❜❧❡ ✷✳✺✮ ❛♥❞✱ ❛) ❛ (❡)✉❧$✱ ♣(♦❜❛❜❧② ❞♦ ♥♦$ ❝❛✉)❡ )❡✈❡(❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝) ♦♥ $❤❛$

✈❛(✐❡$②✳ ❚❤❡ ✐♥❝(❡❛)❡ ✐♥ $❤❡ ❢(❡ ✉❡♥❝② ♦❢ 077317 ❛♥❞ 106314 ♦♥ ❙♦✐%%♦♥% ❝❛♥ ❜❡ ❛$$(✐❜✉$❡❞

$♦ $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦$❤❡( ✈❛(✐❡$✐❡) ✭✜❣✉(❡ ✷✳✼❜ ❛♥❞ ❝✮✳ ❚❤❡ ❞❡❝(❡❛)❡ ♦❢ 073100 ♦♥ ❙♦✐%%♦♥%

❢♦❧❧♦✇❡❞ $❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ ❙♦✐%%♦♥% ✬ ❢(❡ ✉❡♥❝② ❛❢$❡( $❤❡ ♠✐❞✲✾✵) ❛♥❞ ✇❛) ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$

$❤✐) ♣❛$❤♦$②♣❡ ✇❛) ♥♦$ ❝♦♠♣❛$✐❜❧❡ ✇✐$❤ ♦$❤❡( ✈❛(✐❡$✐❡)✱ ❡①❝❡♣$ ■%❡♥❣+❛✐♥✳ ■♥ (❡❝❡♥$ ②❡❛()✱

❙♦✐%%♦♥% ❤❛) ❜❡❡♥ ❣(❛❞✉❛❧❧② (❛$❡❞ ❛) ♠♦(❡ ❛♥❞ ♠♦(❡ (❡)✐)$❛♥$ ❜② ❡①$❡♥)✐♦♥ )❡(✈✐❝❡)✳ ❲❡ ✇❡(❡

❛❜❧❡ $♦ ❡)$❛❜❧✐)❤ ❤❡(❡ $❤❛$ $❤✐) ✐♥❝(❡❛)❡❞ (❡)✐)$❛♥❝❡ ❞✐❞ ♥♦$ (❡)✉❧$ ❢(♦♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❝(❡❛)❡ ♦❢ $❤❡

✈✐(✉❧❡♥$ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❜✉$ ✇❛) ❧✐♥❦❡❞ $♦ $❤❡ ❢(❡ ✉❡♥❝② ♦❢ ❛ )✐♥❣❧❡ ❤✐❣❤❧② ❛❣❣(❡))✐✈❡ ♣❛$❤♦$②♣❡✳

✷✳✹✳✸ ▲✐♠✐'(

■♥ ♦(❞❡( $♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ ❡)$✐♠❛$❡ $❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐$ ✇❛) ❛))✉♠❡❞ $❤❛$ $❤❡ ♣❛$❤♦$②♣❡ ❢(❡ ✉❡♥❝✐❡)

✇❡(❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ❜❡$✇❡❡♥ ②❡❛() ❛♥❞ $❤❛$ $❤❡ ❣❡♦❣(❛♣❤✐❝❛❧ ❞✐)$(✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♣❛$❤♦$②♣❡)

✇❛) ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉) ❛$ $❤❡ )❝❛❧❡ ♦❢ $❤❡ ❝♦✉♥$(②✳ ●✐✈❡♥ $❤❛$ ✇❡ ✇♦(❦❡❞ ❛$ $❤❡ ❝♦✉♥$(② )❝❛❧❡

❛♥❞ ✇✐$❤ ❞❛$❛ ❝♦❧❧❡❝$❡❞ ❛$ $❤❡ ❡♥❞ ♦❢ $❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ )❡❛)♦♥✱ ✐$ ✐) (❡❛)♦♥❛❜❧❡ $♦ ❛))✉♠❡ $❤❛$

$❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ $❤❡ ❝✉((❡♥$ ②❡❛( ♦♥ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ )$(✉❝$✉(❡ ✇❛) ♣(❡❞♦♠✐♥❛♥$ ♦✈❡(

$❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❡✛❡❝$ ♦❢ ♣(❡✈✐♦✉) ②❡❛()✳ ❆ ♣(❡❧✐♠✐♥❛(② ❡①♣❧♦(❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞❛$❛)❡$) )✉♣♣♦($❡❞

$❤✐) ❤②♣♦$❤❡)✐)✳ ❚❤❡ ❛))✉♠♣$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉) ♣❛$❤♦$②♣❡ ❞✐)$(✐❜✉$✐♦♥ ❛$ $❤❡ )❝❛❧❡ ♦❢

$❤❡ ❝♦✉♥$(② ✇❛) ❝♦♥)✐)$❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ )$(✉❝$✉(❡) ❞❡)❝(✐❜❡❞ ❢♦( ❧❡❛❢ (✉)$ ✭●♦②❡❛✉

❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ✷✵✵✼✮✱ ❛♥❞ $❤❡ ❢❛❝$ $❤❛$ (✉)$ )♣♦(❡) ❛(❡ ❞✐)♣❡()❡❞ ♦✈❡( ❧❛(❣❡ ❞✐)$❛♥❝❡) ✭N❛(❦

❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ❲❡ ❛❧)♦ ❛))✉♠❡❞ $❤❛$ $❤❡ ✜✈❡ ♠❛✐♥ ♣❛$❤♦$②♣❡) ❝♦♥)✐❞❡(❡❞ ✐♥ $❤❡ )$✉❞② ✇❡(❡

♣(❡✲❡①✐)$✐♥❣ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉)❧② ❞✐)$(✐❜✉$❡❞ ❛$ $❤❡ ❝♦✉♥$(② )❝❛❧❡✳ ❚❤❡♦(❡$✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧) ♣(❡❞✐❝$

$❤❛$ ❧♦❝❛❧ )$(✉❝$✉(❡) ✐♥ $❤❡ ❤♦)$ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝(✉❝✐❛❧ ✐♥ $❤❡ ✐♥✈❛)✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝) ♦❢

♣❛$❤♦❣❡♥) ✭❑❡❡❧✐♥❣✱ ✶✾✾✾❀ N❛(❦ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❉S❜❛((❡ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❆ ♣♦))✐❜❧❡ ✐♠♣(♦✈❡♠❡♥$

♦❢ $❤❡ ❛♥❛❧②)✐) ✇♦✉❧❞ ❜❡ $♦ $❡)$ ✇❤❡$❤❡( ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ $❤❡ ❛))✉♠♣$✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡$❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢

✺✶



❈❤❛♣$❡& ✷✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦4✐$✐♦♥ ♦♥ ✈❛&✐❡$② &❡4✐4$❛♥❝❡

 ❤❡ ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥ ❛  ❤❡ ♥❛ ✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ✇♦✉❧❞ ❛❧ ❡-  ❤❡ -❡.✉❧ .✳

❆♥♦ ❤❡- ❧✐♠✐ ♦❢  ❤❡ . ✉❞② ✇❛. ❞✉❡  ♦ ❜♦✉♥❞❛-② ❡✛❡❝ . ✐♥  ❤❡ ❞❛ ❛.❡ .✳ ❲❡ ✇♦-❦❡❞ ♦♥

❛ .❡9✉❡♥❝❡ ♦❢  ❡♥ ❝♦♥.❡❝✉ ✐✈❡ ②❡❛-.✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛. ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤  ♦ ❝❛♣ ✉-❡ ♠❛❥♦- ❝❤❛♥❣❡. ✐♥

 ❤❡ ❤♦. ❛♥❞ ♣❛ ❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥.✳ ◆❡✈❡- ❤❡❧❡..✱  ❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢  ❤❡ ♣❡-✐♦❞ ♠❛② ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ✇❤❛ ❤❛♣♣❡♥❡❞ ❜❡❢♦-❡ 1999✳ ▼♦-❡♦✈❡-✱  ❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦ ❡. ✐♠❛ ❡

 ❤❡ ♣❛-❛♠❡ ❡-. ❢♦- ✈❛-✐❡ ✐❡.  ❤❛ ✇❡-❡ ✐♥ -♦❞✉❝❡❞  ♦♦ ❧❛ ❡  ♦✇❛-❞.  ❤❡ ❡♥❞ ♦❢  ❤❡ ♣❡-✐♦❞

.✐♥❝❡  ❤✐. ❡. ✐♠❛ ✐♦♥ -❡9✉✐-❡. ❛ ❝❡- ❛✐♥ ❛♠♦✉♥ ♦❢ ✐♥❢♦-♠❛ ✐♦♥✳ ■♥ ♣❛- ✐❝✉❧❛-✱ ❛ ❞❡❝-❡❛.❡

✐♥  ❤❡ ❧❛♥❞.❝❛♣❡ -❡♣-❡.❡♥ ❛ ✐✈❡♥❡.. ♦❝❝✉--❡❞ ✐♥ 2007 ❛♥❞ 2008 ❞✉❡  ♦  ❤❡ -✐.❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇

✈❛-✐❡ ②✱ ❙❛♥❦❛&❛✱ ✇❤✐❝❤ -❡♣-❡.❡♥ ❡❞ 8  ♦ 9% ♦❢  ❤❡ ✇❤❡❛ ❧❛♥❞.❝❛♣❡  ❤♦.❡ ❧❛.  ✇♦ ②❡❛-.✳

❚❤✐. ✈❛-✐❡ ② ❜❡❛-.  ❤❡ .❛♠❡ -❡.✐. ❛♥❝❡ ❣❡♥❡. ❛. ❈❛♣❤♦&♥ ❛♥❞ ❖&✈❛♥$✐4✳ ■ ✐. .✉.❝❡♣ ✐❜❧❡  ♦

♣❛ ❤♦ ②♣❡ 106314 ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❞✐.❡❛.❡ .❝♦-❡ ✈❛❧✉❡. ✇❡-❡ -❡❝♦-❞❡❞ ♦♥ ❙❛♥❦❛&❛ ✐♥  ❤❡ ✜❡❧❞ .❡✈❡-✐ ②

❛..❡..♠❡♥ .✳ ■ ✐.  ❤❡-❡❢♦-❡ ❧✐❦❡❧②  ❤❛  ❤✐. ✈❛-✐❡ ② ♣❧❛②❡❞ ❛ -♦❧❡ ✐♥  ❤❡ ♠✉❧ ✐♣❧✐❝❛ ✐♦♥ ♦❢

♣❛ ❤♦ ②♣❡ 106314✱ ❛♥❞ ✐ ✐. ♣♦..✐❜❧❡  ❤❛  ❤❡ ❧❛-❣❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ 106314 ❛  -✐❜✉ ❡❞  ♦ ❈❛♣❤♦&♥

✇❛. ♣❛- ❧② ♦✈❡-❡. ✐♠❛ ❡❞ ✐❢  ❤❡ ❡✛❡❝ ♦❢ ❙❛♥❦❛&❛ ✇❛. ❝♦♥❢✉.❡❞ ✇✐ ❤  ❤❛ ♦❢ ❈❛♣❤♦&♥✳ ❇❛.❡❞

♦♥  ❤❡ ❡①✐. ✐♥❣ ❞❛ ❛.❡ ✱  ❤❡ .♣❡❝✐✜❝ ❡✛❡❝ ♦❢ ❙❛♥❦❛&❛ ❝❛♥♥♦ ②❡ ❜❡ ♣-♦♣❡-❧② ❛..❡..❡❞ ❜②  ❤❡

♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉.❡  ❤❡ ✐♥ -♦❞✉❝ ✐♦♥ ♦❢  ❤✐. ✈❛-✐❡ ② ✐♥  ❤❡ .②. ❡♠ ✐.  ♦♦ -❡❝❡♥ ✳

✷✳✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❚❤❡ ❛♣♣-♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤❡-❡ ♣-♦✈✐❞❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ ❡❞ .✐ ✉❛ ✐♦♥. ❛♥❞ ✐♥❢♦-♠❛ ✐♦♥  ❤❛ ❝❛♥

❜❡ ✉.❡❞ ✇✐ ❤ ❧❛♥❞.❝❛♣❡ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧. ❢♦- ❞❡.✐❣♥✐♥❣ ✈❛-✐❡ ② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥ . -❛ ❡❣✐❡.✳

■ ❛❧.♦ ♠❛❞❡ ✐ ♣♦..✐❜❧❡  ♦ ✐❞❡♥ ✐❢② ♠❛❥♦- ❡✛❡❝ .  ❤❛ ❤❛✈❡  ♦ ❜❡  ❛❦❡♥ ✐♥ ♦ ❛❝❝♦✉♥ ✐♥

 ❤❡ .✐♠✉❧❛ ✐♦♥ ♦❢ ❧❛-❣❡✲.❝❛❧❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝.✳ ❇❛.❡❞ ♦♥ ♣❛-❛♠❡ ❡-. α ❛♥❞ β✱ ✐♥ ❡-❛❝ ✐♦♥ ❣-♦✉♣.

❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞  ❤❛ ❛❝❝♦✉♥ ❢♦- ❜♦ ❤ 9✉❛❧✐ ❛ ✐✈❡ ✭❣❡♥❡✲❢♦-✲❣❡♥❡✮ ❛♥❞ 9✉❛♥ ✐ ❛ ✐✈❡ ❤♦. ✲

♣❛ ❤♦❣❡♥ ✐♥ ❡-❛❝ ✐♦♥. ✐♥ ❛ ❧❛♥❞.❝❛♣❡✿ ♣❛ ❤♦ ②♣❡ 073100 ✇❛. ❝❧❡❛-❧② -❡❧❛ ❡❞  ♦ ■4❡♥❣&❛✐♥

❛♥❞ ❙♦✐44♦♥4 ❀ 006xxx ✇❛. ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❈❛♣❤♦&♥ ❛♥❞ ❖&✈❛♥$✐4 ❛♥❞ 106314 ❜② ❈❛♣❤♦&♥ ❀

016206 ✇❛. ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❚&<♠✐❡ ✇✐ ❤ ❛ ♠♦❞❡-❛ ❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❈❤❛&❣❡& ❀ 077317 ❛♣♣❡❛-❡❞ ❛.

❛ ❣❡♥❡-❛❧✐. ❛♥❞ ✇❛. ♥♦ ❧✐♥❦❡❞  ♦ ❛ .♣❡❝✐✜❝ ✈❛-✐❡ ②✳ ❚❤✐. ♣❛  ❡-♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞  ♦ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧

.♣❡❝✐❛❧✐.❛ ✐♦♥ ✭❉❡✈✐❝ ♦- ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ■♥  ❤❛ ✜❡❧❞ ♦❢ -❡.❡❛-❝❤✱ .♣❡❝✐❡. .♣❡❝✐❛❧✐.❛ ✐♦♥ ✐♥❞✐❝❡.

❛-❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❞ ❛  ❤❡ ❧❛♥❞.❝❛♣❡ .❝❛❧❡✱ ❡✳❣✳✱  ♦ ✉♥❞❡-. ❛♥❞  ❤❡ ✐♠♣❛❝ ♦❢ ❤✉♠❛♥

❛❝ ✐✈✐ ✐❡. ♦♥  ❤❡ . -✉❝ ✉-❡ ♦❢ ♥❛ ✉-❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐ ✐❡. ✭❈❧❛✈❡-♦ ❛♥❞ ❇-♦ ♦♥.✱ ✷✵✶✵✮✳ ❚❤❡ ♣-❡.❡♥ 

. ✉❞② .✉❣❣❡. .  ❤❛ .✉❝❤ .♣❡❝✐❛❧✐.❛ ✐♦♥ ✐♥❞✐❝❡. ❝♦✉❧❞ ❜❡ -❡❧❡✈❛♥ ✐♥ ♣❧❛♥ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②  ♦

✐❞❡♥ ✐❢② ♣❛ ❤♦ ②♣❡ ♣-❡❢❡-❡♥❝❡. ✐♥ ❛ ❤❡ ❡-♦❣❡♥❡♦✉. ❤♦. ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥ ❛♥❞  ♦ ❜❡  ❡- ✉♥❞❡-. ❛♥❞

❛♥❞ ♣-❡❞✐❝ ♣❛ ❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝. ♦✈❡-  ❤❡ ②❡❛-. ✐♥ ❝✉❧ ✐✈❛ ❡❞ ❧❛♥❞.❝❛♣❡.✳

✺✷
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*❤❡ ♣❛*❤♦*②♣❡! ❛♥❞ *❤❡ ✇❤❡❛* ✈❛,✐❡*✐❡! ✇❡,❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉! ❛* *❤❡ !❝❛❧❡ ♦❢ *❤❡ ❝♦✉♥*,②✳ ❚❤✐! ✐!

=✉✐*❡ ❛ ,❡❛!♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣,♦①✐♠❛*✐♦♥ ❢♦, ✇❤❡❛* ❧❡❛❢ ,✉!*✱ ❜❡❝❛✉!❡ ✐* ❤❛! ❛ ❧❛,❣❡ ❞✐!♣❡,!❛❧ ,❛♥❣❡✳

❍♦✇❡✈❡,✱ ✇❤❡♥ ❞✐!♣❡,!❛❧ ✐! ❧✐♠✐*❡❞✱ !♣❛*✐❛❧ !*,✉❝*✉,❡! ♦❢ *❤❡ ❤♦!* ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❛,❡ ❝,✉❝✐❛❧ ❢♦,

*❤❡ !♣,❡❛❞ ♦❢ ❡♣✐❞❡♠✐❝! ❛♥❞ *❤❡② ❞❡*❡,♠✐♥❡ *❤❡ !*,❡♥❣*❤ ♦❢ ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ ♣❛*❤♦❣❡♥
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♠❛*❤❡♠❛*✐❝! ❛♥❞ !✐♠✉❧❛*✐♦♥!✳

❈❤❛♣*❡, ✹ ❛❞❞,❡!!❡! *❤❡ ,❡❧❛*✐♦♥!❤✐♣ ❜❡*✇❡❡♥ !♣❛*✐❛❧ !*,✉❝*✉,❡ ♦❢ ❤♦!* ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥! ❛♥❞

❡♣✐❞❡♠✐❝! !♣,❡❛❞ ♦✈❡, *❤❡ ❧❛♥❞!❝❛♣❡✳ ❲❡ ❝♦♥!✐❞❡, ❤❡,❡ *❤❛* *❤❡ ♣❛*❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥

❤❛! ♥♦ ❣❡♥❡*✐❝ !*,✉❝*✉,❡✱ ✐✳❡✳ *❤❡ ♣❛*❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ✐! ❝♦♠♣♦!❡❞ ❜② ♦♥❡ !*,❛✐♥ ♦♥❧②✳

❚❤❡ ❧❛♥❞!❝❛♣❡ ✐! ❝♦♠♣♦!❡❞ ♦❢ *✇♦ ✈❛,✐❡*✐❡! ✇❤♦!❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥* ✐! ❝♦♥*,♦❧❧❡❞ *❤,♦✉❣❤ *❤❡✐,

♣,♦♣♦,*✐♦♥! ❛♥❞ !♣❛*✐❛❧ ❛❣❣,❡❣❛*✐♦♥✳

❈❤❛♣*❡, ✺ ❛❞❞,❡!!❡! *❤❡ ,❡❧❛*✐♦♥!❤✐♣ ❜❡*✇❡❡♥ !♣❛*✐❛❧ !*,✉❝*✉,❡ ♦❢ ❤♦!* ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥! ❛♥❞ *❤❡

♣❛*❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❝♦♠♣♦!✐*✐♦♥✳ ■♥ *❤✐! ❝❤❛♣*❡, *❤❡ ♣❛*❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ✐! ❝♦♠♣♦!❡❞ ❜②

*❤,❡❡ !*,❛✐♥! *❤❛* ❧✐✈❡ ✐♥ ❛ *✇♦✲❤♦!* ❧❛♥❞!❝❛♣❡✳ ❚✇♦ ♦❢ *❤❡ ♣❛*❤♦❣❡♥ !*,❛✐♥! ❛,❡ ❝♦♥!✐❞❡,❡❞ ❛!

!♣❡❝✐❛❧✐!*!✱ ✐✳❡✳ *❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❜❡**❡, ✜*♥❡!! ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ *❤❡ ❤♦!*!✳ ❚❤❡ *❤✐,❞ !*,❛✐♥ ✐! ❛ ❣❡♥❡,❛❧✐!*

*❤❛* ♣❡,❝❡✐✈❡! *❤❡ ❧❛♥❞!❝❛♣❡ ❛! ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉!✳
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✸✳✸✳✺ ❘❡.✉❧0. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✸✳✺✳✶ ❈♦♠♣❛2✐.♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛.✐♦♥ 0❤2❡.❤♦❧❞. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✸✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛2✐.♦♥ ❜❡0✇❡❡♥ ✐♥✈❛.✐♦♥ 0❤2❡.❤♦❧❞. ❛♥❞ .✐♠✉❧❛0❡❞

❡♣✐❞❡♠✐❝. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✸✳✸✳✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉.✐♦♥. ♦♥ 0❤❡ 2❡.✉❧0. ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✹ ❉✐.❝✉..✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
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!✉!'❛✐♥❛❜✐❧✐'② ✇❤✐❧❡ ❞❡❝5❡❛!✐♥❣ ✐'! ❡♥✈✐5♦♥♠❡♥'❛❧ ✐♠♣❛❝'✳ ■' ✇✐❧❧ 5❡>✉✐5❡ !❤✐❢'✐♥❣ '❤❡ !❝❛❧❡

♦❢ ❝5♦♣ ♣5♦'❡❝'✐♦♥ ✐♥✈❡!'✐❣❛'✐♦♥! ❛♥❞ !'5❛'❡❣✐❡! ❢5♦♠ '❤❡ ✜❡❧❞ '♦ '❤❡ ❛❣5✐❝✉❧'✉5❛❧ ❧❛♥❞!❝❛♣❡

✭@❧❛♥'❡❣❡♥❡!' ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤✉! '❤❡ ❝♦♥❝❡♣'! ♦❢ ❧❛♥❞!❝❛♣❡ ❡❝♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉!❡! ♦♥

✐♥'❡5❛❝'✐♦♥! ❜❡'✇❡❡♥ !♣❛'✐❛❧ ♣❛''❡5♥! ❛♥❞ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣5♦❝❡!!❡! ✭❇✉5❡❧ ❛♥❞ ❇❛✉❞5②✱ ✷✵✵✹❀

❚✉5♥❡5✱ ✷✵✵✺✮✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡!!❡♥'✐❛❧ '♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♥❡✇ ♣❛5❛❞✐❣♠ ❢♦5 ❛❣5✐❝✉❧'✉5❡ ✇✐'❤ ❝♦♥!❡>✉❡♥❝❡!

♦♥ ❝5♦♣ ♣5♦'❡❝'✐♦♥ !'5❛'❡❣✐❡!✳

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣5♦❝❡!!❡! '❤❛' ♦❝❝✉5 ❛' '❤❡ ❧❛♥❞!❝❛♣❡ !❝❛❧❡ ✐! ❣❛✐♥✐♥❣ ♠♦5❡ ❛♥❞ ♠♦5❡ ❛''❡♥'✐♦♥

❢5♦♠ '❤❡♦5❡'✐❝❛❧ ❡❝♦❧♦❣✐!'! ❛! ✇❡❧❧ ❛! ❛❣5✐❝✉❧'✉5❛❧ ♠❛♥❛❣❡5!✳ ❲✐'❤ ✭✷✵✵✷✮ !'✉❞✐❡! ❤♦✇ !♣❛'✐❛❧

♣❛''❡5♥✱ !✉❝❤ ❛! ❤❛❜✐'❛' ❢5❛❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ♦5 5❡!♦✉5❝❡ ❞✐!'5✐❜✉'✐♦♥✱ ❛✛❡❝'! '❤❡ ✈❛5✐♦✉! !'❛❣❡!

♦❢ '❤❡ ✐♥✈❛!✐♦♥ ♣5♦❝❡!! ❛' '❤❡ ❧❛♥❞!❝❛♣❡ !❝❛❧❡✳ ▲♦5❡❛✉ ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✵✸❜✮ ♣5♦♣♦!❡ '❤❡ ♠❡'❛✲

❡❝♦!②!'❡♠ ❝♦♥❝❡♣' ❛! ❛ '❤❡♦5❡'✐❝❛❧ ❢5❛♠❡✇♦5❦ '♦ !'✉❞② '❤❡ ❞②♥❛♠✐❝! ❛♥❞ ❢✉♥❝'✐♦♥✐♥❣ ♦❢

❡❝♦!②!'❡♠! ❢5♦♠ ❧♦❝❛❧ '♦ ❣❧♦❜❛❧ !❝❛❧❡!✳ ■♥ '❤❡ ❛❣5✐❝✉❧'✉5❛❧ ❝♦♥'❡①'✱ !❡✈❡5❛❧ ♠♦❞❡❧! ✇❡5❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦5❞❡5 '♦ !'✉❞② '❤❡ 5✐!❦ ♦❢ ❣❡♥❡ ❡!❝❛♣❡ ❢5♦♠ ❣❡♥❡'✐❝❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❝5♦♣! ✭❢♦5

❡①❛♠♣❧❡ ❈♦❧❜❛❝❤ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❛✱❜❀ ❆♥❣❡✈✐♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ '♦ ❜❡''❡5 ❝♦♥'5♦❧ ♣❧❛♥' ❞✐!❡❛!❡!

'❤5♦✉❣❤ ✈❛5✐❡'② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥' ❛' '❤❡ ❧❛♥❞!❝❛♣❡ !❝❛❧❡ ✭!❡❡ ❢♦5 ❡①❛♠♣❧❡ '❤❡ ❙■@@❖▼ ♠♦❞❡❧ ❢♦5

♣❤♦♠❛ !'❡♠ ❝❛♥❦❡5 ♦❢ ▲T✲@❡❧③❡5 ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✮✳

❆♠♦♥❣ '❤❡!❡ ♠♦❞❡❧!✱ '❤5❡❡ ❛♣♣5♦❛❝❤❡! ❢♦5 !♣❛'✐❛❧ ❡❝♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥'✐✜❡❞

✭❍❛♥!❦✐✱ ✶✾✾✽✮✳ ❋✐5!'✱ '❤❡♦5❡'✐❝❛❧ ❡❝♦❧♦❣✐!'! ✉!✉❛❧❧② ❞❡!❝5✐❜❡ !♣❛❝❡ ❛! ❛ !✐♠♣❧❡ ❝♦♥'✐♥✉✉♠

♦5 ❛! ❛ ❞✐!❝5❡'❡ ❧❛''✐❝❡✱ ♦5 ❡✈❡♥ ❛! ❛ ✶❉✲❡♥✈✐5♦♥♠❡♥'✳ ❖♥ '❤❡ ♦♣♣♦!✐'❡✱ ❧❛♥❞!❝❛♣❡ ❡❝♦❧♦❣✐!'!

❝♦♥!✐❞❡5 ❛ ✈❡5② ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡'❛✐❧! ♦❢ '❤❡ ❧❛♥❞!❝❛♣❡ ♣❤②!✐❝❛❧ !'5✉❝'✉5❡✳ ❲❤✐❧❡ '❤❡ ✜5!'
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✭❙❡♣♣❡❧' ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡ '❤✐5❞ ❛♣♣5♦❛❝❤ ✐! '❤❡ ♠❡'❛♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ♦♥❡ ✭▲❡✈✐♥!✱ ✶✾✻✾✮ ❛♥❞
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✇✐'❤ 5❡!♣❡❝' '♦ '❤❡ ♦5❣❛♥✐!♠ ✉♥❞❡5 ✐♥✈❡!'✐❣❛'✐♦♥✳ ❆ !'5♦♥❣ '❤❡♦5❡'✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣5♦✉♥❞ ❤❛!
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✿ *✉$❡❧② -♣❛0✐❛❧ ❤❡0❡$♦❣❡♥❡✐0② ✭0♦♣ ❧✐♥❡✮ ❞❡❛❧- ✇✐0❤ ❧❛♥❞-❝❛♣❡- 0❤❛0 ❞♦ ♥♦0 ♣$❡-❡♥0

0❡♠♣♦$❛❧ ✈❛$✐❛0✐♦♥- ✐♥ ❝$♦♣-✳ ■♥ ❧❛♥❞-❝❛♣❡ ✇❤❡$❡ ❤❡0❡$♦❣❡♥❡✐0② ✐- ♣✉$❡❧② 0❡♠♣♦$❛❧ ✭♠✐❞❞❧❡

❧✐♥❡✮✱ ❝$♦♣- ❝❤❛♥❣❡ ❡❛❝❤ ②❡❛$ ❜✉0 ❛ ❣✐✈❡♥ ②❡❛$ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝$♦♣ ✐- ❝✉❧0✐✈❛0❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ -❡✈❡$❛❧

❝$♦♣- ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝✉❧0✐✈❛0❡❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ②❡❛$ ❛♥❞ 0❤❡ ❧❛♥❞-❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦-✐0✐♦♥ ❛♥❞ -0$✉❝0✉$❡ ❝♦✉❧❞

❝❤❛♥❣❡ ❡✈❡$② ②❡❛$ ✇❤❛0 ❧❡❛❞- 0♦ -♣❛0✐♦✲0❡♠♣♦$❛❧ ❤❡0❡$♦❣❡♥❡♦✉- ❧❛♥❞-❝❛♣❡-✳
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❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠❜✐♥❛#✐♦♥ ♦❢ &❡✈❡!❛❧ ❤❡#❡!♦❣❡♥❡✐#② ❝♦♠♣♦♥❡♥#& ✭▲✐ ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞&✱ ✶✾✾✹❀ M❡♥❣

❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

■♥ ❛♥ ❛❣!✐❝✉❧#✉!❛❧ ❧❛♥❞&❝❛♣❡✱ ❛ ♠❛❥♦! &♦✉!❝❡ ♦❢ ❤❡#❡!♦❣❡♥❡✐#② ✐& ✈❛!✐❡#❛❧ ❞✐✈❡!&✐#② ❛♥❞

#❤✐& ✐& ❛ ❝❛#❡❣♦!✐❝❛❧ ❢❛❝#♦!✳ ■♥ ❛❞❞✐#✐♦♥✱ ✈❛!✐❡#✐❡& ❛!❡ ❞✐&♣❛#❝❤❡❞ ❛♠♦♥❣ ❛ ❞✐&❝!❡#❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢

✜❡❧❞& #❤❛# ❤❛✈❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❣❡♦♠❡#!✐❝❛❧ &❤❛♣❡&✳ ❚❤❡ ❢!❛♠❡✇♦!❦ ✇❡ ♣!❡&❡♥# ❥✉&# ❜❡❧♦✇ !❡❧✐❡&

♦♥ ❛♣♣!♦♣!✐❛#❡ ❛❧❣♦!✐#❤♠& ❛♥❞ ♦♥ !❡❧❡✈❛♥# ♠❡#!✐❝& #♦ ❝♦♥#!♦❧ #❤❡ !❡&✉❧#& ✇❤❡♥ ❣❡♥❡!❛#✐♥❣

❛❣!✐❝✉❧#✉!❛❧ ❧❛♥❞&❝❛♣❡&✳ ❆ ✜!&# &❡!✐❡& ♦❢ ♠❡#!✐❝& ❝❤❛!❛❝#❡!✐&❡& #❤❡ ✜❡❧❞ ♣❛##❡!♥✳ ❚❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡

♥♦♥✲&♣❛#✐❛❧ ✐♥❞✐❝❡& ✭♥✉♠❜❡! ♦❢ ✜❡❧❞&✱ ❛✈❡!❛❣❡ ❛!❡❛✱ ❛!❡❛ ✈❛!✐❛♥❝❡✱ &❤❛♣❡ ✐♥❞✐❝❡&✮ ❛♥❞ ♣♦&&✐❜❧②

&♣❛#✐❛❧ ✐♥❞✐❝❡& !❡❧❛#❡❞ #♦ ❛!❡❛ ♦! &❤❛♣❡ ❛❣❣!❡❣❛#✐♦♥ ❢♦! ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆ &❡❝♦♥❞ &❡!✐❡& ♦❢ ♠❡#!✐❝&

!❡❧❛#❡& #♦ ✈❛!✐❡#② ❛❧❧♦❝❛#✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡& ❛❣❛✐♥ ♥♦♥✲&♣❛#✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥#& ✭♥✉♠❜❡! ♦❢ ❝❛#❡❣♦!✐❡&✱

♣!♦♣♦!#✐♦♥&✮ ❛♥❞ &♣❛#✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥#& &✉❝❤ ❛& #❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣!❡❣❛#✐♦♥ ❜❡#✇❡❡♥ ✜❡❧❞& ✇✐#❤ #❤❡

&❛♠❡ ✈❛!✐❡#②✳

✸✳✷✳✶✳✷ ❋✐❡❧❞ ♣❛++❡,♥ .✐♠✉❧❛+✐♦♥

❚❤✐5 5❡❝$✐♦♥ ✐5 ❡55❡♥$✐❛❧❧② ❜❛5❡❞ ♦♥ ❛ ✉♥♣✉❜❧✐5❤❡❞ ✇♦&❦ &❡❛❧✐5❡❞ ❜② ❑❛$❛&③②♥❛ ❆❞❛♠❝③②❦

❛♥❞ ❑✐=♥ ❑✐=✉ ❢&♦♠ ■◆❘❆✲▼■❆❏ ❧❛❜♦&❛$♦&②✳

❆ ✜❡❧❞ ♣❛##❡!♥ ♠❛② ❜❡ &❡❡♥ ❛& ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡&❤✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✭❖❦❛❜❡ ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✳

❙❡✈❡!❛❧ ♠❡#❤♦❞& ❛!❡ ❝✉!!❡♥#❧② ✉&❡❞ &✉❝❤ ❛& ❱♦!♦♥♦✐ #❡&&❡❧❧❛#✐♦♥ ♦! !❡♣❡#✐#✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛!#✐❝✉❧❛!

♣♦❧②❣♦♥✳ ■♥ #❤❡ ✜!&# ❝❛&❡✱ &♣❛❝❡ ✐& ♣❛!#✐#✐♦♥❡❞ ✉&✐♥❣ ❛ &❡# ♦❢ ♣♦✐♥#&✱ ♦! &❡❡❞&✳ ❋♦! ❡❛❝❤ &❡❡❞✱

❛ ♣♦❧②❣♦♥ ✐& ❞❡✜♥❡❞ ❛& #❤❡ ♣❛!# ♦❢ &♣❛❝❡ ❝❧♦&❡! #♦ #❤❛# &❡❡❞ #❤❛♥ #♦ ❛♥② ♦#❤❡! &❡❡❞✳ ■♥

#❤❡ &❡❝♦♥❞ ❝❛&❡✱ ♦♥❡ ♦! &❡✈❡!❛❧ ♣♦❧②❣♦♥& ❛!❡ !❡♣❡❛#❡❞ ✐♥ ♦!❞❡! #♦ ♠❛❦❡ ❛ ♣❛!#✐#✐♦♥ ♦❢ &♣❛❝❡✳

▲❡ ❇❡! ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❆❞❛♠❝③②❦ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❝♦♠♣❛!❡❞ #❤❡&❡ ❛♣♣!♦❛❝❤❡& ✐♥ #❤❡ ✐❞❡❛ #♦

❣❡♥❡!❛#❡ ✜❡❧❞ ♣❛##❡!♥&✳ ❚❤❡ ❱♦!♦♥♦✐ #❡&&❡❧❧❛#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞ ♣!♦❞✉❝❡& ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥& ✇✐#❤ ❛

❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ✈❡!#✐❝❡& ✇❤❡!❡❛& #❤❡ &❡❝♦♥❞ ♠❡#❤♦❞ ♣!♦❞✉❝❡& ❤✐❣❤❧② !❡❣✉❧❛! ♣❛✈✐♥❣✳ ❚❤✉&✱

♥❡✐#❤❡! ♠❡#❤♦❞ ✇❛& !❡❧❡✈❛♥# ❢♦! ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛❣!✐❝✉❧#✉!❛❧ ❧❛♥❞&❝❛♣❡&✳

■♥ ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ #❡&&❡❧❧❛#✐♦♥✱ ✈❡!#✐❝❡& ❛!❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛& #❤❡ ♠❡❡#✐♥❣ ♣♦✐♥#& ♦❢ #✇♦ ♦! ♠♦!❡

✻✷



✸✳✷✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢,❛♠❡✇♦,❦

(a) (b) (c)

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✿ ❱✱ ❨ ❛♥❞ ❚ ✈❡$2✐❝❡4✳ ✭❛✮✿ ❱ ✈❡$2❡① ✭✐✳❡✳ ❞❡❣$❡❡ ✷ ✈❡$2❡①✮✳ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮✿ 2✇♦

❦✐♥❞4 ♦❢ ❞❡❣$❡❡ ✸ ✈❡$2✐❝❡4✱ ❨ ✈❡$2❡① ✭❜✮ ❛♥❞ ❚ ✈❡$2❡① ✭❝✮

4❡❣♠❡♥24✳ ❚❤❡ ❞❡❣$❡❡ ♦❢ ❛ ✈❡$2❡① ✐4 ✐24 ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥2 4❡❣♠❡♥24 ❛♥❞ ✐2 ✐4 ❡?✉❛❧ 2♦ ✷ ♦$

♠♦$❡✳ ❆ ❞❡❣$❡❡ 2 ✈❡$2❡① ✐4 ♥❛♠❡❞ ❛ ❱ ✈❡$2❡① ✭✜❣✉$❡ ✸✳✷✮✳ ❆ ❞❡❣$❡❡ 3 ✈❡$2❡① ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡✐2❤❡$ ✐♥

❨ ♦$ ✐♥ ❚ ✭✜❣✉$❡ ✸✳✷✮✳ ❆ ❚ ✈❡$2❡① ❤❛4 2✇♦ ♦❢ ✐24 ✐♥❝✐❞❡♥2 4❡❣♠❡♥24 ❛❧✐❣♥❡❞ ❛♥❞✱ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ 2❤❡

❡①✐42✐♥❣ 2❡44❡❧❧❛2✐♦♥4✱ 2❤❡② 4❡❡♠ 2♦ ❜❡ 2❤❡ ♠♦42 $❡❧❡✈❛♥2 ❢♦$ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✜❡❧❞ ♣❛22❡$♥4✳ ❆$❛❦

❛♥❞ ❙✉$❣❛✐❧✐4 ✭✶✾✽✾✮ ❛♥❞ ❆$❛❦ ❡2 ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ♣$♦♣♦4❡❞ ❛ ❚✲2❡44❡❧❧❛2✐♦♥ ♠♦❞❡❧ 2❤❛2 ❞❡✜♥❡❞ ❛

♣$♦❜❛❜✐❧✐2② ❞✐42$✐❜✉2✐♦♥ ♦♥ 2❤❡ ❚✲2❡44❡❧❧❛2✐♦♥4 4♣❛❝❡ ❜② ✉4✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡$❣② ❢✉♥❝2✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐2

♦❢ 2❤❡ ❆$❛❦✬4 ♠♦❞❡❧ ✐4 2❤❛2 ✐2 ♣$♦❞✉❝❡4 ❤✐❣❤❧② ✐$$❡❣✉❧❛$ 2❡44❡❧❧❛2✐♦♥4✳

❇❛4❡❞ ♦♥ ❆$❛❦✬4 ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❚✲2❡44❡❧❧❛2✐♦♥ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ✇❛4 ❝♦♥42$✉❝2❡❞ ❜② ✐♥4❡$2✐♥❣ ✐♥ 2❤❡

❡♥❡$❣② ❢✉♥❝2✐♦♥ 2❡$♠4 2❤❛2 ♠❛❦❡ ✐2 ♣♦44✐❜❧❡ 2♦ ❝♦♥2$♦❧ ❦❡② ▲M■4 ♦❢ 2❤❡ ✜❡❧❞ ♣❛22❡$♥✳ ❆

▼❡2$♦♣♦❧✐4✲❍❛42✐♥❣ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ✇❛4 ✉4❡❞ ✐♥ ♦$❞❡$ 2♦ ❡①♣❧♦$❡ 2❤❡ ❚✲2❡44❡❧❧❛2✐♦♥ 4♣❛❝❡ ✉4✐♥❣

2❤$❡❡ ❣❡♦♠❡2$✐❝❛❧ ♦♣❡$❛2✐♦♥4 2♦ ❣❡♥❡$❛2❡ ❛ ♥❡✇ 2❡44❡❧❧❛2✐♦♥ ✭✜❣✉$❡ ✸✳✸✮✳ ❚❤❡ 4♣❧✐2 ♦♣❡$❛2✐♦♥

❝♦♥4✐424 ✐♥ 4♣❧✐22✐♥❣ ♦♥❡ ♣♦❧②❣♦♥ ✐♥2♦ 2✇♦ ♣♦❧②❣♦♥4✳ ❚❤❡ ♠❡$❣❡ ♦♣❡$❛2✐♦♥ ❝♦♥4✐424 ✐♥

4✉♣♣$❡44✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ 4❡❣♠❡♥2✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✉$✐♥❣ 2❤❡ ✢✐♣ ♦♣❡$❛2✐♦♥ ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ 4❡❣♠❡♥2

✐4 ❡①2❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ 2❤❡ ❛❧✐❣♥❡❞ 4❡❣♠❡♥24 ✐4 4✉♣♣$❡44❡❞✳

■♥ ♣$❛❝2✐4❡✱ ✜❡❧❞ ♣❛22❡$♥ ✇❛4 ❝♦♥2$♦❧❧❡❞ 2❤$♦✉❣❤ 2❤$❡❡ ▲M■4✿ 2❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✜❡❧❞4✱ 2❤❡

✜❡❧❞ ❛$❡❛ ✈❛$✐❛❜✐❧✐2② ❛♥❞ 2❤❡ 4?✉❛$❡ ❧✐❦❡ ❢♦$♠ ♦❢ ✜❡❧❞4✳ ❚❤❡ ✜$42 2✇♦ ▲M■4 ❛$❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧②

✐♠♣♦$2❛♥2 ❜❡❝❛✉4❡ 2❤❡② ❝♦♥2$♦❧ 2❤❡ ❢$❡?✉❡♥❝② ♦❢ ✜❡❧❞4 ✇✐2❤ ✈❡$② ❡①2$❡♠❡ ✭4♠❛❧❧ ♦$ ❤✐❣❤✮

❛$❡❛✳ ❇❡2✇❡❡♥ 2✇♦ ❞✐✛❡$❡♥2 ❛❣$✐❝✉❧2✉$❛❧ ❧❛♥❞4❝❛♣❡4✱ ✜❡❧❞ 4✐③❡ ❝♦✉❧❞ ✈❛$② ❣$❡❛2❧② ❜✉2✱ ✇✐2❤✐♥

2❤❡ 4❛♠❡ ❛❣$✐❝✉❧2✉$❛❧ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ✜❡❧❞4 ❛$❡ ❣❡♥❡$❛❧❧② ❝❧♦4❡ 2♦ $❡❝2❛♥❣✉❧❛$ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉4

❛❝❝♦$❞✐♥❣ 2♦ 2❤❡✐$ ❛$❡❛✳ ❚❤❡ 2❤$❡❡ ▲M■4 ❞❡4❝$✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧♦✇ 2♦ ?✉❛♥2✐❢② ❤♦✇ ♠✉❝❤ 2❤❡

4✐♠✉❧❛2❡❞ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ ✐4 ❢❛$ ❢$♦♠ 2❤✐4 4✐2✉❛2✐♦♥✳ ■♥ ♦$❞❡$ 2♦ ❣❡♥❡$❛2❡ ✜❡❧❞ ♣❛22❡$♥4 ✇✐2❤

❝♦♥2$❛42❡❞ ▲M■4✱ 2❤$❡❡ 2❡$♠4 ✇❡$❡ ❛❞❞❡❞ 2♦ 2❤❡ ❡♥❡$❣② ❢✉♥❝2✐♦♥✿ 2❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ 4❡❣♠❡♥24✱ 2❤❡

4✉♠ ♦❢ 4?✉❛$❡ ♣♦❧②❣♦♥4 ❛$❡❛4 ❛♥❞ 2❤❡ 4✉♠ ♦❢ 2❤❡ ❛❝✉2❡ ❛♥❣❧❡4✳ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ 4❤♦✇4 ❧❛♥❞4❝❛♣❡4

❢♦$ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦$ 4❡✈❡$❛❧ ✐♥❞✐❝❡4 ❛$❡ ❝♦♥2$♦❧❧❡❞✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ 2❤❡ 42♦❝❤❛42✐❝✐2② ♦❢ 2❤❡ ❛❧❣♦$✐2❤♠
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❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♥$❡❣&❛$❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝5 ✐♥ ❛♥ ❛❣&✐❝✉❧$✉&❛❧ ❧❛♥❞5❝❛♣❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✿ ❊❧❡♠❡♥-❛$② ♦♣❡$❛-✐♦♥2 ♦❢ -❤❡ ❚✲-❡22❡❧❧❛-✐♦♥ ❛❧❣♦$✐-❤♠✳ ❋$♦♠ -❤❡ ❧❡❢- -♦ -❤❡ $✐❣❤-✿

2♣❧✐-✱ ♠❡$❣❡ ❛♥❞ ✢✐♣✳ ❇❧❛❝❦ 2♦❧✐❞ ❧✐♥❡2✿ ✉♥♠♦❞✐✜❡❞ 2❡❣♠❡♥-2✳ ❇❧❛❝❦ ❞❛2❤❡❞ ❧✐♥❡2✿ $❡♠♦✈❡❞

2❡❣♠❡♥-2✳ ❘❡❞ 2♦❧✐❞ ❧✐♥❡2✿ ❛❞❞❡❞ 2❡❣♠❡♥-2✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✿ ❙✐♠✉❧❛-❡❞ ✜❡❧❞ ♣❛--❡$♥2 ✇✐-❤ ❝♦♥-$♦❧❧❡❞ ▲D■2✳ ❋$♦♠ -❤❡ ❧❡❢- -♦ -❤❡ $✐❣❤-✿ -❤❡

♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✜❡❧❞2 ✐2 ❝♦♥-$♦❧❧❡❞✱ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✜❡❧❞2 ❛♥❞ ✈❛$✐❛❜✐❧✐-② ❛$❡ ❝♦♥-$♦❧❧❡❞✱ -❤❡ -❤$❡❡ ▲D■2

✭♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✜❡❧❞2✱ ❛$❡❛ ✈❛$✐❛❜✐❧✐-② ❛♥❞ 2H✉❛$❡✲❧✐❦❡ ❢♦$♠✮ ❛$❡ ❝♦♥-$♦❧❧❡❞✳

♠❛❦❡2 ✐- ♣♦22✐❜❧❡ -♦ ♣$♦❞✉❝❡ 2❡✈❡$❛❧ ✜❡❧❞ ♣❛--❡$♥2 ❤❛✈✐♥❣ -❤❡ 2❛♠❡ ▲D■2 ✭✜❣✉$❡ ✸✳✺✮✳

✸✳✷✳✶✳✸ ❱❛&✐❡)② ❛❧❧♦❝❛)✐♦♥

❚❤❡ ❧❛♥❞2❝❛♣❡ H✉❛❧✐-❛-✐✈❡ 2-$✉❝-✉$❡ ✇❛2 ❞❡2❝$✐❜❡❞ ❜② -✇♦ ♥♦♥✲2♣❛-✐❛❧ ✐♥❞✐❝❡2✱ -❤❡ -♦-❛❧

♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✈❛$✐❡-✐❡2 ❛♥❞ -❤❡✐$ $❡2♣❡❝-✐✈❡ ❛❝$❡❛❣❡ ♣$♦♣♦$-✐♦♥2✱ ❛♥❞ ♦♥❡ 2♣❛-✐❛❧ ✐♥❞❡①✱ -❤❡

❛❣❣$❡❣❛-✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✈❛$✐❡-✐❡2✳

❚❤❡ ❛❣❣$❡❣❛-✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✈❛$✐❡-② k✱ AIk✱ ✐2 ❞❡✜♥❡❞ ❛2 -❤❡ ♠❡❛♥ ♣$♦♣♦$-✐♦♥✱ ♦✈❡$ -❤❡

❧❛♥❞2❝❛♣❡✱ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉$ ✜❡❧❞2 -❤❛- 2❤❛$❡ -❤❡ 2❛♠❡ ✈❛$✐❡-②✿

AIk =

∑

i,v(i)=k νik
∑

i,v(i)=k Ni

,

✇❤❡$❡ v(i) ✐2 -❤❡ ✈❛$✐❡-② ♣$❡2❡♥- ♦♥ ✜❡❧❞ i✱ νik ✐2 -❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✜❡❧❞2 -❤❛- 2❤❛$❡ ✈❛$✐❡-② k

✐♥ -❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉$❤♦♦❞ ♦❢ ✜❡❧❞ i ❛♥❞ Ni ✐2 -❤❡ -♦-❛❧ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✜❡❧❞2 ✐♥ -❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉$❤♦♦❞ ♦❢
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✸✳✷✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢,❛♠❡✇♦,❦

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡0 ♦❢ ✜❡❧❞ ♣❛55❡$♥0 ❤❛✈✐♥❣ 5❤❡ 0❛♠❡ ▲:■0✳ ❋♦✉$ ✜❡❧❞ ♣❛55❡$♥0 ♦❢ ❛$♦✉♥❞

✺✵ ✜❡❧❞0 ❛$❡ ♣$❡0❡♥5❡❞✳ ❚❤❡② ✇❡$❡ 0✐♠✉❧❛5❡❞ ❜② ❢♦✉$ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥50 ▼❈▼❈ ❝❤❛✐♥0 05❛$5✐♥❣

✇✐5❤ ❢♦✉$ ❞✐05✐♥❝5 ✐♥✐5✐❛❧ ✈❛❧✉❡0✳

✜❡❧❞ i✳ ❚❤✐0 ❛❣❣$❡❣❛5✐♦♥ ✐♥❞❡① ✐0 ❤✐❣❤❧② ❝♦$$❡❧❛5❡❞ ✇✐5❤ ✈❛$✐❡5② ♣$♦♣♦$5✐♦♥0✳ ■♥ 5❤❡ ❝❛0❡ ♦❢

$❡❣✉❧❛$ 5❡00❡❧❧❛5✐♦♥✱ 5❤❡ ❛❣❣$❡❣❛5✐♦♥ ✐♥❞❡① ♦❢ ❍❡ ❡5 ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱ AI ′k✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉0❡❞ ❢♦$ ❧✐♠✐5✐♥❣

5❤❡ ❝♦$$❡❧❛5✐♦♥ ❜❡5✇❡❡♥ ❛❣❣$❡❣❛5✐♦♥ ❛♥❞ ♣$♦♣♦$5✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❧❧♦❝❛5✐♦♥ ♦❢ ✈❛$✐❡5✐❡0 5♦ ✜❡❧❞0 ✇❛0 ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❜② ❝♦♥05$❛✐♥❡❞ ♦♣5✐♠✐0❛5✐♦♥ ✉0✐♥❣ ❛

0✐♠✉❧❛5❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦$✐5❤♠ ✭❑✐$❦♣❛5$✐❝❦ ❡5 ❛❧✳✱ ✶✾✽✸✮✳ ❚❤❡ ❡♥❡$❣② ❢✉♥❝5✐♦♥ ✐♥❝♦$♣♦$❛5❡❞

❛ ✜$05 5❡$♠ 5❤❛5 ❝♦♥5$♦❧0 ✈❛$✐❡5② ♣$♦♣♦$5✐♦♥0 ❛♥❞ ❛ 0❡❝♦♥❞ ♦♥❡ 5❤❛5 ❝♦♥5$♦❧0 ✈❛$✐❡5②

❛❣❣$❡❣❛5✐♦♥0✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡0 ♦❢ ✈❛$✐❡5② ❛❧❧♦❝❛5✐♦♥0 ❛$❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✸✳✻✳ ◆♦5❡ 5❤❛5 ✐5

❛❧0♦ ❡①✐050 ❛❞✈❛♥❝❡❞ 0♦❢5✇❛$❡ 5❤❛5 0✐♠✉❧❛5❡0 ❝$♦♣ ❛❧❧♦❝❛5✐♦♥ ♦✈❡$ ②❡❛$0 ✭0❡❡ ❈❛05❡❧❧❛③③✐ ❡5 ❛❧✳

✭✷✵✶✵✮ ❢♦$ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ 5❤❡ ▲❛♥❞❙❋❆❈❚❙ 0♦❢5✇❛$❡✮✳

✸✳✷✳✷ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❤❡,❡-♦❣❡♥❡✐,② ❛♥❞ ❞✐1♣❡-1❛❧

✸✳✷✳✷✳✶ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥* +❝❛❧❡ ❛♥❞ ❞✐+♣❡1+❛❧ 1❛♥❣❡

❋✐❡❧❞0 ❛$❡ 5❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥5 ✉♥✐50 ❜✉5 5❤❡ ♣♦♣✉❧❛5✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝0 ❛♥❞ ❞✐0♣❡$0❛❧ ♠❛② ♦❝❝✉$

❛5 ❛ 0♠❛❧❧❡$ 0❝❛❧❡✳ ❆0 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❙♦✉❜❡②$❛♥❞ ❡5 ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ 05✉❞✐❡❞ 5❤❡ 0♣$❡❛❞ ♦❢ ②❡❧❧♦✇

$✉05 ♦❢ ✇❤❡❛5 ✭7✉❝❝✐♥✐❛ :;,✐✐❢♦,♠✐: ♦♥ ❚,✐;✐❝✉♠ ❛❡:;✐✈✉♠✮ ❛♥❞ ❡05✐♠❛5❡❞ 5❤❛5 0♣♦$❡0 ✇❡$❡

❞❡♣♦0✐5❡❞ ✉♣ 5♦ 150♠ ❢$♦♠ 5❤❡✐$ 0♦✉$❝❡✳ ■♥ 5❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 5❤❡ 5❡$♠ ❵✜❡❧❞✬ 05✐❧❧ ❞❡♥♦5❡0 5❤❡

♠❛♥❛❣❡♠❡♥5 ✉♥✐5✳ ■♥ ❛❞❞✐5✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ 5❤❡ ♣❛5❝❤ ❛0 ❛ ✜♥❡$ ❣❡♦❣$❛♣❤✐❝❛❧ ✉♥✐5 ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉0

❜♦5❤ ✇✐5❤ $❡0♣❡❝5 5♦ ❞✐0♣❡$0❛❧ ❛♥❞ 5♦ ❤❛❜✐5❛5 5②♣❡✳ ❚❤❡ ♣❛5❝❤ 0❝❛❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥0✐❞❡$❡❞ ❛0

V✉✐5❡ $❡❛❧✐05✐❝ ♦$ ✐5 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥0✐❞❡$❡❞ ❛0 ❛ ❞✐0❝$❡5❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛5✐♦♥ 5♦ ❝♦♥5✐♥✉♦✉0 0♣❛❝❡✳ ❚❤❡

✐♠♣♦$5❛♥5 ♣♦✐♥5 ✐0 5❤❛5 5❤❡ ♣♦♣✉❧❛5✐♦♥ ✐0 ❛00✉♠❡❞ 5♦ ❜❡ ♣❡$❢❡❝5❧② ♠✐①❡❞ ✇✐5❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛5❝❤✳

:❛5❝❤❡0 ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡$❛5❡❞ ❜② ✉0✐♥❣ ✷❉✲♠❡0❤✐♥❣ ♠❡5❤♦❞0 ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ 5✇♦ ❛$❡ ❡①♣♦0❡❞

❤❡$❡✳ ❚❤❡ ✜$05 ♦♥❡ ✐0 5❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② 5❡00❡❧❧❛5✐♦♥ ✭:❡$00♦♥ ❛♥❞ ❙5$❛♥❣✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛②

5❡00❡❧❧❛5✐♦♥ ❝♦♥0✐050 ✐♥ ♣❛✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ✇✐5❤ 5$✐❛♥❣❧❡0 ✇❤♦0❡ ❝✐$❝✉♠0❝$✐❜❡❞ ❝✐$❝❧❡ ❞♦❡0 ♥♦5

❝♦♥5❛✐♥ ❛♥② ✈❡$5❡① ♦❢ ❛♥♦5❤❡$ 5$✐❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ 0❡❝♦♥❞ ♠❡5❤♦❞ ❝♦♥0✐050 ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ $❡❣✉❧❛$

5❡00❡❧❧❛5✐♦♥ ✇❤♦0❡ ❡❧❡♠❡♥5❛$② ♣♦❧②❣♦♥ ❛$❡❛ ✐0 ❛❞❛♣5❡❞ 5♦ 5❤❡ ❞✐0♣❡$0❛❧ ❢✉♥❝5✐♦♥ ❛♥❞ 5♦ ❞❡✜♥❡
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❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♥$❡❣&❛$❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝5 ✐♥ ❛♥ ❛❣&✐❝✉❧$✉&❛❧ ❧❛♥❞5❝❛♣❡
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡0 ♦❢ 0✐♠✉❧❛3❡❞ ❧❛♥❞0❝❛♣❡ 03$✉❝3✉$❡0 ✇✐3❤ 3✇♦ ✈❛$✐❡3✐❡0 ✭❧✐❣❤3 ✭70%✮ ❛♥❞
❞❛$❦ ✭30%✮ ❣$❡②✮ ❞✐0♣❛3❝❤❡❞ ❛♠♦♥❣ ✶✺✵ ✜❡❧❞0 ✭❛$♦✉♥❞✮✳ ❚❤❡ 3♦♣ ❧✐♥❡ 0❤♦✇0 ❛♥ ✐♥❝$❡❛0✐♥❣
✈❛$✐❡3② ❛❣❣$❡❣❛3✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❢$♦♠ ❧❡❢3 3♦ $✐❣❤3 ❜✉3 3❤❡ ✜❡❧❞ ♣❛33❡$♥ $❡♠❛✐♥0 ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡

❜♦33♦♠ ❧✐♥❡ 0❤♦✇0 3❤$❡❡ ✜❡❧❞ ♣❛33❡$♥0 ✇✐3❤ 3❤❡ 0❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✈❛$✐❡3② ❛❣❣$❡❣❛3✐♦♥✳

✻✻
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✼✿ ❘❡❛❧ ✜❡❧❞ ♣❛00❡$♥2 ❞$❛✇♥ 0♦❣❡0❤❡$ ✇✐0❤ ♣❛0❝❤❡2✳ ■♥ 0❤❡ ❧❡❢0 ♣❛♥❡❧ ♣❛0❝❤❡2 ❛$❡

❞❡0❡$♠✐♥❡❞ ✉2✐♥❣ 0❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② ♠❡0❤♦❞2 ✇❤❡$❡❛2 ✐♥ 0❤❡ $✐❣❤0 ♣❛♥❡❧ ✐♥0❡$2❡❝0✐♦♥ ✇✐0❤ ❛ $❡❣✉❧❛$

0❡22❡❧❧❛0✐♦♥ ✐2 ✉2❡❞✳

♣❛0❝❤❡2 ❛2 0❤❡ ✐♥0❡$2❡❝0✐♦♥ ❜❡0✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥0❛$② ♣♦❧②❣♦♥✳ ❇♦0❤ ♠❡0❤♦❞2

❛$❡ ✐❧❧✉20$❛0❡❞ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✸✳✼✳ ❚❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② 0❡22❡❧❧❛0✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡2 ♣$♦❜❧❡♠❛0✐❝ ❢♦$ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①

✜❡❧❞2 ❞✉❡ 0♦ 0❤❡ ❞✐✣❝✉❧0② 0♦ ✜❧❧ 0❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ✐02 ❡♥0✐$❡0② ✭✜❣✉$❡ ✸✳✽✮✳ ◆❡✈❡$0❤❡❧❡22✱ ✐0 ❣✐✈❡2

♣❛0❝❤❡2 0❤❛0 ❤❛✈❡ $♦✉❣❤❧② 0❤❡ 2❛♠❡ 2✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐2 ♥♦0 0❤❡ ❝❛2❡ ✇✐0❤ 0❤❡ 2❡❝♦♥❞ ♠❡0❤♦❞

✭✜❣✉$❡ ✸✳✽✮✳ ❇❡2✐❞❡2✱ 0❤❡ ❉❡❧❛✉♥❛② 0❡22❡❧❧❛0✐♦♥ ✐2 ❧♦♥❣❡$ 0♦ ❝♦♠♣✉0❡ 0❤❛♥ 0❤❡ ✐♥0❡$2❡❝0✐♦♥

✇✐0❤ ❛ $❡❣✉❧❛$ 0❡22❡❧❧❛0✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✽✿ ❚❤❡ ❧❡❢0 ♣❛♥❡❧ 2❤♦✇2 ❉❡❧❛✉♥❛② 0❡22❡❧❧❛0✐♦♥ ♦♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ✜❡❧❞✱ 0❤❡ $✐❣❤0 ♣❛♥❡❧

2❤♦✇2 0❤❡ 2❛♠❡ ✜❡❧❞ ✐♥0❡$❝❡♣0❡❞ ✇✐0❤ ❛ $❡❣✉❧❛$ 0❡22❡❧❧❛0✐♦♥✳ ❇❧✉❡ ❞❛2❤❡❞ ❧✐♥❡✿ ✜❡❧❞✱ ❜❧❛❝❦

2♦❧✐❞ ❧✐♥❡✱ ♣❛0❝❤❡2✳

✻✼



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♥$❡❣&❛$❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝5 ✐♥ ❛♥ ❛❣&✐❝✉❧$✉&❛❧ ❧❛♥❞5❝❛♣❡

✸✳✷✳✷✳✷ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐+♣❡.+❛❧ ❢✉♥❝1✐♦♥

❉✐"♣❡%"❛❧ ✐" (❤❡ "♣❛(✐♦✲(❡♠♣♦%❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥( ♦❢ (❤❡ "♣%❡❛❞ ♣%♦❝❡""✳ ▼♦"( "♣❛(✐❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐(

♠♦❞❡❧" ❢♦% ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝" ❝♦♥"✐❞❡% ♠✐❣%❛(✐♦♥ ❛" ❛ %❡❛❝(✐♦♥✲❞✐✛✉"✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❉9❜❛%%❡

❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❙❛♣♦✉❦❤✐♥❛ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❆♥♦(❤❡% ♠♦%❡ %❡❛❧✐"(✐❝ ✇❛② ❢♦% ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞✐"♣❡%"❛❧

❛( (❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ "❝❛❧❡ ✐" (❤❡ ✉"❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐"♣❡%"❛❧ ❢✉♥❝(✐♦♥ ✭■❉❋✮✳ ❆♥ ■❉❋ ✐" ❞❡✜♥❡❞

❛" (❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐(② ❞❡♥"✐(② ♦❢ (❤❡ ❞❡♣♦"✐( ♣♦"✐(✐♦♥✱ (x, y)✱ ♦❢ ❛ ♣%♦♣❛❣✉❧❡ ❡♠✐((❡❞ ❢%♦♠ ❛

♣✉♥❝(✉❛❧ "♦✉%❝❡ ✐♥ (0, 0)✳ ■♥ (❤❡ ❝❛"❡ ♦❢ ❛✐%✲❜♦%♥❡ ❞✐"♣❡%"❛❧✱ ■❉❋" ❛%❡ ❝❧❛""✐✜❡❞ ✐♥ (❤%❡❡

❝❛(❡❣♦%✐❡"✳ ❊♠♣✐%✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧" ❛%❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ♣❛%❛♠❡(%✐❝ ♣%♦❜❛❜✐❧✐(② ❞❡♥"✐(② ❢✉♥❝(✐♦♥ ❜❛"❡❞

♦♥ (❤❡ ♦❜"❡%✈❡❞ ❞❛(❛✳ ◗✉❛"✐✲♠❡❝❤❛♥✐"(✐❝ ♠♦❞❡❧" (❛❦❡ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( (❤❡ ♠❛❥♦% ❛(♠♦"♣❤❡%✐❝

♠❡❝❤❛♥✐"♠"✳ ▼❡❝❤❛♥✐"(✐❝ ♠♦❞❡❧" ❞❡"❝%✐❜❡ (❤❡ ♣❤②"✐❝❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥( ♦❢ ❛ ♣❛%(✐❝❧❡ ✐♥ (❤❡

❛(♠♦"♣❤❡%❡ ✇✐(❤ ♣❛%❛♠❡(❡%" (❤❛( ❤❛✈❡ ❛ ♣❤②"✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳

■♥ (❤✐" ✇♦%❦✱ ✇❡ ✉"❡ ❡♠♣✐%✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧" ❜❡❝❛✉"❡ (❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡ ❧❡"" ♣❛%❛♠❡(❡%" ❛♥❞ (❛❦❡ ❧❡""

(✐♠❡ (♦ ❝♦♠♣✉(❡✳ ❙❡✈❡%❛❧ ❡♠♣✐%✐❝❛❧ ❢✉♥❝(✐♦♥" ❛%❡ ❝❧❛""✐❝❛❧❧② ✉"❡❞ ✭❚✉❢(♦ ❡( ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✳ ❚❤❡②

❞✐✛❡% ❜② (❤❡ ✇❡✐❣❤( (❤❛( (❤❡② ❣✐✈❡ (♦ ❢❛% ❞✐"♣❡%"❛❧ ❡✈❡♥("✳ ❚❤✐" ✐" ❛♥ ✐♠♣♦%(❛♥( ❝❤❛%❛❝(❡%✐"(✐❝

(♦ (❛❦❡ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( ❜❡❝❛✉"❡ (❤❡ ❢♦%♠ ♦❢ (❤❡ ❞✐"(%✐❜✉(✐♦♥ (❛✐❧ ❞❡(❡%♠✐♥❡" (❤❡ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥

"♣%❡❛❞ ✭◆❡✉❜❡%( ❛♥❞ ❈❛"✇❡❧❧✱ ✷✵✵✵❀ ▼✉♥❞( ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ■♥ ❢❛❝(✱ ◆❡✉❜❡%( ❛♥❞ ❈❛"✇❡❧❧

✭✷✵✵✵✮ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ (❤❛( ✇❤❡♥ ❞✐"♣❡%"❛❧ ❝♦♥(❛✐♥" ❜♦(❤ ❧♦♥❣✲ ❛♥❞ "❤♦%(✲❞✐"(❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥("✱

✐( ✐" (❤❡ ❧♦♥❣✲❞✐"(❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥( (❤❛( ❣♦✈❡%♥" (❤❡ ✐♥✈❛"✐♦♥ "♣❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❧♦♥❣✲❞✐"(❛♥❝❡

❞✐"♣❡%"❛❧ ✐" %❛%❡✳ ■♥ ❛❞❞✐(✐♦♥✱ "✉❝❤ ❡♠♣✐%✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧" ♠❛② ❛❧"♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥✐"♦(%♦♣✐❡" ✐♥ ❞✐"(❛♥❝❡

♦% ❞❡♥"✐(② ✭❙♦✉❜❡②%❛♥❞ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳

✸✳✷✳✷✳✸ ❉✐+♣❡.+❛❧ .❛1❡+ ❝♦♠♣✉1❛1✐♦♥

▲❡( g(z, z′) ❞❡♥♦(❡ (❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐"♣❡%"❛❧ ❢✉♥❝(✐♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ "♣❛(✐❛❧ ♣♦✐♥(" z ❛♥❞ z′✳ ❚❤❡

❞✐"♣❡%"❛❧ %❛(❡" ❜❡(✇❡❡♥ ♣❛(❝❤❡" ✐" ♦❜(❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥(❡❣%❛(✐♦♥ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ (♦ (❤❡ ❢♦%♠✉❧❛

mij =

∫

A

∫

B

g(|| z − z′ ||) dz′ dz. ✭✸✳✶✮

❚❤❡ ✐♥(❡❣%❛(✐♦♥ ✐" ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❜❡(✇❡❡♥ ♣❛✐%" ♦❢ ♣♦✐♥(" (❤❛( ❜❡❧♦♥❣ (♦ (❤❡ ❛%❡❛ A ❛♥❞ B ♦❢
♣❛(❝❤❡" i ❛♥❞ j✱ %❡"♣❡❝(✐✈❡❧②✳ ◆♦(❡ (❤❛( ✇❤❡♥ ✉"✐♥❣ ❡S✉❛(✐♦♥ ✭✸✳✶✮✱ (❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐( ❛""✉♠♣(✐♦♥

✐" (❤❛( (❤❡ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ♠✐①❡" ♣❡%❢❡❝(❧② ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛(❝❤✳ ❇② ❝♦♠♣✉(✐♥❣ mij ♦✈❡% ❛❧❧ ♣❛✐%" ♦❢

♣❛(❝❤❡"✱ ✇❡ ♦❜(❛✐♥ ♥♦✇ ❛ ❞✐"♣❡%"❛❧ ♠❛(%✐① (❤❛( ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉"❡❞ ✐♥ ❝❧❛""✐❝❛❧ ♠❛(%✐① ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥

♠♦❞❡❧"✳

❚❤❡ ❞✐"♣❡%"❛❧ %❛(❡" mij ✐♥ ❡S✉❛(✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ✇❡%❡ ❝♦♠♣✉(❡❞ ✉"✐♥❣ (❤❡ ❈❛❧✐❋❧♦UU ❛❧❣♦%✐(❤♠
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✾✿ ❉✐+♣❡$+❛❧ ❢✉♥❝2✐♦♥ ✭❧❡❢2 ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ ❞✐+♣❡$+❛❧ $❛2❡+ ✭$✐❣❤2 ♣❛♥❡❧✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❞✐+♣❡$+❛❧ ❢✉♥❝2✐♦♥ ✇❛+ ✉+❡❞✿ g(|| z− z′ ||) = 2π
m2

0
exp

(

2π
m0
|| z − z′ ||

)

✱ ✇❤❡$❡ || z− z′ || ✐+ 2❤❡
❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐+2❛♥❝❡ ❜❡2✇❡❡♥ ♣♦✐♥2+ z ❛♥❞ z′✱ ✇❤❡$❡ m0 ✐+ 2❤❡ ❞✐+♣❡$+❛❧ $❛♥❣❡ ✭m0 = 150♠✮✳
❉✐+♣❡$+❛❧ $❛2❡+ ❢$♦♠ 2❤❡ ♣❛2❝❤ +✐2✉❛2❡❞ ✐♥ (0, 0) ✇❡$❡ ❝♦♠♣✉2❡❞ ❢$♦♠ 2❤❡ ❡=✉❛2✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ✉+✐♥❣

2❤❡ ❈❛❧✐❋❧♦@@ ❛❧❣♦$✐2❤♠✳

2❤❡ ❝♦♠♣✉2❛2✐♦♥ ♦❢ ♣❛$2✐❝❧❡ ✢✉①❡+ ❜❡2✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐$ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥+ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣✉2✐♥❣

2❤❡ ✐♥2❡❣$❛❧ ♦❢ 2❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐+♣❡$+❛❧ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦♥ 2❤❡ ✐♥2❡$+❡❝2✐♦♥ ❜❡2✇❡❡♥ ♣♦❧②❣♦♥ i ❛♥❞ 2❤❡

2$❛♥+❧❛2✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥ j ❜② ❛ ❞✐+♣❧❛❝❡♠❡♥2 ✈❡❝2♦$✱ ~u✱ ❢♦$ ❛❧❧ ~u✳ ❚❤❡ ❈❛❧✐❋❧♦@@ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ✉+❡+

✜$+2 ❛❧❣♦$✐2❤♠✐❝ ❣❡♦♠❡2$② 2♦♦❧+ ✐♥ ♦$❞❡$ 2♦ ❞❡❝♦♠♣♦+❡✱ 2$✐❛♥❣✉❧❛2❡ ❛♥❞ ✐♥2❡$❝❡♣2 ♣♦❧②❣♦♥+

2❤❡♥ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ✐♥2❡❣$❛2✐♦♥ 2♦♦❧+ ✐♥ ♦$❞❡$ 2♦ ❝♦♠♣✉2❡ 2❤❡ ♣❛$2✐❝❧❡ ✢✉①✳ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✾ ❞✐+♣❧❛②+

❜♦2❤ 2❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐+♣❡$+❛❧ ❢✉♥❝2✐♦♥ g(.) ❛♥❞ 2❤❡ ❞✐+♣❡$+❛❧ $❛2❡+ mij✳

❲❤❡♥ ✉+✐♥❣ ✐♥2❡❣$❛2✐♦♥ ✇✐2❤ ❈❛❧✐❋❧♦@@✱ ♣❛2❝❤ +✐③❡ ❤❛+ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ 2❤❡ +♣$❡❛❞ +♣❡❡❞

❝♦♠♣✉2❡❞ ❛2 2❤❡ ❧❛♥❞+❝❛♣❡ +❝❛❧❡✱ ❜❡❝❛✉+❡ 2❤❡ ❛++✉♠♣2✐♦♥ ♦❢ ♣❛2❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐2② ✐♠♣❧✐❡+ ❛♥

❛❞❞✐2✐♦♥❛❧ ❞✐+♣❡$+❛❧ ✇✐2❤✐♥ 2❤❡ ♣❛2❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ ❛♥ ❛$2✐❢❛❝2✳ ❚❤✐+ 2❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐++✉❡ ✇❛+ ♥♦2

+2✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡2❛✐❧ ❞✉$✐♥❣ 2❤❡ @❤❉✱ ❜✉2 ✐2 ✇❛+ ❝❤❡❝❦❡❞ 2❤❛2 2❤❡ ♣❛2❝❤ +✐③❡ ✇❛+ +✉✣❝✐❡♥2❧②

+♠❛❧❧ 2♦ ❛✈♦✐❞ +2$♦♥❣ ❜✐❛+❡+✳ ❆+ ❛♥ ✐❧❧✉+2$❛2✐♦♥✱ ✜❣✉$❡ ✸✳✶✵ +❤♦✇+ 2❤❡ ❡✛❡❝2 ♦❢ ♣❛2❝❤ +✐③❡ ♦♥

2❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ +♣$❡❛❞ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥2✐❛❧ ❞✐+♣❡$+❛❧ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦❢ $❛♥❣❡ ✶✺✵♠✳ ■2 +❤♦✇+ 2❤❛2✱

❣✐✈❡♥ 2❤✐+ ❞✐+♣❡$+❛❧ ❢✉♥❝2✐♦♥✱ 2❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛2❝❤ +✐③❡ ✐+ +♠❛❧❧ ♣$♦✈✐❞❡❞ 2❤❡ ♣♦❧②❣♦♥+ ♦❢

2❤❡ $❡❣✉❧❛$ 2❡++❡❧❧❛2✐♦♥+ ❛$❡ +♠❛❧❧❡$ 2❤❛♥ 200♠× 200♠✳

✸✳✷✳✸ ❙❡♥&✐(✐✈✐(② ❛♥❛❧②&✐& ❛( (❤❡ ❧❛♥❞&❝❛♣❡ &❝❛❧❡

■♥ 2❤✐+ @❤❉✱ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐+ ♥♦2 ❛♥ ❡♥❞ ✐♥ ✐2+❡❧❢✱ ❜✉2 ❛ ♠❡❛♥+ 2♦ ❛❝=✉✐$❡ ❜❡22❡$ ✉♥❞❡$+2❛♥❞✐♥❣

♦❢ ❝♦♠♣❧❡① +♣❛2✐♦✲2❡♠♣♦$❛❧ ♣$♦❝❡++❡+✳ ❚♦ $❡❛❝❤ 2❤✐+ ♦❜❥❡❝2✐✈❡✱ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♠✉+2 ❜❡ ❝♦♠♣❧❡2❡❞

❜② +❡♥+✐2✐✈✐2② ❛♥❛❧②+❡+✱ ✐♥ ♦$❞❡$ 2♦ ❡①♣❧♦$❡ ❤♦✇ 2❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉2♣✉2 ❜❡❤❛✈❡+ ✇❤❡♥ ♣❛$❛♠❡2❡$+

♦$ ✐♥♣✉2 ✈❛$✐❛❜❧❡+ ♦❢ ✐♥2❡$❡+2 ✈❛$② ✭●✐♥♦2 ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳

▲♦❝❛❧ +❡♥+✐2✐✈✐2② ❛♥❛❧②+✐+ ✭♦$ ❡❧❛+2✐❝✐2② ❛♥❛❧②+✐+✮ ✐+ ❜❛+❡❞ ♦♥ 2❤❡ ❝♦♠♣✉2❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♠♦❞❡❧

❞❡$✐✈❛2✐✈❡+ ✇✐2❤ $❡+♣❡❝2 2♦ ♠♦❞❡❧ ✐♥♣✉2+ ♦❢ ✐♥2❡$❡+2 ✭❈❛+✇❡❧❧✱ ✷✵✵✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ 2❤✐+ ❞❡$✐✈❛2✐✈❡✲
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0❤❡✐$ ✉♥❝❡$0❛✐♥0② ❞♦♠❛✐♥7✱ 0❤❡ ❙♦❜♦❧✬ ❞❡❝♦♠♣♦7✐0✐♦♥ ❧❡❛❞7 0♦ ❛ ✉♥✐B✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦7✐0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡

♦✉0♣✉0 ✈❛$✐❛♥❝❡✿

VG = V1 + . . .+ Vn + V1,2 + . . .+ Vn−1,n + . . . . . .+ V1,...,n, ✭✸✳✷✮

✇❤❡$❡ VG ✐7 0❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛$✐❛♥❝❡✱ Vi ✐7 0❤❡ ✜$70 ♦$❞❡$ ❡✛❡❝0 ✭♦$ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝0✮ ♦❢ ✐♥♣✉0 ❢❛❝0♦$ i✱

Vi,j ✐7 0❤❡ ✐♥0❡$❛❝0✐♦♥ ♦❢ ♦$❞❡$ ♦♥❡ ❜❡0✇❡❡♥ ❢❛❝0♦$7 i ❛♥❞ j✱ ❛♥❞ 0❤❡ $❡70 ♦❢ 0❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦7✐0✐♦♥
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✸✳✷✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢,❛♠❡✇♦,❦

❝♦♥#✐#%# ♦❢ ❤✐❣❤❡* ♦*❞❡* ✐♥%❡*❛❝%✐♦♥#✳ ❲❤❡♥ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐# #%♦❝❤❛#%✐❝✱ ❛♥ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧ %❡*♠ ♠✉#%

❜❡ ❛❞❞❡❞ %♦ %❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦#✐%✐♦♥ %♦ *❡✢❡❝% %❤❡ ❛✈❡*❛❣❡ ♦✉%♣✉% ✈❛*✐❛♥❝❡ ✇❤❡♥ %❤❡ ✐♥♣✉% ❢❛❝%♦*#

❛*❡ ✜①❡❞✳

❚❤❡ ❙♦❜♦❧✬ #❡♥#✐%✐✈✐%② ✐♥❞✐❝❡# ❛*❡ ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ❛# %❤❡ *❛%✐♦# ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ✈❛*✐❛♥❝❡ %❡*♠# ❛♥❞

%❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛*✐❛♥❝❡✳ ❋♦* ❡①❛♠♣❧❡✱ SIi = Vi/VG ❞❡♥♦%❡# %❤❡ ✜*#% ♦*❞❡* #❡♥#✐%✐✈✐%② ✐♥❞❡① ♦❢

❢❛❝%♦* i ❛♥❞ SIi,j = Vi,j/VG ❞❡♥♦%❡# %❤❡ ✐♥%❡*❛❝%✐♦♥ #❡♥#✐%✐✈✐%② ✐♥❞❡① ❜❡%✇❡❡♥ ❢❛❝%♦*# i ❛♥❞ j✳

◆♦%❡ %❤❛% %❤❡ #❡♥#✐%✐✈✐%② ✐♥❞✐❝❡# ❜❡❧♦♥❣ %♦ %❤❡ (0, 1) ✐♥%❡*✈❛❧✱ %❤❛% %❤❡② #✉♠ %♦ ♦♥❡✱ ❛♥❞ %❤❛%

❛ ❤✐❣❤ ✐♥❞❡① ✐♥❞✐❝❛%❡# ❛ ❤✐❣❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ %❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✉%♣✉%✳ ❚❤❡ %♦%❛❧ #❡♥#✐%✐✈✐%② ✐♥❞❡① ♦❢

❢❛❝%♦* i ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❛# %❤❡ #✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ✜*#% ♦*❞❡* ❛♥❞ ✐♥%❡*❛❝%✐♦♥ #❡♥#✐%✐✈✐%② ✐♥❞✐❝❡# %❤❛% ✐♥✈♦❧✈❡

❢❛❝%♦* i✳ ■% ❛❧#♦ ❜❡❧♦♥❣# %♦ (0, 1) ❛♥❞ ❣✐✈❡# ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛#✉*❡ ♦❢ %❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢❛❝%♦* i✳

✸✳✷✳✸✳✷ ❈♦♠♣✉(❛(✐♦♥,

■♥ ♣*❛❝%✐#❡✱ %❤❡ #❡♥#✐%✐✈✐%② ✐♥❞✐❝❡# ❝❛♥♥♦% ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛%❡❞ ❡①❛❝%❧② ❛♥❞ %❤❡② ♠✉#% ❜❡

❡#%✐♠❛%❡❞ ❛❢%❡* *✉♥♥✐♥❣ #✐♠✉❧❛%✐♦♥#✳ ❚❤✐# *❡A✉✐*❡# %♦ ♣❡*❢♦*♠ ❛ ❝♦♠♣✉%❡* ❡①♣❡*✐♠❡♥% ❜② ✭✐✮

❞❡✜♥✐♥❣ %❤❡ ✐♥♣✉% ❢❛❝%♦*# ❛♥❞ %❤❡✐* ✉♥❝❡*%❛✐♥%② ❞♦♠❛✐♥#✱ ✭✐✐✮ ❝❤♦♦#✐♥❣ %❤❡ ♠♦#% ❛♣♣*♦♣*✐❛%❡

♠❡%❤♦❞ ❛♥❞ %❤❡ ♥✉♠❜❡* N ♦❢ #✐♠✉❧❛%✐♦♥# %♦ *✉♥✱ ✭✐✐✐✮ ❞*❛✇✐♥❣ ❛ #❛♠♣❧❡ ♦❢ #✐③❡ N ✐♥ %❤❡

✐♥♣✉% ❞♦♠❛✐♥ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ❝❤♦#❡♥ ♠❡%❤♦❞✱ ✭✐✈✮ *✉♥♥✐♥❣ %❤❡ N #✐♠✉❧❛%✐♦♥# ❛❝❝♦*❞✐♥❣ %♦

%❤❡ #❛♠♣❧✐♥❣ ♦✉%♣✉%✱ ✭✈✮ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♥❣ %❤❡ ❡#%✐♠❛%❡❞ #❡♥#✐%✐✈✐%② ✐♥❞✐❝❡# ❛❝❝♦*❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ❝❤♦#❡♥

♠❡%❤♦❞✳

❚❤❡ #❡♥#✐%✐✈✐%② ❛♥❛❧②#❡# ✐♥ %❤❡ #❡A✉❡❧ ♦❢ %❤✐# E❤❉ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜❡%✇❡❡♥ %✇♦ ❛♥❞ ❢♦✉* ✐♥♣✉%

❢❛❝%♦*# ✇✐%❤ ❡✐%❤❡* ❞✐#❝*❡%❡ ♦* ❝♦♥%✐♥✉♦✉# ✉♥❝❡*%❛✐♥%② ❞♦♠❛✐♥#✳ ❚❤❡② ❛*❡ ✉#✉❛❧❧② ❜❛#❡❞ ♦♥ ❛

*❡♣❧✐❝❛%❡❞ ❝♦♠♣❧❡%❡ ❢❛❝%♦*✐❛❧ ❞❡#✐❣♥✳ ❉❡%❛✐❧# ❛*❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ✐♥#✐❞❡ %❤❡ ❝❤❛♣%❡*#✳

✸✳✷✳✸✳✸ ▲❛♥❞,❝❛♣❡ ❛, ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥♣✉( ❢❛❝(♦4

▲❛♥❞#❝❛♣❡ ✐# ❝❤❛*❛❝%❡*✐#❡❞ ❜② ✐%# ♣❤②#✐❝❛❧ #%*✉❝%✉*❡ ✭%❤❡ ✜❡❧❞ ♣❛%%❡*♥✱ ❤❡*❡✮ ❛♥❞ ✐%#

A✉❛❧✐%❛%✐✈❡ #%*✉❝%✉*❡ ✭%❤❡ ✈❛*✐❡%✐❡# ❛♥❞ %❤❡✐* ❛❧❧♦❝❛%✐♦♥✮✳ ❚❤✐# ✐# ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥♣✉% ❢❛❝%♦*

❢♦* #❡♥#✐%✐✈✐%② ❛♥❛❧②#❡# ❛♥❞ #♦ ✐% *❡A✉✐*❡# #♣❡❝✐✜❝ ❛%%❡♥%✐♦♥✳ E*♦❜❧❡♠# ❛♥❞ ♣♦##✐❜❧❡

#♦❧✉%✐♦♥# ❛##♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥♣✉% ❢❛❝%♦*# ❛*❡ ❞✐#❝✉##❡❞ ❜② ■♦♦## ❛♥❞ ❘✐❜❛%❡% ✭✷✵✵✾✮✳

❆❣*✐❝✉❧%✉*❛❧ ❧❛♥❞#❝❛♣❡ #%*✉❝%✉*❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦#✐%✐♦♥ ❛*❡ ✐♥%❡❣*❛%❡❞ ❡①♣❧✐❝✐%❧② ✐♥ %❤❡ #❡♥#✐%✐✈✐%②

❛♥❛❧②#❡# ♣❡*❢♦*♠❡❞ ✐♥ ❱✐❛✉❞ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ▲❛✈✐❣♥❡ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❈♦❧❜❛❝❤ ❡% ❛❧✳

✭✷✵✵✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡* %❤❡#❡ #%✉❞✐❡# ❝♦♣❡ ✇✐%❤ ❞❡%❡*♠✐♥✐#%✐❝ ♠♦❞❡❧# ❛♥❞ ✇✐%❤ ❢❛❝%♦*✐❛❧ ❞❡#✐❣♥#

%❤❛% ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ #♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❧❡✈❡❧# ♣❡* ❢❛❝%♦*✳ ■♥ %❤✐# E❤❉✱ ✇❡ ❛♣♣❧② %❤❡ ♠❡%❤♦❞

%♦ #%♦❝❤❛#%✐❝ ♠♦❞❡❧#✱ ❛# ✐♥ ▲✉*❡%%❡ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ■♥ ❛❞❞✐%✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦* ❛ *❡✜♥❡❞

❡①♣❧♦*❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❡✛❡❝%# ♦❢ ❝♦♥%✐♥✉♦✉# ❧❛♥❞#❝❛♣❡ ❢❡❛%✉*❡#✱ ❜② ✉#✐♥❣ ♠♦*❡ ❧❡✈❡❧# ♣❡* ❢❛❝%♦*

❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ %❤❡ ♠❡%❛♠♦❞❡❧❧✐♥❣ %❡❝❤♥✐A✉❡ ❜❛#❡❞ ♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛♦# ❡①♣❛♥#✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧

♦✉%♣✉% ✭❙✉❞*❡%✱ ✷✵✵✽✮✳
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❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♥$❡❣&❛$❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝5 ✐♥ ❛♥ ❛❣&✐❝✉❧$✉&❛❧ ❧❛♥❞5❝❛♣❡

■♥ "❡❝%✐♦♥ ✸✳✷✳✶✱ ❧❛♥❞"❝❛♣❡" ✇❡2❡ ❞❡"❝2✐❜❡❞ ❜② ❧❛♥❞"❝❛♣❡ ♣❛%%❡2♥ ✐♥❞✐❝❡" ✭▲7■"✮ "✉❝❤ ❛"

%❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ✜❡❧❞" ♦2 %❤❡ ❛❣❣2❡❣❛%✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ %❤❡ ✈❛2✐❡%✐❡"✳ ▲7■" ❞✐❞ ♥♦% ❞❡✜♥❡ ❛ ✉♥✐@✉❡

❧❛♥❞"❝❛♣❡✱ ❛" "%2❡""❡❞ ❜② ▲✐ ❛♥❞ ❲✉ ✭✷✵✵✹✮✳ ❇✉% %❤❡② ❛❧❧♦✇❡❞ %♦ ❞❡❝♦♠♣♦"❡ %❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡

❞❡"❝2✐♣%✐♦♥ ✐♥%♦ ❛ ♣❛2% %❤❛% ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛"✉2❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥%2♦❧❧❡❞ %❤2♦✉❣❤ @✉❛♥%✐%❛%✐✈❡ ✈❛2✐❛❜❧❡"✱

❛♥❞ ❛ ♣❛2% %❤❛% ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥"✐❞❡2❡❞ ❛" 2❡"✐❞✉❛❧ ✈❛2✐❛❜✐❧✐%② ✇❤❡♥ %❤❡ @✉❛♥%✐%❛%✐✈❡ ✈❛2✐❛❜❧❡"

❛2❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥ @✉❡"%✐♦♥" %❤❡♥ ❛2✐"❡ ✇❤❡♥ ✇❡ "%✉❞② %❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ ♦♥ ❛♥

❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣2♦❝❡""✳ ❋✐2"%✱ ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✐" %❤❡ ♣2♦❝❡"" ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② %❤❡ ▲7■" ♦❢ ✐♥%❡2❡"%❄ ❙❡❝♦♥❞✱

❤♦✇ 2♦❜✉"% ❛2❡ %❤❡ "❡♥"✐%✐✈✐%② ❛♥❛❧②"✐" 2❡"✉❧%" %♦ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ 2❡"✐❞✉❛❧ ✈❛2✐❛❜✐❧✐%②❄ ❚♦ ❛♥"✇❡2

"✉❝❤ @✉❡"%✐♦♥"✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ %❤❡ ▲7■" ♦❢ ✐♥%❡2❡"% ❛♠♦♥❣ %❤❡ ✐♥♣✉% ❢❛❝%♦2" ♦❢ %❤❡ "❡♥"✐%✐✈✐%②

❛♥❛❧②"❡" ❛♥❞ ✇❡ ♣❡2❢♦2♠ 2❡♣❧✐❝❛%✐♦♥"✳

▼♦2❡ ♣2❡❝✐"❡❧②✱ %❤❡ ▲7■" ♦❢ ✐♥%❡2❡"% ❛2❡ ❝♦♥"✐❞❡2❡❞ ❛" ✐♥♣✉% ❢❛❝%♦2" %❤❛% ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥%2♦❧❧❡❞

❛% %❤❡ "❛♠♣❧✐♥❣ "%❛❣❡ ♦❢ %❤❡ "❡♥"✐%✐✈✐%② ❛♥❛❧②"✐" ✭✜❣✉2❡ ✸✳✶✶✮✳ ❋♦2 ❡①❛♠♣❧❡✱ %❤❡ ♠❡%❤♦❞

♣2❡"❡♥%❡❞ ✐♥ "❡❝%✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❛❧❧♦✇" %♦ ❝♦♥%2♦❧ %❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ✜❡❧❞" ❛♥❞ "♦♠❡ ♦❢ %❤❡✐2 "❤❛♣❡

❝❤❛2❛❝%❡2✐"%✐❝" ✇❤❡♥ ❣❡♥❡2❛%✐♥❣ %❤❡ ✜❡❧❞ ♣❛%%❡2♥✳ ■% ✐" ❛❧"♦ ♣♦""✐❜❧❡ %♦ ❝♦♥%2♦❧ %❤❡ ❛2❡❛

♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❞✐✛❡2❡♥% ✈❛2✐❡%✐❡" ❛♥❞ %❤❡ ❞❡❣2❡❡ ♦❢ ❛❣❣2❡❣❛%✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛❧❧♦❝❛%✐♥❣ ✈❛2✐❡%✐❡" %♦

✜❡❧❞"✳ ❈♦♥"❡@✉❡♥%❧②✱ ✇❡ ❝♦♥"✐❞❡2 ❡❛❝❤ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ ❛" ❛ 2❛♥❞♦♠ 2❡❛❧✐"❛%✐♦♥ ❛2♦✉♥❞ ❛ ❵♣❛%2♦♥✬

❞❡%❡2♠✐♥❡❞ ❜② "♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡" ♦❢ %❤❡ ▲7■" ♦❢ ✐♥%❡2❡"%✳ ❚❤❡ "❡♥"✐%✐✈✐%② ❛♥❛❧②"❡" %❤❡♥ ✐♥%❡❣2❛%❡

%❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ ❛" ❢♦❧❧♦✇"✿

✶✳ ✭♠❛✐♥ "❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡"✐❣♥✮ %❤❡ ▲7■" ♦❢ ✐♥%❡2❡"% ❛2❡ ❢✉❧❧② ✐♥%❡❣2❛%❡❞ ❛♠♦♥❣ %❤❡ ✐♥♣✉% ❢❛❝%♦2"

✇❤❡♥ ❝♦♥"%2✉❝%✐♥❣ %❤❡ "❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡"✐❣♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②"✐♥❣ %❤❡ 2❡"✉❧%"❀

✷✳ ✭❧❛♥❞"❝❛♣❡ 2❡♣❧✐❝❛%✐♦♥"✮ ❢♦2 ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ▲7■" ✐♥ %❤❡ "❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡"✐❣♥✱

"❡✈❡2❛❧ ❞✐"%✐♥❝% ❧❛♥❞"❝❛♣❡" ❛2❡ ❣❡♥❡2❛%❡❞❀

✸✳ ✭♠♦❞❡❧ 2❡♣❧✐❝❛%✐♦♥"✮ ❢♦2 ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥% ♦❢ %❤❡ "❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡"✐❣♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❧❛♥❞"❝❛♣❡

2❡♣❧✐❝❛%✐♦♥✱ "❡✈❡2❛❧ "✐♠✉❧❛%✐♦♥" ❛2❡ ♣❡2❢♦2♠❡❞✳

❚❤✐" ❤✐❡2❛2❝❤✐❝❛❧ "%2✉❝%✉2❡ ♦❢ %❤❡ "✐♠✉❧❛%✐♦♥" ❛❧❧♦✇" %♦ ❝❛❧❝✉❧❛%❡ %❤❡ "❡♥"✐%✐✈✐%② ✐♥❞✐❝❡"

❛""♦❝✐❛%❡❞ ✇✐%❤ ❛❧❧ ✐♥♣✉% ❢❛❝%♦2"✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ %❤❡ ▲7■"✳ ■% ❛❧"♦ ❛❧❧♦✇" %♦ ❛""❡"" %❤❡ ♦✉%♣✉%

✈❛2✐❛❜✐❧✐%② %❤❛% ❝❛♥ ❜❡ ❛%%2✐❜✉%❡❞ %♦ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ 2❡"✐❞✉❛❧ ✈❛2✐❛❜✐❧✐%② ✭%❤2♦✉❣❤ ❧❛♥❞"❝❛♣❡

2❡♣❧✐❝❛%✐♦♥"✮ ❛♥❞ %♦ ♦%❤❡2 "♦✉2❝❡" ♦❢ ♠♦❞❡❧ "%♦❝❤❛"%✐❝✐%② ✭%❤2♦✉❣❤ ♠♦❞❡❧ 2❡♣❧✐❝❛%✐♦♥"✮✳ ❚❤❡

❦❡② ✐❞❡❛ ✐" %♦ ❞❡❝♦♠♣♦"❡ %❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ ❞❡"❝2✐♣%✐♦♥ ✐♥%♦ ❛ ♣❛2% %❤❛% ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛"✉2❡❞ ❛♥❞

❝♦♥%2♦❧❧❡❞ %❤2♦✉❣❤ @✉❛♥%✐%❛%✐✈❡ ✈❛2✐❛❜❧❡"✱ ❛♥❞ ❛ ♣❛2% %❤❛% ✐" ❝♦♥"✐❞❡2❡❞ ❛" 2❡"✐❞✉❛❧ ✈❛2✐❛❜✐❧✐%②

✇❤❡♥ %❤❡ @✉❛♥%✐%❛%✐✈❡ ✈❛2✐❛❜❧❡" ❛2❡ ✜①❡❞✳
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✸✳✸✳ ❙♣❛%✐❛❧ %❤)❡+❤♦❧❞+ ❢♦) ✐♥✈❛+✐♦♥

Population dynamics

model

Descriptors of the

physical structure

Descriptors of the

qualitative structure

Landscapes

Outputs
Parameters of life 

cycle or other…

Variance 

decomposition

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✶✿ ❙❝❤❡♠❛/✐❝ $❡♣$❡1❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢ ❛ 1❡♥1✐/✐✈✐/② ❛♥❛❧②1✐1 ✇✐/❤ ❛ ❧❛♥❞1❝❛♣❡ ❛1 ❛♥ ✐♥♣✉/

❢❛❝/♦$✳ ▲❛♥❞1❝❛♣❡ ❞❡1❝$✐♣/♦$1 ❛❧❧♦✇ /♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✈❛$✐❡/② ♦❢ ❧❛♥❞1❝❛♣❡1 ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ✉1❡❞ ❛1 ❛♥

✐♥♣✉/ ♦❢ /❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ 1❡♥1✐/✐✈✐/② ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♦✉/♣✉/1 /♦ ❧❛♥❞1❝❛♣❡ ❞❡1❝$✐♣/♦$1 ❛♥❞ ♦/❤❡$

♣❛$❛♠❡/❡$1 ❝♦✉❧❞ /❤❡♥ ❜❡ ❞♦♥❡ /❤$♦✉❣❤ ✈❛$✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦1✐/✐♦♥✳

✸✳✸ ❙♣❛%✐❛❧ %❤)❡+❤♦❧❞+ ❢♦) ✐♥✈❛+✐♦♥ ❛♥❞ +✐♠✉❧❛%✐♦♥+ ♦❢

❡♣✐❞❡♠✐❝+ ✐♥ ❛❣)✐❝✉❧%✉)❛❧ ❧❛♥❞+❝❛♣❡+

■♥ /❤✐1 1❡❝/✐♦♥✱ ✇❡ ✉1❡❞ /❤❡ ❛♣♣$♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❡❢♦$❡ ❛♥❞ ✇❡ ♣$♦✈✐❞❡ ❛ 1/✉❞② /❤❛/ ❛✐♠❡❞

/♦ ❝♦♠♣❛$❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝1 1✐♠✉❧❛/✐♦♥1 /♦ /❤$❡1❤♦❧❞1 ❢♦$ ♣❛/❤♦❣❡♥ ✐♥✈❛1✐♦♥ ❛/ /❤❡ ❧❛♥❞1❝❛♣❡ 1❝❛❧❡✳

❈❧❛11✐❝❛❧❧②✱ /❤❡ ❜❛1✐❝ $❡♣$♦❞✉❝/✐✈❡ ♥✉♠❜❡$✱ R0✱ ✐1 ✉1❡❞ ✐♥ ♦$❞❡$ /♦ ♣$❡❞✐❝/ /❤❡ ♦❝❝✉$$❡♥❝❡

♦❢ ❡♣✐❞❡♠✐❝1 ✭●✐❧❧✐❣❛♥ ❛♥❞ ✈❛♥ ❞❡♥ ❇♦1❝❤✱ ✷✵✵✽✮✳ R0 ❣✐✈❡1 /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♣♦/❡♥/✐❛❧ ♥❡✇

✐♥❢❡❝/✐♦♥1 ❞✉$✐♥❣ /❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ❞✉$❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ✐♥❢❡❝/✐♦✉1 ♣❡$✐♦❞ ♦❢ ❛ 1✐♥❣❧❡ ✐♥❢❡❝/❡❞ ❤♦1/✳ ❋♦$

/❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝1 /♦ ♦❝❝✉$✱ /❤❡ ❜❛1✐❝ $❡♣$♦❞✉❝/✐✈❡ ♥✉♠❜❡$ ♠✉1/ ❜❡ ❣$❡❛/❡$ /❤❛♥ 1✳

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤❡$❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛/✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝1 ♠♦❞❡❧ ❢♦$ ❛ ♣❛/❤♦❣❡♥ ❢♦❧✐❛$ ❢✉♥❣✉1 ♦♥ ❛♥

❛❣$✐❝✉❧/✉$❛❧ ❧❛♥❞1❝❛♣❡✳ ❲❡ ✉1❡❞ ❜♦/❤ ❛ ❞❡/❡$♠✐♥✐1/✐❝ ✈❡$1✐♦♥ ❛♥❞ ❛ 1/♦❝❤❛1/✐❝ 1✐♠✉❧❛/✐♦♥

♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✜$1/ ♦♥❡ ♠❛❞❡ ✐/ ♣♦11✐❜❧❡ /♦ ❞❡✜♥❡ /❤$❡1❤♦❧❞1 ❢♦$ ✐♥✈❛1✐♦♥ ❛/ /❤❡ ❧❛♥❞1❝❛♣❡ 1❝❛❧❡

/❤❛/ /♦♦❦ ♦$ ♥♦/ ✐♥/♦ ❛❝❝♦✉♥/ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❧♦❝❛/✐♦♥ ♦❢ ✐♥♦❝✉❧✉♠✳ ❲❡ 1❤♦✇ ❤❡$❡ ❤♦✇ 1♣❛/✐❛❧

1/$✉❝/✉$❡ ♦❢ ❧❛♥❞1❝❛♣❡ ❤❡/❡$♦❣❡♥❡✐/② ✐♥✢✉❡♥❝❡ /❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝1 1♣$❡❛❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛$❡ ❛♥❛❧②/✐❝❛❧

/♦ 1✐♠✉❧❛/✐♦♥ ❜❛1❡❞ $❡1✉❧/1✳

✸✳✸✳✶ ▲❛♥❞'❝❛♣❡'

▲❡/ ✉1 ❝♦♥1✐❞❡$ ❛ 2000 × 2000♠2
❛❣$✐❝✉❧/✉$❛❧ ❧❛♥❞1❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦1❡❞ ♦❢ ❛$♦✉♥❞ 150 ✜❡❧❞1✳

❚✇♦ ✇❤❡❛/ ✈❛$✐❡/✐❡1 ❛$❡ ❝✉❧/✐✈❛/❡❞ ✐♥ ❡K✉❛❧ ♣$♦♣♦$/✐♦♥1 ✭50% ♦❢ /❤❡ /♦/❛❧ ❛❝$❡❛❣❡ ❢♦$

✼✸



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♥$❡❣&❛$❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝5 ✐♥ ❛♥ ❛❣&✐❝✉❧$✉&❛❧ ❧❛♥❞5❝❛♣❡
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✷✿ ❚✇♦ ✈❛$✐❡0✐❡1 ❛$❡ ❞✐1♣❛0❝❤❡❞ ✐♥ ❡7✉❛❧ ♣$♦♣♦$0✐♦♥1 ❜✉0 ✇✐0❤ ❛♥ ✐♥❝$❡❛1✐♥❣

❛❣❣$❡❣❛0✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❢$♦♠ 0❤❡ ❧❡❢0 0♦ 0❤❡ $✐❣❤0 ✭♠✐①❡❞✱ ♠♦1❛✐❝ ❛♥❞ ❣$♦✉♣❡❞✮✳

❡❛❝❤ ✈❛$✐❡0②✮ ❜✉0 ✇✐0❤ 0❤$❡❡ ❞✐✛❡$❡♥0 ❛❧❧♦❝❛0✐♦♥ 10$❛0❡❣✐❡1✿ ♠✐①❡❞✱ ♠♦1❛✐❝ ❛♥❞ ❣$♦✉♣❡❞

✭✜❣✉$❡ ✸✳✶✷✮✳ ■♥ 0❤❡ ✜$10 ❛❧❧♦❝❛0✐♦♥ 10$❛0❡❣②✱ AI = 30% ♦❢ ✜❡❧❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉$1 1❤❛$❡ 0❤❡ 1❛♠❡

✈❛$✐❡0②✳ ❚❤❡ ❛❣❣$❡❣❛0✐♦♥ ✐♥❞❡① AI ✐1 ❡7✉❛❧ 0♦ 70% ❢♦$ 0❤❡ ♠♦1❛✐❝ 10$❛0❡❣② ❛♥❞ 0♦ 90% ❢♦$ 0❤❡

❣$♦✉♣❡❞ ♦♥❡✳ ■♥ 0❤✐1 ❡①❛♠♣❧❡✱ 0✇♦ ✜❡❧❞1 ❛$❡ ❝♦♥1✐❞❡$❡❞ ❛1 ♥❡✐❣❤❜♦✉$1 ✐❢ 0❤❡ 1❤♦$0❡$ ❞✐10❛♥❝❡

❜❡0✇❡❡♥ ❡❞❣❡1 ✐1 ❧❡11❡$ 0❤❛♥ 50♠✳ ❋✐✈❡ ✜❡❧❞ ♣❛00❡$♥1 ✇❡$❡ ❣❡♥❡$❛0❡❞ ❛♥❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♦❢ 0❤❡♠ 0✇♦

$❡❛❧✐1❛0✐♦♥1 ✇❡$❡ 1✐♠✉❧❛0❡❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❛❧❧♦❝❛0✐♦♥ 10$❛0❡❣②✳ ❚❤✉1✱ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❛❧❧♦❝❛0✐♦♥ 10$❛0❡❣②✱

0❡♥ ❞✐✛❡$❡♥0 ❧❛♥❞1❝❛♣❡ 10$✉❝0✉$❡1 ✇❡$❡ ❣❡♥❡$❛0❡❞✳ ❋✐❡❧❞1 ✇❡$❡ 1✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥0♦ ♣❛0❝❤❡1 ❜②

✐♥0❡$❝❡♣0✐♥❣ ✜❡❧❞ ♣❛00❡$♥1 ✇✐0❤ ❛ $❡❣✉❧❛$ ❣$✐❞ ♦❢ 100× 100♠2
17✉❛$❡1✳

✸✳✸✳✷ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐1 ❛ 10♦❝❤❛10✐❝ ❛♥❞ ❞✐1❝$❡0❡ 0✐♠❡ ❍▲■❘ ♠♦❞❡❧ ✭▼❛❞❞❡♥ ❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ✇✐0❤ 10❛0✐❝

✐♥❢❡❝0✐♦♥ 1✐0❡1 ❛♥❞ 1♣♦$❡1 ❛1 ❛ ♣$♦♣❛❣✉❧❡ 10❛0❡✳ ■0 ❞❡1❝$✐❜❡1 0❤❡ ❡✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ✐♥❢❡❝0✐♦♥

1✐0❡1 ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 10❛0❡1✿ ❤❡❛❧0❤② 1✐0❡1 ✭H✮✱ ❝♦♥0❛♠✐♥❛0❡❞ 1✐0❡1 ✭S ′✮✱ ❧❛0❡♥0 ❧❡1✐♦♥1

✭L✮✱ ✐♥❢❡❝0✐♦✉1 ❧❡1✐♦♥1 ✭I✮ ❛♥❞ $❡♠♦✈❡❞ 1✐0❡1 ✭R✮✳ ❚❤❡ ❝❛$$②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐0② ♦❢ ♣❛0❝❤ i✱ Ki✱ ✐1

✜①❡❞ ❛♥❞ ♣$♦♣♦$0✐♦♥❛❧ 0♦ 0❤❡ ❛$❡❛ ♦❢ ♣❛0❝❤ i✳ ❲❡ ❝♦♥1✐❞❡$ ❛ ♣❛0❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛0✐♦♥ ❝♦♠♣♦1❡❞

❜② ♦♥❡ 10$❛✐♥ ♦♥❧② ❛♥❞ ♦♥❧② 0❤❡ ✐♥❢❡❝0✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛1 ❝♦♥1✐❞❡$❡❞ ✈❛$✐❡0②✲❞❡♣❡♥❞❡♥0✳

▲❡0 v(i) ❜❡ 0❤❡ ❤♦10 0②♣❡ ♦❢ ♣❛0❝❤ i✳ ■♥ 0❤✐1 ♣❛0❝❤✱ ❛ ❤❡❛❧0❤② 1✐0❡ ♦♥ ♣❛0❝❤ i ✐1 ❝♦♥0❛♠✐♥❛0❡❞

❜② ❛ 1♣♦$❡ ✇✐0❤ ♣$♦❜❛❜✐❧✐0② π
(

Hi(t−1)
Ki

)

✭1❡❡ 1✉♣♣♦$0✐♥❣ ✐♥❢♦$♠❛0✐♦♥✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ✷✮✳ ❙♣♦$❡1 0❤❛0

❞♦ ♥♦0 1✉❝❝❡❡❞ 0♦ ❝♦♥0❛♠✐♥❛0❡ ❛♥ ✐♥❢❡❝0✐♦♥ 1✐0❡ ❛$❡ $❡♠♦✈❡❞✳ ❆ ❝♦♥0❛♠✐♥❛0❡❞ 1✐0❡ ❜❡❝♦♠❡1

✐♥❢❡❝0❡❞ ✇✐0❤ ♣$♦❜❛❜✐❧✐0② ev(i)✱ 0❤❡ ✐♥❢❡❝0✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❲❤❡♥ ✐♥❢❡❝0❡❞✱ 0❤❡ 1✐0❡ $❡♠❛✐♥1 ❧❛0❡♥0

❞✉$✐♥❣ τ ❞❛②1 ❜❡❢♦$❡ ♣$♦❞✉❝✐♥❣ 1♣♦$❡1✳ ❆❢0❡$ T ❞❛②1 ♦❢ 1♣♦$✉❧❛0✐♦♥✱ 0❤❡ 1✐0❡ ✐1 $❡♠♦✈❡❞✳ ❆♥

✐♥❢❡❝0✐♦✉1 1✐0❡ ♣$♦❞✉❝❡1 r 1♣♦$❡1 ♣❡$ ❞❛②✳ ❙♣♦$❡1 $❡♠❛✐♥ ✐♥ ♣❛0❝❤ i ✇✐0❤ ♣$♦❜❛❜✐❧✐0② mii ❛♥❞

✼✹



✸✳✸✳ ❙♣❛%✐❛❧ %❤)❡+❤♦❧❞+ ❢♦) ✐♥✈❛+✐♦♥

❞✐"♣❡%"❡ &♦ ♣❛&❝❤ j ✇✐"❤ ♣%♦❜❛❜✐❧✐"② mij✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡"❡ ❞❡1❝%✐♣"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐1 ❣✐✈❡♥ ✐♥

1✉♣♣♦%"✐♥❣ ✐♥❢♦%♠❛"✐♦♥ ✭❛♣♣❡♥❞✐① ✷✮✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❣✐✈❡1 "❤❡ "%❛♥1✐"✐♦♥1 ❜❡"✇❡❡♥ ❡❛❝❤ 1"❛"❡✳

❚❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ π(.) ❝❛♥ "❛❦❡ ❞✐✛❡%❡♥" ❢♦%♠1 "❤❛" %❡✢❡❝" ❤❡"❡%♦❣❡♥❡✐"② ❛♠♦♥❣ 1✐"❡1✳ ❲❤❡♥

π
(

Hi(t−1)
Ki

)

= Hi(t−1)
Ki

✱ ❛❧❧ "❤❡ 1✐"❡1 ❤❛✈❡ "❤❡ 1❛♠❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐"② "♦ ❜❡ ❝♦♥"❛♠✐♥❛"❡❞✳ ❖♥

❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❧❛♥"✱ ❤♦✇❡✈❡%✱ ♥♦" ❛❧❧ 1✐"❡1 ❛%❡ ❡C✉❛❧❧② ❛❝❝❡11✐❜❧❡ 1✐♥❝❡ "❤❡ ♣❧❛♥" ❝♦✈❡% ✐1

❤❡"❡%♦❣❡♥❡♦✉1✳ ❍❡%❡ ✇❡ ❝♦♥1✐❞❡%❡❞ "❤❛" "❤❡ ❧❛1" ✐♥❢❡❝"✐♦♥ 1✐"❡1 ❛%❡ ♠♦%❡ ❞✐✣❝✉❧" "♦ %❡❛❝❤✳

■♥ ♦%❞❡% "♦ %❡♥❞❡% "❤✐1 ❡✛❡❝"✱ ✇❡ ✉1❡❞ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 1✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝"✐♦♥ ❢♦% π(.)✿

π(x) = 1−
exp

(

− κxσ
)

− exp(−κ)
1− exp(−κ) ,

✇❤❡%❡ ♣❛%❛♠❡"❡%1 κ > 0 ❛♥❞ σ > 0 ❞❡"❡%♠✐♥❡❞ "❤❡ 1✐❣♠♦✐❞ ❢♦%♠✳ ❚❤✐1 ❛❧❧♦✇1 "♦ 1✐♠✉❧❛"❡

1♠♦♦"❤❡% ❛♥❞ ♣%♦❜❛❜❧② ♠♦%❡ %❡❛❧✐1"✐❝ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝1✳

❚❤❡ ❞❡"❡%♠✐♥✐1"✐❝ ✈❡%1✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡1❝%✐❜❡ ❛❜♦✈❡ ✐1 ❞✐1♣❧❛②❡❞ ❜② ✜❣✉%❡ ✸✳✶✸ ❛♥❞ ✐1

1②♥"❤❡1✐1❡❞ ❜② "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 1②1"❡♠ ♦❢ ❡C✉❛"✐♦♥1✿











































dHj

dt
= −ev(j) · πj ·

∑N
i=1 r ·mij · Ii,

dLj

dt
= ev(j) · πj

∑N
i=1 r ·mij · Ii − 1

τ
· Lj,

dIj
dt

= 1
τ
· Lj − 1

T
· Ij,

dRj

dt
= 1

T
· Ij.

✭✸✳✸✮

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❚%❛♥1✐"✐♦♥1 ♦❢ "❤❡ 1"♦❝❤❛1"✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛"❝❤ i✳

❉❡1❝%✐♣"✐♦♥ ◆♦"❛"✐♦♥ ❚%❛♥1✐"✐♦♥

❙♣♦%❡ ❝❧♦✉❞ Si(t) r
∑N

j=1 Ij(t− 1)mji

❈♦♥"❛♠✐♥❛"❡❞ 1✐"❡1 S ′i(t) min (Bin (Hi(t− 1), πi(t)) , Si(t))
◆❡✇ ❧❛"❡♥" ❧❡1✐♦♥1 Hi(t− 1)→ Li,p(t) Bin

(

S ′i(t), ev(i)
)

◆❡✇ ✐♥❢❡❝"✐♦✉1 ❧❡1✐♦♥1 Li(t− 1)→ Ii(t) Bin
(

Li(t− 1), 1− e−
1
τ

)

◆❡✇ %❡♠♦✈❡❞ 1✐"❡1 Ii(t− 1)→ Ri(t) Bin
(

Ii(t− 1), 1− e−
1
T

)

✸✳✸✳✸ ■♥✈❛&✐♦♥ )❤+❡&❤♦❧❞&

❋%♦♠ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② "❤❡ 1②1"❡♠ ♦❢ ❡C✉❛"✐♦♥1 ✸✳✸✱ "✇♦ ✐♥✈❛1✐♦♥ "❤%❡1❤♦❧❞1 ❝❛♥ ❜❡

❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ✜%1" ✐♥✈❛1✐♦♥ "❤%❡1❤♦❧❞✱ R
(1)
0 ✱ ✐1 ❜❛1❡❞ ♦♥ "❤❡ ♥❡①" ❣❡♥❡%❛"✐♦♥ ♠❛"%✐① ✭✈❛♥ ❞❡♥

❉%✐❡11❝❤❡ ❛♥❞ ❲❛"♠♦✉❣❤✱ ✷✵✵✷❀ ❋✉❧❢♦%❞ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ♥❡①" ❣❡♥❡%❛"✐♦♥ ♠❛"%✐① ❣✐✈❡1

✼✺



❈❤❛♣$❡& ✸✳ ■♥$❡❣&❛$❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝5 ✐♥ ❛♥ ❛❣&✐❝✉❧$✉&❛❧ ❧❛♥❞5❝❛♣❡

iH iL iI iR

iSiS ¢

1

t

1

T

iir m×

1

ji j

j
j i

r m I
=
¹

× ×å
ip

( )v i
e

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸✿ ●$❛♣❤✐❝❛❧ $❡♣$❡0❡♥2❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝0 ♠♦❞❡❧✳ Hi✿ ♥✉♠❜❡$ ♦❢

❤❡❛❧2❤② 0✐2❡0 ✐♥ ♣❛2❝❤ i✱ Li✿ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❧❛2❡♥2 0✐2❡0 ✐♥ ♣❛2❝❤ i✱ Ii✿ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✐♥❢❡❝2✐♦✉0 0✐2❡0
✐♥ ♣❛2❝❤ i✱ Ri✿ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ $❡♠♦✈❡❞ 0✐2❡0 ✐♥ ♣❛2❝❤ i✱ Si✿ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ 0♣♦$❡0 ✐♥ ♣❛2❝❤ i✱ S ′i✿
♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❝♦♥2❛♠✐♥❛2❡❞ 0✐2❡0 ✐♥ ♣❛2❝❤ i✳ τ ✿ ❧❛2❡♥❝② ♣❡$✐♦❞✱ T ✿ ✐♥❢❡❝2✐♦✉0 ♣❡$✐♦❞✱ r✿ 0♣♦$❡
♣$♦❞✉❝2✐♦♥ ♣❡$ ❧❡0✐♦♥ ♣❡$ ❞❛②✱ m✿ ❞✐0♣❡$0❛❧ $❛2❡0✱ π(.)✿ ❝♦♥2❛♠✐♥❛2✐♦♥ ❢✉♥❝2✐♦♥✱ e✿ ✐♥❢❡❝2✐♦♥
❡✣❝✐❡♥❝②✳

2❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✐♥❢❡❝2✐♦♥ 0✐2❡0 ✐♥ ❡❛❝❤ 02❛2❡ ❛♥❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♣❛2❝❤ ❛2 2✐♠❡ t ❢$♦♠ 2❤❡ 0❛♠❡

<✉❛♥2✐2✐❡0 ❛2 2✐♠❡ t− 1✳ R
(1)
0 ✐0 2❤✉0 ❣✐✈❡♥ ❜② 2❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥2 ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ 2❤❡ ♠❛2$✐① ✇❤♦0❡

❡❧❡♠❡♥20 ✐♥ ❧✐♥❡ i ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ j ❛$❡ Trev(i)mji ✭0❡❡ 0✉♣♣♦$2✐♥❣ ✐♥❢♦$♠❛2✐♦♥✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ✸✮✳ ■♥

2❤❡ ❣❡♥❡$❛❧ ❝❛0❡✱ 2❤❡$❡ ✐0 ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐2 ❢♦$♠✉❧❛2✐♦♥ ♦❢ R
(1)
0 ❜✉2 ✐2 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉2❡❞ ♥✉♠❡$✐❝❛❧❧②✳

R
(1)
0 0✉♣♣♦0❡❞ 2❤❛2 ❡♣✐❞❡♠✐❝0 02❛$2 ✇✐2❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐2❡0✐♠❛❧ ✐♥❢❡❝2✐♦✉0 ❧❡0✐♦♥ ❞✐0♣❛2❝❤❡❞ ❛♠♦♥❣

❛❧❧ ♣❛2❝❤❡0✳

❚❤❡ 0❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛0✐♦♥ 2❤$❡0❤♦❧❞✱ R
(2)
0 ✱ 2❛❦❡0 ✐♥2♦ ❛❝❝♦✉♥2 2❤❡ 0♣❛2✐❛❧ ❧♦❝❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡

✐♥♦❝✉❧✉♠✳ R
(2)
0 ✇❛0 ❞❡✜♥❡❞ ✉0✐♥❣ ❛♥ ❤❡✉$✐02✐❝ ♣$♦♣♦0❡❞ ❜② E❛$❦ ❡2 ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✿ ❛ 0✐♥❣❧❡

✐♥❢❡❝2✐♦✉0 ❧❡0✐♦♥ ✐♥ ♣❛2❝❤ i ❣✐✈❡0 ❜✐$2❤ 2♦ rTev(i)mii ♣♦2❡♥2✐❛❧ ♥❡✇ ✐♥❢❡❝2✐♦✉0 ❧❡0✐♦♥0 ✐♥ 2❤❡

0❛♠❡ ♣❛2❝❤ i ❛♥❞ 2♦ rTev(j)mij ♣♦2❡♥2✐❛❧ ♥❡✇ ✐♥❢❡❝2✐♦✉0 ❧❡0✐♦♥0 ✐♥ 2❤❡ ♣❛2❝❤ j✳ ❚❤✉0✱ ❛ 0✐♥❣❧❡

✐♥❢❡❝2✐♦✉0 ❧❡0✐♦♥ ❣✐✈❡ ♣♦2❡♥2✐❛❧❧② ❜✐$2❤ 2♦ ❛ 2♦2❛❧ ♦❢ R
(2)
0 = rT

P
∑

j=1

ev(j)mij ♥❡✇ ✐♥❢❡❝2✐♦✉0

❧❡0✐♦♥0✳

✸✳✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥, ❝♦♥)❡①)

❊♣✐❞❡♠✐❝0 ✇❡$❡ 0✐♠✉❧❛2❡❞ ♦✈❡$ 1000 2✐♠❡ 02❡♣0 ✉0✐♥❣ 2❤❡ 02♦❝❤❛02✐❝ ✈❡$0✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♠♦❞❡❧

✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ 0♣♦$❡0 ♣$♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ 0✐♥❣❧❡ ❧❡0✐♦♥ ❞✉$✐♥❣ ♦♥❡ ❞❛② ✇❛0 0❡2 2♦

r = 2✳ ▲❡0✐♦♥0 ✇❡$❡ 0✉♣♣♦0❡❞ 2♦ $❡♠❛✐♥ ❧❛2❡♥2 ❞✉$✐♥❣ τ = 5 ❞❛②0 ❜❡❢♦$❡ ♣$♦❞✉❝✐♥❣ 0♣♦$❡0

❞✉$✐♥❣ T = 10 ❞❛②0✳ ❖♥ ✈❛$✐❡2② V1✱ 2❤❡ ✐♥❢❡❝2✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛0 ✜①❡❞ 2♦ eV1 = 0.04 2❤❛2

❝♦$$❡0♣♦♥❞0 2♦ ❛ ♥♦♥ 0♣❛2✐❛❧ ❜❛0✐❝ $❡♣$♦❞✉❝2✐✈❡ ♥✉♠❜❡$ ❡<✉❛❧ 2♦ 2 × 10 × 0.04 = 0.8✳ ❖♥

✈❛$✐❡2② V2✱ 2❤❡ ✐♥❢❡❝2✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✈❛$✐❡❞ ❢$♦♠ eV2 = 0.02 2♦ eV2 = 0.2✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♥♦♥ 0♣❛2✐❛❧

$❡♣$♦❞✉❝2✐✈❡ ♥✉♠❜❡$ ✈❛$②✐♥❣ ❢$♦♠ 0.4 2♦ 4✳ ❊♣✐❞❡♠✐❝0 ✇❡$❡ ✐♥✐2✐❛❧✐0❡❞ ❜② 1 ✐♥❢❡❝2✐♦✉0 ❧❡0✐♦♥

✼✻



✸✳✸✳ ❙♣❛%✐❛❧ %❤)❡+❤♦❧❞+ ❢♦) ✐♥✈❛+✐♦♥

✐♥ ♦♥❡ V1 ♣❛&❝❤ ❝❤♦)❡♥ ❛& *❛♥❞♦♠✳ ▼♦❞❡❧ )&♦❝❤❛)&✐❝✐&② ✇❛) &❛❦❡♥ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥& ❜② )✐♠✉❧❛&✐♥❣

&✇♦ ❡♣✐❞❡♠✐❝) ✇✐&❤ &✇♦ ❞✐✛❡*❡♥& )&❛*&✐♥❣ ♣♦✐♥&) ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ &❤❡ 10 ❧❛♥❞)❝❛♣❡ )&*✉❝&✉*❡) ♦❢

♦♥❡ ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥ )&*❛&❡❣②✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐)♦&*♦♣✐❝ ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥&✐❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐)♣❡*)❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✇❛) ✉)❡❞✿

g(|| z − z′ ||) = 2π

m2
0

exp

(

2π

m0

|| z − z′ ||
)

.

✇❤❡*❡ ||z − z′|| ✐) &❤❡ ❞✐)&❛♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ z ❛♥❞ z′✱ ❛♥❞ m0 ✐) ❛ *❛♥❣❡ ♣❛*❛♠❡&❡*✳ ❉✐)♣❡*)❛❧

*❛&❡) ❛♠♦♥❣ ♣❛&❝❤❡) ✇❡*❡ ❝♦♠♣✉&❡❞ ✉)✐♥❣ ❈❛❧✐❋❧♦@@ ✭)❡❡ )❡❝&✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✸✮✳ ❲❡ ❝♦♥)✐❞❡* ❛

)❤♦*& ✭m0 = 150♠✮ ❛♥❞ ❧♦♥❣ ✭m0 = 1500♠✮❞✐)♣❡*)❛❧ *❛♥❣❡✳

✸✳✸✳✺ ❘❡%✉❧(%

✸✳✸✳✺✳✶ ❈♦♠♣❛)✐+♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛+✐♦♥ /❤)❡+❤♦❧❞+

❋✐❣✉*❡ ✸✳✶✹ ❝♦♠♣❛*❡) ♣*❡❞✐❝&✐♦♥) ❜② &❤❡ &✇♦ ✐♥✈❛)✐♦♥ &❤*❡)❤♦❧❞)✳ ❋✐*)&✱ ❛ ❝❧❡❛* ❞✐✛❡*❡♥❝❡

❛♣♣❡❛* ❜❡&✇❡❡♥ R
(1)
0 ❛♥❞ R

(2)
0 ♣❛*&✐❝✉❧❛*❧② ✇❤❡♥ ❞✐)♣❡*)❛❧ ✐) ❧✐♠✐&❡❞✳ ❚❤✐) ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ✐) ✈✐)✐❜❧❡

♥♦& ♦♥❧② ✐♥ &❤❡ ✈❛❧✉❡) ♦❢ R
(1)
0 ❛♥❞ R

(2)
0 ❜✉& ❛❧)♦ ✐♥ &❤❡✐* ♣*❡❞✐❝&✐♦♥) ♦❢ ♣❛&❤♦❣❡♥ ✐♥✈❛)✐♦♥✳ ❋♦*

❡①❛♠♣❧❡✱ R
(2)
0 ❞❡❝*❡❛)❡) ✇❤❡♥ ❛❣❣*❡❣❛&✐♥❣ ✈❛*✐❡&✐❡) ❛♥❞ ✐& ♣*❡❞✐❝&) ❧❡)) ❛♥❞ ❧❡)) ❡♣✐❞❡♠✐❝)

✇❤❡*❡❛) R
(1)
0 ✐♥❝*❡❛)❡) ❛♥❞ ✐&) ♣*❡❞✐❝&✐♦♥) *❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐) ✇❛) ❞✉❡ &♦ &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& ✇❡

✐♥♦❝✉❧❛&❡ ❛ V1 ✜❡❧❞ ❢♦* ✇❤✐❝❤ &❤❡ ♥♦♥ )♣❛&✐❛❧ ❜❛)✐❝ *❡♣*♦❞✉❝&✐✈❡ ♥✉♠❜❡* ✇❛) ❧❡))❡* &❤❛& ♦♥❡✳

❙♦✱ ❜② ❣*♦✉♣✐♥❣ ✈❛*✐❡&✐❡) &❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝) ❛*❡ ❧❡)) ♣*♦❜❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉)❡ &❤❡ ♣❛&❤♦❣❡♥ ❡♥❝♦✉♥&❡*

♠♦*❡ ♦❢&❡♥ &❤❡ ❤♦)& ❢♦* ✇❤✐❝❤ ✐& ✐) ♥♦♥ ❡✣❝✐❡♥&✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ R
(2)
0 ✇❛) ❢♦✉♥❞ ❤✐❣❤❧② ✈❛*✐❛❜❧❡

❜❡&✇❡❡♥ )✐♠✉❧❛&✐♦♥) ✇❤✐❝❤ ✐) ❝♦♥)✐)&❡♥& ✇✐&❤ ❛ ❞❡&❡*♠✐♥❛♥& *♦❧❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ )♣❛&✐❛❧ )&*✉❝&✉*❡) ✐♥

&❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝) ✈✐❛❜✐❧✐&②✳ ❉✐✛❡*❡♥❝❡) ❜❡&✇❡❡♥ R
(1)
0 ❛♥❞ R

(2)
0 ❞❡❝*❡❛)❡ ✇❤❡♥ ✐♥❝*❡❛)✐♥❣ ❞✐)♣❡*)❛❧

*❛♥❣❡✳ ❚❤❡② ❛*❡ *♦✉❣❤❧② ❡K✉❛❧ ❛♥❞ ♣*❡❞✐❝& ❡♣✐❞❡♠✐❝) ✐♥ &❤❡ )❛♠❡ ✇❛② ❢♦* ♠✐①❡❞ )&*❛&❡❣✐❡)✳

❚❤✐) ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❜② &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& ❛ ♠✐①❡❞ )&*❛&❡❣② ❛❧♦♥❣ ✇✐&❤ ❛ ❧♦♥❣ ❞✐)♣❡*)❛❧ *❛♥❣❡

❝♦♥&❡①& ❝♦**❡)♣♦♥❞) &♦ &❤❡ ♠♦*❡ ♥♦♥✲)♣❛&✐❛❧ ❝❛)❡✳ ❚❤✉)✱ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ♣♦)✐&✐♦♥ ♦❢ ✐♥♦❝✉❧✉♠

❞♦❡) ♥♦& ✐♠♣♦*&✳

✸✳✸✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛)✐+♦♥ ❜❡/✇❡❡♥ ✐♥✈❛+✐♦♥ /❤)❡+❤♦❧❞+ ❛♥❞ +✐♠✉❧❛/❡❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝+

❋✐❣✉*❡ ✸✳✶✹ ❛❧❧♦✇) &♦ ❝♦♠♣❛*❡ ✐♥✈❛)✐♦♥ &❤*❡)❤♦❧❞) &♦ )✐♠✉❧❛&❡❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝)✳ ❲❤❡♥ ❞✐)♣❡*)❛❧

*❛♥❣❡ ✇❛) ❧♦✇✱ ❧♦❝❛❧ )&*✉❝&✉*❡) ♣❧❛②❡❞ ❛ ❧❡❛❞✐♥❣ *♦❧❡ ❛♥❞ )✐♠✉❧❛&❡❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝) ✇❡*❡ ❣❧♦❜❛❧❧②

❝♦♥)✐)&❡♥& ✇✐&❤ R
(2)
0 ♣*❡❞✐❝&✐♦♥)✳ ❖♥ &❤❡ ❝♦♥&*❛*②✱ R

(1)
0 ✇❛) ❢❛* ❢*♦♠ )✐♠✉❧❛&✐♦♥) *❡)✉❧&) ❞✉❡

&♦ &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& ✐& ❞♦❡) ♥♦& ❝♦♥)✐❞❡* &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ♣♦)✐&✐♦♥ ♦❢ ✐♥♦❝✉❧✉♠✳ ❚❤✐) ✐) ♣❛*&✐❝✉❧❛*❧② &❤❡

❝❛)❡ ✇❤❡♥ ❣*♦✉♣❡❞ )&*❛&❡❣✐❡) ✇❡*❡ ✉)❡❞✳ ❲❤❡♥ ❞✐)♣❡*)❛❧ *❛♥❣❡ ✇❛) ❧❛*❣❡✱ R
(2)
0 ♣*❡❞✐❝&❡❞

)✐♠✉❧❛&✐♦♥ *❡)✉❧&) ❝♦**❡❝&❧② ❢♦* ❣*♦✉♣❡❞ )&*❛&❡❣✐❡) ❜✉& ♥♦& ✐♥ &❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ ♦♥❡)✳

▼♦*❡♦✈❡*✱ ✇❤✐❧❡ R
(1)
0 ❛♥❞ &❤❡ ♦❜)❡*✈❡❞ ♣*♦❜❛❜✐❧✐&② ♦❢ ❛♥ ❡♣✐❞❡♠✐❝) &♦ ♦❝❝✉* ✐♥❝*❡❛)❡❞ ❜②

❛❣❣*❡❣❛&✐♥❣ ✈❛*✐❡&✐❡)✱ R
(2)
0 ❞❡❝*❡❛)❡❞ ❜② ❛❣❣*❡❣❛&✐♥❣ ✈❛*✐❡&✐❡)✳
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(1)
0 ✭❜❧❛❝❦ ❝❧♦4❡❞ ❝✐$❝❧❡4✮ ❛♥❞ R

(2)
0 ✭$❡❞ ❝❧♦4❡❞ ❝✐$❝❧❡4✮ ✈❛❧✉❡4

❛❧♦♥❣ ✇✐;❤ ;❤❡✐$ $❡4♣❡❝;✐✈❡ ♣$❡❞✐❝;✐♦♥4 ✭❜❧❛❝❦ ❛♥❞ $❡❞ ❞❛4❤❡❞ ❧✐♥❡4✱ $❡4♣❡❝;✐✈❡❧②✮ ♦❢ ♣❛;❤♦❣❡♥

✐♥✈❛4✐♦♥ ❛♥❞ ;❤❡ ♣❛;❤♦❣❡♥ ✐♥✈❛4✐♦♥ ♦❜4❡$✈❡❞ ♦♥ 4✐♠✉❧❛;❡❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝4 ✭♦♣❡♥ ❝✐$❝❧❡4✮ ❛❣❛✐♥4;

eV2 ✳ ❚♦♣ ❧✐♥❡✿ 4❤♦$; ❞✐4♣❡$4❛❧ $❛♥❣❡ ✭m0 = 150♠✮✱ ❜♦;;♦♠ ❧✐♥❡✿ ❧❛$❣❡ ❞✐4♣❡$4❛❧ $❛♥❣❡

✭m0 = 1500♠✮✳ ▲❡❢; ❝♦❧✉♠♥✿ ♠✐①❡❞ ✈❛$✐❡;② ❛❧❧♦❝❛;✐♦♥ 4;$❛;❡❣②✱ ♠✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥✿ ♠♦4❛✐❝

✈❛$✐❡;② ❛❧❧♦❝❛;✐♦♥ 4;$❛;❡❣②✱ $✐❣❤; ❝♦❧✉♠♥✿ ♠♦4❛✐❝ ✈❛$✐❡;② ❛❧❧♦❝❛;✐♦♥ 4;$❛;❡❣②✳ ❋♦$ ❡❛❝❤ eV2

✈❛❧✉❡✱ 10 ❧❛♥❞4❝❛♣❡ 4;$✉❝;✉$❡4 × 2 ✐♥♦❝✉❧✉♠ ❧♦❝❛;✐♦♥4 ✇❡$❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
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#❡✈❡%✐$② ✭❇✉%❞♦♥ ❛♥❞ ❈❤✐❧✈❡%#✱ ✶✾✽✷❀ ▼✉♥❞$✱ ✷✵✵✷✮✳ ■♥ ♥❛$✉%❛❧ ❡❝♦#②#$❡♠#✱ ❞✐❧✉$✐♦♥ ❡✛❡❝$#

♣❛%$✐❝✐♣❛$❡ $♦ $❤❡ ♥♦$✐♦♥ ♦❢ ❵✐♥#✉%❛♥❝❡ ❤②♣♦$❤❡#✐#✬ $❤❛$ ❧✐♥❦# ❞✐✈❡%#✐$② ❛♥❞ %❡#✐#$❛♥❝❡ $♦

✢✉❝$✉❛$✐♦♥# ♦❢ ❜✐♦$✐❝ ♦% ❛❜✐♦$✐❝ ✈❛%✐❛❜❧❡# ✐♥ $❤❡ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥$ ✭▼✐$❝❤❡❧❧ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ 8❛✉$❛##♦

❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳

■♥ ♣❧❛♥$ ♣❛$❤♦❧♦❣②✱ $❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞✐#❡❛#❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥$ ❜❛#❡❞ ♦♥ ♠✐①$✉%❡# ♦❢ #✉#❝❡♣$✐❜❧❡

❛♥❞ %❡#✐#$❛♥$ ❤♦#$# ❤❛# ❧❡❞ $♦ ♥✉♠❡%♦✉# #$✉❞✐❡# ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥# ✭▲❛♥♥♦✉ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❀

●❛%%❡$$ ❛♥❞ ▼✉♥❞$✱ ✶✾✾✾❀ ❩❤✉ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ▼✉♥❞$✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡♥❡## ♦❢ #✉❝❤ ❛

❝♦♥$%♦❧ #$%❛$❡❣② ❤❛# ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥#$%❛$❡❞ ❢♦% ❢♦❧✐❛% ❞✐#❡❛#❡# ✭❇%♦✇♥✐♥❣ ❛♥❞ ❋%❡②✱ ✶✾✻✾✮✱ ✜%#$

✇✐$❤♦✉$ ❝♦♥#✐❞❡%❛$✐♦♥# ♦❢ $❤❡ ❤♦#$ ❛♥❞ ♣❛$❤♦❣❡♥ #♣❛$✐❛❧ ❞✐#$%✐❜✉$✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❛ #❡%✐❡# ♦❢

❡①♣❡%✐♠❡♥$❛❧ ❛♥❞ #✐♠✉❧❛$✐♦♥ #$✉❞✐❡#✱ ❈❤%✐# ▼✉♥❞$ ❛♥❞ ❝♦❧❧✳ #❤♦✇❡❞ ❤♦✇ $❤❡ ❤♦#$ ❣❡♥♦$②♣❡#

#♣❛$✐❛❧ ❛%%❛♥❣❡♠❡♥$ ❛♥❞ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❞✐#$%✐❜✉$✐♦♥ ❧❛%❣❡❧② ❛❝❝♦✉♥$ ❢♦% $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡♥❡## ♦❢ $❤❡

♠✐①$✉%❡ #$%❛$❡❣② ✭▼✉♥❞$ ❛♥❞ ▲❡♦♥❛%❞✱ ✶✾✽✺✱ ✶✾✽✻❀ ▼✉♥❞$ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✽✻✮ ❛♥❞ ❤❡ ✐♥$%♦❞✉❝❡❞

$❤❡ ♥♦$✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥♦$②♣❡ ✉♥✐$ ❛%❡❛ ✭●❯❆✱ ❝♦♥$✐❣✉♦✉# ❛%❡❛ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❛ #✐♥❣❧❡ ❤♦#$ ❣❡♥♦$②♣❡✮✳

▼♦%❡ %❡❝❡♥$❧②✱ ❙❛♣♦✉❦❤✐♥❛ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ #❤♦✇❡❞ ✇✐$❤ ❛ #♣❛$✐❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐$ ♠♦❞❡❧ $❤❛$✱ ✇❤❡♥

❧♦♥❣ ❞✐#♣❡%#❛❧ ❡✈❡♥$# ♦❝❝✉%✱ ❤♦#$ ♠✐①$✉%❡ ❤❛♠♣❡% ❞✐#❡❛#❡ #♣%❡❛❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ #✉#❝❡♣$✐❜❧❡ ✉♥✐$#

❛%❡ #❡♣❛%❛$❡❞ ❜② ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐#$❛♥❝❡ ✇❤❡%❡❛# ❢♦% #❤♦%$✲❞✐#$❛♥❝❡ ❞✐#♣❡%#❛❧ ♦❢ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥✱

%❛♥❞♦♠ ♠✐①$✉%❡# ❛%❡ $❤❡ ♠♦#$ ❡✣❝✐❡♥$✳ ❇✉$ ✐♥ ❛ ♣%❛❝$✐❝❛❧ #✐$✉❛$✐♦♥✱ $❤❡ ♠✐①$✉%❡ ❧❛②♦✉$

✽✺
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 ❡"✉❧%" ♠♦ ❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣ ♦♠✐"❡ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡♦ ❡%✐❝❛❧ ❝♦♥"✐❞❡ ❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛ ♠✐♥❣ ♣ ❛❝%✐"❡" ✭❩❤✉

❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳

■♥ %❤❡ ❝♦♥%❡①% ♦❢ ✈❛ ✐❡%② ♠✐①%✉ ❡"✱ %❤❡ ♥♦%✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝%✐♦♥❛❧ ❞✐✈❡ "✐%② ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡" ❛%

%❤❡ ✜❡❧❞ "❝❛❧❡✳ ■% ✐" ❤♦✇❡✈❡ "% ♦♥❣❧② "✉❣❣❡"%❡❞ %❤❛% ❤♦"% ❞✐✈❡ "✐✜❝❛%✐♦♥ ❛% ❛ ❧❛ ❣❡ "❝❛❧❡

❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❣ ❡❛% ✐♥%❡ ❡"% ❢♦  ❡❞✉❝✐♥❣ ❡♣✐❞❡♠✐❝ "❡✈❡ ✐%② ✐♥ ❛❣ ✐❝✉❧%✉ ❛❧ "②"%❡♠" ✭▼✉♥❞% ❛♥❞

❇ ♦♣❤②✱ ✶✾✽✽❀ ❩❤✉ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ❋❡✇ ❡①♣❡ ✐♠❡♥%❛❧ ❞❛%❛ ❛ ❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛% "✉❝❤ "❝❛❧❡" ✭❜✉%

"❡❡ F❛♣❛G① ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣ ♦❜❛❜❧② ❡①♣❧❛✐♥" %❤❡ ❧♦✇ ✐♥%❡ ❡"% ♦❢ ♣❧❛♥% ♣❛%❤♦❧♦❣✐"%" ❢♦ 

❧❛♥❞"❝❛♣❡ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ❛♣♣ ♦❛❝❤❡" "♦ ❢❛ ✭F❧❛♥%❡❣❡♥❡"% ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❆% %❤❡ "❝❛❧❡ ♦❢ ❛

❧❛ ❣❡ ♣ ♦❞✉❝%✐♦♥ ❛ ❡❛✱ %❤❡ ❤♦"% ✉♥✐% ✐" %❤❡ ✜❡❧❞ ✭✇❤❡%❤❡ ✐% ✐" "♦✇♥ ✇✐%❤ ❛ "✐♥❣❧❡ ❣❡♥♦%②♣❡ ♦ 

❛ ♠✐①%✉ ❡✮ ❛♥❞ %❤❡ ❡①♣❡❝%❡❞ ❞✐❧✉%✐♦♥ ❡✛❡❝%"  ❡❧② ♦♥ %❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%②✱  ❡❧❛%✐✈❡ %♦

%❤❡ ♣❛%❤♦❣❡♥ ❞✐"♣❡ "❛❧✳ ■♥ ❣❡♥❡ ❛❧✱ ❤❛❜✐%❛% ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ✐" ❝ ✉❝✐❛❧ ❢♦ %❤❡ "♣ ❡❛❞ ♦❢ "♣❛%✐❛❧❧②

"% ✉❝%✉ ❡❞ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥" ✭❙L♥❞❣❡ ❛%❤ ❛♥❞ ❙❝❤ L❞❡ ✱ ✷✵✵✷❀ ❈♦♥❞❡"♦ ❛♥❞ ▼❡❡♥%❡♠❡②❡ ✱ ✷✵✵✼✮✳

❆% %❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ "❝❛❧❡✱ %❤❡ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ❞❡❣ ❡❡ ♠❡❛"✉ ❡" ✇❤❡%❤❡ %❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ "% ✉❝%✉ ❡

❢❛❝✐❧✐%❛%❡" ♦ ✐♠♣❡❞❡" ♠♦✈❡♠❡♥%" ❛♠♦♥❣ ❤❛❜✐%❛% ♣❛%❝❤❡" ✭❚❛②❧♦ ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✮✳ ■% ❞❡♣❡♥❞"

♦♥ ❢♦✉ ❝♦♠♣♦♥❡♥%"✿ ✭✶✮ %❤❡ ♣ ♦♣♦ %✐♦♥ ❛♥❞ ✭✷✮ %❤❡ ❛❣❣ ❡❣❛%✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❤❛❜✐%❛% %②♣❡"✱ ✭✸✮

%❤❡ ❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ♦ ❣❛♥✐"♠ %♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦♥ ❡❛❝❤ ❤❛❜✐%❛% ❛♥❞ ✭✹✮ %♦ ❞✐"♣❡ "❡ ❛♠♦♥❣ %❤❡♠

✭❲✐%❤ ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✳ ❙❡✈❡ ❛❧ ♠♦❞❡❧" ✐♥ %❤❡ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐%❡ ❛%✉ ❡ "%✉❞② %❤❡ ❡✛❡❝% ♦❢ ❤❛❜✐%❛%

❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ♦♥ %❤❡ "♣ ❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ♦ ❣❛♥✐"♠ ❛% %❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ "❝❛❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ %❤❛% ❤❛❜✐%❛%

"% ✉❝%✉ ❡ ✐♥%❡ ❛❝%" "% ♦♥❣❧② ✇✐%❤ %❤❡ ❞✐"♣❡ "❛❧ ❛❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ♦ ❣❛♥✐"♠ ✭❍❛❧❡ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀

❲✐%❤✱ ✷✵✵✷✮✳ ■♥ ❛❣ ✐❝✉❧%✉ ❛❧ ❧❛♥❞"❝❛♣❡"✱ ♠♦"% ♦❢ %❤❡ "♣❛❝❡ ✐" ❞❡✈♦%❡❞ %♦ ❛ ❢❡✇ ❤♦"%

"♣❡❝✐❡" ♦ ✈❛ ✐❡%✐❡"✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡" %❤❡ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ♦❢ ♣❛%❤♦❣❡♥ ❤❛❜✐%❛%" ✈❡ ② ❤✐❣❤ ✭▼❛ ❣♦"✐❛♥

❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ■♥ %❤✐" ❝♦♥%❡①%✱ ❛ ❣❡♥❡ ❛❧ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ♦❢ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ✐" %♦ ❡✈❛❧✉❛%❡

✇❤❡%❤❡ %❤✐" ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② ❝❛♥ ❜❡  ❡❞✉❝❡❞ ✇✐%❤ ❛ "✐❣♥✐✜❝❛♥% ✐♠♣❛❝% ♦♥ ❡♣✐❞❡♠✐❝ "❡✈❡ ✐%②✳

▲❛♥❞"❝❛♣❡ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ❛♣♣ ♦❛❝❤❡" ❛ ❡ "%✐❧❧ "❝❛ ❝❡ ✐♥ %❤❡ ♣❤②%♦♣❛%❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐%❡ ❛%✉ ❡✳

F❛ ♥❡❧❧ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❢♦ ❆"✐❛%✐❝ ❈✐% ✉" ❈❛♥❦❡ ✱ ❛♥❞ ❙❦❡❧"❡② ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ❢♦ ♣♦%❛%♦ ❧❛%❡

❜❧✐❣❤%✱ ❛ ❡ %✇♦  ❡❝❡♥% ❡①❛♠♣❧❡"✳ F❛ ♥❡❧❧ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ "%✉❞② %❤❡ "♣ ❡❛❞ ♦❢ ❢✉♥❣✐❝✐❞❡  ❡"✐"%❛♥%

♣❛%❤♦❣❡♥ "% ❛✐♥" ❛♥❞ "❤♦✇ %❤❛% ✐%" ❛❜✐❧✐%② %♦ ✐♥✈❛❞❡ ❞❡♣❡♥❞" ♦♥ ❛♥ ✐♥%❡ ❛❝%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡

♣ ♦♣♦ %✐♦♥ ♦❢ "✉✐%❛❜❧❡ ❤❛❜✐%❛% ✐♥ %❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ ❛♥❞ %❤❡ ✐♥% ❛✲✜❡❧❞  ❡♣ ♦❞✉❝%✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐%② ♦❢

%❤❡ ♣❛%❤♦❣❡♥✳ ◆❡✈❡ %❤❡❧❡""✱ %❤❡② ❞♦ ♥♦% ❝♦♥"✐❞❡ ❡①♣❧✐❝✐%❧② %❤❡ ♣❛%❤♦❣❡♥ ❞✐"♣❡ "❛❧ ❝❛♣❛❝✐%✐❡"

❛♥❞ %❤❡ "♣❛%✐❛❧ ❞✐"% ✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ "♣ ❛②❡❞ ✜❡❧❞"✳ ❙❦❡❧"❡② ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ "❤♦✇" %❤❛% ❝❧✉"%❡ ✐♥❣

♣♦%❛%♦ ❝✉❧%✐✈❛%✐♦♥ ✐♥ "♦♠❡ ♣❛ %" ♦❢ ❛  ❡❣✐♦♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ %❤❡ "♣ ❡❛❞ ✇✐%❤✐♥ "✉❝❤ ❛ ❝❧✉"%❡ ✇❤✐❧❡

✐% ❞❡❧❛②❡❞ "♣ ❡❛❞ ❢ ♦♠ ♦♥❡ ❝❧✉"%❡ ✳ ❍♦✇❡✈❡ %❤❡② ❞♦ ♥♦% "♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝♦♥"✐❞❡ %❤❡ ❡✛❡❝% ♦❢

❞✐✛❡ ❡♥❝❡" ✐♥ %❤❡  ❡"✐"%❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧" ♦❢ %❤❡ ✈❛ ✐❡%✐❡" ♦♥ %❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ "♣ ❡❛❞✳

■♥ %❤✐" ❛ %✐❝❧❡✱ ✇❡ "%✉❞② ❤♦✇ %❤❡ ❢♦✉ ❛❜♦✈❡ ❝✐%❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥%" ♦❢ ❤❛❜✐%❛% ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%②

❞❡%❡ ♠✐♥❡ %❤❡ "♣ ❡❛❞✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐%② ♦❢ ❛ ♣❛%❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❛% %❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ "❝❛❧❡✳ ❚♦ %❤✐"

❛✐♠✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ "♣❛%✐❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐% ♠♦❞❡❧  ❡♣ ❡"❡♥%✐♥❣ %❤❡ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝" ♦❢ ❛♥

❛✐ ✲❜♦ ♥❡ ❢♦❧✐❛ ❞✐"❡❛"❡ ✐♥ ❛♥ ❛❣ ✐❝✉❧%✉ ❛❧ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ %❡""❡❧❧❛%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞" ✭❖❦❛❜❡

✽✻



✹✳✷✳ ▼❛%❡'✐❛❧* ❛♥❞ ♠❡%❤♦❞*

❡! ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮ ❛♥❞ ❝❧❛--✐❝❛❧ ♠❛!0✐① ♣♦♣✉❧❛!✐♦♥ ♠♦❞❡❧- ✭❈❛-✇❡❧❧✱ ✷✵✵✶✮✳ ❲❡ ✜0-! ♣0❡-❡♥!

!❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣0♦❛❝❤ ❛♥❞ !❤❡ ❛♥❛❧②-❡- ♣❡0❢♦0♠❡❞ ♦♥ !❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥ !❤❡ 0❡-✉❧!- ♦❢ !❤❡

-✐♠✉❧❛!✐♦♥ -!✉❞② ❛0❡ -❤♦✇♥ ❛♥❞ ❞✐-❝✉--❡❞✳

✹✳✷ ▼❛%❡'✐❛❧* ❛♥❞ ♠❡%❤♦❞*

✹✳✷✳✶ $♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝1 ♠♦❞❡❧

❲❡ ❞❡-❝0✐❜❡ ❤❡0❡ ❛♥ ❛✐0✲❜♦0♥❡ ♣❧❛♥! ♣❛0❛-✐!❡ -♣0❡❛❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ❛ -♣❛!✐❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐!

❛❣0✐❝✉❧!✉0❛❧ ❧❛♥❞-❝❛♣❡✳ ❚❤❡ ❧❛♥❞-❝❛♣❡ ✐- ❝♦♥-✐❞❡0❡❞ ❛- ❛ -❡! ♦❢ ✜❡❧❞- 0❡♣0❡-❡♥!❡❞ ❜② ♣♦❧②❣♦♥-✱

❡❛❝❤ ❝♦♥!❛✐♥✐♥❣ ❛ -✉-❝❡♣!✐❜❧❡ ♦0 ❛ 0❡-✐-!❛♥! ✈❛0✐❡!②✳ ❋✐❡❧❞ ♣❛!!❡0♥- ❛0❡ ♦❜!❛✐♥❡❞ ✇✐!❤

!❡--❡❧❧❛!✐♦♥ ♠❡!❤♦❞-✳ ❱❛0✐❡!✐❡- ♦❢ !❤❡ ❤♦-! ♣❧❛♥! ❛0❡ ❛❧❧♦❝❛!❡❞ !♦ !❤❡ ✜❡❧❞ ✇✐!❤ ❛ ❝♦♥!0♦❧ ♦❢

!❤❡ ✈❛0✐❡!② ♣0♦♣♦0!✐♦♥- ❛♥❞ ❛❣❣0❡❣❛!✐♦♥ ❧❡✈❡❧-✳ ■♥ ♦0❞❡0 !♦ ❞❡-❝0✐❜❡ !❤❡ ♣❛!❤♦❣❡♥ ❞✐-♣❡0-❛❧ ❛!

❛ 0❡❛❧✐-!✐❝ -❝❛❧❡✱ !❤❡ ✜❡❧❞- ❛0❡ -✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥!♦ -♠❛❧❧❡0 ✉♥✐!- ♥❛♠❡❞ ❵✐♥!0❛✲✜❡❧❞ ♣❛!❝❤❡-✬ ❛♥❞

!❤❡ ♣❛!❤♦❣❡♥ ❞✐-♣❡0-❡- ❛♠♦♥❣ ♣❛!❝❤❡-✱ ✇❤❡!❤❡0 ✐♥!0❛✲✜❡❧❞ ♦0 ❜❡!✇❡❡♥✲✜❡❧❞-✳ ❚❤❡ ♣❛!❤♦❣❡♥

♣♦♣✉❧❛!✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝- ✐- -✐♠✉❧❛!❡❞ ✇✐!❤ ❛ ♠❛!0✐① ♣♦♣✉❧❛!✐♦♥ ♠♦❞❡❧ -!0✉❝!✉0❡❞ ❜② !❤❡ ♣❛!❝❤❡-✳

❚❤❡ ❞✐-♣❡0-❛❧ 0❛!❡- ❛♠♦♥❣ ♣❛!❝❤❡- ❛0❡ ❝♦♠♣✉!❡❞ ❢0♦♠ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐-♣❡0-❛❧ ❢✉♥❝!✐♦♥✳

✹✳✷✳✶✳✶ ❍♦&' ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥'

❚❤❡ ❤♦-! ❡♥✈✐0♦♥♠❡♥! ✐- ❛ 2000 × 2000♠2
0❡❣✐♦♥ ❝♦♠♣♦-❡❞ ♦❢ ❛❜♦✉! 150 ✜❡❧❞-✳ ❚❤❡

✜❡❧❞ -✐③❡- ❛♥❞ -❤❛♣❡- ❛0❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐!❤ ❛ !❡--❡❧❧❛!✐♦♥ ♠❡!❤♦❞ !❤❛! ❝♦♥-✐-!❡❞ ✐♥ ♠❡-❤✐♥❣ !❤❡

-I✉❛0❡ 0❡❣✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥!0♦❧❧✐♥❣ ❜♦!❤ !❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥- ❛♥❞ !❤❡✐0 ❣❡♦♠❡!0✐❝❛❧ ❢♦0♠ ✭-❡❡

❝❤❛♣!❡0 ✸✮✳ ❚❤❡ !❡--❡❧❧❛!✐♦♥ ❛❧❣♦0✐!❤♠ ✐- ❜❛-❡❞ ♦♥ ▼❛0❦♦✈ ❈❤❛✐♥ ▼♦♥!❡✲❈❛0❧♦ ✭▼❈▼❈✮

♠❡!❤♦❞-✳ ❚❤❛♥❦- !♦ !❤❡ -!♦❝❤❛-!✐❝✐!② ♦❢ !❤❡ ❛❧❣♦0✐!❤♠✱ -❡✈❡0❛❧ ✜❡❧❞ ♣❛!!❡0♥- ✇✐!❤ !❤❡ -❛♠❡

-♣❛!✐❛❧ ❝❤❛0❛❝!❡0✐-!✐❝- ✭♥✉♠❜❡0 ♦❢ ♣♦❧②❣♦♥- ❛♥❞ !❤❡✐0 ❢♦0♠✮ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡0❛!❡❞ ✭✜❣✉0❡ ✹✳✶✮✳

❙✐♥❝❡ ♣❛!❤♦❣❡♥- ✉-✉❛❧❧② ❞✐-♣❡0-❡ ❛! ❛ -♠❛❧❧❡0 -❝❛❧❡ !❤❛♥ !❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❡❧❞✱ ❛! !❤❡ !❡♠♣♦0❛❧

-❝❛❧❡ ❝♦♥-✐❞❡0❡❞✱ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ✐- ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥!♦ ♣❛!❝❤❡- ❜② ✐♥!❡0❝❡♣!✐♥❣ ❛ 0❡❣✉❧❛0 ❣0✐❞ ♦❢ 100×100♠2

-I✉❛0❡- ✇✐!❤ !❤❡ ✇❤♦❧❡ -✐♠✉❧❛!❡❞ ❛0❡❛✳ ❚❤❡ ♣❛!❝❤ ✐- !❤❡♥ !❤❡ -♣❛!✐❛❧ ✉♥✐! ♦❢ !❤❡ -②-!❡♠ ❛♥❞

!❤❡ ♣❛!❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛!✐♦♥ ✐- -✉♣♣♦-❡❞ !♦ ❜❡ ♣❡0❢❡❝!❧② ♠✐①❡❞ ❛! !❤❡ ♣❛!❝❤ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♣❛!❤♦❣❡♥

❞✐-♣❡0-❡- ❛♠♦♥❣ !❤❡ ♣❛!❝❤❡- ❛♥❞ !❤✐- -✐♠✉❧❛!❡- ❜♦!❤ ✐♥!0❛✲ ❛♥❞ ❜❡!✇❡❡♥✲✜❡❧❞ ❞✐-♣❡0-❛❧✳

❊❛❝❤ ✜❡❧❞ ❝♦♥!❛✐♥- ❡✐!❤❡0 ❛ -✉-❝❡♣!✐❜❧❡ ✭SV ✮ ♦0 ❛ 0❡-✐-!❛♥! ✭RV ✮ ✈❛0✐❡!② ✭❛❧❧ ♣❛!❝❤❡- ♦❢

!❤❡ -❛♠❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥!❛✐♥ !❤❡ -❛♠❡ ✈❛0✐❡!②✮✳ ❚❤❡ -♣❛!✐❛❧ ❛00❛♥❣❡♠❡♥! ♦❢ SV ❛♥❞ RV ❛♠♦♥❣

✜❡❧❞- ✐- ❞❡-❝0✐❜❡❞ ❜② !❤❡✐0 ♣0♦♣♦0!✐♦♥- ❛♥❞ !❤❡✐0 ❛❣❣0❡❣❛!✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❛! !❤❡ ❧❛♥❞-❝❛♣❡ -❝❛❧❡✳

❚❤❡ ✈❛0✐❡!② ♣0♦♣♦0!✐♦♥- ❛0❡ ❝❛❧❝✉❧❛!❡❞ ❢0♦♠ !❤❡✐0 0❡-♣❡❝!✐✈❡ !♦!❛❧ ❛❝0❡❛❣❡ ✐♥ !❤❡ ❧❛♥❞-❝❛♣❡✳

❋♦0 ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ♦❢ !❤❡ ❧❛♥❞-❝❛♣❡✱ !❤❡ ♣0♦♣♦0!✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉0 ✜❡❧❞- ✭✐✳❡✳ ✜❡❧❞- ❞✐-!❛♥! ❢0♦♠ ❧❡--

!❤❛♥ 50♠✮ ❝♦♥!❛✐♥✐♥❣ !❤❡ -❛♠❡ ✈❛0✐❡!② ✐- ❝♦♠♣✉!❡❞ ❛♥❞ !❤❡ ❛✈❡0❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ !❤✐- ✈❛0✐❛❜❧❡

✽✼



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❍♦✇ ❝♦✉❧❞ 0♣❛$✐❛❧ ❤❡$❡&♦❣❡♥❡✐$② ❞❡❝&❡❛0❡ ❞✐0❡❛0❡ 0❡✈❡&✐$②❄

0 500 1000 1500 2000

0
5

0
0

1
0

0
0

1
5

0
0

2
0

0
0

(a)

0 500 1000 1500 2000

0
5

0
0

1
0

0
0

1
5

0
0

2
0

0
0

(b)

0 500 1000 1500 2000

0
5
0
0

1
0
0
0

1
5
0
0

2
0

0
0

(c)

0 500 1000 1500 2000

0
5
0
0

1
0
0
0

1
5
0
0

2
0

0
0

(d)

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧❛♥❞4❝❛♣❡4 ✇✐7❤ ❞✐✛❡$❡♥7 ✈❛$✐❡7② ❛❧❧♦❝❛7✐♦♥4✿ ❛✱ 30% ♦❢ RV ❛♥❞

♠✐①❡❞ 47$❛7❡❣②❀ ❜ ❛♥❞ ❞✱ 30% ♦❢ RV ❛♥❞ ❣$♦✉♣❡❞ 47$❛7❡❣✐❡4❀ ❝✱ 30% ♦❢ RV ❛♥❞ ♠♦4❛✐❝

47$❛7❡❣②✳ ?❛♥❡❧4 ❛ ❛♥❞ ❜ ❤❛✈❡ 7❤❡ 4❛♠❡ ✜❡❧❞ ♣❛77❡$♥✱ ❞✐✛❡$✐♥❣ ❢$♦♠ ❝ ❛♥❞ ❢$♦♠ ❞✳

❞❡✜♥❡4 7❤❡ ❛❣❣$❡❣❛7✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 7❤❡ ✈❛$✐❡7✐❡4✳ SV ❛♥❞ RV ❛$❡ ❞✐4♣❛7❝❤❡❞ ❛♠♦♥❣ ✜❡❧❞4 ✉4✐♥❣

❛ 4✐♠✉❧❛7❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦$✐7❤♠ ✭❑✐$❦♣❛7$✐❝❦ ❡7 ❛❧✳✱ ✶✾✽✸✮✳ ■7 ✐4 ❛ 47♦❝❤❛47✐❝ ❛❧❣♦$✐7❤♠ 7❤❛7

♣❡$❢♦$♠4 ❝♦♥47$❛✐♥❡❞ ♦♣7✐♠✐4❛7✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❦❡4 ✐7 ♣♦44✐❜❧❡ 7♦ ❣❡♥❡$❛7❡ ♣4❡✉❞♦✲$❛♥❞♦♠ ✈❛$✐❡7②

❛❧❧♦❝❛7✐♦♥ $❡♣❧✐❝❛7❡4 ✇❤✐❧❡ ❝♦♥7$♦❧❧✐♥❣ 7❤❡✐$ ♣$♦♣♦$7✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❣$❡❣❛7✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭✜❣✉$❡ ✹✳✶✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ 7❤❡ ❧❛♥❞4❝❛♣❡ 47$✉❝7✉$❡ ✐4 ❞❡✜♥❡❞ ❜② 7❤❡ ✜❡❧❞ ♣❛77❡$♥ ✭♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✜❡❧❞4 ❛♥❞ 7❤❡✐$

❢♦$♠✮✱ 7❤❡ ✈❛$✐❡7② ♣$♦♣♦$7✐♦♥4 ❛♥❞ 7❤❡ ✈❛$✐❡7② ❛❣❣$❡❣❛7✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳

✹✳✷✳✶✳✷ ❲✐&❤✐♥✲♣❛&❝❤ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝2

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣❛7❤♦❣❡♥ ❞②♥❛♠✐❝4 ✐4 ❛ 47♦❝❤❛47✐❝ ❛♥❞ ❞✐4❝$❡7❡ 7✐♠❡ ❍▲■❘ ♠♦❞❡❧

✭▼❛❞❞❡♥ ❡7 ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 4♣♦$❡4 ❛$❡ 7❤❡ ♣$♦♣❛❣✉❧❡ 47❛7❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛44✉♠❡❞ 7❤❛7 7❤❡

❧♦❝❛❧ ♣❛7❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛7✐♦♥ ✐4 ♣❡$❢❡❝7❧② ♠✐①❡❞ ❛7 7❤❡ ♣❛7❝❤ ❧❡✈❡❧✱ ❡❛❝❤ ♣❛7❝❤ ✐4 ❝♦♥4✐❞❡$❡❞ ❛4

✽✽



✹✳✷✳ ▼❛%❡'✐❛❧* ❛♥❞ ♠❡%❤♦❞*

❛ !❡# ♦❢ ✐♥❢❡❝#✐♦♥ !✐#❡! ✇✐#❤ ♥♦ !♣❛#✐❛❧ !#-✉❝#✉-❡✳ ❚❤❡ ❝❛--②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐#② ✭ ✐✳❡✳ #❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢

✐♥❢❡❝#✐♦♥ !✐#❡!✮ ♦❢ ♣❛#❝❤ i✱ Ki✱ ✐! ✜①❡❞ ❛♥❞ ♣-♦♣♦-#✐♦♥❛❧ #♦ #❤❡ ❛-❡❛ ♦❢ #❤❡ ♣❛#❝❤✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❞❡!❝-✐❜❡! #❤❡ ❡✈♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ✐♥❢❡❝#✐♦♥ !✐#❡! ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ !#❛#❡!✿ ❤❡❛❧#❤②

!✐#❡! ✭H✮✱ ❝♦♥#❛♠✐♥❛#❡❞ !✐#❡! ✭S ′✮✱ ❧❛#❡♥# ❧❡!✐♦♥! ✭L✮✱ ✐♥❢❡❝#✐♦✉! ❧❡!✐♦♥! ✭I✮ ❛♥❞ -❡♠♦✈❡❞ !✐#❡!

✭R✮✳ ❋✐❣✉-❡ ✹✳✷ !❤♦✇! ❛ ❣-❛♣❤✐❝❛❧ -❡♣-❡!❡♥#❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♠♦❞❡❧✳

▲❡# v(i) ❜❡ #❤❡ ❤♦!# #②♣❡ ✭✈❛-✐❡#②✮ ❡♥❝♦✉♥#❡-❡❞ ♦♥ ♣❛#❝❤ i✳ ■♥ #❤✐! ♣❛#❝❤✱ ❛ ❝♦♥#❛♠✐♥❛#❡❞

!✐#❡ ❜❡❝♦♠❡! ✐♥❢❡❝#❡❞ ✇✐#❤ ❛ ♣-♦❜❛❜✐❧✐#② ev(i) ✭✐♥❢❡❝#✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✮✳ ❲❤❡♥ ✐♥❢❡❝#❡❞✱ #❤❡ !✐#❡

-❡♠❛✐♥! ❧❛#❡♥# ❞✉-✐♥❣ τv(i) ❞❛②! ✭❧❛#❡♥# ♣❡-✐♦❞✮ ❜❡❢♦-❡ ♣-♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ !♣♦-❡!✳ ❆❢#❡- Tv(i)

❞❛②! ♦❢ !♣♦-✉❧❛#✐♦♥ ✭✐♥❢❡❝#✐♦✉! ♣❡-✐♦❞✮✱ #❤❡ !✐#❡ ✐! -❡♠♦✈❡❞✳ ❆♥ ✐♥❢❡❝#✐♦✉! ❧❡!✐♦♥ ♣-♦❞✉❝❡!

rv(i) !♣♦-❡! ♣❡- ❞❛②✳ ❚❤❡ !♣♦-❡! -❡♠❛✐♥ ✐♥ #❤❡✐- ♣❛#❝❤ ♦❢ ♦-✐❣✐♥ i ✇✐#❤ ❛ ♣-♦❜❛❜✐❧✐#② mii

✭❛✉#♦✐♥❢❡❝#✐♦♥✮ ♦- ❞✐!♣❡-!❡ ♦♥ ❛♥♦#❤❡- ♣❛#❝❤ ✭❛❧❧♦✐♥❢❡❝#✐♦♥✮ j ✇✐#❤ ❛ ♣-♦❜❛❜✐❧✐#② mij✳ ■♥

♣❛#❝❤ i✱ ❛ !♣♦-❡ ✐! ❞❡♣♦!✐#❡❞ ♦♥ ❛ ❤❡❛❧#❤② !✐#❡ ✭❛♥❞ #❤❡ !✐#❡ ❜❡❝♦♠❡! ❝♦♥#❛♠✐♥❛#❡❞✮ ✇✐#❤ #❤❡

♣-♦❜❛❜✐❧✐#② π
(Hi(t− 1)

Ki

)

✱ ❛♥ ✐♥❝-❡❛!✐♥❣ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♣-♦♣♦-#✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛❧#❤② !✐#❡! ✐♥ #❤❡

♣❛#❝❤✳ ❙♣♦-❡! #❤❛# ❞♦ ♥♦# !✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ✐♥❢❡❝#✐♥❣ ❛ !✐#❡ ❛-❡ -❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡#❡ ❞❡!❝-✐♣#✐♦♥ ♦❢

#❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐! ❣✐✈❡♥ ✐♥ !✉♣♣♦-#✐♥❣ ✐♥❢♦-♠❛#✐♦♥ ✭❛♣♣❡♥❞✐① ✷✮ ❛♥❞ #❛❜❧❡ ✹✳✶ ❣✐✈❡! #❤❡ #-❛♥!✐#✐♦♥!

❜❡#✇❡❡♥ ❡❛❝❤ !#❛#❡✳

❚❤❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ π(.) ❝❛♥ #❛❦❡ ❞✐✛❡-❡♥# ❢♦-♠! #❤❛# -❡✢❡❝# ❛ ❝❡-#❛✐♥ ❤❡#❡-♦❣❡♥❡✐#② ❛♠♦♥❣

!✐#❡!✳ ❲❤❡♥ π
(Hi(t− 1)

Ki

)

=
Hi(t− 1)

Ki

✱ ❛❧❧ #❤❡ !✐#❡! ✐♥ ❛ ♣❛#❝❤ ❤❛✈❡ #❤❡ !❛♠❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐#②

#♦ ❜❡ ❝♦♥#❛♠✐♥❛#❡❞✳ ❖♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❧❛♥#✱ ❤♦✇❡✈❡-✱ ♥♦# ❛❧❧ !✐#❡! ❛-❡ ❡K✉❛❧❧② ❛❝❝❡!!✐❜❧❡ #♦

#❤❡ !♣♦-❡! ❜❡❝❛✉!❡ #❤❡ ❤♦!# ♣❧❛♥# ❤❛! ❛ ❝❡-#❛✐♥ ♣❤②!✐❝❛❧ !#-✉❝#✉-❡✳ ❍❡-❡ ✇❡ ❝♦♥!✐❞❡- #❤❛#

#❤❡ ❧❛!# ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢❡❝#✐♦♥ !✐#❡! ❛-❡ ♠♦-❡ ❞✐✣❝✉❧# #♦ -❡❛❝❤ ❜② ✉!✐♥❣ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ !✐❣♠♦✐❞

❢✉♥❝#✐♦♥ ❢♦- π(.)✿

π(x) = 1−
exp

(

− κxσ
)

− exp(−κ)
1− exp(−κ)

M❛-❛♠❡#❡-! κ > 0 ❛♥❞ σ ≥ 0 ❞❡#❡-♠✐♥❡ #❤❡ !✐❣♠♦✐❞ ❢♦-♠✳ ❚❤✐! ❛❧❧♦✇! !✐♠✉❧❛#✐♥❣ !♠♦♦#❤❡-

❛♥❞ ♣-♦❜❛❜❧② ♠♦-❡ -❡❛❧✐!#✐❝ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝!✳

❇❛!❡❞ ♦♥ ✐#! ❧♦❝❛❧ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡✱ #❤❡ ♣❛#❤♦❣❡♥ ❛❜✐❧✐#② #♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛-✐❡#② ❝❛♥ ❜❡

❞❡!❝-✐❜❡❞ ❜② ✐#! ❜❛!✐❝ -❡♣-♦❞✉❝#✐✈❡ ♥✉♠❜❡-✱ R0✳ ❆❝❝♦-❞✐♥❣ #♦ ▼❛❞❞❡♥ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ #❤❡

❜❛!✐❝ -❡♣-♦❞✉❝#✐✈❡ ♥✉♠❜❡- ♦♥ SV ✭-❡!♣❡❝#✐✈❡❧② RV ✮ ✐! R
(SV )
0 = eSV rSV TSV ✭-❡!♣❡❝#✐✈❡❧②

R
(RV )
0 = eRV rRV TRV ✮✳ ❘❡❝✐♣-♦❝❛❧❧②✱ #❤❡ -❡!✐!#❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ✈❛-✐❡#② ✐! ❝❤❛-❛❝#❡-✐!❡❞ ❜② #❤❡

♣❛#❤♦❣❡♥ R0 ♦♥ #❤❛# ✈❛-✐❡#②✳

✹✳✷✳✶✳✸ ❉✐'♣❡*'❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

❙♦✉❜❡②-❛♥❞ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❡!#✐♠❛#❡❞ #❤❡ ✐♥#-❛✲✜❡❧❞ ❞✐!♣❡-!❛❧ ♦❢ ②❡❧❧♦✇ -✉!# ✭❛ ✇❤❡❛#

❞✐!❡❛!❡ ❝❛✉!❡❞ ❜② #❤❡ ❢✉♥❣❛❧ ♣❛#❤♦❣❡♥ 0✉❝❝✐♥✐❛ *%'✐✐❢♦'♠✐*✮ ✉"✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥+✐❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✽✾
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✿ ●$❛♣❤✐❝❛❧ $❡♣$❡0❡♥2❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣♦♣✉❧❛2✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝0 ♠♦❞❡❧✳ Hi✿ ♥✉♠❜❡$ ♦❢

❤❡❛❧2❤② 0✐2❡0 ✐♥ ♣❛2❝❤ i✱ Li✿ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❧❛2❡♥2 0✐2❡0 ✐♥ ♣❛2❝❤ i✱ Ii✿ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✐♥❢❡❝2✐♦✉0 0✐2❡0
✐♥ ♣❛2❝❤ i✱ Ri✿ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ $❡♠♦✈❡❞ 0✐2❡0 ✐♥ ♣❛2❝❤ i✱ Si✿ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ 0♣♦$❡0 ✐♥ ♣❛2❝❤ i✱ S ′i✿
♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❝♦♥2❛♠✐♥❛2❡❞ 0✐2❡0 ✐♥ ♣❛2❝❤ i✳ τ ✿ ❧❛2❡♥❝② ♣❡$✐♦❞✱ T ✿ ✐♥❢❡❝2✐♦✉0 ♣❡$✐♦❞✱ r✿ 0♣♦$❡
♣$♦❞✉❝2✐♦♥ ♣❡$ ❧❡0✐♦♥ ♣❡$ ❞❛②✱ m✿ ❞✐0♣❡$0❛❧ $❛2❡0✱ π(.)✿ ❝♦♥2❛♠✐♥❛2✐♦♥ ❢✉♥❝2✐♦♥✱ e✿ ✐♥❢❡❝2✐♦♥
❡✣❝✐❡♥❝②✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❚$❛♥0✐2✐♦♥0 ♦❢ 2❤❡ 02♦❝❤❛02✐❝ ♠♦❞❡❧✳

❉❡0❝$✐♣2✐♦♥ ◆♦2❛2✐♦♥ ❚$❛♥0✐2✐♦♥

❙♣♦$❡ ❝❧♦✉❞ Si(t)
∑P

j=1 rIj(t− 1)µji

❙✐2❡ ❝♦♥2❛♠✐♥❛2✐♦♥ S ′i(t) min (Bin (Hi(t− 1), πi(t)) , Si(t))
■♥❢❡❝2✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛❧2❤② 0✐2❡0 Hi(t− 1)→ Li,p(t) Bin

(

S ′i(t), ev(i)
)

◆❡✇ ✐♥❢❡❝2✐♦✉0 ❧❡0✐♦♥0 Li(t− 1)→ Ii(t) Bin
(

Li(t− 1), 1− e−
1
τ

)

◆❡✇ $❡♠♦✈❡❞ ❧❡0✐♦♥0 Ii(t− 1)→ Ri(t) Bin
(

Ii(t− 1), 1− e−
1
T

)

✾✵



✹✳✷✳ ▼❛%❡'✐❛❧* ❛♥❞ ♠❡%❤♦❞*

❞✐"♣❡%"❛❧ ❢✉♥❝,✐♦♥ ,❤❛, ❝♦♥"✐❞❡%" ,✇♦ ❦✐♥❞" ♦❢ ❛♥✐"♦,%♦♣②✱ ✐♥ ❞❡♥"✐,② ❛♥❞ ❞✐",❛♥❝❡✳ ❍❡%❡ ✇❡

✉"❡ ❛ "✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡%"✐♦♥ ♦❢ ,❤✐" ❢✉♥❝,✐♦♥✱ ❛""✉♠✐♥❣ ,❤❛, "♣♦%❡ ❞✐"♣❡%"❛❧ ✐" ✐"♦,%♦♣✐❝✳ ▼♦%❡

"♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ,❤❡ ♣%♦♣♦%,✐♦♥ ♦❢ "♣♦%❡" ❡♠✐,,❡❞ ❢%♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ "♦✉%❝❡ ♣♦✐♥, z ❛♥❞ ❛%%✐✈✐♥❣ ❛, ❛

❣✐✈❡♥ %❡❝❡♣,✐♦♥ ♣♦✐♥, z′ ✐" ❣✐✈❡♥ ❜② ,❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐"♣❡%"❛❧ ❢✉♥❝,✐♦♥✿

g(|| z − z′ ||) = 2π

m2
0

exp

(

2π

m0

|| z − z′ ||
)

,

✇❤❡%❡ ||z − z′|| ✐" ,❤❡ ❞✐",❛♥❝❡ ❜❡,✇❡❡♥ z ❛♥❞ z′✱ ❛♥❞ m0 ✐" ❛ %❛♥❣❡ ♣❛%❛♠❡,❡%✳ ❋♦% ❛ ♠♦%❡

%❡❛❧✐",✐❝ ❞❡"❝%✐♣,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ "♣♦%❡ ❞✐"♣❡%"❛❧✱ ,❤❡ ❛♠♦✉♥, ♦❢ "♣♦%❡" ❞✐"♣❡%"❡❞ ❢%♦♠ ♣❛,❝❤ i ,♦

♣❛,❝❤ j ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛,❡❞ ❛"✿

mij =

∫

Ai

∫

Aj

g(|| z − z′ ||) dz′ dz. ✭✹✳✶✮

❚❤❡ ✐♥,❡❣%❛,✐♦♥ ✐" ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❜❡,✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣❛✐%" ♦❢ ♣♦✐♥," ,❤❛, ❜❡❧♦♥❣ ,♦ ,❤❡ ❛%❡❛" Ai ❛♥❞

Aj ♦❢ ♣❛,❝❤❡" i ❛♥❞ j✱ %❡"♣❡❝,✐✈❡❧②✳ ❚❤✐" ✇❛" ❞♦♥❡ ✇✐,❤ ,❤❡ ❈❛❧✐❋❧♦CC ❛❧❣♦%✐,❤♠ ✭❇♦✉✈✐❡%

❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉,❡" ,❤❡ ✐♥,❡❣%❛❧ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥,✇✐"❡ ❞✐"♣❡%"❛❧ ❢✉♥❝,✐♦♥ ❜❡,✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐%

♦❢ "♦✉%❝❡ ❛♥❞ ,❛%❣❡, ♣♦❧②❣♦♥" ✭❤❡%❡ ,❤❡ ♣❛,❝❤❡"✮✳

✹✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧ ❛♥❛❧②+✐+

✹✳✷✳✷✳✶ ◆✉♠❡(✐❝❛❧ ❡①♣❡(✐♠❡♥0❛0✐♦♥

❋✐✈❡ ✜❡❧❞ ♣❛,,❡%♥" ✇❡%❡ ❝♦♥",%✉❝,❡❞ ✭"❡❡ ❝❤❛♣,❡% ✸✮✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ,❤❡♠✱ ✜✈❡ ♣%♦♣♦%,✐♦♥"

♦❢ ,❤❡ "✉"❝❡♣,✐❜❧❡ ✈❛%✐❡,② ❛♥❞ ,❤%❡❡ ❧❡✈❡❧" ♦❢ ✈❛%✐❡,② ❛❣❣%❡❣❛,✐♦♥ ✇❡%❡ "✐♠✉❧❛,❡❞✳ ❋♦% ❡❛❝❤

✈❛%✐❡,② ❛❧❧♦❝❛,✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ♣%♦♣♦%,✐♦♥ × ❛❣❣%❡❣❛,✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛,✐♦♥✱ ,✇♦ %❡♣❧✐❝❛,❡" ✇❡%❡ %❡❛❧✐"❡❞✱

❧❡❛❞✐♥❣ ,♦ ❛ ,♦,❛❧ ♦❢ 5 ✜❡❧❞ ♣❛,,❡%♥" × ✺ ✈❛%✐❡,② ♣%♦♣♦%,✐♦♥" × ✸ ❛❣❣%❡❣❛,✐♦♥ ❧❡✈❡❧" × ✷

✈❛%✐❡,② ❛❧❧♦❝❛,✐♦♥ %❡♣❧✐❝❛,❡" ❂ ✶✺✵ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ ",%✉❝,✉%❡"✳ ❚❤❡ RV ♣%♦♣♦%,✐♦♥" ✉"❡❞ ✇❡%❡ ✶✵✱

✸✵✱ ✺✵✱ ✼✵ ❛♥❞ ✾✵%✳ ❚❤❡ ✜%", ❛❣❣%❡❣❛,✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❝♦%%❡"♣♦♥❞❡❞ ,♦ ❛ ♠✐①❡❞ ",%❛,❡❣②✱ ,❤❡ ,❤✐%❞

,♦ ❛ ❣%♦✉♣❡❞ ",%❛,❡❣② ❛♥❞ ,❤❡ "❡❝♦♥❞ ✇❛" ❛♥ ✐♥,❡%♠❡❞✐❛,❡ ❝❛"❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❛♠❡❞ ♠♦"❛✐❝

",%❛,❡❣② ✭✜❣✉%❡ ✹✳✶✮✳

R
(SV )
0 ✇❛" ❝♦♥"✐❞❡%❡❞ ❝♦♥",❛♥, ❛♥❞ ✜①❡❞ ,♦ 2 ✇❤✐❧❡ R

(RV )
0 ✈❛%✐❡❞ ❢%♦♠ ✵ ,♦ ✶✳✽ ❜② ✵✳✷ ✐♥

♦%❞❡% ,♦ ❛❝❝♦✉♥, ❢♦% "❡✈❡%❛❧ ❤♦", %❡"✐",❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧"✳ ❆❧❧ ,❤❡ ❧✐❢❡✲❝②❝❧❡ ♣❛%❛♠❡,❡%" ♣♦,❡♥,✐❛❧❧②

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦,❤ ,❤❡ ❤♦", ❛♥❞ ,❤❡ ♣❛,❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦,②♣❡✳ ❍❡%❡ ,❤❡ ♣❛,❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛,✐♦♥ ✇❛"

❝♦♠♣♦"❡❞ ♦❢ ❛ "✐♥❣❧❡ ♣❛,❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦,②♣❡ ✇❤♦"❡ ✐♥❢❡❝,✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ ,❤❡

✈❛%✐❡,②✳ ❍❡♥❝❡✱ ,♦ ♦❜,❛✐♥ ,❤❡ ❛❜♦✈❡ R
(RV )
0 ✈❛❧✉❡"✱ ♣❛%❛♠❡,❡%" r ❛♥❞ T ✇❡%❡ ✜①❡❞ ,♦ ✷ "♣♦%❡"

♣❡% ❞❛② ❛♥❞ ✶✵ ❞❛②"✱ %❡"♣❡❝,✐✈❡❧②✱ ❢♦% ❜♦,❤ ✈❛%✐❡,✐❡"✳ ❚❤❡ ❧❛,❡♥❝② ,✐♠❡✱ τ ✱ ✇❛" ✜①❡❞ ,♦ ✺

❞❛②" ❢♦% ❜♦,❤ ✈❛%✐❡,②✳ ❚❤❡ ♣❛%❛♠❡,❡%" κ ❛♥❞ σ ♦❢ ❢✉♥❝,✐♦♥ π(.) ✇❡%❡ ❜♦,❤ "❡, ,♦ ✻✳

❚❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝" ",❛%,❡❞ ❢%♦♠ 100 ✐♥❢❡❝,✐♦✉" ❧❡"✐♦♥" ❧♦❝❛,❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛,❝❤ ✇✐,❤✐♥ ❛ "✉"❝❡♣,✐❜❧❡

✜❡❧❞ ❝❤♦"❡♥ ❛, %❛♥❞♦♠✳ ❚✇♦ %❡♣❧✐❝❛,❡ "✐♠✉❧❛,✐♦♥"✱ ✇✐,❤ ,✇♦ ❞✐✛❡%❡♥, ✐♥✐,✐❛❧ ✐♥♦❝✉❧✉♠

✾✶



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❍♦✇ ❝♦✉❧❞ 0♣❛$✐❛❧ ❤❡$❡&♦❣❡♥❡✐$② ❞❡❝&❡❛0❡ ❞✐0❡❛0❡ 0❡✈❡&✐$②❄

❧♦❝❛$✐♦♥'✱ ✇❡+❡ ♠❛❞❡ ❢♦+ ❡❛❝❤ ❧❛♥❞'❝❛♣❡ '$+✉❝$✉+❡ ✭✶✺✵✮ × ✐♥❢❡❝$✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭✶✵✮

❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥✳ ▼♦+❡♦✈❡+✱ ❢♦+ ❡❛❝❤ ♦❢ $❤❡'❡ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥'✱ ❛ '❤♦+$ +❛♥❣❡ ✭m0 = 150♠✮ ❛♥❞

❛ ❧♦♥❣ +❛♥❣❡ ✭m0 = 1500♠✮ ❞✐'♣❡+'❛❧ ❛❜✐❧✐$② ✇❡+❡ ✉'❡❞✳ ❊♣✐❞❡♠✐❝' ✇❡+❡ '✐♠✉❧❛$❡❞ ♦✈❡+ 2000

$✐♠❡ '$❡♣'✳ ❚❤✐' ❧❡❞ $♦ ❛ $♦$❛❧ ♦❢ 6000 '✐♠✉❧❛$✐♦♥'✿ ✷ +❡♣❧✐❝❛$❡' × ✶✺✵ ❧❛♥❞'❝❛♣❡ '$+✉❝$✉+❡'

× ✶✵ ✐♥❢❡❝$✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡' ✭✐✳❡✳ +❡'✐'$❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧' ♦❢ RV ✮ × ✷ ❞✐'♣❡+'❛❧ +❛♥❣❡'✳

✹✳✷✳✷✳✷ ❖✉%♣✉%'

❋✐+'$✱ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞②♥❛♠✐❝' ♦❢ $❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ✇❛' ♠❡❛'✉+❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉$✐♥❣ $❤❡ ✐♥$❡❣+❛$❡❞

+❡❧❛$✐✈❡ ❣+❡❡♥ '✉+❢❛❝❡ ♦✈❡+ $❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ '❡❛'♦♥ ✭GS✱ ✈❛♥ ❞❡♥ ❇♦'❝❤ ❛♥❞ ●✐❧❧✐❣❛♥ ✭✷✵✵✸✮✮ ❢♦+

$❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧❛♥❞'❝❛♣❡ ✭GStot✮✱ SV ✭GSSV ✮ ❛♥❞ RV ✭GSRV ✮✳ ❚❤❡ ✐♥$❡❣+❛$❡❞ +❡❧❛$✐✈❡ ❣+❡❡♥

'✉+❢❛❝❡ ✇❛' ❞❡✜♥❡❞ ❛' $❤❡ '✉♠ ♦✈❡+ $❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ '❡❛'♦♥ ❛♥❞ ♦✈❡+ ❛❧❧ ♣❛$❝❤❡' ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥

✈❛+✐❡$② ♦❢ $❤❡ +❛$✐♦ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❤❡❛❧$❤② '✐$❡' ✐♥ ❛ ♣❛$❝❤ ❛♥❞ ✐$' ❝❛++②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐$②✳

◆♦$❡ $❤❛$ ✐♥ $❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡$❡ +❡'✐'$❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ R
(RV )
0 = 0✱ ♦♥❧② GSSV ✇❛' ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞✳

❋+♦♠ GSSV ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ γ ❛' $❤❡ ❣❛✐♥✱ ✐♥ $❡+♠ ♦❢ ✐♥$❡❣+❛$❡❞ ❣+❡❡♥ '✉+❢❛❝❡✱ ♣+♦✈✐❞❡❞ ❜②

$❤❡ ✐♥$+♦❞✉❝$✐♦♥ ♦❢ RV ✿

GSSV = GSref (1 + γ), 0 ≤ γ ≤ GSmax −GSref

GSref

,

❲❤❡+❡ GSref ✐' $❤❡ ✐♥$❡❣+❛$❡❞ ❣+❡❡♥ '✉+❢❛❝❡ ♦❢ +❡❢❡+❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐' ❞❡✜♥❡❞ ❛' $❤❡ ✐♥$❡❣+❛$❡❞

❣+❡❡♥ '✉+❢❛❝❡ ✇❤❡♥ ♦♥❧② $❤❡ '✉'❝❡♣$✐❜❧❡ ✈❛+✐❡$② ✇❛' ♣+❡'❡♥$ ✐♥ $❤❡ ❧❛♥❞'❝❛♣❡✱ ❛✈❡+❛❣❡❞ ♦✈❡+

✶✵ ❡♣✐❞❡♠✐❝ '✐♠✉❧❛$✐♦♥'✳ ■$ ✇❛' ❡J✉❛❧ $♦ 793 ❛♥❞ 725 ✇❤❡♥ ❞✐'♣❡+'❛❧ +❛♥❣❡ ✇❛' 150♠ ❛♥❞

1500♠✱ +❡'♣❡❝$✐✈❡❧②✳ GSmax ✐' $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥$❡❣+❛$❡❞ ❣+❡❡♥ '✉+❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ $❤❡ ✐♥$❡❣+❛$❡❞

❣+❡❡♥ '✉+❢❛❝❡ ✇✐$❤♦✉$ ❞✐'❡❛'❡ ✭GSmax = 2000✮✳

❋♦+ ❡❛❝❤ '✐♠✉❧❛$❡❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❛♥❞ ❛$ ❡❛❝❤ $✐♠❡ '$❡♣✱ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐'$❛♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡

✐♥✐$✐❛❧ ✐♥♦❝✉❧✉♠ ♣♦'✐$✐♦♥ ❛♥❞ $❤❡ ❝✉++❡♥$ ♣♦'✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠♦'$ ❞✐'$❛♥$ ✐♥❢❡❝$✐♦✉' ❧❡'✐♦♥' ✭❢♦+

❛❧❧ ❞✐+❡❝$✐♦♥'✮ ✇❛' ❛❧'♦ ❝♦♠♣✉$❡❞ ✐♥ ♦+❞❡+ $♦ ❡✈❛❧✉❛$❡ $❤❡ '♣❛$✐❛❧ '♣+❡❛❞ ♦❢ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥

✭✜❣✉+❡ ✹✳✸✮✳ ❆$ ❡❛❝❤ $✐♠❡✱ $❤✐' ❞✐'$❛♥❝❡ ✇❛' ❡①♣+❡''❡❞ +❡❧❛$✐✈❡❧② $♦ $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐'$❛♥❝❡

+❡❛❝❤❡❞ ❛$ $❤❡ ❡♥❞ ♦❢ $❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ✐♥ ♦+❞❡+ $♦ ❧✐♠✐$ $❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ✐♥♦❝✉❧✉♠

❧♦❝❛$✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ❝♦♥'❡J✉❡♥❝❡' ♦❢ $❤❡ ❝❤❛♥❣❡' ✐♥ R
(RV )
0 ♦♥ GSRV ✇❡+❡ ❛♥❛❧②'❡❞ ❢♦+ ❡❛❝❤

❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ ✈❛+✐❡$② ♣+♦♣♦+$✐♦♥' ❛♥❞ ❛❣❣+❡❣❛$✐♦♥ ❧❡✈❡❧'✳ ❋♦+ $❤❛$✱ GSRV ✇❛' ♣❧♦$$❡❞

❛❣❛✐♥'$ R
(RV )
0 ❛♥❞ $❤❡ ❝✉+✈❡' ✇❡+❡ ✜$$❡❞ $♦ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❣✐'$✐❝ ❢✉♥❝$✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② $❤+❡❡

♣❛+❛♠❡$❡+'✿

GSRV = GSmax −
GSmax −GSmin

1 + exp
(

− a(R
(RV )
0 − b)

) . ✭✹✳✷✮

■♥ ❡J✉❛$✐♦♥ ✭✹✳✷✮✱ GSmax '$✐❧❧ ❞❡♥♦$❡' $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥$❡❣+❛$❡❞ ❣+❡❡♥ '✉+❢❛❝❡ ✭GSmax = 2000✮❀

GSmin ✐' GSRV ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ R
(RV )
0 = 1.8❀ a ✐' $❤❡ +❛$❡ ♦❢ GSRV ❞❡❝+❡❛'❡ ❞✉❡ $♦ $❤❡ ✐♥❝+❡❛'❡

✾✷



✹✳✷✳ ▼❛%❡'✐❛❧* ❛♥❞ ♠❡%❤♦❞*
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(b)

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✿ ❙♣❛-✐❛❧ ❡①♣❛♥1✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❛- -✐♠❡ t = 300 ❛❢-❡$ ✐♥♦❝✉❧❛-✐♦♥✳ ▲❛♥❞1❝❛♣❡
1-$✉❝-✉$❡1 ✉1❡❞ ❛$❡ -❤♦1❡ ♦❢ ✜❣✉$❡ ✹✳✶❛ ❛♥❞ ❜ ❢♦$ ♣❛♥❡❧ ❛ ❛♥❞ ❜✱ $❡1♣❡❝-✐✈❡❧②✳ ❉✐1❡❛1❡❞ 1✐-❡1

✭L + I + R✮ ❛$❡ $❡♣$❡1❡♥-❡❞ ✐♥ ❛ ❣$❡② 1❝❛❧❡ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ -♦ -❤❡✐$ ❞❡♥1✐-②✳ ■♥-$❛✲✜❡❧❞ ♣❛-❝❤❡1
❛$❡ ♥♦- ❛♣♣❛$❡♥-✳ ❚❤❡ $❡❞ ❞♦- ♠❛$❦1 -❤❡ ✐♥♦❝✉❧❛-❡❞ ♣❛-❝❤ ❛♥❞ -❤❡ $❡❞ ❛$$♦✇ -❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

❞✐1-❛♥❝❡ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐$❡❝-✐♦♥1 -♦ -❤❡ ❝✉$$❡♥- ♣♦1✐-✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡❝-✐♦✉1 ❧❡1✐♦♥1✳

♦❢ R
(RV )
0 ❀ b ✐1 -❤❡ R

(RV )
0 ✈❛❧✉❡ -❤❛- ❝♦$$❡1♣♦♥❞1 -♦ GSRV = 50% ♦❢ GSmax✳ H❛$❛♠❡-❡$1 GSmin✱

a ❛♥❞ b ✇❡$❡ ❡1-✐♠❛-❡❞ ✉1✐♥❣ ❧❡❛1- 1I✉❛$❡1✳

✹✳✷✳✷✳✸ ❙❡♥'✐)✐✈✐)② ❛♥❛❧②'✐'

❲❡ 1-✉❞✐❡❞ -❤❡ 1❡♥1✐-✐✈✐-② ♦❢ GStot✱ GSSV ❛♥❞ GSRV -♦ R
(RV )
0 ✱ -♦ -❤❡ RV ♣$♦♣♦$-✐♦♥

❛♥❞ -♦ -❤❡ ❛❣❣$❡❣❛-✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ -❤❡ ✈❛$✐❡-✐❡1 ❜② ❝♦♠♣✉-✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ 1❡♥1✐-✐✈✐-② ✐♥❞✐❝❡1 ✭❙❛❧-❡❧❧✐

❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ●❧♦❜❛❧ 1❡♥1✐-✐✈✐-② ✐♥❞✐❝❡1 ✇❡$❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉1✐♥❣ -❤❡ ❙♦❜♦❧✬1 ❞❡❝♦♠♣♦1✐-✐♦♥ ♦❢ -❤❡

♠♦❞❡❧ ✈❛$✐❛♥❝❡ ✭❙♦❜♦❧✱ ✶✾✾✸✮✳ ●❧♦❜❛❧ 1❡♥1✐-✐✈✐-② ✐♥❞❡① ❢♦$ ♣❛$❛♠❡-❡$ p1 ✭SIp1✮ $❡♣$❡1❡♥-1

-❤❡ ♣❛$- ♦❢ -❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛$✐❛♥❝❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② p1✿

SIp1 =
Vp1 +

∑

p2
Vp1p2 +

∑

p2p3
Vp1p2p3

V

✇❤❡$❡ Vp1 ✐1 -❤❡ ✈❛$✐❛♥❝❡ ❞✉❡ -♦ ♣❛$❛♠❡-❡$ p1 ❛❧♦♥❡✱ Vp1p2 ✐1 -❤❡ ✈❛$✐❛♥❝❡ ❞✉❡ -♦ p1 ✐♥

✐♥-❡$❛❝-✐♦♥ ✇✐-❤ ♣❛$❛♠❡-❡$ p2 ❛♥❞ Vp1p2p3 ✐1 -❤❡ ✈❛$✐❛♥❝❡ ❞✉❡ -♦ p1 ✐♥ ✐♥-❡$❛❝-✐♦♥ ✇✐-❤ p2

❛♥❞ p3✳ ❱❛$✐❛♥❝❡1 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♣❛$❛♠❡-❡$ ✇❡$❡ ❡1-✐♠❛-❡❞ ✉1✐♥❣ ❛ -❤✐$❞ ♦$❞❡$ ❝❤❛♦1

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ❛ ❝❧❛11✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛$ $❡❣$❡11✐♦♥ ✭❙✉❞$❡-✱ ✷✵✵✽✮✳

✾✸



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❍♦✇ ❝♦✉❧❞ 0♣❛$✐❛❧ ❤❡$❡&♦❣❡♥❡✐$② ❞❡❝&❡❛0❡ ❞✐0❡❛0❡ 0❡✈❡&✐$②❄

✹✳✸ ❘❡%✉❧(%

✹✳✸✳✶ ❊✛❡❝( ♦❢ RV ✐♥(-♦❞✉❝(✐♦♥

❚❤❡ #❡❧❛&✐✈❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❣#❡❡♥ +✉#❢❛❝❡ ✭γ✮ ❞✉❡ &♦ &❤❡ ✐♥&#♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ RV ✐♥ &❤❡ ❧❛♥❞+❝❛♣❡

✈❛#✐❡❞ ❢#♦♠ ✵ &♦ ✶✳✹✵ ✇❤❡♥ &❤❡ ❞✐+♣❡#+❛❧ #❛♥❣❡ ✇❛+ ❧♦✇ ❛♥❞ ❢#♦♠ ✵ &♦ ✶✳✼✺ ✇❤❡♥ &❤❡ ❞✐+♣❡#+❛❧

#❛♥❣❡ ✇❛+ ❧❛#❣❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ &❤❡ RV ♣#♦♣♦#&✐♦♥✱ ♦♥ &❤❡ RV #❡+✐+&❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ♦♥ &❤❡

✈❛#✐❡&② ❛❣❣#❡❣❛&✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✭✜❣✉#❡ ✹✳✹✮✳ ❲❤❡♥ m0 = 1500♠✱ γ +♦♠❡&✐♠❡+ #❡❛❝❤❡+ ✐&+ ♠❛①✐♠❛❧

✈❛❧✉❡ ✭γ = 1.75✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥+ &❤❛& &❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ +&♦♣♣❡❞ ❛♥❞ &❤❡ ♣❛&❤♦❣❡♥ ✇❡♥& ❡①&✐♥❝& ❛&

&❤❡ ✜#+& &✐♠❡✳

❆+ ❡①♣❡❝&❡❞✱ &❤❡ #❡+✐+&❛♥& ✈❛#✐❡&② ♣#♦&❡❝&❡❞ &❤❡ +✉+❝❡♣&✐❜❧❡ ✈❛#✐❡&② ❜✉& ❛❧+♦ ✐&+❡❧❢

✭✜❣✉#❡ ✹✳✺✮✿ ✇❤❡♥ &❤❡ #❡+✐+&❛♥& ✈❛#✐❡&② ♣#♦♣♦#&✐♦♥ ✇❛+ ❣#❡❛&❡# ✐♥ &❤❡ ❧❛♥❞+❝❛♣❡✱ &❤❡ ❞✐+❡❛+❡

+❡✈❡#✐&② ✇❛+ ❧♦✇❡# ♦♥ &❤❡ +✉+❝❡♣&✐❜❧❡ ❛♥❞ &❤❡ #❡+✐+&❛♥& ✈❛#✐❡&✐❡+✱ ❛♥❞ &❤✉+ &❤❡✐# ✐♥&❡❣#❛&❡❞

❣#❡❡♥ +✉#❢❛❝❡ ✇❛+ ❣#❡❛&❡#✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ &❤❡ ❛❣❣#❡❣❛&✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ &❤❡ ✈❛#✐❡&✐❡+ #❡+✉❧&❡❞ ✐♥ ❛

❞❡❝#❡❛+❡ ♦❢ &❤❡ ❞✐+❡❛+❡ +❡✈❡#✐&② ♦♥ SV ✭✜❣✉#❡ ✹✳✺✱ ♠✐①❡❞ +&#❛&❡❣② ✈0✳ ❣#♦✉♣❡❞ +&#❛&❡❣②✮✳

❲❤❡♥ ✈❛#✐❡&✐❡+ ✇❡#❡ ♠✐①❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡#✱ &❤❡ #❡+✐+&❛♥& ✈❛#✐❡&② #❡❝❡✐✈❡❞ ♠♦#❡ +♣♦#❡+ ❜❡❝❛✉+❡ ♦❢

✐&+ +♣❛&✐❛❧ ♣#♦①✐♠✐&② ✇✐&❤ &❤❡ +✉+❝❡♣&✐❜❧❡ ✈❛#✐❡&② ❛♥❞ &❤✐+ #❡+✉❧&❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝#❡❛+❡ ♦❢ &❤❡

❞✐+❡❛+❡ +❡✈❡#✐&② ♦♥ RV ✭✜❣✉#❡ ✹✳✺✮✳ ❚❤❡ ✐♥&❡#♣❧❛② ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ❞✐+❡❛+❡ #❡❞✉❝&✐♦♥ ♦♥ SV ❛♥❞

♦❢ ❞✐+❡❛+❡ ✐♥❝#❡❛+❡ ♦♥ RV ❢♦# ❧♦✇❡# ❛❣❣#❡❣❛&✐♦♥ ❧❡✈❡❧+ ❧❡❞✱ ✐♥ ❝❡#&❛✐♥ ❝❛+❡+✱ &♦ &❤❡ ❢❛❝& &❤❛&

❣#♦✉♣❡❞ +&#❛&❡❣✐❡+ ✇❡#❡ ♠♦#❡ ❡✣❝✐❡♥& &❤❛♥ ♠✐①❡❞ +&#❛&❡❣✐❡+✳

❙✐♠✐❧❛# #❡+✉❧&+ ✇❡#❡ ♦❜&❛✐♥❡❞ ✇✐&❤ ❛ ❧❛#❣❡ ❞✐+♣❡#+❛❧ #❛♥❣❡✳ ■♥ &❤❛& ❝❛+❡✱ &❤❡ ✐♥&❡❣#❛&❡❞

❣#❡❡♥ +✉#❢❛❝❡ &❡♥❞❡❞ &♦ ❜❡ +♠❛❧❧❡# ❜✉& &❤❡ ❡✛❡❝& ♦❢ &❤❡ ♣#♦♣♦#&✐♦♥ ♦❢ RV ♦♥ &❤❡ ❞✐+❡❛+❡

+❡✈❡#✐&② ♦♥ SV ✇❛+ ❣#❡❛&❡#✳ ❲❤❡♥ &❤❡ RV ♣#♦♣♦#&✐♦♥ ✇❛+ ❤✐❣❤✱ &❤❡ ✐♥&❡❣#❛&❡❞ ❣#❡❡♥ +✉#❢❛❝❡

#❡♠❛✐♥❡❞ ❛❧✇❛②+ ❤✐❣❤ ✇❤❡♥ ♠✐①❡❞ +&#❛&❡❣✐❡+ ✇❡#❡ ✉+❡❞ ✭✜❣✉#❡ ✹✳✺❜✮✳ ❚❤✐+ ✇❛+ ❞✉❡ &♦ &❤❡

❢❛❝& &❤❛& &❤❡ +♣♦#❡+ ❞✐+♣❡#+❡❞ ❢#♦♠ &❤❡✐# +♦✉#❝❡ ✜❡❧❞ ❤❛❞ ❛ ❤✐❣❤ ♣#♦❜❛❜✐❧✐&② &♦ ❡♥❝♦✉♥&❡#

✉♥❢❛✈♦✉#❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥+ ♦♥ ❛ #❡+✐+&❛♥& ✜❡❧❞ ✭+❡❡ ❛❧+♦ ✜❣✉#❡ ✹✳✻❞✮✳ ❲❤❡♥ &❤❡ ❞✐+♣❡#+❛❧ #❛♥❣❡

✇❛+ ❧♦✇ ✭m0 = 150♠✮✱ ❛✉&♦✐♥❢❡❝&✐♦♥ ❛& &❤❡ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧ ✇❛+ ❡J✉❛❧ &♦ 54% ✇❤✐❧❡ ✐& ❞#♦♣♣❡❞ ❛&

7% ❢♦# m0 = 1500♠✳

✹✳✸✳✷ ❙♣❛(✐❛❧ ❡①♣❛♥6✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝

❋✐❣✉#❡ ✹✳✻ +❤♦✇+ &❤❡ ❞✐+&❛♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ✐♥♦❝✉❧✉♠ ❧♦❝❛&✐♦♥ ❛♥❞ &❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❢#♦♥&

♦✈❡# &✐♠❡✳ ❋♦# ❛ ❧✐♠✐&❡❞ ❞✐+♣❡#+❛❧ #❛♥❣❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥ RV #❡+✐+&❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ RV ♣#♦♣♦#&✐♦♥

✇❡#❡ ❤✐❣❤✱ &❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❢❛+&❡# ❢♦# ❣#♦✉♣❡❞ +&#❛&❡❣✐❡+ ✭✜❣✉#❡ ✹✳✻❛ ❛♥❞ ❜✮✳ ❲❤❡♥ &❤❡

✈❛#✐❡&✐❡+ ✇❡#❡ ❣#♦✉♣❡❞✱ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ♣#♦❣#❡++✐♦♥ #❛&❡ ❞✐❞ ♥♦& ✈❛#② ♠✉❝❤ ✇✐&❤ &❤❡ RV #❡+✐+&❛♥❝❡

❧❡✈❡❧ ✇❤✐❧❡ ✐& ❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦# &❤❡ ♠♦+❛✐❝ +&#❛&❡❣② ❛♥❞✱ &♦ ❛ ❤✐❣❤❡# ❡①&❡♥&✱ ❢♦# &❤❡ ♠✐①&✉#❡ +&#❛&❡❣②

✭✜❣✉#❡ ✹✳✻❛✱ ❜ ❛♥❞ ❝✮✳ ❚❤✐+ ✐♥❞✐❝❛&❡+ &❤❛& &❤❡ ♠✐①&✉#❡ +&#❛&❡❣② ❛❧❧♦✇❡❞ +❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ &❤❡

+♣❛&✐❛❧ ♣#♦❣#❡++✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❞✐+❡❛+❡ ♦♥ &❤❡ ❧❛♥❞+❝❛♣❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✹✿ ●❛✐♥ ✐♥ ,❡$♠ ♦❢ ✐♥,❡❣$❛,❡❞ ❣$❡❡♥ 1✉$❢❛❝❡✱ ♣$♦✈✐❞❡❞ ❜② ,❤❡ ✐♥,$♦❞✉❝,✐♦♥ ♦❢ ❘❱ ✭γ✮✳
❚♦♣ ❧✐♥❡✿ m0 = 150♠✱ ❜♦,,♦♠ ❧✐♥❡✿ m0 = 1500♠✳ ▲❡❢, ❝♦❧✉♠♥✿ eRV = 0✱ ♠❡❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥✿
eRV = 0.03 ❛♥❞ $✐❣❤, ❝♦❧✉♠♥✿ eRV = 0.07✳ ①✲❛①✐1✿ ✈❛$✐❡,② ❛❣❣$❡❣❛,✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ✶❂♠✐①❡❞✱

✷❂♠♦1❛✐❝✱ ✸❂❣$♦✉♣❡❞❀ ②✲❛①✐1✱ ❘❱ ♣$♦♣♦$,✐♦♥ ✐♥ ♣❡$❝❡♥,❀ ③✲❛①✐1✿ γ✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✺✿ ■♥,❡❣$❛,❡❞ ❣$❡❡♥ 1✉$❢❛❝❡ ✭GS✮ ❢♦$ ❡❛❝❤ ✈❛$✐❡,② ❛❝❝♦$❞✐♥❣ ,♦ RV ♣$♦♣♦$,✐♦♥✳ ❛✿

eRV = 0.03 ❛♥❞ µ0 = 150m✱ ❜✿ eRV = 0.03 ❛♥❞ µ0 = 1500m✳ ❘❡❞✿ SV ✱ ❜❧❛❝❦✿ RV ✳ ❉♦,✿
❣$♦✉♣❡❞ 1,$❛,❡❣② ❢♦$ ✈❛$✐❡,② ❛❧❧♦❝❛,✐♦♥✱ +✿ ♠✐①❡❞ 1,$❛,❡❣② ❢♦$ ✈❛$✐❡,② ❛❧❧♦❝❛,✐♦♥✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✻✿ ❙♣❛-✐❛❧ ❡①♣❛♥1✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣❛-❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❛1 ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -✐♠❡✳ ❚♦♣ ❧✐♥❡✿

µ0 = 150m✱ ❜♦--♦♠ ❧✐♥❡✿ µ0 = 1500m✳ ▲❡❢- ❝♦❧✉♠♥✿ R
(RV )
0 = 0 ❛♥❞ 70% ♦❢ RV ✱ ♠✐❞❞❧❡

❝♦❧✉♠♥✿ R
(RV )
0 = 0.06 ❛♥❞ 70% ♦❢ RV ✱ $✐❣❤- ❝♦❧✉♠♥✿ R

(RV )
0 = 0.06 ❛♥❞ 30% ♦❢ RV ✳ ❙♦❧✐❞

❧✐♥❡✿ ♠✐①❡❞ 1-$❛-❡❣② ❢♦$ ✈❛$✐❡-② ❛❧❧♦❝❛-✐♦♥✱ ❞❛1❤❡❞ ❧✐♥❡✿ ♠♦1❛✐❝ 1-$❛-❡❣② ❢♦$ ✈❛$✐❡-② ❛❧❧♦❝❛-✐♦♥

❛♥❞ ❞♦--❡❞ ❧✐♥❡✿ ❣$♦✉♣❡❞ 1-$❛-❡❣② ❢♦$ ✈❛$✐❡-② ❛❧❧♦❝❛-✐♦♥✳

❲✐-❤ ❛ ❤✐❣❤❡$ ❞✐1♣❡$1❛❧ $❛♥❣❡✱ -❤❡ ♣❛-❤♦❣❡♥ 1♣$❡❛❞ ♠♦$❡ ❡❛1✐❧② ♦✈❡$ -❤❡ ❧❛♥❞1❝❛♣❡ ❛♥❞ ♥♦

❞✐✛❡$❡♥❝❡ ✐♥ -❤❡ 1♣❛-✐❛❧ ♣$♦❣$❡11✐♦♥ $❛-❡ ❜❡-✇❡❡♥ ✈❛$✐❡-② ❛❧❧♦❝❛-✐♦♥ 1-$❛-❡❣✐❡1 ✇❛1 ♦❜1❡$✈❡❞

❛- -❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡♣✐❞❡♠✐❝1 ✭✜❣✉$❡ ✹✳✻❞✱ ❡ ❛♥❞ ❢✮✳ ■♥ ❛❞❞✐-✐♦♥✱ -❤❡ ♣❛-❤♦❣❡♥ ✇❡♥- ❡①-✐♥❝-

❢♦$ ♠✐①❡❞ 1-$❛-❡❣✐❡1 ✐♥ 1♦♠❡ ❝❛1❡1 ✭✜❣✉$❡ ✹✳✻❞✮✳

✹✳✸✳✸ ❙❡♥&✐(✐✈✐(② ♦❢ ✐♥(❡❣.❛(❡❞ ❣.❡❡♥ &✉.❢❛❝❡ (♦ ❧❛♥❞&❝❛♣❡ &(.✉❝(✉.❡

■♥ -❤✐1 1❡❝-✐♦♥ ✇❡ ❛♥❛❧②1❡ -❤❡ 1❡♥1✐-✐✈✐-② ♦❢ -❤❡ ✐♥-❡❣$❛-❡❞ ❣$❡❡♥ 1✉$❢❛❝❡1 -♦ -❤❡ ❧❛♥❞1❝❛♣❡

1-$✉❝-✉$❡ ✈❛$✐❛❜❧❡1✱ ❣❧♦❜❛❧❧② ✭-❛❜❧❡ ✹✳✷✮ ♦$ ❢♦$ ❡❛❝❤ R
(RV )
0 1❡♣❛$❛-❡❧② ✭✜❣✉$❡ ✹✳✼✮✳

✹✳✸✳✸✳✶ ●❧♦❜❛❧ )❡♥)✐-✐✈✐-② ❛♥❛❧②)✐)

❲❤❡♥ -❤❡ $❡1✐1-❛♥- ✈❛$✐❡-② ✇❛1 ❝♦♠♣❧❡-❡❧② $❡1✐1-❛♥- ✭R
(RV )
0 = 0✮ ❛♥❞ -❤❡ ❞✐1♣❡$1❛❧ $❛♥❣❡

✇❛1 ❧♦✇✱ -❤❡ ✈❛$✐❡-② ❛❣❣$❡❣❛-✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ 28.2% ♦❢ -❤❡ ✐♥-❡❣$❛-❡❞ ❣$❡❡♥ 1✉$❢❛❝❡ ✈❛$✐❛❜✐❧✐-②✱

✾✻



✹✳✸✳ ❘❡%✉❧(%

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❙❡♥+✐-✐✈✐-② ✐♥❞✐❝❡+ ♦❢ GStot✱ GSRV ❛♥❞ GSSV -♦ RV ♣6♦♣♦6-✐♦♥✱ ✈❛6✐❡-②

❛❣❣6❡❣❛-✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ RV 6❡+✐+-❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳

❞✐+♣❡6+❛❧ GStot GSRV GSSV GSSV

6❛♥❣❡ R
(RV )
0 > 0 R

(RV )
0 > 0 R

(RV )
0 > 0 R

(RV )
0 = 0

❘❱ ♣6♦♣♦6-✐♦♥

✶✺✵ ♠ ✹✶✳✶ ✸✳✵ ✸✷✳✵ ✹✺✳✹

✶✺✵✵ ♠ ✹✶✳✵ ✼✳✾ ✹✷✳✵ ✻✹✳✵

❆❣❣6❡❣❛-✐♦♥

❧❡✈❡❧

✶✺✵ ♠ ✵✳✷ ✶✳✹ ✶✽✳✶ ✷✽✳✷

✶✺✵✵ ♠ ✶✳✵ ✵✳✺ ✶✶✳✻ ✷✸✳✻

❘❱ 6❡+✐+-❛♥❝❡

❧❡✈❡❧

✶✺✵ ♠ ✺✹✳✾ ✾✵✳✾ ✷✻✳✷ ✲

✶✺✵✵ ♠ ✺✸✳✾ ✽✽✳✶ ✸✽✳✶ ✲

❘❡+✐❞✉❛❧+

✶✺✵ ♠ ✸✳✽ ✹✳✺ ✷✸✳✽ ✷✻✳✹

✶✺✵✵ ♠ ✹✳✵ ✸✳✺ ✽✳✹ ✶✷✳✹

❛♥❞ -❤❡ ♣6♦♣♦6-✐♦♥ ♦❢ RV ♠♦6❡ -❤❛♥ 45%✳ ❋♦6 ❛ ❤✐❣❤ ❞✐+♣❡6+❛❧ 6❛♥❣❡✱ -❤❡ ❡✛❡❝-+ ♦❢ -❤❡ RV

♣6♦♣♦6-✐♦♥ ✇❡6❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇❤✐❧❡ -❤❡+❡ ♦❢ -❤❡ ✈❛6✐❡-② ❛❣❣6❡❣❛-✐♦♥ ❞❡❝6❡❛+❡❞ ✭-❛❜❧❡ ✹✳✷✮✳

■♥ -❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ M✉❛♥-✐-❛-✐✈❡ 6❡+✐+-❛♥❝❡ ✭R
(RV )
0 > 0✮✱ -❤❡ 6❡+✐+-❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ RV ✇❛+ -❤❡ ♠♦+-

✐♥✢✉❡♥-✐❛❧ ♣❛6❛♠❡-❡6 ♦♥ GStot ✭-❛❜❧❡ ✹✳✷✮ ❜✉- -❤❡ RV ♣6♦♣♦6-✐♦♥ ❛❧+♦ +❤♦✇❡❞ ❛ ♠❛❥♦6 ❡✛❡❝-✳

❖♥ -❤❡ ❝♦♥-6❛6②✱ -❤❡ ✈❛6✐❡-② ❛❣❣6❡❣❛-✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✇❛+ ♥♦- ✐♥✢✉❡♥-✐❛❧✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ -❤❡ ❞✐+♣❡6+❛❧

6❛♥❣❡ ❣❛✈❡ 6♦✉❣❤❧② -❤❡ +❛♠❡ 6❡+✉❧-+✳

❚❤❡ +❡♥+✐-✐✈✐-② ❛♥❛❧②+✐+ ♦❢ -❤❡ ✐♥-❡❣6❛-❡❞ ❣6❡❡♥ +✉6❢❛❝❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛6✐❡-② ✭GSSV ❛♥❞ GSRV ✮

❡①❤✐❜✐-❡❞ ✈❡6② ❞✐✛❡6❡♥- 6❡+✉❧-+ ❛❝❝♦6❞✐♥❣ -♦ -❤❡ ✈❛6✐❡-② ❝♦♥+✐❞❡6❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐+❡❛+❡ +❡✈❡6✐-② ♦♥

-❤❡ 6❡+✐+-❛♥- ✈❛6✐❡-② ✇❛+ ❡++❡♥-✐❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✐-+ ♦✇♥ 6❡+✐+-❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❧❡ -❤❡ ❡✛❡❝-+

♦❢ -❤❡ -❤6❡❡ ♣❛6❛♠❡-❡6+ ✇❡6❡ ♠♦6❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ♦♥ -❤❡ +✉+❝❡♣-✐❜❧❡ ✈❛6✐❡-②✳ ❚❤❡ RV ♣6♦♣♦6-✐♦♥

❛♥❞ 6❡+✐+-❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✇❡6❡ -❤❡ ♠♦+- ✐♥✢✉❡♥-✐❛❧ ♣❛6❛♠❡-❡6+ ♦♥ GSSV ✈❛6✐❛♥❝❡✱ ❜✉- -❤❡ ✈❛6✐❡-②

❛❣❣6❡❣❛-✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛❧+♦ ❤❛❞ ❛ ♥♦-✐❝❡❛❜❧❡ ❡✛❡❝-✳ ❲❤❡♥ -❤❡ ❞✐+♣❡6+❛❧ 6❛♥❣❡ ✇❛+ ❤✐❣❤✱ -❤❡ ❡✛❡❝-

♦❢ RV ♣6♦♣♦6-✐♦♥ ❛♥❞ RV 6❡+✐+-❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥❝6❡❛+❡❞ ✇❤❡6❡❛+ -❤❡ ❡✛❡❝- ♦❢ ✈❛6✐❡-② ❛❣❣6❡❣❛-✐♦♥

❞❡❝6❡❛+❡❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝- -❤❛- GSSV ✇❛+ +❡♥+✐-✐✈❡ -♦ -❤❡ ✈❛6✐❡-② ❛❣❣6❡❣❛-✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❜✉- ♥♦- GStot

✐+ ❝♦♥+✐+-❡♥- ✇✐-❤ -❤❡ ❢❛❝- -❤❛- SV ❛♥❞ RV ❜❡❤❛✈❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦♣♣♦+✐-❡ ✇❛② ✇❤❡♥ -❤❡ ✈❛6✐❡-②

❛❣❣6❡❣❛-✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❝❤❛♥❣❡❞ ✭+❡❡ +❡❝-✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳

❚❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ -❤❡ 6❡+✐❞✉❛❧ ✈❛6✐❛♥❝❡ ♦♥ GSSV ❞❡♥♦-❡❞ -❤❡ ✐♥-❡6❛❝-✐♦♥ ❜❡-✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧

+♣❛-✐❛❧ +-6✉❝-✉6❡+ ✭❧♦❝❛❧ ❛❣❣6❡❣❛-❡+ ♦❢ ❛ ✈❛6✐❡-② ❛♥❞ +❤❛♣❡ ♦❢ -❤❡+❡ ❛❣❣6❡❣❛-❡+✮ ❛♥❞ -❤❡

♣♦+✐-✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐-✐❛❧ ✐♥♦❝✉❧✉♠✳ ❚❤❡ 6❡+✐❞✉❛❧ ✈❛6✐❛♥❝❡ ❞❡❝6❡❛+❡❞ ✇❤❡♥ ❞✐+♣❡6+❛❧ 6❛♥❣❡ ✐♥❝6❡❛+❡❞

✭-❛❜❧❡ ✹✳✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ ❝♦♥+✐+-❡♥- ✇✐-❤ ❛♥ ❡✛❡❝- ♦❢ ❧♦❝❛❧ +♣❛-✐❛❧ +-6✉❝-✉6❡+✳

✾✼



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❍♦✇ ❝♦✉❧❞ 0♣❛$✐❛❧ ❤❡$❡&♦❣❡♥❡✐$② ❞❡❝&❡❛0❡ ❞✐0❡❛0❡ 0❡✈❡&✐$②❄

✹✳✸✳✸✳✷ ❙❡♥'✐)✐✈✐)② ❛♥❛❧②'✐' ❢♦0 ❡❛❝❤ R
(RV )
0 '❡♣❛0❛)❡❧②

■♥ ♦#❞❡# &♦ ✐♥✈❡)&✐❣❛&❡ ✐♥ ♠♦#❡ ❞❡&❛✐❧) &❤❡ ❡✛❡❝& ♦❢ ❧❛♥❞)❝❛♣❡ )&#✉❝&✉#❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉&❡❞ &❤❡

)❡♥)✐&✐✈✐&② ✐♥❞✐❝❡) ♦❢ GSSV ❛♥❞ GSRV ❢♦# ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R
(RV )
0 )❡♣❛#❛&❡❧② ✭✜❣✉#❡ ✹✳✼✮✳ ❲❤❡♥

R
(RV )
0 ✇❛) ❧♦✇❡# &❤❛♥ ✶✱ &❤❡ ♣#♦♣♦#&✐♦♥ ♦❢ #❡)✐)&❛♥& ✈❛#✐❡&② ❛♥❞ &❤❡ ✈❛#✐❡&✐❡) ❛❣❣#❡❣❛&✐♦♥

❧❡✈❡❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ 56% ❛♥❞ 42%✱ #❡)♣❡❝&✐✈❡❧②✱ ♦❢ &❤❡ GSRV ✈❛#✐❛❜✐❧✐&②✱ ✐♥ ❛✈❡#❛❣❡✳ ❲❤❡♥ R
(RV )
0

✇❛) ❣#❡❛&❡# &❤❛♥ ✶✱ &❤❡ ♣❛#& ♦❢ &❤❡ GSRV ✈❛#✐❛❜✐❧✐&② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② &❤❡ ✈❛#✐❡&② ❛❣❣#❡❣❛&✐♦♥

❧❡✈❡❧ ❞#♦♣♣❡❞ &♦ 4% ❛♥❞ &❤❡ #❡)✐❞✉❛❧ ✈❛#✐❛❜✐❧✐&② #❡❛❝❤❡❞ 80% ♦❢ &❤❡ ✈❛#✐❛♥❝❡✳ ❆& &❤❡ )❛♠❡

&✐♠❡✱ &❤❡ ❡✛❡❝& ♦❢ &❤❡ ✈❛#✐❡&② ♣#♦♣♦#&✐♦♥ ✜#)& ✐♥❝#❡❛)❡❞ ❛♥❞ &❤❡♥ ❞❡❝#❡❛)❡❞ &♦ 14%✳ ❚❤❡)❡

♦❜)❡#✈❛&✐♦♥) ❛#❡ ✐♥ ❛❝❝♦#❞❛♥❝❡ ✇✐&❤ &❤❡ ❝❧❛))✐❝❛❧ &❤#❡)❤♦❧❞ ❡✛❡❝& ♦❢ &❤❡ ❜❛)✐❝ #❡♣#♦❞✉❝&✐✈❡

♥✉♠❜❡#✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛) ♦❜&❛✐♥❡❞ ❤❡#❡ ❛& &❤❡ ❧❛♥❞)❝❛♣❡ )❝❛❧❡ ❢♦# RV ✳ ❲❤❡♥ R
(RV )
0 ✇❛) ❣#❡❛&❡#

&❤❛♥ ✶✱ RV ❜❡❝❛♠❡ ❛ )♦✉#❝❡ ♦❢ )♣♦#❡ ♣#♦❞✉❝&✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐&❡❞ &❤❡ ❞✐❧✉&✐♦♥ ❡✛❡❝&) ✭)❡❡ &❤❡

❞✐)❝✉))✐♦♥ )❡❝&✐♦♥ ❢♦# ♠♦#❡ ❞❡&❛✐❧)✮✳

■♥ &❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ SV ✱ ❛ ♣#♦❣#❡))✐✈❡ ❞❡❝#❡❛)❡ ♦❢ &❤❡ ❡✛❡❝& ♦❢ &❤❡ RV ♣#♦♣♦#&✐♦♥ ✇❛) ♦❜)❡#✈❡❞

✇❤❡♥ R
(RV )
0 ✐♥❝#❡❛)❡❞✳ ❲❤❡♥ R

(RV )
0 ✇❛) ❧♦✇❡# &❤❛♥ ✶✱ &❤❡ RV ♣#♦♣♦#&✐♦♥ ❤❛❞ &❤❡ ❤✐❣❤❡)&

❡✛❡❝& ♦♥ GSSV ✈❛#✐❛❜✐❧✐&② ❜✉& ✇❤❡♥ R
(RV )
0 ✇❛) ❣#❡❛&❡# &❤❛♥ ✶ ✈❛#✐❡&② ❛❣❣#❡❣❛&✐♦♥ ❜❡❝❛♠❡

♠♦#❡ ✐♥✢✉❡♥&✐❛❧✳ ❆) ❢♦# &❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❛❧②)✐) ❛❜♦✈❡✱ &❤❡ ♣#♦♣♦#&✐♦♥ ♦❢ #❡)✐❞✉❛❧ ✈❛#✐❛♥❝❡

#❡♠❛✐♥❡❞ ❤✐❣❤✳

❲❤❡♥ &❤❡ ❞✐)♣❡#)❛❧ #❛♥❣❡ ✇❛) ❤✐❣❤✱ &❤❡ &❤#❡)❤♦❧❞ ❡✛❡❝& ❞✐)❛♣♣❡❛#❡❞ ❛♥❞✱ ❢♦# ❜♦&❤

✈❛#✐❡&✐❡)✱ &❤❡ RV ♣#♦♣♦#&✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥&❡❞ ❢♦# ♠♦)& ♦❢ &❤❡ ✈❛#✐❛♥❝❡ ✐♥ GSSV ❛♥❞ GSRV ✳ ❇✉& &❤❡

✈❛#✐❡&② ❛❣❣#❡❣❛&✐♦♥ ❧❡✈❡❧ )&✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ 20% ♦❢ &❤❡ ✈❛#✐❛♥❝❡ ♦❢ GSSV ❢♦# ❤✐❣❤ ❘❱ #❡)✐)&❛♥❝❡
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❚❤✐) ❛♥❛❧②)✐) ♠✉)& ❜❡ ♠♦❞✉❧❛&❡❞ ✇✐&❤ #❡❣❛#❞) &♦ &❤❡ &♦&❛❧ GS ✈❛#✐❛♥❝❡✳ ❋♦# RV ✱ &❤❡

&♦&❛❧ ✈❛#✐❛♥❝❡ ♦❢ GSRV #❡❛❝❤❡❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❥✉)& ❜❡❢♦#❡ R
(RV )
0 = 1✳ ❆❢&❡# &❤✐) &❤#❡)❤♦❧❞ &❤❡

❧❛♥❞)❝❛♣❡ )&#✉❝&✉#❡ ❧✐&&❧❡ ✐♠♣❛❝&❡❞ GSRV ✳ ❋♦# SV ✱ &❤❡ &♦&❛❧ ✈❛#✐❛♥❝❡ ❝♦♥&✐♥✉♦✉)❧② ❞❡❝#❡❛)❡❞

✇❤❡♥ R
(RV )
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0 > 1✱ &❤❡ ❧❛♥❞)❝❛♣❡ )&#✉❝&✉#❡ ❞✐❞ ♥♦& #❡❞✉❝❡ ♠✉❝❤ &❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝) ♦♥ &❤❡ )✉)❝❡♣&✐❜❧❡
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❋✐❣✉#❡ ✹✳✽ )❤♦✇) &❤❡ ✐♥&❡❣#❛&❡❞ ❣#❡❡♥ )✉#❢❛❝❡ ♦❢ &❤❡ #❡)✐)&❛♥& ✈❛#✐❡&② ✭GSRV ✮ ❛) ❛

❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ R
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0 ✳ ❚❤❡ ❝✉#✈❡) ✐♥ ✜❣✉#❡ ✹✳✽ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛#❛❝&❡#✐)❡❞ ❜② &❤#❡❡ ♣❛#❛♠❡&❡#) ✭)❡❡

❡J✉❛&✐♦♥ ✭✹✳✷✮✮✿ GSmin✱ a✱ ❛♥❞ b✳ ❚❤❡✐# ✈❛❧✉❡) ❛#❡ )❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉#❡ ✹✳✾ ❢♦# ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛&✐♦♥

♦❢ &❤❡ RV ♣#♦♣♦#&✐♦♥) ❛♥❞ ✈❛#✐❡&② ❛❣❣#❡❣❛&✐♦♥ ❧❡✈❡❧)✳

❱❛#✐❛&✐♦♥) ♦❢ GSmin✱ ✭✜❣✉#❡ ✹✳✾❛ ❛♥❞ ❞✮ ✇❡#❡ ✈❡#② )♠❛❧❧ ❢♦# ❛❧❧ ❧❛♥❞)❝❛♣❡ )&#✉❝&✉#❡)✳
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0 ✇❛) ❤✐❣❤ ✭✐✳❡✳ &❤❡ #❡)✐)&❛♥❝❡ ♦❢ RV ✇❛) ❧♦✇✮✱ RV ✇❛) ❡J✉❛❧❧②
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✼✿ ❙❡♥,✐-✐✈✐-② ✐♥❞✐❝❡, ❢♦$ ❡❛❝❤ R
(RV )
0 ,❡♣❛$❛-❡❧②✳ ❋♦$ ❡❛❝❤ RV $❡,✐,-❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡✱ -❤❡

♣$♦♣♦$-✐♦♥ ♦❢ ✈❛$✐❛♥❝❡ ❛❝❝♦✉♥-❡❞ ❢♦$ ❜② -❤❡ ♣$♦♣♦$-✐♦♥ ♦❢ RV ✱ -❤❡ ❛❣❣$❡❣❛-✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ -❤❡
$❡,✐❞✉❛❧, ❛$❡ ,❤♦✇♥✳ ▲❡❢- ❝♦❧✉♠♥✱ GSRV ❀ $✐❣❤- ❝♦❧✉♠♥✱ GSsV ❀ -♦♣ ❧✐♥❡✱ µ0 = 150m❀ ❜♦--♦♠
❧✐♥❡✱ µ0 = 1500m✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✽✿ ❋✐**❡❞ ✈❛❧✉❡/ ✭/♦❧✐❞ ❧✐♥❡/✮ ❛♥❞ ♦❜/❡$✈❛*✐♦♥ ♦❢ GSRV ✭+✮ ❛/ ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ R
(RV )
0 ✳

❇❧❛❝❦✿ ♠✐①❡❞ /*$❛*❡❣② ❢♦$ ✈❛$✐❡*② ❛❧❧♦❝❛*✐♦♥✱ $❡❞✿ ♠♦/❛✐❝ /*$❛*❡❣② ❢♦$ ✈❛$✐❡*② ❛❧❧♦❝❛*✐♦♥ ❛♥❞

❣$❡❡♥✿ ❣$♦✉♣❡❞ /*$❛*❡❣② ❢♦$ ✈❛$✐❡*② ❛❧❧♦❝❛*✐♦♥✳ ❛✱ 30% ♦❢ ❘❱ ❛♥❞ m0 = 150♠❀ ❜✱ 30% ♦❢ ❘❱

❛♥❞ m0 = 1500♠✳

❞✐/❡❛/❡❞ ♦✈❡$ *❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ /❡❛/♦♥✱ ✇❤❛*❡✈❡$ *❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥* /*$❛*❡❣② ❝❤♦/❡♥✳

❚❤❡ /❤❛♣❡ ♦❢ *❤❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ GSRV ❜❡*✇❡❡♥ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R
(RV )
0 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

*❤❡ ✈❛$✐❡*② ❛❣❣$❡❣❛*✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ *❤❡ ❞✐/♣❡$/❛❧ $❛♥❣❡ ✭✜❣✉$❡ ✹✳✽✮✳ ❆♥❛❧②/✐/ ♦❢ ♣❛$❛♠❡*❡$

a ✭✜❣✉$❡ ✹✳✾❜✮ /❤♦✇/ *❤❛* ❞❡❝$❡❛/✐♥❣ *❤❡ ❛❣❣$❡❣❛*✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♠❛❞❡ *❤❡ *$❛♥/✐*✐♦♥ ♦❢ GSRV

❢$♦♠ ❤✐❣❤ *♦ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡/ ✭✇❤❡♥ R
(RV )
0 ✐♥❝$❡❛/❡❞✮ ♠♦$❡ ♣$♦❣$❡//✐✈❡✳ ❲❤❡♥ *❤❡ ✈❛$✐❡*✐❡/ ✇❡$❡

❣$♦✉♣❡❞✱ ❛ /❤❛$♣ ❞❡❝$❡❛/❡ ✐♥ *❤❡ ✐♥*❡❣$❛*❡❞ ❣$❡❡♥ /✉$❢❛❝❡ ✭❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡/ ♦❢ a✮ ♦❝❝✉$$❡❞ ✇❤❡♥

R
(RV )
0 ✐♥❝$❡❛/❡❞✳ ❖♥ *❤❡ ❝♦♥*$❛$②✱ ❢♦$ ♠✐①❡❞ ❛♥❞ ♠♦/❛✐❝ /*$❛*❡❣✐❡/✱ *❤❡ *$❛♥/✐*✐♦♥ ❢$♦♠ ❤✐❣❤

*♦ ❧♦✇ GSRV ✇❛/ ♠♦$❡ ♣$♦❣$❡//✐✈❡✳ ❲❤❡♥ ♠✐①❡❞ ♦$ ♠♦/❛✐❝ /*$❛*❡❣✐❡/ ✇❡$❡ ✉/❡❞✱ ✐♥❝$❡❛/✐♥❣

*❤❡ ♣$♦♣♦$*✐♦♥ ♦❢ $❡/✐/*❛♥* ✈❛$✐❡*② ❛❝❝❡❧❡$❛*❡❞ *❤❡ $❛*❡ ♦❢ GSRV ❞❡❝$❡❛/❡ ❢♦$ ✐♥❝$❡❛/✐♥❣ R
(RV )
0 ✳

■♥❝$❡❛/✐♥❣ *❤❡ ❞✐/♣❡$/❛❧ $❛♥❣❡ ♠❛❞❡ *❤❡ *$❛♥/✐*✐♦♥ ♦❢ GSRV ❜❡*✇❡❡♥ ❤✐❣❤ *♦ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡/ ♠♦$❡

♣$♦❣$❡//✐✈❡ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛/❡/ ❛♥❞ $❡❞✉❝❡❞ *❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡/ ❜❡*✇❡❡♥ ✈❛$✐❡*② ❞❡♣❧♦②♠❡♥* /*$❛*❡❣✐❡/

✭✜❣✉$❡ ✹✳✾❡ ❛♥❞ ❜✮✳

❚❤❡ R
(RV )
0 ✈❛❧✉❡ *❤❛* ❝♦$$❡/♣♦♥❞/ *♦ GSRV = 50% ♦❢ GSmax ✭♣❛$❛♠❡*❡$ b✮ ✐/ ❛$♦✉♥❞

R
(RV )
0 ≈ 1✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✈❛$✐❡*② ♣$♦♣♦$*✐♦♥/ ❛♥❞ ❛❣❣$❡❣❛*✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛/ ✇❡❧❧ ❛/ ♦♥ *❤❡ ❞✐/♣❡$/❛❧

$❛♥❣❡✳ ❲❤❡♥ *❤❡ ♣$♦♣♦$*✐♦♥ ❛/ ✇❡❧❧ ❛/ *❤❡ ❛❣❣$❡❣❛*✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ *❤❡ $❡/✐/*❛♥* ✈❛$✐❡*② ✐♥❝$❡❛/❡❞✱

b ✐♥❝$❡❛/❡❞ ✭✜❣✉$❡ ✹✳✾❝ ❛♥❞ ❢✮✳ ■♥ ❛❞❞✐*✐♦♥ b ✈❛❧✉❡/ ✇❡$❡ ❤✐❣❤❡$ ❢♦$ ❧❛$❣❡ ❞✐/♣❡$/❛❧ $❛♥❣❡

✭✜❣✉$❡ ✹✳✾❢✮✳ ❚❤✐/ ♠❡❛♥/ *❤❛*✱ ✇❤❡♥ RV $❡❝❡✐✈❡❞ ❧♦✇❡$ /♣♦$❡/✱ *❤❡ GSRV ❞❡❝$❡❛/❡ ♦❝❝✉$$❡❞

❢♦$ ❤✐❣❤❡$ R
(RV )
0 ✈❛❧✉❡/✱ ✐✳❡✳ ❢♦$ ❧♦✇❡$ $❡/✐/*❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ RV ✳

✶✵✵
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RV proportion

b

❋✐❣✉$❡ ✹✳✾✿ ❊+,✐♠❛,✐♦♥ ♦❢ ♣❛$❛♠❡,❡$+ GSmin ✭❛ ❛♥❞ ❞✮✱ a ✭❜ ❛♥❞ ❡✮ ❛♥❞ b ✭❝ ❛♥❞ ❢✮ ♦❢

❡9✉❛,✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ♣❧♦,,❡❞ ❛❣❛✐♥+, ,❤❡ ♣$♦♣♦$,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ $❡+✐+,❛♥, ✈❛$✐❡,②✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✈❛$✐❡,②

❛❣❣$❡❣❛,✐♦♥ ✭♠✐①❡❞✱ ♠♦+❛✐❝ ❛♥❞ ❣$♦✉♣❡❞✮ ✐+ ✐♥❝$❡❛+✐♥❣ ❢$♦♠ ,❤❡ ❞❛$❦❡+, ,♦ ,❤❡ ❧✐❣❤,❡+, ❣$❡②✳

❚♦♣ ❧✐♥❡✿ µ0 = 150m✱ ❜♦,,♦♠ ❧✐♥❡✿ µ0 = 1500m✳

✶✵✶



❈❤❛♣$❡& ✹✳ ❍♦✇ ❝♦✉❧❞ 0♣❛$✐❛❧ ❤❡$❡&♦❣❡♥❡✐$② ❞❡❝&❡❛0❡ ❞✐0❡❛0❡ 0❡✈❡&✐$②❄

✹✳✹ ❉✐$❝✉$$✐♦♥

❍♦✇ ❞♦❡% ❤❛❜✐*❛* ❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*② ✐♥✢✉❡♥❝❡ *❤❡ %♣2❡❛❞ ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥❄ ❲❡ ❛❞❞2❡%%❡❞ *❤✐%

7✉❡%*✐♦♥ ✐♥ *❤❡ ❝♦♥*❡①* ♦❢ ❛❣2✐❝✉❧*✉2❛❧ ❧❛♥❞%❝❛♣❡% *♦ ❡✈❛❧✉❛*❡ *❤❡ ❜❡♥❡✜*% ♦❢ ❢✉♥❝*✐♦♥❛❧

❞✐✈❡2%✐*② ❢♦2 ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❝♦♥*2♦❧✳ ■♥ *❤✐% ❝♦♥*❡①*✱ *❤❡ ❤♦%* ✈❛2✐❡*✐❡% ✇❡2❡ ❝♦♥%✐❞❡2❡❞ ❛% ❤❛❜✐*❛*%

❢♦2 *❤❡ ♣❛*❤♦❣❡♥✳ ❚❤❡ ❢♦✉2 ❝♦♠♣♦♥❡♥*% ❞❡%❝2✐❜✐♥❣ ❤❛❜✐*❛* ❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*② ✇❡2❡ *❤❡♥ *❤❡ ✈❛2✐❡*❛❧

❝♦♠♣♦%✐*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❧❛♥❞%❝❛♣❡✱ *❤❡ %♣❛*✐❛❧ ❛❣❣2❡❣❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✈❛2✐❡*✐❡%✱ *❤❡ ❛❜✐❧✐*② ❢♦2 *❤❡

♣❛*❤♦❣❡♥ *♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛2✐❡*② ✭✈❛2✐❡*② 2❡%✐%*❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✮✱ ❛♥❞ *❤❡ ❞✐%♣❡2%❛❧ ❛❜✐❧✐*② ♦❢

*❤❡ ♣❛*❤♦❣❡♥✳ ❚❤❡%❡ ❢♦✉2 ❝♦♠♣♦♥❡♥*% ❤❛❞ ❛ %*2♦♥❣ ✐♠♣❛❝* ♦♥ *❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥* ❛*

*❤❡ ❧❛♥❞%❝❛♣❡ %❝❛❧❡ ❛♥❞ *❤❡② %❤♦✇ %*2♦♥❣ ✐♥*❡2❛❝*✐♦♥%✳

❚❤❡ ✜2%* ❝♦♥❝❧✉%✐♦♥ ♦❢ *❤❡ %*✉❞② ✐% *❤❛* *❤❡ ✐♥*2♦❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ ❛ 2❡%✐%*❛♥* ✈❛2✐❡*② ✐♥ *❤❡

❧❛♥❞%❝❛♣❡ ❤❛% ❛♥ ❡✛❡❝* ✐♥ 2❡❞✉❝✐♥❣ *❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥* ♦♥ *❤❡ %✉%❝❡♣*✐❜❧❡ ✈❛2✐❡*②✳

❚❤✐% ❡✛❡❝* ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ *❤❡ ✈❛2✐❡*② ♣2♦♣♦2*✐♦♥% ❛♥❞ *❤❡✐2 %♣❛*✐❛❧ ❛22❛♥❣❡♠❡♥*✳ ❚❤❡ ❣2❡❛*❡%*

❡✛❡❝* ♦♥ GSSV ✇❛% ❤♦✇❡✈❡2 *❤❛* ♦❢ *❤❡ RV ♣2♦♣♦2*✐♦♥✱ ❡%♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❞✐%♣❡2%❛❧ 2❛♥❣❡ ✇❛%

❤✐❣❤✳ ❚❤✐% ✐% ♥♦* %✉2♣2✐%✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛♥% *❤❛* ❞✐❧✉*✐♦♥ ❡✛❡❝*% ❛* *❤❡ ❧❛♥❞%❝❛♣❡ %❝❛❧❡ %*2♦♥❣❧②

❞❡♣❡♥❞% ♦♥ *❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ 2❡%✐%*❛♥❝❡ *❤❛* ❛2❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐*✐♦♥✱ *❤❡ 2❡%✐%*❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ RV ✐%

❛❧%♦ ❝2✉❝✐❛❧✿ ✇❤❡♥ R
(RV )
0 > 1✱ RV ❜❡❝♦♠❡% ❛ %♦✉2❝❡ ♦❢ %♣♦2❡% ❛♥❞ ✐*% ❡✛❡❝*% ♦♥ SV ❞❡❝2❡❛%❡

❞2❛%*✐❝❛❧❧②✳

❲❡ ❝♦♥%✐❞❡2❡❞ *❤❡ ❝❛%❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡*❡ 2❡%✐%*❛♥❝❡ ✭R
(RV )
0 = 0✮ ❛% ✇❡❧❧ ❛% ❛ 7✉❛♥*✐*❛*✐✈❡

2❡%✐%*❛♥❝❡ ✭R
(RV )
0 > 0✮✳ ■♥ *❤✐% ❧❛**❡2 ❝❛%❡✱ *❤❡ 2❡%✐%*❛♥* ✈❛2✐❡*② ✇❛% ✐*%❡❧❢ ❛✛❡❝*❡❞ ❜② *❤❡

♣❛*❤♦❣❡♥✳ ◆♦* %✉2♣2✐%✐♥❣❧②✱ *❤❡ 2❡%✐%*❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ RV ✇❛% *❤❡ ♠♦%* ✐♥✢✉❡♥*✐❛❧ ♣❛2❛♠❡*❡2

❢♦2 ❞❡*❡2♠✐♥✐♥❣ ✐*% ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐%❡❛%❡✳ ❙♣❛*✐❛❧ ❛22❛♥❣❡♠❡♥* ♦❢ RV ♣❧❛②% ♦♣♣♦%✐*❡ 2♦❧❡% ✇✐*❤

2❡%♣❡❝* *♦ *❤❡ %✉%❝❡♣*✐❜❧❡ ✈❛2✐❡*②✳ ❲❤✐❧❡ ♠✐①❡❞ %*2❛*❡❣② ❞❡❝2❡❛%❡% ❧❛♥❞%❝❛♣❡ ❝♦♥♥❡❝*✐✈✐*②

❛♥❞ ♣2♦*❡❝*% SV ✱ ✐* ❡①♣♦%❡% RV *♦ ❛ ❣2❡❛*❡2 ❛♠♦✉♥* ♦❢ %♣♦2❡%✳ ❆% ❛ ❝♦♥%❡7✉❡♥❝❡✱ RV

✇❛% ♠♦2❡ ❞✐%❡❛%❡❞ ✐♥ ♠✐①❡❞ 2❛*❤❡2 *❤❛♥ ❣2♦✉♣❡❞ ✈❛2✐❡*② ❛❧❧♦❝❛*✐♦♥ %*2❛*❡❣✐❡%✳ ❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡

❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ❣❛✐♥ ♦♥ ❙❱ ❛♥❞ *❤❡ ❧♦%% ♦♥ ❘❱ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❣2♦✉♣❡❞ %*2❛*❡❣✐❡% ❢♦2 ✈❛2✐❡*② ❛❧❧♦❝❛*✐♦♥

♠♦2❡ 2❡%✐%*❛♥* *♦ ❞✐%❡❛%❡✳

❆ *❤2❡%❤♦❧❞ ❡✛❡❝* ✇❛% ❢♦✉♥❞ ♦♥ *❤❡ ✐♥*❡❣2❛*❡❞ ❣2❡❡♥ %✉2❢❛❝❡ ♦❢ *❤❡ 2❡%✐%*❛♥* ✈❛2✐❡*② ❛♥❞

✇❛% 2❡❧❛*❡❞ *♦ *❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❛%✐❝ 2❡♣2♦❞✉❝*✐✈❡ ♥✉♠❜❡2 R
(RV )
0 ✳ ❚❤✐% ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ %♦✉2❝❡✲

%✐♥❦ ❞②♥❛♠✐❝%✳ ❲❤❡♥ R
(RV )
0 ✐% ❧♦✇❡2 *❤❛♥ ✶ ❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❣2♦✇*❤ 2❛*❡% ❛2❡ ♣♦%✐*✐✈❡ ♦♥

SV ✭*❤❡ %♦✉2❝❡✮✱ ♥❡❣❛*✐✈❡ ♦♥ RV ✭*❤❡ %✐♥❦✮ ❛♥❞ *❤❡ %♣♦2❡ ❞✐%♣❡2%❛❧ ❣❡♥❡2❛*❡% ❛ %♦✉2❝❡✲%✐♥❦

❞②♥❛♠✐❝%✳ ❆ %✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦2 ❛ %✐♥❣❧❡✲%♣❡❝✐❡% %♦✉2❝❡✲%✐♥❦ %②%*❡♠ ✐% ❡①♣♦%❡❞ ❜② ✭❍♦❧*✱ ✶✾✾✸✮✳

■* ❛%%✉♠❡% ❛ %❛*✉2❛*❡❞ %♦✉2❝❡ ♣❛*❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❥✉✈❡♥✐❧❡% ❛2❡ ❢♦2❝❡❞ *♦ ❡♠✐❣2❛*❡ *♦ ❛ %✐♥❦ ♣❛*❝❤

✇❤❡2❡✱ ✐♥ *❤❡ ❛❜%❡♥❝❡ ♦❢ *❤✐% ✐♠♠✐❣2❛*✐♦♥✱ *❤❡ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❞❡❝❧✐♥❡✳ ❍♦❧* %❤♦✇❡❞ *❤❛*

*❤❡ %✐③❡ ♦❢ *❤❡ %✐♥❦ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ✐% ❞✐2❡❝*❧② ♣2♦♣♦2*✐♦♥❛❧ *♦ *❤❡ ✐♠♠✐❣2❛*✐♦♥ ❢2♦♠ *❤❡ %♦✉2❝❡✱

%❝❛❧❡❞ ❜② *❤❡ ❣2♦✇*❤ 2❛*❡ ♦❢ *❤❡ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ✐♥ *❤❡ %✐♥❦ ♣❛*❝❤✳ ■♥ ♦✉2 ❝♦♥*❡①*✱ ✇❤❡♥ *❤❡

RV ♣2♦♣♦2*✐♦♥ ✐% ✜①❡❞✱ ✐♠♠✐❣2❛*✐♦♥ ❢2♦♠ %♦✉2❝❡ ✭SV ✮ *♦ %✐♥❦ ✭RV ✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜②

✶✵✷



✹✳✹✳ ❉✐$❝✉$$✐♦♥

✐♥❝#❡❛&✐♥❣ (❤❡ ❛✈❡#❛❣❡ &♣❛(✐❛❧ ♣#♦①✐♠✐(② ✭❣♦✐♥❣ ❢#♦♠ ❣#♦✉♣❡❞ (♦ ♠✐①❡❞ ❧❛♥❞&❝❛♣❡&✮ ❜❡(✇❡❡♥

RV ❛♥❞ SV ♦# ❜② ✐♥❝#❡❛&✐♥❣ (❤❡ &♣♦#❡ ❞✐&♣❡#&❛❧ #❛♥❣❡✳ ❖✉# #❡&✉❧(& ❛#❡ (❤✉& ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐(❤

(❤✐& &✐♠♣❧❡ ♣#❡❞✐❝(✐♦♥ &✐♥❝❡ ✐♥ ♠✐①❡❞ ❧❛♥❞&❝❛♣❡& RV ❡①❤✐❜✐(❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡# ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐&❡❛&❡✱ ❛&

✇❡❧❧ ❛& ✇❤❡♥ ❞✐&♣❡#&❛❧ #❛♥❣❡ ✇❛& ❧❛#❣❡✳ ■♥ ❛❞❞✐(✐♦♥✱ RV ❡①❤✐❜✐(❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡# ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐&❡❛&❡

✇❤❡♥ R
(RV )
0 ✐♥❝#❡❛&❡❞ ✉♣ (♦ ✶ ✭✐♥❝#❡❛&❡ ♦❢ (❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣#♦✇(❤ #❛(❡✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡#❡♥❝❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉#

❜❡(✇❡❡♥ ♠✐①❡❞ ❛♥❞ ❣#♦✉♣❡❞ ❧❛♥❞&❝❛♣❡& ✇❤❡♥ (❤❡ &♣♦#❡ ❞✐&♣❡#&❛❧ #❛♥❣❡ ✇❛& &❤♦#( ❝♦✉❧❞ ❜❡

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② (❤❡ ❢❛❝( (❤❛( ✐♠♠✐❣#❛(✐♦♥ ❢#♦♠ SV (♦ RV ✇❛& (♦♦ ❧♦✇ ✐♥ ❣#♦✉♣❡❞ ❧❛♥❞&❝❛♣❡&

❢♦# ♠❛✐♥(❛✐♥✐♥❣ ❛ ✈✐❛❜❧❡ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ♦♥ RV ✳ ❚❤❡♥✱ (❤❡ ♣❛(❤♦❣❡♥ ❝♦✉❧❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦♥ RV ♦♥❧②

✇❤❡♥ R
(RV )
0 ✇❛& ❣#❡❛(❡# (❤❛♥ ✶✳ ■♥ ♠✐①❡❞ ❧❛♥❞&❝❛♣❡&✱ ✐♠♠✐❣#❛(✐♦♥ ❢#♦♠ SV (♦ RV ❛❧❧♦✇❡❞

(❤❡ ♣❛(❤♦❣❡♥ (♦ ♠❛✐♥(❛✐♥ ♦♥ ❘❱✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥& (❤❛( ❛ ♣#♦❣#❡&&✐✈❡ ❞❡❝#❡❛&❡ ✐♥ GSRV ✇❛&

♦❜&❡#✈❡❞ ✐♥&(❡❛❞ ♦❢ ❛ (❤#❡&❤♦❧❞ ❡✛❡❝(✳

❚❤❡ ❞❛(❛ ❛♥❛❧②&✐& ♣#❡&❡♥(❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣(❡# ✷ &✉❣❣❡&(& (❤❛( &✉❝❤ &♦✉#❝❡✲&✐♥❦ ❞②♥❛♠✐❝& ♦♣❡#❛(❡

✐♥ (❤❡ ✜❡❧❞✳ ❚*+♠✐❡ ✐& ❛ ✇❤❡❛( ✈❛#✐❡(② ✇✐(❤ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ #❡&✐&(❛♥❝❡ (♦ ❧❡❛❢ #✉&(✳ ■( ✇❛& ❢♦✉♥❞

#❡❧❛(❡❞ (♦ ❛ ♣❛#(✐❝✉❧❛# ❧❡❛❢ #✉&( ❣❡♥♦(②♣❡ ✭♣❛(❤♦(②♣❡ 073100✮ ❡✈❡♥ (❤♦✉❣❤ ✐( ✐& #❡&✐&(❛♥( (♦

073100✳ ■♥❢❡❝(✐♦♥ ♦❢ ❚*+♠✐❡ ✇✐(❤ (❤❛( ♣❛(❤♦(②♣❡ ✐♥ ❝♦♥(#♦❧❧❡❞ ❝♦♥❞✐(✐♦♥& ❤♦✇❡✈❡# ♣#♦❞✉❝❡&

❛ ❢❡✇ ✈✐❛❜❧❡ ♣✉&(✉❧❡&✳ ❙✐♥❝❡ (❤❡ ❢#❡F✉❡♥❝② ♦❢ 073100 ✐♥ (❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛(❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ✇❛&

❤✐❣❤✱ ❞✉❡ (♦ ✐(& ✐♥❝#❡❛&❡ ❜② ✈❛#✐❡(② ❙♦✐$$♦♥$✱ ✐( ❝❛♥ ❜❡ ❛&&✉♠❡❞ (❤❛( (❤❡ ✐♥♦❝✉❧✉♠ ♣#♦✈✐❞❡❞ ❜②

❙♦✐$$♦♥$ ❛❝❝♦✉♥(❡❞ ❢♦# (❤❡ ♣#❡&❡♥❝❡ ♦❢ 073100 ♦♥ ❚*+♠✐❡✳ G❛(❤♦(②♣❡ 073100 ❞✐❞ ♥♦( ❞❡✈❡❧♦♣

❡♣✐❞❡♠✐❝& ♦♥ ❚*+♠✐❡ ❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ ❛ ✈❡#② ❧♦✇ R0 ✈❛❧✉❡ ❜✉( ✇❛& ❝♦♥&(❛♥(❧② #❡✐♥(#♦❞✉❝❡❞ ♦♥ (❤❛(

✈❛#✐❡(② ❛& ❡①(❡#♥❛❧ ✐♥♦❝✉❧✉♠✳ ❚❤✐& ✐❧❧✉&(#❛(❡& ✇✐(❤ ❛ #❡❛❧ &✐(✉❛(✐♦♥ (❤❡ (❤❡♦#❡(✐❝❛❧ #❡&✉❧(&

♣#❡&❡♥(❡❞ ❤❡#❡✳

❲❤❡♥ #❡&✐&(❛♥( ✈❛#✐❡(✐❡& ❛#❡ ✐♥(#♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛❣#♦&②&(❡♠&✱ (❤❡② ✉&✉❛❧❧② &❤♦✇ ❛ ❞❡❝#❡❛&✐♥❣

#❡&✐&(❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦✈❡# (✐♠❡✱ ❞✉❡ (♦ #❛♣✐❞ ❛❞❛♣(❛(✐♦♥ ♦❢ ♣❛(❤♦❣❡♥& ✭❏♦❤♥&♦♥✱ ✶✾✻✶❀ ❙(✉❦❡♥❜#♦❝❦

❛♥❞ ▼❝❉♦♥❛❧❞✱ ✷✵✵✽✮✳ ❖♥❡ ✐♠♣♦#(❛♥( ✐&&✉❡ #❡❧❛(❡❞ (♦ (❤❡ #❡✲✐♥(#♦❞✉❝(✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝(✐♦♥❛❧

❞✐✈❡#&✐(② ✐♥ ❛❣#✐❝✉❧(✉#❡ ✐& (❤❛( ♦❢ (❤❡ ♣#❡&❡#✈❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♥❡✇ #❡&✐&(❛♥( ✈❛#✐❡(✐❡&✳

■♥ (❤✐& ✇♦#❦ ✇❡ &✉♣♣♦&❡❞ (❤❛( (❤❡ #❡&✐&(❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✇❛& ❝♦♥&(❛♥( ❞✉#✐♥❣ (❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝&✱ ✐✳❡✳

(❤❛( (❤❡ ♣❛(❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦( ❛❞❛♣( (♦ (❤❡ #❡&✐&(❛♥( ✈❛#✐❡(② ❜② ✐♥❝#❡❛&✐♥❣ ✐(& ❜❛&✐❝

#❡♣#♦❞✉❝(✐✈❡ ♥✉♠❜❡#✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ &♦♠❡ ♦❢ (❤❡ #❡&✉❧(& ❝♦✉❧❞ ❜❡ &❡❡♥ ❢#♦♠ ❛♥ ❡✈♦❧✉(✐♦♥❛#② ♣♦✐♥(

♦❢ ✈✐❡✇✳ ❋✐❣✉#❡ ✹✳✽ &❤♦✇& (❤❡ ✐♥(❡❣#❛(❡❞ ❣#❡❡♥ &✉#❢❛❝❡ ♦❢ (❤❡ #❡&✐&(❛♥( ✈❛#✐❡(② ❛❝❝♦#❞✐♥❣ (♦

✐(& #❡&✐&(❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❙✉♣♣♦&❡ (❤❛( (❤❡ ❛❞❛♣(❛(✐♦♥ (♦ (❤❡ ♣❛(❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ #❡&✉❧(& ✐♥ ❛♥

❡#♦&✐♦♥ ♦❢ (❤❡ #❡&✐&(❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ RV ✭❛♥❞ (❤✉& ❛♥ ✐♥❝#❡❛&❡ ✐♥ R
(RV )
0 ✮✳ ❚❤✐& ❡#♦&✐♦♥ ❝♦✉❧❞ (❛❦❡

(❤❡ ❢♦#♠ ♦❢ ❛ ❜#✉(❛❧ ❜#❡❛❦❞♦✇♥ ✐♥ ❛❣❣#❡❣❛(❡❞ ❧❛♥❞&❝❛♣❡& ♦# ❜❡ ♠♦#❡ ♣#♦❣#❡&&✐✈❡ ✐♥ ♠✐①❡❞

❧❛♥❞&❝❛♣❡&✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡# ✐♠♣❛❝( ♦♥ (❤❡ ✜♥❛❧ ②✐❡❧❞ ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ♠♦#❡ (✐♠❡ (♦ (❤❡ ❢❛#♠❡# (♦

❛❞❥✉&(✳

■♥ (❤✐& ✇♦#❦ (❤❡ ♣❛(❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ✇❛& ❝♦♠♣♦&❡❞ ❜② ❛ &✐♥❣❧❡ ❣❡♥♦(②♣❡✳ ❍♦✇❡✈❡#✱

❡♣✐❞❡♠✐❝& ♦♥ ❛❣#✐❝✉❧(✉#❛❧ ❧❛♥❞&❝❛♣❡ ❛#❡ ✉&✉❛❧❧② ❝❛✉&❡❞ ❜② ♠♦#❡ ❞✐✈❡#&✐✜❡❞ ♣❛(❤♦❣❡♥

♣♦♣✉❧❛(✐♦♥&✳ ❆ #❡❝❡♥( &(✉❞② ✭G❛♣❛W① ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❝❤❛♣(❡# ✷✮ ❜❛&❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛#❣❡ ❞❛(❛❜❛&❡
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♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ $+/✉❝+✉/❡✳ ❆ ♣❡/$♣❡❝+✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ +♦ ❝♦♥$✐❞❡/ ❛ $+/✉❝+✉/❡❞ ♣❛+❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥
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✺✳✷✳✶✳✷ 8♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝1 ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✺✳✷✳✷ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥%1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✷✳✷✳✶ ▲❛♥❞1❝❛♣❡1 ❛♥❞ ❞✐1♣❡&1❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✺✳✷✳✷✳✷ ▲✐❢❡✲❝②❝❧❡ ♣❛&❛♠❡%❡&1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✺✳✷✳✸ ❈❛1❡ 1%✉❞✐❡1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✺✳✸ ❊1%❛❜❧✐1❤♠❡♥% ♦❢ ♠✉%❛♥% ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✺✳✸✳✶ ●❧♦❜❛❧ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ 1✐③❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✺✳✸✳✷ ■♥%&❛ ✜❡❧❞ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ 1✐③❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✺✳✸✳✸ ▲♦❝❛❧ ❡♠❡&❣❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉%❛♥% ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✺✳✹ ❈♦❡①✐1%❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ♣❛%❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦%②♣❡1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✺✳✹✳✶ ❙%❛❜❧❡ ❝♦❡①✐1%❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✶✵✺



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ▼✉$❛♥$ ❡,$❛❜❧✐,❤♠❡♥$ ❛♥❞ ❝♦❡①✐,$❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦$②♣❡,

✺✳✹✳✷ ❙♣❛'✐❛❧ ❞✐+',✐❜✉'✐♦♥ ❛' ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❡2✉✐❧✐❜,✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✺✳✺ ❉✐+❝✉++✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✶✵✻



✺✳✶✳ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❙❡❧❡❝$✐♦♥ ❢♦) *✉❛♥$✐$❛$✐✈❡ $)❛✐$. ✐♥✢✉❡♥❝❡. ♣❛$❤♦❣❡♥ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ✐♥ ❛❣)✐❝✉❧$✉)❛❧ .②.$❡♠. ❛♥❞

❝❛♥ )❡.✉❧$ ✐♥ ❞✐✛❡)❡♥$✐❛❧ ❛❞❛♣$❛$✐♦♥ $♦ ❤♦.$ ✈❛)✐❡$✐❡. ✭8❛)✐❛✉❞ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮✳ ■♥ ❛ ❧❛)❣❡ .❝❛❧❡

.$✉❞② ♦♥ ✇❤❡❛$ ❧❡❛❢ )✉.$ 8❛♣❛A① ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❞❡♠♦♥.$)❛$❡❞ $❤❛$ .✉❝❤ ❞✐✛❡)❡♥$✐❛❧ ❛❞❛♣$❛$✐♦♥

♦❢ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦$②♣❡. $♦ ❤♦.$ ✈❛)✐❡$✐❡. ✇❛. ❧❛)❣❡❧② ❛❝❝♦✉♥$❡❞ ❢♦) ❜② $❤❡ )❡❧❛$✐♦♥.❤✐♣ ❜❡$✇❡❡♥

$❤❡ ❝♦♠♣♦.✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❤♦.$ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✐$. .✉.❝❡♣$✐❜✐❧✐$② $♦ ❞✐.❡❛.❡✳ ■$ ❛❧.♦ )❡✈❡❛❧❡❞

$❤❛$ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❣❡♥♦$②♣❡. ✭♣❛$❤♦$②♣❡.✮ $❤❛$ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛.

.♣❡❝✐❛❧✐.$. ❛♥❞ ♦$❤❡). ✇✐$❤ ❛ ❧❛)❣❡) ❤♦.$ ♣❛♥❡❧✱ $❤❛$ ❝♦✉❧❞ ❜❡ *✉❛❧✐✜❡❞ ♦❢ ❣❡♥❡)❛❧✐.$.✳ ❚❤❡

❧❛♥❞.❝❛♣❡ ✈❛)✐❡$❛❧ ❝♦♠♣♦.✐$✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡. $❤❡ ♦❜.❡)✈❡❞ )❡.✐.$❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ $❤❡ ♠♦.$ ❢)❡*✉❡♥$❧②

❣)♦✇♥ ✇❤❡❛$ ✈❛)✐❡$✐❡. ❜② ❛❧$❡)✐♥❣ $❤❡ .$)✉❝$✉)❡ ♦❢ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥✳ ❲❤✐❝❤ ♣❛$❤♦❣❡♥

❣❡♥♦$②♣❡. ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✈❛)✐❡$②❄ ❚❤✐. ✐. ❛ ❝)✉❝✐❛❧ *✉❡.$✐♦♥ ✐♥ ♣❧❛♥$ ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②

❢♦) ✉♥❞❡).$❛♥❞✐♥❣ $❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❤♦.$ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ .$)✉❝$✉)❡ ❛♥❞ ✐$. .✉.❝❡♣$✐❜✐❧✐$②

$♦ ❞✐.❡❛.❡✳ ■♥ $❤❡ ♣)❡.❡♥$ ✇♦)❦✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ $❤❡♦)❡$✐❝❛❧ ❛♣♣)♦❛❝❤ $♦ ✐♥✈❡.$✐❣❛$❡ $❤❡

❝♦♥❞✐$✐♦♥. ♦❢ ❡♠❡)❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡.$❛❜❧✐.❤♠❡♥$ ♦❢ ❛ ♠✉$❛♥$ ♣❛$❤♦❣❡♥ ✇✐$❤ ❣❡♥❡)❛❧✐.$ ❢❡❛$✉)❡.

✐♥ ❛♥ ❛❣)✐❝✉❧$✉)❛❧ ❧❛♥❞.❝❛♣❡✱ $❤❡♥ ✇❡ ❞❡$❡)♠✐♥❡ $❤❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥. ♦❢ ❝♦✲❡①✐.$❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥

.♣❡❝✐❛❧✐.$. ❛♥❞ ❣❡♥❡)❛❧✐.$. ♣❛$❤♦$②♣❡.✳

■♥ ❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐$✐❡.✱ $❤❡ ✜).$ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❢♦) .$❛❜❧❡ ❝♦❡①✐.$❡♥❝❡ ✐. .✉❝❝❡.. ✐♥ ❡.$❛❜❧✐.❤♠❡♥$ ♦❢

❛ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ✭❲✐$❤✱ ✷✵✵✷✮✳ ❊.$❛❜❧✐.❤♠❡♥$ .✉❝❝❡.. ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉.❧② ♠✐①❡❞ ❤♦.$✲♣❛$❤♦❣❡♥

.②.$❡♠. ✐. ❞❡$❡)♠✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❜❛.✐❝ )❡♣)♦❞✉❝$✐✈❡ ♥✉♠❜❡)✳ ❲❤❡♥ $✇♦ ♣❛$❤♦❣❡♥. ❛)❡

❝♦♠♣❡$✐♥❣ ❢♦) ❛ .✐♥❣❧❡ ❤♦.$✱ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❤✐❣❤❡.$ ❜❛.✐❝ )❡♣)♦❞✉❝$✐✈❡ ♥✉♠❜❡) ✇✐❧❧

✐♥✈❛❞❡ $❤❡ )❡.✐❞❡♥$ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ ✇❤❡♥ ❞✐.♣❡).❛❧ ✐. ❧✐♠✐$❡❞✱ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥

✇✐❧❧ $②♣✐❝❛❧❧② ♣)♦❣)❡.. ✐♥ ❛ .✉.❝❡♣$✐❜❧❡ ❤♦.$ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❛. ❛ $)❛✈❡❧❧✐♥❣ ✇❛✈❡❢)♦♥$ ✭▼✉♥❞$

❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ■♥ .✉❝❤ ❝♦♥❞✐$✐♦♥.✱ ❛ ♠✉$❛♥$ ❣❡♥♦$②♣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✈❡)✇❤❡❧♠❡❞ ✐❢ ✐$ ❛♣♣❡❛). ✐♥ $❤❡

❛❧)❡❛❞② ❞✐.❡❛.❡❞ )❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ✐$ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦)❡ ❧✐❦❡❧② ❡.$❛❜❧✐.❤❡❞ ✐❢ ✐$ ❛)✐.❡. ❝❧♦.❡) $♦ $❤❡

✇❛✈❡❢)♦♥$ ✭❲❡✐ ❛♥❞ ❑)♦♥❡✱ ✷✵✵✺✮✳ ❚❤✐. ❡✛❡❝$ ✐. ❦♥♦✇♥ ❛. $❤❡ ❵.✉)✜♥❣ ❡✛❡❝$✬ ✐♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥

❣❡♥❡$✐❝. ✭❊①❝♦✣❡) ❛♥❞ ❘❛②✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝$. ♦❢ ❧❛♥❞.❝❛♣❡ .$)✉❝$✉)❡ ♦♥ $❤❡ ❡.$❛❜❧✐.❤♠❡♥$

♦❢ ❛ ♠✉$❛♥$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ )❛)❡❧② ✐♥✈❡.$✐❣❛$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❧✐$❡)❛$✉)❡✳ ❚♦ ♦✉) ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ $❤❡ ♠♦.$

❛❞✈❛♥❝❡❞ ✇♦)❦ ✐. $❤❛$ ♦❢ ❇✉)$♦♥ ❛♥❞ ❚)❛✈✐. ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡.❡ ❛✉$❤♦). ❝♦♥.$)✉❝$❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦)

.✐♠✉❧❛$✐♥❣ $❤❡ ❡①♣❛♥.✐♦♥ )❛♥❣❡ ♦❢ ❤❛♣❧♦✐❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ ❛ )❡❝$❛♥❣✉❧❛) ❧❛$$✐❝❡✳ ❍❡$❡)♦❣❡♥❡✐$②

✇❛. ✐♥$)♦❞✉❝❡❞ ❜② .❡♣❛)❛$✐♥❣ $❤❡ ❧❡❢$ ❛♥❞ $❤❡ )✐❣❤$ .✐❞❡ ♦❢ $❤❡ ❧❛$$✐❝❡ ❡✐$❤❡) ❜② ❛♥ ✉♥.✉✐$❛❜❧❡

❜❧♦❝❦ ♦) ❜② ❝♦♥.✐❞❡)✐♥❣ $❤❛$ $❤❡ $✇♦ ❛)❡❛. ♦❢ .✉✐$❛❜❧❡ ❤❛❜✐$❛$ ✇❡)❡ ❝♦♥♥❡❝$❡❞ ❜② ❛ ♥❛))♦✇

❝♦))✐❞♦)✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ $❤❛$ ❧❛♥❞.❝❛♣❡ .$)✉❝$✉)❡✱ $♦❣❡$❤❡) ✇✐$❤ $❤❡ .♣❛$✐❛❧ ❧♦❝❛$✐♦♥ ♦❢ ♠✉$❛♥$

✐♥$)♦❞✉❝$✐♦♥✱ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥.✐❞❡)❛❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ $❤❡ ♠✉$❛♥$ .✉)✈✐✈❛❧ ♣)♦❜❛❜✐❧✐$② ❛♥❞ ♦♥ $❤❡

♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝. ♦❢ $❤❡ ♠✉$❛♥$.✳ ■♥ ♣❛)$✐❝✉❧❛) $❤❡ ❧❛♥❞.❝❛♣❡ .$)✉❝$✉)❡ ❝♦✉❧❞ ❢❛✈♦✉)

❞❡❧❡$❡)✐♦✉. ♠✉$❛$✐♦♥. $❤❛$ ✇♦✉❧❞ ♥♦)♠❛❧❧② ❞✐.❛♣♣❡❛)✳

❲❤❡♥ ❛❧❧ $②♣❡. ✭.♣❡❝✐❡. ♦) ❣❡♥♦$②♣❡.✮ ❛)❡ ✇❡❧❧ ❡.$❛❜❧✐.❤❡❞ ✐♥ $❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐$②✱ $❤❡ *✉❡.$✐♦♥

♦❢ .$❛❜❧❡ ❝♦❡①✐.$❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞)❡..❡❞✳ ❆ ❝❧❛..✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐.♠ ❢♦) ❝♦❡①✐.$❡♥❝❡ ✐. ♥✐❝❤❡

✶✵✼



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ▼✉$❛♥$ ❡,$❛❜❧✐,❤♠❡♥$ ❛♥❞ ❝♦❡①✐,$❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦$②♣❡,

♣❛"#✐#✐♦♥✐♥❣ ✭❈❤❡,,♦♥✱ ✷✵✵✵✮✳ ❚❤✐, "❡3✉✐"❡, #❤❛# #②♣❡, ❞✐✛❡" ✐♥ #❤❡✐" ✉,❡ ♦❢ "❡,♦✉"❝❡, ❜✉# ♥♦#

♥❡❝❡,,❛"✐❧② #❤❛# #❤❡,❡ "❡,♦✉"❝❡, ✢✉❝#✉❛#❡ ✐♥ ,♣❛❝❡ ✭❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉, ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥#✮✳ ❊♥✈✐"♦♥♠❡♥#

❤❡#❡"♦❣❡♥❡✐#② ♠❛❦❡, ❤♦✇❡✈❡" ❡❛,✐❡" ❛ ,#❛❜❧❡ ❝♦❡①✐,#❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉,❡ ✐# ♣"♦♠♦#❡, ♠❡❝❤❛♥✐,♠, #❤❛#

❛"❡ ♥♦# ♣♦,,✐❜❧❡ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉, ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥#, ✭▼❡❧❜♦✉"♥❡ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❈❤❡,,♦♥ ✭✷✵✵✵✮

✐❞❡♥#✐✜❡❞ #❤"❡❡ ♠❡❝❤❛♥✐,♠, #❤❛# ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ #❤❡ ✈❛"✐❛#✐♦♥ ♦❢ "❡,♦✉"❝❡, ✐♥ ,♣❛❝❡✿ ,#♦"❛❣❡

❡✛❡❝#✱ "❡❧❛#✐✈❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛"✐#② ❛♥❞ ✜#♥❡,,✲❞❡♥,✐#② ❝♦✈❛"✐❛♥❝❡✳ ▼♦"❡ "❡❝❡♥#❧②✱ ❉I❜❛""❡ ❛♥❞

▲❡♥♦"♠❛♥❞ ✭✷✵✶✶✮ ❛❞❞❡❞ ❛♥♦#❤❡" ♠❡❝❤❛♥✐,♠✿ ❵❤❛❜✐#❛# ❜♦✉♥❞❛"② ♣♦❧②♠♦"♣❤✐,♠✬✳ ❚❤✐, ♥❡✇

♠❡❝❤❛♥✐,♠ "❡3✉✐"❡, ❜♦#❤ ❤❛❜✐#❛# ❤❡#❡"♦❣❡♥❡✐#② ❛♥❞ ❞✐,#❛♥❝❡✲❧✐♠✐#❡❞ ❞✐,♣❡",❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝"❡❛#❡,

♠❛❧❛❞❛♣#❛#✐♦♥ ❛# ❤❛❜✐#❛# ❡❞❣❡, ❛♥❞ ❢❛✈♦✉" #❤❡ ♠❛✐♥#❡♥❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦"❡ ❣❡♥❡"❛❧✐,# ❣❡♥♦#②♣❡,✳

❉I❜❛""❡ ❛♥❞ ▲❡♥♦"♠❛♥❞ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦✉♥❞ #❤❛# #❤✐, ♠❡❝❤❛♥✐,♠ ❛❝#, ✐♥ ✈❡"② ❞✐✛❡"❡♥# ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥#✿

❝♦♥#✐♥✉♦✉, ♦" ,#❡♣♣✐♥❣ ,#♦♥❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ,#"✉❝#✉"❡, ❛, ✇❡❧❧ ❛, ❝✐"❝✉❧❛" ♦" ✢♦✇❡"✲,❤❛♣❡❞

#✇♦✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ,#"✉❝#✉"❡,✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ #❤❡✐" ❢"❛♠❡✇♦"❦ ✐, ♥♦# "❡❛❞✐❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ #♦ #❤❡ ,♣❡❝✐✜❝

,✐#✉❛#✐♦♥ ♦❢ ❛❣"✐❝✉❧#✉"❛❧ ❧❛♥❞,❝❛♣❡,✳

❲❡ ♣"♦♣♦,❡ ❤❡"❡ #♦ ,#✉❞② #❤❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥, ❢♦" ❡,#❛❜❧✐,❤♠❡♥# ❛♥❞ ,#❛❜❧❡ ❝♦❡①✐,#❡♥❝❡ ♦❢

♣❛#❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦#②♣❡, ✐♥ ❛❣"✐❝✉❧#✉"❛❧ ❧❛♥❞,❝❛♣❡, ✇✐#❤ ❛ ,✐♠✉❧❛#✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐,

,#♦❝❤❛,#✐❝ ❛♥❞ #❤❡ ❧✐❢❡✲❝②❝❧❡ ✐, ❜❛,❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛✐"✲❜♦"♥❡ ♣❧❛♥#✲♣❛#❤♦❣❡♥ ❢♦❧✐❛" ❢✉♥❣✉,✳ ❚❤❡

❧❛♥❞,❝❛♣❡ ✐, "❡♣"❡,❡♥#❡❞ ❛, ❛ ,❡# ♦❢ ✜❡❧❞, ♦♥ ✇❤✐❝❤ #✇♦ ✈❛"✐❡#✐❡, ❛"❡ ❝✉❧#✐✈❛#❡❞ ✇✐#❤ ❛

❝♦♥#"♦❧❧❡❞ ♣"♦♣♦"#✐♦♥ ❛♥❞ ,♣❛#✐❛❧ ♦"❣❛♥✐,❛#✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥,✐❞❡" ❛❧,♦ ,❡✈❡"❛❧ ❞✐,♣❡",❛❧ ❛❜✐❧✐#✐❡,

❛♥❞ ,❡✈❡"❛❧ ,♣❡❝✐❛❧✐,❛#✐♦♥ ❝♦,#, ❢♦" #❤❡ ♣❛#❤♦❣❡♥✳ ❲❡ ❝♦♥,✐❞❡" #✇♦ ❝❛,❡✲,#✉❞✐❡,✿ ✜",#✱ #❤❡

♣❛#❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ ✐, ❝♦♠♣♦,❡❞ ♦❢ #✇♦ ,♣❡❝✐❛❧✐,❡❞ ❣❡♥♦#②♣❡, #❤❛# ❝❛♥ ♠✉#❛#❡ #♦✇❛"❞, ❛

❣❡♥❡"❛❧✐,# ❣❡♥♦#②♣❡✳ ❚❤❡ ❤♦,# ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ ,✐③❡ ✐, ✜①❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ #❤❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥, ❢♦"

❡,#❛❜❧✐,❤♠❡♥# ♦❢ ❛ ❣❡♥❡"❛❧✐,# ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ ❞✉"✐♥❣ ❛♥ ❡♣✐❞❡♠✐❝✳ ❙❡❝♦♥❞✱ #❤❡ #❤"❡❡ ❣❡♥♦#②♣❡,

❛"❡ ❝♦♥,✐❞❡"❡❞ #♦ ♣"❡✲❡①✐,# ✐♥ #❤❡ ♣❛#❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥✱ #❤❡"❡ ✐, ♥♦ ♥❡✇ ♠✉#❛#✐♦♥✱ ❛♥❞ #❤❡

❤♦,# ✐, ❛❜❧❡ #♦ ❣"♦✇✳ ❲❡ #❤❡♥ ,#✉❞② #❤❡ ❡3✉✐❧✐❜"✐✉♠ ♦❢ #❤❡ ♣❛#❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ ❝♦♠♣♦,✐#✐♦♥✳

✺✳✷ ▼❛%❡'✐❛❧* ❛♥❞ ♠❡%❤♦❞*

✺✳✷✳✶ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

✺✳✷✳✶✳✶ ❚❤❡ ❧❛♥❞+❝❛♣❡

❲❡ ✉#❡❞ %❤❡ ❢(❛♠❡✇♦(❦ ❞❡#❝(✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣%❡( ✸ ✐♥ ♦(❞❡( %♦ ❣❡♥❡(❛%❡ 2000 × 2000 ❦♠2

❛❣(✐❝✉❧%✉(❛❧ ❧❛♥❞#❝❛♣❡# ❝♦♠♣♦#❡❞ ♦❢ ❛(♦✉♥❞ 150 ✜❡❧❞#✳ ❚✇♦ ✈❛(✐❡%✐❡#✱ V1 ❛♥❞ V2 ✇❡(❡ ❞❡♣❧♦②❡❞

✇✐%❤ ❝♦♥%(♦❧❧❡❞ #♣❛%✐❛❧ ❛((❛♥❣❡♠❡♥%# ❞❡✜♥❡❞ ❜② %❤❡✐( ♣(♦♣♦(%✐♦♥# ❛♥❞ ❛❣❣(❡❣❛%✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳

❘❡♠✐♥❞ %❤❛% %❤✐# ❢(❛♠❡✇♦(❦ (❡=✉✐(❡# %✇♦ ❞✐✛❡(❡♥% #❝❛❧❡#✿ %❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥% #❝❛❧❡ ✭✜❡❧❞#✮ ❛♥❞

%❤❡ ❞✐#♣❡(#❛❧ #❝❛❧❡ ✭✐♥%(❛✲✜❡❧❞ ♣❛%❝❤❡#✮ ❛% ✇❤✐❝❤ %❤❡ ♣❛%❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ✐# ❛##✉♠❡❞ %♦ ❜❡

♣❡(❢❡❝%❧② ♠✐①❡❞✳

✶✵✽



✺✳✷✳ ▼❛%❡'✐❛❧* ❛♥❞ ♠❡%❤♦❞*

✺✳✷✳✶✳✷ $♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝1 ♠♦❞❡❧

❇❛"❡❞ ♦♥ '❤❡ ❛"❡①✉❛❧ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ♦❢ 0✉❝❝✐♥✐❛ %'✐%✐❝✐♥❛ ✭"✉♣♣♦2'✐♥❣ ✐♥❢♦2♠❛'✐♦♥✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ✷✮✱

✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❍▲■❘ ♠♦❞❡❧ ✇✐'❤ "♣♦2❡" ❛" ❛ ♣2♦♣❛❣✉❧❡ "'❛'❡ ✭▼❛❞❞❡♥ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡

❡♥✈✐2♦♥♠❡♥' ✐" ❝♦♠♣♦"❡❞ ♦❢ N ♣❛'❝❤❡" ❛♥❞ '❤❡ ♣❛'❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ P = 3 ❣❡♥♦'②♣❡"✱

P1✱ P2 ❛♥❞ P3✳ P1 ❛♥❞ P2 ❛2❡ ❜♦'❤ "♣❡❝✐❛❧✐"'" ♦❢ ✈❛2✐❡'✐❡" V1 ❛♥❞ V2✱ 2❡"♣❡❝'✐✈❡❧②✳ P3 ✐" ❛

❣❡♥❡2❛❧✐"' ❢♦2 ✇❤✐❝❤ '❤❡ ❧❛♥❞"❝❛♣❡ ✐" ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉"✳ ❊❛❝❤ ♣❛'❝❤ ✇❛" ❝♦♥"✐❞❡2❡❞ ❛" ❛ "❡' ♦❢

✐♥❢❡❝'✐♦♥ "✐'❡" ✇✐'❤ ♥♦ "♣❛'✐❛❧ ♣♦"✐'✐♦♥"✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡"❝2✐❜❡" '❤❡ ❞②♥❛♠✐❝" ♦❢ '❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢

✐♥❢❡❝'✐♦♥ "✐'❡" ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "'❛'❡"✿ ❤❡❛❧'❤② "✐'❡" ✭H✮✱ ❧❛'❡♥' ❧❡"✐♦♥" ✭L✮✱ ✐♥❢❡❝'✐♦✉"

❧❡"✐♦♥" ✭I✮ ❛♥❞ 2❡♠♦✈❡❞ "✐'❡" ✭R✮✳ ❋♦2 ❤♦"' ♣❛'❝❤ j ✇❡ ❤❛✈❡✿

❼ ❤♦"' ❞②♥❛♠✐❝"

dHj

dt
= −

P
∑

p=1

(

ePp,v(j) · πj ·
N
∑

i=1

rPp,v(i) ·mij · Ii(Pp)
)

+ δHj(1−
Hj

Cj

),
✭✺✳✶✮

❼ ❞②♥❛♠✐❝" ♦❢ ❣❡♥♦'②♣❡ P3



















































dLj(P3)

dt
= eP3,v(j) · πj

N
∑

i=1

mij

(

rP3,v(i) · Ii(P3) +
P−1
∑

p=1

rPp,v(i) · µ · Ii(Pp)
)

− 1

τP3,v(j)

· Lj(P3),

dIj(P3)

dt
=

1

τP3,v(j)

· Lj(P3)−
1

TP3,v(j)

· Ij(P3),

dRj(P3)

dt
=

1

TP3,v(j)

· Ij(P3),

✭✺✳✷✮

❼ ❞②♥❛♠✐❝" ♦❢ ❣❡♥♦'②♣❡" Pp✱ ❢♦2 p = 1, 2



















































dLj(Pp)

dt
= ePp,v(j) · πj

N
∑

i=1

rPp,v(i) ·mij(1− µ) · Ii(Pp)−
1

τPp,v(j)

· Lj(Pp),

dIj(Pp)

dt
=

1

τPp,v(j)

· Lj(Pp)−
1

TPp,v(j)

· Ij(Pp),

dRj(Pp)

dt
=

1

TPp,v(j)

· Ij(Pp),

✭✺✳✸✮

✇❤❡2❡ v(j) ✐♥❞✐❝❛'❡" '❤❡ ✈❛2✐❡'② ❝✉❧'✐✈❛'❡❞ ✐♥ ♣❛'❝❤ j✱ ePp,v(j) ✐" '❤❡ ✐♥❢❡❝'✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢

❣❡♥♦'②♣❡ Pp ♦♥ ✈❛2✐❡'② v(j)✱ πj ✐" '❤❡ ♣2♦❜❛❜✐❧✐'② ❢♦2 ❛ "♣♦2❡ '♦ ❜❡ ❞❡♣♦"✐'❡❞ ♦♥ ❛ ❢2❡❡

✶✵✾



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ▼✉$❛♥$ ❡,$❛❜❧✐,❤♠❡♥$ ❛♥❞ ❝♦❡①✐,$❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦$②♣❡,

✐♥❢❡❝%✐♦♥ '✐%❡ ✐♥ ♣❛%❝❤ j✱ rPp,v(j) ✐' %❤❡ ♣❡, ❞❛② ♥✉♠❜❡, ♦❢ '♣♦,❡' ♣,♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❢❡❝%✐♦✉'

❧❡'✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥♦%②♣❡ Pp ♦♥ ✈❛,✐❡%② v(j)✱ mij ✐' %❤❡ ♣,♦♣♦,%✐♦♥ ♦❢ '♣♦,❡' ,❡❧❡❛'❡❞ ❢,♦♠ ♣❛%❝❤ i

%❤❛% ❛,❡ ❞❡♣♦'✐%❡❞ ✐♥ ♣❛%❝❤ j✱ τPp,v(j) ❛♥❞ TPp,v(j) ❛,❡ %❤❡ ❧❛%❡♥% ♣❡,✐♦❞ ❛♥❞ ✐♥❢❡❝%✐♦✉' ♣❡,✐♦❞

♦❢ ❣❡♥♦%②♣❡ Pp ❧❛%❡♥% ❧❡'✐♦♥ ♦♥ ✈❛,✐❡%② v(j)✱ ,❡'♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❛''✉♠❡❞ %❤❛% P3 ❝❛♥ ❛♣♣❡❛, ❜②

♠✉%❛%✐♦♥ ❢,♦♠ %❤❡ ♦%❤❡, ❣❡♥♦%②♣❡' ♣,❡'❡♥% ✐♥ %❤❡ ♣❛%❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❛% ❛ ♠✉%❛%✐♦♥ ,❛%❡

µ✳ ❚❤❡ ❤♦'% ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❣,♦✇' ❛% ,❛%❡ δ✳ ❚❤❡ ❝❛,,②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐%② ❢♦, %❤❡ ❤♦'% ✐♥ ♣❛%❝❤ j✱ Cj ✱

✐' ♣,♦♣♦,%✐♦♥❛❧ %♦ %❤❡ ❛,❡❛ ♦❢ ♣❛%❝❤ j✳

■♥ ♦,❞❡, %♦ %❛❦❡ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥% ❞❡♠♦❣,❛♣❤✐❝ '%♦❝❤❛'%✐❝✐%②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡,② ✐♠♣♦,%❛♥% ✐♥

%❤❡ ❡'%❛❜❧✐'❤♠❡♥% ♣❤❛'❡ ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ '%♦❝❤❛'%✐❝ ✈❡,'✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡

❞②♥❛♠✐❝' ♦❢ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ '✐%❡' ✐♥ ❡❛❝❤ '%❛%❡ ✭❤❡❛❧%❤②✱ ❧❛%❡♥%✱ ✐♥❢❡❝%✐♦✉' ❛♥❞ ,❡♠♦✈❡❞✮ ❛♥❞ ❢♦, ❡❛❝❤

♣❛%❝❤ ✐' ❞❡'❝,✐❜❡❞ ❜② %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡=✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥%'✳ ❋✐,'%✱ %❤❡ ❝♦♠♣♦'✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ '♣♦,❡

❝❧♦✉❞ ❛,,✐✈✐♥❣ ✐♥ ♣❛%❝❤ j ✐' ❞❡%❡,♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡♥ %❤❡ '✐%❡' %♦ ❜❡ ❝♦♥%❛♠✐♥❛%❡❞ ❛,❡ ❞❡%❡,♠✐♥❡❞

❛♥❞ ❞✐'♣❛%❝❤❡❞ ❛♠♦♥❣ ❣❡♥♦%②♣❡'✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥❡✇ ❧❛%❡♥%✱ ✐♥❢❡❝%✐♦✉' ❛♥❞ ,❡♠♦✈❡❞ ❧❡'✐♦♥' ❛,❡

❝❛❧❝✉❧❛%❡❞✳ ❊❛❝❤ ♦❢ %❤❡'❡ '%❡♣' ✐' ❞❡'❝,✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡%❛✐❧' ✐♥ '✉♣♣♦,%✐♥❣ ✐♥❢♦,♠❛%✐♦♥ ✭❛♣♣❡♥❞✐① ✷✮✳

✺✳✷✳✷ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❡①♣❡'✐♠❡♥/0

✺✳✷✳✷✳✶ ▲❛♥❞(❝❛♣❡( ❛♥❞ ❞✐(♣❡-(❛❧

▲❛♥❞'❝❛♣❡' ♦❢ ❛,♦✉♥❞ 150 ✜❡❧❞' ✇❡,❡ '✐♠✉❧❛%❡❞✳ ❯'✐♥❣ %❤❡ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ♦❢ ❝❤❛♣%❡, ✸ ✇❡

❣❡♥❡,❛%❡❞ 5 ✜❡❧❞ ♣❛%%❡,♥'✳ ❚✇♦ '✐%✉❛%✐♦♥ ✇❡,❡ '%✉❞✐❡❞✿ ✇✐%❤ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✭50% ♦❢ ❜♦%❤ ✈❛,✐❡%✐❡'✮

❛♥❞ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ✭30% ♦❢ V1 ❛♥❞ 70% ♦❢ V2✮ ✈❛,✐❡%② ♣,♦♣♦,%✐♦♥'✳ ❋♦, ❡❛❝❤ '✐%✉❛%✐♦♥✱ %❤,❡❡

✈❛,✐❡%② ❞❡♣❧♦②♠❡♥% '%,❛%❡❣✐❡' ✇✐%❤ ❛♥ ✐♥❝,❡❛'✐♥❣ ❛❣❣,❡❣❛%✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✇❡,❡ ❝♦♥'✐❞❡,❡❞✿ ♠✐①❡❞✱

♠♦'❛✐❝ ❛♥❞ ❣,♦✉♣❡❞✳

❚❤❡ ❧❛♥❞'❝❛♣❡ ✐' ❞❡✜♥❡❞ ❛' %❤❡ ✜❡❧❞ ♣❛%%❡,♥ ✭♣❤②'✐❝❛❧ '%,✉❝%✉,❡✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐%❤ %❤❡ ✈❛,✐❡%✐❡'

✭=✉❛❧✐%❛%✐✈❡ '%,✉❝%✉,❡✮✳ ❋♦, ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ♣❛%%❡,♥ × ✈❛,✐❡%② ♣,♦♣♦,%✐♦♥' × ✈❛,✐❡%② ❛❣❣,❡❣❛%✐♦♥

❧❡✈❡❧'✱ %✇♦ ❧❛♥❞'❝❛♣❡ ,❡♣❧✐❝❛%❡' ✇❡,❡ ❣❡♥❡,❛%❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✈❛,✐❡%② ❛❧❧♦❝❛%✐♦♥ ✐♥ '♣❛❝❡✳ ■♥

❛❞❞✐%✐♦♥✱ ❢♦, ❡❛❝❤ ♦❢ %❤❡'❡ ,❡♣❧✐❝❛%❡'✱ %✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥% ❡♣✐❞❡♠✐❝ '✐♠✉❧❛%✐♦♥' ✇❡,❡ ♣❡,❢♦,♠❡❞✳

❚❤✉'✱ ❢♦, ❡❛❝❤ ✈❛,✐❡%② ♣,♦♣♦,%✐♦♥ × ✈❛,✐❡%② ❛❣❣,❡❣❛%✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥✱ ✺ ✜❡❧❞ ♣❛%%❡,♥'

× ✷ ❧❛♥❞'❝❛♣❡ ,❡♣❧✐❝❛%❡' × ✷ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ,❡♣❧✐❝❛%❡' ❂ ✷✵ ❡♣✐❞❡♠✐❝' ✇❡,❡ '✐♠✉❧❛%❡❞✳

❇❛'❡❞ ♦♥ ❙♦✉❜❡②,❛♥❞ ❡% ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ %❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐'♣❡,'❛❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✇❛' ❛''✉♠❡❞ %♦

❞❡❝,❡❛'❡ ❡①♣♦♥❡♥%✐❛❧❧② ✇✐%❤ ❞✐'%❛♥❝❡✳ ▼♦,❡ ♣,❡❝✐'❡❧②✱ %❤❡ ♣,♦♣♦,%✐♦♥ ♦❢ '♣♦,❡' ❡♠✐%%❡❞ ❢,♦♠

❛ '♦✉,❝❡ ♣♦✐♥% z ❛♥❞ ❛,,✐✈✐♥❣ ❛% ❛ ,❡❝❡♣%✐♦♥ ♣♦✐♥% z′ ✇❛' ❣✐✈❡♥ ❜② %❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐'♣❡,'❛❧

❢✉♥❝%✐♦♥✿

g(|| z − z′ ||) = 2π

m2
0

exp

(

2π

m0

|| z − z′ ||
)

.

✇❤❡,❡ ||z − z′|| ✐' %❤❡ ❞✐'%❛♥❝❡ ❜❡%✇❡❡♥ z ❛♥❞ z′✱ ❛♥❞ m0 ✐' ❛ ,❛♥❣❡ ♣❛,❛♠❡%❡,✳ ❉✐'♣❡,'❛❧

,❛%❡' ❛♠♦♥❣ ♣❛%❝❤❡' ✇❡,❡ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❛❝❝♦,❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ♠❡%❤♦❞ ❞❡'❝,✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣%❡, ✸✳

✶✶✵



✺✳✷✳ ▼❛%❡'✐❛❧* ❛♥❞ ♠❡%❤♦❞*

❙✐♥❝❡ %❤❡ ❡✛❡❝% ♦❢ ❤♦*% *♣❛%✐❛❧ *%.✉❝%✉.❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♥%❡.❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② %❤❡ ❞✐*♣❡.*❛❧ ❝❛♣❛❝✐%②

♦❢ %❤❡ ♣❛%❤♦❣❡♥ ✭*❡❡ ❝❤❛♣%❡. ✹✮✱ ✇❡ *%✉❞✐❡❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝* ❢♦. ❜♦%❤ *❤♦.% .❛♥❣❡ ✭m0 = 150♠✮ ❛♥❞

❧♦♥❣ .❛♥❣❡ ✭m0 = 1500♠✮ ❞✐*♣❡.*❛❧ ❝♦♥❞✐%✐♦♥*✳

✺✳✷✳✷✳✷ ▲✐❢❡✲❝②❝❧❡ ♣❛-❛♠❡/❡-0

;❛%❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦%②♣❡* ✇❡.❡ ❞❡*❝.✐❜❡❞ ❜② %❤❡✐. ♥♦♥✲*♣❛%✐❛❧ ❜❛*✐❝ .❡♣.♦❞✉❝%✐✈❡ ♥✉♠❜❡.✱

R
Pp,Vv

0 = ePp,VvrPp,VvTPp,Vv ✱ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛.✐❡%② ✭v = 1, 2❀ p = 1, 2, 3❀ *❡❡ ❋✐❣✉.❡ ✺✳✶✮✳ ❚❤❡

❣❡♥♦%②♣❡ P3 ✇❛* ❝♦♥*✐❞❡.❡❞ ❛* ❛ ❣❡♥❡.❛❧✐*% *✐♥❝❡ ✐% ❤❛❞ %❤❡ *❛♠❡ ✜%♥❡** ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛.✐❡%②✱ ✐✳❡✳✱

RP3,V1

0 = RP3,V2

0 ✳ ❖♥ %❤❡ ❝♦♥%.❛.②✱ P1 ❛♥❞ P2 ✇❡.❡ ❜♦%❤ *♣❡❝✐❛❧✐*% ❣❡♥♦%②♣❡* ♦♥ ✈❛.✐❡%② V1

❛♥❞ V2✱ .❡*♣❡❝%✐✈❡❧②✱ ✐♥ ❛ *②♠♠❡%.✐❝ ✇❛②✿ RP1,V1

0 = RP2,V2

0 ❛♥❞ RP1,V2

0 = RP2,V1

0 ✳

❆❧❧ ❧✐❢❡✲❝②❝❧❡ ♣❛.❛♠❡%❡.* ❝♦✉❧❞ ♣♦%❡♥%✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦%❤ %❤❡ ✈❛.✐❡%② ❛♥❞ %❤❡ ♣❛%❤♦❣❡♥

❣❡♥♦%②♣❡✳ ❍❡.❡ ✇❡ ✜①❡❞ τ ✱ T ❛♥❞ r .❡*♣❡❝%✐✈❡❧② %♦ 5 ❞❛②*✱ 10 ❞❛②* ❛♥❞ 2 *♣♦.❡* ♣❡. ❞❛②* ❢♦.

❜♦%❤ ✈❛.✐❡%✐❡* ❛♥❞ %❤❡ %❤.❡❡ ❣❡♥♦%②♣❡*✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡.❡♥% ✈❛❧✉❡* ♦❢ R0 ✇❡.❡ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛.②✐♥❣

%❤❡ ✐♥❢❡❝%✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥❢❡❝%✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ %❤❡ ❣❡♥❡.❛❧✐*% ❣❡♥♦%②♣❡✱ P3 ✇❛* ✜①❡❞ %♦ 0.1✱

❧❡❛❞✐♥❣ %♦ RP3,V1

0 = RP3,V2

0 = 2✳ ❋♦. %❤❡ *♣❡❝✐❛❧✐*% ❣❡♥♦%②♣❡*✱ eP1,V1 ❛♥❞ eP2,V2 ✇❡.❡ ✜①❡❞ %♦

0.11✱ ❧❡❛❞✐♥❣ %♦ RP1,V1

0 = RP2,V2

0 = 2.2 ❛♥❞ eP1,V2 ❛♥❞ eP2,V1 ✈❛.✐❡❞ ✐♥ {0.05, 0.07, 0.08, 0.09}✱
✇❤✐❝❤ .❡*✉❧%❡❞ ✐♥ RP1,V2

0 ❛♥❞ RP2,V1

0 ✈❛.②✐♥❣ ✐♥ {1, 1.4, 1.6, 1.8}✳
■♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢♦. ❡❛❝❤ *♣❡❝✐❛❧✐*%✱ %❤❡ ✈❛.✐❡%② ✇✐%❤ %❤❡ ❤✐❣❤❡*% R0 ✇✐❧❧ ❜❡ .❡❢❡..❡❞ %♦

❛* %❤❡ *✉*❝❡♣%✐❜❧❡ ✈❛.✐❡%② ✇❤❡.❡❛* %❤❡ ♦%❤❡. ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ .❡❢❡..❡❞ %♦ ❛* %❤❡ .❡*✐*%❛♥% ✈❛.✐❡%②✳

❲✐%❤ .❡❣❛.❞* %♦ P1✱ V1 ✐* %❤❡ *✉*❝❡♣%✐❜❧❡ ✈❛.✐❡%② ❛♥❞ V2 ✐* %❤❡ .❡*✐*%❛♥% ✈❛.✐❡%②✱ ❛♥❞ ✐% ✐* %❤❡

♦♣♣♦*✐%❡ ❢♦. P2✳ ❲✐%❤ .❡❣❛.❞* %♦ P3✱ ❜♦%❤ V1 ❛♥❞ V2 ❛.❡ *✉*❝❡♣%✐❜❧❡ ✭*❡❡ ✜❣✉.❡ ✺✳✶✮✳

✺✳✷✳✸ ❈❛&❡ &(✉❞✐❡&

■♥✈❛*✐♦♥ ♣.♦❝❡** ♦❢ ❛ .❡*✐❞❡♥% ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❜② ❛ ♥❡✇ ❣❡♥♦%②♣❡ ❝❛♥ ❜❡ *♣❧✐% ✐♥%♦ %❤.❡❡ ♣❤❛*❡*✿

♠✉%❛♥% ✐♥%.♦❞✉❝%✐♦♥ ❜② ❧♦♥❣ ❞✐*♣❡.*❛❧ ❡✈❡♥%* ♦. ❜② ♠✉%❛%✐♦♥✱ ❡*%❛❜❧✐*❤♠❡♥% ❛♥❞ *♣.❡❛❞ ♦❢

♠✉%❛♥% ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥✱ ❛♥❞ %❛❦❡♦✈❡. ♦. ❝♦❡①✐*%❡♥❝❡ ✇✐%❤ %❤❡ .❡*✐❞❡♥% ❣❡♥♦%②♣❡✭*✮✳ ❲❡ *%✉❞② ✐♥

%❤✐* ❝❤❛♣%❡. %❤❡ ❡*%❛❜❧✐*❤♠❡♥% ♣❤❛*❡ ✭*❡❝%✐♦♥ ✺✳✸✮ ❛♥❞ %❤❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥* ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥♦%②♣❡* ❛.❡

❛❜❧❡ %♦ ❝♦❡①✐*% ✐♥ %❤❡ ❧❛♥❞*❝❛♣❡ ✭*❡❝%✐♦♥ ✺✳✹✮✳

■♥ ❛ ✜.*% *%❡♣ ✭*❡❝%✐♦♥ ✺✳✸✮✱ %❤❡ ❣❡♥❡.❛❧✐*% ❣❡♥♦%②♣❡ P3 ✇❛* ❝♦♥%✐♥✉❛❧❧② ✐♥%.♦❞✉❝❡❞ ❜②

♠✉%❛%✐♦♥ ♦❢ *♣❡❝✐❛❧✐*% ❣❡♥♦%②♣❡* P1 ❛♥❞ P2 ✭❛% .❛%❡ µ = 10−5✮✳ ❇❡❝❛✉*❡ ❢♦✉♥❞❛%✐♦♥ ❡✛❡❝%*

❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ♣.✐♠❡ ✐♠♣♦.%❛♥❝❡ ✐♥ %❤❡ ❡*%❛❜❧✐*❤♠❡♥% ♣❤❛*❡✱ ✇❡ ❛**✉♠❡❞ ♥♦ ❣.♦✇%❤ ♦❢ %❤❡ ❤♦*%

✭δ = 0✮ ❛♥❞ ✇❡ *%❛.%❡❞ %❤❡ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ✇✐%❤ 20 ✐♥❢❡❝%✐♦✉* ❧❡*✐♦♥* ✭10 ♦❢ P1 ❛♥❞ 10 ♦❢ P2✮ ♦♥ ❛

.❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦*❡♥ V1 ♣❛%❝❤✱ ❛♥❞ 20 ✐♥❢❡❝%✐♦✉* ❧❡*✐♦♥* ✭10 ♦❢ P1 ❛♥❞ 10 ♦❢ P2✮ ♦♥ ❛ .❛♥❞♦♠❧②

❝❤♦*❡♥ V2 ♣❛%❝❤✳

✶✶✶



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ▼✉$❛♥$ ❡,$❛❜❧✐,❤♠❡♥$ ❛♥❞ ❝♦❡①✐,$❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦$②♣❡,

Variety V1 Variety V2

0R

1

2

2.2 1P

2P

3P
2P

1P

3P
Cost of virulence

Cost of resistance

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✿ ❇❛,✐❝ $❡♣$♦❞✉❝1✐✈❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛1❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦1②♣❡ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛$✐❡1②✳ P1 ❛♥❞

P2 ❛$❡ ,♣❡❝✐❛❧✐,1, ♦♥ ✈❛$✐❡1② V1 ❛♥❞ V2✱ $❡,♣❡❝1✐✈❡❧②✳ P3 ✐, ❛ ❣❡♥❡$❛❧✐,1 ❣❡♥♦1②♣❡✳ V1 ✐,

,✉,❝❡♣1✐❜❧❡ 1♦ P1 ❛♥❞ P3❀ V2 ✐, ,✉,❝❡♣1✐❜❧❡ 1♦ P2 ❛♥❞ P3✳

■♥ ❛ ,❡❝♦♥❞ ,1❡♣ ✭,❡❝1✐♦♥ ✺✳✹✮✱ ✇❡ ❛,,✉♠❡❞ 1❤❛1 ❛❧❧ ❣❡♥♦1②♣❡, ♣$❡✲❡①✐,1❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ,1✉❞✐❡❞

1❤❡ ❝♦❡①✐,1❡♥❝❡ ❜❡1✇❡❡♥ ❣❡♥♦1②♣❡,✱ ❲❡ ,❡1 1❤❡ ♠✉1❛1✐♦♥ $❛1❡ 1♦ 0✱ ❛♥❞ ✇❡ ,1✉❞✐❡❞ 1❤❡

❡D✉✐❧✐❜$✐✉♠ ♦❢ 1❤❡ ♣❛1❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛1✐♦♥ ❝♦♠♣♦,✐1✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣$♦✇✐♥❣ ❤♦,1 ♣♦♣✉❧❛1✐♦♥ ✭δ = 0.1✮✳

❊♣✐❞❡♠✐❝, ,1❛$1❡❞ ✇✐1❤ 30 + 30 + 30 ✐♥❢❡❝1✐♦✉, ❧❡,✐♦♥, ♦❢ ❣❡♥♦1②♣❡, P1✱ P2 ❛♥❞ P3 ✐♥ ❛❧❧

♣❛1❝❤❡,✳

✺✳✸ ❊$%❛❜❧✐$❤♠❡♥% ♦❢ ♠✉%❛♥% ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥

❚❤❡ ❛❜✐❧✐1② ♦❢ 1❤❡ ♠✉1❛♥1 P3 1♦ ❡,1❛❜❧✐,❤ ❛ ♣♦♣✉❧❛1✐♦♥ ✇❛, ❡✈❛❧✉❛1❡❞ ✭✐✮ ❜② ❝♦♠♣✉1✐♥❣ ✐1,

$❡❧❛1✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✭♣♦♣✉❧❛1✐♦♥ ,✐③❡✮ ❛1 1❤❡ ,❝❛❧❡ ♦❢ 1❤❡ ❧❛♥❞,❝❛♣❡ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❜② ❡,1❛❜❧✐,❤✐♥❣ ✐1,

,♣❛1✐❛❧ ❞✐,1$✐❜✉1✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ✜❡❧❞,✱ ✐♥ ♦$❞❡$ 1♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡1❤❡$ ✐1 ✇❛, ❞✐✛✉,❡ ❛❝$♦,, 1❤❡ ❧❛♥❞,❝❛♣❡

♦$ ✇❤❡1❤❡$ ❧♦❝❛❧✐,❡❞ ♣♦♣✉❧❛1✐♦♥, ❡♠❡$❣❡❞✳ ■♥ 1❤✐, ❧❛11❡$ ❝❛,❡✱ ✇❡ ✐♥✈❡,1✐❣❛1❡❞ ✐♥ ♠♦$❡ ❞❡1❛✐❧,

❤♦✇ ❤♦,1 ,♣❛1✐❛❧ ,1$✉❝1✉$❡, ❛❧❧♦✇❡❞ ❧♦❝❛❧ ❡♠❡$❣❡♥❝❡ ♦❢ 1❤❡ ♠✉1❛♥1✳ ❘❡❧❛1✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢

P3 ❛1 1❤❡ ✜❡❧❞✲,❝❛❧❡ ✇❛, ❝♦♠♣✉1❡❞ ❜② ❛✈❡$❛❣✐♥❣ ✐1, $❡❧❛1✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✐♥ ✐♥1$❛✲✜❡❧❞ ♣❛1❝❤❡,✳

✺✳✸✳✶ ●❧♦❜❛❧ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ .✐③❡

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷ ,❤♦✇, 1❤❡ $❡❧❛1✐✈❡ ♣♦♣✉❧❛1✐♦♥ ,✐③❡ ♦❢ 1❤❡ ♠✉1❛♥1 ❣❡♥♦1②♣❡ P3 ❛1 1❤❡ ❧❛♥❞,❝❛♣❡

,❝❛❧❡✳ ■1 ❛♣♣❡❛$, ❝❧❡❛$❧② 1❤❛1 ✐1 ✇❛, ✈❡$② ❞✐✣❝✉❧1 ❢♦$ 1❤❡ ♠✉1❛♥1 1♦ ❡,1❛❜❧✐,❤ ❛ ♣♦♣✉❧❛1✐♦♥ ❛,

,♦♦♥ ❛, 1❤❡ ❜❛,✐❝ $❡♣$♦❞✉❝1✐✈❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ 1❤❡ ,♣❡❝✐❛❧✐,1, ♦♥ 1❤❡ $❡,✐,1❛♥1 ❤♦,1 ✇❛, ❣$❡❛1❡$ 1❤❛♥

1✳ ■1 ❛❧,♦ ❛♣♣❡❛$, 1❤❛1 1❤❡ ❣❧♦❜❛❧ $❡❧❛1✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ P3 ✈❛$✐❡❞ ❣$❡❛1❧② ❛♠♦♥❣ ❧❛♥❞,❝❛♣❡,✳

✶✶✷



✺✳✸✳ ❊$%❛❜❧✐$❤♠❡♥% ♦❢ ♠✉%❛♥% ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥

■♥ ❛❧❧ ❝❛%❡%✱ ✐) ✇❛% ♠♦-❡ ❞✐✣❝✉❧) ❢♦- )❤❡ ♠✉)❛♥) )♦ ❡%)❛❜❧✐%❤ ❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ✐♥ ❣-♦✉♣❡❞

%)-❛)❡❣✐❡%✳ ▼✐①❡❞ %)-❛)❡❣✐❡% ✇❡-❡ )❤❡ ♠♦%) ❢❛✈♦✉-❛❜❧❡ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥)% ❢♦- )❤❡ ♠✉)❛♥) )♦ ❣❡)

❡%)❛❜❧✐%❤❡❞ ✇❤❡♥ )❤❡ ✈❛-✐❡)② ♣-♦♣♦-)✐♦♥% ✇❡-❡ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ✇❤❡-❡❛% ✐) ✇❛% )❤❡ ♠♦%❛✐❝% ✇❤❡♥

)❤❡ ✈❛-✐❡)② ♣-♦♣♦-)✐♦♥% ✇❡-❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ■♥❝-❡❛%✐♥❣ )❤❡ ❞✐%♣❡-%❛❧ -❛♥❣❡ ♠❛❞❡ )❤❡ ❡%)❛❜❧✐%❤♠❡♥)

♦❢ P3 ❡❛%✐❡- ❢♦- ♠✐①❡❞ ❛♥❞ ♠♦%❛✐❝ %)-❛)❡❣✐❡%✳

❲❤❡♥ )❤❡ ❞✐%♣❡-%❛❧ -❛♥❣❡ ✇❛% ❧❛-❣❡✱ V1 ♣-♦♣♦-)✐♦♥ ❂ 70% ❛♥❞ RP2,V1

0 = 1 ✭✜❣✉-❡ ✺✳✷❝✮✱

P2 ✇❛% ♥♦) ❛❜❧❡ )♦ ❡%)❛❜❧✐%❤ ❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥ ❢♦- ♠✐①❡❞ ❛♥❞ ♠♦%❛✐❝ %)-❛)❡❣✐❡%✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❢) ♠♦-❡

-♦♦♠ ❢♦- P3✳

✺✳✸✳✷ ■♥&'❛ ✜❡❧❞ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ 1✐③❡

■♥)-❛✲✜❡❧❞ -❡❧❛)✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ P3 ✇❛% ❝♦♠♣✉)❡❞ ♦♥❧② ❢♦- RP1,V2

0 = RP2,V1

0 = 1✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥

P3 ✇❛% ❛❜❧❡ )♦ ❡%)❛❜❧✐%❤ ❛ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥✳ ❋✐❣✉-❡ ✺✳✸ ❞✐%♣❧❛②% )❤❡ ❞✐%)-✐❜✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ✐♥)-❛✲✜❡❧❞
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-❤❡ ❜❛3✐❝ $❡♣$♦❞✉❝-✐✈❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ 3♣❡❝✐❛❧✐3-3 ♦♥ -❤❡ $❡3✐3-❛♥- ❤♦3- ❛♥❞ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥- ✈❛$✐❡-②

❛❧❧♦❝❛-✐♦♥ 3-$❛-❡❣✐❡3✿ ❛ ❛♥❞ ❜✱ 3❤♦$- ❞✐3♣❡$3❛❧ $❛♥❣❡ ✭m0 = 150♠✮❀ ❝ ❛♥❞ ❞✱ ❧❛$❣❡ ❞✐3♣❡$3❛❧
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❛♥❞ -❤❡ ❜❧❛❝❦ 3♦❧✐❞ ❧✐♥❡ -❤❡ [2.5%, 97.5%] A✉❛♥-✐❧❡ ✐♥-❡$✈❛❧✳ ❋$♦♠ -❤❡ ❞❛$❦❡3- -♦ -❤❡ ❧✐❣❤-❡3-
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✸✿ ❍✐+,♦❣$❛♠+ ♦❢ ✐♥,$❛✲✜❡❧❞ $❡❧❛,✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ P3 ❢♦$ 3080 ✜❡❧❞+ ❝♦$$❡+♣♦♥❞✐♥❣
,❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛,✐♦♥+ ♦❢ ✈❛$✐❡,② ♣$♦♣♦$,✐♦♥+ × ✈❛$✐❡,② ❛❣❣$❡❣❛,✐♦♥ ❧❡✈❡❧+ ✭❛$♦✉♥❞ ✶✺✵ ✜❡❧❞+ × ✺

✜❡❧❞ ♣❛,,❡$♥+ × ✷ ✈❛$✐❡,② ❛❧❧♦❝❛,✐♦♥ $❡♣❧✐❝❛,❡+ × ✷ ❡♣✐❞❡♠✐❝ $❡♣❧✐❝❛,❡+ ❂ ✸✵✽✵ ✜❡❧❞+✮✳ ▲❡❢,

❝♦❧✉♠♥✱ ♠✐①❡❞ +,$❛,❡❣②❀ ♠✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥✱ ♠♦+❛✐❝ +,$❛,❡❣② ❛♥❞ $✐❣❤, ❝♦❧✉♠♥✱ ❣$♦✉♣❡❞ +,$❛,❡❣②✳

❛✱❜✱❝✱ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❛$✐❡,② ♣$♦♣♦$,✐♦♥+ ✭30%− 70%✮ ❛♥❞ +❤♦$, ❞✐+♣❡$+❛❧ $❛♥❣❡ ✭m0 = 150♠✮❀
❞✱❡✱❢✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❛$✐❡,② ♣$♦♣♦$,✐♦♥+ ✭50% − 50%✮ ❛♥❞ +❤♦$, ❞✐+♣❡$+❛❧ $❛♥❣❡ ✭m0 = 150♠✮❀
❣✱❤✱✐✱ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❛$✐❡,② ♣$♦♣♦$,✐♦♥+ ✭30%− 70%✮ ❛♥❞ ❧❛$❣❡ ❞✐+♣❡$+❛❧ $❛♥❣❡ ✭m0 = 1500♠✮❀
❥✱❦✱❧✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❛$✐❡,② ♣$♦♣♦$,✐♦♥+ ✭50% − 50%✮ ❛♥❞ ❧❛$❣❡ ❞✐+♣❡$+❛❧ $❛♥❣❡ ✭m0 = 1500♠✮✳
❚❤❡ $❡❞ +♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛,❡+ ,❤❡ ✉♣♣❡$ ❜♦✉♥❞ ♦❢ ,❤❡ ❤✐+,♦❣$❛♠✳ ❖,❤❡$ ♣❛$❛♠❡,❡$+✿ RP1,V2

0 =
RP2,V1

0 = 1✳ ❋♦$ ,❡❝❤♥✐❝❛❧ $❡❛+♦♥+✱ ,❤❡ ②✲❛①✐+ ✐+ ,$✉♥❝❛,❡❞ ❜✉, ,❤❡ ❤✐❣❤❡+, ② ✈❛❧✉❡ ✐+ ✐♥❞✐❝❛,❡❞
♦♥ ❡❛❝❤ ❣$❛♣❤ ✇❤❡♥ ♥❡❝❡++❛$②✳

✶✶✺



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ▼✉$❛♥$ ❡,$❛❜❧✐,❤♠❡♥$ ❛♥❞ ❝♦❡①✐,$❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦$②♣❡,
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tot = 2.5% − max = 54.3%

❋✐❣✉$❡ ✺✳✹✿ ❘❡❧❛-✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ❣❡♥♦-②♣❡ P3 ❛- -❤❡ ✜❡❧❞ 9❝❛❧❡ ❧❛♥❞9❝❛♣❡9 ✇✐-❤ ♠✐①❡❞ ✭-♦♣

❧✐♥❡✮ ✈, ♠♦9❛✐❝ ✭❜♦--♦♠ ❧✐♥❡✮ ✈❛$✐❡-② ❛❧❧♦❝❛-✐♦♥ 9-$❛-❡❣②✳ ❚❤❡ ❧❡❢- ❝♦❧✉♠♥ 9❤♦✇9 -❤❡ ❧❛♥❞9❝❛♣❡

9-$✉❝-✉$❡✳ ▲✐❣❤- ❣$❡②✿ V1 ✭70%✮✱ ❞❛$❦ ❣$❡②✿ V2 ✭30%✮✱ $❡❞ ♣♦✐♥-✿ ✐♥✐-✐❛❧ ♣♦9✐-✐♦♥ ♦❢ ✐♥♦❝✉❧✉♠✳
❚❤❡ $✐❣❤- ❝♦❧✉♠♥ 9❤♦✇9 -❤❡ ❢$❡C✉❡♥❝② ♦❢ P3✳ ●$❡② 9❝❛❧❡✿ ❢$❡C✉❡♥❝② ♦❢ P3 ❢$♦♠ ✵ ✭✇❤✐-❡✮ -♦

✵✳✺✺ ✭❜❧❛❝❦✮✱ -♦-✿ $❡❧❛-✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❛- -❤❡ ❧❛♥❞9❝❛♣❡ 9❝❛❧❡✱ ♠❛①✿ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ -❤❡

✐♥-$❛✲✜❡❧❞ $❡❧❛-✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡9✳ ❖-❤❡$ ♣❛$❛♠❡-❡$9✿ m0 = 150♠✱ RP1,V2

0 = RP2,V1

0 = 1✳
❚❤✐9 ✐9 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ 9✐♠✉❧❛-✐♦♥✳

✶✶✻



✺✳✹✳ ❈♦❡①✐()❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ♣❛)❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦)②♣❡(

❛!❡ !❡❧❛$✐✈❡❧② ❝❡♥$!❛❧ ❛♥❞ $❤❡ $✇♦ ✈❛!✐❡$② ❛❣❣!❡❣❛$❡/ ❞♦ ♥♦$ ♣!❡/❡♥$ ❛♥② ♣❛!$✐❝✉❧❛! /$!✉❝$✉!❡✳

■♥ /✉❝❤ ❛ ♣❛$$❡!♥✱ ❜♦$❤ /♣❡❝✐❛❧✐/$ ♣❛$❤♦❣❡♥/ !❛♣✐❞❧② /♣!❡❛❞ ♦♥ $❤❡✐! !❡/♣❡❝$✐✈❡ /✉/❝❡♣$✐❜❧❡

✈❛!✐❡$✐❡/ ❛♥❞ P3 ❝♦✉❧❞ ♥♦$ ❡/$❛❜❧✐/❤ ❛ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥✳ ❖♥ $❤❡ ❝♦♥$!❛!②✱ ✐♥ $❤❡ /❡❝♦♥❞ ❧❛♥❞/❝❛♣❡

✭✜❣✉!❡ ✺✳✺❝ ❛♥❞ ❞✮✱ $❤❡ ♣♦/✐$✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐$✐❛❧ ✐♥♦❝✉❧✉♠ !❡❧❛$✐✈❡ $♦ $❤❡ ❣❡♦♠❡$!✐❝ ❢♦!♠ ♦❢ $❤❡ V2

❛❣❣!❡❣❛$❡ !❡/✉❧$❡❞ ✐♥ ❝♦♥/$!❛✐♥$/ ❢♦! $❤❡ /♣!❡❛❞ ♦❢ P1✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ P3 $♦ ❧♦❝❛❧❧② ❡/$❛❜❧✐/❤

❛ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥✳

❋✐❣✉!❡ ✺✳✻ ✐❧❧✉/$!❛$❡/ $❤❡ /❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥$❡!❛❝$✐♦♥ ✇✐$❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡$❡❧② ❞✐✛❡!❡♥$ ❧❛♥❞/❝❛♣❡

/$!✉❝$✉!❡✱ ❝♦!!❡/♣♦♥❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ♠✐①❡❞ /$!❛$❡❣②✳ ❲❤❡♥ ❜♦$❤ P1 ❛♥❞ P2 ❡♣✐❞❡♠✐❝/ /$❛!$❡❞

❢!♦♠ ♣♦/✐$✐♦♥/ $❤❛$ ❛!❡ !❡❧❛$✐✈❡❧② ❝❧♦/❡ ✐♥ /♣❛❝❡✱ ❜♦$❤ /♣❡❝✐❛❧✐/$/ /♣!❡❛❞ ❝♦♥❝♦♠✐$❛♥$❧② ♦✈❡!

$❤❡ ❧❛♥❞/❝❛♣❡ ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦$ ❧❡❛✈❡ !♦♦♠ ❢♦! $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❛ P3 ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥✳ ■♥ $❤❛$ ❝❛/❡✱

P3 ✇❛/ ♣!❡/❡♥$ ✐♥ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ✭2.1%✮ ❜✉$ ❧♦❝❛❧❧② ❛$ ❧♦✇ ❢!❡C✉❡♥❝② ✭11.7% ❛$ ♠♦/$✮✳

❲❤❡♥ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ♣♦/✐$✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ /♣❡❝✐❛❧✐/$/ ✇❛/ ❝❡♥$!❛❧ ✐♥ $❤❡ ❧❛♥❞/❝❛♣❡ ✇❤❡!❡❛/ $❤❡

♦$❤❡! /♣❡❝✐❛❧✐/$ /$❛!$❡❞ ✐$/ ♦✇♥ ❡♣✐❞❡♠✐❝ ❢!♦♠ ❛ ♣❡!✐♣❤❡!❛❧ ♣♦/✐$✐♦♥✱ $❤✐/ ♣!♦❞✉❝❡❞ ❛ /♣❛$✐♦✲

$❡♠♣♦!❛❧ ❧❛❣ ✐♥ $❤❡ /♣!❡❛❞ ♦❢ P1 ❛♥❞ P2✱ ❣✐✈✐♥❣ $❤❡ ❣❡♥❡!❛❧✐/$ $❤❡ ♦♣♣♦!$✉♥✐$② $♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛

♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ♦♥ /❡✈❡!❛❧ ✜❡❧❞/ ♦❢ $❤❡ ❧❛♥❞/❝❛♣❡✳

▼♦!❡ ❣❡♥❡!❛❧❧②✱ ✐$ ✇❛/ /❤♦✇♥ ✭✜❣✉!❡ ✺✳✷❜✮ $❤❛$ $❤❡ ♠♦/❛✐❝ /$!❛$❡❣② ✇❛/ ♠♦!❡ ❢❛✈♦✉!❛❜❧❡

❢♦! P3 ✇❤❡♥ V1 ❛♥❞ V2 ✇❡!❡ ❛$ $❤❡ /❛♠❡ ♣!♦♣♦!$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ❧❛♥❞/❝❛♣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥

/✉❝❤ ❧❛♥❞/❝❛♣❡ /$!✉❝$✉!❡/✱ ♥❛$✉!❛❧ ❜❛!!✐❡!/ ❛♥❞ ♣❛!$✐❝✉❧❛! ❣❡♦♠❡$!✐❝ ❢♦!♠/ ✐♥❝!❡❛/❡❞ $❤❡

♣!♦❜❛❜✐❧✐$② ♦❢ /✉❝❝❡//❢✉❧ ❢♦✉♥❞❛$✐♦♥ ❡✛❡❝$/ ❢♦! $❤❡ ♠✉$❛♥$✳

✺✳✹ ❈♦❡①✐()❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ♣❛)❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦)②♣❡(

■♥ $❤✐/ /❡❝$✐♦♥✱ ✇❡ /✉♣♣♦/❡ $❤❛$ $❤❡ $❤!❡❡ ❣❡♥♦$②♣❡/ P1✱ P2 ❛♥❞ P3 ❛!❡ ✐♥✐$✐❛❧❧② ♣!❡/❡♥$ ✐♥

$❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ /$✉❞② ❤♦✇ $❤❡ ❧❛♥❞/❝❛♣❡ /$!✉❝$✉!❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡/ $❤❡ ❝♦❡①✐/$❡♥❝❡

❜❡$✇❡❡♥ $❤♦/❡ ❣❡♥♦$②♣❡/✳ ❆❧❧ ♣❛$❝❤❡/ ✇❡!❡ ✐♥♦❝✉❧❛$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ /❛♠❡ C✉❛♥$✐$② ♦❢ ❡❛❝❤

♣❛$❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦$②♣❡ ❛♥❞ $❤❡ ❤♦/$ ✇❛/ ❝♦♥$✐♥✉♦✉/❧② ❣!♦✇✐♥❣✳ ■♥ ❛ ✜!/$ /$❡♣✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉$❡❞ $❤❡

❡C✉✐❧✐❜!✐✉♠ ♦❢ ✐♥❢❡❝$✐♦✉/ ❧❡/✐♦♥/ ❛$ $❤❡ ❧❛♥❞/❝❛♣❡ /❝❛❧❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉$❡❞ $❤❡ ❢!❡C✉❡♥❝② ♦❢

❡❛❝❤ ❣❡♥♦$②♣❡ ✭✐♥❢❡❝$✐♦✉/ ❧❡/✐♦♥/✮ ❛$ $❤❡ ✜❡❧❞ /❝❛❧❡ ❜② ❛✈❡!❛❣✐♥❣ $❤❡ ✈❛❧✉❡/ ♦❢ $❤❡ ✐♥$!❛✲✜❡❧❞

♣❛$❝❤❡/✳ ❚❤✐/ ❛❧❧♦✇❡❞ $♦ ❡/$❛❜❧✐/❤ ❞✐/$!✐❜✉$✐♦♥ ♠❛♣/ ♦❢ $❤❡ ❣❡♥♦$②♣❡/ ❛$ $❤❡ ❧❛♥❞/❝❛♣❡ /❝❛❧❡✳

✺✳✹✳✶ ❙%❛❜❧❡ ❝♦❡①✐.%❡♥❝❡

❋✐❣✉!❡ ✺✳✼ /❤♦✇/ $❤❡ ♦✉$♣✉$ ♦❢ $❤❡ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ P1✱ P2 ❛♥❞ P3 ❛$ $❤❡ ❧❛♥❞/❝❛♣❡

/❝❛❧❡✳ ❋♦! $❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❛!✐❡$② ♣!♦♣♦!$✐♦♥/✱ ✇❡ ♦❜/❡!✈❡❞ $❤!❡❡ /✐$✉❛$✐♦♥/✿ $❤❡ ❣❡♥❡!❛❧✐/$

❛❧♦♥❡✱ ❝♦❡①✐/$❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ /♣❡❝✐❛❧✐/$/ ❛♥❞ $❤❡ ❣❡♥❡!❛❧✐/$ ❛♥❞ ❜♦$❤ /♣❡❝✐❛❧✐/$/ ✇✐$❤♦✉$

$❤❡ ❣❡♥❡!❛❧✐/$✳ ❋♦! ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❛!✐❡$② ♣!♦♣♦!$✐♦♥/ ✭70% ♦❢ V2✮✱ $✇♦ ♦$❤❡! /✐$✉❛$✐♦♥/ ✇❡!❡

♦❜/❡!✈❡❞✿ $❤❡ /♣❡❝✐❛❧✐/$ ♦❢ V2 $♦❣❡$❤❡! ✇✐$❤ $❤❡ ❣❡♥❡!❛❧✐/$ ❛♥❞ $❤❡ /♣❡❝✐❛❧✐/$ ♦❢ V2 ❛❧♦♥❡✳

✶✶✼



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ▼✉$❛♥$ ❡,$❛❜❧✐,❤♠❡♥$ ❛♥❞ ❝♦❡①✐,$❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦$②♣❡,
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tot = 6.7% − max = 83.4%

❋✐❣✉$❡ ✺✳✺✿ ❘❡❧❛,✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ❣❡♥♦,②♣❡ P3 ❛, ,❤❡ ✜❡❧❞ 8❝❛❧❡ ✐♥ ,✇♦ ❧❛♥❞8❝❛♣❡8 ✇✐,❤ ❛

❣$♦✉♣❡❞ ✈❛$✐❡,② ❛❧❧♦❝❛,✐♦♥ 8,$❛,❡❣②✳ ❚❤❡ ❧❡❢, ❝♦❧✉♠♥ 8❤♦✇8 ,❤❡ ❧❛♥❞8❝❛♣❡ 8,$✉❝,✉$❡✳ ▲✐❣❤,

❣$❡②✿ V1 ✭70%✮✱ ❞❛$❦ ❣$❡②✿ V2 ✭30%✮✱ $❡❞ ♣♦✐♥,✿ ✐♥✐,✐❛❧ ♣♦8✐,✐♦♥ ♦❢ ✐♥♦❝✉❧✉♠✳ ❚❤❡ $✐❣❤,

❝♦❧✉♠♥ 8❤♦✇8 ,❤❡ ❢$❡A✉❡♥❝② ♦❢ P3✳ ●$❡② 8❝❛❧❡✿ ❢$❡A✉❡♥❝② ♦❢ P3 ❢$♦♠ ✵ ✭✇❤✐,❡✮ ,♦ ✵✳✼✵

✭❜❧❛❝❦✮✱ ,♦,✿ $❡❧❛,✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❛, ,❤❡ ❧❛♥❞8❝❛♣❡ 8❝❛❧❡❀ ♠❛①✿ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ,❤❡ ✐♥,$❛✲

✜❡❧❞ $❡❧❛,✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡8✳ ❖,❤❡$ ♣❛$❛♠❡,❡$8✿ m0 = 150♠✱ RP1,V2

0 = RP2,V1

0 = 1✳ ❚❤✐8
✐8 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ 8✐♠✉❧❛,✐♦♥✳
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✺✳✹✳ ❈♦❡①✐()❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ♣❛)❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦)②♣❡(
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tot = 10% − max = 73.2%

❋✐❣✉$❡ ✺✳✻✿ ❘❡❧❛-✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ❣❡♥♦-②♣❡ P3 ❛- -❤❡ ✜❡❧❞ 9❝❛❧❡ ✐♥ -✇♦ ❧❛♥❞9❝❛♣❡9 ✇✐-❤ ♠✐①❡❞

✈❛$✐❡-② ❛❧❧♦❝❛-✐♦♥ 9-$❛-❡❣②✳ ❚❤❡ ❧❡❢- ❝♦❧✉♠♥ 9❤♦✇9 -❤❡ ❧❛♥❞9❝❛♣❡ 9-$✉❝-✉$❡✳ ▲✐❣❤- ❣$❡②✿ V1

✭70%✮✱ ❞❛$❦ ❣$❡②✿ V2 ✭30%✮❀ $❡❞ ♣♦✐♥-✿ ✐♥✐-✐❛❧ ♣♦9✐-✐♦♥ ♦❢ ✐♥♦❝✉❧✉♠✳ ❚❤❡ $✐❣❤- ❝♦❧✉♠♥

9❤♦✇9 -❤❡ ❢$❡D✉❡♥❝② ♦❢ P3✳ ●$❡② 9❝❛❧❡✿ ❢$❡D✉❡♥❝② ♦❢ P3 ❢$♦♠ ✵ ✭✇❤✐-❡✮ -♦ ✵✳✼✵ ✭❜❧❛❝❦✮✱ -♦-✿

$❡❧❛-✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❛- -❤❡ ❧❛♥❞9❝❛♣❡ 9❝❛❧❡✱ ♠❛①✿ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ -❤❡ ✐♥-$❛✲✜❡❧❞ $❡❧❛-✐✈❡

❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡9✳ ❖-❤❡$ ♣❛$❛♠❡-❡$9✿ m0 = 150♠✱ RP1,V2

0 = RP2,V1

0 = 1✳ ❚❤✐9 ✐9 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❛ 9✐♠✉❧❛-✐♦♥✳
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❈❤❛♣$❡& ✺✳ ▼✉$❛♥$ ❡,$❛❜❧✐,❤♠❡♥$ ❛♥❞ ❝♦❡①✐,$❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦$②♣❡,

variety proportions = 30% − 70% variety proportions = 50% − 50%
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✼✿ ❈♦♥❞✐.✐♦♥/ ❢♦$ ❝♦❡①✐/.❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ ♣❛.❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦.②♣❡/ P1✱ P2 ❛♥❞ P3✳ ❚♦♣

❧✐♥❡✱ ❧❛$❣❡ ❞✐/♣❡$/❛❧ $❛♥❣❡ ✭m0 = 1500♠✮❀ ❜♦..♦♠ ❧✐♥❡✱ /❤♦$. ❞✐/♣❡$/❛❧ $❛♥❣❡ ✭m0 = 150♠✮❀
❧❡❢. ❝♦❧✉♠♥✱ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❛$✐❡.② ♣$♦♣♦$.✐♦♥/ ✭30% − 70%✮❀ $✐❣❤. ❝♦❧✉♠♥✱ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❛$✐❡.②
♣$♦♣♦$.✐♦♥/ ✭50%− 50%✮✳ ②✲❛①❡/✱ ✈❛$✐❡.② ❛❧❧♦❝❛.✐♦♥ /.$❛.❡❣✐❡/❀ ①✲❛①❡/✱ RP1,V2

0 = RP2,V1

0 ✳

❖✈❡$❛❧❧✱ .❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐/. ❣❡♥♦.②♣❡ ✇❛/ ❢❛✈♦✉$❡❞ ❜② ♠✐①✐♥❣ ✈❛$✐❡.✐❡/✱ ❜② ❞❡❝$❡❛/✐♥❣ .❤❡ ❛❜✐❧✐.②

♦❢ /♣❡❝✐❛❧✐/./ .♦ $❡♣$♦❞✉❝❡ ♦♥ .❤❡ $❡/✐/.❛♥. ❤♦/. ❛♥❞ ❜② ✐♥❝$❡❛/✐♥❣ .❤❡ ♣❛.❤♦❣❡♥ ❞✐/♣❡$/❛❧

$❛♥❣❡✳

❲❤❡♥ .❤❡ ♣❛.❤♦❣❡♥ ❞✐/♣❡$/❛❧ $❛♥❣❡ ✇❛/ ❧❛$❣❡✱ .❤❡ /♣❡❝✐❛❧✐/./ ❡①❝❧✉❞❡❞ .❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐/. ❢♦$

❤✐❣❤ ✈❛$✐❡.② ❛❣❣$❡❣❛.✐♦♥ ❧❡✈❡❧/ ♦$ ✇❤❡♥ .❤❡✐$ $❡♣$♦❞✉❝.✐♦♥ $❛.❡ ♦♥ .❤❡ $❡/✐/.❛♥. ❤♦/. ✇❛/ ❤✐❣❤✳

❲❤❡♥ .❤❡ ❞✐/♣❡$/❛❧ $❛♥❣❡ ✇❛/ ❧♦✇✱ ❝❤❛♥❣❡/ ✐♥ ✈❛$✐❡.② ♣$♦♣♦$.✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦. ❝❤❛♥❣❡ ❣$❡❛.❧② .❤❡

❝♦♠♣❡.✐.✐♦♥ ♦✉.♣✉.✱ ❡①❝❡♣.❡❞ ❢♦$ .❤❡ ♠✐①❡❞ /.$❛.❡❣②✳ ❋♦$ ❡D✉❛❧ ✈❛$✐❡.② ♣$♦♣♦$.✐♦♥/✱ .❤❡

/♣❡❝✐❛❧✐/./ ♣$❡/❡♥.❡❞ ❛ /②♠♠❡.$✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉$ ❛♥❞ ❝♦✲❡①✐/.❡❞ ♦$ ♥♦. ✇✐.❤ .❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐/.✳ ❋♦$

✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈❛$✐❡.② ♣$♦♣♦$.✐♦♥/✱ ♦♥❡ ♦❢ .❤❡ /♣❡❝✐❛❧✐/./ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✳
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✺✳✹✳ ❈♦❡①✐()❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ♣❛)❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦)②♣❡(

✺✳✹✳✷ ❙♣❛'✐❛❧ ❞✐+',✐❜✉'✐♦♥ ❛' ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❡2✉✐❧✐❜,✐✉♠

❋✐❣✉$❡ ✺✳✽ ✐❧❧✉*+$❛+❡* +❤❡ *♣❛+✐❛❧ ♣❛++❡$♥* ♦❢ ♣❛+❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦+②♣❡ ❞✐*+$✐❜✉+✐♦♥* ❛+

♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❡5✉✐❧✐❜$✐✉♠✱ ❢♦$ +❤$❡❡ ✈❛$✐❡+② ❛❧❧♦❝❛+✐♦♥ *+$❛+❡❣✐❡*✳ ❋♦$ +❤❡ ♠✐①❡❞ *+$❛+❡❣②

✭✜❣✉$❡ ✺✳✽✱ ❧❡❢+ ❝♦❧✉♠♥✮✱ P1 ❞✐❞ ♥♦+ ♣❡$*✐*+✱ P2 ✇❛* ♣$❡*❡♥+ ✭✇✐+❤ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❡①❝❡♣+✐♦♥*✮

✐♥ ❛❧❧ V2 ✜❡❧❞* ❜✉+ ✇❛* ♠♦$❡ ❛❜✉♥❞❛♥+ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ❛❣❣$❡❣❛+❡* ♦❢ V2✱ ❛♥❞ +❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐*+ P3

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ✜❡❧❞*✳ ❋♦$ +❤❡ ♠♦*❛✐❝ *+$❛+❡❣②✱ ✭✜❣✉$❡ ✺✳✽✱ ❝❡♥+$❛❧ ❝♦❧✉♠♥✮✱ P1 ✇❛* ♥♦✇

❛❜❧❡ +♦ ♣❡$*✐*+ ✐♥ V1 ❛❣❣$❡❣❛+❡*✱ P2 ❜❡❝❛♠❡ ♠♦$❡ ❛❜✉♥❞❛♥+✱ ❛♥❞ P3 ✇❛* ❝♦♥❝❡♥+$❛+❡❞ ✐♥ +❤❡

♠♦*+ ❤❡+❡$♦❣❡♥❡♦✉* ③♦♥❡*✱ *❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❛$❡♥+ *♣❛+✐❛❧ *+$✉❝+✉$❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦$ +❤❡ ❣$♦✉♣❡❞

*+$❛+❡❣② ✭✜❣✉$❡ ✺✳✽✱ $✐❣❤+ ❝♦❧✉♠♥✮✱ ❜♦+❤ *♣❡❝✐❛❧✐*+* ✇❡$❡ ❤✐❣❤❧② ❛❜✉♥❞❛♥+ ✐♥ +❤❡ ❛❣❣$❡❣❛+❡ ♦❢

+❤❡✐$ $❡*♣❡❝+✐✈❡ *✉*❝❡♣+✐❜❧❡ ❤♦*+ ❛♥❞ +♦+❛❧❧② ❛❜*❡♥+ ✐♥ +❤❡ ♦+❤❡$ ✜❡❧❞*✱ ✇❤❡$❡❛* +❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐*+

❣❡♥♦+②♣❡ ✇❛* $❡*+$✐❝+❡❞ +♦ +❤❡ ❜♦$❞❡$* ♦❢ +❤❡ ✈❛$✐❡+② ❛❣❣$❡❣❛+❡*✳

❚❤❡*❡ ❡①❛♠♣❧❡* ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡$❛❧✐*❡❞✿ ✜❣✉$❡ ✺✳✾ *❤♦✇* +❤❛+ +❤❡ *♣❡❝✐❛❧✐*+ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✐*

❤✐❣❤❧② $❡❧❛+❡❞ +♦ +❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉$ ✜❡❧❞* ✇✐+❤ ❛♥ ✐❞❡♥+✐❝❛❧ ✈❛$✐❡+②✳ ❖♥ +❤❡ ❝♦♥+$❛$②✱

+❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐*+ +❡♥❞❡❞ +♦ ❜❡ ♠♦$❡ ❛❜✉♥❞❛♥+ ✐♥ ❤❡+❡$♦❣❡♥❡♦✉* ③♦♥❡*✳ ❚❤✐* $❡❧❛+✐♦♥*❤✐♣ ✇❛*

*+$♦♥❣❡$ ❢♦$ ♠♦$❡ ❛❣❣$❡❣❛+❡❞ ✈❛$✐❡+② ❞✐*+$✐❜✉+✐♦♥*✳

❚❤❡ *♣❛+✐❛❧ ❞✐*+$✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♣❛+❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ✇❛* ❤♦✇❡✈❡$ ❣$❡❛+❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✾✿ ❚❤❡ ❢$❡-✉❡♥❝✐❡0 ♦❢ ✐♥❢❡❝2✐♦✉0 ❧❡0✐♦♥0 ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ 2❤❡ 3080 ✜❡❧❞0 ✭❛$♦✉♥❞ ✶✺✵ ✜❡❧❞0
× ✺ ✜❡❧❞ ♣❛22❡$♥0 × ✷ ✈❛$✐❡2② ❛❧❧♦❝❛2✐♦♥ $❡♣❧✐❝❛2❡0 × ✷ ❡♣✐❞❡♠✐❝ $❡♣❧✐❝❛2❡0 ❂ ✸✵✽✵ ✜❡❧❞0✮
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0 = RP2,V1

0 = 1✱ m0 = 150♠✳
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❡.✉✐❧✐❜$✐✉♠ ♣❧♦33❡❞ ❛❣❛✐♥13 3❤❡ ♣$♦♣♦$3✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉$ ✜❡❧❞1 3❤❛3 1❤❛$❡ 3❤❡ 1❛♠❡ ✈❛$✐❡3②✳

❚❤❡ 3❤$❡❡ ❣❡♥♦3②♣❡1 ❛$❡ P1 ✭❛ ❛♥❞ ❞✮✱ P3 ✭❜ ❛♥❞ ❡✮ ❛♥❞ P2 ✭❝ ❛♥❞ ❢✮✳ ❚❤❡ $❡❧❛3✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡

♦❢ 3❤❡ ❞✐✛❡$❡♥3 ❣❡♥♦3②♣❡1 ✐1 ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❢♦$ V1 ✜❡❧❞1 ❛♥❞ ✐♥ $❡❞ ❢♦$ V2 ✜❡❧❞1✳ ❚♦♣ ❧✐♥❡✿ ❧❛$❣❡

❞✐1♣❡$1❛❧ $❛♥❣❡ ✭m0 = 1500♠✮✱ ❜♦33♦♠ ❧✐♥❡✿ 1❤♦$3 ❞✐1♣❡$1❛❧ $❛♥❣❡ ✭m0 = 150♠✮✳ ❖3❤❡$

♣❛$❛♠❡3❡$1✿ V1 ♣$♦♣♦$3✐♦♥ ❂ 30%✱ V2 ♣$♦♣♦$3✐♦♥ ❂ 70%✱ RP1,V2

0 = RP2,V1

0 = 1✱ m0 = 150♠✳
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✭m0 = 1500♠✮✳ ▲❡❢- ❝♦❧✉♠♥ /❤♦✇/ -❤❡ ❧❛♥❞/❝❛♣❡ /-$✉❝-✉$❡/✳ ❉❛$❦ ❣$❡②✿ V1 ✭50%✮✱ ❧✐❣❤-
❣$❡②✿ V2 ✭50%✮✳ ❚❤❡ ♦-❤❡$ ❝♦❧✉♠♥/ /❤♦✇ -❤❡ ❢$❡@✉❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛-❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦-②♣❡ ❛- -❤❡

❡@✉✐❧✐❜$✐✉♠✳ ❚❤❡ ❣$❡② /❝❛❧❡ ✐♥❞✐❝❛-❡/ -❤❡ ❢$❡@✉❡♥❝② ❢$♦♠ ✵ ✭✇❤✐-❡✮ -♦ ✵✳✸✺ ✭❜❧❛❝❦✮✳ ❚♦♣ ❧✐♥❡✿

RP1,V2

0 = RP2,V1

0 = 1.8 ❛♥❞ ♠✐①❡❞ /-$❛-❡❣②✱ ❜♦--♦♠ ❧✐♥❡✿ RP1,V2

0 = RP2,V1

0 = 1.4 ❛♥❞ ❣$♦✉♣❡❞
/-$❛-❡❣②✳ ❚❤✐/ ✐/ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ /✐♠✉❧❛-✐♦♥✳

✺✳✺ ❉✐$❝✉$$✐♦♥

❉✉$✐♥❣ ❜♦-❤ -❤❡ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❡/-❛❜❧✐/❤♠❡♥- ♣❤❛/❡ ❛♥❞ -❤❡ ❝♦❡①✐/-❡♥❝❡ ❛- ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥

❡@✉✐❧✐❜$✐✉♠✱ ❧❛♥❞/❝❛♣❡ /-$✉❝-✉$❡ ❤❛❞ ❛ /-$♦♥❣ ❡✛❡❝- ♦♥ -❤❡ ♠✉-❛♥- ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥✳ ❍✐❣❤❧②

❢$❛❣♠❡♥-❡❞ ❧❛♥❞/❝❛♣❡/ ✇❡$❡ ❢♦✉♥❞ ❢❛✈♦✉$❛❜❧❡ -♦ -❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐/- ❣❡♥♦-②♣❡✳ ❲❤❡♥ -❤❡ ✈❛$✐❡-②

❛❣❣$❡❣❛-✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✇❛/ ❤✐❣❤ ✭♠♦/❛✐❝ ❛♥❞ ❣$♦✉♣❡❞ ❧❛♥❞/❝❛♣❡/✮✱ -❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐/- ❣❡♥♦-②♣❡ ❤❛❞

♠♦$❡ ❞✐✣❝✉❧-✐❡/ ❡/-❛❜❧✐/❤✐♥❣ ❛ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥ ❜✉- -❤❡ ❣❡♦♠❡-$② ❛♥❞ /✐③❡ ♦❢ -❤❡ ✈❛$✐❡-② ❛❣❣$❡❣❛-❡/

✐♥-❡$❛❝-❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ ✐♥✐-✐❛❧ ♣♦/✐-✐♦♥ ♦❢ ✐♥♦❝✉❧✉♠/ -♦ ♣$♦❞✉❝❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥/✳ ❙✉❝❤ ❡✛❡❝-

❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ♦♣♣♦$-✉♥✐-✐❡/ ❢♦$ -❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐/- -♦ ❧♦❝❛❧❧② ❜✉✐❧❞ ❛ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥✳ ❆♥♦-❤❡$ ♦✉-♣✉- ♦❢

-❤❡ /-✉❞② ✇❛/ -❤❛- ❝♦❡①✐/-❡♥❝❡ ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ -❤$❡❡ ❣❡♥♦-②♣❡/ ♦❝❝✉$$❡❞ $❛-❤❡$ ❡❛/✐❧②✳

❉✉$✐♥❣ -❤❡ ❡/-❛❜❧✐/❤♠❡♥- ♣❤❛/❡✱ -✇♦ ❦✐♥❞/ ♦❢ /♣❛-✐❛❧ /-$✉❝-✉$❡/ ✇❡$❡ ♦❜-❛✐♥❡❞ ❢♦$ -❤❡

♠✉-❛♥- ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥✳ ❍✐❣❤❧② ❢$❛❣♠❡♥-❡❞ ❧❛♥❞/❝❛♣❡/ ❧❡❞ -♦ ❞✐✛✉/❡ P3 ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥/✱ ✇❤❡$❡❛/

❤✐❣❤❡$ ❛❣❣$❡❣❛-✐♦♥ ❧❡✈❡❧/ ♦❢ -❤❡ ✈❛$✐❡-✐❡/ ❧❡❞ -♦ -❤❡ ❡/-❛❜❧✐/❤♠❡♥- ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥/✳

❚❤✐/ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ♣$❛❝-✐❝❛❧ ✐♥-❡$❡/- ❢♦$ ❞✐/❡❛/❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥- /✐♥❝❡ ❧♦❝❛❧✐/❡❞ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥/

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥-$♦❧❧❡❞ ♠♦$❡ ❡❛/✐❧② ❜② ❝$♦♣ $♦-❛-✐♦♥/ ♦$ ❧♦❝❛❧ ❢✉♥❣✐❝✐❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥/✱ ✇❤✐❧❡

❞✐✛✉/❡ ♣♦♣✉❧❛-✐♦♥/ /❡❡♠ ♠♦$❡ ❞✐✣❝✉❧- -♦ ❤❛♥❞❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ -❤❡ ❡/-❛❜❧✐/❤♠❡♥- ♦❢ /-$♦♥❣

✶✷✺



❈❤❛♣$❡& ✺✳ ▼✉$❛♥$ ❡,$❛❜❧✐,❤♠❡♥$ ❛♥❞ ❝♦❡①✐,$❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦$②♣❡,

❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥) ♦❢ &❤❡ ❣❡♥❡.❛❧✐)& ❣❡♥♦&②♣❡ ♠❛❦❡ ✐& ❧❡)) )✉)❝❡♣&✐❜❧❡ &♦ ❞❡♠♦❣.❛♣❤✐❝ ♦.

❡♥✈✐.♦♥♠❡♥&❛❧ )&♦❝❤❛)&✐❝✐&②✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛.✐❛❜✐❧✐&② ♦❢ &❤❡ )✐③❡ ♦❢ &❤❡ ♠✉&❛♥& ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ✇❛)

❛❧)♦ ❞✐)❝✉))❡❞ ❜② ❇✉.&♦♥ ❛♥❞ ❚.❛✈✐) ✭✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ )✉❜)&❛♥&✐❛❧ ✈❛.✐❛&✐♦♥ ✐♥ &❤❡ ❢❛&❡

♦❢ ♠✉&❛&✐♦♥) ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡.❡ &❤❡② ❛.✐)❡ ✐♥ )♣❛❝❡ ❞✉.✐♥❣ &❤❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❡①♣❛♥)✐♦♥✱ ✐♥

♣❛.&✐❝✉❧❛. ✇❤❡♥ ❝♦..✐❞♦. )&.✉❝&✉.❡) ✇❡.❡ ♣.❡)❡♥& ✐♥ &❤❡ ❧❛♥❞)❝❛♣❡✳ ❈♦..✐❞♦. )&.✉❝&✉.❡) &❡♥❞❡❞

&♦ )❧♦✇ ❞♦✇♥ &❤❡ .❡)✐❞❡♥& ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❛♥❞ )♦ ❛❧❧♦✇❡❞ &❤❡ ♠✉&❛♥& ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ &♦ ❣❡& ❧♦❝❛❧❧②

❡)&❛❜❧✐)❤❡❞ &❤.♦✉❣❤ ❢♦✉♥❞❛&✐♦♥ ❡✛❡❝&)✳ ❖✉. ♠♦❞❡❧ ❛❧)♦ ♣.♦❞✉❝❡❞ )✐♠✐❧❛. ❡✛❡❝&)✳ ❖♥ &❤❡

❝♦♥&.❛.② &♦ ❇✉.&♦♥ ❛♥❞ ❚.❛✈✐) ✭✷✵✵✽✮✱ ✇❡ ❝♦♥)✐❞❡.❡❞ ❛ .❡)✐❞❡♥& ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❝♦♠♣♦)❡❞ ❜②

&✇♦ ❣❡♥♦&②♣❡) ❡❛❝❤ ♦♥❡ )♣❡❝✐❛❧✐)❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ✈❛.✐❡&②✳ ■♥ ❛❞❞✐&✐♦♥ &♦ &❤❡ ✐♥&❡.❛❝&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥

❧❛♥❞)❝❛♣❡ )&.✉❝&✉.❡ ❛♥❞ ✐♥✐&✐❛❧ ♣♦)✐&✐♦♥ ♦❢ ✐♥♦❝✉❧✉♠)✱ &❤❡.❡ ✇❛) ❛❧)♦ ❛ )&.♦♥❣ ❡✛❡❝& ♦❢ &❤❡

.❡❧❛&✐✈❡ ♣♦)✐&✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐&✐❛❧ ✐♥♦❝✉❧✉♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣❡♥♦&②♣❡✳

❍❛❧❧❛&)❝❤❡❦ ❛♥❞ ◆❡❧)♦♥ ✭✷✵✵✾✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②)❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ &❤❛& ❞❡)❝.✐❜❡❞ &❤❡

♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝) ❛♥❞ &❤❡ ❣❡♥❡&✐❝ )❡❣.❡❣❛&✐♦♥ ♦♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ♠✐❝.♦❜✐❛❧ ❝♦❧♦♥✐❡)✳ ❚❤❡②

♣.♦♣♦)❡❞ )❡✈❡.❛❧ .❡❧❛&✐♦♥)❤✐♣ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ♦❜)❡.✈❡❞ ❣❡♥❡&✐❝ ♣❛&&❡.♥) ❛♥❞ &❤❡ )❡❧❡❝&✐✈❡

❛❞✈❛♥&❛❣❡ ✴ ❞✐)❛❞✈❛♥&❛❣❡ ♦❢ ♠✉&❛&✐♦♥)✳ ❆) ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ &❤❡② )❤♦✇❡❞ &❤❛& ❜❡♥❡✜❝✐❛❧

♠✉&❛&✐♦♥) ❣✐✈❡ .✐)❡ &♦ )❡❝&♦.) ✇✐&❤ ❛♥ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡ &❤❛& ❞❡♣❡♥❞) ♦♥ &❤❡ )❡❧❡❝&✐✈❡ ❛❞✈❛♥&❛❣❡

♦❢ &❤❡ ♠✉&❛♥&)✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ &❤❡② ❞✐❞ ♥♦& ❝♦♥)✐❞❡. ❤❡&❡.♦❣❡♥❡♦✉) ❡♥✈✐.♦♥♠❡♥&)✳ ■♥ ♦✉. ❝❛)❡✱ ✇❡

✇❡.❡ ❛❜❧❡ &♦ ♣.♦✈✐❞❡ )♦♠❡ .❡❧❛&✐♦♥)❤✐♣ ❜❡&✇❡❡♥ ❧❛♥❞)❝❛♣❡ )&.✉❝&✉.❡ ❛♥❞ ♦❜)❡.✈❡❞ ♣❛&❤♦❣❡♥

❣❡♥❡&✐❝ ♣❛&&❡.♥)✳ ◆❡✈❡.&❤❡❧❡))✱ &❤❡ ❞❡)❝.✐♣&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ )&.✉❝&✉.❡ ♦❢ &❤❡ ♣❛&❤♦❣❡♥ ❣❡♥❡&✐❝

♣❛&&❡.♥ ❛♥❞ &❤❡ )❤❛♣❡ ♦❢ &❤❡ ✈❛.✐❡&② ❛❣❣.❡❣❛&❡) ♥❡❡❞) &♦ ❣♦ ❢✉.&❤❡. ✐♥ ♦.❞❡. &♦ ❡①&.❛❝& ❛)

♠✉❝❤ ✐♥❢♦.♠❛&✐♦♥ ❛) ♣♦))✐❜❧❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❛♥❞)❝❛♣❡ )&.✉❝&✉.❡ ✭✐♥ ✐♥&❡.❛❝&✐♦♥ ✇✐&❤ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧

♣♦)✐&✐♦♥ ♦❢ ✐♥♦❝✉❧✉♠✮ ❣✐✈❡) .✐)❡ &♦ ✇❤✐❝❤ )♣❛&✐❛❧ ♣❛&&❡.♥ ♦❢ &❤❡ ♠✉&❛♥& ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥✳

❆❢&❡. &❤❡ ❡)&❛❜❧✐)❤♠❡♥& ♣❤❛)❡ ✭❛& &❤❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❡K✉✐❧✐❜.✐✉♠✮✱ &❤❡ ❝♦❡①✐)&❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣

♣❛&❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦&②♣❡) ✇❛) ❤✐❣❤❧② )&❛❜❧❡ ❜❡&✇❡❡♥ ❧❛♥❞)❝❛♣❡ )&.✉❝&✉.❡)✱ ❛) ❧♦♥❣ ❛) &❤❡

✈❛.✐❡&② ♣.♦♣♦.&✐♦♥) ❛♥❞ ❛❣❣.❡❣❛&✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ &❤❡ )♣♦.❡ ❞✐)♣❡.)❛❧ .❛♥❣❡ ❞✐❞ ♥♦& ✈❛.②✳ ■♥

❛❝❝♦.❞❛♥❝❡ ✇✐&❤ ❉M❜❛..❡ ❛♥❞ ▲❡♥♦.♠❛♥❞ ✭✷✵✶✶✮✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ &❤❛& ❤❛❜✐&❛&) ❜♦✉♥❞❛.✐❡) ♣.♦✈✐❞❡

♦♣♣♦.&✉♥✐&✐❡) ❢♦. &❤❡ ❣❡♥❡.❛❧✐)& ❣❡♥♦&②♣❡ &♦ ♣❡.)✐)& ✐♥ &❤❡ ❧❛♥❞)❝❛♣❡✳ ■♥ ♦✉. )&✉❞②✱ ❤♦✇❡✈❡.✱

&❤❡ ❵❤❛❜✐&❛& ❜♦✉♥❞❛.② ♣♦❧②♠♦.♣❤✐)♠✬ ❛❝&❡❞ ✇✐&❤✐♥ ❛ ♠♦.❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❢.❛♠❡✇♦.❦✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

❝♦♠♣❧❡① ❧❛♥❞)❝❛♣❡ )&.✉❝&✉.❡)✱ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐& ❧✐❢❡✲❝②❝❧❡ ❛♥❞ )&♦❝❤❛)&✐❝✐&② ✐♥ &❤❡ ♣❛&❤♦❣❡♥ ❧✐❢❡

❡✈❡♥&)✳

T❛♣❛U① ❡& ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ✭❝❤❛♣&❡. ✷✮ ❞❡)❝.✐❜❡) )✐&✉❛&✐♦♥) ♦❢ ♣❛&❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦&②♣❡ ❝♦❡①✐)&❡♥❝❡

❛♥❞ &❤❡ ❝♦♥)❡K✉❡♥❝❡) ♦♥ ♦❜)❡.✈❡❞ ❞✐)❡❛)❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ &❤❡ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❝❤❛♣&❡. ✷✱ ✇❡ ✐♥✈❡)&✐❣❛&❡❞ &❤❡

❞②♥❛♠✐❝) ♦❢ ❧❡❛❢ .✉)& ❛& &❤❡ )❝❛❧❡ ♦❢ ❋.❛♥❝❡ ♦♥ &❤❡ ♠❛✐♥❧② ❣.♦✇♥ ✇❤❡❛& ✈❛.✐❡&✐❡)✳ ■♥ ♣❛.&✐❝✉❧❛.✱

✇❡ ✇❡.❡ ❛❜❧❡ &♦ ❝♦♠♣❛.❡ &❤❡ ❡✛❡❝& ♦❢ &❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜&♥❡)) ✭❜❛)✐❝ ❛✣♥✐&② ✐♥ ❝❤❛♣&❡. ✷✮ ❛♥❞ &❤❡

❡✛❡❝& ♦❢ &❤❡ ❧❛♥❞)❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦)✐&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ♣.♦♣♦.&✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛&❤♦❣❡♥ ❣❡♥♦&②♣❡ )❛♠♣❧❡❞ ♦♥

❛ ❣✐✈❡♥ ✇❤❡❛& ✈❛.✐❡&②✳ ❲❡ )❤♦✇❡❞ &❤❛& ❛ ✈❛.✐❡&②✱ ❜② ✐♥❝.❡❛)✐♥❣ &❤❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ )✐③❡ ♦❢ ❛

♣❛&❤♦&②♣❡ ♠❛② )✐❣♥✐✜❝❛♥&❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ &❤❡ ❝♦♠♣♦)✐&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣❛&❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ♦♥ ♦&❤❡.

✶✷✻



✺✳✺✳ ❉✐$❝✉$$✐♦♥

✈❛"✐❡%✐❡&✳ ❆ &%"✐❦✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✐& %❤❛% ♦❢ ✈❛"✐❡%② ❙♦✐$$♦♥$ ❛♥❞ ✐%& &♣❡❝✐❛❧✐&% ♣❛%❤♦%②♣❡ ✭073100✮✳

■♥ %❤❡ ✶✾✾✵✬&✱ ❙♦✐$$♦♥$ ✇❛& ❤✐❣❤❧② ♣♦♣✉❧❛" ❛♥❞ ❝♦✈❡"❡❞ ✉♣ %♦ 40% ♦❢ %❤❡ ✇❤❡❛% ❛❝"❡❛❣❡ ✐♥

❋"❛♥❝❡✳ ■% &❡❧❡❝%❡❞ ❛ ❤✐❣❤❧② &♣❡❝✐❛❧✐&❡❞ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡❛❜❧❡ ♣❛%❤♦%②♣❡ ✭073100✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐& ✐♥

❣♦♦❞ ❛❝❝♦"❞❛♥❝❡ ✇✐%❤ %❤❡ ♣"❡❞✐❝%✐♦♥ ♦❢ ♦✉" ♠♦❞❡❧ ✐♥ %❤❡ ❝❛&❡ ♦❢ ❛❣❣"❡❣❛%❡❞ ❧❛♥❞&❝❛♣❡&

✭&❡❝%✐♦♥ ✺✳✹✳✶✮✳ ❆% %❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ✇❤❡❛% ❧❡❛❢ "✉&% &✉"✈❡②✱ %❤❡ ♣❛%❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥

&❛♠♣❧❡❞ ♦♥ ❙♦✐$$♦♥$ ✇❛& ❝♦♠♣♦&❡❞ ✉♣ %♦ 60% ♦❢ 073100✳ ■% ✐& ❧✐❦❡❧② %❤❛% %❤❡ ❞❡❝"❡❛&❡ ♦❢

❙♦✐$$♦♥$ ❢"❡D✉❡♥❝② "❡&✉❧%❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦"❡ ❢"❛❣♠❡♥%❡❞ ❞✐&%"✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❛% ✈❛"✐❡%②✳ ❍❡"❡ ❛❣❛✐♥✱

%❤❡ ♦❜&❡"✈❡❞ ❝❤❛♥❣❡& ✐♥ %❤❡ ♣❛%❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ♠❡❡% %❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣"❡❞✐❝%✐♦♥&✿ %❤❡ ♣❛%❤♦❣❡♥

♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ♦♥ ❙♦✐$$♦♥$ ✇❛& ♣"♦❣"❡&&✐✈❡❧② ✐♥✈❛❞❡❞ ❜② ♠❛❧❛❞❛♣%❡❞ ♣❛%❤♦%②♣❡& ♦"✐❣✐♥❛%✐♥❣

❢"♦♠ ♦%❤❡" ✈❛"✐❡%✐❡& ✭"❡♠✐♥❞ %❤❛% 073100 ✇❛& ♥♦% ❛❜❧❡ %♦ ✐♥❢❡❝% %❤❡ "❡❝❡♥% ✈❛"✐❡%✐❡&✮✳ ❚❤❡

"❡❧❛%✐✈❡ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ 073100 ❛❝❝♦✉♥%❡❞ ❢♦" %❤❡ ✐♥❝"❡❛&❡ ✐♥ ❙♦✐&&♦♥&✬ ♦❜&❡"✈❡❞ "❡&✐&%❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳

❍❛❜✐%❛% ❜♦✉♥❞❛"✐❡& ❛"❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐✈❡"&✐✜❡❞ ③♦♥❡&✳ ■♥ ❛❣"♦✲❡❝♦&②&%❡♠&✱ ♣❛"%✐❝✉❧❛"

❜♦✉♥❞❛"✐❡& ❛"❡ %❤♦&❡ ❜❡%✇❡❡♥ ♣"♦❞✉❝%✐♦♥ ❛♥❞ ♥❛%✉"❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥%& ♦❢ ❛❣"✐❝✉❧%✉"❛❧ ❧❛♥❞&❝❛♣❡&✳

■% ✐& "❡❝♦❣♥✐&❡❞ %❤❛% %❤❡ ❛❣"♦✲❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥%❡"❢❛❝❡ &✐❣♥✐✜❝❛♥%❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡& ❞✐&❡❛&❡ ❞②♥❛♠✐❝& ❛♥❞

❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥% ♣❛%❤♦❣❡♥ ✭❇✉"❞♦♥ ❛♥❞ ❚❤"❛❧❧✱ ✷✵✵✽✮✳ ❆❣"♦✲❡❝♦&②&%❡♠& ♣"♦✈✐❞❡ ❛ "❛♥❣❡

♦❢ &✐%✉❛%✐♦♥& ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦%❤ ❛❣"✐❝✉❧%✉"❛❧ ❝"♦♣& ❛♥❞ ✇✐❧❞ "❡&❡"✈♦✐"&✳ ❖✉" &%✉❞② ❤✐❣❤❧✐❣❤%& %❤❡

✐♠♣♦"%❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦"❞❡"& ❛& ❛ ❞✐✈❡"&✐%② "❡&❡"✈♦✐" ❝♦♥%"✐❜✉%❡& %♦ ❛♥&✇❡"✐♥❣ %❤❡ D✉❡&%✐♦♥ ♦❢ %❤❡

❡✛❡❝% ♦❢ %❤❡ ❛❣"♦✲❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥%❡"❢❛❝❡ ♦♥ ❡✈♦❧✉%✐♦♥❛"② ❝❤❛♥❣❡& ✐♥ ♣❧❛♥% ♣❛%❤♦❣❡♥&✳

✶✷✼
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❋♦"❡✇♦"❞ &♦ ♣❛"& ✸

■♥ "❤❡ ♣❛'" ❜❡❢♦'❡✱ ❛♥❞ ❡-♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❝❤❛♣"❡' ✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ -❤♦✇♥ "❤❛" "❤❡ ❧❛♥❞-❝❛♣❡ -"'✉❝"✉'❡

❤❛- ❛ ❦❡② '♦❧❡ ❢♦' ❞❡"❡'♠✐♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ -"'❛✐♥- ✇✐♥ "❤❡ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ❛♥❞ "❤✉- ✇❤✐❝❤ -"'❛✐♥-

❝♦♠♣♦-❡ "❤❡ ♣❛"❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥-✐❞❡'❡❞ ✜①❡❞ ♣❤❡♥♦"②♣❡- ❢♦' "❤❡

♣❛"❤♦❣❡♥ -"'❛✐♥- ❛♥❞ "❤❡ ❝♦♥-✐❞❡'❡❞ "✐♠❡ -❝❛❧❡ ✇❛- ❝♦♠♣❛'❛❜❧❡ "♦ "❤❡ ♣❛"❤♦❣❡♥ ❧✐❢❡✲-♣❛♥✳

❆" ❛ ❧♦♥❣❡' "✐♠❡ -❝❛❧❡✱ ❡✈♦❧✉"✐♦♥ ♦❢ ♣❛"❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥- '❡-✉❧"- ❢'♦♠ ❛ -✉❝❝❡--✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇

-"'❛✐♥- ❛♣♣❛'✐"✐♦♥ ✭❝❛❧❧❡❞ ♠✉"❛♥" -"'❛✐♥-✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❡"❡ ✇✐"❤ "❤❡ '❡-✐❞❡♥" ♣❛"❤♦❣❡♥

♣♦♣✉❧❛"✐♦♥✳ ■♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ✇♦'❧❞✱ "❤❡ ❡✈♦❧✉"✐♦♥ ♣'♦❝❡-- "❛❦❡ ♠♦'❡ "✐♠❡ "❤❛♥ "❤❡ ❞❡♠♦❣'❛♣❤✐❝

♦♥❡✳ ❆- ❛ ❝♦♥-❡B✉❡♥❝❡✱ ♠✉"❛♥" -"'❛✐♥- ❛♣♣❡❛' ♦♥❝❡ "❤❡ ♣❛"❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ❝♦♠♣♦-✐"✐♦♥ ❤❛-

'❡❛❝❤❡❞ ✐"- ❡B✉✐❧✐❜'✐✉♠✳ ■♥ -✉❝❤ ❝♦♥❞✐"✐♦♥-✱ "❤❡ ♣❛"❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡- ❣'❛❞✉❛❧❧② ✉♣ "♦

❛ ❣❡♥❡'❛❧✐-" -"'❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣❤❡♥♦"②♣❡ ❞❡♣❡♥❞- ♦❢ "❤❡ ❧❛♥❞-❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦-✐"✐♦♥✳ ❚❤✐- ❣❡♥❡'❛❧✐-"

-"'❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ -"❛❜❧❡✳ ■♥ "❤✐- ❝❛-❡ ♠✉"❛♥" -"'❛✐♥- ❛'❡ ❛❧✇❛②- ❡❧✐♠✐♥❛"❡❞ ❛❢"❡' "❤❡ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥

♣❡'✐♦❞ ❛♥❞ "❤❡ ♣❛"❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ '❡♠❛✐♥- ♠♦♥♦♠♦'♣❤✐❝✳ ❇✉"✱ "❤❡ ❣❡♥❡'❛❧✐-" -"'❛✐♥ ♠❛②

❛❧-♦ ❜❡ ✉♥-"❛❜❧❡✿ "❤❡ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ -♣❧✐"- "❤❡♥ ✐♥ ✈❛'✐♦✉- -♣❡❝✐❛❧✐-❡❞ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥-✳

■♥ "❤✐- ♣❛'"✱ ✇❡ ♦♣" ❢♦' -✉❝❤ ❛ ❢'❛♠❡✇♦'❦ ✐♥ ♦'❞❡' "♦ -"✉❞② "❤❡ ❡✈♦❧✉"✐♦♥ ♦❢ ♣❛"❤♦❣❡♥

-♣❡❝✐❛❧✐-❛"✐♦♥ ✐♥ ❤❡"❡'♦❣❡♥❡♦✉- ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥"-✳ ❲❡ ❣❡♥❡'❛❧✐-❡ "❤❡ -♦❢" -❡❧❡❝"✐♦♥ ♠♦❞❡❧

♦❢ ▲❡✈❡♥❡ ✭✶✾✺✸✮ "♦ ❛♥② ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♣❛"❝❤❡- ✐♥"❡'❝♦♥♥❡❝"❡❞ ✇✐"❤ ❛♥② -❡" ♦❢ ♣❛✐'✇✐-❡

❞✐-♣❡'-❛❧ ✈❛❧✉❡-✳ ❲❡ "❤❡♥ ❛♥❛❧②-❡ "❤✐- ♠♦❞❡❧ ✈✐❛ ❜♦"❤ ❛♥❛❧②"✐❝❛❧ ❛♥❞ -✐♠✉❧❛"✐♦♥

❛♣♣'♦❛❝❤❡-✳
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 ❧❛♥$ ❞✐'❡❛'❡' ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ $❤,❡❛$ ❢♦, ❝,♦♣ ♣,♦❞✉❝$✐♦♥ '✐♥❝❡ $❤❡ ♦,✐❣✐♥ ♦❢ ❛❣,✐❝✉❧$✉,❡

✭❙$✉❦❡♥❜,♦❝❦ ❛♥❞ ▼❝❉♦♥❛❧❞✱ ✷✵✵✽❀ ❩❛❞♦❦'✱ ✶✾✽✷✮✳ ❋,♦♠ ✜❡❧❞ $♦ ❧❛♥❞'❝❛♣❡✱ ❛❣,♦✲❡❝♦'②'$❡♠'

♦✛❡, ♠♦,❡ ❝♦♥❞✉❝✐✈❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥$' ❢♦, $❤❡ ❡♠❡,❣❡♥❝❡ ❛♥❞ '♣,❡❛❞ ♦❢ ♣❛$❤♦❣❡♥'✱ ❝♦♠♣❛,❡❞ $♦

♥❛$✉,❛❧ ❡❝♦'②'$❡♠'✳ ■♥ ❛ ❝,♦♣ ✜❡❧❞✱ ♣❧❛♥$' ❛,❡ ❣,♦✇♥ ❛$ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡♥'✐$② ✇✐$❤ ✐❞❡♥$✐❝❛❧ ♦, ✈❡,②

'✐♠✐❧❛, ❣❡♥♦$②♣❡' ❣,♦✉♣❡❞ ✐♥ $❤❡ '❛♠❡ ♣❧❛❝❡✳  ,❛❝$✐'❡' '✉❝❤ ❛' ❢❡,$✐❧✐'❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✐,,✐❣❛$✐♦♥

♣,♦✈✐❞❡ '$❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢❛✈♦✉,❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥' ❢♦, ♠❛♥② ❞✐'❡❛'❡'✳ ❆$ ❛ ❧❛,❣❡, '❝❛❧❡✱ $❤❡ '❤✐❢$ ❢,♦♠ ❛

❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❞✐✈❡,'✐✜❡❞ ♥❛$✉,❛❧ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥$ $♦ ♠✉❝❤ ♠♦,❡ '✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡$✐❝❛❧❧② ✉♥✐❢♦,♠

❛❣,♦'②'$❡♠' ♦✈❡, ✈❛'$ ❛,❡❛' ✭❘♦❜✐♥'♦♥ ❛♥❞ ❙✉$❤❡,❧❛♥❞✱ ✷✵✵✷✮ ❤❛' ♠❛❞❡ ❡❛'✐❡, $❤❡ ❛❞❛♣$❛$✐♦♥

♦❢ ♣❧❛♥$ ♣❛$❤♦❣❡♥' $♦ $❤❡✐, ❤♦'$' ✭❏♦❤♥'♦♥✱ ✶✾✽✶✮✳ ❚❤❡ ♣,♦❣,❡''❡' ✐♥ ❝,♦♣ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥$

✐♥ ♠♦❞❡,♥ ❛❣,✐❝✉❧$✉,❡ ❤❛✈❡ ❡♥'✉,❡❞ '✉✣❝✐❡♥$ ②✐❡❧❞' ❜✉$ ♣,❡'❡♥$ $❤❡ ♠❛❥♦, ❞,❛✇❜❛❝❦ $♦

❢❛❝✐❧✐$❛$❡ $❤❡ ♦❝❝✉,,❡♥❝❡ ❛♥❞ '♣,❡❛❞ ♦❢ ❤✐❣❤❧② '♣❡❝✐❛❧✐'❡❞✱ ❛♥❞ $❤✉' ❤✐❣❤❧② ❞❛♠❛❣✐♥❣✱ ♣❧❛♥$

♣❛$❤♦❣❡♥'✳ ■♥ ❛ ♣❡,✐♦❞ ✇❤❡♥ ❊✉,♦♣❡❛♥ ❛❣,✐❝✉❧$✉,❡ ✐' ❛$$❡♠♣$✐♥❣ $♦ ♠❛''✐✈❡❧② ,❡❞✉❝❡ $❤❡

✉'❡ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❡'$✐❝✐❞❡'✱ $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❝♦♥$,♦❧ '$,❛$❡❣✐❡' $❤❛$ ❤❛♠♣❡, $❤❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥

$♦✇❛,❞' ♠♦,❡ '♣❡❝✐❛❧✐'❡❞ ♣❛$❤♦❣❡♥' ✐' ❛ ♠❛❥♦, ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ❝,♦♣ ♣,♦$❡❝$✐♦♥✳ ❆❢$❡, ❛ '❤♦,$

,❡✈✐❡✇ ♦❢ ♣❛$❤♦❣❡♥ '♣❡❝✐❛❧✐'❛$✐♦♥ ✐♥ ❛❣,✐❝✉❧$✉,❛❧ '②'$❡♠' ✇❡ ♣,❡'❡♥$ ♦✉, ❛♣♣,♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤

$♦♦❦ ❛ ♠♦,❡ $❤❡♦,❡$✐❝❛❧ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇✳

■♥ ❛❣,✐❝✉❧$✉,❛❧ '②'$❡♠'✱ ❛♥$❤,♦♣♦❣❡♥✐❝ ❞✐'$✉,❜❛♥❝❡' ❤❛✈❡ ❛❝❝❡❧❡,❛$❡❞ ❛❞❛♣$✐✈❡ ♣❤❡♥♦$②♣✐❝

❝❤❛♥❣❡' ✭ ❛❧✉♠❜✐✱ ✷✵✵✶❀ ❍❡♥❞,② ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ❡♠❡,❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ♣❛$❤♦❣❡♥

'♣❡❝✐❡' ✭❡✳❣✳❙$✉❦❡♥❜,♦❝❦ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ●✐❜❜' ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ♦, $♦ $❤❡ ❞✐✛❡,❡♥$✐❛$✐♦♥ ❛♥❞

'✉❜'❡U✉❡♥$ '♣❡❝✐❛❧✐'❛$✐♦♥ ♦❢ ♣❛$❤♦❣❡♥ '✉❜✲♣♦♣✉❧❛$✐♦♥' ✭❡✳❣✳ ▼✉♥❦❛❝'✐ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ●❧❛❞✐❡✉①

❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ❆ ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥$❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐' $❤❛$ ♦❢ $❤❡ ,✐❝❡✲✐♥❢❡❝$✐♥❣ ❧✐♥❡❛❣❡ ♦❢ ▼❛❣♥❛♣♦&%❤❡

♦&②③❛❡✱ ❛ ❢✉♥❣❛❧ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❝❛✉'✐♥❣ ❞❡✈❛'$❛$✐♥❣ ❡♣✐❞❡♠✐❝' ✐♥ ❝,♦♣'✳ ▼✳ ♦&②③❛❡ ❡♠❡,❣❡❞

❜❡$✇❡❡♥ 5000 ❛♥❞ 7000 ②❡❛,' ❇ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❤♦'$ '❤✐❢$ ❢,♦♠ ❙❡%❛&✐❛ ♠✐❧❧❡% $♦ ,✐❝❡ ✭❈♦✉❝❤

❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ▼♦,❡ ,❡❝❡♥$❧② ✭✐♥ 1989✮✱ ❛ ❤♦'$ '❤✐❢$ ♦❢ $❤❡ '❛♠❡ ♣❛$❤♦❣❡♥ ❢,♦♠ ,✐❝❡ $♦ ✇❤❡❛$ ✐'

❛''✉♠❡❞ $♦ ❤❛✈❡ ❝❛✉'❡❞ $❤❡ ❡♠❡,❣❡♥❝❡ ♦❢ ✇❤❡❛$ ❜❧❛'$ ✐♥ ❇,❛③✐❧✳ ❙✉❝❤ ♠❛❥♦, ❡✈❡♥$' ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❞❡'❝,✐❜❡❞ ❢♦, '❡✈❡,❛❧ ❝,♦♣ ♣❛$❤♦❣❡♥' ✭❢♦, ❛ ,❡✈✐❡✇✱ '❡❡ ❙$✉❦❡♥❜,♦❝❦ ❛♥❞ ▼❝❉♦♥❛❧❞✱ ✷✵✵✽✮

❛♥❞ ❛,❡ ♣,♦❜❛❜❧② ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✳

❆❧$❤♦✉❣❤ ♠♦,❡ ❞✐'❝,❡$❡✱ ♣❛$❤♦❣❡♥ '♣❡❝✐❛❧✐'❛$✐♦♥ $♦ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ✈❛,✐❡$✐❡' ✐' ♠✉❝❤ ♠♦,❡

❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ❝❛✉'❡' $❤❡ ♠♦'$ ♣♦♣✉❧❛, ✈❛,✐❡$✐❡' $♦ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝,❡❛'✐♥❣❧② '✉'❝❡♣$✐❜❧❡ $♦ ❞✐✛❡,❡♥$

❞✐'❡❛'❡'✳ ❏♦❤♥'♦♥ ✭✶✾✻✶✮ ✉'❡❞ $❤❡ $❡,♠ ❵▼❛♥✲❣✉✐❞❡❞✬ $♦ ❞❡'❝,✐❜❡ ❤♦✇ ✇❤❡❛$ '❡❧❡❝$✐♦♥ ❢♦,

,❡'✐'$❛♥❝❡ ❞✉,✐♥❣ $❤❡ ✷✵$❤ ❝❡♥$✉,②✱ ❛' ✇❡❧❧ ❛' ❣,♦✇✐♥❣ ♣,❛❝$✐'❡'✱ ❤❛✈❡ '❤❛♣❡❞ $❤❡ 7✉❝❝✐♥✐❛

♣♦♣✉❧❛$✐♦♥'✱ ❛ ❣,♦✉♣ ♦❢ ♣❛$❤♦❣❡♥' ❝❛✉'✐♥❣ $❤❡ ❵,✉'$✬ ❞✐'❡❛'❡ ♦♥ ✇❤❡❛$✳ ❇,❡❡❞✐♥❣ ❢♦, ,❡'✐'$❛♥❝❡

✐♥ ❝✉❧$✐✈❛$❡❞ ♣❧❛♥$' ❤❛' ❧❛,❣❡❧② ,❡❧✐❡❞ ♦♥ $❤❡ ❡①♣❧♦✐$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❵❣❡♥❡✲❢♦,✲❣❡♥❡✬ '②'$❡♠

✭❋❧♦,✱ ✶✾✼✶✮✳ ❆❝❝♦,❞✐♥❣ $♦ $❤✐' '②'$❡♠✱ ❛✈✐,✉❧❡♥❝❡ ❣❡♥❡'✱ ✐♥ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥✱ ❛,❡ ♠❛$❝❤❡❞ ❜②

,❡'✐'$❛♥❝❡ ❣❡♥❡'✱ ✐♥ $❤❡ ❤♦'$✳ ❚❤❡'❡ U✉❛❧✐$❛$✐✈❡ ,❡'✐'$❛♥❝❡ ❣❡♥❡' ❝♦♥❢❡, ✐♠♠✉♥✐$② $♦ $❤❡ ♣❧❛♥$✱

✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥' $❤❡✐, ♣♦♣✉❧❛,✐$② ✐♥ ❜,❡❡❞✐♥❣ ♣,♦❣,❛♠'✳ ❍♦✇❡✈❡, $❤❡② ❛,❡ ❡❛'✐❧② ♦✈❡,❝♦♠❡ ❜②

✶✸✺



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐1❛$✐♦♥ ✐♥ 1♣❛$✐❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥1

 ❤❡ ♣❛ ❤♦❣❡♥ ❛❢ ❡) ♠✉ ❛ ✐♦♥ ♦) ❞❡❧❡ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❛✈✐)✉❧❡♥❝❡ ❣❡♥❡ ❛♥❞✱ ✐♥  ❤❡ )❡❝❡♥ ♣❛2 ✱

 ❤❡ )❡❧❡❛2❡ ♦❢ )❡2✐2 ❛♥ ✈❛)✐❡ ✐❡2 ❤❛2 ✉2✉❛❧❧② ❧❡❞  ♦  ❤❡ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ♦❢ ♣❛ ❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥2

 ❤)♦✉❣❤  ❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛ ✐♦♥ ♦❢ 4✉❛❧✐ ❛ ✐✈❡ ♣❛ ❤♦❣❡♥✐❝✐ ② ❢❛❝ ♦)2✳ ❆ ✈❡)② ❞❡♠♦♥2 )❛ ✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❝♦♠♣❛)✐♥❣  ❤❡ ❋)❡♥❝❤ ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥2 ♦❢ ▼❡❧❛♠♣1♦&❛ ❧❛&✐❝✐✲♣♦♣✉❧✐♥❛✱ ❛ ♣❛ ❤♦❣❡♥

❝❛✉2✐♥❣ ♣♦♣❧❛) )✉2 ✱ ♦♥ ✇✐❧❞ ❛♥❞ ❝✉❧ ✐✈❛ ❡❞ ❤♦2 ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥2 ✭●=)❛)❞ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳

❚❤❡ 2❤❛♣❡ ♦❢ ♣❛ ❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥2 ❞)✐✈❡♥ ❜②  ❤❡ ❵❣❡♥❡✲❢♦)✲❣❡♥❡✬ 2②2 ❡♠ ❤❛2 ❜❡❡♥ ❧❛)❣❡❧②

❞♦❝✉♠❡♥ ❡❞ ✐♥ ❛❣)✐❝✉❧ ✉)❛❧ 2②2 ❡♠2 ✭❲♦❧❢❡ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛)③❜❛❝❤✱ ✶✾✼✽❀ ❍♦✈♠O❧❧❡) ❡ ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❀

❘♦✉①❡❧ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ●♦②❡❛✉ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❇❛))S2 ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❜✉ ✐2 ♥♦ 2✉✣❝✐❡♥ ❢♦)

❡①♣❧❛✐♥✐♥❣  ❤❡ ❤✐❣❤ 2♣❡❝✐❛❧✐2❛ ✐♦♥ ❧❡✈❡❧  ❤❛ ✐2 ♦❜2❡)✈❡❞ ✐♥ ❝)♦♣ ♣❛ ❤♦❣❡♥2✳ ❆ )❡❝❡♥ 2 ✉❞②

✭U❛♣❛V① ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❜❛2❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛)❣❡ ❞❛ ❛❜❛2❡ ❛♥❛❧②2✐2 ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛ ❤♦❣❡♥ ❢)❡4✉❡♥❝②

❞❛ ❛ ❛♥❞ ❞✐2❡❛2❡ ♦❜2❡)✈❛ ✐♦♥ ❞❛ ❛ 2❤♦✇❡❞  ❤❛ ♣❛ ❤♦❣❡♥ 2♣❡❝✐❛❧✐2❛ ✐♦♥ ✐♥ ❝)♦♣2 ✐2 ❧❛)❣❡❧②

❛❝❝♦✉♥ ❡❞ ❢♦) ❜② 4✉❛♥ ✐ ❛ ✐✈❡ ♣❛ ❤♦❣❡♥✐❝✐ ②✳ ❚❤✐2 ❞❛ ❛ ❡①♣❧♦)❛ ✐♦♥✱  ♦❣❡ ❤❡) ✇✐ ❤ ❛ ✜ ♥❡22

2 ✉❞② ✭U❛)✐❛✉❞ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮✱ )❡✈❡❛❧❡❞ ✐♥ ♣❛) ✐❝✉❧❛)  ❤❛ ❛ 6✉❝❝✐♥✐❛ $&✐$✐❝✐♥❛ ❧✐♥❡❛❣❡ ✇❛2

)❡2♣♦♥2✐❜❧❡ ♦❢ ♠❛❥♦) ❡♣✐❞❡♠✐❝2 ♦♥  ❤❡ ✇✐❞❡❧② ❣)♦✇♥ ✇❤❡❛ ✈❛)✐❡ ② ❙♦✐11♦♥1✳ ❲❤❡♥  ❤❡

❢)❡4✉❡♥❝② ♦❢  ❤❛ ✈❛)✐❡ ② ❞❡❝)❡❛2❡❞✱  ❤❡ ♣❛ ❤♦❣❡♥ ❧✐♥❡❛❣❡ ❞❡❝)❡❛2❡❞ ❛2 ✇❡❧❧ ❛♥❞  ❤❡ ♦❜2❡)✈❡❞

❞✐2❡❛2❡ ❧❡✈❡❧2 ❜❡❝❛♠❡ ♣)♦❣)❡22✐✈❡❧② ❧♦✇❡)✳ ❨❡ ✱ ♠♦2 ♦❢  ❤❡ ❧❡❛❢ )✉2 ❧✐♥❡❛❣❡2 ♣)❡2❡♥ ✐♥ ❋)❛♥❝❡

❛  ❤❡ 2❛♠❡ ♣❡)✐♦❞ ✇❡)❡ 2 ✐❧❧ ❛❜❧❡  ♦ ✐♥❢❡❝ ❙♦✐11♦♥1 ✭✐✳❡✳ ✇❡)❡ ❝♦♠♣❛ ✐❜❧❡ ❛❝❝♦)❞✐♥❣  ♦  ❤❡

❵❣❡♥❡✲❢♦)✲❣❡♥❡✬ 2②2 ❡♠✮✳ ❇✉  ❤❡2❡ ♠❛❧❛❞❛♣ ❡❞ ❧✐♥❡❛❣❡2 ♦♥❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠✐❧❞ ❡♣✐❞❡♠✐❝2 ♦♥

 ❤❛ ✈❛)✐❡ ②✳ ❚❤✐2 ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉2 )❛ ❡2 ✇❡❧❧  ❤❡ ❢❛❝  ❤❛ ✇✐❞❡❧② ❣)♦✇♥ ✈❛)✐❡ ✐❡2 ♠❛② 2❡❧❡❝ 

2♣❡❝✐❛❧✐2❡❞ ♣❛ ❤♦❣❡♥ ❧✐♥❡❛❣❡2 ❛♥❞ 2✉❣❣❡2 2  ❤❛ ❞❡♣❧♦②♠❡♥ 2 )❛ ❡❣✐❡2 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡2✐❣♥❡❞  ♦

♣)❡✈❡♥ ♦) ❧✐♠✐  ❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ ♦❢  ❤❡2❡ ❧✐♥❡❛❣❡2✳

❆2 ✉♥❞❡)❧✐♥❡❞ ❜② ❚❤)❛❧❧ ❡ ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱  ❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥ ♦❢ ❡✈♦❧✉ ✐♦♥❛)② ♣)✐♥❝✐♣❧❡2 ❝♦✉❧❞

♣)♦✈✐❞❡ )❡❧❡✈❛♥  ♦♦❧2  ♦ ♠❛✐♥ ❛✐♥ ❛❣)✐❝✉❧ ✉)❡ ♣)♦❞✉❝ ✐✈✐ ② ✇❤✐❧❡ )❡❞✉❝✐♥❣ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥ ❛❧

✐♠♣❛❝ 2✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥ ✐2 ✐❧❧✉2 )❛ ❡❞ ❜② ❍❡♥❞)② ❡ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛2 ❢♦❧❧♦✇✳ ❚❤❡ ♠✐2♠❛ ❝❤

❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ❝✉))❡♥ ♣❤❡♥♦ ②♣❡ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣ ✐♠❛❧ ♣❤❡♥♦ ②♣❡ ❣✐✈❡2  ❤❡ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛

♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥  ♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥ ✳ ❆ ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥ ✇✐ ❤ ❤✐❣❤ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✇✐❧❧ ❡①❤✐❜✐ 

❤✐❣❤ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ❛ ❧❛)❣❡ ♠✐2♠❛ ❝❤ ✇✐❧❧ ❧✐♠✐ ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥ 2✐③❡2✳ ❚❤✉2✱ ❢♦) ♣❡2 ❝♦♥ )♦❧ ✐♥

❛❣)✐❝✉❧ ✉)❡✱ ✇❡ ✇✐2❤  ♦ ❡♥❧❛)❣❡  ❤✐2 ♠✐2♠❛ ❝❤✱ ♦) ❦❡❡♣ ✐ ❛2 ❧❛)❣❡ ❛2 ♣♦22✐❜❧❡✱ ✐♥ ♦)❞❡)  ♦ ❧✐♠✐ 

♣❛ ❤♦❣❡♥ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥  ♦ ❝)♦♣ ✈❛)✐❡ ✐❡2✳ ■♥ ❛ ❤❡ ❡)♦❣❡♥❡♦✉2 ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥ ✱ ♠✐❣)❛ ✐♦♥ ❝♦✉♥ ❡)✲

❜❛❧❛♥❝❡2 ❧♦❝❛❧ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣  ♦ ❛ ❞❡❝)❡❛2❡ ✐♥  ❤❡ ♠❡❛♥ ✜ ♥❡22 ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥2

✭▲❡♥♦)♠❛♥❞✱ ✷✵✵✷✮✳ ❇② ❛❧ ❡)✐♥❣  ❤❡ 2 )✉❝ ✉)❡ ♦❢ ❛❣)✐❝✉❧ ✉)❛❧ ❧❛♥❞2❝❛♣❡2✱ 2❡❧❡❝ ✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡

♠❛♥✐♣✉❧❛ ❡❞ ✐♥ ♦)❞❡)  ♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛ ❤♦❣❡♥ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥✳ ❚❤❡ )♦❧❡ ♦❢ 2♣❛ ✐❛❧ ❤❡ ❡)♦❣❡♥❡✐ ②

✇✐ ❤✐♥ ❛❣)✐❝✉❧ ✉)❛❧ ❧❛♥❞2❝❛♣❡2 ♦♥ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ❛♥❞ 2♣❡❝✐❛❧✐2❛ ✐♦♥ ♦❢ ♣❛ ❤♦❣❡♥ ✐2  ❤✉2 ♦❢

♣)❛❝ ✐❝❛❧ ✐♥ ❡)❡2 ✳ ❚❤❡2❡ 4✉❡2 ✐♦♥2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥  ❤❡ 2✉❜❥❡❝ ♦❢ ♥✉♠❡)♦✉2  ❤❡♦)❡ ✐❝❛❧ 2 ✉❞✐❡2

✐♥ ❡✈♦❧✉ ✐♦♥❛)② ❜✐♦❧♦❣②✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ ❛2 ✇❡ ✇✐❧❧ 2❤♦✇✱ ❡①✐2 ✐♥❣  ❤❡♦)❡ ✐❝❛❧ ❛♣♣)♦❛❝❤❡2 ❧❛❝❦ ✐♥

 ❤❡ ❝♦♥2✐❞❡)❛ ✐♦♥ ♦❢ 2♣❛ ✐❛❧ ♣❡)2♣❡❝ ✐✈❡2✳ ❚❤❡② ♠✉2 ❜❡ ❡① ❡♥❞❡❞  ♦ ❛ ❢)❛♠❡✇♦)❦ ✇✐ ❤ ♠♦)❡

✢❡①✐❜❧❡ ❛22✉♠♣ ✐♦♥2 ♦♥  ❤❡ ❡♥✈✐)♦♥♠❡♥ 2 )✉❝ ✉)❡ ✐♥ ♦)❞❡)  ♦ ♠❛ ❝❤ ✇✐ ❤  ❤❡ ❛❣)✐❝✉❧ ✉)❛❧

♣)♦❜❧❡♠❛ ✐❝✳ ■♥  ❤✐2 ✇♦)❦ ✇❡ ❛❞♦♣ ❡❞  ❤❡ ❛❞❛♣ ✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝2 ❢)❛♠❡✇♦)❦ ✇❤✐❝❤ ✐2 ❛ ♣♦✇❡)❢✉❧

✶✸✻
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❛♣♣"♦❛❝❤ ❢♦" '❤❡ )'✉❞② ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞❛♣'❛'✐♦♥ ✭▼❛②♥❛"❞ ❙♠✐'❤ ❛♥❞ 5"✐❝❡✱ ✶✾✼✸❀ ●❡"✐'③

❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❀ ●❡"✐'③ ❛♥❞ ●②❧❧❡♥❜❡"❣✱ ✷✵✵✺❀ ❲❛①♠❛♥ ❛♥❞ ●❛✈"✐❧❡')✱ ✷✵✵✺✮✳ ■♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♦❢ '❤✐) ✐♥'"♦❞✉❝'✐♦♥ ✇❡ ❜"✐❡✢② "❡✈✐❡✇ )♣❛'✐❛❧ ♠♦❞❡❧) ❢♦" ❢♦" '❤❡ ❞②♥❛♠✐❝) ♦❢ ❛❞❛♣'❛'✐♦♥ ✐♥

❤❡'❡"♦❣❡♥❡♦✉) ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥' '❤❡♥ ♣"❡)❡♥' ♦✉" ✇♦"❦✳

❙♣❛'✐❛❧ )'"✉❝'✉"❡) ✐♥ '❤❡ ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥' ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥'"♦❞✉❝❡❞ ✇✐'❤ ❞✐✛❡"❡♥' ♣❡")♣❡❝'✐✈❡) ✐♥

❛❞❛♣'✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝) ♠♦❞❡❧)✳ ❙♦♠❡ )'✉❞✐❡) )✉♣♣♦)❡ '❤❛' '❤❡ ❤❛❜✐'❛' ❝❤❛♥❣❡) ❣"❛❞✉❛❧❧② ✇✐'❤

)♣❛❝❡✱ ❢♦" ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦" ❛❧'✐'✉❞❡ ♦" '❡♠♣❡"❛'✉"❡ ✭❉♦❡❜❡❧✐ ❛♥❞ ❉✐❡❝❦♠❛♥♥✱ ✷✵✵✸❀ ❈❤❛♠♣❛❣♥❛'

❛♥❞ ▼O❧O❛"❞✱ ✷✵✵✼✮✳ ❉♦❡❜❡❧✐ ❛♥❞ ❉✐❡❝❦♠❛♥♥ ✭✷✵✵✸✮ )❤♦✇❡❞ '❤❛' '❤❡ ❣"❛❞✐❡♥' )'"❡♥❣'❤✱

'♦❣❡'❤❡" ✇✐'❤ '❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❞✐)'❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧)✱ )'"♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡) '❤❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥❛"②

♦✉'♣✉')✳ ❆ ❞✐✛❡"❡♥' ❛♣♣"♦❛❝❤✱ ♠♦"❡ )✉✐'❛❜❧❡ '♦ ❛❣"✐❝✉❧'✉"❛❧ )②)'❡♠)✱ ✐) '♦ ✐♥'"♦❞✉❝❡ ❡①♣❧✐❝✐'

♣❛'❝❤❡) ✐♥ '❤❡ ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥'✳ ❉O❜❛""❡ ❛♥❞ ●❛♥❞♦♥ ✭✷✵✶✵✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ )♦❢' )❡❧❡❝'✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❢♦" ❛ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ )♣❛❝❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥'♦ '✇♦ ❞✐✛❡"❡♥' ❤❛❜✐'❛')✳

❚❤❡② )❤♦✇❡❞ '❤❛' ❤❛❜✐'❛' ❞✐✛❡"❡♥'✐❛'✐♦♥ ❛♥❞ ♣"♦♣♦"'✐♦♥ ❞❡'❡"♠✐♥❡ '❤❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥ ✐♥'♦ '✇♦

)♣❡❝✐❛❧✐)') ♦" ❛ )✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡"❛❧✐)'✳ ❚♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ✉♥✐❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥')✱ ♦'❤❡" ❛✉'❤♦")

❤❛✈❡ ❝♦♥)✐❞❡"❡❞ ♠❡'❛♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ )'"✉❝'✉"❡) ✭❍❛♥)❦✐✱ ✶✾✾✽✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥❡'✇♦"❦ ♦❢ ❧♦❝❛❧

♣♦♣✉❧❛'✐♦♥) ✇❡"❡ ✐♥'❡"❝♦♥♥❡❝'❡❞ ❜② ❞✐)♣❡")❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ '❤❡)❡ )'✉❞✐❡) ❛"❡ ♠♦)' ♦❢ '❤❡ '✐♠❡

❜❛)❡❞ ♦♥ ❛ )♣❛'✐❛❧❧② ✐♠♣❧✐❝✐' ❞❡)❝"✐♣'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥' ✭▼❡)③O♥❛ ❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❀ 5❛"✈✐♥❡♥

❛♥❞ ❊❣❛)✱ ✷✵✵✹✮✳ ❘❡❝❡♥'❧②✱ ❍❛♥)❦✐ ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♣"♦♣♦)❡❞ ❛♥ ❡❝♦✲❡✈♦❧✉'✐♦♥❛"② ❞②♥❛♠✐❝)

♠♦❞❡❧ ❢♦" ❛ )♣❛'✐❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐' ♠❡'❛♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ✐♥❤❛❜✐'✐♥❣ ❛ ✜♥✐'❡ ♥❡'✇♦"❦ ♦❢ ♣❛'❝❤❡)✱ ❛♥❞

'❤❡② )'✉❞✐❡❞ '❤❡ )❝❛❧❡ ❛' ✇❤✐❝❤ '❤❡ ♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ✇❛) ❛❞❛♣'❡❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❣❡♥❡ ✢♦✇ ❛♥❞

❞❡♠♦✲❣❡♥❡'✐❝ ♣❛"❛♠❡'❡") '❤❡② ❢♦✉♥❞ '❤❛' ❛❞❛♣'❛'✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❧♦❝❛❧✱ ❛' '❤❡ ♥❡'✇♦"❦ )❝❛❧❡ ♦"

♠❛② ❧❡❛❞ '♦ ❛ ♠♦)❛✐❝ )♣❡❝✐❛❧✐)❛'✐♦♥✳ ❚❤❡② ❞✐❞ ♥♦'✱ ❤♦✇❡✈❡"✱ )♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛❞❞"❡)) '❤❡ X✉❡)'✐♦♥

♦❢ '❤❡ ❡✛❡❝' ♦❢ ❤❛❜✐'❛' )♣❛'✐❛❧ )'"✉❝'✉"❡) ♦♥ ❛❞❛♣'❛'✐♦♥✳

❍♦✇ ❞♦ ♣❛'❤♦❣❡♥) ❛❞❛♣' '♦ ❛ ❤❡'❡"♦❣❡♥❡♦✉) ❡♥✈✐"♦♥♠❡♥'❄ ❆♥❞ ❤♦✇ ❞♦❡) ❧❛♥❞)❝❛♣❡

)'"✉❝'✉"❡ ❞❡'❡"♠✐♥❡ ❤♦)' )♣❡❝✐✜❝✐'② ♦❢ ♣❛'❤♦❣❡♥)❄ ■♥ '❤✐) ✇♦"❦✱ ✇❡ ♣"♦♣♦)❡ '♦ ❛❞❞"❡)) '❤❡)❡

X✉❡)'✐♦♥) ❢"♦♠ ❛ '❤❡♦"❡'✐❝❛❧ ♣♦✐♥' ♦❢ ✈✐❡✇ ❜❛)❡❞ ♦♥ ❛❞❛♣'✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝)✳ ❆ )♣❛'✐❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐'

♠❡'❛♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐) ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ '♦ ✐♥✈❡)'✐❣❛'❡ ❤♦✇ )❡❧❡❝'✐♦♥✱ ❞✐)♣❡")❛❧ "❛♥❣❡✱ ❤❛❜✐'❛'

♣"♦♣♦"'✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛❜✐'❛' )♣❛'✐❛❧ )'"✉❝'✉"❡ ✐♥'❡"♣❧❛② '♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ '❤❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ )♣❡❝✐❛❧✐)❛'✐♦♥

❛' '❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❧❛♥❞)❝❛♣❡ )❝❛❧❡)✳ ■♥ '❤❡ ♣"♦♣♦)❡❞ ♠♦❞❡❧✱ '❤❡ ❧❛♥❞)❝❛♣❡ ✐) ❞❡❝♦♠♣♦)❡❞ ✐♥'♦

❛ ♥❡'✇♦"❦ ♦❢ ♣❛'❝❤❡) ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧) ❛"❡ ❞❡)❝"✐❜❡❞ ❜② ♦♥❡ ♣❤❡♥♦'②♣✐❝ '"❛✐' '❤❛' ❝♦♥'"♦❧)

'❤❡✐" ✜'♥❡)) ✐♥ ❡❛❝❤ ❤❛❜✐'❛'✳ ❇♦'❤ ❛♥❛❧②'✐❝❛❧ ❛♥❞ )✐♠✉❧❛'✐♦♥ )'✉❞✐❡) ❛"❡ ✉)❡❞ ✐♥ ♦"❞❡" '♦

❞❡'❡"♠✐♥❡ '❤❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥❛"✐❧② )'❛❜❧❡ ♣❤❡♥♦'②♣❡)✱ '❤❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥❛"② )♣❡❡❞ ❛♥❞ '❤❡ ❡✈♦❧✉'✐♦♥

♦❢ '❤❡ ♣❤❡♥♦'②♣✐❝ ✈❛"✐❛♥❝❡✳ ■♥ )❡❝'✐♦♥ ✷✱ '❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐) ❞❡)❝"✐❜❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✈❛)✐♦♥ ❛♥❛❧②)✐) ✐)

♣❡"❢♦"♠❡❞ '♦ ♦❜'❛✐♥ ❣❡♥❡"❛❧ ❛♥❛❧②'✐❝❛❧ "❡)✉❧')✳ ❚❤❡♥✱ '❤❡ "♦❧❡ ♦❢ ❧❛♥❞)❝❛♣❡ )'"✉❝'✉"❡ ♦♥ '❤❡

)'❛❜✐❧✐'② ♦❢ '❤❡ )✐♥❣✉❧❛" )'"❛'❡❣② ✐) ✐♥✈❡)'✐❣❛'❡❞ ❜② ❝♦♥)✐❞❡"✐♥❣ '✇♦ '②♣❡) ♥❡'✇♦"❦ )'"✉❝'✉"❡✳

■♥ )❡❝'✐♦♥ ✸✱ '❤❡ ♠❛✐♥ ❛♥❛❧②'✐❝❛❧ "❡)✉❧') ❛"❡ ❞❡'❛✐❧❡❞ ❛))✉♠✐♥❣ ❛ ❤✐❡"❛"❝❤✐❝❛❧ ❤✐❣❤❧② )②♠♠❡'"✐❝

♥❡'✇♦"❦ )'"✉❝'✉"❡✳ ■♥ )❡❝'✐♦♥ ✹✱ '❤❡② ❛"❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♥✉♠❡"✐❝❛❧❧② '♦ )♣❛'✐❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐' ❧❛''✐❝❡✳ ■♥

)❡❝'✐♦♥ ✺✱ ❛ )✐♠✉❧❛'✐♦♥ ❡①♣❡"✐♠❡♥' ✐) ♣❡"❢♦"♠❡❞ '♦ )'✉❞② '❤❡ ❞②♥❛♠✐❝) ♦❢ )♣❡❝✐❛❧✐)❛'✐♦♥ ✇❤❡♥
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❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐1❛$✐♦♥ ✐♥ 1♣❛$✐❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥1

 ❤❡ ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥ *♣❧✐ * ✐♥ ♦  ✇♦ *♣❡❝✐❛❧✐*❡❞ ♣❤❡♥♦ ②♣❡*✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥  ❤❡ ❞✐*❝✉**✐♦♥ *❡❝ ✐♦♥✱ ✇❡

❞✐*❝✉**  ❤❡ ♣2❛❝ ✐❝❛❧ ❝♦♥*❡3✉❡♥❝❡* ♦❢ ♦✉2 ✜♥❞✐♥❣* ❢♦2  ❤❡ ❞❡*✐❣♥ ♦❢ *✉* ❛✐♥❛❜❧❡ * 2❛ ❡❣✐❡* ❢♦2

❞✐*❡❛*❡ ❝♦♥ 2♦❧ ✐♥ ❛❣2✐❝✉❧ ✉2❛❧ ❧❛♥❞*❝❛♣❡*✳

✻✳✷ ❚❤❡♦'❡(✐❝❛❧ ❢'❛♠❡✇♦'❦

❚❤✐* ♣❛♣❡2 ✐* ❜❛*❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐*❝2❡ ❡✲ ✐♠❡ ❞❡ ❡2♠✐♥✐* ✐❝ ♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝* ♠♦❞❡❧ ❢♦2 ❛

♠❡ ❛♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥ ❝♦♠♣♦*❡❞ ♦❢ *❡✈❡2❛❧ ♣❤❡♥♦ ②♣❡*  ❤❛ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦♥ ❛ ✜♥✐ ❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ♣❛ ❝❤❡*✳

❲❡ ❝♦♥*✐❞❡2 ❞✐*♣❡2*✐♦♥ ❛* ❛ ♣❛**✐✈❡ ♣2♦❝❡** ♦♥❧②✱ ✐✳❡✳  ❤❡2❡ ✐* ♥♦ ❤❛❜✐ ❛ ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤✐* ♠♦❞❡❧

❣❡♥❡2❛❧✐*❡*  ❤❡ *♦❢ *❡❧❡❝ ✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▲❡✈❡♥❡ ✭✶✾✺✸✮  ♦ ❛♥② ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ♣❛ ❝❤❡* ✐♥ ❡2❝♦♥♥❡❝ ❡❞

✇✐ ❤ ❛♥② *❡ ♦❢ ♣❛✐2✇✐*❡ ❞✐*♣❡2*❛❧ ✈❛❧✉❡*✳

❆❢ ❡2 ♣2❡*❡♥ ✐♥❣  ❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❛22② ♦✉ ❛♥ ✐♥✈❛*✐♦♥ ❛♥❛❧②*✐* ♦♥  ❤✐* ❣❡♥❡2✐❝ ♠♦❞❡❧

✭*❡❝ ✐♦♥ ✻✳✷✳✷✮✳ ❈♦♥❞✐ ✐♦♥* ❛2❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦2 ❛ ♥❡✇ ♠✉ ❛♥  ♦ ❣2♦✇ ❛♥❞ 2❡♣❧❛❝❡  ❤❡ 2❡*✐❞❡♥ 

♣❤❡♥♦ ②♣❡ ❛**✉♠✐♥❣  ❤❛  ❤❡ ♠❡ ❛♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥ ✐* ♠♦♥♦♠♦2♣❤✐❝✳ ❚❤❡*❡ 2❡*✉❧ * ❡① ❡♥❞ ❝❧❛**✐❝❛❧

♦♥❡* ✐♥ ❛❞❛♣ ✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝*  ♦ ❛♥② ♠❡ ❛♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥ * 2✉❝ ✉2❡✳

✻✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧

✻✳✷✳✶✳✶ ❙♣❛'✐❛❧ ❤❡'❡,♦❣❡♥❡✐'②

❈♦♥*✐❞❡2 ❛ ♠❡ ❛♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥  ❤❛ ❞❡✈❡❧♦♣* ✐♥ ❛ *♣❛ ✐❛❧❧② ❤❡ ❡2♦❣❡♥❡♦✉* ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥ 

❝♦♥*✐* ✐♥❣ ♦❢ ❛ ♥❡ ✇♦2❦ ♦❢ P ♣❛ ❝❤❡*✳ ❚✇♦ ❦✐♥❞* ♦❢ *♣❛ ✐❛❧ ❤❡ ❡2♦❣❡♥❡✐ ②✱ ♣❤②*✐❝❛❧ ❛♥❞

❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ❛2❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♦✉2 ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♣❤②*✐❝❛❧ ❤❡ ❡2♦❣❡♥❡✐ ② ❛❝ * ♦♥ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦♥  ❤❡ *❛♠❡ ✇❛②✱ ✇❤❛ ❡✈❡2 ✐ *

♣❤❡♥♦ ②♣❡✳ ❚✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ * ❛❝❝♦✉♥ ❢♦2  ❤❡ ♣❤②*✐❝❛❧ ❤❡ ❡2♦❣❡♥❡✐ ②✱  ❤❡ ❝❛22②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐ ② ♦❢

❡❛❝❤ ♣❛ ❝❤ ❛♥❞ ❞✐*♣❡2*❛❧✳ ❊❛❝❤ ♣❛ ❝❤ j ❝❛22✐❡* ❛ ✜♥✐ ❡ ❛♥❞ ❝♦♥* ❛♥ ♥✉♠❜❡2 Kj ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧*✳

❲❡ ❞❡✜♥❡  ❤❡ 2❡❧❛ ✐✈❡ ❝❛22②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐ ② ♦❢ ♣❛ ❝❤ j ❛* Kj = Kj/KT ✱ ✇❤❡2❡ KT =
∑P

j=1 Kj

❞❡♥♦ ❡*  ❤❡  ♦ ❛❧ ❝❛22②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐ ② ♦❢  ❤❡ ❡♥✈✐2♦♥♠❡♥ ✳ ❉✐*♣❡2*❛❧ ✐* ❤❡ ❡2♦❣❡♥❡♦✉* *♦  ❤❛ 

❛ ♣2♦♣❛❣✉❧❡ ❞✐*♣❡2*❡❞ ❢2♦♠ ❛ ♣❛ ❝❤ ✐* ❞❡♣♦*✐ ❡❞ ✐♥ ❛♥♦ ❤❡2 ♣❛ ❝❤ ❛❝❝♦2❞✐♥❣  ♦ ❛ *♣❡❝✐✜❡❞

❞✐*♣❡2*❛❧ ❞✐* 2✐❜✉ ✐♦♥  ❤❛ ✐* ♥♦ ♥❡❝❡**❛2✐❧② ✉♥✐❢♦2♠✳ ❚❤❡ ❞✐*♣❡2*❛❧ 2❛ ❡ ❢2♦♠ ♣❛ ❝❤ j′  ♦ j

✐* ❞❡♥♦ ❡❞ ❜② mj′j✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ♣2♦♣❛❣✉❧❡* 2❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ♣❛ ❝❤ j ✐* 3✉❛♥ ✐✜❡❞ ❜②  ❤❡ ✐♥♣✉ 

❝♦♥♥❡❝ ✐♦♥ ♦❢ ♣❛ ❝❤ j✿

m+j =
P
∑

j′=1

mj′j Kj′ .

■♥ ♦ ❤❡2 ✇♦2❞*✱  ❤❡ ♠♦2❡ ♣2♦♣❛❣✉❧❡* ♣❛ ❝❤ j 2❡❝❡✐✈❡*✱  ❤❡ ♠♦2❡ ❝♦♥♥❡❝ ❡❞ ✐ ✐*✳ ❚❤✐* ♠♦❞❡❧ ✐*

♠♦2❡ ❣❡♥❡2❛❧  ❤❛♥ ♠♦* ♠♦❞❡❧* ✐♥  ❤❡ ❧✐ ❡2❛ ✉2❡ *✐♥❝❡ ♥♦ ❛**✉♠♣ ✐♦♥ ✐* ♥❡❡❞❡❞ ♦♥ ❞✐*♣❡2*❛❧
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✻✳✷✳ ❚❤❡♦'❡(✐❝❛❧ ❢'❛♠❡✇♦'❦

 ❛"❡$✳ ❆$ ❛ ❝♦♥$❡*✉❡♥❝❡✱ ♦✉ ♠♦❞❡❧ ❞❡❛❧$ ✇✐"❤ ❛♥② ♠❡"❛♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ $" ✉❝"✉ ❡ ✇✐"❤ ❛♥② $❡" ♦❢

♣❛✐ ✇✐$❡ ❞✐$♣❡ $❛❧ ✈❛❧✉❡$✳ ■♥ ♣❛ "✐❝✉❧❛ ✱ ❞✐$♣❡ $❛❧  ❛"❡$ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉"❡❞ ❢ ♦♠ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❞✐$♣❡ $❛❧ ❢✉♥❝"✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡$ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢ ❛♠❡✇♦ ❦ "♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝❧❛$$✐❝❛❧ ♠❡"❛♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ❛$

✇❡❧❧ ❛$ $♣❛"✐❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐" ♠♦❞❡❧$✳

❇❡$✐❞❡$✱ $❡✈❡ ❛❧ ❤❛❜✐"❛"$ ❛ ❡ ♣ ❡$❡♥" ✐♥ "❤❡ ❡♥✈✐ ♦♥♠❡♥" ❛♥❞  ❡♣ ❡$❡♥" "❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧

♥❛"✉ ❡ ♦❢ $♣❛"✐❛❧ ❤❡"❡ ♦❣❡♥❡✐"②✳ ❚❤❡ ❡♥✈✐ ♦♥♠❡♥" ✐$ ❝♦♠♣♦$❡❞ ♦❢ H ❞✐✛❡ ❡♥" ❤❛❜✐"❛"$ ✭♦ 

♥✐❝❤❡$✮ ✇✐"❤ ♦♥❡ ❤❛❜✐"❛" ♣❡ ♣❛"❝❤✳ ❚❤❡ ❤❛❜✐"❛" ♦❢ ♣❛"❝❤ j ✐$ ❞❡♥♦"❡❞ ❜② h(j)✳ ❊❛❝❤ ❤❛❜✐"❛"

k ✐$ ✐♥ ♣ ♦♣♦ "✐♦♥ πk =
∑P

j,h(j)=k Kj ✐♥ "❤❡ ❡♥✈✐ ♦♥♠❡♥"✳

✻✳✷✳✶✳✷ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧&

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧$ ❛ ❡ ❛$$✉♠❡❞ "♦ ❜❡ ❤❛♣❧♦✐❞ ❛♥❞ ❛ ❡ ❝❧❛$$✐✜❡❞ ✇✐"❤  ❡$♣❡❝" "♦ "❤❡✐ ♣❤❡♥♦"②♣❡✳

❚❤❡②  ❡♣ ♦❞✉❝❡ ❛$❡①✉❛❧❧② ✇✐"❤ ♥♦♥✲♦✈❡ ❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡ ❛"✐♦♥$ ❛♥❞ "❤❡ ♣ ♦❣❡♥② ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❣❡♥❡ ❛❧❧② ❤❛✈❡ "❤❡ $❛♠❡ ♣❤❡♥♦"②♣❡ "❤❛♥ "❤❛" ♣❛ ❡♥"✳ D❤❡♥♦"②♣❡ i ✐$ ❝❤❛ ❛❝"❡ ✐$❡❞ ❜② "❤❡

✈❛❧✉❡✱ ♦ $" ❛"❡❣②✱ xi ♦❢ ❛ ❝♦♥"✐♥✉♦✉$ " ❛✐" x✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ $✐③❡ ♦❢ ♣❤❡♥♦"②♣❡ i ✐♥ ♣❛"❝❤ j

❛" "✐♠❡ t ✐$ ❞❡♥♦"❡❞ ❜② nij(t)✳ ❆$ "❤❡ "♦"❛❧ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ $✐③❡ ✐$ ❝♦♥$"❛♥"✱ ✐" $❛"✐$✜❡$

I(t)
∑

i=1

P
∑

j=1

nij(t) = KT ,

✇❤❡ ❡ I(t) ✐$ "❤❡ ♥✉♠❜❡ ♦❢ ♣❤❡♥♦"②♣❡$ ♣ ❡$❡♥" ✐♥ "❤❡ ♠❡"❛♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ❛" "✐♠❡ t✳

●✐✈❡♥ ✐"$ " ❛✐" ✈❛❧✉❡ xi ❛♥❞ "❤❡ ❤❛❜✐"❛" ❡♥❝♦✉♥"❡ ❡❞ ✐♥ ♣❛"❝❤ j "❤❡ $✉ ✈✐✈❛❧ ♣ ♦❜❛❜✐❧✐"②

♦❢ ♣❤❡♥♦"②♣❡ i ✐♥ ♣❛"❝❤ j ✐$ ♣ ♦♣♦ "✐♦♥❛❧ "♦ fh(j)(xi)✳ ■♥ "❤✐$ ♣❛♣❡ ✱ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ fk(.) ✐$

❛$$✉♠❡❞ "♦ ❜❡ ●❛✉$$✐❛♥ ✇✐"❤ ❤❛❜✐"❛"✲$♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡$ ♦❢ "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ " ❛✐" βk ❛♥❞ ❡*✉❛❧ $♣ ❡❛❞

σ ❛ ♦✉♥❞ "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ " ❛✐" ✭●❡ ✐"③ ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✱ $♦ "❤❛"

fk(x) = exp
−(x− βk)

2

2σ2
.

❉✐✛❡ ❡♥❝❡$ ❜❡"✇❡❡♥ ♦♣"✐♠❛❧ " ❛✐"$ βk ❢♦ "❤❡ ❞✐✛❡ ❡♥" ❤❛❜✐"❛"$ ❣❡♥❡ ❛"❡ ❛ " ❛❞❡✲♦✛✱ "❤❛"

❞❡♣❡♥❞$ ♦♥ σ✱ ❜❡"✇❡❡♥ $✉ ✈✐✈❛❧ ❢✉♥❝"✐♦♥$ ♦♥ "❤❡ ❤❛❜✐"❛"$✿ ❛❞❛♣"❛"✐♦♥ "♦ ❛ ♣❛ "✐❝✉❧❛ ❤❛❜✐"❛"

❝❛✉$❡$ ♠❛❧❛❞❛♣"❛"✐♦♥ ♦♥ "❤❡ ♦"❤❡ $✳ ■♥ ♣❛ "✐❝✉❧❛ ✱ ❝♦♥$✐❞❡ "✇♦ ❤❛❜✐"❛"$ 1 ❛♥❞ 2 ✇✐"❤

♦♣♣♦$✐"❡ ✈❛❧✉❡$ ♦❢ "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ " ❛✐"✳ ❚❤❡♥ "❤❡ $✉ ✈✐✈❛❧ ❢✉♥❝"✐♦♥$ ♦❢ $" ❛"❡❣② x ❛ ❡ f1(x) =

exp
(

−(x−δ)2

2σ2

)

❛♥❞ f2(x) = exp
(

−(x+δ)2

2σ2

)

✇✐"❤ δ = β1 = −β2✳ ❚❤❡ ❛$$♦❝✐❛"❡❞ " ❛❞❡✲♦✛

❢✉♥❝"✐♦♥✱ u(·)✱ ❜❡"✇❡❡♥ $✉ ✈✐✈❛❧ ❢✉♥❝"✐♦♥$ ✐♥ ❤❛❜✐"❛"$ ✶ ❛♥❞ ✷ ✐$ ❞❡✜♥❡❞ ❜② f2(x) = u
(

f1(x)
)

✳

❆$ $❤♦✇♥ ✐♥ ❉M❜❛  ❡ ❛♥❞ ●❛♥❞♦♥ ✭✷✵✶✵✮✱ ✐" $❛"✐$✜❡$

u(y) = exp

[

− 2

(

δ

σ
−
√

−1

2
ln y

)2]

. ✭✻✳✶✮
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❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐1❛$✐♦♥ ✐♥ 1♣❛$✐❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥1

❚❤❡ ❞✐✛❡&❡♥(✐❛(✐♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ (✇♦ ❤❛❜✐(❛(- ✐- .✉❛♥(✐✜❡❞ ❜② δ/σ✳ ❲❤❡♥ δ/σ < 1✱ (❤❡ (&❛❞❡✲

♦✛ ✐- ✇❡❛❦✳ ❲❤❡♥ δ/σ > 1✱ (❤❡ (&❛❞❡✲♦✛ ✐- -(&♦♥❣✳ ❲❤❡♥ δ/σ ✐- ❝❧♦-❡ (♦ ♦♥❡✱ (❤❡ (&❛❞❡✲♦✛

✐- ✈❡&② -❡♥-✐(✐✈❡ (♦ (❤❡ ♣❤❡♥♦(②♣❡ ✈❛❧✉❡ x ✭-❡❡ ❉>❜❛&&❡ ❛♥❞ ●❛♥❞♦♥✱ ✷✵✶✵✱ ❋✐❣✳✶❝✮✳

✻✳✷✳✶✳✸ ▼❡'❛♣♦♣✉❧❛'✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝3

❚❤❡ ❞❡♠♦❣&❛♣❤② ♦❢ (❤❡ ♠❡(❛♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ✐- ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉-✐♥❣ ❞❡(❡&♠✐♥✐-(✐❝ ❞✐-❝&❡(❡✲(✐♠❡

❡.✉❛(✐♦♥-✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐- ❜❛-❡❞ ♦♥ (❤❡ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧- (❤❛( ✐♥✈♦❧✈❡- (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

-❡.✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥(-✿ &❡♣&♦❞✉❝(✐♦♥✱ ❞✐-♣❡&-❛❧✱ -❡❧❡❝(✐♦♥ ❛♥❞ &❡❣✉❧❛(✐♦♥✳ ❘❡♣&♦❞✉❝(✐♦♥ &❛(❡-

❛&❡ ❛--✉♠❡❞ (♦ ❜❡ ❝♦♥-(❛♥( ❛♠♦♥❣ ❤❛❜✐(❛(- ❛♥❞ ♣❤❡♥♦(②♣❡-✱ -♦ ✇❡ ♦♥❧② ♣&❡-❡♥( ✐♥ ❞❡(❛✐❧ (❤❡

❞✐-♣❡&-❛❧✱ -❡❧❡❝(✐♦♥ ❛♥❞ &❡❣✉❧❛(✐♦♥ ♣❤❛-❡-✳

❉✉&✐♥❣ ❞✐-♣❡&-❛❧✱ ❛ ♣&♦♣♦&(✐♦♥ mj′j ♦❢ ♣&♦♣❛❣✉❧❡- ♣&♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣❛(❝❤ j′ ✐- ❞❡♣♦-✐(❡❞ ♦♥

♣❛(❝❤ j✳ ❙♦ (❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧- ♦❢ ♣❤❡♥♦(②♣❡ i (❤❛( ✐- ❞❡♣♦-✐(❡❞ ♦♥ ♣❛(❝❤ j ✐- ❡.✉❛❧

(♦

P
∑

j′=1

mj′jnij′(t).

■♥ ❡❛❝❤ ♣❛(❝❤✱ ♥❡✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧- ❛&❡ -✉❜❥❡❝( (♦ ❛ -❡❧❡❝(✐♦♥ ♣&♦❝❡-- ✇✐(❤ ❛ -✉&✈✐✈❛❧

♣&♦❜❛❜✐❧✐(② ♦❢ ♣❤❡♥♦(②♣❡ i ✐♥ ♣❛(❝❤ j ♣&♦♣♦&(✐♦♥❛❧ (♦ fh(j)(xi)✳ ❚❤✐- ❢&❡.✉❡♥❝②✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥(

-❡❧❡❝(✐♦♥ ✐- ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲-❡❧❡❝(✐✈❡ ❝♦♠♣❡(✐(✐♦♥ ❢♦& -♣❛❝❡✳ ❚❤✉-✱ ✐♥ ♣❛(❝❤ j✱ ❛ ❢&❛❝(✐♦♥

(

∑P
j′=1 mj′j nij′(t)

)

fh(j)(xi)

∑I
i′=1

((

∑P
j′=1 mj′j ni′j′(t)

)

fh(j)(xi′)
)

♦❢ -♣❛❝❡ ✐- ❛❧❧♦❝❛(❡❞ (♦ -(&❛(❡❣② xi✳

❆❢(❡& (❤❡ -❡❧❡❝(✐♦♥ ♣❤❛-❡✱ ❧♦❝❛❧ &❡❣✉❧❛(✐♦♥ ❢♦& -♣❛❝❡ ♠❛❦❡- (❤❡ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ -✐③❡ ♦❢

♣❤❡♥♦(②♣❡ i ♦♥ ♣❛(❝❤ j ❛( (✐♠❡ t+ 1✱ ❡.✉❛❧ (♦

nij(t+ 1) = Kj

(

∑P
j′=1 mj′j nij′(t)

)

fh(j)(xi)

∑I
i′=1

((

∑P
j′=1 mj′j ni′j′(t)

)

fh(j)(xi′)
) . ✭✻✳✷✮

✻✳✷✳✷ ❘❡%✉❧(% ♦♥ (❤❡ ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♠♦1♣❤✐❝ ♠❡(❛♣♦♣✉❧❛(✐♦♥

❚♦ -(✉❞② (❤❡ ❧♦♥❣✲(❡&♠ ♣❤❡♥♦(②♣✐❝ ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ❛♥❛❧②(✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥-✐❞❡& ❛

-✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ -(❛♥❞❛&❞ ❢&❛♠❡✇♦&❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ (❤❡ ♠❡(❛♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ✐- ♠♦♥♦♠♦&♣❤✐❝ ❛♥❞ ❡✈♦❧✈❡-

(❤&♦✉❣❤ ❡♣✐-♦❞✐❝ ♠✉(❛(✐♦♥- ♦❢ -♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐(✉❞❡ ✭●❡&✐(③ ❡( ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ (❤❡ (❤❡♦&② ♦❢

✐♥✈❛-✐♦♥ ❛♥❛❧②-✐- ✭●❡&✐(③ ❡( ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮ (♦ (❤❡ -❡((✐♥❣ ♣&❡-❡♥(❡❞ ✐♥ -❡❝(✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳✸✱ ✇❡ ❞❡&✐✈❡
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✻✳✷✳ ❚❤❡♦'❡(✐❝❛❧ ❢'❛♠❡✇♦'❦

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡0 ♦❢ ❡✈♦❧✉4✐♦♥❛$② 4$❛❥❡❝4♦$✐❡0 0✐♠✉❧❛4❡❞ ❢$♦♠ ❡:✉❛4✐♦♥ ✭✻✳✷✮✱ 0❡❡

0❡❝4✐♦♥ ✻✳✺✳ ❋$♦♠ 4❤❡ ❧❡❢4 4♦ 4❤❡ $✐❣❤4 4❤❡ ❜$❛♥❝❤✐♥❣ ❝$✐4❡$✐♦♥ ✭❡:✉❛4✐♦♥ ✭✻✳✾✮✮ ✐0 ❡:✉❛❧

4♦ ✵✳✻✱ ✶✳✵✼ ❛♥❞ ✼✳✺✳ ❲❤❡♥ ✐4 ✐0 ❧❡00❡$ 4❤❛♥ ♦♥❡✱ 4❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐04 04$❛4❡❣② ✐0 04❛❜❧❡ ✭✜$04 ♣❛♥❡❧✮✳

❖4❤❡$✇✐0❡✱ 4❤❡ ♣♦♣✉❧❛4✐♦♥ 0♣❧✐40 ✐♥4♦ 4✇♦ ♣♦♣✉❧❛4✐♦♥0 ♦❢ 0♣❡❝✐❛❧✐040 ✭♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ $✐❣❤4 ♣❛♥❡❧0✮✳

❉❛0❤❡❞ ❧✐♥❡✿ 4❤❡♦$❡4✐❝❛❧ 0✐♥❣✉❧❛$ 04$❛4❡❣② ✭x⋆
✮✱ 0♦❧✐❞ ❧✐♥❡0✿ ❤❛❜✐4❛4 ♦♣4✐♠❛ ✭β1 ❛♥❞ β2✮✳ ❖4❤❡$

♣❛$❛♠❡4❡$0 ❛$❡✿ ❧❡❢4 ♣❛♥❡❧✿ δ/σ = 0.8,ms = 75%, π = 0.32,AI = 0.1❀ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧✿ δ/σ =
1.1,ms = 75%, π = 0.32,AI = 0.1❀ $✐❣❤4 ♣❛♥❡❧✿ δ/σ = 1.1,ms = 15%, π = 0.16,AI = 0.7✳

4❤❡ ❵❡✈♦❧✉4✐♦♥❛$✐❧② 0✐♥❣✉❧❛$ 04$❛4❡❣②✬ ✭x⋆
✮ ❛♥❞ ✇❡ ❝❤❛$❛❝4❡$✐0❡ ✐40 04❛❜✐❧✐4②✳ ■❢ 4❤❡ 0✐♥❣✉❧❛$

04$❛4❡❣② ✐0 04❛❜❧❡✱ 4❤❡ ♣♦♣✉❧❛4✐♦♥ $❡♠❛✐♥0 ♠♦♥♦♠♦$♣❤✐❝✳ ❖4❤❡$✇✐0❡ 4❤❡$❡ ✐0 ❛ ❜$❛♥❝❤✐♥❣

♣♦✐♥4 ❛♥❞ 4❤❡ ♣♦♣✉❧❛4✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡0 ♣♦❧②♠♦$♣❤✐❝✱ ✐✳❡✳ 4❤❡ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥4 0❡❧❡❝40 ❢♦$ 0♣❡❝✐❛❧✐04

♣❤❡♥♦4②♣❡0✳ ❋✐❣✉$❡ ✻✳✶ ❣✐✈❡0 0♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡0 ♦❢ ❡✈♦❧✉4✐♦♥❛$② 4$❛❥❡❝4♦$✐❡0 ✐♥ ❜♦4❤ ❝❛0❡0✳

❆0 ✇❡ ✇✐❧❧ 0❤♦✇✱ ❛ ❧♦4 ♦❢ $❡0✉❧40 ✐♥ 4❤❡ ❧✐4❡$❛4✉$❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛0 ♣❛$4✐❝✉❧❛$ ❝❛0❡0 ✐♥

♦✉$ ❢$❛♠❡✇♦$❦✳ ❚❤❡ ♣♦4❡♥4✐❛❧ ♦❢ 0✉❝❤ ❛ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ✐0 4❤❡♥ ❞❡♠♦♥04$❛4❡❞ ✐♥ 4✇♦ ♣❛$4✐❝✉❧❛$

♠❡4❛♣♦♣✉❧❛4✐♦♥ 04$✉❝4✉$❡0 ✐♥ 0❡❝4✐♦♥0 ✻✳✸ ❛♥❞ ✻✳✹✳

✻✳✷✳✷✳✶ ❙❤♦'(✲(❡'♠ ❞②♥❛♠✐❝2

❚❤❡ $❡0✐❞❡♥4 ♣♦♣✉❧❛4✐♦♥ ✐0 ❛00✉♠❡❞ 4♦ ❜❡ ♠♦♥♦♠♦$♣❤✐❝ ✇✐4❤ 4$❛✐4 ✈❛❧✉❡ x1✳ ❆4 ❛ ❣✐✈❡♥

4✐♠❡ t1✱ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣$♦❞✉❝❡0 ❛ ♠✉4❛♥4 ✇✐4❤ 4$❛✐4 ✈❛❧✉❡ x2✳ ❆4 ❛ 4✐♠❡ t2 0❤♦$4❧② ❛❢4❡$ t1

✭t2 > t1✱ t2 − t1 0♠❛❧❧✮✱ 4❤❡ ♠✉4❛♥4 ✐0 $❛$❡ ❡♥♦✉❣❤ 4♦ ❝♦♥0✐❞❡$ 4❤❛4 4❤❡ $❡0✐❞❡♥4 ♣♦♣✉❧❛4✐♦♥

$❡♠❛✐♥0 ♠♦♥♦♠♦$♣❤✐❝ ✭n2j(t) << n1j(t) ❢♦$ ❛❧❧ ♣❛4❝❤❡0 j ❛♥❞ ❢♦$ t1 ≤ t ≤ t2✮✳ ❯♥❞❡$ 4❤✐0

❛♣♣$♦①✐♠❛4✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ 4♦ ❡:✉❛4✐♦♥ ✭✻✳✷✮✱ 4❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♠✉4❛♥40 ✐♥ ♣❛4❝❤ j ❛4 4✐♠❡

t+ 1 ✐0 ❡:✉❛❧ 4♦

n2j(t+ 1) =

(

∑P
j′=1 mj′j n2j′(t)

)

fh(j)(x2)
(

∑P
j′=1 mj′j Kj′

)

fh(j)(x1)
Kj.

▲❡4 Ni(t) =
(

ni1(t), · · · , niP (t)
)′

❞❡♥♦4❡ 4❤❡ ✈❡❝4♦$ ♦❢ 4❤❡ ♣♦♣✉❧❛4✐♦♥ 0✐③❡0 nij(t) ♦❢ ♣❤❡♥♦4②♣❡

i ♦♥ ♣❛4❝❤❡0 j = 1, · · · , P ✳ ❚❤❡ ✈❡❝4♦$ ♦❢ ♠✉4❛♥4 ♣♦♣✉❧❛4✐♦♥ 0✐③❡0 ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛4❝❤ 0❛4✐0❢② 4❤❡

✶✹✶



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐1❛$✐♦♥ ✐♥ 1♣❛$✐❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥1

♠❛"#✐① ❡'✉❛"✐♦♥ N2(t + 1) = A(x1, x2)N2(t)✱ ✇❤❡#❡ A(x1, x2) ✐. "❤❡ P × P ♠❛"#✐① ✇❤✐❝❤

❡❧❡♠❡♥" ✐♥ #♦✇ j ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ j′ ✐. ❡'✉❛❧ "♦

[A(x1, x2)]jj′ =
mj′j Kj

m+j

fh(j)(x2)

fh(j)(x1)
. ✭✻✳✸✮

7#♦✈✐❞❡❞ "❤❛" A(x1, x2) ✐. ❛♥ ✐##❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ ♣#✐♠✐"✐✈❡ ♠❛"#✐①✱ "❤❡ ❣#♦✇"❤ ♦❢ ♣❤❡♥♦"②♣❡ x2

✐♥ "❤❡ ♣❡#✐♦❞ ❛❢"❡# t1 ✐. ❛♣♣#♦①✐♠❛"❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

N2(t) ≈ (λ(1)(x1, x2))
t−t1 r(1)(x1, x2) l

(1)(x1, x2)
′N2(t1), ✭✻✳✹✮

✇❤❡#❡ λ(1)(x1, x2) ✐. "❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥" ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ A(x1, x2)✱ ❛♥❞ l(1)(x1, x2) ❛♥❞ r(1)(x1, x2)

❛#❡ ✐". ❛..♦❝✐❛"❡❞ ❧❡❢" ❛♥❞ #✐❣❤" ❡✐❣❡♥✈❡❝"♦#.✱ #❡.♣❡❝"✐✈❡❧② ✭❈❛.✇❡❧❧✱ ✷✵✵✶✱ ❝❤❛♣"❡# ✹✮✳ ◆♦"❡

"❤❛" A(x1, x2) ✐. ✐##❡❞✉❝✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ "❤❡#❡ ✐. ❛ ❞✐.♣❡#.❛❧ ♣❛"❤ ❢#♦♠ ❡❛❝❤ ♣❛"❝❤ "♦ ❡✈❡#②

♦"❤❡# ♣❛"❝❤✱ ✐✳❡✳ "❤❡#❡ ❛#❡ ♥♦ ❞✐.❝♦♥♥❡❝"❡❞ .✉❜.❡". ♦❢ ♣❛"❝❤❡. ♦# "#❛♣. ✐♥ "❤❡ ❧❛♥❞.❝❛♣❡✱ ✇✐"❤

#❡.♣❡❝" "♦ ❞✐.♣❡#.❛❧ ✭❈❛.✇❡❧❧✱ ✷✵✵✶✱ ❝❤❛♣"❡# ✹✮✳

✻✳✷✳✷✳✷ ▼❡❞✐✉♠✲*❡+♠ ❡✈♦❧✉*✐♦♥

❚❤❡ ♠✉"❛♥"✬. ❢❛"❡ ✐. ❞❡"❡#♠✐♥❡❞ ❜② ✐". ✐♥✈❛.✐♦♥ ✜"♥❡.. ❢✉♥❝"✐♦♥ s(x1, .) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

s(x1, x2) = ln(λ(1)(x1, x2)) ✭❉✉#✐♥① ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ .❡❡ ❛❧.♦ ❡'✉❛"✐♦♥ ✭✻✳✹✮✮✳ ■❢ s(x1, x2) ≤ 0✱ "❤❡

♠✉"❛♥" ❜❡❝♦♠❡. ❡①"✐♥❝" .❤♦#"❧② ❛❢"❡# t1✳ ■❢ s(x1, x2) > 0✱ "❤❡♥ "❤❡ ♠✉"❛♥" ❡✐"❤❡# ❜❡❝♦♠❡.

❡①"✐♥❝" .❤♦#"❧② ❛❢"❡# t1 ❜② ❣❡♥❡"✐❝ ❞#✐❢"✱ ♦# ✐" ✐♥❝#❡❛.❡. ✐♥ ❢#❡'✉❡♥❝② ✐♥ "❤❡ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉.❡

♦✉# ♠♦❞❡❧ ❞②♥❛♠✐❝. ❛#❡ ❞❡"❡#♠✐♥✐."✐❝✱ ♦♥❧② "❤❡ ❧❛""❡# ❛❧"❡#♥❛"✐✈❡ ♦❝❝✉#.✳

▼✉"❛"✐♦♥ ."❡♣. ❛#❡ ❛..✉♠❡❞ "♦ ❜❡ .♠❛❧❧✳ ❚❤✉. "❤❡ ♠✉"❛♥" ❛♥❞ #❡.✐❞❡♥" ♣❤❡♥♦"②♣❡. ❤❛✈❡

❝❧♦.❡ "#❛✐" ✈❛❧✉❡. x1 ❛♥❞ x2✳ ■♥ "❤✐. ❝❛.❡✱ ❛ ."❛❜❧❡ ❞✐♠♦#♣❤✐.♠ ♦❢ x1 ❛♥❞ x2 ✐. ♥♦" ♣♦..✐❜❧❡

✭❈❤❛♠♣❛❣♥❛" ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❆ ♠✉"❛♥" ✇✐"❤ ♣♦.✐"✐✈❡ ✐♥✈❛.✐♦♥ ✜"♥❡.. ✇✐❧❧ ❡✈❡♥"✉❛❧❧② #❡♣❧❛❝❡

"❤❡ #❡.✐❞❡♥" ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡#❛"❡ ❛ ♥❡✇ ♠♦♥♦♠♦#♣❤✐❝ #❡.✐❞❡♥" ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ✇✐"❤ "#❛✐" ✈❛❧✉❡ x2✳

■" ✐. ❛..✉♠❡❞ "❤❛" ♠✉"❛"✐♦♥. ♦❝❝✉# .✉✣❝✐❡♥"❧② ✐♥❢#❡'✉❡♥"❧② .♦ "❤❛" "❤❡ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡.

♠♦♥♦♠♦#♣❤✐❝ ❜❡❢♦#❡ ❛ ♥❡✇ ♠✉"❛♥" ❛♣♣❡❛#.✳

✻✳✷✳✷✳✸ ❙✐♥❣✉❧❛+ 4*+❛*❡❣②

❆" ❛ ❧♦♥❣❡# "✐♠❡ .❝❛❧❡✱ "❤❡ #❡.✐❞❡♥" ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡. ❣#❛❞✉❛❧❧② "❤#♦✉❣❤ ❛ .✉❝❝❡..✐♦♥

♦❢ ♠✉"❛♥" ✐♥✈❛.✐♦♥. "♦✇❛#❞. ❛ ♣❤❡♥♦"②♣❡ ✇✐"❤ "#❛✐" ✈❛❧✉❡ x⋆
❝❛❧❧❡❞ "❤❡ ❵.✐♥❣✉❧❛# ."#❛"❡❣②✬

✭✜❣✉#❡ ✻✳✶✮✳ ❆. ♠✉"❛"✐♦♥ ."❡♣. ❛#❡ .♠❛❧❧✱ "❤❡ ✜#." ♦#❞❡# ❛♣♣#♦①✐♠❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✐♥✈❛.✐♦♥ ✜"♥❡..

s(x1, x2) ✐.

s(x1, x2) ≈ s(x1, x1) +
∂s(x1, x2)

∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

x2=x1

. (x2 − x1). ✭✻✳✺✮

✶✹✷



✻✳✷✳ ❚❤❡♦'❡(✐❝❛❧ ❢'❛♠❡✇♦'❦

∂s(x1, x2)

∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

x2=x1

❞❡✜♥❡$ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜%♥❡$$ ❣,❛❞✐❡♥% ✭●❡,✐%③ ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ■%$ $✐❣♥ ❞❡%❡,♠✐♥❡ %❤❡

❞✐,❡❝%✐♦♥ ♦❢ $❡❧❡❝%✐♦♥✿ ✐❢

∂s(x1, x2)

∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

x2=x1

> 0✱ %❤❡♥ ♦♥❧② ♠✉%❛♥%$ ✇✐%❤ x2 > x1 ❝❛♥ ✐♥✈❛❞❡✱

✇❤❡,❡❛$ ✐❢

∂s(x1, x2)

∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

x2=x1

< 0✱ %❤❡♥ %❤✐$ ✐$ ♦♥❧② ♣♦$$✐❜❧❡ ❢♦, ♠✉%❛♥%$ ✇✐%❤ x2 < x1✳ ❚❤✉$✱

%❤❡ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡$ ✉♥%✐❧ ✐% ,❡❛❝❤❡$✱ %❤❡ %,❛✐% ✈❛❧✉❡ x⋆
❢♦, ✇❤✐❝❤ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜%♥❡$$ ❣,❛❞✐❡♥%

✐$ ③❡,♦✱ ✐✳❡✳

∂s(x⋆, x2)

∂x2

∣

∣

∣

x2=x⋆
= 0✳ ❲❡ $❤♦✇ ✐♥ %❤❡ $✉♣♣♦,%✐♥❣ ✐♥❢♦,♠❛%✐♦♥ ✭❛♣♣❡♥❞✐① ✹✮ %❤❛%

❛ ♠♦♥♦♠♦,♣❤✐❝ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ❤❛$ ❛ ✉♥✐E✉❡ $✐♥❣✉❧❛, $%,❛%❡❣② ✇❤✐❝❤ %,❛✐% ✈❛❧✉❡ x⋆
✐$ ❡E✉❛❧ %♦

x⋆ =
P
∑

j=1

Kj

[

l(1)(x⋆, x⋆)
]

j
∑P

j′=1 Kj′ [l(1)(x⋆, x⋆)]j′
βh(j). ✭✻✳✻✮

◆♦%❡ %❤❛% ✐♥ ♦✉, ❝❛$❡✱ %❤❡ $✐♥❣✉❧❛, $%,❛%❡❣② ✐$ ❛❧✇❛②$ ,❡❛❝❤❛❜❧❡ ❜② ❣,❛❞✉❛❧ ❡✈♦❧✉%✐♦♥

✭❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡ $%❛❜✐❧✐%②✱ $❡❡ %❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✹ ♦❢ $✉♣♣♦,%✐♥❣ ✐♥❢♦,♠❛%✐♦♥✮✳

❲❤❡♥ ❞✐$♣❡,$❛❧ ,❛%❡$ ❛,❡ $②♠♠❡%,✐❝✱ ✐✳❡✳ mj1j2 = mj2j1 ✱ %❤❡ j%❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥% ♦❢ %❤❡

❡✐❣❡♥✈❡❝%♦, l(1)(x⋆, x⋆) ✐$ ❡E✉❛❧ %♦ %❤❡ ✐♥♣✉% ❝♦♥♥❡❝%✐♦♥ ♦❢ ♣❛%❝❤ j✱ m+j✳ ■% ❢♦❧❧♦✇$ %❤❛% %❤❡

$✐♥❣✉❧❛, $%,❛%❡❣② ✐$ %❤❡♥ ❡E✉❛❧ %♦

x⋆ =
1

∑P
j′=1 Kj′m+j′

H
∑

k=1

(

P
∑

j,h(j)=k

Kjm+j

)

βk.

■♥ ♦%❤❡, ✇♦,❞$✱ %❤❡ $✐♥❣✉❧❛, $%,❛%❡❣② ✐$ ❛ ✇❡✐❣❤%❡❞ ❛✈❡,❛❣❡ ♦❢ %❤❡ ❤❛❜✐%❛% ♣❤❡♥♦%②♣✐❝ ♦♣%✐♠❛

βk✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡✐❣❤%$ ❛,❡ ❛♥ ✐♥❝,❡❛$✐♥❣ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ,❡❧❛%✐✈❡ ❝❛,,②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐%✐❡$ ❛♥❞ ✐♥♣✉%

❝♦♥♥❡❝%✐♦♥$ ♦❢ %❤❡ ♣❛%❝❤❡$ ✐♥ %❤❡ ❤❛❜✐%❛%✳ ❚❤❡ $✐♥❣✉❧❛, $%,❛%❡❣② ❝♦,,❡$♣♦♥❞$ %♦ ❛ ❣❡♥❡,❛❧✐$%

♣❤❡♥♦%②♣❡ $✐♥❝❡ ✐% ,❡♣,❡$❡♥%$ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ $%,❛%❡❣② ✇✐%❤ ,❡$♣❡❝% %♦ %❤❡ ❤❛❜✐%❛% ❢,❡E✉❡♥❝✐❡$ ✐♥

%❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥%✳

■❢ ❛❧❧ %❤❡ ♣❛%❝❤❡$ ❤❛✈❡ %❤❡ $❛♠❡ ❝❛,,②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐%② ❛♥❞ %❤❡ $❛♠❡ ✐♥♣✉% ❝♦♥♥❡❝%✐♦♥✱ %❤❡

$✐♥❣✉❧❛, $%,❛%❡❣② ✐$ ❡E✉❛❧ %♦

x⋆ =
1

P

P
∑

j=1

βh(j) =
H
∑

k=1

πkβk. ✭✻✳✼✮

■♥ %❤✐$ ❝❛$❡✱ %❤❡ ✇❡✐❣❤%$ ❛,❡ ❡E✉❛❧ %♦ %❤❡ ❤❛❜✐%❛% ♣,♦♣♦,%✐♦♥$ ❛♥❞ %❤❡ $♣❛%✐❛❧ ❛❧❧♦❝❛%✐♦♥

♦❢ %❤❡ ❞✐✛❡,❡♥% ❤❛❜✐%❛%$ ❤❛$ ♥♦ ✐♠♣❛❝% ♦♥ %❤❡ $✐♥❣✉❧❛, $%,❛%❡❣② ✭$❡❡ ❛❧$♦ ❉K❜❛,,❡ ❛♥❞

●❛♥❞♦♥✱ ✷✵✶✵✱ ❊E✉❛%✐♦♥ ✶✼✮✮✳

✶✹✸



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐1❛$✐♦♥ ✐♥ 1♣❛$✐❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥1

✻✳✷✳✷✳✹ ❇%❛♥❝❤✐♥❣ ❝%✐,❡%✐♦♥

❚❤❡ #❡❝♦♥❞ ♦(❞❡( ❛♣♣(♦①✐♠❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ✐♥✈❛#✐♦♥ ✜.♥❡## s(x1, x2) ✐#

s(x1, x2) ≈ s(x1, x1) +
∂s(x1, x2)

∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

x2=x1

. (x2− x1) +
∂2s(x1, x2)

∂x2
2

∣

∣

∣

∣

∣

x2=x1

.
1

2
(x2− x1)

2. ✭✻✳✽✮

❚❤❡ #.❛❜✐❧✐.② ♦❢ x⋆
✐# ❞❡.❡(♠✐♥❡❞ ❜② .❤❡ .❤✐(❞ .❡(♠ ♦❢ ❊;✉❛.✐♦♥ ✭✻✳✽✮✳ ■❢

∂2s(x⋆, x2)

∂x2
2

∣

∣

∣

∣

∣

x2=x⋆

> 0,

.❤❡♥ x⋆
✐# ❛ ❜(❛♥❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥.✳ ❖♥ .❤❡ ❝♦♥.(❛(②✱ ✐❢

∂2s(x⋆, x2)

∂x2
2

∣

∣

∣

∣

∣

x2=x⋆

< 0, .❤❡♥ x⋆
✐# ❛♥

❵❡✈♦❧✉.✐♦♥❛(✐❧② #.❛❜❧❡ #.(❛.❡❣②✬ ✭❊❙❙✱ ✜❣✉(❡ ✻✳✶✮✳

■♥ #✉♣♣♦(.✐♥❣ ✐♥❢♦(♠❛.✐♦♥ ✭❛♣♣❡♥❞✐① ✹✮ ✇❡ #❤♦✇ .❤❛. .❤❡ #✐♥❣✉❧❛( #.(❛.❡❣② x⋆
✐#

❡✈♦❧✉.✐♦♥❛(✐❧② #.❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

l(1)(x⋆, x⋆)′∆(x⋆)

(

IdP + 2
P
∑

j=2

λ(j)(x⋆, x⋆)r(j)(x⋆, x⋆)l(j)(x⋆, x⋆)′

λ(1)(x⋆, x⋆)− λ(j)(x⋆, x⋆)

)

∆(x⋆)r(1)(x⋆, x⋆) < 1.✭✻✳✾✮

■♥ .❤✐# ❡;✉❛.✐♦♥✱ IdP ✐# .❤❡ ✐❞❡♥.✐.② ♠❛.(✐① ♦❢ ♦(❞❡( P ✱ ∆(x) ✐# .❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛.(✐① ✇❤♦#❡

❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥.# ❛(❡ ❣✐✈❡♥ ❜② [∆(x)]jj = −
x− βh(j)

σ
❛♥❞ ♣(✐♠❡ ❞❡♥♦.❡# .(❛♥#♣♦#✐.✐♦♥✳ ❚❤❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡# ♦❢ A(x⋆, x⋆) ✐♥ ❞❡❝(❡❛#✐♥❣ ♦(❞❡( ❛(❡ ❞❡♥♦.❡❞ ❜② λ(j)(x⋆, x⋆)✱ ❢♦( j = 1, · · · , P ❀
.❤❡ ❝♦((❡#♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡❢. ❛♥❞ (✐❣❤. ♥♦(♠❛❧✐#❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝.♦(# ❛(❡ ❞❡♥♦.❡❞ ❜② l(j)(x⋆, x⋆) ❛♥❞

r(j)(x⋆, x⋆)✳ ❇② ❵♥♦(♠❛❧✐#❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝.♦(#✬✱ ✇❡ ♠❡❛♥ .❤❛. l(j)(x⋆, x⋆)′ r(j)(x⋆, x⋆) = 1✱

l(j)(x⋆, x⋆)′ r(j
′)(x⋆, x⋆) = 0 ❢♦( j 6= j′✳

❊;✉❛.✐♦♥ ✭✻✳✾✮ ✐# .♦♦ ❝♦♠♣❧❡① .♦ ❜❡ ✐♥.❡(♣(❡.❡❞ ❞✐(❡❝.❧②✳ ❍♦✇❡✈❡( ✐. ♦♣❡♥# .❤❡ ✇❛② .♦ ❛

❜❡..❡( ✉♥❞❡(#.❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ ❡♥✈✐(♦♥♠❡♥. ❤❡.❡(♦❣❡♥❡✐.② ❛♥❞ #.(✉❝.✉(❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ .❤❡ #.❛❜✐❧✐.②

♦❢ .❤❡ #✐♥❣✉❧❛( #.(❛.❡❣② ✐♥ #♣❡❝✐✜❝ ❝❛#❡#✳ ❚❤✐# ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❧❧✉#.(❛.❡❞ ✐♥ .❤❡ ♥❡①. #❡❝.✐♦♥# ✇✐.❤

❤✐❡(❛(❝❤✐❝❛❧ ❛♥❞ #♣❛.✐❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐. ♠❡.❛♣♦♣✉❧❛.✐♦♥#✳ ■♥ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ .❤❡ ❜(❛♥❝❤✐♥❣ ❝(✐.❡(✐♦♥

✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛# .❤❡ ;✉❛♥.✐.② ♦♥ .❤❡ ❧❡❢.✲❤❛♥❞ #✐❞❡ ♦❢ ❡;✉❛.✐♦♥ ✭✻✳✾✮✳ ■. ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ .❤❡

♣❛.❝❤ #.(✉❝.✉(❡ ❛♥❞ ♦♥ .❤❡ ❤❛❜✐.❛. ♣❤❡♥♦.②♣✐❝ ♦♣.✐♠❛✳

✻✳✷✳✷✳✺ ❊✈♦❧✉,✐♦♥❛%② 5♣❡❡❞

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ (❡♣(❡#❡♥.✐♥❣ .❤❡ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝# ✐# ❞❡#❝(✐❜❡❞ ❜② ❡;✉❛.✐♦♥ ✭✻✳✷✮✳ ❚♦

♦❜.❛✐♥ .❤❡ ✜(#. (❡#✉❧.# ♦♥ .❤❡ #✐♥❣✉❧❛( #.(❛.❡❣② ❛♥❞ ✐.# #.❛❜✐❧✐.② ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥#✐❞❡(❡❞ .❤❛.

.❤❡ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ (❡♠❛✐♥❡❞ ♠♦♥♦♠♦(♣❤✐❝✳ ■♥ ♦(❞❡( .♦ #.✉❞② .❤❡ ❡✈♦❧✉.✐♦♥❛(② #♣❡❡❞ ✉♣ .♦ .❤❡

#✐♥❣✉❧❛( #.(❛.❡❣② .✇♦ ♦.❤❡( ❛##✉♠♣.✐♦♥# ♠✉#. ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❋✐(#.✱ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐#♠ ♦❢ ♠✉.❛♥.

❛♣♣❛(✐.✐♦♥ ♠✉#. ❜❡ ♣(♦✈✐❞❡❞ ❛# ✇❡❧❧ ❛# ❛ ❞❡#❝(✐♣.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♠✉.❛♥. .(❛✐. ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐#

✶✹✹



✻✳✷✳ ❚❤❡♦'❡(✐❝❛❧ ❢'❛♠❡✇♦'❦

♠❡❝❤❛♥✐'♠ ✐' ❛''✉♠❡❞ *♦ ❜❡ '*♦❝❤❛'*✐❝ ❛♥❞ *♦ ❛❧*❡. *❤❡ ♣❤❡♥♦*②♣❡ *.❛✐* ✇✐*❤ ❛ '♠❛❧❧

✈❛.✐❛♥❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❤❡♥ .❛.❡✱ *❤❡ ♠✉*❛♥* ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ✐' ❛''✉♠❡❞ *♦ ❜❡ '✉❜❥❡❝* *♦ ❞❡♠♦❣.❛♣❤✐❝

'*♦❝❤❛'*✐❝✐*②✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉*✐♦♥❛.② '♣❡❡❞ ♦❢ *❤❡ ♣❤❡♥♦*②♣❡ *.❛✐* x ✐♥ ❛ ♠♦♥♦♠♦.♣❤✐❝ ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥

✐' ❛♣♣.♦①✐♠❛*❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜② *❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡;✉❛*✐♦♥ ♦❢ ❛❞❛♣*✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝' ✭❈❤❛♠♣❛❣♥❛*

❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❉✐❡❝❦♠❛♥♥ ❛♥❞ ▲❛✇✱ ✶✾✾✻✮✳ ❚❤✐' ❡;✉❛*✐♦♥ ✐' ❜❛'❡❞ ♦♥ ❛'②♠♣*♦*✐❝' ✇✐*❤

*❤.❡❡ ♥❡'*❡❞ *✐♠❡ '❝❛❧❡'✳ ❲❡ ✐♥*✉✐*✐✈❡❧② ❞❡'❝.✐❜❡ *❤❡ ♣.✐♥❝✐♣❧❡' ❤❡.❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡ *❤❡ *❡❝❤♥✐❝❛❧

❞❡*❛✐❧' ✐♥ '✉♣♣♦.*✐♥❣ ✐♥❢♦.♠❛*✐♦♥ ✭❛♣♣❡♥❞✐① ✹✮✳

❆* *❤❡ ✜♥❡'* *✐♠❡ '❝❛❧❡✱ *✐♠❡ ✐' ❞✐'❝.❡*❡ ❛♥❞ *❤❡ ❞②♥❛♠✐❝' ♠♦❞❡❧ ♦❢ '❡❝*✐♦♥ ✭✻✳✷✳✷✳✶✮

❛♣♣❧✐❡' *♦ ❡❛❝❤ ♥❡✇ ❣❡♥❡.❛*✐♦♥✳ ❆* ♠❡❞✐✉♠ *✐♠❡ '❝❛❧❡✱ *❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❣❡♥❡.❛*✐♦♥' ♣❡.

*✐♠❡ ✉♥✐* *❡♥❞' *♦ ✐♥✜♥✐*②✳ ❚✐♠❡ ❛♣♣❡❛.' ❛' ❝♦♥*✐♥✉♦✉' ❜✉* ♣❤❡♥♦*②♣❡ *.❛✐* ❡✈♦❧✉*✐♦♥ '*✐❧❧

❛♣♣❡❛.' ❛' ❞✐'❝.❡*❡ ✇✐*❤ ❛ '❡.✐❡' ♦❢ ♠♦♥♦♠♦.♣❤✐❝ .❡'✐❞❡♥* ♠❡*❛♣♦♣✉❧❛*✐♦♥' ❡❛❝❤ ✐❞❡♥*✐✜❡❞

❜② ✐*' ✉♥✐;✉❡ ♣❤❡♥♦*②♣❡✳ ❊❛❝❤ ♠✉*❛*✐♦♥ ✐' ❛''✉♠❡❞ *♦ ❛❧*❡. *❤❡ ♣❤❡♥♦*②♣❡ *.❛✐* ✇✐*❤ ❛ '♠❛❧❧

✈❛.✐❛♥❝❡ γ2(x) ❛♥❞ *♦ ♦❝❝✉. ❛❝❝♦.❞✐♥❣ *♦ ❛ ❝♦♥*✐♥✉♦✉'✲*✐♠❡ N♦✐''♦♥ ♣.♦❝❡'' ✇✐*❤ .❛*❡ θ(x)✳

■♥ ❛❞❞✐*✐♦♥✱ *❤❡ '*♦❝❤❛'*✐❝✐*② *❤❛* ❛✛❡❝*' *❤❡ ❞❡♠♦❣.❛♣❤② ♦❢ *❤❡ ♠✉*❛♥* ✇❤❡♥ ✐* ✐' '*✐❧❧ .❛.❡

✐' *❛❦❡♥ ✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥* *❤.♦✉❣❤ ❛ ♣❛.❛♠❡*❡. τ 2 *❤❛* ;✉❛♥*✐✜❡' *❤❡ ✈❛.✐❛❜✐❧✐*② ♦❢ *❤❡ ♦✛'♣.✐♥❣

❞✐'*.✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭'❡❡ '✉♣♣♦.*✐♥❣ ✐♥❢♦.♠❛*✐♦♥✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ✹✮✳ ❆* ❧❛.❣❡ *✐♠❡ '❝❛❧❡✱

❛ ❧❛.❣❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ '♠❛❧❧ ♠✉*❛*✐♦♥' ♦❝❝✉. ❛* ❡❛❝❤ *✐♠❡ ✉♥✐*✱ '♦ *❤❛* *❤❡ ♣❤❡♥♦*②♣❡ *.❛✐*

❡✈♦❧✉*✐♦♥ ❛♣♣❡❛.' ❛' ❛ ❝♦♥*✐♥✉♦✉' ❛♥❞ ❞❡.✐✈❛❜❧❡ ♣.♦❝❡''✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉*✐♦♥ '♣❡❡❞ ẋ ✐' ❞❡✜♥❡❞

❛' *❤❡ ❞❡.✐✈❛*✐✈❡ ♦❢ *❤❡ .❡'✐❞❡♥* ♣❤❡♥♦*②♣❡ *.❛✐* x ✇✐*❤ .❡'♣❡❝* *♦ *✐♠❡ ❛* *❤✐' ❧❛.❣❡. '❝❛❧❡✳

■♥ ♦✉. ❝❛'❡✱ *❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡;✉❛*✐♦♥ ♦❢ ❛❞❛♣*✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝' ❝❛♥ ❜❡ ✇.✐**❡♥ ❛' ✭'❡❡ *❤❡

❛♣♣❡♥❞✐① ✹ ♦❢ '✉♣♣♦.*✐♥❣ ✐♥❢♦.♠❛*✐♦♥ ❢♦. ❞❡*❛✐❧'✮

ẋ = −γ2(x)θ(x)

σ2τ 2(x)
(x− x⋆). ✭✻✳✶✵✮

❲❤❡♥ γ2(x)✱ θ(x) ❛♥❞ τ 2(x) ❞♦ ♥♦* ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ x✱ *❤❡ '♦❧✉*✐♦♥ *♦ *❤✐' ❡;✉❛*✐♦♥ '❛*✐'✜❡'✿

x(t)− x⋆

x(0)− x⋆
= exp

(

− γ2θ

σ2τ 2
t
)

. ✭✻✳✶✶✮

❚❤✉' *❤❡ *✐♠❡ *❛❦❡♥ ❜② *❤❡ *.❛✐* x *♦ .❡❛❝❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡.❝❡♥*❛❣❡ ♦❢ x(0)−x⋆
✱ ✐✳❡✳ *❤❡ ❞✐'*❛♥❝❡

❜❡*✇❡❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥ '*❛.*✐♥❣ ♣♦✐♥* ✭x(0)✮ ❛♥❞ *❤❡ '✐♥❣✉❧❛. '*.❛*❡❣② ✭x⋆
✮✱ ✐' ❡;✉❛❧ *♦✿

t = −σ2τ 2

γ2θ
ln
( x(t)− x⋆

x(0)− x⋆

)

. ✭✻✳✶✷✮

■♥ ❡;✉❛*✐♦♥ ✭✻✳✶✷✮✱ σ2
✭*❤❡ ✈❛.✐❛♥❝❡ ♦❢ *❤❡ '✉.✈✐✈❛❧ ❢✉♥❝*✐♦♥✮✱ γ2

✭*❤❡ ✈❛.✐❛♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ♠✉*❛*✐♦♥

❞✐'*.✐❜✉*✐♦♥✮ ❛♥❞ θ ✭*❤❡ ♠✉*❛*✐♦♥ ♣.♦❜❛❜✐❧✐*②✮ ❞♦ ♥♦* ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ *❤❡ ❧❛♥❞'❝❛♣❡✳ ❖♥ *❤❡

❝♦♥*.❛.② *❤❡ ✈❛.✐❛❜✐❧✐*② ♦❢ *❤❡ ♦✛'♣.✐♥❣ ❞✐'*.✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ τ 2✱ ❞❡♣❡♥❞' ♦♥ *❤❡

'♣❛*✐❛❧ '*.✉❝*✉.❡ ♦❢ *❤❡ ❡♥✈✐.♦♥♠❡♥* '✐♥❝❡ ✐* ✐♥✈♦❧✈❡' *❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝*♦.' ♦❢ *❤❡ A♠❛*.✐① ❞❡'❝.✐❜❡

✶✹✺



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐1❛$✐♦♥ ✐♥ 1♣❛$✐❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥1

✐♥ ❡#✉❛&✐♦♥ ✭✻✳✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣❛&❝❤❡6 ❤❛✈❡ &❤❡ 6❛♠❡ ❝❛00②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐&② ❛♥❞ ❞✐6♣❡06❛❧

0❛&❡6 ❛0❡ 6②♠♠❡&0✐❝✱ ✇✐&❤ ❜❛6✐❝ ❛66✉♠♣&✐♦♥6 ♦♥ &❤❡ ❞❡♠♦❣0❛♣❤✐❝ 6&♦❝❤❛6&✐❝✐&②✱ τ 2 ❞♦❡6 ♥♦&

❞❡♣❡♥❞ ♦❢ &❤❡ ❧❛♥❞6❝❛♣❡ 6&0✉❝&✉0❡ ✭6❡❡ 6✉♣♣♦0&✐♥❣ ✐♥❢♦0♠❛&✐♦♥✱ ❛♣♣❡♥❞✐① ✹✮✳ ■♥ &❤✐6 ❝❛6❡ &❤❡

❡✈♦❧✉&✐♦♥❛0② 6♣❡❡❞ ✉♣ &♦ &❤❡ 6✐♥❣✉❧❛0 6&0❛&❡❣② ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞6 ♦❢ &❤❡ ❞✐6&❛♥❝❡ ✉♣ &♦ x⋆
❜✉& ♥♦&

♦❢ &❤❡ 6♣❛&✐❛❧ 0❡♣❛0&✐&✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐&❛&6✳

■♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &✇♦ 6❡❝&✐♦♥6 ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ &❤❡6❡ ❣❡♥❡0❛❧ 0❡6✉❧&6 ✐♥ &✇♦ ♣❛0&✐❝✉❧❛0 ❝❛6❡6✿

6❡❝&✐♦♥ ✻✳✸ ❝♦♥6✐❞❡0 ❛ 6♣❛&✐❛❧❧② ✐♠♣❧✐❝✐& ♠❡&❛♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ✇✐&❤ ❛ ❤✐❡0❛0❝❤✐❝❛❧ 6&0✉❝&✉0❡ ❛♥❞

6❡❝&✐♦♥ ✻✳✹ ❝♦♥6✐❞❡0 ❛ 6♣❛&✐❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐& ❧❛&&✐❝❡ ✇✐&❤ ❞✐6♣❡06❛❧ 0❛&❡6 ❝♦♠♣✉&❡❞ ❢0♦♠ ❛♥

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐6♣❡06❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥✳

✻✳✸ ❍✐❡&❛&❝❤✐❝❛❧ ♠❡,❛♣♦♣✉❧❛,✐♦♥1

✻✳✸✳✶ ❆%%✉♠♣)✐♦♥% ♦♥ )❤❡ ❡♥✈✐0♦♥♠❡♥)

❈♦♥6✐❞❡0 ❛ ❤✐❡0❛0❝❤✐❝❛❧ ♥❡&✇♦0❦ ❝♦♠♣♦6❡❞ ❜② p1 ❣0♦✉♣6 ♦❢ p2 ♣❛&❝❤❡6 ✇✐&❤ &❤❡ 6❛♠❡

6✐③❡✱ 6♦ &❤❛& P = p1p2 ✭✜❣✉0❡ ✻✳✷✮✳ ❚❤❡ #✉❡6&✐♦♥6 ♦❢ ✐♥&❡0❡6& ❛0❡ ❤♦✇ &❤✐6 ❣0♦✉♣ 6&0✉❝&✉0❡

♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❡✈♦❧✉&✐♦♥❛0② ♦✉&❝♦♠❡6 ❛♥❞ ✇❤❡&❤❡0 ♠✐①✐♥❣ ❤❛❜✐&❛&6 ✇✐&❤✐♥ ❣0♦✉♣6 ♠❛② ❧✐♠✐&

6♣❡❝✐❛❧✐6❛&✐♦♥✳ ❚❤❛♥❦6 &♦ &❤✐6 ❢0❛♠❡✇♦0❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ 6❤♦✇ ❤♦✇ ❝❧❛66✐❝❛❧ 0❡6✉❧&6 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞

❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ❡①&❡♥❞❡❞ ✐♥ ♦0❞❡0 &♦ 6&✉❞② &❤❡ 0♦❧❡ ♦❢ 6♣❛&✐❛❧ 6&0✉❝&✉0❡6 ✐♥ &❤❡ ❡♥✈✐0♦♥♠❡♥&✳

■♥ ♣❛0&✐❝✉❧❛0 ✇❡ ✇✐❧❧ 6❤♦✇ &❤❛& &❤❡ ❜0❛♥❝❤✐♥❣ ❝0✐&❡0✐♦♥ 6♣❧✐&6 ✐♥&♦ ❛ ♥♦♥✲6♣❛&✐❛❧ &❡0♠ &❤❛&

❞❡♣❡♥❞6 ♦♥ &❤❡ ✜&♥❡66 ❢✉♥❝&✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ &❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣0♦♣♦0&✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐&❛&6 ❛♥❞ ❛ 6♣❛&✐❛❧ &❡0♠

&❤❛& 0❡✢❡❝&6 ❤❛❜✐&❛& ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥ &♦ ❣0♦✉♣6✳

▲❡& &❤❡ &❤0❡❡ ❞✐6♣❡06❛❧ 0❛&❡6 m0✱ m1 ❛♥❞ m2 ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ m0 ✐6 &❤❡

♣0♦♣♦0&✐♦♥ ♦❢ ♣0♦♣❛❣✉❧❡6 ✐66✉❡❞ ❢0♦♠ ❛ ♣❛&❝❤ &❤❛& ❛0❡ ❞❡♣♦6✐&❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛&❝❤ ♦❢ ❛♥♦&❤❡0 ❣0♦✉♣✱

m0 + m1 ✐6 &❤❡ ♣0♦♣♦0&✐♦♥ ♦❢ ♣0♦♣❛❣✉❧❡6 &❤❛& ❛0❡ ❞❡♣♦6✐&❡❞ ✐♥ ❛♥♦&❤❡0 ♣❛&❝❤ ♦❢ &❤❡ 6❛♠❡

❣0♦✉♣✱ m0+m1+m2 ✐6 &❤❡ ♣0♦♣♦0&✐♦♥ ♦❢ ♣0♦♣❛❣✉❧❡6 &❤❛& 0❡♠❛✐♥ ✐♥ ✐&6 ♣❛&❝❤ ♦❢ ♦0✐❣✐♥✳ ❚❤✐6

♣❛0❛♠❡&0✐6❛&✐♦♥ ❧❡❛❞6 &♦ &❤❡ ❞✐6♣❡06❛❧ ♠❛&0✐①

M = m0 JP,P +m1 Idp1 ⊗ Jp2,p2 +m2 IdP ,

✇❤❡0❡ JP,P ✐6 &❤❡ P ×P ♠❛&0✐① ♦❢ 1 ❛♥❞ Idp1 ⊗Jp2,p2 ❞❡♥♦&❡6 &❤❡ ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛&0✐① ✇✐&❤

❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛&0✐❝❡6 Jp2,p2 ✳ ▼♦0❡ ❣❡♥❡0❛❧❧②✱ ⊗ ❞❡♥♦&❡6 &❤❡ &❡♥6♦0 ♣0♦❞✉❝& ❜❡&✇❡❡♥ ♠❛&0✐❝❡6✳

✶✹✻



✻✳✸✳ ❍✐❡&❛&❝❤✐❝❛❧ ♠❡,❛♣♦♣✉❧❛,✐♦♥1

1  groupsp

2  patchesp

0m

0 1m m+

0 1 2m m m+ +

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✿ ❚❤❡ ❤✐❡$❛$❝❤✐❝❛❧ ♠❡0❛♣♦♣✉❧❛0✐♦♥ 40$✉❝0✉$❡✳ P = p1 × p2 ♣❛0❝❤❡4 ❛$❡ ❞✐4♣❛0❝❤❡❞
❛♠♦♥❣ p1 ❣$♦✉♣4 ♦❢ p2 ♣❛0❝❤❡4✳ m0✿ ❞✐4♣❡$4❛❧ $❛0❡ ❜❡0✇❡❡♥ ♣❛0❝❤❡4 0❤❛0 ❜❡❧♦♥❣4 0♦ ❞✐✛❡$❡♥0

❣$♦✉♣4✱m0+m1✿ ❞✐4♣❡$4❛❧ $❛0❡ ❜❡0✇❡❡♥ ♣❛0❝❤❡4 0❤❛0 ❜❡❧♦♥❣4 0♦ 0❤❡ 4❛♠❡ ❣$♦✉♣✱ m0+m1+m2✿

✐♥0$❛✲♣❛0❝❤ ❞✐4♣❡$4❛❧ $❛0❡✳

✶✹✼



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐1❛$✐♦♥ ✐♥ 1♣❛$✐❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥1

✻✳✸✳✷ ❈♦♥❞✐)✐♦♥* ❢♦, ❡✈♦❧✉)✐♦♥❛,✐❧② *)❛❜❧❡ *),❛)❡❣②

❲❤❡♥ ❞✐&♣❡(&❛❧ ✐& ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉& ✭m0 6= 0 ❛♥❞ m1 = m2 = 0✮✱ 2❤❡ ❝♦♥❞✐2✐♦♥ ❢♦(

❡✈♦❧✉2✐♦♥❛(✐❧② &2❛❜✐❧✐2② ✐♥ ❡8✉❛2✐♦♥ ✭✻✳✾✮ ❜❡❝♦♠❡&✿

H
∑

k=1

πk
(x⋆ − βk)

2

σ2
< 1 ✭✻✳✶✸✮

✭&❡❡ 2❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✹ ♦❢ &✉♣♣♦(2✐♥❣ ✐♥❢♦(♠❛2✐♦♥ ❢♦( ♠♦(❡ ❞❡2❛✐❧&✮✳ ❚❤✐& (❡&✉❧2 ❢♦( ♥♦♥✲&♣❛2✐❛❧

❡♥✈✐(♦♥♠❡♥2& ❤❛& ❛❧(❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡&2❛❜❧✐&❤❡❞ ❜② ●❡(✐2③ ❡2 ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✮✳ ■❢ 2❤❡(❡ ❛(❡

2✇♦ ❤❛❜✐2❛2& ✐♥ ♣(♦♣♦(2✐♦♥& π ❛♥❞ 1− π ✇✐2❤ β1 = δ ❛♥❞ β2 = −δ✱ ❡8✉❛2✐♦♥ ✭✻✳✶✸✮ ❜❡❝♦♠❡&✿

π(1− π) <
σ2

4δ2
. ✭✻✳✶✹✮

❚❤✐& &✐♠♣❧❡ (❡❧❛2✐♦♥ &❤♦✇& 2❤❛2 &♣❡❝✐❛❧✐&❛2✐♦♥ ✐& ❢❛❝✐❧✐2❛2❡❞ ✇❤❡♥ 2❤❡ 2(❛❞❡✲♦✛ ✐& &2(♦♥❣

✭δ/σ ✐& ❧❛(❣❡✮✳ ▼♦(❡♦✈❡(✱ ❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ 2❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉& ❞✐&♣❡(&❛❧✱ ♦♥❧② 2❤❡ ❝♦♠♣♦&✐2✐♦♥ ✭π✮

♦❢ 2❤❡ ❡♥✈✐(♦♥♠❡♥2 ✐& ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❊8✉❛2✐♦♥ ✭✻✳✶✹✮ ❛❧&♦ &❤♦✇& 2❤❛2 ❜♦2❤ ❤❛❜✐2❛2& ♠✉&2 ❡①✐&2

✐♥ &✉✣❝✐❡♥2 ♣(♦♣♦(2✐♦♥& ❢♦( &♣❡❝✐❛❧✐&2& 2♦ ❡♠❡(❣❡✳ ❖2❤❡(✇✐&❡✱ ❡✈♦❧✉2✐♦♥ ❧❡❛❞& 2♦ ❛ &✐♥❣❧❡

❣❡♥❡(❛❧✐&2 ♣♦♦(❧② ❛❞❛♣2❡❞ 2♦ 2❤❡ ❤❛❜✐2❛2 ✇✐2❤ 2❤❡ ❧♦✇❡&2 ♣(♦♣♦(2✐♦♥ ✭❡8✉❛2✐♦♥ ✭✻✳✼✮✮✳

❚❤❡ ✜(&2 ❤✐❡(❛(❝❤✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥&✐&2& ✐♥ ❞✐&2✐♥❣✉✐&❤✐♥❣ ❞✐&♣❡(&❛❧ ❜❡2✇❡❡♥ ♣❛2❝❤❡& ❢(♦♠

❞✐&♣❡(&❛❧ ✇✐2❤✐♥ ♣❛2❝❤❡& ✭m0 6= 0✱ m2 6= 0 ❛♥❞ m1 = 0✮✳ ■♥ 2❤✐& ❝❛&❡ ❞✐&♣❡(&❛❧ ✐& ❤✐♥❞❡(❡❞ &♦

2❤❛2 ❛ ♣(♦♣❛❣✉❧❡ ✐& ♠♦(❡ ❧✐❦❡❧② 2♦ &2❛② ✐♥ ✐2& ♣❛2❝❤ ♦❢ ♦(✐❣✐♥ 2❤❛♥ 2♦ ♠♦✈❡ 2♦ ❛♥♦2❤❡( ♣❛2❝❤

✭m2 6= 0✮ ❜✉2 2❤❡(❡ ✐& ♥♦ ❣(♦✉♣ &2(✉❝2✉(❡ ✭m1 = 0✮✱ 2❤❡ ❝♦♥❞✐2✐♦♥ ❢♦( ❡✈♦❧✉2✐♦♥❛(② &2❛❜✐❧✐2②

✐♥ ❡8✉❛2✐♦♥ ✭✻✳✾✮ ❜❡❝♦♠❡&✿

(1 + 2ξ)
H
∑

k=1

πk
(x⋆ − βk)

2

σ2
< 1,

✭&❡❡ 2❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✹ ♦❢ &✉♣♣♦(2✐♥❣ ✐♥❢♦(♠❛2✐♦♥ ❢♦( ♠♦(❡ ❞❡2❛✐❧&✮✱ ✇❤❡(❡

ξ =
m2

1−m2

=
m2

p1p2m0

✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥2 ξ ♣(♦✈✐❞❡& ❛ ♠❡❛&✉(❡ ♦❢ 2❤❡ ♣❛2❝❤ ✐&♦❧❛2✐♦♥✳

❆❞❞✐♥❣ ❤❡2❡(♦❣❡♥❡✐2② ✐♥ ❞✐&♣❡(&❛❧ ♠❛❦❡& &♣❡❝✐❛❧✐&❛2✐♦♥ ❡❛&✐❡( ❜② ♠✉❧2✐♣❧②✐♥❣ 2❤❡ ❧❡❢2✲❤❛♥❞

&✐❞❡ ♦❢ ❡8✉❛2✐♦♥ ✭✻✳✶✸✮ ❜② (1 + 2ξ)✳

❆ &❡❝♦♥❞ ❤✐❡(❛(❝❤✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❜② ❞✐&2✐♥❣✉✐&❤✐♥❣ ❞✐&♣❡(&❛❧ ❜❡2✇❡❡♥ ❣(♦✉♣& ❢(♦♠

❞✐&♣❡(&❛❧ ✇✐2❤✐♥ ❣(♦✉♣& ❛♥❞ ✇✐2❤✐♥ ♣❛2❝❤❡& ✭m0 6= 0✱ m1 6= 0 ❛♥❞ m2 6= 0✮✳ ■♥ 2❤✐& ❝❛&❡✱ 2❤❡

❝♦♥❞✐2✐♦♥ ❢♦( ❡✈♦❧✉2✐♦♥❛(② &2❛❜✐❧✐2② ✐♥ ❡8✉❛2✐♦♥ ✭✻✳✾✮ ❜❡❝♦♠❡&✿

(1 + 2ξ)
H
∑

k=1

πk
(x⋆ − βk)

2

σ2
+ 2ν

H
∑

k=1

H
∑

k′=1

vkk′
(x⋆ − βk)(x

⋆ − βk′)

σ2
< 1, ✭✻✳✶✺✮

✭&❡❡ 2❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✹ ♦❢ &✉♣♣♦(2✐♥❣ ✐♥❢♦(♠❛2✐♦♥ ❢♦( ♠♦(❡ ❞❡2❛✐❧&✮ ✇❤❡(❡

ξ =
m2

1−m2

=
m2

p2m1 + p1p2m0

✱

✶✹✽



✻✳✹✳ ▲❛%%✐❝❡ ♥❡%✇♦,❦.

ν = (1 + ξ)
m1

p2m0

❛♥❞ vkk′ =
1

p1

p1
∑

g=1

(πkg − πk)(πk′g − πk′)✱ ✇✐&❤ πkg &❤❡ ❢*❡+✉❡♥❝② ♦❢ ❤❛❜✐&❛&

k ✐♥ ❣*♦✉♣ g✳ ❆5 ❜❡❢♦*❡✱ &❤❡ ♣❛*❛♠❡&❡* ξ ♣*♦✈✐❞❡5 ❛ ♠❡❛5✉*❡ ♦❢ &❤❡ ♣❛&❝❤ ✐5♦❧❛&✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡

&❤❡ +✉❛♥&✐&②

m1

p1m0

&❤❛& ❛♣♣❡❛*5 ✐♥ &❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ ν ♠❡❛5✉*❡5 &❤❡ ❣*♦✉♣ ✐5♦❧❛&✐♦♥✳ ❚❤❡

♣*❡5❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣*♦✉♣ 5&*✉❝&✉*❡ ❛❞❞5 &❤❡ 5❡❝♦♥❞ &❡*♠ ♦❢ &❤❡ ❧❡❢&✲❤❛♥❞ 5✐❞❡ ♦❢ ❡+✉❛&✐♦♥ ✭✻✳✶✺✮

&♦ &❤❡ ❜*❛♥❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐&✐♦♥✳ ❚❤✐5 &❡*♠ ✐5 ❛❧✇❛②5 ♣♦5✐&✐✈❡✱ 5♦ &❤❛& &❤❡ ♣*❡5❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣*♦✉♣

5&*✉❝&✉*❡ ♠❛❦❡5 5♣❡❝✐❛❧✐5❛&✐♦♥ ❡❛5✐❡*✳ ❚❤✐5 ❡✛❡❝& ✐5 ❣*❡❛&❡* ❢♦* 5&*♦♥❣❡* ✐5♦❧❛&✐♦♥ ♦❢ ❣*♦✉♣5

❛♥❞ ♣❛&❝❤❡5 5✐♥❝❡ ν ✐5 ❛♥ ✐♥❝*❡❛5✐♥❣ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢

m1

p1m0

❛♥❞ ♦❢ ξ✳

❚❤❡ +✉❛♥&✐&② vkk′ ✐♥ ❡+✉❛&✐♦♥ ✭✻✳✶✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥&❡*♣*❡&❡❞ ❛5 &❤❡ ❝♦✈❛*✐❛♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡

✇✐&❤✐♥✲❣*♦✉♣ ❢*❡+✉❡♥❝✐❡5 ♦❢ ❤❛❜✐&❛&5 k ❛♥❞ k′✳ ❚❤✉5✱ &❤✐5 &❡*♠ *❡✢❡❝&5 &❤❡ ❡✛❡❝& ♦❢ &❤❡

❛❧❧♦❝❛&✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐&❛&5 &♦ ♣❛&❝❤❡5✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧ &❤❡ ❣*♦✉♣5 5❤❛*❡ &❤❡ 5❛♠❡ ❤❛❜✐&❛& ♣*♦♣♦*&✐♦♥5✱

✐& ✐5 ❡+✉❛❧ &♦ ③❡*♦✳ ❖♥ &❤❡ ❝♦♥&*❛*② ✇❤❡♥ ❣*♦✉♣5 ❛*❡ ♥♦& ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇✐&❤ *❡5♣❡❝& &♦ ❤❛❜✐&❛& |vkk′ |
✐♥❝*❡❛5❡5 ✉♥&✐❧ ❡❛❝❤ ❣*♦✉♣ ❝♦♥&❛✐♥5 ♦♥❡ ❤❛❜✐&❛& ♦♥❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐&✐♦♥✱ &❤❡ ✇❡✐❣❤& ♦❢ &❤❡ 5❡❝♦♥❞

&❡*♠ ✐♥ ❡+✉❛&✐♦♥ ✭✻✳✶✺✮ ✐♥❝*❡❛5❡5 ✇✐&❤ |vkk′ |✱ ✐✳❡✳✱ &❤❡ ❡✛❡❝& ♦❢ &❤❡ ❣*♦✉♣ 5&*✉❝&✉*❡ ✐5 ❣*❡❛&❡*

✇❤❡♥ ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐&❛&5 &♦ ❣*♦✉♣5 ✐5 ♠♦*❡ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❤❛❜✐&❛& ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥ ❛♥❞

♣*♦♣♦*&✐♦♥ ✐♥&❡*❛❝& 5&*♦♥❣❧② 5✐♥❝❡ &❤❡ *❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛*✐❛&✐♦♥ ♦❢ |vkk′ | ❞❡❝*❡❛5❡5 ✇❤❡♥ ❛ ❤❛❜✐&❛& ✐5

✐♥❝*❡❛5✐♥❣❧② ♣*❡5❡♥& ✐♥ &❤❡ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥&✳ ❚❤✐5 ♠❡❛♥5 &❤❛& ✇❤❡♥ &❤❡ ♣*♦♣♦*&✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛*&✐❝✉❧❛*

❤❛❜✐&❛& ✐♥❝*❡❛5❡5 ✐♥ &❤❡ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥&✱ &❤❡ ❡✛❡❝& ♦❢ &❤❡ ❤❛❜✐&❛& ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥ ❞❡❝*❡❛5❡5✳

✻✳✸✳✷✳✶ ❖♣'✐♠❛❧✐'② ♦❢ ❤❛❜✐'❛' ❛♥❞ ♠✐①'✉5❡ 7'5❛'❡❣✐❡7

❈♦♥5✐❞❡* ❛ 5✐&✉❛&✐♦♥ ✇❤❡♥ &❤❡ ✇✐&❤✐♥✲❣*♦✉♣ ❤❛❜✐&❛& ❢*❡+✉❡♥❝✐❡5 πkg ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥&*♦❧❧❡❞

❛♥❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ &❤❡ ♦&❤❡* ✈❛*✐❛❜❧❡5 ❛*❡ ✜①❡❞✱ &❤❛& ✐5 πk✱ βk✱ σ✱ m0✱ m1 ❛♥❞ m2 ❛*❡ ✜①❡❞✳

❚❤❡♥ &❤❡ ✜*5& &❡*♠ ♦❢ &❤❡ ❧❡❢&✲❤❛♥❞ 5✐❞❡ ♦❢ ❡+✉❛&✐♦♥ ✭✻✳✶✺✮ ✐5 ✜①❡❞ ❛♥❞ &❤❡ ❧❡❢&✲❤❛♥❞ 5✐❞❡

♦❢ ❡+✉❛&✐♦♥ ✭✻✳✶✺✮ ✐5 ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❤❡♥ ✐&5 5❡❝♦♥❞ &❡*♠ ✐5 ③❡*♦✳ ❚❤✐5 ♦❝❝✉*5 ✇❤❡♥ πk1 = . . . =

πkp1 = πk ❢♦* k = 1, . . . , H✱ 5✐♥❝❡ &❤❡ ❝♦✈❛*✐❛♥❝❡5 vkk′ ❛*❡ &❤❡♥ ❡+✉❛❧ &♦ ③❡*♦✳ ❚❤✉5 ❛❧❧♦❝❛&✐♥❣

❤❛❜✐&❛&5 &♦ ♣❛&❝❤❡5 5♦ &❤❛& ❛❧❧ &❤❡ ❣*♦✉♣5 ❤❛✈❡ &❤❡ 5❛♠❡ ❤❛❜✐&❛& ❝♦♠♣♦5✐&✐♦♥ ✐5 ♦♣&✐♠❛❧ &♦

❧✐♠✐& 5♣❡❝✐❛❧✐5❛&✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ &❤❡ ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥5✱ ❢♦* ✜①❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ❢*❡+✉❡♥❝✐❡5 πk✳ ❲❡ 5❤♦✇ ❤❡*❡

&❤❛& ♠✐①&✉*❡ 5&*❛&❡❣✐❡5 ❛*❡ ♦♣&✐♠❛❧ ❢♦* ❞❛♠♣✐♥❣ ♣❛&❤♦❣❡♥ ❛❞❛♣&❛&✐♦♥✳

✻✳✹ ▲❛%%✐❝❡ ♥❡%✇♦,❦.

■♥ &❤✐5 5❡❝&✐♦♥✱ ✇❡ 5&✐❧❧ 5&✉❞② &❤❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥5 ❢♦* ❜*❛♥❝❤✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♠♦*♣❤✐❝

♠❡&❛♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❢♦* ✇❤✐❝❤ ❡+✉❛&✐♦♥ ✭✻✳✾✮ ❛♣♣❧✐❡5✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥5✐❞❡* ❛ 5♣❛&✐❛❧ *❛&❤❡*

&❤❛♥ ❛ ❤✐❡*❛*❝❤✐❝❛❧ 5&*✉❝&✉*❡ ❢♦* &❤❡ ♥❡&✇♦*❦ ✐♥ ♦*❞❡* &♦ *❡❧❛① &❤❡ 5&*♦♥❣ 5②♠♠❡&*② ♣*♦♣❡*&✐❡5

&❤❛& ✇❡*❡ ✐♠♣♦5❡❞ ♦♥ &❤❡ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥& ✐♥ 5❡❝&✐♦♥ ✻✳✸✳ ❙♣❛❝❡ ✐5 ♥♦✇ ❡①♣❧✐❝✐& ❛♥❞ ❞✐5♣❡*5❛❧

*❛&❡5 ❛*❡ ❝♦♠♣✉&❡❞ ❢*♦♠ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐5♣❡*5❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥✳ ❆5 ❛ ❝♦♥5❡+✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ *❡❧②

✶✹✾



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐1❛$✐♦♥ ✐♥ 1♣❛$✐❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥1

♦♥ ♥✉♠❡%✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉+❛+✐♦♥ +♦ ,+✉❞② +❤❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥, ❢♦% ❜%❛♥❝❤✐♥❣✳ ❇❛,❡❞ ♦♥ +❤❡ ♥✉♠❡%✐❝❛❧

%❡,✉❧+,✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ,❡♥,✐+✐✈✐+② ❛♥❛❧②,✐, ✭●✐♥♦+ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❙❛❧+❡❧❧✐ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ✐, ♣❡%❢♦%♠❡❞

+♦ @✉❛♥+✐❢② +❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ❧❛♥❞,❝❛♣❡ ♣❛++❡%♥ ♦♥ +❤❡ ❜%❛♥❝❤✐♥❣ ❝%✐+❡%✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

,❡❝+✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳✹✳

✻✳✹✳✶ ▼❡&❤♦❞*

✻✳✹✳✶✳✶ ❊♥✈✐(♦♥♠❡♥,

❲❡ ❝♦♥,✐❞❡%❡❞ ❛♥ ❛%❜✐+%❛%② ,@✉❛%❡ ❛%❡❛ E ♣❛%+✐+✐♦♥❡❞ ✐♥+♦ ❛ %❡❣✉❧❛% ❧❛++✐❝❡ ♦❢ ,✐③❡ 30×30✱

%❡,✉❧+✐♥❣ ✐♥ P = 900 ❝♦♥+✐❣✉♦✉, ,@✉❛%❡ ♣❛+❝❤❡,✳ ❚❤❡ ❧❛♥❞,❝❛♣❡ ♣❛++❡%♥ ✇❛, ❞❡+❡%♠✐♥❡❞ ❜②

+❤❡ ❛❧❧♦❝❛+✐♦♥ ♦❢ +✇♦ ❤❛❜✐+❛+, ✭H = 2✮ ✐♥ ♣%♦♣♦%+✐♦♥ 1 − π ❛♥❞ π +♦ +❤❡ 900 ♣❛+❝❤❡,✳

❲✐+❤♦✉+ ❧♦,, ♦❢ ❣❡♥❡%❛❧✐+②✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥,✐❞❡%❡❞ ♣❛++❡%♥, +❤❛+ ,❛+✐,✜❡❞ 1 − π ≥ π > 0✳ ❚♦

❛✈♦✐❞ ❜♦%❞❡% ❡✛❡❝+,✱ E ✇❛, ❝♦♥,✐❞❡%❡❞ ❛, ❛ +♦%✉, ✐♥ +❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛+✐♦♥, ♦❢ ❞✐,♣❡%,❛❧ %❛+❡, ❛♥❞

❤❛❜✐+❛+ ❛❣❣%❡❣❛+✐♦♥ ✭,❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳

❚✇♦ ❧❛♥❞,❝❛♣❡ ♣❛++❡%♥ ✐♥❞✐❝❡, ✭▲J■✮ ✇❡%❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦%❞❡% +♦ ❝❤❛%❛❝+❡%✐,❡ +❤❡ ❞✐✛❡%❡♥+

♣♦,,✐❜❧❡ ♣❛++❡%♥,✿ ✭✐✮ +❤❡ ♣%♦♣♦%+✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐+❛+ 2 ✭π✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛♥ ❛❣❣%❡❣❛+✐♦♥ ✐♥❞❡① ♦❢ ❤❛❜✐+❛+

2✱ AI ✭❍❡ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✱ ✈❛%②✐♥❣ ❜❡+✇❡❡♥ 0✱ ✇❤❡♥ +✇♦ ❤❛❜✐+❛+ 2 ♣❛+❝❤❡, ❛%❡ ♥❡✈❡% ♥❡✐❣❤❜♦✉%,

✐♥ +❤❡ ❧❛♥❞,❝❛♣❡✱ ❛♥❞ 1✱ ✇❤❡♥ ❤❛❜✐+❛+ 2 ✐, ❛, ♣❛+❝❤② ❛, ♣♦,,✐❜❧❡ ✭✜❣✉%❡ ✻✳✸✱ ✜%,+ ❧✐♥❡✮✳

✻✳✹✳✶✳✷ ❉✐/♣❡(/❛❧

❚❤❡ ❞✐,♣❡%,❛❧ ✇❛, ❛,,✉♠❡❞ +♦ ❜❡ ✐,♦+%♦♣✐❝ ❛♥❞ +♦ ❞❡❝%❡❛,❡ ❡①♣♦♥❡♥+✐❛❧❧② ✇✐+❤ ❞✐,+❛♥❝❡✳

▼♦%❡ ♣%❡❝✐,❡❧②✱ +❤❡ ♣%♦♣♦%+✐♦♥ ♦❢ ♣%♦♣❛❣✉❧❡, ❞✐,♣❡%,❡❞ ❢%♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ,♦✉%❝❡ ♣♦✐♥+ z ❛♥❞

❛%%✐✈✐♥❣ ❛+ ❛ ❣✐✈❡♥ %❡❝❡♣+✐♦♥ ♣♦✐♥+ z′ ✇❛, ❣✐✈❡♥ ❜② +❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐,♣❡%,❛❧ ❢✉♥❝+✐♦♥

g(|| z − z′ ||) = 2π

m2
s

exp

(

2π

ms

|| z − z′ ||
)

,

✇❤❡%❡ || z− z′ || ✐, +❤❡ ❞✐,+❛♥❝❡ ❜❡+✇❡❡♥ z ❛♥❞ z′✱ ❛♥❞ ms ✐, ❛ %❛♥❣❡ ♣❛%❛♠❡+❡% ✭❙♦✉❜❡②%❛♥❞

❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✮✳ ❚❤❡ ❜❡+✇❡❡♥✲♣❛+❝❤ ❞✐,♣❡%,❛❧ ♣%♦♣♦%+✐♦♥, ✇❡%❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜②

✐♥+❡❣%❛+✐♦♥ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ +♦ +❤❡ ❢♦%♠✉❧❛

mjj′ =

∫

A

∫

A′

g(|| z − z′ ||) dz′ dz. ✭✻✳✶✻✮

❲❤❡♥ ✉,✐♥❣ ❡@✉❛+✐♦♥ ✭✻✳✶✻✮✱ +❤❡ ✐♥+❡❣%❛+✐♦♥ ✐, ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❜❡+✇❡❡♥ ♣❛✐%, ♦❢ ♣♦✐♥+, +❤❛+ ❜❡❧♦♥❣

+♦ +❤❡ ❛%❡❛ A ❛♥❞ A′ ♦❢ ♣❛+❝❤❡, j ❛♥❞ j′✱ %❡,♣❡❝+✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐+ ❛,,✉♠♣+✐♦♥ ✐, +❤❛+ +❤❡

♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ♠✐①❡, ♣❡%❢❡❝+❧② ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛+❝❤✳ ❚❤❡ ❞✐,♣❡%,❛❧ %❛+❡, mjj′ ✐♥ ❡@✉❛+✐♦♥ ✭✻✳✶✻✮ ✇❡%❡

❝♦♠♣✉+❡❞ ✉,✐♥❣ +❤❡ ❈❛❧✐❋❧♦JJ ❛❧❣♦%✐+❤♠ ✭❇♦✉✈✐❡% ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ♦♥ +❤❡ 900 ♣❛+❝❤❡,✳ ❚❤✐,

❛❧❣♦%✐+❤♠ ❝♦♠♣✉+❡, +❤❡ ✐♥+❡❣%❛❧ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥+✲✇✐,❡ ❞✐,♣❡%,❛❧ ❢✉♥❝+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐% ♦❢ ,♦✉%❝❡

❛♥❞ +❛%❣❡+ ♣♦❧②❣♦♥,✳

✶✺✵



✻✳✹✳ ▲❛%%✐❝❡ ♥❡%✇♦,❦.

❋✐❣✉$❡ ✻✳✸✿ ❘❡♣❛$-✐-✐♦♥ ❜② 2✐♠✉❧❛-❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦❢ ❤❛❜✐-❛-2 ✐♥ -❤❡ ❧❛--✐❝❡ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥-✳

❍❛❜✐-❛- 1 ✭✇❤✐-❡✮ ❛♥❞ ❤❛❜✐-❛- 2 ✭❣$❡②✮ $❡♣$❡2❡♥- 1 − π = 75% ❛♥❞ π = 25%✱ $❡2♣❡❝-✐✈❡❧②✳
■♥ -❤❡ -♦♣ $♦✇ ❛❣❣$❡❣❛-✐♦♥ ✐♥❞❡① ✭AI✮ ✐2 ✐♥❝$❡❛2✐♥❣✿ ❧❡❢- ♣❛♥❡❧✱ AI = 0.1❀ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧✱
AI = 0.5❀ $✐❣❤- ♣❛♥❡❧✿ AI = 0.8✳ ❚❤❡ ❜♦--♦♠ $♦✇ ❞✐2♣❧❛②2 -❤$❡❡ ♣2❡✉❞♦✲$❛♥❞♦♠ ❛❧❧♦❝❛-✐♦♥2

✇✐-❤ AI = 0.8✳

✶✺✶



❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐1❛$✐♦♥ ✐♥ 1♣❛$✐❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥1

✻✳✹✳✶✳✸ ❊①♣❡)✐♠❡♥-❛❧ ❞❡1✐❣♥

❚❤"❡❡ ✐♥♣✉( ❢❛❝(♦"- ✇❡"❡ (❛❦❡♥ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( ✐♥ (❤❡ -❡♥-✐(✐✈✐(② ❛♥❛❧②-✐-✿ ✭✐✮ (❤❡ ▲5■ π❀

✭✐✐✮ (❤❡ ▲5■ AI❀ ✭✐✐✐✮ (❤❡ ❤❛❜✐(❛( ❞✐✛❡"❡♥(✐❛(✐♦♥ δ/σ✳ ■♥ ❛❞❞✐(✐♦♥✱ (❤❡ ❞✐-♣❡"-❛❧ "❛♥❣❡ ✇❛-

✐♥✈❡-(✐❣❛(❡❞ ❜② ❝♦♥-✐❞❡"✐♥❣ (❤"❡❡ ❞✐✛❡"❡♥( ❝❛-❡-✿ ms ❡>✉❛❧ (♦ 15%✱ 37.5% ❛♥❞ 75% ♦❢ (❤❡

❡♥✈✐"♦♥♠❡♥( ❧❡♥❣(❤✳

❚❤❡ π ✐♥❞❡① ✈❛"✐❡❞ ❛( (❡♥ ❧❡✈❡❧- ✐♥ (❤❡ "❛♥❣❡ (0; 0.5) ❛♥❞ (❤❡ AI ✐♥❞❡① ❜② ✵✳✶ ✐♥ (❤❡

"❛♥❣❡ (0.1; 0.8)✳ ▲❛♥❞-❝❛♣❡ ♣❛((❡"♥- ✇❡"❡ "❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡"❛(❡❞ ❢♦" 75 ❝♦♠❜✐♥❛(✐♦♥- ♦❢ π ❛♥❞

AI ✇✐(❤ ✉♣ (♦ 30 "❡♣❧✐❝❛(❡- ♣❡" ❝♦♠❜✐♥❛(✐♦♥ ✭-❡❡ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ✜❣✉"❡ ✻✳✸✮✳ ❚❤❡ "❡♠❛✐♥✐♥❣ ✜✈❡

❝♦♠❜✐♥❛(✐♦♥- ✇❡"❡ ✐♠♣♦--✐❜❧❡ (♦ ❣❡♥❡"❛(❡ ❜② ♦✉" ❛❧❣♦"✐(❤♠✳ ❚❤❡ ❤❛❜✐(❛( ❞✐✛❡"❡♥(✐❛(✐♦♥ δ/σ

✇❛- ✈❛"✐❡❞ ✐♥ (❤❡ "❛♥❣❡ (0.4; 2)✳

❆ -✐♠✉❧❛(❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦"✐(❤♠ ✭❑✐"❦♣❛("✐❝❦ ❡( ❛❧✳✱ ✶✾✽✸✮ ✇❛- ✉-❡❞ (♦ ❣❡♥❡"❛(❡

❧❛♥❞-❝❛♣❡- ✇✐(❤ ❝♦♥("♦❧❧❡❞ ✈❛❧✉❡- ♦❢ (❤❡ ▲5■ π ❛♥❞ AI ❛❝❝♦"❞✐♥❣ (♦ (❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥(❛❧ ❞❡-✐❣♥

❞❡-❝"✐❜❡❞ ❜❡❢♦"❡✳ ❯♥❞❡" (❤❡-❡ ❝♦♥-("❛✐♥(-✱ ♣-❡✉❞♦✲"❛♥❞♦♠ ❧❛♥❞-❝❛♣❡ ♣❛((❡"♥- ✇❡"❡ ❣❡♥❡"❛(❡❞

❜② ❞✐-♣❛(❝❤✐♥❣ ❜♦(❤ ❤❛❜✐(❛(- 1 ❛♥❞ 2 ❛♠♦♥❣ (❤❡ 900 ♣❛(❝❤❡- ✭✜❣✉"❡ ✻✳✸✱ ❧❛-( ❧✐♥❡✮✳

✻✳✹✳✶✳✹ ❙❡♥1✐-✐✈✐-② ❛♥❛❧②1✐1

■♥ ♦"❞❡" (♦ >✉❛♥(✐❢② (❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ✐♥♣✉( ❢❛❝(♦"- ✭π✱ AI ❛♥❞ δ/σ✮✱ ❣❧♦❜❛❧ -❡♥-✐(✐✈✐(②

❛♥❛❧②-✐- ✇❛- ❛♣♣❧✐❡❞ (♦ (❤❡ ❜"❛♥❝❤✐♥❣ ❝"✐(❡"✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡>✉❛(✐♦♥ ✭✻✳✾✮ ❛♥❞ ❞❡♥♦(❡❞ ❜② ❤❡"❡

Y ✳ ❈❛❧❝✉❧❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ -❡♥-✐(✐✈✐(② ✐♥❞✐❝❡- ✇❛- ❜❛-❡❞ ♦♥ (❤❡ ❙♦❜♦❧✬ ❞❡❝♦♠♣♦-✐(✐♦♥ ✭❙♦❜♦❧✱ ✶✾✾✸✮

❛- ❞❡-❝"✐❜❡❞ ❡✳❣✳ ✐♥ ❙❛❧(❡❧❧✐ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❆❝❝♦"❞✐♥❣ (♦ (❤✐- ❞❡❝♦♠♣♦-✐(✐♦♥ ❛♥❞ ❛--✉♠✐♥❣

(❤❛( (❤❡ ✐♥♣✉( ❢❛❝(♦"- ✈❛"② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥(❧②✱ (❤❡ ✈❛"✐❛♥❝❡ ♦❢ Y "❡❛❞-✿

V = Vπ + VAI + Vδ/σ + Vπ,AI + Vπ,δ/σ + VAI,δ/σ + Vπ,AI,δ/σ,

✇❤❡"❡ Vπ ✭"❡-♣❡❝(✐✈❡❧② VAI ❛♥❞ Vδ/σ✮ ✐- (❤❡ ✈❛"✐❛♥❝❡ ❛--♦❝✐❛(❡❞ ✇✐(❤ (❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝( ♦❢ ❢❛❝(♦"

π ✭"❡-♣❡❝(✐✈❡❧② AI ❛♥❞ δ/σ✮✱ Vπ,AI ✭"❡-♣❡❝(✐✈❡❧② Vπ,δ/σ ❛♥❞ VAI,δ/σ✮ ✐- (❤❡ ❛❞❞✐(✐♦♥❛❧ ✈❛"✐❛♥❝❡

❞✉❡ (♦ (❤❡ ✐♥(❡"❛❝(✐♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ ❢❛❝(♦" π ❛♥❞ AI ✭"❡-♣❡❝(✐✈❡❧② ❜❡(✇❡❡♥ ❢❛❝(♦" π ❛♥❞ δ/σ ❛♥❞

❜❡(✇❡❡♥ ❢❛❝(♦" AI ❛♥❞ δ/σ✮✱ Vπ,AI,δ/σ ✐- (❤❡ ✈❛"✐❛♥❝❡ ❞✉❡ (♦ (❤❡ ✐♥(❡"❛❝(✐♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ (❤"❡❡

❢❛❝(♦"-✱ π✱ AI ❛♥❞ δ/σ✳

❚❤❡ -❡♥-✐(✐✈✐(② ✐♥❞✐❝❡- ❢♦" ❢❛❝(♦" v✱ v ∈ {π,AI, δ/σ}✱ ❛"❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

❼ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝( ✐♥❞✐❝❡-✿ SI(1)v = Vv

V
✱

❼ ✐♥#❡%❛❝#✐♦♥ ✐♥❞✐❝❡*✿ SI(2)v =
∑

w 6=v Vvw

V
✱

❼ #%✐♣❧❡ ✐♥#❡%❛❝#✐♦♥ ✐♥❞❡①✿ SI(3) =
Vπ,AI,δ/σ

V
✱

❼ #♦#❛❧ ✐♥❞✐❝❡*✿ TSIv = SI(1)v + SI(2)v + SI(3)✳

✶✺✷



✻✳✹✳ ▲❛%%✐❝❡ ♥❡%✇♦,❦.

❚❤❡② ✈❛&② ❜❡(✇❡❡♥ ✵ ✭♥♦ ❡✛❡❝(✮ ❛♥❞ ✶ ✭♠❛①✐♠✉♠ ❡✛❡❝(✮✳

■♥ ♣&❛❝(✐:❡✱ (❤❡ :❡♥:✐(✐✈✐(② ✐♥❞✐❝❡: ❝❛♥♥♦( ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛(❡❞ ❡①❛❝(❧② ❛♥❞ (❤❡② ♠✉:( ❜❡

❡:(✐♠❛(❡❞ ❛❢(❡& &✉♥♥✐♥❣ :✐♠✉❧❛(✐♦♥:✳ ❚♦ ❡:(✐♠❛(❡ (❤❡ ✐♥❞✐❝❡:✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ (❤❡ ♠❡(❛♠♦❞❡❧❧✐♥❣

(❡❝❤♥✐?✉❡ ♣&♦♣♦:❡❞ ❜② ❙✉❞&❡( ✭✷✵✵✽✮✳ ❋✐&:( ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲❝❤❛♦: ♠❡(❛♠♦❞❡❧ ♦❢ ♦&❞❡& ✜✈❡ ✇❛:

✜((❡❞ (♦ (❤❡ :✐♠✉❧❛(✐♦♥ &❡:✉❧(: ❜② ❧✐♥❡❛& &❡❣&❡::✐♦♥✳ ❚❤❡♥ (❤❡ ❡:(✐♠❛(❡❞ :❡♥:✐(✐✈✐(② ✐♥❞✐❝❡:

✇❡&❡ ❝❛❧❝✉❧❛(❡❞ ✉:✐♥❣ ❛❞ ❤♦❝ ❢♦,♠✉❧❛❡ ❜❛:❡❞ ♦♥ (❤❡ ❡:(✐♠❛(❡❞ ♣❛&❛♠❡(❡&: ♦❢ (❤❡ ♠❡(❛♠♦❞❡❧✳

✻✳✹✳✷ ◆✉♠❡(✐❝❛❧ ❡①♣❡(✐♠❡♥0 ♦✉0♣✉02

❋✐❣✉&❡ ✻✳✾ ♠❛♣: (❤❡ :(❛❜✐❧✐(② ♦❢ (❤❡ :✐♥❣✉❧❛& :(&❛(❡❣② ✭✐✳❡✳ (❤❡ ❣❡♥❡&❛❧✐:( :(&❛(❡❣②✮

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣&♦♣♦&(✐♦♥ ✭π✮ ❛♥❞ ❛❣❣&❡❣❛(✐♦♥ ✭AI✮ ♦❢ ❤❛❜✐(❛( 2 ✐♥ :❡✈❡&❛❧ ❝❛:❡: ♦❢ ❤❛❜✐(❛(

❞✐✛❡&❡♥(✐❛(✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐:♣❡&:❛❧ &❛♥❣❡✳ ❘❡♠✐♥❞ (❤❛( 0 < π ≤ 0.5 :✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥:✐❞❡& ❝❛:❡:

✇❤❡&❡ 1− π ≥ π > 0✳

❚❤❡ ✈❛&✐❛❜✐❧✐(② ♦❢ (❤❡ ❜&❛♥❝❤✐♥❣ ❝&✐(❡&✐♦♥ ✇❛: ♠✉❝❤ ❧❛&❣❡& ✇❤❡♥ ms = 15% ✭V = 495✮

(❤❛♥ ✇❤❡♥ ms = 75% ✭V = 4.5✮✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✐♥ ❜♦(❤ ❝❛:❡:✱ ❜&❛♥❝❤✐♥❣ ♦❝❝✉&&❡❞ ❢♦& :♦♠❡

❝♦♠❜✐♥❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❢❛❝(♦&:✳ ❆: ❡①♣❡❝(❡❞✱ ❛♥ ✐♥❝&❡❛:❡ ✐♥ ♣&♦♣♦&(✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❣&❡❣❛(✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐(❛(

2 ♠❛❞❡ ❜&❛♥❝❤✐♥❣ ❡❛:✐❡& ✭✜❣✉&❡ ✻✳✾✮✳ ❲❤❡♥ (❤❡ ❞✐:♣❡&:❛❧ &❛♥❣❡ ✭ms✮ ❞❡❝&❡❛:❡❞✱ ❛: ✇❤❡♥

❤❛❜✐(❛( ❞✐✛❡&❡♥(✐❛(✐♦♥ ✭δ/σ✮ ✐♥❝&❡❛:❡❞✱ ❜&❛♥❝❤✐♥❣ ♦❝❝✉&&❡❞ ❢♦& ❧♦✇❡& ❤❛❜✐(❛( 2 ♣&♦♣♦&(✐♦♥:

❛♥❞ ❧❡✈❡❧: ♦❢ ❛❣❣&❡❣❛(✐♦♥✳ ❲❤❡♥ (❤❡ (&❛❞❡✲♦✛ ✇❛: ✇❡❛❦ ✭δ/σ < 1✮ ❛♥❞ (❤❡ ❞✐:♣❡&:❛❧ &❛♥❣❡

✇❛: ❧❛&❣❡✱ (❤❡ :✐♥❣✉❧❛& :(&❛(❡❣② ✇❛: :(❛❜❧❡ ❡①❝❡♣( ❢♦& ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧: ♦❢ ❛❣❣&❡❣❛(✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛&❣❡

♣&♦♣♦&(✐♦♥: ♦❢ ❤❛❜✐(❛( 2✳ ❖♥ (❤❡ ❝♦♥(&❛&②✱ ✇❤❡♥ (❤❡ (&❛❞❡✲♦✛ ✇❛: :(&♦♥❣ ✭δ/σ > 1✮ ♦& (❤❡

❞✐:♣❡&:❛❧ &❛♥❣❡ ✇❛: ❧♦✇✱ :♣❡❝✐❛❧✐:(: ✇❡&❡ :❡❧❡❝(❡❞ ❛( ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣&❡❣❛(✐♦♥ ✭&❡:♣❡❝(✐✈❡❧②

♣&♦♣♦&(✐♦♥✮ ♦❢ ❤❛❜✐(❛( 2✱ ✇❤❛(❡✈❡& (❤❡ ♣&♦♣♦&(✐♦♥ ✭&❡:♣❡❝(✐✈❡❧② ❛❣❣&❡❣❛(✐♦♥✮ ♦❢ ❤❛❜✐(❛( 2

✭✜❣✉&❡ ✻✳✾✮✳

❚❤❡ :❡♥:✐(✐✈✐(② ❛♥❛❧②:✐: ♦❢ (❤❡ ❜&❛♥❝❤✐♥❣ ❝&✐(❡&✐♦♥ ✭✜❣✉&❡ ✻✳✺✮ ✐❞❡♥(✐✜❡❞ ❤❛❜✐(❛(

❞✐✛❡&❡♥(✐❛(✐♦♥ ✭δ/σ✮ ❛: (❤❡ ♠♦:( ✐♥✢✉❡♥(✐❛❧ ❢❛❝(♦&✱ ❡:♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ (❤❡ ❞✐:♣❡&:❛❧ &❛♥❣❡ ✇❛:

❧❛&❣❡ ✭TSI δ
σ
= 0.62 ✇❤❡♥ ms = 75% ❛♥❞ TSI δ

σ
= 0.37 ✇❤❡♥ ms = 15%✮✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

❡♥✈✐&♦♥♠❡♥( ❝♦♠♣♦:✐(✐♦♥ ✇❛: ❛❧:♦ :(&♦♥❣ ✇❤❡♥ (❤❡ ❞✐:♣❡&:❛❧ &❛♥❣❡ ✇❛: ❧❛&❣❡✱ ❛: ?✉❛♥(✐✜❡❞ ❜②

(❤❡ :❡♥:✐(✐✈✐(② ✐♥❞✐❝❡: ♦❢ π ✭TSIπ = 0.29 ✇❤❡♥ ms = 75% ❛♥❞ TSIπ = 0.22 ✇❤❡♥ ms = 15%✮✳

❖♥ (❤❡ ❝♦♥(&❛&②✱ :♣❛(✐❛❧ :(&✉❝(✉&❡: ❤❛❞ (❤❡ :(&♦♥❣❡:( ❡✛❡❝( ✇❤❡♥ (❤❡ ❞✐:♣❡&:❛❧ &❛♥❣❡ ✇❛:

:♠❛❧❧ ✭TSIAI = 0.41 ✇❤❡♥ ms = 15% ❛♥❞ TSIAI = 0.09 ✇❤❡♥ ms = 75%✮✳

❆♥ ✐♠♣♦&(❛♥( ♣❛&( ♦❢ (❤❡ ✈❛&✐❛♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ❜&❛♥❝❤✐♥❣ ❝&✐(❡&✐♦♥ ✇❛: ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥(❡&❛❝(✐♦♥:

❜❡(✇❡❡♥ ❢❛❝(♦&:✱ ❡:♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ (❤❡ ❞✐:♣❡&:❛❧ &❛♥❣❡ ✇❛: ❧♦✇ ✭✜❣✉&❡ ✻✳✺✮✳ ❲❤❡♥ (❤❡

❞✐:♣❡&:❛❧ &❛♥❣❡ ✇❛: ❧❛&❣❡✱ ✐♥(❡&❛❝(✐♦♥: ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ♣&♦♣♦&(✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐(❛( 2 ❛♥❞ ❞✐✛❡&❡♥(✐❛(✐♦♥

❛♠♦♥❣ ❤❛❜✐(❛(: ✇❡&❡ :(&♦♥❣✳ ❲❤❡♥ (❤❡ ❞✐:♣❡&:❛❧ &❛♥❣❡ ✇❛: ❧♦✇✱ ✐♥(❡&❛❝(✐♦♥: ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡

❞✐✛❡&❡♥(✐❛(✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❤❛❜✐(❛(: ❛♥❞ (❤❡ ❛❣❣&❡❣❛(✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐(❛( 2 ✇❡&❡ :(&♦♥❣✳ ❚❤❡ :(&❡♥❣(❤
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❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐1❛$✐♦♥ ✐♥ 1♣❛$✐❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥1
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✹✿ ❙+❛❜✐❧✐+② ♦❢ +❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐4+ 4+$❛+❡❣② ❛❣❛✐♥4+ ❤❛❜✐+❛+ 2 ♣$♦♣♦$+✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❣$❡❣❛+✐♦♥
❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐4+ 4+$❛+❡❣② ✐4 4+❛❜❧❡ ✇❤❡♥ +❤❡ ❜$❛♥❝❤✐♥❣ ❝$✐+❡$✐♦♥ ✭❡<✉❛+✐♦♥ ✭✻✳✾✮✮ ✐4 ❧♦✇❡$

+❤❛♥ ✶ ✭❞❛$❦ ❣$❡②✮ ❛♥❞ ✉♥4+❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ✐+ ✐4 ❣$❡❛+❡$ +❤❛♥ ✶ ✭❧✐❣❤+ ❣$❡②✮✳ ■♥ +❤❡ +♦♣ $♦✇ +❤❡

+$❛❞❡✲♦✛ ✐4 ✇❡❛❦ ✭δ/σ = 0.84✮✱ ✐♥ +❤❡ ❜♦++♦♠ $♦✇ +❤❡ +$❛❞❡✲♦✛ ✐4 4+$♦♥❣ ✭δ/σ = 1.16✮✳ ❋$♦♠
❧❡❢+ ❝♦❧✉♠♥ +♦ $✐❣❤+ ❝♦❧✉♠♥ ❞✐4♣❡$4❛❧ $❛♥❣❡ ✐4 ❞❡❝$❡❛4✐♥❣✿ ❧❡❢+ ❝♦❧✉♠♥✱ ms = 75%❀ ♠✐❞❞❧❡
❝♦❧✉♠♥✱ ms = 37.5%❀ $✐❣❤+ ❝♦❧✉♠♥✱ ms = 15%

♦❢ +❤❡ +❤✐$❞ ♦$❞❡$ ✐♥+❡$❛❝+✐♦♥4✱ ✇❤❡♥ ❞✐4♣❡$4❛❧ $❛♥❣❡ ✇❛4 ❧♦✇✱ ✐♥❞✐❝❛+❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥+❡$❛❝+✐♦♥4

❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ +❤$❡❡ ❢❛❝+♦$4✳

✻✳✺ ❲❤❛& ♦❝❝✉*+ ❛❢&❡* ❜*❛♥❝❤✐♥❣❄ ❆ +✐♠✉❧❛&✐♦♥ +&✉❞② ♦❢

+♣❡❝✐❛❧✐+& ❡✈♦❧✉&✐♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛44✉♠♣+✐♦♥ ✐♥ ♦$❞❡$ ♦❜+❛✐♥ ❛♥❛❧②+✐❝❛❧ $❡4✉❧+4 ✇❛4 +❤❡ ♠♦♥♦♠♦$♣❤✐❝ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥

❢$❛♠❡✇♦$❦✳ ❆4 ❛ ❝♦♥4❡<✉❡♥❝❡✱ ✐+ ✇❛4 ♥♦+ ♣♦44✐❜❧❡ +♦ 4+✉❞② +❤❡ ❡✈♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ 4♣❡❝✐❛❧✐4+4

✇❤❡♥ +❤❡ ❣❡♥❡$❛❧✐4+ 4+$❛+❡❣② ✇❛4 ♥♦+ 4+❛❜❧❡✳ ■♥ +❤✐4 4❡❝+✐♦♥✱ ✇❡ $❡❧❛①❡❞ +❤❡ ♠♦♥♦♠♦$♣❤✐❝

❛44✉♠♣+✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ 4+✉❞✐❡❞ +❤❡ ❡✛❡❝+4 ♦❢ 4♣❛+✐❛❧ ❤❡+❡$♦❣❡♥❡✐+② ♦♥ +❤❡ 4♣❡❝✐❛❧✐4+ 4+$❛+❡❣✐❡4✳

■♥ ♣❛$+✐❝✉❧❛$ ✇❡ ✐♥✈❡4+✐❣❛+❡❞ +❤❡✐$ ❞❡❣$❡❡ ♦❢ 4♣❡❝✐❛❧✐4❛+✐♦♥✱ +❤❡ 4♣❡❡❞ ❛+ ✇❤✐❝❤ +❤❡② ❡✈♦❧✈❡❞
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✻✳✺✳ ❲❤❛& ♦❝❝✉*+ ❛❢&❡* ❜*❛♥❝❤✐♥❣❄ ❆ +✐♠✉❧❛&✐♦♥ +&✉❞② ♦❢ +♣❡❝✐❛❧✐+& ❡✈♦❧✉&✐♦♥
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Variance proportion

❋✐❣✉$❡ ✻✳✺✿ ❙❡♥,✐-✐✈✐-② ❛♥❛❧②,✐, ♣❡$❢♦$♠❡❞ ♦♥ -❤❡ ❜$❛♥❝❤✐♥❣ ❝$✐-❡$✐♦♥ ✭❡;✉❛-✐♦♥ ✭✻✳✾✮✮✳ ❚❤❡

✸ ❢❛❝-♦$, ❛♥❛❧②,❡❞ ❛$❡✿ δ/σ✱ -❤❡ ❤❛❜✐-❛- ❞✐✛❡$❡♥-✐❛-✐♦♥❀ AI✱ -❤❡ ❤❛❜✐-❛- 2 ❛❣❣$❡❣❛-✐♦♥ ❧❡✈❡❧
❛♥❞ π -❤❡ ❤❛❜✐-❛- 2 ♣$♦♣♦$-✐♦♥✳ ❋$♦♠ -♦♣ -♦ ❜♦--♦♠ ❞✐,♣❡$,❛❧ $❛♥❣❡ ❞❡❝$❡❛,❡✿ ❛✱ ms = 75%✱
❜✱ ms = 37.5% ❛♥❞ ❝✱ ms = 15%✳ ❚❤❡ ✜$,- ♣❛$- ♦❢ ❜❛$, ✭❜❧✉❡✮ ❝♦$$❡,♣♦♥❞ -♦ ♠❛✐♥ ✐♥❞✐❝❡,
✭❡✛❡❝- ♦❢ -❤❡ ❢❛❝-♦$ ❛❧♦♥❡✱ SI(1)v ✮ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❜❛$, ❝♦$$❡,♣♦♥❞ -♦ -♦-❛❧ ✐♥❞✐❝❡, ✭TSIv✮✳ D✐♥❦✱

✐♥-❡$❛❝-✐♦♥ ✇✐-❤ AI❀ ♣✉$♣❧❡✱ ✐♥-❡$❛❝-✐♦♥ ✇✐-❤ π❀ ❧✐❣❤- ❜❧✉❡✱ ✐♥-❡$❛❝-✐♦♥ ✇✐-❤ δ/σ❀ ②❡❧❧♦✇✱
-$✐♣❧❡ ✐♥-❡$❛❝-✐♦♥✳
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❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐1❛$✐♦♥ ✐♥ 1♣❛$✐❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥1

❛♥❞ #❤❡✐' (♣❛#✐❛❧ ❞✐(#'✐❜✉#✐♦♥✳

❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤❡'❡ ❛ (✐♠✉❧❛#✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜❛(❡❞ ♦♥ ❡2✉❛#✐♦♥ ✭✻✳✷✮ '❡♣'❡(❡♥#✐♥❣ #❤❡ ❡✈♦❧✉#✐♦♥

♦❢ ❛ ♠❡#❛♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ #❤❛# ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛##✐❝❡ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥#✳ ❚❤❡ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥# ❢'❛♠❡✇♦'❦ ✐(

#❤❛# ♦❢ (❡❝#✐♦♥ ✻✳✹✳ ❲❡ ❝♦♥(✐❞❡'❡❞ #❤'❡❡ ❝❛(❡ (#✉❞✐❡(✳ ❚❤❡ ✜'(# ❛❧❧♦✇❡❞ #♦ ❝❤❡❝❦ #❤❡ ❛❣'❡❡♠❡♥#

❜❡#✇❡❡♥ #❤❡♦'❡#✐❝❛❧ ♣'❡❞✐❝#✐♦♥( ✭(❡❝#✐♦♥ ✻✳✷✳✷✮ ❛♥❞ (✐♠✉❧❛#✐♦♥ '❡(✉❧#( ♦♥ #❤❡ (✐♥❣✉❧❛' (#'❛#❡❣②

❛♥❞ ♦♥ #❤❡ ❜'❛♥❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐#✐♦♥(✳ ❚❤❡ (❡❝♦♥❞ ❞❡❛❧# ✇✐#❤ ❛ ❧❛'❣❡ ❞✐(♣❡'(❛❧ '❛♥❣❡ ❛♥❞ #❤❡ #❤✐'❞

✇✐#❤ ❧♦✇ ❞✐(♣❡'(❛❧ '❛♥❣❡✳ ■♥ #❤❡(❡ ❧❛(# ❝❛(❡(✱ #❤❡ ♦#❤❡' ♣❛'❛♠❡#❡'( ✭π ❛♥❞ δ/σ✮ ✇❡'❡ ✜①❡❞

#♦ ✈❛❧✉❡( #❤❛# ❢❛✈♦✉'❡❞ (♣❡❝✐❛❧✐(❛#✐♦♥ ✇❤❡♥ ❤❛❜✐#❛# ❛❣❣'❡❣❛#✐♦♥ ✈❛'✐❡❞✳

✻✳✺✳✶ ▼❡&❤♦❞*

✻✳✺✳✶✳✶ ❈❛&❡ &(✉❞✐❡&

■♥ ❡❛❝❤ ❝❛(❡ (#✉❞② #❤❡'❡ ✇❡'❡ #✇♦ ❤❛❜✐#❛#(✳ ❚❤❡ ❞✐(♣❡'(❛❧ '❛♥❣❡ ms✱ #❤❡ ❤❛❜✐#❛#

❞✐✛❡'❡♥#✐❛#✐♦♥ δ/σ ❛♥❞ #❤❡ ♣'♦♣♦'#✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐#❛# 2 ✭π✮ ✇❡'❡ ✜①❡❞✱ ✇❤✐❧❡ #❤❡ ❛❣❣'❡❣❛#✐♦♥

✐♥❞❡① ✭AI✮ ✈❛'✐❡❞ ❜② ✵✳✶ ✐♥ #❤❡ '❛♥❣❡ (0.1; 0.8)✳

■♥ #❤❡ ✜'(# ❝❛(❡ (#✉❞②✱ #❤❡ ♣❛'❛♠❡#❡'( ✇❡'❡ ✜①❡❞ ❛# ms = 75%✱ δ/σ = 0.9 ❛♥❞ π = 0.32✳

F❛'❛♠❡#❡'( ✇❡'❡ ❝❤♦(❡♥ ✐♥ ♦'❞❡' #♦ ♦❜(❡'✈❡ ❜♦#❤ (#❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥(#❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥( ❢♦' #❤❡

❣❡♥❡'❛❧✐(# ✇❤❡♥ ❤❛❜✐#❛# ❛❣❣'❡❣❛#✐♦♥ ✈❛'✐❡❞✳

■♥ #❤❡ ❧❛(# #✇♦ ❝❛(❡ (#✉❞✐❡(✱ #❤❡ ♣❛'❛♠❡#❡'( ms✱ δ/σ ❛♥❞ π ✇❡'❡ ❝❤♦(❡♥ ✐♥ ♦'❞❡' #♦

♦❜(❡'✈❡ ❛ ❜'❛♥❝❤✐♥❣ (✐#✉❛#✐♦♥ ✇❤❛#❡✈❡' #❤❡ ❛❣❣'❡❣❛#✐♦♥ ✐♥❞❡①✳ ■♥ #❤❡ ✜'(# ♦♥❡ ✭(✐#✉❛#✐♦♥ ❆✮✱

#❤❡ ♣❛'❛♠❡#❡'( ✇❡'❡ ✜①❡❞ ❛# ms = 75%✱ δ/σ = 1.1 ❛♥❞ π = 0.32✳ ■♥ #❤✐( ❝❛(❡ #❤❡ ❧❛'❣❡

❞✐(♣❡'(❛❧ '❛♥❣❡ ❧✐♠✐#❡❞ #❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ (♣❛#✐❛❧ (#'✉❝#✉'❡ ❛♥❞ #❤❡ ❜'❛♥❝❤✐♥❣ ❝'✐#❡'✐♦♥ ❤❛❞

❛ ❧♦✇ ✈❛'✐❛❜✐❧✐#② ✇❤❡♥ #❤❡ ❛❣❣'❡❣❛#✐♦♥ ✐♥❞❡① ✈❛'✐❡❞✳ ■♥ #❤❡ (❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✭(✐#✉❛#✐♦♥ ❇✮✱ #❤❡

♣❛'❛♠❡#❡'( ✇❡'❡ ✜①❡❞ ❛# ms = 15%✱ δ/σ = 1.1 ❛♥❞ π = 0.16✳ ❚❤✐( (❡# ♦❢ ♣❛'❛♠❡#❡'( ❛❧❧♦✇❡❞

#♦ ❝♦✈❡' ❛ ❜'♦❛❞ '❛♥❣❡ ♦❢ ❜'❛♥❝❤✐♥❣ ❝'✐#❡'✐♦♥ ✈❛❧✉❡( ✇❤❡♥ AI ✈❛'✐❡❞ ✭✜❣✉'❡ ✻✳✻✮✳

❋♦' ❡❛❝❤ ❝❛(❡ (#✉❞② ❛♥❞ ❡❛❝❤ AI ✈❛❧✉❡✱ 15 '❡♣❧✐❝❛#❡( ✇❡'❡ ❝♦♥❞✉❝#❡❞ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦♥ 15

❞✐✛❡'❡♥# ❧❛♥❞(❝❛♣❡ ♣❛##❡'♥( ❝❤♦(❡♥ ❛# '❛♥❞♦♠ ❛( ❞❡(❝'✐❜❡❞ ✐♥ (❡❝#✐♦♥( ✻✳✹✳✶✳✶ ❛♥❞ ✻✳✹✳✶✳✸✳

✻✳✺✳✶✳✷ ▼♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥

❚❤❡ ❛((✉♠♣#✐♦♥( ♦♥ #❤❡ ❡♥✈✐'♦♥♠❡♥# ❛♥❞ ♦♥ #❤❡ ❞✐(♣❡'(❛❧ ❢✉♥❝#✐♦♥ ✇❡'❡ #❤❡ (❛♠❡ ❛( ✐♥

(❡❝#✐♦♥ ✻✳✹✳ ❚❤❡ ♣❛#❝❤ ❝❛''②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐#② ✇❛( (❡# #♦ Kj = 100 ❢♦' ❛❧❧ ♣❛#❝❤❡(✳ ❚❤❡ ❝♦♥#✐♥✉♦✉(

#'❛✐# x ✈❛'✐❡❞ ❜❡#✇❡❡♥ −5 ❛♥❞ 5 ❛♥❞ #❤✐( '❛♥❣❡ ✇❛( ❞✐(❝'❡#✐(❡❞ ✐♥#♦ 101 ♣❤❡♥♦#②♣❡(✳ ❚❤❡

(✐♠✉❧❛#✐♦♥( (#❛'#❡❞ ✇✐#❤ ❛ ♠♦♥♦♠♦'♣❤✐❝ ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ ✇✐#❤ #'❛✐# ✈❛❧✉❡ x = −5✳ ❆# ❡❛❝❤ #✐♠❡

(#❡♣✱ ♠✉#❛♥#( ✇❡'❡ ❣❡♥❡'❛#❡❞ ❢'♦♠ ❛♥ ❡①✐(#✐♥❣ ♣❤❡♥♦#②♣❡ ♣'♦✈✐❞❡❞ ✐#( ❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥ (✐③❡

✇❛( ♦✈❡' ❛ #❤'❡(❤♦❧❞ ❡2✉❛❧ #♦ 1✳ ◆❡✇ ♠✉#❛♥#( ✇❡'❡ ❣❡♥❡'❛#❡❞ ❛❝❝♦'❞✐♥❣ #♦ ❛ ●❛✉((✐❛♥

✶✺✻
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✻✿ ❇$❛♥❝❤✐♥❣ ❝$✐.❡$✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛❣❛✐♥2. ❛❣❣$❡❣❛.✐♦♥ ❧❡✈❡❧2 ♦❢ ❤❛❜✐.❛. 2 ✭AI✮✳ ❘❡❞✱

2✐.✉❛.✐♦♥ ❆ ✭ms = 75%✱ δ/σ = 1.1 ❛♥❞ π = 0.32✮❀ ❜❧❛❝❦✱ 2✐.✉❛.✐♦♥ ❇ ✭ms = 15%✱ δ/σ = 1.1
❛♥❞ π = 0.16✮✳

♣❡$.✉$❜❛.✐♦♥ ❝❡♥.$❡❞ ♦♥ .❤❡ ♣$❡✲❡①✐2.✐♥❣ .$❛✐. ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✇✐.❤ ✈❛$✐❛♥❝❡ γ2
❡A✉❛❧ .♦ 0.01✳

❚❤❡$❡ ✇❛2 ♥♦ ❣❡♥❡.✐❝ ❞$✐❢.✳ ❚❤❡ ♠✉❧.✐.②♣❡ ♠❡.❛♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝2 ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❡A✉❛.✐♦♥ ✭✻✳✷✮

❛♥❞ ✇❛2 2✐♠✉❧❛.❡❞ ♦✈❡$ 2000 .✐♠❡ 2.❡♣2✳

✻✳✺✳✶✳✸ %♦'(✲'✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥'

❇❡❢♦$❡ ❜$❛♥❝❤✐♥❣✱ ✇❡ ❡2.✐♠❛.❡❞ .❤❡ 2✐♥❣✉❧❛$ 2.$❛.❡❣② ✭x̂⋆
✮ ❛♥❞ .❤❡ .✐♠❡ .❛❦❡♥ .♦ $❡❛❝❤

✐. ✭Tbranch✮ ♦♥ .❤❡ 2✐♠✉❧❛.✐♦♥2✳ ❆❢.❡$ ❜$❛♥❝❤✐♥❣✱ .❤❡ ♠❡.❛♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ✇❛2 ❝♦♥2✐❞❡$❡❞ ❛2 ❛

♠✐①.✉$❡ ♦❢ .❤❡ .✇♦ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥2 ♦❢ 2♣❡❝✐❛❧✐2.2✳ ❙✐♠✉❧❛.✐♦♥2 ✇❡$❡ .❤❡♥ ❝♦♠♣❛$❡❞ .❤$♦✉❣❤

.❤$❡❡ ♠❡❛2✉$❡2✿ ✭✐✮ .❤❡ .$❛✐. ✈❛❧✉❡ ♦❢ 2♣❡❝✐❛❧✐2.2✱ ✭✐✐✮ .❤❡ .✐♠❡ .❛❦❡♥ .♦ $❡❛❝❤ .❤❡♠ ✭TESS✮

❛♥❞ ✭✐✐✐✮ .❤❡ ✇✐.❤✐♥ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ♣❤❡♥♦.②♣✐❝ ✈❛$✐❛♥❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐.✐♦♥✱ .❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❛♣.❛.✐♦♥ ♦❢

❧♦❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥2 ✇❛2 ❝♦♠♣✉.❡❞ ❛. .❤❡ ❡♥❞ ♦❢ .❤❡ ❡✈♦❧✉.✐♦♥✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛.❝❤✳

▼♦$❡ .❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ ❛. ❡❛❝❤ .✐♠❡ 2.❡♣ .❤❡ ♠❡.❛♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ❝♦♠♣♦2✐.✐♦♥ ✇❛2 2✉♠♠❛$✐2❡❞ ❜②

.❤❡ ♠❡❛♥2 ❛♥❞ 2.❛♥❞❛$❞ ❞❡✈✐❛.✐♦♥ ♦❢ ❛ .✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥. ●❛✉22✐❛♥ ♠✐①.✉$❡ .❤❛. ✇❛2 ✜..❡❞ ❜②

.❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ✭▼❡♥❣ ❛♥❞ ❘✉❜✐♥✱ ✶✾✾✸✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥.❡❞ ✐♥ .❤❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♥♦*♠❛❧♠✐①❊▼ ♦❢

.❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ♠✐①&♦♦❧+ ✭❨♦✉♥❣ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✱ ❱❡$2✐♦♥ ✵✳✹✳✹✳✮✳ ❚❤❡ .✐♠❡ .♦ $❡❛❝❤ .❤❡ 2✐♥❣✉❧❛$

2.$❛.❡❣② ✭Tbranch✮ ✇❛2 ❞❡✜♥❡❞ ❛2 .❤❡ ✜$2. .✐♠❡ 2.❡♣ ✇❤❡$❡ .❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ✐❞❡♥.✐✜❡❞ .✇♦

❞✐2.✐♥❝. ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥2✳ ❚❤❡ ❡2.✐♠❛.❡❞ 2✐♥❣✉❧❛$ 2.$❛.❡❣② ✭x̂⋆
✮ ✇❛2 .❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛2 .❤❡ ♠❡❛♥

♠❡.❛♣♦♣✉❧❛.✐♦♥ ♣❤❡♥♦.②♣❡ ❛. t = Tbranch − 1✳ ❚$❛✐. ✈❛❧✉❡2 ♦❢ 2♣❡❝✐❛❧✐2.2 ✇❡$❡ ❡2.✐♠❛.❡❞

❜② .❤❡ ♠❡❛♥2 ♦❢ .❤❡ .✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥. ●❛✉22✐❛♥ ♠✐①.✉$❡ ❛. .❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡✈♦❧✉.✐♦♥✳ ❚❤❡ .✐♠❡

.♦ $❡❛❝❤ .❤❡ 2♣❡❝✐❛❧✐2.2 ✭TESS✮ ✇❛2 ❞❡✜♥❡❞ ❛2 .❤❡ ✜$2. .✐♠❡ 2.❡♣ ✇❤❡♥ .❤❡ ♠❡❛♥2 ♦❢ .❤❡
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❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐1❛$✐♦♥ ✐♥ 1♣❛$✐❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥1

 ✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥ ●❛✉,,✐❛♥ ♠✐① ✉/❡ ✇❡/❡ ❝♦♥ ❛✐♥❡❞ ✐♥  ❤❡ 5% ✐♥ ❡/✈❛❧ ❛/♦✉♥❞  ❤❡  /❛✐ ✈❛❧✉❡

♦❢  ❤❡ ,♣❡❝✐❛❧✐, , /❛ ❡❣✐❡,✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♣❛ ❝❤ j✱  ❤❡ ♠❡❛♥ ♣❤❡♥♦ ②♣❡ ✇❛, ❝❛❧❝✉❧❛ ❡❞ ❛, ❛ ✇❡✐❣❤ ❡❞ ❛✈❡/❛❣❡ ♦❢  ❤❡

❡①✐, ✐♥❣ ♣❤❡♥♦ ②♣❡,✱  ❤❡ ✇❡✐❣❤ , ❜❡✐♥❣  ❤❡ ♣/♦♣♦/ ✐♦♥, ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❤❡♥♦ ②♣❡ ✐♥  ❤❡ ❧♦❝❛❧

♣♦♣✉❧❛ ✐♦♥✿

x̄j(t) =

∑I
i=1 xinij(t)

Kj

.

❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞  ❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛❞❛♣ ❛ ✐♦♥ ❛,  ❤❡ ♠✐,♠❛ ❝❤ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ♠❡❛♥ ♣❤❡♥♦ ②♣❡

♦❢ ♣❛ ❝❤ j ✭x̄j(t)✮ ❛♥❞  ❤❡ ♦♣ ✐♠❛❧ ♣❤❡♥♦ ②♣❡ ✐♥ ♣❛ ❝❤ j ✭βh(j)✮✿ |x̄j(t)− βh(j)|✳

✻✳✺✳✷ ❙✐♠✉❧❛*✐♦♥ -❡/✉❧*/

✻✳✺✳✷✳✶ ❈♦♠♣❛*✐♥❣ .❤❡♦*❡.✐❝❛❧ ♣*❡❞✐❝.✐♦♥4 ❛♥❞ 4✐♠✉❧❛.✐♦♥ *❡4✉❧.4

❉❡,♣✐ ❡  ❤❡ ♠♦♥♦♠♦/♣❤✐❝ ❛,,✉♠♣ ✐♦♥✱ ,✐♠✉❧❛ ✐♦♥ /❡,✉❧ , ✇❡/❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥,✐, ❡♥ ✇✐ ❤

❛♥❛❧② ✐❝❛❧ ♣/❡❞✐❝ ✐♦♥,✳ ❲❤❡♥  ❤❡ ❜/❛♥❝❤✐♥❣ ❝/✐ ❡/✐♦♥ ✇❛, ❣/❡❛ ❡/  ❤❛♥ 1✱ ❛ ❜/❛♥❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥ 

✇❛, ♦❜,❡/✈❡❞ ✐♥ 90.2% ♦❢  ❤❡ ,✐♠✉❧❛ ✐♦♥, ✭✜❣✉/❡ ✻✳✼✮✳ ❘❡❝✐♣/♦❝❛❧❧②✱ ♥♦ ❜/❛♥❝❤✐♥❣ ✇❛,

♦❜,❡/✈❡❞ ✇❤❡♥  ❤❡ ❜/❛♥❝❤✐♥❣ ❝/✐ ❡/✐♦♥ ✇❛, ❧♦✇❡/  ❤❛♥ 1✳ ▼♦/❡♦✈❡/✱  ❤❡ ❡, ✐♠❛ ❡❞ ,✐♥❣✉❧❛/

, /❛ ❡❣② x̂⋆
✇❛, ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐ ❤  ❤❡  ❤❡♦/❡ ✐❝❛❧ ,✐♥❣✉❧❛/ , /❛ ❡❣② x⋆

✿ x̂⋆
✈❛❧✉❡, ✇❡/❡ ❝❧♦,❡  ♦ x⋆

❛♥❞ x̂⋆
✇❛, ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ♦❢  ❤❡ ❛❣❣/❡❣❛ ✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐ ❛ 2 ✭✜❣✉/❡ ✻✳✼✮✳

❋✐❣✉/❡ ✻✳✽ ,❤♦✇,  ❤❡  ✐♠❡  ♦ /❡❛❝❤  ❤❡ ,✐♥❣✉❧❛/ , /❛ ❡❣②✳ ❆❝❝♦/❞✐♥❣  ♦ ,❡❝ ✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳✺✱  ❤❡
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$❛4❡:✿ ❝❧❛::✐❝❛❧ ❛: ✇❡❧❧ ❛: :♣❛4✐❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐4 ♠❡4❛♣♦♣✉❧❛4✐♦♥ ♠♦❞❡❧: ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞✳ ❇②

❛♥❛❧②:✐♥❣ 4❤❡ ♠♦❞❡❧ 4❤$♦✉❣❤ ❛♥❛❧②4✐❝❛❧ ❛: ✇❡❧❧ ❛: :✐♠✉❧❛4✐♦♥ ♠❡4❤♦❞:✱ ✇❡ ✇❡$❡ ❛❜❧❡ 4♦

❣❡♥❡$❛❧✐:❡ ❝❧❛::✐❝❛❧ $❡:✉❧4:✿ ✇❤❛4❡✈❡$ ❞✐:♣❡$:❛❧ $❛4❡:✱ ✭✐✮ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ 4❤❡ :✐♥❣✉❧❛$ :4$❛4❡❣②✱

✭✐✐✮ ✇❡ ❝❤❛$❛❝4❡$✐:❡❞ ✐4: :4❛❜✐❧✐4② ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ✇❡ ♣$♦✈✐❞❡❞ 4❤❡ ❡✈♦❧✉4✐♦♥❛$② :♣❡❡❞✳ ❲❡ ❛❧:♦ ✭✐✈✮

:4✉❞✐❡❞ 4❤❡ ❡✛❡❝4: ♦❢ :♣❛4✐❛❧ ❤❡4❡$♦❣❡♥❡✐4② ♦♥ 4❤❡ :♣❡❝✐❛❧✐:4 :4$❛4❡❣✐❡:✳

✶✻✷



✻✳✻✳ ❉✐$❝✉$$✐♦♥

❚❤❡ #✐♥❣✉❧❛* #+*❛+❡❣② ❝♦**❡#♣♦♥❞# +♦ ❛ ❣❡♥❡*❛❧✐#+ ♣❤❡♥♦+②♣❡ #✐♥❝❡ ✐+ *❡♣*❡#❡♥+# ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞

#+*❛+❡❣② ✇✐+❤ *❡#♣❡❝+ +♦ +❤❡ ❤❛❜✐+❛+ ❢*❡4✉❡♥❝✐❡# ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝+✐✈✐+②✳ ❲❤❡♥ ❞✐#♣❡*#❛❧ *❛+❡# ❛*❡

#②♠♠❡+*✐❝ ❛♥❞ ♣❛+❝❤❡# ❤❛✈❡ +❤❡ #❛♠❡ ✐♥♣✉+ ❝♦♥♥❡❝+✐♦♥✱ +❤❡ #✐♥❣✉❧❛* #+*❛+❡❣② ✐# ❛ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢

❤❛❜✐+❛+ ♣*♦♣♦*+✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣+✐♠❛ ♦♥❧②✿ ✐+ ✐# ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♦❢ +❤❡ #♣❛+✐❛❧ ❞✐#+*✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐+❛+#

✐♥ +❤❡ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥+✳ ❚❤✐# ❝❧❛##✐❝❛❧ *❡#✉❧+ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧#♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ●❡*✐+③ ❡+ ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ♦* ❉C❜❛**❡

❛♥❞ ●❛♥❞♦♥ ✭✷✵✶✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✐+ *❡♣*❡#❡♥+# ♦♥❧② ❛ ♣❛*+✐❝✉❧❛* ❝❛#❡ #✐♥❝❡✱ ✐♥ ❡4✉❛+✐♦♥ ✭✻✳✻✮✱

#♣❛+✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉*❛+✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ +❤❡ #✐♥❣✉❧❛* #+*❛+❡❣②✿ #♠❛❧❧ ❛♥❞✴♦* ✐#♦❧❛+❡❞ ♣❛+❝❤❡# ❤❛✈❡

❛ #♠❛❧❧❡* ✇❡✐❣❤+# ♦♥ +❤❡ ❣❡♥❡*❛❧✐#+ ♣❤❡♥♦+②♣❡✳ ❆❧+❤♦✉❣❤ +❤✐# ❤❛❞ ❜❡❡♥ ♣♦✐♥+❡❞ ♦✉+ ✐♥ +❤❡

❝❛#❡ ♦❢ +❤❡ ❞②♥❛♠✐❝# ❛♥❞ ♣❡*#✐#+❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡+❛♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❜② ❖✈❛#❦❛✐♥❡♥ ❛♥❞ ❑❛♥#❦✐ ✭✷✵✵✸✮

❛♥❞ ❞✐#❝✉##❡❞ ❜② ❍❛♥#❦✐ ❡+ ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ✇✐+❤ ❡✈♦❧✉+✐♦♥❛*② ♣❡*#♣❡❝+✐✈❡#✱ +❤❡ *♦❧❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❤❛❜✐+❛+ ♣❛+❝❤❡# ✇❛# ♥♦+ ②❡+ ❞❡♠♦♥#+*❛+❡❞ ✇✐+❤ ❛♥ ❛❞❛♣+✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝# ❛♣♣*♦❛❝❤✳

❚❤❡ #+❛❜✐❧✐+② ♦❢ +❤❡ #✐♥❣✉❧❛* #+*❛+❡❣② ❞❡+❡*♠✐♥❡# ✐❢ +❤❡ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ *❡♠❛✐♥# ♠♦♥♦♠♦*♣❤✐❝

✇✐+❤ ❛ ❣❡♥❡*❛❧✐#+ ♣❤❡♥♦+②♣❡ ♦* ✐❢ ✐+ #♣❧✐+# ✐♥+♦ +✇♦ #♣❡❝✐❛❧✐#❡❞ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥#✳ ■+ ✐# ❝❤❛*❛❝+❡*✐#❡❞

❜② +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ +❤❡ ❜*❛♥❝❤✐♥❣ ❝*✐+❡*✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜*#+ ♠♦❞❡❧# +❤❛+ ✐♥✈❡#+✐❣❛+❡❞ +❤❡ *❡#♣❡❝+✐✈❡

*♦❧❡# ♦❢ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥+ ❤❡+❡*♦❣❡♥❡✐+② ❛♥❞ ❞✐#♣❡*#❛❧ *❛+❡ ♦♥ +❤❡ #+❛❜✐❧✐+② ♦❢ +❤❡ #✐♥❣✉❧❛*

#+*❛+❡❣② ✐♥✈♦❧✈❡❞ +✇♦ ♣❛+❝❤❡# ✇✐+❤ ❞✐✛❡*❡♥+ ❤❛❜✐+❛+# ❛♥❞ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ♠✐❣*❛+✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ▼❡#③C♥❛

❡+ ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✳ ■♥ +❤✐# ❝❛#❡✱ ❧✐♠✐+✐♥❣ ♠✐❣*❛+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ ♣❛+❝❤❡# ❤❡❧♣❡❞ #♣❡❝✐❛❧✐#❛+✐♦♥✳ ■♥

#♣❛+✐❛❧ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥+# ✇✐+❤ ❣✐✈❡♥ ❤❛❜✐+❛+ ♣*♦♣♦*+✐♦♥#✱ ♠✐❣*❛+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ ❜♦+❤ ❤❛❜✐+❛+# ❝❛♥

❜❡ *❡❞✉❝❡❞ ❜② ❤✐♥❞❡*✐♥❣ ❞✐#♣❡*#❛❧ ♦* ❜② ❛❣❣*❡❣❛+✐♥❣ ♣❛+❝❤❡# +❤❛+ #❤❛*❡ +❤❡ #❛♠❡ ❤❛❜✐+❛+✳ ❆#

❡①♣❡❝+❡❞✱ +❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤❡*❡ ♣*❡❞✐❝+# +❤❛+ ❜♦+❤ ❡✛❡❝+# ❛*❡ ❝*✉❝✐❛❧ ✐♥ ❞❡+❡*♠✐♥✐♥❣ ✐❢ +❤❡

♠❡+❛♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ *❡♠❛✐♥# ♠♦♥♦♠♦*♣❤✐❝ ♦* ✐❢ ✐+ #♣❧✐+# ✐♥+♦ +✇♦ #♣❡❝✐❛❧✐#+#✳ ❆# ✐+ ✇❛# ✉♥❞❡*❧✐♥❡❞

❜② ❉C❜❛**❡ ❛♥❞ ●❛♥❞♦♥ ✭✷✵✶✵✮✱ #♣❛+✐❛❧ ❛♥❞ +✇♦✲♣❛+❝❤ ♠♦❞❡❧# ❣✐✈❡ 4✉❛❧✐+❛+✐✈❡❧② +❤❡ #❛♠❡

*❡#✉❧+#✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✇❡ ✇❡*❡ ❛❜❧❡ ❤❡*❡ +♦ ✐❞❡♥+✐❢② ✐♥ #❡✈❡*❛❧ ❞✐#♣❡*#❛❧ ❝♦♥+❡①+# +❤❡ *❡#♣❡❝+✐✈❡

*♦❧❡# ♦❢ ❤❛❜✐+❛+ ❞✐✛❡*❡♥+✐❛+✐♦♥✱ ❤❛❜✐+❛+ ❢*❡4✉❡♥❝✐❡# ❛♥❞ #♣❛+✐❛❧ ❞✐#+*✐❜✉+✐♦♥✳ ❈♦♥#✐❞❡*✐♥❣ ❛

♠❡+❛♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ +❤❛+ ❞❡✈❡❧♦♣# ✐♥ ❛ ❤✐❡*❛*❝❤✐❝❛❧ ♥❡+✇♦*❦ ♦❢ ❤❛❜✐+❛+ ♣❛+❝❤❡#✱ ✇❡ #❤♦✇❡❞ +❤❛+

+❤❡ ❜*❛♥❝❤✐♥❣ ❝*✐+❡*✐♦♥ #♣❧✐+# ✐♥+♦ ❛ ♥♦♥✲#♣❛+✐❛❧ +❡*♠ +❤❛+ ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ +❤❡ ✜+♥❡## ❢✉♥❝+✐♦♥

❛♥❞ ♦♥ +❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣*♦♣♦*+✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐+❛+# ❛♥❞ ❛ #♣❛+✐❛❧ +❡*♠ +❤❛+ *❡✢❡❝+# ❤❛❜✐+❛+ ❛❧❧♦❝❛+✐♦♥

+♦ ❣*♦✉♣#✳ ❲❡ ❛❧#♦ ♣*♦✈✐❞❡❞ ❛ #❡♥#✐+✐✈✐+② ❛♥❛❧②#✐# ♦♥ +❤❡ ❜*❛♥❝❤✐♥❣ ❝*✐+❡*✐♦♥ ♦❢ ❛ #♣❛+✐❛❧❧②

❡①♣❧✐❝✐+ ♠❡+❛♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ✐♥❤❛❜✐+✐♥❣ ❛ ❧❛++✐❝❡ ♥❡+✇♦*❦✳ ■♥ +❤✐# ❝❛#❡✱ ✇❡ #❤♦✇❡❞ +❤❛+ ❢♦* #❤♦*+

❞✐#♣❡*#❛❧ *❛♥❣❡ +❤❡ #♣❛+✐❛❧ ❞✐#+*✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ ❤❛❜✐+❛+# ✐# +❤❡ ♠♦#+ ✐♥✢✉❡♥+✐❛❧ ❢❛❝+♦* ♦♥ ❜*❛♥❝❤✐♥❣✳

❍♦✇❡✈❡*✱ ✐+# ❡✛❡❝+# ❞❡❝*❡❛#❡ ✇❤❡♥ ❞✐#♣❡*#❛❧ *❛♥❣❡ ✐♥❝*❡❛#❡# ❛♥❞ ❢♦* ❧♦♥❣ ❞✐#♣❡*#❛❧ *❛♥❣❡#✱

❤❛❜✐+❛+ ♣*♦♣♦*+✐♦♥# ❛♥❞ ❤❛❜✐+❛+ ❞✐✛❡*❡♥+✐❛+✐♦♥ ❛*❡ +❤❡ ♠♦#+ ✐♥✢✉❡♥+✐❛❧ ❢❛❝+♦*#✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉+✐♦♥❛*② #♣❡❡❞ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♠♦*♣❤✐❝ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ✐# ❛♣♣*♦①✐♠❛+❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜② +❤❡

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡4✉❛+✐♦♥ ♦❢ ❛❞❛♣+✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝#✳ ■♥ ♦✉* ❝❛#❡✱ ♣*♦✈✐❞❡❞ #♦♠❡ ❛##✉♠♣+✐♦♥# ♦♥

❜♦+❤ ❞❡♠♦❣*❛♣❤✐❝ #+♦❝❤❛#+✐❝✐+② ❛♥❞ ❞✐#♣❡*#❛❧ *❛+❡#✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ +❤❛+ +❤❡ +✐♠❡ +❛❦❡♥ ❜② +❤❡

♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ +♦ *❡❛❝❤ ✐+# ❣❡♥❡*❛❧✐#+ ♣❤❡♥♦+②♣❡ ✐# ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♦❢ +❤❡ #♣❛+✐❛❧ ♦*❣❛♥✐#❛+✐♦♥ ♦❢

❤❛❜✐+❛+#✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✉#✐♥❣ ❛ #✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❛♣♣*♦❛❝❤✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ +❤❛+ +❤✐# ✐# ♥♦+ +❤❡ ❝❛#❡ ✇❤❡♥

❞✐#♣❡*#❛❧ *❛♥❣❡ ✇❛# #❤♦*+✱ ❞✉❡ +♦ +❤❡ #+*♦♥❣❡* ❡✛❡❝+# ♦❢ +❤❡ ❤❛❜✐+❛+ #♣❛+✐❛❧ #+*✉❝+✉*❡✳ ▼♦*❡
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❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐1❛$✐♦♥ ✐♥ 1♣❛$✐❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥1

❡✛♦#$% ♠✉%$ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦#❞❡# $♦ ❝❤❛#❛❝$❡#✐%❡ $❤❡ #♦❧❡ ♦❢ ❞❡♠♦❣#❛♣❤✐❝ %$♦❝❤❛%$✐❝✐$② ❛♥❞ ❤❛❜✐$❛$

%♣❛$✐❛❧ %$#✉❝$✉#❡ ✐♥ $❤❡ ❡✈♦❧✉$✐♦♥❛#② %♣❡❡❞ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♠♦#♣❤✐❝ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥✳

❲❤❛$ ❤❛♣♣❡♥% ❛❢$❡# ❜#❛♥❝❤✐♥❣ ✐% %❝❛#❝❡❧② $#❡❛$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❧✐$❡#❛$✉#❡✳ ▼❡%③9♥❛ ❡$ ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮

❞❡♠♦♥%$#❛$❡❞ $❤❛$ ❛❞❛♣$❛$✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡①✐%$✐♥❣ ♣❤❡♥♦$②♣❡% $♦ ❤❛❜✐$❛$% ✐% %$#♦♥❣❡# ❢♦# ❤✐❣❤❡#

♣❛$❝❤ ❞✐✛❡#❡♥❝❡% ♦# ✐♥✈❡#%❡ ♠✐❣#❛$✐♦♥ #❛$❡%✳ ●❡#✐$③ ❡$ ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ♦❜$❛✐♥❡❞ %✐♠✐❧❛# #❡%✉❧$% ✇✐$❤

$❤#❡❡ ❤❛❜✐$❛$% ❛♥❞ #❛♥❞♦♠ ♠✐❣#❛$✐♦♥✳ ❚❤❛♥❦% $♦ ❛ %✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❛♣♣#♦❛❝❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ %❤♦✇❡❞

$❤❛$ $❤❡ %♣❛$✐❛❧ ❛##❛♥❣❡♠❡♥$ ♦❢ ❤❛❜✐$❛$% ✐♠♣❛❝$% ❜♦$❤ $❤❡ ♠❡❛♥ ♣❤❡♥♦$②♣❡ ♦❢ %♣❡❝✐❛❧✐%$

♣♦♣✉❧❛$✐♦♥% ❛♥❞ $❤❡✐# ♣❤❡♥♦$②♣✐❝ ✈❛#✐❛♥❝❡✿ ❝♦❡①✐%$✐♥❣ ♣❤❡♥♦$②♣❡% ✇❡#❡ ❢♦✉♥❞ ♠♦#❡ ❛❞❛♣$❡❞

✐♥ ❣#♦✉♣❡❞ ❤❛❜✐$❛$%✳ ■♥ ❛❞❞✐$✐♦♥✱ ❛ ❝❧❡❛# ❡✛❡❝$ ♦❢ ❤❛❜✐$❛$ ❛❣❣#❡❣❛$✐♦♥ ♦♥ %♣❡❝✐❛❧✐%❛$✐♦♥ %♣❡❡❞

✇❛% ❛❧%♦ ♦❜%❡#✈❡❞ ✐♥ ❛❧❧ $❤❡ %✐♠✉❧❛$✐♦♥%✿ %♣❡❝✐❛❧✐%$% ❡✈♦❧✈❡❞ ❢❛%$❡# ✇❤❡♥ ❤❛❜✐$❛$% ❛#❡ ♠♦#❡

❣#♦✉♣❡❞✳ ❆% ❛ ❝♦♥%❡I✉❡♥❝❡✱ %♣❡❝✐❛❧✐%$% ❛❞❛♣$ ❢❛%$❡# ❛♥❞ ❜❡$$❡# ✇❤❡♥ ❤❛❜✐$❛$% ❛#❡ ❣#♦✉♣❡❞✳

❈♦❡①✐%$❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ %♣❡❝✐❛❧✐%$ ❛♥❞ ❣❡♥❡#❛❧✐%$ ❣❡♥♦$②♣❡% ✐♥ ❤❡$❡#♦❣❡♥❡♦✉% ❧❛♥❞%❝❛♣❡% ✇❛%

✐♥✈❡%$✐❣❛$❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣$❡# ✺ ✉%✐♥❣ ❛ ❞❡♠♦❣#❛♣❤✐❝ ❛♣♣#♦❛❝❤✳ ❲❡ ✉%❡❞ $❤❡ $❡#♠ ❵❞❡♠♦❣#❛♣❤✐❝✬

❜❡❝❛✉%❡ ❧✐❢❡✲❝②❝❧❡ ✇❛% ❞❡%❝#✐❜❡❞ ❡①♣❧✐❝✐$❧② ❛♥❞ ❜❡❝❛✉%❡ ❣❡♥♦$②♣❡% ✇❡#❡ ♣#❡✲❞❡✜♥❡❞✳ ❇♦$❤

❛♣♣#♦❛❝❤❡% ❧❡❛❞ $♦ ❝♦♠♣❛#❛❜❧❡ ❝♦♥❝❧✉%✐♦♥%✿ ❣#♦✉♣❡❞ ❛❧❧♦❝❛$✐♦♥ %$#❛$❡❣✐❡% ❛% ✇❡❧❧ ❛% %❤♦#$

❞✐%♣❡#%❛❧ #❛♥❣❡ ❢❛✈♦✉# %♣❡❝✐❛❧✐%$ ❣❡♥♦$②♣❡% ✇❤❡#❡❛% ♠✐①❡❞ ❛❧❧♦❝❛$✐♦♥ %$#❛$❡❣✐❡% ❛♥❞ ❧❛#❣❡

❞✐%♣❡#%❛❧ #❛♥❣❡ ❢❛✈♦✉# ❣❡♥❡#❛❧✐%$ ❣❡♥♦$②♣❡%✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ♦♥❡ ✐♠♣♦#$❛♥$ ❝♦♥❝❧✉%✐♦♥ ❞✐✛❡#%

❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ $✇♦ ❛♣♣#♦❛❝❤❡%✿ ❛❝❝♦#❞✐♥❣ $♦ ❝❤❛♣$❡# ✺ $❤#❡❡ ❣❡♥♦$②♣❡% ❝❛♥ ❝♦❡①✐%$ ✐♥ ❛ $✇♦✲

❤❛❜✐$❛$ ❧❛♥❞%❝❛♣❡✳ ❚❤✐% ✇❛% ♥❡✈❡# $❤❡ ❝❛%❡ ✐♥ $❤❡ ♣#❡%❡♥$ %$✉❞②✳ ❲❡ ✉♥❞❡#❧✐♥❡ ❤❡#❡ ❛♥

✐♠♣♦#$❛♥$ ❞✐✛❡#❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ❣#❛❞✉❛❧ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥

♣#❡✲❡①✐%$✐♥❣ ❣❡♥♦$②♣❡%✳ ■♥ $❤❡ ✜#%$ ❝❛%❡✱ $❤❡ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡% ✜#%$ $♦✇❛#❞% ❛ ❣❡♥❡#❛❧✐%$

❣❡♥♦$②♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ %$❛❜❧❡ ✭$❤❡ ♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ #❡♠❛✐♥% ♠♦♥♦♠♦#♣❤✐❝✮ ♦# ♥♦$✳ ■$ $❤❡♥

%♣❧✐$% ✐♥$♦ $✇♦ ❝♦❡①✐%$✐♥❣ %♣❡❝✐❛❧✐%$%✳ ❲❤❡♥ ❣❡♥♦$②♣❡% ♣#❡✲❡①✐%$ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦$ ❡✈♦❧✈❡ $❤#♦✉❣❤

♠✉$❛$✐♦♥✱ ✇❡ ♦♥❧② ♦❜%❡#✈❡ $❤❡ ♦✉$♣✉$ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥✳ ❍♦✇ ♠✉❝❤ ✐% ✐$ %$❛❜❧❡ $♦ ♠✉$❛$✐♦♥%❄

❚❤✐% #❡♠❛✐♥% ❛♥ ♦♣❡♥ I✉❡%$✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❞❛♣$✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝% ❢#❛♠❡✇♦#❦ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛# ❛% ❛ ❧✐$$❧❡ ❢❛# ❢#♦♠ $❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ I✉❡%$✐♦♥ ♦❢

$❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ❛❣#✐❝✉❧$✉#❛❧ ❧❛♥❞%❝❛♣❡ %♣❛$✐❛❧ ❤❡$❡#♦❣❡♥❡✐$② ♦♥ ❛❞❛♣$❛$✐♦♥ ❛♥❞ %♣❡❝✐❛❧✐%❛$✐♦♥ ♦❢

♣❛$❤♦❣❡♥%✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ %♦♠❡ ♦❢ ♦✉# #❡%✉❧$% ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ♣#❛❝$✐❝❛❧ ✐♥$❡#❡%$ ❢♦# ❞❡%✐❣♥✐♥❣ %✉%$❛✐♥❛❜❧❡

%$#❛$❡❣✐❡% ❢♦# ❞✐%❡❛%❡ ❝♦♥$#♦❧ ✐♥ ❛❣#✐❝✉❧$✉#❛❧ ❧❛♥❞%❝❛♣❡%✳ ❖✉# #❡%✉❧$% %✉❣❣❡%$ $❤❛$ ❤✐❣❤❧②

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉% ❧❛♥❞%❝❛♣❡% %❡❧❡❝$ ❢♦# ❤✐❣❤❧② %♣❡❝✐❛❧✐%❡❞ ♣❛$❤♦❣❡♥% ❜✉$ ❛❧%♦ $❤❛$ $❤❡%❡ ♣❛$❤♦❣❡♥%

❛#❡ %❡❧❡❝$❡❞ ♠♦#❡ #❛♣✐❞❧②✳ ❈✉❧$✐✈❛# ♠✐①$✉#❡%✱ ❛$ $❤❡ ✜❡❧❞ ♦# $❤❡ ❧❛♥❞%❝❛♣❡ %❝❛❧❡✱ ❛♣♣❡❛# $❤❡♥

❛% ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ♦#❞❡# $♦ ✐♥❝#❡❛%❡ ✈❛#✐❡$❛❧ #❡%✐%$❛♥❝❡ ❞✉#❛❜✐❧✐$② ❢♦# $❤#❡❡ #❡❛%♦♥%✿ ✭✐✮ $❤❡②

❤❛♠♣❡# ♣❛$❤♦❣❡♥ %♣❡❝✐❛❧✐%❛$✐♦♥ ❛♥❞✱ ✐♥ $❤❡ ❝❛%❡ ✇❤❡♥ %♣❡❝✐❛❧✐%$% ❛#❡ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✱ ✭✐✐✮ $❤❡②

%❧♦✇ ❞♦✇♥ %♣❡❝✐❛❧✐%$ ❡✈♦❧✉$✐♦♥ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❧✐♠✐$ $❤❡✐# ❛❞❛♣$❛$✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♣❛#$✐❝✉❧❛# ❝❛%❡

♦❢ $❤❡ ❤✐❡#❛#❝❤✐❝❛❧ ♠❡$❛♣♦♣✉❧❛$✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥$❡#❡%$✐♥❣ ❢#♦♠ $❤❡ ❛❣#✐❝✉❧$✉#❛❧ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇✳

❚❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥$ ♠❛② ❜❡ ❛ ✜❡❧❞ ✇❤❡#❡ ❛ ♠✐①$✉#❡ ♦❢ ✈❛#✐❡$✐❡% ✐% ❣#♦✇♥ ❛♥❞ ✇❤❡#❡ %✉❜♣❧♦$%

✭♣❛$❝❤❡%✮ #❡❝❡✐✈❡ ❞✐✛❡#❡♥$ ✈❛#✐❡$✐❡%✳ ❆❧$❡#♥❛$✐✈❡❧②✱ $❤❡ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥$ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ❛❣#♦%②%$❡♠
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✻✳✻✳ ❉✐$❝✉$$✐♦♥

✇❤❡#❡ ♣❛&❝❤❡( ❛#❡ ✜❡❧❞( ❛♥❞ ❣#♦✉♣( ❛#❡ ❧♦❝❛❧ ♣#♦❞✉❝&✐♦♥ ❜❛(✐♥(✳ ❲❡ (❤♦✇ ❤❡#❡ &❤❛& ♠✐①&✉#❡

(&#❛&❡❣✐❡( ❛#❡ ♦♣&✐♠❛❧ ❢♦# ❞❛♠♣✐♥❣ ♣❛&❤♦❣❡♥ ❛❞❛♣&❛&✐♦♥✳ ▼♦#❡ ❣❡♥❡#❛❧❧②✱ ❧❛♥❞(❝❛♣❡( &❤❛&

✐♥❝#❡❛(❡ &❤❡ ❞✉#❛❜✐❧✐&② ♦❢ #❡(✐(&❛♥& ✈❛#✐❡&✐❡( ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡(✐❣♥❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝#✐&❡#✐♦♥ ❛♥❞

♦♣&✐♠✐(✐♥❣ &❤✐( ❝#✐&❡#✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜#❛♥❝❤✐♥❣ ❝#✐&❡#✐♦♥ ✇❡ ✉(❡❞ ✇❛( ❞❡#✐✈❡❞ ❢#♦♠ ❛♥ ✐♥✈❛(✐♦♥ (&✉❞②

❛♥❞ ❝❤❛#❛❝&❡#✐(❡( &❤❡ (&❛❜✐❧✐&② ♦❢ &❤❡ (✐♥❣✉❧❛# (&#❛&❡❣②✳ ❖✉# (✐♠✉❧❛&✐♦♥( (❤♦✇❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡#✱

&❤❛& &❤✐( ❝#✐&❡#✐♦♥ (❡❡♠( &♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ♣#❡❞✐❝&♦# ♦❢ &❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡✈♦❧✉&✐♦♥❛#② &#❛❥❡❝&♦#②✿ &❤❡
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❜❛;❧❡② ✈❛;✐❡&✐❡%✳ 2❧❛♥( 2❛(❤♦❧♦❣②✱ ✸✸✿✽✾✕✶✵✵✱ ✶✾✽✹✳

❏✳❙✳ ❈❧❛;❦✳ ❇❡②♦♥❞ ♥❡✉&;❛❧ %❝✐❡♥❝❡✳ ❚$❡♥❞5 ✐♥ ❊❝♦❧♦❣② ❛♥❞ ❊✈♦❧✉(✐♦♥✱ ✷✹✿✽✕✶✺✱ ✷✵✵✾✳

❏✳❙✳ ❈❧❛;❦✱ ▼✳ ❉✐❡&③❡✱ ❙✳ ❈❤❛❦;❛❜♦;&②✱ 9✳❑✳ ❆❣❛;✇❛❧✱ ■✳ ■❜❛♥❡③✱ ❙✳ ▲❛❉❡❛✉✱ ❛♥❞ ▼✳ ❲♦❧♦%✐♥✳

❘❡%♦❧✈✐♥❣ &❤❡ ❜✐♦❞✐✈❡;%✐&② ♣❛;❛❞♦①✳ ❊❝♦❧♦❣② ▲❡((❡$5✱ ✶✵✿✻✹✼✻✻✷✱ ✷✵✵✼✳

❏✳❙✳ ❈❧❛;❦✱ ❉✳ ❇❡❧❧✱ ❈✳ ❈❤✉✱ ❇✳ ❈♦✉;❜❛✉❞✱ ▼✳ ❉✐❡&%❡✱ ▼✳ ❍❡;%❤✱ ❏✳ ❍✐❧❧❡❘✐%▲❛♠❜❡;%✱ ■✳ ■❜❛♥❡③✱

❙✳ ▲❛❉❡❛✉✱ ❙✳ ▼❝▼❛❤♦♥✱ ❏✳ ▼❡&❝❛❧❢✱ ❏✳ ▼♦❤❛♥✱ ❊✳ ▼♦;❛♥✱ ▲✳ 9❛♥❣❧❡✱ ❙✳ 9❡❛;%♦♥✱ ❈✳ ❙❛❧❦✱

❩✳ ❙❤❡♥✱ ❉✳ ❱❛❧❧❡✱ ❛♥❞ 9✳ ❲②❝❦♦✛✳ ❍✐❣❤✲❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ❝♦❡①✐%&❡♥❝❡ ❜❛%❡❞ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✈❛;✐❛&✐♦♥✿ ❛ %②♥&❤❡%✐% ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ▼♦♥♦❣$❛♣❤5✱ ✽✵✿✺✻✾✕✻✵✽✱ ✷✵✶✵✳

▼✳ ❈❧❛✈❡;♦ ❛♥❞ ▲✳ ❇;♦&♦♥%✳ ❋✉♥❝&✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛&✐♦♥ ♦❢ ❜✐;❞ ❝♦♠♠✉♥✐&✐❡% ❛❧♦♥❣ ❤❛❜✐&❛&

❣;❛❞✐❡♥&%✿ ❛❝❝♦✉♥&✐♥❣ ❢♦; ♥✐❝❤❡ ♠✉❧&✐❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧✐&②✳ ●❧♦❜❛❧ ❊❝♦❧♦❣② ❛♥❞ ❇✐♦❣❡♦❣$❛♣❤②✱ ✶✾✿

✻✽✹✕✻✾✻✱ ✷✵✶✵✳

◆✳ ❈♦❧❜❛❝❤✱ ❈✳ ❈❧❡;♠♦♥&✲❉❛✉♣❤✐♥✱ ❛♥❞ ❏✳▼✳ ▼❡②♥❛;❞✳ ●❡♥❡%②%✿ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ &❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

❝;♦♣♣✐♥❣ %②%&❡♠ ♦♥ ❣❡♥❡ ❡%❝❛♣❡ ❢;♦♠ ❤❡;❜✐❝✐❞❡ &♦❧❡;❛♥& ;❛♣❡%❡❡❞ ❝;♦♣% &♦ ;❛♣❡ ✈♦❧✉♥&❡❡;%

✲ ✐✳ &❡♠♣♦;❛❧ ❡✈♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ ;❛♣❡%❡❡❞ ✈♦❧✉♥&❡❡;% ✐♥ ❛ ✜❡❧❞✳ ❆❣$✐❝✉❧(✉$❡

❊❝♦5②5(❡♠5 ❛♥❞ ❊♥✈✐$♦♥♠❡♥(✱ ✽✸✿✷✸✺✕✷✺✸✱ ✷✵✵✶❛✳

✶✼✼



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

◆✳ ❈♦❧❜❛❝❤✱ ❈✳ ❈❧❡+♠♦♥.✲❉❛✉♣❤✐♥✱ ❛♥❞ ❏✳▼✳ ▼❡②♥❛+❞✳ ●❡♥❡9②9✿ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ .❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

❝+♦♣♣✐♥❣ 9②9.❡♠ ♦♥ ❣❡♥❡ ❡9❝❛♣❡ ❢+♦♠ ❤❡+❜✐❝✐❞❡ .♦❧❡+❛♥. +❛♣❡9❡❡❞ ❝+♦♣9 .♦ +❛♣❡ ✈♦❧✉♥.❡❡+9

✲ ✐✐✳ ❣❡♥❡.✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡9 ❛♠♦♥❣ ✈♦❧✉♥.❡❡+ ❛♥❞ ❝+♦♣♣❡❞ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥9 ✐♥ ❛ 9♠❛❧❧ +❡❣✐♦♥✳

❆❣&✐❝✉❧.✉&❡ ❊❝♦1②1.❡♠1 ❛♥❞ ❊♥✈✐&♦♥♠❡♥.✱ ✽✸✿✷✺✺✕✷✼✵✱ ✷✵✵✶❜✳

◆✳ ❈♦❧❜❛❝❤✱ ❍✳ ▼♦♥♦❞✱ ❛♥❞ ❈✳ ▲❛✈✐❣♥❡✳ ❆ 9✐♠✉❧❛.✐♦♥ 9.✉❞② ♦❢ .❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲.❡+♠ ❡✛❡❝.9

♦❢ ✜❡❧❞ ♣❛..❡+♥9 ♦♥ ❝+♦99✲♣♦❧❧✐♥❛.✐♦♥ +❛.❡9 ✐♥ ♦✐❧9❡❡❞ +❛♣❡ ✭❇&❛11✐❝❛ ♥❛♣✉1 ▲✳✮✳ ❊❝♦❧♦❣✐❝❛❧

▼♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ✷✷✵✿✻✻✷✕✻✼✷✱ ✷✵✵✾✳

❚✳❊✳ ❈♦♥❞❡9♦ ❛♥❞ ❘✳❑✳ ▼❡❡♥.❡♠❡②❡+✳ ❊✛❡❝.9 ♦❢ ❧❛♥❞9❝❛♣❡ ❤❡.❡+♦❣❡♥❡✐.② ♦♥ .❤❡ ❡♠❡+❣✐♥❣

❢♦+❡9. ❞✐9❡❛9❡ 9✉❞❞❡♥ ♦❛❦ ❞❡❛.❤✳ ❏♦✉&♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦❧♦❣②✱ ✾✺✿✸✻✹✕✸✼✺✱ ✷✵✵✼✳

❇✳❈✳ ❈♦✉❝❤✱ ■✳ ❋✉❞❛❧✱ ▼✳❍✳ ▲❡❜+✉♥✱ ❉✳ ❚❤❛++❡❛✉✱ ❇✳ ❱❛❧❡♥.✱ [✳ ✈❛♥ ❑✐♠✱ ❏✳▲✳ ◆♦..❡❣❤❡♠✱

❛♥❞ ▲✳▼✳ ❑♦❤♥✳ ❖+✐❣✐♥9 ♦❢ ❤♦9.✲9♣❡❝✐✜❝ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥9 ♦❢ .❤❡ ❜❧❛9. ♣❛.❤♦❣❡♥ ▼❛❣♥❛♣♦&.❤❡

♦&②③❛❡ ✐♥ ❝+♦♣ ❞♦♠❡9.✐❝❛.✐♦♥ ✇✐.❤ 9✉❜9❡^✉❡♥. ❡①♣❛♥9✐♦♥ ♦❢ ♣❛♥❞❡♠✐❝ ❝❧♦♥❡9 ♦♥ +✐❝❡ ❛♥❞

✇❡❡❞9 ♦❢ +✐❝❡✳ ●❡♥❡.✐❝1✱ ✶✼✵✿✻✶✸✕✻✸✵✱ ✷✵✵✺✳

❚✳ ❉❛② ❛♥❞ ❙✳ ●❛♥❞♦♥✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛.✐♦♥✲❣❡♥❡.✐❝ ♠♦❞❡❧9 ✐♥ .❤❡♦+❡.✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉.✐♦♥❛+②

❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②✳ ❊❝♦❧♦❣② ▲❡..❡&1✱ ✶✵✿✽✼✻✕✽✽✽✱ ✷✵✵✼✳

❚✳ ❉❛② ❛♥❞ ❙✳❘✳ [+♦✉❧①✳ ❆ ❣❡♥❡+❛❧ .❤❡♦+② ❢♦+ .❤❡ ❡✈♦❧✉.✐♦♥❛+② ❞②♥❛♠✐❝9 ♦❢ ✈✐+✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡

❆♠❡&✐❝❛♥ ◆❛.✉&❛❧✐1.✱ ✶✻✸✿❊✹✵✕❊✻✸✱ ✷✵✵✹✳

▼✳❆✳▼✳ ❞❡ ❆❣✉✐❛+✱ ▼✳ ❇❛+❛♥❣❡+✱ ❊✳▼✳ ❇❛♣.❡9.✐♥✐✱ ▲✳ ❑❛✉❢♠❛♥✱ ❛♥❞ ❨✳ ❇❛+✲❨❛♠✳ ●❧♦❜❛❧

♣❛..❡+♥9 ♦❢ 9♣❡❝✐❛.✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✈❡+9✐.②✳ ◆❛.✉&❡✱ ✹✻✵✿✸✽✹✕✸✽✽✱ ✷✵✵✾✳

❋✳ ❉a❜❛++❡ ❛♥❞ ❙✳ ●❛♥❞♦♥✳ ❊✈♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ 9♣❡❝✐❛❧✐③❛.✐♦♥ ✐♥ ❛ 9♣❛.✐❛❧❧② ❝♦♥.✐♥✉♦✉9 ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥.✳

❏♦✉&♥❛❧ ♦❢ ❊✈♦❧✉.✐♦♥❛&② ❇✐♦❧♦❣②✱ ✷✸✿✶✵✾✵✕✶✵✾✾✱ ✷✵✶✵✳

❋✳ ❉a❜❛++❡ ❛♥❞ ❚✳ ▲❡♥♦+♠❛♥❞✳ ❉✐9.❛♥❝❡✲❧✐♠✐.❡❞ ❞✐9♣❡+9❛❧ ♣+♦♠♦.❡9 ❝♦❡①✐9.❡♥❝❡ ❛. ❤❛❜✐.❛.

❜♦✉♥❞❛+✐❡9✿ +❡❝♦♥9✐❞❡+✐♥❣ .❤❡ ❝♦♠♣❡.✐.✐✈❡ ❡①❝❧✉9✐♦♥ ♣+✐♥❝✐♣❧❡✳ ❊❝♦❧♦❣② ▲❡..❡&1✱ ✶✹✿✷✻✵✕✷✻✻✱

✷✵✶✶✳

❋✳ ❉a❜❛++❡✱ ❚✳ ▲❡♥♦+♠❛♥❞✱ ❛♥❞ ❙✳ ●❛♥❞♦♥✳ ❊✈♦❧✉.✐♦♥❛+② ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣② ♦❢ ❞+✉❣✲+❡9✐9.❛♥❝❡ ✐♥

9♣❛❝❡✳ ?▲♦❙ ❈♦♠♣✉.❛.✐♦♥❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✺✱ ✷✵✵✾✳

❱✳ ❉❡✈✐❝.♦+✱ ❏✳ ❈❧❛✈❡❧✱ ❘✳ ❏✉❧❧✐❛+❞✱ ❙✳ ▲❛✈❡+❣♥❡✱ ❉✳ ▼♦✉✐❧❧♦.✱ ❲✳ ❚❤✉✐❧❧❡+✱ [✳ ❱❡♥❛✐❧✱

❙✳ ❱✐❧❧❡❣❡+✱ ❛♥❞ ◆✳ ▼♦✉^✉❡.✳ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❛9✉+✐♥❣ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ 9♣❡❝✐❛❧✐③❛.✐♦♥✳ ❏♦✉&♥❛❧ ♦❢

❆♣♣❧✐❡❞ ❊❝♦❧♦❣②✱ ✹✼✿✶✺✕✷✺✱ ✷✵✶✵✳

❯✳ ❉✐❡❝❦♠❛♥♥ ❛♥❞ ❘✳ ▲❛✇✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ .❤❡♦+② ♦❢ ❝♦❡✈♦❧✉.✐♦♥✿ ❛ ❞❡+✐✈❛.✐♦♥ ❢+♦♠ 9.♦❝❤❛9.✐❝

❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣+♦❝❡99❡9✳ ❏♦✉&♥❛❧ ♦❢ ▼❛.❤❡♠❛.✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✸✹✿✺✼✾✕✻✶✷✱ ✶✾✾✻✳
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▼✳ ❉♦❡❜❡❧✐ ❛♥❞ ❯✳ ❉✐❡❝❦♠❛♥♥✳ ❙♣❡❝✐❛1✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❡♥✈✐4♦♥♠❡♥1❛❧ ❣4❛❞✐❡♥15✳ ◆❛"✉$❡✱ ✹✷✶✿

✷✺✾✕✷✻✹✱ ✷✵✵✸✳

▼✳ ❉✉4✐♥①✱ ❏✳❆✳❏✳ ▼❡1③✱ ❛♥❞ ●✳ ▼❡5③❡♥❛✳ ❆❞❛♣1✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝5 ❢♦4 ♣❤②5✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② 514✉❝1✉4❡❞

♣♦♣✉❧❛1✐♦♥ ♠♦❞❡❧5✳ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ▼❛"❤❡♠❛"✐❝❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✺✻✿✻✼✸✕✼✹✷✱ ✷✵✵✽✳
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✹✵✻✿✼✶✽✕✼✷✷✱ ✷✵✵✵✳

✶✾✷



❙✉♣♣♦$%✐♥❣ ✐♥❢♦$♠❛%✐♦♥

❆♣♣❡♥❞✐① ✶ ✿

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥❢♦+♠❛-✐♦♥ +❡❧❛-❡❞ -♦ -❤❡ ❜❛②❡1✐❛♥ ❤✐❡+❛+❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦+ ✇❤❡❛- ❧❡❛❢

+✉1- ❡♣✐❞❡♠✐❝1

❆♣♣❡♥❞✐① ✷ ✿

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥❢♦+♠❛-✐♦♥ +❡❧❛-❡❞ -♦ -❤❡ 1-♦❝❤❛1-✐❝ 1✐♠✉❧❛-✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥-

♣❛-❤♦❣❡♥ ❢♦❧✐❛+ ❢✉♥❣✉1 ❞②♥❛♠✐❝1 ♦♥ ❛♥ ❛❣+✐❝✉❧-✉+❛❧ ❧❛♥❞1❝❛♣❡

❆♣♣❡♥❞✐① ✸ ✿

❈♦♠♣✉-❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❜❛1✐❝ +❡♣+♦❞✉❝-✐✈❡ ♥✉♠❜❡+

❆♣♣❡♥❞✐① ✹ ✿

❙✉♣♣♦+-✐♥❣ ✐♥❢♦+♠❛-✐♦♥ +❡❧❛-✐✈❡ -❤❡ ❝❤❛♣-❡+ ✻✱ ❊✈♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ 1♣❡❝✐❛❧✐③❛-✐♦♥ ✐♥

1♣❛-✐❛❧❧② ❤❡-❡+♦❣❡♥❡♦✉1 ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥-1

❆♣♣❡♥❞✐① ✺ ✿

❍>->+♦❣>♥>✐->1 -❡♠♣♦+❡❧❧❡ ❡- 1♣❛-✐♦✲-❡♠♣♦+❡❧❧❡ ❞❛♥1 ✉♥ ♠♦❞@❧❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐A✉❡

❛❞❛♣-❛-✐✈❡

❆♣♣❡♥❞✐① ✻ ✿

B❤❉ ❞❡❢❡♥❝❡ 1❧✐❞❡1

✶✾✸



❆♣♣❡♥❞✐① ✶

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥❢♦*♠❛,✐♦♥ *❡❧❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ ❜❛②❡0✐❛♥ ❤✐❡*❛*❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

❢♦* ✇❤❡❛, ❧❡❛❢ *✉0, ❡♣✐❞❡♠✐❝0

❚❤✐# ❛♣♣❡♥❞✐① ❣✐✈❡# ,❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡,❛✐❧# /❡❧❛,❡❞ ,♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥#,/✉❝,✐♦♥✳ ❲❡ ✜/#, ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ,❤❡

♣♦♣✉❧❛,✐♦♥ ❝♦♠♣♦#✐,✐♦♥ #✉❜✲♠♦❞❡❧ ✇❛# ❝♦♥#,/✉❝,❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ,❤❡♥ ❞❡,❛✐❧ ,❤❡ ❞✐#❡❛#❡ #❡✈❡/✐,②

#✉❜✲♠♦❞❡❧✳

■♥ ♦/❞❡/ ,♦ ♠❛❦❡ ▼❈▼❈ ❝♦♥✈❡/❣❡♥❝❡ ❡❛#✐❡/✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❝♦♥❥✉❣❛,❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦/

,❤❡ ♣♦♣✉❧❛,✐♦♥ ❝♦♠♣♦#✐,✐♦♥ #✉❜✲♠♦❞❡❧✳ ❚❤✉#✱ ❜❡❝❛✉#❡ Yv,t =
(

yv,t,1, · · · , yv,t,P
)

❤❛" ❛

♠✉❧&✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐"&+✐❜✉&✐♦♥ ✇✐&❤ ♣❛+❛♠❡&❡+" Nv,t ❛♥❞ Πv,t =
(

πv,t,1, · · · , πv,t,P

)

✱ ✇❡ "✉♣♣♦"❡❞

&❤❛& Πv,t ❤❛❞ ❛ ❉✐+✐❝❤❧❡& ❞✐"&+✐❜✉&✐♦♥✳ ❆ ✇❛② &♦ "✐♠✉❧❛&❡ ❛ ❉✐+✐❝❤❧❡& ❞✐"&+✐❜✉&✐♦♥ ✇❛"

&♦ ❣❡♥❡+❛&❡ P ✈❛+✐❛❜❧❡" Zv,t,p ❛" Zv,t,p ∼ ●❛♠♠❛

(

Z̄v,t,p, 1
)

✳ πv,t,P ✇❛" &❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛"

Zv,t,p
∑P

i=1 Zv,t,p

✳ ◆♦&❡ &❤❛& Z "❤♦✉❧❞ ♥♦& ❜❡ ❝♦♥"✐❞❡+❡❞ ❛" &❤❡ ❛❝&✉❛❧ "✐③❡ ♦❢ &❤❡ ♣❛&❤♦&②♣❡

♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❜✉& ❛" ❛ "❝❛❧❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ✐♥"&❡❛❞✳ ❙✐♥❝❡ E[Zv,t,p] = Z̄v,t,p✱ ✐& ✇❛" ♣♦""✐❜❧❡ &♦ ❧✐♥❦ &❤❡

πv,t,p &♦ ✇❤❡❛& ✈❛+✐❡&② ❢+❡?✉❡♥❝✐❡" ❛""✉♠✐♥❣ &❤❛& &❤❡ ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥ ♦❢ Zv,t,p ✐" ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② &❤❡

❧❛♥❞"❝❛♣❡ ❝♦♠♣♦"✐&✐♦♥ &❤+♦✉❣❤ &❤❡ +❡❣+❡""✐♦♥ ❡?✉❛&✐♦♥

E[Zv,t,p] = Z̄v,t,p = αv,p +
V
∑

i=1

δi,p βi,p φi,t.

❇❛"❡❞ ♦♥ &❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢+❛♠❡✇♦+❦ ♦❢ &❤❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❝♦♠♣♦"✐&✐♦♥ "✉❜✲♠♦❞❡❧✱ ✇❡

❝♦♥"&+✉❝&❡❞ ❛ ❝♦❤❡+❡♥& ♠♦❞❡❧ ❢♦+ &❤❡ ❞✐"❡❛"❡ "❡✈❡+✐&② "✉❜✲♠♦❞❡❧✳ ▲❡& Xv,t,r,e ❜❡ &❤❡

❞✐"❡❛"❡ "❝♦+❡ ❛&&+✐❜✉&❡❞ &♦ ✈❛+✐❡&② v ②❡❛+ t ♦♥ &+✐❛❧ e ✐♥ +❡❣✐♦♥ r ✐♥ &❤❡ ❆+✈❛❧✐" "✉+✈❡②✱

Xv,t,r,e|µv,t,r, σe ∼ ❇❡&❛

(

µv,t,r, σe

)

✳ ❚❤❡ ❇❡&❛ ❞✐"&+✐❜✉&✐♦♥ ✐" ♣❛+❛♠❡&❡+✐"❡❞ ❜② ✐&" ♠❡❛♥

✈❛❧✉❡ µv,t,r ❛♥❞ "❝❛❧❡ ♣❛+❛♠❡&❡+ σe✳ ❆" ❢♦+ πv,t,p✱ ✇❡ ✐♥&+♦❞✉❝❡❞ &✇♦ "❝❛❧❡ ✈❛+✐❛❜❧❡" Sv,t,r

❛♥❞ S ′v,t,r &❤❛& +❡♣+❡"❡♥& &❤❡ ❞✐"❡❛"❡❞ ❧❡❛❢ ❛+❡❛ ❛♥❞ &❤❡ ❤❡❛❧&❤② ❧❡❛❢ ❛+❡❛ ♦❢ ❛ ✈❛+✐❡&② v✱

+❡"♣❡❝&✐✈❡❧②✱ ❞✉+✐♥❣ ②❡❛+ t ✐♥ &❤❡ ❝❧✐♠❛&✐❝ +❡❣✐♦♥ r✳ ❙✐♥❝❡ ❞✐"❡❛"❡ "❝♦+❡" ❛+❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ &❤❡

"❝♦+✐♥❣ ♣+♦❝❡❞✉+❡ ❛" &❤❡ ♦❜"❡+✈❡❞ ♣+♦♣♦+&✐♦♥ ♦❢ ❞✐"❡❛"❡❞ ❧❡❛❢ ❛+❡❛✱ µv,t,r = E[Xv,t,r,e] ❝❛♥ ❜❡

✐❞❡♥&✐✜❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ♠❡❛♥ ♣+♦♣♦+&✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛❢ ❛+❡❛ &❤❛& ✇❛" ❞✐"❡❛"❡❞ ❢♦+ ✈❛+✐❡&② v ❞✉+✐♥❣ ②❡❛+

t ✐♥ +❡❣✐♦♥ r✳ ❚❤✉"✱ µv,t,r =
Sv,t,r

Sv,t,r + S ′v,t,r
✳ ❚♦ ❦❡❡♣ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦❤❡+❡♥&✱ ✇❡ ❛""✉♠❡❞

&❤❛& Sv,t,r ∼ ●❛♠♠❛

(

S̄v,t,r, 1
)

✳ ❙✐♥❝❡ ❞✐✛❡+❡♥& ♣❛&❤♦&②♣❡" ♠❛② ♣+♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡+❡♥& ❧❡✈❡❧" ♦❢

❞✐"❡❛"❡ "❡✈❡+✐&② ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛+✐❡&②✱ &❤❡ ❡①♣❡❝&❛&✐♦♥ ♦❢ Sv,t,r ❞❡♣❡♥❞" ♦♥ &❤❡ ❝♦♠♣♦"✐&✐♦♥ ♦❢

&❤❡ ♣❛&❤♦❣❡♥ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ &❤+♦✉❣❤ &❤❡ +❡❣+❡""✐♦♥ ❡?✉❛&✐♦♥

E[Sv,t,r] = S̄v,t,r = a0v + a1t + a2r +
P−1
∑

j=1

δv,j bv,j πv,t,j.



❋♦" ✐❞❡♥'✐✜❛❜✐❧✐'② "❡❛-♦♥-✱ S ′v,t,r ✇❛- ✜①❡❞ ❛ ♣"✐♦"✐✳

❲❡ ♣"♦✈✐❞❡ ❜❡❧♦✇ '❤❡ ❏❆●❙ -❝"✐♣' '♦ ✜' '❤❡ ♠♦❞❡❧ '♦ '❤❡ '❤"❡❡ ❞❛'❛-❡'- ♦♥ ✇❤❡❛' ❧❡❛❢

"✉-'✳

♠♦❞❡❧

④

★★★ ❛ ♣)✐♦)✐ ★★★

❢♦) ✭✈ ✐♥ ✶✿❱✮

④

❛✵❬✈❪ ⑦ ❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

❜✶❬✈❪ ⑦ ❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

❜✷❬✈❪ ⑦ ❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

❜✸❬✈❪ ⑦ ❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

❜✹❬✈❪ ⑦ ❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

❜✺❬✈❪ ⑦ ❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

❢♦) ✭♣ ✐♥ ✶✿✭>✲✶✮✮

④

❛❧♣❤❛❬✈✱♣❪ ⑦ ❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

⑥

⑥

❢♦) ✭B ✐♥ ✶✿❚✮

④

❛✶❬B❪ ⑦ ❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

⑥

❢♦) ✭) ✐♥ ✶✿❘✮

④

❛✷❬)❪ ⑦ ❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

⑥

❢♦) ✭♣ ✐♥ ✶✿✭>✲✶✮✮

④

❜❡B❛✶❬♣❪⑦❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

❜❡B❛✷❬♣❪⑦❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

❜❡B❛✸❬♣❪⑦❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

❜❡B❛✹❬♣❪⑦❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮



❜❡"❛✺❬♣❪⑦❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

❜❡"❛✻❬♣❪⑦❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

❜❡"❛✼❬♣❪⑦❞✉♥✐❢✭✵✱✶✵✵✵✵✮

⑥

❢♦7 ✭❡ ✐♥ ✶✿❊✮

④

;✐❣❬❡❪ ⑦ ❞✉♥✐❢✭✵✱✶✮

⑥

★★★ ♠❡"❛ ♠♦❞❡❧ ★★★

★ ❙❜❛7 ♠♦❞❡❧

❢♦7 ✭✈ ✐♥ ✶✿❱✮

④

❢♦7 ✭" ✐♥ ♣7❡♠❬✈❪✿❞❡7❬✈❪✮

④

❢♦7 ✭7 ✐♥ ✶✿❘✮

④

❙❜❛7❬✈✱"✱7❪ ❁✲ ❛✵❬✈❪✰ ❛✶❬"❪ ✰ ❛✷❬7❪

✰ ❜✶❬✈❪✯I7♦♣❬✈✱"✱✶❪✯❉❊▲❚❆✶❬✈❪

✰ ❜✷❬✈❪✯I7♦♣❬✈✱"✱✷❪✯❉❊▲❚❆✷❬✈❪

✰ ❜✸❬✈❪✯I7♦♣❬✈✱"✱✸❪✯❉❊▲❚❆✸❬✈❪

✰ ❜✹❬✈❪✯I7♦♣❬✈✱"✱✹❪✯❉❊▲❚❆✹❬✈❪

✰ ❜✺❬✈❪✯I7♦♣❬✈✱"✱✺❪✯❉❊▲❚❆✺❬✈❪

⑥

⑥

⑥

★ ❩❜❛7 ♠♦❞❡❧

❢♦7 ✭✈ ✐♥ ✶✿❱✮

④

❢♦7 ✭" ✐♥ ♣7❡♠❬✈❪✿❞❡7❬✈❪✮

④

❩❬✈✱"✱I❪ ❁✲ ✶

❢♦7 ✭♣ ✐♥ ✶✿✭I✲✶✮✮

④

❩❜❛7❬✈✱"✱♣❪ ❁✲ ❛❧♣❤❛❬✈✱♣❪



✰ ❜❡#❛✶❬♣❪✯♣❤✐❬✶✱#❪✯❞❡❧#❛✶❬♣❪

✰ ❜❡#❛✷❬♣❪✯♣❤✐❬✷✱#❪✯❞❡❧#❛✷❬♣❪

✰ ❜❡#❛✸❬♣❪✯♣❤✐❬✸✱#❪✯❞❡❧#❛✸❬♣❪

✰ ❜❡#❛✹❬♣❪✯♣❤✐❬✹✱#❪✯❞❡❧#❛✹❬♣❪

✰ ❜❡#❛✺❬♣❪✯♣❤✐❬✺✱#❪✯❞❡❧#❛✺❬♣❪

✰ ❜❡#❛✻❬♣❪✯♣❤✐❬✻✱#❪✯❞❡❧#❛✻❬♣❪

✰ ❜❡#❛✼❬♣❪✯♣❤✐❬✼✱#❪✯❞❡❧#❛✼❬♣❪

⑥

⑥

⑥

★ ♠✉ ❛♥❞ ♣✐ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥

❢♦= ✭✈ ✐♥ ✶✿❱✮

④

❢♦= ✭# ✐♥ ♣=❡♠❬✈❪✿❞❡=❬✈❪✮

④

❢♦= ✭= ✐♥ ✶✿❘✮

④

❙❬✈✱#✱=❪ ⑦ ❞❣❛♠♠❛✭❙❜❛=❬✈✱#✱=❪✱✶✮

♠✉❬✈✱#✱=❪ ❁✲ ❙❬✈✱#✱=❪✴✭❙❬✈✱#✱=❪✰✺✮

⑥

❢♦= ✭♣ ✐♥ ✶✿K✮

④

❩❬✈✱#✱♣❪ ⑦ ❞❣❛♠♠❛✭❩❜❛=❬✈✱#✱♣❪✱✶✮

♣✐❬✈✱#✱♣❪ ❁✲ ❩❬✈✱#✱♣❪✴M✉♠✭❩❬✈✱#✱❪✮

⑥

⑥

⑥

★★★ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ★★★

★ ❝♦♠♣♦M✐#✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛❢ =✉M# ♣♦♣✉❧❛#✐♦♥

❢♦= ✭✈ ✐♥ ✶✿❱✮

④

❢♦= ✭# ✐♥ ♣=❡♠❬✈❪✿❞❡=❬✈❪✮

④

❨❬✈✱#✱✶✿K❪ ⑦ ❞♠✉❧#✐✭♣✐❬✈✱#✱❪✱◆❬✈✱#❪✮

❨=❡♣❬✈✱#✱✶✿K❪ ⑦ ❞♠✉❧#✐✭♣✐❬✈✱#✱❪✱◆❬✈✱#❪✮ ★♣=❡❞✐❝#✐♦♥



⑥

⑥

★ ❨#❡♣ ✈❡❝(♦#✐+❛(✐♦♥

❢♦# ✭✐ ✐♥ ✶✿◆❨#❡♣✮

④

✈❡❝❨#❡♣❬✐❪ ❁✲ ❨#❡♣❬✈❛#✐❡(❡❨❬✐❪✱❛♥♥❡❡❨❬✐❪✱♣❛(❤♦❨❬✐❪❪

⑥

★ ❜❡(❛ ♣❛#❛♠❡(#✐③❛(✐♦♥

❢♦# ✭✈ ✐♥ ✶✿❱✮

④

❢♦# ✭( ✐♥ ♣#❡♠❬✈❪✿❞❡#❬✈❪✮

④

❢♦# ✭# ✐♥ ✶✿❘✮

④

❢♦# ✭❡ ✐♥ ✶✿❊✮

④

♣✶❬✈✱(✱#✱❡❪ ❁✲ ✭✭✶✲✭+✐❣❬❡❪✯+✐❣❬❡❪✮✮✯✭✶✲♠✉❬✈✱(✱#❪✮✮✴✭+✐❣❬❡❪✯+✐❣❬❡❪✮

♣✷❬✈✱(✱#✱❡❪ ❁✲ ✭✭✶✲✭+✐❣❬❡❪✯+✐❣❬❡❪✮✮✯♠✉❬✈✱(✱#❪✮✴✭+✐❣❬❡❪✯+✐❣❬❡❪✮

⑥

⑥

⑥

⑥

★ ❞✐+❡❛+❡ +❝♦#❡+

❢♦#✭✐ ✐♥ ✶✿◆❳✮

④

❳❬✐❪ ⑦ ❞❜❡(❛✭♣✶❬✈❛#✐❡(❡❬✐❪✱❛♥♥❡❡❬✐❪✱#❡❣✐♦♥❬✐❪✱❡++❛✐❬✐❪❪✱

♣✷❬✈❛#✐❡(❡❬✐❪✱❛♥♥❡❡❬✐❪✱#❡❣✐♦♥❬✐❪✱❡++❛✐❬✐❪❪✮

❳#❡♣❬✐❪ ⑦ ❞❜❡(❛✭♣✶❬✈❛#✐❡(❡❬✐❪✱❛♥♥❡❡❬✐❪✱#❡❣✐♦♥❬✐❪✱❡++❛✐❬✐❪❪✱

♣✷❬✈❛#✐❡(❡❬✐❪✱❛♥♥❡❡❬✐❪✱#❡❣✐♦♥❬✐❪✱❡++❛✐❬✐❪❪✮ ★♣#❡❞✐❝(✐♦♥

⑥



❆♣♣❡♥❞✐① ✷

❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥❢♦*♠❛,✐♦♥ *❡❧❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ .,♦❝❤❛.,✐❝ .✐♠✉❧❛,✐♦♥ ♠♦❞❡❧

♦❢ ❛ ♣❧❛♥, ♣❛,❤♦❣❡♥ ❢♦❧✐❛* ❢✉♥❣✉. ❞②♥❛♠✐❝. ♦♥ ❛♥ ❛❣*✐❝✉❧,✉*❛❧

❧❛♥❞.❝❛♣❡

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐( ❜❛(❡❞ ♦♥ ,❤❡ ❜✐♦❧♦❣② ♦❢ ❛ ♣❧❛♥, ♣❛,❤♦❣❡♥ ❢♦❧✐❛1 ❢✉♥❣✉( ❧✐❦❡ ✇❤❡❛, ❧❡❛❢ 1✉(,

✭ ✉❝❝✐♥✐❛ &'✐&✐❝✐♥❛ ♦♥ ❚'✐&✐❝✉♠ ❛❡+&✐✈✉♠✮✳  ✉❝❝✐♥✐❛ &'✐&✐❝✐♥❛ ✐( ❛♥ ❛✐1✲❜♦1♥❡ ❜❛(✐❞✐♦♠②❝❡,❡

❢✉♥❣✉( (,1✐❝,❧② ❜✐♦,1♦♣❤❡ ✭❇♦❧,♦♥ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❲❤❡❛, ❧❡❛❢ 1✉(, ❡♣✐❞❡♠✐❝( 1❡(✉❧, ❢1♦♠ ,❤❡

(❡❝❝❡((✐♦♥ ♦❢ ❛(❡①✉❛❧ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡( ✭❋✐❣✉1❡ ✶ ❛♥❞ C❛1✐❛✉❞✱ ✷✵✵✽✮✳ ❖♥❝❡ ❞❡♣♦(✐,❡❞ ♦♥ ,❤❡ ❤♦(,

❛♥❞ ❣❡1♠✐♥❛,❡❞✱ (♣♦1❡( ,❤❛, ❤❛✈❡ ♣❡♥❡,1❛,❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❧❡❛❢ ❣✐✈❡ ❧❛,❡♥, ❧❡(✐♦♥( ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣

(,1✉❝,✉1❡( ❢♦1 ❤♦(, ❡①♣❧♦,❛,✐♦♥ 1❡(♦✉1❝❡(✳ ❚❤❡♥ ,❤❡ ❧❡(✐♦♥( ♣1♦❞✉❝❡ (♣♦1❡( ❛♥❞ ❞✐❡✳

❋✐❣✉1❡ ✶✿  ✉❝❝✐♥✐❛ &'✐&✐❝✐♥❛ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡✳ ❋1♦♠ C❛1✐❛✉❞ ✭✷✵✵✽✮



❆ ❤♦#$ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ #❡❡♥ ❛# ❛ #❡$ ♦❢ ✐♥❢❡❝$✐♦♥ #✐$❡# ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❥✉#$ ♦♥❡ ❧❡#✐♦♥

❝♦✉❧❞ ❞❡✈❡❧♦♣✳ ❚❤✉#✱ ✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞♦ ♥♦$ ❝♦♥#✐❞❡7 ❤♦#$ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧# ❜✉$ $♦$❛❧ ✐♥❢❡❝$✐♦♥

#✐$❡# ♣7❡#❡♥$ ✐♥ ❛ ♣❛$❝❤✳ ✭9❛7✐❛✉❞✱ ✷✵✵✽✮ #❤♦✇❡❞ ❛❧#♦ $❤❛$ $❤❡ $♦$❛❧ ♥✉♠❜❡7 ♦❢ ❡♠✐$$❡❞ #♣♦7❡#

♣❡7 #✉7❢❛❝❡ ✉♥✐$ ♦❢ #♣♦7✉❧❛$✐♥❣ $✐##✉❡ ❥✉#$ ❡①❤✐❜✐$❡❞ ❛ #♠❛❧❧ ❧✐♥❡❛7 ❞❡❝7❡❛#❡ ✇❤❡♥ #♣♦7✉❧❛$✐♥❣

❧❡#✐♦♥# ❞❡♥#✐$② ✐♥❝7❡❛#❡#✳ ❙♦✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦$ ❝♦♥#✐❞❡7 ❛❝$✐✈❡ ❝♦♠♣❡$✐$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ❧❡#✐♦♥#✳ ❲❡

❞❡#❝7✐❜❡ ❜❡❧♦✇ ❡❛❝❤ #$❡♣ ♦❢ $❤❡ #$♦❝❤❛#$✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✐$# ♠♦7❡ ❣❡♥❡7❛❧ ✈❡7#✐♦♥✳

✶✳ ❈♦♠♣✉$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ #♣♦7❡ ❝❧♦✉❞ ❝♦♠♣♦#✐$✐♦♥ ❛77✐✈✐♥❣ ✐♥ ♣❛$❝❤ j✿

Sj,p(t) =
m
∑

i=1

Multi
(

rv(i),pIi,p(t− 1),
[

mi1, · · · ,mim

])

j
.

✷✳ ❉❡$❡7♠✐♥❛$✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥$❛♠✐♥❛$❡❞ #✐$❡#✿

✭❛✮ ✐♥❢❡❝$✐♦♥ #✐$❡# ❛❝❝❡##✐❜✐❧✐$② ✐♥ ♣❛$❝❤ j✿

πj(t) = f

(

Hj(t− 1)

Kj

)

, f(x) = ξ ·
(

1− e−κ·x
σ − e−κ

1− e−κ

)

∀x ∈ [0, 1].

❲❤❡7❡ ξ ✐# $❤❡ $❤7❡#❤♦❧❞ ♣❛7❛♠❡$❡7 ❛♥❞ κ ❛♥❞ σ ❛7❡ $✇♦ ❢♦7♠ ♣❛7❛♠❡$❡7# ✭κ > 0

❛♥❞ σ > 0✮✳ ❋✐❣✉7❡ ✷ ❣✐✈❡# #♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡# ❢♦7 f(.)✳

✭❜✮ ❆❝❝❡##✐❜❧❡ ✐♥❢❡❝$✐♦♥ #✐$❡#✿

H ′
j(t) ∼ Bin (Hj(t− 1), πj(t)) .

✭❝✮ ❘❡♣❛7$✐$✐♦♥ ♦❢ ❛❝❝❡##✐❜❧❡ ✐♥❢❡❝$✐♦♥ #✐$❡# ❛♠♦♥❣ ♣❛$❤♦❣❡♥ #$7❛✐♥#✿

H ′′
j (t) ∼Multi

(

H ′
j(t),

[

Sj,1(t)
∑P

p=1 Sj,p(t)
, · · · , Sj,P (t)

∑P
p=1 Sj,p(t)

])

.

✭❞✮ ❘❡❣✉❧❛$✐♦♥ ❜② ❞✐#♣♦♥✐❜❧❡ #♣♦7❡#✿

S ′j,p(t) = min
(

H ′′
j,p(t), Sj,p(t)

)

.

✸✳ ■♥❢❡❝$❡❞ ✐♥❢❡❝$✐♦♥ #✐$❡#✿

(Hj(t− 1)→ Lj,p(t)) ∼ Bin
(

S ′j,p(t), ev(i),p
)

.

▲❛$❡♥$ ❛♥❞ #♣♦7✉❧❛$✐♥❣ ❧❡#✐♦♥# ❛7❡ ❞❡$❡7♠✐♥❡❞ ❛# ❢♦❧❧♦✇✿✿

(Lj,p(t− 1)→ Ij,p(t)) ∼ Bin

(

Lj,p(t− 1), 1− e
− 1

τv(j),p

)

,



(Ij,p(t− 1)→ Rj,p(t)) ∼ Bin

(

Ij,p(t− 1), 1− e
− 1

Tv(j),p

)

.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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1
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❋✐❣✉$❡ ✷✿ π ❢✉♥❝+✐♦♥ ❢♦$ -❡✈❡$❛❧ ♣❛$❛♠❡+❡$- κ ❛♥❞ σ✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡✿ κ = 6✱ σ = 6❀ ❞❛-❤❡❞ ❧✐♥❡✿
κ = 10✱ σ = 1❀ ❞♦++❡❞ ❧✐♥❡✿ κ = 1✱ σ = 10❀ ❞❛-❤✲❞♦+ ❧✐♥❡✿ κ = 1✱ σ = 1✳



❆♣♣❡♥❞✐① ✸

❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❜❛-✐❝ /❡♣/♦❞✉❝%✐✈❡ ♥✉♠❜❡/

❚❤❡ ❞❡$❡%♠✐♥✐)$✐❝ ✈❡%)✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡)❝%✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣$❡% ✸ ✐) )②♥$❤❡)✐)❡❞ ❢♦% ♣❛$❝❤ i

✭i = 1, ..., N✮ ❜② $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )②)$❡♠ ♦❢ ❡8✉❛$✐♦♥)✿











































dHi

dt
= −ev(i) · πi ·

∑N
j=1 r ·mji · Ij,

dLi

dt
= ev(i) · πi

∑N
j=1 r ·mji · Ij − 1

τ
· Li,

dIi
dt

= 1
τ
· Li − 1

T
· Ii,

dRi

dt
= 1

T
· Ii,

✭✶✮

✇❤❡%❡ v(i) ❞❡♥♦$❡) $❤❡ ✈❛%✐❡$② ♣%❡)❡♥$ ✐♥ ♣❛$❝❤ i✱ eu ✐) $❤❡ ✐♥❢❡❝$✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ $❤❡ ♣❛$❤♦❣❡♥

♦♥ ✈❛%✐❡$② u✱ πi ✐) $❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐$② ❢♦% ❛ )♣♦%❡ $♦ ❡♥❝♦✉♥$❡% ❛ ❢%❡❡ ✐♥❢❡❝$✐♦♥ )✐$❡ ✐♥ ♣❛$❝❤ i✱

r ✐) $❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ )♣♦%❡) ♣%♦❞✉❝❡❞ ♣❡% ❞❛② ❜② ❛ )♣♦%✉❧❛$✐♥❣ ❧❡)✐♦♥✱ mji ✐) $❤❡ ♣%♦♣♦%$✐♦♥

♦❢ )♣♦%❡) ❡♠✐$$❡❞ ❜② ♣❛$❝❤ j $❤❛$ ❧❛♥❞ ✐♥ ♣❛$❝❤ i✱ τ ✐) $❤❡ ❧❛$❡♥❝② ❞✉%❛$✐♦♥ ❛♥❞ T ✐) $❤❡

❞✉%❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♥❢❡❝$✐♦✉) ♣❡%✐♦❞✳

❲✐$❤ $❤❡ ♥❡①$✲❣❡♥❡%❛$✐♦♥ ♠❛$%✐① ♠❡$❤♦❞ ✭✈❛♥ ❞❡♥ ❉%✐❡))❝❤❡ ❛♥❞ ❲❛$♠♦✉❣❤✱ ✷✵✵✷✮✱ ✇❡

♦♥❧② ♥❡❡❞ $♦ ❝♦♥)✐❞❡% $❤❡ ❞②♥❛♠✐❝) ♦❢ $❤❡ ✐♥❢❡❝$❡❞ )$❛$❡)✱ $♦ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ ❜❛)✐❝ %❡♣%♦❞✉❝$✐✈❡

♥✉♠❜❡%✱ R0✳ ❈♦♥)✐❞❡%✐♥❣ ❛❧❧ ♣❛$❝❤❡)✱ ✐$ ❢♦❧❧♦✇) ❢%♦♠ ❡8✉❛$✐♦♥ ✭✶✮✿















































dL1

dt
= ev(1) · π1

∑N
j=1 r ·mj1 · Ij − 1

τ
· L1,

✳

✳

✳

dLN

dt
= ev(N) · πN

∑N
j=1 r ·mjN · Ij − 1

τ
· LN ,

dI1
dt

= 1
τ
· L1 − 1

T
· I1.

✳

✳

✳

dIN
dt

= 1
τ
· LN − 1

T
· IN .

✭✷✮
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❚❤❡ ♥❡①% ❣❡♥❡'❛%✐♦♥ ♠❛%'✐① ✐, %❤❡♥ ❡-✉❛❧ %♦✿

1K FV -
= - =

0

.

0

( )v i jiTre m
( )v i jiTre m

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡, ♦❢ K ❛'❡ 0✱ ✇✐%❤ ♠✉❧%✐♣❧✐❝✐%② N ✱ ❛♥❞ %❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ N × N

,✉❜♠❛%'✐① A =
(

Trev(i)mji

)

✳ R0 ✐, %❤✉, ❡-✉❛❧ %♦ %❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥% ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ A✳ ■% ✐,

❝♦♠♣✉%❡❞ ♥✉♠❡'✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦'❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ❧❛♥❞,❝❛♣❡ ,%'✉❝%✉'❡✳



❆♣♣❡♥❞✐① ✹

❙✉♣♣♦$%✐♥❣ ✐♥❢♦$♠❛%✐♦♥ $❡❧❛%✐✈❡ %❤❡ ❝❤❛♣%❡$ ✻✿ ❊✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢

4♣❡❝✐❛❧✐③❛%✐♦♥ ✐♥ 4♣❛%✐❛❧❧② ❤❡%❡$♦❣❡♥❡♦✉4 ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥%4

■♥ "❤❡%❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✐" ✐% ❛%%✉♠❡❞ "❤❛" "❤❡ ♠❛".✐① A(x1, x2) ✐% ♣.✐♠✐"✐✈❡ ✭♦. ♣♦%✐"✐✈❡ .❡❣✉❧❛.✮

"❤❛" ✐% "❤❡.❡ ❡①✐%"% ❛♥ ✐♥"❡❣❡. k %✉❝❤ "❤❛" Ak(x1, x2) ❤❛% ❛❧❧ ❡♥".✐❡% %".✐❝"❧② ♣♦%✐"✐✈❡ ❢♦.

❛♥② x1 ❛♥❞ ❛♥② x2 ✐♥ "❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉.❤♦♦❞ ♦❢ x1✳ ❚❤❡♥ A(x1, x2) ❤❛% ❛ ❞♦♠✐♥❛♥" ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡

λ1(x1, x2) "❤❛" ✐% ♣♦%✐"✐✈❡✱ %".✐❝❧"② ❣.❡❛"❡. ✐♥ ♠❛❣♥✐"✉❞❡ "❤❛♥ "❤❡ ♦"❤❡. ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡% ❛♥❞ %✐♠♣❧❡

✭❈❛%✇❡❧❧✱ ✷✵✵✶✱ ❝❤❛♣"❡. ✹✮✳ r1(x1, x2) ❛♥❞ l1(x1, x2) ❞❡♥♦"❡ "❤❡ .✐❣❤" ❛♥❞ ❧❡❢" ❡✐❣❡♥✈❡❝"♦.%

♦❢ "❤❡ ♠❛".✐① A(x1, x2) ❛%%♦❝✐❛"❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥" ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✳ ❋♦. %✐♠♣❧✐❝✐"② ❛❧❧ "❤❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡% ❛♥❞ "❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝"♦.% ♦❢ A(x1, x2) ❛.❡ ❛%%✉♠❡❞ "♦ ❜❡ .❡❛❧ ✐♥ "❤✐% ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❊✈♦❧✉%✐♦♥❛)② ♦✉%❝♦♠❡.

❙✐♥❣✉❧❛' ()'❛)❡❣②

❲❡ ❝♦♥%✐❞❡. ❛ ♠✉"❛♥" ✇✐"❤ ".❛✐" x2 ✐♥ ❛ ♠♦♥♦♠♦.♣❤✐❝ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ✇✐"❤ ".❛✐" x1✳ ❚❤❡

✜"♥❡%% ❣.❛❞✐❡♥" D(x1, x2) ✐% ❡D✉❛❧ "♦ ✭❈❛%✇❡❧❧✱ ✷✵✵✶✱ ❈❤❛♣"❡. ✾✱ ❡D♥✳ ✾✳✶✵✮✿

D(x1, x2) =
∂ ln(λ1(x1, x2))

∂x2

=
1

λ1(x1, x2)
·∂λ1(x1, x2)

∂x2

=
1

λ1(x1, x2)
·
l′1(x1, x2)

∂A(x1,x2)
∂x2

r1(x1, x2)

l′1(x1, x2)r1(x1, x2)
,

✇❤❡.❡ ♣.✐♠❡ ❞❡♥♦"❡% ".❛♥%♣♦%✐"✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ [A(x1, x2)]jj′ =
µj′jK̄j

µ+j
· fh(j)(x2)

fh(j)(x1)
✱

[

∂A(x1, x2)

∂y

]

jj′
= −µj′jK̄j

µ+j

· fh(j)(x2)

fh(j)(x1)
· x2 − βh(j)

σ2
.

❙♦✱

l′1(x1, x2)
∂A(x1, x2)

∂x2

r1(x1, x2) = l′1(x1, x2)∆(x2)A(x1, x2)r1(x1, x2)

✇❤❡&❡ ∆(x2) ❞❡♥♦)❡* )❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛)&✐① ✇❤♦*❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥)* ❛&❡ [∆(x2)]jj =

−x2−βh(j)

σ2 ✳ ❇❡❝❛✉*❡ r1(x1, x2) ✐* )❤❡ &✐❣❤) ❡✐❣❡♥✈❡❝)♦& ♦❢ )❤❡ ♠❛)&✐① A(x1, x2) ❛**♦❝✐❛)❡❞

✇✐)❤ )❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥) ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ1(x1, x2) ✐) ❢♦❧❧♦✇* )❤❛)✱ l′1(x1, x2)
∂A(x1,x2)

∂x2
r1(x1, x2) =

l′1(x1, x2)∆(x2)λ1(x1, x2)r1(x1, x2) ❛♥❞

D(x1, x2) =
l′1(x1, x2)∆(x2)r1(x1, x2)

l′1(x1, x2)r1(x1, x2)
.

[A(x1, x2)]jj′ =
µj′jK̄j

µ+j
*♦ ✐)* ❞♦♠✐♥❛♥) ❡✐❣❡♥ ✈❛❧✉❡ ✐* 1✳ ❙✐♥❝❡ [r1(x1, x1)]j = K̄j )❤❡ ✜)♥❡**

❣&❛❞✐❡♥) )❛❦❡♥ ❛) x2 = x1✱ D(x1, x1) ✐* ❡9✉❛❧ )♦

D(x1, x1) =−
∑

j [l1(x1, x1)]j K̄j
x1−βh(j)

σ2
∑

j [l1(x1, x1)]j K̄j

= −x1 − x⋆

σ2
,

x⋆ =

∑

j K̄j [l1(x1, x1)]j βh(j)
∑

j K̄j [l1(x1, x1)]j
=

∑

j

K̄j [l1(x1, x1)]j
∑

j′ K̄j′ [l1(x1, x1)]j′
βh(j).

✭✸✮



❆ !"#❛"❡❣② ✐! !✐♥❣✉❧❛# ✐✛ "❤❡ ✜"♥❡!! ❣#❛❞✐❡♥" D(x1, x1) ✐! ③❡#♦✳ ❚❤✉! x⋆
✐! "❤❡ !✐♥❣✉❧❛#

!"#❛"❡❣②✳

❙!❛❜✐❧✐!② ♦❢ !❤❡ +✐♥❣✉❧❛/ +!/❛!❡❣②

❋#♦♠ ❊7✉❛"✐♦♥ ✸✱ dD(x1, x1)/dx = −1/σ2 < 0✱ "❤✉! "❤❡ !✐♥❣✉❧❛# !"#❛"❡❣② x⋆
✐! ❛❧✇❛②!

❝♦♥✈❡#❣❡♥❝❡ !"❛❜❧❡ ✭●❡#✐"③ ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳

■♥ ♦#❞❡# "♦ ❦♥♦✇ ✐❢ "❤❡ !"#❛"❡❣② x⋆
✐! ❡✈♦❧✉"✐♦♥❛#② !"❛❜❧❡✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛"❡

∂2s(x⋆, x2)/∂x
2
2 |x2=x⋆

✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

∂2s(x⋆, x2)

∂x2
2

|x⋆ =
∂2 ln(λ1(x

⋆, x2))

∂x2
2

|x⋆

=

[

1

λ1(x⋆, x2)

∂2λ1(x
⋆, x2)

∂x2
2

− 1

λ1(x⋆, x2)2
(
∂λ1(x

⋆, x2)

∂x2

)2
]

|x⋆

=

[

1

λ1(x⋆, x2)

∂2λ1(x
⋆, x2)

∂x2
2

−D(x⋆, x2)
2

]

|x⋆

=
∂2λ1(x

⋆, x2)

∂x2
2

|x⋆ ,

!✐♥❝❡ λ1(x
⋆, x⋆) = 1 ❛♥❞ D(x⋆, x⋆) = 0✳ ❯!✐♥❣ "❤❛"✿

∂λ1(x
⋆, x2)

∂x2

=
l′1(x

⋆, x2)
∂A(x⋆,x2)

∂x2
r1(x

⋆, x2)

l′1(x
⋆, x2)r1(x⋆, x2)

✇❡ ❤❛✈❡✿

∂2s(x⋆, x2)

∂x2
2

|x⋆=

[

∂ 1
l′1(x

⋆,x2)r1(x⋆,x2)

∂x2

l′1(x
⋆, x2)

∂A(x⋆, x2)

∂x2

r1(x
⋆, x2)

+
1

l′1(x
⋆, x2)r1(x⋆, x2)

{∂l
′
1(x

⋆, x2)

∂x2

∂A(x⋆, x2)

∂x2

r1(x
⋆, x2)

+ l′1(x
⋆, x2)

∂2A(x⋆, x2)

∂2x2

r1(x
⋆, x2) + l′1(x

⋆, x2)
∂A(x⋆, x2)

∂x2

∂r1(x
⋆, x2)

∂x2

}
]

|x⋆

=
1

l′1(x
⋆, x⋆)r1(x⋆, x⋆)

[

∂l′1(x
⋆, x2)

∂x2

∂A(x⋆, x2)

∂x2

r1(x
⋆, x2)

+ l′1(x
⋆, x2)

∂2A(x⋆, x2)

∂2x2

r1(x
⋆, x2)

+ l′1(x
⋆, x2)

∂A(x⋆, x2)

∂x2

∂r1(x
⋆, x2)

∂x2

]

|x⋆

❛! l′1(x
⋆, x2)

∂A(x⋆,x2)
∂x2

r1(x
⋆, x2) ✐! ③❡#♦ ❛" x

⋆
✳

❋✐"#$ $❡"♠ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ ❚❤❡ ✜#!" ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ A(x⋆, x2) ✐! λ1(x
⋆, x2)✳ ▲❡" λk(x

⋆, x2)

❜❡ "❤❡ kth
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ A(x⋆, x2) ✭k ≥ 2✮ ❛♥❞ lk(x

⋆, x2) ❛♥❞ rk(x
⋆, x2) ❜❡ #❡!♣❡❝"✐✈❡❧②✱ "❤❡ ❧❡❢"



❛♥❞ #✐❣❤' ❡✐❣❡♥✈❡❝'♦#, ❛,,♦❝✐❛'❡❞ ✇✐'❤ λk(x
⋆, x2)✳ ■' ✐, ❛,,✉♠❡❞ '❤❛' '❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝'♦#, ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ,❝❛❧❡❞ ,♦ '❤❛' l′k(x
⋆, x2)rk(x

⋆, x2) = 1✱ l′k(x
⋆, x2)rk′(x

⋆, x2) = 0 ❢♦# k 6= k′✳ ❆❝❝♦#❞✐♥❣ '♦

❈❛,✇❡❧❧ ✭✷✵✵✶✱ ❝❤❛♣'❡# ✾✱ ❡>♥✳ ✾✳✶✸✷✮✱

∂l1(x
⋆, x2)

∂x2

=
∑

k,k 6=1

〈

∂A′(x⋆,x2)
∂x2

l1(x
⋆, x2), rk(x

⋆, x2)
〉

λ1(x⋆, x2)− λk(x⋆, x2)
lk(x

⋆, x2)

=
∑

k,k 6=1

rk(x
⋆, x2)

′ (∆(x2)A(x
⋆, x2))

′ l1(x
⋆, x2)

λ1(x⋆, x2)− λk(x⋆, x2)
lk(x

⋆, x2)

=
∑

k,k 6=1

rk(x
⋆, x2)

′A′(x⋆, x2)∆
′(x2)l1(x

⋆, x2)

λ1(x⋆, x2)− λk(x⋆, x2)
lk(x

⋆, x2)

=
∑

k,k 6=1

λk(x
⋆, x2)rk(x

⋆, x2)
′∆(x2)l1(x

⋆, x2)

λ1(x⋆, x2)− λk(x⋆, x2)
lk(x

⋆, x2)

∆′(x2) = ∆(x2) ❜❡❝❛✉,❡ ∆ ✐, ❞✐❛❣♦♥❛❧.

❚❤✉,✱

∂l′1(x
⋆, x2)

∂x2

∂A(x⋆, x2)

∂x2

r1(x
⋆, x2)

=
(

∑

k,k 6=1
λk(x

⋆,x2)rk(x
⋆,x2)′∆(x2)l1(x⋆,x2)

λ1(x⋆,x2)−λk(x⋆,x2)
lk(x

⋆, x2)
)′

∆(x2)A(x
⋆, x2)r1(x

⋆, x2)

= λ1(x
⋆, x2)

(

∑

k,k 6=1
λk(x

⋆,x2)rk(x
⋆,x2)′∆(x2)l1(x⋆,x2)

λ1(x⋆,x2)−λk(x⋆,x2)
lk(x

⋆, x2)
)′

∆(x2)r1(x
⋆, x2)

= λ1(x
⋆, x2)

(

∑

k,k 6=1
λk(x

⋆,x2)lk(x
⋆,x2)′l′1(x

⋆,x2)∆(x2)rk(x
⋆,x2)

λ1(x⋆,x2)−λk(x⋆,x2)

)

∆(x2)r1(x
⋆, x2)

= λ1(x
⋆, x2)l

′
1(x

⋆, x2)∆(x2)
(

∑

k,k 6=1
λk(x

⋆,x2)rk(x
⋆,x2)lk(x

⋆,x2)′

λ1(x⋆,x2)−λk(x⋆,x2)

)

∆(x2)r1(x
⋆, x2).

❙❡❝♦♥❞ &❡'♠ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ ▲❡' diag( 1
σ2 ) ❜❡ '❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛'#✐① ✇❤♦,❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧

❡❧❡♠❡♥', ❛#❡

[

diag( 1
σ2 )

]

jj
= 1

σ2 ✳ ❙✐♥❝❡
∂A(x⋆,x2)

∂x2
= ∆(x2)A(x

⋆, x2)✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∂2A(x⋆, x2)

∂2x2

=
d∆(x2)

dx2

A(x⋆, x2) + ∆(x2)
∂A(x⋆, x2)

∂x2

=

[

∆(x2)
2 − diag(

1

σ2
)

]

A(x⋆, x2)

❙♦ '❤❛'✱

l′1(x
⋆, x2)

∂2A(x⋆, x2)

∂2x2

r1(x
⋆, x2) = l′1(x

⋆, x2)

[

∆(x2)
2 − diag(

1

σ2
)

]

A(x⋆, x2)r1(x
⋆, x2)

= λ1(x
⋆, x2)l

′
1(x

⋆, x2)

[

∆(x2)
2 − diag(

1

σ2
)

]

r1(x
⋆, x2).



❚❤✐#❞ %❡#♠ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ❆! ❢♦$ %❤❡ ✜$!% %❡$♠✱ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ %♦ ❈❛!✇❡❧❧ ✭✷✵✵✶✱

❝❤❛♣%❡$ ✾✱ ❡:♥✳ ✾✳✶✸✶✮✱

∂r1(x
⋆, x2)

∂x2

=
∑

k,k 6=1

〈

∂A(x⋆,x2)
∂x2

r1(x
⋆, x2), lk(x

⋆, x2)
〉

λ1(x⋆, x2)− λk(x⋆, x2)
rk(x

⋆, x2)

=
∑

k,k 6=1

lk(x
⋆, x2)

′∆(x2)A(x
⋆, x2)r1(x

⋆, x2)

λ1(x⋆, x2)− λk(x⋆, x2)
rk(x

⋆, x2)

=
∑

k,k 6=1

λ1(x
⋆, x2)lk(x

⋆, x2)
′∆(x2)r1(x

⋆, x2)

λ1(x⋆, x2)− λk(x⋆, x2)
rk(x

⋆, x2).

❚❤✉!✱

l′1(x
⋆, x2)

∂A(x⋆, x2)

∂x2

∂r1(x
⋆, x2)

∂x2

= l′1(x
⋆, x2)∆(x2)A(x

⋆, x2)
∑

k,k 6=1
λ1(x⋆,x2)lk(x

⋆,x2)′∆(x2)r1(x⋆,x2)
λ1(x⋆,x2)−λk(x⋆,x2)

rk(x
⋆, x2)

= λ1(x
⋆, x2)l

′
1(x

⋆, x2)∆(x2)
∑

k,k 6=1 A(x
⋆, x2)rk(x

⋆, x2)
lk(x

⋆,x2)′∆(x2)r1(x⋆,x2)
λ1(x⋆,x2)−λk(x⋆,x2)

= λ1(x
⋆, x2)l

′
1(x

⋆, x2)∆(x2)
(

∑

k,k 6=1
λk(x

⋆,x2)rk(x
⋆,x2)lk(x

⋆,x2)′

λ1(x⋆,x2)−λk(x⋆,x2)

)

∆(x2)r1(x
⋆, x2).

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡✱

∂2s(x⋆, x2)

∂x2
2

|x⋆

= 1
l′1(x

⋆,x⋆)r1(x⋆,x⋆)
[λ1(x

⋆, x2)l
′
1(x

⋆, x2)∆(x2)
(

∑

k,k 6=1
λk(x

⋆,x2)rk(x
⋆,x2)lk(x

⋆,x2)′

λ1(x⋆,x2)−λk(x⋆,x2)

)

∆(x2)r1(x
⋆, x2)

+λ1(x
⋆, x2)l

′
1(x

⋆, x2)
[

∆(x2)
2 − diag( 1

σ2 )
]

r1(x
⋆, x2)

+λ1(x
⋆, x2)l

′
1(x

⋆, x2)∆(x2)
(

∑

k,k 6=1
λk(x

⋆,x2)rk(x
⋆,x2)lk(x

⋆,x2)′

λ1(x⋆,x2)−λk(x⋆,x2)

)

∆(x2)r1(x
⋆, x2)] |x⋆

= 1
l′1(x

⋆,x⋆)r1(x⋆,x⋆)
×

[

l′1(x
⋆, x2)∆(x2)

(

2
∑

k,k 6=1
λk(x

⋆,x2)rk(x
⋆,x2)lk(x

⋆,x2)′

λ1(x⋆,x2)−λk(x⋆,x2)
+ IdP

)

∆(x2)r1(x
⋆, x2)

]

|x⋆ − 1
σ2 ,

!✐♥❝❡ λ1(x
⋆, x⋆) = 1✳ ∆ ✐♥ %❤✐. ❛♣♣❡♥❞✐① ✐. ❡0✉❛❧ %♦

1
σ
∆ ✐♥ %❤❡ ♠❛✐♥ %❡①%✳

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡(✉❛*✐♦♥

❲❡ ❝♦♥!✐❞❡$ %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ :✉❛♥%✐%❛%✐✈❡ %$❛✐% x ✇❤❡♥ %❤❡ ♣♦♣✉❧❛%✐♦♥ ✐! ♠♦♥♦♠♦$♣❤✐❝

❜❡❢♦$❡ x $❡❛❝❤❡! x⋆
✳ ❚❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐%② %❤❛% ❛ ♥❡✇ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐! ♠✉%❛♥% ✐! uNθ(x)✳ E♦♣✉❧❛%✐♦♥

!✐③❡ N ✐! ❛!!✉♠❡❞ %♦ ❜❡ ❧❛$❣❡ ❛♥❞ ♠✉%❛%✐♦♥! ❛$❡ ❛!!✉♠❡❞ %♦ ❜❡ $❛$❡ ✇✐%❤ NuN → 0 ✇❤❡♥



N →∞ ✭❈❤❛♠♣❛❣♥❛( ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ (✐♠❡3❝❛❧❡ ✐3 ❝❤❛♥❣❡❞ (♦ ❛ ❝♦♥(✐♥✉♦✉3 ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤

♦♥❡ ✉♥✐( ✐3 ❡9✉❛❧ (♦ 1/(NuN) ❣❡♥❡:❛(✐♦♥3✳ ■♥ (❤✐3 ♥❡✇ (✐♠❡3❝❛❧❡✱ ♠✉(❛(✐♦♥3 ♦❝❝✉: ❛❝❝♦:❞✐♥❣

(♦ ❛ ❝♦♥(✐♥✉♦✉3✲(✐♠❡ =♦✐33♦♥ ♣:♦❝❡33 ✇✐(❤ :❛(❡ θ(x)✳

▼✉(❛(✐♦♥❛❧ 3(❡♣3 ❛:❡ ❛33✉♠❡❞ (♦ ❜❡ 3♠❛❧❧ 3♦ (❤❛( (❤❡ (:❛✐( ♦❢ ❛ ♠✉(❛♥( ✐3 ❞❡♥♦(❡❞ ❜②

x2 = x + εz ✇❤❡:❡ ε ✐3 3♠❛❧❧✳ ❚❤❡ 9✉❛♥(✐(② z ✐3 ❛33✉♠❡❞ (♦ ❜❡ ❞✐3(:✐❜✉(❡❞ ❛❝❝♦:❞✐♥❣ (♦

(❤❡ ♠✉(❛(✐♦♥ ❞✐3(:✐❜✉(✐♦♥ M(x, z) (❤❛( ✐3 ❛33✉♠❡❞ (♦ ❜❡ 3②♠♠❡(:✐❝❛❧ ✇✐(❤ :❡3♣❡❝( (♦ ✵ ❛♥❞

❤❡♥❝❡ ❝❡♥(❡:❡❞✳ ❚❤❡ (✐♠❡3❝❛❧❡ ✐3 ❝❤❛♥❣❡❞ ❛ 3❡❝♦♥❞ (✐♠❡ 3♦ (❤❛( ♦♥❡ ✉♥✐( ✐♥ (❤❡ ♥❡✇ (✐♠❡3❝❛❧❡

✐3 ❡9✉❛❧ (♦ ε−2 ✉♥✐(3 ✐♥ (❤❡ ♣:❡✈✐♦✉3 (✐♠❡3❝❛❧❡✳ ❚❤❡♥ (❤❡ (:❛✐( ♦❢ (❤❡ :❡3✐❞❡♥( ❢♦❧❧♦✇3 (❤❡

❡9✉❛(✐♦♥ ✭❈❤❛♠♣❛❣♥❛( ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❉✉:✐♥① ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✿

ẋ = γ2(x)θ(x)
∂px(x2)

∂x2

|x /2,

✇❤❡:❡ px(x2) ✐3 (❤❡ ♠✉(❛♥(✬3 3✉:✈✐✈❛❧ ♣:♦❜❛❜✐❧✐(②✱ ẋ = dx/dt ❛♥❞ γ2(x) =
∫

z2M(x, z)dz ✐3

(❤❡ ✈❛:✐❛♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ♠✉(❛(✐♦♥ ❞✐3(:✐❜✉(✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✉(❛♥( ❝❛♥ 3✉:✈✐✈❡ ♦♥❧② ✐❢ sx(x2) > 0✳ ❲❤❡♥

s(x, x2) > 0✱ (❤❡ ❡①(✐♥❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♠✉(❛♥( ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ♦❝❝✉:3 ❛( (❤❡ ❜❡❣✐♥✐♥❣ ♦❢ (❤❡

♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ❣:♦✇(❤ ✇❤❡♥ (❤❡ ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ✐3 3(✐❧❧ 3♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❞❡♠♦❣:❛♣❤② ♦❢ (❤✐3 ♣♦♣✉❧❛(✐♦♥ ✐3

♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐(❤ ❛ 3❧✐❣❤(❧② 3✉♣❡:❝:✐(✐❝❛❧ ♠✉❧(✐✲(②♣❡ ❜:❛♥❝❤✐♥❣ ♣:♦❝❡33 ✇✐(❤ ❛ :❡♣:♦❞✉❝(✐♦♥ ♠❡❛♥

♠❛(:✐① ❡9✉❛❧ (♦ A(x, x2) ✭❈❤❛♠♣❛❣♥❛( ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❉✉:✐♥① ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❍❛❝❝♦✉ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✱

3❡❝(✐♦♥ ✺✳✻✮✳ ❚❤❡♥ (❤❡ ♠✉(❛♥(✬3 3✉:✈✐✈❛❧ ♣:♦❜❛❜✐❧✐(② ✐3 ❢♦✉♥❞ (♦ ❜❡ ❛♣♣:♦①✐♠❛(❡❧② ❡9✉❛❧ (♦✿

px(x2) ≈ 2 ln(λx(x2))/τ
2.

■♥ (❤✐3 ❡9✉❛(✐♦♥ (❤❡ ♣❛:❛♠❡(❡: τ 2 ✐3 ❡9✉❛❧ (♦✿

τ 2 =
∑

i

[rx(x)]iVar[
∑

j

[lx(x)]jξij],

✇❤❡:❡ ξij ✐3 (❤❡ :❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡: ♦❢ ❞❡3❝❡♥❞❛♥(3 ✐♥ ♣❛(❝❤ j ♦❢ ❛ :❡3✐❞❡♥( ✐♥ ♣❛(❝❤ i ❛♥❞ ✐(

✐3 ❛33✉♠❡❞ (❤❛( (❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝(♦:3 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ 3❝❛❧❡❞ 3♦ (❤❛( l′x(x)rx(x) =
∑

i[rx(x)]i = 1✳ ■(

❢♦❧❧♦✇3 (❤❛( (❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡9✉❛(✐♦♥ ✐3 ❡9✉❛❧ (♦✿

ẋ = −γ2(x)θ(x)(x− x⋆)/(σ2τ 2).

❖♥❧② τ 2 ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ (❤❡ ❧❛♥❞3❝❛♣❡ 3(:✉❝(✉:❡ (❤:♦✉❣❤ ξij✳ ❆ 3✐♠♣❧❡ ✇❛② ✐♥ ♦:❞❡: (♦

✐♥(:♦❞✉❝❡ 3(♦❝❤❛3(✐❝✐(② ✐♥ (❤❡ ♠✉(❛♥( ❞❡♠♦❣:❛♣❤② ❝♦♥3✐3(3 ✐♥ 3✉♣♣♦3✐♥❣✱ ❢:♦♠ ❡9✉❛(✐♦♥ ✭✻✳✸✮

♦❢ (❤❡ ♠❛✐♥ (❡①(✱ (❤❛(✿

ξij ∼ ❇

(

Kj,
mij

m+jKT

)

.
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Résumé

Les pratiques modernes de l’agriculture et notamment la céréaliculture intensive, ont permis d’augmenter
considérablement la production de nourriture pour une population humaine en forte croissance. Cependant,
ces agroécosystèmes sont des zones à fort risque épidémique : leur grande homogénéité favorise la sélection
de pathogènes spécialisés et agressifs. Une stratégie pour éviter cette spécialisation est de réintroduire de
l’hétérogénéité dans ces milieux. Ainsi, en modifiant les structures spatio-temporelles de l’environnement, il
est possible de manipuler les pressions de sélection et d’influencer l’adaptation des pathogènes.
La dynamique adaptative est une théorie reposant sur un puissant ensemble de techniques d’étude de l’évo-
lution phénotypique et en particulier des spécialisations. Elle réutilise notamment le concept de fréquence-
dépendance de la théorie des jeux, associé aux notions de valeur sélective et de mutation, pour mettre
en évidence des stratégies évolutives optimales. Certaines de ces dernières, dites stratégies de convergence
stable, peuvent conduire à un branchement évolutif à partir duquel une population initialement monomorphe
devient dimorphique ou à une stratégie évolutivement stable, qui une fois établie, empêche tout mutant de
se fixer. Les caractéristiques environnementales vont fortement influencer le niveau d’adaptation et le com-
portement évolutif des populations.
Dans une perspective de modélisation à l’échelle du paysage agricole, un modèle de dynamique de méta-
population couplé à un modèle de dynamique du paysage a été développé permettant d’étudier l’influence
de différents paramètres de l’hétérogénéité sur la dynamique de l’adaptation. Indépendamment de l’hété-
rogénéité spatiale, l’hétérogénéité temporelle peut, elle-aussi, influencer l’adaptation des pathogènes. Ainsi,
sur un paysage agricole monovariétal, des changements variétaux saisonniers rapprochés dans le temps per-
mettent de favoriser les stratégies généralistes aux stratégies spécialistes et de limiter la valeur sélective des
pathogènes spécialisés. Pour aborder l’hétérogénéité spatio-temporelle, la dynamique de paysage a consisté
en la variation saisonnière des proportions de deux variétés sur un paysage agricole parcellaire. La compa-
raison des observations de ces simulations aux résultats théoriques déduits de l’influence de l’hétérogénéité
spatiale montre un ont été réalisées, où les proportions de deux variétés sur un paysage agricole varient à
chaque saison. La comparaison des observations aux résultats théoriques issus de l’étude de l’hétérogénéité
spatiale montre que l’ajout de la dimension temporelle peut favoriser une évolution vers le dimorphisme,
pour des paysages avec des habitats très différenciés et très agrégés dans le temps et/ou dans l’espace, ou au
contraire, favoriser une évolution vers le monomorphisme pour des habitats peu différenciés et/ou soumis à
des changements spatio-temporels fréquents.

Mots-clés Dynamique adaptative, hétérogénéité, spécialisation, pathogènes, branchement évolutif



1 Introduction

Face à l’accroissement démographique de la population mondiale et à l’augmentation des besoins en nour-
riture de l’élevage, les productions agricoles devront considérablement être augmentées pour assurer la sécurité
alimentaire de 2050. L’extension des zones cultivées ou le recours accru aux pesticides et aux engrais ne sauraient
constituer des réponses pertinentes à ce défi, car c’est une agriculture durable qui doit être promue alliant les
hauts rendements aux faibles impacts environnementaux. Un des éléments primordiaux de cette « révolution
doublement verte » (Griffon 2006) est l’amélioration de la gestion des épidémies végétales.
Les pratiques de lutte contre les épidémies végétales ne sont encore que faiblement efficaces. L’efficacité est dé-
finie comme le pourcentage de pertes de production agricole évitées et est calculée à partir des pertes actuelles
observées et des pertes potentielles estimées (Oerke et al. 1994). Selon Oerke et Dehne (2004), en matière de
lutte contre les pathogènes bactériens et fongiques, l’efficacité atteindrait 33,8 % et tombe à 12,9 % contre les
virus. Les raisons de ce manque d’efficacité sont à chercher dans la nature même des agroécosystèmes modernes
(Stukenbrock et McDonald 2008). Face à l’hétérogénéité, la complexité et la diversité des écosystèmes natu-
rels, les agroécosystèmes modernes sont des systèmes simplifiés à l’extrême, cumulant de nombreux facteurs de
risque épidémique : la généralisation de vastes étendues de monocultures génétiquement homogènes (Robinson
et Sutherland 2002) a facilité l’adaptation des pathogènes à leurs hôtes (Stukenbrock et McDonald 2008). Par
exemple, depuis la moitié du XXesiècle, la diffusion successive de nouvelles variétés de blés, chacune possédant
un nouveau gène de résistance a entraîné une pression de sélection graduelle ayant pour principale conséquence
une évolution « guidée par la main de l’homme » des populations de rouille noire du blé (Puccinia germinis), où
de nouvelles populations virulentes apparaissaient en réponse à l’introduction de nouveaux gènes de résistances
(Johnson 1961).
L’homme, à travers la modification de l’environnement, influence l’évolution des pathogènes. Le contrôle des
épidémies végétales doit donc inclure la gestion de l’évolution des pathogènes. Comme dans toute intégration
de principes évolutifs dans un domaine appliqué, le concept-clé est celui de décalage entre le phénotype actuel
des organismes et le phénotype optimal (Hendry et al. 2011). Si ce décalage est faible, les populations sont bien
adaptées à leur environnement et en conséquence possèderont des abondances élevées. Inversement, un décalage
fort signifie une mauvaise adaptation, et peut entraîner un déclin des populations. En épidémiologie végétale,
l’objectif est d’accroître le plus possible ce décalage, et de diminuer le niveau d’adaptation des pathogènes, ou
de ralentir les spécialisations (Papaïx et al. 2011b).
Une des stratégies développées dans cet objectif est d’introduire de l’hétérogénéité écologique dans les exploi-
tations agricoles. En effet l’hétérogénéité, en générant une diversité des habitats variétaux va jouer sur des
compromis écologiques liés à l’utilisation des ressources : une capacité accrue à exploiter un habitat entraîne
une moindre capacité d’en exloiter un autre (Kassen 2002, Gravel et al. 2011). L’objectif de cette étude est
d’aborder les questions de recherche portant sur l’influence de l’hétérogénéité temporelle sur la dynamique évo-
lutive des pathogènes et plus précisément, l’influence de la fréquence des changements variétaux saisonniers sur
la spécialisation des pathogènes. L’influence de l’hétérogénéité spatio-temporelle sera abordée dans le cas de
changements saisonniers de la proportion de chaque variété. Les résultats présentés proviennent de l’analyse
d’un modèle de dynamique adaptative, une théorie permettant d’étudier l’évolution de traits continus soumis à
une sélection fréquence-dépendance sous des scénarios écologiques donnés.
Après quelques éléments de définition sur la notion d’hétérogénéité écologique, quelques principes fondamen-
taux de la théorie de la dynamique adaptative seront expliqués. La description du modèle employé s’attachera
à détailler l’articulation entre dynamique du paysage et dynamique de populations. Les résultats concernant
l’influence des hétérogénéités temporelle et spatio-temporelle sur la spécialisation seront présentés, puis discutés.
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2 Quelques éléments du cadre scientifique d’étude

2.1 L’hétérogénéité, aspects spatiauxs et temporels

Le mot «hétérogénéité » provient de deux radicaux grec, ετερος « autre, différence » et γένος « origine »
et est employé dans le langage courant pour désigner ce qui est de différentes natures ou pour qualifier une
distribution répartie inégalement ou un mélange dans lequel on peut distinguer au moins deux constituants à
l’œil nu (Académie Française 1932-1935).
Que ce soit « la constitution de plusieurs éléments différents les uns des autres » (Art 1995), « le fait d’avoir
une structure ou une composition non uniforme » (Lincoln et al. 1998) ou encore, « la complexité résultant de
l’interaction entre la distribution spatiale des contraintes environnementales et les réponses différentielles des
organismes à ces contraintes » (Milne 1991), la plupart des définitions de l’hétérogénéité en écologie insistent sur
les discontinuités spatiales et temporelles sans vraiment répondre à la question de la nature de l’hétérogénéité.
Là où Kolasa et al. (1991) distingue une douzaine de composantes de l’hétérogénéité, certains ont opté pour
une définition opérationnelle.
L’hétérogénéité désignerait ainsi la complexité ou la variabilité d’une propriété du système étudié dans le temps
et/ou dans l’espace (Li et Reynolds 1994; 1995), selon que l’on se réfère à des descripteurs qualitatifs et
catégoriques (complexité) ou quantitatifs et numériques (variabilité). Cette définition opérationnelle permet de
distinguer une hétérogénéité structurelle d’une hétérogénéité fonctionnelle, selon que l’on tienne compte ou non
des effets de la complexité et de la variabilité des structures sur les fonctions écologiques. Autre avantage de cette
définition, elle permet d’asseoir une base conceptuelle à une hétérogénéité que l’on déclinerait en hétérogénéités
spatiale, temporelle et spatio-temporelle (1).

Figure 1 – Hétérogénéités spatiale, temporelle et spatio-
temporelle d’un paysage agricole

La notion d’hétérogénéité est fortement
dépendante de l’échelle d’étude à commen-
cer par le grain, défini comme la résolution
la plus fine des données et l’envergure, dé-
finie comme la durée totale ou l’aire maxi-
male de définition de la propriété étudiée.
Le grain et l’envergure sont les premiers fac-
teurs affectant l’hétérogénéité. Il existe deux
approches pour quantifier l’hétérogénéité :
la première, directe, passe par la mesure de
la complexité (composition et configuration)
et de la variabilité (tendance, corrélation,
anisotropie). Wiens (2000) reprend cette vi-
sion de l’hétérogénéité spatiale en en distin-
guant quatre variances - agrégation, motifs,
composition, localisation -, dans une vision
de l’espace de plus en plus explicite.
De la même manière que pour l’hétérogé-
néité spatiale, l’hétérogénéité temporelle peut
être décrite sous plusieurs aspects : l’échelle
considérée (à associer à la longévité des ha-
bitats), le contraste, la fréquence de changement, l’agrégation temporelle et la prédictabilité au cours du temps
(Stuefer 1996). L’espace et le temps peuvent être substitués l’un à l’autre dans de nombreuses situations éco-
logiques : la coexistence des espèces en fonction de la séparation des ressources (Giller 1984), les stratégies de
recherche de nourriture, les successions écologiques (Pickett et Likens 1989). Un paysage peut être discrétisé
dans le temps de manière semblable à la discrétisation spatiale en parcelles ou patchs (Turner et al. 2001). Les
interactions entre « parcelles temporelles » deviennent des décalages temporels ou des héritages, avec des effets
frontières ou des effets barrières (Strayer et al. 2003). Une différence fondamentale subsiste tout de même :
l’espace permet des interactions directionnelles de type « aller » et « retour », ce qui est impossible dans le
temps Wiens (2000).
L’échelle, du grain et de l’envergure de la variabilité temporelle déterminent grandement l’hétérogénéité tempo-
relle : une hétérogénéité à petite échelle ne pourra générer que des réponses phénotypiques rapides essentiellement
physiologiques (plasticité physiologique de Hutchings et de Kroon (1994)), tandis que que les phénomènes évo-
lutifs résulteront de variations temporelles à grande échelle. Des considérations théoriques et des simulations
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mathématiques ont montré que l’hétérogénéité temporelle pouvait contraindre fortement les réponses adapta-
tives des organismes (Oborny 1994) : la nature adaptative de la réponse de croissance à un habitat donné
dépend largement de la prédictabilité temporelle, définie à partir de l’entropie de Shannon en théorie de l’infor-
mation (Juhász-Nagy et Podani 1983). Pour des ressources pulsatiles, ces réponses peuvent être des stratégies
d’ « attente les bras croisés » , par exemple) (Hutchings et de Kroon 1994).

2.2 Dynamique adaptative, éléments fondamentaux et singularités évolutives

Les différentes composantes spatiales et temporelles de l’hétérogénéité, en contraignant les réponses adap-
tatives des organismes offrent autant de moyens de contrôler l’adaptation des pathogènes en jouant sur les
structures spatiales et temporelles des paysages agricoles. La manipulation de l’hétérogénéité entre dans le
cadre plus large de l’intégration dans les agrosystèmes de principes écologiques et évolutifs régissant les éco-
systèmes naturels, élément stratégique pour relever les défis de l’agriculture de demain (Tilman 1999, Thrall
et al. 2011). La dynamique adaptative permet d’étudier le devenir évolutif d’une population et, en complémen-
tarité des nouvelles techniques de séquençages à haut-débit, permettant d’analyser rapidement la composition
génétique des communautés de pathogènes (Garrett et al. 2006), s’inscrit dans une approche intégrative, « éco-
évo-génomique », de la gestion des structures spatio-temporelles du paysage agricole.

Fondamentaux de la dynamique adaptative La dynamique adaptative est un ensemble de techniques
introduit par Hofbauer et Sigmund (1990) et Nowak et Sigmund (1990) pour comprendre les conséquences
évolutives des variations phénotypiques introduites par de légères mutations dans une population dite rési-
dente. Cette approche, liant à la dynamique de populations une dynamique évolutive, s’appuie sur le concept
de fréquence-dépendance, issu de la théorie des jeux. La sélection correspond donc au modèle de « sélection
douce » (Levene 1953, Wallace 1975).
La dynamique adaptative repose sur deux idées fondamentales (Brännström et Festenberg 2006). Selon la pre-
mière, la population résidente, monomorphe, est supposée être dans un équilibre dynamique lorsque les mutants
apparaissent. Selon la seconde, le devenir des mutants, soit l’invasion et le remplacement de la population rési-
dente, soit le non-maintien et la disparition, peut être déduit du taux de croissance initiale, appelée exposant
d’invasion (Diekmann 2003).
Dans la plupart des modèles de dynamique adaptative, et cette étude ne fait pas exception, la valeur sélective
des individus, définie comme le taux de croissance à long-terme d’un phénotype dans un environnement donné
(Metz et al. 1992), est caractérisée par un seul trait phénotypique continu. La valeur sélective sx(x) de la
population résidente, supposée monomorphe de phénotype x, est nulle pour tout x : la population résidente est
supposée en équilibre dynamique (Geritz et al. 1998).
Dans cette population résidente, des mutants vont apparaître. Du fait de sa rareté, le mutant ne va pas influer
immédiatement sur le phénotype de la population résidente, de sorte que la valeur sélective sx(y) d’un mutant
de phénotype y ne va dépendre que de y et de x. Le signe de sx(y) indique la capacité du mutant à envahir ou
non la population résidente. La fréquence-dépendance de la valeur sélective implique que le paysage d’aptitude,
correspondant à l’ensemble des phénotypes possibles, à leurs degrés de similitudes et à leur valeur sélective
respective, est un paysage mouvant, changeant à chaque invasion.
Le gradient de sélection ∂sx(y)

∂y

∣

∣

∣

y=x
détermine les phénotypes mutants pouvant envahir la stratégie singulière

x : si le gradient est positif (respectivement négatif), des mutants avec une valeur de trait supérieure à x

(respectivement inférieure à x) pourront remplacer la population résidente.

Singularités évolutives Une stratégie singulière correspond à la valeur phénotypique x⋆ pour laquelle le gra-
dient de sélection est nul, signifiant pour un mutant que le paysage d’aptitude est localement plat (Brännström
et Festenberg 2006). La stabilité de convergence et la stabilité évolutive des stratégies singulières déterminent
le devenir évolutif des populations (Geritz et al. 1998). Les stratégies évolutivement stables (ESS) sont des
stratégies singulières telles que, si elles sont adoptées par la plupart des individus d’une population, aucune
stratégie mutante ne pourra être envahissante (Smith et Price 1973). Les ESS correspondent à des pièges évo-
lutifs, où aucun changement évolutif n’est possible sans changement de l’environnement. Mathématiquement,
une ESS vérifie :

∂2sx(y)

∂y2

∣

∣

∣

∣

x=y=x⋆

< 0
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Une singularité évolutive stable par convergence (CSS) se comporte comme un attracteur (Christiansen 1991) :
toute population, quelque soit son phénotype, va évoluer vers cette singularité. Mathématiquement, une CSS
vérifie :

∂2sy(x)

∂x2

∣

∣

∣

∣

x=y=x⋆

>
∂2sx(y)

∂y2

∣

∣

∣

∣

x=y=x⋆

Certaines singularités peuvent être stables par convergence et évolutivement instables. Localement, la sélection
est disruptive et peut correspondre à un point de branchement évolutif (EBP), où une population monomorphe
devient dimorphique. Si sx⋆(m) et sm(x

⋆) sont tous les deux positifs, la population va pouvoir se diviser en
deux sous-populations et le dimorphisme sera stabilisé. Mathématiquement cette condition peut s’écrire :

∂2sx(y)

∂y2

∣

∣

∣

∣

x=y=x⋆

> −
∂2sy(x)

∂x2

∣

∣

∣

∣

x=y=x⋆

3 Description du modèle employé

Le modèle employé est basé sur le modèle de Papaïx et al. (2011a), dont il reprend les éléments d’hétérogénéité
spatiale. Il s’agit d’un modèle de dynamique adaptive modélisant l’évolution d’un trait phénotypique d’une
métapopulation répartie sur un paysage composé d’un nombre fini de parcelles monovariétales. Dans ce modèle,
la dispersion est considérée comme un processus passif : il n’y a pas de choix de l’habitat par les pathogènes.

3.1 Métapopulation, paysage et phénotypes

La population modélisée est supposée être constituée d’individus haploïdes se reproduisant de manière
asexuée et sans chevauchement des générations. La valeur sélective de ces individus est caractérisée par un trait
phénotypique, de valeur x comprise entre −5 et 5. Cette gamme phénotypique est subdivisée en I intervalles,
correspondant à autant de phénotypes.
Cette métapopulation occupe un espace subdivisé en P parcelles, correspondant à des unités élémentaires
spatiales. Pour éviter les effets de bords, cet espace est un tore. Chaque unité est caractérisée par la présence
d’un seul type d’habitat pouvant varier dans le temps, correspondant à une variété et assimilé à une niche
écologique, et par sa capacité de charge Kj,j∈J1,P K, constante dans le temps.
Le modèle calcule les effectifs de chaque phénotype des populations de chaque parcelle et à chaque pas de temps
jusqu’à un temps final T . On note n(i, j, t) la taille de la population de phénotype i occupant la parcelle j au
temps t et h(j, t) l’habitat de la parcelle j au temps t.
La taille totale de la population est constante :

∀t ∈ {1, T},
I
∑

i=1

P
∑

j=1

n(i, j, t) =
P
∑

j=1

Kj

On définit la taille relative de la parcelle j par K∗
j =

Kj

P∑

j=1
Kj

3.2 Dynamique de paysage

3.2.1 Habitats et paysage spatio-temporel

L’ensemble des habitats h(j, t)j∈J1,P Kt∈J1,T K constitue un paysage spatio-temporel caractérisé en chaque ins-
tant par les proportions moyennes et l’agrégation des habitat. L’agrégation de l’habitat h varie entre 0, lorsqu’il
n’y a aucune paire de parcelles voisines avec ce même habitat h, et 1, lorsque le nombre de paires de parcelles
voisines recevant l’habitat h est maximal, compte tenu des proportions entre habitats (He et al. 2000).
Soit H le nombre d’habitats différents possibles. À chaque pas de temps, le paysage spatial peut être caractérisé
par le nombre d’habitats, la proportion et l’agrégation de chaque habitat.
La présente étude ne porte que sur des paysages à deux types d’habitats, d’indices 1 et 2. Le paysage spatio-
temporel, noté PET , est caractérisé par π(t) ∈ [0, 1], la proportion de parcelles avec l’habitat 1 au temps t et
α(t) ∈ [0, 1] l’agrégation de l’habitat minoritaire au temps t.
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3.2.2 Création de paysages spatiaux paramétrés

Les dimensions spatiales des paysages spatio-temporels sont au nombre de deux et forment une aire modélisée
par un treillis régulier de 900 parcelles carrées et contiguës (Papaïx et al. 2011a). Pour éviter les effets de bords
dans le calcul des taux de dispersion et d’agrégation des habitats, cette aire est considérée comme étant la
surface d’un tore (Griffith 1983). En répartissant les habitats 1 et 2 sur les 900 parcelles, et en contrôlant leur
proportion et leur agrégation à l’aide d’un algorithme de recuit simulé (Kirkpatrick et al. 1983), une banque
de paysages spatiaux a pu être constituée.

3.2.3 Stratégie d’étude de la dimension temporelle des paysages

La dimension temporelle est discrétisée en saisons. Une saison correspond à un intervalle de temps pendant
lequel les composantes spatiales du paysage restent inchangées. Au sein d’une simulation, il y a S saisons de
durée constante égale à tS = T

S
. L’ensemble des paysages spatio-temporels peut s’écrire PET (π(s), α(s), d, tS)

où s ∈ J1, SK est la s–ième saison, π(s) la proportion moyenne, α(s) l’agrégation de l’habitat 1 pendant la saison
s et d la différenciation des habitats (section §3.3.3).
Dans le cas de l’hétérogénéité temporelle pure, le paysage est spatialement homogène : à un temps donné, toutes
les parcelles possèdent le même habitat de sorte que le paysage est assimilé à une seule parcelle. Chaque saison
voit le basculement d’un habitat à l’autre. On a donc

∀s ∈ J1, SK, α(s) = 1

∀s ∈ J1, SK, π(s) = 1

L’ensemble des paysages temporels, considéré comme un sous-ensemble de PET , est alors noté PT (d, ts) avec d,
la différenciation des habitats et ts la durée des saisons.

3.3 Cycle de vie

Le cycle de vie est constitué de quatre étapes : après une première phase de reproduction avec mutation,
s’ensuit une phase de dispersion, puis une phase de sélection avant une phase de régulation.

3.3.1 Reproduction avec mutation

Pour chaque sous-population, le taux de reproduction est supposé constant quelque soit le phénotype ou les
caractéristiques de la parcelle occupée. Pour une population d’un phénotype donné sur une parcelle donnée, un
mutant apparaît dès que l’effectif de cette population franchit un certain seuil. En notant xr, r ∈ J1, IK la valeur
de trait de la population d’où provient le mutant, xm,m ∈ J1, IK la valeur du trait du mutant provient de la
catégorisation du trait phénotypique x′m. x′m ∈ R suit une loi normale de moyenne xr et de variance 0, 1 :

x′m ∼ N(xr; 0, 1)

3.3.2 Dispersion

Durant la phase de dispersion, chaque parcelle reçoit une certaine proportion des propagules produites par
les autres parcelles. En notant mj′j la proportion de propagules produites par la parcelle j′ et arrivant dans la
parcelle j, et p(i, j, t) la quantité de propagules de phénotypes xi arrivant sur la parcelle j au temps t, on a :

∀j ∈ J1, P K, ∀i ∈ J1, IK, ∀t ∈ J1, T K, p(i, j, t) =

P
∑

j′=1

mj′j(t)n(i, j
′, t).

La dispersion est supposée isotropique et décroissante exponentiellement avec la distance. Par ailleurs, on
suppose que la population se mélange parfaitement dans chaque parcelle. On peut alors écrire :

mj′j =

∫

A1

∫

A2

2π

m2
s

exp

(

2π

m2
s

|zj′ − zj |

)

dzj′ · dzj

avec A1 et A2 l’ensemble des points des parcelles j′ et j respetivement, |zj′ − zj | la distance entre les points zj′
de la parcelle j′ et zj de la parcelle j et ms est la distance de dispersion moyenne. Notre étude se limite au cas
où ms = 15% de la longueur du côté du treillis.
L’ensemble des mj′j a été calculé en utilisant l’algorithme Califlopp (Bouvier et al. 2009), lequel permet de
calculer entre un polygone source et un polygone cible des intégrales de fonctions de dispersion point à point.
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3.3.3 Sélection

À chaque pas de temps, les individus de chacune des parcelles sont sélectionnés selon leur phénotype et
le type d’habitat présent, mais indépendamment des effectifs. Le taux de survie des individus de phénotype i

occupant l’habitat h(j, t) de la parcelle j au temps t est égal à f(xi, h(j, t)) où f est définie par :

f(x, h) = exp

(

−
(x− βh)

2

2σ2

)

avec, βh la valeur de trait optimale de l’habitat h et σ2 la variance de trait autour de cette valeur optimale
(Geritz et al. 1998). Des différences de valeur optimale entre les habitats génèrent un compromis écologique entre
les survies sur chaque habitat, d’autant plus fort que les habitats sont différenciés : l’adaptation à un habitat
entraîne obligatoirement une mal-adaptation aux autres habitats. Dans le cas de deux habitats d’indices 1 et 2

aux valeurs optimales opposées δ = β1 = −β2, les taux de survie sont f(x, 1) = e−
(x−δ)2

2σ2 et f(x, 2) = e−
(x+δ)2

2σ2 .
Le compromis écologique entre les taux de survie est la fonction C(y), y ∈ [0, 1] vérifiant :

∀x, f(x, 2) = C (f(x, 1))

D’après Débarre et Gandon (2010), u(y) peut s’écrire :

C(y) = exp



−2

(

δ

σ
−

√

−
1

2
ln y

)2


 .

La force du compromis est déterminée par la différenciation des habitats d = δ
σ
. Pour d < 1, le compromis est

faible ; pour d > 1, le compromis est fort. Dans le cas limite d = 1, le compromis est très sensible aux valeurs
de trait x.

Figure 2 – Taux de survie et compromis. Pour chaque habitat h, la valeur sélective suit une gaussienne centrée
sur sa valeur sélective optimale βh, définissant ainsi un compromis écologique entre les survies sur chaque
habitat. Dans le cas de deux habitats avec δ = β1 = −β2, la différenciation des habitats permet de moduler la
force du compromis écologique des survies (Débarre et Gandon 2010).

3.3.4 Régulation

Afin de respecter la condition d’une taille totale de population constante au cours du temps, une phase de
régulation est appliquée aux différentes sous-populations.

∀{k, j, t} ∈ J1, IK× J1, P K× J1, T − 1K, n(i, j, t+ 1) = Kj ×
p(k, j, t)f(k, h(j, t))

I
∑

i=1

p(i, j, t)f(xi, h(j, t))

.
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3.4 Critère de branchement

Supposons qu’au temps tm un individu mutant de phénotype xm apparaisse dans une population résidente
de phénotype xr. Peu de temps après son apparition, au temps t, cette population continue d’être supposée
monomorphique. Le nombre de mutants de la parcelle j au temps t+ 1, n(m, j, t+ 1) est égal à :

n(m, j, t+ 1) = Kj

P
∑

j′=1

mj′jn(r, j
′, t)

P
∑

j′=1

mj′jKj′)

f (xm, h(j))

f (xr, h(j))

En notant Ni(t) le vecteur d’élément générique correspondant à la taille de population du phénotype i sur la
parcelle j, la taille de population mutante vérifie l’égalité matricielle (Caswell 2001) :

Nm(t+ 1) = A(xr, xm)Nm(t)

où A(x1, x2) ∈MP,P (R) est la matrice d’élément générique :

[A(x1, x2)]j,j′ =
mj′jKj

P
∑

j′=1

mj′jKj′

f (x2, h(j))

f (x1, h(j))

En reprenant les notations introduites précédemment dans la présentation de la théorie de la dynamique adap-
tative, la stratégie singulière x⋆ est une stratégie évolutive stable si et seulement si :

tg(1) (x⋆, x⋆) ·∆(x⋆) ·



IdP + 2

P
∑

j=2

λ(j) (x⋆, x⋆) · d(j) (x⋆, x⋆) · tg(j) (x⋆, x⋆)

λ(1) (x⋆, x⋆)− λ(j) (x⋆, x⋆)



 ·∆(x⋆) · r(j) (x⋆, x⋆) < 1.

Dans cette équation, IdP est la matrice identité d’ordre P , ∆(x⋆) est la matrice diagonale d’élément générique
[∆(x)]i = −

x−βhi

σ
. Les valeurs propres de A (x⋆, x⋆) sont notés, dans l’ordre croissant λ(j) (x⋆, x⋆) , j ∈ J1, P K.

Les vecteurs propres normalisés gauche et droite correspondant à ces valeurs propres sont notés g(j) (x⋆, x⋆) , j ∈
J1, P K et d(j) (x⋆, x⋆) , j ∈ J1, P K, respectivement. Par « vecteur normalisé », on entend que :

tg(j) (x⋆, x⋆) · r(j) (x⋆, x⋆) = 1 et ∀j 6= j′, tg(j) (x⋆, x⋆) · r(j) (x⋆, x⋆) = 0

La partie gauche de cette inéquation correspond à un critère de branchement. Celui-ci dépend de la structure
parcellaire et des phénotypes optimaux des habitats : au-delà de 1, ce critère indique que les paramètres spatiaux
permettent un branchement évolutif ; en-deçà, la stratégie singulière est une ESS.
La comparaisons des prédictions théoriques déduites de ce critère de branchement aux résultats provenant des
résultats de simulation portant sur l’hétérogénéité spatiale montrent une très bonne concordance : plus de 90 %
des simulations montrent un branchement évolutif lorsque le critère de branchement est supérieur à 1 (Papaïx
et al. 2011a).
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4 Résultats

4.1 Hétérogénéité temporelle

Le jeu de simulations contient 400 simulations et explore les deux paramètres utilisés pour la définition des
paysages temporels. La durée des saisons tS varie entre 25 et 500 pas de temps. Enfin, σ2 = 1 de sorte que
d = δ : la différenciation des habitats est assimilée à la valeur absolue des stratégies optimales. La différenciation
des habitats varie entre 0, 2 et 2.

Figure 3 – Deux stratégies évolutives : à gauche, une stratégie spécialiste (δ = 1.5, tS = 300) ; à droite une
stratégie généraliste (δ = 0.5, tS = 50). Avec, en ordonnée la valeur de trait phénotypique, en abscisse, le temps
évolutif et en bleu, la valeur de trait optimale δ au cours du temps.

4.1.1 Comportements évolutifs observés

La valeur de trait moyenne de la population varie entre δ et −δ en fonction des changements saisonniers
d’habitats : le trait de la population évolue vers δ (respectivement −δ) lorsque le paysage contient l’habitat 1
(respectivement 2). On obtient ainsi des oscillations, de période égale à la durée des saisons.
Deux comportements évolutifs peuvent être distingués (figure 3) : dans le premier cas, les oscillations se main-
tiennent tout au long de la simulation, ce qui correspond à une population qui se spécialise à chaque saison ; dans
le second cas, les oscillations s’amortissent jusqu’à s’éteindre, ce qui est la marque d’une population adoptant
une stratégie généraliste.
L’étude de l’influence de l’hétérogénéité temporelle sur ces deux stratégies passe par l’analyse des phénotypes
présents en fin de simulation. Plus exactement, on s’intéresse à la valeur absolue moyenne du phénotype de
la population. La symétrie des traits optimaux des habitats implique qu’une population adoptant la stratégie
spécialiste verra, saison après saison, son phénotype moyen évoluer vers des valeurs opposées (δ pendant les
saisons où l’habitat est occupé par la variété 1 et −δ pour les saisons où l’habitat est occupé par la variété 2). La
valeur absolue varie entre 0 et δ : une population adoptant une stratégie généraliste verra son phénotype moyen
converger vers 0, tandis qu’une population adoptant une stratégie spécialiste optimale verra son phénotype
moyen converger vers δ.
Prendre la valeur absolue moyenne du phénotype en fin de simulation est un outil commode pour apprécier
le niveau de spécialisation de cette population, indépendamment du signe du trait optimal et tout en restant
sensible aux stratégies généralistes.
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4.1.2 Étude du phénotype final

On appellera « phénotype final » la valeur
absolue moyenne du phénotype vers laquelle
tend la population en fin de saison, que l’on
notera φf . Celui-ci ne peut excéder la valeur
de la stratégie optimale : φf = 0 correspond
à la stratégie généraliste, φf = δ correspond
à la stratégie optimale.
La représentation graphique bidimension-
nelle du phénotype final en fonction de la
différenciation des habitats et de la durée des
saisons, montre que l’évolution vers une spé-
cialisation ou au contraire l’émergence d’un
généraliste dépend fortement de ces para-
mètres (figure 4.1.1).
La figure 4.1.1 montre une distinction entre
les deux stratégies évolutives généraliste et
spécialiste en fonction des paramètres δ et
ts. Globalement, la stratégie généraliste est
d’autant plus favorisée que la durée des sai-
sons est courte et que la différenciation des
habitats est faible. Inversement, plus la dif-
férenciation des habitats est élevée et plus la
durée des saisons est longue, plus le spécia-
lisme est fort avec des niveaux d’adaptation
élevés.

Figure 4 – Représentation graphique du phénotype final en
fonction de la durée des saisons (en ordonnée) et de la diffé-
renciation des habitats (en abscisse). La valeur du phénotype
final est proportionnelle à l’intensité de la couleur grise, avec
en blanc la stratégie généraliste.

4.1.3 Influence de la différenciation des habitats sur le phénotype final

Figure 5 – φf en fonction de δ pour trois durées de saison fixées : de gauche à droite, ts = 25, ts = 125,ts = 250.
En bleu, figurent les coefficients de corrélation, corrélation dont la p–value est inférieure à 0.001 pour chaque
cas.
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Pour chaque valeur de ts supérieure ou égale à 25 pas de
temps, il existe une corrélation positive entre la différenciation
des habitats et le phénotype final (figure 5). Ces corrélations
sont significatives, d’après les résultats de tests de coefficient
de corrélation linéaire de Pearson, avec un risque de première
erreur inférieure à 0, 01. Pour les valeurs de ts inférieures à
25, le phénotype final correspond, dans tous les cas, à un gé-
néraliste : pour des durées de saisons courtes, ou, autrement
dit, des fréquences élevées de changements variétaux, la spé-
cialisation est impossible.
La relation de proportionnalité entre φf et δ dépend de la
durée des saisons tS : lorsque la durée des saisons est élevée,
le coefficient de proportionnalité Γδ tend vers 1 (figures 5 et
4.1.3).

lim
ts→T
T→∞

Γδ = 1

La fréquence des changements variétaux est un aspect de l’hé-
térogénéité temporelle qui va limiter la spécialisation des po-
pulations. Au delà d’une certaine durée de saisons, le phéno-
type final atteint la stratégie optimale.

Figure 6 – Γδ en fonction de ts. Pour des
saisons de durée supérieure à 200, la différen-
ciation des habitats détermine complètement
le phénotype final.

4.1.4 Influence de la durée des saisons sur le phénotype final

Figure 7 – φf = f(ts) pour trois valeurs de différenciation des habitats : de gauche à droite, δ = 0, 3, δ = 1,δ = 2.
En bleu, figurent les courbes de corrélation selon un modèle logistique de Verhulst. La p–value, indiquée pour
chaque cas, provient d’un test de corrélation linéaire effectué entre ln

(

δ
φf
− 1
)

et ts.

Pour δ < 0, 3, les habitats ne sont pas suffisamment différenciés pour permettre des spécialisations : le
phénotype final est nul, indiquant une évolution vers un généralisme. Pour δ ≥ 0, 3, on peut observer une
spécialisation. Cette spécialisation atteint la stratégie optimale (φf = δ) pour des durées de saisons suffisamment
longue, ce qui justifie l’emploi pour l’interprétation de la corrélation entre la durée des saisons et le phénotype
final du modèle logistique de Verhulst suivant, avec ρ > 0, τ > 0 et ‖ǫ1‖ ≪ 1 :

φf (δ, ts) =
δ

1 + e−ρ·(ts−τ
+ ǫ1

où τ correspond à la durée de saison nécessaire pour que le phénotype final atteigne la moitié du phénotype
optimal ; ρ est un paramètre de croissance permettant de rendre compte de la rapidité à laquelle l’influence de
δ sur φf va s’effectuer et ‖ǫ1‖ est lié à l’erreur du modèle statistique. On vérifie aisément que cette équation
vérifie la condition de proportionnalité entre φf et δ, à valeur de ts fixée, observée précédemment : pour des
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durées de saisons longues, le phénotype final correspond au phénotype optimal.
Une transformation logarithmique permet de linéariser cette relation :

ln

(

δ

φf

− 1

)

= ρ · τ − ρ · ts + ǫ2

avec ‖ǫ2‖ ≪ 1, l’erreur statistique. Un test de corrélation linéaire de Pearson, effectué sur la forme linéaire du
modèle de Verhulst employé, confirme la validité du modèle pour chaque cas.
Le modèle logistique dépend de la différenciation des habitats (figure 7). Si le paramètre ρ variant entre 0, 015
et 0, 08, pour une valeur moyenne de 0, 039, semble peu dépendant de δ, il n’en va pas de même pour τ .

La relation entre τ et δ n’est pas monotone et on observe
une inversion de tendance pour δ ≈ 1 (figure 4.1.4). Pour
δ ≤ 1, plus δ est faible, plus τ est grand signifiant que
sous des habitats faiblement différenciés, le phénotype
final est très sensible aux fréquences des changements
d’habitat. Une certaine durée de saisons, d’autant plus
élevée que δ est faible, est nécessaire pour que φf at-
teigne la stratégie optimale. Autrement dit, plus les ha-
bitats sont différenciés, plus les populations peuvent at-
teindre un haut niveau d’adaptation dans un paysage
temporel hétérogène.
Cette tendance n’est pas immuable et pour d ≥ 1, la
relation entre τ et δ devient positive. Une explication
possible est que plus δ est élevé, plus la distance phé-
notypique à parcourir à chaque fin de saison entre les
deux valeurs optimales est grande : 2δ. La vitesse évolu-
tive peut dépendre de la différenciation des habitats et
de leurs valeurs optimales, de sorte que l’évolution peut
aller « plus vite et plus loin » : une population peut
mettre moins de temps à parcourir une plus grande dis-
tance phénotypique (Papaïx et al. 2011a). Ici, ce n’est
pas le cas : pour des valeurs élevées de δ, le temps né-
cessaire à passer d’une stratégie optimale à la stratégie
optimale opposée est d’autant plus important que la dis-
tance entre ces deux stratégies est grande, offrant ainsi
une sensibilité accrue à l’hétérogénéité temporelle.

Figure 8 – τ en fonction de δ. Les courbes en
bleu sont des courbes d’interprétation provient de
l’ajustement d’une fonction du type τ = a · e−bτ +
c · τ + δ, par la méthode des moindres carrés.

4.2 Hétérogénéité spatio-temporelle

En reprenant la notation introduite dans la description du modèle proposé où PET (π(s), α(s), d, tS) désigne
l’ensemble des paysages spatio-temporels, notre étude de l’hétérogénéité spatio-temporelle s’est limitée aux
paysages vérifiant :

∀s ∈ J1, SK, α(s) = α

∀s ∈ J1, SK, π(s) =

{

π1 si s ≡ 1 (mod 2)
π2 si s ≡ 0 (mod 2)

π1 ≥ π2

Autrement dit, la dynamique de paysage consiste en une alternance saisonnière de deux proportions d’habitat
1, à agrégation et différenciation d’habitats fixées. Comme précédemment, la différenciation des habitats est
assimilée à la valeur absolue des stratégies optimales : σ2 = 1.
Le jeu de simulations contient 540 simulations et explore les différents paramètres de la manière suivante :

– les valeurs possibles d’agrégation de l’habitat minoritaire sont 0, 2 ; 0, 4 et 0, 7 ;
– les valeurs possibles de la différenciation des habitats sont 0, 8 ; 1 et 1, 2, illustrant ainsi les trois types de

compromis écologiques
– les durées des saisons peuvent être de 20, 50, 100 ou 200
– les proportions en habitat 1 peuvent être 0, 04 ; 0, 25 ; 0, 49 ; 0, 75 et 0, 96.
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4.2.1 Trois comportements évolutifs

Figure 9 – Trois comportements évolutifs : à gauche, un monomorphisme à toutes les saisons (δ = 0, 8 ; ts = 20 ;
α = 0, 2 ;π1 = 0, 96 ; π2 = 0, 75) ; au milieu, alternance entre des saisons de monomorphisme et des saisons de
dimorphismes (δ = 0, 8 ; ts = 100 ; α = 0, 7 ; π1 = 0, 49 ; π2 = 0, 04) ; à droite, un dimorphisme à toutes les
saisons (δ = 1, 2 ; ts = 50 ; α = 0, 2 ; π1 = 0, 49 ; π2 = 0, 25). Avec, en ordonnée la valeur de trait phénotypique,
en abscisse, le temps évolutif.

Trois comportements évolutifs peuvent être distingués (figure 9). Dans le premier cas, la population reste
monomorphe et on observe les deux stratégies mises en évidence précédemment : le phénotype moyen de la
population suit des oscillations de période égale à la durée des saisons et évolue soit vers une stratégie généraliste,
soit vers une stratégie spécialiste. Dans le second cas, on observe l’alternance saisonnière entre une population
monomorphe et une population dimorphique. Dans le troisième cas, la population est dimorphique à toutes les
saisons (exceptée la première saison).
Ces deux derniers comportements évolutifs permettent de mettre en évidence des branchements évolutifs, rendus
possibles par la présence des deux habitats à toutes les saisons. Ces branchements évolutifs conduisent à la
formation de deux sous-populations développant deux stratégies de spécialisation. Les caractéristiques spatiales
de l’environnement semblent déterminer la stabilité du dimorphisme engendré. Par ailleurs, le monomorphisme
est généralement associé à l’adoption d’une stratégie généraliste tandis que le dimorphisme correspond plutôt
à populations bien spécialisées sur l’un ou l’autre des habitats. L’alternance entre les deux est bien souvent un
cas intermédiaire avec des populations moins spécialisées pendant les saisons de dimorphisme.

4.2.2 Comparaison des comportements observés aux résultats théoriques

La figure 10 montre le comportement évolutif pour chaque simulation (graphiques de gauche) et le compor-
tement théorique déduit des critères de branchement spatiaux appliqués à chaque saison (graphiques de droite).
La caractérisation des différents comportements évolutifs s’appuie sur une analyse des phénotypes dominants
de la population pour chaque pas de temps de la seconde moitié du temps de simulation. Un phénotype do-
minant correspond au phénotype moyen d’un groupe de classes phénotypiques successives et dont les effectifs
représentent plus de 2 % de la population totale. Selon le nombre de phénotypes dominants ainsi caractérisés,
1 ou 2, la population est considérée monomorphique ou dimorphique.
L’hétérogénéité spatio-temporelle est un objet d’étude beaucoup plus complexe que l’hétérogénéité temporelle,
et ce, notamment en raison de la multiplicité des dimensions. Le nombre de simulations n’est pas suffisant
pour mettre en évidence, de manière aussi précise que précédemment, les influences des différents paramètres
sur le comportement évolutif des populations mais certains effets semblent cependant, pouvoir être avancés. La
comparaison des observations des simulations aux résultats théoriques de l’hétérogénéité spatiale montrent des
différences dues à la dimension temporelle de l’hétérogénéité spatio-temporelle.
La différenciation des habitats semble être le principal facteur influençant le comportement évolutif : plus la
différenciation est élevée, plus le dimorphisme est favorisé. L’effet de la durée des saisons est moins net, mais
il semble que plus les durées de saison sont courtes, plus le monomorphisme est favorisé. Ces observations sont
tout à fait cohérentes avec les résultats issus de l’étude de l’hétérogénéité temporelle.
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Figure 10 – Comportements évolutifs théoriques (à droite) et observés (à gauche). De haut à bas, α(s) = 0, 2 ;
α(s) = 0, 4 et α(s) = 0, 7. Avec π1 en abscisse, π2 en ordonnée, ts en seconde abscisse et δ en seconde ordonnée.
En bleu foncé, les populations sont monomorphes à toutes les saisons ; en bleu clair, les populations sont
dimorphiques à toutes les saisons ; en bleu moyen, les populations alternent entre des saisons de monomorphisme
et des saisons de dimorphisme.
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Par rapport aux résultats théoriques issus du critère spatial de branchement, l’effet de la différenciation des
habitats semble amplifié en hétérogénéité spatio-temporelle. Par exemple, les simulations du type (α = 0, 4 ;
π1 = 0, 04 ; π2 = 0, 75) montrent un effet très net de ce paramètre, en comparaison aux résultats déduits du
critère spatial de branchement qui prédisent une alternance entre monomorphisme et dimorphisme quel que soit
la valeur de la différenciation.
Concernant les paramètres spatiaux, plus l’agrégation des habitats est élevée plus le dimorphisme semble favorisé.
Ces résultats sont cohérents avec ceux provenant de l’étude de l’hétérogénéité spatiale (Papaïx et al. 2011a) :
plus les habitats sont agrégés, plus les spécialistes ont un niveau d’adaptation élevé, et les populations dimor-
phiques étant généralement des populations spécialisées, cet effet n’est pas surprenant. L’effet de la proportion
des habitats semble moins déterminant que l’agrégation, excepté pour les proportions extrêmes qui favorisent
nettement le monomorphisme. Enfin, plus l’amplitude des changements de proportion d’habitats est importante,
plus le monomorphisme est favorisé.
Globalement, les résultats d’hétérogénéité spatio-temporelle concordent avec ceux de l’hétérogénéité tempo-
relle : des changements fréquents de paysage favorisent des populations monomorphes et généralistes, là où des
habitats bien agrégés dans l’espace et dans le temps, favorisent des populations dimorphiques de spécialistes.
Qui plus est, les simulations dont les variations de proportions d’habitats impliquent des valeurs extrêmes, 0, 04
ou 0, 96, semblent plus sensibles à l’hétérogénéité spatio-temporelle. De même, les simulations dont les change-
ments saisonniers sont très rapprochés (ts = 20) montrent une plus grande sensibilité aux paramètres spatiaux.
Inversement, sous de fortes agrégations, que l’on peut considérer comme une moindre hétérogénéité spatiale, et
des valeurs moyennes de proportions d’habitats, la différenciation et la durée des saisons n’ont plus d’effet. Il y
aurait donc des phénomènes d’amplification des effets de l’hétérogénéité : plus les populations sont soumises à
une forte hétérogénéité sous certains aspects, plus elles seront sensibles à d’autres aspects de l’hétérogénéité.

5 Discussion

L’hétérogénéité temporelle, tout comme l’hétérogénéité spatiale, peut influencer l’adaption des pathogènes.
Un modèle de dynamique adaptative, décrivant les changements phénotypique au cours du temps d’une popu-
lation de pathogènes soumis à des changements périodiques d’habitat, permet de montrer que la spécialisation
d’une population peut dépendre fortement des caractéristiques paysagères temporelle qui lui sont imposées. En
cela, les résultats présentés confirment et illustrent sur un aspect temporel la supériorité qu’ont les stratégies
généralistes dans l’exploitation de l’hétérogénéité écologique (Loreau et al. 2001, Gravel et al. 2011).
En particulier, la durée des saisons, correspondant au temps de présence d’un type d’habitat dans l’environ-
nement et que l’on peut assimiler à une sorte d’« agrégation temporelle », est un paramètre déterminant pour
l’évolution de pathogènes. Plus la durée des saisons est courte, plus le niveau d’adaptation des pathogènes
sera bas, jusqu’à pouvoir favoriser l’adoption d’une stratégie généraliste. Le niveau d’adaptation est défini par
rapport à la stratégie optimale, déterminée par la différenciation des habitats. Les influences de ces deux para-
mètres, durée des saisons et différenciation des habitats, sont croisées et complexes : la sensibilité à la durée des
saisons (ou à la fréquence des changements saisonniers) est d’autant plus forte que la différenciation des habitats
est faible. Ce n’est plus vrai pour des habitats très différenciés, où la distance phénotypique à parcourir entre
deux optima de spécialisation devient suffisamment importante pour que le temps nécessaire à la parcourir soit
allongé, et en conséquence, entraîner une sensibilité accrue aux perturbations des changements saisonniers.
Ces résultats illustrent l’influence complexe que peut jouer un aspect de l’hétérogénéité temporelle sur un
compromis écologique, ici la spécialisation entre deux habitats. D’autres compromis écologiques peuvent être
influencés de la sorte. À titre d’exemple, l’absence périodique de l’hôte peut entraîner chez l’hôte une augmen-
tation du taux de transmission, selon un compromis entre transmission et virulence, ou sa diminution, selon un
compromis entre transmission et survie saisonnière (van den Berg et al. 2010). L’influence de l’hétérogénéité
temporelle sur des compromis décisifs dans l’adoption de stratégies écologiques par les pathogènes, et de leur
devenir évolutif, est un argument fort pour intégrer de manière explicite les aspects temporels dans les études
sur les liens entre hétérogénéité environnementale et évolution des pathogènes.
Les résultats provenant de l’étude de l’hétérogénéité spatio-temporelle montrent en effet qu’il peut exister des
phénomènes d’amplification entre différents aspects : l’effet de la fréquence des changements saisonniers, ou de
la différenciation des habitats est d’autant plus fort qu’il s’accompagne d’une faible agrégation et de saisons
avec des proportions d’habitat extrêmes. Inversement, les effets de certains aspects de l’hétérogénéité peuvent
être contrariés par des facteurs d’homogénéité : l’agrégation des habitats peut inhiber complètement l’effet de
la différenciation des habitats, par exemple.
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L’idée d’appliquer une hétérogénéité spatio-temporelle à un espace agricole pour mieux réguler les épidémies vé-
gétales et plus freiner l’apparition de spécialisations, par rapport à la seule hétérogénéité spatiale ou temporelle,
est illustrée par la rotation de mélanges de culture. Cette pratique agricole est un outil majeur du maintien
des stratégies agricoles modernes conciliant productivité agricole, réduction des maladies et préservation de
l’environnement (Oddino et al. 2008, Li et al. 2009). Elle repose sur l’emploi d’un mélange de cultures, pour
forcer les pathogènes à survivre dans un environnement d’hôte spatialement hétérogène, et une rotation dans
le temps de ces cultures, pour forcer les pathogènes à survivre dans un environnement d’hôte temporellement
hétérogène (Xu 2011).
Mais au-delà des ces principes généraux, la compréhension des effets des aspects spatiaux, temporels et spatio-
temporels de l’hétérogénéité sur l’écologie et l’évolution des pathogènes nécessite un effort de recherche im-
portant, passant par l’amélioration des modèles actuellement développés et l’exploration de leurs hypothèses.
Le modèle ici étudié est un modèle de dynamique adaptative dont les limites sont liées à la simplification des
caractéristiques des populations et des paysages spatio-temporels. L’étude de l’influence de l’hétérogénéité s’est
basée sur la caractérisation de phénotypes dominant. Les résultats ici montrés s’appuient sur la caractérisation
de phénotypes dominants. Cette caractérisation ne doit pas faire oublier qu’en réalité l’ensemble des classes
phénotypiques entre les deux stratégies optimales est représenté, mais dans des effectifs très faibles. Ce poly-
morphisme marginal peut provenir de la présence des deux habitats à chaque saison qui permet de maintenir de
faibles effectifs spécialisés sur un habitat parfois très minoritaire au cours d’une saison, ou simplement provenir
d’effets de retard, liés aux paramètres démographiques. Ce polymorphisme à bas niveau permet d’expliquer l’ab-
sence de branchements évolutifs ultérieurs dans les simulations dont le comportement évolutif est une alternance
entre dimorphisme et monomorphisme : les effectifs, certes très faibles, sont cependant suffisants pour entraî-
ner immédiatement une nouvelle spécialisation (figure 9, graphique du milieu). L’étude de ce polymorphisme à
bas niveau, l’élargissement des hypothèses d’haploïdie, d’asexualité, de générations non chevauchantes, l’étude
de l’adaptation sur plusieurs traits sont autant de perspectives pour développer les aspects populationnels du
modèle. De manière semblable, l’intégration d’autres aspects de l’hétérogénéité et l’augmentation du nombre
d’habitats sont les premiers développements envisageables des aspects environnementaux du modèle proposé.
L’objectif dans lequel s’inscrit ce projet est l’élaboration d’un modèle intégrant l’ensemble des aspects de l’hé-
térogénéité spatio-temporelle. Un tel modèle constituerait un outil à même de pouvoir étudier l’ensemble des
interactions et des effets des différentes composantes de l’hétérogénéité écologique, préalable indispensable à
l’élaboration de stratégies agricoles de gestion de la spécialisation des pathogènes.

6 Conclusion

Dans un contexte où la législation européenne cherche à contrôler l’emploi des produits phytosanitaires afin
de garantir un niveau élevé de protection de l’environnement, et dans le même temps de préserver la compétitivité
de l’agriculture communautaire (Parlement européen 2009), la manipulation des structures spatio-temporelles
des paysages semble une voie prometteuse pour la gestion de l’évolution des pathogènes et du risque épidé-
mique en milieu agricole. Le modèle proposé s’appuie sur la théorie de la dynamique adaptative pour montrer
l’influence de la fréquence des changements de cultures sur la spécialisation des pathogènes. Cet aspect de
l’hétérogénéité peut contraindre fortement le niveau d’adaptation des pathogènes sur des habitats pourtant mo-
novariétaux à un temps donné, et potentiellement réduire d’autant leur agressivité. Au niveau de l’hétérogénéité
spatio-temporelle, le devenir évolutif d’une population est influencée à la fois par des aspects temporels et des
aspects spatiaux, avec des phénomènes d’amplification ou d’inhibition. L’étude du rôle évolutif de l’hétérogé-
néité s’inscrit dans le courant de la biologie évolutive appliquée, et défend une meilleure intégration des principes
évolutifs et écologiques dans les techniques modernes agricoles. À l’heure où les impacts environnementaux de
l’agriculture et sa vulnérabilité face aux épidémies végétales constituent des critères de plus en plus valorisés à
côté des traditionnelles maximisations de la production et du rendement, l’un des principaux enseignements de
ce courant est de rapprocher le fonctionnement des systèmes cultivés à celui des écosystèmes. La réintroduction
de l’hétérogénéité écologique dans les agrosystèmes constitue donc une priorité en politique agricole, à laquelle
doit contribuer la recherche agronomique.
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Premiers développements des aspects analytiques

L’établissement d’une trame analytique rigoureuse à même d’expliquer l’ensemble des observations est une
tâche très ardue. Cependant, dans le cas extrême d’un changement saisonnier à chaque pas de temps évolutif,
il peut facilement être montré que la stratégie généraliste est une stratégie évolutive stable (ESS). Par ailleurs,
dans le cas de changements saisonniers impliquant des durées de saison suffisamment longues, une application
de l’équation canonique de la dynamique adaptative permet de rendre compte des oscillations du phénotype de
la population telles qu’observées dans le graphique gauche de la figure 3.
Les simulations où le phénotype subit des oscillations amorties (par exemple, graphique droite de la figure 3)
correspondent à des cas intermédiaires. Cet amortissement est sans doute lié à la cinétique de la dynamique de
la distribution phénotypique de la population. Le polymorphisme des populations soumises à ces oscillations
amorties n’est plus compatible avec l’hypothèse de monomorphisme et en cela réside l’origine de leur difficulté
analytique.

Caractérisation des stratégies singulières

Soit une population résidente x dans laquelle apparaît un mutant y. Dans un environnement constant dans
le temps, le devenir de ce mutant est déterminé par son coefficient d’invasion s

(h)
x (y) avec h l’habitat présent

lors de l’apparition du mutant. Ce coefficient est le rapport des taux de survie du mutant et de la population
résidente :

s(h)x (y) =
f(y, h)

f(x, h)
=

e−
(y−βh)2

2σ2

e−
(x−βh)2

2σ2

Cas de saisons longues Au cours d’une saison, le paysage est invariant dans le temps. Dans le cas de saisons
longues, ce paysage permet l’évolution d’une population vers la stratégie optimale.

log s(h)x (y) = −
1

2σ2

(

(y − βh)
2 − (x− βh)

2
)

log s(h)x (y) = −
1

2σ2
(y − x)(y + x− 2βh)

Le gradient de sélection est égal à :

Υ(h)
x (y) =

∂s
(h)
x (y)

∂y
= −

βh − y

σ2
exp

(

−
1

2σ2
(y − x)(y + x− 2βh)

)

Υ
(h)
βh
(βh) = 0 donc x⋆ = βh est une stratégie singulière.

Le calcul des dérivées secondes du coefficient d’invasion permettent de déterminer la convergence et la stabilité
des stratégies singulières (Geritz et al. 1998, Brännström et Festenberg 2006). Le calul de la dérivée seconde
du coefficient d’invasion par rapport à x2 donne :

∂2s
(h)
x (y)

∂x2
=

∂

∂x

[

x− βh

σ2
exp

(

−
1

2σ2
(y − x)(y + x− 2βh)

)]

∂2s
(h)
x (y)

∂x2
=

1

σ2

(

1 +
(x− βh)

2

σ2

)

exp

(

−
1

2σ2
(y − x)(y + x− 2βh)

)

Le calcul de la dérivée seconde du coefficient d’invasion par rapport à y2 donne :

∂2s
(h)
x (y)

∂y2
=

∂

∂y

[

βh − y

σ2
exp

(

−
1

2σ2
(y − x)(y + x− 2βh)

)]

∂2s
(h)
x (y)

∂y2
=

1

σ2

(

−1 +
(βh − y)2

σ2

)

exp

(

−
1

2σ2
(y − x)(y + x− 2βh)

)
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En la singularité singularité, nous avons :

∂2s
(h)
x (y)

∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

x=y=x⋆

=
1

σ2
et

∂2s
(h)
x (y)

∂y2

∣

∣

∣

∣

∣

x=y=x⋆

= −
1

σ2

∂2s
(h)
x (y)

∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

x=y=x⋆

>
∂2s

(h)
x (y)

∂y2

∣

∣

∣

∣

∣

x=y=x⋆

Donc x⋆ = βh est une stratégie évolutive convergente (CSS).
Par ailleurs,

∂2s
(h)
x (y)

∂y2

∣

∣

∣

∣

∣

x=y=x⋆

= −
1

σ2
< 0.

Donc x⋆ = βh est une stratégie évolutive stable (ESS).

Cas des saisons très courtes Dans un environnement marqué par des changements saisonniers d’habitat,
le devenir du mutant est déterminé par le produit de ses coefficients d’invasion propores à chaque habitat. Dans
le cas extrême d’un changement saisonnier à chaque cycle, on peut écrire :

ςx(y) = s(1)x (y) · s(2)x (y)

ς(x, y) est indépendant de δ :

log ςx(y) = −
1

2σ2

(

(y + δ)2 − (x+ δ)2 + (y − δ)2 − (x− δ)2
)

log ςx(y) = −
1

2σ2
((y − x)(x+ y + 2δ) + (y − x)(x+ y − 2δ))

log ςx(y) =
x2 − y2

σ2

Le gradient de sélection est égal à :

Υx(y) =
∂ςx(y)

∂y
= −

2y

σ2
e

x2
−y2

σ2

Pour x = y, le gradient de sélection devient :

Υx(x) = −
2x

σ2

Υ0(0) = 0 donc x⋆ = 0 est une stratégie singulière.
Le calcul de la dérivée seconde par rapport à x2 donne :

∂2ςx(y)
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∂
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2x

σ2
e
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−y2

σ2

]
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2
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)

e
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−y2
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Le calcul de la dérivée seconde par rapport à y2 donne :
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]
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En la singularité singularité, nous avons :

∂2ςx(y)

∂x2

∣

∣

∣

∣

x=y=x⋆

=
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σ2
et
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∣

∣

∣
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∣

∣
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Donc x⋆ = 0 est une stratégie évolutive convergente (CSS).
Par ailleurs,

∂2ςx(y)

∂y2

∣

∣

∣

∣

x=y=x⋆

= −
2

σ2
< 0.

Donc x⋆ = 0 est une stratégie évolutive stable (ESS).

Équation canonique de la dynamique adaptative

La vitesse évolutive du trait phénotypique x dans une population monomorphe peut être décrite par l’équa-
tion canonique de la dynamique adaptative (Champagnat et al. 2006, Dieckmann et Law 1996) :

ẋ =
γ2(x)θ(x)

2
∂px(y)∂y|x (1)

Dans cette équation, px(y) est la probabilité de survie du mutant de phénotype y dans une population résidente
x. L’échelle de temps est modifiée de sorte que les mutations apparaissent selon un processus de Poisson à temps
continu de taux θ(x). Chaque mutation modifie le trait phénotypique selon une variance γ2(x).
D’après Papaïx et al. (2011a), la stochasticité affectant la démographie des individus mutants rares peut être
prise en compte par un paramètre ν2 qui quantifie la variabiltié de la distibution des descendants d’un individu,
de sorte que l’équation canonique peut être réécrite sous la forme :

ẋ = −
γ2(x)θ(x)

σ2ν2
(x− x⋆)

Avec σ2 la variance des courbes de survie. Si γ2(x) et θ(x) ne dépendent pas de x, cas dans lequel nous nous
plaçons, les solutions de cette équation vérifient :

x(t)− x⋆(t)

x0(t)− x⋆(t)
= exp

(

−
γ2θ

σ2ν2
t

)

(2)

avec x⋆(t) la stratégie optimale au temps t et x0(t) la valeur du phénotype de la population au début de la
saison correspondant au temps t.

La figure 11 représente l’estimation de γ2θ
σ2ν2 pour chaque simulation. Pour des différenciations d’habitat supé-

rieures à 0, 5, ce paramètre semble constant et indépendant de δ et de ts. Pour des différenciations d’habitat
inférieures à 0, 5, ce paramètre est plus faible (Ajouter Graphique « Influence de δ sur τ »). Cet écart
peut s’expliquer par un éloignement du comportement des populations simulées par rapport à l’équation de la
dynamique adaptative. En effet, les changements de saison entraînent chez des populations soumis à des habitats
faiblement différenciés une modification plus sigmoïde qu’exponentielle du phénotype.

Dans la suite des calculs, nous considérerons 1
τ
= γ2θ

σ2ν2 constant et indépendant de δ et ts.

x(t) = (−1)sδ + (x0(t)− (−1)sδ) e−
t
τ

avec s ∈ J1, SK la saison correspondant au temps t.
En notant xs(δ, ts) le phénotype à la fin de la saison s d’une population soumise à des saisons de durée ts et à
des habitats de différenciation δ et x0(δ, ts) la valeur initiale du phénotype de cette population, on a la relation
de récurrence suivante :

∀s ∈ J1, SK, xs(δ, ts) = (−1)sδ + (xs−1(δ, ts)− (−1)sδ) e−
ts
τ (3)
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Figure 11 – Représentation de la valeur estimée de γ2θ
σ2ν2 en fonction de la différenciation des habitats et de la

durée des saisons. Pour une simulation donnée, la valeur représentée correspond à la moyenne des estimations
réalisées par la méthode des moindres carrés à chaque changement saisonnier. Ont été exclues les simulations
pour lesquelles le phénotype final était nul.

Par définition, la valeur absolue de cette suite tend vers le phénotype final :

lim
s→∞

|xs(δ, ts)| = φf (δ, ts)

Une expression analytique de φf en fonction de δ et ts peut être déduite de l’équation 3 en supposant que
xs−1 = −xs :

xs = (−1)sδ + (xs−1 − (−1)sδ) e−
ts
τ

xs = (−1)sδ + (−xs − (−1)sδ) e−
ts
τ

xs =
1− e−

ts
τ

1 + e−
ts
τ

(−1)sδ

xs = (−1)sδ tanh

(

ts

2τ

)

D’où une expression du phénotype final :

φf = δ tanh

(

ts

2τ

)

(4)

Le graphique de gauche de la figure 12 est une représentation de φf (δ, ts) en fonction de δ et ts, déduit de ces
considérations analytiques. On peut observer une remarquable concordance entre les résultats analytiques et les
observations de simulations.
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Figure 12 – Comparaison du phénotype final provenant de la résolution de l’équation 4 (à gauche) au phénotype
final observé dans les simulations (à droite).
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The pathogen population

composition living on a

particular variety influences

the observed disease level.
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Major results

The landscape varietal composition influences the
observed resistance level of the most grown wheat
varieties by shaping P. triticina populations.

◮ Quantification of plant-pathogen interactions,

◮ spatial scale and conditions of production,

◮ towards predictive models for agricultural advice.
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disease dynamics was investigated

⇒ How does the epidemic spread over the

landscape when dispersal is limited?

2. Composition of P. triticina population depended

on affinity and landscape composition

⇒ Which are the respective roles of local fitness

and migration in the competition between pathogen

genotypes?

3. Host spectrum was found highly variable (from

highly specialized genotypes to generalist ones)

⇒ Which conditions favour the pathogen

specialisation?
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Modelling approaches

◮ Simulation of pathogen population spread on an
agricultural landscape:

1. spread of pathogen population,

2. competition among pathogen genotypes.

◮ Adaptive dynamics in a metapopulation context:

3. evolution of pathogen population.
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1. Spread of pathogen population over a
heterogeneous agricultural landscape
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Spread of pathogen population
Effect of variety aggregation level

◮ One pathogen genotype.

◮ Two varieties: a susceptible and a partially resistant.
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heterogeneous agricultural landscape
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Landscapes

◮ Two varieties: V1 (30%) and V2 (70%).

◮ Three aggregation levels:

Mixed strategy Mosaic strategy Grouped strategy
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Pathogen genotypes

Three pathogen genotypes:

◮ V1 specialist (P1),

◮ V2 specialist (P2),

◮ generalist (P3).

Variety V1 Variety V2
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Cost of resistance

INRA - ABIES Landscape structure and epidemic risk 2011 sept 26 31 / 48

Landscape
structure and
epidemic risk

Julien Papaïx

Introduction

Agricultural context

Ecological questions

Spatial heterogeneity

Contents

Observations on
wheat leaf rust

The wheat leaf rust

pathosystem

The Soissons-073100 case

Generalisation

Questions of interest

Host diversity and
epidemic risk

Modelling approaches

Spread of pathogen

population

Competition among

pathogen genotypes

Long term evolution of

pathogen population

General
discussion

Agro-ecological conclusions

Methodological conclusions

Perspectives

Competition among pathogen genotypes
Mixed strategy

Landscape Generalist (P3)

V1 specialist (P1) V2 specialist (P2)

INRA - ABIES Landscape structure and epidemic risk 2011 sept 26 32 / 48



Landscape
structure and
epidemic risk

Julien Papaïx

Introduction

Agricultural context

Ecological questions

Spatial heterogeneity

Contents

Observations on
wheat leaf rust

The wheat leaf rust

pathosystem

The Soissons-073100 case

Generalisation

Questions of interest

Host diversity and
epidemic risk

Modelling approaches

Spread of pathogen

population

Competition among

pathogen genotypes

Long term evolution of

pathogen population

General
discussion

Agro-ecological conclusions

Methodological conclusions

Perspectives

Competition among pathogen genotypes
Mosaic strategy

Landscape Generalist (P3)

V1 specialist (P1) V2 specialist (P2)

INRA - ABIES Landscape structure and epidemic risk 2011 sept 26 33 / 48

Landscape
structure and
epidemic risk

Julien Papaïx

Introduction

Agricultural context

Ecological questions

Spatial heterogeneity

Contents

Observations on
wheat leaf rust

The wheat leaf rust

pathosystem

The Soissons-073100 case

Generalisation

Questions of interest

Host diversity and
epidemic risk

Modelling approaches

Spread of pathogen

population

Competition among

pathogen genotypes

Long term evolution of

pathogen population

General
discussion

Agro-ecological conclusions

Methodological conclusions

Perspectives

Competition among pathogen genotypes
Grouped strategy

Landscape Generalist (P3)

V1 specialist (P1) V2 specialist (P2)

INRA - ABIES Landscape structure and epidemic risk 2011 sept 26 34 / 48



Landscape
structure and
epidemic risk

Julien Papaïx

Introduction

Agricultural context

Ecological questions

Spatial heterogeneity

Contents

Observations on
wheat leaf rust

The wheat leaf rust

pathosystem

The Soissons-073100 case

Generalisation

Questions of interest

Host diversity and
epidemic risk

Modelling approaches

Spread of pathogen

population

Competition among

pathogen genotypes

Long term evolution of

pathogen population

General
discussion

Agro-ecological conclusions

Methodological conclusions

Perspectives

Competition among pathogen genotypes
Summary

Aggregation 

level increases 

Cost of resistance 

decreases 

INRA - ABIES Landscape structure and epidemic risk 2011 sept 26 35 / 48

Landscape
structure and
epidemic risk

Julien Papaïx

Introduction

Agricultural context

Ecological questions

Spatial heterogeneity

Contents

Observations on
wheat leaf rust

The wheat leaf rust

pathosystem

The Soissons-073100 case

Generalisation

Questions of interest

Host diversity and
epidemic risk

Modelling approaches

Spread of pathogen

population

Competition among

pathogen genotypes

Long term evolution of

pathogen population

General
discussion

Agro-ecological conclusions

Methodological conclusions

Perspectives

Competition among pathogen genotypes
Summary

Dispersal range 

increases 

variety proportions = 30% − 70% variety proportions = 50% − 50%

d
is

p
e

rs
a

l 
ra

n
g

e
 =

 1
5

0
m

d
is

p
e

rs
a

l 
ra

n
g

e
 =

 1
5

0
0

m

R0=

1

R0=

1.4

R0=

1.6

R0=

1.8

m
ix

e
d

m
o

s
a

ic
g

ro
u

p
e

d

P2 + P3

P1 + P2 + P3

P1 + P2

R0=

1

R0=

1.4

R0=

1.6

R0=

1.8

P3

P1 + P2 + P3

P1 + P2

m
ix

e
d

m
o

s
a

ic
g

ro
u

p
e

d

P3 P2 + P3

P2 + P3 P1 + P2 + P3

P2

P1 + P2

P3 P1 + P2 + P3

P1 + P2

Balanced 

proportions 

Unbalanced 

proportions 

INRA - ABIES Landscape structure and epidemic risk 2011 sept 26 35 / 48



Landscape
structure and
epidemic risk

Julien Papaïx

Introduction

Agricultural context

Ecological questions

Spatial heterogeneity

Contents

Observations on
wheat leaf rust

The wheat leaf rust

pathosystem

The Soissons-073100 case

Generalisation

Questions of interest

Host diversity and
epidemic risk

Modelling approaches

Spread of pathogen

population

Competition among

pathogen genotypes

Long term evolution of

pathogen population

General
discussion

Agro-ecological conclusions

Methodological conclusions

Perspectives

3. Evolution of specialisation in a spatially
heterogeneous environment
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Adaptive dynamics
What is it ?

A theoretical approach for studying phenotypic
changes of an evolving population.

Main hypotheses:

◮ clonal reproduction,

◮ non-overlapping generations,

◮ phenotype characterized by a 1D continuous trait,

◮ mutants are rare and evolution is gradual,

◮ demographic equilibrium reached before the

introduction of a new mutant.
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inoculum but implies a 
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Effect of host spatial structure on pathogen ecology
and evolution for controlling epidemics in agricultural
systems

◮ Data analysis (Bayesian inference)

◮ Simulation models (numerical experiment and

sensitivity analysis)

◮ Analytical approaches

⇒ role of data vs theoretical approaches,

⇒ complex ecological modelling.
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◮ Quantitative and/or qualitative validation of

theoretical models via large scale experiments.

◮ Towards agricultural advice:

- temporal dimension (internship F. Claeys 2011),

- socio-economical models, collective strategies,

- interactions between practices and parasites,

efficiency of diversification strategies,

- sexual recombination,...

◮ Towards natural systems: plant-pathogen

coevolution.
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Thanks to everyone who contributed to this PhD !

Thank you for your attention !
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