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Résumé

Titre : Analyses et simulations multifractales pourune meilleure gestion des eaux
pluviales en milieu urbain et péri-urbain

Les multifractals universels (UM) sont un outil gsant et abondement utilisé
d’analyse et de simulation de champs géophysiqu@sme la pluie, extrémement variables
sur une large gamme d’échelles. lls sont basésestwncept de cascade multiplicative qui
repose sur la notion physique d’'invariance d’éehptiur explorer le phénoméne fondamental
gu’est I'intermittence. Dans ce cadre, toute ldakilité du champ est caractérisée a I'aide de
simplement trois parameétres qui ont en plus urerpnétation physique. Dans cette these on
utilise ce cadre théorique pour quantifier I'impdet la variabilité a petite échelle de la pluie
en hydrologie urbaine. La premiére étape consisieadyser la variabilité spatio-temporelle
de données radar de précipitation a I'aide d’'un reodltifractal anisotrope simple.

Divers évenements pluvieux sont analysés : celld éévrier 2009 aussi bien autour
de Paris (radar en bande C de Trappes de Météadjrgne de Londres (mosaique Nimrod
du Met. Office britanique), un épisode « cévenalyant eu lieu du 5 au 9 septembre 2005
(mosaique radar Météo-France), et I'événement duill@t 2009 autour de la région de
Londres. Un comportement scalant a été observéleux gammes d’échelles séparées par
une rupture a 16 km qui est discutée. Ces donmégegkbalement en accord avec un modele
spatio-temporel simple reposant un exposant d’'&moigie entre I'espace et de temps. Les
résultats suggerent une possible universalité desetres UM pour les précipitations. Pour
'évenement « cévenol » les précipitations issues steties de simulations Méso-NH (un
modeéle météorologique méso-échelle non-hydrostatigueloppé par Météo-France/CNRM
et le Laboratoire d’Aérologie de I'Univ. de Toul@jd-rance) ont également été analysées et
présentent un comportement qualitatif similairejsrevec des estimations des paramétres
UM différentes correspondant a des comportementntdatifs distincts notamment au
niveau des extrémes.

Cette these aborde également un autre aspect rderriittence, particulierement
important pour les longues séries temporelles phagtriques, que sont les nombreuses
mesures nulles de la pluie (c’est-a-dire un pixehocune pluie n’est relevée), i.e. les longues
périodes seches. L'ancienne question de la sowceette intermittence, et notamment la
nécessité d’'un modele dédié, est revisitée. D’ablesd effets d’'un seuil sur un champ
multifractal sont analysés et ensuite un «toy rhedgui introduit des zéros au sein du
processus de cascade et conditionnellement auxrsalel champ est développé. Cela permet
d’expliquer la plupart des comportements obserpés,exemple. les différences entre les
statistiques évenementielles et globales.

L'impact de la variabilité de la pluie est analyséravers I'étude de la sensibilité de
modeles d’hydrologie/hydraulique urbaine a la denme pluie. Deux bassins versants
essentiellement urbains (un de 3 400 ha en Seim-Sanis a proximité de Paris, et un de
900 ha a Londres) modélisés avec des modeles mpérals semi-distribués sont pris comme
cas d’études. Par ailleurs le modele distribué Miydro (en développement au LEESU) est
testé sur une portion de 145 ha du cas d’étudsieariL’'impact de la variabilité a petites
échelles non mesurée des précipitations (i.e.aumant a des échelles plus petites que 1 km
en espace et 5 min en temps qui sont disponibles s données radar a bande C) est
d’abord évalué. Ceci est réalisé par la génération ensemble de pluie réaliste désagrégée



en continuant stochastiquement le processus soestjale cascade au-dela de I'échelle
d’observation, puis la simulation de I'ensemblerespondant d’hydrographes. Il apparait que
la variabilité a petites échelles de la pluie emlgerune variabilité hydrologique qui ne doit
pas étre négligée. De plus le modele Multi-Hydroegé une variabilité plus importante et pas
seulement au niveau du pic de débit, i.e. méme lgsupluies modérées. Ces résultats mettent
en lumiere la nécessité d’installer des radars eddX (dont la résolution est hectométrique)
en milieu urbain. Dans un deuxieéme temps les onrilkifractals sont employés sur les pluies
et les débits simulés qui présentent aussi un cdeipent scalant. Il apparait que le réseau
d’assainissement transmet simplement la variabd#é précipitations sans l'atténuer, au
moins en termes de statistiques multifractals.

Mots clés :

Variabilité des précipitations, hydrologie urbaimeyltifractal, intermittence, analyse spatio-
temporelle



Abstract

Title: Improving storm water management in urban and peri-urban areas with the help
of multifractal analysis and simulations

The Universal Multifractals (UM) are a powerful taghich has been extensively used
to analyze and simulate geophysical fields, suchaedall, that are extremely variable over
wide range of scales. It is based on the concepagtade phenomenology that relies on the
physical notion of scale invariance to explore finedamental phenomenon of intermittency.
In this framework the whole variability of a field characterized with the help of only three
parameters that are furthermore physically meaningh this PhD thesis we use this
theoretical framework to quantify the impacts ofadinscale rainfall variability in urban
hydrology. The first step consists in analysingaradhinfall space-time variability with the
help of a simple anisotropic multifractal model.

A variety of rainfall events are analyzed: tH& Bebruary 2009 rainfall event both in
Paris (Météo-France C-band radar of Trappes) amtldwo region (UK Met. Office Nimrod
mosaic), a “Cevenol” episode that occurred in tloeit® of France 5-9 September 2005
(Météo-France radar mosaic) and tfeJaly 2009 event over the London area. It appéuats t
a scaling behaviour was observed on two distinegea of scales separated by a break at
roughly 16 km that is discussed. These data setmaiverall agreement with a simple space-
time scaling model relying on single anisotropy @xgnt between space and time. The results
hint at a possible universality of the UM paramet@r rainfall. For the “Cevenol” episode
the rainfall outputs of Meso-NH simulations (a noetdogical non-hydrostatic mesoscale
model developed by Meteo-France/CNRM and LabomtdiAérologie (Univ. Toulouse,
France)) are also analyzed and show a similar tatisk behaviour but with different
estimates for the UM parameters corresponding s&iindt quantitative behaviours, in
particular for the rainfall extremes.

This thesis also explores another facet of inteéemdy, which is particularly important
for long time series of precipitation, that of numes zero rainfall measurements (a pixel or a
time step with no recorded rainfall), i. e. long ydperiods. We revisit the long lasting
discussion on the source of this intermittency, wldgether it requires a specific modelling.
First the effects of a threshold on a universaltiinattal field are investigated and second a
toy model that introduces some zeros within thecads process conditioned by the field
value is developed. This enables to explain mogt@bbserved behaviour, e.g. the difference
between event statistics and overall statistics.

The impact of rainfall variability is investigatédrough the analysis of the sensitivity
to the rainfall input of urban hydrologic-hydraulimodels. Two predominantly urban
catchments (a 3 400 ha one in Seine-Saint-Denis Paas, and a 900 ha one in London)
modelled with the help of operational semi-distrézimodels are used as case studies. The
fully distributed model Multi-Hydro (under develogmt at LEESU) is also tested on a 147 ha
portion of the Paris case study. First the impaatroheasured small scale rainfall variability
(i.e. occurring at scales smaller than 1 km in sgatd 5 min in time which are available with
C-band radar data) is evaluated. This is achiewedydmerating an ensemble of realistic
downscaled rainfall fields by continuing the stastiacascade process below the observation
scale and then simulating the corresponding ensembhydrographs. It appears that the



small scale rainfall variability generates sigrafi¢ hydrological variability that should not be
neglected. Furthermore the Multi-Hydro model gete=ra larger variability not only during

the peak flow, but during the whole event, i.e. fobderate rain rates. These findings
highlight the need to implement X-band radars (whossolution is hectometric) in urban
areas. In a second part multifractal tools are ugetboth rainfall and simulated discharges
that also exhibit a scaling behaviour. It appeaet the rainfall drainage system basically
transmits the rainfall variability without dampirgat least in terms of multifractal statistics.

Key words:

Rainfall variability, urban hydrology, multifractlintermittency, spatio-temporal analysis
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1. Introduction générale

1.1 Contexte général et problématique

Au cours des derniéres décennies, la complexitérémsaux d’assainissement s’est
fortement accrue par la mise en ceuvre de bassistodeage, d'un certain degré de maillage,
de stations de pompage, de vannes... L'augmentagercdpacités d’action sur le réseau a
été concomitante a une automatisation et un dépefopnt du contrdle en temps réel de ce
dernier (Schutze et al., 2004, pour une revue)butetraditionnel de ces outils est de limiter
les débordements de réseau qui engendrent desatmumgl urbaines. Dans un contexte
réglementaire plus strict comme celui de la DikextiCadre sur I'Eau (Council of the
European Communities, 2000), un objectif de réduncte la pollution et d’amélioration de
I'état écologique des masses d’eau a été ajoutd.pgasse par exemple par la limitation des
volumes d’eau rejetés sans traitement dans le unilegurel via les déversoirs d’orage, qui
sont une source importante de pollution des rigi€Rleau et al., 2005), ou bien un contréle
des débits pour optimiser le fonctionnement desosis d’épuration (Schutze et al., 2004).
Par ailleurs, ce sont bien souvent les mémes Isasknstockage qui servent a faire du
traitement de I'eau pluviale lors d’évéenements nmaygria une décantation) et a limiter les
débordements lors d’évenements extrémes (via téerént des pics de débit). Il convient de
noter que ces deux utilisations sont antinomiquésqoe la premiére implique de stocker
'eau dés le début de I'évenement pluvieux, tandis la deuxieme implique de conserver un
volume disponible pour le pic de débit. L’optimisat de ces capacités de stockage passe par
I'utilisation de modéles hydrologiques / hydraukguen milieu urbain, mais aussi par une
meilleure connaissance, a des échelles adaptéegrégpitations qui sont le processus a la
base des ruissellements.

L’objectif de cette thése est de caractériser laotpde la variabilité des précipitations
sur la réponse des bassins versants urbains. @dépre peut sembler trés « appliqué » mais
nécessite en réalité la mise en ceuvre d’outilsritpées permettant de quantifier aussi bien la
variabilité des précipitations a des échelles penies pour I'hydrologie urbaine, donc
typiqguement inférieures au kilométre et a quelquesnites, que la variabilité des débits. Nous
nous proposons dans cette these d’utiliser ledsodti cadre des multifractals universels
(Schertzer and Lovejoy, 1987a) couramment emppmyé analyser et simuler des champs
géophysiques extrémement variables sur une langengad’échelle, mais jusqu’a maintenant
peu ou pas employé en hydrologie urbaine.

Afin d'apporter des éléments de réponse a cettblgmmatique, mes travaux de thése
se sont structurés en trois volets :

- Comparaison multifractale des données radar depitaimons a la résolution de 1 km
en espace et 5 min en temps, et des sorties dulenogd@éerique Méso-NH. L’objectif
étant de se donner un cadre théorique pour caisestda variabilité de la pluie a
petites échelles.

- Etude de l'impact des nombreux zéros de la pluge (in pixel considéré comme sans
pluie dans les données) sur I'estimation des parasénultifractals, et amélioration
de la prise en compte des zéros dans ce cadregineor

- Quantification de limpact de la variabilité de pduie en hydrologie urbaine, via
'étude de la sensibilité de modéles a la résatutda champ de précipitation. Cette
étude a été menée sur des bassins versants utlea8eine-Saint-Denis et de Londres.
Des modeles semi-distribués 1D opérationnels anadele de recherche totalement
distribué ont été mis en ceuvre.
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Il convient ici de souligner quelques caractéristis] des modélisations stochastiques
des précipitations, qui sont a la base de mon itraka thése. Plusieurs approches sont
couramment employées aussi bien dans des travaantiBques qu’opérationnellement.

La premiere repose sur des processus ponctuelsequontentent de fournir une
représentation statistique des champs de pluies Bas derniers une série temporelle est
représentée par une succession d’évenements ptudieot les heures d’occurrence sont
générées par un processus stochastique. Ensuiiatansité et une durée définies a partir de
variables aléatoires indépendantes sont associébacue événement. Le processus le plus
simple est un processus de Poisson (se référeryinidaand Gupta, 1981, pour une revue)
dans lequel la durée entre deux évenements suscessindépendante et exponentiellement
distribuée. Le nombre d’événements dans un interde temps donné est alors indépendant
et distribué suivant une loi de Poisson. Afin deeumi représenter les extrémes de pluie des
processus a deux niveaux ont ensuite été introfRadriguez-lturbe et al., 1987; Onof et al.,
2000 pour un revue ; Wheater et al., 2005, poumaaéle spatio-temporel en vue d'une
application hydrologique). La notion d'événement alors remplacée par des cellules
pluvieuses réparties au sein de groupes. La sucnesies groupes est générée par un
processus de Poisson. La position des celluleseulsgs au sein d’'un groupe est définie soit a
'aide d’une distribution exponentielle a partir tiestant de début du groupe (processus dit
de Neyman-Scott), soit a partir d’'un deuxiéme pseue de Poisson imbriqué (processus dit
de Bartlett-Lewis). Divers raffinements possiblesiples lois de probabilité définissant la
durée et l'intensité de chaque cellule pluvieustété testés. Méme si il faut nuancer cette
affirmation (Olsson and Burlando, 2002, ont montyée certains processus ponctuels
présentent quelques propriétés d'invariance sur gemame d’échelle réduite), une des
principales limites de ces processus est qu’ils poar I'essentiel valables a I'échelle pour
laquelle ils ont été définis.

Parallelement des modélisations stochastiques d&sppations reposant sur des
principes physiques de base de la variabilité tpsedtaient censées représenter, notamment
autour de la question des échelles (Hubert andobadd, 1989; Lovejoy and Mandelbrot,
1985; Lovejoy and Schertzer, 1985; Olsson et 8B31 Rodriguez-Iturbe et al., 1984) et enfin
de linvariance d’échelle (Hubert and Carbonnel89;9Lovejoy and Mandelbrot, 1895;
Lovejoy and Schertzer, 1985; Olsson et al., 1998)pwogressivement été développées. La
rupture la plus profonde étant sans doute inteeauec l'avenement des modéles
multifractals de précipitation (Bendjoudi et al99¥; de Lima and de Lima, 2009; de Lima
and Grasman, 1999; Deidda, 2000; Desaulnier-Soual,&001; Gupta and Waymire, 1993;
Harris et al.,, 1996; Hubert et al.,, 1995; Macorakt 2007; Nykanen, 2008; Olsson and
Niemczynowicz, 1996; Schertzer and Lovejoy, 198%ahertzer and Lovejoy, 1987b;
Schertzer et al., 2002; Tessier et al., 1993). teCetpture a conduit a un basculement de
modeles linéaires stochastiques (additions de tenes de plus en plus petites) vers des
modeles fortement non-linéaires (modulation multgtive des petites structures par les plus
grosses). Ce cadre théorique présente l'origindl@ge a la fois statistique et a base physique
(reposant sur la propriété structurelle d’invarentéchelles des équations génératrices des
mouvements atmosphériques que I'on suppose redtdslg sur celles inconnues régissant les
précipitations). Ces modeéles et notamment les fradtals universels possédent en outre
'avantage de ne reposer que sur un nombre trastrdd parametres contrairement aux
processus ponctuels a deux niveaux. Cette rupturbaagé par maints aspects le statut
scientifique des précipitations : percues auparasamme pouvant faire seulement I'objet de
statistiques, elles sont devenues le sujet de siébéoriques, par exemple faut-il (Keddem
and Chiu, 1987) ou non (Lovejoy and Schertzer, 1988iter les valeurs nulles des
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précipitations a part, y a-t-il (Schertzer and Ljoye1987a; Schertzer and Lovejoy, 1997) ou
non (Gupta and Waymire, 1993; Mandelbrot, 1989)adesportements universels ?

Par ailleurs certains auteurs (par exemple Bernareéa al., 2007; Menabde and
Sivapalan, 2000; Veneziano and Furcolo, 2002) aoopgsé divers modeles mélant une
approche de type processus ponctuel pour l'altemades périodes seches et humides et une
approche reposant sur linvariance d’échelle paprésenter la variabilité au sein d’un
évenement pluvieux. Des modéles visant a reproddireune échelle donnée les
caractéristiques géometriques des hyétogrammesrvégsent €galement été testés. Par
exemple Arnaud and Lavabre (1999) en ont développéeposant sur 21 parameétres qui est
utilisé opérationnellement.

1.2 Cadre de la these

Mes travaux de these se sont inscrits dans le cadre

- de la chaire « Hydrologie pour une ville résilientde I'Ecole des Ponts ParisTech en
partenariat avec Véolia (www.enpc.fr/hydrologie-pane-ville-resiliente).

- du projet européen FP7 SMARTeST (www.floodresilera), qui vise a faciliter
'accés au marché de technologie de résiliencarandations. Ce projet regroupe 10
partenaires de 7 pays européens.

- du projet européen Interreg RainGain (www.raingaihqui vise a l'installation de
radars en bande X en milieu urbain et a une uiitisales données de pluie a petites
échelles pour la prévision des inondations plusi&ie milieu urbain. Ce projet
regroupe 13 partenaires dans 4 pays.

1.3 0Organisation du manuscrit

Les travaux de ma thése ont donné lieu a huit patdtins, qui représentent des étapes
et sont incluses in extenso en annexe. Elles stagscdans le texte a la fois par Gires et al.
(201X) et par leur numéro d’annexe.

Articles publiés:

Gires, A., Tchiguirinskaia, ., Schertzer, D. anavejoy, S., 2011. Analyses multifractales et
spatio-temporelles des precipitations du modeleawWd et des donnees radar. Hydrological
Sciences Journal-Journal Des Sciences Hydrologi&é€3): 380-396Annexe 2.

Gires, A., Onof, C., Maksimovic, C., Schertzer, Dchiguirinskaia, I., Lovejoy, S., 2012.
Quantifying the impact of small scale unmeasuréafath variability on urban runoff through
multifractal downscaling: A case study. JournaHgfirology, 442-443: 117-12&nnexe 3.

Gires, A., Tchiguirinskaia, ., Schertzer, D. andvkjoy, S., 2012. Influence of the zero-
rainfall on the assessment of the multifractal peeters. Advances in Water Resources, 45,
13-25.Annexe 4.

Gires, A., Schertzer, D., Tchiguirinskaia, I., Lgwe S., Maksimovic, C., Onof, C., Simoes,
N., 2011. Impact of unmeasured rainfall variabildg urban discharge: a case study in a
multifractal framework. Houille Blanche - Revue dmationale de I'Eau(4): 37-42nnexe

5.
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Gires, A., Schertzer, D., Tchiguirinskaia, 1., Lpye S., Onof, C., Maksimovic, C., Simoes,
N., 2011b. Impact of small scale rainfall unceryion urban discharge forecasts. In Weather
Radar and Hydrology, Eds: Moore, J., Cole, Snd\Worth, A. IAHS Publ. 351. p 400-406
Annexe 6.

Gires, A., Tchiguirinskaia, 1., Schertzer, D. anovkjoy, S., 2012d. Multifractal analysis of

an urban hydrological model on a Seine-Saint-Destigly case. Urban Water Journal,
DOI:10.1080/1573062X.2012.71644Knnexe 7.

Articles soumis:

Gires, A., Giangola-Murzyn, A., Tchiguirinskaia, Bchertzer, D. and Lovejoy, S., 2012a.
Impact of small scale rainfall variability in urbaneas: a case study with 2D/1D hydrological
models in a multifractal framework. Journal of Hadlic Research (submitted in a special
issue UDM 10)Annexe 8.

Gires, A., Tchiguirinskaia, I., Schertzer, D. anavEjoy, S., 2012e. A toy model to deal with
zero rainfall in a Universal Multifractal frameworlNonlinear Processes in Geophysics
(submitted) Annexe 9.

Ce manuscrit est composé d’'une synthese pour chareiede ma thése qui introduit
plus en détail les problématiques associées, perteles données utilisées, la méthodologie
mise en ceuvre et les principaux résultats, se otartede faire référence aux articles pour les
autres résultats. Par ailleurs, les annexes somstiteées d’'un cours d’introduction aux
multifractals que j'ai préparé et des articles.

Il convient ici de préciser que les modeles opénatels d’hydrologie urbaine que jai
utilisés m’ont été fournis calibrés sur les sitésudles. Je les ai ensuite moi-méme mis en
ceuvre avec différents types d’entrée de pluie. Roorodele de recherche Multi-Hydro, je ne
suis pas le développeur, mais j'ai eu un role pht# en tant que « premier testeur ».

1.4 Breve introduction au cadre théorigue des multifragls universels

Les multifractals et les précipitations ont déjae dangue histoire commune (pour
revues voir Lovejoy and Schertzer, 1995; Scherzeal., 2010). Les notions essentielles du
cadre théorique sont présentées dans le corps aemescrit. Le lecteur intéressé pourra se
référer a une introduction plus détaillée aux nraititals en hydrométéorologie disponible en
annexe. Cette introduction est présentée sousrtaefa’un cours. Ce choix a été fait pour
permettre au lecteur hydrologue urbain intéresséngaessairement spécialiste de prendre en
main ses notions d'une facon (je I'espere!) plésggogique qu’a travers un état de l'art
classique. Par ailleurs deux niveaux de lectureddoument ont été fait. Il s’agit d'un
document réalisé a partir des interventions suasant

- « Multifractal data analysis techniques and satiahs » dans le cours « Multifractal
techniques in environmental engineering » (respaesa Daniel Schertzer) de ['école
doctorale SIE de I'Université Paris-Est.
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- « Introduction to rainfall analysis and modelliwmggh multifractal cascades » dans le
cours « Stochastic Hydrology » (responsable: dhrisbnof) du master 2 « Hydrology and
water ressources management » de I'lmperial Collegeon.

- «Introduction aux multifractales dans les mikekarstiques » dans le cours
d’hydrogéologie (responsable : loulia Tchiguiringladu master 2 Sciences et Génie de
'Environnement, option Systéme Aquatique et Gestie I'Eau, de I'Ecole des Ponts
ParisTech.

Les champs de pluie présentent une forte vari@pitibmme on peut le voir sur la
Figure 1.a qui représente lintensité pluvieuse (Mmue par le radar de Trappes pendant un
pas de temps de 5 min au cours de I'évenementféui@r 2009 (une plus ample description
des données est fournie apres). Le cadre théoripse multifractals va permettre de
caractériser ce champ dans toute sa complexité.

D METEO FRANCE

Figure 1: (a) Intensité pluvieuse estimée par le dar de Trappes le 9 février 2009 a 16h05. (b) Suppae
la pluie pour le méme pas de temps sur une zone ¢e¥e sur le radar

On s’intéresse dans un premier temps a l'objet gdague qu’est le support de la
pluie (Figure 1.b), c’est-a-dire la portion de kaslu temps et/ou de I'espace ou il pleut (plus
précisément ou de la pluie est mesurée). Il appauo@ ce dernier est fractal et donc que son
degré d’homogénéité peut étre caractérisé par imengdion fractale ) (Carbonnel and
Hubert, 1988; Hentschel and Procaccia, 1983; Lgvejal., 1987). Cette dimension peut étre
définie comme la dimension de Haussdorf, mais danpratique, elle est plutdt définie
comme dimension de « comptage de boite » qui éstrdiéée par la relation d’échelle:

N, =A% Eq.1

Ou N, est le nombre de pas de temps ou d’espace de ltaikcessaire pour couvrir le

support de la pluie a la résolutiaf=L/), définie par le rapport entre I'échelle extérablret
I'échelle d’observatioh. La Figure 2 représente I'Eq. 1 dans un graph&uég-log pour le
support de la Figure 1. L’alignement des pointsdi@&me du caractére fractal de I'objet
géomeétrique sur deux gammes d’échelles distin&@esla gamme 1-64 km on trouly =
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1.74, tandis que sur la gamme 64-256 km on tr@p#el .95 ce qui est tres proche de 2 (i.e. la
dimension de I'espace sous-jacent) et reflete mpht qu'a partir de 64 km la pluie est
présente partout.

127 1 km
107 Small scales
1 D =1.74
— 3_
=
S
‘9;{3 6 64 km
*1 256 km \
2 Large scales
— Dg=1.95
0 T T T T T \
0 1 2 3 4 5 6

log(A)

Figure 2 : Estimation de la dimension fractale dugpport (Eq. 1) de la pluie représenté Figure 1

On constate une dépendance sensible de cette domdresctale par rapport au seuil
choisi pour définir 'occurrence ou non de pluieufiert et al., 1995; Lovejoy et al., 1987).
Lorsque le seuil augmente, le support (et sa dimenfsactale) d’occurrence de la pluie
diminue. Ce phénoméne est illsutré Figure 3 powhkmp de pluie de la Figure 1. Ainsi le
champ de pluie n’est pas caractérisé par une skwmension fractale, mais en fait par une
infinité ; cela donne un premier apercu de ce ¢ue &ppelle champ multifractal. Dans ce
cadre la notion de seuis, a une résolution donnée est remplacée par cellariamte
d’échelles de singularitg : s =A". Les propriétés statistiques (moments, probabdieé
distribution) d’un champ multifractal sont définiggar des lois d'échelle s’exprimant
directement ou indirectement par rapport a ceutandes.

124

] 1 km - . -
_—T=02:D=174
] > T=1: D= 1.41 Note:
o — R?>0.99
ol — T=3:D.=1.04
T 6
= 64 km
Threshold value % of
44 \ (mm/h) Zeros
0.3 65
2+ (limit of detection)
7 2856 km 1 93
D T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 2 99

log(A)

Figure 3 : Estimation de la dimension fractale dupport de la pluie Fig. pour différent seuil de déition
de l'occurrence ou non de la pluie.

On appelleR, le champ de pluie a la résolutidn Numériquement le chamig, a
différentes résolutions est obtenu en moyennant le champ meRyré la résolution initiale
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A. Il est usuel de prendre comme statistiques dunphR, a différentes résolutioh ses

moments statistiques d'ordrg <R, >. Si le champ étudié est multifractal, alors ces
moments sont définis par des lois d’échelles:

<R>= @ Eq.2

Ou K(q) est la fonction d’échelle des moments. Cette tioncest convexe. On peut montrer
(Schertzer and Lovejoy, 1987a) que de fagcon éqeine) les probabilités de dépassement de
seuilss, = A", définies a partir d’'une singularité (arbitraiye}ont reliées par la relation :

PR, =)= Eq.3

qui définit la fonction codimensiodly) qui est croissante et convexe. Lorsg(¢<d (ou d

est la dimension d’étude du champ, dans cette étdde 1 ou 2),c(y) peut s’interpréter
comme la co-dimension fractale du support ou l@mjgnce § — «) champ est plus rapide

gue A”. Les fonctionK(q) etc(y) sont reliées par la transformation de LegendezigPand
Frish, 1985). En fait, celle-ci résulte pour lesltifractals stochastiques de la transformation
de Mellin qui lie moments et probabilités (Schertamd Lovejoy, 1993; Schertzer and
Lovejoy, 2011).

Les fonctionsK(q) etc(y) caractérisent la variabilité a travers les édsetlu champ
étudié et dépendent dans le cas général d'uneitinfde parametres du fait des faibles
contraintes mathématiques (essentiellement cord)exisatisfaire par ces fonctions. Dans le
cadre des multifractals universels, qui constitusmiis des conditions assez générales un
attracteur limite pour les cascades multifractad¢scorrespondent a une généralisation
multiplicative des théoremes centraux limites ($dee and Lovejoy, 1997), ce nombre de
parameétre est réduit a 3 (Schertzer and Lovejo§74p

- H, le degré de non-conservation, mesure la déperdaméchelle du champ moyen
(H=0 pour un champ conservatif).

- C; mesure l'intermittence moyenne soit le degré deentration du champ moyen.
Plus précisémeng; est la codimension de la singularité moyenne pourhamp conservatif,
c’est-a-dire le complément de la dimension frac@adedu support de cette singularité par
rapport a la dimension de I'espace physigueC, =d - D,, et doncC;=0 pour un champ
homogene :

- lindice de multifractalitéa (0<a<2), mesure comment évolue lintermittence
lorsqu’on s’écarte progressivement du champ mowge@. correspond a un champ (mono-
/uni-) fractal caractérisé par une seule dimensaors quea=2, correspond a un champ
improprement nommé « lognormal ». Une définitiogotireuse et essentielle pour les
simulations de multifractalité, est qu’il correspond a l'indice de stabilité dévi du
générateur de la cascade.

Dans ce cadre les expressions analytiqueK@g et c(y) sont données par les
éguations suivantes :

K(q)=%(q”—q)+Hq Eq. 4
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C ey .
En appellanty, = - il , dans la définition de(y), deux cas se présentent:
a

- Sia >1, alorsc est definie pouly > y,, et égale a zero poy< y,
- Sia <1, alorsc est definie pouty < ,, et égale a I'infini poury = y,

Des parametrest et C; grands refletent des extrémes prononcés. Ces paesm
peuvent étres déterminés a l'aide de la méthoddodble moment trace (DTM) (Lavallée et
al., 1993). Cette méthode repose sur le fait qaes de cadre des multifractals universels, la
fonction d’échelle des momeritgg,n) du champR,\"?, obtenu en dégradant la puissanadu
champ a la résolution maximale (une analyse avecnuéthode DTM modifiée, Veneziano
and Furcolo, 1999 a également été faite mais ni@ppas de changement dans les
estimations qui suivent), s’exprime aisément erction deq :

<(Rﬁm))q>:)||<(q,n) = JK@NK@ = pK@ g 6

Ainsi a est la pente de la partie linéaire #€q,n) en fonction de7 dans un graphique log-
log. Dans la suite, la portion de la courbe utdip®ur estimea est représentée en trait plein
sur les courbes de déterminationcde

La premiére étape d'une analyse multifractale cessouvent en une analyse
spectrale. La présence d’'une pente specifatelativement constante sur une gamme de
fréquences$
E(f)=f* Eq.7
correspond a une premiere confirmation du compateracalant du champ étudié. C’est un
indicateur de l'importance de la corrélation durapaUn grand3 correspond a une longueur
de correlation faible. La presence d'une loi despaince reflete I'absence de longueur
caractéristique dans le processus. Le degré decanservationH se déduit de la pente
spectrales, par la relation (Tessier et al., 1993; Yaglont@9
L=1+2H - K (2a) Eq. 8
Le termeK(2a) correspond a I'effet d’intermittence (ou « coties » d’intermittence) sur la
pente spectrale, généré par un champ consemati§'il existe, tel queR, 0 &,°A™" . Dans

cette étude, I'approximation classiqueadgar 1 est utilisée.

Les données spatio-temporelles exploitées dane tedse, a savoir la pluie en un
certain nombre de pixels d’'une surface donnée pdnda certain nombre de pas de temps,
permettent de mener trois types d’analyses :

- des analyses spatiales : elles consistent 3 fan& chaque pas de temps, I'analyse
spatiale 2D du champ de pluie.

- des analyses temporelles : elles consistentr@, faour chaque pixel, I'analyse de la
série temporelle 1D pluviométrique.

- des analyses spatio-temporelles : elles consiatéaire directement I'analyse 2+1 D
du champ de pluie.

Pour les trois types d’études, il est possibldéfedtuer des analyses échantillon par
échantillon (c’est-a-dire pas de temps par pasedgs$ en analyse spatiale et pixel par pixel
en analyse temporelle) et en moyenne d’ensembles @a cas, chaque échantillon est
considéré comme une réalisation du phénomeéne. hemne faite dans les équations 2 et 6
porte alors sur tous les échantillons dégradéspemtfamment et non plus sur un seul. Les
équations 2 et 6 ne sont a priori valables qu'enyanoe sur un ensemble infini de
réalisations. Ainsi les analyses « échantillon garantillon » sont moins robustes que celles
en « moyenne d’ensemble » qui prennent en com@eadtage d’échantillons, mais elles
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permettent tout de méme de mettre en lumiere osr@mportements en terme d’évolution
temporelle ou de répartition spatiale des pararsetre

Afin de simuler un champ multifractal universelatist conservatif, la procédure
suivante est mise en ceuvre (Pecknold et al., 1208)aque pas de cascade, une structure
telle un pas de temps (en 1D) ou un pixel (en ZDywisée end, pas de temps (en 1D) ou

/]12 pixels (en 2D). Le rapport d’échellels =2 est habituellement choisi, mais ceci n’est pas
obligatoire. La valeur affectée a une sous-strectist la valeur de la structure mére
multipliée par un facteur aléatoire, choisi de faéoassurer la validité des équations 2 et 4.

Ainsi aprésn pas de cascade (la résolution #st A") la valeur d’une structure est égale au
produit des incréments multiplicatifs aléatoires d@as de cascade précédents.

Nous introduirons au fil du texte les notions coémpéntaires qui apparaitront utiles.

2. Comparaison multifractale des précipitations a parir de
données radar et du modele Méso-NH

“I like the rain before it falls. Of course thaseno such thing,
she said. That's why it's my favorite. Something sl make
you happy, can'tit, even if it isn't real?”

The Rain Before It Fallslonathan Coe

L’'objectif de cette partie est de présenter et camamp les résultats des analyses
multifractales menées sur quatre évenements plaéruFrance et dans la région de Londres.
Préalablement, les évenements pluvieux seront méEseapres avoir rappelé les grands
principes et les limites de la mesure radar, leqgipal type de données utilisé dans cette these.

Nous nous concentrons ici sur la comparaison éviteements, plus de détails sur les
analyses de chaque évenement peuvent étre troaméq@ires et al., 2012b, annexe 3; Gires
et al., 2011b annexe 6; Gires et al., 2011c, an@gfares et al., 2012d, annexe 7).

2.1l a mesure radar et ses limites

Iy a de nombreuses revues classiques sur latitie du radar en météorologie
(Collier, 1996; Meischner, 2004; Steiner, 2005), ser ses applications en hydrologie
(Delrieu et al., 2009b; Krajewski and Smith, 200Rhur une discussion classique sur les
erreurs liées a la mesure radar et les correcfiossibles voir (Hazenberg et al., 2011). Nous
ne cherchons pas dans cette partie a étre exhaustif simplement a rappeler les grands
principes de la mesure radar et ses limites qutilisateur de ce type de données doit avoir a
'esprit. Nous discuterons principalement le cas dadars a simple polarisation car les
données que nous analysons en sont issues.
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2.1.1. Rappels des grands principes

Un radar (abréviation de Radio Detection and Ragjgiest un instrument de
télédétection constitué d’'un émetteur, d’'un réaeptt d’une antenne. Afin de détecter et
mesurer la pluie, le radar émet un faisceau d’omdiestromagnétiqued,{y). Une partie de
'onde est alors rétrodiffusée par les hydrométedex : gouttelette, goutte, flocon de neige,
gréle...) présents dans I'atmosphére vers le radidg puissance recuf,(en\W) est mesurée
(Figure 4). Il est alors possible de calculer Berdivité (Z, mn?.m™) par la relation :

clk,
:—|r2 |Z

P

r

Eq. 9

Ou |KW| est la constante diélectrique de I'hnydrométéorphase liquide (typiquement 0.98),

est la distance a la cible (évaluée par le tempsageours entre I'émission et la réception de
limpulsion électromagnétique qui se déplace a it@sge de la lumiére), &€ est une
constante dépendant du radar (qui prend en corappeissance émise par ce dernier). Plus
'atmospheéere est chargée en hydrométéores, plusld’'csera rétrodiffusée, et pldssera

grande. La réflectivit& est souvent exprimée etBZ =10log(Z/Z, (o) Ze=1 mnP.m?) et

typiqguement comprise entre 5 et 70 dBZ en fonatieiintensité pluvieuse observée. Dans le
cadre d’hypothéses simplificatrices (essentielldmgouttes sphériques, et diffusion de
Rayleigh valable ce qui nécessite des diameétregdtes inférieurs Rag/10), il est possible
de relier la réflectivité a la distribution deslies de gouttes. Pour fixer quelques ordres de
grandeur un radar émet typiguement pendant deslsiopa de 0.1 a s a une puissance de
10°-10° W et la puissance recue est de I'ordre d&* 0
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Figure 4 : lllustration schématique du fonctionnemat d’'un radar météorologique (Meteorological-Office
2009)

La réflectivité Z, qui est la grandeur effectivement mesurée ad’altln radar, est
ensuite convertie en intensité de plu®e én mm/h) a I'aide d’'une loi de puissance :

Z=aR Eg.10
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Avec typiquement, pour des pluies stratiforrae®00 etb=1.6. Cette relation a été proposée
pour la premiére fois dans larticle historique Mlarshall et Palmer (1948) et fait débat
depuis. Nous reviendrons sur cette relation dassd#don suivante.

Il existe différents types de radar, essentiellancanactérisés par la longueur d’onde
lraq (cm) de leur signal. Le Tableau 1 présente las tammes de longueur d’onde utilisées
en météorologie. Nous reviendrons plus en détaikda suite sur les propriétés associées a
chaque type de radar. On peut simplement citaurniei conséquence du choix de la longueur
d’onde sur la taille des antennes radar. La largkdur faisceau (en °) est reliée a la longueur
d'onde, a l'efficacité de I'antenne, (typiquement de l'ordre de 0.8 ou moins) et a son
diametred, (en m) par la relation :

6= @Ld Eq. 11
T ed,

Ainsi, sachant qué& vaut environ 1°, il apparait que les radars endba® ont des antennes
d’environ 6-10m (imposant des installations de demn dimensions générant des colts
importants), ceux a bande C de 3-5m et ceux enebahdle 1-2m. Par ailleurs plus la
longueur d’onde est grande plus la portée (la dcgtanaximale de capacité de détection et/ou
mesure de la pluie) du radar est grande, et plugdalution est mauvaise. Se référer au
Tableau 1 pour des ordres de grandeur.

Ainsi le choix d’'un type de radar s’apparente aéguilibre entre la dimension des
installations, la portée et la résolution souhaik&® Europe, les services météorologiques ont
opté principalement pour des radars a bande Oita@@as certaines zones spécifigues comme
le sud de la France ou l'atténuation (voir paralgeapuivant pour plus de détails) liée aux
fortes précipitations a incité a recourir & desaracen bande S. Ces radars sont organisés en
réseau. La Figure 5 présente les réseaux franclrgannique. Il est ainsi possible de générer
des mosaiques radar qui sont des images comp@ssiteess de I'interpolation des mesures de
'ensemble des radars d’'un réseau. Il est prévs tlapadre du programme européen OPERA
(www.knmi.nl/opera/) d’aboutir & la diffusion opémmnelle d’une lame d’eau radar sur toute
I'Europe.

Longueur d'onde Fréquence . Résolution

Type de radar o (Cm) (GH2) Portée (km) spatiale (km)
Bande S 7.5-15 2-4 250 — 350 2-5
Bande C 3.75-7.5 4-8 150 — 250 1-2
Bande X 2.5-3.75 8—-12 40 — 60 0.1

Tableau 1 : Principales caractéristiques des diffénts types de radar météorologique.

22



(@)

Plabannsc’
L]

\,
S

—

Type de radar

®  bande C (5 em)

8  Dbande S (10cm)

1 Avesnes) dpol : radar dquipd de double polarisation
d

VAR e
L N\
Rbchicourt-a-petite

Trelliére
[]

© Cotryraght - Mibies Fraron DEQ-CNREMO - Soumes | § 10N: Mibdo France . 177002008

Risouil et Mont-Colombis
(Bande X, 2002 ot 2003)

Aleria
[]

—

. R T
0 50 100 200 300 400

1
500 Kilomatres

(b) iiles whibtiver Fakat EWOMh

* Cperational
Mok i ackisonal racaris o atod a1 L3 Moye, kersey (457123474, 002" 11 567W)

2kem msstion 5 b Teschtion

Figure 5 : Cartes des réseaux radar de Météo-Frande) et du Meteorological Office britannique (b)

2.1.2. Difficultés liées a la mesure radar du champ deépipitation

Le cadre simplifié (et un peu naif!) de la mesukes précipitations tel que
sommairement présenté dans la section précédehtude a un certain nombre de difficultés
classiques que nous allons ici expliciter. Nous@néerons également quelques procédés pour
surmonter ces difficultés, et les incertitudes Hege générent. Nous distinguerons les
problemes liés a l'estimation de la réflectivitécetux liés aux passages a I'estimation de
l'intensité pluvieuse qui est la grandeur pertieemour les hydrologues. Enfin nous
évoquerons brievement les perspectives offerteslgmrradars a double polarisation et
guelques problémes de recherche a traiter.

En plus des problemes de calibration du matérielapparait que I'estimation
guantitative du champ de précipitation est pertei e :
- Les échos fixes : ce sont des obstacles (immeulsdisf,...) derrieres lesquels le
radar ne peut pas voir. lls sont facilement idetiles, et il n’est pas possible de les

corriger. En revanche I'exploitation de radar esesd permet de limiter leur impact.

- Non correspondance entre précipitation au sol etumeen altitude : c’'est le cas
lorsque les gouttes s’évaporent au cours de leutecéntre le nuage ou elles sont
détectées et le sol. Du fait de l'inclinaison diséaau radar et de la courbure de la
Terre, le radar peut également étre amené a «\airdessus des nuages qui génerent
les précipitations.

Le radariste doit également faire face a des pnobdeassociés a la propagation d’'une

onde électromagnétique dans I'atmosphére :
- Atténuation : I'onde électromagnétique est atténaée cours de sa propagation
(phénomene trés prononcé pour les radars en baetdéeaucoup moins pour ceux en
bande S). Malgré les corrections possibles quint#ga de la réflectivité mesurée, ce
phénomeéne reste une source d'incertitude sur lamet qui croit avec la distance au

radar.
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- Propagation anormale : du fait de gradients varkdadiindices de réfraction de I'air,
le faisceau radar ne se propage pas en ligne dro#es avec une certaine courbure.
Dans certaines conditions météorologiques (notarhneen cas d’inversion des
températures dans la basse couche de I'atmospletegjectoire de I'onde peut-étre
suffisamment infléchie pour que I'écho radar viedoesol et pas de I'atmosphére.

Du fait de I'évolution des caractéristiques desrbyuitéores (nature, distribution de
taille) au cours de leur chute, il existe égalemard variabilité « naturelle » de la réflectivité
en fonction de I'altitude. Les deux exemples lespharquants sont :

- Bande de brillance : dans les nuages a proximitéisteherme 0°C les flocons de
neige entrent en fusion tout en conservant desétrasimportants, ce qui engendre
une zone de réflectivité plus intense.

- Effet orographique : des petites précipitationdtidiele moyenne peuvent servir de
noyau de condensation a des nuages de plus b#tsgeadjui vont générer des pluies
intenses qui ne seront pas « vues » par le radar.

La mise en ceuvre d’algorithmes reposant essemtietie sur I'utilisation de profils verticaux
de réflectivité types permet d’atténuer ces diffiesi (Andrieu and Creutin, 1995; Andrieu et
al., 1995; Berne et al., 20044a; Vignal et al., 198gnal et al., 2000). Ces techniques sont par
ailleurs utilisées de facon opérationnelle parsiewices météorologiques dans la production
de leur lame d’eau radar (Harrison et al., 200@afg 2007; Tabary et al., 2007).

Enfin, il convient de mentionner les difficultégdis au passage de la réflectivité qui
constitue la grandeur mesurée par le radar, aetigité pluvieuse qui intéresse les
hydrologues. Pour une discussion classique détaidéces questions, se référer a (Krajewski
and Smith, 2002). La relation de Marshal-Palmer. (Y] peut étre obtenue théoriquement en
moyennes d’ensembles a partir de la distributios thlles de gouttes sous certaines
hypothéses simplificatrices fortes dont 'homogénéde cette derniére qu’ils avaient
expérimentalement vérifiée. Cependant, Lovejoy &uthertzer (1990) en répétant leur
expérience ont mis en valeur une distribution desttgs avec une dimension fractale
d’environ 1.8 et non 2. Cette mise en lumiére tétérogénéité de la distribution des gouttes
a été raffinée par une analyse multifractale (kilt al., 2006) de I'expérience HYDROP
(reconstitution de la taille et de la position desittes de pluie dans un volume d’environ®1m
a partir d'images stéréographiques, Desaulnierygetal., 2001) ou celle (Tchiguirinskaia et
al., 2003) de séries obtenues a partir d'un speene optique (Salles et al., 1998). Cette
hétérogénéité multifractale peut conduire a destefimportants de rétrodiffusion cohérente
(I'effet Speckle, Lovejoy et al., 1996; Schertzeak, 2011), donc a des biais statistiques. Ces
travaux montrent la nécessité d'associer un caléerigue tenant compte de I'extréme
variabilité du champ de précipitation méme a petéehelles avec le développement d’outils
de mesure, ce qui est rarement fait.

Ces considérations ne sont pas encore prises epte@m niveau opérationnel, ou les
parameétrea etb de la relation de Marshal-Palmer sont considévésnee dépendants du type
de pluie observée. A titre d'illustration, le cenwpérationnel radar américain recommande
a=200 etb=1.6 pour des pluies stratiformes classiques (d&selation utilisée par Météo-
France et le Met. Office}a=75 etb=2 pour des pluies stratiformes d’hiver de I'Ouest,
a=250 etb=1.2 pour des pluies tropicales convectives (NO2@05). Plus généralemeatet
b varient dans les intervalles suivant : @8%000 et 18<2. Compte tenu de la relation en loi
de puissance, ces différences ont un fort impact'estimation du taux de pluie (Einfalt et
al.,, 2004). Ces parameétres sont percus comme gildespde varier spatialement et
temporellement au cours d'un évenement pluvieux. &a@mple Delrieu et al. (2009a),
proposent un algorithme ou la nature plutot coniveaiu stratiforme du pixel est évaluée par
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les gradients verticaux et horizontaux de réfléigiet une relatiorZ-R adaptée est ensuite
mise en ceuvre.

Enfin il convient d’évoquer la généralisation opinanelle progressive de I'utilisation
de radar a double polarisation. Ces derniers éntegteecoivent une onde électromagnétique
polarisée verticalement ou horizontalement. Lesttgeud’eau étant aplaties dans leur chute
en raison des frottements avec l'air, les propsigtesurées dans les deux directions sont
différentes. Ainsi, ce type de radar est capablmdsurer une réflectivité différentielle (entre
les deux polarisations) et une difference de phaste les deux polarisations. Les
développements algorithmiques les plus récentgpaiapt sur ces mesures (ou des dérivées)
qui permettent d’estimer en temps réel la distrdyutles tailles de gouttes et n’utilisent plus
la loi de Marshall-Palmer comme hypothese de bhseBpuar et al., 2001; Tabary et al.,
2011; Testud et al., 2000).

Pour finir mentionnons les difficultés inhérentela &alidation des données radar par
absence de référence fiable pour I'estimation deses d’eau. En effet les pluviométres
(WMO, 2008) ne mesurent pas les précipitations rméxmes échelles. Ainsi il convient de
poser la question du lien entre une mesure volumige I'ordre du krhpour le radar) et
quasi ponctuelle (de I'ordre de quelques centaifeesnt pour les pluviomeétres), notamment
au niveau de la variabilité intrinséque a petitelsedles (sous-maille radar) de la pluie (Ciach
and Krajewski, 1999; Jaffrain and Berne, 2012) weegt rarement fait.

2.2. Présentation des données

2.2.1. L’évéenement cévenol du 5-9 septembre 2005

Le premier événement traité dans cette thése estveénement cévenol (intense
épisode pluvieux sur le sud-est de la France, amscduquel plus de 150 mm d’eau sont
tombés en moins de 12h) ayant eut lieu entre l¢ 18 8 septembre 2005. Deux types de
données ont été analysés : des données radarsirties de simulation Méso-NH.

Données radar

Le premier type de données pour cet évenementspamel a des données radar issues
de la mosaique radar de Météo-France (Parent-dteléhat al., 2005). Cette derniere prend
en compte des corrections des échos de sol, diatién et de profils verticaux de réflectivité
(Tabary, 2007; Tabary et al., 2007). Une relatimssique du typ& = aR’, aveca = 200 eth
= 1.6 (pourZ en mm.m> etR en mm.H) a été mise en ceuvre pour passer de la réfl@évit
au taux de plui®. Une zone de 512 km x 512 km pendant 5 jours axtdite. La résolution
des données est de 1 km en espace et 15 min en.teenpumul total de pluie pendant 16 h a
partir du 5 septembre 2005 a 14h est en Figure’@olution temporelle de lintensitée
moyenne de pluie est en Figure 7. Il y a 2 heufege8données manquantes au niveau du
deuxieme (et principal) pic de précipitations, apua peu plus de 30h.

25



S-N (Km)

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
O - E (Km)

Figure 6 : Cumul de pluie (mm) via les images radapendant 16h de I'évenement cévenol a partir du 5
septembre 2005 a 16h. Les coordonnées (en °, Résgaadésique francais 1993) des quatre coins sont36
1.3,41.5-1.3, 46.2-8.1 et 41.4-7.5.
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Figure 7 : Evolution de l'intensité moyenne des pr@pitations sur la zone étudiée au cours de I'évement
étudié pour les deux types de données : simulatidiéso-NH (trait pontill€) et données radar (trait
continu)

Sorties de simulations Méso-NH

Le deuxiéme type de données analysé pour cet éwmterrorrespond aux
précipitations fournies par une simulation numéeigffectuée a I'aide du modele Méso-NH,
qui est un modeéle de recherche développé conjoariepar Météo-France et le Laboratoire
d’Aérologie (Univ. P. Sabatier, Toulouse, Franceaf¢re et al., 1998). Méso-NH est un
modéle méso-échelle ; il permet de traiter des &wemts météorologiques a I'échelle
mésoscopique, qui correspond a une échelle inteam&du les distances caractéristiques
sont de l'ordre de quelques kilométres a quelgessames de kilométres. C’est un modéle
non-hydrostatique, c’'est-a-dire que le terme vaktataccélération n'est pas négligé dans
'équation de conservation de la quantité de mowrgm L'abandon de I'hypothése
hydrostatique permet notamment de résoudre la ctiomeprofonde. Cependant le modele
est anélastique, ce qui signifie que les ondes sticues sont filtrées. La résolution
numérique est assurée par un schéma temporel ddegp-frog et un schéma d’advection
eulérien. Le modéle a déja été beaucoup utilisés dancadre de recherches a I'échelle
mésoscopique (une liste des publications liées soNNH est disponible sur le site Internet
du modéle : http://mesonh.aero.obs-mip.fr/mesorBa partie physique a été reprise dans le
modéle AROME utilisé opérationnellement par Météanee. La grille utilisée fait 300 *300
mailles dont la taille de chacune est de 0.0216ft @nviron 2.40 km) en latitude et de
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0.0284° (soit environ 3.17 km) en longitude. Leaditons initiales, ainsi que les conditions
aux limites, ont été obtenues a I'aide d’'une simmoanumeérique effectuée avec le modele
Arpege (Météo-France) sur une grille de moins haggelution, dans laquelle était emboitée
la grille utilisée par Méso-NH. Les données sorg pgeécipitations cumulées sur des pas de
temps d’échantillonnage de 15 minutes sur chagxed palors que le pas de temps de calcul
est de l'ordre de quelques secondes— obtenus & partsept simulations de 18 heures
démarrant toutes les 12 heures

Le cumul sur 18h a partir du 6 septembre 00hOWis#ile Figure 8. L’évolution du
taux moyen de précipitation sur la zone étudiéeviegiile sur la Figure 7. L’absence de pluie
au début de chaque simulation est due au fait Ioialisation des simulations les rapports
de mélange des hydrométéores (glace, graupel edettdt goutte, gréle, neige) sont tous nuls.
L’humidité par contre n’est pas nulle, et va comosna générer les hydrométéores assez
rapidement (quelques pas de temps d’échantillonagdes conditions météorologiques
limposent, mais il faut cependant un certain tenjguselques heures) pour arriver a des
précipitations réalistes. Le manque de réalismeette mise en route nous a conduits a ne pas
prendre en compte les deux premieres heures dei€lsmulation dans nos statistiques, i.e.
les analyses sont menées sur les 16 dernieresshaiichaque simulatioMéme s'’il y a des
différences entre les courbes de Méso-NH et rad@gmment un facteur 1.5 au niveau du
premier pic qui de plus n’intervient pas précisétrenméme instant, ces intensités moyennes
présentent des évolutions relativement similaires.

Figure 8 : Cumul de pluie (mm) via les sorties du wdele Méso-NH pendant 18h pour I'événement
cévenol, a partir du 6 septembre a 00h00.

2.2.2. Evenement du 9 février 2009 en région parisienne

Le deuxieme évenement pluvieux étudié dans cedtseth eu lieu le 9 février 2009 en
région parisienne. La Figure 10 représente la tsitnanétéorologique pendant cet épisode.
Le front chaud actif « Z » traverse la France d'€uen Est et engendre des précipitations
significatives sur son passage. Les données amalysénnent du radar a bande C de Trappes
(Ouest de Paris, voir Figure 9), qui est explodé [étéo-France. Le traitement des données
radar par Météo-France a été mentionné au paragm@gkédent, et nous n’y reviendrons pas
ici. La résolution de ces données radar est de Ekraspace et 5 min en temps. En Figure
11.a se trouve une image radar de réflectivité poysas de temps de 5 min. Une zone de 256
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km centrée sur le radar a été analysée pendanEb3higure 11.b se trouve le cumul de pluie
pour I'évenement étudié.

DAL C "

ot

[ METED FRANCE ANALYSE EN SURFACE DU LUN 09/02/09 12UTC

Figure 10 : Situation météorologique du 9 février Q09 (tirée du bulletin climatique quotidien émis pa
Météo-France, et disponible en libre accés sur lé&e internet meteo.fr)
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Figure 11 : (a) Image « instantanée » (en moyenners$ min) de la réflectivité mesurée par le radade
Trappes. (b) Cumul de pluie en mm pendant 'ensemblde I'événement étudié (les coordonnées en hm
sont du Lambert Il étendu)

2.2.3. Les évenements de la région londonienne du 9 f&v2i@09 et du 7 juillet
2009

Les deux derniers événements étudiés dans cette timt eu lieu le 9 février et le 7
juillet 2009 dans la région de Londres. Les donraedysées sont extraites de la mosaique
radar Nimrod, un produit développé par le UK Metdogical Office a partir du réseau radar
a bande C déployé au Royaume-Uni (Figure 5.b).élggon de Londres est couverte par le
radar de Chenies a I'Ouest et Thurnham a I'Estufeid 2).

Dans le traitement Nimrod (Harrison et al., 20083, données brutes sont corrigées a
I'aide de profils verticaux de réflectivité idéapxenant en compte l'altitude du niveau 0°C
(estimée via un modéle méso-échelle du UK Met.d@jfet la hauteur du sommet des nuages
(estimée via I'imagerie infrarouge du satellite Bdat et la mise en ceuvre d'un modéle
meéso-échelle). Un ajustement avec des donnéesrdwrde pluviometres est également
réalisé. La résolution des données est de 1 knsgace et 5 min en temps. Une zone carrée
de coté 64 km pendant 21 h est étudiée. Les cuypauischaque évenement sont présentés en
Figure 13. Les zones d’étude sont |égerement diftés (un décalage vertical) pour les deux
évenements car elles ont été sélectionnées de tagapturer la portion la plus intense du
champ de pluie. Des cellules pluvieuses trés Iséa$i sont visibles pour I'évenement du 7
juillet 2009. L’évolution temporelle du taux de @umoyen pour les deux évenements est en
Figure 14.
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Figure 12 : Positionnement des radars a bande C duK Meteorological Office qui couvrent la région de

Londres.
(a) February event (b) July event
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Figure 13 : Carte du cumul de pluie en mm pour legones étudiées pour I'événement de Févier (a) et
Juillet (b). Le systéme de coordonnées (en m) egtitish National Grid.
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Figure 14 : Evolution temporelle du taux moyen de fpie sur les zones étudiées pour les événements de
Février et Juillet.
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2.3 Comparaison multifractale

2.3.1. Analyse spatiale comparée des événements

Dans cette partie, nous présentons des résultatmlgises spatiales en moyenne
d’ensemble, c’est-a-dire que la moyenne faite demgquations 2 et 6 porte alors sur tous les
échantillons (cartes 2D d’'un pas de temps) qui dégradés indépendamment. Des résultats
sur des analyses pas de temps par pas de temmassn(iGires et al., 2011c, annexe 2).

La Figure 15 présente le spectre moyen (Eq. 7) lesudonnées radar de I'événement
cévenol et de celui du 9 février 2009 en régionsganne. La présence d’'une pente spectrale
donne une premiere confirmation du comportemeriastae la pluie avec néanmoins une
rupture dans ce dernier. Pour I'événement cévdriglfe 15.a) cette rupture aurait lieu entre
les nombres d’onde 25 et 35, soit pour des distanomprises entre 14 et 20 km. Une pente
spectrale est également visible pour I'événemernisipa, avec une rupture moins évidente
(Figure 15.b). Nous en avons néanmoins considéeeponr un nombre d’onde= 16 soit
environ 16 km, par cohérence avec I'analyse malttthle présentée ci-dessous dans laquelle
elle est clairement visible. Les pentes spectraleservées pour les différents événements
étudiés sont reportées Tableau 2. Il convient derngue quel que soit 'évenement et la
gamme d’échelles considérée, les pentes spectrbteaues sont inférieures a la dimension
du champ (égale a 2 dans cette analyse spatial@uicsignifie que la méthode DTM peut
s’appliquer directement au champ de pluie. Dansake contraire, il aurait fallu faire une
intégration fractionnaire du champ, ou bien analyse fluctuations (module du gradient) de
ce dernier (Nykanen, 2008).

... beta=1.00 / R2=0.98 ]
a0 " — beta=1.78/ R2=1.00 9.5

e
e s

5.5
] 4 .... beta=1.81/R2=0.99
— beta=1.64 / R2=0.99

B0 T r
oo 05 10

0.0 05 1.0 15 20 25

Lo (k) ‘ “ o

Figure 15 : Moyenne d’ensemble des spectres (Eq. pQur I'évenement cévenol (a) et celui de Paris du
février 2009 (b).
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Evenement Gamme d’échelles o Cy H B
Petites échelles :
5-9 Sept, 1-16 km 1.62 0.16 | 053 1.78
Sud-Est de la France| Grandes échelle : d
16 - 512km 0.89 045 | 0.34 1.09
Petites echelles :
9 février 2009 1-16 km 152 | 0056 0.37 1.64
Région parisienne Grandes échelles
16 - 256km 1.08 0.28 | 0.61 1.81
9 fevrier 2009, 1-64 km 162| 0.14| 056 1.87
Région Londonienne
7 Juillet 2009, 1-64 km 092 | 049 057 1.49
Région Londonienne

Tableau 2 : Estimation des parameétres multifractalsx, C;, H et B pour les différents événements étudiés
en analyse spatiale.

Les moments statistiques en fonction de différendsslutions (Eq. 2) sont tracés en
Figure 16 pour I'évenement du 9 février 2009 aRai celui du 7 juillet 2009 a Londres. La
présence de droite (ou section de droite) refleteomportement scalant du champ de pluie
(sur une gamme d’échelles délimitée). Pour I'évéemnparisien, il apparait distinctement
une rupture (se traduisant par une cassure dapetgss des droites) a environ 16 km. Cette
« impression visuelle » est validée par I'analysecdefficient de régression linaif€ qui
vaut en moyenne (sur les différents moments tra&8¢) sur la gamme d’échelles 1-16 km et
0.97 sur la gamme 16-256 km, alors qu’il n’est dee0.91 si aucune rupture n’est prise en
compte. Une rupture est également retrouvée suerd@ment cévenol aussi bien sur les
données radar (a 16 km) que sur les simulation®©Nig$ (a 20-25 km). Ce type de rupture a
16 km a été également observé sur dautres évenemdm la région parisienne
(Tchiguirinskaia et al., 2011). La présence deecripture sur différents évenements et a la
fois sur des données radar et des simulations Mésa- des échelles spatiales comparables
semble montrer qu’il ne s’agit pas d'un artéfactismu’elle est probablement associée a un
phénomene physique. Pour I'évenement cévenol, xjplecation de cette rupture a travers la
topographie est a priori exclue, dans la mesurairl analyse multifracale menée sur les
données de relief de la zone d’étude ne met pésidence de rupture, au moins entre 2-3 km
et 150-200 km. L'échelle de la rupture de 16 knpedie la notion de taille caractéristique des
cellules pluvieuses fréquemment utilisée en métégi® classique. Pour I'évenement
cévenol, une autre cause possible pourrait-étrdutée d’échantillonnage de 15 min des
données disponibles, ce qui est assez long paonmapda résolution spatiale de I'ordre du
kilomeétre. Cette interprétation serait en accordcae constat que le scaling est en moyenne
légerement meilleur (3%) pour les échelles supéegea 20 km que pour les échelles plus
petites. Il faut néanmoins prendre avec prudendte daterprétation car la rupture est
également observée sur I'évenement parisien oadaljgchantillonnage est plus faible. Nous
verrons dans la section 3 que cette rupture esilgement associée a une mauvaise prise en
compte des zéros (i.e. des pixels ou pas de temnpsi@ine pluie n'est mesurée) de la pluie
dans le cadre de ces multifractals. On peut diadlenoter que ces explications ne sont pas
contradictoires.

Concernant les évenements de la région de Lonilre'gpparait pas clairement de
rupture. Par exemple, la courbe de scaling (Eqazy I'événement de juillet est tracée en
Figure 16.b. Les coefficients de régression liréRfrvalent en moyenne 0.98 sans prise en
compte de rupture sur toute la gamme d’échelle kf4(cette moyenne est également de
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0.98 pour I'événement de février). Il faut néannsaialativiser ce constat dans la mesure ou
la gamme d’échelles disponible de 1 & 64 km ne eepas de mettre clairement en lumiere la
rupture observée sur les événements francais. €inglie d’ailleurs une légére courbure sur
les courbes de scaling qui pourrait correspondueearupture. Il faudrait pour le confirmer
disposer de données sur une plus large gamme ti&&cheur ces événements.
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Figure 16 : lllustration de la courbe de comportemat scalant (Eg. 1) pour I'évenement de Paris (a) et
celui de Londres du 7 juillet 2009 (b).

Une illustration de I'estimation des parametrestifiattals pour I'événement de Paris
est en Figure 17.a. Les courbeskdg) empiriques et ajustées avec les parameétres sus
'analyse DTM sont en Figure 17.b. Cet ajustemestt tees bon, a part pour les petits
moments, ce qui s’explique théoriguement par uaesttion de phase multifractale associée
aux nombreux zéros présents dans le champ de (phirepartie 3 pour plus de détails). Les
valeurs numeériques des parametres multifractalsi ajue les gammes d’échelles sur
lesquelles elles ont été estimées sont dans leedall. De méme que quasiment toutes les
estimations disponibles dans la littérature, cenidees ne tiennent pas compte d’'un éventuel
biais introduit par une mauvaise prise en compte zé&ros de la pluie dans ce cadre
multifractal qui affecterait tous les évenementgliis (se référer la partie 3 pour une étude
plus approfondie de cette question).

Concernant les petites échelles, il apparait qgegiandeurs estimées pour les 2
évenements francais et celui du 9 février 2009 Bdt@s (ou la gamme d’échelles est un peu
plus large) sont comparables, a savoicr15- ,10 = 005-02 et H=03- 06. Ces

grandeurs sont similaires a celles trouveées pasidiest al. (1993n=1.4,C,=0.12 etH=0.32
sur des réflectivités radar sur une gamme d’échelie75 m a 19 km. Verrier et al. (2010) ont
trouvé sur la partie pluvieuse d’événements de swusfricainen=1.8, C;=0.12 etH=0.4.

La similitude des parametres malgré des situatiom@téorologiques différentes tend a
confirmer la robustesse du cadre théorigue emplelyénet en lumiére une possible
universalité des parametres multifractals pouchkesnps de pluie.

Il convient d’ajouter que ces valeurs de paramétnedtifractals sont accord avec
celles décrivant habituellement la turbulence (kexzat al., 1994; Schmitt et al., 1992), ce
qui attesterait que la pluie se comporte comme ealase passif aux petites échelles.
Concernanti, on trouve des valeurs positives, ce qui correg@oann champ non-conservatif,
plus lisse, et plus corrélé. Une interprétationsfiale, qui est développée plus en détail dans la
partie 3 est que la quantité conservée n'est p&sube de pluie directement mais plutét une
guantité comme la teneur totale en eau dans I'gihwrs.
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Mentionnons pour finir que de nombreux auteurstomivé desH # 0 Par exemple
de Montera et al. (2009) ont analysé des sériepdegiies a hautes résolutions pour des
évenements francais et ont trouvé Hird’environ 0.5. Tessier et al. (1993) ont analysé d
séries temporelles journalieres de 30 pluviomeaesFrance et trouvél=-0.35 pour les
grandes échelles (16 — 4096 jours). Verrier e(24110) trouvent umd d’environ 0.4 sur une
gamme d’échelle 1-64 km. Nykanen (2008) et Nykaaerndarris (2003) ont analysé des
données radar de 5 événements pluvieux intenseRatd®euses américaines. Les valeurs de
H, estimées pour chaque pas de temps, variaienB8dea®.61.

On observe pour les grandes échellesiyslus petit et urC, plus grand. On trouve
méme pour I'’évenement cévenol ardl, ce qui reflete un changement statistique Siatif
par rapport aux petites échelles. En effetl évoque le comportement non-classique « self-
organised critical » (Bak et al., 1988) qui corasp au fait que les probabilités des extrémes
sont en loi de puissance, alors que ce comportesstnplus difficile a obtenir poun <1.
Cette différence profonde de comportement entregleames d’échelles implique que les
statistiques a petites échelles ne peuvent pasusugtre déduites des statistiques obtenues a
grandes échelles. Il convient de noter que lespetras a grandes échelles se rapprochent des
grandeurs classiquement trouvées en analyse tellepade séries basse résolution
(habituellement journaliére) issues de pluviométéesavoir a = 05— 0.7et C, = 03-05
(de Lima and de Lima, 2009; de Lima and Grasmaf9]1®&raedrich and Larnder, 1993;
Ladoy et al., 1993; Olsson, 1995; Tessier et 806).

Reste a évoquer les parameétres trouvés pour I'évemiede juillet 2009 dans la région
de Londres. On trouve un=0.92 et unC;=0.49, ce qui est tres different des autres
événements. Comme c’est visible sur la Figure &Béeenement apparait comme caractérisé
par des cellules pluvieuses de petites tailleslgges kms). Une possible interprétation des
différences sur les parameétres serait que cet éa@meapparait a I'échelle 1-64 km comme
un « modele réduit » des autres évenements a lléché-256 km. Ainsi les parametres a
petites échelles pour ce dernier sont comparablEsua a grandes échelles pour les autres.
Dailleurs, les parametres estimés simplementagamme d’échelle 1-4 km (ce qui comme
nous l'avons vu précédemment n'est pas pertinenviawes données disponibles) sont
0=1.16 et C;=0.28, ce qui se rapproche des grandeurs a peditbslles des autres
évenements. Pour confirmer cette interprétatiofgutirait disposer de données a plus hautes
résolutions, et également mettre en ceuvre des samzalynultifractales sur d'autres
évenements.
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Figure 17 : Pour I'événement de Paris du 9 févriee009: (a) Courbe de détermination dex et C, par la
méthode DTM (Eg. 6). (b) Fonction des moments d'éelle empirique et théorique (a partir des
estimations dea et C; obtenue par la méthode DTM.

2.3.2. Analyse spatio-temporelle

Nous avons jusqu’a maintenant réalisé des anafsstales, c’est-a-dire que la carte
2D de chaque pas de temps est considérée commehantilon indépendant et dégradée
indépendamment dans les équations 2 et 6 (cf. &id8ca pour une illustration). Il est
également possible de faire des analyses tempgrelld’échantillon pris en compte n’est pas
une carte 2D, mais la série temporelle d’'un pixal Figure 18.b). Afin de relier les
statistiques issues des analyses spatiales et tellegpnous nous plagons dans le cadre d’un
modeéle spatio-temporel unifié et scalant. Le plinspte pour la pluie (Biaou et al., 2003;
Deidda, 2000; Macor, 2007; Marsan et al., 1996; Keaith et al., 2008) se base sur
I’hypothése d’'un exposant d’anisotropie entre laspet le temps, ce qui correspond a une
invariance généralisée d’échelles linéaire (maisplas isotrope). Ainsi, ils suggerent que les
fonctions d’échelle des moments spatiale et tentipotdevraient étre proportionnelles, c’est-
a-dire

Ktemps(q)

K = Eqg. 12
espace(q) 1- Ht q

Ou H, est I'exposant d’anisotropie entre I'espace eeiaps. Ceci implique dasidentiques
et desC; etH présentant le méme rapport.
C H 1

l,espace __ ' 'espace _
1-H,

Eqg. 13
C H g

1, temps temps

Les estimations des parameétres multifractals pesigtandes échelles de I'événement
cévenol et pour les données mosaique radar etetasions Méso-NH sont reportées dans le
Tableau 3. Nous n’évoquerons pas ici les petitdseliss puisque les estimations de
parameétres pour ces derniéres en analyse tempoeetient pas tres fiables dans la mesure ou
la gamme considérée est trop réduite (15min — Th)elques commentaires peuvent
néanmoins étre trouvés dans (Gires et al., 20Ifex@ 2). Le premier résultat est que les
estimations des parameétres multifractals trouvées des analyses temporelles et spatiales
aux grandes échelles sont globalement en accomcaveadre théorique, notamment pour les
données radar. En effet, pour ces derniéres leora@pespace/C1,empsObtenu correspond a un
exposant d’anisotropie égale a 0.22, tandis quap@ort Hespace/Htemps mene a unH, de
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0.38. Ces grandeurs sont comparables entre ellesnagpatibles avec la valeur de 1/3 qui
correspondrait a la théorie de Kolmogorov (Kolmayprl962; Marsan et al., 1996). Pour les
données Méso-NH, le rapport entre @sméne a urH, de 0.30, ce qui est en accord avec ce

cadre théorique. En revanche le rapport Hese permet pas de rentrer dans ce dernier
puisqu’il donne unH, de -0.01. Ainsi, on obtient pour les grandes éebkalin bon accord des

données radar avec le modele spatio-temporel unitiés ce n’est pas le cas pour 'ensemble
des paramétres des simulations Méso-NH.

Afin de confirmer ces résultats, des analyses aftatmporelles ont été faites. Dans
ces derniéres, les dimensions spatiales et teng®rabnt prises en compte simultanément
(cf. Figure 18.c). Nous avons considéré une isarquarfaite entre les deux directions
d’espace, et un exposant d’anisotropie espace-téggisa 1/3 (qui correspondrait a la théorie
de Kolmogorov, et qui a été a peu pres retrouvé dizs analyses spatiale et temporelle des
données). Ainsi lors de la dégradation du champs danmise en ceuvre de l'analyse
multifractale (TM et DTM), lorsque les dimension&space sont divisées pat,, la

dimension temporelle, est divisée pdf*'®. Ici nous avons choisi égal a 3, si bien que la

dimension temporelle est divisée parZ'{ = 2@Biaou et al., 2003). Pour les données
Méso-NH, nous avons considéré des échantillons®t8*2°=243*243*32 pixels. Pour les
données radar, nous nous sommes ramenés a dedilkcisade cette taille en dégradant
préalablement les deux dimensions d’espace d’'ueda®. Nous avons travaillé en moyenne
d’ensemble avec les échantillons disponibles pesideux types de données.

La courbe obtenue dans l'analyse DTM (Eq. 6 dangmaphique en log-log) qui
permet de vérifier le comportement scalant du chaegp présentée Figure 19 pour les
données radar. Une rupture a été prise en comptedo 27, ce qui correspond a environ 20
km en espace et 4 h en temps. Cette rupture duartenment scalant est équivalente a celle
déja observée dans les analyses spatiales et tellegoOn retrouve la méme rupture pour les
données Méso-NH.

Les courbes de détermination alet C, pour les grandes échelles sont en Figure 19.b
pour les données radar. Les estimations des paesnaultifractals pour les deux types de
données en grandes échelles sont présentées Ta&blEalce qui concerne les données radar,
pour les grandes échelles, nous retrouvons les mé&aleurs des parameétres que dans
'analyse spatiale, ce qui est parfaitement coliéemec le modéle spatio-temporel unifié
précédemment évoqué. Pour les données Méso-NHouebe de détermination de est
nettement moins lisse que pour les données ragmrétméme sa convexité, ce qui entraine
des estimations des parametres moins fiables. @enbluna plus grand que dans I'analyse
spatiale, et ul; nettement plus petit, compris entre celui de Ilggaspatiale et de I'analyse
temporelle.

(a) (b) (c)

a ,,

X

x

Figure 18 : lllustration des échantillons indépendats considérés dans des analyses spatiales (a),
temporelles (b) et spatio-temporelles (c).
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Figure 19 : Pour les données radar de I'évenemenéeenol, méthode DTM en analyse spatio-temporelle :
(a) Eq 5 R° est égale & 0.99 en moyenne pour les grandes élefset 0.06 pour les petites) ; (b) Courbes de
détermination dea etC; (eq. 5)

Données radar Simulation Méso-NH
Type Gamme Gamme

d’analyse d’échelles d G| H déchelles | & | ©r |
Analyse |16 51okm | 0.89 045 034 22-720km  0.84710.36

spatiale

Analyse 1-16h | 082 033 021 1-16h| 0/3450| 0.37
temporelle

Analyse 28 km - 680

spatio- | 2 li”r]] 0 KM 0.87| 0.42| - km 0.68(0.47| -
temporelle 1h-8h

Tableau 3 : Estimation des paramétres multifractalsx, C, etH pour I'événement du 5-9 Septembre 2005
dans le sud de la France (données radar et les silations Méso-NH)

Pour finir, mentionnons que ce type d’analyse defgant été menée pour les deux
évenements londoniens. Les estimations des pamsneiultifractals sont reportées Tableau
4. Pour I'événement de février, lasspatial et temporel sont trés proches et le rapsC,
correspond a uil; sous-jacent de 0.28, ce qui est proche de la véheorique de 1/3. En
revanche, le rapport dé$ conduit a urH; de 0.62, ce qui n’est pas trés bon. Il convient de
noter que les estimations Hesont moins fiables que celledétCy, en raison des difficultés
d’estimations des pentes spectrales. Les donnéentanéanmoins en accord avec ce cadre
théorique spatio-temporel sur cet évenement. Caaced’événement du 7 juillet le rapport
desC; donne unH; de 0.02 et un celui ddd un H; de 0.82. Sur cet éveénement, le cadre
spatio-temporel, sans étre totalement exclu n‘astgxplicitement validé.
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GTayrg(reng Zf]éegﬁztﬁe Evenements a Ci H
Analyse spatiale 9 février 2009 1.62 0.14| 0.56
1-64 km 7 juillet 2009 0.92| 049 057
Analyse temporelle 9 février 2009 1.52 0.10f 0.21
5min—11h 7 juillet 2009 0.72 0.48| 0.10

Tableau 4 : Estimation des paramétres multifractalsx, C; etH pour les deux événements londoniens et
pour les différents types d’'analyse.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons procédé a une analyHdractale de la variabilité
spatio-temporelle de la pluie. Dans le cadre dedtifmagtals universels utilisés, cette
variabilité est quantifiée a l'aide de simplementigs paramétres caractérisant les lois
d’échelles reliant les statistiques du champ dee@uifférentes résolutions.

Nous avons comparé les résultats obtenus sur tegde radar de quatre événements
pluvieux : un évenement cévenol qui a eu lieu aysdrtie Sud - Est de la France du 5 au 9
septembre 2005, un évenement dans la région paresie 9 février 2009, et les évenements
du 9 février et 7 juillet 2009 aux alentours de das. Nous disposions par ailleurs des sorties
du modele météorologigue méso-échelle non hydiqa@atMéso-NH pour I'événement
cévenol.

Il ressort de I'analyse des données radar des wsinols qui constituent une étape
importante en vue de la validation des descentéshdlles spatio-temporelles et des
simulations multifractales des champs de pluie :

- Le caractére scalant du champ de précipitatiorcesfirmé, avec néanmoins une
rupture, observée pour la plupart des évenements Hanalyse spatiale a une échelle
d’environ 20 km. Une explication possible, asso@éane mauvaise prise en compte des
zéros de la pluie dans ce cadre multifractal, peraentée dans le chapitre suivant.

- La comparaison des estimations des parametretifractbls obtenues dans les
analyses spatiales et temporelles est globalenmeat@ord avec les prédictions du modéle de
précipitation spatio-temporel unifié et scalantpleis simple, qui repose sur un exposant
d’anisotropie entre les dimensions spatiales etptealles. Ce résultat est confirmé par
I'analyse spatio-temporelle directe du champ déeplu

- Ces résultats laissent entrevoir la possibiliténe certaine universalité des
parametres multifractals pour les champs de pitétipn, & savoir a =15- 17
C,= 005-02 etH = 03- 06.

En ce qui concerne les simulations Méso-NH, il apipaue le champ de précipitation
simulé présente des caractéristiques qualitatiieslages, a savoir une rupture de
comportement a environ 20-25 km et un accord (mbims que pour les données radar,
particulierement au niveau du degré de non conservau champ) avec le cadre spatio-
temporel unifié. En revanche, les estimations nignés des paramétres multifractals
présentent des difféerences non négligeables avbxs agbtenues sur les données radar : la
variabilité multifractale de la pluie est sous-ksgEntée par le modéle Méso-NH, tandis que
l'intermittence moyenne est sur-représentee.
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3. Amélioration de la prise en compte des zéros de pduie dans le
cadre des multifractals universels

“l think about that a lot these days — the idedestiny as nothing more
than a random dispatch of particles which brings yo places you
never imagined finding yourself. Just as | also erathnd that
uncertainty governs every moment of human existeAcel when it
comes to thinking that life works according to Bnerinciples...”
Leaving the worldDouglas Kennedy

3.1 Positionnement du probléeme

Dans le premier volet de cette thése nous avofiséutin modéle spatio-temporel
scalant de précipitations permettant de rendre terme la variabilité a travers une grande
gamme d’échelles et d'intensités. Dans cette pantiels nous intéressons a un aspect de
lintermittence : la succession de périodes humieteseches. Il convient de mentionner que
I'effet des zéros de la pluie (i.e. un pixel ou pas de temps ou aucune pluie n'a été
enregistrée) est de plus en plus visible avecriasdgs résolutions par rapport aux petites. Par
exemple en France une longue série temporelleipiissannées) a haute résolution (5 min)
contient typiquement 96-98% de zéros (Hoang, 201H. nature de ces zéros est
particulierement épineuse puisque certains soig etel’autres sont simplement associés a la
limite de détection de l'appareil de mesure. Pangple pour les pluviometres a auget les
plus classiques, trois problémes affectent la needies précipitations de faibles intensités :
(a) la nécessité de mouiller les surfaces de liemio et des augets apres une période de
temps sec, (b) les pertes par évaporation qui mepss négligeables car les surfaces exposées
a I'eau sont grandes par rapport au volume enge(g) la nature discontinue des mesures
(WMO, 2008). Ainsi, une limite de détection typigest de 0.2 mm/h ce qui correspond
habituellement a un basculement d’auget en uneehdliest aussi la limite de détection
classiquement considérée pour les radars. Cettéedem’a pas vraiment diminuée avec les
radars a double polarisation puisque les algorithmés en ceuvre pour exploiter les
informations de réflectivité verticale et horizdetane fonctionnent pas pour des intensités
pluvieuses inférieures a 1.5 mm/h (Testud et 8002 Pour bien montrer 'importance de ce
seuil de détection, mentionnons par exemple quemdrizh correspond a environ 2-3 fois la
pluie moyenne a Paris (environ 650 mm par an).

La facon de prendre en compte ces hombreux zésshdamps de précipitation dans
un cadre multifractal fait I'objet de discussiorepdis prés de 20 ans. Par exemple, a la fin
des années 80 il y a eu un débat théorique sutdassité (Keddem and Chiu, 1987) ou non
(Lovejoy and Schertzer, 1989) de considérer leszgéparément des autres valeurs. Depuis,
de nombreux auteurs ont préconisé des méthodegrstoagntradictoires les unes avec les
autres. Commencons par évoquer le probleme de t&lisation et de la simulation de ces
zéros. Certains suggérent que le champ de préopitaésulte de la multiplication d’'un
champ multifractal par un champ binaire indépendaptésentant le support de la pluie.
Difféerents modéles de support de pluie ont été ipablune cascade aléatoire de type
modele discret (Over and Gupta, 1996) ou contiralnif8tt et al., 1998), ou un processus de
renouvellement a deux états (qui représententdesdges seches ou humides) appliqué a la
résolution maximale (Schmitt et al., 1998). Quetijae soient les précautions oratoires prises,
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'indépendance de ces deux champs est en faitaénés, et cela pose une question théorique
evidente. Olsson (1998) introduit les zéros au skinprocessus de cascade en affectant
explicitement une probabilité non nulle aux zérahaque étape du processus. Contrairement
aux modeles précédemment mentionnés, cette prababépend des caractéristiques du
champ de précipitations simulé. Plus précisémdatest modulée en fonction de l'intensité
du pas de temps (c’est un modéle 1D de série tegi@pet de son positionnement dans la
séquence d’alternance entre pas de temps secsitdsu D’'autres auteurs (de Montera et al.,
2009; Lovejoy et al., 2008) pensent au contrairaurgsimple seuil mis en ceuvre a la
résolution maximale permet de reproduire les péi@si observées. Certains auteurs font état
gu'un seuil génere une rupture dans le comporterseatant (de Montera et al., 2009;
Larnder, 1995). Il y a un accord assez générallesdiait que I'estimation des parameétres
multifractals est trés sensible au nombreux zémsil§ soient réels ou artificiels). lls
introduisent un biais qui méne a une sous-estimad®a et une surestimation dg;. Ces
parameétres étant utilisés pour quantifier les ex¢®€ ceci peut avoir des conséquences
séveres. En revanche il n’y a pas d’'accord suagarf de résoudre ce biais dans I'estimation
et différentes techniques sont disponibles darngtéature : ne prendre en compte que la
pluie tombée sur le support fractal de cette deznj8chmitt et al., 1998), ne faire que des
analyses événementielles pour limiter le nombreé&tes (de Montera et al., 2009; Verrier et
al., 2010), une forme de méthode itérative S’apptuysur une premiére estimation des
parametres et des simulations multifractales (Lmyef al., 2008).

Cette partie du manuscrit repose sur 2 articlesg3t al. (2012c, annexe 4) et Gires et
al. (2012e, annexe 9). Nous exposons ici les jpa@nx résultats et I'articulation entre les
deux articles et renvoyons aux annexes 4 et 9 plosrde détails le lecteur intéressé. Dans le
premier article (Gires et al., 2012c, annexe 4jsnoous intéressons plus particulierement a
I'effet d’'un seuil sur un champ multifractal congatif. Dans le deuxieme (Gires et al., 2012e,
annexe 9) nous suggérons un « toy model » dansgllésgizéros sont introduits directement
au sein du processus de cascade.

3.2 Effet d’'un seuil sur un champ multifractal conservdif

3.2.1. Cadre théorique

Soit un champ multifractd®, conservatif H=0) satisfaisant les équations 2 a 5, auquel
un seuil T=A" (oUymin est la singularité associée au seuil) est appligda résolution
maximale/. Toutes les valeurs inférieure§ &ont artificiellement mise a zéro, ce qui revient
a mettre les singularitég< ). a —«. La fonction de codimension devient alors bornée
inférieurement pacmin>0, défini pary,,, andc.,, au moins a la résolutioh. En utilisant
I'équation 5, on obtient (en écrivaaty,,,) =C.;, ):

a-1
= Ca (Cmi”j °_ G Eq. 14
a-1\ C, a-1
En raison de la transformée de Legendre, il y mament d’ordre statistique critique
correspondant:

min

SEE

C..
=c'(y.. ) =2 Eqg. 15
Orin = € (Vrin) (Clj q

en dessous duquel la fonction des moments d’éckédledevient linéaire :
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K(q) = qymin - Cmin Eq' 16

Cette propriété peut étre utilisée pour estirpgr et c.,, a partir d’'une régression
linéaire deK(q) pour les petites valeurs de Comme remarqué par certains auteurs (de Lima
and Grasman, 1999; Gires et al., 2011c, annexeit@ngér, 2007; Schertzer and Lovejoy,
1992; Schmitt et al., 1998), ce comportement desngs multifractals seuillés est typique
d’'une transition de phase multifractal (Schertzed &ovejoy, 1992; Schertzer et al., 1997).
Plus précisément cela correspond a une transitmndré 2 analogue a celle définissant un
singularité maximale observable pour les échanslldinis (Douglas and Barros, 2003;
Hubert et al., 1993; Lovejoy and Schertzer, 20@heBtzer and Lovejoy, 1989). En effet avec
un nombre limité d’échantillon, les singularitésplgrandes qugs (singularité maximum
observable) ne seront pas observées et les sfaéistpour les moments d’ordyesupérieur a
gs (le moment maximum observable correspondant) rens@as fiables. Plus précisément,
cet « effet d’échantillonnage » conduitéy) =+ pour y >y, avecc(y,) =d +d, (d, est
la dimension d’échantillonnage\® étant égal au nombre d’échantillon). En conségeienc
pourq>q, =c'(y; ):
K(@)=ay; —c(ys) Ea.17
La linéarité deK(q) pour les petits et grands moments a de fortesémpurences sur la

technique DTM (Eq. 6) utilisée pour estimer lesapagtresC; eta. En effet, en injectant les
expressions linéaires pokifq) (Eq. 16 et 17) dans I'équation 6 on montre ¢uUg /7 attint

un plateau pour petit (7<n_(q)) etn grand (7=n,(q)):
- K(q!”) = (q _1)Cmin’ fOf I7 5’7-(CI) = (Cmin /Cl)lla Eq' 18a
-K(@/) =(@-1(d+dg), for 727,(q) =((d +ds)/C.J" Eq. 18b

Ainsi plus la codimension fractale du support deplaie cnin est grande, plus le
plateau deK ( 77 your les petits7 (n7<17.(q)) est élevé, et plus petite sera la gammeyde

(n-(9=n<n.(q) disponibles pour estimer et C; (la portion linéaire de la courbe DTM).
Ces deux plateaux peuvent ainsi mener a de sés@ugsestimations di, sachant qu’ils sont

en plus associés a des courbures transitoires égpliisent d’avantage la gammend’
disponible.

Nous avons maintenant un cadre théorique permetiamalyser directement les effets
d’un seuil sur un champ multifractal appliqué a vésolution/\, ce qui correspond au cas de
la pluie. Une limite demeure néanmoins pour leslmi®ns A <A. En effet les champs
correspondant sont obtenus par aggregation a plartia résolution maximalé, processus
qui va ré-introduire des singularitéso <y <y ... Nous nous proposons donc d'étudier en
detail des résultats de simulations numériques ponfirmer ce cadre théorique.

3.2.2. Validation de ce cadre théorigue (simulations nungres et données réelles)

Pour un jeu de paramétreset C, donné, 1000 simulations de 4096 32pas de
temps sont faites et considérées comme des réafisaindépendantes d'un méme
phénoméne. Ces dimensions peuvent étre interprétgase correspondant a 40 ans de
données de pluie a 5 min sub-divisées en échantilistinct afin d’étudier le comportement
scalant de 5 min a 2 semaines. Les 1000 échamtiltont été normalisés en moyenne
d’ensemble afin de conserver la variabiliaté denlayenne entre ces derniers. Un seuil a
ensuite été appliqué a la resolution maxiamale tasl@mouvelle normalisation comme c’est
le cas avec les données de pluie. Il convient tleuméme de noter que la moyenne n’est
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généralement pas baissée de plus de 1%, memeeaveglti$ grands seuils mis en oeuvre dans
cette étude. Comme c’est le cas avec des donnéasidel’analyse multifractal est mise en
ceuvre sur les champs ré-aggrégés a partir dedutiés maximale.

Cas d’'un unigue regime scalant

Nous discuterons tout d’abord le cas de champsifraglials simulés avea=1.8 et
C,=0.5 sur toute la gamme d’échelles, c’est-a-dires sapture de comportement. Cing seuils
ont été mis en ceuvre sur les champs normalisés0°-A:03-10%10", correspondant & des
pourcentages de zéros égaux respectivement a 2754-76% sur les champs ainsi générés.
Les principales courbes résumant I'effet du seeil donc des zéros) sont en Figure 20.
Comme suggéré par Harris et al. (1997) les réswlstminimale et maximale ne sont pas
prises en compte pour faire la régression linégagmenettant d’obteniK(q) car elles dévient
régulierement du comportement scalant attendu. Gamiest visible sur les figures Figure
20.a and b le comportement scalant du champ irfg&als seuil) est excellent (les coefficients
de détermination R%- des régressions linéaires sont supérieurs a .98 les champs
seuillés, il n'y a pas de changement significatitipg>1 tandis qu’il y a une dégradation du
scaling pour les petits (R*=0.95 pourg=0.1). Ce phénoméne était attendu puisque les grand
moments d’ordre statistique reflétent plus lesé@xis qui sont moins affectés par le seuil,
tandis que les petits moments prennent davantageoewpte la contribution des petites
valeurs. La courbure visible sur la courbe de sgagtiour les petitg (particulierement visible
pour g=0.1) signifie que les petites échelles sont dagmtaffectés par le seuil que les
grandes. A la résolutiod\, c’est une conséquence directe de la troncatuse padites
singularités. Pour les résolutions plus petiteslida est moins direct car le processus
d’agrégation tend a supprimer les valeurs nullei €st en lien avec le fait que le seuil est
appligué a une résolution donnée ce qui romptdérsg

Pour les grands momentg la fonction des moments d’échell&fq), n'est pas
affectée par les seuils (Figure 20.c), comme enpligrécédemment. Pour les petits moments,
la transition de phase multifractale prévue a hiewm et 'ordonnée a I'origine et la pente de
la portion linéaire d&(q) permettent d’estimer respectivemeni, (la codimension fractale,
c'est I'opposée de l'ordonnée a lorigine) ¢f,, (la singularité minimum observable).
Comme attendenin et y,;,, augmentent avec le seuil. Il est possible d’estioes parameétres
par une autre methode: évalwagl, par la méthode du comptage de boites (Eq. 1hstite
Vin @ partir de 'Eqg. 14 (en utilisant les paraméimeandC; de la simulation). Les résultats
sont en Figure 20.f. Malgré le piétre scaling plesrpetitsg, cmin €t y,,, Obtenus par les deux
méthodes sont respectivement en excellent et boordicce qui confirme la présence d’'une
transition de phase multifractale telle que décpr&cédemment. Néanmoins lgg,,
observées sont plus grandes que celles attendusspéquant la formulel = A", ou T est
le seuil. Ceci est certainement di aux perturbatiohérentes aux processus d’'agrégation, et
au fait que la qualité du scaling pour les petitsmmants est dégradé par le seuil. Il convient
également de mentionner que les pentes spectmralssm pas modifiées par le seuillage des
champs. Ceci n’est pas surprenant dans la mesuue gpectre est équivalent a un moment
d’'ordre 2, qui comme indiqué précédemment n'estgigescte tant quey,,,, est assez faible.
Plus précisément, théoriqguement (en raison detstormée de Legendre entre les fonctions
codimension et moments d’échelles) on s’attend guzles moments statistiques d’ordre
g>Qmin (avea,,, =C'(V,,)) N€e Soit pas trop affectés, mais empiriguemerdamstate un effet
pour des moments plus élevés.
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Sur les courbes de determinationoddans la méthode DTM (Figure 20.e), des valeurs
correctes de et C; (respectivement 1.79 et 0.47) sont trouveées latsgy a pas de seuil.
Comme attendu les courbes présentent un platean lesu grandes valeurs de.
L’augmention de la valeur minimum d& g £ , (en accord avec la valeur attendue de
(g—1c,,,) avec le seuil réduit la gammerddisponibles pour évaluer (la portion linéaire

de la courbe), dont les estimations décroissem¢rfeent (1.33 pour le plus grand seuil). En
revanche les estimations @g ne sont pas significativement affectées.

Les mémes analyses sur des champs a8, 1.5 ou 1.2 etC;=0.5 ou 0.2
conduisent a des résultats similaires tant gyen’est pas trop proche d& (C, - y,;, < 02
par exemple). Dans le cas contraire, une part itrpportante du champ a été retirée par le
seuillage et méme les grands moments sont affédetés.les champs aver<l, la transition
de phase est également observée. En revanchdfetleanettement moins les estimations de
a etC, car le démarrage du plateau supérieur a lieu gesw plus grand ce qui augmente la
gamme d’7 disponibles pour I'estimation de ces parametrass(ge détails sont disponibles
dans la section 5.2 de Gires et al., 2012c, andgxe
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Figure 20: Effets d'un seuillage (les cas 1 a 5 saestés, correspondant respectivement a des seudis 0,
10%, 0.001, 0.01 and 0.1) sur des champs simulés amed.8 etC,=0.5. (a) Courbe de scaling i.e. Eq. (2)
dans un graphique en log-log poug>1. (b) Idem (a) pourg<1. (c) Fonction des moments d’échelld§q)

pour 0 < @ < 3 (d) Fonction des moments d’échelles(q) pour 0< g <1 (e) Courbes de détermination

dea (méthode DTM). (f) lllustration de la méthode du omptage de boites (Eqg. 1), les coefficients de
determination des courbes sont tous supérieurs ag®5.
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Cas avec une rupture de comportement scalant etlcl@sées

Nous avons également testé I'influence de la miseeevre d’un seuil sur un champ
multifractal simulé présentant une rupture de comgooent scalant. |l apparait que
globalement le cadre théorique développé précédemmeste valable sur chacune des
gammes d’échelles (des résultats plus détaillés amecas ou seul; differe d'une gamme
d’échelle a 'autre et un cas ou les deux pararaéiidd changent sont en section 5.3 de Gires
et al., 2012c, annexe 4). Cette transition de phagdéfractale est par exemple visible sur la
Figure 17.b ou les courbes empiriqueskdg) pour les petites et les grandes échelles se
détachent de leur expression théorique pour legsspabments d’ordrey. Une étude plus
poussée a été faite sur une portion de I'évenen@&venol. Il apparait qu'un champ
multifractal simulé avec une rupture puis seuikgnpet de bien reproduire le comportement
observé (voir section 4 Gires et al., 2012c, andegeur plus de détails).

3.2.3. Suggestion d’'une correction du biais introduit pé&s zéros

Enfin une méthode est suggérée pour améliorerifiasbn des parametres
multifractals en supposant qu’ils soient biaisés ya seuil. Cette derniere et les résultats
associés ne sont que résumes ici, pour plus désgéta référer a section 6 de Gires et al.(
2012c, annexe 4). Cette méthode est itérativepelseesur les étapes suivantes :

0] Estimation des parametres multifractals sur le ghamtial.

(i) Modification du champ initial en ajoutant les pesitsingularités d’'un champ
simulé avec les parametres UM initiaux.

(i)  Estimation des parameétres UM sur le champ modifié

(iv)  Reprise de (ii) et (iii) en prenant en compte lavelle estimation des parametres
UM. Le processus s’arrétant quand deux estimatsuegessives des parametres
UM sont suffisamment proches.

Cette méthode permet n‘améliorer I'estimation desametres multifractals sous-
jacents mais restent imparfaits. En particuliecdavergence du processus n’est pas assurée et
ce dernier doit étre stoppé aprés un nombre prédéfiérations.

3.3Un « toy model » pour simuler les zéros

L’approche de la section précédente essentiellerhagée sur la recherche d'une
« correction » aux zéros ne donne pas pleineméstadion. Par ailleurs elle ne permet pas
de faire clairement la distinction entre les zééxds et artificiels, ce qui est particulierement
limitant dans I'étude de longues séries temporellesemble donc nécessaire de mieux
comprendre le mécanisme des zéros avant de chateheouvelles méthodes d’estimation
des parametres caractéristiques des processugaseunss. C'est précisément I'objet du
deuxiéme article (Gires et al., 2012e, annexe Dadué récemment soumis. Plus précisément
I'objectif de développer un « toy model » permettdiexpliquer au moins partiellement les
écarts observés entre les données de pluie emgdriguun multifractal universel unique, a
savoir : présence d'une rupture visible sur le speet dans les analyses TM et DTM,
différences entre les valeurs standards des pamsnéissus d'analyses spatiales
(habituellement centrées sur des événements pk)vieet d’'analyses temporelles
(habituellement faites sur des longues séries adqgas mois a quelques décennies qui
incluent les périodes séches), absence d’explitgtinysique a la non-conservativité des
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champs d’intensité pluvieuse relevée par la plugestauteurs. Ces écarts sont explicités plus
longuement en section 3 de Gires et al. (2012&an9).

3.3.1. Présentation du toy model

Avant de présenter le «toy model » que I'on dénemdM+0 avec lequel nous
proposons de générer des champs de pluie aveczZéws, rappelons comment est construit
un champ multifractal universel discret, noté Wi(\dgure 21 pour une illustration).

A chaque étape du processus de cascade, chaqde pEmps est divisé eh pas de
temps (I'explication est faite en 1D, mais ce ps3tes est facilement généralisable en 2D ou a
3D). Méme si cela n’est pas obligatoirk, est habituellement égale a 2. Apregtapes de
cascade, le champ est constitué Wgs oui=1,...A,". La valeur affectée a un sous pas de
temps est égale a la valeur du pas de temps pétipliéa par une variable aléatoirev, , i.e.

Woi =Wy /0, Eq. 19

Ou les indices et correctement choisis assurent la bonne connexitre ées structures
meres et filles (ici des pas de temps). Les vamlalléatoiregm,; sont indépendantes et
identiguement distribuées. Une cascade donnéeééntedpar la succession des réalisations
de tw, ;. Pour générer un champ UM (Eq. 2 et 4 validesy é® parameétreS; eta, il suffit

la
G
de prendre comme incrément multiplicatif aléatgime = ex [MJ L(a) |/ Aja—1 ou

-4

L(a) est une variable de Lévy extrémale d’'indicé i.e. <exr(qL(a))> = exdq”)) qui peut

étre générée a partir de la procédure décrite pamBers et al. (1976). Plus de détails sur la
simulation des processus de cascades UM discrétemnginues sont disponibles dans
(Pecknold et al. (1993) et Lovejoy and Schertzéd.(D.

Expliguons maintenant comment nous proposons dtluire les zéros de la pluie
pour simuler un champ de plulRr a partir du champ UMN. Comme mentionné dans
l'introduction, principalement deux techniques @té proposées : multiplier le champ UM
par un support indépendant aléatoire, ou bien s&meht seuiller le champ UM a la
résolution maximale. Les deux techniques possedentérieuses limites : I'hypothése
d’'indépendance du support n'est pas valide poprdaiére et les deux ne permettent pas de
distinguer les zéros réels des faux. Nous propodbnsoduire ici les zéros directement au
sein du processus de cascade (comme fait dansnQE388), et d’'une fagon conditionnelle
par rapport aux valeurs simulées, puis de seldlehamp a la résolution maximale. Les deux
hypothéses sous-jacentes sont :

- La quantité conservative n’est pas directementdfigité pluvieuse, mais la quantité
totale d’eau (dans toutes ses phases) dans l'atramsmlont seulement une partie
devient effectivement de la pluie. Le processus OMtonne une facon invariante
d’échelle de déterminer quelle proportion devidifgativement de la pluie et ou elle
est localisée. Le W » du champ conservatif UM correspond a « eau »afgais !),
tandis que R » est l'intensité pluvieuse (toujours en anglaigdgtte correspondance
ne doit pas étre considérée comme exacte, maicpie conceptuelle.

- A chaque étape du processus de cascade, si ledeaytuie est plus petit qu'une
certaine intensité (définie par une singularjg, alors il n'est pas certain de
« survivre » (la mise a zéro étant définie par prababilitépy). Ceci représente une
forme de limite physique au processus de pluie.
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Plus précisémenR est obtenu a partir d& de la fagcon suivantgA et tawv sont les
incréments multiplicatifs aléatoires BeetW respectivement):
- R, =W,, R =W,

- Si W, < (Aln‘ly’ alors /., =/, avec une probabilitgy et ir,, = Oavec une
probabilité 1- p,
-SiIW,, > (Aln‘ly’ alors /r . = s, ; dans tous les cas.

) et po sont les parametres qui caractérisent le procassggenération des zéros réels de la
pluie. Il convient de remarquer que comme il s’@liln processus multiplicatif, une fois que
le taux de pluie a été mis a zéro a une résoluflole reste pour toutes les résolutions
supérieures. Ceci permet de représenter les lormgresdes de temps sec. Enfin un seuil est
mis en ceuvre a la résolution maximale pour reptéséa limite de détection de n’'importe
guel instrument de mesure de la pluie.

A R
, | Re, |
g - g

Rir=Wia Ry =W,

&
l=hRis
W
|t

; wo =l e Lo, < { )
' g
#n..-.wv...wwh proba. p,
Hlni=f8¥ni Hr, ;=0 with proba. 1-p,
/1
2 L o
o I=— o
4
ﬂﬂ“‘»ﬂ [=— e ctene BB

----------------------------- - n  After n steps FrrHrr
A

Figure 21 : lllustration du processus de cascade pogénérer W, etR,.

3.3.2. Principaux résultats

Cette section discute le comportement observé daelmoUM+0 a partir de
simulations numériques. Les valeuts=0.1 et a=1.9 sont utilisées. Ces dernieres sont
typiquement observées sur des analyses multifiasatie séries temporelles ou de cartes ne
comportant (presque) pas de zéros. Par exempleotéekd et al. (2010) ont trouv®=0.13
et a=1.7 pour une série temporelle a 30 s, Mandapakd. €2009) ont trouvé€;=0.18 et
0=1.9 pour des analyses spatiales et temporelledesudonnées Lidar a haute résolution (2.5
m, 1 s), et Verrier et al. (2010) ont trou€e=0.12 eta=1.78 sur des analyses spatiales de
données radar (résolution d’1 km). En ce qui camedes parameétres supplémentaires du
modele UM+0, on teste dans un premier temps lesursls=0.1 etpy=0.5. Ces valeurs
permettent d’obtenir un comportement comparable pluies observées. Par ailleurs une
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étude exhaustive de la sensibilité du modéle UM+0 @aramétregg et po est faite dans la
section 6 de Gires et al. (2012e, annexe 9). Dsts t®ont réalisés avec (modele appelé
UM+0) ou sans (modeéle appelé UM+0+T) la mise enreediun seuil de 10 sur le champ
UM+0 préalablement normalisé a la résolution maximan moyenne d’ensemble. L’analyse
est faite sur un ensemble de 1000 réalisationgpernt#antes 1D de longueur 4096. L'essentiel
des analyses (et sauf mention contraire) est é&slisle champ habillé, c’est-a-dire obtenu en
ré-agrégeant le champ a partir de la résolutionimmae, comme c’est fait pour les données
de pluie réelles. Seuls quelques parametres sahiés/directement sur la cascade nue, qui
est inaccessible sur des données de pluie. Sepriledpaux résultats sont détaillés ici, le
reste est disponible dans la section 5 de Girak €012e, annexe 9).

Le pourcentage de zéros est égal a 95% et 97%respectivement le modéle UM+0
et UM+0+T. Ceci signifierait qu’avec une telle limide détection, lI'instrument de mesure
mangue environ 1/3 des pas de temps pluvieux. €&guble plausible, mais trés complexe a
formellement vérifier. Les dimensions fractales uttées sont comparables a celles
classiquement observées sur des longues sériesridlap. En revanche si une rupture est
prise en compte, il apparait que la dimension &lagbour les petites échelles est plus grande
gue pour les grandes échelles, ce qui n'est hdleitnent pas observé. Ceci constitue une
limite du modele proposé ici.

Les résultats des analyses TM et DTM sur les chdmpglés sont en Figure 22. Le
comportement scalant du champ UM est excellentu(Bi®2.a,RZ > 0.997 pour tous les
moments), et I'analyse DTM (Figure 22.d) dor@e0.094 eto=1.91, ce qui est trés proche
des paramétres utilisés dans les simulations. akngcest dégradé sur le champ UM+0 ou
une courbure est visible pour tous les momenta(Eig2.b). Par exemple R pourg=2 (qui
sera considéré dans la suite comme lindicateutadqualité du scaling) vaut 0.95 sans
prendre en compte de rupture. En prenant en commgerupture poun=128, ce mémdx’
vaut 0.98 et 0.97 pour respectivement les petitdesegrandes échelles. La fonctiiq)
(Figure 22.c) pour le champ UM+0 pour les petiteeedles reste proche de celle pour le
champ UM sauf pour les petits moments ou la tremmsile phase multifractale associée au
nombreux zéros introduit un biais. En revanche pesigrandes échelles, les différences sont
beaucoup plus grandes et la courbureKd® qui reflete la multifractalité du champ est
presque perdue. Les courbes de détermination deec la méthode DTM sont en Figure
22.d. On trouveC;=0.32 eta=0.69 pour les grandes échellesCegt0.11 eta=1.33 pour les
petites échelles. En prenant en compte le seuitl@eoUM+0+T), la qualité du scaling reste
comparable et les parametres UM sont un peu phestéé. En effet on trouv€;=0.33 et
0=0.65 pour les grandes échellesCet0.13 eta=1.22 pour les petites échelles. Ce « toy
model » assez simple permet de reproduire la reptigr comportement et les principales
variations des parametres UM que I'on observe desrgetites et les grandes échelles sur les
champs de pluie. Notons pour finir que c’est le portement des petites échelles qui permet
de mieux retrouver les propriétés du champ UM gacent.
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Figure 22 : (a) Analyse TM deW,, (b) Analyse TM deR,, (c) K(q) pour Ry, et (d) Courbe de determination
de C, eta, pour des simulations avec les paramétred,=0.1,a=1.9, j=0.1 andp,=0.5

Une des principales caractéristiques du processusadcade UM+0 est sa non-
conservativité. En effet a chaque étape de la dascartains pas temps (potentiellement ceux
avec des petites singularités) sont mis a zérbesique la moyenne diminue avec le nombre
de pas de cascade. Une étude sur le champ nu,évaluer H, dont on rappelle qu’il

caractérise I'évolution de la moyenne du champ@eets les échelles{ Rﬁ =A") permet de

guantifier cette propriété. Au lieu d’'une droitey wouve plutdt une courbe, ce qui signifie
gue le cadre habituel caractérisant la non-congeitéaparH ne s’applique probablement pas
directement. En estimant tout de méme-usur deux gamme d’échelles (les mémes que dans
'analyse TM et DTM), on trouvél égale a 0.09 pour les petites échelles et égalgsmsur

les grandes. Ceci est en contradiction avec lesuvalhabituellement trouvées dans la
littérature ouH est nul pour les grandes échelles et vaut 0.30uB les petites échelles. Par
ailleurs il apparait que la pente spectrale du gh&iivl n’est pas significativement affectée
par le processus UM+0 (on trouve envirBal pour les deux gammes d’échelles), ce qui
signifie que ce dernier ne parvient a reproduiredi@portement spectral des champs de pluie.
Ce modéle fournit tout de méme un cadre pour ewptide fait queH#0 sur de nombreux
champs pluie observés, ce qui n'est pas le casntpiesseuil ou de la multiplication par un
support indépendant. Une amélioration possiblenadudtre d'introduire une vitesse verticale
de vent comme suggéré par Lovejoy and Schertzed8§2@ui développent un modele
reproduisant le comportement spectral observé guia ou le taux de pluie est le produit
d’'une quantité d’eau par une vitesse verticale.

Enfin, pour reproduire une analyse événementielles analyse multifractale a été
faite en ne prenant en compte que les portionglies pluvieuses des échantillons simulés.
Plus précisément les 128 pas de temps consécatithabjue échantillon avec le plus grand
cumul sont extraits et une analyse en moyenne efebke sur les 50 présentant le cumul le
plus grand est faite. Il en ressort qu’il 'y a pides rupture de comportement, et que les
parameétres UM estimés se rapprochent de ceux dsserv analyse événementielle sur des
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données réelles. En effet on trou®e=0.094 eta=1.60 pour le champ UM+0, €,=0.11 et
0=1.49 pour le champ UM+0+T.

Il est intéressant de remarquer de que ce “toy ihpeemet de reproduire a la fois les
parameétres observés dans la littérature pour dhegiés séries temporelles (avec les résultats
a grandes échelles) et pour des études évenenen(mh sélectionnant les portions simulées
présentant le plus de pluie). Mentionnons poun fqu'une telle analyse sur les portions
intenses d’'un champ UM simulé av€3=0.5 eta=0.5 donneC;=0.31 eta=0.57. Ceci
confirme que les parametres observés habituelleswentes longues séries temporelles ne
permettent pas d’expliquer ceux observes sur deegtévenementielles.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés cudstion débattue depuis
longtemps de la prise en compte des zéros deikagéduns un cadre multifractal.

Nous avons dans un premier temps étudié I'effen d'euil sur un champ multifractal
conservatif. Ce seuil est mis en ceuvre a la résalubaximale, ce qui reproduit I'effet d'une
limite de détection inférieure sur une série terefperempirique. Théoriquement, on s’attend
a ce que lintroduction d'un seuil entraine unensition de phase multifractale d’ordre 2
affectant les statistiques obtenues pour des mameintles singularités plus petits qu’un
niveau critique. Cette transition de phase limdaegamme de moments disponibles pour
I'estimation des parameétres multifractals ce gurane un biais significatif sur ces dernieres
avec notamment une forte sous-estimatiornd€es predictions théoriques sont confirmées
par une étude détaillée menée sur des champs mactlfs simulés. Par ailleurs il apparait, a
partir de l'analyse d’'une portion de I'événemenver®l, que ce simple seuil représente
relativement bien les comportements observes hdlicd’'un évenement pluvieux. Enfin une
méthode est suggérée pour améliorer I'estimatienpdgametres multifractals en supposant
gu’ils soient biaisés par un seuil. Cette méthosleitérative et repose essentiellement sur
I'ajout des petites singularités d’un champ mudictal aléatoire simulé. Les résultats obtenus
a partir de champs simulés aux propriétés connuissspuillés sont encourageants au sens ou
ils permettent une meilleure estimation des parasahultifractals sous-jacents mais restent
imparfaits. En particulier la convergence du preoesn’est pas assurée et ce dernier doit étre
stoppé aprés un nombre prédéfini d’itérations.

Ce modele ne permettant pas d’expliquer I'ensendiele écarts observée entre les
données de pluie empiriques et un multifractal ersgl unique, nous avons suggéré et
analysé un nouveau « toy model ». Ce dernier eepas I'introduction de zéros au sein du
processus de cascade et d'une facon conditionpeliegapport au taux de pluie: a chaque
étape du processus de cascade discrete multiFaotalerselle conservative si la valeur du
champ est inférieure a une certaine singularit¥sal a une certaine probabilité de s’éteindre.
La singularité et la probabilité sont des paransetta modele. Ce «toy model » permet
d’introduire les zéros observés dans le champ atisité pluvieuse précipitée a partir d’'un
champ qui représenterait la quantité totale d’edang tous ses états) dans I'atmosphere.
Ensuite ce simple modéle invariant d’échelle estétainsi que sa sensibilité a ses deux
parametres. Il apparait qu’il permet de retrouveauroup des propriétés observées sur les
champs de précipitations empiriques: une ruptuee abmportement scalant, non-
conservativité du champ (explication seulementigég}, différences entre les parametres
UM pour les petites et les grandes échelles, at£eatre des analyses événementielles et
celles incluant des périodes de temps sec. Néasneeitaines des propriétés observées sur
les données empiriques ne sont pas reproduiteseparodeéle : ce dernier ne modifie par le
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comportement spectral, le coefficient de non-corsg@n est plus grand pour les grandes
échelles que les pour petites, et la dimensiondi@aau support de la pluie est plus grande
pour les petites échelles que pour les grandes.siEgifie que ce modeéle doit étre considéré
simplement comme un modele intéressant et encaamagimandant des développements
complémentaires.

4. Quantification de I'incertitude associée a la varidilité a petites
échelles de la pluie en hydrologie urbaine

“No anunciaban tormenta pero si esa tipica joregdaue el viento trae
lluvia, la lluvia cae en unas zonas y en otras.ng. [En une esquina y
la contigua un nudo abandonado sobre el desaguealealle que de
inmediato empieza a rebosar agua. Sol en la siguesguina y luego,
de nuevo aguas y nubes.”

Traduction familiale libre : « Aucune tempéte nief@évue, juste une
de ces journées typiques ou le vent amene de la, g pluie qui
tombe a certains endroits et pas a d’autres [...]Jcéin d’'une rue, une
ruelle abandonnée qui soudain se met a débordau.dSoleil au coin
de rue suivant, et puis de nouveau pluie et nuaga scéne se déroule
a la Havane (Cuba)

Y de repente fue ayeBoris lIzaguirre

4.1 Introduction

Comme nous I'avons vu dans les précédentes pdegesultifractals universels sont
devenus un mode classique d’analyse et de simaldgd’extréme variabilité sur de grandes
gammes d’échelles des processus géophysiques,rigculper la pluie. lls reposent sur un
nombre trés réduit de parametres. De telles armlysenées sur les débits et/ou les
précipitations, ont permis d’éclairer la relatidnip — débit dans différents contextes (Tessier
et al., 1996, sur des bassins versants francaddderf & 200 kmi; Pandey et al., 1998, sur
des bassins versants nord-américains de’%akenmillions de krh; Labat et al., 2002, sur des
sources karstiques ; Tchiguirinskaia et al., 2080, des bassins versants non jaugés) en
comparant leurs parametres multifractals respeetifte comportement de leurs extrémes
(Schertzer et al., 2006).

Par ailleurs de nombreuses études plus classiquesles bassins ruraux ont été
effectuées pour évaluer I'impact de la variabitie la pluie sur la modélisation des débits
(Arnaud et al.,, 2002; de Lima and Singh, 2002; Dodmd Foufoula-Georgiou, 2005;
Emmanuel, 2011; Faures et al., 1995; Hubert e80y; Morin et al., 1995; Rebora et al.,
2006a; Singh, 1997; Smith et al., 2004). Méme simeances sont a apporter en fonction de
la taille et des caractéristiques des bassins mersdnsi que du type de pluie, elles montrent
globalement un impact significatif de la varialélide la pluie sur la modélisation des débits.
En hydrologie urbaine, avec des bassins versansspatits et une proportion plus grande de
pluie immédiatement efficace, en raison de coeffits d'imperméabilisation supérieurs, les
effets semblent plus importants (Aronica and Caowmy, 2000; Berne et al., 2004b;
Niemczynowicz, 1991; Segond et al., 2007a).
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L’objet de cette partie est d'utiliser le cadre ceptuel des multifractals universels
pour apporter des éléments de réponse a la queptatique de la quantification en
hydrologie urbaine de I'impact de la variabilitéatip-temporelle a petites échelles de la pluie.
On s’intéressera notamment a la variabilité qushjzas mesurée car arrivant a des échelles
plus petites que celles disponibles a partir degaéx de radars en bande C des services
météorologiques nationaux, a savoir 1 km en espace min en temps. Les données de
précipitations utilisées sont issues de radarsagmld C et ont été présentées dans la section
2.2. La donnée est considérée comme correcte e réstlution et I'effet de l'incertitude de
ces estimations sur les débits simulés n'est palyshici. Cette incertitude peut avoir des
conséquences non négligeables. Par exemple VialnBadient (Vieux and Bedient, 2004)
ont montré, sur un bassin versant essentiellenmdairude 260 ki) qu’'un biais linéaire sur
les données pluviométriques radar utilisées avag dffets non linéaires sur les débits
simulés. De nombreuses autres études, dont beawmsuparent les données radar et les
données de pluviometres, confirment I'impact sigaiif de l'incertitude sur la mesure de
pluie (Andreassian et al., 2001; Arnaud et al.,22(orga, 2002; Quirmbach and Schultz,
2002; Segond et al., 2007b). Par ailleurs, présisque lincertitude sur les modéles
hydrologiques n’est pas non plus étudiée ici. Cdéamiére comporte 3 sources principales
(Deletic et al., 2009; Métadier, 2011) (voir parde3 de son manuscrit de these): les
incertitudes liées aux systemes de mesures, legitades sur la connaissance des processus,
et les incertitudes liées aux procédures de calage.

L’'analyse sera faite sur deux cas d'études corretgot a des bassins versants
urbains, un de 34 kirsitué dans le Nord-Est de la Seine-Saint-Denisnaie 9 ki dans le
Borough de Redbridge a Londres. Ce dernier a étérfacollaboration avec I'équipe « Urban
Water Research Group » de I'lmperial College Londolhoccasion d’'un s€jour de deux mois
dans cette équipe. Deux types de modeéles ont digesit des modeles semi-distribués
opérationnels, et un modele distribué en coursaseldppement au LEESU.

La méthodologie mise en ceuvre pour quantifier laetpde la variabilité non mesurée
des précipitations en hydrologie urbaine consiste a
0] Générer un ensemble de champs de précipitatiorgaeges réalistes a l'aide de
cascades multifractales universelles discretesi¢ses.2)
(i) Simuler les ensembles d’hydrogrammes correspondantside des modeles
hydrologiques / hydrauliques disponibles (secti@) 4
(i)  Analyser la variabilité au sein de ces ensemblas equ supposant les modeéles
fiables, reflete I'incertitude recherchée (sectioh) 4
Ensuite, le cadre des multifractals est employgéfais pour générer complétement des
champs de précipitations, et analyser les débité®ritant (section 4.5).
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4.2 Explication de la désagrégation

Pour tous les cas d’études, les données initi@gdude sont issues de radars en bande
C et présentent une résolution de 1 km en espabermgh en temps. Afin de générer des
champs réalistes a plus hautes résolutions, ndassahous appuyer sur les modeles de
cascades multifractales qui sont intrinsequemestusdeles de désagrégation (Schertzer and
Lovejoy, 1987a; Schertzer et al., 2010). lls oné éans un premier temps utilisés
principalement pour analyser et simuler des chadggpluie, puis ont été progressivement
mis en ceuvre pour les désagréger (Biaou et al3;2D6idda, 2000; Ferraris et al., 2003,
Olsson et al., 2001; Rebora et al.,, 2006b; Royeal.et2008). Le cadre des multifractals
universels employeé ici est particulierement adaptét exercice (Biaou et al., 2003). En effet,
la désagrégation mise en ceuvre consiste simplemestimer les paramétres sur la gamme
d’échelles disponible (1-256 km pour les donnéesgsiganes, et 1-64 km pour celles
londoniennes), puis poursuivre la cascade stochestient au-dela de ['échelle
d’observation. Le processus est schématisé FigBré.'Bypothése sous-jacente est que les
propriétés scalantes mises en lumiere sur les @gndisponibles restent valables pour des
résolutions plus grandes. Nous n'avons pas de mdgewuérifier cette hypothese pour les
événements considérés, mais elle a été confirméaumques auteurs ayant étudié des
données de pluie a plus hautes résolutions. PanggeMandapaka et al. (2009) ont validé le
comportement scalant jusqu’'a quelques metres eacesgt quelques secondes en temps.
Menabde et al. (1997) et de Montera et al. (20@@} halidé jusqu’a respectivement 15 s et
32 s. Par ailleurs, Desaulnier-Soucy et al. (2@ D)illey et al. (2008) ont mis en lumiére un
comportement scalant jusqu'a des échelles de Bomin centimetre a partir d'images
stéréographiques du champ de pluie permettant amsétuer les gouttes dans un volume
d’environ 1 ni.

Measured or

deterministically nowcasted
Multifractal analysis - « and C,

} o

Stochastic spatial downscaling
for each pixel

$1.25 Petformed with the help of discrete
min multiplicative cascade with UM
parameter o and C,

Figure 23 : lllustration de deux pas de cascade durocessus de désagrégation spatio-temporelle mis en
ceuvre.

Plus précisément les valeurs des parametres raatafsC; eta sont celles présentées
dans la premiére partie, c’est-a-dire respectiverfedb6 et 1.52 pour I'événement parisien
(ce sont les petites échelles qui sont prises empta), 0.14 et 1.62 pour celui de février a
Londres, et 0.49 et 0.92 pour celui de juillet andies. Par ailleurs, c’est une désagrégation
spatio-temporelle reposant sur un simple coeffiocikanisotropieH; d’1/3 entre I'espace et le
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temps qui est mise en ceuvre. C'est-a-dire quedertataille d’'un pixel est divisée pay en
espace, elle I'est pak = A, "™ en temps. Ici on prendly, =3 et donck, = 2 (2% = 208).

Se référer a Lovejoy and Schertzer (2010), Peckeolal. (1993), ou Gires et al. (2012b,
annexe 3) pour plus de détails sur la simulatiooltamp multifractal. Se référer a Gires et al.
(2012b, annexe 3) et notamment la section 2.3.2r pme comparaison avec une
désagrégation simplement spatiale qui aurait teselangénérer des valeurs trop importantes
de taux de pluie par rapport a la désagrégatiotiosfgmporelle.

Deux pas de cascades sont mis en ceuvre pour le&tades avec les modéles semi-
distribués, ce qui fait passer la résolution deridn espace et 5 min en temps a 111 m en
espace et 1.25 min en temps. Il convient de natergij les désagrégations de deux pas de
temps successifs sont indépendantes (i.e., lead@sgénérées pour chaque sous-pixel sont
effectivement indépendantes), il n’en reste pasnmajue les valeurs désagrégées restent
dépendantes du fait que les structures a plus gsaéchelles le sont. La Figure 24 illustre un
exemple de désagrégation pour un pas de tempsaabifla résolution temporelle du champ
désagrégé a été ramenée a 5 min en moyennanipkes de temps de 1.25 min générés). La
méme palette de couleur a été utilisée pour lesnpbaradar bruts et désagrégés afin de
faciliter la comparaison. La variabilité généréesain des pixels est visible. Les pixels radar
apparaissent clairement, et la désagrégation peseette pixelisation. L'utilisation de
cascades continues et non discrétes (SchertzerLavejoy, 1987a) permettrait de faire
disparaitre ces structures carrées. Pour I'étudée & modéle distribué Multi-Hydro, quatre
pas de cascade sont mis en ceuvre pour aboutir gesoletion de 12 m en espace et 19 s en
temps.

Rainfall intensity (mm/h
e I L
1 48 Sub-catchment
1 km Sewer system

Figure 24 : lllustration de la désagrégation pour m pas de temps pour I'événement parisien du 9 féar
2009 au-dessus du cas d’étude de Seine-Saint-Ddtasrésolution temporelle du champ désagrégé a été
ramenée a 5 min en moyennant les 4 pas de tempsld25 min générés).

Mentionnons pour finir que la technique de désamjiég mise en ceuvre assure une
conservation en moyenne du champ et non a chag€eeaascade. Pour I'exemple de la
pluie du 9 février 2009 sur le bassin versant daes8aint-Denis, les données radar indiquent
une hauteur d’eau totale moyenne de 15.1 mm, ethasps désagrégés de 15.1+ 0.01 mm
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en fonction de la réalisation considérée. Ainsi tBérences hydrologiques qui seront
étudiées ne proviennent pas de difféerences de lomis bien de variations dans la
répartition spatio-temporelle des précipitations.

4.3 Présentation des cas d’études et modeles associés

4.3.1. Bassin versant de Seine-Saint-Denis, avec Canoé

La zone étudiée est située en Seine-SaintsDéNord-Est de Paris) dont les
principales caractéristiques (du point de vue tgdrologie urbaine seulement!) sont une
faible variation d’élévation, et une rapide urbatien (associée a une imperméabilisation
croissante) depuis les années 50. Ceci a rendacig&tion des eaux pluviales problématique
avec des débordements d’égout réguliers. Ainsiiddpufin des années 1980, la Direction
Eau et Assainissement (DEA) du Conseil Général, geiie les 750 km de réseau
départemental, a construit des bassins de stoc@&géassins pour volume total de 1.4
million de n?) et mis en place une gestion automatisée (36 wa@n26 pompes) prenant en
compte des informations de pluviométrie (informatradar et réseau de 26 pluviometres) et
de débit en réseau (22 débitmetres) pour en omrriigilisation (Andrieu and Jacquet, 1987;
Browne et al., 1998). Plus précisément, le bassisant étudié est une zone urbaine et péri-
urbaine de 34 kfsituée au Nord-Est du département (Figure 25) Hassainissement est
séparatif.

Figure 25 : Localisation dans la région parisiennéu bassin versant de Seine-Saint-Denis étudié, ai d
radar de Trappes

Le modéle utilisé a été fourni calibré par la DEAi ¢jutilise quotidiennement. Il
s’agit d’'une modélisation semi-distribuée a I'atielogiciel Canoé (Allison et al., 2005) dont
une représentation est visible Figure 26. Le bassisant est divisé en 198 sous-bassins
versants qui sont considérés comme homogenes. reponse hydrologique est simulée a
I'aide d’un réservoir linaire dont le temps caraistique est évalué a partir de la surface, de la
pente, du coefficient d’imperméabilisation et d’uleagueur caractéristique. Leur surface
varie de 0.9 & 92 ha, a part pour deux qui font 84404 ha. La Figure 27.a représente la
distribution des surfaces de bassin (les deux glas ne sont pas représentés) qui présente
une décroissance en loi de puissance avec un expomacteristique de 1.71 (Figure 27.b).
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Le coefficient moyen d’'imperméabilisation est de%1avec des valeurs s’étalant de 0 a 95
% en fonction des sous-bassins versants. Seuséauéprincipal d’égout est pris en compte
pour un total de 69 km de canalisation modélisécit@ulation de I'eau dans les conduites est
simulée de facon dynamique a partir des eéquatioas Saint-Venant 1D. Comme
préecédemment mentionné, la zone est plate et Iz peoyenne des canalisations est de 0.009
m/m. Les données de pluie sont issues du radamaedebC de Trappes situé a 45 km. Le

cumul total de pluie au cours de I'évenement va%lenm au Nord-Ouest & 9 mm au Sud-Est.

[:l Sub-catchment

Sewer system

Figure 26 : Bassin versant étudié en Seine-Saint-Bis et sa subdivision en sous-bassins versantset |
réseau d’assainissement modélisé (avec I'aide JuliRichard).
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Figure 27 : (a) Distribution de la surface des sodassins versants modélisés pour le cas d’étude Beine-
Saint-Denis. (b) lllustration de la décroissance eloi de puissance de 'histogramme (les deux plusag
bassins versants visibles en (b) ne le sont pas d4a) et ne sont pas pris en compte dans la régriess
linéaire)

Le réseau modélisé présente un comportement imiadig#chelle. En effet il est
possible de calculer sa dimension fractale a paetila méthode du comptage de boites. Pour
réaliser cela, une grille avec des pixels de 20 @eagénérée, et les pixels interceptant une
canalisation sont considérés comme une représamidti réseau. Une matrice de taille 256 x
256 est extraite (Figure 28.a) et la dimensiont&laad: est évaluée via I'Eg. 1 (dans un
graphique en log-log en Figure 28.b). Le comportgnsealant est bon sur deux gammes
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d’échelles, comme en témoigne les coefficientsédgession linéaire des droites permettant
'estimation dedg, qui valent 0.994 et 0.999 pour respectivementpletites et les grandes
échelles. Pour des échelles allant de 20 a 16§ rgut 1.09, ce qui est trés proche de 1. Ceci
reflete simplement le fait qu’ici la dimension ftale décrit le caractere linéaire des
canalisations et pas le réseau. La taille de 2@ ta grille initiale est certainement trop petite
par rapport a la résolution du réseau d’assainiseemodélisé. Pour des échelles allant de
160 m a 5 km, on trouvé- égale a 1.68. Le réseau d’assainissement pluvigadtde-Marne
(Sud-Est de Paris) présente un comportement scataiaire avec une dimension fractale de
1.67 sur une gamme d’échelles allant de 290 a 1&Sarkis, 2008). Ces valeurs pour des
réseaux artificiels sont du méme ordre de grandeercelles trouvées pour des réseaux de
rivieres naturelles. Par exemple Takayasu (1998)wvé des dimensions fractales de 1.85 et
1.4 pour respectivement I’Amazone et le Nil.

5120 m log(4)

Figure 28 : (a) Représentation d’'une portion du résau modélisé avec des pixels de 20 m de coté. (b)
Estimation de la dimension fractale du réseau modi&é avec la méthode du comptage de boites (Eq. 1)

4.3.2. Bassin versant « Kodak », avec Multi-Hydro

Une étude plus fine Gires et al. (2012a, annexasBjéalisée sur un bassin versant de
1.4-1.5 knd (Figure 29), située au Sud-Est de la zone présefatée le paragraphe précédent.
Ce bassin versant est appelé « Bassin Kodak » pardey avait précédemment une usine
Kokak a I'emplacement du parc visible au Nord-Ouksbassin Figure 29. La DEA étudie la
possibilité de construire un bassin de rétentiorcstte zone pour y limiter les débordements
de réseau, mais aussi pour soulager le bassinntexgal (situé au Nord, sur l'autre rive du
canal de I'Ourcq) dont le réseau est régulierensemthargé lors d’événements pluvieux
intenses.
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Figure 29 : Photographie aérienne du bassin versaulit « Kodak » de 145 ha, situé sur la commune de
Sevran (en Seine-Saint-Denis)

Le bassin versant « Kodak » est modélisé a I'aa#dlIti-Hydro (v1 El Tabach et al.,
2009; v2 Giangola-Murzyn et al., 2012), un modékribué en cours de développement et
validation a I'Ecole des Ponts ParisTech dans tirecdu projet européen FP7 SMARTesT.
La version utilisée dans cette étude consiste ewauplage entre un modele 2D pour le
ruissellement de surface et linfiltration (TREXw® dimensional Runoff, Erosion and
eXport model, Velleux et al., 2011), et un modél® du réseau d’assainissement (SWMM,
Storm Water Management Model, Rossman, 2010). Leéscipales données d’entrée
consistent en une description précise du réseassalt@ssement, de la topographie, et de
I'occupation du sol. Dans cette étude, cing cladd@scupation du sol sont distinguées : forét,
herbe, route, batiment et avaloir. Chaque classeerSerement caractérisée par une
conductivité hydraulique (m/s), une succion cap#élam), un déficit en eau (sans unité,
compris entre 0 et 1), un coefficient de Manningn®&®) et une hauteur d’interception (mm).
Les données topographiques disponibles ne prenpasiten compte les modifications
anthropogéniques, si bien que les élevations dexspi route » ont été baissées de 15 cm
(prise en compte des troittoirs et création d’'ueraim préférentiel pour I'eau) et celles des
« batiments » augmentées de 5 m (pour éviter Isagasde I'eau). Les interactions entre le
réseau d’assainissement et les flux de surfaceggmées au niveau des avaloirs, ou I'eau peut
circuler dans les deux sens, i.e. de la surface&seau en condition normale, et dans I'autre
sens en cas de surcharge du réseau. Se référangd@-Murzyn et al., 2012) pour plus de
détails. On remarque que d’autres eéquipes de relobean France adopte cette approche de
couplage entre modules pour modéliser les milieér-yrbains en tenant compte de leurs
spécificités. Par exemple 'lFSTTAR de Nantes déppk URBS (Rodriguez et al., 2008), et
'IRSTEA de Lyon la plateforme PUMMA (JankowfskyQP21).

Les cartes d’occupation du sol pour des pixelsaitetl m, 10 m et 20 m sont en
Figure 30. Les différences sont dues au fait queeé pixel ne peut correspondre qu'a un
seul mode d’occupation du sol si bien gu’il convtide préciser le processus d’affectation
d’'une classe d’occupation du sol a un pixel. Lessts sont triées par ordre d'importance
pour les processus hydrologiques en milieu urbain gvaloir, 2 : route, 3 : batiments, 4 :
herbe, 5 : forét), et la classe d’occupation affechk un pixel est la plus importante qu’l
contient. Le réseau routier est visible a touteséighelles et il apparait que plus I'échelle est
grande, plus I'importance des batiments (ici esskement des pavillons) est surestimée par
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rapport aux jardins attenant. Une illustration desséquences hydrologiques de ces choix est
le coefficient d'imperméabilisation (obtenu en @ehen compte les classes d’occupation
« avaloir », « route » et « batiment ») qui refleteroportion d’eau immédiatement active. Il
est égale a 87, 83, 77, 63, 53, 47, 40 % respectmepour des tailles de pixels de 20, 15, 10,
5, 3, 2, 1 m. Ce comportement est typique d'un rebse fractal. Plus précisément les
variations du coefficient d’'imperméabilisation gdigquent bien a l'aide de la notion de
dimension fractale. En effet, la Figure 31 représela courbe de détermination de la
dimension fractale de la portion imperméabiliséebdsasin (Eq. 1 dans un graphique en log-
log). On trouve une dimension fractale de 1.85 awedrés bon coefficier®® (>0.99) Par
ailleurs la surface du bassin est de 1.42 &mane échelle de 1 m, de 1.49%&20 m.

Le bassin « Kodak » fait par ailleurs partie dezlane étudiée dans la section
précédente, et nous disposons donc d'une modsélsaemi-distribuée 1D avec Canoé
(Figure 30.d). Le bassin « Kodak » est modélisé finement que le reste de la grande zone,
puisqu’il est subdivisé en 16 sous-bassins versdms la surface va de 4 a 14.5 ha. L'aire
totale modélisée est de 1.39%re coefficient d'imperméabilisation moyen est4$% dans
le modele Canoé, ce qui correspond a celui quolesnu avec des pixels de 3 m. Le réseau
d’assainissement est beaucoup plus détaillé daris-iWdro.

Figure 30 : (a), (b) et (c) Carte de I'occupation d sol mise en ceuvre dans Multi-Hydro a une écheltie 1

m, 10 m et 20 m. Le réseau d’'assainissement modélsvec SWMM est superposé a cette carte (les nceuds,

qui correspondent a des regards ou des avaloirs, kes canalisations sont visibles le long de la plag des
routes). (d) Capture d’écran du modéle Canoé de laéme zone.
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Figure 31 : Courbe de détermination de la dimensiofractale de la portion imperméabilisée du bassin

Kodak. Le calcul a été fait sur une portion de 512 512 pixels de cdté 2 m extraite au milieu du basg(les
résultats obtenus en décalant cette zone d'étudergdres similaires).

4.3.3. Bassin versant de Cranbrook, avec Inforworks

Le dernier cas d’étude analysé ici est le bassisave urbain de Cranbrook situé dans
le district de Redbridge a Londres (Royaume-Unisyyre 32) et connu pour étre un lieu
fréquent d'inondations urbaines. Ce bassin versatenviron 9 knf s'étend
approximativement sur 5.75 km de long, et est eéstlement urbain avec quelques parcs,
deux lacs et quelques terrains de jeu. Le moddiséua été fourni calibré (Thames Water
Utilities Ltd Engineering, 2002) et repose surdgitiel d’hydrologie urbaine Infoworks CS
(Wallingford Software, 2009). Les paramétres n’pas été changés pour les simulations que
nous avons effectuées. Il s’agit d'un modeéle sestdué 1D tres similaire a Canoé
préecédemment présenté. La principale différencedeéslans le fait que la réponse
hydrologique des sous-bassins versants est moelg@@e un double réservoir linaire dans
Infoworks CS et par un simple réservoir linaire si@anoé. La zone d’étude est divisée en 51
sous-bassins versants dont la surface varie d@2lha avec des temps de concentration allant
de quelgues minutes a une dizaine de minutes. teug@ge en sous-bassins versants et le
réseau modélisé sont visibles en Figure 33. Lartiipa spatiale du cumul total de pluie (via
des images radar) au cours de I'évenement pluviufévrier est également présentée en
Figure 33. Le cumul varie de 16 a 23 mm en foncties sous-bassins versants avec
davantage de pluie au sud, a proximité de I'exatdtour I'événement de juillet cette hauteur
varie de 4 a 14 mm du Nord au Sud avec des diépagittre sous-bassins plus prononcées
dues a des cellules pluvieuses plus localiséess Ratte étude, les hydrogrammes de 10
canalisations sont analysés. Ces dernieres orgé@étionnées de facon a couvrir une large
gamme de taille de bassin caractériséelpgrla racine carrée de la surface drainée par la
canalisation. IcLsq varie de 370 & 2910 m (Figure 33).
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Figure 32 : Localisation dans la région Londoniennelu bassin versant de Cranbrook, et des radars de
Chenies (a I'Ouest) et Thurnham (a I'Est).
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Figure 33 : Représentation schématique du bassin rgant de Cranbrook, avec la hauteur totale de pluie
recue par chacun des 51 sous bassins-versants pdaveénement du 9 février 2009. Les lignes noires
correspondent au réseau d'assainissement modélisé.

4.4 lmpact de la variabilité non-mesurée des précipitabns

4.4.1. Analyse sur les modéles 1D semi-distribués

Le but de cette partie est d'utiliser les propsétaultifractales du champ de pluie pour
évaluer l'incertitude associée a la variabilité moasurée des précipitations. Plus précisément
la sensibilité de deux modeles semi-distribués dfblpgie urbaine a la résolution du champ
de précipitation est évaluée. En supposant quenmmeles représentent correctement la
relation pluie-débit, cette sensibilité corresp@ndlincertitude recherchée. La méthodologie
mise en ceuvre est la suivante :

0] Génération d’'un ensemble de 100 champs de pluiksteastochastiquement
désagrégés a la résolution de 111 m en espac@%eef.temps. (cf. section 4.2

pour une description de la méthode)
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(i) Simulation de I'ensemble correspondant d’hydrograsnavec les modéles
hydrologiques/hydrauliques préalablement calibrésct{ion 4.3). Mentionnons
simplement pour des raisons technigues, la résoluémporelle est ramenée a 5
min en temps pour le cas d’étude avec Canoé.

(i)  La variabilité au sein de ces ensembles, qui eefléncertitude associée a la
variabilité a petites échelles non mesurée, estienanalysée.

Les résultats sont discutés a partir de la condiitdu bassin versant de Seine-Saint-
Denis située dans I'Ouest de ce dernier (des ceuwsimilaires sont obtenues pour les autres
canalisations et cas d'études). Les cent hydrogesnsimulés sont tracés en Figure 34.a.
Mémes si les courbes présentent des évolutionsalgioient similaires, leurs détails sont
différents. Afin de clarifier ces disparités, gafletent I'incertitude associée a la variabilité a
petites échelles non mesurée, les quantiles a0l€t 90 % ont été estimés pour chaque pas de
temps. Les courbes correspondantes, dénotées tiespantQp 1, Qo s et Qoo (attention, ce
sont des courbes enveloppes qui ne correspondsrd pa seul hydrogramme) sont tracées
avecCQragar (Il€ débit simulé a partir des données radar braitesrésolution 1 km x 1 km x 5
min) en Figure 34.b. Cette figure permet de biesuaiiser l'incertitude recherchée qui
apparait pour tout I’hydrogramme et a tendanceganamter avec le deébit.

Une approche plus quantitative est mise en ceuwrelpalébit de pointe. A cette fin,
I'neure d’occurrence du débit de poirttg ... avec les données radar brutes est récuperée.

Ensuite pour chaque simulation le débit.a,_ . est estime, et I'histogramme correspondant

est tracé en Figure 34.c. Une premiére étape @oaci@riser ce dernier consiste a estimer un
coefficient de variationGV’) défini de la fagcon suivante :

CVI: Q0.9 (tPF,radar) B QO.l(tPF,radar)
2 * I:)I:radar
CV’ est défini a partir des quantiles et pas de léygre ce qui est plus rigoureux pour des
distributions asymétriques telles que celle Figd#e. Ici on trouveCV’ = 9.9 %. Par ailleurs,
il est possible de s’intéresser davantage aux étlbas extrémes ; i.e. les parties droites des
histogrammes. On constate qu’elles sont caracé&rig@ar un comportement en loi de
puissance, c’est-a-dire que l'on a :
-k
Pr(X > X a x Eq. 21

ou k est I'exposant caractéristique. Afin de vérifigjustement d’'une loi de puissance, les
débits de pointe pour chaque échantillon ont &8 frar ordre décroissant, et le rang divisé
par le nombre d’échantillon en fonction du débitptente est tracé dans un graphique en
échelle log-log. La Figure 34.d représente cettarlm® pour la canalisation 87, et est
représentative des autres. La ligne droite (cdefitcde régression linéaire de 0.98) observée
pour les grandes intensités reflete la loi de puises sous-jacente. On trouve kci= 29.
Observer ce type de comportement en loi de puissasicclassique avec les multifractals (cf.
section 6.3 de I'annexe 1), et il est égalemenbue€ sur les champs de pluie désagrégée.
Les conclusions que I'on peut tirer des valeurs énigpies dek en fonction des canalisations
étant similaires de celles poGV, nous ne les détaillerons pas ici. Pour plus émits, se
référer a (Gires et al., 2011a, annexe 5; Gired.e2011b, annexe 6) ou cette question est
spécifiguement abordée.

Eq. 20
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Figure 34 : Les figures sont tracées pour la condig 87 du cas d'étude de Seine-Saint-Denis pour
I'événement du 9 février 2009, en partant d’une résution initiale de pluie 1 km x 1 km x 5 min. (a)
Ensemble des 100 hydrogrammes simulés. (b) HydrogramesQq ¢ (trait en tiret), Qg s (trait pointill€), Qo1
(trait en tiret) and Qaqar (trait continu). (c) Histogramme des débits de paoite des 100 échantillons. (d)
Courbe de détermination du coefficientk.

Une carte des coefficien®V’ pour les canalisations du bassin versant de aird-
Denis pour I'évenement du 9 février 2009 est erufed35. |l apparait que comme attendu
CV’ a tendance a décroitre pour les conduites avajuceeflete que l'incertitude associée a
la variabilité non-mesurée de la pluie est attém@e des surfaces drainées plus grandes.
CV’ est presque négligeable pour l'exutoire et attenviron 25 % pour beaucoup de
conduites a I'amont. Il convient de remarquer geecincertitude est significative alors que
la résolution du modele (la racine carrée de letaoyenne des sous bassins versants est de
412 m) est grossiere par rapport a celle de leepiidisagrégée (111 m), qui elle-méme ne
permet pas de pleinement rendre compte de la #datbes champs de pluie. Se référer au
paragraphe 4.4.2 pour l'utilisation d’'un modéle pbatement distribué plus fin.

Ces resultats sont similaires a ceux obtenus gocad d’étude de Londres (Figure 36)
ou pour I'évenement du méme jour de février 2009LdrdresCV’ est égale a 3.4 % a
'exutoire (la surface du bassin étudié est 4 fis petite) et atteint 20 % pour les conduites
amont. Pour I'événement de juillet avec des cdlydrivieuses plus localisé&€y/’ dépasse
40% pour certaines conduites, et vaut environ 2Q%xatoire. Cette valeur trés grande est
due au fait que les pluies les plus intenses sathes de I'exutoire, si bien que dans ce cas
la réponse de ce dernier correspond davantagdes cleds sous-bassins versants avoisinants
gu’a celle de I'ensemble du bassin de Cranbrook.

Par ailleurs, pour le cas d’étude de Londres, twnéeésur tout ’lhydrogramme et pas
seulement le débit de pointe a été faite, il anddétré queloosemble présenter une relation
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en double loi de puissance av@ggar€etLsq (pour plus de détail se référer a la section 412.2
Gires et al., 2012b, annexe 3). L'utilisation ddaraen bande X dont la résolution spatiale est
d’environ 100 m permettrait de réduire l'incertieudssociée a la variabilité non-mesurée des
précipitations.
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Figure 35 : Carte desCV pour le cas d'étude de Seine-Saint-Denis pour K&nement du 9 février 2009
pour une résolution initiale de pluie de 1 km x 1 k1 x 5 min.
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Figure 36 : CV' évalué pour les canalisations sélectionnées duscd’étude de Cranbrook pour les
évenements de février (a) et juillet (b) (attentionles échelles verticales ne sont pas les mémes)

Nous nous sommes pour le moment essentiellemeéteg#és a des grandeurs
relatives. La Figure 37 est une carte de la gran@gutor ) ~ Qo (ter 1agar) €N fONCtion des

canalisations. Il apparait une zone intermédianmteeel’amont et I'aval ou cette grandeur est
maximale. Il s’agit de la zone plus rouge visible railieu de la Figure 37. Plus a I'amont
méme si I'incertitude relative est supérieure,débits restent assez faibles, tandis que plus a
'aval, méme si les débits sont plus grands, l'itingde est atténuée par la taille du bassin
versant.
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Figure 37 : Carte de la grandeurQyq (ter ragar) — Qo1 (trr ragar) (€N NMT/S) pour le cas d’étude de Seine-

Saint-Denis pour I'événement du 9 février 2009 pouune résolution initiale de pluie de 1 km x 1 km %
min.

La méme étude a été faite pour le cas d’étude dee-Saint-Denis en partant d’'une
pluie avec une résolution de 9 km en espace eti@0emtemps, obtenue en agrégeant les
données radar brutes. Dans cette configuratiorpixel de 9 km x 9 km recouvre presque
compléetement le bassin étudié, si bien que celemeglobalement a considérer une pluie
uniforme (en espace). Dans ce cas, quatre passdadmsont effectués pour obtenir la méme
résolution finale de 111 m en espace et 1.25 miemips.

Les ensembles d’hydrogrammes simulés pour les dimotutions initiales sont tracés
Figure 38.a. Comme attendu, les hydrogrammes ougdolution initiale plus grossiére de
pluie (i.,e. 9 km x 9 km x 20 min) recouvrent lestras, ce qui reflete simplement que
l'incertitude croit lorsque la précision du chamitial décroit. LesCV’ correspondant ont été
estimeés et présentent une répartition similairelke de la Figure 35, avec des valeurs plus
élevées. Afin de clarifier ce point, €3V estimés pour les deux résolutions initiales de
champ de précipitation sont présentés en Figure. 38me si aucune tendance claire ne se
dégage, il apparait tout de méme que l'incertitadeplus de deux fois plus grande avec la
résolution plus grossiere. Cette figure permet dentjfier 'apport en terme de réduction
d’incertitude de ['utilisation de radars en bande duii fournissent des données a une
résolution de 1 km x 1 km x 5 min, par rapport @tilisation d'une pluie uniforme sur
'ensemble du bassin. Il est intéressant de naterlgs valeurs déV’ trouvées sont du méme
ordre de grandeur que l'erreur relative (en vaksolue) faite sur les débits de pointe en
prenant en compte une pluie a la résolution de 9xkfnkm x 20 min par rapport celle
disponible a 1 km x 1 km x 5 min. En effet cetteear relative est supérieure a 10% et 20%
pour respectivement un tiers et un dixieme des wibesl Une bréve analyse sur cette erreur
relative pour le cas d’étude de Londres est digperen section 4.1 de Gires et al. (2012b,
annexe 3).
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Figure 38 : Figures obtenues pour le cas d'étude d&eine-Saint-Denis pour I'évenement du 9 février 29.
(a) Pour la conduite 87, 100 échantillons d’hydrogtmmes simulés a partir d’'une résolution de 1 km x 1
km x 5min (rouge) ou 9 km x 9 km x 20 min (noir). §) Comparaison desCV’ en fonction de la résolution

initiale de pluie pour toutes les canalisations.

Méme si le but de cette partie est de tester Isilséité de deux modéles semi-
distribués a la résolution des données de prétigms leur validité a également été analysée
pour I'évenement du 9 février 2009 sur le cas dlétde Seine-Saint-Denis. A cette fin le
niveau d’eau mesuré dans le bassin de stockageil Kigure 39.b pour un schéma de la
configuration locale) est comparé au niveau d’eansda large canalisation qui le représente
dans le modéle Canoé (Figure 39.c). L’eau arridamnis cette canalisation provient de 4 sous-
bassins versants couvrant une superficie de 25&-igare 39.a). Ces sous-bassins versants
sont parmi les plus grands, ce qui peut affectdialdlité des flux simulés. Comme indiqué
sur le schéma Figure 39.b, le remplissage desrsag&ipend fortement de I'état de deux
vannes. La Figure 39.d montre I'évolution temperell niveau d’eau mesuré. Deux modes
de gestion des vannes sont testés : celui clasgitest celui qui est utilisé dans cette étude,
en bleu sur la Figure 39.d), et celui qui a ét@aifement mis en ceuvre le jour de cet
'évenement (en rouge sur la Figure 39.d). Le catepeent global est assez similaire dans
les deux cas. Les principales différences sonbksiau niveau du début de la montée des
eaux, et de I'heure d’ouverture de la vanne 1 galehche la brusque chute du niveau d’eau a
la fin de la simulation. Ces deux évenements safirallement mieux représentés avec le
mode de fonctionnement réel des vannes, si biemque ne discuterons que ce dernier dans
la suite de ce paragraphe. La montée du niveaw désa plutdt bien représentée par le
modele. Néanmoins apres 5.5 h de simulation, leetecgimule d’abord une chute, puis une
stabilité du niveau d’eau, alors que les mesurdgjient une poursuite de la montée mais
moins rapide que précédemment. Cette contradi@gincertainement due aux différences
entre la configuration réelle des bassins de stkBigure 39.b) et sa représentation dans le
modele (Figure 39.c) qui ne permet pas de simuiécigement les flux d’eau. En effet les
deux bassins sont modélisés par deux larges catiatis, et de plus dans le modéle Canoé la
vanne 2 n'assure pas la jonction du deuxieme babskctement au premier mais au noceud
PMBO. En conséquence, lorsque la vanne 2 est @udaris le modéle (comme c’est le cas
apres 5.5 h ici) 'eau n’est pas relachée dansdmier bassin, et au lieu de ¢a va directement
au nceud PMBO. Ainsi le niveau d’eau n‘augmentedaass le premier bassin comme cela est
mesuré. L'impact de la variabilité a petites eéawellle la pluie (& partir d’'une résolution de 1
km x 1 km x 5 min) est illustré avec les courbegpemtillé sur la Figure 39.d, qui représente
les quantiles a 10 et 90% pour chaque pas de tdmpensemble des évolutions temporelles
des hauteurs d'eau simulées (voir le paragrapheégedt pour plus de détail sur la
meéthodologie). Cette incertitude est essentiellémisible au moment ou les niveaux sont les
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plus élevés. lls convient de noter que la grandie e ces sous-bassins versants ne permet
pas de pleinement rendre compte de la variabiét#egee par la désagrégation du champ de
précipitation.

‘(Ia) T 3. moiE oom R 5 ez

0-[} LI LIS B LEREN! IR LI L LERERL I e L
0 2 4 6 8 10 12

Time (h)

Figure 39 : (a) Capture d’écran du modéle Canoé deksous-bassins versants dont I'eau est drainée ser
les conduites ou des mesures de hauteur d’eau saiigponibles. (b) Schéma de la configuration réelides

deux bassins de stockage ou des mesures de haut#eau sont disponibles. (c) Représentation de ces

bassins dans le modéle Canoé (d) Evolution tempoleldu niveau d’eau dans la canalisation étudiée (qu

correspond au bassin (1) pour I'événement du 9 féiar 2009: mesurée (noir), simulée avec un

fonctionnement classique des vannes (bleu), simuléeec le fonctionnement réel des vannes (trait cantu

rouge) et I'incertitude correspondante associée a lvariabilité a petites échelles de la pluie (tradt pointillés

rouges).

4.4.2. Analyse sur le modeéle distribué Multi-Hydro (et cparaison)

Comme mentionné précédemment, les modeles semibdés utilisés jusque-la ne
permettent pas de prendre pleinement en comptariabilité spatiale de la pluie du fait de la
taille trop grossiere des sous-bassins versantss Datte partie nous mettons en ceuvre le
modele distribué Multi-Hydro et le modéle semi-disié Canoé sur le bassin « Kodak » de
1.45 knf, qui a été présenté en détail section 4.3.2. Idémeent du 9 février 2009 est utilisé.

La premiere étape consiste a comparer les déhitdés avec les données radar brutes
(i.e. non désagrégées) par les différents modéedti{Hydro 10 m, 5 m et Canoé) et
mesurés au niveau du point de mesure situé au Bstrdle I'ancien site de l'usine Kodak
(Figure 30) qui draine environ les 2/3 des eauwiplas du bassin. Les hydrogrammes sont

67



en Figure 40. Cette pluie n’engendre pas de débwded’égout. Avant de poursuivre |l
convient de préciser qu’il N’y a eu aucune calibratpour les parametres de Multi-Hydro
(des valeurs assez générales pour les grandeursigply caractéristiques des classes
d’occupation du sol et de sol ont été utiliséek)rsaque le modele semi-distribué 1D a été
calibré. Les différences de valeur numérique senemtiellement causées par les différences
de coefficient d’imperméabilisation. Il n’'y a pas décalage temporel significatif entre les
modeles. En ce qui concerne la comparaison avendssres, le coefficient de Nash-Sutcliffe
vaut 0.40 pour MH 10 m, 0.68 pour MH 5 m et 0.78mGanoé. Les trois modeéles réagissent
trop vites au début de I'événement de pluie ce agti probablement di a une mauvaise
représentation des pertes initiales. Les trois nesd®anquent le premier pic. Une explication
possible (non Vvérifiée) pourait étre des erreursigaau des mesures de pluie ou de débit. Il
faudrait de toute facon plus d’évenement pour ealicbrrectement ces modeles. L’objectif
est ici de montrer que les débits simulés avemledeles sont grossierement corrects et qu'il
est |égitime d’en analyser la sensibilité a la hdétsmn des données de précipitations, ce qui est

I'objectif de cette partie.
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Figure 40 : Comparaison des débits simulés par MulHydro et Canoé a I'exutoire du bassin « Kodak »
pour I'évenement du 9 février 2009.

De méme que précédemment, nous cherchons a geatitifipact de la variabilité
non-mesurée de la pluie. A cette fin la méme méilumie que pour les modeles semi-
distribués est mise en ceuvre. La seule différesteqee quatre pas de cascade spatio-
temporelle sont effectués avec Multi-Hydro au lgeudeux avec les modéles semi-distribués
pour atteindre une résolution du champ de plui@2i8 m en espace et 18.75 s en temps au
lieu de 111m en espace et 1.25 min en temps. letsddmulés avec les données radar brutes
(Qraga), €t les incertitudes correspondan@s, Qo.2s, Qo.7set Qoo (en ni/s) pour I'exutoire
sont en Figure 41 (attention les éhelles verticdéssdeux courbes ne sont pas les mémes, car
nous avons shouhaiter mettre en lumiére l'incaetétgur ces dernieres). Pour Multi-Hydro,
nous ne présentons que les courbes pour une édeell® m (en raison de temps de calcul
importants, nous n'avons pas pu simuler des ensmniblne échelle de 5 m au moment de
I'écriture de ce manuscrit). Il apparait que lesentitudes sont plus importantes pour Multi-
Hydro que pour Canoé, ce qui montre que le modékeilwlié permet de révéler davantage
d’incertitude, et pas seulement au niveau du aibfiointe mais aussi pendant les périodes de
pluie modérée. Cette impression visuelle est cowfad par les indicateurs quantitatifs
développés pour les débits de pointe. En effetirauve pour I'exutoireCV’ égale a 17 %
pour Multi-Hydro a 10 m et 8 % pour Canoe. Cecingig simplement que les résultats
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fournis par les modéles semi-distribués sont fauesé rassurants, et qu'’il est nécessaire de
prendre davantage en compte les phénomenes despéthelles, notamment la pluie, en
hydrologie urbaine.
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Figure 41 : HydrogrammesQ,qqar (trait continu), Qg 25 et Qo 75 (couleur sombre) ,Qq.1 et Qq¢ (Couleur
claire) pour I'exutoire du bassin Kodak pour I'évérement du 9 février 2009, avec Multi-Hydro a 10m (a)
et Canoé (b)

Enfin I'incertitude en fonction de la position dedonduite dans le réseau a aussi été
étudiée pour le bassin Kodak. L’incertitude poucdnduites est visible Figure 42. Comme
préecédemment vu, elle augmente pour les canalisafid’amont du réseau. Les trés grandes
valeurs obtenues n’étaient cependant pas nécessaireprévisibles notamment pour un
événement assez courant comme celui étudié. Ciitieréa nécessité de disposer de données
de pluie de qualité pour améliorer la gestion enperéel en termes de quantité, mais aussi
de qualité.
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Figure 42 : Idem Figure 41 pour 5 conduites du bagsKodak avec le modele Multi-Hydro a 10 m.
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4.5 Analyse multifractales sur les débits simulés

Dans cette partie les techniques multifractaled stiisées non seulement pour les
champs de précipitation, mais aussi pour analyseidébits simulés. Nous présenterons ici
brievement la méthodologie mise en ceuvre et lexipaux résultats. Pour plus de détails se
référer a la section 5 de Gires et al. (2012d, aai7g.

Pour étudier ces propriétés, la procédure suivestienise en ceuvre sur le cas d'étude
de Seine-Saint-Denis avec le modéle semi-distribamoé:

0] Génération avec des cascades multifractales staatiperelles de 100 champs de
pluie réaliste a haute résolution (111 m en espademin en temps), durant 256
min, correspondant environ & une peériode de retelr ans.

(i) Simulation des hydrogrammes correspondants.

(i)  Analyse multifractale en moyenne d’ensemble destsl&mulés pour chaque
canalisation (chaque hydrographe simulé est corésidémme une réalisation
indépendante du méme phénomeéne).

Il apparait que les débits simulés présentent um dmmportement scalant sur une
gamme d’échelles allant de 4 h a 5 min. Une analgseparametres multifractals eta a
'aide de la notion de singularité maximale (voé@cgon 6.5 du cours d’introduction aux
multifractals en annexe) observable permet de mongue globalement le réseau
d’assainissement reproduit les extrémes de la,@ais véritablement les atténuer.

4.6.Conclusion

Le but de ce chapitre était d’étudier a I'aide dasils multifractals la sensibilité de
modeles d’hydrologie urbaine a la variabilité spaémporelle des champs de pluie. Deux
modéles semi-distribués (Canoé et Infowork) et wdahe distribué (Multi-Hydro) ont été
testés sur des cas d’études correspondant a deasdeasrsants urbains en Seine-Saint-Denis
(34 knf, avec un zoom sur un sous-bassin de 1.45) leh & Londres (9 kA Trois
évenements pluvieux ont été utilisés (un a Panieek a Londres).

Premierement nous avons étudié I'incertitude ssrdébits simulés par les modéles
semi-distribués associée a la variabilité de léephudes échelles plus petites que 1 km x 1 km
X 5 min, qui sont celles habituellement disponildeec les réseaux de radars en bande C.
Une analyse des quantiles sur les débits de pointdre que cette incertitude excede 20 %
sur les canalisations amont. Par ailleurs I'étudecde modele distribué Multi-Hydro, montre
gue cette incertitude est sous-estimée par les lewdgemi-distribués classiquement
employés. Une étude similaire en partant d’'uneepdulia résolution de 9 km x 9 km x 5 min a
montré une chute significative de l'incertitudesigue la résolution disponible avec les radars
en bande C était utilisée. Ceci met en lumieredi@ de développer l'utilisation de radars en
bande X en milieu urbain. En effet ces derniergrfissent des données a une résolution
hectométrique permettant une meilleure gestionedes pluviales. En attendant il convient
de prendre en compte au moins de fagon probabllistertitude associée a la variabilité
non-mesurée des champs de pluie, qui ne peut Eaedgligée, dans la gestion en temps réel
des réseaux d’assainissement.

Deuxiemement les propriétés multifractales des dmdimmes simulés ont été
analysées a I'aide de champs de pluie synthétigaegsolution 111 m x 111 m x 1 min, de
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durée 4 h et de période de retour 5 ans. Il appguai les débits présentent un comportement
scalant sur la gamme d’échelles de 5 min a 4 helgréseau d’assainissement n’atténue pas
ou seulement tres |égerement les extrémes deppadions.

5. Conclusions générales et perspectives

Au cours de cette these, apres avoir caractériggriabilité des précipitations a petites
échelles, nous avons cherché a quantifier I'impiectette derniére sur la modélisation des
débits en hydrologie urbaine. Nous nous sommeséplaans le cadre multifractal, dans
lequel la variabilité est caractérisée non paseiaahelle donnée, mais a travers les échelles.
Dans le cadre particulier des multifractals unietss cette variabilité multi-échelle est
caractérisée a I'aide de simplement trois parammeétte I'intermittence moyenneg I'indice
de multifractalité eH le paramétre de non-conservation.

Dans un premier volet de la thése, nous avons géoéél’étude a I'aide du cadre
théorique des multifractals universels de la valitébdu champ de précipitations a partir de
données issues de radars en bande C (a une résaletiL km en espace et 5 min en temps)
et/ou de sorties d'un modele numeérique météorolagiq’'un évenement cévenol, d’'un
évenement de la région parisienne, et de deux digian londonienne. Cette étude a mis en
lumiere I'intérét de comparer simulations numérgee données de facon structurelle et a
travers les échelles a I'aide d’'un modele spatiogierel reposant sur un simple exposant
d’anisotropie entre I'espace et le temps. Nous svmiis en lumiere une rupture dans le
comportement scalant a une échelle spatiale demi6 km, qui a également été observée
sur les sorties du modele numérique Méso-NH du méneaement cévenol. Mais surtout,
cette comparaison a mis en valeur le fait que m&rfeemodele numérique génére un champ
de précipitations possédant des propriétés d'iamag d’échelles, il en sous estime la
variabilité multifractale et en surestime l'intettence moyenne.

L’analyse des données précédentes a mis en lurde@seécarts par rapport a un
mulitfractal universel unique, qui sont confirméar pa littérature (présence d’'une rupture,
différence entre les des valeurs standards desnptes multifractals en analyse spatiale et
temporelle). Il est apparu qu’ils sont tres probai@nt dus a une mauvaise prise en compte
des zéros de la pluie (un pixel ou aucune pluiegréamesurée). Ainsi dans un deuxiéme volet
cette question a été abordée sous deux anglesdldudrd I'effet d’'un seuil, représentant la
limite de détection des instruments de mesureusuchamp multifractal, a été analysé. Il
génere une transition de phase multifractale pesrpetits moments statistiques qui elle-
méme entraine un biais significatif dans I'estiatides paramétres multifractals (sous-
estimation deg et surestimation d€;). Ce modele représente relativement bien lesseffet
observés a I'échelle d’un évenement pluvieux. Blamehe il ne permet pas de rendre compte
des propriétés de longues séries. Nous avons doretappé un « toy model » générant des
zéros directement au sein du processus de castgdes éendépendamment de la valeur du
champ simulé. Ce modeéle donne des résultats erggamts au sens ou il permet d’expliquer
en partie les incohérences observées et fourneéxplcation physique a la non-conservativité
des champs d’intensité pluvieuses qui a souverddtstatée.

Le troisiéme volet a consisté en la quantificatien'impact de la variabilité de la

pluie en hydrologie urbaine, a travers ['étude da &ensibilité de modeles
hydrologigues/hydrauliqgues urbains a la résolutide la pluie. Plus précisément, la
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méthodologie a consisté a générer des ensembleéatisations réalistes de pluie a plus
hautes résolutions a partir des images radar, ayser la variabilité au sein des ensembles
d’hydrogrammes correspondants. Des modeéles seinbdigs opérationnels sur deux cas
d’études (un bassin versant de 34'lan Seine-Saint-Denis et un de 9%dnLondres) ont été
mis en ceuvre. Il est apparu que l'incertitude aésoa la variabilité non-mesurée (ayant lieu
a des échelles plus petites que 1 km en espacmgt & temps) est significative, et doit étre
prise en compte. Une méthodologie similaire a é&eran ceuvre avec un modele distribué
(Multi-Hydro, en cours de développement au LEESUf)un bassin versant de 1.5 %t a
révélé une sous-estimation de l'incertitude parresdéles semi-distribués. Par ailleurs le
caractére fractal des réseaux d’assainissemerd eoastaté et une analyse multifractale des
débits simulés a révélé un comportement scalamsaati la voie a de nouvelles fagons de
tester les modéles et d’analyser les risques.

Ce travail doit étre percu comme une premiere étapemérite des développements
sur la modélisation des champs de précipitatioresudels résolutions, et en hydrologie urbaine
aussi bien en modélisation que dans la gestionésesiux.

Il conviendra dans un premier temps de poursuiaradlioration de la représentation
théorique des champs de précipitation a hauteduté#sts, et donc des techniques de
désagrégation spatio-temporelle avec une meillptis® en compte des zéros du champ de
pluie. A partir de |a, deux applications sont eagisables dans un futur proche :

- Deéveloppement d’outils de comparaison puis de fusies mesures de précipitation
par radars et pluviometres qui prennent en congptiifiérence de résolution des deux
instruments (environ 20 cm pour un pluviomeétre, MPour un radar en bande X et 1
km pour un radar en bande C). En effet, les teclscpctuelles négligent a tort la
variabilité a petites échelles des précipitatiddes nouveaux outils s’appuieront sur
des cascades multifractales en conditionnant lesikgaux points de mesures (ici des
pluviomeétres) (Tchiguirinskaia et al., 2004). Leukat ne sera pas déterministe, mais
consistera en des cartes de probabilités de pratipis.

- Développement d’outils de prévisions a court tedmg précipitations se basant sur le
cadre des multifractals qui prendra donc intringdgent en compte la dynamique
invariante d’échelle et non-linéaire des structyksieuses, ce que ne font pas les
outils actuels. En effet les modéles météorologquermettent difficilement de faire
de la prévision a court terme de précipitation rdeéchelles de fonctionnement sont
trop grandes par rapport a celles pertinentes fEsuprécipitations si bien qu’elles
sont pour I'essentiel paramétrisées, et le tempnide en route trop importants), et les
méthodes statistiques actuellement mise en ceuspegant principalement sur des
corrélations entre des images successives) mangdentbase physique. Ces
développements s’accompagneront d’'une poursuiteéiesions sur la prédictibilité
des champs de précipitations a petites échellesqivia007; Marsan, 1998).

Par ailleurs il est envisageable d'utiliser leshteques multifractales dans le
prolongement des travaux de (Biaou et al., 2005yeRaet al., 2008) pour évaluer le
changement climatique et ses conséquences a dekeggbertinentes pour I'hydrologie, et
notamment I'hydrologie urbaine, ce qui a été recoommme essentiel dans le dernier rapport
du GIEC (Solomon et al., 2007). Cela répond daibea une demande montante des
collectivités locales (AFPCN, 2008) qui s'interrogjede plus en plus sur les
dimensionnements a prévoir de leurs ouvrages, quespondent a de longues périodes
d’investissement et de durée de vie. La notion lad@ngement climatique ayant déja fait
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évoluer les modes de réflexion a ce niveau, il evilonc indispensable d’apporter les outils
nécessaires pour y répondre.

En termes d’hydrologie urbaine, il conviendra dergaivre I'étude de I'impact de la
variabilité de la pluie avec d’autres cas d’étudsmettant en ceuvre des preécipitations plus
fortes engendrant des débordements de réseau etotesmtions par ruissellement pluvial. |l
semble que [l'utilisation des techniques multifrletasur les débits dans les réseaux
d’assainissement soit a poursuivre a la fois pestet les modéles, mais aussi pour revoir les
estimations des périodes de retour des évenementme cela a été fait sur des rivieres
(Tchiguirinskaia et al., 2012).Ces travaux montrpat ailleurs l'intérét de déployer des
radars en bande X en milieu urbain comme celaa &téjfait au Japon par exemple (Maki et
al., 2005; Maki et al., 2010), qui donnent accédea données de précipitation a I'échelle
hectométrique, qui est I'objet du projet européeterreg RainGain récemment lancé. Des
outils permettant d’exploiter ces informations cdénpentaires en vue d'une meilleure
exploitation des capacités de stockage du réseaulipgter les débordements de réseaux et
le rejet d’eau non traitée dans le milieu natuoévent étre développés.

A plus long terme, il conviendra de développer aetils de modélisation capables de
prendre en compte le milieu urbain dans toute saptexité, adaptés pour traiter la question
du changement d’échelle et prenant en compte lésgmhenes de petites échelles aussi bien
physiques (ex : variabilité de la pluie, mais audss autres champs comme les capacités
d’infiltration des sols...), que de gestion de I'gauviale (cuves de rétention d’eau, toitures
végétalisées, technologie de résilience aux indomkat.). Ceci constituera un enjeu majeur
pour étre pionnier dans le domaine de I'hydrolagigaine quantitative.
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7. Annexes

7.1 Annexe 1 : Introduction aux multifractals en hydro-météorologie
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1. Introduction

Let us start by pointing out few basic features that show how hydro-meteorology
science is complex. First the governing equations of the processes (ex: Navier-Stockes
equations in the atmosphere) are non linear, i.e. the effects are not proportional to causes.
There are furthermore interactions between non-linear processes, which lead to non-trivial
behaviour. Second geophysical fields exhibit an extreme variability over a wide range of
spatial and temporal scales. It should be mentioned that because of a kind of golden age in
data availability this variability is more and more visible on wider ranges of scales. Third
these fields exhibit a strong intermittency, i.e. the processes are sometimes “ON” and
sometimes “OFF”. More precisely the flux (ex: rainfall, or pollutant) are generated by few
events per year, the statistics are non-Gaussian which means the probability tails cannot be
neglected, and there are long-range correlations.

As a consequence of these features, geophysical fields are complex to measure, to
analyse, to model, to simulate, and even to represent. Hence there is a need for a specific
formalism and tools enabling to deal with such non-trivial behaviour, not only in an ad hoc
way. Multifractal cascades which rely on rather simple physically and mathematically based
notions are a very helpful framework to achieve that. For example, the whole scaling
variability is quantified with the help of only few relevant parameters.

This course is an introduction to multifractal cascades in the specific context of hydro-
meteorology, which means that the analysed data will primarily be rainfall and river or sewer
discharge. In section 2 the notion of scale invariance is presented through fractal geometry.
Then some limits of traditional methods are discussed in section 3. Section 4 highlights some
evidence of scale-invariance in hydro-meteorology. Section 5 discusses the jump from fractals
which are used to analyse geometrical sets to multifractals which are used to analysed fields
with a full range of intensities. Multifractals properties are presented in section 6. The
simulation of discrete universal multifractals is explained in section 7.

A tutorial is furthermore embedded within this course. It mainly consists in
performing fractal and multifractal analysis of a rainfall time series to familiarize the reader
with these new coneepts. The studied data corresponds to a rainfall time series, measured with
the help of a tipping bucket rain gauge located in the county of Val-de-Marne (South-East of
Paris). The temporal resolution is 1 hour, and only the 512 consecutive time steps (21.3 days)
with the heaviest rainfall between 1993 and 2007 are studied. During the selected period 142
mm of rainfall depth were recorded. There is 86 % of zeros. The minimum non-zero value is
0.2mm/h, which corresponds to a tipping of the bucket in one hour. Figure 1 displays the time
evolution of the studied rainfall series and the pattern of the rainfall occurrences (i.e. when the
rain gauge has recorded some rain)
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Figure 1 : Studied rainfall time series (b), and pattern of occurrences (a)

Finally it should be mentioned that this document can be read with two levels of
complexity, according to how far is the reader willing to dig into the world of multifractals.
For a first level approach, the reader should only read the sections which have a vertical black
line on the left. In that case the prime aim of this course will be show the reader how rather
basic tools relying on simple assumptions enable to charactenze and furthermore simulate
patterns of rainfall occurrences and rainfall time series similar to the ones of Figure 1.
Hopefully it will arouse the curiosity of the reader and he will start to read the whole
document!

2. One necessary tool: fractal ceometry

Aim:
The aim of this section ig to introduce the notion of scale invariance through fractal
geometry, which is the first step towards the understanding of multifractal concepts. The

examples mentioned in this section are not specifically related to hydrology.

2.1. Limits of classical geometry

Classical (i.e. Euclidian) geometry, which basically deals with regular forms obtained
with the help of a rule and a compass, enables to represent a great number of natural
phenomenocn ranging from the elliptical trajectories of planets, to the behaviour of light in the
framework of geometrical optics or the molecular structure of a crystal. Nevertheless
representing objects such as a sponge, a bracken leaf, a cauliflower, a rocky coastline or a
cloud with the help of this geometry is very complex (see Figure 3 for some illustrations).
Indeed observed at a smaller scale these objects are not regular but rather exhibit more and
more details.

To illustrate this idea, let’s consider the famous Von Koch snowflake. This curve is
obtained by starting with an equilateral triangle, and then iteratively replacing each
elementary segment as follow:

- divide the line segment into three segments of equal length.
- draw an equilateral triangle that has the middle segment from step 1 as its base and
points outward.
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| - remove the line segment that is the base of the triangle from step 2.

The first steps of the Van Koch snowflakes are shown in Figure 2. After » steps of the
process, the snowflake is made of N =3%*4"segments of length [ =(1/3)". As a

consequence, the perimeter of the snowflake is 2, =9*(4/3)". It is striking to see that the

perimeter has no limit for increasing #n, while the area of the snowflake remains bounded!

4

A X 7y
DEE :?%;}
Figure 2 : Van Koch snowflake

Noting that the previously mentioned geometrical objects exhibit similar shapes
whatever the scale of observation, Mandelbrot (1973; 1982) introduced the notion of fractal
object to represent them. A fractal object is a mathematical object that is generated through an
iterative process, and exhibits a scale invariant behaviour (i.e. its form is the same at all
scales). Such objects do not have any characteristic scale. As the scale of observation
becomes smaller and smaller, details that were not distinguishable at larger scale become
visible. Fractals can also be random. In that case, each step of the process should display
randomness, and with the same probability laws. For example, in the Van Koch snowflake, it
is possible to randomize the process by replacing the middle segment by an isosceles triangle
of random height (between pre-defined bounds) rather than an equilateral one. Random
fractals usually exhibit a non-uniform appearance which is closer to natural phenomena.
Examples of fractal objects are shown in Figure 3.

Bracken leaf
Sponge

Mandelbrot set

Cauliflower

Julia set

Alfractalree

Figure 3: Examples of fractal objects
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2.2. Notion of fractal dimension

Before introducing the notion of fractal dimension, let’s briefly remind basic facts
about classical (i.e. topological) dimension. Let’s consider a 1D segment of length . The

; o . LY
number of segment of size / to cover the initial segment is equal to N (l)=(7[)} . More
generally the number of non overlapping d-dimensional cube of size [ to cover one of size I, 1s
a
! . . . I, . .
equal to N()= [70] . After introducing the resolution A = 70 , 1.e. the ratio between the outer

scale of the phenomenon and the scale of observation we have:
N,=A& Eq1

Figure 4 1llustrates this point for a segment (in 1D), a square (in 2D) and a cube (in 3D).

1D 2D 3D

B e e — e =

Iy I

Figure 4: Illustration of the definition of the classical dimension

Let’s consider a bounded set 4 of size ], embedded in . Let NV, , be the number of

non-overlapping cubes of size [ necessary to cover the set A. For a fractal object this number
and the resolution (A4 = 170 ) are power-law related in the high resolution limit (A — 4o ), with
an exponent equal to the fractal dimension (D, ) of the set, i.e. we have:

N, =A" Eq.2

A standard technique to estimate a fractal dimension is the box-counting which relies
on the previous equation. To implement this technigue, one defines non-overlapping cubes of
size [ smaller and smaller, and the fractal dimension is given by:

b ) Y )
P00 m(d) S0 —In(D)

Eq. 3

The fractal dimension quantifies the sparseness of the set A, 1.e. how much space does
it fill. It is possible to interpret this result in a probabilistic way. Indeed, let’s consider a cube
of'size 1. Pris the probability that it intersects 4. This probability scales with the resolution:

88



N i
B J\qu = /E’LD =A% Eq.4
A

Where ¢, =D — D, is called the fractal codimension of this object.

To illustrate this notion, let’s evaluate the fractal dimension of the Cantor set, which is
obtained by iteratively removing the middle section of a unit segment (Figure 5). After » steps
of the process the Cantor set is made of N{l )= 2"unit segment of length  =(1/3). This
yields D, = lim ) =h1—2x 0.63. For the Van Koch snowflake (Figure 2) one finds

a—+= —In{{) In3
D, = lim BNVGD _1nd_) o5
aov= —In@l ) In3

Figure 5 : ustration of a Cantor set

To conclude this brief presentation of fractal geometry, it should be mentioned that the
fractal dimension can be defined more rigorously (mathematically speaking) with the

Hausdorff dimension. Let’s consider a bounded set 4 embedded in R”. The Hausdorff
dimension (or fractal dimension) of 4 is obtained by either one of these definitions which are
equivalent:

LDefinition 1
The A -measure of Hausdorft H*{A), A >0 is defined by:

H (A)=lim HE(4)
=0

£

>

where H7(4) —ilbf{zmi A|<pdc UAI.,A A DA A =i J}

The Hausdorff dimension is then defined by
d, =inf{f, H?(4) = 0}= sup}p, H(4) > 0}
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Definition 2

For a covering of 4 with D-dimensional cubes of size €, Let’s call /,(£) =inf Y &, .
where the infemum is taken on all the possible covering with cubes of size smaller than &.
Then one defines [, =lim/, (£). One can show that there is a value d, € [O,OO], called the

£—0

Hausdorff dimension, so that :
- L =0ford>d,
-1 € [0400| for d=d,
-1, =400 for d <d,

2.3. Tutorial: fractal trees

To illustrate how fractal geometry is useful to easily represent complex geometrical
shapes, let us try to plot realistic trees with the help of a fractal process. At each step of the
process segments are replaced as shown on Figure 6, where the angle 8 is a parameter.

(X2¥)

Number of
steps

(x1-y-| )
draw_tree (x1.y1.x2.y2.theta.n)

Figure 6 : Illustration of a step of a simple fractal process leading to a tree.

Question

Use the Scilab script “draw_tree” to plot various trees. Try different number of steps
in the cascade process and different angles 8.

Answer
Figure 7 displays examples with different 8. As it is visible on Figure 8 that simple
fractal process enables to draw rather realistic trees. A solution to obtain even more realistic

trees could be to randomly select at each step of the process an angle 0 instead of using a
fixed one.
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Figure 7 : Illustration of the “trees” obtained with the help of the simple fractal process

1 2

Figure 8 : Pictures of trees from Le Puy-en-Velay (1, 3, 5, 6), Les Estables (4), and Sceaux (2) (France)
during the winter 2012

3. Limits of traditional methods

Aim:

This section aims at highlighting some limits of traditional techniques used by
hydrologists to study geophysical fields highly variable over wide range of scales. This is not
an exhaustive list. The main drawbacks mentioned are a lack of physical insight and that the

scale 1ssue 1s often neglected.

3.1. Predetermination or statistical prediction

A classical way of studying the extremes of hydrological series is to perform a
frequency analysis. This technique is illustrated in this section with river discharges. The aim
is for instance to determine the probability that the discharge of a river will not exceed a given
level during a year or conversely the discharge associated with a given level of probability.
This information enables statistical prediction, that is to say the announcement of a future
event non-precisely located in time. The hazards related to floods or rainfalls are handled with
such information in most civil engineering works (dams, levee, sewer system ...).
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In this framework the annual maximum of the studied variable (river discharge,
rainfall intensities...) is seen as a random variable (X), and the aim is to determine the
cumulative probability distribution F,(x)=Pr(X <x, during one year). The probability of
non-exceedance is usually expressed in terms of return period 7,(x), which expresses the
same information in years:

1

T,(x)= I E

q 5
The studied variable X exceeds x every T, (x) on average.

In order to discuss some limits of this type of analysis let’s briefly present how the
probability distribution is estimated with the help of annual maximum technique. The
highlighted limits remain true when other techniques (mainly Peak Over Threshold) are used
because they all basically involve similar steps. In the annual maximum technique, the peak
discharge of the N recorded years are ranked from the largest (» =1) to the smallest (7 =N ).
The empirical probability that the discharge will not exceed the value of the r-st value is
defined by

r+a
N+b

F.(x)=1- Eq. 6

The coefficient @ and b take into account the finiteness of N and are expected to be equal to
zero in the large N limit. There are many suggested values in the literature for these
parameters (Weibull, Hazen, Cunnane, Gringorten), and no clear rules for selecting one.

The next step, which enables estimating discharge level for return periods longer than
the time series (with greater uncertainties!), consists in fitting an existing probability law to
the empirical probability. Many different laws are used (GEV, Gumbel, Fréchet, Pearson IIL,
log-Pearson III, Weibull, gamma...), and several fitting methods are available (graphical
fitting, method of moments, maximum of likelihood...), yielding different estimates. The
extreme value theory (Fischer and Tippett, 1928) suggests to use an extreme value
distribution (Gumbel, Fréchet, GEV), but it is not always done. For instance, in an effort to set
out uniform technique, in 1967 the Water Ressources Council (WRC) has made mandatory
the use of log-Pearson III (which is not an extreme value distribution!) for all federal projects
(WRC, 2002). Sometimes too extreme events are even considered as outliers and neglected in
the implemented techniques that aim at studying these extreme events! As illustrated by
Figure 9 these extremes event are sometimes not explained with such classical approaches.
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Figure 9 : Flood frequency analysis of discharge series of Kenogami (United States of America). The
“classical” approach does not enable to explain the 1996 flood (red dot at the top of the figure), whereas
an approach relying on multifractals (MMFA) yields a return period of roughly 1000. (Courtesy of Loulia
Tchiguirinskaia)

Despite a century of research, there is no agreement among hydrologists on which law
and technique to use (Hubert et al., 2007), which might suggest some limits to this kind of
analysis. The choices made either to estimate the empirical probabilities or to select a
statistical law or to fit it are often arbitrary and usually highly dependant of the habits of a
region... There is a need for a statistical analysis relying on stronger physical insight.

3.2. Numerous scales of observation

Geophysical processes exhibit a non-linear variability from very large scales down to
small scales (Davis et al., 1994; Ladoy et al., 1991). A fundamental feature of such variable
fields is that the observed/measured intensity is highly dependent of the scale of observation,
i.e. the duration and surface over which the measurement device averages the intensity. This
point is illustrated here with the examples of rainfall. Figure 10.a (Macor, 2007) displays the
temporal evolution of rainfall intensity (mm/h) between 1982 and 2000 over a rain gauge
located in Laboulaye (Argentina) with observation time steps ranging from one day (top) to
one year (bottom). Figure 10.b displays the same variable for a rainfall event that occurred on
July 6™, 2001 in Bagneux (near Paris), with time steps ranging from 5 minutes to 1 hour. It
can be seen that the rainfall intensity is scaled dependant (for example for Laboulaye time
series the maximum ranges from roughly 200 mm/h for hourly time step to 1 mm/h for a
yearly time step), as well as the rainfall pattern (for example for the Bagneux time series the
second peak is the most significant whereas for 30 minute time step it is the first one).

Classically hydrologists quantify the extremes of such fields with the help of Intensity-
Duration-Frequency (IDF) curves. An IDF curve is representation of these three main
variables (the duration, the corresponding maximum intensity, and the return period) for past
data. IDF curves basically rely on a frequency analysis of each duration. A second step
involving a new fitting to existing models (Montana, Talbot, Keiffer and Chu) enables
obtaining the rainfall intensity as a function of the duration and the return period. Figure 11
displays an example of IDF curves for 30 years of data from the Paris-Montsouris rain gauge
obtained with the annual maximum method and a Gumbel law.
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Despite its limits (see previous section on frequency analysis) IDF curves provide a
great insight in the quantification of extreme rainfall. However having to consider separately
duration and intensity appears to be somehow artificial. A statistical formalism that enables to
take into account all the durations at once would be more appropriate.
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Figure 10 : (a) Observed rainfall at Laboulaye (1982-2000) from 1 hour to 1 year duration (Macor, 2007)
(b) Observed rainfall at Bagneux on July 6™ 2001 from 5 minntes to 1 hour duration.
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Figure 11 : IDF curves for 30 years of rainfall data from Paris-Montsouris.
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3.3. Scale truncation and parameterization in numerical models

Another classical way of studying highly variable geophysical field is to rely on
numerical models. However these models are not able to reproduce the variability on the
whole range of scales where it is observed. Indeed as pointed out by Marsan (1996):

“The deterministic models were developed following the usual methods of geophysical fluid
dynamics and largely based on various truncations of the Navier-Stokes equations. They are
predicated on the integration of nonlinear partial differential equations which attempt to
represent the complex nonlinear dynamics hopefully including appropriate parameterizations
of the physics. Because of the limited number of degrees of freedom which can be explieitly
modelled, this approach makes drastic scale truncations, typically studying one scale
independently of the others, transforming partial differential equations (PDE), into ordinary
differential equations (ODE), arbitrarily hypothesizing the homogeneity of subgrid-scale
fields, and performing ad hoc parameterizations. Even if one ignores these oversimplifying
assumptions the consequences of such choices, which have increasingly weak links with the
real world, are ultimately complex and unwieldy numerical codes™.

4. First evidence of scale-invariance in hydrology

Aim:

This section aims at showing that scale invariance is ubiquitous in hydrology and
should therefore be the core principle of any method designed to analyze and/or model
hydrological fields.

4.1. Scale invariance in the fundamental equations

The basic equations of the atmosphere and the oceans are the Navier-Stokes equations:

ﬂ+(E.V)\7)=—V—p+vAy+f
ot Yo, ~ Eq7

Vy=0

(constraint used to eliminate p) where v=velocity, f=time, p=pressure, p =density,
v=viscosity and f =body force (gravity, stirring...). These equations are invariant under
isotropic contractions x — x/ A, as long as:

v/ A7

t= il ATF

v v/ AT

f=7r/ A

where # is an arbitrary scaling exponent.
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This property of scale invariance should remain true for the (unknown) partial
differential equations governing rainfall. Discharges should also exhibit scale invariance since
they are non conservative integration in the space and time of rainfall (Hubert, 2001). This
suggests that the same phenomenon should be observed at each step of the cascade process.

The next two sections are dedicated to confirming the relevance of this theoretical

prediction of scale invariance on basic statistical analysis such as spectral analysis and the
estimation of fractal dimensions.

4.2. Spectral analysis

4.2.1. Theory

Let’s denote £(a function of the time ¢ or space x) the studied field, and £ (a function
of the wave number k) its Fourier transform. The power spectrum E(k) is defined by:
2

- Indimension 1: E(k) = g‘(k)

- In dimension d: E(k)ok’ 1<2‘(k)

f Ek)dk = j <

The power spectrum is the Fourier transform of the auto-correlation function (I'), i.e.

2
> (The exact definition is
k

—p

E(k)‘ >de)

oo
we have in 1D: T(7) =< (et +7) >= [E(k)e *dk .
A striking consequence of scale invariance (or scaling) is that the power spectrum
follows a power law over a wide range of wave number (Mandelbrot, 1982; Schertzer and
Lovejoy, 1985):

E(f)e<k™” Eq 8

where £ is the spectral exponent. It is an indicator of the strength of the correlation of the
field. A great [ corresponds to a short range correlation. The power law shows that there is no
characteristic length in the process. Scaling is an ensemble statistical property, which means

that the spectrum of a single realization might not exhibit good scaling behaviour. However
long series may enable to retrieve correct estimates of the scaling range and the exponent.

4.2.2 Examples of power spectrum in hydrology

There are numerous examples of implementation of spectral analysis for discharge
data (Pandey et al., 1998; Tessier et al., 1996) as well as for rainfall data (Fraedrich and
Larnder, 1993; Georgakakos et al., 1994; Harris et al., 1996; Ladoy et al., 1991; Mandapaka
et al., 2009; Menabde et al., 1997; Nikolopoulos et al., 2008; Nykanen and Harris, 2003;
Olsson, 1996; Royer et al., 2008; Veneziano et al., 1996) in the literature. Our goal here is not
to be exhaustive but only to present few examples.
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Tessier et al. (1996) performed a spectral analysis on 30 year long daily rainfall and
discharge time series of 30 French basins whose surface ranges from 40 to 200 km?® The
power spectra for 3 daily river discharge time series are shown Figure 12. Tessier et al.
observed a scaling behaviour over two ranges of scales separated by a break occurring
between 16 and 30 days. The average (over all the stations) spectrum of flows is presented
Figure 13. The peak corresponding to an annual periodicity is visible. They found £=1.6 for
small scales (1-16 days) and $=0.7 for large scales (1 month - 30 years). They observed the
same scaling break for rainfall data (Figure 14 for which #=03 for small scales and #=0.2 for
large scales. Since they did not found any correlation between the characteristic duration of
the scaling break and the basin features (size, geology), they associated it to the synoptic
maximum, ie. the characteristic lifetime of planetary scale atmospheric structures
(Kolesnikov and Monin, 1965). Pandey et al. (1998) obtained similar results on daily flow
time series of 19 rivers in the USA whose basin areas ranges from 3 to 5x10° km®.
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Figure 12 : Power spectra for daily river flows for three different riversin France (Tessier et al., 1996)
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Figure 13 : Power spectrum for daily river flows averaged for all stations (Tessier et al., 1996)
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Figure 14 : Power spectrum for daily rainfall accumulations averaged for all stations (Tessier et al., 1996)

Manabde et al. (1997) analyzed a 17 h rainfall event that occurred over Matawai
(New-Zeeland) on January 26", 1996, recorded with an electronic rain gauge having a 15s
resolution. With the help of a spectral analysis they showed that the rainfall field exhibited a
scaling behaviour between 4 min and 17 h with #=1.37 (Figure 15).
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Figure 15 : Rainfall data from Matawai for January 26“‘, 1996 (a) Time series rainfall data (b) Power
specirum (Menabde et al., 1997)

It is also possible to implement a spectral analysis on spatial fields (2D). For example
radar data with a resolution of 1 km in space and 5 min in time of a heavy rainfall event that
occurred in the south of France on September 5-9™ 2005 was analysed by Gires et al. (2010).
The spectral analysis showed (Figure 16) that the field exhibited a good scaling behaviour on
two ranges of scales 1-16 km and 16-512 km, with 4=1.78 for small scales and /£=1.09 for

large scales.
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Figure 16 : 2D spectral analysis of a rainfall data corresglonding to a heavy rainfall that occurred in the
sowth of France on September 597 2005 (Gires et al., 2010)
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4.3. Fractal geometry applied to hydrology

It appears that fractal geometry, which relies on the notion of scale invariance, is
ubiquitous in hydrology. Famous examples are river basins. For instance Bendjoudi and
Hubert (2002) showed that the perimeter of the Danube (Eastern Europe) and Seine (France)
river basins are too tortuous to be scaled independent. Indeed they showed that the perimeter
P(]) measured with a scale of observation (gauge) / does not reach a upper limit with smaller
and smaller /, but on the contrary exhibits a power low relation. Figure 17 illustrates this point
for the Seine Basins. The authors also observed the same kind of behaviour on the area of the
basins.
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Figure 17 : The Seine river basin (left) and the fractal properties of its perimeter (right) (Bendjoudi and
Hubert, 2002)

Numerous studies also showed that the structure of the river network is also fractal.
For example Takayasu (1990) showed that the fractal dimension of the Amazon River
network was 1.85 (Figure 18.a). The right part of Figure 18.b displays the number of non-
overlapping boxes needed to cover the river network as a function of the size of the boxes
(i.e.: box counting method) in a log-log plot. The straight line reflects fractal behaviour. He
conducted the same study on the Nile river network whose fractal dimension is 1.4 suggesting
that the dimension of a river is larger in a region of higher rainfall.

(@ (b)
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Figure 18 : The Amazon river network (right), and its fractal properties (left). (Takayasu, 1990)

Not only river basing and networks but also rainfall occurrences exhibit fractal
properties. Indeed Hubert and Carbonnel (1989) analysed a 45 year daily rainfall time series
of Dédougou (Burkina Faso). In Figure 19, only the days when rainfall was observed are
highlighted. The authors showed that the occurrence of rainy days exhibited a fractal
behaviour with Dy = 0.8. The observations have striking similarities with the Cantor set,
which as explained in section 2.2 is obtained by iteratively removing the middle section of the
unit interval, and is of dimension log(2)/log(3) =063 . Interestingly, in Dégoudou the wet
season is considered to last 7 month per year and log(7)/log(12) = 0.8 , which corresponds to
the estimated fractal dimension. Nevertheless since rainfall fields exhibit different levels of
intensities, their analysis can’t be reduced to the oversimplified binary question of occurrence
or non-occurrence. This would be all the more less relevant since fractal dimension of rainfall
occurrence depends in a sensitive manner (it is a decreasing function) of the threshold
defining a negligible intensity (Halsey et al., 1986; Hubert et al., 1995; Schertzer and
Lovejoy, 1984). This need for a formalism that deals not only with geometrical sets (here the
geometrical support of rainfall occurrence) but also with fields is addressed in the next two
sections which introduce multifractals.
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Figure 19 : Rainfall data from Dedougou for a 45 year period (1922-1966). Each line is a different year
and each point a rainy day. (Hubert and Carbonnel, 1989)

4.4. Tutorial: estimation of rainfall support fractal dimension.

Question:

Use the function “fractal dimension” to evaluate the fractal dimension of the support
of the studied rainfall time series, i.e. the portion of the field where some rain is recorded.
Interpret the obtained curve.

Answer:

The notations of section 2.2 are used. Figure 20 displays Eq. 2, which defines the
fractal dimension. A break is visible at A=128 (which corresponds to a scale of roughly 35
days). For greater scales, it appears that Dy =1, which basically means that it rains all the
times. For small scales we find Dp=0.57 (the coefficient of determination of the linear
regression is equal to 0.99).
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Figure 20: Illustration of the computation of the fractal dimension of the studied rainfall field.

Question:

Implement a threshold of 0.6 and 1 on the time series (i.e. artificially set the value
smaller than the threshold to zero). Evaluate the fractal dimensions of the new fields. Interpret

the results.

Answer:

Table 1 and Figure 21 display the results for the fractal dimension analysis of the
thresholded fields. The coefficients of determination of the linear regressions are all greater
than 0.98, which validates the existence of a fractal dimension for the small scales of the
thresholded fields. It appears that Dy decreases with increasing thresholds. This corresponds
to an intuitive notion of the multfractality of this field, i.e. not a single fractal dimension, but
an infinite number (more precisely, one per singularity) are needed to fully characterize it.

Threshold value (mm/h) | % of zeros Dy small scale | Dplarge scale
0.2 (limit of detection of | 86 0.57 1

the rain gauge)

0.6 92 0.44 1

1 93 0.37 1

Table 1: % of zeros and fractal dimensions of the studied rainfall field with different thresholds.
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Figure 21 : Computation of the fractal dimension of the studied rainfall field with different thresholds.
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4.5, World precipitation records

Let us conclude this section with a last example of scaling relation for rainfall. As it is
visible on Figure 22, the world record of the rainfall depth during an event seems to be power
law related to the duration of the considered event (Jennings, 1950).
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Figure 22 : Rainfall depth world record vs. the duration of the considered event. (Jennings, 1950)

. From fractals to multifractals

Aim:

In the previous section, we saw that scale invariance was a fundamental physical
property (theoretically predicted and empirically observed) that was usually neglected in the
study of highly variable geophysical fields. This section aims at presenting the cascade
phenomenoclogy, a physically based framework that basically relies on the idea that the same
phenomenon are occurring at all scales. This cascade process possesses the two fundamental

Navier-Stokes equations properties of scale invariance and conservation.

5.1. Cascade phenomenology

The cascade phenomenology was initially introduced to investigate and model
atmospheric turbulence, but is now used for other geophysical fields such as rain. It enables
reproducing the tendency of these fields to be more and more locally concentrated as scales
are smaller and smaller. The three main properties of cascade phenomenology are:

(1) scale invariance

(i1) a conserved quantity (i.e. the ensemble average is a basic quantity that is independent of
scale).

(iii) localness in Fourier space (the dynamics involves iteractions primarily between
structures of similar size)

In the atmosphere this model remains valid down to scales roughly equal to 1 mm
where the viscosity breaks the scaling (Lovejoy and Schertzer, 1990) and dissipates the
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activity. In dynamical cascade models the “activity” (energy flux in the case of turbulence)
passed down from perent structure (eddies in the case of turbulence) to offspring’s is
determined in a multiplicative scale invariant way.

To illustrate these cascade models, let’s introduce the discrete case, where scales are
discretized (Figure 23). At the beginning the activity (£, =1)is uniform over a structure (a d-
dimensional cube) of characteristic length L ( A =1). One step of the cascade process consists
in breaking each structure into smaller ones with a scale ratio A4, (larger thean one amd usually

equal to 2 also it is not mandatory). As a consequence after » steps, there are 21‘1” sub-

structures of characteristic length 7, :%. The resolution of the process is then equal to

fi 8 o

A :‘% =A". The activitye,(i.e. &,,, with i = 1,..., &) affected to a daughter structure is
equal to its parent’s one multiplied by random variable (ue) : £, = uee, . Building a
cascade process basically requires determining: (i) how to divide each structure into sub-
structures, (ii) the probability distribution of the random multiplicative increment. The key
assumption is that these two properties are the same at all scales. Numerous examples of
cascade models have been suggested in the literature, and we will only present three in this
document: the B-model, the a-model, and the discrete Universal Multifractals (see section 7).
The probability distribution of the random multiplication should be chosen so that
( ,ug> =1, i.e. that there is an ensemble conservation through scales, which is called “canonical

conservation”. The more restrictive case in which conversation is imposed for each realization
and not only on average is called “micro-canonical”.
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Figure 23 : Illustration of a discrete cascade process in 1D (left) and 2D (right).
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5.2 Tutorial: the B-model

The simplest cascade model (Frisch et al., 1978; Mandelbrot, 1974; Novikov and
Stewart, 1964), often called B-model assumes that structures are either dead (inactive) or alive
(active). It was initially designed to take into account intermittence. In this model, the
multiplicative random increments g have two states, whose probability of occurrence are

defined by:
Pr(ue=A"=4" (alive)  Eq. 9a
Pr(ue=0)=1-4 " (dead) Eq. 9b

The value affected to the boost we = /4" ensures conservation of the average activity &

(le.< e >=1<eg, >=< & > where <> denotes ensemble average). At each step of the

process the fraction of alive structures decreases by a factor f=A4"", and their activity is
increased by the factor 1/ £ to ensure (average) conservation.

Question:

Determine the possible states after » steps and their respective probability. Interpret
the parameter c.

Answer:

After » steps of the process, i.e. at aresolution A = A", the sub-structure activity only
exhibit two possible states, dead or alive, with the probability of occurrence:
Pr(g, =4 )=A4"° (alive)
Pr(g,=0)=1-4," (dead)
Given the definition of 2.1, ¢ appears to be the fractal codimension of the structures alive. The
corresponding fractal dimension is d-¢ where d is the dimension of the embedding space. It
should be noted that the activity of the structures alive diverges with increasing resolution.
The B-model is said to be monofractal because it exhibits only one fractal codimension.

Question 11:

Use the scilab function “beta_model” to simulate B-models. Try different ¢. Simulate
several fields with ¢=0.43 and compare with the rainfall occurrence pattern of the studied
rainfall time series (Figure 20)

Answer 11:

Figure 24 displays some examples of simulated fields with different values for the c-
parameter.
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Figure 24 : Examples of simulated fields with a B-model for c equal to 0.2, 0.5 and 0.8, in 1D (top, with
zero values in white) and 2D (bottom, with zero values in blue)

Figure 25 displays 4 examples of simulated fmodels (with a final resolution of 512)
with ¢=0.43 corresponding to the fractal codimension of the studied rainfall time series. As it

can be seen, the fmodel enables to simulate with simple assumptions patterns exhibiting
similarities with the rather complex one of the time series.

Rainfall occurrence pattern

- Characterized by a ¢ = 0.43

Simulated p-model with ¢=0.43
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Figure 25 : Rainfall occurrence pattern of the studied rainfall time series and simulated field with a £
model

5.3. The o-model

Schertzer and Lovejoy (1984) introduced the o-model to tackle the need for a more
realistic alternative to the simplistic dead/alive dichotomy. At each step of the cascade
process, the structures are not either “killed” or “saved™ as in the f-model, but become “more
active” or “less active”, according to the following binomial process (Figure 26):

Pr(ue=A")=4"
Pr(pe = 47)=1-4"

(boost) Eq. 10a

(decrease)

Eq. 10h
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The parameters are chosen so that the ensemble average is conserved. Therefore we have:

AFAT+ATA-4T)=1 Eq 11
As a consequence, ¥, and % which are called singularities are respectively positive and

negative. The J-model is retrieved when . — —ee.

{ w2 V2

Figure 26 : Illustration of a step of cr-model cascade process

Trough a complex succession of %, and »_, a full hierarchy of intensity levels is
introduced. Affer two steps, the resolution is 4, = 212 and the field only has three possible
values (4", 4™ and 4" ) with the following probabilities:

Pr(g2 = (ﬂll )ﬂ )= (ﬂlz )_c (two boosts)
Pr(s2 = (ﬂll )(qu)/z): 24, °(1-4°)  (one boost and one decrease)
Pr(s;_ = (212 )ﬁ)z (1-A47Y  (two decreases)

Iterating this procedure, afier »=n,_ + n_steps we find:

ny +n_y_
Yoo, =————, n, =1,
n +n

el = (1) )= [:j A

Since there is a finite number of possible intensity levels, one may write:
Pr(sn 2(ﬂ1 )”):Zpy(il“) " Eq 12
B

The previous equation allows introducing the notion of singularity v, which somehow
corresponds to an intensity level independent of scale, i.e. at resolution A, the corresponding
intensity level is A In the specific case of the o-model the observable singularities are
bounded: y <y, = <y, . Taking the limit # — 4o, which allows for a continuum of

Ml N_=n—n

singularities, the sum in equation XX is dominated by a single term (the one with the smallest
cj)and we find:  Pr{e, = Xy~ A7
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Where the sign = denotes asymptotic convergence and absorbs the multiplicative factor p;; as
a well as the logarithmic number of terms in the sum. It appears that a fractal set of
codimension () is associated to each singularity . The field is said to be multifractal (the
term was first coined by Parisi and Frish (1985)). Figure 27 displays an illustration of such
field.

Illustration with :
n=11
#%=0.2
7=-0.9
c=0.4

Figure 27 : Example of a field simulated with the help of an o-model

6. Multifractal properties

Aim:

Scale-invariant multiplicative processes generally yield multifractals, and the aim of
the section is to present its main properties.

6.1. Characteristic scaling functions

Let’s denote £, the studied field at a resolution A =7 //, where L is the outer scale of
the phenomenon and / the observation scale. If the field is multifractal then the probability of

exceeding a scale-dependant threshold ( A7) defined with the help of the scale invariant notion
of singularity ()is given by:

Prie, = ¥ )= 17 Eq 13

which defines the codimension function ¢(y). ~denotes asymptotic convergence and absorbs
slowly varying prefactors. ¢(y) is convex and increasing with no upper bound in the general
case. When o(y)<d, o) can be interpreted as the fractal co-dimension of the support of the
field where it exceeds A" (Schertzer and Lovejoy, 1987b). If e(y)=d, then this interpretation is
not valid, and we are almost sure that the field does not exceed A7.

It can be shown (Schertzer and Lovejoy, 1987a) that this is equivalent to the scaling of
statistical moments of arbitrary g-th power:
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<& 2= 459 Eq 14

which defines the moment scaling function E(g). This function is convex. The functions Kig)
and o) are linked by the Legendre transform (Parist and Frish, 19853 Thus, it 15 possible to
associate to each statistical order g a singularity ¥, , and to each singularity » a statistical

order g,. The main relations are (see Figure 28 for a graphical interpretation).

o(y) =maxlgy- K(g)) =g, K(g,), where g, is defined by £'(g,)=y

E{g)= m;]x(g}f— c(}’)) =qy, - c(}’q) , where ¥, isdefined by c'(y,)=g¢

The functions Kig) and cf) characterize the variability through all scales of the studied field.

- .
) | K(@)
[ ke

. d

:('.q%‘./ Dhoite de pente o,
>

e

iy =

Dioite de pente 7,

Figure 28 : Ilustration of the Legendre transform bebween Ag) and o{t)

The spectral analysis, which was introduced in section 4.2 is basically a second order
statistic and the spectral exponent 5 is related to £(2) by the relation (Schertzer and Lovejoy,
1993) -
fF=1-K(2) Eql5

Let's consider the mean of the process (1.e.g =1}, and the corresponding singulanty

¥ Due to the Lengendre transtorm one can obtain (E‘;_) = AN Assuming that the process

15 conserved (which we will always do unless explicitly mentioned), then (é‘a)zl

independently of scale, which means that }, is a fixed point of the codimension function, and
tangent to the bisectrix at this point. In the following 3 will be denoted <. It corresponds to
the codimension of singularity associated with the mean of the process. These properties are
llustrated Figure 29. We have
e(G)=C and (C)=1 Eq.16
Ey=0 and K@Q=(C Eq17

If &) » D, the dimension of the embedding space, then the mean of the process will be
too sparse to be observed. Moreover, since c(y) 1s convex it 15 possible to define at & the
local radms of curvature at & (270, It reflects the local rate of change of slope at <7, and

enables to define the multifractality index of

T+
(rce)r” =2""aC, Eq.18

RN
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The case & =0 corresponds to the monofractal B-model for which the all the singularities
have the same fractal dimension as indicated in the Figure 29. It should be mentioned that in
the framework of universal multifractals (see section 6.4) the range of possible o is limited by
an upper bound of 2 (a parabola).

Ci

o
Cy —_—
extreme
events

Figure 29 : A schematic illustration showing how the c(y) curve can be locally characterized near the mean
singularity C;. (Schertzer and Lovejoy, 1993)

Proof of the Legendre transform

For a non-negative random variable X the statistical moments and the probability
distribution are linked by a Mellin transform M:

(X1 =M(p)= fx"'] p(x)dx  Eq.19

o= s s

Our aim is to obtain <&, >~ 2*“’ with the help of the relation Pr(e, = )= 1" . Eq. 19
shows that <¢," >= [¢,"d Pr(¢,)

Changing the variable from &, to ¥ in the integral enables writing this integral as
VJ" d Pr(y). The definition of c(y) (Eq. 13) yields d Pr(y) = In(A)c' ()4 " dy . Neglecting
the term In(A)c'(¥) which is slowly variable with regards to the exponential one, one finds:
<g >= j/l‘”*"‘”dy

In the asymptotic behaviour (A — +0), which is what we are interested in, this

qmaxar=e(r)

integral is dominated by the maximum exponent, i.e. <g,’ >~ . Comparing this

expression to the definition of K(g), one finds K(g) =max(qy—c(y)). A similar expansion
7

can be done for the inverse Mellin transform (Eq. 20) to obtain the expression for c(y).
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Remark: It the codimension is not defined for singularities greater than Y, . (i.e. the

singularities are bounded), then the scaling moment function is linear for g 2 g, = (V) >

and Vg 2 ¢, K(9) = 9V mex — Vinax)

Proof of the convexity of (¥ and K

We show here that X(g) is a convex function. Since the Legendre transform of a
convex function is also convex c(y) is convex.
The  definition of the  scaling moment function K(g) is

<g’>= jg,h;(gi)cz’s,1 = A9
This yields:
- (InAK(g=ln<g’ >

a q
Y W A gllng, >
g
BZ g

DPK(g) <& ><e’(ng)f >-<g’lng, >
g <gf>?

By implementing Cauchy-Schwartz’s  inequality (I fg)2 < (J. 7 Xj-gz) to

Thus (In A)

2 z z
F=R2pep)]” and g =(e,2 p(e,)) " Ine,). one obtains (lnﬂ)@ >0.
q

9°K(9)

Since A =1, one finds
dq

> 0, which is the definition for convexity.

6.2. Singular limit of cascade process and divergence of the fluxes

As previously &, is the studied field at a resolution A. We assume that it is
normalized, i.e. <&, >=1 independently of scale. If £, is the results of a multifractal process,

then it exhibits a behaviour similar to (Halsey et al., 1986; Parisi and Frish, 1985; Schertzer
and Lovejoy, 1987b) :

g, =4 Eq21
Where ‘=" denotes asymptotic convergence and absorbs factors slowly variable with A and
normalization constants. As a consequence for any ¥ >0, £, — 4o as A — 400 . It should be
mentioned that for ¥ < 0 the corresponding point is more a regularity than a singularity, but in
practice exponents ¥ <0 are also called singularities.

This singular behaviour means that if a limit exists, it is not in the sense of functions
since the singularities will prevent usual convergence of the density. &; is actually a

mathematical measure, which means that there is convergence of the fluxes. Indeed, the d-
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dimensional integration of the density &, over a compact set A (embedded in a d-dimensional

space) converge as A —> +oo ;
s T4 = d
[L.(4) = lim IT,(4)= lim led X Eq21

However moment orders g of the flux will converge only if g is smaller than a critical
moment g, because with higher moments a stronger relative weight is affected to higher
singularities which exhibit a singular limit. We have:

dg,>1, Vg>q,: <Hm(A)q> =+ Eq.22a
Whereas:
VA<+eo: (TI,(4)!) <+ Eq.22h
The critical moment ¢, is dependent on the dimension of the integration. It is important to
note that the divergence of the moments is equivalent to a power-law fall-off of the
probability distribution with an exponent equal to g, :

g, >1, w>>1: Pr(ll (A)>7)=x"" Eq23

Proof of the divergence of the fluxes for q>q,,

Let’s consider the flux I1,(4)= Lg,ld “x of g,through the compact set A embedded

in a D-dimensional space. £,1s a conservative field, i.e. <£/1> =1, independently of scale.

The goal is to determine under which condition the ensemble average of the g-power (g being
an integer) of the flux diverges

This integral is very complex to evaluate, which is why we only consider the trace of
this expression, i.e. the integral for x, =x, =...=x, :

TR = L< g >d"x

Since the studied field &, is positive, the Jensen's inequalities are valid, i.e.:
<Hf (A)> >7r,e,” when g>1
<Hf (A)> < Tr,g,? when g<1

The trace integral at a resolution A can be evaluated as a sum of A”terms. This yields:
Tr g/lq L G
» .
As a consequence the study of the asymptotic behaviour A — 4o consists in studying
the sign of the exponent in the previous expression. Before doing this let’s mention few

properties of the function g — &ql) Since K(g) is convex and K(0) =K (1) =0 (the studied
g—
field is conservative), K(ql) is the slope of the chord of K between 1 and g (see Figure 30 for
g-

£@)

an illustration). The convexity of K means g — is an increasing function. Moreover
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this function 1s continuous in 1, where it is equal to K'(1) =C, (a Taylor expansion enables
showing that). Therefore, there is a ¢, (possibly infinite) define by

K(g,)=(q,-DD  Eq.24

Sothat C, >D e g, <land C, <D &g, >1

K(g)
Corde dont
la pente est |
K(g) i
g-1 |
0) q 4
Freure 30+ Hlustra . o K@
igure 30 : Illustration of the properties of the function g — 71
q-

It is now possible to analyse the behaviour of the trace moment for different values of
¢. and to obtain the wanted properties for the fluxes:

K K
ﬁZD & g>q, ﬁSD & g<q,
g-1 g-1
LimTr,e,’ =+ LimTr,e," =0
q>1 A—+o0 A=+
= LimIlj(A4) =+ No consequences for Lim I19(4)
Aten Ao
LimTr,e," =0
A—+o0
= LimT1{(4)=0 LimTr,e,? = +oo
q<1 A—teo Ao
The processed is «degenerated » which | No consequences for iLz'm I15 (4
means that the mean is almost never e
observed. It can’t be normalized.
6.3. Bare vs. dressed and divergence of moments

Because of the singular limit of the cascade process it is necessary to distinguish the
properties of “bare” cascades (obtained after the cascade has proceeded down to finite
resolution A) and “dressed”™ cascades (obtained after integrating a completed cascade over the
same scale [=L/A) (Schertzer and Lovejoy, 1987b). The “dressed” quantities are defined by

_TL(B)

ey = . where B, is a D-dimensional cube of size A" (and hence of volume A7), It
“r yol(B,)
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is very important to understand that “dressed” quantities take into account small scale
variability, which is not the case of “bare” quantities. To be more precise, it is possible (and
that is what is done with actual data) to define “partially dressed” quantities from a finite
resolution A. They are denoted &,,.,,. Completely dressed quantities are retrieved with

A — +oo. The multiplicative properties of cascade process enables to factor a dressed
quantity into its bare part and a hidden part, which correspond to a flux of a cascade from  to
LAJA rescaled with a contraction operator (see Figure 32):

Eiawy = Earapy  Ea.25a

II B I1,,,(B,
Errin = asaBy) _ TLyu( 1)=Hm(31) Eq 25b

vol(B,) vol(B,)

Let’s now consider the statistical moment of order ¢ of the dressed quantities. If g < ¢,
then the hidden part acts as a prefactor and dressed quantities exhibit the same behaviour as
bare quantities. If ¢ = g, then the hidden part diverge and dressed quantities inherits its
singular behaviour. As a consequence, when g 2 ¢g,, dressed quantities exhibit the following
three equivalent properties:

- <) v=qo0 5 K(g) =00

- The probability distribution exhibit a power-law fall off of exponent ¢,
x>>1 Pr(g, 2x)~x%°

- ¢(y) is linear for singularities greater than the corresponding 7,;
() =q,(y—r,)+c(y,) (this is easily obtained with the help of the Lengendre transform).

This transition for dressed quantities g =g, enables retrieving the properties of self-
organized criticality (Bak et al., 1988). Multifractals exhibiting a divergence of high order
statistical moments are called “hard”, by contrast with “soft” ones for which the D-
dimensional integration smoothed out rare high order singularities (Schertzer and Lovejoy,
1992).
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bare cascade

L1 -1 1
LA —— p—
Ll = X
- e
— AN —_—
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dressed cascade i

hidden cascade

Figure 32 : Illustration of the “hidden part” of a cascade (see text for more description) (Schertzer and
Lovejoy, 1993)

Let’s illustrate these properties with rainfall measurement. They indeed correspond to
dressed quantities over a finite resolution, which take into account small scale variability. For
example Hubert {2001} analysed the 87 annual rainfall time series with mean length of 166
yvears. He estimated g, by plotting a log-log diagram of the empirical probabilities of
exceeding a threshold against the correzponding threshold. Figure 33 displays these curves for
the longest available time series. The existence of the power-law fall-off strengthens the idea
that rainfall is generated through a cascade process. Concerning the numerical value they are
found to be slightly greater than 3 (in agreement with those found by other authors), which
suggests that it iz an intrinsic rainfall feature. The clear departure from the Gaussian law
indicates that extremes would be strongly under-estimated if Gaussian approximation would
be used. De Lima and Grasman (1999) obtained similar results on 135-min time series from
Vale Poroso (Portugal) between 1963 and 1985 (Figure 34). The multifractal phase transition
ig alzo clearly vigible on the 12 hour resolution rainfall time series (between 1949 and 1992}
of Nimes-Courbessac, France (Ladoy et al., 1993). Indeed Figure 35 displays a comparison
between the theoretical and empirical co-dimension function o(y). For =0.8+0.1 the co-
dimension function becomes linear with a slope gp=3.0+0.2.
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Figure 33 : A log-log plot of empirical probabilities and Gaussian fitting of Padova, Marseilles, Rome and
Gilbratar rainfall time series. The normalized annual precipitations are drawn along the horizontal axis ,
and the exceeding probabilities along the vertical one. The dots represent the empirical values, whereas
solid curves indicate the best Gaussian fit. The coefficient of linear fitting for the distribution tails are

represented by the values g . (Hubert, 2001)
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Figure 34 : Histograms of rainfall on time scales (from top to bottom) of 15 min, 30 min, and 1 h (the

histograms were offset vertically so as not to overlap). The absolute slopes of the algebraic tails of the

histograms are (also from top to bottom) 3.08, 3.06 and 3.17. The data are 15-min rainfall from Vale
Formoso, from 1963 to 1985. (de Lima and Grasman, 1999)

Fig. 6. — Une comparaison entre la fonction codimension cly )
c(7) expérimentale (carrés) et celle donnée par 30
I'équation (2) pour les paramdtres =045 et
C1=0,6 (ligne continue). On constate que pour 55
¥ £ 9p =0840,1, les deux courbes sont en bonne
concordance, alors que 4 > 4p la courbe c(v)
expérimentale st linéaire en -y, ce qui tradui! une chute 20
‘hyperbolique de la distribution de probabilité. Cela
confirme la divergence des moments, d’ordre donné | ¢
par la pente de la droite en question: gp=3,0£02. i 4 =0
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Figure 35 : From Ladoy et al., 1993
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Concerning the divergence of moments for g > g, it should be mentioned that
empirical moments (being averages of empirical values) are always finite. The divergence of
moments means that rare individual events will have a dominant contribution on the average,
and that therefore the empirical moments increase without limit as the sample size increases.

6.4. Universality

The characteristic sealing function K(g) and c(y) should be determined in the general
case by a infinite number of parameters. However the relevant parameters can be reduced to
two for conservative processes because multiplicative cascade processes converge under
rather general conditions to Universal Multifractals (UM) (Schertzer and Lovejoy, 1987a;
Schertzer and Lovejoy, 1997) which correspond to a broad generalization of the central limit
theorem. In the UM framework, the local description of the scaling function around the mean
field (¢g=1 and the corresponding singularity . see section 6.1) holds for the whole
function. Hence the two UM parameters are:

- () the mean intermittency. It measures the average sparseness of the field. More
precisely it is the codimension of the singularity of the average field for a conservative field,
that is to say C1= ¢~ D), where d is the embedding dimension of the field and D, is the fractal
dimension of the support of this singularity ( ;). An homogeneous field fills the embedding
space and has C;=0.

- o the multifractality index o (0<a<2). It measures how fast the intermittency
evolves when considering singularities slightly different from the average field singularity.
¢ =0 corresponds to a monofractal field and ¢ =2 corresponds to a log-normal field. A more
rigorous definition highly relevant for simulations is that o is the Levy stability index of the
cascade generator.

In the UM framework, the scaling moment function and the codimension function are given
by:

Cl
—L (g% — ozl
K@={g-19 ~? Eq. 26
Cglng a=1

Cl(cy +1] azl
o o

)= ! .

C, £ - o=1
1eXp[C J

1

Eq.27

where l+—'=1
o o

a‘
Let’s denote ¥, = ——

. In the definition of ¢, there are two cases:

-If o >1, then ¢ is defined by the previous equation for ¥ > %, . and equal to zero for ¥ < ¥,
-If & <1, then ¢ is defined by the previous equation for ¥ < ¥, and infinite for ¥ = ¥,

Graphical representation of these function are displayed Figure 36.

35

118



35
~.-0.0 o 7
- 05 05 i
1.54-- 1.0 3.09...1.0
=15 s
—20 )
1—20
1.0 _ 25
o o
S 05 <
x S 151
1
1.0
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 0 05 o0 o5 P 5 i
q gamma/C1

Figure 36: Illustration of the scaling moment functions in the case of Universal Multifractals for different
parameter set.

6.5. Sampling dimension

It is well known that the size of the sample limits the insight one can get of a statistical
process by analyzing data. For multifractal processes this will result in a maximum singularity
7. and moment order ¢, beyond which the values of the statistical estimates of respectively

the codimension and scaling moment function are not considered as reliable (Lovejoy and
Schertzer, 1989; Lovejoy and Schertzer, 2007).

More precisely, let’s consider Ny independent samples with a resolution A. In a D-
dimensional space, there are A” values per sample. The maximum singularity () that one
can expect to observe is defined by:

NAP(R, 2 #)=1 Eq.28

By introducing the notion of sampling dimension Dy : N, =A" (D, =0 for a single
sample), one obtains a relationship that enables to estimate ¥, :

e(y,)=D+D, Eq.29

For y >y one expects that ¢(y)=+oo, which means that the estimates of o())will not be
reliable (Figure 37). As a consequence of the Legendre transform, the estimates of K(g) will
become linear for ¢ > g, =¢'(¥,) : K(@)=y.(¢—q;) +K(gy)

In the framework of universal multifractals we find:
1

1
D+D.Y* C D+D. =
=a'C| — | —— Eq.30a ; =% Eq. 30b
Vs 1[ c, ] a1 q ds [ c, j q
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Figure 37: Schematic illustration of sampling dimension and how it imposes a maximum order of
singularities 7, . (Schertzer and Lovejoy, 1993)

An example of use of this notion is found in Royer et al. (2008). In order to investigate
the impact of climate change on rainfall extremes, they analysed the daily time series of 12
grid points (Figure 38.a) over France simulated by the climate model CNRM-CM3 of Météo
France in a coupled climate scenario A2 over the period 1860-2100. They found that the
mean intermittency (C)) tends to increase, whereas the multrifractality (o) decreases. Since
these trends have contradictory effects on the extremes they computed the maximum
observable singularity. The results are displayed in Figure 38.b. ¥, appears to increase for

most of grid points, which means that the mean intermittency has a dominant effects and one
is to expect slightly stronger rainfall extremes for the next hundred years. Other authors
(Douglas and Barros, 2003; Hubert et al., 1993) used this notion to estimate Probable
Maximum Precipitation.

(a) (b)
Latitude ARPEGE-CLIMAT Model
50 (11 0| PA—
i
©
E ;
B §0,50-»..- S
4
Pt23 -
= - 0,40
Q¢§Q61Q$5Q¢?Qﬂ>QdyQagqachpqé}Qcﬁqﬁy
o grid points
Pt31

6 8
Longitude

Figure 38: (a) Geographical position of the model grid points Ptij with:i = 1,4 (longitude: from west to
east); j = 1,3 (latitude, from north to south). (b) Variations of the maximal probable singularity 7,
depending on the grid points and the time range over which they are estimated. (Royer et al., 2008)

6.6. Tutorial : multifractal data analysis techniques
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The aim of this sub-section is to present mutlifractal data analysis techniques. This is
done through the analysis of the rainfall time series presented in the introduction (of which the
fractal dimension of the rainfall support was already evaluated)

6.6.1. Up-scaling of the field

Before going on it should be explained how the studied field &, at different resolution

A is retrieved. The explanation is done in 2 dimensions, but the principle is the same for any
dimension. £, is obtained by up-scaling (some author call it dressing) £, , the field measured

. . L . . . .
at the maximum resolution A =— (where [, is the size of the pixels). More precisely the
A

following steps are performed to evaluate the field at resolution A/2 (see Figure 39 for an
illustration):

- The studied area is divided into pixels of size 2/, . Hence each pixel at resolution A/2
is made of 2” (=4) pixels of the field at resolution A.

- The value g,,, affected to a pixel at resolution A/2 is the mean of the values of the
pixels at resolutions A of which it is made.

The process is then iterated until the resolution A=1 is reached. The up-scaling process is
conservative.

Figure 39: Illustration of a step of the up-sealing process of the field £,

6.6.2. Scaline moment function

This section aims at presenting the Trace Moment technique, which enables to
evaluate K(g) for any g, relying on the relation < g,° >= A*,

In the TM technique, for any g>0 the following is implemented (see Figure 40 for an
illustration):

- For each resolution A the empirical statistical of moment of order g is evaluated
D&

<gf>= ””";&#g (the elements corresponds to either time steps in 1D or pixels in 2D). If the

data contains several samples, then they are up-scaled independently and an average <g,” >
is taken into account.
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- The logarithm of < £,7 > versus the logarithm of Ais plotted.
- A linear regression is performed and the slope gives K(g)

In(< g,* »)

Empitical points

<§Z”> <gaq>z A :
Straightline of slope K(g)

Figure 40 : Illustration of the Trace-Moment technique

This technique is called “Trace Moment” because the empirical statistical moment
basically (except for a ratio of A ™"?) corresponds the trace moment of the fluxes.

The UM parameters can then be estimated by fitting the theoretical expression of K(¢)
(Eq. 26) to the empirical one. This can be done by using standard fitting techniques on the
portion of the curve where g<min(gp.gs) (indeed multifractal transitions affect the validity of
the theoretical formula for greater g, see next two questions for more details). Another
solution consists in using theoretical properties of the curve. C; is then given by X'(1)=C,,

and o by either K"(1)=aC, or by ¢, :(ljml where g, defines the minimum value of
@&

K(q) (i : K(que)=mink(q))

Question:
Use the scilab function “TM” to evaluate K(g) for g ranging from 0 to 5. Comment the
scaling. Estimate o and C; with the help of the first and second differentiate of K(g) near g=1

Answer:

Figure 41 displays Eq. 14 in a log-log plot. The scaling is very good (R*>0.99) up to
A=256 (roughly 11 days). This maximum scale corresponds to the synoptic scale, i.e. the
standard life time of planetary scale meteorological structures. The UM parameters o and C
are estimated as follow:

C =K'= 71((1'1)0_2]{(0'9) =0.54

K" 02 K1) +K(0.9) 051
TKM 0PPKAD-K(09)
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--- Theoretical vy
3.51 — Empirical

log(< £,7 >)
K(g)

log(2)

Figure 41 : Illustration of the TM technique for the studied rainfall field.

Question:

Plot the theoretical K(g). For this use the parameters 0=0.54 and C;=0.54 which will
be found with the help of the Double Trace Moment and are more reliable than the ones
estimated in the previous question. Use the notion of maximum observable singularity to
comment on the differences between the empirical and theoretical curve for g>3.5.

Answer:

The theoretical and empirical curves are plotted Figure 41. It appears that the
empirical curve is below the one plotted with the estimated UM parameters for moment
greater than roughly 3.5. This phenomenon can be explained theoretically with the help of the
notion of maximum observable singularity (See section 77).

With this rainfall data, K(g) is indeed linear (R® of the linear regression equal 1-107)
with a slope equal to 0.80 for g roughly greater than 3 — 3.5. These observations are in
agreement with the theoretical predictions of g, =3.07and y,=0.380. (Eq 30 with the

estimated o and C))
Finally it should be mentioned that the discrepancies for small moments are due to a
multifractal phase transition associated with the influence of the numerous zeros in the data.

6.6.3. Direct estimation of UM parameters aand C;

This section aims at presenting the double trace moment (DTM) technique (Lavallée et
al., 1993) which enables to directly estimate UM parameters o and C;. It relies on the
assumption that the studied field is conservative and exhibits a universal multifractal

behaviour
7

; : £
Let’s consider the renormalized M-power of the field (7€]0,4e< ) 8/1(") = /177 )
<g’ >
The statistical moment of order ¢ of £, also scales with the resolution:
<£, M 5w JKET gq.31
With K(g.m)=K(q)—gk(1)  Eq.32
40

123



m K(717)

<> A

Indeed <&, >=——4 " = T = ATO7
<g > A

In the specific framework of Universal Multifractal, we find

K(g.m)y=n"K(q) Eq.33

The field obtained by up-scaling the n-power of the field at the maximum resolution A also
scales as in Eq. 31-32. As a consequence, the following steps are performed to implement the
Double Trace Moment technique:
- For each g and rthe TM technique is implemented on the field e, raised to the
power 77. This enables to retrieve an estimate of K (g,77)
- For a given ¢, a log-log plot of K(g,77) vs. 171is drawn (Figure 42). The slope and
the intercept of the linear portion of the graph give o and C; (because for UM

C
fields K(q.m)=n"——(¢" -q))
a-1
In{&(q,m)
Linear portion
of slope aand P
intercept & 2 ';
d=a
o—1
G = exp(b) o Em;piriczl
q - points
In(z7)

Figure 42 : Determination curve of UM parameters in the DTM technique

Question:

Use the Scilab function “DTM” to implement the DTM technique. For 7 ranging from
107 to 10, try different g, and comment the results. Explain why the determination curve is
constant for great 77.

Answer:

Figure 43 displays the results of the DTM technique analysis on the rainfall time
series. It appears that as for the TM technique, the scaling is very good on scales ranging from
Th to 11 days. As expected with Eq. 33, the estimates of o and C; do not depend on which ¢ is
chosen as long as multifractal phase transitions do not affect the curve. Usually the analysis is
done with g=1.5.

Concerning the plateau visible for great 1, the explanation lies in the multifractal
phase transition associated with maximum observable singularities. Indeed, as seen in section

65 K(g) will become linear for g>q,: K(g=¥(9—q,)+K(q,). Since

K(q.m) =K(1g) —gK(1). we have K(g.n)=(g—(d+d,). for n2n.(q)=(d+d,)/C}'"".
which does not depends on 7. Similarly, the plateau for small 7 is due to the multifractal
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phase transition associated with the influence of the numerous zeros in the data. These two
phenomenons narrow the range of available 77to estimate ot and C,.

+ €ta=0.657 / R2=0.991
x eta=1/R2=0.994

log(= £™5°
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Figure 43 : Scaling in the DTM technique for g=1.5 (left) and determination curves of UM parameters
(right) for the studied rainfall time series.

6.64

The codimension function

The aim of this section is to present the Probability Distribution Multiple Scaling (PDMS)
technique (Lavallée, 1991; Schertzer and Lovejoy, 1989) which enables to estimate ¢(y) for any vy,

relying on the basic equation Pr(‘é‘/1 = 17) = 1°®  To achieve this, the following is implemented:

- For each resolution A, the number of elements (time steps or pixels) where £, 2 A denoted

N, (g, 2 ), is cvaluated. The corresponding probability is deduced with the help of the relation

pile, 2.r)- Yeler 2 %)

,where A" is total number of clements at resolution A. If the data contains

several samples, then they are up-scaled independently and an average N (g, 2 A7) is taken into

account.

- The logarithm of Pr(s 2 /17) versus the logarithm of A is plotted (Figure 44)

- A linear regression is performed and the slope gives —¢ ()

nfpr(z, = 47))
Em pirical
po‘jnts
Straightline of slope  — o(%)
In(4)
Figure 44 : Tlustration of the PDMS technique
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Question:
Use the scilab function “PDMS” to evaluate ¢() for yranging from -2 to 1. Comment

the scaling and the estimated curves.

Answer:

Figure 45 displays Eq. 13 in a log-log plot. As indicated by the values of the R2, the
scaling is worse than for the moment scaling function (question in section 6.2.2). Furthermore
only scales ranging from 1h to 2.7 days are taken into account. Indeed too many singularities
are not observed at smaller resolution. This reflects the fact that this technique is less reliable

than the Trace Moment.
Concerning the co-dimension function, since a<0 there is a maximum theoretical singularity

g 1
(%= o
was expected that singularities greater than v, (=0.80) would not be observed, but ¢(y) cannot
be computed for ¥ greater than approximately 0.65. This is due to the fact that some great
singularities are not observed at all the scales (especially large ones) which prevents us from
computing ¢(¥). For small singularity, ¢(y) should theoretically become equal to zero. This is
not observed because there are numerous zeros in the observed field, and therefore

lim ¢(y)=c,., where ¢r (=0.43) is the fractal co-dimension of the rainfall support (see

), which is visible on the curve ( %, =1.17 in that case). In the empirical curve, it

o
question in section 4.4).

4 i 0T Theoretical ]
R hours 15 — Empirical .:
E 2 \ i
— 3.0 '.‘
o -2 H
N 25 !
Al D H
< 3 G 20 }
E—’ 2.7 days i
A ! 1.5 /
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Figure 45 : Illustration of the PDMS technique implemented on the studied rainfall time series.

6.7. Tutorial: non-conservative fields

The description of how to deal with non-convervative fields is done through the
analysis of a discharge time series obtained by inputting a simulated rainfall event lasting
roughly 4 hours, with 0=1.52 and C1=0.14 to a semi-distributed urban hydrology/hydraulic
model (see Figure 46) of a 3400 ha urban area located in Seine-Saint-Denis (North-East of
Paris). The average total rainfall depth over the catchment is 15.1 mm. The studied link is
located in the East of the catchment. The studied time series is displayed Figure 47.a.
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l:l Sub-catchment

——— Sewer system
In

Figure 46 : Illustration of the urban hydrologic/hydraulic model with which the studied discharge time
series was simulated.
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Figure 47 : Studied discharge time series (a) and the renormalized absolute value of its fluctuations (b)

Question:

Use the Scilab function “spectral analysis™ and evaluate the spectral exponent 3 of the
studied discharge series. Interpret the results.

Answer:

Figure 48 displays the spectra estimated directly on the studied discharge time series.
With a R® equal to 0.88 for wave numbers k ranging from 1 to 100 (which corresponds
respectively to 256 and 2.6 min; scale in minutes = outer scale in minutes / wave number) the
scaling is rather good. We find 4=2.97 which reflects a strongly non-conservative field.

.
°F— beta=2.97 / R2=0.88

InE(k)

25
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Figure 48 : Illustration of the spectral analysis directly on the studied discharge time series

A spectral slope f>1 for ¢ indicate a non-conservative field (i.e. <¢;,> #1). In that

case, ¢ can be written as:
0, =€"°2" Eq.34

where & is a conservative field of moment scaling function K.(¢), and H the non-conservation
parameter. K.(q) only depends on UM parameters C; and o. The value of the exponent a is
usually unknown. For pedagogical purposes, we work under the simple assumption that a=1

in the following (¢, = £,4""). H characterises the scale dependence of the average field, i.e.
(¢,)= A" His equal to zero for conservative fields.

The moment scaling function K(q) of @, is given by:

K(9)=K.(9)—Hq Eq.35

Indeed A o <¢A"> - <glq>ﬂ"q‘1 oe JKe(@) JHa

Concerning the codimension function, there is simply a shift in singularities by —H for
the non-conserved density, with regards to the conserved density (see Figure 49 for an
illustration). Thus we have (see section 6.1 for more details about the parameters):
¢(C,—H)=C, and (' (C,—H)=1

(Lt an
c(y—H)= & ;/a Eq. 36
C exp| —— a=1
1 p[CI ]
events T C(’Y)

Cy
/ ¥
-H CrH C —

extreme
events

Figure 49: A schematic illustration showing the shift in c(y) of H for non conserved process (Schertzer and
Lovejoy, 1993)

Retrieving & from ¢; requires theoretically a fractional integration of order H
(equivalent to a multiplication by k¥ in the Fourier space). A common approximation, which
provides reliable results (Lavallée et al., 1993), consists in taking &; as the absolute value of
the fluctuations of ¢; at the maximum resolution and renormalizing it, i.e.:
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. — |¢A(i+l)_¢1\(i)‘ .

B lnarn—ga) "

e = VRG+L)-RG-L)) +(RG.J+D-RG/-DF . YTl
<J (RG+1, 1) —RG =1, )] +(R(G, j+D =R, j-DF >

1D Eq.37a

5

Because the power spectrum is the Fourier transform of the auto-correlation function,
and because a fractional integration of order H is equivalent to a multiplication by % in the
Fourrier space, H can be estimated with the help of the following formula (Tessier et al.,
1993):

P=1+2H -K(2) Eq. 38

Question:
Perform a spectral analysis on the corresponding conservative field & of the studied
discharge time series. Interpret the result

Answer:

Figure 50 displays the spectra for the fluctuations of the studied discharge time series.
It appears that the scaling is worse that directly on the field (R*=0.47 for k ranging from 1 to
100). This should be qualified by the fact that a spectral analysis is theoretically valid with
longer samples, or on average with numerous samples, and that for pedagogical purposes, a
single sample is used here. We find f=1.11 which corresponds to a clear decrease with
regards to the previous question.

“F__beta=1.11/R2=0.47

In(Eqk)y

In(ky

Figure 50 : IMlustration of the spectral analysis on the fluctuations of the studied discharge time series

Question
Use the Scilab functions previously defined to perform a TM and a DTM analysis on
the corresponding conservative field. Estimate A.

Answer

Figure 51 Displays the results of the TM analysis performed the fluctuations of the
studied discharge time series. The scaling is very good on the whole range of scales (A
belonging to [1:256]). The agreement between the empirical K(g) is also very good, even for
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small values. Indeed the discrepancies observed for the rainfall field, which are associated
with the numerous zeros, are not visible here. The DTM analysis (Figure 52) confirms these
observations and yields to 0=1.78 and C;=0.09. Applying Eq. 38, we find H=1.07. Figure 53
displays the TM analysis performed directly on the field, which as expected does not enable
to visualize the underlying scaling.
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Figure 51 : Illustration of the TM analysis on the fluctuations of the studied discharge time series
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Figure 52 : Illustration of the DTM analysis on the fluctuations of the studied discharge time series
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Figure 53 : TM analysis on directly on the studied discharge time series
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7.  Simulations of UM fields

7.1. How to build discrete multifractal cascades

The simulation of multifractal fields is achieved by building a random multiplicative
cascade. For the pedagogical purposes we will only present its discrete case which is easier to
manipulate. Within a discrete multiplicative cascade, as explained in section 5.1, at each step
of the cascade process:

- Each time step (in 1D) or each pixel (in 2D) is divided into J, steps or ﬂozpixels
respectively (see Figure 23). We will use the common scale ratio 4, =2, although

this is not mandatory.
- The value affected to the new time step is the one of the former time step multiplied
by a random multiplicative increment ye .

As a consequence, after 7 steps (the resolution of the cascade is A=4,") the value of a given

time step (or a pixel) is the product of the random factor of each » previous steps of the
cascade. To obtain a UM field of parameter C; and o, one has to use

C 1 /e -
ME =exp [10[115/11‘0} L{o) |/ 207—11 (Eq. 39). L(o)being an extremal Lévy-stable random

variable of index « ( i.e. <exp(qL(0{))> = eXp(q“)) that can be generated with the help of the
procedure given by Chambers et al. (1976).

7.2. Tutorials: simulating UM fields

Question:
Show that the resulting field indeed exhibits a UM behaviour.

Answers:
After n steps, the resolution is A=A¢", and gy, is the product of # terms:

& =TTew (MJ e |2

Hexp[ n(ﬂ")J L) /ﬂh”%

Evaluating the moment of order ¢, we find:

., o1 1/e q&
(&)= TT{ e [ian_(f“q gl(@) ||/ A=

i=1

(HeXp[ ,In (/m D (s

—(q -1)

A‘a -1
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Question:

Use the Scilab function simulate UM to simulate UM fields. Try different C; and o
Implement DTM on those simulated fields. Comment the results. Simulate several fields with
0=0.51 and C1=0.54 and compare with the studied rainfall data (Figure 1)

Answer:

Examples of simulated fields with various C; and o are shown in Figure 54 (in 1D)
and Figure 55 (in 2D). In the 2D case, it is visible that discrete cascades involve straight
construction lines that result in non-physical square structure. To avoid this, it is necessary to
use continuous cascades, obtained by scale densification of discrete cascades. More details
can be found in Pecknold et al. (1993), and Lovejoy and Schertzer (2010a).
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Figure 54 : Examples of 1D simulated UM fields

«=0.5;C,=0.2

w=2; C;=0.05

Figure 55 : Examples of 2D simulated UM fields
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1000 fields of length 4096 were simulated with 0=1.8 and C;=0.5. The DTM
technique was then implemented on each field, and the histograms of the results are shown in
Figure 56. The distribution of « is centred on the value used for the simulations, whereas the
C; tends to be slightly smaller than the value of 0.5 used in the simulations. These
distributions illustrate the fact that UM behaviour is a property that is true on average on an
infinite number of samples. To confirm this, a DTM analysis was performed on average on
the 1000 independent samples (i.e. the samples are up-scaled interdentally and are considered
on average in Eq. 31) and yielded 0=1.78 and C;=0.47, which is very similar to the values
used for the simulations.
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all il
23 24

Figure 56 : Distribution of the estimated UM parameters among the 1000 samples simulated with ¢=1.8
and C;=0.5

Figure 57 displays the renormalized rainfall time series and three samples of simulated
discrete UM fields with the parameters estimated on the actual data (i.e. 0=0.54 and (C,=0.54).
It can be seen that the overall patterns are rather similar.

Rainfall time series

(renormalized to one so that it can be
compared to the simulated fields) ©

|
UL

Simulated 1D UM fields with a=0.51 and C,=0.54

1 Ik l L

Sample 1 Sample 2 Sample 3

Figure 57 : Comparison of the studied rainfall time series and simulated UM fields
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7.3. Levy variables and generalized central limit theorem

Let’s consider # independent identically distributed random variables X;. In the
d
following the symbol = means equality in probability distribution.

The random variables X; are said to be stable fixed point of renormalized sum if for
any integer n 2 2, there exists a positive b, and a real a,, such that :

n d
> X, =bX +a, FEq40

i=1

First, let’s consider a finite variance, i.c. <X 12> < oo, The central limit theorem states

that even if the X; are not Gaussian, their renormalized sum of X; converge toward a Gaussian
distribution X i.e.:

n

. 2K
X=lim*=——-q Eq41

noo b
n

With:

- X is a Gaussian variable
)= <

- b =n",and a, =n<XJ>—<X>

Hence the Gaussian variables are attractive, and constitute a universality class for the
addition of random variables. X is completely independent of the details of the distribution of

Xi. Gaussian variables are stable fixed points with b, =#", and a, =(n _1)<X;>-

The assumption of finite variance can be relaxed in the context of the generalized
central limit theorem. Let’s consider an order of divergence ol (€ [0,2]called Lévy index) for
the moments of the random variables Xj, i.e.:

<qu><oo, for q<a
<qu>:°07 for g > (equivalent to Pr(IXI‘Zs)::S’“ ,s>>1)

In that case, the renormalized sum of X converges toward a Levy distribution L, i.e.:
. 2K

L=lim ‘zlb —a, Eq.42
R

n
=00

With: b, =#"% (and for 021, a, =n(X )—{X))

Lévy variables are stable fixed points of renormalized sums of i.i.d. hyperbolic variables (i.e.
their probability distribution exhibit an algebraic fall-off). Note that for o <1, the expectation
of the Xj is not defined, and the sum is divergent. The Gaussian case is retrieved with o=2.
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8. Conclusions

“Why to accept the relevance of multifractal cascade models to analyse and simulate

geophysical fields extremely variables over a wide range of scales?”

As mentioned by Lovejoy and Schertzer (2010b) there are mainly 4 reasons:

- There is a large and compelling body of evidence to validate this theoretical
framework on various geophysical fields (rainfall, river discharge, hydraulic
conductivity, wind, plankton concentration...)

- This theoretical framework relies on rather simple physically and mathematically
based principle, and enables to explain complex phenomenon without ad hoc models
or reasoning,.

- The most advanced numerical models generate fields in agreement with this
theoretical framework on almost their whole range of scales. So rejecting cascades
models would also mean rejecting numerical models.

- Stochastic models are increasingly needed for application (example: see the shift
from deterministic to ensemble forecast that was witnessed in numerical weather
prediction over the last twenty years).

“What are the remaining challenges?”

Fortunately for scientists of this field this rather simple theoretical framework still
needs some improvements. Here is a list of few challenges that need to be achieved, some
being more theoretical and some being more practical

- Rigorously derive the cascade phenomenology from the governing dynamical
equations of the atmosphere.

- Modify the multifractal framework to better take into account some specific features
of certain geophysical fields (ex: the zeros of rainfall, ....).

- Improve the understanding of the link between the characteristic parameters found
for different geophysical fields.

- Develop sensors and network of sensors to fully grasp the very small scale (<10-100
m) variability of geophysical fields.

- Develop method to implement multifractals in practical applications (ex: weather
forecast, flood frequency estimation, IDF curves, wind turbine optimization, design
of sensors network...) so that it does not remain only a theoretical issue.
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INTRODUCTION

L’objectif précis de cet article est de procédeurg comparaison multi-échelle des
précipitations générées par le modéle MESO-NH ae#les observees par le réseau radar de
Météo-France. Cet objectif s'insere dans une goregtius large : comment valider un modéle
meétéorologique a I'aide de données qui ne sonfqugaément aux mémes échelles de temps et
d’espace et en évitant la double pénalisation halbét résultant d’'une |égere incertitude dans
'espace ou dans le temps ? Cela a conduit a reolieune méthodologie de validatian
travers les échellespatio-temporelles, aton a une échelle donnéee qui correspond a
comparer la variabilité sur une grande gamme dlEhedu champ simulé et des
observations. Si I'extréme variabilité des préeipidns sur une grande gamme d’échelle est
largement admise, il N’y pas encore un consensuksuéthodologie pour la quantifier. Ce
travail est donc aussi une contribution au dévedapgnt de cette méthodologie.

Une motivation supplémentaire de ce travail comespa la question reconnue comme
essentielle dans le dernier rapport du GIEC (Sotorab al., 2007) comment évaluer le
changement climatique et ses conséquences a dekeggbertinentes pour I'hydrologie, et
notamment I'hydrologie urbaine ? Cela répond ctaits & une demande montante des
collectivités locales (AFCN, 2008) qui s’interrogel® plus en plus sur les dimensionnements
a prévoir de leurs ouvrages, qui correspondent brifgues périodes d'investissement et de
durée de vie. La notion de changement climatiquentgéja fait évoluer les modes de
réflexion a ce niveau, il devient donc indispensatibpporter les outils nécessaires pour y
répondre. Notre travail se situe donc pour une ganms le prolongement des travaux menés
dans le cadre de ces projets sur des descentafrantdtes d’échelles (Biaou, et al., 2005 ;
Royer, et al., 2008). Ces descentes d’échelled’amginalité d’étre a la fois statistiques
(comme celles obtenues par des régressions liséairele rang) et a base physique (modeles
de cascade), comme nous allons le discuter. Cepergla posait la question de valider ce
type de descente par rapport a des modeles de éohstle et/ou des données radars. Cette
présente étude est pour une large part un préaatgtte validation.

Ce travail se situe donc de fait a l'intersecti@n3dmodes d’évaluation/représentation
des précipitations, qui ont souvent porté sur daarges d’échelles différentes : les données
radar, les modeles déterministes de météorologielee modeles stochastiques de
précipitation.

Il convient ici de souligner quelques caractérigtis| des modélisations stochastiques
des précipitations. Elles se sont au départ coddsntle fournir une représentation plus ou
moins ad hocdes échelles les plus fines des précipitation®rs k’atteinte des modeéles
déterministes de météorologie - avec les outilshéraatiques alors disponibles (processus
ponctuels markoviens Waymire and Guptal981]). Mais elles se sont progressivement
reposées sur des principes de physique de bada sariabilité qu’elles étaient censées
représenter, notamment autour de la question aedlés Rodriguez-lturbe, et gl1984] et
enfin de l'invariance d’échelld_pvejoy and Mandelbrptl985 ;Lovejoy and Schertzdr985
: Hubert and Carbonnel1988 ;Olsson, et al.1993]. La rupture la plus profonde étant sans
doute intervenue avec 'avénement des modeles fragtiils de précipitationSchertzer and
Lovejoy 1987;Gupta and Waymirel993;Tessier, et a).1993 ;Hubert, et al, 1995;Harris,
et al, 1996;Marsan, et al. 1996;0Isson and Niemczynowjc¥996;Bendjoudi, et al.1997;
Deidda 2000; Desaulnier-Soucy, et al2001; Schertzer, et al.2002;Macor, et al, 2007,
Nykanen, 2008]. Elle correspond a relier l'invadand’échelles a celles des équations
génératrices de la pluie, et non seulement a utuladgphénomeénologique, et donc a un
basculement de modeéles linéaires stochastiquesti¢exdd de structures de plus en plus
petites) vers des modeles fortement non-linéaireed(lation multiplicative des petites

140



structures par les plus grosses). Cette ruptuteage par maints aspects le statut scientifique
des précipitations : percues auparavant comme poi&iae seulement I'objet de statistiques,
elles sont devenues le sujet de débats théorigpaesexemple faut-il Keddem and Chiu
1987] ou nonlfovejoy and Schertzet989] traiter les valeurs nulles des précipitaia part,

y a-t-il [Schertzer and Lovejpy987, 1997] ou norMandelbrot 1989 ;Gupta and Waymire
1993] des comportements universels ?

Nous commencerons par présenter les données égqiaitans cette étude. Ensuite
nous rappellerons les grands principes de I'anatyskifractale qui permet de caractériser la
variabilité a travers les échelles a I'aide d’uéstpetit nombre de paramétres. Enfin, nous
comparerons les résultats obtenus en analyse Ispagiaporelle et spatio-temporelle avec les
deux types de données.

LES DONNEES UTILISEES POUR CETTE ETUDE

Les simulations Méso-NH

Le premier type de données utilisées dans cettdeatarrespond aux précipitations
fournies par une simulation numérique effectuééidld du modéle Méso-NH d’'un orage
Cévenol (intense évenement pluvieux sur le Sudke$d France, au cours duquel plus de 150
mm d’eau sont tombés en moins de 12h) ayant ewteligre le 5 et le 9 septembre 2005.
Méso-NH est un modele de recherche développé caejent par Météo France et le
Laboratoire d’Aérologie (Univ. P. Sabatier, Touleu§rance) l[afore, et al. 1998]. Méso-
NH est un modéle méso-échelle ; il permet de traies événements meétéorologiques a
'échelle mésoscopique, qui correspond a une écheltermédiaire ou les distances
caractéristiques sont de I'ordre de quelques kitogsea quelques centaines de kilométres.
C’est un modele non-hydrostatique, c’est-a-dire lguerme vertical d’accélération n’est pas
négligé dans I'équation de conservation de la dqiéade mouvement. Cette hypothése non
hydrostatique permet d’étre plus proche des équatie Navier-Stokes, et notamment de
résoudre la convection profonde. Cependant le moeket! anélastique, ce qui signifie que les
ondes acoustiques sont filtrées. La résolution migué est assurée par un schéma temporel
de type leap-frog et un schéma d’advection euléfienmodele a déja été beaucoup utilisé
dans le cadre de recherche a I'échelle mésoscofuimeeliste des publications liées a Méso-
NH est disponible sur le site Internet du modéiép://mesonh.aero.obs-mip.fr/mesonh/), et
sa partie physigue a été reprise dans le modeleMiRGQui est vient de devenir opérationnel
a Météo France. La grille utilisée fait 300 *300iles dont la taille de chacune est de
0.0215° (soit environ 2.40Km) en latitude et de284F (soit environ 3.17Km) en longitude.
Les conditions initiales ainsi que les conditionx #imites ont été obtenues a I'aide d’'une
simulation numérique effectuée avec le modele Aep@getéo France) sur une grille de
moins haute résolution dans laquelle était embdtégrille exploitée par Méso-NH. Les
données sont des précipitations cumulées sur desdpaemps d’échantillonnage de 15
minutes sur chaque pixel —alors que le pas de tedepsalcul est de I'ordre de quelques
secondes— obtenues a partir de sept simulatioh8 tleures démarrant toutes les 12 heures

La figure 1 représente I'évolution du taux moyenpdécipitation sur la zone étudiée.
L’absence de pluie au début de chaque simulatibrdes au fait qu’a l'initialisation des
simulations les rapports de mélange des hydronegséa@iace, graupel, gouttelette, goutte,
gréle, neige) sont tous nuls. L’humidité par comtest pas nulle, et va commencer a générer
les hydrométéores assez rapidement (quelques pastengps) si les conditions
meétéorologiques I'imposent, mais il faut cependamtcertain temps (quelques heures) pour
arriver a des précipitations réalistes. Le mangueédlisme de cette mise en route nous a
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conduits a ne pas prendre en compte les deux mesriéures de chaque simulation dans nos
statistiques, i.e. les analyses sont menées sli6lderniéres heures de chaque simulation

e
|

Rain rate (mm/)

0 10 20 an 40 50 60 70 B0 a0
Time (h)

Figure 1 : Evolution de l'intensité moyenne des pr@pitations sur la zone étudiée au cours de I'évenment
étudié pour les deux types de données : simulatidnéso-NH (rouge) et données radar (noir)

Les données Radar

Le deuxieme type de données utilisées dans cefti @orrespond a des mosaiques
radar couvrant la France pendant le méme évenetdeatmosaique radar est une image de
la réflectivité radar sur toute la France, obtepae interpolation des réflectivités mesurées
par les radars du réseau ARAMIS (Parent du Chagdé6). Une mosaique correspond a une
coupe planaire du champ de précipitation, quiwdsain champ 3D, obtenue par interpolations
entre des différentes mesures radar sur un méneé pixrésolution des données est d’'un km
en espace (en moyenne) et de 15 minutes en temps.

En plus des probléemes de mesure de la réflectnatdme les échos de sol, la
propagation anormale ou la zone de fonte, la camede la réflectivité radag)(en taux de
pluie (R) continue de faire débat depuis I'artibistorique de Marshall et Palmer en 1948
(Marshall and Palmer, 1948) qui a proposé uneiogl&n loi de puissance :
z=aR (1).

La grille de conversion proposée par Météo-Franae des données et utilisée dans cette
étude correspond aux choix des paramétr@90 etb=1.59 (z étant exprimé en nfimm™ etR

en mm.H). La généralisation prochaine des radars bipdarifit permettre de calibrer plus
ou moins instantanément ces parameétres (Testudl, 2080, Le Bouar et al., 2001) en
estimant ceux de la distribution des tailles detigsuy a I'aide des réflectivités horizontale et
verticale.

Afin de comparer les résultats a ceux des simulatidéso-NH, nous avons
sélectionné une zone de 512km*512km couvrant leEsidde la France, et correspondant
environ a la zone simulée avec le modeéle. L'évotutie l'intensité moyenne de pluie radar
sur la zone étudiée est comparée a celle Méso-NHasfigure 1. Il y a 2 heures 30 de
données manquantes au niveau du deuxiéme (etpaippic de précipitations, apres un peu
plus de 30h. Méme si il y a des différences emtsecburbes de Méso-NH et les courbes radar,
notamment un facteur 1.5 au niveau du premier piadg plus n’intervient pas précisément
au méme instant, ces intensités moyennes préselg@gid@volutions relativement similaires.
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METHODOLOGIE

Le support de la pluie, c’est a-dire la portionldge du temps ou de I'espace ou il
pleut, est un objet géométrique dont il est possitiestimer la dimension fractale, celle
d’occurrence de la pluidg) (Hubert 1988). On constate une dépendance de dietiension
fractale par rapport au seuil choisi pour défimrfait qu'il pleuve (Lovejoy et al., 1987,
Hubert et al., 1995). Lorsque le seuil augmentesueport (et sa dimension fractale)
d’occurrence de la pluie diminue. Ainsi le champpliée n’est pas caractérisé par une seule
dimension fractale, mais par une infinité ; on @ainsi de champ multifractal. Dans ce cadre
la notion de seuil est remplacée par celle invégiah¥échelle de singularité. Les propriétés
statistigues (moments, probabilité de distributidiyn champ multifractal sont définies par
des lois d’échelle.

On appelleR, le champ de pluie a la résolutiaif=L/l), défini par le rapport entre
I'échelle extérieurd. et I'échelle d’observatioh Numériqguement le champ, R différentes
résolutionsA est obtenu en dégradant étape par étape la tiésolnitiale A du champ
mesurés R Une étape de ce processus consiste a divisatstdution par 2. La valeur
affectée a un pixel de résolutidi2 est égale a la moyenne dés(@ d est la dimension
d’étude du champ, dans cette étude= 1 ou 2) pixels de résolutionqui permettent de le

faire. Il est usuel de prendre comme statistiquesihmpR,® a différentes résolutiok ses
moments statistiques d'ordrg <R, >. Si le champ étudié est multifractal, alors ces
moments sont définies par des lois d’échelle:

<R, >= @ (2)

Ou K(q) est la fonction d’échelle des moments. Cette tfoncest convexe. On peut montrer
(Schertzer et Lovejoy , 1987a) que de facon égeintel les probabilités de dépassement de
seuil, définies a partir d’'une singularité (arbigdly, sont reliées par la relation :

PR, 2 )= (3),

qui définit la fonction codimensioc(y) qui est croissante et convexe. Lorsg(@<d , c(y)
peut s’interpréter comme la co-dimension fractale sdipport ou la divergencel (- «)
champ est plus rapide quéd”. Les fonctionsK(g) et c(y) sont alors reliées par la
transformation de Legendre (Parisi et Frisch, 1985)

Les fonctionsK(q) etc(y) caractérisent la variabilité a travers les édsetlu champ
étudié et dépendent dans le cas général d'uneitinfde parametres. Dans le cadre des
multifractals universels, qui constituent sous desaditions assez géneérales un attracteur
limite pour les cascades multifractales (Schertt@887), ce nombre de paramétre peut étre
réduit a 3 (Schertzer et Lovejoy, 1987a):

- H, le degré de non-conservation, mesure la déperdaméchelle du champ moyen
(H=0 pour un champ conservatif).

- C; mesure l'intermittence moyenne soit le degré deentration du champ moyen.
Plus précisémeng; est la codimension de la singularité moyenne pourhamp conservatif,
c’est-a-dire le complément de la dimension frac@dedu support de cette singularité par
rapport a la dimension de I'espace physigueC,;=d- D;, et doncC;=0 pour un champ
homogene :

- lindice de multifractalitéa (0<ao<2), mesure comment évolue lintermittence
lorsqu’on s’écarte progressivement du champ moyen.

Dans ce cadre I'expression analytique de K(q) eshde par I'équation suivante :

K(q) =%(q” —q)+ Hg (4)
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Des parametres et C; grands refletent des extrémes prononceés. llsdestminés a
'aide de la méthode du double moment trace (DTMvéllé et al., 1991). Cette méthode
repose sur le fait que, dans le cadre des muliifimaniversels, la fonction d’échelle des
momentsK(g,n) du chamR\"™", obtenu en dégradant la puissanadu champ & la résolution
maximale (une analyse avec une méthode DTM modffeieziano, 1999, a également été
faite mais n’apporte pas de changement dans lesat&tn qui suivent), s’exprime aisément
en fonction dex :

<(R/1(,7) )q> = AK@m = K@ (5)

Ainsi a est la pente de la partie linéaire #q,n) en fonction de) dans un graphique log-
log. Dans la suite, la portion de la courbe utdigdur estimea est représentée en trait plein
sur les courbes de déterminationcde

La premiere étape d’'une analyse multifractale ctessouvent en une analyse spectrale. La
présence d'une pente spectr@lerelativement constante sur une gamme de fréquences
(E()=fP) correspond & une premiére confirmation du conepeent scalant du champ étudié.
Le degré de non conservatidd se déduit de la pente spectrdle par la relation

L =1+2H -K(2a) (Yaglom, 1966, Tessier et al., 1993). Une intagiién du « a » est qu'il

existe un champ conservatif,tel que R, 0&,°A". Dans cette étude I'approximation

classique de a par 1 est utilisée.

Les données spatio-temporelles exploitées, a s&vqluie en un certain nombre de
pixels d’'une surface donnée pendant un certain n@ui pas de temps, permettent de mener
trois types d’analyses :

- des analyses spatiales : elles consistent g fa& chaque pas de temps, I'analyse
spatiale 2D du champ de pluie.

- des analyses temporelles : elles consistentr@, fapur chaque pixel, I'analyse de la
série temporelle 1D pluviométrique.

- des analyses spatio-temporelles : elles consiatére directement I'analyse 1+2 D
du champ de pluie.

Pour les trois types d’études, nous avons effecte® analyses échantillon par
échantillon (c’est-a-dire pas de temps par paguhps$ en analyse spatiale et pixels par pixels
en analyse temporelle) et en moyenne d’ensembles @a cas, chaque échantillon est
considéré comme une réalisation du phénomeéne. ly@me faite dans les équations 2 et 5
porte alors sur tous les échantillons dégradéspemtamment et non plus sur un seul. Les
éguations 2 et 5 ne sont a priori valables gu’eganne sur un ensemble infini de réalisation.
Il existe cependant des propriétés plus fortesagaurent une convergence rapide. Ainsi les
analyses « échantillon par échantillon » sont maiolsustes que celles en « moyenne
d’ensemble » qui prennent en compte d’avantagehdi#dlon, mais elles permettent tout de
méme de mettre en lumiére certains comportementsrare d'évolution temporelle ou de
répartition spatiale des parametres. Ayant des é@mmanquantes pour les données radar
pour la période de temps correspondant a la pédeda 3™° simulation, et voulant pouvoir
comparer les résultats entre les deux types deédsnmous n’avons pas fait porter la
moyenne d’ensemble sur cette période, bien quielteesponde au pic des précipitations.
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ANALYSE SPATIALE

ANALYSE DU COMPORTEMENT SCALANT

La figure 2 présente le spectre moyen pour les latimns Méso-NH, et la méme
grandeur pour les données radar. La présence @iange spectrale donne une premiere
confirmation du comportement scalant de la pluies ldeux types de données semblent
cependant présenter une rupture de pente. Pouwlolesées radar, cette rupture aurait lieu
entre les nombres d’onde 25 et 35, soit pour desties comprises entre 14 et 20km. Pour
les simulations Méso-NH, cette rupture est moinslénte et en ajustant comme pour les
données radar deux droites de régression linéaliee aurait lieu pour des nombres d’onde
compris entre 15 et 25, ce qui correspondrait aruptire en espace comprise entre 30 et 50
km. Il serait méme possible de distinguer une d&uri rupture aux alentours du nombre
d’'onde 80. Quels que soit le type de données gatlame d’échelle considérée, les pentes
spectrales obtenues sont inférieures a la dimerdiiochamp (égale a 2 dans cette analyse
spatiale), ce qui signifie que la méthode DTM pslaippliquer directement au champ de
pluie. Dans le cas contraire, il aurait fallu fairee intégration fractionnaire du champ, ou
bien analyser les fluctuations (module du gradidatte dernier (Nykanen, 2008). La figure 3
illustre la premiere étape de la méthode DTe#1L(5, n=0.66 ;1 ;1.52 ;2.31), a savoir la
vérification du comportement scalant a travers aphique log-log du double moment trace
en fonction de la résolution. Le fait que les cioéghts R de détermination des régressions
linéaires deviennent meilleurs, notamment pour deendes échelles, en considérant une
rupture, tend a confirmer la présence de cettaurapte pente et la nécessité de la prendre en
compte. Cette rupture a lieu pour la résoluther82 (soit 25 Km en latitude et 19 Km en
longitude) pour les simulations Méso-NH et pae32 (soit 16 Km) pour les données radar.
Ceci confirme les résultats de I'analyse spectiadeprésence de cette rupture sur les deux
types de données a des échelles spatiales comgmtabtl & montrer qu’il ne s’agit pas d’'un
artefact, mais probablement d’'un phénomeéne physigud’échantillonnage. Cette derniere
cause est possible du fait que nous disposonssentales hauteurs de pluie cumulées sur 15
minutes, ce qui est assez long par rapport a @autden spatiale de I'ordre du kilomeétre.
Cette interprétation serait en accord avec le ebngte le scaling est en moyenne Iégéerement
meilleur (3%) pour les échelles supérieures a 20k pour les échelles plus petites. Ainsi
'analyse de ces petites échelles est certaineiplest complexe a mener avec les données
dont nous disposons, mais sont d’autant moins gegfiles que Zawadzki (1987) estimait a
20 minutes le temps d’auto-corrélation des orages explication de cette rupture a travers
la topographie est a priori exclue, dans la mesurene analyse multifracal menée sur les
données de relief ne met pas en évidence de ryptwraoins entre 2-3km et 150-200km.
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Figure 2 : Moyenne d’ensemble des spectres en ansdyspatiale : Méso-NH (a droite) et radar (& gauche
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Figure 3: DTM (g=1.5, n=0.66 ;1;1.52;2.31) en fonction de la résolutioen graphique log-log pour
'analyse spatiale en moyenne d’ensemble. (& gaugt&mulation Méso-NH (a droite) Données radar. Les
coefficients de régression linéair&k2 pour les grandes échelles, pour les petites édhslet sans prendre en
compte de rupture valent respectivement 0.99, 0.98 0.95 pour les données Méso-NH et 0.99, 0.96 €49

pour les données radar.

ANALYSE ECHANTILLON PAR ECHANTILLON

L’évolution temporelle des différents paramétregemndes et petites échelles pour les
simulations Méso-NH et pour les données radaregsésentée sur la figure 4. Le tableau 1
résume les statistiques classiques des estimal®res parametres (moyenne, écart-type et
coefficient de variations). Il convient de conseteavec prudence ces statistiques pour les
simulations Méso-NH, car elles ont été calculéedesi64 derniers pas de temps de chaque
simulation (pour éviter les problemes d'initialisat du modele), si bien qu’il reste un
intervalle de recouvrement entre deux simulatiamscessives de 4 h et les pas de temps
correspondant interviennent donc deux fois, maisr ieux simulations différentes, ce qui
peut légérement fausser les résultats (en donnamé dertaine fagon un poids double a ces
périodes de recouvrement). Une partie de la fluictnades parametres est expliquée par les
incertitudes sur I'estimation de ces derniers. Eet,een travaillant pas de temps par pas de
temps, le nombre de pixels est assez faible notarere grandes échelles, si bien que les
statistiques obtenues ne sont pas tres fiablescadstate néanmoins que ces grandeurs
fluctuent plus lors de la période de moindre plemtre la 48™ et la 66™° heure. Ceci est
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probablement causé par une influence plus granseffiets de quantification qui conduit a
des incertitudes de détermination plus grandes pd@ameétres multifractals. Il convient
également de noter que les estimationsoadgour le modéle Méso-NH ont tendance,
principalement en grandes échelles, a augmentafisajivement au cours de chaque période
de simulation apres une période de relative stéldiun peu moins de 10 heures, sans que
'on observe cette tendance sur les données radsarpériodes correspondantes. C’est
particulierement visible sur les 3 premiéres etdiat derniere périodes de simulation, qui sont
les périodes de plus forte pluie. Cette augmemtatio est assez génante puisque elle suggére
gue la variabilité spatiale de la pluie simulée lpamodele Méso-NH a du mal a se stabiliser
indépendamment de la durée de simulation du modiéationnons tout de méme qu’en
présence de nombreux pixels sans pluie (comme l€ests au début de chaque période de
simulation Méso-NH), I'estimation de& par la méthode DTM peut présenter certains biaiis g
engendrent une sous-estimationodeDes éléments d’explication sont fournis dansddie

sur I'analyse temporelle. Signalons pour finir dggevaleurs moyennes &0 pour les deux
types de données témoignent d’un champ Iégérensentanservatif.

R —
3 Radar

—

alpha
alpha

& -*h&n’; :1,

(=]

Figure 4: Evolution temporelle des paramétrest, C; et H pour les données radar et les simulations Méso-
NH, en analyse spatiale par échantillon. Grandes Belles (& gauche) et petites échelles (a droite).
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Grandes échelles Petites échelles
Méso-NH Radar Méso-NH Radar
a Cl H (o Cl H a Cl H a Cl H

Moyenne | 0.61) 0.78 0.37 0.78 051 0.34.12| 0.17| 0.70/ 156/ 0.17 0.51
Ecart-type| 0.18 0.20 0.1% 0.7 0.12 0[18.22| 0.06| 0.14| 0.29 0.0y 0.1

NJ

Coeff. de
variation | 29 26 40 22 24 38| 19 38 20 18 43 24
(%)

Tableau 1: Statistiques des paramétrest, C;, etH pour les données radar et les simulations Méso-Néh
analyse spatiale par échantillon

ANALYSE EN MOYENNE D'ENSEMBLE

Afin d’avoir des estimations des parametres mailtifals plus fiables, nous avons mis
en ceuvre la méthode DTM en prenant en compte dgemmes d’ensemble sur les différents
pas de temps. Pour les données Méso-NH, les pasngbs pris en compte correspondent aux
64 derniers de chaque simulation, ce qui signifie tgs pas de temps simulés deux fois (il
reste 4 h de recouvrement entre deux simulatioosessives), sont d’'une certaine fagon pris
en compte deux fois (une fois dans chaque simulatisfin de pouvoir comparer sans biais
les résultats entre les données radar et Méso-NiMeetI'analyse temporelle menée apres, les
mémes pas de temps (avec un poids double pouinsgrtant été pris en compte pour les
données radar. La figure 2, déja discutée, reprédarmpremiere étape de la méthode a savoir
I'estimation deK(q,7). Les courbes de déterminationasont sur la figure 5. Les principaux
résultats obtenus sont dans le tableau 2. Les rgaldeia et C; sont différentes entre les
simulations Méso-NH et les données radar. En eaffettendance a étre plus grandCeplus
petit pour les données radar que pour les simulati€e constat rend assez complexe
l'interprétation en termes d’extréme. Il signifieanmoins que la variabilité de la pluie serait
sous-représentée dans les simulations, mais quateomittence moyenne serait sur-évaluée.
Il est possible de raffiner I'analyse en regard#mt singularité maximale observable

¥, (Hubert, 1993, Royer, 2008), qui est une grandewariante d’échelle. Cette derniére est

définie comme la singularité pour laquelle la coelrsion fractale du suppod(y, dgvient

égale a la dimension du chamgdans I'analyse spatiati=2). Pour les grandes échelles, on
constate que malgré les difféerences de valeurse eles exposants multifractals, les
singularités maximales observables restent comfearab

Evoquons maintenant les résultats pour les peétwlles, dont on rappelle que
'analyse du comportement scalant est plus compiiexéit que la résolution temporelle de
15 minutes n’est pas vraiment adaptée a la résalgpatiale de I'ordre du kilometre. Pour les
deux types de données, on retrouve des différesioeidaires de comportement entre les

gammes d’échellea est plus grand alors qu& et la singularité maximale observabje

sont plus petits pour les petites échelles que pesigrandes échelles. L'estimation de la
singularité maximale observable en petites échelfésrent en fonction du type de données.
Elle vaut 0.60 et 0.84 respectivement pour Mésodtlidour les données radar. Ceci signifie

que le modele a tendance a sous-estimer les extr&me cette gamme d’échelle. Le
parameétrea >1 obtenu quel soit le type de données pour lesgsetichelles évoque le
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comportement non-classique « self-organised criti¢®ak et al., 1988) qui implique que les
singularités ne sont plus bornées. Cette differgmudonde de comportement entre les
gammes d’échelles implique que les statistiquestidep échelles ne peuvent pas toujours étre
déduites des statistiques obtenues a grandes&cheltonvient d’ajouter que les valeurs des
paramétres multifractals estimées pour le radar{ ,C,.6 0.16) sont en accord avec celles
décrivant habituellement la turbulence (Schmit92,9Lazarev, 1994), ce qui attesterait que
la pluie se comporte comme un scalaire passif atilep échelles.

Afin de confirmer ces résultats, il faudrait memwertype d’analyse sur des données
possédant une résolution temporelle bien meilleure.
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Figure 5: Courbes de détermination dea dans la méthode DTM pour l'analyse spatiale en meanne
d’ensemble (sur les différents pas de temps). Mé&tH (a gauche) et Radar (a droite)

Méso-NH Radar
a C H Vs a C H Vs
Grandes échelles 0.54 0.71 0.361.20 0.89 0.45 0.34| 1.06
Petites echelles 1.20 0.14 0.58 0.61 1.62 0.16 0.59| 0.84

Tableau 2 : Paramétresa, C;, H et ), pour les données radar et les simulations Méso-NHn analyse
spatiale, en faisant des moyennes d’ensemble sus lifférents pas de temps

ANALYSE TEMPORELLE

Nous rappelons que les données Méso-NH correspbadanpluie accumulée toutes
les 15 minutes et qu’elles ne sont pas issues deoke simulation durant 4 jours, mais de 7
simulations de 18h et démarrant toutes les 12 bkeaneec des conditions initiales
réactualisées. Ainsi les périodes sur lesquellegepb deux simulations successives se
superposent pendant 6 heures. Tenant compte af'iredativement plus aisé, mais non
indispensable, d’agréger les données par une pgssde 2, nous avons analysé les 64
derniers pas de temps d’échantillonnage (de 15 teshude chaque simulation. Afin de
pouvoir comparer les résultats nous avons pour ushaimulation procédé aux mémes
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analyses sur les pas de temps correspondant modoimées radar. Comme précédemment
mentionné, nous n'avons pas analysé les pas destempespondant a 1&" simulation

Méso-NH car il y avait de nombreuses données ratmquantes a cette période. Nous
rappelons que par analyse temporelle, nous entei@oralyse de la série temporelle de pluie

en chaque pixel du modéle Méso-NH ou de I'imagarad
ANALYSE DU COMPORTEMENT SCALANT

Afin de vérifier le comportement scalant du chantpdi#, nous avons travaillé en
moyenne d’ensemble pour obtenir les courbes dd'dahelle. Il ressort de I'analyse spectrale
(Figure 6) qu'aussi bien pour les données Méso-Nk gour les données radar le
comportement scalant présente une rupture de coempent aux alentours de 1h
(correspondant a un nombre d’'onde d’environ 15urHes données Méso-NH la pente
spectrale est supérieure en petites échelles@ @elgrandes échelles. Le phénomeéne inverse
est observé pour les données radar. Cette rupsireneins visible sur les courbes de
détermination de loi d’échelle (figure 7), mais mahérence avec l'analyse spectrale, les
gammes d’échelles 1h-16h et 15min-1h ont tout deenété étudiées indépendamment. Ceci
permet d’améliorer légerement les coefficients éianination des courbes. Les résultats de
lanalyse DTM en petite échelle ayant été obtenuscaune gamme d’échelle réduite
(seulement 3 points) ne sont pas tres fiablese etenont par conséquent que trés brievement
€évoqués.

En tenant compte des ruptures spatiale (20 Kmgraporelle (1h), il est possible de
définir une vitesse « caractéristique » de I'évémrende I'ordre de 6 m/s. Cette grandeur est
en accord avec la vitesse caractéristique classlgueent de 10m/s, et correspond a un vent
de force 3 sur I'échelle de Beaufort (pour un paiet vue multifractal sur I'échelle de
Beaufort, Kerman, 1993). Sans prendre en compteuptire temporelle, on obtient une
vitesse caractéristique de I'ordre de 24m/s, soitent de force 9, ce qui est tres élevé.

28
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Figure 6 : Moyenne d’ensemble des spectres en ansdytemporelle : Méso-NH (a droite) et radar (a
gauche)
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Figure 7: DTM (g=1.5, n=0.66 ;1;1.52;2.31) en fonction de la résolutioen graphique log-log pour
'analyse temporelle en moyenne d’ensemble. (& geh&) Simulation Méso-NH (a droite) Données radar.
Les coefficients de régression linéairdR2 pour les grandes échelles, pour les petites édbsl et sans
prendre en compte de rupture valent respectivemer2.99, 0.99 et 0.98 pour les données Méso-NH et 0.99
0.99 et 0.99 pour les données radar.

ANALYSE ECHANTILLON PAR ECHANTILLON

La figure 8 présente les résultats pour la derrpéreode de simulations étudiées pour
les grandes échelles. Les phénomenes observégylsbalement retrouvés pour toutes les
périodes de simulation. Le tableau 3 récapituleplascipales statistiques des parametres en
grandes échelles pour cette période, dont la e@diwél avec la codimension -fractale- du
support de la plui€: (C. =1-D., ot D. est la dimension fractale du support de la pluie

calculée sur I'ensemble des pixels). Comme noussleuterons au prochain paragraphe, une
trop grande codimension du support de la pluieothiit un biais dans l'estimation des
parameétres multifractals. En ce qui concef@g on observe une corrélation entre son
estimation et la codimension du support, ce qurespond a une anti-corrélation avec
lintensité. Cette corrélation est plus prononcéardes données radar que pour les données
Méso-NH. Poura, les données radar sont fortement anti-corrélges & codimension du
support, tandis que c’est nettement moins vrai pesidonnées Méso-NH. On retrouve ce
comportement pour toutes les périodes avec lesédsnradar, et de facon moins prononcée
avec les données Méso-NH. Ainsi, les données radasentent un comportement plus
cohérent dans le temps que les données Méso-NHp&aenu des différences importantes
entre les simulations, et des forts écart-typelqu’'a au sein d’'une méme période, les
estimations moyennes deet C; sont probablement entachées d’une large inceetitidionc
difficilement exploitables.

Les disparités trouvées dans l'estimation adeet C; peuvent résulter de causes
physiques et/ou d’incertitude dans l'estimation gegsametres. Avant de poursuivre, il
convient d’expliquer la présence des paliers ipfériet supérieur sur la courbe d’estimation
de a dans la méthode DTM (équation 5 et figure 7). iRter (2008) a montré que les
« transitions de phase multifractales de seconceordSchertzer, 1992), induites par la taille
finie de I'échantillon, font que I'estimation emigue deK(q,n), pour un ordrey (>1) donné
et sur un nombre d’échantillons proche de I'urdiyient une constante,

K(a,7)=(q-Dd  (6)
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au lieu de la loi de puissance théorique, a pdim ordre critique., défini par I'équation :
q7.(a) =(d/C)'"  (7)

ou d est la dimension de l'espace (i.€.,=1 dans le cas de séries temporelles). Cela
correspond au palier supérieur que I'on peut olesesur la figure 7.

Le palier inférieur peut étre expliqué par la préee de nombreux zéros dans les échantillons
etudiés. En effet, ces derniers peuvent correspoadlifait qu’il y a une singularité minimale
(Vi ), €n dessous de laquelle la pluie n'est pas obegfimite de la dynamique du capteur)
ou non enregistrée (probleme de quantification) encore non simulée (limite de
représentation numeérique des nombres : « undesfjo@ans ce cas, la fonction codimension
c(y)devient poury<y,,, une constante, , , la codimension (fractale) du support de la
pluie. Par la transformée de Legendre, la fonatiéchelle des moments est linéaire pour des
faibles valeurs dg (de Lima, 1999). AinsiK(q,7) est une constante

K(q,ﬂ) = (q _1)Cmin (8)

jusqu’a I'ordre critique défini par I'équation :

7-(Q) = (Co /C)"" (9

Ainsi pour des fortes valeurs de la codimensigrRdu support de la pluie, la zone linéaire de
K(q,n) dans un graphique log-log, qui permet d’estimerse trouvera fortement réduite par
ces deux paliers horizontaux correspondamt=n- (q) etn>n. (q), qui de plus introduisent
des courbures transitoires. Ces deux effets coaduédes sous-estimations artificielles de la
penteq.
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Figure 8 : Cartes d’'analyse temporelle pour les pasle temps correspondant a la derniere période de
simulation Méso-NH : simulation Méso-NH (a gauche)kt données radar (a droite). Les coordonnées
exprimées en latitude et longitude des 4 extrémitéke I'image radar sont respectivement 46.3-1.3, 4t1.3,
46.2-8.1 et 41.4-7.5.
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Méso-NH Radar

a C: a C
Moyenne 0.49 0.56 0.57 0.41
Ecart-type 0.29 0.19 0.26 0.17
Coeff. de
variation (%) 59 34 45 4l
Corr. avedCg -0.86 0.85 -0.78 0.83

Tableau 3 : Statistiques des parametrea et C, pour les données radar et Méso-NH pour les la deigre
période de simulation en analyse temporelle échatitin par échantillon.

ANALYSE EN MOYENNE D'ENSEMBLE

Afin d’avoir des estimations plus fiables, et gloa Ipuisse comparer a celles obtenues
dans l'analyse spatiale, nous avons mis en ceuvrethode DTM en faisant des moyennes
d’ensemble sur un grand nombre d’échantillon (teagixels des différentes simulations). La
premiéere étape de la méthode DTM est présentéeefiguet a déja été discutée. Les courbes
de détermination da sont présentées figure 9. Les valeurs trouvéesmeésentées dans le
tableau 4. En grandes échelles, par rapport alys@apatiale, on retrouve pour chaque type
de données, les mémes valeursad€0.54 pour Méso-NH et 0.82 pour radar) et deswal
de C; (0.50 pour Méso-NH et 0.35 pour radar) plus petitéinterprétation de ces résultats
(constance de, variation deC,) requiere de se placer dans le cadre d’'une analysto-
temporelle, qui est introduite dans la section @oig. On peut cependant déja noter que
Meso-NH semble sous-estimer la variabilité de laepkt par contre surestimer légerement
son intermittence moyenne. Concernant les péiithslles, dont on rappelle que les résultats
sont peu fiables compte tenu de la gamme d’échétleites disponible, on peut simplement
noter que comme dans l'analyse spatialest plus grand &f; plus petit que pour les grandes
échelles.
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Figure 9 : Courbes de détermination den dans la méthode DTM pour I'analyse temporelle en pyenne
d’ensemble (sur les pixels des différentes simulatis). Méso-NH (a gauche) et Radar (a droite)

154



Méso-NH Radar

a Cl H (o Cl H
Grandes échelles 0.54 0.50 0.37 0.82 0.35 0.21
Petites échelles 0.73 0.30 0.49 1.16 0.26 -0.01

Tableau 4 : Statistiques des parameétrea et C; pour les données radar et les simulations Méso-Nehn
analyse temporelle et en moyenne d’ensemble

ANALYSE SPATIO-TEMPORELLE

Les modeles spatio-temporels unifiés et scalantplas simples de pluie (Marsan,
1996, Deidda, 2000, Macor, 2007, Radkevich, 20@8)asent sur I'hypothese d’un exposant
d’anisotropie entre I'espace et le temps. Ainsi,siiggérent que les fonctions d’échelle des
moments spatiales et temporelles devraient étqgoptionnelles, c’est-a-dire

K temps(01)
K — _ temps 9
espace(q) 1-H t ( )

Ou H, est I'exposant d’anisotropie entre I'espace eeiaps. Ceci implique dasidentiques

et desC; et H présentant le méme rapport.

C],espace - H espace _ 1 (10)

Cl,temps H 1- Ht

Les résultats trouvés dans les analyses temporetlepatiales aux grandes échelles sont
globalement en accord avec ce cadre théoriqguemmagat pour les données radar. En effet,
pour ces derniéeres le rapp@1 espace/C1 empsObtenu correspond a un exposant d’anisotropie

égale a 0.22 , tandis que le rapp8gtpace/Hiempsméne a urH, de 0.38. Ces grandeurs sont

comparables et compatibles avec la valeur de 1i3cquespondrait a la théorie de
Kolmogorov (Kolmogorov, 1962, Marsan, 1996). Pas tlonnées Méso-NH, le rapport entre
lesC; mene a urH, de 0.30, ce qui en accord avec les données radaevianche le rapport

desH ne permet pas de rentrer dans ce cadre théorigsguil donne unH, de -0.01. Ainsi,

on obtient pour les grandes échelles un bon aabesdlonnées radar avec le modéle spatio-
temporel unifié, mais ce n'est pas le cas pourskenble des parametres des simulations
Méso-NH.

temps

Afin de confirmer ces résultats, des analyses aftamporelles ont été faites. Dans
ces derniéres les dimensions spatiales et tempsrstint prises en compte simultanément.
Nous avons considéré une isotropie parfaite eagr@léux directions d’espace, et un exposant
d’anisotropie espace-temps égal a 1/3 (qui corredadt a la théorie de Kolmogorov, et qui a
été a peu pres retrouvé dans les analyses spetitdenporelle des données). Ainsi dans le
DTM, lors de dégradation du champ, lorsque chadguemkion d’espace est divisé par la
dimension de temps, est divisée pHr'®. Ici nous avons choisd égal & 3, si bien que la
dimension temporelle est divisée par®@'{ = 208our les données Méso-NH, nous avons
considéré des échantillons d&3*2°=243*243*32 pixels. Pour les données radar, nous no
sommes ramené a des échantillons de cette tailledégnadant préalablement les deux
dimensions d’espace d’'un facteur 2. Nous avonaiitéven moyenne d’ensemble avec les
échantillons disponibles pour les deux types dendes.
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La premiéere étape du DTM, qui permet de vérifiecdemportement scalant du champ,
est présentée figure 10. Une rupture a été priseoarpte end = 27 ce qui correspond a
environ 20Km en espace et 4h en temps. Cette eupdur comportement scalant est
équivalente a celles déja observée dans les asalpsdiales et temporelles.

Les courbes de détermination depour les grandes échelles sont en figure 11. Le
tableau 5 fourni les estimations obtenues des parammultifractals pour les deux types de
données en petites échelles et en grandes écliatles qui concerne les données radar, pour
les grandes échelles, nous retrouvons les mémesrsatles parameétres que dans l'analyse
spatiale, ce qui est parfaitement cohérent avecmiadéle spatio-temporelle unifié
précédemment évoqué. Pour les données Méso-NHouebe de détermination de est
nettement moins lisse que pour les données ragmrétméme sa convexité, ce qui entraine
des estimations des parametres moins fiables. @enbluna plus grand que dans I'analyse
spatiale, et ul; nettement plus petit, compris entre celui de Ilggaspatiale et de I'analyse
temporelle. Pour les petites échelles, les estimatse rapprochent de celles trouvées dans
'analyse spatiale. Ce résultat est a prendre gvedence dans la mesure ou la résolution
temporelle initiale des données, qui est trop &ipljoue un réle important.

logiDTMilambda))
% s ? "2
log(DTh{lambda))

1 3 3 H 5 6 0 1 2 3 H F £
log(lambda) logilambda)

Figure 10 : DTM (g=1.5, n=0.66 ;1 ;1.52 ;2.31) en fonction de la résolutioen graphique log-log pour
I'analyse spatio-temporelle en moyenne d’ensemblé gauche) Simulation Méso-NH (a droite) Données
radar. Les coefficients de régression linéair&2 pour les grandes échelles, pour les petites édhslet sans
prendre en compte de rupture valent respectivemer.99, 0.98 et 0.97 pour les données Méso-NH et 0.99
0.99 et 0.98 pour les données radar.
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Figure 11: Courbes de détermination den dans la méthode DTM pour 'analyse spatio-temporé en
moyenne d’ensemble. Méso-NH (a gauche) et Radardeoite).

Méso-NH Radar
a C o C
Grandes échelles 0.68 0.47 0.87 0.42
Petites échelles 1.07 0.21 1.43 0.23

Tableau 5 : Parametresa et C; pour les données radar et les simulations Méso-NHen analyse spatio-
temporelle, en faisant des moyennes d’ensemble.

CONCLUSION

Dans cette étude, nous avons procédé a une amalyidractale de la variabilité
spatio-temporelle de la pluie. Dans le cadre dedtifmagtals universels utilisés, cette
variabilité est quantifiée a l'aide de simplementigs paramétres caractérisant les lois
d’échelle reliant les statistiques du champ deepdudifférentes résolutions.

L’événement pluvieux que nous avons étudié estragende type Cévenol qui a eu
lieu sur la partie Sud - Est de la France du 5 se@embre 2005. Nous avons compareé les
résultats obtenus a partir de simulations numésidages avec le modéle météorologique
meéso-échelle non hydrostatique Méso-NH, et des @krsmadar couvrant cet événement
météorologique.

Il ressort de I'analyse des données radar des wsinols qui constituent une étape
importante en vue de la validation des descenté&shdlle spatio-temporelles et des
simulations multifractales des champs de pluieefi@t le comportement observé présente les
deux caracteéristiques suivantes :

- Une rupture de comportement scalant dans I'apadgstiale a une échelle d’espace
d’environ 20 Km. L’origine de cette derniere estygilque ou bien lié au pas de temps
d’échantillonnage de la mesure. En effet la résmiuiemporelle (15min) des données est trop
faible par rapport a la résolution spatiale qui @stl'ordre du kilometre. Une rupture de
comportement est également trouvée a environ Jetdams I'analyse temporelle.

- La comparaison des estimations des paramétretsfratbls obtenues aux grandes
échelles dans les analyses spatiales et tempoesiiesn trés bon accord avec les prédictions
des modeles de précipitation spatio-temporels ésdit scalant les plus simples, qui reposent
sur un exposant d’anisotropie entre les dimensgpaiales et temporelles. Ce résultat est
confirmé par I'analyse spatio-temporelle directecdamp de pluie.

157



En ce qui concerne les simulations Méso-NH, orowete des ruptures similaires de
comportement dans les analyses spatiales et teli@gor€ertains résultats sont en accord
avec le modele spatio-temporelle unifié, mais itwdent de noter que I'accord est moins bon
gue pour les données radar, particulierement aeanivdu degré de non conservation du
champ. En général, les estimations numériqguegpdesmeétres multifractals présentent des
différences non négligeables avec celles obtenuekes données radar : la variabilité de la
pluie est sous-représentée par le modele Méso-altlig que I'intermittence moyenne est
sur-représentée.

Afin de confirmer ces résultats, il convient de ®renes comparaisons sur d’autres
évenements pluvieux, avec des données dont laut&soltemporelle serait plus grande. I
convient aussi de développer des techniques dastins des parameétres multifractals
robustes a la présence de nombreux zéros, qui coran®el’avons vu peuvent introduire des
biais dans les méthodes classiques.
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7.3Annexe 3: « Quantifying the impact of small scaleunmeasured
rainfall variability on urban runoff through multif ractal
downscaling » (Journal of Hydroloqgy)
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1. Introduction

As the process driving runoff, rainfall is an essential input to
hydrological modelling. Thus, the uncertainty that exists on the
measured rainfall results in uncertainty on the simulated hydro-
graphs. Unfortunately rain is complex to measure because it is a
phenomenon that is extremely variable over a wide range of scales.
The first difficulty is to accurately estimate the rain rate especially
during extreme events, where the range of possible values is huge.
This is a sensitive issue since as pointed out by Vieux and Bedient
(2004), who worked on a 260 km? mainly urban catchment with
radar data, a systematic linear bias in rainfall measurement leads
to non-linear effects on the modelled outlet’s hydrograph. The sec-
ond issue deals with the spatial distribution of rainfall. Numerous
studies (Arnaud et al., 2002; Dodov and Foufoula-Georgiou, 2005;
Faurds et al., 1995; de Lima and Singh, 2002; Rebora et al,
2006b; Singh, 1997; Smith et al., 2004) were performed on rural
catchments to assess the impact of rainfall variability on runoff
modelling. Despite contrasted results depending on the rainfall
event, as well as the catchment size and characteristics, the overall
conclusion suggests a significant impact. In an urban context, with
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0022-1694/$ - see front matter @ 2012 Elsevier B.V. All rights reserved.
http:fdx.doi.org/10.1016/jjhydrol 2012.04.005

smaller catchments and a higher proportion of rain becoming
effective because of greater impervious areas, the effects are en-
hanced (Aronica and Cannarozzo, 2000; Segond et al,, 2007).

The rainfall resolution provided by the standard radar networks
is 1 km, This paper aims at quantifying the uncertainty due to the
unknown smaller scale variability on a semi-distributed urban
model. To achieve that, the following ensemble prediction ap-
proach is adopted:

(i) Ensembles of realistic downscaled rainfall fields are gener-
ated with the help of universal multifractal cascades.
(ii) Ensembles of hydrographs in sewer conduits are then
simulated.
(iii) The variability among the simulated hydrographs is esti-
mated to quantify the uncertainty.

This approach is implemented on the Cranbrook catchment,
which is a 900 ha urban area situated in the east of London, near
the 2012 Olympic facilities. A winter and a convective summer
rainfall events are analysed. This paper focuses on the impact of
small scale rainfall variability, and addresses neither the issue
of the rainfall-runoff model spatial resolution (Aronica and
Cannarozzo, 2000; Lhomme et al,, 2004) nor the errors inherent
to the model.
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1) Introduction

As the process driving runoff, rainfall is an egsdninput to hydrological modelling.
Thus, the uncertainty that exists on the measuasadfatl results in uncertainty on the
simulated hydrographs. Unfortunately rain is comptemeasure because it is a phenomenon
that is extremely variable over a wide range oflexcaThe first difficulty is to accurately
estimate the rain rate especially during extrementesy where the range of possible values is
huge. This is a sensitive issue since as pointethylVieux and Bedient (2004), who worked
on a 260 krh mainly urban catchment with radar data, a systeniaear bias in rainfall
measurement leads to non-linear effects on the heddeutlet's hydrograph. The second
issue deals with the spatial distribution of rainfBlumerous studies (Arnaud et al., 2002;
Dodov and Foufoula-Georgiou, 2005; Faures et 8B51de Lima and Singh, 2002; Rebora et
al., 2006b; Singh, 1997; Smith et al., 2004) wesdgymed on rural catchments to assess the
impact of rainfall variability on runoff modellingdespite contrasted results depending on the
rainfall event, as well as the catchment size ahdracteristics, the overall conclusion
suggests a significant impact. In an urban contexty smaller catchments and a higher
proportion of rain becoming effective because adager impervious areas, the effects are
enhanced (Aronica and Cannarozzo, 2000; Segorid 2087).

The rainfall resolution provided by the standardaranetworks is 1 km. This paper
aims at quantifying the uncertainty due to the wvkm smaller scale variability on a semi-
distributed urban model. To achieve that, the fellg ensemble prediction approach is
adopted:

() Ensembles of realistic downscaled rainfall delare generated with the help of universal
multifractal cascades

(i) Ensembles of hydrographs in sewer conduitslaee simulated

(iif) The variability among the simulated hydroghsgs estimated to quantify the uncertainty
This approach is implemented on the Cranbrook oa¢ch, which is a 900 ha urban area
situated in the east of London, near the 2012 Oigrfgxilities. A winter and a convective
summer rainfall events are analysed. This paparsis on the impact of small scale rainfall
variability, and addresses neither the issue of riiefall-runoff model spatial resolution
(Aronica and Cannarozzo, 2000; Lhomme et al., 2004 the errors inherent to the model.

The paper is organized as follows. The rainfalluinpnd especially the downscaling
techniques implemented are described in sectidm@ semi-distributed rainfall-runoff model
of the Cranbrook catchment is presented in se@iofhe results of the ensemble prediction
approach are discussed in section 4.

2) Rainfall input
2.1) Data description

Two rainfall events are analysed in this paper:iatev frontal one that occurred on
February 8, 2009, and a summer convective one that occumetlly 7', 2009. The data are
obtained from the Nimrod mosaics, a radar prodéthe® UK Meteorological Office. A radar
mosaic is a map of the rain rate obtained by imtatphg the rain rate measured by all the
C-band radars of the UK network. In the Nimrod mssing (Harrisson et al., 2000) the
variations in the vertical reflectivity profile amdrrected by considering an ideal profile for
each radar pixel that takes into account the frepfevel height (from UK Met. Office
mesoscale model) and cloud top height (from Metelbsamagery and mesocale model). An
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adjustment with hourly rain gauge data is alsogreréd. The data resolution is 1 km in space
and 5 minutes in time, and square areas of sizarB4during 21 hours are studied in this
paper. Fig. 1 displays the total rainfall depthlfoth events. The convective nature of the July
event is clearly visible with very localized railifeells. The northerly coordinates are slightly
different for both events because the studied asaselected to capture the heaviest rainfall.
The temporal evolutions of the average rain ratr tive studied areas are shown in fig. 2.
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Figure 1: Map of the total rainfall depth (mm) bktstudied area for the February (left) and
the July (right) events. The coordinate systerhésBritish National Grid (units: m).
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Figure 2: Time evolution of the average rain raterahe studied area for the February and
the July events.

2.2) Multifractal analysis

Rainfall is extremely variable over a wide rangeschfles. It is becoming rather
standard to understand and simulate this varighwith the help of multifractals (for recent
reviews respectively in geophysics and hydrologg Sehertzer and Lovejoy (2011) and
Schertzer et al. 2010) , which rely on the conadptnultiplicative cascade (Deidda, 2000;
Gupta and Waymire, 1993; Schertzer and Lovejoy,7498987b). It should be mentioned
here that the details of the multifractal modeldusethis study are not the main focus of this
paper and will therefore be presented succinchtythat framework, the statistical moments
of arbitraryg-th power of the rainfall fieldR, at the resolutioml (=L/I, the ratio between the
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outer scale of the phenomenon and the observatiale)sexhibit a scaling behaviour (< >
denotes ensemble average):

<RI>=NW<RT> (1)
whereK(q) is the scaling moment functiok(q) quantifies the scaling variability of rainfall.
The statistical moments are the Mellin transfornthef probability distribution which has two

consequences (Schertzer and Lovejoy, 2002, 201r$}lyi-the scaling of the former implies
the scaling of the latter and the other way arourdEq. 1 is equivalent to:
PR, 2RV )= A" (2)
c(y) being the codimension function of the singulagtysecondly, their respective scaling
exponentdK(q) andc(y) are related by a Legendre transform (Parisi amghF1985). Eq. 1 is
a priori valid only on average on an infinite saepf realisation. Here the 2D map of each
time step is upscaled independently, and the 2b& Steps are taken into account in the
ensemble average. We chose the specific framewérkinoversal multifractals (UM)
(Schertzer et al., 1987a), because they corresponithe stable and attractive limits of
nonlinearly interacting multifractal processes.(aemultiplicative generalization of the limit
theorem) and are therefore defined with the helprdy a few parameters having a strong
physical meaning (Schertzer et al., 1997). Duiése properties, they has been extensively
used (Desaulnier-Soucy et al., 2001; Harris etl@P6; de Lima and Grasman, 1999; Lovejoy
and Schertzer, 2007 for a review; Marsan, et a0961 Nykanen, 2008; Olsson and
Niemczynowicz, 1996; Royer et al., 200B)q) can be described with the help of only three
scale independent parameters (UM parameters):
- H, the degree of non-conservation, which measuresstiale dependency of the average
field (H=0 for a conservative field);
- C,, the mean intermittency co-dimension, which measuhe average sparseness of the
field (e.g. rain rate). More precisel@; is the fractal co-dimension of the portion of fredd
exceedingy,, the singularity corresponding t=1. A homogeneous field fills the embedding
space and has,=0;
- a(0=<a<2), the multifractality index of the field measurelet variability of the
intermittency, i.e. its dependence with respedh&considered level of activity. Wher0,
there is no such a dependency: all activity letalge the same intermittency and the field is
fractal, i.e. it is defined with the help of a ungjfractal dimension.
A more rigorous, but less intuitive descriptiontioése parameters, is given in section 2.3.1. In
this frameworkK(q) has the following analytical expression:
K (a) =i(q" -g)+Hg  (3)

a-1
It can then be shown that larger values of parameteand C; corresponds to stronger
extremes. The Double Trace Moment (DTM) techniguavéllée et al., 1993) is used to
estimate these UM parameters.

Fig. 3 displays eq. 1 in a log-log plot for the yJ@vent. The straight lines (the
coefficient of determinatiof? is equal to 0.98 on average), whose slop&(@, indicates a
good scaling behaviour on scales ranging from @4td&m. Similar curves (with averad®
equal to 0.96) are found for the February evente Estimates (which are used in the
downscaling of the field) of UM parametefs, a andH are respectively 0.14, 1.62 and 0.56
for the February event and 0.49, 0.92 and 0.5Th®July event. The differences between the
parameters reflect a stronger intermittency anaget multifractality for the convective than
for the frontal event. The zero values (either rassociated with a threshold of detection of
the radar) could influence the estimates of UM peaters (Gires et al., 2010). Nevertheless,
this is not the case for these two selected rdiefants. This was checked by simulating a
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UM field, truncating it to reproduce the same patage of zeros, and analysing the new
field. It appeared that is slightly underestimated (by roughly 6 and 12dvorespectively the
February and the July event) a@d is properly retrieved. Concernirtd, we find it to be
different from 0, which reflects a non-conservatigenoother and more correlated field. A
physical explanation of this is a complex issuechhwe are currently investigating, and will
be the topic a future paper as the focus here isthm multifractal model. A possible
interpretation is that the conserved quantity migbit be directly the rainfall rate but another
guantity such as the total water amount in the aphere. There are also indications that the
estimated value dfl might be partially affected by the presence of atous zeros (i.e. non
rainy areas). It should be mentioned that numesutbhors foundH#0 for rainfall. For
instance de Montera et al. (2009) analyzed higbluésn rainfall time series for different
French rainfall events and foumtiroughly equal to 0.5. Tessier et al. (1993) aredydaily
times series of 30 French rain gauges and fadmeD.35 for large scale (16-4096 days).
Verrier et al. (2010) did multifractal space an&éysn radar data for African monsoon rainfall
event and foundd roughly equal to 0.4. Nykanen (2008) and Nykaned Harris (2003)
analysed radar data of 5 heavy rainfall eventh@Rocky Mountains. In these papers they
computed the time evolution &f, which ranges from 0.31 to 0.61.
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Figure 3: Illustration of the definition of the dicey moment function for the July event. The
coefficient of determination of the linear regress are all greater than 0.98.

2.3) Rainfall downscaling implemented in this paper

2.3.1) Presentation of the downscaling techniques

Multifractal cascades models are intrinsically dewading models (Schertzer and
Lovejoy, 1987a; Schertzer et al., 2010). At thairlier stages, they were essentially used to
analyze and simulate precipitations. However, thegre progressively applied to
precipitation downscaling (Biaou et al. 2003, Daida000; Ferraris et al., 2002; Olsson et al.,
2001; Rebora et al., 2006a; Royer et al., 2008)hik paper, the rainfall variability is studied
in the framework of universal multifractals whicls well suited to the problem of
downscaling (Biaou et al., 2003). Indeed, the dmahisg implemented here basically
consists in continuing the cascade beyond the soélebservation. The underlying
assumption here is that the scaling features ifilethtover the range of scales 1 km — 64 km
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also hold for higher resolutions. This assumpti@s lextensive support in the literature
(Mandapaka et al., 2009; Menabde et al., 1997).

More precisely, the UM parametexsandC; are estimated for each event based on the
available radar data with a resolution ranging frbomo 64 km (see previous section). Then in
the spatial downscaling (left part of fig. 4) threeps of a random discrete multiplicative
cascade with the same UM parameters are perfor@mel step consists in dividing the pixels
into )\Xyz pixels (here\,y = 2). The value affected to the new “child” pixelthe one of the
“father” pixel multiplied by a random factor. Ascansequence, after 3 steps the value of a
given pixel is the product of the random factoreafch 3 previous steps of the cascade
multiplied by the value of the corresponding rageel. The final resolution of the field is
125 m in space and 5 min in time. To respect tmstraints of universal multifractal statistics
(i.e. eq. 1), which enable the generation of réalsmall scale variability, the random factor

ciny)) < | ,
must be set equal &xp| ——>~| L(a)|/A,e-1. L(a)is a an extremal Lévy-stable

-4

random variable of Lévy stability index ( i.e. <exr(qL(a'))> = exr(q")), which corresponds

to a mathematical definition of the multifractalitydex presented in section 2.2. This index
characterizes the family of the cascade generatw. Lévy-stable variabld.(a )s easily

la
generated with the help of the algorithm given dyaf@bers et al. (1976{%}
rescales the amplitude of the Lévy variables taiobthe desiredC;, which is therefore a
measure of the fluctuations of the cascade germeratvlore details about generating
multifractal fields can be found in Lovejoy and 8dizer (2010) and Pecknold et al. (1993).
Apart from the spatial downscaling which servesheatas a first brush approach to
downscaling, a spatio-temporal one is also tegtigtit(part of fig. 4). It relies on the same
principle as the spatial one, except that the tealpand spatial resolutions are improved at
the same time. In the framework of the simplesicegiane scaling model that relies on a
scaling anisotropy coefficieti; (Deidda, 2000; Gires et al., 2011; Macor et Q72 Marsan
et al., 1996; Radkevich et al., 2008,), when lesgite divided by,y, then durations should
be divided by\; = A,y 1" . Relying on Kolmogorov theory (1962) and assunthag rain cells
have the same lifetime like eddies, it is possiblshow that; is expected to be equal to 1/3
(Marsan et al., 1996), which means (Biaou et &Q3} the length will be divided by 3 and

durations by 2 2= 208 Here for each pixel, two steps of spatio-tempdmavnscaling
are implemented, which means that the final reswlutwhich will be used in the
hydrological model) of the field is 111 m in spaced 1.25 min in time.

For both spatial (2D) and spatio-temporal (3D) dsegaling, we tested whether or not
to normalize the sub-cascade associated to eaah pacl. If normalization is implemented
the exact rain rate measured by the radar is vettiafter aggregating the downscaled field up
to the radar observation scale of 1 km and 5 nhitihe normalization is not implemented this
property is true only on average. There has betm@ lasting debate over the respective
virtues of implementing (corresponding to a micemanical conservation) or not (canonical
conservation) normalization. The normalized fieddlikely to be preferred by practitioners,
but is less consistent with the theoretical framgwwaf multifractals as it will impact the
correlation structure for distance larger than the@ar pixel size and more importantly may
limit the appearance of large singularity at snsathles. Furthermore Schertzer and Lovejoy
(1989) pointed out that the micro-canonical asswnptcombined to scaling rather
corresponds in fact to a “pico-conservation”, whistat the same time too demanding (strict
conservation at all scales) and limited to a unidueension (an intersection of the process
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with a lower dimension is not micro-canonical, etpe 1D components of a 2D
microcanonical process are not microcanonical)aAsonsequence, 4 types of downscaling
are implemented and tested: 2D, 2D_n, 3D and 3Dwimere the _n means that it is
normalized). Since the downscaled rainfall fields generated randomly, ensembles of 100
samples for each type of downscaling will be usetthé following.

It should be mentioned here that whereas the elamegenerators and corresponding
multiplicative factors of the downscaling of twonsecutive time steps are independent, i.e.
the cascades over each pixel are independent,civasdaled variables are interdependent
because the these factors were applied to commgerlacale structures from which they are
generated. In this paper, we used the pedagogichsiaplistic discrete cascades, instead of
the more adequate continuous cascades (Schertatdr, 4987a). The main advantages of
continuous cascades, which are a little bit morelired than discrete ones are that they
respect causality (Marsan et al., 1996), as welhasusual metric and Galilean invariance
(Schertzer et al., 1997). They therefore do notegae structures with unrealistic straight
lines like discrete cascades do. However, the nhegatonsequences of using discrete
cascades are not too much drastic over only twthime steps and if we do not perform
forecasts.

Fig. 3 displays the definition of the scaling momamction (eq. 1) of the field and
one sample of the downscaled field (2D and 2D_nYifferent momentgj in a log-log plot
for the July event. Similar curves are obtainedtfar February event. The straight lines (the
coefficients of determination are all greater tl@a®7), whose slope is(q), indicate a good
scaling behaviour. As expected, the downscalingegesented by an extension of these
straight lines to finer scales, which shows tha¢ ttownscaled fields exhibit the same
statistical behaviour. No data at higher resolutimare available for these events to enable
further confirmation of the reliability of the dowecaled field

An example of the downscaled field for an arbitranye step over the studied area of
Cranbrook is presented in fig. 5. The same cola@letpe is used for both the radar and the
downscaled field so that they can be compared. éffeet of the downscaling that creates
greater or smaller rainfall rate inside a giverargaixel is visible, especially in the south.

Spatial Spatio-temporal
downscaling downscaling

Measured or
deterministically
nowcasted

Multifractal analysis
2> aandC,

Stochastic
downscaling for
each pixel
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s
s

Figure 4: lllustration of the spatial (left) andasip-temporal (right) downscaling technique.
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Figure 5: lllustration of the downscaling of thenfall field over the Cranbrook area for an
arbitrary time step of the February event and al@@nscaling.

2.3.2) Comparison of the downscaling techniques

Before continuing, the 4 types of downscaling reghes tested should be compared.
This involves comparing the fields obtained aftest@ps of spatial cascades (a map of 8 * 8
pixels) and 2 steps of spatio-temporal cascadesof@ecutive maps of 9 * 9 pixels),
generated with the help of the same UM parametBEng. results are discussed for the
parameters of the February event, but similar emichs are found as with the July event. To
achieve the comparison 10 000 samples of 2D andidcascades are generated, and the
mean and maximum values are retrieved.

The probability distributions of the mean value® aather symmetric and the
fluctuations around the average over all the sasn@ee equal to 0.25 and 0.13 for
respectively the 2D and the 3D non-normalised assahemes. The fluctuations around the
average are not negligible, and are lost when niisimg the fields. However, it should be
mentioned that when a not-normalized cascade scieimplemented, the total rainfall depth
over the whole Cranbrook area (=19.14 mm for therlay event) estimated with the radar
is retrieved since numerous (256 time steps * 4largixels) sub-cascades are generated,.
Indeed, averaging over the 100 samples of downddaéd we find 19.14+0.07 mm and
19.14+0.04 mm respectively for the not-normaliz&d&hd 3D downscaling techniques. This
means that the hydrological consequences obsertied wsing the not-normalized field are
due to a change in the spatial distribution of fedirand not to a change of total rainfall
amount.

The excess distribution functions of the maximurluea for the four cascade schemes
are displayed in figure 6. The first conclusiorthiat, as expected (the ratio between the initial
and the final resolution is greater in space ame tior the 3D than for the 2D scheme; 9 to 8
in space and 4 to 1 in time) greater values arergéed with the 3D scheme, in terms of
mm/h over a pixel during a period of time. Nevelglss to actually compare the two schemes
in terms of potential hydrological consequencese#ms more relevant to compare the 2D
and 3D scheme at the same temporal resolutionfifthé spatial resolution are similar for
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both schemes). Therefore we considered the totalatof rain per pixels of the 3D scheme
(i.e. the sum of the contribution of the 4 timepste@ver each pixel). The curve is denoted
3D->2D and plotted fig. 6. In that case the maximunugalgenerated are smaller than for
the 2D scheme. Given that rainfall is a space-foreeess, it means that implementing the
simpler 2D scheme might lead to extreme valuestgréhan the one obtain with the more
realistic 3D scheme. This is due to the fact thagneif the extremes are greater for the 3D
scheme, they remain valid during only 1.25 min wlsrthe one in the 2D scheme remain
valid during 5 min. In the 3D case the extreme &alare indeed not generated over the same
spatial pixel. Concerning the differences betwdmnrtormalized and not normalized field the
distributions are quite similar. Nevertheless i d& noted that, for normalized fields this
distribution is slightly more concentrated (smalfeaximum values and greater minimum
values).
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Figure 6: Excess distribution function of the madimvalue of the field obtained after 2 steps
of spatio-temporal cascade and 3 steps of spasdacde with the UM parameters of the
February event.

3) Presentation of the rainfall - runoff model aage study

The case-study area chosen to perform the testei€ranbrook catchment in the
London Borough of Redbridge. The Cranbrook catchingea tributary of the Roding River
that starts at Molehill Green and discharges ineothames at Barking Creek. The Cranbrook
catchment has a drainage area of approximatelyh@0@Q is approximately 5.75 km long, of
which 5.69 km is culverted. The catchment is preidamtly urban with several parks (it has
two lakes) and playing fields. This area has aohysof local flooding. The computational
rainfall/runoff model used was provided and calibdaby Thames Water Ultilities Ltd (2002)
and includes the major surface water sewers aratiassd ancillaries that drain to the River
Roding. The area is divided into 51 sub-catchmé@mith areas ranging from 1 to 62 ha) that
are considered homogeneous. The simulations wered®&ut using the Infoworks CS urban
drainage simulation software (Wallingford Softwa2809). The simulation parameters were
maintained unchanged for all simulations.

The version of Infoworks CS used here does notpoeelar data as rainfall input.
Therefore rainfall variability was taken into acobuy inputting a different time series for
each sub-catchment. The average square root cfullveatchment areas is 380 m, which is
greater than the downscaled rainfall resolutiod28 m or 111 m (according to the technique
used). This means that some information is logheprocess. Further investigations with a
finer rainfall-runoff model and involving a bettegpresentation of surface flow (Maksimovic

171



et al., 2009; Schmitt et al., 2004), should be grentd to fully take advantage of the rainfall
downscaling. In order to evaluate the rainfall tisegies corresponding to a sub-catchment,
the area of intersection between the sub-catchrardteach downscaled pixel;f was
estimated with the help of a GIS. Then for eacletstep the rainfall ratd] is estimated as
the weighted sum:

R=ARIYA @)

where R; is the rainfall rate of the downscaled pixels. Th&al rainfall depth during the
February event for each sub-catchment is displayéd. 7. It ranges from 16 to 23 mm. The
rainfall distribution exhibits a similar spatial tpern for the July event, but with greater
variation between the sub-catchments (from 4 tania).

The study is done by analysing the hydrographsmftbnduits. They were selected so
that they cover a wide range of characteristic tlemd_q45), defined as the square root of the
area drained by the conduliiy, is small for upstream pipes and larger for dovasstr pipes.
The relevance of this parameter will appear inisec#. The characteristic lengths of the
selected conduits (see fig. 7) range from 370 t029.
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Figure 7: The Cranbrook study case. Total rairdafpth during the February event for the 51
sub-catchments. The black lines represent the rneatehderground sewer system.
4) Results and discussion
4.1) Impact of measured rainfall variability
In this section, the hydrographs obtained by usiregradar distributed rainfall data

(with the index ‘radar’) or the average rainfalleovthe whole Cranbrook catchment (index
‘avg’) are compared. We focused on the peak flol) @hd evaluated the relative error:
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I:)Favg - I:)Fradar
)
PF

radar

for each selected conduit. Fig. 8 displays theltess a function of the characteristic length
of the conduits. It ranges from -30 to +21% for Bebruary event and from -65 to +349% for
the July one. These values are large and certeamyiot be neglected, which means that there
is a need to generalize the use of radar (seelEetfal., 2004, for a roadmap), or dense rain
gauge networks, in order to properly simulate aoslsfply manage flows in sewer systems
more efficiently. The relative error is negative fmnduits 1, 2 and 10 (the outlet), positive
for the others. This is not surprising since thavmest rainfalls were located in the South
during this event, which means that consideringaherage rainfall corresponds to virtual
transfer of water from the South to the North. Hbbsolute value of the relative error has a
general tendency (clearer for the February eventletrease withg, which is not surprising
since greater drained areas generally tend to dhmpffect of rainfall variability. A deeper
analysis of this dependency is performed in secti@®. For the July event the outlet is very
sensitive to the rainfall resolution and the dargpeffect that should be observed is not
present because the nearest sub-catchments relceileaviest rainfall. Finally it should be
noted that some differences in terms of total vausne observed. They are due to the fact
that the coefficients of imperviousness are notsidume for all the sub-catchments (generally
smaller in the northern part of the Cranbrook area)
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Figure 8: Relative error dPF,yy with regards taPFraqar @s a function of the characteristic
length (42) Of the conduit.

4.2) Impact of small scale unmeasured rainfallatality

In the previous section, it was found that the remade by considering the average
rain over the whole Cranbrook area rather thanr#iwar distributed rainfall could not be
neglected. It is expected that the same kind abrewill occur between the 1 km radar
resolution rainfall and higher resolutions. Unfortely no rainfall data are available to
directly confirm that statement. To overcome thiffiallty the field is stochastically
downscaled. For each type of downscaling technigue,ensemble of 100 samples was
generated. The statistical analysis of the cormedipg ensemble of simulated hydrographs
enables the quantification of the potential undetyadue to the unknown small scale rainfall
variability.
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4.2.1) Analysis of the peak flow

Before analysing the whole hydrograph, we firstubon the peak flow, which is of
prime interest in the management of sewer systé&mseach sample the peak flow and its
occurrence time was estimated. Histograms of thek glow distribution among the 100
samples with the 2D and 3D downscaling technigeed@played in fig. 9 for conduit 2 and
the February events. The patterns of these histegeae representative of the other conduits
and event. In order to quantify the variability amgahe samples, the classical coefficient of
variation (i.e. the ratio between the standard atexm and the mean) is typically used.
However in that specific case, it is more relewantefine a coefficient of variatioGV’ with
the help of the 10 and 90 % quantiles (denotedexsly PFy; and PFqg) to take into
account the non gaussianity, in particular the siess, of the histograms (more pronounced
for the spatial than for the spatio-temporal dovating). CV’ is defined as follows:

CVI: PFO.Q B I:)FO.l (6)
2*PF
CV’ quantifies the uncertainty associated to the umknbigh resolution rainfall variability.

radar
The use of percentages allows for comparison ofrélalts for all the conduits despite the
differences in the values of the peak flow.
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Figure 9: Histograms of the peak flow of the 10éhgkes for conduit 2, the February event
and the 2D and 2D downscaling.

Fig. 10 show<V’ vs. L4, for the 4 types of downscaling and both event® dider of
magnitude ofCV’ is comparable to the relative error between aestamd radar rainfall (fig.
8), which was expected. Concerning the differeroesveen the downscaling techniques,
mainly two points should be highlighted. First, whée field is normalized so that it equals
the measured radar rainfall at the observed raealuwf 1 km (either in 2D or 3D), the
uncertainty is slightly smaller than when it is n®his is expected since the normalization
smoothes a little the natural behaviour of the adsc Second, the uncertainty is greater for
the spatial downscaling (2D and 2D_n) than forgpatio-temporal one (3D and 3D_n). This
reflects the fact that in the more realistic sp&dimporal downscaling the variability (at
similar scale) generated is smaller than in theigpane (as previously mentioned in section
2.3.2). It means that the greater uncertainty atddbwhen implementing the spatial
downscaling is likely to be an overestimation. Boe February event, CV’ clearly decreases
with Lgs Which is quite natural since a greater drainesh awill smooth the effect of small
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scale variability. A power law fit to this decreas#l be investigated in the next section. This
tendency is also observed for the July event, ésg tlearly, especially for the outlet. This is
likely to be due to the fact that the heaviestfedis are very localized and near the outlet,
which makes it very reactive. It is interestingniate that despite the coarse resolution of the
rainfall-runoff model (the average square root loé tsub-catchment area is 380 m) with
regards to the downscaled rainfall resolution (@2%r 111 m), the uncertainty due to the
unknown small scale rainfall variability cannot beglected. It suggests that this type of
ensemble prediction approach should be implememeteal time monitoring of sewer
systems.

Finally, it should be mentioned that the effecttba timing of the peak flow is very
limited. Since the order of magnitude of the valtigbwas about few minutes, it was not
investigated further.
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Figure 10:.CV’ as a function of the characteristic length for both events.

4.2.2) Analysis of the hydrographs

In this section a similar approach was developeti,only for the peak flow, but also
for the whole hydrograph. Twenty hydrographs, eahn the peak flow, arbitrarily selected
among the 100 generated are plotted on fig. 1kdoduit 2, for both events under the 3D
downscaling scheme. The variability inside the erde of simulated hydrographs is visible.
In order to clarify these curves, for each timepsthe 10, 50 (median) and 90% quantiles
were estimated, which enables the generation ofdhesponding temporal evolution of the
flow (respectivelyQo.ot), Qos(t), Qo.a(t)). Fig. 11 displays these curves &@dqarfor conduit
2, both events and the 3D downscaling. Similar esirare obtained for other conduits and
types of downscaling. For the February event, it loa seen that the uncertainty observed for
the peak flow is also observed for each smallekp&he median@ys) is also very close to
Qradar (the curves almost cannot be distinguished). RerJuly event the situation is more
complex. First of allQp s is not always similar tQ.qar This is probably due to the fact that
the histograms of the distribution for each timepsare more skewed than for the February
event. MoreovelQp 1 and Qoo are quite different which means that the rangeeafistic
scenarios covered with the rainfall downscalingvide, and that there is a huge uncertainty
on the actual flow (the one with a perfectly knowamfall). This result suggests that for this
type of convective event, the observed resolutifohkan is not fine enough.
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Real time management of sewer systems, includingcésting, could benefit from
taking into account the uncertainty associated whk unknown small scale rainfall
variability. These applications require short comapional time, which is especially critical in
times of flooding. Indeed, one of the critical asgeof flood forecast for emergency
management purposes is the period of time availadt@een the acquisition of data, such as
rainfall, and the results obtained by hydraulic Wemions. Therefore, data transmission,
rainfall forecast and hydraulic simulation of theidage system need to be fast, reliable and
as accurate as possible in order to get the basilge estimation of inundation extent, depth
and peak time with sufficient time to permit sugfakoperational responses (Simdes et al,
2010). It is not at the moment possible to generH®® samples and simulate the
corresponding hydrographs in the sewer system enattailable time (it takes roughly one
hour on a standard laptop). In order to avoid ddimgse simulations in real time (where
computational time is critical), in the followinQ,, is investigated as a function Qkadas

with the aim of determining a standard relationwsstn these variables, which could be
directly used for assessing the uncertainty assstiaith the unknown small scale rainfall
variability.

The first step is to look a&f,, VS. Qradarin @ log-log plot. Fig. 12 shows this plot for
conduit 2 during the February event and for a 3Wmkraling. It should be mentioned that
only the time steps wheQraga(t)>PFradaf10 are considered, to avoid taking into accourdlsm
flow values which are not relevant here. Similastplare found for other conduits and types
of downscaling. The graphs seem to exhibit a limedtern, which means th&l,, andQradar

are linked by a power law of coefficieraandb defined as follows:

Q0.9 = eradara (7)
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For the February event, the coefficient of deteanon of these linear regressions is equal to
0.9940.01 on average (depending on the conduitdtantlpe of downscaling) which means
that the power law relation is appropriate. For thdy event this average is equal to
0.95+0.06, which remains good. On some of the émg{lots it should be mentioned that
some “loops” appear (slightly visible in fig. 12Jhey correspond to the increasing or
decreasing portion of the same peak, which do xtobé the same behaviour (the differences
betweenQ,, and Qu.q4ar are greater for a decreasing flow). The linearesgion does not

allow us to model this effect, but rather providesaverage measure of the uncertainty.
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Figure 12: Log-log plot of Q. VS. Qradar fOr conduit 2 and the 3D downscaling of the

February event. The coefficient of determinatiortha linear regression is 0.99, amé@ndb
are respectively equal to 1.01 and 1.21

The values of exponerd are displayed as a function bf, in fig. 13. The 95%
confidence intervals are greater for the July evmdause the coefficients of determination
are smaller, and also because fewer points aradsyed in the linear regression (the peak
flow lasts roughly 1 h whereas it lasts 5 h for Bebruary event). The first striking feature is
that they basically do not significantly dependtba type of downscaling used. There is also
no clear evidence of any dependenceLgn The average value @f is roughly 1.0 for the
February event and 1.1 for the July one. Theseegahre quite comparable despite the
differences in the nature of the events. Note th&d very close to 1, i.e.Q,, iS almost

linearly related taqa¢ It is likely to be due to the fact that, as athganentioned, the spatial
resolution of the model does not enable one tqy fidlke into account the generated rainfall
variability. Similar behaviour is observed @, .
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Figure 13:a vs.Lgas for both events. The vertical bars correspondhéoconfidence interval for
the 2D downscaling. They are representative obther types of downscaling.

As for the values ob, they are displayed on fig. 14 as a functiorLgfin a log-log
plot. The graphs seem to exhibit a linear behawahich mean$ would be related tbq, by
a power law of coefficients andd, defined as follow:

b=dL,* (8)

For both events, conduits 8 and 9, which are lacatehe North of the catchment where the
rain rates are much lower than elsewhere, areak@ntinto account in the linear regression
because they would significantly worsen it. For thebruary event the coefficients of
determination of the linear regression range fraBb5@o 0.91, which means the power law
relation is relevant. It means th@, exhibits a scaling behaviour with regards to thatisl

resolution (“represented” here hy,). For the July event the coefficients of detemtiion are
lower (from 0.26 to 0.80) which implies that the @bconfidence intervals for the intercept
and the slope are broad and the values are legsasedor that event. This could be explained
by the fact that, as previously mentioned, theetutl very reactive, and moreover that the
radar rainfall resolution of 1 km does not seerbéchigh enough. Fig. 15.a and 15.b display
the values found for respectivatyandd. Given the size of the 95 % confidence intervals i
hard to conclude as to the dependencg ahdd with regard to the events and the type of
downscaling. Nevertheless it appears that the sadtie for the July event are slightly greater
than for the February event. This indicates a qgriclecrease do ¢ with larger areas, which
reflects the local nature of convective event. @oningd, it seems that it is slightly greater
for the July event than for the February one, iatiligy greater uncertainty for convective than
for frontal events.d seems be smaller with the spatio-temporal than ther spatial
downscaling reflecting smaller (but certainly mogalistic) uncertainty.

As a conclusion to this section, it appears tQg§which quantifies the uncertainty

due to the unknown small scale rainfall variabifiytows the double power law relation:

QO.Q = dl‘da_CQradara (9)

wherea (=1- 1.1) depends neither on the type of downscaling neretlent, which means it
IS quite robust (given the spatial resolution af thodel compared to that of the rainfall). On
the other hand¢ andd depend on the type of downscaling and/or the ewvemd should
therefore be calibrated using the observed rainfah. Further investigations are required to
understand how to calibrate them.
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5) Conclusion

The aim of this paper was to analyse the impactramifall variability on the
hydrographs of sewer conduits simulated by a sestifouted urban rainfall-runoff model.
The study was performed on the 900 ha urban catchaieCranbrook in the east of London
(United-Kingdom). Two rainfall events were analysaaonvective summer one and a frontal
winter one.

The first step of the study consists in comparheghydrographs obtained by using the
radar distributed rainfall field and the averagm raver the whole catchment. The relative
error produced on the peak flow by using the awereain rather than the radar one is
significant. Indeed it ranges from -30 to 21 % tioe February event and from -65 to 349 %
for the July event.

A kind of ensemble prediction approach was thenlemented to quantify the
uncertainty due to the unmeasured small scale hiitya i.e below the radar resolution. An
analysis of the quantiles of the simulated peakd$lshowed that the uncertainty for the outlet
was equal to 3% for the February event and 20%hiJuly event, and reached respectively
25 % and 40 % for some conduits, with the spatmogieral downscaling. The uncertainty
found with the spatial downscaling is greater lafects the fact that the spatial downscaling
tends to generate stronger rainfall extremes tham mnore realistic spatio-temporal
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downscaling. The same features are retrieved onwhele hydrograph. An ensemble

prediction approach is too time-consuming to belémented in real time management of
sewer systems. As a consequence, a quick wayiofastg the flow corresponding to the 90

% quantile was developed. It was found that theedathe flow simulated with the radar

rainfall and the characteristic length of the sew@nduit (i.e. the square root of the area it
drains) are related by a double power law. Theselteeshould be confirmed by other studies
with a direct modelling of surface flow and a fimesolution of the rainfall-runoff model.

The results of this study show that it is stronglgommended to use radar distributed
rainfall in urban hydrology. The use of X-band na@ich allows measuring rainfall at a
higher resolution than the standard available dnklon should also be generalized. This is
especially true for convective events for which lingtations of 1 km resolution are clearly
exhibited in this study. Moreover, the uncertaidiye to the unknown small scale rainfall
variability certainly cannot be neglected and sHotllerefore be taken into account in a
probabilistic way in the real time management efesesystems.
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Multifracial phase ransition

1) Introduction

Rain is extremely variable over a wide range ofescan space and time. Because of
this feature the rainfall intensity is complex ooty to analyze and to model, but furthermore
to measure. A common way of representing such iditiais to use stochastic multifractals
[1-5] that basically rely on the concept of mulitptive cascades [6,7]. In the specific
framework of universal multifractals (UM) that hagen extensively used [1, 8-16] the
scaling variability of the rainfall is quantifiedithv the help of only three scale independent
parameters.

Authors have often pointed out deviations from thd model when the rainfall field
possesses numerous zeroes (i.e. numerous timeastspatial pixels with no rain detected).
Indeed, low order statistical moments are foundetitect measurement effects, such as a
threshold of detection, rather than real propeniesainfall fields [11,12]. Tessier et al. [17]
also mentioned that the standard technique usedtimates UM parameters might be quite
sensitive to the weak events. Some authors evegestithat the threshold effect might lead to
a spurious break in the scaling behaviour [18,kBEpite of the concerns that measurement
effects may distort natural behaviour and properté rainfall fields, these effects remain
often ignored and are rarely quantified.

In reality, these deviations from the establishedltifnactal behaviour are quite
disturbing, and should therefore be addressed pthdelthough, the zero values do not
influence the values of the extremes. They neviskenfluence the statistical estimates of
the parameters that are used to estimate the eedreand this can have drastic consequences.
Moreover, the nature of the zeros is also usualknown, as they can be either true zeros in a
non-rainy area, or spurious ones simply relateé tihreshold of detection of the rainfall
measurement devices. For instance, for most comtipging bucket rain gauges, three
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problems are well known that strongly affect theoreling of light rainfall: (a) the need to wet
the surface of the funnel and the two buckets aftéry period, (b) evaporation losses due to
the fact that exposed water surface is usuallyelangrelation to its volume, and (c) the
discontinuous nature of the measurement [20]. Goinog radar measurements, the relation
between the measured quantity (reflectivity) andirddle quantity (rain rate) is less precise
for smaller rain rates (although in a logarithmixalg). The radar rainfall data is often
considered to have a limit of detection of 0.2 mmfhis detection limit was not much
improved by recent dual polarization radar, siniggrthms used to estimate rain rate from
vertical and horizontal reflectivity do not workrfeain rates below around 1.5 mm/h [21]. It
is worth mentioning that the effects of zero valbesomes more evident with higher space-
time resolution of available data, when zero valbesome much more numerous compared
to lower resolutions.

For multifractals defined as the small scale limit the multiplicative cascade
processes, the difference between infinitesimathals and zero values generally remain
crucial with respect to many practical applicatiohiserefore, in this paper we investigate the
threshold effect on simulated multifractal fieldeainly in terms of their influence on the
scaling behaviour and estimates of the UM parametdo assumption on the nature of the
threshold (i.e. associated with either a physiaaltlior a detection limit) is made. The
universal multifractals framework is shortly prehin section 2, and theoretical predictions
concerning the influence of truncations are madseiction 3. The multifractal properties of
the radar rainfall data corresponding to a heawuyfath event that occurred in the south of
France on Septembef"52005 are discussed in section 4. This shows ¢hevance of
studying the threshold effect. The theoretical mtaohs are then confirmed with the help of
simulated UM fields with known properties (sectibn At last a new modified method to
estimate UM parameters is suggested and testetib(ség.

2) Multifractal cascades and methodology

We intend to discuss the fundamental differencevéen the multifractal fields having
a full hierarchy of scales that results in soménitésimally small values at small scales and
the truncated multifractal fields with zero valuesow a threshold. We will denote By the
field under investigation (i.e., either radar ralhflata or simulated multifractal fields) at the
resolution A=L/I, which is defined as the ratio between the outalesL of the studied
phenomenon and the observation sdal€he simulation of multifractal fields is geneyall
achieved by building a random multiplicative cascaéor the pedagogical purposes we will
use in this paper only its discrete case: whilegpeasier to manipulate it remains sufficient
to investigate the phenomena associated with timeation of small values.

Within a discrete multiplicative cascade, each tstep (in 1D) or each pixel (in 2D)

is divided into A, steps orxio2 pixels respectively. We will use the scale rafje , which is
rather usual although not mandatory. Furthermore,will limit the explanations to the
simplest 1D case. At each step of the cascade ggptiee value affected to the new time step
is the one of the “parent” time step multiplied &yandom factor. As a consequence, atter
steps (the resolution of the cascadd is A,") the value of a given time step is the product of
the random factors of eachprevious steps of the cascade. Because multipiecabscade
processes converge under rather general conditiohsiversal Multifractals (UM) [1,2,8],
we use a UM cascade. In the multifractal framewarkyersal multifractals correspond to a

broad generalization of the central limit theorefeir two main parameter€; and a
statistically characterize the mean intermitteniegt enultifractality of a field. More precisely,
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the co-dimensiorC; characterizing the mean intermittency; it is theimension of the
singularity of the average field i.€;= d- D;, whered is the embedding dimension of the field
and D; is the fractal dimension of the support of thisgsilarity, henceC,=0 for a
homogeneous field. The multifractality index (0<a <2) measures how fast the
intermittency varies when considering singularitstightly different from the average field
singularity. A multiplicative random factor of a Ubhscade is indeed fully defined 6y and

la
G
a as beingex{[Mj L(a)}/ Ay,a-1 with L(a)being an extremal Lévy-stable random

-1

variable of indexa ( i.e. (exr(qL(a))> = exr(q”)) that can be generated with the help of the

procedure given by [22].

These two parameters will also be sufficient toudate a field exhibiting a change in
its scaling behaviour by changing the values @nd/orC, after a pre-determined number of
cascade steps. It is important to mention thatekalt of discrete multiplicative cascades is a
conservative field, i.e. with the fixed parametedue H=0. In the more general case of
geophysical fields, the degree of non-conservatiomeasures the scale dependency of the
average field. More details on the procedure fakding multiplicative cascades, including
continuous cascades and anisotropic space-timaaasccan be found in [23-25].

3) Expected multifractal behaviour and phase ttems

The rainfall support corresponds to the geomegtaws$ time and/or space with a non-
zero rainfall value. Let’'s consider the field asoitionA (=L/I whereL is the outer scale of
the phenomenon arldhe observation scale), and regular time step&@nor boxes (in 2D)
of sizel. The “box counting” method [26-28] is based on ithea that thenumberof boxes
.heeded N, ) to cover the rainfall support at resolutidiscales as :

N, DA™ (1)

wherecnin is the fractal codimension of the support @hthe dimension of the embedding
space.

In a more general way, it is possible to analyzegiobability of exceeding not only
zero but a scale-dependant thresholll) (defined with the help of the scale invariant aoti
of singularity (). If the field is multifractal, then these probigi®s scale with the resolution
[2] as:

PR, = V)= A (2)

this defines the statistical codimension functady). This function is necessarily increasing
and convex When(y)<d, c(y) can be interpreted as the fractal co-dimensicth@fsupport of
the field where it exceedd” [2]. It can be shown [1] that this is equivaleatthe scaling of
statistical moments of arbitrag)’ power:

< R/]q >= AK(@) (3)

which defines the scaling moment functi€(g). This function is convex. The functioK£q)
andc(y) are linked by the Legendre transform generalizhng relation found for geometric
multifractals [29].

Let's consider a truncation of a multifractal field a given resolutiom\ with a
_thresholdT = N (whereymi, is the singularity associated with the thresholdl)the values
below T are artificially set to zero which correspondssétting singularitieg/< y,;, t0 —oo.
The codimension function becomes bounded by a numnvalue cy,i»>0, defined by
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C(V,in) = C.ip » at least at the resolutigh In the framework of universal multifractals [18,
the codimension function y( is given by:

_C (y 1Y
o)=—2 1(Ca+aJ @

(C1 anda are defined in the previous section aricsatisfies 1&’+1/a=1) while the scaling
moment functiorK(q) corresponds to:

K(q) = (q -q) ()
Eq. (4) ylelds.
— Cla Cmin 07_ Cl
ymin _a_l( C]_J a-1 (6)

Because of the Legendre transform, there is a sooreding critical order of statistical

moments:
1

' — Cmin a
Oin = €' (Vrin) —{Ej (6b)
below which the scaling moment functi&ifq) is linear:
K(@) = Qi ~Crin~ (7)
As a consequence a linear regressioK(a) for smallg yields estimates of,,, and
C... - As pointed out by a few authors [12,30,31], thehaviour of truncated multifractal

fields is typical of a multifractal phase transiti{8,32]. More precisely, it corresponds to a
second order multifractal phase transition andhel@yous to that of the probable maximum
order of singularity due to finite sample size4,R3-35]. Indeed with a limited number of
samples, the singularities greater than(maximum observable singularity) will not be
observed and the statistical moments dogreater thamgs (the corresponding maximum
observable moment) will not be reliable. More qutatively this “sampling effect” yields to
c(y) =+ for y>y,, with c(y,) =d +d, (d, is the sample dimensiom\* being equal to
the number of samples). As a consequencegfog, =c'(y, : )

K(a) =ay, —c(y,) (7b)

The linearity ofK(q) for small and large moments has a striking consege for the Double
Trace Moment (DTM) technique that is used to estintfagéeparameter€,; anda [36]. This
technique is based on the fact that for multifrlafiédds, the scaling moment functid€(q,”)
of the fieldR,\”, obtained by upscaling thg" power of the maximum resolution field,

<(R (r/)) > JK@n

is related in a S|mple mannerKkeéq,2)= K(q):

K(a.7) =K(n7a) —qK(7) (8a)
which yields for universal multifractals (eq. 5):

K(qn) =K@  (8b)
Therefore the multifractality index corresponds to the slope so-called DTM curve, lvisc
the log-log plot of K @ 7 )vs. np for fixed g. With the help of Eq. (8a), the linear expressions

of K(g) in Egs. (7-7b) yield the respective values of the plateaus ofK (77 )Yor small
n(n<n-(a)) and largen ( 7zn,(q)):
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- K(G,7) = (@=1)Cpyn, for 7<7.(0) = (Cin /C.)° (8c)

-K(@n) =(@-1(d+dy), for 27.(q) = ((d + dg)/ )" (8d)
Thus the greater the fractal co-dimension of thefad supportcy,n, the greater the
plateau oK ¢ » ) corresponding to smallh( #7<7.(g)), and the narrower the range of

availablen7 (n.(9) <n<n,(q)) over which it is legitimate to estimate(linear portion of the

DTM curve). As a consequence, these two plateandezad to large underestimation @f
especially given that they are associated withsitary curvatures narrowing furthermore the
range of availablg.

We now have a theoretical framework for directlyalgming the effects on the
multifractal analysis of fields truncated at a givesolution/\, as it is the case with rainfall.
The only limitations are with respect to resolufiod <A due to the fact that the
corresponding fields are obtained by aggregatiothefinitial field at resolution/\, hence
having singularitieseo < y <y, ... Numerical simulations are therefore helpful tedh that
these singularities are statistically irrelevant.

4) Multifractal analysis of rainfall fields

To perform simulations of multifractal fields wedi need to determine an appropriate
range of multifractal parameters that would allowomparison of the simulated fields with
real rainfall fields. The rainfall data analyzedthis paper corresponds to a heavy rainfall
event that occurred in the south-east of Franc&eptember '8, 2005, over an area well-
known for frequent occurrences of heavy flash fothe size of the area studied is 512 x
512 knf. Sixteen hours of the event are analyzed. The wate obtained as radar mosaics
from Météo-France [37]; i.e. composite maps of tekectivities obtained — in regions of
overlapping radar ranges - by interpolation. Aggasted by Meteo-France, the rain rd@e (
is estimated from the reflectivity) with the help of the classical Marshall-Palmeatien Z
= aR’ [38], with a = 200 andb = 1.6 (for Z in mmM.m> and R in mm.h%). The spatial
resolution of the data is 1 km in space and thepteal sampling resolution is 15 minutes
(much larger than the temporal measurement resalwti the radar which is of the order of
ps). A more precise description of the data candwnd in [31]. Fig. 1 displays the total
rainfall depth during the analyzed event. Spatiala®alysis was performed on average on the
whole event (i.e. each time step is seen as azadi@in of the same phenomenon and the
average in Eqg. (3) and (8) is performed on theadvipdes).
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Figure 1: Total rainfall depth (mm) during the ars&ld event. The coordinates (in °, Réseau
géodésique francais 1993 system) of the four ceraex 46.3-1.3, 41.5-1.3, 46.2-8.1 et 41.4-

7.5.

The degree of non-conservatibhis estimated with the help of a spectral analysis.
Indeed for fields exhibiting a scaling behaviotlne spectra possess a constant spectral slope
over a large range of frequencie€(f)0 f#). H and Bare linked by the relation
L =1+2H -K(2)[17,39], which allows evaluating.

The main results of the multifractal analysis o ladar data are shown on Fig. 2. It
appears that there is not a unique scaling behaweer the whole range of studied scales,
and a break occurs at around 20 km (Fig. 2(a)).hSwmeaks are commonly reported
[12,17,40]. Therefore, in the following small sc4le20 km) and large scale (20-500 km)
regimes have been distinguished. For instamge,greater an@, smaller for small scale than
for large scale (Fig 2(c)). The aim of this paenot to analyze the cause behind this break,
but only to focus on the role of the zeroes. linportant to note that the estimatescgf,
found using either the linear behaviourkg) near zero (Fig. 2(b)), or box counting (Fig.
2(d)) are in excellent agreement.
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Figure 2: Multifractal analysis of the radar dat@) Scaling curve, i.e. Eq. (3) in a log-log
plot. Large and small scales correspond respegtteethe left and right part of the graph. (b)
Scaling moment functiorkK(q) for 0<q<1 (c) DTM curve. (d) lllustration of the box

counting method (Eq. (1)).

We should start from the question of relations leetwthe zeros of an observed data
set and the main properties of UM. Let us first bagize that witta>1, UM fields contain
already extremely small values (especially for ¢éargsolutions\’s), which become much
more numerous and smaller witikx1. These small values can be often considerectias z
values, at least numerically. In the literatureréhare mainly two models to introduce extra
zeros if needed within a simulated UM fieM with a#0: (i) thresholdingVl [18,19,41], (ii)
multiplying M in various contexts [42,43] by an independentdfi@supported by a fractal set,
such as thg-model which is a UM field withh=0 and therefore with a unique remaining
parameterlc = C;<2, the fractal co-dimension of the support. Beeaile dimension of the
support is 2-c<2, its area is zero for an infimésolution and converges to this value for
larger and larger resolutions. In the following,ttbanodels are tested with the help of
numerical simulations consisting of 64 fields afesb12x512 pixels, with different sets of the
UM parameters and fractal co-dimensmn

The first step to test thB-model hypothesis (i.e. to fit such a model) cassia
retrieving the parameters of the underlying UMdif43]. In that context the rainrate field is
assumed to be the product of a UM fieM)(and a fully independent suppof):( R=MS.
Under the hypothesis of statistical independencR ahdS, the scaling moment function of
the rainfallR=MSis equal to the sum of the scaling moment funstiofM K,,(q) (given by

Eqg. (5)) andS K (q) =c(g-1), i.e. Kz(q) = K,, () + K5 @). Eq. (8) then yields:

Kr(a.7) =n°K(@) +c(a-1) (9)

wherec is the fractal co-dimension of the rainfall sugp@nce it has been estimated with the
help of the box counting technique (Eqg. (1)), tbatdbutionc(g-1) can be removed from the
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observedK(q,7) before estimating the UM parameters. Applying thisthod on the radar
data, we foundn=1.09 andC,;=0.34 for the large scales. Concerning the smallesg it
appears that the correction creates a sharp decwraghe linear part of the DTM-curve
indicating ana value higher than its theoretical maximum of 2] &a value biased low. This
is the first indication that th@-model does not fit the radar dataandC, are therefore fixed
to respectively 2 and 0.1 for small scale. Therfiéldls of size 512x512 are simulated with
these estimated parameters for the underlying W\ .fiwith the DTM technique applied to
these simulated fields the designed UM parametersvell retrieved (we findx=1.99 and
C,=0.09 for small scales amd=1.09 andC,=0.34 for large scales).

Concerning the parameter of th@-model, two sets of values were tested. The first
set ha=0.27 for small scales are0.11 for large scales (this option is cal[edhodel 1 in
the following), which corresponds to the estimabek counting dimensions for the radar
data. This leads to 69% of zeros, which is sintibathe 68% of the radar data. It is important
to note here the same range of scales was usdatid@imulated fields as for the observed
ones, indeed in the very small scale limit the petage of zero would tend toward 0. Fig. 3
displays the resulting DTM curves. They are quiféetent from those of the radar rainfall,
and lead too=1.08 andC;=0.29 for small scales amt=0.94 andC;=0.42 for large scales.
The discrepancies for small scales indicate thaf3#model does not fit the data. It should be
mentioned that the implementation of the correctmiggested by Eq. (9) enables one to
retrieve the correct UM parameters. To improvefihef the DTM curves, a second set with
¢=0.05 for both small and large scales (this opitonalled3-model 2 in the following) was
tested. It leads to 28% of zeros. The DTM curveg. (B) are closer to the observed ones and
lead to more realistic UM parameter estimates ¢=€l.37 andC;=0.17 for small scales and
0=0.85 andC;=0.48 for large scales). However the co-dimensibthe rainfall support and
the percentage of zeros do not fit the rainfallad&tence it appears that the t@anodels
tested do not fit the rainfall data set, especifdlysmall scales where the underestimation of
o and overestimation d; generated by different values®is unrealistic.

0.0 0.0
i t1idd
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Figure 3: DTM curves for the observed radar daitaafsimulated UM field multiplied by the

B-model 1 or theB-model 2 (which correspond to tw&models with different values of

codimensions of the non-zero support), and a ttdesd UM field. Small scales are on the
left and large scales are on the right.

The other model for introducing zeros in a UM fietnsists in thresholding it. To
test it we simulated a multifractal field with thV parameters estimated on the radar data. A
threshold of 0.25 is then implemented on the namedlfield (with regards to the studied
rainfall field, it would corresponds to a threshold0.06 mm/hr which is quite close from the
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actual non-zero minimum value of 0.075mm/hr) whigields 69% of zeros. The co-
dimension of the support is then 0.18 for smalllesand 0.20 for large scale. The DTM
curves are displayed on Fig. 3. The patterns cfelveirves are very similar to the ones of the
radar data. Indeed for both truncated simulatedaoserved fields the curve is constant for
small and greaty, and moreover there is the same slight decreaselfs 7 < -05. The UM

parameter estimates (i.e. we find1.60 andC;=0.13 for small scales and=0.87 and
C,=0.43 for large scale) are rather similar to the ased for the simulation. This shows that
the truncated simulated UM field enables to retitwe properties of the observed radar data,
and that for this specific data set the UM parameséimates are not significantly affected by
the threshold. It should be mentioned here thatpibtential effect oiH (equal to zero the
simulated field, and to 0.3 and 0.5 respectivelysimall and large scale for radar data) is not
investigated in this paper.

As a conclusion of this section, it appears thatrtiodel consisting of a thresholding
of the multifractal field almost perfectly mimiche observed behaviour, whereas the
hypothesis of independent support generated werh#p of g3-model does not work. This
fact certainly does not answer to whether the tiolescorresponds to a limit of detection of
the rainfall measurement device (the zero valuaegidvihen be spurious) or is associated to a
threshold in the physical process (the zero valoalgvthen be real). Nevertheless it shows
that the zeros of the rainfall are certainly natdpendent from the rest of the rainfall field and
hence justifies the idea that the underlying mualtfal process is indeed affected by some
threshold. Therefore, it seems relevant to invastighow such threshold affects the
multifractal analysis.

5) Simulated multifractal fields

In this section the theoretical predictions (seetise 3) are tested with the help of
simulated multifractal fields. For a given pair @M parameter&x andC,;, 1000 simulations
of 4096 (=27 time steps are performed, and are then considesdddependent samples of
the same phenomenon. The above figures could berstodd as 40 year records of 5 minute
data that was sub-divided into separate samplesdar to evaluate the scaling behaviour
from 5 minutes to two weeks. The 1000 samples wasemble averaged and normalized to
unity, which allows keeping the variability amon@et samples. Then the truncated
multifractal fields were obtained by implementinghaeshold on the fields at their maximum
resolution, the field was normalized again as ugudbne with observed rainfall data.
However the mean is generally decreased by onlyrarol% even with the greatest
thresholds that were implemented. Finally it shoblkel mentioned that the analysis is
performed on the dressed fields, i.e. the fieldgegated to a lower resolution.

5.1) Unique scaling regime witi>1

Based on the results of the multifractal analysitaimed from the rainfall data over
the large scales, we first discuss the case of lateui multifractal fields witha=1.8 and
C,=0.5 over the full range of scales, i.e. displaymagnique scaling regime. Five different
thresholds were used on the normalized fields: ®1®>-10%10", corresponding
respectively to percentages of zeros equal to 23-81-76% in the generated field. The
main curves showing the effect of the zeroes aréign 4. As suggested by [9] the smallest
and largest scale are not included in the linegression used to estimatéq) because they
often deviate from the scaling behaviour. As seeRig. 4(a) and (b) that display Eq. (3) in a
log-log plot, the scaling behaviour is excellenet@mination coefficientsR>- are greater
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than 0.998) on the actual field. On the truncated, ehere is no change fgrl whereas the
scaling is worse for smatj (R°=0.95 forg=0.1). This phenomenon is expected since large
order moments focus on extremes which are not teffieby the thresholds, whereas small
order moments focus on the small values. The curgabn the scaling curve for smajl
(especially visible fog=0.1) means that small scales are more affectetidyhreshold than
large scales. At resolution, this is a direct consequence of the truncatiothefsingularities,

for lower resolution this is more indirect due ke tupscaling process that tends to remove
zero-values as the resolution decreases. Thislagedeto the fact that the threshold is
implemented at a given resolution which breakssttaing.

For large moment ordets the scaling moment functioK(q), it is not affected by the
thresholds (Fig. 4(c)), as argued above. For swaers, the expected multifractal phase
transition occurs, and the linearity k¥fq) enables us to retrieve the intercept; the fractal
codimension) and the slopg.(, , the minimum observable singularity). As expeatgd and

Y. increase with the threshold. It is possible tolesi@ these parameters with the help of
another methodcyn is obtained by functional box counting (Eq. (13nd theny,, is
estimated with Eq. (6) (using the parameter vatuasdC; of the simulation). The results are
displayed on Fig. 4(f). Despite the poor scaling $mall g, cmin and y,,, obtained by both
methods are respectively in excellent and goodemgeat, which confirms the existence of
the multifractal phase transition as described ha previous section. Nevertheless the
observedy, . are larger than the expected one with the formul A" , whereT is the
threshold. This is likely to be due to perturbasi@mising in the dressing process, and the fact
that the threshold alters the quality of the seafior small moments. It should be mentioned
that the estimated spectral slope does not charigm he field is truncated. This is not
surprising since the power spectrum is equivalemt tnoment of order 2, which as previously
said is not affected ify,,, is low enough. More precisely it can theoretic&lé/expected that
statistical moments of order>gmin should not be too affected, with,,,, =c'(y,,,), but
empirically we observe an effect for higher orders.

On the DTM curve (Fig. 4(e)), the corrextandC; (respectively 1.79 and 0.47) are
found when there is no threshold. As expected theeclevels off for largey values. The
increase of the minimum value & g £ ,(Which is in agreement with the expected value of
(g—-1c,,,) with the threshold, narrows the range of avadapl to evaluatea (the linear
portion of the curve), whose estimations stronglgrédases (1.33 for the greatest threshold).
On the contrary, the estimates@fare not significantly affected.

The same analysis performed on fields veithl.8, 1.5 or 1.2 an@,=0.5 or 0.2 yield
similar results as long ag,,, is not too close fron€; (C, - y.,, < 0.2 for instance). In these

cases it means that too much significant portionth&f field has been removed by the
truncation. In these cases, even greater momenaffacted.
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Figure 4. Effects of the truncation (cases 1 tor& ta&sted, corresponding respectively to
thresholds of 0, I8 0.001, 0.01 and 0.1) on a simulated field withl.8 andC;=0.5. (a)
Scaling curve, i.e. Eq. (3) in a log-log plot fgel. (b) Same as in (a) faxl. (c) Scaling
moment functiorK(q) for 0< g < 3 (d) Scaling moment functioli(q) for 0<q<1 (e) DTM
curve. (f) lllustration of the box counting meth(@#. (1)), the determination coefficients of
the curves are all above 0.995.

5.2)

Unique scaling regime with<1

The same expected behaviour is observed on simogatitha<l. Nevertheless there
are few differences which are illustrated on Figltdisplays the main curves showing the
effect of a threshold for the simulated fields with0.5 andC;=0.2. Five different thresholds
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are used 1&-10"°-10°-10°-10", corresponding respectively to percentages ofszegoial to
19-47-59-67-79% in the generated field. It is intpot to note that aa and C; decrease,

/7+(q)=((d +ds)/Cl)”” increases. As a consequence the DTM curve statsvel off for

larger 7, which widens the range of availabfeto evaluatex. Thus the estimates of are
less affected by the zeroes. This effect is visitld=ig. 5(c). It should also be mentioned that
few difficulties arise for small thresholds whetimesiting y,,, from K(q). Indeed the linearity
of K(q) is not very good fog around O (Fig. 5(b)). This is likely to be duethe fact that for

a <1 theoreticallyK’ (0) = — o, which is hard to deviate from. As for the casd, if ., is

too close toCy, then even large moments (i.e. g>1.5) are affectéd is illustrated by the
case with the largest threshold (case number Syign5(a), wherey,,, = 019and C;=0.2,

and K(qg) differs from its theoretical value fag>1.5. Similar results are found for fields
simulated witho=0.5andC;=0.5.
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Figure 5: Effects of the truncation (cases 1 tor® tested, corresponding respectively to
thresholds of 18°, 10'°, 10°, 10° and 10" on a simulated field witlm=0.5 andC,=0.2. (a)
Scaling moment functioi(q) for 0< q< 3 (b) Scaling moment functiok(q) for 0<qg<1

(c) DTM curve. (d) lllustration of the box countingethod (Eq. (1)), the determination
coefficients of the curves are all above 0.995.

5.3) Results with a scaling break

It appears that the rainfall data exhibits a sgalineak (see section 4). This section
aims at discussing some of the features of a ttedceultifractal field simulated with a
scaling break. The scaling break is introduced fig a change of the mean co-dimension
only, and then of the multifractality parametemad|. In the first case, the samg=1.7) was
chosen on the whole range of scales, whe@gaf.1 for small scales an@d;=0.4 for large
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scales. The break is observed on the scaling cilge 6(a)) and the original UM parameters
are retrieved with the DTM technique for both ramjescale (Fig 6(c)). When the field is
truncated, the estimates @fi, found with the help of the linear behaviourkig) near zero
(Fig. 6(b)), and box counting (Fig. 6(d)) are incebkent agreement, whereas the agreement
(unlike in the case of the fields with no breaksjween y, ., is not very goodC; remains
unaffected by the threshold. It is striking to ntitat simply by putting a threshold, significant
differences are found in the estimatesoofor small ¢=1.65) and largea=1.17) scale,
whereas they are equal on the original field. Taidue to the fact that as pointed out in the
previous section, for a givem, the estimates of UM exponents of fields with tge&,; are
more affected by a threshold. It should be noted fbr small scale, despite the fact thaf,
(=0.24 by estimating it with the help of the lineagression orK(q) for smallq) is quite
superior toC; (=0.082) (although it should be qualified by tlaetfthat with the box counting
dimension and Eq. (6) one fingd,, = 011), the estimates ak remains valid (equal to 1.65
instead of 1.70). This quite surprising featurdue to the fact that the determination curve of
a slightly decreases forl<n <- 05wvhich extends the range of availafpl¢éo estimaten.
This is likely to come from the fact that some silagities that were removed at the maximum
resolution were reintroduced by the up-scaling gssc

Then tests witln andC;, both being different according to the range otesseare performed.
Simulated fields witto=1.8 andC;=0.1 for small scale ang=1.1 andC,=0.4 for large scale
are used. The results are displayed on Fig. 7.cbh@ments of the previous paragraph made
on the field with the same for both range of scales concerning the obsemaifahe break
(Fig. 7(a)),cmin and ., (Fig. 7(b) and 7(d)) remain valid. The estimates dbr both ranges
of scales are affected (1.67 for small scales, @®8 for small scale). As previously

mentioned in section 4, the pattern of the DTM eufivig. 7(c)) is very similar to the one of
rainfall radar (Fig. 2(c)).
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Figure 6: Same as is Fig. 2 but for a simulatelil figith a=1.7 andC,=0.1 for small scale
anda=1.7 andC,=0.4 for large scale.
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Figure 7: Same as is Fig. 2 but for a simulatelil fieith 0=1.8 andC;=0.1 for small scale
anda=1.1 andC,=0.4 for large scale.

6) Correction of the bias introduced by the zeroes
6.1) Correction of the field

In the previous sections, the influence of theghodd effect on multifractal analysis
was underlined. This section aims at presentingcartique to thwart this effect (i.e. that
enables to retrieve the actual UM exponents), tralvides encouraging results while

exhibiting some limitations. The actual field (wétht truncation) is denoted b, and R{™ is
the measured field (with truncation). Both fieldee anormalized, i.e.:<RA> =<ij)> =1.

Before going on, it should be reminded that thenidedn of the codimension functions (Eq.
(2)) leads to:

(RYO et dy=["t(y,a,Col)dy  (10)

As pointed out in the previous section the meastiedd does not take into account the
singularities smaller thary,,,. We therefore suggest modifying the measured faldhe

highest resolution/() to give an estimate of the actual field by remalieing it and adding a
random contribution to represent the truncatedudardgies. Given the three parametersC;
and y,,,, the measured field is corrected as follows:
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R, = R(™ 2xmn
T [Ttac,ndy

"™t (r.a.CL.Ndy
(11)

[ fracndy
ymin +S/;\/<len (O',Cl) -—"oioof( C /\)d
L fra.CuN)dy

Where R, is an estimate oR,. S/™ mimics the variability generated by the truncated
singularities. To obtain this truncated field, amdependent UM multifractal field with
parameterst andC; is simulated. Then at the highest resolution piltels whose singularity
is greater thany,,, (i.e. the value is greater AJ™) are set to zero. Finally the field is

normalized to one (i.e<S,(<y""”> =1). The weight factors with the integrals were chmose

ensure the normalization to unity of the estimdtthe actual fieldli,(\a). Fig. 8 illustrates Eq.

(11).
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Figure 8: lllustration of Eq. (11) for a sample kvihe UM parametere=1.8,C;=0.5, and a
threshold of 0.01. The graphics labelled “normalizbresholded field” and “normalized
random small singularity field” correspond respesty to the first and second term of the
right part of Eq. (11). The “reconstructed field"the sum of the latter two. On the left part of

the figure, all the fields which are shown in s@pargraphs on the right part of the figure are
superposed, and the vertical scale does not et@highlight any visible differences.

In order to evaluate the UM exponents of a meastiedd a first guess estimate is
obtained by implementing the standard DTM technidueen a DTM analysis is performed
on the field corrected according to Eq. (11) whitle help of the parameters of the first
parameters guess, and so on. The iterations appextowhen the difference between two
successive estimates ofis below 0.01. Since the algorithm does not alwaysverge, it is
also stopped after a pre-determined number of gfiep the first implementation of the
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DTM technique). Details are provided below. Thelimgamoment functiorK(q) is evaluated
on the field corrected with the help of the finatimate ofa andC,;.

6.2) Results on synthetic multifractal fields

The algorithm was tested on the truncated simultigdds. Fig. 9 displays the main
results for the simulation witb=1.8 andC,=0.5, which is representative of the other cases.
The main differences will be pointed out below..Fga) shows a clear improvement of the
scaling behaviour for small moments (increasdRofvith the correction), which leads to a
quite good correction df(q) (Fig 9b). As expected, large order moments rernaeffected
by this technique. Concerning the DTM method, thecsssive iterations for the fourth
threshold (table 1) are displayed on Fig 9(c).dh de seen that the correction widens the
range of available7 to estimaten. The value ofn obtained with the standard DTM is 1.53,
and the algorithm converges towards 1.75 in thtemations, which is quite close from the
value of 1.79 found on the actual field. With th&hf threshold, the algorithm doesn’t
converge. The first six estimations afare 1.33, 1.62, 1.76, 1.85, and 1.87. This lack of
convergence is also observed with large thresholisthe simulations with other UM
parameters, especially whéh -y, .. < 0.2. The divergence is faster for smalteand greater
C;. A close analysis of the results shows that itelsvant to limit the number of iterations
according to the range of availabjé Alog(77) ), evaluated on the DTM curve of the truncated
field (see Fig. 9(d) for an illustration). IfL.2<Alog(7 np iteration is required. If
08< Alog(7) <1.2 then one iteration is performed. Klog(7) < QBen two iterations are
performed. These rules enable to perform enougatibes to obtain the correct value when
the algorithm converges, and to stop it beforeiveidjes (or converges toward a too large
value ofa) when necessary.

200



(a) (b) 0.05 — No threshold
U.D—! Threshold
-.. Case (4)
-0.24 0.00 -.. Case (5)
Threshold and correction
04 @ oo Case (4)
A . x, *x | - Case (5)
o .06] —MNothreshold T A e ez b
o + R2=0.998 " ¥~ —
v 0.8 Threshold e * B o, oo S, o
A ¢ Case (4) : R2=0.957 S * -0.10+ .-, L e -
o -1.0{ A Case (5):R2=0.950 L S ST o v
= .. Threshold and correction A | g @ T L
-1.21 x Case (4) : R2=0.986 2 20151 e
@ Case (5) 1 R2=0.979 a . _’__,.-"'
14 i ot
-1.6 T T T T T T -0.20 T T T T r T r ¥
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
log(4) q
0.0 -0.2
(c) —— )
-0.5 L :
) -0.4-
-1.04 ]
= _,‘5_-fff+++1—++++f}"f’# = 087
= 20 2 S e
2 zszszmm:zm’. . NuTh(r:)shH <] & ALoE07)
223 P + It0:as154: G=0.95 2 1.0
T .30 o* X It1:a=172;G=0.45 = 1
o* o It2:a=175:G=0.4 1.2 .
-3.5- * It3:e=175;: =045 1 *
* o*®
4.04°* TARees0estenants
] /
4.5 T T T T T -16
=20 1.5 -1.0 0.5 0.0 05 1.0 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
log(7) log(77)

Figure 9: Results of the multifractal analysis be simulated field witltt=1.8 andC;=0.5.
(a) Scaling curve, i.e. EqQ. (3) in a log-log plot <1 for the % and ¥ threshold. (b) Scaling
moment functiork(q) for 0< q < 1for the 4" and %" threshold. (c) DTM curve in the DTM_0

method for &' threshold. (d) Determination curve @fon the truncated field and definition of
Alog(@) .

Table 1 displays the results obtained with the mgorithm (DTM_0) for all the
simulations. The results are on the whole quiteoeraging. The DTM_0 technique is more
efficient for greaterm andC; (for example, for the simulations with an actaabf 1.8 the
estimations ofx are better for an actu@lh of 0.5 rather than of 0.2), that is to say whes th
influence of the zeroes is the strongdést.estimates tend to be slightly decreased by the
DTM_O technique, but not significantly. It should keminded that whe@, -y, .. < 0.2, the
obtained estimates should be cautiously considgre a too significant part of the field has
been removed.

A limitation of the DTM_O0 technique is that the castic field added to represent the
unobserved singularities does not preserve theiphadtive structure of the original process.
Moreover the robustness of the DTM_O0 technique wéiijard to the random nature of the
simulated low values should be tested. Both linuteg are checked by implementing many
times the DTM_0O technique on the same samplespdears that whatever the size of the
sample, the variability among the obtained estimatdJM exponents is smaller than the one
existing among different samples simulated withghme UM exponents. This means that the
error associated with the non-preservation of thétiplicative structure is much smaller than
the one introduced by a truncation.
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Sim. Thresh. | Cmin Virin Alog(r7) | With threshold Corrected
UM a Ci a Ci
par.
a=1.8 |0 0.00 -0.51 -- 1.79 0.47 1.79 0.47
C:=0.5 | 10° 0.01 -0.47 1.22 1.75 0.46 1.81 0.47
0.001 0.03 -0.34 0.87 1.66 0.45 1.76 0.46
0.01 0.08 -0.19 0.72 1.54 0.45 1.75 0.45
0.1 0.18 0.05 0.60 1.33 0.46 1.76 0.44
a=1.8 |0 0.00 -0.22 -- 1.80 0.19 1.80 0.19
C;=0.2 | 0.01 0.01 -0.16 1.07 1.73 0.19 1.76 0.19
0.1 0.06 -0.06 0.79 1.57 0.20 1.66 0.19
0.3 0.11 0.04 0.69 1.42 0.22 1.65 0.19
a=15 |0 0.00 -0.72 -- 1.49 0.47 1.49 0.47
C.=0.5 | 0.001 0.06 -0.30 0.87 1.36 0.45 1.53 0.46
0.1 0.21 0.09 0.66 1.12 0.46 1.57 0.43
o=15 |0 0.00 -0.30 -- 151 0.19 1.51 0.19
C:=0.2 | 0.1 0.07 -0.03 0.86 1.31 0.20 1.44 0.18
0.5 0.15 0.12 0.73 1.16 0.22 1.51 0.17
o=1.2 |0 0.00 -1.00 -- 1.19 0.47 1.19 0.47
C,=05 | 0.1 0.15 -0.09 0.84 0.99 0.44 0.99 0.44
1 0.36 0.34 0.68 0.72 0.48 1.12 0.40
a=1.2 |0 0.00 -0.44 -- 1.20 0.19 1.20 0.19
C:;=0.2 | 0.01 0.05 -0.11 1.10 1.15 0.19 1.26 0.19
0.1 0.09 0.00 0.90 1.11 0.19 1.24 0.18

Table 1: Multifractal parameters for the simulatietds

6.3) Results on a case with a scaling break

The DTM_O is slightly modified when implemented momiltifractal fields exhibiting a
scaling break. The random field added to represeobserved singularitiesS{*"™, Eq.
(11)) is generated with a break. The large sgale is used. The number of iterations is
determined according to thtelog(; for large scales. The small scgte, , which as pointed
out in section 5.3 is surprisingly large, was tésiad yielded worse results.

The results for the field withh=1.8 andC;=0.1 for small scale ana=1.1 andC;=0.4
for large scale are displayed on Fig. 10. The DTNedhnique enables to retrieve the correct
value ofa for large scales (1.04 is found whereas the usiss was 0.93, Fig 10(a)), but has
almost no impact on small scale estimates (Figb))OConcerning the correction of the
scaling moment functioK(q), the correction is quite good for large scaleg.(EO(c)) and
not very good for small scales (Fig. 10(d)).
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Figure 10: Corrected multifractal analysis for mulated field witha=1.8 andC,=0.1 for
small scale andi=1.1 andC;=0.4 for large scale. (a) DTM curve in the DTM_Othweal for
large scale. (b) Same as in (a) for small sca)eS¢aling moment functiok(q) for 0<q<1
for large scale. (d) Same as in (c) for smallescal
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The results of the DTM_0 technique implementedlenradar data are shown in Fig.
11. The estimates are similar to that obtained withstandard DTM (basically no change is
found). This tends to confirm the results of sat#othat the estimates of UM parameters of
this specific data set are not affected by the zeroes or are strongly affected by the
parameteH. Further investigations on other observed rairffaltls should be performed to
assess the impact of the threshold of detectiodMmarameter estimates of actual measured
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Figure 11: Corrected multifractal analysis for tlaglar data. (a) DTM curve in the DTM_O
method for large scale. (b) Same as in (a) for ksaale.
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6) Conclusion

We analyzed the effects of numerous zeros (eiteat or spurious) of a high-
resolution rainfall field on multifractal analyseasd simulations, especially with the help of
the Universal Multifractals (UM). We first clarifhe possible sources of the discrepancy on
the proportion of zeros between observations andetspincluding the detection limitations.
Indeed, only the monofract@tmodel, i.e. the exceptional UM having a multifegdity index
0=0, has a fractal support. However, not only thdsl is too simplistic (only one level of
rain), but we show that its multiplication with amdependent UM field is not relevant,
although it yields a fractal support of the sanpetgf the3-model.

We therefore closely analysed the alternative doatesponds to thresholding a UM
field. The following features are theoretically exped and observed on simulations:

- thresholding a multifractal field is rather siarilto truncating its lowest singularities,
i.e setting to—oo the singularities below a singulariyy,,, corresponding to the threshold, and
therefore to increasing the codimension of its supo C,_;, = C(V,in) -

-this corresponds to a second order multifractasphtransition for small moment
ordersg’s: the scaling moment function becomes lineartlier orderg close to zero, and the
intercept with the vertical axigi€0) and the slope d€(q) are respectively equal t,, and
ymin ;

- the scaling is deteriorated for small order moteewhereas large order moments are
not affected as long &S, -y, < 0.2. Otherwise it implies that a too large proportmfrthe

field has been removed by the threshold;

- as a consequence, the range of available monesafely estimate UM exponents
becomes narrower and this easily lead to a sigmficunder-estimation ofx. The
corresponding semi-analytical estimates of theee#rs are therefore affected, more precisely
under-estimated

- the largeln andCy, the larger the influence of the zeroes is.

Observed radar rainfall data, corresponding toafeainfall event that occurred in
the south of France in September 2005, exhibit @&ntomplex behaviour with a scaling
break at about 20km. On the whole, the multifragtiahse transition is observed for both
small and large scales. Most of the features oéesl rainfall fields are retrieved with the
help of simulated fields generated with a breakdenta andC; for small and large scales)
and then truncated.

A new multifractal analysis technique is suggesiad tentatively tested to improve
the estimates of UM exponents. It basically rebasrenormalizing the field, adding a small
random multifractal field to represent the unobsdiviow singularities, and iterating the
process. The technique, tested on truncated siedufeglds with known exponents, enables to
significantly improve the estimates as long @s- ), < 02. The results are much more

contrasted on fields exhibiting a scaling breakleled small scale estimates are almost not
corrected (but are also less affected by the tltdghand large scale estimates are improved.
Despite clear limitations (mainly a lack of convemge treated by limiting the number of
iterations, and scaling breaks difficulties) thevnechniques provides encouraging results
and might be step forward in dealing with the zerd¢owever further investigations are still
required to improve the estimates of UM exponemthié presence of numerous zeros.
These results mean that one should be very candfah performing a multifractal

analysis on high resolution rainfall fields whichntain numerous zeros. Indeed a standard
analysis will lead to an under-estimateaofThe influence of the multifractal phase transitio
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for small moments should be checked to evaluatergfiability of the UM parameters
estimates. A way of doing that is to implement gwggested new multifractal analysis
technique.
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7.5Annexe 5 : «Impact de la variabilité non-mesurée deprécipitations
sur les débits en hydrologie urbaine : un cas d'éte dans le cadre
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RESUME. — Cet article utilise les propriétes multifractales d'un événement pluvieux dans la région de Londres le
9 février 2009, pour mieux comprendre et quantifier "incertitude associée a la variabilite spatio-temporelle des preci-
pitations non mesurées par les radars météorologiques en bande C, dont la résolution estimée est de | km*1 km*5min,
et comment elle se transfére aux prévisions des débits en réseaux d’assainissement. Le cas d'étude hydrologique est
celui du bassin versant urbain de 900 hectares de Cranbrook (Londres). Les propri¢tés multifractales sont en accord
avec le modele spatio-temporel le plus simple, reposant sur un exposant d’anisotropie entre 'espace et le temps. Ceel
permet de désagreger le champ de précipitation a 1’aide de cascades multifractales spatio-temporelles. Un ensemble de
champs de précipitations desagregés reéalistes est alors généré a I'aide des multifractals universels, puis 'ensemble des
hydrogrammes correspondants est obtenu par un modele urbain pluie-débit semi-distribug. 11 apparait que les queues de
probabilité 1ssues de "analvse de 100 echantillons de précipitation présentent un comportement en lol de puissance, qui
est retrouve sur les debits de pointe mails avec des exposants différents

Mots-cles : variabilitg spatio-temporelle, désagregation, multifractals, loi de puissance, ensemble stochastique, hydrologie
urbaine.

1) Introduction

Un mode classique de représentation, en relaties & notion de cascade ([1] pour une
revue récente) conduit a analyser et simuler lé&wtr variabilité des processus géophysiques
sur de grandes gammes d’échelle, en particuligplige, dans le cadre des multifractals
universels, a l'aide d’'un nombre réduit de parae®f,3]. De telles analyses menées sur les
deébits et/ou les précipitations, ont permis d’'éelala compréhension de la relation pluie-
débit en comparant leurs paramétres multifractaspectifs [4,5,6,7] ainsi que le
comportement de leurs extrémes [8]. Par ailleuesndmbreuses études d’hydrologie plus
classiques [9,10,11,12,13] suggérent un impactfgigtif de la variabilité spatio-temporelle
sur les débits méme si des nuances sont a appartdonction du type d’événements
pluvieux, de la taille du bassin versant et decseactéristiques. En hydrologie urbaine, avec
des bassins versants plus petits et une propagotish grande de pluie efficace en raison de
coefficients d’'imperméabilisation supérieurs, Iéfete semblent plus importants [14,15].

Cet article met en ceuvre les méthodes multifrastate hydrologie urbaine afin de mieux
comprendre comment l'incertitude sur la variabibgatio-temporelle a tres haute résolution
de la pluie (i.e. au-dela de la résolution de 1kkmi15min classiquement disponible avec les
réseaux radars a bande C des services météoradsyige reflete dans les résultats de
simulation d'un modeéle semi-distribué d’hydrologiebaine. Le cas d’étude est celui du
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bassin versant de Cranbrook une zone urbaine deééféres située dans I'Est de Londres, et
déja utilisée dans [16]. Dans un premier tempsptepriétés multifracales spatio-temporelles
de I'évenement de la région londonienne du 9 fév2@l0 sont analysées. Ensuite, une
démarche reposant sur des ensembles stochastsjusdoptée : (i) Un ensemble de champs
réalistes de précipitations désagrégeées a la tésolld1m*111m*1.25min est généré a l'aide
de cascades multifractales universelles ; (ii) hgdrogrammes correspondants sont simulés.
Ces ensembles de réalisation permettent enfin chctéaiser l'incertitude d’abord sur les
pluies puis sur les débits de pointe. Cet artidl#é&esse principalement aux échantillons
extrémes générés, c'est-a-dire aux queues de plitdhab

2) Quantification de la variabilité spatio-temporele de la pluie
2.1) Les données de pluie

Les données de pluie utilisées dans cette étudassues des mosaiques radar Nimrod, un
produit du UK Meteorological Office. Le traitemehimrod des données radar contient
principalement une interpolation des données isdeetous les radars a bande C du réseau
britannique, des corrections a base physique, ejustement avec le réseau de pluviomeétres
[17]. La résolution affichée des données Nimroddestkm en espace et 5 min en temps. Une
zone de 64km*64km*21h centrée sur la partie la jphtsnse de I'événement du 9 février a
été analysée. Une carte de la hauteur totale ji€eigst en Fig. la.
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Figure 1: (a) Hauteur totale précipitée (en mm)lawone d’étude pour I'évenement
considéré. Le systeme de coordonnées est le gtBNt@tional Grid »
(http://www.ordnancesurvey.co.uk/). (b) lllustratidu comportement scalant (eq. 1 dans un
graphique log-log) en analyse spatiale.

2.2) Analyse spatio-temporelle multifractale

Pour un champ multifractal stochastique les momstasstiques d’ordrel du champ de
précipitation R, a la résolutionA (=L/I, le rapport entre I'’échelle extérieure et celle
d’'observation du phénoméne) présente le comportersealant suivant (<.> désigne
'espérance mathématique ou moyenne d’ensemble) :

<RI>=AO<RT>, (1)

ou K(q) est la fonction des moments d’échelle. Cette esgima n’est a priori valable qu’en
moyenne sur un ensemble infini de réalisations, dieux types d’analyse en moyenne
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d’ensemble sont menées : une analyse spatialeréafisation est alors le champ 2D observé
a un chaque pas de temps) et une temporelle (atisatéon est alors la série temporelle 1D
observée a chaque pixels radar). Dans le cadrend&#ractals universels [2,3], la fonction
K(q) ne dépend que de trois paramé@es, etH. C; mesure I'intermittence moyenn€,E0
pour un champ homogéen®),la multifractalité ¢=0 pour un champ monofractal @t2 pour

le cas limite log-normal), ¢t la non-conservatiorH=0 pour un champ conservatif(q) est
alors donné par I'expression :

K(q) =ai_11(q" -q)+ Hg, 2)

Les parametres multifractals sont estimés gracaralyse de la pente spectrale et a la
méthode DTM [18].

La Fig. 1b représente 'Eq. 1 dans un graphiquéatelle log-log pour I'analyse spatiale. Il
convient de préciser que pour tenir compte dudfaé le champ observé n’est pas conservatif
(on trouveraH=0.56) cette courbe a été tracée pour les flucnatdu champ et non pas le
champ directement. Les lignes droites (coefficiB@ de 0.99 en moyenne) refletent un
comportement scalant, au moins sur la gamme d’léchant de 1 a 64 km. Les pentes sont
égales &Kespackd). Les valeurs dea, C; etH valent respectivement 1.62, 0.14 et 0.56.

Une courbe similaire a celle de la Fig. 1b maisiealyse temporelle confirme la présence
d’'un comportement scalant (coefficient R2 allantOd@8 a 0.99 pour leg compris entre 0.8
et 2.5) pour une gamme d’échelle allant de 5midla Les estimations des paraméme€,;
et H valent respectivement 1.52, 0.10 et 0.21. Cedtatésisont en accord avec le cadre du
modeéle spatio-temporel unifié et scalant le pluspse de pluie [19,20,21], qui se base sur
I’hypothese d’'un exposant d’'anisotropie entre laspet le temps. Ce dernier suggére que les
fonctions d’échelle des moments spatiale et tentlgotdevraient étre proportionnelles, c’est-
a-dire

Ktemps(q)

Kespace(q) = W J (3)

Ou H, est I'exposant d'anisotropie entre I'espace ettdmps. Ceci implique des
identiques et de€; etH présentant le méme rapport.
C H 1

1,espace _ espace _
- - ’
1-H,

C H

1,temps

(@)
temps

Ici, les a sont proches et les rapports dés et desH correspondent a umid; de
respectivement 0.29 et 0.62, ce qui est prochéofsupourC; dont les estimations sont plus
fiables) de la valeur théorique de 1/3 obtenue #véiréorie de Kolmogorov en considérant la
pluie comme un scalaire passif [19].

3) Caractérisation de l'incertitude sur la pluie asociée a la variabilité non mesurée de la
pluie

3.1) Désagrégation spatio-temporelle du champ deepl

En I'absence de mesure de pluie a tres haute t@sol(environ 100 m) il est classique
d'utiliser une désagrégation stochastique [20,22£25]. Le cadre des cascades est
particulierement adapté a cet exercice [26]. Eretefa désagrégation consiste alors
simplement a poursuivre stochastiguement la casmadkela de I'échelle d’observation. Plus

211



précisément, pour chaque pixel 2 étapes de casspakio-temporelle [19,27], avec les
parameétrest et C; estimés sur la gamme d’échelle allant de 1 a 64skmt réalisées. Pour le
modele spatio-temporel, dont la pertinence a éliéléa sur cet évenement dans la section
précédente, lorsque la résolution spatiale estségviparAy, la résolution temporelle est
divisée pain=A,M". Ainsi & chaque étape d'un tel processus un gizednt est divisé en 18
pixels-enfants, en divisant la résolution spatipber 3 et la résolution temporelle par 2
(273 = 208). La valeur affectée a chacun des pixels-enfastscelle du pixel-parent

multipliée par un coefficient aléatoire permettal® respecter les équations 1 et 2. Ce
processus, illustré en Fig. 2a permet de passemedi@solution de 1km*lkm*5min a
111m*111m*1.25min. La valeur moyenne d’'une sousads est €gale a un en moyenne
d’ensemble. Un exemple de désagrégation pour urdeasmps est donné en Fig. 2b. La
méme palette de couleur a été utilisée pour I'imeagar et le champ désagrégé afin de
pouvoir les comparer. L'effet de la désagrégation genere des intensités plus ou moins
fortes au sein d’'un pixel radar est visible, paittetrement dans la zone de forte intensité au
sud. Il convient de noter que si les désagrégatdmsieux pas de temps successifs sont
indépendantes (i.e., les cascades geénérées poguechsous-pixel sont effectivement
indépendantes), il n’en reste pas moins que levaldésagrégées restent dépendantes du fait
gue les structures a plus grandes échelles le Noos nous sommes contentés dans ce papier
de cascades discretes (rapport d’échelle élémemtgiralors qu’en toute rigueur il faudrait
recourir & des cascades continues pour respectausalité [3].
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désagrégation spatio-temporelle pour un pas dedelfimage radar de résolution spatiale
1km (haut) est remplacée par 4 images succes$ias} jossédant une résolution spatiale de
111m.

3.2) Caractérisation de I'incertitude sur la pluie

A partir des mémes données radar a la résolution*Ikm*5min, cent échantillons de
pluie réaliste a plus haute résolution ont été gEngour mettre en ceuvre une approche de
type prévision d’ensemble. L'incertitude sur laipldu fait de la limite de résolution du radar
est caractérisée par la variabilité observée an deil’ensemble d’échantillons. Avant de
poursuivre, il convient de mentionner que la hautetale moyenne de précipitation est égale
a 19.14 £ 0.04 mm sur les différents échantillseshant que la valeur obtenue avec les
données radar est de 19.14 mm. Ceci signifie quedagrégation, bien que non strictement
conservative, ne perturbe que trés légerementuraatation totale de la pluie et donc que les
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effets hydrologiques observés sont dus a des €iféés de répartition spatiale. Dans la suite,
les hydrogrammes de dix canalisations sont analysésacine carrée de la surface drainée
par une canalisation définit la longueur charastigpie de son bassin versant assbgielLa
premiere étape consiste a définir pour chacun deandéllons de pluie et chaque canalisation
une valeur particuliére de la pluie. Deux typestt&mes du champ de précipitation ont été
choisis dans cet article pour mener I'analyse :

- l'intensité désagrégée maximale obtenue sur tacel drainée par la canalisation et sur
tout I'événement. Cette valeur est dénommée « phaeimale » dans la suite.

- l'intensité maximale sur tout I'événement de tEnsité moyenne évaluée sur la zone
drainée par la canalisation pour chaque pas deste@gtte valeur est dénommeée « pluie
moyenne maximale » dans la suite.

Une fois définie une valeur par échantillon et panalisation, il est possible de tracer les
histogrammes correspondants. En Fig. 3a ce troel@ pour la pluie maximale de la
canalisation 2 (qui est au sud du bassin versaothp des zones d'intensité pluvieuse
maximale). Les courbes obtenues pour les autredisations et la pluie moyenne maximale
sont similaires. Une premiére étape pour caraetéfisistogramme de la Fig. 3.a consiste a
estimer un coefficient de variatio@Y’) défini de la fagon suivante :

CV'= Xoss = Xops ' (5)
2* Xos

a partir des quantiles a Xqps) et 95% Ko.g5), et de la médianex{s). On trouve queCV’
varie de 33 a 60% pour la pluie maximale et de 38% pour la pluie moyenne maximale.
Dans cet article nous nous intéressons plus spaeifient aux échantillons extrémes ; i.e. la
partie droite des histogrammes. On constate gs’'aldmt caractérisées par un comportement
en loi de puissance, c’est-a-dire que I'on a :

Pr(X > XY a x™*, (6)

ou k est I'exposant caractéristique. Afin de vérifigjustement d’'une loi de puissance, les
intensités (moyennes) maximales simulées pour eha&ghantillon ont été triées par ordre
décroissant, et I'intensité en fonction du rangisie par le nombre d’échantillon est tracée
dans un graphique en échelle log-log. La Fig 3lrésgte cette courbe pour la pluie
maximale de la canalisation 2, et est représemtatds autres. La ligne droite observée pour
les grandes intensités reflete la loi de puissasoas-jacente. Les coefficients de
détermination des régressions linéaires valent @emme (sur les 10 canalisations) 0,98 pour
lintensité maximale et 0,97 pour lintensité mopen maximale ce qui valide la
caractérisation par une loi de puissance.

Les valeurs numériques déstrouvées pour la pluie maximalép(e ma) €t la pluie
moyenne maximalekfuie moy ma) SONt indiquées en Fig. 3c ainsi que celles dgosants
trouvés pour les débits (cf. section suivante). Maleur élevée d& reflete des queues de
probabilité moins épaisses et donc des extrémessnpwononcés. On n'observe pas de forte
dépendance dgyuie maxaveclsq, ce qui reflete que la pluie possede des propritistiques
comparables aux différentes échelles d’observamrevanchegie moy maxa tendance a
augmenter avetsq, ce qui signifie, comme on pouvait s’y attendree plus la surface
drainée par la canalisation est grande, plus t'eféela variabilité non-mesurée de la pluie est
amorti. On retrouve naturellement gkiRie max€St inférieur Koiuie moy max pUiISque la moyenne
faite dans l'analyse de lintensité moyenne maxemaimortie les extrémes observés dans
'analyse de l'intensité maximale brute.
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Figure 3 : Histogrammes (@) et mise en évidencec@ardonnées logarithmiques) de son
comportement en loi de puissance (b) pour les Ifardillons de précipitation pour la
canalisation 2 (pluie maximale). (c) Exposknde la loi de puissance pour lintensité
maximale de la pluie, l'intensité moyenne maximakle débit de pointe en fonction de
I'échelle du sous-basslng

4) Transfert des incertitudes sur le débit
4.1) Présentation du modéle pluie-débit

Le cas d'étude analysé dans cet article reprend del[16], dans lequel il est décrit avec plus
de précision. Il correspond au bassin versant deaméde Cranbrook, a Redbridge (Londres,
Royaume-Unis), un bassin essentiellement urbaimviten 900 hectares, connu pour étre un
lieu fréquent d’'inondations urbaines. Le modelaghlebit semi-distribué utilisé a été fourni
et calibré par Thames Water Utilities Ldt [28]. in@dele décompose le bassin versant de
Cranbrook en 51 sous-bassins considérés comme lem@®¢de 1 a 62 hectares, avec des
temps de concentration de I'ordre de quelques @atune dizaine de minutes) et prend en
compte le réseau d’assainissement principal (Fid-eb simulations sont réalisées a I'aide du
logiciel d’hydrologie urbaine Infoworks CS [29]. lpmramétrage du modéle n’a pas été
changé dans cette étude. La répartition spatiatcwil total de pluie (via des images radar)
au cours de I'évenement pluvieux est présentéeged Felle varie de 16 a 23 mm en
fonction du sous-bassin versant avec d’avantageuie au sud, a proximité de I'exutoire.
Dans cette étude les hydrogrammes de 10 canalisatant analysés. Elles ont été
sélectionnées de facon a couvrir une large gamnhgydiei Lsq varie de 370 a 2910m

(Fig. 4).
k\..\ i Pluie totale

cumulée
8(600 m) (mm)
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Figure 4: Le bassin versant de Cranbrook, et seearéd’assainissement modeélisé, ainsi que
le cumul de précipitation au cours de I'événemduntipl pour chaque sous-bassin versant.
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4.2) Caractérisation des incertitudes sur les dgd# pointe

Pour I'ensemble des simulations de pluie désagrédgéehydrogrammes des canalisations
sont calculés. L'objet de cette section est d’aselyla variabilité au sein de I'ensemble

d’hydrogrammes simulés et de comprendre en quoireflete celle des pluies. On s'intéresse
au debit de pointe, une grandeur fondamentale Baxddnensionnement et la gestion des
réseaux d’assainissement. Pour chaque échantikordébit de pointe et son heure

d’'occurrence ont été estimés. Aucune influenceifsigtive n’est observée sur les heures
d’occurrence, si bien gu’aucune étude supplémenta@st faite dans la suite. Pour les débits
de pointe, la méme analyse que pour les précipitatest faite. Le coefficiel@V vaut de 5

(a l'aval) a 26 % (a I'amont). Des courbes siméaira celles en Fig. 3a (histogramme des
valeurs) et 3b (courbe de détermination de I'expbkale la loi de puissance) sont obtenues.
Les coefficients de détermination des régressionéaires valent en moyenne (sur les 10
canalisations) 0,98 ce qui valide la caractérisatiar une loi de puissance. Les exposants

(Kgepi sont présentés Fig. 3c.

Il est notable de constater que la relation pldibidconserve le comportement statistique en
loi de puissance observé sur les précipitationss e change les exposants caractéristiques.
L'observation de loi de puissance signifie que tpeues de probabilité associées a la
variabilité spatio-temporelle non mesurée a pétiteelle sont épaisses et ne peuvent donc pas
étre négligées. Ceci implique qu’elles doivent @ises en compte dans le dimensionnement
et la gestion des réseaux d’'assainissement. Heesarquable de noter que malgré la faible
résolution spatiale du modéle pluie-débit (en mogefa racine carrée de l'aire des sous-
bassins versant vaut 380 m) par rapport a la réenldes précipitations désagrégées (111m),
qui fait qu’'une partie de I'information issue dedésagrégation est perdue, et de probables
limitations dans la modélisation pluie-débit, lexartitudes associées a la variabilité non
mesurée de la pluie sont significatives.

On retrouve pour I'exposarkteni la croissance avelcs; observée pouKgiuie moy max €t les
valeurs numeériques sont globalement supérieureslpaiébit, mais restent comparables. En
revanchekyiuie maximale€St inférieur &yepir pour toutes les canalisations. Ceci semble montrer
gue les débits ne reproduisent pas les extrémds pleie maximale, mais ceux de la pluie
moyenne maximale. Ces derniers sont assez peuéaffpar le passage en réseau. Pour
obtenir une analyse plus fine des résultats, iviemdrait de mener de futures études avec un
modéle pluie-débit possédant une meilleure résmiuipatiale et prenant en compte les
interactions entre les flux de surface et les fliaxs les canalisations [30,31] pour profiter
pleinement de la désagrégation du champ de prétgit

5) Conclusion

La premiére conclusion de cette étude est quedesébs radar de I'événement pluvieux du
9 février 2010 de la région londonienne sont ematavec le modéle spatio-temporel scalant
le plus simple reposant sur un exposant d’anis@reptre I'espace et le temps. Cet accord a
permis la mise en place d'une désagrégation spatporelle réaliste du champ de
précipitations. L’approche reposant sur des ensesmdtibchastiques mise en ceuvre a permis
de quantifier l'incertitude associée a la varidéilispatio-temporelle non-mesurée des
précipitations, et comment elle se transfere awtdgrammes du réseau d’assainissement du
bassin versant urbain de Cranbrook (Londres). plaggit que la distribution de probabilités
des extrémes de la pluie désagrégée est en laiidsapce. Ce type de loi est retrouvé pour
les débits de pointe simulés, ce qui par ailleugnifie que lincertitude associée a la
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variabilité non mesurée du champ de pluie ne past&ire négligée dans la gestion et le
dimensionnement des réseaux d’assainissements@aligne l'intérét d’'implanter des radars
a bande X en milieu urbain, puisqu’ils permettenbtenir une résolution spatiale de I'ordre
de 100 m. En revanche, I'établissement d'un lieaircéntre les exposants des lois de
distribution des extrémes des précipitations etdi#dsts nécessite I'analyse de davantage de
cas d'étude et d’événements pluvieux. Par aillecete étude ouvre une piste pour tester
autrement les modeéles hydrologiques, en s’assqraifg sont capables a partir de différentes
pluies extrémes de reproduire le comportementsstaie observé sur les débits associés.
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7.6 Annexe 6 : «Impact of small scale rainfall uncertaaity on urban
discharge forecasts» (IAHS Red Book, Publ. 351)

400 Weather Radar and Hydrology
(Froceedings of a symposiom held in Exater, UK, April 2041) ([AHS Publ. 351, 2042).

Impact of small-scale rainfall uncertainty on urban discharge
forecasts
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Abstract We used a multfractal charactenzation of two heavy rainfall events m the London area to quantify
the uncertainty -associated with the ranfall variability at scales smaller than the usual C-band radar
resofution (1 km™ = 5 min) and how it transfers to-sewer discharge forecasts, The radar data are downscaled
o a higher resolution with the help of a multifractal caseade whose exponent values comespond to the
estimates obtained from the radar data. A hundred downscaled realizations are thus obtained and input imto a
semi-distributed urban hydrofogical model Both probabifity distmbutions of the extremes are shown to
liow a power-law, which corresponds o a rather h:l_gl': dispersion of the results, and therefore to a large
wmcertarnty. We also discuss the relationship between the respective exponents. In conclusion, we emphasize
the correspondmg gain obtamed by higher resolution radar data.

Kev words multifiectals; ramfzll downscaling: urban hvdrology: power law

INTRODUCTION

This paper implements multifractal techniques (seeejoy & Schertzer, 2007 for a recent review),
which are standard tools to analyse and simulatplgesical fields, e.g. rainfall, that are extremely
variable over a wide range of scales, and in uiipairology to quantify the impact of small scale
unmeasured rainfall variability. Indeed numeroudrbiogical studies (see Singh, 1997 for a review)
show that rainfall variability has an impact on thedelled flows, which is more or less significant
according to the rainfall event and the catchméze and features. In urban areas the effects are
enhanced because of greater impervious coefficiamis shorter response times (Aronica &
Cannarozzo, 2000; Segoatial, 2007).

In this paper we study the mainly urban 910-hanBraok catchment, situated in the London
Borough of Redbridge, and known for regular lotabdling (Gireset al.,2010b). The rainfall data are
obtained from the Nimrod composites, a radar prbdithe Met Office in the UK (Harrisoat al,
2000), whose resolution is 1 km in space and 5imitime. Here a winter frontal rainfall event (9
February 2009) and a summer convective one (7200Q) are investigated. Square areas of size 64
km?” during 21 hours, centred on the heaviest raintidlihese events, are analysed. Figure 1 displays
the total rainfall depth for both events. The viegalized rainfall cells of the convective July avare
clearly visible.

In the next sections, first the multifractal prdaps of the rainfall fields are analysed for both
events. Then an ensemble of realistic spatiallyrdmaled (to the scale of 125 m) rainfall fields is
generated with the help of universal multifracta@lscades, and the corresponding ensemble of
hydrographs is simulated. The variability amongséheensembles is used to characterize the
uncertainty due to small-scale unmeasured rainalbbility, mainly on the peak flow.
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MULITIFRACTALS AND RAINFALL DOWSCALING

In this section, the multifractal analysis of thainfall events and the implemented downscaling
technique are briefly presented. More details aafobnd in Giregt al (2010Db).

February event July event
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Fig. 1 Map of the total rainfall depth (in mm) over theidied area for the February (left) and July (right)
events. The coordinate system is the British Nafi@rid (unit: m)
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Fig. 2 For the February event: (a) definition of the stglmoment function (equation (1)) and (b) plot of
K(a).

Multifractals

In this paper the rainfall field is investigatediwthe help of universal multifractals, which hdeen
extensively used to analyse geophysical fields dhatextremely variable over a wide range of scales
(Lovejoy & Schertzer, 2007; Royet al, 2008; Nykanen, 2008; Gires al, 2010a). They basically
rely on the concept of multiplicative cascadesthat framework the statistical moment of arbitrary
gth power of the rainfall fieldR, at the resolutiom (=L/I, the ratio between the outer scale of the
phenomenon and the observation scale) exhibitalagdehaviour:

< R/]q >~ AK(Q) (1)

where < > denotes ensemble average (over the dfiffdime steps analysed), armd asymptotic
equivalenceK(q) is the scaling moment function and quantifies gbaling variability of the rainfall
field. Figure 2(a) displays equation (1) in a logrlplot for the February event. The straight li(tee
coefficient of determination are all >0.99), whatepes arél(q), indicate a good scaling behaviour
and show the relevance of this analysis. Similavesi are found for the July evert(q) for the
February event is plotted Fig. 2(b).

In the specific framework of universal multifralstdSchertzeet al, 1997),K(q) is described by
three scale independent parameters (UM parame@ri)e mean intermittencyC{ = 0 for a uniform
field), a the multifractality indexdq = O for a monofractal field, aral = 2 for the extreme log-normal
case), andH the non-conservation(= O for a conservative fieldiK(q) is given by:
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K(@=—2-(o" ~a)+Hq 2)

Greater values df; anda correspond to strong extremes. The parametersstireated with the help
of the DTM technique and spectral slope (Lavadieal, 1993). Here the numerical values of the UM
parameters are quite different for both event. &semates oftx, C; andH are 1.62, 0.14 and 0.56,
respectively, for the February event and 0.92, @48 0.57, respectively, for the July eve(q)
plotted with the estimated UM parameters for thérkary event is displayed in Fig. 2(b). The
agreement with the empirical curve is very goodd dime discrepancies for small moments are
explained by a multifractal phase transition asgted to the influence of the numerous zeros (i.e. a
pixel of a time step with no rain) (Girest al, 2010a). The rainfall events exhibit two different
statistical behaviours (Hubegt al, 1993): indeed for the February event 1 which indicates that
the extreme values are not bounded whereas foduheeventa < 1 indicates bounded extreme
values. In the multifractal framework, the probaypitlistribution of the extreme values observedaon
given dataset are expected to follow a power-lameuivalently, the statistical moments cannot be
estimated for moments greater than the power lgwm@ant) whose exponent strongly depend€pn
HereC; for the July event is more than three times graaenC; for the February event, indicating a
lower theoretical exponent. The effect is partiatlympensated by the greater valueoofor the
February event. This means that extreme valuedwitbserved more frequently for the July event.

Multifractal spatial downscaling of the rainfall fi eld

A stochastic downscaling technique is used to geaeerealistic high-resolution rainfall fields
(Venugopalet al, 1999; Deidda, 2000; Olssat al, 2001; Ferrariet al, 2002; Reborat al, 2006).
The framework of the cascade process is well suitethis problem (Biaotet al, 2003), since
continuing the cascade beyond the observationugsolenables generating a realistic high-resotutio
rainfall field. More precisely, for each pixel of Kin x 1 km three steps of discrete UM cascades
(Pecknoldet al, 1993) are simulated with the UM parameters esécthan the available data (i.e. on a
range of scale from 1 to 64 km). The final resolntis 125 m x 125 m. This process is illustrated in
Fig. 3(a). An example of downscaling (which genesatainfall variability inside a radar pixel) over
the modelled area for a time step of the Februaepteis displayed in Fig. 3(b). The downscaling of
two consecutive time steps is independent, bubbitained variables remain dependant because they
are generated from larger structures that are digoen

Rain rate
(mm/h)
4

M or deterministi y (b)

Mulldractai analysis = v and G,

Stochastic spatial doewnscaling
for each pixel

Fawar \ Performed with tha halp of
F T 7 = discrete mulliplicative cascade wilh
g i i UM parameter e and C;

15 my

Fig. 3 lllustration (a) and example over the Cranbrooladoe a time step of the February event (b) of the
downscaling technique implemented.

RAINFALL-RUNOFF MODEL
For the Cranbrook catchment, Infoworks CS (WallimgfSoftware, 2009) was used by Thames Water

Utilities (2002) to calibrate a semi-distributece(ithe area is divided into 51 sub-catchmentszef s
ranging from 1 to 62 ha) model that includes th@omsurface water sewers (Fig. 4). Sub-catchmensts a
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defined by sewer nodes and are considered as baimggeneous. Their discharge is computed from the
rainfall with the help of a double linear reservoindel. The main parameters are the slope and the
length (represented with dashed lines in Fig. &g Simulation parameters were maintained unchanged
for all simulations. The total rainfall depth ovére 51 sub-catchments for the July event is also
displayed in Fig. 4. It ranges from 4 to 14 mm,fwtihe heaviest rainfall situated in the south rtear
outlet. A similar distribution with values rangifigm 16 to 23 mm is observed for the February event
Conduits drain the water from one (for upstreandods) or several sub-catchment(s) (for downstream
conduits), and their characteristic lendgtfy is defined as the square root of the area drdiyethe
conduit. In this paper the hydrographs of 10 casduith Ly, ranging from 370 to 2910 m are analysed
(Fig. 4). This enables us to study the impact efdize of the studied area on the uncertainty agsdc
with small scale rainfall variability.

Total rainfall
depth (mm)
8 (600 m)

9 (900 m) 4

Selected
conduit :
ID (Lgg)

1km

10 (2910 m)

Fig. 4 The Cranbrook Catchment and its underground seysters. The total rainfall depth over the 51
sub-catchments for the July event is also displayed

QUANTIFYING THE IMPACT OF SMALL-SCALE UNMEASURED RA INFALL
VARIABILITY

An ensemble of 100 realistic downscaled rainfaklds and the corresponding ensemble of
hydrographs were simulated. The uncertainty astemtiavith small-scale unmeasured rainfall
variability is quantified by investigating the valility among the ensembles.

Variability among the ensemble of rainfall fields

To give an insight of the uncertainty on the rdirffalds, for each conduit we evaluated the maximu
average rainfall intensityR(,,) over the drained area for each sample of dowedcaelds. The
histogram of these values (one per sample) foctmeluit 2 and the February event is shown in Fig.
5(a). Similar curves are found for the other cotsdand for the July event. It appears that thesendr
cases (i.e. the right part of the histogram) extatpower-law behaviour of the form:

Pr(R,o > X) = X 3)

Indeed, this relation in a log-log plot is displdyia Fig 5(b), and the determination coefficientod
straight line describing the fall-off of the prolildl distribution is very good (0.98 + 0.01 and®.+
0.01 for the February and the July event, respelgtiaccording to the conduit). The valdgg, found
are plotted againdty, in Fig. 6. First it appears thit;, increases with 4, Which implies a thinner
probability fall-off for larger drained area. It axes that the effect of small-scale rainfall vafiabis
damped for larger area, which was expected. Sedaongeneralk., is smaller for the July event,
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which reflects the fact that the variability amahe ensemble of downscaled rainfall fields is great
for the convective event than for the frontal eyavitich was expected due to greater values, of

(a) February event (b) February event

0T
05

1 Conduit 2
-10

12

log(rank/100)
oo
o

Number of samples

Conduit 2
-3.5 —k=4.42; R2=0.97

o[l e N
14

1 TNaT s 18 20 22 24 26 28
log(Max. avg. rainfall intensity (mmh))

Fig. 5 Histograms (a) and determination curvekgf, (b) for the maximum average rainfall rate of the
conduit 2 for the February event.
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Fig. 6 K.ain andkso, vs. Ly, for the February event (right) and the July e\(édt).

Variability among the ensemble of simulated peak &w

A similar analysis was performed on the ensemblkgrofilated hydrographs. For each selected conduit,
the peak flow and its time of occurrence was retde The first point is that no significant influenwas
found on the time of occurrence. Concerning thek fleav, as for the maximum average rainfall, the
probability distribution exhibits power-law fallfofcurves similar to Fig. 5(b) but for the peakwiare
found, with R equal to 0.97 + 0.01 for both events accordinthéoconduit). The power-law behaviour
means that the uncertainty on the simulated peak #ssociated to unmeasured small-scale rainfall
variability cannot be neglected. It is striking eghat the uncertainties are significant despéetiarse
resolution of the hydrological model (the averagaase root of sub-catchment area is 380 m) with
regard to the resolution of the downscaled rairffalds (125 m). Nevertheless further investigagion
with hydrological models with greater spatial regioin and taking into account the interaction beve
surface flow and the sewer system (El Tabetchl, 2009; Maksimoviet al, 2009) would be needed to
fully take advantage of the spatial downscalinguFe 6 displays the expondg,, vsthe characteristic
length of the conduity, for both events. As fdtqn, kiow tends to increase withy,. Independently of the
event and_q4, the variability among the ensemble of rainfadlds is transferred to the ensemble of peak
flow with the same qualitative features (i.e. a po¥aw fall-off of the probability distribution).
Quantitatively it appears thig,, is often (i.e. most of the conduits for the Febyievent and some for
the July event) greater th&g;,, which would mean that the rainfall-runoff procskghtly dampens the
variability of the ensemble of rainfall fields. Rily it appears that the variability observed foe Ouly
event is similar to the one observed up to 1 kniHferFebruary event.

CONCLUSION

Multifractal cascades are used to generate an dhseoh realistic downscaled rainfall fields of a
convective and a frontal rainfall event (after gating this framework for both events). The proligbi
distribution of the generated rainfall extremesileith a power-law fall-off, which is also retrievesh

the peak flow of the corresponding simulated enséerabhydrographs. It means that the uncertainty
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associated with small-scale rainfall variabilityinat be neglected. As a consequence it is recomedend
to either take into account this uncertainty inris-time management of sewer networks or to ingro
the resolution of rainfall data in urban areasroplementing X-band radars whose spatial resoluson
roughly 100 m. Concerning the numerical valuefiefdharacteristic exponents of the power-law ftll-o
it seems that they are greater for peak flow tlamdinfall, and for larger areas. They are grefatethe
frontal event than for the convective one. Nevéesefurther investigations with other case studres
rainfall events are required to clarify this point.
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The-aim of this paperis to quantify the sensitivity of an operational semi-distributad wrban hvdrological hydeaulic
model to raintall variability. A 3400 ha urban area located in Seine-Saint-Denis (North-East of Paris, France), is
usad as @ case study. First, spatio-temporal multifractal downscaling technigues are implemented on the C-band
radardata (whose resolution is | km in space and 5 min in time) of the 9 Febewary 2009 rainfall event to quantify the
uncertainty associated with small scale’ unmeasurad rainfall variability. 1t appears that the variability shoold not be
neglzcted. This finding highlights the need to implement X-band radars {whose resolution is hectometric) in urban
areas. Then: multifractal tools are wsed on both rainfall and simolated discharpes that also exhibit a scaling
behaviour, It appears that the rainfall drainage system basically transmits the rainfall variability without damping it,
at least in terms of multifractal siatistics.

Kevwords: rainfall variability; urban hydeology: multifractals: spatio-temporal downscaling

1) Introduction

Over the last decades, real time control (RTC)udfan drainage systems has
experienced a fast development (see Schiitze @08, for a review). Its traditional aim was
to limit urban flooding and overflow. In the conteot stronger regulations such as the Water
Framework Directive (Council of European Commusiti@000), RTC is more and more
dedicated to reducing urban pollution. This implfes instance limiting combined sewer
overflows, which are a major source of river patint (Pléau et al., 2005), or controlling
discharge to optimize the efficiency of treatmelangs (Schiitze et al., 2004). In order to
achieve these objectives RTC processes usuallyvatbe use of urban hydrologic-hydraulic
models.

The aim of this paper is to use the multifractahfework to test the sensitivity of
such models to the spatio-temporal variability loé trainfall input. Universal multifractals
(UM), which rely on concept of multiplicative casles, are a standard statistical tool to
analyze and simulate geophysical processes exiyevaelble over a wide range of scales
with the help of a reduced number of parameters (s®/ejoy and Schertzer, 2007 for a
recent review; Schertzer and Lovejoy, 1987, 19%ch tools have been implemented on
both rainfall and river discharge data. The congmariof their characteristic parameters
(Tessier et al, 1996; Pandey et al., 1998; Labat.e2002; Tchiguirinskaia et al., 2007) and
the behaviour of their extremes (Schertzer et 2006) have enabled to improve the
understanding of the rainfall/runoff relationshif our knowledge these tools have not been
implemented in the specific context of urban hydgyl, where the impact of rainfall
variability on discharge is enhanced. Indeed urbatcthments are smaller with shorter
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response time, and the coefficients of impervioasnare greater leading to a greater
proportion of quickly effective rainfall (Aronicand Cannarozzo, 2000; Segond et al., 2007).

In this paper we use an operational urban rainfadff model that was calibrated on a
3,400 ha dominantly urban catchment, located ircthenty of Seine-Saint-Denis (North-East
of Paris, France). With the use of radar rainfatireate, this county has been implementing
real time control of sewer networks since 1986 (Aewk and Jacquet. 1987, Browne et al.
1998) to reduce overflow and pollution problemse Fhinfall event of February"92009 is
analyzed in this paper.

The paper is organized as follows. First the mualtifal methodology is briefly
presented (section 2). Then the rainfall event thedoperational urban rainfall/runoff model
are presented (section 3). The uncertainties aggocwith small scales rainfall variability are
analysed in section 4. A focus on the variabilitgarring at scales smaller than 1 km x 1 km
x 5 min, which is the usual resolution availabléghnstandard C-band radar networks, is made.
Finally multifractal analysis on both rainfall argimulated discharges are performed to
analyse whether the model reproduces or not theredd rainfall variability (section 5).

2) Multifractal methodology

The multifractal framework is presented with théphef rainfall fields, but it can be
used to study or simulate any other geophysic#d fieat is extremely variable over wide
range of scales. The rainfall support, i.e. thetiporof the field where it rains, can be
characterized with the help of a fractal dimengierfHubert and Carbonnel, 1988; Olson et
al., 1993). Indeed the number of boXésneeded to cover the rainfall support at a resmuti
A (=L/1, the ratio between the outer schland the observation scd)escales like:

N, 0A% (1)

The fractal co-dimensiock is defined as the differencd-¢r) whered is the dimension of the
embedding spacel£1 for time series and=2 for maps). It appears that this fractal dimemsio
decreases when the threshold defining the occlerencainfall increases (Lovejoy et al.,
1987; Hubert et al., 1995). Thus a single fraciahashsion is not enough to characterize
rainfall process, and an infinite number of fractmhensions are needed. In the framework of
multifractals, one expects the figRl to behave agd’ wherey is called “singularity” and is a
scale invariant notion. The statistical propersegh as the probability of exceeding not a
threshold but a singularity (Eq. 2) or a statistrm@ment of ordeq of the fieldR, (Eq. 3) are
power-law related to the resolution (Schertzer laoekejoy, 1987):

PR, =)= (2

<R, >= @ (3)

Where c(y) and K(q) are respectively the co-dimension function and thoment scaling
function. These functions are related by the Legerthnsform, and fully characterize the
scaling variability of the studied process. Wieéy)<d, c(y) can be interpreted as the fractal
co-dimension of the support of the field wherexceedsA” .

For conservative Universal Multifractals (UM) (Sctzer and Lovejoy, 1987, 1997),
K{(q) is characterized with the help of only 2 paramsete
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- C3, the mean intermittency co-dimension, which meastine clustering (intermittency) of
the (average) intensity at smaller and smalleresc@h=0 for a homogeneous field);

- a, the multifractality index(0< a <2), which measures the clustering variability with
respect to intensity level.

The functionsc(y) andK(q) are then given by:

C(y) = i(i + 1] (4)

a-1{Ca' «a

K@=—2-d ©

where 1&'+1/a=1. The DTM technique (Lavallée et al., 1993) wasdito estimate the UM
parameters.

In this paper, discrete multiplicative cascades ianplemented to simulate UM
(Pecknold et al., 1993). To achieve this, at edep of the cascade process, a structure such

as a time step (in 1D) or a pixel (in 2D) is diwdato A, steps (in 1D) or/102 (in 2D) pixels
respectively. The scale rati4) = 8 commonly used, although this is not mandatdhe
value affected to the sub-structure is the onehefgarent structure multiplied by a random
factor, chosen so that Eg. 3 and 5 remain valida 8ensequence, after n steps (the resolution
of the cascade id = A,") the value of a given structure is the produdhefrandom factors of
the n previous steps of the cascade. Space andcimée considered at once in a cascade
process. In the simplest space-time model (Marsaal.,e1996; Deidda, 2000; Biaou et al.,
2003; Gires et al, 2011a, 2012a), when the spatsblution is divided byA,, then the

temporal one is divided by, :)IXH‘, whereH; is the scaling anisotropy exponent between
space and time (with;=1/3 for the rainfall). Thus a common choiceAs= aBd A = 2
(3"* = 208), which means that a structure is divided intes@B-structures at each step.

3) The case study
3.1) 9" February 2009 rainfall event

The rainfall event analyzed in this paper occuirethe Paris area on February),9

2009. The data comes from the C-band radar of Bmmperated by Météo-France, and
located west of Paris at about 45 km from the swidtatchment. The Météo-France
processing includes correction of ground cluttartipl beam blocking and vertical profile of
reflectivity effects (Tabary, 2007; Tabary et @007). The resolution of the rainfall estimates
is 1 km in space and 5 min in time. A square afesize 256 by 256 km centred on the radar
during about 13 hours is analyzed. Figure 1 dispthg estimated total rainfall depth (in mm)
observed during this event. Characteristic radkatdres are visible and the results might be
sensitive to them. Nevertheless the studied catohfbéack box on Fig. 1), being close to the
radar, should not be too affected. The use of defdmand radar network could help
overcome these difficulties, but such data areanatlable at the moment.
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Figure 1. Map of the total rainfall depth (in mm)rihg the rainfall event of February"9
2009. The area is of size 256 Km, and the coordisgstem is the “extended Lambert II”
system (unit = hm). The Meteo-France C-band ratldrappes is located in the centre of the
image. The studied catchment is indicated by thekobox.

The validity of the multifractal framework is vegfl by displaying the statistical
moments vs. the resolution for the rainfall datee(&€qg. 3) in a log-log plot (Fig. 2a). The
scaling behaviour is good over two distinct rangésscales: 1-16 km (the coefficient of
determinatior¥? of the straight lines is equal to 0.96 on average) 16-256 km (averad®
equal to 0.97). Such scaling break was observedtfugr rainfall events in the Paris area
(Tchiguirinskaia et al., 2011) or for a heavy ralh&vent that occurred in the South of France
on September 5 2005 (Gires et al., 2011a). The DTM techniquevélige et al., 1993)
was implemented to estimate the UM paramet@s.and a were found to be equal
respectively to 0.28 and 1.08 for large scales, @6 and 1.52 for small scales. The
empirical and theoretical (Eq. 5, with the estidatdM parameters) moment scaling
functionsK(qg) are plotted in Fig. 2b. The theoretical fitting very good, except for small
moments where the presence of numerous zeros gesm@ranultifractal phase transition that
biases the empirical estimate &f(g). This behaviour is well retrieved by simply
implementing a threshold on a simulated multifrafitdd (see Gires et al., 2012b for more
details). Let us mention that these small momergsat used in the DTM technique, so that
in that case the UM parameters estimates are gatfisantly affected, especially for the
small scales, which are used in the downscalingnigce.
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Figure 2. (1) lllustration of the definition of thecaling moment function (Eq. 3) for the
rainfall event of February"™ 2009. (2) Empirical and theoretically fittédq) functions for
both small and larges scales.

3.2) The urban hydrologic/hydraulic urban model

The studied catchment is a predominantlyamriarea of approximately 3,400 ha
located in the French county of Seine-Saint-Demsrih-East of Paris). The calibrated
hydrologic/hydraulic model of the area (displayadrig. 3) was provided by the “Direction
Eau et Assainissement de Seine-Saint-Denis” (i@ luthority in charge of urban drainage
in this area). It is used operationally. The ouigelibcated in the West of the area. The semi-
distributed model Canoe (Allison, 2005) was calibdaon this area. The catchment is divided
into 198 sub-catchments which are considered aogenous. Their size ranges from 0.9 to
92 ha, except for two of size 347 and 404 ha. Meeage size is 17 ha. The mean coefficient
of imperviousness is 41%, with values ranging fl@mo 95%. The rainfall / runoff model for
a sub-catchment is a linear reservoir. The majorese are modelled leading to 69 km of
links. Water flow in links is represented with thelp of Saint-Venant equations. A basic
feature of this area is its flatness. Indeed thamsope of the links is about 0.009 m/m. The
total rainfall depth during the event ranges frofnnim in the North-West corner to 9 mm in
the South East corner.

l:l Sub-catchment

——— Sewer system

In

Figure 3. The studied portion of the ine-Sainmi@ounty and the modelled underground
sewer system (this figure was obtained with th@ loélulien Richard).
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The modelled network exhibits a scaling behaviawd a fractal dimension can be
computed with the help of the box counting methbal.achieve this, a grid of pixels of size
20 m x 20 m was generated, and the pixels intengeatlink are considered to represent the
network. A matrix of size 256 x 256 is then exteac{Fig. 4a) and the fractal dimensidmis
computed with the help of Eqg. 1 (Fig. 4b displayis quation in a log-log plot). The scaling
behaviour is good on two distinct ranges of scaleparated by a break. Indeed the
coefficients of determination of the straight linedose slopes are the fractal dimensidns
are equal to 0.994 and 0.999 for respectively saradl large scales. For scales ranging from
20 to 160 mgdg is equal to 1.09 which is quite close to 1. It irep that over small scales the
fractal dimension describes only the linear strrectaf individual pipes and the not the
structure of the whole sewer system. The size ah2020 m of the pixels of the original grid
is likely to be too small with regards to the regimin of the modelled sewer network. For
scales ranging from 160 m to 5 kuh is found to be equal to 1.68. The pluvial drainage
network of the Val-de-Marne County (South-East afi$) exhibits a similar behaviour with a
fractal dimension equal to 1.67 for scales randiog 290 m to 18 km (Sarkis, 2008). Such
scaling behaviour is also observed on natural nmetworks but with different characteristic
parameted: . For instance Takayasu (1990) implemented thedoating technique on the
Amazon and Nile Rivers and found fractal dimensiegsal to respectively 1.85 and 1.4.

(b)_1

log(N ;)
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Figure 4. (a) Representation of a portion of thedetled sewer network with the help of

boxes of 20 m size. (b) Determination of the fraditmension of the sewer network with the
help of box counting method (Eq. 1)
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4) Quantifying the uncertainty associated with smalscale rainfall variability

The aim of this section is to use the multifragtebperties of rainfall to assess the
uncertainty on sewer discharge associated withlssnale rainfall variability, especially the
one occurring at scales smaller than the C-bandrregbolution (1 kfix 5 min), which is
commonly provided by national meteorological sezsicMore precisely the sensitivity of the
semi-distributed urban hydrological/hydraulic motterainfall resolution is tested. Assuming
that the model properly represents the rainfaldffinrelation, it corresponds to the
investigated uncertainty. The methodology impleradritere is based on Gires et al. (2011b,
2012a). It basically consists in:

(1) Generating an ensemble of 100 realistic samplestothastically downscaled
rainfall field. The downscaling is achieved by s$tastically continuing the space-
time cascade process that was established ovaw#iable range of scales (section
3.1). Discrete cascades are implemented, with thk garameters found for the
small scales. The final resolution of the fieldil m x 111 m x 1.25 min.

(i) Simulating the corresponding ensemble of hydrogsaphth the help of the
calibrated hydrological/hydraulic model (sectio2)3.It should be mentioned that
for technical reasons the temporal resolution ieribeless degraded to the original
5 min.

The variability among these ensembles, which refldoe uncertainty associated with small
scale rainfall variability, is then analyzed.

Two types of rainfall fields are used as initigbir for the downscaling process. The
first case corresponds to the raw radar estimaleseresolution is 1 km x 1 km x 5 min. For
the second case the same radar field was up-s@alegace and time) to the resolution of 9
km x 9 km x 20 min. As a consequence, 2 steps afesime cascades are implemented in
the first case, and 4 steps are implemented ins#wnd one. Figure 5 illustrates the
downscaling of the rainfall field for both cases & arbitrary time step. The same colour
palette was used for the radar and downscaledsfteldacilitate the comparison between the
two. The variability created inside each radar pigelearly visible. The radar rainfall pixels
are visible, and the discrete downscaling presetiviespixelization. The use of a continuous
cascade (e.g., Schertzer et al., 1987) would han®thed the spatial structure of the rainfall.
As it can be seen on Fig. 5, in the second caseeh @f 9 km x 9 km almost covers the
studied catchment, which means that the rainfallccbe basically considered as uniform (in
space). It should be mentioned that the downscaluipnique ensures conservation on
average. Indeed in the first case the averageathidépth is equal to 15.1+ 0.01 mm
according to the sample and in the second caseefjual to 15.1+ 0.2 mm. This means that
the observed variability does not come from diffiies in the total rainfall amounts but from
the differences in space-time rainfall distributiobhe results of the first case are then
compared with the ones of a similar study performed 900 ha urban area in Cranbrook in
the North of London (see Gires et al., 2012a foremdetails). The rainfall event analysed in
this case study occurred on the same day of Fep&fa2009. The data used are the Nimrod
radar mosaics, a product of United-Kingdom Met €fi
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Radar data (1 km x 1 km x 5 min) Rainfall intensity (mm/h)

0

46
North |:] 9km square
Sub-catchment

—
1 km — Sewer system

: Upscaling for case 2
= ( 9 km x 20 min)

Downscaling case 1
(111 m x 5 min)

Downscaling
4 consecutive time steps
(111 m x 5 min)

Figure 5. lllustration of the space-time downscataidfall fields (from a resolution of 1 Km
x 5 min, and from one of 9 km x 9 km x 20 min) otlee studied area for an arbitrary time
step.
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Figure 6a displays the ensemble of hydrographbdtn cases (in red for the first case
and in black for the second case) for link 87 wheclocated in the West of the catchment. It
appears that although exhibiting a similar overattern, the details of the curves are
different. To clarify the disparities among thesstails, which are due to the uncertainty
associated with small-scale rainfall variabilitget10 and 90% quantiles were evaluated for
each time step. For both cases, the obtained cidez®ted respectivel@o; and Qq0), are
plotted withQa4ar (the flow simulated with the radar data at resolutl km x 1 km x 5 min
and 9 km x 9 km x 20 min as rainfall input for timst and second cases respectively) in Fig.
6b. This figure provides a visual insight into tinecertainty, which is visible on the whole
hydrograph and tends to increase with flow. As eigx the curves for the first case are
embedded in the ones of the second case, whidcttethe fact that the uncertainty is greater
for the reduced initial rainfall resolution (i.eittv9 km x 9 km x 20 min grid size).

A more quantitative approach is implemented for feak flow for both cases. First
the time of occurrencé,. ..., of the peak flow with the radar rainfall inputretrieved. Then

for each simulation the flow at,. ... is evaluated, and the corresponding histogram is

plotted. This is illustrated in Fig. 6¢c and 6d fespectively the first and second cases, and
with the same scale, so that they can be compaedxpected the histogram is much wider
in the second case. The variability among the ebgem quantified with the help of a pseudo
coefficient of variation, defined as:

CV-(l) — QO.Q (tPF,radar) B QO.l(tPF,radar) (6)
2* I:)Fradar

The corresponding indicator for the second c&3é ) is also evaluatedCV’ characterizes

the middle portion of the histogram. A grea@V’ corresponds to greater variability among

the ensemble of peak flows and therefore to stnrongeertainty.
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Figure 6. All the graphs are for link 87. The redldlack curves correspond to the first and
second cases respectively. (a) 100 samples of aiedlhydrographs. (b) Hydrographs Q
(dash), Q1 (dash), and fyar (solid). (c) and (d) Histogram of the peak flow thie 100
samples.
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A map of the coefficienCV (1) is shown in Fig. 7. It appears that as expe€¥d
tends to decrease with downstream links, whichectdl the fact that the uncertainty
associated with small scale unmeasured rainfallalbdity becomes smaller with greater
drained areaCV’ is almost negligible for the outlet and reachgzrapimately 25 % for many
upstream links. It should be noted that relativgitgat values are found for upstream links
despite the coarse resolution of the model (thersgwoot of the average catchment area is
412 m) with respect to the resolution of the dovahett rainfall field (111 m), which in itself
does not enable to fully represent rainfall vatigbi These results are similar to the ones
obtained on the London case study wheYe was equal to 3.4% for the outlet (the size of the
studied area is roughly four times smaller thandhe of the Paris case study) and reached
20% for upstream conduits, with an increase in betwaccording the area drained by the
conduit (see Fig. 10 of Gires et al., 2012a foisaual illustration). ConcerninGV 2y a map
exhibiting a similar pattern, but with greater \@duis obtained. To clarify this point Fig. 8
displaysCV 1y andCV () in a scatter plot. Although no clear tendencyissble on the graph,
it appears thaCV () is more than twice greater th@V (1). Figure 8 enables to quantify the
improvement provided by the use of a C-band radarse resolution is 1 km x 1 km x 5 min
rather than an almost uniform rainfall over thechatent. It is interesting to note that the
values of CV’ found are of the same order of magnitude as tlagive error (in absolute
value) made on the peak flow by inputting the radanfall at a resolution of 9 km x 9 km x
20 min rather than the available one of 1 km x 1 min. Indeed this relative error is
greater than 10% and 20% for more than respectiadlyird and a tenth of the modelled
links. The use of X-band radar whose spatial regmius about 100 m would enable to limit
the uncertainty assessed WitV (1. This shows that the uncertainty associated witlalls
scale rainfall variability cannot be neglected ahduld therefore be taken into account in real
time management of storm water sewer networks.
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Figure 7. Map oCV’(y for all the modelled links.
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Although the aim of this section was to test thesgesity of the model to rainfall
resolution, its validity was also verified. To aghe that, the water level measurement by a
gauge located in the storage basin 1 (see Figo®h §cheme of the local configuration) is
compared with the water level simulated in the daligk that represents it (Fig. 9¢). The
water reaching this link comes from a 256 ha andmch is divided into 4 sub-catchments in
the model (Fig. 9a). It should be mentioned thaséhsub-catchments are among the greatest,
which may affect the reliability of the simulatddw. As it can be seen on Fig 9b, the filling
of the basins strongly depends on the managemetiteofwo gates. Figure 9d shows the
temporal evolution of the measured water level. Ways of managing the gates are tested:
the standard one (this is the one usually usedisstudy, in blue on Fig. 9d), and the one
that was actually implemented during this eventréd on Fig 9d). The overall behaviour is
quite similar. The differences are mainly visibfethe timing of the beginning of the water
level increase and of the opening of gate 1 thggérs the sharp decrease in water level at the
end of the simulation. These events are more tealily reproduced when the actual
management of the gates is implemented. In theviatig of this section, we will only discuss
this case. The increase of water level is rathdl rgpresented by the model. Nevertheless,
after 5.5h of simulation the model simulates fastiecreasing and then steady water level,
whereas the measurements indicate an increasin@litneugh increasing slower than during
the period of first 5.5h. This is likely to be dwe the differences between the actual
configuration of the basins (Fig. 9b) and its repraation in the model (Fig. 9¢), which does
not enable to accurately simulate flow. Indeedtéhe basins are modelled by two large pipes,
and furthermore in the model gate 2 does not lreksecond basin directly to the first one, but
to the node PMBO. As a consequence when gate gesed in the model (as it is the case
after 5.5h in our case) the water is not releaedtid first basin, and instead goes directly to
the node PMBO. Thus the water level does not irs&réa the first basin as it was measured.
The impact of the small scale rainfall variabili(gtarting with a rainfall resolution of
1km*1km*5min) is illustrated with the help of theiwes in dashed red in Fig. 9d, which
represent the 10 and 90% quantiles for each tirep & the ensemble of simulated
hydrographs (see previously in the section for nae&ils about the methodology). This
uncertainty is basically visible only during theripe with the highest water levels. It should
be noted that the rather great size of these swghvo@nts does not enable to fully take
advantage of the rainfall downscaling.

235



\ ® gﬂ%mvm

\E_;Basm 1 Gate 2
Gate 1 ‘:
Basin
R E. :&.

Time (h)

Figure 9. (a) Snapshot of the Canoe model of tlseitcatchments whose water is drained
toward the link with available water level measueens. (b) Actual configuration of the two
basins, where water level measurements are awilét)l Representation of these basins in
the Canoe model. (d) Temporal evolution of the waéwel in the studied link (which
corresponds to the basin 1): measured (black), lated: with standard gate management
(blue), simulated with actual gate managementds@d) and the corresponding uncertainty
associated with small scale rainfall variabilityéthed red).

5) Retrieving the rainfall multifractal behaviour on discharges

The aim of this section is to use the multifradtadls to analyse the output of the
studied hydrological/hydraulic urban model. A pmghary analysis was performed on
hydrographs simulated with thé February 2009 rainfall event (see previous seltifs
suggested by Tessier et al. (1996) the analysieng not directly on the discharge, but on the
fluctuations of the discharge. Indeed the multfah¢echniques that are implemented here
assume that the studied field is conservative. Blmrservative field are represented as a
conservative one (characterized &4 and a) multiplied by non-conservative part
characterized with the help of an additional partemé. In order to retrieve robust estimates
of the UM parameter€; anda of non conservative fields (such as discharge sprees) one
has to perform the analysis on the underlying cmagiwe field which is commonly
approximated by the absolute value of the fluctraffor each time step, the value is replaced
by the absolute value of the difference betwees vhiue and the one of the next time step)
(Lavallée et al., 1993). The analysis is done 08 tie steps of 5 min (roughly 11 h). It
appears that although limited in range of scalesading behaviour is visible for all the links.
There is no clear tendency for the scale at whiehbreak occurs according to the position of
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the link in the network (either upstream or dowaain). It seems that there are basically no
differences in the scaling behaviour between thdrdgraphs simulated with the help of the
raw rainfall field or the downscaled one. Given #eey low amount of data (i.e., a sample of
128 time step values), these results may not bereéiable. They only give an indication that
the model seems to simulate hydrographs exhib#isgaling behaviour. To confirm this and
to investigate the consequences, the following pdilogy was implemented:

(i) Generation of 100 high resolution (111 m x Th2 1 min) realistic rainfall events
lasting 256 min and exhibiting a scaling behaviour.

(i) Simulation of the corresponding hydrographsthwthe help of the calibrated
hydrological/hydraulic model (see section 3.2)

(i) Performing a multifractal analysis on the ensble of 100 hydrographs. Each
hydrograph is considered as a realisation of tineesphenomenon, up-scaled independently
and then taken into account in Eq. 3, which thecally is valid for an ensemble average,
with a large number of realisations.

The rainfall fields are generated with the helgpdice time discrete UM cascades. The
UM parameters used are those estimated for thel stalkes of the studied rainfall event
(a=1.52,C,=0.056) without any break. Indeed the outer sclin® studied catchment is 12
km, which is smaller than the scale at which theakroccurs for the rainfall field (16 km).
The final resolution of the simulated field is 1ilx 111 m x 1 min, and the event lasts 256
min. The fields are renormalized so that the me#tal tainfall depth over the studied area is
the same for all the events and corresponds rouighly 5 years return period event. As
suggested by “I'Instruction Technique de 1977” (ZQ%vhich is a technical document issued
by the French government and describing the rdilas ¢hould be implemented to design a
sewer system, the Montana Formula was used:
(D, T)=a(T)D"™  (7)
where D (min) is the duration of the rainfall everi, (year) is the return period, ard
(mm/min) is the intensity. For the Paris araa 5 andb = -0.61 for a 5 year return period.
This leads to a mean rainfall rate of 10.2 mm/H tilmaresponds to a total rainfall depth of
43.5 mm during the entire event. There is no neambtrect this value for such size of studied
area (9 km x 12 km) and duration (256 min). Indéweal ratio between the average rainfall
over the area and the point rainfall given by thenkdna formula would be greater than 0.95
(Roux, 1996). Anyway taking it into account woulchply mean that the total rainfall depth
considered corresponds to a rainfall event of nepariod slightly greater than 5 years.

Before discussing the UM parameters estimates,necessary to assess the quality of
the scaling behaviour. For some links, scalingds abserved on the whole range of scales
(Imin — 256 min). Indeed a break is visible at ssabhnging from 2 to 16 min according to
the link. As a consequence, an automatic algoritvams developed to determine the scale at
which the break occurs: (i) The scaling curve (@. 3 in a log-log plot) is plotted
(i) The mean coefficient of determinatioR?] for large scales (i.e. the left part of the glaph
is evaluated when a break is considered at 1,2, ahd 16 min.

(iii) At the beginning no break is considered. THemR?(break at 2 min) -R* (break at 1
min)< 0.04, then no break is considered. Othenaidweak is considered at 2 min and the
process is iterated witR?(break at 4 min) to check whether it should be atid. And so on if
needed up to 16 min. This process enables to takeaccount the largest relevant range of
scales.

A good scaling behaviour is retrieved for largelesdthe mear® is equal to 0.98).
An illustration for link 87 is given in Fig. 10. Ithe following the small scales are not taken
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into account because their behaviour would be asdesith the help of a too low number of
points, and furthermore for links where there armr 3nore points the averag® is equal to
0.95 which is quite low. Figure 11a displays a maih the scale at which the break occurs
for all the links. The characteristic scale of bieak tends to be larger with downstream links.
Basically no break is observed for upstream limksar the outlet, the separation of the flow
in two parallel links breaks the scaling behaviaunjch is retrieved downstream. Overall the
discharges simulated with the model basically doreproduce the rainfall scaling behaviour
for scales smaller than 5 min. This is likely to dige to the damping effect of the lumped
model that is used for each sub-catchment.
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Figure 10. lllustration of the scaling behavioue(iEg. 2 in a log-log plot) for the simulated
discharge of link 87. Here the break occurs at 2. mi

The UM parameters were estimated for all the lifla. most of the conduits andC;
belong respectively to the range 1.6-1.9 and 0.@5fgures 11b and 11c display mapsiof
and C;. There is no clear tendency over the distributbérihe values in the network. It is
striking to note that both UM parameters used moutate the rainfall fields (i.ex=1.52 and
C,=0.056) seem to be smaller than the ones foundligmharge. This single fact does not
mean that the extremes are strengthened in the smiweork with regards to rainfall. Indeed
the dimension of the embedding space which is rdiffefor the discharge time series and the
space-time rainfall should be taken into accountclarify this issue, let us consider the scale
invariant notion of maximum probable singulanty which assesses the extremes (Hubert et
al., 1993, Douglas and Barros, 2003, Royer e2@08, Gires et al., 2011a). It is defined as
the maximum probable singularity observable on a@quen sample of phenomenon. It
corresponds to the singularity for which the fractadimension of the suppoctys) becomes
equal to the dimensiod of the embedding space. Hedes 1 for the discharge time series,
andd = 8/3 = 2+2/3 for the space-time simulated rainfi@lds. ys raintai IS €qual to 0.51 and
Fig. 11d displays a map ofs for all the links. It appears th§ raintan is comparable tgs for
most of the links, may be with a tendency to bghdly greater. This means that the sewer
network basically reproduces rainfall extremes @oels not damp them or only slightly does.

238



I ¢
T North North
= T \
1km Lkm -
d-' -« ¥ 4 ”
- P Y -‘—>\_,\
S PR S ¢ : &
YA
’ < \& 1.02-1.08 = 1.50-157 };/
N ¥ 1.08-114  157-163
Il o break -\//-I *‘/ 114-120  1.63-169 pis
2min \ ! ; 1.20-126 | 1.69-175
4min (j.._ \r (ﬁﬁ 126-132 [1.75-181
8 mi 132-1.38 [1.81-187
m 1;:';” N 138144 (187193
144-150 > 193
(©) (d ¥
c C
T North 1 T North ¢
or 7
||
T \ 1 km
m h
§2X & \2 \‘g' i I“\/
< S <—< N\ A /\“//

A 5 &
u.. W g ; AT e i
sy o sy
N X
\

ol

0.003-0010  0.059 -0.066 l)//" 0-36 058 g 05305~ o e

0.010-0017  0.066-0.073 7 5 0.38-040 R 055057 RN 2

0.017-0.024  0.073-0.080 2 a0 oz o 057059 =R

0.024-0.031 | 0.080 —0.087 = N 045-047 B 062064 \ ival

0.031 - 0.038 1] 0.087 - 0.094 A (& 45-0. 62-0. i

0.038 - 0.045 [l 0.094 — 0.101 gy, g'j; - 8'33 8'22 - 8'22

0.045 - 0.052 Ml 0.101 - 0.108 el e

0.052-0.059 Jfi] >0.108 51-0. :

Figure 11. Maps of the temporal scale of the sgdtireak (a)p (b), C; (c), andys (d) for all
the modelled links of the sewer system.

6) Conclusion

The aim of the paper was to test, with the helpaftifractal tools, the sensitivity of
an operational urban rainfall/runoff model to thenfall spatio-temporal variability. The
study was conducted on a 3 400 ha urban area tbaat8eine-Saint-Denis, in the North of
Paris (France). The rainfall event of Februdfy 2009 was used.

First a stochastic ensemble approach was impleme¢atguantify the uncertainty of
discharge estimates, associated with the rain&aibtbility occurring at scales smaller than 1
km x 1 km x 5 min which are usually available withband radar networks. An analysis of
the quantiles of the simulated peak flow showed tha uncertainty exceeds 20 % for
upstream links. A similar analysis, but startinghaa rainfall resolution of 9 km x 9 km x 20
min, showed a clear decrease in uncertainty wherCtipand radar resolution is used. This
analysis highlights the interest of implementindoXad radars in urban areas. Indeed such
radars provide data with a hectometric resolutlmat tvould enable a better management of
storm water. Meanwhile the uncertainty associatetth wmall scale unmeasured rainfall
variability, which cannot be neglected, should &leeh into account in a probabilistic way in
the real time management of sewer systems. Furtliestigations should be carried out with
other types of rainfall, especially more convectorges with more localized rain cells for
which greater uncertainty is expected.
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Second the multifractal properties of the simulatgdrographs were analysed with
the help of simulated rainfall fields of resolutidhl m x 111 m x 1 min, lasting 4 hours, and
corresponding to a 5 year return period event. l@nwhole, the discharges exhibit a good
scaling behaviour on the range 4 h — 5 min. Both pilvameters tend to be greater for the
discharge than for rainfall. The notion of maximpmobable singularity was used to clarify
the consequences on the assessment of extrenaggelars that the sewer network basically
reproduces the extremes, or only slightly dampsnthat least in terms of multifractal
statistics.

This paper suggests a new way of testing hydroddgiodels. Further investigations
involving other models with greater spatial resiolitand taking into account the interactions
between surface and sewer flows (Maksimovic et28l09) and event sub-surface flows (El
Tabbach et al., 2009) should be performed.
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7.8 Annexe 8 : « Impact of small scale unmeasured raiall variability in
urban areas: a case study with 1D and 1D/2D hydrotpcal models in
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ABSTRACT

In this paper the sensitivity to small scale unmead rainfall variability (i.e. scales smaller
than 1km in space and 5 min in time, which are isw@vailable with C-band radars) of a
1D/2D model with a 10 m resolution and a semi-thsted 1D model of the same 1.47 km2
urban area is analyzed. The 1D/2D model is the spence numerical platform Multi-Hydro,
which couples (open source) distributed modelseblived hydrological/hydraulic processes
and is currently being developed at Ecole des PdrasisTech. The methodology
implemented to evaluate the uncertainties consistgenerating an ensemble of realistic
rainfall fields downscaled to a resolution of 1#3n space and 18.75 s in time with the help
of a stochastic universal multifractal model. Tlweresponding ensemble of hydrographs is
then simulated. It appears that the uncertaintgigsificant and that Multi-Hydro unveils
much more uncertainty than the simpler 1D modeis foints out a need to develop high
resolution distributed modelling in urban areas.

KEYWORDS
Rainfall variability, 1D/2D modelling, multifracts) space-time downscaling

1) INTRODUCTION

Rainfall variability has a significant impact ower discharges (see Singh, 1997 for a review).
This impact is enhanced in urban areas where g@nse times of catchments are shorter
and the coefficient of imperviousness are largeamrgy that a significant fraction of the
rainfall is immediately active (Aronica and Canraro, 2000; Segond et al., 2007). The
under-representation of rainfall variability in uipdata of models affects the confidence one
should have in its predictions. A better undersiragof rainfall variability in urban areas and
its impact on simulated flow is needed both thecadlyy and operationally. Indeed Real Time
Control (RTC, see Schiitze et al., 2004 for a revidvits rapid development over the last
decades) of sewer networks, which aims at reduarbgn flooding and pollution, relies on
the use of such models.

In recent papers Gires et al. (2012a, 2012b) diiechtihe impact of small scale unmeasured
rainfall variability (i.e. at scales smaller thdretC-band radar resolution of 1 km x 1 km x 5
min, which is usually provided by national meteogtal services of Western Europe
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countries) on urban discharges simulated with #ip bf semi-distributed urban hydrological
/ hydraulic 1D models. Two urban areas were studieg400 ha one located near Paris and a
900 ha one located in the North of London. The w@dlogy implemented relies on the
generation and analysis of realistic ensemblesgéneration of an ensemble of realistic
rainfall fields through a stochastic multifractalvehscaling of the radar data, (ii) Simulation
of the corresponding ensemble of hydrographs witkemi-distributed 1D model, (iii)
Quantification of the variability among these enbéga. A limitation of these works was that
the size of the sub-catchments (roughly 17 ha oerame), which are considered as
homogenous objects, did not enable to fully gragpaictual rainfall spatial variability. In this
paper we implement the same methodology on a podisize 144 ha of the previous Paris
area case study (see Figure 1). Two types of maalelsused: the same semi-distributed
operational one and a 1D/2D fully distributed oraled Multi-Hydro. It is a numerical
platform currently being developed at Ecole dest®dParisTech and validated in the
framework of FP 7 SMARTeST European Project (vIT&bach et al., 2009; v2 Giangola-
Murzin et al.,2012). The aim of the paper is maitdydevelop a methodology to take into
account small scale unmeasured rainfall, and test two different models quantify the
associated uncertainty on a single rainfall event.

The rainfall event and data are described in se@i@. Section 2.2 briefly presents of Multi-
Hydro. The 144 ha studied urban area and its reptagon with the two models is presented
in section 2.3. Section 2.4 describes the implestentethodology. Results are discussed in
section 3.

Figure 1: Picture of the 144 ha studied area, &xtat the city of Sevran (North-East of Paris)

2) DATA AND METHODS
2.1) Rainfall data

The rainfall event studied in this paper occurredrdghe Paris area on Februaf 2009. The
rainfall data is the Météo-France radar mosaic whesolution is 1 km in space and 5 min in
time. The rainfall ratd is basically computed from the radar reflectiatyvith the help of a
standardZ=aR’ relationship witha=200 andb=1.6 ¢ in mnf.m> andR in mm.h%). Details
about the additional corrections which are impletadrcan be found in Tabary et al. (2007).
The studied catchment is located at approximatélykdh of the C-band radar of Trappes
(West of Paris) meaning that the rainfall estimatesstill reliable. The temporal evolution of
the average rain rate over the studied catchmertisiglayed Fig. 2. The event lasted
approximately 4 hours and the average rainfall depof 7.3 mm. This roughly corresponds
to a 1 month return period event for this area.
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Figure 2: Temporal evolution of the average raie @er the studied catchment for the raw
radar data (in red) and the 50 downscaled (to @utsn of 12.3 m in space and 18.75 s in
time) rainfall fields (in black).

2.2) Short presentation of Multi-Hydro

There is a growing interest for taking into accoardre precisely the interactions between
surface and sewer flow in the field of urban hydgyl (Hsu et al. 2000; Jankowsky 2011,
Leandro et al., 2009; Maksimovic et al., 2009; Rguizz et al., 2008). In that context, Multi-
hydro is a numerical platform currently under depehent that makes interact several open
source software packages each of them represeatipgytion of the water cycle in urban
environment. The second version that is used mghper consists in an interactive coupling
between a 2D model representing surface runoffiafiltiation (TREX, Two dimensional
Runoff, Erosion and eXport model, Velleux et aD12) and a 1D model of sewer networks
(SWMM, Storm Water Management Model, Rossman, 200fly the hydraulic part of
SWMM is used to model water flow in pipes, and tha hydrologic one. The main input data
is a precise description of the sewer network topegraphy, and the land use distribution. In
this case study six different classes of land weeuaed (wood, grass, water, roads, building
and gullies), each being fully characterized by htglraulic conductivity (m/s), capillary
suction (m), moisture deficit (no unit, rangingrfrd to 1), Manning coefficient (s:HY) and
depth of interception (mm). Concerning the topobgsathe digital terrain model used was
provided by the Institut National Géographique, dods not take into account anthropogenic
elevation modification. As a consequence, the rawagion of the road pixels is decreased by
15 cm and the building pixels one is increased Iny & prevent water from running through
these pixels. The rainfall collected by the buitdipixels is directly routed to the nearest
gully. The interactions between the sewer systethsamface flow are handled through the
gullies where water can circulate in both ways,fr@m surface to sewer in standard situation,
and the other way in case of sewer overload. Metaild about Multi-Hydro can be found in
Giangola-Murzyn et al. (2012).

2.3) Studied area and its representation with thedlp of two models

The studied catchment is a roughly 1.4-1.5°lurban area located in the city of Sevran
(Seine-Saint-Denis county, North-East of Paris)isTarea is known for regular sewer
overflows, and there is a project to build a stevater storage basin to limit them and also to
limit water transfer during heavy rainfall to thevahstream area just north of it which suffers
frequent pluvial flooding. There is a flow gauge thee conduit above the former Kodak
factory that drains all the East part of the catehtr(about 2/3 of the total area). It should be
mentioned that the data quality may not be verydgoecause it was mainly installed to study
the flow features just downstream a screen.

Figure 3 displays the land use distribution forimas sizes of the pixels. Significant
differences are visible. This is due to the faet thach pixel corresponds to only one land use
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class. Therefore an order of priority must be eaddtermine the land use of a pixel actually
containing several ones (in the vector GIS dathg drder set here is gully, road, buildings,
water, wood and grass. As a consequence with pofelszes 20 m x 20 m the gardens
attending the houses are almost not visible. Aasithation of the strong hydrological
consequences is the percentage of impervious phealq gully, road and buildings), which
reflects the portion of storm water rapidly actiVeis equal to 87, 83, 77, 63, 53, 47, 40 %
respectively for pixels of size 20, 15, 10, 5, 312n. The size of the modelled area ranges
from 1.49 knf with a 20 m pixels to 1.42 Knwith 1 m pixels. It is interesting to note that
such behaviour is rather standard of a fractal Seth set is characterized by a fractal
dimensionDg defined with the help of the following equation:

N, = A (1)

Where N, is the number of boxes of sizeneeded to completely cover it andis the
resolution ¢} =L/l , with L the outer scale of the set). Helke was computed on the
impervious pixels of a 1024 m x 1024 m area ofthegrid (Figure 4). The straight lin&{
greater than 0.99) reflects that it is a fracta| aed the slope equal to 1.85 corresponds to the
fractal dimension.

The Direction Eau et Assainissement of Seine-3aentis (the local authority in charge of
urban drainage) calibrated and runs operationdlly semi-distributed 1D model Canoe
(Allison et al., 2005) on this area. In Canoe tlgdrblogic response of each sub-catchment is
modelled with the help of a lumped model (a linezgervoir) and the flow in the pipes is
modelled with the help of a numerical solution @fir§-Venant equations. The studied area
(see Figure 3.d) is divided into 16 sub-catchmevtiese size is ranging from 4 to 14.5 ha.
The total area studied with the 1D model is 1.3% kime difference with Multi-Hydro come
from side effects), and the average coefficientingperviousness is equal to 53% which
roughly corresponds to the value found with pixalsize 3 m in Multi-Hydro.

W 20m \

N -

Figure 3: (a) Map of the land use distribution itted in Multi-Hydro with pixels of size 1 m
X 1 m. The sewer network modelled with SWMM is sposed to this map (the nodes and

conduits are visible along most of the roads) A®)s (a) with pixels of size 10 m x 10 m. (c)
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As is (a) with pixels of size 20 m x 20 m. (d) Sslapt of the representation of this area with
the 1D model Canoe. The sub-catchments and thelladdewer network are visible.

14

D.=185
{R2=0.99)

0 1 2 3 4 5 6 7

log(4)
Figure 4: Estimation of the fractal dimension (Bgin a log-log plot) of the impervious
portion of the studied catchment.

2.4) Methodology

In order to quantify the uncertainty associatedhw#mall scale unmeasured rainfall
variability, the following methodology is implemeat (i) An ensemble of 50 realistic
downscaled rainfall fields with a resolution of 32n in space and 18.75 s in time (for the
semi-distributed model, given the size of the hoemmpus sub-catchments the rainfall was
only downscaled only to 111 m in space and 1.25 minime) is generated. (i) The
corresponding ensemble of hydrographs is then sitedlfor each model. (iii) The variability
among the hydrographs is characterized with thp bEthe envelop curve®g 1, Qo.25 Qo.75
andQo.e, Which are respectively made of the 10, 25, 75%0% quantiles (in fits) estimated
for each time step. Finally we compute for the p#akw a pseudo coefficient of variation
defined as:

CV-: QO.Q (tPF,radar) - QO.l(tPF,radar)
2*PF

(2)
radar

The downscaling technique relies on the very comregnframework of Universal
Multifractals (Schertzer and Lovejoy, 1987), whités been extensively used (Schertzer and
Lovejoy, 2011 for a recent reviews; de Lima and_ohea, 2009, and Verrier et al., 2010, for
applications in hydrology) to analyse and simutggephysical fields extremely variable over
wide range of scales. In this framework it is assdnthat rainfall is generated through a
space-time multiplicative cascade process chaiaetewith the help of only two parameters;
C; the mean intermittency (which measures the avespgeseness of the field) anadthe
multifractality index (which measures the varialilof the intermittency, i.e. its dependence
with respect to the considered level of activifilpe downscaling implemented in this paper
simply consists in stochastically continuing thesqzale process that is assessed over the
available data. Discrete cascades are used. Thepblsimeters used here axel.8 and
C,=0.1 which corresponds to the ones usually fourdging the analysis on the rainy portion
of the rainfall field (de Montera et al, 2009; Mapdka et al., 2009; Verrier et al., 2010, Gires
et al.,, 2012c). The downscaling process is impléateronly on the pixels with intensity
greater than 1 mm/h. More details on the downsggtirocess can be found in Gires et al.
2012b. More details on the simulation of Univer$alltifractal fields can be found in
Pecknold et al. 1993 and Lovejoy and Schertzer 2010
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3) RESULTS AND DISCUSSION
Let us first compare the temporal evolution of flesv simulated with the different models

(Multi-Hydro 10 m and 5 m, and Canoe) and the flm@asurements (see Figure 3 for the
location of the flow gauge). Hydrographs are digpthFigure 5. It should be emphasised that
this rainfall event does not generate any sewerflove The curves for the different models
exhibit rather comparable patterns. The differengesterms of numerical values are
essentially due to the variations of the percentdgepervious area. There is no significant
time shift between these curves. Concerning thepemison with the measurements, the
Nash-Sutcliffe coefficient is equal to 0.40 for Mi@m, 0.68 for MH 5m, and 0.78 for Canoe.
The three models react too quickly at the beginwihthe rainfall which is likely to be due to
a misrepresentation of the initial losses. Theehredels also miss the first measured peak
(slightly before 5h of simulations). There is neail explanation for this. This could be due
errors in the rainfall measurements or the flow saeaments. Anyway more events should be
tested to properly validate these models. HoweigurE 5 shows that the models are roughly
consistent and that it makes sense to analyse ghasitivity to the rainfall input resolution
which is the aim of this paper.
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Figure 5: Comparison of measured flow and the satedl one by the different models

Lets now discuss the results about the quantiboabf the uncertainty associated with small
scale unmeasured rainfall variability. Figure 6othys the flow simulated with raw radar data
(Qrada) and the uncertainty interval€d 1, Qo.2s Qo.7s and Qp.g) for Multi-Hydro 10 m and
Canoe. For Multi-Hydro the analysis was done witte[s of 10 m even tough the simulated
flow are less accurate than with 5 m because thgatation time for each sample is much
smaller (roughly 1h versus 4h on standard laptBpjore going on, it should be mentioned
that the observed differences between the hydrbgrape not due to variations in the total
rainfall amount, but to variations in the spatimporal distribution of rainfall. Figure 2
displays the temporal evolution of the averagefadlirover the studied area for the 50
generated samples (in black) and for the raw radsa (in red). The disparities are much
smaller than the one observed on the simulatedhaiges. The raw radar total rainfall amount
is of 7.34 mm, whereas it is of 7.37 £ 0.21 mm f{tioent of variation of 2.9%) for the
generated downscaled rainfall fields. The uncetyaintervals are much larger with Multi-
Hydro than for the 1D model indicating that it elesbto unveil much more uncertainty
during the whole event and not only during the pia@ak. This is confirmed byYCV which is
equal to 17% for the Multi-Hydro 10m and to 8% fbe semi-distributed model. This means
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that the results provided by the 1D model are spfadkely reassuring and that there is a clear
need for taking into account small scale phenomemamban hydrology.
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Figure 6: Simulated flow with the raw radar datéa¢k), Qo 25 and Qo 75 (dark colour),Qo.1
and Qoo (light colour) for the outlet of the studied catoént with Multi-Hydro (a) and the
1D-model (b)

Finally the uncertainty according to the positiae.(upstream or downstream) of the conduit
in the sewer network is analysed. Figure 7 dispthgssimulated flow and the uncertainty
intervals for 5 conduits. As expected the uncetyaimcreases with upstream conduits.
However high values o€V were not necessarily expected especially for saahoderate
rainfall as the studied one. This means that sebedinfall input is needed to improve not
only flood management but also water quality cdntro
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Figure 7: As in Figure 6.a for five conduits of tewer network

250



4) CONCLUSION

Universal multifractals are used to quantify thecentainty associated with small scale
unmeasured (i.e. occurring at scales smaller thkm In space and 5 min in time) rainfall
variability on the outputs of Multi-Hydro, a newlgeveloped fully distributed urban
hydrologic/hydraulic numerical platform, and a stard semi-distributed 1D model
implemented on the same 1.44 *uorban area located in Sevran, near Paris (Fraite).
methodology basically consists in generating aremde of realistic downscaled rainfall
fields and simulating the corresponding ensembleydfographs. This enables to quantify the
uncertainty. It appears that the uncertainty isificant and cannot be neglected. For example
CV itis equal to 17% at the outlet and more thar¥o@r upstream conduit. Furthermore the
Multi-Hydro model unveils much more uncertainty oty during the peak flow, but during
the whole event. This high level of uncertainty vaa$ expected for such a moderate rainfall
(2 month return). If confirmed on other rainfallezxs and catchments, it would require small
scale phenomenon to be taken into account much oawedully in urban hydrology and not
only for flood management. This also points out thaterms of modelling the use of fully
distributed models should be developed especiallyapplications dedicated RTC of sewer
networks. The use of the notion of fractal dimensio characterize some features of the
inputs of the model also suggests that the impleéatiem of such tools, which are rather
common in geophysics, should be developed in uhyanology. In terms of rainfall, there is
a need for higher resolution data in urban areasadhieve this, the use of X-band radars
which provide hectometric resolution would be highkeneficial. Further investigations with
heavier rainfall events that generate urban plufl@ding should also be performed to
confirm this need for high resolution modelling.
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7.9Annexe 9 : « A toy model to deal with zero rainfallin a Universal
Multifractal framework» (soumis Nonlinear Processes in
Geophysics)

Title: A toy model to deal with zero rainfall inldniversal Multifractal framework

Authors: Gires A., Schertzer D., Tchiguirinskaiallovejoy S.

Abstract:

High resolution rainfall fields contain numerousa=e(i.e pixels or time steps with no
rain) which are either real or spurious that isdag associated with the limit of detection of
the rainfall measurement device. In this paperewesit the long lasting discussion on the
source of this intermittency, e.g. whether it regsia specific modelling. We implement the
framework of Universal multifractals (UM), whicheacommonly used to analyse and
simulate geophysical fields exhibiting extreme &hility over wide range of scales with the
help of reduced number of parameters. Howeverfthmework does not enable to properly
take into account these numerous zeros. For exalims been shown that not taking them
into account can worsen the quality of the scadind lead to severe bias in the estimates of
UM parameters. In this paper we propose a new togeito deal with this issue. It is a UM
discrete cascade process, where at each stepsintidated intensity is below a given level
(defined in a scale invariant manner), it only hggedetermined probability to survive and is
otherwise set to zero. A threshold can then beemphted at the maximum resolution to
model the limit of detection of the rainfall measnent device. Also imperfect, this simple
toy model enables to explain most of the obseneddhbiour e.g. the presence of scaling
breaks, or the difference between event statiaticsoverall statistics

Keywords:
Zero rainfall, scale invariance, multifractals, topdel

1) Introduction

Stochastic multifractals have been extensively usednalyze, model, and simulate rainfall
fields and more generally geophysical fields exgbmvariable over wide range of scales
(Schertzer and Lovejoy, 1987; Schertzer et al.,7199arsan et al., 1997; Olsson and
Niemczynowicz, 1996; Harris at al. 1997; de Limal &&rassman, 1999; de Lima and de
Lima, 2009; Lovejoy and Schertzer, 2007 for a revislykanen, 2008; Royer et al. 2008). It
is based on the idea that rainfall is generatedlutin a cascade process. In the discrete case,
which is used in this paper, a step of such processists in dividing a “parent” structure into
“daughter” structures, and affecting to them thiigaf the “parent” structure multiplied by a
random factor. Such processes are scale invanatfiat the way structures are divided, and
the probability distribution of the random multiditive increment are the same at each step
of the process. In the specific framework of UnsarMultifractals (Schertzer and Lovejoy,
1987, 1997) the underlying cascade process is thifracterized with the help of only three
scale invariant parameters:
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- H, the degree of non-conservation, which measuresstiale dependency of the average
field (H=0 for a conservative field);

- C;, the mean intermittency co-dimension, which measuhe clustering of the (average)
intensity at smaller and smaller scalés=0 for an homogeneous field;

- the multifractality indexa (0<a <2), which measures the clustering variability with
regards to intensity level.

Another facet of rainfall intermittency is the sassion of wet and dry periods. In a high
resolution rainfall data set there are many zeaogiXel or time step where no rain has been
recorded). For instance in France typical long (yngaars) high resolution (5 min) rain gauge
time series contain roughly 96 — 98% of zeros (Hp&0d11). The nature of these zeros is
especially tricky since some are real ones wheo#iaeys are spurious and simply associated
with the limit of detection of any rainfall measaorent device. To stress the importance of
this threshold let us simply mention that a typicah gauge limit of detection is 0.2 mm/h
(one tipping of bucket during an hour), which isigbly 2-3 times greater than the average
rainfall in Paris (roughly 650 mm per year).

How to deal with the numerous zeros of the rairfields in this multifractal framework has
been discussed for more than 20 years. For exampl¢he late eighties there was a
theoretical debate over whether zero values shbeldonsidered separately from the other
values (Kedem and Chui, 1987), or not (Lovejoy &ctiertzer, 1989). Since then numerous
authors have suggested methods, which are oftetnadictory between themselves! Let us
first mention the issue of how to model the zeBmne authors suggest that the rainfall field
results from the multiplication of a multifractalefid by an independent binary field
corresponding to the rainfall support. Differentdets have been published for the rainfall
support: a so called random cascg@enodel in a discrete (Over and Gupta, 1996) or
continuous (Schmitt et al., 1998) form, or a twatstrenewal process to represent wet and
dry periods (Schmitt at al., 1998). Olsson (1998)oduces the zeros within the cascade
process by explicitly affecting a strictly positipeobability for zero values at each step of the
process. Contrary to the other previously mentiomediels, this probability depends on the
properties of the simulated rainfall field. Moreepisely it is adjusted according the intensity
of the time step (it a 1D model for time series)l &8 position in the sequence of dry and wet
periods. Other authors (Lovejoy et al., 2008; denMm et al., 2009) disagree and state that a
simple threshold implemented at the maximum regmiuenables to reproduce observed
properties. Some authors report that the thresihtddduces a break in the scaling behaviour
(Larnder, 1995; de Montera et al., 2009). Theranioverall agreement over the fact that the
numerous (either spurious or not) zeros affeceitenates of UM parameters by introducing
a bias that leads to an underestimation ahd an overestimation @f. Nevertheless, there is
no agreement on how to retrieve the correct unohgylyUM parameters and various
techniques are found in the literature: taking iatocount only the fractal support over which
some rain was actually recorded (Schmitt et aB8)9doing event based analysis to limit the
number of zeros (de Montera et al. 2009, Verriealet2010), a kind of bootstrap method
relying on a first guess estimate and use multiflasimulations (Lovejoy et al., 2008), or
implementing a iterative process whose main stapsists in adding a random simulated
multifractal field to simulated the unobserved dmalues (Gires et al., 2012b). This iterative
process enables to improve the estimations of tiuenlying UM parameters but a serious
limitation is that the convergence is not ensurad that it must be stopped after a pre-
determined number of steps.
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In section 2 the theoretical framework of UM isdfly reminded. Discrepancies between this
framework and observed rainfall data are presentsdction 3. A new toy model to generate
a rainfall field with its associated zeroes is ®gjgd in section 4. Results for a given
parameter set are discussed in section 5. Finadysensitivity of the new toy model to its

parameters is analyzed in section 6.

2) Brief reminder of the theoretical framework ofiltifractals

Before going on, we will briefly present the theiaral framework of UM. Fore more details,
see Lovejoy and Schertzer (2007) and SchertzerLamdjoy (2002). The explanations are
given in 1D, but they are also valid in 2D or 3helrainfall support, i.e. the portion of time
where some rain is recorded, exhibits a scalingalmenr (Lovejoy and Mandelbrot, 1985;
Olsson et al., 1993). More precisely the numigiof rainy segments at resolutian(=L/I,
wherel is the observation scale abdhe outer scale of the phenomenon), scales as:

N, =A" (D)

WhereDg defines the fractal dimension. As pointed by Loyegt al. (1987) or Hubert and
Carbonnel (1995)D¢ is strongly dependent on the threshold definiregdbcurrence or not of
rainfall (Dr decreases with increasing thresholds), indicatimg more than one fractal
dimension is needed to fully characterize the edifiield.

& denotes a conservative field at resolutonf €, is a multifractal field, then the probability
of exceeding a scale dependent threshdfddefined with the help a singularipy scales with
the resolution as

Pri, 2 ) =AY (2)

Wherec()) is the codimension function. It can be shown €tder and Lovejoy, 1987) that
this is equivalent to the scaling of the stati$trnament of ordeq:

<£A> = JK@ (3)

WhereK(q) is the moment scaling function. The functid€(g]) andc()) fully characterize the
variability through scales of the fiekl, and are linked by a Legendre transform (Paridi an
Frish, 1985).

In the specific framework of Universal Multifractaltowards which most multiplicative

processes converge (this a broad generalizatidheotentral limit theorem, Schertzer and
Lovejoy, 1987, 1997XK(q) is given by:

K (o) :ai_ll(q” ~q) @

WhereC; anda have been defined in the introduction.

UM parametersC; anda are estimated with the help of the Double Traceridot (DTM)
technique (Lavallée et al., 1993). This technigubdsed on the fact thatjf is a multifractal
field, then the fields", obtained by upscaling thg" power of the field at maximum
resolution, also scales

<(R/1(,7))q> ~ K@ 5)

With

K(a.7) =K(n79) —aK(7) (6)

For Universal Multifractals, this yields:

K(a./7) =rK(a) (7)
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Therefore the multifractality indea corresponds to the slope of the so-called DTM eurv
which is the log-log plot oK (73 V¥s.n for fixedq.

Finally, let us mention the standard framework éaldvith a non-conservative field, denoted
@ (i.e.we have{q@ #1). In that case, it is usually assumed that itlmamvritten as:

G =€, A (8)

whereg, is a conservative field of moment scaling functiq(a), andH the non-conservation
parameter.K(g) only depends on UM paramete@® and a. H characterizes the scale
dependence of the average field, i.e.

(@)=A" 9

H is equal to zero for a conservative field. The reatmscaling functiorkK(q) of ¢ is given
by:

K(g) =K.(q) —Hg (10)

The DTM technique should theoretically be impleneeinbng,, however ifH<0.5, it can be
implemented directly orgg, and will not generate biased estimates. In caAggeaterH, &,
should be used. Retrievirgy from ¢, theoretically requires a fractional integrationoofierH
(equivalent to a multiplication bl in the Fourier space). A common approximation,clvhi
provides reliable results (Lavallée et al., 192®nsists in taking, as the absolute value of
the fluctuations ofg at the maximum resolution and renormalizing &,:i.

. _ln(+)-a0)
"+ -a )

Theng;, is obtained by upscaling.
H can be estimated with the help of the followingviala (Tessier et al., 1993):

B=1+2H -K(2) (12)

in 1D, (11)

Wheref is the spectral slope that characterizes the pepectrum of a scaling field, which
follows a power law over a wide range of wave nurebe

E(k) Ok™ (13)

3) Discrepancies with the theoretical framework

The first discrepancy with this theoretical framekyovhich assumes scale invariance, is the
occurrence of scaling breaks, enabling to distisigiwo or more ranges of scales over which
the theoretical framework is validated with diffetgparameters. For instance, most authors
report a break in Eg. 1 (Olsson et al., 1993; Hubad Carbonnel, 1995; de Lima and de
Lima, 1999). It appears that for the large scales fractal dimension is equal to the
dimension of the embedding space (1 in 1D with tseges, 2 in 2D with maps), indicating
that there is some rain everywhere. A break is aftan observed in Eq. 3. For instance Gires
et al. 2011 reported one at 16 km on radar dataledavy rainfall event (a Cevenol episode)
that occurred in the South of France'5September, 2005. Such break was also observed on
3 rainfall events in the Paris area (Tchiguiringkat al., 2011). In temporal analysis,
Fraedrich and Larnder (1993) reported a break &thdurs, and one at 3 days on Postdam
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(Germany) rainfall time series. De lima and Gragsi{i®99) also reported one at roughly 1h
on a 15 min resolution long rainfall time seriesv@l Poroso, Portugal. Concerning the UM
parameter estimates, it appears that greater an€; smaller for small scales than for large
scales.

Secondly let us mention the issuetb$0, indicating a non-conservative, smoother andemor
correlated field. Indeed numerous authors repief@ for various rainfall events. For instance
de Montera et al. (2009) estimateldroughly equal to 0.5 for high resolution time eerof
different French rainfall events. Verrier et al0{®) foundH roughly equal to 0.4 in a
multifractal spatial analysis on African monsoownlaadata. Nykanen (2008) and Nykanen
and Harris (2003) analysed radar data of 5 heawyathevents in the Rocky Mountains. In
these papers they computed the time evolutiad,afhich ranges from 0.31 to 0.61. Gires et
al. (2011, 2012a) founH roughly equal to 0.3-0.6 for a Cevenol episode amdfall event
over the London area. It appears that no physiglbeation for this non-zerdl is provided
by these authors. One of the goals of the modslgnted in section 4 is to suggest one.

Thirdly it appears that the UM parameters founthm spatial analysis of radar rainfall maps
are quite different from the ones found in tempauralysis of rain gauge time series. Indeed,
in spatial analysis common values are 15— X7 = 005-0.2 andH = 03— 0.6(Gires

et al., 2011, 2012, Verrier et al, 2010, Tessiaalet1993), whereas in temporal analysis they
area=05- 07, C =03-05, andH =0- 03(de Lima and de Lima, 2009; de Lima and
Grasman, 1999; Fraedrich and Larnder, 1993; Latlay.,€1993; Olsson, 1995; Tessier et al.,
1996). These differences are not in agreementtivétsimplest space — time scaling model of
rainfall which relies on an anisotropy scaling exgotH; between space and time. Indeed in
this framework (Deidda, 2000; Gires et al., 2011acer et al., 2007; Marsan et al., 1996;
Radkevich et al., 2008), one should find:

Kiime(Q)
K = Dime\M/ 14
space(q) 1- Ht ( )
Hence
aspace = atime (158)
C H
Lspace _ space — 1 (15b)
Cl,time Htime 1- Ht

With the help of Kolmogorov theory (1962) and asswgnthat rain cells have the same
lifetime like eddies, it can be shown thd{ is expected to be equal to 1/3 (Marsan et al.,
1996). This disagreement might be due to a biasrerit to the fact that studied radar data
have been selected to correspond to a rainfall tewelnereas rain gauge time series are
usually long (few months or years) and thereforduicle many dry periods, which are not
appropriately represented in the standard UM fraonkw When the studied period
corresponds to a rainfall event, UM parameterslamo “usual’ spatial one are retrieved.
For instance, Montera et al., 2009 analyzed 3&alugon rainfall time series of few rainfall
events and founda = 1,7C, = 013 andH = 053

Lastly, it should be mentioned that implementingp@shold on a UM field has a significant
impact on the estimates of the UM parameters oneresieve from this field. To illustrate
this, let’s consider two simulated conservative @idlid with different sets of UM parameters:

a=17and C =02 for case 1, andyr = O&nd C, = 045 for case 2. Two hundreds
independent samples of mean (on all the samples) éojone are generated for both cases. A
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threshold of respectively 9 and 10 is implementedase 1 and 2, leading to 98.1% of zeros
in both cases. This percentage is commonly obsesrdugh resolution (typically time steps
lower than 5 min) long (few years) rain gauge tiseeies. The DTM is then applied to these
thresholded fields. The obtained estimates are ang5 C =038 for case 1, and
a = 045and C, = 044 for case 2. This is due to the fact a thresholgl@mented on a
multifractal field results in a multifractal phaseansition that affects low moments and
introduces a strong bias in the estimates (sees@iral., 2012 for a detailed analysis of this
effect). It should be noted that the scaling obsér{linearity of Eq. 3 in a log-log plot) for
both cases is rather good, with coefficients oedatnation greater than 0.99. This fact is
quite disturbing since two processes with veryeaddht statistical properties, exhibit similar
ones once they are thresholded, meaning that tomplex to determine the accurate
underlying UM parameters. At first thought the cdswith a = 1.7and C, =02 seems a
better candidate since it explains the parameteeent analysis and also longer time series
analysis. However a simple threshold (associatidmrewith a limit of detection or a physical
limit) at the maximum resolution does not explainai satisfactory way the presence of real
zero or scaling break, meaning that there is a f@edeveloping a new model that explains
both the scaling properties and the zeros.

4) A toy model

In the previous section we highlighted the factttiiae standard framework of UM
implemented on rainfall data does not properly aixpthe presence of scaling breaks, the
observation of non-conservative fields and the rdjgzancies between spatial (usually event
based) and temporal analysis (usually on long serges). In this section we present a new
toy model, denoted UM+0, to generate rainfall atsdzeros in a multifractal framework.
Before introducing it, let's briefly remind how tmild a discrete universal multifractal field.
We will denote itW here (see below for an explanation). See Figr afiallustration.

At each step of the cascade process, each timésstiepded intod; time steps. Although it is
not mandatory; is usually equal to two. Aften steps, the field is denotéd,;, where
i=1,...A1". The value affected to each sub-pixel is the valufe parent pixel multiplied by a
random valuga,;, i.e.

Wi =Wy A

Where proper choice ofandj ensures the connection between parent and dawgghietures.
The (v, ; are independent and identically distributed. Toegate a UM field (Eq. 3 and 4
valid) with parameter€; anda, one must choose as random multiplicative increénpgan=

la
G
ex{(mj L(a)}/ A1 with L(a)being an extremal Lévy-stable random variable of

-1
indexa (i.e. (exr(qL(a))> = exr(q”)) that can be generated with the help of the pnoed

given by Chambers et al. (1975). More details alymrieration of discrete and the more
general continuous UM fields can be found in Petkret al. (1993) and Lovejoy and
Schertzer (2010).

Let us now explain how the zeros of rainfall afeaduced to simulate a rain rate fiédrom
the UM field W. As said in the introduction, mainly two technigqueave been suggested,
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either to multiply by an independent random suppotb threshold the simulated field at the
maximum resolution. Both techniques have seriaugdtions: the independence assumption
is not correct in the first one, and both do nadperly take into account the distinction
between actual and spurious zeros. In this papesuggest to introduce the zeros within the
cascade process (as done in Olsson, 1998) andaeppendently from the simulated values,
and then to threshold the field at the maximum ltgsm. The two underlying assumptions
are:

- The conserved quantity is not directly the raterbut the total amount of water (in all its
phases) in the atmosphere, and only a portionlmégbmes rain. The UM+0 cascade process
provides a scale invariant way of determining whaciition and where. This is why the UM
field is denotedW, and the one with the zer®s They stand respectively for “Water” and
“Rain rate”. This should not be taken accurateliyrbore as a general idea.

- At each step of the cascade process, if the alhipfocess is below a certain intensity
(defined with the help of a singulariyy), then it is not certain to “survive” (defined Wwithe
help of a probabilityp). This would represent a kind of physical limitreonfall processes.

More preciselyR is derived fromW as follows fr and/aw denote the random multiplicative
increment for respectivelg andW):
- Ro ='\No’ Rl =W1

-IfW ., < ()Il"_l)r0 then /i ; = tw, ; with probabilitype or 41, ; = Owith probability1- p,

-IF W, > (Aln_ly" then ir, . = faw,; anyway.

wandpp are parameters that characterize the processajengethe actual zeros of the rainfall
field. It should be noted that since it is a muitigtive process, once the rainfall process has
been set to zero at a given resolution, it will aamequal to zero at the higher resolution. This
aims at representing long dry periods. Finallyraghold T) is implemented at the maximum
resolution to mimic the limit of detection of argimfall measurement device.
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Figure 1: lllustration of the cascade processegeteraté\y, andR,.
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5) Results for a set of parameters

The aim of this section is to discuss the resulis multifractal analysis performed on a field
generated with the UM+0 cascade process. The Uldnpaters used axg;=0.1 anda=1.9.
These values are typically obtained for analys@i$ing on portions of time series or maps
where there are (almost) no zeros. For example algdvia et al. (2010) report€j=0.13 and
o=1.7 for a 30s time series, Mandapaka et al. (2068)rtedC,=0.18 ando=1.9 for spatial
and temporal analysis performed on high resoluf@Bm, 1s) Lidar data, and Verrier et al.
(2010) reportedC;=0.12 anda=1.78 for spatial analysis of radar data (1 km lggm).
Concerning the additional parameters introducetheénnew model=0.1 andpy,=0.5 are
tested in this section. Tests are performed witvithout a threshold of 10 implemented on
the field UM+0 previously normalized to one on age. The thresholded field is denoted
UM+0+T in the following. The influence of these pareters will be discussed in section 5.
The analysis is performed on an ensemble of 1088p@ndent 1D samples of length 4096.
Unless otherwise mentioned, the analysis is peddrran the dressed field, i.e. the one
obtained by re-aggregating the field from its maximresolution. Only few parameters are
computed on the bare fields, i.e. the one obtagiedach resolution through the cascade
process which is not accessible with actual ralinfata.

The percentage of zero is equal to 95% and 97%efpectively the UM+0 and UM+0+T
field. This would mean that with such a limit oftéetion, the rainfall measurement devices
misses slightly more than a third of the rainy tiateps. This seems plausible but it is very
complex to actually check. Fractal analysis (Eqginla log-log plot) is performed and
displayed Fig. 1 for the UM+0 field. By taking in&mcount the whole range of scalBs,is
estimated to 0.67 (with a coefficient of determioatR® greater than 0.99), which is in
agreement with standard values. However, when derieg a break at = 128, one find®¢

= 0.78 for small scales ardk =0.59 for large scales. This does not reprodueebdhaviour

of actual rainfall fields which usually exhibit giter fractal dimensions for large scales than
for small ones. This is a serious limitation ofsttmodel. As expected the estimated fractal
dimensions are slightly smaller with a threshold720and 0.57 for respectively small and
large scales), but they exhibit similar overall &elur.

4 Dy=067

\

Small scales
Dg=0.78

Large scales
De=0.59

o 1 2 3 4 5 6 71 8 9
log(4)

Figure 2. Computation of the fractal dimension (Eqgn a log-log plot) ofR, for C;=0.1,

0=1.9, )p=0.1 andpp=0.5

TM (Eqg. 3 in a log-log plot) and DTM analysis areriprmed on the field dressed from the
maximum resolution of 4096, as it is done with attrainfall data. Fig. 3.a displays TM
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analysis for the UM field. As expected the scalisgexcellent R > 0.997 for all the
statistical moment orders), and the DTM analysisg.(B.d) yieldsC;=0.094 anda=1.91,
which is very close from the parameters inputtethensimulations. With the UM+0 field, the
scaling is worsened as it can be seen on Fig.v&lere a curvature is visible for all the
statistical moment orders. For example Ridor q=2 without considering any break is equal
to 0.95. In the following this parameter will bekéam as an indicator of the quality of the
scaling. When taking into account a break=at28, this samé&? is equal to 0.98 and 0.97 for
respectively small and large scal&fq) (see Fig. 3.c) of the UM+0 field for small scales
remains rather similar to the one of UM field exicigp small moments where the multifractal
phase transition associated with numerous zergsdintes a bias. For large scales, the
discrepancies are much greater even for great mismand the curvature a€(q), which
reflects the multifractality of the associated dieis almost lost. The determination curve of
UM parameters in the DTM analysis (Eq. 7 in a log-plot) are displayed Fig. 3.d, where the
linear portion used to estima@ anda is highlighted. This leads 6;=0.32 andn=0.69 for
large scales an@;=0.11 andu=1.33 for small scales. When a threshold is imgletad the
quality of the scaling remains similar and the Uldragmeters are slightly more affected.
Indeed one find<C;=0.33 anda=0.65 for large scales ar@,=0.13 anda=1.22 for small
scales. This simple toy models reproduces therggélfeak and the main variations of UM
parameters between small and large scales. Fimahould be noted the behaviour observed
on small scales enables to retrieve much more amdyrthe estimates of the underlying UM
field.
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Figure 3 : (a) Scaling oM, (b) Scaling oR), (c) K(qg) for Ry, and (d) Determination curve of
C,anda, for simulation parameter$;=0.1,a=1.9, =0.1 andp,=0.5

One of the main features of the UM+0 cascade psoisethat it is not conservative, i.e. since
some time steps (with small singularities) are teetzero at each step, the average mean
decreases with the number of cascade steps. Tgzanalore precisely this effect Fig. ?.a
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displays the mean of the process computed on treefiedd, for the UM and UM+0 process,
vs. the resolution in a log-log plot. Linear regriess are furthermore performed to evaluate
non-conservation parametesas defined in Eq. 8 (it will be calldd bare in the following) .
As expected for the UM field which is conservatitepare is roughly equal to 0. For the
UM+0 field the mean decreases with greater reswistiHowever the curve does not exhibit
a linear behaviour in this log-log plot, indicatititat the standard framework of Eq. 8 with a
singleH for the whole range of scales is not appropriatetiis model (and may be not also
for rainfall). EstimatingH bare on two ranges of scales (which is not pdyfextcurate since
the curve exhibits more a curvature than two lingartions), one find$4=0.09 for small
scales andH=0.25 for large ones. This is not what is obserwethe literature where the
estimates oH are usually smaller for large scales. It shouldriamtioned that smaller values
of H are found when estimated on the dressed field thiéhtelp of the spectral slope (Eq. 12)
(it will be calledH dressed in the following). Fig. 4.b displays thewvpr spectrum for the
UM+0 field. A break was considered (fde=128, which corresponds td=128) to be
consistent with the TM analysis, but similar valwés3 are found for both ranges of scales
(roughly =1), which indicates that there is basically nochés a break. We findH = 0.09
for small scales andHl = 0.17 for large ones. The differences betweeh batges of scales
are not due tg but to the multifractal correction in Eg. 12. Fhetmore the estimates ffare
basically equal to those on the UM field indicatithgit the toy model does not modify the
spectral behaviour. Similar results are found awM+0+T fields. This toy model does not
reproduce the spectral behaviour and the valuds fafr the dressed field according to the
range of scales reported in the literature. Needes, this model provides a framework to
explain the fact thaH#0 on many observed rainfall fields, which is no¢ tbase for the
models consisting in a simple threshold or a mii@ion by an independent support. A
possible improvement of this toy model could bentooduce a vertical velocity component
as suggested in Lovejoy and Schertzer (2008), wiherauthors developed a rain rate model,
consisting in a product of a Liquid Water Contentl a vertical velocity, which reproduced
the spectral properties of actual rainfall fields.
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Figure 4. Estimation of the non-conservation paramté bare (a) andd dressed through the
spectral behaviour (b) for simulation parameteys0.1,a=1.9, ;p=0.1 andp,=0.5

In order to mimic what is done when rainfall evdrmdsed analysis are performed, a
multifractal analysis is performed only on the pmrtof the field with the heaviest simulated
rainfall. To achieve this, the 128 consecutive tsteps with the maximum cumulated rainfall
depth are selected for each of the 1000 indepersdanples of size 4096. Then only the 50
with the greatest depth are kept for the analysgs. 5.a displays the TM analysis, and shows
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that no scaling break should be consideR&@.99 forg>0.5). Concernindl(q), the curves
obtained with only the heaviest rainfalls of the ¥Mand UM+0+T fields are rather similar
to the one of the UM field (see Fig. 5.b). Concegiihe UM parameters estimates (Fig. 5.c),
one findsC;=0.094 andx=1.60 for the heaviest rainfall of the UM+0 fielthe estimates are
slightly more biased for the heaviest rainfall lo¢ tUM+0+T field C;=1.01 anda=1.49), but
remain much closer to the estimates of the undeglygdM field than when the analysis is
performed on the whole field. It is interestingrtote that this simple toy model reproduces
UM parameters estimates found in the literaturebfoth long time series analysis (with its
large scale results when the whole field is conmsidleand event based analysis (by selecting
only the heaviest rainfalls). Finally it should mentioned that such analysis on the heaviest
rainfall was performed on simulated UM field wi@1=0.5 anda=0.5 as input and lead to
C;=0.31 andx=0.57. This confirms that the standard UM paransetetrieved from long time
series cannot be used to explain event based ones.
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6) Influence of the various parameters

In this section, the sensitivity of the model t@ tharametergy andpo is analyzed. All the
possible combinations witjy =-0.1;0;0.1;0.2angh=0.1;0.3;0.5; 0.7 ; 0.9 are tested,
always keepingC,;=0.1 anda=1.9. Concerning the threshold, we proceed as viollf)
Normalization of the generated UM+0 field on averdg) Implementation of a threshold
T=10 (the same for all the parameter sets). Figuaed®plays the percentage of zeros at the
maximum resolutionA=4096). As expected without any threshold, the graiage of zeros
increases withg and decreases wifly. For smallpy (roughly <0.5) the influence is not really
significant. When a threshold is implemented tHéetences basically disappear between the
different fields, with percentage of zeros alwaysager than 95%. The fractal dimensions for
large and small scales are displayed respectivaly 6=b and Fig. 6.c. For small scales,
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without any threshold, as expectBd decreases withg and the influence gby is not really
significant. An inverse behaviour is observed veitthreshold. The differences between fields
thresholded and not are much greater for spaadindpo, i.e. where the proportion of “real”
zeros is greater. For example, fig=0.1, the fields withyy = 0.2 exhibit the same small scale
fractal dimension, whereas fgg = -0.1 Df is equal to 0.93 for un-thresholded field and to
0.50 for the thresholded one. Basically similar debur is observed for large scales, with
values slightly smaller than for small scales, whi€ (as mentioned in the previous section)
contrary to the observations on actual rainfall.
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Figure 6: Analysis of the sensitivity g andpo: percentage of zero (d)r for large scales (b)
andDg for small scales (c)

Fig. 7.a displays the coefficient of determinatiRfof the linear regression which giviq)

(eq. in a log-log plot) fog=2 when no break is taken into account. It is aticator of the
guality of the scaling, and the necessity to cosrsal break. It decreases with greggeand
smallerpp. There is a slight but not significant improvemesien a threshold is implemented.
Anyway the values remain always rather low and eakratA=128 is therefore taken into
account in the following. For small scales (Figc @nd 7.e), when there is no threshold the
estimate ofa decreases and the one ©f increases with greatgp and smallerpy. The
differences are smaller f@; than fora. Similar behaviour is retrieved for large scalathw
stronger bias (Fig. 7.b and 7.d). When a thresh®ldnplemented, inverse behaviour is
observed, indicating that estimates are more biagezh the proportion of zeros due to the
threshold (i.e. false ones) is greater. It sho@dhbted that with a threshold the disparities due
to )y andpy are damped. Finally it should be mentioned thatdirves withyy = 0.2 exhibit
quite different patterns than the others especiathgn a threshold is implemented. This is
likely to be due to the fact that in that case C;, meaning that a too significant proportion of
the field was removed by the UM+0 process and tthaitefore the threshold has a smaller
influence.
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The coefficients of non-conservatibhbare andd dressed of the UM+0 fields, are displayed
Fig. 8. For both small and large scales they irsgesith greatepy and smalleipg (i.e. with
more real zeros generated). However the dependenmgyfor small scales is not significant.
As discussed in the previous sectibhis greater for large scales than for small scalksch

is contrary to what is observed on actual rairffaltls. The values found on the dressed fields
are smaller than the bare ones and do dot reachrtbe found in the literature (0.3-0.6).
Considering the bare ones, it seems that one siawel,>0.5 andys>0.1 for actual rainfall

fields.
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Fig. 9 displaysC; and a estimated only on the heaviest rainfalls. The samement

concerning the dependenciesygrandpg as for the estimates @ anda directly on the field
could be made. The main differences are that ttimates are much less biased.
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Figure 9: Analysis of the sensitivity ¥ andpo: C; (a) anda (b) for the heaviest rainfall

Finally it should be said the same analysis wasopaed with UM parameter€;=0.2 and
0=1.7 instead 0€,=0.1 anda=1.9, and that similar results were found. The nuliiferences
consist in a slightly better scaling (that nevelgle requires the introduction of a scaling
break), smaller estimates f(which suggest the UM parameter set presented mafetails

in this paper is more relevant), and of coursehsliygsmaller values oft and greater ones for
C;.
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7) Conclusions

In this paper a new toy model to simulate the nemerzeros of rainfall fields in the
framework of discrete universal multifractal casesmds presented. The real zeros are
explicitly distinguished from the spurious oneseTzeros are generated within the cascade
process, in a scale invariant way, and not indepettyl from the rainfall values. It basically
consists in setting to zero with a probabilityglthe rainfall field if it is smaller than a given
singularity y, at each step of the cascade process. This praosesalled UM+0. The
underlying assumptions are that the conserved gyasitthe total amount of water in all its
phase in the atmosphere and not the rain rate tatdftthere is not enough water then the
rainfall process is not certain to occur. In thaywhe model can be physically justified.
Finally the field is thresholded at its maximumalesion to mimic the limit of detection of
any rainfall measurement device.

This rather simple scale invariant model enablestausetrieve many of the properties
observed on actual rainfall fields: a scaling breadn-conservation (only a portion of it is
explained), differences between UM parameters fiwallsand large scales and discrepancies
between events based analysis and long time sanab/sis. Nevertheless some of the
properties of the generated fields are not in ageze with the ones of actual rainfall fields:
the spectral behaviour is not modified, the coedfit of non-conservation is greater for large
scales than for small scales and its dressed valgeto small, and the fractal dimension is
greater for small scales than for large ones. Timesmns that this UM+0 model should be
considered as nothing more than an interestingeanduraging toy model.

More generally the results found with this toy miodeggest that the underlying UM
parameters for rainfall are rather constamt=1.7 - dl C, = 0.1- 0.2), and what would
change from one place to an other or from one settdo an other is the way the zeros are
generated. This process would explain most of tiserepancies between the theoretical
multifractal framework and observed rainfall belvai

To confirm these results further investigation aseded: (i) multifractal analysis of total
water amount in all its phase in the atmospherenananly rain rate should be performed (ii)
the model generating zeros should be refined teevwet all the observed properties (iii) a way
to accurately estimate the parameters of the melumlild be developed. One of the goals of
this paper is to foster research on these issues.
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