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Résumé

Résumé

Les données du monde réel sont souvent de tres grande dimension, faisant intervenir un
grand nombre de variables non pertinentes ou redondantes. La sélection de variables est
donc utile dans ce cadre. D’abord, on considere la sélection de variables dans le modele de
régression quand le nombre de variables est trés grand. En particulier on traite le cas ou le
nombre de variables pertinentes est bien plus petit que la dimension ambiante. Sans sup-
poser aucune forme paramétrique pour la fonction de régression, on obtient des conditions
minimales permettant de retrouver ’ensemble des variables pertinentes. Ces conditions
relient la dimension intrinseque a la dimension ambiante et la taille de ’échantillon. En-
suite, on considere le probleme du test d’une hypothése nulle composite sous un modele
de régression nonparamétrique multivarié. Pour une fonctionnelle quadratique donnée @,
I’hypothése nulle correspond au fait que la fonction f satisfait la contrainte Q[f] = 0,
tandis que D'alternative correspond aux fonctions pour lesquelles |Q[f]| est minorée par
une constante strictement positive. On fournit des taux minimax de test et les constantes
de séparation exactes ainsi qu’une procédure optimale exacte, pour des fonctionnelles qua-
dratiques diagonales et positives. On peut utiliser ces résultats pour tester la pertinence
d’une ou plusieurs variables explicatives. L’étude des taux minimax pour les fonctionnelles
quadratiques diagonales qui ne sont ni positives ni négatives, fait apparaitre deux régimes
différents : un régime «régulier» et un régime «irrégulier». On applique ceci au test de
I’égalité des normes de deux fonctions observées dans des environnements bruités.

Sélection de variables, régression nonparamétrique, tests d’hypothéses non
paramétriques, asymptotiques exactes, taux de séparation, approche minimax,
dispositif expérimental aléatoire, régression en grande dimension.




A few contributions to nonparametric variable selection and
hypotheses testing

Abstract

Real-world data are often extremely high-dimensional, severely underconstrained and
interspersed with a large number of irrelevant or redundant features. Relevant variable
selection is a compelling approach for addressing statistical issues in the scenario of high-
dimensional and noisy data with small sample size. First, we address the issue of variable
selection in the regression model when the number of variables is very large. The main
focus is on the situation where the number of relevant variables is much smaller than the
ambient dimension. Without assuming any parametric form of the underlying regression
function, we get tight conditions making it possible to consistently estimate the set of
relevant variables. Secondly, we consider the problem of testing a particular type of
composite null hypothesis under a nonparametric multivariate regression model. For a
given quadratic functional (), the null hypothesis states that the regression function f
satisfies the constraint Q[f] = 0, while the alternative corresponds to the functions for
which Q[f] is bounded away from zero. We provide minimax rates of testing and the
exact separation constants, along with a sharp-optimal testing procedure, for diagonal
and nonnegative quadratic functionals. We can apply this to testing the relevance of a
variable. Studying minimax rates for quadratic functionals which are neither positive nor
negative, makes appear two different regimes: “regular” and “irregular”. We apply this to
the issue of testing the equality of norms of two functions observed in noisy environments.

Keywords

Variable selection, nonparametric regression, set estimation, sparsity pattern, non-
parametric hypotheses testing, sharp asymptotics, separation rates, minimax approach,
random design, high-dimensional regression.
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Introduction et présentation des
résultats principaux

L’analyse de données en grande dimension est devenue extrémement fréquente et im-
portante dans divers domaines des sciences, allant de la génomique et de la biologie a
I’économie, la finance et l'intelligence artificielle. Par exemple, pour la classification de
maladies utilisant des puces & ADN ou des données protéomiques, des dizaines de milliers
d’expressions de molécules ou d’ions sont des prédicteurs potentiels. Dans les études sur
I’association entre génotypes et phénotypes il y a des centaines de milliers de variables
potentielles pour les phénotypes. Quand des interactions sont considérées, la dimension
augmente rapidement. Par exemple, pour la gestion de portefeuilles avec deux mille titres,
cela donne déja plus de deux millions de parametres dans la matrice de covariance. Les
données sont contaminées par du bruit, rendant encore plus difficile la récupération de
I'information utile a partir des données. De plus, souvent le nombre de données n est
nettement inférieur au nombre de variables.

L’accumulation de bruit dans les problémes de grande dimension est bien connue.
Par exemple pour la classification, on sait que le discriminant de Fisher ne fonctionne
pas bien en grande dimension (cf. [10]), et méme en utilisant la regle d’indépendance, la
classification utilisant toutes les variables peut étre aussi peu performante qu’un choix au
hasard a cause de I'accumulation de bruit dans I’estimation des centres (cf. [31]). Ainsi,
il apparait nécessaire de sélectionner les variables intéressantes pour traiter ces problémes
de grande dimension.

Ce qui rend possible I'inférence statistique en grande dimension est 1'hypothese de
sparsité : le nombre de variables pertinentes d* est en général nettement inférieur au
nombre total de variables considérées d. Par exemple, pour la classification de maladies, on
pense communément que seulement des dizaines de genes sont responsables d’'une maladie.

Il est désormais bien connu que, dans le cadre de la régression linéaire en grande di-
mension, I'estimation consistante de ’ensemble des variables pertinentes—appelé support
de sparsité—est possible sous la condition d*log(d/d*) = O(n) quand n — oco. Récipro-
quement, il est aussi connu que si d*log(d/d*) est supérieur a un certain seuil alors il est
impossible de retrouver le support de sparsité (cf. [86] et le Chapitre 1). Ainsi, en régression
linéaire, on a une condition minimale sur le triplet (n,d,d*) garantissant ’existence d’es-
timateurs consistants. La situation est différente pour la régression non linéaire puisque, a



10 Introduction et présentation des résultats principaux

notre connaissance, il n’y a pas de résultats fournissant des conditions minimales pour I’es-
timation consistante du support de sparsité. Les articles [59, 8] considérent le probleme de
la sélection de variables dans le modele de la régression gaussienne non paramétrique. Ils
prouvent la consistance des procédures proposées sous certaines hypotheses qui—au vu de
notre travail—s’averent sous-optimales (cf. Chapitre 1, Section 1.7). En particulier, dans
[59], la dimension ambiante maximale d est supposée étre de l'ordre de O(logn/loglogn)
et d* constant. Dans [8], d peut étre aussi grand que O(logn) et d* est supposé constant.
Il y a un écart important dans les conditions de consistance entre la régression linéaire
et la régression non linéaire. Par exemple, si la dimension intrinséque d* est fixe, alors la
condition garantissant l’estimation consistante du support de sparsité est (logd)/n < C,
pour un certain C en régression linéaire tandis que c’est d = O(logn) dans le cas non
paramétrique. Bien qu’il soit indéniable que la régression non paramétrique est bien plus
complexe que la régression linéaire, il n’est pas aisé de trouver une justification pour un
tel écart entre les deux conditions. La situation est méme pire dans le cas ou d* — oc.
En fait, pour le modele linéaire avec une dimension ambiante croissant au plus polyno-
mialement d = O(n*), il est possible d’estimer le support de sparsité pour une dimension

1=¢ pour un certain € > 0. Autrement dit, I'indice de

intrinseque d* aussi grande que n
sparsité peut étre presque du méme ordre que la taille de ’échantillon. En comparaison,
pour la régression non paramétrique, il n’y a pas de procédure convergeant vers le support
de sparsité quand a la fois n et d* tendent vers 'infini, méme si d* augmente extrémement

lentement.

Dans ce travail, on comble cet écart en introduisant une procédure de sélection de va-
riable simple qui sélectionne les variables pertinentes en comparant certaines fonctionnelles
quadratiques des coefficients de Fourier empiriques a un certain seuil. La consistance de
cette procédure est établie sous certaines conditions sur le triplet (d*, d, n) et la minimalité
de ces conditions est prouvée. Les principaux résultats sont les suivants :

e Quand le nombre de variables pertinentes d* est fixé et quand la taille de 1’échan-
tillon n tend vers l'infini, il existe des nombres réels positifs ¢, et ¢* tels que (a) si
(logd)/n < ¢, Vestimateur proposé dans la Section 2.2 est consistant et (b) aucun
estimateur du support de sparsité ne peut étre consistant si (logd)/n > c*.

e Quand le nombre de variables pertinentes d* tend vers l'infini avec n — oo, alors
il existe des nombres réels ¢; et ¢;, i = 1,2 tels que ¢; > 0, ¢ > 0 et (a) si ¢;d* +
loglogd — logn < ¢y l'estimateur proposé dans la Section 2.2 est consistant et (b)
aucun estimateur du support de sparsité ne peut étre consistant si ¢;d* + loglogd —
logn > ¢s.

e En particulier, si d ne croit pas plus vite qu'un polynéme en n, alors il existe des
nombres réels positifs ¢ et ¥ tels que (a) si d* < cplogn I'estimateur proposé dans
la Section 2.2 est consistant et (b) aucun estimateur du support de sparsité ne peut
étre consistant si d* > ¥ logn.

Dans le régime de dimension intrinseque croissante d* — oo et d’une dimension ambiante
modérément large d = O(n®), pour un certain C' > 0, on essaie de rendre la constante
co aussi proche que possible de la constante ¢?. Ce but est atteint pour le modele de
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bruit blanc gaussien et, de facon tres surprenante, requiert 1'utilisation de certains outils
d’analyse complexe, tels que la fonction 0 de Jacobi et la méthode du point-selle, de fagcon
a évaluer le nombre de points & coordonnées entieres se trouvant dans une boule d’un
espace euclidien de dimension croissante.

Pour savoir si une variable est pertinente, on peut effectuer un test d’hypotheses :
la fonction de régression f ne dépend pas de la variable j si et seulement si I'intégrale
du carré de la fonction f(x) — fol f(x) dz; est nulle. Cela revient a tester une hypothese
nulle composite définie par une fonctionnelle quadratique. C’est ce qu’on étudie plus gé-
néralement dans un deuxiéme temps. Pour une fonctionnelle quadratique @, 'hypothese
nulle signifie que la fonction de régression f satisfait la contrainte Q[f] = 0, tandis que
I'hypotheése alternative correspond aux fonctions pour lesquelles |Q[f]| est minoré par une
constante strictement positive.

Dans un premier temps, on fournit les taux minimax de test et les constantes de sé-
paration exactes, ainsi que la procédure de test optimale exacte, pour des fonctionnelles
quadratiques diagonales et positives. On considére des classes de régularité de forme ellip-
soidale et on vérifie que nos conditions sont remplies dans le cas particulier des ellipsoides
correspondant a des classes de Sobolev anisotropes. Dans ce cas, on présente une forme
explicite du taux minimax et de la constante de séparation exacte. Ce résultat est appliqué
a certaines fonctionnelles. Un exemple, qui peut étre appliqué au probleme de sélection
de variables, consiste a tester le fait qu’une dérivée partielle d’ordre o = (g, ..., aq),
notée 9*+-Fad f/9t .. Otg?, est identiquement nulle contre hypothése que cette dé-
rivée est significativement différente de 0. Comme conséquence de notre résultat prin-
cipal, on montre que si f se trouve dans la boule de Sobolev anisotrope de régularité
o = (01,...,0q), et si on pose § = "L /oy, 7 = ( 4 ai_l)*l, alors le taux mini-

n—20(1-8)/(45-+d)

max est ry; = pourvu que 6 < 1 et o > d/4.

Dans un deuxieme temps, on étudie les taux minimax pour les fonctionnelles quadra-
tiques qui ne sont ni positives ni négatives. Ceux-ci font apparaitre deux régimes différents :
un régime «régulier» et un régime «irrégulier». Dans le cas régulier, le taux minimax est
égal & n~1/* tandis que dans le cas irrégulier, le taux dépend de l'indice de régularité et
est plus lent que dans le cas régulier. On applique nos résultats au probléme de test de

I’égalité des normes de deux fonctions observées dans des environnements bruités.






Chapitre 1

Introduction a la sélection de
variables

On rassemble ici les notations qui vont étre utilisées tout le long de ce travail. Pour un
ensemble A, 15 représente la fonction indicatrice de A, |A| son cardinal, A° son complé-
mentaire. Pour une matrice M, M’ est sa transposée et pour un vecteur v = (v, ..., vq),
||v|| désigne sa norme euclidienne et ||v]j; = 324, |v;|. Pour deux suites de réels (a,) et
(bn), la notation a,, < b, signifie que a,, est nettement plus petit que b,,.

1.1 Sélection de modele classique

On s’intéresse d’abord au cas paramétrique. Supposons que les données disponibles
sont (x;,yi)iq, ou y; est la iéme observation de la variable réponse et x; le vecteur d-
dimensionnel de variables explicatives. On suppose habituellement qu’il s’agit d’un échan-
tillon aléatoire de la population (x,y) ou la moyenne conditionnelle de y étant donné x
est une fonction linéaire de x cest-a-dire E(y|x) = BT x avec B = (B1,...,Bq4)". On note
X la matrice du design, c’est-a-dire la matrice dont les lignes sont les vecteurs x;, pour
i=1,...,n. On note (X1,...,Xy) les colonnes de X. On note Y le vecteur de compo-
santes (y;)i_;. Plus généralement, on suppose qu’ il y a un modele paramétrique fp dont
le parameétre @ appartient & un sous-ensemble © de R%. Etant donné des sous-ensembles
©1, O2,...,0) de O, le but de la sélection de modele (cf. par exemple [? |) est de choisir
celui qui contient la vraie valeur de 6. En régression linéaire, la sélection de variable peut
étre vue comme un cas particulier de sélection de modele correspondant a la situation ou
M = 2% et les éléments de chaque ©,, partagent le méme support.

1.1.1 Critéres de choix

AIC (Akaike’s information criterion) et AIC.. Akaike [2] propose de choisir un
modele qui minimise la divergence de Kullback Leibler du modeéle ajusté par rapport
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au vrai modele. Akaike considere l'estimateur du maximum de vraisemblance 9(m) =
(01(m),...,0;(m))T du vecteur @ et montre que, & une constante additive pres, la diver-
gence KL estimée peut étre asymtotiquement développée en

d
—1u(8(m)) + All(B(m) o = ~1a(8(m)) + A 1(B;(m) # 0), (1.1)

=1

ou [, est la fonction de log-vraisemblance. Avec A = 1, I'expression (1.1) correspond a

AIC(m).

Quand n est petit ou k(m) = ||@(m)||o, le nombre de paramétres, est grand, on utilise
plutot le critere AIC corrigé, défini par

E(m) (b(m) + 1)

AIC.(m) = AIC(m) + n— k(m) — 1

BIC (bayesian information criterion). Schwarz [78] considére une approche bayé-
sienne et propose le critere BIC avec A = (logn)/2 dans (1.1). Le BIC essaie de maximiser
la probabilité a posteriori du modele.

AIC et BIC ont en commun de minimiser la vraisemblance pénalisée (1.1). Quand
16]lo = m, la solution de (1.1) est le sous-ensemble avec la plus grande vraisemblance
maximum parmi tous les sous-ensembles de taille m. Clairement, le calcul du probléme L
pénalisé est un probléme combinatoire avec une complexité NP.

La méthode qui suit concerne le modele linéaire

y=aTB+w, (1.2)

ol lerreur w est supposée de variance o2 .

Cp, de Mallows Quand la vraisemblance normale est utilisée, (1.1) devient les moindres
carrés pénalisés. Soit RSS,,, la somme résiduelle des carrés du meilleur sous-ensemble avec
m variables. Alors le C), de Mallows [67], ot Cp(m) = RSS,,,/6% + 2m — n, ot 62 est la
variance résiduelle du modele complet, correspond a A = 1.

Les propriétés les plus connues du BIC et du AIC sont 'optimalité asymptotique
(en perte) et la consistance (en sélection). Quand f appartient aux familles candidates de
fonctions de régression, la probabilité de sélectionner le vrai modele par le BIC' tend vers
1 quand n tend vers l'infini. D’autre part, si la vraie fonction de régression f n’est dans
aucune des familles candidates et si le nombre de modeles de méme dimension n’augmente
pas trop vite en dimension, I'erreur moyenne au carré du modele sélectionné par AIC
est asymptotiquement équivalente a la plus petite erreur possible offerte par les modeles
candidats (cf. par ex. [80, 91]). En général, AIC n’est pas consistent et BIC n’est pas
asymptotiquement optimal dans le cas nonparamétrique.
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1.1.2 Procédures de sélection de variables

On choisit un modeéle & 'aide de 'un des criteéres ci-dessus ou bien a 1’aide de ¢-
tests (tests de Student), F-tests, le R?Lj etc. On peut utiliser les algorithmes de recherche
suivants :

Sélection exhaustive On effectue une recherche parmi tous les modeles possibles. Cela
donne 2¢ modeles & considérer et n’est donc possible que pour d petit.

Méthode descendante L’algorithme est le suivant :
— Calculer I'estimateur des moindres carrés pour le modele incluant toutes les variables
explicatives.
— Effectuer un test de Student (ou un autre critére) pour chacune des variables expli-
catives.
Deux cas se présentent :
e Les variables sont toutes significatives. Ce modele est alors choisi. Nous arrétons
la notre analyse.
e Eliminer la variable la moins significative du modeéle.
— Recommencer le processus avec une variable en moins.
Cette méthode est plus économique que la précédente mais présente 'inconvénient de
ne pas pouvoir réintroduire une variable une fois qu’elle a été supprimée.

Ces deux premieres méthodes ne sont applicables que pour n > d. Ce n’est pas le cas
de la méthode suivante.

Méthode ascendante On procede dans le sens inverse de la méthode précédente.
On effectue les d régressions possibles avec une seule variable explicative. Pour chacune
d’elles, on effectue le test de Student. On retient le modéle pour lequel la variable est la plus
significative. On effectue ensuite les d — 1 régressions possibles avec deux variables (dont
celle choisie a la premiere étape). Pour chacune d’elle, on effectue le test de Student pour la
nouvelle variable et on retient la plus significative. On continue ainsi jusqu’a ce qu’aucune
variable restante ne soit significative. Ici I'inconvénient est qu’une variable introduite ne
peut plus étre éliminée. Le modele final peut alors contenir des variables non significatives.
Ce probléeme est résolu par la procédure stepwise.

Procédure stepwise A chaque étape, nous réexaminons toutes les variables introduites
précédemment dans le modele. En effet, une variable considérée comme la plus significative
a une étape de l'algorithme peut a une étape ultérieure devenir non significative.

Sélection stagewise (OMP ou greedy least squares regression) On introduit les
variables une a une en prenant a chaque étape la variable la plus corrélée avec le résidu
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courant. On s’arréte quand la corrélation maximum des variables restantes avec le résidu
est inférieure a une seuil fixé.

On passe maintenant & des méthodes plus récentes, en examinant d’abord le cas pa-
ramétrique. Comme indiqué précédemment, la régularisation L¢ intervient naturellement
dans beaucoup de méthodes de sélections de modele classiques. Cependant le calcul est
impraticable en grande dimension. On a aussi remarqué que certaines méthodes ne fonc-
tionnent que pour d < n. Pour traiter le cas de la grande dimension d > n avec d
dépendant de n, on suppose que le vecteur B est sparse. On note, pour tout vecteur 3,
S(B) le support de B, c’est-a-dire S(8) = {i € [1,d] : 5; # 0}. Si B est le vrai vecteur, on
note plus simplement S son support et s le cardinal de S.

1.2 Vraisemblance pénalisée

Pour pallier I'intractabilité du critere basé sur la pénalisation par la norme Lg, on
s’intéresse a des penalisations plus générales. Ceci résulte en la forme généralisée

d
nHa(8) = D pa(IBi]), (1.3)
j=1

ou [,,(B) est la log-vraisemblance et py est une fonction de pénalité indexée par le parameétre
de régularisation A > 0.

Une généralisation naturelle de la régression pénalisée par la norme Lg est la régression
pénalisée par la norme L,, appelée régression bridge dans [63], avec 0 < ¢ < 2. Un cas
particulier important est la régression L1, aussi appelée LASSO par Tibshirani [82] dans
le cadre de la régression ordinaire. Le garotte non négatif est introduit dans [11].

Fan et Li recommandent d’utiliser des fonctions de pénalité décroissantes et donnant
des estimateurs ayant les propriétés suivantes :

1 Sparsité : I'estimateur résultant réduit les petits coefficients estimés a zéro.

2 Absence de biais : 'estimateur résultant est presque sans biais.

3 Continuité : 'estimateur résultant est continu en les données.
Antoniadis et Fan [4] donnent des conditions sous lesquelles la fonction de pénalité vérifie
ces trois propriétés.

Aucune des pénalités L, ne vérifie les trois propriétés énoncées précédemment. Pour
cette raison, Fan [30] et Fan et Li [35] introduisent la pénalité SCAD (smoothly clipped
absolute deviation) dont la dérivée est donnée par

(@A = 1)+,

ICESY t>)\}  pour un certain a > 2, (1.4)
a/ J—

PA) = MLgany +

ot px(0) = 0 et, souvent, a = 3.7 est utilisé (suggéré par un argument bayésien).
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1.2.1 Calcul et implémentation

Quand on utilise la pénalité L, la fonction objectif (1.3) est concave, donc on peut
utiliser les algorithmes d’optimization convexe. Il y a divers algorithmes pour résoudre le
probléme avec la pénalisation L;. Le plus connu est stirement 1’algorithme LARS (least
angle regression). Efron, Hastie, Johnstone et Tibshirani [27] proposent cet algorithme
rapide et efficace pour la sélection de variable, dont une simple modification donne le
chemin de solution entier du LASSO {B(\); A > 0}. Le calcul est basé sur le fait que le
chemin solution LASSO est linéaire par morceau en \.

Quand py est non convexe, Zou et Li [98] utilisent ’approximation linéaire locale (LLA).
Pour une valeur initiale 8* = (8;,...,55)T, la fonction pénalité peut étre approchée
localement par

pa(I8;D) = pa(IB871) + PA(B;) (18] = IBf])  pour B; =~ ;.

Avec le LLA, la vraisemblance pénalisée (1.3) devient
d
n ' (B) = > wjlBl,
j=1

ou les poids sont w; = p(| Bil). Ceci est un probleme d’optimisation concave si la log-
vraisemblance est concave. Différentes fonctions de pénalité donnent différents schémas de
poids, et le LASSO donne des poids constants. Dans ce sens, on obtient une régression
pénalisée par Ly avec des poids qui changent itérativement. Le LASSO adaptatif de Zou
[97] revient a utiliser les poids w; = |B7|77 pour un certain 7. Il existe bien d’autres
algorithmes (cf. par exemple [90]).

1.2.2 Choix du parametre de pénalité

Une grande valeur du parameétre A\ tend a choisir un modeéle simple et I’estimation cor-
respondante a une variance faible , tandis qu’une faible valeur choisit un modeéle complexe
et donne un faible biais. Le choix optimal de A correspond & un équilibre biais/variance,
ce qui se fait fréquemment par validation croisée (CV). Wang et al. [88] montrent que
le modele sélectionné par la validation croisée généralisée en utilisant la pénalité SCAD
contient toutes les variables importantes mais avec une probabilté non nulle contient des
variables non importantes, et que le modele sélectionné en utilisant BIC' est consistant en
terme de sélection de modéle.

Zou et al. [99] montrent que le nombre de composantes non nulles de la solution du
LASSO B(\) pour un A donné est un estimateur sans biais de son degré de liberté df (\).
On peut ensuite utiliser le critere AIC ou BIC pour trouver le parametre A optimal :

A

A(optimal) = arg min,\% + “ndf(A), avec wy, = 2 pour AIC et w, = logn pour
BIC.
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1.3 Résultats pour certaines méthodes

On g’intéresse uniquement au probléme d’estimation du support S. Pour tout sous-
ensemble A, on note X4 (respectivement 3 4) la matrice n x |A| (respectivement le vecteur
de R4l formée en concaténant les colonnes {X;,i € A} indexées par A (respectivement
en gardant les lignes 3;,i € A).

1.3.1 Lasso

Meinhausen et Buhlmann [69] et Zhao et Yu [95] étudient le LASSO avec respective-
ment des designs aléatoires et des designs déterministes. On suit ici I’article plus général
de Wainwright [87]. On commence par le cas d’un design déterministe. Pour tout vecteur
B € RP, on définit le vecteur signe Sy () de composantes

+1 sif; >0
S+(B) =4 -1 sipi<0 (1.5)
0 si ﬂz =0.

On étudie ici la consistance en signe, qui implique la consistance de I’estimation du support.
On consideére le modele linéaire (1.2). On suppose que les X; sont normalisés : || X ;|| = v/n
pour tout i et que les erreurs sont des variables sous-gaussiennes : il existe une constante
o > 0 telle que Elexp(tw;)] < exp(c?t?/2) pour tout ¢ € R et tout i.

Les conditions suivantes sont imposées :
1 . Il existe un parametre d’incohérence v € (0, 1] tel que

I%s-Xs(X%s) ™ sign(85) e < (1), (L.6)

ot [|[lc désigne la norme d’opérateur loo/loo ([Mloc = maxi=1,. m > 7y [Mij| pour
toute matrice M de taille m x n).
2. Il existe Chuin > 0 tel que

1
)\min(EXgXS) > Cmina (17)

ol on note A\, (M) la valeur propre minimale d’une matrice M.
La premiére condition est appelée la condition irreprésentable forte dans [95] et est liée a la
régression des variables Xge sur les variables Xg. Ces deux conditions sont vérifiées pour des
designs orthogonaux, et de maniére générale pour des designs proches de I'orthogonalité.
On trouve dans [95] des exemples de conditions sur le design impliquant les deux conditions
précédentes.

On trouve alors le résultat suivant dans [87].

Théoréme 1.1. Supposons que la matrice du design vérifie les conditions (1.6) et (1.7).
Supposons que la suite de paramétres de régularisation {\,} satisfait

2 [o2logd
Ap > — o oeq
v n
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Alors pour une certaine constante ¢y > 0, les propriétés suivantes sont vérifiées avec une
probabilité supérieure a 1 — dexp(—cinA2) :
a. Le Lasso a une solution B dont le support est contenu dans le vrai support : S(B) -
S.
b. Si en plus la valeur minimale du vecteur de régression sur son support est minorée
par Bmin telle que

40
Nl

Bmin > a1 (45 X5 /m) oo +
alors B a le bon support signé : Sy (B) =S4(B).

Ce théoreme suggere qu’une taille d’échantillon n de 'ordre de slogd devrait convenir

pour retrouver le support, puisque cette taille d’échantillon autorise une valeur minimale
Bmin de Pordre de 1/4/s, ce que l'on obtient si ||| = O(1).

On donne ensuite un corollaire (toujours dans [87]) qui donne aussi une idée des valeurs
autorisées pour le triplet (n, s, d) en lien avec la valeur minimale [3,,,.

Corollaire 1.2. Supposons que la matrice X satisfait les conditions du théoréme précédent
et que d = O(exp(n%)), s = O(n®) et que £2,;, > 1/n17%) quec 0 < §; + 63 < g < 1.

Si on pose X2 = 1/n'=94) pour un certain 6, € (93,0 — 61) alors la solution Lasso
retrouve le vrai support avec une probabilité supérieure d 1 — exp(—cyn®).

Le théoreme suivant (Théoreme 2 dans [87]) fournit une condition nécessaire pour que
la solution Lasso retrouve le vrai support. La condition (1.6) avec 1 au lieu de 1 — 7 est
appelée condition irreprésentable faible dans [95].

Théoréme 1.3. Supposons que la condition (1.7) est vérifiée et que le vecteur de bruit a
une distribution symétrique autour de 0.
a. St la condition irreprésentable faible est violée, disons

max \X;‘-FXS(X?;XS)_1 sign(Bs)| =1+v, avecv >0 (1.8)
Jjese

ou
b. s’il existe i € S tel que |Bi| < Anel (X5Xs/n)~L sign(BYE),
alors pour tout A\, et tout n, la probabilité de retrouver le support signé est telle que

P(S+(B) =S+(B)) < 1/2.

La partie a de ce théoreme montre la nécessité de la condition irreprésentable faible.
La partie b révele deux facteurs importants pour retrouver le support signé : le condition-
nement par rapport a la matrice (ngs /n) et la magnitude du parametre de régularisation
Apn par rapport a la valeur minimale 5,,;,. En ce qui concerne le premier point, le cas idéal
est le cas d’un design orthogonal.

Les résultats pour un design gaussien avec une matrice de covariance > sont similaires.
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1.3.2 Pénalité non concave

Lv et Fan [65] étudient la propriété d’oracle faible dans le contexte du modeéle linéaire
(1.2) pour la vraisemblance pénalisée avec une fonction de pénalité non concave. On dit
qu un estimateur ,6’ vérifie la propriété d’oracle faible si, avec une grande probabilité,
Bge = 0 et 8l est uniformément consistant. En particulier on a alors S(8) C S. Fan et
Lv [36] étendent les résultats aux modeles linéaires généralisés. Ils considérent la classe
suivante de fonctions de pénalité p(t, \) = A" 1py(¢) :

p(t, ) est croissante et concave en t et a une dérivée continue p' (¢, \) avec p/(0+,A) > 0
De plus p/(t, \) est croissant en X et p'(0+, \) est indépendant de A.

Cette classe de fonctions inclut la pénalité SCAD et le Lasso. Le modeéle considéré est
le modele linéaire généralisé avec un lien canonique, c’est-a-dire qu’il existe une fonction
b telle que la distribution conditionnelle de Y étant donné X appartient a la famille
exponentielle canonique et la fonction de log-vraisemblance de I’échantillon est donnée, a

une transformation affine pres, par
L(B) =n"YTx8 - 17b(xB)). (1.9)

On note 8 € R" le vecteur X3 et b(@) = b(1,...,6,) . On introduit aussi la notation
suivante : p(0) = (b'(61),...,0'(0,))7 et X(0) = diag{b”(61),...,b"(0,)}.

On consideére les deux conditions suivantes
[(X52(0)Xs) oo = O(bsn™1), (1.10)

(04, )
(/Bmm/Q)

ou bs est une suite divergente, C' € (0,1), a3 € [0,1/2].

K5 5(0)xs(XE£(0)%s) Moo < min {CL 00 0@ (L11)

Sous ces deux conditions ainsi que des conditions de régularité additionnelles, I’esti-
mateur B maximisant (1.3) vérifie la propriété d’oracle faible.

Le coté gauche de (1.11) correspond aux coefficients de régression multiple de Xg sur
Xge avec des poids {b”(6;)}. Si chaque élément des coefficients de régression multiple est
d’ordre 1, alors la norme L; de ces coefficients est d’ordre O(s). Donc on peut avoir une
sparsité de 'odre de O(n®!), du moment que le premier terme dans (1.11) domine, ce qui
se produit pour la pénalité SCAD si Bin > An. Au contraire, avec la pénalité Ly, la borne
(1.11) est plus restrictive. Quand on est dans le modele linéaire, ¥ = I, et p est nul, on
retrouve la condition irreprésentable forte.

Pour des résultats plus fins sur les pénalités non concaves, on renvoie le lecteur a
I'article de Zhang [93].

1.3.3 Sélection stagewise

Zhang [94] considére le modele linéaire (1.2) avec des erreurs sous-gaussiennes. Les
résultats sont proches de ceux du Lasso. On impose les conditions (1.6) et (1.7) et on
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normalise aussi les vecteurs de base. On obtient, avec une grande probabilité, I'inclusion
S(B) C S. Et on obtient ’égalité avec une probabilité supérieure a 1—2n, pour n € (0,1/2),
Si Bmin = ca\/w ou la constante ¢ dépend des quantités v et C,,;, apparaissant
dans (1.6) et (1.7). En comparaison, pour le Lasso, la condition apparaissant pour S,
dépend non seulement de ces deux quantités mais aussi de la quantité [|(X5Xs/N) ™l co-
Or on peut trouver des matrices pour lesquelles v et Cy,;y, sont de I'ordre de la constante,

mais [|(X5Xs/N) 7!« est de I'odre de /5.

1.4 Conditions minimales

Dans cette partie on s’intéresse aux limites théoriques de I'estimation du support. Les
articles utilisés sont [85, 86]. Dans le second article, Wainwright considére le modeéle linéaire
(1.2) avec des erreurs gaussiennes indépendantes de variance o2 et un design aléatoire
gaussien : les x; sont iid tels que x; ~ N(0,%). L’auteur donne des conditions sur le
triplet (n, s, d) et sur la valeur (,,:, assurant ’existence ou non d’un estimateur consistant
du support. L’estimateur "optimal" choisi est un estimateur de recherche exhaustive utilisé
seulement pour montrer la minimalité des conditions, sans considération sur la complexité
de calcul.

Pour un estimateur ¢ du support S, trois types d’erreurs sont considérés
a. Probabilité prise par rapport a un support fixé : gs(v) = P(¢ # S|5).

b. Probabilité moyenne : ggpe(¢) = % > sepd qs(¢) ot P? représente I’ensemble des

S

parties a s éléments dans {1,...,d}.
c. Probabilité dans le pire des cas : ¢maq(¢) = maxg, pd qs ().
Pour une paire (S,T) € P? x P2 on définit la matrice
I(T, S) = Ss\rys\r — Ss\oyr (Err) ™ Srs\r)-

Les résultats font intervenir les quantités suivantes pg(X) et puni(X) définies par

pS(E) = Tgll:};in\s Amin (F(T, S)):

i(2) = min ).
punz( ) Sepd /)S( )
Wainwright définit une procédure de recherche exhaustive ¥* :
a. Pour chaque sous-ensemble 1" de Pj, on résout le programme quadratique
Z(T)= min ||Y —X 2
(1) = min (¥ = XrBrl}

b. L’estimateur est alors défini par : ¢* = argmin;_,Z(7).
On définit la fonction

9(e1,d,5, B, 0, p(S)) = (1 +2048) max {log (d; S) el

Ici la quantité p(X) est égale & pg ou pun; selon la probabilité d’erreur considérée. Le
théoreme suivant donne la performance de cet estimateur.
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Théoréme 1.4. a. Sin > g(c1,d, s, Bmin, 0, ps(X)) pour un certain ¢ > 0 alors

as(¥*) < exp(—ci(n — s)).
b. Sin > g(c1,d, S, Bmin, 0, puni(X)) pour un certain c; > 0 alors qape (V™) < exp(—ci(n—

s)).

c. Sin>log (Csl) + g(c1,d, 8, Bmin, 0, puni (X)) pour un certain ¢; > 0 alors ¢umaz (™) <
exp(—ci(n — s)).

Le théoreme suivant donne une condition nécessaire pour la consistance de I'estima-
tion du support. Dans ce théoreme, >, désigne ’ensemble des parties a s éléments dans

{1,....d.

Théoreme 1.5. Si la taille de [’échantillon est telle que

log (%) log(d —
8wbu(z) mm/o—Q’ 4wave( ) mzn/a

n < max { 51

0l Wy €t Wape sont des quantités lies a X (cf. [86] pour la définition), et si S est choisi
uniformément aléatoirement dans Xy alors, pour tout estimateur v de S, il existe un
vecteur B* de valeur minimale Bpn tel que

Qmax(w) > Qave(¢) > 1/2'

Faisons quelques remarques par rapport a ces deux théorémes :
1. Le terme log (d *) (ou log (gl)), qui n’apparait pas dans le théoréme 1.1, vient du
fait qu’on n’utilise pas la perte gs mais des pertes plus uniformes.

2. Pour 32, = O(l /s), les deux théorémes précédents donnent les mémes conditions :

(s—i— / 2)log(d—s)
3. Pour le cab B2
minimale garantissant son succes.

= = O(1/s), le Lasso est optimal en terme de taille d’échantillon

4. Pour d’autres valeurs de 672,1 les tailles d’échantillon des deux théoremes précédents

in
ne sont pas forcément du méme ordre.

5. Le Lasso n’est pas optimal pour certains régimes, en particulier dans le cas de
la sparsité linéaire, c’ert-a-dire quand s = ad avec a € (0,1). Le Lasso échoue si
n < cqdlog d pour une certaine constante ¢4 > 0 tandis que si la valeur minimale 5,
ne décroit pas trop vite, la taille d’échantillon correspondant aux deux théorémes
précédents est de 'ordre de d.

6. Il y a encore des cas ol 'estimateur de recherche exhaustive ¥* réussit alors que
le Lasso échoue et qui sont liés en particulier a la condition d’incohérence (1.6)

nécessaire au Lasso.

Avant d’énoncer les prochains résultats, introduisons quelques notations. Pour tout
p > 0 et tout s < d, 'ensemble Cgl(p) est composé des vecteurs B8 € R? tels que B
contient exactement s coefficients non nuls qui sont tous égaux & p/+/s et D,, 4 I'ensemble
des designs tels que les colonnes sont de norme /n. Verzelen [85] étudie le cas de "l'ultra
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grande dimension". Les résultats précédents montrent que, sous des conditions sur le design
X € Dy.4, il est possible de retrouver S avec une grande probabilité si B € CZ(p) avec p?/s?
de 'ordre de Skj}—gd. Donc slogd petit par rapport a n est une condition nécessaire dans
la plupart des cas. L’ultra grande dimension correspond au cas ou slogd est grand par
rapport a n. Verzelen [85] montre que, dans ce cas, I’estimation consistante du support est
presque impossible. Plus précisément on a les deux propositions suivantes, dans lesquelles
on suppose que o = 1.

%
Proposition 1.6. Pour tout p?> < <1(<)™" (o1 Oy et Cy sont des constantes) et tout

s<nAd/2, ona

inf inf P #8)>1/(e+1).
LI (Y #5)=1/(e+1)

Pour tout design X € D, il est donc impossible de retrouver le support S avec une
grande probabilité & moins que B3 ne satisfasse
Ch (

n S

ed Cys

).

Cette quantité explose dans le cadre de I'ultra grande dimension et peut étre nettement

183/0% >

plus grande que la borne slogd/n correspondant au cas d’'une dimension non ultra grande.

Retrouver le support est donc quasiment impossible mais on pourrait essayer tout de
méme des techniques de réduction de dimension, c¢’est-a-dire trouver un ensemble M de
taille dy < d tel que S C M. La proposition suivante montre qu’il est impossible de réduire
significativement la dimension du probléme a moins que la norme de 3 ne soit tres grande.

Proposition 1.7. On considére un design gaussien avec ¥ = I,. On suppose que d >

k3 Vv C et n > C pour une certaine constante C. On pose

ed

S

S ed S
p? = C=log (—) exp [Ca~log (
n s n

)]

Alors il existe une constante universelle 0 < § < 1 telle que pour tout ensemble mesurable
M de {1,...,d} de taille po < p°, on a

sup P(S ¢ M) >1/8.
BeC(p)

1.5 Examen rapide et sélectif de quelques autres méthodes

On commence par les procédures de discrimination indépendante, qui consistent a
ordonner les variables selon leur utilité marginale, c’est-a-dire que chaque variable est
utilisée indépendamment comme prédicteur pour décider de son utilité pour prédire la
réponse. La procédure SIS (sure independance screening) a été introduite par Fan et Lv [32]
pour réduire le cofit de calcul dans le cas des tres grandes dimensions. Une idée naturelle
pour effectuer la sélection de variable dans ce cas est de réduire la dimension d d’un ordre
tres tres grand (disons logd =< n® pour a > 0) a un ordre plus modérément grand (par
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exemple une puissance de n) a l’aide d’une procédure rapide mais fiable, et ensuite d’utiliser
les méthodes habituelles de sélection de variables (tel le Lasso) sur cet ensemble plus
restreint de variables. Ce qu’on appelle procédure fiable ici est une procédure possédant
la propriété de "sure screening', qui signifie toutes les variables importantes sont dans
le modele sélectionné avec une probabilité tendant vers 1. Un exemple de discrimination
indépendante est la régression marginale étudiée dans [32]. Les variables sont classées selon
la magnitude de leur coefficient de corrélation empirique avec la réponse. Comme indiqué
précédemment, cela réduit la dimension du modele car on choisit les p plus grandes avec
p > n mais p < d. Pour les problemes de classification, la procédure est appelée FAIR
dans [31].

Le cas des modeles linéaires généralisés est traité dans [33] et [37]. Le modéele linéaire
généralisé est défini dans la Sous-section 1.3.2 (cf. (1.9)). On rappelle que la fonction de
log-vraisemblance est donnée par 1,,(8) = n=t 3", L(x] B, vyi) avec £(0,y) = b(6) — yb.

L’estimateur du maximum de vraisemblance marginal (MMLE) 3; est défini comme le
maximiseur de la régression par composante

n
M AM AM :
B; = (B, B}") = argming 5> (8o + B;Xij, yi)-

i=1
Ceci peut étre aisément calculé et son implémentation est robuste, évitant I'instabilité
numérique dans les problémes de tres grande dimension. On sélectionne ensuite les coeffi-
cients de taille assez grande

My, ={1<j<d:|BM =7}

Pour comprendre le MMLE, on prend la version population du minimiseur de la régression
par composante

n
,3;-\4 =( %,BJM) = argming, g. ZEE(,BO + BiXij, Yi).
=1
Sous certaines conditions, ce coefficient est li¢ a la covariance entre y et x;. En particulier
si les variables pertinentes sont telles que Cov(x;,y) > cin™", j € S et ¢; > 0, alors il
existe une constante co telle que
: M —K
min |58:7 | > con” ™.
jes |5] ‘ = 2
On obtient alors la propriété de "sure screening" en prenant v, < n~" si k < 1/2. Concer-
nant la taille maximum de la dimension d que cette méthode permet, elle est d’ordre

exponentielle : pour le modele linéaire gaussien logd = o(n(1=2)/4)

et pour la régres-
sion logistique avec des variables bornées, logd = o(n'~2%). Quant & la taille du modele

sélectionné, sous certaines conditions de régularité,

|/\;l%| = O(n%)‘max(z))v

N

Ol Az (X) désigne la plus grande valeur propre de X.
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Afin de réduire le nombre de "faux positifs", c’est-a-dire le nombre de variables de
S¢ sélectionnées, Fan et al. [37] suggérent une technique de rééchantillonnage : on sépare
I’échantillon en deux parties et si on appelle M et My les ensembles de variables sélection-
nées & partir de ces deux échantillons, alors en supposant que ces deux ensembles vérifient
la propriété de "sure screening', les auteurs montrent que, avec une grande probabilité,
I'intersection de ces deux ensembles, en plus de contenir toutes les variables importantes,

a beaucoup moins de faux positifs.

Fan et Lv [32] mettent en lumiere trois problemes potentiels avec le SIS :

a. (faux négatifs) Un prédicteur important qui est jointement corrélé mais margina-
lement non corrélé avec la réponse n’est pas choisi par le SIS. Un exemple : si le
vecteur de variables © = (x1,...,24) est normal avec des corrélations toutes égales
a p et vérifie pour un entier J

xlB=x1+...+z5—Jprs.

Ce probleme peut se produire méme avec n grand et d petit et est parfois appelé
"unfaithfulness" dans la littérature. Il n’est pas spécifique a la corrélation marginale,
mais est particulierement sensible pour cette méthode.

b. (faux positifs) Des prédicteurs non pertinents mais qui sont tres corrélés avec la
réponse peuvent étre sélectionnés prioritairement par SIS par rapport a des variables
importantes moins corrélées. Un exemple :

Yy=pro+x1+...+r5+w,

ol xq est indépendant des autres variables qui ont une corrélation commune p. Alors
les variables z; pour j > J ont plus une plus grande priorité de sélection que la
variable pertinente x.
c. Le probleme général de la collinéarité entre les prédicteurs ajoute une difficulté au
probleme de sélection de variable.
Fan et Lv [32] proposent, pour réduire ces problémes, une procédure itérative, ISIS, qui
étend SIS et utilise plus I'information jointe des variables. Fan et al. [37] étendent 1'idée de
ISIS a des fonctions de perte plus générales. Supposons de maniere générale que ’objectif
est de trouver B sparse minimisant

n d
n 'S Ly el B) + Y pall8))-
i=1 j=1

L’algorithme est le suivant :

1. Appliquer SIS : on obtient un ensemble A; d’indices de taille k; et ensuite employer
une méthode de vraisemblance pénalisée pour sélectionner un sous ensemble M de
ces indices.

2. Calculer

n

L(Q): min n_l L iy +1UT + X5 i)
J Bo,B8Mmy 585 ; (4, Bo 27M1BM1 zgﬁ])
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pour j ¢ M ol &; r, est le sous-vecteur de x; formé par les composantes dans M.
Ceci mesure la contribution additionnelle de la variable j en présence des variables
;- On choisit kg variables avec les plus petits {ng), Jj & My} et on appelle A,
I’ensemble résultant.

3. Utiliser la vraisemblance pénalisée pour obtenir

n
By = argming, g, s, 1 L(yi, fo + & p, B, + XisaoBiaauas) + D pallB5)-
i=1 As

Cela donne un nouvel ensemble d’indices M consistant en les éléments non nuls du
vecteur ,82.
4. Ttérer les deux étapes précédentes jusqu’a ce qu'un nombre prescrit de variables soit
sélectionné, ou jusqu’a ce que My = My_1.
Fan et al. [37] montrent empiriquement que ISIS améliore significativement la perfor-
mance de SIS méme dans les trois cas difficiles décrits précédemment.

Wasserman et Roeder [89] examinent aussi une procédure a plusieurs étapes ("screen
and clean"). Le cadre est le modele linéaire avec des erreurs gaussiennes. La dimension d
peut étre d’un ordre exponentiel en n et s est supposé constant. Des hypotheses sur les
valeurs propres de XEXS sont imposées. La premiere étape fournit un ensemble de modeles
candidats indexé par un paramétre A : S = {S,(A) : A € A}. La seconde sélectionne un de
ces modeéles S, en utilisant la validation croisée pour sélectionner Aa partir d’'un ensemble
A, de cardinal choisi de telle facon que toutes les variables pertinentes appartiennent a
I’ensemble S,,. Dans I’étape 3, on élimine certaines variables par des tests d’hypotheses, ce
qui donne un ensemble de variable D,,. Pour I’étape 1, trois méthodes sont considérées :
le Lasso, une version de la stagewise régression ou le parametre A représente le nombre
d’étapes et ou 'arrét se fait aprés un nombre donné d’étapes, et enfin la régression margi-
nale : S,(\) = {j : |fij| > A} ot fij est le coefficient de régression marginale. Les auteurs
montrent que pour ces trois méthodes, D,, est consistant pour la sélection de variables.

On va maintenant parler des notions de FDR ("false discovery rate", cf. [1]) et de "hi-
gher criticism" (HC, cf. [26]). Ces deux notions apparaissent dans les problémes de tests
d’hypotheses multiples : on teste les N hypotheses Hy; contre Hy;, ¢ = 1,2,...,N. L’ap-
proche traditionnelle est de controler le taux d’erreur par famille au niveau «, c’est-a-dire
d’utiliser une procédure de test qui contrble au niveau « la probabilité de rejeter a tort
ne serait-ce qu’une seule hypothese vraie Hy;. La procédure de Bonferroni assure ceci en
testant chaque hypothése au niveau «/N. Cette procédure est critiquée pour étre trop
conservative, elle manque de puissance pour détecter les hypotheses alternatives. On peut
au contraire chercher seulement a contréler le rapport espéré du nombre d’hypotheses re-
jetées a tort par rapport au nombre d’hypotheéses rejetées. Ce rapport est appelé FDR.
Controler le FDR permet d’obtenir des procédures plus puissantes. Voici une procédure
pour controler le FDR : supposons qu’on a une collection de N P-values P; qui, sous ’hy-
pothese nulle globale, sont uniformément distribuées. On les range par ordre croissant :
Py < ... < Pnj. Sous I'hypothese nulle globale, ces statistiques d’ordre ont les pro-
priétés habituelles des statistiques d’ordre uniformes, incluant la normalité asymptotique
Pyij ~approx Normal(i/N,i/N(1 —i/N)).
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La procédure FDR de test multiple consiste a rejeter toutes les hypotheéses Hy; corres-
pondant aux indices i =1,... ,l%p ol

kr = max{k : Py < (k/N)q}-

Considérons maintenant la statistique de test HC, définie par
HC* = | Jnax HC(i, Py),
ou ag est fixé dans (0,1) et
i/N — Py)

HC(i, Py) = VN e — iy

Donoho et Jin [26] utilisent la statistique HC' pour le probleme de classification dans
le modele RW (pour "rare and weak") ot seulement une petite fraction des variables sont
utiles et ou chaque variable contribue faiblement & la décision de classification. Le vecteur
de variables prédictives est supposé étre normal de moyenne ypu, ott 1 € R? est un vecteur
inconnu, et de matrice de covariance I,.

On considére les covariances empiriques z(j) = n~ /27, yiXij pour j =1,...,d. Les
hypotheses nulles sont ici Ho; : Cov(y,x;) = 0. Les hypotheses imposées & a impliquent
que z ~ N(y/nu,I4). Les P-values utilisées sont alors P; = P(|[N(0,1)| > |z(j)]).

Meinshausen et Bithlmann [70] introduisent la sélection stable (stability selection). Ce
n’est pas vraiment une nouvelle technique mais plutot une amélioration des méthodes
existantes. C’est une méthode treés générale qui a un large champ d’applications.

Traditionnellement, la sélection de variables revient a choisir un élément de ’ensemble
de modeles obtenus & partir d’une certaine méthode {gn(A), A € A}. 1l y a typiquement
deux problemes : d’abord le modele correct peut ne pas faire partie de cet ensemble.
Ensuite, méme s’il en est membre, il est tres difficile de trouver le bon parametre pour
retrouver S en grande dimension. Avec la sélection stable, a la place de sélectionner un
modele de la liste, on perturbe les données un grand nombre de fois et on choisit les
variables qui sont sélectionnées un grand nombre de fois. Cette perturbation des données
peut se faire par sous-échantillonnage : on fait un grand nombre de fois un tirage sans
remise de |n/2] éléments de ’échantillon initial et on lui applique la méthode choisie
(par exemple Lasso). Cette derniere méthode était déja utilisée par Bach sous le nom de
Bolasso (boostrapped lasso). Les auteurs donnent aussi I'exemple du Lasso randomisé :
la méthode Lasso est appliquée un grand nombre de fois avec des poids aléatoires sur les
valeurs absolues des coefficients |3;|.

La sélection stable permet de controler le taux de faux positifs. Elle améliore la méthode
de base utilisée. En particulier, le Lasso randomisé est consistant en terme de sélection de
variable méme si les conditions nécessaires pour le Lasso ne sont pas vérifiées.

Mentionnons maintenant quelques autres méthodes. Alquier [3] utilise des procédures
de sélection de variables itératives. Hebiri [44] consideére la prédiction conforme, ’approche
bayésienne est étudiée dans [79]. Des extensions a d’autres cadres incluant la régression
logistique et le modele Ising sont traitées dans [14, 75], respectivement.
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1.6 Sélection de variables dans le contexte de variables grou-
pées

La sélection de variables dans le contexte de variables groupées avec des groupes dis-
joints ou se chevauchant est étudiée dans [92, 55, 64, 72, 46]. Des procédures hiérarchiques
pour la sélection de variables ont été proposées par [5, 55, 9, 96]. En particulier Pontil
et al. [64] considerent le modele linéaire (1.2) avec un bruit gaussien (avec une extension
a des distributions de bruit plus générales) mais o on a une information a priori sur le
support du vecteur 3 : 'ensemble des variables est partitionné en un ensemble de groupes
G1,...,Gr, et on suppose que le vecteur 8 est groupe-sparse, ¢’est-a-dire que les variables
pertinentes sont rassemblées dans un nombre restreint de ces groupes. Cette hypothese
suggere d’utiliser la méthode du groupe Lasso pour estimer 3 et le support S. L’estimateur
correspondant est solution du probleme d’optimisation

g M .
min { ~[X8 —y* +2 3 Nj[|87] : 8 € R},

J=1

oll, pour tout j, B/ est formé des composantes de B dont les indices appartiennent au
groupe G et les \; sont des parametres de régularisation. Pontil et al. montrent que le
groupe Lasso peut étre plus performant que le Lasso en terme de prédiction et d’estimation.
Ces résultats sont appliqués aux équations de régression multiple et a ’apprentissage multi-
tache.

Obozinski et al. [72] s’intéressent plus particulierement & I’estimation du support dans
le modele de régression multivarié Y = XB + w avec Y € R™ X une matrice de coef-
ficients de régression B de dimension M x K, un bruit w et un design X gaussiens. Si
B = (Bij)1<i<M,1<j<K, le probleme d’optimisation du groupe Lasso multivarié s’écrit (avec
ici un seul parametre de régularisation \)

1 M K
mm{EHXB_YH%‘f’”\Z(Z\BUF)UQZBERMXK}
=1 j=1

ou ||.||r désigne la norme de Frobenius. Ici le support S correspond & 'union des supports
Sk, pour k = 1,...,K,ou S, = {i € {1,...,M} : B # 0}. En grande dimension,
Obozinski et al. [72] montrent que, sous des conditions sur la matrice de design du méme
type que pour le Lasso, le groupe Lasso multivarié réussit a retrouver le support S avec une
grande probabilité si la quantité n /(1 (B)log(M — s)) excede un seuil critique 6,, et échoue
s’il est inférieur & un certain seuil 6;. Ici 1(B) est une fonction mesurant les sparsités et
le chevauchement des vecteurs coefficients de régression du modele. En particulier, dans
le cas d’'un design gaussien standard : 6,, = ;. L’examen de la fonction ¢(B) montre que,
dans le cas d’un design non corrélé sur ses lignes actives, le groupe Lasso multivarié a une
performance jamais inférieure a celle du Lasso. De plus, quand les vecteurs de régression
sont proches de 'orthogonalité, la taille d’échantillon nécessaire pour le succes du Lasso
multivariée est nettement inférieure a celle du Lasso ordinaire. Au contraire, pour des
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designs plus généraux, il est possible que le Lasso ordinaire soit plus performant que le
Lasso multivarié.

1.7 Cas non paramétrique

On s’intéresse a la sélection de variables dans le contexte de la régression non-linéaire en
grande dimension. Soit f : [0,1]¢ — R la fonction de régression inconnue. On suppose que
pour un certain sous-ensemble J de I’ensemble d’indices {1,...,d} satisfaisant Card(J) <
d*, il existe une fonction f : RCrd()) s R telle que

f(x) = f(xy), Va € R%

Lafferty et Wassermann [59] considérent le modéle de régression nonparamétrique gaus-
sien. La fonction de régression inconnue appartient a une boule de Sobolev d’ordre deux et
est supposée quatre fois différentiable avec des dérivées bornées jusqu’a 'ordre quatre. Le
dispositif expérimental a une densité continument différentiable et strictement positive. Ils
s'intéressent a ’estimation ponctuelle de f en un point . Leur stratégie, appelée rodeo,
est locale et sélectionne simultanément les fenétres et les variables. La méthode démarre
avec un estimateur par polynome local fy(z) en choisissant des fenétres h = (hy, ..., hy)
suffissamment grandes pour toutes les variables. Si la dérivée de cet estimateur par rap-

port a une variable donnée j, z; = 81”87}1(@)
J

, dépasse un certain seuil, on diminue la fenétre
correspondante . Cela donne 'algorithme suivant :

1. Choisir une constante 0 < $ < 1 et une fenétre initiale hy = co est une

Tglogn (
constante)
2. Initialiser les fenétres et activer toutes les variables :
(a) hj = ho,j = 1,2d
(b) A={1,2,...,d}.
3. Tant que A est non vide, pour chaque j € A :
(a) Calculer z; et sa variance conditionnelle s; = var(zj|@1,. .., Ty).
(b) Calculer le seuil \; = s;v/2logn.
(c) Si|zj| > Aj, alors hj <= h;; sinon enlever j de A.
4. Calculer I'estimateur m(x) :4mh* (z) ou h* est la fenétre a la sortie de 3.

logn ) ot

L’ estimateur atteint le taux n~ 4+d*+< pour tout € > 0, pourvu que d = O(loglogn

d* = O(1). L’hypothese d’identifiabilité concerne la dérivée seconde de f :

lim inf min |f;; 0.
im_inf min |f;;(w)| >

Si f est linéaire, le rodeo ne retrouvera pas les variables pertinentes. Les auteurs suggerent
d’utiliser d’abord une méthode de sélection de variables linéaire, par exemple le Lasso, et
ensuite d’utiliser le rodeo sur les résidus en utilisant toutes les variables.

Le nombre d’étapes de l'algorithme est, avec une grande probabilité, de 1'ordre de

o8 ooz

La méthode du rodeo est locale, mais les auteurs pensent qu’on peut étendre 'idée a la
sélection globale de fenétre et de variables en moyennant sur différents points d’évaluations.
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Bertin et Lecué [8] considérent une procédure de pénalisation /; dans le méme modéle.
Leur procédure est aussi locale, appliquée en un point x. La fonction de régression est sup-
posée f—Holdérienne avec § > 1. L’hypothese d’identifiabilité est la suivante : pour tout
j€J,10;f(x)| > C pour une constante C' (dépendant d’autres constantes du probleme).
Les restrictions sur d et d* sont : d* = O(1) et d = O(logn). La densité g du disposi-
tif expérimental est supposée bornée, Lipschitzienne autour de x, et telle qu’il existe des
constantes p,,, > 0 et upyr > 1 avec py < g < pps au voisinage de x. Contrairement au
rodeo, la sélection de variables et Iestimation ponctuelle (ou une autre estimation) sont
effectuées en deux étapes distinctes. Pour I'étape de sélection, on remarque que le vecteur
des dérivées (07,...,07) ot 0f = ho;f(z) est sparse et J = {j : 07 # 0}. Les auteurs
utilisent alors une pénalisation /; d’estimateurs par polynémes locaux que ’on décrit ici :

- , 1 & T, —x 2 (xi—w
O(\) = argmingegas [nhd 3 <y - u( - )9) K< - ) + 2>\|]9||1] ,

(2

oit u(v) = (1,v1,...,vq) pour tout v = (vy,...,vq) € R4 h > 0 une fenétre, A\ > 0
un parametre de régularisation et K un noyau vérifiant certaines conditions habituelles.
Un vecteur 6 est choisi dans O(\) et 'estimateur J de J correspond & l'ensemble des
coordonnées non nulles de @ (hormis la coordonnée zero).

Etant donné que la méthode est locale, le nombre de données passe de n & nh?, donc
méme si 0 < h < 1 ne tend pas vers 0 , d ne peut pas étre d’ordre supérieur a logn.

Bickel, Ritov et Tsybakov [9] étudient un modele de régression avec des erreurs centrées
conditionnellement a X, et X = (x1,...,x4) € &X1,..., Xy, les X; étant des sous-ensembles
d’espaces euclidiens. Ils considérent une approximation de la fonction de régression dans
une base construite a partir d’une collection de fonctions (¢; j)i=1..4,j=0...,1, - Les auteurs
prennent ensuite tous les produits possibles de ces fonctions et supposent qu’il existe une
représentation sparse de la fonction de régression dans cette base.

Un estimateur de type Lasso peut choisir parmi un nombre de coefficients qui aug-
mente exponentiellement en n. Mais ici le nombre de coefficients du modele est (L + 1)<,
ce qui peut rendre le Lasso numériquement infaisable. Les auteurs suggerent alors de pro-
céder a une sélection hierarchique : la premiere étape de 'itération consiste a sélectionner
un nombre prédéfini K de fonctions parmi les fonctions d’une variable (la méthode est
expliquée dans le paragraphe suivant). L’étape suivante démarre avec les mémes fonc-
tions candidates que I’étape précédente, plus toutes les interactions entre les K fonctions
sélectionnées a 1’étape précédente. Les fonctions d’une variable sont traitées de fagon pri-
vilégiée. Au contraire, les interactions sont considérées avec une suspicion qui croit avec
leur multiplicité : elles ne peuvent étre candidates a l'inclusion que si leurs ancétres ont
été inclus dans le modele précédemment.

Naivement, la procédure de sélection appliquée a chaque étape aurait pu étre une pro-
cédure Lasso stoppée quand le nombre de variables sélectionnées est égal a K. Les auteurs
suggerent par un exemple que cette méthode n’est pas judicieuse. L’algorithme Lasso sé-
lectionne bien un petit modele mais ne retrouve pas toujours les variables pertinentes,
surtout s’il y a des problemes de multicolinéarité. Ils proposent alors une procédure en
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deux étapes : on lance le Lasso jusqu’a ce qu’il donne un modele plus complexe que celui
désiré, mais pas trop complexe, de sorte qu'une méthode standard de sélection ou une
méthode randomisée puisse étre utilisée. Les auteurs proposent un estimateur randomisé
tel que son risque de prédiction est proche de celui de départ et qui n’a que K composantes

non nulles au plus.

Pour finir, mentionnons que les problémes d’estimation et de tests d’hypotheses pour
la régression nonparamétrique en grande dimension pour des modeles additifs sparses ont
été récemment traités dans [57, 74, 41, 34]. Pour ce modeéle on suppose que la fonction f est
la somme de d fonctions univariées f(x1,...,xq4) = Z;-lzl fj(x;) ol seulement s fonctions
sont non nulles. Raskutti et al. [74] considerent le cas ol chaque f; appartient a un espace
de Hilbert & noyau reproduisant (RKHS) et analysent une méthode pour estimer f en
basée sur des noyaux en combinaison avec une régularisation L;. Fan et al. [34] étendent
les résultats des méthodes SIS et ISIS (cf. [33] et la Section 1.5) & ce modele.






Chapitre 2

Sélection de variables pour la
régression nonparamétrique

Ce chapitre traite du probleme de sélection de variables pertinentes dans un modele
nonparamétrique dont le parametre est une fonction dépendant d’un grand nombre de
variables. L’approche adoptée est purement nonasymptotique. On regroupe ici les resul-
tats des articles [19, 20, 21] et quelques extensions originales. Le chapitre est organisé de
maniere suivante. Les notations et hypotheses nécessaires pour énoncer les principaux ré-
sultats sont présentés dans la Section 3.2. Dans la Section 2.2, un estimateur de I’ensemble
des variables pertinentes est introduit et sa consistance est établie, dans le cas ou les don-
nées viennent du modele de bruit blanc gaussien. La principale condition requise pour
la consistance fait intervenir le nombre de points a coordonnées entieres dans une boule
d’un espace euclidien de grande dimension. Un équivalent asymptotique de ce nombre est
présenté en Section 2.3. Des résultats sur 'impossibilité de 'estimation consistante du
support sont énoncés en Section 2.4. La Section 2.5 est consacrée a ’adaptation par rap-
port aux parametres inconnus (régularité et degré de pertinence) et aux taux minimax de
séparation. Ensuite, en Section 2.6, on montre que certains résultats peuvent étre étendus
au modele de régression nonparamétrique. On étudie les relations entre les résultats sur la
consistance et 'inconsistance dans la Section 2.7. Les parties techniques des preuves sont
reportées dans les appendices.

2.1 Formulation du probléeme et hypotheses

On s’intéresse a la sélection de variables dans le contexte de la régression non-linéaire
en grande dimension. Soit f : [0,1]? — R la fonction de régression inconnue. On suppose
que le nombre de variables d est tres grand, possiblement bien plus grand que la taille de
I’échantillon n, mais seulement un petit nombre de ces variables contribue aux fluctuations
de la fonction de régression f.

Plus précisément, on suppose que pour un certain sous-ensemble J de ’ensemble d’in-
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dices {1,...,d} satisfaisant Card(.J) < d*, il existe une fonction f : R4(/) 5 R telle que
f(x) = f(xy), Ve € RY,

ou x ; désigne le sous-vecteur de & obtenu en enlevant de  toutes les coordonnées dont les
indices n’appartiennent pas a J. On appellera J support de sparsité de la fonction f. Dans
ce qui suit, on permet a d et d* de dépendre de n mais on n’indique pas toujours cette dé-
pendance dans les notations. Remarquons aussi que la véritable dimension intrinseque est
Card(J); d* est simplement une borne supérieure connue pour la dimension intrinseque.
Dans la suite, on utilise la notation standard pour les normes de suites et de vecteurs :

lo =D 1(z; # 0), ll[p = Jaj [P, ¥p € [1,00), |z]loo = sup |z,
j j j

pour tout € R? ou « € RV,

Soulignons ici que le principal but de ce travail est de comprendre quand il est possible
d’estimer le support de sparsité J (avec des garanties théoriques sur la convergence de I'es-
timateur) et quand c’est impossible. La construction de I’estimateur que ’on définit dans
les sections suivantes a pour but de montrer la possibilité d’une estimation consistante,
plutét que de fournir une procédure pratique pour retrouver le support de sparsité. En
conséquence, on permet a ’estimateur de dépendre des différentes constantes apparaissant
dans les conditions imposées a la fonction de régression f et de certaines caractéristiques
du bruit.

Pour réaliser I’estimation consistante de ’ensemble J, on impose certaines hypotheses
de régularité et d’identifiabilité a f. De fagcon a décrire '’hypothése de régularité imposée
a f, on introduit la base trigonométrique de Fourier sur [0, 1]d tpo=1et

V2cos(2rk-x), kc (Z9),,

(2.1)
V2sin(2nk-x), —ke(ZY,,

or(x) =
oit on note (Z%), I'ensemble de tous les k € Z%\ {0} tels que la premiére coordonnée non
nulle de k est strictement positive et k- représente le produit scalaire usuel dans R%. Par
la suite, on utilise la notation (-,-) pour désigner le produit scalaire dans L?([0, 1]d;R),
c’est-a-dire (h,h) = Jio.y h(z)h(z) de pour tout h,h € L?([0,1]% R). En utilisant la base
orthonormale ¢, on définit

Y = {f P g b fooR)? < Ly Vi€ {1,...,d}}.

Pour simplifier les notations, on pose Oi[f] = (f, @) pour tout k € Z% En plus de la
régularité, on a besoin d’exiger que les variables pertinentes le soient suffisamment pour
rendre leur identification possible, ce qui est réalisé par la condition suivante

[C1(k, L)] La fonction de régression f appartient a ¥;. De plus, pour un certain sous

ensemble J C {1,...,d} de cardinal < d*, il existe une fonction f : RCd()) _ R
telle que f(z) = f(z;), V& € R? et on a
Qilfl= Y. Oxlf>>r, VjeJ (2.2)

k:k; £0
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On vérifie aisément que Q;[f] = 0 pour tout j n’appartenant pas au support de sparsité.
Ceci fournit une caractérisation du support de sparsité comme ’ensemble des indices des
coefficients non nuls du vecteur QI[f] = (Q1[f], ..., Qq[f])-

Avant de décrire les procédures pour estimer J, commentons la condition [C1]. Il est
important de remarquer que la condition d’identifiabilité (2.2) peut étre réécrite f[O,I]d (f(x)—
fol f(x) dxj)2da: > kK et, en conséquence, n’est pas intrinséquement liée a la base que 'on
a choisie. Dans le cas d’une fonction continument différentiable et 1-périodique f, I’hypo-
these de régularité f € 3 peut étre réécrite sans utiliser la base trigonométrique, puisque
Y kezd k‘jzﬂk [f]2 = (2m)~2 f[o’l]d[ﬁjf(m)]Q dz. Ainsi, la condition [C1] est essentiellement une
contrainte sur la fonction f elle-méme et pas sur sa représentation dans une base précise
de fonctions trigonométriques.

Les résultats de ce travail peuvent étre étendus a d’autres types de conditions de régu-
larité imposées a f, telles qu’'une continuité Holderienne ou une regularité de Besov. Dans
ces cas, la base trigonométrique (2.1) devrait étre remplacée par une base adaptée a la
condition de régularité (spline, ondelette, etc.). De plus, méme dans le cas d’une régularité
de Sobolev, on peut remplacer I’ensemble Y7, correspondant a I’ordre de régularité 1 par
tout ellipsoide de Sobolev de régularité 5 > 0. En gros, le role de I’hypothese de régu-
larité est de réduire le modele statistique a parameétre infini-dimensionnel f & un modeéle
fini-dimensionnel ayant de bonnes propriétés d’approximation. Toute valeur de ’ordre de
régularité 8 > 0 mene a cette réduction. La valeur 8 = 1 est choisie seulement par simpli-
cité d’exposition. Des extensions a § > 0 quelconque et aux ondelettes sont traitées dans
la Section 2.8.

2.2 Cadre idéalisé : modele de bruit blanc gaussien

De facon a transcrire les principales idées sans s’occuper des détails techniques, on
traite d’abord du modele de bruit blanc gaussien. En effet il a été prouvé que ce modele
est asymptotiquement équivalent au modele de régression [12, 76], et aussi équivalent
a d’autres modeles paramétriques [13, 23, 71, 42]. Ainsi, on suppose que les données
disponibles consistent en un processus gaussien {Y (¢) : ¢ € L2([0,1]%;R)} tel que

BIY(@)= [ f@o@dr,  Covi(¥(@)Y@) = [ oa)d()dr

n

Il est bien connu que ces deux propriétés caractérisent de facon unique la distribution de
probabilité du processus gaussien. Une représentation alternative de Y est

dY (z) = f(z) de + n~2dW(z), =z € [0,1]%

ou W (x) est un mouvement brownien d-dimensionnel. Remarquons que 'estimation et la
détection minimax de la fonction f dans ce cadre (mais sans ’hypothese de sparsité) a été
étudiée par [54].
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2.2.1 Estimation de J par un test a hypothéses multiples

On essaie de traiter le probléeme de sélection de variables par un test a hypotheses
multiples ; chaque hypothése concerne un groupe de coefficients de Fourier du signal ob-
servé et suggere que tous les éléments a I'intérieur du groupe sont nuls. La logique derriere
cette approche est basée sur 'observation suivante : puisque la base trigonométrique est
orthonormale et contient la fonction constante,

jg¢J = Hk[f] = <f, g0k> =0, Vk s.t. kj #0. (2.3)

Cette observation entraine que si la dimension intrinseque Card(J) est petite comparée a
la dimension ambiante, alors la suite de coefficients de Fourier est sparse. De plus, comme
il est expliqué ci-dessous, il y a une sorte de sparsité de groupe avec des groupes qui
se chevauchent. On va donc chercher a découvrir les variables pertinentes en testant la
significativité des groupes de coeflicients de Fourier.

Pour tout ¢ € {1,...,d*}, on note Pf I’ensemble de tous les sous-ensembles I de
{1,...,d} ayant exactement ¢ éléments :

Pl={Ic{l,...,d} : Card(I) = (}.

Pour tout multi-indice k € Z¢, on note supp(k) I’ensemble des indices correspondant aux
coordonnées non nulles de k. Pour définir les groupes de coefficients 0y, qui vont étre testés,
on introduit les notations suivantes : pour tout I C {1,...,d} et tout j € I, on pose

V7[f] = (04[f] : j € supp(k) C I).
D’apres (2.3) on a la caractérisation

j#J <= max V[l = o, (2.4)

pour tout p € [0, +00]. De plus, & nouveau au vu de (2.3), le maximum sur I des normes
v/ [ﬂHp est atteint quand I = J et est égal au maximum sur tous les sous-ensembles [
tels que Card(/) < d*. En résumant ces arguments, on peut formuler le probleme de la
sélection de variables comme un probleme de test de d hypotheses nulles

Hoj:  |[VPflll, =0 VIC{1,....d} tel que Card(I) < d". (2.5)

Si I'hypothese Hp; est rejetée, alors la jeme variable est déclarée pertinente. On remarque
que, en vertu de ’hypothese [C1], les alternatives peuvent étre réécrites comme suit

Hyj: ||Vf[f]”§ > Kk pour un certain I C {1,...,d} tel que Card([) < d*. (2.6)

Notre estimateur est basé sur cette caractérisation du support de sparsité. Si on note y
la variable aléatoire observable Y (¢g), on a

Yk = Qk [f] + n—1/2 gka ek[f] = <f7 Spk>a ke Zda (27)
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oit les {&p;k € Z4) forment une famille dénombrable de variables indépendantes gaus-
siennes avec une moyenne nulle et une variance égale a un. D’apres cette propriété, yi est
un bon estimateur de g[f] : il est sans biais et a une erreur quadratique moyenne égale &
1/n. Ceci suggere d’estimer VI] par V! = (yr : j € supp(k) C I) et la norme de VIJ par
la norme de YA/I] Cependant, puisque ceci revient & estimer un vecteur infini-dimensionnel,
Ierreur d’estimation va étre infiniment grande. Pour résoudre ce probléeme, on restreint
I’ensemble d’indices pour lequel 0 est estimé par yx a un ensemble fini, en dehors duquel
0). va simplement étre estimé par 0. Une telle restriction est justifiée par le fait que f est
supposée lisse : les coefficients de Fourier correspondant aux tres hautes fréquences sont
tres petits.

Fixons un entier m > 0, le niveau de coupure, et posons, pour j € I C {1,...,d},
S’f;%[ = {k: ez : ||kl2 <m et {j} Csupp(k)C I}.

Puisque les alternatives H;; concernent la norme 2, on fabrique une statistique de test a
partir d’une estimation de la norme ||V7[f]||3. A cette fin, on introduit

. 1
J 2 _ -
m,L Zkesjnyj (yk n)’

qui est un estimateur sans biais de Q7 , = > kesi 9,%. On remarque que quand m — oo,
’ m, I

la quantité an’ ; approche HVI][f]H% Il est clair que de plus grandes valeurs de m meénent
a un biais plus petit tandis que la variance augmente. De plus, la variance de an ; est
proportionnelle au cardinal de ’ensemble an’ ;- Ce dernier est une fonction croissante de
Card(I). En conséquence, si on cherche a obtenir des précisions d’estimation comparables
quand on estime les fonctionnelles ||V/[f][|3 par Afn’ ; pour divers I, il est raisonnable de
faire varier le niveau de coupure m avec le cardinal de I.

Ainsi, on considére la coupure multivariée m = (my,...,mg-) € N¢ . Pour un sous-
ensemble I de cardinal ¢ < d*, on teste I'importance du vecteur VIj [f] en comparant son
estimation @3714 ; avec un seuil prescrit Ay. Ceci nous mene a définir un estimateur de
I’ensemble J par

Jn(m,A) = {j e{l,...,d} : max At Inée]g? @in[,l > 1}.
ottm = (my,...,mg:) €EN* et A= (A,..., \g+) € Rfl: sont deux vecteurs de parametres.
Comme on I’a déja mentionné, le role de m est d’assurer que les sommes tronquées an, J
sont assez proches des sommes complétes Qf']. Quantitativement parlant, pour 7 > 0
donné, on aimerait choisir les m, de sorte que Qins,J > k7/T+ 1, ou s = Card(J). Ceci
peut étre assuré par I’hypothese de régularité. En effet, comme il est prouvé dans (2.36)
(cf. Appendice 2.9.3), on a

J
ms,

> Kk —m; 2Ls, VjeJ

Dong, le choix de my = (¢L(1 + 7')//{)1/2, pour tout £ = 1,...,d*, entraine I'inégalité
inm 7 = k7/7 + 1, qui indique que la pertinence des variables n’est pas trop affectée par

la troncature.
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En poussant un peu plus loin 'analogie avec les tests d’hypothéses, on définit 'erreur
de premiére espece d’un estimateur J, de J comme le fait d’avoir .J,, ¢ J, ie., le fait
de classer certaines variables non pertinentes comme pertinentes. L’erreur de deuxieme
espece correspond alors au fait d’avoir J ¢ J , ce qui revient a classer certaines variables
pertinentes parmi les non pertinentes. Comme dans le probleme de test, le maniement de
I’erreur de premiere espece est plus facile puisque sous ’hypotheése nulle la distribution de
la statistique de test est indépendante de f. En fait, elle correspond juste au maximum
d’une famille finie de variables aléatoires suivant une distribution du x? non centrée et
changée d’échelle. L’utilisation de la méthode de Bonferroni meéne au controle suivant de
I’erreur de premiere espece.

Proposition 2.1. Notons N(¢,7) le cardinal de l'ensemble {k € Z' : ||k||3 < v¢ & k1 #
0}. Si pour un certain réel A > 1 et pour tout £ =1,...,d*,

2\ /AN (£,m3/0)d* log(2ed/d*) + 2Ad" log(2ed /d")

n

Ae >

: (2.8)

alors l’erreur de premiére espéce, P(jn(m, A) ¢ J), est majorée par (2ed/d*)= (A1) et
donc tend vers 0 quand d/d* — +o0.

Cette proposition montre que I'erreur de premiere espece d’une procédure de sélection
de variables peut étre rendue petite en choisissant un seuil suffisamment grand. En faisant
ceci, on court le risque de rejeter ’hypothese Hop; tres souvent et de sous-estimer drasti-
quement ’ensemble des variables pertinentes. Le prochain résultat établit une condition
nécessaire, dont on va montrer qu’elle est stricte, assurant qu’une telle sous-estimation ne
se produit pas.

Théoréme 2.2. Supposons que la condition [C1(k, L)] est satifaite avec certaines constantes
connues k> 0 et L < 0o et soit s = Card(J). Pour certains réels 7 > 0 et A > 1, on pose
my = (¢L(1 +7’)/n)1/2, C=1,...,d*, et on définit \y comme le coté droit de (2.8). Si la
condition

A s < kT/(14T) (2.9)

est remplie, alors Jn(m, ) est consistant et satisfait les inégalités
P(Jo(m,A) % J) < 2(2ed/d*)~4 A1

et
P(Jn(m,A) # J) < 3(2ed/d*)~4A=D).

La condition (2.9) assurant la consistance de la procédure de sélection de variables In
admet une interprétation naturelle : il est possible de détecter les variables pertinentes si
le degré de pertinence k est plus grand qu’un multiple du seuil Ag, ce dernier étant choisi
selon le niveau de bruit.
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Une premiére observation est que ce théoréme fournit une condition simple pour re-
trouver le support de sparsité de facon consistante dans le cas ou la dimension intrin-
seque est fixe. En fait quand d* reste borné alors que n — oo et d — 00, on obtient

~

P(J,(m,A) = J) =n.d-00 1 pourvu que
logd < Const - n. (2.10)

Bien que l'on ait pas trouvé (exactement) ce résultat dans la littérature statistique sur la
sélection de variables, on peut vérifier que (2.10) est une condition nécessaire et suffisante
pour retrouver le support de sparsité J en régression linéaire avec une sparsité fixée d*,
une dimension croissante d et une taille d’échantillon n. Ainsi, dans le régime ou d* est
fixé ou borné, 'estimation du support de sparsité en régression nonparamétrique n’est pas
plus difficile que la régression linéaire paramétrique, tant que seulement la consistance
de lestimation est considérée et que la valeur précise de la constante dans (2.10) est
négligée. De plus, il existe un estimateur simple jq(ql) de J , défini de facon precise dans
la sous-section suivante, qui est consistant sous la condition (2.10). Cet estimateur peut
étre vu comme une procédure de test d’hypotheses Hy; de la forme (2.5) avec p = oo
et, donc, il n’exploite pas vraiment la structure des coefficients de Fourier de la fonction
de régression. Dans une certaine mesure, ceci est la raison pour laquelle dans le régime
ol la dimension intrinseque d* — oo tend vers I'infini, ’estimateur jr(Ll) proposé dans la
Proposition 2.5 n’est plus optimal. On donne cependant la construction et la performance
de cet estimateur dans la sous-section suivante, parce qu'’il sera utilisé pour construire un

estimateur dans le cadre de la régression.

En fait, quand s — 0o, le terme N (s, m?2/s) présent dans (2.9) et (2.8) tend vers l'infini
aussi. De plus, comme on montre dans la Section 2.3, cette convergence a lieu a un taux
exponentiel en s. Donc, dans ce cadre asymptotique, il est crucial de connaitre 'ordre de
N(s,m2/s) . C’est ce qu'on étudie dans la Section 2.4.

Remarque 2.3. Un inconvénient de I’estimateur fn est la présence d’'un grand nombre de
parametres de reglage apparaissant dans T Cependant, le Théoreme 2.2 révele que pour
atteindre une bonne puissance de sélection, il suffit de sélectionner le parameétre de reglage
de dimension 2d*, (m, A), sur une courbe de dimension un paramétrée par ¥ = L(1+7)/k.

En effet, une fois que la valeur de ¥ est donnée, le Théoreme 2.2 conseille de choisir

2\/AN (¢,9)d* log(2ed/d*) + 2Ad* log(2ed/d*)

me = (09)/? and A\ = .

(2.11)

pour tout £ = 1,...,d*. Comme il est expliqué dans la discussion de la Section 2.5.1,
cette propriété permet de construire une procédure adaptative, qui ne necessite pas la

connaissance a priori des valeurs L et k apparaissant dans [C1].

Remarque 2.4. Le résultat du dernier théoreme est dans un certain sens adaptatif par
rapport a la sparsité. En effet, tandis que 1'estimateur J,, utilise d*, qui est simplement

une borne supérieure pour la vraie sparsité s = Card(J) et peut étre significativement plus
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grande que s, c’est la vraie sparsité s qui apparait dans la condition (2.9) comme premier
argument dans la quantité N(-,4). Ce point est important étant donné le taux exponentiel
de divergence de N (-, 1) quand son premier argument tend vers U'infini. D’un autre c6té, si
la condition (2.9) est satisfaite avec N(d*, ) au lieu de N(Card(J), ), alors I'estimation
consistante de J peut étre effectuée par une procédure légerement plus simple :
Jn(m, A) = {j e{l,....d} : max Q) ;> )\d*}.
IePd, d

La preuve de cette affirmation est similaire a celle du Théoreme 2.2.

2.2.2 Estimation de J par le seuillage des coefficients de Fourier

Une approche plus simple pour sélectionner les variables consiste a calculer les coef-
ficients de Fourier du signal observé et a les comparer a un seuil convenablement choisi.
Comme on I’a expliqué ci-dessus, on a

JE€J <= Olfl=(f,ex)=0,VEk st. k;j #0. (2.12)
Donc on a
J={je{t,....d}: Tk st ki #0 and O[] #0}. (2.13)
D’apres la section précédente, il semble naturel d’estimer ’ensemble J par ’ensemble
No={ie{l....a}: sup |ul>2r}, (2.14)
keZd:k;#0

pour un certain parametre positif . Cependant, comme précédemment, cet estimateur
est impossible a calculer puisque pour tout j un nombre infini de comparaisons devraient
étre réalisées. De plus, cet estimateur Jy n’est pas consistant puisque pour tout A et pour
tout j & J, on peut trouver (avec une probabilité égale & un) une variable aléatoire parmi
la suite infinie {g : k; # 0} qui dépasse le seuil A en valeur absolue. Ainsi, la probabilité
d’avoir Jy = {1,...,d} est égale & un.

On restreint donc ’ensemble des indices pour lesquels on effectue la comparaison avec
le seuil comme précédemment.

En utilisant les ensembles 57];1 4+» on définit I'estimateur de J par la formule

Tin(m,A) ={je{1,...,d}: max |y >}, (2.15)

kes? .
Comme précédemment, le parametre m permet d’adapter I'estimateur a la régularité de
la fonction de régression sous-jacente, tandis que A est le seuil utilisé pour discriminer
les coefficients significatifs du bruit. Ainsi, il n’est pas surprenant que dans le théoréme
suivant, m soit une fonction décroissante de L et que A soit proportionnel au niveau de

—-1/2

bruit n . On rappelle la notation précédente pour N(s,7) :

N(s,7) = Card{k € Z° : ||k|j3 < ys& k1 # 0};
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Proposition 2.5. Supposons que la condition [C1(k,L)] est satisfaite avec certaines

constantes connues k > 0 et L < oco. Pour un nombre réel A > 1, posons

2Ad* 1 d)\1/2
m = (2Ld* /k)'/? et A= (—og(6m )) .
n
: (,20/5) oo
d*N(s,2L/k) log(6md K

2.16
n < 16A (2.16)
alors Ji(m, \) est un estimateur consistant de J et la probabilité de I'événement Jy(m, \) #

J est majorée par 3d—4 (A-1),
Dans le cadre d’une dimension intrinseque fixe, cet estimateur est consistant sous la
méme condition (2.10) que l'estimateur prédédent (a une constante multiplicative pres).

2.3 Nombre de points a coordonnées entieres dans une boule

Le but de cette section est de trouver les propriétés de la quantité N (d*, ) qui apparait
dans les conditions assurant la consistance des procédures proposées. Le comportement
asymptotique de N (d*,~) s’avere étre relié a la fonction 6 de Jacobi. Pour montrer ceci,
introduisons des notations. Pour un nombre strictement positif «, on pose

Ci(dy) = {k €2 ik} + ..+ Kk} <vd}, Co(d" ) = {k€Ci(d"7) : k1 =0}
et on pose
Ny(d*,~) = Card(Ci(d*,7)) et Na(d*,v) = Card(C2(d*,7)).

Plus simplement, Ny (d*,~) est le nombre de points & coordonnées entiéres se trouvant dans

1/2 et centrée a Porigine, tandis que No(d*, ) est

la boule d*-dimensionnelle de rayon (yd*)
le nombre de points a coordonnées entieres se trouvant dans la boule (d*—1)-dimensionnelle
de rayon (yd*)'/? et centrée a l'origine. Avec cette notation, la quantité N (¢, -) du Théo-

reme 2.2 peut étre réécrite
N(ﬁ, ) = Nl(ga ) - NZ(& )

Par des arguments volumétriques, on peut vérifier que V(d*)(y/7—1)4" (d*)4"/2 < Ny(d*, ) <
V(d) (A + DT (@) /2 ot V(d*) = 74 /2/T(1 + d*/2) est le volume de la boule unité
dans R?". De plus, on a des bornes similaires pour Ny(d*,~). Malheureusement, quand
d* — 00, ces inégalités ne sont pas assez précises pour donner des résultats non triviaux
dans le probleme de sélection de variables que I'on traite. Ceci est spécialement vrai pour
les résultats sur I'impossibilité de ’estimation consistante de la Section 2.4.

De fagon a déterminer le comportement asymptotique de Ni(d*,~) et Na(d*,~y) quand
d* tend vers I'infini, on va utiliser leur représentation asymptotique a travers la fonction
0 de Jacobi. On rappelle que ce dernier est donné par

h(z) =3 2",

reZ
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FI1GURE 2.1 — Points a coordonnées entieres dans une boule de rayon R = vd* = 3.2 dans
I'espace de dimension 3 (d* = 3). Les points rouges sont ceux de Ci(d*,~y)\ Ca(d*,~) tandis
que les étoiles bleues sont celles de Ca(d*,~y). Dans cet exemple , N(d*,v) = N(3,1.07) =
110.

qui est bien défini pour tout nombre complexe z appartenant a la boule unité |z| < 1.
Pour expliquer brievement d’ou vient la relation entre N;(d*,~) et la fonction 6, notons
{a,} la suite de coefficients de la série h(z)?", c’est-a-dire
h(z)? = Z arz".
r>0
On vérifie aisément que Vr € N, a, = Card{k € Z¢ : k} + ... + k2. = r}. Ainsi, pour tout

v tel que vd* est entier, on a
yd*

Ni(d*, ) = Zar'
r=0

Par le théoreme de Cauchy, on obtient :

1 h(z)¥  dz
Ni(d* ) = — =
1(d%7) 2mi S 274 2(1 — 2)

ou l'intégrale est prise sur tout cercle |z| = w avec 0 < w < 1. En exploitant cette
représentation et en appliquant la méthode du point-selle décrite en détail dans [25], on
obtient le résultat suivant.

Proposition 2.6. Let v > 0 un entier et soit |,(z) =logh(z) — ylog z.

1. Il existe une solution unique z, dans (0,1) de léquation I'(z) = 0. De plus, la

fonction v = z, est croissante et I')(2) > 0.
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2. Pourt=1,2, on a les équivalences suivantes :

o ()Y L+o(1)
Nild",7) = ( 3 ) h(z) =12, (1 = 2) (20 (2, )wd*) /2

quand d* tend vers l'infini.

Dans la suite, il va étre utile de remarquer que la seconde partie de la Proposition 2.6
donne

1
log (N1(d*,7) — Na(d*,7)) = d*l,(zy) — 3 logd* + ¢y +0(1), quand d* — oo, (2.17)

avec

cvzlog( h(z) —1 )
h(zy)2y(1 = 2y)4/ 2715 (2y)
De plus, alors que les équivalences asymptotiques de la Proposition 2.6 sont établies pour
des valeurs entieres de v > 0, la relation log (N (d*,v) — Na(d*,7)) = d*l,(zy)(1 4 o(1))
est vérifiée pour tout nombre positif v [68]. Pour avoir une idée de la fagon dont les termes
zy et Iy(2y) dependent de +, on a tracé dans la Fig. 2.2 les graphes de ces quantités comme
fonctions de v > 0.

1.0
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1
|
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0 10 20 30 40 50 0 500 1000 1500 2000 2500

FIGURE 2.2 — Les graphes des fonctions v — 2z, et v — |,(z,). On peut observer que
les deux fonctions sont croissantes, la premiere fonction converge vers 1 tres rapidement

Jtandis que la seconde semble diverger tres lentement.

En combinant la relation (2.17) avec le Théoréme 2.2, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 2.7. On suppose la condition [C1(k, L)] satisfaite avec certaines constantes
connues k > 0 et L < co. On considére le cadre asymptotique dans lequel a la fois d = d,
et d* = d; tendent vers linfini quand n — oo. On suppose que d augmente a un taux
sous-exponentiel en n, c’est-a-dire loglogd = o(logn). Si

) d* 2
lim sup <
n—oo logn  ly(zy)

avec v = L/k, alors Uestimation consistante de J est possible et peut étre effectuée, par

exemple, par l’estimateur fn.



44 Chapitre 2. Sélection de variables pour la régression nonparamétrique

2.4 Optimalité des hypotheses

Dans cette section, on considére la classe fonctionnelle ¥(k, L) de toutes les fonctions
satisfaisant ’hypothese [C1(k, L)]. Pour souligner que J est le support de sparsité de la
fonction f, on écrit Jr au lieu de J. On suppose que s = Card(J) = d*. Le but est de
fournir des conditions sous lesquelles I'estimation consistante du support de sparsité est
impossible, c’est-a-dire qu’il existe une constante ¢ > 0 et un entier ng € N tels que, si
n = ny,

inf sup Pe(J #Jf) > ¢

J fex(x,L)
ou l'inf est pris sur tous les estimateurs possibles de Jf. A cette fin, on introduit un
ensemble de M + 1 distributions de probabilité po, ..., ua sur X(k, L) et on utilise le fait
que

inf sup Pg(J # Jg) > inf
J fex(n,L)

Z oy PRI A It @9

Ces mesures g vont étre choisies de telle sorte que pour chaque ¢ > 1 il existe un ensemble
Jy de cardinal d* tel que pg{Jr = J;} =1 et tous les ensembles Ji, ..., Jys sont distincts.
La mesure pg est la mesure de Dirac en 0. En considérant ces py comme des lois a priori
sur 3(k, L) et en définissant les lois a posteriori correspondantes Py, Py, ..., Py par

Py(A) = /E( 0 P¢(A) pue(df), pour tout ensemble mesurable A C R",

on peut écrire l'inégalité (2.18) comme

M
inf sup Pg(J # Jp) > mf > Py #0), (2.19)
J fex(s,L) 1=
ou l'inf est pris sur toutes les variables aléatoires 1 a valeurs dans {0, ..., M}. Ce dernier

inf va étre controlé en utilisant une version appropriée du lemme de Fano. On note (P, Q)
la divergence de Kullback-Leibler entre deux mesures de probabilité P et () definies sur le
méme espace de probabilité.

Lemme 2.8 (Corollaire 2.6 de [83]). Soit M > 3 un entier, (X, A) un espace mesu-
rable et soit Py, ..., Py des mesures de probabilité sur (X, A). Posons pe y = infy, (M +
1)-! Zé\io Py(yp # L), ot Unf est pris sur toutes les fonctions mesurables v : X —
{0,...,M}. Si pour un certain 0 < a < 1,

M

Py) < alog M,

alors

_ 1
Pe,M > 5 — Q.
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On applique ce lemme avec X l’ensemble de tous les tableaux y = {yg : k € Zd}
tels que pour un certain K > 0, les éléments y; sont nuls pour tout k plus grand que K
en norme fo. Il vient du lemme de Fano que 'on peut déduire une borne inférieure sur
De,M, la quantité qui nous intéresse, a partir d’'une borne supérieure sur la divergence de
Kullback-Leibler entre Py et Py. A partir de 1a on est en position d’énoncer le principal
résultat sur I'impossibilité d’une estimation consistante du support de sparsité dans le cas
ol les conditions du Théoreme 2.2 ne sont pas vérifiées.

Théoréme 2.9. On suppose que ¥ = L/k > 1 et (C;i) > 3. Soit vy, le plus grand entier
satisfaisant

Y1+ (h(z) = 1)) <9,

ot la fonction 0 de Jacobi h et z, sont ceux définis dans la Section 2.3.
i) Si pour un certain o € (0,1/2),

N(d 77,9)d210g(d/d ) U 2 (2.20)
n A%y

alors, pour d* assez grand, inf5sup¢ey Pf(j;é Je) > 5 —a.
ii) Si pour un certain « € (0,1/2),
d*log(d/d*) >

K

- 2.21

mn a’ ( )
alors inf 5 supges, Pi(J # Jf) > 3—a.

Remarquons que la condition (2.20) est le contraire de la condition (2.9) du Théoréme
2.2 dans le cas ou d* — 0o, dans le sens que la condition (2.9) revient a exiger que le c6té
gauche de (2.20) est plus petit qu’une certaine constante. Il y a cependant une différence
entre les quantités apparaissant dans ces conditions : le terme N (d*,9(1+ 7)) de (2.9) est
remplacé par N(d*,7,) dans la condition (2.20). On peut se demander si v, est proche
de 9. Pour donner une réponse qualitative a cette question, on a tracé sur la Figure 2.3
la courbe de la fonction ¥ — v, et celle de la bissectrice ¥ — . On observe que la
différence entre deux courbes est petite comparée a 9. Comme on l'explique plus tard,
cette propriété montre que les constantes apparaissant dans la condition nécessaire et la
condition suffisante pour I’estimation consistante de J sont trés proches, spécialement pour
de grandes valeurs de 9.

2.5 Adaptativité et taux minimax de séparation

2.5.1 Adaptation par rapport a L et &

o~

L’estimateur J(m, ) que l'on a introduit dans la Section 2.2 est clairement nonadap-
tatif : les parametres (m, ) recommandés par la théorie développée font apparaitre les
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FIGURE 2.3 — La courbe de la fonction L +— ~, (bleu) et la bissectrice (rouge).

valeurs L et k, qui sont en général inconnues. Heureusement, on peut tirer avantage du
fait que le choix de m et A est gouverné par le parametre unidimensionnel ¢ = L(1+47)/k.
Dong, il est réaliste de supposer qu'une grille finie de valeurs 1 < ¥ < ... < ¥ < ©
est disponible et telle que ¥ < ¥} pour un certain k, c’est-a-dire la vraie valeur de theta
appartient a la grille. Le résultat suivant fournit une procédure adaptative de sélection de
variables garantissant un controle de I'erreur.

Proposition 2.10. Soit 1 < 91 < ... <Vx < 0o et 7 > 0 des valeurs données et posons’
max;j—1 4> ezt k0%

minje s Y p.p; 40 03

i*:min{i:(1+r Sﬁi}SK.

Pour tout i,0 € N, notons Jy,(i) = Jp(m(9;), \(9;)) avec mg(9) = (9€)Y/? et

Ao(9) = 22N (D) Tog(2ed/ &) + dd log(2ed/d")

n

Si la condition suivante est remplie
ANg(0i+) < kT/(1+ 7),
alors Uestimateur J24 = UK | J,.(i) satisfait P(J2 £ J) < (K + 2)(d*/2ed)®".

Plus simplement, si la grille de valeurs possibles {¢J;} a un cardinal K qui n’est pas trop
grand (c’est-a-dire K (d*/d)?" — 0), alors une stratégie de sélection de variables consistante

et adaptative consiste a déclarer une variable pertinente si au moins une des procédures

1. On utilise la convention que le minimum sur un ensemble vide est égal a 4oo.



2.5. Adaptativité et taux minimax de séparation 47

fn(z) suggere sa pertinence. La preuve de cette affirmation vient immeédiatement de la
Proposition 2.1 et du Théoreme 2.2. En effet, en appliquant la Proposition 2.1 avec A = 2
on obtient

K
P(Ji ¢ J) < Y P(Jali) ¢ J) < K(d"/2ed)”,
i=1
tandis que le Théoreme 2.2 assure que

P(J2 2 J) < P(Jn(i*) 2 J) < 2(d*/2ed)®".

2.5.2 Taux minimax de séparation

Puisque la méthodologie de la Section 2.2 prend ses racines dans la théorie des tests
d’hypotheses, on se demande naturellement quels sont les taux minimax de séparation dans
le probleme de la sélection de variables. Les résultats énoncés dans les sections précédentes
nous permettent de répondre a cette question dans le cas d’une régularité de Sobolev
d’ordre 1 et pour des alternatives séparées en norme L2. Le résultat suivant fournit les
taux minimax. On suppose ici que la vraie sparsité s = Card(J) et son majorant connu
d* sont tels que d*/s est majoré par une certaine constante.

Proposition 2.11. [l existe une constante D* dépendant seulement de L telle que si

n? n

o)y

alors il existe un estimateur consistant de J. De plus, la consistance est uniforme en
f € X(k,L). D’autre part, il existe une constante D, dépendant seulement de L telle que

S

. D*{(W)z/(4+5) \/ slog(d/s) }’

n2 n

alors l’estimation consistante de J est impossible.

En empruntant la terminologie de la théorie des tests d’hypotheses, on dit que
log(d/s)\2/(4+s) v slog(d/s)
( n2 ) n
de variables pour une régularité de Sobolev d’ordre 1. Ces résultats s’étendent immédia-

est le taux minimax de séparation dans le probleme de sélection

tement a une régularité de Sobolev de tout ordre 8 > 1, dans ce cas le taux de séparation
prend la forme
(log(d/s))gg/(45+s) y slog(d/s)
n? n
Le premier terme dans ce maximum coincide, a un facteur logarithmique pres, au taux
minimax de séparation dans le probléme de détection d’un signal en dimension s [53].
Remarquons, cependant, que dans notre cas cette inflation logarithmique est inévitable.

C’est le prix a payer pour ne pas savoir a ’avance quelles sont les s variables pertinentes.
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2.6 Régression nonparamétrique avec un design aléatoire

Jusqu’a présent, on a analysé la situation dans laquelle des observations bruitées de
la fonction de régression f(-) sont disponibles en tout point & € [0, 1]¢. Tournons nous
maintenant vers le modele plus réaliste de la régression nonparamétrique, quand les valeurs
bruitées observées de f sont échantillonnées aléatoirement dans I’hypercube unité [0, 1]¢.
Plus précisément, on suppose que n paires indépendantes et identiquement distribuées de
variables d’entrée-sortie (X;,Y;), ¢ = 1,...,n sont observées et obéissent au modele de
régression

}/Z:f(XZ)jLU&Z, t=1,...,n.

On suppose que les variables d’entrée X1, ..., X,, prennent leurs valeurs dans R¢ tandis
que les variables de sortie Y7,..., Y, sont scalaires. Comme d’habitude, ¢1, ..., &, sont tels
que E[¢;|X;] =0,i=1,...,n; des conditions additionnelles vont étre imposées plus tard.

Sans exiger que f ait une forme paramétrique spéciale, on cherche & retrouver I’ensemble
J C {1,...,d} de ses variables pertinentes. Le niveau du bruit o est supposé connu.

Il est clair que 'estimation de J ne peut pas étre accomplie sans imposer a f et a la
distribution Px des variables d’entrée des hypotheses supplémentaires. On va supposer
que f est différentiable avec un gradient de carré intégrable et que Px admet une densité
qui est minorée. Plus précisément, soit g la densité de Px par rapport a la mesure de
Lebesgue.

[C2] g(x) = 0 pour tout = ¢ [0,1]¢ et g(x) > gmin pour tout x € [0, 1.
Les prochaines hypotheses imposées a la fonction de régression et au bruit exigent leur
bornitude dans un sens approprié. Ces hypotheses sont utilisées pour prouver, au moyen

d’une inégalité de concentration, que les coefficients empiriques sont proches des vrais
coeflicients.

[C3(Loo, L2)] Les normes L>([0,1]%, R, Px) et L%([0,1]%, R, Px) de la fonction f sont ma-
jorées respectivement par Lo et Lo, d.e., P(If(X)| < Loo) = 1 et E[f(X)?] < L3.

[C4] Les variables de bruit satisfont presque strement E[efsi| X;] < ¢**/2 pour tout ¢ > 0.

On souligne & nouveau que le but principal de ce travail est simplement de comprendre
quand il est possible d’estimer de facon consistante le support de sparsité. L’estimateur que
I’on va définir est utilisé pour démontrer la possibilité d’une estimation consistante, plutot
que dans 'optique de fournir une procédure pratique pour retrouver le support. Ainsi, on
va permettre a ’estimateur de dépendre des parametres gmin, L, K et Lo apparaissant dans
les conditions [C1-C3].

2.6.1 Un estimateur de J et sa consistance

L’estimateur du support de sparsité J que l'on va introduire maintenant est basé sur
Pestimateur Jq(m, \) de la Section 2.2.
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On commence par estimer les coefficients de Fourier 6 [f] par leurs versions empiriques :
LyerlXy o peg
n =1 g

On rappelle les notations suivantes S7 e = {k € Z%: k|2 < m, |klo < £,k;j # 0}.
L’estimateur de J est défini par

T (m,A) = {5 € {1,...,d} : max Bl > A}, (2.22)

kesfn a*
ou m et \ sont des parametres a définir plus tard. Le prochain résultat fournit des garanties
de consistance pour ! )(m, A).

Théoréme 2.12. Supposons les conditions [C1-C4] remplies avec certaines valeurs connues
9min, U = 2L/Kk et Ly. On suppose de plus que la densité du design g et qu’un majorant

du niveau de bruit o sont disponibles. Posons
m = (9d*)Y? et X\ =4(o + La)(d* log(24vVDd/d*) /ng2 )2

Si les conditions suivantes sont satisfaites :
d* log(24v/9d/d*) - L3 128(0 + Lo)2d*N(d*,¥)log(24+v/9d/d*) _
n N E7 ng?nin

alors Uestimateur JM (m, \) satisfait P(JM (m, \) # J) < (8d/d*)~?

K, (2.23)

Si on regarde les conditions du Théoréme 2.12 assurant la consistance de AT(,,l), il de-
vient clair que la contrainte la plus importante est la seconde inégalité dans (2.23). En
gros, cette condition requiert que d*N(d*,)log(d/d*)/n soit majoré par une certaine
constante. D’apres les résultats énoncés dans la Section 2.3, N(d*,v) diverge exponen-
tiellement vite, rendant I'inégalité (2.23) impossible pour d* plus grand que logn & une
constante multiplicative pres.

Soulignons aussi que bien que l'on exige la Px-p.s. bornitude de f par une certaine
constante L, cette constante n’est pas nécessaire pour calculer I’estimateur proposé dans
le Théoreme 2.12. Seulement des constantes reliées a certaines fonctionnelles quadratiques
de la suite de coefficients de Fourier 6i[f] apparaissent dans les parametres m et A. Ce
point pourrait étre important pour fabriquer des estimateurs pratiques de J, puisque
lestimation de fonctionnelles quadratiques est plus réaliste, voir par exemple [62, 16], que

I’estimation de la norme sup.

Le Théoreme 2.12 peut étre reformulé pour caractériser le niveau de pertinence s pour
les composantes pertinentes de X rendant leur identification possible. En fait, une facon
alternative d’énoncer le Théoréme 2.12 est le suivant : sous les conditions [C1-C4] si ¥ est
un parametre arbitraire satisfaisant la premiere inégalité dans (2.23), alors l'estimateur
A (m, \)—avec m et A\ choisis comme dans le Théoreme 2.12—satisfait P( :(11)(771, A) #
J) < (8d/d*)*
avec j € J n’est pas plus petit que 8\2N(d*, m?/d*). Cette affirmation peut étre aisément

si le plus petit niveau de pertinence x pour les composantes X; de X

déduite de la preuve du Théoreme 2.12.
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2.6.2 Optimalité des hypotheéses

Une question naturelle est maintenant de vérifier que les hypotheses du Théoréme 2.12
sont strictes dans les régimes asymptotiques ou la sparsité est fixe et la dimension ambiante
croissante, de méme que quand la sparsité est croissante.

On suppose que les erreurs &; sont des variables gaussiennes standard i.i.d. et on consi-
dere la classe fonctionnelle 3(x, L). Le résultat simple suivant montre que les conditions
du Théoreme 2.12 sont strictes dans le cas d’une dimension intrinseque fixe.

Proposition 2.13. Supposons le design X1,...,X, € [0, 1]d déterministe ou aléatoire.

Si pour un certain o < 1/2 positif, l’inégalité

d"log(d/d") 1
n

est vérifiée, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

inf sup Pe(J, # Jp) > c.
Jn f€X(k,L)

2.7 Remarques de conclusion

Les résultats prouvés dans les sections précédentes répondent presque exhaustivement
aux questions sur ’existence des estimateurs consistants du support de sparsité dans le
modele de bruit blanc gaussien et, dans une moindre mesure, en régression nonparamé-
trique. En fait tant qu’on s’intéresse aux seuls taux de convergence, on a prouvé que le
résultat obtenu dans le Théoréme 2.2 en Section 2.4 n’est pas améliorable. Ainsi seulement
le probleme de trouver les constantes exactes reste ouvert. Pour rendre ces affirmations
plus précises, considérons le cadre simplifié ¢ = k = 1 et s = d* et définissons les deux
régimes suivants :

e Le régime de sparisté fixe, i.e., quand la taille de I’échantillon n et la dimension
ambiante d tendent vers I'infini mais la dimension intrinseque d* reste constante ou
bornée.

e Le régime de sparsité croissante, i.e., quand la dimension intrinseque d* tend vers
I'infini avec la taille de ’échantillon n et la dimension ambiante d. Pour simplifier,
on va supposer que d* = O(d' =€) pour un certain ¢ > 0.
Dans le régime de sparsité fixe, au vu des Théorémes 2.2 et 2.12, I'estimation consistante
du support de sparsité peut étre effectuée a la fois dans le modele de bruit blanc gaussien
et en régression nonparamétrique des que

limsup(d* logd)/n < c,,

n—oo

ou ¢, est la constante définie par ¢, = 1/8 pour le modele de bruit blanc gaussien et

Join )

— i 2
G = <2Lgo’ 98(1 + L)2N(d*, 2L)
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pour le modele de régression. D’un autre c6té, par le Théoreme 2.9 et la Proposition 2.13,
I’estimation consistante du support de sparsité est impossible si

linnl)icgf(d* logd)/n > c*

avec ¢* = 2. Ainsi, a des constantes multiplicatives preés ¢, et ¢* (qui ne sont clairement
pas exactes), les résultats des Théorémes 2.2 et 2.12 ne peuvent pas étre améliorés dans
le régime de sparsité fixe.

Dans le régime de sparsité croissante, les résultats que 1’on obtient dans le modele
de bruit blanc gaussien sont bien plus forts que ceux de la régression nonparamétrique.
Dans le premier modele, en prenant le logarithme des deux cotés de I'inégalité (2.9) et en
utilisant la formule (2.17) pour N(d*,-) = Ni(d*,-) — Na(d*,-), on voit que I'estimation
consistante de J est possible quand, pour un certain 7 > 0 et pour tout entier n, les deux
conditions suivantes sont remplies :

L7 (204 )d* + 5 logd* + loglog(d/d*) — 2logn < ¢y,

2.24
log d* + loglog(d/d*) —logn < ¢} (2.24)

avec certaines constantes ¢; = ¢;(L,7) and ¢ = (L, 7). D’un autre coté, d’apres le
Théoréme 2.9, il existe des constantes ¢; et ) telles qu'il est impossible d’estimer J de
facon consistante si I'une ou 'autre des conditions suivantes

1
ly, (24, )d* + 5 log d* + loglog(d/d*) — 2logn > ¢, (2.25)
log d* + loglog(d/d*) — logn > ¢, (2.26)

est satisfaite. D’abord on remarque que le c6té gauche de la seconde condition dans (2.24)
est exactement le méme que le coté gauche de (2.26). Si on compare maintenant le coté
gauche de la premieére condition dans (2.24) avec le coté gauche de (2.25), on voit que
seuls les coeflicients de d* different. Pour mesurer le degré de différence entre ces deux
coefficients, on trace dans la Figure 2.4 les graphes des fonctions L — Iz(z1) et L
ly, (z% ), avec 7, comme dans le Théoréme 2.9. On peut observer que les deux courbes sont
trés proches surtout pour de grandes valeurs de L. Ceci implique que les conditions (2.24)
sont presque optimales. Une conséquence simple des inégalités (2.24) et (2.25) est que
I'estimation consistante du support de sparsité est possible sous la condition d*/logn — 0
et impossible pour d*/logn — oo quand n — oo, pourvu que loglog(d/d*) = o(logn).

Toujours dans le régime de sparsité croissante, mais pour la régression nonparamé-
trique, on a prouvé que l’estimation consistante du support de sparsité est possible a
chaque fois que

147 (2047)d* + 3 log d* + loglog(d/d*) —logn < cs,
(2.27)
log d* + loglogd — logn < ¢,

avec des constantes ¢y = ¢5(gmin, 7, L2, L) et ¢y = 21log(La/Lo)-
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FIGURE 2.4 - Les courbes des fonctions L +— I, (z1) (courbe bleue) et L +— |, (z, ) (courbe

rouge).

Comme on l'a déja mentionné, la seconde condition dans (2.27) est presque optimale,
au choix de ¢, pres, au vu de la Proposition 2.13. Il est naturel de s’attendre a ce que la
premiere condition soit presque optimale aussi, puisqu’elle I’est dans le modeéle de bruit
blanc Gaussien, qui a la réputation d’étre plus simple que le modele de régression nonpa-
ramétrique.

Soulignons que, tout le long de ce travail, on a délibérément évité toute discussion sur
les aspects computationnels de la sélection de variables en régression nonparamétrique.
Le but de ce travail était d’étudier la possibilité de retrouver J de fagon consistante sans
s’occuper de la complexité de la procédure. Ceci mene a certaines conditions qui pour-
raient étre considérées comme une référence pour affirmer les propriétés des estimateurs
du support de sparsité. Quant aux estimateurs proposés dans la Section 2.2, soulignons
que leur complexité de calcul n’est pas toujours prohibitive. Une stratégie est de calculer
les coeflicients GAk progressivement ; a chaque étape K = 1,2,...,d* on a besoin de calculer
et de comparer avec le seuil seulement les coefficients 6, avec |lkllo = K. Si un certain
ék excede le seuil, alors toutes les variables X7 correspondant aux coordonnées non nulles
de k sont considérées comme pertinentes. On peut arréter le calcul dés que le nombre de
variables classifiées comme pertinentes atteint d*. Tandis que la complexité dans le pire
des cas de cette procédure est exponentielle, il y a beaucoup de fonctions f pour lesquelles
la complexité de la procédure va étre polynomiale en d. Par exemple, c’est le cas pour
des modeles additifs dans lesquels f(x) = fi(x;,) + ... + fg+(x;,. ) pour certaines fonctions
univariées fi, ..., fgx.
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On remarque aussi que dans cette étude, on s’est concentré exclusivement sur la consis-
tance de la sélection de variables sans préter attention a la consistance de ’estimation de
la fonction de régression. Une analyse complete de ce dernier probleme étant laissé a un
travail futur, remarquons simplement que dans le cas ou d* est fixé, sous les conditions
du Théoreme 2.12, il est immédiat de construire un estimateur consistant de la fonction
de régression. En fait, il suffit d’utiliser un estimateur de projection avec un parametre de
troncature sur I’ensemble des variables pertinentes.

La situation est bien plus délicate dans le cas ou la sparsité d* tend vers I'infini avec la
taille de ’échantillon n. Sans doute, la condition (2.24) n’est plus suffisante pour estimer de
maniere consistante la fonction de régression. La logique derriere cette conjecture est que le
taux minimax de convergence pour estimer f dans notre contexte, si on suppose en plus que
I’ensemble des variables pertinentes est connu, est égal & n~2/(+4") = exp(—2logn/(2 +
d*)). Si le coté gauche de (2.24) est égal a une constante et loglogd = o(logn), alors
le taux minimax mentionné ci-dessus ne tend pas vers zéro, rendant ainsi I’estimateur
inconsistant.

Finalement, nous voudrions mentionner que la sélection de variables pertinentes est
une tache statistique motivante, qu’il pourrait étre utile d’accomplir indépendamment de
I’estimation de la fonction de régression. En effet, si on parvient & identifier les variables
pertinentes sur un ensemble de données ayant une petite taille d’échantillon, on peut conti-
nuer le processus de collecte des données plus efficacement en enregistrant seulement les
valeurs des variables pertinentes. Ceci peut réduire considérablement les cotits de mémoire
liés au stockage de données et les cotits financiers nécessaires pour collecter de nouvelles
données. Ensuite, la fonction de régression peut étre estimée plus précisément sur la base
de ce nouvel ensemble de données.

2.8 Quelques extensions

2.8.1 Extension a une régularité S quelconque

On considere ici ’extension des résultats précédents a une régularité g > 0 quelconque.
L’ensemble Y; auquel la fonction est supposée appartenir est remplacé par I’ensemble
suivant

2 2 .
EL7ﬁ: {f:zkezdkﬂ<fa§0k> SL, V] S {1,,d}}
Dans les définitions des extimateurs, on remplace I’ensemble S’g% ; par le suivant

S 18= {k ez |lkll2g < m and {j} C supp(k) C I},

m

et les termes N (¢, ) par les termes N (¢,, ) représentant le cardinal de 'ensemble {k €
Z' k|55 < 70 & ki # 0}

On obtient alors les mémes résultats en remplagant les termes N (¢, m?/¢) par N(¢,m3/{, 3)
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dans 1’énoncé de la Proposition 2.1 et le terme N (d*, ) par N(d*,¥,3) dans 1’énoncé du
Théoréeme 2.12.

Le calcul d’un équivalent de N(d*,~, ) se traite de la méme maniére que pour 5 = 1.
La fonction h est remplacée par la fonction suivante : hg(z) = >,z zkw, ce qui donne une
valeur z, = 2z, g. Le Corollaire 2.7 est identique, la valeur de la constante % dépendant

de ( et étant plus petite pour 5 > 1. Les formules (2.24) restent intactes hormis le fait
que les constantes changent.

2.8.2 Sélection de variables pour les fonctions dans les espaces de Besov

Soit ¢ une fonction d’échelle univariée et 1) une ondelette mere univariée qui engendrent
une base orthonormale sur L9[0, 1]. Par simplicité d’exposition, on utilise des ondelettes
périodisées, ou en particulier ¢ = 1. En dépit du mauvais comportement des ondelettes
périodisées pres des bords, ou elles peuvent donner de grands coeflicients pour des fonctions
non-périodiques, elles sont communément utilisées puisque leur implémentation numérique

est particulierement simple et n’exige pas des corrections aux bords.

On donne maintenant une construction pour une base d’ondelettes dans [0, 1] & partir
du couple (¢,v). On définit 9% := ¢ = 1 et ¢! := 9 . A chaque entier 0 < e < 27" écrit
sous forme binaire € = €1, ..., €4« on associe les fonctions d*-dimensionnelles définies pour
x = (r1,...,xq) par

P(x) =P (1) .o Y (40).

Pour toute paire de nombres réels a et b on note [a,b] I’ensemble des entiers se trouvant
dans l'intervalle [a,b]. Pour j > 0 et k = (ky,...,kg) € [0,27 — 1]¢", on note

€ e(@) =272 (2T — Ky, 2wy — kge)
La famille {5 .} <ccoa* j>0 peqo,2i—17¢* Y {4)°} est une base d’ondelettes (périodiques) de
L2([0,1]%") (cf.[66] Section 7.7).

Pour une fonction f on note I(f) son support de sparsité. La base introduite dans le
précédent paragraphe est adaptée aux fonctions f telles que I(f) = {1,...,d*}. Pour tout
Ie Pg*, on peut fabriquer une base similaire. Tout I € Pc‘li* est considéré comme ordonné :
I = (i1,...,iq+) avec i1 < ... <'ig+ . Alors on considere

e(2) = (@) - A (i)

On introduit un indice supplémentaire I qui représente le support de sparsité de la
fonction de base correspondante. Donc, on considére ’ensemble des fonctions

v 0,1
{{¢§,k}1§e<2d*,jzo,ke[[o,zf—u]d* U{y }}

.
IePd,

Pour une fonction f, les coefficients par rapport a ce systéme vont étre notés 8 =

{05%(F)}.
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On définit la classe de régularité a laquelle la fonction de régression est supposée
appartenir :

(< 2/p
@) ={H X EED Y (S jeor) <L

j=0 1<e<24® " k0,27 —1]4"

ol p et « sont des nombres réels positifs tels que p > 2.

Rappelons la définition de I'espace de Besov By, ([0, 1]¢) pour p,q > 1. Pour une
fonction g on note ||g[|z, = (f[(),l]d |g(m)\pdx)1/p. Soit Ay, T'opérateur défini par Apf(x) =
f(z + h) —f(x), et sa m-iéme itérée AJ". Définissons le module de continuité w?, (f,t) =
supjp <t [|ARfl|L, - Pour p,g > 1 et a > 0, l'espace de Besov By ([0, 1]%) contient les
fonctions f telles que

feLy0,1)7 et (29wn,(f, 2‘]’))3,ZO €l
oll m est un entier tel que o < m. Une norme naturelle pour un tel espace est alors donnée
par

IFllmg, = Iz, + 1 (2%ema(F:279)) _ o

La base d’ondelettes définie ci-dessus forme une base inconditionnelle dans divers es-
paces de Besov sur [0,1]%" et la norme de Besov d’une fonction est reliée & la norme de ses
coefficients d’ondelettes dans un espace de suite. En particulier, supposons que 'ondelette
mere ¢ soit de régularité r > 0. Alors pour tout 0 < a < r, la norme de f dans I'espace de
Besov By, est équivalente & la norme sur I'ensemble des coefficients définie ci-dessus (cf,
par exemple, [17]).

Pour introduire la procédure d’estimation, pour tout I € P% et tout i € I, notons
s7(i) son rang dans I. Considérons une variable non pertinente, i.e., ¢ ¢ J. Remarquons
que [ ' = 0. Donc, pour tout j, k et I tels que i € I, et pour tout ¢ tel que €s;(i) = 1, on
a G;i = 0. Ainsi, 'hypotheése d’identifiabilité prend la forme

vieJ QiflE Y ISP >k

e€s (i)=1 jk

Sous la condition de régularité f € ©p 5(L), I'estimateur

A~ n 1
o I I
w=Y XX (P-) o mvelh e

J=0€¢s;(5)=1ke[0,29 —1]4"
satisfait (au vu de 'inégalité de Cauchy-Schwarz)
A . r
0<Q)-E[Q,,1<> > > IG[

j>m € kel0,2i —1]4"

D MES (DY el O

J>m 1<e<2d” ke[0,29 —1]4*
< L2~ 2(mADa (2.29)
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En conséquence, pour s’assurer que E[Q? ] > £/2, on a besoin de choisir m comme suit :
7

272(m+1)a < i
— 2L

Ceci méne au choix

_ [logQ(;aL/K)}

Le choix de X est suggéré par le fait que la probabilité de ’événement

max max Z Z ) > nA

d
IePg. €01 =5 T,

est faible. Remarquons que

Em: Z i d*(1+]) < 9d*(m+1)+1
J=0 ¢l k!

j=0

Ainsi, on doit choisir

nA > 21/20 00+ Ad+ log(2ed/d*) + Ad” log(2ed/d")

pour un certain A > 2. Une expression simple satisfaisant cette inégalité est donnée par

B 21+ /2oL ) k)4 A JAd* Tog(2ed/d*) + Ad* log(2ed/d*)

- (2.30)

Maintenant, en répétant la preuve de la Proposition 2.5, on obtient le résultat suivant.

Proposition 2.14. Soit p,«a des réels strictement positifs tel que p > 2. Définissons

lestimateur

Jv = {z € [1,d] : max maXQmI > )\}

ePd i€l
avec
B {logQ(QL/H)}
- 2cy
et

N 224" /2oL [ )4 /4 /¥ Tog(2ed/d*) + 4d* log(2ed/d*)

n

Si 8\ < K, alors Jjﬁf satisfait

sup  P(JY # J) < 3(2ed/d*) ™
feeg ,(L)
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2.9 Preuves

2.9.1 Preuve de la Proposition 2.5

Pour simplifier les notations, on écrit J; au lieu de Jj ,(m, X). D’une part, si 1'événe-
ment

Ay = {max.

j < nl/Q)\}
]’kesfn,d* |§k‘ =

est réalisé, alors J¢ C jf (ou, de fagon équivalente, JCJ ). Ainsi la probabilité de JiCJ
est au moins aussi grande que P(A,). D’autre part, on montre que sous la condition (2.16)
I'événement J ¢ Ji est au plus aussi grand que AS. il est clair que

(J¢ )= {Hj € J st maxyg |yl < )\}
c{3j e J st |0lfl <A+, Ve S,
< ({3 € T st |0alf)l < A +n72lel, Vh € ), 40} NAV) U AS

c {3j € Js.t. max 10kl < 22} U A3

J
kESmﬂd

On montre maintenant que le premier ensemble de la derniére ligne est vide. Si ce n’était
pas le cas, alors pour une certaine valeur jy on aurait Qj, > & et |0g[f]| < 2\, pour tout
k € S%° ... Ceci impliquerait que

Qjomar= > Oxlf]> < ANN(d*, m?/d").
kes’o

m,d*

D’autre part,

Qjo — Qjomar < Y OklfP<m™ Y > k0k[f]

|[Kll2>m |[kll2>m j€]
< m 2Ld".

Remarquons maintenant que le choix du parametre de coupure m proposé dans 1’énoncé
du théoreme implique que @, — Qj,.m,ax < £/2. En combinant ces estimations, on obtient

Qj, < 0.5k + 4NN (d*, m?/d*),

ce qui est impossible puisque @Q;, > . Ainsi, on a prouvé que {J ¢ jl} C AS, ce qui
implique que Ay C {J C J;}. Ainsi,

Avc{Jcyn{hcJ}y={J=J}

Le cardinal de ensemble S, ¢- = U;S? .. admet la borne supérieure simple suivante :

Card(Sy a+) = i <d> (2m)* < (2m)® i D 30ma).

|
s=0 § s=0 s:
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Cette borne tres grossiére va étre suffisante pour nos besoins. En utilisant 'inégalité de
Bonferroni et les inégalités bien connues concernant les queues de la distribution gaussienne
standard, on otient

P(J1#J) <PUAS) < Y P(&]>n'%))
kesm,d*
< 3(2md)d*6_n)‘2/2
< 340" (A-D)

et on a la conclusion.

2.9.2 Preuve de la Proposition 2.1

Pour simplifier les notations, on écrit J,, au lieu de fn(m, A). Il est clair que T z J
. . . —1 AJ N 7 o ) 2
si et seulement si dj € J¢ tel que max;<g+ A, Max;e pd me[ >1,0u Qm,] = Zkesfn,z 0.
Pour tout j € {1,...,d}, posons
2
keanJ

et
N =@, )TV Y Ok&si@l ) £0

kes?

m,I

et N7 I = = 0 sinon, de sorte que
1 N S
Vi = (W= =)= Qo+ N+ R, (2.31)
kes? n m, N

Pour j € J¢, les deux premiers termes de la derniere somme s’annulent et donc, on a

(Gog=U U U{R, =nn)=U U U {#,, =0\

jeJe e<d* [epd 0<d* [epd jedJenl

olt la derniére inégalité vient du fait que R}, ; = 0si j & I.

La variable aléatoire R! ;, étant une somme de carrés de variables aléatoires gaus-
siennes standard indépendantes, suit une distribution du x? centrée. Les queues de cette
distribution peuvent étre évaluées en utilisant le résultat suivant.

Lemme 2.15 (cf. Lemme 1 dans [62]). Soit &1, ...,&p des variables aléatoires gaussiennes
indépendantes. Pour tout x > 0 et tout vecteur a = (ai,...,ap) € ]Rf, les inégalités

suivantes sont vérifiées :

P(3" ai€ = 1) > 2)al2va + 2alus) < exp(—a),
P(Zil a;(§ —1) < —2|]a\|2\/§) < exp(—a).
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i

el et donc [|a|lec = 1 and

On applique ce lemme a R pour lequel ar = 1

kes?
my,I
lal3 = N(¢,m2/f). En posant n\; = 24/ N (¢, m2/0)z + 2x, on obtient
~ d* .
P(J,¢J)<P max R, ZnA)
( 7 ) N (KLJI{IePg;‘(eI ol é}
d*

< ¢ Card(P¢ max P(R: > n\ 2.32
<X ¢ Cand(RY) | max P(Ry,s > k) (2.32)

d* d
<e* Zé(@).
=1

On utilise le fait que Y0, £(4) < (2ed/ d*)d* est vérifiée pour toute paire d’entiers (d*,d)
tels que 1 < d* < d (cf le lemme 2.20 ci-dessous).

Donc, pour & = Ad* log(2ed/d*), on obtient P(J, ¢ J) < (2ed/d*)~(A-1d",

2.9.3 Preuve du Théoréme 2.2

On commence par prouver un résultat plus fort qui implique 'affirmation du Théoreme
2.2.

Proposition 2.16. Soit « un nombre réel dans (0,1). Si pour tout j € J et pour s =
Card(J) linégalité

o,z HA” 2\/N (s, m2/s) 1og(2s/a)+1]”2 N {210%(23/00} 1/2}2 (2.33)

est vérifice, alors P(J ¢ J,) < a.

Démonstration. Pour majorer la probabilité d’erreur de deuxieme espece, on utilise 1’équi-

valence : J ¢ J,, si et seulement si 35 € J tel que maxy<g= )\21 max;e pa @in ;<L

On rappelle que s = Card(J). En utilisant 'inégalité de Bonferroni, on obtient

P(J ¢ J,) < ZjeJP(maX A, max @inl < 1)

£<d* Iepg

<> P(Qh <) (2.34)
o

< smaxP(Q), ;s < As)- (2.35)

En vertu de la décomposition (2.31),

P(@h <2 =P (Vs + ) 5 (= (4007) <),

On vérifie que R’ — (N? 2 4 N(s,m?2/s) est tiré d’une distribution du x? avec
q ms,J ms,J s

N(s,m?/s) — 1 degrés de liberté ( si on appelle P le projeté orthogonal du vecteur
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(5k)kean | sur Porthogonal du vecteur (Gk)kean sona RinS’J — (]\TT])‘%’J)2 + N(s,m2/s) =

| P¢||3). Ainsi, en utilisant le lemme 2.15 énoncé dans la section précédente, on obtient

( (RJ - (N? %) +% < —2\/N(s,m§/s) log(2s/a)) < %.

ms, mg,

Donc, P(@fns 7 < As) est majoré par

20;‘|‘P<(\/%+[NJ ) é)\54_2\/N(3,'rng/szblog(%’/oa)—|-1>.

En utilisant la condition de la proposition, on obtient

a .
P(Q),,s < As) < 25 +P(N),. ;< —/2log(2s/a)) <

w|Q

En combinant cette inégalité avec (2.34), on obtient le résultat de la Proposition 2.16. [

Pour déduire affirmation du Théoreme 2.2 & partir de la Proposition 2.16, on utlise
la borne inférieure suivante :

Qs =@ = D ORl{kzm,) (2.36)
je€supp(k)CJ
2h— > Gel{klezm.)
jesupp(k)CJ
>r—m;> Y, Oillkl3 (2.37)
j€supp(k)CJ
>k —m;*Ls, (2.38)

pour tout j € J. Notre choix de mg, ms = \/sL(1 + 7)/k, assure que
in g2 kT/(1+7)

Finalement, en utilisant une borne tres grossiére (ce qui est suffisant pour nos besoins), le

coté droit de (2.33) peut étre majoré par 4\, si o est choisi égal & 2(2ed/d*)~(A-14",
Ainsi, si {5 > 4, alors (2.33) est vérifiée avec a = = 2(2ed/d*)~A=D4" En consé-
(A 1)d*

quence, l'erreur de type II a une probabilité inférieure ou égale & 2(2ed/d*)~(

2.9.4 Preuve de la Proposition 2.6

Preuve de la premiére assertion Cette preuve peut se trouver dans [68], on répéte
ici les arguments de fagon a étre exhaustif.
On rappelle que Nj(d*,v) admet une représentation intégrale avec l'integrande :

hgc);* ! = 1 ] exp {d* log <h(z)>}

z(1—2) =z2(1-=z 27
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Pour tout y > 0, on définit

d(y) = eI (V) /h(eV) = 3 ke 3 et

keZ keZ

de sorte que

o) =7 = = (¥ =0.

En vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a > kte—vk? > eV > (Z er*ka)Z, Yy €
(0,0), impliquant que ¢'(y) < 0 pour tout y € (0,00), i.e., ¢ est strictement croissant.
De plus, ¢ est évidemment continu avec limy_ ¢(y) = +00 et lim, o ¢(y) = 0.

Ces propriétés impliquent I'existence et 'unicité de y, € (0, 00) tel que ¢(yy) = 7. De
plus, en tant qu’inverse d'une fonction croissante, la fonction 7 +— y, est décroissante. On
pose z, = e~ ¥ de sorte que 7y — 2z, est croissant. On a aussi

hl/h _ (h/)2 ol
() = T(zv) T
2
Y O R D E O DN S
— o > 2K A I
gl 0

= Z;Z{ - ¢/(yw) - ¢(y“/) + 'Y}
= —ZV_QW(%) > 0.

Preuve de la seconde assertion On applique la méthode du point-selle a I'intégrale
représentant N voir, e.g., le chapitre IX dans [25]. On a

1 h(z)®  dz 1 1 df
Ny (d*, ) = — _c 2 = 1— (). 2.
1d%) 271 fiz:zv 200" 2(1—2)  2mi j{zzzw {2l =2)) e dz (2.39)

La premiere assertion de la proposition nous a fourni un nombre réel z, tel que Ify(zv) =0
et I(zy) > 0. La tangente a la courbe de plus forte pente en 2z, est verticale. Le chemin
que I’on choisit pour I'intégration est le cercle de centre 0 et de rayon z,. Comme ce cercle
et la courbe de plus forte pente ont la méme tangente en z,, en appliquant la formule
(1.8.1) de [25] (avec a = 0 puisque I”(z,) est réelle et positive), on obtient que

?{ {21 = )}l s = | [T/ (1 - 2 et e (14 o(1)),
|2l=2 d*13(2)

quand d* — oo, dés que la condition? R[l,(z) — |,(24)] < —p est satisfaite pour un certain
p > 0 et pour tout z appartenant au cercle |z| = |z,| et pas trop proche de z,. Pour vérifier

. . h . -
que ceci est bien le cas, nous remarquons que R[l,(z)] = log ]%‘ D’ou, si z = z,e"™ avec

2. Ru veut dire pour la partie réelle du nombre complexe wu.



62 Chapitre 2. Sélection de variables pour la régression nonparamétrique

w € [wop, 2m — wp| pour un certain wy €]0, 7|, alors

2
‘h(z)‘ _ I1+22+23 01 25|
2 Z’VY
2
A+ 28 2
7
- 11+ €0z |+ 2y + 23 0q zlf

> 5
2y

2
1422042, 25
[1+42+€'90 |42, +2 Ek>1 z,’§2
la preuve pour le terme Np(d*,~). On traite le terme Na(d*,~) de la méme maniere.

Donc R[l,(z) — Rly(2y)] < —p avec p = log( ) > 0. Ceci compleéte

2.9.5 Preuve du Théoréme 2.9

Pour prouver i) nous appliquons le lemme 2.8 avec M = (;i) en conjonction avec un
résultat standard donné dans le lemme suivant.

Lemme 2.17. Soit S un sous-ensemble de Z* de cardinal |S| et A une constante. Defi-

nissons g une mesure discrete @ support sur l’ensemble fini de fonctions

{fuo = Z Awgp tw € {:l:l}s}
kesS
tel que
ps(fF=1f,) = 2718 pour tout w e {£1}5.

Si on définit la mesure de probabilité Pg par Pg(A) = 2% we(t1}s P, (A),, pour tout

ensemble mesurable A C R", et Py = Py, alors

K(Ps,Py) < |S|A%n2.

Démonstration. D’abord on précise les notations. Soit y = {yx : k € S} et, pour w €
{+1}°, 0, = {Awy, : k € S}. Le rapport de vraisemblance entre Py, = P et Py = Py, is

dP no?
Wfo’(y) = exp {— 2“’+n0w~y},
ot1, pour un vecteur z € Z4, 22 = z - z. Alors, le rapport de vraisemblance entre Pg et P
est )
dPs nA®|S| 1
—=(y) = exp (— > sgexp(ny-y).
dPo 2 we{£1}S 214

En conséquence, des calculs simples meénent a

exp(nA? exp(—nA2 151
/(fli‘z (y))zlP’o(dy) =< pind )+2 — )> < exp(|S|n*4%).
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La derniére inégalité vient de 'inégalité élémentaire cosh(z) < ™, qui peut étre vérifiée
, . 2 L
en décomposant les fonctions cosh(z) et € en séries de Taylor et en comparant les termes

correspondants. ]

Sans perte de généralité, on peut supposer que k = 1 (le cas général peut étre réduit
a celui-ci en remplagant L et n respectivement par L/k and nk). Ainsi, ¥ = L. On note
Y1, P'ensemble (1, L) et on choisit g, ..., py comme suit :

1o est la mesure de Dirac dg, p1 est définie comme dans le lemme 2.17 avec

S =Cy(d*,yr) et A= [N(d*,y)] %

Les mesures uo, ..., uar sont définies de fagon similaire et correspondent aux M — 1 sup-
ports restants de cardinal d* (plus précisément, pour i, en supposant que le numéro k cor-
respond a la partie a d* éléments parmi d I, dont les éléments sont notés (I3, I, ..., I;), on
prend A = [N(d*,’yL)]_l/2 et S=5() = {k €Z%: kj=0pourj€I®et kf +..+kj <

vd*})'

Au vu des inégalités (2.19) et du lemme 2.8, il suffit de montrer que les mesures (i

satisfont
M

1e(Sp) =1et Y K(Pr,Po) < (M + 1)alog M.
=0

En combinant le lemme 2.17 avec Card(S) = Ny(d*,~r) et I'inégalité (2.20), on obtient

n2N1 (d*a ’YL)
N(d*,~v)?
n2L
S -
YN (d*, L)
< alog M.

K(Pg, Pp) <

Maintenant, montrons que uq(Xr) = 1. Par symétrie, ceci va impliquer que puy(Xz) = 1
pour tout £.

Puisque p est & support dans ensemble {f,, : w € {£1}€1(@"72)} il est clair que

S 02[f) = A2[Ny(d",vp) — No(d', )] = 1
k170

et,

1 &
SRR = > k?A2:$Z > kA

kezd keCi(d* L) J=1keCi(d* L)
< A%y Ny(d*, L)
Nl (d*7 ’YL)

<y ——"= j=1,...,d".
SN
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Les résultats énoncés dans la Section 2.3 impliquent que
Ni(d*, L) /N (d*,9L) ~a+ 00 14 (h(2z9) = 1)

Notre choix de «r assure que, pour d* assez grand, f,, € Y. Ceci complete la preuve de
laffirmation i).

Pour prouver ii), on utilise toujours le lemme 2.8 avec po = dg et pg = d,, ot pour
tout £ € {1,..., M}, f; est choisie comme suit.

Soit Iy, ..., Ins tous les sous-ensembles de {1,. .., d} contenant exactement d* éléments.
On définit f;, for £ # 0, par ses coefficients de Fourier {Gi . k € Z%} comme suit :

ot — {1, k= (kiyooo k) = (Lierys- s Laer,),

0, sinon.

Il est évident que toutes les fonctions f, appartiennent a ¥ et, de plus, chaque f; a I, pour
support de sparsité. On vérifie aisément que notre choix de f; implique

K(Ps,, Pg,) = nllfy — foll3 = n.

En conséquence, si alog M = alog ( dd*) > n, 'inégalité désirée est satisfaite.
Pour conclure il suffit de remarquer que log ( dd*) > d*log(d/d*).

2.9.6 Preuve de la Proposition 2.11

Au vu du Théoreme 2.2, appliqué avec A = 2 et 7 = 1, estimation consistante
(uniformément en f € 3(x, L)) de J est possible si

8v/2N(s,2L/k)d* log(d/d*) + 16d* log(d/d*) ok
i 2'

n

Puisque d*/s est majoré par une constante, il existe une constante D7 telle que le coté
gauche de la derniére inéquation est majorée par

DT{ VN (s,2L/k)slog(d/s) \/ slog(d/s) }

n n

Comme prouvé dans le lemme 2.18 ci-dessous, N(s,2L/k) < 0.3(18meL/k)%/?. Ainsi il
existe une constante Do telle que

{\/N(S,QL/m)slog(d/s) \/ slog(d/s)} - 5r—%/%/slog(d/s) \/ slog(d/s)'

n n -

En combinant ces résultats, on voit que sous les conditions 2D7slog(d/s)/n < k et

QDTDz\/SlOg(d/S) < gl
n

—_ )

I’estimation consistante de J est possible.
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En prenant D* = 2D} (1 + Dj), on compléte la preuve de la premiére affirmation de la
proposition.

Pour prouver la seconde assertion, on applique le Théoréme 2.9. Puisqu’on a

¥ ¥
o2y > +1> > )
T T S T (e, 1) — D)L T 14 (221)

on déduit du Théoreme 2.9 qu’il existe certaines constantes D3 et Dy telles que si

D3{ V/N(s,Dy4/k)slog(d/s) \/ slog(d/s)} >

n n

alors ’estimation consistante de J est impossible.

Puisque la boule s-dimensionnelle L de rayon /s contient la boule Lo, de rayon /7,
N(s,Dy4/k) > (Ds)*s~%/% pour une certaine constante Ds. En réarrangeant les différents
termes, on obtient le résultat désiré.

Lemme 2.18. Pour tout v > 1 les nombres Ni(d*,v) = Card{k € Z* : ||k|3 < d*y}

admettent la borne supérieure suivante :

Ni(d*,7) < 0.3(9mer) /2.

Démonstration. On vérifie immédiatement que si ||k < d*y, alors 'hypercube centré en
k de c6té 1 est inclus dans la boule centrée a 'origine et de rayon /d*y + 0.5v/ d*. Donc,

Ni(d*,y) < (Vd*y + 0.5v/d*)* Vol [ B (0; 1)),

oil Vol[Bg«(0;1)] désigne le volume de la boule unité dans R?".

En utilisant la formule bien connue pour ce dernier et 'approximation de Stirling, pour

tout d* > 1, on obtient :

d* /2 x\d* /2 x\d* /2
Vol[Bye (0:1)] = 27 ( .3(4776/(1 ) 0 4(4776/d ) )

d*T'(d*/2) 20 2d*

Ceci implique que

< 0.3(97T6’)/)d*/2.

Iyd* 9vd* ) /2 (4re)d*)d" /2
4

/2
* N < .
) Vol [Bys (0; 1)] < 04< : =

M) < (

Ceci prouve le résultat. ]

2.9.7 Preuve du Théoréme 2.12

Pour simplifier les notations, on écrit J au lieu de J;gl) tout au long de la preuve. Les

coefficients de Fourier empiriques peuvent étre décomposés comme suit :

é\k:ék‘i‘zka
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ou

L& en(X5) 7 o or(Xi)

0 = f(X;) et zp = — €.
02 g(xy) XY n 2 g(Xy) ©

Si, pour un multi-indice k, 0 = 0, alors le coefficient de Fourier empirique correspondant

va étre proche de zéro avec une grande probabilité. Pour montrer ceci, regardons ce qui

se produit avec les zg. On a, pour tout nombre réel x,

22
P(lzk| > 2| X1,...,X5) Sexp(—?> Vk € Sy,.a+
k

avec

o’ zn: or(Xi)? < 20

2
O = —5 ~ .
n? i=1 g(Xl)Z g?ninn

(On rappelle que Sy, g+ = UjSi;l,d*)

Donc, on a

, nax P(|zk] > 2| X1,..., X») < exp(—ng2mz®/40?).

m,d*

Ceci entraine que, en posant
A1 = (80%d* log(24V0d/d*) ng? ;)Y ?

et en utilisant les inégalités (cf. Lemme 2.19 ci-dessous)

24\/q§d)d*

Card(Sp, 4-) < o.3< =

on obtient

P(kmax okl > M [ X1, X)) <03 P(lak] > M| X, X))

m,d* kES"L,d*
a2 2\2/452
< Card(Sp, g+ )e MWminA1/40

<0.3(24V0d/d*) "¢

Ensuite, on utilise une inégalité de concentration pour controler les grandes déviations des

0 par rapport & 0. Rappelons que, au vu de la définition 6, = % A “ng(()‘é;)f(Xi), on a
E(0x) = 0. La bornitude de f entraine

(X ;)

De plus, la borne

or(X5)

V = Var( 2(X)

fx) < [ P 20 < 215,
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combinée a l'inégalité de Bernstein implique que

) nt?
P(|0k — 0| > t) < 2exp ( N 2V + t\/§LOO/3gmin))
S2eXp(_4L%g—%itnLnjgmm)’ vt > 0.
Définissons
N <d* log(Z;l\fd/d*))l/Q.
Alors, N

- 4L3d* log(24v/Vd/d*)
P(‘ek; - Hk;’ > )\2) < 2exp ( - 5 2 d* log(24v/9d/d*) 1/2)
L5 + Loo Ly (55

La premiere inégalité dans la principale condition du théoréme implique que le dénomina-
teur dans l’exponentielle n’est pas plus grand que 2L32. D’ot,

P(kggax 0k — 01| > A2) <0.6/(24V/9d/d*)*

m,d*
Soit
- < = 0| < Ao ).
Aq {kglgixd* lzk] <M1} and A {kglgixd* 0| < A2}

On vérifie aisément que
P(J¢ ¢ J°) < P(AS) + P(AS) < 0.9/(24v0d/d*)"
Puisque d* > 1 et ¥ > 1, la derniere inégalité implique
P(J¢ ¢ J°) < P(AS) +P(A35) < 0.3/(8d/d")"

Quant a l'inclusion inverse, on a

P(J ¢ J)<P(FeJtq s ™ 16 <))
m,d** ]
< j .q. < § 5).
< 1{3] eJtq kesmmﬁ):(kj 0|9k] < 2>\} + P(A]) + P(A3)

On montre maintenant que le premier terme dans la derniere ligne est égal a zéro. Si ce
n’était pas le cas, alors pour une certaine valeur jo, on aurait Qj, > et |0 < 2\, pour
tout k € S, ¢ tel que kj, # 0. Ceci impliquerait que

Qjomar= Y Op SANN(d*,m?/d").
kcs?o

m,d*
D’autre part,
J*
Qjo — Qiomar < Y, h<m™ > > k6 < =
lklla=m Ikllz=m j€]
Remarquons maintenant que le choix du parametre de troncature m proposé dans I’énoncé
de la proposition implique que Qjy — Qjy,m,d+ < /2. En combinant ces estimations, on
obtient
Qin <5 N AN (A, m2/d),

ce qui est impossible puisque Qj, > &.
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2.9.8 Preuve de la Proposition 2.13

Soit M = (dd*) et soit {fo,f1,...,fasr} un ensemble inclus dans 3. Soit Iy,. .., Iy tous
les sous-ensembles de {1,...,d} contenant exactement d* éléments numérotés arbitraire-
ment.

Posons fy = 0 et définissons fy, pour £ # 0, par ses coefficients de Fourier {Hi k€ Zd}
comme suit :

0, sinon.

ot — {1, k= (kiyor k) = (Lierys- s Laer,),

Il est immédiat que toutes les fonctions f, appartiennent a X et, en plus, chaque fy a I,
pour support de sparsité.

On vérifie aisément que notre choix de f; implique K(Ps,, Pg,) = n||f,—fo||3 = n. Ainsi,
si

alog M = alog ((i) > n,

I’inégalité désirée est satisfaite. Pour conclure, il suffit de remarquer que log (;ﬂ) est plus

grand ou égal & d*log(d/d*) = d*(logd — log d*).

2.9.9 Preuve du Corollaire 2.7

Posons v = L/k et 7 = (1 + 7)7. En appliquant le Théoréeme 2.2 avec A = 2, on
obtient que
P (], # J) < 3(2ed/d")™"

pourvu que la condition

8\/2N (d*,~;) d*log(2ed/d*) N 16d* log(2ed/d*) < T (2.40)
n n 1+7

est satisfaite pour un certain 7 > 0. Clairement, quand d — oo, pour tout d* > 1, on a
(2ed/d*)~ " < d /% 0.

Ainsi, il suffit de vérifier que les hypotheéses

loglogd d* 2
lim 0808¢ _ 0, lim sup <
n—oo  logn n—oo logn  ly(2y)

(2.41)

impliquent que (2.40) est vraie pour des valeurs suffisamment grandes de n. On va montrer
que le coté gauche de (2.40) tend vers 0 quand n — oc.

D’abord on remarque que (2.41) donne
logd < n'/3, 4" <n'/?

pour un n suffisamment grand. Donc

16d* log(2 *
lim 6d* log(2ed/d*)

n—00 n

=0.
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Ensuite, par la continuité des applications vy + |, et v+ 2,, il existe 7 > 0 tel que

d* 2 d*l
lim sup < <= limsup (%(Z%) — 1) <0. (2.42)
n—oo logmn I’YT (Z%_) n—00 2logn

Cette inégalité, combinée avec la relation log N (d*,~;) = d*l, (z,,)(1 +0(1)) ( Eq. (2.17),

implique que

log { VN, ~,) d* log(2ed/d*) }

n
< 1Ogn(log N(d*,~r) 14 log d log log(Qed))
2logn 2logn 2logn
d*ly (z4,) logd* d* loglogd
Slogn( QWIOgZL (1+o(1)) =1+ d* 2logn logn )
tend vers un nombre négatif tend vers 0

— —0OQ.
Ceci entraine que le permier terme du c6té gauche de (2.40) tend vers zéro, ce qui compléte

la preuve.

2.9.10 Quelques lemmes techniques

Lemme 2.19. Soit Sy, 4« = {k € 7% ||k|l2 < m, & ||kllo < d*}.
Sim = \/yd* avec v > 1, alors

Card(Sp.g-) < 0.3(24/4d/d*)" .
Démonstration. 11 est clair que

Card(Sp,a-) < <§i> Ni(d*, 7).

En combinant ceci avec I'inégalité
d (ed)d*
< 1% )
x| — \d*

d\ " .
Card (S, a+) < (;) 0.3(9mey)? /2.

et le lemme 2.18 | on obtient

L’affirmation du lemme vient maintenant de I'inégalité v/9mee < 24. O

Lemme 2.20. Pour toute paire d’entiers strictement positifs (d,d*) tels que d* < d :

ZZ; €<(Z> < (Qed/d*)d*.
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Démonstration. On va procéder par récurrence sur d*. Si d* =1, on a

d

d* o d*
ZH@@) =d<ed=(ed/d")" .
Supposons que l'inégalité
S o) < (@edjar)”
i=1"\¢] =

est vérifiée pour un certain 1 < d* < d. Montrons que ceci entraine 'inégalité.

Z?jlg@l) < (ed/(@" +1))" ",

St f(?) < (2ed/d)" + d(ddj 1)

= (2ed/(d* + 1))d*+1d* +1 (1 N 1 >d* +d(6(d 1)>d*

2¢ed 4 d*
d*
. a1 1 1 d*+1  d*+1 d*>
= 1 —(14+ = 1-1 }

En utilisant le fait que (14 1/d*)¥" < e, d* > 1 et d > d* + 1, on obtient

a1 (d gl (1 dr 1
o €<€>§(26d/(d +1) 2( L >

<141

et le résultat suit. O



Chapitre 3

Tests d’hypothéses basées sur les

fonctionnelles quadratiques

On cherche a tester un type particulier d’hypotheése nulle composite sous un modele de
régression nonparamétrique multivarié. Pour une fonctionnelle quadratique ), 'hypothese
nulle signifie que la fonction de régression f satisfait la contrainte Q[f] = 0, tandis que
I’hypothese alternative correspond aux fonctions pour lesquelles @Q[f] est minoré par une
constante strictement positive. D’une part, on fournit des taux minimax de test et les
constantes de séparation exactes, ainsi que la procédure de test optimale exacte, pour des
fonctionnelles quadratiques diagonales et positives. On considere des classes de régularité
de forme ellipsoidale et on vérifie que nos conditions sont remplies dans le cas particulier
des ellipsoides correspondant a des classes de Sobolev anisotropes. Dans ce cas, on présente
une forme fermée du taux minimax et de la constante de séparation exacte. D’autre part,
les taux minimax pour les fonctionnelles quadratiques qui ne sont ni positives ni négatives
font apparaitre deux régimes différents : un régime «régulier» et un régime «irrégulier.

—1/4 tandis que dans le cas irrégulier, le

Dans le cas régulier, le taux minimax est égal a n
taux dépend de la classe de régularité et est plus lent que dans le cas régulier. On applique
nos résultats au probleme de test de I’égalité des normes de deux fonctions observées dans
des environnements bruités. Le chapitre est organisé de la facon suivante. Les résultats
concernant les asymptotiques exactes pour les fonctionnelles diagonales semi-définies po-
sitives sont fournis en Section 3.2. En particulier, les taux de séparation pour une classe
générale de tests appelés U-tests linéaires sont donnés dans la Sous-section 3.2.2. Le U-test
linéaire asymptotiquement optimal est construit en Sous-section 3.2.3 ainsi que son taux
de séparation. On montre qu’il coincide avec le taux minimax exact en Sous-section 3.2.4.
La Section 3.3 est consacrée & une discussion des hypotheéses et aux conséquences du
principal résultat pour certains exemples significatifs. Les résultats pour les fonctionnelles
quadratiques non positives et non négatives sont énoncés dans la Section 3.4 ainsi qu’une
application au test de 1’égalité des normes de deux signaux. Finalement, les preuves des
résultats sont reportés dans 'appendice.
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3.1 Introduction

3.1.1 Enoncé du probleme

Considérons le modele de régression nonparamétrique avec un design aléatoire multi-
dimensionnel : on observe (z;,t;)i=1,. » obeissant a la relation

l‘i:f(ti)—i-fi, 1=1,...,n, (3.1)

ott les t; € A C R? sont des points de design aléatoires, 1 < d < oo, f : A — R est
la fonction de régression et les &; representent le bruit d’observation. Tout le long de ce
travail, on suppose que les vecteurs t; = (t},...,t¢), pour i = 1,...,n, sont independants
et identiquement distribués, avec une distribution uniforme sur A = [0,1]%, ce qui est
équivalent & tF iy (0,1). De plus, conditionnellement & 7, = {t1,...,t,}, les variables
&1,...,&, sont supposées i.i.d. avec une moyenne nulle et une variance 72, pour un certain

7 € (0,00) connu.

Notons Lo(A) lespace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur A et suppo-
sons que 'on se donne deux sous-ensembles disjoints Fy et Fi of La(A). On s’intéresse a
I’analyse du probléme de test d’hypothéses :

Hy:fekF contre H: feF. (3.2)
Plus précisément, posons z; = (x;,t;) et notons Py la distribution de probabilité du
vecteur de données (z1,...,2,) donné par (3.1). L’espérance par rapport & Py est notée

E¢. Le but est de fabriquer une procédure de test ¢, : (R x A)” — {0,1} pour laquelle
on est capable d’établir des garanties en terme de taux d’erreur cumulée (la somme des
probabilités d’erreur de premiére et seconde espeéce ) :

Yn(Fo, F1, ¢n) = sup Py(¢n = 1) + sup Py(dn = 0). (3.3)
feFo feF
Pour mesurer la complexité statistique de ce probléeme de test, il est pertinent d’analyser
le taux d’erreur minimax

"Yn(wa/T_‘l) = iélff}/n(fmflv(ﬁn)? (34)

ou infy, représente I'infimum sur toutes les procédures de test.

On se concentre sur un type particulier d’hypotheéses nulles Hy qui peut étre défini
comme l’ensemble des fonctions se trouvant dans le noyau d’une fonctionnelle quadratique
Q : La(A) = R, de., Fo C {f € La(A) : Q[f] = 0}. Comme on le décrit plus loin dans
cette section, ce type d’hypothéses nulles intervient naturellement dans plusieurs problemes
incluant la sélection de variables, le test de la linéarité partielle d’une fonction de régression
ou I’égalité des normes de deux signaux. Alors, il est tentant de définir ’alternative comme
'ensemble des fonctions satisfaisant |Q[f]| > p? pour un certain p > 0. Cependant, sans
hypothese supplémentaire sur la nature des fonctions f, il est impossible de concevoir des
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procédures de test consistantes pour discriminer Fy de F;. Un moyen de donner du sens
a ce probléme est de supposer que la fonction f appartient & une classe de régularité. Des
exemples typiques de classes de régularité sont les classes de Sobolev et de Hélder, les
espaces de Besov ou les boules dans les espaces de Hilbert a noyau reproduisant.

Ici, on suppose que la fonction f appartient a une classe de régularité ¥ qui peut étre
vue comme un ellipsoide dans 'espace infini-dimensionnel Lo(A). Ainsi, I'hypotheése nulle
et I'alternative sont définies par

Fo={fez:Qlf)=0}, F=FR@={/e=:QUI>s"} (35

On peut remarquer que les deux hypotheses sont composites et nonparamétriques.

3.1.2 Définition du taux minimax et de 'optimalité exacte

Etant données les observations (z;,t;)i=1,.. n, on considére le probleme consistant a
tester ’hypothése composite Fy contre 'alternative nonparamétrique Fi(p) définie par
(3.5). Le but est ici d’obtenir, si possible, a la fois le taux et les asymptotiques exactes de
Ierreur cumulée dans le cadre minimax. Ces notions sont définies comme suit. Pour un
petit nombre fixé v € (0,1) la fonction 7} est appelée taux minimax de test si :

— il existe C" > 0 tel que VC < C’, on a lim inf Y (Fo, F1(CT})) > 7,

— il existe C” > 0 et un test ¢, tels que
YO > ", limsup v (Fo, F1(Crh), ¢n) < 7.
n—oo

Une procédure de test ¢, est dite minimax optimale en taux si

lim sup yn (Fo, F1(Cry), dn) <
n—oo

pour un certain C' > 0. Remarquons que le taux minimax et le test optimal en taux peuvent
dépendre du seuil v donné. Cependant, dans la plupart des situations cette dépendance
disparait du taux et n’apparait que dans les constantes. Si les constantes C’ et C” coinci-
dent, alors leur valeur commune est appelée la constante de séparation exacte et tout test
satisfaisant la seconde condition est dit minimax optimal exact. Le taux minimax 7}, n’est
en fait pas défini de fagon unique, mais le produit du taux minimax et de la constante de
séparation est défini de fagcon unique a une équivalence asymptotique pres. Pour de plus
amples détails sur les tests d’hypothéses minimax on renvoie a [51].

Alors que 'optimalité minimax en taux est une caractéristique intéressante pour une
procédure de test, elle peut pourtant mener a des tests trop conservatifs. Une solution
(partielle) a ce probleme est de considérer les asymptotiques exactes du taux d’erreur. En
fait, on peut souvent prouver que quand n — oo,

(Fo, F1(p)) = 28(=un(p)) + o(1), (3.6)

ou @ est la fonction de répartition de la distribution gaussienne standard, wu,(-) est une
fonction de Ry dans R et o(1) est un terme tendant vers zéro uniformément en p quand
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n — oo. Cette relation implique que, en déterminant ), comme une solution par rapport a
p de I'équation uy,(p) = 21— /2—0u z, représente le a-quantile de la distribution gaussienne
standard—on obtient non seulement le taux minimax, mais aussi la constante de séparation
exacte. Quand la relation (3.6) est satisfaite, on dit qu’on a des asymptotiques gaussiennes.

3.1.3 Revue des principales contributions

Notre contribution concerne le cas ou la classe de régularité > est un ellipsoide de
Ly(A) et la fonctionnelle quadratique ) admet une forme diagonale dans la base ortho-
normale correspondant aux directions des axes de I’ellipsoide X. Plus précisément, soit £
un ensemble dénombrable et {¢;}ic, un systéme orthonormal de Ly(A). Pour une fonc-
tion f € La(A), soit O[f] = {0i[f]}ier les coefficients de Fourier généralisés par rapport
a ce systeme, i.e., O;[f] = (f,¢1), ou (-, ) représente le produit scalaire dans Ly(A). Les
ensembles fonctionnels ¥ C Ly(A) considérés sont des sous-ensembles des ellipsoides avec
des directions d’axes {p;}ier et des coefficients ¢ = {¢; }1er € Rﬁ :

Sc{f=,_ 0lfle: >, ablf? <1} (3.7)

La fonctionnelle quadratique diagonale est définie par un ensemble de coefficients q =
{ahier : Qlf] = Xier @b f]?. Remarquons que si @ est définie positive, i.e., ¢ > 0 pour
tout [ € L, alors I’hypothese nulle devient f = 0 et le probléme considéré est connu comme
un probléeme de détection. Cependant, le but de ce travail est de considérer des types plus
généraux de fonctionnelles quadratiques diagonales. Deux situations sont examinées : (a)
tous les coefficients ¢; sont positifs et (b) les deux ensembles £ = {l € L : ¢ > 0} et
L_={leL:q <0} sont non vides.

Dans la premiére situation, on établit des asymptotiques gaussiennes du taux d’erreur
cumulée et on propose un test minimax optimal exact. Sous certaines conditions, on montre
que la suite !

r¥ =min{p>0: inf vi||Z2 > 8n 2z, _ 3.8
my w veRE vz |2 2 B a2 35

fournit le taux minimax de test avec des constantes C’ = C” = 1. Ce résultat est ap-
pliqué a certains exemples motivant notre intérét pour le test des hypotheses (3.5). Un
exemple, tres lié au probleme de sélection de variables du chapitre précédent, consiste a
tester la pertinence d’une variable particuliere dans un contexte de régression en grande
dimension. Ce probléme est considéré dans un cadre plus général correspondant a tester le
fait qu'une dérivée partielle d’ordre v = (a, ..., o), notée 91T+ f /Gt . 9t5¢, est
identiquement nulle contre ’hypothése que cette dérivée est significativement différente de
0. Comme conséquence de notre résultat principal, on montre que si f se trouve dans la
boule de Sobolev anisotrope de régularité o = (01,...,04), et si on pose § = Zle a; /oy,

—25(1-68)/(45+d)

_ —1y -1 . .
o = (é Zle o; 1) , alors le taux minimax optimal est v} = n pourvu

1. On note || - ||, et (-, -) la norme et le produit scalaire habituels dans £2(L), ’espace des tableaux de

carré intégrables indexé par L.
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que 6 < 1 et ¢ > d/4. De plus, on dérive des asymptotiques gaussiennes et on donne la
constante de séparation exacte dans ce probléme.

La seconde situation que l'on examine concerne le cas ou les cardinaux de £, et de
L_ sont non nuls. Une application typique de ce genre de probléme est le test de I’égalité
des normes de deux signaux observés dans des environnements bruités. Dans ce cadre, on
fournit des taux minimax de test et on montre la présence de deux régimes que 'on va
appeler régime régulier et régime irrégulier. Dans le régime régulier, le taux minimax est
re = n~1/4 tandis que dans le cas irrégulier il peut étre de la forme n~® avec un a < 1 /4
qui dépend du degré de régularité de la classe fonctionnelle.

Remarquons que tous nos résultats sont non-adaptatifs : nos procédures de test utilisent
de fagon explicite les caractéristiques de régularité de la fonction f. L’adaptation & la
régularité inconnue pour le probléeme que l'on considére est une question ouverte pour
laquelle les travaux [81, 39] peuvent étre utiles.

3.1.4 Lien avec des travaux antérieurs

Depuis les articles fondateurs de Ermakov [29] et Ingster [47, 48, 49], les tests minimax
d’hypotheses nonparamétriques ont recu beaucoup d’attention. Une revue détaillée de la
littérature sur ce sujet dépassant le cadre de cette section, on se concentre seulement sur
la discussion des résultats existants qui sont tres liés au travail présent. Le but ici est
de souligner les points communs et les différences les plus importantes avec la littérature
existante.

Remarquons que la majeure partie de I'inférence statistique pour les tests d’hypotheéses
nonparamétriques a été développée pour le modele de bruit blanc gaussien (BBG) et sa
formulation équivalente comme modele de suite gaussienne (GSM). Comme références ré-
centes pour le probléme de test d’une hypothese simple dans ces modeles, on cite [28, 52],
ou le lecteur peut trouver des références supplémentaires vers des travaux antérieurs. Ici,
I’hypothese nulle définie par (3.5) est composite et nonparamétrique. Des références an-
ciennes concernant les résultats minimax avec des hypotheses nulles composites incluent
[45, 73, 40, 39], ou le cas d’une hypothése paramétrique nulle est le cas principal. Ces ar-
ticles consideérent le cas unidimensionnel et fournissent seulement les taux minimax de test
sans atteindre la constante de séparation exacte. De plus, I'alternative est définie comme
I’ensemble des fonctions qui sont a une distance euclidienne d’au moins p de '’hypothese
nulle, ce qui est tres différent des alternatives considérées ici.

Plus récemment, I’approche nonasymptotique des tests minimax a gagné en popula-
rité [6, 7, 60, 61]. Un des avantages de l’approche nonasymptotique est qu’il n’y a pas
de frontiere claire entre les concepts d’hypotheses paramétriques ou nonparamétriques,
tandis que ses limitations sont qu’il n’y a pas de résultat sur 'optimalité exacte (cette
notion elle-méme n’est pas bien définie). Remarquons que tous ces articles traitent du
GSM et considerent comme principale application le cas des signaux unidimensionnels,
contrairement a notre cadre de régression en grande dimension.
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Examinons plus précisément les articles [50] et [60] qui sont trés proches de notre
travail que ce soit par la méthodologie utilisée ou par le probléme considéré. [50] a étendu
certains résultats concernant les tests d’ajustement (goodness-of-fit) pour le modele BBG
en dimension d aux tests d’ajustement pour le modele de régression nonparamétrique

multidimensionnel. Plus précisément, ils ont testé I’hypothese nulle Hy : f = fy, ou fo
2

=, ol 2 est un

est une fonction connue, contre lalternative Hy : f € 5, [A(f — fo)> > r
ellipsoide dans l’espace de Hilbert Ly(A) par rapport au produit tensoriel de la base de
Fourier (avec des extensions & d’autres bases). Ils ont obtenu a la fois le taux minimax et
les asymptotiques exactes pour les probabilités d’erreur dans le cadre minimax. Donc le
modele qu’ils considerent est le méme que celui qui nous intéresse ici, mais les hypotheses
Hy et H; sont substantiellement différentes. En conséquence, la procédure de test que
I'on propose prend en compte les formes générales de Hy et H; données par (3.5) et est
différente du test asymptotiquement minimax de [50]. De plus, on relache substantiellement
I’hypothese sur la distribution du bruit en remplacant I’hypothese de Gaussianité par la

la bornitude du 4éme moment.

Laurent et al. [60] ont considéré le BBG du point de vue du probléme inverse, i.e.,
quand le signal qui nous intéresse g subit une transformation linéaire T" avant d’étre observé
dans un environnement bruité. Ceci correspond a f = T[g] avec un opérateur compact
injectif T'. Alors les deux assertions g = 0 et T'[g] = 0 sont équivalentes. En conséquence, si
le but est de détecter le signal f, on peut considérer les deux problemes de test suivants :

1. (formulation inverse) Hy : T~1[f] = 0 contre Hy : [T 1[f]]l2 > p.
2. (formulation directe) Hy : f = 0 contre Hy : ||f|l2 > p.

Les auteurs ont discuté des avantages et des limitations de chacune de ces deux formula-
tions en terme de taux minimax. Selon la complexité du probleme inverse et les hypotheses
sur la fonction & détecter (sparsité ou régularité), ils ont prouvé que le traitement spéci-
fique consacré au probleme inverse, qui inclut une inversion sous-jacente de ’opérateur,
peut dégrader la précision de la détection. Pour chaque situation, ils ont aussi mis en évi-
dence les cas ou la stratégie directe échoue tandis qu'un test spécifique pour la formulation
du probléme inverse fonctionne bien. La formulation inverse est tres liée a notre définition
(3.5) des hypotheses Hy et Hyp, puisque Q[f] = ||T~'[f]||3 est une fonctionnelle quadra-
tique. Cependant, notre cadre est plus général en ce qu’il considére des fonctionnelles avec
des noyaux non triviaux et des entrées possiblement négatives.

3.2 Tests minimax pour les fonctionnelles quadratiques dia-

gonales

3.2.1 Notations supplémentaires

Dans ce qui suit, la notation A,, = O(B,,) signifie qu’il existe une constante ¢ > 0 telle
que A, < ¢B, et la notation A,, = o(By,) signifie que le rapport A,,/B,, tend vers zéro. La
relation A, ~ B, signifie que A,,/B,, tend vers 1, tandis que la relation A, = B, signifie
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qu’il existe des constantes 0 < ¢; < c2 < 00 et ng assez grand tels que ¢; < A,,/B,, < co
pour n > ng. Pour un nombre réel ¢, on note c; sa partie positive max(0,c) et |[c| sa
partie entiere. 14 représente la fonction indicatrice d’un ensemble A. Pour une fonction
[ et pour ¢ > 0, on utilise aussi la notation || f|l; = (/o |f(t)\th)1/q. On note ||ullp le
nombre d’éléments non nuls d’'un tableau u € R*. Pour un ensemble A, |.A| représente son
cardinal.

Rappelons que 'on considere des fonctionnelles quadratiques @ de la forme Q[f] =
e @0 f)%, pour un tableau donné q = {q;};cc. La principale différence entre la fonc-
tionnelle 3", - 0;[f]? qui apparait dans le probleme de détection [50? ] et cette fonctionnelle
générale est que le support de q défini par Sg = supp(q) = {l € L : ¢ # 0} est générale-
ment différent de L. De plus, de grands coefficients ¢; amplifient I'erreur d’estimation de
Q[f] et donc, il devient plus difficile de distinguer Hy de H;. Une question intéressante, &
laquelle on répond dans la prochaine section, est quelles sont les conditions sur la paire c
et q qui rendent possible la distinction entre ’hypothése nulle et ’alternative.

Soit Sé le complémentaire de Sg et, pour un ensemble L C £, span({¢;}ier,) le sous-
espace vectoriel fermé de La(A) engendré par I'ensemble {¢;}ier. Soit Ils, f et HSE; f
les projections orthogonales dune fonction f € ¥ sur span({y;}es,,) et span({g@l}legé)
respectivement. Pour simplifier les notations, I'indice ng est omis dans le reste du chapitre,
i.e., HSE; f est remplacé par IIf. Finalement, tout le long de ce travail, on va supposer que
[ est centré, i.e., [, f(t)dt = 0, et que {¢;} est une base orthonormale du sous-espace
des fonctions centrées de Lo(A). Autrement dit, toutes les fonctions ¢; sont orthogonales
a la fonction constante.

3.2.2 U-tests linéaires et leur taux d’erreur

On commence par l'introduction d’une famille de procédures de test que ’on va appeler
U-tests linéaires. Pour cela, on sépare I’échantillon en deux parties : une petite partie de
I’échantillon est utilisée pour fabriquer un estimateur pilote ﬁ?n de IIf, tandis que les
observations restantes sont utilisées pour distinguer Hy de Hy. Posons m = n — [\/n] et
appelons les deux parties de I’échantillon Dy = {(x;,t;) : i = 1,...,m} et Dy = {(=;, t;) :
i =m+1,...,n}. En utilisant estimateur pilote de ITf, on définit les observations ajustées
i =z — ILf,(t;) et Z; = (T;,t;).

Définition 3.1. Soit wy, = {w;»}ies, un tableau de nombres réels contenant un nombre
fini d’éléments non nuls et tel que ||wy,||2 = 1. Soit v un nombre réel. On appelle U-test
linéaire basé sur le tableau w;, la procédure ¢ = Liyws,), ou Uy est la U-statistique

linéaire en w,, définie par

9 1/2
U;;V = <m(—1)> Z fiiif'j Z wl,n@l(ti)@l(tj)' (39)

m 1<i<j<m 1€S0

On va prouver qu’un choix approprié de w, et u meéne a un U-test linéaire qui est
asymptotiquement minimax optimal exact. La logique derriere cette propriété est que
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Pon lisse les hautes fréquences d'un signal bruité. En fait, si on appelle {0;[f]}ics, la
(partie significative de la) représentation de f dans le domaine des fréquences, alors
{% >ty Tipi(ti) Hes, est un estimateur presque sans biais de cette représentation. Alors,
le tableau w,, agit comme un filtre passe-bas qui réduit a zéro les coeflicients correspondant
aux hautes fréquences de facon & empécher 1’over-fitting.

La premiere étape avant d’établir la garantie théorique sur le taux d’erreur d’un U-test
linéaire consiste a explorer le comportement de la statistique Uy sous 'hypothese nulle.

Proposition 3.2. Soit w,; > 0 pour tout n € N et | € L. On suppose que E[(1] < oo et
que les conditions suivantes sont remplies :

— Pour un certain Cy, < 00, ||[wy||%|[Wnllo < Cuy.

- Quand n — 0, ||[wyllo = 0o avec ||[wy|lo = o(n).

— Pour un certain Ciy < 00, SUPgen 2y, £0 02 (t) < Cullwallo-

~ Quand n — oo, supes, E[|[TTf = TIf,[|4] = o(1).
Alors, uniformément en f € Fy, la U-statistique définie par (3.9) converge en loi vers la

distibution gaussienne standard N(0,1).

Autrement dit, cette proposition affirme que sous des conditions appropriées, pour tout
u € R, la suite sup e 7, |Pr(UY > u) —®(u)| tend vers zéro, quand n tend vers I'infini. Ceci
signifie que sous ’hypothese nulle, asymptotiquement, la distribution de la statistique de
test Uy ne dépend pas des parametres. Ce phénomene est souvent appelé le phénomene
de Wilks.

Pour achever I’étude du taux d’erreur d’un U-test linéaire, on a besoin de caracté-
riser le comportement de la statistique de test U, sous I’hypothése alternative. Comme
d’habitude, cette étape est plus difficile. En gros, on va montrer que sous 'hypothese
alternative, la statistique de test U, est proche d’une variable gaussienne de moyenne
holfywyn] = (W)l/2 Zleﬁ(wn)wl,nelQ[f] et de variance 1. La prochaine proposition
fournit un énoncé rigoureux de ceci.

Proposition 3.3. Supposons que les hypothéses de la Proposition 3.2 sont satisfaites.
Supposons en plus que :

~ II existe une suite (, telle que ¢, = o(n) et SUP€ 5 w0y <G ¢t =o(1).

— Pour un certain p > 4, on a sup ey [[s,, fllp < oo.

Alors, pour tout p > 0, Uerreur de seconde espéce du U-test linéaire basé sur wy, satisfait :
SUP re 7 (p) Pf(¢g = 0) < SUD fe 7 (p) (I)(u - hn[fv Wn]) + 0<1)7 (3'10)
ot le terme o(1) ne dépend pas de p.

On mene maintenant une discussion informelle sur les hypotheses introduites dans les
propositions précédentes. Les deux premieres hypothéses de la Proposition 3.2 signifient
que la plupart des éléments non nuls du tableau w,, devraient étre du méme ordre. Les
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tableaux qui ont quelques pics et beaucoup de petits éléments sont éliminés par cette hy-
pothese. De plus, le nombre de fréquences qui ne sont pas annulées par w,, devrait étre
petit comparé a la taille de ’échantillon n. La troisiéme hypothese de la Proposition 3.2 est
trivialement satisfaite pour des bases de fonctions bornées telles que les bases trigonomé-
triques et leurs produit tensoriels. Pour les bases localisées comme les bases d’ondelettes,
cette hypotheése impose une contrainte sur la taille du support de w,, : celui-ci ne doit pas
étre trop petit. On va parler de la derniere hypothese de la Proposition 3.2 en détail plus
loin. Remarquons que la seule raison d’exiger que les fonctions f soient lisses sous I’hypo-
these nulle est d’étre capable de construire un estimateur pilote uniformément consistant
de IIf.

Concernant les hypothéses imposées dans la Proposition 3.3, la premiere signifie que
seuls les coefficients 0; correspondant aux hautes fréquences sont fortement réduits par w,,.
Ceci est une sorte d’hypothese de cohérence entre le filtre de lissage w,, et les coefficients
¢ = {¢ }1er caractérisant 'information a priori sur la régularité du signal. La seconde hy-
pothese de la Proposition 3.3 est assez faible et habituelle dans le contexte de la régression
avec un design aléatoire. Elle est seulement nécessaire pour obtenir un contréle uniforme
du taux d’erreur et la valeur réelle de la norme ||ILs,, f||, n’entre en aucune maniere dans
la définition de la procédure de test.

Tirons les conséquences des propositions précédentes sur le taux d’erreur cumulée du
U-test linéaire. En utilisant la monotonie de la fonction de répartition gaussienne @, sous
les hypotheses de la Proposition 3.3, on obtient

u(Fo, Filp), #%) < D(—u) + @ (u = inf e, () hnlf. wal) +0(1),  (3.11)

ou le terme o(1) est uniforme en p > 0 et en u € R. En utilisant la symétrie et la
monotonie de @' sur R, , on vérifie aisément que la valeur du seuil v minimisant le terme
principal du c¢6té droit de la derniére inégalité est u = %inf feFi(p) hnlfs wn]. Ce résultat
fournit un outil constructif pour déternminer le taux de séparation d’un U-test linéaire.
En fait, on a seulement besoin de poser u = z;_, /5 et de trouver une suite r, telle que
inf re 7, (r) P [fs Wi ~ 221_ /2, Ol 24 est le a-quantile de N(0, 1).

Remarque 3.4. On explique ici l'utilisation de Z; au lieu de z; dans notre procédure de
test. En fait, si on s’intéresse uniquement a ’optimalité en taux, cette précaution n’est pas
nécessaire. Le probleme apparait seulement quand on traite de I'optimalité exacte et cela
concerne la variance de U,,. En effet on a besoin que certains termes qui apparaissent dans
la variance tendent vers zéro quand Q[f] = 0 ou Q[f] est petit (pour 'optimalité en taux
la bornitude des termes précités est suffisante). Si on avait utilisé x; au lieu de Z;, on aurait
obtenu des termes comme || f||e dans la variance. L’information contenue dans 1’assertion
“Q[f] est petit” concerne seulement les coefficients {6, }cs,,, ainsi cette assertion implique
que [[TIs, f||2 est petit mais ne dit rien concernant || f||2. On peut aussi remarquer que ce
probleme ne se pose pas dans le modele de suite gaussienne étant donné qu’on estime 912

par un estimateur sans biais dont la variance fait seulement apparaitre ;.
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Remarque 3.5. On a choisi de considérer seulement le critere v, (Fo, Fi(p), ¢)) de fagon
a simplifier I’exposé des résultats. Mais on aurait pu traiter le cas classique du critére de

Neyman-Pearson que 1’on rappelle ici. Pour un seuil 0 < a < 1 et un test %, on pose

a(Fo,) = supser, Pr(¢ = 1), B(F1,v¢) = infysupser Pr(y = 0),

Au lieu du risque minimax v, (Fo, F1(p)) on aurait pu considérer la quantité 5, (Fo, Fi(p)) =
Infoy.o(Fo.0)<a B(F1(p), ). Ce critére est considéré dans [50] et plus généralement dans [51].

La transposition a notre cas est immédiate.

3.2.3 U-tests linéaires minimax

La relation (3.11) étant valide pour une grande variété de tableaux w,,, il est naturel
de chercher un w,, minimisant le c6té droit de (3.11). Ceci méne au probléme de point-selle

suivant :
sup  inf wO[f)* = sup inf (W, V). (3.12)
weRE feFi(p) ZEZE weR~ veRﬁ
lwil2=1 [wll2=1 (v:e)<1,(v,a)>p*

Il s’avere que ce probleme de point-selle peut étre résolu par rapport a w et meéne a une
famille de filtres de lissage w a un parameétre.

Proposition 3.6. Supposons que pour tout T > 0, l’ensemble N'(T) = {l € Sq : ¢ < Tq;}

est fini. Pour un p > 0 donné, supposons que l’équation

T _
Yieca(Ta—c)y _ 2 (3.13)
SecaTq —c)y

a une solution que l’on la note T,. Alors, la paire (W*,v*) définie par

T _ *
U;k _ ( p4l Cl)+ w;k Y (3.14)

Yiec al(Toa — )+ B [v*|l2

fournit une solution au probléme de point-selle (3.12), c’est-a-dire

(W*, V") = sup cpe inf (w,v) = inf (W*, v).
+ veR% vER~E
l[wll2=1 * *
(v,e)<1,(v,q)=p? (vie)<1,(v.q)=p?

Ce résultat nous dit que les poids "optimaux" w,, pour le U-test linéaire ¢}’ devraient
étre de la forme (3.14), ce qui est particulierement intéressant a cause de la dépendance a un
seul parametre T' > 0. Le prochain théoréme fournit une stratégie simple pour déterminer
le test minimax optimal exact parmi les U-tests linéaires satisfaisant certaines hypotheéses
faibles. On montrera plus tard dans cette section que ce test est en fait minimax optimal
exact parmi tous les tests possibles.
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Théoréme 3.7. Supposons que E[£}] < oo et que pour tout T > 0, l'ensemble N (T) =
{leSq:c <Tq} estfini. Pour un seuil donné v € (0,1), soit T, 5 une suite de nombres

positifs tels que la relation suivante soit satisfaite : quand n — oo,

m(m — 1/2
<(1) Z(Tn,'yql - Cl)2+> = (Z Cl(Tn,'yQZ - Cl)+> (22’1,7/2 +o(1)). (3.15)

2 lel lel

Définissons

« [ 2ecaTnya —c)y 1/2 316
rnﬁ’Y - Z c ( : ( * )
tec a(Toya —a)+

Si les conditions suivantes sont remplies :

[C1] Pour une constante Cy > 0,

N (T,,)| max q¢f <Oy Z (@ —
lGN(Tn ’7) leN(Tn,y) T”l,“/

[C2] Quand n — 00, Yien (T, qf = o(n* minenr(r, ) 47)-

[C3] Pour une constante C3 > 0, Supsen > ien(1,,.,) P 2(t) < C5IN (T )]

[C4] Quand n — oo, |N(Ty )| = o0 avee [N (5, 4)| = o(n).

[C5] Quand n — oo, T),  infies, qi tend vers +oo.

(C6] Quand n — oo, sup sex By[|[TLf —TIf,[|3] = o(1) et TTf, € span({¢i}ies;,)
[C7] Pour un certain p > 4, on a sup sy, [|Isg, f]l, < 0.

alors le U-test linéaire QAS;‘L =1 basé sur le tableau W}, défini par

{UN" >z 2}

P (Tn ~4l — )Jr
Wy oy = 1/2
[Zl’eﬁ( nyqr — Cl’) }

satisfait
Vo Fo, Fi(rh,)s 05) <y +0(1),  quand  n— oo (3.17)

La preuve de ce résultat, fournie dans la Section 3.2, est une conséquence directe
des Propositions 3.2, 3.3 and 3.6. Comme on va le voir ci-dessous, le taux ry, . défini
dans le Théoreme 3.7 est le taux minimax optimal exact dans le probleme de test des
hypotheses (3.5), pourvu que les hypotheses du théoréme sont satisfaites. Comme on s’y
attendait, obtenir un tel résultat exige des hypothéses non triviales sur la nature de la
classe fonctionnelle, des hypothéses a tester, de méme que sur les interactions entre celles-
ci. On fait quelques commentaires sur ces hypothéses dans la remarque ci-dessous, avec
un développement supplémentaire dans les sections suivantes.

Remarque 3.8. La toute premiére hypothese est que I'ensemble N (T) est fini. Elle est
nécessaire pour assurer que le U-test linéaire introduit est calculable. Cette hypothese est
satisfaite quand, en gros, les coefficients qui expriment la régularité, {¢;};cr, augmentent

plus vite que les coefficients {q;};er de la fonctionnelle quadratique ). Les hypothéses
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[C1], [C2], [C4] et [C5] sont satisfaites dans la plupart des cas auxquels on s’intéresse.
Deux exemples—concernant les ellipsoides de Sobolev avec des fonctionnelles quadratiques
liées aux dérivées partielles—pour lesquelles ces hypothéses sont satisfaites sont présentées
dans les Sous-sections 3.3.3 et 3.3.4. L’hypothese [C3] est essentiellement une contrainte
sur la base {¢;}; on montre dans la Sous-section 3.3.1 qu’elle est satisfaite par beaucoup
de bases communément utilisées dans la littérature statistique. [C6] et [CT] sont liées a
des difficultés techniques supplémentaires dans le modéle de régression, qui nous forcent

a imposer plus de régularité que dans le modele de suite gaussienne.

3.2.4 Borne inférieure

On va énoncer dans cette section le résultat montrant que le taux ry,  introduit dans le
Théoreme 3.7 est le taux minimax de test et que la constante de séparation exacte associée
a ce taux est égale a un. Ceci implique aussi que la procédure de test proposée dans la
sous-section précédente est non seulement optimale en taux mais aussi minimax optimale
exacte parmi toutes les procédures de test possibles. Dans cette sous-section, on considere
les classes fonctionnelles ¥ = ¥, 1 définies par

Spr={F =3 0lfler: 3, ablfl* <1, IIfll, < L, Mg f =0},

Clairement, pour p > 4, ces classes fonctionnelles sont plus petites que celles satisfaisant
les conditions du Théoréme 3.7. Ainsi, toute borne inférieure prouvée pour ces classes
fonctionnelles va aussi étre une borne inférieure pour les classes fonctionnelles auxquelles
le Théoreme 3.7 s’applique.

Théoréme 3.9. Supposons que les & sont des variables aléatoires gaussiennes standard
et que pour tout T > 0, l'ensemble N(T) = {l € Sq : i < Tq} est fini. Pour un seuil
donné v € (0,1), soit Ty, et 1}, ., comme dans le Théoréme 3.7. Si les conditions [C1],
[C3] et

[C8] quand n — oo, |N(Ty,4)| = 00 avec N (T, )| log(JN (T 5)]) = o(n),

[C9] quand n — 0o, maxjen(r,, ) &t = o(n|N (T )|"/?),

sont satisfaites, alors pour tout C < 1 le risque minimaz satisfait

Yn(Fo, F1(Cry, ) = v +o(1), as n — oo. (3.18)

Bien que les principales étapes de la preuve de ce théoreme, reportées en Section 3.2,
sont celles de [50], on a apporté plusieurs améliorations qui ont donné une preuve plus
courte et plus transparente et des hypotheses plus faibles. L’amélioration la plus notable
est peut-étre le fait que pour la condition [C3] il n’est plus nécessaire d’avoir C3 = 1. On
discute un peu plus ce point et d’autres hypotheses dans la prochaine section.

Remarque 3.10. Si on s’intéresse seulement a I'optimalité en taux, on aurait pu utiliser

une loi a priori plus simple dans la preuve du Théoréme 3.9 qui aurait aussi donné la
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borne inférieure désirée sous des hypotheses légerement plus faibles. On peut déduire
de cette preuve que pour une paire concréte (c,q), un moyen simple de trouver le taux
minimax consiste & résoudre par rapport & r, la relation n(r,)? = M (r;2)/2, ot M(T) =

YleN (T) qz2 :

3.3 Exemples

3.3.1 Bases satisfaisant I’hypothése [C3]

D’abord on donne des exemples de bases othonormales satisfaisant I’hypothese [C3],
indépendamment de la nature des tableaux c et q définissant la classe de régularité et la
fonctionnelle quadratique Q). On peut remarquer qu’en dépit du cadre plus général consi-
déré dans ce travail, notre hypothese [C3] est significativement plus faible que I’hypothéese
correspondante dans [50], qui requiert que C5 soit égal & un. En fait, dans une remarque,
Ingster et Sapatinas [50] suggeérent que leur preuve reste valide sous notre hypothese [C3]
si I'hypothése [C4] est renforcée en |N(T),,)| = o(n??). Grace & une meilleure analyse,
nous avons réussi a établir des asymptotiques exactes sous la version plus faible [C3] sans
colit supplémentaire (excepté un facteur logarithmique qui apparait maintenant dans la
condition correspondante dans le Théoréme 3.9).

Base de Fourier Considérons d’abord la base de Fourier (2.1) définie dans le Chapitre
2. Puisque toutes les fonctions de la base sont bornées par /2, [C3] est évidemment
satisfaite avec C3 = 2. De plus, si 'ensemble NV (T) est symétrique, i.e., k € N (T) implique
—k € N(T), alors [C3] est satisfaite avec C5 = 1.

Produit tensoriel de la base de Fourier On peut aussi considérer le produit tensoriel
traditionnel de la base de Fourier comme dans [50]. [C3] est alors évidemment satisfaite
avec C3 = 2¢. De plus, si 'ensemble N'(T) est orthosymétrique, i.e., (ki,...,kq) € N(T)
implique (+kq,...,+kq) € N(T), alors [C3] est satisfaite avec C3 = 1.

Base de Haar Soit {¢;x(-),j € Nk € {1,...,27}}, la base de Haar orthonormale
standard sur [0, 1], ou j est le facteur d’échelle et k le facteur de localisation. Le produit
tensoriel (¢; k)% de la base de Haar est alors

d
Pj k= H Piji ki

i=1
ouj = (ji1,.-.,7Jq) et k = (ki1,...,kq). Comme il est montré dans [50], sous I’hypothese
supplémentaire que les coefficients ¢; = ¢j x et ¢ = g dépendent seulement du facteur
d’échelle, i.e., cj i = ¢j et gjr = g;, 'hypothese [C3] est satisfaite avec C3 = 1. Remar-
quons que la méme chose est vraie pour la base de Haar définie de maniere plus habituelle
comme dans la Section 2.8 du chapitre 2.
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Base d’ondelettes a support compact Puisque nous ne somme pas limités au cas
C3 = 1, toute base orthonormale d’ondelettes satisfait [C3], tant que les ondelettes sont &
support compact et pourvu que les coefficients ¢; et ¢; dépendent du niveau de résolution
et pas du facteur de localisation.

3.3.2 Exemples d’estimateurs satisfaisant [C6]

On présente ci-dessous des estimateurs pilotes qui satisfont dans deux contextes diffé-
rents I’hypothese [C6].

Produit tensoriel de la base de Fourier Pour le premier exemple, on suppose que

le systéme orthonormal {¢;} est le produit tensoriel de la base de Fourier. Alors on a
sup; supyen |21(t)] < 242, La boule de Sobolev anisotrope de rayon R et de régularité
o= (01,...,04) € (0,00)? est définie par

WE(R) = {f: 3, . > Cnl) "0l f < R}.

L’estimateur que 'on suggere d’utiliser est construit comme suit. On estime d’abord 6;[f]
par 6, = %Z?:l x;p1(t;). Ensuite on choisit un parametre T = T,, > 0 et on définit
I’estimateur pilote

f,= Y. b (3.19)

1€85:e,<T

Pour simplifier les notations, on pose N1(T') = {l € S5 : ¢ < T'} et No(T') = S§ \ Mi(T).

Lemme 3.11. Supposons que l'une ou l'autre des conditions suivantes est satisfaite :
- ¢ satisfait la condition ) ; cl_1 < 00,
- ¥ C W§(R) pour un certain R > 0 et pour o € (0,00)% tel que & = (33
d/4.
Si T =T, — co avec [N1(T)| = o(n'/?), alors ﬁ?n défini par (5.19) satisfait [C6].

1

i o,

>

Base d’ondelettes orthonormale & support compact La méme méthode peut
étre appliquée dans le cas d’'une base orthonormale d’ondelettes a supports compacts
de L[0,1]%. On suppose que les coefficients ¢; = ¢jk correspondent a ceux d'une boule de
Besov B3 ,, i.e., ¢j = 278 et que 0 = s — d/4 > 0. Posons, pour J € N,

e ~ .~ 1 «—n
Ufn= Ezke[1,2J]d:(J,1c)esg2 QIkPIE  OU ik =T > i Tipak(t)-

Lemme 3.12. Si J = J,, tend vers linfini tout en ayant 2’% = o(n), alors sup ey, Ey|[ILf—
ﬁ?n||4 — 0 quand n — oo.

Dans les deux Sous-sections suivantes, on applique les résultats précédents a deux
exemples de fonctionnelles quadratiques faisant intervenir des dérivées. Le systéme ortho-
normal que l'on utilise est le produit tensoriel de la base de Fourier.
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3.3.3 Tester des dérivées partielles

On suppose ici que f appartient & une classe de Sobolev avec des contraintes anisotropes
et que la fonctionnelle quadratique @) correspond, en gros, a la norme Lo au carré d’une
dérivée partielle. Plus précisément, soit a € Ri et o € Ri deux vecteurs donnés et
définissons, pour tout I € £ = Z4\ {0},

d ) d .
q = Hj:1(27rlj)2aj, et = Zj:l (27le)2(7].

On va supposer que Z?Zl(Oéj/Uj) <1

Pour une fonction f = Y, 011 € La(A), on pose HfH%C = S b et ||f||%q =
dler qlﬁf. Alors, si f est une fonction 1-périodique qui est suffisamment réguliére, et si les
aj et les o; sont entiers, on a

Oc]' (0% Cl{q d Yot} O'j
1F I3y = 1020 f /o8 0813, ev 1B = D00 19% £/07 3.

Proposition 3.13. Définissons 0, o, (k;) et k par § = Z?Zl a;/oj, L 52?:1 gij,

g

Kj = 50 %2(?‘(_7;%) et k = Z?ZI kj. Si 0 < 1 et o > d/4, alors le taur minimax
J J
ezact ry, . est donné par r;, . = Ciry(1+0(1)), ou le taux minimaz 7}, et la constante de

séparation exracte sont

* _25(71—6) " 9 5(}—6) 1 2(1+§)&+d
=n~ dotd et O = (4z]_,;prC(d, 0, ) T (1 4 25 7) 2007+

n

r

avec .
[Ti= D'(s:)

(ITfy 03) (1 = 6T (k +2)

De plus, la suite de U-tests linéaires ¢, du Théoréme 3.7 est asymptotiquement minimazx

avec Ty ~ (15 )72 (14 2671).

C(d,o,a) =71

Remarque 3.14. Le résultat précédent peut étre utilisé pour effectuer une réduction de
dimension par sélection de variable. La coordonnée ¢; de t est non significative si f est
constante sur la droite {t € A : t; = a; pour tout j # i}, quelque soit le vecteur a € A.
Ceci implique que la i®™¢ dérivée partielle de f est nulle. Ainsi, on peut tester la pertinence
d’une variable, disons ¢1, en comparant ||0f/0t1||2 & 0. Dans nos notations, ceci revient
a tester les hypotheses (3.5) avec Q[f] = ||f

Proposition 3.13 et le Théoreme 3.7, on peut aisément déduire un test minimax optimal

%g tel que ¢ = (27l1)%. En combinant la

exact et les taux minimax optimaux exacts pour ce probléeme de sélection de variable.

Remarque 3.15. Un autre cas particulier intéressant du cadre décrit dans cette sous-
section concerne le probleme de 'identification de composante dans les modeles linéaires
partiels [77]. On dit que f obéit & un modele linéaire partiel si pour un petit sous-ensemble
J d’indices {1,...,d} et pour un vecteur 8 € RI’I| on peut écrire f(t) = g(ts) + B tse
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pour tout t € A. Le probleme de l'identification de composantes dans ce modeéle est
de déterminer, pour un indice j, si j € J ou pas. Une maniére de poser le probleme
est d’effectuer un test d’hypotheses Q[f] = || f|

correspond a vérifier que la dérivée partielle de second ordre de f par rapport a ¢; est nulle

%’q =0, o0uq = (27rlj)4. En gros, ceci

ou pas (si ’hypothese nulle n’est pas rejetée, alors j € J¢). A nouveau, la Proposition 3.13
et le Théoreme 3.7 fournissent un test minimax optimal exact pour ce probleme de méme

que le taux minimax et la constante de séparation exacte.

Remarque 3.16. Dans le cas ou les variables t; ne sont pas observables et ot seulement
les x; sont disponibles, notre modele coincide avec le modeéle de convolution, pour lequel
les taux minimax de test ont été obtenus par [15] dans le cas uni-dimensionnel avec une
hypothese nulle simple. Il serait intéressant d’étendre nos résultats a un tel modele et
d’obtenir des taux minimax et, si possible, des constantes de séparations dans le modele

de convolution multidimensionnel.

3.3.4 Tester la pertinence d’une direction dans le modeéle a une direction

révélatrice

Rappelons qu'un modele & une direction révélatrice (single-index model) est un cas
particulier de (3.1) correspondant aux fonctions f qui peuvent étre écrites sous la forme
f(t) = g(Bg t) pour une certaine fonction univariée g : R — R et un vecteur 8, € R%. Sup-
posons maintenant que pour un vecteur candidat 8 € Rd\{O} on désire tester 'adéquation
au modele & une direction révélatrice [24, 38]. Ceci correspond a tester ’hypothese

Jg:R—>R tel que f(t)=g(B't), VteA.

Cette condition implique que 8f( t) = HﬂHQ Z“f 1 BJ ( ) = ”ﬂllg BIV(t),Vie{l,...,d},
ce qui a nouveau peut étre écrit

0.

d
2 (52 - IIﬁIIQ 8TVIW)

Sans perte de généralité, on suppose que [[B|l2 = 1 et on pose q = Eflzl(Qﬂ)z(li -
(BTl)ﬁi)2 = (2m)2(l13 — (871)?). On considere les classes de régularité homogene de
Sobolev, c’est-a-dire ¢; = 324, (2nl;)7, avec o > d/4. Alors, quand o est un entier, et f
une fonction 1-périodique qui est suffisamment réguliere,

113 = ZH i

et [fl3q= ZH —wTVﬂH
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Pour énoncer le résultat concernant le taux minimax et la constante de séparation exacte

dans ce probléme, on introduit les constantes

_ 1 -
Co= 7 [ [ll3 = (87)* — ] da,

(27T)d Rd
~ 1
G = ) /R (I3 — (BT @)*) (llz]l5 — (8T 2)* — |=|37) , de,
et 62 - C’l - éo.

Proposition 3.17. Dans le cadre décrit ci-dessus, le taur minimax exact v, ., est donné
b

.
par 1y, ., = Ciry(1+0(1)), ou

= R
G POt = (4T1a/2(cl/02)2(0—1)cl2)40;+1d
Tn—n (& vy O.d—l(o-_l)c_b .

La suite de tests ¢, du Théoréeme 3.7 est minimaz optimale exacte si T' =T, - est choisi
de sorte que T = (Ciryy)"2(C1/Ch).

3.4 Fonctionnelles quadratiques diagonales non positives et

non négatives

Dans cette section, on considere un cadre plus général obtenu en abandonnant I’hypo-
these que tous les éléments ¢; du tableau q ont le méme signe. C’est-a-dire, on a toujours
Qlf] = e @b?, mais maintenant

Li={l:q>0}#0 et Lo={l:q<0}#0. (3.20)

Les ensembles Fy et Fi(ry,) sont définis comme précédemment, cf. (3.5), et on utilise les
mémes notations que dans le cas positif. A savoir, pour T' > 0, on pose N(T) = {l € Sg :
a <Tlal}, N(T) = |N(T)| et M(T) = Yjepr) 47

On souligne que, dans le cas considéré dans cette section, un phénomene de transition
de phase se produit : il y a un cas régulier dans lequel le taux est indépendant du degré
précis de régularité, et un cas irrégulier ou le taux dépend de la régularité. Plus précisé-
ment, soit |@Q| la fonctionnelle quadratique diagonale positive dont les coefficients sont ||
pour tout | € L. Rappelons que le taux minimax r}; dans le test de pertinence de |Q|[f]
(voir la remarque 3.10) est déterminé par

n(r*)2 - M(’l“* 72)1/2.

n

Dans notre contexte, ce taux correspond au cas irrégulier : si ¥ contient des fonctions qui
ne sont pas suffisamment régulieres (par rapport a la difficulté du probléme, c’est-a-dire
si les ¢; ne sont pas "trop grands' comparés aux ¢;), le taux minimax correspondant a @
est le méme que pour |@Q| obtenu dans les sections précédentes. En revanche, dans le cas

régulier, le taux minimax ne dépend pas de la régularité et est égal a r; = n=1/4,
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3.4.1 Procédure de test et borne supérieure sur le taux minimax

La procédure de test que ’on utilise dans ce contexte est du méme type que celle utilisée
pour les fonctionnelles quadratiques positives. Plus précisément, pour un parametre 1), et
un seuil u, on pose ¢,(T) = 1|y, (7)|>u, OU la U-statistique Uy, (T') est définie par

—-1/2
n
Un(T) = <2> 1<;<n$il‘jGT(ti,tj).

avee G (b1, t2) = M(T) ™2 Cienr aupi(t1)i(ta).

Théoréme 3.18. Soit v € (0,1) un seuil. Notons Tg[f] la fonctionnelle linéaire Tg[f] =
ZZEN(T) @01 flp1. Supposons que T > 0 est tel que les hypothéses
[D1] il existe Dy > 0 tel que |N(T)| maxjepn () qf < D1 D leN(T) qa,

[D2] il existe Dy > 0 tel que supgea > ien(r) ©1(t)? < Do N(T)|,
[D3] il existe D3 > 0 tel que sup ey, || f|l4 < Ds,
[D4] il existe Dy > 0 tel que sup ey, || f - Tolf1l13 < Da,

sont satisfaites. Posons B1 = 6 + 12D1D2D§ + 6D1D2D§1 et By = 4Dy4. Alors, pour tout

4+~ Y2(By + BynM(T) 1),

NI VI6A)

Verreur de premicre espéce est bornée par v/2 : supsex, Pr(on(T) =1) < 3.
Si, en plus,
_ 1 1/2 2M (T 1
p* > [u+y""2(By + Bond (1)) }n()JFT

alors l'erreur de seconde espéce est aussi bornée par /2 : sup e r, () Pr(dn(T) = 0) < 3.
En conséquence, si on choisit u = (2M(T))~Y2(n/T) +~~Y2(By + BgnM(T)*l)l/2 alors
le tauz d’erreur cumulée du test ¢n(T) est borné par v pour toute alternative Fi(p) telle
que p® > 2\@7*1/2n*1(B1M(T) + Ban) 1/2 + 2271,

Ce théoreme fournit une évaluation non asymptotique du taux d’erreur cumulée du
U-test linéaire basé sur le tableau w; o« ¢ tronqué au niveau T. Dans les cas ou les
constantes B; et By peuvent étre convenablement estimées et ou la fonction M (T) admet
une forme simple, il est raisonnable de choisir le niveau de coupure T en minimisant
Pexpression 2v/2y~ Y20~ (B M(T) + Bgn)l/2
essaie d’élargir I’ensemble des alternatives pour lesquelles le taux d’erreur cumulée reste

+27~1. En choisissant T de cette facon, on

en dessous du seuil prescrit . Ainsi, le dernier théoréme implique la borne supérieure
non-asymptotique suivante sur le taux de séparation minimax :

W2 (BIM(T) + Byn)* 2

* 2 .
()% < %r;fo( T + =) (3.21)




3.4. Fonctionnelles quadratiques diagonales non positives et non négatives 89

Cette borne non-asymptotique montre clairement la présence de deux régimes asympto-
tiques. Le premier correspond au cas ou n est bien plus grand que M (T*), tandis que le
second régime correspond & n = o(M(T*)). Ici, T* est le minimiseur de la borne sur p?
obtenue dans le théoreme ci-dessus. Le prochain corollaire montre les taux de séparation
dans ces deux différents régimes.

Corollaire 3.19. Supposons que les tableaur q and c sont tels que M(aT) <p_00 M(T)
pour tout a > 0. Soit TO une suite de nombres positifs satisfaisant TO/M(T?) < n. Si
pour la suite Ty, = T AnY? toutes les hypothéses du Théoréme 3.18 sont satisfaites, alors

pour un certain C > 0 le U-test linéaire ¢n(T') basé sur le seuil T =T, satisfait
’Yn(]:.O,Fl(CTn_l/Q)? ¢n) <.
Ainsi, le tauz de convergence est v, = (T9)~1/2 i TO = o(n/?) et r* = n~1/* sinon.

Remarque 3.20. La condition [D4] du Théoréme 3.18 est plus obscure que les autres
hypotheses du théoreme. Clairement, elle impose des contraintes de régularité supplémen-
taires a la fonction f. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut aisément vérifier
que 'une ou 'autre des hypotheses [D4-1] et [D4-2] ci-dessous est suffisante pour [D4] :
[D4-1] Pour certaines constantes D5 et Dg, sup ey, || flloo < D5 et maxjenr(r) g1/l <
Dg.
[D4-2] Pour une certaine constante DY, supes: [|To[f]ll4 < Dj.

3.4.2 Borne inférieure sur le taux minimax

On va montrer dans cette sous-section que le taux de séparation asymptotique fourni
par le Corollaire 3.19 n’est pas améliorable, dans le sens ou il n’y a aucune procédure de
test ayant un taux de séparation plus rapide. A cette fin, pour tout a € {—,+} on pose

Mo (T) = ZleﬁaﬂN(T) ql27 No(T) = [Lo NN (T,
M*(T) = M, (T) v M_(T) (3.22)
N (T) = No(T) i, (ry>m_ryy + N-(T) s, (ry<ma_ (1)} (3.23)

Théoréme 3.21. Considérons le probléme de test Hy : f € Fo contre Hy : f € Fi(p), ou
Fo et Fi sont définis par (3.5) et

Se={r=3,_0lfe: 3, ablf <1, [flavIf Tolfll <L}

Supposons que les ensembles L1 and L_ définis par (5.20) sont tous les deuz non vides
et que les & sont gaussiens. Les assertions suivantes sont vraies.
1. Pour tout v < 1/4 il existe C > 0 tel que liminf,, o0 v (Fo, F1(Cn~ /%)) > .

2. Soit TY une suite de réels tels que 4TO\/M(TQ) > nzl__lv/z quand n — oo. Si les
hypothéses [D1] (cf. Théoréme 3.18) et
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[D5] N*(T?) — oo aveec N*(T?)log N*(T?) = o(n),
[D6] il existe Dg > 0 tel que Supgea e nr(19) @1(t)? < DgN*(T9),

sont satisfaites, alors il existe C > 0 tel que
.. o\—1/2
lim inf ,, (Fo, F1(C(T,) 7)) = 7.

Corollaire 3.22. En combinant les deux assertions de ce théoréme, on obtient que le taux

o de sé . * s —1/4 0\—1/2 _ (,,1/2 0\—1/2 _ p—1/2
minimax de séparation r}, est minoré par n v (T)) = (n'/*ANT)) =T, "'".
Ainsi, si les conditions des Théorémes 3.18 et 3.21 sont satisfaites, alors le taur minimaz

1/2

de séparation est donné par v} =T, '°, ou T, = nt/2 A TO et TV est déterminé par la

relation TOM (TO)'/? < n.

3.4.3 Tester I’égalité des normes

Comme application de la méthodologie de test développée dans cette section, on consi-
dere le probleme de test de ’égalité des normes de deux fonctions observées dans un envi-
ronnement bruité. Plus précisément, considérons le probleme suivant & deux échantillons :
pour ¢ =1,...,n on observe (x1,t1;) et (x24,t2;) tels que

xsi:gs(ts,i)+§s,i7 i = 1,...,7’1; 821727

)

ot les t,; sont des vecteurs aléatoires indépendants suivant la loi uniforme sur [0, 1]¢. De
plus, on suppose que les & ; sont i.i.d. tels que E(&;|{ts;}) = 0, E( gll{tsj}) =1 et,
pour un certain Ce < oo, E(&1,[{ts;}) < C¢ presque stirement.

En supposant que a la fois g1 et g appartiennent a une classe de régularité >, on désire
tester 'hypothese

Ho : [|g1]l2 = |lg2ll2; contre  Hy:|||g1ll3 — llg21l3] = p*.

Il peut étre utile d’effectuer ce type de test avant d’utiliser un modele de courbes trans-
latées dans le contexte du recalage de courbes [22, 18]. En effet, sil existe 7 € [0, 1]¢ tel
que g1(t) = ga2(t — 7) pour tout t € [0,1] et si la fonction g; est 1-périodique, alors
nécessairement ||gi|l2 = ||g2||2- Ainsi, le rejet de 'hypotheése nulle implique 'inadéquation
au modele de courbes translatées. De fagon a montrer quel type de test peut étre dérivé
du cadre présenté dans les sous-sections précédentes, considérons le cas d’un ellipsoide de
Sobolev X.

Soit {¥m }mer une base orthonormale du sous-espace Lo ([0, 1]%) de La([0, 1]¢) consis-
tant en toutes les fonctions orthogonales a la fonction constante. On va supposer que a la
fois g1 et go sont centrés (ceci implique qu’ils sont orthogonaux a la fonction constante).
Les coefficients de Fourier d’une fonction g par rapport a la base {t,,} vont étre notés
6% [g]. On suppose que pour un certain tableau c et une constante L > 0 on a

gs €30 = {g € Loo((0,11): Y cnmbilg? <1, llglla <L}, Vse{1,2).
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Supposons maintenant que ’'on désire tester

C Y ambie)? = D> ambilge]?,  contre Hi:| Y agm(0h[01]* — 05 [g2])| = 7,

meM meM meM

ot q = {¢m} est un tableau donné. De fagon & montrer que ce probléme peut étre résolu
dans le cadre des sous-sections précédentes, on introduit I’ensemble fonctionnel

Y= {f 0,17 5 R f(6) = g1(tr, - ta) + ga(tast, - - tag) avec g1, g2 € Z%}'
En posant £ = M x {1,2} et pour I = (m,s) € M x {1,2}
wi1(t1,t2) = U (ts), pour tout t = (t1,t2) € [0, 1]d x [0, 1]d,

on obtient une base orthonormale de Y. Clairement, pour une fonction f € ¥y, on a
071f] = 0%,..[f] = 0% 1gs]. Ceci implique que 1, est inclus dans I'ensemble X3 = {f :
> (m.s) cm0%, [f17 < 2; || flla < 2L} et contient 'ensemble X7 = {f : > (m.s) em, L7 <
1,||flla < L}. Ainsi, pour étudier le taux de séparation d’une procédure de test on peut
supposer que f € %2, tandis que pour établir les bornes inférieures sur le taux minimax
de séparation on peut utiliser la relation ElL C Y. Dans les deux cas, ceci correspond
parfaitement au cadre des sous-sections précédentes.

On donne un exemple concret en posant M = Z? et en choisissant pour {¢y,} la base
de Fourier en dimension d. Comme dans I’exemple de la Sous-section 3.3.3, on se concentre
sur les classes de régularité anisotropes de Sobolev définies via les coefficients

d
Cm = Z(me )2, m e 7%,
i=1
pour un certain o = (01,...,04) € Ri. Comme précédemment, o représente la moyenne

harmonique des o; : & = (% Yo 1)71. Pour tester 1'égalité de normes, on introduit les
coefficients q;, I = (m, s) € Z¢ x {1,2} et la fonctionnelle quadratique Q :

Gm.s = (1), (m,s) € 24 x {1,2}.

Les Théoremes 3.18 et 3.21, de méme que les calculs faits dans la preuve de la Proposi-
tion 3.13, indiquent que le taux minimax de séparation dans le probleme décrit ci-dessus

(3252

rifiées, mais pour la borne inférieure la condition D5 du deuxieme théoreme n’est vérifiée

20
que pour ¢ > d/4 ce qui donne en toute rigueur ni <ry<n (4U+d/\4)

semble étre r; =n To+d 4) En effet toutes les hypotheses du premier théoréme sont vé-
En réalité dans le
modele plus simple de suite gaussienne, on aurait aussi obtenu n ~T%a < r? en faisant une
démonstration similaire car la condition D5 n’apparait que dans le modele de régression.
Ce taux montre que la frontiere entre les deux régimes correspond a la condition ¢ = d/4.
En d’autres termes, on est dans le régime régulier quand & > d/4. Il est intéressant de
remarquer que, méme si on n’est pas capable d’établir un lien direct, ceci est aussi le
régime sous lequel l'injection de Sobolev W C L4([0, 1]%) est vraie.
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3.5 Preuves des résultats énoncés en Section 3.2

3.5.1 Preuve de la Proposition 3.2

Tout au long de la preuve, les termes o(1), O(1) et les équivalences sont uniformes sur
Y. Soit L(wy,) le support de w,. E}b va représenter I'espérance conditionnelle par rapport
a Dy. On définit

m(m — 1)\ 1/2
hn[fv Wn] = (2)> Zléﬂ(wn) wl,n912 [f]> (324)
Gulti,t2) = Y wippi(t)er(ta). (3.25)
leL{wy)
Ceci permet de réécrire la U-statistique U,, sous la forme U, = Uy o + Uy,1 + Uy 2 ou
2 1/2
Un,k =\ Kn,k(éia'%')a k:07172>
(m(m -1 19%‘:@ ’
sont les U-statistiques de noyaux
Kno(21, 22) = §&1&2Gn(t1, t2), (3.26)
Kni1(21,22) = [ﬁl(f —I0f,) (b2) + &2 (f — ﬁ?n)(tl)}Gn(tlatQ)v (3.27)
Knp(21,22) = (f = Tf,) (00)(f = TIf,) (62) G (b1, b2). (3.28)

Pour prouver la Proposition 3.2 et les résultats ultérieurs, on a besoin de deux lemmes

auxiliaires.

Lemme 3.23. Soit w,, = (w;)icc une famille de nombres positifs contenant seulement
un nombre fini d’éléments non nuls et telle que > ¢, wl%n = 1. Soit L(wy,) le support de

wy,. Alors Uespérance de la U-statistique Uy, est donnée par :
Ef[Un] = Ef[UnQ] = h’n[fv Wn],

tandis que pour les variances on a

Ef[Ug,O]:lv
ErlUi) < 2wl (5037, 8 (4)) (Mo F13+ By (TS =TI J3]), - (3:29)
Vars[Una] < 8llwall%(sup - @f(6)) (ITsq f14 + By [T = TI7,14])
€A 1L (wn)
1/2 — 1/2
+ 8 lf, Wl [Walloo (sup > 97(6)) " (ITsg FI14 + By [T — U7, 14])
teAlGE(Wn)

(3.30)
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Démonstration. 11 est clair que E;U, o= E;Uy1 = 0, tandis que

EfUns] = (Mym

5 Ef[Kn2(21, 22)]

EylKna(z 22)] = By [,y ([ (0 =TT, 0)0)ds) |,

Comme IIf,, € span({npl}lesé), on a [ILf,¢; = 0 pour tout I € Sg. Donc

- /
Ef|Uns] = (m(le))l 2 Zlec(wn) wl,ngf[f] = hp[f, wp].

Maintenant, évaluons les variances. Puisque les &; sont des variables aléatoires a moyenne

nulle non corrélées et de variance un, et que les ¢; sont orthonormaux, on a Ef[Ug,o] =
2 2

Er[Gr(t1,t2)%] = 3 wi, = 1. Pour Uy, 1, on a

Varf[Un,1] = Ef[Uy 1] = EfEP (K} 1 (21, 22)].
En utilisant la définition de G, (t1,t2), on obtient
EJ? [Knl Z]_,ZQ = 2/ / f an tl) (t1,t2)dt1dt2

— 9 /A (F-T7)2 ) S wlagd(th)dts

lEE(Wn)

§2( max wln><SUPZle£ )Hf anH2

lelL(wn

Alors le théoréeme de Pythagore donne
Egl\f = Tf,l3 = If = fII5 + Bf|TLf = T0f, )13 = | Hsq f1I3 + By |TLf — 105,15,
Ceci complete la preuve de (3.29). Quant a la variance de U, 2, on a
Varg[Unz2] = EfE,?Q [Ur%g] — (Ef[Un2])® = Ang + Apnz + Angs,
oll

An = B [ (f =TF) (60)(f = TLF,)* (62) G (b1, o)t dto,
2

Anz=—ss 3 E|(f TE)®)(F ~T0F,) () Gi(6i.5)
m(m ) (i,4,k,1) e Ps:i<jk<l
X (f = TLF) (60) (f = TEF) (60) G (b1 )
= m(mQ_lﬂ (’Zj) By [[] (£ = TF,)° (40)(F = TIF,) (62) G (b1, t2)

x (f _ﬁ?n)(ti’))Gn(tlat3)dt1dt2dt3a
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et
2
Ans = m(m —1) i3,k distinzc;s i< k<l Ef{ fj Flts (bt )dtidtj}
x lzf{‘j]’f(tk>f(t0<?n(tk,tl>dtkdtl} — (ByUp2)?
= m<m2 - 1)2(7}) B[] £ f()Gultr, )dt0dts ) — (57007

Le terme 2("}) vient du fait qu’il y a (")) quadruplets possibles et que chaque quadruplet
est obtenu deux fois. On a noté Ps l’ensemble des quadruplets (3,7, k,[) tels qu'il y ait
exactement trois éléments distincts parmi (4,7, k,1). Il y a (?) triplets possibles et chaque
triplet peut étre obtenu de deux facons différentes. Bornons le premier terme A, 1 :
— 2
Ana =By Y wiwea( (=TT e ) dt)
LI'eL(wn)

Maintenant, au vu de 'inégalité de Bessel,

Any < max winErp Y. [ (f = TLf,) 4 (6)p7 (t) dt

£lwn) leL(wn)
—~7 14
< (L naax o) (5w Y, 220 B 1~ TI7, ),

et Pexpression & lintérieur de l'espérance peut étre bornée en utilisant I'inégalité || f —
—_— 4 —
Ifnlly < 22 (I f113 + ILf = ILF,|I3)-

Le terme A, » peut étre traité de la méme maniére. En utilisant 'inégalité de Cauchy-

Schwarz,
4 m =7 \2
An’g = m ( 3> u/e%(:wn) wl,nwl’,nel [.ﬂel/ [f]Ef{ / (f - an) (t) ( )@l’( ) dt}
1/2
- (’;) (Zl:wﬁnﬁz[ ’ zz'e%(:wn) /Ef (F =) () r(t )(p"(t)dtf)m

S( max wzn) n[f’wn]< 3 Ef{/(f_ﬁ?nf(t)w(t)wz/(t)dt}2>1/2.

leL(wn) LUEL(wn)

En vertu de I'inégalité de Bessel, on a

) 1/2
Ao < (lrzlax wl,n)hn[fvwn /Ef (f = T0f,) (8)] i (t)dt)
€L(wn) leL(wn)
1/2 = 1/2
< . Ef[|lf = I0If, |[4]) 7~
=~ (lrg(ax)wln> [fvw (ngpleﬁz: )(pl ) ( f[Hf fn”4})

La derniere espérance peut étre bornée de maniere identique a ce qui a été fait quelques

lignes ci-dessus pour le terme A, 1. Le dernier terme A, 3 est en fait négatif

B 4 m 2 m(m-—1) 2
Ans = Lm0 (4) (Xicony t?) = =5 (Xicgquy nth) <0
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En combinant ces estimations, on obtient (3.30). O

Lemme 3.24. Soit w,, = (w;,)icc une famille de nombres positifs contenant seulement
un nombre fini d’éléments non nuls et telle que ) ), w?’n = 1. Supposons que la variable

aléatoire § a un quatriéme moment fini : Ey (€] < o0. Si, quand n — oo,
2 2)2
[Walloo =o(1) et walli (50030, 2t8)) =olm),  (331)

alors Uy, est asymptotiquement gaussien N'(0,1).

Démonstration. Ce résultat est une conséquence immédiate de [43, Theorem 1]. O

Avec ces outils en main, on est maintenant en position d’établir la normalité asympto-
tique de la U-statistique U, ce qui meéne a une évaluation de 'errreur de premiere espéece
du U-test. Rappelons que, pour f € Fo, on a Q[f] = 3 qif[f]> = 0 et, par conséquent,
0;[f] = 0 pour tout | € Sg = {l : ¢ # 0}. D’on, pour tout f € Fo, hy[f,wyn] = 0 et
s, f = 0. Dong, il vient du lemme 3.23 que sous les hypotheses de la proposition, les
convergences E¢[UZ ] — 0 et E;[U7,] — 0 sont vraies uniformément en f € Fp. Ceci
implique que Uy, 1 et U, 2 tendent vers zéro en P-probabilité, uniformément en f € Fo.
D’autre part, d’apres le lemme 3.24, U, o — N (0, 1) en loi. La conclusion de la proposition
vient maintenant du lemme de Slutsky.

3.5.2 Preuve de la Proposition 3.3

On remarque d’abord que pour tout 2 > 0 on a

sup Pp(U, <u) = ( sup  Pr(U, < u)) \/ < sup  Pp(U, < u)) (3.32)
feFi(p) feFi(p) FeFi(p)
hn[fawn]>h hn[.ﬂwn]gh

La valeur de h va étre précisée plus tard dans la preuve. Supposons simplement pour
instant que A > 2(1 + u). Alors,

Vary|U, Var¢[U,
swp PUn<uwys  swp  —eulld ar(Un]
f[G]:l([}))t FeSihnlfwn>h (Ef[Un] — u) FeSihnlfrwn)>h (An[f, Wi — )
hn f7wn >h

En utilisant les conditions de la proposition et les inégalités du lemme 3.23, on obtient
que pour certaines constantes C, C’ indépendantes de h,

1 hn y Wi 1 B =
sup  Pr(U, <u) < sup CU+ half,w ]2) < 0;2 <C'h7t. (3.33)
FEFI(p) feShnlfownl>h (hnlf, wWn] —u) (h —u)

hn[fwn]>h
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Venons en au second sup dans (3.32). Soit d,, > 0 une suite tendant vers zéro. On vérifie
immédiatement que
Pf(Un < U) = Pf(hn[f7 Wn] + Un,O + Un,l + (Un,2 - hn[fy Wn]) < U)
S Pf(hn[f7 Wn] + Un,O S U+ 671) + Pf(*Un,l - (Un,2 - hn[fa Wn]) Z 671)
2Vary(Unp1) +2Vary(Up2)
52 ’

ot Fy, () est la fonction de répartition de Up . D'une part, on sait d’apres le lemme 3.24

< Fuy,, (w = b [f, W] + 0n) + (3.34)

que Uy o converge en loi vers N'(0,1). Ceci entraine que Fy,,, converge uniformément sur
R vers ®. Ainsi,

Fuy (u=hy[f, W] +0n) = ®(u—hu[f, Wp]+6n) +0(1) = ®(u—hy,[f, wy]) +0(1) +6,0(1).
D’autre part, au vu du lemme 3.23, Vary(U, 1) + Varg(Uyz2) = O(HHSQfoi + HHngH%).

Alors on a,
1
s fll5= D67 < = > wabi+ > 6
leSQ " wl,nZCn wl,n<<n
2h
S \/> n[f7wn] + Sup Cl_l.
Ca(m—=1) ieSgmun<in

En appliquant 'inégalité de Holder on obtient |[Ts, |4 < [Tsg f15% /@2 s, FIF/® 2.
Donc on a

1\ (h—9/(0=2) 1 },
sup  Pp(Un <u) < sup O(u— hnlf, wn]) + o(1) + 6,0(1) + o(1)(h . +h)
FEFI(p) FEFI(p) o7

hn[f,Wn]Sh

En choisissant h assez grand et en faisant tendre §,, vers zéro suffisamment lentement on
obtient le résultat désiré.

3.5.3 Preuve de la Proposition 3.6

En utilisant le théoréeme minimax de Kneser pour les formes bilinéaires [56], on peut
interchanger le sup et l'inf comme suit :
sup inf (w,v) = inf sup (w,v) = inf Ivl2, (3.35)
WeRfr veRﬁ veRﬁ WERﬁ veRi
[wll2=1 (v.e)<1,(v,q)>p? (v.e)<1(v,a)>p” ||w|]2=1 (v.e)<1,(v,q)>p?
De plus, le tableau w* atteignant le sup est donné par w; = v;/[|v||2. Maintenant, la
minimisation du c6té droit de (3.35) fait intervenir une fonction cofit convexe du second
ordre ||v||3 et des contraintes linéaires v; > 0, (v,c) < 1 et (v,q) < p?. Ainsi, d’aprés les
conditions KKT, s’il existe y, A > 0 et v € Rfr satisfaisant pour un certain v* € Ri les
conditions 2v* +Ac—puq —v = 0 et A((v*,c)—1) =0, u((v*,q) — p?) = 0 et v} = 0 pour
tout [, alors v* est une solution du probléeme de minimisation (3.35). Sous les conditions
de la proposition, on vérifie aisément que ces conditions KKT sont satisfaites avec A =

2/ a(Tpq — )y =21,/ > c(Tpoq — 1)+ et vy =2(c; — Tpq)+/ >y al(Tpq — cr)+-
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3.5.4 Preuve du Théoréme 3.7

Pour simplifier les notations, on pose Ny, = N(Ty4). On vérifie d’abord que sous
les hypotheses du théoréme toutes les conditions requises dans les Propositions 3.2 et 3.3

2
nllZe < maxjeN, i 7/ ZleNM (@ — Tffw) , la
condition [C1] implique la premiére condition de la Proposition 3.2. Les conditions [C3] et

sont satisfaites. Puisque ||[W} |0 = [Np| et ||W

[C4] impliquent respectivement les secondes et troisiémes conditions de la Proposition 3.2.
Finalement, la condition [C6] implique la quatriéme condition de la Proposition 3.2. Ainsi,
on a vérifié que sous les conditions du théoreme, l'affirmation de la Proposition 3.2 est
vraie. Pour vérifier que 'affirmation de la Proposition 3.3 est vraie aussi, il suffit de vérifer
que la premiére hypotheése de cette proposition (la seconde étant identique & [C7]). En
fait, il n’est pas difficile de vérifier que la premieére hypothese de la Proposition 3.3 vient
de [C2], [C4] et [C5] pour la suite ¢ = minepy, g7 /4 D IEN, q.

En conséquence, en combinant les résultats des Propositions 3.2 et 3.3, on obtient

Y (For Filrh ), 3) € (=21 72) + ® (2192 — inf e oy ) half, W7]) +0(1). (3.36)

Au vu de la Proposition 3.6, 'infimum sur f de h,[f, W}] peut étre évalué comme suit :

(m(m2— 1))1/2 . szn

OeRE:D Jabi<t
ZlQZe > n,'y)

infrer, (v ) hnlf, W3] =

_ 1/2
1)) 2t )
vERi:(v,c)Sl
(v,a)>(r}; )2
_ 1/2
_ (m(m21)) / 1v*|2
2 1/2
_ (m(m — 1))1/2 (z:lef\fn,v (Tn,’yQZ - Cl) )
- 5 )

YteN, ., Tnya — )

2

En insérant cette expression dans (3.36) et en utilisant (3.15), on obtient que

Vo (Fo, Fr(r.), ) < ®(—21_ 1) + (21 y2 — 2212 + (1)) + 0(1)
=2®(—z1_y2) +0(1) =y +o(1).

3.5.5 Preuve du Théoréme 3.9

La preuve de la borne inférieure suit les pas de [50]. Cependant, on a considérablement
modifié certaines étapes, ce qui nous a permis de relaxer certaines hypotheses et a donné
une preuve plus courte.

Rappelons que 0[f] = (6;[f])iec € ¢2(L) est le tableau des coefficients d’une fonction
dans Ly(A) par rapport au systéme (¢;)iez. On introduit les ensembles O1(p) = {6 €
l5(L) : (c,0%) < 1, (q,0%) > p*} et Og = {0 € (L) : (c,0%) <1, (q,0%) = 0}, oll on a
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utilisé la notation 6% = {62} 1cc. Clairement, si f appartient a la classe fonctionnelle F(p)
(resp. Fo) alors O[f] € ©1(p) (resp. O[f] € Op).

Soit C' < 1 une constante. Notre but est de prouver que v, (Fo, F1(Cr}, ) > v +o(1).
Pour obtenir cette borne inférieure, on définit des mesures a priori qui sont essentiellement
concentrées sur les ensembles O et ©1. Soit 7} et 72 des mesures sur l'espace (2(L) telles
que ,(60) = 1+ o(1) et 72(01(Cr} ) = 14 o(1). Ces mesures a priori ménent aux
probabilités suivantes :

Pi(A) = /Pg(A)wfI(dH) pour tout ensemble mesurable A C (A x R)", i=1,2.

Si Y (Pr1, Pr2) = infy,axmryn 1,2y { Pt (¢ = 2) + Pr2 (¢ = 1)} est la probabilité d’erreur
totale minimale pour tester 'hypothese nulle simple Ho : P = Pp1 contre l'alternative
simple Hy : P = P2, alors on a (cf la Proposition 2.11 de [51])

7”(‘707;1(CT;,7)> > 7n<Pﬂ}L7Pﬂ,21) + 0(1)

Comme le montre le prochain résultat, pour obtenir la borne inférieure désirée, il suffit
de montrer que la log-vraisemblance Bayésienne log(dPW% / dPry ) est asymptotiquement
équivalente a la log-vraisemblance gaussienne.

Lemme 3.25 (Section 4.3.1 dans [51]). S’il existe une suite déterministe u,, et une suite
de variables aléatoires my, telles que sous Pri ny, converge en loi vers N(0,1) et

2
log(dPys /dPy1) = tn1y, — “?” +op(1), (3.37)

alors n(Pr1, Pr2) > 2®(—up/2) + o(1).

Pour nos besoins, on choisit pour 7} la mesure de Dirac en 0 et on note Py la probabilité
correspondante Pri. Il est clair qu’avec ce choix 71 (©g) = 1. On explique maintenant
comment 72, que I'on va appeler 7, & partir de maintenant, est fabriquée. Soit a,, € ]Rﬁ
un tableau contenant un nombre fini d’éléments non nuls. Soit L£(ay,) le support de a,,
i.e., a; # 0 si et seulement si [ € L(ay,). On suppose que L(a,) C Sg et on définit m,(d@)
comme la mesure produit gaussienne telle que sous 7, les éléments #; sont indépendants

gaussiens de moyenne nulle et de variance a;.

Proposition 3.26. Soit 6 € (0,1) tel que 1 — § > C. Supposons que a, = (1 — d)v,, et,
quand n — oo, les hypothéses suivantes sont satisfaites :

[L1] (e, via) <1 et (q,vn) > (7, )%,

[L2] maxjez(v,,)(@vr) = o({q, V) et maxjer(v,,)(av) = o((c,v)),

[L3] [[Vallo = oo et nflvalZ[Ivallglog [[vallo — 0,

[L4] nl|vallocllvallg™ = 0 et [valls = o([[vn]l2)-

[L5] Pour un certain Ls >0, on a Y icr(a,) ©2(t) < Ls|lanlo-
Alors, quand n — oo,

n(l —9)

n(Fo, Fi(Cr5,)) 2 28( = = valz) + (1) (3.38)
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Démonstration. La preuve de cette proposition va étre menée a I’aide de plusieurs lemmes.

Le fait que m,(01(Cry, ) = 1+ o(1) est prouvé dans le lemme suivant.

Lemme 3.27. Supposons que a, = (1 — 0)v,, satisfait [L1] et [L2]. Alors, pour tout
5 €(0,1), on am(01(Cr})) =1+ o(1).

Démonstration. Notons H1(0) = e, aib? et Ha(0) = X e ci6?. Auvu de [L1], on a

/Hl 7Tn d0 qual > n’y) (1 — 5), /7‘[2 ﬂ'n d0 chal <1-4.

lel lel

D’un autre c6té, puisque la variance de la somme de variables aléatoires indépendantes
est égale a la somme des variances de ces variables aléatoires, on obtient

[ u6ymaa0) ([t =2 q?a} < 2(q, a,) max (qa).

lec leL(an)

Par I'inégalité de Tchebychev, on arrive a
2max;e (v, (qvr)
C3(1-C)*a,va)’
) < 2maxie(v,)(cvr)

0%{c,vy)

(60 : H1(6) < (Cr}h)%) <

(0 : H2(0) > 1

L’affirmation du lemme vient maintenant de la condition [L2]. O

Ensuite, on montre que pour tout p > 2 et tout L > 0, la probabilité m,(0 : || >, 6]l >

L) tend vers zéro. En effet, au vu de la I'inégalité de Tchebychev et du théoréme de Fubini.

T (9 : H Zl 91901Hp > L) < Lp/AEM{ zl:elgol(t) p} dt

En utilisant le fait que pour tout t fixé, la variable aléatoire >, 6;¢;(t) est gaussienne de

moyenne nulle et de variance 3, a;¢7(t), on obtient

- ) p/2
T (0 : H Zl ngoal > L) <p'L R El:algol (t)

2,
dt < LY L7 ([lan oo lan o).
La derniére expression tend vers zéro quand n — oo au vu de la condition [L3].

On se concentre maintenant sur la preuve de (3.37). Posons m = |L(a,)| et soit ®, la
matrice m X n ayant comme élément générique (®,,);; = ¢;(t;). Soit A, la matrice diagonale
mxm ayant les éléments non nuls de a,, sur sa diagonale pincipale. Il est clair que sous Py,
conditionnellement & 7y, = (x1,...,7,) " suit une distribution gaussienne multivariée
de moyenne nulle et de matrice de covariance la matrice n x n R,, = <I>,—Zr A,®, + I,. Donc,
le logarithme de sa densité par rapport a Py est donné par

log (dP
dPy

Dans ce qui suit, on note |[M|| = SUP||z||o=1 |Mz||2 la norme spectrale d’une matrice M.

1
(@t1,. ) = —5 (logdet, + ' (8, — I,)z).
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Lemme 3.28. Soit R, = nh, +1,, et m = m, — co. Sin?|an|%|lanlol|t@n®@,) — In[* =
op(1) et |trace[R,, 'B,]| + E[|€ 'R, 'B,R,, €[] = op(1), alors sous Py on alog (dPy, /dPy) =
—%(log detR,, + £T(ﬁ;1 —I,)€) +op(1), ot & ~ Ny (0,I,).

Démonstration. Notons R,, = 71/ 2<I>n<I>I A}/ 2 +1I,,, B, =R, —R, et introduisons la fonction
g(z) = logdet(R,, + 2B,) pour z € [0,1]. On vérifie aisément (en utilisant le fait que
(=A)"det(PR — A\I,,) = (—A)™det(RP — AI,) pour une matrice m X n P, une matrice
n x m R et un réel \) que g(1) = logdetR,, = logdetR,, g(0) = logdetR,, et ¢'(z) =
trace[(Ry, + 2B, ) 'B,]. Ainsi, la relation g(1) — ¢g(0) = ¢'(%) pour un certain z € [0,1]

implique que

|log detR,, — log det Ry,| = [trace[(R,, 4+ ZB,) 'B,]|
< [trace[R, 'Bu]| + ml|(Ry + 2B,) " — Ry [[Bnll

En utilisant Didentité (R, + 2B,) "' — R, ' = —Z(R,, + 2B,,) 'B,R,, ', on obtient

|log et Ry, — log det Ry| < [trace[R,, 'Bp]| + ml|(Re + 2B,) " [[Ry, [11B4 ]|

< \trace[RnanH + m||B,||%,

ol on a utilisé le fait que R,, et R, + zB,, = I,, + 2A711/2<I>H<I>IA71/2 + (1 — 2)nA, ont toutes

leurs valeurs propres > 1. D’autre part, on peut vérifier que [[B,[| < n||A,[|[|1®2®" — I,,].
En combinant ces inégalités avec le fait que ||A,[| = ||an|/c €t m = ||an|lo — o0 on arrive
a logdetR,, = logdetR, + op(1).

Le terme = 'R, 12 est traité de la méme maniére. On utilise la décomposition en valeurs

singulieres de la matrice A}/ 2<I'n :

AY/2®, =u,p,v]

avec U,, une matrice unitaire m X m, D,, une matrice m x n dont les m premiers coefficients
diagonaux Ay, ..., Ay, sont des réels positifs ou nuls et tous les autres coefficients sont nuls,

et V,, une matrice unitaire n x n. On a alors

x' (R, — 1)z =2 [(V,D, DV, +1,)7' —1,]x
=x'V,[D D, + 1) — 1]V} &

=x'V,CV x

ot C,, est la matrice n x n dont les m premiers termes diagonaux sont p; = (A2 +1)"1 —1

pour i = 1,...,m et dont tous les autres coefficients sont nuls.
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Si on note y = (y1,...,%n) le vecteur V. &, on obtient :
m

e (R, —In)x = iy
i=1

D un autre coté on a

-1
n

R, — In=U,[(DD) + 1)~ —I,]U}

= Undiag(:ulu s 7H’m)U;Lr

Ainsi, si on pose & = U} (y1,...,ym) on a & ~ N;p(0,I,,) et ' (R} — I,)x = ET(R,;I -
I,,)€. Alors, on introduit la fonction g(z) = &' [R, + 2B, '€, dont la dérivée est donnée
par ¢'(z) = —€" (R, + 2Bn) " 'Bn(Ry + 2B,,) 1€ Ainsi, pour un certain z € [0, 1],
€TR, '€~ €8, €| = € (B + 7Bn) "By (Ry + 2B,) ']
< €TR, 'BuR, €] + €7 [(Bn + 2Ba) ! — R, ' Bu(By + 7B,) ¢
+ 1€ (B + 2Bn) ™' — B, 'BAR, €]
< €Tk, 'B.B, |
+ €130 (R + 2Bn) ™" — R, B
X (1R + 2B) "I + 1R 1) -

Or ||(R,, +2B,)~* —R;l]m < IBull et [|(Ry +2B,) 71| et |||1:_l;1||| sont majorées par 1. Ainsi
~_1 —_1 1 =—1
|€TR, € —&TR, €| < |ETR, BuR, &|+ 2|€[3]Bn]>-

Il est bien connu que [|£]|% suivant une loi du x?2, est un Op(m), quand m — oo. Ceci

compléete la preuve du lemme. ]

D’apres [84, Cor. 5.52], sous [C3], on a [[1®,®] — I,[ < C’(mlzﬁ)l/2 avec une

probabilité supérieure a 1 — 1/n.

On montre maintenant que

=1 =1, =—1
Eltrace[R,, B,]|> + E[I€"R, BuR, &[*] < TLEn|val 2|l vall5.

En utilisant le fait que R,, est une matrice diagonale avec des éléments diagonaux > 1, on
obtient E|trace[R, 'B,]|? < Ftrace[B,)2.

Or trace[B,] = trace[A,(®,®,) —nl,)] = 3, ai( X0, ¢2(t;) — n). Puis en utilisant le
fait que la variance de la somme de variables aléatoires indépendantes est égale a la somme
des variances,

2
BtraceBa)* = nB( > alpf(t) = 1)) < Ln]an|Zlan3.
!
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Quant au deuxiéme terme, on obtient, en posant y = R -1 1/ 2

&,
¢€'R'B,R, €=y (9,D] —nl,)y

=> Z @i(ti)r (ti) — ndyr)

L

:ZZZ‘

ot les Z; = >3 yiyr (¢i(ts)pr (t;) — o) sont des variables centrées et iid. On a aussi
y; = N& avec | \|2 < |ag]. On obtient donc

E[¢"R,'B.R, '€ < nE( > yzsﬂz(t1))4

l

E( Y uiel(t) + 6> et (t1)uied (81))
l 1Al

2
< 6nllalZB( Y uiei ()
l
< 6L2n|alf3llal1%-

La derniére inégalité vient de [L5]. Donc, la condition [L3] implique que les deux conditions
du dernier lemme sont satisfaites et, en conséquence, son assertion est vraie. En utilisant

le fait que A, est diagonal, on obtient,

1

2
na
log (dPx, /dPy) = 5 E (nal lf_l T log(na; + 1)) +op(1)
1

1 naj naj 51 1)
= — I 1) 1). 3.39
2;(71(1[4-1 og(nai + )+Z 2(na; + 1) +0P() ( )

Lemme 3.29. Notons
_wllealls 1 g na(@ 1)
" V2 ", = 2(nar+1)°

Si les conditions mn3||a,||3, — 0, et ||as|ls = o(||an||2) sont remplies, alors n, converge
en loi vers N'(0,1) et

nay naj fl —1) up,
- 1 1) = - — 1). 3.40
;(nal—i—l og(na + )+§ 2(na; + 1) = tnln 2 +ol) ( )
Démonstration. Puisque nllafo — 0, on a ;2% = na; — (nay)? + O((na;)?) et log(na; +
(”al)

1) = na; — + O((na;)?). Ceci implique que > (raty — log(na; + 1)) = —Ju? +
O(mn3||ay, Hgo) D’autre part, en utilisant le théoreme central limite pour les tableaux trian-
gulaires, on obtient la convergence faible de n,, vers (0, 1) pourvu que u,, 3 3, (na;)?/(na;+
1)3 tend vers zéro. Puisque sous les conditions du lemme cette convergence se produit tri-

vialement, on obtient I'affirmation du lemme. O
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En combinant le lemme 3.25 avec (3.39) et (3.40), on obtient (3.38) et la proposition
suit. O

Pour compléter la preuve du Théoreme 3.9, on va montrer maintenant que si on choisit
T, comme dans le Théoréme 3.7 et si on définit v,, par

_ (Tya—a)r
Zleﬁ Cl(Tn,’yQZ - Cl)+ ’

UV = Vn

alors toutes les conditions de la Proposition 3.26 sont remplies. On commence par remar-
quer que [L1] est immédiat. Pour vérifier la premiere relation dans [L2], on utilise [C1]
et |N(T,)| = o0, avec les évaluations suivantes :

qu; a(Tupya — 1) @ Ch
vie N(T,.-), = i < - < :
Tnad ) = S aTuna — s = Sala— 7202 = N (Ts)l

Pour la seconde relation dans [L2], au vu de (3.15), VI € N (T5,,) on a

au_ aTwyq—a) Th~Cia
(c,v)y  YyaTuya—ca)r ~ SalTu g — o)+
T, O(1 max C
< nycq O(1) < /\[ZGN(Tn,Wl)/Ql o).
T (o~ ) AT

Le dernier terme tend vers zéro a cause de [C9]. De la définition de v,,, de 1’équation
(3.15) et de la condition [C1] on peut déduire que

anHOO _ maXl(Tn,’yCﬂ — )y < Ty~ max; q 0(1)
2ra(Toqya — a)+ n( X (Toya — 01)3)1/2
< max; q; _ o(1)
= nN(Ts) V2 max; g N (T )2

Cette inégalité donne n||v,||% |vald = O(IN(Tn~)|/n). Ainsi, [L3] vient de [C8]. Finale-
1

3) =

ment, pour vérifer que [L4] est vraie, on remarque que n||vy||oo an||é/3 = O(|/\/’(Tnﬁ)|%_
o(1) et

Ivald — Xi(Taqa —a)l max; q oy’
3= = ; = '
[vall3 (Xi(Thra — 01)1)3/2 (g — )3)1/2 N (T, ) |12

an’Y

Ainsi, toutes les conditions de la Proposition 3.26 sont satisfaites et donc

n(l—9)
2V2

Puisque cette équation est vraie pour tout ¢ € (0,1 — C), elle est aussi vraie pour § = 0,
et l'affirmation du Théoreme 3.9 vient de (3.15).

ol Fo, Fi(Cr ) > 20( — [vall2) +o(1).
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3.6 Preuves des lemmes et des propositions de la Section 3.3

3.6.1 Preuve du lemme 3.11

Ecrivons IIf =113 f + Ia f, ou Iy et II3 sont les projecteurs orthogonaux dans Lo(A)
sur les sous-espaces span{y; : | € N1(T)} et span{y; : | € Na(T)}, respectivement. On
suppose d’abord que I'inégalité ), cl_1 < 00 est satisfaite.

D’une part, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
4 4
4 _ 2d
M1 = [ (3 AlAl®) de < 223, 14151
2 2 2
2d 2 o1 2d -1
<2 (ZleNg(T) ctilf] ) (ZZENQ(T) ) <2 (ZZENQ(T) i ) '

D’autre part,

g 107, 1 = /A( S G- olf)ato)

leNy (T)

En utilisant le théoréme de Fubini et 'inégalité de Rosenthal, pour une certaine constante
C > 0, on obtient

B T < 5 [ S e S

4
(wigpu(ts) — 9z[f])sol(t)> dt.

i= 1 ze/\/ (1)

4
(@in(ts) — OLFDalt) ) dt

1EN: (T)
{5 g, eo-eman) }

Par I'inégalité de Holder, on obtient

4
Ef( > (wiw(ts) — O[] ()) <MD Y. Ep(zp(t —o1f]) u(t)*

leN1(T) leN1(T)
<2UNVT)P S Er(f(t)@ilt) + pulti) — Al

leN1(T)
= O(IMi (D)),

ol on a utlisé le fait que E[¢1] < oo et que E[f(t;)%] < 224(3,¢; )% < oo sous les conditions
du lemme. Des arguments similaires menent a

JSm( T et -ame®) | a=owrmm,

i=1 leN1(T)

ce qui implique que Ef||]II; f — ﬁ?nﬂﬁ = O(JN1(T)[*/n?). En combinant les évaluations

obtenues, on arrive a

= MU(D) —1)?
Ef||Hf*anH4 < T+C<Zl:cl>Tcl ) ’
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La consistance requise vient de ’hypothese |N1(T},)| = o(n'/?).

Considérons le cas ¥ C WJ(R). Sans perte de généralité, on va supposer que ¥ =
Wg(R) et ¢; = Y%, (27l;)%% / R2. Les calculs sont les mémes que dans le cas précédent mais
le terme || TIof||] est borné en utilisant I'inégalité de Sobolev [58]. En effet, en choisissant
o’ de sorte que o} = (1 —7)o; et 7 < 1—d/(40) (ceci implique que ¢’ > d/4), on obtient

a3 < CITLfI2, = [ 5 Zm 2] ]éc[ ST d (@R o)
2 LENS(T) i= 1EN(T)

< C(d/T)TRQ(IT)[ Z Clel[f]ﬂ < C(d/T)TR2(17T)'
lENz(T)

Ceci complete la preuve, puisque le dernier terme tend vers zéro quand T" — oo.

3.6.2 Preuve du lemme 3.12

Introduisons Il f = Zke[l’zJ]d ajresk. On décompose d’abord les coefficients empi-

riques comme suit :
1 & 1 &
g = - Z 0kt = - Z@J,k(tz’ )+ — Z ©rk(ti)&i == agp + €k
i—1 i=1

Alors, en utilisant des arguments standards, on a

an — ﬁ?nHj < 35(H > (k= Gur)esk

[1,27]¢

)

] 3 o] s -]

[1,27]4

)

avec HH f=1I;f Hi = 0(2_4‘] 7). De plus, par les propriétés bien connues des bases d’on-
delettes [17] et 'inégalité de Rosenthal,

4 d 92Jd
EfH > (k- dJ,k)SDJ,kH4 =027 Ef(ay —azp)t = 0()

2
ke[1,27]d k n
et
4 Jd 4 Jd 1 ¢ o 2
EH > fJ,kSOJ,kH4 =027 Elej] =02 )ZE(E Z@J,k(tz’)>
ke[1,27]d k k i=1
1 27
2Jd
=270( 5 + ).
Finalement on obtient, uniformément sur f € 3, EfHHf—ﬁ?nH4 = O(QZ;d + 23 - ++27479),

et le résultat annoncé vient.

3.7 Preuve de la Proposition 3.13

On va vérifier que toutes les hypotheses du Théoreme 3.7 et du Théoreme 3.9 sont
satisfaites. On peut utiliser le théoreme d’injection de Sobolev [58] pour [C7] : si o > d/4,
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alors [CT7] est satisfaite. Pour I'estimateur pilote proposé dans la Sous-section 3.3.2, [C6]
est aussi satisfaite. Puisque la base de Fourier est uniformément bornée, vérifier [C3] est
immédiat.

Soit maintenant T, , = (CJr;,)~ 2(1+2671), ot 7% et C7 sont définis dans la Proposi-
tion 3.13. On va montrer que

— T, satisfait (3.15),

— 1, défini par (3.16) satisfait r}; . ~ CIry,

— Les conditions [C1], [C2], [CS], [C8] et [C9] sont satisfaites.

A cette fin, on a besoin d’une analyse asymptotique des termes
_ €
In(T) = (QI T) ; => QZ(QZ )

leza + lezd

et Io(T) = I1(T) — 1y(T"). Pour le premier, on a

Pour tout ¢ € {1,...,d}, on pose

T 1 d 27Tll' ll
=———— and ¥, = —— = —.
o’ i 20;(1 —9) BT T oy

m; =

Remarquons que, lorsque § < 1, on a ; > 0. Avec ces notations,

In(T) = T%Tm Coe.Mmyg Z (H 1,4 — Z |21,

lezd j=1

) 1-...-md).

Comme m; — oo pour tout ¢, on peut remplacer les sommes par des intégrales

465 +d
T30

d d 9
() ~ = || a2 = 3 [wi?) da
(27[-)(1 Zj:1 ‘:Ej|26j <H;l:1 |a?j|2aj (]];[1 J ; ? )

Ensuite, on fait le changement de variables y; = x?aj ,j=1,...,detonpose D ={y €
EJ 195 < ]_[Z 1 yf"/a'} On obtient
465+d d
T20-6)5 %,1 %_1
Io(T)Ndi/(Hyl =Sw) Ty dy.
TTo1 ... =1
Maintenant, on fait un autre changement de variables : z; = y;( ? 1y]0” / UJ) . Remar-
quons que [[L O“/OZ = (TIL, ; L/JZ) . Ainsi, en utilisant la notation ¥4 = {z € R :
2]l <1},
485 +4d d o; 454+d—2ds 1 1
T2(-3)5 N ) F_l 1
IOTwi/( z-") 1—||lz||1)%2 ! L2504 Az) dz
O~ o o (115 (= el 2y AG) dz,
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ou A(z) est le Jacobien. Des calculs standards donnent
Az) = (TI4, z?i/ai)d/(lfé)/(l — ¢). Ensuite on donne une forme explicite pour cette

46 +d
intégrale Io(T) ~ 7~ 4T20-97 [ on
! 01 B0 R TR MRS e
= Z:t —|2l]1) %1 2 zZ.
(T 00) (1= 68) Jsa Vi

Cette intégrale peut étre calculée en utilisant la formule de Liouville

/ dlzy + ... +ag)x :czd_ldxl ... drg
2

_ L(p1)...T(pa) [! 1+ Apg—1
C T(pr+...+pa) /0 Plup” T du,

combinée avec 'identité bien connue fol u* (1 —u)?ldu =T(a)T(B)/T(a + ) :

d 1 | o _45+d )
et amien) e,
(I o) (1= )T (& + 2+ 5)125) Jo
_ 211, F(x:) B 2114, T'(:) onlC(d, o)
(MLio)(1 =00 +3)  (ILio) (1 -k +20(r+2)  K+2

Ainsi,
L 2Cd o, 0) et
K+ 2

Des calculs treés similaires impliquent que, quand T — oo, on a

Io(T)

055s d
—d)o " . 465+d
T - y =1 F(K/’L) — C(d’ U, a)T2(17§>6 .

I(T) ~

Remarquons maintenant que (3.15) est équivalent a n?T2I(T) ~ 8T4(I; (T)—Io(T>)2Z%_,y/2.
En utilisant les équivalents asymptotiques pour Iy et I; que 'on a dérivés ci-dessus,

on vérifie directement que la valeur de 7;, , proposée dans la Proposition 3.13 satisfait
(3.15). De plus, puisque (3.16) est équivalent a (r;*w)2 = 1I1(Thy)/TaqyI2(Th,y), on obtient

75y = C3ri (14 0(1)), comme annoncé dans la proposition.

45(1-5)
Il reste a vérifier que pour la suite T, , =< n %+d les conditions [C1], [C2], [C5],

[C8] et [C9] sont satisfaites. En utilisant la méme méthode que celle utilisée ci-dessus
pour évaluer Iy, on obtient

2(4554d)
N(To)| =niotd et M(Th,)= S ¢f=n iord . (3.41)
LEN (Tn )

L’hypothese ¢ > d/4 implique [N (T, 4)| log [N (T,)| = o(n) et, en conséquence, les condi-
tions [C4] et [C8] sont vérifiées. De plus, la seconde relation dans (3.41) combinée avec
d < 1 implique [C2]. La condition [C5] vient du fait que tous les éléments non nuls de q
sont minorés par 1.
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Pour vérifier [C1] et [C9], on a besoin de trouver une borne supérieure pour max;ea(z, ) 4i-
Dans les calculs suivants, le terme C est une constante qui dépend seulement de d, « et
o et peut varier d’une ligne a Pautre. Soit [ € N(T), alors ¢; < Tq, ce qui implique, pour

2

tout i =1,...,d, l?(gfai) < COTTl g ljaj. En particulier

o <or[iv, g <or[[6v, 5 <er[[5Y. (3.42)
i#l i#2 i#3
En injectant la premiere inégalité de (3.42) dans la seconde, on obtient

X

_“1 _91
lg((fz*fm) < CT(g Z?O‘j) (CT};[2 l?aj) o1—ay < C<Tj1;[3 l]?aj) J1Ja1 (lgtm) T1men

D’ou

1
20 205\ 1—ay /o1 —ag /o
e < C(TT],,5%) (3.43)
et par symétrie,
1
2 200\ 1—aq /o1 —ag /o
27 < C(THst ) R (3.44)

Ensuite, en utilisant (3.43), (3.44) et la troisieme inégalité dans (3.42), on obtient

1

20 205\ 1-ay /oy —ag/oy—az/o3

1203 < C(T| [0 J) :

3 > .
g4

Des itérations du processus précédent menent & l'inégalité max; lja’ < CTY(-9 Ainsi,
20 5 . 45(1-9)
max;epn Ty = C H;l:l lj% < CT7-3. En combinant cette borne avec 1}, , < n 4+ et

(3.41) on obtient les inégalités de [C1] et [C9].

3.8 Preuve de la Proposition 3.17

Comme dans la sous-section précédente, on commence par calculer Iy. En posant z;; =

21l of en utilisant la méme méthode pour obtenir une intégrale, on a

To—1

4 2
Io =777 Y [l — (87 — al22]
+
lezd
d+4

Tt 2 T..\2 2012
~ g7 o 113 = (BT ~ ]

Ceci implique la relation asymptotique Iy ~ COT% avec la constante
Co = ﬁ Joa [ (2 — %Z?Zl z)? -4, x?”]idw. Des calculs similaires donnent
I ~ CiTWUN/(0=1) ot [, ~ CoTW@HD/(0=1) of O et Cy ont les valeurs données dans le
paragraphe précédent la proposition.

Le reste de la preuve peut étre mené exactement de la méme maniél;e que dans la preuve
de la proposition précédente, en se basant sur la relation N(T') < T+-1 et M(T) < To-1.
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3.9 Preuves des résultats énoncés dans la Section 3.4

3.9.1 Preuve du Théoréme 3.18

Les arguments sont presque les mémes que dans la preuve du Théoreme 3.7. On uti-
lise le tableau w,, avec les éléments w; = qLlyen(r)y/M(T) 1/2 et le noyau Gy(t1,t2) =
e wipi(ti)ei(te) de fagon a définir la staistique de U-test linéaire :

~1/2
n
Un = (2> Z :EiijGn(ti,tj).
1<i<j<n
On écrit U, = Up o + Up1 + Uy 2, ol
o\ 2 o\ L2
Un,O = <2> Zé-lé-j tzat Un,l = <2) Z(ng(t]) + gjf(ti))Gn(ti’tj)
1<J 1<J

et Uno = (5) 1/2 Dicj () f(t;)Gn(ti, t;). Les premiers et seconds moments de cette
U-statistique sont décrits dans le prochain résultat, dans lequel on utilise la notation

Tw([f] = >  wibi[fler

Lemme 3.30. Soit w,, = (w;,)1ec un tableau contenant seulement un nombre fini d’élé-
ments non nuls et tel que Y, wl%n = 1. Soit L(w,,) le support de w,,. L’espérance de la

U-statistique U, est donnée par :
- (n —1)\1/2

De plus, si [D2] est vraie, alors E[U2,] =1, E[Uil] < 2Ds||will2llwalloll f1I3 et

n,

2n
Var([Up,2] < Da[wallZ [ wnlloll £15 + 5 IIf Twlf]]I5-

Démonstration. Ce résultat peut étre prouvé en suivant les lignes de la preuve du lemme 3.23.

La seule différence se trouve dans I’évaluation du terme A, o, pour lequel on a

App = n(n4_1)<§> > wwpbi[fl0]f /f o(t)er (t )dt}

LI'EL(wn)

2n
=220 ] e H(Ewtilfet au(®) dt} < 2 - Tul A3
Ceci donne le résultat désiré. O

Etudions maintenant les probabilités d’erreur de premiere et seconde espéces du test
n(T) = L, (1)>u}-
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Evaluation de ’erreur de premiére espéce En utilisant I'inégalité de Tchebychev,
pour tout u > |E[U,(T)]|, on a

sup Py(|Un(T)| > u) < sup Py(|Un(T) = BULT))| > u— |E[U(T)]|)

feFo feFo
wp  VarUa(D)
f€]"0 (u—|E [Un(T)”)

Notons vy, 7 = nT_I(QM(T))_l/Q. En utilisant le lemme 3.30, on obtient

|E[Un(T) % Z Qlel =Tvnr Z Qlel
‘le/\f ’ ‘leN ‘
Puisque, sous Hyp, on a Q[f] = >, ¢i0i[f])? = 0 et 3, ¢i6[f]? < 1, la derniére somme peut

étre bornée comme suit : | Yyenr(r) b7 (11 = | Zrjql<eyr @71 < TV abi[f1?
T1. Ainsi, |E[Upn(T)]| = |hu[Wn, f]] < vpr. En combinant cette borne avec celles du
lemme 3.30, on arrive a

3(1 4 2D1D3D? + D1 Dy D3 + 2nDy/(3M(T))

sup Pf(¢n(T) = 1) <

feFo (u - Vn,T)2
By + BynM(T)™!
 2(u— vp)?
En conséquence, si on choisit u > v, p + (B1 + BgnM(T)*l)l/nyl/Q, alors
Y
sup Py(6n(T) = 1) < 1. (3.45)
feFo

Evaluation de I’erreur du seconde espéce En utilisant des arguments similaires, on
obtient

sup Pf(¢n(T) = O) = Sup Pf(‘Un(T)’ < u)

feFi(p) feF1(p)
< sup Pr(|E[UL(T)]] = [Up(T) — E[Up(T)]| < u)
feFi(p)
< sup Pr(Tvpr|Q[f]] — vn — |Un(T) — E[Un(T)]| < u)
ferFi(p)

< P(Tv2p” — |Un(T) = EUL(T))| < u+ vir).
Ceci peut aussi étre écrit :

sup Py (én(T) = 0) < P(|Un(T) = E[UL(T)])| = (Tp* = Vv — u).
fE€F1(p)

En utilisant I'inégalité de Tchebychev et les évaluations obtenues dans le lemme 3.30, on
obtient

B + BonM(T)™ !
sup Py(o(T) = 0) < ot B MO
feFi(p) 2((Tp —l)yn7T—u)
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Clairement, le coté droit de cette inégalité est plus petit que 7/2 si

o (e )] L
e ) M(T) Tvpr T

Ceci acheéve la preuve du Théoreme 3.18.

3.9.2 Preuve du Corollaire 3.19

Il suffit de remarquer que (puisque M(-) est croissant et T, < T)

VT _ VM9 _ 1 1L
n - n 70 =T,

n

et f < T,1. Au vu de ces inégalités, 'affirmation du corollaire vient immédaitement du
Théoréme 3.18.

3.9.3 Preuve du Théoréeme 3.21

On commence par prouver que le taux minimax de séparation est minoré par n~ /4.

Soit I, = argmin,c, {¢;} for a € {4+, —}. On définit deux fonctions fy et fi comme des
combinaisons linéaires des fonctions de base ¢;_ et ¢, . Plus précisément,

fi = 9@'7_(/7[_ + 0i,+§0l+7 pour 1= 07 17

avec
92 — qi 2 _ |Ql_’
O T aiqy taylal Ut ala, o la |

s s , 07 / n.

On vérifie aisément que fy € Fg et f1 € ]:1 (rn) avec r2 = = zq;, /v/n. De plus, la divergence
de Kullback-Leibler K (Py,, Pf,) = [ log -7 OdeO entre les mesures de probabilité Py, et
Py, peut étre bornée comme suit :

b, tnD

= E<Efo [Xn:(% — [1(t:)* = (i — fo(t:)?|ta, .. ,tnD
=nE[(fo(t) = i(6)] =03 (Boa—01a)’

= (6o — 1634 — zn V2V < 22(20,4)

dpP
K(Pfo,Pfl):E<Efo[1og deO(xl,...,:cn,tl,...,tn)

Pour conclure, il suffit d’utiliser I'inégalité (2.74) de [83], qui implique que
Y (Fo, Fi(ra)) > 0.25¢=% @)™ — 5 pour 2 = 26 4 [In(47) ~]V/2.
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Il reste a prouver la seconde assertion du théoreme. Pour simplifier les notations, on
écrit Tj, au lieu de TV et on pose

Qa[f] = Zleﬁa QIelz[.ﬂ et Fo = {f : Qa[f] = O}a pour a € {+7 _}'

Supposons que M, (T,,) > M_(T,). On utilise le fait que tester Q[f] = 0 contre |Q[f]| > r2,
avec f € ¥ est plus difficile que tester Qy[f] = 0 contre Q,[f] > 72, avec f € F_. En
effet, 'hypothese nulle et 'alternative de ce dernier probleme sont inclus respectivement
dans I’hypothese nulle et I'alternative du premier probleme.

Le reste de la preuve suit les mémes étapes que celles de la preuve du Théoréeme 3.9.
Comme on ’a indiqué dans la Remarque 3.10, on utilise pour 7, la loi a priori simplifiée
pour laquelle les 0; sont des variables aléatoires gaussiennes de moyenne nulle et de variance
a; = QTRMqiml{leﬁ_'_uN(Tn)}. Montrer que les conditions [L1]-[L5] de la Proposition 3.26
sont satisfaites avec 0 = 1/2 est un exercice facile. Ceci complete la preuve du théoréme.
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