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Introduction

Les tôles courbes sont de plus en plus fréquemment utilisées dans le domaine des ou-

vrages d’art tant pour raisons esthétiques que pour leurs performances mécaniques et

aérodynamiques. On les trouve essentiellement en intrados des ponts à tablier orthotrope,

par exemple dans le pont Charles de Gaulle à Paris ou le pont Renault sur l’île Séguin

à Boulogne-Billancourt, etc (c.f les figures). Pour le dimensionnement de tels panneaux,

l’ingénieur cherche habituellement le meilleur compromis entre l’économie du projet (en

jouant sur l’épaisseur et le nombre de raidisseurs) et la sécurité de celui-ci. Ces éléments

pouvant être fortement comprimés en particulier au niveau des appuis, il devra vérifier

qu’aucun phénomène d’instabilité n’apparaît ou du moins que ses effets sont limités.

(a) Pont Charles de Gaulle à Paris (75) (b) Pont Renault à Boulogne-Billancourt (78)

Cependant, la vérification de leur stabilité s’avère ardue notamment en raison de l’ab-

sence de normes dédiées à l’étude de ce phénomène pour les tôles courbes. En effet, les

normes actuelles, notamment les Eurocodes qui sont en vigueur de France depuis plu-

sieurs années, ne sont pas applicables directement aux tôles courbes. A titre d’illustra-

tion, l’Eurocode 3 (relatif aux calculs de structures métalliques) possède deux parties qui

évoquent le phénomène :

– L’EN 1993-1-5 [3] qui ne traite que des plaques planes ou quasi-planes. La note 4 de

la clause 1.1 (2) indique que « les plaques simples peuvent être considérées comme planes
lorsque le rayon de courbure R satisfait : R > b2/t » où b et t sont respectivement la

largeur et l’épaisseur du panneau. Il faut noter ici que la norme anglaise (BS5400

[33]) est plus sévère et fixe cette valeur limite à R > 2b2/t.
– L’EN 1993-1-6 [4] qui ne concerne que les coques de révolution. La clause 1.1 indique

que « les panneaux cylindriques, coniques et sphériques ne sont pas explicitement couverts
par la présente Partie 1.6 ».

1
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Les panneaux courbes visés par ce travail sont donc situés entre ces deux cas limites et

ne peuvent donc être traités directement par l’une ou l’autre partie de l’Eurocode comme

l’illustre le cas du pont Confluences sur la Maine à Angers (France), qui est construit pour

accueillir principalement le tramway.

Il s’agit d’un pont en arc à tablier intermédiaire de 293 m de long, dont 149 m sus-

pendus. La section transversale de l’ouvrage est un caisson de quatre cellules de largeur

constante. Les âmes (longerons) sont verticales. La largeur entre âmes de la cellule est de

5 m. La géométrie de l’intrados est un arc de cercle de rayon de 80 m qui contribue à

l’aspect en "aile d’avion" de la structure. Cette forme permet d’avoir un écoulement plus

lisse du vent, et par conséquent une portance moins importante sur la structure. Les tôles

de fond sont constituées d’une tôle d’épaisseur variable de 12 mm à mi-travée à 20 mm
sur appui. Ces caractéristiques géométriques donnent un ratio variant de b2/Rt = 15, 6 à

26, 1 qui est bien situé en dehors du domaine d’application de l’EN 1993-1-5 (l’EN 1993-1-6

n’étant pas non plus applicable car il ne s’agit pas de cylindres de révolution complet).

(c) Pont Confluences sur la Maine à Angers, France

(d) Section transversale du tablier

Les calculs d’exécution de la charpente métallique de ce pont ont été menés par le

Département des Ouvrages d’Art de la SNCF, qui a donc été confronté au problème de

vide normatif sur le sujet. La solution retenue a été un calcul par éléments finis non linéaire

de chaque panneau relativement fastidieux, d’où la volonté d’IGOA (Département des

Ouvrages d’Art de la SNCF) de vouloir lancer un travail de recherche sur ce sujet.

Du côté des mécaniciens, les publications académiques relatives aux panneaux courbes

ne sont pas non plus nombreuses en comparaison de celles consacrées aux plaques planes

ou aux coques de révolution. De plus, la plupart de ces travaux a été menée dans le

domaine aéronautique ou celui de la construction navale et très peu dans le domaine des
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ouvrages d’art. Cela est dû à l’utilisation très tardive dans ce domaine de plaques et de

tôles courbes raidies. La nécessité de maîtriser la conception des plaques raidies a été

ressentie après plusieurs effondrements d’ouvrages dans les années 70 (Ȧkesson [8]). Les

types et les configurations des tôles utilisées dans ces domaines sont assez différentes. En

effet, en aéronautique, les tôles sont très minces et très courbées (faible valeur du rayon

de courbure) ; elles sont donc limitées à la charge critique de voilement. Aussi, comme

les tôles sont notamment en matériaux composites, le mode de ruine est souvent lié à la

connexion par rivetage de la tôle de fond et des raidisseurs (différents de la connexion).

Dans le domaine de la construction navale, les tôles sont très épaisses de sorte que la ruine

est souvent dominée par la plastification des sections avant l’apparition de voilement. Par

ailleurs, le mode de chargement est aussi différent notamment à cause de la pression de

l’eau. Les théories développées pour l’aéronautique et la construction navale ne sont pas

tout à fait applicables aux ouvrages d’art.

En résumé, on constate qu’il n’existe pas, à l’heure actuelle, une expression de la charge

ultime des panneaux cylindriques satisfaisante tant pour l’ingénieur que pour le théori-

cien. Le recours à la modélisation devient alors nécessaire. Le développement d’ordina-

teurs performants et de méthodes numériques efficaces ces dernières décennies permet

aujourd’hui de calculer ces structures de coque, quelle que soit la complexité de leur géo-

métrie. Cependant, la prise en compte de la complexité géométrique de la structure s’avère

couteuse en temps de calcul, en particulier lorsqu’une analyse non linéaire est requise. En

outre, bien souvent, la qualité et la précision des résultats vont dépendre de l’expérience

de l’utilisateur. Zhang et Khan [161] ont d’ailleurs constaté dans leur étude que la diffé-

rence entre les résultats numériques obtenus par différents utilisateurs pouvait atteindre

15% à 20% pour un même modèle éléments finis avec les mêmes conditions aux limites et

les mêmes imperfections initiales.

La mise au point d’une méthode simple qui donnerait la résistance ultime de tels pan-

neaux avec une précision raisonnable semble donc souhaitable pour les applications pra-

tiques. C’est ce à quoi le présent travail est dédié. Le traitement du problème se fait dans

le respect du formalisme de l’Eurocode, après une présentation et une analyse critique de

ce dernier. Les outils existants en bureau d’études sur les plaques sont donc adaptés au

cas des tôles courbes. On suit la méthode des largeurs effectives, aussi appelée la méthode

χ− λ, présentée dans l’Eurocode 3 pour la vérification de la stabilité des charpentes métal-

liques (Davaine [46], Maquoi et Skaloud [96], Schmidt [131]). Cette méthode des largeurs

effectives permet de prendre en compte le comportement post-critique de la structure en

tenant compte de la redistribution du chargement après voilement : la prédiction de la

capacité ultime de la structure est donc plus réaliste.

Le présent mémoire comportera donc cinq chapitres :

– Le chapitre 1 aborde un certain nombre de généralités utiles pour une bonne compré-

hension de la problématique d’instabilité en général et du voilement des plaques en

particulier. Comme la méthodologie adoptée pour les tôles courbes est construite par
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analogie avec celle développée pour le voilement des plaques planes dans les Euro-

codes, les différentes étapes du dimensionnement d’une plaque selon l’EN 1993-1-5

sont également détaillées ici.

– Le chapitre 2 est dédié à une analyse critique et une évaluation de la démarche de

l’Eurocode pour les plaques raidies par comparaison avec des résultats de calcul par

éléments finis. Pour s’assurer de la pertinence du modèle de calcul aux éléments

finis retenus, les différentes étapes de la construction du modèle sont d’abord dé-

taillées. Une série de simulations numériques est ensuite entreprise pour identifier

les inconvénients de la démarche de l’Eurocode. Ce chapitre se termine par des re-

commandations d’amélioration afin de faciliter la mise en œuvre de la vérification et

de mieux l’appliquer dans l’étude des tôles courbes raidies.

– Le chapitre 3, le plus important de ce travail, traite du comportement des tôles

courbes non-raidies. L’étude préliminaire par simulation numérique montre que la

courbure influence significativement la stabilité de la plaque. Sur la base de données

numériques, des expressions semi-analytiques sont proposées pour évaluer la résis-

tance ultime des tôles courbes non-raidies. Elles serviront aussi dans la démarche de

vérification des tôles courbes raidies.

– Le chapitre 4 concerne l’étude des tôles courbes raidies. En se basant sur les résultats

numériques, la méthode proposée est une mise à jour de l’approche de l’Eurocode

EN 1993-1-5 pour les plaques raidies à laquelle on ajoute l’influence de la courbure.

Un exemple pratique est donné afin de mieux illustrer la démarche proposée.

– Malgré la bonne précision, la démarche analytique développée aux chapitres 3 et 4

étant difficile à reproduire dans l’usage quotidienne des ingénieurs confrontés à de

nouveaux problèmes tel que la combinaison des chargements. Ce chapitre 5 propose

une méthode alternative basée sur la méthode des plans d’expériences numériques,

qui permet à partir d’un nombre limité de simulations numériques de déduire des

résultats à caractères généraux. Ce chapitre commence par une présentation suc-

cincte de la méthodologie des plans d’expériences numériques. Quelques exemples

d’application de cette méthodologie sont ensuite présentés afin de : (1) montrer sa

validité pour la problèmatique de la stabilité des tôles courbes ; (2) présenter sa faci-

lité d’adaptation face à un nouveau problème et (3) montrer l’intérêt de la méthode

quant au problème de l’optimisation du raidissage.

Enfin, le document se terminera sur un résumé des conclusions les plus importantes

de ce travail et sur les perspectives qu’il serait judicieux d’explorer.
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Les éléments structuraux métalliques rencontrés dans la construction se distinguent très

généralement de ceux constitués d’autres matériaux de constructions traditionels (tels

que le béton, le bois et la maçonnerie) par leur grand élancement. Lorsqu’une structure

est soumise à la compression, sa résistance est affectée, de manière défavorable, par les

effets de son élancement. Cette réduction de la résistance des éléments structuraux en

raison de leur élancement est le fait de phénomènes d’instabilité structurelle. L’étude de

ces phénomènes est non seulement d’un grand d’intérêt, mais aussi une nécessité pour

assurer la fiabilité de toute construction métallique.

Cette section, largement inspirée des travaux de Bedair [24], Jones [80] et Maquoi [92],

est constituée d’une brève présentation de la problématique de la stabilité en général et

5
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puis du voilement des plaques planes. Le dimensionnement d’une plaque plane raidie

selon l’EN 1993-1-5 est aussi détaillé dans ce chapitre.
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1.1 Notion de la stabilité des structures

Lorsqu’un élément de structure élancé est soumis à une compression, il présente po-

tentiellement un danger d’instabilité. Le mot instabilité est un terme générique utilisé pour

désigner un ensemble de phénomènes et ce, indépendamment du type de structure que

ces phénomènes concernent. Des termes spécifiques sont utilisés pour différencier plus

précisément les phénomènes d’instabilité élémentaire, tels que : le flambement pour une

poutre soumise à une compression longitudinale, le déversement pour une poutre sou-

mise à une flexion ou le voilement pour les plaques et coques. Il faut noter que le terme

voilement s’applique aussi bien aux plaques qu’aux coques, mais leurs comportements

peuvent fréquemment être différenciés, en particulier leurs comportements postcritiques

respectifs.

La notion d’instabilité ou de stabilité est toujours associée au concept d’équilibre, une

des notions de base essentielle de la mécanique du solide. D’une manière générale, la

stabilité peut être définie comme la capacité d’un système physique à revenir à l’équilibre

lorsqu’il est perturbé légèrement. La stabilité peut être illustrée à travers l’exemple bien

connu de la bille sur un support courbe (figure 1.1). Si la bille repose sur une surface

concave, l’équilibre est stable (figure 1.1a) : si l’on donne à la bille une vitesse initiale faible,

elle commencera à osciller, mais restera à proximité de son état d’équilibre. À l’inverse,

lorsque, dans le second cas, la bille repose au sommet d’une surface convexe (figure 1.1b),

le fait de lui donner une impulsion va conduire très rapidement à de grands déplacements :

on dit alors que le système est instable. Si la bille repose sur un plan horizontal, l’équilibre

est dit "neutre" : la perturbation appliquée à la bille conduit à un autre état d’équilibre

(figure 1.1c).

Figure 1.1 – Caractérisation de l’équilibre

L’exemple intuitif de la bille permet aussi d’illustrer une notion fondamentale de la

stabilité : un état d’équilibre stable d’une structure est obtenu lorsque son énergie poten-

tielle atteint une valeur minimale. Cette notion est la base des méthodes énergétiques de

résolution des problèmes d’instabilité. Il existe bien sûr d’autres méthodes, telle que la

méthode de relaxation dynamique (Douthe [51], Frieze et Dowling [60]). Cependant, ces

dernières sont beaucoup moins courantes que la méthode de minimisation de l’énergie

potentielle, la méthode qui sera appliquée à l’étude du voilement des plaques présentée

dans la prochaine section.
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1.2 Rappel sur la théorie du voilement des plaques

Le comportement d’une structure peut être étudié au moyen d’un diagramme charge-

déplacement où le chargement appliqué est présenté en fonction du déplacement d’un

point de référence choisi, a priori quelconque. En pratique, ce point est choisi parce qu’une

valeur significative du déplacement est attendue, par exemple le raccourcissement de la

section chargée ou le déplacement transversal du point au milieu. Lorsque la charge est

appliquée de manière croissante depuis une valeur nulle, la relation charge-déplacement

obtenue constitue ce qu’on appelle une trajectoire d’équilibre.

La figure 1.2 présente les diagrammes typiques chargement-déflection latérale (a) et

chargement-raccourcissement (b) de trois types de structure : colonne (courbe n◦ 1), plaque

(courbe n◦ 2) et cylindre (courbe n◦ 3). Pour toute charge inférieure à la charge critique

(F < Fcr), aucun déplacement latéral n’est observé ; la structure reste parfaitement plane.

Le comportement de la structure est un comportement linéaire, avec la tangente propor-

tionnelle au module d’Young E. Au-delà de cette charge critique, le déplacement devient

différent de 0. Le comportement postcritique est pourtant différent pour ces trois types de

structure. Une colonne ou un cylindre atteignant leur charge critique prend subitement

une déformation transversale et le raccourcissement de la structure se produit à charge

décroissante. Cette valeur de la charge critique correspond donc à la charge de ruine. Une

plaque qui atteint sa charge critique de voilement peut encore supporter une augmentation

de la charge avant d’atteindre la ruine proprement dite.

Figure 1.2 – Différents types de la stabilité

Les plaques planes possèdent donc ce que l’on appelle une réserve post-critique. Celle-

ci est due à l’effet membrane qui tend à stabiliser la plaque après son voilement. Pour

comprendre ce comportement, il convient de remplacer la plaque par un système de

bandes dans deux directions perpendiculaires ; les bandes longitudinales sont compri-

mées et sont donc susceptibles de flamber. Le raccourcissement libre de la plaque dans la

direction transversale étant bloqué au niveau des bords longitudinaux, le voilement crée
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une augmentation de longueur des bandes transversales ; ceci crée des forces de traction

de membrane dans les bandes transversales. Ces bandes tendues jouent dès lors le rôle

d’une fondation élastique pour les bandes comprimées et exercent par conséquent un effet

stabilisateur sur ces bandes (figure 1.3). Ceci explique pourquoi la plaque peut atteindre

un état d’équilibre stable au-delà de sa charge critique de voilement élastique. Cet effet

des contraintes membranaires se développe avec une intensité d’autant plus grande que la

configuration des appuis assure un meilleur ancrage (Van der Burg [150]). Pour avoir cet

effet, il faut donc que les bords non chargés de la plaque soient au moins simplement ap-

puyés ; un appui simple avec empêchement de déplacement dans le plan de la plaque ou

un encastrement sont des configurations encore plus propices à l’apparition de contraintes

membranaires.

Figure 1.3 – Effet membrane stabilisant de plaque

1.2.1 Contrainte critique de voilement élastique

La théorie linéaire du voilement est susceptible de fournir l’expression de la charge

élastique de voilement. La contrainte critique de voilement est obtenue par l’équation 1.1 :

σcr = kσσE (1.1)

où : σE = π2E
12(1−ν2)

( t
b
)2 est la contrainte critique d’Euler, et kσ est le coefficient de voi-

lement. Ce coefficient de voilement kσ dépend en général des conditions d’appuis, de la

distribution des contraintes, du rapport géométrie de la plaque (i.e coefficient d’aspect de

longueur sur largeur : α = a
b ). Pour une plaque idéale (matériaux élastique linéaire, plaque

parfaitement plane) simplement appuyée sur quatre côtés et soumise à une compression

uniforme ce coefficient de voilement kσ s’écrit comme suit :

kσ =
(m

α
+

α

m

)2
(1.2)

où m désigne le nombre de demi-ondes qui apparaissent dans la direction de chargement.

On constate que quel que soit le nombre m de demi-ondes, kσ prend une valeur mi-

nimum constante égale à 4 si m = α. La courbe de kσ correspondant au voilement en m
demi-ondes est représenté à la figure 1.4. Il n’y a lieu de retenir que l’enveloppe inférieure
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Figure 1.4 – Coefficient de voilement kσ pour une plaque comprimée

de ces courbes, représentées en trait plein. Les zones tracées en pointillées correspondant

à des charges critiques plus élevées qui n’ont aucune importance pratique.

De ce qui précède, il est déduit que si la longueur a de la plaque est exactement un

multiple de sa largeur b, le voilement se fait en demi-ondes carrées. Pour des rapports α

supérieurs à 1 mais non entiers, le voilement en ondes carrées est impossible et la charge

critique devient légèrement supérieure (kσ > 4). La différence n’est toutefois pas grande et

elle est d’autant moins significative que le rapport α augmente. En revanche, pour α > 1,

le relèvement de la charge critique peut devenir appréciable. Bien que ce domaine d’utili-

sation soit moins courant, il est intéressant d’examier à quoi correspond physiquement le

comportement de plaques très courtes (α → 0). Dans ce cas, on a évidemment m = 1 et on

peut négliger α devant
1
α

; il reste donc :

σcr =
π2E
12a2t

1
1 − ν2 (1.3)

Ce résultat ne représent rien d’autre que la charge critique de flambement d’une série

de colonnes jointives découpées dans le sens de la compression, jouissant d’une raidieur

majorée par l’effet de plaque (i.e, l’effet coefficient de Poisson ν) et ne bénéficiant prati-

quement d’aucun support de la part des bords non chargés (i.e effet membranaire).

1.2.2 Contrainte ultime

Comme présenté sur la figure 1.2, l’atteinte de la charge critique de voilement ne si-

gnifie pas la ruine de la plaque grâce à l’existance de l’effet membrane. Cependant, aucun

matériau ne possède une élasticité infinie, il existe donc une charge à partir de laquelle

le matériau se plastifie, ce qui rend la structure plus flexible et accroît le gradient de la

déformée transversale en fonction de la charge. La courbe de comportement postcritique

finit donc par s’incurver pour franchir une valeur maximum de la charge qui est la charge

de ruine, après quoi le déplacement s’accroît sous charge décroissante (figure 1.5).
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Figure 1.5 – Comportement réel tenant en compte la plasticité du matériau de la plaque soumis à la

compression

Il est évident que le comportement d’une plaque au-delà de la charge critique, ne

peut être représenté par la théorie linéaire à cause des grandes déformations. Quand une

plaque se voile, il y a une interaction des déplacements dans le plan et hors du plan,

d’où un comportement non linéaire. En effet, dans le domaine élastique et en-dessous

de la charge critique, la distribution des contraintes est uniforme. Dès que la plaque a

voilé, la plaque se dérobe à la compression au fur et à mesure que la charge s’accroît.

Il en résulte une distribution non uniforme des contraintes qui diminuent de plus en

plus au milieu de la plaque (figure 1.6). Les fibres situées le long des bords non chargés

ont une raideur spécifique plus grande que les fibres de la zone centrale, où la plaque

a une plus grande liberté pour sortir de son plan. Un raccourcissement axial identique

sur la largeur b de la plaque introduit donc des contraintes plus élevées au voisinage des

bords longitudinaux qu’à mi-largeur. Seules les fibres proches des bords non chargés sont

susceptibles d’atteindre la limite d’élasticité dans le domaine postcritique.

De plus, les processus de mise en œuvre et de fabrication d’une plaque donnent lieu

à des imperfections géométriques inévitables (par exemple, défaut de planéité) et à des

contraintes résiduelles. Ces imperfections initiales vont aussi perturber le comportement

postcritique de la plaque. Elles modifient l’allure du comportement au début de la mise

en charge et vont permettre une plastification prématurée de certaines zones (figure 1.5).

À cause de la présence de la non-linéarite mentionnées dessus, l’étude en domaine

postcritique de la plaque devient rapidement complexe et se heurte très tôt à des diffi-

cultés d’ordre mathématique. Von-Karman est le premier à proposer une solution pour

déterminer la charge de ruine. Par commodité de calcul, il propose de remplacer le dia-

gramme de contrainte non uniforme par un diagramme de compression uniforme agissant

sur une largeur effective be avec une intensité égale à la contrainte maximum σmax agissant
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Figure 1.6 – Distribution réelle des contraintes à l’état déformé de la plaque voilée

sur les bords non chargés :
b∫

0

σxtdy = σmaxtbe (1.4)

La moyenne des contraintes exercées sur la surface est donnée par :

σ =
1
bt

b∫
0

σxtdy (1.5)

Dès lors, on tire :

be =
1

σmax

b∫
0

σxdy = b
σ

σmax
(1.6)

À la ruine, Von-Karman admet que cette contrainte maximum σmax vaut la limite d’élasti-

cité fy et suppose que la plaque de largeur be voilerait pour une contrainte critique égale

à la limite d’élasticité. Il vient dès lors :

σcr,be = σmax (1.7)

avec :

σcr,be = kc
π2E

12(1 − ν2)

(
t
be

)2

= kc
π2E

12(1 − ν2)

(
t
b

)2 ( b
be

)2
(1.8)

= σcr

(
b
be

)2
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d’où l’on tire la formule de Von-Karman permettant de définir la largeur effective :

b
be

=

√
σcr

fy
(1.9)

Il est alors commode d’introduire, par analogie avec la théorie du flambement, un élance-

ment de plaque adimensionnel λ, défini par :

λ =

√
σmax

σcr
(1.10)

et une contrainte réduite de la plaque :

ρ =
σ

σmax
(1.11)

En général, on pose σmax égal à la limite d’élasticité fy, ce qui fournit une valeur sécuritaire

de be. Toutefois, dans certains cas, on ne peut pas atteindre cette limite d’élasticité parce

que d’autres phénomènes d’instabilité se sont développés avant (par exemple pour les

tôles courbes sous compression transversale). La relation de Von-Karman prend alors la

forme simple suivante :

ρ =
1
λ

avec λ =

√
fy

σcr
(1.12)

Ce coefficient ρ n’est autre que le coefficient réducteur permettant de déterminer la perte

d’efficacité de la plaque plane par suite de son voilement. Par conséquence, il permet

d’en déterminer la charge de ruine. Bien que la théorie de Von-Karman ait acquis une

réputation de bonne méthode à l’utilisation, elle reste une méthode strictement théorique

car elle est basée sur l’hypothèse d’une plaque parfaite qui n’existe pas dans la pratique.

Des écarts par rapport aux résultats expérimentaux ont en effet été constatés. La théorie de

Von-Karman peut donc présenter des risques de surestimation de la charge ultime surtout

pour les plaques élancées. De ce fait, plusieurs modifications (les expressions de Winter,

Faulkner et Gérard, récapitulée dans Dubas et Gehri [53]) basées sur la formule 1.12 ont

été données en calibrant le coefficient de réduction ρ par rapport à des résultats d’essai.

Une des plus connues, qui est largement adoptée dans plusieurs normes dont l’Eurocode

EN-1993-1-5 pour le cas d’une compression simple, est celle de Winter (1947) :

ρ =


1 si λ ≤ 0, 673
1
λ
− 0, 22

λ
2 si λ > 0, 673

(1.13)

1.3 Comportement des plaques raidies

L’utilisation d’une plaque non-raidie de grande dimension est cependant peu fréquente

dans la pratique car elle est trop sensible aux phénomènes d’instabilité. Par exemple, pour

une plaque métallique de 4 mètres de largeur et 20 millimètres d’épaisseur, la contrainte

critique de voilement est égale à σcr = 19MPa, ce qui donne un coefficient de réduction
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ρ = 0, 22, soit un taux de travail de 22%. Une plaque bien dimensionnée est celle qui peut

atteindre la charge plastique (ρ = 1), qui fait travailler la section à 100%. Cela signifie

que cette plaque perd 78% de sa capacité ultime par rapport à la résistance plastique

( fy) rien qu’à cause du problème de voilement. Pour assurer une intensité importante de

chargement, il est possbile de changer la nuance de l’acier pour une classe supérieure, c’est

à dire d’augmenter la limite d’élasticité fy. Pourtant, cette solution coûte très chère. Une

autre solution est d’augmenter la contrainte critique de voilement jusqu’à 760 MPa afin

que λ ≤ 0, 673 et ρ = 1 : il n’y a pas de réduction vis-à-vis du problème de voilement. Selon

l’équation 1.1, la contrainte critique de voilement d’une plaque dépend de deux paramètres

importants : la largeur de chargement b et l’épaisseur de la plaque t. Si on fixe la largeur

de chargement à sa valeur initiale (b = 4 m), la valeur minimale de l’épaisseur pour

atteindre 760 MPa devrait égale à 140 mm (7 fois plus que l’épaisseur initiale). Cette valeur

conduit à une structure lourde et chère (du fait de la complexité de fabrication des tôles

épaisses) qui n’est pas optimale pour des structures en acier. En revanche, si l’épaisseur

initiale est inchangée, on n’a besoin que diminuer 2, 5 fois la largeur b de chargement pour

arriver à une même valeur de contrainte critique de voilement. Ceci s’obtient facilement en

ajoutant des raidisseurs. Ces derniers ne représentent qu’une petite fraction du poids total

de la structure, mais ils contribuent substantiellement à la résistance et à la stabilité de

la structure. En outre, le développement des techniques de soudure permet la fabrication

aisée de plaques raidies qui peuvent ainsi d’être utilisées dans plusieurs domaines.

La première application concrète des plaques raidies dans le domaine des ouvrages

d’art a été établie dans le pont-caisson du Britannia (1850) qui relie l’Angleterre à l’Irlande,

bien avant que la théorie sur le comportement des plaques raidies n’ait été développée.

Les panneaux raidis de cette époque sont simplement dimensionnés par la théorie élas-

tique de la résistance des matériaux. Cependant, durant quatre années entre 1969 et 1973,

plusieurs ponts caissons s’écroulent pendant leur construction (Akesson [7]). Suite à des

effondrements, des enquêtes ont été menées et ont conclu que les règles pour la conception

de panneaux raidis étaient insuffisantes. Dès lors, les efforts de recherche se sont orientés

vers le développement d’outils théoriques pour améliorer les pratiques existantes pour le

dimensionnement.

1.3.1 État de l’art

Les développements théoriques sur le voilement des plaques raidies s’avèrent particu-

lièrement difficiles. Outre les difficultés rencontrées pour les plaques non-raidies (la pré-

sence d’imperfection inévitables dus à la fabrication, la nécessité d’une théorie non-linéaire

en grande déformation, etc.), la présence des raidisseurs complexifie le comportement des

plaques raidies. En effet, selon la rigidité relative des raidisseurs par rapport la plaque de

fond, une plaque raidie peut voiler selon plusieurs modes. La figure 1.7 illustre ce phéno-

mène. Si les raidisseurs ont de faibles rigidités, ils voilent avec la plaque, donnant lieu à

un mode global (figure 1.7a). Si les raidisseurs sont rigides, le voilement se produit dans
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un mode local des sous-panneaux (figure 1.7d). Si les raidisseurs sont minces, le voilement

par torsion ou le voilement local des composants des raidisseurs peut se produire sans la

participation de la plaque (figure 1.7e et 1.7f). Les modes de voilement des figures 1.7b et

1.7c sont les modes d’interaction où les raidisseurs sont rigides en flexion mais faibles en

torsion.

Figure 1.7 – Mode de voilement élastique des plaques raidies

De plus, la complexité augmente si les raidisseurs ne sont pas identiques ou inéga-

lement espacés. Une telle configuration peut être rencontrée en cas de chargement non

uniforme, où les raidisseurs sont utilisés à proximité des régions fortement chargées pour

des raisons économiques. Par conséquent, les études sur le comportement des plaques

raidies sont pour la plupart sous forme semi-analytique voire empirique. Un résumé très

riche en terme de références (plus de 400) sur l’état de l’art des plaques raidies peut être

trouvé dans Bedair [24]. Il récapitule les résultats des nombreuses études depuis les dé-

buts des recherches jusqu’à aujourd’hui. D’après Bedair [24], les travaux sur les plaques

raidies peuvent être classés en deux catégories basées essentiellement sur leurs modes de

voilement mentionnés ci-dessus : soit sur un modèle de poutre-poteau (en anglais the strut
model), soit sur un modèle de plaque orthotrope.

1.3.1.1 Approche poutre-poteau individuel

Dans cette approche, les plaques raidies sont traitées comme une série de poutres in-

dividuelles constituées par le raidisseur et une largeur efficace la plaque associée comme

sur la figure 1.8. Cette approche a été utilisée principalement pour les plaques courtes

possédant un grand nombre de raidisseurs ou pour les plaques ayant des raidisseurs de

grande rigidité. Une telle configuration est fréquemment rencontrée dans la construction
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navale car les raidisseurs sont dimensionnés pour résister aussi à la pression hors-plan de

sorte que le mode de voilement local du sous-panneau soit le premier. Pour ce type de

plaque, l’effet de membrane stabilisant dans le sens transversal est négligeable. En consé-

quence, tous les raidisseurs possèdent une déformée identique à l’état ultime sauf une

petite partie à proximité des bords non chargés où l’effet stabilisant de la membrane n’est

pas négligeable. La problématique se réduit donc à la détermination de la charge ultime

d’une partie représentative, qui est le modèle de poutre-poteau constitué par le raidisseur

et une partie effective de la plaque adjointe.

Figure 1.8 – Approche par modèle de type poure-poteau

Cette approche est fréquemment utilisée dans la pratique (Dowling [52], Dwight et

Little [55], Murray [103]) du fait de sa simplicité et de la facilité de mise en œuvres. Le

fait de ne considérer qu’une partie représentative de la plaque permet de ramener le pro-

blème de plaque raidie à un problème de flambement d’un poteau qui est très bien connu.

Cependant, la méthode est critiquée car elle est basée sur l’hypothèse que le voilement

local se produit toujours en premier. Or pour les panneaux raidis longs, le voilement local

n’est pas forcement le premier mode critique. De plus, en traitant la plaque comme en un

ensemble de poutres-poteaux individuels, les conditions aux limites de la structure n’in-

fluent pas sur le comportement du modèle. L’effet membranaire stabilisant est supprimé

dans cette approche qui rend donc le résultat très conservatif (c’est-à-dire la charge ultime

est sous-estimée).

1.3.1.2 Approche plaque orthotrope équivalente

Dans cette approche, la plaque raidie est traitée comme une plaque orthotrope équiva-

lente ayant une épaisseur constante (figure 1.9). Cette épaisseur, normalement plus grande

que l’épaisseur réelle, est obtenue en "tartinant" les raidisseurs. Plusieurs techniques de

tartinage sont proposées, soit par une section transversale équivalente (méthode la plus

simple) ou pour un moment d’inertie de flexion équivalent (la méthode utilisée le plus

couranmment). Contrairement à l’approche précédente, cette méthode est plutôt valable

si le mode de voilement global domine les autres modes, ce qui est très commun dans les

panneaux raidis légers ou les plaques longues.
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Figure 1.9 – Approche par modèle de type plaque

Il est noté que l’avantage majeur de cette méthode est qu’elle prend en compte l’effet

stabilisant de membrane qui est ignoré par le modèle poutre précédent. En revanche, cette

approche ne permet pas de distinguer le mode de ruine, c’est-à-dire de savoir si la ruine

a lieu au niveau de la plaque ou du raidisseur. Le fait d’assimiler les modes de ruine de

plaque et de raidisseur peut aboutir à des résultats très favorables. Un autre inconvénient

de cette méthode se présente si les raidisseurs ne sont pas identiques car elle conduit à

la non-uniformité de l’épaisseur équivalente. Des applications de cette approche peuvent

être trouvées dans Maquoi et Massonnet [94] et Jetteur [76].

En parallèle aux deux approches précédentes et suite aux développements des outils

informatiques, de nombreux auteurs ont utilisé une voie numérique pour étudier le com-

portement des plaques raidies. Un des avantages de cette méthode numérique est qu’elle

permet d’étudier le comportement de structures à "l’échelle réelle" avec plusieurs pos-

sibilités de conditions aux limites qui ne sont pas forcément réalisables au laboratoire.

Les différents paramètres intervenants dans le problème peuvent aussi être considérés en

même temps dans la modélisation. Bien que les méthodes numériques aient des capa-

cités de prédiction pour le comportement de structures complexes, leur applications se

restreignent plutôt au domaine de la recherche (notamment pour vérifier l’exactitude des

normes proposées).

1.3.2 Aspects normatifs pour les plaques raidies

Plusieurs études (Bonello et al. [29], Grondin et al. [68], Balaz et Murray [17], Sheikh et al.
[136]) ont été menées afin de comparer les différentes normes actuelles pour les plaques

raidies, à savoir : la norme norvégienne pour les navires DNV [48], la norme pour les

structures offshore aux Etats-Unis API [14], la norme américaine pour les navires ABS [6],

la norme anglaise pour la construction métallique BS5400 [33] et la convention européenne

de la construction métallique ECCS (Dubas et Gehri [53]).

Il est intéressant de noter que la plupart des normes ont opté pour une approche de

type poutre-poteau du fait de sa simplicité. La résistance ultime est déduite en se basant

sur le principe de Perry-Robertson, qui consiste à faire tendre vers la limite d’élasticité

la contrainte maximale obtenue pour une colonne comprimée en prenant en compte un
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défaut géométrique. Les différentes normes proposent des variations sur la formule de

Perry-Robertson , notamment de l’expression de l’imperfection généralisée (Guedes Soares

et Gordo [70]). En général, les prédictions de ces normes ont tendance à être proches les

unes des autres et présentent un bon accord avec les résultats d’essais. La figure 1.10 est

un exemple de comparaison des résultats des normes actuelles dans le domaine de la

construction navale avec 359 résultats expérimentaux (Frieze [59]), y compris les essais de

compression sur une plaque de fond d’une poutre-caisson utilisée en ouvrages d’art.

Figure 1.10 – Comparaison des résultats des différentes normes aux résultats expérimentaux (tiré dans le

guide de ABS [6])

Peu de normes (ECCS uniquement) sont basées sur la théorie de plaque orthotrope. La

raison est que cette approche peut donner des valeurs qui surestiment la capacité réelle de

la plaque. Balaz et Murray [17] ont constaté en effet jusqu’à 35% d’écart.

Récemment, il a été constaté que le comportement des plaques raidies peut présenter

à la fois un comportement de type colonne (approche par modèle poutre-poteau) et un

comportement de type plaque (approche par modèle de plaque orthotrope équivalente).

L’évaluation par un seul comportement devient donc soit trop sévère (sous-estimation

de la charge ultime) ou soit trop favorable (surestimation) pour certaines configurations

(les détails seront donnés dans la suite au chapitre 2). C’est pourquoi l’EN 1993-1-5 pro-

pose une démarche permettant d’unifier les deux approches afin d’obtenir une procédure

unique et universelle pour tout type de plaque raidie. Cette méthodologie est détaillée

dans la section suivante.
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1.4 Dimensionnement d’une plaque raidie selon l’EN 1993-1-5

La démarche proposée par l’EN 1993-1-5 permet de calculer la résistance des sections

raidies susceptibles de voiler. Deux méthodes de dimensionnement sont proposées dans

l’Eurocode : la méthode des sections efficaces (sections 4 à 7 dans l’EN 1993-1-5) et la

méthode de la contrainte réduite (section 10 dans l’EN 1993-1-5). Cette dernière méthode

n’est pas abordée dans ce travail car elle est conservative (Simon-Talero et Caballero [137]

et Johansson et al. [78]) :elle limite la contrainte appliquée à la contrainte critique de voile-

ment.

Cette section décrit donc la méthode des sections efficaces. Le concept de la méthode

est basé essentiellement sur le travail de Von-Karman. À l’état de ruine de la plaque,

la distribution des contraintes normales est non-uniforme à travers la plaque, avec des

contraintes aux bords plus élevée qu’au centre. Les bords sont plus raides et drainent les

contraintes normales. En poussant le raisonnement à l’extrême, on peut imaginier que la

rigidité de la partie voilée est nulle. Toutes les contraintes normales sont alors reprises par

les bords : la partie centrale est dite inefficace tandis que les bords sont efficaces (c.f la

figure 1.11). Les parties efficaces sont calibrées de telle manière que le produit de la limite

d’élasticité par leur aire soit égal à l’effort ultime dans la plaque.

Figure 1.11 – Partie efficace de la plaque

Ce principe est étendu de sorte que, pour toute configuration de section, raidie ou non,

sous une distribution quelconque de contraintes normales, la section efficace est obtenue

en supprimant les parties de la zone comprimée affectées par le voilement. Les propriétés

mécaniques de la section efficace permettent ensuite de calculer la résistance caractéris-

tique de la structure.

1.4.1 Détermination de l’aire efficace résultant du voilement local

Selon la méthode proposée par l’EN 1993-1-5, la première étape consiste à déterminer

l’aire efficace résultant d’un voilement local des différents panneaux secondaires (sous-

panneaux) et des raidisseurs. En règle générale, les panneaux de classe 1, 2 ou 3 sont

considérés comme entièrement efficaces : la section efficace est égale à la section brute. Les
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panneaux de classe 4 sont sensibles au voilement local et une réduction de leur section

doit effectuée.

La classification de la section est une notion adoptée dans l’EN 1993-1-1 [2] selon le

risque d’apparition prématurée ou tardive du phénomène de voilement dans les parois

comprimées des sections. Elle dépend de l’élancement de chaque élément (défini par un

rapport largeur/épaisseur) et de la distribution des contraintes de compression (uniforme

ou linéaire). Elle peut être introduite à travers la courbe de voilement d’Euler pour une

plaque parfaite (c.f la figure 1.12) où la réduction de la contrainte ultime ρ est présentée

en fonction de l’élancement réduit λp : ρ = 1
λp

.

Figure 1.12 – Représentation adimensionnelle de la contrainte de voilement élasto-plastique d’une paroi

parfaitement plane

La valeur limite de l’élancement réduit est fixée afin de retarder l’apparition du voile-

ment local jusqu’à ce qu’ait été atteinte la nécessaire redistribution des contraintes dans

la section qui peut être une plastification au niveau de la fibre extrême (classe 3) ou une

distribution plastique sur la section entière. L’élancement réduit pour une nuance d’acier

quelconque λ peut s’exprimer sous la forme :

λ =

√
fy

σcr
=

1
28, 4ε

√
kσ

b
t

(1.14)

avec ε =
√

235
fy

. En introduisant dans l’équation 1.14 les valeurs appropriées du coeff-

cient de voilement kσ et la valeur de λ correspondant à chaque classe, les rapports lar-

geur/hauteur limites peuvent être déduits. La figure 1.13 présente un extrait des valeurs

limites des sections sous une compression uniforme. Il faut noter que la classification des

sections en console ou interne est différente à cause de la différence du coefficient de

voilement kσ.

La section transversale efficace est prise égale à la section brute à laquelle on a sous-

trait la partie inefficace : des trous sont crés en retirant de la matière. La largeur efficace

des éléments sous compression uniforme peut être évaluée au moyen d’un coefficient de
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Figure 1.13 – Classification de la section selon le rapport l’élancement

réduction ρ de la façon suivante :

ρ =


λ − 0, 22

λ
2 ≤ 1 parois en internes

λ − 0, 188

λ
2 ≤ 1 parois en console

(1.15)

L’application du coefficient de réduction ρ à une paroi interne ou en console est indiquée

au tableau 1.1.

Table 1.1 – Largeur effective des parois comprimées

Répartition des contraintes Largeur effective

Parois en internes

be f f = ρ · b
be1 = 0, 5 · be f f

be2 = 0, 5 · be f f

Parois en console be f f = ρbe f f

Pour une plaque non raidie, la section efficace calculée précédemment est directement

celle qui doit être utilisée dans les vérifications de la résistance de la section. À l’inverse,

lorsqu’il s’agit d’une paroi raidie, il faut tenir compte aussi du voilement global. Pour cela,

la section efficace est déterminée selon la figure 1.14 avec les notations suivantes (utilisées

dans l’EN 1993-1-5) :
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– Ac : Aire brute de la partie comprimée de la paroi, y compris les raidisseurs, obtenue

en retranchant à chaque extrémité une partie égale à la moitié de la distance au bord

libre.

– Ac,e f f ,loc : Aire efficace pour le voilement local de la partie de plaque définie par Ac.

– bedge,e f f : Largeur de la partie efficace (au sens du voilement local) rattachée à un

bord de la plaque.

Figure 1.14 – Aire efficace résultant du voilement local

La section efficace d’une plaque raidie en compression uniforme se compose donc de

deux parties : une partie centrale Ac,e f f ,loc se composant des aires des sections efficaces de

tous les raidisseurs et des panneaux secondaires se trouvant dans la zone comprimée et

une partie au bord de largeur bedge,e f f .

1.4.2 Détermination de l’aire efficace résultant du voilement global

Pour définir la sensibilité aux effets du voilement global, l’EN 1993-1-5 impose de

traiter indépendamment les deux types de comportement : colonne et plaque. Le premier

est un comportement sans aucune résistance postcritique, tandis que le second présente un

réserve postcritique. Enfin, il indique comment considérer l’interaction de ces deux types

du comportement. Ces aspects sont traités ci-après.

1.4.2.1 Comportement de type colonne

Le comportement de type colonne est obtenu en supposant simplement que les bords

longitudinaux (bords non-chargés) ne sont pas appuyés. La plaque n’est donc appuyée

que le long des deux bords chargés. La contrainte critique de voilement n’est alors rien

d’autre que la contrainte de flambement d’une colonne. Dans la pratique, les raidisseurs

sont identiques, la détermination de la contrainte critique peut être effectuée sur une partie

représentative se composant du raidisseur seul et d’une largeur collaborante de la plaque

la plus proche du bord le plus comprimé. La colonne obtenue est supposée simplement

appuyé sur ses bords chargés : la longueur de flambement est donc égale à la longueur de
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plaque a. La contrainte critique est alors donnée par la relation suivante :

σcr,c =
π2EIsl,1

Asl,1a2 (1.16)

où Isl,1 et Asl,1 sont respectivement l’inertie et l’aire de la section transversale brute du

raidisseur et des parties adjacentes de la plaque (c.f la figure 1.15).

Figure 1.15 – Caractéristique géométrie du modèle de type Colonne

L’élancement réduit de la plaque vis-à-vis du flambement du poteau est ensuite défini

comme suit :

λc =

√
βA,c fy

σcr,c
où βA,c =

Asl,1,e f f

Asl,1
(1.17)

avec Asl,1 l’aire brute de la section du poteau définie auparavant et Asl,1,e f f l’aire efficace

(vis-à-vis du voilement local) de la même section. Le coefficient de réduction βA,c permet

de tenir compte du voilement local éventuel des panneaux secondaires.

Le coefficient de réduction χc propre à ce mode d’instabilité se détermine à l’aide des

courbes de flambement, définie dans la clause 6.3.1.2 (1) de l’EN 1993-1-1 [2] et reproduite

ci-dessous :

χc =
1

ϕ +

√
ϕ2 − λc

2
et ϕ = 0, 5

[
1 + αe

(
λc − 0, 2

)
+ λc

2
]

(1.18)

Le facteur d’imperfection équivalente αe intègre d’une part le facteur d’imperfection α du

poteau (où α = 0, 34 pour une section fermée et α = 0, 49 pour les raidisseurs à section

ouverte) et d’autre part un terme de majoration destiné à prendre en compte l’excentricité

du centre de gravité du poteau par rapport au plan moyen de la plaque principale. Le

facteur d’imperfection αe est finalement donné par la relation suivante :

αe = α +
0, 09

i
e

(1.19)

où i =
√

Isl,1
Asl,1

est le rayon de giration et e = max(e1; e2) dont e1 et e2 sont respectivement

les distances de l’axe neutre du raidisseur seul et du plan moyen de la plaque mesurées

par rapport à l’axe neutre de la section efficace constituée du raidisseur et des parties

adjacentes de plaque (figure 1.15).
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1.4.2.2 Comportement de type plaque

Pour évaluer l’efficacité de la tôle raidie dans le cas d’un comportement de type plaque,

l’Eurocode propose de remplacer la tôle raidie réelle par une plaque dite "plaque orthotrope
équivalente". Cette plaque équivalente est obtenue en "tartinant" les raidisseurs le long de

la largeur de plaque. On évalue ensuite la contrainte critique de voilement élastique de

cette plaque orthotrope équivalente :

σcr,p = kσ,pσE (1.20)

où σE est la contrainte de référence d’Euler de la tôle et kσ,p est le coefficient de voilement

global de la plaque orthotrope équivalente avec les raidisseurs tartinés sur la plaque. La

difficulté réside dans la détermination de ce dernier coefficient. Il peut être obtenu soit à

partir d’abaques appropriées (i.e les abaques de Klöppel (Galéa [61])), soit à partir de si-

mulations numériques ou de formules approchées. L’annexe A de l’EN 1993-1-5 donne des

formules analytiques dans le cas d’une plaque ayant plus de trois raidisseurs longitudi-

naux également espacés (cadre visé de ce travail) et soumise à une compression uniforme.

Elles s’expriment par :

kσ,p =


(
1 + α2)2

+ γ − 1
α2 (1 + δ)

si α ≤ 4
√

γ

2
(
1 +

√
γ
)

(1 + δ)
si α ≥ 4

√
γ

(1.21)

Le coefficient kσ,p dépend donc :

– du rapport d’aspect α = a
b de la tôle ;

– du rapport entre la raideur flexionnelle de l’ensemble de la plaque raidie Isl et celle

de la tôle seule : γ = Isl
Ip

;

– et du rapport entre l’aire brute des raidisseurs et celle de la tôle seule : δ = ∑ Asl
Ap

.

Connaissant la contrainte critique de voilement élastique de la plaque orthotrope équiva-

lente, il est possible de déterminer l’élancement réduit λp :

λp =

√
βA,c fy

σcr,p
(1.22)

où le coefficient réducteur βA,c est défini à nouveau par βA,c =
Ac,loc,e f f

Ac
. Le coefficient de

réduction ρ associé à ce mode de voilement global est calculé avec la fonction de réduction

classique d’une plaque donnée en équation 1.13.

1.4.2.3 Interpolation

On peut obtenir maintenant les deux facteurs de réductions : χc pour un comportement

de type colonne et ρ pour un comportement de type plaque. Le facteur de réduction global

ρc est obtenu par interpolation entre les deux facteurs χc et ρ :

ρc = χc + (ρ − χc) (2 − ξ) ξ (1.23)
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où ξ est une mesure de la distance entre les contrainte critiques (de type colonne par

l’expression 1.16 et de plaque par l’expression 1.20 et 1.21) ci-dessus :

ξ =
σcr,p

σcr,c
− 1. (1.24)

Théoriquement, la contrainte critique de voilement de type plaque σcr,p est toujours su-

périeure à celle de type colonne σcr,c car l’effet favorable du maintient par les bords lon-

gitudinaux est négligé dans cette dernière. De ce fait, le coefficient ξ est toujours positif.

Dans la pratique, il peut arriver que σcr,p soit légèrement inféireur à σcr,c du fait du calcul

à partir de l’aire d’un seul raidisseur.

Pour une grande valeur de ξ (ξ ≥ 1), c’est-à-dire pour une contrainte critique de plaque

deux fois plus grande par rapport à celle de la colonne, l’influence du comportement de

type poteau peut être négligée. Le coefficient d’interpolation ξ est donc compris entre 0

et 1 : 0 ≤ ξ ≤ 1. La courbe résultant de cette règle d’interpolation est représentée sur la

figure 1.16.

Figure 1.16 – Interpolation des deux comportements de type Colonne et Plaque

1.4.3 Section efficace vis-à-vis du voilement

Une fois obtenu le coefficient de réduction ρc, l’aire efficace vis-à-vis du voilement

global s’obtient par la relation suivante :

Ac,e f f = ρc Ac,e f f ,loc + ∑ bedge,e f f t (1.25)

On remarque que le coefficient de réduction ρc prenant en compte l’effet du voilement

global ne s’applique qu’à l’aire Ac,e f f ,loc et pas à la partie efficace rattachée au bord ; cela

signifie que la résistance des parties comprimées de la plaque rattachées à un bord n’est

réduite que par le voilement local et n’est pas affectée par le voilement global.

Il est à noter que si le panneau est une tôle de fond, le phénomène de trainage au

cisaillement doit être pris en compte également. Ce phénomène traduit le fait que dans
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la semelle d’une section en flexion, plus une fibre longitudinale est éloignée de l’âme,

plus elle présente un retard de déformation dans le plan de la semelle, par rapport à la

fibre longitudinale située au droit de l’âme. Il en découle une distribution transversale

non uniforme des contraintes normales dans la semelle. Plus la semelle est large et plus

cet effet est important. En pratique, on calcule la contrainte normale dans la semelle au

droit de l’âme en supposant que cette contrainte est uniforme sur une largeur réduite de

semelle. Cette largeur efficace est obtenue à travers un coefficient de réduction βk, de façon

à égaliser l’effort repris par la semelle efficaces sous contrainte uniforme et par la semelle

brute sous la véritable distribution de contrainte. La détermination de ce coefficient est

effectuée selon la clause 3.3 de l’EN 1993-1-5 (mais n’est pas l’objectif de ce travail). La

résistance ultime de la plaque raidie est enfin évaluée par la relation suivante :

Nult = Ac,e f f
fy

γM1
(1.26)

où γM1 = 1, 1 est le coefficient de sécurité (voir la définition à la section 6 du chapitre

3). La démarche de dimensionnement des plaques raidies selon l’EN 1993-1-5 peut être

recapitulée par le logigramme à la figure 1.17. Un exemple d’application numérique de

cette démarche est donné en annexe 1 afin de faciliter la compréhension d’utilisation de la

méthode.

1.5 Choix actuel des raidisseurs longitudinaux

Il est déduit que les raidisseurs longitudinaux jouent un rôle extrêmement important

dans la résistance des tôles de fond de caisson vis-à-vis des problèmes de voilement. Les

raidisseurs peuvent être classés en deux catégories selon leur géométrie (c.f figures 1.18a

et 1.18b). Dans le passé, les raidisseurs longitudinaux étaient généralement des sections

ouvertes, dont l’inertie de torsion est très faible. Une étude récente (Chen et Yang [38]) a

montré que les raidisseurs de section fermée possèdent plus d’avantages d’un point de

vue structurel et économique.

La pratique courante pour le dimensionnement des fonds de caisson à raidisseurs lon-

gitudinaux est encore très différente selon les différents pays européens et elle dépend

des traditions et techniques de construction locales (selon COMBRI [42]). Il est difficile

de donner des recommandations générales concernant le nombre et les dimensions des

raidisseurs, car ils dépendent de nombreux facteurs, par exemple de la distance entre les

diaphragmes.

En France, pour les grands ponts construits depuis 1995, les raidisseurs longitudinaux

de la semelle inférieure des poutres-caisson sont soit des raidisseurs plats, soit des augets

(section trapézoïdale), soit des raidisseurs en T. Ces raidisseurs sont continus sur toute la

longueur du pont.

En Allemagne, les normes nationales ne donnent aucune recommandation directe

concernant le dimensionnement et les détails constructifs des plaques inférieures à rai-
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Figure 1.17 – Démarche du dimensionnement d’une plaque raidie selon l’EN 1993-1-5



28 Chapitre 1. Voilement des plaques : Etat de l’art

(a) Section ouverte : Raidisseurs en T ou en simple plat

(b) Section fermée : Auget

(c) Types des raidisseurs longitudinaux

disseurs longitudinaux. Le dimensionnement de ces plaques est réglementé uniquement

en ce qui concerne les exigences statiques de la plaque, comme sa résistance au flambe-

ment. Aucune recommandation spécifique n’est donnée en ce qui concerne les dimensions

et le nombre des raidisseurs. La pratique courante en Allemagne consiste à utiliser des

raidisseurs trapézoïdaux possédant des sections de classe 3. Jusqu’à présent, l’utilisation

de raidisseurs de dimensions supérieures à section transversale de classe 4 est très peu

répandue en Allemagne, et limitée aux ponts de très grandes dimensions. Des raidisseurs

plats à sections transversales de classe 1 sont également utilisés, mais principalement pour

des ponts ferroviaires.

Plus la raideur flexionnelle sera importante, plus la charge critique sera élevée et moins

vite le raidisseur sera emporté par la tôle. Pour assurer au raidisseur une efficacité maxi-

mum, on conçoit aisément qu’il doive créer des lignes nodales immobiles et, en consé-

quence, n’autorise que le voilement des sous-panneaux (entre les deux raidisseurs). Ceci

diminue la largeur de voilement de la plaque et rend donc plus efficace la section. Cela

permet de diminuer l’épaisseur des tôles de fond de caisson et de rendre plus légère la

structure. Pourtant, aucune des pratiques Européennes ne donne des indications sur la

valeur optimale de la rigidité du raidisseur car cette dernière dépend de plusieurs para-

mètres, tels que le coefficient d’aspect α, le rapport de la section des raidisseurs et de la

plaque de fond (δ = As
A ), etc. Dans une étude récemment publiée par Galéa et Martin

[64], une valeur de la rigidité flexionnelle relative γL = EIs
bD d’un raidisseur égale à 25 est

suffisante pour que le raidisseur soit considéré comme rigide. Évidemment, cette valeur

est moins représentative car elle est influencée par plusieurs paramètres. Une expression

plus élaborée peut être trouvée dans Choi et al. [40] où le moment d’inertie minimal requis
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doit être d’au moins :

Is = 0, 3
( a

d

)2 √
nt3

pd (1.27)

où a est la longueur de la plaque, d est la largeur du souspanneau, n est le nombre de

raidsseurs, tp est l’épaisseur de la tôle de fond.

L’Eurocode ne donne aucune information sur l’optimisation du raidisseur. De plus, il

n’exige pas de vérification supplémentaire pour les raidisseurs parce que leur résistance

sous des contraintes directes est inclue dans la démarche de dimensionnement pour les

plaques raidies (i.e, calcul du comportement de type de colonne selon l’EN 1993-1-5).

Cependant, des exigences supplémentaires relatives au flambement par torsion peuvent

être nécessaires. À moins d’une justification plus élaborée vis-à-vis du flambement par

torsion des raidisseurs à section transversale ouverte, il convient de satisfaire au critère

suivant :
IT
Ip

≥ 5, 3
fy

E
(1.28)

où Ip est l’inertie polaire du raidisseur seul par rapport au bord fixé à la plaque et IT

est l’inertie torsion de St-Venant du raidisseur seul. Cette condition, dans le cas simple

d’un radisseur en plat, est équvalente à limiter le rapport de la hauteur sur l’épaisseur du

raidisseur (c.f la figure 1.18).

Figure 1.18 – Prévention du flambement par torsion pour raidisseur de type simple plat

1.6 Conclusion

On a présenté un état de l’art sur le voilement des plaques raidies dans ce chapitre. Il

s’agit d’un problème complexe où plusieurs paramètres interviennent. De façon générale,

les plaques raidies possèdent à la fois un comportement de type flambement de colonne

et un comportement de type voilement de plaque (différenciés par le comportement post-

critique) variant selon la rigidité flexionnelle du raidisseur et le rapport d’aspect de la

plaque.

Les modèles pour la détermination de la charge ultime d’une plaque raidie basés sur

l’un des deux comportements extrêmes présentent des inconvénients : surestimation ou

sousévaluation de la résistance ultime réelle de la plaque. C’est pourquoi l’Eurocode EN
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1993-1-5 propose une démarche permettant d’unifier les deux comportements. Le com-

portement réel de la plaque est interpolé entre ces deux cas extrêmes : colonne ou plaque

orthotrope équivalente en fonction du rapport des contraintes critiques des deux types de

comportement.

La discussion et l’évaluation par éléments finis de cette démarche est l’objectif du pro-

chaine chapitre.
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Comme on l’a expliqué dans l’introduction, la méthodologie adoptée dans le présent

travail sur le voilement des tôles courbes est construite par analogie avec celle dé-

veloppée pour le voilement des plaques dans les Eurocodes (EN 1993-1-5 en particulier).

L’évaluation de cette démarche par comparaison avec des calculs par éléments finis est

l’objectif principal du présent chapitre.

31
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Pour s’assurer de la pertinence du modèle de calcul par éléments finis (E.F.) retenu, les

différentes étapes de la construction de la modélisation sont d’abord détaillées. Ensuite,

une série de simulations numériques sur la configuration de plaque développée dans l’an-

nexe 1 a été entreprise. Différents paramètres de la plaque ont été particulièrement étu-

diés, d’une part pour comprendre le comportement de la plaque raidie via la simulation,

et d’autre part, pour évaluer la démarche de l’Eurocode. Certains inconvénients de la dé-

marche de l’Eurocode actuelle ont été identifiés. En attendant des modifications lors de la

prochaine version de l’Eurocode (prévue en 2015), des recommandations d’amélioration

de la méthode sont proposées à la fin du chapitre afin de faciliter la mise en œuvre de

la vérification et de servir de base pour la prochaine étude des tôles courbes raidies (c.f

chapitre 4).
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2.1 Modélisation par éléments finis

Parmi les méthodes numériques utilisables en calcul de structures, la méthode de cal-

cul par E.F. est largement utilisée pour l’analyse des structures métalliques. L’expérience

actuelle de ce type de calcul permet d’affirmer que cette méthode se révèle particulière-

ment bien adaptée pour l’étude des phénomènes de voilement des structures en plaques

comme évoqué dans Davaine [46]. Le développement de la puissance de calcul des nou-

veaux ordinateurs et des nouveaux logiciels de calcul par E.F. permet l’utilisation de cette

méthode relativement simplement.

2.1.1 Logiciel

Le logiciel choisi est la version 11 du logiciel ANSYS [13] commercialisé par ANSYS,

Inc. Il est l’un des logiciels les plus utilisés et les plus connus au monde pour ses diffé-

rentes fonctionnalités. Avec un large choix de types d’éléments, de modèles de matériau,

ce logiciel permet de couvrir un éventail conséquent de problèmes d’ingénierie actuels,

notamment pour l’analyse non-linéaire des structures.

2.1.2 Choix du type d’élément

Figure 2.1 – Elément Plaque - SHELL 181

La plaque raidie est modélisée entièrement par un ensemble d’éléments de plaque

(2D), y compris les raidisseurs. Ce modèle, plus "riche" par rapport à un modèle où des

éléments de poutre (1D) modélisent les raidisseurs, permet de capter plus finement le

comportement réel de la structure étudiée. Les éléments de plaque utilisés sont des élé-

ments Shell 181, fréquemment utilisés pour le comportement des plaques non-linéaires.

Il s’agit d’un élément quadrangulaire à quatre noeuds (six degrés de liberté par nœud)

adapté pour les calculs non-linéaires (plasticité et grands déplacements).

Concernant la densité du maillage, plus le maillage est fin, plus la précision s’améliore
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mais le temps de calcul augmente en conséquence. Une analyse de convergence pour

une plaque carrée non-raidie en compression uni-axiale est effectuée. Les résultats (la

contrainte critique de voilement et la contrainte ultime), obtenus en changeant la densité

du maillage, sont comparés à la valeur théorique (l’expression 1.1). La figure 2.2 montre

qu’un maillage composé d’au moins 30 éléments par côté est suffisant pour obtenir un bon

compromis entre précision et temps de calcul. Cette densité de maillage sera adoptée dans

la suite de ce travail.

Figure 2.2 – Etude de convergence de la densité du maillage pour une plaque plane non-raidie

2.1.3 Matériau

Les panneaux étudiés sont tous en acier de nuance S355, tel qu’habituellement utilisés

dans les ponts métalliques. Ses caractéristiques mécaniques sont les suivantes :

– Module d’Young E = 210 GPa,

– Coefficient de Poisson ν = 0, 3,

– Limite d’élastificé fy = 355 MPa. Il faut noter que cette valeur limite est donnée

en fonction de l’épaisseur et qu’elle diminue légèrement pour les plaques épaisses

(selon EN 1993-1-1).

Le modèle de comportement du matériau dépend ensuite du type d’analyse effectué.

Dans ce travail, trois modèles de matériau sont utilisés selon l’indication de l’EN 1993-1-5

Annexe C. D’abord, un modèle élastique linéaire pour la recherche de la charge critique de

voilement Fcr. Ce modèle de matériau n’est pas réaliste pour la recherche de la résistance

ultime car tous les matériaux sont limités en résistance et non infiniment linéaires. En

réalité, le comportement de l’acier, dit comportement ductile, est non-linéaire et présente

un palier plastique. Il est souvent déterminé par un essai de traction jusqu’à la rupture.

La figure 2.3 présente la courbe contrainte-déformation (allongement relatif) d’un tel essai.

Plusieurs phases dans ce comportement sont mises en exergue :

– Une première phase, dite élastique, où les déformations sont réversibles et propor-

tionnelles à la sollicitation (loi de Hooke). La tangente est la valeur du module

d’Young E.

– Une deuxième phase, dite plastique, où des déformations irréversibles apparaissent.

Ces déformations sont très importantes (plusieurs %). Si l’on procède à une décharge



2.1. Modélisation par éléments finis 35

puis que l’on sollicite à nouveau le matériau, celui-ci se comporte comme si sa limite

élastique était égale au niveau maximal de contrainte atteint avant décharge. C’est

ce phénomène que l’on appelle écrouissage. Il peut être utilisé pour augmenter la

limite élastique des aciers.

– Une troisième phase de striction qui précède la rupture de l’éprouvette et qui appa-

raît lorsque l’écrouissage ne compense plus l’augmentation de contrainte causée par

la diminution de section. Ce phénomène, instable, se localise dans une section qui

diminue alors fortement et où survient la rupture.

Figure 2.3 – Comportement type de l’acier en traction

Il faut noter que la capacité d’écrouissage n’est pas fixée et dépend de plusieurs pa-

ramètres, tels que la teneur en carbone de l’acier (plus de réserve d’écrouissage pour les

aciers doux, c’est-à-dire avec moins de 0.2% de carbone) ou la méthode de fabrication

(laminage à chaud ou à froid). Par soucis de simplicité, l’Annexe C de l’EN 1993-1-5 re-

commande des modèles simplifiés dont deux (figure 2.4) seront utilisés dans la suite :

– un modèle élastique-parfaitement plastique pour la recherche de la résistance plas-

tique Fpl .

– un modèle élasto-plastique avec écrouissage linéaire isotrope pour la recherche de la

résistance ultime Fult.

Le comportement élastique-parfaitement plastique (figure 2.4a) exprime le fait que le ma-

tériau est incapable de supporter une contrainte plus importante que celle qui correspond

à l’écoulement plastique fy. A contrario, le comportement élastique-plastique linéaire (fi-

gure 2.4b) caractérise la capacité du matériau à se durcir avec la déformation plastique. La

pente de la courbe déformation-contrainte pour des contraintes supérieures à fy s’appelle

le module élasto-plastique, noté ET = dσ
dε . Ce dernier est pris égal à ET = E

100 .
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(a) Modèle elastique-parfaitement plastique (b) Modèle elasto-plastique linéaire

Figure 2.4 – Modèles des matériaux selon EN 1993-1-5

2.1.4 Conditions aux limites

Dans ce travail, les conditions aux limites choisies, en cohérence avec les éléments nor-

matifs de l’Eurocode, sont les suivantes : appui simple sur les quatre bords de la plaque.

Ces conditions aux limites sont défavorables pour la résistance ultime (par rapport à un

encastrement) mais elles sont assez proches des conditions d’appuis de ces éléments dans

les structures d’ouvrages d’art. En effet, les tôles concernées ici constituent la partie in-

férieure de poutres-caissons. Leurs bords sont donc soudés aux âmes du caisson en une

liaison que l’on peut qualifier d’encastrement élastique. Le degré d’encastrement est sou-

vent difficile à identifier, mais comme ces âmes sont peu rigides transversalement, il peut

être supposé très faible de sorte que les appuis sont réduits à un simple blocage des dé-

placements verticaux.

Figure 2.5 – Modèle d’une plaque raidie soumis à une compression axiale uniforme

Les conditions aux limites se traduisent pour le modèle éléments finis, dans le repère

global dont l’axe longitudinal OX est sur le bord AB, de la façon suivante (cf. figure 2.5) :

– Appui simple sur tous les bords : déplacement vertical nul uZ = 0.

– Le long des bords chargés (bords AC et BD) : tous les noeuds sont constraints de se

déplacer de manière uniforme selon l’axe de compression ux = cste.

– Le long des bords non-chargés (bords AB et CD) : déformations transversales libres

uY ̸= 0.



2.1. Modélisation par éléments finis 37

Il est à noter qu’un déplacement uniforme des bords non chargés augmenterait la capacité

ultime de la plaque plane (Braun [31]), surtout quand les tôles sont élancées (figure 2.6)

par apparition de contraintes membranaires. Pourtant, le degré de maintien de ces bords

est incertain dans la réalité (on peut difficilement soutenir que la présence des âmes suffit

pour maintenir droits les bords du fond de caisson). Pour notre étude, on s’est donc placé

dans la situation la plus défavorable.

Figure 2.6 – Influence de la condition de maintien rectiligne des bords non-chargés

2.1.5 Chargement

Concernant le chargement, on se limite ici à un chargement uniforme dans le sens

longitudinal, étant donné qu’il s’agit du chargement dominant pour les tôles d’intrados

d’un pont en caisson (ce chargement de compression est dû aux contraintes de flexion

longitudinale du pont).

Le chargement est introduit dans le modèle éléments finis au travers d’une pression

suivant l’axe longitudinal (figure 2.7). Il est appliqué non seulement sur la partie de la

plaque de fond, mais aussi sur les raidisseurs du fait de leur participation au comporte-
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Figure 2.7 – Chargement de compression

ment mécanique global. En réalité, dans un pont, les forces de compression s’exerçant sur

les tôles de fond arrivent à travers les diaphragmes et les âmes, qui permettent de relier

intrados et extrados du pont. Par construction, les raidisseurs, dans la plupart des cas,

sont continus et attachés par soudure aux diaphragmes (figure 2.8) : ils reprennent donc

une partie de la charge de compression.

Figure 2.8 – Attache soudée des raidisseurs au diaphragme

2.1.6 Imperfections

Un des paramètres les plus importants causant des divergences entre les théories et

la pratique dans les problèmes d’instabilité est la présence de défauts initiaux dans la

structure. Dans le cas général, ils diminuent la capacité ultime de la structure (c.f figure

1.7 du chapitre I). En pratique, ces imperfections ne peuvent pas être évitées. Elles se

présentent sous deux formes :

– Imperfections géométriques telles que l’écart par rapport à la forme géométrique

nominale ; irrégularité au niveau des épaisseurs.
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– Imperfections matérielles dues principalement au processus de fabrication (i.e

contraintes résiduelles provoquées par le soudage).

Idéalement, la configuration d’étude donnant les résultats les plus précis devrait être fon-

dée sur les imperfections réelles de structure. Cependant, dans la plupart des cas, ces

informations ne sont pas faciles à obtenir, voire inconnues car les imperfections sont des

variables aléatoires. Pour chaque cas d’étude, il conviendrait de faire une mesure du dé-

faut ou au moins d’être capable de normaliser toutes les imperfections dues à la chaine

de fabrication et de disposer d’une base de données suffisamment large pour différents

types de structures. Mais même dans ce cas, cette méthode resterait toujours idéalisée et

difficile d’application. C’est pourquoi l’Eurocode propose de revenir à des considérations

plus simples. Les imperfections sont introduites au moyen d’un mode d’imperfection équi-

valent, qui est calibré afin de couvrir à la fois les imperfections géométriques et les imper-

fections résiduelles (ces types d’imperfections, présentée la figure 2.9, sont décrites dans

l’Annexe EN 1993-1-5-Annexe C).

Il est à noter que les imperfections peuvent être introduites comme des séries trigo-

nométriques, pratique largement utilisée dans le domaine de la construction de navale

(Zhang et Khan [161]). Ces imperfections sont issues de séries de mesures effectuées par

Smith et al. [140]. Cependant, on n’adoptera pas cette approche dans ce travail car elle

nécessite d’utiliser un maillage très fin afin d’assurer la compatibilité géométrique (i.e, la

planéité de l’élément). De plus, cela alourdit le modèle par éléments finis.

Figure 2.9 – Imperfections géométriques équivalentes selon EN 1993-1-5

Pour les structures composées, telles que la plaque raidie, l’Eurocode recommande

l’utilisation de combinaisons d’imperfections. Comme les imperfections sont aléatoires, il

est difficile de savoir quelle imperfection (mode global ou local) sera la plus pénalisante. Il

convient donc de sélectionner une imperfection principale, les autres imperfections étant
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considérées comme associées (réduites de 30% pour être plus réaliste selon l’EN 1993-1-5

[3]). Il est alors nécessaire de considérer toutes les combinaisons possibles et de retenir

celle produisant la charge ultime la plus faible. Ceci implique de démultiplier les calculs

pour chaque configuration. Plus les éléments constitutifs de la structure sont nombreux,

plus les combinaisons sont abondantes. L’introduction des imperfections pour les plaques

raidies est donc un point délicat.

Dans la pratique, les imperfections équivalentes sont définies normalement au modèle

d’éléments finis via le premier mode d’instabilité de structure (par introduction de dé-

fauts proportionnels à la déformée du mode de voilement de la structure). Cette démarche

pose toutefois des problèmes pour les tôles raidies car le comportement au voilement

des plaques raidies est complexe. En effet, pour les plaques courtes, le calcul des modes

critiques de voilement fournit un grand nombre de modes locaux avant l’apparition des

premiers modes globaux. La situation est inversée pour les plaques longues. Les ampli-

tudes à affecter de manière différenciée aux contributions locales et globales sont donc

particulièrement malaisées à gérer. Afin de limiter l’impact de ces problèmes, la procédure

suivante sera utilisée par la suite :

a. L’imperfection globale

L’imperfection globale est définie, soit sur la base du résultat d’un calcul élastique li-

néaire sous charge transversale (hors plan) ou soit par le calcul des modes de voilement

pour les plaques longues (α ≥ 2). Si les raidisseurs ne sont pas symétriques par rapport

au plan de la plaque, deux directions d’imperfection (vers l’extérieur ou l’intérieur de

la plaque) doivent être considérées.

Figure 2.10 – Mode de voilement global des raidisseurs

b. L’imperfection locale des sous-panneaux

L’imperfection locale est systématiquement définie sur la base du premier mode critique

obtenu en bloquant le déplacement des raidisseurs perpendiculairement au plan de la

plaque. Cela permet de dissocier complètement les imperfections de sous-panneaux des

mouvements de raidisseur.

c. Imperfection locale des raidisseurs

L’imperfection locale par torsion du raidisseur est introduite par une force horizontale
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Figure 2.11 – Mode de voilement local des sous-panneaux

au milieu des raidisseurs. Cependant, les raidisseurs sont encastrés à la jonction avec

la plaque de fond afin de dissocier complètement l’imperfection du raidisseur de la

déformation de la plaque de fond.

Figure 2.12 – Mode de voilement local du raidisseur par torsion

Il convient de mentionner aussi que, lorsque les raidisseurs sont longs, il y a des risques

d’introduire des déformations sous la forme de plusieurs ondes (figure 2.13). Ce mode

d’imperfection n’est pas indiqué dans l’Eurocode mais on l’a pris en compte tout de

même dans notre calcul. Ce mode d’imperfection est obtenu en faisant une analyse

de voilement élastique sur un modèle où les raidisseurs sont bloqués en déplacement

vertical à la jonction avec la plaque et où le chargement est appliqué seulement aux

raidisseurs.

Les modes d’imperfection mentionnés ci-dessus sont aisément introduits dans le modèle

via la commande "UPGEOM" (UPdate GEOMetry) dans ANSYS. Cette commande met à

jour la géométrie du modèle éléments finis en fonction des résultats des déplacements de

l’analyse précédente et crée une géométrie révisée sur la base de la configuration déformée.

Cette commande fonctionne sur tous les noeuds ou sur un ensemble choisi de nœuds. Si

cette commande est émise à plusieurs reprises, une géométrie révisée du modèle éléments

finis d’une manière cumulative est créée, c’est-à-dire que les résultats des déplacements

sur la géométrie s’additionnent, ce qui est souhaité ici.
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Figure 2.13 – Mode "trippling" du raidisseur

2.1.7 Algorithmes de résolution

Le comportement d’une structure vis-à-vis du problème d’instabilité est souvent exa-

miné au moyen d’un diagramme charge-déplacement. Cependant, le calcul de cette tra-

jectoire de chargement peut être difficile en raison de l’existence des points critiques. Au

voisinage de ce point critique, la tangente de la matrice de rigidité devient mal condition-

née. À cet égard, la technique ordinaire de la méthode Newton-Raphson avec une méthode

de contrôle d’effort standard (force imposée à chaque incrément de temps) s’avère inap-

plicable pour dépasser ce point et simuler la phase instable. Il existe dans la littérature

d’autres algorithmes pour palier aux limites des méthodes de contrôle d’effort (Jorabchi

et Suresh [81]). Ces méthodes sont connues sous le nom de méthodes de continuation,

initialement développées pour traiter des problèmes de fortes non-linéarités. Parmi ces

méthodes, la méthode de longueur d’arc (arc-length method en anglais) est la méthode la

plus utilisée (Armentani et al. [15]) car elle pilote à la fois le déplacement et le chargement.

En plus, le facteur de chargement varie à chaque itération de façon à ce que la solution

suive parfaitement la trajectoire. Cette méthode de résolution est retenue dans la suite de

ce travail pour les analyses du comportement ultime de la structure.

2.1.7.1 Théorie de la méthode de longueur d’arc

La méthode de longueur d’arc peut être considérée comme une mise à jour de la mé-

thode Newton-Raphson ordinaire (figure 2.14). Toutes les notions fondamentales de la

méthode de Newton-Raphson servent de base pour la résolution.

On rappelle que le problème d’équilibre se ramène à la résolution d’un système d’équa-

tions non linéaires en déplacement de la forme :

Fint(U)− Fext = 0 (2.1)

avec U le vecteur des déplacements nodaux et Fint le vecteur des efforts intérieurs et Fext le

vecteur des efforts extérieurs. Cette équation d’équilibre peut être réécrite en introduisant

un facteur scalaire multiplicatif des efforts extérieurs, appelé facteur de chargement λ et
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(a) Méthode de Newton-Raphson (b) Méthode de longueur d’arc

Figure 2.14 – Comparaison des algorithmes de résolution numérique

défini par :

Fint(U)− λ fext = 0. (2.2)

Si le principe de la méthode Newton-Raphson de contrôle en force consiste à imposer un

niveau de chargement et à chercher l’équilibre, le principe de méthode de longueur d’arc

considère le facteur de chargement λ comme une inconnue supplémentaire du problème.

Pour que le problème soit bien posé, une équation scalaire supplémentaire est alors né-

cessaire. Cette équation, appelée fonction contrainte, définit l’équation d’une courbe dont

l’intersection avec la courbe de charge détermine le point d’équilibre. Le système initia-

lement de dimension n (avec n le nombre de degrés de liberté) est transformé en un

problème de dimension (n + 1) défini par :Fint(U)− λ fext = 0

f (U, λ) = 0
(2.3)

Il est noté que le vecteur effort extérieur fext n’est pas actualisé au cours des itérations,

seule l’intensité est changée à travers l’actualisation du facteur de chargement λ. La forme

incrémentale de la fonction contrainte associée à la méthode de la longueur d’arc est in-

troduite initialement par Riks [116] et s’écrit :

f (U, λ) = ∆UT
i ∆Ui + ∆λ2

i ψ2 f T
ext fext − ∆l2 = 0 (2.4)

Cette expression revient à imposer que la norme du vecteur (∆U, fext) soit égale au rayon

∆l. Le coefficient ψ sert à harmoniser le vecteur effort avec le champ de déplacement.

La détermination de l’incrément du facteur de chargement se réduit donc à la résolution

d’une équation quadratique :

a1δλ2
i + a2δλi + a3 = 0 (2.5)

où les constantes (a1, a2, a3) sont définies par :
a1 = δUiT

I δUi
I + ψ2 f T

ext fext

a2 = 2δUiT
I
(
∆Ui + δUi

I I
)
+ 2∆λiψ

2 f T
ext fext

a3
(
∆Ui + δUi

I I
)T (∆Ui + δUi

I I
)
− ∆l2 + ∆λiψ

2 f T
ext fext

(2.6)
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La définition des deux composants du déplacement δU I
i et δU I I

i , présentée graphiquement

à la figure 2.15, sont la suivante : KiδU I
i = fext

KiδU I I
i = −Ri

(2.7)

où K est la matrice de raideur usuelle. L’incrément de déplacement total s’écrit :

δUi = δλiδU I
i + δU I I

i (2.8)

Figure 2.15 – La méthode de longueur d’arc

La résolution de l’équation 2.5 du second degré en δλ pose, en généralement, le pro-

blème du choix de la racine appropriée lorsque celle-ci admet deux racines réelles. La

sélection adéquate de la racine est l’un des enjeux clés de cette méthode de longueur

d’arc. Il existe des méthodes pour résoudre approximativement l’incrément du facteur

de chargement δλ, telle que celle est proposée par Forde et Stiemer [58]. Cette méthode,

dite méthode de longueur d’arc linéarisée ou méthode d’orthogonalité, permet de faciliter

l’obtention de l’incrément du facteur de chargement :

δλ =
Ri − {∆Un}T {∆U I I

i
}

β2λi + {∆Un}T {∆U I
i
} (2.9)

où β est un facteur d’homogénéisation. Cette proposition est retenue et implantée dans

logiciel Ansys.

2.1.7.2 Implémentation dans le code

L’utilisation de la méthode de longueur d’arc dans le logiciel d’Ansys nécessite l’intro-

duction d’un rayon de référence et des facteurs multiplicatifs minimal et maximal de ce

rayon pour piloter le rayon de calcul à chaque itération.
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Dans ce travail de thèse, le rayon de référence est pris égal à 1/100me de la charge totale.

Cette valeur est aussi la valeur initiale du premier chargement. À chaque sous-étape, une

nouvelle valeur du rayon est calculée en se basant sur la valeur de l’itération précédente

et sur le comportement de la structure. Elle est modifiée de manière à ce qu’elle se situe

dans la plage de variation qui est délimitée par une borne supérieure égale à 20 fois le

rayon de référence (MAXARC = 20) et une borne inférieure égale à 0, 001 fois le rayon

de référence (MINARC = 0, 001). Ces valeurs ont été sélectionnées pour une optimisation

du temps de calcul et de la précision en présence de point de limite dans la trajectoire du

chargement-déplacement.

2.1.7.3 Critère de convergence

Figure 2.16 – Critère de convergence

Le processus itératif se poursuit jusqu’à la convergence de l’algorithme qui est jugée

suffisante lorsque la condition suivante est vérifiée (figure 2.16) :

∥{R}∥ < εRRre f (2.10)

où {R} = {Fa} − {Fnr} est le vecteur des résidus et ∥∥ est la norme L2. L’équation 2.10

peut s’exprimer de façon alternative en disant que la convergence est obtenue lorsque la

taille du résidu est inférieure à 10−3 (avec εR = 0, 001 et Rre f = 1).

2.2 Évaluation de la démarche de l’Eurocode

La configuration de la plaque raidie servant à évaluer la démarche de l’EN 1993-1-

5 est prise identique à celle étudiée dans l’annexe 1. La plaque considérée a une largeur

b = 4800 mm, une épaisseur tp = 12 mm. Les raidisseurs sont de type simple plat et espacés

régulièrement d’une distance d = 600 mm (8 raidisseurs au total). Les autres dimensions

(longueur a, hauteur du raidisseur hs) sont variables pour étudier l’influence des différents

paramètres du comportement des plaques raidies.

La modélisation par éléments finis est effectuée suivant les différentes étapes présentées

à la section 1. Sur ce modèle, plusieurs aspects de la démarche du dimensionnement des

plaques raidies selon l’Eurocode sont discutés.
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2.2.1 Discussion du comportement critique de voilement

2.2.1.1 Etude préliminaire par éléments finis

La détermination de la contrainte critique de voilement est un point clé dans la dé-

marche du dimensionnement de plaque raidie car celui-ci se base sur le mode de voile-

ment global, c’est-à-dire le mode qui implique en même temps l’instabilité de la plaque de

fond et des raidisseurs. On a vu à la section 3.1 du chapitre 1 que le mode de voilement

des plaques raidies est déterminé par la rigidité des raidisseurs. La figure 2.17 présente

l’évolution de la contrainte critique de voilement en fonction de la rigidité flexionnelle

relative des raidisseurs γ = EIsl
bD . La hauteur du raidisseur hs varie entre 0 et 300 mm pour

changer la valeur de γ.

La courbe bleue en trait continu avec les losanges jaunes est celle qui correspond au

premier mode de voilement (dit mode "naturel") issu d’une analyse modale par éléments

finis. Cette courbe met en évidence deux possibilités pour le mode de voilement :

– Pour une valeur faible de γ, correspondant à un raidisseur flexible, le résultat est un

mode de voilement global dans lequel les raidisseurs flambent avec la plaque.

– À partir d’une certaine valeur de γ, notée γ∗(dans cet exemple, γ∗ ≥ 500), le raidis-

seur est suffisamment rigide pour modifier le comportement critique de la plaque.

Les raidisseurs ne flambent plus avec la plaque et le mode de voilement est un mode

local de chacun des sous-panneaux. Les raidisseurs peuvent être considérés comme

des supports rigides supplémentaires.

On peut constater que la contrainte "naturelle" de la figure 2.17 a tendance à diminuer

au-delà de la valeur critique de γ. En effet, quand la hauteur du raidisseur augmente, les

raidisseurs deviennent très rigides en flexion mais moins en torsion. Le mode de voilement

local est par conséquent lié au mode de voilement local des raidisseurs et non au mode

voilement des sous-panneaux (c.f mode IV dans la figure 1.9). La contrainte critique de

voilement pour ce mode local des raidisseurs est évalueé par l’équation suivante :

σcr,raidi = kσ
π2E

12(1 − ν2)

(
ts

hs

)2
. (2.11)

où kσ = 0, 43 est le coefficient de voilement d’une console, donné par l’EN 1993-1-5. La

contrainte critique du voilement local des raidisseurs diminue avec l’augmentation de

la hauteur hs du raidisseur : de σcr,raidi = 522 MPa pour hs = 200 mm (γ = 375) à

σcr,raidi = 286 MPa pour hs = 270 mm (γ = 842). Cette dernière est inférieure à la valeur

critique des sous-panneaux. Cet effet ne peut être mis en lumière que si les raidisseurs

sont modélisés par des éléments de type plaque (la section serait supposée indéformable

en les modélisant par des éléments de type poutre).
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Figure 2.17 – Influence de la rigidité flexionelle du raidisseur sur le coefficient critique de voilement

Par définition, la contrainte critique visée dans la démarche de l’EN 1993-1-5 corres-

pond au premier mode global de plaque quelle que soit la rigidité du raidisseur (figure

2.18 - courbe en pointillé avec losanges bleus). L’utilisation d’un modèle par éléments finis

pose des difficultés si la rigidité γ est supérieure à la valeur limite γ∗. Dans certain cas,

l’identification du mode de voilement global peut être obtenue pour des modes d’ordres

supérieurs, or la sélection systématique d’un des modes "globaux apparemment" peut

conduire à une insécurité ou une sur-sécurité marquée (Galéa et Martin [63]).

À cet effet, Galéa et Martin [63] ont suggéré de supprimer la possibilité de voilement

local des sous-panneaux et d’imposer le flambement des raidisseurs dans le continuum

élastique de la plaque. Pour cela, toutes les charges agissant sur la plaque de fond seront

transférées aux raidisseurs. Par cette transformation, l’effet déstabilisant des contraintes de

compression dans la plaque est "transféré" de la plaque vers les raidisseurs situés dans la

zone de compression. Les raidisseurs conservent, par ailleurs, les contraintes qui leur sont

directement transmises du fait de leur aire de section transversale. Les valeurs obtenues

par ce changement d’effort (figure 2.18 - courbe en pointillé avec triangle en rouge vif) sont

capables de prédire correctement le comportement global de la plaque en comparaison

avec d’autres méthodes de calcul que l’on verra dans le prochain paragraphe.
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2.2.1.2 Evaluation des méthodes de calcul

La détermination de la contrainte critique de voilement global est complexe à cause

de la présence des raidisseurs. Des méthodes de calcul simplifiées ont été développées, à

savoir la méthode analytique de l’Annexe A de l’EN 1993-1-5 sous certaines hypothèses,

les abaques de Klöppel (Galéa [61]) et la méthode de calcul par logiciel EBPlate (Galéa

et Martin [62]). Ce dernier est aujourd’hui un outil fréquemment utilisé par les bureaux

d’études français de structure pour traiter le problème du voilement des plaques raidies.

Créé par le CTICM dans le cadre du projet COMBRI (COMpetitive BRIdges), le logiciel

EBPlate permet de calculer les contraintes critiques de voilement de plaques planes rec-

tangulaires chargées dans leur plan. La méthode de détermination du seuil de bifurcation

est assurée par la méthode énergétique (principe de minimisation de l’énergie potentielle

comme dans le travail de Klöppel). Le logiciel EBPlate possède l’avantage d’être utilisable

quelle que soit la quantité, la section transversale et la disposition des raidisseurs longitu-

dinaux de la plaque ou la distribution de la contrainte, ce qui n’est pas le cas de la formule

analytique de l’annexe A (développée pour un chargement de compression).

Figure 2.18 – Comparaison des différentes méthodes d’évaluation de la contrainte critique de premier mode

de voilement

Les résultats estimés par ces deux méthodes sont comparés à ceux obtenus par la mé-

thode des éléments finis mentionnée ci-dessus (figure 2.18). La méthode analytique pro-

posée dans l’annexe A de l’EN 1993-1-5 donne des valeurs très cohérentes avec celles dé-

duites par éléments finis (avec moins de 5% d’écart). L’estimation de la contrainte critique

par le logiciel EBPlate quant à elle est plus petite que la valeur numérique correspondante

(écart maximal −22%). Ces écarts induisent peu de variation sur le coefficient de réduc-

tion de type plaque mais ils ont une grande influence sur l’estimation du comportement
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interpolé de la plaque étudiée (voir section 4.2.3 du chapitre I pour le détail du compor-

tement interpolé). L’utilisation d’une valeur supérieure de la contrainte critique de type

plaque conduit à un comportement interpolé plus proche de celui des plaques et donc à

un risque de surévaluation. En revanche, l’utilisation d’une valeur plus petite est plus sé-

curitaire mais moins optimale. L’ingénieur doint donc avoir conscience des conséquences

de la méthode utilisée.

2.2.2 Discussion du comportement ultime

On s’intéresse dans cette section au comportement ultime des plaques raidies. Des ana-

lyses non-linéaires (GMNIA) prenant en compte le comportement réel du matériau ont

été conduites pour identifier la charge ultime des plaques. Le comportement ultime des

plaques raidies est complexe car il est influencé par plusieurs paramètres (voir les études

paramétriques de Grondin et al. [68], Carlsen [36] et Ghavami [67]). Dans cette section,

seulement trois paramètres ont été choisis pour étudier la sensibilité du comportement

ultime de plaque : l’imperfection initiale, le coefficient d’aspect et la rigidité du raidisseur.

Ces trois paramètres sont retenus non seulement pour leur rôle important dans ce com-

portement des plaques, mais aussi pour leur pertinence dans l’évaluation de la démarche

de l’Eurocode. La plaque étudiée est toujours celle présentée dans l’exemple d’application

de l’annexe 1.

2.2.2.1 Influence des imperfections

Plusieurs types d’imperfections ont été considérés selon les indications de l’EN 1993-

1-5 (récapitulés dans la section 1.6 de ce chapitre). Les quatre combinaisons des modèles

typiques sont les suivantes :

a. Modèle n◦ 1 : Mode global des raidisseurs

Il s’agit une déformation en arc globale avec une demi-longueur d’onde sur la lon-

gueur de la plaque, avec une amplitude égale à min(a/400; b/400) = 12 mm. Comme

les raidisseurs sont disposés asymétriquement, deux directions d’imperfection (vers

l’extérieur et vers l’intérieur de la plaque) sont considérées (figure 2.19).
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Figure 2.19 – Imperfection globale des raidisseurs : (a)vers l’extérieure et (b) vers l’intérieur

b. Modèle n◦ 2 : Mode local des sous-panneaux

L’imperfection locale des panneaux secondaires est introduite au moyen de modes de

voilement local du sous-panneau, dont deux (c.f figure 2.20) sont retenus dans cette

étude, avec une amplitude égale à w0 = min(a/200; d/200) = 3 mm où a et d sont la

longueur et la largeur (égale à l’espacement des raidisseurs) des sous-panneaux.

Figure 2.20 – Imperfection locale des sous-panneaux : modèles (2a) et (2b)

c. Modèle n◦ 3 : Mode local des raidisseurs

Deux modes d’imperfection locale par torsion des raidisseurs sont étudiées avec une

amplitude de déplacement transversale égale à hs
50 = 3 mm

Figure 2.21 – Imperfection locale des raidisseurs par torsion

d. Modèle n◦ 4 : Combinaison des imperfections

Les trois modèles ci-dessus sont considérés comme des défauts élémentaires. Pour ce

quatrième modèle, des combinaisons de ces défauts élémentaires sont effectuées en

choisissant une imperfection dominante, à laquelle on affecte la totalité de l’amplitude
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du défaut, et une imperfection d’accompagnement à laquelle on affecte un coefficient

0, 7.

Les résultats de cette étude sont récapitulés dans le tableau 2.1. La dernière colonne in-

dique, en pourcentage, l’écart observé par rapport à la charge de ruine minimale de tous

ces modèles.

Table 2.1 – Charge ultime pour différents mode d’imperfection

Modèle Description Cas élémentaire Nult % Écart

1 Global raidisseur
(1a) : Vers l’extérieur 11,50 41,4%

(1b) : Vers l’intérieur 8,13 0,0%

2 Local sous-panneau
(2a) 13,24 62,9%

(2b) 13,34 64,1%

3 Local raidisseur
(3a) : par torsion 13,63 67,7%

(3b) : par tripping 11,55 42,1%

4 Combinaison

(4a) = 1 * (1a) + 0,7* (2a) 8,17 0,5%

(4b) = 1 * (1a) + 0,7* (3b) 8,21 1,0%

(4c) = 1 * (1a) + 0,7*( (2a) + (3b) ) 8,19 0,8%

(4d) = 1 * (2a) + 0,7* (1b) 8,74 7,6%

Nult = 8,13

La charge ultime minimale retenue est égale à Nult = 8, 13 MN pour le modèle n◦ 1b, le

cas où l’imperfection est vers l’intérieur de la plaque. Cette configuration est évidemment

la plus défavorable car les raidisseurs y sont globalement en compression et sont succep-

tibles de flamber. Dans le cas inverse, l’imperfection vers l’extérieur engendre des efforts

de traction dans le raidisseur lorsque la plaque voile (c.f la figure 2.22) et la plaque peut

atteindre une charge de ruine supérieure.

Figure 2.22 – Influence de la direction d’imperfection

Concernant le modèle n◦ 2, les différentes formes des imperfections ne donnent pas

de grande variation de la charge de ruine. L’amplitude de ces défauts est petite de sorte

qu’elle n’intervient pas sur le comportement. De même, le modèle n◦ 3 n’influence pas

beaucoup la charge ultime. Cependant, le mode ayant plusieurs ondes de déformations

(modèle n◦ 3b) a plus d’influence.
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Il est noté que le modèle n◦ 4 donne une valeur très proche de la charge ultime mini-

male. Deux remarques sont tirées dans ce cas des combinaisons d’imperfection. Premiè-

rement, l’influence des imperfections vient plutôt de leur forme que de leur amplitude.

L’imperfection de sous-panneau seule (modèle n◦ 2a) ne donne pas grande d’influence

(valeur égale à 13, 24 MN), mais elle devient significative en accompagnement du modèle

n◦ 1b réduit à 70% d’amplitude (valeur égale à 8, 17 MN pour le modèle n◦ 4a). Deuxième-

ment, la combinaison des imperfections n’est pas dans tous les cas le mode le plus critique

car il est possible que certains des modes d’accompagnement aient un effet favorable, qui

a tendance à réduire l’influence du mode principal. Par exemple pour le modèle n◦ 4a, le

mode d’imperfection de sous-panneau se compose des demi-ondes vers le haut et vers le

bas de la plaque de fond. Les parties vers le haut ont pour effet de diminuer l’amplitude

introduite par le mode global des raidisseurs, donc le mode sera moins critique.

Il est constaté que le mode d’imperfection a une influence significative sur la résistance

ultime de la plaque raidie. Le pourcentage maximal d’écart entre la valeur la plus grande

et la plus petite est égal à 67, 7%. Afin de comprendre l’influence des imperfections sur

le comportement des plaques raidies, la figure 2.23 présente le diagramme chargement-

déplacement des quatre modèles d’imperfections ci-dessus (on ne retient que le cas où

l’influence est la plus importante). Il est constaté que le mode d’imperfection peut modifier

significativement le comportement de la plaque. En effet, deux familles de courbe ont été

observées.

Figure 2.23 – Courbe chargement-déplacement de différentes combinaisons de l’imperfection
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Le premier type est obtenu pour le modèle n◦ 2 et n◦ 3. L’influence de l’imperfection

dans ce cas est supposé mineure. La courbe décrite par ces deux modèles est similaire avec

celle d’une plaque parfaite (c.f figure 2.23). En effet, la première déviation de la trajectoire

du modèle n◦ 3 correspond (NE.F. = 11, 5 MN) à la charge critique de voilement :

σcr,p = 156 MPa ⇔ Napp = σcr,p A = 12 MN. (2.12)

Le deuxième type de courbe est identifié pour les modèles n◦ 1 et n◦ 4. L’imperfection dans

ces cas facilite le déplacement hors-plan, donc elle engendre un comportement non-linéaire

en grande déformation. Par conséquence, la plaque atteint plus vite la charge ultime.

Il est à noter que, lorsque le chargement atteint sa valeur maximale, la structure prend

très facilement un déplacement important même en maintenant la charge appliquée (la

trajectoire de la courbe devient horizontale). On reconnait donc un comportement typique

d’un flambement de poteau (le flambement des raidisseurs).

En conclusion, ces résultats démontrent l’influence relativement importante que peut

avoir l’imperfection initiale sur la valeur de la charge de ruine. Selon le choix de la forme

du défaut, son influence peut être significative ou non (l’écart des modes d’imperfection

peut atteindre 67, 7%). En choisissant la bonne forme critique du défaut initial, la modéli-

sation des imperfections équivalentes selon l’Eurocode permet d’obtenir un résultat de la

résistance ultime en cohérence avec celui calculé par la démarche simplifiée de l’Eurocode :

NE.F
ult = 8, 13 MN et Nthorie

ult = 7, 94 MN, soit 2, 3% de différence.

Pour une structure complexe qui se compose de plusieurs structures secondaires

comme les plaques raidies, il est difficile de déduire systématiquement lequel des modes

est le mode le plus critique sans avoir fait des analyses complètes de tous les modes

possibles des imperfections. Néanmoins pour les raidisseurs de type simple plat, il nous

semble logique de considérer que le mode d’imperfection entraînant un flambemment

global des raidisseurs est le mode prépondérant. Ce mode d’imperfection peut donc être

étudié tout seul ou mieux accompagné par un mode d’imperfection des sous-panneaux.

On en déduit aussi à travers de cette étude que le mode torsion des raidisseurs en simple

plat est négligeable. C’est ce qui sera fait par la suite dans le processus de vérification par

éléments finis.

2.2.2.2 Influence du coefficient d’aspect α

Plusieurs simulations ont été effectuées en faisant varier la longueur de la plaque de 0, 5

(plaque courte) à 4 (plaque longue) fois la largeur. Pour chaque configuration de plaque,

on ne retient que la valeur ultime minimale de tous les modes d’imperfections ci-dessus.

Il convient de souligner dans cette analyse, l’utilisation d’un nombre de demi-ondes de

voilement à considérer dans le sens de la longueur de la plaque égal à la valeur de α.

Comme la ruine est conditionnée par le comportement global, Martin et al. [98] ont constaté

une sensibilité (environ 10%) du résultat par rapport au nombre de demi-ondes définissant

l’imperfection d’ensemble.
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Les résultats sont reportés sur la figure 2.24 où la charge ultime est tracée en fonction

du coefficient d’aspect de la plaque. Les deux courbes : bleue en bas et rouge en haut, sont

les comportements de type plaque ρ et de type colonne χc calculés respectivement selon

la démarche Eurocode.

Figure 2.24 – Evolution de la charge ultime par rapport le coefficient d’aspect α

Les points en jaune représentent les résultats numériques. La ligne pointillée reliant

ces points numériques interpole l’évolution de la charge ultime. Il est aisément constaté

que, pour une plaque courte, les points se trouvent sur la courbe de type colonne, le

comportement s’approche du comportement de type colonne. En augmentant la valeur du

coefficient d’aspect, ces points s’écartent de plus en plus de la courbe de comportement de

colonne et convergent vers le comportement de type plaque pour une plaque suffisamment

longue. La notion de plaque longue ou courte est cependant difficile à déterminer. Ces

deux courbes (colonne et plaque) constituent donc les bornes supérieures et inférieures

du comportement réel de la plaque raidie. C’est la raison pour laquelle, l’utilisation seule

d’une approche, telle qu’elle est développée dans les normes DNV [48] ou API [14], de

type colonne est trop sévère pour les plaques longues et l’utilisation seule de la théorie

des plaques orthotropes surévalue la résistance ultime des plaques courtes.

De plus, dans cette analyse, il est constaté que pour de grandes valeurs du coefficient

d’aspect, la courbe d’évolution de la charge ultime tend asymptotiquement vers une ligne

horizontale : la résistance ultime devient une constante. Cette remarque, constatée dans le

travail d’André et al. [12] semble représenter l’évolution typique du comportement ultime

des plaques raidies multiples (nombre des raidisseurs plus grand que trois tel indiqué

dans l’EN 1993-1-5).

Les figures 2.25 à 2.27 présentent la distribution des contraintes à l’instant de la ruine.
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Les zones en rouge indiquent les zones plastifiées où les contraintes atteignent la limite

d’élasticité fy.

a Plaque courte (α = 0, 5) - Figure 2.25

Les zones plastifiées (en rouge) se trouvent seulement sur les raidisseurs. La plaque de

fond ne retient qu’une petite partie du chargement. Un comportement de type colonne

est donc identifié dans ce cas.

Figure 2.25 – Mode de ruine de type colonne

b Plaque intermédiaire (α = 1, 5) - Figure 2.26

Les zones plastifiées se trouvent à la fois au milieu des raidisseurs et le long des deux

bords non-chargés. La partie centrale de la plaque de fond n’est pas capable de re-

prendre le chargement (contrainte de 1 à 100 MPa). Cette distribution de contrainte est

due à l’interaction du mode de ruine de type colonne (flambement de la partie centrale)

et de type plaque (redistribution du chargement le long des deux bords longitudinaux).

c Plaque longue (α = 3, 75) - Figure 2.27

Dans ce dernier cas, les zones plastifiées se trouvent seulement le long des deux bords

non-chargés. La déformée de la plaque prend la forme d’une cloche, la déformation

dans la partie centrale des raidisseurs est presque identique l’un à l’autre.

On a montré dans cette partie, l’influence du coefficient d’aspect α sur le comportement

réel des plaques raidies. Pour une section transversale identique de la plaque raidie, son

comportement est proche d’un comportement de type colonne pour les plaques courtes

et converge vers un comportement de type plaque pour les plaques longues. L’utilisation
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Figure 2.26 – Mode combinaison de ruine : Interaction de type colonne et plaque

Figure 2.27 – Mode de ruine de type plaque

seul d’une approche de type colonne ou de type Plaque, adoptée aux normes DNV ou

API, n’est donc pas générale. C’est ce qui a conduit à la définition d’un comportement

interpolé dans la démarche de l’Eurocode (c.f 2.2.2.4).
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2.2.2.3 Influence de la rigidité du raidisseur

La figure 2.17 a montré que la rigidité du raidisseur est un paramètre important dans

la détermination de mode de voilement élastique. Il semble par ailleurs logique que la

résistance de la plaque soit augmentée proportionnellement à la rigidité du raidisseur.

C’est pourquoi les raidisseurs en simple plat sont remplacés par des raidisseurs en T dans

ce paragraphe. Leur section a été choisie de sorte que leur aire soit la même mais leur

moment d’inertie différent (c.f figure 2.28). Comme les semelles des raidisseurs sont mises

loin de l’axe neutre, les raidisseurs en T apportent plus d’inertie de flexion par rapport

ceux en simple plat pour une quantité de matière égale.

Figure 2.28 – Type des raidisseurs

Les résultats des simulations sont présentés à la figure 2.29 qui trace la charge ultime en

fonction du coefficient d’aspect. La courbe bleu correspond au comportement de plaques

raidies par des raidisseurs en simple plat et la courbe rouge à celles raidies par des rai-

disseurs en T. Les résultats dans le cas des raidisseurs en T ont la même allure que ceux

en simple plat. La courbe rouge est juste une translation de la courbe bleue vers le haut,

ce qui veut dire que les raidisseurs en T apportent une résistance ultime plus grande. Si

on considère que le prix de la structure provient seulement du prix de l’acier, et que l’on

oublie le prix de fabrication, les deux types de raidisseur étudiés ici ont le même prix (leur

section transversale est identique) mais l’utilisation d’un raidisseur en T est beaucoup plus

performante que celle d’un raidisseur en simple plat (le gain est de l’ordre de 40% de la

charge de ruine pour α = 1).

On remarque également figure 2.29 que le point de déviation du comportement de

colonne (déviation vers une ligne horizontale) dans le cas des raidisseurs en T est retardé

quand le coefficient d’aspect devient plus grand. Cela veut dire que plus les raidisseurs

sont rigides, plus le comportement de type colonne est dominant.

On en déduit naturellement que dans le cas inverse, où les raidisseurs ont une faible

rigidité, la courbe du comportement est transposée vers le bas et tend vers la courbe des

plaques non-raidies (courbe verte). L’étude de vérification est effectuée pour le cas ou la
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Figure 2.29 – Influence de la rigidité du raidisseur à la charge ultime

hauteur du raidisseur est assimilée à une valeur nulle hs → 0 mm. Les autres dimensions

de la plaque raidie sont maintenues constantes. Les résultats de la figure 2.30 montrent

que l’application de la démarche de l’EN 1993-1-5 d’une plaque raidie en cas d’absence

de raidisseurs ne donne pas un résultat concordant avec le modèle de plaque non-raidie

de l’Eurocode. Les deux approches ont la même allure mais l’approche de plaque raidie

surestime la capacité réelle de la plaque. Ce résultat, insécuritaire, vient du fait que le

modèle de résistance des plaques raidies de l’EN 1993-1-5 a été calibré en supposant que

les raidisseurs sont suffisamment rigides et que le coefficient de réduction dû au voile-

ment globale n’affecte pas la partie adjente aux bords. Ce risque d’une surévaluation de la

résistance ultime est aussi constaté dans le travail de Martin et al. [98].

Figure 2.30 – Risque de sur-évaluation de l’approche plaque raidie pour une plaque non-raidie
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2.2.3 Influence de la forme d’interpolation

La démarche de l’Eurocode propose d’évaluer la contrainte ultime des plaques raidies

lorsque le comportement de celle-ci présente à la fois des propriétés de type colonne et

de type plaque. Le coefficient de réduction global de la tôle raidie est calculé par une

interpolation du second degré entre l’efficacité ρ pour le comportement de type plaque et

l’efficacité χc pour le comportement de type colonne :

ρc = χc + (ρ − χc) (2 − ξc) ξ (2.13)

ξ est le facteur qui mesure l’importance des contrainte critiques relatives à chaque com-

portement l’une par rapport à l’autre :

ξ =
σcr,p

σcr,cr
− 1. (2.14)

Le résultat de l’interpolation est présenté à la figure 2.31 où la résistance ultime est reportée

en fonction du coefficient d’aspect α = a
b . L’interpolation de l’Eurocode (courbe verte) est

capable de prédire correctement la charge ultime pour les plaques courtes (α < 1) et

longues (α > 3). Cependant, dans la zone intermédiaire, l’interpolation de l’Eurocode est

trop sévère (côté sécurité) : elle sous-estime la capacité réelle de la plaque jusqu’à 50%

(α = 2 par exemple). En outre, cette interpolation a également l’inconvénient d’être non-

monotone contrairement au cas des plaques ou des colonnes.

Figure 2.31 – Interpolation du comportement ultime

2.2.4 Conclusion

A ce stade, notre analyse sur la démarche de l’Eurocode EN 1993-1-5, via la comparai-

son avec le modèle aux E.F nous amène aux conclusions suivantes :
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– Pour la détermination de la contrainte critique de voilement, l’expression donnée par

l’annexe A de l’Eurocode EN 1993-1-5 donne des valeurs très cohérentes avec celles

obtenues par éléments finis. Cependant, certains travaux (De Ville De Goyet et al.
[47]) montrent que l’utilisation de cette valeur théorique peut conduire à surévaluer

le comportement de plaque raidie, et en conséquence utiliser une valeur critique plus

petite (par exemple pour EBPlate, la largeur effective est plus petite que l’espacement

des raidisseurs).

– Le comportement d’une plaque raidie s’approche du comportement de type colonne

si la plaque est courte et converge vers le comportement de type plaque si la plaque

est longue. L’utilisation d’un comportement interpolé proposé par la démarche de

l’Eurocode semble plus correcte que celle de DNV ou API où un seul type de com-

portement est considéré. Le domaine d’utilisation de la démarche de l’Eurocode est

par conséquent plus large.

– La formule interpolée a pourtant des défauts : l’interpolation est sévère pour les

plaques de longueur intermédiaire et son évolution est non-monotone.

– L’hypothèse d’un appui rigide assurée par les raidisseurs et d’un coefficient de ré-

duction qui n’affecte pas la partie aux bords, devient insécuritaire dans le cas de

raidisseurs de faible rigidité.

Ces défauts mentionnés ci-dessus donnent suite à des recommandations dans la prochaine

section.

2.3 Recommandations pour une amélioration de la dé-

marche de l’Eurocode

Compte tenu des différents remarques relevées à la section précédente, ce paragraphe a

l’objectif de donner des recommandations afin de faciliter l’application de la démarche de

l’Eurocode tout en assurant une bonne sécurité dans la pratique quotidienne. Les recom-

mandations portent essentiellement sur les trois aspects suivants : la contrainte critique

de voilement, l’expression du comportement interpolé et le traitement dans le cas des

raidisseurs de faible rigidité.

2.3.1 Contrainte critique de voilement

Selon les études préliminaires par éléments finis de la section précédente, les diffé-

rentes méthodes pour évaluer la contrainte critique de voilement ne donnent pas le même

résultat : l’écart peut atteindre jusqu’à 22%. Afin de pouvoir donner des recommandations

pour faciliter l’application de la démarche de l’Eurocode, il convient de revenir sur les

théories de base des différentes méthodes proposées, à savoir la méthode analytique de

l’EN 1993-1-5 et la méthode de EBPlate.

Les équations proposées dans l’annexe A de l’EN 1993-1-5 sont obtenues à l’aide de la
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théorie des plaques orthotropes équivalentes. Maquoi et Massonnet [94] sont considérés

comme les pères fondateurs de cette théorie. Bien évidemment, comme toute nouvelle

théorie dans un domaine relativement inexploré, la proposition de Maquoi et Massonnet

[94] a des inconvénients, par exemple aucune distinction de la direction de voilement n’est

faite. Le travail de Jetteur [76] complète ce manque, sa proposition, adoptée dans l’annexe

A de l’EN 1993-1-5, s’exprime dans le cas d’une compression uniforme comme suit :

kσ,p =


(
1 + α2)2

+ γ − 1
α2 (1 + δ)

si α ≤ 4
√

γ

2
(
1 +

√
γ
)

(1 + δ)
si α ≥ 4

√
γ

(2.15)

où kσ,p est le coefficient de voilement, α = a
b est le coefficient d’aspect, δ = Asl

A est le

rapport de la section des raidisseurs à la section de plaque de fond et γ = Isl
Ip

est la rigidité

flexionnelle relative des raidisseurs.

Le moment d’inertie Isl utilisé dans ce calcul correspond à l’inertie de flexion totale de

la plaque raidie. Si les raidisseurs sont identiques et sont régulièrement espacés, le calcul

du moment d’inertie de la plaque raidie peut se réduire au calcul d’une section repré-

sentative se composant d’un raidisseur seul et d’une partie collaborante de la plaque de

fond. Cette largeur participante est égale à l’espacement des raidisseurs d’après l’Eurocode

(Figure 2.32) :

b1,in f =
3 − ψ

5 − ψ
=

b1

2
(2.16)

dans le cas d’une compression uniforme (ψ = 1) où b1 est l’espacement des raidisseurs.

Figure 2.32 – Notations relatives aux plaques raidies longitudinalement

Dans la méthode de résolution par EBPlate, la contrainte critique de voilement est ob-

tenue par une méthode énergétique (principe de minimisation l’énergie potentielle comme
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dans le travail de Klöppel (Galéa [61])). Cependant, ce logiciel ne considère qu’une petite

partie de la largeur collaborante, ce qui engendre la différence avec la solution analytique

dans l’annexe. Dans le logiciel EBPlate, après calibration par des simulations numériques,

cette largeur effective est prise égale à 10 fois l’épaisseur de la plaque de fond. Les résul-

tats montrent que la largeur effective n’est pas identique pour toutes les configurations

étudiées (voir détail de l’analyse dans Martin et Galéa [99]). Néanmoins, une valeur de

10 fois l’épaisseur de la plaque semble être plus appropriée et est ensuite intégrée dans le

logiciel EBPlate.

En appliquant ces définitions de la largeur collaborante dans notre exemple, la lar-

geur effective dans EBPlate est égale à : 2 · tp + ts = 240 mm. Cette valeur est nettement

inférieure à la valeur de l’annexe A de l’EN 1993-1-5 (espacement des raidisseurs égal

à 600 mm), ce qui conduit donc à un coefficient de voilement plus petit. En utilisant la

largeur effective d’EBPlate dans la formule de l’Eurocode, on obtient donc les valeurs pré-

dites par EBPlate. Les résultats sont affichés à la figure 2.33 où les points se trouvent sur la

diagonale. Ces résultats permettent de conclure que l’écart entre EBPlate et la théorie de

l’EN 1993-1-5 est dû seulement à l’hypothèse qui est faite sur la largeur effective, et non à

la méthode de résolution.

Figure 2.33 – Comparaison de la contrainte critique du logiciel EBPlate après correction de la largeur

effective

Il est enfin utile de mentionner l’expression analytique de l’inertie flexionnelle du rai-

disseur car celle-ci n’est pas indiquée dans Eurocode. Ce moment d’inertie est calculé par

rapport à son axe propre passant par le centre de gravité de la section composée (figure

2.34). L’inertie d’un raidisseur est donné par :

Is =
tsh3

s
12

+ tshs

(
hs

2
+

tp

2
− ZG

)2
+

dt3
p

12 (1 − ν2)
+ dtpZ2

G (2.17)
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d

hs

tp

ts

ZG

Figure 2.34 – Caractéristique géométrique d’une section représentative : raidisseur + largeur collaborante

Les deux premiers termes correspondent à l’inertie d’un raidisseur seul et les deux

derniers termes à la participation de la plaque. Néanmoins dans la démarche du logiciel

EBPlate, seul le terme de transport (dtpZ2
G) est pris en considération. En effet, le bilan

d’énergie est calculé d’une part par la plaque de fond et d’autre part par le raidisseur

avec une largeur de plaque collaborante. En conséquence, le terme du moment d’inertie

propre de la plaque (
dt3

p
12(1−ν2)

) devrait être supprimé. Le fait d’ajouter ou de supprimer ce

terme du moment d’inertie propre n’a pas de grande influence pour les plaques raidies

utilisées couramment dans les ouvrages d’art. Par exemple pour la plaque étudié dans

l’annexe 1, ce terme est égal à 864 mm4, soit 0, 5% de l’inertie totale de la plaque raidie

(Is = 0, 164 · 106 mm4). Cependant, l’effet de ce terme devient important dans le cas où

il n’existe plus de raidisseurs pour assurer la continuité des deux approches. D’après

l’expression de l’annexe A de l’EN 1993-1-5, en l’absence de raidisseurs, l’inertie Is tend

vers Ip donc γ = 1. L’expression du coefficient de voilement pour la plaque raidie converge

par conséquent vers celle utilisée pour la plaque non-raidie (c.f chapitre 1) :

kσ =

(
α +

1
α

)2
(2.18)

Or avec la méthode de EBPlate si Is tend vers 0, la valeur du coefficient du voilement

kc = 2 est plus petite que la valeur minimale d’une plaque non-raidie où kc = 4.

En conclusion, malgré l’existance de la remarque de (De Ville De Goyet et al. [47]) pour

lesquelles l’utilisation de la méthode théorique de l’annexe A peut conduire à une valeur

insécuritaire sur la résistance ultime, l’expression de la contrainte critique dans l’Annexe

A peut être utilisée pour son exactitude en comparaison aux éléments finis (moins de 5%

d’écart). Le risque découvert par De Ville De Goyet et al. [47], selon notre avis, semble lié

surtout à l’hypothèse forte des raidisseurs rigides que l’on présentera dans la suite.

2.3.2 Formule d’interpolation

Le comportement d’interpolation des plaques raidies est obtenu à l’aide du paramètre

ξ :

ρc = χc + (ρ − χc) (2 − ξc) ξ (2.19)
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où ξ est le facteur qui mesure l’importance des contrainte critiques relatives à chaque

comportement l’un par rapport à l’autre :

ξ =
σcr,p

σcr,c
− 1. (2.20)

Cette forme d’interpolation a une évolution qui n’est pas monotone et devient trop sévère

pour certaines plaques de longueur intermédiaire (voir figure 2.30). Les discussions dans

cette section porteront sur deux aspects : le choix du paramètre ξ et le choix de l’expression

interpolée.

2.3.2.1 Justification du choix du paramètre ξ

La contrainte critique de flambement peut être écrite de la façon suivante :

σcr,c =
π2EIsl

Aa2 =
π2E

12(1 − ν2)

t2

b2︸ ︷︷ ︸
σE

Isl
bt3�12(1−ν2)︸ ︷︷ ︸

γ

b3t
Aa2︸︷︷︸
1

α2
1

1+δ

= σE
γ

α2(1 + δ)
(2.21)

La contrainte critique du comportement de type Plaque s’est exprimée comme suit :

σcr,p = σEkσ,p (2.22)

avec

kσ,p =


(
1 + α2)2

+ γ − 1
α2 (1 + δ)

si α ≤ 4
√

γ

2
(
1 +

√
γ
)

(1 + δ)
si α ≥ 4

√
γ

(2.23)

En remplaçant les expressions des contraintes 2.21 et 2.23 dans l’équation 2.19, le coefficient

ξ peut s’exprimer en fonction du coefficient d’aspect α :

ξ =


(
1 + α2)2 − 1

γ
si α ≤ 4

√
γ

2
(
1 +

√
γ
)

γ
α2 − 1 si α ≥ 4

√
γ

(2.24)

On en déduit que la valeur théorique de ξ est strictement positive, quelle que soit la valeur

de α et de γ. Cette remarque correspond au fait que la contrainte critique de plaque est

plus élevée que la contrainte critique de colonne, ce qui est physiquement correct puisque

la contrainte critique de colonne ne prend pas en compte l’effet favorable de la condition

de maintien des bords.

On trace ensuite l’évolution de ξ par rapport aux deux paramètres α et γ (Figure 2.35).

Plusieurs valeurs de γ sont étudiées : lorsque γ = 1, la plaque est non raidie, tandis

que γ = 5 ou 10 signifie une plaque légèrement raidie, 50 ≤ γ ≤ 200 est une plaque

normalement rigide et des valeurs plus grandes de γ représentent les plaques fortement

raidies.
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Figure 2.35 – Evolution du coefficient ξ en fonction de α et γ

Le paramètre ξ varie paraboliquement avec le coefficient d’aspect α. Pour les petites

valeurs du rapport d’aspect α, le paramètre ξ est proche de 0, le comportement de type

colonne est donc dominant. Dans le cas d’une plaque non-raidie (γ = 1), le coefficient ξ

augmente rapidement et atteint la valeur limite 1 pour α = 0, 7. Cela signifie que pour

toutes valeurs de α > 0, 7, une plaque non raidie aura un comportement de type plaque.

Quant aux plaques légèrement raidies, le comportement de type plaque prévaut lorsque α

se trouve entre 1, 0 et 1, 5. Des plaques normalement raidies atteignent le comportement de

plaque pour de grandes valeurs de α, tandis que les plaques raidies fortement restent dans

le domaine du comportement de type colonne. Dans le domaine des ouvrages d’art, dans

la plupart des cas, les plaques raidies s’approchent du comportement de type colonne car

les raidisseurs sont rigides et le coefficient d’aspect se trouve dans la fourchette de 0, 8

à 1, 5. Le choix du paramètre ξ semble donc correct et est retenu car il correspond à la

physique du problème.

2.3.2.2 Choix de l’expression d’interpolation

L’inconvénient principal de l’expression Eurocode est dû à la sous-estimation de la

capacité réelle de la plaque de longueur intermédiaire et que son évolution n’est pas mo-

notone. C’est pourquoi Maquoi et De Ville De Goyet [93] ont proposé une expression

alternative pour le coefficient de réduction :

ρc = max (χc, ρ∞) (2.25)
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ρ∞ est la valeur minimale de ρ correspondant à la valeur de σcr,p quand le coefficient

d’aspect α ≥ αlim = 4
√

γ. Cette proposition corrige bien l’écart due à la formule actuelle de

l’Eurocode (figure 2.36).

Figure 2.36 – Proposition de Maquoi et De Ville De Goyet [93]

Grâce à sa meilleure précision, la proposition par l’équation 2.24 a été déjà prise en

compte dans la version provisoire du nouvel EC XP ENV 1993-1-5 (version publiée en

Décembre 2000). Cependant, elle a été retirée de la dernière version officielle (version

2007). Pour cette raison, on mène dans ce travail une recherche sur la forme d’interpolation

similaire à celle de l’Eurocode, qui servira aussi pour la prochaine étude sur les tôles

courbes raidies. Posons Y = ρE.F−χc
ρ−χc

. On recherche ensuite la liasion entre Y et ξ. La figure

2.37 présente toutes les valeurs numériques de Y, issues des études paramétriques ci-

dessus, en fonction de ξ. On en déduit d’abord que Y sera une fonction non-linéaire de ξ,

qui vérifie les deux conditions aux limites : Y = 0 si ξ = 0 et Y → 1 si ξ > 1.

La distribution des points numériques de la figure 2.37 suggère une expression de la

forme :

Xn + Yn = 1 (2.26)

avec X = 1 − ξ (changement des abscisses). Trois courbes pour les valeurs de n égales :

1, 2 et 3 sont présentées sur la figure 2.37. On ajoute aussi la courbe d’interpolation de

l’Eurocode (courbe orange), qui se trouve en dessous des valeurs numériques pour prendre

en compte une certaine la sécurité. Parmi ces courbes, l’interpolation quadratique (n = 2)

semble la plus approriée. Cependant, il existe quand même quelques points en dessous de

cette courbe. Une nouvelle expression est donc proposée sous la forme suivante :

Y =
ρc − χc

ρ − χc
=

1
0, 95 + 0,04

ξ + 0,01
ξ2

(2.27)
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Figure 2.37 – Courbe d’interpolation

Cette courbe suit bien les points numériques. D’après le nouveau modèle, le coefficient de

réduction d’une plaque raidie s’écrit donc :

ρc = χc + (ρ − χc)
1

0, 95 + 0,04
ξ + 0,01

ξ2

. (2.28)

Cette nouvelle proposition permet de corriger la moitié de l’écart par rapport à la pro-

position de l’Eurocode. Elle est donc retenue et sera utilisée dans la suite de ce travail.

Figure 2.38 – Nouvelle expression d’interpolation



68 Chapitre 2. Évaluation de la démarche de l’Eurocode par éléments finis

2.3.3 Raidisseur de faible rigidité

Comme on a vu à la section 2.2.2.3, l’utilisation du modèle de résistance d’une plaque

raidie selon l’EN 1993-1-5 peut conduire à un risque de surévaluation de la charge ultime

lorsque des raidisseurs de faible rigidité sont utilisés. Dans la pratique, ce problème a

peu de chances d’apparaître car les raidisseurs sont conçus pour être très rigide afin de

compenser un coût de mise en œuvre, qui est aussi important (par fois plus) que le prix

de la fourniture de l’acier seul. Néanmoins, dans certains cas, il est probable que dans le

cas d’une rénovation de structure ancienne, les raidisseurs soient de faible inertie. Intui-

tivement, la première solution est de considérer une plaque de faible taux de raidissage

comme une plaque non raidie. Cependant, cette méthode est défavorable comme constatée

sur la figure 2.39 (raidisseur de faible rigidité γ = EIsl/bD = 13) où l’approche de plaque

non-raidie sous-estime la résistance d’environ 30%.

Figure 2.39 – Risque de surévaluation du modèle de résistance d’une plaque raidie

La figure 2.39 permet également de constater que les valeus numériques se trouvent

en dessous de la borne inférieure (ligne bleue pointillée), décrite par le comportement de

type colonne, pour les petites valeurs de α et ne convergent pas vers le comportement

de type plaque (ligne rouge pointillée) pour des grandes valeurs de α. Une idée pour

améliorer le modèle est de diminuer la rigidité de la plaque raidie. Cette solution est envi-

sageable en affectant un coefficient de réduction au moment d’inertie de la plaque raidie,

Isl , comme proposé par De Ville De Goyet et al. [47]. Plus les raidisseurs sont souples, plus

le coefficient de réduction du moment d’inertie est important. En revanche, cette méthode

nécessite de très nombreuses simulations pour pouvoir donner la bonne courbe d’approxi-

mation de l’inertie, car celle-ci doit être valable pour toutes les configurations de la plaque

raidie. C’est la raison pour laquelle, on préfère adopter ici la proposition de Martin et al.
[98].

En revenant sur la théorie du modèle de résistance de l’EN 1993-1-5 des plaques raidies,
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Martin et al. [98] ont montré que l’origine de la surestimation de la résistance provient de

l’utilisation d’une hypothèse implicite du modèle de l’EN 1993-1-5 qui suppose que la

largeur efficace des plaques rattachées aux appuis soit indépendante de la rigidité des

raidisseurs, hypothèse qui est prise en défaut quand les raidisseurs ont une faible rigidité.

Une légère modification du modèle de résistance est proposée suite à cette remarque afin

que le coefficient de voilement global, ρc, s’applique également aux parties situées aux

bords pour le cas des plaques de faible taux du raidissage. Cette modification peut être

réalisée par l’utilisation d’une valeur de contrainte critique naturelle, σcr,nat, pour évaluer

la largeur effective aux bords. Elle a pour expression :

σcr,nat = min(σcr,p; σcr,sp). (2.29)

L’avantage de cette amélioration est qu’elle affecte seulement les plaques raidies par des

raidisseurs souples. En effet, pour un raidisseur rigide, σcr,p > σcr,sp, le modèle modifié

aboutit aux mêmes valeurs de résistance que le modèle actuel, ce qui permet d’en conser-

ver la calibration. En revanche, pour un raidisseur souple, dont le mode de voilement

naturel entraîne les raidisseurs dans la déformée modale (σcr,nat = σcr,p < σcr,sp), l’élance-

ment réduit est augmenté et par conséquent la largeur effective au bord réduite.

Par cette modification, on arrive à pallier le risque de surévaluation du modèle de

résistance d’une plaque raidie de l’EN 1993-1-5 pour le cas des plaques de faible taux

du raidissage (c.f figure 2.40). Il faut remarquer par ailleurs que le grand écart observé

dans le cas des plaques de longueur intermédiaire peut être corrigé par l’utilisation de

l’interpolation de Maquoi et De Ville De Goyet [93].

Figure 2.40 – Solution modifiée
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2.4 Conclusion

L’évaluation de la démarche de l’Eurocode EN 1993-1-5 par la méthode des éléments

finis pour les plaques raidies sous compression longitudinale a été présentée dans ce cha-

pitre. Il s’agit d’un problème complexe dans lequel plusieurs paramètres interviennent.

L’étude numérique a montré que le comportement réel peut être à la fois : un compor-

tement de type colonne et de type plaque, selon la rigidité du raidisseur et le coefficient

d’aspect de la plaque. L’approche proposée par l’EN 1993-1-5 permet en général d’éva-

luer la résistance ultime des plaques raidies avec une précision acceptable. Néanmoins,

quelques difficultés ont été identifiées et des recommandations pour l’ingénieur ont été

données pour y remédier :

– Le moment d’inertie total Isl de la plaque raidie, pour lequel le coefficient de voile-

ment est évalué, est calculé en considérant toute la section de la plaque. Dans le cas

où les raidisseurs sont identiques et régulièrement espacés, le calcul de Isl peut être

effectué sur le modèle réduit composé d’un raidisseur seul et d’une largeur partici-

pante égale à l’espacement des raidisseurs.

– Le calcul du moment d’inertie Isl devrait prendre en compte le terme du moment

propre de la plaque (i.e le terme bt3

12(1−ν2)
de l’équation 2.16) pour que la solution

théorique de l’EN 1993-1-5 annexe A soit cohérente avec la théorie des plaques non-

raidies (cas où on fait tendre les raidisseurs vers zéro).

– Pour le calcul de la contrainte critique de voilement global de type plaque, la formule

théorique peut être utilisée pour le cas où les plaques ont des raidisseurs multiples :

n ≥ 3. Cette expression est capable de prédire correctement la valeur critique de

voilement d’une plaque raidie en comparaison avec la méthode des éléments finis.

– Dans le cas où la plaque n’est pas dans le domaine de validité de l’annexe A de l’EN

1993-1-5 (par exemple lorsque le chargement est complexe ou lorsque les raidisseurs

ne sont pas espacés régulièrement), le logiciel EBPlate ou un calcul par E.F. peut être

utilisé en alternative. Toutefois, il faut bien prendre conscience que la valeur donnée

par EBPlate est très sévère car ce logiciel ne considère qu’une petite valeur de largeur

participante (qui est égale à 10 fois l’épaisseur de la tôle pour chaque côté).

– La courbe de transition proposée par l’Eurocode est sévère pour les plaques se trou-

vant dans la zone de transition d’une plaque courte à une plaque longue. Il convient

d’utiliser l’interpolation de Maquoi et De Ville De Goyet [93], ρc = max(χc, ρ∞). Cette

proposition, dans le cadre des plaques raidies multiples, est la solution optimale car

elle suit parfaitement les résultats numériques.

– Cependant, pour les tôles courbes raidies que l’on verra au chapitre 4, la déviation

du comportement de colonne vers le comportement de plaque est plus lisse et moins

brutale (c.f figure 4.22) que dans le cas des plaques raidies. L’utilisation de la proposi-

tion de Maquoi et De Ville De Goyet [93] est donc moins intéressante. C’est pourquoi

une nouvelle forme d’interpolation a été proposée ici :

ρc = χc + (ρ − χc)
1

0, 95 + 0,04
ξ + 0,01

ξ2

. (2.30)
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– Dans le cas où les raidisseurs sont de faible inertie, l’hypothèse de base d’un appui

rigide, assuré par les raidisseurs, de la démarche d’Eurocode n’est pas satisfaite.

L’utilisation de cette démarche peut conduire à des résultats insécuritaires. Dans ce

cas, il suffit d’adopter la proposition de Martin et al. [98], qui consiste à calculer la

section efficace aux bords à l’aide d’une contrainte critique égale à :

σcr,nat = min(σcr,p; σcr,sp). (2.31)

où σcr,p est la contrainte critique de voilement global de plaque raidie et σcr,sp est la

contrainte critique du sous-panneau.

Toutes ces recommandations seront prises en compte dans l’étude des tôles courbes rai-

dies.
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Les tôles courbes sont de plus en plus fréquemment utilisées dans le domaine des ou-

vrages d’art à la fois pour raisons esthétiques mais aussi pour leurs performances

mécaniques. Leur dimensionnement vis-à-vis de la stabilité au voilement est cependant

rendu difficile par l’absence de méthode dédiée dans les normes européennes. Ce chapitre

vise donc à développer une méthode simplifiée de dimensionnement.

La méthodologie utilisée est basée sur la démarche générale de l’Eurocode 3 pour

tous les types de vérifications de stabilité. De nombreuses simulations numériques ont

été menées, d’abord pour identifier l’influence de la courbure et puis pour alimenter une

base de données sur les panneaux courbes. Celle-ci a ensuite été utilisée pour la mise au

point de formules semi-empiriques pour l’évaluation de la charge critique de voilement

élastique et de la résistance ultime. Ces propositions serviront aussi dans la démarche de

vérification des tôles courbes raidies. Les résultats de ce chapitre ont fait l’objet de deux

publications dans des journaux de constructions métalliques (Tran et al. [148, 149]).
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3.1 Généralités sur les tôles courbes

3.1.1 Etat de l’art

Les publications académiques relatives aux panneaux courbes ne sont pas si nom-

breuses en comparaison de celles consacrées aux plaques planes ou aux coques de révolu-

tion. Sur le plan chronologique, elles peuvent être divisées en deux périodes principales.

La première période qui commence au début des années 30, est caractérisée par le fait

que les auteurs assimilent la charge critique de voilement et la charge ultime du panneau.

Cette hypothèse repose sur l’idée que les panneaux courbes sont des portions de cylindre

de révolution et que leur comportement devrait donc ressembler à celui des cylindres.

C’est dans le cadre de cette hypothèse que sont élaborées les deux premières expressions

analytiques de leur résistance ultime par Redshaw [115] et Timoshenko et Gere [147]. Ces

expressions sont bornées d’un côté par le comportement des plaques et de l’autre côté

par le comportement des cylindres. Par la suite Stowell [143] a suggéré de modifier l’ex-

pression de Redshaw en tenant compte aussi de l’influence des conditions aux limites.

D’autres expressions similaires à celle de Timoshenko ont également été obtenues en uti-

lisant l’équation de Donnell (Donell [50]) ou le critère de Schapitz (Spier et al. [142]). Les

données expérimentales recueillies par Cox et Clenshaw [44], Crate et Levin [45], Jackson

et Hall [73], Welter [155] et Schuette [133] présentent cependant des différences significa-

tives avec ces valeurs théoriques. Ces différences sont restées inexpliquées jusqu’au travail

de Batdorf et al. [20] qui ont calibré de nouvelles expressions sur les essais de Crate et

Levin [45] et Cox et Clenshaw [44]. Ces expressions modifiées qui sont présentées sous

forme d’abaques, souvent appelées courbes de Batdorf, ont été largement utilisées dans

l’aéronautique (Bruhn [32]).

La seconde période quant à elle débute avec les essais de Wenzek [156] qui s’interroge

justement sur cette identité entre la charge critique de voilement et la charge ultime pour

tous les panneaux courbes, quel que soit leur rayon de courbure. En effet, on pourrait pen-

ser que, au moins pour les panneaux à faible courbure (ceux à la géométrie proche d’une

plaque plane), le comportement sera proche de celui des plaques et que, une fois voilé, le

panneau courbe pourra encore reprendre de la charge, si bien que la charge ultime sera

supérieure à la charge de voilement. Diverses expressions prenant en compte ce comporte-

ment post-critique ont donc été proposées par Pope [110], Sekine et Tamate [135] et Gerard

et Becker [66]. Ces expressions analytiques ne sont cependant que des approximations ou

ont un domaine de validité limité car l’étude du comportement à l’état de ruine nécessite

l’utilisation d’une théorie non-linéaire en grandes transformations et conduit donc à la

résolution de systèmes d’équations non-linéaires complexes.

Aujourd’hui, le développement d’ordinateurs performants et de méthodes numériques

efficaces lors de ces dernières décennies permet de calculer ces structures de coque, quelle

que soit la complexité de leur géométrie. Domb et Leigh [49] ont ainsi pu réactualiser le

guide de conception de la N.A.S.A. et proposer une mise à jour des abaques de Batdorf en
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s’appuyant sur une base de données numériques et expérimentales. Yumura et al. [159] ont

également étudié numériquement le comportement élastique et plastique des panneaux

courbes cylindriques. Les travaux de Park et al. [104, 105, 106] ont quant à eux établi une

méthode simplifiée pour l’estimation de la résistance ultime. Leur expression repose sur

la formule de Faulkner pour les plaques mais la valeur d’élancement réduit est modifiée

afin de prendre en compte l’effet de la courbure.

D’autres études dans le domaine de la construction navale ont également été menées

(Maeno et al. [91]) mais il faut noter qu’à la différence du domaine aéronautique, les

tôles mises en oeuvre en construction navale sont tellement épaisses que le voilement

élastique se produit très rarement et que le mode de ruine est dominé par le voilement

plastique. Dans certains cas cependant (comme par exemple pour les tôles endommagées

dont l’épaisseur est diminuée par la corrosion), la connaissance du comportement élasto-

plastique peut s’avérer indispensable.

En conclusion, on constate que les travaux précédemment mentionnés n’ont pas abouti

à une expression de la charge ultime des panneaux cylindriques satisfaisante tant pour

l’ingénieur que pour le théoricien. Le présent chapitre vise donc au développement d’une

telle expression.

3.1.2 Comportement des éléments courbes

Sur le plan qualitatif, un panneau courbe peut être considéré comme une configuration

intermédiaire entre une plaque plane et un cylindre de révolution. Il est donc souhaitable

que le comportement des tôles courbes soit proche de celui des plaques planes pour les

tôles de faible courbure, et tende vers le comportement des cylindres si la courbure est

importante. La figure figure 3.1 illustre bien cette idée : la courbe caractéristique du com-

portement d’une tôle courbe est bien comprise entre celle d’une plaque plane (0 → 1 → B)
et celle du cylindre (0 → 1 → C). Selon que la courbure est forte ou faible, on se rapproche

plus de la courbe C ou de la courbe B qui définissent donc les deux comportements limites

de cette étude.

Sur le plan quantitatif, les équations de Von Karman - Donnell permettent de décrire

la tendance d’évaluation de la contrainte à proximité du point critique (Maquoi [92]) ; elles

peuvent être représentées par l’expression approchée suivante :

σ

σcr
= 1 − 10E

3π2Rσcr
q (3.1)

où q est le déplacement transversal hors plan, σ est la contrainte appliquée et σcr est la

contrainte critique déterminée par l’équation suivante :

σcr =
π2E

3(1 − ν2)

(
t
b

)2 (
1 + θ4

)
(3.2)
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Figure 3.1 – Courbe d’évolution de contrainte pour plaque, tôle courbe et cylindre (tiré de Gerard et Becker

[66])

Le paramètre θ de l’équation 3.2 traduit les effets de la courbure initiale du panneau :

θ =
b
π

4

√
3(1 − ν2)

4R2t2 (3.3)

Si on se place dans le repère des coordonnées σ − q comme présenté à la figure 3.2, l’équa-

tion 3.1 correspond à une droite dont la tangente (l’angle) dépend étroitement du rayon

de courbure R. On remarque que quand R tend vers l’infini, la pente de la trajectoire à

l’état déformé tend vers zéro. Cette valeur correspond aussi à une plaque plane dont la

tangente est horizontale en zéro (courbe B de la figure 3.1).

Figure 3.2 – Trajectoires d’équilibre pour un panneau cylindrique en compression uni-axiale uniforme - tiré

de Maquoi [92]

L’expression 3.1 a été établie dans une configuration peu réaliste de la plaque en l’ab-

sence d’imperfections et dans l’hypothèse des petites déformations et de l’élasticité li-

néaire. Néanmoins, cette expression permet de montrer l’évolution du chargement des
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tôles courbes après voilement. Ce comportement est bien limité par les deux comporte-

ments caractéristiques de plaque plane et de coque cylindre.

Cette intuition d’un comportement intermédiaire pour les tôles courbes a été consoli-

dée par Wenzek [13], qui a réalisé plusieurs essais avec différentes valeurs de l’angle de

courbure (ϕ = b/R). Le résumé de ses résultats est présenté par la figure 3.3, dans laquelle

le ratio de la déformation actuelle à la déformation à l’état critique de voilement est défini

par ε
εcr

. D’après ses résultats, tous les panneaux dont l’angle de courbure est inférieur à

23◦ peuvent être classés dans la catégorie des plaques planes, c’est-à-dire que la charge

s’augmente après voilement. Les panneaux dont l’angle de courbure ϕ est supérieur à 23◦,

peuvent quant à eux être rangés dans la catégorie cylindre, c’est-à-dire que la charge dimi-

nue après voilement. La valeur de ϕ = b/R = 23◦ peut ainsi être considérée comme une

valeur de démarcation entre deux catégories de phénomènes d’instabilité.

Figure 3.3 – Essais de Wenzek [13]

3.1.3 Choix du paramètre de courbure

Ce résultat de Wenzek [156] a montré l’importance de la courbure dans la caractérisa-

tion du comportement des tôles courbes et de la définition d’un paramètre caractéristique.

Ce n’est cependant pas l’angle de courbure qui sera retenu par la suite, car il n’intègre

pas certains phénomènes ou grandeurs qui ont une influence importante sur la charge

de ruine, notamment par ce que le problème de voilement dépend aussi de l’épaisseur

t et de la largeur de chargement b. Il est intéressant de noter ici que pour les cylindres,

quel que soit le chargement (compression axiale, pression latérale, torsion), le résultat du

voilement est toujours exprimé en fonction d’un même paramètre ZL = L2

Rt

√
1 − ν2 où L
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est la longueur du cylindre, appelé paramètre de Batdorf. Ce paramètre n’est pas choisi

au hasard mais résulte directement de l’équation différentielle d’équilibre. Il semble donc

que, pour trouver le paramètre de courbure le plus pertinent pour les tôles courbes, il soit

intéressant de partir des équations de base des éléments coques. L’équation différentielle

linéaire de Donnell (c.f Annexe 2), dans le cas général, s’écrit comme suit :

D∇8w +
Et
R2

∂4w
∂x4 − t∇4

(
σx

∂2w
∂x2 + 2σxy

∂2w
∂x∂y

+ σy
∂2w
∂y2

)
= 0 (3.4)

où D = Et3

12(1−ν2)
est la rigidité de la plaque, w est le déplacement hors plan (selon l’axe

Oz). En faisant le changement des paramètres :
x
b

= ξ

y
b

= η

∇2
G =

(
∂2

∂ξ2 +
∂2

∂η2

) (3.5)

et en donnant l’expression du coefficient de voilement k(•) =
σ(•)b

2t
π2D , on obtient une nou-

velle expression :

∇8
Gw + 12(1 − ν2)

b4

R2t2
∂4w
∂ξ4 − π2∇4

G

(
kx

∂2w
∂ξ2 + 2kxy

∂2w
∂ξ∂η

+ ky
∂2w
∂η2

)
= 0 (3.6)

Sans entrer dans le détail de la résolution, il est évident que l’expression théorique

de w devra dépendre des paramètres : b, R, t, k, ξ et η. En introduisant le paramètre

Zb = b2

Rt

√
1 − ν2, Batdorf [21] a montré qu’il existe toujours une fonction telle que

f
(
Zb, k, α = a

b
)
= 0. Dans le cas où le ratio d’aspect α = a

b est donné, le coefficient de

voilement k ne dépend que de Zb, que Batdorf désigne ensuite comme le paramètre de

courbure.

Récemment, le guide du groupe de travail européen sur la stabilité des coques TWG

8.4 [5] a proposé de retenir une version modifiée de ce paramètre car il présente des

inconvénients. Par exemple, le paramètre de Batdorf n’est pas linéaire en fonction de la

longueur, il prend en compte le coefficient de Poisson ν alors que celui-ci n’a qu’un effet

très mineur et enfin il apparaît souvent sous la forme Z1/2 ou Z3/2 dans les équations.

Pour cette raison, le paramètre de courbure proposé dans la norme l’EN 1993-1-6 sur les

coques de révolutions, est donné par :

w =
L√
Rt

(3.7)

Une variante de ce paramètre, désigné θ, peut également être dérivée de l’équation 3.3. Ce

paramètre θ obtenu est très semblable à ϖ si l’on néglige le terme constant :

θ =
b√
Rt

4

√
3(1 − ν2)

4π4 (3.8)

En conclusion, on s’aperçoit que, quelle que soit la forme proposée, le paramètre de cour-

bure dépend impérativement de la largeur b, de l’épaisseur t et du rayon R. Dans le cadre
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de ce travail de thèse, le paramètre de courbure, noté Z, sera donc définie par :

Z =
b2

Rt
(3.9)

Ce nouveau paramètre n’est qu’une modification du paramètre de Batdorf après suppres-

sion de l’effet mineur dû au coefficient de Poisson. Il a, certes, des inconvénients mais a le

grand avantage de présenter une signification physique directe pour le problème des tôles

cylindriques : il mesure l’écart de planéité d’une tôle courbe par rapport à une plaque

plane que l’on considère en effet à la figure 3.4. Cette figure représente un panneau courbe

cylindrique de longueur d’arc b, de rayon de courbure R et l’épaisseur t. La flèche maxi-

male f du panneau courbe par rapport à sa corde est calculée par (développement limite) :

f = R
{

1 − cos
(

b
2R

)}
≃ b2

8R
(3.10)

Figure 3.4 – Flèche maximale du panneau courbe

Le rapport de cette flèche f à l’épaisseur t du panneau, donne Z = b2/Rt, qui mesure

donc bien la déviation de la planéité d’un panneau courbe. Quand R tend vers l’infini,

ce rapport est égal à 0, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de déviation par rapport la plaque

plane, donc le panneau consiste en une plaque plane. Le paramètre Z semble donc bien

caractériser la courbure et la physique du problème étudié ici.

Après avoir choisi correctement le paramètre représentant la courbure, l’étude du com-

portement des tôles courbes non-raidies sous compression uniaxiale sera donc effectuée à

l’aide d’une modélisation par éléments finis.

La modélisation numérique sera d’abord présentée à la prochaine section. Puis, de

nombreuses simulations numériques, établies sur ce modèle numérique développé, seront
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menées pour alimenter une base de données sur les panneaux courbes. Cette base de

données sera ensuite utilisée pour la mise au point des formules semi-empiriques pour

l’évaluation de la charge critique de voilement élastique et de la résistance ultime.

3.2 Modélisation par éléments finis

L’essentiel des paramètres de la modélisation est identique à ceux présentés au cha-

pitre 2 pour les plaques planes : le logiciel utilisé, les différents modèles de matériau, le

chargement, la méthode de résolution, etc. Les quelques modifications nécessaires lorsque

les tôles modélisées sont courbes, sont détaillées dans les paragraphes qui suivent.

Figure 3.5 – Modèle d’un panneau cylindrique soumis à une compression axiale uniforme

3.2.1 Type d’éléments

La tôle est modélisée par des éléments de type Plaque (SHELL 181 à 4 nœuds). On peut

mentionner qu’il existe d’autres possibilités de modéliser les tôles courbes via l’élément

SHELL 281 à 8 nœuds (figure 3.6). Ce type d’élément (SHELL 281) n’est pas plan et est

censé représenter la courbure de l’élément.

L’étude de comparaison des deux types d’éléments est effectuée dans le travail de

Braun [31]. La figure 3.7 présente les résultats des études de convergence : une pour la

charge critique de voilement et l’autre pour la charge ultime, de ces deux éléments. L’écart

des résultats obtenus par éléments finis par rapport à ceux donnés par théorie (i.e indi-

qués dans la norme) est tracé en fonction de nombre d’élément sur chaque côté. Ce nombre

d’élément signifie également la densité du maillage. Il est aisément constaté qu’un maillage

fin conduit à une diminution des écarts numériques/théories. De plus, l’élément de type

SHELL 281 donne une convergence plus rapide par rapport l’élément SHELL 181. Ce-
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Figure 3.6 – Type d’élément de Plaque

pendant, quand le maillage est suffisamment fin (nombre d’élément plus élevé), les deux

types d’éléments donnent des résultats très similaires car la courbure de chaque élément

devient négligeable. Pour cette raison, en choisissant une densité de maillage suffisament

fine, l’élément SHELL 181 est utilisé dans ce travail.

Figure 3.7 – Etude de convergence des éléments SHELL 181 et SHELL 281 (Braun [31])

3.2.2 Construction de la géométrie du modèle d’éléménts finis

La construction géométrique de la tôle courbe est cependant différente de celle de la

plaque. Le tracé courbe de la tôle est approché par un tracé polygonal (figure 3.8). Les

nœuds de chaque élément sont situés sur le tracé théorique de la courbe (ligne courbe

tirée). Les éléments sont donc des cordes de la courbure (ligne rouge). Plus le nombre

d’élément est grand, plus la modélisation s’approche de la courbe théorique. Cette re-

marque explique la nécessité d’un maillage fin constaté à la section précédente.

Les noeuds sont numérotés dans l’ordre de 1 à n + 1 avec n taille d’élément (n + 2

noeuds en total sur la largeur). Les coordonnées du noeud j de la tôle sont aisément

déterminées par : Zj = R cos(ϕi)− R cos(ϕ)

Yj = R sin(ϕi)
(3.11)
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Figure 3.8 – Construction de la courbure

avec ϕj est l’angle d’un noeud j, calculé par :

ϕj =
j − n

2
n
2

ϕ (3.12)

Grâce à cette méthode de construction, il est possible d’appliquer le modèle numérique

pour les plaques planes en faisant simplement tendre le rayon de courbure R vers une

valeur infinie. L’idée est de calibrer le modèle d’éléments finis par rapport à la théorie du

voilement des plaques planes non-raidies, qui est bien maitrisée.

3.2.3 Conditions aux limites

Comme les tôles planes, les tôles courbes étudiées sont supposées être simplement

appuyées aux quatre bords. Compte tenu de la courbure, ces conditions aux limites sont

écrites dans le repère cylindrique de la tôle, dont l’axe longitudinal est sur le bord AB (cf.

figure 3.5), de la façon suivante :

– Appui simple sur tous les bords, déplacement radial nul uR = 0.

– Le long des bords chargé (AC et BD), tous les noeuds sont contraints de se déplacer

de manière uniforme selon l’axe de compression uZ = cste.

– Le long des bords non-chargés (AB et CD), déformation circonférentielles selon uθ

libres.

Dans le cas des tôles courbes situées à l’intrados de caisson de pont, la condition d’appui

de blocage radial sur les deux bords AB et CD s’éloigne cependant un peu de la réalité

à cause de la courbure de la tôle. En effet, les lignes d’appui AB et CD sont définies

par les âmes du caisson qui sont en général verticales dans le repère global (figure 3.9) ;
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le déplacement est donc libre dans la direction perpendiculaire aux âmes, pas dans la

direction circonférentielle comme introduite dans le repère local.

Figure 3.9 – Conditions d’appui sur un exemple réel

Cette différence entre ces conditions d’appui ne modifie cependant le comportement

des tôles qu’à la marge comme on peut le voir sur la figure 3.10 qui illustre les écarts

observés en termes de charges critiques et de charges ultimes, à rayon constant, lorsque

l’angle augmente (de la plaque plane au quart de cylindre). Pour une courbure de 90◦

(quart de cylindre), des appuis longitudinaux suivant le repère global donnent un écart

positif de 1% pour la charge critique de voilement, et de moins de 8% pour la charge ultime

(figure 3.10), par rapport au cas avec des appuis longitudinaux suivant le repère local.

En remarquant fait que les tôles courbes dans le domaine des ouvrages d’art dépassent

rarement une courbure de 90◦, on déduit pour la suite que l’utilisation de conditions

d’appui selon le repère cylindrique local (uR = 0) est acceptable.

Maintenant qu’on a terminé la description du modèle, le comportement de la tôle

courbe sera examiné à travers ce modèle d’éléments finis. De nombreuses simulations

numériques (élastiques et élasto-plastique) seront effectuées pour alimenter la base de

données sur les panneaux courbes.
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Figure 3.10 – Influence des conditions d’appui des bords rectilignes sur le comportement des tôles courbes

3.3 Comportement critique de voilement élastique linéaire

3.3.1 Généralités sur le voilement des tôles courbes

Une série d’analyses de voilement élastique linéaire (LBA) est réalisée afin d’étudier

l’instabilité élastique des panneaux courbes en compression uniforme. Les panneaux étu-

diés ont une largeur constante de b = 3m et une épaisseur constante de t = 20mm. Les

paramètres variables sont donc : le rayon de courbure R pour modifier la courbure des

panneaux et la longueur a pour étudier l’influence du coefficient d’aspect.

Les résultats de la forme du premier mode de voilement et de la contrainte critique

de voilement élastique sont reportés la figure 3.11 dans les quatre cas ( Z varie de 0 à

100). La figure 3.11 montre que le paramètre de courbure Z a une influence sur la forme

du premier mode de voilement. Le cas Z = 0 correspond à une plaque plane avec une

seule onde au centre de la plaque (figure 3.11a). Pour de petites valeurs de Z, le mode

de voilement des panneaux courbes reste semblable à celui des plaques (figure 3.11b).

Lorsque la valeur de Z augmente, le mode de voilement évolue : la déformation hors-

plan diminue dans la partie centrale du panneau et se concentre le long des deux bords

chargés (figure 3.11c, 3.11d). Ceci est dû à l’apparition de moments secondaires hors-plan

(i.e, le moment Mθθ dans le repère local cylindrique de la figure 3.12) aux bords chargés.

Ce moment facilite en conséquence l’apparition de la déflection transversale dont la valeur

maximale s’approche du bord de chargement : l’influence du moment secondaire n’est pas

uniforme le long de la plaque. Plus la courbure est grande, plus cet effet est significatif. La

courbure influence aussi la contrainte critique de voilement. On obtient une augmentation

de contrainte critique quand la courbure croît (σZ=0
cr = 34 MPa < σZ=100

cr = 290 MPa).

L’influence du coefficient d’aspect α est présentée figure 3.13 dans le cas où la longueur

a est un multiple entier de la largeur b. On observe que pour une plaque plane (Z =
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(a) R = ∞ → Z = 0 : σcr = 34 MPa

(b) R = 22, 5 m → Z = 20 : σcr = 67 MPa

(c) R = 9 m → Z = 50 : σcr = 150 MPa

(d) R = 4, 5 m → Z = 100 : σcr = 290 MPa

Figure 3.11 – Premier mode de voilement pour différentes valeurs de la courbure Z
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Figure 3.12 – Apparition du moment secondaire de flexion due à la courbure

0) le voilement se fait en demi-ondes carrées avec un nombre de demi-ondes égal au

coefficient d’aspect α (figure 3.13a). L’interaction de la courbure Z et du coefficient d’aspect

α est la plus importante pour les valeurs moyennes de la courbure (par exemple pour

Z = 50). La courbure dans ce cas modifie légèrement le mode de voilement, qui reste

antisymétrique quelle que soit la valeur de α (figure 3.13b et 3.13f). En revanche, pour une

valeur suffisamment grande de la courbure (Z = 100 pour α = 2 et Z = 200 pour α = 3),

le mode de voilement devient symétrique (figure 3.13c et 3.13h). La déflection maximale

diminue et se localise vers les bords de chargements, comme illustré figure 3.11d. Ce mode

de voilement maintient sa forme pour toute augmentation de la courbure (figure 3.13c et

3.13d). On en déduit que dans cette configuration, l’influence de la courbure est très grande

et détermine la forme de voilement.

On constate que la valeur de la contrainte critique augmente en fonction de la cour-

bure, et que les valeurs des contraintes critiques sont presque indépendantes du coefficient

d’aspect α, si α est un nombre entier quelle que soit la courbure. Cela est en accord avec la

théorie des plaques planes qui montre que la contrainte de voilement est presque constante

pour toutes les valeurs entières de α ≥ 1(voir la théorie au chapitre 1). Cette caractéristique

semble donc conservée pour les tôles courbes (pour Z = 200, σcr = 572 MPa pour α = 2

et σcr = 573 MPa pour α = 3).

3.3.2 Expression de la contrainte de voilement

Afin de quantifier l’influence de la courbure, les valeurs numériques de la charge cri-

tique de voilement sont présentées en fonction du paramètre Z sur la figure 3.14. Cette

figure comprend également les courbes caractéristiques des principaux modèles de force

critique de voilement, à savoir ceux de Redshaw [115], Timoshenko et Gere [147], Stowell

[143] et Domb et Leigh [49] mentionnées dans l’introduction. Il faut noter que le modèle

de Batdorf n’est pas représenté parce que la théorie sur laquelle il repose est similaire à

celle de Timoshenko et qu’une modification de ce modèle a été proposée dans le travail

de Domb et Leigh [49]. Ces courbes permettent non seulement d’identifier l’influence de

la courbure, mais aussi de vérifier la pertinence des différentes expressions théoriques.
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Figure 3.13 – Influence du coefficient d’aspect pour une plaque courbe
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De façon générale, la contrainte critique de voilement σcr est définie comme le produit

de la contrainte critique d’Euler σE et d’un coefficient de voilement kc dont l’expression

varie d’un auteur à l’autre (l’exposant (•)Z indiquant l’influence de la courbure) :

σZ
cr = kZ

c σE (3.13)

où σE = π2E
12(1−ν2

( t
b
)2 est la contrainte critique d’Euler. Les principales expression kZ

c sont

énumérées ci-dessous avec un bref résumé de l’approche utilisée pour les obtenir :

– Redshaw a utilisé une approche énergétique :

kZ
c,Redshaw = 2

(
1 +

√
1 +

12(1 − ν2)

π4 Z2

)
(3.14)

– Timoshenko a utilisé des champs de déplacements approchés vérifiant les conditions

aux limites mais pas l’équation de compatibilité qu’il a remplacée par les équations

d’équilibre afin d’obtenir la charge critique en écrivant la nullité du déterminant de

ces équations :

kZ
c,Timoshenko =


4 +

3(1 − ν2)

π4 Z2 si Z ≤ 2π4√
3(1−ν2)

4
√

3
π2 Z si non

(3.15)

– Stowell a proposé une modification de l’équation de Redshaw en ajoutant l’effet des

conditions aux limites :

kZ
c,Stowell =

kplaque
c

2

(
1 +

√
1 +

48(1 − ν2)

π4(kplaque
c )2

Z2

)
(3.16)

– L’expression de Domb et Leigh quant à elle est calibrée empiriquement sur une base

de donnés numériques :

kZb
c,DL =

10∑3
i=0 ci(log Zb)

i
si 1 ≤ Zb ≤ 23, 15

c (Zb)
d si 23, 15 ≤ Zb ≤ 200

(3.17)

avec c0 = 0, 6021, c1 = 0, 005377, c2 = 0, 192495, c3 = 0, 00267, c = 0, 4323 et d =

0, 9748 et Zb est le paramètre de Batdorf : Zb = b2

Rt

√
1 − ν2

Ces différentes expressions du coefficient de voilement sont reportées la figure 3.14 et

exprimées en fonction du paramètre de courbure Z. Comme Z varie en fonction du carré

de la largeur b, sa valeur devient grande d’où la nécessité de présenter le résultat avec une

abscisse logarithmique.

De la comparaison des courbes de la figure 3.14, on peut tirer les conclusions suivantes :

– Toutes les courbes convergent vers la valeur correspondant à une plaque plane

(kplaque
c = 4) quand Z tend vers 0, ce qui est logique et nécessaire.

– Le coefficient de voilement kZ
c augmente quand Z augmente, ce qui est dû à l’appa-

rition d’une contrainte circonférentielle qui maintient le déplacement radial : plus la

tôles est courbe, plus cet effet est grand.
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Figure 3.14 – Comparaison du coefficient de voilement

– Le comportement asymptotique (vers les grandes valeurs de Z) de ces expressions est

cependant différent : les expressions de Redshaw et Timoshenko convergent vers une

droite dont la pente est égale au coefficient de voilement d’un cylindre de révolution

alors que les expressions de Domb et Leight, de Stowell et les résultats numériques

convergent vers une valeur inférieure. Cet écart peut être expliqué par la différence

de conditions aux limites entre les modèles. En effet, les panneaux cylindriques ont

quatre bords tandis que les cylindres de révolution n’en ont que deux ; le dévelop-

pement des contraintes membranaires se fait donc de façon différente (contraintes

circonférentielles de traction pour les panneaux courbes et contraintes de compres-

sion pour les cylindres de révolution).

– Seules les expressions de Stowell et de Domb et Leight sont en accord avec les résul-

tats numériques, qui convergent vers la moitié de la valeur théorique de la contrainte

critique d’un cylindre. Une analyse complémentaire est donc effectuée sur des pan-

neaux courbes dont la longueur, le rayon et l’épaisseur sont constants (a = 9m,

R = 3m,t = 15mm) mais dont la largeur b varie de 0 à 2πR, le dernier panneau

(b = 2πR) correspondant à un cylindre de révolution entaillé verticalement sur toute

sa longueur. Le rapport de la contrainte critique du panneau courbe à celle du cy-

lindre (σcourbe/σcylinder) est ainsi présenté sur la figure 3.15 en fonction du paramètre

de courbure Z. Ce rapport diminue lorsque Z augmente : de l’infini pour Z = 0 (i.e.

b = 0) à 0, 5 pour Z = 4π2R/t (soit Z = 7895). On remarque que, dans ce cas précis,

la valeur 0, 5 est quasiment atteinte (moins de 2% d’écart) dès Z ≥ 40, soit pour une

largeur b de 1, 34m, ce qui est loin d’être la valeur supérieure de b (2πR = 18, 85m).

Ceci confirme bien que la charge critique de voilement des tôles courbes tend bien

vers la moitié de celle d’un cylindre de révolution quand la courbure devient grande.

– L’expression de Domb et Leight est définie directement par calibrage numérique ce

qui rend sa forme complexe et peu intuitive. L’expression de Stowell est en ce sens
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Figure 3.15 – Analyse de convergence du comportement asymtotique des tôles cylindriques

beaucoup plus intéressante : elle est simple et fait clairement apparaître les compor-

tements asymptotiques des tôles courbes. Pour les valeurs moyennes de la courbure

(Z ≃ 10), l’approximation est moins bonne avec des écarts qui restent malgré tout

inférieur à 15%. Si l’on compare la formule de Stowell aux résultats expérimentaux

de Cox et Clenshaw [44], Crate et Levin [45] et Peterson et Whitley [109] (figure 3.16),

on observe que les points d’essais sont plus dispersés, mais que l’expression de Sto-

well passe par la valeur moyenne. C’est parce que les conditions aux limites ne sont

pas exactement identiques : le montage d’un appui simple est difficile à réaliser pour

les deux bords non chargé, surtout quand les tôles sont courbes.

L’approximation de Stowell est donc tout à fait convenable et sera donc prise comme ré-

férence pour la suite. Ces imprécisions sont d’autant moins préjudiciables que l’on verra

dans la section 4 où ces écarts peuvent être récupérés lors de la calibration du comporte-

ment élasto-plastique.

3.4 Etude numérique du comportement ultime

La résistance ultime du panneau est évaluée comme celles des plaques planes à l’aide

d’une analyse incluant des non-linéarités matérielles, c’est-à-dire comportement élasto-

plastique des aciers, et géométriques de la structure imparfaite, c’est-à-dire tenir compte

des imperfections et de la déformation en grand déplacement de structure (GMNIA en

anglais). La méthode numérique utilisée pour décrire l’ensemble du comportement post-

critique des tôles courbes est la méthode dite de longueur d’arc (c.f section 1.7 du chapitre

1). Sur la courbe contrainte-déformation, la charge ultime est facilement identifiée comme

la valeur maximale (le sommet) de la courbe (Figure 3.17a et 3.17b).

Selon les configurations, la forme des imperfections, les courbes contrainte-
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Figure 3.16 – L’expression théorique de Stowell en comparaison aux résultats d’essais



3.4. Etude numérique du comportement ultime 93

Figure 3.17 – Résistance caractéristique de voilement Fck

déformation des panneaux pourront présenter un profil de type 1 ou type 2. Le type

1 correspond à une instabilité de type bifurcation ; le type 2 à une instabilité par point

limite ou l’instabilité par "claquement" (snap-through en anglais). En ce point, toute aug-

mentation de la charge fait passer la structure d’une configuration d’équilibre donnée à

une autre configuration distante mais en équilibre. De ce fait, ce point limite n’est pas

considéré comme la charge maximale de structure, mais comme une "réserve de capacité"

de la structure vis-à-vis du problème de voilement. Dans la réalité, la structure se com-

porte de manière à ce que, une fois atteint le premier pic, la charge passe "brutalement"

d’un état équilibre (point A) à un autre état équilibre (point C), sans besoin de diminuer la

charge et de passer par le point B. Ce changement s’accompagne d’un bruit sonore, d’où

le terme de "claquement".

3.4.1 Influence de la forme des imperfections

Comme dans de nombreux problèmes d’instabilité, la question de la modélisation des

imperfections initiales est donc primordiale. Pourtant, l’influence de la forme des imper-

fections dans les tôles courbes a été très peu étudiée. Une première étude a été conduite

par Featherston [56] par la méthode des éléments finis, mais, à notre avis, le problème

reste encore mal compris. Si l’on remarque que le processus de fabrication des panneaux

courbes est semblable à celui des plaques, on peut raisonnablement penser que les modèles

d’imperfections géométriques équivalentes pour les plaques (préconisés par l’EN 1993-1-5)

resteront valables pour les tôles courbes à défaut d’avoir des données plus précises (par

exemple des mesures de contraintes résiduelles ou de défauts géométriques). Quelques

essais numériques préliminaires ont ainsi été menés afin d’analyser l’influence de la forme

de cette imperfection géométrique équivalente sur la charge de ruine de la coque.

Dans ces essais, les dimensions de la tôle sont 3 m × 3 m × 25 mm avec un rayon de

courbure de R = 18 m. Les tôles sont appuyées simplement sur les quatre bords. Elles
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sont faites en acier S355 élasto-plastique linéaire. Le type d’élément utilisé est un élé-

ment plaque à 4 nœuds (SHELL 181). Le seul paramètre qui varie est donc la forme des

imperfections géométriques introduites au début du calcul GMNIA. Dans l’idéal, la confi-

guration devrait être basée sur les imperfections réelles de structure obtenues par relevé

sur le panneau, ce dont on ne dispose pas en général. Il faut donc définir une méthode gé-

nérale pour la définition d’un défaut type. Pour assurer la sécurité des ouvrages, ce défaut

devra être celui qui sera le plus défavorable pour certains critères données (Lanzo [88]).

L’étude de cette forme critique "idéale" n’est cependant pas simple, car elle dépend du

type de structure et de la nature du chargement. Parmi les différentes méthodes existantes

à l’heure actuelle, les trois solutions les plus utilisées sont :

– Dans la plupart des cas, le premier mode d’instabilité est pris comme le mode le plus

défavorable (Featherston [56]) car il demande le minimum d’énergie pour engendrer

l’instabilité de la structure. C’est ce mode qui est recommandé par Eurocode 3 (EN

1993-1-5 annexe C) pour l’étude des structures imparfaites et ce comme préalable

à toute recherche d’un autre mode éventuellement plus défavorable. L’avantage de

cette méthode est évidemment sa simplicité.

– La deuxième approche consiste à exprimer les imperfections comme des fonctions

trigonométriques, souvent sous forme de séries sinusoïdales. Dans la mesure où

toutes les configurations peuvent être transformées en série de sinusoïdale, cette

méthode devrait aboutir à la détermination de la configuration la plus défavorable

(Rotter [118]). Néanmoins la précision du résultat va dépendre du nombre de termes

pris en compte et ce nombre dépend de la complexité des structures étudiées.

– La dernière méthode est basée sur l’analyse du mode de ruine (en anglais quasi-

collapse-affine imperfection) comme présenté dans Schneider et al. [132]. En effet,

l’analyse du mode de ruine de structure parfaite révèle " les points faibles" de la

structure. L’idée est donc d’affaiblir ces points par des imperfections pour obtenir

une réduction maximale de la capacité de structure. Dans cette méthode, l’influence

des non-linéarités du matériau et de la géométrie est aussi intégrée. Cette méthode

est cependant très coûteuse en temps de calcul car il faut lancer deux fois le calcul

non-linéaire.

Ces trois types de forme d’imperfection seront toutes étudiées dans cette étude prélimi-

naire. Quant à l’amplitude maximale du défaut initial, désignée par w0, l’Eurocode indique

les valeurs référentielles suivantes :

– EN 1993-1-5 : w0 = min(a/200; b/200),

– EN 1993-1-6 : w0 = 4
√

RtU0,max.

avec U0,max dépend de la classe de qualité de tolérances de fabrication (valeur donnée à la

section 8.4.4 de l’EN 1993-1-6). En se référant au domaine des ouvrages d’art où le rayon

de courbure est assez grand, on s’aperçoit que les défauts initiaux seront plus proches

de la partie 1-5 que de la partie 1-6. A titre d’exemple, la configuration de l’intrados du

pont Confluences sur la Maine à Angers en France : longueur a = 5 m, largeur b = 5 m,

épaisseur t = 16 mm et le rayon de courbure de R = 80m. En supposant que la qualité de

fabrication est normale (U0,max = 0, 016), l’amplitude du défaut initial sera w0 = 72 mm
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selon l’EN 1993-1-6. Cette valeur est trop défavorable : 3 fois plus grand par rapport la

valeur calculée par l’EN 1993-1-5 : w0 = 25 mm. C’est la raison pour laquelle, dans la suite

de ce travail, l’amplitude maximale de l’imperfection sera choisie comme conseillé dans

l’EN 1993-1-5 : w0 = min(a/200; b/200).

Figure 3.18 – Influence des différentes configuration d’imperfection

Les résultats des différentes simulations sont présentés figure 3.18. On constate que

la charge maximale de la structure ainsi que le type d’instabilité varie avec la forme de

l’imperfection. La charge ultime minimale a été obtenue pour le mode sinusoïdal à deux

demies ondes de chaque côté de la coque moyenne. Le premier mode de voilement n’est

donc pas forcement toujours le mode le plus critique. Cependant, les écarts observés entre

cette valeur minimale et les autres valeurs ne sont pas importants : seulement 3% au

maximum.

L’utilisation du premier mode de voilement comme forme d’imperfection reste donc
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acceptable et, comme elle a l’avantage d’être simple à mettre en œuvre sur le plan numé-

rique, c’est celle qui sera retenue pour l’étude paramétrique envisagée ensuite.

3.4.2 Etude paramétrique

L’objectif de cette partie est la détermination de la résistance ultime des panneaux au

moyen d’une étude paramétrique numérique de type GMNIA. Les quatre paramètres va-

riables sont : la longueur a, la largeur b, l’épaisseur t et le rayon de courbure R du panneau

de sorte que le paramètre de courbure Z varie de 1 à 100 et le coefficient d’aspect α varie

de 0, 8 à 3. Ces données géométriques ont été choisies afin de couvrir tout le domaine

d’application des panneaux courbes utilisés dans les ponts métalliques. Les résultats nu-

mériques obtenus sont présentés sur la figure 3.19 où le facteur de réduction ρ est reporté

en fonction de l’élancement réduit λ . Le facteur de réduction ρ est déterminé comme

le rapport de la charge ultime Fult (identifiée comme la valeur maximale atteinte par la

courbe force-déplacement issue de l’analyse numérique) et de la résistance plastique Fy.

La figure 3.19 présente également les deux courbes de la norme européenne : l’EN 1993-1-5

pour les plaques (courbe rouge supérieure), de l’EN 1993-1-6 pour les coques de révolution

(courbe rouge inférieure) ainsi que le comportement de colonne (courbe Euler 1
λ

2 ).

Figure 3.19 – Courbes de voilement des panneaux cylindriques sousmis à une compression uniaxiale

On constate tout d’abord que pour une courbure Z donnée, on peut définir un coef-

ficient de réduction ρ pour une tôle courbe, de la même manière que pour une plaque

ou une coque de révolution, ce qui confirme la pertinence du choix du paramètre Z dans

l’étude de ce problème d’instabilité. On remarque ensuite que le paramètre de courbure Z
a une grande influence sur la valeur du coefficient de réduction ρ. Pour une valeur donnée

de λ , plus la valeur de la courbure est grande, plus on s’éloigne de la résistance ultime
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de la plaque correspondante (Z = 0). On remarque également que tous les points numé-

riques sont situés entre les deux courbes issues des normes européennes. Pour des petites

valeurs de Z, les panneaux courbes se comportent comme des plaques (EN 1993-1-5) et

pour des grandes valeurs de Z, le comportement des panneaux courbes tend vers celui

des cylindres de révolution (EN 1993-1-6).

Par ailleurs, il faut noter que la distribution des points pour Z = 1 suit plus ou moins

la courbe de voilement donnée par l’EN 1993-1-5, ce qui confirme la validité de la clause

1.1 (2) de l’EN 1993-1-5 qui indique Z ≤ 1 comme limite d’application de la norme. Clai-

rement, l’utilisation de l’EN 1993-1-5 au-delà de cette limite pour les grandes courbures

Z conduit à une surestimation significative de la résistance ultime réelle. De même, pour

des grandes valeurs de Z (Z ≥ 40), la norme EN 1993-1-6 fournit une bonne approxima-

tion du coefficient de réduction pour les petites valeurs d’élancement (λ ≤ 1). Lorsque

l’élancement devient important (λ ≥ 1), il y a un écart non négligeable entre la courbe de

la norme et les résultats numériques : l’EN 1993-1-6 devient trop conservatrice. Cet écart

est lié principalement au comportement postcritique des tôles courbes qui provient du

développement de contraintes membranaires circonférentielles.

On s’intéresse ensuite plus particulièrement au comportement des panneaux pour de

forts élancements (cf. figure 3.20). Sur cette figure, on a tracé en sus des résultats des simu-

lations numériques, une famille de courbes en 1
λ

(courbes pointillées) qui représentent le

comportement post-critique des plaques. Il apparaît que, suivant la valeur de la courbure

Z, les résultats numériques suivent une de ces courbes. Un coefficient de proportionnalité

β est donc défini pour caractériser ce comportement. Celui-ci diminue lorsque la cour-

bure Z augmente (il est égal à 1 pour Z = 0 (comportement plaque) et tend vers 0, 5

pour de grandes valeurs de la courbure). Cette diminution de la capacité ultime des pan-

neaux courbes ne s’explique pas par l’influence des imperfections géométriques qui est

assez peu significative pour de forts élancements mais plutôt par la présence de moments

secondaires de flexion hors-plan dont l’amplitude est proportionnelle à la courbure. Le

paramètre β peut donc être interprété comme un facteur d’imperfection qui représente

l’effet de la courbure, et plus précisément l’interaction des contraintes membranaires et du

moment hors-plan.

3.5 Courbe caractéristique de voilement

Les observations précédentes conduisent à la nécessité d’une nouvelle expression de

coefficient de réduction ρ, de nouvelles courbes caractéristiques de voilement, qui per-

mette de combler l’écart avec les deux normes EN 1993-1-5 et EN 1993-1-6. Cette nouvelle

expression est bien évidemment dépendante du paramètre de courbure Z.

D’après la figure 3.19, les point numériques se trouvent tous dans la zone limitée par

les deux normes de l’EN 1993 partie 1-5 (borne inférieure) et partie 1-6 (borne supérieure).

Deux modifications des expressions analytiques de ρ peuvent être envisagées en consé-
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Figure 3.20 – Coefficient de réduction de voilement des tôles courbes élancées

quence, qui sont classées selon l’origine de l’expression du départ : soit à partir de la

courbe de l’EN 1993- 1-5 ; soit à partir de celle de l’EN 1993-1-6.

3.5.1 Par modification de l’EN 1993-1-5

3.5.1.1 Formulation d’Ayrton-Perry du flambement des colonnes

Dans cette approche, l’expression mathématique de ρ est issue de la méthode de dé-

termination des courbes européennes de flambage de l’EN 1993-1-1, qui est basée sur une

formulation de type Ayrton-Perry (Maquoi et Rondal [95], Rondal et Maquoi [117]). Cette

formulation se traduit dans le cas d’une compression d’un poteau biarticulé de longueur l

comme suit.

L’imperfection structurelle dans ce modèle est supposée comme un défaut de rectitude

ayant la forme d’une demi-onde sinusoïdale d’amplitude e0 (figure 3.21). Le déplacement

transversal le long du poteau, avant chargement, s’exprime donc comme suit :

y0 = e0 sin
πx
l

(3.18)

L’équation différentielle de la déformation d’un tel poteau biarticulé soumis à un effort

axial N s’écrit :
d2y
dx2 +

N(y + y0)

EI
= 0 (3.19)

En combinant cette dernière avec l’expression de y0 et en tenant compte des conditions

d’appui, on déduit la solution suivante de l’équation différentielle :

y =
e0

Ncr
N − 1

sin
πx
l

(3.20)
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La déformée totale maximale, e, du poteau vaut alors :

e = e0 +
e0

Ncr
N − 1

=
e0

1 − N
Ncr

(3.21)

et le rapport 1
1− N

Ncr
est généralement appelé le "facteur d’amplification".

Figure 3.21 – Poteau comprimé en position déformée

En adoptant, comme critère de ruine, l’atteinte de la limite élastique au point de

contrainte maximale (ici le milieu de la colonne) on obtient l’équation d’équilibre de

contrainte :
N
A

+
Ne0

1 − N
Ncr

1
W

= fy (3.22)

ou :
N

A fy
+

Ne0

1 − A fy
Ncr

N
A fy

1
W fy

= 1 (3.23)

En introduisant Ny = A fy ; N = χNy ; λ =
√

Ny
Ncr

et η = e0 A
W avec W le module d’inertie,

on obtient l’équation de type d’Ayrton-Perry :

(1 − χ)
(

1 − χλ
2
)
= ηχ (3.24)

Le paramètre η = e0 A
W est désigné comme l’imperfection géométrique généralisée ; elle

dépend de la géométrie du poteau et de l’imperfection initiale. Son influence est illustrée

sur la figure 3.22. La valeur η = 0 fournit une borne supérieure des courbes de flambement

des barres comprimées, composée d’un plateau de plastification parfaite (χ = 1) et d’une

courbe issue de la théorie d’Euler : χ = 1
λ

2 . Pour les valeurs de η croissante, la courbe de

flambement se décale vers le bas, ce qui signifie que l’influence des imperfections devient

de plus en plus importante.

Diverses propositions ont été formulées pour représenter cette imperfection généralisée

η mais c’est l’expression η = αc
(
λ − λ0

)
qui a été retenue dans l’EN 1993-1-1 car elle

permet d’avoir une bonne corrélation avec les essais expérimentaux.



100 Chapitre 3. Tôles cylindriques non-raidies soumises à une compression longitudinale

Figure 3.22 – Courbe de flambement d’Ayrton-Perry

3.5.1.2 Adaptation de la formulation d’Ayrton-Perry pour le voilement des
plaques

En transposant la démarche mentionnée ci-dessus des colonnes aux plaques planes, on

peut espérer déterminer une courbe caractéristique de voilement sous une forme de type

d’Ayrton-Perry. Pour cela, on remplace le comportement asymptotique d’Euler χ = 1
λ

2 par

la courbe de Von-Karman ρ = 1
λ

plus adapté aux plaques. On obtient aussi :

(1 − ρ)
(
1 − ρλ

)
= ηρ (3.25)

Cette transformation a été adoptée dans le travail de Davaine [46] pour le développement

d’une courbe de voilement lors du lançage d’un pont-poutre. En amont du remplacement

pur et simple de l’asymptote, il est possible de revenir à l’écriture des contraintes dans

la plaque comme ont pu le faire Ayrton-Perry pour le flambement de colonne. Pour cela,

on intègre directement l’hypothèse de Von-Karman en considérant une bande de plaque

de largeur réduite be f f = b
λ

soumise à un effort de compression N∗ = N
be f f

b = ρNy
1
λ

, N
étant l’effort normal uniforme introduit sur la longueur b de la plaque complète. Le défaut

initial maximal w0 au centre de la plaque augmente avec un facteur 1
1− N∗

Ncr
au cours du

chargement (figure 3.23).

Par analogie, l’équation d’Ayrton-Perry s’applique à cette plaque :

N∗

A∗ +
N∗w0

1 − N∗
Ncr

1
W∗ = fy (3.26)

En introduisant N∗ = ρ
Ny

λ
; A∗ = A

λ
; λ =

√
Ny
Ncr

, on arrive donc à l’équation 3.25.
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Figure 3.23 – Transformation du modèle de Plaque pour une application de la méthode Ayrton-Perry (tiré

dans Davaine [46])

3.5.1.3 Adaptation de la formulation d’Ayrton-Perry pour le voilement des tôles
courbes

Quant aux tôles courbes cylindriques, les résultats numériques de la figure 3.20 montre

que les courbes caractéristiques de voilement convergent vers les courbes ρ = β

λ
avec

β ≤ 1 représentant l’effet de la courbure. En introduisant ce comportement asymptotique

dans l’expression 3.25, on obtient une expression de la courbe de voilement pour les tôles

courbes cylindriques sous la forme :

(1 − ρ)
(

β − ρλ
)
= ηρ (3.27)

où η et β sont des paramètres à identifier. Le paramètre η, de la même façon que dans les

courbes de flambement Européennes, est pourtant choisi couramment :

η = ραZ
(
λ − λ0

)
(3.28)

αZ est le facteur d’imperfection élastique, λ0 définit la largeur du plateau de plastifica-

tion (associé avec la valeur de χ = 1). La résolution de l’équation 3.27 en introduisant
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l’expression 3.28 donne l’expression finale du coefficient de réduction ρ :

ρ =
2β

β + λ +
√(

β + λ
)2 − 4β

(
λ − αZ(λ − λ0)

) (3.29)

L’expression 3.29 définit une série de courbes indexées par le paramètre d’imperfection αZ.

Cette série de courbes admet deux bornes limites, ρ = 1 pour le mode de ruine plastique

(λ ≤ λ0) et ρ = β

λ
pour le comportement asymptotique et ruine par voilement élastique

(λ → ∞).

3.5.1.4 Identification des paramètres

La nouvelle expression fait intervenir trois paramètres : β, λ0 et αZ qui dépendent de la

courbure Z. Les deux paramètres β et λ0 sont aisément identifiés à partir des résultats nu-

mériques car ils correspondent à deux modes de ruine différents. Pour une valeur donnée

de Z, le coefficient λ0 est déterminé par l’intersection de la courbe numérique avec la ligne

horizontale (ρ = 1) correspondant à la plastification pure du panneau (cf. figure 3.24). Les

points se trouvant au-dessus de la ligne horizontale représentent l’effet de l’écrouissage

du matériau et ne sont pas pris en compte dans la formule (ce qui va dans le sens de la

sécurité).

Figure 3.24 – Identification du paramètre λ0 - longueur du palier plastique

De même pour une valeur donnée de Z, le coefficient β représente le comportement

asymptotique pour les grandes valeurs de λ, le facteur de réduction ρ tendant vers β

λ

(figure 3.20). On propose ainsi pour β et λ0 les expressions approchées qui tiennent compte

des deux bornes limites (Z = 0 et Z → ∞) données par l’EN 1993-1-5 et l’EN 1993-1-6
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respectivement :

λ0 = 0, 2 + 0, 473 · e−
Z
20 (3.30)

β =
1 + e−

Z
33

2
(3.31)

Le dernier paramètre αZ caractérise l’écart du comportement réel à la courbe β

λ
. Il est

calibré de façon à minimiser l’écart entre les valeurs données par l’expression 3.29 et les

valeurs numériques. Cet écart est mesuré par la somme des carrés des différences entre

ces valeurs. Les variations de αZ en fonction de Z sont présentées sur la figure 3.25.

Figure 3.25 – Calibrage du paramètre αZ

La variation du coefficient αZ n’est pas uniforme en fonction du paramètre de courbure

Z (figure 3.26). Ce coefficient augmente dans un premier temps (pour Z < 10), diminue

dans un deuxième temps et devient presque constant pour de grandes valeurs de cour-

bure (Z ≥ 40). La valeur Z = 10 peut être considérée comme la valeur critique au-delà de

laquelle le comportement des tôles courbes s’approche de celui d’un cylindre (cf. figure

3.14), entraînant une variation non-uniforme du coefficient αZ. Il est à noter que αZ est dé-

terminé aussi en fonction du paramètre β, qui est lui-même une fonction non-linéaire de Z.

Afin d’assurer une certaine simplicité d’utilisation des différentes formules, il est proposé

de réduire le nombre de valeurs caractéristiques de αZ à cinq et d’interpoler linéairement

pour les valeurs intermédiaires (cf. tableau 3.1). La qualité de cette approximation sera

estimée dans la section suivante.
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Figure 3.26 – Variation du coefficient d’imperfection αZ en fonction de la courbure Z

Table 3.1 – Valeur proposée pour le paramètre αZ

Z 0 10 20 30 ≥ 40

αZ 0.28 0.38 0.33 0.21 0.13

3.5.2 Par modification de l’EN 1993-1-6

3.5.2.1 Equation de la fonction retenue

La nouvelle norme européenne l’EN 1993-1-6, version 2007 propose une courbe de

voilement sous une forme universelle, de sorte qu’elle peut capter largement le domaine

de variation des configurations (géométrie et chargement). Elle est présentée en fonction

de l’élancement réduit de la coque de la façon suivante :

χ =


1 lorsque λ ≤ λ0

1 − β

(
λ − λ0

λp − λ0

)n
lorsque λ0 ≤ λ ≤ λp

α

λ2 lorsque λp ≤ λ

(3.32)

où : λ0 est l’élancement réduit associé à la charge limite plastique (ou la longueur du

plateau plastique) ; α est le facteur de réduction d’imperfection élastique ; β est le facteur

du domaine plastique et η est un exposant d’interaction élasto-plastique.

Ces courbes de voilement ne résultent pas de la résolution d’un problème analytique

simplifié (Rotter [121]), ni d’un ajustement empirique à des données d’essai comme cela a

pu être le cas nombreuses courbes semblables dans le passé (i.e ECCS 1988, NASA 1998).

Au contraire, il s’agit de courbes universelles qui peuvent s’adapter aux caractéristiques

clés d’une grande variété de structures de coque par identification d’un petit nombre de

paramètres (i.e λ0, α, β, η) à partir des caractéristiques géométriques, du chargement et du
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matériau de la structure (Rotter [119]). Par exemple, dans l’Annexe D de l’EN 1993-1-6, on

trouve pour un cylindre sous compression axiale, λ0 = 0, 2 ; η = 1 et β = 0, 6.

Ces courbes de voilement sont présentées qualitativement sur la figure 3.27. Elles se

composent donc de trois parties. Pour un élancement réduit λ ≤ λ0, la résistance est égale

à la résistance plastique (i.e limite d’élasticité fy). Pour λ0 ≤ λ ≤ λp, le comportement

est de type interaction voilement élastique-plastique. Pour λp ≤ λ , le comportement est

essentiellement dû au voilement élastique. La valeur de λp est déduite par continuité :

λp =

√
α

1 − β
(3.33)

Figure 3.27 – Courbe de résistance typique des coques de révolution (tiré de Lagae et Vanlaere [87])

Cette courbe de voilement universelle étant valable pour tous les éléments de type

coque, elle l’est aussi pour les tôles courbes cylindriques sera donc estimée sous compres-

sion uniforme qu’il va falloir identifier.

3.5.2.2 Identification des paramètres

L’utilisation des courbes de l’EN 1993-1-6 (expression 3.32) nécessite l’identification

de quatre paramètres : λ0, α, β et η. Cette tâche étant relativement délicate à effectuer

sur une représentation du type de celle de la figure 3.27. Rotter [120] en a proposé une

forme alternative où l’abscisse est remplacée par le rapport de la charge ultime à la charge

critique : Fult/Fcr (figure 3.28). Grâce à cette présentation, les paramètres du problème sont

facilement déterminés.

Cette présentation n’est cependant utile que pour les tôles de très grandes courbures,

dont le comportement est semblable à celui des cylindres, mais elle devient inutile pour
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Figure 3.28 – Forme alternative de la courbe de résistance - Proposition de Rotter [120]

les tôles de faible (même moyenne) courbure qui présentent une réserve postcritique im-

portante. L’identification des paramètres sera donc effectuée progressivement, d’abord par

calibrage des comportements asymptotiques et ensuite par ajustement des facteurs d’im-

perfection et plastique.

On note tout d’abord que le comportement des plaques planes se décompose en seule-

ment deux modes de ruine : ruine plastique si λ ≤ λ0 ou voilement élastique pour λ ≥ λ0

(figure 3.29). Dans le formalisme de l’EN 1993-1-6, cela se traduit par la disparition du

domaine d’interaction élasto-plastique (c.f équation 3.32), c’est-à-dire par λ0 = λp. On

obtient ainsi deux bornes en Z = 0 pour λ0 et λp. L’évolution de λ0 est identique ici à

celle du paragraphe 5.1.2, elle est déterminé par intersection des courbes Z = cste et de

χ = 1, de sorte que λ0 = 0, 2 + 0, 473 · e−
Z
20 . L’identification de λp est plus délicate et exige

auparavant l’étude du comportement élasto-plastique des panneaux.

On remarque aussi sur la figure 3.19, que lorsque la courbure augmente, la longueur

du palier plastique diminue, et celle du voilement élastique augmente, ce qui est illustré

figure 3.29. Dans la zone élasto-plastique (λ0 ≤ λ ≤ λp), on observe que le coefficient de

réduction varie linéairement en fonction de λ, ce qui indiquerait un facteur d’interaction

η = 1. Cette valeur serait en accord avec le comportement asymptotique de type cylindre

pour lequel on a aussi η = 1 (l’EN 1993-1-6 annexe D). C’est donc cette valeur qui est

choisie.

Partant de là, on identifie conjointement sur la figure 3.19 les paramètres β et λp en

traçant des droites d’origine λ0 : β représente la pente et λp est l’élancement pour lequel

les points s’écartent de la droite. Les expression de β et λp sont donc obtenues par les

relations suivantes :

λp = 0, 673 + 0, 54 · e−
4
Z (3.34)

β = 0, 57 · e−
2,7
Z (3.35)

Enfin, pour la troisième partie de la courbe, l’existence d’un comportement postcritique

pour les panneaux courbes comme pour les plaques planes nécessite que le paramètre α
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Figure 3.29 – Philosophie de l’approche selon l’EN 1993-1-6

soit une fonction de λ et non une constante comme pour les cylindres. L’expression de α

est donc cherchée sous la forme :

α(Z) = AZλ + BZ (3.36)

Ainsi, si Z = 0 on prend AZ = 1 et BZ = −0, 22, on retrouve bien l’expression des plaques

planes. On pourrait cependant prendre AZ = β de la section précédente (5.1.2) car les

deux paramètres décrivent bien le comportement asymptotique en 1
λ :

AZ =
1 + e−

Z
33

2
(3.37)

La valeur de BZ est ensuite détérminée en écrivant la continuité des courbes en λ = λp :

BZ = (1 − β)λ2
p − AZλp (3.38)

3.5.3 Comparaison des deux approches

Selon l’origine de l’expression du départ, la résistance des tôles courbes cylindriques

peut être exprimée selon deux modèles :
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– Le premier modèle (modèle n◦1) est déduit suivant l’EN 1993-1-5 :

ρ =


1 si λ ≤ λ0

2β

β + λ +
√(

β + λ
)2 − 4β

(
λ − αZ(λ − λ0)

) si non (3.39)

avec :

λ0 = 0, 2 + 0, 473 · e−
Z
20 (3.40)

β =
1 + e−

Z
33

2
(3.41)

et la valeur de αZ donnée par le tableau 3.1

– Le deuxième modèle (modèle n◦2) est évalué suivant l’EN 1993-1-6 :

ρ =


1 lorsque λ ≤ λ0

1 − β

(
λ − λ0

λp − λ0

)n
lorsque λ0 ≤ λ ≤ λp

α

λ2 lorsque λp ≤ λ

(3.42)

avec :

λ0 = 0, 2 + 0, 473 · e−
Z
20 (3.43)

λp = 0, 673 + 0, 54 · e−
4
Z (3.44)

β = 0, 54 · e−
2,7
Z (3.45)

AZ =
1 + e−

Z
33

2
(3.46)

BZ = (1 − β)λ2
p − AZλp (3.47)

La comparaison entre les deux modèles est présentée figure 3.30. On constate que

les deux modèles sont capables de prédire avec précision les valeurs numériques. Il est

évident que selon la valeur de la courbure (grande ou petite), l’un des deux modèles sera

légèrement plus performant que l’autre car l’expression déduite de la courbe de résistance

est calibrée en partant d’une origine différente.

Sur l’ensemble des résultats numériques (524 simulations au total), les deux modèles

prédisent bien la résistance ultime (figure 3.31). Leurs valeurs moyennes sur 524 d’essais

sont proches de 1 avec un écart type très faible : environ 4, 5% pour les deux modèles.

Bien que la qualité de l’estimation des deux modèles soit équivalente, on décide d’utiliser

l’expression basée sur l’EN 1993-1-5 (modèle n◦1) dans la suite de ce travail. D’une part

ce modèle se compose de moins de paramètres à manipuler (trois paramètres contre cinq

dans le modèle n◦2), et d’autre part, la détermination des paramètres est plus justifiable

et moins qualitative comme obtenu pour le modèle n◦2. De plus le domaine des ouvrages

d’art conduit plus les tôles courbes à se rapprocher de plaques planes.

Le modèle de résistance ultime développé ici doit respecter les exigences de sécurité

requises par l’EN 1990 [1] pour être conforme aux standards européens, au même titre que

les parties 1-5 et 1-6. Ces exigences seront satisfaites à condition d’appliquer un coefficient
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Comparaison de la pertience des deux modèles (1/2)
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Figure 3.30 – Comparaison de la pertience des deux modèles (2/2)
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Figure 3.31 – Comparaison de la résistance ultime estimée par les deux modèles sur l’ensemble des résultats

numériques

de sécurité γM (destiné à couvrir les différents incertitudes du modèle de calcul) sur la

valeur théorique de la charge de ruine, obtenue directement par application des modèles

de calcul proposés. L’évaluation de ce coefficient de sécurité sera l’objectif de la prochaine

section.

3.6 Coefficient de sécurité

3.6.1 Etat de l’art

Historiquement, l’idée de la sécurité d’un ouvrage est introduite par une analyse dé-

terministe de la sécurité. Cette analyse utilisée dans les anciens règlements, consistait à

vérifier que la contrainte maximale dans la partie la plus sollicitée de l’ouvrage ne dépas-

sait pas une contrainte admissible σadm obtenue en divisant la contrainte de ruine σR du

matériau par un coefficient de sécurité K fixé de façon conventionnelle :

σ ≤ σadm =
σR
K

. (3.48)

On s’est aperçu (Calgaro [35]) que l’utilisation d’un seul coefficient de sécurité pour ca-

ractériser le risque n’est pas suffisante et qu’il faut en réalité utiliser plusieurs critères.

Une approche probabiliste a donc été développée sur les bases du congrès de Liège de

l’IABSE (Association internationale des Ponts et Charpentes Métallique) en 1948. Selon

cette approche, un ouvrage est réputé sûr si sa probabilité de ruine est inférieure à une

valeur donnée à l’avance, valeur qui dépend de nombreux facteurs comme la durée de

vie escomptée de l’ouvrage, les conséquences engendrées par sa ruine, le coût d’entre-

tien, etc. La méthode probabiliste d’analyse de la sécurité est très séduisante, mais elle

conduit à des difficultés d’applications multiples. Par exemple, le calcul de la structure

réelle fait intervenir plusieurs variables et il n’est pas toujours facile d’attribuer à tous
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ces facteurs d’incertitude une loi de distribution statistique. C’est pourquoi la réglemen-

tation actuelle (Eurocode ou norme américane AASHTO-LRFD) est basée sur une analyse

semi-probabiliste (mélange des deux approches précédentes) de la sécurité des structures

(Calgaro [35]).

Le contexte de l’approche semi-probabiliste est que chaque valeur des actions et des

propriétés mécaniques est considérée comme une variable probabiliste. Cela signifie que

chaque paramètre (chargement et résistance) a une valeur moyenne (considérée dans l’ap-

proche déterministe), mais également une fonction de distribution (par exemple, normale

ou log-normale), le plus souvent caractérisée par une variance ou un écart-type. L’intersec-

tion de ces distributions, qui constitue la probabilité de défaillance, est évaluée en faisant

appel à un code de dimensionnement semi-probabiliste. Le principe d’attribution des co-

efficients de sécurité selon l’Eurocode est présenté la figure 3.32.

Figure 3.32 – Coefficient partiels dans l’EN 1990

3.6.2 Principe d’évaluation

Les principes pour l’évaluation de ce coefficient de sécurité γM sont détaillés dans

les annexes B (Gestion de la fiabilité structurale pour les constructions), C (Base pour la

méthode des coefficients partiels et l’analyse de la fiabilité) et D (Dimensionnement assisté

par l’expérimentation) de l’EN 1990. Pour une population de n essais réalisés de façon

expérimentale, le procédure est résumée en succinctement comme suit (Johansson et al.
[77]).

À la première étape, on établit une fonction de résistance théorique appelée rt = gRt(X)

, où X représente les variables indépendantes de base influant sur la résistance à l’état-

limite concerné. Cette fonction de résistance rt correspond à la résistance du modèle de

calcul dont on évaluera le coefficient de sécurité. Il convient ensuite de comparer cette
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résistance théorique rt à la résistance expérimentale re (voir la figure 3.33) pour chacun

des n essais. Si la fonction de résistance est exacte et complète, tous les points se situeront

sur la ligne droite re = rt. Dans la pratique, les points révéleront une certaine dispersion

et la résistance re peut être ajustée par l’équation re = brt, où b est la valeur moyenne du

facteur de correction, évaluée par la méthode des moindres carrées.

Figure 3.33 – Diagramme re − rt

On définit le modèle probabiliste R du rt par la relation : R = brtδ, où δ est le terme

d’erreur. Ce terme d’erreur δ est supposé suivre une loi normale ayant le coefficient de

variation νδ. En théorie, ce coefficient est censé représenter la variation du modèle de ré-

sistance théorique rt. En réalité, le nombre d’essais est souvent limités et par conséquence,

ne sont pas suffisamment riches afin de couvrir toute la variation du modèle. Pour tenir

compte aussi de la variation des paramètres (correspondants aux variables aléatoire Xj),

le coefficient de variation νR de la résistance doit être augmenté. La valeur moyenne Xj et

le coefficient νXi retenus pour chaque variable sont supposés connus et donnés par l’Eu-

rocode (voir tableau 3.2). On en déduit donc le coefficient de variation νR du modèle de

résistance par la relation suivante :

ν2
r = ν2

δ + ν2
rt avec ν2

rt =
n

∑
i=1

ν2
Xi (3.49)

Table 3.2 – Moyenne et coefficient de variation pour les variables de base selon l’Eurocode 3

Nature de la variable aléatoire Xi νXi

Limite d’élasticité fy 1,14 fy,nom 0,07

Epaisseur de plaque t tnom 0,05

Largeur de plaque b bnom 0,005
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La résistance caractéristique Rk à 5% du modèle probabiliste R est donnée :

Rk = bmR exp
(
−1, 64σR − 0, 5σ2

R

)
(3.50)

avec mR et σR respectivement la valeur moyenne et l’écart-type du modèle R (R est sup-

posé suivre une loi normale). Par le même principe, la résistance de calcul Rd du modèle

probabiliste R est déterminé de façon suivant :

Rd = bmR exp
(

αRβσR − 0, 5σ2
R

)
(3.51)

avec le coefficient αR = 0, 8 et l’indice de fiabilité β = 3, 8 indiqués dans l’Eurocode 1990

[1]. Le coefficient partiel de sécurité est enfin déduit par le rapport de deux valeurs de

résistances :

γM =
Rk
Rd

(3.52)

3.6.3 Evaluation du coefficient de sécurité sur le modèle n◦1

Lorsque les valeurs re,i ne sont pas issues d’essais en laboratoire mais de la simula-

tions numériques par éléments finis, un complément de l’annexe D de l’EN 1990 1990 [1]

a suggéré de remplacer simplement rei par rFEM,i obtenus par le modèle numérique. La

démarche dessus reste valable. Cette proposition n’est cependant après tout qu’une hypo-

thèse de calcul. Il faut toutefois tenir compte aussi des incertitudes du modèle de calcul

par éléments finis. Cela conduit à ajouter un terme à la somme des coefficients de variation

pour obtenir celui du modèle de résistance :

ν2
r = ν2

δ + ν2
rt + ν2

FEM. (3.53)

Pourtant, cette démarche nécessite toujours d’alimenter la base de donnés avec quelques

points expérimentaux (un petit nombre suffit). Néanmoins, une évaluation de γM a été

faite en considérant que la variation expérimentale est nulle (vrt = 0) de sorte que la

démarche de l’annexe D a conduit à un coefficient de sécurité égal à γM = 1, 07 (figure

3.34).

Vu que la distribution des points théoriques/numériques est très alignée sur la droite

(figure 3.31 et figure 3.34) et en attendant que des essais expérimentaux soient réalisés, on

propose d’utiliser le coefficient de sécurité γM,1 = 1, 1 qui est fréquemment utilisé pour les

problèmes d’instabilités de structures métalliques (indiqué dans Eurocode 1993-1-1 [2]).

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, le comportement critique de voilement et la résistance ultime des

panneaux courbes cylindriques ont été étudiés à l’aide de la méthode des éléments finis.

Les principaux résultats sont résumés ci-dessous :
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Figure 3.34 – Calcul du coefficient de sécurité - Base de données numériques

– La contrainte critique de voilement augmente avec la courbure, représentée par le

paramètre Z = b2

Rt . Celle-ci peut être estimée avec une précision satisfaisante à l’aide

de la formule de Stowell.

– Les imperfections initiales (géométriques et matérielles) peuvent être réduites comme

indiqué dans l’EN 1993-1-5 à une imperfection géométrique équivalente suivant la

forme du premier mode de voilement avec une amplitude maximale w0 égale au

minimum de a/200 et b/200.

– Les tôles courbes, comme les plaques planes, possèdent une réserve post-critique et,

pour de forts élancements, leur comportement élastique peut être considéré comme

proportionnel à β

λ
où β est un paramètre qui caractérise l’influence des imperfections

et dont la valeur, qui dépend de la courbure Z, est comprise entre 0,5 et 1 (pour une

plaque plane, β est égal à 1).

– Des nouvelles expressions du coefficient de réduction ρ ont été développées en sui-

vant la méthodologie existante pour les courbes de flambage européennes et pour

les coques de révolutions. Les différents paramètres de ces expressions ont été ca-

librés à l’aide d’une base de données numériques couvrant l’ensemble du domaine

d’application des ponts métalliques (i.e. la courbure est inférieure à 100 : Z ≤ 100 et

le coefficient d’aspect α est compris entre [0,8-3]). Ces deux approches sont en bon

accord avec les résultats numériques.

– Par absence de données expérimentales, le calcul du coefficient de sécurité de la

méthode proposée est rendu difficile. Pourtant, en supposant que les valeurs nu-

mériques jouent le rôle des données expérimentales, il est déduit que la valeur du

coefficient de sécurité soit égale à γM,1 = 1, 1, la valeur commune de tous les pro-

blèmes d’instabilité des charpentes métalliques.
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Le comportement des tôles courbes raidies est un problème complexe. Outre la difficulté

liée à la présence des raidisseurs ou celle due à la courbure que l’on a identifiées aux
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chapitres précédents sur les plaques planes raidies et sur les tôles courbes non-raidies, la

complexité augmente du fait de l’interaction de les deux paramètres. Les travaux scienti-

fiques sur ce sujet sont très peu nombreux et aucune expression simplifiée ne permet à ce

jour de dimensionner de tels panneaux. Pourtant, les tôles courbes raidies sont utilisées

dans la pratique. Inévitablement, ce sont les expressions de la résistance pour des plaques

planes raidies qui sont utilisées pour leur dimensionnement en négligeant les effets de la

courbure. Cette hypothèse est elle cependant légitime ? Ce présent chapitre a pour but de

répondre à cette question.

Après une brève revue bibliographique sur le problème, le comportement des tôles

courbes raidies sera examiné à l’aide de simulations numériques. Puis, supposant que le

comportement des tôles courbes raidies utilisées dans les ouvrages d’art est effectivement

voisin de celui en plaques planes, une méthode de dimensionnement sera développée

par adaptation de la démache de l’EN 1993-1-5. La pertinence de la méthode proposée

sera évaluée à travers les résultats numériques. Un exemple d’application récapitulera la

méthode proposée à la fin de ce chapitre.
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4.1 Etat de l’art sur le dimensionnement des tôles courbes

raidies

4.1.1 Revue bibliographique

On a vu au chapitre 2 que la vérification d’instabilité d’une plaque raidie est un pro-

blème complexe et n’est pas encore maitrisée dans la norme européenne actuelle. Ces

difficultés viennent notamment de la complexité de la géométrie, de la non-linéarité du

matériau de construction et de la sensibilité aux imperfections initiales. On a aussi remar-

qué au chapitre 3 que le passage d’une plaque plane à une tôle courbe non-raidie n’est

d’ailleurs pas évident à cause de la forte influence de la courbure. La complexité est ac-

centuée par la présence des raidisseurs. Par conséquence, les études sur les tôles courbes

raidies sont très peu nombreuses dans la littérature (le faible nombre est due aussi à l’uti-

lisation tardive de ces tôles raidies).

Les recherches sur le sujet ne commencent qu’à partir des années 40 pour des cas

simples, avec par exemple un seul raidisseur au milieu de la plaque. Les travaux de Bat-

dorf et Schildcrout [22] et Schildcrout et Stein [130] dans cette période ont montré que,

d’une part, l’utilisation du raidisseur est importante afin de lutter contre le voilement et,

d’autre part, que l’effet de la courbure augmente aussi la résistance critique de voilement.

En revanche, plus la courbure augmente, moins le rôle du raidisseur est assuré. En effet,

quand la courbure est grande, le nombre de demi-ondes dans la direction circonféren-

tielle augmente et avec lui la probabilité que le raidisseur soit situé sur une ligne nodale.

Le mode de voilement global tend vers le mode local des sous-panneaux (voir la figure

2.9 : différents modes de voilement des plaques raidies). Le raidisseur reste donc droit.

L’augmentation de la rigidité du raidisseur dans ce cas n’a pas d’effet sur la résistance de

voilement.

En 1958, Becker [23] a résumé tous les travaux concernant les tôles courbes raidies dans

son guide de dimensionnement des structures vis-à-vis du problème d’instabilité. Ce tra-

vail relève qu’il n’existe aucune solution analytique pour dimensionner les tôles courbes

raidies et qu’il y a très peu d’essais expérimentaux. Ces essais ont été mené par Gall [65],

Lundquist [89], Ramberg et al. [114]. Les résultats montrent qu’en général, la courbure aug-

mente la résistance ultime des tôles courbes. Pourtant, certains résultats ont montré une

tendance à la diminution de la résistance ultime quand la courbure augmente contraire-

ment aux attentes (Ramberg et al. [114]). Malgré l’apparente contradiction de ces résultats,

d’autres essais n’ont pas été entrepris, soit à cause de la complexité du dispositif d’essais

requis pour les tôles courbes (condition de maintient aux bords libres),soit simplement par

manque d’argent (les applications des tôles courbes à l’époque étaient peu nombreuses).

Récemment, le problème des tôles courbes raidies a connu un regain d’intérêt grâce à la

modélisation par éléments finis tels les travaux de Cho et al. [39], Khedmati et Edalat [84],

et Park et al. [107, 108]. Leurs travaux sont cependant restreints à une étude paramétrique.
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Plusieurs paramètres sont pris en compte pour éclaircir le comportement mais aucune

expression simplifiée et fiable de la résistance n’est proposée. Le dimensionnement des

tôles courbes reste toujours dans le flou.

Il faut mentionner qu’il existe d’autres recherches théoriques et expérimentales sur les

tôles courbes en composite pour l’aéronautique comme celles effectuées dans le cadre du

projet européen POISICOSS ( Zimmermann et al. [163], Zimmermann et Rolfes [164]). En

effet, la réduction du poids d’un avion sans préjudice des coûts et de la durée de vie de

structure est un objectif primordial de l’industrie aéronautique aujourd’hui. Les matériaux

composites renforcés par les fibres de carbone (CFRP) ont en effet des propriétés méca-

niques supérieures à celles de l’aluminium mais elles sont anisotropes. De plus, l’attache

des raidisseurs à la tôle de fond est assurée par rivetage et non par soudage. Le mode

de ruine dans les structures composites est donc essentiellement un décollement des dif-

férents composants ou un disfonctionnement du rivet. Les formules de vérification sont

donc déduites de ces modes de ruine, de sorte que ces résultats ne s’appliquent pas aux

tôles rencontrées dans le génie civil.

4.1.2 Récapitulatif des travaux expérimentaux

Les principaux essais sont récapitulés dans ce paragraphe selon l’ordre chronologique.

Il faut souligner que ces essais ont été effectués plus dans l’objectif de montrer quali-

tativement l’influence de la courbure que d’évaluer quantitativement cet effet. Aucune

expression de la résistance ultime n’est déduite suite à ces essais.

4.1.2.1 Le travail de Gall

Le but principal de Gall [65] était d’esquisser une procédure à suivre pour toutes les

recherches de structure de type plaque en aluminium dans le domaine aéronautique. L’in-

fluence de la courbure a été ajoutée en complément de cette étude.

Trois configurations de tôle courbes (de 2, 3 et 4 raidisseurs) ont été testées. Les raidis-

seurs sont de la forme en U, attachés à la plaque par les rivets (c.f figure 4.1). Les résultats

d’essais sont donnés dans la figure 4.2 où la charge maximale est présentée en fonction du

rapport rayon/épaisseur de tôle R/t. Les lignes horizontales sont les valeurs théoriques

de résistance de plaque plane de configuration équivalente. Il a constaté que la résistance

de la tôle courbe augmente avec l’augmentation du rapport R/t. Pourtant, si le rapport

R/t est supérieur à 937, les tôles courbes résistent moins par rapport aux plaques planes

équivalentes. Aucune tentative n’a été faite afin de déterminer quantitativement cet effet

de courbure.
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Figure 4.1 – Configuration des tôles raidies [d’après Gall [65]]

Figure 4.2 – Influence de la courbure sur la résistance des tôles courbes raidies [d’après Gall [65]]
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4.1.2.2 Le travail de Lundquist

Les panneaux étudiés sont tous en alliage d’aluminium. La configuration des tôles est

similaire à celle utilisée dans le travail de Gall [65]. L’objectif essentiel de Lundquist [89]

est de vérifier l’exactitude des méthodes proposées pour une plaque plane raidie à cette

époque et puis d’essayer de les appliquer à des tôles de faible courbure.

Comme les tôles sont de faible courbure, les résultats (c.f figure 4.3) des essais ont

montré que la résistance à la compression du panneau courbe est proche de celle des pan-

neaux plats pour des grandes valeurs du rapport rayon/épaisseur ( R
t ≥ 1200). Quelques

panneaux ont une résistance de 10% à 15% inférieure à celle des panneaux plats corres-

pondants.

Figure 4.3 – Comparaison de la résistance maximale des tôles courbes aux plaques planes équivalentes

[d’après Lundquist [89]]
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4.1.2.3 Le travail de Ramberg et al.

Toujours dans le domaine aéronautique, Ramberg et al. [114] ont effectué des essais

sur des tôles en aluminium (24S-T) renforcées à l’aide de rivetage par des raidisseurs

de forme en Z. La configuration des tôles étudiées est présentée dans la figure 4.4. Les

différents paramètres de l’étude sont le rayon de courbure R, l’épaisseur de la tôle t et la

densité des rivets (i.e, l’espacement entre les deux rivets successifs) sont variés dans cet

étude.

Figure 4.4 – Configuration du panneau courbe [d’après Ramberg et al. [114]]

Plusieurs modes de voilement ont été constatés dans ces essais : voilement local des

sous-panneaux : entre les raidisseurs et entre deux rivets ; voilement local des raidisseurs

et voilement global de l’ensemble de la tôle. Ce dernier type de voilement est aperçu

seulement pour un échantillon dont la plaque de fond est épaisse. Dans ce cas, l’épaisseur

de la tôle est si épaisse que les raidisseurs ne sont plus capables d’empêcher le déplacement

hors plan de la tôle.

Quant au mode de ruine, la plupart des essais sont dominées par la ruine des raidis-

seurs (15/21 tôles étudiées). Seulement un essai périt par voilement des sous-panneaux,

les autres par disfonctionnement (décollement) du rivet. L’influence de la courbure est

reportée figure 4.5 où le rapport de la résistance ultime d’une tôle courbe à la plaque équi-

valente est tracé en fonction du paramètre de courbure Zb = b2

Rt avec b l’espacement des

raidisseurs. Les résultats montrent en moyenne que l’effet de la courbure peut être consi-

déré comme petit. Pour une valeur de Zb inférieure à 10, la résistance de la tôle courbe

augmente avec la courbure, mais le gain de résistance du à la courbure n’est pas grand (6%

en valeur moyenne et 15% au maximum). Au dessus de cette valeur de Zb, la résistance

ultime a pourtant tendance à diminuer avec l’augmentation de la courbure. Des essais

supplémentaires sont aussi effectués par Sechler et Dunn [134]. Cependant, la dispersion

de leurs résultats est grande. On observe néanmoins toujours une tendance à la hausse

de la résistance ultime avec Zb même si cette augmentation ne peut pas être évaluée avec

précision.
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Figure 4.5 – L’influence de la courbure à la charge ultime des tôles courbes raidies [d’après Ramberg et al.

[114]]

4.1.2.4 Le travail de Soderquist

Le travail de Soderquist [141] prend la suite du travail de Ramberg et al. [114]. Une

série de 19 plaques planes et courbes a été testée en compression. La configuration des

tôles est identique à celle utilisée dans Ramberg et al. [114] à l’exception de la forme des

raidisseurs. En fait, dans le travail précédent, la plupart des panneaux (15/21 panneaux

testés) ont été dominés par la ruine locale des raidisseurs, les raidisseurs utilisés ici ont

une section transversale rectangulaire (figure 4.6) afin d’éliminer les risques d’instabilité

locale. Ces raidisseurs sont conçus pour empêcher la déviation de la plaque. La liaison

avec la plaque de fond est réalisée par boulonnage (les raidisseurs ont subi un traitement

de la surface pour qu’ils s’adaptent à la courbure de plaque).

Le coefficient de voilement kc est présenté en fonction du paramètre de la courbure

à la figure 4.7. La ligne droite représente la contrainte critique de voilement du cylindre

donnée dans Becker [23]. Les résultats sont triés par sous groupes suivant le rapport du

rayon de courbure et de l’épaisseur (R/t), afin de vérifier s’il existe une corrélation entre

ces deux paramètres comme dans le cas du cylindre complet. On observe que le coefficient

de voilement kc ne montre aucune tendance cohérente avec R/t. On observe également que

pour de grandes valeurs de la courbure, le comportement des tôles courbes raidies tend

vers celui de cylindres raidis. Aucune tentative n’a cependant été faite pour donner une

expression analytique de ce coefficient de voilement, en raison du nombre insuffisant de

points expérimentaux.
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Figure 4.6 – Géométrie de la tôle étudiée [d’après Soderquist [141]]

Figure 4.7 – Coefficient de voilement en fonction de la courbure [d’après Soderquist [141]]

Pendant les essais, les plaques ont été soumises à une charge croissante jusqu’au point

où une charge supplémentaire n’a pu être reprise par la tôle : la résistance ultime de

la plaque est donc identifiée. Les résultats sont présentés à la figure 4.8, où le rapport

de la charge ultime (tôle courbe raidie à la plaque raidie de configuration équivalente)

est reporté en fonction de la courbure Zb. Les résultats sont triés suivant les valeurs de
b
t (équivalent à l’élancement de plaque). Ils montrent une forte dépendance de la charge
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ultime vis-à-vis du paramètre de courbure et du rapport b
t . Par exemple, pour Zb = 27, 8 et

b
t = 70, 6, la résistance ultime de la tôle courbe est 154% plus grande que celle de la plaque

correspondante. Pour une valeur constante de la courbure (e.g, Zb = 30), la résistance

ultime diminue quand le rapport b
t augmente : le rapport est égal à 1, 57 pour b

t = 70, 6 et

1, 18 si b
t = 142. Cela signifie que la courbure a plus d’effet sur les plaques peu élancées

que sur les plaques élancées. Aucune expression analytique de la résistance n’a été donnée

en conclusion de ce travail.

Figure 4.8 – Résistance ultime triée en fonction du rapport b
t [d’après Soderquist [141]]

4.1.3 Etudes numériques

Ces dernières années, grâce aux performances croissantes des méthodes numériques,

le problème des tôles courbes raidies a connu un regain d’intérêt avec les travaux de Cho

et al. [39], Khedmati et Edalat [84], et Park et al. [107, 108]. Ces travaux numériques sont un

complément intéressant aux essais expérimentaux car plusieurs paramètres peuvent y être

aisément étudiés. Néanmoins, du fait de la présence des imperfections initiales qui ne sont

pas facile à introduire dans le modèle numérique (la complexité de la distribution aléatoire

du défaut initial est présentée à la figure 4.9) ou les conditions d’essais (c’est-à-dire, sur-

face de contact n’est pas parfaitement plane), il est possible que le modèle numérique ne

donne pas de valeurs comparables à celles obtenues lors des essais expérimentaux comme

constaté par Cho et al. [39].
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Figure 4.9 – Distribution des imperfections initiales : Rmax−Rmin
Rnominal

= 24,5−20
22 = 20, 45% [d’après Soderquist

[141]]

Néanmoins, différentes conclusions ont été retirées de ces analyses numériques :

– La courbure a un effet significatif et augmente la résistance ultime des tôles raidies.

Cet effet augmente en général avec la courbure. Son intensité dépend toutefois de

plusieurs paramètres : la courbure, la rigidité du raidisseur, etc.

– L’effet de la courbure sur la résistance ultime devient plus significatif quand les tôles

courbes sont longues.

– L’augmentation de l’épaisseur de la tôle de fond diminue en général l’effet de la

courbure.

En conclusion de cette section, le problème de la stabilité des tôles courbes raidies est

un problème complexe et l’interaction des différents paramètres (imperfection, courbure,

rigidité des raidisseurs, etc.) rend difficile la recherche d’une solution analytique si bien

qu’aucune formule approchée n’existe à ce jour pour la prédiction de la résistance ultime.

De plus, la plupart des études jusqu’à ce jour se sont concentrées sur les cas des tôles

utilisées dans l’aéronautique qui sont beaucoup plus fines que celles utilisées en ouvrage

d’art. On peut alors se demander si les observations qui ont été faites restent valables
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dans le domaine du génie civil. On se propose donc d’étudier numériquement plusieurs

configurations caractéristiques dans le paragraphe suivant.

4.2 Etude préliminaire par éléments finis

Cette section est consacrée à l’étude du comportement des tôles courbes raidies à l’aide

de simulations numériques. Deux principaux aspects sont étudiés : le voilement élastique

et la résistance ultime. Les principaux paramètres sont : le coefficient d’aspect, la rigidité

du raidisseur et la courbure. La configuration de base de la tôle est similaire à celle étudiée

dans l’annexe 1. Pour rappel, la plaque considérée est fixée pour une largeur b = 4800 mm,

l’épaisseur tp = 12 mm. Les raidisseurs sont de type simple plat et espacés régulièrement

d’une distance de d = 600 mm (8 raidisseurs au total). En outre, les résultats numériques

obtenus fourniront une base de données pour la calibration de la méthode simplifiée de

dimensionnement de la section 4.3.

4.2.1 Génération du modèle d’éléments finis

La modélisation des tôles courbes raidies reste de façon générale identique à celle déve-

loppée dans les chapitres précédents. La seule différence est liée à présence de raidisseurs

dont les nœuds du maillage doivent coïncider avec ceux de la tôle de fond. Par la mé-

thode de construction précédente, la génération directe du maillage à partir des nœuds et

des éléments devient donc un point délicat, difficile à automatiser si l’on souhaite comme

ici paramétrer les dimensions du problème (par exemple, pour changer l’espacement des

raidisseurs). De ce fait, on adopte dans cette partie une méthode de construction plus

générale permettant de surmonter ce problème. Par cette méthode, on conçoit d’abord

la géométrie de la structure étudiée par des points clés de construction, et puis par des

lignes et des surfaces dans cet ordre. Le maillage du modèle géométrique est ensuite fait

automatiquement sur ces surfaces en contrôlant la taille des éléments, choisie afin que le

nombre d’éléments soit supérieur à 30 sur toute la largeur de chargement pour éviter les

problèmes de convergence et de sensibilité au maillage (c.f section 2 du chapitre 2). Il est

ensuite très facile d’affecter un type d’élément (ici SHELL 181) aux différentes entités (par

exemple SHELL 281). La méthode est illustrée à la figure 4.10 pour le cas simple de deux

raidisseurs en simple plat.

4.2.2 Comportement critique de voilement

Les résultats d’une première analyse qualitative du voilement élastique sont reportés

sur la figure 4.11, où la contrainte critique est tracée en fonction du paramètre de courbure

Z. Seul le rayon de courbure R varie dans cette analyse afin d’identifier l’influence de

la courbure sur le voilement élastique de la tôle. On constate que, comme dans le cas
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Figure 4.10 – Génération du maillage

des tôles courbes non-raidies, la courbure a pour effet d’augmenter la contrainte critique

de voilement. Pour les grandes valeurs de la courbure Z, l’évolution de la contrainte peut

être assimilée à une ligne droite, proportionnelle à la contrainte de voilement d’un cylindre

raidi complet (la même remarque a été faite sur les essais de Soderquist [141], présentée à

la figure 4.6 ).

Figure 4.11 – Contrainte critique de voilement des tôles courbes raidies en fonction du paramètre de

courbure Z

De plus, la courbure modifie le mode de voilement : quand la courbure devient impor-

tante, le mode de voilement a tendance à se développer non seulement dans le sens longi-

tudinal, mais aussi dans le sens circonférentiel (augmentation du nombre de demi-ondes

sur la largeur de chargement). Cette remarque confirme les observations de Schildcrout et

Stein [130] et le fait que, pour de fortes courbures, ce mode de voilement est similaire au

mode de voilement global des cylindres raidis sous compression axiale (c.f annexe 3).

De façon plus quantitative, la figure 4.12 présente l’influence du coefficient d’apsect
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α = a
b pour différentes valeurs du rayon de courbure R. Pour cette étude, on fait varier

la longueur de la plaque considérée ci-dessus (de 1 à 5 fois la largeur). Comme dans le

cas des plaques raidies, la contrainte critique de voilement diminue avec l’augmentation

du coefficient d’aspect α. Aussi, les courbes d’évolution de la contrainte présentent une

asymptote horizontale pour les grandes valeurs de α. Ceci signifie qu’il semble exister

une valeur limite du coefficient d’aspect au-delà de laquelle, la variation du coefficient de

voilement reste stable comme dans le cas des plaques raidies.

Figure 4.12 – Coefficient de voilement en fonction du coefficient d’aspect

Les résultats montrent également que cette valeur limite augmente avec la courbure,

ce qui signifie que la rigidité flexionnelle des tôles courbes raidies augmente avec la cour-

bure. En effet, si on revient à l’expression théorique de la contrainte critique des plaques

raidies (annexe A de l’EN 1993-1-5), la valeur limite de αlim est proportionnelle à la rigidité

flexionnelle relative γ = EIsl
bD des raidisseurs par la relation suivante : αlim = 4

√
γ.

Le tableau 4.1 présente différemment les résultats numériques de la figure 4.12 où le

rapport de ces deux coefficients de voilement ( kZ
c

kplaque
c

) est exprimé en fonction de deux

paramètres Z et α. On constate que les deux paramètres, la courbure Z et le coefficient

d’aspect α, ont des contributions significative et interagissent entre eux : l’influence de la

courbure est plus importante si la longueur de plaque augmente. Par exemple, pour une

tôle courbe carrée (α = 1), le coefficient de voilement d’une tôle courbe (Z = 384) est

augmenté 3 fois par rapport celui d’une plaque plane de même dimension (Z = 0). Ce

facteur est cependant égal à 11 si le coefficient d’aspect est pris égal à α = 3.



4.2. Etude préliminaire par éléments finis 131

Table 4.1 – Résultats numériques du coefficient de voilement

R Z α = 1, 0 α = 1, 5 α = 2, 0 α = 3, 0

300 6,4 1,11 1,12 1,13 1,11

50 38,4 1,21 1,36 1,47 1,50

20 96 1,60 2,16 3,17 3,75

10 192 2,14 3,30 4,52 6,53

5 384 3,11 5,69 8,80 10,99

4.2.3 Comportement ultime

Dans la recherche de la résistance ultime, la prise en compte des imperfections est

toujours le point primordial. Pour les tôles courbes raidies, les imperfections sont prises

identiques à celles de plaques planes raidies. Lorsque la courbure est grande, le mode

de voilement ayant grand nombre de demi-ondes dans le sens circonférentielle (c.f figure

4.13) sera aussi pris en compte comme une imperfection globale du raidisseur. Seule la

valeur minimale sera retenue comme charge de ruine.

Figure 4.13 – Différentes formes d’imperfection globale des raidisseurs selon la courbure

La figure 4.14 présente les valeurs des charges ultimes en fonction du coefficient d’as-

pect pour trois valeurs du rayon de courbure : (1) R = 1920 m (Z = b2

Rt = 1) ; (2) R = 30 m
(Zd = d2

Rt = 1) et (3) R = 10 m. Les deux premiers cas (R = 1920 m et R = 30 m) ont

pour but d’examiner la limite du domaine d’application de l’EN 1993-1-5. On ajoute sur

cette figure la courbe du comportement d’une plaque plane équivalente estimée selon l’EN

1993-1-5 (expression du comportement interpolé recommandée au chapitre 2).

Ces résultats inspirent les remarques suivantes :

– Tout d’abord, il est constaté que la courbure augmente la charge ultime de la tôle, ce

qui confirme les résultats mentionnés dans la bibliographie.

– La résistance ultime des tôles courbes raidies est influencée significativement par le

coefficient d’aspect α = a
b : elle décroit en fonction de α.

– Pour Z = b2

Rt = 1, les résultats numériques coïncident avec la norme européenne. On

en déduit que le domaine de validité de l’EN 1993-1-5 défini par la condition b2

Rt < 1

convient bien.

– Pour Zd = d2

Rt = 1, les points numériques se trouvent au-dessus de la courbe de la

norme européenne. Si on ne prend pas en compte cette augmentation (c’est-à-dire si

on se place du côté de la sécurité), le domaine d’application de l’EN 1993-1-5 peut

être élargi en ajoutant la condition d2

Rt < 1 avec d l’espacement libre (entre deux
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Figure 4.14 – Influence de la courbure à la charge ultime des tôles courbes raidies à l’aide de la simulation

numérique

raidisseurs ou entre deux bords libres). Par cette modification, la plupart des tôles

courbes raidies dans le domaine des ouvrages d’art peuvent être traités comme des

plaques planes raidies.

– Le cas R = 10 m correspond à une plaque ayant une courbure significative. Dans ce

cas, la charge ultime est beaucoup plus grande que celle de la plaque plane équiva-

lente (environ 100% d’augmentation dans la zone intermédiaire). Le fait de ne pas

considérer la courbure dans le dimensionnement, tel qu’actuellement à cause d’un

manque de norme dédiée, devient donc non optimal.

On a constaté au chapitre 2 que l’utilisation des raidisseurs en T est plus performante que

celle de raidisseurs en simple plat (d’environ +40% par les raidisseurs en T). La figure 4.15

présente la comparaison de deux types du raidisseur : en plat simple (point en losange

rouge) et en T (point en triangle vert) pour R = 10 m. L’écart des résultats n’est pas

significatif : seulement +8% pour les raidisseurs en T. La raison, que l’on détaillera à la

section 4, est que la position du centre de gravité de la section change, la courbure fait

monter le centre de gravité vers le centre de courbure, qui est plus proche des semelles

des raidisseurs, ce qui diminue l’efficacité des raidisseurs en T.

D’après les études paramétriques menées ci-dessus, on en déduit que la courbure aug-

mente donc la résistance ultime des plaques, au moins pour les tôles utilisées dans le

domaine des ouvrages d’art. L’effet de la courbure est marginal pour les ouvrages où les

tôles courbes raidies peuvent être traitées comme des plaques planes raidies équivalentes.

Néanmoins, en fonction du coefficient d’aspect α, l’augmentation de la résistance ultime

peut être importante. C’est pourquoi, pour optimiser le dimensionnement, l’effet de la

courbure doit être pris en compte dans le dimensionnement. La suite de ce chapitre est
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Figure 4.15 – Influence du type des raidisseurs

donc destinée à la définition d’une méthode simplifiée pour le dimensionnement de tels

panneaux.

4.3 Methodologie de dimensionnement des tôles courbes rai-

dies

Le comportement ultime d’une tôle courbe raidie peut être divisé en trois comporte-

ments élémentaires illustrée la figure 4.16, la résistance ultime correspondant à la charge

minimale de ces trois modes de ruine de :

– Mode n◦ 1 : Ruine par voilement des sous-panneaux.

– Mode n◦ 2 : Ruine par flambement du raidisseur.

– Mode n◦ 3 : Ruine par voilement de l’ensemble de la tôle.

Parmi ces trois modes, le mode n◦ 1 correspond au cas des tôles courbes non-raidies

traité au chapitre 3. Le mode n◦ 2 est un mode de de flambement de colonne et est couvert

par les courbes européennes de flambements. Il ne reste donc qu’à traiter le modèle n◦ 3.

Les quelques exemples présentés dans les deux sections précédentes ont montré que les

tôles courbes dans le domaine des ouvrages d’art ne présentent pas de grandes différences

par rapport aux plaques planes. La démarche proposée ici est donc naturellement dérivée

de la démarche de vérification des plaques planes raidies selons l’EN 1993-1-5 à laquelle

on ajoute l’effet de la courbure. Les modifications principales sont les suivantes :

– Pour le comportement de type colonne : les caractéristiques géométriques de la sec-

tion sont adaptées aux tôles courbes, le coefficient de réduction est ensuite déterminé

par les courbes de flambement.
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Figure 4.16 – Des potentiels modes de ruine de tôle courbe raidie

– Pour le comportement de type plaque, la contrainte critique de voilement global

est définie par transformation de la tôle raidie en une tôle non-raidie orthotrope ; le

comportement ultime est ensuite déterminé par les courbes de voilement proposées

au chapitre 3.

– Enfin, le comportement réel de la tôle est obtenu par interpolation de ces deux com-

portements de colonne et de plaque ci-dessus.

4.4 Comportement de type colonne

L’approche par un comportement de type colonne repose sur l’hypothèse que les condi-

tions d’appui des deux bords longitudinaux non-chargés sont supprimées. La plaque étu-

diée ne possède plus l’effet stabilisant lié aux contraintes membranaires de sorte que l’ap-

proche de type colonne permet d’obtenir une borne inférieure de la charge ultime des tôles

courbes raidies (figure 4.17 pour R = 30 m et R = 10 m) . Dans ce cas, la plaque courbe

peut être considérée comme une colonne droite ayant une section transversale courbe.

L’utilisation des courbes européennes de flambement est donc valable. Il suffit donc de

calculer les propriétés géométries appropriées de la section (c’est-à-dire, aire de la section

transversale, moment d’inertie et position du centre de gravité). Ces valeurs géométriques

sont facilement obtenues par un logiciel de dessin quelconque (par exemple logiciel Auto-

cad).

Il est intéressant de discuter plus en détail l’influence du moment d’inertie sur le com-

portement des tôles courbes raidies. Pour cela, on considère les deux configurations de la

figure 4.18 : une plaque plane (R = ∞) et une tôle courbe (R = 10 m). Les deux panneaux

ont la même section transversale dont la largeur égale à 4, 8 m, l’épaisseur de 12 mm et sont

raidis par 8 raidisseurs en simple plat (l’hauteur de 150 mm et une épaisseur de 16 mm).
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Figure 4.17 – Borne inférieure obtenue par l’approche de type Colonne

Le moment d’inertie de la tôle courbe est plus de 5 fois plus grand que celui d’une plaque

plane équivalente (Isl,courbe = 5, 13 · Isl,plaque). Cette remarque peut expliquer l’augmenta-

tion de la charge ultime des tôles courbes raidies constatée à la section précédente (figure

4.17).

À cause de la courbure, la position du centre de gravité (par rapport à l’axe passant par

la fibre moyenne de plaque plane équivalente) est augmentée : 121, 9 mm pour R = 10 m
au lieu de 26, 8 mm pour une plaque plane. Cette variation conduit à une diminution de

l’efficacité des raidisseurs (c.f figure 4.15). Afin d’illustrer cette remarque, le tableau 4.2

présente les valeurs du moment d’inertie des deux types de raidisseurs : en plat simple

(hs = 150 mm et ts = 16 mm) et en T (hs = 100 mm, bs = 150 mm, ts = t f = 10 mm). Les

raidisseurs ont été choisis de sorte que le rapport de la section δ soit identique (section

transversale d’un raidisseur est égale Asl = 2400 mm2). Le moment d’inertie d’une plaque

non-raidie est aussi indiqué afin de mieux mettre en évidence l’efficacité des raidisseurs.

Les remarques peuvent être tirées du tableau 4.2 :



136 Chapitre 4. Adaptation de la démarche Eurocode aux tôles courbes raidies

Figure 4.18 – Moment d’inertie des tôles raidies multiples

– Pour une plaque plane, l’utilisation de raidisseurs est extrêmement utile car elle

permet d’augmenter la résistance de structure sans à l’alourdir. Un facteur de 190

est ainsi obtenu simplement par la présence de raidisseurs en simple plat. L’inertie

propre de la plaque de fond est négligeable en présence de raidisseurs (sa participa-

tion au moment d’inertie reste inférieure à 1%).

– Toujours dans le cas des plaques planes, les raidisseurs en T augmentent de +61%

l’inertie par rapport aux raidisseurs en plat simple : une bonne partie de la matière

(de semelle) est reportée loin du centre de gravité. Par conséquent, pour une même

section, ou pour un prix de fourniture de l’acier équivalent, l’utilisation du raidisseur

en T sera est plus efficace.

– Quant aux tôles courbes, la courbure augment significativement la rigidité de la tôle :

Isl = 42172 cm4 quand R = 10 m contre Isl = 69 cm4 pour R = ∞ (plus de 600 fois).

– Les raidisseurs jouent un rôle moins important pour les tôles courbes. Ils apportent

toujours de la rigidité mais cela n’est pas aussi efficace que dans le cas des plaques

planes. Quand R = 10 m, l’inertie de la plaque de fond (Isl = 42172 cm4) participe à

près de 60% à l’inertie totale de la tôle raidie (raidisseur en simple plat).

– L’utilisation de raidisseurs en T n’apporte que 11, 35% d’inertie en plus par rapport à

celle des raidisseurs en simple plat pour la tôle courbe R = 10 m. Le centre de gravité

étant plus élevé, il s’approche des semelles des raidisseurs et diminue leur efficacité.

L’utilisation de raidisseurs en plat simple semble donc plus économique dans le cas

des tôles courbes.
Table 4.2 – Moment d’inertie (cm4)

Sans raidisseur Type plat simple Type en T

R = ∞ 69 13116 21093

R = 10 m 42172 67394 75045

Une dernière remarque, l’influence de la courbure sur le moment d’inertie doit être

faite quant à la détermination de la section étudiée. Dans le cas des plaques planes ayant

des raidisseurs identiques, le calcul du moment d’inertie peut se réduire à celui d’une

partie réprésentative composée d’un raidisseur et d’une largeur collaborante de la plaque

de fond. Cette démarche n’est pas applicable aux tôles courbes raidies car la position de

chaque raidisseur par rapport le centre de gravité de la section n’est pas identique. Le fait

de calculer sur une structure réduite pourrait conduire à une sous estimation du moment

d’inertie. C’est ce qu’illustre la figure 4.19 qui compare deux configurations de plaque
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plane et de tôle courbe. La plaque de fond est de 800 mm de large et de 12 mm d’épaisseur.

Le raidisseur est en forme de T de 150 mm d’hauteur, 100 mm de largeur de la semelle.

L’épaisseur de l’âme et de la semelle du raidisseur est égale à 10 mm. Le rayon de courbure

est égal à R = 10 m.

Figure 4.19 – Comparaison du moment d’inertie

Le centre de gravité est estimé par rapport à la fibre inférieure de la plaque de fond.

Sa position est calculée pour chaque modèle réduit : ce n’est donc pas celle du centre de

gravité de l’ensemble de la tôle. On constate une diminution du moment d’inertie, même si

la différence n’est pas significative (de 15% pour R = 10 m tout de même). Cette remarque

confirme les observations de Von Karman et al. [153]. Le calcul à l’aide d’un modèle réduit

conduit donc à une sous-estimation des tôles courbes raidies.

En conclusion, la courbure a pour effet d’augmenter le moment d’inertie et la rigidité

de la tôle si les raidisseurs sont identiques et régulièrement espacés. L’évaluation des

propriétés géométries doit impérativement être effectuée sur l’ensemble de la tôle étudiée

et non sur une portion représentative comme dans le cas de plaque raidie.

4.5 Comportement de type Plaque

Maintenant que la borne inférieure de la résistance ultime de tôle courbe raidie est

obtenue par l’approche de type colonne, on s’intéresse ensuite à la recherche de la borne

supérieure.
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4.5.1 Contrainte critique de voilement

La détermination de la contrainte critique de voilement est un point important dans la

recherche du comportement de type plaque. Certains auteurs (Peterson et Whitley [109])

croient que les tôles courbes raidies se comportent de la même manière que les tôles non-

raidies, c’est-à-dire que leur résistance élastique converge à une extrémité vers celle des

plaques planes raidies (quand la courbure tend vers à 0) et à l’autre extrémité vers celle

d’un cylindre raidi (si la courbure est grande). Une première expression de la contrainte

critique de voilement est ainsi proposée dans le travail de Peterson et Whitley [109] et se

présente comme suivant :

kZ = k∞ +
12
π4

Z2
b

k∞
(4.1)

avec Zb = b2

Rt

√
1 − ν2 paramètre de courbure de Batdorf et k∞ coefficient de voilement de la

plaque plane équivalente. Ce coefficient k∞ prend en compte la configuration raidie de la

plaque et peut être obtenu à l’aide de la méthode de distribution du moment (Lundquist

et al. [90]). Cette expression 4.1 est très semblable à celle de Timoshenko et Gere [147]

utilisée pour les tôles courbes non-raidie (voir chapitre 3). Les résultats expérimentaux de

Soderquist [141], présentés figure 4.6, semblent valider cette hypothèse.C’est pourquoi il

est proposé d’adopter pour le coefficient de voilement des tôles courbes raidies la forme

suivante :

kZ
c =

k∞

2

(
1 +

√
1 +

48 · (1 − ν2)

π4 (k∞
c )2 Z2

)
(4.2)

où k∞
c est le coefficient de voilement d’une plaque plane raidie équivalente, dont l’expres-

sion analytique est donnée dans l’annexe A de l’EN 1993-1-5. Une comparaison de cette

expression avec les résultats numériques est présentée à la figure 4.20 où seuls les pan-

neaux longs (α ≥ 3) sont considérés afin que le premier mode soit un mode de voilement

global.

Figure 4.20 – Comparaison de l’expression approché de la contrainte critique (l’expression 4.2) au résultats

numériques
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L’expression 4.2 peut prédire assez correctement la contrainte critique d’une tôle courbe

raidie avec un maximum d’écart est de 18% (du côté de la sécurité). Pour rappel, cet

écart de 15% dans le cas des tôles courbes non-raidies. Ces écarts seront récupérés par la

calibration de la contrainte ultime. Cette expression sera donc utilisée dans la suite de ce

travail.

4.5.2 Courbe de réduction

Dans l’approche de type plaque, la tôle courbe raidie est transformée en une tôle courbe

non-raidie orthotrope équivalente. Dès lors, il est souhaitable que le comportement ultime

de cette tôle courbe transformée soit identique à celui d’une tôle non-raidie, c’est-à-dire

qu’il suive la courbe de réduction des tôles courbes non-raidies développées au chapitre

4. Comme la valeur du coefficient de réduction s’exprime en fonction du paramètre de

courbure, il est donc intéressant de savoir quelle valeur de la courbure doit être utilisée

dans le cas des tôles courbes raidies car on peut définir deux paramètres de courbure :

Z = b2

Rt pour la tôle entière et Zd = d2

Rt pour les sous-panneaux.

Pour identifier le paramètre, on adopte la démarche suivante. D’abord, on ne s’itéresse

qu’aux tôles courbes assez longue de sorte que le comportement réel de la tôle courbe sera

moins influencé par le comportement de type colonne. Ensuite, on évalue leur résistance

ultime à l’aide des équations 3.30 pour les tôles courbes non-raidies selon deux valeurs de

courbures Z et Zd. Les résultats obtenus seront enfin comparés aux valeurs numériques

obtenues par analyse non linéaire (GMNIA) afin de trouver le bon paramètre de courbure.

La configuration de la tôle courbe étudiée est prise égale à : b = 4800 mm, a/b = 4,

tp = 12 mm, hs = 150 mm, ts = 16 mm, n = 8, d = 600 mm et R = 10000 mm. L’analyse

non-linéaire GMNIA donne une résistance ultime égale à NE.F
ult = 12, 2 MN. La contrainte

critique de voilement σZ
cr,p évaluée par l’expression 4.2 est de 117 MPa, soit 15% d’écart de

celle obtenue par E.F (σE.F
cr,p = 137 MPa). L’élancement réduit est égal à :

λ =

√
fy

σZ
cr,p

=

√
355
117

= 1, 75 (4.3)

Les résistances ultimes théorique correspondant à Z = b2

Rt = 192 et Zd = d2

Rt = 3 sont pré-

sentés au tableau 4.3). L’utilisation du paramètre de courbure Z est donc trop défavorable,

et Zd semble plus adopté au résultat numérique. Dans la suite, la résistance ultime de type

plaque des tôles courbes raidies sera donc évaluée en fonction du paramètre de courbure

Zd = d2

Rt . L’exactitude de cette hypothèse est vérifiée pour l’ensemble des résultats numé-

riques de la figure 4.23. Avec cette modification, on est donc en mesure de construire une

borne supérieure du comportement réel des tôles courbes raidies (figure 4.21).
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Table 4.3 – Évaluation de la résistance ultime

Z =
b2

Rt
= 192 Zd =

d2

Rt
= 3

λp = 1,75 1,75

λ0 = 0,2 0,61

β = 0,5 0,96

αZ = 0,13 0,30

ρ = 0,29 0,47

Nult = 7,10 MN 11,3 MN

Figure 4.21 – Borne supérieure obtenue par l’approche de type Plaque
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4.6 Comportement interpolé

Le comportement réel des tôles courbes raidies est obtenu par le même type d’interpo-

lation que celle développée pour les plaques raidies (l’expression 2.28) :

ρc = χc + (ρ − χc)
1

0, 95 + 0,04
ξ + 0,01

ξ2

(4.4)

où ξ est toujours le facteur qui mesure l’importance des contraintes critiques relatives à

chaque comportement :

ξ =
σcr,p

σcr,c
− 1. (4.5)

Figure 4.22 – Interpolation du comportement des tôles courbes raidies

Le résultat obtenu par cette interpolation, présentée dans la figure 4.22, est très compa-

rable aux résultats numériques. Dans la zone de la longueur intermédiaire, l’interpolation

est toujours plus sévère : les résistances ultimes évaluées se trouvent en dessous de la
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valeur numériques. Cependant, avec l’utilisation de l’expression 4.4 proposée au chapitre

2, ces écarts deviennent moins importants par rapport à ceux estimés par l’expression de

l’EN 1993-1-5 (ligne orange).

4.7 Recapitulatif de la méthode proposée

La modification de la démarche Eurocode pour les plaques raidies en ajoutant l’effet

de la courbure permet de prédire correctement le comportement des tôles courbes raidies.

Afin d’illustrer la méthode proposée, un exemple de calcul de la capacité ultime d’un

panneau courbe raidi est présenté ici . La géométrie du panneau étudié est similaire à celle

utilisée dans l’annexe 1 sauf le rayon de courbure R qui vaut 10 m. Ce panneau mesure

480 cm de long et de large (α = 1), 12 mm d’épaisseur. Il est raidi par huit raidisseurs

(n = 8) de type simple plat : hauteur hs = 150 mm et épaisseur ts = 16 mm.

La démarche du dimensionnement est similaire à celle présentée au chapitre I en inté-

grant l’influence de la courbure. Elle se traduit comme suit :

4.7.1 Détermination de la section efficace vis-à-vis du voilement local

Les sous-panneaux dans ce cas sont des panneaux courbes. Comme la courbure de

ces sous-panneaux est faible (Zd = d2

Rt = 3), le comportement est très similaire à celui

de la plaque plane (voir chapitre 3). Les résultats de la section efficace donnés dans l’an-

nexe 1 pour la plaque plane raidie peuvent donc être ré-utilisés : Ac = 7, 32 · 104 mm2 et

Ac,e f f ,loc = 5, 99 · 104 mm2.

4.7.2 Réduction due au voilement global

4.7.2.1 Comportement de type Colonne

Les caractéristiques géométriques de la section sont les suivantes (le calcul est effectué

sur l’ensemble de la section, pas sur une section représentative comme montré à la section

4) :

– Section brute :

Aire : Asl = 7, 68 · 104 mm2.

Inertie : Isl = 6, 74 · 108 mm2.

Centre de gravité de la section : G = 115 mm.

Centre de gravité des raidisseurs seuls : G1 = 174 mm.

– Section efficace : Asl,e f f = 6, 27 · 104 mm2

La contrainte critique de flambement est égale à :

σcr,c =
π2EIsl,1

Asl,1a2 =
π2 · 210000 · 6, 74.108

7, 68.104 · 4, 82.106 = 789 MPa. (4.6)
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L’élancement réduit est calculé comme suit :

λc =

√
βAc

fy

σcr,c
= 0, 61 avec βAc =

Asl,e f f

Asl
=

6, 27.104

7, 68.104 = 0, 82 (4.7)

Le rayon de giration de la section brute du poteau vaut :

i =

√
Isl,1

Asl,1
=

√
6, 74.108

7, 68.104 = 93, 7 mm. (4.8)

À partir des positions des centres de gravités des sections, on calcule les excentrements

suivants :

e1 = G1 − G = 59 mm

e2 = G = 115 mm (4.9)

d’où :

e = max(e1; e2) = e2 = 115 mm. (4.10)

Les raidisseurs sont des simples plats de section ouverte, on utilise donc la courbe de

flambement c (α = 0, 49) de l’EN 1993-1-1. Le facteur d’imperfection d’équivalant est

donné par :

αe = α +
0, 09
i/e

= 0, 6. (4.11)

Finalement, le coefficeint de réduction χc se calcule suivant l’EN 1993-1-1 :

ϕ = 0, 5
[
1 + αe

(
λc − 0, 2

)
+ λc

2
]
= 0, 81 (4.12)

χc =
1

ϕ +

√
ϕ2 − λc

2
= 0, 75. (4.13)

4.7.2.2 Comportement de type Plaque

La contrainte critique de voilement obtenue par l’équation 4.2 s’écrit en fonction de la

courbure Z = 192 :

kZ
c =

k∞

2

(
1 +

√
1 +

48 · (1 − ν2)

π4 (k∞
c )2 Z2

)
. (4.14)

La rigidité flexionnelle relative est égale à : γ = Isl
bt3

10,92

= 887. Le coefficient de voilement

k∞
c = 667 est obtenue par l’expression dans l’annexe A de l’EN 1993-1-5. En remplaçant

dans l’expression 4.14, le coefficient de voilement pour cette tôle courbe raidie est égale à :

kZ
c = 674. La contrainte critique d’Euler est donnée par la relation suivate :

σE =
π2E

12(1 − ν2)

(
t
b

)2
= 1, 19 MPa. (4.15)

Par conséquence, la contrainte critique de tôle courbe raidie est égale à :

σcr,p = kZ
σ · σE = 799 MPa. (4.16)
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L’élancement réduit est déduit comme suit :

λp =

√
βAc

fy

σcr,p
= 0, 60 avec βAc =

Ac,e f f ,loc

Ac
=

0, 599.104

7, 32.104 = 0, 82. (4.17)

Les paramètres λ0, β et αZ sont ensuite évalués en fonction de la courbure Zd :

λ0 = 0, 2 + 0, 473 ·
(

exp
−Zd

20

)
= 0, 605 (4.18)

β =
1 + exp

−Zd
33

2
= 0, 956 (4.19)

αZ = 0, 3 (4.20)

Comme λ ≤ λ0, le coefficient de réduction est égal à 1 (ρ = 1).

4.7.2.3 Interpolation du comportement

Le rapport des contraintes critiques est donné par expression 4.16 et 4.6 :

ξ =
σcr,p

σcr,c
− 1 =

799
789

− 1 = 0, 0127. (4.21)

Le coefficient de réduction ρc prenant en compte l’effet de voilement global se calcule par

interpolation entre les valeurs des deux types de comportement :

ρc = χc + (ρ − χc)
1

0, 95 + 0,04
ξ + 0,01

ξ2

= 0, 754 (4.22)

Le coefficient de réduction ρc = 0, 754 s’applique donc sur l’épaisseur de toutes les tôles

composant de la section Ac,e f f ,loc.

4.7.3 Résistance ultime

L’aire efficace des intrados avec prise en compte des effets du voilement est donc de :

Ac,e f f = ρc Ac,e f f ,loc + ∑ bedge,e f f t

= 0, 754 · 5, 99 · 104 + 2 · 150 · 12 = 4, 88 · 104 mm2 (4.23)

La charge ultime caractéristique de la tôle courbe raidie est évaluée à :

NRk = fy ·
Ac,e f f

γM1
= 15, 76 MN. (4.24)

4.8 Conclusion

Le comportement des tôles courbes raidies est un problème complexe. Outre les diffi-

cultés liées aux raidisseurs et à la courbure étudiées dans les chapitres précédents, s’ajoute
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ici celle liée à leur interaction. Les travaux sur le sujet sont peu nombreux ainsi que les

essais expérimentaux. Aucune expression théorique voire empirique permettant le dimen-

sionnement de ces tôles n’a été proposée.

L’étude proposé ici est basée sur des simulations numériques. Les résultats montrent

en général que la courbure augmente le moment d’inertie de la tôle et donc la rigidité, la

charge critique de voilement et la résistance ultime. Ceci est en accord avec les résultats

expérimentaux.

Cette amélioration du comportement grâce à la courbure est parfois significative et ne

doit pas être négligée si on cherche à optimiser les sections. Une démarche simplifiée a

donc été proposée à partir de celle de l’Eurocode pour les plaques raidies à laquelle on

ajoute l’effet de la courbure. La plupart des expressions sont conservées, sauf les deux

points suivants :

– La détermination des propriétés géométries de la section doit être effectuée sur l’en-

semble de la section (l’évaluation sur une section représentative réduite comme dans

le cas des plaques raidies peut conduire à une sous-estimation significative du com-

portement réel de la tôle).

– La contrainte critique de voilement global est déterminée à partir de la courbure glo-

bale Z et de la contrainte critique de la plaque plane orthotrope équivalente. Elle per-

met ensuite d’obtenir le coefficient de réduction de type plaque (borne supérieure)

par la méthode développée au chapitre 3 basée sur la courbure des sous-panneaux.

Figure 4.23 – Comparaison de la résistance ultime théorique sur l’ensemble des résultats numériques

Avec ces deux changements, l’estimation de la résistance ultime d’une tôle courbe rai-

die est en bon accord avec la valeur obtenue par simulation numérique : la valeur moyenne

sur 44 simulations (pour les raidisseurs en simple plat et en T) est proche de 1 et un écart-

type est de 6, 18%. Vue que la distribution des points théoriques/numériques est alginée
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sur une droite, et que la valeur obtenue de la méthode proposée a tendance à être infé-

rieure à la valeur numérique, on propose d’utiliser le coefficient de sécurité γM1 = 1, 1.
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Le chapitre 3 précédent consacré à l’étude des tôles courbes non-raidies en compression

axiale a abouti à la proposition d’une formule semi-analytique permettant d’évaluer

leur résistance ultime. Cette formule a été établie suivant la procédure générale de nor-

malisation européenne pour tous les types de vérification de la stabilité. Son expression

mathématique est déduite par un raisonnement de la résistance des matériaux et est obte-

nue sous la forme (3.29) :

χ =
2β

β + λ +
√(

β + λ
)2 − 4β

(
λ − αZ(λ − λ0)

)
où λ0, β, αZ sont les trois paramètres du problème et sont à calibrer avec les résultats des

simulations numériques. Ces simulations incluent l’utilisation d’un matériau non-linéaire

et une analyse au second ordre de la structure avec des imperfections (en anglais, connu

sous le sigle GMNIA). Un total de 524 simulations a été testé pour différentes configura-

tions de tôles courbes. Chaque calcul nécessite entre 10 et 15 minutes selon la finesse du

maillage, soit un total de 100 heures de calcul (sans compter les heures de modélisation et

de traitement des résultats). À la fin, après calibration des paramètres λ0, β, αZ, l’estima-

tion de la résistance ultime par l’équation 5.1 a une très bonne précision par rapport aux

résultats numériques : la moyenne est proche de 1 et l’écart-type de 4, 52%.

Malgré cette bonne précision, la méthodologie développée au chapitre 3 semble diffi-

cile à reproduire face à un nouveau problème dans la pratique quotidienne des ingénieurs.

D’une part, l’expression analytique de la résistance ultime n’est, en générale, pas explicite

ou facile à déduire par exemple du fait de la complexité de la structure étudiée. D’autre

part, cette méthodologie manque de robustesse : elle ne permet pas de connaitre le mini-

mum de simulations nécessaires. Certes, plus les simulations sont nombreuses, plus la pré-

cision est grande mais le temps du calcul est long. Quelle sera l’influence du nombre des

simulations sur la précision du modèle évalué ? Est-t-il possible d’économiser du temps

de calcul sans perdre en précision ? Beaucoup de questions de ce genre se posent, en

particulier lorsque l’on considère que cette étude n’était qu’une première étape dans une

étude générale visant à étudier d’autres configurations : autres chargement (compression
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transversale, cisaillement ou une combinaison de charges) et surtout en présence des rai-

disseurs. Il apparaît donc clairement qu’il faut une stratégie plus robuste pour justifier

du choix de l’ensemble des modèles testés et pour faciliter la mesure de la précision du

modèle approché.

Une telle stratégie existe pour la conception des expériences physiques ainsi que pour

des expériences numériques. Elle est connue sous le nom de méthode des "Plans d’expé-

riences". L’objectif de ce chapitre est d’adapter la méthode des plans d’expérience et de

proposer une méthodologie clé en main pour les études numériques des tôles courbes en

particulier et de problèmes du génie civil influencés par un grand nombre de paramètres

en général.

Les caractéristiques des plans d’expériences numériques et en particulier leurs diffé-

rences avec les plans d’expérience physiques, seront tout d’abord présentées. Quelques

notions essentielles de statistique seront ensuite rappelées afin de juger de la précision

des modèles obtenus par cette méthodologie, ces notions resteront ciblées vers des ap-

plications pratiques. Plusieurs exemples d’application illustreront enfin la faisabilité, la

facilité et l’efficacité de la méthode dans la détermination de la résistance ultime des tôles

courbes. Quelques recommandations seront formulées en conclusion du chapitre qui per-

mettent d’améliorer la précision de la formule proposée.
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5.1 Méthodologie des plans d’expérience

5.1.1 Etat de l’art

Une grande partie de nos connaissances sur les sciences et la technologie est obtenue à

l’aide de l’expérimentation. Une expérience est une série de tests effectués d’une manière

systématique afin d’accroître la compréhension d’un phénomène d’un processus existant

ou à explorer un nouveau produit ou procédé. Traditionnellement, les essais sont effec-

tués de manière séquentielle en faisant varier les composants du système étudié l’un après

l’autre sans planification préalable de l’ensemble des essais à réaliser. Il en résulte que

la décision d’arrêter ou de continuer les essais repose essentiellement sur des résultats

obtenus pas à pas. Cette méthode traditionnelle est souvent appelée la méthode " essais-

erreurs". Cependant, avec les développements ultra-rapides de la technologie moderne, les

problèmes étudiés sont de plus complexes et bien que l’utilisation de la méthode essais-

erreurs reste envisageable, elle nécessite une durée de campagne expérimentale longue

et donne une connaissance très relative des influences des différents facteurs. Cette mé-

thode manque de formalisme pour capitaliser et valoriser les résultats des expériences,

d’où la naissance de stratégies d’optimisation connue sous le nom de méthode des plans

d’expériences.

La méthode des plans d’expériences peut donc être décrite comme un ensemble de

techniques complémentaires aidant son utilisateur dans la détermination des expériences à

réaliser ainsi que dans la compréhension et l’exploitation des résultats obtenus. Ces outils,

qui s’appuient essentiellement sur des bases statistiques et algébriques, permettent d’obte-

nir la meilleure précision possible avec le minimum d’essais. La première occurrence de la

méthode des plans d’expériences moderne est due aux travaux du mathématicien britan-

nique Sir Fisher [57] au début des années 30. Cette méthode développée dans l’objectif de

quantifier l’effet de facteurs contrôlés par l’expérimentateur dans un contexte soumis à de

nombreuses sources d’hétérogénéité : il cherche à augmenter les rendements agricoles en

combinant divers types d’engrais, de variétés végétales, de méthodes de cultures, de types

de sols. Ces travaux constituent le point de départ de la méthode théorique des plans

d’expériences. Divers chercheurs ont par la suite marché dans les traces de Fisher afin

de promouvoir et développer l’utilisation des techniques de planification expérimentale

dans d’autres domaines que l’agronomie. Après 1945, les plans d’expériences suscitent de

nombreuses publications et recherches dans le monde anglo-saxon (Kleijnen [85]). Mais

ce sont certainement les travaux de Taguchi et al. [144] qui ont permis une vaste diffusion

des plans d’expérience, notamment dans le milieu industriel. A cette époque, un produit

ayant la marque "Fabriqué au Japon" était automatiquement synonyme de qualité mé-

diocre. C’est donc une démarche d’amélioration de la qualité, qui l’amène à inclure des

expérimentations au sein d’une démarche plus large de "qualité totale". De plus, Taguchi

a également valorisé cette méthodologie et il a réalisé des tables de configurations ex-

périmentales de référence facilement utilisables par des non-spécialistes (à cette époque,
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seuls des statisticiens spécialistes pouvaient mettre en œuvre la méthode des plans d’ex-

périences). L’outil de Taguchi est devenu aujourd’hui un des outils les plus utilisés pour

l’amélioration des processus et procédés industriels.

Les applications des plans d’expériences ont tendance actuellement à se diversifier,

notamment via l’adaptation de la méthode pour les expériences numériques que l’on pro-

posera d’utiliser essentiellement dans la suite de ce chapitre.

5.1.2 Des plans d’expériences classiques aux plans d’expériences numériques

Au cours des vingt dernières années, les progrès de la puissance de calcul des ordina-

teurs ont conduit à l’étude des phénomènes physiques au travers d’expériences simulées

par ordinateur. Dans certains cas même, des expériences numériques sont réalisables alors

que des expériences physiques sont quasi impossibles, par exemple pour l’étude de la pro-

pagation d’un feu en milieu fermé (Jourdan [82]) ou simplement pour des raisons de coûts

lorsque le nombre de variables est trop grand : l’étude de chocs de voiture par exemple.

Malgré les progrès des outils informatiques, le temps de calcul pour une expérience numé-

rique reste très long. La question du comment choisir les expériences de façon à recueillir

un maximum d’informations en un minimum de simulations reste toujours la question

importante dans cette démarche. La problématique centrale des plans d’expérience nu-

mérique est donc proche de celle rencontrée en expérimentation physique mais certaines

particularités doivent être prises en compte.

La différence fondamentale entre les plans d’expériences numériques et les plans phy-

siques développés en laboratoire réside dans le fait qu’en laboratoire, on suppose la pré-

sence d’erreurs aléatoires dues aux mesures, aux conditions expérimentales, etc. Ce n’est

en principe pas le cas avec une expérience numérique qui produira des réponses identiques

pour le même jeu de paramètres initiaux : les processus sont ici déterministes. L’erreur est

liée au modèle et pas à l’expérimentation (Jourdan [82]), elle n’est plus aléatoire. Or la

plupart des outils statistiques pour l’évaluation de la précision des modèles et l’étude

de l’influence des paramètres sont basées sur des erreurs aléatoires, leur utilisation pour

les expériences numériques est donc discutable et devient un sujet important dans la re-

cherche. Néanmoins, il a été montré que, dans de nombreux cas, l’erreur systématique

entre un modèle déterministe et son approximation a une distribution normale, de sorte

que les techniques statistiques usuelles peuvent toujours être appliquées (Sacks et al. [125]).

Plusieurs auteurs (Sacks et al. [125, 126], Santner et al. [128]) ont également insisté sur le fait

que le choix des paramètres entrés dans l’expérience numérique est toujours un problème

de conception de base des expériences classiques. La conception d’une expérience infor-

matique est donc à la frontière d’un problème physique et statistique dont les spécificités

seront soulignées dans la section suivante.
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5.2 Protocole expérimental numérique

De façon schématique, un modèle numérique peut être considéré comme un processus :

l’utilisateur spécifie des combinaisons de variables X (valeurs d’entrée) pour le simulateur

numérique à partir duquel Y réponses (valeurs de sortie) sont générées en sortie. Pour

faciliter les représentations graphiques, la figure 5.1 illustre ce processus dans le cas simple

où il n’y a que deux valeurs d’entrée (X1 et X2). Il est ensuite facile d’étendre les notions

introduites à des espaces multidimensionnels.

Figure 5.1 – Processus des expériences numériques (reproduction de Simpson et al. [139]

Chaque facteur peut être représenté par un axe gradué et orienté. Sa variation est sou-

vent limitée entre deux bornes : la borne inférieure est le niveau bas et la borne supérieure

est le niveau haut. L’ensemble de toutes les valeurs que peut prendre le facteur entre le

niveau bas et le niveau haut, s’appelle le domaine de variation du facteur ou plus simple-

ment le domaine d’étude. A l’intérieur de ce domaine, toutes les valeurs sont théoriquement

possibles. Une expérience donnée est alors représentée par un point de coordonnées (X1,i,

X2,i). C’est la raison pour laquelle une expérience est souvent désignée par l’expression

point d’expérience ou même simplement point. Un plan d’expérience est donc représenté par

un ensemble de points expérimentaux. A chaque point du domaine d’étude (X1,i, X2,i), le

simulateur fournit une réponse Yi. A l’ensemble de tous les points du domaine d’étude

correspond un ensemble de réponses qui se localise sur une surface, appelée surface de
réponse.

En général, on ne connaît que quelques réponses, celles qui correspondent aux points

expérimentaux. On interpole à l’aide d’un modèle mathématique les réponses inconnues

pour obtenir la surface de réponse approximative. Cette surface de réponse approchée (ou

modèle approché) sert à faciliter les études avancées, tels que l’optimisation ou l’analyse de

fiabilité. Les points d’expériences retenus par la théorie des plans d’expériences assurent

la meilleure précision possible sur la forme et la position de la surface de réponse. Le

choix du nombre et de l’emplacement des points d’expériences dans le domaine d’étude

est donc le problème fondamental des plans d’expériences (on reviendra en détail sur ce

point dans la prochaine section).

Les différents étapes d’un plan d’expériences numériques sont résumées comme suit :
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– Etape 1 : Identification du problème.

– Etape 2 : Choix du modèle mathématique des réponses.

– Etape 3 : Choix des expériences à réaliser.

– Etape 4 : Construction du modèle approché.

– Etape 5 : Validation de la précision du modèle obtenu.

– Etape 6 : Conclusions.

Ce processus n’est pas nécessairement linéaire et peut être appliqué de manière ité-

rative si le modèle ne répond pas à la précision souhaitée. Ces étapes sont généralement

similaires à celles rencontrées dans les expériences classiques sauf le choix des expériences

(étape 3) et celui du modèle approché (étape 4). Ces deux étapes sont les deux points

de différence majeure entre les expériences physiques et numériques du fait du caractère

déterministe des expériences numériques. Ces deux questions seront développées dans les

paragraphes suivants.

5.2.1 Choix des points d’expérience

Le succès des plans d’expériences réside dans la diminution du nombre nécessaire

d’essais pour obtenir une information avec une précision donnée. Le choix des essais est

en conséquence fondamental pour l’obtention d’une précision optimale dans la détermi-

nation des coefficients du modèle approché. Pour les expériences physiques, il existe des

plans qui possèdent d’excellentes qualités statistiques et qui permettent de modéliser les

réponses dans les meilleures conditions ; les plans connus sont : les plans factoriels, les

plans composites centrés, les plans de Box-Behnken (livre de Montgomery [102]). La ma-

jorité de ces expériences reposent sur trois principes fondamentaux : échantillonnage aléa-

toire ou randomisation, répétition et contrôle local qui visent à diminuer l’influence des

erreurs aléatoires.

L’échantillonnage aléatoire garantit l’élimination des erreurs systématiques dues par

exemple à un équipement défectueux ou la fatigue de l’observateur. Par répétition, on

entend la répétition d’une expérience dans des conditions identiques. Plus le nombre de

répétitions est grand, plus la précision de l’expérience est grande. La dernière technique

de contrôle local est aussi un dispositif visant à réduire ou à maitriser la variation due à

des facteurs externes et à accroître la précision de l’expérience. Ces techniques conduisent

à un choix des points près du périmètre du domaine d’étude et de coordonnés multiples

(répétitions) comme indiqué dans la figure 5.2a.

La plupart de ces techniques n’est plus pertinente pour les expériences numériques qui

sont déterministes. Il n’y a pas besoin de répétition d’expérience puisque celles-ci donnent

la même réponse. Il est inutile de répartir au hasard les expériences car les conditions

expérimentales n’influent pas sur la réponse. L’objectif attendu pour le choix des points

est donc principalement le remplissage uniforme de l’espace et la non redondance des

points projetés sur les sous-espaces (figure 5.2b), ce qui conduit au développement de

nouveaux plans connus sous le nom de "Space-Filling Design". On trouve essentiellement
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deux types de ces plans dans la bibliographie (Jourdan [82]) : les plans à marges uniformes

tels que les hypercubes latins et les suites de faible discrépance.
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Figure 5.2 – Plan d’expérience classique et "Space-Filling" Design

La méthode d’échantillonnage par hyper cube latin (LHS) est souvent utilisée pour la

méthode de plan d’expériences numériques grâce à sa simplicité d’usage et de construc-

tion. Elle permet d’assurer la non redondance de l’information au travers d’une bonne

répartition des projections sur les axes factoriels. Toutefois, les points construits ne sont

pas forcément bien répartis dans l’espace. C’est pourquoi on préfère aussi souvent des

plans construits à partir de suites à faible discrépance (Thiémard [146]) : les points d’ex-

périences sont choisis de telle manière que la distance entre les points est aussi petite que

possible. Ces suites de points sont initialement utilisées pour remplacer les suites aléatoires

dans la méthode de Monte-Carlo (MC) que l’on dénomme alors méthode de quasi Monte-

Carlo (QMC). Ces suites sont générées par des algorithmes déterministes afin d’obtenir

des points répartis le plus uniformément possible dans le domaine étudié. Blatman et al.
[27] ont montré que pour atteindre une précision donnée la méthode de quasi-MC est plus

performante que les méthodes classiques de MC ou LHS : quand la surface de réponse

est choisie sous une forme polynômiale, le choix des points d’expérience par la méthode

quasi-MC permet d’avoir un gain du temps de calcul d’un facteur 10 en moyenne.

Des exemples de suites à faibles discrépance sont donnés par Halton (1960), Ham-

mersley (1960), Sobol’ (1967), Faure (1982) et Niederreiter (1987). Parmi ces méthodes, la

construction des points à l’aide de suites de Sobol’ est la plus fréquemment utilisée, car

elles sont faciles à construire par sa nature binaire de construction (cf annexe 4) et ra-

pides à converger (Krykova [86]). Ces suites de Sobol’ ont aussi l’avantage de préserver

leur uniformité de distribution lorsque le nombre des points est augmenté (table 5.1). En

conséquence, on peut construire une suite de Sobol’ à partir d’une suite plus courte en

ajoutant des points supplémentaires, par exemple, les quatres premiers termes de la suite

n = 8 sont de la suite n = 4. Ce n’est pas le cas de la méthode LHS, où le processus

d’échantillonnage doit être refait à nouveau intégralement. Cette propriété se conserve
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aussi pour les suites de grande dimension (n ≥ 2) où la construction est effectuée par une

permutation des suites de dimension 1 (c.f table 5.2).

Table 5.1 – Suite de Sobol’ en 1D

n = 4 n = 8 n = 16

0,0 0,0 0,0

0,5 0,5 0,5

0,25 0,25 0,25

0,75 0,75 0,75

0,125 0,125

0,625 0,625

0,375 0,375

0,875 0,875

0,0625

0,5625

0,3125

0,8125

0,1825

0,6875

0,4375

0,9375

Table 5.2 – Suite de Sobol’ en 2D

X1 X2 X1 X2

0,0 0,0 0,0 0,0

0,5 0,5 0,5 0,5

0,25 0,75 0,25 0,75

0,75 0,25 0,75 0,25

0,125 0,625 0,125 0,625

0,625 0,125 0,625 0,125

0,375 0,375 0,375 0,375

0,875 0,875 0,875 0,875

0,0625 0,9375

0,5625 0,4375

0,3125 0,1875

0,8125 0,6875

0,1825 0,3125

0,6875 0,8125

0,4375 0,5625

0,9375 0,0625

5.2.2 Choix du modèle approché

Après avoir sélectionné les points expérimentaux appropriés (variables d’entrée X) et

effectué les simulations numériques nécessaires (réponses y), il convient donc de choisir un

modèle approché. Ce modèle approché doit être simple par sa forme et capable de repré-

senter adéquatement la réponse du problème étudié. Ces dernières années, beaucoup de

travaux ont été faits sur des modèles approchés, les familles les plus connues sont (Simp-

son et al. [139]) : la méthode de surfaces de réponse (en anglaise Response surface method), le

Krigeage (du nom du statisticien inventeur) et les réseaux de neurones (en anglais Neural
Networks). Malgré la variété des approximations disponible, des études comparatives de

ces approches sont peu nombreuses (Simpson et al. [138]) et, selon la complexité du pro-

blème et l’objectif recherché, telle ou telle méthode sera plus appropriée et recommandée

par la communauté.

Il semble cependant que, malgré la complexité des modèles numériques, dans bien

des cas un simple modèle polynomial peut être suffisant pour approcher la réponse du

simulateur (Allen et al. [10]). En effet, si une surface de réponse polynomiale est adaptée

à la réponse étudiée, alors cette approche est celle qui nécessite le moins de simulations.

Et même si la surface de réponse n’est pas de bonne qualité, le modèle polynomial peut
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être utile pour effectuer une analyse de sensibilité ce qui permet tout de même de trier par

ordre d’importance la contribution des variables d’entrée influant sur la réponse (Iman et

Helton [72]). En outre, l’utilisation de la surface de réponse polynomiale pour des études

telles que l’analyse de fiabilité (Dubourg et al. [54], Guan et Melchers [69], Rajashekhar et

Ellingwood [112], Zheng et Das [162]) et l’optimisation (Roux et al. [123], Zeng et al. [160])

est relativement facile. Enfin les modèles polynomiaux sont bien connus des ingénieurs et

leur interprétation physique est simple. Toutes ces raisons font que ce modèle approché

par polynômes sera retenu dans la suite de ce travail. Il s’écrit sous la forme générale

suivante :

yi =
m

∑
k=1

βk fk(xi) + εi (5.1)

où : xi = {Xi
1, . . . , Xi

p} est le vecteur définissant les valeurs des facteurs d’entrée, linéai-

rement indépendantes ; βk est le vecteur des coefficients inconnus à estimer ; εi est l’écart

au modèle et fk(xi) sont les premières fonctions d’une base de l’espace L2. Par exemple,

si on choisit une base polynomial de deux variables x = {X1; X2}, les premières fonctions

de base s’écrivent : 

f1(x) = 1

f2(x) = X1

f3(x) = X2

f4(x) = X1 · X2

f5(x) = X2
1

f6(x) = X2
2

(5.2)

et la relation (5.1) devient :

y(x) = β0 + β1 · X1 + β2 · X2 + β3 · X1 · X2 + β4 · X2
1 + β5 · X2

2 + ε(x) (5.3)

5.3 Notions de statistique pour l’évaluation des modèles

Après avoir construit un modèle, la question de sa validité se pose. Cette étape est très

importante dans la procédure d’expérience. En effet, il est nécessaire de veiller à ce que

le modèle ajusté fournissent une approximation suffisante et vérifie qu’aucune des hypo-

thèses de régression (s’il y en a) ne soit violée. Pour cela, différents outils sont disponibles.

La présentation qui en est faite ici est limitée aux seules notions statistiques nécessaires

pour la compréhension et la mise en œuvre de la méthode. Les notions supplémentaires

peuvent être trouvées dans l’ouvrage de Saporta [129].

Le modèle d’approximation peut être mis sous la forme matricielle suivante, consé-

quence de la formule 5.1 :

Y = X · β + ε (5.4)

où :
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Y
(n×1)

=


y1

y2

...

yn

, X
(n×m)

=


f1(x1) f2(x1) · · · fm(x1)

f1(x2) f2(x2) · · · fm(x2)
...

...
...

...

f1(xn) f2(xn) · · · fm(xn)

,

ε
(n×1)

=


ε1

ε2
...

εn

 et β
(m×1)

=


β1

β2
...

βm


avec :

– n est le nombre total des observations,

– m est le nombre d’inconnues du problème,

– la variable yi désigne la réponse observée pour l’essais i,
– la variable f j(xi) est la valeur de fonction de base f j(x) pour l’essais i.

On se place dans la suite dans le cas où m < n, c’est-à-dire système surdéterminé à une

solution, et on cherche à déterminer β pour minimiser ε au sens des moindres carrés.

5.3.1 Estimation des paramètres

Conditionnellement à la connaissance des valeurs des X, les paramètres inconnus β

du modèle sont estimés. Dans le cas où les nombres d’essais sont supérieurs au nombre

d’inconnues, d’habitude la résolution du système se fait par la méthode des moindres

carrés dans laquelle il s’agit de minimiser SSE, la somme des carrés des résidus :

SSE =
n

∑
i=1

ε2
i =

n

∑
i=1

(
yi −

m

∑
k=1

βk fk(xi)

)2

(5.5)

Par dérivation matricielle de l’équation 5.5 et en donnant la valeur nulle à cette dérivation,

l’estimation β̂ des paramètres βi est obtenue par :

β̂ =
(
XtX

)−1 XtY (5.6)

Les estimateurs des moindes carrées β̂ sont des estimateurs sans biais de β. Sous les hy-

pothèses de normalité et d’indépendance, ces estimateurs sont uniques et uniformément

meilleurs (Saporta [129]).

Les valeurs Ŷ estimées de Y ont alors pour expression :

Ŷ = Xβ̂

= X
(
XtX

)−1 Xty (5.7)

= HY

La matrice H = X
(
XtX

)−1 Xt est appelée "hat-matrix". Les éléments diagonaux hii de

cette matrice mesurent l’importance du rôle que joue yi dans l’estimation de ŷi. Dans la
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méthode de régression linéaire, la valeur moyenne de hii est donnée par h = m
n . Cette

valeur sert à évaluer l’influence des observations : un point est important si la valeur

correspondante de hii satisfait la condition 5.8. Ce point sera discuté en section 5.5 sur les

points aberrants.

hii ≥ 2h =
2m
n

(5.8)

5.3.2 Evaluation globale du modèle

Pour évaluer la qualité du modèle approché, il existe des critères permettant de tes-

ter la bonne adéquation entre les observations et les prévisions à partir des paramètres

d’entrée utilisés pour la construction du modèle. Le coefficient de détermination R2 est le

critère généralement utilisé en régression linéaire pour tester l’ajustement du modèle. Ce

coefficient est défini par :

R2 = 1 −

n
∑

i=1

(
yi − ŷi

)2

n
∑

i=1

(
yi − y

)2
(5.9)

où y = 1
n

n
∑

i=1
yi est une estimation de la moyenne de la réponse. R2 varie entre 0 et 1. Ce

coefficient s’interprète comme la part de la variance de la variable y expliquée par la ré-

gression. Ce critère permet de mesurer le pourcentage de la variabilité totale de la réponse

expliquée par le modèle. En règle générale, un R2 proche de 1 permet de dire que l’ajuste-

ment est bon. Pourtant cette conclusion n’est pas suffisante. En effet R2 augmente lorsque

le nombre de termes grandit même si toutes les observations additionnelles ne sont pas

significatives (on risque alors de sur-estimer la qualité du modèle (Blatman [26],Rousson et

Gosoniu [122])). Pour parer à ce problème, on utilise en complément la validation croisée

(Quan [111]).

La validation croisée implique le retrait de quelques valeurs de la base de données, la

construction d’un modèle avec les données restantes, puis l’application de ce modèle pour

prédire les valeurs retirées. La forme la plus simple de validation croisée est l’approche "

Leave-One-Out " (LOO), où une seule observation est retirée. Répéter cette démarche pour

l’ensemble des valeurs de données successivement conduit à un R2 validé par croisement,

noté Q2. La définition de Q2 s’écrit comme suit :

Q2 = 1 − PRESS
n
∑

i=1

(
yi − y

)2
(5.10)

Le terme PRESS, initialement proposé par Allen [9], est la somme des erreurs quadratiques

de prédiction et est calculée par la relation suivante :

PRESS =
n

∑
i=1

(
yi − ŷ(i)

)2
(5.11)

où ŷ(i) est la prédiction de yi calculée sans tenir compte de la i-ième observation. Il est

démontrable que dans le cas d’une régression linéaire par moindres carrées, le PRESS
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peut être approché par :

PRESS =
n

∑
i=1

(
εi

1 − hii

)2
(5.12)

avec εi le résidu et hii le terme diagonal de la "hat-matrix" H définie précédemment (ex-

pression 5.7). Sur la base de ce critère, le meilleur modèle est celui qui a la plus petite

valeur de PRESS.

Si R2 est une mesure de la justesse de la corrélation, Q2 est une mesure de la justesse de

la prédiction (Rousson et Gosoniu [122]). La valeur de Q2 est en général inférieure à celle

obtenue par R2. Une grande différence entre R2 et Q2 indique qu’il existe potentiellement

quelques observations ayant une influence inattendue sur le modèle de régression.

5.3.3 Pertinence du modèle approché par l’analyse des résidus

Le coefficient de détermination R2 ne donne qu’une indication sur la qualité globale

du modèle. Pour tester la pertinence de chaque paramètre (par exemple les coefficients de

régression), il faut avoir recours aux tests statistiques d’hypothèses, en général un test de

Student ou t-test. Cependant, la validité de ces tests dépend directement des hypothèses

liées au terme d’erreur, à savoir que :

– sa distribution doit suivre une loi normale ;

– sa variance est constante ;

– les erreurs εi sont indépendantes.

Il est donc primordial de vérifier chacune des hypothèses sous-jacentes et d’utiliser des

méthodes adéquates pour les valider. Le diagnostic graphique est un outil puissant pour

valider ces hypothèses. Il fournit un nombre important d’informations que les indicateurs

statistiques (R2 ou Q2) appréhendent mal. Ces outils graphiques sont basés non pas sur

les résidus "brutes", εi = yi − ŷi, qui n’ont pas souvent les mêmes variances mais sur des

résidus studentisés ti :

ti =
εi

σ
√

1 − hii
(5.13)

où σ2 =

n
∑

i=1

(
yi−ŷi

)
n−m est l’écart-type du modèle approché et hii est la valeur diagonale de la

matrice H. Il existe plusieurs types de graphiques pertinents selon l’information que l’on

porte en abscisse (les résidus sont toujours portés en ordonnée sauf pour la vérification de

normalité). En principe, les résidus doivent être répartis aléatoirement autour de la valeur

0 et ne présenter aucune forme de régularité dans le nuage de points. Les discussions de

ces graphes peuvent être trouvés dans Cornillon et Matzner-Lober [43] et seront détaillées

dans les exemples d’application qui suivent (voir paragraphe 5.4).

Une fois que les hypothèses sont vérifiées, les tests statistiques peuvent être utilisés. Un

test statistique (ou test d’hypothèse) est une démarche qui a pour but de fournir une règle

de décision permettant, sur la base de résultats d’échantillons, de faire un choix entre deux

hypothèses statistiques : hypothèse nulle H0 et hypothèse alternative H1. L’hypothèse nulle
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H0 du test est que le paramètre évalué est égal à zéro. L’hypothèse H1 est celle que l’on

espère être la bonne, le paramètre méritant bien sa place dans l’équation, avec la valeur

qu’on lui a trouvée. Le problème se formule dans le cas d’un test de signification d’un

coefficient, par le test bilatéral de Student, comme suit :H0 : βi = 0

H1 : βi ̸= 0
(5.14)

On rejette H0 si l’observation de la statistique de test, noté Ti =
βi
σi

est telle que :

|Ti| ≥ t1− α
2

n−m+1 (5.15)

où σi =
√

σ2 · (XtX)−1
ii est l’écart-type du coefficient de régression βi, α est le niveau de

signification (α = 5% dans la plupart des problèmes du génie civil) et t1− α
2

n−m+1 est le quantile

d’ordre
(
1 − α

2
)

d’une loi de Student à (n − m + 1) degré de liberté.

Pour chacun des coefficients de régression, on peut aussi construire un intervalle de

confiance bilatéral à (1 − α)× 100% par la formule suivante :

βi ± t1− α
2

n−m+1σi (5.16)

La largeur de cet intervalle, calculée par wi = 2 · t1− α
2

n−m+1σi, a une grande importance car

elle permet de définir une marge d’erreur et d’évaluer la précision de l’estimation d’un

paramètre statistique sur un échantillon.

Maintenant que les principales étapes de la méthode d’expériences numériques ont

été exposées, elles vont être illustrées par des exemples liés à la détermination des résis-

tances ultimes des panneaux cylindriques vis-à-vis du problème du voilement. Le premier

concerne un problème pour lequel la solution est déjà connue (celle étudiée au chapitre

3). Cet exemple sert à valider l’exactitude et la pertinence de la méthode des plans d’ex-

périences numériques pour les tôles courbes. Le deuxième exemple a pour objectif de

démontrer la facilité d’application de la méthode face à un nouveau problème : un chan-

gement de direction du chargement dans cet exemple. La dernière application montre la

puissance de la méthode pour l’optimisation des panneaux cylindriques raidis, ce qui est

un problème pratique de conception d’une grande importance.

5.4 Application aux panneaux cylindriques sous compression

longitudinale et uniforme

Ce premier exemple vise à appliquer la méthode des plans d’expérience à l’étude de

la résistance des tôles courbes non-raidies sous compression uniforme longitudinale pour

laquelle une solution théorique a été développée au chapitre 3. L’objectif de ce premier
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exemple est d’illustrer la méthodologie de la méthode de planification d’expérience nu-

mérique (section 3) et de vérifier sa pertinence pour les problèmes des tôles courbes traitées

dans cette thèse.

Figure 5.3 – Tôle courbe intrados - Pont Renault, île Séguin en France

5.4.1 Etape 1 : Identification du problème

La première étape consiste à identifier le problème étudié. Il s’agit ici de déterminer

la résistance ultime d’une tôle courbe soumise à une compression uniforme longitudinale.

On identifie ensuite tous les facteurs possibles ayant une influence sur le résultat, ainsi que

leurs domaines de variation. L’étude paramétrique du chapitre 3 a montré que la résistance

ultime est influencée par la géométrie des panneaux (y compris leurs imperfections), les

propriétés matérielles, les conditions aux limites et la nature du chargement. Comme l’ob-

jectif de cet exemple n’est que de valider et d’illustrer la pertinence de la méthode de plan

d’expérience aux tôles courbes, il convient de conserver ici les mêmes restrictions qu’au

chapitre 3, à savoir :

– L’imperfection est choisie selon l’EN 1993-1-5 : la forme est celle du premier mode

de voilement et l’amplitude est : w0 = min(a/200, b/200).

– Le matériau est un acier de construction S355 tel que fréquemment utilisé dans le

domaine des ouvrages d’art.

– Le panneau est supposé simplement appuyé sur les quatres côtés.

– Le chargement est une compression uniforme le long du bord courbe.

Seules les dimensions du panneau varieront donc à savoir la longueur a, la largeur b,

l’épaisseur t et le rayon de courbure R. En appliquant le théorème de Vaschy-Buckingham

qui permet de dire combien de nombres adimensionnels indépendants peuvent être

construits dans un problème physique de n variables, la contrainte ultime est obtenue

par une fonction comme suit :
σult
fy

= f
(

a
b

;
t
b

;
b
R

)
(5.17)

La contrainte ultime peut donc être exprimée en fonction de trois variables adimension-

nelles. Maintenant que les variables ont été définies, il est essentiel de définir le domaine de
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variation dans lequel ces paramètres peuvent évoluer. Il convient de le choisir le plus faible

possible car l’amplitude du domaine conditionne directement la précision de l’expression

approchée obtenue. Pour cet exemple, les valeurs suivantes semblent raisonnables pour

couvrir la plupart des applications de ces panneaux aux ouvrages d’art :

– a/b ∈ [0, 6; 1, 6], ce paramètre désigne le coefficeint d’aspect α = a/b
– t/b ∈ [0, 01; 0, 04], ce paramètre correspond à l’élancement du panneau,

– b/R ∈ [0; 1], ce paramètre correspond l’angle de la courbure du panneau.

Comme les domaines de variations des trois facteurs étudiés sont différents, il convient de

remplacer ces paramètres naturels par des variables centrées réduites de sorte que toutes

les variables auront le même domaine de variation (entre −1 et +1) ce qui permettra de

comparer entre eux l’effet des facteurs :
X1 = 2 a

b − 2, 2

X2 = 66, 67 t
b − 1, 67

X3 = 2 b
R − 1

(5.18)

Un autre intérêt de ce changement de variable est de pouvoir présenter les plans d’expé-

riences de la même manière quels que soient les domaines d’étude retenus et quels que

soient les facteurs. La théorie des plans d’expériences présente ainsi une grande généralité.

5.4.2 Etape 2 : Choix du modèle approché

Le modèle approché peut être infiniment varié et dépend du type de problème étudié.

Ce modèle ne doit pas être trop complexe car il serait alors trop long à estimer. Il doit

être choisi de façon à être simple par son expression et capable d’estimer la réponse de

manière acceptable. La connaissance de la physique du problème est très utile pour donner

une forme a priori du modèle. En faisant référence à la norme existante de l’EN 1993-1-5,

on sait que la résistance d’une plaque plane est liée à l’élancement réduit λ(voir chapitre

1) par un polynôme du second ordre :

σult
fy

=
1
λ
− 0, 22

λ
2 (5.19)

Il est à noter que l’élancement réduit λ (c.f la définition dans section 1.1.2) est relié aux

deux variables X1 et X2 (définies par l’expression 5.18) par la relation suivante :

λ =

√
fy

σcr
=

√√√√ fy
π2E

12(1−ν2)

.
√√√√√ 1

k (a�b )︸ ︷︷ ︸
X1

.
b
t︸︷︷︸

X2

(5.20)

avec k(α) donné par l’expression simplifiée suivante :

k(α) =


(

α + 1
α

)2
si α ≤ 1

4 si α > 1
(5.21)



164 Chapitre 5. Du bon usage des plans d’expériences numériques pour les études de la stabilité

On peut donc penser qu’un polynôme du second ordre fournira une bonne approximation

de la résistance ultime d’une tôle courbe. Le modèle approché sera donc cherché sous la

forme suivante :

ŷ = β0 +
3

∑
i=1

βiXi +
3

∑
i,j=1

βijXiXj (5.22)

où ŷ est la valeur estimée de la réponse y, Xi sont les facteurs et βi sont les inconnues du

polynômes.

5.4.3 Etape 3 : Choix des points expérimentaux

Le choix des points expérimentaux comprend deux aspects : le choix du nombre de

points et celui de leur distribution dans le domaine étudié. L’échantillonnage est effectué

à l’aide d’une suite de Sobol’ car celle-ci assure une répartition uniforme des points expé-

rimentaux (voir section 5.2.1). En outre, la génération de ces points est facile grâce à des

outils statistique standard comme la "Statistics toolbox" de Matlab (Jones et MathWorks

[79]). Quant au nombre de simulations n, il dépend de la complexité du phénomène étudié

ainsi que de la complexité du modèle approché. Mathématiquement le nombre minimal de

points expérimentaux doit être supérieur ou égal au nombre de paramètres inconnus du

modèle approché. Néanmoins, pour atteindre une bonne précision, le nombre de points

doit être plus grand. Malheureusement, il n’existe pas d’expression claire permettant de

relier le nombre de points expérimentaux nécessaires au nombre de variables inconnues.

Certains auteurs (d’après Bowman et al. [30]) suggèrent d’utiliser n = 3 ·m+ 1 points pour

le modèle polynomial d’ordre 2, où m = (p+1)(p+2)
2 est le nombre de coefficients inconnus

du polynôme et p est le nombre de variables du problème. Suivant cette suggestion, le

présent exemple pourrait être évalué avec une bonne précision avec 31 expériences (p = 3

et m = 10).

Il faut noter qu’avec cette méthode de construction des points expérimentaux (c.f an-

nexe 4), les valeurs extrêmes (niveau haut ou de valeur +1) des variables ne peuvent être

atteintes sauf pour un nombre infini des points. Certains points supplémentaires situés

aux coins du cube sont donc ajoutés (voir figure 5.4). Ceci n’est pas indispensable, mais

permet de couvrir la totalité du domaine d’étude en donnant plus de poids aux limites du

domaine (on vérifiera cette hypothèse au paragraphe 5.6). Au total, 7 points sont ajoutés

(8 coins pour une hyper cube 3D mais un point de départ (−1;−1;−1) est déjà généré par

la construction de suite). Le nombre total de points expérimentaux est égal à n = 38. La

répartition de ces points est donnée la figure 5.4.

5.4.4 Etape 4 : Evaluation des coefficients inconnus

Le modèle de réponse est ici recherché sous la forme d’un polynôme du second ordre

des trois variables Xi donnés par l’équation 5.21. Les paramètres inconnus βi doivent être
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Figure 5.4 – Echantillonnage par la suite de Sobol’ (ronde bleue) et addition points aux coins (triangle rouge)

identifiés à partir des simulations numériques (ici n = 38 simulations numériques). L’es-

timation de ces inconnues est effectuée par une méthode de régression, basée ici sur la

méthode des moindres carrés détaillé en 3.1. Les coefficients de la régression sont calculés

par Matlab. La résistance ultime d’une tôle courbe peut ainsi être approchée par l’expres-

sion suivante :

ŷ = 0, 879 + 0, 002 · X1 + 0, 212 · X2 + 0, 052 · X3 − 0, 001 · X1 · X2 − 0, 063 · X2 · X3

−0, 004 · X3 · X1 − 0, 037 · X2
1 − 0, 100 · X2

2 − 0, 003 · X2
3 (5.23)

5.4.5 Etape 5 : Validation du modèle

Le modèle obtenu à l’étape précédente (par l’éxpression 5.23) fournit donc une valeur

approchée de la résistance ultime dont il s’agit d’estimer la validité sur l’ensemble du

domaine étudié. Pour ce faire, il existe des critères (voir section 5.3.2) permettant de tes-

ter la bonne adéquation entre les observations y et les valeurs prédites ŷ sur les données

utilisées lors de la construction du modèle. Le coefficient de détermination est d’abord

calculé :R2 = 0, 977 et puis le coefficient de validation-croisée : Q2 = 0, 969. Le fait que R2

et Q2 soient très proches de 1 et que les deux coefficients soient proches l’un de l’autre

indique que le modèle de régression correspond bien aux données. On effectue également
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la régression en éliminant les 7 points ajoutés aux coins pour combler le domaine d’étude.

On note que la précision du modèle approché n’est pas affectée énormément : R2 = 0, 971 ;

Q2 = 0, 9422. La diminution de ces deux coefficients R2 et Q2 est une conséquence di-

recte de la diminution du nombre d’échantillons (7 sur 38 échantillons sont supprimés).

Le résultat de cette comparaison montre qu’il n’est pas nécessaire d’ajouter les points sup-

plémentaires aux coins du domaine d’étude si le nombre d’échantillon est suffisamment

grand.

Pour terminer cette étape de validation, les hypothèses de la méthode de régression

linéaire sont vérifiées. La figure 5.5 présente les résidus studentisés (expression 5.13) par

ordre d’apparition. On voit que les résidus sont dispersés de manière aléatoire autour de 0

(l’hypothèse de linéarité est vérifiée) et que la variance des erreurs est à peu près constante

au fil du temps (l’hypothèse d’homoscédasticité est vérifiée).

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
−3

−2

−1

0

1

2

3

Ordre d’apparition de simulation 

R
és

id
us

 s
tu

de
nt

is
és

Figure 5.5 – Variation des résidus par ordre d’apparition

Enfin, le graphique de distribution normale de la figure 5.6 montre que les résidus

suivent à peu près une ligne droite, sauf pour trois points isolés avec une très faible pro-

babilité d’apparition (< 5% et > 95%) ; on peut donc raisonnablement conclure que la

distribution des résidus suit une loi normale et que l’expression approchée dans 5.23 est

valide d’un point de vue statistique.

5.4.6 Etape 6 : Conclusion

L’expression obtenue en 5.23 permet l’évaluation de la résistance ultime de tôles

courbes sous compression axiale avec une bonne précision. Cependant en regardant at-
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Figure 5.6 – Distribution normale des résidus

tentivement, on remarque que les coefficients βi dans 5.23 ne sont pas tous du même

ordre de grandeur et que leur contribution n’est pas équivalente. Plutôt que d’essayer de

formuler le modèle avec tous ses coefficients, on peut naturellement se demander si cer-

tains termes peuvent être exclus du modèle initial sans altérer de manière significative la

précision de l’ensemble du modèle.

Lorsque les hypothèses de normalité et d’indépendance sont vérifiées, le critère d’ex-

clusion peut être basé sur des tests statistiques (i.e t-test du paragraph 5.3.3). D’après

ce critère (voir le tableau 5.3), les termes β1, β12, β13 et β33 sont donc non-significatifs

(|tvaleur| < t1− α
2

n−m+1 = 2, 05) et peuvent être négligés. Le modèle approché peut donc être

mis sous la forme suivante :

ŷ = 0, 879 + 0, 212 · X2 + 0, 052 · X3 − 0, 063 · X2 · X3 − 0, 037 · X2
1 − 0, 100 · X2

2 . (5.24)

Table 5.3 – Coefficients de régression β

Coef. Valeurs Ecart-type t-valeur Sig.

Cste β0 0,879 0,0079 111,17 Oui

X1 β1 0,002 0,0068 0,29 Non
X2 β2 0,212 0,0066 32,20 Oui

X3 β3 0,052 0,0069 7,50 Oui

X1X2 β12 -0,001 0,0085 -0,05 Non
X2X3 β23 -0,063 0,0086 -7,42 Oui

X1X3 β31 -0,004 0,0087 -0,42 Non
X2

1 β11 -0,037 0,0157 -2,35 Oui

X2
2 β22 -0,100 0,0158 -6,33 Oui

X2
3 β33 -0,003 0,0155 -0,16 Non
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Ce nouveau modèle conserve toujours une bonne précision (R2 = 0, 976 et Q2 =

0, 9674). En introduisant les paramètres physiques de 5.18 dans l’expression 5.24, la ré-

sistance ultime des tôles courbes non-raidies en compression axiale est donnée par :

σult
fy

=
(
−0, 09 + 0, 03 · α − 0, 15 · α2

)
+ (40, 6 + 0, 31 · Z)

t
b
− (444 + 8, 4 · Z)

(
t
b

)2
(5.25)

où Z =
b2

Rt
désigne le paramètre de courbure et α = a

b est le coefficient d’aspect.

Il est alors intéressant de comparer la précision de la charge ultime estimée par deux

méthodes, présentée sur la figure 5.7 : les plans d’expérience (carrés rouges) et la mé-

thode semi-analytique développé au chapitre 3 (triangles verts) par rapport aux valeurs

numériques. On remarque que les deux méthodes prédisent correctement les résultats nu-

mériques : moins de 5% d’écart (en valeur absolue). Cependant quelques observations

(n◦19, n◦22 et n◦28) estimées par la méthode des plans d’expériences présentent un écart

plus grand (de 8% à 10%) que dans la méthode semi-analytique dont les écarts restent

inférieure à 5, 5%. En effet, bien que le modèle semi-analytique ne soit pas plus riche

(seulement trois paramètres inconnus à calibrer de λ0, β et αZ), son expression est issue

d’un modèle analytique du comportement de la structure, elle est plus complexe et par

conséquent s’adapte mieux au problème réel. Ce constat prouve donc l’importance cru-

ciale du choix des paramètres et de la forme du modèle approché dans la méthode des

plans d’expérience.

Figure 5.7 – Comparaison de la valeur estimée par la méthode des plans d’expérience et par la méthode

semi-analytique par rapport aux éléments finis

Ces écarts doivent cependant être relativisés par le fait que dans de nombreuses struc-

tures complexes telles que les plaques raidies, la différence entre l’Eurocode et les résultats

des simulations numériques peuvent atteindre jusqu’à 20%, parfois du côté sécurité, par-
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fois non (André et al. [12], De Ville De Goyet et al. [47]). L’expression du modèle de la

charge ultime donné par 5.25 est donc tout à fait valable et utilisable en pratique.

5.5 Recommandations pour améliorer la précision du mo-

dèle approché

Ce premier exemple a montré que, sur la base de quelques observations (n = 38,

environ 14 fois moins de simulations qu’au chapitre 3 où n = 524), la méthode des plans

d’expérience permet d’estimer la charge ultime avec une précision acceptable (moins de

10% en écart maximal). Néanmoins, une plus grande précision pourrait être requise. C’est

dans ce but que quelques techniques simples sont reprises et discutées dans ce paragraphe.

5.5.1 Nombre d’échantillons

Intuitivement, il semblerait que la manière la plus simple pour augmenter la préci-

sion du modèle est d’augmenter le nombre de points d’essais. Cette idée n’est cependant

pas totalement correcte si le modèle approché ne contient pas toute la complexité du

problème étudié. En réalité, l’augmentation du nombre d’échantillons (i.e de simulations

numériques) influence généralement la taille de l’intervalle de confiance des coefficients

du modèle.

Ceci est illustré dans le tableau 5.4 qui montre la comparaison des prédictions par plans

d’expérience aux résultats par éléments finis dans trois cas : n = 38, n = 70 et n = 100.

On constate que les trois modèles fournissent une bonne approximation : le coefficient

de détermination R2 est proche de 1 et l’écart-type est très faible. Cependant, la précision

globale des modèles est presque la même et elle n’est pas améliorée par rapport au modèle

basé sur 38 simulations. Il y a encore quelques observations avec des erreurs supérieures

à 5% (8 simulations pour n = 70 et 12 simulations pour n = 100) et seulement une

simulation dont l’erreur est supérieure à 10% pour les deux modèles. On conclut donc que

l’augmentation du nombre d’échantillons n’améliore pas la précision du modèle (dans

cet exemple) si le nombre initial est correctement choisi. Cependant, l’augmentation du

Table 5.4 – Influence du nombre d’échantillons sur la précisions du modèle approché

Nombre d’échantillon R2 Ecart-type Max. résidu

38 0,9771 0,0275 9,78%

70 0,9688 0,0281 13,89%

100 0,9713 0,0259 13,2%

nombre de simulation a un intérêt direct, à l’égard de l’intervalle de confiance de chaque

coefficient de régression, qui qualifie l’exactitude de chaque terme du modèle approché.

Comme on le voit sur la figure 5.8a, la largeur de l’intervalle wi (voir définition dans
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section 5.3) de confiance n’est pas le même pour tous les coefficients de régression : les

termes quadratiques ont un intervalle de confiance plus large, l’incertitude de ces para-

mètres est donc plus grande. Toutefois, la taille de l’intervalle de confiance tend vers 0

lorsque le nombre d’échantillons augmente (figure 5.8b). En première approximation, on

peut estimer que la largeur de l’intervalle diminue proportionnellement à l’inverse de la

racine carrée du nombre d’échantillon n (∼ 1√
n ). Donc, en ce sens, l’augmentation du

nombre de simulations rend les résultats estimés plus précis. Des propositions plus avan-

cées quant au nombre optimal, basées sur l’analyse de puissance, peuvent être trouvées

dans Kelley et Maxwell [83], Cohen et al. [41] et Maxwell [100]. Cependant d’après nos

connaissances, cette méthode n’a pas encore été appliquée à des expériences numériques.

Figure 5.8 – Intervalle de confiance en fonction de : (a) Coefficients du polynôme β et (b) nombre

d’échantillon

En conclusion, la précision du modèle approché doit être déterminée et ajustée selon la

précision ciblée de chaque étude. Si c’est une précision globale qui est recherchée, un petit

nombre de points expérimentaux peut être suffisant. Les coefficients R2 et Q2 fournissent

de bonnes indications sur la précision globale du modèle et éventuellement sur la nécessité

d’augmenter le nombre d’échantillons. Au contraire, si l’objectif visé est la détermination
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de l’influence des variables d’entrée et de leurs interactions, une plus grande précision

sera nécessaire.

Il convient de rappeler enfin que le temps de calcul est lié directement au nombre

d’échantillons. Il est donc intéressant de construire les échantillons de façon à pouvoir

réutiliser les résultats en les complétant par d’autres échantillons si une précision plus

grande est requise. Les suites de Sobol’ assurent cette propriété : par exemple, pour les

analyses de n = 70 ou n = 100, on peut conserver les résultats des 38 simulations effectuées

dans le premier exemple. Ceci renforce donc le choix de la suite de Sobol’.

5.5.2 Méthode de régression

La figure 5.7 a montré qu’il existe quelques simulations dont le résidu est relative-

ment grand par rapport aux autres réalisations. La présence de ces points peut influencer

significativement le résultat de la régression comme illustrés à la figure 5.9.

Figure 5.9 – Influence des points aberrants

Pour les expériences physiques (ou en laboratoire), ces observations peuvent être consi-

dérées comme des points aberrants (Barnett et Lewis [18]), qui peuvent correspondre à des

données incorrectes, dues éventuellement à des erreurs de mesure. Pour les expériences

numériques, comme les simulations sont déterministes, elles ne sont pas influencées par

des erreurs aléatoires ; les grandes valeurs de résidu peuvent donc provenir : soit de la

méthode de régression qui n’est pas appropriée (c’est-à-dire que certaines des hypothèses

de la régression par les moindres carrés ne sont pas assurées) ; soit du modèle approché

qui n’est pas assez riche (ce point sera développé dans la prochaine section 5.3).

La meilleure façon de déterminer l’influence des points aberrants dans les expériences

classiques est d’évaluer le modèle sans prendre en compte ces points, et puis de comparer

les résultats obtenus avec la solution initiale (cf figure 5.9 à gauche avec points aberrants, à

droite sans ces points). Si les deux résultats sont proches, on peut conclure que l’influence

de ces points aberrants est mineure. Dans le cas contraire, il faut refaire ces expériences

(pour les mêmes valeurs d’entrées ou en utilisant des valeurs proches de ce point). Une
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autre technique, équivalente mais moins agressive , est d’affecter à ces points aberrants

une faible participation dans la régression. Cette méthode est, dite " méthode de régression

robuste " (intégrée dans Matlab) : elle est développée pour mieux résister à la présence des

points atypiques. La pondération est effectuée automatiquement et de manière itérative

en utilisant un algorithme basé sur la méthode des moindres carrés pondérés (Holland

et Welsch [71]). Dans la première itération, un même poids est affecté à chaque point

et les coefficients du modèle sont estimés en utilisant la méthode des moindres carrés.

A l’itération suivant, les poids sont recalculés de sorte qu’un poids plus petit est donné

aux points s’éloignant du modèle approché dans l’itération précédente. Les coefficients du

modèle sont ensuite recalculés. Le processus se poursuit jusqu’à ce que les valeurs des

estimations de coefficients convergent dans une tolérance spécifiée.

Ces deux techniques ont été développées pour les plans d’expériences classiques. Ce-

pendant, le rejet d’observations n’a pas de sens pour des expériences numériques car les

erreurs ne sont pas liées au processus de simulation (il n’y a pas d’erreur de mesure). Pour

améliorer la précision, on peut donc envisager de changer la norme utilisée pour la déter-

mination des coefficients. En effet, dans le premier exemple, la régression par moindres

carrés, basée sur la norme L2, est utilisée en raison de sa simplicité et de sa vitesse de

convergence. Pourtant, cette simplicité implique des hypothèses fortes, en particulier celle

de la normalité qui est sensible à la présence de grands résidus. Si plusieurs points aber-

rants sont détectés, l’utilisation de la méthode des moindres carrés devient discutable. On

peut alors réfléchir à utiliser une autre norme du type :

Lp( f ) = ∥ f ∥p =

(
m

∑
i=1

| f (xi)|p
) 1

p

, 1 ≤ p < ∞ (5.26)

En fonction de la valeur de p, la régression prend les noms suivants :

– p = 1 ⇒ Least Absolute Value : minimisation de la somme des valeurs absolues des

résidus.

– p = 2 ⇒ Least Square : minimisation de la somme quadratique des résidus.

– p = ∞ ⇒ Minimax approximation : minimisation de valeur maximale des résidus.

La norme L2 est strictement convexe, de sorte que la solution est unique et facile à déter-

miner. En revanche, les normes L1 et L∞ ne sont pas strictement convexe, elles conduisent

potentiellement à plusieurs solutions, mais elles sont plus robustes et adaptées en cas de

grande divergence des observations (Cerezci et Gokpinar [37], Maros̆ević [97]).

Une comparaison des différentes propositions mentionnées dessus est donnée au ta-

bleau 5.5. Le problème est toujours celui des tôles courbes sous compression uniforme.

L’estimation des coefficients de régression β est effectuée sur la base de 38 points. Le

tableau 5.5 montre que tous les modèles alternatifs ont globalement le même degré de

précision (la valeur moyenne se rapproche de 1, l’écart-type reste assez petit et l’erreur

maximale reste de l’ordre de 10%). Il faut mentionner que la notion des coefficients R2 ou

Q2 est valable seulement pour la régression de moindre carré. Les principaux coefficients

de régression sont aussi à peu près identiques. Étant donné que ces méthodes alternatives
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Table 5.5 – Comparaison des méthodes de régressions

Coefficients Sans points Régression norme norme norme

abbérants robuste L1 L2 L∞

β0 0,886 0,877 0,884 0,879 0,884

β1 0,004 0,001 -0,023 0,002 0,009

β2 0,207 0,210 0,203 0,212 0,226

β3 0,045 0,054 0,032 0,052 0,070

β12 -0,002 0,000 0,003 0,000 0,004

β23 -0,057 -0,061 -0,062 -0,063 -0,082

β31 -0,005 -0,003 -0,025 -0,004 -0,011

β11 -0,037 -0,028 -0,053 -0,037 -0,033

β22 -0,111 -0,091 -0,098 -0,100 -0,115

β33 0,006 -0,019 -0,026 -0,003 0,020

Moyenne = 0,975 0,999 0,999 1,001 1,008

Ecart-type = 0,024 0,031 0,033 0,032 0,046

Er. max. = 12,62 % 8,88% 10,23% 9,78% 11,54%

de régression sont utilisées en raison de leur robustesse à la présence de valeurs aber-

rantes, on peut conclure que les trois valeurs aberrantes détectées à la section 4 n’ont pas

d’influence particulière sur le modèle approché.

5.5.3 Modèles alternatifs

Comme mentionné dans l’introduction de cette section, si la précision du modèle glo-

bal approché n’est pas satisfaisante, cela peut également signifier que le modèle approché

n’est pas assez riche pour capter la complexité de la réponse. Il peut ainsi être néces-

saire de faire appel à des modèles statistiques plus sophistiqués tels que les réseaux de

neurones ou le " krigeage " (Simpson et al. [139]). Ce dernier a été fréquemment utilisé

pour la planification d’expériences numériques par Sacks et al. [126]. La méthode de kri-

geage présente l’avantage d’être une méthode interpolante aboutissant à la construction

d’un modèle probabiliste. Elle consiste à construire un interpolateur qui est une fonction

linéaire des observations tenant compte de la structure spatiale des données. Le modèle

d’interpolation dans sa forme générale est :

y(X) =
d

∑
j=0

β j f j(X) + Z(X) (5.27)

où fi(x) sont des fonctions de base connues, β est un vecteur de coefficients estimés et Z est

un processus gaussien stationnaire centré et de forme de covariance factorisée gaussienne.

La figure 5.10 montre que l’approche par krigeage semble bien appropriée aux ex-



174 Chapitre 5. Du bon usage des plans d’expériences numériques pour les études de la stabilité

Figure 5.10 – Comportement de la surface de réponse issue d’un krigeage dans le cas d’une régression

linéaire constante - tiré de Jourdan [82]

périences numériques parce qu’elle est interpolante. Cependant, ce type de modèle statis-

tique est plus sophistiqué, il demande en conséquence plus de simulations pour estimer ses

paramètres et nécessite un logiciel de calcul avancé en mathématique que les ingénieurs

n’ont pas forcément à leur disposition dans la pratique quotidienne. Ainsi, l’enrichisse-

ment du modèle approché sera plutôt recherché sous la forme d’un polynôme d’ordre

supérieur.

Un modèle polynômial d’ordre 3 est donc étudié ici sur la base des 38 points utilisés

précédemment complétés par 30 nouveaux points supplémentaires. Après calcul et sup-

pression des termes non significatifs (ceux qui ont une valeur absolue inférieure à 2%), on

remarque que les valeurs des coefficients de premier et deuxième degrés sont semblables

à celles du polynôme du second ordre (voir 5.24) et que seuls deux nouveaux coefficients

(X2
2 · X3 et X2 · X2

3) ont une valeur significative. Le modèle alternatif approché est donc

donné par :

ŷ = 0, 881 + 0, 225 · X2 + 0, 061 · X3 − 0, 073 · X2 · X3 − 0, 028 · X2
1 − 0, 106 · X2

2

−0, 013 · X2
3 + 0, 035 · X2

2 · X3 + 0, 047 · X2 · X2
3 (5.28)

Ce nouveau modèle a une précision légèrement améliorée par rapport au modèle quadra-

tique précédent : R2 = 0, 978, écart-type = 0, 026 avec une erreur maximale de 10, 96%

contre R2 = 0, 977, écart-type = 0, 0275 et erreur maximale de 9, 78%. En introduisant les

paramètres physiques de 5.18 dans l’éxpression 5.28, la résistance ultime s’écrit donc :

σult
fy

=
(
−0, 30 + 0, 25 · α − 0, 11 · α2

)
+ (54, 3 + 0, 93 · Z)

t
b

−(627 + 37, 8 · Z + 0, 37 · Z2)

(
t
b

)2
+ (311 · Z + 12, 5 · Z2)

(
t
b

)3
(5.29)

Les coefficients des expressions 5.29 et 5.25 sont très différents. C’est une conséquence du
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passage des variables centrées aux variables physiques, les valeurs des résistances seront

proches parce que les deux expressions 5.28 et 5.24 sont très proches.

En conclusion de cette section, différentes tentatives pour améliorer la précision du

modèle approché ont été présentées. Les résultats obtenus ne montrent pas de grand gain

par rapport à la solution initiale car le choix initial était bien approprié. La méthodologie

présentée dans la section 2 est correcte et fiable. Sa simplicité rend son utilisation écono-

mique dans la pratique, au moins comme point de départ. Ensuite, si le modèle approchée

n’est pas assez précis (c’est-à-dire, faible valeur de R2 et Q2), les méthodes alternatives

mentionnées ci-dessus peuvent être considérées.

5.6 Application aux panneaux cylindriques sous compression

transversale non-uniforme

5.6.1 Etat de l’art

Dans ce deuxième exemple, on se concentre sur le problème des tôles courbes en

compression non-uniforme transversale. Ces configurations sont rencontrées fréquemment

dans les âmes des ponts mixtes courbés en plan comme celui de la figure 5.11.

L’utilisation de ponts mixtes bi-poutres a augmenté au cours des 25 dernières années.

Malgré leur utilisation extensive, la prédiction du comportement au voilement de ces élé-

ments courbes reste une tâche difficile. L’expérience en analyse reportée des poutres cour-

bées horizontalement remonte aux travaux de Saint Venant (1843) qui ont donné lieu par la

suite de nombreuses d’études (une revue complète sur l’état de l’art peut être trouvée dans

Zureick et Naqib [165]). La plupart des études se concentre sur la stabilité globale de la

poutre courbe, c’est-à-dire que le calcul prend en compte l’âme et les semelles de poutres

principales qui ont un effet favorable vis-à-vis du problème d’instabilité d’âme. Très peu

en revanche ont été consacrées au voilement local des âmes (Jacques et al. [74], Yabuki et al.
[157, 158]).

En suivant la méthodologie présentée à la section 5.2, cet exemple vise donc à proposer

une expression simplifiée pour prédire la résistance ultime d’un panneau courbe en com-

pression non-uniforme. La résolution analytique du problème traité ici est plus difficile,

plus complexe. En effet, la combinaison de la courbure et de la compression tangente in-

duit une "poussée au vide" dans les tôles étudiées ce qui diminue l’efficacité du panneau

(Jacques et al. [74]). Cette force apparaît immédiatement lorsque le chargement est appli-

qué et génère une distribution non uniforme de la charge dès le début du chargement.

Cette poussée est limitée par les semelles et les raidisseurs verticaux des âmes. D’un point

de vue numérique, ces raidisseurs seront modélisés par des éléments rigides le long des

bords droits ce qui garantira que les noeuds des bords restent alignés. Ces éléments rigides

peuvent être considérés comme des éléments fictifs orthotropes avec une rigidité très éle-
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Figure 5.11 – Pont sur la rivière St-Etienne, île de réunion (2010)
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vée en flexion (suivant l’axe eR) et aucune rigidité dans le sens longitudinal (direction eZ

dans la figure 5.12). Le reste des paramètres de la modélisation est identique à ceux utilisés

dans le premier exemple.

Figure 5.12 – Tôle courbe sous une compression transversale non-uniforme

5.6.2 Identification du problème

Le choix des facteurs est basé sur le même argument que dans le premier exemple. Trois

paramètres adimensionnels a/b, t/b et a/R sont utilisés pour caractériser la géométrie des

panneaux. Le domaine de variation de chaque variable est pris identique, sauf pour le ratio

d’aspect a/b dont le domaine de variation sera plus grand. En outre, la définition de a et

b a été inversée dans cet exemple afin de préserver le fait que b correspond toujours à la

largeur de chargement. Un nouveau paramètre est ajouté, noté ψ = σ2
σ1

avec σ1 > σ2, pour

caractériser la non-uniformité de la compression : ψ = 1 correspond à une compression

pure,ψ = −1 à une flexion pure. On note que pour les plaques planes dans l’EN 1993-1-5,

ψ varie de −3 à 1 et que la non-uniformité de la compression augmente la résistance des

plaques : le coefficient de voilement kc augmente de 4 pour ψ = 1 à 95, 68 pour ψ = −3.

Dans cette étude, le paramètre ψ = 1 est donc limité au cas où aucune tension n’apparaît

(ψ ∈ [0; 1]). Ainsi, sous une forme adimensionnelle, les paramètres sont donnés par :

a
b
∈ [1; 3] ⇒ X1 =

a
b
− 2

t
b
∈ [0, 01; 0, 04] ⇒ X2 = 66, 67

t
b
− 1, 67

a
R

∈ [0; 1] ⇒ X3 = 2
a
R
− 1

ψ ∈ [1; 3] ⇒ X4 = 2ψ − 1 (5.30)

En ce qui concerne le choix des paramètres de réponse, il a été démontré que sous une

charge de compression non-uniforme, les caractéristiques des contraintes dans les plaques
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planes à l’état post-critique sont différentes de celles sous compression uniforme (Bedair

et Sherbourne [25]). En général, le calcul de la section efficace nécessite une procédure

itérative où la force axiale et le moment de flexion agissent simultanément. Cependant, la

démarche de l’Eurocode tolère un processus simplifié, dans lequel le calcul des largeurs

effectives est réalisé en deux étapes séparées : d’une part une section transversale efficace

Ae f f est calculée pour les contraintes dues à la compression pure et d’autre part une mo-

dule efficace We f f est calculé pour les contraintes dues à la flexion pure. Si ce concept était

adopté ici, plusieurs études élémentaires seraient nécessaires : une pour la compression

pure, une pour la flexion pure et une pour interpoler les deux comportements. Afin de

montrer la performance de la méthode de plan d’expérience, une étude unique simplifiée

sera préférée ici. La réponse sera basée sur la contrainte de compression maximale dont

on cherchera une expression de la forme suivante :

σult
fy

= f
(

a
b

;
t
b

;
a
R

; ψ

)
(5.31)

L’expression 5.31 permettra de prédire la valeur maximale de la compression, issue du

calcul préliminaire élastique, qui pourrait être appliquée au panneau. Cette expression

revient au calcul d’une largeur effective classique dans le cas de la compression pure

(ψ = 1).

Concernant la forme de l’expression approchée, un polynôme du second ordre est

suggéré pour sa simplicité et pour la qualité des résultats obtenus précédemment (ces

performances sont discutées à la section 5.3). Comme il y a maintenant p = 4 variables

et m = 15 paramètres inconnus, le nombre d’échantillons sera égal à n = 46 d’après la

suggestion de la section 2. Aucun point aux coins n’est ajouté car l’étude précédente a

montré que ce n’était pas pertinent. Les paramètres d’entrée de ces 46 échantillons sont

générés à l’aide d’une suite de Sobol’.

5.6.3 Résistance ultime

Les résultats de la régression (par la méthode des moindres carrées) sont présentés au

tableau 5.6. Il est remarqué que l’expression approchée s’adapte très bien aux résultats

numériques : le coefficient de détermination R2 = 0, 996 et la valeur de Q2 = 0, 993 sont

très proches de 1. Aucune correction supplémentaire n’est à effectuer d’après les études de

la section 5. La sélection des paramètres pertinents est ensuite effectuée suivant le même

critère que celui de la section 5.4.6, illustré dans les 2 dernières colonnes du tableau 5.6.

Les termes (β12, β13, β14 et β11) sont donc moins significatifs. Le modèle approché est donc

donné comme suit :

ŷ = 0, 542 + 0, 071 · X1 + 0, 204 · X2 − 0, 263 · X3 − 0, 110 · X4 − 0, 042 · X2
2

−0, 084 · X2 · X3 − 0, 053 · X2 · X4 + 0, 149 · X2
3 + 0, 034 · X3 · X4 + 0, 021 · X2

4 (5.32)
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Table 5.6 – Coefficients de régression β

Coef. Valeurs Ecart-type t-Student Sig.

Cste β0 0,542 0,0060 89,78 Oui

X1 β1 0,071 0,0046 15,40 Oui

X2 β2 0,204 0,0046 44,47 Oui

X3 β3 -0,263 0,0046 -53,39 Oui

X4 β4 -0,110 0,0047 -23,28 Oui

X1X2 β12 0,012 0,0086 1,43 Non
X1X3 β13 -0,011 0,0077 -1,42 Non
X1X4 β14 -0,011 0,0088 -1,19 Non
X2X3 β23 -0,084 0,0082 -10,28 Oui

X2X4 β24 -0,053 0,0086 -6,14 Oui

X3X4 β34 0,034 0,0085 3,93 Oui

X2
1 β11 -0,009 0,0099 -0,93 Non

X2
2 β22 -0,042 0,0091 -4,58 Oui

X2
3 β33 0,149 0,0093 16,07 Oui

X2
4 β44 0,021 0,0089 2,37 Oui

ou de manière équivalente en fonction du coefficient d’aspect α = a
b , du paramètre de

courbure Z = b2

Rt , de ψ et t
b :

σmax
1 = 0, 29 + 0, 07 · α − 0, 2 · ψ + 0, 08 · ψ2

+(32 − 0, 9 · α · Z − 7, 1 · ψ + 0, 136 · α · Z · ψ)
t
b

−(186 + 11, 2 · α · Z − 0, 6 · α2 · Z2)

(
t
b

)2
(5.33)

Il faut souligner que la définition du paramètre Z = b2

Rt dans l’expression 5.33 est similaire

à celle adoptée dans le travail de Jacques et al. [74]. Cette définition a ses origines dans la

résolution des équations différentielles, caractéristiques du problème discuté à la section

2 du chapitre 3 (choix du paramètre de courbure). Elle pourrait être remplacée par le

paramètre Za =
a2

Rt en changeant αZ en 1
α Za.

L’expression obtenue par la méthode des plans d’expériences 5.33 a des avantages

par rapport à la solution de Jacques et al. [74]. D’abord, son domaine d’application est

plus large (limité à la valeur Z < 3, 5 dans l’étude de Jacques). Ensuite, cette expression

révèle l’interaction du coefficient d’aspect et de courbure Z, ce qui n’est pas le cas dans

le travail de Jacques et al. [74]. Ainsi, grâce à peu de simulations numériques (n = 46), la

méthode des plans d’expérience fournit rapidement un modèle approximatif simple mais

de précision élevée.



180 Chapitre 5. Du bon usage des plans d’expériences numériques pour les études de la stabilité

5.7 Application à l’optimisation des panneaux cylindriques

raidis sous compression longitudinale

Le chapitre 2 a montré comment l’utilisation des raidisseurs dans une tôle raidie per-

met à celle-ci de mieux résister au chargement appliqué. En ajoutant très peu de matière,

les raidisseurs permettent une amélioration très nette de la résistance, une amélioration

supérieure à celle qu’apporterait le même poids d’acier réparti sur toute la tôle. Si l’on ne

prend en compte que le poids de l’acier dans le coût, alors il serait beaucoup plus avanta-

geux d’utiliser des raidisseurs que des tôles épaisses. Or, l’ajout de raidisseur nécessite de

nombreuses soudures et découpes qui augementait beaucoup le coût de production des

tôles. Il y a donc un compromis à trouver entre coût des matériaux et coût de fabrication et

ce afin de proposer la conception la plus économique et la plus performante. Pour ce faire,

il faut résoudre un problème d’optimisation sous contrainte. Cette classe de problème est

fréquemment utilisée dans le domaine aéronautique avec pour objectif principal la légèreté

des tôles raidies mises en œuvre dans la structure (Bushnell et Bushnell [34]).

Par définition, la théorie de l’optimisation est un ensemble d’outils mathématiques

qui permet de trouver et d’identifier la meilleure solution à partir d’un ensemble de va-

riables. Des algorithmes ont été développés pour assurer cette tâche (Barthelemy et Haftka

[19], Ramaswamy [113], Roy et al. [124]). Dans le cas où l’intégration des codes d’analyse

et d’optimisation est difficile (par exemple lorsque la fonction à optimiser n’est pas connue

de façon explicite comme dans le cas traité dans la suite), cette démarche peut être très

longue et nécessite une consommation très importante de temps de calcul. Le recours à

une surface de réponse approchée devient alors une alternative possible. L’objectif de l’ap-

plication développée ici est de montrer la facilité et l’efficacité de la méthode des plans

d’expériences pour la résolution de problèmes d’optimisation. D’autres applications d’op-

timisation par la méthode des plans d’expériences (ou la méthode de surface de réponse)

peuvent être trouvées dans Vitali et al. [152] et Balabanov et Venter [16].

5.7.1 Formulation du problème d’optimisation

Un problème d’optimisation est défini par une fonction objectif f (x), appelé aussi fonc-

tion coût, dépendant des variables de conception x que l’on cherche à optimiser (minimiser

ou maximiser) par rapport aux variables concernées x, dans un espace borné ou non, sous

un certain nombre de contraintes d’inégalité g(x) ≤ 0. Il s’en suit que la forme générale

du problème d’optimisation peut être posée sous la forme :

Minimiser f (x), x ∈ Rn (5.34)

sous la contrainte :

gi(x) ≤ 0 (5.35)

avec :

xin f
i ≤ x ≤ xsup

i . (5.36)
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xin f
i et xsup

i traduisent les bornes de variation inférieure et supérieure, respectivement, des

variables xi. La solution du problème d’optimisation est alors donnée par un ensemble x∗

pour lequel la fonction objectif présente une valeur minimale, en respectant les contraintes

d’inégalité. Dans l’application aux tôles courbes raidies que l’on souhaite faire ici, les

fonctions objectif et les contraintes dont définis comme suit.

5.7.1.1 Fonction objectif

La fonction objectif pour les tôles courbes raidies est définie comme le coût de fabri-

cation de la pièce, noté K, qui se compose d’une part du coût des matériaux Km (prix de

l’acier) et d’autre part du coût de fabrication Kf (prix de mise en œuvre des raidisseurs).

D’après l’étude de Jarmai [75], la fonction de coût peut s’écrire comme une fonction des

dimensions de la tôle par la relation suivante :

K = Km + Kf = kmρV + k f ∑ Ti (5.37)

où ρ est la densité du matériau ; V est le volume total de la tôle ; km et k f sont les coefficients

des coûts du matériau et de la fabrication. Ti désigne le temps de fabrication. Ici, on ne

retient que trois facteurs principaux pour Ti :

– T1 : le temps de préparation, de montage et d’assemblage des pièces :

T1 = Θd
√

κρV (5.38)

avec Θd facteur caractérisant la difficulté de soudage et κ le nombre de strutures

élémentaires à assembler.

– T2 : le temps de soudage et T3 le temps supplémentaire prévu pour le changement

des électrodes. On peut considérer T3 ≈ 0, 3T2, ce qui donne :

T2 + T3 = 1, 3 ∑ C2ian
wiLwi (5.39)

où Lwi est la longueur de soudure, awi = max(0, 4ts, 4 mm) est la dimension du

cordon de soudure. La valeur de C2ian
wi est estimée en fonction de la technique de

soudure (Jarmai [75]). Par exemple, pour le soudage à l’arc submergé (SAW), la

valeur de C2ian
wi est égale à 0, 2349a2

wi.

5.7.1.2 Fonction contrainte

La fonction de contrainte g(x) est déterminée par la condition de stabilité de la tôle :

g(x) =
Napp
Nult
γM1

− 1 ≤ 0 (5.40)

où Napp est la charge appliquée (valeur connue de projet NELU), γM1 est le coefficient de

sécurité et Nult est la résistance ultime de la structure. Cette dernière grandeur est peu ou

mal connue et sera évaluée ici à l’aide de la méthode des plans d’expériences.
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Une contrainte supplémentaire est ajoutée pour prévenir le voilement local des raidis-

seurs. Elle se traduit par une limitation de la classe de section des panneaux secondaires

du raidisseur à la classe 3 (voir la classification des sections au chapitre 1).

5.7.2 Résistance ultime des tôles courbes raidies

Peu d’expressions à l’heure actuelle permettent de prédire correctement la charge ul-

time des tôles courbes raidies dans le domaine des ouvrages d’art. La démarche dévelop-

pée au chapitre 3 peut être utilisée mais elle est longue et complexe. Pour cette raison et

aussi pour montrer l’efficacité de la méthode des plans d’expérience, la résistance des tôles

courbes sera estimée à l’aide de la méthodologie développée dans ce chapitre.

Les paramètres du problème sont ici restreints aux paramètres géométriques de la

tôle : la longueur a, la largeur b, l’épaisseur tp et le rayon R et des raidisseurs qui sont

ici de type des simples plats : de hauteur hs et l’épaisseur ts espacés régulièrement d’une

distance d. Cette restriction du nombre de paramètres provient d’une question pratique et

non théorique, la méthode des plans d’expériences proposée n’est pas limitée de ce point

de vue.

On pourrait, comme dans les deux applications précédentes, chercher à construire des

paramètres adimensionnels à partir des 7 paramètres indépendants. L’étude paramétrique

des plaques raidies a d’ailleurs montré que les raidisseurs en simple plat peuvent être

caractérisés par deux paramètres adimensionnels : γ le rapport de la rigidité et δ le rap-

port des sections. Néanmoins on a observé que pour un même rapport b/t = 50, les

deux configurations : (a) b = 200 cm, t = 4 cm, n = 5, d = 40 cm et (b) b = 100 cm,

t = 2 cm, n = 5, d = 20 cm semblent se comporter différemment. Il y a concurrence entre

le comportement de type plaque et celui de type poteau de sorte que la valeur absolue des

paramètres joue un rôle, pas seulement sa valeur relative. On préfère donc travailler ici

avec les paramètres bruts. L’inconvénient principal lié à l’utilisation de paramètres bruts

est que l’expression développée ne sera pas transposable telle quelle à une autre applica-

tion, à d’autres domaines de variation des paramètres. Les domaines identifiés ici, pour

couvrir les tôles courantes dans les ouvrages d’art sont récapitulés dans le tableau 5.7.

L’expression empirique de la charge ultime est cherchée sous la forme d’un polynôme

d’ordre 2. Le nombre de coefficients inconnus du polynôme est de m = (7+1)(7+2)
2 = 36,

de sorte que n = 3 · m + 1 = 109 points expérimentaux sont générés par la suite de Sobol’.

L’estimation des coefficients de régression est effectuée par la méthode des moindres car-

rées. Tout comme dans les deux précédents exemples, les coefficients ne sont pas tous du

même ordre de grandeur. Cependant, la sélection des paramètres pertinents est effectuée

par un nouveau critère. Lorsque toutes les variables sont centrées et normées (entre -1 à

1), on peut par exemple considérer que la contribution du terme est négligeable si son

rapport, en valeur absolue, à la valeur maximale des coefficients, βk
max

i=1→m
(βi)

, est en dessous

d’une seuil que l’on fixera ici à 5%. Les résultats sont présentés figure 5.13. Les coefficients
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Table 5.7 – Plage de variation des paramètres pour les tôles courbes raidies dans les ponts courants

(dimension en mètre)

Variable Description Domaine de variation

a Longueur 4 ≤ a ≤ 6

b Largueur 4 ≤ b ≤ 6

tp Épaisseur de plaque 0, 01 ≤ tp ≤ 0, 02

1/R Courbure 0 ≤ 1/R ≤ 0, 1

d Espacement des raidisseurs 0, 3 ≤ d ≤ 0, 8

hs Hauteur du raidisseur 0, 1 ≤ hs ≤ 0, 2

ts Épaisseur du raidisseur 0, 01 ≤ ts ≤ 0, 02

y sont classés par ordre d’importance relative. On remarque d’une part que tous les para-

mètres ont une influence sur le résultat et d’autre part que les interactions des paramètres

b et 1/R avec les autres sont significatives.

La charge ultime Nult de la tôle courbe est donc exprimée par la fonction suivante :

Nult = 13, 45 − 3, 43 · b + 541 · tp − 116 · 1
R
− 161 · hs − 1440 · ts

+34 · b
R
− 6, 1 · b · d + 37, 7 · b · hs + 201 · b · ts + 5764 ·

tp

R

−117 · d
R
+ 462 · hs

R
− 77, 8 · d · hs + 5824 · hs · ts (5.41)

Aucune amélioration du modèle approché n’est nécessaire car les coefficients R2 = 0, 986

et Q2 = 0, 978 sont très proches de 1. Cette expression 5.41 sera donc retenue dans la suite

pour le problème d’optimisation en lieu et place des calculs éléments finis complexes et

couteux en temps.

5.7.3 Optimisation des tôles courbes raidies

La plaque à optimiser est supposée de longueur a = 6 m, de largeur b = 4 m, d’un

rayon de courbure R = 20 m. Elle est soumise à une compression uniforme Napp = 10 MN.

On cherche à optimiser les raidisseurs (leur section et leur espacement) ainsi que l’épais-

seur de la tôle pour que la tôle raidie puisse supporter la charge appliquée en prenant

en compte la réduction de la résistance ultime par voilement. Le problème d’optimisation

global se résume donc au tableau 5.8. En réalité, les variables du problème ne sont pas

continues mais discrètes pour des raisons de la mise en œuvre sur chantier : par exemple,

l’espacement du raidisseur est souvent un multiple de 5 (50 cm, 55 cm ou 60 cm). C’est

pourquoi, le pas d’avancement des paramètres est modifié dans l’algorithme d’optimisa-

tion (l’algorithme de l’optimisation est effectué par Matlab).

Concernant la fonction de coût, en l’absence des données précises pour km et k f , on

utilise une présentation adimensionnel de
k f
km

. Un rapport
k f
km

= 0 signifie que seulement le

poids de la structure est considéré ; une grande valeur de
k f
km

indique que le prix de mise en
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Figure 5.13 – Etude de la significative des coefficients de régression β par diagramme de Pareto
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Table 5.8 – Optimisation des tôles courbes raidies

Fonction objective : Minimiser le coût K de la structure (évalué par 5.37)

Variable : tp, d, hs, ts

avec : 0, 01 ≤ tp ≤ 0, 02 : pas δ = 0, 001 m
0, 3 ≤ d ≤ 0, 8 : pas δ = 0, 05 m
0, 1 ≤ hs ≤ 0, 2 : pas δ = 0, 01 m
0, 01 ≤ ts ≤ 0, 02 : pas δ = 0, 001 m

Fonction contrainte :
Napp
Nult
γM1

− 1 ≤ 0 : condition de stabilité globale

hs

ts
≤ 14

√
235
fy

: classe de section inférieure à 3

œuvre est important par rapport au prix de l’acier de la structure seule (au Japon ou aux

USA,
k f
km

= 2 et en Europe
k f
km

varie de 1, 0 à 1, 5). Le résultat du processus d’optimisation

est donné au tableau 5.9 en fonction des coûts relatif
k f
km

.

Table 5.9 – Résultat d’optimisation pour Napp = 12 MN

k f
km

tp d n hs ts K

0,0 0,014 0,55 7 0,16 0,015 3429

0,5 0,015 0,75 5 0,18 0,016 4242

1,0 0,016 0,90 4 0,19 0,017 4969

2,0 0,018 0,90 4 0,17 0,015 6170

La recherche d’une solution optimale est un problème complexe du fait de la forte

influence de chacune des variables et surtout de leurs interactions. Néanmoins, quelques

remarques peuvent être retirées du tableau 5.9 :

– Les raidisseurs sont plus nombreux dans le cas où seul le prix de l’acier est consi-

déré : n = 7 pour le rapport
k f
km

= 0. Ce nombre des raidisseurs est augmenté à

n = 11 si la charge appliquée est moins importante (Napp = 10 MN) comme pré-

senté le taleau 5.10.

– Si
k f
km

est différent de 0, on a tendance d’utiliser les raidisseurs plus rigides pour

réduire le nombre des raidisseurs (avec par conséquence, moins de soudure à faire) :

nombre des raidisseurs réduit à 4 pour
k f
km

= 2.

– On se constate également que l’optimisation est d’augmenter l’épaisseur de la tôle.

En effet, l’augmentation de l’épaisseur de la tôle conduit à l’augmentation de la

contrainte critique de voilement à moindre coût car cette solution n’a pas besoin de

soudures supplémentaires. C’est à cette conclusion qu’étaient arrivés aussi De Ville

De Goyet et al. [47].

Ce dernier est confirmé par le tableau 5.10 où l’intensité du chargement est augmentée

en ne considérant que le prix de l’acier pour la fonction d’objectif (
k f
km

= 0). Les résultats

montrent que l’intensité du chargement est proportionel linéairement à l’épaisseur de la

tôle de fond. Il est noté également que, lorsque le chargement augmente, l’optimisation est
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obtenue en cherchant via augmenter la rigidité des raidisseurs (raidisseur de plus grande

section) et non à l’espacement des raidisseurs (équivalent au nombre des raidisseurs).

Table 5.10 – Résultat d’optimisation pour k f
km

= 0

Napp tp d n hs ts K

10 0,012 0,35 11 0,13 0,012 3069

12 0,014 0,55 7 0,16 0,015 3429

14 0,015 0,55 7 0,18 0,016 3776

16 0,016 0,55 7 0,19 0,017 4079

18 0,017 0,50 8 0,20 0,018 4559

20 0,019 0,55 7 0,20 0,020 4898

On voit ainsi tout l’intérêt de la méthode des plans d’expériences pour les problèmes

d’optimisation. Sa performance est indiscutable tant en terme de rapidité et que de pré-

cision des résultats. Dans cet exemple, le test de toutes les combinaisons possible aurait

nécessité près de 20000 simulations. L’utilisation d’algorithme classiques d’optimisation

aurait nécessité la création d’une interface complexe entre un logiciel de calcul scientifique

(Matlab) et un logiciel de calcul par éléments finis (Ansys) avec génération automatique

de maillage, etc ce qui n’est pas à la portée de n’importe qui. Ici, avec la méthode des

plans d’expériences, on n’a besoin que de 109 simulations numériques (de 30 minutes

environ chacune) pour déduire une expression générale de la résistance ultime d’une tôle

courbe raidie. L’utilisation de cette expression approchée dans un code d’optimisation per-

met alors d’obtenir rapidement la réponse optimale en moins d’une minute. Sa facilité de

mise en œuvre, sa rapidité et sa précision confère à la méthode des plans d’expériences

numériques un énorme potentiel pour les problèmes avancés d’ingénierie civile .

5.8 Conclusion

Les chapitres précédents étaient consacrés au développement de méthodes semi-

analytiques pour la conception des tôles courbes sous compression uniforme. Les for-

mules et expressions proposées y sont en accord avec les standards des recommandations

de l’Eurocode et conduisent à une conception sûre et efficace. Cependant les démarches

proposées restent complexes, en particulier pour les tôles raidies et ne permettent pas d’ef-

fectuer un pré-dimensionnement rapide et encore moins d’optimiser rationnellement les

structures. C’est pourquoi une méthodologie générale pour l’obtention de formules appro-

chées par la méthode des plans d’expérience a été développée dans ce chapitre. L’efficacité

et la pertinence de la méthode présentée a été illustrée à plusieurs titres :

– Elle permet un gain de temps considérable par rapport à la méthode mise en œuvre

au chapitre 3 : une expression de la résistance ultime des tôles courbes sous compres-

sion longitudinale d’une précision comparable à celle du chapitre 3 a été obtenue

avec 14 fois moins de simulations.
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– Elle est d’une très grande facilité de mise en œuvre : une formule générale pour

le dimensionnement des tôles courbes sous compression transversale non-uniforme

ainsi été développée avec moins de 50 simulations (cette expression est applicable

sur l’ensemble du domaine des ouvrages d’art).

– Elle permet en pratique l’optimisation de solutions constructives, en utilisant les mo-

dèles complexes par éléments finis uniquement pour obtenir une solution approchée

et non pas pour l’ensemble du problème d’optimisation et en basant la recherche

de l’optimum sur cette expression approchée. Le nombre de simulations est consi-

dérablement réduit et l’implémentation de la méthode est facile pour peu que l’on

dispose d’un outil de calcul scientifique permettant de résoudre des problèmes d’op-

timisation sous contrainte.

Les principales étapes de la méthodologie présentée sont les suivantes :

(a) Choix des paramètres et de leur domaine de variation (aussi réduit que possible) et

transformation de ces derniers en variables centrées réduites (afin de générer plus

facilement les échantillons).

(b) Choix du modèle : en général, un polynôme d’ordre 2 fournit une bonne approxima-

tion. Si p est le nombre de paramètres du modèle, il y aura m = (p+1)(p+2)
2 paramètres

à identifier.

(c) Choix des points expérimentaux : n = 3 · m + 1 points générés à l’aide d’une suite de

Sobol’ (voir annexe 4) permettront de couvrir uniformément le domaine et d’obtenir

une bonne précision.

(d) Estimation des paramètres du modèle par la méthode des moindres carrés 5.6 qui est

la méthode la plus répandue. Sa précision est très bonne pour le type de problème

rencontré en ingénierie des structures.

(e) Validation du modèle par le calcul des coefficients R2 (expression 5.9) et Q2 (expression

5.10) ;

(f) Calcul des intervalles de confiance des coefficients 5.26 et exclusion des coefficients

non-significatifs pour l’obtention de l’expression approchée finale.

L’application de cette méthodologie à l’exemple traité au chapitre 3 montre un gain

énorme de temps : seulement 38 simulations ont été nécessaires contre 524 observations.

L’utilisation d’un modèle approximatif dont la forme est un polynôme d’ordre 2 peut

donner de bons résultats. De plus, si les échantillons (points expérimentaux) sont intelli-

gemment choisis, la signification physique du problème pourrait être trouvée. Cette ap-

plication avait pour but de montrer la faisabilité et la pertinence de la méthode des plans

d’expériences numériques dans l’étude du comportement des tôles courbes vis-à-vis du

phénomène instabilité. Quelques recommandations ont été données à la fin de cette appli-

cation pour augmenter la précision du modèle approché. Elles servent aussi à consolider

la méthodologie proposée dans ce chapitre. Face à un nouveau problème, la reproduction

de cette méthodologie est simple et rapide. De plus, on a aussi montré la pertinence de la

méthodologie proposée dans le traitement des problèmes d’optimisation.
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Pour conclure, la stratégie proposée dans ce chapitre est capable de prédire correc-

tement la résistance ultime des panneaux courbes. La méthode est facile à implanter et

gagnerait à être utilisée comme une méthode alternative et fiable.
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Les panneaux cylindriques dans le domaine du génie civil sont de plus en plus fré-

quemment utilisés notamment en intrados des ponts à tablier orthotrope (par exemple

dans le pont Charles de Gaulle à Paris, le pont Confluences à Angers ou le pont Renault

sur l’île Séguin à Boulogne-Billancourt, etc.). La vérification de leur stabilité au voilement

est cependant difficile, surtout quand les panneaux sont fortement raidis, en raison de l’ab-

sence de méthode dédiée, en particulier dans les normes européennes. Les publications

académiques relatives aux panneaux courbes ne sont pas nombreuses et aucune solution

analytique n’a été exprimée, du fait de la complexité du problème.

Le recours à la modélisation par éléments finis devient alors nécessaire. La prise en

compte de la complexité géométrique de la structure s’avère cependant coûteuse en temps

de calcul, en particulier lorsqu’une analyse non linéaire est requise. Bien souvent, la qualité

et la précision des résultats vont dépendre de l’expérience de l’utilisateur. La mise au

point d’une méthode simple qui donnerait la résistance ultime de tels panneaux avec une

précision raisonnable semble donc souhaitable pour les applications pratiques, d’où vient

le présent travail.

La démarche générale de ce travail suit la méthode des largeurs effectives de l’Eurocode

3 pour la vérification de la stabilité des charpentes métalliques. Cette méthode permet de

prendre en compte le comportement post-critique de la structure en tenant compte de la

redistribution du chargement après voilement, la capacité ultime des structures obtenues

sera plus réaliste.

En l’absence manifeste de données expérimentales sur les tôles utilisées en génie ci-

vil, de nombreuses simulations numériques ont été menées afin d’étudier l’influence de la

courbure sur les contraintes critiques et ultimes et d’alimenter une base de données sur les

panneaux courbes. Cette dernière a été utilisée pour la mise au point de formules semi-

empiriques. Par raison de simplicité, ce travail est restreint à l’étude du comportement des

panneaux cylindriques (non-raidis et raidis) sous compression uni axiale. Les caractéris-

tiques du comportement de ces tôles qui ont été identifiées comme les plus importants

sont résumées ci-dessous :

1. Panneaux cylindriques non-raidis

L’étude du comportement des tôles courbes non raidies a été effectuée dans un premier

temps. Bien que l’utilisation de tôles non raidies soit peu fréquente dans la pratique,

cette première étude est extrêmement importante pour identifier l’influence de la cour-
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bure sur la contrainte critique de voilement et sur la résistance ultime. En outre, les

résultats de cette étude sont utilisés dans la démarche du dimensionnement des tôles

courbes raidies développée plus tard.

La courbure est caractérisée par un paramètre adimensionnel, noté Z = b2/Rt. Ce

paramètre est une modification de Batdorf dans lequel l’effet du coefficient de Poisson

est négligé.

a. Comportement critique de voilement

Une série d’analyses du voilement élastique linéaire (LBA) a été réalisée afin d’étu-

dier l’instabilité élastique des panneaux courbes en compression uniforme. Il a été

constaté que la courbure modifie qualitativement et quantitativement le comporte-

ment élastique critique des panneaux.

En ce qui concerne la forme du premier mode de voilement, pour de petites valeurs

de Z, elle reste semblable à celle des plaques. Lorsque la valeur de Z augmente, le

mode de voilement évolue : la déformation hors-plan diminue dans la partie centrale

du panneau et se concentre le long des deux bords chargés. Ceci est dû à l’apparition

de moments secondaires de flexion dans les bords chargés. Plus la courbure est

grande, plus cet effet est significatif.

Quant à la valeur de la contrainte critique de voilement, elle augmente quand Z
augmente. Le comportement asymptotique (vers les grandes valeurs de Z) converge

vers une droite dont la pente n’est égale qu’à la moitié de la valeur de la contrainte

critique d’un cylindre de révolution. Parmi les expressions analytiques existantes,

seule l’expression de Stowell est en bon accord avec les résultats numériques. Elle

est donc prise comme référence pour le calcul de la contrainte critique de voilement

d’un panneau cylindrique sous compression axiale.

b. Comportement ultime

La résistance ultime est évaluée à l’aide d’une analyse de la structure imparfaite

incluant des non-linéarités matérielles et géométriques. Une série de 524 simulations

numériques au total a été effectuée pour une large palette de courbures : Z varie entre

0 (plaque plane) et 100, afin de couvrir tout le domaine d’application des panneaux

courbes utilisés dans les ponts métalliques.

Pour les petites valeurs de Z, les panneaux courbes se comportent comme des

plaques planes (EN 1993-1-5) et pour les grandes valeurs de Z, le comportement

des panneaux courbes tend vers celui des cylindres de révolution (EN 1993-1-6).

Plus la valeur de la courbure est grande, plus on s’éloigne de la résistance ultime

de la plaque correspondante (Z = 0). Par conséquent, l’utilisation de l’EN 1993-1-5

au-delà de cette limite pour les grandes courbures Z conduit à une surestimation

significative de la résistance ultime réelle.

Un écart non négligeable entre les résultats numériques et les résultats fournis par la

norme est également constaté pour les grandes valeurs de Z où l’EN 1993-1-6 devient

trop conservatrice. Cet écart est lié principalement au comportement postcritique des
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tôles courbes qui provient du développement de contraintes membranaires circonfé-

rentielles.

Les tôles courbes, comme les plaques planes, possèdent une réserve post-critique et,

pour de forts élancements, leur comportement élastique peut être considéré comme

proportionnel à β

λ
où β est un paramètre qui caractérise l’influence de la courbure,

et plus précisément l’interaction des contraintes membranaires et du moment hors-

plan. La valeur de β diminue lorsque la courbure Z augmente : il est égal à 1 pour

une plaque plane (Z = 0) et tend vers 0, 5 pour de grandes valeurs de la courbure.

Les observations précédentes nous ont conduit à chercher de nouvelles courbes ca-

ractéristiques de voilement ρ, permettant de combler l’écart avec les deux normes EN

1993-1-5 et EN 1993-1-6. Des nouvelles expressions ont été proposées et ont montré

la dépendance du coefficient de réduction en fonction du paramètre de courbure Z.

Les résultats estimés sont en bon accord avec les valeurs numériques.

2. Panneaux cylinriques raidis

Le comportement des tôles courbes raidies est un problème délicat. Outre les difficul-

tés liées à la présence des raidisseurs et à la courbure, la complexité est aggravée par

l’interaction entre ces deux paramètres. De plus, l’utilisation relativement récente de

ces tôles dans le domaine du génie civil entraine un certain manque de littérature à ce

sujet.

Grâce aux études préliminaires par éléments finis, on constate globalement une aug-

mentation des contraintes de voilement et ultimes de ces panneaux par rapport aux

plaques planes raidies de même configuration géométrique. Par conséquence, si le do-

maine d’application de l’EN 1993-1-5 est modifiée par la condition b2

Rt , où b est : la

largeur totale de chargement dans le cas des tôles non-raidies ou l’espacement entre

deux raidisseurs dans le cas des tôles raidies, la plupart des tôles courbes raidies utili-

sées dans les ouvrages d’art peuvent être traités comme des plaques planes raidies.

En revanche, pour optimiser le dimensionnement, l’effet de la courbre doit être pris en

compte. La démarche proposée dans ce travail est naturellement dérivée de la démarche

de vérification des plaques planes raidies selon l’EN 1993-1-5 à laquelle on ajoute l’effet

de la courbure. Pour cela, une évaluation de la démarche de l’Eurocode (chapitre 2)

pour les plaques raidies a d’abord été discutée à l’aide de simulation numérique puis

des recommandations ont été suggérées afin de faciliter l’application de la méthode aux

tôles courbes raidies. Une proposition de méthodologie de dimensionnement de type

Eurocode a été finalement présentée.

3. Utilisation de la méthode des plans d’expérience numérique

Malgré leur bonne précision, les méthodologies développées précédemment selon le

formalise de l’Eurocode semblent difficiles à reproduire face à un nouveau problème

dans la pratique quotidienne des ingénieurs. D’une part, l’expression analytique de la

résistance ultime n’est pas, en général, explicite ou facile à réduire. D’autre part, cette

méthodologie manque de robutesse, car la question demande de savoir combien de

simualtions numériques sont nécessaires pour calibrer une formule semi-empirique ?
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C’est pour cette raison qu’une méthodologie générale pour l’obtention de formules ap-

prochées par la méthode des plans d’expérience a été développée dans ce travail. Cette

démarche, qui s’appuie essentiellement sur des bases statistiques et algébriques, permet

d’obtenir la meilleur précision possible avec un minimum d’essais. Le gain de temps est

remarquable : le nombre de simulation est considérablement réduit, moins de 14 fois,

pour arriver à la même précision de l’expression donnée au chapitre 3 par exemple. En

remplaçant les modèles complexes par des solutions approchées, l’implémentation de

la méthode aux problèmes d’optimisation sous contrainte devient facile.

On en déduit, à travers les exemples d’application que la stratégie proposée est capable

de prédire correctement la résistance ultime des panneaux courbes avec un nombre

de simulations réduit. La méthode est facile à implémenter et mériterait d’être utilisée

comme une méthode alternative et fiable.

Les formules développées dans ce travail montrent globalement un bon accord avec les

résultats numériques. Cependant, il y a un besoin impératif de données expérimentales

car un grand manque dans ce domaine a été constaté. Ces données sont nécessaires pour

quantifier l’influence des imperfections initiales et pour mesurer l’exactitude du modèle

proposé.

Ce mémoire de thèse présenté ici ne traite que d’une petite partie des problème posés

par les tôles courbes. D’autres cas de charge ou configurations mériteraient d’être étudiés.

Par exemple, l’étude de la stabilité : sous un chargement de cisaillement, cas rencontré

fréquemment dans les âmes des ponts mixtes poutre en I ; sous compression bi-axiale

pour les intrados des ponts caissons sur appuis ; ou bien de formes complexes dans les

ouvrages d’art moderne.

Exemples des panneaux courbes aux ouvrages d’art modernes (en Chine)
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A.1 Exemple de calcul de la charge ultime d’une plaque

plane raidie selon l’EN 1993-1-5

Dans cette section, un exemple d’application est présenté de manière à illustrer la

méthode proposée dans l’Eurocode 3. Il s’agit d’une tôle d’intrados d’un pont en caisson

de dimensions définies à la figure A.1. La tôle de fond possède une largeur b de 4800 mm
et une épaisseur t de 12 mm. La longueur de la plaque est égale à l’espacement de deux

diaphragmes successifs a = 6000 mm, donc le coefficient d’aspect α = a
b = 1, 25. Les

raidisseurs utilisés sont des plats simples de hauteur 150 mm et d’épaisseur de 16 mm. Ils

sont disposés régulièrement sur la largeur de l’intrados avec espacement de 600 mm. Le

matériau est un acier de construction de nuance S355, avec les caractéristiques suivantes :

module d’Yount E = 210 GPa et coefficient de Poisson ν = 0, 3. La plaque est supposée en

la compression longitudinale et uniforme. La démarche de vérification selon l’EN 1993-1-5

se traduit comme suit.

300 3 x 600 = 1800

tp
 =

 1
2

ts = 16

h
s
 =

 1
5
0

b = 4800

300

Figure A.1 – Dimension de la plaque raidie étudiée

A.1.1 Aire efficace résultant du voilement local

Conformément aux indications données en section 4 du chapitre 1, on commence par

déterminer la section efficace due au voilement local des panneaux secondaires et des

raidisseurs.

a. Identification des sous-panneaux

Les sous-panneaux constituant les intrados sont les suivants (figure A.2) :

– 7 sous-panneaux (1) entre raidisseurs : type 1 ;

– 2 sous-panneaux (2) entre le raidisseur et le bord libre de la plaque : type 2 ;

– 8 panneaux de raidisseur (3) en plat simple : type 3.

b. Classe de sous-panneau

La classification des sections a été présentée au tableau A.11 suivant la définition de
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Figure A.2 – Composition des sous-panneaux de l’intrados

l’Eurocode EN 1993-1-1 (tableau 5.2). On constate que les sous-panneaux entre les deux

raidisseurs est de classe 4 (susceptibles de voilement). Il est donc nécessaire de calculer

leur section efficace réduite vis-à-vis du voilement local.

Table A.11 – Classe des sous-panneaux

Sous-panneaux n◦ 1 n◦ 2 n◦ 3

(Paroi interne) (Paroi interne) (Paroi en console)

Épaisseur t (mm) 12 12 16

Longueur c (mm) 600-16 = 584 300-16/2 = 292 150

c/t 48,67 24,33 9,38

ε =
√

235
fy

0,814 0,814 0,814

Comparaison c/t > 42 · ε c/t < 33 · ε 10 · ε < c/t < 14 · ε

Classe 4 1 3

c. Traitement des sous-panneaux de classe 4

Les sous-panneaux sont entièrement comprimés (χ = 1), avec b = 584 mm, t = 12 mm.

La largeur efficace est donc déterminée ainsi :

→ Coefficient de voilement : k = 4 (compression uniforme)

→ Elancement réduit : λp =
b
t

1

28, 4ε
√

k
= 1, 05

→ Coefficient de réduction : ρ =
1

λp
− 0, 22

λp
2 = 0, 75

⇒ La largeur efficace : be1 = be2 = 0, 75 · 584
2 = 220 mm (c.f figure A.3).

d. Section efficace vis-à-vis du voilement local

La section efficace de l’intrados vis-à-vis du voilement local est représentée à la figure

A.3. Les sous-panneaux sont choisis volontierement de classe 4 à des fins pédagogique.

Pour un dimensionnement correct, on aurait cherché à rendre pleinement efficaces tous

les sous-panneaux du fond de caisson (en augmentant leur épaisseur par exemple).

L’aire brute de la plaque est obtenue en retranchant les deux demi-aires brutes des sous-

panneaux aux extrémités de la paroi de l’aire brute totale (tôle de fond + raidisseurs) :

Ac = A − A1/2 tôle au bord
= (4800 · 12 + 8 · 150 · 16)− 2 · 150 · 12 = 7, 32.104 mm2 (A.1)

Comme seule la section des tôles de type n◦ 1 est réduite du fait du voilement local,
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220 144 220

300 600 600 600 300

Figure A.3 – Aire efficace résultant du voilement local

l’aire efficace Ac,e f f ,loc est évaluée par :

Ac,e f f ,loc = 73200 − 7 · 12 · 144 = 6, 11.104 mm2 (A.2)

A.1.2 Réduction due au voilement global

A.1.2.1 Comportement de type COLONNE

Lorsque les raidisseurs sont identiques (dimensions et espacement) et que le charge-

ment est une compression uniforme, il est possible d’étudier une section représentative

(figure A.4). Cette section se compose du raidisseur seul et d’une largeur collaborante de

la plaque de fond égale à l’espacement entre deux raidisseurs. Ses caractéristiques sont les

suivantes :

• Raidisseur seul

Position du centre de gravité / fibre moyenne de la plaque : ZG12 = 81 mm.

• Section brute du poteau

Position du centre de gravité / fibre moyenne de la plaque : ZG = 20, 3 mm.

Aire : Asl,1 = 0, 96.104 mm2 et moment d’inertie Isl,1 = 1, 64.107 mm4.

• Section efficace du poteau

Aire : Asl,1,e f f = 0, 78.104 mm2.

G2

G1

Z
G

1
2

600 220 220

Raidisseur seul Poteau

section brute

Poteau

section efficace

Z
G

Figure A.4 – Section d’une colonne isolée

La longueur de flambement du poteau à considérer est la distance entre les dia-

phragmes bordant la section a = 4800 mm. La contrainte critique de flambement est égale
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à :

σcr,c =
π2EIsl,1

Asl,1a2 =
π2 · 210000 · 1, 64.107

0, 96.104 · 62.106 = 98 MPa. (A.3)

L’élancement réduit est calculé comme suit :

λc =

√
βAc

fy

σcr,c
= 1, 72 avec βAc =

Asl,1,e f f

Asl,1
=

0, 78.104

0, 96.104 = 0, 82 (A.4)

Le rayon de giration de la section brute du poteau vaut :

i =

√
Isl,1

Asl,1
=

√
1, 64.107

0, 96.104 = 41, 3 mm. (A.5)

A partir des positions des centres de gravités des sections, on calcul les excentrements

suivants :

e1 = 60, 7 mm

e2 = 20, 3 mm (A.6)

D’où :

e = max(e1; e2) = e2 = 60, 7 mm. (A.7)

Les raidisseurs sont de simples plats de section ouverte, on utilise donc la courbe de

flambement c (α = 0, 49) de l’EN 1993-1-1. Le facteur d’imperfection équivalant est donné

par :

αe = α +
0, 09
i/e

= 0, 62. (A.8)

Finalement, le coefficeint de réduction χc se calcul suivant l’EN 1993-1-1 :

ϕ = 0, 5
[
1 + αe

(
λc − 0, 2

)
+ λc

2
]
= 2, 45 (A.9)

χc =
1

ϕ +

√
ϕ2 − λc

2
= 0, 238. (A.10)

A.1.2.2 Comportement de type PLAQUE

Le comportement de type plaque consiste essentiellement à la recherche de la

contrainte critique de voilement associée à la plaque orthotrope équivalente. Lorsque la

plaque raidie étudiée est composée de plus de trois raidisseurs identiques, on peut utiliser

la méthode de l’annexe A de l’EN 1993-1-5. La contrainte critique de voilement est donc

calculée par la relation classique d’une plaque non-raidie, c’est-à-dire sous la forme :

σcr,p = kσ,pσE (A.11)

où kσ,p est le coefficient de voilement conforme à la théorie des plaques orthotropes avec

les raidisseurs "tartinés" sur la plaque. D’après l’annexe A de l’EN 1993-1-5, ce coefficient

est donné par :

kσ,p =


(
1 + α2)2

+ γ − 1
α2 (1 + δ)

si α ≤ 4
√

γ

2
(
1 +

√
γ
)

(1 + δ)
si α ≥ 4

√
γ

(A.12)
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Application numérique :

ψ = 1 : il s’agit d’une compression uniforme.

Isl = 1, 306.104 cm4 : Inertie de l’ensemble de la plaque raidie.

Ip = 75, 96 cm4 : Inertie de flexion de plaque.

⇒ γ = Isl
Ip

= 172.

Asl = 192 cm2 : somme des aires brutes des raidisseurs longitudinaux individuels.

Ap = 576 cm2 : aire brute de la plaque seule.

→ δ = ∑ Asl
Ap

= 0, 33

Comme le coefficient d’aspect α = a
b = 1, 25 est inférieur à 4

√
γ = 3, 6, le coefficient de

voilement de la plaque est calculé par l’expression suivante :

kσ,p =

(
1 + α2)2

+ γ − 1
α2 (1 + δ)

= 85, 2 (A.13)

La contrainte critique d’Euler est donnée par la relation :

σE =
π2E

12(1 − ν2)

(
t
b

)2
= 1, 19 MPa. (A.14)

Par conséquent, la contrainte critique de la plaque raidie est égale à :

σcr,p = kσ,p · σE = 101 MPa. (A.15)

L’élancement réduit est ensuite déduit par :

λp =

√
βAc

fy

σcr,p
= 1, 69 avec βAc =

Ac,e f f ,loc

Ac
=

5, 99.104

7, 32.104 = 0, 82. (A.16)

Cette valeur est supérieure à la valeur limite de voilement plastique (λ0 = 0, 673), donc le

coefficient de réduction est calculé par l’expression ci-dessous :

ρ =
λp − 0, 22

λp
2 = 0, 514. (A.17)

A.1.2.3 Comportement interpolé

Le coefficient de réduction ρc prenant en compte l’effet de voilement global se calcul

par interpolation entre les deux valeurs des deux valeurs des deux types comportements :

ρc = χc + (ρ − χc) (2 − ξc) ξ = 0, 255 (A.18)

avec :

ξ =
σcr,p

σcr,c
− 1 =

101
98

− 1 = 0, 03 (A.19)
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A.1.3 Capacité portante

Le coefficient de réduction ρc prenant en compte l’effet global ne s’applique qu’à l’aire

effective au milieu de la plaque et pas à la partie efficace rattachée aux bords. L’aire efficace

des intrados due aux effets du voilement est donc :

Ac,e f f = ρc Ac,e f f ,loc + ∑ bedge,e f f t (A.20)

= 0, 255 · 5, 99.104 + 2 · 150 · 12 = 1, 89.104 mm2 (A.21)

La réduction par trainage de cisaillement n’est pas prise en considération et supposée

négligeable. La charge ultime de la plaque raidie est donc égale à :

Nult =
fy Ac,e f f

γM1
=

355 · 1, 89 · 10−2

1, 1
= 6, 1 MN. (A.22)

Les valeurs obtenues par le modèle de résistance d’une plaque raidie de l’Eurocode

EN 1993-1-5 sont en bon accord aux résultats numériques. La théorie permet d’évaluer

correctemment les contraintes critiques de flambement (comportement type colonne) et de

voilement (comportement de plaque) par rapport les valeurs numériques (c.f figures A.5 et

A.6). La charge ultime théorique est, quand à elle, inférieure à celle évaluée par éléments

finis (du côté sécurité). Mais comme la configuration de la plaque étudiée se trouve dans

la zone de transition, cet écart est dû aussi à la forme d’interpolation. L’utilisation de la

proposition de Maquoi et De Ville De Goyet [93] permet corriger cet écart en donnant une

valeur très proche au résultat numérique (c.f figure A.7).



A.1. Exemple de calcul de la charge ultime d’une plaque plane raidie selon l’EN 1993-1-5 213

Figure A.5 – Flambement de colonne : σE.F.
cr,c = σthorie

cr,c = 95 MPa

Figure A.6 – Voilement de plaque : σE.F.
cr,p = σthorie

cr,p = 101 MPa

Figure A.7 – Charge de ruine : NE.F.
ult = 7, 93 MN ≃ NMaquoi

ult = 7, 15 MN
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A.2 Théorie non-linéaire de coque de Donnel. Application

aux panneaux cylindriques

A.2.1 Théorie de coque mince de Donnel

La présentation de la théorie de stabilité des coques minces, élaborée par Donell [50],

qui est faite dans cette annexe est fortement inspirée celles qui ont fait par Amabili [11] et

se limite aux éléments qui ont un intérêt direct pour ce travail.

Une coque est considère mince si son épaisseur t est faible vis-à-vis du rayon de cour-

bure R de la surface moyenne (en pratique, t/R < 1/10). Cette caractéristique géomé-

trique permet d’un point de vue mécanique de ramener le problème tridimensionnel de la

détermination des déformations d’un milieu continu à un problème bidimensionnel, dans

lequel la détermination du champ de déplacement U de la surface moyenne suffit à décrire

correctement le comportement de la structure. La réduction d’une coque à deux dimen-

sions a donné naissance à diverses théories Amabili [11], dont les écarts reposent entre

autres sur les termes du champ déplacement considérés pour le calcul des déformations,

ainsi que sur les termes du tenseur des contraintes pris en compte.

A.2.1.1 Les hypothèses de comportement

Donnell se place dans le cadre de déformations modérées subies par une coque de

rayon R, de longueur L et d’épaisseur t, constituée d’un matériau homogène, isotrope et

élastique ayant un module de Young E et un coefficient de Poisson ν.

Les champs de déplacements sont notés u, v, w, dans les directions longitudinale, trans-

versale et verticale respectivement dans le système de coordonnés {x, y, z} tel que défini

sur la figure A.8.

La théorie des coques de Donnell repose sur les hypothèses suivantes :

H1 La coque est suffisamment mince : l’épaisseur est petite devant le rayon de courbure

et la longueur (t ≪ R, t ≪ a, b).

H2 Les déformations sont petites, les principes de l’élasticité linéaire (i.e le loi de Hook)

s’appliquent.

H3 Les lignes droites normales à la surface moyenne non déformée restent droites et

normales à la surface moyenne déformée, leur longueur est inchangée.

H4 Les contraintes normales agissant perpendiculairement à la surface normale peuvent

être négligées comparativement aux contraintes agissant dans le plan de la surface

moyenne :

σZZ ≪ σXX et σZZ ≪ σYY
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H5 Les déplacements du u et v sont négligéables, le déplacement w est du même ordre de

grandeur que l’épaisseur t de la coque :

u ≪ t, v ≪ t et |w| = O(t)

H6 Les dérivées de w sont petites, mais leur carrés et leurs produits sont du même ordre

que les déformations considérées :{∣∣∣∣∂w
∂x

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∂w

∂y

∣∣∣∣}≪ 1 et

{(
∂w
∂x

)2
,
(

∂w
∂y

)2
,
∣∣∣∣∂w

∂x
.
∂w
∂y

∣∣∣∣
}

= O (ε)

H7 Les changements de courbure sont petits et l’influence de u et v est négligéable, de

sorte qu’ils peuvent être représentés par des fonctions linéaires de w seulement.

Les hypothèses H3 et H4 constituent les hypothèses classiques dites de Love-Kirchhoff.

Les hypothèses H5 à H7 traduisent le fait que les déformations sont essentiellement liées

au déplacement radial w.

A.2.1.2 Equations d’équilibre

Figure A.8 – Résultant d’effort d’un élément coque

L’hypothèse de Kirchhoff-Love implique que les déformations dues aux moments de

flexion de chacun des points mesurés depuis la membrane sont calculées par les expres-

sions :

εxx = −zKxx

εyy = −zKyy (A.23)

εxy = −zKxy

dans lesquels Kxx, Kxy, Kyy représentent les courbures. De façon identique à la plaque, la

relation moment-courbure est obtenue par :

Mxx = D
(
Kxx + νKyy

)
Myy = D

(
Kyy + νKxx

)
(A.24)

Mxy = D (1 − ν)Kxy
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où Mxx, Myy, Mxy sont les moments de flexion et D = Et3

12(1−ν2)
est la rigidité de flexion. En

utilisant l’hypothèse des petites déformations (H2), l’expression de la courbure est calculée

par :

Kxx =
∂2w
∂x2

Kyy =
∂2w
∂y2 +

[ w
R2

]
(A.25)

Kxy =
∂2w
∂x∂y

+

[
1
2

w
R∂x

]
Les expressions entre crochets représentent une petite correction par rapport à la théo-

rie de plaque et sont souvent négligeables sauf dans le cas où le rayon de courbure est

suffisamment petit.

La loi de Hook s’écrit ensuite de la façon suivante :

Nxx =
Et

1 − ν2 (εxx + νεyy)

Nyy =
Et

1 − ν2

(
εyy + νεxx

)
(A.26)

Nxy =
Et

1 + ν
εxy

où les déformations de la membrane sont calculées comme dans le cas d’une plaque :

εxx =
∂u
∂x

+

[
1
2

(
∂w
∂x

)2
]

εyy =
∂v
∂y

+
w
R

[
1
2

(
∂w
∂y

)2
]

(A.27)

2εxy =
∂u
∂y

+
∂v
∂x

[
∂w
∂x

∂w
∂y

]
.

Les termes entre crochets sont la source des non linéarités et sont pris en compte dans

l’expression de l’énergie potentielle pour avoir une meilleure précision.

Les équations d’équilibre local s’écrivent :

∂Mxx

∂x
+

∂Mxy

∂y
= Qx

∂Mxy

∂x
+

∂Myy

∂y
= Qy

∂Qx

∂x
+

∂Qy

∂y
+ pN = 0 (A.28)

∂Nxx

∂x
+

∂Nxy

∂y
= 0

∂Nxy

∂x
+

∂Nyy

∂y
= 0

(A.29)
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où M(•) est le moment, Q(•) est la forece transversale, N(•) est la compression membranaire

et pN est la pression normale due aux chargements membranaires d’un élément coque. Ces

équations d’équilibre peuvent être ramenées à une seule relation :

pN = −
Nyy

R
+

(
Nxx

∂2w
∂x2 + 2Nxy

∂2w
∂x∂y

+ Nyy
∂2w
∂xy

)
(A.30)

Les équations A.24 à A.30 représente les équations principales du problème. La solution

est obtenue à l’aide de la fonction d’Airy, noté F, qui doit vérifier les conditions :

Nxx =
∂2F
∂y2

Nyy =
∂2F
∂x2 (A.31)

Nxx = − ∂2F
∂y∂x

La condition de compatibilité pour les déformations membraines est :

∂2εxx

∂y2 +
∂2εyy

∂x2 −
∂2εxy

∂x∂y
=

∂2w
∂x∂y

− ∂2w
∂x2

∂2w
∂y2 +

1
R

∂2w
∂x2 (A.32)

En remplaçant les équations A.26 et A.31 dans l’équation A.32, on obtient la première

équation différentielle du problème :

1
Et

∇4F =
∂2w
∂x∂y

− ∂2w
∂x2

∂2w
∂y2 +

1
R

∂2w
∂x2 (A.33)

La deuxième équation différentielle est obtenue en introduissant l’équation A.25 dans

A.24, puis dans l’équation A.30 :

D∇4w =
∂2F
∂y2

∂2w
∂x2 − 2

∂2F
∂x∂y

∂2w
∂x∂y

+
∂2F
∂x2

∂2w
∂y2 − 1

R
∂2F
∂x2 (A.34)

Les deux équations A.33 et A.34 sont désignées comme les équations de Donnel. Dans le

cas extrême où le rayon de courbure tend vers l’infini R → ∞, ces deux équations de-

viennent les équations de Von Karman-Flöppl pour le voilement non-linéaire des plaques

planes.

A.2.2 Expression linéarisée

Selon Donnell, l’étude de la stabilité d’une coque cylindrique mince peut être effec-

tuée à partir des équations d’équilibre en appliquant le critère de l’équilibre adjacent. On

suppose alors que les variables w et F introduites dans le paragraphe précédent peuvent

s’écrire : F = F + F◦ et w = w + w◦ où F◦, w◦ représentent l’état initial dans l’équation

A.34. En injectant ces expressions dans les équations d’équilibre et en soustrayant à la

même équation écrite pour F◦, w◦ , Donnell a obtenu une nouvelle relation :

1
Et

∇4F = 2
∂2w◦

∂x∂y
∂2w
∂x∂y

− ∂2w◦

∂x2
∂2w
∂y2 − ∂2w◦

∂y2
∂2w
∂x2 +

1
R

∂2w
∂x2 (A.35)
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En négligeant les termes d’ordre supérieur et en supposant que le cylindre est parfait à

l’état initial ( ∂w◦

∂x2 = ∂w◦
∂x∂y = ∂w◦

∂y2 ≃ 0), l’équation A.35 s’écrit :

1
Et

∇4F =
1
R

∂2w
∂x2 (A.36)

En appliquant l’opérateur Laplacien ∇4 à l’équation A.34 et remplaçant l’expression de F
dans l’équation A.35, on obtient l’équation linéarisée de Donnell pour élément de coque

cylindrique :

D∇8w +
Et
R2

∂4w
∂x4 − t∇4

(
σx

∂2w
∂x2 + 2σxy

∂2w
∂x∂y

+ σy
∂2w
∂y2

)
+∇4 p = 0 (A.37)

L’équation A.37, appelée équation linéarisée de Donnell, n’est valable que dans le cas d’un

cylindre parfait. Elle sert à calculer la contrainte critique. Il faut noter qu’une telle situation

n’est jamais rencontrée en réalité à cause de l’existance de défauts initiaux.

A.2.3 Application aux panneaux cylindriques - Expressions de Batdorf

Pour un cylindre sous la compression axiale (Ny = Nxy = 0 et p = 0), l’équation A.37

se traduit simplement par :

D∇8w +
Et
R2

∂4w
∂x4 − t∇4

(
σx

∂2w
∂x2

)
= 0 (A.38)

La solution de cette équation différentielle est recherchée sous une forme où elle vérifie les

conditions d’appuis simples sur le bord :

w = w0 sin
mπx

b
sin

ny
R

. (A.39)

Dans cette équation, m est le nombre de demi-ondes dans la direction longitudinale du

chargement et n est le nombre entier d’ondes dans la direction circonférentielle. En in-

troduisant A.40 dans l’équation de Donnell, la contrainte critique de voilement peut être

déduite :

σcr =
π2E

12 (1 − ν2)

(
t
b

)2 (m2 + n2)
m2 +

12Z2
b m2

π4
(
m2 + n2)2 (A.40)

où n = πRn
b , k est le nombre de demi-ondes dans le sens circonférentiel, b est la largeur de

la tôle et Zb = b2

Rt

√
1 − ν2 est le paramètre de Batdorf caractérisant la courbure. La valeur

critique de voilement est identifiée comme la valeur qui minimise l’équation A.40 :(
m2 + n2)2

m2 =
2
√

3
π2 Zb. (A.41)

De la sorte, la contrainte critique de voilement est donnée par :

σcr =
π2E

12 (1 − ν2)

(
t
b

)2
(

4 +
3Z2

b
π4

)
(A.42)
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La dernière parenthèse de l’équation A.42 est le coefficient de voilement d’une tôle courbe

cylindrique sous une compression axiale :

kc = 4 +
3Z2

b
π4 (A.43)

Si le rayon de courbure tend vers l’infini (R → ∞), cette expression converge vers la valeur

de voilement d’une plaque plane : kc = 4.

Il faut noter que l’expression A.44 n’est valable que si Zb ≤ 2π2
√

3
. Pour couvrir tout l’in-

tervale de variation de Zb, une version modifiée approximative du coefficient de voilement

est proposé sous la forme :

kc = 4

√
1 +

3Z2
b

π4 (A.44)

ou sous la forme d’abaques (nommée souvent abaques de Batdorf) présentée à la figure

A.9.

Figure A.9 – Abaque de Batdorf - Coefficient de voilement d’une tôle cylindrique sous la compression axiale
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A.3 Voilement des cylindres raidis soumis à une compression

axiale

L’état-de-l’art du dimensionnement d’un cylindre raidi soumis à une compression

axiale est présenté dans cette section. Il s’agit d’une coque cylindrique (figure A.10)

d’épaisseur constante t, raidie par des raidisseurs longitudinaux régulièrement espacés

d’une distance b. Les raidisseurs ont une section constante As identique sur toute la lon-

gueur du cylindre.

es

L

R

R
As,Is

b

t

Figure A.10 – Coque cylindrique raidie longitudinalement

Ce problème est résolu à l’aide de la théorie des coques orthotropes de la sorte que le

domaine de validité est limité par les conditions suivantes :

As

bt
≤ 2

Is

bt3 ≤ 15 (A.45)

Its

bt3 ≤ 2, 4

(A.46)

En dehors de ces limites, les cylindres sont considérés comme fortement raidis, et en consé-

quence, peuvent être traités comme des colonnes en flambement.

L’ensemble des prochaines notions est essentiellement retiré du guide de conception

donné par le groupe de travail ECCS TWG 8.4 sur le voilement des coques car ce cas

de figure n’a pas encore été intégré dans la norme actuelle de l’Eurocode (EN 1993-1-6

dernière version en Juillet 2007).
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A.3.1 Contrainte critique de voilement

La première solution, donnée par Taylor [145], est obtenue en utilisant l’équation diffé-

rentielle de Donnell (A.37). L’effet des raidisseurs est intuitivement représenté par le nou-

veau terme
EIe f f

s
∂4x
∂x4 , où EIe f f est la ridigité du raidisseur. L’expression de la contrainte

critique est obtenue sous la forme :

kx =
1

1 + A
st

(
γ +

4
√

3
π2 Z

)
(A.47)

où γ =
12(1 − ν2)Is

st3 représente la contribution des raidisseurs, tandis que 4
√

3
π2 Zs repré-

sente l’effet de la courbure sur le cylindre seul.

L’avantage de cette solution est sa simplicité. Cependant, la position du raidisseur (sur

la surface concave ou convexe de la coque) n’est pas prise en compte. Or, d’après Van der

Neut [151], l’influence du raidisseur n’est pas exactement la même selon sa position du

raidisseur, les écart peuvent atteindre jusqu’à 50%. Pour cette raison, Block et al. [28] ont

étudié l’effet de l’excentricité dans ce qui deviendra par la suite la théorie de référence des

travaux ultérieurs, en particulier de l’expression de Miller [101] retenue dans le guide de

ECCS :

σx = min

[
A33 +

A12 A23 − A13 A22

A11 A22 − A2
12

A13 +
A12 A13 − A11 A23

A11 A22 − A2
12

A23

]
1

(nπ�L )2
1
tm

(A.48)

où :

tm = t +
As

b
est l’épaisseur équivalente ; (A.49)

be f f = 1, 9t
√

E fy; (A.50)

A11 = Kx

(nπ

L

)2
+ Kxθ

(m
r

)2

A22 = Kθ

(m
r

)2
+ Kθx

(nπ

L

)2

A12 = (Kν + Kxθ)
nπ

L
m
r

(A.51)

A13 =
Kν

r
nπ

L
+ Ks

(nπ

L

)3

A23 =
Kθ

r
m
r

A33 = Dx

(nπ

L

)4
+ Dxθ

(nπ

L

)2 (m
r

)2
+ Dθ

(m
r

)4
+

Kθ

r2
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et les rigidités sont :

Kx =
Et

1 − ν2

be f f

b
+

EAs

b

Kν =
νEt

1 − ν2

Kθ =
Et

1 − ν2

Kxθ = Kθx = 0, 5Gt
( be f f

b
+ 1
)

(A.52)

Ks =
EAses

b

Dx =

[
Et3be f f

12(1 − ν2)
+ EIs + EAse2

s

]
1
b

Dxθ =

[
νEt3b

6(1 − ν2)
+ Gt3 b + be f f

6
+ GIts

]
1
b

Dθ =
Et3

12(1 − ν2

m et n sont des nombres de démi-onde (nombre entier) dans le sens circonférentiel et

longitudinal respectivement. L’expression A.48 n’est valable que si la valeur minimale

obtenue de m, noté mcr, satisfait les conditions suivantes :mcr ≥ 4

mcr ≤ ns
3,5

(A.53)

La première condition, mcr ≥ 4 , est donnée pour que la théorie de Donell soit en accord

par comparaison avec les résultats d’essais. La deuxième condition signifie que l’espace-

ment des raidisseurs est petit par rapport à la longueur d’onde de voilement théorique

pour que l’hypothèse de "tartinage" soit applicable. Si la valeur de mcr ne remplit pas les

deux conditions, la contrainte critique peut être évaluée par l’expression suivante :

σx =
π2EIse

L2btm
+ ψαxσx,cr (A.54)

où :

ψ =


1 pour les raidisseurs externes

1

1 + As
bt

pour les raidisseurs internes
(A.55)

αx =
0, 62

1 + 1, 91
(

∆wk
tm

)1,44 (A.56)

avec :
∆wk
tm

=
1

25
√

rtm (A.57)

et

σx,cr = 0, 605
Et
r

(A.58)

Cette équation est une approximation qui peut être atribuée au travail de Walker et Srid-

haran [154]. Elle a été reformulée par Samuelson et al. [127] pour la mettre en conformité
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avec l’EN 1993-1-6. Dans cette expression, la contrainte critique de voilement d’un cylindre

raidi est obtenue en sommant les deux valeurs critiques : (1) de flambement des raidis-

seurs seuls (y compris une largeur efficace de la tôle) et (2) de voilement d’un cylindre

non-raidi seule. La valeur obtenue de la contrainte critique est en général très sévère, à

cause de ce que l’effet du support élastique radial des raidisseurs longitudinaux, assuré

par l’effet membrannaire de la coque, n’est pas pris en compte.

A.3.2 Courbe de réduction

Une fois que la contrainte critique de voilement est obtenue, le coefficient de réduction

χ par voilement global est évalué par les expression suivantes :

χ = 1 lorsque λ ≤ λ0 (A.59)

χ = 1 − β

(
λ − λ0

λp − λ0

)n
lorsque λ0 ≤ λ ≤ λp (A.60)

χ =
α

λ2 lorsque λp ≤ λ (A.61)

où la valeur des paramètres dépend du rapport As
bt :

– Pour un cylindre fortement raidi, As
bt > 0, 2 :

α = 0, 65

λ0 = 0, 40

β = 0, 60

η = 1, 0

– Pour un cylindre légèrement raidi, As
bt < 0, 06, ce sont les paramètres du cylindre

non-raidi sui sont utilisés :

α = αx de l’expression A.56

λ0 = 0, 20

β = 0, 60

η = 1, 0

– Pour un cylindre moyennement raidi, les paramètres sont obtenus par interpolation

linéaire entre les deux séries précédants, en utilisant le rapport de la section As
bt

comme paramètre d’interpolation.
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A.4 Plan d’expérience numérique : Suite à faible discrépance

A.4.1 Naissance des suites à faible discrépance

Les plans d’expérience numérique diffèrent des plans physiques développés en labo-

ratoire par leur caractère déterministe. Les répétitions d’expérience sont inutiles puisque

celles-ci donnent la même réponse. Il est de plus inutile de répartir au hasard les expé-

riences car les conditions expérimentales n’influent pas sur la réponse. L’objectif attendu

pour le choix des points est donc principalement le remplissage uniforme de l’espace étu-

dié et la non-redondance des points projetés sur les sous-espaces. Plusieurs plans sont

développés pour parvenir à cet objectif, notamment les plans Hypercubes Latins qui sont

initialement très utilisés pour leur simplicité d’usage et de construction.

L’échantillonnage par hypercube latin, connu également sous le nom d’échantillonnage

stratifié, consiste à découper l’espace des variables d’entrée [0, 1] en n segments de même

longueur. En faisant le produit cartésien de ces intervalles, on obtient un maillage de de

nd cellules de même taille où d est le nombre de variable d’entrée. Ensuite, on choisit n
cellules parmi les nd possibles de telle manière que les cellules soient représentées une fois

chacune. Enfin, on tire un point au hasard dans chaque cellule présélectionnée. La figure

A.11 illustre un échantillonnage par hypercube latin en dimension 2. Par cette construction,

les n valeurs obtenues pour la variable X1 sont couplées aux n valeurs de la variable X2

de manière aléatoire et équiprobable pour chaque combinaison.

X 1

X 2

Figure A.11 – Echantillonnage par hypercube latin

Les points d’un hypercube latin ont la propriété intéressante d’être uniformément dis-

tribués sur les axes des variables. Cependant, cette propriété n’assure pas l’uniformité des

points sur tout le domaine d’étude. C’est le cas par exemple de l’hypercube latin de la

figure A.12 où les points sont placés sur l’une des diagonaux du domaine expérimental.

Si la réponse réelle est une fonction de (X2 − X1), alors l’information donnée par ce plan

d’expériences se réduit à un point au lieu de cinq.

Comme on l’a évoqué au chapitre 5 pour la méthode de plannification numérique, le

caractère aléatoire des points est moins important que leur distribution uniforme. D’où
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l’idée de remplacer les points aléatoires par des points issus de suites déterministes ayant

une distribution plus uniforme. C’est ce qui a donné naissance aux méthodes des quasi-

Monte Carlo.

X 1

X 2

X 2 - X 1

Figure A.12 – Risque éventuel d’un échantillonnage par hypercube latin

A.4.2 La méthode de quasi-Monte Carlo : des suites à faible discrépance

Étudier l’uniformité d’une distribution de points est un travail difficile, voire même

impossible en grande de dimension. Il est donc utile de se référer à des critères afin de

pouvoir décider si une distribution est uniforme ou non et de vérifier le bon remplissage

de l’espace. Pour quantifier l’écart à l’uniformité d’une suite finie de points, la méthode

de quasi-Monte Carlo utilise un critère appelé discrépance. Pour cet effet, la méthode quasi-

Monte Carlo est aussi appelée la méthode des suites à faible discrépance.

Par définition, la discrépance est une mesure de l’écart existant entre une situation de

référence (l’uniformité théorique) et une configuration donnée. Elle est définie pour une

suite finie de n points x = (x1, · · · , xn) dans [0, 1] comme suit :

Dn(x) = sup
t∈[0,1[s

∣∣∣∣∣A(t, x)
n

−
s

∏
j=1

tj

∣∣∣∣∣ (A.62)

où A(t, x) est le nombre de points de x qui appartiennent au pavé P = [0, t1[× · · · × [0, ts[.

Il en déduit qu’une suite xn est considèrée comme uniformément distribuée si :

lim
n→∞

Dn(x) = 0 (A.63)

La figure A.13 illustre la définition de la discrépance d’une suite de Sobol’ de n = 64

points. Par exemple, pour le pavé P, il y a 17 points se trouvant à l’intérieur de P, la

discrépance de ce cas est de :

Dn(x) =
17
64

− 0, 5 × 0, 5 = 0, 0156
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Figure A.13 – Echantillonnage par une suite de Sobol’ : n = 64

En faisant varier le pavé Pi, on obtiendra la valeur maximale de la discrépance de cette

suite. Il est démontrable que la discrépance des N premiers termes d’une suite quasi-

aléatoire a la forme suivante :

DN(x1, x2, · · · , xN) ≤ Cs(log N)s + O
(
(log N)s−1

)
, pour N ≥ 2 (A.64)

Le principe des suites à faible discrépance est donc de minimiser le plus possible

le constant Cs. Plusieurs techniques sont développées pour atteindre cet objectif. Des

exemples de suites à faible discrépance sont données par Halton (1960), Hammersley

(1960), Sobol’ (1967), Faure (1982) et Niederreiter (1987). Ces suites sont toutes simples

à mettre en œuvre et garantissent une faible discrépance. Dans la prochaine section, on

présentera la construction des suites de Sobol’ qui ont été adoptées dans ce travail de

thèse.

A.4.3 Construction de la suite de Sobol’

Proposée par un mathématicien russe I.M. Sobol en 1967, la suite de Sobol’ semble

être la plus utilisée parmi les suites de faible discrépance à l’heure actuelle. Pour pouvoir

décrire la génération de cette suite, on a besoin des notions complémentaires suivantes.

A.4.3.1 Notions préliminaires

a. Fonction XOR

La fonction XOR (fonction OU exclusif), fréquemment utilisée en informatique, est un

opérateur logique de l’algèbre de Boole. Son symbole est traditionnellement ⊕. À deux
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opérandes, qui peuvent avoir chacune la valeur VRAI ou FAUX, elle associe un résultat

qui a lui-même la valeur VRAI si seulement si les deux opérandes ont des valeurs

disctinctes.

Exemple :

5 ⊕ 3 = 6 (101 ⊕ 11 = 110)

12, 5 ⊕ 4, 25 = 8, 75 (1100, 1 ⊕ 100, 01 = 1000, 11)

b. Polynôme primitif

Dans la construction des suites de Sobol’, il convient d’utiliser des polynômes primitifs.

On rappelle à cet effet la définition d’un polynôme primitif : "un polynôme est dit primitif
s’il est irréductible et si le plus petit entier n pour lequel il divise xn + 1 est égal à n = 2s − 1".

Exemple :

Considérons le polynôme f (x) = 1 + x + x2. Ce polynôme est irréductible sur le corps

Z2 (Z2 signifie que les coefficients du polynôme ne peuvent prendre que les valeurs

0 ou 1). Il est primitif car il divise complètement x3 + 1 et son ordre n est égal à 3

(n = 22 − 1 = 3).

c. Nombre de direction vk

Le paramètre vk est défini par : vk =
mk

2k où mk est obtenu à l’aide de la fonction

récursive :

mk = 2a1mk−1 ⊕ 22a2mk−2 ⊕ · · · ⊕ 2sj−1asj−1mk−sj+1 ⊕ 2sjmk−sj ⊕ mk−sj (A.65)

où ak est le coefficient du polynôme primitif f (x) mentionné ci-dessus. La valeur de mk

devrait être un nombre entier, impair et inférieur à 2k : 0 < mk < 2k.

Exemple :

Supposons un polynôme primatif de forme f (x) = x3 + x+ 1, donc les deux coefficients

ak sont : a1 = 0 et a2 = 1. On en déduit facilement que : m1 = 1, m2 = 3 et m3 = 7,

ce qui donne v1 = 1/21 = 0, 5, v2 = 3/22 = 0, 75 et v3 = 7/23 = 0, 875. Les autres

valeurs de mk sont obtenues par l’expression A.65 comme suit (après avoir introduit les

coefficients du polynôme f (x)) :

mk = 4mk−2 ⊕ 8mk−3 ⊕ mk−3.

De ce fait,

m4 = 12 ⊕ 8 ⊕ 1 = 101 = 5

⇒ v4 =
5
24 = 0, 3125

d. Gray Code

Le "Gray Code" d’un nombre entier j, noté G(j), est défini comme suit :

G(j) = j ⊕ int
[

j
2

]
. (A.66)
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où int
[

j
2

]
représente le plus grand nombre entier.

Exemple :

G(1) = 1 ⊕ 1 = 1

G(2) = 2 ⊕ 1 = (1 × 21 + 0)⊕ 1 = 10 ⊕ 1 = 11 = 3

G(3) = 3 ⊕ 2 = (1 × 21 + 1)⊕ (1 × 21 + 0) = 11 ⊕ 10 = 10 = 2

G(4) = 4 ⊕ 2 = (1 × 22 + 0 × 21 + 0)⊕ (1 × 21 + 0) = 100 ⊕ 10 = 110 = 6

G(5) = 5 ⊕ 3 = (1 × 22 + 0 × 21 + 1)⊕ (1 × 21 + 1) = 101 ⊕ 11 = 111 = 7

A.4.3.2 Construction d’une suite de Sobol’

Avec ces outils, les suites de Sobol’ sont faciles à générer. Une suite de Sobol’ en di-

mension 1 est définie comme suit :

xn = g1v1 ⊕ g2v2 ⊕ g3v3 · · · · · · (A.67)

où · · · g3g2g1 est la réprésentation binaire de G(n). Par cette définition, on a :

n = 1 : G(1) = 1(1) → g(1) = 1, v1 = 0, 5 ⇒ x1 = 1 × 0, 5 = 0, 5

n = 2 : G(2) = 3(11) →

g(1) = 1, v1 = 0, 5

g(2) = 1, v2 = 0, 75
⇒ x2 = 0, 5 ⊕ 0, 75 = 0, 25

n = 3 : G(3) = 2(10) →

g(1) = 0, v1 = 0, 5

g(2) = 1, v2 = 0, 75
⇒ x3 = 0 ⊕ 0, 75 = 0, 75

n = 4 : G(2) = 6(110) →


g(1) = 0, v1 = 0, 5

g(2) = 1, v2 = 0, 75

g(3) = 1, v3 = 0, 875

⇒ x4 = 0, 75 ⊕ 0, 875 = 0, 125

(A.68)

et ainsi de suite · · ·

Figure A.14 – Echantillonnage par la suite de Sobol’ en dimension 1

L’exemple précédent est illustré à la figure A.14. La construction d’une suite de Sobol’

de dimension 1 est similaire à la suite de Van de Corput. Pour les suites de grande di-
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(a) n = 64
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(b) n = 128
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(c) n = 256
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(d) n = 512

Figure A.15 – Echantillonnage par la suite de Sobol

mension (n ≥ 2), la construction est facilement obtenue par une permutation des suites de

dimension 1. Dans ce cas, la position d’un point xi,j est détérminée par :

xi,j = gi,1v1,j ⊕ gi,2v2,j ⊕ gi,3v3,j · · · · · · (A.69)

avec :

vk,j =
mk,j

2k (A.70)

mk,j = 2a1,jmk−1,j ⊕ 22a2,jmk−2,j ⊕ · · · ⊕ 2sjmk−sj,j ⊕ mk−sj,j (A.71)

Ces suites de Sobol’ ont l’avantage d’être rapides à construire car la nature binaire des

ordinateurs permet de réduire le temps de calcul. Elles ont aussi l’avantage de préserver,

généralement, l’uniformité de la distribution lorsque la dimension augmente.
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Ce projet est effectué dans un cadre d’une thèse CIFRE entre la SNCF et l’IFSTTAR





Résumé
Les tôles courbes sont de plus en plus fréquemment utilisées dans le domaine
des ouvrages d’art à la fois pour raisons esthétiques et pour leurs performances
mécaniques. Leur dimensionnement est cependant difficile du fait de l’absence de
méthode dédiée dans les normes européennes, en particulier en ce qui concerne le
voilement de l’Eurocode 3. Le recours à la modélisation par éléments finis est donc
nécessaire mais bien souvent couteux. La présente étude vise ainsi à développer une
méthode simplifiée pour le dimensionnement des panneaux cylindriques soumis
à une compression uniaxiale. La méthodologie utilisée est basée sur la démarche
générale de l’Eurocode 3 pour tous les types de vérifications de stabilité. L’expres-
sion analytique obtenue est en bon accord avec les standards des recommandations
de l’Eurocode. Cependant, cette démarche peut être difficile à reproduire dans
la pratique quotidienne des ingénieurs face à un nouveau problème tel qu’une
combinaison de chargements par exemple. Une méthode alternative basée sur la
méthode des plans d’expérience numérique a donc été développée. Basée sur des
outils statistiques, l’application de cette méthode permet facilement d’obtenir un
résultat avec une bonne précision tout en nécessitant que peu simulations.

Mots-clé : Panneau cylindrique, Instabilité, Résistance ultime, Pont métallique,
GMNIA, Eurocode 3, Plan d’expérience numérique.

Abstract
The use of curved panels for the construction of steel bridges has become more and
more popular due to structural performance, traffic and aesthetic requirements. Their
design is however made difficult due to a lack of specifications, especially in Euro-
pean Standards. The use of finite element modeling is often necessary. This however
requires very sophisticated and expensive models in terme of calculation times. The
present study aims thus at developing a method for predicting the ultimate strength
of cylindrical curved panels subjected to uniform axial compression. This method
is based on the formal procedure recommended by Eurocode 3 for all types of
stability verifications. The agreement with the numerical results is thus very good.
However, this approach seems complex to reproduce in practice user when confron-
ting a new problem such a combinaison of loading. An alternative method based
on design of computer experiment is thus developed. Based on statistic notions,
this turnkey methodology provides good results with the fewest simulations possible.

Keywords : Cylindrical Panels, Buckling, Ultimate strength, Steel Bridge,
GMNIA, Eurocode 3, Design of computer experiments.


