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Introduction générale

Cette thése a été réalisée dans le cadre d’'unectonr CIFRE (Conventions Industrielles
de Formation par la REcherche) entre le Centrevidagriaux de I'Ecole Nationale Supérieure des
Mines de Paris et le département Analyses Mécasiquécoustique d’'EDF R&D (Recherche et
Développement).

Contexte industriel

Afin de garantir la maitrise de son parc de praductd’électricité, EDF doit en tant
gu'exploitant s’assurer du bon fonctionnement de sestallations et justifier de la mise en
exploitation, de la réparation ou du remplacemantiedirs composants. Si les enjeux de slreté
portent sur I'ensemble du parc, les normes de gécont plus séveres lorsqu’elles concernent les
installations de la filiere nucléaire. La volonté grolonger la durée de fonctionnement des
centrales nucléaires jusqu’a soixante ans vienttdtd plus renforcer la problématique de sdrdté : i
est indispensable de démontrer la tenue mécanieggi@ifférents composants (et notamment ceux
qui ne sont pas remplagables) en prenant en cdmpieillissement des matériaux, en conditions
de fonctionnement et en conditions accidentellagrédla sOreté, la recherche d’'une disponibilité
optimale des équipements constitue également unefgeu, puisqu’il est directement lié a des
considérations d’ordre financier. Dans la plupas dituations, I'ingénierie de I'entreprise a rasou
a des regles codifiées, conservatives, définies dem périmétre bien précis et partagées avec
I’Autorité de Sdreté Nucléaire (ASN). Lorsque I'eort du cadre de la codification, les études de
l'ingénierie s’appuient alors sur la simulation rénque, éventuellement complétée par des essais
lorsque cela est possible.

L’'une des missions d’EDF R&D consiste a anticipetbesoin en développant des modéles
numériques dont les codes de calcul sont le supp@hs le domaine de la mécanique des
structures, la division R&D développe depuis 1986us Assurance Qualité, un logiciel de
simulation numériqueCode_Aster* (Analyse des Structures et Thermo-mécanique pesiEdudes
et des Recherches), mis depuis 2001 a la dispogitiopublic sous licence GPL (GNU General
Public License). Ce code de calcul par éléments fionstitue un outil de capitalisation des
recherches et des méthodologies d’étude proposel R&D, et également un moyen de les
transférer vers l'ingénierie. C'est I'outil de sitation sur lequel nous nous sommes appuyés pour
réaliser ce travail de these.

Cette thése a été lancée dans le cadre d'un pi®jetcherche transverse ayant pour objectif
d’améliorer la fiabilité, la robustesse, et la pemiance des calculs par éléments finis en mécanique
de 'endommagement. En effet, pour de nombreux osiauts, EDF cherche a quantifier I'état de
dégradation sous chargements de fonctionnement etémidentels. Citons par exemple les

! Site web : www.code-aster.org



Introduction générale

enceintes de confinement, les barrages, les stetodkage de déchets radioactifs (a I'étude), les
cuves... Cette thése vise a proposer un cadre métuigioe permettant de simuler la propagation
de fissures, en prenant en compte les mécanisreesiahmagement, et qui pourrait ensuite étre
décliné aux différents domaines d’applications seleurs spécificités (matériaux ductiles ou
fragiles, nature du chargement...). Dans le cadreette étude, les applications numériques ont été
réalisées avec des caractéristigues matériauxsepeatives du béton, et sur des structures dont les
dimensions sont de I'ordre de grandeur de cellesvdages de génie civil. En effet, en I'absence
d'un cadre réglementaire aussi poussé que poistilestures en acier, les besoins de simulations
peuvent étre plus importants pour ce type d’ouvrage

Contexte scientifique

Parmi les approches permettant de modéliser laagein de fissures dans une structure,
la mécanique linéaire de la rupture reste aujouiidéplus utilisée par les ingénieurs. Elle rensont
aux travaux de Griffith [Griffith, 1921] dans ledra des matériaux fragiles, et a connu un réeresso
suite aux travaux d’lrwin [Irwin, 1957]. Cette apphe globale est formulée pour des évolutions
guasi-statiques en termes de taux de restituti@medgie élastiqués : une fissure ne peut se
propager tant qué < G, ou G, désigne la ténacité du matériau encore appelégiérde rupture.

En pratique, la plupart des matériaux exhibent zmee non linéaire en amont de la pointe de
fissure ; lorsque celle-ci est relativement étengdae rapport aux dimensions de la structure
considérée, le recours a des modeles non linédgresécanique de la rupture tels que l'intégrale de
Rice [Rice, 1968] s’avere nécessaire. Dans le easndatériaux ductiles comme les aciers, la
majeure partie de cette zone non linéaire est Earsée par une dissipation plastique, tandis que
dans le cas des matériaux qualifiés de quasi-agibmme le béton, la dissipation plastique y est
négligeable et cette zone reste essentiellementtéaisée par un comportement adoucissant de
type endommageable : on parle alorsfréeture process zone. De plus, la taille de cetfarocess
zone n'est pas négligeable devant les dimensions derleture dans le cas des matériaux quasi-
fragiles.

Parallelement a la mécanique de la rupture, la mgea de 'endommagement, qui
constitue une approche locale et continue, a étéladpée a partir des travaux de Kachanov
[Kachanov, 1958]. Elle consiste a représenter ligian irréversible de la répartition de défauts
microscopiques dans un matériau par celle d'un phayacroscopique moyen, dont le stade ultime
correspond a I'apparition de macro fissure(s).&€afiproche a été ensuite développée dans le cadre
de la thermodynamique des processus irréversibhes ke formalisme des matériaux standard
généralisés [Halphen et Nguyen, 1975], ce cadrenisgant une loi d'évolution de la variable
d’endommagement tout en vérifiant systématiquerteesecond principe de la thermodynamique.
Cependant, dans le cas des matériaux adoucissais, approche n’est devenue véritablement
utilisable (voire physiquement acceptable) en dadeustructure qu’a partir de I'introduction des
méthodes de régularisation (encore appelées limitiilocalisation), visant a pallier le phénoméne
de localisation qui se traduit lors d’analyses @#ts finis par une dépendance sévére des solutions
au maillage. Avec ce type de méthode, le principéatllocal n'est plus vérifié : le comportement
d’un point de la structure n’est plus uniquemeriind@ar I'histoire mécanique locale mais par celle
d'un voisinage non nul défini par une longueur finee On parle alors de modéle
d’endommagement non local.

Enfin, les modéles dits cohésifs (CZM pdTohesive Zone Model) remontant aux travaux
de Dugdale [Dugdale, 1960] et Barenblatt [BarenpE®62] représentent une approche pouvant
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étre qualifiee d'intermédiaire entre les deux pdérges (mécanique de la rupture et
endommagement continu). Le processus de fissurasordécrit en définissant une énergie de
surface dépendant du saut de déplacement entl&vtes de la fissure, et en minimisant I'énergie
totale de la structure par rapport au champ deadépient. La loi d’endommagement surfacique
dérivant de I'énergie de surface régit alors le portement de Igrocess zone qui constitue une
zone de transition entre vraie fissure et matédain, a travers laquelle le déplacement est
discontinu et le vecteur contrainte non nul.

Si ces modeles continus et discontinus visent éirdée processus de fissuration, ils ne
permettent pas d’en modéliser toutes les étapes ldamesure ou chacun d’entre eux renferme
certaines limitations qui lui sont propres. Plusgisément :

* La mécanique de la rupture est fondée sur une igéearcinématique réaliste des
fissures (séparation matérielle) puisqu’elles snatélisées comme des surfaces de
discontinuité du champ de déplacement. Le critéré&sdffith ne permet cependant
gue d’en étudier la propagation, puisqu’en I'absethe forte singularité géométrique
initiale (entaille), il ne permet pas de modélisapparition d’'une fissure dans une
structure saine. De plus, ce critere ne permet qmgrédire seul le trajet de
fissuration puisqu’il est uniquement formulé enrtes d’aire fissurée, et ne prend pas
en compte la direction de propagation.

* Les modéles de zones cohésives sont considérés eeamm amélioration de la
théorie de Griffith dans la mesure ou ils permdttda lever le probléeme de
linitiation de la fissuration dans une structuraing, tout en préservant une
description discontinue. Leur mise en ceuvre dirdates le cadre de la méthode des
éléments finis, et dans le cas de maillages queles) ne semble toutefois
opérationnelle que lorsque le trajet de fissuragisihconnu au préalable.

* Les modéles d’endommagement non locaux sont quank &apables de traiter & la
fois I'initiation et la propagation, mais égalemel& capter le trajet de fissuration :
une fissure est alors vue comme la localisationcdamp d’endommagement.
Cependant, le caractére continu de la formulatiopose de considérer les zones
fissurées comme celles ou la perte de rigiditéaate, la contrainte y est alors nulle
mais elles restent le lieu de déformations impaeemndues a un champ de
déplacement continu. Ce point peut s’avérer proatiue lorsque I'on souhaite
guantifier une ouverture de fissure, ou prendre@npte le contact entre les levres
en cas de refermeture.

Afin de décrire correctement le processus de fagur dans son intégralité, des approches
mixtes continues / discontinues ont été proposans t littérature. Elles consistent & combiner les
deux formulations dans un méme modele éléments fitinitiation ainsi que les mécanismes de
dégradation sont alors décrits par le modele d’emdagement continu, qui permet également de
localiser le lieu ou les discontinuités doiveneétisérées. Dans la plupart des travaux traitant du
sujet, les discontinuités (surfaces libres) sortoduites lorsque I'endommagement est total.
Quelques auteurs ont également recours & des reodélezones cohésives afin d’insérer les
discontinuités lorsque lI'endommagement n’'est qudigba ce qui permet de contourner les
difficultés numériques pouvant étre rencontréesgoe ce dernier atteint sa valeur ultime. Il

11
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convient alors de transférer I'énergie restantsaiger par le modéle continu vers le modéle cohésif
ce qui s’avere étre un point délicat.

Objectifs du travail de thése

L'objectif principal de cette thése réside dansdéveloppement d’'une approche mixte
continue / discontinue pour des mécanismes deneiguesi-fragile, dans le cas d’évolutions quasi-
statiques et en petites déformations. Elle s’inssricomplémentarité de la thése Ecole des Mines
de Paris / ONERA de Feld-Payet [Feld-Payet, 20d&hs laquelle est proposée une méthodologie
permettant d’assurer la transition endommagemectileu- fissuration pour des situations 2D et
3D, en insérant, via des techniques de remailldge fissures libres au niveau des zones totalement
endommagées.

Notre objectif est de traiter en premier lieu lelgéme de la conservation de I'énergie entre
les états endommagés et les états fissurés, quimemous le verrons par la suite, peut étre assurée
en introduisant des discontinuités de nature cobédgians ce cas, le passage du modeéle continu au
modeéle discontinu introduit une notion d'endommagemcritique. Afin de conserver une
indépendance des solutions numeériques par rappamadlage, 'emploi de modeles non locaux
pour décrire la partie volumique de 'endommagensentble indispensable : I'insertion de fissures
cohésives ne doit donc pas étre vue comme un limie localisation, elle ne sert qu'a introduire
une description cinématique discontinue du procedstfissuration.

En revanche, la question de la détermination dettce fissuration (traitée dans le cadre de
la these de Feld-Payet) ne sera pas abordée deadréede notre étude.

Plan du mémoire

Ce mémoire s’articule en trois chapitres. Le prengiepour vocation de présenter les
modéles continus et discontinus de fissuration pttemt de simuler la propagation de fissures dans
un milieu quasi-fragile. Dans le cas de la mécamigontinue de 'endommagement, on rappelle
notamment les techniques de régularisation spafelenettant de traiter le phénoméne de
localisation, afin de dégager celles qui nous paeait les plus appropriées dans le cadre de notre
étude. On présente ensuite les modéles de zonésieed ainsi que les principales méthodes de
discrétisation permettant de les mettre en ceuvne tlacadre de la méthode des éléments finis.
Enfin, ce chapitre se termine par une étude cortiparaisant a évaluer la cohérence entre ces
modeles de fissuration (mécanique linéaire de Ipture, modéle de zones cohésives et
endommagement non local) dans le cas simple d’umelation éléments finis 2D de propagation
de fissure en mode I. Cette étude vise a compardrlés réponses globales (courbes force —
déplacement, courbes de résistance...) obtenueshagoe modele que la description locale de la
fissure (taille de lgrocess zone, ouverture de fissure...) afin d’évaluer dans quellesure une
transition entre ces modeles peut étre envisagée.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la construatiéme de I'approche continue /
discontinue. Aprés une revue bibliographique dagainx portant sur le sujet, nous proposons une
approche semi-analytique construite sur la basa ghebleme unidimensionnel (barre fragile en
traction), permettant de passer d’'une solutionli®éa du champ d’endommagement a 'ouverture
d’'une interface cohésive. Cette étude consiste darmemier temps a déterminer et comparer les
solutions analytiques obtenues pour le modéle momtvec deux formulations non locales distinctes
(régularisation de la déformation par une déloatibs a gradient implicite, et formulation
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énergétique a gradient d’endommagement) afin de rg&enir qu’une seule par la suite. La seconde
étape vise a déterminer a partir du modéle d’endagement régularisé une loi cohésive lui étant
énergétiquement équivalente. On démontre alorsefte derniére constitue une courbe maitresse a
partir de laquelle on peut automatiqguement ideartifétant donné un niveau d’endommagement
« critique », une loi d’'interface permettant dedoder de la solution continue localisée vers un
modéle de zone cohésive en transférant de maniaoteel’énergie restant a dissiper par le modéle
non local. On cl6t ce chapitre en proposant unersion de cette approche aux situations 2D (et
3D) éléments finis dans le cas de la propagatiofisdares rectilignes (et planes) en mode I. Elle
repose sur une méthode de couplage explicite quingied’autoriser I'ouverture graduelle
d’éléments cohésifs a mesure que 'endommagemetéwoppe en pointe de fissure et dépasse
une valeur critique, les lois cohésives mises ars@t alors déterminées dynamiquement au cours
du calcul en s’appuyant sur les résultats unidimoangls afin d’assurer localement I'équivalence
énergétique.

Le dernier chapitre présente des résultats de ations menées avec cette approche. Apres
avoir validé certaines briques élémentaires deismmhementation sur un cas test simple, elle est
d'abord mise en ceuvre sur deux cas bidimensiondelgropagation stable et instable. Ces
simulations permettent d’étudier I'influence dugaetre d’'endommagement critique sur la réponse
globale de la structure ainsi que sur la descriplii@ale de la fissure. Afin d’évaluer la pertinenc
de ces résultats, ils sont comparés avec ceux wbtpour les modeles continus et discontinus
obtenus au premier chapitre. Enfin, une premiérension de cette approche aux situations
tridimensionnelles est testée dans le cas de lalaiion de la propagation d’'un front de fissure
courbe.
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Chapitre 1 — Modéeles continus et discontinus drufetion

Ce chapitre est consacré dans un premier tempsgtadd bibliographique des modéles
d’endommagement continus classiqguement utilisés pmdéliser le comportement de matériaux
guasi-fragiles, ainsi que des méthodes de régatems auxquelles ces modeles doivent
nécessairement étre associés afin de garantifiddilité lorsqu’ils sont mis en ceuvre en calcul de
structures par éléments finis.

Ensuite, les modéles de fissuration discontinugyge modéles de zones cohésives sont
€galement passés en revue.

Enfin, nous terminons ce chapitre par une étudepeoative en mettant en ceuvre ces
modéles dans le cadre de la méthode des élémaigtsafin de simuler le probléme simple de la
propagation d’une fissure rectiligne en mode | dames structure bidimensionnelle.
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Modéles d’endommagement continu

1 Modeles d’endommagement continu

1.1 Mécanique continue de 'endommagement

La mécanique continue de I'endommagement (CDM mmuntinuum damage mecharjics
constitue aujourd’hui un outil de modélisation dquduve son application pour de nombreux
mécanismes de rupture et pour un grand nombre mdlda de comportements matériaux. Le
formalisme exposé dans [Lemaitre et Chaboche, 1985]reposant sur une description
thermodynamique de I'évolution irréversible de demmagement en tant que variable interne
rassemble dans un cadre unifié¢ I'ensemble des uxave@montant a [Kachanov, 1958].
L'endommagement peut étre introduit comme la mesl&rd’ensemble des micro-dégradations
(nombre et taille des fissures, défauts, et vidésascopiques) vu par un volume élémentaire
représentatif (VER) d’un matériau considéré sougsrtaines sollicitations.

L’endommagement peut étre couplé a d'autres méurasisrréversibles suivant le type de
matériau considéré et/ou le type de phénoméned'@uesouhaite modéliser. Dans le cas de la
rupture ductile, qui concerne notamment de nombneétaux a température ambiante, il est associé
a la germination, a la croissance puis a la coafescde micro-cavités et peut étre défini comme la
porosité (rapport entre le volume de la cavité eetvblume total du VER), dont I'évolution
s'accompagne de grandes déformations plastiquedaipgnt étre prises en compte. La nature du
chargement appliqué peut également influer sum@&sanismes d’endommagement, comme c’est le
cas en fatigue : un chargement cyclique peut emrda rupture d'un matériau sous des contraintes
inférieures a la limite d’élasticité observée paarchargement monotone. Cet endommagement de
fatigue est d0 a I'apparition de fissures microsgogs lors des premiers cycles, dont la propagation
(lente) s'opére a chaque cycle de sollicitatiorurRes matériaux qualifiés de quasi-fragiles (parmi
lesquels on peut citer les bétons, roches ou nertaciers irradiés a température ambiante),
I'évolution d’'un endommagement peut étre obseneiesde régime de petites déformations, sous
des chargements monotones, et en absence de débmsnaréversibles notables. Ce type
d’endommagement fragile constitue donc le seul méo#e dissipatif conduisant a la ruine et peut
étre modélisé par une dégradation progressive degrigtés élastiques du matériau qui, en
I'absence d’évolution de 'endommagement, est a#réi comme élastique linéaire.

Notre étude se borne aux mécanismes d’endommagajuasi-fragile. Dans sa version la
plus simplifiée, cette théorie s’appuie sur I'hypege d’isotropie qui suppose que la distribution
spatiale des micro-défauts reste la méme dansstéegedirections. L’endommagement peut alors
étre considéré comme un champ scalaire, que I'tera@ par la suite, défini sur 'ensemble du
domaineQ occupé par le matériau (dans le cas anisotropgriable d’endommagement devient
une grandeur tensorielle). En général, la variabdmdommagement est définie comme variant
contindment dans l'intervalle [0,1a =0 correspondant & I'état sain du matériauaet1l a sa
dégradation totale, ce qui a I'échelle d’'une stitetcorrespond a I'apparition de macro-fissures.
Afin de rattacher cette variable & des grandeussighes mesurables, on utilise souvent une
définition de a basée sur la diminution de la section effectivandVER (voir [Lemaitre et
Chaboche, 1985]), qui conduit a la notion de camtezeffective. SiS désigne I'aire d’une section
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Chapitre 1 — Modéeles continus et discontinus drufetion

du VER et S laire de la fraction de cette section supportaffectivement les contraintes,
'endommagement isotropapeut étre défini par :

(1-1)

On introduit ensuites le tenseur des contraintes effectives (s’applitjsan les surfaces utiles) vu
par le VER endommagé, et le tenseur des contraintes vu par un VER fictifistiué d’'un
matériau sain dont le comportement serait équivaercomportement global du VER dégradé pour
un état d'endommagement donné. Dans ceaagprésente donc le tenseur des contraintes de
Cauchy usuel satisfaisant les équations d’équiliere considérant le méme effot appliqué a
chacun de ces deux VER on a :

F
et on=—

S 1-2)

[=}}

>

"
T

ou n désigne le vecteur normal & une sectfdn(et donc aé) pouvant étre choisie quelconque
d’aprés I'nypothése d’isotropie. Il en découledtation entres eto :

A

S, _ . .
0=26 = c=(1-a)6=(1-a)E ¢ 1-3)

avec E le tenseur de Hooke caractérisant I'élasticiténtatériau sain (non fictif). On en tire
I'expression du tenseur de Hooke effectif du matéendommagé :

E=(1-a)E (1-4)
Ainsi, a mesure que I'endommagement se dévelogpendtériau offre de moins en moins de

résistance, ce qui se traduit par une diminutiodadeontrainte, qui devient nulle pour un point
totalement détérioré. Ce type de comportementiesifi@ d’adoucissant.

1.2 Modeles d’endommagement local élastique fragile
isotrope

1.2.1 Equations constitutives

Ces modéles visent a décrire le comportement &atyiin matériau en s’appuyant d’une part
sur la théorie de I'élasticité linéaire précédemimaécrite, et d’autre part sur I'évolution d’'une
variable scalaire d’endommagement caractérisantdégradation irréversible. Le qualificatif
« local » est ici employé afin de souligner quetecetescription s’effectue a I'échelle du point
matériel, sans que soit pris en compte I'état dtérieu dans un voisinage de ce point. Ces lois de
comportement fragiles doivent donc inclure la débn d’'un domaine d’élasticité au sein duquel
lendommagement ne peut évoluer (associée a une diévolution de la variable
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d’endommagement), ainsi qu'une énergie de ruptareespondant a la quantité d’énergie devant
étre dissipée en un point matériel pour le fairespa de son état initialement sain a I'état
d’endommagement total.

Pour ce type de loi, la relation contrainte - défation est élastique, et la perte de rigidité
due au champ d’endommagemengst paramétrée par une fonctidn X — R dépendant de ce

dernier :

c=A(a)E:¢, O<acx<l (1-5)

L’expression déA la plus fréquemment choisie dans la littératutedé® = 1 —a, comme cela a été
introduit dans (1 - 3) en définissant 'endommaget@n terme de surfaces utiles (1 - 1). Ce choix
peut cependant étre étendu a toute fonction vetiiartaines propriétés, qui se résument a :

i. A estcontinue, dérivable, et convexe Emu’_I] et A([O:I]) =[O,:l
ii. A(0)=1 (état sain) etA(1) = 0 (endommagement total)
iii. A est strictement décroissante {sOr]] (adoucissement)

(1-6)

La définition du domaine élastique passe par odlilme fonction seuilf généralement
définie dans I'espace des déformations pour ce tigpenodéle. Soif une mesure positive du
tenseur des déformations, qualifiée de déformation équivalente, &t une variable interne
irréversible définie comme la valeur maximale &eatteinte au cours de I'histoire du chargement.
La fonction seuif peut étre définie par :

f(&k)=E-k
aveck = mtax(é) 1-7

L'évolution de la variable d’endommagemeat est quant a elle donnée par une relation
biunivoque entrea et «, faisant intervenir des paramétres matériaurnimaune valeur initiale
Kk, définissant le domaine délasticité du matériain)saet permettant de définir la réponse

uniaxiale contrainte — déformation du point matérie
a=a(k) (1-8)

Afin de distinguer les décharges élastiques desgzhandommageantes, le domaine d’élasticité ne
doit croitre que lorsque 'endommagement évolae 0, i.e. K > 0) de sorte a rester sur la surface
de charge lors d’une telle évolution. Ceci se titachathématiquement par les conditions de Kuhn-
Tucker suivantes :

f<0; k=20; fk=0 (1-9)

Parmi les définitions de déformation équivalente pdus fréquemment utilisées dans la
littérature, on peut citer par exemple celle prégodans [Mazars et Pijaudier-Cabot, 1989] portant
sur la partie positive des déformations principaliis d’'introduire une dissymeétrie entre tractidn e
compression caractéristique de matériaux commeéttenh
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£= 3 (a)", ou (5) =4 (s +Ia]) @10

(§)i=1,3 désignant les déformations principales.

1.2.2 Formalisme des matériaux standard généralisés

Le formalisme présenté ci-dessus est utilisé poomsttuire de nombreux modéles
d’endommagement fragile, toutefois, un autre forena¢ dit desmatériaux standard généralisés
basé sur l'approche thermodynamique des processdelisibles, permet de construire (entre
autres) de maniére systématique ces types de msodélg en assurant leur admissibilité
thermodynamique. Ce cadre théorique développé ars aes années 1970 [Halphen et Nguyen,
1975] repose sur la donnée d’'une densité d'éndityie et d’'un potentiel de dissipation dont se
déduit la loi de comportement par dérivation dedarmiers. L'état du matériau y est caractérisé par
la déformatione et une variable interna (dans notre cas la variable scalaire d’'endommageme
a deésignant dans le cas général un jeu de variahblemes éventuellement tensorielles), et la
densité d’énergie libr& est définie comme une fonction de ces variabl@syexe par rapport &
et par rapport & (mais pas nécessairement par rapport au coapke)j

P =d(¢,a) (1-11)

La contraintec et la force thermodynamiqué associée a appelée taux de restitution d’énergie
associé & sont définies par dérivation de ce potentiel :

_o0® L y=_0® (1-12)
c % (s,a), Y 9 (8, a)

L’évolution de I'endommagement est alors gouvenpgeun potentiel de dissipatio# convexe,
fonction du taux dendommagemeast, via une condition d’appartenance a son sousrdiftél
o¥(a) évalué ema :

YOow(a) ; oudw(a)={y/Dd,w(d)=w(g+ y a- 3 (1-13)

La notion de sous-différentiel étend le concept dirivée aux fonctions convexes non-
différentiables, et dans le cas 8!l est différentiable on &¥(a) = {W(&a)}. Dans le cas des lois

a seuil (catégorie de modeles de comportementantles modeéeles d’endommagement fragiles) le
potentiel de dissipatioh¥ est non dérivable, et peut étre entierement dpfiniune fonction seuil
convexef caractérisant (dans I'espace des forces thermaodyoasY) le domaine élastique a
travers la relation :

Y(a)= sup (Y3 (1-14)

Y; f(Y)<0
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Des arguments d’analyse convexe permettent alommatdrer que la relation d’appartenance au
sous-différentiel déV est équivalente, dans le cas foést différentiable, a une loi d’écoulement
ainsi qu’une condition de cohérence portant sue @rniere :

0
voou(a - 127

F(Y)<0; A2 0; A f(Y)=0

(1-15)

Le modéle de comportement est considéré comme tugrmamiquement admissible
lorsque I'inégalité de Clausius-Duhem est satisfaite qui revient a vérifier la positivité de la
dissipation intrinseque volumiqu® :

p=o:s—d>=a£:s—a£:s—a£a=va
def oe oe 0a (1-16)

Celle-ci se déduit de (1 - 13) en prenant=0, et puisque¥ est positif et nul en 0 (la dissipation
est nulle lorsque la variable interne n’évolue pas)a :

2=Yaz¥(9-¥0)=¥(9=0 (1-17)

Notons qu'une relation de comportement ne doit pésessairement s'inscrire dans ce cadre
thermodynamique pour vérifier cette propriété, ‘estcle cas de nombreux modéles dont ceux
s'appuyant sur le formalisme présenté au paragrapdugdent.

1.2.3 Application a une loi d’endommagement fragile

Afin de fixer le cadre de notre étude, le modélendommagement fragile qui sera
considéré par la suite repose sur la définitionasue de la densité d’énergie libeet du potentiel
de dissipatioi, ou®,, désigne la densité d’énergie de déformation éasti

®(z,a) = A@D, (), o ¢el(a)=%a:E:8

W(a)=ka+1_.(a), oul(a) :{Sj':‘ijog ot k>0 (L-18)

La contraintes ainsi que le taux de restitution d’éneryfiassocié a s’écrivent d’apres (1 - 12) :
c=A(@E:e; Y=-A(dP,(e) (1-19)

Notons que le potentiel de dissipation est positieet homogene de degré 1 (loi de comportement
indépendante de la vitesse de chargement) et fii@neditiable (loi a seuil). La fonction sediilui

étant associée a travers la relation (1 - 14)aedatérisant le domaine élastiqgue dans I'espace des
forces thermodynamiques, s’écrit alors simplement :
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f(Y)=Y-k k>0 (1-20)

Cette fonction de charge étant différentiable,dlétion de 'endommagement est alors gouvernée,
conformément a la relation (1 - 15), par la loia@lement ainsi que la condition de cohérence
suivante :

YOow(4) {a:)' (1-21)

F(Y)<0: A20; A f(Y)=0

Ainsi, cette loi de comportement fragile simple fpseirésumer au jeu d’équations :

i) eo=A(QE:¢
i) Y=—A(9P,(c) (1-22)
i) Y-k<0; az0; (Y-k)a=0

On peut remarquer que I'écriture (1 - 22) rests pche du formalisme présenté au paragraphe
1.2.1, a la différence prés que la fonction de gdaine porte pas sur une déformation équivalente
mais sur le taux de restitution d’énergie assode \@ariable d’endommagement. Son séuditant

de plus constant, c’est I'expression choisie padohctionA (qui parametre la perte de rigidité) qui
va, a travers sa dérivée, définir I'évolution dsllommagement.

1.3 Formulation énergétique globale

Le probléme mécanique formulé a I'échelle d'uneditire peut également étre exprimé de
maniére systématique par une formulation énergétiglobale pour les lois de comportement
appartenant a la classe des matériaux standardagjéé@g. Pour cela, la densité d’énergie libret
le potentiel de dissipatioW précédemment introduits & I'échelle du point meté&ont étendus a
I'échelle de la structure comme cela est fait d@®mainet al, 1983] :

F(z,a) jqna(x)a(x))dQ D(a jw a(¥)d (1-23)

ou Q désigne le domaine occupé par la structbret D sont alors des fonctionnelles dont les
arguments sont des champs de variables d’étagreplus des variables d’état exprimées au point
matériel. Lorentz et Andrieux [Lorentz et Andriel@)03] montrent qu’aprés discrétisation en
temps de la relation de comportement (elle ausgiimée a I'échelle globale) par un schéma
d’Euler implicite, le probleme mécanique désormiaisrémental peut étre formulé comme un
probleme de minimisation d’'une énergie potentigherémentale) définie par la relation suivante :

Epm(u”"l' A ) (S(U i) anrl)+AtD( an+lA j W, (U 1) (1-24)
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ou W, désigne le travail des efforts extérieurs. Cetergie dépend du chanag et donc de I'état
mécanique de la structure au début du pas de tgmps..] d’amplitudeAt =t,.; —t,. Lorsque le
potentiel de dissipatio®¥ est positivement homogene de degré 1 (comme [Eestas pour le
modeéle d’endommagement fragile du paragraphe 1&3)élimine de (1 - 24) :

E,oi (U, @) = F(g(u), @)+ D( a- g)— W, (u) (1 - 25)

Dans le cadre des matériaux adoucissants (dansl Igquscrit également notre etudg)
n’'est pas convexe par rapport au coupl@)( et dans ce cas le probleme mécanique est rpaolu
les minimisations partielles suivantes :

) u,, =argming_, (.a,,)
) - (1-26)
ii) a,,, =argmink U ,,,a)

ou KA désigne I'ensemble des champs de déplacement afiggiament admissibles. La relation (1
- 26) i) traduit I'équilibre de la structure, puisg| 'on déduit de la condition d’optimalité la
formulation faible des équations d’équilibre et desditions limites en effort (ave€A® I'espace
des champs de déplacement cinématiquement adrassib0), ainsi que la relation contrainte —
déformation :

OSUDKA’, [6:£(3u)dQ =W, (du), (1-27)
Q

ol o :‘Zi;(g(u), a) (1-28)

La relation (1 - 26) ii) est quant a elle relatéd'évolution de la variable interne, puisque de la
méme maniére, l'interprétation variationnelle decéndition d’optimalité associée a (1 - 26) ii)
conduit a I'expression locale suivante, vérifiéd@ut point deQ :

Ox0Q, YOoW(a®- a(3) ;

o P (1 - 29)
ouY = 6a(s(u(x)),c':()a)

A chaque pas de tempg,{..1], le probléme spatial peut étre résolu numériquenes
déplacement par la méthode des éléments finisnsnues étant alors les valeurs nodales du
champ de déplacement solutions du systeme norirkregssocié a la formulation faible (discrétisée)
(1 - 27). Ce systeme peut étre classiquement rgsiwne méthode itérative de type Newton-
Raphson, pour laquelle chaque itération de comectquiert (entre autres) I'évaluation aux points
d’intégration de la variable d’'endommagement paelation (1 - 29) ainsi que de la contrainte par
(1 - 28) a partir du déplacement nodal calculétéréition précédente. Notons que si la relation (1
29) reste abstraite dans le cas général, danssldecéa loi de comportement fragile présentée au
paragraphe 1.2.3 elle se réduit simplement d’afifres2?2) ii) et iii) a la résolution de I'’équation
scalaire (1 - 30) en tout point d’intégration demmnnéex :
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si —A(a(X)) P, (eu(R))- k<0 alors a(X) = a,(%
sinon trouvera(X) = g,(% tel que —~A'(a(X))®,, ((u,())- k=0 (1 -30)

1.4 Phénomeéne de localisation

Les calculs éléments finis menés avec ce type dlmdocal d’endommagement conduisent
a une dépendance sévere des résultats au maiftgdeye. Ces problémes aujourd’hui bien connus
se traduisent par la concentration de 'endommagemiede la déformation dans une bande dont
I'épaisseur reste égale a la taille d'une mailledent I'orientation dépend de celle donnée au
maillage.

Afin d'illustrer ce probleme, nous mettons en ceulranodéle local d’endommagement
fragile du paragraphe 1.2.3 pour simuler par lahowd des éléments finis la rupture d'une
éprouvette DCB entaillée dont la géométrie et Ergbment (en déplacement imposé) sont détaillés
a la Figure 1 - 1 (a). La forme trapézoidale dorad'éprouvette permet de se placer dans le cas
d’'une propagation stable de fissure, et d’évitepatentielles bifurcations de celle-ci par rapart
trajet rectiligne initial. Les éléments finis usifis sont portés par des mailles triangulairesaeds,
et s’appuient sur une quadrature de Gauss-Legendrgoint d’'intégration. On réalise le méme
calcul sur deux maillages distincts, dont l'origimta a été volontairement choisie dées le fond
d’entaille en contradiction avec le trajet de frsgion attendu, et pour lesquels la taille de raaabt
environ divisée par 2 au niveau des zones orient@&ssrésultats sont présentés en termes de cartes
d’endommagement a la Figure 1 - 1 (b) pour le mgdl 1 et (c) pour le maillage 2. Il apparait
clairement que la bande d’endommagement « s’'acerocka la direction privilégiée par
I'orientation, et que de plus 'endommagement liseatlans une bande dont I'épaisseur correspond
a la taille d'une maille le long du trajet suivie lpremier point montre l'incapacité du modéle a
décrire avec fiabilité le trajet de fissuration,letsecond a pour conséquence de faire dépendre
directement de la taille de maille I'énergie volgme dissipée jusqu’a la rupture de I'éprouvette.
Ceci est confirmé par la Figure 1 - 2 ou sont eadés courbes force — déplacement relatives aux
deux maillages : I'énergie dissipée s’exprime comifa@e située sous chaque courbe, et on
constate bien que celle-ci diminue avec la taitenthille. Ces pathologies d’ordre numérique ne
sont que l'expression, aprés discrétisation spatilds équations continues, d’'un probleme qui
affecte ces derniéres, connu sous le nom de phémod®localisation.

D’un point de vue expérimental, il est observé lpusqu’'un matériau adoucissant est chargé
jusqu’a la ruine, des bandes de localisation quit ®n général le lieu de forts gradients de
déformation se développent de la fin du régimetiglas jusqu’'a I'apparition de macro-fissures.
Elles peuvent éventuellement présenter un fort teeumicrofissuration lorsqu’il s'agit de matériaux
guasi-fragiles comme le béton, ou encore étreelediune accumulation importante de déformation
plastique dans le cas des matériaux ductiles, copamexemple les aciers usuels a température
ambiante. Dans tous les cas, la taille de ces samdte fixe, et ne dépend principalement que du
matériau considére.

En revanche, les modeles de comportement adoutsdsasés sur une description locale, et
construits dans le cadre des milieux continus jass (c’est le cas du modele d’'endommagement
élastique fragile considéré jusqu’'a présent, mgaeinent d’'autres modeles d’endommagement
plus riches incluant par exemple un comportemeasstjgue), conduisent a des bandes de
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localisation dont I'épaisseur tend vers zéro, absaht ainsi a une énergie dissipée nulle (voir
[BaZantet al, 1984]), ce qui n'est pas en accord avec I'expége D’'un point de vue physique, ce
phénomene de localisation s’explique par le faie,qoour les milieux continus classiques, la
construction d’'une loi de comportement macroscapiglappuie sur I'hypothése gu’en dessous
d'une échelle minimale caractérisant le Volume Fgétaire Représentatif (VER), les champs
mécaniques sont considérés comme homogenes. Leslasddcaux ne permettent donc pas de
respecter cette condition puisqu’ils autorisentéahelle du VER (et méme a une échelle aussi
petite que I'on veut), le développement de bandekchlisation qui sont le lieu de forts gradients
spatiaux. D’'un point de vue mathématique, le ph@mende localisation est caractérisé dans
[Benallalet al, 1993] par la perte d’ellipticité de I'opérateangent, ce qui conduit & un probléme
mal posé, admettant donc une infinité de solution.

* "‘.‘. 450

c
d—
9400 mm

1000 mmn 3000 mm

maillage 1 maillage 2
0 0. 5 1

en(lnmnmgemem
(b) | (©)
Figure 1 -1
Traction d’une éprouvette DCB trapézoidale modélisér une loi d’endommagement locale
(a) Géométrie et chargement ;(b) et (c) zoom ssidkux cartes d’'endommagement.
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Figure 1 -2
Courbes force — déplacement obtenues avec lesndaillages.

Il est donc nécessaire d'incorporer au modéle nsaomique local une information
supplémentaire afin d’imposer une taille minimaldaabande de localisation. Ceci revient a
introduire une longueur interne, encore appeléguear caractéristique, définissant pour tout point
matériel le voisinage au sein duquel des interastevec les points voisins doivent étre prises en
compte. On parle alors de modeéle non local, ou adete régularisé en espace.

1.5 Limiteurs de la localisation : les principales
techniques de régularisation

Une des premiéres idées proposées dans [BaZari, et983] afin de garder une certaine
objectivité par rapport au maillage consiste a eorey la description locale du comportement
adoucissant, et a ajuster en fonction de la tailemaille les paramétres matériaux (relatifs a
I'adoucissement) du modele, partant du constant'gneommagement localise dans une bande
d’'une maille d’épaisseur. Cette approche trés padige permet de préserver I'énergie de rupture
du matériau considéré (en I'occurrence un bétommnehgeable en traction), mais n’est valide que
pour des hypothéses de maillage bien spécifiquae ebrrige en rien la dépendance a l'orientation
du maillage.

D’autres méthodes pour lesquelles la descripticaléodu comportement est conservée ont
également été développées, mais cette fois eraguithypothese de matériau indépendant de la
vitesse de chargemema{e-independent materjalOn peut citer par exemple l'introduction d’effet
visqueux dans le modele de comportement adoucjsgaint[Needleman, 1988], ou encore les
modele d’endommagement a « effet-retard » (ouakd d’endommagement limité ») proposé dans
[Ladeveze, 1992] et [Allix et Dell, 1997]. Si ceprgrhes permettent de contrdler le phénomene de
localisation spatiale en dynamique, elles ne santgulaptées aux analyses quasi-statiques car dans
ce cas elles ne font que décaler dans le temppdtdjpn de difficultés numériques. Nous nous
concentrerons donc dans les paragraphes suivantesslimiteurs de localisation basés sur une
régularisation spatiale, pour lesquels I'hypothé&bene description locale du comportement
adoucissant est abandonnée.
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1.5.1 Régularisation spatiale de variables locales

Cette méthode de régularisation ne modifie pasatara des équations du modele local
(équations d’équilibre et relation de comportementais celles des variables agissant dans ces
dernieres. Elle consiste a sélectionner une varilolle z pouvant étre liée soit a la déformation,
soit une variable interne, et a lui appliquer uBrageurk de régularisation spatiale définissant ainsi
la variable non locale associéeaque nous noterons :

Z=R? (1-31)

1.5.1.10pérateurs de régularisation

Formulation non locale intégrale

Une premiere possibilité proposée dans [Pijaudadve€ et Bazant, 1987] pour un modeéle
d’endommagement élastique fragile, définit I'opéuat de régularisation comme le produit de
convolution entre une fonction de pondératioat la quantité locale :

_(X)—mjw( yZydy ou V(X)= ja)(x ydy (1-32)

ou V(x) est introduit de telle sorte que la régularisatiaffecte pas les champs constants en espace.
Le choix de la fonction de pondératieamle plus courant est une gaussienne, comme celé a é
proposé dans [Pijaudier-Cabot 1995] :

="

w(x-y)=exp =

(1 - 33)

ou ¢ désigne la longueur caractéristique définissatailee du volume centré enau sein duquel

la régularisation est effective. La simplicité @ opérateur n’est qu’apparente car son implamtatio
dans un code éléments finis souléve certainesdiiis d'ordre algorithmique, dont la principale
réside dans le calcul méme de la quanBtéEn effet, quel que soit le choix de la variabla
régulariser, le calcul d& est effectué aux points de Gauss lors de la piagégration de la loi

de comportement. En temps normal, cette derniéneakisée de maniere complétement autonome
d’'un élément fini a l'autre, mais il apparait ctarent que la définition d& ne permet pas de
préserver cette propriété qui constitue un dest@tde la méthode des éléments finis. D’autres
difficultés sont de plus liées a la prise en congge bords du domairie (troncature du support de
la fonction de pondération lorsque celui-ci « déleos deQ) lors du calcul de I'intégrale non locale
(1-32).

Formulation a gradient implicite

En effectuant un développement limité de la vaedbtalez autour du point matéried
dans la relation (1 - 32), Peerlings al. [Peerlingset al, 1996] définissent un opérateur de
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régularisation différentiel dit « a gradient imjtéc» pour lequel la variable régularis@ est
définie implicitement comme la solution de I'éqoatiaux dérivées partielles (EDP) linéaire
suivante :

Ox0Q, Z(X-°0°Z Y= & X (1-34)

ou / peut étre interprété comme la longueur caracdguistdéfinissant la taille du voisinage du
point X pris en compte pour la régularisation. Pour défiomplétement I'opérateur, une condition
aux limites portant sur I'inconnu@ doit étre ajoutée afin d’assurer I'unicité de tdusion. Afin
d’'annuler le terme de bord di & l'intégration partie de la formulation variationnelle associée a
'EDP (1 - 34), la condition de Neumann suivanteregenue par les auteurs :

Oz =0 surdQ (1-35)

Ceci permet nhotamment de ne pas injecter d’énengpplémentaire dans le systéme d’équations.
Les relations (1 - 34) et (1 - 35) permettent atbeboutir & la formulation faible suivante :

0oz, jza—zjm%jcrzuﬂé*m:j 9} (1-36)
Q Q

Q

Cette relation montre que cette méthode de régalion s’adapte mieux que la précédente & son
implantation dans un code éléments finis, puistp’'@e nécessite alors que l'introduction de
'inconnue nodale supplémentaif®2 associée au probleme linéaire (1 - 36). Notons cptee
formulation est déja implantée da@Gesde Asterl'opérateur de régularisation agissant dans cette
version sur le tenseur des déformations entiefvoir [Godard, 2004]) de telle sorte qu'il reste
indépendant de la relation de comportement. Errepattie d’'une plus grande généricité, ce choix
conduit a six fois plus de degrés de liberté enedision trois que si le choix de la variable a
régulariser avait porté sur n'importe quelle quérgcalaire.

Enfin, Peerlings [Peerlings, 1999] montre que cdtiemulation est équivalente a la
formulation intégrale dans le cas ou la fonctiorpdadérationw agissant dans (1 - 32) est choisie
comme la fonction de Green associée a I'EDP (J).-Bde en constitue ainsi un cas particulier.

1.5.1.2Choix de la variable a régulariser

Indépendamment du choix de l'opérateur de régatiois R, de hombreuses possibilités
ont été analysées dans la littérature quant aw awia variable a délocaliser. On peut citer par
exemple le taux de restitution d’énergie assod& @ariable d’endommagement dans [Pijaudier-
Cabot et Bazant, 1987], une déformation équivalelgeVon Mises dans [Peerlings, 1999], le
tenseur des déformations dans [Godard, 2004],dmphde déplacement dans [Rodriguez-Festan
al., 2005], ou encore la déformation plastique cumubéer un modéle d’endommagement
élastoplastique dans [Engelenal, 2003].

Jirasek [Jirasek, 1998] établit d’ailleurs une camagson entre les différentes possibilités
dans le cas d’un modéle élastique fragile unidinoemel, et conclut que certaines d’entre elles ne
permettent pas d’aboutir a un état de contraintie & ou 'endommagement est total. De méme,
Lorentz et Andrieux [Lorentz et Andrieux, 2003] é@tent sous I'angle du probleme de minimisation
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incrémental (1 - 26) ces différentes possibiliths de déterminer celles qui permettent de traiter
efficacement le probleme de localisatide.(de retrouver le caractere bien posé du probleai).
d'illustrer les conclusions dégagées par les asfewonsidérons a nouveau le modéle
d’endommagement fragile local présenté au paragrap.3, et distinguons le cas ou la
régularisation porte :

sur la déformation locale (ou sur une gquantité g¥éduisant: taux de restitution
d'énergie, déformation élastique...). Dans ce easebularisation n’est efficace que
lorsque la déformation régularisée intervient déndoi d'évolution des variables
internes (minimisation par rapportaddans (1 - 26)) et que les équations d’équilibre
ainsi que la relation contrainte — déformation (misation par rapport a dans (1 -
26)) restent définies a partir de la déformatiarale :

og=AaE:¢ (1-37)
f(Y)<0; a=0; f(Y)a=0; ouY = Y(g)

sur la variable interne locale (en I'occurrencendlemmagemend). Dans ce cas la
régularisation n'est efficace que lorsque I'endomement régularisé intervient dans
les équations d’équilibre ainsi que la relationtcainte — déformation, et que la loi
d’évolution de I'endommagement reste inchangée pagwport au modéle de
comportement local :

o=A(d)E ¢ ; (1-38)
f(Y)<0; a=0; f(Y)a=0

Dans un cas comme dans l'autre, les auteurs seuligjue cela conduit a la perte de symétrie de
I'opérateur tangent associé aux deux minimisat{@ns26).

1.5.1.3Limitations de la méthode de régularisation

Dans le cas ou la structure contient des fissur@sxjstantes, le modéle intégral se heurte
aux mémes difficultés que pour la prise en compteftbntieres du domair@ lorsque le support
de la fonction de pondération est entierement tsgvpar la discontinuité (Figure 1 - 3 (a)).

a

r r
(@) (b)

Figure 1 -3

Formulation intégrale : support de la fonction denglération entiérement (a) ou partiellement (b)

traversé par une fissutle préexistante.
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En revanche, lorsque ce dernier ne I'est que flartient (Figure 1 - 3 (b)) du fait de la géométrie
fortement concave au voisinage de la pointe derrfisdPeerlings [Peerlings, 1999] indique que la
fonction de pondération doit étre reformulée emes de plus court chemin au seinQ®lece qui
complique d’autant plus le calcul de I'intégralefiocale. Aussi la formulation a gradient implicite
est plus adaptée a ce type de situation puisqeenidition de flux nul (1 - 35) est appliquée ledon
de la discontinuité.

Cependant, lorsque les fissures ne sont pas degeergéométriques initiales mais le
résultat de la propagation d’'une bande endommagggécutive a I'évolution du chargemeing (la
région deQ dans laquelle I'endommagement vaut 1), les deuxhodés de régularisation
conduisent a un étalement non physique de la bdedicalisation lorsque 'endommagement
devient complet puisqu’aucune condition n’est apme afin d’atténuer la contribution des points
totalement endommagés dans I'opérateur de régatiarns(nous détaillerons davantage ce point au
chapitre 2, § 2.4). Certaines contributions apporties éléments d’amélioration & ce probleme
inhérent a la méthode de régularisation, on pdset giour la formulation a gradient implicite le
modele dit « & gradient transitoire » proposé d&esrset al, 1998] qui consiste a faire évoluer le
paramétre constanf” définissant la longueur caractéristique danslktion (1 - 34), de telle sorte
gue la déformation régularisée reste constantekudiune certaine déformation locale critique. On
peut également citer la relaxation de I'opérateirégularisation au-dela d’'un endommagement
critigue dans [Godard, 2004]. Pour la formulatiotégrale, Pijaudier-Cabet al. [Pijaudier-Cabot
et al, 2010] modifient la notion de distance au poirévdluation de la variable non locale, en
pondérant cette derniére par une fonction qui déakec le niveau d'endommagement des points
voisins. Cette méthode n’a cependant été impléraegtee dans un cadre unidimensionnel. De
méme Krayaniet al. [Krayani et al, 2009] proposent de modifier I'expression de lacton de
pondération classique (1 - 33) afin de permettredraitement spécifique de la régularisation au
voisinage de la frontiér@Q de la structure.

1.5.2 Milieux enrichis par une description microsco pique

Cette catégorie de méthodes de régularisation stenaienrichir la cinématique du milieu
continu macroscopique classique (milieu de Cauphy)es champs supplémentaires, indépendants
du champ de déplacement et décrivant la cinématigliéchelle de la microstructure : micro-
rotations (milieu de Cosserat), micro-déformatiposes... Une revue détaillée de ces méthodes est
présentée dans [Forest et Sievert, 2006], aingimualassement par nombre de degré de liberté
supplémentaire croissant (allant de 1 a 12). Unies fa cinématique enrichie, le champ
supplémentaire ainsi que son premier gradient mégien compte dans I'énergie libre (comme cela
est fait pour le déplacement standard dans un undie Cauchy), ce qui introduit un effet de
voisinage entre points matériels voisins, et paiséquent un caractére régularisant. Ceci conduit a
la définition d'un tenseur des déformations géngtak, auquel s’associe par dualité un tenseur des
contraintes généralisées : il faut alors définir rdmivelles relations de comportement, ce qui
constitue un des inconvénients de ce type d'aperoghquel s'ajoute le choix des conditions aux
limites des champs cinématiques supplémentaires.

On peut également inclure dans cette catégorieati®lms les approches dites « du second
gradient de déplacement » (voir par exemple [Chardical, 2001]), pour lesquelles le champ
supplémentaire décrivant la cinématique microsampigst choisi comme le champ de déformation
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macroscopique : d’apres ce qui précede, cela regmrc a introduire le gradient de la déformation
(i.e.le second gradient du déplacement) dans I'énéhye

1.5.3 Formulation a gradient de variable interne

De maniére analogue a la formulation a second gnadie déplacement, ce type de
formulation repose sur l'introduction du gradiergsdvariables internes dans I'énergie libre (et
éventuellement dans le potentiel de dissipatiorr p@cas le plus général). Cette approche a été
initialement développée dans le cadre de la plestians [de Borst et Muhlhaus, 1992] (gradient
de la déformation plastique cumulée), puis adaptém modele d’endommagement fragile dans
[Frémond et Nedjar, 1996] et [Lorentz et Andrieut®99]. Nous détaillons ci-dessous la
formulation proposée par ces derniers auteurs;apsiste a introduire dans I'énergie libre un terme
guadratique en gradient d’endommagement et a taiatact le potentiel de dissipation de la
formulation locale. L’énergie potentielle de laustiure est alors modifiée de la maniére suivante :

E,o: (U, @) = F(g(u), @)+ D(a- g )~ W, (u) (1-39)

lf(s,a)=£(¢(£,a)+%(Da)2de, D(a—an):J'lP(a— 3,)d0 (1 - 40)

Q

ou ® et W désignent respectivement la densité d'énergie lddr le potentiel de dissipation du
modéle local, e¢>0 un parameétre constant contrdlant la longueurneteNotons qu’a ce propos le
caractére régularisant est assuré par la présentarme en gradient d'endommagement, puisque
dans le cas d'une localisation trop importante @mdommagement ce terme pénalise la
minimisation de I'énergie.

Les auteurs montrent alors que pour ce type deullation, la description du comportement
a I'échelle du point matériel ne peut plus s'ingcrdans la théorie des matériaux standard
généralisés du fait du couplage spatial d0 a dohiiction du gradient de la variable interne.
Cependant, il est montré que ce cadre standardrajis@épeut étre retrouvé a I'échelle de la
structure : dans ce cas la positivité de la dissipan’est assurée qu'a un niveau global, et la
relation de comportement s’exprime globalement gigivation (comme cela a été introduit au
paragraphe 1.3) de la fonctionnelle énergie liBre

Interprétation ponctuelle

Tenant compte de (1 - 40), la variation d’éneriigel par rapport & s'écrit :

0d% <0—F 5s>=jo:58dg (1-41)
oe 5
(1-42)

od
avece =—(¢,a)
Oe

Le tenseur des contraintes au point matériel garde donc sa signification Usuavec cette

formulation & gradient de variable interne, etnl v de méme pour les équations d'équilibre
puisque la minimisation par rapport au déplacerderiténergie potentielle (1 - 39) conduit alors a
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la formulation variationnelle suivante (1 - 43).cCeonstitue un atout des formulations a gradient
de variable interne par rapport aux formulatiomin@matique enrichie.

Oou OKA?, j 6:£(0u)dQ =

Q

(0u) (1-43)

ext

Concernant la loi d’évolution de 'endommagemelié €exprime alors de maniere globale
par I'inclusion différentielle suivante :

‘;—FDaD(a a) (1-44)

Il est alors possible de redonner une interprétafionctuelle a cette loi d’évolution qui reste
difficilement exploitable telle qu’elle. En écriviala variation deF par rapport @, on aboutit a la
relation suivante en effectuant une intégrationgaatie :

Oda, <

(1 - 45)

> j—ai’ (s, a)dadg—j@aunam
[

aaaadmj(ﬂa@m j@amon

da E
Le choix d’une condition de flux nul sdf2 permet d’éliminer le terme de bord dans (1 - 45ye
revenir ainsi a interprétation ponctuelle de lad@volution (1 - 44) :

OxOQ, Y(XOow(aR-a(y), ot Y=Y+dA3 (1 - 46)
Oan=0 sur 0Q

o Y peut étre défini comme une force thermodynamiqoe locale, s’exprimant comme la
somme de la force thermodynamique du modéle d’entigement purement local et du laplacien
de 'endommagement.

Afin d'illustrer de maniére pratique les interptiédas ponctuelles (1 - 42) et (1 - 46) de
cette formulation non locale, considérons a noudeamodéle local d’'endommagement élastique
fragile présenté au paragraphe 1.2.3 et appliglwbrtette méthode de régularisation. Dans ce cas,
la relation de comportement au point matériel samé au jeu d’équations suivant :

i) e=A(aE:¢

iy Y=-A(3P,(e)+ A a

i) Y-k<0; a20; (Y-kla=0 (1-47)
iv) Dan=0 sur 0Q

En comparant (1 - 47) avec le jeu d’égquationsZ2)-caractérisant le modeéle local, on constate que
la seule différence réside (outre lintroductionum condition de Neumann sur la variable
d’endommagement) dans l'introduction du terme gial@en dans la fonction seuil, ce qui lui
confere un caractére non local.
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Résolution numérique du probléme de minimisation

La relative simplicité des équations (1 - 47) paitrinciter a discrétiser le probléme avec une
formulation éléments finis standard en déplacement & traiter ainsi I'évolution de
'endommagement uniqguement aux points d'intégrafmmmme cela est fait pour la formulation
locale), mais le caractere différentiel de la farctseuil di au terme en laplacien rend cette tache
délicate. Nous présentons maintenant la maniere aidte formulation non locale, déja disponible
dans Code_Aster, a été implémentée suivant leauragie Lorentz et Godard [Lorentz et Godard,
2011].

Le probleme est formulé comme un probléeme de mgation a I'échelle de la structure, pour
lequel I'énergie potentielle (1 - 39) est non linéaet non différentiable du fait du potentiel de
dissipationW. Les auteurs ont recours a une méthode de décdampeordination afin de
confiner a un niveau local (au niveau du point tdgmation) cette non différentiabilité ; elle se
décline en quatre étapes :

i) un champ auxiliairer supposé égal au champ d’endommagement est intreauant

gu’argument de la partie non différentiable de égie potentielle :

= _ c 2 1-48
Epot(u,a,a)—j(¢(e(u),a)+w(a—an))dQ+j§(Da) 4] (1-48)
Q Q
i) la formulation est augmentée en ajoutant un teren@é&halisation quadratique (avec
r >0, le coefficient de pénalisation), sans effet tard la conditiony = a est vérifiée ;
iii) la contraintea = a est ensuite imposée par dualisation, a¥de multiplicateur de

Lagrange, ce qui conduit a la définition du lagiengaugmenté suivant :

4 (uaia)=[(o(w).a)+¥(a-a,)) @-W, 0) -9)
+£%(Da)zdg+£/1(a_a)dQ+J'%(a—a)2 axQ

Q

iv) enfin, les champsl, a, et A sont discrétisés aux nceuds avec des fonctionsrdee f
polynomiales de Lagrange, tandis que le champ d®miagement auxiliairer est
discrétisé en des points de collocation qui coamichvec les points d'intégration sur
lesquels s’appuie la méthode de quadrature.

Ainsi, & la fin de chaque pas de tempst[*'], le probléme de minimisation revient a recherdeer
point-selle du Lagrangien augmenigé:

(un+1' a™ n+1’a,n+1) réalisantmin min max ryir{é; (uada)] (1 - 50)

BN

L’étape iv) permet de condenser a un niveau lopaln{s d'intégration) le caractére non
différentiable deW, et de ramener la minimisation par rapportr & l'intégration d'une loi de
comportement (dépendant directement du modéle dianthgement local considéré) en ces points.
Les variables nodales sont quant a elles détersinBssiquement a I'aide d’'un algorithme de
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Newton. Tous les détails relatifs a l'implémentatiale I'élément fini mixte a gradient
d’endommagement associé a la formulation (1 - 48) sapportés dans I'annexe 1.

Notons que contrairement a la formulation a gradiaplicite, la matrice tangente obtenue est
symeétrique. Les auteurs soulignent enfin que lesiltagts numériques obtenus avec ce type de

formulation ne conduisent pas a [Iélargissement lde bande de localisation lorsque
'endommagement atteint sa valeur ultime.

1.5.4 Choix de la méthode de réegularisation

Les formulations & cinématique enrichie permettientiécrire finement les caractéristiques de
la microstructure, mais au prix d’'une certaine claxipé (généralisation du tenseur des contraintes
de Cauchy, choix de conditions aux limites suppléaiees...) et d’'un colt de calcul non
négligeable. De plus, il ne nous semble pas néicessavoir recours a une description physique
aussi riche pour traiter le probleme de localisatitans le cas d'un modele d’endommagement
guasi-fragile (volontairement simplifié, en vuerdss applications).

En comparaison, les méthodes de type régularisafiatiale de variables locales sont plus
attractives du point de vue de leur simplicitéekds traitent de maniére efficace le phénomene de
localisation. A résultats comparables, les diffiésl d’'ordre algorithmique que présente la
formulation non locale intégrale ne se retrouveas$ pour I'opérateur de régularisation de type
gradient-implicite, ce qui milite en faveur de carer. De plus, cette approche reste relativement
peu colteuse tant que la variable non locale testevariable scalaire. En revanche, nous gardons a
I'esprit que I'étalement de la bande de localigatieste un point problématique pour ce type de
formulation non locale.

Enfin, la formulation a gradient d’'endommagemertassez attractive dans la mesure ou son
interprétation ponctuelle reste relativement prodbecelle du modéle local a régulariser, que le
colt de calcul reste acceptable (deux degrés dedilsupplémentaires), et que I'endommagement
reste bien confiné dans une bande de largeur d¢éatén revanche cette formulation est spécifique
a chaque loi de comportement locale (nécessitépthinter une loi « non locale » dédiée pour
chaque loi locale considérée).

Nous nous concentrerons donc dans la suite de ceom® sur la formulation a gradient
implicite (dans le cas ou la quantité régularisée la déformation locale), ainsi que sur la
formulation a gradient d’'endommagement.
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2 Modeles de zones cohésives

2.1 Origine des modéles cohesifs

Les modéles de zone cohésive (CZM poahesive zone modglpeuvent étre considérés
comme une amélioration de la théorie de Griffitré¢amique linéaire de la rupture) quant & son
incapacité a décrire d'une part linitiation de sfises (en I'absence de fortes singularités
géométriques), et d’autre part a prendre en comappeésence d’'unprocess zonse développant
en amont de la pointe de fissure. En effet damsisedes matériaux quasi-fragiles comme le béton,
cette process zondencore appelééracture process zofedans laquelle le matériau subit des
dommages adoucissants est de taille non négliggmtrleapport aux dimensions de la structure
considérée, et la théorie de Griffith ne suffitplu

Les modeles cohésifs reposent sur I'hypothese @peotess zon@eut étre décrite comme
une interface fictive le long de laquelle le chadgpdéplacement peut admettre des discontinuités,
tout en continuant a transmettre des efforts. Qetieess zoneohésive constitue alors une zone de
transition entre le matériau sain et le matériampo (voir Figure 1 - 4).

) | matériau sain

—

i

process zone |
cohésive

matériau rompu

Figure 1 -4
Schéma de principe d’'une fissure cohésive.

Ces approches remontent aux années 1960 aveavasxrde Barenblatt [Barenblatt, 1962]
et Dugdale [Dugdale, 1960], pour lesquels une zmtesive est introduite afin de remédier au
probleme de la singularité du champ de contraintiord de fissure. Hillerboret al. [Hillerborg et
al., 1976] ont ensuite amélioré ces modeles en intsadt les concepts d’énergie de rupt@e
(définie comme I'énergie de surface nécessaire péparer définitivement les deux lévres de la
fissure en un point de l'interface) et de contmiatitique g, (valeur maximale de la contrainte en
pointe de fissure au-dela de laquelle la fissure sepposée se propager) qui sont les deux
parametres matériaux caractérisant une loi d’iaterf Ces lois d’interface, encore appelées lois
cohésives, sont des relations entre le vecteuraiote ¢ et le vecteur saut de déplacemprit a

travers l'interfacd’, et sS’apparentent a des relations de comportesuefacique :

6=6(8), oo &=[u] (1-51)
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De nombreuses lois d’interface ont été proposéms dalittérature : elles différent selon la
nature du matériau considéré (ductile, fragile, posite), du type de chargement envisagé
(monotone croissant ou cyclique)... A titre d’exempleus présentons a la Figure 1 - 5 deux lois
cohésives : en (a) une loi plastique parfaite psépadans [Dugdale, 1960], et en (b) une loi dite
« bilinéaire » adoucissante due aux travaux ders3ete [Petersson, 1981] fréquemment utilisée
pour modéliser la rupture du béton.

3. S,
(a) (b)
Figure 1 -5
Exemples de lois cohésives : (a) Dugdalegdale, 1960] (b) PeterssofPetersson, 1981].

2.2 Formulation énergétique

Energie potentielle de la structure

Les modeles de zone cohésive ont ensuite été étddiés un cadre variationnel, on peut citer
par exemple les travaux suivants : [Cangémi, 198Harlotteet al, 2006 ; Bourdiret al, 2008].
Le processus de fissuration y est décrit comme roblgme de recherche de minima locaux de
'énergie potentielle de la strucure, s’exprimawimene la somme de I'énergie volumique de
déformation élastiquiEe, d’'un énergie surfacique cohésiig, et du travail des efforts extérieurs :

B (1) = By (u) + Eo([u]) - We(u).
ou E,(u)= [ ®,(s(u))dQ, E,(8)=[M(8)dr, et s=[u],

Q\r r

(1-52)

ou I désigne la densité d’énergie (cohésive) surfacaydéfinir, dont la loi d’interface se déduit
alors par dérivation. Notons qu’on a ici fait I'iythése d’'un comportement élastique linéaire dans
Q, mais il n'est pas exclu de prendre en comptena&sanismes dissipatifs volumiques. Enfin, le
trajet de fissuratiof est ici supposé connu, nous reviendrons ulténeein¢ sur la question de sa
détermination.

Définition d'une densité d’énergie surfacique
Afin de décrire correctement le processus de fasm, il convient de prendre en compte
son caractere irréversible. Ceci peut étre réalisintroduisant dand une variable d’histoire qui

mémorise la plus grande norme du saut atteintecawscdu chargement. Une fois probleme
discrétisé en temps, on défiripar la relation incrémentale :
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Kn+1 — max(/(” ’

o)

La densité d’énergie de surface peut alors s’écorame une fonction de la norme du saut et de la
variable seuil :

1(5.) =1 (o], -5

La condition de non interpénétration des lévretadissure (contact) est ensuite prise en compte en
introduisant une fonction indicatrice dans l'exgies dell afin de forcer la positivité de la
composante normale du saut. En contrepdrtie’est plus différentiable dans le cas&n < 0 :

M(s,«)=0([s].«)+1,.(n) (1 -55)

Afin de distinguer les cas dissipatifs (propagatignla fissure) des décharges, la densité d’énergie
surfacique prend les expressions suivantes selzlédar de la norme du saut :

Ao (Jo. )41 (50) i [o]2 &

R LN R

(1 - 56)

Si on fait le choix d'une décharge élastiqlﬁq.m doit étre choisie comme une fonction quadratique

de p|| (Ia loi d’interface s’obtenant par dérivationlde

A
Gf ____7_,_ —— contact
] E endommagement
"6" —0  ruine
| o
a) densité d’énergie
g, o,
ol o
o, —O S
a, g
-0,
b) loi en ouverture c) loi en cisaillement
Figure 1 - 6

Exemple de loi cohésive extrinseque a déchargéicplias
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La forme de la loi cohésive est alors déterminéd’'eapression de la densité d'énergie en régime
dissipatif ﬁdis. En guise d'illustration, on présente a la Figtire 6 (a) une densité d'énergie
surfacique quadratique en régime dissipatif, ceoguiespond & une loi cohésive de type affine
(Figure 1 - 6 (b) et (c)) en ouverture et en disaient oud. désigne le saut de déplacement critique
au-dela duquel le point de l'interface considétérespu. On peut également constater qu’outre la
condition de non interpénétratiodﬁ n'est pas différentiable ed = 0 du fait de la condition
d’adhérence initiale caractérisée par une rigitfitéale infinie. La loi cohésive est alors quati
d’extrinseque, par opposition aux lois intrinseques présentent une rigidité initiale finie. Ici
encore, le concept de dérivée doit étre étendu fanktions non différentiables, la loi de
comportement cohésive s’exprime alors par I'indosdifférentielle suivante, odll désigne le
sous-différentiel dé1 :

¢ Jan (3,«) (1-57)

2.3 Discrétisation spatiale

Plusieurs solutions basées sur la méthode des @grfinis permettent de discrétiser le
probleme global de minimisation de I'énergie patdle (1 - 52). La premiere, et la plus
frequemment utilisée, consiste & mailler expliceamle trajet de fissuration en disposant des
éléments dégénérés d'épaisseur nulle a linterides éléments finis volumiques aprés avoir
préalablement doublé les nceuds du maillage, one paldrs « d’éléments d'interface » ou
« déléments de joint». D’autres méthodes permettde s’affranchir du maillage de la
discontinuité et reposent sur un enrichissemerth @dnématique, soit a un niveau local (au niveau
de I'élément fini), on parle alors d’éléments &cdigtinuité intégrée (embedded discontinuity finite
elements, E-FEM), voir [Jirasek, 2000] et [JiraseZimmermann, 2001a], soit a un niveau global
avec la méthode des éléments finis étendus (exdefiddée elements method, XFEM) voir
[Belytschko et Black, 1999] et [Moé&t al, 1999].

2.3.1 Elément fini d’interface

Ce type d’élément s’appuie en dimension deux sarmaille quadrangulaire dégénérée en
segment (voir Figure 1 - 7), et en dimension tsais une maille hexaédrique ou pentaédrique
respectivement dégénérée en quadrangle ou enlé&iang

r~ 4"

: I : ¢ épaisseur =0

=

Figure 1 -7
Schéma de I'élément d’interface linéaire en dimamsieux.
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Comme les éléments finis classiques, leurs nceutisnpales degrés de liberté de déplacement. Les
interfaces de discontinuités potentiellfesont maillées avec de tels éléments, en conforamieé le
maillage du massi\I' qui porte des éléments finis classiques.

D’un point de vue algorithmique, cet élément esitdr exactement de la méme maniére
gu’un élément fini classique. En effet, pour unerfolation éléments finis impliqguant des éléments
classiques et des éléments d’interface, le chamgégacement est discrétisé aux nceuds par des
fonctions de formes de Lagrange usuelles, ce qacris’ avec les notations matricielles
conventionnelles :

OxOQ, u(X)=N(X)[U et &(x)=B(x) U (1-58)
Osdr, &(s)=M(9

ou N et B désignent respectivement la matrice des fonctitenforme et de leurs dérivées\etla
matrice d'interpolation du saut a travdrsconstruite a partir des fonctions de formé désigne
quant a lui le vecteur des inconnues nodales. lasion d’équilibre discrétisée se déduisant du
probleme de minimisation de I'énergie potentielle 62) s’écrit alors :

Fue (V)
l A Y
[ B Bd+[MT@Bd =F,, ou S0ON(MW,K) (1-59)
o\r r

Aux points de Gauss des éléments d’interface égjrdation de la loi cohésive remplace donc celle
de la relation de comportement volumique (évergogdint non linéaire), et les contributions de ces
éléments au vecteur des forces nodales intéri¢yr@d) sont quant a elles assemblées strictement
de la méme maniere que celles des éléments classije systéeme non linéaire (1 - 59) peut alors
étre résolu classiquement avec la méthode de Newlément d’interface s’adapte donc trés bien
a une formulation éléments finis standard en dé&ptet.

Cependant, du fait de la condition de contact atlidérence initiale, la loi cohésive est une
fonction multivaluée du saut de déplacement, ce ajyiour conséquence de mettre en échec
I'algorithme de Newton. Il est donc nécessaire @gilariser I'énergie surfacique afin de la rendre
différentiable : ceci est réalisé en substituatespentes infinies des parties élastiques caisatér
par une rigidité élevée (voir Figure 1 - 8). Afie dégulariser la partie relative a I'adhérence, la
valeur initialexy de la variable d’histoire n’est plus nulle maigcsément positive, ce qui conduit
d’emblée & un comportement élastique dont la ti§k}j vaut :

g, 1-60
R():_ ( )

De méme, la condition de contact est traitée paalEation en remplagant la fonction indicatrice
par une fonction quadratique de la partie négatieddla composante normale du saut, qui tend
rapidement vers l'infini quand cette composantaat@wnégative :

IR* (6'n):%c<_6m>2 = apen(a):_c<_6m>n (160
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ou <x> désigne la partie positive d&, ¢, le vecteur contrainte de pénalisation, Gtle

n
coefficient de pénalisation (choisi égal a la rigidnitiale Ry pour la Figure 1 - 8 (b)). Ceci interdit
une interpénétration trop importante des lévredissure au cours de la minimisation. Le vecteur
contrainte s’exprime alors comme la somme de lv@éde la densité d’énergie surfacique et de la
contrainte de pénalisation.

orl

- - 1-62
6(6.6) = 3= (8.6) +6,,0) (1-62)

a) non différentiable b) régularisée

Figure 1 -8
Impact de la régularisation de I'énergie de surface la loi d’interface.

Laverne [Laverne, 2004] montre que les résultaterls avec ce type de formulation
éléments finis sont dépendants du paramétre ddarétion «,: s'il est choisi trop élevé la
souplesse de la structure est alors trop importahtéa réponse globale présente des petites
instabilités (micro shap-backs), et s'il est chaisp faible cela peut conduire a des problémes de
convergence si le maillage n’est pas suffisammeffiné. Afin de s’affranchir de la régularisation
de I'énergie de surface et d'éviter les problemgiseq découlent, Lorentz [Lorentz, 2008] propose
un élément d'interface s’appuyant sur une formatatmixte de type Lagrangien augmenté qui
permet de préserver le caractere non différentidbléénergie de surface, et donc un traitement
exact du contact et de I'adhérence initiale. Nawendrons par la suite sur cet élément fini (voir
chapitre 2, 8 3.1.2, ou voir annexe 2 pour unegmsion détaillée).

Les résultats mentionnés ci-dessus ont été obtiamssle cas ou le trajet de fissuration est
connua priori : pour ce type de simulation le maillage est cuitstle telle sorte que la partie
volumique du maillage soit conforme avec une dissagon de la fissure réalisée via des éléments
d’interface. En revanche, certains auteurs ontatiien évaluer dans quelle mesure les éléments
d’interface permettent de simuler la propagatiofigiires lorsque leurs trajets ne sont pas connus
ceci suppose de placer des éléments de jointtarfate de tous les éléments volumiques, comme
cela est fait dans [Xu et Needleman, 1994] et [ZhbWMolinari, 2004] pour des applications en
dynamique : une forte dépendance au maillage esigeée par les auteurs si aucun traitement
particulier n’est appliqué. Pour des évolutionssipssatiques, Fraternali [Fraternali, 2007] soudign
la nécessité de recourir a des modifications dulagai (déplacement des nceuds) pour espérer
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converger vers une géométrie de fissure continuévieer les géométries « en dents de scie »,
puisque cette dépendance a l'orientation des reailbeduit a la détermination d’une aire fissurée
qui n'est pas celle de la fissure réelle, et donanacalcul inexact de I'énergie dissipée par
fissuration. Citons alors les travaux de ChiarughiFeyel [Chiarutini et Feyel, 2011] ou une

méthode de remaillage adaptatif (voir [Chiarutghial, 2010]) est mise en ceuvre afin de corriger
le trajet de la fissure cohésive (discrétisée awemod’éléments d’interface) au cours de sa
propagation lorsqu’un critere de branchement (de gontrainte d’ouverture maximale) est vérifié.

2.3.2 Eléments a discontinuité intégrée

Les éléments a discontinuité intégrée (E-FEM) gt sur des mailles non dégénérées :
la discontinuité potentiellé du champ de déplacement est alors prise en compteein de
I'élément fini. Plus précisément, le saut de déptaent est discrétisé par des fonctions constantes
par élément, il est alors considéré comme une maiocale et éliminé de la formulation globale
par une technique de condensation statique : lemnimnues globales restent alors les degrés de
liberté de déplacement aux nceuds. L'intérét deaement local est qu'il permet de résoudre le
probleme global avec la méthode de Newton toutrésepvant le caractére non différentiable de
I'énergie de surface, autorisant ainsi 'impléméintade lois cohésives extrinséques.

Jirdsek [Jirasek, 2000] propose une classificatiétaillée de ces éléments selon que
I'enrichissement local de la cinématique portelswéplacement ou la déformation, et selon le type
d’interpolation choisi. Il distingue trois cas :

- Statically Optimal SymmetrilSOS) :
Dans cette formulation, c’'est le champ de déformmatgui est enrichi. La matrice
d’interpolation du terme d’enrichissement est caritet de telle sorte que I'équilibre soit
vérifié au niveau de la discontinuité, mais la dbad de compatibilité entre le
déplacement et la déformation n’est plus vériftéette formulation conduit a une matrice
tangente symétrique.

- Kinematically Optimal Symmetr{&OS) :
Le champ de déplacement est enrichi, et la défasmast compatible avec ce dernier. En
revanche, I'équilibre n’'est pas vérifié au niveaal ld discontinuité. Cette formulation
conduit également & une matrice tangente symétrique

- Statically and Kinematically Optimal Nonsymmef($KON) :
Cette méthode consiste a enrichir le de déplacesmnime dans KOS pour assurer la
compatibilité entre le champ de déplacement etrdéftion, et a modifier comme dans
SOS la matrice d'interpolation des déformationsjsmaiquement pour les champs de
déformation virtuels. Ceci permet de cumuler lesand®ges des deux méthodes
précédentes, mais en contrepartie la matrice taagdrenue n’est plus symétrique.

Notons enfin que contrairement a I'élément d’irded, I'intégration de la loi cohésive
dépend de la relation de comportement volumiquel@rép, ce qui rend leur implantation plus
difficile des lors que ce comportement n’est pliastgue linéaire.
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2.3.3 Méthode des éléments finis étendus

XFEM en élasticité linéaire

Initialement développée dans le cadre de la méuaaniinéaire de la rupture (voir
[Belytschko et Black, 1999] et [Moé&s al, 1999]), la méthode des éléments finis étenduEMF
est proposée comme une alternative a la méthodélé@eents finis classique (FEM) pour I'étude
de structures fissurées. L'avantage de cette méth@dide dans la prise en compte des
discontinuités du champ de déplacement indépendatnduie maillage utilisé, la géométrie de la
fissurel" étant alors caractérisée par deux fonctions deanievel se): la premiére est définie
comme la distance signée a la surface fissuréle, s#conde comme la distance signée (sur cette
surface) au front de fissure. A partir de cettersiengéométrique, I'approximation du champ de
déplacement est enrichie avec un terme supplémentai

Ox0Q, u(x)=N(X) U+ H-(YN(X D (1-63)

ou N désigne la matrice des fonctions de forme classidu le vecteur des inconnues nodales
classiquesHr la fonction de Heaviside centrée gur(définie a partir de la distance signée a la
fissure) et U les degrés de liberté d’enrichissement relatifssaut de déplacement portés

uniquement par les nceuds dont le support est s@avear la fissure. Le saut de déplacement
s'exprime alors :

OsOr, [u]. (s)=N(9 (1-64)

Contrairement aux éléments a discontinuité intégeésaut de déplacement n’est plus considéré
comme une inconnue locale puisqu'il intervient \és degrés de libertd) au niveau de la
résolution du probléme global.

Afin de décrire la singularité du champ de conteaien fond de fissure, un terme
d’enrichissement supplémentaire est parfois ajolatés (1 - 63) : il concerne les nceuds dont le
support n'est que partiellement traversé Ipac'est-a-dire les nceuds des éléments contentortde
de fissure. Les fonctions d'interpolation sont aldéfinies comme le produit des fonctions de forme
usuelle et de la partie asymptotique de la solud®iVestergaard en pointe de fissure.

XFEM et fissure cohésive

La méthode XFEM a ensuite été implémentée en affiéét la fissure un comportement de
type cohésif, voir [Wells et Sluys, 2001], [MoésBstlytschko, 2002] et [Mariani et Perego, 2003].
Dans ce cas l'enrichissement du déplacement eguament de type Heaviside, le vecteur des
forces nodales intérieures associé aux inconnudeleslJ reste inchangé, en revanche pﬁhrun
terme supplémentaire doit étre pris en compte dudas forces de traction s’exercant sur
l'interface. Cette formulation reste donc relativerh proche de celle de I'élément d'interface et
nécessite priori d’avoir recours a une régularisation de I'énedgesurface : en fait le traitement
de la condition d'adhérence initiale peut étre éwn faisant propager la fissure de maniére
incrémentale (comme cela est fait dans [Wells ay512001] et [Mariani et Perego, 2003]), mais
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en cas de refermeture la condition de contactragéé par pénalisation dans [Mariani et Perego,
2003].

Les approches XFEM/CZM présentent donc l'avantage n@ pas avoir a mailler
explicitement l'interface cohésive, ce qui ne régmas pour autant la question de la détermination
du trajet de fissuration. En effet, la fissure eedéfinie par les level set dont la propagatiorosep
sur un critére extérieur a la formulation élémémit (post-traitement). Dans les articles mentionnés
ci-dessus, un incrément de fissure se propageweggontrainte critique est dépassée en pointe de
fissure, et la direction de propagation est choisibogonale a celle de la contrainte principale
maximale.
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Chapitre 1 — Modéeles continus et discontinus drufetion

3 Cohérence entre les modeéeles continus et
discontinus

Cette partie a pour but d’évaluer la cohérenceeeles modéles de fissuration continus et
discontinus qui ont été présentés précédemmentrasars d’'un cas simple, bidimensionnel, de
propagation stable de fissure rectiligne en modanls’intéresse notamment dans le cas du modele
cohésif, a I'influence que peut avoir la forme dédi d’'interface (a contrainte critique et énerdéee
rupture données) sur la réponse de la structutmytlétant de s’approcher autant que possible de la
réponse du modeéle non local. Ces résultats sotgrégat replacés dans le cadre de la mécanique
linéaire élastique de la rupture, notamment entogisant des courbes de résistances (courbes-R)
équivalentes.

3.1 Constructions de courbes-R équivalentes

Pour un modele de fissuration non linéaire, la taoson d’'une courbe-R équivalente
repose sur I'hypothese que l'augmentation de laplesse d'une structure a mesure que le
chargement augmente peut étre attribuée a la patpagd’'une fissure dans un modéle de Griffith
équivalent. Jirasek [Jirasek al, 2004] utilise ce concept pour déterminer I'énerdg rupture d'un
modéle d’endommagement non local, et Mogelal [Morel et al, 2010] afin de calibrer les
parametres d’'une loi cohésive. Nous présentongssalis les principales étapes de la construction
d’une telle courbe, dans le cas d’'un propagatiohligne.

On réalise dans un premier temps un calcul de nwariinéaire élastique de la rupture
(MLER), pour lequel on fait propager la fissure @déboutonnant » progressivement les noeuds
disposés le long du trajet rectiligne de fissurgtien partant de la pointe de la pré-fissure : la
longueur d’'un incrément de fissure est alors donpée la distance séparant deux noeuds
consécutifs. Pour chaque nouvel incrément, le emaegt U : déplacement imposé€) est ajusté de
telle sorte que le taux de restitution d’énergastijueG soit exactement égal a I'énergie de rupture
G (également définie comme un taux de restituti@meigie élastique critique) caractérisant la loi
cohésive : la fissure se propage dor@ a G;. On réalise cette opération en utilisant une agpo
globale de type méthode G-théta [Destuynder et2ja®981, Mialon, 1988] pour chaque nouvelle
pointe de fissure. A chaque pas de propagationtacke les grandeurs suivantes : déplacement
imposéU, force résultant&, et longueur de fissuile Il est alors nécessaire de construire en post-
traitement du calcul deux courbes tabulées quinten@cessaires par la suite. La premiére
représente I'évolution de la souplesse structufalen fonction de I'avancée de fissly®u ¢ est
donnée par :

U (1 - 65)

La seconde représente la dérivée de la souplessapgort a I'avancée de fissure, et est obtenue
par un schéma aux différences finies centrées (@awif la premiére et la derniere valeur),&u
désigne le pas (constant dans notre cas) d’avalecgssure :
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Cohérence entre les modeles continus et discontinus

dc c(,+a)-cf(,)

a W= Al

dC’(Ii)ZC’(Ii+AI)—C’(Ii—Al) sour1<i<n (1 - 66)
dl 2N

dc )zf(ln)—é’(ln—ﬂl)

d " Al

On effectue sur le méme maillage un calcul nonalieé(dans notre cas avec un modeéle de zone
cohésive ou avec un modéle d’endommagement nor),loeta on stocke a chaque pas de

chargement les grandeurs suivantes : déplacempms'éh] , force résultantd= , et souplessef.

Pour chaque valeur d€ , on détermine tout d’abord la Iongueﬂrde fissure MLER équivalente
par interpolation linéaire sur la courb&”) construite a partir du calcul MLER :

“Gi , aveci telque(<C <C, (1-67)

C’ -q
Puis, par interpolation linéaire sur la courbe @6}, on peut déterminer la dérivée de la souplesse
en| et ainsi évaluer la résistanGgen | égale au taux de restitution d’énergie :

G.()=G(N)=1F29¢ (1-68)
2 dl |

On peut ainsi construire point par point, pourtlaigure considérée, la courbe-R équivalente a la
réponse obtenue avec un modele de comportementimeaire donné. De telles courbes sont

tracées aux Figure 1 - 11 (b) et Figure 1 - 12o()r un modele cohésif et un modele non local. Il

semble important de souligner que le maillagesdtitioit étre suffisamment raffiné pour fournir des

pas d’avancée de fissure suffisamment petits, et flmurnir assez de points pour que I'erreur due
aux étapes d'interpolation linéaire et de dérivapar différences finies reste acceptable.

3.2 Parameétres de I'étude

3.2.1 Maillages

On étudie ici le cas d’'une éprouvette DCB trapéaleintaillée soumise a un chargement
monotone croissant d’ouverture (& déplacement igjpds part et d’'autre de I'entaille, afin de
solliciter la structure en mode |. La forme tragéate choisie pour cette éprouvette permet de se
placer dans le cas d'une propagation stable derfiset d’'éviter de potentielles bifurcations de la
fissure par rapport au trajet rectiligne initialotdns que le choix d’'une structure pré-fissurée est
indispensable pour étudier la propagation de fesswec le critére de Griffith en MLER, puisqu'il
ne permettrait pas de modéliser linitiation defigsuration dans le cas ou la structure serait
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Chapitre 1 — Modéeles continus et discontinus drufetion

initialement saine (pas de singularité géométrigla) géométrie, la nature du chargement, et le
maillage de cette éprouvette sont détaillés adarkil - 9.

* BRNFEY

c
=
9400 mmn

1000 mm 3000 mm
a) b)

Figure 1-9
DCB trapézoidale entaillée : (a) géométrie et cleemgnt ; (b) : maillage 1.

Afin d’étudier la convergence des solutions obtenaxec chacun des modeles, on considére trois
maillages pour lesquels on fait décroitre la taieactéristique des mailles au niveau de la zone
d’intérét que constitue le ligament. Le maillagelas grossier ou « maillage 1 » est représeraéé a |
Figure 1 - 9 (b) : le prolongement de I'entaill¢ esnstitué d’un maillage structuré de quadrangles,
dans une épaisseur correspondant a la largeur danide d’endommagement attendue pour la
réponse non locale, tandis que le reste de I'égtbeivest maillé de maniere libre avec un
déraffinement progressif a mesure que I'on s’éleida la zone d'intérét. Les deux autres maillages
sont construits de la méme maniére, leurs caratitgres sont données au Tableau 1 - 1.

nombre de mailles dans la bangdeaille h des quadrangles dans
de localisation attendue la zone d’intérét
maillage 1 6 16,6 mm
maillage 2 10 10 mm
maillage 3 18 55 mm
Tableau 1-1

Caractéristiques des trois maillages considérés.

3.2.2 Modélisations

Modele de Griffith :

La méthodologie de calcul employée pour ce typendelélisation a été précédemment

exposée au 8 3.1 portant sur la construction desbes-R. Les valeurs des paramétres matériaux
(élasticité et énergie de rupture), choisis poprédsenter un matériau fragile de type béton sont
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Cohérence entre les modeles continus et discontinus

récapitulées au Tableau 1 - 2. Les résultats obteawec ce modéle seront nécessaires a la

construction des courbes-R équivalentes pour leg dedéles non linéaires (cohésif et non local)
étudiés par la suite.

Elasticité E=3.10 MPgv=0.2
énergie de rupture G; =0.1 N/mm

Tableau 1 -2
Paramétres matériaux choisis pour le modéle MLER .

Modele cohésif :

Le modele cohésif utilisé repose sur I'élément dimterface décrit au chapitre 2, § 3.1.2
(voir annexe 2 pour plus de détails), qui permes’déranchir de la régularisation de I'énergie de
surface, et donc d’assurer une adhérence initatiife tant que la contrainte critique n’est pas
atteinte. On dispose le long du ligament (la ouresuds avaient été doublés pour le modele
MLER) des mailles d’épaisseur nulle qui porteroed éléments finis cohésifs lors des simulations,
et qui se verront affectés deux lois d'interfacgtidctes. Les paramétres matériaux les caractérisan
(contrainte critique et énergie de rupture) gardestmémes valeurs d’une loi a l'autre, elles sont
données au Tableau 1 - 3 (ainsi que celles desmptes d’élasticité du massif).

élasticité du massif E=3.10 MP&v=0.2

énergie de rupture G; =0.1 N/mm

contrainte critique o, =3 MPa
Tableau 1 -3

Paramétres matériaux choisis pour le modéle cohésif

loi affine loi modifiée

n

6 (MPa)
o, (MPa)

C
L

5" (mm) 8" (mm)
Figure 1 - 10
Lois d'interfaces utilisées pour le modéle cohésiEco, = 3 MPaet G = 0.1 N/mm.

En revanche, la forme de la loi est modifiee (Wgure 1 - 10) : la premiére est affine en
régime dissipatif, alors que la seconde a une faymee rapprocherait plus d’'une loi exponentielle,
avec un saut de déplacement a rupt&creestant cependant fini. Cette loi dite « modiféa en fait

été identifiée sur la base d’'une étude analytijnodr chapitre 2, § 2.5.1) pour étre parfaitement
équivalente au modéle d’endommagement a gradier® da cadre unidimensionnel. On souhaite
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Chapitre 1 — Modéeles continus et discontinus drufetion

donc voir dans quelle mesure cette propriété ksteervée dans le cadre bidimensionnel éléments
finis, et également comparer, tous parametres égawuailleurs, les résultats obtenus avec une loi
simple comme la loi dite « affine ».

Modéle non local :

Enfin, le modele d’'endommagement volumique utitesgose sur la formulation a gradient
d’endommagement décrite dans ce chapitre au § [V@iB annexe 1 pour la description de
I’élément fini mixte correspondant), et nécessateddnnée d’'un parametre matériau supplémentaire,
relié a la longueur caractéristique, et qui peue &hoisi comme la largeur de la bande de
localisation a ruptur€D (voir étude analytique du chapitre 2, § 2.2) ettda valeur est donnée au
Tableau 1 - 4.

élasticité E=3.10 MPgv=0.2
énergie de rupture G; =0.1 N/mm
contrainte critique o, =3 MPa
largeur de la bande de localisation a rupture 2D =100 mrmr
Tableau 1 -4

Paramétres matériaux choisis pour le modéle a gnaidd’endommagement.

Remarque :
Comme les modeéles considérés peuvent étre clasieésleur nature continue ou discontinue, ou

selon leur caractére linéaire ou non linéaire, oappelle dans le tableau ci-dessous ces
caractéristiques.

continu discontinu
linéaire modele de Griffith
non linéaire modéele non local modele cohésif
Tableaul-5

Caractéristiques des modélisations considérées.

3.3 Etude comparative des différents modeles

3.3.1 Convergence des solutions avec le raffinement du maillage

On souhaite dans un premier temps évaluer la tgllmaille minimale requise pour assurer
une précision suffisante, afin de pouvoir ensuiteparer ces trois approches. Sur la Figure 1 - 11
sont superposées les réponses obtenues avec liemoddocal et le modele cohésif (loi modifiée)
pour les trois maillages (voir Tableau 1 - 1). loaibe force — déplacement (figure (a)) montre que
la réponse cohésive a déja convergé sur le maileaglus grossier, alors que le modele non local
nécessite un niveau de raffinement beaucoup p&w élsur le maillage le plus fin (18 éléments
dans la bande de localisation) la solution sembleatabiliser (au-dela I'écart n'est presque plus
perceptible), mais ne se superpose pas exactemneoelte du modele cohésif. Afin d’évaluer cet
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Cohérence entre les modeles continus et discontinus

écart, on peut également comparer I'évolution deékistanceGg en fonction de I'avancée de
fissure MLER équivalente illustrée sur la courbdfRcée a la figure (b), pour laquelle on ne
représente la réponse du modéle cohésif que posewlrmaillage, la convergence vis-a-vis de la
taille de maille étant déja atteinte pour le mg#lde plus grossier. Pour le modele cohésif, on
observe une premiére phase au cours de laqBglteoit jusqu’a atteindre une valeur platéus :
cette phase correspond a I'amorcage de la fisaalvésive. La seconde phase constitue un plateau
en résistance dont la valeur est exactement égadleade I'énergie de rupture de la loi d’'intedac
soit Gg, = G¢ , cette phase correspond a un régime de propagditi stationnaire » de la fissure
cohésive, et est caractérisée par une invariangecars de la propagation) du champ de
déplacement (ou de contrainte) au voisinage deolate de fissure dans un repére mobile se
déplacant avec la pointe de fissure.

600

°—o non local : maill. 1 0,15{/o— non local : maill. 1
non local : maill. 2 non local : maill. 2
°—o non local : maill. 3 o—o non local : maill. 3
i czm : maill. 1 =—a czm : maill.3
450 i =—=czm : maill. 2
=—=czm : maill. 3
= L 0,1
g £
£ £
Z 300 zZ
g o
(] F
= 0,05
150
() L 1 L L 1 O 1 1 1 L ]
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0 500 1000 1500 2000
déplacement imposé (mm) Al (mm)
() (b)
Figure 1 - 11

Convergence des réponses non locale et cohésivadtiifiee) : (a) évaluée en termes de
courbe force — déplacement, (b) évaluée en termesudrbe-R équivalente.

Pour le modéle non local, le méme type d’évolugshobservé : au début de la phase d’amorcage
les courbes correspondant aux trois maillages amfondues avec la réponse cohésive, mais une
fois le régime de propagation atteint, un écarssdlle : le platear. est atteint d’autant plus
tardivement et avec un écart d’'autant plus importearec le modele cohésif que le maillage
considéré est grossier (20% d’écart &4¢ avec le maillage 1 contre 5% avec le maillageN®us
conserverons donc par la suite le maillage le @tfiné (maillage 3 : 18 mailles dans I'épaissear d

la bande de localisation) pour comparer les difftag approches.

3.3.2 Comparaison des réponses globales

Il s’agit dans ce paragraphe d’évaluer l'influenleela forme donnée a la loi cohésived{a
et Gs donnés) sur sa capacité a reproduire la répondalgl du modele non local, et également de
comparer les résultats de ces modeles non linéaues le modele de Griffith (MLER). On peut
observer dans un premier temps (Figure 1 - 12t(&))eque les trois modéles discontinus (cohésif
pour les lois affine et modifiée, et le modele deffith) conduisent a des réponses qui se
superposent exactement dés lors que la phase gagation stationnaire est atteinte, I'écart
observé avec le modéle non local reste donc cala §té mentionné dans le paragraphe précédent.
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600

0,15{e—o non local
czm : loi affine
=—= czm : loi modifiée
— Griffith
450
—_ [ ——
g ~ 0,
£ g
Z 300 zZ
£ o—o non local i 0.05
czm : loi affine ’
150 == czm : loi modifiée !
«— Griffith
0 L L L i L i L i 0 \ L I .
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0 500 1000 1500 2000
déplacement imposé (mm) Al (mm)
(a) (b)
Figure 1 - 12

Comparaison (sur le maillage 3) des modeles MLEBRésifs (lois affine et modifiée), et non local :
(a) en termes de réponse force — déplacementen(lbgrmes de courbe-R équivalente.

En revanche, c’est dans la phase d’amorgage desl@sodon linéaires que I'on observe l'influence
de la forme de la loi cohésive. En effet, sur larbe-R Figure 1 - 12 (b) le plateau en résistance
Gr = Ggr. est atteint beaucoup plus rapidement avec la ffinea qu'avec la loi modifiée
(respectivement pour une extension de fissure atgriteAl d’environ 125 mm contre 250 mm)
pour le jeu de paramétres matériaux choisi, cesquiraduit sur la réponse force — déplacement
(Figure 1 - 12 (a)) par un pic de force plus élardviron 6% d’écart) et apparaissant plus tét avec
la loi affine. La loi modifiée reproduit quant deefidélement la phase d’amorgage du modele non
local, et I'écart relatif de 5% constaté SBg. n'est plus imputable au degré de raffinement du
maillage puisque la convergence vis-a-vis de ldetaie maille est déja atteinte sur le maillage
considéré. Cet écart est di au caractére propaigaté cas test 2D, car comme nous le verrons au
chapitre suivant, la loi modifiée est construitaupoeproduire exactement le comportement du
modéele non local dans un milieu unidimensionnelguiedans notre cas revient a ne considérer le
gradient de la variable d’'endommagement que dadsdation normale au trajet de fissuration, et
pas dans la direction tangentielle.

3.3.3 Comparaison des tailles de process zones

Pour un modele cohésif, farocess-zonest définie comme la portion de l'interface sur
laquelle le saut de déplacement maximal atteimfyjidgsprésent est strictement compris entre 0 et sa
valeur critiqued. (ce qui revient a définir un endommagement sigéecstrictement compris entre
0 et 1). De la méme maniere, la longueur dprtacess zon@on locale peut étre définie comme
celle de la portion de droite passant au centria d@ande de localisation (ou I'endommagement est
maximal), et sur laguelle 'endommagement est tetment compris entre 0 et 1. On pourra se
reporter a la Figure 1 - 13 afin de visualiserecetine sur la structure étudiée, pour chacun des de
modéeles non linéaires. La taille de cgitecess zonpouvant étre amenée a varier a mesure que la
fissure se propage dans la structure (et donc armegie la structure s’assouplit), nous étudions
dans cette partie son évolution en fonction delgpkesse la structure.
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Figure 1 - 13
Localisation des process zones, sur la figure dut paur le modéle non local, sur la figure du bas
pour le modéle cohésif muni de la loi modifiée &nconfiguration déformée300).

On trace a la Figure 1 - 14 I'évolution de pescess zonesn fonction de la complaisance pour les
modeles non linéaires (en traits pleins), ainsi Kgsolution de la longueur totale de fissure (en
pointillés) pour les modeéles discontinus (pour led&le cohésif, on entend par longueur totale de
fissure celle de la discontinuité comprenarynacess zonet la partie de I'interface ne transmettant
plus aucun effort). Notons que le choix de la sesg comme grandeur de référence en abscisse
permet de déterminer la position de la pointe deufie MLER équivalente pour les deux modeles
non linéaires.

L'évolution de la taille deprocess zorgese fait en trois étapes. Au cours de la premigre,
process zone'étale jusqu’a atteindre une longueur critique moment ou au moins un point
matériel voit un endommagement total (surfaciquerpe modele cohésif, et volumique pour le
modéle non local), alors que pendant la secondprdpagation se fait a taille g@ocess zone
constante. La troisieme étape est caractériséauariégere décroissance de la longueur de la
process zonérsque la pointe de fissure se rapproche deolatidBre du domaine, ce qui ne serait
pas observé dans le cas d'un milieu semi-infinésl montré dans [Moret al, 2010] que dans le
cadre de la rupture quasi-fragile, et pour un medkd zone cohésive, les deux premiéres étapes
correspondent aux phases d’amorcage et de propagaditionnaire observées sur les courbes-R et
décrites au paragraphe précédent, ce que nous vobserégalement pour le modéle
d’endommagement non local.
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2000 R S
et
- 7.
= B 7. non local : p.z. |
N //_ . czm (loi affine) : p.z.
5 /7. czm (loi affine) : fissure + p.z.
£ 1000 i : —— czm (loi modifiée) : p.z.

— — czm (loi modifiée) : fissure + p.z.
/7 = =+ Griffith : fissure

0,001 0,01
souplesse (mm/N)

Figure 1 - 14
Evolution de la longueur des process zones (patts pleins), et de la longueur totale des fissure
(pointillés) en fonction de la souplesse de ladtite (échelle log. en abscisse).

On constate que la taille critique atteinte papiacess zone€ohésive dépend clairement de la
forme donnée a la loi d'interface : pour la loi rifggk on observe unprocess zond’environ 500
mm, alors qu’elle est approximativement divisée gheux pour la loi affine (environ 240 mm), ce
qui, en termes d’ordre de grandeur, reste en acaed I'expression (1 - 69) donnée dans [Rice,
1980], Lczv désignant cette taille critique. On reste biensdame gamme de tailles geocess zone
non négligeables devant les dimensions de la stei¢entre environ 1/6 et 1/10 de la longueur du
ligament), ce qui est caractéristique des matérnipasi-fragiles comme le béton.

EG, AN (1 - 69)

LCZM zm —’. LCZM =345 mm

La détection de larocess zonen post-traitement d'un calcul élément fini eséaipour un modéle
cohésif dans la mesure ou 'endommagement surfaagticoncentré dans une couche d’éléments
d’interface (d’épaisseur nulle) bien identifiee. Egvanche, pour le modéele d’endommagement
volumique (non local), la variable d’endommagemestt définie aux points d’'intégration dont la
localisation géométrique dépend directement dulagglutilisé : il faudrait idéalement s’arranger
pour disposer d’'une rangée de points de Gaussesiué la ligne médiane de la bande de
localisation (ou de nceuds, si 'on souhaite recolurune extrapolation nodale de cette variable
interne). Dans notre cas, nous avons identifiéa@eh pas de chargement les points de Gauss situés
dans la rangée la plus proche du centre de la aette partie de la structure étant ici mailléecav
une grille cartésienne) pour lesquels 'endommagenee y est tel queO<a< 0.98 (la valeur
a=1 n'étant pas atteinte aux points d'intégration alecenaillage utilisé). Ce choix arbitraire
conduit sirement a surestimer (ou a sous-estinattg taille, comme le montre la Figure 1 - 15 ou
I'on a choisi d’autres valeurs pour la borne sumée de I'inégalité ©.97 et 0.99). S'il reste donc
délicat d'identifier précisément la taille dedeocess zonaon locale, il n'en reste pas moins que le
modéle cohésif muni de la loi modifiée permet deroduire exactement les tendances en termes
d’évolution (croissance, plateau, puis décroisspabienues avec le modéle non local, et ce sur les
mémes intervalles de souplesse.
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o non local : p.z. (0.<a<0.97)

+ non local : p.z. (0.< a<0.98)

A non local : p.z. (0.< a<0.99)
—— czm (loi modifiee) : p.z.

1000

500

longueur (mm)

0,001 0,01
souplesse (mm/N)

Figure 1 - 15
Influence du choix du critere d’appartenance atagess zone non locale.

Enfin, en ce qui concerne I'évolution des longudatales de fissure a la Figure 1 - 14, les courbes
obtenues avec les deux lois cohésives se supetpgossyue les longueurs critiques pl®cess zone
ont été atteintes, et I'écart constaté avec ladengde fissure de Griffith équivalente reste camist
dans cette phase de propagation stationnaire,i@vaj déja été souligné dans [Moetlal, 2010].

3.3.4 Comparaison locale des champs au voisinage de la fissure

On a établi au cours des deux paragraphes présédiemtcomparaisons s’appuyant sur des
considérations énergétiques d’ordre global, c'atiteaa I'échelle de la structure. Afin de clordtee
étude, on s’intéresse désormais a la maniére demhddeéles mis en ceuvre décrivent localement les
champs mécaniques au voisinage de la fissure tamneent a leur capacité a répondre de maniéere
cohérente a la question suivantesoys un niveau de chargement donné, ou se sitpeitde de
fissure et quelle est I'ouverture de fiss@re. On a constaté sur la courbe force — déplateme
Figure 1 - 12 (a) un écart entre la réponse du taaakén local et celles des modéles discontinus
(pour lesquels les réponses sont toutes superpogéiese traduit par une force résultante plus
élevée a niveau de chargement donné (déplacemposénpour le modéle non local, conduisant
ainsi a une structure moins souple. En pratiquestdien la valeur du chargement (et non celle de
la souplesse) que contrble I'utilisateur du codecdkul, c’est donc pour un méme niveau de
chargement que nous allons comparer les déplacem@ntverture obtenus avec chaque modéle.

On se place donc a une valeur de chargetden0.3 mm, pour laquelle la taille critique de
process zona déja été atteinte par tous les modéles nonid@gdour les modeles discontinus, on
reléve sur toute la longueur du ligament la comptesaerticale du champ de déplacement au
niveau des nceuds de la levre supérieure de lardissa qui correspond a la demi-ouverture de
fissure ; pour le modéle cohésif, on releve de pdushamp d’endommagement surfacique aux
points d'intégration des éléments d’interface. ladure continue du modéle non local ainsi que la
symétrie du probléeme imposent que le déplacementvetture reste nul au centre de la bande de
localisation, on choisit donc d’approcher le (dem@placement d’ouverture par la composante
verticale du champ de déplacement sur les nceudgsssitu bord de la bande de localisation. On
releve également la valeur de 'endommagement podttaaux nosuds situés au centre de la bande
de localisation. Ces champs sont tracés a la Fijurel6 en fonction de la position le long du
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ligament, sur des graphiques a double ordonnégta@@ment / endommagement) afin de visualiser
distinctement la partie saine,geocess zoneet la partie totalement rompue.

déplacement vertical (mm)

0,15

0,1

0,05

dommage : czm, affine
— — dommage : czm, modifiée
— — dommage : non local
—— dépl : Griffith

\ dépl. : czm, affine

—— dépl. : czm, modifiée
—— dépl : non local

endomamgement

déplacement vertical (mm)

1000

2000
abscisse (mm)

(@)

3000

1000

abscisse (mm)

(b)
Figure 1 - 16

L
G

(=}

endomamgement

1500

Pour un déplacement imposé de 0.3 mm, et pour ehaxpaiéle considéré : composante verticale
du déplacement le long de la Iévre supérieure distare (traits pleins) et de 'endommagement
(pointillés) en fonction de I'abscisse le long diament. (a) : sur toute la longueur du ligament ;

(b) zoom au niveau des process zones.

La figure (a), représentant ces champs sur touterigueur utile, montre qu'a I'échelle de la
structure les ouvertures obtenues avec les modidesntinus sont quasi-identiques, de légers
écarts étant constatés au voisinage des points daplacement s'annule, c’est-a dire au niveau des
pointes de fissure. Pour le modéle non local, amstate un écart avec les modéles discontinus,
constant dans la partie totalement endommagéeentiddn 7% relativement a la valeur obtenue
avec ces modéles. Dans une premiére approximatiotel écart reste acceptable d’autant plus que
le choix de relever le déplacement au bord de faldale localisation reste discutable. Les mémes
champs sont également tracés a la figure (b), enrsgentrant uniquement surgdeocess zone
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Chapitre 2 — Passage d’'un modele continu régularisg modele cohésif

Ce chapitre présente tout d’abord une revue bitdiglgigue des approches impliquant a la
fois des modeéles continus d’'endommagement et dekele® discontinus de fissuration pour des
simulations de propagation de fissures par élénfanss

Ensuite, nous étudions dans un contexte unidimenslola transition entre un modéle
d’endommagement continu régularisé et un modél€sibhPlus précisément, on établit dans un
premier temps une comparaison entre deux technidee®gularisation (formulation a gradient
d’endommagement et formulation a gradient implipidgetant sur la déformation) sur la base d’'une
étude semi analytique, afin de sélectionner calienqus parait la plus adaptée pour mener a bien
notre étude. Disposant de la solution du problémeaticu, on montre qu’il est alors possible
d’identifier analytiquement une famille de loismt&rface permettant de basculer du modéle continu
non local vers un modéle cohésif quelque soitVeani de dégradation atteint par le matériau, et ce
tout en assurant I'équivalence énergétique ensrdéeix modeles.

Enfin, on propose une extension de cette stratgieadre 2D (et 3D) éléments finis dans le
cas de la propagation de fissures rectiligneslésigs) en mode I.
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Approches continues - discontinues dans la litiéeat

1 Approches continues - discontinues dans la
littérature

Cette partie bibliographique a pour but de rappédsr différents travaux dans lesquels
'amorcage et la propagation de fissures sont gmen faisant intervenir & la fois des modéles
d’endommagement volumiques et des modeles disemnde fissuration. Ce passage d’'un modele
continu & un modele discontinu est activement étdeipuis les quinze derniéres années et a fait
I'objet de nombreuses publications. Loin de voufidie exhaustif, on se propose ici de revenir sur
les contributions qui paraissent les plus pertieeaians le cadre de notre étude.

Dans ces travaux, le modele d’endommagement estnmisuvre afin de décrire l'initiation de
la fissuration ainsi que les mécanismes de dédoadatii ont lieu en amont de la pointe de fissure
(au niveau de larocess zone De plus, la capacité a détecter le trajet drufetion étant inhérente
a ce type de modéele, il sert donc également aifabrie lieu ou les surfaces de discontinuité du
champ de déplacement doivent étre insérées. Asisk, modéle continu doit étre en mesure de
répondre avec fiabilité & ce cahier des charges,wnau chapitre 1, 8 1.4, qu'il était indispereab
de le régulariser pour s'affranchir des problemesdépendance au maillage (localisation et
orientation). Le recours a un modele d’'endommagémégularisé nous parait donc indispensable
pour décrire la partie continue du probléme, d'autdus que le cadre de notre étude se borne a
lendommagement quasi-fragile pour lequel [l'uttisa d'un modele local conduirait
immédiatement au régime de localisation (pas degpdendommagement diffus)

On distinguera par la suite deux grandes catégdi@sproches parmi les travaux disponibles
dans la littérature.

* La premiere consiste a construire, en post-traitérdéun calcul d’'endommagement
non local, un modeéle discontinu équivalent (de t@uifith ou cohésif) en s’appuyant
soit sur des équivalences énergétiques, soit swoleept de discontinuité forte
(« strong discontinuity approach dont le formalisme a été développé dans [Sénho
al., 1993] et [Oliver, 1996]).

» La seconde catégorie concerne ['utilisation corgitlu modele continu et du modéle
discontinu dans un méme calcul éléments finis, o qualifiera « d’approches
couplées ». Dans ce cas le changement de modé&dt geaduellement au niveau des
zones endommageées, ce qui souleve plusieurs guestguelle modélisation des
discontinuités employer, ou faut-il les placergaand faut-il les insérer Re recours a
des méthodes de discrétisation comme X-FEM ou ardgkodes de remaillage, ainsi
gue le choix d’'un critere de propagation fournisseans les publications traitant ce
probleme, des réponses aux deux premiéres queskongevanche, la réponse a la
guestionquandconduit a distinguer deux sous-catégories d'agmesacouplées, qui se
résument soit a l'insertion de fissure (libre detteffort surfacique) au niveau des
points matériels qui voient un endommagement tetit,a I'insertion de fissure avant
que 'endommagement n’ait atteint sa valeur ultians ce dernier cas, le modéle
discontinu doit nécessairement étre de type colpéssfju’il doit permettre de dissiper
'énergie qui aurait été localement dissipée par medele d’endommagement
volumique jusqu’a rupture.
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Chapitre 2 — Passage d’'un modele continu régularisg modele cohésif

1.1 Construction de modeles discontinus équivalents

Dans [Dufouret al, 2008], une méthode est développée afin d’estiimeverture de fissure
équivalente a la localisation d’'un endommagemehimmimue régularisé. Elle est construite sur le
cas unidimensionnel d’une barre soumise a un chagede traction monotone croissant : la barre
est encastrée en= 0, un déplacement est imposéxerL, et la fissure ponctuelle est localiséexen
= X,. Lorsque le barreau est complétement rompu, lemphae déplacement présente une
discontinuité enx = X,. En s’appuyant sur le formalisme de la disconténtorte, il peut s’écrire de
la maniére suivante (I'indicgd signifiantstrong discontinuity et le champ de déformation est alors
obtenu par dérivation :

Uy (@) =[ U] H(x= %) = £4(X) =[u]D(x- %) 2-1)

avec[u] le saut de déplacement e X,, etH et © respectivement la fonction de Heaviside et la

distribution de Dirac. Si¢ désigne la déformation locale sous un niveau dargement
guelconque, on rappelle I'expression de la défdonatégularisée€ correspondante pour un
modeéle non local de type intégral, @ désigne la fonction poids caractérisant I'opénaide
délocalisation :

£(x)= V()jw(x Ye(ydy, ot V(X) = jw(x ydy (2-2)

L'application de cet opérateur au champ lo&g| conduit a I'expression ci-dessous pour son
pendant non locak_, . Ces deux champs sont représentes a la Figute 2 -

zsdm:[[uﬂ% @-3

La méthode s’appuie alors sur le raisonnement suivs le modele continu permet de décrire avec
précision le stade ultime de la rupture, I'errentre £ et £, devrait tendre vers O lorsque

'endommagement tend vers 1 er X, et on devrait idéalement avoir 'égalige= £, a rupture.

Dans ce cas, on a d'aprés (2 - 3) I'expressionaiu de déplacement connaissant le champ de
déformation régularisé obtenu avec le modéle noal lo

[[U]]_ ()%) —()%) (2'4)

En pratique I'expression (2 - 4) fournit un outig gost-traitement qui, a partir du résultat d’'un
calcul d’endommagement non local, permet d’estiamer ouverture de fissure équivalente. L’erreur
observable entr& et £ 4 procure de plus un indicateur permettant de dii@nta qualité de cette
estimation. Enfin, cette approche est développéaisuexemple unidimensionnel mais peut étre
étendue aux dimensions supérieures pour des priigagde fissures en mode |, ce qui suppose de
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Approches continues - discontinues dans la litiéeat

détecter le lieu ou 'endommagement est maximghédien 2D, surface en 3D) et d'y réaliser en
tout point la méme opération. Ce type d'approclééadéveloppée en dimension deux par Bottoni
et Dufour [Bottoni et Dufour, 2010].

Ay

[ul

0 A N

Figure2-1
Déformation locale a discontinuité fortg, , et déformation régulariség,, associee.

Dans [Planagt al, 1993], le méme type de méthode est employé panstuire une loi cohésive
équivalente & un modele non local. Il faut alosutgr dans I'expression de la déformation (2 - 1)
un terme constant dépendant du chargement et guspond a I'état de déformation homogéne
dans [O.] \ X. La construction de la loi cohésive revient dondr@uver, a chaque pas de
chargement, le safui] qui assure I'égalite& = £,.

Dans [Mazars et Pijaudier-Cabot, 1996], des égenads énergétiques entre un modele de
Griffith et un modele d’endommagement non locaégnal sont construites en s'appuyant sur le
concept de fissure équivalente, pour lequel estog@p I'égalité entre I'énergie de surface
nécessaire a la création d'une aire fissurée¢retgie volumique dissipée avec le modele non local
pour former la zone endommagée considérée. Au amit®volution, cette égalité doit également
étre vérifiée par les incréments d’énergie dissipéayui traduit par la relation suivante :

G,dA = [ YdadQ (2-5)
Q

ou G, désigne le taux de restitution d’énergie élasticritique, d.A I'incrément d’aire fissuréeY

la force thermodynamique associée a la variableddmmagementa, et da lincrément de
champ d’endommagement. La relation (2 - 5) peutsaltre intégrée sur toute la durée de
I’évolution afin d’obtenir I'aire de la fissure égalente sous un niveau de chargement donné. A
'inverse, une méthode est développée pour comstranalytiquement la distribution spatiale
d’endommagement équivalente & une fissure reatildpnnée dans un milieu infini au sein duquel
la fissure s’est propagée sous un chargement ee n@gtte construction s’appuie sur I’hypothése
gue linfluence de laprocess zongdéfinie comme la portion de la zone endommagée ou
'endommagement maximal vérifi@ <a<1) sur la dissipation d’énergie reste faible, et gae
conséquent, il suffit de reconstruire le profilchamp d’endommagement dans la direction normale
au trajet de fissuration lorsque sa valeur ultimel a été atteinte en son centre. Ces deux
méthodes sont testées pour un calcul élément Bnisilulant la rupture d’'une éprouvette CT
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soumise a un chargement de traction : dans le precais on passe du modéle non local a une
fissure équivalente et le calcul est poursuivi étamique linéaire de la rupture, dans le second on
part d'une fissure préexistante pour déterminexhiemp d’endommagement équivalent et le calcul
est poursuivi avec le modéle non local.

1.2 Approches couplées continues - discontinues

1.2.1 Transition a endommagement ultime

Ce type d'approche consistant a insérer des disentéts du champ de déplacement dans
les zones completement endommagées permet d'éuité considération énergétique puisgu’
priori le modéle d’endommagement ne dissipe pratiquemiestd’énergie dans ces zones. Cette
affrmation est & nuancer selon le type de régedtion employé pour le modéle
d’endommagement : lorsqu’il s'agit d’'une approctmn focale intégrale ou a gradient implicite,
comme c'est le cas dans [Simaoeteal, 2003] et [Patzék et Jirdsek 2003], la valeuiqeré a,, de
'endommagement (au-dela de laquelle la discorténest insérée) est choisie trés proche de l'unité
mais strictement inférieure a 1 (par exemple = 0.999 dans [Simonet al, 2003]), et ce
principalement pour introduire une coupure dantpularisation. En effet, on a vu au chapitre 1
que ces modeles non locaux conduisent & un élargéss latéral pathologique de la bande de
localisation lorsque 'endommagement tend versiritrdduction d’'une discontinuité en son centre
permet alors de relacher cette sur-régularisatissgpe les lévres de la fissure constituent aloes u
extension de la frontiére de la structure, ce wop@rdit le couplage entre deux points situés degtar
d’autre de la fissure. Ainsi, dans le cas de mab&riquasi-fragiles, la réponse d’une structure sera
d’autant plus fragile que., sera choisi loin de l'unité.

Dans [Simoneet al, 2003], cette approche est développée en dimert@ar pour des
matériaux quasi-fragiles, avec un modéle d’endonamant régularisé par gradient implicite pour
la partie continue, et une prise en compte de®diswités dans la discrétisation via la méthode X-
FEM (voir également [Patzadk et Jirasek 2003], etelf[gvet al, 2002] dans le cas d'un
comportement volumique plastique régularisé par ap@oche visqueuse). La propagation de la
fissure s’appuie alors sur la réactualisation dmgctions level sets qui permettront d’enrichir
localement la base d’interpolation du déplacemededa déformation régularisée. En pratique, une
discontinuité est insérée dans I'élément fini skméamont de la pointe de fissure préexistante (en
fait un segment traversant entierement I'élémemnpuide la pointe) dés lors que le niveau
d’endommagement y est supérieua.aet cette procédure peut étre réitérée tant quélésents
situés en amont vérifient ce critere d’amorcgageciitére d’orientation permet quant a lui de défini
la direction dans laquelle un incrément de fisdtaeerse chacun de ces éléments depuis la pointe
précédente : initialement formulé en contrainteasdf/Nells et Sluys, 2001], il permet ici de
déterminer la directiod d’accumulation maximale de déformation équivalerde localee :

- 1 d |
d:ZQ\(cq|—'”, ol @ :(Zﬂ)Tﬁexp —% 2-6)

60



Approches continues - discontinues dans la litiéeat

avecSI'ensemble des points d’intégratiorsitués dans un secteur angulaire donné en amdat de
pointe de fissureg, V;, et w sont respectivement la déformation équivalentelooale, le volume

et la fonction de pondération associés au gomtdésigne quant a lui le vecteur allant de la pointe
au pointi. Dans I'expression de la pondératian r désigne le rayon d’interaction choisi comme
quatre fois la longueur caractéristique du modele local. La Figure 2 - 2 extraite de [Simaete
al., 2003] montre que cette approche permet d’obtbsrtrajets de fissuration complexes, ici pour
la rupture d’'une poutre entaillée soumise a ungdraent antisymétrique de cisaillement quatre
points.

Figure2-2
Exemple de trajet de fissuration déterminé d&isoneet al, 2003].

Dans le cas des matériaux ductiles endommagedblesrise en compte des grandes
déformations s’avere parfois indispensable dansifeslations éléments finis et conduit alors a des
éléments distordus ne permettant plus d’assurquddité de la solution, voire la convergence du
calcul. Il est alors nécessaire d'avoir recoursndalgorithme de remaillage (suivi d’'un étape de
transfert de champs sur le nouveau maillage) i ldef certains pas de temps. Partant de ce constat,
une approche consistant & mailler explicitemenfidsure au cours de sa propagation via une
méthode de remaillage est proposée dans [Mediagillal, 2006a], pour le cas d’'un modele
élastoplastique endommageable régularisé par gadieplicite, en grandes transformations.
L'algorithme de remaillage décrit dans [Mediavika al, 2006b] y est amélioré et formulé en
vitesse d’endommagement pour mettre en place vstegie d’adaptivité de maillage : les zones ou
l'endommagement se développe doivent étre suffisamimaffinées tandis que celles qui sont
totalement endommagées (et donc traversées pdisdages) et situées suffisamment loin de la
process zonepeuvent étre décrites avec une discrétisatiomdoes plus grossiere. L'insertion
d’'une discontinuité est réalisée dans les régianeadommagement aux noeuds vaut 1 (ce champ
extrapolé a partir des points de Gauss peut predetrezaleurs strictement supérieures a 1), et dans
une direction donnée par un critere d’orientatiomparable a (2 - 6). La Figure 2 - 3 extraite de
[Mediavilla et al, 20064a] illustre cette méthode sur le cas de lmmibsage a I'emporte piéce
d’'une piece métallique.

Plus récemment, toujours dans le cadre de la déehiluctile, Feld-Payet a étendu ce type
d’approche adaptative aux situations tridimensidase pour une formulation en petites
perturbations dans [Feld-Payet, 2010]. La méthadpgsée s’appuie sur I'algorithme de remaillage
3D développé par Chiaruttit al. [Chiaruttini et al, 2010] pour lequel un maillage surfacique
auxiliaire est utilisé pour introduire explicitenetes fissures dans le maillage volumique de calcul
Ce maillage auxiliaire est alors mis a jour déslguzitére de propagation est vérifié. En dimemnsio

a

deux, ce critére consiste a se placer en pointéisdare et a localiser les maximas du champ
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d’endommagement (lissé au préalable) comme leoliele produit scalaire de son gradient avec le
vecteur orthoradial d’'une fenétre d’'étude semitdaite change de signe. En dimension trois la
méme stratégie est appliguée dans les plans orhogoaux segments qui constituent la
discrétisation de I'ancien front de fissure. Céérd permet de localiser le chemin (linéique ereRD
surfacique en 3D) sur lequel le champ d’endommagéemst maximal. Le maillage auxiliaire est
alors étendu sur la portion de ce chemin ou I'endagement excede sa valeur critique.

Figure2-3
Exemple de trajet de fissuration déterminé datediavilla et al, 2006a].

1.2.2 Transition avant rupture : transfert local d”  énergie

En introduction de cette partie, on a distinguéxdmus catégories d’approches couplées en
fonction du niveau d’'endommagement volumique aé-delquel le modéle continu bascule vers un
modéle discontinu. Or, on a également vu au paphgrgprécédent que dans le cas ou cette
transition est déclenchée pour un endommagemaealt tottait parfois préférable de choisir une
valeur d’endommagement critique trés faiblemerériefire a I'unité, principalement pour éviter les
problemes de sur-régularisation. Afin d’éviter ®wonfusion, on précise que la transition sera
définie comme « déclenchée avant rupture » degjloeda valeur de 'endommagement critique ne
sera plus choisie suffisamment proche de 1 powsidérer que la part d’énergie de rupture 6tée au
modele continu reste négligeable. Dans ce caspribmation d’'un bilan énergétique restant
inchangé en insérant des surfaces libres danoiesoia > a, n'est plus valide, et le recours a
modeéles de zones cohésives devient nécessairefissases cohésives ont alors pour rble de
dissiper I'énergie qui aurait da étre dissipéelpanodele volumique.

Dans [Jirdsek et Zimmermann, 2001b], une telletéjia est mise en ceuvre pour passer
d’'un modeéle non local & un modéle de fissure cekésin s’‘appuyant sur des éléments a
discontinuité interne de type E-FEM. Le modele awal est ici utilisé pour différer I'activation de
la loi cohésive et fournir un critere d’orientatiates fissures, donné par la direction de la
déformation non locale principale maximale. DansrCet al, 2007], cette méthodologie est
développée pour des propagations de fissuresigeeti en mode | dans des milieux quasi-fragiles.
Le passage d’'un modele non local intégral a un meadie fissure cohésive est réalisé au moyen de
la méthode X-FEM (voir [Mariani et Perego, 2003lpée traitement d’interfaces cohésives avec la
méthode X-FEM). Le changement de modéle est ddufelmrsque I'endommagement dépasse une
valeur critique reliée a la taille de maille daasbande de localisation : plus le maillage y est
raffiné, plus cette valeur critique est élevéenAfe satisfaire le bilan énergétique, I'énergi¢armgs
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a dissiper par le modéle non local est concenués\eeau de I'interface cohésive, selon le schéma
extrait de [Comket al, 2007] (voir Figure 2 - 4).

Figure2-4
Principe du transfert énergétique proposé dibemi et al, 2007] :
(C) continu ; (C-D) continu — discontinu.

L’expression de loi cohésivgw) est calquée sur celle de la réponse uniaxialeraiote —
déformation du modéle d'endommagement continu. pammetres de cette loi d'interface sont
ajustés de telle sorte que la contrainte critit{0¢ corresponde bien a la contrainte normale au
niveau de linterface avant que la transition né déclenchée, et que I'énergie de rupt@e
caractérisant cette loi soit bien celle qui auggt dissipée par le modéle volumique jusqu’a reptur
Cette part d’énergie est quant a elle estimée agagment en faisant I'approximation que, pour
'approche continue seule, I'épaisseur de la badeéelocalisation n’évolue plus une fois que
'endommagement critique a été dépasse.

Dans [Cazest al, 2009], une loi cohésive thermodynamiquement edente a un modele
non local intégral fragile est construite sur ladau probleme unidimensionnel d'un barreau en
traction, en assurant I'égalité des incrémentset@e dissipés par les deux modeles. Ces travaux
ont ensuite été étendus a un modéle élastoplasigdemmageable a gradient implicite dans
[Cazeset al, 2010]. Conjointement, cette équivalence a étisédi dans [Simatos, 2010] pour
mettre en place un modéle éléments finis (en difmerdeux et trois) continu — discontinu destiné a
modéliser la propagation de fissures en rupturdilduavec la méthode X-FEM. Cette fois ci, le
modéele continu n'est plus régularisé et le modelesif joue le rble de limiteur de localisation. En
effet, apres une phase d’endommagement diffugrigortement devient adoucissant et le modéle
d’endommagement local quitte son domaine de véliditisqu'il entre en régime de localisation.
Des cet instant est déclenché le modéle de zonésieghénergétiquement équivalent au modele
volumique, considéré cette fois ci dans sa versémularisée, et ce jusqu’'a rupture. Si cette
approche est valide pour la rupture ductile, ebesnsemble difficilement applicable en rupture
guasi-fragile. En effet le comportement d’'un poimdtériel ne présentant pas de phase durcissante
(caractérisée par un endommagement diffus), la maseceuvre d’un modéle local conduirait
automatiquement au régime de localisation, ce eyiendrait a n'utiliser que le modeéle cohésif. |l
semble donc nécessaire dans le cas des matériagkfrpgiles, que la partie continue du modéle
soit décrite par un modele d’endommagement régdari
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1.3 Bilan

L'objectif principal de notre étude est de mettre mace une approche mixte continue —
discontinue permettant, étant donné un modele mortiendommagement quasi-fragile régularisé,
de modéliser la propagation quasi-statique dergssuues comme des surfaces de discontinuité du
champ de déplacement. Ceci nous améne naturellémm@iilégier la piste des approches couplées
qui ont été détaillées au 8§ 1.2, puisque leur impldation unifie les descriptions continues et
discontinues au sein d’'un méme modeéle éléments, fatisemble conduire a des outils numériques
relativement automatiques ne nécessidgntiori pas d’intervention de la part de I'utilisateur.

Pour ce type d’approche et dans le cas ou la tramstontinu — discontinu intervient a
endommagement ultime, on a vu que l'utilisation méthodes de régularisation comme les
formulations non locales a gradient implicite otégrales (qui sont en fait les plus populaires dans
la littérature) pose le probleme de la sur-régsédion, auquel remédie l'insertion de discontirgiité
libres a des niveaux d’'endommagement inférieur mmas proche de l'unité. Si dans une premiére
approximation on peut considérer que cela n'a pagpect sur le bilan énergétique, le choix de
'endommagement critique reste cependant délica¢et avoir une influence sur la réponse globale
d’une structure, comme cela est souligné dans [i&érabal, 2003]. Toutefois, le recours a d’autres
méthodes de régularisation qui ne présentent pagpeed’inconvénient, comme par exemple la
formulation a gradient d’endommagement proposés flasrentz et Godard, 2011] et détaillée au
chapitre 1, 8§ 1.5.3, permettrait de déclencher é&pasation matérielle pour un niveau
d’endommagement exactement égal & 1. Sous cestioosdicette approche devient une piste
séduisante. Dans le cas ou la transition a lieuntagpture, il semble donc possible d'utiliser
n’'importe quelle technique de régularisation, pougue I'endommagement critique ne soit pas trop
proche de I'unité et que le probléme de la consgienvale I'énergie entre les états endommagés et
les états fissurés soit traité correctement, corolest le cas dans [Congit al, 2007]. Si cette
approche semble donc offrir plus de généricité u@récédente, elle présente également un
avantage supplémentaire qui réside dans la prisompte automatique des conditions de contact
via le modéle cohésif. En effet dans le cas d’'ubehdrge conduisant a une refermeture des levres
de la fissure, la condition de non interpénétraendirectement gérée par la loi de comportement
de linterface cohésive (dans le cas de petitssgiigents), indépendamment de la méthode de
discrétisation choisie.

Nous faisons donc le choix d’'une approche couplannodéle d’endommagement régularisé
et un modeéle de zone cohésive. Cette méthodolayiend étre développée dangdede_Asterle
choix de la technique de régularisation se feranpdeux formulations déja implantées dans le code
de calcul : la formulation non locale a gradienplicite portant sur la déformation et la formulatio
énergétique a gradient d’'endommagement. En termepedformance, cette derniére est plus
adaptée puisqu’elle conduit a l'introduction de xielegrés de liberté supplémentaires par nceuds
sommets et & une matrice tangente symétrique, @lerda formulation en déformation régularisée
conduit a quatre degrés de liberté supplémentpaesceuds sommets (en 2D, six en 3D, le tenseur
des déformations entier étant régularisé, il seraftendant possible de ne régulariser qu’une
déformation équivalente soit 1 degré de libertépBmentaire) et a une matrice non symétrique
(voir chapitre 1, § 1.5.1.2). Au paragraphe 2.2disent chapitre, nous examinerons toutefois plus
en détail ces deux formulations lors d'une étudenismalytique unidimensionnelle, nous
choisirons alors celle qui nous parait la plus appée. Nous développerons ensuite sur la base de
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ce probléme 1D la transition vers un modele cotegsdissurant exactement le transfert énergétique,
et nous en proposerons une extension aux dimensigrigieures dans le cadre de la méthode des
éléments finis.

Ceci pose alors la question du choix de la métiieddiscrétisation des interfaces cohésives.
Dans le cadre de cette thése nous nous limitoaspaopagation de fissures en mode | le long de
trajets rectilignes ou plans (respectivement enedsion deux ou trois), le choix d'une
discrétisation explicite de la fissure cohésivenfde lieu est conna priori) avec des éléments
d'interface s’'impose alors naturellement comme Ioingm délicat. Toutefois, pour des
développements ultérieurs a ces travaux, d'autrétshodes de discrétisation doivent étre
envisagées, parmi lesquelles X-FEM semble trés ettemse d'apres I'état de l'art exposé
précédemment. Dans notre cas, ceci supposeraévadopper un élément fini :

i) dont les nceuds porteraient les degrés de libegpl@uentaires introduits par la
formulation non locale décrivant le comportemeriuraque non linéaire précédant
l'initiation de la fissure cohésive

i) dont les nceuds porteraient les degrés de libep@lémentaires introduits avec
I'enrichissement du déplacement standard par letifam de Heaviside pour prendre
en compte la discontinuité si la transition doie&téclenchée

iii) capable dans ce cas de gérer un comportementigudaton linéaire au niveau de
cette discontinuité, la partie volumique de I'éléinae voyant alors affecter un
comportement élastique linéaire (avec un tenseurattke dégradé par le champ
d’endommagement atteint juste avant I'activation)

Le développement d’'un tel élément semble trés alélidans les travaux mentionnés ci-dessus et
s'appuyant sur X-FEM, les éléments finis concem&sérifient pas simultanément les trois points
puisque I'on se place dans un continuum de Caudépldcement standard aux nceuds, contraintes
et variables internes aux points d’'intégrationangl le premier cas par le recours a un modéle non
local intégral pour lequel la régularisation n'insp@aque I'étape d'intégration du comportement, et
dans le second par le recours a une formulatioaldo@ l'inverse, dans [Simonet al, 2003] et
[Patzdk et Jirasek 2003] seuls les points i) esdint vérifies puisque dans ce cas ce sont des
discontinuités libres qui sont introduites danscantinuum non local. A notre connaissance, aucun
élément fini de ce type n'a été proposé dans tiérditure. Le recours aux méthodes de remaillage
nous parait alors plus adapté au type d’approchenqus souhaitons développer : elles ont montré
leur capacité dans [Mediavillat al, 2006a] et [Feld-Payet, 2010], elles permettentplls de
procéder avec un méme outil a des stratégies dlages adaptatifs (raffinement deocess zones

et déraffinement des zones cohésives totalemextrfies) et ainsi de gagner en performance.
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2 Etude semi-analytigue unidimensionnelle

On souhaite ici développer une stratégie permettaqtasser d'un modele d’endommagement
continu (et régularisé) a un modéle discontinuisiufation de type cohésif. Afin de s’assurer des
bonnes propriétés de notre approche, elle est darEemier temps construite sur la base d’'un
probleme modele volontairement simplifié : celuirte barre fragile unidimensionnelle soumise a
un chargement monotone croissant de traction, li#em étant quasi-statique. Son caractere
unidimensionnel nous permet de travailler dansadre analytique ou semi-analytique : on essaye
autant que possible d’extraire explicitement ldstgms et d’avoir recours le moins possible a des
méthodes numériques (la méthode des élémentsétiaig ici exclue, le ratio précision/codt étant
jugé peu satisfaisant). Ceci nous fournira paruidesdes solutions de référence permettant de
valider certains aspects de I'implémentation fa@e la suite dans notre code éléments finis. Cette
étude se divise en deux parties :

* La premiére vise a déterminer la solution du pnoieléécrit uniguement par un modéle
d’endommagement continu. On cherche notamment @ajuér les deux méthodes de
régularisation retenues : gradient implicite edgrat d’endommagement.

» La seconde consiste a construire des lois cohégigamettant de basculer du modele
continu au modele cohésif a un niveau quelconque ctlargement (et donc
d’endommagement) tout en assurant la continuité laleréponse et [|'équivalence
énergétique.

2.1 Description du probleme continu

On considére une barre unidimensionnelle de long2éy initialement saine et constituée
d’'un matériau dont le comportement fragile est ci@régsé par un modéle d’endommagement
régularisé, soit par la formulation a gradient iicipg, soit a gradient de variable interne. On note
Q = J-L,L[ la configuration de référence, &t I'amplitude du déplacement imposé e~ L
(voir Figure 2 - 5) dont la valeur croit contin(rherrec le temps.

a0
a=0, a=0 I ! a=0, a=0
| 1 | 1
-U ; x=0 i U
< | | i >
x=-L x=-b x=b x=L
Figure2-5

Barre unidimensionnelle en traction : solution imhagene symétrique pour I'approche continue
régularisée avec localisation de I'endommagementenire.
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On cherche a déterminer la solution inhomogéene space et symétrique pour laquelle
'endommagement évolue dans une bande centrée=fl, sans tenir compte des problémes de
stabilité déja traités analytiguement pour ce aadimensionnel dans le cas de la formulation a
gradient d’endommagement (voir [Benallal et MarigdQ7] et [Pham, 2010]).

La condition de symétrie permet de restreindraitiéta la demi barrd[L[, et de considérer ainsi
une localisation de I'endommagement dans une damdéque I'on noter®[ (voir Figure 2 - 5),
dont la borneb dépendha priori du niveau de chargement. Formellement, ceci redeasoudre le
systéme différentiel non linéaire suivant, donnélgs conditions de charge — décharge :

{f =0 eta> 0 dan§ @

f <0 eta= 0dangb L] 2-7)

En faisant I'nypothése d'un chargement continu daris (i.e. aucune décharge élastique
n'y est autorisée), ce qui se traduit par la strjmsitivité dea a la premiére ligne du systéme (2 -
7), et dans le cas ou la demi largeur de bandenemagéeb croit strictement avec le paramétre de
chargement, le systéeme (2 - 7) peut étre intégrélgmméthodes (analytiques ou semi-analytiques)
simples puisque la condition d’irréversibilité dendommagement y est automatiquement assurée.
Dans les autres cas, son intégration s’avere plisate et la méthode des éléments finis semble
étre la plus pratique pour gérer l'irréversibil{gn chaque point d’intégration lors de l'intégratio
du comportement). Ne souhaitant pas avoir recousti@ derniere pour mener notre étude, on
s'attachera a utiliser des lois de comportemenirass un caractére strictement croissant a la bande
de localisation.

Remarque :
Si de telles lois de comportement non locales sénessaires pour résoudre de maniére

simple ce probléme unidimensionnel, cette proptiété confere également un atout lors
de leur mise en ceuvre dans le cadre de la méthesléldments finis en dimension deux et
trois. En effet, comme cela a été montré dpmmsentz et Godard, 2011kceci permet
d’éviter d’éventuelles décharges élastiques au deita bande d’endommagement qui se
traduisent par la présence de micro snap-backs dmméponse globale de la structure, ce
gui a pour conséquence de détériorer la convergeincealcul.

En 'absence de forces volumiques, I'équation dillane s’écrit :

g =0 dans[O, L] (2-8)

et assure que la contrainte reste homogéne ddmria Elle croit de 0 & (avecg; la contrainte
critique) lors de la phase élastique ce qui comed@ un déplacement impose croissant d&Jp=a
Lg = Lo,/ E, et décroit deg, a 0 dans la phase adoucissante.

La relation contrainte — déformation reste la mé@mer les deux formulations non locales retenues :

o=A(a) Es (2-9
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On détaille par la suite dans deux parties disgtgda solution du probléme pour les deux
formulations non locales.

2.2 Solution pour la formulation a gradient de vari  able
interne

La résolution semi-analytique de ce probleme a d&atraitée dans [Lorentz et Godard,
2011] pour la formulation a gradient d’'endommagetmem en rappelle ci-dessous les étapes
importantes dans la mesure ou elles restent pratgheslles que I'on détaillera par la suite pour la

formulation & gradient implicite. Le facteur deidigge intervenant dans la relation contrainte —
déformation s’écrit :

2
[ 1-a
/«a—(rwaj,y>o (2 - 10)

Celui-ci permet notamment d'assurer le caractecesssant de la bande de localisation lorsque
y=2.8. On rappelle également I'expression (1-47) ii) ldefonction seuil qui, pour cette

formulation non locale fait intervenir le laplacida la variable d’'endommagement :

f(Y.0%) = Y+ &% a b, avec Y =~ A(JD,(€) 2-11)

Dans la partieq,b] de la barre qui se trouve en régime non linéaeéte fonction s’annule, on doit
donc résoudre I'équation différentielle non linéaifordre 2 suivante ou le niveau de chargement
est paramétré par I'énergie de déformation élastiu(s), et avec des conditions aux limites
dictées par la symétrie du probléme et la classégldarité C de la solution :

2

f=0 = c%‘—q:el(g)A'(a)— k=0 dans]0,b[,

da
a(b)=0 ; I (b)=0 2-12)
. X
avec les condition

a0)=a, ; %‘(OF 0

Afin de formuler le probléme avec le champ d’endagament pour unigue inconnue, le
chargement est paramétré (via la contraiatg par la valeura, = a(0) de 'endommagement au

centre de la bande de localisation. L’équation12)-se réécrit alors :

d’a_ A(g o®  _ _ [ 2Eka,
Cd_)(2 AZ(a)_E k—O, aveco = m 2-13)
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Cette équation différentielle admet une intégrakampere, ce qui permet de réduire le probleme a
I'équation d’ordre 1 suivante :

day’ _ da
=G(a, a) et&<0 sur]O,b[

dx
ZK_%(&_ A(a)‘l—lj -1

avecG (g, a) = c |3 Aa)yioi

Enfin, (2 - 14) conduit a une équation différentied variables séparables, dont on tire la relation
implicite suivante, oux(&,, @) est la bijection réciproque da(a,, X) pour chaque niveau de

chargemeng:

3
X(a,, @) =J' G( a, 9-1/2 d, en particulieb(a,) = X ,0) (2-15)

Lorsquea, =1, la barre rompt et la contrainte devient nullégliation différentielle (2 - 13) admet
alors la forme dégénérée suivante:

dx’ (2-16)

Le profil dendommagement ultim@, correspondant est alors parabolique, et la camditie
dérivée nulle (2 - 12) ex =0 n’est plus vérifiée :

2
X . ~_ |2c
au(X)=(1—Bj ot D= M (2-17)

ou D =Db(1) désigne la demi largeur de la bande de localisadicupture. Disposant de cette

expression analytique simple, il est alors possddecalculer I'énergie de ruptuk®;, qui peut
s'interpréter comme la somme de I'énergie dissip&eet de I'énergie stockée jusqu’a ce stade :

G, :_jl(kah(xﬁg(ﬂ a( >))2jd> = G =ng 2-18)

Il est donc montré que les trois parameétres ingeknec , et )y du modele peuvent s’exprimer en

fonction de parameétres macroscopiques observablase le module d’Younde, la contrainte
critique o, , I'énergie de rupturds; et la largeur de la bande de localisation a repD . La

derniere relation faisant intervenir le paramétreest obtenue en écrivant la condition d’évolution

de I'endommagemerit = 0. En effet, la premiere fois que ce seuil est mttten fin de phase
élastique, le champ d’endommagement est encoredemmagla nullité de (2 - 11) s’écrit alors :
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o’ KE
NG N - | K&
Ao ~k=0 = o, 1+y 2-19)

On peut alors tirer des relations (2 - 17), (2), 88(2 - 19) I'expression des parametres inteemes
fonction des parametres observables :

3G, 3 _ _§EGf_1
4D 8 4 4a§D (2-20)

Et la conditiony >0 intervenant dans I'expression du parametre dditégg{2 - 10) se traduit alors

par :
5 <3EG
< —
4 52 (2-21)
y
1 i 7
0,8
5 I 2r 1
£0.6 -
g
E [ =3
£04 °
E
o [ b 1+ -
0,2 §
0
. . . . . | . | .
-50 -25 0 25 50 OO 0,02 0,04 0,06
abscisse (mm) déplacement imposé (mm)
(@ (b)
Figure2-6

Barre unidimensionnelle en traction, solution inta@ne symétrique avec localisation de
I'endommagement au centre pour la formulation &dggat d’'endommagement :
(a) profils d'endommagement ; (b) réponse globaletiainte-déplacement.

Les résultats présentés a la Figure 2 - 6 ontlét#nas pour une barre de longudlir = 200mi,
et avec des paramétres matériau choisis (voir @alie- 1) pour représenter le comportement du
béton en traction (le comportement en compressest pas pris en compte par le modeéle).

Parameétres macroscopiques observables Paraméamemsrdu modéle
E=3.10 MPs k=1.510° MPe
o,=3 MPa y=4
G, =0.1 N/mm c=1875N
2D =100 mmr
Tableau 2-1

Parameétres matériaux représentatifs d’'un matériauype béton.
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La figure (a) présente les profils d’'endommagenmdnéenus pour différents niveau de chargement
(le profil pointu correspond au champ d’endommagenaeruptureq, ), et la figure (b) illustre la

réponse globale contrainte — déplacement. On patet iqu’outre la possibilité d’identifier sur ce
cas simple les parametres du modele, la ruptutgadeau intervient pour un déplacement imposé
fini (pas de comportement asymptotique sur la répaontrainte — déplacement Figure 2 - 6 (a)).

2.3 Solution pour la formulation a gradient implici te

2.3.1 Mise en équations

On se propose ici de résoudre le probléeme daraslew la formulation non locale s’appuie
sur un opérateur de délocalisation de type gradieplicite [Peerlingset al, 1996] présenté au
chapitre 1, 8 1.5.1.1, et s’appliquant a une dé&bion équivalente dont on rappelle la formulation
forte ci-dessous, odf désigne la longueur interne :

£~ (0% =€, dansQ
0g,,n=0 surdQ (2-22)

Le probleme étant unidimensionnel, la déformatishumn scalaire et le chargement monotone de
traction assure la positivité de la déformatioa déformation localee est dans ce cas égale a la
déformation équivalente locale,, sur laguelle s’applique classiquement ce typeedelarisation.

On a donc, pour I'opérateur de régularisation :

£-/’¢"=¢ dans] O
£(L)=0 -2

De plus, la régularité du chan® impose d’avoir un raccor@' en x =b (interface entre la bande
de localisation et la partie saine), régularit@quklle se combine la condition de symétrie impbsan
une dérivée nulle du chan® au pointx=0. On a donc le jeu de conditions suivant :

- [¢]., =0
£'(0)=0et [[E’]]_ o (2-24)

Il reste encore a définir la densité d’énergiediprainsi que la forme de la fonction seluil
intervenant dans (2 - 7) afin de caractériser cetapient notre systeme d’équations. Afin de rester
cohérent avec ce qui a été fait pour la formulation locale a gradient dendommagement, on
gardera la méme expression pbat®. Le systéme (2 - 7) s’écrit alors :

-A(a)®, (£)-k=0eta> 0 dan§ O}
~A(a)®, (£)-k<0eta= 0dandb | (2-25)
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La premiére ligne de ce systéme fournit dans lan{déande de localisatiorO] une relation
biunivoque entre la déformation régularisée et la variable d’endommagememt grace a
'hypothese évoquée plus haut pour laquelle on esppqu’il ne peut y avoir de décharges
élastiques dans cette zone de la barre :

52 = -2k
A(a)E (2-26)

Enfin, on introduit les notations ainsi que lesialles normalisées suivantes pour alléger
I'écriture des calculs présentés par la suite :

e V= E/Ey la déformation régularisée normalisée

e T= O'/Uy la contrainte normalisée

« S(V=1 A 4V) le facteur de souplesse
« W, =®,(g,) I'énergie élastique seuil

ou &, désigne la déformation seuil du matériau initisamsain eto, = E€, la contrainte seuil

correspondante. Notons qu’'exprimer le facteur daplesseS comme une fonction de la
déformation régularisée n'a de sens que si I'ont megorimer a(Vv), et c’est le cas grace a
I'nypothése de chargement continu permettant d&c(® - 26). A l'aide de ces variables
normalisées, et moyennant le changement de vasiakle /X sur la variable d'espace le
probléme a résoudre pour chaque niveau de comrnagrtmaliséer peut se formuler de la maniére
suivante :

i) v-V' =7y dans[0,L]
_ 2-27
i) V=5 dans[0b] @2
w, A3

ou i) représente I'opérateur de régularisation @3} et ii) la relation déformation régularisée —
endommagement (2 - 26). Notons qu’aprés avoir leaithangement de variablg — /X on
conserve les mémes notations que précédemmentapeaniable d’espacex,b, L) ainsi que pour

le champ de déplacement au sein de la barre. @ergadonc a I'esprit cet abus de notation lors des
applications numeériques.

2.3.2 Résolution dans la partie linéaire

Sur l'intervalle b, L[ 'endommagement n’évolue pas et I'équation ddférelle (2 - 27) i)
est linéaire du second ordre a coefficients comstan

v-V' =T (2-28)

la solution est donc de la forme :
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V(X) =T +aexpx)+ [ expx; (2-29)

Comme le comportement est élastique dans la dartig et que 'endommagement ne s’y est pas
développé, la déformation régularisée y est borpée la déformation seuil, ce qui fixe
nécessairement = 0. De plus ce seuil est atteinterm b, c'est-a-direv(b) = 1. On en tire donc
I'expression de la déformation régularisée danmlde saine :

v(X) =7 +(1-7) exp(— (x- b)) dans]o,L| (2-30)

2.3.3 Résolution dans la partie non linéaire

Comme cela a été fait précédemment pour le modgidatal a gradient d’'endommagement,
il est possible de paramétrer indifferemment leeaiy de chargement en phase post-pic par le
déplacement impos& = U(L), par le niveau de contrainté, ou encore par la valeur de
'endommagementa, =a(0) au centre de la bande de localisation ou cgdlela déformation

régulariséev,= v(0) > 1 en ce méme point en utilisant la relati@-(27) ii). Bien que la

déformation régulariség soit la variable ayant le moins de sens physiguenpcelles permettant
de paramétrer le probléme, nous choisissons piostdht sa valeur ex =0 comme parameétre de
chargement,v étant linconnue de (2 - 27) i) ey, fournissant une condition aux limites

supplémentaire. On dispose donc du jeu de condisaivant suw :

i) v(0)=y, etV (0)=0
i) [v]._, =0 (2-31)
iy [v]_ =0

Dans I’intervalle[O, b] I'équation différentielle non linéaire (2 - 27) &dmet une intégrale
premiére qui s’écrit comme suit :

(¥09- - v (3+ ¥(0) =1( § ()~ 6 ©)). xO[ob] 2-32)

ot S désigne une primitive du facteur de soupleSséen tenant compte des conditions aux limites
(2 - 31) i), cette expression se réduit a :

%(v2 -V - \/2) = r( V-9 ab) dans{0,b] (2-33)

En évaluant cette expression au pak¥ b, on aboutit a une relation entre la contrainteet le
parametre de chargemewy. Il faut pour cela tenir compte de la conditionrdecord (2 - 31) ii)

portant surv' et utiliser son expression dans la partie élastidaenée par (2 - 30). Il vient alors :

1-v; - (1-7)" = 7 (S (0)- S(y) (2-34)
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Il s’agit d’'une équation du second degré d'inconmue
r*-2(1+5(y)- )7+ §=0 (2-35)

Son discriminant\ vaut :

Vo

A=4 (1+§(\6)— ~S(1))2— §)= 4{1+ y+ng S Vd}j( $x1d (2- 36)

1
On s’assure bien de la stricte positivité de certlisnant puisqu’on a I'équivalence :

(DvOLy], S(y-1>0 - (0 &) 0,5 , O<A(ax ) (2-37)

L’équation (2 - 35) admet donc deux racines réalissnctes :

Or on sait que lors de la phase post-pic la vadieula contrainte normalisée décroit de 1 (état
initial correspondant a la fin de la phase élasfiga O (rupture du barreau) a mesure que
'endommagement se développe. Parmi les deux enhiti2 - 38), une seule reste toujours dans
l'intervalle [0,1] quelque soit la valeur (admissible) du paramégecHargementv, ('autre

solution reste toujours supérieure a 1). Ainsidales solution conservant un sens physique et que
I'on considérera par la suite est la suivante :

— G _ T _ _ VO i _
r(v,) = (1+ 5(y) - F))| 1 \/1 {—1+§(\6)‘~31)j (2-39)

Disposant d'une relation entre la contrainte etpkrametre de chargement, I'équation
différentielle ordinaire (EDO) non linéaire (2 -)2f est désormais correctement paramétrée et on
peut en poursuivre la résolution. On rappelle cisdes I'intégrale premiére (2 - 33) :

V2=V = -2r(y)( Y- "$ 3) dans[0,b] (2- 40)

Comme la déformation régularisée atteint son mawinyy au point X =0 et décroit jusqu’a sa
valeur seuill au pointx=b, on av' <0 dans]O,b[. Il découle alors de (2 - 40) I'équation a
variables séparables suivante :

%’ =-Jo(v)-9(V,), avec g(V) =V’ —2T(\6)~51 Y

(2- 41)

74



Etude semi-analytique unidimensionnelle

conduisant a l'intégrale impropre suivante :

x(v) = TL
v 9U) - a(vy) (2-42

L'integrande (2 - 42) est singuliere en la bome; on doit donc en étudier la convergence. On a
d’une part le développement limité suivant :

g(W=-o(¥)=-d(W(y= 0+ o, (y- ¥ (2-43)

avecq'() =2(w -7 y)) = i(E‘(O)— £(0)) <O car la déformation locale est nécessairement

€y

supérieure a la déformation régularisée au cemtta dande de localisation. Il vient alors :

\/_g’(Vo)\/(Vo_ W _ 12
s-gg o)

(2-44)
=1+q,_, (1), pouru<y,
On en deduit donc un équivalent de l'intégrande42) au voisinage de la borng
1 B 1
VO = 9() U2 4= d(¥)y ¥~ u (2-45)

Or on sait queu > 1/u® est intégrable au voisinage @epour a <1, et comme l'intégrande (2 -
42) est positive, l'intégrale est bien définie.

2.3.4 Bilan

Pour chaque niveau de chargement en phase postipiésout le probleme SLﬁO,L]. Ce
probléme comporte une partie non linéaire (dangolae [O,b] en propagation dans laquelle
'endommagement se développe) et une partie lieddans la zon{ab, L] ou le comportement est

élastique linéaire).

* Le niveau de chargement est paramétré par la vekela déformation régulariség >1
au point x=0. La valeur correspondante de la contrainteest donnée par la relation
suivante, oS désigne une primitive du facteur de soupleSse

— G _ T _ _ VO i _
r(v,) = (1+ 5(y) - F))| 1 \/1 {—1+§(\6)‘~31)j (2 - 46)
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» Dans la partie non Iinéail{é),b], on dispose d’une relation entre la variable diesX et
la déformation régularisée/, Xx(V) désignant la bijection réciproque d€Xx). Cette

relation n’a de sens que si la taibede la bande de localisation est une fonctiontetrent
croissante du chargemew :

x(v) = I U \6 d L, en particulietb = IG du

1 (2-47)
avecG (v, ) = (V- §-2r(y)( T ¥- 8 )
* Enfin, dans la partie Iinéair[eb, L] , On a I'expression analytique :
V() =7() +(1-7(w)) exp(- (x- b) (2-48)

Notons qu’a ce stade, la construction d'une satutioalytique repose sur le choix du facteur de
rigidité A intervenant dans I'expression de la densité d@giadibre @ . Il doit étre choisi d’'une
part tel quev, — b(\,) soit une fonction strictement croissante, et d@apiart tel que I'on puisse

calculer formellement une primitivé du facteur de soupless® intervenant dans (2 - 46) et (2 -
47), et que son expression soit suffisamment simple calculer analytiquement une primitive de
G dans (2 - 47). Comme il semble tres difficile dspecter simultanément ces trois conditions, on
s’attache avant tout a s’assurer que le choix Aleconduit bien a la stricte croissance de
Vv, — b(\,), sans quoi la solution calculée ne tient pas cerdptla condition d'irréversibilité de

'endommagement et n'a donc aucune valeur physi¢re fois cette condition respectée on
s’attachera a choisiS qui soit de plus analytiquement primitivable. Etdonnée I'expression de
G dans (2 - 47), respecter la derniére conditionés& délicat, on s’autorisera donc a utiliser une
méthode numérique simple et précise pour intégred{).

2.3.5 Intégration numérique
La méthode la plus naturelle pour approcher (2)- révient a partitionner le segment
[l,VO] en N sous segments de méme amplitudﬁ:vo]=UiN:1Ki et d'y approcher l'intégrale

élémentairelKi par une méthode d’intégration numérique (trapégaadrature de Gauss...). La

primitive X(V) au point milieu du segmeri; est alors exprimée comme la somme cumulée :

x(v) = le, (2 - 49)

Toutefois, comme on cherche a intégrer une fongti@sentant une forte singularité au voisinage
de la bornev,, ce recours ne semble pas le plus adapté poudtariterreur d’approximation.
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On préfere alors intégrer directement I'équatioifédentielle (2 - 41) avec un schéma de
Runge-Kutta explicite d’ordre 4 (RK4) qui, sous tgpothéses de régularité suffisantes, assure que
I'erreur commise & chaque pés est enO(h°) et enO(h*) pour I'erreur accumulée. Ce schéma
s'applique a des EDO d'ordre 1, éventuellementorggdtes et de type :

%(V = F(x V) avec la condition initiale (CIY (X,) =V, 2-50)
Avec ces notations, le schéma de RK4 s’écrit alors
SoitV, = (\/él) \/ON‘*im))T la Cl ethun pas constant
Pour n=0,N -1 faire :
K= F (%, V)
K,=F Xn+2|Vn+g Klj (2-51)
K, = F(xn +2,Vn+ h sz
K, =F(x,+hV,+ hK)
V., =V, +%( K, +2K,+ 2K, + K,)

En appliquant directement ce schéma a 'EDO (2)-rdfipelée ci-dessous, ce schéma ne permet
pas d'approcher la solution souhaitée.

%’:— g(v) - 9(v,) ., avecla Civ(0) =,

(2-52)

En effet la fonction constant&— Vv, est clairement une solution du probleme (2 - ®Hg

correspond a la solution pour laquelle 'endommagyenet la déformation locale évoluent de fagon
homogéne dans la barre. Or, il se trouve que tdeseule solution que le schéma RK4 (2 - 51)
permet d’approcher (il suffit d’en écrire la prenaiétération pour s’en apercevoir), il convient don
de reformuler le probléme si I'on souhaite aboatia solution inhomogene. On considére donc a
nouveau I'EDO scalaire d’ordre 2 (2 - 27) i), qu'aamene au systeme différentiel autonome
d’ordre 1 suivant en posant” = v et vV® =V :

dv® e
dx Vc(>l) =V
/o , avec la Cl @~ 2-53)
dd_ =v® —7(v) §( V) Voo =
X
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En écrivant la premiére itération du schéma RK4r peusystéme différentiel, on s’apercoit que la

solution approchée n’est plus la solution constaoteverra par la suite que sa mise en ceuvre
conduit bien au type de solution attendu. Notores gpur intégrer le plus précisément possible (2 -
53), il faut pouvoir calculer exactement la conttair(v,) et donc choisir le facteur de rigidité tel

que le termeé(\é)— 1) intervenant dans I'expression d€v,) (2 - 46) puisse étre déterminé
analytiquement.

2.3.6 Choix du facteur de rigidité

On a vu précédemment que dans le cas de la foiowlat gradient d’endommagement,
Lorentz et Godard [Lorentz et Godard, 2011] propbsme expression du facteur de rigidité en
fraction rationnelle de la variable d’endommagenadim d’assurer le caractére croissant de la taille
de la bande de localisation. On rappelle cetteesgion :

[ 1-a "
A(a)_(H—ya] , m=1, y>0 (2 - 54)

En choisissant cette expression dans notre chs,da comportement locakssociée (i.e. la densité
d’énergie libre locale et le potentiel de dissipalireste identique mais llei de comportement non
locale n'en reste pas moins différente puisque I'opératiirégularisation n'est plus de méme
nature (le modéle a gradient d’endommagement ¢oastine formulation énergétique, tandis que
modéele a gradient implicite fait appel a un opérate régularisation extérieur a la formulation et
de nature purement numérique). Il n’est donc paangiad’observer les mémes propriétés (ce que
nous examinerons au paragraphe suivant), mais cdenmentrent les calculs présentés ci-dessous,
I'expression (2 - 54) permet dans un premier tedgdéterminer exactemen(V,) . Partant de (2 -

54), on peut expliciter la relation biunivoque (27%) ii) entre la déformation régularisée et la
variable d’'endommagement :

, k (1+ ya) m+1

Y, :m%(1+y) (1_a)m_l sur[O,b] (2-55)

en particulier au bord de la bande de localisafior b) la déformation régularisée normalisée est
égale a la valeur du seuil élastique<1) et 'endommagement y est nid €0), d’ou :

-1 (2-56)
mw (1+y)
ce qui permet de simplifier la relation (2 - 55) :
m+l
1+ 2
v =) o] (2-57)
(t-a) =
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La primitive S du facteur de soupless® peut alors étre exprimée moyennant le changenent d
variable suivant, obtenu en dérivant (2 - 57) paport aa :

~ % dv *V(a) (2-58)
Ov,>1, S(y)- {1 = = de
K ECONYC
. V(a) _1 1+y r B 1+ya3%l
ou A(a)_E y(m+1)( 1—aj +(m 1)( —aj (2-59)

Notons que la relation (2 - 58) conduit & paramé&ehargement par le niveau d’endommagement
a, : la contrainter(v,) est alors obtenue par (2 - 46) et (2 - 58) cedgtermine complétement le

second membre du systéeme différentiel (2 - 53) laetrelation déformation régularisée —
endommagement (2 - 57) en donne la condition Ieit(a/0 O)T. Il reste alors a déterminer

analytiqguement une primitive de I'expression (29),5ce qui est possible lorsque les exposants

- + .
3mz 1 et Sm+1 sont de la formep ou g avec pUJN . On peut donc exhiber des solutions

pour la suite de valeurs du parametne;

m:%,qDN,qZB (2-60)

Les expressions de ces primitives sont relativerhosgfues et peuvent étre obtenues avec n'importe
quel logiciel de calcul formel, c’est pourquoi eliee seront pas explicitées ici.

2.3.7 Influence des parametres du facteur rigidité

La loi de comportement étant maintenant totalenoamactérisée, on étudie dans quelle
mesure le choix du facteur de rigidité fait ci-des§2 - 54) permet d’assurer le caractére croissant
de la bande de localisation, condition sans lagualinéthode de résolution n’est pas valide. Dans
[Lorentz et Godard, 2011], cette propriété est okise dans le cas de la formulation & gradient
d’endommagement pour des valeurs de I'exposait2, avec une condition supplémentaire sur le
paramétre d'écrouissage : pour m=2 et m=3, on doit respectivement avor> 2.8 ety =
1.5. Nous allons évaluer dans ce paragraphe | plagraleurs des paramétm@s et ysur laquelle
on peut retrouver cette propriété avec la formafafi gradient implicite, sachant que la longueur
interne ¢/ paramétrant I'opérateur de régularisation est gghgence sur cette propriété d’'apres le
changement de variable qui a été fait en (2 - Zéut d’abord, nous conservons pour les deux
formulations la valeur des paramétres matériauinidétint le domaine d’élasticité initial, donnés
précédemment dans le Tableau 2 - 1 :
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E =3.10' MPa
g, =3 MPa
Tableau 2 - 2

Valeurs des parametres matériaux communs aux dedeles :
gradient d’endommagement et gradient implicite.

Ces parametres étant fixés, on donne alams ks valeurs suivantes, d’apres (2 - 600 =1, 4/3,
5/3, 2, 7/3, 8/3, 3. On choisit ensuite des valelerg de I'ordre de grandeur de celles qui ont été

choisies pour le modéle a gradient d’endommagemgentl, 5, 10. Les valeurs correspondantes du
seuil k de la fonction de chargé (2 - 7) sont alors obtenues avec (2 - 56) :

k=mw (1+) (2-61)

Enfin, la valeur de la longueur interné est quant a elle choisie de telle sorte que legelas de
bande endommagé2D relevées (cette fois ci en abscisses réellesreadonensionnelles) restent
du méme ordre de grandeur qu'avec la formulatigmagient d’endommagement dans le cas des
parameétres matériaux du Tableau 2 - 1 (soit une @egeur D =50 mm), ce qui peut étre obtenu
avec/ =10 mm (voir Figure 2 - 7 (a) (c) (e)).

Les résultats obtenus avec ces 21 combinaisonardenptres matériaux sont présentés a la
Figure 2 - 7, ou sont tracées les courbes d'éwmiude la (demi) largeur de banbeen fonction du
niveau de chargemeas, ainsi que les réponses contrainte — déplacerieapparait déja que la
propriété de croissance Ofa,) est soumise a une condition gupuisqu’on observe par exemple
pour y= 1 que la plupart de ces profils sont décroissagtt & mesure qugaugmente seuls les
profils b(ag) qui correspondent a des valeurside 2 le restent. Dans ce cas les solutions calculées
avec la méthode proposée ne sont pas valides puisgla signifierait que des zones qui
s'endommagent en début du calcul recouvrent laitrigitialement sain, violant ainsi la condition
d’irréversibilité. Cela se traduit sur les courlsestrainte — déplacement par une contrainte qui ne
converge pas vers 0 a rupture, ce qui est flagramt m=1 (courbes noires) quelque soit la valeur
de y Ensuite, pour les couples()) assurant une largeur de bande croissante, irajpgae plusn
et y augmentent, plub(ay) croit vite au voisinage da, = 1, ce qui se traduit par des réponses
globales dont le caractére asymptotiqgue est de plusplus accentué et donc difficilement
représentatif de la rupture d'un matériau fraghmtons que contrairement a ce qui avait été
observé poum = 2 avec la formulation a gradient d’endommageméntrupture du barreau
n’intervient pas ici pour un déplacement imposé fin

Enfin, les oscillations suivies de chutes brutabdservées dans les courble®,) au
voisinage deag = 1 (poury =5, 10 etm > 2) sont d’origine purement numérique. En effet |
expressions intervenant dans I'évaluation du secoeochbre du systeme (2 - 53) y deviennent de
plus en plus singuliéres lorsque les valeursdd y augmentent : aussi le pas d’espace utilisé pour
mettre en ceuvre le schéma de RK4 doit étre extr@miefim puisque I'erreur accumulée a chaque
pas est d'autant plus accentuée que ces expressmnssingulieres. Ce jeu de parametres
conduisant de toute maniéere a un élargissementttaprimportant de la bande d’endommagement,
nous conserverons désormais la valeur 2 pour I'exposant du facteur de rigidd€a), et nous
étudierons plus en détail les solutions obtenuas da cas au paragraphe 2.4.
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(@), (c), et (e) : évolution de la demi largeurlzEndeb en fonction du chargement;
(b), (d), et (f) : réponses globales contrainteépldcement.
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2.3.8 Récapitulatif de la méthode de résolution

On récapitule ici les étapes importantes de la ouitlie résolution adoptée dans le cas d’'une
délocalisation de la déformation par une formutatiogradient implicite. Le probleme d’évolution
est décrit par une équation différentielle ordiediEDO) d’ordre 2 en espace dont I'inconnue est la
déformation régularisée, et dont le second mendirparameétré par la contrainte normaligggy),
fonction du niveau de déformation régularisgatteint au centre de la bande de localisatiordéou
maniére équivalente du niveau d’'endommageragnt

v=Vi=1(%) Y (2-62)

Cette EDO est linéaire dans la partie saine dareelet son intégration y est immeédiate ; ellecast
revanche non linéaire dans la partie ou 'endommege se développe. On montre en écrivant une
intégrale premiere de (2 - 62) que I'expressionladeontrainte normalisée intervenant dans le
second membre s’écrit :

— C _ _ _ Vo i _
r(vo)—(1+ 3(y) 31)) 1- |1 (—1+é(\6)—~s( 1)} 2-63)

ot S est une primitive du facteur de souplesse. Emffaie choix d'un facteur de rigidit&(a) de
la forme :

[ 1-a "
A(a)_(H—ya] , m=1, y>0 (2 - 64)

on montre qu’on ne peut déterminer analytiquemastprimitive du facteur de souplesse (exprimé
comme une fonction de la déformation régularisé& pour une certaine suite de valeurs de
'exposantm intervenant dans (2 - 64). La contrainte normalis® peut alors étre obtenue
analytiquement que pour :

m:%,qDN,qZB (2-65)

Ne disposant pas de solution analytique de 'lED®&2) dans la partie non linéaire, on met
en ceuvre un schéma de Runge-Kutta a I'ordre 4 (Ri&d) en approcher la solution inhomogeéne.
Il est alors nécessaire de ramener (2 - 62) a @ &ordre 1 (le schéma de RK4 étant construit
pour traiter que ce type d’équation), ce qui edsfiide en partant de I'écriture de son intégrale
premiére. On aboutit a une équation a variablerabmadmettant au moins deux solutions dont la
fonction constant& — Vv,, qui se trouve étre la seule que le schéma de et d’approcher.
On montre cependant qu'en ramenant (2 - 62) aemsgsdifférentiel d’ordre 1 (2 - 66) d’inconnue
(v, V), il est alors possible d’approcher avec ce saérsolution inhomogene correspondant & une
localisation de 'endommagement au centre de leebar
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v(0)=v,

, avec la ClI
{V’(O) =0

v (2- 66)
i =v-1(v) (Y

Enfin, comme la condition d’irréversibilité de 'dommagement n’'est pas explicitement
prise en compte avec notre méthode de résolutansdlutions obtenues ne sont physiquement
admissibles que lorsque la largelr & la bande de localisation est une fonction samite du
niveau chargemerd,. Une fois les valeurs du module d'YouBget de la contrainte critique
fixées, on montre que ce caractére croissant geubbtenu sur une certaine plage de valeurs des
paramétresn et yintervenant dans I'expression du facteur de rigidie couplerf, )) fixe alors la
valeur du seuik de la fonction de chardeselon la relation :

2
k =Z—é m(1+ ) (267

2.4 Choix de la formulation non locale

On dispose désormais des solutions correspondéatrégularisation d’'une méme loi de
comportement locale (I'exposant du facteur de iigid(a) étant désormais fixéra = 2) par deux
formulations non locales distinctes (a gradiennd@mmagement et a déformation régularisée par
gradient implicite). On souhaite comparer dansaragraphe les réponses du barreau obtenues avec
chacune de ces formulations afin de sélectionrier gee nous retiendrons par la suite pour mettre
en ceuvre le passage continu — discontinu.

Afin d’établir cette comparaison, les valeurs dasametres matériaux doivent étre choisies
de telle sorte que celles des paramétres physigpieat identiques avec chaque formulation, et
jusqu'a present, seules les valeurs des parametetsy, étaient conservées d’'une formulation a
'autre (Tableau 2 - 2). Si les parametres interh@da relation de comportement non locale sont,
dans le cas de la formulation a gradient d’endonemesmt, clairement définis a partir de
parametres physigues observables (voir relation2(®), nous ne disposons pas de telles relations

pour la formulation a gradient implicite.

parameétres physiques
observables

parameétres internes
(formulation a gradient

parametres internes
(formulation a gradient

d’endommagement) implicite)
E=3.10 MPe k=1.20 10° MPe k=3.6 10° MP:
o,=3 MPa y=3.02 y=5
Gf =9.32 102 N/mn c=2.03N /=10 mm
2D =116 mmr
Tableau 2 - 3

Parameétres physiques observables et correspondareeles parametres
internes pour chacune des formulations non locales.
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Cependant, ces parameétres physiques peuvent &rdésanumériquement pour cette derniére a
partir d'un choix arbitraire du paramétre interestanty: en premiére approximation la largeld 2
de la bande de localisation a rupture peut étevéel pour un niveau de chargemesit™ trés
proche de 1 (ne pouvant atteindge= 1 avec la méthode de résolution proposée)gatetgie de
ruptureGs peut alors étre calculée comme deux fois I'ainesda courbe contrainte — déplacement
jusqu'a ce méme niveau de chargement. En choisipsanexempley= 5 eta,™ = 0.995, cela
conduit & une largeur de bande a ruptur@é@e 116 mm et & une énergie de ruptGres 9.32 10
N/mm, les valeurs correspondantes des parametergaés sont détaillées pour chaque formulation
au Tableau 2 - 3 (notons que ces valeurs restptoches de celles qui avaient été précédemment
choisies au Tableau 2 - 1 pour représenter le campent du béton en traction), et les résultats
tracés a la Figure 2 - 8.

e
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© (d)
Figure2-8
(a) profils d’endommagement pour la formulationradjent implicite ;
(b) profils de déformation régularisée pour la fadation a gradient implicite ;
(c) profils dendommagement pour la formulationradient d’'endommagement ;
(d) courbes force — déplacement obtenues avec nkates formulations.

On peut constater graphiquement a la figure (d) lgumproximation d’une rupture intervenant a
ay ™= 0.995 n'a quasiment pas d’incidence sur le t¢adeuG;, puisque la courbe contrainte —
déplacement (traits pointillés) est asymptotiquguet la contrainte est déja quasiment nulle pour ce
niveau de chargement : ainsi l'incrément d’éne@idissiper pour atteindre wm™ plus élevé
devient donc négligeable. En revanche, cette appation n'est pas sans conséquence sur la taille
2D observée de la zone endommageée a rupture, puisqueie on a pu le montrer au paragraphe

précédent,b(a;) ne cesse de croitre lorsqw — 1. Ainsi la comparaison des profils
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by

d’endommagement doit étre faite en ajustant learpatreD pour la formulation a gradient
d’endommagement a partir de la taille relelsé®™) pour la formulation a gradient implicite. Sur
les figures (a) et (c) sont tracés des profils d@nmagement obtenus avec les deux formulations et
correspondants a cing valeurs ajeéquiréparties entre 0 ™. Il apparait clairement qu’en plus
d’entrainer un élargissement de la bande d’endoremangt lorsquea, — 1, la formulation a
gradient implicite conduit & un profil d’endommagamha rupture dont le sommet est aplati (figure
(a)). Ces problémes inhérents a la technique ddaésation peuvent étre expliqués de la maniere
suivante : les points matériels qui voient un entagement tres proche de 1 sont le lieu de
déformations locales trés élevées, ces dernieesment alors parasiter le calcul de la déformation
régularisée aux points voisins, ce qui est illusiréa figure (b) ou sont tracés les profils de
déformation régularisée correspondants aux prafisndommagement de la figure (a). On
s'apercoit que I'écart observable entre les deurides profils de déformation régularisée reste tré
important méme lorsque I'on s’éloigne du centrelaldarre, or comme c’est uniqguement cette
déformation régularisée qui intervient dans la fmmc de charge pilotant I'évolution de
'endommagement, ce dernier se développe alors deiéme irréaliste dans les zones ou la
déformation locale reste pourtant faible. En reb@non observe a la figure (c) que la formulation a
gradient d’endommagement conduit a des profils dbemmagement dont la largeur évolue
beaucoup moins entre les premier et dernier irstdatchargement. Comme cette derniére reste
croissante, 'endommagement continue forcémentd@gelopper loin du centre de la bande de telle
sorte que la zone endommagée se propage. Cepeodantiserve clairement que plus le niveau de
chargement devient élevé, plus la zone voyant des ffaux d’endommagement tend a se
concentrer au niveau du centre de la bande, calmuitit & rupture au profil pointu observé pour
ao"™. Celui-ci parait donc bien plus approprié a lacdption de I'apparition d'une fissure lorsque
'endommagement est total : le matériau est rompure point (en dimension un) et non le long
d’'un plateau comme cela a été observé a la figayeHnfin, en termes de réponse globale, la
comparaison établie a la figure (d) joue plus erdia de la méthode de régularisation a gradient de
variable interne pour la loi de comportement locsdéectionnée puisque la rupture du barreau
(caractérisée par une contrainte nulle) intervilams ce cas pour un déplacement imposé fini de
faible amplitude relativement a celui qui est attgiour le méme niveau de chargemafif* dans

le cas de la formulation & déformation régularisép effet, dans le premier cas ce déplacement
correspond a environ cinq fois la valeur du dépfea@U, atteint a la fin de la branche élastique, et
a presque trente fois dans le second cas. La fationlen gradient d’endommagement semble donc
plus adaptée a la description de la rupture d’'utériza fragile.

L'approche mixte continue — discontinue que noughadons mettre en place doit permettre,
au moins dans le cadre de ce probleme unidimenslioda reproduire exactement la réponse du
modeéle d’endommagement continu régularisé, quititarsalors le modele de référence. Or on a
vu que la technique de régularisation employée wisad, pour un méme jeu de paramétres
physiques, a des comportements différents, qudbisse de la description locale des champs
mécaniques ou de la réponse globale. Comme laela@iothportement issue de la régularisation a
gradient de variable interne semble déja permata#e seule de modéliser d’'une fagcon convenable
la rupture d’'un matériau quasi-fragile, il paradind Iégitime de chercher a reproduire exactement
son comportement avec des lois d'interfaces. Dams$ ou I'on choisirait un modéle de référence
régularisé par gradient implicite, il paraitraito@ plus judicieux de chercher a palier les
inconvénients de cette formulation par l'introdootides zones cohésives : tout en préservant
'énergie de rupture, la loi d'interface pourraitreg construite afin de limiter le caractére
asymptotique de la réponse globale. Si la con&airnitique et I'énergie de rupture d’une telle loi
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sont déterminées par le niveau de chargemgeatpartir duquel on bascule vers le modéle cohésif,
la forme de la loi reste, elle, indéterminée. Noneagetiendrons donc par la suite que la méthode de
régularisation a gradient de variable interne.

2.5 Passage du modele continu au modéle discontinu

Disposant de la réponse décrivant la rupture deebaravec un modéle d’endommagement
continu, on souhaite désormais construire une étprice entre le modele continu et un modéle
discontinu de type CZM, afin de pouvoir bascularmg configuration ou 'endommagement reste
volumique dans le barreau vers une concentratiomedenécanisme dissipatif au niveau d’une
interface cohésive (dans notre configuration un@figionnelle, une telle interface se réduit a un
point), tout en préservant I'’équivalence énergéignotre les deux modéles (un méme incrément de
chargement conduit au méme incrément d’énergifpéisk

On peut trouver des approches semblables daneptagravaux, citons par exemple [Cazes
et al, 2009] et [Cazest al, 2010] ou le probléme 1D est décrit dans la presni@ntribution par
un modéle fragile a gradient implicite, puis damséconde en couplant ce modéle non local & un
comportement plastique. La construction d’'une hidasive équivalente est réalisée en assurant les
mémes incréments d’énergie dissipée pour le modefginu et le modele cohésif, et cette
construction s’appuie sur la résolution du probl@metinu par la méthode des éléments finis. Dans
[Comi et al, 2007] une loi cohésive permettant d’effectuepdssage continu/discontinu dans une
configuration déja endommagée est construite surake d’'un probleme 1D. L'auteur souligne
cependant que I'énergie restant a dissiper paolehe d’interface est surestimée par rapport & cell
qui reste effectivement a dissiper par le modélico, car il est supposé dans ce cas que si I'on
considére uniquement le modéle continu apres #imsbu la transition a été déclenchée, la largeur
de la bande d’endommagement reste constante. Belplforme de cette loi cohésive est chaisie
priori comme celle de la relation contrainte-déformatimiaxiale du modéle continu, avec des
parametres a ajuster de telle sorte que I'énemyirigture dont on munit I'interface soit préservée,
ainsi que la contrainte sur l'interface au momeaintatransition est déclenchée. Dans [Loresttz
al., 2011], la convergence du modele a gradient d'emdagement vers un modéle cohésif a été
étudiée sur le méme probleme 1D : en fixant tosipsgametres macroscopiques du modele continu
et en faisant tendre vers 0 le paramédrecontrélant la longueur caractéristique, il est datré que
le modeéle résultant est de type cohésif. De plagptession de cette loi cohésive est donnée en
fonction des parametres non locaux.

2.5.1 Identification d’'une loi d’interface équivale  nte

Considérons la barre étudiée préecédemment, magosaps la désormais constituée d'un
matériau élastique linéaire, et supposons de plisng discontinuité du champ de déplacement
peut apparaitre au centre de la bande d’endommageateservée lorsque le matériau était
volumiqguement endommageable (c'est-a-dire au cdetta barre dans notre cas). L’élasticité de la
barre est caractérisée par le module d’Young &aide I'approche continue, et la discontinuité du
champ de déplacement par son saut [[u]]xzo a l'interface ponctuellex=0. On souhaite ici
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construire une loi d'interfacer(d) énergétiquement équivalente au modéle non locél Bigure

2 - 9), ce qui, du fait du caractére unidimensidualeenotre probléme, revient a construire le modele
cohésif de telle sorte gu'il fournisse exactemanmtEme réponse globale contrainte — déplacement

gue le modéle continu.

CDM
X=-L
CZM 5=[u]
:<_>: x=b
x=-L x=0 x=L
Figure2-9

Barre unidimensionnelle : équivalence entre le nwdeén local et le modéle cohésif.

On noteU “®™ et UM I'amplitude des déplacements respectivement ingpasébarreau pour le
modeéle non local et pour le modéle cohésif, ag&€" et £ les champs de déformation
correspondants. On a alors les relations suivantes

L L
U COM — J'gCDMd _E
0 EOA(a(x))
L (2-68)
U C2m _0_ v[é.czwldx_g
2 5 E

En paramétrant le niveau de chargement par laaiatero (homogéne dans la barre) en régime
dissipatif (0 décroit deg, a 0), I'équivalence énergétique est obtenue en imgd&egalité des

déplacements imposés pour chaque approche a un niéeae de contrainte :

Oo U =y = 5(0)—20[“(:‘)9) LJ 2-69)

L'intégrale (2 - 69) se simplifie dans la zorﬁb, L] ou le comportement reste élastique pour

I'approche continue, ce qui permet d’exprimer letste déplacement équivaledt?” (o) :

V() = ﬁ A(S(Xx)) b] (2-70)
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ou b désigne la (demi) taille de la bande de localisasious le chargement. Il est alors possible

de calculer la loi cohésive équivalente puisquehkemp d’endommagemen( X) ainsi que la taille

de la bande de localisatid?b sous le chargememr sont déterminés par la solution de référence
présentée ci-dessus. Comme l'étude précédentedétaiature semi-analytique, ces grandeurs sont
connues numeériquement, on calcule donc l'intégfle- 70) par une méthode d’intégration
numeérique (méthode des trapézes) pour chaque \@dent![0, ¢]. La Figure 2 - 10 (a) représente
la loi cohésive obtenue par identification au medabn local a gradient d’endommagement avec
les paramétres matériau fixés au Tableau 2 - bt yn intervalle [0¢] échantillonné avec 1000
points. La Figure 2 - 10 (b) illustre la comparaisies réponses globales de chaque approche qui
sont (par construction) effectivement superpos@es.peut noter que l'importance attachée a la
précision des schémas numériques utilisés lorsad&dolution du probleme continu se justifie
également a ce stade de I'étude, puisque le cdécld loi équivalente (2 - 70) nécessite une étape
supplémentaire d'intégration numérique.

3 3
o czm
2 2
= <
& &
s s
©o ©
1 1
0 1 1 1 0 1 L 1
0 0,05 0,1 0 0,02 0,04 0,06
S (mm) déplacement imposé (mm)
(@ (b)
Figure2- 10

Barre unidimensionnelle en traction : (a) loi coné&séquivalente ; (b) superposition des réponses
globales contrainte — déplacement imposé obtemdgg&pendamment avec chaque modeéle.

On s’assure que la loi d'interface ainsi obtenugserve bien la contrainte critiqu®, et I'énergie
de ruptureG; du modeéle non local (pouB; on s’en assure en calculant 'aire sous la courbe

tracée a la Figure 2 - 10 (a)). Une loi cohésianttaractérisée par sa contrainte critique, son
énergie de rupture, et sa forme (affine, exponkatie), I'identification présentée ci-dessus permet
de déterminer ce dernier paramétre qui ne poutr@tabtenu directement & partir du modéle non
local.

2.5.2 Passage du modele non local au modele cohésif

Disposant d'une loi cohésive équivalente au mod&e local, on souhaite désormais
développer la stratégie suivante : décrire danpramier temps la dégradation du matériau par la
seule approche continue, et basculer & partir dautain niveau de chargemext« critique » (pour
l'instant arbitraire) vers une représentation digitme en insérant une interface cohésive au centre
de la bande de localisation tout en préservaniskailtlition de rigidité dégradée due a cette phase
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d’endommagement volumique (voir Figure 2 - 11).r@ie alorso,, , @, , et b, respectivement la

contrainte, le champ d’endommagement et la demelarde bande sous ce chargen&pt0).

CDM
X=-L

CZM
X=-L

Figure2-11
Barre unidimensionnelle : passage du modele noal leers le modele cohésif & un niveau de
chargement arbitraire.

Il est important de souligner les points suivants :

+ sous la contrainte critique, le saut de déplacemedi{c) doit étre nul afin de préserver
I'équilibre lors du changement de modele :

o(0,)=0 (2-71)

une fois que cette transition a été déclenchéaempose que le mécanisme dissipatif soit

uniquement pris en compte par l'interface cohésiteduite, le champ d’endommagement
a ne doit donc plus évoluer :

Ot=t,, OxO0Q, a(X) =0 2-72)

ou t,, désigne l'instant ou I'on bascule vers le modéelecsa.

On conserve la notatiok) “® pour le déplacement imposé & linstantdans la description
continue, et on introduitd ™™ le déplacement imposé a I'instabtt_ pour I'approche qui

consiste a déclencher la transition au cours dmede localisation. Ces quantités s’écrivent :

L
Ot >t , UCoM =aj dx

cr?

E4 AAY) o1
Ot >t UTRA_ﬁ:ELL
2 T EjA@a ()
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ol 0™ désigne le saut de déplacement aprés la transifdin d'assurer I'équivalence
énergétique, on impose comme dans I'équation @) {'égalité entre ces deux déplacement pour
un méme état de contraintg. On peut, de la méme maniere en déduire I'expresdii saut de
déplacement en fonction de la contrainte :

Ot >t UCDM:UTRA:>5TRA(U):

EJL'( ! _ ! jdx
EslARAY) Aa(® (2-74)

cette relation peut encore s’écrire :

L 1 L
5TRA -~ - Cb(
(0)= (A(am) j j( Kal »oj @-79

On peut alors simplifier les deux termes dans kégum (2 - 75) puisque le champ
d’endommagement reste nul dans les parties elast[&wL] et[ ey s ] :

20 1 2gb°f 1
O™ (g 1| k- _1) &
)= (A(a(x)) j (/(@( ¥ j (2-76)

Ainsi, le saut de déplacemedi™* s’exprime comme la différence de deux termes if®sit

« le premier n'est autre que le saut de déplace®&ft de la loi d'interface équivalente
identifiée au paragraphe 2.5.1 :

! 1
Ot>t, 0" 0)= I(A(a(x)) ljdx @2-77)

* le second est un terme correctif que I'on notdﬁm, qui dépend linéairement de la

contrainte et dont la dépendance au champ d’endgemment critique est soulignée par son
indice :

or, »_ 20F 1
|]t>tcr’ 5ccr (U)_Ej(m_ljdx (2'78)

0
d'ou la relation :

Ot>t_, 5% (0) = 6" (0) - 3°%(0) 2-79)

cr’?
La loi cohésive équivalente constitue donc une lm®unaitresse dépendant uniquement du modéle
non local (et donc du choix de ses paramétres raajega partir de laquelle se déduit, étant donné
un état de chargement « critique », la loi permétt@assurer la transition tout en assurant

I'équivalence énergétiqgue avec le modele de rééé&re®n peut également noter que, comme le
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terme correctiféfrOR est nul lorsque la contrainte devient nulle, let sk déplacement a rupture ne

dépend pas du niveau de chargement auquel on dielda transition et reste donné par la loi
cohésive équivalente :

357 (0)= 05" (0) (2- 80)

Afin d'alléger les notations, on utilisera désorsda notationa; = a.(0) pour la valeur du
paramétre de chargement critique. A la Figure 2 {a) sont tracées les lois cohésives obtenues
pour des endommagements critiquesige 0.3 (courbe rouge) et = 0.7 (courbe verte), la valeur
a, = 0 (courbe noire) correspond a la loi cohésivaivadente. Les Figure 2 - 12 (b) et (c)
présentent les réponses contrainte — déplacemenuss en résolvant dans un premier temps (par
la méthode semi-analytique présentée précédemrtemiobléme non linéaire continu pour un
parametre de chargemeay allant de 0 aa,(0), puis en utilisant dans un second temps la loi
cohésive de transition correspondante pour une lgdastique linéaire dont le module d’Young est
dégradé par le champ d’endommagement critiqueugbastant une discontinuité potentielle du
saut de déplacement et~ 0. Les deux réponses globales étant identiques vedéiie la méthode
proposée.

<
a
=)
]
1
O 1 1
0 0,05 0,1
& (mm)
(a
3 3
e—e non local e—o non local
oo czm J L o—o Cczm J
O switch:a =03 ¢ switch:a =07
= =
a a
g T 1 5 \
o )
1 ] \’“\\
0 0 1 L L
0 T 002 004 006 0 0.02 0.04 0.06

déplacement imposé (mm) déplacement imposé (mm)

(b) (c)

Figure2-12
Barre unidimensionnelle en traction : (a) exempedgux lois cohésives obtenues pour des
endommagements critiques fixés,&a0.3(courbe rouge) ed.7 (courbe verte) ; (b,c) réponses
globales contrainte — déplacement respectives.
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Enfin, comme on a fait I'hypothése d’'un chargem@winotone croissant, le comportement
en décharge de la loi cohésive n'a pas été évohfig. de rester cohérent avec le modéle
d’endommagement de référence pour lequel la déetresglinéaire, les lois cohésives construites
dans cette partie doivent également vérifier qaidpriete.

2.5.3 Récapitulatif de la méthode d’identification de lois cohésives de
transition

On résume ici la maniére dont sont construitesldes d’interface permettant de faire la
transition entre un modéle d’endommagement norl leican modéle de zones cohésives dans le
cadre de ce probléme unidimensionnel. Un schénagpitétatif est donné a la Figure 2 - 13.

modéle d’endommagement endommagement critique

non local gy
\ 4 \ 4
loi cohésive équivalente loi cohésive de transition
b
5°(0) = 2“[[ - bj [0 (0) = 6 (0) - 85 (0)
E (o Ala(X)

Figure2-13
Schéma de principe de la construction d’une loiésive de transition.

On part de la solution analytique du probléme déamiquement avec le modele
d’endommagement non local (solution de référerleghargement étant alors paramétré en régime
dissipatif par I'état de contrainte dans la baRarallélement a cela, on considere une méme barre
constituée d’'un matériau élastique linéaire, an dei laquelle est disposée une interface cohésive
(ponctuelle) au niveau du point correspondant aureade la bande de localisation observée sur la
barre endommageable. On montre qu’'on peut alordifeb une loi cohésive dite équivalente et
régissant le comportement de cette interface, ltke gerte que la réponse globale de la barre soit
identique a celle obtenue avec le modéle d’endoremagt continu. Cette équivalence énergétique
est assurée en imposant pour un méme niveau deaicoat’'égalité des déplacements imposés en
bout de barre pour chacun des deux modéles ; arongd d’extraire I'expression du saut de
déplacemend=?" en fonction de la contrainie .

L’étape suivante consiste a construire une loitdifiace permettant, étant donné un niveau
d’endommagement critique,,, de basculer du modéle continu vers le modele sibléut en
préservant I'équivalence énergétique (c'est-a-@ine continuant de reproduire la solution de
référence). Le comportement volumique du matériauietht alors élastique linéaire des que
I'interface cohésive est activée, mais avec unditggdégradée dont la distribution est inhomogéne
du fait de I'évolution de 'endommagement précédanthangement de modele. On montre que
I'expression du sauwd™™* de cette loi dite de transition se déduit de ig&tuivalentevia un terme
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correctif 0°°% dépendant du modéle d’endommagement non local eetlad valeur de
'endommagemend,,.
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3 Extension au cadre éléments finis en
dimension deux et trois

Il s'agit dans cette section d’étendre aux dimemsisupérieures et dans un cadre éléments
finis les résultats obtenus en dimension un lorsl'éeide semi-analytique précédente. Plus
précisément, on souhaite construire une approchel@ continue — discontinue autorisant la
propagation de fissures cohésives dans un milieu local a gradient d’'endommagement, en
s'appuyant sur le principe des lois d'interfacesuaant la transition qui a été proposé dans la
section précédente. On se restreint aux cas dedssectilignes (en dimension deux) ou planes (en
dimension trois) se propageant en mode I. Nous étaillérons ici que la maniére dont cette
stratégie a été implémentée en dimension deux, ldamesure ou elle s’applique d’'une maniere
identique en dimension trois comme l'illustrent tésultats qui sont présentés dans la chapitre 3.

3.1 Discrétisation spatiale

On présente ici les éléments finis résultant delitzrétisation spatiale des formulations
variationnelles semi-discrétisées en temps, préesrdu chapitre 1 (8§ 1.5.3) pour le modéle non
local, et au chapitre 1 (8 2.2) pour le modéle aleez cohésives. Cette description bréve n’a pour
but que de donner les éléments de détail utilea @ohstruction de I'approche couplée, une
description compléte de ces éléments finis telslsggbnt implémentés dans @ode_Asterest
donnée respectivement dans les Annexes 1 et 2.

3.1.1 Elément fini mixte non local & gradient d’'end  ommagement

Comme cela a été vu au chapitre 1, dans le casadéorimulation a gradient
d’endommagement l'application d’'une méthode de dgmsition — coordination permet de
reformuler le probléme de minimisation de I'énergatentielle d’'une structure a la fin d’'un pas de
temps {", t"], en la recherche du point-selle du Lagrangiemargé., suivant :

(u™,a™,A™,a™) réalisantmin min max rgir{é’r (uada)l;

u

avec £ (u,a,/],a')=J‘(<13'°c (s(u),a')+‘P(0’ -O'n)) W, ) (2-81)

Q

+£% (0a) dQ+I)l a-a dQ+j a-a)’ @

Les champal, a, et A sont discrétisés aux nceuds avec des fonctionsrdee fpolynomiales de
Lagrange, tandis que le champ d’endommagementiaixilr est discrétisé en des points de
collocation qui coincident avec les points d'ing#gms sur lesquels s'appuie la méthode de
quadrature. Ce champ est ainsi éliminé de la formulation globale eitéa un niveau local : la
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minimisation par rapport & dans (2 - 81) revient alors & intégrer une rafatie comportemenia(

est racine d'une équation scalaire en chaque péntGauss), ce qui permet d'assurer plus
facilement la contrainte & a < 1, et de condenser au niveau local les forteslinéarités des
termes de (2 - 81) dont ce champ est argument. det§ntégration de la loi de comportement, le
tenseur des contraintes et la matrice tangentereoteésont également calculés aux points de
Gauss, la méthode de quadrature permet alors aelealles contributions élémentaires des
vecteurs résidus associés aux variables nodajes Q) ainsi que celles de la matrice tangente de
correction du systeme non linéaire global. La sotutle ce dernier est obtenue par un algorithme
de Newton-Raphson classique.

¢ . L
e u,aA 0
e U [} [
oa O O

@ . L
Figure2-14

Eléments finis mixtes pour la formulation non lecalgradient d’endommagement
(dimension deux).

L’élément fini mixte résultant repose sur le chdis fonctions de formes suivantes : le
champ de déplacement est interpolé avec des fonctions P2-continues, dbamps
d’endommagement nodalet de multiplicateur de Lagrangeavec des fonctions P1-continues. Le
champ d’endommagement auxiliaimeest quant a lui interpolé avec des fonctions Rtaditinues,
ce qui en dimension deux revient & une méthodeotlecation sur 3 points pour le triangle, et 4
point pour le quadrangle, qui sont choisis comn® peints d’intégration de la méthode de
quadrature. Ces éléments sont représentés de maofématique a la Figure 2 - 14.

3.1.2 Elément fini mixte dinterface pour les modél es de zones
cohésives

On considére ici une structu€etraversée par une surfaele discontinuité potentielle du
champ de déplacement, qui représente un trajessigrdition conna priori. On suppose ici que le
massifQ\I' a un comportement élastique linéaire, et que dpgwation de la fissure est modélisée
par un modele de zones cohésives. On a vu au shdpit8 2.2, que ce probléme d’évolution
pouvait étre formulé en termes de minimisation digre : a chaque incrément de chargement, le
déplacement est déterminé comme un minimum local de I'énepgigentielleE(u) de la structure.
Dans ce cas, cette derniére s’exprime comme la goden’énergie de déformation élastique du
massif, de I'énergie cohésive surfacique, et duaitades efforts extérieurs, avecla variable
I'histoire permettant de gérer I'irréversibilité :

Eu)= [ @, (s(u))dQ+ [N ([u].«)d -W,, @) (2-82)

o\r
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Afin de décrire avec précision le comportementaléidsure cohésive, certains points importants
directement liés a la définition de la densité di@ne de surfac€l doivent étre vérifiés. Il s’agit
principalement du caractere irréversible du mécamisle fissuration, de la prise en compte du
contact le long dé afin d'éviter l'interpénétration des lévres defilssure, ainsi qu'un seuil en
contrainte non nul pour le critére d’amorgage entreante. Ce dernier point correspond a une
condition d’adhérence initiale parfaite pour la Idiinterface, et exclut le recours a une
régularisation de I'énergie de surface. Tout castpaontribuent au caractere non différentiable de
I, et se traduisent donc au niveau de la loi d'fatar par un vecteur contrainte s’exprimant comme
une fonction multi-valuée du saut de déplacemertldDméme maniere que pour I'élément non
local présenté précédemment, la non-dérivabilitélildest condensée au niveau local par une
méthode de décomposition — coordination :

« un champ auxiliair®d supposé égal au saut de déplacerfight traverd” est introduit en
tant qu'argument de la densité d’énergie de surface
» la contrainte d’égalit¢u] = & est traitée par dualisation, en introduisant ultiplicateur de
Lagrange (vectoriel) ;
* un terme quadratique de pénalisation est ensuiteéjsans influence tant que la contrainte
d’égalité est respectée.
Cela conduit a reformuler le probleme de minim@atcomme la recherche du point-selle du
Lagrangien augmenté suivant :

£ (ut,8)= [ & (2))d+[1(3.6) d -W,, @)

ext
Q\r

+1t [f[u]-8)dr +%£([[u]]—a)2 ar

(2- 83)

ou le multiplicateur de Lagrange correspond aux forces cohésives s’exercant [suiLe
déplacement et les forces cohésivessont discrétisés aux noeuds avec des fonctionsrdee f
classique, et le champ auxiliaideest quant a lui éliminé de la formulation globdlesst discrétisé
surl” en des points de collocation coincidant avec ¢&stp de Gausg,, la minimisation de (2 - 83)
par rappor®d revient alors a satisfaire la loi de comportengafiésive en ces points :

t(xg) + 1 ([u](x;) ~8(x,)) 00 (3(x). k() (2-84)

Le systéme non linéaire global d’'inconnues nod@leg) est alors résolu par un algorithme de
Newton.

Si on suppose le trajet de fissuration coanpriori, I'interfacel” peut étre discrétisée au
moyen de quadrangles dégénérés d'épaisseur nafienilbles a des segments. L'élément fini
mixte d'interface s’appuyant sur cette maille egirésenté a la Figure 2 - 15 ; il repose sur une
interpolation P2 — continue du champ de déplacemel — continue pour le champ de force
cohésivet, et P1 — discontinue pour le champ auxiliadrteCe dernier choix correspond a deux
points de collocation pour le segment (quadranggedéré), qui sont choisis coincidents avec les
points de Gauss.

Le massif est quant a lui discrétisé au moyen di#lemdriangulaires ou quadrangulaires
portant des éléments finis quadratiques classigGesmaillage doit alors étre conforme a la
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discrétisation de linterface, de telle sorte qe® hoeuds situés sur les levieéset I de la fissure

soient coincidents.
’ ———-
O O I épaisseur =0
' --Y

Figure2-15
Elément fini mixte d'interface pour le modéle deezoohésive (dimension deux).

O e @

o C

Remarque :
Par souci de simplicité le modéle cohésif est iéspnté dans le cas ou le massif a un

comportement élastique linéaire. Toutefois, afinnuttre en ceuvre I'approche couplée, le
comportement du massif doit étre décrit a travarformulation mixte non locale présentée
précédemment, ce qui conduit & un modele élémenipliis complexe. Certains points
devront étre examinés avec une attention particellisBotamment la présence des degrés de
liberté supplémentaire@,A) issus de la formulation non locale sur les ncewnsnsets des
éléments d'interfaces.

3.2 Algorithme de couplage explicite

3.2.1 Hypotheses

Dans le cas ou I'on se restreint a des propagatienfissures rectilignes en mode |, les
résultats préliminaires obtenus lors de I'étudddireau en traction peuvent étre étendus a un cadre
éléments finis en dimension deux moyennant I'hyps¢hqu’a la fin de chaque pas de temps
convergé, et en tout point du centre de la bandaddmmagement, les champs de contrainte et
d’endommagement sont identiques le long de la direction normaldrajet de fissuration (au sein
de la bande de localisation) a ceux qu’on pouMaseover dans la barre en traction pour un méme
niveau d’endommagement centmgl Il serait alors possible de faire propager ussuiie cohésive a
mesure quer, = a. (oua. désigne une valeur d’endommagement arbitraire)demtifiant la loi
d’interface appropriée selon la méthode dévelompéparagraphe 2.5.2 a partir de la donage
Afin d’évaluer dans quelle mesure cette hypothése valide, revenons sur I'exemple de la
fissuration de I'éprouvette DCB trapézoidale vuchapitre 1, § 3.2, dans le cas ou le probleme est
traité uniguement avec le modéle a gradient d’emdagement. Sur la Figure 2 - 16 (a) et (b), la
composante, du tenseur des contraintes ainsi que le champldiramagementr sont relevés au
sein de la bande selon la méme normale (diregtjoau trajet de fissuration (directiof) pour
plusieurs pas de chargement successifs, chaqueucotdrrespondant & un relevé effectué a un
méme pas de chargement. On constate que les pi@ildommagement transverses relevés sur la
figure (b) sont semblables a ceux qui ont été alstetans le cas unidimensionnel (voir Figure 2 -
6), et que lorsque le front d’endommagement se situniveau du point de relevg,f;) schématisé
a la Figure (c), le profil de contrainte est Iégéeat bombé, mais tend a devenir constant & mesure
gue le front se propage, ce qui apparait a pdttir diveau d’endommagement central supérieur a
environ 0.2. Ensuite, les composandgs et d,a du gradient de 'endommagement (nodal) ont été
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relevées en valeur absolue respectivement darmbréztionsx ety aux figures (d) et (e) : la valeur

BN

maximale atteinte par la composanteest environ dix fois supérieure a celle atteintg [a

composante.
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Figure2- 16

(a) contraintegy, relevée selon y ; (b) endommagement relevé sel@) §eu des relevés ; (d)
valeur absolue de la composante x du gradient dlemdagement relevée selon x ; (e) valeur
absolue de la composante y du gradient d’'endommegieralevée selon y.
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Cela montre que si localement les champs peuventaésimilés dans la direction transverse aux
champs du cas unidimensionnel, le caractére prtipad@d a la composant®.a n'est pas
négligeable : il conviendra donc d’'évaluer l'infhee sur la réponse de la structure du paramétre
d’endommagement critiqueg, déclenchant localement le passage vers le modeésit.

3.2.2 Algorithme

Partant du fait que le trajet rectiligne de fissiora(correspondant au centre de la bande de
localisation ou 'endommagement est maximum) esihaa@ priori, il est possible de prendre en
compte l'interface cohésive dans la discrétisatima de la phase de maillage préalable au calcul.
On considéere donc un maillage conforme avec laétisation de I'interface rectiligne : les mailles
du massif portent des éléments finis non locauwsent®s au paragraphe 3.1.1, tandis que les
mailles quadrangulaires d’épaisseur nulle dispos&désng del" portent des éléments d’interface
présentés au paragraphe 3.1.2. Il est montré dansntz et Godard, 2011] que pour des problémes
en dimension deux et trois, le modéle a gradiemmdbmmagement permet encore d’aboutir a une
bande de localisation restant confinée dans uniss&gpa » comparable a celle qui a été prédite
avec le modele unidimensionnel. Tirant parti deecptopriété, on considére un maillage structuré
composé uniquement de quadrangles dans la zonespordant a la bande d’endommagement
attendue afin de permettre un traitement plus sneplplus précis de la transition, et ce pour les
deux raisons suivantes :

i) En s’appuyant sur I'’hypothése que les champs dimntlmgement et de contraintes
sont localement assimilables dans la direction atgna ™ & ceux qui ont été
observés dans le cas de la barre en traction pooré&me niveau d’endommagement
central ap, on doit identifier pour chaque point d’'intégratidel” la valeur centrale
ap du profil d'endommagement dans la direction noaral passant par ce point.
Avec ce type de maillage structuré, chaque poinGdass de l'interface cohésive
ainsi que les deux points de Gauss plus prochemgadans le massif appartiennent
a la méme normale [a (voir Figure 2 - 17 (b)). Dans une telle configiog, il est
alors possible de déterminer pour le point de Gas®esif considéré la loi
d’interface appropriée permettant d’assurer lasiteom selon la relation uniaxiale (2
- 79). Le terme correctif (2 - 78) de cette loi ésive est alors calculé avec la valeur
moyenne du chamg évalué aux deux points d’intégration volumiquassgbroches
voisins (Figure 2 - 17 (b)), en faisant I'approxtina que cette derniére est égale a
I'endommagement maximal centr@ (dont la valeur n’est pas connue puisqu’aucun
point de collocation ne se situe $Ur L'erreur induite par cette sous-estimation de
o devrait cependant diminuer en raffinant localemienmaillage, puisque cela
conduit a diminuer la distance entre ces point&adess non locaux €t

i) Afin d'assurer proprement le passage au modeélesifpiéndommagement ne doit
plus se développer dans les éléments volumiquéslande de localisation situés de
part et d'autre d'un élément d'interface « activédevant alors dissiper la part
d'énergie transférée). Afin d’éviter ce probleméyblution de 'endommagement
est « gelée » dans toutes ces couches d’élémemsireaffectant un comportement
élastique linéaire, tout en conservant le champgidité dégradédé\(a)E aux points
d’intégration, dd au champ d’endommagemeratteint juste avant la transition. La
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détection de ces éléments devient alors plus a&e un maillage structuré dans la

bande de localisation.

Remarque :

Plutét que de travailler avec le champ d’endommag@nauxiliaire a défini aux points de
Gauss, on aurait également pu considérer le chaagfalina dont on connait les valeurs aux
noeuds. Cependant le choix denous parait plus justifié dans la mesure ou il lesseul
champ a satisfaire exactement la relation de congmoent (I'égalité a =a étant assurée en

moyenne).

L’algorithme de couplage repose alors sur un @igimple devant étre évalué en tout point
deTl, et qui stipule que 'endommagement peut évolaarsdes éléments non locaux voisins tant
que sa valeur central® ne dépasse pas une valeur critigyechoisie par I'utilisateur. Dans le cas

contraire, le passage au modele cohésif doit ésadment déclenché :

si a, = a, , passage au modele coheésif (2-85)
interface cohésive
initialement en
adhérence parfaite
L ol
+ —_—
" =t +At
Résolution du probleme o -
mécanique ent * A
* (m] (m]
) élément
non local
[} | |
I _ élément
Identification et stockage épaisseur =0 I_____ ___} cohésif
de la loi d'interface 3
appropriée a chaque
point de Gauss cohésif o L
vérifiant le critere | &lément
non local
\ 4 [} [}
Endommagement gelé y,
dans les éléments o ————@-
volumiques voisins des
eleme;;?i\zl:ggesﬁs B Point de Gauss cohésif courant
B Point de Gauss le plus proche dans
v chague élément non local voisin
Traitement des ddls non
locaux supplémentaires
le long de l'interface
(a) (b)
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Figure2-17

(a) algorithme de couplage explicite ;
(b) éléments non locaux directement voisins d’@méht cohésif.
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Le calcul s’organise alors de la fagon détaillda Rigure 2 - 17 (a). La structure se trouvant dans
un état initialement sain, tous les points d'ingtign de I'interface cohésivieé sont au départ en
régime d’adhérence parfaite : aucune discontinditésaut de déplacement n’'est autorisée et
'endommagement peut évoluer au sein des élémentsonaux du massif. Le probléme mécanique
est résolu a mesure que le chargement évoludadirade chaque pas de temps converge, le critére
de déclenchement (2 - 85) est évalué en tout pidmeégration cohésif. Un élément d'interface est
considéré comme activé au pas de temps suivamulaxs moins un de ses points d’intégration
vérifie le critere, si les autres ne le vérifieaspils quitteront toutefois leur état d’adhéreimitiale.
Dans ce cas, chacun de ces points de Gauss seaffEtter au pas de temps suivant une |oi
cohésive permettant d'assurer le transfert énepggtide maniére appropriée a partir du niveau
d’endommagement centraj lui correspondant (non nécessairement éga/) &t relevé a la fin du
pas de temps courant, comme cela a été détailglitam i) ci-dessus. Ces éléments cohésifs étant
activés au pas de temps suivant, 'endommagemédmtnique ne devra alors plus évoluer dans les
éléments non locaux voisins disposés latéralemepbd et d'autre. L’endommagement y est donc
gelé dans toutes les couches de quadrangles cestetans I'épaisseurD2comme cela a été
détaillé dans I'item ii) ci-dessus. Un point suppéintaire devant étre souligné est le traitement
particulier qui doit étre apporté aux degrés dertd supplémentaireset A issus de la formulation
non locale (respectivement les champs P1 — contifersdommagement et de multiplicateur de
Lagrange) et portés par tous les nceuds sommetsnégéguement coincidents) des éléments
d’interface. En effet, si pour chaque paire de remaincidents la conditiofu] = 0 est assurée par

la relation de comportement cohésive a partir dmert ou I'état d’adhérence initiale est imposé, il
faut également assurer des le début du calculdeditions de liaisorfa] = 0 et[A] = 0 & travers

l'interface. Si ces dernieres ne sont pas respgctértaines contributions élémentaires seraient
omises dans le calcul des forces internes assa&iées variables nodales ainsi que dans les blocs
correspondants de la matrice tangente, ce qui saéngaerturber I'évolution de 'endommagement
dans les zones ou il est autorisé a se dévelo@bercune de ces conditions de liaison est alors
imposée par dualisation en ayant recours a un étefire dédié de dimension 0 au niveau de
chaque paire de noeuds sommets coincidents surlléagque souhaite assurer la condition
considérée. A mesure que la fissure cohésive gmgep cette condition est relachée pour les paires
de nceuds sommets des éléments d'interface actheis (este maintenue pour la paire de nceuds
située en pointe de fissure cohésive), puisqueldion de comportement élastique linéaire adoptée
dans les couches d’éléments non locaux situés de gbad’autre y interdit I'évolution de
'endommagemendr, et donc des variables nodatest . Comme cela constitue toutefois un point
délicat directement lié a la définition des coris aux limites / conditions d’interface du modgle
gradient consécutive a l'insertion d'un incrémemt fissure, on s’attachera a s’assurer qu’en
maintenant uniquement ces conditions de liaisos teszones ou 'endommagement est autorisé a
évoluer, les conditionfa] = 0 et]A] = O restent vérifiées a travers la partie acte€.d

Notons que l'algorithme de couplage détaillé aigufe 2 - 17 (a) est de nature explicite
puisque les modifications locales du modele éléménis consécutives au dépassement du critére
(2 - 85) n’interviennent qu’entre deux pas de chargnt successifs, et non au cours des itérations
de Newton calculées au sein d’un pas. Ainsi lonsgé&lément cohésif est activé a la fin d’'un pas de
temps, seules les valeurs d’endommagement cemtiadrrespondant & chaque point d’'intégration
sont stockées pour construire au début du pasndgestsuivant les lois cohésives de transition qui
leur correspondent. D’un point de vue pratiqudplacohésive équivalente (2 - 77) constituant la
courbe maitresse dont se déduisent les lois dsiticanest déterminée préalablement au calcul sur
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la base de I'étude unidimensionnelle pour le jeupdeametres matériaux considéré, et stockée
comme une courbe tabulée. Le terme correctif (2)-eét alors calculé en chaque point de Gauss
pour la valeur dex, précédemment stockéee qui permet de construire selon (2 - 79) leshmsl
tabulées contenant les lois cohésives de transiigin seront effectivement utilisées lors de
l'intégration du comportement.

bande de
localisation

| process zone
non locale

]
| process zone |

. ! cohésive C
matériau rompu

Figure2-18
Schéma des trois niveaux de description de larBssu

Finalement, 'implémentation de cette méthode dewanduire lors des simulations & trois
niveaux de description de la fissure au cours ge@aagation (voir Figure 2 - 18) :

- une process zonenon locale décrivant les mécanismes de dégradation
microscopiques précédant I'apparition d'une madsstire (située en amont de la
pointe de fissure) et dont la longueur est direet@mliée a la valeur
d’endommagement critiqueg; ;

- uneprocess zoneohésive située en aval deplacess zonaon locale, au sein de
laguelle est dissipée la part d’énergie restantioet la longueur est également liée
a la valeur dey; ;

- une surface libre, caractérisée par un dommagacdique total et correspondant au

matériau rompu.

3.2.3 Pilotage du chargement

Du fait du caractére adoucissant du matériau, an parfois se trouver en présence
d’instabilités selon la géométrie des structuressagées ainsi que le type de chargement qui leur
est appliqué. Ces instabilités dues a des propargakirutales de fissures se manifestent lors d’'une
analyse quasi-statique par des snap-backs (returarriere) sur la réponse globale force —
déplacement qui mettent en défaut la convergenda agthode de Newton, il est alors nécessaire
d’'avoir recours a des techniques de pilotage dugeimaent. Nous choisissons ici d’utiliser une
méthode de pilotage proposée dans [Lorentz et BaA6HU] qui permet de distinguer les branches
solutions correspondant a des décharges entiéregh@stiques des branches dissipatives (pour
lesquelles I'endommagement se propage dans latgtedic et de ne suivre que ces dernieres.
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Extension au cadre éléments finis en dimension éetmois

Applicable aux modeles d’endommagement continu ceranx modéles de zone cohésive, elle
consiste & controdler I'incrément d’endommagemenkimal Ad = d ™ — d " (volumique ou
surfacique) vu par les points d’intégration (destiucture ou de l'interface cohésive) au cours de
chaque pas de temps. Ainsi, a chaque pas de chamgete champ d’endommagement est
incrémenté au plus d'une valeur égaledd™ (Ad™ étant un paramétre renseigné par I'utilisateur)
en au moins un point de Gauss, tous les autresungapt voir qu’un incrément d’endommagement
lui étant inférieur ou égal.

Afin d’appliquer cette méthode de pilotage a nafpproche couplée, nous choisirons de ne
contréler que l'incrément d’endommagement volumigae(excluant ainsi les points d’intégration
cohésifs de Tlalgorithme de pilotage), ce qui pargistifié dans la mesure ou c'est
'endommagement qui dans notre approche pilotedegssus de fissuration. De plus, il conviendra
évidemment d’'exclure de l'algorithme tous les poidlintégration appartenant aux éléments dans
lesquels I'évolution de I'endommagement a été gelée qui ne nécessite pas d'effort
supplémentaire puisque cela suppose que ces eRmient déja été identifiés afin de recevoir ce
traitement particulier. Nous verrons alors dansbkeamples d’application du chapitre suivant que ce
choix permet de mener a bien les calculs.
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Chapitre 3 — Simulations numériques

Ce chapitre a pour but de présenter les résultatgrnques issus de calculs éléments finis
menés avec I'approche couplée proposée dans l@rehapTrois exemples bidimensionnels y sont
traités :

» La barre fragile soumise a un chargement de trattagtée analytiquement dans le
chapitre 2: ce cas-test constitue une premierpeéfermettant de valider les
développements informatiques dans la configurati@nplus simple possible
(ouverture de fissure uniquemein, pas de propagation).

» L’éprouvette DCB trapézoidale entaillée traitéesd@nchapitre 1 (séparément avec
le modéle non local ou avec le modele cohésif)r paguelle on a observé une
propagation stable de fissure rectiligne. On Shitsa particulierement a évaluer
sur cet exemple l'influence du parameétre d’endonmenaant critiques,;.

* Une plaque trouée soumise a un chargement deomactbnduisant a une multi-
fissuration instable (propagation simultanée dexd@sures en présence de snap-
backs).

L’extension directe de I'approche couplée aux situs tridimensionnelles sera ensuite évaluée sur
le cas de I'éprouvette DCB trapézoidale (cette égisudée), pour lequel on cherchera notamment a
simuler la propagation de fronts de fissures cairbe

Nous traitons le cas de grandes structures co@éesitd’un matériau quasi-fragile de type béton :
leurs dimensions caractéristiques sont de plusiedtses et les valeurs des parametres matériaux
du modéle a gradient d'endommagement seront cloidantiques a celles qui ont été utilisées
dans les chapitres précédents (rappelées au TaBleal). Le choix d'une épaisseur de bande
endommagée2 = 100 mm reste donc raisonnable par rapport amremsions des structures qui
seront étudiées.

Parametres macroscopiques observables Paramééaeesdu modéle
E=3.10 MPs
v=0.2 k=1.510° MPe
o,=3 MPa y=4
G, =0.1 N/mm c=1875N
2D =100 mmr
Tableau 3 -1

Parametres représentatifs d'un matériau de typernét
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Barre fragile en traction

1 Barre fragile en traction

Ce premier exemple constitue une validation deatestaspects de I'implémentation qui a été
réalisée, comme [Iidentification automatique dess loohésives de transition ainsi que leur
intégration. En effet, comme la solution corres@orich une localisation de 'endommagement au
centre de la barre a été déterminée analytiquemerghapitre 2, elle constitue une solution de
référence que nous cherchons a reproduire avecatlagds éléments finis : dans un premier temps
avec le modele non local seul, et dans un secaongsteavec I'approche couplée. Si la géométrie
considérée de la barre est ici bidimensionnellmhéimogénéité de la solution est attendue
uniquement dans la direction longitudinale afinséeplacer dans le cas d’une ouverture de fissure
(pas de propagation, la solution cherchée étantogéne dans la direction transversale). On
considére donc une barre de longuelur=22000 mm et d’épaisseer= 200 mm. Les parameétres
matériaux sont choisis selon le Tableau 3 - 1 pauf le coefficient de Poisson, fixéva 0 afin de
rester dans une configuration unidimensionnelles kenditions aux limites consistent en un
déplacement de traction dans la direction longitaldi imposé aux deux extrémités de la barre
tandis que les modes de corps rigides sont blod@eés la direction transversale. On considére cing
maillages structurés, obtenus en raffinant suceeissnt jusqu'a cing fois un maillage initial
grossier composé de quadrangles. A chaque étapédfidement, la taille des mailles est divisée par
deux au sein d’'une boite centrée au niveau de ridébae localisation attendue et dont la taille
rétrécit a chaque étape. En nothma taille des quadrangles dans la zone d’inté&té® la largeur
de la bande de localisation attendhbejarie deh = 2D/4 pour le maillage le plus grossiethee
2D/64 pour le maillage le plus fin. (illustré a laykie 3 - 1 (a)).

600 ‘ 1 ‘ ; = ‘ ‘
o h=2D/4 $2 [ h=2D/64
== h=2D/8 2R solution analytique
~— h=2D/16 k)
~— h=2D/32 :
h =2D/64 =
—~ 400 solution analytique g )
g £
o
ot £
= =}
< 200 E
01 ; - i —
0 0,05 0,1
déplacement imposé (mm) abscisse (mm)
(b) ()
Figure 3-1

(a) maillage structuré pour le niveau de raffinemlerplus élevé i 2D/64 ; (b) réponse force —
déplacement du modéle non local pour chaque mailldg) profils de dommage obtenus dans la
bande de localisation a différents pas de temps [@omnaillage le plus fin.
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Chapitre 3 — Simulations numériques

Afin de capter la branche correspondant & uneigatan de 'endommagement au centre de la
barre, on introduit un champ d’endommagement inifegexistant au premier pas de temps sans
quoi I'algorithme de Newton sélectionnerait natienelent la solution homogene : tous les points
d’intégration appartenant aux deux couches d'élésndisposées au centre de la barre se voient
affecter un endommagement de 10°, tandis quex est fixé & 0 partout ailleurs.

Une fois que le régime non linéaire est atteierhdommagement se développe au plus dans
la bande [P,D] tandis que le reste de la barre décharge élastignt. Comme celle-ci a été choisie
dix fois plus longue que dans l'exemple traité wi@liement au chapitre 2, une part plus
importante de décharge élastique conduit au snelp-lodbservé dans les réponses force —
déplacement de la Figure 3 - 1 (b), nécessitatilisation de la méthode de pilotage du chargement
détaillée précédemment au chapitre 2. A la Figurel3b) sont comparées les réponses globales
obtenues sur les cing maillages considérés aveollgion analytique (traits pointillés oranges)
détaillée au chapitre 2. Cette derniére a été gelga pour une longueur dé& 2 2000 mm, et la
force résultante est obtenue en multipliant la r@amte unidimensionnelle par I'épaissaude la
barre. On peut observer qu'au début du snap-bacikes les solutions éléments finis coincident
avec la solution analytique, et a mesure que I'emdagement augmente, un écart s'installe et les
réponses deviennent asymptotiques la ou la solukgoréférence prévoit un déplacement imposé
fini a rupture. De plus, cet écart s’installe damtt plus tét que le maillage est grossier, ce qui
signifie qu’a partir d'un certain niveau d’endomreatent la taille des éléments ne permet plus de
décrire avec suffisamment de précision le gradiedtendommagement.

600

600| — solution analytique
o approche couplée : h=2D/16
O switch: a = 0.3

— solution analytique
© non local : h=2D/16

N
(=3
S
N
(=
S

force (N/mm)

force (N/mm)

[~
[=3
S
553
[=3
S

0 ; °9.0..a o 0 0 K"

0 0,05 0,1 0,15 0 0,05 0,1 0,15
déplacement imposé (mm) déplacement imposé (mm)

a) b)
Figure 3-2
Courbes force — déplacement obtenues pour le rgailte= 2D/16 :
(a) modele non local seul ; (b) approche coupléecay; = 0.3

En effet, la Figure 3 - 1 (c) compare pour cingeaivx de contraintes au sein de la barre les profils
d’endommagement déterminés analytiquement et oglexés aux points de Gauss pour le calcul
réalisé sur le maillage le plus fih £ 2D/64). lls sont tous parfaitement coincidents execguour le
profil pointu se rapportant & une contrainte qumagie : le calcul éléments finis conduit a une hkége
surestimation (erreur relative maximale d’envird)2En revanche, I'erreur relative observée sur
le point correspondant de la réponse globale (Eigur- 1 (b), courbe verte) est notablement
amplifiée (erreur relative d’environ 25%). Mémeusie telle correspondance entre la description
locale des champs mécaniques et la réponse glesiaépécifique aux problémes unidimensionnels,
cela peut donner une premiéere idée quant a la neadi définir le paramétre d’endommagement
critique a, : étant donnée une taille de maille caractéristiydans la zone d’intéréa., peut étre
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Barre fragile en traction

défini comme I'endommagement centrgl au-dela duquel le gradient de 'endommagement n’es
plus approché avec une précision suffisante.

La Figure 3 - 2 (b) illustre la réponse force —ldépment obtenue avec I'approche couplée
pour le maillage correspondanh& 2D/16, avec un endommagement critique fixag,a= 0.3. Pour
cette simulation, I'interface cohésive a été pidlalment introduite, et tous les éléments cohésifs
restent adhérents tant que le critere de dépassemena,, n'est pas vérifie. Une fois ces éléments
activés, tous les éléments non locaux sont aldestés d’'un comportement élastique linéaire. Un
tres bon accord avec la solution de référence lestroé tout au long de la phase adoucissante, et
particulierement aux derniers stades de la rupéuoel le modele non local Figure 3 - 2 (a) abatit
une réponse asymptotique. Ceci permet donc deevatldns un premier temps lidentification
automatique des lois cohésives de transition ajosi leur intégration. Cependant, ce cas-test ne
traite que le cas d’'une ouverture de fissure, fiviendra donc d'évaluer dans les sections suivantes
la mise en ceuvre de notre approche dans des aits@te véritables propagations de fissures.
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Chapitre 3 — Simulations numériques

2 Eprouvette DCB trapézoidale

Nous revenons ici sur le cas de I'éprouvette DGPédroidale entaillée étudié au chapitre 1, §
3.2, pour lequel on observe une propagation st&tliectiligne de fissure en mode I. On souhaite ici
évaluer les points potentiellement délicats redatif'emploi de notre approche sur un cas propfagati
restant suffisamment simple, dont certains ont d§adentifiés au chapitre 2, § 3.2.2.

La géométrie et les conditions de chargement regdentiques, les hypothéses de maillage
sont quant a elles conformes au cadre qu’on ¥sal chapitre 2 : un maillage structuré composé
de quadrangles de tailfeau niveau de la bande de localisation attendusgggur D), traversé par
une interface cohésive dans le prolongement déailén(voir Figure 3 - 3 pour la configuratidr=

2D/10). Les paramétres matériaux sont détaillés &leda 3 - 1.
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Figure 3 -3
DCB trapézoidale : hypotheses de maillage @D/10).

Sensibilité a la taille de maille

On s’intéresse tout d’abord a la sensibilité aalket de maille, mais contrairement a ce qui a
été fait pour la barre en traction, diviser pandiutaille h dans la zone d’intérét a chaque étape de
raffinement conduirait rapidement a un nombre dgré&e de liberté bien trop élevé vues les
dimensions de la structure, et des niveaux denefient commdr = 2D/64 seraient totalement
prohibitifs en termes de temps de calcul. Nous idéngns donc cing maillages construits de telle
sorte queh = 2D/4, 2D/6, 2D/8, 2D/10, D/12, ce qui conduit & un nombre de degrés de ébert
allant de 45 470 a 153 830. Chaque calcul est mgaé un endommagement critique fixé pour
linstant aa., = 0.5, les résultats sont tracés a la Figure 3(a)den termes de réponse force —
déplacement. Les traits pointillés gris sont rédadux premiers pas de chargement pendant lesquels
'endommagement se développe en fond d’entaille’@tcede pas sa valeur critique, a la fin de
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Eprouvette DCB trapézoidale

cette phase le criter@, > a. y est vérifié : les descriptions continues et aligimues commencent
alors a coexister dans le modele éléments finisépanse obtenue avec le maillage le plus grossier
exhibe de légers sauts qui s’atténuent a mesuré diminue, et devient finalement lisse lorsdue

= 2D/12. Ces irrégularités sont imputables a une dasmni trop grossiere du champ
d’endommagement, & laquelle vient s’ajouter I'agpnation mentionnée au chapitre 2, § 3.2.2, qui
consiste a considérer que 'endommagementlevé aux points de Gauss du massif plus proches
voisins d’'un point de Gauss cohésif est assimilablendommagement centraj. Cela conduit &
identifier des lois cohésives de transition quisatisfont pas rigoureusement le bilan énergétique
aux points d’intégration d’une extension de fisstokésive.

600 T T T T T 600
— non local
L e— h=2D/4 ] L — czm |
o— h=2D/6 v—v couplé (aCr =0.5)
450 y h=2D/8

e— h=2D/10 450
3 o—e h = 2D/12
300 \&, 300

150

force (N/mm)
force (N/mm)

150

% o1 02 03 04 03 % 0,1 0.2 03 04 05
déplacement imposé (mm) déplacement imposé (mm)

(a) (b)
Figure 3-4
DCB trapézoidale,a= 0.5: (a) réponses globales en fonction de la taikkenchille h ;
(b) réponses globales obtenues sur le maillagéue fin (h= 2D/12).

Comparaison avec les approches non locale et cohési  ve

A la Figure 3 - 4 (b) on compare les réponses ferdéplacement obtenues sur le maillage
le plus fin = 2D/12) avec le modele non local, le modéele cohésif,approche couplée. Le
modeéle cohésif correspond en faitag = 0, ce qui revient a n'utiliser que la loi cohgsi
équivalente, et a affecter un comportement élastiqéaire au massif. La réponse globale obtenue
avec I'approche couplée coincide d’abord avec akllenodéle non local, et se situe dans la phase
post-pic entre les réponses non locale et cohéBdeart observé entre ces dernieres a déja été
étudié au chapitre 1). On note toutefois qu’un hocord est obtenu avec la réponse non locale, ce
qui fournit un premier élément de validation dextémsion des résultats unidimensionnels avec
I'approche couplée proposée.

Propagation de fissure et identification des proces S zones

D’un point de vue plus qualitatif, les profils ddmmmagement obtenus au cours de cette
simulation &, = 0.5et h = 2D/12) sont tracés a la Figure 3 - 5 pour quatredmshargement
distincts dans la configuration déformée (ampliB@® fois) de telle sorte que I'ouverture de figsur
puisse étre clairement appréciée. Comme cela a@taindu, 'endommagement se développe en
amont de la pointe de fissure cohésive (dont osted® la propagation & mesure que le chargement
augmente), et ce denier reste borné par sa vaiéique (ici 0.5).
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t=1t

0 0.25 0.5

endomma gement

Figure 3-5
DCB trapézoidale : cartes d'endommagement a quastants de calcul reportées sur la
configuration déformée (facteur d’amplificatier800, pour h=2D/12 et g, = 0.5.

112



Eprouvette DCB trapézoidale

La Figure 3 - 6 présente un zoom sur une des cdetés Figure 3 - 5 au niveau de la pointe
de fissure. On constate que la bande endommagéebies confinée tout au long de sa propagation
dans la région maillée en quadrangles, et que demidagement atteint bien sa valeur critique dans
la premiére couche d’éléments située de part etr@ales levres de la fissure. Située en amont de
la pointe de fissure cohésive,paocess zon€P.Z.) non locale peut étre définie comme la négio
dans laquelle l'interface cohésive reste adhérentendommagement évolue. Comme on peut le
constater sur cette carte d’endommagement, gatbeess zonecontient plusieurs éléments
directement voisins de linterface au sein desqlielslommagement a atteint sa valeur critique :
ceci conduira au pas de temps suivant a I'actinadies éléments cohésif disposés entre ces derniers
et donc a l'introduction d’un incrément de fissuohésive.

matériau P.Z. P.Z. matériau
rompu cohésive non locale sain

0.5
m

0.25
endommagement

déplacement vertical

058,
m

Figure 3 -6
Zoom sur les process zones : cartes d’'endommagenhdatdéplacement vertical reportées sur la
configuration déformée amplifie390 fois, pouh = 2D/12, a, = 0.5, etd. = 0.124 mm.

En aval de la pointe de fissure pgeocess zoneohésive est définie comme la portion de l'integfa
dans lagquelle I'endommagement surfacique estatnieht compris entre 0 et 1 (ou dans laquelle le
saut de déplacement est compris entre 0 et sarv@lgéque & puisque le chargement est monotone
croissant). On a vu au chapitre 2, § 2.5.2, qualeur du saut de déplacement critiguéou saut a
rupture) reste inchangée quelle que soit la loéside de transition se déduisant d’'une méme loi
cohésive équivalente, et égale a la valeur du &adet cette courbe maitresse. Ainsi, toutes les lois
cohésives identifiées aux points d'intégration ‘it@drface sont caractérisées par un méme saut
critiqgue & (méme si la valeur de, relevée n’est pas nécessairement la méme d’'un adiautre),

et dans ce cas larocess zoneohésive peut étre clairement identifiée sur ldecde composante
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verticale du champ de déplacement en restreigrétidlle de couleur a I'intervalle d’amplitude
centré en 0, comme cela est fait a la Figure 30bir des valeurs d&strictement supérieuresdg

plus aucune force ne s’exerce entre les levreadisdure : le matériau est rompu et l'interface
représente alors une fissure libre.

Influence du parametre d’endommagement critique

L'étape suivante consiste a analyser l'influencepdrametre d’endommagement critique
a,r en termes de réponses globales (courbes forcegplaceénent) et locales (taille desocess
zone¥. On fixe la taille de maille dans la zone didra h = 2D/10, et les calculs sont
successivement menés awgc= 0.1, 0.3, 0.5, 0.7.

Tout d’abord, on s’assure bien a la Figure 3 -) (e le niveau de raffinement du maillage
est suffisant pour éviter les oscillations précéaemt observées a la Figure 3 - 4 (a) dans les
courbes force — déplacement, puisque chaque coorbespondant ici a une valeur @g est lisse.
Ces résultats montrent une tres faible dépendanpar@mmetre,, avec un écart maximal observeé
au pic (d’environ 5%) qui diminue significativemedtdins la phase post-pic. On note que quelque
soit la valeur de 'endommagement critique, le giécforce est atteint pour la méme amplitude de
déplacement imposé qu'avec le modele non local.
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Figure 3-7

DCB trapézoidale (k 2D/10) : (a) réponses force — déplacement en fonctioa,dg(b) évolution
de la taille des process zones cohésives et desdislibres en fonction dg.a

L'influence du parametre.,, est ensuite évaluée en termes d'évolution de dauffe
cohésive. Les courbes d’évolution de la taille @prbcess zoneohésive ainsi que de la fissure
libre sont tracées a la Figure 3 - 7 (b) en fomctie la souplesse de la structure pour les quatre
valeurs dea,, de méme que pour le modéle cohésif seyl £ 0). La taille de lgprocess zone
cohésive est déterminée a la fin de chaque pagrdpst comme la somme des longueurs des
éléments d’'interface au sein desquels 'endommagemefacique appartient & ]0,1[. De la méme
maniere, la longueur de la fissure libre est caleldomme la somme des longueurs des éléments
d’interface ou I'endommagement surfacique est ta@hkhque courbe d’évolution de la longueur de
P.Z. cohésive se décompose en trois étapes: d'aboe partie croissante correspondant a
linitiation (qui s’arréte au moment ou le premigoint d'intégration de l'interface s’endommage
totalement), ensuite un plateau relatif au régiraeptbpagation stationnaire, et enfin une partie
décroissante qui débute lorsque la pointe de fisserapproche du bord de la structure. On a vu au
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Eprouvette DCB trapézoidale

paragraphe précédent que la taille de la P.Z. ocaild croit avec 'endommagement critique, aussi
si les lois cohésives de transition sont correctdridentifiées, notre approche devrait conduire a
des longueurs dprocess zoneohésive qui décroissent lorsgae croit, de telle sorte que la taille
de la P.Z. totale (non locale + cohésive) restestamte. C'est bien ce que nous observons a la
Figure 3 - 7 (b) poua, = 0.1, 0.3, 0.5, et 0.7. Un autre résultat impurtaside dans le fait que les
trois étapes (amorcage, propagation stationndireffet de bord) caractérisant I'évolution des P.Z.
cohésives sont définies sur les mémes intervakkesadiplesse, et que parallelement a cela, les
courbes d’évolutions des fissures libres restartemparfaitement confondues.

Tout ceci contribue & montrer gu’indépendammenttthix de 'endommagement critique,
les propriétés du modele cohésif sont préservéetermnes de description de la cinétique de
propagation, et que notre approche permet de nsittndtanément en ceuvre les modéles continu et
discontinu dans un cadre cohérent.

Continuité des degrés de liberté supplémentaires au travers de l'interface

Un autre point que I'on s’est proposé d’examinencesne la continuité des degrés de
liberté supplémentaires relatifs a la formulatioronnlocale a et A (respectivement
I'endommagement nodal et le multiplicateur de Lageg a travers la fissure cohésive au cours de
sa propagation. On rappelle (voir chapitre 2, §23.8ue le long de l'interface, les conditions de
liaison [a] = O et [A] = O sont assurées par dualisation sur les paieesqicduds sommets

géométriquement coincidents des éléments d'interfacqu’elles sont relachées des lors que ces
derniers sont actives.
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Figure 3-8

DCB trapézoidale (k 2D/10), a la fin d’un pas de temps convergé :(a) charepdbmmagement
nodal a et (b) de multiplicateur de Lagrangg le long del ™ et ™.

On cherche donc a vérifier que ces conditions méspeéservées en ne procédant qu'a la
modification de la relation de comportement (passagin comportement élastique linéaire) des
couches d’éléments non locaux situés de part ettrd’ales éléments d’interface activés, ce qui a
pour conséquence d’interdire localement I'évolutionchamp d’endommagememtLes Figure 3 -

8 (a) et (b) présentent un relevé effectué le kbeg)lévres supérieufé et inférieure”™ de chaque
guantité nodale a la fin d’'un méme pas de tempsargé (largement ultérieur a I'introduction du
premier incrément de fissure cohésive). On s’adsiereque les conditions de continuité a travers
restent verifiées.
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Ou bloquer I'évolution de 'endommagement volumique ?

Lorsque des éléments d'interface sont activés finlal’'un pas de temps, on a jusqu'a
présent interdit I'évolution de 'endommagementians toutes les couches de quadrangles situées
de part et d'autre de l'interface dans I'épaissfude la partie structurée du maillage (voir Figure 3
- 9), puisque cette derniére correspond a la langeximale de la bande de localisation attendue au
cours de la propagation. Cette opération est naicessans quoi la convergence du calcul est mise
en défaut au pas de temps suivant. Toutefois,Béinvisager des hypotheses de maillage moins
contraignantes, on cherche ici a évaluer, pour taille de mailleh donnée, linfluence du
parametre d’'endommagement critique sur le nombreodehes d’éléments non locaux qu'il suffit
effectivement de rendre élastique. Pour ce faire, considere par exemple le maillage
correspondant & = 2D/10 et on réalise trois simulations awge= 0.1, 0.3, et 0.7 en continuant
dans un premier temps a geler I'évolution de I'end@mgement dans toutes les couches de
guadrangles mentionnées précédemment.

partie élastique lin éaire de la partie non lin éaire de la
bande de localisation bande de localisation

—-— . - € —-— . - -

A

2D

Ao
0.

ar=01

ar =07

Figure 3-9
Influence de @ sur la distribution spatiale de I'incrément d’emdmagementla (h = 2D/10).

Y

En observant a la fin dun pas de temps les cartelu champ d’incrément
d’endommagemenha correspondantes (voir Figure 3 - 9), il est alpossible de déterminer le
nombre de couches qu'’il aurait suffit de désactatecours de ce pas : il est donné par le nombre de
guadrangles situés a la frontiére de la zone m@aiie au sein desqudigr est strictement positif.
Afin de rendre ces résultats comparables, la métipddtage du chargement présentée au chapitre
2, 8§ 3.2.3, a été utilisée afin d'imposer au calugpas de temps la méme valeur maximaldde
fixée ici a 0.1. La comparaison est de plus efi@etau cours du régime de propagation stationnaire
On observe ainsi qu'il suffisait de geler huit ches de quadrangles poay; = 0.1, contre deux
couches poua,, = 0.7. On peut alors comparer les résultats ostgam exemple pouw, = 0.1 et
a. = 0.7 en désactivant soit toutes les couches,(doi} uniquement celles qui sont directement
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Eprouvette DCB trapézoidale

voisines de linterface (deux). Les Figure 3 - 1) et (b) présentent les réponses force —
déplacement correspondantes : comme on pouvadtndre, un écart est observé paur= 0.1
tandis que les deux courbes sont confonduesapsr0.7.

a, =0.1 a, =0.7

600 T 600

:
e—e 2 couches e—e 2 couches
v 10 couches v-¥ 10 couches
=
v | L
v

400

force (N/mm)

force (N/mm)
N
(=3
(=}

20057 ‘ 02 ‘ 03 20075 l 0.2 ' 03
déplacement imposé (mm) déplacement imposé (mm)
() (b)
Figure 3 - 10

DCB trapézoidale (b 2D/10) : influence du nombre de couches d’éléments ocawix
désactivés sur la réponse force — déplacement@ex, = 0.1et (b) g, = 0.7.

Le choix d’un maillage structuré de quadrangleséapéincipalement fait afin de disposer
les éléments non locaux le long d’'une méme norala élément d'interface, et ainsi de pouvoir
les récupérer aisément au cours de telles opésafimutefois, en déterminant la valeurajeau-
dela de laquelle il suffit de ne désactiver quedesx couches centrales du maillage structuré pour
une taille de mailldy donnée (et pour un jeu de paramétres matériauédloon peut alors adopter
des hypothéses de maillage moins contraignantes ebntenter par exemple de n'imposer qu’'une

taille constante aux mailles directement connectéédémterface, autorisant ainsi I'utilisation de
maillages libres.

Co0t de calcul induit par I'introduction d’une fiss ure cohésive

Enfin, un dernier point gu'’il convient d’examinesrcerne l'influence du parametag sur
le colt de calcul, dans la mesure ou ilagriori concevable qu’une extension de fissure cohésive
activée entre deux pas de temps puisse nécesaitantdge d'itérations de Newton au pas suivant
que lorsque le modele non local est employé seul.

nombre
d'itérations de non local couplé, couplé, couplé, couplé,
Newton par pas a;=0.1 a; =0.3 a;=0.5 a;=0.7
de temps
maximum 10 10 10 9 9
minimum 7 7 6 6 6
moyen 7.7 8.5 7.8 7.5 7.6

Tableau 3 - 2
Comparaison en termes de codt de calcul (nombtérdtions de Newton par pas de temps) entre
calcul non local et calcul couplé, pour le maillalge 2D/10.
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En effet, une non linéarité supplémentaire est atr®duite au niveau de larocess zoneohésive,
dont la taille dépend directement de la valagyr Cependant, un tel colt supplémentaire n'est pas
observé, comme cela a été reporté au Tableau :3le ghodéle non local et I'approche couplée
proposée nécessitent pour un méme maillageh(isi 2D/10) et pour une méme évolution du
chargement un nombre moyen (sur toute la duréea gedpagation) d’environ huit itérations de
Newton par pas de temps quelgue soit la valeade
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3 Plague trouée

On considere dans cette section une plaque traré&e¢ soumise a un chargement de traction
de type effort imposé sur deux cotés opposés. bmgtrie ainsi que le chargement sont représentés
a la Figure 3 - 11 (a): le trou étant situé autreede la plaque, on s’attend a la propagation
simultanée de deux fissures le long des deux ligésnenais une possible perte de symétrie pourrait
tres bien s’installer en raisons d'éventuelles irfgdions du maillage. Ce dernier est représenté a
la Figure 3 - 11 (b); nous conservons un maillagecturé de quadrangle dans la bande de
localisation, et disposons préalablement en sotreedes mailles dégénérées portant les éléments
d’interface.

Cette étude vise d'une part a tester notre appratares le cas ou plusieurs fissures se
propagent au sein de la méme structure, et d'gatedans le cas ou cette propagation est de nature
instable, conduisant pour une analyse quasi-statigla présence de snap-back(s) dans la réponse
globale de la structure. Ces instabilités rendémsandispensable I'utilisation de la méthode de

pilotage du chargement.

6000 mm

3000 mm
— ey

6000 mmn

Figure 3 - 11
Plaque trouée : (a) géométrie et conditions de gkarent ; (b) maillage & 2D/10.

Deux simulations sont d'abord effectuées, la preenigvec le modéle non local et la
seconde avec le modeéle cohésif € 0) : les résultats sont tracés a la Figure 3 erd termes de
réponse globale : le premier snap-back correspdageopagation simultanée des deux fissures (au
cours de laquelle un léger écart est constaté E#m@ponses non locales et cohésives), et s’achev
lorsque les deuprocess zoneatteignent les bords de la structure. Le secoap-back est relatif a
la rupture totale des deux ligaments résiduelssylaétrie est préservée avec le modele cohésif
(courbe bleue), tandis qu’elle est perdue avec deléle non local (courbe noire) juste avant la
rupture compléte de la structure. Les deux ligamennt alors successivement cassés, ce qui se
traduit par la bifurcation observée sur la courb@ren Notons que ces instabilités sont
caractéristiques d’'une propagation brutale de fessupour laquelle la réponse physique de la
structure est en fait de nature dynamique, sodarsi de notre périmetre d’'étude volontairement
borné aux analyses quasi-statiques.
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T T T T T

3000

— non local
— czm

v—v couplé (a_ = 0.5)

&)
(=3
(=3
S

1000

force appliquée (N/mm)

0 0.05 0.1 0.5 02 0.25
déplacement d’ouverture (mm)

Figure 3 -12
Plaque trouée : réponse force — déplacement pcuh/10 eta,, = 0.5.

t=1t, =t

0.25 0.5

endemmagement

Figure 3 - 13
Plaque trouée : cartes d’endommagement a quatternits de calcul reportées sur la configuration
déformée (facteur d’amplification 800, pour h=2D/12 et a, = 0.5.
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On effectue ensuite une troisieme simulation atagptoche couplée, pour laquelle on fixe le
parameétre d’endommagement critiqua,2= 0.5. D’un point de vue qualitatif, on observerbsur
les cartes d’endommagement de la Figure 3 - 13dpggation simultanée dans chaque ligament
d'une fissure cohésive précédée par pnecess zonaon locale. On s'assure également que
'endommagement n’évolue pas dans la structureeddu-de sa valeur critique. D’'un point de vue
guantitatif, la courbe force — déplacement obtesnuer notre approche est en tres bon accord avec
celles des modéles non locaux et cohésifs, puibgise situe entre ces dernieres tout au long du
premier snap-back. Cependant, des problémes demmnce ne permettent pas de faire aboutir le
calcul jusqu’a la rupture compléte des ligamentsr(#igure 3 - 13 pour le denier pas de temps
convergé). Nous n'avons pu y remédier jusqu’a prigésensi le probleme de fissure débouchant sur
un bord de la structure reste ouvert.
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4 Vers une extension tridimensionnelle

Cette section a pour but de montrer la capacitdatee approche a traiter des problemes
tridimensionnels. Une extension directe de la ndghdétaillée au chapitre 2, § 3.2, a été réalisée e
dimension trois afin de modéliser la propagatiorfigeures planes en mode d'ouverture. Elle ne
nécessite que peu d’ajustements dans la mesurerogd restreint a I'utilisation d’un maillage
structuré hexaédrique dans la bande de localis&tioin Figure 3 - 14 (a)). L'interface est alors
maillée avec des hexaédres dégénérés d’'épaisskiportant I'élément fini cohésif détaillé a la
Figure 3 - 14 (b).

> éléement
non local

plan moyen

glement ¢ '
d’interface

\ élément ’
non local 4

(@) (b)
Figure 3 - 14
(a) éléments non locaux directement voisins d’éméht d’'interface ; (b) élément d’interface
hexaédrique a 20 nceuds et 4 points de Gauss.

Toutes les étapes détaillées pour le cas bidimensiosont alors réalisées de la méme
maniere en les adaptant aux éléments hexaédriqeeberche des points de Gauss plus proches
voisins dans le massif, évaluation du critére esalk point d’intégration cohésif, activation d’un
élément d'interface si au moins un de ses quatirtpde Gauss Vérifie le critére, affectation d’'un
comportement élastique linéaire dans ses voisinslamaux, et condition de liaison imposée pour
les degrés de libert& et A relatifs aux nceuds sommets coincidents de l'iaterfcohésive
adhérente.

Comparaison 2D/3D

Un premier résultat est obtenu sur I'éprouvette D&&diée précédemment : comme les
calculs 3D sont plus colteux en termes de tempsakbell, les dimensions de I'éprouvette initiale
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ont été considérablement réduites (voir Figurel {(a)) afin de garder une certaine marge pour
I'épaisseur d’extrusion fixée ici ae = 150 mm. Ces dimensions réduites permettent dechoisir

un maillage relativement raffiné au voisinage dedrface cohésive (hexaédres de tdilke 2D/8),

ce qui conduit a un probléme de taille relativemengortante pour ce premier test (environ 261
000 degrés de liberté). Comme dans le cas bidimenel, le chargement appliqué consiste en un
déplacement d'ouverture, imposé cette fois sur whaales faces situées dans le plan normal au
bord de I'entaille.

T 450

1683 mm

endommagement

167 500 mm

(a) (b)
Figure 3 - 15
(a) dimensions de I'’éprouvette 3D, extrusion de M dans la direction normale au plan ;
(b) carte d'endommagement reportée sur la confiianadéformée pour & 2D/8 et a, = 0.6.

Une carte d’endommagement reportée sur la configaraléformée (amplifiée) de I'éprouvette,
extraite d’'une simulation menée avec un endommageangiquea,, = 0.6 est présentée a la Figure
3 - 15 (b). Elle correspond a un pas de tempsssuffinent ultérieur a I'activation des premiers
éléments d'interface pour que l'avancée de la fesswhésive au sein de la bande endommagée
puisse étre constatée. On s'assure égalementandnimagement n'excede pas sa valeur critique
au cours de la propagation. Il apparait de pluslgderme du front de fissure n’est pas tout a fait
rectiligne (contrairement a celle du fond d’entikkét que ce dernier semble plus avancé au cceur de
I'éprouvette. En effet 'ouverture des élémentsésils intervient plus tot & coeur puisqu’il y réegne
un état de déformations planes : la distributioatiagfe du champ d’endommagement dans le plan
de linterface est alors courbe et les points sitwu cceur de la structure atteignent
'endommagement critique plus tét qu'en peau. Ligpeur de I'éprouvette reste cependant trop
faible pour mettre clairement en évidence ces ®ffedimensionnels, c’est ce que nous essayerons
de simuler au cours de I'étude suivante.

Enfin, afin dapporter un élément de validation [gémentaire a cette extension
tridimensionnelle nous réalisons, tous paramétgasné par ailleurs, cette méme simulation sur la
géométrie bidimensionnelle de la Figure 3 - 15 sbiugpothese de déformations planes. Les
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réponses force — déplacement obtenues en 2D eDesot comparées a la Figure 3 - 16, en
multipliant la force relevée en 2D par I'épaisseean’éprouvette : un tres bon accord est observé.

3e+04

I e—o 3D ‘
=—a 2D (force x épaisseur)

4 I . I I .
0c+005 0,05 0.1 0,15
déplacement imposé (mm)

Figure 3 - 16
DCB trapézoidale : comparaison des courbes forégdattement obtenues 8D et en2D.

Modélisation de la propagation d'un front de fissur e courbe

On souhaite ici voir dans quelle mesure I'extensimacte de notre approche aux situations
3D permet de modéliser la propagation d'un frontrbe de fissure (cohésive). La structure étudiée
est représentée a la Figure 3 - 17, il s’agit d@éme éprouvette DCB mais ses dimensions ont été
augmentées par rapport a celles du paragraphederétcge telle sorte que la longueur du ligament
initial (1500 mm) reste assez grande devant ldetale laprocess zoneet que I'épaisseur
d’extrusion € = 760 mm) soit suffisante pour observer un franirbe au cours de la propagation.
La géométrie du fond d’entaille est également niéeiflans ce sens : elle n'est plus rectiligne mais
donnée par un arc de cercle rentrant dans la reatiérqui conduit a une interface cohésive concave
(voir Figure 3 - 17 (b)). Nous choisissons de migigmenter la valeur du coefficient de poisson,
alors fixée av = 0.4, afin d’accentuer 'écart entre I'état defodmations planes au cceur de
I'éprouvette et I'état de contraintes planes eriasgr, les autres parametres matériaux conservent
guant a eux leurs valeurs initiales données auvctal® - 1.

Les dimensions importantes de I'éprouvette nougramment a adopter une discrétisation
moins fine qu’'au paragraphe précédent, nous clkoisisdonc la résolution minimale acceptable (a
notre sens) soit une taille de maille fixélk a 2D/4, ce qui conduit tout de méme a un probleme de
grande taille (environ 530 000 degrés de liberté).

Les résultats de cette simulation réalisée ayvee 0.6 sont présentés a la Figure 3 - 18 sous
la forme de carte de variables internes extraitgaadre pas de temps distincts le long de plans de
coupe coincident ou paralléle a l'interface cohesiglon la quantité relevée. Les cartes des Figures
(a) et (b) correspondent respectivement a I'endogementa et a son incrémeta aux points de
Gauss de la couche d’hexaédres située directemetdsasus de l'interface cohésive, et la Figure (c)
a l'indicateur d’endommagement des points de Gdeskinterface cohésive pouvant prendre les
valeurs entieres 0 (sain), 1 (endommagement sqgtfagdartiel) ou 2 (endommagement surfacique
total).

124



Vers une extension tridimensionnelle

760 mm

(@)

1500 mm

700 mm

(b)

Figure 3 - 17
(a) géométrie et maillage de I'éprouvette ; (b)aidéde la géométrie de la partie centrale inférieur
(localisation de I'interface cohésive en bleu).
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t )

t3

dommage volumique o

|
0.294 0.587
(@)
t3

-
0.0417 0.0834

(b)
t3

ts
o .

indicateur de dommage surfacique

| |
0. 1. 2.
(c)
Figure 3 - 18

A quatre instants de calcul : (a) cartes de dommagemique et (b) d incrément aux points de
Gauss situés directement au dessus de l'interfabésive ; (c) d’indicateur d’endommagement
surfacique Q sain,1 dommage partieR dommage total) aux points de Gauss de l'interface.
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On observe tout d’abord sur les Figures (a) etiglpropagation d'un front endommagé dont la
courbure tend a diminuer a mesure gu’il se rapgratthfond de I'entaille. La Figure (b) permet de
visualiser lgprocess zonaon locale fa > 0), et également de s’assurer qu'aucun élénmargifué

en aval de cette derniére n’a été oublié lors deération qui consiste a bloquer I'évolution de
lorsque le critere est dépassé. La carte d'indicad&endommagement surfacique de la Figure (c)
permet alors de confirmer que tous les élémentgsifshsont bien activés en aval deplacess
zone non locale et commencent a s’ouvrir juste derrigele-ci: le front de fissure cohésive
reproduit alors naturellement cette géométrie cauinfin, la Figure (c) fournit un moyen de
visualiser laprocess zoneohésive alors définie comme la région du plan’iodicateur vaut 1
(endommagement partiel). Comme cela a été obseweé Ips simulations bidimensionnelles, la
taille de cetteprocess zonegeste constante au cours de la propagation désdoelle s’est
complétement installée, définissant ainsi un régim@ropagation stationnaire.

instant t; instant tj.,

A

0. indicateur d’activati
.

Ly,
Anmmuumnm,m“m
Wi

0.35 0.7

en(lommagem ent

Figure 3 - 19
(a) indicateur d’activation des éléments d'intediat deux instants successifsttt, ;
(b) carte d'endommagement en.t
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Si ces premiers résultats tridimensionnels sost érécourageants, il n’en reste pas moins
que I'extension directe de notre approche telleelip’'a été développée en dimension deux peut
montrer certaines limitations et doit encore gageerrobustesse. En effet, parmi toutes les
simulations qui ont été réalisées sur I'étude pri&seau paragraphe précédent, nous nous sommes
apercus que dans certains cas le critere d'aaivates éléments cohésifs pouvait étre vérifieé de
fagon discontinue sur l'interface cohésive. Plucigément, a la fin d’'un pas de temps convergé,
certains éléments d’interface ne sont pas actilags qu’ils se retrouvent « encerclés » par d'autre
éléments cohésifs qui eux, sont activés. La FiGurel9 correspondant a un calcul qui a été mené
en ne modifiant que la valeur de 'endommagemeitiae, ici fixée aa, = 0.7, illustre bien ce
probléme. Deux cartes d’'indicateur d’activation é&snents d’interface (valant O pour un élément
en état d'adhérence forcée ou 1 s'il est activigtives a deux instants successifs y sont rapportée
On constate que la mise a jour du statut des éksneehésifs réalisée a la fin de I'instartonduit
a une définition continue de la zone active dediiface, tandis qu’'apres l'instatt; on se trouve
en présence de deux «trous », dus a la non \#itfic (& quelques décimales pres) du critére
d’activation dans le voisinage volumique de cexdd@ments. L’état d’adhérence forcée leur étant
alors imposé au cours du pas de temps suivantirmtuae mise en échec de la convergence du
calcul.

Ainsi, il conviendrait d'ajouter des conditions glgmentaires au déclenchement de
I'activation d’un élément d'interface. Une premiguiste pourrait consister a utiliser le critere=
a. comme cela a été fait jusqu’a présent, et uneckti® opération réalisée, passer en revue tous les
éléments inactifs et examiner le statut de chaeuleuts voisins par arréte appartenant a l'interfac
(au plus huit pour des hexaédres). Cependant,ilteava partir de cette information élémentaire
nécessite de distinguer trop de cas particuliéngéht situé au bord ou dans un coin de linterface,
élément partiellement « entouré » et situé surveio front de fissure cohésive...), ne permet pas
une programmation générique et nous semble marmfguesbustesse deés lors que I'on abandonne
I'hypothese d’'un maillage structuré de l'interface.
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L’objectif de cette thése était de proposer une@g®e continue / discontinue permettant
de simuler par la méthode des éléments finis I'gage et la propagation de fissures dans des
structures constituées d’un matériau quasi-fragdiee part importante du travail a été consacrée a
I'étude du transfert d’énergie entre un modele déenmagement régularisé et un modele de zone
cohésive, et a la démonstration de la pertinencéagperoche dans des cas bidimensionnels et
tridimensionnels de propagation de fissures.

Dans un premier temps nous nous sommes intéredgagment aux modéles continus et
discontinus de fissuration, en évaluant sur undeéhidimensionnelle simple la cohérence entre un
modele de Griffith, un modéle de zone cohésive, uat modele non local a gradient
d’endommagement. En jouant sur la forme de ladbiésive et en conservant tous les parameétres
matériaux égaux par ailleurs, on a montré qu'un déocord pouvait étre obtenu entre le modeéle
cohésif et le modéle d’'endommagement continu tanéene de réponse globale que de description
locale de la fissure (taille deprocess zones). Cependant, la nature continue du modéle
d’endommagement ne permettant pas une descripti@matique satisfaisante dés lors que I'on
souhaite accéder a des informations telles quesddure de fissure, cela a confirmé l'intérét de
passer a une approche continue / discontinue.

Nous avons ensuite développé une approche contidiscontinue dans un cadre semi-
analytique et unidimensionnel. En prenant le mod&aedommagement régularisé pour référence,
nous avons d’abord cherché a déterminer et companglus précisément possible les solutions
localisées obtenues avec deux formulations nonldscaune a gradient d’endommagement et
l'autre a gradient implicite portant sur la défotina. Cette comparaison nous a ameneé a retenir la
formulation a gradient d’endommagement en tantrgodéle de référence dans la mesure ou elle
semble plus apte a modéliser de facon convenableupture d’'un matériau quasi-fragile
(principalement car le probleme « d’étalement stadbande de localisation n’apparait pas avec ce
type de formulation). A partir de cette solution @#érence, nous avons proposé une méthode
permettant de construire une loi cohésive énengétignt équivalente au modele non local. On a
ensuite montré que lorsque I'on souhaite effeckeigrassage d’'un état d’endommagement localisé
et partiel (strictement inférieur a 1) a I'ouvedwl’'une interface cohésive dans ce méme milieu
dégradé, cette loi cohésive équivalente constitie courbe maitresse dont se déduit une loi
cohésive dite « de transition » permettant de pvésegoarfaitement I'équivalence énergétique avec
le modéle de référence.

Afin d’étendre cette méthodologie a de véritabkes de propagation de fissure, nous avons
ensuite proposé un algorithme de couplage expliddes le sens ou il est mis en ceuvre a la fin de
chaque pas de temps convergé) valable pour desstdg fissuration rectilignes en 2D (et plans en
3D) et pour des conditions de chargement en modn Icritére basé sur le dépassement d’'une
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valeur critique de 'endommagement, pouvanpriori étre choisie quelconque dans lintervalle
10,1[, permet d’autoriser localement I'ouvertur@ldments d'interface disposés au préalable le long
du trajet de fissuration. Ces éléments dissipamisdh part d’énergie qui aurait été consommée
jusqgu’a endommagement total dans leur voisinagemigjue direct. Les lois cohésives permettant
ce passage sont alors construites dynamiquemerdwas de la propagation en s’appuyant sur les
relations obtenues dans I'étude unidimensionnklimplémentation de cette méthode a été réalisée
dansCode Aster, en s’appuyant notamment sur un €lément mixteadignt de variable interne
pour la partie volumique non locale, et sur un &émmixte d'interface permettant un traitement
exact des conditions d’adhérence et de contact lgopartie cohésive (pas de régularisation de
I'énergie de surface).

Aprés avoir validé ces développements sur un casginple douverture de fissure,
I'approche continue / discontinue a été testéephigieurs cas de propagation de fissure. Lors des
simulations menées avec cette stratégie, troisaniwele description de la fissure coexistent : une
process zone dans laguelle se développe I'endommeagesolumique (située en amont de la pointe
de fissure cohésive), une process zone cohésiwmeesurface libre de toutes forces de cohésion
(matériau rompu). Dans le cas d’'une propagatidnestan dimension 2, une étude de sensibilité au
paramétre d’endommagement critique a été menéerdsedtats ne montrent qu’une treés faible
dépendance a ce parameétre en termes de réponagedidie a I'écart intrinséque entre les modeles
non locaux et cohésifs en dimension deux et tretdg description dgx ocess zone reste cohérente
avec celle de ces modeles continus et discontiauks.sDe plus, on a pu constater que la non
linéarité supplémentaire issue de l'insertion d'éments de fissure cohésive ne venait pas dégrader
la convergence de I'algorithme de Newton. Nous avamsuite évalué cette approche dans le cas de
la propagation brutale et simultanée de deux fess(test de la plaque trouée) : le recours a une
méthode de pilotage du chargement portant surrément d’endommagement volumique permet
d’obtenir des résultats trés satisfaisants pour ama&lyse quasi-statique (suivi de snap-back),
comparables a ceux obtenus séparément avec leseanadatinus ou discontinus seuls. Enfin, nous
avons montré la possibilité d’étendre notre appeaetides cas 3D de fissuration plane, en validant
tout d’abord cette extension par une comparaisom résultats avec une simulation 2D en
déformations planes, et en montrant ensuite sacitépa simuler la propagation d’'un front de
fissure courbe.

Si les résultats obtenus nous paraissent trés mEgmants, ils présentent inévitablement
certaines limitations que nous n’avons pu traigrdant ces trois années de these, et qui ouvrent la
voie a de nombreuses perspectives.

La premiére amélioration a apporter concerne ladiién du trajet de fissuration, puisque
les cas traités reposaient sur I’hypothése quergat était connu, ce qui hous a permis de dispose
les éléments cohésifs au préalable dans la disatiéh. Une premiére étape consisterait, toujours
sous les mémes hypotheses, a les insérer dynamegti@nmesure que le critere de dépassement de
'endommagement critique est vérifie. Comme noasdhs précisé en introduction de ce mémoire,
cette these s’inscrit en complémentarité de cedld-dld-Payet [Feld-Payet, 2010] dont I'un des
objectifs était de développer une méthode d'insertle fissures dans un maillage sain par une
méthode de remaillage, en s’appuyant sur la digidb spatiale du champ d’endommagement
régularisé. En localisant les maximas du champdiiermagement préalablement lissé, un maillage
surfacique auxiliaire est étendu sur le lieu ocltemp excede sa valeur critique. La détermination
de l'intersection entre ce maillage surfacique aixe et le maillage volumique de calcul permet,
apres remaillage, de prendre explicitement en ceripicrément de fissure correspondant. Ces
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travaux constituent une piste de travail qui, conmoes I'avons souligné au chapitre 2, § 1.3, nous
semble plus adaptée qu'une discrétisation des mliscités par la méthode X-FEM dans le cas ou
le modéle non local repose sur I'élément fini migtegradient d’endommagement. Cependant,
guelque soit le choix de la méthode de discrétinadies discontinuités, le probléme du transfert des
champs consécutif a I'insertion d’'un incrémentidsure reste un point délicat.

Ensuite, afin de rendre cette méthode plus perfotenan vue d’applications industrielles,
une autre piste d’amélioration réside dans le necauune méthode de maillage adaptatif afin de
gagner en temps de calcul. On a vu que le niveaaffieement requis pour décrire la process zone
avec une précision suffisante est plus élevé poorddéle d’'endommagement non local que pour le
modele cohésif. De plus, les modéles non locaux kim plus colteux en temps CPU que les
modeles cohésifs. En utilisant un critére de raffient basé sur le taux d’'endommagement, il serait
possible de raffiner la process zone non localecans de sa propagation, et de déraffiner les zones
voisines de l'interface cohésive lorsque cellestitetalement rompue.

Enfin, 'approche que nous avons proposée n'esiblalque pour des propagations de
fissures en mode I. Il conviendrait dans un prerteenps de la valider expérimentalement en la
confrontant & des résultats d’essais corresporadaattype de situations, ce qui pourrait nécessiter
une extension a des relations de comportementrphlstes (et nécessairement plus complexes,
notamment dans le cas du béton). Pour rendre apfteoche plus générique, il serait ensuite
intéressant d’envisager une méthode d’indentificatie loi cohésive équivalente pour les autres
modes de fissuration (Il et Ill) considérés sépamdmcomme cela a été fait pour le mode | lors de
I'étude unidimensionnelle du chapitre 2. Une foés dois cohésives identifiées, I'extension aux
propagations de fissure en mode mixte supposeggibdvoir déterminer a la fin de chaque pas de
temps la part d’énergie dissipée par le modélelocad selon chacun des modes de fissuration.
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1 Annexe 1 : EF mixte non local a gradient
d’endommagement dans Code_ Aster

Cette annexe a pour but de présenter I'élément fimkte non local a gradient
d’endommagement tel gu'il est implanté dan<Clede_Aster Elle s’inspire trés largement de la
documentation [D.A. R5.04.01] ainsi que de la madilon [Lorentz et Godard, 2011].

1.1 Rappel de la formulation mixte continue et semi —
discrétisée en temps

On rappelle ici I'expression de la formulation dooe en espace, apres discrétisation
temporelle par un schéma d’Euler implicite (voiaptire 1, § 1.5.3). La minimisation de I'énergie
potentielle de la structure revient a trouver, firlale chaque pas de temps {*"], le point selle du
lagrangien augmenté suivant :

(un+1,an+1’/1 n+1’a,”+1) réalisantmuin min max mif‘[4 (U ad Q’):I ;

avec4(u,a,;l,a):jn(s(u),a)on L (u)+j (08" &
e (A-1)
+|Ala—-a)dQ+|—=(a—-a) dQ
[A(a-a)da+[(a-a)
oull est définie comme :
-a" A-2
I'I(s(u),a):¢'°°(s(u),a)+AtW(a a j s
Les conditions d’optimalité d’'un point-sel(ej,a,A,a) de £ s’écrivent alors :
loc
i) OouOKA?, 6:¢(0u)dQ =W, (du), ol o= (e.0) ;
€
(A-3)

a)oAdQ=0;

I
Q

i)  DsalH( jcmamnaajmj/wajmj a-a)da=0;
Q
iy 003 (Q j
Q
i

iv) OxOQ, A(X)+r(a(x) -a(x) 00, (e(X), a(x)

ou KA’ désigne I'ensemble des champs de déplacement afiggrament admissible & 0.
L'équation (A - 3) iv) correspond en fait a la tegda de comportement écrite en un point matéciel
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Cette relation d’appartenance peut encore s'éafiepres la définition dé€l (A - 2), en faisant
intervenir la force thermodynamique locale assoai@et le potentiel de dissipatidh :

09 (A - 4)

S (209.a(9)+ A+ r(ax-a(3) Daw[%t"n(x)j

La force thermodynamique locale est donc corrigiraupe perturbation affinea + A + ra issue de
I'énergie de régularisation, ce qui lui conférecamactere non local. Nous adopterons par la saite |
notation suivante pour cette force thermodynamiguelocale :

ef. loc -
Yoo (e, a,,},a)d:f— ag)a (e,a)+A+r(a-a) (A9

1.2 Discrétisation

Les champs de déplacementd’endommagemera, et de multiplicateur de Lagrangdesont
discrétisés par des fonctions de formes contincesgui s’écrit avec les notations matricielles
classiques :

u(x) =N"(X)[ ; &(x)=B" (XU
a(X)=N?(X[A ; Oa(x)=B*(X[A (A-6)
A(X) =N (X L

avecU, A, etL les vecteurs contenant les inconnues nodalesspomeant respectivementiaa, et
A. La discrétisation du champ d’endommagement aipelir est quant a elle réalisée en des points
de collocationx, coincidant avec les points d'intégrations de lahmde de quadrature choisie
('indice g désignant les points de Gauss) pour mener l'iatégr numérique :

U(Xg) =4a, (A-7)

la méthode de quadrature s'écrit, pour toute fondti

[fOoda =" w f; ot f =1(x,) (A-8)
Q 9

1.3 Intégration du comportement

1.3.1 Cas général
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La relation de comportement est intégrée aux paietsGauss, lorsque les inconnues
nodalesU, A, et L sont déterminées. Les champs de déformation, dienthgement, et de
multiplicateur de Lagrange s’exprimentxgd’apres les relations (A - 6) :

g, =By, U

a, =Nj A A9
— N/

A, =N I

Il s’agit alors, connaissant la valegy" du champ d’endommagement auxiliaire a I'instagcpdent
d’en déterminer la valeur courantg. L’évolution de ce champ d’endommagement est dempaé

la condition (A - 4) d’appartenance de la forcerti@dynamique non locale au sous-différentiel du
potentiel de dissipatio¥, ce qui d’apres (A - 5) s’écrit eq :

nonloc a _an (A-lO)
ynon (sg,ag,)lg,ag) Daw{%]

La contraintegy garde sa signification locale d’aprés (A - 3)ef,est obtenue par dérivation de la
densite d’énergie libre locale par rapport a laodéhtion, une foisr, détermine :

(Dloc -
0 =20 ey "

Il reste alors a déterminer les quantités suivamésessaires au calcul de la matrice de correction
tangente, comme nous le verrons par la suite ésn®lations (A - 26) et (A - 27) :

do, Oda, Oa, etaag (A-12)
de Os oOa 04

1.3.2 Application a la loi d’endommagement fragile

On se place dans le cas de la loi d’endommagemagitef utilisée dans les chapitres 1, 2, et 3 du
mémoire. Elle est caractérisée par la densité dymébre locale :

P (g,a) = Al@)wme), O<a<l

1—0’ ]2 (A - 13)

avecw(g) =13:E:s et A(Q) :(
2 1+ ya

et le potentiel de dissipation :

W(a)=ka+1, (a) (A-14)
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Avec le choix de (A - 14), la relation (A - 10) @j@artenance au sous-différentiel Hepeut étre
reformulée en termes de condition de cohérencamistr la fonction de charge associée :

Y- k<0 a,-ag=0; (Y -k)(a,-ap)=0 (A-19

(A - 15) permet de déterminer 'endommagemgnde la maniere suivante :

: nonloc _ — AN
si'Y (sg, ag,)lg,ag) k< 0 alors a,=a,

; n nonloc = (A - 16)
sinon trouvera, 2 a, tel que Y (ag, ab,/]g,ag) k=0

Dans le cas ou 'endommagement évolmgest solution de I'équation scalaire suivante :
—A(a)WMe,) - ra,=k-A +ra, (A-17)
et comme le facteur de rigidit€ @) choisi en (A - 13) a pour dérivée :

(1-a) (A-18)

(1+)0)

ay est I'une des racines d'un polynbme de degré quatra, que I'on peut donc extraire
analytiquement. Une foig, déterming, la contrainte s’exprime par simple\a#ion de (A - 13) :

~A(a)=2(1+y)

_op* _ _ (A -19)
e (:eg,a’g)—A(a’g)E.:eg

Et les dérivées (A - 12) nécessaires aux calcula detrice tangente sont obtenues en différentiant
les relations (A -19) et (A-17):

12
{a_o} = A(a') Ejkl _ A (a) O.elasal.(lelas : ol celas: E:¢
ijkl

d¢ A'(a)+r "

{a_a} - _ A'(a) aglas (A _ 20)
O | Aa)+r "

Jda _1loa _ 1

0A roda A'(a)+r
I'indice g étant omis afin d’alléger les notations. La dé&igéconde du facteur de rigidité s’écrit :

A'(a)=2(1+y) Ly 2V(14_ a)] (A -21)
(1+)a)
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1.4 Résolution globale

En introduisant la discrétisation spatiale (A -€6)a méthode de quadrature (A - 8) dans les
conditions (A - 3) i) — iii), on aboutit aux expsisns suivantes des vecteurs de forces internes
associées respectivement aux variables nodales et A. Le tenseur des contrainteg et la
variable d’'endommagement, intervenant dans cette expression sont déternangspoints de
Gauss en intégrant la relation de comportemenaépaphe 1.3) :

I:int,u :zwg I:BL;TGQ]
g

Fria = 2 W, BYBIA+NINL + NT(NA-a )| (A-22)
g

Fut = 2 W, [N (N3A-a )| =0
g

Il s’agit alors de résoudre le systeme non linéairvant, dont les inconnues sont les vecteurs
d’'inconnues nodaled, A, L :

Fim,U (U’A’L) = Fext
Fra(U,AL)=0 (A - 23)
Fint,/l (U,A,L) = 0

La solution de (A - 23) est déterminée de facomlssitpie par une méthode incrémentale de type
Newton-Raphson, ce qui s’écrit au pas de terfip8T] et a l'itération de Newton i :

n+l,i+1 n+1 n+1j
ou F F

int,u

KM gAMLt =] o |= E::;I (A-249
5Ln+1,i+1 0 FI::AM

ou K™ désigne la matrice de correction tangenteudf'(a™*, A™', et ™*** I'incrément de

toute quantité nodalg entre deux itérations de Newton successives,-&-dse la correction
itérative entre les itérationseti+1 de I'incrément total de cette quantité entrepiegiets de temps
t"ett™ :

an+1,i+1 — qn+1j+1_ qr]+ 1i (A - 25)

La matrice tangent® est symétrique et s’écrit de la maniére suivasmepmettant les exposants
relatifs aux numéros pas de temps et a d'itérateohlewton :
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oy |
U sym. sym.
oF2 OF2
K - |nt |nt S m _
au EY Y (A - 26)
oF, OF, OF)
| 0U  0A  aL |

Il suffit donc de calculer les blocs triangulaimef&rieurs :

aF'it —; ~rN3T 668 B, }

/ a

a':':t ‘Z _OBZTBZ+ r(l—%jNgTN g} (A-27)
’ -

aF.ﬁt _Z (1_%j N/;TNagj|

aF.it _z __%N/’;TN/;}

1.5 Choix des éléments finis

FigureA -1
Eléments finis mixtes non locaux a gradient d’entagement disponibles en dimension deux.

L'élément fini mixte résultant repose sur le chaigs fonctions de formes suivantes: le
champ de déplacement est interpolé avec des fonctions P2-continues, demmps
d’endommagement nodalet de multiplicateur de Lagrangeavec des fonctions P1-continues. Le
champ d’endommagement auxiliaimeest quant a lui interpolé avec des fonctions Btatitinues,
ce qui en dimension deux revient a une méthodeotlecation sur 3 points pour le triangle, et 4
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point pour le quadrangle. Ces points sont égalermteoisis comme les points d’intégrations de la
méthode de quadrature. Ces éléments sont représknidaniere schématique a la Figure A - 1.

140



Annexe 2 : EF mixte d'interface pour les CZM dam&l€ Aster

2 Annexe 2 : EF mixte d'interface pour les
CZM dans Code_ Aster

Cette annexe a pour but de présenter I'élémentrfigie d’'interface pour les modéles de zone
cohésives tel qu'il est implanté dans (ode_ Aster Elle s’inspire trés largement de la
documentation [D.A. R3.06.13] ainsi que de la mdilon [Lorentz, 2008].

2.1 Rappel de la formulation mixte continue semi —
discrétisée en temps

On rappelle ici I'expression de la formulation done semi — discrétisée en temps (voir
chapitre 2, § 3.1.2, pour les notations). La misation de I'énergie potentielle de la structure
revient a trouver le point selle du Lagrangien aegté suivant :

£ (ut,8)= [ o (su)d+[N(8.4)d W, @)
owr r (A-28)

+£t fu]-8)dr +12Jr'([[u]]—6)2 ar

ou MN(d,x) désigne I'énergie de surface, ,ee champ de variable d’histoire mémorisant la plus
grande norme du saut atteinte . Les conditions tiifgbité d’'un point-selle(u,t,ﬁ) de £

s’écrivent alors :

) Oou, [ o:z@uydQ+[(t+r([u]-8))fou]d =W, @Gu),

o\r r

— aq)el .
avee = 5 (e,a) ; A -29)

iy Oat, [([u]-8)mdtdr =0,

iy OsOr, t(9)+r([u](9-8(9)Tam (3( 3.4( 3)

2.2 Discrétisation

Les champs de déplacemeantet de multiplicateur de Lagrangesont discrétisés par des
fonctions de formes continues, ce qui s'écrit desmotations matricielles classiques :
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OxOQ, u(X)=NY(X)W et g(x)=B"(X)U
Osdr [[u]](s):M”(s)[l]Jd;f(Nﬂ(s—Ni'($)EIU
OsOr, t(s)=N(9T

(A - 30)

avecU etT les vecteurs contenant les inconnues nodalesspameant respectivementéett. La
discrétisation du champ auxiliaire de saut de a&phend est quant a elle réalisée en des points de
collocations; coincidant avec les points d'intégrations de lahmée de quadrature choisie pour
réaliser I'intégration numeérique sur l'interface

8(s,) =9, (A -31)
La méthode de quadrature s’écrit, pour toute fondtdéfinie suf :

[fdr=>w T ; ou f,=1(s,) (A-32)

2.3 Intégration du comportement

L'intégration de la loi de comportement volumiquand le domain@\l' est effectuée de
maniere habituelle tant que I'on considere un mil@ntinu classique, et reste completement
indépendante du comportement de l'interface cobésiv

La loi cohésive est intégrée aux points de Gaydersque les inconnues nodalé®tT sont
déterminées. Les champs de saut de déplacementatltiplicateur de Lagrange s’exprimentsgn
d’'apres la relation (A - 30) :

HUQH:MZW

_ (A-33)
t, =N, T

L'intégration de la loi cohésive revient alors deténiner au pas de tempde champ auxiliaire,
en fonction des donnédsi ], t et Kg_l (variable d'histoire au pas de temps précédergs C

guantités sont reliées par la relation (A - 29):iii

tg +r (Jug]-a5)a0m (a5.7) (A3

2.4 Résolution globale

En introduisant la discrétisation spatiale (A - @DJa méthode de quadrature (A - 32) dans
les conditions (A - 29) i) et ii), on aboutit auxpeessions suivantes des vecteurs de forces isterne
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associées respectivement aux variables nodalest. Le sauty, intervenant dans ces expressions
est déterminé aux points de Gauss en intégraatddan de comportement (paragraphe 2.3) :

Frw = | B6(U)dQ+Y WM YT (NST +1M U =15 )
9

O\r

Focc :ngthT(M‘;U—ag)
g

(A - 35)

ou lintégrale de volume est calculée de maniefgithelle (de méme pour le vecteur nodal des
efforts extérieurs intervenant dans (A - 36)) apnéégration du comportement volumique. Il s’agit
alors de résoudre le systeme non linéaire suidamit les inconnues sont les vecteurs d’'inconnues
nodaledJ etT :

I:int,u (U’T) = Fext
Foe (U, T)=0 (A - 36)

int,t

La solution de (A - 36) est déterminée de facomssitpie par une méthode incrémentale de type
Newton-Raphson

2.5 Choix des éléments finis

L'interface ' est discrétisée au moyen de quadrangles dégémeérédimension 2 et
d'épaisseur nulle, assimilables & des segmentpafeties hexaédres ou pentaedres dégénérés en
dimension 3, assimilables a des quadrangles ouridegles). L'élément fini mixte d'interface
s’appuyant sur cette maille est représenté en dimen2 a laErreur ! Source du renvoi
introuvable. ; il repose sur une interpolation P2 — continueciamp de déplacement P1 —
continue pour le champ de force cohédivet P1 — discontinue pour le champ auxiliadreCe
dernier choix correspond a deux points de collocagiour le segment (quadrangle dégénére), qui
sont choisit coincidents avec les points de Gauss.

‘ -
O O 1 épaisseur =0
' --Y.

FigureA -2
Elément fini d’'interface disponible en dimensionxe

O e @

M~
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Passage d’'un modéle d’endommagement continu régular isé a un modele
de fissuration cohésive dans le cadre de la rupture quasi-fragile

RESUME :

Les travaux présentés dans ce mémoire s'inscrivent dans I'étude et I'amélioration des
modeles d’endommagement continus régularisés (non locaux), I'objectif étant d'étudier la
transition entre un champ d’endommagement continu défini sur I'ensemble d’une structure et un
modéle discontinu de fissuration macroscopique.

La premiéere étape consiste en I'étude semi-analytique d’'un probléme unidimensionnel
(barre en traction) visant a identifier une famille de lois d'interface permettant de basculer d'une
solution non homogene obtenue avec un modele continu a gradient d’endommagement vers un
modele discontinu de fissuration cohésive. Ce passage continu / discontinu est construit de telle
sorte que I'équivalence énergétique entre les deux modeéles soit assurée, et reste exacte
quelque soit le niveau de dégradation atteint par le matériau au moment ou cette transition est
déclenchée.

Cette stratégie est ensuite étendue au cadre 2D (et 3D) éléments finis dans le cas de la
propagation de fissures rectilignes (et planes) en mode I. Une approche explicite basée sur un
critere de dépassement d’'une valeur « critique » de 'endommagement est proposée afin de
coupler les modeles continus et discontinus au sein d'un méme calcul quasi-statique par
éléments finis. Enfin, plusieurs résultats de simulations menées avec cette approche couplée
sont présentés.

Mots clés : Endommagement non local, modéle de zone cohésive, équivalence énergétique,
méthode des éléments finis.

Transition from a nonlocal damage model to a cohesi ve zone model within
the framework of quasi-brittle failure

ABSTRACT :

The present work deals with the study and the improvement of regularized (non local)
damage models. It aims to study the transition from a continuous damage field distributed on a
structure to a discontinuous macroscopic failure model.

First, an analytical one-dimensional study is carried out (on a bar submitted to tensile
loading) in order to identify a set of interface laws that enable to switch from an inhomogeneous
solution obtained with a continuous gradient damage model to a cohesive zone model. This
continuous / discontinuous transition is constructed so that the energetic equivalence between
both models remains ensured whatever the damage level reached when switching

This strategy is then extended to the bi-dimensional (and tri-dimensional) case of rectilinear
(and plane) crack propagation under mode | loading conditions, in a finite element framework.
An explicit approach based on a critical damage criterion that allows coupling both continuous
and discontinuous approaches is then proposed. Finally, results of several simulations led with
this coupled approach are presented.

Keywords : Nonlocal damage model, cohesive zone model, energetic equivalence, finite
element method.
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