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CHAPITRE T

Présentation du Problime

e

1. Enoncé du Probléme

Etant donnés, d'une part un ensemble de moyens de production électrique,

dtautre part la ion d'énergie électri on se propose d'optimiser

les capacités de transport des lignes du réseau électrique national, de
facon & minimiser la somme des colts de production électrique et des colts

" @vinvestissement des lignes de transport électrique.

Cette étude, proposée par EDF dans le cadre d'un contrat passé avec
1'INRIA et le CAI de 1'Ecole des Mines de Paris, comstitute le support
et la motivation essentiels de cette thdse.

Ainsi posé, ce problime présente plusieurs particulerités importantes :
- En premier lieu, il est de caractdre dynamique : chaque année il comvient
d%estimer la valeur des nouveaux investissements A ajouter i ceux déjd
existants.
- Une deuxidme caractéristique du probldme est qu'il se pose en variables
mixtes (entidres et réelles). En effet, les capacités des lignes de
transport électrique sont dans la pratique choisie parmi une gamme
discréte de valeurs.
- Enfin, et surtout, le systéme que nous étudions est soumis 2 un certain
nombre d'aléas : indisponibilité des moyens de production, des lignes de
transport, et caractdre aléatoire de la demande en électricité.

Ceci nous amdne & formuler un problime d'optimisation stochastique, avec
deux types de paramdtres :
- ILes capacités des lignes de transport électrique, & valears entidres,
et qui sont en boucle ouverte (c.a.d. indépendantes des aldas).
- Les niveaux de production, qui sont en boucle fermée sur les aléas
(c.a.d. fonctions des aléas réaliséa). h

Dtun point de vue physique, on se soumet & 1l'approximation dite du courant
continu, ce qui conduit A prendre en compte les deux lois de Kirchoff
régissant le transport de 1'énergie électrique sous forme linéaire en
termes d'intensités et de tensions.
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2. Quelques hypoth®ses simplificatrices.

Dans notre étude nous ne nous sommes intéressés qu'au seul problime
statique, clest-3-dire correspondant 4 une année.

De plus, la complexité du problime réel a conduit EDF 2 attaquer
celui-ci par étapes :

La premidre étape, dans laquelle nous nous situons, consiste 2 "oublier"
le caractire entier des capacités des lignes de transport, et & ne conserver
que la premidre Loi de Kirchoff (la somme des intensités incidentes en un
noeud est égale & zéro) pour un réseau agrégé ol un noeud représente une
région. En effet la prise en compte de la seconde loi de Kirchoff (intensités
dans les lignes proportionnelles aux différences de tension aux extrémités)
surait peu de sens pour le réseau agrégé. De plus le problime d'optimisation
deviendrait alors non convexe. Enfin, on ne tient compte ni des indisponi-
bilités des lignes de transport, ni du caractire aléatoire de la demande
en électricité - on considdre uniquement le premier palier de la
"monotone de charge" correspondant & la puissance maximale appelée dans
1tannée - et seules les indisponibilités éventuelles des groupes de
production sont done prises en considération.

Ajoutons quelo réseau national 400 KV est schématisé pour les besoins
de cette étude par un graphe comprenant 48 sommets et 82 ares (chaque
sommet est un noeud de consommation représentant une région). Le parc de
production est constitué par 185 centrales.

3. Le Modéle mathématique
3.1. e graphe assoc

transport.

- s= (u,,...,un) représente l'ensemble des n sommets du réseau R
de transport.

- o, estun sommet fictif qui joue le rdle de source pour la production,

et de puits pour la demande.
onpose 5 =5Ul{o}

- :5 xS —~N estune fonction indiquant le nombre d'arcs orientés

-P(ci,aj)—relia.nt o, et o, (ici T prend les valeurs 0 ou1).

3

On définit alors l'ensemble des arcs orientés de la manidre suivante :

a= l(ai,aj) | 5 €550y €5 ; l‘(ui,aj) =1} k=< r(ai.aj))
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Dans cet ensemble &, on distingue trois types d'arcs :
- les ares de transport (ai,uj) €a; o €55 oy €s
- les arcs de production (sa,uj) €a; oy €s

- les arcs de consommation (ui,uo) €a; €s

Les noeuds et les arcs du graphe G &tant ainsi définis, on désigne par A
la matrice d'incidence de G (noeuds/ares) :

Chaque colonne A" de A est un vecteur de dimension n +1 qui
correspond A un élément de & (arc orienté (ui,c,)).

Si R désigne l'ensemble des indexes des éléments de & on éerit alors :

Vs €5, ¥r € R A: =# si s=j (noeud d'arrivée)
AT =-1 si s=i (noeud de départ)

A7 =0 sinon.
s

3.2. Notatio
On désigne par :

~ T 1'ensemble des indices des arcs de transport associés aux lignes de
transport.
- P l'ensemble des indices des arcs de production associés aux moyens de
production.
- D l'ensemble des indices des arcs de consommation associés & la demande.
On indice par T, P, D les vecteurs relatifs au transport, & la production,
3 la demande.
Les variables réelles lides au transport (respectivement i la production,
a la demande) sont indicées par t € T (respectivement p € P, d € D).
On définit ainsi :
- Pour un arc de transport t €T
- un cofit unitaire d'investissement o, .
— une capacité maximale de transport q,

- une puissance transitée g, .
o ?{T et q; sont les vecteurs correspondests.

- Pour un arc de production p € P

- ua colt unitaire de production o .
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- une capacité maximale de production ?{p .

- une puissance produite g .

On désigne par g, qpet S(P les vecteurs correspondants.

- Pour un arc de consommation d € D
. un coflt unitaire de défaillance o, (défaillance = demande non
satisfaite).
. une demande A satisfaire ?{d.

- une énergie réellement consomnée q .

G dp et g s t les .
Remarques : Q{P est un vecteur de caractdre aléatoire.
a0 9gr 9, sont les variables de décision du problime devdispatchi.ng optimal.
Elles sont déterminées en fonction du vecteur aléatoire qp mais dépendent
également de ‘q’,], qui est un vecteur de dimensionnement i valeur
déterministe.

Les vecteurs sans indice désignent la concaténation des vecteurs avec
indice P, D, T.

(Bxemple : q = .

3.3. Formulation du problime.

Les contraintes s'expriment de la manidre suivante :

A =0 (1.1)

traduit la premi®re loi Kirchoff.
Par définition, on a aussi :

0<q, < XP (1.2)

0<qy< Xﬂ (1.3)

lal <& - (1.2)
-4 -



On considére alors :

" v
o) =min  {opap + epldpayl (1.5)
LIRLPEL
sous les contraintes (1.1) a (1.4).

ol ¢ par exemple désigne le produit scalaire ) ¢ q .
e pep PP

® est une fonction aléatoire (par E{P) de la varisble vectorielle XT )
convexe mais non différentiable en général.

Posons maintenant :
V| Y% v ¥
b= (gl < <4, vt € 1) (1.6)

Ve . .

ou qg représente l'investissement existant et qt un investissement limite
£ixé par E.D.F.

Le probleme se formule alors ainsi :

v
Cot minimm :  Min {od + B[]} - o 39 (1.7)
e
o E désigne 1'espérance mathématique.

Dans la suite on posera :

9y = egdy + Elo@)] (1.8)
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CHAPITRE IT

chesprimale et duale

1. Méthode primale .

Tel qu'il est formulé en (1.7), le problime peut se résoudre au moyen
de méthodes de type primal consistant A essayer de minimiser la fonctionnelle
oldy] pour Yo

Pour cela on itdre sur les valeurs des capacités des lignes de transport

en appliquant une méthode de dient *. Le dient de ¢ peut-
atre obtenu grice aux multiplicateurs de Lagrange relatifs aux
contraintes (1.4) :

Soit @, le vecteur des miltiplicateurs de Lagrange associés aux
contraintes (1.4).

On sait que - ay € 03(Y}) ou 30 représente le sous-différenticl de ®.
Les multiplicateurs optimaur n'étant pas toujours uniques, la fonction &

n'est pas différentiable en général.

* £ &tant une fonction convexe dan R", on appelle sous-differentiel de f
au point x, noté 3f(x), l'ensemble des vecteurs a de R* tels que

£(x4y) > £(x) + (a,y) vy € R®,
es é1éments de df(x) sont appelés sous-gradients. Pour une fonction
convexe en dimension finie, un sous-gradient existe Vx € dom £ (intérieur
du domaine de f défini par : dom £ : {x|f(x) <+ =}) mais peut ne pas &tre
unique. lorsque f est differentiable, il est unique et coIncide avec le
gradient V£(x). Prenons l'exemple de f(x)= Max fi(x) ou les f, sont
différentiables. Soit I(x)={i|fi(x) = f(x)}. Toute combinaison convexe

z v t un 614 i
Zerte 3(x) est un é1ément du sous différentiel a£(x).
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Un algorithme de sous-gradient consisterait alors & faire évoluer
dp de la manidre suivante :

Vicst k_ gk

o =Plag - pBy) (2.0)
ol les p° sont des réels non négatifs tels que E(p¥)° <+ o et TpS= + e,
P est la projection sur A et s‘,‘f =ep - s(a’;).
Du fait de la présence de 1'espérance mathématique dans (1.7), on peut soit
en faire une approximation par une moyenne sur un grand nombre de réalisations
conme nous le verrons plus loin (le calcul exact de l'espérance nécessiterait

la moyenne sur 2"5‘5

réalisations), soit calculer le sous-gradient  chaque
étape sur une seule réalisation tirée au hasard.
Cette dernitre option est la méthode du sous-gradient stochastique mise

au point 3 1'INRIA par J.P. QUADRAT et M. VIOT (JC. Dodu et al, 1981).

II.2. Une approche duale.

On peut aussi reformuler différemment (1.7) de mani®re 2 obtenir un problime
de Min-Max.

Reprenons le probléme (1.7) et placons-nous 2 l'optimum :

soit ¢ la valeur optinale de X‘ et q.(w) la valeur optimale de q,
dans 1e provleme (1.5), correspondant & df dams (1.4) et & l'aléa W)
(ctest & dire Xp(w) dans (1.2)). lLes coordomnées de o étant

positives, il est clair que :
Ve _ Voq(2) (2.1)
G = Max[Max|ay ()] d7] 2.1

En effet, s'il n'en était pas ainsi, la capacité maximale ne serait utilisée
compldtement dans aucune des situations aléatoires.

Introduisons un aléa supplémentaire, fictif, w , de probabilité nulle,
auquel on associe un coQt de production nul et une solution optimale

aplug) = % (1'investissement eristant).

(1) L'indice w repire toutes les réalisations possibles du vecteur

aléatoire e\; Ces réalisations sont en nombre f£ixé : 2m ou m est le

nombre de groupes de production.

() Tea ovérations de Max et de valeur absolue sont & interoréter coordonnée



La notation Max porte désormais sur w, et sur toutes les réalisations
w

possibles. Le colt minimum (1.7) peut alors se rééerire :

°D‘\{D - T;/g‘ + ﬁz){Eu[cp% (w)—chD(u)]%T[HglhT(w)l]}

sur les contraintes Aq(w) =0 (1)
la @) < &V’t (11) 3
0 <qu) < ¥, (111) ’
0= q_p(m) < ‘\{p("’) (iv)

L'introduction de la contrainte (2.3)-(ii) permet de tenir compte de la
i contrainte correspondante sur z\{t[cf-(’l.s)] puisque cette variable a
' maintenant disparue.
l On considére ensuite une approximation de 1'espérance mathématique E_ par la
moyenne arithnétique sur un nombre fini N de réalisations tirées suivant
un processus de génération de nombres pseudo-aléatoires conforme & la loi des
| pannes des moyens de production.
De plus, on remplace l'opération de maximisation discrete sur les aléas par
‘ une maximisation continue en faisant la remarque suivante : le marimum
de N nombre réels est égal au maximum de leurs combinaisons convexes.
On obtient donc, avec & = 0 désignant l'aléa fictif introduit plus haut :

X
5‘%0,“]%(‘“)' =¥:¥u) feo Llay@p @] - (2.4)

Les N+ vecteurs p(w) sont de dimension cardT (nombre de lignes
de transport) et vérifient pour tout ® = 0,...,N :

P e e g — e— w—



vt €T pt(w) >0

(2.5)

it
3 p,w) =
w=0
Le cott minimal s'écrit done finalement :

B bl CORBRRRI R | MBI MBI
q(w) plw) w= (2.6

sous les contraintes (2.3) et (2.5).

On peut parvenir au méme résultat en partant de (1.7), en remplagant

1'espérance mathématique Pz la moyenne arithmétique et en dualisant

1es contraintas |qt(w)| < qc (mltiplicateurs A(w) > 0) et

q% (muluphcateur p > 0). Par ailleurs, l'autre contrainte sur qt

dans (1 6) peut-&tre supprimée i condition d'introduire les contraintes

(2.3)-4i). On obtient alors :

¥ saxfe dp + & E [chP(U)-cD ap(w)l-e Tqu(-qT‘qg%Z M- +ay @)1
qT.q

(2.7)
sous les contraintes (2.3).
Compte-tena de la lindarits en & , ot 0% fait qu'ancune contrainte ne
Rse plus sur &y, il est nécessaire que le coefficient ge dp soit nul
afin que le minimum en ?{ soit fini. Par conséquent Z Aw) +u = op

n posant p,(w) ~'; AMw) >0 pour © =1,...,8 et pt(O) —; w0

on retrouve alors (3.5). Ces conditions étant vérifiées 3 1tspfimum on
peut les inclure dans les contraintes sans modifier le problime et il est
clair que l'on retrouve ainsi (2.6).

Le critire est additif en w, et & l'exception de la contrainte de
normalisation dans (2.5), toutes les contraintes sont découplées, ® par w.
I1 est donc intéressant de pouvoir intervertir le Min et le Max afin de
décomposer la minimisation globale en N minimisatiom indépendantes.

La convexité rend possible cette interve Tsion grice & des théorémes

-9-

(3) Bopération X est un produit de vecteurs dont le résultat est un vecteur

e dimenas e
de méme dimension et dont la i°"°

[eme .
i coordonnées.

coordonnée est le produit des



classiques de point-selle.
On aboutit ainsi A une reformulation duale du probldme initialement
posé : il s'agit de déterminer un point-selle, les variables duales étant
astreintes & appartenir au produit cartésien de sous-ensembles compacts de

cdnes positifs définis par (2.5).

- 10 -
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CHAPITRE ITI

Résolution des Problimes de Min-Max par 1'approche duale.

Nous sbordons dansce chapitre, avec des notations générales, 1'étude
des problimes de Min-Max et leur résolution par méthode duale.
1 - DNotations

Nous considérons le probléme suivant :

Inf Sup 0, () (3.1)
u€U i€I

Sous les hypothses :

(1) I={1,..c,n}, n €N (Le sup est donc un max dans (3.1))
U est un sous ensemble convexe fermé d'un espace de Hilbert U.
(i) Les fonctions 6, sont comvexes propres, sem/iﬁ):tinues
inférieurement sur U et telles que UG () ‘dom 6
(ceci implique done que les fonctions eiiEI sont continues sur U
et semi-continues inférieurement pour la topologie faible).
(141)  Si U ntest pas borné, i € IH) el que
Vil € 0 € 0] avec lim |l =+, (3.2
k @

-+

onaalors lim 9, (u5) =+,
k = + o Y0

Sous ces hypothises, la fonction : u —Max 6. (u) satisfait également

les conditions (ii) et (iit). ser *

Par suite 1'infimum (3.1) est fini et il est atteint en un point u* € U.
De plus si les fonctions O, sont strictement convexes, ce mimimum

est unique.

2-  Transformation du problime

La simple remarque triviale que le maximum de n nombres réels est égal
au maximim de leurs combinaisons convexes nous permet de dire que le
probléme (3.1) est équivalent au problime suivant :

-1 -

(4) Cette formulation de l'hypothese (iii) est suffisante pour l'existence

d'une solution de (3.1). Du point de vue algorithmique (ef. plus loin),
11 faudra renforcer (iii) en supposant la propriété vérifide pour
tout 4.
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Min Max <p,8(u)> (3.3)
u€U p€L

avec

yeeesn 3 ) 2=t} (3.3-1)
iz

Remarque 1: la formulation (3.3) peut comme au chapitre précédent &tre

obtenue & partir du probléeme suivant :

Min y (3.4)
u€l,yER
sous les contraintes ei(u) <y. (3.5)
i€T

En introduisant des multiplicateurs p, >0 pour les contraintes (3.5)
on obtient le Lagrangien

L(u,¥,p) =y + <p,0(u)-y>
et la condition d'optimalité L; =0 donne
<p,1> =1

ol 1 représente le vecteur de R" de coordonnées égales a 1.

Alors le Lagrangien mininisé en y vaut :
L(u,p) = <p,0(u)> .

La fonction (u,p) — <p,8(u)> est convem et continue en u sur U,
continue et linéaire en p, donc concave en p.
Par ailleurs, grice & l'hypothdse (3.2)-(iii) on peut affirmer que

si U n'est pas borné, & p° = (0,...,0,1,0...0) ot 1 est en position i

tel que v/} = U avee lim ||| = + %, on a alors
k= 4o

lim qo,a(uk)> = 4 oo,
4o

X —
L est borné et on peut donc utiliser les théordmes classiques d'existence
de point-selle concernant les fonctionnelles convexes-concaves qui nous
permettent d'affirmer que le probléme (3.3) admet un point-selle

(u*,p*) € U X £, c'est & dire réalisant les inégalités suivantes :
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Yu € T, ¥p € T, <p,0(u*)> < <px,0(a*)> < <p*,0(u)> (3.6)
et on a alors la propriété :

Min Max <p,0(u)> = Max Min <p,6(u)> (3.7)
u€l peL PEL u€U

3 - -Algorithme.
ILa que 1 du
problemes (3.3.) et (3.4)-(3.5) nous amdne & penser 2 un algorithme

d'Uzawa pour la recherche du point-selle du Lagrangien du probléme (3.4)-(3.5).

1'équivalence des

Malheureusement la linéarité en y fait qu'un tel algorithme ne permet pas
de trouver une solution primale optimale en général (ef. chapitre IV). On
peut alors essayer de résoudre directement le problime dual de (3.3)
(probléme de Max-Min) par 1'algorithme d'Uzawa, ce qui conduit 2 une
projection sur £ 2 chaque étape de remise 3 jour de p. L'algorithme
ainsi obtenu a 6té proposé par Céa (1971) et Medanio-Andjelic (1972).

Ltinconvenient de cet algorithme réside dans le calcul de la progjection
sur I qui nécessite un processus itératif assez lourd du point de vue
du temps calcul sur ordinateur. Afindéviter le caleul de cette projection
sur I, tout en conservant les multiplicateurs duaux dans I, l'on procdde
en deux étapes :
a) premidre étape :

On considdre un algorithme comportant une projection sur C uniquement
(c=1{per", 5> 0}) et résultant de deux lemmes qui suivent, énoncés
et démontrés par G. Cohen (1981).
Lemme 1. Soit € R© le vecteur dont toutes les coordonnées sont égales 2 1.
Soit @ 1la fonction de U X R® =R définie ainsi :
(aya) = 5’;5—(1%1 quand q #0
(2,0) =~ - = Vu.

Une condition nécessaire et suffisante pour que u* € U soit une
solution de (3.1) est que & q* € C tel que (u*,q*) réalise un point—
selle de @ sur ¥ X C.

- 13-
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Remarque 2 : L'introduction de @ repose sur 1'idée suivante :
Puisqu'on s'intéresse A la recherche de point-selle de la fonctionnelle
(u,p) ~<p,8(u)> sur U XE, on peut toujours modifier celle-ci 2
1'extérieur de EI. L'avantage de @ est qu'on peut étendre la recherche
du point-sellede U XZI & UXC car @ est positivement homog®ne
de degré zéro (2(u,Ap) = ®(u,p), WA € R*) et quasi-concave en p.
Lemme 2 : Une condition nécessaire et suffisante pour que (u*,q*) soit
un point-selle de ® sur U X C est que : *

Vu € T, 3(u*,q*) <2(z,q%) (3.8)
Yo >0, q* = P[a*+pAlu*)q*] (3.9)
ot A(u) est l'opérateur défini par

=<, 1> 6(u) - <q,8(u)>1

et P est la projection sur le cdne positif C.
En fait (3.9) est équivalente i 1'inégalité de gauche du point-selle de &
sur U X C.
L'algorithme obtenu est un algorithme de point fixe pour la
résolution de 1'équation (3.9), en vérifiant (3.8) 2 chaque étape.
Algorithme 1 : .
(1) soit o® #0 &lément de C.
(11) Min <S,8()>
u€r

et soit nk une solution

(111) & = Pl spa ()]
(iV) Retour 2 (ii) avec k + k+# ou arrét, suivant le résultat du test de

convergence.

b) deuxidme dtape :

Dans un second temps, on fait la remarque suivante
Remarque 3 : Si & 1%étape Kk, on change o en aq® avec « >0, alors u
ntest pas modifié et les qJ suivants pour j >k sont changés en aqd.
Ceci signifie que l'algorithme génire une suite de directions q° et non
pas seulement une suite de points.
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En conséquence, il est possible de modifier légérement l'algorithme 1.

Algorithme 2 :

(1) soit p° €E.

(11) Mn T o%6, (). Soit u° une solution.
wel €1 * 7t

kH X x X x .
(1) " = max{o,pi+e(o (w )—-j%l e ej(u N} vier (3.10)
PR S WeT (.11)
i jer 4

€5t algorithme dont les opérations de remise A jour de pY, somt iei
aétaillées est donc une variante de l'algorithme 1, ol o est remplacé a

chaque étape par le p° du simplexe, correspondant A cette méme direction oS.

Définition : Une fonctionnelle K définie sur U est "localement" fortement

convexe sur U si pour tout sous-ensemble borné B de U il existe un nombre

positif a telque :

Y, v €B et Ya €[0,1]

Klaut(1-a)v] < a&(a) + (1-a) -a(i-a)alu-v®. (3.12)

Si K est sous-differentiable, ceci équivaut & dire que son sous-différentiel

est localement fortement monotone, c'est & dire que :
g >0 : v(u,v) €B , Ve € 3K(u), Vd € oK(v)
<od, u-v>> 2alu-v]?. (3.13)
Théordme : Si en plus des hypothdses (3.2) (ol (3.2-iii) est renforcée
comme indiqué dans la note de bas de page)), 0, eat "localement" fortement con-

vexe sur U et Lipschitzienne sur tout borné de U\0), 1talgorithme 2 génire
une suite {u°} unique, pour un p° donné, et il existe des valeurs p >0

- 15 -

(5) Ctest assuré lorsque WU est de dimension finie.
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tels que cette suite {uk) converge vers l'unique solution u* du
r k
probleme (3.1) ; la suite {8(uw",p")] est monotone croissante
et tout point d'adhérence de la suite {pkl réalise avec uU* un point-selle.

La preuwve de ce théordme est donnée par G. Cohen (1981).

Remarque 4 : Lorsque les fonctions 6, ne sont pas strictement convexes,
1tunicité de uf, solution de 1'étape (ii) de minimisation dans 1'algorithme,

nfest plus assurée. Il enmsulte que la fonction ¢ définie par
¢ :p = Min <p,0(u)> (3.14)
u€l

n'est pas différentiable mais sous-différentisble en général.
Lalgorithme 2, résolvant Max ¢(p), est alors un algorithme de sous-
»

gradient projeté. Il ne comverge pas avec un pas p fixe mais avec un

pas p. décroissant et tendant vers 0, et tel que :
-
TP <o ot Tof=sem
0 )

Cependant on n'est pas du tout assuré de la convergence de la suite uk

comme cela est discuté au chapitre suivant.

- 16 -
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CHAPITRE IV :

Recherche de point-selle dans le cas d'un

Lagrangien non strictement convexe.

1 - Introduction

Dans le probléme du chapitre précédent, la non unicité de la selution
du problime de minimisation intervenant dans (3.14) souldve en plus de la
non différentiabilité de ¢ (définie par (3.14)), une difficulté supplémen—
taire : méme si 1'on parvient 2 trouver un systme de miltiplicateurs duaux
optimaux (maximisant la fonction duale ¢), on n'a pas pour autant déterminé
la solution primale.

En effet, reprenons les notations du chapitre précédent et plagonsnous
_dans le cas ol la suite {0} converge vers un p* optimal ;
il ¥ a un risque alors (et en fait une forte probabilité) pour que la solution
@(p*) € Arg Min <p*,6(u)> obtenue au premier niveau de l'algorithme ne soit
pas une solubfBn u* du problime (3.3), étant donné que l'ensemble
Arg Min <p*,8(u)> contient d'autres points que les solutions de (3.3).
u€l

Cela signifie donec que l'algorithme & la Uzawa détaillé dans le chapitre
précédent n'a pratiquement aucune chance de fournir une solution du
probleme initial.

Dans ce chapitre, nous allons considérer de la manidre la plus générale
possible le probléme suivant (le méme que celui du chapitre précédent).
Trouver un point-selle de

L(u,p) = J3(u) + <p,0(u)> (4.1)

sur 1'ensemble U X P.
Les hypothdses (H) sont les suivantes :
(B-i) J est une fonction convexe, semi-continue inférieurement, définie sur
1%espace de Hilbert U et U est un sous-ensemble convexe fermé de U .
Quand U n'est pas borné, nous supposons de plus que

J) =+
si [l =+= , u restant dans U.
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On dira alors que J est coercive sur U.

(B-ii) © est une fonction de U dans C (espace de Hilbert) et C est
-un cine convexe ferné de C . O est C-convexe, ce qui signifie que :

Yu, v € U, Va €[0,1], a8(u) + (1-a)e(v)-6[au+(1-a)v] € C.
On suppose de plus que I fonctionnelle
u — <p,8(u)> est semi-continue inférieurement, ¥p € C*

c* Stant le cine conjugué de C.
(B-iii) P est uan sous-ensemble convexe fermé de C*.
Quand P n'est pas borné, nous ferons l'hypoth2se supplémentaire suivante,

appelée condition de Slater, ou de qualification des contraintes :

o
Tu° €0 tel que 8(u’) €-cC

°
oh C représente l'intérieur, supposé non vide, de C.

Iorsque P = C*, L est le lagrangien du problime
Min J(u) sous 6(u) €-c (4.2)
u€u

et la recherche du point-selle sur U X C* fournit la solution de (4.2).

si P =t (ef(3.3)-1)) et si J =0, on retrouve le probléme (3.3) du
chapitre précédent. On notera alors que 1'hypothdse de coercivité (si U
n'est pas borné) est reportée sur © (cf.(3.2-iii)), ce qui n'est pas génant
car 0 ¢ L. On peut aussi rester dans le contexte du problme (4.2) en
utilisant la formulation (3.4)-(3.5) (ulme observation concernant la
coercivité de J {u,y) =y).

Dans le cadre de cette formilation, nous pouvons illustrer la remarque faite

plus haut concernant l'unicité, par 1'exemple suivant :

R, € =R, U=[-10,+0]

soit U =C

() =-u  8(u) = |u|
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Dans ce cas, l'unique solution du probléme (4.2) est u* =1 et le
miltiplicateur optimal unique est p* =1.

Cependant, ArgMinL(u,1) n'est pas réduit & {1} mais est égal au segment [0,10].
Cela signifie que toute valeur de [0,10] est une solution du problime

Min  L(z,p%).

u€u

Mais tout algorithme fournissant une suite {pS} convergente, approchera p*
soit par la droite, soit par la gauche.; étant donné que

ArgMin L(u,p) = {10} pour p <1 et que Arg Min L(u,p) = {0} pour p »1,

il en resulte que l'algorithme considéré fournit une suite (uk} ayant soit 0,
s0it 10, soit les deux valeurs, pour points d'adhérence.

Par  suite, l'unique bomne solution u* =1{ ne peut en aucun cas &tre
obtenue au myen d'un tel algorithme, et ce bien que la suite {pS} générée
converge bien vers p* =1.

2 - Stabilité,

L'ensemble des points-selle du Lagrangien L(u,p) est toujours de la forme
U* X P*, ol U* et P* sont convexes, fermés, bornés.

I1 en resulte que si l'on désigne par U(p) 1llensemble des u € U minimisant L
pour un p donné, la difficulté que nous venons de mettre en évidence ne
provient pas du fait que U* n'est pas un singleton, mais plus généralement
auw fait que O(p*) # U* (on a toujours O(p*) > T*).

En effet, dans k cas ou O(p*) = U*, l'algorithme considéré dans le chapitre
précédent fournie comme points d'adhérence de la suite (} des é1éments
de ©(p*), et donc des solutions du problime primal. Dans ce cas,
favorable, ol U(p*) = U* V¥p* € P*, 1llensemble des points-selle est

ait stable.

I1 s'agit 1a d'une stabilité en u, pertinente pour les algorithmes du type
Uzawa. Pour les algorithmes de type Arrow-Hurwicz ol u et p jouent

un réle symétrique il faudrait exiger également la stabilité en p:

B(u*) = P*, Yu* € U* avec des notations similaires.

Cependant celle-ci est illusoire pour des fonctionmelles linéaires en p telles
que L, sauf si wu* € U¥, 6(u*) € - C, c'est & dire P* = {0}.

Cette propriété de stabilité en u, moins restrictive que 1'unicité de u*,
n'est cependant vérifiée & coup sir que dans le cas ou U(p) est un



. singleton (quand L est strictment convexe en u). Elle est donc rarement
vérifiée en pratique (le cas des lagrangiens augmentés sera discuté plus
loin).

3 - Approximations successives de ¢

Pour maximiser la fonctionnelle duale
¢ : p= Min L{u,p) (4.3)
u

On peut utiliser 1'approche développée dans Lasdon (1970). Cette approche

consiste & un lindaire pO: un nombre croissant de

contraintes 2 chaque itération. Ia méthode s'appuie sur une approximation
externe de ¢ par une enveloppe inférieure concave, constituée d'un
nombre fini d'hyperplans support de ¢. L'approximation est redéfinie 2

chaque itération par 1'addition d'un nouvel hyperplan au point maximum de
1'enveloppe précédente. La recherche de ce point maximum & 1'étape n

de 1l'algorithme se fait au moyen d'un programme lindaire dont le programme
dual fournit une solution primale u"  admissible convergeant vers une
solution u* quand n = + <,

Décrivons 1'algorithme dans le cas du probldme (4.2) (dans le cas du probléme
formulé-au chapitre précédent, on peut utiliser (3-4)-(3.5)). Ia recherche
du maximum de 1'enveloppe inférieure d'hyperplans support de ¢ aux points
(k=1 ,...,n) d'équations :

2 = (0 + < P50 )> = IGE) + <p,0(E)>
ol v¥ € Arg Min L(u,5), done 0(+F) € 20(x5),
uew

se formle

Max

z (4.4)
z,p € C*

sous 1a contrainte z < J(v5) + <0,6(v5)> , k =1, veuyn.

soit p**

Le probléme dual se formule alors :

1la solution de ce problime.

l
|
[
[
[
|
l
|
I
|
l
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n
Min % o 3(5)
k=t

k

sous les contraintes =1, &30, k=1, ceurn (4.5)

LS

Fo ) e-c.

[ ERIST]
X

Soit {5} k=1, ...,n une solution.
Alors, en raison de la C-convexité de 6 et grdce & (4.5), il est clair que
n
w" =3 o €U vérifie la contrainte du problime primal (4.2). on
k=t
démontre que u” —u* quand n — 4,
Ltétape n de 1'algorithme consiste donc, connaissant {(v5,p%); k=1,...,n}
& résoudre par la programmation linéaire les problémes duaux (4. 4) et (4.5),

n+

ce qui définit P et u® (et les a:). Puis on doit résoudre :

Min L(u,p**)
ey

+1 a4 n#
",

ce qui fournit v 2"™) pour formler
le probldme (4.4) 2 1'étape n#.

N
Dans le cas o J (et ©) sont additifs (J(u) =% J,(u,)
=t

et donc une nouvelle paire

2) 5 il est

possible d'ajouter N contraintes-supplémentaires & (4.4), & chaque itération.
Mais comme on ne peut en contrepartie supprimer au cours de 1'algorithme

certaines contraintes qui ne sont pas saturées, sous peine de ne plus assurer

la g en cas de dégéné , il en résulte alors une augmentation
trés sensible de la taille de la mémoire de. stockage. Ceci constitue donc
pour les problimes de grande dimension un handicap sérieux. Cette orientation

ne semble donc pas devoir &tre retenue dans notre contexte.

4 - . Solutions & la "Russe"

Polyak (1978) mentionne d'autres méthodes pour résoudre les problimes

de point-selle sans hypothise de "stabilité". Ce sont des méthodes qui

s'inspire davantage de 1'algorithme d'Arrow-Hurwicz que de celui d'Uzawa.
Pour forcer 1'unicité de la solution A chaque étape du caleul,

Bakushinskii et Polyak (1974) proposent par exemple d'ajouter au Lagrangien

une fonctionnelle strictement convexe-concave (convexeen u et concave en p),

2



N tendant vers 0 au voisinage de l'optimum. Cette idée, & priori trés

séduisante, présente l'inconvénient suivant lors de son application au

schéma de 1'algorithme d'Uzava.

Dans le cas d'un problime de minimisation linéaire {ou linéaire par
morceaux) au premier niveau, pour lequel des méthodes de résolution trés
performantes existent, 1'introduction d'un terme strictement convexe
interdit leur utilisation. C'est justement le cas du problime qui a
motivé notre étude et pour lequel nous utilisons un programme lindaire
trds performant mis au point & 1'E D F par Maurras (1972).

Toujours en s'inspirant de Arrow-Burwicz, Nurminskii et Verchenko (1977)
proposent pour leur part 1'algorithme suivant :

R ST W*,9)]

k- k k. k k
P = gL ()]

ol I' représente la projection sur U et I la projection sur P.

Ltexamen des conditions de convergence de ce nouvel algorithme

i
i
t

révdle que en sus des conditions sur les "petits pas" p- et 5, si

o /k tend vers O (2 une certaine vitesse) quand k tend vers + o,

toute limite de la suite {p~} appartient & P¥, mais dans ce cas aucun u*
de U* n'est généralement atteint. De méme, si sk/k tend vers 0 (& une
certaine vitesse) lorsque k tend vers + <, clest la suite [{u} qui
converge vers un élément u* de U* alors que la suite {pk] ne converge
généralement pas dans P*.

L'obtention d'un point-selle (u*,p*) € U* X P* au moyen d'un tel
algorithme n'est donc pas possible (& moins de faire "tourner" deux fois
1'algorithme avec des conditions différentes sur le ratio e“,{:k). De plus,
1'extension 2 un algorithme de type Uzawa n'est pas immédiate.

5 -  Lagrangien augmentd

Les lagrangiens augmentés permettent de garantir la stabilité en u
(ef. Rockafellar (1973)). Par contre, ils ont comme pour l'algorithme
de Bakhusinkii et Polyak, l'inconvénient de transformer le programme
primal linéaire en programme non linéaire.

-22 -
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Le lagrangien augmenté peut s'introduire de la mani®re suivante : partant
du probléme (4.2), on transforme la contrainte inégalité en contrainte
égalité en introduisant en terme & € C tel'que l'on se ramne au
probleme suivant :

Min J(u) (1)
u
sous 8(u) +% =0 (11) (4.6)
et sous £ €C, u€U (i11)

On peut ensuite se libérer de la contrainte (4.6-ii), soit en ajoutant un
terme quadratique de pénalisation, soit en dualisant ces contraintes

en introduisant des multiplicateurs p(€ C*).

L'idée du lagrangien est de superposer les deux ce
qui aboutit & :

T (2,8,0) = 3() + o<p,8(u)ee> + 5 floa) + e|?

avec ¢ > 0.

En minimisant par rapport & & € C on obtient :
2 2
5 () = () + £ nloca) + 2P - 2 |1 @)

qui représente le lagrangien augmenté du problime (4.2).
On démontre que l'ensemble des points-selle de L, sur U XCx
(et non pas seulement sur U X C*) est le méme que pour L sur U X C*. On
le notera donc encore U* X P* et U* est l'ensemble des solutions
de (4.2).

soit ¢, (p) = Min I (s,p) . (4.8)
u€lr

I1 est clair que si J n'est pas strictement convexe, L, ne l'est pas
en général non plus et flc(p) = Arg Min L (u,p) n'est pas en général un
uey

singleton (penser au cas ol U* lui-meme n'est pas un singleton). Cependant,
comme démontré par Rockafellar (1973) en dimension finie (ef. zhu (1982)
en dimension infinie), le lagrangien augmenté défini par (4.7) a deux

propriétés intéressantes :



a) la fonction 4, définie par (4.8) est différentiable. Ceci s'explique
par le fait que ¢, est relide & ¢ (définie par (4.3)) par la relation

4,(0) = Max {4(a) - &, lo-sl®} « (4.9)
q€c*

Celle-ci se démontre ea utilisant le problime dual du problime
Min T (1,8,p).
gec

définissant L. La différentiabilité est une conséquence du fait que le

Max est atteint en un point unique dans (4.9).

Du point de vue algorithmique, on pourra done utiliser un algorithme

a'Uzawa A "grand pas" (p >0) ce qui est un avantage & la fois par rapport

3 la méthode de Lasdon (o il faut résoudre un programme linéaire complet pour
remettre & jour p) et par rapport aux méthodes "3 la Russe" qui utilisent
des "petits pas".

b) Le lagrangien augmenté est stable en u. En effet

Vp* € Px, (we)'(p*) 0 (4.10)
puisque P* = Arg Max ¢ _(p) et que ¢ est différentiable.

peex © ©
Mais :

() (5) = ()3(2,0%) (1)

pour tout 4 € U(p*) (of. (4.18) ci-aprés et la remarque qui suit (4.18)),
c'est A dire vérifiant

L@ ,p*) < L (w,p*) , Ya €U, (4.12)

Draprés (4.10), (4.11), on déduit que p* réalise aussi le maximum de

on a done :
Lo(2,p) < L (2,p%), Vo €C*, (4.13)

|
l
[
[
l p ~ L (2 ,p) sur Cx.
l
i



Les inéquations variationnelles (4.12) et (4.13) montrent que

(0,p*) € U* x P* et que donc @ € U(p*) implique @ € U,

Les algorithmes de type Uzawa construisent alors des suites [u"} convergeant
_ vers U* (cf. zm (1982)). Cependant ils ont 1'inconvénient de transformer

un problime primal éventuellement linéaire ou lindaire par morceawt en un

programne non linéaire. Dans notre cas, cela empdchera l'utilisation du

programme FLOMAX (trés performant) au niveau primal (ef. Maurras (1972)).

On se tourne donc vers un nouvel algorithme préservant la nature linéaire

du probléme primal mais assurant malgré cela la convergence des solutions

primales.

6 - DUn nouvel algorithme de sous-gradient
Considérons le problime suivant :

Max ¢(p) (4.14)
pEP

P est un sous ensemble fermé convexe d'un espace de Hilbert p.
¢ est une fonction concave, sous-différentisble : ceci veut dire que
Vp,@0 ¢(p) P+ tel que ¥r €0¢(p) 1la propriété suivante est

vérifide :
o(pep') < 0lp) + (rup') , W' EP

(propriété transposée de la sous-différentiabilité des fonctions convexes).
- Rappelons ici la propriété classique :
Une condition nécessaire et suffisante pour que p* soit solution de (4.14)

est que :
pr € P, Eq* €0 ¢(p*) : <q*,p-p*><0, Vp € P . (4.15)

Enongons maintenant le lemme suivant, dont la preuve est fournie en amnexe :
Lemme 1 : L'ensesble des paires (p*, o) satisfaisant (4.15) est de la forme
P* X Q%, ol P* et Q* sont deux sous-ensembles convexes fermés, et la

fonction : (p,q) — <p,q> est constante sur P* X Q*.

Nous proposons un algorithme qui permette d'atteindre 1'un des quelconques
des éléments (p*,q*) de P* X Q*.
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Considérons 1'algorithme suivant :
Algorithne 1
(1) °€er a® €2 4(°), k=0,

k k k
(1) wen P =nlp% 0] (416)
qkﬂ = ('_:kﬂ )qk + Ekﬂrkﬂ

(4.17)

avec rk+1 3 O‘lﬁ(pkﬂ)

et o I désigne la projection sur P.

{05} et [} sont des suites réelles positives qui satisfont aux conditions
de théor2me suivant :

Théorbme 1 :

Soit ¢ une fonction concave, semi-continue supérieurement, sous—
différentiable sur P et & sous-gradients bornés. Si le sous-ensemble convexe
ferné de P de P n'est pas borné, on suppose que ¢(p<) — = =
lorsque [lp|| = + =, pour toute suite {p¥] < P.

De plus, si les hypothdses ci-dessous sont vérifides :

(1) o=y &, y>0, £elo,]
Eare T (P crm
KEN Ken

(11) Ia suite ((%_lf) est décroissante.
€
(i11) la série de terme géméral.
LR g
€
alors la suite {(pk,qk)} est bornée et tout point d'adhérence pour la
topologie faible est une solution (p*,q*) de (4.15). Enfin, si ¢ est

fortement concave (cf. Auslender (1976)), 1a suite {p°} converge fortement

vers 1'unique solution p*.

- 26 -
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La preuve de ce théordme est fournie en annexe.
I1 semble possible d'éviter de faire 1'hypothdse de sous-gradients bornés (mais
celle-ci est vérifide pour le probleme considéré dans cette thdse) et
dvenvisager pour p° et € du choix moins restrictifs du type
k k Xk
= e
0< v, < yk <v,.
i 2

avec des conditions sur la suite {y<} telles que

T - Application de 1'algorithme préeéd A la du point-selle

Revenons maintenant au probldme de recherche d'un point-selle. du
lagrangien L(u,p) = J(u) + <p,6(u)> sur U X P sous les hypothdses (H)
définies au début du chapitre et rappelons les résultats suivants qui sont
classiques :

Théordme 2 : Sous les hypothtses (H), le Lagrangien L possdde un point-selle
(u*,p*) sur T X P.

Lemme 2 : Ia fonction ¢ définie par

p — Min L(u,p)
u€l

est concave et sous-différentisble, et le sous-différentiel 3¢(p) de ¢ en un
point p vérifie

24(p) =5 o[T(p)] (¢.18)

ol T représeate la fermeture de l'enveloppe convexe.
Remarque : Dfaprés (4.18), on s'apercoit que ¢ sera différentiable si U(p)

est un singleton, ou si © applique U(p) sur un point-unique.
4 1'aide de (4.18) et des deux indgalités variationnelles caractérisant
le point-selle (u*,p*) on obtient le résultat suivant :

p* € Px, 6(ux) €3 ¢(p*) : <8(ux), p-p*> <0 Vo €P . (4.19)

Si 1%on rapproche maintenant ce résultat de (4.15), on constate que la
recherche d'un point-selle présente des liens étroits avec le problime traité a
1a section 6. Reprenons donc 1'algorithme 1 en remplagant dans (4.17)

£ par a(EM), W e oM.

-27=-
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Avec cette modification on peut alors intégrer (4.16) et (4.17) dans le
schéma de 1'algorithme d'Uzawa (cf. Algorithme 1 du. chapitre III) en lieu
et place de (iii) au deuxidme niveau, sans toucher & 1'étape de minimisation
du premier niveau (ii) qui fournit ue,

Le leme 2 nous assure d'autre part que tout point d'adhérence de la
suite (q"} appartient & w[6(T(p*))] et satisfait & 1'inéquation
variationnelle (4.15), associé  un p* € Px.

Bofin, s'il existe U € U(p*) tel que q* = 8(F), alors (d,p*) est un
point-selle car il vérifie (4.19) (inégalité de gauche du point-selle) et
évidemment 1'inégalité de droite par définition de .

Le point non résolu est l'existence d'une représentation de q* sous la
forme 6(%) avec T € U(p*). Pour tourner cette difficulté, on propose
une adaptation de l'algorithme 1 aux problmes de point-selle :

(%), ®=6G"), x=0

k k-
(1) wen P = nlpe]

L (1) E 4 EHgE) (8.20)
avec oM € 35,
R I N (4.21)

Remarque : v© est une combinaison convexe de toutes les solutions

obtenues au premier niveau de l'algorithme, au cours des itérations successives.
Cette combinaison convexe est récursive.On rapprochera cette observation de ce
qui se passe dans 1'algorithme décrit & la section 3 ol la solution u* est
également obtemue comme limite de combinaisons comvexes de solutions du

premier niveau, mais ol les combinaisons convexes ne sont pas obtenues
récursivement (il faut 2 chaque fois résoudre un programme linéaire

de taille croissante pour obtenir les "poids").

Théordme 3 : Sous les hypotheses (H) et sous les hypotheses du

théordme 1 concernant p° et €5, la suite {(vS,p%)] est bornde et

tout point d'adhérence pour la topologie faible est un point-selle

(u*,p*) de L sur U XP.
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Une variante plus simple de 1'algorithme 2 peut-8tre également considérée :

Algorithme 3 :
(1) Per, v ei(), ®=0(°), k=0
(11)  ween P = o))

Yk-H - (‘_Ek'ﬂ )vk . Ekﬂukﬂ

avee ut € G(p<M).

(4.22)

(4.23)

Ces deux algorithmes coincident de manidre évidente lorsque la fonction 8 est

affine. Quand 6 est convexe sans &tre affine, nous émettons la conjecture

que le théordme 3 reste valable pour l'algorithme 3, sans toutefois avoir pu

démontrer cette conjecture.
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P S PR e e pees e e

CHAPITRE V.

Application au problime EDF

Nous présentons dans ce chapitre un algorithme de résolution du problme
posé par EDF (cf.chapitre I et IT). Cet algorithme est une combinaison de
1'algorithme 2 du chapitre IIT et de l'algorithme 1 proposé au chapitre IV.
I1 résoud le probleme de la mon-unicité de la solution primale A chaque
étape . aniveau de la minimisation, tout en conservant lloriginalité de
1'algorithme 2 du chapitre IIT qui consiste & éviter le calcul de
projection sur autre chose que le cdne positif.

Nous reprenons ici les notations spécifiques du problme EDF. Sans

déerire & nouveau en détail toutes ces notations (ef,II), rappelons simplement

que le cofit minimum s'exprime de la manidre suivante (cf.(2.6)):

¥
oy * ﬁ:) Yoz, { o [epap(@ e pay@)) + epllag(@)] x p(0))]

- opl¥ox(1-ps )01 6.1
sous les contraintes :

aqw) =0
0 < qyw) < &,

0 < q,() :Xp(m 5.2)
lay )] < Xt .

soit k 1'indice de 1'itération. L'algorithme se déroule ainsi :

1~ Initialisation

Pour k =0, il faut se donner une valeur initiale des paramdtres duaux

BYwiter 5 w=0,.

N étant le nombre d'aléas considérés dans le calcul de l'approximation
de 1'espérance mathématique.
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Nous avons choisi pour motre part de prendre 1 pour valeur du poids

_ mis sur 1l'aléa fictif (uo) qui représente l'investissement existant ;

ceci reviendrait, dans le cadre d'une approche primale, & initialiser
les capacités des lignes du réseau A la capacité existante.
On pose donc :

) =15  pil) =0 Yo =

s eens N

Yt €T

2 - Résolution du probléme de minimisaticn & 1'itération k.

Cette phase constitue le premier niveau de 1'algorithme. Elle est
identique pour tous les algorithmes considérés dans cette étude.

Pour w =1, ..., N on résoud donc les probléemes de minimisation
suivants :

';%3)% [g &0l (01T o0, (0)] + 3 e, la,(@)eEW)} (54)

sous les contraintes (5.2).

Cette résolution se fait au moyen d'un programme lindaire de flot 2 coflt

minimun mis au point & 1'EDF par Maurras, (c'est ce programme particulidrement

performant, FLOMAX, qui nous a fait rejeter des solutions détruisant la
lindarité de (5.4) - of. chapitre IV, section 4 et 5).

Remarque 1. Pour utiliser ce programme on pose classiquement:

lag(@)| = a;() + q;(w) afin de linéariser la fonctionnelle & minimiser .
On rappelle que

a}(0) = Hax(0,q,(w)) et  q7(w) = [-q,()]*.

Remarque 2. Dans 1'approche simplifiée considérée par Dodu, on ne prend
en compte quele cofit de défaillance ; en effet, aprds avoir classé les
groupes de production disponibles (déterminés par tirage aléatoire)

dans 1'ordre des colits croissants de production, on ne retient que les
preaiers de la liste ainsi ordonnée, de telle sorte. quek somme de

leurs capacités satisfasse au plus juste la demande totale sur le réseau.
Dans ce cas on pose cP(m) =0 dans les formules ci-dessus, et 1l'on
modifie le vecteur qy(w) en conséquence, en donnant la valeur 0 aux
coordonnées correspondant & des groupes qui, bien que disponibles, ont

été écartés par la sélection ainsi opérée.
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ILa solution optimale de  (5.4)-(5.2), non nécessairement unique, caleulée par

FLOMAX, est notée q<(w), @ =1, seuy No
3-  Caleul du cot dual et du codt primal.
a) Le colit dual (correspondant  la fonction ¢ du chapitre IV) qu'il
nous faut maximiser, et qui inférieur ou égal & la valeur ¢(p*) du
point-selle, est évalué de la manidre suivante :
Ky % ou X
W) =2 e (w +Te (q ON! *E[c lq (m)lb ()1}
W2 %Y ™%
w=t " p a
- T o[f0-#5(0))] (5.5)
ot
b) Pour k >0 aller en ¢)
Pour k =0, on pose z3(w) = [a3(w}| pour w =0, ce., N et tET
¥
_ o o
=3 pt(u)lqt(w)l tET

Puis aller en d)

Remarque 3 : On rappelle aue, ¥k € N, ¢§(0) =% par convention.

¢) Pour k >0 on calcule

() = (=925 () + )] 6.6)
- N ek
a]: = (1) v E=opt(m)\qt(w)|. (5.7)

d) Le colt primal, Wk, supérieur ou égal & la valeur du point-selle,
est évalué 2 1'itération k de la manidre suivante :

z e ) +Zo @] +3e L) (5.8)
ol

¥ = max z‘:(u) pour t €T (5.9)
w=0,N



4. Remise & jour des parametres duaux

on calcule :

n‘;” = Max{o, p]:(w) + pkct[zli(w)-af]} (5.10)
)

p‘:”(m) £ avec @ =0, sees N et t €T (5.11)

) % Y ()
w=0

5. Test d'arrdt
a) Ce test porte normalement sur 1l'écart entre le colt dual ¢(pk) et le

coftt primal yk, clest & dire sur la quantité suivante :
K
= Z [vy - (w)fqt(u)l] (5.12)
u -0
qui tend vers O lorsque l'on se rapproche de l'optimum.

b) Si le test d'arrdt n'est pas satisfait, faire k «k# et retourner en 2.

6. Remarques et Commentaires.

a) Le schéma (5.10)-(5.11) est la transposition immédiate du schéma (iii)
(3.10)=(3.11) de l'algorithme 2 du chapitre III.

b) 1'é1ément du dient de la fonctionnelle quasi-concave

N

o)/ 1> au point (|ak(w) - T ¥l Ben
w0 eeesN

est remplacé par un terme résultant du "moyennage" des sous-gradients

(cf. (5.6), (5.7) et (5.10)), comme pour le passage de l'algorithme de

sous-gradient simple & 1'algorithme de sous gradient moyenné ((4.16),(4.17)).

L'algorithme proposé consiste donc bien en une combinaison des algorithmes

2 de III et 1 de IV.

¢) Pour appliquer 1'algorithme 2 de IV, il faudrait en toute rigueur

faire les moyennes des q (w) (c£(4.21)) dont on se servirait

d'une part pour évaluer le coit primal <y“ (puisque q(w) tend vers qQ*
d'aprés le théordme 3), et d'autre part pour évaluer les capacités
optimales des lignes t € T de transport électrique : '\{"‘:(u) représentant
la moyenne (au sens de (4.21)) des qi 1) pour 1<k, 1le calenl

de 1la limite quand k tend vers + o de Haxlq ()| donnerait les valeurs
de ces capacités optimales.



La mise en oeuvre de cette procédure nécessiterait une taille mémoire
considérable sur ordinateur. Mais :

4) Dtune part, q‘:(m) ne change plus de signe aprés quelques itérations,
et il revient donc au méme d'utiliser dans l'algoritime z (w) (ef. (5.6))
au lieu de lqt(u)l

@) D'autre part, il semble que la non-unicité porte sur les variables q,(w)
(relatives & l'acheminement de la puissance électrique) et non sur les
variables (w) et qd(m) (représentant la fagon de produire la missance
électrique et de satisfaire la demande) ; on a donc confondu o~(w)
(respectivensnt q_d(w)) avec la dernidre valeur obtenue au cours des
itérations, qp(m) (respectivement qﬂ(m)) dans le calcul du colit primal g¢<.
A ces heuristiques pres, l'algorithme utilisé est alors l'algorithmes 2

du chapitre IV (combiné 2 1'algorithme 2 du chapitre III).

£) L'algorithme 3 consisterait & faire les moyennes des q“(w) comme en (4.21)
pour obtenir Ef(u), puis & utiliser 1'expression :

N
[T -2 p5W)T,@) 2 1a place de z5(w) - &f dans 1a formie (5.10).
w=0

Si, come observé en ), les ternes z5(w) et [TF(w)| vomt
pratiquement coincider (on est done prgtiquement dans le cas © 1linéaire)
var contre at domné par (5.7) et 3 pi(w)[q,(w)| ne coincident
pas. Ceci est du au fait que la dérivie partielle de @ en p (ou en q)
fait encore intervenir p explicitement (cf. Lemme 1 du Chapitre III),
alors que ce n'est pas le cas pour le lagrangien (4.1) linéaire en D
considéré au chapitre IV.

g) Si l'on n pte pas les consi heuristiques des alinéas d) et o),

1'algorithme décrit ci-dessus est l'algorithme 1 du chapitre IV (combiné avee

1'algorithme 2 du chapitre III). On a vu que cet algorithme appliqué au

probléme du point-selle fournitun couple (p*,q*) vérifiant (4.15).
Cependant, si q* n'est pas de la forme 6(T) pour ¥ € o[T(p*)]

on ne peut pas tirer de conslusion sur l'appartenance de ¥ & U*. TIei,

on souhaite pouvoir calculer des expressions du type

¥* = Max ei(uw) = Zy;ei(u*) pour u* € U* et p* € P,
i i
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pour évaluer les investissements optimaux. Il suffit donc de pouvoir

affirmer le corollaire suivant du théoréme 1 du chapitre IV.

Corollaire

Tout point d'adhérence (p*,q*) de la suite construite par l'algorithme 1
du chapitre IV est tel que :

<p*,q*> = <p*,0(u¥)>  pour ux € U*

Prewve : On a vu que (p*,q*) € P* X Q* (solution de (4.15)) et gue la
fonctiomelle (p,q) — <p,a> est constante sur cet ensemble (Lemme 1,
chapitre IV). Comme, Yu*, € U¥, on a aussi (p*, 0(u*)) € P* x Q*, le
résultat est immédiat

Stagissant du cas C de dimension finie et P =Z (cf(3.3-1)) cela

E prouve (avec (4.15)) que

i Max 0, (u) =2 pro, (wr) =T pray = Mex ay
i i i i i

! On pourrait de plus prouver que

Vi, Qi(u*) <aqf
et que p} >0 entraine que Qi(u*) =a}.

Ces remarques justifient de toute fagon l'évaluation des investissements
optimaux dans notre probl¥me par la limite des expressions (5.9).
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CHAPITRE VI

Résultats Numériques

1. Exemple 1.

Fous avons appliqué l'algorithme 2 du chapitre IV & un exemple test tiré
de l'ouvrage de Lemaréchal et Mifflin (1978) .
La fonctionnelle & minimiser est définie ainsi :
k= {1,000,5]

i,3 €{1,...,10}

a (1,3)

4 cos(i.3) sinlk) 173
2, (3,1) = 8 (1,3)
10
(1,1) = sin(kx & z is3
a (1,1) = sin 104*:1:‘31{(1.3)

iA
bk(i) = %xnn(i.k)
On cherche & minimiser Max {2 (1,3)x, 1=, - b (i)x,}
Km,5 11,10 ge1,00 K 317~ Bl

Le meilleur résultat sur cet exemple a été obtenu avec

1

oon_ n & 1)1/ !, o
[(|+o,25(n-1)]'p 0,80.¢€ x(i‘s) sV 1+5/1€

est un terme qui permet & p" de décroitre beaucoup

0,80 x & )2

moins vite que _e" dans les premidres itérations.

Te facteur 1/f145/|g"-g*| permet d'accslérer 1a déeroissance de p” sa valeur
&" parvient au voisinage de g*.
n
I3

est 1la valeur courante de la fonctionnelle et g* sa valeur
optimale (supposée connue.)

En plus de la courbe 1 on peut également donner le tableau suivant, ol q
désigne le vecteur des sous-gradients moyennés courant (voir (4.20)), x désigne

le vecteur courant, et x* le vecteur solution.
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Iterations e [lz-x flall

1 533,17 3,163 1
50 -0,62 0,052 0,0051
100 -0,8274 0,017 0,06
200 -0,8362 0,0078 0,03
300 -0,8408 0,0054 0,013
400 -0,8411 0,0042 0,0055
500 -0,8412 0,0031 0,013
2. Exemple 2

On a fait tourner 1l'algorithme du chapitre V sur un mini réseau (3 arcs,
3 noeuds) avec 10 groupes de production. Toutes les données ont été tirées de
celles du réseau EDF : les 3 premidres valeurs pour tout ce qui concerne
les arcs et les noeuds, le 10 premidres valeurs pour lesgroupesde production.
Nous avons également considéré 500 aléas.
P-D

Si P désigie le colt primal et D le colt dual, le rapport - est

o o
inférieur 3 10 °/o en 90 itérations et inférieur & 4 ®/o en 150 itérations.

Valeur des pas dans le cas présenté ici :

_0,15 X |o‘6 & o 1
140,08 (n-1) 140,5(n-1)

Valeur marimale du coflt dual 0,227 10° obtenue aprds 150 itérations.
Valeur minimale du coft primal correspondant 0,240 |06.

3. Exemple 3
On a appliqué le méme algorithme & ce mini réseau avec € =1 ¥n et

o0 = Qu7lp=pe
(2
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D* est la valeur estimée du coft optimal (valeur du point-selle).

Gn est larorme du vecteur du sous-gradient intervenant dans 1'algorithme.
I1 s'agit alors d'un algorithme de sous-gradient avec le choix de p" proposé
par Polyak (1978). La valear 0,7 s'est avérée la meilleure valeur parmi
celles essayées pour k qui doit &tre comprise entre 0 et 2.
Comme €" reste constant le colt primal reste divergent.

Le cofit dual ne converge pas plus vite vers l'optimun que précédemment :

0,215X|06 en 150 itérations

0,224 x 10% en 300 itérations.

4, Exemple 4.

Lla taille du réseau EDF ne nous a pas permisd'obtenir plus de 50 & 60 itéra~
tions pour l'algorithme du chapitre V.

Dans le cas présenté ici, p" = 0,15 10°° ¥n.

ot € = 15 pour n > 1.
1420 n

Valeur marimale obtenue pour le colit dual 0,12 107
Valeur minimale obtenue par le colit primal 0,28 |O7.

Uae estimation du cofit optimal caleulé pour la solution fournie par EDF sur
les mémes situations aléatoires donnant une valeur de ltordre de 0,2.10,
i1 apparait que la comvergence de cet algorithme pour ce problime est au
moins aussi lente que pour le petit réseau test de l'exemple 2 : 150 a

200 itérations, chaque itération comportant 500 calculs de FIOMAX.

5. Conclusions.

I1 serait souhaitable que d'autres expériences numériques permettent de
mieux évaluer la qualité des algorithmes présentés au chapitre IV. Sur les
exemples 2 et 3 notamment, on a vu que leur comportement se compare assez
favorablement & celui d'autres algorithmes plus conmus (Polyak) mais qui
ne donnent pas le résultat escompté dans un problime de point-
selle. L'échec obtenu sur le problime EDF en vraie grandeur semble
plus dQ au mauvais conditionnement de 1'approche duale pour ce probléeme qu'a la
qualité intrinstque des algorithmes utilisés.
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Exemple n° 2
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Exemple n° 3
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ANNEXE 1

PREUVES des IEMMES et THEOREMES du chapitre IV

1. PREUVE du LEMME 1

Soit (p:,q*‘) et (pf,a3) satisfaisant  (4.15)
Alors ap € 2u(ep)
= <qf-a3,pf-py> < 0.

ax € 24(ps)

2

¢ concave
De plus, d'aprds  (4.15)

<q'1‘,p2—p;) <0

<a3:pf-py> <0 .

Par (1), (2), (3)

0 < <a},pi-py> < <a%,pf-pp> < 0.

Drol  <af,pp> = <aX,pp> = <af,py> = <gfpP>.
Alors, d'aprés (4.15)

<«qpp-pp> <0, Vp€P

d'ol, d'aprés (4) ci-dessus

<QF.p-pp> <O , Vp €.
De plus, puisque af € aq‘(p;),
4(2) - o(p) < <af,p-pP = <afip-pp> , Vo
la dernidre égalité d'aprés (4) ci-dessus.

Par ailleurs, on a par hytotkdse
¥(o3) = o(pg) = Max 4(p).
DEP
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De (6) et (7) on déauit que qf € 24(py), ce qui montre avec (5) que
paire (ps,a}) satisfait (a. 15)-11 en va évidemment de méme
pour la paire (p‘{mg).

On a done montré que si (pf,af) et (pf,a3) sont solutions de
(4.15) , il en est de méme pour (p3,a}) et (p;.q;), clest-a-dire que
1tensemble des solutions est de la forme P* X Q¥., De plus (4) montre que
la fonctionnelle (p,q) = <p,q> est constante sur ce sous-ensemble.

Montrons maintenant que P* X Q* est un convexe fermé.
Soit T =apf + (1-a)py , @ €fo,1].
Alors ¢(p) = Max ¢(p) d'aprés (7) et laoncavité de &. Donec T € P¥, et
€p

!
dtaprés ce qui précéde (f,q?) et (F;q;) appartiennent aussi & P* X Q*
dome qf € 04(F) et af € 84(F). Par convexité du sous-différentiel on a que

q = aqy + (1-a)ag € 24(3).
Par ailleurs

Vp € P, <q},p-P> <0
= <T,p-P> <0 -
<q3,p-P> <0
Ceci montre (p,q) € P* X Q*, c'est & dire que ce sous-ensemble est convere.
Montrons qu'il est fermé.
Comme P* est exactement égal  l'ensemble {p*|¢(p*) =Max o(3)},
cet enseable est fermé en supposant ¢ S.c.s.. Soit {qk} une suite dans Q

convergente vers q. Alors, Vp* € Px

PP SO0, YpEP

et par passage 4 la limite on a la méme inéquation variationnelle pour gq.
D'autre part, el a¢(p*), et comme le scus-différentiel est fernms,

T € 3¢(p*). Done T € Q*, c.q.f.d.

2. PREWE du TFEORENE 1.
2.1. Suprosors d'avord que 1'Alsorithze 1 (4.16)-(4.17) devienne

stationnaire (o5 = p<,q*"

qk) au bout d'un nombre fini de pas et
montrons que le point stationnaire (notors le (F,T)) est un point de P+ x C
B effet, 4' (4.16)-(4.17), on a
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Vp € P, <p-py 4 s YEA PP > < On
- - € .
Teat = (a0 oy + 4 € 0Uny)

et donc

Vp € P, <@p-P <0

avec q € 0¢(3) ,
et donc  (F,7) € P* x Q*.
2.2. On considére l'expression suivante

1 C a2 2
= 4(e) - 57 =24l - 25 Moy ) /all” - <apomyy-p®>.

Drapres (8) ci-dessus

1
= Py P € g P PR R
Drod

)/ EkUZ

1
B < p,) - 7y oyy=7* + (o=

<4lp,) < oe)-
2.3. Etudions la variation @kﬂ - @k. On va étudier séparément la
variation des quatre termes de (9) ci-dessus.
a) olp) - ¢lp ) < < omp >
d'aprés la définition du sous-différentiel d'une fonction concave.
») &= 27 12 i0P* I <& 7 I g2* + v a7

dtaprés (4.16) et le fait que la projection est contractante.

2
Yon
2

1 [T, I

2y Moo 2™ < 57 Mo yy-pdl” + w e fen Gy PP
ol on a utilisé le fait que th| ls M qui se déduit aisément de
Ithypotiese lr !l <u, ¥x.

(8)

(10)

(1)

(12)
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2
D M0y ol <52 M a * Yotimae )l

(atapres (4.16) et fait que la projection est contractante).
Ei utilisant (4.17), ona -

12

= 1pempen VeI < ;_VE,ZM By * Y‘in T * WGy (mg -0 ) )

(ikzﬂ- 2 oy -2l + 37 1oz /57 +

1
2

+

.ZLEi-H" Ei*‘ Ten * (G Omgeyy) = 5y I+

(oen (-5 )-5)
T2

e, Pen A Py B (3)
k4t
Dlaprés (8) ci-dessus on a
1 2
Sy R > Yo, I 2y 17 (14)

Par ailleurs
fen (-5 -5 B~ %
B 2 -
i %4

et g, - g <O silasuite (v:k] est non croissante. Alors pour le

1

dernier terme de (13) ona

(e =8y )-8 - &) )
et e K XD (g b -n0 < - a.p B + —H—E—lp o 2.

En considérant maintenant la somme du premier et du dernier terme dans le

second memore de (13), elle est majorée par

1 (_Ek;'skﬂ 2

2
= €asP =P — llpy -2, 1" < = <apsp, -p, -
k' kH pk 2y EL.EkH k# K TeH K

Finalement, de (13) et des considérations ci-dessus, on déduit
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* T PR T e (15)
o> =
) Ay mP? = Oy P

4 > =

- <q, ~
@4y 1Py~ Piae” U1 7Pt

- - _po.
Qe PP’ Gent U Tien P ™2

(en utilisant (4.17)).

De plus

W(0) = Wpyy) < <Py PR, » (o u(n )

d'ol

ayrB P = ey PP 2
Gy Pt Pr” + e U PP Gy ()00 e e

&) En réunissant les résultats de (11), (12), (15), (16), on obtient

2
e 42
Yo2r e Py 2
Oy 2> - X LC et Y +gy]
* Gy S PP U Py R0’
QBB * ey (6(0%) = olp ) (7)

£) En utilisant (4.17)sle deuridme terme dans le second membre de (17)
est égal &

2 2
Soat YT Prea P 7 Sy By TP

Ty PRy > 400 - alp ) > 0.
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De plus, de (8) ci-dessus, on déduit

> >

CUrPey vﬁ(q’xﬂ"’ R 215‘(”*’“1 -2l ey

2.4. En utilisant les résultats de 1'alinda f) dans (17), on obtient

B O > = TG+ dlarg,) + (Ek;::‘ %)
2
%;l‘ (e 4= o[- o -2x[?) +

G Pat Praz” ~ QBPen ¥ e (H0-0lm )
Soit, en sommant de k 50 a N-1,

@ =9 > -3’—!122 (Sﬁc*( S Ek))—27342(s-=“)

y* — % (— ‘ % 2
o Ile—p I? - |lp ol - E=1 (‘k. Y Me-2#17]
+<q,,By=By> = <QyrBy =Py
g! (4(p*)-4(2,)) (18)
*)- . 8
*k=1£k ${p*)-4lpy 1

On a
- < -0 > = llayllleg, gyl > = veylla? > - e
U *Pya Py U I1Py 4 =Py Ny Ll 't

(o on a utilisé uyﬂﬂ-pnﬂ < veyllayll comme conséquence de  (4.16)).

- 2
On  rappelle les hypothdses suivantes (H1). Ia suite l% } est
décroissante. al
(B2).1a série de terme
‘e Gt 2
général ( Y )°  est convergente.

Remarque. Ces deux hypothdses sont toujours vérifides pour des suites le )
tel que g~ K % avec 1,2 <a <1 (suites vérifiant les hypotheses du

e 1) mais rous

ors pu vérifier que (H1) et (B2

[ ce .e

Lces sd
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avec (1), (I2) et les hypothdses du Théordme 1, on déduit de (17) que

2
o -2 >-A“-21M € -7, l\p p*l\ +<q ;P -p >
- ’(HZEN +E,_’:k(«l'(p*) - ¥(p)) (19)

ot Ay est la somme jusqu'a N d'une série convergente.

2.5. De (19) on tire deux conclusions

a) En notant que le dernier terme de (19) est non-négatif, on conclue que le

second membre de (19) est supérieur 2 une certaine constante a, d'ol
a<®-q < w(p“) -2
dtaprés (10) ci-dessus. Si P n'est pas borné, et si 1'on suppose que
la suite {pk} n'est pas bornée, on obtient une contradiction car on
aurait, d'aprds une hypothdse de théordme 1, que
lim inf ¢(py) =- ©> a.
N—+
b) De (19) on conclue aussi que
to
T g (4(px) - w(p)) <+ (20}
e x
Grice 2 (20) on montre que
Ln  o(p) = o(e*) . (21)
k=4
2.6. On va montrer que

va> 0, Tk(a) : Ve >k(a) , 0 <e(p¥) - dlp) <a (22)

Ce qui est équivalent 2 (21).

soit @ (a) = € [o(px) - op.) >7/) -

A-T
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Alors

)'ﬁc <+ - (23)

xem (a«

En effet

a5 (p%) = ) g *) - -
3 kEN (a)tk e ):k(¢ P ¥lp)) < ck(d'(p ) - olp)) <+

dtapres  (20).
Par ailleurs, comme la suite {pk} est bornée et comme ¢ est
concave s.c.s, ¢ est localement lipschitzienne et on désigne par L 1la
constante de Lipschitz sur un ensemble contenant la suite (pk}. Dtaprés (23)
2k(a) : W>K(a), % € S s (24)
1> k16 () 1 2y
Alors Yi >K(a), oubien k ¢0,(a) et (22) est assuré, oubien k €N, (a)
et 1fon dSfinit

) =Min{1]1 §/N‘(a) et 1>k}

Remarquons que k existe toujours car le complément de {«) dans N est
nécessairement infini d'aprés (23) (la série de terme général g est
divergente).

Alors

#(p*) = olp) < o(p%) - dr(pk ) +| d:(pk ) - o) |
k -1

[
. <f . %:k Llloyy-pyll (4 Lipschitz et k ¢N,(a))
=
<% +L % 7¢1||q1|| (drapres  (4.16))
1%
<§- +Ly M= zyh‘i =a (arapres  (24) et Jlayll < 1)

ce qui démontre (22) (done (21)).
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2.7. a) Ia suite (pk} étant bornée est compacte dans la topologie
faible. Pour tout point d'accumulation P et toute sous-suite (pk }
i

convergente vers T, on a avec la semi-continuité supérieure de ¢ et (1)

ci-dessus
o(p*) = Lim sup ‘b(Pki) < 4(3)
ce qui montre que P € P*.
b) Si ¢ est fortement concave
Ga> 0, ¥t o(px) - o(p) > a lppr?

et p* € P+ est unique. On en déduit immédiatement que p — p* dans la
topologie forte.

2.8. Il reste & montrer un résultat de convergence sur la suite {qk]. Pour
cela on étudie d'abord la quantité.

8 = on) - 55 Mo yn) / 57 < ateo). (25)

et on montre que lin (e ) /5 Il = 0 (26)
k—+

a) En considérant les inégalités (11) et (15) ci-dessus, on établit que

2
2 2
Bep =8 7 - My (Grg e )"+ Quopn2
2

€

b

- >

(A% P +a 2,0 +4le-g,))
et

2 (g o0, /o P @

en utilisant 1'inégalité (14).
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n sommant ces indgalités de k =0 A& N-1 , on obtient
) )
§£ el ) /6 7 < v(8y-8.) + 3y (28)

ol By est la somme jusqu'd N d'une série comvergente (dtapres les
hypothtses (H1) et (H2) et celles du théordme 1). Compte-tenu de (25)
(AN < ¢(p*)), (28) montre qu'an moins une sous-suite de la suite
{U(pkﬂ-pk)/ekuzl tend vers zéro. En fait on va montrer que toute la suite
tend vers zéro par un raisonnement analogue & celui du §2.6.
b) En effet, en reconsidérant les inégalités (27) et en sommant de k =1 2
m-1, on obtient
- >

b= 870,

ol C est la somme des termes 1 2 m-1 d'une série comvergente.

1,m
L'inégalité ci-dessus se réécrit

3 Mooy /o oI <37 1 Cepymry) & 1P+ 6lp, )= o) = ¢ o (29)

Mais, d'apres (21),

Va >0, Tk, ()M, > K, (a), 4o, ) - o(p))| < £ (30)
axz(u) :Vl,m>l(2(a) o bl,ml";" (31)

Enfin, du fait que d'aprés (28), au moins une sous-suite
2
(o, ,,-p, Ve, I°} tend vers zéro,
i+ P, T

. 1 2 .2
TR (a) : Vi > Kyla) 2,,ll(pkiq— i)/:kill <3 (32)
(en prenant la précaution de choisir Kz(a) comme indice de la sous-suite
(kil ) .Alors en réunissant (29) a (32), et en posant

K(a) = maz(k, (@), K,(a), K5(a)) on voit que

Ve P <a

=1

Yo, (a) : %> R(a) $ e

ce qui démontre (26).

A-10
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2.9. On montre maintenant que, pour tout px € P¥,
lim  <qu,p ,-P*> =0. (33)
i S 2
a) De (8), on tire
R LN s W
Comme la suite [pkl est bornée et avec (26), on a que
lim inf (qk,ykﬂ-p*) >0. (34)

b) Par ailleurs, de (16) on déduit que
\
tey S (o My * oy Qo (Beomm Ve

en ayant posé b - <GB, ~P. Remarquant que lim <qy i (RBy g )/a > -
et utilisant le lemme ci-dessous (§2.13) on en déduit que lim sup t <0
ce qui avec (34) établit (33).

2.10. Comme la suite fa } est borné, soit T un point d'achérence dans la

topologie faible et {qk } une sous-suite convergente vers q . D'aprds (8)
i
vp € 7y <o ppy 4> < (m -p )/ lle-p, 0l -
S i i i i
Le second membre tend vers zéro, et pour le premier, on a
lim <q ,p> = <T,p> 5 Yp (convergence faidle),
i

lim <q ,p, ,,> = lim < ,p*> = <@,p0>  (d'apres (33) et la
F i convergence faible).

d'oli finalement par passage & la limite (i = + =) dans l'inégalité ci-dessus,
avec (26),
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2.11. Un calcul analogue 2 celui du §2.3.d) (mais pour p quelconque au lieu

de p*) conduit &

tag 5 (g )b+ 8 (8 00D + oy (o oy ) /5,0)

ol 1'on a posé maintenant t = <q,p ,~P>. Alors par le lemme ci-dessous
(§2.13) on a lim sup t, < ¢(p*) - ¢(p) et pour les indices de la sous-suite [ki

comme précédemment on obtient, lim t_ = <T,p*-p> et donc

X,
3
Yo, <Gp-p*> > o(p) - 4(p)

ce qui prouve que
T € olpx) - (36)

Ia réunion de (35) et (36) montre que q € Q* ce qui termine la preuve
au Théordme 1.

2.12. Remaroue : lim  <q,p> = <a*,p¥> (37)
K=+

ol la valeur du second membre de (37) est indépendante du couple (p*,q*)
choisi dans P* X Q* d'aprds le Lemme 1 . Er effet, on a vu que

pour toute sous-suite d'indices k; tel que [qk } converge faiblement vers T,
i

Teqr et lim <q B > = lin <g ,p% = G,po>
E i

atapres (33) et la convergence faible. Mais comme la valeur <g,p*>
est indépendante des points (p*,g) dans P* X Q¥%, c'est toute la suite

<qk'pk+l> qui converge vers cette valeur.

=1 taprd
Dlautre part lim <ay,p,,> = lim <q,p> d'aprés (25).
2.13. Au cours de la démonstration on a utilisé i deux reprises le lemme

suivant.
Lemze. Soit trois suites réelles {ik} ,

et {r}} telles que




i
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0<ak<l

lin s
K—+w K

3=
’ k=1ak_+

= g%

e S O-g)t + g0 0 1200k

Alors  limsup t_<s¥.

Preuve. Il n'y a pas de perte de généralité & supposer

général, on co

k

nsidére les quantités tk - 8%

est encore valable).

Notons qu

tog (1-g) <-
+
done Log [,

%

e

(x_pk)<-§=‘ G ==

P
dlod  lim I, (l—sk) =0

On a

et s,_- s* pour lesquelles

k

k-1
- . «
Va >0 : &K, (a) : Ve3> K, (a) rlx:°(1-=m) <—I—3 Sol

dtapres (42).

sz(u) s

Dlapres  (39)

&

Y& > Ky(a) [skl <5~ (rappel :s* =0).

Posons Kj(a) = max(K, («),K,(a)) et

R; () &5 (a)

u(a) = ls)l 1., G-e_,.)
2o 'l man %y
K

(avec la convention : VK, I (1-g ) =1).
Alors d'aprés (42)
k-1
:{x(a)>x3(n) :Vk>K(a) , W G
m=K;(a)

En utilisant

(40) récursivement, on obtient,

A-13

~Ga) < SGa)

Vk > K(a) :

(38)
(39)
(40)
(41)

s* =0 (dans le cas

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(40)
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k-1 k-1 k-1
t < io €105
&5(1) Kj(a)

[Z e,.s, 0
10 L pam

n
m=1#

X1
—e ) X 2 (ﬂ)(l-amﬂ

= (1

5 B e ) v e B Gme,)

E. s I 1-€ +3 1-e.

Ty 1 Laa Bo U5y
k-1

=
< M) g ¢35 i‘%(u)‘H 14 :=1H(“°m+|’ # s, ﬁgﬁl (a7)

en passant aux valeurs absolues et en utilisant (43) & (46). Enfin en

remarquant que .

5 B G )< E e T (e ) e B (ee )
. n, (-e  )<3% e I (-e )+ 1-e -1
143(1)*“ El+1 m=1#+ m+ 1=0 14 m=1+ m+ Eﬂ 1+

(considérer t_=s, =1, ¥k, et 1'égalité dans (40)), on ovtient par (47)

k

Va>0, Ik(a) , % >k(a) , t <o,

ce qui démontre le lemme.

Corollaire : Si on a 1'égalité dans (40), alors lim t, = s*.

3. PREUVE du THEOREME 3

3.0. Soit . = (-g,) b * 5y By @y ) >y k=0, 1, . (48)

partant de t = <p ,8(u )>. Alors
o TorMo

- lim ¢ = <p*,8(ux)> (49)
K=+

ol -(u*,p*) est un point-selle quelconque (rappelons que la valeur du second
mezbre de (49) est indépendante du point-selle choisi).
On a en effet

e~ Qe P = (o5 Mo an ) + (o e (e ) /L0

en se servant de  (4.20). Comme, d'aprds (26),

A- 14
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im (1)) <o, (BB )/ > = 0
on a d'aprés le corollaire ci-dessus que
lim(t,~<q-p>) = 0, ce qui étadlit (49) grdce & (37).
3.2. Avec {4.23) et la convexité de J
Iyy) < (- )3(0) + g 30a )
En utilisant (48), il vient

Ioy) * by < 0-5, )06 +6) + g Ll om0

(50)

Par ailleurs puisque u € ﬁ(pkﬂ) et par l'une des inégalités du point-selle

Wiy gy Py < Bt ) < Lux,pe)
d'ol avee (50)

Irpy) + by < (g, G ) + gy lex,px)
d'olt, par le lemme du §2.13

Lin sup(3(v )+t,) < L{ux,p*),
et, avec (49),

lim sup I, ) < Jux).

Par la coercivité de J, ceci montre que la suite (v} est bornde.
Soit ¥ un point d'adhérence faible et {r, } une sous-suite convergente

- 1

v

A-15
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Alors, puisque J est s.c. i (méme dans la topologie faible par

convexité) et par (51)

J(¥) < lin inf J(v, ) < lim sup J(v,) < J(u*). (52)

3.3. On a également par convexité de l'application u * <p%,8(u)>

*,8(v, > < (-5 ) @%00,)> + 5, %00y )
mais avec  (4.20).
@*,0(v, , -ay,,> < (g ) <90%,8(v, )-q>

et donc lim sup <p*,8(vk)-qk) <0 . (52 bis)

Comme les points d'adbérence faible de (qk} sont des q* € Q* et comme
<p*,q*> est constant sur P* X Q*, comme par ailleurs il est évident que pour

i

tout point-selle (u*,p*), on a O(u*) € %, (52 bis) implique

lim sup <p*,8(v,) > < <px,8(ux) >

i et en considérant la sous-suite fv, ] du §5.2 ci-dessus et avec la

semi-continuité inférieure de l'application u = <p*,8(u)>

: <p*,8(¥)> < lim inf <p*,0<vk)>< lim sup (p*,B’vk)>
i

o

< <p*,0(ux)> - (53)
3.4. Alors en additionnant (52) et (53)

L(¥p*) < L(u*,p*) (54)

mais seule 1'égalité est possible car u* € U(p*).
Mais cec: isplique que l'on a simultanément les égalités

IF) = J(w*) et <p*,8(F)> = <px,0(ux)> (s5)

A= 16
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car si l'on suppose par exemple 1'indgalité stricte dans (52), cela

implique & cause de 1'ézalité dans (54) une inégalité stricte en sens

inverse dans (53) ce qui est une contradiction.
Avec (55), il est trivial de vérifier les deux inégalités du point-selle
pour le couple (V,p*) ce qui achbve la démonstration.

3.5. Remarque : De facon analogue 2 (48)-(49), on peut montrer facilement en
utilisant les résultats précédents que

ln ¢, = J(ux)
pour t_ défini récursivement par

% = J(‘}o)’ ey = (g )y + ‘kﬂ“’(“kﬂ)

A-17
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ANNEXE 2

Note sur 1l'utilisation du programme

I- Lexique des variabl

1-Variables de transit et de capacitésde transport.

1X(260) : transit sur chaque arc dans Flomax.
IBP (260) : Capacité maximale de chaque arc.
IEC(82) : Capacité existante sur chaque arc du réseau (q"_’;)
IXX(BZXSO‘I) : Tableau des transits circulant algébriquement sur chaque arc
pour tous les aléas.
IX2(48%501) : Tableau des capacicis’des arcs de production pour chaque aléa.
IX3(48x501) : Tableau des capacités des arcs de défaillance.pour chaque aléa.
TQX : Valear absolue du transit sur un arc pour 1 alda o (w)
M(82) : T o5w)la5w)| vour chaque are.
BX(82x501 )“: Tableau des zt(w) pour tous les ares t et les aléas w.
mE2) : % p‘t‘(m)z‘:(m) pour chaque are.
M

INV(82) & tableau suivant & stooker yi(s) = Max z5(w) ainsi que

75 - & pour tous les arcs.

JP(48) : Production fixe au noeuds MIP(185) : Puissance maximale de chaque
centrale.

JD(48) : Consommation aux noeuds.

MIPTO : Production totale dissipée sur le réseau pour une situation
aléatoire.

ICSOM : Consommation totale réelle du réseau.

JBK (48<501) : Tableau servant A conserver les capacités maximales des arcs

de production IBP, pour tous les aléas - JBK est issu de ALEAT.

2. Variables de Coflt.

ICT (82) Cofit unitaire d'investissement pour tous les ares (c,).

IC (260) Codit pour chaque arc et pour un aléa intervenant dans Flomax.

IC comprend les cofits de production cp(O) et les colts de défaillance
(24 000 ou 2400) ;.

CF : Collt de défaillance.

A- 18



AG : Coft dual.
COT : Coit primal.

3. Autres variasbles.
IPA (185) : Taux de panne des centrales.
INGt (182) : sommets de départ des arcs de transport.
ING2 (182) : sommets d'arrivée des arcs de transport.
ING1 (165 — 349) : Sommets reliés aux groupes de production.
B(82x501) : Tableau contenant les paramdtres duaux (l'!l;(u) et 1:1:(“)) pour
tous les arcs et tous les aléas .
v(s2) : Z'ﬂ':(u) pour tous les ares.
®

ROU(82) : tableau servant i stocker le pas pour chaque arc t.
R, P, T, :variables relatives au pas p° de 1'algorithme.
PI :Pas € de 1l'algorithme.
RI : Terme de série divergenté pouvant servir au caleul de 51: ou pl:
NAL : Nb d'aléas.
NAF : Nb d'aldas y compris 1'aléa fictif = NAL +1 .
nb dvares (82).
nb de noeuds (48).
NG : nb de groupes de production (185).
1PAS : N° de 1'itération.
. TPAMAX : Numéro de la dernidre itération désirde.
14, I, Z : varisbles d'Aléat.
M, N, NS, NC, NGi, NG2, IBAS, NUM, IU, ISOL, JCOL . Variables de FLOMAX.
MUM, NNC : Variables relatives & Flomax. (ef. II).

II - Quelques précisions sur l'utilisation du programme.

1 - Lecture des donndes.
Les valeurs continues dans ICT sont multiplides par 1000.

JD - JP représente la demande réelle en chaque noeud.

2 - Initialisation des tableaux

# B(82x501) est initialisé & O sur tous les arcs pour les 500 aldas
et 2 1 pour tous les arcs dans la 501° situation aléatoire, fictive.

* NG1(260) et NG2 (260) sont des tableaux entrant dans FLOMAX et relatifs
au graphe :

{
I
|
l
|
l
1

A-19
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- pour un are I de port, N1(I,) rep le sommet
de départ, ch(rt) représente le sommet d'arrivée.
Dans FLOMAX, les transits doivent &tre positifs.
Chaque arc est donc dédoublé en deux arcs de sens contraire, I, et
I, + 8L : mo1 (1,) = NG2(T L) = ING1(T,)
Soit]
we2(1,) = No1 (T, +1) = 1MG2 (1)

M 0<I, <164

- Pour un arc Ip de production (165 < I_ < 212)
qui n'est pas un arc vrai, NG1 (Ip) = Ip—|64 représente le sommet,

1'arrivée de cet arc qui est dit arc rentrant. NGZ(Ip)

- Pour un are de défaillance I,(213 < I, <260) on a aussi NG2(I;) =0

car I, n'est pas un arc vrai.

d
NGt (Id) =I,-212 sil'arc est rentrant (aéfaillance réelle).

NG1 (Id) =212-I;  si 1l'arc est sortant (aéfaillance négative).

NB_ Le tableau ING1(165 —349) contenant les numéros des sommets relids aux
groupes de production n'apparait plus dans la suite du programme car on
compile tous les groupes sur les arcs de production rentrant sur les sommets du
graphe, et & jusqu'i satisfaction de la demande.

* Le tableau IBP(260) contient les bornes supérieures des transits pour
tous les arcs. (tableau nécessaire i FIOMAX).

- pour un arc de transport ou de défaillance il n'y a pas réellement
de limitation. On prend donc un nombre trs grand : 150 000.

~ pour un arc de production on calcule la somme des puissances

maximales des centrales empilées sur l'arc considéré.

3. Premitre partie de 1'itération.
Elle est constitude par la résolution des 500 problimes de Flot (ecall
FIOMAX) correspondant aux 500 situations aléatoires (Boucle 14).
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* Le coit IC est obtenu par la répartition du cot unitaire par are,
ICT sur tous les aléas (Boucle 20).

Ia suite du programme, jusqu'd 1'étiquette 722, initialise les variables
de FIOMAX 3 la premi®re itération.
* Boucle 17 : IA étant initialisé, chaque appel de ALEAT fournit une
valeur uniforme entre O et 1, Z, , & condition de reprendre IA = IB aprés
chaque appel.

Chaque situation aléatoire correspondant 2 une valeur de L (cad de w),
est donc constitué par 185 valeurs Z aléatoirement tirdes par ALEAT.
Chaque 2 ainsi obtenu est comparé au taux de panne IPA de la
centrale correspondante. Si Z est inférieur au taux de panne, la
centrale est en panne.

Chaque fois qu'un groupe est déclaré en service & 1'issue de ce test,
sa puissance maximale de production, MIP, s'ajoute & IBP sur l'arc de
production correspondant. Quand, au cours de cette opération, MIPTO
atteint on dépasse ICSOM, on sort de la boucle.

Les 500 situations aléatoires étant détermindes ure fois pour toutes,
on conserve pour chaque L, les 48 valeurs de IBP ainsi obtenues dans le

tableau JBK (48x500), ce qui évite de refaire le tirage & chaqueé itération.

#* Vient ensuite l'initialisation des variables de transit IX. Au départ,

les arcs de transport et de production sont initialisés & 0 (IX(1 — 212))

IBAS = -1 car IX est en butée inférieure sur les contraintes .
Pour les arcs de base (IBAS=0),IX (213260) est initialisé au signe prés & la
valeur du second membres des contraintes : |JD-JP| .

En effet FLOMAX impose IX positif ou mul.
Onadone :si J-JP>0 IX =JD - JP.
et NG1(I) = I-212 Arc de défaillance rentrant.
si JD-JP<0 IX =JP-JD
et NG1(I) =212 -1  Arc de défaillance sortant.
NUM sert & numéroter les arcs de base. Au départ NUM(I) = I-212 puisque ici
213 < I <260.
* Ia partie suivante du programme jusqu'd 1'appel de FIOMAX est constituds
par la récupération des paramdtres issus de FLOMAX & 1'itération
précédente : BBP, IX, NUM, IBAS, NC.



Cette récupération permet d'initialiser les variables de FLOMAX aprbs
la premidre itération de manidre trds performante et entraine ainsi un
gain de temps appréciable.

la partie suivant 1'appel de FIOMAX est constituée bien sir par le
stockage de ces mdmes variables 2 l'aide des tableaux IXX, IX2, IX3, MUM,

Deux remarques :

< IBAS ne pouvant contenir que les valeurs suivantes :

- 1 (Butée inférieure), 0 (base) et + (butée supérieure),

il n'a pas été nécessaire de conserver IBAS sous la forme d'un tableau
(260 x 500). On ajoute & chaque IX issu de FLOMAX, la quantité entidre
10 000 x (1+IBAS). Deux tests simples permettant ensuite de récupérer la
valeur exacte de IX ainsi que IBAS.

- Tlest aisé de constater que les ares dédoublés avant de passer dans
FIOMAX, n'ont jamais tous les deux un transit non mul. Pour des raisons de
cott minimum, le transit passe soit dans | sens soit dans l'autre. Ceci nous
permet de ne garder en mémoire quela différence IXX(I,L)=IX(I)-IX(I+82)
pour chaque arc.
le signe de IXX permet ensuite de récupérer le sens dans lequel le transit

est non mul.

4. 1a seconde partie de 1'itération

Une fois les transits calculés pour les 500 situations aléatoires,
on aborde 1'algorithme de MINMAX proprement dit.

Les équations (2) et (3) ont indiquées ainsi que les phases du
calcul des cofits dual (AA,AG) et primal (BX,INV et COT).

Enfin les équations (6) et (7) constituent le deuxi’me niveau
au cours duquel sont remis i jour les paramdtres duaux B (82x500).

A= 22



REAL*4 IC,TX,TU,I8P,J0X,IXX,IX2,1X3,INV
COMMON /FLO/M, N, NS, NC,NGT (510),N62(510),1C(510),IX(510),1BAS(510),
1NUMC100) , I8P (510, 11(S510), T50L (510),JCOL (510)
DIMENSION AA(33),AR(83),R0OII(83)
COMMON IXX(83,502),1X2(49,502),1%3(49,502),J6K(49,502)
COMMON RX(B3,502)
COMMON B(83,502),MUM(49,502)
DIMENSTON MTP(200),IFC(200) ,INV(100)
DIMENSTON INGL(S500),IH62(500),1CT(100),V(100)
INTEGER BLANC,CROIX,ETOIL
DIMENSTON HNC(501)
DIMENSION JD(100),IPA(200),JP(100)
DATA BLANC/1H /,CROIX/1H+/ ETOIL/1H*/

AG
3307 IRMAT(IX.'TILT A LIITERATION,1X,13)

c axrrax
c

[ LECTURES DES DONNEES

[

c ARKARRR AxrA
1 FURMAT (26131

6 FORMAT(1316)

9 FORMAT (1615)

10 b ORMAT(2014)

11 IRMAT (2613)

AD(LEC,1) (TNG1(1),1=1,NL)
SAD(LEC, 1) (ING2(I),1=1,
REAN(LEC,6) (ICT(I),I=1,NL)
READ(LEC,1) (ING1(I), T
READ(LFC,9) (IEC(I),

READ (LFC,11) (IPA (1), T=1,KG)

READ(LFC,9) (JP(I),

READ(LEC,9) (JO(I),

‘ WRITE(IMP,9) (JD(I),

332 FORMAT(1X,14T5)
YRITF (IMP,3307) IPAS

[nns FORMAT (1X, *PTI=",E16.8)
ARRARAREARRARIRARRRARRRKARRRARRARAA AR R

TNWITIALISATINY DFS TAPLFANX

AERREARAAA LA AR AR A AR AR R AR

IT=NS+
1A10 anu.'(n,r: Fln.A,2T9)



NAF=NAL+1
FNAF=FLOAT (NAF)
R(1,1)=0.

PO 701 L=1,NAL
00 701 I=1,NL
RA(I,L)=B(1,1)
COMY TNIE

D0 700 I=1,HL
AR(I)=0.
BX(I,HAF
IXX(I,NAF
B(I,NAF)=1.
CONTINUE

LOAT (IEC(I))
LOAT(IEC(D))

G1,IT

NG2 (T
CONT INUE

DO 18 T=1,NL
NG1 (1)
NG2(I)=ING2(I)
JK=T+NL
NG1(JK)=ING2(I)
NG2(JK)=ING1 (1)

18P (JK)=150000
CONTINUE

TcS0M=0

DO 118 I=1,nN

ICSOM=ICSOM+JD (1) =JP (1)

K=I+NS

IC(K)=0

NG1(K)=T

KK=1+162

18P (KK)=150000

CONVINUE

INITIALISATION D°ALEAT

1A=99

axnx

DEBUT DE L°ITERATION

» ErrRRRRRE
CONTINUE

FORMAT(1X, “R0=",E16.8)

CF=0.

N0 14 L=1,NAL

M=NN

N=I

ARRKRAKRARRAR

RERKARRRARRRRRERRRE RN

rxxrx

ARRERRRERRRA AR

CALCUL DES COUTS D°INVESTISSEMENT SUR CHAQNE ARC DE TRANSPORT

RERERRAR KRR ARRRRRKARRIRR AN R RRARARRRR AR AR RARRRRRRRRRRRRRA AR

nn 2o 1=

LI=T+NL

TCCII=FLOAT (ICT (1)) *B(1,L)
c(LI)=rccr)

CONY INUE

IF(IPAS=1) 21,21,722

COMY THIE

221




nconenonaan

=t
3

comannnano~—

ARREARARRA AR RRRARA KA KRR R AR RAARRRRRRRA KRR RANR KRR RKRRRRAAR

INITIALISATION DE FLOMAX A L°ITERATION 1

AARRKARRARAARARAR KRR KRR KRR RERKRRAR KRR RRRARIRR KRR RAARRRAA R

DD 177 I=t,M
K=I1+NS
IBP(K)=!
JBK (1,L)=0
CONTINUE

Iy ARARRERRRRARR AR
CALCUL DES CAPACITES MAXIMALES DES ARCS DE PRODUCTION

DU TIRAGE ALEATOIRE DES GROUPES EN FONCTIDNNEMENY

LES GROUPES ETANT RANGES PAR ORDRE DE COUT CROISSA

ON LES PREND EN COMPTE JUSGU”A SATISFACTION DE L/\ DEMANUE
TOTALE REELLE A% #axa#xata# kXt a Ak AR ARKAR
ARERKRERAIARARRRERARRARKRRKRIARRARARRARRRRKRIR AR RRA R R RRRRRARR

MIP10=0
DO 17 J=1,NG
.VK- +NS

(Ji
CALL ALEAY(IA 18,7)

I

IF(IL=1IPACJ))17,15,15

JBK (KI,L)=JBK(KI,L)*MIP(J)

IK=KI+NS

IBP (1K) =JBK (KT,L)

MIPIO=MIPTO+MIP (J)

IF(MIPTO=1CSOM) 17,117,117

CONTIHUE

CONTINUE
ERERRRARAAKRARAARRRARRERRRRERRKR KRR R RRKA KRR AR KRR AR R RRAAR

Innul_[snmu DES VARIA[\LES MECESSAIRES AU FONCTTOMNEMENT DE
FLOMAX : IBAS,NuM,,IC,I

FLOMAX .1ms M,n.lc,lx,Nc,ET fiG1 POUR LES ARCS NE DEFATLLANCE

TOUJOURS POUR L°ITERATION

POUR PLUS DE PRECISTONS :CF NOTICE

ARRERRRRRRA AR RAERRARRARRRARRARRRRRRR KRR RRRR AR R KRR AR RRKKAN
DO 26 I=1,I62

IBAS(I)==1

Ix(I)=0

toNuNuE

nn 721 I1=10,1T
K=K+1

A=-25



NG1(T)=162-T

60 10 721
422 NG1(I)=I-162
721 CONTINUE

NC=0

60 10 7274
22 CONTIWUE

ARRRRRRARRRRRARRRRRRRRRRRRERIARRRRRARARKAA KRR RRRARA R

REINITIALISATION DE FLOMAX A L*ITERATION K(K SUP A 2)
A PARTIR DE L°ITERATION K=1 POUR CHAQUE ALEA

RERARRRKRKRRRAERR KRR RRRERERKARRAR KRR RRRAARKARKRARARAR Y

omononan~

NC=NNC (L)
DO 1723 I=1,M
NI=I+NS
18P (NT)=JBK (I,L)
IX(NI)=IX2(T,L)
KI=I+162
R IX(KD=IX3(I,L)
11723 CONTINUE
D0 723 I=1,NL
LI=T+NL
{ IF (IXX(I,L)) 7221,7222,7222
17222 IX(D)
Ix(LD)=0.
s 60 10 723
17221 IX(LD=-Ixx(I,L)

)=

723 CONVINUE
t DO 888 K=1,IT
{ IF (IFIX (IX(K)+1.)-16R) 7201,7202,7202
7201 IBAS(K)=-1
i 60 10 888
[72«2 IF (IFIX(IX(K)+1.)-2*IGR) 7203,7204,7200
7203 1BAS(X)=0
IX(K)=TX (K) =16R
[ G0 10 888
7204 IBAS(K)=1
IX(K)=IX(K)=2%T6R
la»n CONTINUE
DO 47 x=1,
NUM (K) =MUM (K, L)
47 CONVINUE
[727n CONTINUE
c

c rrrar

c axxx  APPEL DE FLOMAX sxasx

e REARARERR

CALL FLOMAX
c CONT DE PRADUCTION ET NE NFFATLLANCE PAR ALEA

£

{ DO 29 I=1n,TT
CF=CF+IX(I)#IC(I)

l 29 CONTINUE

C

A= 26
[




: AARRRAKRRARARIRANRRAARRARKRRRRERRARARRARRAARRARAA AR KRR RKRARRRARRE
:
c
< STOCKAGE DES VARTABLES ISSUES OE FLOMAX A L°ITERATION K
c POUR L°ALEA L EN VUE DE LEUR RECUPERATION POUR LE MEME ALEA
c A L°ITERATION K+1
c
T
< Iy AxrxERAR ARARRRRRRERR
c
NNC (L) =NC

DO 280 I=1,IT

IF (IBAS(I)) 280,298,299
298 IX(I)=IX(I)+I6R

Go 10 280
299 IX(I)=IX(I)+2#*I6R
280 CONVINUE

0 82 I=1,NL

LI=T+NL

IXX (1,L)=IX (D) =IX (L)
82 CON1INUE
D0 820 I=1,4
MUM (/L) =NUM(I)
NI=I+NS
IX2(1,L)=IX(NI)
KI=I+162
IX3(1,L)=IX(KI)
CON1INUE
CONTINUE

z
-
=o

FIN DE LA BOUCLE SUR LES ALEAS

ARRRRRRRARRRARER *x rrxERAR ARRERRRIARRR

CALCUL DU COUT DUAL(AG(AA)) ET DU COUT PRIMAL (COT(INV))

axxare *x ARAERRRAARRASY

monnnnnonnnoo

I=1,NL

3399 CONTINUE

00 331 I=1,NL

Aran TSy
CALCIIL DES TRANSITS DES ARCS POUR TOUS LES ALEAS

ARRARRRERRARRRARRR AR AR AR SRR AR AR AR RRRERIARAR

— — e e—

cnoonaon

TAXARS (TXX(T,1.7))

TF (TFIX(TAX#1)=16R) RA91, 407,802
IF (IFIX(IDX+1,)-2#16R) 893,894,894
INX=1NY=24IGR

60 10 891

lsos ToX=10X=16R

a91 CONYTNUE

—
»
>
N

®
2
2
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ARRRRKARRNRARRRRRRKRARRKRKAKRRKRR KRR AR AR
EQUATION (2)

AKARKERRIARAARARRRRRRRRRRAARRREREARKA RN K

momaan

Bx(I,LZ)=

1.=PT)*BX(I,LZ)+PI*IRX

oo

AACI)=AACI)+B(I,LZ)*I0X
INV(I)=AMAXTCTNV (D), BX(I,LZ))

331 CONTIMUE
DO 333 TI=1,HNL
AACT)=AACT) +B (T, NAF) *FLOAT(TEC(I))
AG=AG+(AA(I)=FLOAT(IEC(I)))*FLOAT(ICT(I))*1.E~3

c

c RARRKKRKRRARNA KRR KRR RAR RN AR R AR RARRANR
c

c EQUATION (3)

c

c RARRRKRRRRARRARRAKRR AR RN AR AR R AR R AR AR
4

AB(I)=(1.=PI)*AB(I)+PI*AA(I)

c

4

333 CONTINUE

c

FORMAT (1X, *TRANSITS ")
FORMAT (1X,8F14,2)

COUT MOYEN DE PRODUCTION ET DE DEFAILLANCE

CF=CF#1,E~3
H WRITE (IMP,1982) CF
1982 FORMAT(1X, CF=",E16.8)

. AG=AG+CF
11979 FORMAT(1X, AG=",E16.8)
i WRITE(INP,1979) AG

INV(I)=AMAX1(INV(I)=TEC(I),0.)
l COT=COT+INV(I)#FLOAT(ICT(I))*1.E=3

INVCI)=INV (D) +IECCI)
810  CONTINUE
COT=COT+CF
[9950 FORMAT (1X, *COT=*,E16.8)
WRIVE(IMP,9980) CNT
WRITE (INP,338)
l WRITE(IMP,335) (AA(T), T=1,NL)

WRIVE (IMP, 335) (TNV (1), 1=1,NL)
c
c AARKRRRRRRRARRARRRRARR AR R AR KRR RN R AR AR AR AN
c
c CALCUL DE LA NORME DE LA DIRFECTION DE MONTFF
c
c RRARH A KR R AN A A AR KA ARt R A KRR K AR AR AR EAE
c
89=0.
DO 8001 LZ=1,HAF
‘ DO 8001 I=1,%

L
BRA=BR+(FLOAT(ICT (D)) *# (AX(I,LZ)=AR(I))) *x2

[ A-28
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aonnbana

881

connnona®

CONTINUE
RB=SORT (BB) #1.E=3

ARRARAKRRARRARKARERRKARIRKAAKARARRRRR AR
AJUSTEMENT DES PAS DE L°ALGORITHME
RAKARARAA KRR AR ARARARKAREARR RN R RERRR AR

PPS=ABS (AG=0.28E+07)
RI=1./(1.+FLOAT(IPAS))
TPI=TPI+RI
PI=0,05+RIATPI**2
T0=PO*0.0014PPS/8H
TO=10#RT

RO=10%1,E+3

T0=10/88

DO 8881 T=1,MNL
ROI(I)=TO*FLOAT(ICT (1))
CONTINUE

ArxRx rxax

REMISE A JOUR DES PARAMETRES DUAUX

*

00 1330 LZ=1,NAF
DO 1330 I=
* *

oNL

EQUATION (6)
ARERARARAERRARARRKRRRRARRRRAARR AR REARRA R

B(I,LZ)=B(I,LZ)+RNU(I) *(BX(I,LZ)=AR(T))
IF(B(1,LZ))137,136,136

B(I,LZ)=0,

CONTINUE

V(I)=V(I)+B(I,L2)

COMTINIE

00 1369 »NAF

0n 1369 ML
ARRRARARNRR

EQUATION (7)
ARARRRRRARRRARRRRARRRARRARAARRRRRRRRARRAR
B(I,L)=B(I,L)/V(I)

[
WRITF (IMP,3307) IPAS
IF(IPAS=TPAMAX) 801,800,800
CONT L hF
TOASZTIAS+Y
WRITE (1P, 45) RO

AAREKRRRRKRARRAAR

ARRRRRRAKRRARRA AR

AR AR AR AR AR AR AR R AR AR RO R AR R R R AR R AR R RRA AR ANA R

FIN DE L’ITERATION

AR AR R AR RARRRRAARARRRRRRA AR R AR SRR AR AR R AR AR R AR RN RO
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60 10 60
CONTINUE
S10P

END




nonann
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SOUS-PROGRAMME DE GEMERATION
D‘UNE SUITE DE MOMBRES PSEUDO=ALEATOIRES

SUBROUTINE ALEAT(IA,18,2)

IA:QUAND Off APPELLE ALEAT POUR LA PREMIERE FOIS,IA DOIT
AVOIR UNE VALEUR ENTIERE,IMPAIRE ET INFERTEURE A 9
CHIFFRES; DANS LES APPELS SUTVAMNTS,ON REINITIALISE LA
VALEUR DE IA EN LUI DONNANT LA VALEUR IB GENEREE PAR
LE PROGRAMME

1B:VALEUR ENGENDREE PAR LE PROGRAMME

Z:VALEUR UMIFORME SUR (0,1) ENGENDREE PAR ALEAT

2x*16+3265539
1B=1A265539
IF(IB.GE.0) GOTO 1
1B=1B+2147483647+1
2:-3| 2147383647+1

-0.%56“35-@
2#%(~31)20,4656613E-9
RETURN

A-3
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