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L'objet de ce mémoire est de présenter la résolution compldte d'un
probléme de régulation d'un systdme instable par les méthodes modernes
de 1'Automatique en utilisant les moyens technologiques actuels
que constituent les microprocesseurs.

Le systdme dont il s'sgit est un simple ou dowble pendule inversé
porté par un chariot glissant sur des rails et animé par un moteur
électrique  poste fixe. Cette expérience relativement classique, a
été réalisée au Centre d'Automatique et Informatique de 1'Beole des
Mines de Paris. Il s'agissait sur un exemple d'école, mais suffisamment
difficile, d'illustrer l'utilisation des méthodes de syhnthdse de
lois de comande {y compris l'utilisation d'observateurs, d'ou la
restriction volontaire % un nombre limité de mesures) et surtout leur
mise en oewvre digitale avec les moyens les plus Sconomiques possibles
(microprocesseur 16 bits opérant en virgule fixe).

Nous ne prétendons pas ici innover en présentant de nouvelles
néthodes de commande. Par contre on peut dire que le but pédagogique a
été pleinement atteint puisque nous avons été confronté  de miltiples
problémes touchant par exemple :

- au traitement de non-linéarités physiques du type frottement sec
(susceptibles d'apparaitre dans tout systime mécanique notamment en
robotique) qui nous ont posé des questions d'étude de stabilité asymptotique,
qui n'ont pas toutes $té résolues ;

- 2 la mise en oeuvre digitale d'algorithmes et l'apparition de
non-lindarités dues aux erreurs de troncature, & 1'étude de la facon

de minimiser les effets de ce type par la facon de programmer etc.

Au total ce travail nous a permis de faire la synthise compldte de
la conception d'une loi de commande & sa réalisation en passant par
les problemes de capteurs, d'actionneurs, d'électronicue et de micro-
informatique (y compris d'automatique séquentielle). Clest 1a nous
pensons le principal intérdt de ce mémoire de déerire un certain
nombre de ces problimes, les solutions que nous avons pu y apporter et

les questions qui restent ouvertes.






CHAPITRE I

Description de la Mécanique du chariot et du tan

de barres






1 - Le tandem de barres.
Le tandem de barres est formé de deux barres relides entre elles par

une liaison élastiaue (voir Photo n1).

Ia barre du bas est mobile autour d'un axe solidaire du chariot
perpendiculaire au plan vertical (voir Photos n®2-3-4). Ce qui fait que le
mouvenent du chariot le long des rails entrafne une rotation des barres
dans le plan vertical. On conmande ainsi le mouvement des barres par une
force applicuée au chariol.

Les barres sont en aluminium, elles sont creuses et ont une section
dvenviron fon’ ; elles mesurent environ 50 em et phsent environ 70 srammes
chacune.

Le lisison élastique reliant les barres est constituée essentiellement
d'un ressort & boudin doni la longueur est réglable. On montrera
en Amexe (Annexe A1) que ce dispositif éouivaut, pour les petits
angles  un ressort spiral de raideur réglable.

Le triangle en dural faisant liaison entre les deux barres sert de

butées pour la barre supérieire et de poinl de fixation pour le ressort.

2 - Le chariot et son guidage sur le bane.

Le chariot solidaire de la barre inférieure est une plaque rectangulaire
en dural (percée de trous pour 1'alléger) de 10 em sur 20 em environ
(voir Photos n®.3-4).

La partie inférieure du chariot pourte un U en acier que traverse
1taxe de rotation de la barre inférieure (voir Photo n°3). Les deux
roues denides que l'on voit dépasser du U sont, l'une fixée & la
barre, et l'autre & un potentiomdtre, permettant ainsi une mesure de
1tangle. (Voir plus loin, § 4 - Les capteurs).

La glissidre que 1l'on voit & la partie supérieure seri essentiellement
de points de fixation du fenillard entrainant le chariot, et de butées
pour 1a barre (voir Photos n°3-4). En principe, la barre se meut dans
un plan vertical et elle ne frotie pas contre la glissidre, ni contre le
chariot.

Entrainé par le feuillard, le chariot coulisse le long des rails
(voir Photos n%-5) grice & des roulettes d'environ 7 mm de diam:tre

(quatre sur chaque rail).
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Photo n°1

Photo n°2
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Ses deux extrémités étant fixées sur le chariot, le feuillard s'enroule
d'un e8té du bane sur une poulie solidaire de l'arbre du moteur, et ce
1tautre c8té du bane sur une poulie libre. La longueur du banc est d'env. 2 m
(Voir Photo n°5). Le feaillard est en laiton, et a une largeur de 6 mm.

Les deux poulies ont un rayon d'emviron 13 am.

Le feuillard peut dtre plus ou moins lendu gréce & un systime de
ressorts qui permet de régler la position de l'axe de la poulie libre
(voir Photo n% ). Ces ressorts permettent aussi d'ajuster l'axe de la
poulie de telle facon oue le feuillard ne monte pas sur les bords de la
poulie pendant le mouvement. Ceci est facilité par le fait que les gorges
des poulies sont légbrement bombées. (Clest d'ailleurs indispensable pour
qu'une courroie reste bien au milien), mais un réglage de l'axe de la
poulie est nécessaire.

Quant & 1'horizontalité du banc, elle peut dtre ajustée par quatre vis

réglables qui constituent les pieds du bane.

3 - Le moteur.

Le moteur est un moteur i courant contimu pouvani supporter 104
sous 6 Volts, et délivrant un couple de 350 gf x em, soit 17,50 kef xem,
apres une démultiplication de 5.

La commande du mot eur sera explicitée au Chap. IIT § 2-2.

L'inertie du chariot, du motear, des poulies est de 0.952 kg environ
(pour le moteur, il s'agit d'une mane équivalente en mouvement rectiligne

sceumulant la méme énergie cinétique que le motear en rotation).

4 - Les capteurs
4.1 - Le capteur d'angle

Ce capteur délivre une mesure analogique. L'engrenage en arc de cercle
(voir Photo n°7) est solidaire de la barre inférieure et la petite
roue est collée A un potentiomdtre de précision lui-méme
solidaire du chariot par un axe perpendiculsire au plan vertical.

Pour d'autres détails, voir chap. IIT § 2-3-1.






aa’ sa__4d

Photo n°® 7 Photo n° 8
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4-2. Le capteur de position

Ce capteur délivre une mesure numérique.

Grosso modo il comporie un compteur/décompteur et un automate
donnant le sens de déplacement du chariot.

Un disque surmontant 1'arbre du moteur portant des secteurs noirs
et réfléchissants exposés & deux photodiodes permet de distinguer un sens
de rotation ou un autre, donc le sens de déplacement du chariot
(voir Photo n°8).

Le capteur de position sera étudié en détails au chapitre ITI § 2-3-2
et & 1'Annexe A2.
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CHAPITRE II

Etude mathématioue






1 - MODELISATION MATHEMATIQUE

1.1. Equations de la Méeanique écrites sous forme d'état.

1.1.1 Eouations du mod®le i une barre.

9
/z
o u
i x
Q x
¥
Fig. 1

Les notations sont les suivantes :

®  désigne le repire fixe par rapport au laboratoire. R = (Quyz).

u  désigne la commande (force) appliquée au chariot.

M désigne l'inertie du chariot et de l'ensemble des masses tournantes
en mouvenent dont la rotation est lide au mouvement rectiligne du chariot
(essentiellement le moteur, les poulies). Voir photos n%4-5-6.

m  désigne la masse de la barre, supposée homogdne.

21 est la longueur totale de la barre.
désigne la vitesse du chariot.
désigne la vitesse angulaire de la barre.
désigne 1'abscisse du chariot, Q@ étant llorigine.

désigne 1'accélération de la pesanteur.

v
w
x
6 désigne 1'angle de la barre avec la verticale.
g
G désigne le centre d'inertie de la barre.

désigne le point de liaison entre le chariot et la barre.
Bn éerivant, dans le repire (Qxyz) : xTG = Tr‘u + T A @, on obtient, en

projetant sur 1'axe (@) (voir Fig.1) :

=9 + lcosd - W® sing ,
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dvol
n (F4lbeost - 16°sind) + My = u (1)

Dtautre part, soit R’o le moment cinétioue de la barre en 0, K, celui en G.
(Eg = EG +0G A Tn'vG, dtapres le théortme de Koenig).
ona :

Ko = sz; ) J, Gtant le moment d'inertie de la barre en G.

ol K - (JGw4-m12m4-ml veost)z

le point O étant fixe par rapport au chariot et celui-ci étant en translation

par rapport & (@xyz), on obtient, d'aprés le théortme du moment cindtique

&
T2 -0 Ang

soit @

(.TG+m12 o - mlvésind + mlvcos® = mglsin® (2)

Les équations (1) et (2) donnent alors :

(M) + (nloos 6 - mlwsind = u
(mlcos® ) + (JGml?)&: - mlvBsin® = mglsin®
w®

1 étant la demi-longueur, ona J, =3 .
En faisant 1'approximation des petits angles, et en négligesnt v0 et u®
on obtient les équations approchées suivantes :

(M+a)y + mlo =u

my o+ 5 w% - mglo
Les mesures que 1'on prend pour élsborer la commande du chariot sont celles
de x et de 6. (En fail la mesure de l'angle esi une mesure faite par
rapport & la perpendiculaire au banc et non pas par rapport a la
verticale. On évoquera ce probléme plus loin. Pour l'instant, supposons

que le chariot soit sur un banc parfailement horizontal.)



On obtient alors les équations lindaires

X =FX +Gu
¥ = HX
X 001t o0
avec : X=[6 F= 00 1
v -2 0
© 0b o0
go|10 o
01 o
.. b = 3(m
o% ? 7 = (a1
* & = Taum)1

(3)



M, m, g 1, v ont la ménme signification aue précédemment. On suppose que
les deux barres ont méme onguenr (21) el mdme masse. EiL on suppose qu'elles
sont relides par un ressort spiral dont la constante de torsion esi k.

On se reportera i l'annexe Al  pour la réalisation de la liaison

élastique entre les deux barres.

61 et 62 désignent les mesures des angles par rapport i la
verticale.
On suppose que L'on mesure 6, (en fait, on mesure 1'angle de la barre
du bas avec la perpendiculaire au banc).
G, et G, désignent les centres d'inertie des barres.
0, est le point de liaison entre la barre inférieure et le chariot,
0, celui entre les deux barres.
(Qxyz) désigne loujours le repire fixe par rapport au laboratoire.

On va éerire les équations de Lagrange en considérant les trois

X i ot _dx _de _déy
abscisses x, €, 6, et les trois vitesses v =gh, ‘WL y w2 =g .
4 AL _ 3L _ N s
Ona : gr (E{) -3 1"g ol & désigne x ow, € ou 6.
avee @ Fx =uj T‘e' 0= , s

L=T-Vol Tdésigne 1

Avec les relations :

7(01)_—\7(0 ) +G.0,A

v(e,) =V (0,) + G0N @,
v(Og) =v (o') +0,0,A

on trouve :
\T(Gw) = (v+lw, cos 6, T+ (1w, s1n8, W

v(G?) = (v421w1c059| quzeosez)x + (2m1s1n9| +lw,sin, )y

ol 1'énergie cindtiaue :
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o L2 1 2,.22 . 2
To=g M +?[(V4Lu100581) +1%usin sw)]

1
+1

2 . e 2
5 m[(wzm'coss1 +1m200592) + (21&n‘51n9‘+hu251n92) ]
1 2 1 2
+3 .Tm1 +3 sz
ol J désigne le moment d'inertie des barres par rapport i leurs centres

dtinertie (J= ’%‘*1 ).

L'énergie potentielle s'éerit

)2

1
-V =- mgleos® — mg(21cose1¢lcos02) - > k(e1 .,

AL L 3
Bn écrivant les relations ﬁ &2 - ‘;T =Ty aprds caleuls, et en ne

sardant cue
éaires, on obtient 1'dauation approchée suivante

les termes lii

-

M2m  3ml ml v 0 0 o7 fx 1
2 2 |
3ml  16m1° /5 2nl o[ =j0  mel-k k | e, + 0 u (4)
!
2 2 |
\-ml a1 4ml® Ao, [o k ngl-ki 6, 0
A 3. = - - 24 -
Iy B 3

soit, sous forme d'équation différentielle du fer ordre :

x

6, 0 o, o
a %, 8, (5)
N = — - . + u
at

v -1 v -1

' 0 © e
“ { 1




-3 -

On trouve que F el G onl les formes suivantes

o o o

©o oo oo
o ®

» e o oo o

o o o o o

oo o o

© oo = o o

Conme on mesure X et @, posons

On obtient alors les équations :

X =¥ +6u
¥ o= HX
avec :
® m‘m(z ‘i_k)

¢

1 (% 4445w ) Bk (5M4dm )
+2m 41 T om?

a

(=2(2Mm) | Sk(Sketn) |
41

2l

1
TH+2m

R 1 (_7734?4«:\ . 3k 1!2*4_“1_2)
ml

TM2m 2

H e w o o o

(6)

(8)
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- (e 1611@.) - 3k |1Hﬁm))

£
7l1+2m 2m1
T | >
?= Tamen G % TTmEm c 21 THeen © 21

Les mesures que nous avons faites ont domné les valeurs approximatives

suivantes :

= 0.952 kg
m = 0.070 kg
=50 cm

La valeur de k sera diseutée plus loin.
Et on trouve, numérijuement, en fonction de k, en unités S.T :

a == 1.36250 + 3.52733 k

b = 0.15138 - 3.52733 k

¢ = 53.95500 - 253.96825 k

d = - 25.61500 + 253.96825 k

e = - 76.84500 + 541.7989% k

£ = 67.39833 = 541.7989% k

1.02880
q = 2.64550
T = 0.88183

1.2. Etude du syst®me libre

Nous allons étudier les propriétés du systdme libre, c'est-i-dire sans
commande appliquée. Nous allons notamment regarder les modes propres intéres-
sants. Mais auparavant il est utile d'étudier le syst®me X une barre, qui ser-
vira d'une certaine manidre, de "poin: de repdre" pour le systime A
deux barres : on comparera ainsi L'équilibre du tandem des deux barres i celui
dtune seule barre.
1.2.1. Btude du moddle b une barre

1 s'agit done d'étudier le comportement de X = FX.

On sait que si A est une valeur propre réelle d'ordre 1 de F, si
le vecteur des conditions initiales X(0) est un vecteur propre associé & A,
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alors le systéme évoluera suivant "le mode propre A", c'est-a-dire que

Lion aura x(t) = ¢"'x(0).
Le polyndme caractéristique de F s'éerit:

()

Posons A Nb. On voit alors que le systime a un mode instable A

Dans ce mode instable A, oma X(t) = &*%x(0), et done
At
o(t) = e ° 08(0)

c'est &

dire que 1a barre tombe selon cette loi exponentielle (au moins
dans les limites de linéarité, qui, entre autres, cernent le domaine

de vauidivé du moddle).
Cetle chute exponentielle qui constibue le mode propre instable n'est

idemment qu'une partie caricaturale de la réalité, car la solution X(t)
Pour

de 1'équation A = FX est évidemment une combinaison des modes.
avoir exactement cette chute exponentielle, il faul que les conditions

initiales soient un veotear propre associs & A .

o _ T
Posons X(0) = (x, 8, A wo) .
Alors le mode instable )‘o esi obtenu si les conditions initiales

satisfont :

O, = Vo)

At
Dans ce cas, on a X(t) = e © X(0), d'ou la chute exponentielle de la barre

(chute si 90 #0, immobilité instable sinon).

Tandis que le mode stable - A est obtemu pour

2
T %
a
=& ¢
Yo TA o
) .
-8
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Ce mode stable, qui correspond & X(t) ® 0, est obtenu donc pour des
vitesses initiales qui "redressent" la barre (v°> 0 pour 6 > 0).

11 est évident que, dans la pratique, les conditions initiales ne

forment jamais un vecteur propre parfait, et que l'on n'a jamais un mode

propre isolé.

Quant an mode correspondant % la valear propre double nulle, c'est
1timmobilité : x(t) = X, " ¢*® et toutes vitesses nulles ainsi que 6(t)
(constamaent ).

On peut par aillears résoudre complitement X = FX. On trouve alors

o
= peieN
o(t) Boch()\ot) + X sh (AOL)

et a8 aw
x(t) == 52 ch(Aot) - ﬁ sh(Agt)
+ (rgt o)t + (s v 20)
° o'y
et 1%on peut vérifier sur ces équations les résultats précédemment énoncés i
sropos des modes propres.

Souvent il n'est pas utile de résoudre X = FX (comme ei-dessus ol 1'on
n'a donné les solutions qu'a titre d'exemple), l'évaluation des valeurs
propres de F, d'o les modes propres du systime suffit pour se donner
une idée du comportement du systdme. Ce n'est néanmoins qu'une
appréciation qualitative, la réalité tant une combinaisons de tous les
modes. Une lelle appréciation qualitative de la réalité peut parfois
donner des renseignements intéressants, plus ou moins quantitatifs.

Notamment dans le cas du moddle & une barre, on a :

ce qui montre que, entre deux barres de méme messe et de longueurs
différentes, c'est la plus courte qui est la plus instzble.
On peul aussi comperer 1'instabilité de deux barres de longueurs

différentes et de méme masse lindique p (p=m/1).



- b2 -

Alors :
A2 %(m 11 ;s
o~ (4M#pl)l

et on peut voir que Ai(l) est une fonction décroissante de 1.
Ainsi une barre courte est plus difficile & stabiliser qu'une barre

longue faite du méme matériau, ce qui est intuilivement prévisible.

1.2.2. Etude du modble & 2 barres.

Comme on le verra ci-aprés, le comporiement du systéme & deux barres
dépend de 1a constante de torsion k du ressort spiral. Au liew d'étudier
en fonction de k, on va étudier en fonciion du rapport sans dimension
k/ngl = o , qui représente le rapport du moment de rappel exereé par le
ressort sur le momeni de chute de la barre du haut.

1.2.2.1. Velears propres. Approximation % ~0.

Le polyndme caractéristique de F s'éerit :

22 (8% (o457 ret-de)

On peut remarquer que a et b ne figurent pas dans ceile
équation, seuls figurent ¢, d, e, F, coefficients qui correspondent aux
varisbles 0., 6,, w, w,. Le polyndme du deme degré est en effet le polyndme

caractéristioue du sysibne dont les verisbles d'état sork 8., 8,5 0,
Alors que la valeur propre double O correspond » la dynamique du chariot
seul (cette valeur propre double existe déji dans le cas d'une barre,

of. §1.2.1)

On aurait pu écrire 1'étal sous la forme (x, v, 0,5 0,5 6,5 m’_),
ce qui aurait mieux fait apparaitre la forme triangulaire-bloc de la
matrice F, d'ol une division naturelle de 1'état en (x,v) d'une
part et les varisbles angulaires de l'autre.

"
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1.2.2.1. Valeurs propres. Approximation

Les valeurs propres de F sont la valeur propre double O et les racines
du polyndme A% (c+£) + of - de.

Afin d'étudier paramétriquement en fonction de « = k/mgl, tout en
simplifiant les calculs, nous allons négliger la masse m des barres devant
la masse M du chariot.

Négliger m devant M, c'est numéricuement négliger 0.070 kg devant
0.95? kg. D'autre part cela veut dire que la chule des barres ne donnerait
pas d'aceélération au chariot, car (ef. équations (6), (7)) on a :

v =20 +b 0, +ou

et faire l'approximation mAi~0 conduit & a =0

. Cette approximation
(qui sépare les variables x,v d'une part et O, 6, et leurs dérivées
d'autre part, simplifiant ainsi les caleuls) se trouve tris justifide
physiouement du fait que, 2 cause du frottement sec important, la chute
des barres ne fait pratiquement pas bouger le chariot. (Le frottement
sec dont on n'a pas tenu compte dans ce moddle lindaire sera pris en compte
dans la commande, comme on le verra plus loin).

Avec ceite approximation, les coefficients a, b, ¢, d, e et £
introduits au § 1.1.2. s'éerivent :

a=0 e b=0

_2a
e = o (6-50) s d =737 2L (5450)
28 8
o (-9nia) s 141 —=£ (8-110)

Ei ainsi les valeurs propres du systdme des barres seules (doni le polyndme
caractéristique est A% - (c+f)a’+er-de) sont les racines carrdes de :

22 = 2L [1-8a-2 16VoPoz1 a47]

1 141

"2 [7.aa+2 16\bP_21 a+7]

141

(9)



T

1.2.2.2. Les modes propres.
a) Toui d'abord il y 2 le mode propre correspondant & la valeur

propre double 0. Dans le cas du modtle % une barre, la valeur propre

double O correspond & 1l'immobilité du chariot, la barre étant verticale.
Tci intervient la valeur de la raideur du ressort. (x(0), 8, (0), 0,(0),
v(0)s (0), ue(O)) est un vecleur proyre si :

v(0) -0 =u, (0) = w,(0)

26, (0) +16,(0) =0

o8, {0) + aez(o) =0

0, (0) +1£9,(0) =0
On voil donc que, si la raideir du ressort n'est pas telle que les deux

expressions ad-be, cf-de soient nulles en méme iemps, alors on se

retrouve comme dans le modtle & une barre avec l'équilibre :

x =c'®, 6, =0, 8 =0 et vitesses nulles. lais comme on va le voir
ci-aprds, il exisie une valeur du ressort qui assure ad-be =0 = cf-de.
Le mode propre y sera éiudié.
b) Intéressons- nous aux modes propres du systime des deux
barres seules.
Les conditions initiales _’(e1 (0); v, (0), ez(o), ,(0)) forment
un vecteur propre associé & A, ot A~ esi racine du polyndme

22 (o4t )tct-de

o, (0) = A8, (0) (10-1)
cs,(o)mez(o) = (0) (10-2)
w,(0) =18,(0) (10-3)

e, (0) + fez(o) = m2(0) (10-4)



La résolution de ce syst®me amdne & considérer les cas :

(1) A =0
(i) a4 =0
(iii) A #0 et d #0.

(i) Cas o A =0

Cela veut dire que e polyndme A% (c4f)r%+cf-de posside une racine
nulle, soit : cf-de = 0.

En se reportant aur valeurs de ¢, f, d, e au § 1.1.2, sans
1tapproximation mAl~0, on trouve que cf-de = 0 est équivalente & : & = 3/4.

Et, avec « :i— on trouve que : ¢ =3d (sans approximation). Alors,

on voit que, pour la raidear k =7 mgl, on a une valeur propre nulle,
et le vecteur associé & cette valeur propre est défini (& une constante

multiplicative prés) par :
(0, 0) = 0,(0)
1 2

— £ -
6,(0) =- —-6,(0) =-38,(0)
Si 1'on regarde aussi les variables x et v, une condition initiale

(xc,vo) est associe & la valeur propre 0 si :

En effet, d'aprds les relations (8), on trouve

3
2 = 3wecn) (o)

b

n
= ey (1-4)
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d'ol, le rapport, sens approximation : ¢ =

=L
d

olp
)
i

Bt done, pour @ :% , on & bien
Bn résumé, pour la valeur de la raidear du ressort k = % ngl, les

conditions initiales :

. x(0) quelconque.
-8 (0) aueleonoue et 6,(0) =-30, (0).

. toutes vitesses mulles.

fait que le systeme évolue selon :
x(1) = x(0)

6, (t) =8, (0)
6,(t) = -39, (¢)(=3¢ (0))

et toutes vitesses nulles.

Fig. 3

dans la

Clest-a~dire que le chariot est immobile et les barres en équilib:
Ceci était diffici lement prévisible.

configuration 8, =-36,.
Bvidemnent, ni la valeur exactedu ressort k =2 mgl n'est facile & réaliser,

ni la conditicon initiale 6, =-30,. Ce qui fail que cet équilibre ne
pourrait &tre visualisé pratiquement. On verra de plus que cei étal

n'est pas commandable, c'est-i-dire que toute commande appliquée fait bouger
le chariot mais laisse le tandem dans l'attitude 0, =-36, méme si ces

deux ansles évyluent dans le Lemps.
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(i1) Cas ob d

On a, d'aprés la valeur exacte de d, d = O lorsque :
k = (3/5)mg1 (4 /2) /(1+tm/b5)

(10-2) donne alors : 8, (0) = Aze1 (0).

quation

Or, dens le cas d=0, le polynéme caractéristique devient :

— (e 4 of = (1P-e)(4P-2)

avee 2% = #c, on a alors 6,(0) =o.

Par suite, le mode propre associé est tel que :
e (t) =0

alors que 62(0) n'est soumise & sucune contrainte (A part la relation
entre 92(0) et uz(o) qui assure le mode propre).
Ainsi le modepropre associé est tel que la barre du bas soit verticale
et immobile alors que la barre du haut tombe selon 92(t) = e"‘ez(o).
Bien entendu, ceci n'est valable que dans le domaine des petits angles.

Fig.4
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Si l'on regarde aussi les varisbles x,v,
les conditions initiales du mode propre doivent &tre:

X 4,V telles que : v_ =A%,
o’ o o o

ae'(o) +16,(0) = Av
atou 1b8,(0) = A2xo.
2 62 .
A x donné on & : ez(o) = (A /ﬁ)xo et v Ax .
la barre du haut chute mais la barre du bas

o

reste verticale.

On prévoit done, que pour un ressort de raideur k proche
le systéme n'est pas observable (plus exactement la valeur de k
que d=0). En effet, seule la barre inférieure étant observée on

ire renseigné dans ce cas sur l'attitude de la barre supérieure.
(111) Cas ou X £0 et d £0. c'est-d-dire Xk #% ngl et
# (3/5) ngl(M+m/2) /(M+dm/5).

En partant d'une condition initiale vecteur propre, d'aprés

relations (10) le systme évoluera selon :

o, (2) - e“e‘ (0) (1.1)
0, (=) e, (2) (11.2)

(11.3)
m?(,) “A8.(1) (11.4)

22 2
ATy ou Ay . Foue siw Lifier Les calwuls nous adoplons 1'ap;
aM ~ 0, et a

allons nc s s

rvir des yressicnz de )\1 el A

ion e a do
6,(2) ev 0,(1).

Pour ce mode gropre "

1.2.2.1 our

c litres a« =3/ et a3/, nows allons

ier le o

w2
telle

ne peut

dier le -omrortezent de

portenent des

mgl

éniral", ne “orrespondant pas a x valeirs parti-

barres en l'avsence de ressort (a :0) et avec un ressori irhs dur (a . =) .

% (I

Mode

Lo relation (11-3) donne :




Zg -

ca=0 :o0,(1) T a3 0, (1)
-1
o : =i =2,
B L S‘(t) 20 6, ()
N 3 2 N
Des que > 7, ona Ay <0, d'olun mode oseillant.

Au-deld de la valeur % on a un ressort "raide", et en-deck de 3/4
un ressort "souple".

*
Mode A,.
Pour ce mode, on obtient

_=3art + 2V46
&) = 5a - 3

: SZ(t) ® = 210 0, (t)

e : ez(n) :e‘(c)

Ces modes sont représentés a la Fig.5.

1.2.%. Comparaison avec le modtle & une barre.

En prensnt 1'approximation ¥ ~ 0, la valeur propre instable du moddle

I

une barre est

0 14300 1O 0, 8, = -2.108,

) Sans ressort
| =0
instable 6 | instable

Mode A Mode Ay
(instable) (instable)



|
|
| 8,

82= -2.200, : by 62 = 61
2 Ressort trés raide l i
|
. a—> i
61 N
oscillant | '. instable
|
Mode A1 Mode A,
(oscillant) (instable)
Fig. 5 (b)
2 _2 2, 2
. Pour a =0 A =5 (12 T, » 0.48 Ay

2 _2 2., 2
A =% (142 1) Ay F 3451 A7

Ainsi le sode A, est moins instable que le mode A , alors que le

mode A, llest plus.

Plus précisément, l'instabilité du mode )\‘ est comparable & celle

2 _'3 1
' v T4
d'une barre avec la valeur propre 0.48 A) = 78 Trp—my

comparable & 1'instabilité d'une barre de longueir multipliée presque

par deux (1/0.48) (instabilité moins grande que celle d'une barre

seule).

Alors que l'instabilité du mode A_ est comparable & celle d'une

barre de longueur divisée par 3.51 (done instabilité plus grande

que celle d'une barre seule).

cPowr @ te (SAZ) oo
W3A) ~ 1/

Le mode A, est un mode oscillant (A2 < 0).

Le mode }‘2 est comparable au mode instable d'une barre de longueur double.

I1 s'agit en effet dans ce cas d'une barre double presque rigide.



1.3. Commandabilité du systeme
Nous allons appliquer le critdre de Kalman pour tester la
commandsbilité du systdme i partir de llentrée u.

Ragpelons que, avee 1'état X = (x,6,, 0, ¥y 0y wz) on a :

R
o 1 0 0 anb 13
et G =[ oW F 40 ¢ af et g <|q
F, 0 € 0 et Tl

1 1
Notons que la relation q = -3r esi valable sans 1'approximation &~ 0 .

1 stagit de voir si C =(6, B¢, T4, PG, TG, F°6) est de rang 6 (cf [1]))
on trowve

[- T

O 181 0 Fig i 0 g
e ‘g o IFg\lO ¥l o

|_|1 Ve 1
Ainsi, étudier le rang de C revien: & étudier le rang de (g, Fg,, Fg,)
qui est une matrice carrée de dimension 3.

La relation q =-3r permet d'éerire :

“3at (-3c4d)a + (=3e4t )b
Fgr | SSewd et F‘zg, =1 | (-3ewd)e + (<Fesf)d
Se+f (-3etd)e + (<3e+t)r

Dtaprdés 1'étude du systdme libre, nous savons qu'avec_la raideur particulidre
c b

_c _e _ o .2
k=gmgl,ona =8 =F =3, soit :

Ainsi, pour cette valeur particulitre de k, on a :

a b b

Fg =-3r | ¢ + rla =-8r |a



a b a b
g, = (Fend| o | +(Sewdr o | -sar |o _8fr | d | =—sr(3ast)
e : e ¢

Et ainsi F‘zg1 est un vecteur colinéaire & F1g1, et par conséquent la

matrice (g, If'g') esl de rang 2, et la matrice de commandabilité C
de rang 4.

Si k #%mgl, g, et ng‘ appartiemnent au plan engendré par
(a ¢ &) ot (b a £)7, et risquent d'stre colinéaires si
—jc4d = -3(-3e+f). Mais en remplagant e, d, e, T par leurs expressions
en fonetion de m, M, 1, ¢ et k d&tablies au § 1.1.2., on s'apercoit que
cette relation n'est vérifide aue pour la valeur k =< mgl. Done on
veut dive assuré que Fg et ng1 ne sont pas colindaires dans le
plan engendré par (a c o) et (b d £).

dinsi Fig, et ng‘

sont colinéaires uniquement dans le cas ol
k -2 mgl.
4

Supposons k. #% mgl et tudions le rang de (g', Fig ng| ).

I1 suffit alors de voir si g appartient au plan engendré par P g
o ¥z, o on.

Rappelons aue les équations de la Mécanique

Stablies au §1.1.2 (nt
la forme

[ 0 o x r1
+ io u

[

i
L
T
e1

B
q

)
-
—

|

S’ 0 I 81 0
B % 8
i = X + u
at v

w, x's 0 w, e (e,)

1 1 1

©

o

o
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=1

clest-b-dire que llon a : T, = A8 et = A"(e1 ).

2 -1 -1 ,-1
ou : - , B .
Dok : rele,, Fyeys Frg,) = rele,, B (o), BA B (o))
Or, d'aprés la forme de la matrice B, on voit que e, n'appsrtient pas

% T, B come on sail que dars co oxs K #2 ngl, leo vesteurs F¢

et F g, sont indépendants, donc aussi les veco.eurs BA (e ) et

-1

Ba”'Ba” (s ), on en déduil que e, n'appartient pas au pls.n engendré
par ces dsux vecteurs.

Ainsi le rang étudié est égal & 3.

Conclusion : La paire (F,G) est compléiement commandable sauf si k = % ngl.
C'est la geule valeur de k pour laguelle le systéme n'est pas complé—

tement commandzble. Dans ce cas, le sous-espace commandable est de dimension 4.

1.3.2. Mise en évidence des états les et des états non comman-

dables dans le cas od k :% ngl.

Nous nous plagons dans le cas ol k »:% mgl. Nous savons qu'alors
rgC =

Mais au liex d'exhiber directement un sous-espace non commandsble de
dimension 2 pour 1'étal (x 8, 6, v w o )‘, ous allons étudier le
probléme sur la paire (F ,31) qui est da dimension 3, et rous allons
déduire, par un caleul simple, la solution du problime en dimension 6.

Ainsi, nous associons & (F,g ) le systéme :

x, x,
P

i (x _ b x, N 3

o 2 = 7 ! 2 g u o, ow (x, x, x,5)5n
s [

P inversible, telle cue, en posant




on ail

X ox x ‘ﬁﬁ‘-l Tel
x %

4 | xox 2 + | &2 u
dt o i o
%5 L() 0 X sz, 0

5

avec .?r;ﬂ #0 et 2‘2 #0, X désignant un réel quelconque. Cela montrera
aque l'on ne peut commander :‘.5 par lL'entrée u, alors que i1 el %,

2
seront commandables.

a b
Rappelons que, pour k =-ng1, ona || =3 d| et a=-3r,
£
[0 » b
=| o -9f  -3f (12)
0 3 f

Soit ¢ 1'application linéaire de R3 dans R3 dont la matrice par
3

rapport & une base (e, e, es) de R’ est F. Il est clair que
Ing est de dimension 1 et qu'un vecteur de base de Imp est

(b/‘?)s‘— Je, + o5t Tandis que Kerg est de dimension 2 et qu'une base
deKer g est constitude des deux vecteurs e, et o, - Jes.

Ainsi, si on pose :

1

= - e

8, - (o/)e, - e, + ey

1s matrice de ¢ dans la base (3, 8, é3) sera @
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car & et & sonl dams Kerg, landis aue &, est dans Ing qui est

de dimension 1 done 9(%,) est proportionnel & 8, ; et le coefficient

de proportionnalité -8f est obleru comme Stant la trace de F, (er(12)).
Si 1%on appelle P 1la matrice de passage de la base (e1, ey ef) 3

(2, %, 55), clest-i-dire si 1'on pose :

1 vk 0
= |0 = 1
o 1 -3
—QJ [
avee : FZJ - %, | 5 on trouwe : F, = R er g =0T
b *3

§ est conm dtavance, done nous ne calexlerons pwm PR, P, par contre
il esl nécessaire de calculer F-1g' = §1 pour voir si l'on a ZH #0,
B, #0 et B =0.

1 SbAr bAf i3
ma: 2|0 3k -1, et wee g= |-3r
o -1k -3 r
br!
>y
on trowe : g = |r |
0

b:
Avee k = %mgl, on a p—f—r= M—iaio; on a par aillears T # 0.
Bn résuns, si Llon pose
b
L =%, + g7 Oxpig)

1 Gpiey)

1
5 (xp5,)




alors, on obtient la dynamique :

§ - (pRm
% = () u

&, = (-8f)x, +ru

51_5=0

Br il est clair que % = _’E (x,43x;) est ron comandeble.
Ainsi, nous avons exhibé un espace de non commandabililé pour la

vaire (F,.g, ).

0 1 0
Pour (F,G) olt et G =
F o &
|
il suffit de poser :
%, x
! 0 o,
%
v
o v
el
L _ L”z }
5 1
X " X

on a alors : %

ol

e
i
9,
=
2

@
"

)

@

et
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on obtient :

dtoll :

- . - 1 -
Et ainsi il est clair que % 5 (0,450, et %,
commandsbles, alors que :

sont des états non
¥ - b
% =x 4 g (58,49,)
-1
xZ ] (391+€2)

et leurs dérivées sont compl®lement commandadles.

On peut vérifier la commandabilité de (Si‘, %, %y

%,) en éorivant :
- ) ; ;
2, 0 o 1 of [ | 0
N %, 0 o o 1 %, o
at 3 “io o o 0 % I or /g "
4 4 | por/E|
% o -8 0 o0 Lfs

et en caleulant le rang de la matrice de commandabilité. Ei, comme
on 1'a vu pour (F,G), étudier le rang de la matrice de -ommandabilité
revient iei, & étudier le rang de

p-br/f 0

r -a8fr



qui est évidemment de plein rang puisque p-br/f #0 et f£r #0.

On a ainsi vérifié la compl®te commandabilité de (9{1, s i‘ , §2).

Interprétation : Du fait de la compldle comnandabilité de (%, %,, iw, %),
ses quatre variables peuvent &ire amendes & zéro par une »“gulation
approprife. Par contre si,j reste constant (of. F,) et %, varie d
vitesse uniforme et ne tend donc pas vers zéro. Si initialement

ij(l)) =0, soil si 6 ) +3 6,(0)= 0, dens ce cas (pratiouement
impossible & mettre en dvidence car il s'agit d'un phénomdne instable)

le chariot serail immobilisé par la régulation avec les barres dans la

configuration 36, + 52 =0 (ef 21 =%, = 0).

1.4. Observabilité du systéme.

On va étudier 1'observabilité & partir des mesures de x et 61.

[o 0 0 1 0o o

lo o 0o 0 1 o B
R NN R

) b 0 0 o0 L

0 c a4 0 0 0

0 e £ 0 0 0

Ls matrice d'observabilité esl représentée sur la Fig.6.

On s'spercoit sur la matrice d'observabilité que, structurellement
x el 0 sconi observables "en 1 coup”s v et w, "en 2 coups", mais ©,
"en 3 coups", et A partir & la fois de la mesure de x et de .
Comme b et d ne peuvent pas &tre simultanément nuls (d'aprds leurs
valears au § 1.12), 6, est observable, (méme seulement X partir de la
mesure de x car thforiquement b # 0 ; on en reparlera plus loin).
w, est observable en 4 coups, toujours avec l'hypothtse oue b et a
sont non nuls.

En caleulant le rang de G, on voit qu'effectivement le systbme esi
observable (il suffit d'aller jusqu'a HI“}), car thdoriquement b #0 et

d #0.
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i 1 2 1 2
H
1 0 0 o o o
0 0 [ 1 0 0
HF
‘o 0 0 0 1 0
o a b 0 0 0 2
o i
0 c d 0 0 0
0 0 0 0 a b
0 9 0 [ c d
0 ac+be ad+of 0 0 0
0 cPue ciwf 0 0 0
0 0 0 0 ac+be ad+bf
2
[ [ [ 0 c“+de cd+df J
Fig. 6

Or on a vu que, si on fait 1'approximation 3~ 0, alors on a
& =0 =b d'une part, el, d'autre pari il existe une valeur de la raideur
du ressort k ~ 0.6 mgl (exactement ¥ =3mgl (M#m/2)/5(M#an/5)) qui
annule la valeur de d.

On a remarqué que si le [roltement sec esi important, ce qui est notre

cas, il semble raisonnable d'approximer b ~ 0, mise & pari 1'approximation

%z 0. (Rappelons que 7 =ab +bO, et b représente donc l'influence
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du mouvemeni de la barre du haut sur l'aceélération du chariot).

I1 en résulte donc aue, pour k = 3mgl(M+n/2)/5(M+dn/5) ~ 0.6 ngl,
6, n'est pratiquement pas observable (ouoicue, théoricuement il lvest par
la mesare de x). On se rappelle que, pour ceiie valeur de k, la
barre du bas est verticale, indépendamment de la valeur de l'angle o,
(dans un mode propre, le mode A, ). On voit bien qu'on ne peut "observer"

6, & partir de l'angle 6, =0.



2. Synthdse de la loi de commande
2.1. Généralités

2.1.1. Point d'équilibre

Le but du probléme est de maintenir le tandem de barres & la verticale,
le chariot étant A une position-consigne sur le banc. Cela esi théori-
quement possible, car les équations de la mécanique s'écrivent
(voir §1.1.2) :

% = a0 +b6, +u

= di
6, +d6, +aqu

donc un point d'équilibre possible est x = of® = x, et les engles et
vitesses nulles.(avec la commande nulle aussi). Ceci, bien eatendu &
condition que la raideur du ressort soit différe ute de % ngl.

(voir §1.2.2).

On chercherait donc & agir de telle sorte que la varisble d'état X
tende vers X = (xc,O,O,O,O,O)T % 1'infini. En fait, si on se reporte
sux équations de la Mécanique, on constate qu'elles ont été écrites dans
un repre (Qxyz) ol @, qui est llorigine de 1'axe des x en particulier,
est arbitraire. Autrement dit, 1l'opérateur choisit librement l'origine
des x sur les rails.

Cela revient donc au méme que de se donner pour but de ramener x(t) &
xo = 0, llorigine "flottanie" tant choisie par 1'opérateur.

Matériellement les choses se passent ainsi : l'opérateur donne au
capteur de position une origine arbitraire. Ia commande programmée
ramdne le chariot & cette origine (et les barres i la verticale). Si
1topérateur vent changer d'origine, il donne au programme la valeur
désirée xg, qui sera la nouvelle origine, et donc la nowvelle valeur
de x sera x =x-x, si x est l'ancienne. BEi, le programme
qui doit ramener 1'abszisse i zéro, rambne bien 1l'ancienne sbscisse,

a x.. Si l'on veut, l'entrée de £ est un changement d'origine, et

fait partie d'un "sous-programme", alors que le "programme principal"



- 62 -

ramine toujours 1l'sbscisse & 0.

Ainsi, dans la suite, le point d'équilibre & atleindre sera pour nous

. Ia prise en compte de X fera partie de la programmation.

2.1.2. Synthdse par observateur - régulatear.

Bn supposant que la raideur du ressort soit différente de % ngl
et 3umgl(U+n/2) 5 (+4n /) le systime est complitement commandable et observable.

On fait alors la synthse classique par "observateur-régulateur"
(er [1]1, [2] [3]).

Lg paire (F,G) étant completement commandable, il existe une
natrice C telle aue F-GC soit stable. Ainsi la commande d réaliser
serait u =~CX et le systtme différentiel X =FX +Cu deviendrait
% = (P-GC)X, qui tendrail vers X, = 0.

Ne disposant que de deux mesures, soit deux composantes de X sur 6,
il est nécessaire d'estimer les autres composantes. On fabrique alors

un observateur X, satisfaisant & :
X = FX + Gu + K (y-HR)

ol 1a "matrice de gains" K est A déterminer.

La paire (H,F) étant complitement observable, on peut déterminer
la dynamique de F-KH de fagon arbitraire. Clest-i-dire qu'il existe K
telle F-KH soit stable. En effet, si l'erreur entre 1'état et llestimé
est ¥= 2k alors % a la dynamique X= (F-KH)X et donc 1'erreur tend
vers zéro. Pratiquenent, il est souhaitsble qu'elle tende vers zéro plus
rapidement que 1'état afin que les transitoires d'estimation s'effacent
devant les transitoires de régulation.

En fail, en pratique, tendre vers zéro asymptotiquement signifie
avoir une moyenne nulle avec un éeart plus ou moins grand par rapport &
zéro (petites oseillations). En effet, dans la réalité interviemnent
différentes perturbations telles que bruits de mesures (bruits dus i la
fois aux signaux analogiques, et aux erreurs numériques), erreurs de
caleuls (dus aux troncatures), perturbations mécaniques (frotitements sur
les rails, les poulies, les engrenages ; rugosité non homogine des rails, ...
en somme des inperfeciions mécaniques) qui sont sans doute responsables des
oscillations. D'ailleurs le point d'équilibre & atteindre étant un
4quilibre mécaniquement instable, il semble normal que, pratiquement, on
ait " 1'infini" des oseillations autour du point de consigne.
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Si la commande est robuste, le point d'équilibre & 1'infini peut Stre
indépendant des erreurs permanentes du type : erreurs d'identification
(erreurs sur les paramdtres mécaniques, électriques), certaines
erreurs de modélisation (moddle statique du moteur par exemple). Quant

au biais de mesure, nous en parlerons plus loin.

2.1.3. Quelques remarques sur 1'spplication de la synthse en continu

2 une mise en oeuvre numérigue.

Nous faisons une synthdse en continu et nous appliquerons la commande
trouvée par une mise en oewre ol la commande n'est pas continue mais
constante par morcesux. Quelques précautions sont 4 prendre pour le choix
du pas de discrétisation.

Dtabord il faut remarquer que, sur un pas de discrétisation, le
systéme que l'on commande par une commande constante évolue en boucle
ouverte. En effet, si u(t) =u pour t €[nh,(n+ )n[, 1'état x(t)
évolue selon :

X(+) = #x(1) +cu
Et done sur chaque intervalle [nh, (n+1)h[, ce n'est pas la dynamique du
systime bouelé F-GC qui importe, mais c'est la dynamique de F qui
gouverne 1'état.

Ainsi, si le pas de discrétisation n'est pas assez fin, on risque,
en examinant le discrétisé de 1'état, de croire & une évolution "convenable"
de 1'état, alors que celui-ci peut réagir de facon violente si F a des

valeurs propres instables.
h
I/\

VI

h
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La fig. 1 donne une illustration de ce phénoméne. Notons que le modtle
discrétisé "evact" représente convenablement la position du systime
aux instants de discrétisation seaulement.

Mais d'un autre e§té, il ne faut pas prendre le pas trop fin non plus.
Par exenple, dans notre cas, l'actionneur a un certain temps de réponse,

ce qui fait que la commande évolue comme illustré & la Fig. 2.

nh (n+l)h (n+2)h

Fig.2.

Un pas trop fin risque d'entrainer une commande non constante sur la
pajeure partie de 1'intervalle de temps. En gros, plus le pas est

large, plus le systdme "oublie" les phénoménes rapides. Ces phénomdnes
transitoires ayant été négligés au stade de la modélisation, cette
approximation sera justifiée & condition de ne pas travailler i des pas
dtéchantillonage oli ces phénomnes redeviennent perceptibles.

La formalisation de cette technique d'approximation ol 1l'on approxime
les phénombnes dynamiques les plus rapides (et stables en boucle
ouverte) par leur étal "d'équilibre" a été faite par la théorie des
perturbations singulizres (Kokotovie, O'Malley). Il existe des contre-
exemples ol des lois de commande utilisant un feedback sur la sortie
non filtrée sur laquelle interviemnent directement des phénomdnes
rapides déstabilise nt le systdme (alors ou'il devrait 2tre théoriquement
stable sur la base du mod®le approché). Cependant ce genre de phénoméne ne
peut survenir que lorsqu'on utilise une commande analogique (temps continu)



ou lorsqu'on s'approche suffisamment prés de cette situation en commande
digitale (atilisation de pas de diserétisation comparables aux durdes des
transitoires des phénomdnes rapides négligés).

Tous ces ennuis sont également évités si l'on n'utilise jamais de
feedback direct sur les sorties non filtrées. Autrement dit, l'utilisation
dtobservateurs réduits n'est pas souhaitable. C'est pourquoi nous
avons évilé cette technique (qui n'aurait pas requis d'inclure les états x
et 6 direstement mesurés dans notre observateur). De toute fagon,
lorsauton éerit la synthdse compldte de 1'algorithme de commande en
discret, on se rend compte qu'il nous faut en fait un prédicteur i un pas,
et non pas seulement un [iltre de 1'état. Ceci est dd & la présence
d'un délai introduit par le calcul qui n'est pas aussi "instantané"
qu'en analogiqie.

Le compromis sur le pas de discrétisation que nous avons soulevé
ne reldve pas d'un souci de préeision numérique. Nous évoquerons les
problimes d'ordre mumérique lids au pas de discrétisation au
Chap. III §1.1.1. Une autre borne inférie.re du pas de diserétisation
proviendra des problimes de finitude de la longueur des mots de
1'ordinateur sur lequel la loi de commande doit &tre mise en oeuvre.

Enfin, nous avons donné & 1'Annexe A3 1'exemple d'un cas ol le
discrétisé exact d'un systdme continu commandable et observable n'est
ni commandable ni observable.

On voit donc que, quand on passe dw systime contimu au systime
discret, il y a certaines précautions & prendre. A notre wis, cout:
validation par des similations numériques d'une loi de commande doii de
toute fagon bien prendre en compte le phénomdne de commandes constantes par

morceaux.

2.2, Le régulateur
En supposant que L'étal X est accessible, on cherche un retour

ilise le syst®me. Dans notre cas u sera de

d'état u== ¢ X qui

la forme :

u =ex 4091 e‘ + 00?02 tev + cu‘m1 + cm2w2
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Pour trouver une telle matrice C stsbilisant le systime, nous adopterons
1a syntiise quadratioue.
Rappelons—en le principe. (Pour plus de détails voir [3]).

On cherche la commande qui minimise le crit®re quadratique
400
J (X10X+u'Ru)dt
0

ot @ et R sont respectivemeni des matrices positive et définie
positive , (dans notre cas R est un scalaire). On démontre aue,
si (¥,G) est compliiement commandable, si (D,F) est compl:tenent
observable pour une matrice D telle que Q = D'D, alors :
1°  Min J[W (X'QX+u'Ru)dt est obtenu pour
u
0

R '61P*x o P* est 1s plus grande solution de 1téquation

u

de Riccati algébrioue :

F'P + PF - PGRG'P +Q =
2° (Cetie comminde sizbilise le systdme, c'est-i-dire que, avec :
avec : ¢ =xbopx,

X = (F-6C)X es! stable. W

1 remarques sur la mise en oeuvre praticue

de la synthbse guadratique.

La minimisation du critére quadratique n'est en fait pas notre but
prineipal, qui est celui de la stabilisation. C'est ainsi que nous devons
choisir les matrices Q et R pour arriver i une stabilisation
"satisfaisante". La synthbse quadratique pervet, en effet, par des

"ajustements" successiis, de wdil.:r le comportement du systime bouclé.



Pratiquement, on se donne au départ des "pondérations" arbitraires
sur Q et R (qui bien sOr doivent respecter les conditions de positivité
sur ces matrices), puis on caleule le P* correspondant, d'ol la commande.
Cela permet alors une similetion du systime bouclé. Si une variadle
présente un "overshoot" trop grand, le remdde est alors d'augmenter la
pondération correspondante. Si au contraire on désire augmenter la
valeur moyenne d'une varisble (pour plus "d'harmonie" entre les varisbles
dans le.r convergence), on diminue la pondération correspondante ;
par exemple, en diminuant R on obtient une commande plus forte, et la
position d'équilibre est plus mpidement atteinte.

On peut remarquer que, comme R agit sur la commande, une modification
de R change i peu pr¥s le comportement de toutes les variables d'état.
On peut dire que, grosso modo c'est le rapport Q/R qui gouveme le
comportement du systime bouelé .

La synthise ouadratioue ne permet pas le placement des pdles, mais
grice & des similations on peut "ajuster" petii X petit le comportement
du systdme boaclé.

A notre connaissance, il n'exisie pas de méthode pour placer les pdles
du systdme bouclé par un choix des pondérations. On peut cepdendant
choisir une région spécifique ol 1'on Jésire localiser les pdles.

(Naoya Kawasaki, Elsujiro Shimemura, 83 [4]).

2.3. L'observateur

Pour choisir le gain K de l'observateur nous avons adopté la
néthode du placement de péles pour la matrice F-KH. Le filtrage de
Kalman donnerail un ehoix optimal de K mais il suppose la modélisation
des perturbations de le dynamioue el des braits de mesure par des bruils
blanes gausssus de covariances connues. Dans mnotre cas les perturbations
sur la dynamique soni mal connues et ceriaines sont difficilement assimilsbles

4 des bruits blanes (les [rottements par exemple).

On & vu que les dynamiques du chariot d'une part et du tanden des
barres d'asutre part soni pratiouement indépendantes (ef.§1.2.2), ce qui
ambne & chercher K de la forme suivante : (1'élat éiant

T
(x 6,0, v, me) ).



0 Yoy {
|
0 Kz !
K= i pour le moddle & deux barres
x o |
v
o K
0 I
et
3 0
x
0 kg
K= | K 0 sour le modéle 3 une barre
0

Pour le moddle A une barre :

Le polyndme caracléristioue de F-KH est :
2 2
(Wi Mt ) (Vs hoic =)
Dol il résulte cue la stabilité de F-KH est assuré si :
k >0,k >0,1k>0 et k-b>0.
x v W

Pour le moddle A deux barres.

Le plolyndme caractéristique de F-KH est :

2 4 3 2
€S a‘cxmgv)(x Hogy A +(km-(c0f))>s +(dicg,~Flegy N +ot-deddk 8 )
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On peut choisir les racines du polyndme du 4e degré, puis en déduire
627 kuli’ km2'
Pratiquement, pour la détermination de K, nous choisissons les valeurs

les coefficienis ke|, k,

propres de F-KH telles que les vitesses de convergence relatives des
suites (in) et (x,) définies respectivement par iM= FKH)X et
)'(vm =(F~GC)X, soient "raisonnsbles". Clest--dire que nous recherchor.s

une convergence rapide de (in) tout en respectant le compromis

"stabilité-précision”.

2.4. le b

Les appareils de mesure peuvent présenter un biais : leur zéro présente

s de mesure.

un décalage permament par rappori au 2éro sbsolu de la grandeur physicue
mesurée. Dars notre cas, méme en swpposant que le banc sur lequel se
déplace le chariol soit parfaitement horizontal, le zéro que domne le
capter d'angle ne coIncide pas avec 1'angle nul par rapport 2 la
verticale du lieu.

Nous allons mettre en évidence l'effet d'une mesure bisisée sur
le comportement asymptotique du systéme, puis nous allons en présenter le
remdde classique qui consiste % reconstituer le biais (donc sans aucune
modification du capteur).

Pour plus de simplicité dans les caleuls, nous nous restreignons &

1'étude du modele & une barre.

2.4.1. Effet du bisis de mesure sur le comportement asymptotigue du
systbme.
Rappelons que les équations de la Dynamique du moddle & une barre

4crites dans un repere (Qxyz) du laboratoire sont : (ef. §1.1.1)

-~ abtgu
avee  a, b, £, £, >0
0 = bé-g,u

Le zéro e x, clest-i-dire l'origine @, est ixé par 1l'opérateur.

Le zéro de © correspond i l'angle nul par rapport i la verticale du lieu.
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x=0_ fixe par |
1'opérateur
z

2 / — *
f— 7
x
Fig.l.
Nous appellerons emes la valeur mesurée de l'angle, qui présenie

un biais Dby per rapport & la valeur réelle.

Quant 2 x, un "zéro absolu" de x n'a pas de sens, llorigine
étant "flottanle", variable d'une expérience i 1'autre puisque librement
aéterminée par l'opérateur. Pratiouement, nous nous fions  la valeur
donnée par le capteur de position pour dire si le chariot est bien 2
"ltorigine" ou pas. Ainsi nous supposons que, par rapport i llorigine @
déterninée par 1'opérateur, le capteur de position ne présente pas de

biais. Et, nous posons seulement
6, =0 *+h,

mes

tandis que x _=x
mes

La stabilisation qui nous intéresse est celle que donne, & 1'infini :




-7 -

Montrons que ces objectifs ne sont pas atteints (au moins pour x) si
1'on ne tient pas compte du biais sur la mesure de l'angle.
Posons :

)

o
[

(vecteur biais de mesure.)

Avec 1'état X = (x, 0, v, w) , 1'équation d'état, les équations de
1'observateur et de la commande s'écrivent

X = FX + Gu
=R K(Y,_-HR) 4+ Gu
Y = HX + b = HX +
mes mes
by

u=-CR = c %+c B+ c ¥ + c & ol les coefficients
x0T v ()

€., Coy €y, C SONL > O
x* %’ v

L'erreur X= X-% évolue alors selon :

X = (F-KH)X - Kbmes

Avec F-KH stable, on a a l'infini :

- -1
fo = (FKH)TIKD,

soit

1
(P-KH Kby oo (1
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L'application de la commande & = -CR au lieu de u = -CX introduit donc

4 1'infini un biais non nul ; soit u - & = b, on obtient & 1'infini
by, = =C(X, - %)

D'ol, d'aprés (1)

~C(F=kH) " 'kb
u mes

o

X donne 1'évolution suivante de 1'éiat :

La commande @
7= -ae 4 g

o =8 - gy

dtoll, avec @ = ¢ x+c +e utc w-b i
% e T

- 9
( atg, ce) 8, C X g, V4, 6 gD

w = (b-g,00)0-g,0 x-g,0 V-g,0 wrEd
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La matrice F-GC est stable, ce qui donne & 1'infini

“€10,%, + (3-8, ) 0, = -g;b,
B0 + (08,00 ) O, = -g,b,

soit

et

La valeur nulle de l'angle & 1'infini est prévisible puisque le seul
équilibre possible est celui ol la barre est & la vertivcale.

La position & 1'infini se trouve biaisée. Le biais de mesure introduit

donc un biais sur la position finale de x proportionnel 3 by
-1
Rappelons que by = ~C(F-ki) ™Mb
Avec :
Mk
o 1 “ Lo o
2
F= L K= |--
| 01 0o
3 oJ )
b,
on trouve :
-1
(F1—K2l Ky

-1
KK (F k) 7K,



-7k -

soit :
-1 (akgsbi,)/D
0 K,k =k K =k, k. K jb-]
(ke ki =kkg) /D vec Dakgkg-k,k,=k b-i,a
(F-KH)"K:I
Io (alkkgmkgk, ) + bl ky=kgky))/
LO (a(kykgmkek, )bk ky -kl ) ) /D
bu
Avec =C= ¢, cgc ¢, lavaleur X = o ol
_ -1 fomit .
by = - C(F-KH) Kb, s'écrit :
b,

x(ak8+bk7)+ceikl‘k,y—kzks)-rcv(a(k1k8-k5k,‘)+b(k1k7-k5k3) )

*<y (a(k2k8—k6k4)+b(k2k7-k6k3) )]

ou D= k3k8_k4k7_bk3-akh

Si 1l'on prend K de la forme

k o |
x
K=|o0 kel x % evalh
K 0
v
0 K
©
alors :
°

= — ak k) -k k +bc k)
xm PTIES) al . (cx+cv x) v((:e Lu* Cm o
v

Tous les coefficients ci-dessus étant positifs, on pourrait penser qu'avec
un choix de K approprié on pourrait annuler x_ . Mais, en fait,
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si 1'on avait supposé a = O (et on a discuté le fait que ceci n'est pas
éloigné de la réalité) on aurait :

A R I
S Tky B

]

et 1'on ne pourrait plus annuler le gain statique de by 2 x.

De toute fagon un tel procédé ne serait pas robuste aux incertitudes sur
la valeur des coefficients du modéle.

2.4.2. Augmentation de 1'état.

En considérant que la sortie du systéme est faite de valeurs mesurées :

avec

emes =0+ be

on obtient une nouvelle équation d'état :

by 00 0 0 07 b )
x 00 0 1 o0 x 0
o o |= o o 1] o | .+ |o|u
at v | a2 0 0 v g,
w] oo b 0 o © -5 |
) 5,
o 1.0 0 o0 baT
y - X x
10 1 0 o0 X = o



En appelant F_, G,, H, les nouvelles matrices "augmentées". On a :
0o 0 0 o [
0
= o F et

o
©
[E—

Si une commande u = -CX stabilise 1'"ancien" systéme, posons
-C-chcecvcm»o -C
alors on a :
0 00 0 O
0
F -G C = 0 F-GC
a"aa
o
0

donc la méme commande appliquée au "nouveau" systime (on ne se pose pas le

probléme de l'observateur pour l'instant) fait que :

| te
bg = ¢

x(t) 20, 0(t) 3 0, v(t)z O et w(t)z O
et le but de stabilisation est atteint.
On notera que le biais n'est pas commandable. Par contre

on va voir qu'il est observable.



2.4.3. Estimé du biais de mesure. Stabilité de 1'observateur

Posons : ~
8 8 0 kg
b3 20 R s
k. © *nes H
d = -
oo A + | o kg 0. 0as | * G
@ 0 k, ©
. ¢l ° s
b K, ¥ HR

On s'est donné une forme a priori de la matrice de gains Ka'

Les coefficients ky, ko, k,» ksont les coofficients qui rendaient F-KH
stable ; on les conserve et on cherche maintenant un coefficient kj
qui est tel que F, - K H soit stable.

~ 14
S'il en est ainsi, en faisant u = —CaX 0 —CJ X, on aura :

et X = (F-GCIX+GCX

et alors, avec F -G C  stable, on aura :

On voit donc qu'on aura aini réussi & "débiaisé" l'observateur et donc la

valeur finale X
K étant 1'"ancienne" matrice de gains de l'observateur, on obtient le

polyndme caractéristique de F_ -K H ~comme :



| |
I).15-(Fa-!(a}{a) I = ( )\+k9)

1

H 2
AIA—(F—KH)‘ - kg()\ +kx )Nkv)U\ k@ +kw )
et on se rappelle que : (cf. §2.3).
‘)‘I -(F-KH) |
[ \

& faire 1'approximation a = 0 dans ¢ = -af +gu

R SURYST 324k A+, -b) relation exacte, sans avoir

On en déduit que :

2 3 2
- -] | = - - - -]
’us (FamKglly)| = sk h i) (=g A=k, =0) ~kgp)
|

.k, et k, &talent choisis de telle sorte que F-KH soit sable (k k> O)
. en conservant les mémes valeurs de ky et k, qui assuraient la

stabilité de F-KH, c'est-a-dire : kg > 0 et k -b>0,

cherchons les conditions sur k, telles que le polyndme du 3°"° degré

9
ci-dessus ait ses racines i parties réelles négatives.

Le tableau de Routh est :

Sachant que : b >0 et kw - b >0, les conditions nécessaires et
suffisantes de stabilité s'écrivent :

| b
- —p—— Kk,
ky < O et 'k9'<(1 T ) iy

Conclusion : Ainsi en conservant les mémes gains C et K et en ajoutant

seulement 1l'estimé du biais bo en posant :

5o

o = kg(e mes-(@d)))
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avec k, satisfaisant & la condition énoncée ci-dessus, on arrive au

9
résultat B = be , et le point-consigne est atteint.

Remarque : Quoique l'estimé du biais ne rentre pas directement dans
1'expression de la commande, il modifie 1'observateur par le terme
correctif Omes—(0+b) et donc modifie la commande qui est proportionnelle

a 1'observateur.

2.5 Prise en compte du frottement sec.

Lors de 1'étude précédente, on n'a pas pris en compte les frottements.
Mais il s'avdre que le feuillard d'entrainement qui doit &tre assez
tendu pour éviter le glissement sur les poulies, introduit un frottement
sec non négligeable.

Nous allons modéliser ce frottement trés simplement comme étant une

force de rappel de module constant, soit :

-sgn(v)fy

ol v est la vitesse du chariot et fs > 0 le module du frottement.

Dans 1'élaboration de la commande, il faudra estimer f_ pour
n11éliminer”. Soit f la valeur estimée de fg- En supposant que la
vitesse est connue exactement (on n'introduit pas 1'observateur) nous
allons étudier le comportement du systéme (notamment la stabilité) selon

1a valeur de l'estimée f par rapport & f_: f<fiou T > f.

On étudiera le cas du chariot seul sans barre , puis le cas du chariot &
une barre.

2.5.1. Cas du chariot seul, et sans observateur

T1 s'agit ici de ramener le chariot d'une position quelconque 2 la posi-
tion de consigne x, égale a zéro par exemple, en tenant compte du
frottement sec :-sgn(v)fy.

L'équation de la Mécanique, s'écrit : u = M . Pour simplifier les
notations on va supposer M = 1.

Si on suppose que le frottement sec est nul, la commande stabilisant
le systéme est de la forme :

U= -eiX = oV avec ¢; >0 et c,> 0



Avec un frottement sec -sgn(v)f , si on compense par sgn(v)f, la
force totale appliquée au chariot sera :

e X = o,V - sen(v)Z + sen(v)f.

1

En posant £ =f, on obtient :

V= -cxo-c,v-sgnv)e

avec, pour l'instant, ¢ >0 ou < O.

a) Recherche de points d'équilibre éventuels.

(x_ ,v, ) est un point d'équilibre si

Vm =0
x, satisfaisant & : v< O si 450
et v> 0 si ¥<oO
v
I :
|
1 v x
N ! o N
I A
| |
i 1
!
on en déduit :
lepl< o

et ainsi, une condition nécessaire est d'avoir ¢ >0, soit F < fs
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Et les points d'équilibre sont sur le segment d'extrémités
- ¢/c, et ¢/c, o ¢=f - T>0.

b) Stabilité globale dans le cas ol fs—P > 0.

D'aprés ce qui précéde, on va supp que 1l'on le fi par

f inférieur & fj. On va alors montrer la stabilité globale du systéme
en cherchant une fonction de li apounov.

Posons V(x,v) :%lv2+c1x2)

Alors :

dav/dt = vi + Coxv = =

- Mes o.

On sait alors que les trajectoires convergent vers l'ensemble des points
invariants par la dynamique contenu dans l'ensemble des points satisfaisant
4 av/at = 0.

Ici 1'ensemble des points satisfaisant & dV/dt = O est l'axe des x
dans le plan (x,v).

I1 est évident qu'un point situé au dehors du segment ‘I- orcy, Q/c1] quitte
1'axe des x, alors que les points du segment [- o/, ¢7c1l sont invariants
par la dynamique, puisque "piégés" par la condifion "si v 3 O alors ¥ <0
etsi v <0 alors > 0.

Conclusion : Avec la compensation f < fs, 1'ensemble de points d'éguilibre

est le segment d'extémités - tb/c.l et 47/(:1 ol = fs—r.

Remarque : Compenser le frottement f, par [ < f_ revient i changer le

f fs en un f) d'intensité moindre, soit exactement fs—P.

La plage d'équilibre [ -g/c,, ¢/c,| est d'autant plus faible que llestiné I

se rapproche de la valeur réelle fj~ et que le gain en X, soit ¢, est d'autant
plus grand.

2.5.2. Cas du chariot avec une barre, sans observateur.

Rappelons les équations de la Mécanique écrites dans un repére fixe par

rapport au laboratoire :
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%= -al+gu
E=00 - gy

u est la force applicude au chariot.
Supposons maintenant que u est la somme Gu retour d'état -CX, du
fr et de sa i

Uzegx oy O egv 4w - sen(v)f, + sgn(v)t.
= -CX + sga(v)(P-£)

(On montrer: plus loin que, si on pose : =CX = cyx + ¢ 0 + cov + . ,
alors tous les c; sont nécessairement positifs pour que le systéme
linéaire (i.e. sans frottement) soit stable).

Posons maintenant ¢ = T - fy

% = -a0 + g (<CX) + g sgn(v)¢

6210 - g,(-CK) - g, sen(v)¢

2.5.2.1. Tentative de démonstration de la stabilité per le "lemme positif réel"

Ecrivons les équations sous la forme de celles d'un systéme de méme
état mais dont la commande est -sgn(v)¢ et dont la sortie est la

vitesse v. Nous supposons ici ¢ 20 , c'est-d-dire f 2 f,. Ona :

0
% = (F-GO)X + o (-sgn(v)8))
£,
&
y = [0010)(: X avec X = (xOvw)l
En posant 5 = F-GC, G = 00 -g 8 |, U= -sga(v)p , on vérifie
que : yU = - |v|¢ est négatif, donc, d'aprés le "lemme positif réel",
si H(s) = (sI-%)~' st positif réel, alors le systime est asymptotiquement

stable. (cf [1]). En se servant de la relation a—;& = % (=M+m)g), on trouve:
1 2
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His) = —> (=g s%gg,)
D(s)
avec : D(s) = s'=(g,c,-g,c,)8° - (8¢ +b-g,c,)s2 + gg,5 +
: 193782%, 8169707820 88° + 88,5

Pour que le systéme linéaire (sans frottement) bouclé par la commande

U= X 4 Cy0 + Cyvac,y soit stable, il faut que D(s) n'ait que des

racines & partie réelle négative. En appliquant le critére de Routh

4 ce polyndme, on trouve les conditions :
(1) ay = 047,03 > 0
(11) a = )¢, = B¢, = b - 82,¢4/ % > O
(iii)g‘3 = 88,05 - ( a1/ az)gg2c1> 0
(iv) a = 88,Cq > 0
d'olt 1'on déduit facilement les conditions cy > 0, i=1, ..., 4.

Pour le systdme avec frottement, examinons si H(jw )+H(-jw) est positif
ou nul quel que soit ( réel (car ici la stabilité de ¥ est déja
satisfaite.)

On a : D(Jjw)=A+jB

et D(-jw)=A-jB

2
A=w Hgic +b-g,c,) W+ B2c 0

3
(g1c3—gzc“)m + 88,04 W

Dol :

j _.W_
H(jw) = MJB(E1 W +ng> = A_+‘J’B xC = ER (B+3A)

) _j w L .
H(—Ju):i—'_l?B—( “*ggzl'_JTA; xC.,_¢.BA2+B2 -3A)



D'olt :

2 2 2
2(gw+gs,) [(8,c-8,¢, ) +ge,c. |u
B4 () = 2B T8 2 [ 1937274 2 3]
pan:S 22 .82

I1 en résulte que la condition :

H(jw) + H(=jy ) 2 0 quel que soit w
est satisfaite seulement si
81°3 - 8,2 0

Mais il se trouve que cette condition est incompatible avec la condition (i)

trouvée ci-dessus.

Conclusion : Le systéme n'est pas positif réel et nous ne pouvons rien
conclure par le lemme positif réel.

Remarque : Si nous avions supposé I <f_, nous aurions abouti & la méme
conclusion, car H(jw) + H(-jw) serait simplement changé en son opposé.

2.5.2.2. Recherche de fonctions de Liapounov.

Nous allons tenter de trouver une fonction de Liapounov qui pourrait
établir la stabilité globale du systéme.

Rappelons qu'avec la modélisation choisie du frottement sec, nous avons :

¥ = -abeg (cx+c,0 +eavac,0 ) + g sEN(V)G

= bO - gz(cwmcee +C3V+C~w) -gzsgn(vm

£

ol ¢= f-fs(ct‘ §2.5.2).

(i) Recherche d'une fonction de Liapounov guadratique

Nous cherchons une forme quadratique V positive telle que dV/dt
soit négative. Pour cela il faut nécessairement que, dans dV/dt, les
termes de la forme wsgn(v), Osgn(v), xsgn(v) s'annulent. Tandis qu'on



peut essayer de trouver, pour le coefficient de vsgn(v) (dans dv/dt),
un nombre négatif ou nul.
Dans une premiére approche, essayons de trouver VU de la forme :

= b kv w2
V=g (Kyvoek ek, w)
avec Ky >0
2 N
K3,< Ky, dlol K, >0 S

Et nous voudrions que les coefficients K3Y Kl, et K31’ vérifient les

deux relations suivantes :
K331¢ - Kakgz ¢ <0 (2)

50+ K38y 0= 0 (3)

qui expriment, respectivement, que, dans dV/dt, le coefficient
devant vsgn(v) est négatif ou nul et le coefficient devant wsgn(v)
est nul. On suppose ¢ # O, le cas ¢= O n'étant pas réaliste. Alors :

dtaprés (1) et (3) :
2 2

Kbgz < K3g1 (4)

dtaprés (2) et (3) :
2 2

$(Kyg] - K4s2)3 [ (5)
On en déduit alors que, nécessairement on doit avoir ¢< O, c'est a dire
[P

Mais, par ailleurs, il faut que dans dV/dt le coefficient devant V'
soit strictement négatif. Ce qui veut dire qu'il faut avoir :

2

Ky8ioy - Kyufpcy <O
Avec ¢y > 0 et d'aprés (3), on obtient
2 2
Kygy - Ky <0,

ce qui contredit la relation (4).
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Ainsi la forme de V ol interviennent seulement v et w ne
suffit pas. Pour avoir le coefficient devant v° négatif, il faut

ajouter, dans V, le terme

K13xv

(qui donnera dans dV/dt Kuvz), Et il faut donc ajouter aussi %KTXZ.

Au total, on ajoutera dans V :
T o2
K X 42K xv)

avec

R, <KK

13 K30 d'ou K1 >0
C'est-a-dire qu'on cherchera V de la forme

1 2 2 2
V= 3 (K1x +K3v +K“m +2A13xv+2K3~va

Mais, dans dV/dt, on aura le terme de signe suivant :
K380 xsen(v)
que 1'on ne peut annuler qu'en mettant, dans V, un terme

K, xw

14

En définitive, on cherche V de la forme :

1 2 2 2
V= —2-(K1X +K3V +KAL0 -2K13XV+2KMX.M +2K34vm)



avec

k> 0

2

R ®)
2

A M
K2<KK d'ol K> 0 et X,>0 (8)
34 K% 3 4

On voudrait que, au moins, les conditions suivantes soient satisfaites:

K38y K800 < 0

9)
K80 + Ky 6 = 0 (10)
K810 - Kp850 =0 an

ce qui exprime, respectivement que, dans V, le coefficient devant

vsgn(v)
est négatif,

celui devant wsgn(v) et celui devant xsgn(v) sont nuls.

Par ailleurs, le coefficient devant v2Y dans dV/dt, que 1l'on voulait

atre négatif, s'éerit alors :

8103 = K3u805 + Ky3
soit :

c.
2 2
—(K3g1»KAg2) + K1
1

3
Et a priori il peut-&tre négatif si Ky < 0 (et vérifie (6)).

Mais, dans dV/dt, le coefficient devant x° s'éorit :

138181 = K1482%
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I1 doit &tre strictement négatiHJ Comme ¢, est positif, on en déduit
la condition :

K138y~ Kpugp< 0

ce qui contredit la condition (11), qui exprime 1'égalité de K
et K

1381
1482°

On s'apergoit ainsi que méme si on avait une forme quadratique
compldte, c'est-a-dire avec des termes en 0%, x0 et G on ne
pourrait pas rendre le coefficient, dans dV/dt, devant X2 négatif.

On en déduit qu'il n'existe pas de fonction de Liapunov_quadratique

solution au probléme.

(ii) Recherche d'un fonction de Liapunov somme d'une forme quadratique

positive et d'un terme en valeur absolue.

Ajoutons dans V un terme A|v| avec A >0.
Nous avons S=(A|v|)= Asgn(v)¥ et nous supposons que la quantité sgn(v)
dans cette égalité est la méme que celle figurant dans l'expression de
(ce qui est vrai dés que v # O, puisqu'alors sgn(v) est univoque).

On s'apergoit qu'on introduit dans dV/dt 1le terme 0 sgn(v)
I1 est alors nécessaire d'ajouter des termes en © dans la forme
quadratique.

Donc, nous cherchons V de la forme :

1 2 2 2 2
+ -2—(K1X ¢K2 [} +K3v +K4m +2K‘3xv+2KMxm +2K3L'vu) +2K2“Gw)

Vo= Alv

avec, bien siir, des conditions de positivité comme précédemment.

Comme :

L (v = agyeqxsentv) + M-ag,c,) 0 sgn(v) + A gcovsen(v)
dat

+ 18,0, wsEn(v) +2g 0

(1) En fait il pourrait &tre nul si on exige seulement dv/dt < O.
Mais dans ce cas il faut que le terme croisé en xv de dV/dt soit

nul, ce qui entraine une autre impossibilité.
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On voit qu'il est nécessaire d'avoir Ag¢ <0, soit ¢ <0

Par ailleurs, la nullité du coefficient devant xsgn(v) dans dV/dt
stécrit :

Agjeq * Ky38i0 = Kpugp0 = 0
soit

Agqeq = @K y48yKq38)
On en déduit :

K48 = Kq38y < 0-

Et cette condition rend le coefficient devant x2, dans dV/dt, positif,

alors qu'il devrait &tre négatif.

Ainsi, en A V| nous n'avons pas Lrouvé une fonction de Liapounov

solution au probléme.

Conclusion : Nous ne saurions affirmer ou infirmer la stabilité globale

du sytéme. Heuristiquement, on peut dire que "loin" du point d'équilibre la
partie linéaire du systéme domine (les termes lindaires croissent en module,
les termes en sgn(v) restent le module constant) et que donc il n'y a

pas de risque que le systime s'éloigne indéfiniment de l'origine. On peut
donc au plus craindre un comportement "cyclique" non amorti (éloignement et

rapprochement alternés de l'origine).

2.5.2.3. Une remarque & propos des conditions initiales.

Nous n'avons pas pu établir la stabilité globale da systéme avec
frottement. Nous allons essayer d'étudier 1'influence du frottement sur le
comportement du systéme "juste aprés" l'application du feedback linéaire.
Nous ne prétendons pas étudier le comportement global.



Nous savons que, dans le cas du chariot seul sans barre, si l'on ne
compense pas le frottement, le chariot peut rester immobile si la
vitesse initiale est nulle et la position initiale comprise dans une

certaine plage.

Nous considérons ici le chariot avec une barre, le frottement
sec étant £, que l'on ne compense pas. Nous cherchons s'il existe
des conditions initiales telles que, avec le feedback, le chariot

reste immobile, étant immobile & 1'instant initial.

Nous cherchons donc si 1'on peut avoir

v =0
v=0
x = ¢ = x(0) = x

et sans condition a prirori sur l'angle.

Comme le chariot est supposé sans vitesse initiale, nous ne considérons
pas ici le fo ttement sec comme une force opposée au mouvement mais plutdt
comme un seuil de démarrage. Précisément, si la force totale appliquée
au chariot est de module inférieur ou égal & f, alors le chariot
initialement immobile, reste immobile.

A un instant t ou l'angle de la barre est o(t), la force totale

appliquée au chariot se compose de :

1°2 La force exercée par la barre sur le chariot, qui est :
a
- ow
g °
2°- La force de feedback u :
e x(8) + ¢y 0(8) + egu(e) + ¢ (8)
soit, en supposant le chariot immobile :

CXo + S ol(t) + CA‘”(L)
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Ainsi la condition pour que le chariot reste immobile & 1'instant t,

étant immobile & 1l'instant initial, s'écrit :
a
~-é:9(t)+c_‘xo¢cz e(t)-(-cA (t)f< f )
Mais, on sait que, si on maintient le chariot immobile, la barre tombe

si 1'angle initial n'est pas nul.
Plus précisément l'angle ©(t) obéit & 1'équation :

8(t)= 2 o(t) ol

soit: O(t)= O ch (at) (6(0)=0)
Donc 1'inégalité (1) s'écrit :

X+ (—a+3152+g1ck92)6°ch(ﬂt) < gt
Ainsi, si l'angle initial n'est pas nul, cette inégalité cesse d'étre
vérifiée dés que ©O(t) devient "assez grand".
Par contre, si ©(0) = 0 et w(0) = 0, et si le chariot est & la position Xo
telle que [x | <g— , alors il y restera indéfiniment (avec la barre
verticale bien sir) .
si 00 £0, si x| < L. le chariot reste immobile un certain
temps pendant que la barre éhu:e exponentiellement.
La Fig.1 visualise 1'évolution de x et @, dans le plan (x, 0)

Portant des conditions initiales x, dans l'intervalle -f/c, f/c, ,
s 2,

et 0, limité par O < (g,f-g.Cyx )/ (-arg e +E,0,87) (0. ),

le chariot reste immobile pendant que O(t) croit jusqu'a O ...

Quand ©(t) est strictement supérieur i 9 , l'inégalité (1)

max
n'est plus vérifiée, c'est-a-dire que la for‘ce appliguée au chariot
devient strictement supérieure av seuil qu'est le frottement sec,
et alors, en principe, la vitesse devient non nulle. Mais malheureusement
nous ne saurons pas en dire plus & partir de ce moment.
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si \xol = f/e,

Fig. 1.

et si @ #0 nous ne saurions pas dire non plus

conment évoluera le systéme.

2.5.3. Cas du chariot seul, avec observateur.

Les équations du chariot avec observateur s'écrivent :

x

<.

o e

v

<«

c fc,¥ + sgn (9) T - sgn(v)gy

1
+ kg (x=R)
I+ Ky (x-%)
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On a pris M=1 et on compense le frottement -sgn(v)fy par sgn(9)f.
On se rappelle aussi que la stabilité de la partie lindaire impose

que ¢, c,, k; et k, sont tous positifs.

2" M
Nous nous contenterons donc d'étudier les points d'équilibre éventuels.

Recherche de points d'équilibre éventuels.

Nous écrivons alors : % = 0 et si V<0, sgn(v) = +1, si ¥>0, sgn(v)=-1

Remarquons que, comme l'observateur X obéit a 1'équation :
X =(F-KH-GC) X + Ky

si au temps infini y prend une valeur constante, il n'est pas nécessaire
que 1'on ait X = O car, en effet F-KH-GC peut-8tre instable
(quoique F-KH et F-GC soient toutes les deux stables).

Mais dans notre cas le polyndme caractéristique de F-KH-GC s'écrit :

2
X 1(k14C2)X7k +c, + Kk

1% * ¢ Tk
et donc les racines sont & parties réelles négatives puisque
et k2

Ainsi, on a & 1'infini X = 0 et ¥ =0 sion suppose % = O.

sont tous positifs.

Et on obtient :

e
u
1

»

@ kz‘vc + Cc k™

k,c.
< =2 (D)
1 21

Ainsi, & 1'infini ona x = °° = x, , la plage d'équilibre serait

d'autant plus faible que l'estimé T se rapproche de fy et que les
gains c, et k, sont grands. D'autre part on peut remarquer que
1'observateur % ne convergerait pas vers l'état final x.



2.5.4., Conclusion

Dans la mise en oeuvre nous compensons le frottement en ajoutant
4 la commande linéaire un terme sgn(%)f. Pour la valeur de
nous nous contentons de prendre la valeur pour laquelle le chariot
commence a se mettre en mouvement, initialement immobile.

Cette compensation, que nous n'avons pas pu justifier théoriquement
a donné un comportement trés satisfaisant dans le cas du chariot 2 une
barre.

2.6. Inclinaison du banc. Etude des valeurs asymptotiques de la position
et de 1'angle

Dans ce qui précdde, nous avons supposé le banc parfaitement
horizontal. Nous allons étudier dans ce qui suit l'effet d'une
1égére inclinaison du banc par rapport & 1'horizontale

Fig. 1.
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o désigne 1'inclinaison du banc par rapport & 1'horizontale.
© désigne l'angle que fait la barre avec la perpendicaulaire aux rails.
Le capteur d'angle donne la valeur de ©, 3 un biais de mesure prés
(voir fig.1).

Les équations de la Mécanique écrites dans le repére (fxyz)
donnent :

%= -a0 + gu + gu
8 =10 - gyu

ou a, b, gy & ont la méme signification qu'au § 1.1.1.

Nous remarquons que 1'inclinaison  introduit un biais ga dans la
dynamique du chariot. En fait, ce "biais de dynamique" n'est pas intrin-
séque, mais dépend du repére choisi.

En effet, si on écrit les équations dans le repére (G x.z ), o (R.y.)
colncide avec la verticale du lieu (voir Fig.2), alors si 1'on
désigne par :

0, ¢ l'angle que fait la barre avec la verticale du lieu, c'est-a-dire :

0 = a+®

X, ¢ l'abscisse du chariot sur (Rx ), d'od x_ % x en prenant l'appro-
ximation cos u® 1.

on obtient les équations suivantes :

%= -a eo +gu (a+g)a

o= DOy = By - ba

On voit apparaitre alors un "biais de dynamique" sur la dynamique du
chariot et sur celle de la barre. On peut ézalement remarquer que les

équations peuvent sécrire :

= - atg
b3 a@o + g1(u + & a)

_ b
o = 00, = Ey(u + gw
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Fig. 2.
et que, avec les valeurs de a, b, &, &, données au § 1.1.1., ona
28,05 o - (mmgn
g, g,

La force qui entraine le chariot avec la barre suivant la pente
d'inclinaison o« apparalt comme un biais sur la dynamique relative

au repére (@x y z,)
Posons fX = (a+gla et re = -ba, alors on a :
a6, + gu + fx

= b0, - By + fye

)

Nous prenons en compte le biais de mesure by sur la mesure de 1'angle.
désigne la valeur mesurée délivrée par le capteur, on a :

S5i emes
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Cnes™ © +bg

soit:
nes = % T %+ Py

Nous allons étudier le comportement du systéme dans le cas ol la synthése

par régulateur-observateur ne comporte pas l'estimation de be ni celle de a.
Puis nous étudierons le cas ol l'on fait un estimateur 6 de by.

Nous conserverons dans ce chapitre la notation @  pour désigner

1'angle de la barre avec la verticale du lieu, et Opeg POUT désigner

la valeur mesurée de l'angle. Rappelons que l'on a :

o =%+ bg

Et nous supposons que la mesure de x n'est pas biaisée.

2.6.1. Sans estimation du biais de mesure

2.6.1.1. Transfert entrée/sortie.

Le calcul de l'observateur se déroule comme suit :

§ o= 0wk, (x %)

x nes
8, = B kg (0, - 8)

b= e By v k(xR + B
nzu = béo + ku(emes" éo) - gu

Remarquons que les variables &, 60, ¥, @ ne sont relatives a aucun

repére précis, 1'inclinaison d'un angle a n'étant méme pas modélisée.
Nous regardons ici le comportement du systéme quand on met en oeuvre
un observateur-régulateur en ignorant l'existence de a et de by -

Rappelons enfin que les gains ky, k , ko, k , sont tels que :

kx>0,kv> 0,k@>0et k =b> 0

La commande est :
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et nous allons donner le transfert de u aux sorties x et 0.
mes mes
Prenons les transformées de Laplace en supposant que X(0) = O.
2 2
Posons D, =s” 4 ks +k, et Dy=s+kgs +k
On obtient :
sk +k,
oy L SErky 81, %
x(s) = > ¥nes ™ + 5+ 55, Ju
%
k
8 (s) = M -
o D mes

(s+k_) (SKg#k )
Ws) = a K0 g (auc)
)
N (s+ke)32
@(s) = - ——u
Do

On en déduit une relation de la forme :

8(s)uls) = vylsday  (8) +u,(8)geq(s)
ol
§(s) = s kg k- g, e 8
+k -b+kxke+kv—g1(cx+cvkx)-gwc k 452(1: k *c ) + £,¢ “ x 52
+ ke le bl o (e v )-8 (K o) ek (e e )
+ Bylye, - age, s

+ Ky (ke b)=g, (k =b) (e ve k gk (e +c ko) = agyle re k)

vy(8) = (edre k)8 o ek (e kve k Ik 8

+ cC k k + (k —b)(cxkx+cvkv) s

+ (k =b)c_k,
w XY



- 3
\)4(5) = (Ceke‘cmkw)s + Cekm + Cu\bke + kxice k9+cmkm) s

* kv(cd(e'cmku)’kxtcel(m+cubk6) s

+ kv(cekm-w-bcwke )
2.6.1.2. Valeurs asymptotiques

L'évolution du systéme étant :

-2 Q +gu T,

W of, = (asgla et £ = -ba

= b0y - gyu + Ty

En supposant que les conditions initiales de 1'état (x,Q,, V,w)

sont nulles, on obtient les transformées de Laplace

fx,
x(s)= h1(s)(—aso(s)+g1u(s)+s—l (1)
()

0,(s) = hy(s) (-gyu(s) + 9

1
U h (s) = et h,(s) = —5——0
1 2 52-b

Posons : hi‘i (s)

Alors : u(s) = hixmes(s) + hj emes(s)

On se rappelle que :  © =0 ~a + by
mes o

D'ol :
- awbe)

u(s) = h!(s)x(s) + h'(s)(0,(s) +
3 4o
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ce qui donne, en remplagant cette valeur de u(s) dans les équations
donnant x(s) et O (s) ci-dessus:

_awb

i tofx T '
x(s) = 1o n (egyhyhy) 25 + hihy(gyhy-2) 5= + hyh, (g +ag)h,) —
s

\ - b

f
1 v orx +fo o
0,(8) = y Rt E hy(1-ghh)g= - gohoh,

' ' "
avec A =1 - g1h1h3 + gZhZhh = ag2h1h3

Le schéma bloc du systime est représenté i la Fig. 3.
(1)  Valeur asymptotique de 6.

Nous allons utiliser la propriété lim O (t) = lin s O (s)
t oo 5> 0

On trouve que :

1 . 80)s2(s%p)

A' s=0 (&117-3&2)\)3(0) =0

. Gain (—a+be) hd GO.

8(0)52(s%-0) g uO

(g,0-a8,)v,(0)  s°b ~ 8(0) s=0

On remarque que ce gain est nul & cause du double intégrateur h,(s) = 5
s
intrinséque au systéme.
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. Gain fe¢ Oo

ss?sPb) 1 (1o, 13 _
(g,0-g,3) v;(0) s°-b 1s? s
=

On remarque que ce gain est indépendant de la synthése de u mais ne

dépend que de la.dynamique propre du systime.

. Gain fx k4 @o

505220 | & L B9 -
) 2.2 =
(swb-sza)v:;im s°(s"-b) §(0) glb - ag,
s=0
Mémeremarque que ci-dessus.
On a ainsi :
0w B g
[ N R - W
o E0-E3a X B -Ep ©
Avec : f, = (a+gla , fy = -ba, et en utilisant la relation ZLE =—Z )
1 2

on obtient :

Remarque : On constate que si f, et fg ne valent pas (atgla et =-ba
respectivement, l'angle par rapport i la verticale n'est pas forcément
égal & zéro & 1'infini. Par exemple, si on pousse avec une force
constante 1'extrémité supérieure de la barre, on introduit un biais fy
pas forcément égal 3 -ba , et de ce fait la barre peut se stabiliser

2 un angle non nul (par rapport  la verticale). (C'est ce que 1'on

peut d'ailleurs constater expérimentalement).
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(1i) Valeur asymptotique de x.

. Gain (-a+be)" X

2,2 v, v, (0)
8(0)s°(s7-0) 2.L(g1¢352 ; ) R
(g,b-g,a) v, (0) s 8 s°-b 3(0)

1 2’ 3
s=0
et ona :
\JA(U) B ka+bc ko v km(cx~cvkx)
VO T TS (e -ble k,
. Gain fe > X
s0)s2(s%p) 1 1 Y a8(0)+gv,(0)
—— 5 (g -2 o —
(g,b-8,2)v5(0) s s°-b o (&;b-€,2)v,(0)
. Gain f + x
i S
v
80)s2(sP0) . 1 1 ) b8(0)+8, 7, (0)
e o (g e P
(8,-8,2) v;(0) s K (g;0-8,2)v 5(0)
s=0
Ainsi, on a :
v, (0) ~b3(0)+g,v, (0) -ag(0)+g,v, (0)
%7 = ) - @) NEparonor x MEheaT T o
V3 Eq0mBp2) vy * o (Bbgpa) vy
Avec 1a valeur de ¥ (0)/ V;(0)  trouvée ci-dessus et avec f, = (a+g)a
et f_=-Db, on trouve :
] o
ekm*bc ke k (C +C k )
R e a —-bW (arrbg)
- §(0)

V3(0) (M+m) ga
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On remarque que, si l'on pose X = A(-cu-be) + B(M+m)ga , on a trouvé
au § 2.4., par une autre technique de calcul, X, = Aby dans le cas

ol & = 0 ce qui confirme notre résultat dans ce cas particulier.

Ainsi, 1'angle a apporte deux contributions :
. il apparait comme un biais de mesure -& , s'ajoutant au biais de
mesure dii au capteur.
. il induit la force (Msm)ga , qui entraine un décalage de x
proportionnel & cette force.
Par ailleurs, comme on sait que, en estimant le biais de mesure (cf.§2.4)
on arrive & éliminer le décalage en x d A ce biais, on congoit que le
gain devant -a +by puisse étre éliminé si on introduit dans 1'observateur
un estimé du biais de mesure. Dans ce cas, la synthése donnerait une
commande u  telle que

du =n +n,

Fnes * "4%nes

et on aurait nh(l)) = 0 (le facteur de proportionnalité devant —avbe
est ici v,(0)/v5(0), avec v,(0) # 0). On verra plus loin que cela

est confirmé par les calculs.

(iii) Valeur asymptotique de u. b

Avec : uls) = hi(s)x(s) + hj(s) (O (s) + ©

s

on trouve la valeur & l'infini de u :

v,(0) . v,(0)

u, = X, (=a+b.)
® 80 7 80 ©

avec la relation :

=v,(0)
4 8(0)
510) (~axbg) = 00 (Mem)ga ,

on trouve :

u = -(Mem)ga



Cela est évidemment prévisible, puisque le chariot est immobile sur une

pente inclinée, la composante du poids suivant la pente étant (Mem)ga.

2.6.2. Avec estimation du biais de mesure

2.6.21. Transfert entrée/sortie

Supposons qu'on introduise un estimé du biais de mesure dans 1'obser-

vateur. (cf. §2.4). L'observateur s'écrit alors :

[ kg (605~ 0,-5¢)

= -a Bo + kv(xmes-xb + gu

-

w:be +kw(8mes

- 0, - Bg)-gu
et la commande :
u:cxx+c9°40vv+cmw

fagon analogue & ce qui précdde, on trouve le transfert :

D'une
alshu(s) = nylsdxy o (8) + my ()6, (s)
A titre indicatif, on trouve :
sk_+k g s(sk _+k ) s+k,

. 1 0"y

&(s) = Y =t u-a (gt - = gu)
DX Der ‘mes D D 2

(s+k g s(sk +k ) s+K,

() = g - a(s+k)geb—,@—w—o o W

x )

~ (s+kg)g,
_ 982
00(®) = 57— Ones = T,
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e s (sk +bkg) o ek e,
ot mes o
]
on: D =sPrks 4k
x X v
.3 2
=87 v (kgrigds® + (kD)3 = kgp

On trouve :
d(s) = 55»(k +k +k -g.c +g,C )sl‘
978 x STV 2w
+ kymbik (kgrig) + k=g, (e ae k) -g e (k)
3
+ gyle oy (kgrky) Jogyc e,
+ —kgbk (kg )+, (k =0) =g, (kg+g) (c ve k)
2
- 8y (kb)e recokg ok, (euve, (Kgeko))+gk c —agyc, s
+ —kkgbsk, (k =b)=g, (i=b) (c v k) +g kgbe, +g,c k Ky
+ gzkv(ceﬂ:w(kgb@ )-agz(cx+cvkg) s
+ =kykgb + @ kgble ve k) + gyk ooy = agokge k

s) = 4 P 3
nj(a) = (cxkx+cvkv)s + cxxv+(kg+Ko)(cxkx+cvkv) s

2
+ cxkv(k9+ke)¢(km—b]1cxkx+cvkv) s
+ cxkv[km_b) - kgb‘cxkx*cvkvl s
- ckaRQb

nh(s) = svk(s,
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2.6.2.2. Valeurs asymptotiques.

n,(s) n,(s)
Si1on pose hy(s) = El et ny(s) = —— , ona
d(s) als)

u(s) = hzx(s) + hA(S) (Bo(s) +

Le schéma bloc & la Fig. 3 reste valable, sauf qu'il faut changer h:'i
et h["

Les valeurs asymptotiques trouvées au §.2.6.1.2. précédent restent

en hy et h, respectivement.

valables & condition de changer V31 Vg § en Ny, 1, et d respectivement.

(i) Valeur asymptotique de ©

On a vu qu'elle était indépendante de v,v,, 6. Il en résulte que 1l'on

retrouve ici

(ii) Valeur asymptotique de x.
. Gain (-aobe ) > ox
—nA10) .

n3(0)

Comme n,(s) = sv,(s), on voit que ce gain est nul compe il était prévu.

D'aprés les calculs au §2.6.1.2, on sait que ce gain est égal

. Gain fe->x

—~ad(0)+g,n, (0)
11 est égal & 15 = -ad(0)
(g,b-g,a)n(0) (g b-g,)n,(0)




. Gain fx*x

-bd(0)
(g,b-g,2)n5(0)

I1 est égal &

On en déduit, toujours grice 3 la relation 28 - 2
g 8,
_ _d()
%o = = 5 (0) (M+m) gt
3
soit :
K (g,cq-b)+8g,(c_+c k)
v "270 ZXVX(Mﬂn)gu
kb
X!

On sait, d'aprés le critére de Routh (cf. § 2.5) que g,cu-b > O.

Ainsi x, et & sont de méme signe comme il était prévisible.

Conclusion :

Quand on n'estime pas la biais de mesure, on trouve un biais & 1'infini

pour la position, x_, de la forme

=8(0)

X = Al-owb ) + (Mem)g
V3
Avec 1'estimé du biais de mesure, on trouve :

=40 (am g
ny 0)

Les valeurs numériques trouvées pour x_, dans les deux cas, avec

estimé du biais de mesure et sans estimé, sont :
sans estimé du biais de mesure : x_ = —9.19(—0+b6)ﬂ.01(M+m)ga

0.70 (M+m)ga

avec estimé du biais de mesure : x



On voit donc que le fait d'estimer le biais de mesure d'angle (dd au
capteur) atténue aussi mais n'annule pas complétement l'effet sur x_
de 1l'inclinaison @ du banc. Si nous voulions complétement annuler
cet effet il faudrait par ailleurs estimer cet angle a (ce qui est

possible) et rajouter un signal de commande destiné A annuler la

composante (M+#m)ga du poids.






- 11

se en oeuvre






1 - Partie logiciel

1.1. Discrétisation

1.1.1. Choix du pas de discrétisation.

La commande du systéme est numérique, c'est-a-dire que l'on maintient
la commande u constante pendant des intervalles de temps réguliers,
de largeur h, et les prises de mesure se font uniquement aux instants
de la loi de )

nh (n ¢(N) Nous avons évoqué au §2.2 (
les idées qui président au choix de h. Plus loin nous évoquerons d'autres
considérations qu'il faudra prendre en compte pour le choix de h, relevant
des problémes d'ordre numérique.

Pour un pas de discrétisation h fixé, le systime discret qui coIncide

avec le systéme continu ( par la par )

aux instants de discrétisation nh s'écrit :

Kpaq = By + Gy

Y, = HX,
ol u  est la commande constante u(t) sur [nh, (neD)n[ , et Fy et Gy
sont données par : (cf. (1))

Bz oHF

G4 :J( hetFqe)g
o

On peut, aprés un choix de h, faire la synthése "observateur-régulateur'
sans avoir fait 1'étude en continu comme nous 1l'avons fait.

Avec la démarche que nous avons adoptée, il faut d'abord vérifier la
commandabilité et 1'observabilité du systéme discret pour un pas h
donné. Pour ce faire, il convient d'éviter de tester la commandabilité ou
1'observabilité numériquement en calculant un déterminant extrait d'une
matrice de commandabilité ou d'observabilité car il peut varier comme h° ou p
peut &tre grand et non connu & l'avance de fagon évidente. Et si h est
petit, on risque d'avoir un résultat non significatif. Il serait préférable

d'étudier la ilité et 1' ilité p: étriquement en fonction

du pas de discrétisation h.



On pourrait faire une synthése "régulateur-observateur'
en discret, chercher un retour d'état u(n) = —Cdx(n) par "synthése
quadratique", chercher une matrice de gains K de l'observateur par
"placement de pSles" comme nous 1'avons fait en continu. Mais si l'on
a fait la synthése en continu et que 1'on a un pas h suffisamment petit
(cf. §2.2) pour pouvoir prendre comme valeurs approchées de Fy et Gy
respectivement I + hF et h G, alors on peut poser

En fait, peu importe la fagon dont on a obtenu les gains Cy et K,
1timportant est de pouvoir tester leur validité en discret. Pour ce faire,

on peut tester la stabilité de F,- G,C, en faisant une simulation de la
suite (X ) définie par récurrence par : X . = (F-G,Cy)X . Une telle
simulation permet de voir l'allure de 1'état et le temps de convergence.

Pour différents gains Cy, on peut comparer les différents comportements

et choisir le meilleur. Méme pour tester seulement la stabilité (et non pour
comparer le comportement selon des gains différents) il convient de faire
évoluer la suite (X ) et non se contenter de calculer les valeurs propres

de Fd-Gdcd puis de comparer leur modules & 1. En effet, si h est suffisam-
ment petit, F, est voisin de I et Gy de zéro, on peut trouver numérique-
ment des valeurs propres de module égal 4 1, alors que le systéme est
parfaitement stable. (il serait inutile d'élargir le pas h, surtout si les
différentes constantes de temps du systéme nécessitent un pas h petit).

On teste de la méme fagon la stabilité de F,-KH. Et il convient d'avoir
une suite (X)) qui converge plus vite que la suite (X,)

(i; = (FKHIR et X =(Fy=G,CX, ;) (cf. § 2.3. Synthése de la

d’d" "n-1
loi de commande-Observateur).
Venons-en au choix de h.

(i)  Comme la dynamique de F est instable, il est clair qu'il faut un
pas h assez petit pour que la commande puisse "réagir i temps".

La valeur propre instable la plus importante est A £10.27
en 1'absence de ressort et la (seule) valeur propre instable dans le cas
o =3 (apparition du mode oscillant & partir de = 2 est A %435
Ceci peut donner une idée de la variations des angles sur un intervalle

h donné (grosso modo, O(n+1) = e\ O(n)).



Pour h = 5 ms, on trouve respectivement 5,2% et 2,2 %. Un pas de

discrétisation de 5 & 10 ms semble donc &tre raisonnable.

(ii) La largeur du pas h doit aussi étre compatible avec la fagon dont
1tactionneur délivre la nstante par . Dans notre cas,

la commande du moteur & courant continu par hachage de tension (cf. § 2.2)
demande un hachage assez fin pour que 1'approximation du couple délivré par

le moteur & un couple constant soit raisonnable.

(i11) Une limite inférieure pour le pas h est aussi imposée par

la précision du calculateur dont on dispose. En effet, on congoit

facilement que, si h est trop petit, entre l'instant nh et 1'instant
(n+1)h, une variable, x par exemple, "n'a pas le temps" de varier suffisamment
pour que la variation x(n+1) - x(n) puisse dtre codée sur la machine ;

(x,) sera ainsi nunériquement stationnaire et entrainera une divergence
éventuelle des autres variables, puis éventuellement sa propre divergence.
(par exemple, si la vitesse est constante, 1'abscisse va diverger). Plus
précisément, par exemple dans notre cas, oli 1'on a 16 bits pour coder, les
entiers que 1'on peut coder peuvent varier entre -2'° et 2'°_1, ou, si l'on
préfére, la plus petite quantité fractionnaire que l'on puisse coder est

15, soit approximativement 3.107°.

Ainsi, il faut que h soit suffisamment grand pour que ehF soit

en valeur absolue de l'ordre de 2~

significativement différente de I, et Gy :J‘h e™dr suffisamment différente
de zéro. Ceci se détecte simplement quand o e et G, sont scalaires
mais quand ce sont des matrices, i notre avis, il convient de faire des

simulations pour savoir si on a affaire  des suites stationnaires ou non.

On verra dans la suite que cette précaution & prendre quant & la valeur
minimale de h ne suffit pas pour éliminer les divergences numériques. Il
faudra aussi choisir soigneusement les échelles pour chaque "variable-

machine" (cf. § 1-2).

Nous allons vérifier ci-aprés la commandabilité et 1'observabilité du

systéme discret.
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1.1.2. Observabilité

Pour simplifier les calculs, nous allons supposer a = b= 0 et
pour faciliter le calcul de la matrice exponentielle e nous adoptons

la forme bloc-diagonale de F. (C'est & dire que l'état est

T
(x v O, w6, w)
010000 N .
00000O0O 1000 0O
F = 000 100 H=
0000 0010 00
0 00 0 01
00e0roJ
Posons :
0100-’
F1: 0 d 0
0001
0o f O

Rappelons que le polyndme caractéristique de F, est : A' - (cef)nZ 4+ cf - de

dont les racines sont : X.l,-)\_‘, )‘2, —)\2,

On sait que, avec a=zk/mgl, on a :
23 Vie?
A = —2£__[-8a2Vi6e-21a +7)
141

2
S
A = —3& _ [r-sa.V160?-21a +7]

141
avec

>0 quelque soit

N 3 2 1 3
A >0 siaci A <0 siod

3

W =0 sia
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Soit P la matrice formée des vecteurs propres Vi, v, v , v

associés respectivement & A,

1

=\ A2 -A2
Ags Ay Remarguons que si a< 2, les

coefficients de P sont réels, alors que si o> = certains des

coefficients de P sont complexes.

On a:

ton
0
o 1
= ~1
0 PDP
\
!
Soit :
1, 0
P =
0 P
P

Alors ona : e

CE

i

LY i
o !
- o1
a= ST
0 »

En posant y = HX et & = P~'X, on obtient y = 6%,

o
2
m
=
S

© 0o oo =
o oo oo

® % % MO O

% % % MO O

—

100000

j_o 0 £ 6 6 8 |

X % % ™M O O
X % % MO O
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ol gy (resp. £, &, & ) est la lére coordonnée de v (resp. v , v
2 3 4 A -\
1 1
dans la base canonique de Rk (ou CA).

On testera le critére d'observabilité sur la paire (H, F o
Ona :

1 i o o 0 0
i, = A “AB A -Ash
o 0 ge SR £e

D'oli la matrice d'observabilité O, :

A T
6, = [o)s ¢y 055 Opn Gy ]
b -\ b Ah =\ b

avee e, T e

€, 110,1,0,1,0,1,0,1,0,1 017
02:[0,0,h,O,?h,O,Sh,D,Ah,C,Sh,O]T
0,00,8, 10,2, &, 108, 62,0,8, 07,0,2, 08,0, 717
0, 04251058501, 10,8,01710,8,017,0,8,01% 0,011
Oy L0425,0,850,10485,10,2563,0,5568,0,5,001"

2 T
cg 0.2, ,0,§4e5,0,§4e‘,-0,§485},0,§4s54,0,54655]




1.1.2.1. Cas ol le mode ).1 est un mode oscillant.

On sait qu'il en est ainsi si a > % » et qu'alors )\1 est de la

forme :

A, = o o WER.

3 condition que :

n=kI
w

S'i1 en est ainsi, la troisiéme colonne et la quatriZme colomne de 0

sont proportionnelles. Et on en déduit la non-observabilité.

On peut remarquer que A% = 3£, [8a ~7+2V16a-21a +7] est une fonction
croissante de . Si ;= ju = Ju(a), on constate que pour o assez grand

on peut avoir h = ﬁ) (en prenant k=1) assez petit. Et donc, un
petit pas d'échantillonnage n'assure pas forcément 1'observabilité.
Dans notre cas,gcur chaque valeur de @ (pour >%1, il y a des valeurs
de b interdites (hek fz)). A titre indicatif, pour a= 50, on

(
trouve h = ﬁ) approximativement égal & 0.038 seconde.

1.1.2.2. Cas ol le mode ).,I n'est pas un mode oscillant.

(i) Montrons que si d # O le systéme est compldtement observable.
=b). Montrons que

(Résultat obtenu en continu, en supposant a=0:
1tona £ &, &5 €, #0. Cela suffit pour montrer 1'observabilité
puisque 1'on sait que dans ce cas (q < %) les troisidme et quatriéme
colonnes ne sont pas proportionnelles (si g, £ O).

St (£y z ©)7 est un vecteur propre de F, associé & une

valeur propre A , on a :
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® oo o
© o o =
» o a o
o = o o
P
"
>
8 o< e

Avec d # 0, on trouve :

et ainsi § doit dtre non nul. On se rappelle que &, £, £y £, sont la

1ére coordonnée de Vv, , V., , V, , V dans la base canonique de R .
X1 -).2 )\2 —)\2

Ainsi, onabien & &, E; §, #0, et le systéme est complétement

observable.

(ii) Montrons que, pour d = 0, le systéme n'est pas observable.
Les valeurs propres de F, sont alors Ay = f,= A, Ay = © -A,e
Le calcul des vecteurs propres associés & A, et -\, montre facilement

que la premidre de ces est nul. nt dit,

dans ce cas on a 51 £y = 0. Et le systéme n'est pas observable.

(avec rg y= 4).
1.1.2.3. Résumé.

- En 1'absence de mode oscillant (& < %) la non observabilité se produit
uniquement quand d = O, c'est & dire a =3/5. C'est i dire que tout se
passe comme en continu.

-Avec le mode A, oscillant (a > %), il y a non observabilité si le
pas de discrétisation h est tel que :

n=xl
w

o A, = jw
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1.1.2.4. Remarque : Comparaison avec le modéle & une seule barre.

hF

Avec 1'état (x 6 v M)T, la matrice e stéerit :
a a 1 -
1 2(1-cn(gh) n 2h - Esh(uhn\l
|
o ch (@) 0 ish(i\h) i ou
|
hF -a a [ u'12~b
™ = o < sh@h) 1 gl1-ch@h)) 1 ¥=
i &o6g,u)
l_ o wsh@h) 0 ch( &h)
Avec
1 o] 0 0
H=
0 1 0 o]
on trouve :
- 10 o o
H
= 0 1 o] o]
a & a
HE, 1 20-en@) n o E( -sh(@n)
0 chan o L sn@m
qui est de rang 4, ce qui suffit pour montrer la compléte observabilité
de  (H,Fy)
On se rappelle que le pdlyndme caractéristique de F s'écrit :

£ (120

o b est strictement positif. Et ainsi il n'y a pas de mode oscillant
(dans €™ on a trouvé des exponentielles (réelles) et non des cosinus
et sinus).

I1 apparait que la perte d'observabilité par discrétisation est due
3 la présence de modes oscillants uniquement. Nous ne connaissons

cependant pas de preuve générale de ce fait.
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1.1.3. Commandabilité

Avec les mémes notations que précédemment (pour 1'étude de
1'observabilité), rappelons que l'on a (en faisant l'approximation a = 0 = b).

Tt o
0 1

At

o

etF =P —A.It P =1
e
o At
e
—)\2t
e

1.1.3.1. Cas o o £ 7

On sait qu'alors A, # 0. Ona :




On a

2’2
0
n
&
&
&2
o
2
si on pose ¥ =p~'X, on obtient une matrice &
D'olr :
M 272!
no o
n o
|
£
Lo
E.I(hJ
3 Ez(h)
i '
£, (h)

o
o
"
o~—
-
o
o
o
o
&
o
o
2
o
5 0o owo

|

telle

que
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On trouve que Ed est de la forme :

€, (n)ggla,r)

e;(h)gk(q,r‘i

ez(h)gs(q,r)

'
e,(h)gg(a,r)

ol gi(q,r) (i=3,4,5,6) dépend de q,r et des coefficients de

(plus précisément des coefficients de la deuxidme et quatridme colonne de
p™! (P est la matrice 4 x 4 des vecteurs propres de F.
On va tester la commandabilité sur la paire (F‘d, Ed).

On se rappelle que :

1 h
0
o 1
A
e
| A
HF | e
° 1 ° A h
| &2

La matrice de commandabilité (. est une matrice carrée de rang 6.

d
Aprés calculs, on trouve que son déterminant est égal 2 :

4
i 2
T (e, n
det Ay tem? T (e ey
31
avec
ah
L
ioe,ze
A0 -k
e? -1 e 271
- .
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On sait que pour m)% , on risque d'avoir e | =ze si

ho= kI (N=jw.

Donc, pour o >% il y a non commandabilité pour les valeurs
de n égales & kI/w (od Aj=ju).

Pour a>% les facteurs dépendant de h, dans det (g,

sont non nuls. Et il faut alors examiner le produit g;8,8,8,-
Pour cela, il faut calculer explicitement la matrice

[N
des calculs (pénibles et sans grand intérédt) on trouve que

du moins sa deuxime et sa quatriéme colonne. Aprés

lton a i g38,8585 % 0.

Donc pour a # % il y a compléte commandabilité (comme en con-
tinu) et perte de commandabilité due & la discrétisation en
présence d'un mode oscillant. (Mais la valeur de a n'est pas

en cause).

1.1.3.2. Cas ol o =7

. .9 38 . 3e
Rappelons que dans ce cas on a : c=z g% . d=3%
- ; 2&
€% T

On trouve que les vecteurs de F1 associés a A2 et a =i

sont respectivement :

IV ET:
i, (1;VEE
<1;-\[3E-;- 173 (-1/3)V—¥1)T

7

13 <-1/3)'\¢r—§I§)T

Associé &4 O est le vecteur propre :

v o= 0o -3 of
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Et si u=(1 1 -3 -3)T, on trouve que Fusv, et que

(uyvgsvy 4v_, ) est une base de R'.

Comme précédemment, on fait un changement de base et on étudie
le rang de Ed.
Aprés calculs, on trouve que le rang de Ed est égal & 4

(comme dans le cas continu).
1.1.3.3. Résumé

I1 y a perte de commandabilité due & la discrétisation en
présence du mode A, sinon, comme en continu, 1l'unique

valeur de o qui rend le systéme non commandable est 3/4.

1.2. Les équations mises enoeuvre en machine.

La mise en oeuvre de la commande, donc la fagon d'effectuer
les calculs dépend des capacités de l'organe de calculs
dont on dispose.

Dans notre cas le moyen de programmation est l'assembleur et les
possibilités de calculs sont les opérations sur les entiers de
8,16 ou 32 bits.

Le premier probléme qui se pose est celui de coder les
grandeurs physiques qu'on manipule de sorte qu'on puisse
effectuer les opérations avec un maximum de précision. Le deuxidme
probléme est celui du regroupement des termes d'une somme
algébrique, de sorte que les calculs soient dans les limites

des capacités de la machine.

1.1.2. Le changement d'unités
1.2.1.1 "Unité-micro"
La discrétisation a donné l'équation suivante pour

l'observateur :

Rine1) = FR(n) + K (yy o (n)-HX(n)) + Gu(n)
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Les valeurs de %, O;, O, ¥, &, @,, les valeurs mesurées,

la commande et les coefficients des matrices F, K, G sont des valeurs
en unités S.I.

Effectuons une "mise & 1'échelle" des composantes de 1'observateur.
Pour avoir un maximum de précision, nous allons coder sur 16 bits

chaque composante de 1'observateur (avec signe). A la composante

de X on associe la variable machine #;telle que :

_ 15
R
Ix. |max
i

Soit Jxl\mx est une valeur directement mesurable, soit |

désigne la valeur maximale en module que peut atteindre ii'

max

peut-8tre estimé d'aprés des simulations. Evidemment |
aussi exprimé en unité SI comme ;.

Par exemple dans notre cas, |x est la demi-longueur du banc, tandis

que lenax est estimé d'aprés des simulations.

On obtient ainsi le vecteur X qui est exprimé en entiers et qui est alors

la représentation-machine de X.

15
Si U=diag (5— ), ona

ol
1| max

Dans notre cas :

515
U ~2'° qiag(1/ lemax, 1/|e1|max, )
avee [xf, = 1m 3l0,[p, = 0.350d §]0,] . = 0.88rd 5 |v | =5 ms™!
Jw, | | = 5rds™!
1 max 2'max



1.2.1.2. Unité-capteur

Xpes ©' pes Sont des valeurs numériques délivrées par les capteurs

{directement ou aprés conversion) et ainsi ne sont pas nécessairement codées
sur 16 bits comme X et §,.

Si Ynes est la sortie en unité SI figurant dans les équations

théoriques, soit ?mes la sortie des capteurs. O a alors :

Ymes = Tymes

ol T est la matrice de changement d'unités : unités SI - unités capteurs.

Dans notre cas :

une unité de mesure de x = 1.05 mm
une unité de mesure de © = 1.2368 107 rd.
d'ol
5 103/1.05 0 x
mes N ‘mes

103/1.2368| | ©

@
o

mes

- Jd

1.2.1.3. Changement d'unité pour la commande.

La comande Stant caleulée, soit T la valeur de u en "umité micror.
Aors, siV =22 ,on a :

Dans notre cas, | | = 30N, valeur estimée d'aprés les simulations.

u
‘max
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1.2.2. Mise en oeuvre de 1'équation de 1'observateur

On obtient alors, d'aprés ce qui précéde :

-1 T -7
LA T2 ST A i ¥
Le terme THU™'X n'est pas autre chose que 1'observateur remis dans les

unités capteurs pour 1'homogénéité dans la différence y __ - HE.

Alors 1'équation (1) donne
2 -1y -1 = -
Xpoq = UFUTTX 4 UK TTNCF - THUTYO oV

Les vecteurs X et =ymes ont leurs composantes en entiers, mais pas
les matrices UFU™, wkr™?, thu™!, uev™!. Il faudra savoir
effectuer une multiplication d'un entier avec un nombre non entier.
On abordera ce probléme plus loin. Typiquement un exemple d'équation

de l'observateur :

1(n) + 5.55091 1073 B,(n) + 1.09826 1072 B, ()

51 (n+1)
(2)

"2 Tin)

+ 298.146 ( gmes_ 91) - 7.93686 10

On a noté ci-dessus 61 1'observateur en O remis en unité capteur
(les coefficients de UFU_1, Ux r", I‘HU_1, uev™' sont evidemment calculés

hors ligne).

1.2.3. Quelques remarques sur la précision numérique.

On a vu que le choix du pas d'échantillonnage h doit &tre tel
que hG, hF soient significatifs (cf. § 1.1.1).
La relation (2) ci-dessus permet de remarquer ainsi que, plus
stagner

T,(n), G,(n) sont "grands" moins T (n+1) a de chance de

4@, (n).
Donc en plus du pas

h qui ne doit pas &tre trop petit, on a
intérdt a choisir des échelles telles que les valeurs machines soient

des entiers les plus grands possibles.
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I1 arrive que pour un méme pas h, une échelle "convenable" fasse
converger le systéme, alors qu'une échelle mal choisie fait stationner
certaines variables et entraine la divergence du systéme.

Le choix de 1'échelle semble &tre d'une importance capitale.
Et, avec le probléme de 1'échelle, apparait celui de la restriction des
conditions initiales. En effet, plus la plage de variations permise
aux variables est grande, moins le codage est précis. Et donc il faut
savoir limiter les conditions initiales. (Il y a, dans un certain sens,
un "gaspillage" de bits, car le nombre de bits occupés par les variables
quand la convergence est atteinte est extrémement faible comparé au nombre
de bits occupés par ces variables au "démarrage").

Une simulation avec toutes les opérations faites en entier et avec
troncature (la fagon de faire ces multiplications est exposée plus loin),
exactement comme en temps réel, est nécessaire pour savoir si 1'échelle

est convenable.

1.2.4. Quelques remarques sur le regroupement des termes

LY ti é de 1 r r peut s'écrire théoriquement

sous plusieurs formes ; par exemple les suivantes :

.0 = PR+ K(y(n)-tR(n) + Guy (3a)

u, ==k (3b)
ou

Roq = (FKHIX + Ky, + Gu (4a)

u,  ==Ck, (4b)
ou

Kpuqy = (F-GC-KIDX + Ky, (5)
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On adopte 1'une ou l'autre de ces formes, suivant que K comporte des
"grands" gain ou des "petits" gains. Dans le cas ol l'on n'a pas besoin
d'une trds grande précision de calcul, il est plus simple de prendre
comme "unité micro" les unités capteurs (pour les états que 1'on mesure).

R < : Lo i
Et ainsi, si % est codé sur n bits et si Yes est la mesure de Xy
i

il apparait que, si K; est plus grand que 1, K;yp . risque fort de
dépasser n bits, et cependant K,yy ., doit dtre dans la méme ‘"case

mémoire" que ii, ou du moins 8tre codé avec le méme nombre de bits. Et donc
dans ce cas, les formes (4a) et (5) présentent un dépassement que 1l'on peut
éviter en prenant la forme (3a) car la différence yn-Hf(n est beaucoup plus
petite que y, .

Par contre pour des gains "petits", Ky, offre plus de précision que

K(y,-#R ).

1.3. Exemple de progr: ion d'une multiplication.

On a par exemple & effectuer un produit comme : 20.34787 x Bx ou Ax
est un nombre entier signé codé sur 16 bits. Le résultat doit &tre un
entier signé codé sur 16 bits, et rappelons-le, nous ne disposons que des
chaines de bits, et que de 1l'assembleur comme moyen de programmation.

Aprés s'étre assuré que la taille du résultat ne dépasse pas 16 bits
(voir plus haut, pour les précautions i prendre, dans la fagon de programmer
les calculs (cf. §1.2.4.), on se pose les problémes suivants :

1 - comment coder &, notamment combien de chiffres significatifs
peut-on garder pour  a.

2 - comment avoir le résultat de l'opération sur 16 bits, sachant
que la multiplication de deux entiers de méme taille donne un résultat

entier de taille double.

1.3.1. Coder un nombre a rationnel non entier sur 16 bits

Tout d'abord, cela n'est envisageable que lorsque :

On écrira a sous la forme

a = E(a ) + 0.a1<x2 B
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E(a) est donc la partie entiére de o (positive ou négative) et
0.0:1 Gy .Gy la partie fractionnaire écrite en base décimale
Soit K le nombre entier < 15 tel que :

2K-1

|E(@ )| <2

aron = -2 < B(a)< 2%-1 Donc, on peut coder E(a ) avec signe
sur (K+1) bits Les N = 16-(K+1) bits restants serviront a coder la

partie fractionnaire

15 20
T ‘ l T P [TTTd
E (o) LSRR 4
h I il ®
N)
(K+1)bits N bits
Fig. 1

Autrement dit, on "place la virgule" en fonction de la taille de E(a)

que 1'on code exactement, alors que 1'on code une valeur approchée 0.3 .G

(voir plus loin)

si E(a)> 0, E(a) aj=10u0

si E(a) <0, E(a)

représentation

en complément & 2 sur K+ bits de Efa)< O
Si bien que :

K
si @20: a=02" + 5 a2
i

K-1
sia<o sa=:-2N@N 1 aph sog
i=0
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n )
On a N bits sour repriserer0.a, o =z ajm‘-‘. Donc une somme

Q-0
de termes plus petite que 270 ne sera pas significative. Donc,
si:

n )
0. o, + Ia.107d
1R omed

0. oy

n . :
avec : : 2,09 <2¥ on ne va garder que m chiffres

j=m+1
significatifs et arrondir le résultat. Clest-d-dire que O.a; ... a sera
pris égal & a;107+ ...+ o 107" (arrondi inférieur)

ou ;107" L.+ (0#1)10™ (arronai supérieur)

Exemple 1 :

Reprenons 1'exemple évoqué plus haut ol 1'on voulait coder le
nombre 20.34787.

D'abord 2“( 20< 25—1, donc on code 20 sur 6 bits et il en reste N=10
pour coder 0,34 787, Ona 2" 29,7107, donc les deux derniers chiffres de
0.34787 ne sont pas significatifs. On va donc les supprimer, mais en faisant
un arrondi des trois chiffres qui restent. C'est i dire qu'on va coder
0.348

Le nombre o aura alors comme valeur approchée (par arrondi)

o = E(a) + 0.a.0, ol a! ou a +1
a 1 m m

e O o

La représentation en machine de g, est un nombre entier, donc on va
multiplier a, par M, ouis tronquer, clest-a-dire prendre la partie
entidre. On va appeler G cette représentation en entier . Alors :

=2+ B@ x 0.0y .al) (Voir Fig.1)
Exemple 2 : Reprenons 1'exemple ci-dessus.
o = 20.34787 ; N=10

O.a ..‘ai = 0.348

1
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aroh 5= 270 x 20 + E(2'%%0.348) = 20480 + E(356.352) = 20480 + 356
= 20836.

En résumé =
Etant donné a = E(a) + O.a,...0, pour représenter o sur 16 bits avec

signe en nombre entier :

- on cherche le plus petit K tel que E(a) puisse 8tre codé (avec signe) sur
(K+1) bits.

- on code la partie fractionnaire sur les N=16-(K+1) bits restants,
clest-a-dire qu'on tronque les décimales plus petites que 27, ne
gardant ainsi que les m premidres décimales significatives, que l'on

arrondit : O.a1 B e D‘u1 cecl o oW ap =0 ou o,
- on représente une valeur approchée de o par :
Me@ + E@%0.a, Lol of).

Remarque : Le choix de K (ou de N) est fait par le programmeur et il doit
se rappeler lui méme cette information pour la suite des opérations La chaine de

bits qui resprésente a ne comporte aucune information sur N

1.3.2. Résultat de la multiplication sur 16 bits

La "représentation machine" de « est le nombre o entier obtenu en
multipliant une valeur approchée de a, soit a, par 2", puis
en prenant la partie entire du produit obtenu. (voir ci-dessus)

5 @« (valeur approchée) —

N .
@, tronqué

Faisons alors l'opération : & x bx = R R est en principe un entier
codé sur 32 bits.

Comme on a multiplié o, par 2, le produit o x BX est alors obtenu
en divisant R par 2" soit, en tronquant les N derniers bits de T
(voir Fig.2 ci-dessous).
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+1)b1ts| N bits
N o 218 o

E _
R
P JNHLs -1
(/71 v
16 bits j N bits |
Ra
Fig.2

On s'arrange, par un choix d'échelles approprié pour que le

résultat R soit tel que :

W15 N+15

<R <2

Alors, les bits de 24719 2 231 ne sont que des bits de signe du

résultat de la multiplication. On peut avoir donc le résultat sur
16 bits avec signe en tronquant les bits de 2V*16 3 231
On obtient ainsi un résultat entier R, valeur approchée de a x R,

codé sur 16 bits avec signe.

Remarque

La condition -2"*"5<R<2™15 qui assure que le résultat peut tenir sur

16 bits peut s'écrire aussi approximativement |2'a &x| < 2M*1°
puisque 2o est approximativement égal 3 &  Ceci donne donc
la condition |Bx| <; 2" Si o est une constante et ¥ une

variable, il faut toujours s'assurer que la variable Ax est bornée

5

15
par 2 sinon on obtient un produit plus grand que 2'°  Ainsi, quand

on a L some de produits i effectuer, on a intérét i faire de telle sorte
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que la somme soit de la forme

W

a.Ax. ol chaque variable Ax.
1op 1% 1

est bornée par 215/|

).

. (Le groupement des termes est une autre
affaire
Exemple 3 :

On a & programmer 20.34787 x Bx, ol Bx est une variable entiére.

Pour que le résultat soit sur 16 bits, on s'assure donc que Ax ne dépasse
pas 2'%/20.34787, soit  |a%| < 1610.

a. Par exemple = &x = 810.
D'aprés l'exemple 2, o = 20.34787 donne d = 20836

Programmé comme indiqué ci-dessus sur le 8086, la multiplication de
20836 par 810 suivi de la troncature des bits pour ne garder que 16 bits
donne comme résultat : 20.34787 x 810 = 16 481.

Alors que le résultat obtenu sur une calculatrice de poche (donc sans
approximation de 20.34787 & 20.348) donne :

20.34787 x 810 = 16481.775
b. Par exemple BX = 1600, c'est-a-dire proche de la limite permise

1a programmation sur 8086 donne 20.34787 x BX = 32556, alors que
la valeur obtenue sur une calculatrice de poche est 52556.592.
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2, Description de la partie "matériel" de la commande.

Ci-dessous est représenté le schéma de fonctionnem

1t du chariot.

—
12l lenTREE
6.
1 8 | gas5m Mémou re
synchro, 1 DONNEE PRO- | ONITEUR]
GRAMME
1 2142 2716 2716
E) SORTIE] (x 2) (x 2) (x 2)
ali SDK-86
P2
TIMER
8253
CHARIOT & BARRES
Logique de
feuillara
Commande acheur{—I Moteur
du moteur
!

Mesure | 6

-

fenalogicud

Mesure | X

Fig.

digitale

1s

—

OPERATEUR
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Nous n'avons fail figurer que les organes essentiels, strictement
nécessaires 2 la compréhension du fonctionnement du systbme. Notamment
la carte microprocessear, qui esi le principal organe de caleul, se
réduit & 1'unité centrale (UC), aux mémoires et aux entrées-soriies.

Les circuits intégrés sont dessinés avec leur code, tandis que les bloes sans
code sont des circuits électronioues réalisés eu C.A.I. Les fliches repré-
sentent le sens de la circulation de l'information, les chiffres i c8té
d'elles représentent le nombre de bits que coniieni une informstion
runérique. (Par exemple, & 1'entrée du port Pi, la mesure x de

).

1'abscisse du chariot est sur 12 bits

La partie "matériel" se compose essentiellement de :
1. La carte SDK-86 qui esi l'organe de calcul. Il fait l'acquisition
des mesures, exécule les calenls, active 1'actionneur selon un zlgorithme
programmé. L'UC de la carte esi le microprocesseur 8086 (Intel).
2. Le circuit de commande du motear et le moteur lui-mdme. La transmission
au moteur de l'ordre donné par L'UC se fail & travers un cireuil d'interface.
3. lLes capleurs qui donnent la mesure de l'angle de la barre cu bas
et la position du chariot sur les rails.
4. Un potentiomdtre permettant 1'entrée d'un point de consigne pour

la position du chariot sur le bane.

Nous allons examiner ci-aprés ces quatre parties. FPour les détails
sar la carte SDK-86 el sur les circuits intégrés non strictement
nécessaires i la compréhension de 1l'application oui nous concerne, on se
reportera aux notes technioues des constructeurs.

Comme on le verrz, le capteur de position sera 1'objet d'une plus grande
attention. Ceble partie de la réalisation est une illustration des
techniques de L'Automalique Séquentielle. lNous présenterons la synthdse
du capteur (plus précisément du détecteur de sens de parcours du chariot)
par la méthode classique des taoles. Il est 2 remarquer que cetle méthode est
trds critiquée dans les ouvrages récents, leurs auteurs estimant qu'elle
n'est pas applicable sux cas industriels ol 1'on a un grand nombre d'entrées
et de sorties.(ef.[5]). Néanmoins, pour les cas ol le nombre d'entrées
et de sorties se réauit & 2 ou 3, elle peut &tre un moyen systématique.
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Seulement lorsqu'il en est ainsi, un électronicien expérimenté peut
connevoir le eircuit séquentiel "empiriquement", sans avoir recours i aucun
calcul ! Dans notre cas, la version "empirique" du circuit correspond

tout & fait aux éoquations déduites des calculs.

2.1. La carte SDK-86 (voir ohoto n°10.)

Caractéristiques physiques :

- longuear : 34.3 cm.

- largear : 30.5 em.

- hautexr : 4.4 cnm.

- poids : 0.7 kg approximativement.

Nous allons déerire bridvement les parties suivantes de la carte SDK-86

- le microprocesseur 8086 et le logiciel de base de la carte.
- les boltes d'entrée-soriie.

- les boitiers mémoire.

flous indiquerons en plus quelques indications & propos du timer
programmable que nous avons ajouté k la carte.

Encore une fois, nous simplifierons délibérément la deseription
technologique, ne gardent que les détails nécessaires i la compréhension
de notre programme et de la réalisation "matériel" que nous avons ajoutée
% la carte SDK-86.

2.1.7. Lemicroprocesseur 8086 et le logiciel de base de la carte SDK-86.

Pour la programmation du 8086 ou pour les caractéristioues hard

du 8086, on se reportera 2 la Documentation Intel ou & l'ouvrage [6].
Hentionnons sealement que sur la carte que rous avons :
- L'horloge est de 5 Miz.
- un cycle d'instruction est alors de 800 ns.
Notons que, avec 20 bits d'adresse le 8086 peut adresser 1 méga-Octets.
Une donnée de 16 bits se divise en un octel sur une adresse paire et un

octet sur une adresse impaire. Cela permet de travailler en 8 bits ou en

16 bits. Dans la connexion du bus de données et d'adresses du 8086 % d'asutres
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Fig. 2. extrait de [6]
organes, il faut tenir compte de ce détail. On le verra dans notre cas,
3 propos du timer 8253 que nous avons ajouté i la carte.

Le fait que l'adresse tient sur 20 bits fait qu'elle est la somme du
contenu d'un registre de segment (16 bits) et d'un offset de 16 bits.
Ceci doit Btre pris en compte au niveau de la programmation.

Quant au logiciel de base de la carte SDK -86, il se limite & un
progranme moniteur permettant l'utilisation d'un clavier hexadécimal
incorporé & la carte et l'utilisation d'une télétype.

Le langage de programmation est uniguement 1'assembleur.
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Sur la Photo n°9a, on distingue :

1@ téléptype

2 : alimentation de la carte SDK-86, de la carte logique, du capteur
dtangle (¥ 12 V).

: carte de Logiaue de commande du moteur (voir aussi photo no 10)

: potentiom:tre pemettant de déplacer le point-consigne en abscisse

la carte SDK-86.

: le hacheur ou bloc de puissance du motear (voir aussi Photo n°1%).

~o o~ w

: le capteur de position (voir aussi Photo n°8).
: le moteur
: le potentiomdtre permeltant la mesure de 1'angle (voir aussi Photo n°7).

© ®

10 : 1'alimentation du moteur.
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2.1.2. Les entrées/sorties (paralidles)

La carte SDK-86 a deux ports d'EA Pl et P2, d'adresses respectives
FFFF et FFFE, constitués de deax boltiers 8255 A.

Chaque port contient 24 bits selon schéma suivant.

4
R A E—
c7-c4
8255 A 4, C
Cc3-co
8,8

Fig. 3.

On peut programmer A, B, C en entrée ou en sortie. On peut méme
progranner C par morceaux de 4 bits.

Dans notre application, nous avons choisi P1 comme port d'entrée et P2
comme port de sortie. Les Fig. 4 et 5 représentent les schémas de P1 et P2
avec les adresses des différents ports.

Le port P1A fait entrer les huit bits de poids faibles de la
mesure de X, P1C0-P1C3 regoit les bits de poids forts de x.

Le port PIB fait entrer la mesure de 6, (2 la sortie du convertis-
seur analogique-digital).

Le bit P1C4 provenant du bloc "logique de commande du moteur
informe 1'UC s'il faut passer au pas de récurrence suivani ou non (cf. § 2.2.3).
Frre A —xg - g

PIC (47)  pice

FFFD i
PIC (03)  yg - xyy

Frre [ P1B o 8- 87

P1 o FFFF

Pis.d.
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Le port P2A fait sortir une donnée sur un convertisseur digital/analogique
8 bits. Cela permet, notamment pour différentes mises au point, de visualiser
une variable sur un écran d'oscilloscope.

Le port P2C fait sortir de 1'UC un "mot de contrdle” qui est une
information pour la Logique de commande du motenr et pour le comvertissear
analogique/digital.

P2A

FFF8 [ 5 vers CD/A
pac(4-7)

FFFC contrdle

P2c(p-3)

FFFA | P q

Fig.5.

Ta Fig.6. représente le moi de contrdle "au repos".

Demande Inhibition
conversion moteur

LT T
i i T

F2cC I max Inversion Load @

signe

Fig.6.

Pour une meilleure compréhension, on se reportera au chapitre

"logique de commande du moteur".
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P2C0O : aclif en 0, permet un "oad Q" au compteur IS193 (ef §2-2-3).
P2C1 : actif en 0, impose un arrdt motear.
P2C2 : permei de choisir un sens de rotation ou l'autre : 1 pour le sems + .

(sens eroissant de x), 0 pour le sens—.(Ce bit est ainsi Loujours
"aclif"). On sura le sens + pour un mot de contréle égal i 37
et le sens - pour 33.

203 : actif en 1 est la demande de conversion au convertisseur
analogique/digital (mesure de 1'angle).

P204 : actif en 0, donne un courant maximum au moteur.

P2C5 : actif en 0, permet e faire un load au compteur de position.

Le port P23 fait sortir le nombre Q (proportionnel 2 la tension désirée
aux bornes du moteur ; cf. § 2.2.2) sur le compteur [S193.
2.1.3. Les mémoires
. Hémoire ROM

Quatre boiiiers d'EPRON 2716 donnent 8 K Octets.

Les 4 K oclets d'adresse de FDOOO & FFFFF contiennent le programme
moniteur.

Les 4 K oclets d'adresse de FEO00 & FEFFF sont réservés & 1'uiilisateur.

Quatre boitiers 2142 donnent 2 K octets d'adresse de 0 & TFF. L'utilisateur
peul se servir de 1'adresse 100 & L'adresse TFF, les emplacements
d'adresses inférieures & 100 son réservés au moniteur.

Pour d'autres détails concernant le décodage d'adresse, on se reportera

aux notes du constructeur.

2.1.4. Le timer 8253 (Intel)
Quelgues mots A propos de sa programmation et son cfblagi

Le timer 8253 esl un timer 16 bits programmable.

I1 est traité comme un port d'entrée-sortie. Sommairement, (dans le mode
utilisé dans notre application) le timer recevant en permanence un signal
d'horloge, 1'UC inscrit dans le timer un nombre et recoit & la sortie du
timer un signal dont la fréquence est celle de 1'horloge divisde par le
nombre mis dans le timer. Ia fréquence de l'horloge dans notre cas est



est de 1Mz.
Le 8253 contient trois compteurs, ici on n'en utilise qu'un. la Fig.7

représente un schéma extrait du catalogue.

Fig.7.
et A, dubus d'adresse du 8086. On se
haut que, quand Ao(du 8086) est

Tei

Ao et A sont reliés & A
rappelle, dans ce qui a été dit plus
égal 2 1 clest lloctet DB-DI5 du bus de données qui est concerné.
on a relié D -D, du 8253 & DO-D7 du 8086. Et, comme on va le voir,
4 (au 8253) a besoin de prendre la valeur 1. (Ceci montre que, pour
programmer, souvent il faut connaitre un peu l'archilecture matérielle

du microprocesseur).

Le "ModeWord", mot de 8 bits est considéré comme un port, ici d'adresse 0006.
Le compteur n°0 (le seul utilisé ici) est considéré comme un port ayant pour

adresse 00000.
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Le Mode Word égal & '36' programme le iimer comme suit :

- choisir le compteur n°0.

- choisir le mode 3 de comptageaqui consiste A diviser 1a
fréquence de L'horloge par le noubre mis dans le compteur et metire ce
signal a la sortie du comptear n°0.

- 1'UC met dans le compteur l'octet de poids fort d'abord,
puis celui de poids faible (le nombre par lequel la fréquence

d'horloge est divisé est sur 16 bits).

2.2. Le circuit de du_motear

Le moteur entrainant le feaillard est un motear A courant continu.
Comnandé & partir de 1'UC, il nécessite un circuit logique servant, d'une
certaine manitre, d'interface.

Nous allons tout d'abord rappeler le principe de coumande par
hachage du moteur & courant continu, puis nous inidresser au cireuit
logique de commande.

2.2.1. Fonctionnement du moteur

2.2.1.a. Fonctionnement  vitesse

Fig. 8

Si U désigne la tension aux bornes du motear, w sa vitesse angulaire, T
le courant traversant le moteur et [  le couple moteur, on sait, qu'en

régime permanent, I' est proportionnel & I, et la f.c.é.m proportionnelle

2 w. Si bien qu'on a les relations suivantes, en régime permanent :
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r=g¢1
)
U =R +qu
Le facteur de proportiomnalité ¢ est un coefficient qui rend compte du
flux magnélioue total dans le motenr. Théoriquement, ¢ dépend du
courant, mais ici, pour simplifier, nous allons supposer que ¢ est une
constante indépendante de I. R est, bien entendu, larésistanse
ohmique du moteur.
Pour une tension U le moteur tourne dans un sens, pour -U il tourne

dans l'autre sens.

2.2.1.b. Foneti & vitesse variable-Hachage de tension.

Si on veut donner au moleur des vitesses variables, on peut faire

un hachage de tension ; nous allons en rappeler ci-dessous le principe

’——— { Umax Umax L
U max
IV
o Umax
——M—‘\— PR :
Fig.% Fig.%

On alimente le moteur avec une tension fixe U . Et on suppose
que, sur un intervalle de temps T =assez petit (5 & 10 ms dans notre
cas), fermer 1'interrupteur pendant un temps T <T et le laisser

ouvert pendant T-T, est équivalent & appliquer une temsion % Uonx

pendant tout l'intervalle de temps T«
On va négliger les phénombnes transitoires et supposer que les
relations statiques (1) rappelées ci-dessus sont valables pour chaque

. T .
tension = U aux bornes du moteur.
T ‘max



La fig.10 représente le schéma de principe du circuit de commande du
motear. L' interrupteur 3 la figure 2-a ci-dessus est réalisé par des

transistors de commutation.

+ Rlim.
4 #
" ™
sy T2 T2z + 5V
A B
3] 3
T23 Ti3
- Alim
Fig.10

Schénma de pr

neipe du circuit de

commande du moteur.

E\ et E, sont des commandes logiques générées par programme. Actives en 0,
E, ouE, permet la rotation du moteur dens un sens ou dans llautre. Sur

chaque intervalle de temps h de diserétisation, E ou E2 est

maintenue & zéro pendant une fraction T de h. Le courant circule
i B =0,
13 % 5
solt & travers T,, T,, et T, si E, =0, soit dansle moteur,

respectivement de A vers B ou de 3 vers A.

alors, soit & travers les transistors T, T,, et T
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Le temps v pendant lequel E1 ou E2 est maintenue active est,
dvaprds l'approximation vue plus haut, proportionnelle i une tension
que 1'on ferait varier aux bornes du moteur.

La photo n° 12 représente le circuit de commande du moteur,

Testohodi : § ansie

otest-d-dire easentiellenent les transistors Tyys T,y Tg et Tyy oo
Tys et les photodiodes commandées par E, el EZ.
2.2.2. logigue de commande du moteur.

A chaque tas de récurrence (n-1), la force u(n) = - Cf(n) qu'il
faut epplicuer au chariot est calculé. La vitesse estimée du moieur,
soit 9(n) ect une composante de X(n). Ainsi, b partir des nombres u(n)
et ¢(n) fournis par L'UC, la partie logique que l'on va décrire ci-dessous
doit commender le moteur de telle sorte qulon ait le u(n) voulu.

Pour une force u(n) désirée, si p désigne le rayon de 1'arbre
moteur, le couple moteur est I(n) = pu(n).

La tension que l'on devrait avoir aux bornes du motenr est alors :

U(a) =22 (o) + 2= o(n)
? [
dtaprés la relation (1).

T, ou EZ doit done dtre maintemue scrive pendant un temps T
proportionnel & U(n).

Si h désigne 'intervalle de diserétisation, U la tension
aux bornes du moteur, on a alors :

oa) = (e, AN

Si 1%on code sur 7 bits le nombre représentatif de U(n) et si on

1'appelle 0’], on aura :

o

_m  _ _u(n)
2T " h T
max

F



La Fig.11 représente le schéma bloc de la logique de commande du moteur.

[ TIMER COMPTEUR

COMPA- [ Aa<o  u-tmax
RATEUR
LOGI QUE

CHARGEMENT
DE Q

Fig.11
Schéma de la Logique de Commande
au moteur

Le timer, programmé par1'UC, fournil une horloge de période

au

compteur qui incrémente un nombre A de 0 i 127 (et se remlei-’a zéro pour
recommencer). Tant que A est inférieir au nombre Q, désiré, la

sortie logique du comparateur active une photodiode (voir Fig. 10 et 11) qui
f£ait que la tension U est appliauée au moteur. Selon le sens choisi
par le programme, on a F, =0 ou B, =0, c'est-i-dire que 1'une ou
Llautre des photodiodes est choisie, donc le sens de rotation du motear.

Dés que A atteint la valewr Q E1 ou E2 sont désactivées, c'est-i- dire
que le courant va devenir nul dans le moteur.

En résumé, 1'UC calcule

FL ) e e
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et le circuit logique de commande du motenr maintient E, ou

2 active

pendant une durée proportionnelle & Q. §
Ia photo n°11 représente la carte de logique de commande du moteur

et les compteurs du capieur de position. (le capteur de position se

compose essentiellement des compteurs d'une part, et d'autre part du

détecteur de sens de rotation).

2.2.3. Queloues détails iechnologiques sur la isation" du circuit.

Le but du circuit logique est de maintenir E ou E, & zéro selon
le sens choisi par 1'UC, et cela pendani une durée proportionnelle & Q2
chaque pas de récurrence du programme qui doit durer exactement h = Sms.

Sehématiquement, 1'UC réalise 1'acquisition des mesures, calcule
la durée Q d'alimentation du motear ainsi que le sens de rotation de
clui-ci. (La durée de tout ceci doit évidemment tre inférieare & h.).

Puis il attend le signal logique P1C4 venant du circuit logique, qui
1tautorise & rendre effective la commande qui vient d'8ire caleulée.

Le réle de PiC4 est alors de synchroniser 1'envoi de la commande et le
début du comptage au compteur LS393.

le choix de E, oubien de E, aui détermine le sens de Totation
du moteur est dieté par 1'UC, qui envoie sur la broche appelée IS du IS193
(IS pour Inversion-signe) un 1 si _EIZ esi choisi, c'est-i-dire le sens (+)
du moteur, et un 0 si 'E} est choisi. (Voir Fig. 12a).

Bn effet, le compteur IS393 compte de 0 & 128, puis se remet & O.
Son bit de poids fort (MSB) met alors un 1 sur Ni-8. Ceci assure aussi
que la commande a une durée exacte de h, car, tant que A <128 les
E, et E, ne changent pas d'état.

Le comparateur IS85 fournit le signal Q =4 qui désactive

signaux E

la commande. Par exemple, le sens (-) a été choisi, c'est-d-dire E =0 ;
alors, (voir Fig. 5.b) quend A =Q, E‘ devient égal & 1 jusqu'x la
fin du comptage (A=128) (oh il pe.t redevenir égal 2 0 ou rester
4gal & 1 selon que le sens dicté pat 1'UC est E1 ov iz. Sur la Fig.5b, nous
avons choisi le sens (+) pour le pas suivant).

Le compteur & chargement paralldle IS195 charge Q dans le
comparatear et permet de choisir le sens de rotation (par IS). Le
nombre 9 n'est chargé que lorsque le boitier a recu le signal load
envoyé par 1'UC. Mais 1'0C, attend le signal P1C4 (haut) sortie de la
bascule B2 pour envoyer le load. Le bit P1C4 est égal & 1 dds que Qn:A.
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Ltimpulsion load (=0) charge & la fois le nombre Q, et lesess IS
pour le prochain pas. Mais ce sens ne sera effectif que lorsqu'il
y sura un 1 sur Ni-8, c'est-i-dire lorsque le compteur aura fini le
comptage.

Ainsi la commande (Q, et sens =TIs) est "proposée” par 1'UC dds qu'il
a fini les calenls el regu l'autorisation par P1C4, mais n'est rendue
effective qu'au débui du comptage suivant. Cette synchronisation de
1'envoi de la commande et du début du comptage pour la commande suivante
assure que le mombre Q atteint par le compteur est effectivement le
nombre désiré par 1'UC. De plus, la durée de la commande est exactement

&gale & h.

2.3. Les capteurs
Les capteurs soni au nombre de devx : un capteur d'angle et un captenr

de position du chariot. Le capteur d'angle mesure l'angle que fait la

barre du bas avec la perpendiculaire aux rails, et le capteur de position mesure

1'abseisse du chariot sur les rails par rapport  une origine fixée par

1topératenr.

2.3.1. Le capteur d'angle
Clest un potentiom>tre actionné par un engrenage solidaire des mou-
vements de la barre inférieure. (voir photo n°7).
Le potentiom®tre est alimenté en +12 V et -12 V.
Llexcursion de la barre est limitée entre +&° ot -9° environ.
Ntutilisant que 4,5 Volts pour 1'excursion maximale de °, et avec
un convertissear analogique/digital de 7 bits + signe (voir plus loin)
on a les correspondances

35 1l > 1 unité numérique ¢y 0.07 degré (soit 1.2368 1077 rd).

. détails & propos du convertisseur analogicue/digital.
Clest un ADC 80 AC-12 (Burr Brown) 12 bits. Mais senls les 7 bits les

plus significatifs et le bit de signe ont été retenus. Initialement la
taille 12 bits a été choisie pour &tre proche de la taille 16 bits avec
laquelle 1'angle sera codé dans les calculs. Mais il s'est avéré que les
4 derniers bits étaient entachés de bruit, et que finalement une aussi
grande précision n'était pas nécessaire .



Pour accepter une mesure de 1'angle, 1'UC doii adresser au convertisseur
une impulsion (positive) de demande de conversion. Environ 25 us plus
tard la conversion est préte.

La denande de conversion se trouve au bit P2C3 d'an port d'entrée/sortie
de la carte- micro. Pour économiser les entrées/sorties, nous n'avons

pas fait eatrer le bit de "fin de conversion” du convertisseur, mais
nous avons fait une boucle d'attente d'environ une trentaine de micro-secondes,

ce qui s'est avéré suffisant.
2.3.2. Le capteur de position.

Un disque divisé en 16 secteurs noirs et réfléchissants surmonte
1tarbre du moteur, et est exposé & deux photodiodes (voir Photo n°8).
Celles-ci attaquent un circuit de mise en forme des signaux qui donnent
4 la sortie deux signaux OUT! et OUT2 avec des fronts nets soit en avance,
Soit en retard l'un par rapport & l'autre (of. schéma n’ 6 pour le cireuit

de mise en forme des signaux . - Annexe A4).

wrt I LI w11
wre ] LT LTI owrz T [T

Fig.13

Ces deux signaux entrent dans un circuit (séquentiel) qui donnent
le sens de rotation du moteur. La synthse de ce circuit séquentiel
(ou automate) est exposée en détail & l'annexe A2. .(Les signaux OUT!
et OUT2 sont appelés dans ce chapitre x et x|).



Les fronis de montée et de descente de OUT! (ou OUT2) servent d'horloge
aux compteurs Mécompteurs (74I8191) qui donnent la position du chariot
directement donc en digital. le sens indiqué par 1'automate indique aux
comptenrs /écompteurs s'il faut incrémenter ou décrémenter.

On peat résumer cela per le schéma suivant :

DISQUE
PHOTODIC

our 2] AUTOMATE

Sens de rotation

COMPTEUR /
DECOMPTEUR

D11

POSITION
DU CHARIOT

Fig.14.

Par souci de clanté nous avons relié OUT2 directement 2 1'horloge du
Compteur Hécomptenr. En fait, comme il a été dit plus haut, on prend en
compte chaque front de descente et de montée 0UT2 (ou OUT1 ).
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Ce qui fait que, avec 16 secteurs noirs et réfléchissants, un rayon de
13.38 mu & la poulie relide au feuillard et un rapport de démultiplication
de 5 au niveau de l'arbre motieur, on a la correspondance suivante :

1 unité du Compteur & 1.05 mm de déplacement.

Le bloc compteur /décomptenr & la figure 2 regrcupe en fait trois
compteurs Aécompleurs 7418191, La sortie est donc sur 12 bits signds

(pour plus de précision, se reportier au schéma n° 4 ),

2.4. Potentiomdtre permettant 1'entrée d'un point de consigne

pour la position du chariot sur le banc.

Par 1'intermédiaire d'un potentiométre et d'un convertisseur
analogique/digital (ADC 0816) on peut imposer une position de
consigne pour le chariot.

Le port P2A sera alors programmé en entrée et acceptera les
huit bits de poids forts sortant d'un convertisseur.

L'UC envoie 1'impulsion "Start" au convertisseur sur P2C7, et
attend le signal de fin de conversion (EOC) sur P1C5 (en fait
1'impulsion EOC est mémorisée dans une bascule & la sortie du
convertisseur et P1C5 est relié i la sortie de la bascule)






- 163 -

CHAPITRE IV

Résultats






1. Résultats de simulation

1.1. Modéle & une barre.

La Fig 1S donne les
est calculé avec 32
et ou 1l'observateur
c'est-a-dire sur 16
capteurs.

On a introduit
On note un biais de

Les unités sur

résultats de simulation ol 1'état du systéme
bits en virgule flottante sur le Perkin Elmer,
est calculé comme il le serait en temps réel,

bits, en virgule fixe. Les mesures se font en unités-

un biais de mesure by , sans en faire l'estimation.
position assez important.
les axes des ordonnées sont les unités-capteurs.

La Fig.28 représente la simulation dans les mémes conditions que

précédemment sur la

précision de calcul de l'observateur et de 1'état.

La différence avec le cas précédent est qu'ici on a introduit

1l'estimé du biais de mesure, le frottement sec et la compensation du

frottement sec.
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a4 deux barres

i.2.1. Avec un ressort raide (k/mgl® 0.Jo)

La Fig. 3S représente la simulation de :

X = (F4=G,C )X

n+1 dd"d""n

Le calcul est fait en "unité-micro", mais avec les 32 bits de précision
de Perkin Elmer, en virgule flottante.

Les conditions initiales sont

x=10cm ; 61 = 3° H 62 =2° ; v

. La Fig.4S représente la simulation de :

Xoq = (FyK X,

Le calcul est fait en " unité-micro", avec 16 bits en virgule fixe,
clest-a-dire avec la précision de calul de l'observateur en temps réel.
Les conditions initiales sont :

x=lem; 0 =-2° ;

vE0=uw = 0,

Cn remarque une trés rapide convergence de (Xn)‘

La Fig. 58 représente la simulation du systéme avec 1'état
calculé avec 32 bits en virgule flottante (précision au
Perkin Elmer), l'observateur calculé avec 16 bits en virgule fixe
comme en temps réel, les valeurs mesurées en unités
capteurs Chacun des trois schémas représente 1'état et l'obser-

vateur superposés (x et %, 0, et é1, 0, et 62).
Sur les deux premiers schémas, on a ramené x et %,

©, et 8,, aux unités capteurs pour montrer qu'on n'a pas "saturé"

1
les capteurs. (valeur maximale en x permise par le capteur de
position : 2047, valeur maximale en 0O, permise par le capteur
d'angle : 127)

Les conditions initiales sont :

s = - 2° = - ° = = =
X =0,0, ==-2° 0, 2.5°, V=0 :uw =uw,
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1.2.2 Avec un ressort mou (k/mgl= 0.30)

La Fig.65 représente le feedback statique sur 1'état complet
1x,e], 6 V,NI,MZ) c'est-a-dire la simulation de

)(n+1 = (Fd—Gd Cdan

Le calcul est fait sur 32 bits, en virgule flottante.
La Fig.7S représente la simulation de

Kopq = (Fg=KgH)X,
Le calcul est fait sur 16 bits, en virgule fixe.

La fig 6S montre une stabilisation satisfaisante La puissance
utilisée au moteur est égale au tiers de la puissance
disponible Les gains de l'observateur étant réglés avec

une dynamique d'erreur beaucoup plus stable que celle du
contrdleur (Fig7S), on devrait normalement en l'absence

de non-linéarités introduites par les erreurs de troncature,
obtenir un comportement global tout aussi satisfaisant

Ce n'est pas du tout ce qu'on observe en simulation (voir

Fig. 8S;conditions de calculs pareilles que celles de la
simulation représentée a la Fig.55). Il n'y a manifestement

pas séparation des dynamiques de régulation et d'observation et
l'interaction entre les deux dynamiques est trés sensible

au choix des gains Le meilleur compatement que nous avons

pu obtenir par un réglage conjoint des deux dynamiques

utilise une puissance égale & celle de la saturation du

moteur, de sorte que l'expérience n'a pas été tentée
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2 Résultats réels

2 1. Chariot a une barre.

La Fig.1R est l'enregistrement de la mesure de x

La position de consigne est & 61 mm.

La Fig. 2R est 1'enregistrement de la mesure de X On a changé de po-

sition-consigne de X en cours de route
La Fig. 3R est l'enregistrement de la mesure de 1'angle.

2.2 Chariot & deux barres.

La Fig. 4R est 1'enregistrement de la mesure de x.
La Fig SR est l'enregistrement de la mesure de 1'angle
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CONCLUSION
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Au cours de la réalisation de cette expérience, nous avons pu nous
confronter & un certain nombre de problémes pratiques, qui, a notre avis
doivent se présenter chaque fois que 1l'on commande numériquement un
systéme mécanique ; tels sont par exemple, le probléme que posent les
frottements, le probléme de précision numérique, le probléme du choix
d'un pas de discrétisation. Si nous n'avons pas pu les résoudre tous,
nous nous sommes efforcés de montrer leur importance De toute fagon, pour
notre part, l'expérience a été enrichissante puisqu'elle nous a fait
découvrir de fagon concréte certains problémes posés par la commande
d'un systéme

Dans 1'état actuel de 1'expérience, le chariot & une barre et &
deux barres avec un ressort "raide" fonctionne de fagon satisfaisante
Nous n'avons pas pu réaliser 1'expérience a deux barres avec un ressort
souple ou en l'absence totale de ressort Nous pensons que cela est di
en particulier & 1'insuffisance de précision numérique dont nous disposons

Ce probléme doit s'atténuer lorsque la précision du microprocesseur

pour s'appi du comp nt "linéaire" lorsque les non-

linéarités numériques disparaissent Comme la théorie nous dit que la
stabilisation de 1'ensemble avec les mesures actuelles est possible,
1'expérience doit &tre réalisable sans ressort mais il faut certainement
4 tout le moins disposer, pour la mise en oeuvre, du calcul en virgule
flottante Nous avons 1'impression, avec la technologie & laquelle nous
nous étions limités volontarement, d'avoir atteint les limites de ce
qu'il était possible de faire

A 1'heure actuelle 1'expérience du double pendule inversé est

reconsidéré sous 1l'angle d'une mise en oeuvre en virgule flottante
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Annexe A1

Réalisation de la liaison élastique du tandeur de barres

1. Equivalence du ressort & boudin et du ressort spiral, dans le

domaine des petits angles.

Au cours de 1'étude théorique, nous avons supposé que les deux barres
sont relides par un ressort spiral, de constante de torsion k, cl'esi-i-dire
oue, si 1'angle fait par les deux barres est ez-e' , alors le couple de
torsion exercé par le ressort a pour module k|02—81l et il lend 2 ramener
les barres dans le prolongement l'une de l'autre.

Dans la réalisation réelle du tandem des barres, la liaison élastique entre
les deux barres esl assurée par un ressort & boudin. Nous allons voir
pourquoi cette réalisation est légitime, et comment choisir le ressort 2

boudin.

1.1. Description de la liaison entre les deux barres.

Fig.1



Pour une description plus détaillée de la liaison entre les deux barres,
on se reportera au Chapitre T.
Rappelons seulement que R est un roulement i billes et V wune vis

qui permet de régler la longueur du ressort. (voir Fig.1).

1.2. Eouivalence avec un ressort spiral.

Soit 1 la longueur du ressort % vide et 1 la longueur du ressort
tendu. Avec 1'approximation des petits angles, 1 est le méme dans les

deux positions du tandem & la figure 1.

Fig.2.

S1 T désigne la tension du ressort, le moment de 7 en 0

T a pour
module (voir Fig.2).

= (T sin B)r|

soit, avec 1l'epproximation des petits angles

m, =18l
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or : B = (ez_e‘) 4 et l¢ = 1'(62-9‘)

Dtol B = (r41,

D'olt le moment :

r
m - |T(z+1) T (ez-e‘ )l

5i ¥ désigne la raideur ou ressort A boudin, on a T =k(l-1)).
N =€ r
Do+ 7 =k(-1)(e4) T \92_91\

Or si on avait un ressort spiral de constante de torsion k, le moment ce

rappel surait pour modale :
m=xle 8 |.
m=x| . el

On en déduit que, L2 ressort & boudin de raideur E, allongé de l-lo

est dquivalent i un ressort spiral de conslante de torsion k tel que :
- z
k= k(1-1)6a) § (1)

1.2, Constanie de torsion en fonction de 1'allongement du ressort.

Dans 1'étude théorique, on a étudié 1'influence du rapport « = k/fagl
sur le comporiement du Landem de barres. Iei, au lien d'étudier k en
fonetion de 1'allongement du ressort, on étudiera a.

Posons :

8 =1~ 1, qui est l'allongenent du ressori.

On obiient, de (1) :

amgl =% b(re1 +8) )
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Et on obtient une courbe 6(a) aqui a l'allure ci-dessous :

Ta (allongement)

Pig.3

2. Détermination théoriaue de la raideur k du ressort i boudin.

Pour se procurer un ressort & boudin, il faut donner au fabricant la
valeur de la raideur que l'on désire, et la longueur du ressort.

Tei le probléme de la détermination de la raideur du ressort est
1ié aussi au probléme de dimensionnement de la partie triangulaire
% la liaison des deux barres (cf. relation (1) ol figure aussi r,
hauteur du triangle).

Ia valeur de r est choisie égale & : 3.5 cm.

On estime alors des longueurs "raisonnsbles" pour le ressort.

Pour a = 0.85 correspondant & un ressort "assez raide", on ddsire
que 1l'allongement soit de 1 cm, pour une longueur initiale de 3 cm.
Avec mgl = 0.1716 SI, on trouve k =222 N/m au 226 gf /om.

considérations sur le ressort réellement utilis

En fait, la valeur de la raideur du ressort que nous avons pu nous
procurer, vaut : k =176 gf/em, soit 172 Nu™', avec une incertitude
de 30 gf /om. (d'aprés des mesures faites par nous-mémes).

La relation (2) donne alors, avec les valeurs numériques :

2\1
2

& = 3.4(1-0.02463 a40.1757? « =344 +1.42525 o« en cu
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Et alors, si les masses, longueurs, la valenr ci-dessus de k sont

exactes, on aurait la courbe suivante de & en fonction de a.

= k/mgl

Fig.4

On se rappelle aque a = 0.75 est la valeur (exacte) de non-commandsbilité
et @ =0.60 est la valear (approciée, exacte si § % 0) de non observabi-
1ité. Théoriquement donc on est dans ce domaine "ressort raide" pour
& >12 mm, "ressort souple” pour a < 0.30, soit & <4 mm, est en
"zone douteise" entre ces deuwx limites.

e comportement "raide" peut sussi 8tre détecté d'une autre fagon. On
se rappelle que la valeur « = 3/4 correspond & la non commandabilité, mais
aussi & 1'apparition du mode oseillant. Par ailleurs, si l'on maintient la
barre du bas fixe (l'angle o, fixé) et que 1'on peal trouver une position
d'équilibre pour le tandem de barre (la barre du haut est alors non
nécessairement sur le prolongement de la barre du bas, mais inclinfe d'un
angle ez), on peut dire que l'on est dans le mode oscillant (el non pas dans

le mode instable). On se rappelle que l'on a, en l'absence de commande

Done, & 8, fixé, 6, est en mde oscillant si f <0. Et on sait

que £=(3g/i41)(8-11a) (of §1.2.2.1), done 6, esten mode oseillant,
a8 fixs, dds que « ) 8/11, soit approximativement a plus
grand que 0.727.
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Pratiquement, nous pouvons trouver un équilibre du tandem de barres i 8
£ixé pour un allongement du ressort de & =10 mm. Ainsi nous avons un
mode raide dés que & =10 mm et non pas 12 mm comme prévu (0.727 approche
0.75 =3/ a 3°/o pres, alors que 10 mm approche 12 ma & 17 °/b). Ceci
est dl probzblement aux erreurs de mesures de masses. On a notamment
négligé la masse du triangle d e lizison entre les deux barres et supposé
1'homogénéité des barres, ce qui n'est pas tout d fait exact. Cet écari
de quelqies millimdires entre le comportement réel et le comportement
théorique atiendu parail assez satisfaisant .

Néanmoins, nous aurions dfl nous procurer un ressori qui met plus en
évidence, par ses allongements, 1'écart entre la zone "raide" el la zone
"souple". En fait, le tandem a &té congu et réalisé avant que 1'étude
théorioue mette en évidence cette différence entre un comportement

"souple" et un comporiement "raide".



- 195 -

Annexe A2

Automate donnant le sens de rotation du moteur

Pour la synth®se du circuit, nous suivons la démarche classique suivante

(e [7]) ¢

1. Définition d'une table des états & partir de la description fonctionnelle
du eircuit.

2. Définition d'une tzble de transition aprds avoir procédé & une assignation
de valeurs aux variables de mémorisation.

3. Beriture des équations logiques donnant les entrées des circuits de
mémorisation (aprés avoir choisi le type des éléments de mémorisation).

4. Eeriture des équations logiques donnant la sortie du eireuit.

5. Tracé du schéma électronique du circuit.

Rappelons d'abord la struzture d'un circuit séquentiel asynchrone par la

figure ci-dessous (ef.[7]) :

Xn Combinatoire f—oV o

Mémo-
risation

Fig.1



L'entrée du circuit séquentiel est le vecteur (xo,. . xn) et la

sortie le vecteur (z, ..., z;). Dans notre cas, nous avons une entrée &

deux composantes : (xo,x1) et une sortie z. x et x, sont les

signaux générés par les photodiodes et z est un élément binaire valant 1 ou O

selon la position relative des signaux X et x,, et, indiquant de ce

1
fait, un sens de rotation ou un autre.

Les sorties d'un circuit séquentiel dépendent non seulement des
entrées présentes, mais eussi du passé de ces entrdes, il est alors
nécessaire d'avoir un circuit de mémorisation qui mémorise les entrées

ou une combinatoire pertinente de celles-ci. D'oll les variables o Tyaes

de mémorisation. Le nombre de variables dépend du nombre d'états a
mémoriser.
Et les sorties du circuit résulteni d'une combinatoire des entrées

présentes et dos valeurs mémorisées.

1. Définition d'une table des états & partir de la deseription fonctionnelle

de l'automate.
1.1. Description fonctionnelle de l'automate

Un disque divisé en secteurs moirs et réfléchissants surmonte 1'arbre
du moteur. (Nous en avons dessiné quatre de chaque couleur, mais le
raisonnement est le médme pour un nombre plus élevé, en fait égal 2 8

dans notre réalisation).

X0
Photodiode

x
1



lLes deax photodiodes et un circuit de mise en forme des signaux
(cf. schéma n® 6) domnent la succession des entrées de 1'automate

x %, = 10,11,01,00,10,... 5i l'arbre tourne dens le sens contraire des
aiguilles d'une montre, et la succession X x, = 10,00,01,11,10,...
quand Ll'arbre tourne dans l'autre sens.

La sortie z de l'automate & fabricuer sera respectivement z =1 dans

le premier sens, et 2z =0 dans l'autre.

1.2. Définition d'une table des états.

On peut condenser la succession de % et = dans un seul diagramme

temporel & condition de le lire de gauche & droite pour le sens z =0
(xox'=10,00,01,11 ,10,...) et de droive & gauche pour le sens

z = 1(x %, =10,11,01,00,10,...) et, x_ et x  disposés comme ci-dessous

S s B e B

T
'5 817 65
Fig.3
Grice & ce diagramme temporel, nous définirons la table des états, qui

résumera le comportement du circuit dans tous les cas de figure possibles.
Quand z =0 et x x, =00, nous appelons 1 1'état du circuit. De

o1
méme jusqu'a 1'état 4 ok x x, =10 (ef.Fig.3).
Quand z =1 et x.x, =00, nous appelons 5 1'état du circuit. De
mlme jusqu'a 1'état 8 ol xx, =01 {ef.Pig.3)

Nous remplissons ainsi la table des états (voir table T ). Avec
xcx\ =00 et z =0, 1'état 1 est un état stable. D'ol la valeur

encerclée 1.



Blant dans cet 6lat, si l'entrée devient xx =01, = conserve la valeur 0,
el le circuit passe dans une phase 2 transitoire (étal insiable)
avant de se stabiliser & 2. Ce chemin esl fléché dans le tableau T1.

X X,
| N\ot 00 o1 " 10
P
|
0 6
0 3
o 3 4

Table T1

Si le moleur continue & tourner dans le méme sens, z conserve la

valear 0 et x x, varient de 01 & 00, et on a les transitions :

®ﬁ 3 _Qja 2 a®,‘ «®< 2 aean

Il en est de méme quand le motear tourne dans l'autre sens, c'est-i-dire dans

le sens ol 4

= 1. Dans ce cas, xox1 vaut 00 et 1'état est 5, puis
x %, veut 10, 1'¢tal passe par 6, puis 6 (4e colonne du tableau).

Ainsi, pour z =1, les transitions sont :

RO
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Bnvisageons maintenant le changemeni de sens de rotation. Par exemple,

étant dans le sens z =0, avec comme entrée XX = 00, le moteur change

1
oe sens de rolation. Ls prochaine entrée sera alors x x, 410 (Fig.3), conformément

au sens z =1. Alors, le circuit passe par 1'état instable 5 figuré 4 la
derniére colonne et premitre ligne de la Table T1 pour passer ensuite a
1'état staole 6 C(iguré & la méme colonne et dernidre ligne.

On a ainsi bien un changement de sortie, z valant 1 & cette ligne.

De méme les transitions :

@«5*(5; s *B*G\—Y—Gy

indiouent un changemenl du sens de rotation de z =0 & 2z

Sl

Tandis que les transiiions :

® OO O O
e (-3 ~0)

domnent le changement de 7z -1 & z

2. Définition d'une table de transition aprés avoir proeédé 3 une

assignation de valeurs aux variables de némorisation.

2.1. Assignalion de valeurs aux variables de mémorisation.

2.1.1. Fusionnement de lignes.

Lo table des transitions T1 comporte 8 états et il faudrait done
3 bascales & 2 élals pour mémoriser 1'élat du sysibme. Cependant on

observe aue du point de vue des transitions possibles certaines lignes

sont équivalentes, par exemple la ligne de 1'éiat stable 1 et de tat
stable du fail que la combinaison d'entrée 11 est impossible dans
1'état et 01 impossible pour (6 ).Avee ce principe on peut fusionner

4 paires de lignes et obtenir une table T2 simplifiée & 4 lignes
(4 états).
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On peut donc mémoriser 1'état du systime avec 2 bascules. La fonction
de sortie z est alors une fonction de 1'étal et de 1l'entrée puisque,
du fail des fusions, A un état peut correspondre 2 valeurs de z suivant

la combinaison des entrées.

.|
' Table T.2
e ®
: 2 ® '
L
o 0 1 .
27 et 5 lignes de la table T1 fusionnées.
3¢ o 6% n " "
4 et 78w " "
BTe o g® w : "
2.1.2. hssignation de valeurs aux varisbles de mémorisation

Les quatre lignes du tablesu 17 précédent montrent que on a besoin de
deux bascules (4 états des sorties : 00, 01, 11, 10).
Appelant Tor ¥y les sorties des deux bascules, on va assigner de la fagon
suivante.
- les élats stables @ et @ correspondront aux sorties des
baseules y y. - 00.

o1
- les états stables (B et () corresponizont aux sorties des
bascules yoy, = 01.

- les étate stables (7)et (#) corresonaront aux sorvies des
bascules y v, = 11.
- les états otables @ ot @ correspondront aux sorties des

bascules y v, - 10.
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2.2, Table de transition

I - 1
< %
°© 00 ol 1 10
Yo | |
I 1 nl
| |
| 00 (00 10
| |
l o1 00 "
1 | 1
! | ~
T | 10 (] (1) |
|
|10 | 00 "
. I -
-
yO yO
Tsble 13

On obtient alors la table de transition qui donne la transition des sorties

s + ot N <
de bascules, soit de (yo,y‘) a (yo,y,l) sous 1'influence d'une entrée (Xo,x1),

On vérifie que l'assignation n'introduit pas de "course" entre les variables
de mémorisation (cf. [7]), car quand on passe d'un état stable & un autre,

une seule varisble change & la fois.

3. Beriture des équations logigues donnant les entrées des bascules.
3.1. Rappel de la table de transition d'une bascule R.S & portes NAND.

la bascule RS suivante :

Fig.4
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a pour table de transition 1la taole 74 (ef. [5], [7]) qui se lit de 1a
facon suivanie : pour avoir la transition Q —Q' des deux colonnes

de gauche, il faul appliquer aux entrées S et R les valeurs figurées dans

les deux colonnes & droile. Par exemple, on 1it 2 1z 1°"® 1ligne, que,
pour avoir la transition O —O de Q, il faut faire R =1 et S = x,
clest-a-dire indifféremment O ou 1.

Table T4

3.2. Beriture des équations donnant les entrées des bascules.

3.2.1. Détermination de S et R (1°7® paseule)

Bn fixant y, =0, la table de transition T4 donne alors le Lableas
de transition suivant pour y . (voir table T5). En fixant y, =1, on

oblient la méme table.

-
‘xn X‘ yQ yo
lo o o 0 s
io o 1 1 o
|
o 1 !
0 0 | o0 o1 11 10
0 1 1 0
{
¥' o 0 ! 0 X X X 1
1 0 1
110 1 1 0 1 1
1 1
Table T5 R
%5
Y ° \ 00 o1 11 10
- i
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On obtient alors, grice & la Lable de transition de la bascule R.S rappelée

plus haut, les tables de Karnaugh ci-dessus pour S et R (ef. table 76)-

On en déduit :

3.2424

ermination de S1 t R,

=5
De facon analogue, on obtieit, & partir de la table T3, indépendammeni de

v, <0 ouw y -1, les tramitions suivantes pour ¥, puis les tables de
Karnsugh pour 8, et R. (ef. tebles 77 et T8).

[ ] C
10 o o
1 o 1 1 ‘
110 1
oo 1

Table TT
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o1 1 10
0 X 1 X 0 1
1 1 1 1 1 1

On en déduit :

et Ry=X X, 4X % 3 X
soit,
s, = ;0 ,
4. Eeriture des quations donnant la sorite du eireuit.

01

" 10
0 1
X X

Le tableau de transition T3, les tableaux T2 et T1, donnent, de fagon

évidente ls sortie z résumée dans le tableau suivant.

00 01 1
00 1 0 0
{ 01 1 1 o
1" 0 1 1
i
10 4 0 1
Table T9

déduit : z =x Xy +X X,y +X +x X,
on en t X Vo F XK T * Xy, F XXy



soit @

5. Tracé du schéma électronique.

Les équations logicues précédentes (obtenues en tenant compte du fait
que 1'on va utiliser les portes NAND en circuits intégrés) donnent
directement le schéma ci-aprds
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Ny Mo

o,
M,

SNALLSIL

<N q, LSoo

SN AL LLTS
SN LSto

Afy SN Rulsto
4fo SN ALLShoO

CAPTEUR & PostTion MoTEUR (Whedion o de dalion

CAT
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Annexe A 3

Un exemple de perie de commandabilité et

dtobservabilité par diserétisation .

0 1 0
Soit la représentation 1 - P N
dtétat : q r 1
F G
y = [t o] x
H

ol p et q soni des réels quelconques, X un vecteur de IS et u un

scalaire .

Nous avons un systtme commandable et observable.

En supposani que le polyndme X°-pX-q a deux racines complexes conjugudes,

nous allons trouver des pas de discrélisation qui soient Lels que les

systdmes discrels associds ne soienl ni commandables, ni observab les.

1 - Exiotence des pus h tels que e soil une matrice proportionnelle A l.
On vérifie facilement par récurrence qu'il existe une suite de réels

(gn) définie par récurrence par :

Sn TP, T,
= +
g, = 0 et g <1
et telle que :
E

g o+
&, *ag, 4T
h étant le pas de diserétisation, on sait que le sysime discret associé

au systme continu

X =FX +Cu
y - HK
stéerit :
Koy = Bl g,
= HX
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w5 B
Ainsi pour h = et (14l = ag )L

u-t n
hvee :
Dol

an

r.h (atio)k & x 2E

el e “rae Y1)l

F L (e 1 w

€=

avee h =k

et o ju racines X’-pX-q

2. Non commandabilité
Nous allons melire en dvidence 1'espace de non commandsbilité.
Ona: T -p/ 1/

f oTa =7 (Mo1) = (o1 )%t )
0 1 0

(le cas q - 0 esl facile i trailer et n'entre pas dans le cas de deux
racines complexes conjugudes ).

Alors : -

h
d Fas cof @y |
0

Done x, n'esi pas commandable, Is Fig.l représente 1'allure de x, (t)
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sur deux pas de discrétisation. On a pris k =3 et a <0 (oscillation
amortie). La non commandabilité de x, exprime la proportionnalité
des vitesses aux demi-périodes. Il y a proportionnalité avee inversion

(’_V\H)ﬁ, (re2)fh

de signe si le nombre de demi-périodes est impair et proportionnalité avec
conservation du signe si le nombre de demi-périodes est pair. (En fait
ce sont des pseudo-périodes et non pas des périodes). Et la proportionnalité

est indépendante de la commande.

3. Non observabilit:

Avec h = kn/s, nous avons un systéme de la forme : (ef (1) et (3)).

%, (2#) = Ax, (n) + au(n)

x,(a#1) = )\x2(n)

y(n) = x, ()
I1 est clair que x, n'est pas observable car X, évolue indépendamment

de la sortie observée X
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ANNEXE A4

Schémas électroniques

- La commande du hacheur.
- Convertisseur donnant la mesure de O.

- Convertisseur permettant la visualisation de signaux divers.
- Comptage et affichage de la position.

- Détection du sens de rotation du moteur.

- Mise en forme des signaux pour le capteur de position.

- Hacheur.
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Liske  Com potants (Ensnpor)
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