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ABSTRACT

The aim of this work is to study saddle-point problems for Linear quadratic
differential games with partial differential equations on an infinite time
interval.

After recalling, in the first part, known results concerning the finite time
interval case, we prove, in the second part, that in the finite interval case,
the open-loop saddle-point, {as well as the closed-loop one) can be deduced
from the solution of an infinite dimensional Riccati equation under two kinds of
assumptions.

The third part is devoted to the infinite time interval case. We first prove
the existence of an open-loop saddle point and then study the algebraic

Riccati equation.

This leads us to consider the 1imit, as the interval length T goes to infinity,
of the value of the game. The simplest case is when the value of the game is non
decreasing as T—s+%: very precise convergence theorems for the state and the
optimal strategies can be obtained. Though weaker convergence results may be
shown in the case where the value has no special behaviour as T-—»+a , it

is possible to prove the existence of a solution of the algebraic Riccati
equation and therefore the existence of a closed-loop saddle-point.

Under a certain assumption,it is possible to reduce the saddle-point problem
to an optimal control problem having the property that the Riccati equation

is the same for the game and for the minimization problem. Thus the stability
assumptions on the system may be weakened.

We give a few examples as a conclusion.

In the fourth part, we try a different approach to study the solutions of the
algebraic Riccati equation using the concept of "Passivity". For this purpose;
we give a generalization in abstract Hilbert spaces of the "positive real
Lemma" and of the "frequency domain inequality". Then, we prove that the set
of operators which appear in the positive real Lemma, has a minimal element,
and with an additional assumption, a maximal element too, as in finite
dimensional linear systems. The passivity theory is very useful to prove the
existence of a solution to some algebraic Riccati equations and thus, for the
study of saddle points. Moreover it gives a necessary and sufficient condition
for the existence of a saddle-point, and so, it is possible to solve an

inverse problem for differential games.
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INTRODUCTION

Nous nous intéressons dans ce travail aux jeux différentiels
linéaires quadratiques 3 ceux Jjoueurs et a somme nulle, régis
par des équations aux dérivées partielles

Le probléme abordé ici consiste & étudier les stratégies
optimales en boucle ouverte ou fermée dans un intervalle de
temps infini.

Les deux principales guestions que l'on se pose sont
Ll'existence ou non de points-selle en boucle ouverte ou fermée
et la maniére de les calculer par 1'intermédiaire de 1'équation
de Riccati.

Dans la premigre partie, on définit les concepts de stra
tégie, de point-selle en boucle ouverte et en boucle fermée

Puis dans la deuxi&me partie, on démontre un résultat pré
liminaire : le point-selle en boucle ouverte en horizon fini, se
calcule comme un point-selle en boucle fermée, & 1l'aide de
1'équation de Riccati associée.

Dans la troisiéme partie, on étudie et on compare les
conditions d'existence de point-selle en boucle ouverte et en
boucle fermée en horizon infini, par des méthodes de passage
2 la limite.

Dans la derniére partie, on faitf 1'étude directe des
points-selle en boucle fermée & 1'alde du concept de Passivité

Fnfin, on tralte du Probléme [nverse
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Iere PARTIE

1. RAPPELS SUR LES JEUX DIFFERENTIELS LINEAIRES QUADRATIQUES A DUREE FIXEE,

AVEC DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

1.1. Stratégies. Point-selle.

Soit un systéme contrdlé par deux joueurs 1 et 2, dont 1'évolution sur

tout intervalle [0,6] est décrite par une équation aux dérivées partielles

linéaire :
L (G ALy = 1+ B v+ Byl ve e[,
y(0) =y, .
définie 3 1'aide des données suivantes :
Sodent V et H deux Hilbents ntels séparables, telfs que Ve H, £'infection
étant continue et V &tant demse dansH. On note (.,.) Le produit scalaire de H

|| £a norme de v.

et |.| La noxme associge. On note |
On considene ¥ te[0,6[ une forme bilinéaire alt;.,.)
alt;.,.) : forme bilinéaire est continue sur VxV, V te[0,8[ .
( t = alt;¢,y) est mesurable sur [0,8[, ¥ ¢,y V.
o J x> oeta>o tels que :
alt:0,0) + Alo|? > al[o]|2. voev, vieloo[-
alts.,.) définit akons de manidre unique un optratewr A(t)eS(V;v') (ensemble
des applications Lindaires continues de V dans V') par :
altso.9) = <ACt) ¢,¥> ¥ ¢,9ev, ¥ te [0,0] ,
ot < «,+> désigne Le produit scalaire de La dudlité <V';v>.
SiE est un espace de Hitbert, on deginit L(0,6:E) par :
{471 1o(t)||Zat <+ =}+ Clest un espace de Hilbert pour La nowme :
161l 2¢0,0,5)7 110101 1202V/2.
On se donne enfin :



£,.E, ¢ Hilberts réels séparables dont les produits scalaires

respectifs sont notés (. ). et les normes ||.

e -
EW

e,

(1.3) N , - B
B, (t)e3e 5V ].||B1(t]||%[Ei;v,]: o, vte [0,8] , 1=1,2.
tr> <B, (t)e;,v> mesuranle sur [0,6[ ¥ e ef . V¥ vev, 1= 1,2.
£ e L200,8:0") L yo € H.

La solution y de (1.1) est alors définie de manidre unique powr tout

2 2 e
vy e 0,66 L vy e L(0.0:E,) et verigie :
() ye 120,001, Ve L700,0,v1),
dt

W atant pris au sens des distributions.

Soit w(0,00= (8]ee L7(0,6:v),%8 e2(0,0:v")) muni de La norme:

- 2 dé2 172
e yeo,05¢ 141122 0,0,01* Mael1E2 (0,800

et soit cO([0,6]:H) L'ensemble des applications continues de [o,|dans H,
mund de La topologie de La convergence uniforme .

On sait (Lions-Magenes [15]) que: w(0,6) < ce[0,6]:H), £'énjection
dtant continue, 44 bien que £'Gtat Y, solution de (1.1) est une fonction
continue du temps.

Dans tout ce qui suit, on suppose que 1'horizon T du jeu est un réel
positif ou +.

Définissons maintenant ce qu'on entend par stratégie des deux joueurs:
Définition 1.1: Une stratégie pour le joueur i est une application v, de
[0.7[xH dans £, 1212
On note U, 1'ensemble des stratégies du joueur 1, 1=1,2.

U, et U, sont supposés connus de chacun des Joueurs au début du Jeu.
Les joueurs mesurent les performances de leurs stratégles a 1'aide

d’une fonctionnelle quadratique:

T 2
(1.5) Jlvyv,)= f {\\E[t)ylt;vﬂ,vzlrrd[tl\\F*[N1lt]v1(t.yl.v1(t.y]]m

(N?[tl\/Q(t,yl,vz(t,yUEZ) dt.



F est un Hilbert réel séparable dont le produit scalaire et la norme

sont notés (., et ||

(1.6)  C(8) eX(vF) L [[e0) | gy ey se vt e LT[
th+ (C(£)v,f) est mesurable sur L vvev,vfef.

2
\Zn € L7(0,TsF)

et :
X(e) =
Nt e SEELD, HNJ[UH&Ei’Ex] <o Ni(e) = (), vt e [0,7]
. o (Ni{clei,ei]Ei est mesurable sur [0,T[ v e, £,
Fv, > 0 tel que : [Niltlei,ej]Ei >l éi Voeset L v te[0,T[

Le joueur 1 cherche, & 1'aide de v, & minimiser J et le joueur 2, &
1'aide de v,, cherche a maximiser J.

Cependant, comme J mesure la performance de la trajectoire engendrée par
(v;»v,), 11 faut que celle-ci existe et soit unigue. C'est pourquoi on

introduit la :

Dé-

nition 1.2 : On dit que le couple (v,,v,) € Uy x U, est jouable si et

seulement si y(tsv,,v,), solution de (1.1) engendrée par (v,,v,), existe ot
est unique dans LZ(0,T;V).
La solution du jeu, si elle existe, consiste & jouer (Von Neumann
Morgenstern [27]) des stratégies (u},u3) qui forment un point-selle de J
x x x %
Wil e Uy x Uy, (Whul) s Jousble .

x x x X
JluZ, v, )< Ju,us)< v, ,us)
(1.8 10Vl T = T

x
Vv, Ujtel que (v,,uj): jouable
x .
¥ v,e Uytel que (up.v,): jouable
Dans la suite ,on ne considére que des stratégies jouables.

Le théordme suivant d'existence de point-selle pour des fonctionnelles

(Bensou [2]) est £ 1



THEOREME 1

On suppose que vy est un espace de Hilbert contenu dans ui et
que K, est un convexe fenmé de Vi, 1=z On suppose aussi que :

Vv EK?.V

2 v, est Stnictement convexe, 4.c.d.

1

Vv, e Ky vy e dlv,,) est Strnictement concave, 5.c.4.

et s | (vivg) e Ky x K, tek que :

Jvgav,)  Jlv,vE) o>+ o Lorsque HV‘HUL + ||v?|\u2-

Alons A0 existe un unique point-selle de J.

1.2. Point-selle en boucle fermée. Point-selle en boucle ouverte.

Deux classes importantes de stratégies peuvent &tre définies (les
concepts classiques seront ici légérement modifiés pour s'adapter au cadre des
équations aux dérivées partielles).

Définition 1.3.: On appelle stratégie en boucle fermée dans LZID.

3E.) pour

i un 618 frirt
le joueur i un élément v, € U, tel que pour tout v, . € U, ; vérifiant

(vysvy ;) est Jouable, on ait
2
viCoyGovvg ) & L0 TE) L 1= 1,2,
08 y(tiv vy ;) est la solution de (1.1) dans L2(0,T:V) engendrée par Vv
Définition 1.4. : Une stratégie en boucle ouverte pour le joueur i est une

stratégie en boucle fermée dans L7(0,T;E,) constante sur H

vj[t.y) = w].(t] VyeH,

On note U; 1'ensemble des stratégies en boucle ouverte pour le joueur

= 1,2, et on peut identifier U3 et L7(0,T;

On dira que [u:,u;) est un point-selle en boucle fermée dans

L2o,miE,) x L300, T5E,) i ¥

} (resp ectivement u;! est une stratégie en

boucle fermée dans LZID,T;E1] (resp. dans Lz[n,hEZ)) et si [u?.u;) est un
point-selle de J contre toutes les stratégies jouables en boucle fermée

dans LZ(U,T;Eil, i=1,2.



On pourra considérer la notion de point-selle en boucle fermée dans

o ,) ui se définit de la méme maniére que précédemment

L2 oo1e) x L2 (0,15
Lyoot® Tty

2 2
en changeant L en LT

Finalement, on gira que (u},u}) est un point-selle en boucle ouverte
si W} (resp. u3) est un Elément de LZKD,T;E,I) (resp. LZ[D,T:EZJJ et si
(uf,u;) est un point-selle de J contre toutes les stratégies en boucle ouverte.

Berkovitz [5] a établi le résultat de comparaison suivant dans un
cadre analogue :

LEMME 1.1.: 84 (u:.ugl est un point-selle en boucle ouverte de J , c'est
aussi un point-selle en boucle fermée de J dans LZID.T;E1) x L?(D,T;E2] .

La réciproque est généralement fausse. Cependant, comme un couple de
stratégies jousbles engendre une solution de (1.1) sur tout 1'intervalle [0,T],
on établit facilement le :

LEMME 1.2.: Soit (u:,u;! un couple de stratégies en boucle fermée dans
Y0.1:6,) x L710,T5E,), jouable.

Pour que (u:.u;] 804t un point-selle en boucle fermée de J dans
0,158 x L2(0,TiE,), 4L faut et 4L sufgit que :

AW, S W) < Jtv )

Ve U3 tet que (v,,u3) : jouable.

V ove U tel que (u},v,) : jouable.
k 2 2 1772

1.3. Existence de point-selle en boucle ouverte en horizon fini (sans

contrainte)
Lemaire [12] & donné une condition pour laguelle les hypothéses du

théoreme 1.1. sont vérifiées :

THEOREME 1.2.: Sé = (H1) v, > 0 et v, G , ot :

22T
2 2
(.8 @3 = Sl cll Il
o

2
sl
EARTCRATNECR P I (R RIS R CR A



alons AL existe un unique point-selle en boucle ouverte de J caracténisé par

Le systeme d'équations variationnelles :
. X * B 2
W)+ BE v Lilvi) = 0 Vv e L2(0,TSE)
(1.10) { 3 (F,va) BXWive)  Lalva) = 0V vae L2(0,T5E,)

whuf) € L20,T5E)) x L2(0,T5E,)

ot £'on a post :

(YWivz) = Gavi + Gy + §

\al(v,.wll = FHE®IELE®IBm )L+ (v Jdt
'

|

fag vy = lg‘{tr\tz[t)\/z.wZJEz (C(E)6,v,,C(8)Gow; ) Yt

1.11)
bvava) = ¢ (E(162v, C0000 w1 ) et " ¥ (v vy

L) = fEWE 2y . CB )t

d

. C(t]Bz\lle_.dt .

Liva) = fICE 2,

La condition (1.8) garantit la stricte concavité de J et la coercivité

Introduisons 1’état adjoint p :

dp , X R P
at AT(p = C (.]1F (Clay zd]

(1.12)
p(7) =0, pe L?(0,T:V)

oy = y(u},u}) et i est 1'injection de F dans F'.

(1.12) a une solution unique.

Le systéme (1.10) devient alors :

B

BY(E)p(E) + Ny (t)ufie) = 0 p.p.t e [C

1
i

B (£)p(t) - N (t)uf(t) = 0 p.p.t e [0,7]




o : est 1'injection de £ dans £y , k = 1,2,
donc i
1 1 1 1
x - -l x - -1k
(4 W= N G BIGR L uz = N (i B2(p

les égalités ayant lieu dans L2(0,T;E;) et L?(0,T;E;) respectivement.
Alors si 1'on pose :
gy RO
Dy(t) = By (BN} (L) BY(t) B (tIN; (t)ig BF(t)
3 €,

(1.15) { Dz(1) = cXte)i, £e)

(1) = Xz (o)

e Fd
avec Dy (t) e L(V;V') , Dp(t) eV;v') , g e L2(0,T;v")

en eliminant (uf,u}) de 1'6tat (1.1) et de 1'état adjoint (1.12), on obtient

d;
a% + ALy *+ Dy (Jp = F

7dp‘ * =
(1.16) A D2y =g

(ul0) = yo » pUT) = 0, y,p e L2O,T5V)

1.4.Existence de point-selle en boucle fermée en horizon fini dans

L2(0,T;E,) x L2(0,T;E,) (sans contrainte). Equation de Riccati.

Bensoussan [2] a montré que si :

B (Dele M), ¥t e [0,7], i=1,2,

|’Bi(t]||¥1Ei;HliD vee[0,T] ,1=1,2.

(1.17) { L = (B;(t)ey,h) mesurable sur 0.7 . v e e b VheH, 11,2
C(t) edH;F), tr> (Clt)h,#) mesurable sur [O,T].¥ heH , v feF.
\1'injection de V dans H est compacte.

et si :

(H2) 0t >0 vite [0,7]

alors le couple (u},u}) défini par :



(u:(t,yl - Bl t) (P(t)y + r(t))

1.19)
ey

ast un point-selle en bousle Fermée dans L7(0,T5E,) x L2(0,TiE,), ob P et

-1 -1
(£) 1
2 E,

By(6) (PCtly + rie))

sont solutions respectivement de :
LDy« p(AIN + AXRIP(EIN + PIEID (6P(EIN = D,(tn
ACON e L2(0,TH)
(o) Y N vertTent gy ne WO, et e atan e LA0,TiH,
alors PL.In e WO,T).

P(T) =0
LF(tJ ety , PR = PlE) L P >0 vie [0,1] .
et de :
9 e PLID I = PGOF e g, te JOLT]

1.21)
r(T) =0, rewWo,T) .

L'équation (1.20) est appelée équation de Riccati.
On va voir dans la suite que cette équation joue un rdle fondamental dans

les problémes de point-selle, aussi bien en boucle ouverte qu'en boucle fermée.



Ileme PARTIE

2. L'EQUATION DE RICCATI ET LE POINT-SELLE EN BOUCLE OUVERTE EN HORIZON FINI.

2.1. Présentation du résultat

THEOREME 2.1 : On suppose que :

alts.,

donné pan [1.2) est identique & al.

vite [0,7]
(2.1) J et done ACt) = A eXV;v0) .

(1.5), (1.7) et (1.17) ont Lieu.
et que :
(Hf)  vi >0, v >3 (donnd par (1.9)) .
ALons AL existe un opratewr P(t) et une fonction r solutions de (1.20) et
(1.21) et Le point-selle en boucke ouverte (u},u}) de J est donné pax :

X o ot e .
DA I lLJiE1 B (P(H)y(t) + r(t))

(2.2) p.p. t e [0,7]
Ko = ) ! B ey e ¢ re)
2 2 E2 2

ol y est La sofution de (1.16) .

Ce théoreme est 1'analogue du résultat du paragrephe 1.4, pour le point
selle en boucle ouverte.

Notons que (2.2) permet de définir (u:,u;] sous forme de point-selle en
boucle fermée par la formule (1.19). Ceci n'est pas étonnant au vu du Lemme 1.1

Cependant 1'hypothise (H2) n'implique pas en général que D, (t) > 0
v t e [0,7], et aucune théorie ne donne alors de résultat d'existence de P(t)
solution de 1'équation de Riccati (1.20) .

La démonstration du théoréme 2.1 se fait en trois parties :

Au §2.2, on montre 1'existence de P(t) et r et certaines de leurs
propriétés a l'aide d'estimations a priori tirées directement du systéme (1.16)

Au §2.3, on construit une suite le,rm] par la méthode de Galerkin,
approximant P et r dans des especes de dimension finie ol 1'on sait que P

vérifie 1'équation de Riccatl.
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Enfin, au §2.4, on termine, en passant & la limite lorsque m - © , la

démonstration du théoréme 2.1.

Le corollaire 2.1 donne une synthiése des résultats.

2.2. L’opérateur P(t) et la fonction r

LEMME 2.1.: Sous Les hypothZses du thionime 2.1, Le systime :

do -
Gt RO H DGO = }
tels,1[ Lo<s<T
il
(2.3) %»A*w 0,006 = g
1 - 2
$(s) = h, Wi) =0, ¢, ¥elLs,TsV)

admet une solution unique {$,p} , h @etant donné dans H .

Démonstration : Considérons le systeme :
9 pg = £ B (v, v BV telsT[ 0<s<T
|Gt (0vg 2 Byl L os

2.4

6(s) =heH, ¢ell(s,TsV)

et la fonction codt :

h ! R - 2
Ja,plvpevy) = LU lcettv,,v,) zd[t)H F*(Nﬂ[t)vﬂ[t).v,‘(t]JEW -

(N2(t7v2(tl,v2[“!k; dt

On introduit 1'état adjoint ¢ par :

dy X X N
Sy s cfosetae oz L telsT[
(2.5) 2

W =0,y s v
o0 ¢ = #(uS,03), sves (u},u3) point-selle en boucle ouverte de J;"T.

Alors on a yuie) = w i By 0
1 p.p.t e [5.7]

1

*
B,(t)y (t)
, 2

YT PR
wpe) = Ny (e)ig

d’oli  (2.3) aprés avoir éliming [u:,u;] dans (2.4) et (2.5).

LEMME 2.2.: L'application h + {4,)} solution de (2.3) est affine continue de

H -> W(s,1) x Wis,T) .



Démonstration : Soit une suite (hn)nclN de H vérifiant : h. => h lorsque

n > dans H fort. Soit {¢ .y} solution dans (L%(s,T;v))7 de

dg -
Snv A, v 0,0y, =0

te]s,T[
dy. X =
(2.6) gAY, Dytae =0

§ () =

X ST =0

Multiplient la deuxitme équation par y et intégrant de s & T :

T di T
e d_‘fn + A*\pn Ly ddt = £10,0006 (8], Y (£))at
soit
2 - T 2 T 2
[w (2%« 20 L]]w |1 %at 20 £ [Tot <

1,7 2
a 410 (0] §dt +

s v, lfot

Donc :
2 T 2 1,7 2 o Tl 12
(2.7) lwn(sll ca [l wnll de <o f ||uz(t)¢nlt1|| MECREE2 N wn] dt
mais on a, {A(t),t > 0} étant le semi-groupe fortement continu engendré par A :

9,(t) = Alt-s)h - LMD, 0y (DdT L T2 6> s

Donc
0,020,110 < e Sup [l ted]| [lAce-s)| |n | +
2V = sielo] ? "
ve swp_[loyof Aol o] £y et
wtefo, T 2 ! £l

et comme [ D,(0)| <e L |l D0 e et | A 52“ . vte [0,7],
On a :
LT
(2.8) ||Dz[t1¢n[t]|| v Selnglee Ly (o]t
ol ¢ et ¢’ sont indépendantes de n et de s.

Donc en reportant (2.8) dans (2.7)



T 2 T . T 2 T 2
Jo 1% v a [l e < 3 celn |+ et My erfan® v 2 Ty e1)%et

3
T2, 2 2 T 2
<2 gelIn 17w 2t ) Ly (0] Tae

et comme |h | <c, ¥ neNpuisque h ->h dans H fort, ona , c et c'

4

désignant des diverses indé de s et de n :

2 T 2 LT 2
[0 3]+ o Ll wll "ot < e et f fo (02 %t .
On peut alors appliquer 1’'inégalité de Gronwall :

@9 |y <eet [Nyl

Soit maintenant & (t) = e'“‘»nm . 8, vérifie :

@ Ut
Lavno +2ae =-eMay L sce<T

(2.10)

o (5) =6 h L0 e l%(s,Ti0)
n %

Alors, en multiplient per & et en intégrant entre s et T :

T,db _ T, -\t
LG s Ao+ 20, 00de = (17D, (0)y (1), 8 (t))dt
Soit :

2 -72As 2 T 2 1T 2 T
Jo 1% 0 17+ 2o Mol e < L Ml 0 ey (0] L otea 1 0 )] Pat

et, compte tenu de la décroissance de la fonction oAt , on a, grace a (2.9)

2AT

e l|¢n[Tl|24a£TU®nH2dtJ: c

1

o
T 2 e

donc :  [']l ¢ |l “ot < constante indépendante de s et de n.

Compte tenu de (2.9), on peut extraire une sous-suite (wu,wu} de

12,750 x L%(s,T5\) telle que :

9, + 3 dens L2(s,15v) faible

(2.11) B
Yy ¥ dans L%(s,T;V) faible

et par continuité ot linéarité de A, D,(t) et D,(t), on peut passer & la

limite dans (2.6)



s<t<T
%% A 0,008 =0
) =n, P =0, $Y e s Tn
Donc, la solution du systéme étant unique, § = ¢, § = ¥ ce qui prouve la

continuité faible de la partie linéaire de 1'application h + {¢,y} , d'od

le résultat.

COROLLAIRE 20 : L'application h ++{(s) est agfine continue de h dans H.

Démonstration : L'application h #=> y(s) est composée de :

1 1
hle (0,03 et de (0,0} —2ap(s)
11 est affine continue de H dans W(s,T) x W(s,T) d'aprés le lemme 3.2.

1, est linéaire continue de W(s,T) x W(s,T) dans H comme application trace.

COROLLAIRE 2.2 : L'application h > y(s) s'Cenit de maniere unique :

Ys) = P(s)h + r(s) o@t P(s) e ¥(H;H) , r(s) e H.

LEMME 2.3 : Soit {y,p} solution de (2.3) akons :

(2.12)  p(t) = P(tdy(t) + r(t) ¥ te [D,T] . ot P(t) est donné par La

negle suivante :

a8 -
Bangeoay=0
s<t<T
9y, A% -
(2.13) XLy oa8=0
Bls) =h, y(T) =20
ot :
(2.14) y(s) = P(s)h

et ol r(t) est donné par La nigle sulvante :

%4/\n‘u1[.]g=f
s<t<T

dE L ax N
(2.15) Fe A pln=g

in(s) =0, £(1) =0



et :
(2.16) r(s) = g(s)
LEMME 2.4 : On a :

(z.17) PRE) = P(E) L, P() 20 vite [0,7] .

Démonstration : De (2.13), on tire :

o0- éTl Loy + A%y 0,(00806),B18)Iat 4 ¥ B e L2(s,Tsv)

Soit alors B tel que (B,y) soit solution de (2.13) pour B(s) = h & H . Alors :

- T 9y X, [ =
0= [ (- Ghe) « AR D, (t)B(1),BE)Iat
= (y(s),B(s)) éT[(DzltJB(t],é!t]l + [D1[t]y[t!,y[tll|dt

et comme y(s) = P(s)h et B(s) = h, on a :
(2.18)  (P(s)h,h) = £TL[DZ[t)B(tJ.E[tH + (0, (E)y(8),¥(e)) et

X X - X
et comme Dj(t) = D,(t) et Dj(t) = D (t) Vte 0.7 , ona: P*ct) = Pty

Pour prouver que P(t) > 0, il suffit de montrer que :

o <h _ . 5h
(2.19) (P(s)h,h) = Min Max JSIT[V1.VZ) = Max Min JS.T(V1’\/2]
v,y v, v,

L 5h ./ 2
avec : 3] Llv,.v,) = Ll cteIsiv vl £ v w1(c1v1(:),v1u.1]E1

[Nzlt)vz(t!.vz(t)]Ez}dt

et B(t:v1,vzl est donné par :

d8
GE ot AB =B Ly, ¢ By, , te]s,T[

Bls) = h

En effet, si 1’on suppose (2.18) un instant démontré, on a :

<h <h <h
o ptugevy) <30 luaug) = (PGeINN) < 30w, uy)
(2.20)

2 2
v v, € L (s.T.E,!) s ¥y, el ls.T,EzJ

2

et, en faisant v, = 0, on obtient :



sh

_ 5 <h T . . 2,
(PlInm= 30 tupauy) > 30 w00 = [ cvBtise,. 0 ¢

*[N,I(t)u,‘[L),u1(L111.1}dt
>0, ¥heH puisque N (t) >0 .

Montrons donc (2.19)

h

Comme le point-selle en boucle ouverte de existe et est unique grace &

T

(H1), en appliquant le théorgme 1.2 et en introduisant 1'état adjoint y :

le systéme (2.13)

gy, px -
e Ay 0,008

Y(M=0, y e L%(s,T5V).

0

a alors une solution unique et :

X

IR P
IR S A
(2.21) p.p. te [s1]
P B I
byt = 1By
Done :

a’:[:wm,y(m

LT 2, -1 -1

plugeuy) = Ll et | e e ey [m[1
8,0 (017 8ty e),y(e)) ot
ot €, VLY

=

L DZ[L]B[t].B[t]J + [D“L]y[tl,*{ltl]}dt

= (P(slh,h)  d'aprés (2.18), et le lemme est prouvé.

LEMME 2.5 : L'application :

(2.22)  t > (P(L)h,h) est continue ¥ t e [0,1] , v hheH.

Démonstration : Considérons une suite de réels positifs {s } o telle que :

“n

im
o

s

s, c0.T7[ vnenet1
I
Pour tout n, on sail que le systéme :

d
L v ng, v 00y -

dt o

. dy x _
(2.23) am A, D08 =0

!
WOnleg) =0 L p (T) =0, ¢ .y, e Lz[sn,T;\/]




a une solution unique .
Alors , multipliant scalsirement la seconde équation de (2.23) par y et

intégrant de s & 1, puls proc

ant de la méme fagon qu'eu Lemme 2.2, on
obtient:
T 2
. <c, <c,
(2.24) |y (s <cu [y ]l 9t <
c étant une constante indépendante de n.

En suivant toujours la méthode du Lemme 2.2, posant:

.o AL . .
¢ (L)= e “"¢ (L) , on obtient:

2T 1

. As
e Mo M2 v a Mol %) <2eve "al? <tow nl?
.

2=

Donc:

. .
2.250 'l ¢, || “t < constante indépendante de n.
n

On fait maintenant le changement de variable:

t=s vt s) L, e [0.1]
et on pose:
sh Sn
-6 (s - -y (s -
6,700 = ¢, (5 ¢ T(T-5 3) Ly (0= Y (s ¢ Tli-s )
Alors, d'aprés (2.24) et (2.25), on a:
s s s
n 1y 5y 2 1400 2
" @l <en e e <en £l ot < e
On peut donc extraire une sous-suite {ou“ .wu“) telle que :
© s 2
o — ¥ dens 70,150 raible
s . ,
v — ¥ dens 120,150 faivle

s s
et comme %“ ot \pu“ vérifient le systéme

PR S, S, S
[(T wu - (T—sunmu v 0, mwu =0
0<T<1
d u ET T T
- + (T-s J(A D WM =0
AR RICE R AN

' s, s s, s -
Yi0y= By YooV e (2o,1;
6, @=nh, V=0 e Y e LU0,V




avee : D M(r) =

ona
s s

11528, e 150

9TV T 20,1500 U 2, v

s s
© élant indépendante de s -Alors per continuité ot linéarité de A, oM oM

on peut passer & la limite lorsque y tend vers 1'e , compte-tenu du fait que :

5y s sy S « sy sy
-8 - - + ,(T-s 1D, "(1)8)
o 5u][/\d7u + D1 (T]wu » 8] lwn (T su]A 6) lwu ( 5‘J 1

7)8) lorsque p tend vers 1'® ,¥0 € V

tend vers : (¢° ,(T-s)A%0) + (° ,(T-s)
dans & (0.4 par exemple.
On a donc a la limite:
d s 5 s S,
G gt o3P =0
d X0 5
S WY 0308% = 0
2

S = h, M =0, $59° e LZ0,1W)

0<T<

soit , par unicité de la solution :

® ., et done:

v o) = ¥,(s,) = Pls dn — ¥%(0) = Y(s) = P(s)h, d’ob la continuité faible de
t > P(t)h , ce qui prouve (2.22).

woa : |Peein| < cln| vhen, vee [0,7] .

LEMME 2.6

Démonstration: On considére comme précédemment le systéme:

9, ay s B}
Lo 0,0y =0

LWty 0,000 -0
L(g[s] ShL ) =0, gy e s TV .

En procédant de nouveau comme au Lemme 2.2, on optient 1'inégalité:

2 T
lpts1|® < 2

3
2 1.2 T 2
[n]¢ + 2( zeen £|wm§ dt
et comme on a déja vu que les constantes étaient indépendantes de s, on

peut appliquer 1’'inégalité de Gronwall:




12 <c|n|? . dvou le résultat puisque Yls) = Pls)h .

[ves)
On va maintenant justifier le fait que 1'opérateur P vérifie 1'équation
de Riccati
dP X,
(2.26) SErPATAP PP =D, t eJo,1[ , P(M

et que la fonction r vérifie

(2.27) :—: + A%r e Po,r - Pf v g teJoi[ r( -0

On utilise, comme Lions [13] , la méthode de Faedo-Galerkin.

1,

2.3. La dimension finie
2

Soit (w,,e.euw ,...) une base hilbertienne de V. On définit v (v v

1'état approché d’ordre m, par
= (1 + B1(.]v1 + B2[Jv2,wj)
1

- d

e

(G YplVgovgd o)+ oty (v,uv,)owp)
<j<m

(2.28)

m
Yn05v,v,) = yg = 306, we >y dans H fort quand m ->

La fonction codt Jm est donnée par

-7
Inlvgavy) = Ll ety ey v,)

2
(2.29) z ()| £+ (N (e, (), (2D

(N, (v, (£),v, (1)) Yt o

On cherche alors (uT,ugl point-selle en boucle ouverte de J
nomo_ 2 2
Wi e L?0,156) x Lo,y

n n o n
2.3 <
(2300 {3 v, <3 W) <o tv )

2 2
€ LU0, TE) L Vv, e L7(0,T3E,)

\ V1
Sous 1'hypothése (H1) : \)1 >0 et \)2 >f\./\j , (2.30) admet une solution unigue
On introduit 1'état adjoint Dm approché d'ordre m :
9o w) v et w) = (0 (dy +gw) . 1<j<m
atPm"y L] 20 i zJz
(2.31)

2
pm[T) =0 , P € L lU,T;\/m]

Vi étant 1'espace vectoriel engendré par la base : (wy,....w )

Alors




mo_
(2.32)  uy

1% m
(‘]1E1E1(.]pm o

RS
JioB,0p
£,72 " Pm
- m m
et en 6liminant uy et u} dans (2.28), on obtient :

o

. dy B
S+ alyug) ¢ 0 CIpw) = ()
2.33) {  Lou) + &¥p_w) -
. T s

(0,0 0yu) = (e
© = M =0 e L20,1:v )
ym me . Pm » Ymnpm STV .
On peut alors énoncer le

THEOREME

: Sous £es hypothdses précidentes, et s4i L'injection de V dans H
est compacte, on a :

Vo T

- p dans L2(0,T;V) font
2

fo o dans LT(OT5E ) fort, Kk

Lonsque m > @ .

u;

=12,

Démonstration : On considére le systzme (2.33) entre s

setT,0<s<T,
dont la solution (y ,p ) est donnée sous la forme :

n n
v t) = ]Z}ejm[:le BC R I N 2 I
- i=1

On multiplie la seconde équation de (2.33) par m, (), on somme sur 1
de 1 @ m et on Intégre entre s et T pour obtenir

T dp R
L0 ggmp) + alpLp Yt

T
L ((Dzlt]ym(tl,Dm[t)) + (glt].um[tllldt
et donc :

T
Ipgts31% + 2a (Ml oyl %t < 2 {10l 0,0y 0]y + eyl (0 ot +

w2 [Mp, (0] %t .
Soit :

2 T 2 1T 2
12.38) e (1|7 v a el %ot < g £ o,y o]y v leted]] 0%t -

S WUIRESIE TN

On éorit y & 1'aide du semi-groupe A approché d'ordre m

22



23

t
ym(tJ = l\m[t*s)yum + .5/ Am[t>ﬂll-D1(0)pm!U!~ flo))do , s<t<T

At
€

et donc, puisque || A (t)] <e*", vt >0, on a:
m = 2

. Iy
(2.35) [, tedy ()], <o v etly|eert Lp () ]at -

En reportant (2.35) dans (2.34),on obtient , aprés un rapide calcul:
2 T 2 2 T 2
[ERGIRY| pm" dt <, + Solygnl® * o5 £ ]Dm(tl| dt
toutes les constantes étant indépendantes de m et de s.
Et comme y >y, dans H fort, on a: |y°m|2 < constante indépendante de m et s.
Donc:
2 T 2 T 2
[pp )%+ o Ll e Il 7 dt < Ky v Ky LH]p (2)]7 at
et 1'inégalité de Gronwall donne:
2 T 2
[op ()] <es flpll“dt e, D<s<T,
donc , en particulier pour s = 0 :
2 T 2
(2.38) o (@]"<e, [ el “at <e.

At

En introduisant comme au Lemme 2.2 : & (t)= e Yy (t) » on montre

facilement que:
= <

412 T 2
lo (112 va Tllagll? ae < o Iy |2 <o
soit:
2.3yl <c. {lyll%e<e

donc, avec (2.36), on peut extraire une sous-suite lyu.pu! telle que :

y -+ Y dans L2(0,T;V) faible
tz.ae)! u

e, » ¥ dans L2(0,T;V) faible
et par le méme argument de linéarité et de continuité que précédemment, on

peut passer & la limite dans (2.33) :

n
e o a¥0) + (0, (IF.0) = (.9) VoV

"
(23004 ( L0+ X Fe 0,0V0) = (@) Voev
dt 2
(Yo =y, B =0, 38 e Comwn

ot compte tenu de 1'unicité de la solution de (2.39), ona : ¥ =y , § = p



Done, d'aprés (2.32), on a : u': -> u, dans LZ[D,T;EK) faible, k = 1,2 .

Reste & démontrer la convergence forte.

T 2
: = + N, B - }dt

Soit = J tvouv,) = Ll ey (vav,) ozl g [N1v1,v1![1 Ny, VZ)L?)
les opérateurs C(t), N,Iit] et NQIL] étant notés, pour simplifier, C, V\/1 et N,

On sait, comme conséquence de la convergence de la méthode de faedo
Galerkin (Lions [13)), que :

-

2
— . ,1:V) fort
Vv, — yiv,,v,) dans L7(0,1 or

™ -
Yplugsuy) = ylug,u,) dans L7(0,T;V) faible
Moo

n 2 :
Yplugsup) — ylug,u,) dans L7(0,T;V) faible.
o

Comme J[v1.v7! est faiblement s.c.

pour v, fixé, on a :

T 2
Lim 3 e > Sl eytunu) oz || 2 e N L) (N,u, ) bt
mez—é 1742 all ¢ 1“1 22742,

= Ilug,u)
puisque u => u; dans LQKD.T;E1) faible.

D'autre part, comme J(v,,v,) est faiblement s.c.s. & v, fixé, et comme
m 2
u, u, dans L°(0,T

2] faible, on a :
Tin J_(u,,u) < Jlug,u))
ey m1T2t — 1772

Finalement, comme J_(u} Uy UY) pour tout m > 0, on a :

s m _ m
J[u1,u2) = lim Jm(u1,\|yl = ,‘.u7!

Tin 3 tu
o

donc on peut extraire une sous-suite telle que :

tim 9 tefu) = L 3 ,u¥) = JGu,u) et done s
o W12 v T 17%2

um 3 et = L)
oo u 12

Mais comme la limite est indépendante de la sous-suite, c'

¢ toute la suite




mom .
Jm[u,l,u ) qui converge vers J(uﬂ.uzlx de méme, on a :

m
donc nécessairement

1lim Jm[u1,u2] - J[u1.u2]

Ty MM T
£ Nug,ude —> 4 (N,upudot
ot come  ( §TtN,v,.v,)c 927 est une norme eauivalente af| v, || 2
171770 E1 10U (0.1;E1] ’
. mo N . .
on obtient : lim || “1”thu.r,s )" | u1“ 20,76, * ©° qui suffit pour
e 1 1
m 2
prouver que : uj > u, dans L°(0,T;E.) fort.
En procédant de la méme fagon, on a :

m o
1im Jm[u1.u2] = J[HW’UE) .
e

ot donc, nécessatrement , ' (Nl ulat = fTON, uj.u)lat

m 2,
done : u, u, dans L°0,T;E,) fort.

Alors, d'aprés (2.28), ona, ¥m >0 :

1 2 1 2 T T m
FaMIZ Flygnl® + flalyyddt = LRG0 4B, (00u] + B,(E)uD,y Dot

et donc :
1 2, T T 1,2
::L { E‘Vm”” 4 a(ym.ym)dt] = é‘ (f(t)’B1[tlu1032[t1u2.yldt4§|yn\

= Hy? + fatyayiot

puisque y, ~¥ y dans L%(0,T;V) faible st g vy et ) >, dans LZLG.T;E1)

et LZID.I;EZ] forts.

on & donc ninf 2y (0 y]? o+ flaty vy viatd =
o

YTy (71D gTalym v,yldt éTa[y.ym)dt)

1 2
- untdly ]
27m
+ 1in Gy M2 e flaty, Ly dtd
e

1 2 T 1 2 T
slvin| [ aty.y)dt + 5|y(M|% + [laly,y)dt = 0



1 112 T 1 2
et comme : 3|y (T)-y(T)|° + flaly, voy, v)dt > 3|y (T)-y(T)]|* +

T 2 T
cafflly, vl 2ee aglly, vt

on obtient, pour m suffisamment grand :

1 2 T 2 T 2
SV (M yM% v o [y, vl “at <e+ d £y (0 y(e)] e
et d'aprés 1'inégalité de Gronwall :

o gTH vo o vl 25t <cCe

donc = ln|ly vl o 0
o

On procéde de la méme fagon pour la convergence forte des p i d'aprés (3.36),
ona:

1 2 T x o

Fleg @17+ e ddt = 10, (0)y, ¢ g.p ddt
donc :

i o1 2 T x T
::: (3|DM[U]| + fa Kpm.pm]nt} = 4 (0,(t)y + g,pldt

= %|D[U]|2 - (I;Tax(p.plu: .
donc :

n  Pldt} =0

1 2 T x
Lim {3]p (0) PO+ [laTtp, - PP,
o
et comme :
1 2 T x
E|pm[m - o]+ [, p.p

1 2
n p)a:zf[pm[m po)|* +

T
cofllln, ell%ae xgTn, el
on a, pour m suffisamment grand :
agllle, ol %ot <ce

d'ol la convergence forte, ce qui achdve de prouver le théoréme.



2.4. Fin de la démonstration

I1 reste & montrer d'une part que P vérifie une équation de Riccati et,
d’autre part, que 1'on peut passer & la limite pour avoir 1'existence d'une
solution de (1.20), (1.21).

Comme la démonstration, classique dans le cas du contrdle optimal,

s'adapte entidrement, en renvoie le lecteur a (Lions [13]. Théorames 4.2 &

4.4, pages 160 3 165).

PN
N o) %, 8 (tp(t)

Enfin, comme(u}(t)

p.p. t e [0,7]
wee) =

-1 %
(t) 1 By(t)p(L)
2
et comme plt) = P(t)y(t) + r(t) , (2.2) est 6tabli, ce qui achéve la
démonstration.

0On donne maintenant une synthése des résultats des chapitres 1 et 2
dans le :

COROLLAIRE 2.1. : Si (2.1) a Liew et 54 £'une queleonque des hypothdses
suivantes est vinifiée :
2
M) v >0 et v, >G5
H2) 0t >0 vie [0,7]

Alons L existe un opdrateun P(t) et une fonction r solutions de (1.20) et
(1.21), et Le couple (w,.u)) dégini par :

utty) = T 10t EN ey ¢ e
\ 1 E'I 1

1 -1k
\u,}(t,y] o t) iEZ Bz[t)[P[t)y + rit)

est un point-selle en boucle fermie dans L?ID.T;Q] M LZID,T;EZI de J .

En outre, 84 (H1) @ Liew, (ug,u,) dEfind par :
Uy (8] = 0y (y (0], U, () = uylt,y(t))
ol y(t) est donnd par La nésolution de :

dy -
[E (A + 0, (IPCYY = F D CIr
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est un point-selle en boucle ouverte de J.

On a donc, pour ce type de jeu différentiel, un procédé unique donnant
le point-selle en boucle fermée et en boucle ouverte. Cette propriété n'existe
plus forcément dans d'autres types de jeux différentiels & somme non nulle.
En particulier, en ce qui concerne 1’équilibre de Nash pour des fonctionnelles
quadratiques, 1'équation de Riccati donmant la solution en boucle ouverte
nest pas la méme que celle qui donne la solution en boucle fermée (Bensoussan
3]y

On va maintenant étudier une équation équivalente & 1'équation de
Riccati, appelée équation d’Isaacs-Bellman qui, au liey de donner un opérateur
P(t), donne la valeur du jeu :

Vis,h) = HPsIh,h)
- £ Min fax 3:’T[v1,v2J = L nax in 3!,1“1“’2’

Vi V2 V2

" tv,,v,) étant défini comme au lemme 2.1.
s, V12



3. L'EQUATION D’ISAACS - BELLMAN
On considére le cas f = 0 et z, = O pour simplifier.
L'état est donné par

gy -
(3.1) (gp+ Ay = BLIv, + By, s<t<T

2
{ y(s) = h
et la fonction codt par :

h T 2 T
(3.2) 3] v = [ Il ctorytesv v )|l cat + £ ((N1(t1v1(t.yl,v1(z.yllk

[Nz[t]VZ[t.y],vzlt.yl]Ez)dc
On se place dans le cadre du corollaire 2.1.

Posons : V(h,s) : valeur du jeu pour la condition initiale (s,h) :
5

3.3)  Vih,s) .

Lrin
vyell, el

_a h
Tvevy) = Emva:ll szu Jaqlvyvy)
272 1%

U, ot U, étant los ensembles de stratégies on boucle fermée dans L2(0,T;E,)
ot L2(0,T4E,) pour les joueurs 1 ot 2.

3.1, Lecas (H2) : D, () 20 Vte [0,7].

Comme Bensoussan [2] , on considére a priori le probléme de minimum

ol 1'état est donné par :

dy , .12 .

Ge Ay =0y s<t<T
(3.4)

yls) = h
et la fonction colt :

h o . 2 2
(3.9) o g0 = LAlclyteswll 2+ vt ,

le minimum 6tant cherché dans L%(s,T:H) .

Soit alors V(n,s) = 3(P(s)h,h) = 5 ML W)

in Ih
2 vel?is, i o7
L'existence du minimum et de 1'opérateur P sont assurés par la théorie

classique (Lions [13])

On sait alors que V(h,s) vérifie 1'équation d'Hamilton-Jacobi :



& (h,e) + min HOLAY (h,s),se) =0 YheV, pp. s e [0.7]
cen o0

3s
(3.6)
Vih,T) = 0
aveo
(3.7 Hinp,s.e) = € an o+ 0}/ Z(edespd + 5l ceinf| 2+ fel?) L vpev
On a alors le théoréme :
Vih,s)dégfinie

THEOREME 3.1.: Sous Les hypotheses du corollaire 2.1 avee (H2),
par (3.3) est continue de [0,7] x 1 dans B, 3 ot 3 oxistont v ne v et

p.p. s € [0,T] et Vin,s) vernifie £'équation d'Tsaacs-Bellman

W oy /PP, . - g =
r—slh,ﬂl Min - Max - I(h, gp(n,s),s.e .e)) = 0 =

F! EE e ek
av 2.2 av
(3.8) { =2 (h,5) + mdx Min - ICh, 35 (h,s),s.8,.e)) LY he V. ppes € [o,
e. {F L1€E1
V(h,T) = 0D
avee :
(3.9) Ith,p.s.e e,) = (p,B,(s)e, + B,(sle, An)s —[HC“’“HF

. (N1(S]e1.e,')E1 (N, (s)e,.e )[] LVpEV.

n : On va comparer :

onstrat

1 et Min Hih,p,s,e)
e

Max Min I(h,p.s,e ,e,) = Min Max I(h,p,s.e
e, e

e, e A

2

X 1
Comue I(h.p.s,e,.e,) = ((B)(s)p,e,) + 5 (N (s)e,,e,))

X 1 1 2
* By (s)pe,) SN (s)e ue))  (p,AR) + 5 et £
de I est réalisé pour :

on voit facilement que le point-selle sur €, xE,

x x
(By(s)p + N, (s)efe) =0 Ve ek,
x x
(By(s)p  Ny(slel,e,) =0 Ve, ek,
x -1 ! -1k
ou : e = N, (s) Ip e, = N, (s) 15/ E\Z(JD

kx| 2 1
et donc I(h,p,s,e},e} ——Hf.(s]h“F (p.AR) (D, (s)p,p)-
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Or, un repide calcul montre gue :

Hin Hihpas,e) = £ 2 A L0, s)p.p)
eeH

On a alors (3.8) en remplagant dans (3.5) Min H(h %:’T ,s,e) par
et

min max  1(h2Ys.e .6
e ue an° %1%
€185 €255
Reste & montrer que V(h,s) définie par (3.6) et (3.8) vérifie (3.3). Pour

cela, il suffit de remarquer que

(P(s)h,h)

2V(h,s) et que P(s) vérifie (1.20),qu’'il soit donné par
le probléme de minimum ou par le probléme de point-selle, et le théoréme

est démontré.

3.2. Le cas (H1) : v, > 0 et v >G2

THEOREME 3.2.: Sous £es hypotheses du conollaire 2.1 avee (H1) on a La

conclusion du theonme 3.1.

Démonstration : On a : V(h,s) = 2 (P(s)h,h) donc V est continue de [0,T] x H

1
2

. " v _ 1 dP(s)
dans R, gréce aux lemmes 2.2 a 2.5 et go(h,s) = 5 (S

h.hl.g—:[h,s] = P(s)h

existent ¥ h € V et p.p. s € [0,T] grace au théoréme 2.1. D’'aprés 1'équation
de Riccati, ona V h e Vet p.p. se [0,7] ¢

X -1
51(5)P(slh, £

ar .ot -1
Stednan) + 2(P(sdn,AR) + (N (s) %,

*
B1ls)P(S!hlE1

-1 -1 x -1 % _ _ N 2
- (N, (s) 1E2 sz(s)Pls)n,iez Bz(slpls)h)ez (0, (s)h,h) = | ctsin||

Posons alors :

(3.10) I°(h,p,8) = &

2 1 -1 1% 1%
”l:ls)n“F (.AN) 3 (N [5315151(5)%1&151lslplE1

PR DR Y 1%
+ 2 (s)1] "B (s)p, 1 'B) (s1p)
22 E2 2 E2 2 2

Compte-tenu des formules donnant g—z et S—K ,ona:



v o (h, &Y, -
Fathss) + I°lhgpthis),s) =0 Vhe Vet pp.se [0,7].

V(h,T) = 0
On vérifie alors

I°(h,p,s) =

ce qui prouve le

(puisque P(T) = 0)
comme au paragraphe précédent que 1'on a :

Min  Max  I(h.p,s,e.e)) = Max  Min  I(h,p,s.epe,)
E,IGE1 QZEEZ EZEEZ e1eE1

théoréme.
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IIleme PARTIE

4. POINT-SELLE EN BOUCLE OUVERTE EN HORIZON INFINI

4.1. Hypotheses et notations

Le but de ce chapitre est 1'étude du cas T = + ® pour des stratégies en
boucle ouverte.

On fait les hypothéses suivantes :

V et H sont des Hilberts séparables réels, tels que VCH, avec
injection continue, V dense dans H.

al.,.) est une forme bilinéaire continue sur V x V telle que :

(4.1) 2
Ja > 0 alge) > al 8 Voev.

51 et E2 sont des Hilberts réels séparables
(4.2) § ByedflEsH) L 4= 1,2 .
e L200,05H) , yo £ H .
On peut alors définir 1'état y comme solution unique dans L2(0,3V) ,
pour tout couple (v,.v,) de Lz[D,wxE1J x thu,m;EZJ. de 1'équation :

dy -
Sy =BV +Bv, e, t>0

(4.3) 2
L y(0) =y, , ye L°(0,0V)

ol <AgY> = alg.y) YV dp eV .
On considére la fonction colt :

= ¢ > - 2
(4.4) Jlv,,vy) Fleytvovy) -zl g+ (N1v1,v1lE1 [NZVZ.VZ)Ez}dt
avec :
F : Hilbert réel séparable
@ )€ X (H;F)
N X s
Ny eX(EE NG = Ny etd v, > 0 tel que :

2 -
(Nivi.vilex iv‘HvlllEx Vuviekg i=1,2 .



Enfin on pose:

2 A a2 2
(4.8 sz =l -l Ez”;&sz;v')
o

4.2. Théoréme d'ex

ence.
THEOREME 4.1.: Sous Les hypotheses (4.1) & (4.6) et s4:

w2
(Ha) - V1>Dr‘)2>(9,m

Alons 4L existe un unique point-selle en boucle ouverte de J , caractinisé
par:
W) e om0 0,mE,)

x x N 20, m;
(4.7) aplupvy) +Blun,v,) Lilv] = 0V vie L7(0,05E, )

x x % _ 20 o
azlu2.\/2] b (u1.v?) Lz(\/z] =0 Vv v, € L7(0,: 'EZ,
avec Les notations :

ylv1,v21 =G, 4 By, + g
a, vy = fi(Nﬂvw.w,l]Eﬂ +(CB,v,. 06, ) at

a,lvyuw,) =f ((szz,wzJ[Z (CB,v.),CO w, ) Jot

(4.8 . et
Blvv,)o = L7066, C6,v, 1 ct%E ¥y v,
Ltv,) = 17 Cg,C6,v, ) dt
1) = f G2y CE.CB v g
Ltv,) = [ €6,v,) dt
2Va) Tt 2y CBv ),
Démonstration: Pour eppliquer le résultat de Lemaire [12], il suffit de montrer

1'existence de 6,6, ,et ¥ vérifiant:

v
(8.9)  ylvv) < Bvy G, E L ob
5 BZ(LZ(D,m;EiJ;LZru. VI, 1=1,2 L et B e WO, ,
9(G,v.) ¢ AG,V,) =B, t>0
dt "1t i it
4197 6.v 30 - 0 =12
i
d"l "~
Longer, t>0
ERIPR N
ko -y,
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I1 suffit donc de montrer la continuité de G, de L7(0,®:E,) dans L%(0,m:V).

2
Soit alors une suite {Vx)n ey de L0

El’ vérifiant:

(412)  uin ] = v, dans LA(0,mE ) fort
N t

Posons y;‘ = Giv’i’ . D'aprés (4.10) on a :

n
dy n_oon Ny
(4.13) i+ AyD = Bvy L, t >0, yl0) =0,

Donc
o non o
(4.14) é 9y ; B ") dt ¢ [alygyy) dt = [Bv i ,yi] dt
tontrons que  f [gil .yi) dt est une intégrale convergente
comme y7 & W(O,@) , ona, V>0 4y = [T Wi ) dt
vy » B B s 5lyy é B yi

Et comme y;('{] est continu en T et tend vers 0 lorsque T»=, on a, par semi
- n n
continuité inférieure de la norme : oy n L ey
o im L GyDet = L &ayot
De (4.14), on tire

o 2 o
2 11500 % < 2 Il 90l < Tl S+ (00 P
soit : £°°||y'i‘|| at < L IIB ”.,Z(E v | Vn||E .

Et, d'aprés (4.12), on a :

(IEAl L2(0,mpy) < CONStante indépendante de n.

On peut donc extraire une sous-suite y; qui converge faiblement vers z, dans
L2(0,803V) et comme A et B, sont linéaires et continus, donc faiblement continus
on peut passer & la limite dans (4.13)

dz

dzy - , >0, =0 .
(4.15)  GEi v Az =By, £>0 2,00 = 0

Mais, comme la solution de (4.15) est unique

1 » ce qui prouve la

continuité faible et donc la continuité, ¥V i = 1,2, et le théoréme est prouvé.

THEOREME 4.2.: Sous Les hypothdses du théonime 4.1, Le systeme :

Y yayrDp=F y(0) = yo
(4.18) {dtd 1 2
9e A% - o,
L -0, e e L20,@v)



a une s0fution unique, avec

£

Le point-selle en boucle ouverte (u},u3) de J est abons donné pan :

* “1.-1 % x -1
oy £ B3P . B
1 2
Démanstration : D'aprés (4.7), (u},u}) est ceractérisé per :

wad X, * - 2 w0y
é {(C ic(Cy zd].E1v1] + (N1u1.v1lE Jot =0 v vy € Lo, ,E1l
14.17) !

X X . 2 ;[
‘J;”{(r 1Ly 24).6,v,) (NZU?.V2JE2}dt =0 Vv, e LO0,E,)

N *x x
ol y y(u1.u2)
Introduisons alors 1'état adjoint p par :

(18) - P Wty -z sDy e t20. b€ 0,0 .

On sait (Lions [13]) qu'un tel p existe et est unique, et vérifie

lim |p(t)| = 0 Donc
o
£0 L, 6yt = Cp, $o6,v 0t i =1,2 . Et (4.17) devient :
dt * Uivi e dt Titi " e :
o =1 % * ~ = L2(0.003E
4 [;E1B1p + N1u1.v1JE1dt S0 Vv, e LT(0,mE,)
@ 1% * _ 200w
é (1E B0 NZUZ,VZ]E dt =0 Vv, el (0, ,Ezl .
2 2
x _ 1% x o1 -10x
soit 1w} = Ny 1Eﬂa,‘p s Uy N 157329

et en éliminant (u},u3) de 1'¢tat et de (4.18), on obtient (4.16), d'ol le

résultal, compte-tenu de 1'unicits de (u},u})

Remarque 4.1.: On ne peut plus appliquer brutalement, & partir du systéme

(4.186), les majorations du lemme 2.2 puisque 1'intervalle oe temps n'est pas
borné et que ces majorations dépendent de T. On doit donc trouver d’autres
méthodes pour montrer 1'existence d'une solution de 1'équation de Riccati

Avant d'aborder ce sujet au chepitre 5, mentrons le :
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THEOREME 4.3. : Sous Les hypotheses (4.1) a (4.6) et 44 :
(H2) 0,20
Alons Le systeme (4.16) a une solution unique.

Démonstration : On se raméne au probléme de minimum suivant :

dy _ 172
a9 Fray =0 L w0, vy

@ 2 2 X .
K = f7ley - zgll £ + [v[“}at . le minimum étant cherché dans L2C0,05H)
Ce minimum existe et est unique d'aprés la théorie classique sur la minimi

sation des fonctionnelles convexes, et il vérifie :
0 x x 2
(4.20) é ((Dzy[u )+ gylv)  y(0)) + (u,v)}dt = 0 Vv e L0,mH) .

Soit 1'6tat adjoint (posant y(u®) = y) :

_dp o, a%p . oy
(4.21) at + A'p 02y g , PE 0,%;V)
Alors (4.20) devient :
é‘”(nl/zp s vdt =0, Ve L20mH)

172
Dy

soit : u” = - p . Alors dans (4.19) et (4.21) on obtient le systéme (4.16)

et le théoréme est démontré.
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5. EQUATION DE RICCATI STATIONNAIRE ET POINT-SELLE EN BOUCLE FERMEE EN

HORIZON INFINI
5.1. Introduction

On a vu au chapitre 4, qu'il existait, avec (M), un point-selle en
boucle ouverte sur 1'intervalle [0,®[. On va maintenant chercher & en déduire,
comme au chapitre 2, 1'existence d’un opérateur P solution d'une équation de
Riccati.

On va montrer, sous 1'hypothzse (H1), 1'existence d'un tel opérateur P
par passage & la limite lorsque 1'horizon T tend vers 1'infini.

Pour cela, on pourra utiliser deux types de méthodes :

. une méthode liée & la croissance des opérateurs P en fonction de T ( § 5.2)
. une méthode plus générale, en 1'absence de croissance, mais ne donnant des
résultats de convergence que dans des espaces du type L?nc 5 5.3).

Enfin, au § 5.4, on étudie le méme probléeme avec 1'hypothese (H2). Les
résultats sont ici plus généraux, grace & 1'emploi des concepts de stabill
sabilité et de détectabllité.

Dans chaque paragraphe, on donne une interprétation des résultats sous
forme d'existence de point-selle en boucle fermée.

Enfin, pour illustrer ces résultats, on donne une série d'exemples,
envisageant aussi les limites de cette théorie.

On utilisera, dans ce qui suit, les notations suivantes (pour tout 1 > 0J):

. B 7 est 1'état dans 1'intervalle [s,T] donné par :

s,
d _ . -
GeBa,1 * Mg,7 = Byvy By, teledl
(5.1
L (s - h

Lorsque s = 0 ou lorsqu'aucune ambigliité n’est possible sur s, on écrit

Bs,7 = By -

. J: ; est la fonctionnelle :

h T 2,
(5.2) Jg,7Vevp) = £{\|cas‘.|||F [N1v1.v1)E1 (szz"’z’g7)°t .
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. u:'T et u;'T sont les composantes du point-selle en boucle ouverte

h
de 3g p sur [5.7].
Par le lemme 2.4,

on sait que :

. b T T
(5.3)  (Pr()h,h) = 30 Llug” L)

s, T )

o0 Pp(s) est solution dans 1'intervalle [0,7] de 1'équation de Riccati
(1.20).
srini v
Si z est une fonction quelconque définie sur [s,7] , on note Z son
prolongement par 0 sur [0,=[ , en dehors de [s,7] .

On est maintenant en mesure d’exposer les résultats.
5.2. Méthode de croissance

On se place dans le cadre du chapitre 4 et on suppose, dans tout ce

paragraphe, que (H1) a lieu :

2
v, >0 et v, 2w

On va étudier la croissance des opérateurs PT[t) et montrer que cette

suite d'opérateurs a une limite qui vérifie 1'équation de Riccati stationnaire.
On commence par le

LEMME 5.7. : Soit s > 0 et sodlent T,,T, tels que T, > T, > s . On a alons

(5.4) (P (s)h,n) < (P (sJh,h) V het .

T k]
Démonstration : On note  (u],u) le point-selle en boucle ouverte de g
et r_u

|
2 1a restriction de u® a
% it

1,2. On note aussi :

11
v sur [5,7,]

Usur]71,12]
Alors, d'aprés la définition du point-selle en boucle ouverte de JZ
T
[CICI I A AT IS 1 2

T1
< is
g S0 e ) ass
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T T T T
h oo 2 'z, 2
5,1, = lesy ey w Sl e g -
1 [ 1
T
1T
(Nyu, uy g Jdt
2
T T T ToAT
2 2 1 2 2 2 vl
B T T M - VA T B8
1T 1 2
T T T T. T T
2% 2 . 2 2 vl
={ (“CBTZ(‘H A g e Ty £, [Ny bup
T, AT T
24T it .
=90 A < 0 1w, %u,”) par géfinition du point-selle en boucle
ouverte de Jh .
5:T2
.
Comme, par ailleurs : (P (s)h,h} = 37 (u,? le résultat est
R 5.7,
dénontré.
Remarque 5.1.: La suite des valeurs Vi(s,h) = %[PT(sln,hl est donc croissante

en T, a h et s fixés . Par suite, plus la durée du jeu est longue, plus le
jeu est favorable au joueur 2. Mais le résultat n'est pas général, comme on
le verra au § 5.3 . Il est essentiellement dd ici & la linéarité du systéme

et & la positivité du terme : él“CBT” 'ﬁut .

LEMME 5.2.: T2 existe un optratewr P Lintaire, positif ou nul, auto-adjoint
de &(H;H), independant du temps, verifiant pour s <o §ixZ :

P = lim F'Tlsl pouwr £a topologie fonte des opérateurs.
T

Démonstration : On montre d'abord que 1'on peut trouver une constante c
indépendante de T et de t telle que :

¥VT>0,VYVts<1, HFT(“H‘X[H,H]ic'

ona:

_4h s, T s,T h s, T
(5.8)  (Prlsdh,n) = 3] Lul’uzt) <30 (0,
h s,T T s, T 2 s, T s,T
.u3 ) = [{]les 0.y g us g lEZ)dt .

Or : JS.T

s, T

et comme on a (Théoréme 4.1) : B Guy’ + Eh, o

s,



NI 2
G, el (L7(s,T5E )L

T
(Prlsih,n) < f {|| cc

T ST 2
< et -

+

2

2 ab < o2 v ap?
= o

1

a
o

choisi).

Posons alors : ||

M eelll, o = Il cellg,

vérifions que ||| CE|]]

v, est solution de Ay

dt

y, et intégrant de 0 2

(s,T3V)) et E eXH:L%(s,T5V)) , on a

5.7 2 ST s T T ST
RO | P A JEz)dtozé(:Ln,cczuz Jpdt +

T 2
+ L]l cen]| fat .

s,T s,T 1 T s, T 2
(Nyu,” ouy JEz}uc "’o { i C6,u," || Fat +

tag#1) {1l cen|| 2ot Cen utilisent le fait que :

ol a est un réel strictement positif arbitrairement

K621l o = €82 llsa 2 0.0me 5 2000560y ©F

L2 (0,05F0)

lo,w €5t indépendant de T. Si 1'on pose : Yy = Eh ,
+ Ay, = 0,y (0) = h . Et donc, multipliant par

1'e, on a :

2 1 2 4 2 hl
a vl = gInl% sote w lEN < 5- . et donc
"L 0,en T2 YL 0,mv)) — X
cl|
el < Lellavie
On a donc :
2 il o Ns, T 2 2 2
Prean,n) < (e, I L0+ 3 v el et g eEl 0]
2
11165, 11,
Soit alors ao > 7 .
v, s, lIE

1
I1 vient : (1 + ;D)|||csZ

(PL(sIh,h) < (o + |[ee|

et donc : ”Prls’“xtﬂ.m

|||2 <v, etdonc :
0,®

Hg m\h\z - c|n|? ., c étant indépendante de T et s,

<c.
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Alors, d'aprés le lemme 5.1, la famille (PT(s]\ T > s}, d'opérateurs
linéaires,positifs ou nuls, auto-adjoints dei/(H;H) ,est, pour s < o fixé,
croissante et uniformément bornée. On sait alors (Riesz-Nagy [21]) qu’'il

existe un opérateur linéaire positif auto-adjoint desf(H;H) tel que :

P(s) = lim P (s) pour la topologie forte des opérateurs.
Taco
s<T

Reste & montrer que P(s) est indépendant de s.

s,T T

h s T-s 0,T-s
On a: lFTlth.hl = .19”Tlu1 suy

L o -
) = Ja.T»s(u’l Uy ) f(PT_E[D]h.h) .

Soient alors s, >0, s, >0et T >0, T,>0 tels que: =T,s, >0
On vérifie aisément que:
[PT (s1lh,h] = (P (0)h,h) = (P.I g (0Jh,h) = (PT [szlh.h) .
1 2 2
s, *+ 8, . Alors

Soient alors Sy 2 0 et sy 2 0 fixés et '[2 -

P(s,)h = lim P. (s,Jh = lim P (s,)h = 1im P. B
Toape T e T T e
1 1 2
. B def .
¥ he H. Dono: 1im Po(t)n = PCON?ET P, v £ > 0, ce qui acheve 1a

T
démonstration.

On étudie maintenant la convergence des stratégies optimales, de 1’'é&tat

et de 1'état adjoint lersque T+ .

THEOREME 5.1.:

- b, dans LZ(0,0\) font .

[CRZ A
or © AT w 200w 200
(5.8) Ug Uy vy dans  L°(0,: 5,0 et LU0, ‘Ez’ fonts.

Démonstration: D'aprés le lemme 5.1, on a:

aT) 2 L
v lag < <3, lug,00 <3
(A} Lzm.m;f:ﬂ? 0,71

h

TT h
0,7 potp) S35 fuguy) < v

0,00 1

On peut donc trouver une constante c indépendante de T telle que :



s ¥, <o
L (D."‘;E,l]

D'autre part, si 1'on pose comme habituellement :
T T 2
a vy = L Ulesvllg lN1v1,v1]E1)dL
T I 2
aylv,uvy) = f {(N?Vz.v2][7 Il cs,v, |l £t

bl tvyavy) = fTee,v,Le6,v,0 0t = 6¥ (v
LIdiJ - é‘[ CEL06,v, )0t
L;(vzl - éT[cE,cszv?]Fm
Y0V = By 4 Gy L

on a (Lemaire [12])

altubv,) oWy L) =0 vy, e L0,TEy)

o uT , il vient :

En particulier, pour v, < u,
2 ATy 2 T T, T T N T, 1
v, Mcszmn.m’“”z” 5 < aylupuuy) = b (ugu) ¢ Lotuy)
Lio,miEy)
"l ~T
< teylhugll + el
=T ey 20 2 Lo,y
1 2
ol ©, et o, ne dépendent pas de T.
Donc, compte tenu de (5.9), on a :
[CRI Il < constante indépendante de T
ELP] <
C6o,miEy)

L'état est alors donné par:

dy. N T, T -
a—T + AyT = E,‘u,‘ B1u2 + f, yT([I) yo
En multipliant scalairement par yT et en intégrant de 0O & T,omettant des
manipulations usuelles, on obtient:

2 ST 2 2 1 ~T T 2
[y G+ a VI 7 gt < Dy 1 e g B, + B0, fllyot <

d'apres (5.9) et (5.10)




Soit :
o
(5.1 |y (M| <c ., |yl c
! T2, T

De méme, l'état adjoint est donné par

dp, x
gt APy

t g DT[T]

0.

Et, par la méme méthode que précédemment, on obtient

P
CREINN (R o <
ay,  apy
st comme — = (—) on a :
&,
5.13) | “”LZ[U,w;v'J <c.

On peut donc trouver une suite 1 telle que T > quand n = et telle que

) > (z,q) dans (L2(0,0;v017 raible

L} 2(0,03v") fai
(5.14) { o > G dans L7(0,V") faible

8% dans L2(0,%;E ) faible , k = 1,2
EK K k
On peut alors passer & la linite dans

o

dy. 03 ~

0 AL * DB sy (T8LeT ) e f

n n
~
P 0¥ -
at Y T8
n

P

v, . B =0
n n

pour obtenir :

oz _
EE‘AZ'DWQ-f .,z

dq , % N 200,05
e aa 0z=g . zae P



"
Donc : Y > v, . By > b, dans L?(0,®;V) faible lorsque Toe ,

T

o - 2
et (UI.EZ) > W53 dans L700,@56,) x L2(0,@5E,) faible
Montrons maintenant les convergences fortes
On remarque, avec les notations précédentes, que :
AT AT T T T N def =
a, (81w, -0 = sjulu e on s (v ¥ aTiv 0
AT T N def Lo
T B G S BT BT SRS Rt S
AT T T T N def =
a,(§1,u,-00) = aluliuyul) ou e, v € Tt L
Montrons par exemple la premiére égalité
1
(66,61.06, (uy-ul)), +
T ATy ey T AT T T
temydpesytey T e e T . Ny g, s ST
0sit>T .
Done
AT AT e AT a1 Wt
ERCIPTip £ores, W es, w-E1, ¢ vET Ly CHPREE
oo T T T
A T T T L L LT uﬂlEq}dt
T
= (u 1-u1) .
or
AT AT T
o, (o, U, -E0) = e i -t e
Nt AT Y
et comme : &, (uy,uy-Up) = Ly Cug =Wl -blus,u T
ToT T T TToT
ay (), mug) = Lituy-u)-b (o],
on a
AT _ AT ~ T T _ T AT
2, tu, -V, S O I B S IO R SV AT
de méme
T AT AT T T * AT wl
a,luym U,y Up) = Ly(uy-00) Lituymul) ¢ bR e -UT e, 00
Donc @
AT AT w1 AT ey _
a, Gy -Uu -+ ey e -0, = fTCE-2 . C06,u,-6,u, ) at

et par continuité de 1'intégrale, lorsque T+, on a



. AT AT T LTy L
%:: {a (uy-ugu,-ug) + ayluy-uouu,-dy)) = 0

et comme & (v,v) > v1|1v||é1 et e, (v,v) > [vZ-Gi,WJ\IVJIzZ

on a Yl -, gans L20,@iE ) Fort
T 2z
u7 - U? dans L7 (0, :52] fort ;
ot comme Y, vl <o -8 s e,V
L?(0,03v) : L2 (0, =5v)
i1 vient : ¥ —»y dans L2(0,@V) fort
. d v X v _ v .
Finalement comme : d-L(pT-u) LA [pr»pl = Dz(yr y) , on a:
2 “ 2 c v 2 1
lprt0)-pCo)[* + al| g -p]| 7, <slhyevll s, . ce qui
L?(0,@5v) L20,=5v)

prouve que : BT + p dans L2(0,®;V) fort, et le théoréme est
démontre

On termine per le résultat attendu

THEOREME 5.2.: Sous Les hypotheses (4.1) a (4.6 et si :
{HT) v, > 0 et v, >(;§ . @ bieu, alonrs:
1) 4L existe un opérateur P solution dans L(H;H) de £'Equation de
Riccatd stationnainre :
(PA +A%P + PD_P)h = D_h vhoe v
(5.15) ! ‘
X =P, P>

et une fonetion r e W(0,»), donnée de maniére unique par :

dr x
L s A*r v PD,T s PF g L, t>0
(5.16) { gt !

r e W(0,)
2) Le point-selle en boucle ouvente de J en horizon infind, noté

(07,03 est donné par :

uee) = i 'Y Pyt v rte))
(5.17) K '* p.p.t e [0,%)
uiie) = BX(Py(t) + r(t))
2 .22

ol y est L'unique solution de :

Ay, )
{dt Ay + D,y = f Dir Lt >0
2

yO) =y .y e L7(0,:V)




3) Le couple de stratigies défini parn

- _ 1. 1%
uy(ty) = Ny 15131[Py + r(t))

- - 1%
Uy e,y = N EZE2[Py 4oL
est un point-selle en boucle fermie dans L7(0,@:6) x L7(0,@;,)

(5.18) 1.
i

de 3 .

Démonstration : on sait, grace au Lemme 5.2 , que :P = lim P (s)
T

pour 1s topologie forte des opérateurs de & (H;H), ¥s < o .

D'autre part, gradce au théoréme 5.1, on sait que le systéme

dy + =
Gt T AVt D=0
_ dp * =
gt " AP Dy =0
_ 2
(0) = h, y,p e L°(0,»;V)

a une solution unigue.. Alors,.comme p(t) = Py(t), vt > 0,

y est solution de

DA PIy=0 L, yl0) - h,yE L200,05v)
On est donc assuré de l'existence d'un semi-groupe (/\l,(t)l t e R}
fortement continu engendré par A + D1P et
(5.18)  y(t) = A, (t)h
Supposons un instant démontrée 1'identité
(5.20)  (Ph,h) = ig""((n?y,ys + (0,p.p) }at
En reportant (5.19) dans (5.20) , on obtient
(Ph,h) = ‘gm{(Dzl\p(t)h.AP(L)F] + (PDLPALLEIN, AL CE)R) ot
et en appliquant la proposition 4.3 (iii) de Bensoussan-Delfour
mitter [4], on & que P est solution de

(AP + PA + PDPIh = Db, VYhoeV
Et comme on a vu au Lemme 5.2, que P € L(H;H) , P = P , P >0,
on a (5.15)

Montrons donc (5.20)

VT3>0, 006 (PLlOINR) = g {0,y

oyq) ¢ (0 ppapp)dt

Mais comme yi— y ,i;—y . py—*p . py—p dans LZ(0,m;V) fort

T
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on peut passer & la limite lorsque T»» Le terme de droite tend
vers : éw((Dzy/yl + (0,p,p)Hdt et celui de gauche vers (Pn,f),et
on & (5.20) .

Pour terminer la démonstration du point 1), il faut montrer
1'existence de r

OnavT2>0, DT(tJ = PT“]YT“’] + rT(t] » donc

. . "
A SUEI P g 1341

L2 (0,0:H) (0,25H) L7 (0, @ik
< constante indépendante de T, compte tenu du
théorgme 5.1 et du lemme 5.2 On peut donc extraire une suite Tn
telle que : T+ ® lorsque n»» et ?T + p lorsque n»® , dans
n

L?(0,0;H) faible.

Alors p satisfait : plt) = Py(t) p(t) . Donc
do _ pdy 9B e 2(g,m;y
Her gt gh eLTev) et comne
gy ' do Xpy + . x
St Ay DPy o f Do R ATPy + Doy + g ATp, on a
d

P * x
ot " (A"P + PA + PD1P Dz)y + ATp + PD10 Pf g

t comme P est solution de (5.15), on a

a

CIN TN
2+ A% v PO PE v g

Comme, d'autre part, p est donné par (lemme 2.3)

dn
dt + An + DE = Ff , n(0) =0
dé * - -

-G e A%e on=e Ln g e W(0,®

pls) = E(s) ¥ s >0 , onaaguepeWO,», ce qui prouve
(5.186) .

Le point 2) découle du fait que u: - E1B:p

1

x 0.
uz = N e BoP

Le point 3) vient du théoréme III.1 de Bensoussan [2]



5.3 _Résultats dans des espaces L? en l'sbsence de croissance

On peut en fail se passer d'utiliser le Lemme 5.1 et
adapter les théorémes 5.1 et 5.2 pour des fonctionnelles a'un
type plus général

On suppose que 1

dy, -
gt T MYy

292

dy, .
(5.21) {$¥2 + A
o o
y1[D! =V yz(UJ =V,
. 2 o
avec Foe L90,eH) L vl e H L ko= 1,2
BY el (E M) L 1= 1,2, k= 1,2
N LT 2, .
2
(Az.z) > o] 2] VzeVv, k=1,2
0n posera pour la suite : o = Min (a,.q,)

La fonctionnelle considérée est maintenant

- £ 2 2
(5.22)  Jlv,,vy) = L]l cyy, v v, ] 3 [le vty v2!\|Fz~

* (qu1,v1]E (sz?.vzyE ldt
1 2
ob F. : Hilbert réel séparable , k = 1,2.

K

e XHiF ) L K= 1.2

N est defini comme en (4.5), k = 1,2
On pourrait prendre, sans rien changer d'essentiel 3 ce qui sujt,

la fonctionnelle

. 2 2., -
Ilvpavy) = ey -z 0l g Il cyy, ‘d.”F N v v de =NV, v ) Y
(] 2 "2 1 2
svec z, € LZ(0,@iF) . K = 1,2 . Mais, pour simplifier les

k
calculs déja trés lourds, on ne traitera ici gue le ces z, = 0,

ko= 1,2 .
Le terme é‘(” vl ? Il eyl 2 }di n'étant plus croissant
Yalle, 2%2llF,
en fonction de T , on ne peut plus conclure sur la croissance de

le valeur (si elle existe) du jeu

On montre d'abord que le jeu sur [0,7] a une solution en
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boucle ouverte, puis on montre la convergence des P lorsque T»w

pour arriver & 1'analogue du théoréme 5.2.

Avant d'énoncer le résultat qui suit, on introduit les

constantes

(5.23)

2 1 2 2 2
= Llicll 1871l ;
61 “5 2l p 1 Pallge v

2 1 2 1 2
= Llle,ll Il 8,1l e .
Gz uf 1 Z(V.F” 2 x[sz,v )

THEOREME 5.3.: Si £'hypothese

(H1)"

2 2
106 - v, 26

a Liew, alons pour tout T > 0 [Zventuellement+=) LL existe un

unique point-selle en boucle ouverte de Ity v, caracténisé pan:

(5.24)

avee :

(5.25)

T,T T,T LT _ 2

agtugavy) * b vy v Lylv,) = 0 Yy e LE0,THE)
ToT xT, T _ 2

ayluy,v, b* (ug,v,) v L =0 Vv, e L9(0,TE,)
TT 2 2 .

(Ugrup) € LO(0,THE,) x L9(D,15E,) o

T _ T 1 1 ~ 2 2 R
a v ,w,) = [{(C,6,v,.C G w,) (C,65v,,C60w,)

+ Ny e ) Ydt

al(vyuwy) = TN,V 0w =(C 6y, e 6lu) o
+(C,60v,,C, 0600, ot
0 tv,av,) = e 6y, 60v (6,62v,,C,02v, ) }at
9 v v
U = fleeslvae, @) o6y e, at
L;[vzl = éT((LZG§v2.CZEZJ «cwsgvz.c1§1!)nt
vy " By, o+ slvz + 21 B = sfv1 + D§v2 + Ez
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Remarque 5.2 : L'hypoth&se (H1)' assure la stricte convexe

concavité de J;. Comme ls terme éT{\|c1y1H§ﬂ \|czy2\|§2)nt

n'est pas positif, 1'hypothése sur v, est évidemment plus
restrictive que dans le cas croissant (§5.2), alors que v,
reste inchangé. Enfin, si C, = 0, on retrouve bien 1'hypothése

(H1).

pDémonstration : Il est clair que 1'on a 1l'existence d’'opérateurs

lingaires continus 6% des(L?(0,@:E, 017 (0,@v)), 1 = 1,2,

"
k= 1,2 et de fonctions g, de L%(0,%;v) , i = 1,2 donnés par :

cd ok K - i= =
H[Givi, + AKKiji] = B v, i 1,2, k 1,2
k

Givj(D] =0

g’ o
i =
aeit Agg = fy
N 11,2
g0 = 2
tels que
5 = K, k o =
(5.26) y, = Ghv, v v, v g, k=12

En reportant (5.26) dans (5.22) et en dérivant par rapport
5 ul et u; au sens de Gateaux

T 1 T 1,7 1 2 T 2
u1,uzl,[v1,uzll = é’ ([5151U1.C151V1] (C,63u ,Co00v, ) +

T 1.7 1 ~ 2T 2 1 o
+ (N1u1’v1) + (E1GZUZ.C1E1V1! [CZBZUZ'EZG’IV1j + (E1G1v1,C1g1]

2 3
lC2E1v1.ng2])dt .

veuT T T T T 1T 1
(Iitugaug), Cugovy)) = Lol uy,v,) (€,6,u,,C 0 v,) +
2.1 2 - 62 2.1 1 1.7
+(C,B5u5,C,65v,) ¢ (€ 65v,,C 6500 (C165v,,Co60u,) +
2 ~ 1 ~
+ (Czﬁzvz’czgz] lC152v2,C1g1J)at
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" T T
Donc une condition suffisante pour que (uﬂ,u2] soit un point-selle
s'écrit

LT T T, 2
Qitugiuy), vauy))= 00 Vv e L20,T5E))

LT LT T R 2 )
Uplugauy),tuv,))s 00V v, e L20,T5E,)

sous des conditions & vérifier. Supposons que ces conditions

soient réalisées, alors on obtient (5.24) avec les notations(5.25)

Il faut donc vérifier que la fonctionnelle J1 est convexe-concave

s.c.i. en v, et s.c.s. en v, et que
lim JT[V1,V2] = 4o Y v2 , lim JT[VW’VZJ = -e Y v1 .
vyl = Il vyl =

En fait (Lemaire [1Z]), 11 suffit de vérifier que

T 2 2
31(v1,v1) 26, Hv1H e LOt0,T5E,)

2
L (U.T.E11

T 2
aylvyuvy) > 8, |l v,ll € LT00,TE, ).

2
2
L [D,T;Ezl

On a donc

T T 1 2 2 2
altv,.v,) = f (l‘C1G1V1“F “Ezb1v1|‘F + ‘quq'V1JE1}”‘
2 2 2
> v |l v, Il e,6iv,ll
- e 20 20, e

. S g2
Sott alors vy = GyVy | py yerifie

ay)
ar? theYe 1V1

Donc
1 1 2 1 1 2 T 2 1
P A A Y T N (R T T TS
1

Ty 2 Ty 42 2
ou encore : o, [ HyZ” dt 5E£ 1} E1V1Hv,dt



Done

2 2
Il c,62v, || 2, <
211 LZ[D -

1 2 2
. Lile 11s21) ’
LR T A ) ( L

L2
L F

. 2
donc si v, >(;1 on aura

2 2 2 2 2
BN v I < v vyl Il ey siv,ll

v

et aytvvy) 2 b fiv, )7
De méme

T LT 12 2, 2
2vavy) = “szz’vzjcz le485v, 1 3 1l e505v, |l F,l}"“t

2
A

1 2
L20,7iE,) heqezvel
»TiEp

EICR TS|

et par un raisonnement analogue au précédent, on trouve que

2
L7 00,

- gl 2 1 102
Il cy8pv,ll 2, <= llc sl . [ vyl

2
Il I| v
oot T ol Ve ZE, V)
2
done si v, >@G2 on a :
siv, >G} :

1 2 2
aylvyavy) 2 0,65 [ v, I =

D'od le théoreme.

On introduit maintenant 1'état adjoint (p,.p,)

dp. [P—

Tel ot APy T Bty
9o, L e - o

T2 * APy EPEPEPS

. 2 5
p,‘(T) - DP(” =0, PiaPy € L0, T;5V)

Par un calcul classique, on vérifie que (5.24) donne

Too Mgtk o agzx T . 2 .
é ‘iE1E1 c10; ﬁ,‘ uz Nquﬂ,vﬂ)dt 0 v v,‘ e L (D'T'EW]

T 1.2% L 10x T R .2 .
g (-iEZEZ D? )EZBZ pﬂ'NZUZ'VZJGt =0 Vv \/2 e L fD.T.E27



Soit : T _ 1 1 1% . 2%
Uy Ny (B7py * BY7py)
(5.27)
T 1% 2%
ul (8%, + 82%)

En remplagant [u;,ug] par sa valeur dans (5.21) on obtient

donc, en posant y, =y (uT,uT] ko= 1,2
3 Kk Hart2

dy, =

]

dy =

a2t AYa

y1lUJ = v
dp - cX =

U A1|:t1 C1C1y1 pﬂtT) 0
dp X -

- 825 4 a3p, =0,

Posons : y = (

alors y et p vérifient

dy
Y Ay +Dp =T
dtdp N ! t e Jo,T[
(5.28) ae AT DLy -
ye) =y, Pl =0 , y,pe L2(0,T5vxv)

On a donc le :



THEOREME 5.4.: Sous Les hypotheses (5.21), (5.22) et 84 :

2 2 )
) v, >G) w v, >G5 - Alors :
1) Le systeme (5.28) a une unique solution {yp,p },vi e]o,=[ -
2) 12 existe un opérateur P (t) e&(HxH:HxH) , P#(t) = PL(E)
vte [0,7], ¥ T elo,e[, et virifiant :
(5.29) yT[L] = PT[t)BT[t) ol (BT'YT) est La solution de (5.28)
pour f = 0, et :
PT(“ est solution de L£'Gquation de Riccati (1.20).

3) Le point-selle en boucle ouverte luI,uT) sur [0,7] de J est

2
donné par :
ulee) = NGB (R () (L)erte)), ~
(5.30) p.p. t e [0,7]
T - “1gX%
upe) = Ny TBRP ey () ¢ r(e)).
avec : N ’lB;H( 0
x def 1 _
B ¢ C1ax) K2
1] iE BK
2
od v est solution de :
N dr *
SET o+ A¥ro o+ PLCID, P = PG
(5.31) dt T T 1T T
r(T) = 0, r; € LZ(D,T;\/le let S{T ELZLD,T;V'XV']].

et ot y, est solution de :

dy N
ST e Ayp v DPLCy = F Oy
(5.32)

_ 2

yT(DI =V, o+ VYp € L7(0,TsVxV)
4) Le couple de stratéigies définies par :

i “1x .

u,‘(t,yl Ny ﬂ,‘(PT(tJy rT(t])
(5.33)

-7 C e

uz(t.yl =Ny, EZIPT[t)y hd r.l.[t)l

est un point-selle en boucle fexmée dans Lle.T:E1]xL2[D,T;

de J.
Démonstration : C'est une adaptation des résultats antérieurs.

On étudie maintenent la convergence lorsqgue Taw.



LEMME 5.3.: v T > 0 et ¥ s < T, on peut trouver une constante c

4indépendante de T et de s tefle que :

1P (Y g ams mxry < ©
Démonstration : On procéde comme au lemme 5.2 en remarquant que
T . ST s.T s,T 5.1
(prean,n) = £T,8 18 ) s e e T - s T s T,
Donc
T s, T s, T
(5.34) (Pr(oIn,m) < L1008, (0.u3 )8, (0,650 T))
ST 5T
3T u3 et
ol SS,T est la solution de
1
BS,T
~ B = (,2 )
s, T 35,1
d 1 1 ~ 1.8,T 18,T
atbs,1 T MBs,7 T Byuyl r Byuy
d 2 2 _ 2 s,T 2s,T
aths, 1t Rabs,r T ByugT By,
(s) = h .8 L2(s,T5vxV)
BS,T El = Bt € s,T;Vx .
s, T s,T
et Bs T[D’uz ) s'obtient en faisant u1 = 0 dans le systéme

s, T

précédent. Posons B_ . = B_ (0,u;" ") . On a donc

B

alors dans (5.34), par un calcul similaire a celui du lemme 5.2,
on trouve
T2 s, T2 A2 ,5:T| 2
(Prts)n,n) < [ {G5-v ) w3 Il € '&G2“ I |
2 %o 2
wla+D |l e E n |2 Yot
o 17711 F7
et en prenant (g > 0 étant arbitrairement choisi)
2 2
©2
>—2>
® v, -G2

0 , on trouve :
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(Prts)nun) < cla +1)[n]? dron le lemme.

THEOREME 5.5.: Sous Les hypothises (5.21),(5.22) et (H1)', ik
existe un opérateun P e X (HxH;HxH) 4indépendant du temps,
vendgiant :
P" = P , Ph = lim PT[s)h dans HxH faibfe poun tout heHxH
et tout s <+ "

De plus, on a :

o ~ 2
Vi 7 Ve s Pp > p, dans L

lm:[D,"D;Vx\/)

o 2 2 -
;) dans LT (0,058, ) x Lloc 0 =sE,

AT AT e
[u,l,uzl > (u1.u To

Démonstration : yT vérifie (pour f = 0]

dyy o .

e Avp D, PGy teJo,7[
(5.35)

yp(0) =y,

soit alors t, e Jo,T[ . En multipliant scalairement par y, et

intégrant de 0 & tu (on note VxV = V2)
t B
2 2 2 2
[yped 1 %va £ Ol vell LA [nl%ve £ °ly o]0t

grace au lemme 5.3.(0n continue & noter |.| la norme de HxH).

Donc, avec 1'inégalité de Gronwall

;. 2 clt)) indépendante de T

vl
Lo0o, e sV

(5.36)
\yTltnll <ettg) .

De plus, utilisant (5.28), on a
T - .
dvtT A DT DZyT 0 » DT(T) 0 B et donc
1

t t
2 2 2 2 2
lopcor1Zeag "l poll 20t < Ippcegd17ed £ ol 0,0l 21l vl 20t

et comme |pr[tn)|= |PT(:nlyT(t°J| < elt ) draprés (5.36), on a



el < clt_) indépendante de T.
%0, 850 °

Finalement : | 221 2, Seleg) -

Lo,
o

On peut alors refaire les mémes estimations pour t > T &

condition de prolonger y; et py par 0 en dehors de To.1] -

o N
Iyl <ete) L legll < elt)

AU ° Tl =0
I gkl <ett)

gt LZ(D,tD; %= °

On peut donc trouver une suite {1n}nEN » telle que T o«

lorsque n»e et telle que ¥ t > 0 :

Y.+ 2z, % + qdans L%(0,t ;v?) faible
T T o
n n

v

dp dq 2 2
287 > Sddans L0t 507 faible

2Tn 1% “hgx 2

8- o TelE - = n;'8fa dans L?(0,t sE.) faible
PRI = 3 "8%q dens LZ(0,t_E,) faibl

UZ = 2 szn 2 2Q an B U. 2 a e .

Et =2n passant & la limite dans

Lo srt»rnlyT"lTnl s te o [

on obtient
dz + -
Ser Az v D=0



Done, vt > 0 sz =y, 98Ty . q = p, 98"
[fo.t.]

Peo
10,51
La convergence forte se montre exactement comme au théoreme

5.1 ,3 condition de remplacer 1'intervalle ]0,] par [U,tU].

Donc :
yT sy ET + p dans Lfncm.m;vzl
G > ey aans LD o, x L t0,0E,)
00 1700 8 POSE 1 Y, T Y s B T P L Uy T ouy Uy o= u, .

Reste & montrer la convergence des P (t) .
Comme on a : P (s) = Pr_(0) Vs < T, il suffit de passer 3 la
limite pour P (0). On a :

- T )
(P (03N, R) = L Lo,y e,y (8] lD1FT(t)yT(tl,FTitJyT(t)!}dt
ob y (t) est 1'état engendré par luI.u;) et h.
Posons
0,y (£),y (£))4(0,PLCE)y (£),P(t)y (£)) si 0 <t < T

gr(t) =y
losit>1.

PN v N
D'aprés ce qui précéde, on a : y, >y dans Wlﬂziﬂ,m] ol

- 2 w;v?2),98 2 syt 2
W, (0,=) = {o|¢ € Lloc0:=sValugE e L (0, @5V 1},

P
ot By - p dans W) (0,%) .

Or, comme Y tu > 0, on a

_ 2 g2y 99,2 .2 B
weo, e ) = {pleeL (0.t sV GReL (0t sV € C t[u,:a],me

(Lions-Magenes [15]) , on a
Ay”T >y . B, > p uniformément sur tout compact de K, .
Alors on voit facilement gue g (t) > g(t) simplement lorsque T-e,
avec g(t) = (D,y(t),y(t)+ (0,p(t),plt)).

D'autre part, comme on a : (PI[D]h,h) < c|n|2. on peut
trouver une suite {T,} . (dépendant éventuellement de h) telle

aue T =+ @ lorsque new et : P, (0)h > q dans HxH faible.



Alors comme [Tg (t)dt = (P, (0)n.h) < c[n[?, on a, par 1e
n n

lemme de fatou

“(

£Crleiat = [Clin gy (0XE < lin [Tg (£)ot
e o = n

< lim (Pp (0)h.h) = (q,h) .
T e n

Montrons 1'inégalité inverse

N
Soit €, 1'6tat engendré par u, - N1ﬂajp et u," = v, 8%
n

la condition initiale étant h
On voit facilement, d’'aprés ce qui précade, que
£, >y dans W (0,
n
Tﬂ
Et comme (P (0)h,h) < J (u,u,"), ona:
n n
s Tn — "n 2
(a,h) < 1im J_ (u,,u, ) = 1lim ) cgs |l “+(n,u,,u
= oe Tpo1th2 e ¢ T R ]

Tn Tn
(Nju, " u, ) }dt
1}dt

70Ul ey Il 2 v ug )=y

=470,y (£),y (£))+ (D p(t),pCt)) Jat
ngg[t)at
et donc : (q,h) = éwg[tlnt Comme alors la limite ne dépend
pas de la suite extraite, c'est toute la famille (PT[D)n]r>D
qui converge faivolement
Posons alors : g = Pn. On a
thtJ Pylt) = [pT(L)-FT(tlyT[t)) PO Ly ) -yt
*(PLlE)-PIy (L) .

et comme pT(t] = PT“',yT“‘) on a : Py(t) = lim pT[tJ
Toreo

dans HxH faible, soit : Py(t) = p(t). Donc

(Phun) = [7L00,y ),y (t)) + (0 Py(t),Py(t))}dt

60
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On a alors

(Ph,h) = ; 1im {(P,(0)Ch+h),h+h)  (PL(D)h,h) - (P (0)A, R}
T T
= (h,PRY = L7000,y (6), 58D+ (0,PY(£),PY(£))}dt, Vh € HxH,

V;W € HxH, et donc P est complétement déterminé dansiinH;HxH)
0e plus, les propriétés de P découlent de celles de P (0) par
passage & la limite. Donc : PX = p .

Enfin P est indépendant du temps

soit s< » et posons T' = T-s .
1im (PTlth,ﬁ] = lim [PT,(an,Bs = (Ph,h), Yh,h € HxH , d’'on
T Trom

le théoréme.
THEOREME 5.6.: Sous Les hypothlses précédentes,

1)pP vinifie £'équation de Riccati stationnaire :

» ¥ he \I7

P e lHxHHxH), PX = P,

{(A"P'vanqmn =

et il existe une fonction r définie pan

a

r * _
T+ A'r s PDyT o= PF

ir € Wi, =) .

2) Le point-sefle en boucle ouvente (u:.u;! de J en horizon

Q|

ingink, est donné pan :

x I N x Cax .

u1(.] = N1 E1(Py[.! r[.l).uzl.] - N2 BZ[Py[.] r(.)) ,
o0y est La solution dans LZ(0,=;v?) de :

dy _

HoeeoPry = f D

y(o) = Vo oo

3) Le couple de stratigies défini par :

o YL I 3 o oo TRX
Gytty) = N BN Ry erte)) L u,ty) = N TBE(Pyer(e))
est un point-selle en boucle fermée dans Lzlﬂ,m;E1)xL2[D,w;E2)

de J
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Démonstration : Comme le systéme

g% + Ay + D.p =0

1

dp X
dp -0
ot T AP Dy
y(0) = n

admet une solution unigue dans L2(0,=;v%)1xL2(0,®;v%) et que

Py , on a : y défini par

{% + (A + D1P]y =0
y(0) = h
est uniquement déterminé dans L2(0,@;V°) et on est donc assuré de
1'existence d'un semi-groupe fortement continu { Ap(t]\ t eR,)
engendré par A+D P tel gue
ylt) = A (t)h

€t comme : (Ph,h) = [T{(D,y.y) + (0,p,p)}dt , on a

(en, R = 700, + POLPIAS(EIR, AL (E)RIAE .

Donc, d'aprés la proposition 4.3 (iii) de Bensocussan-Delfour
Mitter [4], on sait gue P vérifie 1 éguation de Riccati station
naire : (A™P + PA + PD,PIN = Db, ¥V he v .

Toute la suite de la démonstration se fait alors comme au

théorame 5.2.

Remarque 5.3 : Tous les résultats de ce paragraphe ont 6té obtsnuc

en grande partie gréce au fait que A est V2-elliptique
tawwd 2 alfwllZ, o vwevi, a0

C'est cette DDndit\Jlun qui assure la L? stabilité du systéme (la

solution est dans L2(0,%;v2)), et aussi

+ @ >Gi >l :kG;—KH 2, k-2
En effet, si A 6tait ) coercif :J) > O eta > 0 tel gue

twwd w5 o W] %, . Ve VP, on aurait
- v
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21
k 2 - 2 k 2
llesh 12 <& - e L [ S TR B
3-K

=2
Donc, lorsque T+®,  n'est pas borné et on devrait avoir

K
v, = v, = += pour remplir la condition (H1)', ce qui est absurde
Cependant, comme Ei , k= 1,2, n'est pas la meilleurs
constante assurant ls convexe-concavité de J, on peut se demander

si, dans le cas A : A-coercif, on a des résultats analogues aux

précédents Le probléme est ouvert.

5.4. L'hypothése (H2) : D, > 0, et la staoilisabilité

On se place dans le cadre du chepitre 4, la seule cifférerce

étant que 1'on suppose que A est A-coercif

(5.37) {3). >0 et a>0 tels que

avov) s afvZzallvil? L vvev .

Notre but est ici d'établir avec 1'hypothese (H2)

des résultats analogues & ceux des théorémes 5.2 et 5.6.
Avant d'exposer les résultats, nous donnerons quelgues
définitions qui nous seront utiles dans la suite de cette partie
On suppose que U et F sont des Hilberts réels et que A est
générateur d’un semi-groupe fortement continu dans ¥(H:H).
soient 8 e ¥(UsH) et C e 3(H;F) .

On considére alors un systéme contrdlé dans L2(0,%;U)

?T)t/ + Ay = Bv
(5.38)
y(0) = h
Définition 5.1 : On dit que le semi-groupe engendré par A est

stable, ou que A est L°-stable, si et seulement si la solution

2 2

de (5.38) pour v = 0 vérifie : y € L2(0,@V) . ¥ he H



Définition 5.2:

On dit gue le couple (C,A) est détectsble si et
seulement si K e WF;H) tel que A + KC soit L? stable
Définition 5.3: On dit que le couple (A,B) est stebilisable si et

seulement si 3K e o(H;U) tel que A + BK soit L? stable

Remargue 5.4: Pour des systémes détectables, la définition 5.3

est équivelente & la définition de la stabilisabilité relativement

a C introduite par Bensoussan-Delfour-Mitter [4] C'est ce que
montre 1a

PROPOSITION 5.

Si Le couple (C,A) est détectable, Les deux
assentions suivantes sont Equivalentes :

(<) (A,B) est stabilisable.

.. 2 o 2

(44} vhoe W, Jve L7(0,=50) tel que [7]| Cylv )| fdt< + =
ol yiv,) est La sotution de [5.38) poun v = v,
Démonstration : Montrons:(i) implique (ii). Soit K ¢ (H;U) tel
que A + BK est L’ stable. Alors si y(t) est la trajectoire

donnée par

a
<

Gt AeBy =0 ., y@ =h , ona
2 e 2
y € L90,@:v) et v (t) = Ky(L) vérifie : v e L7(0,=:U) .
- L dy _ . Ly
Et comme on & : 5% Ay = By . (= h , on e (ii).
Montrons : (ii) implique (i). Soit v e LZ(0,»;U) tel que
2

Cylv_) e t5(0,@;F)

Posons J(v) = £l ey || 2« || v J1at. on a alors

0 < Min ) < Ll ey || E el

2
v e LIDB[D.W;U?

2 ‘o
ol Grae < .

Alors, appliquant les théorémes 5.2 et 5.3 de Bensoussan-Delfour-

Mitter [4] on a l'existence d'un opérateur P € X (H;H) vérifiant
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o 2 2

(Py syg) = "inz FUleylEE + Qv Jrat L et
vsLlDC(D,m;UJ

pX =P, P >0

x

(A%p 4 pA + PBB%PIR = C¥ch L v ohoe V.

x

Posons alors : K = B"P . L'équation de Riccati s'écrit alors

(2P(A + BK)  K*K  c*t)h =0, vhev

Et d’aprés Zabczyk (Lemme 3) [25], comme (C,A) est détectable, on

a: A + BK est Lz-Jtebls. d'ol (1) .

Remargue 5.5 : Si A est A-coercif, le couple (I,A) est détectable
€n effet, en prenant K = AI, on a : A + AT est L’-stable per
définition de la A-coercivité.

Si A est V-elliptique, ¥ C e &(H;F), on a (C,A)

est détectable : il suffit de prendre K = C*. Alors, comme

*c > 0, A+ C*C est encore V-elliptique

C
On est maintenant en mesure de présenter les résultats

paralldles a ceux des § 5.2 et 5.3.

On considére donc 1'état donné par

(5.39) o 22

et la fonction codt

(5.40)  J(v,,v,) = L7000,y (N1v1,v1JE1 (NZVZ,VZ]EZ)UL
avec D, = fc € eX(H:F)

On & alors, en posant comme précédenment 0 = 8,N 8%

THEQREME 5.7 : Sous fLes hypotheses (5.37),(5.39),(5.40) et s4

(H2) 0,20

(5.41) Le couple (C,A) est détectable

1/?,

(5.42) Ce couple (A,D, est stabilisable

on a Les nésultats suivants :



104k existe P e S(H;Hlunique solution de:

P* =P ,P>0

(A¥P + PA + PD.P)h = D,h , ¥V heH

?2) Le couple [u:

x ooy Ter
uity) Ny BIPY L v

,u;] de strnatégies définies pan

S = Ngﬂﬂ;Py

est un point-setle en boucke fermte dans L7(0,%:€ ) x L2(0,m5E,)
de J

Démonstration : D'aprés (5.41) et (5.42) ,on peut appligquer le
théorame 1 de Zabozyk [23], au systéme

172
%% + Ay = 01/ v o, y(0) = n
avec 1a fonctionnelle s 1(v) = [“(|[ cyll Z + |v|%}at .

On a alors que 1'équation de Riccati algébrique

PX =P ,P>0

{leP + PA + PD,PIN - D,h, Vh e H
admet une solution unique vérifisnt de plus : A + 0,F esi L sta
ble . Il suffit alors d'appliquer le théoréme I1TI.1 de Bensoussan

[21 pour avoir 2)

On se propose maintenant de trouver un résultat parallale

au théoréme 5.6 sous la condition (H2)

Malheureusement, comme dans ce cas D, n'a pas un signe
défini,on ne peut se ramener & un probléme classique de contrdle

optimal

On considdre le systéme :

YAy = By
(5.43)
y(o) = Yo
avec A = [A1 0 ) , A, et A_ étant V-elliptiques de constantes

1 2
2

respectives a, et a On pose a, = Minla,.a

2 2

Lm e ennetante o
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1 2
Bﬂ B2

B -, eSCE, x £, Hox H)
51 52

y
y = [y11 est 1a solution de (5.43), y € L2(0,0;VxV)
2

2

(on notera comme précédemment VxV = V) .

v
v - (v11 est supposé étre choisi dans L2[U,m;E1xEZ) pour assurer
2

5 (5.43) une solution sur [0,«[.

y1
o

Vo = [ 3) € HxH
Yo

On pose C; € hﬁH;Fil ou F, est un Hilbert réel, i = 1,2

et x
cie, o
(5.45) D, = ( ) & ¥[HxH;HxH) D, n'a pas de signe)
2 * 2
0 cic
272
N -1
On pose aussi N xE,)
et : D1 =
On a :
1 1,2x%
Bh, 8
(5.48) D, = 2y 2x)
22 F2
Finalement la fonction coldt est donnée par
(5.47) R e SR S C P T D (Nw"1"’1)&1 (szz.vzliz}ct

On a alors le résultat suivant, si 0, et D, sont suffisamment

"petits”



THEOREME 5. Sous Les hypotheses (5.43) a (5.47] et 4
(HL) 0, >0
Sé de ptus = ol > [0, |l Fo 1l

L (HxH; HxH) o (HxH; HxH)
ALons
1) 3P e BHxHzHxH) . P* = P, tel que

(A%P + PA + POPIN = DbV ohoe v

%) de stratigies défini par :

*
2) Le couple (ug.uy

x IR IR
uily) = NpTsiPy
R
1[1EK 0
o1 B, = ( 1ax) e k=12
0 ig By
2

est un point-selle en boucle fermée dans
2 2 o

LE00, @3B IxL7 (0,3 E, ) de I

Démonstration : On considére le systéme
dy . pl/2
ge © AV 0Ty

(5.48)
y(o) = yg

et la fonctionnelle

v = T10,y,y)

comme y = Gv + g od
d . _ g1/2 dg _
Sov) + Aoy = 0} % A =0
(5.49)
(6v){0) = 0 2(0) =

De (5.49), on tire, en multipliant scalairement par Gv et
intégrant de 0 a 1'®

2
Il evll
120,002

S Hxr s HxH) L2000 HxH)

1 2
< =5lloqll [l vl
y <5210 I
o

donc

56



§7opevmse < Lo, | s, 1 Il ®

& (HxH; HxH) Z(HxH; HxH) L2 (0, Hxi)

Or la fonctionnelle I(v) s’écrit

o= 7 +(0,6v,0v) + 2(0,6v,g) + (D,g.g)}dt

donc, pour que I soit strictement convexe et ® & 1'w, i

suffit que

1 ! 2 2
G Slog oyl vl >ail vl
o2 2 L2 (0, @3 HxH) L2 (0, HxH)

ot B peut &tre choisi arbitrairement avec B > 0

2
Donc, il suffit gue : af > o, 0l (o, -
o 1 2
Comme c'est ce qu'on a supposé,I(v) atteint son minimum
et celui-ci est unigue dans LZ(0,w;HxH)
Or le minimum u vérifie
(1 (W),v) = 0 ¥ v e L2(0,@;HxH) , soit, si I'on introduit 1'état
adjoint et aprés avoir feit un calcul classique d’intégration

par parties

S A% sy L b L2(0,00;v%)

(1)) = 7] %0 uwvidt - 0 v v e L2(0,@sHxH)

0172

et donc u = 1

. Reportant u dans (5.48), on voit gue

le systeme

dy . =
Gt AV oo
dp . * .
gt AP Dy o
yi0) =y, y.p e L2000

a une solution unique

Alors, en découplant, on obtient que



I e LiHxHsHxi) , PX = P, verifiant :

(A%p + PA + PD PN = D0 ¥ hoe v?
et le théoréme est démontré en appliquant le théoréme III.1 de
Bensoussan [2] qui montre que (u},u})est un point-selle en voucle

fermée dans L2(0,m5E) x L7(0,058,) do I .

5.5. Exemples et illustrations pour le chapitre §

Exemple 5.1 : Soit @ un ouvert borné de R" , de frontisre I
réguliere . Solent V = H'(Q) , H = L2() .

On prend E, = E, = H et By ed(H:H) , 1 = 1,2

Considérons le systéme variationnel

dy
(54,2) + aly,z) = (B,v, + Bov, , 2) , VzeV
(S.SG)idt 17 2"2

y(o) =y
Yo, By 8z
ob aly,z) =f.Vy.Vz dx ( = 1 fB2Y 92 4,
2 FEORE TP T
et od B,v, = b (x)v, (t,x) . i =1,2 , les fonctions b,
iVi i i 3

vérifiant : by e L7(R). On supposera par exemple b, # 0 .

(5.50) équivaut

dy . . w
by =y, v by, dans 0 = Jo,o[x @
(5.51) %\z =0 , z=Jo,e[ x T, nétant la normale a I
orientée vers 1l'extérieur
vy =y

o

On est donc dans le cas : aly,y) + |y|2 > [[y||? ., vyev.
Considérons la fonction codt
Jtvy vy = gm(iyl2 + n1|v1|2 - n2|vzl2}dt .
Comme A n'est pas H' (Q)-elliptique, on ne peut pas applicuer le
theorsme 5.2
Pour pouvoir appliquer le théoréme 5.7, il faut vérifier
d'abord que (I,-A) est détectable ; or A + I étant V-elliptique

on peut prendre K = I



Comme b, # 0, on peut trouver un nombre B2 > 0, tel que
b, 7% > sf , V¥ x €Q . Supposons alors que
el .
L7
c) ny > Sy s

1
2
on a donc ¥ v e L7(Q)

1 2 2 1 2 2
(D1v,v) nﬂjﬂ(b1[x,, (vix))“dx 2fﬂ[bzlx)] (v(x)) dx

n
i 2
82 o5l «
> B3 L (@) 2 2
= vl 5 2 vlvl
1 2
2
g2 o3l o 0
avec 1y = — T—L(]>u
1 2
1172 . .
Prenons alors k = 1 D) On voit alors facilement que
- A+ Dj‘/ZK est V-elliptique et donc (—A,D}‘/Zl est stabilisable.

Comme de plus D, est H-elliptigue (et donc positif!), les
hypotheses du théoréme 5.7 sont remplies avec n, vérifiant la
condition (C).

Donc il existe un umigum point-selle en boucle fermée dans

(L2(0,%;H112 donné par

.4 * R
AR nﬂn1|=y . ouhy) nznzpy

P est alors donné par son noyau P(x,£) solution de 1'équation
intégro-différentielle stationnaire de Riccati

P = [P (x.E N (€D v D), et



1.2 1.2
»lAE‘Ax)P(x,U*./'QP(x,Ulﬁnq(4]-;\—2-132(;])“[,5)‘:1;: Six-£)
dans @ xQ,
PIx,E) = PIE,x) , ¥ xef VEeQ

2P0,E) =0 sixel, Ecfousixed gel .

Exemple 5.2 :0n reprend le méme exemple avec V = Hl(ﬂ\ . Alors

(5.50) éguivaut a

% By = b,v, + by

v LV, dans @ = @ x Jo,e]

2
(5.52)
vig = 0 (z =T x]o,=[)
vy =y

et A est v-elliptique.

La fonction codl est toujours donnée par :

53 2 2 H
T N I N A A nylv,|“tat
2 . .
Dans ce cas, sin, > 0 et n, > [[b5]] , d'aprés le théoréme
g

5.2, le couple défini par

x _ 1 * _
Ay = ;,jbﬁ‘y souyly) = Py

1
1y
d np 2

est un point-selle en boucle fermée dans l|.7(l?x,°";r-:l)2 de J avec

P solution de :

PA

P est donné par son noyau P(x,&)

1.2 2

‘AX‘A;]F(X'EJ'IQP(X'C][ﬁu'lig)’ by (Z)IP (g, E)dg = §(x-&)
dans Dx x QE

P(x,§) = P(E,x) , ¥ xeQ, VEeQ

P(x,6) = 0 si xel, £eQousixe §el.



On note (Remarque 5.5) que comme 4 est V-elliptique, on a

(I,-8) détectable et (-A4,D,) stabilisa 5 done s1 D, >0 on
retrouve le méme résultet, avec en plus le fait que P solution

de (5.53) est unigue.

Exemple 5.3 : Solent V = H;(QJ, H = L2(Q) (Q comme & 1'exemple 5.:
Prenons
n
) 2 1
AG - L (' )+ ale
1 EISE IR E I T
- 29 2
Agt = ij] teg

Kk © n K 2 n
ou a;, € L7(Q), I ) oy (B ES > o [E]° (e, >00v £ e R

k=1,2 et p.p x € Q.

Soient nl, b b; quatre nombres réels.

On considére alors le systéme

dy. - ! 1 _— -
TRy T Dgvy t Byvy v (0D =y vy = 0

dt

dy, , _ .2 2 2 R

qe2 P Ag¥y T BV bV o0 =y vy 0

et la fonction codt

L 2 2, 2
Jtvvy) = (T [v,l ny vl
5 1 2,2 1 1,2
Alors sion, > 057 et n, > anzx
2 1
on sait, grace au tnéoréme 5.6 que
0 5! o
iy = ey L ouXyy = 07 ey
1 bz 2 n, g hZ
1 2
P1 9 x
ou P o= () )e L(HxH;HxH) , PX = P, et en posant
ot e



1,2 1,2 2,1 2,1 2.2 2.2
Clept ) 2. biby  byb, 2. (% (3
1 n1 n, 1 m n, 2 ) ,
P vérifie
1,2 2 x 200% .
AIPy v PyAL + AT e dRIP0Y e QP d500% = I
x 2,2, 2 1 2 _
AT + 0A, + dj0 dy0P, ¢ 4P 0 « diP,P, = 0
2,2 2 * 1% L
ASP, v PyAy v dRPL v df(PL0 ¢ QFPL) ¢ @070 - -1

et P est donné par son noyau

P, (x,E) Q(x,8)
14 1

% (x, £) P, (x,E)
On omet 1'équation intégro-différentielle de Riccati pour sa
présentation trop encombrante.

Finalement, on aura le méme résultat si :

ald?

o} 1) > 0 et Mintag.a,) > (d2 + max(e),a2)}"? , drapres
2 2 2 1% 1 1%
4 92

le théoréme 5.8

Remarque 5.6: On peut se demander si la théorie développée ici
englobe les jeux différentiels avec contrdles frontigre. En fait,
ce type de probleme correspond au cas od By € 2(E sH)

Soient V = H'(Q) et H = L%(Q). L'état est donné par la

résolution du probléme de Neumann

dy - s 0 =

GL+ Ay = 0dans 0 = @ x JO,T[

3y - a =

v, Iz " byvy * byvy 0b T =T x Jo,T[
yo) =y e LG

avee : b, e XA () L 4= 1,2

3

Aoy = g‘fj + a0l dx




n
o w 2 n
ey € L), a et w, 3“7:1 "u[“CiEj >alg|” Vv e wR",

=

P.p. X € Q
a (x) 20 >0 p.p.xe® .
Soit la fonction codt
Jvav) = eyl 2 srtnv? novZiaTiat ob © e dfiHiF)
172 ¢ YIe IritgYy 2Y2 (AR
n, >0 etn, > Hell? |18, 0%, ov 1'on a défini B, et 8. par
1 2 1 . 1 2 P

1
2
o

1 =
(iji.wl '[Fbi"xwr vV eH () , 1 1,2 .

ponc : B, e (E L 1= 1,2 et By e (E LM .

i

L9 aRy - 0,0 dans @

26 vay, =0 , % =0 ,1_=rx7]s,1[
v, lzg 1z Fvx| T s

R
6(s) = h , W) =0 BRI

a une solution unique {¢,y} € W(s,T) x W(s,T) , ¥ s e [0,T[ .
Mais on ne peut cependant pas appliquer les majorations a priori
du chapitre 2 pour prouver gque l'on peut découpler. Ceci est
dd essentiellement au fait que
el 5 <cllyll mais pas en général
() HQ)

el , <c vl (voir par exemple Nefas [19])
L

3 Lz
et on ne peut pas avoir une majoration du type (2.8). D’autres
techniques semblent donc &tre nécessaires pour traiter ce

probleme.
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6. L'éguation d'Tsaacs-Bellman stationnaire

On va donner 1'équivalent des théorémes 5.2, 5.6, 5.7 et
5.8 pour 1'existence d'une solution & l'équation d'Isaacs-Bellman
stationnaire :

On considére le systéme :

+ Ay = Biv, ¢+ By,

(8.1)
y(o) =y

et la fonction codt
- 2
(6.2) v avy) = ) Uleyll £« (N1v1.\/1)é1 [NZVZ,VE’EZ)dt

Cet N, , i=1,2, ayant les propriétés habituelles (4.2)

et (4.5)

on a

THEOREME 6.1 S4 A est A-coercdf, s4 (HL) D1 2 0 et &4 :

3
(C.A) est ditectable, (A,D4) est stabilisable; alons il existe
une fonction Ve \:1(H;R*! vénifiant €'équation d'lsaacs-Bellman

stationnaine :

av _ aV
min  max  I(hSw s Max  Min T(hSr.e e

0
2
(6.3) 51251 EZCEZ EZEEZ E,’EE1
Vonoev
avee :
(6.4) Ith,p,e,.e,) = (p.Bie, + Bye, Ah) +
1 2
+ 5(|| chll P ““151‘51]51 (NZEZ.GZ)EQ).
Démonstration : T1 suffit d'écrire quel (h) = 1(Ph,n) od P existe

grace au tnéoréme 5.6, et d'appliquer la méme méthode qu'au

théoreme 3.1.
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THEOREME 6.2 : Si A est V-elliptique et sous C'une queleconque

des hypothises suivantes : (HL) 0, >0

2
HD v, >0, v, 2GR
on a La conclusion du thioneme 6.1.

S{ =aintenant on se place dans le cadre des § 5.3 et 5.4
(Théoréme 5.8), 1'état étant donné par

dy -

oAy = By

v(0) =y,
A et B étant définis comme (5.43), (5.44) et la fonction codt

Jlv,,v,) = ‘Jj’ HDzy.yl + [N1V’\'V‘\JE1 (szz.vzlEz}dt

51 et D7 étant définis par (5.45), (5.46), on a

THEOREME 6.3 : Si A est vZ-elliptique et sous £'une queleonque

des hypothises suivantes :

' r2 2
L HD) v, > G v, 26

2
(H2) 0, 2 0, et ag> HDZH ||01H

Alons il existe une fonctéon V ¢ c'(HxH:R) vérifiant (6.3)

v onoe vZ, avec

= - .1
1th.p,e .y, = (p,Be-Anh) 2([I)zn,n) * (N1e1,e1lE1 [Nzgz,ez)E?),

1
ol eEx e,



7. SYSTEMES PASSIFS - LEMME REEL POSITIF

Dans ce chapitre, ainsi que dans les deux suivants, on va
s'efforcer de développer et généraliser en dimension infinie,
pour des espaces de Hilbert abstraits, des résultats de la
théorie des systémes, en vue d'applications aux jeux différentiele
(chapitres 10 et 11).

On va s'intéresser aux systimes passifs et chercher a les
caractériser de maniére "algébrigue”, ce qui s'avérera utile
pour 1'étude de 1'équation de Riccati.

Avant d'exposer les résultats démontrés dans la suite,

précisons les notations et hypothéses

7.1 Notations
On se place dans le cadre habituel de deux espaces de Hiloert
réels V et H tels que V¢ H € V', les injections étant continues
et H étant séparable.
On considére un opérateur
A €3(ViVv'), A-coercif :J a > 0 et A > 0 tels que
7.1

Zoallv)|? . vuvev.

(Av,v) + Alv

On sait alors que A est générateur d'un semi-groupe
ose)

fortement continu dans H, E\tsvy—qsfsr*ls domaine de A, D(A), est égal
5V On peut donc considérer A comme un opérateur de V dans b
(Lions [14]1. On notera comme précédemment {A(t)] t e R } le
semi-groupe fortement continu engendré par A.

Soit U un Hilbert réel destiné a &tre l'ensemble des

contrdles. On définit :
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BeH;u), cediu) L, medusu)

(7.2) n o xgﬂm*iu , iy €tent 1'injection canonique de
U dans U’

On considére le systéme entrées-sorties suivant

> D donné .

Y L oay =By, ot o>t
d
t

(7.3) y

D) - yﬂ

2 = Cy + My
L'entrée est v € U , l'état est y € H (c'est 1 état instantané
On parlera aussi d'état pour y € L7t ,T:V), etat global sur

[t_.T]) . et la sortie est z e U
o

7.2. D-passivité et rétro-commandabilité

On introduit les définitions suivantes

Définition 7.1 : Le systéme (7.3) est dit passif si et seulement
si, étant donné T > 0 tel que y(t) = 0, on a

(f2Gague >0, v T 20, vy e LT

Definition 7.2 : Solt 0 e¥(H;H) Le systéme (7.3) est dit

passif relativement & D, ou D-passif,si et seulement si, étant

donné T > O tel que y(1) = 0, on a

{Tz{(ny.y) tlz,v)ddt 20, ¥V T >1, ¥ve L2, Tiu) .

Si 1'on Interprite les quantités "{Tz(z,v]unt” et
"{TZ([Dy,y] + [Z.vlu)nt" comme des énergies entrant dans le
systéme décrit par (7.3), un systéme passif (resp. D-passif ) est
un systéme qui ne peut céder de 1'énergie lorsqu’'il est au repos,
ou encore, qui ne peut abandonner son état a’équilibre (y(t) = 0)
que si "l’extérieur” lui céde de 1'énergie

On va aussi utiliser la



a0

Définition 7.3. : Soit t_ > 0. Le systéme (7.3) est dit
rétro-commandable (en t,) si et seulement si V¥ y e H, Jt e[0,t [

-
et Ve L?(r,L_sU) tels que V transfere l'état ¥ de

" " B
y(t) = 0 a y[tnl sV,

La rétro-commandabilité différe de la controlabilité par le
fait gque 1'on cherche un temps initial et non un temps final .

Lorsque 1’'état est donné par une équation différentielle
ordinaire, ou, plus généralement, lorsque A est générateur d'un
groupe fortement continu dans “, la rétro-commandabilité équivaut
a la controlabilité

Une condition nécessaire et suffisante de rétro-commandapili

té est donnée par la

PROPOSITION 7.1.

Une condition necessainre et suffisante pour

que Le systeme (7.3) s0it nétro-commandable est que :

e [h.:n[ et y > 0 tels que :

t
Cle ) = [ % AL $)BBYAR () s)ds 2 yI

degf

€
oa C(t .Th £ °hct -s)BB A% (t  sinds , v hoe H

Démonstration : Si le systéme (7.3) est rétro-commandable, on a

vy e Jr e[t [ et Ve Pt e 00 tels que si
°

~ ¢ ~ ~ ~
Viey = fface-saVisies L oon e Vi) = 0L Ve -

t
: - o s )BY
soit : y, = [ PAlt, s)BV(s)ds
t
Donc nécessairement 1l'opérateur é C’[\(k:n s)Bds de LZ(D,CQ;U]

dans H, est surjectif, ou, de manigre équivalente

Iy > 0 tel que : [CCt,00n| > y[n|. v neH

Donc, par continuité, on peut trouver T € [”"o [ et y vérifiant:

0 < v <y tels que :



t
*
Cltg,md = f Oate s (e, sdds > v1

t
Réciproguement, si C(t_,t) > yl, 1'opérateur [ ”mtn»sluua est

et o
surjectif et donc V y ¢ H,qd v e LZ[W,LD;HJ tel que

t

Yo = f "Alt, s)BV(s)ds, ce qui schéve la démonstration

On remarque d'autre part que C(t_,T) > YT équivaut 2
ClL ,0) > yI
En effet, si le systdme (7.3) est rétro-commandeble en t_ > 0,

t
. . o N X%
on a : Clt,,0) L TAte, 9)BETAT(E  s)ds
T X, % .
A, s)BBTAT(t  s)ds + Clt,1) > vI

Réciproquement, si C(tn,ul > yI il suffit de prendre T = 0

pour avoir la rétro-commandabilité

7.3. Le lemme positif réel. Présentation.

On est maintenant en mesure d'énoncer le résultat principal
qui est une généralisation dans des espaces de hilpert abstraits
du lemme positif réel.

THEOREME 7. On suppose que Les hypothises (7.1) a (7.3) ont

Lieu, que U = H, que H est un Hikbent quelconque [(son produit
scakaire et sa norme seront notés (,.)y et [l y tespectivement),
que 0 eX(H;H), 0 X0, on notena b = D+0* ) et que Le systime
{7.3) est rétrno-commandable

Une condition nécessaire et suffisante pourn que (7.3) s0dt

D-passif est qu'il exdiste un trniplet (P,L,W) défind par

P oelH:H) L PX =P, P >0

4 L eSAH:H . (AP + PA + D)h = L*Lh , v he Vv

WoeXHs ) . M- Wi

C = B* + WXL donsoZ (HiH)




En outre, P, L et W virnifient La relation :
F LT 200y ¢ G bee 5 (PYTDLY (D) Py Ly )+

o

T
7.5 STy )] fae
o
2
VT >t ,¥ve L7t ,T;H) .
2t o

La formule (7.5) généralise pour des espaces de Hilbert,
1'inégalité de dissipation ("dissipation inequality”) qui s'est
avérée fondamentale dans 1'étude

de 1'équation de Riccati (Willems [23]) et de la théorie des
réseaux électriques passifs (Anderson & Brockett [1]), pour les
systemes linéaires déterministes en dimension finie;

de 1'identification et de la réalisation markovienne d'un
processus gaussien (Faurre [8], Kalman [§]), pour le cas ges
processus stochastiques;

de 1'hyperstabilité des systémes linéaires & commande en
boucle fermée non linéaire (Yakubovich [24], Popov [20], Kalman
[0l

de la positivité, de la stabilité, du contrdle optimal et du
probléme inverse d'une classe de systémes non linéaires (Moylan
[17]. Moylan & Anderson [18], Clerget & Germain [7])

On peut interpréter la formule (7.5) de deux maniéres

1) Supposons que y_ = 0. La quantité {Tz([uy,ylelz,v))dt aui
o

est alors positive par D-passivité, peut &tre assimilée a la

covarisnce du processus gaussien centré stationnaire z, la

gquantité {I‘Ly + wV|ch 3 la covariance du bruit blanc
o

Bv
{ ), et P est alors la covariance de 1'état markovien a
My
identifier y Dans ce cas, P est appelé réalisation markovienne

du processus z (Faurre [8]).
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2) Si 1'on reprend l'analogie entre {TZ{[Dy,y)¢[z,v)}dt et une
o

énergie entrante, on peut interpréter (Py(T),y(T))-(Py .,y )

comme 1'énergie stockée par le systéme entre t et 1,et

£1||Ly + wV||:dt comme 1'énergie dissipée dans le méme intervalle
g temps. La formule (7.5) traduit alors la conservation de
1'énergie

Energie entrante = Energie stockée + Energie dissipée .(Moylan|[17]

Aprés avoir donné au §7.6 des caractérisations équivalentes
a(7.4) d'un systéme D-passif, en particulier dans le domaine
fréquentiel, on mentre au chapitre 8 gue l'ensemble R des P
vérifiant (7.4) est convexe et a un 6lément minimal .

Au chapitre 9, supposant en plus que A engendre un groupe
fortement continu, on montrera que cet ensemble R a aussi un
élément maximal.

Les applications de cette étude seront données dans les
chapitres 10 et 11, ol :

-on montre la connection entre les opérateurs P vérifiant
(7.4) et le point-selle en boucle fermée d'un jeu différentiel
linéaire quadratique dans un cas non standard (0, < 0) au
chapitre 10;

- on construit, au chapitre 11, la fonction colt pour laguelle
un couple donné de stratégies est optimal (probléme inverse).

Ep cours de route, une condition nécessaire et suffisante

pour 1l'existence d'un point-selle en boucle fermée est démontrée.



7.4. Démonstration du lemme positif réel : condition nécessaire

Pour démontrer le théoréme 7.1, on a besoin d'établir plu
sieurs résultats intermédiaires

Si [7.3) est D-passif, on a nécessairement :

fi> 0 et Juw eZhsH) tel que wu

Démonstration : Supposons, au contraire, gue l'on peut trouver

v, Hotel que (fiv,v ) < 0. ,
/isit <t <o N
Soit alors la fonction I (t) = .

00sit>T+ o

gefinie sur [r,o[, v n e m

def

vérifions que v (1) Vg1, (t) est pien un élément de

LZ(T.T;H].VTit,Vn>U

Alors 1'état y () = {tA(t-s]Evn(s)ds vaut

/E{tAltAs]Evuds st te [nrelf

A S L T

On a alors

T T+i/n gt
r C = -
{ (Cy v )dt nf ([7CAC(t-s)Bv ds,v Jat

Soit

IfT2tcy, v potl < ZHcll T8l Ivgl® svo |l At || 9%F
t,selt, 7]

Aussi

If'2c0y, .y dot] - 20| f* /" (fFonce-0)By ds, [PACt-s)BY ds)at]

a
n



| sup || Ate-s) |

2 def o
t,se|t,T| n?

<Z 0ol el ?
.

Donc

T - a
\{ Z(IDyn.yn) + lLyn,vn]}uc\ <2

T + =
:i: [2toy Ly ) (Cy v Jldt =0

T _ TN - (7
Or on a [ 20y ,v Jot nf (Mv v ddt = (v ,v ) ¥Von el

Donc, compte tenu de la D-passivité

0 < rl‘i:{rz(lﬂy“.yn)’[Cyﬂ.vnl'[Mvn,an}dt = (v,

Mais, par nypothese : (an,vu) < 0, ce qui est contradictoire,

et donc M > 0 .
On sait alors que 1'on peut trouver W e S(H;H) tel que
q1/2.

fi = W*W.(En particulier, on peut prendre H = H , W = Crest

le choix que nous ferons dans la suitel.

LEMME 7.2.: S{ Le systéme {7.3) est nétro-commandable, fLe
contrile :

t
WKee) = 8 %L s)0f PACt. 0)BB*A%(t oldo) |
o MY o o

transfene £'etat de y¥(r) = 0 a ¥t ) =y .
De plus

t x % X x 2
(7.8) [ %200y ,y™) w270 e <ol |

Démonstration : D'aprés la proposition 7.1, 4 T € [D,tn[ et y > 0

tels que

Cle ) = sma"/\*(tn s)ds > vyl



donc C(t_,7) est un isomorphisme de H sur H et (C(t_,7)) '

existe et est continu sur H.
» X e
L'état y* vérifie donc

i
x AN Cae*r ke o -1
y [tul - { [I\[t0 s)BBTA [tD ‘)][C[LD.IJJ ycds

= Cet_,tiCet_,1))°
° o

Finalement, comme u* ne dépend que des données, de T et de

et comme yX(t) = 0, il en est de méme de y* et de z* et on

vérifie facilement que

t
£ 20y, y%) + (X uM e < ey,

o0 p ne dépend gue de T et des données, d'ol le résultat.

LEMME 7.3.: S& Le systeme (7.3) est D-passif et nétro-commandable,

et 44 D <0, ona :

(7.7 0 < Vlyu,to,m"g‘c Inf {Tz(my.yw(z.vl}m.
vel?et L, TsH) ©
o
2 .
<oly,l VT >t (T =+ sventuellement)
Démonstraticon : Par la D-passivité, on a

t
£72000y,y) + (2,v))at = £ 920(0y.y) ¢ (zv))at o
T.
+ {200y,y) + (z,v)}dt > 0,
o
2
YT 2T, ¥V ve L7(T,T:H).

x r r
t s L
WX st te [ L
Prenons v =
- . 2
v quelconque si t > t, v & L°(t ,T5H)

Alors on a

t
£ %200y %) v Rttt + fl20oy,§) ¢ (Gviiet > 0
B

vy

(T2005. e > 0oyt e ke 2 ely
o




d’aprés le lemme 7.2.
Donc {T 2{(Dy,y)+(z,v)}dt est borné inférieurement
o

vV ve Lz[tn.r;ﬂl , et on a

Int {2ty zavider > -oly |7 .
2 o
vel [ED.T;H]
Comme d'autre part on a
Inf {1200y, y)+(z,v)}at < {12((ny[t.Dl.y(t,ul)~
o o

vet? (e, TiH)
$(z(t,00,0) )0t

ol y(t,0) est l'état pour le contréle 0 et z(t,0) la sortie pour

ce méme contrdle Comme D < 0, on a

Inf {T20t0y,y)+(z,v) )0t < 0 .
ver?ct L TiH) ©
Donc, si 1'on pose : Viy, ,T) = Inf{TZ{IDy.y]*(z,vl)dL ’
v ‘o

on obtient (7.7). Comme T est arbitraire et gue les bornes de

(7.7) ne dépendent pas de T, (7.7) a lieu aussi pour T = + o .

LEMME 7.4.: Sous Les hypothises pricédentes, on a :

Viyy) - Inf {mz{[Dy,y%[z,v])dt
vel?(t,im) ©
= Umlltyu.tn,rl s Yy e LY e > 0
oo

et l/(ynl est indépendante de ty. De plus

= x .
Jrpter exi) L P = Pite) L PiGe) 20, v e e [eLT]

et (FT[t]yt'ytJ - V(yt.L,T!

- Int {1200y.y) (zv) dat
velZ(t, T5H)



Engin :

J e eXiin) , P =P, P >0 Ltel que

= LV
(Py_wy ) = Viy ) vy e H
Démonstration : Comme on a
2 e
00< Viy .t ™) < plyo\ .ty ety étant fixés, les pornes

sont indépendantes e T, et donc on peut trouver une suite

{1} telle que 1im T_ = +® et
n’nen now

vl

) = lim Inf { "2 {(oy,y)r(z,v) kdt
n-> n

T
nee v o

Mais comme
Inf {“’z((ny.yleu,vnu: = Viyg,t @) existe et est fini,
v Yo

c'est nécessairement la limite et

lim V[yu,t = ,©) , la limite étant incépendante
oo
de la suite (T } .o
On a donc
. . T _
lim SInf {DZ{(Dy,y)e(z,vJ)d: = V[y0 ty

Tre vel®(t ,T:H)

Mais comme le systéme (7.3) est autonome, on a

lin Inf T2ty ) vz, bae -
e vel?ie LT ©
o
Tft1 Ln
= 1lim Inf { 2{(Dy,y)+(z,v)}dt

Tae

2 1
vel (b, ,Trt -t sh)
= Viy ata=) et V‘yp'tblw] ne dépend que de y_ .0n note

donc

Viy ) = Inf {”7((Dy.y1«u.v1)ac = Uiy .t
o R R o
vel [tD.W:H]

Enfin, comme V(y .t ,T) est l'infimum d'une fonctionnelle

quadratigue, on a(Molinari [18])
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vt vs e (2. T]LF prtsy ety L Pots)*s Pls). tel que
(Pr(s)h,h) = Vin,s,T) , ¥ neH
Et comme : 0 < V(h,s,T) < olnl? . on a
Prls) >0 et || PT[s)H*H;H] <p.¥os e [:to,'lj .

De plus, on a : P,(T) =0 .

Finalement, pour T = +® , comme V[yD] est indépendante de
on a :
J e edim =P P20, [[Pllgg,m <P - tel que

(Ph,h) = V(h) , ¥ h e H, ce qui termine la démonstration

LEMME 7.5.: Sous fes hypothises précidentes, on a :
L'application : t > P (t) est presque partout différentiable

sun [tO,TJ VT >t e, plus prEeisiment :
Vet e [toT s ¥ nen, ona
}[(FT(t,‘J*FT[t?]]h,hH <elt,-t,

Soient Tet T vérifiant: t < T < T <T.

On peut construire une bijection de [{.T] sur [r,T] par

1'homothétie

-t
T

6(t) = 1 + (t-1) , vte [r,7]

On notera t le point courant de [1,T] et 6 celui de [7,T] .

Soit alors v ¢ L2(T,T:H). Posons : v(8(t)) 927 v(t) et

ve L70t,TiH) pulsque :

sTvier|%ae - v )?ae < v o
T

Construisons alars

y(8) = Ate-tin + [8nle-0)Bv(0)do
T

yt) = Ate-on + fHAC-s)Bv(s)as



T-1.t
T'TQ A(B(t)-6(s))Bv(slds .

On a : y(8(t)) = Al@it)-TIh+

Donc, y vérifie 1'équation

45ee)) » ZXajcece) = Byvce)

T-T

y(6(t)) = y(t) = h ,

ou encore :

Sovieten) + Ayore)) = L ay(ece)) + Bu(t)

(7.8) T
yort)) = h

et comme y vérifie

Sov(e) + AyCe) = Bu(e)
(7.9)

yltl = h

on obtient, en faisant la différence de (7.8) et (7.9)
d (: _ . It
E?(yle(t)]—y(t!)‘k(yle(t)] y(t)) = ;ﬁjAy(ﬁ(t])

-1

Yot yir) =0
et en multipliant scalairement par (y(8(t)-y(t)), on a, aprés

avoir intégré entre T et o

.

%|§le[a!!-y[ul\2+a/f\| Jeoce-yee) || Zat < MIFete) -y o) | Pat

|77 AV (0 E)),y(0(t)) -y (t))dt]

done en multipliant par 2 et en utilisant le fait que
2ab < a? + b2, ona

15000011y (01| % s2asZ || yote) -y (o) || Zat < (210 y e -y ()] 2

2
1Ay ety ] at




soit, en supposant que T € [1,t Jod T < Test arbitrairement
choisi,et si 1'on pose

1 T 2
7 5 JAy(0Ct)) ] “dt < 4,

. -

[T-7,

[ytotori-yo) [ ?+20sl | yio(£))-y () || “ot < (22117 |y 81t )-y (21| %a
«ele-t]? .

Alors en utilisant 1'inégalité de Gronwall

15006011-y(a)|? < clt-t|? ePA*1)0 4o e [r,1].
Donc : Max Iveoce))-y(e)| < efr-7| des que T e [r,7] .
te[t,7]
Il est alors facile de voir que, si 1'on pose
Z(0(t)) = Cy(0(t)) + Mv(O(t)) = Cy(B(t)) + Mv(t), et:

2(t) = Cy(t) + Mv(t) , on a

Max Jzoten-z()| < clt=t| , vt e [t.1]] .
te[t,T]

On peut alors majorer la différence

A = ;_Tz(mite).{/te))»(i(el,vrelJ)ne-frTz((uy(n,y[cl)«(z(t),v(:)nn

= ITTZ[lDy(e[t]).y(elt)7]0(2[8(“].‘l(t]])dt

£l2000y (81, y(8)) e (208D vt ) ot
T-T T - -
= o 4 2000y (8(E)),y(0(E)))*(2(0(t)),v(e))}dt +
+f1r{tDt§za(cn-me.he(:)by(t))»z(zne(t)J-z(:z.v(tn)m

par :[a] < oy lt-t] o lT-T| veyltot] = o lT-T]
Donc

7120005061, 516)1+(200),v (81100 < £12((0y,y)+(z,v)}ate o |t-1]
T

et s fortiori
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Int 1T2(0y.y)+(zv)kae < Inf fl2000y,y) (2, bat -
vel?in,Tim T vel? (x,TiH)

voe |t-t] .

o
L'inégalité inverse s'obtient de la méme fagon,et on a prouvé
que

[tPrCein,m-(Po(tin,n| < elt-t|, ¥t e [rorgl et vhnewn

L application : t k=2 P (t) est donc absolument continue (puisgue
Lipschitz continue} , donc presque partout différentiable ,ce

qui achdve de démontrer le lemme .

LEMME 7.6. : Sous Les hypothises précédentes et 54 de plus M est
H-elliptique, une condition nécessainre et suffisante poun que e
minimun de 1 20(0y,y)0(z,v))dt s0dt atteint dans L7(t ,Tai)

o
est que Py vénifie £'équation d'Hamilton-Jacobi

9P (1) " _
i“ —gr— " A Pp(E) + PLlEIA + DIn,R) ¢
s min{20(c-B P (t)In,v] + Biv,vI} = 0
(7.10) veH
¥ heH pp te [cn,rj
PrlT) =0

et Le minimum est atteint poun :

utty) = @ Te-dtPitey L vy en, pepe toe [t.T].

Démonstration : Soient t et T vérifiant : t <t < T <T.

comne ¢ 42010y, y)+(z,v)}aE = [T2000y.y) vtz et + L1200y, y)+
+(z,v)ldt
on déduit facilement que
(7.11) (Pr(tIh,h) < fth{(Dy,yJ»[z.vl}nt (Prlmlylt,vi,ylr,v))
Vv L2t M) L, vhe v
avec la notation: y(t,v) pour l'6tat a 1'instant T engendré par
la commande v

Fammo an sait d’anrés le lemme 7.5 oue 1'aoolication t k> P_(L)



est presque partout différentiable sur [tn,Tl et gue
d = (2 . dy
SoPL ey (e),y () = (P (e)dy ).y (£)) + 2P )y (e, SEce))

p.p. t a[_tn.'r] , ot y(t) est solution de

g_i.»;\y:av Lovlt) =y
s . def 2 sv), 98 2 R
et vérifie : y e W (t .1} {¢]l¢ e L (e TiV),og e L9t L Tem))

En divisant (7.11) par 1-t et en faisant tendre 1 vers t,

compte-tenu du fait que E‘éri =8y Ay , on a
[[—g—tPT[t]]h,h] + 2(Pp(t)h, By AR)  (Bh,h)  2(Ch + Mv,v) >0

VhtV.p.P.tcEto,Tl,VvsH .
Soit
(0 (dep () +A%PL (1P (8)A+BIh, h)v2((-BXP_(£) )R, V) s (v, v) > D
at T 1 T T vl o2
¥heV,¥veth, pp. telt 7], et donc, si le minimum esc
atteint sur LZ[L0,1;H], on a (7.10) .
Reste & montrer que la condition (7.10) est suffisante.
Supposons que (7.10) est vérifié et soit u € H l'argument du
minimum

Mmin{20(c-8%P (1)), v+ (v, v} = 20(C-B%p  (£))n,u)+(Tu,u)
ver

Donc u est la solution de l'équation variationnelle
{x[:-a*?r(tnmﬁu,vl =0 ., YveH

ueH

soit : u o= i e8P (623

Alors, comme h = y(t), en réinjectant ult) dans (7.3)

4y, (asm ! (c-8% =0
Gr v (AeBA T (C-BTP (E)))y
vty = v

on obtient que y € W, (t ,T) et donc que



W,y = A es%e Gy e L2ce LTk

On peut donc intégrer (7.10) entre t_ et T, ce qui donne

Tod dy +
{D([[EPY[t]]y(tl,y[t]J'Z[PT[t)y[tJ.dt(tJ])dt

+ £12((Dy[t],y[t))‘(z(l].u(t)) dt}= 0 ,
o

et comme FT[T] =0, ona:

T
lPT[tulyc,yD) - {DZ((Dy[t].ylt]]‘(zlt].u(t]”dt .

D'autre .part, refaisant le méme calcul pour v € Lz(tn,hhl
quelconque, on obtient :
!P.l[thy

D,yul < {l?{(Dy(t].y(t])*(?[t].v[t]!)dt B

ot donc ¢ (P(t )y .y ) = Min IR IAIYPRY TN
T o o o 2 o
vel?(t L T5H)
o
Or, dans le courant de la démonstration, on a montré que
u solution dans H du probléme de minimisation

(20(c-8% (8D, u)+u,u) < 2000-8%P ()N, v)+(vav), v v e K
existait. Cela prouve donc que H
utt,yee)) = 7 TecB e (e))y (e)
réalise le minimum dans L7(t ,TiH) de {12{(0y,y)+(z,v]}de , et
o

le lemme est démontré.

COROLLAIRE 7.1

: L'opérateun Py (t) vénifde L'équation de Riccatd

M .
Prte) eUHi) L PLlt)® = PLlt) L PL(t) 20, We e [t T
. d A% PP Xz % .
(0 (P (e +A%P () ep (e A= (E-8%P (£ ™A (C-8%P (£))
(7.12)
#0inn) =0, ¥ he v, pop. toe [t 7]

PT(T) =0



Démonstration : 11 suffit de remplacer u par sa valeur dans (7.10)
LEMNE 7.7.: Soit Lote) = oi'/7) 7" (com e (0)) e ZHin), e,
et posons Poe) sit e [£,7]
E‘T(:) =
0 s4 t>1
on a

Lin Py = P dans Lirsn) fornt , v toe [b,e]

tin U)X ce) = LU dans Zirsn) fort, vt e [o,e]

Too
avee L = (71727 (c-p*p)
xy ¥ *
Lim (AYF_(t) + B_(t)A) = AP+pa dans vV fontvie[t o]
T T T o
ot P virific
(P e XUH;H) , PX =P , P >0,
* 5 x
(7.3 L (A% + PA s B)h = L*Lh L, whewv

co-wiL o« 8% L, (W =812

Démonstration : D'aprés les lemmes 7.4 et 7.5, la famille
{;‘T[tj)‘ - est équicontinue et éguibornée. Utilisant le
2t

théoréme d’'Ascoli-Arzela, on peut extraire une suite CBT ()} oy
N !

telle que 1im T_ = +@ et telle que la suite {37 (61} converge
oo n

uniformément sur tout compact de [t .o[ vers un élément

Q(t) eZ(H;H) , soit : ¥ e >0 ,3 8 > 0 tel que T,2 0 implique
supl ¥p () 08 Iy, < €
tek

K étant un compact quelconque de [}D,e] .

Mais, d'aprés le lemme 7.4, on sait que, t et h étant fixés
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1n ¥ s Ph, vneh o, Ve [k el
T

11 vient alors : lim ?JT (t) = P uniformément sur tout compact de
n-o n

[[D,nc[. Et comme la limite ne dépend pas de la suite, c'est

Loute la famille qui converge : 1lim ?’T[cJ = P dans Z(H;H) fort,
Toe

vite [t

Par continuité, il en est de méme pour Up(t) T (t)
" xn * _ F1/72,-1.%
e ticer il gy, 727 8% e BT(tnu;ﬁme

< el PF oy g,

done 1im ¥ (6)* Y (6) = LU dans Zrin) fore, vt e [t el .
Tow
De méme : lim (AX¥ (t) + B (£1A) = A%P+PA dans XL(Viv') fort,

[y
vite [to,ef .

Et comme, d'aprés (7.12), on a
d N * 5
GEP (00 = L (0¥ (e)n B 2P (£)Ah, whoe Vip.pote[t, T]

on déduit de ce qui précéde gue

N d . _ dP _ * + D B
Lin §gPr(0)h = Sgn - 2PA LYLh e Bh. WhE v, pioat e [tg.=[ -

T dt T

@° )
Mais comme 3 = 0 , on a finalement que

. « R
(A% + PA + BJh = L*th , vhev, WL =c 8% , avec wu=i1’2,
Démonstration du théoréme 7.1.: Dans les lemmes précédents, on a

montré que si M était H-elliptigue en plus des hypotheses du
théoréme, alors dire que (7.3) est D-passif implique qu'il existe
(P,L,W) vérifiant (7.4).

On va montrer maintenant que ce résultat reste vrai lorsque

=
v
o



a7

Pour cela, écrivens M =M +

wlm
=

M’E est bien H-elliptique et on est assuré de l'existence de

(P_,L_,W_) vérifiant :
e'le

e
*
(p: e ZHH) L P P >0

L e (HiH) , (A% +P A+DIn = L*Lh  wvhoe v

(7.43 € e £
e
X
W eLHiH) = Wiy
x
C = P + W':LE

pour tout € > 0 .

I1 faut donc montrer que l'on peut passer a la limite
lorsque € » 0 et que 1'on a (7.4) .

D'abord, on remarque que M'e » 1 dans &(H;h) fort lorsaue

e > 0.

a1
Prenons, comme auparavant, W_ I"IE/2 eL(H;H) . Utilisant

lemme 7.8 démontré plus loin, on e

lim W h = Wh dans h fort , ¥ h e H avec W =
>0

a

El

va mentrer maintenant que lim P_ = P dans&&(HiH) fort.
e+0

Posons : V
e

- nf [T200y,y) + (z,u)hae .
vel (e, Tin) °

Seit u_ l'argument du minimum qul est attelint dans L2[t0,1;H]

d'aeprés le lemme 7.6, et soit y_ 1'état correspondant. On a

v — - g7
0V ty,t,.m {OZ(IDyE.yEJ‘[EyE Mu_,u ) bt 2{0\

N
{oz(iuyg.yel (Cy *Mu_,u ) bdt

d'aprés le lemme 7.3.

t
< 2000y v+ (2%, uM))de < oy,
bone, comme V_(y .t ,T) est borné indépsndamment de T, d'aprés

lemme 7.4, on a



2
D:VslyDJiMyD] ¥ e> 0.

Donc la famille (V:(ynl) est bornée ingépendamment de €.
€>0

Montrons que la famille [Velynl} est croissante lorsque
e>0
€ décroit
Yo T
Posons J_“(v) = { 2{(Dy,y) + (CysM_v,v)}dt .
o

Soient alors e, ,e, vérifiant 0 < e <&, Alors

y y
300 3% = teyme {TvlZat 20 L wv e e Tum)

€ € 2 - o

2 1 ]
v y
gone iV (ygetg, ) = Inf o %) <0 %ty L v e e arsm
1 v 1 2
et donc :

Comme an peut passer & la limite lorsque T > ®, toujours

d'aprés le lemme 7.4

ou encore

y ) < V_ (y ),
, 700 = e Yo
ce qui prouve la croissance de VE(yDJ lorsque € décroit.

Mais comme V (y ) = (Poy uy ), ¥y eHf, ¥e>0, avec

SH) =P, >0, i
Pe € (H3H) Pe e Pe 20 on a que ls suite {PE}€>D est

crolssante el majorée lorsque & décroit vers 0, donc (Riesz-Nagy
|21]), 11 existe un opérateur P positif auto-adjoint de LUHH)

tel que : lim P_ = P dans(H;H) fort.
€0

Reste & passer a la limite en L



Onave>0: (A% + P A+ D)hn) = [[Ln]l2 . ¥heV;
e " Pe My

on peut donc prendre comme rA"PE + PR D) >0, Ho=H et

*Lo'/? ction

od i est 1'inj

de V dans H, et j l'isomorphisme canonigue de V sur V'

Alors, compte tenu du lemme 7.8, on a

lim L_h = + o1 5% 287 L gans
ex0 ©
H fort, ¥ h € H.
. x *
Finalement, comme C = B"P WL et comme
€ € €
Yoho, keH: (WL hK) = (L_h,Ww k) , et comme :
£ € € €
lim LEh = Lh dans H fort et

e>0

Lim W k = Wk dans H fort, on a
>0

Lim(WEL b,k = (Lhowk) = (WiLh,K)
£>0 €

Donc lim WXL_n = w*Lh dans H faible, ¥ h € H
>0 € €

On a donc : C = B + wXL , ce qui achave de prouver la
convergence lorsque € * 0, et donc (7.4) est encore vrai lorsque
>0

Démontrons le lemme 7.8 avant de montrer que (7.4) est une

condition suffisante de D-passivité

LEMME 7.8 : Soit E un espace de Hilbent siéparable et 404 (He):>ﬂ

une famifle d'opérateuns positifs auto-adjoints de Hese)

telle que Vim H_ = H dans XUE;E) fort . Aloxs ¥ hoe E, on 4
e+0

vim #1720 < W /20 dans fort

e+0

Démonstration : Comme E est séparable, on peut trouver une base
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orthonormale dénombrable {w, ,..., } telle que ¥ h e E,on ait:

h = 'Z [h.wxlwi .
i
m
Posons h_ = & (h,w Jw, . On sait alors que h =+ h dans £ fort
noo i m
lorsgue m > ® .
.o 072 1/2, 1/2 1/2 172
On a : HE ho H h [Ht H ]hm H (h hm) .

£t comme, en dimension finie, on sait que

1/2 172

lim (H H h = 0 dans E fort, ¥ m > 1 ,
e n 2
e+0
ona ¢ im 1im [0 W'/7n||_ -0, wheeE .
€ m E
m>e g+0

Mais alors, par définition de la limite, on peut trouver

m >0 tel que
1

1i < 55

m || H_"h
>0 €

1/2 1/2
H O] e
n

et aussi, on peut trouver e > O tel que

|| w172, W00 e < vam 1KLY % H1/2h|]E .
€n ™ €0 € M n
<1,
a
ceci restant vrai si 1l'on prend m' > m_ et €' < g .
hZm n < E,
N 1/2
on eut donc construire des suites {m .
peu T e P nen
telles que : lim mn = 4+ @, lim € =0 et
ne oo D
lim HL/th = /% dans E fort .
nee En Mo

Alors, comme

1/2 1/2 1/2
Wg/2n w2l g < 2l e, eyl Pl

1/2
et comme : !| Hen HX(E;E) < c© compte tenu de la convergence des

H_ , on déduit




1/2 172
lim H h H h
. Il e, ITe

Mais comme la limite est indépendante de la sous-suite (g } .
nefl
c'est toute la famille qui converge

12, /2
€

lim H
e+0

h dans E fort, ¥ h ¢ £, et le lemme est prouvé

7.5. Démonstration du lemme positif réel.Condition suffisante

La seule chose qu'il reste & montrer pour achever la démons
tration du théoréme 7.1 est que (7.4) est une condition suffisante
pour que le systéme (7.3) soit D-passif .

Soit donc T > 0 tel gue y(t) = 0 . Alors ¥ T > T et

vove L2, i), ona

Hl2tioy.yie(znue = £ (By,yIv2icy, VI Gy, v dot

et comme C = B*P + WL

;T20oy.y)e Gz vidat = ]

A ([ﬁynyl»ZlLy,Wv!H*Z[Fy.Bv]'(ﬁv,vl]dt

T
= LGy, y) 2Py BvI 2Ly, W) || Wyl dae

*u .

puisque M = W
D'autre part, comme ((AXP+PA+Dly,y) = || Ly|| 5 Yy e V, on a,

en ajoutant et retranchant || Ly|| s dans le membre de droite:

fl2twoy.y)eGvidar = fTC Lysuv]] Fr2ipy . av-ay)dos

T 2 d
= L by ez ey, g dae
T 2
= LU Lysuv]] gegg(PyLy)Yat
= Il Lysav ] Jote Py (T) Ly (1)) (PytT) Ly (1))
Et comme y(1) = O et que P > O,0n a
1 T 2
A 2{(0y,y)+(z,v)kdt = (Py(T),y(T))+/ || Lysuv] pdt > 0

ce qui achéve de prouver le théorsme



7.6. Caractérisations de la D-passivité

On va maintenant donner deux autres caractérisations des
systémes D-passifs qui nous serviront pour la suite: il s'agit
des conditions habituellement appelées, en théorie du contrdle,
1'inégalité matricielle linéaire et la condition dans le domaine
fréquentiel (cf. Willems [23], Brockett [6], Molinari [16]).
THEOREME 7.2.: Sous Les hypothlses du thZordme 7.1,Les trois
assentions sulvantes sont Zquivalentes

(£) (7.3) est D-passif

(é4d) AP e sy , PX = P, P > 0 ,verifiant L'indgalite
matnicielle Lintaine:
A*papasD c*-pB
IP) = >0
c-8%p [

(i) (condition dans Le domaine gréquentiel

H(5,5)=8%(1+A%) TH(s1+a) TarcisIen) TBeB (3148%) T X > 0
¥YRes > 0 (Ims # 0 si Res = 0 ),0& s ¢4t Lz complexe conjugué de
s e @, et ol £a positivité est prise au sens du produit scalainre

de H considéné comme HiLbent complexe .
Démonstration : Montrons d'abord que (i) implique (ii) .

Si (7.3) est D-passif, ¥ t,,t, vérifiant : t < t < t, , ona,

d'aprés (7.5)
t2
So%2{Dy,y)+(z,vitdt = (Py(t ),y(t,)) (Py(t, ),y(t ))+
t7 2 2 1 1
t
1ft12|1 Lysuv|| fot

< [Pyltz),y(tQJJ-(Py(t1).y(t1))

t
2 dy
z[Py,dtldt

dy _ N 2 .
et comme G = Ay + Bv € L7(t),t,5H) , on e



t t
£, 2200y, )z bt 2 2 Z(Py,-Ay+BvIdt
1 1

v

t
A 20 (A% PePAYy Ly +2(B%Py, ) bat
1

Donc, en développant (z,v)

{ ((A%PepA)y.y) +2(8%Py, V) bat

§0it

E
5, 2L PePA DYy, y )+ (1EX-PBIV, y 24 ((C-B%P)y,v)+(Tv,v) Jat > 0
1

ou encore

T, APePA+D
Lo

& c-g*

P

Soient alors n e H, £ € H et faisons v =1 , ¥ t e |

et y(t,) = . On a donc

yit) = Alt-£)E + L5 Afc-s)Bnas

y At-t)) SEnce-srees €
1 )

Posons alors

M-t 0 A*pepasd cX-PB Alt-t)  fPAte-simes
) Y 1 )
(t-s)ds I c-B%p fl 0 1

R(t)=(
a*p*

1

toox
In A

2 € (& 5
On & = qﬂ (REEI(,()JdL > 0 ¥ty e [egt,] -
Donc

t
L (R
2

t t
3 € (Eyyqros 2 £y (5)yat- £, (&
X (thl[nl,[nll e, (R(t](n),[nlldt [tl[nl.ln))dt >0

Ve <t <t, <t

, ce qui prouve que t k> £' R(s)ds est ure
o 1 = "2 H

3



application non décroissante de [to,mI dans3(HxHsHxH) .

Elle admet donc une dérivée presque partout positive :

1 0 A*PePAsD c*-PB T 0

=R[t1][ )1 _)C ) >0
0o 1 c-8%p [ 01~

d ot
HU1 R(s)ds

]\t=t1

p.p. b, € Ltu-"’[ ,et donc I(P) > 0, ce qui prouve (ii) .

Montrons que (i1) impligue (111) .
Soit s = o+jw , avec j = /=T, un nombre complexe tel que ¢ > O et
w # o0 sio=0 .Comme A est supposé A-coercif, on sait (Lions [14])
que pour ¢ > D,w # 0 si 0 = 0, la résolvante (s1+A) Texiste et est
continue.

Ecrivons alors I(P) sous la forme suivante

(51+A%)P+P(sI+A)+D  C*-PB  20P 0
Co IEBENS ) >0
c-8*p fi 0 0
(sI+A)~
En multipliant chagque terme & droite par ( et a
1
gauche par (8%(51+A%)™1 , 1) on conserve 1'inégalité et on obtient

1 1.%x

His,s) = BXaT+A% 1 Bes1+A) T + cisTem) 1B ¢ BX(3TeA%) X 4 i
> 208%(31+a%) ' r(s1+A) T8 > 0 puisque 0 > 0, dlon (iii) .
Finalement, montrons que (iii) implique (i) .
Soit donc s tel que Res > 0,Ims # 0 si Res = 0 .
Soient T et T tels que y(1) = 0 et T > 1 > 0 , et soit

v e L%(t,T:H). L'état y correspondant a v est solutlon de

dy - =

L v Ay =By L ylr) -0 .

En prolongeant v et y par 0 en dehors de [t,[] , comme y et
v sont des distributions tempérées, leur transformée de lourier
existe :

1

VU = Gel+A) 'BUGe) . w A0 .

De méme, en prolongeant z = Cy + Mv par 0 en dehors de [t,T] ,



on a : z(Jw) = Cy(jw) + MvCje) . w #0

Alors, utilisant le théoréme de Parseval

2ns]2((0y,y)+ (2. v) Jat= 22000y CJw) Ly (J0d )+ (2 (Jw) v (50) ) Jdw

S P B GeTem) T Bue) s (JeT+A) BV (Ge)) +2(CGeTHA) T BY (Gu) L (Ju)
FOV 0, v (Jw)) b

JwI+A¥) 1B (juI+A) TBeC(JuI+A) TB+BX ( JwI-a¥) T cXui)
3

v (w) v (j)) }dw

=7720HC Ju,3w)v(iw),v(jw)dde > 0 d'od la D-passivité.

Remargue : En dimension finie et pour des systémes régis par des
équations différentielles ordinaires, Willems [23] a montré gue
(1i) équivaut & (iii) et que, lorsque M était inversible (1 > 0),

ces derniers étaient équivalents & l'existence d'un cpérateur P

solution de 1'équation oe Riccati algébrigue

(7.14) A% +pa+ B (c-B*e)i T (c-8*) = 0

Or ce fait découle de la D-passivité lorsque M est inversible,
puisqu'alors la relation C = WXL + 8%P s’écrit (pour w=w*=7'/2)
L = W (c-8%F) et en combinant avec : A*P+PA+D = L*L , on
obtient (7.14).

Dans le méme cadre que Willems, Molinari [16] a montré que
(1) équivaut a (ii).

Dans le cadre de la réalisation markovienne, Faurre [8] a

montré que (i) équivaut & (iii) puisque H(s,s) représente alors

le spectre de la covariance de 1'état y

On va maintenant s'intéresser & l'ordre sur l'ensemble des

opérateurs P vérifiant (/7.4]).



8. REALISATION MINIMALE
8.1.Réalisation minimale.

Définl

on 8.1.: On appelle réalisation du systéme (7.3) 1'opé
rateur P du triplet (P,L,W) vérifiant (7.4).

On a conservé le terme de réalisation par analogie avec la
réalisation markovienne dont on a parlé précédemment.

On a alors

THEOREME §.71.: Sous Les hypotheses du théoneme (7.1), i existe

une ngalisation minémate P_. -~ au sens suivant :

(P . h,h) < (Ph,h) , ¥ heH

min
poun toute nialisation P de (7.3).

De plus, P est donné pan :

min

.
(8.1) (P ¥os¥) = lim L Inf Jo 2{y,y)+lz,v)}dt
minte’to Too vel” (¢ ,T5H) Yo

Démonstration : Soient P, et P, deux réalisations de (7.3). Alors

on peut trouver L1,w1 et LZ

i =1,2, et, d'aprés (7.5) :

, tels que (P,L, W) verifie (7.4),

t
(8.2) ft122{(By.yl*(z,v))dt=lP1y[tzl,y(tzllf(P1y[t1J.y[t‘))'

t
2 2
»[t1 Il cyyewgvll H1dt

=ll"2y(tzl.y(':ZIF[PZy(t1

vl D+
t P
+f ZH Lzyfwsz é dt
1 2
s < .
pour tous t,,t, tels que t < t, < t,
i

Soit alors : (P,y ,y J=-1lim Inf J,
1O e velZ e L 1im) o

2{(Dy,y)+(z,v)}dt

On peut construire une suite minimisarte {un,Tn} telle que
ne



T
- n S
(PyYgeyg) =1t £, "2000y Ly )+ (z Lu )ldT od y_ (resp. z.) est

1'état (resp. la sortie) correspondant & u_, ¥ n e N.

Posons : Vi[y) = [F’iy,yl , 1 =1,2 et

'
_ TEVLITIE A -
(8.3) U (y (T ) Vw‘ya‘*ﬂo I v1|[H1n:-vztyn<Tn11 v,y e
T
LTI
LD G gt
t, T2l K,

T
R n
Vﬂ[yu) = ii: QD 2((Dyn,ynJ + Lz ,u ) }ar

'
_ - np oy 2
= lim {V, Gy (7)) vty )+ ftu 1l Y, I H1ut}

N

T

. Ny N2 _

gone : lim {V, (y (T 33 + L "|| Y| § dt} - o
n-o o 1

et, d'aprés (8.3)

= 11 + ne2
Vity) = Vo ly delim{V, (y (T ) Y51l g atr
nsw 2
s0it
Ty oy 2
Vo y )=V Ly ) = LimdV, Cy (T )+, 1Yol at} >0
noe o 2

et donc Vzly :[szn‘yu

SPyav) s Yy e H

o
ceci ayant lieu pour toute réalisation P, de (7.3), donc P, =

8.2. Convexité de 1'ensemble des réailisations

On a le résultat supplémentaire sur l'ensemble R des

réalisations de (7.3)
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THEOREME 8.2.: Sous Les hypothZses précédentes, £'ensemble R des

néalrsations de (7.3) est convexe et borné inférdieurement.

Démonstration : Le falt gue R soit borné inférieurement découle
du théoréme 8.1 Montrons que R est convexe.

Soient P, et P, dans R, c’'est-a-dire que (P, ,L W) et (P,,L .W))

1 1 2’72 2
verifient (7.4), et soit X e [0,1] .

Posons : P = AP, + (1 AP

1 2
/XL 2"

- ' . = "

TR L, /1Aw2

Ona s P eXHiH) ., PR=P , P30

LoeliHsH xHy), Woe XHaH, xH)
Montrons que (P,L,W) vérifie (7.4):

T, Xy - . C ]
on a @ WM = AW, (1 AWM, = (oAM= n

XL LKL (14 X _aiaXp + 5 * 51 =a%ps -
LAl = A LT (1A ILGL=A(ATP, +P A+D)+ (1 XD (ATP,+P, A+D) =A"P+PA+D

XX Xy (e-%P 1+ X
WAL=AWSL, + (1 MIWZL,=A(C-B7P, )+ (1 A)(C-B7P,
Donc (P,L,W) vérifie bien (7.4) et P € R, donc R est convexe

Dans le chapitre suivant, on va montrer gque R est aussi

borné supérieurement,avec une hypothése supplémentaire



9. REALISATION MAX IMALE

Dans ce chapitre, on fait 1’hypoth&se supplémentaire :

A est générateur infinitésimal d’un groupe {A(t)|t e R}
(s.1)
fortement continu

On a alors

THEOREME 9.1.: Sous Les hypothises du théoreme 7.1 avec (9.1},

il existe une rtalisation maximale P ax’

(P h,h) > (Ph,h) ¥heH, ¥PeR et
max =

(8.2) (P v

t
o,
maxYor Vo) = lim Inf Joo2loy, v+ (z,v)dde

e vel? (t,t 5 H)

Démonstration : I1 faut d’'abord vérifier que P__  défini par

(8.2) est bien un élément de R. On procéde de la méme maniére gque

pour P . i on a d'abord, per D-passivité

t
£ %200y, e tzvibdE 2 0, Vv e Clr,t i) ob T oest tel aue

t
ylt) = 0 , T < 0. Donc ,Inf I °2{(Dy,y)*(z,v)}dt > 0
vel ('r,CD;H]

(ytty) = y,) et per rétm—cummandamucé,ﬂ%e[u,tgl et X

tels gue y(1) = 0 , yX(t ) =y

Alors : SInf
vel“ (.t ;H)

2

in

oly

et ceci ¥ t < 0 (r=-» éventuellement). Ceci prouve donc

1'équivalent du lemme 7.3.

Le lemme 7.4 s’adapte facilement & notre situation et on a :
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JP es&H;H) , PT =P , P> 0 tel que
tD
(Py oy ) = 2Inf J o 2{(Dy,y)+(z,v)}dt
° Vel (-=, t_3H)
o
to
= lim , Inf I "2(0y,y)+tz,v) ddt
e vel?(T,t_sH)
o
et P <o
L(H;H)
Le lemme 7.5 s'adapte aussi aisément et on en conclut que
to
(Pt )y .y ) = Inf L %2{(Dy,y)+(z,v) }dt
Tooee velZit,t _sH) ¢

‘éfinit un opérateur P_(t) différentiable presque partout dans

[t.t,] par rapport a t.
Pour ce qui est du lemme 7.6, il faut remplacer (7.11) par

(Pt 0,0 < ft122{(Dy-y]*(z.v]}dt»[PT(t1Jh,h] , avee

t, < t, <t

LSt et ¥ v e Lt ,t,H) tel que v transfere 1'état

o
de y(t;) = h & y(t,) =h .
Il vient alors, lorsque t1 oty

[%1[:21n.n)»z(PTchJn,An-avlo(ﬁn,nwz(cn,vl'm’v,w >0
VoveH . pep.tye [Tt] . Vhev

compte tenu du fait que, en temps rétrograde, 1'état est donné
bor {%{-[-tx - Ay(-t) = Bvl-t) ot <t

y[tD) = Vg
Tous les calculs qui suivent s'adaptent alors jusqu'a la

démonstration du théoréme 7.1, ed 1l'on doit vérifier que

ST) = [P_[[tulyn,yu) est bornée indépendamment de € :




t t
- ° € 12
0V lyne,t) =f 2{(0y _,y )+ (Cy #Mu_,u d}des5L |u€ dt
€ N 2 2
< £ %2{(Dy,y)+(Cysv,v)}dt+S) [2dt . vv e LP(t.t_sH)
= 2t o
tel que v transfiére l'état de y(t) = 0 a y[tD) - yﬂ .

Donc en particulier, si & <1

t t
< C20coy* yF ey mut, M baee s O 0% 2ae
T

0 <V (y
Ve .

o
<orlyl? .

La fin de la démonstration s’adapte alors parfaitement a
condition de remplacer : "Velyn) croit lorsque € décroit” par :

"Vc(yml décroit lorsque € décroit”.

t
- Inf L 02{tny,y)+(z,v) }at

Alors P défini par (Py .y,
v:Lzl-W.tn-H)

vty

vérifie (7.4) et donc : P ¢ R.
Reste & montrer que ce P est maximal.

Soient donc (P ,L, ,W ) et (P

4 vérifiant (7.4).

Solyay)
On a, avec y(t) = 0 et y(t ) =y  :

t t
o 2 _ o 2
(8.3) Py .y 3+h Ol Lyyew vl H 98 (Poyoyo) h Il Ly eyl i,
vovoe L2t sH) .
o

Soit U’7ya.yo)= 1im Inf 2{(Dy,y)+(z,v)}dt

T vel? (Lt

s ite minimi X
On peut construire une suite minimisante (urv Tn)ngN telle que

t
y o .
(Prygevy) = 3\1: anz([uyn,yr‘)ﬂzn,unl)ﬂ: avec les notations

habituelles.

Et comme

t t
o _ . o 2
[ C2{ 0y Ly etz v DFEE=(Py Ly ) /Tn MLy ewu i H1dt
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ta 2
ona: lim Lty o+ Wu |l gdt =0
nse n 1
Donc, avec (9.3)
t
= on . 2
Py vy )=(Pyy by d+lim Lo It L,y qun“ Bt 2 (Poy Ly )
nse Tn 2
et donc P 2 P ..
On va maintenant montrer comment la passivité intervient

dans les problémes de point-selle en horizon infini .



10. D-PASSIVITE CT POINT-SELLE

10.1 Position du probléme

On fait les hypothéses suivantes

1o.) A : A-coercif et D1 >0 [D1 = BZN? le
On considére le systéme
1/2
- - >

0Lyt sty >0
(10.2)
10.3) Le systéme (10.2) est supposé rétro-commandable

. .

(10.4) 0, e X(H;H) , D, < 0, on note 0, = D oy -

On a vu au chepitre 5 que si
. A est générateur d'un semi-groupe fortement continu:

C e XH;F) , o, = c*C et le couple (C,A) est détectable;

< 0, >0 et le couple [A,D:/ZJ est stabilisable;

le probléme de minimisation

Minimiser J0v) :f {(Dy,y) + [v]?}at gans LZct_,
o

(Pﬂ] 1/2

sous la contrainte : D1 v

© Ay Lovie) -

gy
t
. . 4172 31
s une unique solution u = 0,”°Py , ol l'opérateur

P eZL(H:H) , PX = P, P >0 est solution de 1'équation de
Riccati algébrique

(A%P « PA 4 PDP)h = D L, ¥hoe V.

Il o de plus la propriété

-1 TRk . .
' BfPY . u, = N3'BJPy est solution du probléme

trouver un point-selle dans Lz[tD,M;E,‘)xLZ(tD,m;EZ] de

(P ) 3ty vy - /‘a ((Dzy.yJ'(N1v1.v7lE1 ”‘z"z'“z’sz}“ sous

R 9V, aus =
contrainte *AY=B v, +BLv, , y(t ) =y

“dt o

a




Le résultat que )'on va éteplir iei, concerne le cas 0, <O ,
cas opposé & celui du chapitre 5. Comme on va utiliser les
solutions négatives de l'éguation ge Riccati, des probleémes de

stabilité vont se poser Le résultat sera donc moins général.

10.2. L'équation de Riccati. Solutions négatives.

THEOREME 10.1 : Sous Les hypotheses (10.1) a (10.4), Res trodis
assentions sulvantes sont équivalentes :

(£) [10.2) est n?»pauiﬁ

(é4) 18 existe au moins une solution P e(H:H),P*=P,P > 0 , de
L'inégalite matrnicielle Linéainre :

3 .5 1/2
ATP + PA + D, PO,

1/2
m P T
/2 1,172

(£44) T + D: [spA*J’“BZ(sI»AJ' D, > 0 WRes > 0,Ims/0 si Res=0

Démonstration : C'est une conséquence immédiate du théoréme 7.2

THEOREME 10.2 : S4 0, 20 et

1o 0] 2is1en®) 5, 1em) 0] /7 > 0 ARes > 0,Tmss0 si Res=0,
AL existe P el que :
PexiniH) , X =P, P <D
(10.5)
(A% + PA + PDPIh = D,n , ¥ heV
Démonstration : Comme le condition (iii) dans le domaine fréquen

tiel équivaut a la D-passivité de (10.2), grace au lemme positif

réel, il existe un triplet (Q,L,W) vérifiant

(¥ + QA + B 0n = L"th , vhe v

(10.6) 0 -0.02>0

1

W T, 0 - 0 %0 e W



done WL = UY‘/ZD et L*L = L*w*wL = 00,0

€n reportant L*L dans la premiére relation de (10.6), on obtient

x

%‘IA*U‘QA 00,0 * B,)h =0 sV he Vv
-0 , 00

Alors si 1l'on définit P par : P = Q , P vérifie
(A%p + PA + PO PIN = D0, WheEV
PXep,pc<o,

d'od le résultat.

10.3. Existence de point-selle

THEOREME 10.3 : Sous Les hypoth2ses du thZoneme 10.2 et s4, de
plus, L'opirateun P vErifie
¢ Le semi-groupe (Ap(r.)u € R,} engendné par A+D, P est

(10.7)
fontement stable : lim [Aj(t)n] =0 ¥ heH
e

ALors Le couple (u, ) défind pan :

est un point-selle en boucle fermée poun La fonctionnelle :

v, v, ,)ldt

= fLD((Dzy.yJ N vy

sous Les contraintes

(v -
A S By v BV, L y(E) v,
[UW‘UZI € (tn."";izl
Démonstration : Soit & minimiser la fonctionnelle
I = LT (B,y.y) ¢ |v] Pt
1 27’
o
. 1/2
Cherchons le minimum sous la forme : w = v + D1 Py -

L'état du systeme est alors

L 172, _
Ay = 0% - Py L, y(t) =y,

o
<

o
o

o

u encore




dy /2
R GRS I H
(10.8)

y[tD) =y,

Soit alors t, >t . Ona :

t
. N 2 _ s 172012
ftD(KDZy.yl tdt tu(!DZy.y? 4w 0, Py|“}dt

t
= 2 B,y.y) ¢ (PO, PYLY) 2Py, 0] %) v Ju|PYot
o

t
= 5, N LUATP « PA 5 PDPIY,Y) + (PO PY,Y) zxpy,[ﬂ/zw) « JulPyae

°

(puisque P vérifie (10.5))

t
< zeya A s 0eay) 20ey,0) P e fu et

o

B d
=2y G e w (puisque y vérifie (10.8))

o

Y
S Py Pyt )Lyt /tD
Alors, comme P < 0, et comme lim [Ag(t )y | =0 , on a
Y1, 2 2 L
Inf ( lim f, {(Dzy,y]+’v[ Ydt) = (Py_,y )+Inf( lim{ / ' |w|%dat
o’o t
v t 00 o tﬂ»m o
(Pylt ),y(t,00})
= (Pygayy) s

et donc 1'infimum est réalisé pour w = 0, ou : v = D) /%Py , et

en outre : (Py .y ) = J

o B,y.y) + (PO Py, Y)Yt .
o

Utilisant alors Bensoussan [2]

le couple (u,u,) défini par

u = N,;"E:Fy. - N;E;Py est un point-selle en boucle fermée

dans L2 (¢ _se;
loc ‘o

2
'r)XLluc[tn‘w;E?] pour J[v,l,\/z]. ce qui prouve le

théoréme.



Remarque 10.1 : L'importance de la passivité réside essentielle
ment dans le fait qu'elle affirme 1'existence d’une solution de
1'équation de Riccati stationnaire (ou algébrigue). Cette

observation sera largement exploitée dans la suite.

Remargue 10.2 : La caractérisation de la propriété (10.7) ne
semble pas aisée Evidemment, si A est V-elliptique
thy.yv) > al vl . vyev,
il suffit que
(0.9 o [l ®lloPll > e >0 (i: injection de V dans H) .
En effet, si (10.9) est vérifiée, on a
tyay) loell IvlZ 2 ellvll? o vy e v,
et donc :
(Ay,y) ¢ (0 Py,y) > (Avay) (0Pl Iv1? > ell vl 2
soit : A + D P est V-elliptique et le semi-groupe A, est
L? stable. Cependant (10.8) n'est qu'une condition suffisante
basée sur la connaissance del|| P|| , et non directement calculable
en fonction des données.
En particulier, on peut se demander si, comme en dimension
finie (willems [23]), il existe une solution de (10.5) vérifiant

(10.7) Dans notre cas, le probléme semble ouvert.

10.4. Exemple
Soit Q un cuvert borné de IRN, de frontiére T réguliere
o

On prend V = HL[Q] Ho= L2(Q). L'état est donné par :

d
S Ay = byv, + byv, dans Q = ox]t e[
(10100 {yyp =0 ob I = ]t

vir) =y, eV

ol b, et b, sont des réels donnés (on a pris :B, = b, T, k=1,2).



» trois réels.

La fonction codt est donnée par

le1.v

w 2 2 2
S = Qo =8]y|Teny vy [%-n, v, | “hat

Pour appliguer le théor2me 10.3, il faut vérifier
1) que le systeme

(S ay - VEV o, Yip T 0 . e =y

gt
(10.11)
z

est rétro-commandable (pour t  suffisamment petit et pour d¢, > 0)

2) que (10.11) est D,-passif, ou de maniére équivalente, que
1'inégalité dans le dumaine fréquentiel est vérifiée

(10.42) T 6a(s1-0) " (s1-0)7) >0, wRes >0

3) qu’il existe, pour § suffisamment petit, une solution P
de 1'équation de Riccati telle que (A+d,P¢) engendre un semi
groupe fortement stable.

Dans ce cas, on sera assuré de l’'existence d'un point-selle

donné par

. u, = —= Psy , ol P6 est donné par le 3).

. Vérifions le 1)
Remarquons d'abord que le semi-groupe {A(t)|t e R} est

fortement continu & 1l'origine et que A(C) = I. On peut donc

trouver un voisinage [0,n[ & 1'intérieur duguel At) est inversibls

a N 1 T -1
fone, si ty e Jon[ et site [0t [, A7 (6) existe, est con

et 1'expression



A ey a bien un sens.
oo

Posons alors uX(s) = A(s)h. Il est clair gue u” réalise

4
ey

le transfert de y(t) = 0 &

1

t
o -1
S0 a8 )y as

t
= £ °ACt_-s)Vd (H—A(s)h)ds
T o 1 Vel
1

o T

= yo , d'ol la rétro-commandabilité.
. Pour le numéro 2), montrons que si

1

(10.13)  d, od i est l'injection de V dans H.

P
1 = 2
8121 Zev,m

alors (10.12) a lieu

on sait que || (s1-8)7"]| 2w & Ml y,py - En effet,
'\/Reszﬂ. ¥ f € H, la solution u € V de

( (sI-A)Ju = f dans Q

Ulr =0
2 -1 2
verifie ¢ [[uf[ © = [ sT-0 7 F | T < el L2l (Ll
soit + || (s1-m) || < [[1]] . ¥ Res >0 .
Donc, si d, ,ona: ed1||i||2\v|25 VuvetH,

2
sl 1l

1 2

ou encore : 8d, || (sI-8)7"v[| © < |

soit : su1(;1—A1‘1(51—A1‘1 < 1, ce qui prouve (10.12) .

. Voyons maintenant le 3). D‘'aprés (10.13) et la rétro-commanda

bilité, on sait par le théoréme 10.2 qu'il existe



Pe(HiH) ., PR =P, P <O

(10.14) 2
(-4P - PA + d PTIh = §h , VheVv

On voit facilement que si 6 = 0, P = 0 est une solution
admissible et, comme 1’opérateur -A engendre un semi-groupe

L2 stable, le systéme bouclé

ala
crl<

it = v, Vig 70
est trivialement Lz-stable, de sorte que :
U = 0, u, = 0 estun point-selle de J(v,.v,)

Pour le cas ot § < 0, voir le chapitre 5.

On va montrer que lorsque § varie, Pg varie continuement et

donc que 1'on peut trouver & suffisamment petit tel que le system

‘;—y By + 4Py = 0
vie) =y,
vz 7 0 soit stable.
On ve montrer que l'application :8§ —> PG est fortement
continue de R — &(H;H)
Soit donc une suite {én}“w N < 5"2 sin, <0,

telle que 1lim 15h =0 .

N

Montrons que pour

J.T
Tow vel®ge ,TiH) To

lpéhyn'yuj = lim Inf

on a

<8, implique Py < Py
2 2 ™



et donc
LInf SO s IvlBelviPrer < LIne s Iyl
veL (LD,T;H) 2 vel [tD,T;H) ]
Z}at
et gr8ce & la rétro-commandabilité, on sait que
onlvol? < e sy Pe 0 L vaen

2
velL (tnyT;H)

Donc, comme les bornes de 1l'encadrement sont indépendantes de T

et que les limites existent lorsque T > ®, on a

lim Tnf
Tom

In

iim Inf
T el ? (L L TiH)

donc, lorsque § décroit vers 0, la suite {P, } est croissante
n

et majorée, ce qui prouve que :

1im Py = P, dans &(H:H) fort, ol P est tel que :

n>e n

Py .y ) = lim Inf fMv|2dt =0 vy € H, donc
o¥o'Yo T 5 t o .

vel (tD.T;H)

P 0, et la continuité forte est prouvée.

1 N R
Soit alors 0 < € < EuiEls D'aprés ce qui precéde, on



sait qu'il existe un &_ > O tel que || Ps [[ <e. on Ps » Plus
€

€

simplement noté P_ , vérifie

( ap_ - P A+ A PR &§h , ¥heV

€ 1€ €

p* - p , P <0 .

€ € € —
Et comme on a : || d1PEhH <dell il lInll . ¥ynev ,
une condition suffisante (Kato [11]) pour que l'A~a1"€J_" existe

et soit fermé ae LZ[D,“;HJ dans Lzln.m;v] est que

Wl Ileppell a™ 0 <
ou encore : ed || 1]] <1 ,ce qu'on a supposé plus haut , et donc
An11Fe engendre un semi-groupe Lz-stabls , ce qui est le résultat
attendu

Remarquons que si & croit, PS décrolit vers ® en norme, et
on n'est plus assuré de la stabilité du systeéme bouclé

De plus, on ne connait pas de pborne sur sE a partir duquel

le systéme bouclé devient instable.

Notons enfin que comme § est petit, la condition (10.13) est

trés peu restrictive sur d, .

On va donner maintenant un deuxiéme type d'application ae
la notion de D-passivité aux jeux différentiels ; le probléme

inverse



11 . LE _PROBLEME INVERSE

11.1 Position du probléme

Soient & résoudre les problémes suivants

I - Etant donné un couple (u,,u,) défini par

0, € M L, k=12

)= Gy, uly) s 0y
on se donne un systéme différentiel

dy

gt "t AV T Byt By,
1 2)

y{tu] =V,

Peut-on trouver M e &AH;H) et D,_ed&(H;H) tels gue

Lu,) soit un point-selle en boucle fermée de :

= lim {(My(T), [TJ]+J‘T([D y,y)~(N1i1,v

2Vl = 10D,
100 )

(N, oavoic

N, _et N, étant supposés donnés ?

II  Etant donnée une application u € &(H;H) définie par
11.3) 0 € &H:H) L uly) = Qy

et un systeme

11.4)

Peut-on trouver M e 8 H;H) et 0, e 3(H;H) tels que u

réalise le minimum de

Jv) = 1im L0y ()L y ()T {00,y y) =10, v.v)tat}
—— o

T+e

étant donné ?




11.2 Hypothéses et notations
On suppose que A, considéré comme opérateur de D(A) = V

dans H, est V-elliptique de constante a > 0 :
2
(11.5) (Av,v) > af| v]| , ¥voe V.

Soit N, € ¥UHiH) N’; =Ny, 1=1,2, Ny 6tant H-elliptique

de constante \}1 >0
(1.s)  mghm 2ovinl? L whew L o1=1,2 .

Pour le probléme (P ) on fait les hypothéses spécifiques

. On suppose que les couples de stratégies [u1,:12) et (u,,0)
sont jouables, soit

2
(11.7)  A+B,0Q,+B,0, et A+B Q, sont L%-stables.
. Le systeme

- dy 1 1 .
gt * (A8 038,00y = By eByyy

11.8)

y(tm) =V,

est supposé rétro-commandable.

On commence par étudier le probleme (P,) et on va voir par

la suite qu'il englobe dans un certain sens le probléme [PZ].

11.3 Résultat préliminaire : 1'équation de Riccati condition

nécessaire

PROPOSITION 11 : Sous Les hypotheses (11.1),(11.2) et (11.5) a

(11.8), 84 de plus [u,|.u ) est un point-selle en boucle fexamée

2
dans (L7t @))% de 3 avee D} = 0, > 0, alors il existe
R e ¥(H;H) , R =R , R >0 sobution de :
“1.9)
(A*R+RASRD, RJh = D,h , ¥ he V



et on a :ou ly) = Oy = = 0y o=
Démonstration
D'aprés le lemme 1.2, (uj,u,) vérifie
Jluyvy) S e suy) S 30y, G)
2
(11.10) {¥ v, e L7(t ,®:H)  tel que (v, ,u,) @ jouable
2
¥ v, € L [CD,W.H] tel que (u,‘ .\/2! : jouable.

Remarquons que dans (11.10), u, n'engendre pas la méme commande

1

contre u, et v, : u1[v2! = 0

{A

q (t)|t e R,} est le semi-groupe engendré par A+BQ
1

= - = t -
g, (t) = /\Uﬂ (-t dy s (6,v,)08) ftuA‘:H (t-8)B,v,(s)es.

De méme pour u, : u,lv,) = Ue, 05,v, , ol

(t)|t e R, } est le semi-groupe engendré par A+B,0,,

- - G = t -
g,(t) = ADZ(t t )y, o Gyvdle) A AQ?(c s)By v, (s)ds .

(resp. u,) est Fréchet-différentiable en v

De plus, u 2 A

4

(resp. v, et

@
c
~
o
o

du,
vl T WO

|
<
~N

D'eutre part, comme A+B 0, +8,0, est L’-stable, on peut

trouver une boule ouverte 0, de L(t_,=:H), centrée en 0, telle

que ¥ v, € 0, y solution de

1

dy = =
gr ¢ (ATB B0y = By L vt =y,

verifie :y e L2t @5V



De méme, on peut trouver une boule ouverte 0, de thto,m;HJ.

centrée en 0, telle que ¥V v, e 0,, y solution de

ny‘ + + = -
G (A*BL0 B0y = Byv, L y(E ) =y

verifie :y e L2t L@5V)

Autrement dit, (u,,u,*v,) est jouable ¥ v, e 0

Lu,) est jouable ¥ v

(u, v 2

1
Alors, d'aprés (11.10)

Jluugytyy) Jlupeuy) 20 Vv, e 0,

Jluy vy auy) Jlugauy) 20 Vv, e 0

et comme J est Fréchet-différentiable dans 0,x0, , on a

9J , 83 3u 33 . 3J du
=g -0, £ eSS0 -0
3" 3V, 8V, v, 3V, By,
ou encore
EN 3J _ 3J
55 0.6 . 35 = 55 Q6
av, 21 v, v, 12
Soit
33 _
572[1 08198,) = 0
(11.11)
3J _ aJ
55 5, 0.5
v, T v, "2

Montrons que (I 0,8,0,6,)est injectif de L(t_,»:H) aans

lui-méme

. 2 0 oe
Soit x € LZ(t_,sH) tel que x = Q5,00 ,x



Posons y = G,x . On a alors , ¥ T > t_

dy -
gt * (A*BIQ )y = Byx

_ 2
yit) =0,y e LSt Tiv) .

Posons ensuite : z =G, 0, y. Alors ¥ T >t :

dz .
T2+ (A+B,0,)z = B Oy
2
20t 1 =0 , ze L7t ,T5V) .
o o

Mais comme x = 0,6,0Q,6,%x = Q,z , y et z vérifient le systeme
dy - =
gt (A*B 0y B,0,2 o

dz R
(11.12) {52 + (A+B,0,0z B, 0y = 0

= = 2 N
yied =zt ) = 0, y,z e e, Tiv)
ou encore , en notant Y = (J) :
L R
at

5101 A'BZQZ
Vit ) =0 L, Yo L2t ,TivxV)
o o
et comme on volt facilement que 1'on peut trouver p > 0 tel que

A+B, Q, B,Q
1M 272 2 2
o 16,0 +wuloly g 2 alloll 4y » V6 e vxv
-5101 I\‘E’Izﬂz

11 vient que Y = 0 dans L7(E,TiVxV),¥ T > &, ot done :

y =z =0 dans Lz(to.wxw. soit i x = U,z = 0 gans L7 (e @) ,

ce qui prouve que (I 02(3101&2) est injectif.



De (11.11) on déduit immédiatement que

@
<

o
)
<
"
)

soit
= ° + = y 2 o
(ft(mzy’sﬂ’w] (N uy v, ))dt = 0 Ve LTlE i)

(11.13)
d ° - 2 )
S 1(D,y.65v,) (Nyuyuvy)ddt = 0 W v,y e LO(t Lo5H)

° .ot N .
avec : (Giv )(t) = thA[t s)Bjv,;(s)ds , i
u;(e) = 01A01Q2(t-thyu , i=1,2, ob

A

o, Dzitlit € R,} est engendré par A+B 0, +B,0, .

Introduisons alors l'état adjoint p comme 1'unique solution

de :

o * - 2 o)
(11.14) S AR SOy L pe LTt e

a
o

Alors, reportant D,y = + A%p dans (11.13) et intégrant

o
o

par parties

@ x _ 2 .
jt [B1p*N141.V1]dt =0 Vv el (LD. 3H)

o

8% = 2 w;
ftD[BZD Nyugavyldt = 0 ¥ vy e L7t ,e5H)
_ _ -1 %
ou: u, = ) =N, B%p
- 1% Sk L
Mals (80, + B,0,)y = (BN BY B,N'BI)p = D p

donc y vérifie

d

<

.

2
Ay +Dip =0, y(t) =0,y e Lot ,eV)

a

t

et regroupant avec (11.14), on trouve que le systéme



dy -
Loeay v op =0
_dp * ~
LA oy -0
(t ) e L2t _,osV)
v o yn s VP Pt

a une solution {y,plunique
Alors, utilisant les lemmes 2.2 et 2.3,
p =Ry , R e Z(H:H) ,

2.4,0n a

on a facilement que

et par un calcul analogue & celui du lemme

4:J[Dzy'y"'N1“1y’”1yJ iN2U7y.U?y])dt=/tJlUZY-y)*(D1D.DJ}dt

= (Ryg.y

et donc R vérifie : R* = R, et comme (u

L euy)

)
o

est un point-selle

en boucle fermée de J, compts-tenu du fait que (u,,0)est jouable

Iy, 0) < Jlugsuy) = Ry Ly )

Or Jlu1 ,0) =

D, 20et N >V T, donc

2 1

(Ryg,vy) 20 ¥y eH , soit

Enfin, R vérifie

(Ry .y =

Bensoussan-Delfour-Mitter [4], R vérifie

(A%R+RA+RD RIN = D0

N ¥ hev,

démontrée.

““D((nzy(u‘,n),y[u1.un»rw1u1,u11)at >0 . puisque

S0,y y)+ (RO, Ry,y)}dt , done, d'aprés
°

et la proposition est
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11.4. Une condition nécessaire et suffisante pour que le

probléme inverse (P,) ait une solution.

Commengons d'abord par constater que le systéme

4y, (asl 1 - -
S (Av3B,0,+38,0,)y = Bv By, y(t)) -
(11.15) {=z, = N Oy
z, = N0,y
v, B, B z
peut s'éorire, en posant : v = ('), B = (' ),z - ()
v, z,
Ny 9y
co= ), de maniére habituelle
o0,
dy 1 1 = -
Tt (A58, 0, 458,00y Bv ., yit)) Yo
(11.18)

z = Cy
donc dire que (11.15) est passif, éguivaut & dire que (11.16)
1l'est .

on peut alors exposer le:

THEOREME 1 : Sous Les hypotheses (11.1), (11.2) et (11.5) a

(11.8), une condition nécessaire st suffisante pour que [61 .Gzl
défini par : Yy (y) = Qv u21y1 = -0y,
s0it un point-sefle en boucle fexmie dans (LZ(t_,@:H))7 de :

o T -
Jlvyvy) = ‘}:\l(!P’Iy(TJ.y(T)]’ftD(!Dzy.yl~(N1v1,v1] (Nyv,,v ) }dt}

avee @ > 0 et D} = D, > 0 ,est que Le systme (11.15) soit

passif.

Démonstration : 1) La condition : (11.15) passif est nécessaire

s1 (u;,0,) est un point-selle de J en boucle fermée dans

lLZ(tu,w;Hle, on sait, par la proposition 11.1 que 1'on peut

trouver un opérateur R e %(H;H) , R = R , R > 0 tel que



(A¥R+RA+RD,Rih = Db, ¥ heV, et donc

172,

2 ¥ hev

(aslo, Ry *Rner(avdo RIn = 0)/%0

Toujours d'aprés la proposition 11.2, on a

- pX 9. = - B% c
N1 Q’I BWR . NZLZ BZR . et donc
N, O 8 0 B
c =t ) = ( % JR = B'R Et comme
NZ‘JZ B7 o

o,R =8N "6 - 8.n'B%R - B O + B0

, riti
J N ey SN, B .0, 5 on a que R vérifie

P

1/2
B

tavle 0 +Le,0, 0 Rer 1A 18, 0, 018,000 -

R o172
272827 25191 72%2% 2

donc (R,D;/7,n] est tel que R est une réalisation du systéme

Y, (Al 1 - -
TEH(A+EB,0,458,0,)y = By, y(t)) =y,

et donc (11.15) est passif, d'aprés le théoréme 7.1.

2) La condition (11.15) passif est suffisante

On peut alors trouver un tiriplet (R,L,0) tel que

R € ¥(H:iH) , R" =R , R >0
1 1 x 1 1 ot
[(A‘ZB,‘ 01 ZHZUZJ R'ﬂ(A’ﬁB,‘ ID1 2320231!" L"Lth , ¥ h e V.
X X
N,‘D,‘ _ B,1 o B,'R
c o=t Y=, OR= ()
NZQZ 52 0 BZR

. - g%
done, comme N, Q, = B/R, N,Q BoR et gue N et N, sont

inversibles, on a

N - 1% 1% L
B1D1 BZDZ (B,‘ N1 81 E2NZ B?)R D’IR

et donc R vérifie




o g K Cx
(lA‘in,lR] R + R(A 2D,‘R‘]]l’v L7Lh > ¥ hev

ou (A*R + RA + RO,R)N = LXLh , ¥ he V.
Posons alors LXL = D, et M = R . On o donc bien M > 0 et
o, =0}>0.

Calculons alors (T > tO]

T . . 2
ftu([Dzy.yl vy oy ) (Nyv,,v, ) dt = ftu(Z((A'2D1R]y,Ry)

FoN v L) (N, L) Tt

ftTD(ZLAy,RyJ~!B1 9, ¥.RY)+ (B,0,y.Ry)+ (N v 4w, ) (Nyv,v,)dat

(puisque DR = B Q +8,0,) .

LT .
= /tD{ZKAy.Rvalmqy,Nqnﬂ) QYN Ry )+ (N vy vy ) (szz,vzl)ut
(puisque BfR = N, Q, et BIR = N_0,)
puisque By @ et By 2%

1
ftD(ZIAy,Ry]«(N1 (0 y+v, 0,0y yev, ) (N, (Q,y+v,),Q,y+v,)

2(N, v, v, )+2(N,0,y,v,) }dt

R
ftu{Z(Ry.Ay*BW\q B,vo) e Ny (0 yev, 0.0 yev, ) (N, 00,y +v,), G,y ey, ) far

0,y +v,)ldt

us dy,, +
D{ 2(Ry, G+ (N, (0 y+v, 1,0, y+v, ) (N, (Q,y+v
(puisque S¥+Ay = B v, +B_v,)
dt 11 22
T
= (Ryu,ynl (Ry(T),y(T))+ /':D([N1(01y*v1).01y‘v1]-

[NZ(Dzy*vzl.02y4v?])dt



on a donc
T
(118 RYITLyT {0002y, ) (v vy)dat -
T
T Ry ) LN 0y evy )0y eu, ) (N, (0530050, 05y vy Yot
et ceci ¥ T > t_ et ¥ (v ,v,) e (L2(1 ,TsH))?
o 1772 o’

Alors, compte tenu de 1'hypothese de stabilité sur le
semi-groupe engendré par A+ 0, +8,0, = A*D,R, on a que

Uty (E)) = Qyit) , uy(y(E)) = O,y(t) vérifient

2 2

(o, (00, (v (1)) e (WPt e ? L

Et comme alors : lim |y(T)| = 0 , on a, pour v, = u et
o [

v, T Uy dans (11.16)

N T
l)m((Ry(Tl.y[Tl)'/tn((DZy,yJO(N1Q1y.’3|yJ (NZQQyVUZy)}dt} :[Ryn,yﬂ]

T

Reste & vérifier que (u ,u,) est bien un point-selle de

1-C

1 Novo.v,)bat) .

- T N
Jv vy = %i:(lRy(T).le)]*ft{[Dzy.yl o, v,

On vérifie alors aisément que si v, et si

1

2 . .
v, € L7(t ,msH) est tel que (uj,v,) soit jouable,

. T ~
iia.:{mytn,ylnl ftD([DZy.y)*[N1m1y,EJ1y) (Nyvo,vy)dt)=

_ i T
= Ry .y,) ;.1,: fcﬂ‘”z‘”zy”z L0,y+v,)dt < (Ry_,y ), puisque
N, 2 v,T
N 2
. ; - \ o
D'autre part, si v2 u2 et si V1E L (tor :H) est tel gue

(v, ,u,) soit jouavle ,



. T
%i‘rz(myn].yn)]‘ :D”Dzy’”'”'w Vyavy ) (Ny0,y,0,y) ddt )=

T
= (Ryg.y,) iiﬁﬂj“ﬂ[“~y vy 0,0 y+v, 0dt > (Ry Ly ) puisque

I , ce qui prouve, compte tenu du lemme 1.2, que [51,u?)

est un point-selle en boucle fermée dans [Lz(tﬂ,mm))z de 1, et

le résultat est démontré

Remerque 11.1 : Le théoréme 11 .1 donne implicitement une solution
au propleme (P, ) puisque (u),u,) sera un point-selle en boucle
fermée dans (L7t ,@:H))% de J 51 0, = L*L ot siM = R, avec

(A*ReRA+RD RN = 0,0 = LXLh , whe v,

De plus, comme par le théoréme 8.1, il existe un Rmin donné

lim Inf

1in 2{(z ,v,‘)‘(zz.vzl)ut B

2, tq %
(\I‘.VZ]E[L [tDr 3H))
on peut trouver une fonctionnelle I, (v, ,v,) qui denne la plus
petite valeur du point-selle. On aura alors : D, = LX L _
2 " ‘min‘min
etm = R .
Remarque 11.2 : En fait, a la lumiére du théoréme 11.1, i1 suffit

de se donner un seul opérateur R et de chercher D} = D, > 0
pour lequel la fonctionnelle

Jlvyavy) = fcu{[Dzy’yJ'[vaﬂ’vH (N,v, v, ) bdt

iH)2 pour

atteint son point-selle gans (L%(t .

x
u,llyl = BRy ., u

Ce résultat est résumé dans le



COROLLATRE 11 Soizt P e XAH;H)

o
o

> 0, tel que Les

semi-groupes engendnds par AsD P ot par A+, N;’ B soient

2

L-stables. On suppose de plus que Le systime

dy 1 =
Sor Ao, Ply = Blv, + By,

y[tD] =V,

est nétno-commandable.

Alons une condition nécessaire el suffisante pourn que

o oulex
(u,‘,uzl défini par : u,‘(yl = N BPy . wu Ny
404t un point-selle en boucle fermie dans [Lz[tu,m;llll2 de :

_ 1%
(y) = B3Py

J[v1.vZ] = ftc((Dzy,yJ'[N1v,[.v1] (szz.vzl}dt , avec :

[1; =0, >0, est que Le systeme :
9Y, (sl E -
et (A0 PIy = Byvy#Byvy, ylE ) =y,
x
(1.17) Lz, = Bfey
x
z, = B3Py

504t passif.

Donnons maintenant des conditions plus explicites pour que
(11.17) soit passif.

11.5. Conditions pour que (11.17) soit passif

Proposition 11.3 : Sous Les hypotheses du corollaine 11.1, fLes
thodis assentions suivantes sont Equivalentes :

(£) (11.17) est passdif

[44) A*P+PA+PO, P > O

(i) Pestenstn P)™ > 0, W Res > 0 .

Démonstration : il suffit d’appliquer le théoréme 7.2.



Remarque 11.3 : La condition A*P+PA+PD P > 0 peut s'écrire

1
(11.18) P(A + 50,P) > 0

Donc, en particulier, si P commute avec A + 30, F et si

1 ; N
A+ 50,P >0 et P >0, on aura (Riesz-Nagy [21]) (11.18).

Prenons, pour simplifier, B, = by I . B, = b,I , N = n I
N, = n,I . n >0etn,>0; ona alors
o v
4 cm w- . D =d I
1 M2 '

Dans ce cas, il suffit que P commute avec A.

La condition A*%D,IP > 0 s'écrit

o

(11.19) (Ay.y)~1§n1tpy.y) >0, ¥yev
. Si d,l 2 0, (11.19) est trivialement vérifié;

. Si maintenant d,‘ < 0, il suffit que :

2an, n

a1 200 1Pl g, m

2
S 2 2
21l 2y, 1y to2™

od 1 est 1'injection de V dans H, pour que (11.19) ait lieu .

£n effet
2 2 2
ey,y) < LRIy < eIl Il =i vl
2an, n
12 2 2
Il <1yl
1| 1]l thgmfbfn )
2 2
oin, b’n
et donc : 152711—2 Py.y) < all vl ?

112



ou sallyll? e ha (Pyay) 20, vy e v, dron (11.19)

11.6._Exemple

- N N
Soit @ un ouvert borné de R, de frontiére I réguliére.

v 0 Vv o
soit @ = {x|x== -y , y € Q} et supposons que QNQ # @ (Q et

v v

Q désignant 1'intérieur de Q et de Q respectivement).
Lanie)

On prend V = HL(QJ L2(Q) et le systéme

dy - -
& = nv v by, dans 0 = Jroue[xe

Vjp s 0 ev: Teg.=[xr
yie) =y €V

1'un au moins de b, et b, devant &tre différent de 0 .

On cherche 03 = D, > 0 de sorte que le couple (u,, u,)

2 2
défini ci-aprés, soit un point-selle en boucle fermée dans

(e Lo de

J[v1.v2) = fto{lﬂzy,y]¢n1
Définissons (u1.u2] comme suit

Soit ¢ €6dQ) = {¢ e CT(R) , supp¢ compact dans Q.
v v
On pose ¢(x) = ¢(-x) et on suppose que ¢ # 0 , ce qui a un sens

. v
puisque Q0Q # 0 .
Soient y et z dans Lz(ﬂ]. prolongés par 0 en dehors de Q , et

prolongeons ¢ par O en dehors de son support. Posons

v
(Py,y) = (6 %0 go(oxy)),2) = (exy.ox2) . ¥ y,z e L2 ,

o0 x est la convolution au sens des distributions et 1. la

fonction indicatrice de Q.



On a alors : P el(HH) , PX =P , P > 0 et :

i 2 . |
Pl g,y < 1211e1% b |@f = mesure de @ .
I:1 DZ
On pose enfin : u (y) = pr Lo,y - Epy .

vérifions d'abord que P commute avec A dans

Hea s (o e s e L) .
soient y et z ¢ H' (A) . On a

v
(Phy,2) = (Adxy,dxz) = (xy,80xz) = (80x(150(6xy)),2)
v
S (AL9xU goloxy))},2) = (APY,2)

Pour appliquer le corollaire 11.1, il faut vérifier :
1) que le systéme
(¥ -
yle ) =y €V

est rétro-commandable pour t_ suffisamment petit, si 1'on suppose

que 1'un au moins de b, ou b, est différent de 0.

2
2) que P est tel que les semi-groupes engendrés par

2
o

ava P et par b+ —LP sotent L’-stables.
1
3) que 011.19) ou (11.20) est vérifié lorsque d < 0

Vérification de 1) : il suffit, comme & l'exemple 10.4, de

prendre t_ > 0 suffisanment petit de sorte que A: (t,) existe
(Ap(t) étant le semi-groupe fortement continu engendré par

1
B34, )



Alors, en prenant T e [0, [ et

* °1 -1
vyts) = 5 MplsIng" )y
bZ+b
2
b
x 2 -1
Vv, (s) . 7,7 AP(SJAP (talyn
12
t b, I b,I v (s)
L oux . ;o 1 2t V1 R
Una.y[tolvft I\P(:(l s)( “x s = vy
0 ERAEY

d'od la rétro-commandabilité.

vérification de 2): Il est clair, comme P > 0, que si

2 2

sl o
=N

02 b
A”Fl ;le est V-elliptique, il en sera de méme de A+
1 2

et que si d1 kd 0, compte tenu de l'ellipticité de A, le semi
groupe engendré par A+d, P sera L%-stable On doit donc vérifier

2) uniquement pour d, < 0 .

Montrons que dans ce cas, il suffit que
™"z

2
“1 21) lo]“ < —_——
1011 211 30 v,y P20 B7RR)

pour avoir

1'ellipticité de A+d, P
D'aprés (11.21), on peut trouver un e > 0 tel que
1 eln, n,

2 1
le1% < 7.2
l2f Il 11l “togn,

2
7 et comme [1Pll gy, < 211017
1

N & 2
ona s vy e v Py < I Pl S Il vl

1A

2 2 2
lellel =1l 1l “11 vl




b ?
gonc ¢ [yl P 2 ey s el vl ?
2 1

soit @ ((-A+d, Ply,y) > ellvll? . vyev.

Vérification de 3) : Il suffit d'appliquer (11 20) si d1 < 0 et
de remarquer que 3) est toujours vérifié lorsque o, > 0

Dans le cas présent, (11.20) s’écrit

2n,n,

2
(t1.22) |¢]° f ———F5———
1211211 v,y (03 Brng)

Notons gue si (11.21) a lieu, (11.22) est automatiguement

vérifié .

En conclusion , si (11.21) a lieu, et si t  est suffisamment

petit, les points 1),2) et3) sont vérifiés quel que soit le signe

de d, et on peut trouver D; -0, >0 tel que
(11.23)  0,h = (-20P «d1P21h Ly ohe VL
b1 b2
Alors (u ,u,) défini par: u (y) = Py , u (y) = —2Py est un
1 g n 2 ",

point-selle en boucle fermée dans (L(t,,®;H))° de ia fonctionnel

v
o 2 2 2
le @ Jlvy,v tQ((-?AOXy.vxy)vd1|¢xl’lno[¢xyl]| +n, 1| —n7|v2| }a

|
1

11 est intéressant de noter gue 1l'on a exhibé un noyau
solution de 1'équation intégro-différentielle de Riccati associée
& (11 23), de la forme

Py =IQ P(x-EIV(E)GE , ¥ ¥ € V et

v
P(x-£) = @(x»;][1n,¢)((75]dl , o0 P(x-g) est solution de

8, PUx-E)-P(x-§)8 +d, [P (x-L)PC-E)0L = D, (x-E)

D,(x-£) étant le noyau de D, : D, = foD,(x-E)Y(EIGE, W € D) .



11.7. Réduction du probléme [1’11

On va montrer que le systéme passif (11.17) a les mim-s
propriétés qu’'un systdme beaucoup plus simple & une seule entrée

et une seule sortie :

THEOREME 11.2 : S& £y, > 0 est suffisamment petit et si 0 e SH;H),

0¥ =0, 0> 0, Les trois assentions suivantes sont Squivalentes:

(4) Le systeme :

Y, (asl = -
FerAs0 y = v Lyt ) =y €V
(11.24)
z = Qy
est passif .
(i) A%g+0A+gD, Q@ > O

1

14cd) ats1+as50, 07" > 0, ¥ Res > 0 (Ims0 si Res = 0)

Démonstration : immédiate & partir du théoreme 7.2 si 1'on vérifie

que (11.24) est rétro-commandable. Pour cela, on procéde
exactement comme aux exemples 10.4 et 11.7.

A l'aide de cette réduction, on peut aborder le probléme [Pz

11.8 Le probléme (P,)

THEOREME 11.3 : Sous Les hypoth2ses (11.1),(11.3) a (11.6) et &4

D, > 0 , une condition nécessaire et suffisante pour que

aly) = - 9y ngabise Le minimum dans L?(t_,=;H) de

Jtv) = SD,y,y) ¢ (0 v,v)}dt sous La contrainte (11.4) , avee
L0

DS =0, >0, est que (11.24) s04it passdif.

2 2

Démonstration : La condition est nécessaire

Soit uly) = Qy réalisant le minimum de J(v) dans Lz[Lo,w;Hl.

Alors 1'état y vérifie



dy . = - 20t e
(11.25) G+ Ay + D0y = 0 , it ) =y, ye Lt v .
D'autre part, si 1l'on pose u(t) = - Qy(t) , u réalise le minimum

en boucle ouverte dans L?(t ,@;H) et donc U vérifie 1'équation
variationnelle

"G - +(D, U = 2 0
(3 (u),v) = /tu{(UZnyV] [D1u,v))dt 0, Vvel ltD. 3H) o
(Gv)(t) = fttl\[t's]ﬂ,lvlslds ,» A(t) étant le semi-groupe engendré
o

par A.

Introduisons 1'état adjoint p comme 1'unique solution de

- 9B, A% . 2 @
It A%p Doy > p€ LTt V).
On a alors
) LT 0pe0 Gvidt = 0 v v e LU eiH)
o
et donc : Dop(t) = D,UCt) = DQy(t) pop. t e (k= .

En reportant dans (11.25), on obtient que le systéme
dy =

gt * Ay rop 0
dp X -

TG T AR by =0

2
y(tDl - s ¥.p e L [ta.m;\/]

a une solution unique.
En découplant selon les méthodes de Lions [13] , on obtient alors
que @ vérifie

9 eX(H;H) , @8 =0, Q>0

(A%Q + QA + 0D,Q)h = D,h ., ¥ hoe V.

Et comme D} = D, > 0 , ona : A%Q + QA + QD0 > 0

et donc (11.24) est passif.



La condition est suffisante

Si (11.24) est passif, on a par le théoréme 11.2

(A%a + an » 00,0 > 0

-0 . 0 >0
Posons alors D, = (1) "A*03 'i% 157 T0asT "%+ a0 @), evec
i : injection de V dans H et J : isomorphisme canonigue de
Vosur V.
x N
On a alors D, e L(H:H) , D, = D, > 0 et :

(A%9 « QA + D,0)h = D0, Y heV, ou

([Zﬂ(AvD,ID] Q0,0Q Dzlh,h] =0 , & heV et donc, comme le

1
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couple (nz ,A) est détectable puisque A est coercif, (il suffit

de prendre K = D;/Z : A*D;/ZD;/Z engendre alors un semi- groupe
12 stable), d'apres Zabczyk|25| , on sait que le semi-groupe
engendré par A+D,0 est L% stable.

Cherchons alors le minimum de J(v)=

:((DZY-V)*[U1V,\1])UE

en faisant le changement de variable : w = v+Qy.
- o é A+
Comme y = Ag(t-t )y, i Ag(t) est engendré par A+D,Q . on a
2 2 2
y e L (to.m;H) et Qy € L (to,miH] , donc :w € L [tu.w;H]
5 Loy, = -
Le systéme devient alors : at (A‘U1Q)y D1w » y(LDJ Vg oo

Jtv) = f:){wzy.yhm,‘w—nﬁy,w Qy1ldt

CLC(ARQ+0A+0D, @)y, y)+ (0D 0y, y)- 20y, 0w )+ (D w) Jdt
o

J'tG{Z((A*D,‘O)y-D,‘w,Uyl*(D,lw.w]]dt

eI . - “
/tu{ 205%,0y)+ (0w )}t lﬂyD.yD)’thlD,‘w,w)nt



142

Comme D1 > 0, il est clair que le minimum est atteint pour w = O,
et donc pour u(.) = Oy(.) & L2t ,®:H), ce qui achave la

démonstration.

Remarque 11.4 : Le résultat du théoréme 11.3 ne nécessite aucune
hypothdse de stabilité, c'est pourguoi le probléme tPZJ
n'englobe pas entigrement le probléme ‘P17.

Remarque 11.5 : Une conséquence directe du théoréme 11.3 est que
si g vérifie (A"Q + 0A + QD00 = D,h ., Y h e V , avec

0% -0, >0, alors u = Oy (resp. u, = N, 'B%0y . u

2 22 1 15 2

réalise le minimum dans L%(t_,@:H) (resp. Le point-selle en

boucle fermée dans (LZ(t_,=:H1)?) et on retrouve donc les
résultats du chapitre 5.
Ce qu'il y a de plus ici, outre le fait que 1'on résout le

probléme inverse, est que 1'on étanlit le caractére nécesseaire

et _suffisant de l'existence d'une solution de 1'éguation de

Riccati (pour A : \-elliptigue); ce fait était connu en dimension

finie, mais non dans notre cadre

Remarque 11.6 : Le probleme (P,} est en fait équivalent & la
famille de problémes suivants

Trouver M et D, tels que u = Qy soit le minimum de

s - T 2m.n
T a0 - %i:{[my[T].y(x]!o QJIDZy.y)olDS ofv.v)tat}

sous la contrainte : S¥+Ay =

dy _ ghg(n+1)/2
at 030 v

vty = v,

ou D7y = D4 e ¥(H:;H) , inversiole et commutant avec D,, et ol
m et n sont des entiers naturels (avec la convention D° = I)
La méme démonstration s'applique & des modifications évidentes

prés. Pour n=0 et D, =I, m étant quelcongue, on retrouve
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IO = HmEy T,y 1)+ 4T E0,y,y)+]v]yat)
T o

dy . o172 -
ge Ay =D v L yle ) sy

11.8. Un contre-exemple

On va montrer gu'on ne peut affaiblir 1'hypothése d'ellipti
cité de A jusqu'a A > 0.

Considérons le systéme :

dy N
E—t—OAy-blvw*vz) , b #0

vyt ) =y,

2
et : Jlv,v,) = lv,|“¥at , n >0 .

an se trouve donc dans le cas o4 0, = 0 et D, = 0.

Choisissons A anti-adjoint : (Ay,z) = (y,A%z) = - (y,Az) ,
Vyev,¥zeV.
On a donc : (Ay,y) = 0 ¥ye V.

Supposons que 1'on puisse encore appliquer la théorie
précédente. Alors, comme D, > 0, il suffit de se ramener au

: P - - -
probléme de minimum : ¥ Ay 0, y[tol =y, soet Jlv) =0

Pour que u = - Py soit le minimum de J dans intu.‘v;Hl, i1

faut et il suffit que P vérifie : (A*P+PA)h = 0 ¥ h e V.
Choisissons un P vérifiant
P¥ =P, P >0, P ciHiH) , P commute avec A.

On peut prendre par exemple P = mI od T € R,.
On a alors : (A*P+PAIR = (A*P-PA*)h=(A%P-A*PIh = 0 , ¥h e v .
On peut donc prendre T aussi grand que 1'on veut.

or, si A = %; H o= L2(R), v= HTGR) , on sait que A est



générateur d'un groupe et donc, daprés le théoréme 9.1, on devrait

avoir 1l'existence d'un P avec :|| P < p, ce qui contredit

max’ naxll <

le fait que w n'est pas borné supérieurement, et donc la théorie
ne s'applique pas.

C'est 1'analogue du fait bien connu en dimension finie en
Automatique, que lorsque la matrice A a ses valeurs propres sur
1'axe imaginaire, on ne peut trouver de solution stable au

prob 1éme de la commande optimale.



12.TABLEAU RECAPITULATTF

On se plaee d'sbord dens le cadre du chapitre 4

ol
P =
o v o o
o 0 s 2 3
8 @ @
0 9 o °
e 8 o 8w
2 2 2 22
G o 5 - 5 3
33 5 53
o ] 5 8
ER a0
HYPOTHESES % o PR P
&8 &2 3 a
A:)l-coercif, >0
(H2): D1z 0 "
(C,A) ogetectable )
(4,0)%) steni1isable
A:)-coercif, D2 < o N
(H2): D, >0 * |
a2 ~ .. dans (i)
10 2Gea%) By sten) 02 >0 PEO
+ rétro-commandabilité si A‘D,IP
stable
A:V-elliptique
2
v, > >
(H1):v ) > 0Ly, Qz . .
ou (HZ]:DﬂzU + i (H1) (+1)
Enfin, dans le cadre du §5.3
A:\-elliptique
(H2): D, >0 + +
2 T
o > Loyl 1o, [€23)
A:Velliptique . N .
o .2 2
HD v, > Gy, > Gl ()

+: B.0.: poucle ouverte
B.F.: boucle fermée
Tt gans L200,@58 x17 (0,058,

2
lo

tit: L2 (0,05E IxLZ (0,06 )
loc 1 c

2
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