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POINTS-SELLE EN HORIZON INFINI
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AUX DERIVEES PARTIELLES

r1ETHODES DIRECTES ET PASSIVITE

JEAN LEVINE



A B S T R ACT

The aim of this work is to study saddle-point problems for Linear quadratic

differential games with partial differential equations on an infinite time

interval.

After recalling, in the first part, known results concerning the finite time

'inte rva l case, we prove, in the second part, that in the finite interval case,

the open-loop saddle-point, (as well as the closed-loop one) can be deduced

from the solution of an infinite dimensional Riccati equation under two kinds of

assumptions.

The third part is devoted to the infinite time interval case. We first prove

the existence of an open-loop saddle point and then study the algebraic

Riccati equation.

This leads us to consider the limit, as the interval length T goes to infinity,

of the value of the game. The simplest case is when the value of the game is non

decreasing as T-++'Xl: very precise convergence theorems for the state and the

optimal strategies can be obtained. Though weaker convergence resul ts may be

shown in the case where the value has no special behaviour as T-» .. '>C , it

is possible to prove the existence of a solution of the algebraic Riccati

equation and therefore the existence of a closed-loop saddle-point.

Under a certain assumption, it is possible to reduce the saddle-point problem

to an optimal control problem having the property that the Riccati equation

is the same for the game and for the minimization problem. Thus the stability

assumptions on the system may be weakened.

We give a few examples as a conclusion.

In the fourth part, ~Ie try a different approach to study the solutions of the

algebraic Riccati equation using the concept of "Passivity". For this purpose;

we give a general ization in abstract Hilbert spaces of the "positive real

Lemma" and of the "frequency domain inequality". Then, we prove that the set

of operators which appear in the positive real Lemma, has a minimal element,

and with an additional assumption, a maximal element too, as in finite

dimensional linear systems. The passivity theory is very useful to prove the

existence of a solution to sorne algebraic Riccati equations and thus, for the

study of saddle points. Moreover it gives a necessary and sufficient condition

for the existence of a saddle-point, and so , it is possible to solve an

inverse problem for differential games.
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ou x jRUX différentiels

linéaires quadratiques] o o u x joueurs et d s o rnrne nu lle, régis

par des é c u c t f o n c aux dérivées partielles.

Le prohlème abordé ici r o nnt stR à é t u u i er les strat6gi es

optimal es en boucle ouverte ou fermée dans un interva lle de

temps infini.

Les deux p r f r c j p a I o s questions que l'on

l'existence ou non de points-selie en b c u c l n

et 1 il manière de les cal cu Ln r par l' intRrmFid lair'8 de l' é[]uôtion

première partie, on déf init les c o n c s.p t s

tégie, de p c i nt > sell e Rn b o u n l n ouverte et c n bou clo fermRR

la deuxième parti e , on démontre un résu I t o t pré

: le point-selJR Rn boucle ouverte en horizon f Ln L;

ca l cul e comme un point- sell e en boucle fermée, à l'ai de

l'équation do 1,lccati a s s o c t é e ,

Dans 1 ù t r o i s ip'~le part I u , on étud ie et en compare les

conditions d'existence de point-selle en bouclo o u v e r t a et

boucle fermée e n horizon i nflrLi, par des m é t no o e s de passage

dernièr8 pdI'tie, on fait l'étude directe dus

points en h c u c l e fermée èJ l'aide du o o n c e o t ce Passivité

on t ro i te du Pr'oLllème inverse
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1ère P A Ci T r E

1. RAPPELS SUR LES JEUX DIn2RE~ITI[LS LINEAIRES QUADRATIQUES A DURFE FIXEE.

AVEC DES EQUATIDNS AUX DERIVEES PARTIELLES.

1.1. Stratégies. Pnint-selle.

Soit un sy s t ème contrôlé par deux joueurs 1 et 2, dont l'évolution

tout intervalle lo,e]

linéaire:

d6crite par une équation eux dérivées pe r-t Lo Ll us

déi'inieà l'airludes données suivantes:

So.-i.evU: V eX H deux Hilbe.tLt!.l llee.-€'6 !.>epaJLableJ.>, .td6 que. Cl, ,f'.-inje.c.tion

ê •.tcu1/t c.OI1/t.{.nue e..t V é.tavrt den6('. dal1J.>H. On no.te. :.,.) le. pllodui:t !.>c.aia.{.Jle. de. H

et: 1.1 la nollme. aJ.>!'>ouél'.. On no.te Il. Il La nollme de. V.

On c.ol1J.>.-idèlle. Ij tE [0,0 [ une. 6ollme. b.-iLLnéaÙLe. Cl[t: • , .) :

1

a[t,.,.) : forme bilinéaire est continue sur VxV, Ij tE[0,8 [ •

t ~~ a[t,<jl,1jJ) est mesurable sur [0,0[, Ij <jl,1jJE V.
[1.2J

3 À2:. 0 et Cl > 0 tels que:

la(t:<jl,<jl) + ÀI<jlI? 2:. CllltPl12, Ij <jl E V, Ij t E[O 8C'

a[t:.,.l dê6.{.n..{..t aioM de man-ièILe. uMqlle un OpéILate.M I\[t)E~(V:V') (en!.>embLe

de.!.> appüc.ation!.> .e;'néa.{.Jle!.> c.onanue.!.> de. V dans v') pM :

a(t:<jl,1jJJ ~ <At t ) <jl,ljJ> Ij <jl,1jJEV, Ij t s [u.e r: '

OÙ < ','> dê.!.>.-igne. .{le pllodu.-t.t f.Jc.aia.{.Jle. de fa duaWê. <v' ,V>.

S.-i E eM uV! ef.Jpac.e de H.-iXbetLt, on dê6.{.n.-Lt L2
( O, 8 : E J pM :

{<jlltll<jl(tl II~dt <+ ooJ. C'ef.Jt uV! e.f.>pac.e. de. HilbefL-t pOM La 110'Lme :

11ct>IIL2(O,8:EJ~ (tll<jl(tl II~rltll/2.



(1.3)

: Hilberts réels séparables dont les produits scalaires

respectifs sont notés (.,. )E
1'

(.,. )E
2

e t les normes Il.11[1' Il.II
E2

c , Id te: [n,o[, i = 1,7.

<Di (URi,V> rnesur-eb l e sur lo,oL Id eiEE i, Id VEV, i = 1,2.

E L
2

( O, O; V ' ) , Ya E H.

La Mi'.ut:loV! y de. (1. Il est: ai'.oM déMYl--ie. de man--ièJte un.{,Que, pOUft t.our

v
1

E L
2 ( 0 , 8 : E

1),
": E L

2
( O. O; f

2)
e:tvéftl6,Le,:

[1.4) YE L2 ro,O;VJ, dye. L
2

[O,8;V' J,
dt

~t ét:ant: pM/., au M.IM des eüJ.,tftlbut.loYl~.

Sod \<)(0,0]= {cfll<jJE l?(O,O;V),** e:L
2

( O, O; V' ) } mun--i de i'.a YloJtme.:

IlcflIIWln,OJ( Ilcflll~2(o,O;V)+ 11*1

eX f.,od c°l[O.O]:H) i'.'e~emble. deA app.€.lc.aûo~ cOYlÜYlue.J.> de [~),èJda~ H,

mun--i de i'.a t:opoi'.ogle de la cOYlvengeYlce uYllnOftme •

aV! MA.X (Uo~-MageYleA [1'!:.I) Qu.e: W(O,O) c [Or [o,ciJ;HJ, i'.'--i.Yljec..t..loYl

é-tant: cowywe, ~--i bleVi Que .€1 ét:a:t y, Mi'.u:t.loYl de [7. 1) eAt UYle 1oYlCüoV/

COW.J1ue du t:e.mpf.,.

Dans tout ce qui suit, on suppose que l'horizon Telu jeu est un ré,Rl

positif ou +00.

Défini.ssons maintenant CR qu'on entend par- stratégie des deux jnueurs:

Définition 1.1: Une strùté"ie pour le joueur i est une application vi d8

LO, TfxH dans E
i,

i~1 ,7.

On note U
i

l'llnsemble des strat6gies du joueur i, i=1,2.

U
1

et U
2

sont suppo s ô s connus de chacun des joueurs au début du jeu.

Les joueurs mesurent lBS porformanc8s de Leur-s stratégies b J' aiue

d'une fonctionnelle quadratique:



est un Hilbert l'peI séparable dont Ip produit scalaire et la norme

sont notés [.,.\ et Il.II
F•

(1.6) C(t) c(,(:(V;F) , Il,,(t) 11~(v;F) .:5.- c If t f' [J,T[.

tJ--+ (Ut)v,fl
F

est rnesuz-ob l.e sur [0, TL If v EV, If f E F.

E L
2

( O, T ; F ) .

(1.71

.:5.- c, N~ ( t l ~ [l''i l t L, If t E [0, TL
tf->- (;"i (t)ei,eiJE. est mesurable sur [D, T[ If e

i,
ej E E i

> 0 tel que: (Ni (tJei,ei)c
i
~ Vi Il eill~i If eiEF r: If tc[n, T[

Le joueur 1 cherche, à l'aide de v
1'

à mirlimiser J le joueur 2, à

(1.8)

l'aide de ":' cherche à r;laximiser J.

Cependant, comme J mesure la per-For-manc e de la trajectoire engemJrée par

(v
1,v2

J , il faut que celle-ci existe et r.o l t unique. ,,'est pourquoi on

Oéfin.ition 1.2 : On dit que le couple (v
1,v2)

E U
1

x U
2

est jouable si et

seulement si y(t,v
1,v2),

solution de (1.1) engendrée par (v , ,v
2],

existe et

est unique dans L
2(O,

T;V).

La solution du jeu, elle existe, consiste à jouer (Von ~,eumann

Morgenstern [27J) des stratégies (u~ ,u;) qui forment un po t r.t v s e l l o de J

E U
1

x U2 ' (u~ ,u;) : jouable.

J (u~, u;J.:5.- J (v1 ,u;)

v
1cU1tel

que [v
1,u;):

jnuahle

v
2c

U
2tel

que (u~ ,v
7):

jouable

Dans la suite ,on ne corlsidère que des stratégies jouahles.

LD théorBme suivant d'pxisterlce d" point-selle pour des f onc ti orinot Ler.

convexes-concaves (Bensoussan [2J) est Fondoment e l :



THEOREME 7.1.: On M-ppOM que Vi eht un e/.>pac.e. de HilbeAt c.on-te.nu daM U
i

e.t

que Ki est: Wl Qonvexe 6e.!Lmé. de. Vi' l = 1,2. On -6Upp0.6e. aU-6-6-<' que :

If "z E K:? ' v
1
~ Jlv

1,v2)
es« -6t!L-i.dement conve xz., -6.Q,{..

If v
1

E K
1

' ": 1->- Jlv
1,v?)

est: -6.t!L-i.Qtemen-t c.oYlQave., -6.Q.-6.

ex: (v~ ,v~) E K
1

x K
2

teR. que:

J(v~,v?) Jlv1,v;J --;- + oofoMque Ilvlllul + Ilv:?ll u2- ->-

AfoM il ewte un uMque po-<'nt--6e.R.fe de J.

1.2. Point-selle en boucle fermée. Point-selle en bouclD ouverte.

Deux classes .impcr-t ont.e s de stratéEies peuvent être définies (les

concepts classiques seront ici légèrement modifiés pour s'adapter au cadro

équations aux dérivéf~s partielles).

Définition 1.3.: On appelle stréltégiD en boucle fermée dans L2 l o, T :E
i)

pour

le joueur i un élément Vi E U
i

tel que pour tout v
3- i

E U
J_ l

vérifiant:

(vi ,v
3- i

J est jouûble, on ait:

v
i(.,yl.:vi,v3_ iJ)

f:1_
2

l O, T; E
i

) , i = 1,2,

où ylt:vi,vJ_iJ est la solution de (1.1 J dans L
2[0,

T,V) engendrée par [vi,v
J_ 1

Définition 1.4.: Une stratégie en boucle ouverte pour 18 joueur j est une

stratégie en boucle fermRe dans L2(0, T;EiJ constante sur H :

On note U~ l'ensemble des stratégies en boucle ouvor-t.o pour le joueur I ,

i = 1,2, Dt on peut identifÏlJr U: et L
2lD,T;E

I
) , i ~ 1,2.

On dira que (u~ ,u;) est un point-sE!lle Fln tlOucle fGrméc dans

L2(0, T:E
1

J x L
2(0,

T;E:?.L u~ f r-e sp ectivement u;) est une strat,sEie en

boucle ferm6e dans L2(0, T:E
1

J (resp. dans L
2

(0, 1: [2) J et si (u~ ,u;) Rst un

point-selle d8 J contre toutes les stratégies jouables en boucle fermée

uarrs L
2(0,T;L

i
J , i = 1,2.



On pourra considérer la notion de point-selle en boucle fermée dans

~~oc~1~~oc~21qui se définit de la même manière que précédemment

en changeant L
2

en L~oc •

Finalement, on dira que [u~ ,u;) est un point-selle en boucle ouverte

si u~ (r-esp , u;) est un élément de L2(0, T:E
1)

(r-eap , L2(0, T:E
2))

et si

(u~ ,u;) est un point-selle de J contre toutes les stratégies en boucle ouverte.

6erkovitz [5J a établi le résultat de comparaison suivant dans un

cadre analogue :

LEMME 1.7.: -6i (u~,u;) v.,;t un poin.t-Mile en boude ouvvr;te de J , c'e-6.t

auMi un POin.t-Mil'-e en boude 6eJtmée de J daM L
2(0,T:C

1)
x L

2(O,T:E
2)

.

La réciproque est généralement fausse. Cependant, comme un couple de

stratégies jouables engendre une solution de (1.1) sur tout l'intervalle [0, Tl,
on établit facilement le :

LEMME 1.2.: Soil [U~,u;) un c.ouple. de -6t!ta;(:égie.-6 en boude 6eJtmée. daM

1.L(0, T:E
1)

x L
2[0,

T;E
2),

jouable.

Pou.!t que. (U~,u;) Mil un poin.t--6elle e.n boude. 6eJtmée. de J dans

L2(0,T:E
1)

x L
2(O,T;E.

2),
il 6aut ct il-6u.66il que:

r ; J (u~ ,v
2

) .2 J(u~ ,u;] .2 J [v 1 ,u;)

\ 0 ~ 0 :l(. b 01\j V
1

E: U
1

;t"-A- que (v
1,u2

) : [oua z.e.,

', \j V
2

E: u; ;tel que (u~,V2) : [ouaoi»;

1.3. Existence de point-selle en boucle ouverte en horizon fini (sans

contrainte)

Lemaire D2] a donné une condition pour laquelle les hypothèses du

théorème 1.1. sont vérifiées:

THEOREME 1.2.: Si : [H1l \J
1

> 0 ct \J 2 >C;;~ , où :

(1.9) G~ = cl1 2
2 2 .11 6

211
2

2 2
oo!(L [0, T:V);L [0, r.r n :;i(L [0, T;E

2);L
[0, T:V'))



aXoM il e.Wt:e. W'1 wùque. pO.ÙU:-.6e11.e. e.n bouc.le. ouve/u:« de. J c.alLadéWé pan.

le. .6Y.6t:è.me dt équaUOY!!.l VaIL..taUonl'1e11.u :

r-clrlu7. Vj 1 + b (u~, VI) LI (VI) = 0 \f VI E: L2 [0, T; El)

(1.10) ia2lu~ .vz) b*lu7 ,V2) Lz [vz) = 0 v vzc L2 [O. T;E z 1

, [uî. u~) E: L 2 [O. T; [1) X l.2 [O. T; f 2 1

OÙ l'on a pO!.lé :

(YlVI.V2) GjvI + c2 Vz + g

\ al (VI ,I;JI) = iT{[C[t1GjvI.CltlGlwjlF + [NI ( t l vj ,WI lEj }dt

[1.11) li :::::::: '."6T:::::::::::::::::, lF:::;:":::::::::'w,lFldt

Lj(Vj) = t[C[tJ~ ZcI' C(t)Gjv)lFd t

Lz(v21 = 6r(C[tJ~ Zd' CltlCzVZ)Fd t .

La condition [1.9) garantit la stricte concavité de J et la coercivité

Introduisons l'état adjoint p:

j
- *+ A*[.)p = C*(.Ji

F
([(.)y zdl

[1.121

lp[TJ = 0 , P E L?[D. T;V)

où y := y[uî ,u~) et if' est l'injection de f dans F'.

[1.121 aunu solution unique.

Le système (1.101 dev i cr t alors:

p.[1.t E [o.f]
[1.131

p.p.t E [0.-']



où : i
E"

est l' inj ection de E" dans Ek ' k ~ 1,2 ,

Alors si l'on pose:

{Ddt) ~

[1 .15) ~ 02 [t J ~ C:*:[ tJiF Cl t )

l g [tJ ~ C:*:I t ) iFz
d

ï t )

B~ [t)

en iilirnjnant [uî,u;) del'8tat [1.1) et do l'état adjoint [1.12), on obtient:

dy

j'dt + A[ .Jy + Dl [.)p ~ f

[1.16) \ - *+ A:*:[.)p D2 ( . ) y ~ g

\
ilu [DJ ~ s; , P [1 J ~ 0 , y, pEL 2 [0, T; V)

1.4.Existence de point-selle en boucle fermée en ilorizon fini dans

L2[D,T;El~2)[sanscontraint8).EquationdeRiccati.

BenSDussan 1)] a montré quo si :

[1.17J

ID, l L)L'''VlL_. ;n), If t E [0, T1, j~1 ,2,

If t € [D,T] , i ~ 1,2 .

dr: V dans ~I est compacte.

,If f € F.

[H2) 0l[t) ~ 0 If t € 0,1J
alors le couple [u~ ,U;J défini pùr :



:*: -1 -1:*:

i
u [t,yl ~ [~1 [Cl if' 6

1
[tl [P[tly + r-Lt ) J

11

[1.191

U; ï t , YJ ~ 1,,;1 l t J i~~ s; (t J LPï t 1y + dt 1 J

est Url point-selle en boucle Fermée dons LZ(D, T;E
1

1 x L
2CO,

T;E z], où P et r

sor t solutions respectivpmerl1, de :

J

Cd~~tl ln + P LtJMtJn + A:*:CtJPLtln + PCtlD
1

LtlPCtln ~ D
2[

t ln

~
A L ' ln E: LZ(O, T;HJ

Idnvérlflant:
C1./0l 1 CiL n c. WlD,Tl et %t + AL.ln E: L

2lD,T;Hl,

,el1orJ Pl. ln e WCO,Tl.

P[Tl - 1]

\![tl E:cZtH;Hl , P:*:Ltl ~ PLtl , Pltl 0 Id t F: ~, Tl .

dr :*: J L-

\

dt + A (.lr ; P.l.101[·Jr = P[.lf + g , t E: O,T

L1.211
r(T] = D , r c WLO,Tl .

L'équatiorl [1.201 est ùpp8lée équéltien de Riccati.

On ViJ voir dcms la suite que cette équation joue un rôle fundômental ecris

les problèmes de po Lnt i s e Ll e , Aussi bien en boucle ouverte qu'en tlOuc18 Fermée.



Ilème

2. L'EQUATION DE RICCATI ET LE POII~T-SELLE EN BDUCLE OUVERTE EN HORIZON FINI.

2.1. Présentation du résultat

THEOREME 2.1 : On !.>UppaJ.>e que :

{

a l t ; .•. ) donné pM 11.2) v.,t identique à a[ ... ) 'ri t E @,-o

(2.1) et done. Alt) A E~V;V') •

(1.5), (I.rl et (1.1T) ont lieu..

et que:

(Hf) VI > 0 , \)2 >Q5~ (donné pM 11. 91)

AC.oM il ewte un opéJLa:teU!L pit) et une 6onc.tion r MlutioYl/.> de. (1.20) et

(1.21) et le. point-J.>e.Ue. e.n bou.c.le. ouve.M:e. lu~,u;) de. J est: donné pM :

.; = B~ltl lPlt)ylt) + r Lt l l

[2.2) p s p , t E [o,i]
U;lt) = N;1 ltJi~~ B;[t) [P(t)y(tl + r Lt l l

où y ess: la. Mlution de (1. 16) •

Ce théorème est l'analogue du résultat du paragraphe 1.4, pour le point

selle en boucle ouverte.

Notons que l2.2) permet de définir (u~ ,u;) sous forme de point-selle en

boucle fermée par la formule (1.19). Ceci n'est pas étonnant au vu du Lemme 1.1

Cependant l'hypothèse (H2) n'implique pas en général que 0
1

Ct) ~ [1

'ri t E [0, TJ, et aucune théorie ne donne alors de résultat d'existence de pet)

solution de l'équation de Riccati (1.20).

La démonstration du théorème 2.1 se fait en trois parties:

I\u §2.2, on montre l'existence de P[tl et r et certaines de leurs

propriétés à l'aide d'estimations a priori tirées directement du système (1.16)

Au §2.3, on construit une suite lPm,r
m)

par la méthode de Galerkin,

approximant P et r dans des espaces de dimension finie où l'on sait que Pm

vérifie l'équation de Riccati.



Enfin, au §2.4, on termine, en passant à la limite lorsque m --+ 00 , la

démonstration du théorème 2.1.

Le corollaire 2.1 donne une synthèse des résultfltS.

2.2. L'opérateurPCtl Rt la fonction r

LEMME Z.I.: SOM ,t~ hljpothiL6 cs du théolLème Z. 1, ,te .61jJ.>tème :

r ~t + AqJ + °1 [.)1jJ = f

J t E: Js,l [ , 0.::. s < T

(2.3l, *+A*1jJ 02(.lcp=g

lcp(s) = h , 1jJ[ iJ = 0 , cp , ljJ E: L
2[s,

T;V)

admet Wle M-tu:tton un-i.que {cp,ljJ} , h étan-t donné daM H •

Démonstration: Considérons 18 système:

[2.4) f %t + AQ = f + °1 [.)v1 + 1:J2 [ · lv 2, t E: Js,T[ , 0.::. s < T

lcp[s) = he H, cp E: L
2Cs,T;VJ

et la fonction coût:

On introduit l'état adjoint tjJ par:

{

- ~ + A*ljJ = C*(.Ji [C(.]<j>
[2.5l dt 2f

(~( Tl = 0, 1jJ c L l s , T; v j,

où <j> = ljJ[u~ ,u;), avec [u~ ,u;) point-selle en boucle ouver t e de J:, l'

* :1:Alors on a :{U: Ct) = 6 1 [t)1jJ [t]

A p.p.t E: G,T]
u

2
[ t ) B;[t]1jJ (t)

d'où [2.3) cpr è s avoir' 6liminé CU~'u~) dans [7.4) ct [2.5).

li --+ W(s,1 ] x W(s, rJ •



Démonstration: Soit une suite {hn}nc IN de H v6rifiant : h
n

--+ h lorsque

t E Js,T[

Multipliant la deuxième équation par lJ!n et intégrant de s à T :

mais on a, {A[tJ ,t 2:. o} étant le semi-groupe rortement continu engendré por- A :

+ CT,t~~,TJ" D2[tJ Il Il Mt-Tl Il IID
1

h l ii {T1lJ!n[t1Idt

et corne Il []2[tl Il ..::. c , Il D
1

(t) Il ..::. c et Il Mt) Il < e
Àt

, If t E [o,r],

où c et c ' sont indépendantes de n et de s.

Donc 8nreportant [2.8l dans [2.7l:



et comme Ihnl :: c
1

V n E JI! puisque h
n

-->- h dans H fort, on o , c et c '

dés i g na nt des con s t ô ntes dive l'se s j~ ndép end a ntes des e t den :

On peut alors appliquer l'inégalité de Gronwùll :

Alors, en multipliant par <l>n et en :LntéErant entre s et T :

et, compte tenu de la décroissance de Le fonction e -2Àt , on a, Erâce èJ [2 .~J

(II cPnll 2 dt:: constante indépendante de s o t de n.

Compte tenu de (2.9J, on pou t extraire une sous-suite {cPlJ,l/Jp} de

L2(s, T;V) x L2(s, T;VJ telle; que:

{

<P p -» ~ dans L
2

( s , T ; V J faible
(2.11) ev 2

l/J
p

--> l/J dar s L l s , T;V] faible

et par continuité et linéarité ue 1\, 01 (t) et 02(t), on peut passer à 1<3

limite dans (2.6) :



{
*+ A~ + 0 1 ( • l~ = 0

"v S < t < T*+ A;:~ O;>(.l~ = 0

"v "v "v "v ;>
cP[sl = h , 1/![Tl = 0 , cP,1/! c L [s, T;Vl

Donc, la solution du système étant unique, ~ = cP, ~ = 1/! ce qui prouve Le

continuité faiblo de la per t Le linéaire de l'application h r->- {(j>,1/!} , d'où

le résultat.

COROLLAIRE 2.1 : L'application h t-->1/![s) eAt a6Mne cortUnue de Ci daM H.

rJémonstration : L'application h !-->- \f!(s) est composée de :

1
1

est affine continue de H dans W[s, Tl x W[s, Tl d'après le lemme 3.2.

1
2

est linéaire continue do W(s,T) x W(S, Tl dans H comme application trace.

COROLLAIRE 2.2 : L'application h ..- (~(s) 6'ê-c.W de man-LiUœ un-Lque :

ljJ(sl = fJ[slh + r[sl où. l'ls) c~(II;I~l , r Ls) c li.

LEMME 2.3 : Sod {y,p} 6Olution de (2.3) afOfU> :

[2.12) pltl = Pltly[tl + r(t] \J t c [O,TJ • où. Pltl e6t donné pM la

Jtègle 6u-LVante :

r* + AB + 01(')Y = 0

) dv ;:
(2.131 \ dt + A y U2 ( . 113 = 0

Blsl = h , y(T) = 0

ct:

(2.141 ylsl = P(SHl

ct où. r-Lt l l'At donné pM la Jtègle I.lu-LVaVlXe :

r~+An+[]1(·)t;=f

(2.15) ~ *+ A'J<t; l1/.1n = g

\nlsJ = 0, t;[ll = 0



e:t:

[2.16) r-Ls l = ses)

LEMME 'Z.4 : 011 a :

[2.17] P*[t) = P[t) , pet] ~ 0 'd t E [o,f]

C§monstration : De [/'.13), on tire:

Soit o l o r-s S tel que (B,y) soit solution de [2.131 pour SlsJ = h E ri . Alors:

o = {f [- %t(t) + A*y[t1 o2ltJS[t1 ,Slt) Id t =

et comme y(s] = P[slh et SCs) = h, on a :

et comme O;(t) = 02lt1 et o~rt) = 0 1 ft] If t E [0, TJ ' on a : P*[t1 Plt).

Pour prouver quo fOlt) ..:::. 0, il suffit de montrer que:

[2.19) lP(slh,h1 = Min Max :J:,T(v
1

, V
2)

= Max Min

v 1 ": v2 v1

\* + AS = B1[·)v1 + B2[.lv2 ' t c Js,T[

"lstS) = h

En effet, l'on suppose (2.19) un instant démontré, on i3 :

et, en fôisant ": = 0, on obtient:



~ IJ , \j he H puisque N
1

[ t ) > 0 •

MontrollS ClUI1C [7.19) :

Comme le ["loint-selle en boucle ouverte de J~. T existe et e s t unique grdce à

(H1). en dppliquant le théorème 1.2 et en i.ntroduisant l'état ùdjoint y :

le système (2.1J) d alors une solution unique et :

p.p. tE G.T]

~ (P( s l h , h) d'après C2.1ô 1. et le lemme est prouvé.

LEMME 2.5 : L' appUca..UoV! :

(2.22) t [--->- [1'fUh,hl eJ.,:t conUV!ue \j t, C [O.IJ ' \j h.h cH.

Démonstration: Considérorl5 une suite de réels posHifs {s)ilE IN telle quu

srI C[O,T[ li n E IN et ~::

rour tout n , on s e i L que le système:

[2.23)



aune solutinnlHlirllJu.

Alors, multipliant scaldirer~8nt leJ seconu8 équation de [;:' .23) par 1J!n ot

intégrant de sn à l , pu i s prucéuant de la mi\me façun qu'au Lemmu 2.:0:', on

[2.24) !1J!n(snJI ~ 0 , (111J!nI12dt ~ c ,

c étant une r-orrs t an t c imJépŒluante

Fn suivant tuujours la méthode du Lemme 2.2, posant:

(2.2'.>J (lI<PrJ 2dt~constante indépendante de n ,

On fait maintenant le ohangement de vo r t ab l r.:

et on puse:

Alors, d'après [2.24) et [7.25), on a:

Orl p8LJtdunc cxt re i r e o.mc sous-suite {<PIJIJ '1J!
IJIJ}

tclle que:

s s
et comme c/J

IJ
IJ et 1J!

IJIJ
vérifient le système:

r%r c/J IJ IT-sIJJrAc/JIJ

1

+ [T-sIJJ (A*1J!IlIJ

h,



ôvec : OYCTJ ~ O. (s + T(T-s JJ , i~1,7 ,
l 1]J ]J

II~]J 2[0,1 V'/_C'

c élant indéperldante de s]J .Alors par cuntinuitR [lt linéarité de A,

on p uu t p e s s e r co la limit8 lnrsque ]J tend lIers 1'00 , compte-tenu du f,lit que :

tend vers : (~s , (l-sJA;l(OJ + (~s , (T-sJu~(T)GJ lorsque]J tend vers 1'00 ,'de c V

dans iD' (]O,1 [l pur- exemple.

On a donc à la limite:

soit, pùr unic:ité de la solution :

t ~P[tHl, ce qui prouve (2.22J.

LEMME 2.6. :GV! a : IpltJhl .2 cl hl 'dh E H, 'dt c [9,TJ

Démonstration: On conn i riùrc comme précédemment le système:

(
~ + AijJ + 0 (.ll/! ~ 0
LJt 1

l *+ A;l(l/! O;;(.Jep ~ 0

l eplsJ ~ il , l/!ll JO, ep,1jJ E L2 (s, 1 ;Vl

En procédant de nouveau comme au t.orrrne 7.2, on onticnt l'inégalité:

Dt coume un a déjà vu quu lec; constùntes étaient indépendantes de s, on

peut appliquer l'inégalité dl'



11jJ(s] 1
2 ~ cl rl12

, d'où le rRsultat puisque 1jJ[s) ~ P("Jh .

On vamairltenant justifier le fait fjLlel'opérateurPvérifie l'éqllAtion

Bt qu e la f unct i o n l'vérifie:

%% + A*r + 1'0
1

1' ~ Pf + g t E Jo,1 [ dTJ

On utilise, comme Lions [13J ' la méthode Faedo-Galerklrl.

Z.O. La dimension finie

l'état approché d'ordre rn, par:

• d( ~dt Ym(v
1,vz],wjJ

+ a(Yrn(v
1,vZ],wjJ

~ rr + tJ
1

( · J v 1 + B2 ( · Jv 2 , wj )

(Z.7I1J ~ 1 ~ j ~ rn

ly
m

( 0 : v
1

, v
Z

J ~ Yc'Jm ~ (;imwi -> Yo Lians H fort quand rn --;. 00

La fonction coût Jrnest donnée par :

(Z.29J J
m(v 1

,v
Z)

~ 61
{ Il CCt]y

mCt;v 1
,vzJ zd(t) Il ~ + CN1 (t)v 1 (tJ ,vi (t) lEi

On r.hnr-cho Alors (u~,u~J puint-selle en boucle ouverte de J
m

:

m m Z 2((U
1

, lJ
Z

J EL (0,T;[1) xL (U,r;czl

(Z.30) ~ Jm(u~,v2J ~ Jm(LJ~,u~l < Jm(v1'u~)

i\,vv
1

E L
2(O,T;F

1],
'dv:!. C LZCO,T:[zl

Soue. l'hypothèse [Hi] : Vi > n et V
2

>i~~ , (7.30) admet une solution unique.

On Lnt.ruuu i t. l'Rtat adjoint Pm approché Li'ordre m :

[Z.31) ) ( + il*(Pm'WjJ ~ (oZ(')Ym + g,wjJ , 1 ~ j':::' m

lpm(TJ ~ U , Pm E L
7

(U,T;V
rn)

V
m

étant l'espace vectoriel tmgemJré par la base: (W
1'···

,l'ml .



et en éliminant u~ ct u~ dans l2.26), on obtient:

(

( + al:m,Wo) + CUi r , )Pm'w o1 - (f,w
O)

" 1 ~ j ~ m

(2.33) Î ( + a lPm,w j 1 (02(. )yIl1,W
J

1 - [g,w j )

lYm(Ol - Yom' Pm(Tl - 0 , Ym,Pm e L
2(o,T:V

m)

On peut alors énoncer le:

THEOREME Z. Z : SOM te/.> hypothè.6e/.> pltéc.éde.nte/.>, et.!Ji t 1Ln]e.c.:ti..on de v daM H

v.,t c.ompac..te., on a :

Y
m

--+ Y , Pm --+ P daM L2(0, r.v: ôolLt

u~ -ë- u
k

daM L
2(o,T;E

k)
6olLt, k ~ 1,2 ,

tOMqUe. m -+ DO •

Démonstration: On considère le système (2.33) entre s et T , 0 ~ s < T ,

dont la solution (Ym'P m) est donnée sous la forme:

On multiplie la sDconde C'quation dEJ (2.33) par TIim(t), on somme sur i

m et on Lr tùgr:e entre s et T pour obtenir:

Ipm(sl!2 + 20, fT 11 Pml12dt:5. 2 (lll D2(t)Ym(
t lll v' + Ilg(tlll v,: Il Pm(t111 dt +

+ 2À fT 1Pm(tJ 12dt .

On é(Ori t Y
m

il l'aide du semi-groupe Am approché d'ordre m :



ym[t) = Am[t-s)Y
om

+ [tAm(t-ŒJl-O'1 (Œ)Pm(Œ)+ f(Œ))dŒ, s ~ t ~ T

et donc, puisquo Il Am[t)11 ~ eH, 1ft ~ 0 , on a:

En reportant [2.35) dans (2.341,onobtient, après un rapide calcul:

toutes los constantes étant indépendantes de m et de s.

Et comme Yom -;- Yo dans Il fort, on a: IYoml
2
~ constante indépp.ndante de m et s.

Donc:

iPm[tJ 1
2

+ a {Til Pml1 2 dt ~ K1 + K2 {Tlpm[t) 1

2
dt

et l'inégalité de Gronwall donne:

donc, on particulier pour

[2.36) Ipm[O) 12
~ c , (II Pmll 2 dt ~ c .

En introduisant commo au t.errrne 2.2 : éPm(t)~ e-ÀtYm(t)

facilement quo:

donc, avec [2.3Gl, on peut extraire une sous-suite [Yll,Pll) telle que:

(y --;-) dans L
2

( O, T; \I ) faible
[2.38) ~ Il "v 2

l Pll -;- P dans L [D,T;\I) faible

et par 10 mêmo argument de linéarit8 et de continuité qUB précèdemmont, on

peut passer ii la limite dans (2.33] :

[2.39J

= Y
o

,p[T) 0, ),p c L2[O,T;\IJ

et compte tenu de l'unicitu de Id solution de [2.39), on ,9 : ) = y , p =



Donc, d'après C2.32), on a : u~ --> u
k

dans L
2CO,

T;E:
k)

faible, k ~ l,Z .

démontrer la convergence forte.

les opérateurs CCt), N
1

Ctl et N
2Ct)

étant notés, pour simplifier, C, N
1

NZ'

On sait, comme conséquence de la convergence de la méthode de Faaoo

Galerkin [Lions G3]J, que:

YmCV1,vz)~Y[V1'VZ) dansL
2CO,1;VJ

fort

Ym[u~'U2) ------+ y[u
1,uZ)

dans L
2CO,

T;V] faible

m...œ

Comme JCv 1,vZ
) est f a i b Lerrerrt s.c.L pour ": fixé, on a :

~ J CU
1

' u
2)

puisque u~ --> u
1

dans L
2[O,

T;E
1)

faible,

D'autre part, comme J[v
1,v2)

est faiblement s v c v s , à v
1

fixé,

u~ -> U
z

dans L2(0, T;E
2)

faible, on a :

donc on peut extraire une sous-suite telle que :

Mais comme la limite est indépendante de la sous-suite, c'est toute la suite



donc nécessairement

En procédant de la même façon, on a :

~ Jrn(u1'u~) ~ Jlu1,u21

et donc, nécessairement, lT[1\J2u;,u~)ot --+ lT[1\J
2

u
2

, U
2)dt

Alors, d'après l2.2ÔJ, on a, 'drn>O:

pu isquc Y
m

--+ y dans L
2(D,

T;VJ faill18 et u~ -+ u
1

et u; -+ u
2

dans L
2(O,

T;E
1)

c t L
2 [ O, T1E

2J
forts.

~{~IYm(TJ y(T) 1

2
+ lla ( Yrn- Y' Ym y Jd t } ~

~ ~{~IYm[TlI2 (YmlT),y(TJJ lT a l Ym y,yJdt lTa(y'Ym)cJt}

+ ~ {~IYm(T) 1

2
+ 6Ta(Yn'Ymldt}

~ 1 y(TJ 1

2 lTa(y,yJdt + ~ 1 y(T) 1

2
+ 6

T
a(y,y)dt



on obtient, pour rn suffisamment grand:

et d'après l'inégalité de Gronwall :

On procède de la même façon pour la convergence forte des Pm : d'après (3.36),

Lirn {~I Pm(OJ 12
+ lTa*[Pm'Pmldt} = lTl02(tly + g,pldt

m-+OO

on a, pour rn au f f Luerrmnrrt grand:

d'où la convergence forte. ce qui achève de prouver le théorème.



2.4. Fin de là dÂmonstration

Il reste à montre!' rI'une part que Pm vurifio une équatiun de Riccati

d'autre part, que l'on peut pac;s8r là limite pour avoir l'existence d'une

solution ciu [1.20), [1.21).

Comme la rlémonstration, classique dans 1" cas du cn-rt r-ôl e optimal,

s'ad'3pte entiRrement, on ronvoiu le lecteur ,~ [Lions [13J. Théorèmos 4.2 à

4.4, pages 11]0 à 165).

:1: -1 -1:1:
Enfin, comme{U

1
l t ) ~-N1 Ct) i

E1
8

1
[t)p[t)

p.p. t E [0, r]
u; l t ) N;1 ï t ) i;~ B; (t)p(t ]

et comme p I t ) ~ Pf t Ly Lt l + dt) , (2.2) o s t é Leb l i . ce qui achève la

démonstration.

On donn" maintenant une synthèse des n~sultats des chapitres 1 et 2

COROLLAIRE 2.7. : S.[ 12.7) a üeu U 1.>.[ l'rme quelconque. des hypothèl.>e.6

I.>tUvaYU:M Mt vé!tJ..b.[ée :

(111) V
1

> 0 U V
2
>G~

(HZ) 0
1

l t ) ~ (J'lit E [o,rJ

MNL6 il! ewte. un OpéILate.utl pet) ei: une 6onction r I.>Dlut--LoVl!.> de (7.20) ex

(7.27), et le. couple. (u
1,uZ

) déMn-L pan. :

En oiün«, 1.>.[ [H1) a üe.u, [~1 ,LJ::>] déb.[n-L paIL :

u
1

ï t ) ~ u
1

( t . Yï t ) ) , u
2

(t) ~ "z l t , Y( t l )

où y (t ] Mt donné paIL la ILé!'>olutioV! de. :



e.J.>:t un. po-in.:t--6e.Lte en. bouc.fe. ouveJLte. de. J.

On a donc, pour ce type de jeu différentiel, un procédé unique donnant

le point-selle en boucle fermée et en boucle ouverte. Cette propriété n'existe

plus forcément dans d'autres types de jeux différentiels à somme non nulle.

En particulier, en ce qui concerne l'équilibre de Nash pour des fonctionnelles

quadratiques, l'équation de Riccati donnant la solution en boucle ouverte

n'est pas la même que celle qui donne la solution en boucle fermée [Bensoussan

[3]),

On va maintenant étudier une équation équivalente à l'équation de

Riccati, appelée équation d' Isaacs-Bellman qui, au lieu de donner un opérateur

pet], donne la valeur du jeu:

V[s,h) ~ ~[P[s)h,h)

étant défini comme au lemme 2.1.



3. L'EQUATION 0' ISAACS - BELLMAN

On considère le cas f ; 0 et Zd ; 0 pour simplifier.

L'E'ltat est donné par:

dy _
(3.1) ~ dt + Ay ; Bi t , JV1 + Bz(' )v2

\.. y l s l ; h

et la ronction coût par:

[NZ(tlVZ(t'Y)'VZ[t'Y)]EZ}dt

On SB place dans le cadre du corollaire Z.i.

Posons: V[h,sJ : valeur du jeu pour la condition initiale ( s j h l

(3.3) V(h,sJ; ~

U
1

et U
z

é l.ar t les ensembles de stratE'lgiBs en boucle fermée dans l_2[IJ, T;E
1

J

et L2(0,T;c
Z

) pour les joueurs 1 et 2.

3.1.Lecas(H2):D1[t]~O ~.

Comme Bensoussan [2J ' on considère a priori le problème de minimum

où l'état est donné par:

( ;rt- + Ay ; n~I2(. Jv

(3.4 J ~

ly(s); h

et la fonction coût:

10 minimum étant cherché dans Lz(s, T;HJ .

L'existence du minimum et de l 'opérateut' P sont c)ssurés par la théorice

classique [Lions [13J)

On sait "lors que VU1,S] véririe l'équatiun d'Hamilton-Jacobi:



t~- (h,s) + :~~I H(h,~ (h,s),s,p) = 0 'If h sV, p.p. s C [O,fl

[3.6)

V[ll,Tl = 0

[3.7) H(h,p,s,p) = [

On a e I urs 18 théorémfc! :

THEOREME 3. 1.: SOM tu hypoth'M e--:l du c-oftoUaJ.!te 2. 1 avec- (HZJ, V(h• s Jdé6iYÙ e

pan. 13.3) ut conëinue de [J,fi x /-i dan-6 1R+, ~ et ~ exA.-6tent Il h E V ex

p.p. S s lo, r] ec V(h,s) véJUMe t'équation d'I-6aaC/.\-BeUman :

Démonstration: On va corupur e r :

Max Min Ilh,p,s,01,8
2)

= Mirl Max Ilh,p,S,8
1

, P.2) e t Mjn H(h,p,S,I3)

8
2131

13
1

8 2

[oume l(h,p,s,e
1

, 8
2]

= ([I::l~[S)P'R1) + ~ (N1(s)e1,81)} +

onvoitfiJcilemBllt que le point-selle surE
1xL?

de lest rRalisé pour:

At donc I[h,P,S,8~,0;) = ~ IIC[sJhll ~ [p,Ah) ~[lJ1 (s)p,p).



Or, un rapide calcul montre que:

l'lin H(h,p,s,el ~ Il C(s)hll ~ [p,Ah) i [[)1 [slp,p)
eEH

On a alors [3.8) en remplaçant dans (3.5) Min H(h ~ ,s,e) par
eEH

Reste à montrer qUI" VU-I,S) définie par [3.6) et [3.ô) vÉrifie [3.3). Pour

cela, il suffit de remarquer que

[P[s)h,hl LV[h,sl et que Pts) vôrifie [1.20),qu'il soit donné par

le problème de minimum ou par le problème de point-selle, et le théorème

est démontrô.

3.2.LecélS(1i1J:V1~2~~_

THEOREME 3.:2.: SOM .te/.> hypothè.6 eJ.> du c.O!LoilaitLe. :2. 1 ave.c. (H1 ] aV! a .ta

C.OV!C.fM-tOV! du théoltème- 3.1.

Démonstration: On a : V[h,s) ~ i (F)(slh,hl donc V est continue de [U,T] x H

dans m+ grâce aux lemmes 2.2 à 2.5 et ~[h,sl ~ i ~ p l s ) h

existent \1 h E V et p.p. s E [0, T] grâce au théorème 2.1. D'après l '6quation

de Riccati, on a \j h E V et pv p , E [D, T}

( ~[GJh,h) + 2[P[s)h,Ahl + (N~1 [sJ i~~

av av
Compte-tcmu des f o rrnu l e s donnant as et ah ' on a :



, av 0 . av - '1j 35[h,5J + r [n'ah"lh,s),s) ~ 0 \f h E V et p.p. s E Lp,T.I.

l l/Lh , Tl ~ 0 [puisque P[T] ~ 0)

On vérifie alors comme au paragraphe précédent que l'on a :

ce qui prouve le théorème.



IIIème

4. pomT-SELLE EN BOUCLE OUVERTE EN HORIZON INFINI

4.1. Hypothèses et notations

Le but de ce chapitre est l'étude du cas 1 = + CO pour des stratégies en

Dnfait 18s hypo t hùs e s suivantes;

V et H sont des Hilberts séparables réels, tels que VeH, avec

injectionconti.nuo, V dense dans H.

(4.1)
{

a[.,.) est une forme bilinéaire continue sur V x V telle que:

3a > 0 : alcjJ,cjJ) .:-:.ail <!JII 2 Id <P sV.

\ E
1

et E
2

sont des Ililberts réels s épor-ob l es

(4.2) 1 BiE;t'([j;H), i = 1,2.

~ f E L
2

[ O, CO ; H) , Yo s H •

On peut alors définir l'état y comme solution unique dans L
2(O,co;V)

pour tout couple (v
1,v2

) de L
2

[ O, OO ; E
1

) x L
2

( O, CO ; E
2

) , de l'équation ;

On considère la fonction coût:

F : Hilbert l'6el "éparable

(4.5)
C E·:;t'CH;r)

S:;{CCi;E:
i)

,N~ = Ni et] Vi > 0 tel que:

(NiVi,vi)C
i

Vi l' Vi Il ~i If Vi C [i' i = 1,2 .



En fi n o n pose :

4 . 2 . Thé orème O' lI>< i s t lIOCli .

THfORUlE 4.1. : Sou.6 lu. hljpothè~ u. (4 . 1) il 14. 6) «û:

tHf"" : v, > a . V 2 >~i . ""

pn :
;0(;0: '2 2

t
I Ul . U2 ] t: L 1O.o<>.E,il<l ( C. ..... 1:.2 )

( 4 .lJ al(u~ -v, ) . !;ltu ; .V ,} L, lv ,) aD

!lZl u; . 'o':z) + b;O:lu ~ . v , l LZlv Z}" 0

avec lM "ota.,tiQ~ :

Yl 'o', . 'o'ZI - G, 'o', • G, 'o'Z • ~

14. 6 1

", ['0' , , J ~ l1tN1V, , )E., • [CG,v , .CG1w, JF}c1 t

" ZI ...Z Z) .f,...( IN
2VZ 2 ) E:z ICG2v2 · CGZw7 ) F}o t

b l vr:'o', J . ~ (ICG2V7 . CG1V, l r etdtf b;O( tv 1 ·'o',,1

Démons t r a t i on : Puu r i1pplique r 1111 r êau I : e t de t.eeer ra [ ' 2J . 11 s uff i t de montrer

l 'e><istence d e G, .G
Z

. e t g ...é r if ian t:

( 4 . 9 1 y (v, ''o'
2
)· G,'o'1 • G

7'o'2
• l . où :

G
i

f.è{'1l 2 tD . "" 1 (1 ) I L2{ D , OO ~V)) • 1-' . Z • a t go E \oI{O . ...1 ,

t > 0

l a ' .7



Il suffit donc de montrer la continuité de G
i

de L_
2[0,00;E

iJ
dans L

2
[ 0 . 00; VJ.

Soit alors une suite {v~}n E N de L
2

[ 0 , CO ; Ei J vérifiant:

Posons y~ ; G
i
v~ . D' après [4.1 OJ on

[4.13J %t~ + I\Y~ ; 6iv~ • t > 0 , Y~[OJ ; u .

Montrons que ,Y~J dt est une intégrale convergente:

comme Y~ E W[O,coJ , on a , V T > 0 : ~IY~[TJ 12
;

Et comme Y~[TJ est continu en T et tend vers 0 lorsque T-+O:>, on a, pilr semi

continuité inférieure de la norme : O;~

De (4.14), on tire:

Et, d'après (4.12), on a:

Il y~11 L2 ( O, oo; VJ ~ con s t orrt a indépendante de n.

Un peut donc e x t r e Lre une sous-suite Yi qui converge faiblement vers zidans

L
2

[ O,oo; VJ comme 1\ et Bi sont lin6aires et continus, donc faiblement continus

on peut passer à lé] limite dans [4.13) :

Mais, comme la solution dB (4.15) est unique: zi; Giv
i,

ce qui prouve la

continuité faible et donc la continuité, Vi; 1,2, et le théorème est prouvé.

THEOREME 4.2.: SOLL6 le-é hypo-thiL6e-6 du -thé-onème 4.1, le !.>y!.>-tème :

(4.10J
J %t + Ay + D1P ; f

~ %t+ A;i(p - 02 Y - g

y(OJ =Yo

y.pc L
2

( O, oo; VJ



Il W1.~ ~OIt4t«"" ~u.e. IlV ,"-C :

01 " B1N~ ' 1 ~:6~ R2N; ' 1;:e ; . O2 L C ~ lFC e,t g " C"'i FZd

O~n~trl!t1on : n -ecrës ( 4 .n , (U~ 'lJ;) f15 t ceractéri l;é par :

Zrt l . G, v , 1 • (N,U~ . 1,11 If" }d t .. 0 " V, (; L2 10 ....
,
1:, )

L
d1.G 2v 2

) ( !Il2U ~ .V2 )E.21dt .. 0 v 1,12 c L2!O •• , E2 )

oû y .. y[ u~ . u; ) .

Introclu1sotl5 e l o n. 1 'état adjoinl P pa r :

( 4 . 18 ) - *.A"'p • C ~lF{ CY - zd ' .. 02 Y .. g t ~ 0 • P C l2( O. oo;V l

On s"'it IUons [ 131) Qu'un t el p e :d s t e et ee t l,In iquli . et vé r ifie :

lim Ip{tJl • 0 Donc :
t~

e t e n élimind"t IU~,U;} de l 'èt<'Jt e t de 1<1 . '6), on obtient [ 4 .16 1. c -cc le

résu ltat . cOlTCJ tll-tenu de l ' u nl c itA do lu~ . u;)

~. : On ne cecr pl u s a~1iQulil r bruta l eme'l t.. à pa r t i r du ~ystêlno:'

( 4 .16) . l e s majorat ions du ï eeee 2 .2 pui sque l ·intervalle ce temps. n'''~t pas

borné e t Que CIiI 6 milj o r lltlons dépendent de T . On do it donc. t r ouv or d · ...·,JtrOl !'>

méthode s cccr n:mtrer l 'okl11lenclil d 'unp solution de l 'écuelion de I:llcca~l

Avan t d 'aborde r c e sujet au chapitr e S . ecntr-cns Iv :



THEOREME 4.3. : Sous .e~ hljpa;the-6~ (4.1) à (4.6) e.-t Û :

(H2) D > 0
1 -

Démonstration : On 58 ramène au problème de minimum suivant :

Ce minimum existe et est unique d'après la théorie classique sur Le minimi

sationdes fonctionnelles convexes, et il vérifie:

2
V V E L (D,oo;H1 .

Soit l'état adjoint [posant y[u:':) = y) :

(4.21) - *+ A:':p ~ D2y + g

Alors (4.20) dovient :

(J(D~/2P + u:':,v1dt ~ 0 , V V E L2(O,OO;H1 ,

soit: u:': ~ - D~/2p • Alors dans [4.19) et (4.21) on obtient le système (4.161

Dt le théorème est démontré.



5. I::.QUATION DE RICCATI S1ATIDNNAIRE ET PDINT-3ELLI::. EN BOUCLE FERMEE EN

HORIZON I~IFINI

5.1. Introduction

On avu au chapitre 4, qu'il existait. cve c (H1.), un point-selle en

boucle ouverte sur l'intervalle [0,00[. On va maintenant chercher en déduire,

comme au chapitre 2, l'existence d'un opérateur l-' solution d'une équation de

On va montrer, sous l' hypothèse (H1 J, l'existence d'un tel opérateur 10

par passage à la limi.te lorsque l'horizon T tend vers l'infini.

Pour cela, on pourra utiliser deux types de méthodes:

• une méthode liée à la croissance des opérateurs PT en fonction de T ( § 5.7)

• une méthode plus générale, en l'absence de croissance, mais ne dormant des

rpsultatsde convergence que dans des espaces du type Lioc (§ 5.3).

Enfin, au § 5.4, on étudie le même problème avec l'hypothèse [H2). Les

résultats sont ici plus généraux, grâce à l'emploi des concepts de stabili

sabilité et de détectabilité.

Dans chaque paragraphe, on donne une interprétation des résultats sous

forme d'existence de point-selle en boucle fermée.

Enfin, pour illustrer ces résultats, on donne une série d'exemples,

envisageant aussi les limites de cette théorie.

On utilisera, dans ce qui suit, les notations suivantes [pour tout T > OJ:

. 6
s

, T est l'état dans l'intervalle ~,1J donné par:

lorsque s ~ 0 ou lorsqu'aucune ambigüité n'ost possible sur s , on écrit:

Bs,T = BT·

. J:,T est la fonctionnelle :



. u~' T et u~' T sont les composantes du point-sol le en boucle ouverte

sur [s,TJ.

Par lelomme2.4, on sait que:

(5.3J [PT(S)h,h) = ,u;,T)

où PT(s) ost solution dans l'intervalle [0, T] do l'équation de Riccati

(1.20).

• Si z est une fonction quelconque définie sur [S,TJ

prolongement par 0 sur C9,co[, en dehors do [s,T]

On est maintenant en mesure d'exposer les résultats.

5.2. Méthode de croissance

ev
,on note z son

On se place dans le cadre du chapitre 4 et on suppose, dans tout ce

paragraphe, que (H1 J a lieu:

On va étudier la croissance des opérateurs PTltl et montrer que cette

suite d'opérateurs a urie limite qui vérifio l'équation de Riccati stationnaire.

On commence par le :

LEMME 5.1. : Sail s 2. 0 eX .6OÙ-nt T1,T 2
teû que T

2
2. T

1
> s . On a MaM :

[5.4) [PT (sJh,h) 2. (PT (sJh,h) \J hE H.

Démonstratio~ : On note 2 (u~ ,u;J le point-selle en boucle ouverte de J:, T

T2larestrictionde U

1

l·

2
et r

11ui
i3 [s, T

1
J. i = 1,2. On note aussi:

Alors, d'après la définition du point-selle en boucle ouverte de

(5.5)



TZ T1 Z TZ T
Z

CS
T1

(r
T1

u1 ,u z 1 Il F + lN1rT1
u1 ,r

T1
u

1
1E

1

T
1

T
1

lNzu z ,u z lEZ}dt

par définition du point-selle en boucle

Comme, par ailleurs: lP T/slh,h1 ~

démontré.

le résultat est

Remarque 5.1.: La suite des valeurs VTls,h1 ~ ;lPTlslh,h1 est donc croissante

en 1, à het s fixés. Par suite, plus Iodurée du jeu est longue, plus le

jeu est favorable au joueur Z. Mais le résultat n'est pas général, comme on

le verra au § '0.3 . Il est c s sun t i e l Lernerrt dû ici à la linéarit6 du système

et à la positi.vité du terme: [III CST Il ~dt .

LEMME 5. Z.: u: e.wte un opéJtate.Uft P ünéaJ.Jt12., pof.,;;U6 ou nui., auto-adjoint

de 'oLe li; Hl, indépendant du tempf." véniMant pOUlt s <co Mxé :

P ~ lim PTlsl pOUlt l.a topologie. nonte. des OpéJtate.uM.
T->=

Q...émonstration : On rnorrt r-e d'abord que l'on peut trouver une constante c

indépendante de T et de t telle que:

Id T ~ U , Id t:2. T , Il PTltlllci:lH;Hl :2. c .

et comme on a (Théorème 4.1l : Ss,T ~ GZU~,T + Eh. où



+ (aD +1 J fT Il CEh Il ~dt (en utilisant le fait que :

2 ab 2 ~o a
2

+ a o b
2

,

choisi),

où aD est un réel strictement positif arbitrairement

III CEII~, co = Il CEII<>('(H1L2 ( O, co; F J ) •

Vérifions que III CElllo,co est incJépendant deT. Si l'on pose: Y
h

= Eh,

Y
h

est solution dB :%th + AY
h

= [] , yh(O) = h • Et donc. multipliant par

Y
h

et intégrant de [] à 1'00, on a:

III Cliii O,co 2

2i, et donc:

e L donc: IIPT(sJII.;tiH;HJ-<-c.



Alors, d'après 18 lemme 5.1, la famille {PT(s) 1 T ~ s } , d'opérat8urs

linéaires,positifs ou nuls, auto-adjoints de',;.('(H;H) ,est, pour s < 00 fixé,

uniformément bornée. On sait alors (Riesz-Nagy [21J) qu'il

existe un opérateur linéaire positif auto-ieo jo t r t de~[H;H) tel qU8 :

P[s) = lim PT[sl pour la topologie forte des opérateurs.
T-+oo
s<T

Reste il montrer que P(s) ost indépendant de s.

On vérifie aisément que:

Soiont alors s1 ~ 0 et ~ 0 fixés et 1
2

= T
1

s1 + s2 . Alors:

'd h Ë H. Donc: lim PT(tlh = P[OJhd~f Ph , 'd t ~ 0 , ce qui achève la
T-+oo

démonstration.

On étudie maintenant la convnr-g ence des stratégies optimales, de l'état

et do l'état adjoint 10rsqueT->-00.

THEOREME 5. J.:

(5.7J YT -->- Yoo ' P'T -->- Poo daYlJ.> L
2(O,00;VJ

bO!üt •

Démonstration: D'après le lemme 5.1. on a:

On peut donc trouver une constante c indépendantedeT telle que:



l5 ,9) lI ~ i l l 2 c c
L ( O, «I; l: , '

O' olu tra part . s i J 'on pes a ccrrrne h<5b l tcle ll ..men t :

on a (L_i re [12J J

fn eer-eicut ier • po ur v
2

• I.o ~ , il ...len t ;

où c, et C
2

na c écenceo t. pa s de T,

Donc , coeote tanu Ù8 (5 .9 ), on <!I :

( 5 .10J Il ~~II '1 ~ cons t ant e lndép8nddnto rie T
L IO . «I:E2 )

L' étol t es t <!Ilors do nné par:

En muHl~llo!lnt suë l e Ir-ereer rt pa r Y
T

e t en 11"1tégul nt (je 0 à r . nme t ten t. d" 5

rreof cu t e t Ion s us uell e s . on obtient:

.j 'op rès 15 .9) et (5 . 10 ) •



Soit :

1<;; . 11l jYjl TlI ~ c • II'; TlIl?W ....,VI ~ t: •

Ou /T',êmll . l 'ét~t «,joi nt est Clonné pa r :

Et . par 1<'1 mêroo méthod e qlJa p r-éc éceoment • on obtient :

On peu t donc t r ouver u ne s u ite ln te lle qua Tn-- quand n - e'; t e r re Que :

(

'~T;~Tn) - Lzsq I cene "'(O,. ,V,,' retbt e

CS.1 '! } ~ - ...~ denn L?IO . "' IV ·) f"lbl lil

<'}n -1 - 1 ." 2
" 1<. -- \0'1<.. NI<. I l:"Io..BkQ dflns L rO'''' IE k } r eiei e • k • 1. 2.

On peut; e t cre pas ser A la l f rnf t e dan., :

,
d YT '" '"

1
lit" . AY

T
• ° 1PT • Yr lTnl6lt-Tnl • f

n n n

dPT " '"" '"dt" • A PTn D?y rn• il

~rn( ()) - Yo '~<(T n )· 0

pou r oo t eni r- :

: Z • Yoo et q. Poo



Y
1

+ Yoo ' PT + Poo dans L 2(O,oo;VJ faible lorsque T+oo

Montrons maintenant les convergences fortes

avec les notations précédentes, que:

a1[;';~,u1-;';~l = a~[u~'U1-U~J a1(v,wJd<;fa~[v,wJ

b(;';;,u1-;';~l = bT(u~,u1-U~J b(v,wld~f boo(v,wl

a2(;';~,u2-;';~J = a~[u~,u2-U~l a2[v,wJd~f a;(v,wl

Montrons par exemple première égal i té :

t.:::. T

= 6T { [CC 1 u ~,CG1 [u 1 -u~ ) JF +

= a ~ [u~' u 1 - u ~ J

a1[u1-;'1~,u1-;Y~J a1(u1,u1-;'1~J a~(u~,u1-u~J

a 1 ( u 1 ' u 1 -;'1 ~ J = L 1 ( u 1 ;'; ~ J - b (u 2' u 1 -;y~ J

}dt

j o t

a
1
(u1-'èJ~, u1-'èJ~ ) + a

2
[u

2
-'èJ; ,u

2
-'èJ; ) = fOOt c~-zd' C (G

2u 2-G 1
U

1
1 ] dt

par continuité d e l'intégrale, lorsque T+oo, on a :



il yjp.n t

~~ ~ u
1

dans L2 ro .oo: E ,1 fort

~; .... li ] d"n~ L] I O.OO,E"2 ) fort

lI ~l · y ll L 2 10 .... : V J · Il ::;,Iu l -~~ l Gz ru]-~;)llL1(o . » : V)

Y
T

- Y de n s LZIO . OO 1VJ forL

Fino!l lQlllen l h{~T-P) • A " {~I- P) : ° 2[ ~r - Y )

Ip TIO;-p!Oll] · (l 1 1 ~r-p l l~2{0 . oo :vl ~ ~1I~ r -yl l ~7tD ''''I V)

PT ~ P ne n s L 2[O . ... : V l f ort. e t le th .:lo r 6 f'1li

dé montré

On t e r mi n e pe r- l e r é s ul t a t a t t e nc u

CP. Qu i

THEOREME---.i..:..!. : s cue Ü .s hlfpoth ~H'!' ( 4 . J: a (4 .6: et .'li

( Hl) \1 1 > 0 e t "a >G; ... a l ieu . a lo .u:

I l il exüte lilt opf.'t attu't P ...olut io" dltn '" .;t I HI H1 de l 'l! qua Uolt de

Ri c c ltt .i .st ationlt ai Jte :

t( P A ~ A ~ P • p n,P lh • OZ h
1'l . 1S)

p • • P • P ~ 0

et un e ~o nc t io l1 r (. vr o ... t • do n"lt de "'ani ~ -'t t unique pltlt :

( 5 . 161
• PD

1
r · P f + s . t

2: lt po.int· _Hlt e en bou c le c uve e z e de J en koltizon .in 6ùt.i. " oU

{ u ~ . u ; ) ut d ort ltl! pa l!. :

~ - 1 1 ~
} (.11 [ t)· N , -r 6 1 (t' y l t J + r it ) 1

[5 . '11 ~U ~ { t l . f't;1 1f.:: ;(PYlt J • rl tl)

où y ut l ' ul1ique .sol ut.io ll de :

}* . Ay ~ O,Py ~ f 01r

\y I OJ • Yo • y E L2(0 .oo:vJ

, , 0



3 ) te. c oupl e d e 6t"aa9Ü~ dé6·Ù1--l. pM

t
· 1 1 ",
u

1
r e • yl - )\,1 1 E , 6 1 [ Py • rt t I l

(<; .1 8) . - 1 1 ",

"c ' t v y l • "a 1E.
2
B]IP y • r i L) J

e4t un poI.n t -&elte en boucle 6e!l.mé€. da l1.6 L" (D , "" E, J L
2

( O . OO J E 2 J

d , J

p ou r 1 " t. c n c Lc g f e f o r te d e s o o à r-e t e u r e d e ;i(H Hl , li n c 00 •

O ' eu t r-e p e r t , g r a c e a u t hé o r è me 5 . 1, un salt q u e l e système

t
*+ Ay • 0 1 P • 0

-*. A "' p D
2

y : 0

( 0) • h , Y. D C L 2 ( O . '" V )

s o l u t i on u r1i GlUOI - . Al o rs . _c o mrnR ptt ) Py! t). ....t ~ 0

y e s t s o lu t i o n d e

%t . l A + O, f' IY· 0 • v t r n - h • Y c L
2(

O. ooJ V l

ê n es t donc a s su r é de r t e x r e t e n o e d ' u n sem ; - a - c v o « {/i pl t l 1 R. l

r o r t em e r. t c o nt i n u e ng e nct r- ë par A • o,P

[I) . 1 9 J v t t 1 .. !lpl t lh

Su pp oso ns un Ln s t e n t. d é mon tr é e l ' i o e n t i t é

[ 5 .2 0 ) (P tl . h l · ( {l D;>Y , Y ) + [O , P , p l} dt

F. n r e p o r t e n t ( 5 .19) d e n s [ 5 .;:>0 1 , o n o b t Le n t

e t en e p p ï t qu e n t I d p ro p o s i t i o n 4 . 3 ( i i i J do e e o s oo e s e n -ue r r ou r

Mi l ter I~J , o n l' q u e P e s t s o I u t Lo n d"

( A~ P • P A + P D
1

P l h 0Zh , I:Ih EV .

E t c omme o n ., Vu eu Le mme 5 . Z, q ue P E .:t'lH ,Hl • p • • 1-' , P':" 0

a [ S . 1 5)

Mon t r o n s donc l5 .201 .

'1/ T ':" 0 , on e (PTIOlh .hl. t;T {10 2 YT ' YTl • [ 0 1 P T , P T J} d t

'1<1 111 c o mme YT- y ,YT- Y , PT -P. PT -P dans L<' t O, "';Vl fo r t
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o n p e u t c e s s e r il j e limit e l o r s q u e T- .., LP. t e r-me d e d roi t e

v er a : ( '{{O zY ,Y ) • (0 1 P , p l } a t e t cel ...L d a g eu cha v er s ( Ph h l , et

o n d (~ . 20) •

Pour t a r-n Ln e r- l a dém o n s t r a t io n d u poin t 1 J . 1 1 f aut r-ro n t r e r-

r r ( c J • donc

Il PT ( c l Il;t(H: Hl Il ~ r Il ;i
l ( O . "' ; I-<J

~ c o n s t e n t e i n d é p e n d a nt e de T . COMp t e t e n u d u

t né c r ène '>.1 et a u Lemme 5 .:' On p au t d o n c e x t r-e j r- u u n e s uit e T
n

te l l e q ua Tn '" '"

L" ( O .<» ,H J f a itll'l .

,
Lo r s qu a 0_ 00 e t "r n -+ P lo rs q u e n-s ee • c e o s

Alor s p satl sfai t p ( tJ ~ P y l t J p l t 1 . ü o nc

~ Ay ° 1 P y f °1 0 ,
do I\ " P y D,Y , ,o.)I( p , 00 ô

dt dt

E.E. I A" P PA PD
1

P Oz)y A' P PD
1

P Pf g
p t

P e s t solut i o n (') ,15 J ,

op A'p PD , pdt

Co mmR . c r cu t r-c par t . p e s t do n n é p PC ( lemme 2 .3)

Ar] • 0
1
1. • f

A* t; 0;Zn ~ g

pt s) ((s] \1 s ~ 0

( 516) •

n(0 ) ~ 0

n . 1,; € W( O , "' )

W( O . "' ) . c a q u i

Le p o i nt 2) d é c o u l e cu f ., l t que u ~

JII; ' JE;: B;P
L8 po i n t 3 ) vi ent d u t n ê n r è me 1 1 1. 1 d e ê e n eou s s e n [2]



"' .3 Résulta ts dans o e s espaces Li a c "n L'ab s ence d a c;.rol""dnce

On p out en f<311 '- a p e s s e r- nvu t Lï Ls e r- I II Lemme 5 .' e t

eoeo t e r les th60rèmes .. . , et S .2 pou r ce"!o f o n c t i o n n e l l e s c'ur.

type plus g é('llh"l :

On SUPPO'-8 QU8 l 'éttllt Iy",,'}) est d o n n " oc rr'.",'1, " 6~V 1 8;"2
[') .21] *2 ' "2'1 2 " B~ V , 6;"2

y, ( 0 )
0

Y2{O)
0. " . "

~
f '" E L

2
( O , ooI HI • y~ c H. '" • 1. 2

6~ E ,i'tEidn , :1 • ' .2 , '" ~ 1. 2

t A" e , 1) ..?: o." Il z Il 2 Il Z EV , " ~ ' , 2

On cc s e r e po ur I d eu f te

où

f o n c t i o n n e l l e con s r o ë r-ëe e s t. l"o!Ilntena nt

[ S . '22 ) JI \I" v 2 ) · ({ IIC t ",lv",,'})II;, IIC'2Y2tv1 .v'2'11~2·

[N 1 v l ' v 1 1 E, 1~2\17 ,\1 2 ' E
2

}dt

{

r " HIlbert rée l sépdrabJe , " ~ '.2 .
C" E :t'I H : F ,, ) , " • 1. 2

N" e st d~ f tni comme e n {4 . 5). " • 1 . '2

[Jo pourrait prendre , s e n s r r e o changlilr O'lRsssntjaJ ~ ce Qu t su r t •

la scnc t r cnoe ï r e :

J{v 1 ,v 2 ' • (fil C1" '-ZO,ll~ , "C 2'1 2 · l. et}l ;?+lN 1V1 ,V1JE,-[N 2 V2, \l2J E2

a vec z d " E L
2tO

''"' lf ",) , " ~ 1 .2 . J'1<'1i5 , p o u r sJmplifi er le8

c alcul s rfé jil t r è e l o u rds , o n nil t r-e r t ar-e r c r q u e l e ce a 1 0 ",. 0 ,

",

r cnc t i eo de 1 , on ne p e u t p lus conclure su r la c r o i e s e oc a da

la ve r eo r (sI el le e x Ls t e J e u j e u

On nc n t r ë d'dbord Q,Hl 1 ... j8u ~.Jr [ 0 , 1) a u n ~ s ul u t Lo n 8n



boucle ouverte, puis on montre la convergence ues PT lorsque

pour arriver l'analogue du théorème 5.2.

Avant d'énoncer le r é s u Lt e t qui suit, on introduit les

THEOREME 5.3.: S~ l' hypothè-6 C-

r HI) , v 1 >~ ~ r v 2 > ~ ~

a l~e_u, aloIL-6 POUIL tout T > 0 [éve.ntuellement+ooj ~l e.x.Ls t;e: un

a~[v1,w1J = lT{(C1G~V1,C1G~w1J - [C2G~V1'CZG~W1) +

+ [N
1

v 1 ,w
1

) j d t

a~[v2,w2J ~ lT{[N2V2,w2J-[C1G;VZ,C1G;w2) +

+ [C2G~V 2' C2G~w2 J l u t

[5.25 J b T [v 2' v 1 J ll{ [C 1 G; v 2' C1 G~ v 1 J [C2G~V 2' C2G~V 1 J }ct

d ~f b:*:T [v l' v 2 J

L~(V1J ~ 6T{[C1G~V1,C1~1J (C2G~V1,C2~2)}dt

Li l V2 ) ~ 6T{lC2G~V2,c2'i2) (C1G~V2'C1~1J}dt



Remarque 5.2 : L' hypothèse (H1)' assure la stricte convexe

concavité

n'est pas positif. l' hypothèse sur V
1

est évidemment

restricti ve que dans le cas croissant [§ 5.2), alors que V
2

inchangé. Enfin, si C
2

=: 0, on retrouve bien l'hypothèse

(H1).

Démonstration : Il est clair que l'on a l'existence d'opérateurs

linéaires continus G~ de~(L2[0,00;E
i)

;L
2[0,00;V)),

i ~ 1,2 ,

k = 1,2 et de fonctions ~i de L2 [0,00; V) , i ~ 1,2 donnés

d k k

~
-t [ G v) + A,_[G v)
d l l "l l

G~V l (0) 0

k ~ 1,2

fi

1,2

tels que:

(5.26) 1,2

reportant (5.26) dans (5.22)

à u ~ u ~ a u se n s de Gât eaux :

dérivant par rapport

+ (N 1 u ~,V 1) + [C 1 G; U ~ , C1 G~ v 1) - [C 2 G~ u ; , C2 G~ v 1) + (C G1 v ,C ~ )



Donc une condition pour que t u ~, u; ) soit un point - s e Ll s

des conditions à vérifier. Supposons que ces conditions

soient réalisées, alors on obtient (5.24) avec les notations[5.2'J)

Il faut donc vérifier que la fonctionnelle 1
1

est convexe-concave

s.c.i. en v
1

en v
2

et que:

J
T

[ V
1

, v
2

) +00 Ij v
2

Il v111 +00

J T [ v 1 ' v 2) ~ -00 Ij v 1 .

Il v211 +00

En fait (Lemaire [12]), il suffit de vérifier
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s i "' 1 > G~ on au ra

pa r u n raisonne me nt e ne ï ogu s a u pr é cé de n t , on tro u v e

On i nt r o duit

Il C 1 1 1 '~I V
<>L. F

1)

c lass iq ue . on vér if 1 € q ue ( :'. 24 J d o n n '"



remp laçant (u~, u ~ ] par s e valeur dans (5.21) on obt ient

do ne, en po S an t y k ~ Yk Lu ~ ,u; ] , k = 1, 2 :

Y1(OJ -:1

*1 A~P1

*2 A;P2

[Y 1)
Y2

(1 )
0 1\2

y(OJ

o
c;l(c) ~ 0;
22

B~N~1i~~B~;l(

~ y 0 '

y et p vérifient



THEOREME 5.4.: SOU-6 le-6 nljpothè-6e-6 (5.21), [5.22) et -6i :

[Hl)' : v
1
>CO~. V z >G~' AlO!l.-6:

1) Le -6lj-6tème (5.28) a une unique -6olution {yT.PT},lIf EJo.ooI •

2) re exÙ;f:e un opéllateull PTlt) Eot'lHxH;HxH) • P;(t) PTlt).

Il t E [o. T]. Il T E ]o.oo[ • et vélli6iant :

(5.29) yTlt) = PT[t)BTlt) où {BT.Y
T}

e-6t la -6olution de (5.28)

poutr. f = 0, et :

PTlt) e-6t -6olution de l'équation de Riccati (1.20).

3) Le point--6elle en boucle ouvellte (u~ .u~) -6ull [o. TJ de J e.si;

donné pail :

p. p. t E [o. T1

où "r es : -6olution de :

(5.31) ) %fT + A:':r T + P Tl,)D 1r T = PT[·)f

l r [ T) = 0 • rTE L Z ( 0 • T ; V x V) l et %%TEL Z ro•T ; V ' x V ' ) ) •

et où Y
T

e.st: -6olution de :

• + AYT + D1P T[· ]Y T
(5.32)

Y
T

l 0) = y 0 • Y
T

E LZ (o. T; VxV) •

4) Le couple de -6tllatégie-6 déMnie-6 pM :

t
~ ~ t t . y ) = N~18~(PT[t)y + rT[t])

(5.33)

~ i[t. y) = N; 1 8; l PT ( t I Y + "r ( t ) )

e.-6t un point-!.Jelle. en bouc.le 6ellmée dan-6 L
ZCO.T;c

1)XL
2(O.T;E

Z]

de J,

Démonstration : C'est une adaptation des résu l tats antérieurs,

On é t u d t e maintenant la convergence lorsque T-+-oo.



LEMME 5.3.: Id T > 0 et Id s ~ T , on pe.u:t :tILOUVVl une Qon.6:tan:te c

indé.pendal1:te de T e.t: de s :tei-te que

Il PT [s) Ilèit(HxH;HxH) ~ c

Démonstration: On procède comme e u lemme 5.2 en remarquant que:

[5.34) [PT (s) .'1, .'1) ~ {' {[D
2

B
s

, T (D, u~' T J, 5
s

, T [O. u;' T))

[iIJ2U~ , T, u;' T J}dt

Bs,T est la solution

s' obt ient en rai sant u ~' T sy stème

précéd en t. Po sons Ss, T 5s , T (0, u~' T) • On a donc :

dans ('J.34), par similaire à celui du lemme 5.2,

prenant (a
o

> 0

G~
% > ~-G~ >

+ (a o + 1) Il C 1 E
1

h
1
Il ~ 1 } d t

orbi troirement choisi) :

0, on trouve:



THEOREME 5.5.: SOU-6 fe-6 hypo.thè-6e-6 (5.21),(5.22) e.t (HI)', i..f

e.xcs t:e: un opélta.te.ufl p c,:;t[HxH;HxH) i..ndépe.ndant du .te.mp-6,

vélti..Martt: :

p* ~ p , Ph

et :tOu:t s <+00

~.:: PTlsJh daM HxH Üai..b-fe POUIt t.o u; hcHxl1

De p-fU-6, on a

\

) T ..,. v: ' PT ..... Poo dan-6 L~oc(O,oo;VXV)

(;': ~ ,;y; J ..... l u~' u;) davis L ~ 0 c ( 0 ,00; E1) x L ~ 0 c ( 0 ,00; EL J

Démonstration Y
T

vérifie [pour f = 0) :

mul tipliant s c e Le Lr e ras n t par Y
T

et

t
' ~T + Ay = - D1PTl.JYTdt . T

(5.35J
yTlOJ = Yo

alors t
o

c ] 0, T [

t c JO, T [

intégrant de 0 t
o

lon note VxV = VL)

1 Y
T

(toJ IL+CI. 1; t
o

Il YT Il L 2 d t :5.- 1 il 1
2

+ c ILdt
V

grâce au lemme 5.3. [On continue à noter 1.1 la HxH) •

avec l' inégali té de Gronwall

i
Il YT Il 2 2:5.- cl t o J

L [0, t
o

; V )

(5.36J

iYTltoll 5:.- c(toJ •

plus, utilisant (5.LO), on

indépendante

PT(TJ = 0 , et donc:



On peut alors refaire les mêmes estimations pour t
o

..:::. T à

condi tion de prolonger Y
T

et PT par 0 en

On peut donc trouver une {Tn}nEO'J' telle que Tn-+ro

lorsque n-+ro et telle que If t o

-+ q dans L 2 [0, t
o;

v2 )

s n passant



convorgonce forte se montre exactement comme au théorème

,6 de remplacer l'intervalle] 0,"" l par [0, t
o]

•

a posé: Y"" = y, Poo = p, u
1

= u
1

u
2

= u
2

keste à montrer la convergence des p[ [t) •

Comme on a : PT l a ) = P
T

-
s

[0) If s < T , il passer à

limite pour I"J
1

(0).

[PT (0) h • h) = l T {(D
2Y T

( t L, Y T (t J) + (°
1

PT t t ) Y
T

r i i , PT (t J Y
T

t t l J}dt

l' ét at El ng en dré par (u ~ , u ~ ] ct h.

gT l t J = 1
to si t > 1.

0' après ce qui précède, on a : ~T ->- y dans W
l o c

lO,oo) o ù

ct ~r .. p dans W
l o c

(D,co) •

Or, comme If t
o

> 0, on a :

W( 0 , t 0) = {cp 1 cpsL 2 [ 0, t 0 ; V2 ] •Ms L2 ( 0 , t 0 ; V • 2 )} C C a ( [0 , t 0 J ; Ilx 1-[J

(Lions-Magenes [15J) , on a :

Y
r

->- y , ~1 ->- p uniformément sur tout compact de fR+ •

Alors on voit facilement que gr ( t ) ->- g ( t ) simplement lorsque T+oo,

avec g(tJ = (02y(t).y(tJJ+ [D
1P(t),p(t)).

D'ôutre part, c o rnrno on a: (Pr(O)h,hJ.:: clhl
2,

on peut

trouver une culte {T n} nElN [dépendant éventuellement de h )

que T -e- 00 lorsque n->-oo et: PT (OJh ->- q dans Hxh faible.



Alors com me {'il Tnl tl d t ~ (P1n (O lh .h l ~ cl hl2
• o n .!J . ce r le

Le mme d l' r e t cu

Mo ntron s l 'l nA g iJ l :lté a n v e r s e

60

l a con d i t i on r n i t i c r e è t a n t h

On vc i t s e c r i e n c nt • d 'a p r è s qui préc è d e , que

'0
E t comme [ P Tn (Dl n .h) 2 J T n {u " u z l.

T
n

_ T
n

2

( q . hl::.. l1m JT n ( u" u z ) ~ ~.:: 6 { II c';Tnll + (N 1u 1 , u 1 J

(N ZU : n.u:Il ) l ot

-({II Cy ll 2 +IN 1u1 ,u1J-(NZUZ ,uZ J}dt

- ({ l OZ Y l ll , yl l ))+[01 P(tJ .pltl)}dl

~tg[ t J d t

et d o n c l qih l ~ (°F, ( t ldt Co mm.. o i c r s i e l i mi te nl'! d â p e ri u

pa s d e ICI s u i t e c e t r-e t t e , c ' e s t t o u t e l a famille { P Tl Ol tl} r > o

Qu i c o n v er g e f o'liol e m~ n t

Pos o n s e i c r e G· Pn . On

d a m; Hx H r e i u t e , 50 :!t P y [ t l" p Lt L, Do nc

(P h . hl • ({(Dz yl t l.yl tI J + (O,P y lt LPyl l )) }dt



G1

[Ph, h J ~ ~~: {[Pl [[)) [h+h), h+h) [PT roi h , h J - [PT [0) h, h)}

~ lh,Ph) ~ ({ (D
2y[tl

,y[t) )+[D
1Py[t)

,Py[t)) }dt,ldh € HxH,

Idh c HxH, et P est complètement d è t e r rni n é dans .;t[llxH; HxH)

Oe plus, 18s p ro p r t é t é s de P découlent de c e Ll s s ce PTlOJ

pas sage à la l iml te. Donc : p:t: ~ P •

Enfin P indépendant du temps :

so i t 5< 00 et po 50 n sT' ~ T - s •

~ ~: (P T ( s ) h , hJ ~ ~ ~ :00 l PT' [ 0 J h , h) ~ [P h , fi), Idh ,fi e Il x H , d' 0 Ù

18 théorème.

THEOREME 5.6.: SOU-6 le.-6 hypo-thè-6 es ptLécéde.I1,te.-6,

1) P vétL--lMe. l' éq ua-t--lo11 de. R--lccaLi !.>-ta-t--lol1l1a--ltLe.

{

(A:t:P+PA+P01 P J h ~ D
2h

, Id h E: \J2

p € ~(HxH;HxH), p:t: ~ P ,

t
~ + A:t: r + PD r ~ Pf
dt 1

r E: W( 0 ,00) •

Z) Le. P0--lI1-t--6e.lle e.11 boucle. ouvetL-te. [u~,u;) de. J el1 h.on.c z ov:

--lI1MI1--l, e!.>-t dOMé patL :

u~(.) ~ N~1B~[py[.J+r[.)J,u;l.J ~ N;1 B;lPy[.J+rl.1J ,

où y e.st; la -6olu-t--lol1 daM L
2

l [) , 00 ; \J 2 1 de :

{
~ + [A+O Ply ~ f
dt 1

Y ( 0) ~ y 0 •

3) Le. couple de !.>-ttLatég--le.!.> dê.6--l11--l patL

:1Ct,yJ ~ -N~1B~lPy+r[t)) , :2[t,y) N~10~(py+r[tJ)

e.-6-t UI1 po--lI1-t-!.>e,LLe el1 boucLe. 6etLmée, dal1!.> L
2[O,00;E

1)XL

2(O,00;E
2

J

de J •
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u ëmc n e t r e t i on : CommtJ 1 6 s ys t ème

{

%f • Ay • 0 , ' • 0

*. A'*'p CZ V 0

v IOl

so lut io n uni qu o d e n s L 2 ( Q ,"" : V
2

) KL 2 ( Q' '''' l V
2

) e t que

p ~ P y • on a y dé fini

~ %f .. ( A .. D
1Pl

Y • 0

t v ( Ol : h

e s t u n i queme n t détermin é o e n e L2[O . oo:V :? ) e t o n e s s u r c de

l ' e x f e t e n c e ct ' un s e mL vg r o u p e f ort e men t co nti n u { Ap ( 1- ) 1 t c IR .}

e ngendré p e r A+0
1P

tel qu e

y ( t) ~ !I.
p

( t. ) h •

[P h . h } ; ( { I OzY 'y) • I 0 1D . p l }d t •

[ P h ,h l • ( ClO,; .. PD1
P ll\pC tl h . Ap ( tl h Jd t .

Donc . d t e p r-è s I d pr o p o s i t i o n 4 . 3 (111) d e eens oo s s e n- be r r o c.r

Mi l l e r [ 4J . o n s e t t q ue P véri fie 1 é cu e t Lcn de Ric cil t l s tation

n a 1 r e CA"P . PA • P 0
1

P l h • 0 2h • Il h e V2 •

fou t e l a suit e de la d émo n e t r-e t f o n s e f<'lit a l o rs c omme o u

t h é o r è me 5 . 'J..

Re m<Jr q u e 5 . 3 l o u s i e c r- é s u î t e t s d e COl c e r-ear-e cn e ont été ob t e n u e

en g r en du p e r-t t e g r â c e au fa i t q u e A est V
l

-e lliP t 1 q u e

( I\ w , w) ~ c]] vll 2 2 ' v w E v2 , œ > 0

V 7
C 'est cet te cond i ti o n q u ' e a e u r e l a L st <'lb l l itB d u s y s t " ", e (1 ..

sol ut i o n e s t d e n s l2 {O , '" ; V '" J J , e t

~ '" > ij~ ..::. Il c1<.G ~ _ 1<.Il a , 1<. • 1. 2

e f f e t. s 1 A ê t e Lt " coe rclf :3 " ..::. 0 et CI> 0 t el q ua

( Aw , wl '>" 1wl :? ..::. 0 Il -l l ~2 \J Wc V2 , on e c r-e t r



63

. 1<.. = 1 .7 .

ucnc • lo rsque T....oo. G~ n 'e s t pas. bo rné e t on o a v r-e t t

V
1

~ V
2

~ +'" p our r e mpl i r la c o nur t i cn [ 1l1I ' ; ce q u i est eb e u r-o e

Ce p endant, c o mmA G~ • ~ ~ L2 • n t e s L Pd!! l a ma l lleu r 9

c on s tante e s eu r-en t I d c c-rve x e e c o ocev t t é de J . o n po u t s e d e mander

5 1. c en s l e c a a A À- c o l<t"cif . o n d d es r é s u 1 t e t s analogues au"

p r-éc é o s nc s L e pro b lème

5 .4 . L ' h y p o t hèse CH;» 0 , ~ G , Dt \<l s t e c t ï i e o b t i r t ë

On s e c j e ce c e n s le ceo r e d u cne c i e r-e 4 . la s e u l e o r r r ë r er-ce

ét an t Qu e l 'o n s u p p o s e que A e s t x-c o e r-c t c

(5 .37) {3 À ~ 0 e t CI > 0 t s j s q uo ,

2 2
(Av , v ) + ,\ Iv1 .::. 0. 11vII • V v c V •

Notre but e s t ici d 'établ i r avec j ' h y p othè se ( H2) 0, ':::' C,

r é s u Lt e t e e ne t o g u e e 21 COu x d e s t hé o r è mes 5 .2 e t 5 .6 .

Av e n t d 'expos e r r e s r-ëeu i t. c t c • nou s d o n ner o n s q uelques

d éfinition s q ui n ou s s e r o n t u t i l e s da n s l a suite de cat t e par ti e

On s u p pos a qu e U e t F so n t de s Ht I b e r t e r é els e t qu e A

g t'i n é r ~ t e u r d' u n s .. ml - g r o u p e r c r- t ame n t con t r nu ce ns ;t. ( H;llI .

S o i e nt 0 E ~ ( U ; H J et C E ;;èl H; f) .

On c c n s Ld è r e e r o r s u n s y s t è me c o n t r-ô l é da ns l 2( O. "" :UI

l
~X + Ay • Bv

[ 5 ,38) d t

v Lü l • h

Déf init i o n 5 , 1 nn

l 2_ s e e o i e , ou que A

qu e le s emi-gr oup fl e nge ndr é pa r- A est

L2- !lt"' b l e . si e t s eul~m8n t 51 la s o l u ti o n

d e ( 5 .36 ) p o ur v .. 0 v é r if i e y t: L2 ( D. "" ; V ) • \1 Il S 11



Dé finitio n 5 . 7 : On d it que l e c o u u ï e l e , Al es t df te ct<:lb l e I l e t

s eu La me n t. s J J I<.. C ~( F , H l t e l qUI! A • Kt so i t L' s t etr Le

O~ f i "l tio n 5 . 3 : On dit qu e le COuP I II t A. Al e s t It <:lbllls.Jble si lit

18Ull1l!1~:mt si 3" C H, UJ t g1 Clue A • e,;. soi t L' s e e e i e

R em <l r q.~: Pour des s ys tè me s ce t e c c e o i e s • l a d é finition S . 3

est équi'o' cllent .. ~ la d éfinition de l e sto Dtll l1" b1 l1t é n tl " t l y .. ment

!...f. in t r o d u i te p e r- Bl! n5U U5 s a n - De lf ou r - Mttt e r [ 4] C 'list c e ClU"

mc n t r-e I II

fil (A.81 u t ~ tabaÜabl e ,

Iii: Vh c H. 3 Vo E L' I O . ... , UI l e l qu e (II Cy(yo'lI ; dt< . ...

où y lvol ut l a ~olut.i on de [5 . 3&1 poun: v - '0'0

Oé ",ons t rot lon 1'10ntron s :{i) h,pUQ uw (ill . Soit ';' c :i.I H,UI t e I

q u e A • BK t i' e t cb r e • Alo r s 10 :1 y Lv l e s t. la t l'd jectoi re

donnée p e r*.CA • BK) y • 0 y l O ) • h

*. Ay • 13'0'0 • y {O)~ h • on d lit ).

Mon t. ro n s ( 1 1 J :lmp!iqup. I iI , So it VoE L
2IO

. ... ' U ) t el q u l't

(y lv
o

) C L1
(Q .... , fJ

Pc e on e J(vl ( {II Cylv )11 ~ • Il vi i ~ld t. On a e r e r s

o ~ Mi n 'l .J( v) ~ (f I! Cy ( voll l ~ + 11 '0'011 ~ }d t
V C Llol; ( O. ... , UI

Ar c r s • e p c t t cc e n t 1 e ll t ne o r ème e '>.2 e t 5 . 3 de e en s ou s san-Oelf our -

ü t t t e r [41 on il L'e x t e t e nc e d' u n op ér-a t e u r P e. ;;t' I H , Hl vér i f iant



( PY u ' Yo) Mi n
z

( { II CYII: + Il vi i ~ } cjt , e t

v f.L l o c(O , «I; lJ )

p
lIi

.. P , P ? 0

IA "P • P A P OB"'P )h C"Ch I;J h c V .

Po s o n s e ï o r-s K ~ O"P L 'équ a t ion de Ricc ati s ' é cr it a t o r s

f. t d 'a p r è s z e u c z v j, ( Lemme 3 1 [ 25J .

A + 6 K es t L2 - st Clb l e , d 'Où (1)

( C , A l e s t dé tec ta bl e , or.

RemClr gue 5 . 5 S i A e s t x- c c e r o t r • ï c c o u p l e (LA ) e s t, oé t e c t ao i e

1:n e f f c t , en p r-e n ë n t K ~ À l , on Cl

dé f i nit ion d e la À- c oo r c i vt té .

Sl A e s t V- e l l ip tiq u e ,

e s t o e t.ec t e c ï e j 1 s u f f it d e p r e ndr a

ÀI e s t L2 - st.'lble

c " . Alo r s ,

c )lc ~ 0 , A + C.. C es t e nc o r e v v e t r r c t r n u e .

On e a t rae Ln t e n o n t en me s u r-e d e p r é s enter I t!s r-é s u Lt a t s

p c r-e I L è 1as il c e u x d e s ~ 5 . 2 e t 5 . 3 .

On c o ns i d è r e d on c l ' IH lI t c o n n a

(
~t + A y ~ 6 v + B v

[5 . ::19) d t 1 1 22

y( D) • Ye

e t la f o n c t i o n co û t

e v ee O
2

• r."c c f: ~ U1; F l

On ta a l or s , en p o s e n t co mme p r-é c é u emrne n t 0 1 · B1 N 1 1 B ~

T HEOREME L7 SOU.6 f.e~ hy put hèH. t. 15 .31 ) ,( 5 .391 ,(5 . 40 :

[ H2 j 0 1? 0

( 5 . 4 1 ) le c o upl e (C .A) et.t dU e ctab ü

( 5 . 4 2 ) te co up i e ( A .O ~ /? ) e ë z .6tab-UÜable

0 11 a. ze s It f .6ut t a t t. t. u i va n 1..6



es

' li t ~ {Ü t e P c .;tCH, Hl u n-iq u.e. &olu..U Ort de. :

p " .. p • P ?. 0

CA"P • PA • PD
1f'Jh

.. Dlh • V h C H

2 ) l e cou pl e. lu ~ . u ; J de lot!l aU gi e l> d/!6 i niu pail

u ; l)') .. N~ 1 B ~PY . u; r VI .. N; 1 B;f'V

u ,f u.n poi nt - H .l l e Ut bouc l e 5 0 1."' ée. da n.! L2(O . ... , E
1

1 )< L2 ro . ...1 ::
2

]

d . J

Otllf",onstratlon O 'aprè s 15 .41J et 1 5 .421 . 0 1'1 P"'ut IlIpp l lquer l e

tht1o rill l'l'll 1 d ll ldbclyl<. [2 ~J . au systèmfl

~ • Ay .. O~/2\1 y (O I

ave c la f o n c t i o n n e l h IIv!" ( '{ II Cy ll : • Ivl 2
} d o;

On., e ro r s Que l 'éQuat i on da a t c c e t t "l a é Or 1 Qu E'l

~ ( "''' P' PA· PD,f"ln ~ O2''' • "'0 t H

tp" .. l' • P ~

lldme t U"'II e c ï c t r cn u n iqu e v c r if l 11n t d e olus : A • D,P est L? s t e

b i o • II suf fit e ro r s d ' d ll pllqu e r l a t n éo r-èn e 111.1 dfl fle n s o ;. l;\s a T'

[2) po u r avc t r- 21

On se p r- e p o s e mllin t en<'lnt de t r o u v e r u n r6 sul t e t n e r e t ï è t e

t hé o r è me 5 .6 sous I II condition (HZ l : D, ?. 0 •

rt e i ne u r-eu e ewee t • c omme c e n e c e cas O
2

n 'a Po'JS un s t g n e

d /H 1n 1.on ne p e u t s e rame n e r è u n o r o o ï è ne Cl IlSB1Qu O' d o contr Ol e

o o t ame t

Oc

( 'i.43l t
'!J •
dt

y (Ul

le système

Ay • Bv

. ' 0
avec A ,,(A1 O) • A

1
et A

2
étll n t V -1l111p tlQ lJil9 d l;! c c n s t e n r e s

a A,
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. ~
8 • ( 2.,

(o n n ot e ra c o mme précédelRm en t V xV • ,,2 )

~ ("1 ] S UPPD Ii ~ lit r e c hoisi d an s L'1(O , "" E, " E
2)

POUf' <3 S1s. ...r er.,
à ( ';, . 4 3 ) ec i c t r en su r [0."'[ ,

,
' 0'1

0
• ( 2 ) E H " H

'0

(5 . 4 5 1

On p o se "' u s s 1 ,,,,- 1

0 0 0

(5 . 4 61

B~ N; 1 B~ , ~B;N ; 1B;"
0 , • ( B ~ N ~ 1 0 ~ ~ _ B ~ N ; 1 B ; .

B ~~ ; ' B ~ · - B~/o; 2 1 B ~ :t

B~ N;1 B~ 1l_ B ~ r-, 21 B~ ,,1

fin51p.ment 1<J fonctio n coû t e s t d on n é e o e r-

(5 . 4 7 1 J I" , ''' Z ) : {»'( Oz Y '1l • [N 1"1 ''',1l: 1 (N zvZ ' " Z) E
Z

} tl t

On" al or s IR r Asulta1. e u t v e o t , al 0 1 et O
2

s o n t, su f f ls e mmRn t

·pRt i t s "



THf ORUl f S .L : SOu.6 l u k!fpo l lr.l:~u ( L .IJ ) a [5 . 41: et 6 ,i :

1""1 : D, ::.. 0

66

Si de plu.&

Al o !l6 :

Il 3p E ~ Hx H: H " H l • p "., P • t el Que

t A"P • PA ~ P 0
1Pl

h • 02h '" h E v2

2 : Le. co u.pl". l u ~ .u ;J d e 6Otat f g i e-6 dl 6ùti pail

k " 1 .2

ut (HI poil1 l -&e Ue el'! boucle ~ e!l rnée da lt6

L2{O .<o> ; [ , Jx L1( O. <IO :f"J de J

Démo ns t r a t ion : On cco s r o ë r-e le sys tl!lmlll

et la f on c tl o n n el l a

c omme Y • Gv • g où

{
~ I G "' 1

( ';. .4 9 )
(Gv) { D I

A ( Gy ) {*.A g • 0

gtOI • 'w'o

De [5 . 4 9). t r r e • en mul t 1 P l il'l nt s c ... l " l re me n t par G... et

intAgr"n t d e 0 à 1 · ...

Il cv Il 2 2 2 2 .!.ill 0, 11 Il vII 2 2
L { O . "": V 1 CID <:e ( ,",x tl : Hx H I t. fO .-o ; H,, " 1

donc
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Or l~ f o n c ti on nel l e 1( ", 1 s' é cr it

cane . p o ur q u e 1 e o t t r. t rlctemen t c c n v e x .. IIIt .. ~ 1 · ... .

su f fi t q ue

(' !,Ii 0,11 li O,ll lll vII', > ' 11 vII',a
o

l (O ." ,H x H I l. (O .'"' I MltHl

où e p eu t êtr e ch oi si ar- u r t r-c t r ame n t a v e c e > a .

Donc . 11 suffit que a~ , Il D, II Il D,II .
Co mma c 'es t ce Qu 'on i!I IIll ppos é , I(v ) a t t e r e t son r:ll nl rr.u m

c elu i- cl e e t uniq ue d ,H IS L2 [ O .... ; HlIH l

Or le mIn I mum u vérl fl~

(1 ' l u i , ...1 • 0 " v r; L2 (0 . "" Hx H ) • e c i t , 11 1 l ' o n intro du it l 'état

a dj o i n t e t ac r ë e avo ir f at t un e a Lc u I Cl d5111ql,l8 d 'ln t é gr"tion

par p a rti e s

*. A"p • D
2

y • P l l' (O .(lOOIV
2J

D~ /2 p . Rll p or t a nt u d e n s (5 .411 1 . on voit qu e

le !Iystcme

solut.ion uniqu e

Alors . en u e c n u p L e n t , DO ec t t e n t q u e



:l p € ;;([HxH;HxH) , p* : P , vérifiant

[A*P + pA + PU
1

P) h : 02 h € V2

et le théorème e s t démontré en e p p Ltq u a n t le théorème ILL.1 de

Bensoussan [2J q u i mon t r e qu e t u ~,u~) est poi nt- se Ile en Doue l e

-fermée dans L 2 [0,00; E
1

) x L 2 [0,00) E
2)

de J •

'J. 5. Exemples et illustrations pour le chapi tre 5

Exemple 5.1 r.l un ouvert borné de !Rn , de frontière r

régu Li ù r e • = Hi [r.l) , H ~ L 2 (r.l) •

On p r e n dEi ~ E 2 ~ H et Bi E;;{[H; H) , i ~ 1, 2

Considérons le s y s t è rne variationnel :

n
où a (y, z J ~ f ~l \/y • \/ z d x [: i ~ 1

+ B
2

v
2

' z ) , Id z € V

dx)

fonctions hi

U
i

€ L 00[&"]). On supposera par exemple b
1

" 0 •

[5.501 é qu i v o u t

C,E; : a[y,y) + lyl 2 2. Il yll 2 , Id Y EV.

[5.511

{

%f
dY
3n1L:

y[OJ

o • z

Yo

+ b;,v;,;

~ ] 0 ,00 [ x r , n étant la normale à r
orientée vers l'extérieur.

Considérons la fonction coût

J(v
1

, V
Z)

~ ({ lyI2 + n11v112 - nzlvzlZ}dt .

Commo /1, n'est pas Hi (r.l) -ollipti que, on ne peut

Pour pouvoir appliquer le t r.é o r è rne 5.7, il

e p p I d u u n r-

que l1, -/1,) est d é t e c t o b I R ; or /1, + l étant V- ell ip tique,

on p o u t prendre K = l •
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Comme b 1 .; 0, on peut trouver un nombre S~ > 0, tel que

[b 1 (x) ) 2 2. S~ , 'd x E r.l . Su ppo so ns al 0 r s que :

! 1 b ~ Il Loo(r.l ]

[Cl

'ri v E L
2

( r.lJ :

[01v,vJ ~ ~/r.l(lJ1[XJJ2[V[X)J2dX ~/r.l(b2[X))2(V[X))2dX

s~ Il b~ Il
avec: y =­

n
1

Preno n salo rs K = ~ 0 ~ /2 alors facilement que

- 1':. + 0 ~ /2 K es t V - e Il i pt i que e t don c ( fi, 0 ~ /2 J e st st ab i lis ab le.

Comme de plus 0
1

est rI-ell iptique (et donc posi tif! J,

hypothèses du théorème 5.7 sont remplies avec n
2

vérif iant

condition (Cl.

Donc il existe url l'o~i~111l point-selle e n boucle fermée dans

(L
2 [ O , 00; H J J

2
donné par

u~[YJ ~b1PY, U;(yJ =

Pest l' u n I q u e solution dans ;;.([H; HJ

{

P I':. l':.P + fJ[.2.-b
2 - .2.-b 2 ) P

ni 1 n 2 2

p* = P , P

alors donné son noyau r'[x,E;J solution de l'équation

intégro-diffurentielle s t e t Lo n n c i r e de Riccati:

P<jJ = fr.lP(x,E; [E;JdE; , V<jJ ~[:2J, et:
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t
- ( ll. ~ · 1'1 J P f x , Ç ). fr/ ( " · 1; l l 1.....b~{(. J -1.....D; (!;l ) r ( t; , ~ ) d 1; ô (x -Cl

" )( 111 n 2

d a n a QXXfl ç

P( x , ~ ) ~ P ( !;, ;>;: ) e. Q , V E; E fi

fnP ( X' [, ) E: r . E; c (l,o u !i l x E n. E; E r

t: x e mp le ~ . 2 : 0 0 r ep rend l e même e xemple H~{nl

(5 . 50 1 é cu Lv o u t à

( 5 .5 2)
" • r , ] O.-[l

V-ell i p ti qu e .

• n , ] 0.- [

La f o n c t i o n c oû t. t 0 u j Ou r ~ do n n é e p e r-

J( v
1

, v
1

) = ( f 1y 12 + 1111v1 1 "'" n z lv;; 17}dt

üe o e ce c a s . 5 1 n 1 > 0 e t Oz > Il b; 1I "' enl • d ' a près l e t héor è me

5 .2 . le c o u pl e déf ini

un pc Lo t e c e ï j c en b o ucle fe rmée dan s IL"r O.œ : h l lZ d e J a v e c

P e c Iu t t c n d l'!

{ P. .P p (1.....b 1 1.....b 2 Jp" , n
2

2

p ' p p
~ 0

d o n n é poo n o y~ u P ( " . e,

1 2 1 2

{

( A " . ll.;,; ) f' (x .. E;)· ! nP { x. 1;1 (~D 1 t c l-o;b ;Z( <; ) jP [ ç .E; ld (.

nans Qx "c
P (x . E;J • p( e d .. \1 x E n . Vi;. E fi

P(x . E;J • 0 5 1 " E t' , E; E fi ou si x E n. ( E r .



73

On no te t a a me r-qu e 'i , 5) Qu e c o rmne l; es t V-elliptiqu e .

l !.· ll) u é t e c eeb r o et (-1l ,D 1 J s t eb i r r e ë o re • d o n c 'Il 0, ~ 0

r e tr ou v e l e même r-é s u Lt e t ,

ne [ 5 . 5 3 ) e st un iqu e .

E.xemple 5 .3

e n plus le f a it que P solut io n

L2'fll Hl: co mme à l ' e x errple 5 . ::

, 00

l
oy aij c L ra i ,

k.- 1 ,2

<3~ ( x) 2. Cli<. p . p

~ ù ~ . ( X J r; l ~ j 2. a. kl~ 12 10. 1<. > 0 ) "" 4 c Rn
a , J - 1 J

e t p . p xc n .

X E IL

Soi ent b ~ . b ~ . b~ . b~ qu a t re nom bres réels .

On considère e i o r e if! systè me

{ ~1
A,Y1 b ~ v 1 b~v2 ]'1 ( OJ

1 a'0 Y'lt

~2 AzY Z b~V 1 b ~ v 2 " 2 ( 0 )
2 a

dt " Yzi t

1, f on c t ion c o û t

J ( v
1

, v:t.) = (( ly, 12 1'1 21
2

+ n1 1v ,1 2 f1Z lv 2 1? }d t

o n sai t . g r-ë c e au t né o r ème 5 . 6 que

1 b~
- (

" 0

p

o ù P = ( 1 J ~ .;e.( H'dl )HxHJ p :O: . P

Q'" Pz
ë n p o s e nt



] 0, T [

P vérifie

\

A ;i:P + PA + d~P~ + d~[fJ1C);i: + ~IP1J + d~C)C);i: = r

A;' '. OA: : J;02 -t- J;OP 2 • d~ P1CO · d;P 1"2 " 0

A;P2 + P
2

AL' + d~P~ + d~[P;>W + Q;i:P2J + d~C);i:C) =

P est donné

(1'1(X,t;J

C);i:(x,t;l

omet l' é q u a t t o n intégro-différentielle de Riccati pour sa

présentation trop encombrante.

f~inalemRnt, on aura le même résultat si :

le théorème 5.ô .

Remarque 5.6: On peut se demander si la t h o o r t o d é v o Ln p p é e ici

englobe les jeux diff8rentiels avec contrôles frontière. en fait,

ce type de problème correspond au cas où Bi i;;l[ E
i

; Hl :

= H
1

(Q) et H = L2 (Q). L'état est donné par

résolution du problème de Neumann :

\

* + Ay = 0 dans C) = Q xJO,T[

*A IL: = b 1 V 1 + b 2 V 2 où L: -r x

y (0) - Yo E L 2 (Q)

b
i

E~(L2(L:);L2(L:J), i = 1,2

(AcjJ,l/J) = f (î a .. ~ ~ + aocjJl/J)dx
Q i=1 lJ dX i dX j



a .. c L
lJ

..::. ait; 1

2
V t;€ (f<n,

p v p , X t: (l

aD [x) ..::. a > 0 p. p. x cD.

Soit la fonction coût:

n
1

> 0 et n 2 > ~2 Il Cil 2 116111:;:> , où

que le systèmo :

%t + Acp ~

cpl a l ~ h , 1jJ [Tl ~ 0

a une sol u t ion uni que {CP, ljJ} € W[ S , T) x W[ s , T) , V 5 C [0, T [ .

Mais on ne p e u t c e p e n c o n t pas appliquer les maj orat ions a priori

chapi tro 2 pour prouver que peut découpler.

dû essentiellement au f e I t que :

Il'±' Il L 2 Cf) .:::. C 11jJ 1L 2((),) [voir par exempl8 j\Je~as [19J)

on ne peut pas avoir une majoratLon du type [2.8). D'autres

t s c h n Lc u e s semblent donc être n é c u s s e i r e s pour traiter ce

problème.



76

L ' égu a t 1 0 n ct ' J !l a d c ~ - B el 1 m <'l n stl'l tionn"l1 re

On v a d o nn e r i r éou i ve i e n t d e s t h ê o r-ême e 5 .2 . 5 .6 . 5 .7 et

5 . 8 pour l ' e x j s t e nce d 'u ne so l u t i o n II l ' é q u o t r o n d ' r e e e c e-œe i i me o

s t a t i onnai re

On co n s rrtè r-e le s vs t.àme :

(6 .11

e t I II fonc ti o n co ût

Bi ' C e t Ni • 1. = 1.2 • ay a nt l e s p r o p r ié t é s heb I t u e j j a s (4 .2 )

( 4 . 5 )

Do •

THEOREM E 6 . 1 Si. A ut À-co\?ll.ci 6, 6.( lH !.) :11 '2. 0 e.c ~i :

I C,A ) e6t dét ec tabl e, ( A . O~ 1 ee e 4ta b.<.iü able ; al o'U> i l e J/, ü t e

une 6oncti on LI E: C
1

( H: R. l v l!Jti6 i 'Htt t 'é quat .io n d 'l.6aac. <!I - Be.tlman

~ t a tio n n a i ll. €

l 6. 3 )
Mo!!x Min

8 2E E2 8 ,E E1
li h e V

1 6 . 4) I ( ll 'P' '' 1 ,8
2

) (D , B
1

8
1

+ 6
2

8 ;< Ah l +

~ { I I chll ~ + O' 1 c1 ,fl 1 l E, lN 2 9 2 , G2 ) E
2

} '

Dêmonstration Tl ~ uf flt d 'éc ri r e que V l h I ~ ;lP h .hl où P existe

g r-ê c a au r-i éo r- ème 5 .6 . et u t e c o t r cu e r I II même mé th o d e qu t e u

t n ëc r-ëme 3 .1 ,
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TtlEORBIE 6 . 1 : Si ,. u.l v - e ll i pt i que e l 40U4 t 'une. que l co nque

d u h!fpothl.6 u 4 ui van t u : (Hll 01 ~ 0

[1-111 v,:> 0 • V2 > G~

Olt a. ta C0I'1 Cl U.4ioYl du. th ~ o !r.l! me. 6 . 1 .

::.1 "." i fltl? n "' 'l t on s e place dans l e c eo r e d e s t ':I .J lit '5. 4

( Thé orè me 'J . 6 1. l' t1t ll t é t ant donné p e r-

j ~i . Ay • Sv

\y ( OI • "0

A e t B é t a n t d' f1I'l l50 co mme 15 .431 . t':l .44 ) e t l a fo nc tio n c c ü t

J ( v" v 2 ' • CO I[0 2 '1 , 'I l • ( N, v "v , JE, I N2 V2 ' V1 I EZ ) dt

0, et 0, ét ant d ~ f L n 1 s p a r- (':1 . 45 ). 15 . 4 6 1 . on e :

THeo REME 6 . 3 Si A 1!4t v "2 · el l i p t i qu e e t 40U4 l 'une q ue l c.o nq u l.

dee hy pothl&U 4 UÙ' lUtt t6 ;

( H1) ' V 1 > ~ 'V2> G;

4.l o H .il u ü t e u ne 6o/l.ct i o n V e C '{H>< H lf! ) v é!r.i ~ ia. n t ( 6 . 3 )

'fi h c v 2 • avec

llh .P.I!" t1z' ~ ( p . Se- Ah) • ~(l tlzn . n ) • IN,. , .B,JE , IN 28 2 .e 2 l€/.



"
I V è me PAR T 1 E

7 . SYS TE r'lES PASSIFS ~ LEM ME REEL POSITI F

n e n e c e c ha p1 t r-c , e r n s i qu e da n s l e s d RUX s u i v an t s, o n V4

~ ' s f fo r cer o a dAve la p pe r e t gé n éra l 150e r en d im e nsio n i nf in i e .

p our de s e s c e c e s d e Hil ber t eb s t r-e Le s , des r- ë s u t t a t s d e la

t h é o r t e d e s e v e t èœe e , e n v ue d 'a ppl i c a ti o n s a u x j e ux diffé ron t i e l é

t c nep r t r e s 10 e t 11) .

On v a s v r n t ë r e e e e r a ux s y s t è me s oe e e i r e e t c tie r c he r- à l e s

c a ro/lc t é r i s e r de man i è r e " a l g é b r i qu e" . c e q u i e t e v è r e r-e u t il e

p o u r l ' é t u d e dll l 'é qu ati o n de s t c c e t r •

Ava n t d t e x p n ë e r- les r é su l ta t s d émontr é s dans 14 suite .

pr éc i so n s le'! nc e e t i c n s e t n y po t n è s a s :

7 . 1 Not a tio n s

On se p r c c e d a ns 10 c e o r-e h e b t t ue I ct.. d e u x e s p e c e s de Hr Lo e r t

rée l s V e t H t el s Que V c H C V ' . l e s i nj ec t i o n s é t e n t continues

e t H é t e n t 5 ';' P /H eb r c .

On con s i d è r e un opé r a t e u r

t
A (. ;-;e{V IV ' j, ),-cOe rl.. l f :.3 o > a et ), ?- a t e l s q ue

l l .11

( Av ,v) • x111 12 ~ 0.11 v i i 2 , \! v ~ V ,

On s a i t al o rs q u e '" e s t gé n é r ate u r d ' u n s em J

f o r t e me n t c o n t i n u d e ne H, e~.f~d o m a i n e de Il, , O ( A ) , est éga l

.) V On p e u t d o n c c o n s i d é r e r A c o mme un o pé r a t e u r de V dans l'

( Li o n s [ 1 4J ). 011 notera comme précédemmen t {Alti! te F. } 10

se mi- g r o u pe fnrt.F!ment c o n t i n u engend ré p el' A ,

Soi t U u n l1il b e rt r ê e I des tiné ,J être l 'e n s e mb l e d e s

c o n tr Oles . On dé f i rdt
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t
El c :.lCH; U ) . C E:.:t ( H : U l M ( ;;tIU :Ul ;

[7 .2J M - M + i~1M ;/(iU • " u é tant l v f n j e c t d o n c a no n i q u e d e

U d a n s U '

cc n s i c èr-e le syst èm e e n t r-e e s e s c r t La s s u i v a n t

(J . 3)

• t > t a • ta > 0 d o nn é .

L ' e n t r é e e s t v s: U • l ' é t l"lt e s t JI e H ( c ' e st 1 état t ne t.e n t en é

On n c r-Le r e d US!! ! d ' é t a t pour y t L
2It

u
.T :V l. e t a t g t c ne t su r

~t o ' T]) . e t la 50 rt10 est z c U

7 .2 . a -p assivi t é et r êt r o -co mmdn d abili t é

On i n t r o d u i t IH!> d é f i n i ti on s suivantes

Dé f i n it i o n 7 .1 : Le système (7 .3) est dit pa5 si -f

s t , étant donn é T ..:: 0 t ë l Que y Lr I O. on il

et seulement

Dé f i n it ion 7 .2 So it 0 E ~ H : H) Le a v c t ème (l .3) est dit

p a s s i f r lil <'l t l vemen t Il D. ou O-pdssif .si et s eu lement s i , é tant

d o n n é T ..:: 0 t e I q ue y Lr J a O . on a

S i l 'o n Ln t e r-p r-ê t e les qua ntités M fI ;l(z .vludt "

"{T 2{ I OY, Y) + l z .vlu)dt " comme c e s é na r g i e s .. n t r-e n t le

s y s tèMe e ëc r r r p a r ( 7 . 3 1 , un a y s t èma oe e et e l r-e s p • D- p ll s s i f ) e e t

systè me Qui n e p e ut c ë c e r d e l ' é n e r g I a l o r s q u ' i l es t e u r e p o s,

s n c o r-c , q u I n e peu t eb e no o noe r s o n ë t e t a ' é cu r t t h r e (y r r l • 0)

e I - l ' e )(tér i e u r ~ lut c ëo .. de l' é n e r g t e

On va eu s e t u t iliser Id



Dé f in iti o n 7 .3 . S o it ta > O. L e s y s tè me [ ] . 3 ) es t d i t

r é tro- c o mma n d o!l bl e { e n l o i s i at s e u l e me n t s i Il Yo E H, ] . E [ O.to C

e t:::J ~ E L"( t.L o : UJ t e l s q u e ':; tr a ns fère l ' é t at } de

La r Élt l' o - c o mma n d a b 1 l i té di f f è r e d e l a c c n t r-c f c b r t t t é pa r l e

q ue l ' o n che r c h e u n t a mp s l n1 t Lë I e t n on u n t e mps fi n a l •

Lo r squ e l 'ét a t e s.t don n é oe r- un e équa tion d i fférentie lle

o r-c i n e r r-e , o u , p Lu s gé né rcl l p me nt , l ors que A e s t g é n ê re t e u r- d ' u n

g roupe fo r t e me nt con tinu dan s "' , Id r é t r o - c om ma n d l!lb l l ité équlv Cl,J';

à l a con t r-o r a o t t i t é

Un e c o nd i ti o n n é c .. s e e t r-e e t s u f f i s a n te Lie r-é t r-c e c cm me n o e o t j t

t é est donn € e p ë r- l a

PROPOS J~~, . Une. c.ondi .t.<' on n v.c.e Haù e e t -H. 66ü aYlte. pou 't

que. te. -!l!J-!lteme. (1 .3 1 -!loi t It.ét'l-O-t'o mma l'lda bl e. e. ~ t qu e.

3. -r C [ o .t o C e.t'( > 0 .ü .l -ô que. :

t
C ( t o , T ) • f 0 Al lo 5O l BB:l:A"' ( ta 50 ï o s ..:: yI

où C ( t o . T l h d~f{tO!l( t o · ~d 8 B :l:!I :l: [to s ) hd s , v n E 11

Dé mo ns t rati o n 5 1 l e sy st è me [ 7 . 3 J e s t r é t r o - c o mma n d flb le .

lIy o EH . } . e . [ O.t o C e t ':; C L
2

( T , t
d

l U l t e j e qu e '>1

~ ( tl • (fd t . !I J B~ ( s l d S •

yo : { tOAl lo slB";)'(sl d!\

Do n c r-e c e s s e a r eœ e n t l 'op é r at e ur l to tl ( t e s r a o s d e L2 [ 0 , t o ; U l

d e n s H . su r jec tif . ou . d a m<)niè re équiv al ente

Do nc . pa r c o n t i n u i té . on p e u t t r ouver T E [(J . t oC et '{ v iirjf1. an~ :

o < y c y tel s Qu e



t
C l t

o
" ) ~ .( ° Al t o 5)8B" h " ( l o s ld 'l ~ y I

t

a ëc i c r-oq u e e e o t , si C ( t
o

" ) ?.. v r • J ' o pé r a t e u r { ° hlt.o- sI Bd S

C l t o , D) ~ y I •

tt'l e f f et. s i le s y s t è ee ( 7 . 3) e st r Otro-c nmmandab le an t o > 0.
t

C ( t o. OI .. l ° At t o s1 6 B"'h "(to s J d 5

pou r a voi r l a r é t r o- command ab 1 11 t l!

01'1 e s t r-e r nt e nen t e n mesu r e d "noncer le r f lilul t at p ri ncipal

Qui e s t un e i An ll r a l 1s ", t 1 o n da ns d l=! 5 espace, d t! ..,jloer"t abstr a it s

du le mme cc c i i r r r ée l.

THEOREME 7 . J.: 0 11 ôu ppOH qu e lu hlJpothlH ô ( 7 , J 1 a 17.3 1 Oll t

l i e.u , que u .. H. qu e li el..t un Hd' be ll.t quelc.on que 11.0" pll.oduit

ôc.alai 1l.l' e t s a noHle ôVlO ltt tloH.!I ( , . l li et Il 1111 lte ôpediv r". etl t l.

qu e 0 e:~lH 1Hl , 0 ~ o .l on 110te 'ta 0 .. O+D'" ) et que le ô!/ô H rrl l.'

17 . 3) el.t !l.l tll.o -commal'ldabl e

Une co nditio l'l n ~ c el. ôaill e. ee l. u 66ü an t " po u.Jl que ( 7 . 3) ôai t

fJ-pa ôô i6 ut qu.' i..t ex.üte un t!l.i..pl et I I-'. L , W) d ~6.i1'l-< pM

(7 .4 )

\

p ,;;CI H, H] • p ' • p • p ~O

L e:à1 Hs Hl • (A " P + PA + D l h

W e::::c'(H I ffJ • M • Joi "'W

C • B ;OP • l;I" l d e n s ••,( ( H, H]

L " Lh • Y t1 e: V
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En outll"_. P , L et loi v ~Jtio-ü.nt l a Itel ation

\

<2{(O y .y) • ( l ,vlld t z (P y[ IJ , y[l ) ) ( PY o ' Yo )

17 . 5) +( Il l y + Wv ll ~ dt

\1 l ~ ta • \J v e l 2 Ct o ' r r tf I .

L ~ t'o rmul e ( 7 . 5) g ê n ê r-e L t s e p o u r d a s es p a c e s d e H r i c o r t ,

l 'i n ê g a li té de o s e e i o e e i c n L'to t c s t p e t t o n inequ e l i ty ~J 0..: 1 s ' e st

a v ér é e r ono erne o t e r e d a n s l ' é tude

d e l 'éq u ll t l o n de Ric c a ti ( Willem s [ 2 3] 1 et d e la th é o rie d e s

rés ea u x é l e ct r iq ue s p e s c j s a (An d e r s o n & e r o c x o t t [1 J ) . po ur l es

sys tèm e s lj n ë e t r-e s dé t e r mi n is te s e n d i m.. o -si o n f i n i e ,

de i t r ce n t r r t c e t i on e t de i e 1'8 <)1 1 5 1'1 [ 10 0 me r s c v t eone d 'un

pr o c e ssu s g e u e e r c n ( F au rr e [aJ . Ka lm an (9J J , p o u r l e c e s :l BS

proc e s s u s s t oc ne s e t q u e e =

d e ï t nyo e r e t e o Lt a e e de s s ystèmes li n é a i r e s Il c omma n de en

ncu c i e f e r mée n o n l t n ë s t r-e l v e k u oo v t c n [;;' 4J , Po pov [ 20J , Kalman

d l'! Id pos it i vi t é , d e Id e t.en t i i t ë • d u cc n t r-ô j a o p ti ma l

problèm e i nve r s e d ' un I:! c i e e s e d e e v s t c rns s n o n l in é a ir es U"o ~ lan

[17J , noy ï e n s And er s on [18J , t Le r-g e t. 8. Ge r main I 7] 1

On pe u t t n t.e r-p r-â t e r- l a formu le ( 7. 51 d e deu x ma n i ères

1 ) Sup pos o n s q u e Yo • O . La Quan t it é f : 2 {( Dy , y )~ (Z. 'V ) }d t qu i

e a t, a r e r s pos i tive par D p ",,, s 1 v l t é , p eu t ë t r-e .'I5s1",1 1 "' .. .3

c o c a r-La n c c d u p r-o c e e e u o g e u s e t a n c un t r- ë st a t i o n n a i r e z , l a

q u c n t f t é f :IL.Y ' wv l 2dt à Id c c c a r t a n c a du bruit bla n c

0 ,
l , et P e s t alors la c o v e r r e n c e d e ï v é t e t ma r Ko v Le n

M,
i dg nt ii ier y Cd S . P e s t e p p e Lé r ëe i r e e t i c n ma rk ov i e nn e

du p r-c c e a s u s Z l f-e u r r-e [ 6J J .



2) Si l'on reprend l' arla l ogi e entre f: 2 { [Dy,:,;1l + (z, v r l dt et

énergie entrante, on peut interpréter [Py (T), y [T) ) - (Py 0' y 0)

comme l' é ne rg je s toc ké e par le syst ème e nt re t 0 et ~l, et

f~11 Ly + Wvll ~dt comme l'énergie dissipée dans le même intervalle

de temps, La formule [7.5) traduit alors la conservation

l'énergie:

Energie entrante; Energi e stockée + Energie dissipée • [Moy l an 117\

Après avoir d o n n é au § 7.6 des caractérisations équivalentes

à (7.4) d'un système D-passif, en particulier dans le domaine

fréquontiel, un rao n cre au chapi tre 8 que l'ensemble R

vESrifiont (7.4) est convexe

Au chapitre 9, supposant

fortement continu,

élément maximal.

Les applications

chapitres 10 et 11,

élément minimal .

plus que A engendre un

que cet ensemble R a aussi un

étude seront données dans les

-on montre la connection entre les opérateurs P vESrifiant

[7.4) et le point- selle en boucle fermée d'un j eu différentiel

quadratique dans un cas non standard (°
2

:5.- 0) au

chapitre 10;

- on construit, au chapi tre 11, la fonction coût pour laquelle

couple donné d e stratégies est optimal (prob lème inverse).

E(;I cours de route, une condition nécessaire et

l'existence d'un point- selle en boucle fermée est démun trée.
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7 . 4 . Dé mon st rdt lo n d u lemme positi f r é e l: cond i tJ o n n é C'l i!lSëli r f!

P o u r d êmo nt r-e r- l e t n ê o r-è rne 7 .1 , o n a be s o i n d t é t eb t t r- plu

sieu r s r- é s u l t e t s L n t e r mérf L e Lr-e s

.!;;..f~. : Si (1 .3 ) ee e o- pa 6J.> '<'6. on a né c e.oo a.i !l.e. >J1 en l

FI ~ 0 et 3w r ;;(( H I H I tel qu.e. w"w • M .

Oém o nstl" a t i o n S u p p o sons . co ntra i re . l 'on p eu t;

S o i t ...l o r s l a fonc t io n I n Cl l

défi n ie s u r- [ T ."" [. \1 n c ~*

Vli rt f l o n s Que vn l t J d o;f v o . ln l t ) e s t. n t e n un élAmRnt d e

[ ro{' AlC -"B"od' a t [ r.T ;[
y nlt J

Iii (<1/ 'l fdt • ~ e ï Bv
0

c s , 1 t. ~ 'r

On " a ï o r s

f T(C 'I n , vnld t " n{ T +1/ n( {tCJ\l t s l Bv o d !o. vo l c t

Au s s i ,

1f' 2 IU Yn , 'Jnld t l • z o ] (+1 / n l ( 0 )\ ( t-s IBvods ,(A l t - s l BVo d s l d t l



I 1m { T2{ (Dy n ' y n ) + t c , n ' v n ) }dt ~ no··

Donc . co mpt e t e n u d e Id ü - jae e s Lv i t é

Mais . oe r n y po t n è a e (Mvo . v o l < 0 , c e q u i es t c c o t r ec i c t o i r-e ,

do nc Fi ~ 0 •

On s a i t e i o r e l 'o n p e u t t r-o uve r- W c ';{( H : ff) tel q u e

FI .. \oj"1• • ( E n o e r t r cc i i e r • o n pe u t p re n d r e H ~ H • W .. r:;1/ 2 . C

l e c ho i x q UE n o u s f ero n s d a n s l a s u t t el ;

LEMME 1. 2 . : Si l e 61/6H lfle 11 .3 1 e6 .t 'tét't o-co mmandabie . ze

c on .{llôl l1' :

u "(sl ~ 8 "t\ " ( t
o

S J({t ot\( t
o

IJJB B"f\ x [ t
o

a l dol 1 yo

.t lLa I16 ~he l ' éta .t de. y"(T ) • 0 a Y* ( l o l " Yo

Ve pltd

(7 .6) {t o 2 { (D y " . Y" l ( z " . u " ) j d t 2 pl Yo 12

~~ ü t e o r-ès l a p r-opo s r t t on 7 .1 . 3 T r [ c .loC at y > 0

t e La que
t

C [ta ' Tl • f 0 1\( t a s) BS :l:t\" ( ta s J o s .:: y I



L'état y* vérifi.e

Fina18ment, comme u* ne dépend des données, de L et de

est dB rn ê rns d e y* et de z*

o ù p ne dépend que de L 8C d e s données, d'où IR résultat.

LEMME 1.3.: Si te ~!f~.:tème [1.3) o.st: o-pafJfJi6 e..:t l1.é.:tl1.o-c.ommartdab,ce,

et. s L 0 ..::. 0 , art a :

(7.71 fTL'{(Oy,yl+(z,V)}dt

VCL
2

( t
o

, T ; Hl
o

éV8ntuellem8rltl

Démonstrati on : Par D-pdssivi tu,

+ (2{(Dy,Yl + (z,vJ}dt ~ U

'ri T ~ L, If v E L;7 (T, T ;H).

E 1.2[t
o

, T ; Hl

t
{ °2{ (oy*, Y*) + (z*, u* l j d t [Oy,y) + (z,vJidt > 0
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d " a p r-è ë l e l e mme 7 . 2 .

Do nc; { T 2 { ( OY ,Y ) '(z .v l}dt e s t b c r n é i nf é r i e ur e me nt

2 0

" V t: L ( t o ' T ; H ) • e t on fi

Ln f { ~ 2 {( U y . y ) ~ [ z.v l} d t .:: -p!Y
o

I2

v t: L 2
( t

o
, T I Hl

Comme d ' a u t r e pa rt o n

ln f (2 {( Ol/ ,lI 1 . [ Z .V)} dt ~

vct, 2 [ t
o

' T ; H )

(2{ ( OYl t . O l 'lI 1 t , O J] •

+ Ï z t t • 0 ) . 0 ) l ot

o ~ y e t , Dl e s t l ' ô t a t p o u r l e cont r ô l e tJ et z Ct . 0 ) 11'1 s o rt i e

ce même c on t rôl e Comme 0 ": O. o n a

ln f ( 2 { I Oll ,lI ) '[ Z . V) } d t 2 0

VE L
2

( t o · f l Hl

ü o n c , S J. l ' o n p o s e Ve y o ' ta ' TJ . I : f { : 2 { t uy , y ) + l z , v j}dt

on oblient ( 7 . 7 1. Com me Tes t a r ti i t r-e r r s e t q u e les bo rn e s de

[ 7 .7) ne d é p e n d en t P iJ5 de T . ( 7 . 11 a l i eu au s s i p o u r T " + 0> •

LEMM E 1.4 . ' Sc c .e l u hypo th èl>e.e p'l~ c.~ de n .t e& , 011 ct

lo f ( "Z{I Oy , y ) . ( L , vl} d t

VEL2 1 to . "' IH l 0

l i mV(y • t • Tl
r...."" 0 0

v li a t: H • V ta > 0

et V( Yo ) es t: ù1.d i!p e.ndant e de. " o ' Ve pl (.(~

3 P r ( l l E:<:><:t H; H l • P T ( t l " ; P 1 Ct l , P It tI .::. 0 • "1 t c [~ o. l]

e t {Pr l t l Y
t

, y t l V{Yt' t , Tl

r ne { 12f {Dy . y I ' l z . v I j rt t

v c t, 2 t t , 1 ; H l

'" t c [to ' TJ \1 Y t
• IJ r > 1..

0



es

En6in

3 P E:~( H I H ) • p :l: p . p ~ U , ,( e l que

(P yo ,Yo l V ( Yo ) ' \J 1'0 c H

Démonstration c omme on a

0 ..::. V( y o . t o. T l ..::. plYo l 2 • ta e t ',10 ~t<'lnt fix é s, l e s c o r-ne s

j r.o ë p e nu e n t e e c e T . p eut t ro uv er u n e suit e

{T n) nc fl tel le q ue r~ ':: r n

1
H m lnf fan 7 ( {D y . y] ' ( z , v J) d t

e xis te et e st fin i,

c ' e s t nê c e s s a f r ernent 1<'1 limj t e et

il d onc

Mai s co mme l e sy stème [7 . 31 e s t e u t c n cme ,

11r;) lnf C ? {( Oy , y)+[ z ,vl h Jt =

T -+oo VEL 2 ( t o . T:111 0

T+t 1 l a
l1 m lof [ 2 {(Oy .y)+(z ,vJ}dt

T.. .., vc t, 2 (t ., ' T tt, 1- t o : h) 1

V I 1' 0 ' t
1

. "' ) et V ( Yp ' t o , ooJ n e dépen d qu e d e 1'0 . n o

lof f: 7 {[ Oy ,y) .tZ .V)} d t • V ( Yo . t
o

• .,.,l .

vEL 2( tO .OO1HI

E n f i n . c omme VI Yo , t o . f l l' i n f t mu m d ' u n e r c n c t r c n na ï t a

q uac r e t t c ue • o n e rrtc ï i oe r r [1SJ l
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f PT( S )h ,hl V( n , s , T ) . Il n e H

a ~ V ( n, 5 , Tl .:: pl nl 2
•

Of' p l u s . on d PT (T)

F in" l em e n t . p our T • comme v r Yo J e s t :l nd é o e nc e n t e de
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) hy ( 8 ( t 1 J + ~ ~ ~ AY[ 8 ( t J )

l y (8 (1) J Y (1) ~ h •

Sv l t)

[7.6J

[

%ty (0 I t Ll • Ay (0 (tl) • ,- , Ay ce [t)) • Dy ( t .

_ T-T

Y (8 ïr J) ~
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(7.9]

dr: + AyltJ

y l 1 ] ~ h ,

Bv Lt )
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{

h ( Y l 8 l t ) ) - Y l t ) ) +A ( Y l 8 ( t ) ) - Y l t] ) ~ 1-~I\Yl8(tJl
T-1

Y[8 (1) ) y (r) ~ 0
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~ 1Y ( 8 [ o J 1- y [ 0] 12 +lX fro Il y [ 8 l t 1 J Y [ t J Il 2 dt.::. À f
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1 f
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0 [Ay [0 l t ) J, Y l8 l t J 1-y l t J 1dt 1
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1Y [ 8 l o )) y ( 0) 12 +2 lX f
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o Il y ( 8 ( t J ] - y [ t J Il 2 cl t .::. [2 À +1 ) f

1
0 1y l 8 [ t J 1 - y l t 112 L

+1~I?foll\y(O[t)JI2dt
r-T 1
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soi t , en supposant que, E: [", oJ où '0 < Test arbi trairement

choisi,et si l'on pose:

1y ( 0 ( 0 ) ) - y ( 0) 12 +2 ClJ
T

O Il y ( 0 ( t ) ] - y ( t ) Il 2 d t :5- (2 À +1 ) J
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O 1y ( 0 [ t J J - y ( t ]12 cl:

+ CI'-TI
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ly(o(o))-y(O) 12 :5- CIT-,1 2 e(2À+1)0 V 0 E: [',TJ.
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t c [T, 1J
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T
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J,T2{ (Dy l t J, y (t)) + l z (t), v [t J) l d t

J,T2{ (Dy (8 ( t ) ) , y (8 ( t ) ) ] + [~( 8 (t) J , v (t) )}d t +

+J,f {( 0 [y [0 (t)) -y (t)) • y(0 ï t ï ) +y ( t L) +2 ( z (o[ t ) ) - z [t), v (t J)}d 1

: I/:,I ::.. cI l ,-T 1 + 0
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3 1 r r r 1 Co l '-T 1 .
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suffi t de r e e c i o cer- u oe r sa v a leur cens ( 7 .101
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Caractérisations de la U-passlvité

On va maintenant donner d e u x autres caractérisations des

systèmes O-passifs qui nous serviront pour la suite: s'agi t

des conditions r o o t t u e Ll sma n t appelées, en théorie du contrôle,

l' Inégali té rna t r Ln.i e Ll e linéaire et la condition dans

f r é que n t i e 1 (c f. Wi 11 o ms [ 2 3], Broc Ke t t [ 6J, Mol i n a r i [1 6] ) .

THEOREME r. 2.: SOU.6 fe.6 hypothè.6 e.6 du théolLème t . 1, fe.6 tlLoù

a.6.6elLtion.6 .6uivante.6 .6ont équivafente.6 :

li) (T. 3) ef.>t o-pa.6.6i6

(ül]p E.;i'(H;H) , pX

matlLic.idfe finéailte:

A:':P+PA+O
I( r) ~ (

C-B:':P

P > 0 • VélL,L6iant f' inégafité

.::. 0

(-<.ii) (c.ond,Uion dan6 fe domaine nltéquentiefl

H ( ~ , sJ = B:': ( ; I + A:': ) -1 0 ( s I + A) -1 B+ C ( s I + A) -1 B + B:': ( ~ I + Ax ) -1 r:': +M .::. 0

liRes.::. 0 l Trns " 0 si Res = 0 ), 0D. s L2. c.ompfexe c.onjugué de

s E a: , et où fa pOf.>itivité e.st: pltif.>e au !.>en!.> du p!toduit !.>c.afa-f.lte

de H c.on!.>.Ldélté c.omme. H.Lfbe!tt c.ompfe.xe. •

Oémonstration : Montrons d'abord que (i) implique (ii ) .

Si (7.3) est O-passif, Il t
1
,t

2
vérifiant: ta ~ t

1
~ t

2
•

d'après (7.5) :

Ly+Wv Il ~dt

dy
dt



1 0 3

ü c nc , en c evc i cnoen t Lz s v ) :

eo t t

/?{ ((A " P+ P", +O jy ,y)+( (c :': P8Iv ,yJ+((C-e:fl:pl y .v) +('1v .v IJrlt ~ 0
t

C"- PB y y

l ( J , ( )JOt ~ 0

a lo rs r] E. H, E; E: H FIt f ai s on s v • Il , "J t E. [ t
1

, t
2

]

y ( t,) • t . On Il donc

y Lt I .. ,o\[t-t1 11;; + I
t
\ Art-slSndl;

y
( )

Po s ons a ï o r s

!t~ft [ t-s l Bd s J [ 1;)

n

o A "P +PA +O
)(

1 C-B " P

[ "" P B Al t-t J
)( 1

t t, t

I
t 1

3
( R l t ) r;J .( ~ »dt -Jt 12{fnt ) ( ~ l . [~ ) ldt - Jt/lR lt l ( ~J . ( ~) I dt ~ a

v t
o
~ t, .::. t 2 ~ t 3 • r.F1 Qui p rouve q u e t l-- ft~ FHs )ds es t



application non décroissante de [to,coI dans;;(lHxti; Hx l l l

dérivée presque partout posi tive :

r 0 A*P+PA+D
)(

r C-B*P

Mon t ro n- que [ii) implique (Iii)

r 0
( ) > 0
o r

qui prouve [ii) •

Soit s = o+jw , avec j = ,t::"1, un nombre complexe tel que 0 ~ 0 et

w -;. 0 si 0 = 0 • Comme A est su p p 0 s é À - co e r c if, 0 n sai t (L ion s 11 41 )

que pour 0 ~ O,w -;. 0 si 0 = 0, la résolvante [sl+A)-1existe et est

Ecrivons alors I (P) sous la forme suivante

(sl+A*) P+P [sI+A) +0 C*-PIJ 20P 0
[ )-() > 0
C-B*P 0 -

[sI+A) -1 B
En mul tipliant chaque terme à droi te par : [ )

gauche par [B* (sI+A*) -1 , Il on conserve l' inégali té et on

1-\(5,S) = B*lsI+A*)-10lsI+A)-11J + C(sI+A)-1 B + B*(sI+A*)-1 C* + M

~ 70B*[sI+A*)-1 p[sI+A)-1 B ~ 0 puisque 0 ~ 0, d'où (iii)

Finalement, montrons que [iii) implique [i J

donc s tel q u e Res ~ 0, Trn s f 0

Soient T et T tels que Y(T) = 0 et T ~ T ~ 0 ,

y correspondant à v est solution

%f + Ay Bv • Y[T) = 0 •

En p r o Lc n g e a n t v y par 0 en dehors de [T, rJ ' comme y e t

distributions tempérfies, leur transformée de Iu.r r t e r-

De même. en p ro Lo n g e a n t z ~ Cy + Mv par 0 en dehors de [T, T] •
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z (jw l ~ CyeJwl .. MvlJ wl • w 1 0

Al o r s . u ti l t e ent 1 >1 t r.é o r a m e d l-! P e r s e v e ï

2 11 f
r
Tz { tO y , y l . ( z , v l }dt -(':Z« O; (J w ) . ~ lj w ) , +t; (j w) . ~ ( j w ) ) }c1w

( ,.,œ{ I Ïl lj wI +Al -1 e ~ [J w l . r jwr .A l -1 B~ l j to I ) . 2 1 C (j ~) I+ A ) 1 EJ~ ( j w ) .~ ( j w ))

_.., (j w ) . \1 ( jw ) ' } dw

R€I'l~r q \J e En d i monsion f i n ie et pou r des s v e t è ee e r- é g f s p a r e e e

s qua t t o n s diff é re n t i e llQ'), o r d in a i res , Wil l em s [ 2 3] el mo n t ré que

l Lf l è ou t v eu t d (11 il fOl. q u o . lor s que M é t a i t i nv ersibl e lM '> Dl ,

ce s c e r-n Le r-a é t e i en t équ iv a l e n t s à l 'e xi s t e nco d 'un opé r ateur P

so lu t i o n de l t e q u e t f c n oe Ri cc ati e t g éb r t qu e

( 7 . 14 ) A" p .. P A .. 6 (C ~ B " P ) ",., - 1 rc-S " P ) • 0

Or c e f.:li t déc o u l e de l a D- pa s s i v i t é lo r s qu e ri i o v e r e t u r e •

p u t s q u t e Lo r s l a r-a j e t i o n C • W:O:L .. B"P s ' é c rit (po u r w~w"~rï1/2 J

- w"' · 1 (C-lj " P l et en c orem n e n t av e c A*P +PA+D : l :O::l

o b t i e n t (7 , 1 4 ].

ü e n e le m~me cadr e q ue Wll le l'l'; . n c i r ne r- r [16J a mon t ré Que

(1 ) é q u t v eu t 6 ( i l) .

ua o e l e cad re d u Id râ "l i s a tion ne r-x o c t e n n e , Fe u r r-e [aJ e

mon t r é que (il s qu i v a u t ~ [ 1 1 i ) pui s q ue H Le , s ) r e p r é s en t e "lors

spect re de Id cc v e r r e nc e d e l v é t e t Y

0 1' V<J ma i nt e n a nt s ' i nté re s s e r à l 'o rd r e s u r t r c n s e rro i e des

u p ê r-o t e u rs P v a r t r j e n t ( 1 . 4 ) .



f-ŒALISATION MINII"! fILE:

[\.1 . Réalisùtion minimale.

Défini tion 13.1.: On appelle réali s e t i o n du système C7. 3) l' opé

rateur P du triplet [P, l , W) vérifiant (7.4].

On a c o n u e r v é le terme de réalisation par analogie

réalisation markovienne dont on a parlé précédemment.

une. ltéalL6a;t.{on m.{n.{male. P min au -6e.n-6 -6u.{vant :

[Pminh, h ) 5:.- (Ph. h ) , 'J h E: H

POUIt t.ous:« ltéaLi-6a;t.{on P de. (7.3).

De. plu-6, P min «s : donné p an.

(8.1) lim
T~oo

;H) ft
T

o
2{(Dy,y)+(z,v)}dt •

Démonstration : Soient P
1

et P 2 réalisations de [7.3J. Alors

on peut trouver l1' W
1

et l2' W2 tels que (P i : Li' W
i

) vérifie r 7.4] ,

i; 1,2, et, d'après (7.')) :

(B.2) (Oy,y)+(z,v)}dt;(P1y(t2),y(t2)J-(P1y(t1),y(t1))+

t 2 2
+\-11 L1y+

w
1

v ll H
1

dt

c; (P L Y ( t 2) ,y ( t L))- (P 2 Y [t
1

) , Y ( t
1

) ) +

-: Il l2 y + W2 v Il ~ dt
1 -:2

: (P 1 Y 0 'Y o J;- ~~:

P8Ur. construire u ne ',Iii te mini[nisnl'tc

f
t
T

2{ (Dy, y) + l z, v)} dt
; H) 0

{L ,T} telle que:
n n nd~
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l 'éte t Lr e e p , l a e o r t j s I cc r r e s oo no eo t à u n • 1<J n C ~ .

Po s c na Vi l y l • {P i Y ' y J • 1 · 1 .2 e t

i ~ 1 . '1 .

!J ' a pr 8S ( 8 . :?1 po u r t o u t t 1 : ta

r
( e .31 V1 [ Yn frn ))- V1 (yo ) +Jtonli Y~ 1l ~1 dtO; V2 ( Yn I T n ) )- V'l l y o ) +

Or on ~

r
~: : { V1 [YnlT n)) V1 [Y o l + ft onll y~ll l ~1 d t}

tv, ( Yn l1"Jl / "11yn l! 2 d t }
" ta 1 H,

et. d " e p r-è s [ 8 . 3)

V
2

(Yo ) + lim{ V? (Y n ( Tn ] l +Jt

T
n Il Y ~ Il ~ dt}

n...'" 0 '1

e c i t

V
2

( Y
o

l -V
1

( Yol - lim{ V7( Yn(Tn)) +JtTnl l Y ~ I I ~ dt) ~ 0
n"''''' 0 2

ce c i a y e n t li eu po u r to u te r- ëe ï i s a t t cn Pz dEI 1 7 .3). donc P, = P rr. i

0 .2 . Con v ex ité d e l ' en s e mbl e des réa lisa ti o n s

On a III r e s u l ta t su pplé men taire s u r l 'sn!'l e mtlle R de s

r é a ~ 1 sa l i ons d e 17 . J I
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THEO~E~Œ 8 .2 . : Sou é tu hYPQ th ~~ u p!l~c~dUl.te<l , l 'e lu emble R ee e

Démo ns t rati o n Le fai t Que R o c t t b orné infé ri eu r e me nt déc ou le

du théor è me 6 . 1 q ue R es t co n v e x e .

Soient P1

v é r if ie nt (7 4 ) , e t 501 t À. r [O. 'J

( IX L1 J

11"): L
2

On CI P r- .;(:'[H ; H ) ~ 0

tt c n t r-o n s q u e {P . L . Wl vé rifie (7 .'1) :

Do n c (P ,L ,W ) vé ri fi a b j e n (7 .4) et P C R , d o n c R es t co nv e xe

De n s l e ch ëlp j t r a 5u1 ve n t , on va mo n tr e r Que R e s t

bo rné nu p è r Le u r-eme n t , ave c u ne n vcc enë e e s u pp Léme n t e J re
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9 . REAL ISATION '1 MII'IAl[

Dan s c e eneo t t r-e . o n f ait l ' hyp othè se suppl&lIIcn t al re :

\

A est gé né ra t eur I nf i n l té slmel d 'u n g r-ou p e { ACl l ! t .. 10
(9 .1)

t o r t eee n t c on tinu

On Il alors:

il u, .üte IHle. Il.llltÜa tioll. ",axùlale Pme"

'" h c H • Ilf P c R et

t
l 1 rn zI nf ! o ;l{ ( Oy , y ) .( .z, v } } rt t

r .. -= v c t (t . t:o J Hl T

Oémo n s trll tlo n : Il faut d'a b o r d vë e t r t s r qua P me " de f 1 n !

(9 . 21 Elst b ien u n é litm e nt d e Il . On pro c Ad e d B l e m ~ rr e men r è r-e

p ou r P "'ln : on e d' a b ord . pe r O-pa s s ivltfi

tels :::lU. y(TI " 0 • y" l tol • Yo

t t
Alo rs 2 I n f ' T °2 {(l)y ,y] · (z .v)}dt ~ f °2 { ( Oy '.y "j' (Z " . u " J1 d

ve t, Lr . t o l Hl T

:: plY a 12

e t cec i Il T .:: 0 ( Ta. oo éventuel l emen t ) . Cec i P TO UVIB c ooc

l 'éq u ivalent du lemme 1 .3 .

le l e mme 7 . '" . ' &d a p t& facl l ~ment .!l no t r e s i tu a t i o n e l o n e



3p t: ;;tlH;rl) , p" = rJ
, P':::' 0 tel que:

2 Inf
v c L ( r ,

[Dy,yl+[z,vl}dt

[Dy,yl+lz,v);dt

s'adapte aussi aisément et on en conclut que

t
2 lnf fT o2{ [Dy, y 1 + l z , v 1 [ d t

[T,to;Hl

:éfini t un opérateur PT ( t I différentiable presque partout dans

[T, t
o]

par rapport à t.

Pour ce qu i lemme 7.6, il faut remplacer [7.11)

[*T[t zlh,hl+2lPT[t zlh,Ah-BVl+lOh,h)+ZlCh,vl+l:YJV,V) > 0

l'état

compte

par

temps r é t r o g r e d e , l'état est donné

Sv [-t) t.2. t
o

démonstra tion du

qui s'adaptent alors jusqu'à

7.1, o ù l'on doi t vérifier que
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0 .::. VE l YO. t C . T I . flto2{(OYE: 'Yf:) .IC Y( 'M U ( ' U EJ}dt ·~!ltol u(. 12d t

~ flt02 {( DY ,Y I ' ( CY'''1 V ' V )}dt ' ~fTtu lv I 2d t • V v c L2( T , t
O

J Hl

te l que v t r-a ns rè r-e l 'é tll t d e vrr r · 0 a y (t
a)

""1
0

•

Do nc e n part ic u l i e r , 51 e ~ ,

t o "'" Jo: '1<:" t o " 20 .:: VE ( Yo , t c . T l .:: I
T

2{( Dy ."1 j· CCy +Mu . U J} d ltf
T

lu 1 d":

.:: o ' l "1
0

1
2

•

LI! fin de i e d 6mons t retlon e t e c ep t e a l o r s oe r r e i t emen r <"J

condition d e re mpl a c er - Vc ( Yo ) cro i t l or s que r; c é c r-o t t " pli'·

"v li: ("la) o é c r- o t t l o rsque E: cëcr-o r t :' .

Al or s P d éfi ni p e r- ( PY a ,Y
a)

• I n f

VE L7 ( . ", . t
o

: H l

y[ t o )- yo

vë r r fi e ( 7 . '1 ) et donc P c IL

Re a t e à mo n t rer que ce P l'Ist ma x im a l .

t;

!_ ""D7 { (1)"1 . y ) . l z s v I ) dt

Soient donc (P l ,L, . W, ) et (P
Z

,L
Z

' W
2)

v é r t r Le n t (7 . 4 1 .

On d . e v ec y [ T ) " 0 e t y{ t 1 • Y
t 0 0 t

{9 .3] (P,yo , yo ) t fT °11 L1y+ w1 'd l ~ 1 d t : I P 2 Y O ' Y o l <fT 011L 2 y <w" v ll ~/t

~! V C L 2 1 T , t 0 ; H )

On pe u t co n s t r ui r e un e su i te mf n Lmt s e n t e f Un 'l n } n d ',j tell e a ve

r
[ PtYo 'Y o) • ~ :: fT n02 {{ OYn 'Y nl < f Zn ' Un ) }d t

ne c t t ue i i e s .

Et comme

e v e c l [JS n o ta tions

t t

fT no Z{,l OYn· Yn J« Zn · Vn )} d t I P1 YO' Yo l . f' nO II L1 Yn< w1unl l ~1 dt



ü o n c , avec (9.3)

(P Y .v )~(PzY .v )+1im /011 LZY+WZu Il ~ dt > (PZYo'Y
o)1 0 0 0 0 n+ oo Ln - n Z -

donc P1 = P m&)I( .

On va maintenant montrer comment la passivi té .i n t c r v i n n t

les problèmes d e point-selle en horizon in fini .



1 0 . O-PASS I VlTr CT P OIN T- Se l lE

1 0 . 1 Pos:! tion d o p r o b l è mll

On , e tt le s hY D othg50P.~ s o i vantes

(1 0 . 1 J

On con s id ère l e fly stème :

[10 .2 1

{%t + Ay

l, . !'

O~ />;

.10 .3) l e s y s tèm ll ( 1 0 .Z) est !lo p p o s é r-é t r cv c umree n o e n t e

On d v u a u c n e p r t r-e <; que s i

A e e t. g ê n ê r e t e u r- c1' u n svmI-& r o up e ror temen t c ontinu :

C E ~( H ; F I , Oz a C " C e t. l e ecc cï e (C , A) e st c1ét ll c t a b l e .

0, ~ 0 et le c o u o ï e ( A, O~ / 2 ) e e t. stAt.oil1 s otll 1l1

l e pr o o t ëme d e min Imisat ion

l
M i n i ml s e r J[v) : 1; ([D zY 'Y) • I vl z }dt ne n s l 2 ( t o · "" H)

( P,I 0 d 1/2

s cu s la co n t r e t nt e : *.Ay ~ 0 1 v , Y1lol. Yo

Q un e u nique s ol u t i on 0 ~ D~ / Zpy . o ù l 'o pêretllur

P E ,r. ( H : H I • p '- .. P • P ~ 0 e s t solutIon de l 'êqul:ltion de

Ri ccati al&é brl qoe

(A " 1" • PA • PD, Pl h ~ 0 2 H • V h c V .

Il <:1 de plu s I d prO l,, "!lI té

" t • N;'e; !-'y , U
z

• N;1 e; p y ' t>t solu t io n du prob lèm e

2 2

\

l r o u v o r un P:1.nt-Slill 8 dene L ItO . · ' E, l xL ( t o . <», l 2 J

I Pzl H V, .v z ) · I
l o

{(Ozy ,Y)· P'II, v , .v, l E, [ ~ZV 2 , v z J e / C l sou s l Q

contra int . :* + lI y ~ e1 v l ' B Z V ? • y {tol .. 'i o
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le r-ê s u Lt a t q u e l 'on v e é t e b Lt r- ici , c o n cer n e le C.:JS Oz ::'" :;

c e e c cpc e é a c a l u I du c n e p Lt r e 5 . Comme on va u t Lf Lna r- les

so lutions négat ives d e l ' é qua tio n oe Rf c c a t L, d e s p rob l è me s d e

s t o n i ï t t.ë von t s e po s e r- Le r és u l t a t ser a do nc mo in s g é o é r-e j ,

1 0 . 2 . L 'ég uil t i o n de R i c c a t i. Salut l on~ né g a ti ves .

THEOREME 10. ~ : Sou..6 le t. hy po-tILi!H.6 110. 1 1 à 1 / 0 . 41 . le t. tJta ù

(i l 110 . 2 ) u t 07· pd U .i6

l iiJ 1l e J(ü -le au maù t -6 une 6of.u -tion P c ';:( ( H;H ) .P :':" P , P > 0 • de.

t ' i négal i t é ma-tll...tc.i e i ie Li nêai!l.e

A :l:P • PA + 02 PO~ 1 2

) 2. 0

u~ I2p

( i i. i.) 1 + O~ /2 ( s I . A :lI: I-1 D 2 ( S I' A l - l 0~ ! 2 ~ 0 \iRBS 2. O, I ms /O si a e s e u

Démons t rat io n c onsé q u e n c e im méd ia t e du théorème 7 .2

THEOREME 10 .2 S-i 0
1

?. 0 e t

1 • O~I2 ( s l + A " I -1Ô2(SI.AJ - 10~ /2 2. 0 \IRe s 2. O.I ms /D 51 ee c s o ,

a e J(i4 ü p t e! Que

(

p E ~I H; H ) • p '" -* p • P ::.. °
(I0.S1

(fI "'P + PA + p 0
1

P )I-, a 0 2 n , '" tl C

Dé rnon str a ti o n Comme Id condition (iiiJ c e ne le d om a ine f r é q u e n

t i el è q u Lv e u t à la ü -p e s e rv i t ë de (1 t,1. 2) . g r-ê c e a u l smm e c o e t c t r

réel . Il e x i s t e t r-Lp Le t ( O. l . W) v eri f i e n t

[ lA " • ' A °2 1h l "' L h V h , V

( 1 0 . 6 ) 0 '" -* Q , o ~ 0

w"" w • I 0 D~ 12 0 , ' L



donc W*L ~ o~ /21.) et 1_*L = L*W*WL ~ 00
10

•

reportant L*L la première (10. Ei), on obtient

\' (:*0 + OA 0010 + [];» h = 0

lo = 1.) , 0":::' 0

si l'on définit P

\
(:*: + PA + PD 1 P) Il = n2 h

P - P, r < 0,

d'où le résul tat.

10.3. ExistencCl de point-selle

l 'V Il E V

0,

THEOREME 10.3 : Sauf.> R.ef.> hypo.thèf.> es du .théolLème 10.2 e.t: s i., dl!

[10.7) \-i'1! f.>l!m-i-gILoupe {Ap(tljt E R4o} I!Vlgl!VldILé paIL A4oD1P es t:

t tlOIL.teme.Vl.t f.>.tabR.1! : hm 1 Ap [t) III ~ 0 'd h EH.
t--+-oo

AR..oltf., .tl! ŒOUp.t1! (u
1

, u
2

) dé Mrt~ palt :

u
1

~ - N;1 B;PY , u
2

~ N~1 B;PY

I!f.,.t Urt pO~rt.t-f.> I!.t.te I!rt bouŒR.e tleltmél! POUIt .ta tl0rtc;UortrteR..te

J (v
1

' v
2

) = f
t

OO

o
{( n

2
y , y J + (N

1
v

1
• v

1
] (N

2
V 2' v

2)
[ u t

l %t + fly ~ 8
1

vi + B
2

v
2

• y (t o ) ~ Y o

l(U
1,U 2

) E L21ClC(to,OO;L1)XL2]oc(to,OO;[2)

Uémonstrati on : Soi t ,~ mi n i rn.i ser I.e fonctionnell e

.i r v i ~ (0 {(D
2

Y , Y ) + Ivl 2
} d t .

Cilerchons le minimum sous

L'état du n y s t è rr c ost ù lors :



t
%t • lA + 0 , P l y • O~ 1 2..

[ 1 o . e 1

y 1t e) ~ y 0 •

" -f
t o

{ I 0 2 Y ' Y )

/ 1 {( IA'"'P
' 0

0 0 •

(P O, P y . yl 7[ P Y .O~ 12 ... 1

PA . P D, P )y , y l IPO, PY ,Y J

( I)u t s q u e P vér i fie (10 . 5 1 1,
ft ~ ( 2 { P Y , ( A D1 P l yJ 2(P y . O~l2w) . 1" 12

} d t

t 1 uy 2
f
t o

(- 2 I P Y' dt ) + 1 .. 1 } d t (pui sq u e y v é r-J f i e (1 0 .8 l )

Al o r s . c omme P": O. e t com me l im IApl t, l vo l· 0 • on a
t , -"""

ln f [ l1m ftt ' { ( Ozy , y ] +lv I 2 }d tl
t 1 ...."" 0

t

( P Yo ' J'o l +I : fC t ,l : :{ It : Iw l 2
d t

( P y ( t , ) , y (l , ) ) ) )

et don c l 'in f im u m e st r é alisé po u r w ~ O .

Utli lS iln l e ï o r s ee n s ou s e e n [ 2] . l e c o u p l e ( u" u
Z

] d fi f l l"i pnl'

U, ~ N;' B;Py . "a a N;' B; PY e s t u n o o i n t > se l le e n b o u c l e f e r-mti e

l ~o c ( t e 1 "' ; E, ) x Lioe [ t a . "" ; E? ) p e u r J ( v, • v 2) ' ce q ui PI'() UVt.l l e

t h é o rè me .
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Remcl r qu8 10 . 1 L 'i mp ort a n c e de la c e e e i vr rë r A ~ l c1 li1 c e e eo r t e ï i e

me n t da n s l e fai t Qu 'ell e a f f l r mfl l ' e x t ë t c n c e d 'u ne e c j u t t cn d e

l 'éq uation de a t c c e e r s t a tionna i re ( ou algéb ri q u e ) . Cett e

observa t ion sera It1 rge me nt e x c i o i t ëe dans la s u t t e .

Remarque 1 0 . 2 : La c a rac t ér i s at ion d e la propriété (1 0 . 7 1

semble pli .. aisée Evl d ClT'ment . 51 " e s t V- cl11 tp tlQue

'''y .y) ~ ail y Il 2 • v y cV .

11 suffit

(10 .9) a 11 111211 0,011 ~ E > 0 Il : injection o e V O!lns H I •

En effe t . si (10 .9 1 e s t v é r i f iés . o n a

so it : A • 0, P es t V-elli p ti que et le !ocmt-g rou pa Ap

l7 st ilb le . Cependa nt (10 . 9] n'a ,t Qu' une condition e c e s r s e n t e

binée sur III c c n na r s s e nc e de ll pli . et non c i r e c t e me n e ce i cu r eb re

fon c t ion d e s d on nées .

En particu l i e r . on p eu t se deman de r 5 1 . COrrlr.lS sn dll'lsnsioo

r t o t e ( 'oIllla m!'> (23]J. 1 1 e x t e t e u n s so l utio n de (1 0 .5 1 vë r r s t e n t

(10 .7) DiHl~ n o t r e Co!!5 . le p r ob l ème semble cuv e r t ,

10 . 4 . Exe mp l ,::

So i t 0 un ouve rt bo r n é d e [RN . d e fron tière r r él' u t i ë r-e

On pre nd V • H~( ~~t(~ I " L ?( Q) . L 'é t a t e s t do nné ce r

où 01 et b
2

so nt d es r ëe r s d c n nê a ( on fi p r i s : ~ I< • 0 1<1 • k-1 .2) .



,"
So iont ,

~ 0 ", > 0 e t ", > 0 trois réels .

Poson s D, 61 N, ", 1 N, ",'
0 , d,l c d, " "..? ," sup p o s é 0c;;- ", ~

La f on c t i o n c c ô t e s t d on n é e pa r :

J(""v2) , ('0 t_6 IyI2.n,II/,12_"2Iv21 2}dt

Pour app ï r c ce r- le théorème 10 .3 . Il rau t véri fie r

1 J que l e s ystème,* !> y .~v
(1 0 . 11 1 ~ 1

lz " i V

rétro·commen deb lll (po u r te suf f i s ammlln t petit e e pou r è, ) 0)

21 que (10 .111 lut 0Z- pas.if , o u d e fI'lenièr e ëcc t ve t e nt e •

J 'lnége l:lté e en s I f! d .. ee i n e fréquentiel IIst vé rifiée

110 . 1 2 J 1 6d,(Sr.f.l- 1( S I -A I" ' ~O • ~R e5 '::'O

3 ) q u ' I I ex i s t e . po u r 6 suff iS dmment pet i t . une 501u tion Po

} ' é Qu o!I t l o n d e Riccati t e Ll e que [ A' d 1 Po ' e n ge n d r e

g roupe s o r t e rnen t s t a b l e .

Dans ce CdS .

v é rif io ns le 1 J

sllre d 5 !lUr ' de } 's .. t s t e ne e d'un poInt-selle

.,
u" " n; F o y · où Po est donné par l e 31 .

Re mar Qu ons d' a b o r d Que le 1Ili1mi- g r o upe {Altllt E. " . } eQ t

fo rtement conti n u <'1 l ' or i g i n e e t qu e A(O) ~ 1 . On peu l donc

trouver un vct s t neg e [ O. r[ à l 'intérieu r du qu e l "Ctl est lnl/6rsibl,

û:)"c . si t
o

E J o . nE et 5 1 r E [O .to [ ' A-
1

( t a ) e x t e t •• e s t cc nt t nu

el l ' 8 )(p rAsslon



f\-1(t
O

) Y o

o Lo r s u:': (s) = --2-f\( 5 1 il,

~

transfert de Y[Tl = 1] à:

clair que u* réalise

= Y
o

' d'où la rétro-commandabilité.

Pour le numéro 2). montrons que

[11],13) d < __1_

1 - 0 Il i Il ~[V;Hl
i est l' inj ection de V dans H.

(11].12J a lieu:

on sait que Il [SI-lll-
111;Z(H,\J].2.

Il ill~[V;H1 . En effet,

1 [sI-ll1u = f dans ri

\ul f = 0

vérifie: Il ul1
2

Il [SI-lll-
1fll

Z.2. Ir] Il ill Il ull '

soit : Il (sI-lll -1 Il .2. Il i Il ' '" Res 2. 0

Donc.sid1.2.~·ona:Od11IiI12IvIZ.2.lvI2'\lVEH,

ou encore : od 1 Il [sI-6) -1 v Il 2 .2. 1 v 1
2

, '" v EH. V Res 2. 0 ,

soit: Od
1(SI-lIl-

1(SI-II)-1.2. 1, ce qui prouve (11].121.

. Voyons maintenant

bilité, on sait par

31. 0' après (1 0.1 3) et la rétro- commanda

théorème 10.2 qu'il



12 o

v h E V

On v o lt f i'lc i l o me n l Que 6 1 6 • O. p • a EI!>l un e s o l u t i o n

Ild ml As l b l e et . comme l 'o p éra teu r - fJ. e ngen d re u n '! Iilffll - g ro u p e

L2·st llble . l e s.ystè n.. , bou cl é

\* 6'1 '" 0

l y [t o i • 'Jo • YII: = a

t r t v Le Leme n t L2 -s teolfl . de s o r t e qu e

U
1

.. 0 • "a = 0 Elst u n pol nt -se lle d e J lv1 . v 2 )

P our l e ClI" où 6 ~ O. vo i r t « cn e o r t r-e S .

On va montr e r Q UIiiI l o r s q u e 6 ve r-t e • Pô vc r Le c cn t r n u a me n t et

donc l 'on p ou t t r ou v e r 6 5 u ffl s1l rnmflnl p e ti t t el QUO la s y s t " m.

\
* .,
y( t ol >'0

'J I I: '" 0 soit s t a b l e .

On Vi'! mont re r que l' d p p l l e " t l o n :6 - . PiS 8St f o r t e me nt

n c n r r o n s Qu e p our
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Rema rq uo n s e ï o r-s q ue si 5 c 6 •
1'11 - n

7

e t donc

';Iv r. L 2 ( ta ' T ; tl l

et g r ê c a à li! r- ë t r-o v c onm e oo c o i i i t é • o n c e t t qu e

Pn lYo l 'Z ~ . : " I t
T

o{
6nly j2. l vI 2) dt :: a

vE L ( t
o

' T ; H )

V n t: fl\I

Do n c . com me le s b o rne s de l ' enc a dre men t so n t r n cte p e no an t s n de T

e t Qu e l e " l i mites e x i s t e n t l orsqu e T ... <Xl . on e

d onc . c r-o i s s e n r e

et majorée . cc qui prouv e q ue

11m P6 ~ P o do'Jns~( H I H ) fo r t . o ù P o e e t t e l que
1'1... 00 n

I Poy o, yol ~1.: /n f / tTol v l 2dl • a '" Yo e H • donc
v c t, ( t o ' T , H l

P o :: 0 .81: 1.'1 c o nti n ui té f or t e est p r o u v é e .

So i t a l o r s 0 < E < ~ . D ' ap rès ce qui p r-e c eoe . o n



5,, 1 t qu 'i l e x t s t e oc s , 0 t e 0 00 llr, Il ~
, où

P "
plu s,

s Lm p l emc n t no t é P, v ér i f i e

[ o P
c

r c 0 01 P ~ l h '," Y n c V

p; Pc Pc ~ a

Et V n EV .

u n e con d iti o n su r r t s eo c e Ljce t c 11111 pour Clue

e o r t f er mé QG L
2(O

,"" ;Hl o <"ln 5 L
210

."" ;Vl e e t

Il i Il Il d , r , Il Il 0 - 1 Il <,
Cd

1
Il i Il < 1 . c e q u ' o n a su pposé p l us h il u t , et donc

6 +°
1

PE e ng e no r e u n s e mi g r ou pe L 2 -stable • ce qui le r ëe c i e e t

s erner- q u o ne que si .s cro it . P o dé c r-o Lt v o r s ... e n norme , e t

n t e e t p l u ~ ass u r é de I d stabi li té du s ys tème no u c I â

De pl us , on n e cannait pas D e Da rn e s ur 0E: il parti r du que l

l e s y a t ème bouclé devien t i n s t.eo i e •

No tons enfin que comme 6 e s t p e t Lt , la c o ndi tion (10 ,13 ) e s t

très pe u restrictive sur d
1

On va dcn ne r me Ln t e nen t u n de u ;<i è me type d ' e p p Lt c e t Lo n u e

III notion de ü-jac e e t v i t é

inverse

j eux d i r r ë r-e o t i e i e le p r-o b L è me
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• L E PROBL Er'iE I N VERSE

11 .1 Po s i t ion d u p rO b l è me

So i e n t ë ré so u d r e les orcc ï è me s

r.t e n t d o n n É! un C QUDl ~ [u, ' U
z

J d é f i ni p a r

[11 .1)

o n s e d o n n e un s ys t è me d L f f ê r e n t.L e I

{

P e u t - o n tro uv e r M c ;ft HI Hl et 02 E: àeIH ,Hl tels q u e :

.!..l!.1 .:...!:1.2) soit un poi nt- selle en b o u cle ferm ée c e :
( P , J

lli1 .!.Y2~1i m { (M Y I T ) , Y ( TlJ + ftT .i..!.Q 2~"l1 ~1 ~1U.N 2.':'-2~~b
1 ....'" 0

!!1~2 é t a n t sUppO !!o é 9 d O n n é~ ?

Et an t d onn é e u n e app l ic a t ion u ~ ~( H I H ) défi n i e Del l

( 11. 3 ) o E: d:t't H ,H) l.l( yl 0 ,

sys tè me

r' A' 0 , " 10, 8, N,-1 B; BZN;' a;ldt
[ 1 1. 4)

y(t o l ' 0

\

p e u t _o n t r o u v e r r>1 E: <s6 H J.!~1__~D2 C:;('CH :Hl t e l s q u e u

,'.1" " ,. mimim o m de

(P Z ) J l v ) " lim {~M Y(T l . Y (T)) 'ftT~{ .!.Q2~1 v . V )} d t }
- -1-' '''' u

Q., éte n t d onné,



Hypothèses et notations

suppose que A, considéré comme opérateur de O(A) ~ V

H, est V-elliptique de constante Ci. >

(11 .5) (Av, v) 2. Ci.Il v Il 2 , V V EV.

Soit Ni E ::t(H;H) , N~ Ni i ~ 1,2 , Ni étant H-elliptique

de constante Vi > 0 :

EH, i ~ 1 ,2 .

hypothèses spécifiques

. On su ppo se qu e le s coup l es de stra tégie s (u
1,

~ 2) et (u
1,

0 ]

sont jouables, soit:

système :

(11.8)

supposé rétro-commandable.

On commence par étudier le problème (P1) et on va voir par

suite qu'il englobe dans un certain sens le problème (P
2).

11 .3 Résu l tat préliminaire : l'équation de Riccati

PROPOSITION Il.1: Sou!.> le!.> hljpothè-I.>e!.> (11.1l,[11.:Zl et (1/.5) à

(11.8), !.>i de plu!.> (u
1,u 2

) e.st: un point-!.>elle en bouc.le 6elLmée

dan!.> (L
2

( t
o,oo;HJ)2

de J avec. 0; ~ 0
2

2. 0, alolL!.> il exi!.>te

{

R E ~(H;H) , R;« ~ R , R 2. 0 !.>olution de
(11.9)

(A;«R+RA+R0
1

R) h ~ 07 h , V h E V



, as

Oé""on ~ tr 4t ion

[

J eU
1

. \I ;i ' ~ J(u, , u 2 ) :: Jlv, , (j2 )

(11 .1 0) 'of \/, E: L: ( l o •.." HJ te l q ue ( \I"u 2) j c u e b r e

Il \/2 [ L ( t O ' '"' I H I t e I u v e {u , . \1 2 ' j cu eb ï e .

Remarquon s Clue d e ns, [ 11 . 1 01 . u, n 'engendre pa l I d même c ommo nd e

c o ntre u 2 P,t \/2 : ~ T ( v2 1 ~ 0, 8, Q, G 2 \1Z ' o ù

{AO,l l l lt E: FI. } e lt le s em! - groupo engend ré oe r A+8, O, '

8, Il l · A
Q

, (t - t olyo ' (G2v 2 J[ t] • I l
l

a
1.0, (t -s IB 2v 2( s l<: s .

{l'OZ( t l l t E ~ . } fllit hl s e md e g r-o u p s engen d r A p e r- )1, +8 2 '12 ,

&2 (tl • AQ/ t-t o l y
o • IG, v, Jl t l • , t

l

a
"'C/ t •• J B,"' l r sï c s

013 plus . u, (r8 I p . u
2)

ost Fréchet-d i ff érent iabl e en \/2

(rll sp . \/, 1 e t

t;~ . O.p ,

n -eu c r-e o e r t , c omme f\ +S , Q,'S70 2 e s t L
2

· s t <':l b J e . o n pe ut

t r o u v e r u n s c o o i s OU V " I" t R 0, dll L2( to . OO 1Hl. cen t ré e e n O . tel le

Qu e '" \/, E: °
1

, Y sol ution de 1

vérift & : y E l 2 1 t o ' '''' ; V)
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OB mêm e . on peut t r-c av e r- une boule ouve r t e 0 2 d e L
2

{ t o . ... ; HI.

c e n t r ée e n O. t a ll e qu e "ri " 2 c °2 , Y 5 0 1u t 10n d e

jouaole "V, E 0,

Al o r e , d ' e o r-è s (11 .1 01

com ma J e e t Fréc:h a t - di f f é rent 1 <'1 tl l u c e n s 0, ",,° 2 • on a

So i t :

Mon t r ons Qu e I l Q2G,O,G2 Je'l t i n j e c t i f

l ui - mêm e :



Posons y = G
2

X • On a

l
~ + [A+B o ly B

2
X

dt 11

y[t
o

) , y c L
2

[ t
o,T;Vl

: z = G101Y'

1
* + [A+B2(2)Z = B101Y

z [t ) = 0 , z c L 2 [t , T; V) •
o 0

l

%f + [A+B1 °1 J y - B202Z

[11.12) *+ [A+B 2( 2 ) z B101y

y [t
o)

= zr t
o)

= 0 , y, z c L 2 [t
o'

T; V)

notant Y = [~) :

f n c t lement que l'on peut trouver 1-1 .:::. 0 tel que

[[ A+B1 01

-B
101

A+ B
20 2

+ 1-I11>I~XH':::' ail 1>11 ~XV' V 1> e VxV

il vient que Y = 0 dans L 2 (t
o'

T; VxV), V T > t
o

' et

y = z = 0 dans L 2 (t
o

,00; V), soit: x = Q2z = 0 L:' [t
o

,co; ri) ,



, 26

De (11 .111 on d6dult Immlidlatllml!lnt que

3J • 0av, H . o'v,

I n t r odui s o n s <I10 r s l 'état adjoint p c ornme l ' u n i Qu e solution

[11.14)

p e r- p e r t f e e

y v6rlft& :

regroupant e v e c (1 1 . 1 4 1 . on t r-o u v ë Que le sys to1lme
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so lut i o n { y ,p}U n iqu B •

Alor s . u t â Lf ë o n t l e s l e mmes 2 .2 et 2 . J . o n d facile men t q u e

Ry • R E ':;( ( H ; H l • e t p e r- u n c e ï c u r ë n e l o g u e à c e Lu I du l em me

2 .4 . o n a

e t donc R vé r i f i e R ~" R . et c o mme Cu, . u 2 ] est u n o c t n r v s c i re

en bo u c l e fe rmée de J . comp t e-t e nu du f<"li t qu e (u, , O l s s t j ou eb ï e

En f in . R v é rifie :

(R Yo ,y o J .. ('o{r02 Y , Y ) + CRD
1

Ryr y Lj d t don c . c t ep r-è s

Be ns ou ssan -Delfour -Mitter [4J . R vë rt r t e

( A" R t RA+RD, Rl n : 02 h • V Il c V . et 1 .... p ropo s i t io n e s t

d é mc n t r é e ,



UnE cnndition nécessaire et suffisante pour que

problème inverse (P1) ai t une solution.

Commençons d' al.Jord par constater que

1
%t+ ~ A + 1 B1 °1 +1 BzOz lY ~ Bi v1 +BZv z

(11.15) z1 - N
101Y

Zz N2 0 2Y

peut s'écrire, en posant [V
1 i , B [~1

v
2

, de manière h e b I t u e Ll e :

t
%t + (A+~B101+1B20Z)Y

[11.16)
Z ~ Cy

système :

q u e [11.1 5 ) est pas s if, équivaut ~ d ire qu e (11.1 6)

on peut alors exposer le:

THEOREME 17. 1 .: Sou!.> le!.> hypothèH!.> (11.1), (11.2) et (11.5) à

[11.8), u.ne condition néce!.>!.>aiILe!.t !.>u.66üante- Pou.1L que [ü
1

' ü
2

)

dé6ini paIL: u
1

[yl ~ 01 y, u
2

[ y ) ~ - Q2 Y ,

s oc: un point-!.>elle en boucle 6eILmée dan!.> [L
2

[ t o,oo;H))2 de :

J (vi' v
2)

= ~.:.~{ [My (T), y [T)) +Jt
T

o
{ [D 2 y , y) + [Ni v

1
r v

1
) - [N

2
V ;;>, v;» }dt}

avec. : lM > 0 et 0; = 02 0, e.st: que le -6y!.>tème (11.15) s oi.t:

pa!.>!.>i6·

Démonstration 1) La condition : [11.15) passif est nécessaire

Si (u
1,

ü
2

) est un point-selle de J en boucle fermée

lLL l t o , co; H J ) 2 , on sait, par la proposition 11.1 que l'on

trouver un opérateur R E:'o!:'lH;IIJ , R;i( = R, R 2. 0 tel que



Toujour s d ' a p rès 1<1 p roposition " .2 .

ft, 0, B'R N ~ Q ~ S ;R,
{N, O,

O· 0
C 1

( , JR . · R

N2Q~ B' 0,

, 1 ~ 1 1 , /2 , / 1
{ ( ( .... 2B10'.ïB~021 R.R I ...· 2 B , Q 1 · 2 B ~ 0 1 J J h . Oz 0 2 f'l . 'ri h E \1

LC • B ~R

{ R . O; 1 1 . 0 J Rs t te l Que R ost

~ * '(A '1e,c:, .1s1011)' • Sv •

t<: " Cy

r- ëe r r s et t on d u SYSt è fl\8 :

don c ( 1' ., 5) ost pe s e r e , d'apr ès le t trê o r- ême 7 . 1 .

2 ) La con d111on 1" .1~) pa sb1f Iils t s u f f1!Hl n t e

On peu t alors t r c cve r u n t rip let I R. L . O I t el

t n v e r s r b r e s • o n a

donc R '0'6. 1 "1 0
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V h f. V

Poso n s a l o r s L "' L • Oz e t M - R On d donc bi en M .:::. a

Calculo ns e ï o r s (T > t o i

+ ( N
1

v, .v
1

) ("l 2v2 'vZ) } d t

ft TO{Z l Ay. RY)+( O, y .N 10tyl (Q2 y , N2Q2 y)+(N1 v 1 . v1) (N 2 v " , v
2

) }d t

(pu iSQu 0 B~J( R a N1 Q1 e t S;R - N7.( 2 )

eftTot- 2(R y .*J ' ( N, ( Q1 Y'v, ) , Q, l"v, l l N2 ( 0 2 Y+ vZ' . Qz Y+v 2) j o t

( puisQu ~ %t~A Y • El
1

v
1·

S
Z

v7.'



,,,

[11 .16 ) (R y(T l . y (Tl <: ( OZY , y l ' l N1 v1 . v 1 J ( N2v '2'v 2) [ d t •

Al o rs . c ornp t e ten u de l 'i"l y pot hè!lB d e s t ec t t t t ë

E.t c omme alors l i m ly l Tl 1 ., 0 • o n e , p ou r v
1

., 1,11 e t

On vérif i e a lo rs e t s émen t q u e si v , = 1,1 1 et 5 1

V'l c L2 ( t o , "'; Hl s s t tel q ue ( 1,1, . v
2

) s o it j c v e c i e •

I Lm] (Ry[ Tl . yl T) l' /
t
l

{ [ OzY , y J. IN, 01 y . 01 Y1 (N
2v 2

. v
7

) } dt} ..
T"'''' 0

NZ ~ \lZI

D' au t re pa r t, 51 V2 • 1,12 et s i v1E L
2

( t
o

. 0>;H l e s t tel qu e
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N, ~ '.1, r . ce o u i pr o uv e . c ompte t e nu t'lu I elllme 1 .L . Que l ü"u, )

e s t un p o in t - s el l e e n Do u cIe f llr mée d;o,n s 1ll(to . " 'H I}2 de J • e t

10 r-éa u f t e t es t d é mo n t ré

Rel'll'lr q u e 1 1 . 1 l e th (ro r è mB 1 1 . 1 d o n ne a mc r t e t t a mo o t un a so lut io n

a u pr o b lè me [P , ) p u i s q u e lu, ,1.1
2

) sera un c c i n t v e e r r e e n c o u e l e

f e r m6 e d on s {L 2
( t

o
. ... I HJ J

2
d ll J si O2 L" l et sl '" R . e v e c l

h E: V •

De p Lu s , comme oe r le t h é orème B . 1 . Il ex is t e un f,lmi n don n é

pa r : ( " 1'I 1n l/o 'l/ol.~:: I n f 2 ft
T

a
2 { [Z2 ' V 11~ ( Z 2' V 2 )} o t

I v " v 2 J c 1L ( tO · ... , HJ )

et M .. R
m1n

,

Re m&TQue 1 1. 2 En f <!li t . ~ la Lu m.i è r e du ~ n é o r ' lJI e 11 .1 . J I Souffit

d ll se donne r un s e u I op é ra t eur R e t de c n e r c ne r o ~ • 0 2 ~ 0

pou r le q ue l la f o n c tio nnelle :

J( \I, ,\I2) • ftOOo{( 0 2V , II) + IN,,,, .V, ) ( N2 v 1 , v 2 1}d t

at t e in t s o n point- s elle c e nc l L
2

( t o . ... , Hl l
2

Ce ré sult at S!l t ré s umll c e n s le :
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COROLLAIRE I l . 1 SQ.i t P E .:(t HJ HJ • p" .. p • p ~ 0 • t et cu e. f.e-!>

'H.mi -g!l.oup e ~ eJ'lg el1. d 'Lé ~ pail A+0
1

p ,,-t pa1t A+B
1

N,- l B;P ~c,i eJ'l t

L2-6 .tab l e6. 0" 6 u.ppc 6e de piu o!> q ue te -'Jy<l tème

~~_ .. [ A "~01PJ Y ~ 61 v 1 .. 8 2 \1 2

lY ltol ~ '1 0

"-6.( Jtri!.t!l.o -c ommandable.

Alolt<l une. e ondi ti on n éc ee ee é ae et JuH ü a n.t e pou Jt que

(u
l

. u
2

) dt 6i ni pa'!. : "t ( yi : N;1 e ; p y u
2

( y ) . N; 1 EJ; p y

6 o i..t un po i rtl - 6 e i l e e n bo ue l e 6eILmé e do.n6 ( l2 (t
o

. * l Hl ) 2 de

t
rt+ ( A +1 0 , P J y

(1 1 . 1 7) z1 • 8:PY

z2· 6 ZP y

60 .it paH.i 6 .

Do n n o ns me Lo t e n e o t d e s c o n d i tions pl u s c xp Lt c t t e s c cu r q u e

(1 1 . 1 Jl so i t ce e e t r .

1 1 • à , Ca [I d i t i 0 Il S pour q u e ( 11 .1 7 ) 501 t p ....s s 1 f

pll.O€0 6 Ü i on I l .3, SOM f.e 6 h !J p o th~ 6 ee d u. c oltoH a Üe " .1 . te l>

,(I1O,{6 a6 !>iU l-_U . OI'/./> "'uiv a ntr.& <le n t e quiva.l en t e6

I iI I l ' . / l l es t: pa66 i 6

{.i i l A " P + PA + P0
1

P ~ 0

(üi l P (s I + A . ~ 01P J - 1 .::. 0 • " Res 2'- 0 •

OHmo n s t r <3 t 1 o n 11 s u f f i t d t e p n l f q u e r- le t h é or ème 7 . 2 .



Re ma rque 11 .3 : Lo!I conc! 1 t ion A"'P oP AoPD,P::.. 0 peut s 'écri r e

(11 ,16] PIA 0 101P1 ~ 0 •

ücnc • en ce r t t cu r t e r • s r P co mmute ev e c A 0 101P e t !l1

A 0 ~ 01 P ::.. 0 e t P ::.. 0 , on a u r-e (Ries l - Na g y [ 21J ) ( 11 , 1 8 ).

P renons , pour simpl if ie r . B
1

a b, 1 8
2•

b 2 1 , N, '" r' 1 r ,

N
2

~ n 2 1 , °1 > 0 et 02 > 0 : on CI !l IO T5

Da ns Cd S . i l s u f f it qu e P c o mmu t e e v c c A .

L e condi t io n A·101 r ::.. 0 Il 'Ocr i t :

(1 1 . ' 9 1 (AY 'Y] '~d1 (Py ,y] ::.. 0 • If Y c V

51 cl
1

::.. 0 • (1 1 . '9 ) e s t tr i v i a leme nt vér i fié :

Si me t n t e n c n t cl
1

< 0 • r.uf f i t qu e

(1 1 20 1

où 1 l ' in j e ctio n clll V d an. H. p o ur Que 111. t 9 l o i t l Ie u .

En e f filt

[Py, y) ~ Il pli Iyl ' ~ Il pli Il'11 'II -u '
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a il y Il 2 + ~d1 CPy . y l :> [] • l,f y c v • c.J ' où (1 1 . 1 9 1

Sol t Il un ou v e r t b o r n é de :RN, d e f r o n t ièr e r Q r ê g u 1 i ~ re .

o ,

ne {"I x - - r sÔ. y E: rll e t s up p o s on s QU E! n n n ,/ 0 (11 e t

n cté e t g n c n t

On pr e nd V •

l ' i n t é r i eu r d a n e t d e fi r e spe ct i v e ment) .

\ 0t'CAl 1
H~ "l J • H ~ L

2
(O J Bt l e s ystè me

\
~ e, .. 0, v, + b

2
V

2
c e n e

Y I E • 0 où 1: aJ t o.oo [xr

y(to J "' 0E. V

l ' un e u mo i n s d e b, et b
2

o eve n t è t r-o d i f f ér e nt d e 0 •

Dn c he rc h e 0 ; .. D
2

..::. 0 de e o r- t e qu e l e co upl e ( 1;1 ' 1..1
2

)

déf ini ci -après . soit un oo r nt.- se ll e e n bo u c l e f er mé e dan s

[ L2 (t
O

' ''' IH l)2 d e

Déf iniss ons (1..1, . 1..1
2

) comme s u i t

On pose 4l(x J .. .;. ( - >:)

• v
p u t s q u e n()n 1 a .

• s u p pç co mpact c en s fi} .

v
o u e 4' i 0 • c e qui

s o r e nc y et z o e n s L 2 U 'll . p r u l o ng ~s p e r- 0 en d e ho rs do n

p r olongeons ;ll p a r 0 en d eho rs de son support . Po s o n s

1 <'1 c o n v o l u t Lo n a u sens d e s d i s tri b ut io n s e t 1 n la

fon ction indi c atrice d e 11.
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On él c Lo r s P 10:LOj ,H ) . p OO: • P , P ~ 0 e t

Ifl l ' me s u r e d e Q •

p o se c n f f n LJ1 l y l
b
-P y",

Vé r i fi o n s d 'abo r d Que P

H
1

Ud h c H~(QJI McL?(O:J)

So ient y et z c H' {l ll • On e
v

( P lI y .z] ( Ll4l'-y .lti " ll " [4l"y . MHl (1lt:>:dl
0
.Q " y ) ) , z l

v
( 1l { 1jI:d 1 fl o ( rp" y) J }. z) • ( l'\P y . z)

Po u r- a p p l i q uer le c c r o j ï e I r e 11 .1 . i l f /tut vé ri f ie r

l'*:y(t ) .. y E V
c c

r-ô t r-o e c c n mc nc eb t e pou r t o suffi samme n t pe t i t . si l 'o n su p pose

l ' u n "lU mo i n s de b1 o u b
2

o st d if f é r e n t de O.

21 q ue P tel QUFl l e s s e mi -g r o u p e s e ng e n d r é s

2",1::. . - p",
3 ) q u e ~ 1 . 1 ;1 ) ('1 . 2 0) c e t v é r i f i é l a r c c v C d, c 0 .

Ve r l f icd tJo n de 1) il su f f i t . COmme 0 l ' e x e mp le 10 . 4 . de

p re ndre t a > 0 s u f f l :; ù mmont pe ti t de sort e q u e A ~ 1 [t o J 8 x 1 5 t 8

[ ApC t l é t e n t I R ~em i - g ro up8 r o r t e n en t c o n tinu e ng e n d ré pe l'
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Alo rs , en o r-e ne o t 1 [ [ O. t a [ et

00 •

d ' où Le r 6 t r o - c o mmlln d a b ili t é .

bzl )( v: (~ ) J d'ô
o V

2\
9J

- Yo •

VOr 1 f Ic a li a n d e 2) : Il es t c t o r r • comme P ~ O. q u e 5 1

V- e i ll p t t q u e • Il en s e r a d F! mô me

et qu e s i 0 , .:. O. c o mpt e le n u d e l 'e l l i p t i c i t é dl! lJ. .

gr ou p e en g e n d r é p ar l\+d, P s er e L2· st d b le On doi t do n c v ér If i e r

2) uniq u em e n t p o u r d , < 0

Mont r o n s q u e dans il s u f f i t

(1 121 ) pour a v oir

l ' e lli ptici t è de lJ.+d
1

P :

D ' a p rès ( 1 1 .21 ï • o n pa u t t r o uv er u n E > 0 t e I Que



2

Il'11' ,"-'-",
,
~) ( PY , Y I ?. cil yll2",

140

Vér i f l c e t l o tl d e 3 1 su ffi t d 'e1p p l1 Qu " r [1 1 2 0J 0;1 01 < 0 e t,

d e r eme r cu e r q ue 3] tou jou rs vér i f i é l o r s q ue 0 1 .::. a .

ücne le c as pr é s en t. [11 . 201 Ii 'écri t

111.22)
2 2" , "2

h l ~ I n l ll ll l ~l v ' H ) l b ~ n, b;"Z)

No ton s Qu e 51 [1 1 . Z1 } !li l i eu . {11 . Z2} lut e o t om e t t qu e me o t

v ér1f:l é .

En l:on c l u 5 1 0 n • 5 1 (t 1 .21 1 el 1181.1. e t si ta es t 5u f,i sllmment

pe t i t. l e ! points 11 .2 ) e e a ï a c n t v e rl flés q u e l q u a so it le signe

de d, e t on p eut tr o u v e r 0 ; • D2 ?. 0 t el Que

(1 1.23) O
2".

(-2AP • d, p2 J I'I • 't n c il .

",- P,",
point -!lell e en c cc c i e fe r mée d ans I L2I t

o
. ""J H1 )2 de l a fo ncti o n nel

"" v 2 Î' 2
le J[V1 .v'Z '- fto{I-2 M )I!V . '; ",Y) +d,14l )l!(1Qol :$",Y)1 +",[v,1 -" ..lv'l' la

I l est in téressent d e no t e r- QU i! l 'on 1lI 8 x h l b é un n o y a u

ao t c t i. c n do l ' équation f n t è g r-e e d L f f é r e n t L e L l e d e e r c ce t r es s oc t ëe

d (1 1 23 1 . de le form a
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11 .7. Réduction du problème ( 1'11.

On va montrer qu e le système pas s if (11.1 7) a le s mgl','~s

propriétés qu'un système beaucoup plus simple une seu le entrée

THEOREME Il.2: Si. t o > 0 e!.lt !.lu66üamment petit e-t!.li W E ~H;H),

Q* ~ Q , Q ~ 0 , le!.l i.n.o i:» a!.l!.lelt-tÀ-on!.l !.luÀ-vante!.l !.lon-t équivalen-te,!.l:

t
'~+ [ A + 'l D oi ,
dt 21

111.241

z ~ [,Jy

es : pa!.l!.li6

(À-il A*Q+QA+QD
1

Q > 0

[ À-À-À- ) Q [ sI + A+1°1 Q) -1 ~ 0 , V Res ~ 0 [1 TIls lOs iRe s ~ 0)

lJémonstration : immédiate à partir du théorème 7.2

que (11.24) est rétro- commandable. Pour cela,

exactement comme aux exemples 1 0.4

procède

réduction, on peut aborder le p r o b Lè rno [P 2

Le problème (P21.

THEOREME Il.3 : SO(L!.l le!.l hypo-thè.!.l e.s [11.1), (11.3) à (11.6) e-t s ;

01 ~ 0 , une e-ondÀ--tÀ-oVl née-e!.l!.laÀ-Ite e-t !.lu66À-!.lan-te POUIt que

ury) - Qy ltéalÀ-!.le, le mÀ-nimuY/1 d€lVl!.l L
2

[ t
o,OO;Hl

de

J[v) + (D
1v,vJ}dt

!.lou!.l la e-ontltaÀ-n-te {11.4) , «v e c

Démonstration : La condi tion est nécessaire

So i t u [y J ~ C!y réa lisant le mi n Lrnurn de J (v)

Illors l'état y vérifie:



part, l'on pose ut t l " - Oy (t), réalise le minimum

en boucle ouverte

variationnelle:

donc"U vérifie l'équation

(J'(u),v) = {"o{C0
2Y,GV)+[01"U,V]}dt

= 0 , 4j VS L2Ct
o,OO;H)

où

r cv: (t) fttoA (t- s ) 01 v Cs) ds

par A.

A(tJ étant semi- groupe engendré

Introduisons adj oint p comme l'unique so lution de

reportant dans C11.25),

unique.

que le système :

Er, découplant

que Q vérifie

méthodes de Lions [1:D ' on ob tient alors

~ 0 S-:Z(H; H) , 0* = 0 , 0 ~ 0

l CA*O + OA + 0° 10) h = 02h , J.d h EV.

0; = 02 ~ 0 • on a : A*O + OA + 00 10 ~ 0

donc C11. 24) est passi f' ,
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La c o ndi tI o n e llt evr r r s en t e

51 { 11.24 } es t p e s s t r , le thlio rèl'l E 11.2 :

( Af.Q • QA . OO,Q::"D

t0 '" • Q • (,)::.. 0

Poso ns e r c r e 0, " {lJ ',, "'Oj-'l - . ij·'QAJ-'l "' .. OO,Ol . 0 v 9C

r o j ec t r on dOl " d.'HIS H e t j i "oP'l'lorphlsme c e n oo i cue

• .J.,J fi c V et donc . co roœe le

co upl e (0;/2 , 1\1 e st dét e ctab l e p u i s qu e A 8S t c c e r-c Lr , ( il s u f f i t

de pr end re 1( .. o~ / 2 A 'O~/20~/2 eng e nc r-e e ï o r e u n Sflml·ltrOupe

l2-5t~leJ . d 'dp rtll 153cz ykl2S I • on Ild ! t que l e semt-grouPA

e n g e ndr A p a r- A.o ,O e s t; L
2-

stab le .

C/'IlIrc h o ru ; 03101'"11 l e minimum de Jly )-JtOOo(!Oz)' .V)OIO ,v.vlldt

fai s e n t le c ne ng eee n t d e variable "' '''0)' .

J ( v ) • f t 'o{ ( Oz Y' y )O ( O, w. o , o v.w (Jy l}d t

-f;o{ ( [1\ "'0 -0,.,>00 1 0) y ,y) ·IOO,0)' ,)' I · 210y .D? l <IO, "" 'w 1}d t

" / tOOoi 2 1 I AoO ,01 y- 0 , • • Qy )" 10 ,""" 1)(lt

>('01- ")1* . Qy l o i D,w .w 1 j e e ( Qyo . Yo 1 Oft:(O 1w. w l d t,
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Co mme 01 :: O. I l e s t nl e Lr- q u e l e minimum est a t t e int pou r w '" 0 ,

e t oo nc pou r u Lvl

dé mo n stra tio n .

Rem a rqu e 11 .4 Le r é s ulta t d u thé o rè me 1 1 .3 n e o ëc e s s r t e

nypo t b è s e de st ab i i t t é , c t c s t p o u rqu o i 10 proo lè me [P 2)

n ' e ng t œ e p as e n t t à re eie n t l e p r-oo l ô me \ P 1 ) '

Rem a rq u e 11 . 5 Un e c o n s éque nc e direc t e d u t h é o r è me 11 .3 est

-v h E V

réal ise le mi n i mum d ans 1.2 ( t o . oolHl l r e e p , Le p o i n t - n e j Le e n

bou c le f ermé e d ans ( l 2[ t
o

. <O I H I J 2) e t o n r-e t r-o uv e d o nc l es

r-ës u t t e t e du c ne o i t r e 5 .

Co CU ' i l Y a d l" pl u s ic i . ou t r-o le f a it q ue l ' o n r é s o u t le

p rob l èm e Ln v a r-s e , e s t que l 'o n é t cn l i t le ca r act ère né c e s s .e.i re

e t suf fi sa nt c o l ' e x i stence cl ' u n e s o l u t i on d e l ' é g u .'lt l o n d o

~ (p o u r A : V- ell iptiqu e ) ; ce f a i t ét a i t co nnu e n o r e e n s i cn

fi n i e . mais n o n c e o s no t re c ed r-e

Rem o r q ue 1 1 .6 Le p robl è me ( P Z ) e s t e n f a i t é qc Lv e t e n t ,) l a

fam i ll e de p r oti I è me s s u iv a nts

Tr o u v e r i'1 e t Oz te l s q ue u - Oy soit l e minimu m d e

Où 0 ; - 0
3

E:~( H: H J , j nv e r-n Ic le et c o mmu te n t a ve c °1 , e t où

m et n s o nt de s e nti ers nat u rels Lev e c la conve n tion OQ ~ I l

la même dé mo n s trat i o n s 'a p p li q ue à des mod ific a t ions évid en tes

p r è c • P our n - O et 0 J - 1. m ét l!lnt q u o t c c nq ue , on r-e t r-o u v a



J [ v ) ~::{ ( 1'1 Y ( T ) , y [ T ) ) + Jt
T

o
{ ( 0 z y , y ) + 1 v 1 z } dt}

1'1.9. Un contre-exemple

On va montrer qu'on ne peut affaib lir l' hypothèse d ' ell ipti

ci té de A jusqu' à A .::. O.

Considérons le système

~%t- + Ay = b [v 1 +v Z)

ly [t o ) = Y 0

J[v
1,v Z

) = n{Oo{lv
1

I Z

b 10

se trouve donc dans le cas où Oz = 0 et 0
1

= O.

Choisissons A anti- adj oint : (Ay, z I [y, A*z) = - [y, Az ]

cv y sV, CV z e V.

On a donc : [Ay, y) = 0 .J,j y sV.

-,upposons que l'on puisse encore appliquer la théorie

précédente. Alors, comme U
1

.::. 0, de se ramener au

p r ob l ème d e min i mu m: %t- + Ay = 0 , y [ t 0 ) = y 0 ' e t J [ v) =

Pour que u = - Py soit le minimum de J dans L Z [t
o'

00; H),

faut et il suffi t que P vérifie [A*P+PA) h = 0 .J,j h sV.

Choisissons un P vérifiant

p:O: p, r.::. 0, P s~H;H) , P

On peut prendre par exemple r = TfI où 11 s R+

( A* P +PA] h = ( A* P- PA * ) h = ( A* P- Ax P ) h

peut donc prendre Tf aussi grand que l'on veut.

,CVh EV.

Or, si A = t-x, H = L Z [IR), V= H1
[ùR) , on sait que A est



générateur d'un groupe et donc, daprès le théorème 9.1,

avoir l'existence d'un P max' avec : Il P max Il 5.. o , ce qui

le fait que TI n'est p e s b orné supérieurement, et donc

ne s'applique pas.

C'est l'analogue fai t bien connu en dimension finie

Automatique, que lorsque la matrice A a valeurs propres

l'axe imaginaire, on ne peut trouver de solution stab le au

prob lème de la commande optimale.



',2 .TABLFA U RECAPITULA TT F

00 ..e ae e e d ' <lbord e en s le cadre d u e nao i t r e ,

-iYPOTHES E:S ~A :J,.·coerclf . o > 0, -
(H2) : o 1 ~ 0

(C .A) d é t i!c tClb le (tt )

( A. O~ I2 ) t; t Clb1 11.~b l e

A ;).- cce r c t e • O2 ~ 0

(H2) : 0, ~ 0

10 ~n ~ 0 IP 01
d a n s. (ttt)

I .O~l2t;L.A ' ) 1ë
2{S

I +AJ
<

ré t r o- ccme e o u ec i i r v ë ' 1 A. +ot
s tilb l e

A : V- e j r t o t a qu e

( H 11 : " 1 > 0 'V 2 >G;
0" (H2) :0 1 ~ 0 1 Ili1)

( tt)

Enf i n . d a n s 10 c adr e du ~ S • 3

A ; Y. e lliptique

-=~-t~
lt 12) , o 1 ~ 0

fi

,
> Il 0 , 11 Il 0,11

A : V. elliptiq ue

( H 1 ) ' :v 1 >G ~ . v 2 >G; ( tt )

b A.O . : e cu c r e ouv erte

B .f . : bo u cle f e r mé e

t t : e en s L? { O .... . E 1)llL
2

(O . ... . E:
1

) .



BIBLIO tRAPHJ[

[1] B .O . O . ANOERSO N- !L W. BROCKETT rur t t no r t S tate- snec e

O" rlln g to n Sy nthesl, · IEEE . Circuit 'l h e c ry , C114n·3 . p .336<331 .

Sept .1967 .

[..J A . Bff>SOUSS"' N : w S clddl~ P o i n ts o f c"o nve lt-Concav e Functl onal§ w

l n u t e e e r-eo t r e i Gem8S a n o ae r e e ee r ec r c s l(.u h n- Sze g O l::: d No rth­

Ho llend Pcc , Co . 191 1

(J) ... . BENSOUSSAN : " Pc f n t s de Nesh dans I ii CaG de Fo n c tio nne ll e s

ü u e c r e t t cue e e t J e ux Di ffé re n ti e l s L i n é a i r es à N- p Rr s on n E! s "

S IAMCon t r o l . Vol i a e - 3 .p 4 6 D-4!:l 9 Augu s t 1 9 7 4 .

[4 ] A . 6 ENSO USSAN- t1.C . OELFO~-S ." MI TT ER " Opt imal Cont rol of

llnlildr ï n t, .. g r-e ï Cque t r o n s ... ith Il Qua dre t lc COllt Func t lon : th e

Inflnit & Tim @ Inllolrva l P r dJ l flmw. ... o e r e ï r r e

['l ] L .O Bt:.RKOVITl : -L c c t u r e s on Di f fer e n t i aI Gem@~ " i n Dlfferllnt­

1111 Glimes e nn Rfllal lld Top i c s . Ku h n- Szeg o Ed . No rLh-Ho lland Pub .

Co . 197 1.

[6 ) R .W . BROCKETT : w~ i n i t e 01 miln s lo ne l L t n a e r ~ yll t e m s w . NeN vc r «
J . WU !!y . 19 70 .

[J J M. C LER CET - F GE RMAI N : " Op p r a t e u r s de ty p'" r a t i o n n e l

po sit if. Appl icati o n s aux s é r i e s t em p or e lle s e t Il t'hype r s t ...b i ­

1 i t ~ .. A par aît r e

[a] p . FAURRf Th è s e . Pdr i s VI . 1972 .

[9J ILE: I(.AlMN : " L f e e e r- s to c n e e t r c ë t r r e r-Ln g . Rs ..,pp r a i sal e nc

Ou tloo " - . S ympos lul:l on Sy ~t e'" t n e o r y • P o Ly t e c on Lc Ins l i t utll of

Br-o n x l y n p .1 97 -70S . April 1965

[ 'Il]R .E . " Al I"A N " Lv a p unc v Fun c t l o n s f or t ne P r o b l a m of l.ur · s ln

Auto mlt t i c Con tro l " , P r-o c e eo Ln g s o f t n e N . I\.. S Vol. 4 9 . p2D 1- 20 ., .

flJb r u ë r y !IS E> 3 .

[1 1]T .KA TO " P e r t ur-b ë t f o n Tt1eor y for lins"," Op .. r-e t c r s " Sp r i n g sr

Ve r l d g 1966

[1 2]B .lE: MAIRE Tho U Pe r t e VI . 19 70 .

[ 13] J .L .lI ONS ~ C o n trO l" Op t i lllai d. S y s t Qli' e ~ C:ouvsrné s p e r C1e~

e aue t r co e dU X u ë r tvëes s er t r e r r e s > • Ou noa . G. \I. 19 6a



1<9

[14] J .l . L I ONS :~ P r ob l ê J1' e 5 dUK L i l'11 t ll 15 d l'ins les Equati ons a UK

Dé r i v é e s r e e c t e r i e e > . P r llss !! ! de i r uo i ve r s t t ë d e nm t r-ë a ï

[15] J .L .lIOfll$ · é .f"A GENES :~ P r ob l è m ll ll au x li mi tes no n uor-c g ën e s "

Tome 1 . Ounao 1966

[ 16] B.P f"OLJNARI ;MNo n n e g a tf v i t y of cl uu ec r e e r c Fu n c t t o ne ï >

SIAM Con t ro l. Va 1 . 13 . n " 4 . p192 - 60 6 . J u l y 19 7 ~

[ 17] P .J mV LAN : Rl mp l i c a t i o n s of Pa5sivity in e c i e s e o f Non

Lf n e e r Sy s t em s v • I EEE Aut om<'lt ic Con tro l . Vo l AC . '9 . n "4 .p37 3- 3lJ 1

Augu s t 1974 .

[ 11l] P . J . MOYLAN - 6 .0 .0 . ANDERSON : - reo o i i ne er R e ~.u l e t o r Th e o r y ..,nd

a n Inverse Opt i mal Con t ro l P roo le m" .I EE t Au t o mat ic Co n t ro l Vo l

AC . 16 . p 4 6 0· 4 64 . uc e . 197 3 .

,
[1~ J . NEC AS " rtl t h o d e s lj r r e c t e s d ans l a r n ëo r t e d es Equations

E i i ao t t c o o s" ees s o n , P I"l . i s . 1 9 67 .

[ 2 0J V.M . eor-uv ;~ H y p e r s t élb i l i t y e ncr uc t t me t t t y of Au t c roe t f c

s v s t e n s w i t h Se v e r-e ï Co ntr o l Fu n c t Lo n s " Re v , Ro um , Se l . Te c h .

S é r • E l e c t r o t e c h . Eri e r-g . Vo 1 .9. n ~ 4 . p 62 9- 6 90 . 1 964 .

[ <, il r . R IE SI - ô . NA GY ; " LEJçon s o t An e i y s e r-cn c t i o o n e i i e" cout m e r

vt i i e r s • P a ris . 1 9 6 5 .

[22J J . VON N[ UMANN- D . rtJ R GENST ERN :"T heor y of Ceme s a n d ë c o n o mr c

Beh a vio u r " . 2d . Ed. P rir c e t o n Un i v e r s i t y Press 19 4 7

[ 2 :8 J . C . Wi l l E MS :~ l 8 a !! t S qU Olr85 s t e t t on e r y Opt i ma l Cun trol e n d

t h e At g eo r-e t c Ri cc a t i e cve t i c n '" . JI';EE Au t c ne t t c Co n trol Vo l Ar: 1 ~

n 06 . p 6 21 -634 .0e c .1 9 7 1 .

[2-D V.A . YAKllElOVICH ," Ao s o l u t e St <lbl 1it y of Nc n j Ln uu r- Control

Cri t ica l C~ses ~ . 1. Avt.i r e j arn , 24 .no3. p:t93- 303 . re r c n 19 6 3 .

II. Av t. l r e i ew . 2 4 . n o 6 . p 7 1 7- 7 3 1 . J u n l'l 1963 .

[ 25J J . IAEl CZYK : - h!e mil r I<. 6 on th e AI gil;;Jr e lc Riccat i Eq uati on i n

Hilb e rt sc e c e t • A pa r aî tre .




