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RESUME

Cette thése est consacrée & I’étude de la stabilité robuste de lois de commande de
systémes non linéaires.

La premiére partie s'intéresse aux systémes non linéaires ent tie linéarisés et
découplés par boucluge statique.
Nous 1 définition de I’ jon d’un systeme entrée-sortie et nous dis-

tinguons deux cas : hmmel’s)on est localement bijective, les résultats de stabilité et de
robustesse se raménent au cas linéaire la ol la loi de bouclage ne présente pas de singu-
larité ; Pimmersion n'est pas bijective. Dans ce cas, la loi de bouclage a rendu une partie
de la dynamique inobservable, la dynamique des zéros. Nous donnons une définition de la
stabilité moins restrictive que la stabilité asymptotique, la K-stabilité, et nous donnons
deux conditions nécessaires de K-stabilité, I'une étant de nature topologique et utilisant la
caractéristique d’Euler-Poincaré de la sous-variété asymptotique inobservable.

La seconde partie est consacrée & I'étude de la linéarisation totale des systémes non
linéaires entrée-état par bouclage dynamique.

Nous montrons d’abord que pour les systémes mono-entrée, la linéarisation par bouclage
dynamique est équivalente & la linéarisation par bouclage statique. Nous donnons ensuite
une condition nécessaire triviale de linéarisation par bouclage dynamique. Nous montrons
que cette condition est suffisante pour les systemcs ayant une dimension de plus que de com-
mande. Puis nous donnons des conditi de linéarisation totale par bouclage
dynamique pour les systémes non linéaires multi-entrée. Des exemples, dont un iré de

nous mettre en ceuvre ces conditions.
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ABSTRACT

In this thesis we study stability and robustness aspects of nonlinear system control
laws.

The first part is devoted to input-output nonlinear systems decoupled and linearized
by static feedback.

We recall the definition of i jon of input-output nonlinear systems and we dis-
tinguish two cases : either the i ion is locally a diffe hism ; then stability and
robustness results are those of the linear case whenever the feedback law is nonsingular.
Or the i jon is not a local di phism and the unobservability of part of the dy-

namics, the zero dynamics, results from the construction of the feedback law. We propose
a weaker definition of stability than asymptotic stability, namely K-stability, and we give
two necessary conditions of K-stability, one of them being of topological type and involving
the Buler-Poincaré characteristic of the unobservable asymptotic submanifold.

The second part is d with compl, fon via dynamic feedback of input
to state nonlinear systems.

First we show that for single-input systems, dynamic feedback linearization is equivalent
to static feedback linearization. Then we give a trivial necessary condition for dynamic
feedback linearization. We show that this condition is sufficient when the number of states
minus one is equal to the number of inputs. We give sufficient conditions for dynamic
feedback linearization of multi-input nonlinear systems. We show how these conditions
work on examples, one of them being a general model of aircraft guidance.

Keywords

Stability, Robustness, Nonlinear system, Static feedback, Dynamic feedback, Linearization,
Zero dynamics, Immersion, Euler-Poincaré characteristic.



REMERCIEMENTS

Je remercie Michel Fliess d’avoir accepté d’étre le président de ce jury. Je lui suis re-
connaissant de ses remarques et des échanges de vue que nous avons eues.

Je remercie Jacques Descusse de participer & ce jury et de Pintérét qu'il a témoigné &
mes travaux.

Je remercie Georges Bastin d’avoir accepté d’étre de ce jury. Son sourire, sa moustache,
et son humour resteront un excellent souvenir.

Je remercie Jean-Michel Coron. C’est grice & ces conseils que jai fait connaissance
du Centre d’Automatique de Fontainebleau, je lui en suis trés reconnaissant ainsi que sa
gentillesse qui ne s’est jamais démentie. C’est une joie pour moi de le savoir dans ce jury.

Je remercie Jean-Paul Gauthier de me faire I’honneur d’étre membre du jury.

Je remercie Jean Lévine, mon directeur de thése. Il m’a orienté dans mes travaux et
aidé par ses conseils. Par des échanges fructueux et parfois animés il m'a permis de clarifier
ma pensée. Je tiens aussi & le remercier pour sa culture étendue, son souci de Iorthographe,
et pour son humour acide et souvent compréhensible. Pour toutes ces raisons, je lui suis
infiniment reconnaissant.

Je remercie Ricardo Marino pour I'aide qu’il m’a apportée conjointement avec Jean
Lévine. Je lui suis i de sa collaboration et de ses i

Je remercie Pensemble de mes collegues du Centre d’Automatique pour Iambiance
détendue et néanmoins studieuse qui y régnait, Brigitte d’And avec
qui j'ai longtemps partagé le méme bureau et qui m'a donné quelques exemples, je la re-
mercie de m'avoir fait partager son expérience d’un directeur de thése commun, et Madame
Le Gallic pour sa gentillesse et son humeur toujours égale.




Je remercie mes parents pour m'avoir donné le jour, éduqué, et supporté.

Je remercie le Dieu d’Abraham, d'Isaac, et de Jacob, Pére, Fils, et Saint-Esprit, sans
qui je ne serais pas.



Table des matiéres

-

»

»

INTRODUCTION

Stabilité et rob des systémes non linéai R
et dé 1és par bouclag o

2.1 Introduction .

2.2 Rappel

2.3 Cas ot Mimmersion est localement ijective, g = n

2.4 Cas ot Pimmersion est de plus petite dimension que l'état, g < n

2.5 Application & la commande d’un bras de robot équilibriste [2]
2.6 Conclusion .

2.7 Annexe : Expression du Lagrangien et des couples de gravité [1]
Linéarisation par bouclage dynamique et difféomorphisme
3.1 Introduction

3.2 Résultats préliminaires

3.3 Le cas mono-entrée

3.4 Une condition nécessaire

3.5 Le cas multi-entrée Lo .
3.6 Exemples .

3.7 Conclusion

CONCLUSION

Quel notions de Géométrie différentielle
A.1 Sous-variétés différentiables

A.2 Espace tangent, Fibré tangent, Application linéaire tangente
A.3 Champs de vecteurs, Flots, Dérivées de Lie, Crochets de Lie
A4 Covecteurs, Espace cotangent, 1- formes

A5 Distributions, Di , Théoréme de Frobénius

Propriétés de
bouclages

dans le calcul de lois de

81



Chapitre 1

INTRODUCTION

Une des questions primordiales pour la de des est celle de la stabili
Etant donné un systéme commandé, est-il possible de trouver une loi de commande qui le
stabilisera autour d'un régime de fonctionnement donné, que ce soit un point déquilibre,

une trajectoire périodique ou des comportements plus complexes ? La résolution de ce
est le pour les appli une de instable n'ayant aucun

intérét lors de In mise en ceuvre pratique sur des systémes récls de ladite lo de commande.
Pour les systémes linéaires les problemes de stabilisation autour d’une trajectoire quel-

conque se raménent & la stabilisation de I'origine. Pour les systémes non linéaires une
caractérisation aussi simple de la stabilité n’est plus possible. La richesse et la complexité
des phénoménes observables remettent en question la notion méme de stabilité. Si pour les
systemes linéaires Pétude du comportement local au voisinage de lorigine nous permet-
tait d’en déduire le comportement global du systéme, il n’en est plus de méme pour les
systémes non linéaires ; les résultats globaux deviennent rares et ne concernent souvent
que des classes particulieres de systemes non linéaires.

1l convient égal de que dans les sy le
cherche & faire suivre au systéme des comportements simples qu’il domine bien et cherche
a éviter des comportements qui malgré leur intérét du point de vue mathématique sont
soit inexploitables en raison de leur complexité soit méme indésirables en raison des efforts
physiques qu'ils exigent du systéme, soit plus simpl que leurs perfc ne satis-
font pas & des critéres industricls. La notion de stabilité que le mathématicien trouvera
convenable pour un systéme non linéaire pourra étre inacceptable pour I'automaticien si le
comportement “stable” du systéme est aberrant vis & vis de ses caractéristiques physiques
et des objectifs demandés.

Nous nous intéresserons dans ce mémoire & la stabilisation des systemes non linéaires
et a la robustesse de la stabilité du systéme en boucle fermée vis a vis de perturbations de
la dynamique. La notion de robustesse que nous étudions est proche de celle de la stabilité
structurelle. En effet, nous ne considérerons pas le cas ot lors de la modélisation une partie
de I'état a été négligée (dynamique parasite) mais simplement le cas ol la dynamique est
entachée d'erreurs “petites” en un sens & préciser.

L’étude des syste dés se subdivise en deux

N m




Papproche entrée-sortie, et I’ he entrée-état.

Dans I, he entrée-sortie, les systémes sont définis par les relations dynamiques
entre les sorties, dont nous voulons contréler I'évolution au cours du temps, et les entrées,
sur lesquelles nous pouvons agir directement pour commander les sorties. En linéaire cette
relation dynamique est décrite par une matrice de transfert dont les poles caractérisent la
stabilité du systéme ou par un systéme dynamique linéaire dont les valeurs propres corre-
spondent aux poles de la matrice de transfert. Le probléme de la stabilisation d’un systéme
entrée-sortie par retour (dynamique) de sortie devient un probléme de placement de poles
sur la matrice de transfert ou du placement de valeurs propres par le choix d'un compensa-
teur. En plus de la stabili on peut s'inté au découplage entrée-sortie par retour
détat : Pévolution de chaque sortie ne dépend que d’une entrée et chaque entrée n'influe
que sur une sortic. P.L. Falb et W.A. Wolovich (12] d iti

et suffs de découpl trée-sortie (voir aussi E.G. Gilbert | [13) et E.G. Gilbert et
I.R. Pivnichny [14]). W.M. Wonham ([31]) montra que si I'on utilise un précompensateur
et un bouclage, il n'y a plus de inte structurelle (hormis Vinversibilité & droite) pour

découpler les systémes entrée-sortie (voir aussi W.M. Wonham et A.S. Morse [32], (25]).

Ces questions se posent en non linéaire, cependant les outils & notre disposition ne sont
plus les mémes. L'utilisation du concept de distribution ( f, g)-invari qui i
celle de sous-espace (A, B)-invariants en linéaire (cf [17], [19]), a permis, en 1981, &
R.M. Hirschorn [17) et & A. Isidori, A.J. Krener, C. Gori-Giorgi, S.D. Monaco [21] de
résoudre le probléme du découplage entrée-sortie et du rejet de perturbations par bouclage
statique. Ces mémes méthodes permettent d’étudier et de résoudre le probleme de la
linéarisation entrée-sortie, i.e. de faire en sorte que la relation entrée-sortie soit la méme
que celle d’un systéme linéaire (probléme dont ’équivalent linéaire serait celui du suivi de
modéle).

Lorsqu’en plus de la linéarisation et du découpl trée-sortie on veut
systeme, des lles, similaires & celle du découplage stable en lin
apparaissent, liées & ce que C. Byrnes et A. Isidori ont appelé la dynamique des zéros (3]
[19]. Cette derniére apparait lorsqu’une partic de I'état a été rendue inobservable par la
loi de bouclage. Elle est Iextension au non linéaire de ce que sont les zéros de la matrice
de transfert en linéaire.

Dans le Chapitre 2, nous nous plagons dans le cadre de la linéarisation et du découplage
entrée-sortie par retour d’état. C. Bymes et A. Isidori [3] montrérent que si la dynamique
des zéros était exponenticllement stable, le systéme était localement exponentiellement
stable. Cependant, en non linéaire, la notion de stabilité exponentielle est parfois trop
restrictive. Nous donnons ici une définition plus large de la stabilité, la K-stabilité. Un
systéme est dit K-stable lorsque, d’une part sa relation entrée-sortie est linéaire stable,
d’autre part lorsque les trajectoires du systéme vont vers un compact attractif. Nous don-
nons deux conditions nécessaires de K-stabilité, I'une de nature topologique reliant la
dynamique des zéros & la caractéristique d’Euler-Poincaré de la sous-variété sur laquelle
est définie ladite dynamique, I'autre liée au comportement du systéme au voisinage des
singularités de la loi de bouclage. Nous montrons que la K-stabilité est robuste vis & vis
des perturbations des champs de vecteurs décrivant la dynamique. Enfin nous donnons




un exemple tiré de la robotique ([1]) de systémes K-stable qui ne vérifie pas la condition
suffisante donnée par C. Byrnes et A. Isidori (3].

Pour éviter d’affronter le probléme de la stabilité de la dynamique des zéros, on peut se
poser le probléme de savoir si un sytéme est équivalent par bouclage et difféomorphisme &
un systéme linéaire commandable. A.J. Krener, en 1973, donna les conditions pour qu’un
systéme non linéaire soit localement difféomorphe & un systéme linéaire. R. Brockett [2],
en 1978, étudia le probléme de la linéarisation par bouclage statique et difféomorphisme,
enfin B. Jakubczyk et W. Respondek (23], en1980, et L.R. Hunt, R. Su, et G. Meyer [18],
en 1983, caractérisérent les systémes localement linéarisables par bouclage statique régulier
et difféomorphisme. Lorsque cette linéarisation locale n'est pas posible, R. Marino [24], en

1986, étudia le probléme de la linéarisation partielle et érisa la taille et la structure
du plus grand sous-systéme linéarisable.
Tant dans le cadre des hes entrée-sortie que des hes entrée-état, on a

senti le besoin d’¢élargir la classe des transformations utilisées de fagon & pouvoir traiter les
problémes que les techniques de bouclage statique d’état ne permettaient pas de résoudre.
Notons que pour la linéarisation entrée-état, les conditions sont p non
L aux boucl: dy et diffé i furent intmduit
en linéaire (cf W.M. Wonham [31]) pour résoudre le probléme du découpl é
R.M. Hirschorn [16], en 1979, et S.N. Singh [27] [28], en 1980 et 1981, uhllserent ces tech—
niques de bouclage dynamique pour étudier le probléme de Linversion des systemes non
linéaires entrée-sortie, et le d lage par bouclage d ique. J. Descusse et C.H. Moog,
en 1985 [7] et en 1987 [8] M. Fliess, en 1987 [19], et en 1989 [18], H. Nijmeijer et W. Respon-
dek [26], en 1988, caractériserent les systémes non linéaires entrée-sortie découplables par
bouclage dynamique d'état. A. Isidori [20], et A. Isidori, C.H. Moog, et A. De Luca [22],

en 1986, erent des condi pour linéariser et découpler par bouclage
dynamique un systéme non linéaire entrée-sorti. Notre propos est, dans le Chapitre 3,
d’étendre au bouclage dynamique les résultats de linéari ée-état afin d’obtenir

un bouclage stabilisant robuste pour le systéme non linéaire comldem
Le chapitre 3 reprend des résultats établis en collaboration avec J. Lévine et R. Marino
(cf [4], [5], [6]). Nous montrons un premier résultat négatif concernant les systémes mono-

entrée : un systeme trée est linéarisable par bouclage dynamique si et seul
il Test par bouclage statique. Aut dit, les techniques de bouclage dynamiq
n'apportent rien pour la liné des systé . La linéarisation par

bouclage dynamique est essentiellement un phénoméne multi-entrée.
Nous établissons ensuite une condition nécessaire triviale : un systeme non linéaire
linarisable par bouclage dynamique a son approximation linéaire tangente commandable.

Puis nous donnons deux condi de linéarisation par bouclage d
Des nous de voir utiliser ces théorémes lorsque 'on connait

la structure des crochets de Lie des champs de vecteurs de commande et de dynamique
propre.

Nous comparons nos résultats avec ceux établis par M. Fhess [10] et nous donnons un
exemple d’application au guidage-pilotage d’engin aérod.
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Chapitre 2

Stabilité et robustesse des systémes
non linéaires entrée-sortie linéarisés

et découplés par bouclage statiquel

2.1 Introduction

Les sytémes que nous étudions ci-d sont des & non linéaires entré tie.
11 semble naturel de demsnder un comportement simple & la relation entrec sorhe apres
boucl; en I’ on s’inté aux systé dont la i

est linéarisable par bouclage statique. Le probleme du découplage entrée-sortie stable par
retour d’état a été étudié en linaire par P.L. Falb et W.A. Wolovich [22], en 1967 Tls
mirent en évidence des conditi et de dé tie.
Cependant une partie de la dynamique, liée aux zéros finis de la matrice de trnnsfen
devient inobservable et conditionne la stabilité du systéme en boucle fermée. W.M. Won-
ham [54] montra que ces i ient étre ées lorsque I'on s isait un
précompensateur et un bouclage.

Ces deux types de conditions ont leurs équivalents en non linéaire. Celles lides aux
zéros & linfini en linéaire deviennent des conditions de régularité d’une matrice appelée
matrice de découplage (cf R.M. Hirschorn [27] et A. Isidori, A.J. Krener, C. Gori-Giorgi,
et S. Monaco [31]). L’équivalent non linéaire des zéros finis étant la notion de “dynamique
des zéros” introduites par C. Bymes et A. Isidori [8] (voir également A. Isidori [29]).
Iis donnérent une de stabilité d’un systeme entrée-sortie découplé par
bouclage statique : si la dynamique des zéros admet un point d’équilibre asymptotiquement
stable, le systéme complet est découplable et localement stabilisable par bouclage statique.

Le premier résultat de ce chapitre concerne les systémes non linéaires sans dynamique
des zéros. Nous montrons alors que les résultats de stabilité et de robustesse sont essen-
tiellement ceux d’un systeme linéaire mais vu au travers de coordonnées non linéaires.

Nous montrons ensuite que la notion de stabilité utilisée par C. Byrnes et A. Isidori est

TLes résultats de ce chapitre ont déja fait Pobjet d’une publication (cf [9]).
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parfois trop restrictive. Nous définissons d’abord la K-stabilité : un systéme non linéaire
entrée-sortie linéarisé et découplé par bouclage statique est K-stable si sa relation entrée-
sortie est asymptotiquement stable et si toutes les trajectoires du systéme bouclé vont
vers un compact attractif. Nous donnons deux conditi de K-stabilité, I'une
portant sur le comportement du systéme bouclé au voisinage des singularités de la loi de
bouclage, Pautre de nature topologique reliant les propriétés des points stationnaire de la
dynamique des zéros & la caractéristique d’Euler-Poincaré de la sous-variété sur laquelle
elle est définie. Puis nous étudions dans quelle mesure la K-stabilité est préservée lorsque
les champs de vecteurs définissant la dynamique du systeme sont perturbés. Enfin nous
donnons un exemple tiré de la robotique (cf B. d’Andréa-Novel et J. Lévine [2]) K-stable
qui ne vérifie pas les conditions suffisantes de stabilité données par C. Byrnes et A. Isidori.

2.2 Rappel

Une large classe de systemes physiques est constituée des systemes décrits par des équations
dites linéaires analytiques :

=@+ gg-(tlu.
= hy(=)

o les champs de vecteurs f, gy, ..., gm et les fonctions hy, ..., hq sont analytiques.
Classiquement, le vecteur des sorties y représente les mesures effectuées sur le systéme.

Dans notre cas, on supposera que fout Iéiat est mesuré; le vecteur des sorties y représentera

énéralement les grandeurs physiques qui nous inté plus particulié ; mais ce ne

sera pas toujours le cas, le choix de y peut relever de considérations plus “mathémati

que “physiques” (pour assurer la stabilité par cxemple...). Une des maniéres de com-

mander le systeme est d'imposer un comportement entrée-sortie donné, sous réserve que

cela soit possible. Un des comportements simples particulié est d'imposer

une relation entrée-sortie linéaire, et si possible dé ée dont nous lons la définiti

DEFINITION 2.1
On dit que le systéme (T est découplé si et seulement si les sorties y;, 1 < j < q vérifie
des équations différentielles du type suivant :

1.9,

Z2IC7 dt‘: %), 1<j<q
y; vérifie une équation différentielle ou n’interviennent que les dérivées de y; et Ventrée

5
On dit que le systéme () a une relation entrée-sortie linéaire si et seulement 8'il eziste
un difféomorphisme z 1 (€, z) et des matrices A, B, et C tels que () s’écrive :

é = A¢+Bu
2 = ag2) + (6 2)u
y c¢



En particulier, la relation entrée-sortie entre u et y peut étre décrite par une matrice de
transfert.

() est découplable ( i ¢ linéarisable) s’il eziste un bouclage statique u =
a(z) + Bz)v, avee B(z) inversible quel que soit z, et un difféomorphisme z = @(z) tels
que le systéme en boucle fermée soit découplé (respectivement linéaire).

Nous nous placerons pour simplifier dans le cas de systémes carrés, m = g. Nous utiliserons
les notations usuelles de la géométrie différentielle rappelées dans ’Appendice A. Nous
rappelons pour mémoire Pexpression de la dérivée de Lie en coordonnées.

fi(=) 9 5
Si f(z) = : = fi(z) 53—+ -+ + fa(z) 5 est un champ de vecteurs et
8z, oz,
falz)
h = h(z) une fonction, on a
L$h = h
u oh
Lk = L = _):f.(z)E
k+1 k. e '
¥ = Lish  k>1
Introdui i quelques fons propres & I’Automatique :
DEFINITION 2.2

Soient
pi = inf{k | L,, L5hi # 0 pour au moins un j}.

Les nombres p; sont appelés les nombres caractéristiques du systéme ().
On définit également P'immersion © (cf M. Fliess et I Kupka [21]) :

DEFINITION 2.3
On appelle immersion Uapplication © suivante :
Mr % Re
z — &
™ & io
oug=m+Ypu€=| i |,etb=| i |les & valant & = Lihs.
=
&m 9%

On définit enfin les matrices A et Ag

DEFINITION 2.4
A est la matrice carrée d’éléments

b= L, L7hi; (2.1)
A est appelée matrice de découplage et Aq est la matrice colonne d’éléments

Ay =Ly he (2.2)
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Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat bien connu sur la linéarisation
et le découplage par bouclage d’état :

THEOREME 2.1 (/9,/29],/31])

Le systéme () est linéarisable et découplable par bouclage d’état si et seulement si la
matrice de découplage A est inversible ; dans ce cas, les matrices a et 8 qui caractérisent
la loi de bouclage s’ezpriment sous la forme :

o = (A< wibs > —AY) , f=ATD, (2.3)
=1

i D est une matrice constante diagonale inversible m x m, et w; est une forme linéaire
quelconque sur R**. On utilisera la notation

= ATHQE - A).
Avec la loi de bouclage (2.3), (£) a le méme comportement entrée-sortie que le systéme

(1) : .
€ = FE+G
&n {y = H¢, '

ol £ € R, F, G, et H sont des matrices bloc-diagonales :

F = diag(F,...,Fn),
diag(Gy,...,Gm),
H = diag(Hy,...,Hp),

0 1 0
0
F=| S R I T
0 0 1 Di
Wiy wiz - t Wipg41

H,=(1,...,0) , H;e(R*")
(on rappelle que D est une matrice dmgona.le )

(£1) se dé enm épend On que les poles de
chaque sous-systémes peuvent étre choisis indépendament & travers les w; dans le demi-plan
gauche ouvert. On peut donc supposer sans perte de généralité que chaque yste
est stable.

Cette technique de commande, si elle permet d’imposer un comportement entrée-sortie
linéaire découplé stable lorsque A est inversible ne permet pas toujours de conclure sur la
stabilité du systéme (E) proprement dit. Il nous faut distinguer deux cas :

o © est un difféomorphisme local, dans ce cas la stabilité du systeme () se réduit &
la stabilité du systeme immergé (1).

15



® © n'est pas un difféomorphisme local, dans ce cas, la loi de bouclage a rendu inob-
servable une partie du systéme (E) (voir Proposition 2.5), la stabilité du systéme
(1) ne rend plus compte que particllement de la stabilité du systéme complet, il
nous faut également étudier la stabilité de la dynamique inobservable dite dynamique
des zéros.

Les résultats que nous avons énoncés s'expriment en fonction de Pimmersion © et de
la matrice de découplage A. Plus précisément, nous avons vu que notre probléme était
résoluble si et seulement si la matrice de découplage était inversible. Rien n’a été dit
jusqu’a présent sur I'immersion, en particulier sur ses singularités ; le théoréme suivant
montre que les singularités de © sont ises dans les singularités de A, et quil n’y a
pas besoin de les traiter de fagon spécifique.

THEOREME 2.2
Soit T,® lapplication tangente en z ¢ ©. La singularité de © en z, i.c. ig T,0 < g,
implique la singularité de A en z, i.e. det A = 0.

Démonstration :

Par ’absurde, supposons que g T,0 < g et que A(z) soit inversible. Dans ce cas A est
inversible dans un voisinage de z, et le Théoréme 2.1 s’applique, le systéme (£) s’immerge
dans le systéme linéaire commandable (£71). On a donc

To(f) = F¢
Te(g‘) = G“

oli G est la i ¥™ colonne de G. L'application tangente T® étant naturelle pour le crochet
de Lie (i.e. si TO(V;) = W;, i = 1,2, alors [TO(V;), TO(V;)] = [W;, W3)), on en déduit que
TO(ad}g:) = (~1)'FG;. Le systeme (EI) étant commandable, nous avons

18(G, FG,...,Fi"'G) = g, ce qui implique que rgT.® > g, ce qui contredit I’hypothése
gT.0<g. 0

2.3 Cas oll 'immersion est localement bijective, g =n

Clest le cas le plus simple. On suppose que A est presque partout inversible. Le systéme ()
en boucle fermée est localement difféomorphe au systéme (EI), ses propriétés de stabilité
et de robustesse sont essentiellement celles d’un systéme linéaire, vu aprés un changement
non linéaire de coordonnées.

DEFINITION 2.5

On dit que & est un point nominal de () si et seulement si ©(2) € ImF-'G et A(Z)
inversible. Cela signifie qu'il eziste @ et © tels que @ = a(Z) + B(2)D et

£(2) + Soug(2) = 0. (2.4)

i=1
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On rappelle que le placement de péles du systeme immergé est assuré par le choix des
w;. En particulier, si Z est un point nominal de (E), comme © est un diffiéomorphisme
local au voisinage de Z, le systeme (%) en boucle fermée est asymptotiquement stable au
voisinage de 2.

On s'intéresse maintenant & la robustesse de la loi de bouclage (2.3) lorsque les champs

de vecteurs f,gy,..., gm ne sont pas exactement connus. Une formulation équivalente con-
siste & supposer que les champs de vecteurs étudiés peuvent étre perturbés par les champs
inconnus €, g1, ..., m, tandis que les matrices a et § et Vimmersion ©, construites &

partir des données restent inchangées. Des termes correctifs doivent étre ajoutés au systéme
immergé pour tenir compte de ces perturbations inconnues (supposées petites).

Si I'on considére des perturbations de sorties qui n’affectent pas la structure des nombres
caractéristiques, les perturbations dues & ces errurs affectant les matrices A et Aq sont du
méme type que celle étudiées ici. On peut donc se indre sans perte de généralité aux
perturbations de A et Ao uniquement créées par des “erreurs” sur les champs de commande
et de dynamique propre.

Comme & = Lihi, on aura

sreiLihit il v, Lihi = Lit'hy + 3 u; Ly, Lih; +e(L;L5hit Y u;Ly, Lhs)
= SETgHEE =

41 S1 k<, =0 si k<p,
3 si k=p, =4} sik=p,

Comme u = A~ Q€ — Ag + Do), (SI) s’écrit =
€ = Ft+Gu+e[To+TA(Qf — Ag+ Dv)]
(ZD)
y = H§
ot To(z) et I(z) sont respectivement des matrices de taille n x 1 et n x m.

Ty = LjLi hap
I = LgLj has,

A
avecr =i+k+3 p,,1<i < puur+1,0 <k <m—1. T, et T sont des fonctions continues

(et méme indéfini différentiable) & valeurs matricielles sur M, en particulier, elles
sont bornées sur toute partie compacte de M™.

On s’apergoit cependant, que la perturbation du systme immergé contient A~!, cette
perturbation ne peut pas étre considérée comme “petite” au voisinage des singularités de
A. En revanche, si on s place au voisinage d'un point nominal # (en particulier A(z)

d

ible), les techni de es linéaires soumis a des

est in’
perturbations non linéaires s’appliquent.

THEOREME 2.3 /3] [37]
Considérons le systéme linéaire suivant soumis & une perturbation non linéaire :

(= Kd¢) = K¢ +€L(Q), (2.5)
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0t ¢ € B,, boule ouverte de rayon v de RP, K matrice p x p de valeurs propres & partie
réelle strictement négative, L champ de vecteurs de classe C* sur B,.

Pour tout p, 0 < p < v, il eziste un réel strictement positif 1(p) tel que pour tout ¢,
lel < n(p) :
(i) Le champ de vecteurs K, a un zéro et un seul ¢, dans la boule fermée B,.

(ii) C. est ezponentiellement stable pour le flot &, de K, et son domaine d’attraction
contient la boule fermée B,.

En outre, e — ¢, est de classe C*.

Corollaire 2.4

Supposons que les champs de vecteurs f,gy,...,gm soient perturbés par les champs e,

€31,- -, EJm- Soit Z un point nominal du systéme () non perturbé. Alors il eziste un réel

stictement positif n(2) tel que pour tout ¢, |e| < n(%), le systéme () en boucle fermée ait
iellement stable Z, au voisinage de . En outre, Uapplication

un point nominal
€ 3, est de classe C.

Démonstration :
Z étant un point nominal, A(Z) est inversible. D’aprés le Théoréme 2.2 © induit un
difiéomorphisme d’un voisinage U de  sur un voisinage W de ©(z). Sur W, on a un
systeme linéaire soumis & une perturbation non linéaire et Proposition 2.3 s'applique, ce
qui nous donne la conclusion. O

Dans le cas particulier ot I'i ion est 1 bijective, nous venons de voir
que les résultats de robustesse sont essentiellement des résultats de type linéaire, c’est &
dire que I’on traduit en terme de coordonnées non linéaires des résultats bien connus en
linéaire. Les véritables “phénoménes non linéaires” apparaitront en fait lorsque le systéme
immergé ne sera plus localement difféomorphe au systéme initial. C’est ce que nous allons
étudier dans le paragraphe suivant.

1

2.4 Cas ou 'immersion est de plus petite dimension
que D’état, g<n
Le systeme immergé a la méme forme que précédemment :

£ = FE+Go
(21) {y Z e

On rappelle que les poles du systeme immergé peuvent étre placés arbitrairement & travers
le choix des w;. Le principal probléme qui apparait lorsque g < n est I'existence d’un
feuilletage de dimension n — g de M™ que la loi de bouclage a rendu inobservable. Ce
phénoméne est comparable & ce qui se passe en linéaire lorsque la loi de bouclage fait
disparaitre les zéros finis (cette opération se fait en placant un péle sous chaque zéro).
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La stabilité du systéme (£) en boucle fermée ne se lit plus uniquement sur le systéme
immergé, il faut aussi s'assurer que la dynamique inobservable dite dynamique des zéros
soit stable, en un sens & préciser.
On remarque que lorsque I'on applique la commande constante v, £ tend vers une limite
finie :
Jim {0 = ~F7Ge;
ce fait justifie la définition suivante :
DEFINITION 2.6
On appelle sous-variété asymptotique inobservable associée & v la sous variété N, de M :
N, = {z € M|0(z) = —~F~'Gv, 1gT.0 = g}.
Le qualificatif d’inobservable est détaillé par la proposition suivante
Proposition 2.5 [29]
Le systéme (5) en boucle fermée admet un feuilletage inobservable , dim E(z) = n — q

pour tout z tel que A(z) est inversible. La distribution = a localement pour variété intégrale
N,, T.N, = Z(z) Vz € N, et est la plus grande distribution contenue dans

5
() ker dh;
=1
invariante par f,31,...,9m [9),[29], [31], ot
F=f+X g 5= Blg;
=1 =1

En particulier dim N,

—q.

Démonstration :
Le systéme en boucle fermée ayant le méme comportement entrée-sortie que le systéme
immergé, commandable et observable, (SI), on en déduit que la plus grande distribution

invariante contenue dans (] ker dh; est précisement
i=1

ker dL}h;.

De par sa définition, = est distribution inobservable du systeme () en
boucle fermée ([25)). Ce qui nous donne la conclusion. O

L'étude de la stabilité du systéme () en boucle fermée se scinde donc en deux : la
stabilité de la partie observable, qui dépend exclusivement des choix du concepteur et se
lit sur le systéme immergé (E1), et la stabilité de la dynamique inobservable dont nous
montrerons que certains éléments sont indépendant des choix du et peuvent
étre calculés a priori. Ce sont ces objets que nous allons maintenant définir ; on introduit

les notations suivantes :



o §(z) = det A(z)

o gu= ) u'g (notation matricielle)

=
o A = transposée de la comatrice de A , A = §A~" lorsque & # 0.
o N, ={z € N,|8(z) # 0}

o fo=(f-9A7A0),,

On remarque que

f+9A™ Q¢ — Ao+ Dv) = f+

Lemme 2.8 (voir aussi [8])
Pour tout v € R™, le champ de vecteurs f + g coincide avec le champ f, sur N,. En
particulier, sur N,, il ne dépend pas du choiz des matrices D et 1. En outre, f, est tangent
@ N,. f, est par définition la dynamique des zéros.

Démonstration :

Lorsque z € N,, cela signifie que F€ + Gv = 0 et donc que Q¢ + Dv = 0, i.e.
fo

Ainsi £ = 0 et z reste dans N,, on en déduit que f, est tangent a N,. O

On constate que lorsque I'on applique la commande constante v, I'état z du systeme en
boucle fermée tend & se rapprocher de la variété asymptotique inobservable N,. Le champ
de vecteurs f, défini sur N, représente donc la d que inobservable de I’équilibre, la dy-
namique des zéros. Le lemme ci-dessus nous montre que cette dynamique est indépendante
du choix des péles du systéme immergé, c’est & dire de la dynamique observable et ne
dépend que du choix du régime permanent ; en outre, cette dynamique des zéros peut étre
calculée a priori avant méme de réaliser la loi de bouclage.

La stabilité du systeme () en boucle fermée ne pourra étre assurée que si la dynamique
des zéros est elle méme stable. La notion habituelle de stabilité correspond & ce qui est
bien connu pour les champs linéaires, Iétat du systéme tend vers un point attractif dont
le domaine de stabilité est 'espace tout entier. Si cette notion de stabilité est satisfaisante
pour la dynamique observable, qui dans notre cas est linéaire, elle est par contre trop
restrictive pour la dynamique des zéros. On peut envisager, en I'absence de point d’équilibre
stable, que P'on puisse se contenter d’exiger que toutes les trajectoires de la dynamique
asymptotique inobservable aillent dans un compact et n’en ressortent plus.

Notons que ce type de comportement peut s’avérer dans certain cas inacceptable :
pour rester dans le compact K, les actionneurs peuvent étre excessivement sollicités. Cette
discussion doit étre menée au cas par cas.

f+9A7 (€ — Ao + Dv,
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DEFINITION 2.7

Soit N une variété et V un champ de vecteurs sur N On dit que V est K-stable si et
seulement s’il eziste un compact régulier K de N tel que V soit rentrant sur 8K et tel que
chaque point de N soit transporté par le flot de V dans K en temps fini positif. Un tel
compact est dit vérifier la propriété (P).

DEFINITION 2.8
Le systéme (E) en boucle fermée est dit K-stable i pour toute commande constante v, le
champ de vecteurs f + gv est K-stable.

Ayant maintenant une notion plus large de stabilité, il nous faut maintenant trouver des
critéres permettant de savoir si un champs de vecteurs est K-stable ou non. Nous énongons
maintenant un théoreme qui nous servira & établir un tel critere :

THEOREME 2.7 (Poincaré, Hopf) (39

Soit N une variété compacte & bord et V un champ de vecteur tangent & N On suppose
que V est sortant sur le bord ON et qu’il n'a que des zéros isolés (N étant compact, ils
sont donc en nombre fini). Alors, on a légalité :

> iz)=x(N),

2€N,V(2)=0

ot X(N) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de N et ot i(z) est Vindice du zéro z du
champ de vecteurs V

Remarque 2.1

Si z est un zéro régulier de V, alors i(z) = (~1)°, o4 ¢ = nombre de valeurs propres
réelles strictement négatives de V.V x(N) est un invariant topologique dont la définition
peut étre trouvée dans [24].

Le théoréme est énoncé dans le cas oti V' est sortant, pour obtenir des résultats de
stabilité, on sera amené & considérer des champs de vecteurs rentrants. La transposition
est immeédiate, si V est un champ de vecteurs rentrant, —V’ sera sortant, et I'on applique
le Théoréme 2.7 & —V.. Il suffit de remarquer que les indices des zéros de —V' s’obtiennent
en multipliant par (—1)%™ % les indices des zéros de V

On suppose que le systéme (E) vérifie pour tout v les hypothéses supplémentaires
suivantes :

(i) N, est “simple & l'infini”, cest & dire qu'il existe un compact K, de N, qui est un
rétract par déformation de N,.

(ii) Le champ de vecteurs f, n’a qu’un nombre fini de zéros.

(iii) Le champ de vecteurs f + §v est complet (ce qui implique que le champ £, le soit).



Remarque 2.2
L’hypothése (iii) est en fait superflu, si l'on suppose que le champ f + gv est K-stable,
comme il sera rentrant dans un certain compact, le flot sera défini pour tout t > 0 méme
si le champ n’est pas complet pour les t < 0.

En revanche, hypothese (i) est indispensable ; si le champ f+gv est K-stable, le champ
. le sera aussi. On peut alors montrer que N, est homéomorphe & K U 0K x] — 00,0] ot
K est un compact de N, et ou 8K et K x {0} sont identifiés ; ce qui montre que K est
un rétract par déformation de N,.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le principal théoréme de ce chapitre :

THEOREME 2.8
Si le systéme (E) en boucle fermée est K-stable, alors, pour tout v les conditions suivantes
sont vérifices :
(i)

26N, fu(2)=0
(1) Lyaaedinengeeny <0

En outre, lorsque (ii) est vérifiée, Vinégalité est stricte pour les points génériques ; Iétat
du systéme en boucle fermée ne peut atteindre Ny N {8 = 0} auz points ot cette inégalité
est stricte.

i(2) = (—1)5Fx(,).

La condition (i) traduit la K-stabilité de la dynami ique inobservable sur N,,
tandis que la condition (i) signifie que le systéme en boucle fermée est naturellement
repoussé des singularités de A.

Démonstration :

Par définition, la K-stabilité du systéme en boucle fermée implique que £, soit K-stable,
donc qu'il existe un compact K, de N, satisfaisant & la propriété (P). K, étant un rétract
par déformation de N,, on a x(K,) = x(N,). Le théoréme de Poincaré-Hopf s'applique
alors pour K, et pour le champ de vecteurs f, restreint & K., ce qui nous donne (i).

La K-stabilité implique également que les trajectoires du systéme ne traversent jamais
les singularités de A, la dynamique en boucle fermée n’y étant pas définie. Montrons que
cela implique (ii).

Par I'absurde, supposons qu’il y ait un point zo de N, {8 = 0} tel que L 34,6|., > 0.
Soit C la courbe intégrale du champ §f, passant par z, (le champ &, se prolonge par
continuité & N, tout entier) ; comme §L; 8 tend vers —L 3, §,, lorsque z tend vers zo,
la trajectoire C est parcourue dans le sens des § décroissants. Excepté lorsque 6 = 0, C est
aussi une trajectoire de f,, parcourue dans le sens des & décroissants lorsque & est positif,
et dans le sens des 6 croissants lorsque § est négatif ; en outre, on a |Lj 8| — oo lorsque
§ — 0, sur C, le flot de f, est attiré par sur la zone singuliére § = 0, ce qui est contraire
& Vhypothése de K-stabilité sur N.. O

les és de rob du systéme () en boucle fermée. On
suppose que le systéme (E) est K-stable et que les champs de vecteurs f, g1, -, gm, sont
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perturbés par les champs de vecteurs inconnus € f, €g1,+-+,€gm, la loi de bouclage (2.3)
étant toujours calculée avec les champs f, g1,++,gm. Le champ de vecteurs en boucle
fermée s'écrit alors :

fe=F+gv+e[f-3a7 (6~ Ao+ Do) (26)

Comme A~ apparait dans le terme perturbatif, les perturbations ne seront “petites” que
lorsque le systeme sera loin de la zone {§ = 0}. Pour les mémes raisons qu'en 'absence de
dynamique des zéros, on peut ramener les perturbations des sorties respectant la structure
des nombres caractéristiques & des perturbations des matrices A et Ao du mémes type
que celles étudiées ici. Le systeme (5) non perturbé étant K-stable, pour toute commande
constante v il existe un compact tel que le champ non perturbé en boucle fermée soit ren-
trant dans ce compact, pour des perturbations faibles, i.e. pour ¢ proche de zéro, le champ
perturbé f, sera toujours rentrant (les propriétés de lité étant str
stables). On en déduit donc le théoréme suivant :

THEOREME 2.9

Supposons que le systéme (£) non perturbé en boucle fermée soit K-stable. Alors pour tout
v et pour tout > 0, il eziste un compact K,, de M — {§ = 0} et un nombre p(n,v) > 0
tels que si |e| < p(n,v) :

(i) f. (cf 2.6) est rentrant dans K,,,

(ii) ||©(z) + A'Bv|| < nVz € K.

En particulier, le systéme perturbé reste K-stable si l'on se restraint dans un voisinage du
compact K.

Démonstration :
On sait que lorsque 'on applique une commande constante v, I'état du systeme immergé
O(z) tend vers —A™'Bv lorsque ¢ tend vers +co (les poles du systéme immergé ayant
été bien évidemment choisis stables). Comme on suppose d’autre part que le systéme (I)
est K-stable, les trajectoires du systéme en boucle fermée sont rentrantes dans un certain
compact ; on peut choisir ce compact tel que son image par © soit contenues dans une
boule de rayon 7 centrée en —A~Bu.

En effet, si K est un compact vérifiant la propriété (P), pour tout z appartenant & K on
pose 1., = mf{t > 0/)|84(=)] < n} ot &, est le flot défini par le champ en boucle fermée
lorsque 'on applique la lication z + 1,,, étant continu sur
le compact K, admet une borne supérieure 7 ; on peut alors prendre pour K,,, le compact
di(K).

Le champ non perturbé fo est rentrant dans K,,. D’autre part, K,, N {§ = 0} =
(le systeme non perturbé étant K-stable, le compact K, et donc le compact Ky, a une
intersection vide avec les singularités de la loi de bouclage, i.e. avec la zone {§ = 0}). Au
voisinage de K., le champ f, peut étre considéré comme une petite perturbation de f, ;
en particulier pour ¢ suffisemment petit, f, sera toujours rentrant dans K,,, ce qui nous
donne la conclusion. O
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Figure 1

Comparons les deux résultats de robustesse que nous avons obtenus. Dans le paragraphe
précédant, nous avions affaire essentiellement & un systéme linéaire avec une perturbation
non linéaire. Le point de fonctionnement autour duquel nous nous étions placés était
légérement déplacé et conservait ses propriétés de stabilité. Tandis qu'ici, on ne peut plus
véritablement parler d'un point de fonctionnement, mais plutdt d’un “compact” de fonc-
tionnement, compact qui n’apparait ponctuel que vu & travers I'immersion ©. Ce compact
est déformé par les perturbations (il peut méme “s’épaissir” et ne plus étre contenu dans
une sous-variété de M), et son image par © n’est plus ponctuelle ; tout ce que I'on peut
dire, c’est que l'image par © des trajectoires du systéme perturbé en régime permanent

teront au voisinage du point de foncti du systeme immergé.

On retrouvera des résultats comparables au linéaire lorsque le “compact de fonction-
nement” K est en fait réduit & un point ; la dynamique inobservable est alors stable
au sens usuel ol toutes les trajectoires tendent asymptotiquement vers le méme point
d’équilibre, on dit alors que le systéme est & minimum de phase. Ce cas particulier a été
plus précisément étudié par C. Byrnes et A. Isidori [8].

2.5 Application a la commande d’un bras de robot
équilibriste [2]

On étudie un bras de robots constitués de trois segments articulés. Le premier segment
B, est vertical et tourne autour d’un axe vertical. Le deuxiéme segment B, est fixé a
Pextrémité supérieure de B, et peut tourner dans le plan vertical défini par B et B,.
Le troisieme segment Bj est fixé a l'autre extrémité de B, et tourne dans le méme plan
vertical. Les angles 6, 8,, et 63 sont définis dans la Figure 1. Sur chaque articulation du
bras de robot il y a un actionneur commandé en couple.

Un pendule rigide est fixé & Pextrémité du bras de robot. Ce pendule est décrit par
ses coordonnées sphérique notées 6, ¢ dans un repére lié au segment Bs, et peut tourner
librement autour de son articulation.

On cherche une loi de commande qui stabilise le pendule autour de sa position d’équilibre
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instable (robot équilibriste).
Le systéme mécanique “bras + pendule” est représenté par ses coordonnées d’angles et
de vitesses angulaires dans R',

z = 6, 2 = 0, z3 = b

o= ¢z o= 6, ze = by,

z7 = 0 T8 b, = 4
20 = 0

Les équations du systéme sont données par les équations de Lagrange.

daL oL .
Tigh o EE oWt =Lz
ol Q; est le couple exercé par la gravité sur la i ™ articulation et u; le couple dé
appliqué par I'acti de la i ™ articulation. Pour les coordonnées du pendule on
trouve :
doL_OL_, - doL oL _,
dtag 04 “* dios o8 "
L'expression du Lagrangien et des couples de gravité est donné en Annexe.
)
Ondéfinit z = | : |,lesystéme prend alors la forme classique :
Z10
& = f(z) + mgi(2) + u2g2(2) + uaga(2),
£, 91, 92, et gs analytiques. La position d’équilib érieure est érisée par :

Z3+2z3+25=0
=0 (2.7)

z;=0 6 <i<10.

On va maintenant choisir trois sorties pour pouvoir utiliser les outils développés dans les
paragraphes précédents. Les sorties seront choisies de telle sorte qu'il n'y ait qu’un nombre
fini de points d’équilibre dans chaque sous-variété asymptotique inobservable ; les sorties

ha, ha, et ha seront foncti des cing coordonnées d’angles, zi,...,zs, et
telles que leurs différentielle forment avec les différentielles des fonctions 2 + 23 4 25 et z,
une famille de rang 5 (i.e. de rang maximal), ce qui nous permet dassurer que les points
d’équilibre dans la inobservable sont isolés. Un choix possible

de fonctions hy, hs, et hs est donné par les expressions suivantes :

(1 = 210) + (22 — 72)]
(21— 71) + 3(23 — 73c)
$l(za = z4e) + (25 = 250)),
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Tie =

S5
8
[
8
®
| .
&N

Tae
Avec ce choix de sorties on obtient I'immersion

(=1 — 210) + (22 — 22)]
(21 — 210) + Hzs — zac)
Hea + (25— 25)]
%(le+ z7)
z¢+ 328
Hze +710)

o(z) =

La matrice de découplage A est de la forme
A =PrQ,

ou I' est la matrice d’inertie du systéme et

j o000

P=1]101%}00
0001t
100
010

Q=001
000
000

La matrice de découplage A n'a pas de singul sur la sous-variété asymptotique inob-

servable No (qui est de dimension 4). On a donc No = No. Sur No, il n'y a qu'un point
déquilibre z., caractérisé par z; = z;, pour 1 < i < 5 et z; = 0 pour 6 < i < 10. Le
linéarisé du champ de vecteurs fo autour de ce point d’équilibre a pour valeurs propres :

4.77 x 1077 + 3.99i, —1.43 x 1077 + 5.45i

Ce point n’est pas asymptotiquement stable. Le systéme a, selon la définition de C. Byrnes
et A. Isidori, deux zéros instables et le systéme n’est pas & minimum de phase.

Cependant, on a ij(z;) = 1 et comme No ~ RY, x(No) = 1, conformément au
Théoréme 2.8, les conditions nécessaires de K-stabilité sont vérifiées, et la simulation (Fig-
ure 2) nous montre que le systéme est effectivement K-stable, le compact K étant une
“petite” boule centrée en z.. En outre, la simulation nous suggeére que les trajectoires
tendent vers un tore attractif contenu dans K

Nous avons avec le bras de robots un exemple de systéme qui n’est pas asymptotique-
ment stable, dont le linéarisé tangent au point d’équilibre est instable ; mais qu’on ne peut
cependant pas qualifier d’instable, les trajectoires du systéme restant dans un voisinage de
ce point d’équilibre “instable” On a vu que ce systeme vérifiait les conditions nécessaires
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de K-stabilité ; cela ne signifit pas que le systeme soit obligatoi stable, ces conditi

sont nécessaires et non suffisantes, il a fallu simuler le systéme pour établir avec certitude
s'il était K-stable ou pas. Ce critére permet de faire un premier tri entre les sorties accep-
tables, celles qui vérifient les conditi de K-stabilité, de celles qui ne le sont
pas, qui donneront de toutes fagons un comportement en boucle fermée instable.

2.6 Conclusion

Nous nous sommes intéressés a la stabilité et la robustesse d’une classe particuliere de
lois de bouclage. Nous avons élargi & la K-stabilité la notion de stabilité. Ceci nous a
permis de relacher nos exigences sur la partie inobservable de la dynamique, la “dynamique
des zéros” On notera aussi que la K-stabilité est structurellement stable alors que la
stabilité asymptotique ne I'est pas toujours. En effet, si le systeme en boucle fermée a
un point d’équilibre asymptotiquement stable et que par la suite de perturbations une
bifurcation de Hopf se produit en ce point, le systeme reste K-stable tandis qu'il n'est
plus asy stable. On souli dant que nous n’avons donné que des
conditions nécessaires de K-stabilité tandis que C. Byrnes et A. Isidori [8] et A. Isidori
[29] donnaient des it f de stabilité

B. d’Andréa-Novel et J. Levme prolongérent cette étude de la K-stabilité en prenant
en compte d’autres invari pologiques de la ique inobservable
et en considérant en plus des points stationnaire de la dynamique des zéros ses orbites
périodiques, et en utilisant les inégalités de Morse-Smale [46]. Cette extension est cependant
limitée ; la mise en application de ces résultats exigeant que la dynamique des zéros soit
de Morse-Smale (voir [43] pour une définition précise des champ de Morse-Smale), or cette

dition n’est plus générique en dimension supérieure ou égal & 3.

Ces résultats de stabilité restent dépendants de 'approche “suivi de modéle” puisque
I’on essaye par diverses transformations de suivre un modéle que 'on connait et que I'on
sait stable. D’autres approches plus générales sont possibles. Un grand nombre d’entre
elles utilisent des méthodes de type Lyapunov. Ces méthodes permettent de construire
des lois de bouclage stabilisantes au voisinage de points ot les techniques de linéarisation
ne s’appliquent pas. Ces méthodes peuvent déboucher sur des lois de commande qui ne
sont plus C* mais seulement C° (et parfois pas méme Lipschitz) (cf Z. Artstein [5]). Des
résultats ont également été obtenues avec des lois de bouclages discontinues. (Voir par
exemple E.D. Sontag [47] pour une présentation générale sur les résultats de stabilité, voir
aussi [48], [52].) Les résultats obtenues jusqu’a présent restent cependant fragmentaires.

2.7 Annexe : Expression du Lagrangien et des couples
de gravité [1]
Le robot étant considéré comme rigide, I'énergie potentielle interne est nulle. Le Lagran-

gien L se réduit a la somme des énergies cinétiques de chacune des barres composant le
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robot.
Notations :

o On notera Ry = (Ozyz) un repére absolu, 'axe Oy étant paralléle & la barre B,.

o On notera Ry = (O1219121) le repére relatif lié & la barre B, obtenu par une trans-
lation de longueur dy le long de I'axe Oz suivi d'une rotation d’angle , autour de
T'axe Oy paralléle & Oy3;.

On notera Ry = (Oz2352) le repére relatif lié & la barre B; obtenu & partir de
R, par une translation de longueur d, suivant Oy, suivi d’une rotation d’angle 8,
autour de axe Oz, paralléle & l'axe O z,.

On notera Ry = (O323ys23) le repére relatif lié a la barre By obtenu & partir de R,
par une translation de longueur dy le long de I'axe 0,2, suivi d’une translation de
longueur dj le long de Oy, et d’une rotation d’angle 83 autour de I'axe Oyz paralléle
aux axes Oy2; et Oy2;.

On notera par ds la distance entre Oy et le centre de gravité G4 du pendule R, et
par @ = 6, et 8 = 0 ses coordonnées sphériques dans le repére Rs.

o On notera z,,, ¥, et 25, i = 1,2,3, les coordonnées du centre de gravité G; de la
barre B; dans le repére relatif Ri.

L; 0 0
L=| 0 I: o
0 0 I

la matrice dinertie de la barre B; dans le repére (Giziyiz) pour i = 1,2,3. Pour
i = 4, cela représente la matrice d'inertie du pendule R dans un repére relatif lié a
R dorigine Ga.

On notera

o On note m; les masses des barres B; et m, la masse du pendule R.
On a alors :

L] Y
=%E N2+ Y N6i6; (28)

1<i<5<s
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ol

Ay =

i
I

g =

Aig =

Ass

mi(z5, + 24,) + ma((2, 08 b; + g, sin6)? + 22,)
tma((—(dy + ds) 5in s + 24, cos(f + ) + vy, (B + 05))" + (de + 2)7)
+ma((~(dy + ds) sin 0, + dy sin(8, + 63)

+ds(cos(9; + 05) sin b5 cos 8, + sin(8; + 65) cos 5))?

+(da + dg sin b, sin 65)?)

+1y1 + Lasin®(62 + 63) + I,z cos? 6 + I3 cos?(8; + 85)

+1,4(sin(6; + 63) cos 6, cos b + cos(6; + 83) sin b5 )*

+1,4(cos(B; + 83) cos B5 — sin(8; + 63) cos By sinb)? + I, 4 sin? 6, sin®(6, + 85)
ma(2}, + v2,) + ma(22, + 2, — (d + ds)(—dy — ds + 2(y,, cos b5 — z,, sinby)))
+my((da(dy +2(—dy — da) cos B) + (dy + ds)? + d2(cos? b, sin? B + cos? fs)
+2ds((ds — d3 cos 83) cos 85 + (dy + ds) sin 3 cos O sin 65))

412+ Is + I asin’ 0,.cos® 65

+1,45in* 8, sin® O + I, 4 cos? 6,

my(z2, + y2,) + my(d] + d?(cos? 8, sin® B + cos? 5) + 2d,ds cos fs)

+1.,3+ I,4cos? O sin® 04 + I qsin® O sin? 6, + I, 4 cos? b,

md? sin® O + I 45in*8s + I, 4 cos? b5

mady + Ly

= mazy,(,,sin 8, — y,, cos 6y) + ms(ds + z,)
X ((dy + ds) c0s 6, + ,, sin(62 + 63) — yg, cos(6; + 6))
—ma(da + ds sin By sin 85 )(—(ds + ds) cos b, + dy cos(B; + b5)
+ds(— sin(f + 8a) cos B, sin B + cos(8; + ;) cos b5))
—L,(sin(8; + B3) cos 6, cos B + cos(6; + B3) sin b ) sin 9, cos b
+1I,,4(cos(8; + B3) cos 85 — sin(6; + 05) cos 8y sin B ) sin b, sin b5
I,.45in 8, cos b sin(6; + 63)

= mia(da+ 24, )(24s 5in(Bz + B3) — Yy, cos(By + B3)) — ma(ds + ds sin b sin B5)
x(dy cos(8; + 83) + ds(cos(B; + 83) cos 85 — sin(8; + 65) cos B sin b))
— I, (sin(6; + 3) cos b4 cos B + cos(8; + 03) sin 85) sin 8, cos b
+1,,4(cos(82 + 83) cos b cos B + cos(Bz + 85) sin b) sin b cos by
+1,,45in 64 cos 4 sin(6; + 6a)

= my((~(dy + ds)sin b, + dysin(8; + 05) + ds(cos(8; + 85) sin b cos b
+ sin(6; + 83) cos f5))ds cos b4 sin 5
+(dy + ds sin 0, sin 5)ds cos(fz + 85) sin 8, sin f5)
+1I,,45in 85(sin(6; + 03) cos 8 cos 8 + cos(8, + 8) sin bs)
41,4 cos B5(cos(B; + 63) cos O — sin(8; + B3) cos By sin fs)

= ma((—(dy + ds) sin B, + dysin(8 + 05) + ds(cos(8; + 05) sin b5 cos 64
+ sin(8; + 63) cos 85 ))ds sin 4 cos b5
—ds(dy + ds sin 8, sin 05)(cos(6, + 63) cos 8, cos f5—
sin(8z + 63) sin 65)) + L,,4sin(8; + 63) sin 6,
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Asa
Ass
A
Les couples de pesanteur sont donnés par les expressions suivantes (Q; = Qs, pour

i=1,2,3, Q, = Qa, et Qo = Qa,) :

Qs
Qs

Qo

Q.
Qe

= ma(e2, + v — (dy + da) (g, <08 B — z,, 5in f))

+my(dy(dy — (dy + d3) cos ) + d2(cos? 64 sin® f5 + cos? b5)
ds(2d.cos fs — (dy + da)(cos B cos b5 — sin B cos by sin 6)))
+1,,3 + L qsin’ 04 cos? 85 + I, 4sin® B, sin? 65 + I,4co8? 64

= —myds sin By sin B(—(dy + ds) cos 05 + dy + dg cos f5)

—~(Ioua — I,4) sin B sin B cos b5

= muds((—(d1 + d5) cos 0 + d) cos 94 cos 85 + dy sin B3 sin 5 + ds cos 8,)

+1,.4cos 6
—miads(ds + ds cos 85) sin Oy sin 05 — (Iu,s — I4) sin Oy sin 5 cos b5
mady(ds + dy cos B) cos B4 + I,4cos by

0

[

9(ma(24, €05 63 + Yy, 5in 63)

Sma(—(ds + ds) sin 0y + 25, cos(8 + 8s) + y, sin(0; + 65))

ma(—dysin(d; + 65) + (dy + da) sin 8,

tdy(~ cos(8, + 0) cos 4 sin b5 — sin(8; + 8s) cos b))

(ma(z,, cos(6 + ) + Yy, sin(8; + 05)

Frmy(—dysin(8 + 8s) + dg(— cos(8, + 85) cos b, sin B — sin(f + b) cos 6;)))
—gmads sin(8; + 05) sin B sin B

gmads(sin(8; + 85) cos by cos b + cos(8; + b) sin b))
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Chapitre 3

Linéarisation par bouclage

dynamique et difféomorphismel

3.1 Introduction

Le but premier de la commande d’un systéme, qu'il soit linéaire ou non, est de lui donner
un comportement stable, c’est & dire que le systéme revienne spontanément au comporte-
ment qui lui a été assigné lorsqu’une perturbation I'en a écarté, et robuste au sens o
le comportement qualitatif du systeme reste le méme lorsque les paramétres du systéme
varient, que la dynamique n’est connu qu’approximativement, ou que la loi de bouclage
appliquée n'est pas exactement celle que I'on a calculée.

1l est bien connu d’une part qu’un systéme linéaire commandable est stabilisable par une
loi de bouclage (linéaire) bien choisie ; d’autre part qu’un systeme linéaire stable est robuste
lorsqu’il est soumis & des perturbations non linéaires. Enfin les propriétés de stabilité
et de robustesse sont invariantes par difféomorphisme. Une des techniques possibles de
commande stabilisante et robuste et de transformer par bouclage et difféomorphisme un
systeme non linéaire en un systéme linéaire commandable.

Les systemes non linéaires étudiés ici seront de la forme

b= f(2) + 3o wade) = (&) + g(a)u. (1)

A.J. Krener [35] donna les conditions pour que le systéme (3.1) soit difféomorphe & un
systeme linéaire. R.W. Brockett [7] généralisa cette approche pour des lois de bouclage
de la forme u = a(z) + Bv, ot B est une matrice m x m constante et inversible. Enfin
B. Jakubezyk et W. Respondek [33] et indépend L.R. Hunt, R. Su et G. Meyer [28]
donnérent la réponse compléte lorsque I'on s’autorise les lois de bouclage statiques de la.

forme
z) + B(z)v, (3.2)

1Ce travail a été effectué en collaboration avec J. Lévine et R. Marino et a fait I'objet de plusieurs
publications (cf [12], [13], et [14]
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o1 B(z) est une matrice carrée inversible pour tout z. Ce résultat contient ceux présentés
dans [35] et [7].

R. Marino [38] montra que tout systéme (3.1) un plus grand te
linéarisable et en donna la construction. Aprés difféomorphisme et bouclage, le systéme
est scindé en une partie linéaire et une partie non linéaire,

2 = Az+bv
= a(z,0)+b(z, v
et la stabilité et la robustesse de ces systémes est alors donné d’une part par la partie
linéarisée et d’autre part par la partie non linéaire. Cependant le comportement de cette
partie non linéaire est inconnue a priori, on ne peut que constater la stabilité ou I'instabilité
du systéme bouclée. En outre, cette stabilité dépend du choix des coordonnées qui sont
effectivement linéarisées.

Dans le Chapitre 2 nous cherchions des critéres permettant de savoir si la partie non
linéaire du systeme (3.1) était stable et robuste. Ici on cherchera plutét a étendre la classe
des lois de bouclages possibles aux bouclages dynamiques de fagon & élargir la classe des
systémes linéarisables. Les lois de bouclage dynamique étudiées seront de la forme :

dmettai

W = a(z,w)+b(z,w)p w € R

v = a(zw)+Az,w) veRY m>m. @3

La loi de bouclage étant réguliere en un sens qui sera défini ultérieurement (cf Définition 3.1).
Ce type de loi de bouclage contient ce qu'en linéaire on appelle compensateur dynamique
et précompensateur. En non linéaire, nous ne ferons plus cette distinction. Le systeme
étendu (3.1) + (3.3) sera appelé extension dynamique de (3.1).

Ce type de loi de bouclage a été introduit en linéaire pour résoudre le probléme
du découplage entrée-sortie (cf W.M. Wonham [54]). R.M. Hirschorn [26], en 1979, et
S.N. Singh [44] [45], en 1980 et 1981, montrérent limportance de ces lois de bouclage
dans la construction d'inverse de systemes entrée-sortie non linéaires et du découplage par
bouclage dynamique.

On que si la jon par bouclage statique (3.2) est inversible, le
bouclage permettant de revenir au systéme initial étant donné par v = A(z)"}(u — a(z)),
la transformation par bouclage dynamique ne lest pas (la dimenson de Iespace d’état
augmente et passe de n & n + n'). S'il est possible de définir un “groupe de transforma-
tion par bouclage statique” du systeme (3.1), on ne peut plus en faire de méme pour les

par bouclage d
Le bouclage dynamique fut étudié dans e cas des systémes non linéaires entrée-sortie

J. Descusse et C.H. Moog [15], [w] dierent le dé tré , A. Isidori et
M.D. Di B, d le du suivi de modéle non lmem:e A. ls:don [29]
avec C.H. Moog et A De Luca [32], et M. Flicss [20], donnzrent des

pour qu'un systéme non linéaire ent ément linéarisable et découplabl
par comp ique. Notre he differe de celle de [17] et de [32] puisque
nous considérons des systé trée-état, donc sans sortie ; si dans I'approche entrée-

sortie les fonctions de sorties sont données, approche entrée-état dans ce cas reviendrait
a chercher des “bonnes” sorties vérifiant les conditions données par les auteurs précédents.
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Les définitions des dynamiques et de la linéarisation par bouclage dy-
namique que nous utiliseront sont différentes de celles utilisées par M. Fliess ; il n’est donc
pas surprenant que nos résultats et les siens semblent contradictoires. En effet, M. Fliess
montre (cf [19]) que tout systéme non linéaire peut étre transformé par bouclage dy-
namique et difféomorphisme en un systéme linéaire. Nous montrons au contraire que toute
une classe de systémes, les systemes non linéaires trée qui ne sont pas linéarisabl
par bouclage statique, ne sont pas non plus linéarisables par bouclage dynamique. Cette
contradiction apparente provient de ce que la classe des transformations que nous nous
autorisons st plus restrictive que celle de M. Fliess. Si Pon note z € R Pétat du systéme
non linéaire étudié et w € R? Pétat du comp ique, nous ne considé
que des difféomorphismes z = (z,w) de R™ Pespace étendu, tandis que M. Fliess con.
sidére les transformation = = (z,w) de R Pespace initial, ol pour tout w, (., w) est un
difféomorphisme de R™. Il s’en suit que nous linéari ble systeme -+
tandis que cela peut ne pas étre le cas dans la théorie de M. Fliess. Lorsque nous plagons les
poles du systeme linéarisé, nous stabilisons I'ensemble systéme + 3 M. Fliess
aprés avoir linéarisé le systéme se doit de vérifier que le compensateur lui-méme a un com-
portement stable, ce qui n'est pas garanti a priori. L'approche de M. Fliess donne surtout
des renseignements d’ordre structurel sur les systémes non linéaires.

Nous établirons en premier lieu le résultat négatif évoqué ci-dessus : Si un systéme

trée n'est pas linéarisable par bouclage statique, il ne sera pas linéarisable par

bouclage dynamique. La linéari par bouclage dynamique est un phénoméne exclu-
sivement multi-entrées.

Nous d ensuite une condition né triviale : i un systéme est linéarisable
par bouclage dynamique, alors son approximation linéaire est

Devant la complexité du probléeme pour les syste lti-entrées nous ne prétend
pas résoudre de fagon exhaustive le probléeme de la linéarisation par bouclage dynamiq
(33)dusysteme(3 1) nous chercherons & trouver des conditions suff de linéarisati
par b Enfin nous qu'elles s’appli & certaines classes

de systemes non linéaires (3.1) et nous donnerons un procédé de synthése des commandes
dynamiques correspondantes.

3.2 Résultats préliminaires

Considérons le systéme étendu composé du systeme (3.1) et du compensateur (3.3)

i = f(£)+ g(2)alz, w) + =)z, w)y
b = aew) iy G4
que I'on peut réécrire
F&)+ 33 = F(3)+ S a(@w, e R, v e R (35)
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oli £ = (=, w) est Iétat étendu et ot

l’(==)+g(4=)m(z w) (2)B(
T=(Fgse) e (0 ) &8
Siles u; = a;(z) + Eﬂ,,.(z)u,, 1 < j < m, sont considérées comme des sorties

du systéme (3.5), on définit leurs nombres caractéristiques v, ..,y selon la définition
habituelle [29] :

v; = 0'i B;4() # 0 pour au moins un i, 1 <i<m

v; = min{r| L, L7 a;(%) # 0 pour au moins un i, 1 < i < m}. (Gl
Soit @ )
» siv;=0
O B SR 69

Lorsque tout les v; sont finis, la matrice m x m'
D(2) = (8;i(2)) (3.9)
est appelée la matrice de découplage du compensateur (3.3) pour le systéme (3.1).

DEFINITION 3.1
La loi de bouclage dynamique (3.3) est dite réguliére pour le systéme (3.1) si le systéme
étendu (3.4) muni des sorties (u,...,un) est inversible & droite (cf [15], [16], [17]).

Remarque 3.1
Une loi de bouclage statique (3.2) avec f(z) inversible est un cas particulier de loi de
bouclage dynamique réguliére.

DEFINITION 3.2

Le systéme (3.1) est dit localement statiquement linéarisable sl eziste une loi de bouclage
(3.2) et un difféomorphisme de Uespace d’état transformant (8.1) en un systéme linéaire
commandable.

DEFINITION 3.3

Le systéme (3.1) est dit local d; i linéarisable ou linéarisable par bouclage
dynamique il eziste une loi de bouclage dynamigue réguliére (3.3) et un difféomorphisme
de Vétat étendu (z,w) transformant le systéme étendu (3.1) + (3.9) en un systéme linéaire
commandable.

Les notions mathématiques utilisées ci-dessous sont définies en Appendice A. On rapelle
de [33], 28], et [38] les définitions et résultats suivants :

DEFINITION 3.4
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¢ Qo =Go = sp{gy,
® Gipy = Gi +adjt'Go
o Qi1 = Qi+ adf™ Qo pour tout i > 1.

-
o 6.= g
o Q. =JQ:
o
Ou A é la cléture i ive de la distribution A. Les principal iétés des

distributions Q; et G; sont données dans la proposition suivante et sont démontrées dans
I’Appendice B. Pourles systémes linéaires X = AX +Bu,ona Q; = G; = Im(B, AB,..., A'B).

Proposition 3.1 (cf Appendice B)
Les distributions Q; et G; vérifient les identités suivantes :

Q., en particulier Q, est involutive.

o adsQi C Qip-

e ad;Q; C Qi
En outre, les distributions Q; et Q; sont invariantes par bouclage statique régulier ([38]).
(En général, les distributions G; ne le sont pas.)

On rappelle la définition de I'invariance par bouclage statique régulier des distributions.

DEFINITION 3.5
On dit qu’une distribution définie en fonction des champs de vecteurs f, gy,...,gm (par
ezemple les distributions Gy et Qi et leurs clotures involutives) est invariante par bouclage

statique régulier si lorsque l'on remplace f par f = /+Za.(:)g. et g; par §; = Zﬁ”(z)g,
pour tout i, 1 < i < m avec 3 inversible, cette distribution nest pas modifice.
On s’apergoit en outre que sif-f nppnrhent & Go et que si (gi)icicm est une base de

Go alors f = f + Zu (z)g; et §; = Zﬂm(z g; pour tout i, 1 < i < m avec § inversible.

Une loi de bouclage statique (3.2) s interpréte done comme un changement de base de la
distribution Go et une de la dynamique propre par un champ de vecteurs de

Go:

g — § 1<i<m,

ot f—f € Go.

On rapelle les théorémes suivants :



THEOREME 3.2 [29]

Les trois p sont équivall
(i) Le systéme (3.1) est localement fortement dabl
(if) Q. =TR".

(iii) 11 eziste un entier k < n — 1 tel que @ = TR™.
Pour les systémes linéaires, on retrouve bien le critére de Kalman.

THEOREME 3.3 /93] [28]

iti suivantes sont

Les pr

(i) (3.1) est linéarisable (localement) par bouclage statique (3.2) et difféomorphisme.

(ii) Les distributions G; sont involutives de rang constant quel que soit i et G,_; = TR”

Dans ce cas les deux familles de distributions G; et Q; coincident, G; = Q;, pour tout i > 0.
Les théorémes précédents nous de éri B es syste
linéarisables par bouclage statique et difféomorphisme. On s'apercoit que Iimpossibilité

de linéariser le systéme (3.1) peut provenir de deux causes bien distinctes,

o La variation du rang des distributions G;. Cette obstruction de type topologique ne
sera pas étudiée ici.

« La non involutivité des distributions G;.

Quand ces conditions ne sont pas vérifiées on peut s'intéresser au plus grand sous-

systémes linéarisable par bouclage statique et diffé phisme. Pour cela on i duit les
indices suivants :

DEFINITION 3.6

o 70 = dim Qo,

o ri=dimQ; — dimQ;; pouri>1,

o ki = card{jlr; > i} pouri=1,...,m.
DEFINITION 3.7 [38]

On dit que le systéme (3.1) est partiellement linéarisable avec les indices Ky, ..., K,, s et
seulement si (3.1) est équivalent par bouclage statique G un systéme de la forme :

z = Az+ Bv
¢ = a5+ b0, (5.10)
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ot la partie linéaire est dable d’indice de dabilité xy,...,x,,. Plus précisé-
ment les matrices A et B sont de la forme

A = diag(Ay,...,A,)
B = diag(By,...,B,)
0 -

01 0 0
A = 0 B = |:
1 0

0 L 1/

THEOREME 3.4 (98]
Si le systéme (3.1) est équivalent & un systéme de la forme (3.10) alors on aura u < m
et k; < k; pour tout i < p.

En outre le systéme (3.1) est effectivement équivalent & un systéme de la forme (3.10)
avee p=m et ;= k.

La dimension des plus grands témes linéarisable est donc égal d ky++ -+ ky =
To+ o+ Tac1

DEFINITION 3.8
On appelle dimension non linéaire du systéme (3.1) et on note nyy, Uentier

g =n— 3ok

En particulier, le systeme (3.1) est linéarisable par bouclage statique si nyz = 0. Dans ce
cas, on retrouve le résultat du Théoréme 3.3 grace & la remarque suivante :

Remarque 3.2
$i Q.= TR", on anyy =Y dimQ; — dim Q;. L’entier nyy, donne une

i=0,
“mesure” de la non involutivité des distributions Q;. Donc si nyp = 0, toutes les Q; sont
involutives et 3 k; = n donc Q,_y = TR", d’oti le Théoréme 3.3.

DEFINITION 3.9 On dit que le systéme (3.1) est sous forme pseudocanonique s'il est
écrit sous la forme (3.10) avec p = m et x; = k; pour tout i, 1 <i < m.

Un systéme non linéaire (3.1) est en général équivalent & plusieurs formes pseudocanoniques
(la partie non linéaire de (3.10) dépend du choix des coordonnées de la partie linéarisée).
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3.3 Le cas mono-entrée

On peut maintenant passer & 'étude des bouclages dynamiques. Le résultat est particu-
lierement simple dans le cas ot le systéme n’a qu’une seule commande.

THEOREME 3.5
On considére le systéme (3.1) avec m = 1. Les propositi i sont

(i) Le systéme mono-entrée (3.1) est linéarisable par bouclage statique et difféomorphisme.

(i) Le systéme mono-entrée (3.1) est linéarisable par bouclage dynamique et
difféomorphisme.

En outre, la dimension non linéaire nfy;, de toute eztension dynamigue de (3.1) est
supérieure d nyg, g > nNL.

Démonstration :
L'implication (i) == (ii) est triviale (tout bouclage statique est un cas particulier de
bouclage dynamique, voir R 3.1).

Montrons que (ii) == (i). Considérons une extension dynamique de (3.1),

& = f(2) +a(z,w)g(z) + A=, w)g(z)v
W = a(z,w)+b(z,w)v (3.11)
v = afz,w) + Az, w),

o v € R™ Nous montrerons que si (3.11) est linéarisable par bouclage statique et
difféomorphisme alors (3.1) vérifie les conditi k dek, Hunt-Su-M
(Théoréme 3.3). On a (z,w) € R™™ ; les champs de vecteurs définissant le systeme (3.11)
sont

f= ( 7)ol wlol) ) . ow= ( ﬁ‘("(’:”)‘i(‘) ) 1<i<m (3.12)
On définit les distributions

e Go=Qo=sp{g;1<j<m},

o Gi= iy + p{adj3} = Giey + adjGo, i 2 1.

0 Q=0 +adiy i1
Le systeme étendu sera linéarisable par bouclage statique si et seulement si les distributions
G, sont involutives de rang constant pour tout i, auquel cas nous aurons §; = Q; pour tout
i > 0. Nous allons montrer que ce n’est pas possible lorsqu’une des distributions G; ne l'est
pas, i.e. lorsque le systeme (3.1) n'est pas linéarisable par bouclage statique.

On définit Ientier v comme en (3.7), Définition 3.1 :

o v =0si Bj(z,w) # 0 pour au moins un j, 1 < j < m'
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ov= nun(k|L,,L;-‘a(z,w) # 0 pour au moins un j} si Bj(z,w) = 0 pour tout j,
1<j<m

Soit 7,(z, w) = By(z,w) i v = 0 et 7,(2,w) = (~1)"L;, L} a(z,w) si v > 1. Nous aurons
besoin du lemme technique suivant :

Lemme 3.6
On a les égalités suivantes :

adiy; = sii<v
iz adi g + X .
ig = (IR Liisy,
0 X;; € Qiyy el otix représente des ezpressi thématiques qu'il n’est pas nécessaire

de préciser.
En particulier, on a Q; = Tr(Qiy,) et @; = Tx(0,
a la projection (z,w) "™ z.

L), ot T est Vapplication tangente

On suppose provisoirement que le lemme a été démontré. Nous montrerons par I'absurde
que les distributions G; sont involutives. Si tel n’était pas le cas, soit k = min{i|G; # G;} ;
ayant supposé que (i) était faux, nous avons k < +co. Comme G; = §; pour tout j < k, on
a Gi = sp{g,adyg,...,ad}g} et i = Q. La définition de k entraine qu'il existe un entier
j tel que

[adig, adsg] ¢ Gi.

L’assertion (ii) étant vérifiée, on a d’aprés le Lemme 3.6 et la définition de k

s 0 0 %9 adjy;g o
= . ) eees ;1<5<
Gen=er{(, ) (o ) (20 ) (50 ) sr s

Soit I tel que v # 0, on calcule le crochet de Lie suivant :

[ad}*7 31, ad}] = [( madjg ) ‘( madjg )] ( 7 [Adig,ad gl +Y ) ¢ Gorn

Vitin Viiksr
ouY = (L, ;i‘n)ad',‘gf(Lh &5 M)2d7g € Gu, ce qui implique que 41 west pas involutive
ce qui est contradictoire avec Passertion (ii).

Nous avons montré que (ii) impliquait que g; était involutive quel que soit i, montrons
maintenant que G; (ou Q;) est de rang constant. D’aprés le Lemme 3.6 et le fait que O;
soit involutive pour tout i, quitte a faire des combinaisons linéaires des champs de vecteurs
ad,g,, les distributions @, se décomposent de la fagon suivante :

Q.i=EoF,
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ol T induit une bijection de E; sur Q; et oit F; = @,,; N kerTr. On a donc
dimQ,4; = dim Q; + dim F;.

Comume les applications & — dim Qi(w(£)) et & ~— dim Fy(Z) sont semi-continues inférieure-
ment et comme Q‘ est de rang constant, il en est de méme pour F; et Q; = G;.

Enfin, on a @, = TR™", d’ot 'on déduit que G, = Q. = TW(Q.) = TR", Iassertion
(i) est bien vérifié

Comme Tn(Q;1,) = O, il existe alors une application unique ¢ telle que le diagramme
suivant soit commutatif et exact

0 — & — 88 — 0
1T ly
0 — Q — Qi/Q — 0.

L’existence de ¢ et sa surjectivité se déduit de l'exactitude des deux lignes et de la
surjectivité de Papplication Tr. La surjectivité de @ implique que dim Q; — dim Q; >
dimQ; — dim Q; ; on en déduit que nf; > nyr.

Démonstration du Lemme 3.6

Par récurrence sur i. Pouri =0 ona

(%)

avec B; = v; siv=0etB;=0siv>1. Lelemme est vrai pour i = 0.
On suppose que le lemme est vrai pour un entier donné i, montrons qu’il est vrai pour
Pentier i + 1. On considére deux cas suivant que i > v ou i < v. Si i > v, on aura

iy, = [( S1e) + e lte) )( e wad g+ X )]

( (2, w)ad g + X )
. ,

Xyirr = [fy Xzl + alg, Xsil + (Lyms)ady g = (Lyqs, @)g + avjad,

Comme Xj; € @iy et v = (—1)8j, Xj; s'éerit Xji(z,w) = Y 0x3i(z, 0)hzu(x), ot
k

5 i 9%
Tiyi € Qioyo, ainsi auj

> Laow;iTrss € Qicui ; on en déduit que, conformément.

k
& la Proposition 3.1, X441 appartient 3 Or_y.
Si i < v alors par hypothése on a
0
aajz=(0)




On en déduit que
adif'g;

( ~(Lagy; @9 )
«
Comme

L sii<y—1
adjs,® ( 1L Lia sii=v -1,
(g) sii<v—2

adifig; =

("”9) sii=v-1.
x
La récurrence est établie.

Montrons par récurrence que I'on a pour tout i > 0

(1) Tn(Qins) = Qiy

(i) Tr(Qin) =
De la relation [Tr(V;), Tr(V3)] = Tx([VA, V2]) on déduit que (i) implique (ii). De Pexpression
des ad} g on obtient que (i) est vrai pour i = 0.
Supposons que (i) (et done (ii)) soit vrai pour un entier i donné : montrons alors que
_ ( vadi g + Xisron )

(i) est vrai pour i +1. Comme ad}'**1g, = N avee Xiipui1 € Qipr)
on en déduit que

Tr(@ivnin) = Tr(@irs) +span{madi'y + Xuivuss , 1 <k <m},

i.e. vu la définition des Qi, Tm(Qirusn) = Qisa- La récurrence est établie. O
Corollaire 3.7
On considére un systéme (3.1) constitué de la réunion de m systémes mono-entrée : z =
(Z1,0032m), 20 € R™, n=ny 4ot 0,
£ = fi(z.) + gi()uis
alors les propositi i i sont équival

(i) Le systéme (3.1) est linéarisable par bouclage statique.

(i) Le systéme (3.1) est linéarisable par bouclage dynamique.
Démonstration :

Liimplication (i) == (ii) est évidente. Si I'on suppose maintenant que (ii) est vrai,
chaque sous-systéme mono-entrée sera linéarisable par bouclage dynamique (le compensa-

teur li ce ystéme étant constitué du ble du
systéme (3.1) et des autres sous-systémes mono- entrée). Le Théoreme 3.5 lmphque alors
que chaque trée est linéarisable par bouclage statique. Il est alors

évident que le systtmc complet (3.1) est linéarisable par bouclage statique. O
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3.4 TUne condition nécessaire

La condition necessmc suivante, presque triviale, permet de mieux comprendre la structure
des syste éarisables par bouclage d

THEOREME 3.8
On considére un systéme non linéaire (3.1). On suppose que ce systéme est localement
d au U, de Vorigine.
Alors Vapprozimation linéaire tangente  lorigine de (3.1) est commandable.

Démonstration :
D’aprés les hypothéses il existe un bouclage dynamique (3.3) et un difféomorphisme de
Pétat étendu z = p(z, w) tel que le systéme étendu soit transformé en un systéme linéaire
commandable. Considérons le systeme étendu :

i = f(z)+G(z)a(z,w) + G(z)B(z, w)v
W = afz,0)+ B(z,w)v.

(3.13)

11 ’en suit que ’approximation linéaire du systéme (3.13) au voisinage de (0,0)

z (V=£)(0)z + G(0)(V=)(0,0)z + G(0)(Vwa)(0,0)w + G(0)5(0, 0)v
W = (V.a)(0,0)z + (V.a)(0,0)w + B(0,0)v,

que l'on écrit de fagon condensée

%(;)= ( V.f +V¢i£ko,a G(g)‘;wa ) ( z) (G(gtﬁ(g)m )v’ (514

=F =

G
est équivalente par le ch linéaire de coordonnées Z = w( )'nun systeme

linéaire et commandable. Le systéme (3.14) vérifie donc le critére de Kalman,
Montrons par récurrence sur i que
Im (,,0)(G, FG,...,F'G) C Im (G(0), V.fG(0),...,(V.f)'G(0)) (3.15)
Nl MO Ak SN Al
=G
Clest évident pour i = 0. Supposons le vrai pour un entier donné i. De Pinclusion (3.15)
on en déduit qu'il existe une matrice M telle que

ro- ()

On en déduit que
i _ [ VefCM + GO)N
G _
G = ( .
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ol1 N est une certaine matrice ; cela nous donne (3.15) pour i +1. La récurrence est établie.
Comme le systéme (3.14) est commandable, les matrices F et G vérific le critére de
Kalman. Ce qui nous donne
18Cnig-1 =7
le Théoréme de Cayley-Hamilton nous donne alors le critére de Kalman pour V. f et G(0).
o

Exemple
Cette diti é n’est bien évid pas suffi comme nous le montre le
systéme non linéaire suivant :
i = zp+723
i = z4 (3.16)
i = w

Ce systeme a pour approximation linéaire le systéme commandable

010 0
z=[001 |z+| 0 |u
000 1

Cependant, d’aprés le Théoreme 3.3 le systéme (3.16) n'est pas linéarisable par bouclage
statique et donc, conformément au Théoreme 3.5, n’est pas linéarisable par bouclage dy-
namique.

Remarque 3.3
Aucun systéme bilinéaire homogéne & = 3 u;A;z n'est linéarisable par bouclage dynamique

au voisinage de 0.

3.5 Le cas multi-entrée

La situation est trés différente pour les systémes multi-entrées. Certaines classes de systemes
non linéaires multi-entrées que Pon ne peut pas linéariser par bouclage statique le sont par
bouclage dynamique.

On peut essayer de vérifier directement que le systéme étendu (3.1)-(3.3) vérifie les
conditions du Théoréme 3.3 pour savoir si le systéme (3.1) est linéarisable par bouclage
dynamique. Mais nous n'avons aucun moyen théorique de savoir quel choix de compensa-
teur dynamique (3.3) nous linéarisera le systéme étendu. Notre propos est de chercher des
conditions directement venﬁable sur le syszemc (3.1) qui nous assurerons l’existence et un

Igorithme de construction du ique linéarisant.
Les lois de bouclage dynamique (3.3) sont trop complexes et ne peuvent étre étudiées
dans toute leur géné On se indra & des bouclages dynamiques de la forme

(3.17)-(3.18)
LU =1, m, (3.17)




a(z,w) + Bz, w)v, (3.18)

avec cx(D 0) = o et A(z,w) matrice m x m inversibles. On note w = (w; pi; > 1,1 < j < )

f: . Cest & dire que I'on met des chaines d’intégrateurs sur certaines entrées,
enfin on fait un bouclage statique sur le systéme étendu. Cela revient & “retarder” certaines
commandes par des chaines d'intégrateurs pour que le systéme étendu verifie les conditions
du Théoréme 3.3. Ce type de compensateur est bien régulier (1a relation entrée-sortie & — u
est linéaire et sa matrice de transfert est inversible).

On pourrait également faire un premier bouclage statique sur I"état initial, ce qui revient
& choisir une base de Go, puis de rajouter des chaines dintégrateurs sur ces nouveaux
canaux d’entrées. Le point le plus délicat est alors le choix du premier bouclage statique.

ouw]  vaut

1 n'y a malh pas encore de procéd simple de
faire “le bon choix”, & I’ jon du cas particulier des systémes dont la dimension non
linéaire nyi (cf Definition 3.) est égale s 1, ,nai = 1. Pour ces systémes nous donneront des

de li ion totale par bouclage dynamique qui porteront sur la

structure des crochets de Lie des champs de commande dans une forme pseudocanonique.
Pour vérifier ces conditions, il faudra donc faire un premier bouclage statique qui mette le
systéme (3.1) sous forme pseudocanonique.

Pour les autres systémes non linéaires il et toujours possible de se metire sous forme
p p dans de nombreux cas és dans les appli les

&mes sont I ructurés” et sont déja dans la “bonne base” ; le concepteur
devant encore déterminer les entiers y; de (3.17) sans devoir au préalable se mettre dans
une forme pseudocanonique. Bien que de tels systémes ne soient pas le cas général, nous
les étudierons en premier lieu.

Nous allons mai donner des pour que le systéme (3.1) soit
linéarisable par un bouclage dynamique de la forme (3.17)-(3.18).

On suppose choisi la base de G et les entiers pu,...,im ; On considére le systeme
étendu (3.1)4(3.17). Le systeme étendu a done la forme «

—f(i)"‘i”igiv (3.19)

) &
avee £ = (z,w) = (;wh i > 1,1 < j < ), o wf = et

a1

@ = f=)+ Zw ZOED 5_: '”’“7

w32 =1

9(z) = (3.20)
wE) =
On définit les distributions G; de fagon similaire aux distributions G; :
Gi = sp{adyg;, 0<1<i,1<j<m} (3.21)
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Ces distributions dépend 11 de la définition de I'espace étendu. Notre
but est de “traduire” les propriétés des G; en iétés de distributions définies sur I’espace
initial. On introduit donc :

DEFINITION 3.10

Soit A; la famille de distributions suivante :
o Ao = sp{gi|m =0}
o Aipr = A+ [f, A+ sp{gi | e = i+ 1}

Les distributions A; et les distributions G; sont, sous certaines conditions, étroitement
reliées :

Lemme 3.9
Si pour tout i, i > 0 et pour tout j, 1 < j < m, tels que p; > 1 nous avons

198 € Aiya,
alors pour i >0
a

7
Bu?

Gi= A+ sp{ lu;2i+1} (3.22)

[p5 21} 4+ sp{

et
ou}

Lorsque les hypothéses de ce lemme sont vérifiés, les propriétés d’involutivité et de cons-
tance de rang des distributions §; se lisent sur les distributions A;.

Démonstration :

Calculons la distribution Go

Go = sp{d,--,3m} B
= s?(s»\unzo}v‘ap{aw;,w,zl)»

Or, d’aprés la définition de Ao,

5 a
90=A0+A5P{Bw—;_¢,\l-l;2 1}.
i

Nous allons mai procéder par ré sur i. On suppose que pour i donné
i = Ai+sp{ |pj =1} 4+ sp{ |p; > i+1},
i = 2 = 2 .
w7 ouw)’ 4

Montrons que

a

P =l 2 i+ 2}

Gisr = Bipn + sp{ lus 21} +--

45



Ona o
Gipr =i +ad

Or, d’aprés Phypothése de récurrence,

Gi+adjG; = Gi+sp{ad;X; X € Gi}
= Gi+adjA; + sp{ad;

]
i B
= Gi+spladsY + ZNW}“‘,,Y: Y € A} +sp{glu;=i+1}

G2
i}

7
B}

e lp; > 1}

|u;>i+1}

+-+- + sp{ad;

+sp{

a .
; u;21}+~~-+ap(mzu;2-+2)~
En effet, si Y(z,w) € Ay, Y(z,w) = S A(z, 0)Yi(z) ob Yi(z) € As. On a donc
x

ad;¥ = S Mads + Y adg)Ya+ X (adjM)Ya, vu que [%,y.(z)} —o.
* i1 O t]

€a,cd,

Par hypothese, pour tout j, 1 < j < m, g; > 1, nous avons [g;, A] C Ayy;. Selon la
définition de A;y;, nous venons de montrer que le Lemme est vrai pour i + 1 s'il est vrai
pour 1. La récurrence est établie. O

Nous pouvons mai énoncer les conditi fhi de linéarisation par bouclage
dynamique :

THEOREME 3.10 .
Etant donnée une suite d’entiers (j1, ..., ftm), 1t = Y fti, €t la suite des distributions A;
=

données par la Définition 3.10, si les conditi i sont vérifides au voisinage de
Porigine,

(i) As est involutive de rang constant pour tout i, i =0,...n +pu— 1.

(5) Appper = TR

(iii) Pour touti,i=0,...n+p—1ettout j,1<;<m, [g;A] € Ay,

alors le systéme (3.1) est linéarisable par bouclage dynamique par un compensateur régulier
du type (3.17)-(3.18) ; autrement dit, le systéme étendu (3.1)-(3.17) est linéarisable par
bouclage statique.

Démonstration :

L’hypothése (iii) et le Lemme 3.9 nous garantit que (3.22) est vrai pour tout i > 0. Comme
A ne dépend que de z, étant défini sur Pespace d’état initial, (i) et (3.22) impliquent que
les distributions ; sont involutives de rang constant pour tout i > 0.
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Enfin (3.22) implique que Gt = Ay, 1+ TRH ; daprés (ii), on a bien dim Gy, y =
n+ . Les conditions de Jakubezyk-Respondek, Hunt-Su-Meyer sont bien vérifiées, il existe

donc un bouclage statique sur Iespace étendu

5= a(z, ) + Az, w),
((0,0) = 0 et f(z,w) matrice m x m inversible) et un difféomorphisme de I'état étendu,
2= p(z,), p(0,0)=0 z e R™*,
transformant le systeme (3.19) en un systéme linéaire commandable. 0

Corollaire 3.11
Considérons le systéme (3.1) tel que m = n—1. Les propositi i sont

(i) Le systéme (3.1) est localement linéarisable par bouclage dynamigue.

(i) L’approzimation linéaire tangente du systéme (3.1)  lorigine est commandable.

Démonstration :
(i) = (i1) est une conséquence du Théoreme 3.8.
(i1) = (3).
Comme P'approximation linéaire du systéme (3.1) est commandable et que le rang de
Go est n — 1, il existe un champ de vecteurs g; tel que ad;g; n’appartient pas & Go (sinon
on aurait G; = Go, ce qm impliquerait que G. = Go # TR", ce qui est contradictoire avec
I’hypothése de bilité de I ion linéaire de (3.1)). D’autre part on a
Gy = TR™. On distingue deux cas : soit G, est involutive et alors, comme G, = TR, selon
le Théoréme 3.3 le systeme (3.1) est linéarisable par bouclage statique, soit Go n’est pas
involutive. Dans ce cas on assigne aux indices 1 les valeurs suivantes : px = 1 si k # i et
= 0. On aura alors

o Ao = sp{g:} qui est de rang 1 et involutive.
o A, = Go + sp{adyg;} = TR™ puisque n = m + 1.

Les hypothéses du Théoréme 3.10 sont vérifiées et le systéme (3.1) est linéarisable par
bouclage dynamique. O

Remarque 3.4
Nous allons montrer t les conditi i du Théoréme 3.10 peuvent nous
aider & trouver la structure d’un teur d linéarisant lorsqu’il eziste.
Nous nous plagons dans le cas particulier ot toutes les non involutivités sont générées
par un seul champ de vecteurs, par ezemple g,n. Plus précisément, on suppose que Ag =
5P{G1r- - Gm-1} €5t une sous-distribution involutive de Go. On suppose que pour tout i > 0,
on ait

Gi + I({ad}gm,0 < k < i})
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0 I({adfgm, 0 < k < i}) est Vidéal de Lic de Valgébre de Lic G; engendré par {ud,g,,,,[] <
k < i}. Cette condition signific que les non involutivités des distrib
de crochets de Lie mettant en jeu gn.

Cette structure spécifique des algébres de Lie U nous suggére de considérer des com-
pensateurs dynamique du type (3.17) tel que piy = - = g = 0 et iy # 0. Il nous
reste & choisir une valeur pour p,. La procédure suivante nous donnera des bornes pour
cet entier.

utions G; p

Nous définissons les distributions et indices suivants:
A = A+ adyA;
fo=inf{i | G # G}
p=sup{0, {io—k | [adjgm,ad?Ao] ¢ Giy, 0 <k <ig}}

r=sup{i | A; involutive et ad,, A;_y C A}
Soient py = -+ = pn-y = 0. 5
comme suit :

pp que u < 7 et choisi tim et les distributions A;

p+1<pm<r+1

A = A Vi< i — 1
By = Ay +5p{gm} (23)
A = Ai+adgd; Vi p.

Conformément  la définition des distrib

A; et de lVindice v, et au Théoréme 3.3, si A;
est involutive pour tout i > pi, alors le systéme (3.1) est linéarisable par un compensateur
dynamique du type (3.17) avec py = -+ = pim-1 = O et jtrm donné par (3.23).

Si fim est choisi inférieur ou égal & i, alors A, ne peut pas étre involutive :

i
A =Y adjAo+ spladfgm, 0 <k < io— pm},
o

dP7#g, C A ce qui implique, conformément & la définition de p, que A;, C Gi, nest
pas involutive.

Inversement, si p est choisi strictement supérieur d r + 1, alors
A1 =Ara
et, conformément a la définition de r, Aryy = Appy n'est pas involutive. Les seuls choiz

possibles sont p+1 < pm <7+ 1.

Nous étudions maintenant le cas des sytémes (3.1) “presque linéarisable”, c'est & dire
dont la dimension non linéaire vaut 1, nyz = 1. Pour ces systémes nous ferons un bouclage
statique préliminaire qui les mettra sous forme pseudocanonique, les conditions portant
sur les champs de commande aprés ce bouclage.
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THEOREME 3.12
Considérons le systéme (3.1) dont Uapprozimation linéaire tangente est commandable. On

suppose que nyy =1, i.e. que Y k; =n—1 (cf Définition 3.6). Soit

b=t
&= f(z) + Y gi(=)ui(t) (3.24)
=
une forme pseudocanonique équivalente par bouclage statique & (3.1). 'l eziste un indice
3, 1< 5 <m, tel que .
ad/y; ¢ T;, (3.25)
_ k1
T; = Gu,-2 + sp{ad} g5},
alors le systéme (3.1) est linéarisable par bouclage dynamique.

Démonstration :

Considérons une forme pseud ique (3.24) du systeme (3.1) obtenue par bouclage
statique et difféomorphisme auquel on adjoint le compensateur dynamique suivant
dv; L
—_— = A <i<
{ W= W i#j1<i<m (3:26)
u = W

On introduit la notation zj ,, = v; pour i # j, 1 < i< met £ = (z;2},,,1 # j). On
déduit de la Définition 3.7 et du Théoreme 3.4 que le systeme (3.24)-(3.26) s’écrit

i = g, 1<1<k
Ty = Y i#j1<i<m
# = 2 1<1<k;—1
B 4 (3.27)
s = 5%
D = a(3)+ Y b0,
=
que P'on écrit sous forme condensée
2= f(2) + 3 a(@)), (3.28)
=
e g 9 i£j,1<i<m
& = 57— ,1<i<
T
9
JEDIL TS
#5
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Montrons par récurrence que
ad;,-i. = —adflg+ Xy i#4,121
adyg; = adjg;+ Xy 120,

avec Xiy € Qiy, i # j, et Xj1 € Q.

On remarque que ad;g = —g; pour i # j, les démonstrations de (3.29) pour i # j et
pour i = j sont identiques & Pexception d’un décalage d'une unité dans les indices . On
ne fera donc la démonstration de (3.29) que pour i = j.

(3.29) est évidente pour [ = 0, X = 0. Supposons la démontrée pour Pindice I. On a
donc

(3.29)

ad'g; = adsadyy; +ad; X,
= ad'g; + Xjup,

Kjapn =adpXyi+ 3 2h 4 ady, (adyg; + Xj0).
i#i '—'——’EE

g:ox;\]{ne [£,@1] © @i, (cf Appendice B), on & bien X;i1 € Qimr. La récurrence est
. D)’:'pxes Phypothése (3.25), il existe une fonction $(z) telle que d € T et
(d#,ad}’g;) # 0. Si maintenant I'on considére % comme une fonction de Z, on en déduit,
vu la définition de T et (3.29), que

(d¥,ad7g;) #0 (3.30)

(d¢,ady5) =0 0<I<kj-1,1<i<m. :

On définit mai les ions de & :
y,:L',-"'JJ, 1<I<kj+1. (3.31)
Loapplication # — (2,3 1 S 1< ki+1,i#j, 1<i<m, 1 <s<kj+1)estun
difféomorphisme local puisque la matrice carrée (n +m —1) x (n +m — 1)
dz!
dzi
dy
- - ky = - Lo -
( : J(=1)RadP oy 8o (< 1)M8d7 G, 55, (<1)540d 7 Gy )
dyi, 41

2
def

dzf
I 0 0
= « A 0 )
0 0 Lo,
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m
37 (ki+1) et o A est une matrice carrée de taille (k; + 1) x
i=j+1

ol py = E(k +1), pz
(ks +1)

données z(?)

avee n = L, L% # 0. On peut donc lacer dans Z les f
et zi, 1 <1< k,, par les nouvelles coordonnées yi, 1 < I < k; + 1, les autres fonctions
coordonnées étant conservées. Dans ces nouvelles coordonnées le systeme (3.24) s'écrit

i zin 1<I<kyi#j
o i i#j
U = un . . 1<1<k; (3.32)
By = LY DL LY 9)el + (Lg, L] $)v)
i#5
Le bouclage statique suivant sur (3.32)
v = V." i#j,1<i<m
v o= (- L“'“w Z(Lo.L,"l’)""+v") (3.33)

L,L '¢
permet de linéariser le systeme (3.32), c’est & dire de linéariser par bouclage dynamique le
systeme (3.1). O

3.6 Exemples

Exemple 1

Considérons le systeme

& = z,
i =

2 ! (3.34)
i3 = w

&4 = 23— T3w,

que 'on peut écrire
# = f(z) + ma(z) + u202(2),
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f == 2 +z i
T 6z, " Moz,
_ 2 .9
T B "0z,
_ 2
92 = Fr
Le calcul des crochets de Lie entre les g; et f nous donne
)
adgg2 = F
3
i = 5
9
adsg = “F

Comme Gy n'est pas involutive, la condition (i) du Théoreme 3.3 n'est pas vérifiée, le
systéme (3.34) n’est pas linéarisable par bouclage statique. On remarquera que, contraire-
ment & sp{g1, 92,8d,9:}, sp{91, 92, 8d;9,} est involutive et de rang constant égal a 3. Ainsi,
si 'on choisit sty = 1 et j13 = 0 nous aurons

Ao = sp{g}
Ay = sp{gz,adsg,0:}
Az = sp{g291,2ds91,2d;sg:}.
Les conditions du Théoréme 3.10 sont satisfaites. Les indices de dabilité du systeme
en boucle (dynamique) fermée sont (3,2). Le compensateur dynamique s'écrira

du, ’
ar "
u v

Le changement de coordonnées du systeme étendu s'obtient en résolvant les équations
dpy € (A1), dpa € (80)*
et

(de2,91)  (den,adsga)

inversible ; une solution est donnée par ¢, = z;, 2 = z4. Le changement de coordonnées
est alors

( (dp1,adsg1) (des,ad}gn) )

@ = (01, Lpr, o1, 92, Ljpa) = (21,22, w1, 24,73 = Z3w),
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et le bouclage d’état étendu vaut

(£)-(= ) (2)

On remarquera que le bouclage dynamique a i it une si ité en uy = 1.

Exemple 2

Cet exemple montre que la condition (iii) du Théoréme 3.10 n’est pas nécessaire. Con-
sidérons le systéme

Ty = To+ Taup
£ z3+ 21Uz
£ uy + Zauz (3:35)
T4 = Uy,
ie.
2= f(z) + w01(2) + u29(2),
ot ] ) b ) ) o 8
=2+ By G = B =Typ—t Trip—t Tap— + A
fomp T gy 97 gy BT Mg T hg e
On a les crochets de Lie suivants
5 [}
ady, g, = "B adj g1 = Fr adj gy = B,
et
ad L R o 22
-2 -2 L AP
19T gy MU T gy R 9z, " "0z,
En particulier go 'est pas involutive, ce systéme n'est pas linéarisable par bouclage sta-
tique. Comme dim @, = 4, l'app ion linéaire tangente & I'origine est

Si I'on choisit 4, = 0 et 4y = 3, le systéme étendu s'écrit

2, + 2wy
z3+ 2wy
V) + Zaw;

et se trouve étre linéarisable par bouclage statique ; en effet
N a a
Go = span{ Fuy 6_2,}’
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Pran nontontal ta %

Les angles ©.8.9
sont i1 positils

F:,.ﬂ- 3

- - 8 a8 a

G = g(p*fslv‘dn{a—w’,ls—xz +w|8—h),
. o . 8,0 8
Gr=0i+ JPa"{mv(l wz)ah + i 52, + wlfzs}-

Lorsque w{ + w; ~ 1 #0 (i.e. iy #1 —uf)on a

5 5 8 8
G=Gi+ :p‘m{a—w‘,a—xz .
De méme lorsque w) + w; — 1 # 0 .
Gy = TR’

Les distributions G, satisfont les conditions du Théoréme 3.3 tant que w} +w; —1 # 0 (ot a
liew une chute de rang de G;). D’autre part on a Ag = span{=—} et A, = span{ —, ——};
9z, bz 3z,

la condition (iii) du Théoréme 3.10 n’est pas satisfaite puisque ady, g, n’appartient pas &
Ay

On remarquera que dans cet exemple, les A, ne sont plus égaux aux projections
dans Despace original des distributions Gi. Ceci nous montre le réle de la condition (iii),
bien qu'elle ne soit pas nécessaire, elle nous permet lorsqu'elle est satisfaite de vérifier
Pinvolutivité et la du rang des distributions G, en ne considérant que les distri-
butions A, définies sur I'espace original.

E le 3 : de de la

d’un corps rigide [23]

On considére un modéle de corps rigide, cas qui recouvre en particulier les modéles
d’avions ou de missiles. Nous montrerons que ce modéle n’est pas linéarisable par bouclage
statique mais qu'il est linéarisable par bouclage dynamique. Nous comparerons également
les performances de la loi de bouclage dynamique linéarisante avec la loi de bouclage
statique permettant de linéariser un sous-systéme maximal.
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z
Soit ( y ) les coordonnées du centre de masse du corps rigide dans un repére absolu

z

u
d’axe vertical Paxe des z (orienté vers le bas), ( v ) les coordonnées de la vitesse dans
w

P
un repére relatif liée au corps rigide, ( q ) les composantes du moment cinétique dans le
N

repére relatif, et (

@
©
v

) les angles respectifs e roulis, tangage et lacet. Soit

SOWE ¢ Ne H

le vecteur d’état. On considére p, g, 7, et p (ot p est la poussée) comme des variables
de commande. Ce choix signifie que l'on considére comme rapide la dynamique du corps
rigide autour de son centre de masse comparée & la dynamique du centre de masse. C'est
la distinction entre guidage et pilotage bien connue en aéronautique. Les équations du

mouvement sont :

o

e @ 8

(]

[}

ucos ¥ cos ©

+v(cos ¥ sin © sin & — sin ¥ cos )
“+w(cos ¥ sin© cos & + sin ¥ sin &)
usin ¥ cos ©

+v(sin ¥ sin O sin ® + cos ¥ cos B)
+uw(sin ¥ sin © cos & — cos ¥ sin &)
—usin® + veos O sin® + wcos O cos &
Xol) , Je

o+ YO

28

m

gsin® +rv—qu + (3.36)

—geos Osin® — ru + pw +

—gcosO@cos® + qu —pv +
P+ tg0(gsin® + rcos @)
gcos® — rsind
gsin® + rcos®

cos © ’
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ot (Xo(€)+Jp, Y (€), Z(£)) sont les composantes du vecteur des forces, la gravité exceptée,
exprimées dans le repére relatif. Le modéle est de la forme suivante :

€= 1(6) + 91(O)p + 92(6)a + ga(O)7 + 94(€)p,
ot les champs de vecteurs f, g1, gz, gs, et g4 sont obtenues & partir de (3.36).

weos ¥ cos © + v(cos ¥ sin © sin & — sin ¥ cos )
+w(cos ¥ sin© cos & + sin ¥ sin &)
usin ¥ cos © + v(sin ¥ sin © sin & + cos ¥ cos )
“+w(sin ¥sin© cos & — cos ¥ sin @)
~usin® + vcos Osin® + wcos O cos &

X
gsine + Xel&)
m
- Y
1 —gcos@sind + © ’
geos@cos® + 2L
m
0
0
0
0 0 0
g 0 0 0
0 0 0 0
9 “w v J
a=| v |, 0= 3 ) 9= o yau=|T
N sin $tg® cos Btg® 0
o cos & —sin® 0
o sin @ cos® 0
c0s© cos© 0

1l est alors facile de vérifier que

o sp{g1, 92,95} est involutive;
o Go = sp{g1,92, 93,94} nest pas involutive, dimGo = 4;
9 8 8 8 @

o Go = Go + sp{ady,02,adg, 95} = 8?{51 30 5w’ 55 50" 5%

o Gy =00 +2d,Go # Gy = TR®, dimG, = 7 et dim Gy = 9.



Comme G, (et G;) n’est pas involutive, le systeme (3.36) n’est pas linéarisable par bouclage
statique. Cependant, la structure des crochets de Lie fait apparaitre que g, joue un réle
particulier; si nous choisissons ;= 13 = pg = 0 et uq = 1, on aura :

Ao = sp{g1,92,9:} _
Ay = Ao+adsAo+sp{g} = Go
Ay = Ay +adsd, = TRS.

Les conditions suffisantes du Théoréme 3.10 sont donc satisfaites. On augmente done Détat
en lui adjoignant la poussée p et I'on construit le compensateur dynamique suivant :

b Vg
P =
9 = v
T o= v

Le systéme étendu est alors linéarisable par bouclage statique et difféomorphisme. On peut
choisir comme sorties & découpler et & linéariser les fonctions suivantes :

n z
¥ v
¥ z
y = 9.
On a alors les relations N
d’y
ar
d’y, v
| v
=Do+ D u |
dys v
de?
U
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ol

et

L;X,
= ’ 2 cos Weos © + ——-(cos'«l’sm@sm@ — sin ¥ cos @)

+L":l—z(cos\[lsin®cos¢ + sin ¥ sin @)

L;X
= U °s;nwcose+—(mhm0s1ﬂ>+mswcos¢>)

+%(sin Wsin® cos & — cos ¥ sin @)
L’X"sin0+ ycosesm<1>+ —Zcosecos‘?

= 0,

écos\[’sin@coﬂPv%cos\l’sin@sin@+e:

-M(cosvsinecos¢+sin\75in¢)+£co:‘l!cos®+e§
m m

Y
Xot P s sin@sin® — sin¥ cos®) — - cos Weos® + €]
=

J
—cos ¥cos ©
m



S
i

Dy =

%(sin‘l’sine)cos‘l> —cos¥sin®) — %(sin ¥sin@sin® + cos ¥cos @) + €}

J
,ﬁ;-”(siﬂrsinecom —cosUsin®) + Z sinWeos® +
m

%‘:(sinwﬂnesinfb + cos ¥ cos ) — !sin\llcosG +
m

isin‘IH:osB
m

°°59(yCos<1> +Zsind)+¢}

m

z
Kot P i@ cos® 4 5in0O2) +e2
= m

Y
X0+ TP o 0sin® +5in® + <5
m m
~L o
™
1
(gO@sin®
g0 cos ®
0,
= LaXo i yeos@ + LY (cos Wiin@sin @ — sin ¥ cos 8)
™ ™
L2 ) _ )
502 (s Wsin@ cosd + sinWsin®) 1<i<3
m
= L’-X°sinwcose+L"y(s;nwsinesino+coswcm¢)
™ ™
L2, o ) )
+202 (G U sin© cos & — cos Usin @) 1<i<3
m
- Y 0s0sin® + 222 cos @ cos® 1<i<3.
m
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On fait alors le bouclage statique suivant sur I’état étendu

v=D"(s' - Dy), (3.37)
et le systeme étendu s'écrit alors
dy:
o= w 1<iss3
W= v

3.7 Conclusion

M

Nous avons essayé dans cette étude de la des systemes entrée-état
linéarisables par bouclage dynamique. Nous sommes arrivés & une cartactérisation compléte
de ceux-ci dans le cas mono-entrée ; un systeme trée est linéarisable par boucl
dynamique 'il est linéarisable par bouclage statique.

Les choses sont beaucoup moins claires dans le cas des systémes multi-entrée. Mis & part
une condition nécessaire triviale, le linéarisé tangent du systéme en boucle ouverte doit
étre commandable, le probleme reste ouvert. Nous avons essayé de trouver des caractéri-
sations des systémes linéarisables par bouclage dynamique qui soient directement lisibles
sur le systéme initial. Pour cela nous avons dii restreindre la classe des compensateurs
dynamiques utilisés, et nous avons donné des conditi i de 1 par

lage d Ces conditions nous permettent de résoudre le cas oit la dimension
du systeme initial n'est supérieure que d’une unité au nombre de commandes.

Un contre-exemple (Exemple 2) nous prouve que ces conditions suffisantes ne sont
pas nécessaires. Ce contre-exemple nous montre également les limites de notre approche.
En effet, nous avons cherché des conditions lisibles directement sur le systéme en boucle
ouverte et non sur le systéme étendu, systéme + compensateur dynamique. Les outils
mathématiques utilisés ici ne semblent pas permettre des extensions substantielles des
résultats présentés. L ion de et suff de linéari par
bouclage dynamique reste un probleme ouvert. Cependant les techniques actuelles suff
isent & traiter des exemples d’applications particulié importants, comme le guidage-
pilotage d’engins aérodynamiques (Exemple 3).
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Chapitre 4

CONCLUSION

Nous nous sommes interessés dans ce mémoire & la stabilisation et a la robustesse des
systémes non linéaires en boucle fermée. La fagon d’aborder ce probléme a été “indirecte”,
en ce sens que nous avons essayé de faire suivre au systéme commandé des modéles connus
que 'on savait stables et robustes, dans notre cas, des systémes linéaires commandables.
Dans le Chapitre 2, nous nous sommes placés dans le formalisme entrée-sortie et nous
avons étudié le probleme de la stabilité de la commande linéarisante et découplante.
C. Byrnes et A. Tsidori [8], montrérent limportance pour ce probléme de la dynamique
des zéros et donnérent des de stabilité ique du systeme en
boucle fermée (voir aussi [29]). Nous avons ici élargi la notion de stabilité a la K-stabilité

ce qui nous permet d’étre moins exigeant sur la dynamique des zéros tout en conservant
les mémes exigences sur la relation entrée-sortie. On que contrai ala
stabilité asymptotique, la K-stabilité est structurellement stable. En effet, si le systeme en
boucle fermée a un point d’équilibre asymptotiquement stable et que par suite de perturba-
tions une bifurcation de Hopf se produit en ce point, le systeme reste K-stable tandis qu’il
west plus asymptotiquement stable. En revanche nous n’avons pu donner que des condi-
tions nécessaires de K-stabilité tandis que C. Byrnes et A. Isidori donnaient des conditions
suffisantes de stabilité asymptotique. Notons cependant que la K-stabilité peut s'avérer
dans certain cas inacceptable : pour rester dans le compact K, les actionneurs peuvent
étre i licités. Cette discussion doit étre menée au cas par cas.

B. d’Andréa-Novel et J. Lévine prolongérent cette étude de la K-stabilité en prenant
en compte d’autres invariants topologiques de la sous-variété asymptotique inobservable
et en considérant, en plus des points stationnaires de la dynamique des zéros, ses orbites
périodiques et en utilisant les inégalités de M le [46]. Cette ion est cep
limitée ; la mise en application de ces résultats exigeant que la dynamique des zéros soit
de Morse-Smale (voir [43] pour une définition précise des champ de Morse-Smale), or cette

nlest plus générique en eure ou égale & 3.

Des approches plus générales sont possibles. La plupart sont fondées sur des méthodes
de type Lyapunov. Contrairement & ce que Pon étudie ici, ces bouclages stabilisants ne
sont plus nécessairement ¢ ni méme Lipschitz mais seul €° ou méme di
(cf Z. Artstein [5] et E.D. Sontag [47] pour une présentation générale sur les résultats
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de stabilité, voir aussi [48], [52].) Les résultats obtenus jusqu’a présent restent cependant

fragmentaires.
Dans le Chapitre 3, pour éviter d’avoir & faire une analyse de la dynamique des zéros,
nous nous sommes inté au probléeme de la linéarisation totale entrée-état par bouclage

dynamique (ce probléme ayant été résolu dans le cas du bouclage statique dans 33, [28]).
Nous avons obtenu un résultat complet dans le cas des systemes mono-entrées et dans le
cas des systémes multi-entrées comportant une dimension de plus que de commandes.
Dans le cas des systémes multi-entrée généraux, mis & part une condition nécessaire
triviale - le linéarisé tangent du systéme en boucle ouverte doit étre commandable le
probléme reste ouvert. Nous avons cherché des caractérisations des systémes linéarisabl

par bouclage dynamique qui soient di lisibles sur le systéme initial en restreignant

Ia classe des compensateurs dynamiques & des chaines d intégrateur simples, conduisant &
P Y q

des de linéarisation par bouclage dynamique.

di .

Ce

Un contre-exemple nous prouve que ces ne sont pas

t ple nous montre égal les limites de notre approche. En effet, nous avons
cherché des conditions lisibles directement sur le systéme en boucle ouverte et non sur le
systéme étendu, systeme + dynami Les outils mathématiques utilisés ici
ne nous nous semblent pas des extensions ielles des résultats présentés.

’ob ion de conditi é ires et suffi de linéarisation par bouclage dynamique
reste un probléme ouvert. Cependant les tech actuelles suffisent & traiter des ex-

emples d’applications particuliérement importants, comme le guidage-pilotage d’engins
aérodynamiques.
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Appendix A

Quelques notions de Géométrie
différentielle

La géométrie différentielle est la théorie qui étudie les propriétés des objets mathé

appelés “variétés différentiables”.

Les résultats donnés ici sans démonstration peuvent étre trouvés de fagon plus développé

dans les ouvrages [2] et [4]

A.1 Sous-variétés différentiables

ind

Pour nos besoins, nous nous

au cadre des iétés de R™. Avant de donner

la définitions des sous-variétés de R™ nous allons d’abord en donner quelques exemples bien

connus :

® R” lui-méme est une sous-variété de R ;

localement de modéles & toute variété ;

Les ouverts de R" sont des sous-variétés de R™. Ces sous-variétés servent d’ailleurs

© Les sous-espaces vectoriels de dimension k de R” sont des sous-variétés de R difféomor-

phes & R*

une sous-variété de R™! ;
o Le cylindre {(z,y,z) € R® | 22 + y? = 1} est une sous-variétés de R®.
Ces exemples de sous-variétés obéissent tous & la définition suivante :

DEFINITION A.1
Un ensemble V. C R™ est une sous-variété analytique (respecti €, C*) de di

41
La sphére de dimension n d’équations 5" = {(z1,...,Za41) € R™! | 322 =1} est
=

k < n si pour tout point z de V et pour tout ouvert suffi petit U, de R™
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2 (i.e. contenu dans une boule B(z, p) de centre z et de rayon p pour p suffisement petit),
il eziste un ouvert 0, de R* et une appli ( €=, C") pa de
Q, dans U, telle que :

¢ U=V NU,=0.()
* . induit une bijection de Q. dans V N U, et Vip, est de rang k en tout point de Q..

Dans ce cas on dit que le triplet (s, s, 2) est une carte locale analytigue (respective-
ment C=, C7) de V au voisinage de z. Les iques de Q. C R* forment
ce que lon appelle un systéme de coordonnées locales au voisinage de z. La notation 2!
dénotera la réciproque de la bijection induite par ¢, de ), dans V N U,.

On utilisera la notation V* lorsqu’on voudra préciser la dimension de V'

Remarque A.1
On munit V de la topologie induite par celle de R™ , i.e. les ouverts de V sontlesU = V AU,
U ouvert de R™. L’application ¢, de la carte locale (Q,p.,Us) est un homéomorphisme
de Q, dans U,.

locales au voisi d’un point z vérifient la pro-

Les divers systémes de
priété suivante :

THEOREME A.1
Soient V* une sous-variété de R, (Q,p1,U) et (Qa,0,Us) deuz cartes locales au voisi-
nage de = Les ensembles ; ‘(u, n u,), . =1,2 sont du ouverts de R* et Uapplication

P12 = 3 0p1 est un difféomorph ( €, ") de o7 (Uy NUy)
dans 3" (2h 1 2h).

L ion @1 est Vappli qui donne le ch t de coordonées locales dans
U N U

DEFINITION A.2
On appelle atlas analytique (respectivement C, C*) de V toute famille (R, i, Us)ic  de
carte locale analytique (respectivement C, C*) de V telle que V = |J %.

i€l

Exemples :

La variété R™ (sous-variété triviale d’elle méme) est muni de I'atlas trivial (R", Id,R").

L’ouvert U de R™ est muni de D'atlas trivial (U, 1d,U).

Si V est un sous-espace affine de dimension k de R”, il est muni de l'atlas (R*, u+5,V)
oti u est une application linéaire injective de R* dans R™ et b est un vecteur de R™
constant.
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o On considere les deux projections sté
ps de Uy = S — {S} dans R.

pw dely = S~ {N} dans R et

s

Le cercle S est alors muni de Patlas {(R, p§',2), (R, p3’,%)}. L'application de
changement de carte est alors

_-—
Re P Re

z — 1z
(généraliser cet exemple aux sphéres de dimension quelconque).

Comme V' est un espace topologique, on peut donc parler de fonctions continues définies
sur V ol & valeurs dans V. Nous allons voir que les systémes de coordonnées locales nous
permettront de définir ce qu'est pour une sous-variété une application différentiable.

DEFINITION A.3

Une application h de V dans R est dite analytique (respectivement C=, C") si pour toute
carte locale analytique (respectivement C, C7) (Q,p,U) de V lapplication h o p est ana-
Iytique (respectivement C®, C") de 2 C R* dans R.

Une application 8 d’une sous-variété V;* de R™ dans une sous-variété Vy* de R™ est
dite analytique (respectivement C*, C*) si pour toute carte locale (,¢1,U;) de V; et toute
corte locale (2, Us) de V; Papplication p3' 000, est analytique(respectivement C*,
C) de Qy C R¥ dans Q, C R* ld ot cette application est définie.

La définition de la régularité d’une application d’une sous-variété dans une autre implique
toutes les cartes locales de chacune de ces sous-variétés. Le Théoréme suivant montre qu'il
est besoin que de regarder un nombre restreint de cartes pour vérifier la régularité d’une
application.

THEOREME A.2
Soient h une application continue de la sous-variété V* de R™ dans R, et A un atlas de

VE Les p 4 sont équivalentes :

(i) h est analytique (respectivement C*, C”).
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(ii) Pour toute carte locale (R, 0,U) appartenant i Vatlas A, Vapplication hop de @ C R*
dans R est analytique (respectivement C=, C*).

Soient § une application continue de la sous-variété Vi dans la sous-variété V,"’, et .A. et
A, des atlas de V; et V; i t. Les proposi i sont équi

(iii) 8 est analytique (respectivement €=, C*).

(iv) Pour toute carte locale (i, 01,24) de Ay et toute carte locale (f3,p1,) de As,
Vapplication @3 080 ¢y d’un ouvert de R* dans R*» est analytique (respectivement
c=,Cr).

Ce résultat important montre que I'on peut non seulement se restreindre aux cartes des
atlas des sous-variétés considérées pour étudier la régularité d'un application 6, mais aussi
que I'on peut choisir ces atlas. Dans la pratique on prendra les atlas qui nous simplifierons
le plus les calculs et on n’hésitera pas & changer d’atlas en cours de route si besoin est.

On remarque en outre que les iétés de régularité des applications d’une sous-
variété dans une autre sont intimement lies aux atlas de ces variétés et indépendantes des
espaces ambiants dans lesquels elles se trouvent. Seule est importante Pexistence datlas
et des lois de changement de carte (lorsque I'on fait totalement abstraction de I'espace
ambiant on parle de variété différentiable et non plus de sous-variété).

Désormais, nous utiliserons le terme variété pour désigner une sous-variété V de R
Nous ne feront exception & cette régle que lorsque nous voudrons insister sur l'inclusion de
V dans R™.

A.2 Espace tangent, Fibré tangent, Application linéaire
tangente

Dans “variété différentiable” il y a le mot différentiable. Nous avons défini dans le para-
graphe précédent ce qu'était une application différentiable, mais nous ne savons pas encore
la différentier. C'est le propos de ce paragraphe.

DEFINITION A.4

Soient V* une variété etz un point de V. Soit o une courbe différentiable de R dans V telle
que o(0) = z. On appelle vecteur tangent & la courbe paramétrée o, Uapplication
suivante notée X, ;

F, X R
! Xof = Lfo0)
=. dat le=o
ot F, est I ble des fc i diffés iables & valeurs réelles définies dans un voisi-

nage de z.



Dans le cas de la variété triviale V = R, le vecteur tangent & z = ¢(0) au sens classique
est #(0). Dans ce cas on aura

X.f =< df,6>= ia,(o)%"_(:)

La définition que nous avons donnée identifie les “vecteurs classiques” avec les dérivées
directionnelles qu'ils définissent.
Les vecteurs tangents en un point z de V vérifient les propriétés suivantes :

Proposition A.3

o L'application X, de F, dans R est linéaire. En particulier Vensemble T,V des vecteurs
tangents & V en z est un espace vectoriel appelé espace tangent & V en z ou au dessus
de z.

o Sif et g appartiennent i F,, et si X, appartient & T,V on aura

Xo(f9) = (Xof)g(2) + f(2)(Xeg)

Considérons un systéme de coordonnées locales au voisinage de z, @ C R™ —%» V. Pour

tout 7, 1 < 1 < n on considére la courbe différentiable o; donnée en coordonnées locales
par

zi(0(t)) = =5(z)  sij#i1<j<n,
zi(a(t)) = =z(z)+t

5 . .
On notera () le vecteur tangent & o, au point z. Cette notation permet d’écrire
'z

(ol = S ooia =

En outre, on a le théoréme suivant :
THEOREME A.4

Soient V™ une variété de dimension n et (z,...,2,) un systéme de coordonnées locales
au voisinage de z. L’espace vectoriel T,V a pour base

9 3
P2 b 5 ()

Un vecteur X, de T,V est donc caractérisé par :

o Les coordonnées (z1,...,z,) du point z (qui caractérisent Uendroit ot X, est tangent
i
) 3 9
o Les coordonnées (Xi,..., X.) dans la base (5—(2),...., 5—(z)) de X Lorsque le
1

contezte lindique clairement, on ne donnera pas les coordonnées du point z de base.
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DEFINITION A.5
On appelle espace fibré tangent de V, ou plus simplement le fibré tangent de V, que
on note TV, la réunion disjointe des espaces tangents & V au dessus de chaque point.

™= TV
z€V
On appelle projection canonigue de TV dans V Vapplication = qui & un vecteur tangent
4V en z associe le point z
™v v
X. €TV v z
(Classiquement, Vapplication m associe & tout vecteur lié son origine.) En particulier on a
i (z) =
Si (21...,20) est un systéme de coordonnées locales de V, (1,...,n, X1,. .., Xn)
définit un systéme de coordonnées locales de TV. Le 2n-uplet (21, .., 2n X1, ..., X,)
9 5
désignant le vecteur tangent Xy z—(z) + -+ + Xoz—(2), = étant le point de V de co-
1 ZTn

ordonnées (21, -, 2n).

Par abus de notation on écrira (z,X,) = (21,...,2n, X1,..., X5).

Les changements de carte de TV se construisent & partir des changements de V' de la
fagon suivante : si y = ¢(z) est un ch de coordonnées sur V, le ch de
coordonnées correspondant sur TV est

(1, %) = (¢(=), Vap Xz)

(ot les composantes de X, ont été écrites en colonne). Ce procédé nous permet de construire
un atlas de TV & partir d’un atlas de V et donc de définir une structure de variété
érentiable sur TV On quavec cette structure différentiable I'application
: TV — V est une application différentiable. On remarquera que dim TV = 2 dim V'
Exemples H

o Llespace tangent & R est difiéomorphe & R?, TR = R%.
o Plus généralement, TR" = R?".
o Si S désigne la sphere de dimension 1 (le cercle), on a TS" = §* x R.
o En revanche, TS? # §? x R? (cf le Théoréme du hérisson).
= {45 X,Y,Z) € R®|2? +y* + 22 =1, 2X +yY +2Z =0}

Défini i t Papplication linéaire tangente & une application différentiable
VW
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THEOREME A.5
Soit ¢ une application différentiable de la variété V™ dans la variété W™ 11 eziste une
application unigue Tp de TV dans TW appelée application tangente & o vérifiant les
propriétés suivantes :

(i) Te(T.V) C Ty)W

(i) Si X. est un vecteur tangent en = = o(0) d la courbe différentiable o, Tp(X,) est
le vecteur tangent en ¢(z) & la courbe ¢ 0 7, i.e. si h est une fonction définie au
voisinage de p(z),on aura

(Te(X2)h = Xo(hoy)

Siz = (z1,...,2Zn) et ¥y = (¥1,...,Ym) sont deux systemes de coordonnées locales sur V et
W respectivement, et (z, X) et (y,Y) les systémes de coordonnées correspondants sur TV
et TW, I'application Ty s'écrit alors

v T orw
(2, X) — (1Y) =(¢(2), Vep X)

On remarquera que Papplication tangente T “contient” Papplication . On notera T,y
Papplication de T,V dans Ty W T. est appelée Papplication linéaire tangente & ¢ en
z.

Propriétés :

e L’application T,y est une appli linéaire; ce qui justifie son nom.

o T(pop)=TpoTy,
T(p 0 ¥) = Tyayp 0 Tap-
o Sio est une courbe différentiable et si X, est le vecteur tangent en z = 0(0) & o, alors
X, = To(0,1) = Too(1) (TR = R?). Par convention, on notera (1) = To(t,1) =
Ter(1).

DEFINITION A.8
On dit que ¢ est de rang k en = si 1gTop = k. On dit que ¢ est de rang constant si
1gT.p = k est indépendant de z.

Ces définitions nous redonnent bien les notions connues pour les applications de R™ dans
R™ et permettent de généraliser aux variétés les théore 4’ ion locales, des i

implicites, etc .
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A.3 Champs de vecteurs, Flots, Dérivées de Lie, Cro-
chets de Lie

DEFINITION A.7

Soit V une variété, on appelle champ de vecteurs C* sur V une application = X : V +—
TV telle que 7o X = Idy, i.e. X(z) € T,V pour tout z de V L’application X associe d
chaque point z de V un vecteur tangent enz & V.

Propriétés :
o L'ensemble X(V) des champs de vecteur C* sur V est doté d’une structure de C-

module (C=(V) = € étant Pespace des fonctions €= sur V). Si f est une fonction
€= sur V et X et Y sont deux champs de vecteurs, on définit

(X+Y)(z) = X(z)+Y(z) € T,V

(fX)(=z) = f(z)X(z) € T.V
o Siz = (21,...,2,) est un systéme de coordonnées locales, pour chaque i, 1 < i <
m, Vapplication ;- : 2 — 2_(z) est un champ de vecteurs €. En outre, tout
champ de vecteurs X se décompase de fagon unique :
X=X b X2, Xieco(V), 1<i<n.
5 72,

Nous allons maintenant introduire les notions de courbe intégrale et de flot d'un champ
de vecteurs.

DEFINITION A.8
Soit X un champ de vecteurs sur V, soit o : I C R — V une courbe différentiable (I
est un intervalle de R). On dit que o est une courbe intégrale de X si

6(t)=X(o(t) Vtel

THEOREME A.6
Soient X un champ de vecteurs sur V et z un point de VIl eziste un unique intervalle
I. C R et une unique courbe différentiable o, de I, dans V' tels que :
o 0. est une courbe intégrale de X
o 0.(0) = 2.
o Si o est une autre courbe intégrale définit sur un intervalle I vérifiant les deuz pro-
priétés ci-dessus, alors I C I, et pour tout t € I, o(t) = ox(t).
On dit que o, est la courbe intégrale mazimale de X telle que 0,(0) = = ou de condition

initiale z.
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La courbe intégrale o, est la solution de Iéquation différentielle
vy o= X(y)
y0) = =
On définit alors Pensemble U = |J {z} x I. C V x R et I'application
zEV

v v
(2,8) +— By(z) = 0u(t)
ol1 o, est la courbe intégrale maximale de X de condition initiale z. On dit que (U, $) est
le flot associé & X (on omettra souvent de préciser Pensemble U).

THEOREME A.7
Soient X un champ de vecteurs sur V, et (U, ®) son flot associé. On a

o U est un ouvert de V x R.
o & est une application C= de U dans V

Lorsque U = V xR on dit que le champ X est complet. On remarquera que I'on a toujours
Mx{0} CcU
Propriétés :

o Bg(z) = 2, ice. Bg = Idy.
o &,,, = $,0%, partout ol ces expressions sont simultanément définies.
o En particulier &_, = (&,)~.

0%(z)
o S = x@ ().

Nous allons maintenant introduire les deux notions trés importantes de dérivées de Lie
d’une fonction par un champ de vecteurs et de crochets de Lie de champs de vecteurs.

DEFINITION A.9
Soient f une fonction C* sur V et X un champ de vecteurs. On appelle dérivée de Lie de

f par X, que l'on note Lxf, la fonction
n of
z+— Lxf(z) = Xof = ZX.(r)a*(z)
= zi
La dérivée de Lie a les propriétés suivantes :

o La dérivée de lie est une dérivation, i.e.

Lx(fg) = (Lxf)g+ f(Lxg)
Lx(f+9) = Lxf+Lxg
Lx(af) = aLxf Va€R.
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o Si f et g sont deux fonctions sur V et X et ¥ deux champs de vecteurs,
Lxivf = Lxf+Lvf
Lixg = f(Lxg)
a N PPN .
o 5(f0®(2) = (Exf) o &(2), o @ est le flot associé & X, en paticulier

8
Lxf = g(f o 2(@)cs
Cette identité est parfois prise comme définition de Ly f.

Cette derniére identité nous montre que la dérivée de Lie par rapport a X n'est rien d’autre
que la dérivée laire le long des trajectoires du flot de X

Proposition A.8
Soient X et Y deuz champs de vecteurs sur V. Il eziste un unique champ 2 telle que, pour
toute fonction f de C=(V),

Lzf = Lx(Lyf) = Ly(Lxf)

DEFINITION A.10
Le champ de vecteurs Z est noté [X,Y] et est appelé crochet de Lie des champs X et Y

L) LN
i X=Y Xip—etY =3 Yio—
si X ‘-2:,: B © E‘-::, Bap o0 Bure

Y] = S~ )

Les crochets de Lie vérifient les propriétés suivantes :
o [X, X] = 0 pour tout champ de vecteurs X, propriété équivalente & [, X] = ~[X, Y]

pour tous champs de vecteurs X et Y Le crochet de Lie est antisymétrique.

o [X+Y,2] = [X,2)+[Y,Z] et [X,Y + Z) = [X,Y]+ [X, 2], AX,Y] = A[X,Y] =
[X,AY] pour tout champ de vecteurs X, Y, et Z et pour tout réel ) ; le crochet de
Lie est bilinéaire.

o [X,1Y,2]] + [Y,[2, X]] + [2,[X,Y]] = 0, pour tous champs de vecteurs X, Y, et Z ;
c’est 'identité de Jacobi.

o [X,fY] = f[X,Y] + (Lxf)Y et [fX,Y] = f[X,¥] — (Lyf)X pour tous champs de
vecteurs X et Y et pour toute fonction différentiable f

o Pour toute fonction f et pour tous champs de vecteurs X et Y, Lix,y)f = [Lx, Ly]f =
LxLyf—LyLxf.
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En particulier, Pespace X(V) des champs de vecteurs muni du crochet de Lie est une
algébre de Lie (de dimension infinie).

DEFINITION A.11

Soient V. une variété différentiable et ¢ un difféomorphisme de V. Pour tout champ de
vecteurs Y sur V, on appelle image réciproque de Y par @, que l'on note ¢*Y, le champ
de vecteurs

@'Y =(To) oY op
ie. 'Y (2) = (Tup) (¥ (0(2)))-

Proposition A.9
Soient V une variété, X un champ de vecteurs sur V et & son flot. Pour tout champ de
vecteurs Y on a :
[X,Y](2) = lim &Y (z)

Nous allons maintenant montrer le lien entre le crochet de Lie de deux champs de
vecteurs X et Y et les flots qu'ils générent.
THEOREME A.10
Soient X et Y deuz champs de vecteurs et & et W les flots respectifs qu'ils générent. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :
@) [X,Y]=0.
(i) Pour tout ¢ et s appartenant & R, on a & 0¥, = ¥, 0 &,, partoul oi ces ezpressions

sont simultanément définies ; i.e. les flots commutent lorsque le crochet de Lie est
nul.

A.4 Covecteurs, Espace cotangent, 1-formes

DEFINITION A.12
Soit V une variété. On appelle espace cotangent au point = que Uon note T2V, l'espace
dual de T,V, T}V = L(T.V,R). Le produit de dualité entre un vecteur et un covecteur
sera noté indifférement < X;,w, > ou < w;, X: >, X; € T.V, et w, € T}V
On appelle fibré cotangent de V la réunion disjointe des espaces colangents en chaque
point,
™V = T2V
zeV
Les éléments de T*V sont appelées des covecteurs ou vecteurs cotangents.
On appelle projection canonique de T*V dans V Uapplication  qui & un vecteur cotan-
gent @ V en z associe le point z
™V = v
w, € TLV +— =z

En particulier, 7~} (z) = T2V
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Siz = (z1,...,2,) €5t un systeme de coordonnées locales sur V, on note (dzs(2), .. dza(2))

la base de T2V duale de la base (5 (z), ,i{z)) de T,V
Zn
0 sii#j
< dz,(z), (z) >= { 1siic)
Le covecteur w, est donc déterminé par :

o Les cordonnées z = (21,...,2,) de son point de base (qui précise que w, appartient
a T;V),

o Les coordonnées (wy, ... ,wn) de w, dans la base (dzy(z),.. .,dza(z)).

Nous allons maintenant munir T*V d’une structure différentiable & partir de celle de V
Si y = (=) est un ch de coordonnées sur V, le ch de coordonnées sur

T*V est donné par
(%) = (#(2), ((Vap) ) 'ws)
(o ' dénote la transposition) i les composantes de w, et 1, sont érites en colonne,
(¥:%) = (#(2),0x(V=0) ")

si les composantes de w, et 1, sont écrites en ligne. Ce procédé nous permet de construire
un atlas de T*V & partir d'un atlas de V On remarquera que les changements de cartes
de TV sont duaux de ceux de TV.

DEFINITION A.13

On appelle 1-forme différentielle ou champ de une
de V dans TV telle que mow = Idy, i.e. w(z) € T.V pour tout z de V. On note n(v)
Vensemble des 1-formes différentielles.

z,) est un systeme de coordonnées sur V, on note dz; la 1-forme
z associe dz;(z). Toute 1-forme différentielle w se décompose de fagon

unique sous la forme
w=widzy + -+ + wodzpy

oi1 les w; appartiennent & C=(V).
Les espaces X(V) et (V) sont en dualité ; si X est un champ de vecteur et w une
1-forme, on définit
<w, X >=< X,w>€ C2(V)

par < w, X > (z) =< w(z), X(z) > pour tout z de V'

DEFINITION A.14
Soit f une fonction sur V. On note df la 1-forme telle que

< df(z), Xe >= X.f
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pour tout vecteur de T,V df se caractérise également par
<df,X >=Lxf

pour tout champ de vecteurs X sur V. En coordonnées on a

A.5 Distributions, Distributions involutives, Théoréme
de Frobénius

DEFINITION A.15

Soit V une variété différentiable. On appelle A sur V une application qui &
tout point z de V associe un sous-espace A(z) de T,V La distribution A est dite réguliére
s'il eziste des champs de vecteurs C® Xu,. .., Xy tels que A(z) = sp{Xy(2),..., Xi(z)} en
tout point z.

On dit que A est de rang constant si g A(z) est indépendant de z. On dit qu’un champ
de vecteurs appartient & A si X(z) € A(z) pour tout z. On dit que A est involutive si pour
tous champs de vecteurs X et Y appartenant a A, le champ [X,Y] appartient également
QA

distib

Les champs de vecteurs appartenant aune distribution A forment un sous-module de
X(V). Lorsque A est involutive, dule est également une Igébre de Lie.

Un champ de vecteurs X Qéinit une distribation de rang 1, & savoir A = sp{X}. Les
courbes intégrales de X sont alors appelées par définition courbes intégrales de A. Pour
les distributions de rang supérieur, on définit la notion de sous-variété intégrale.

DEFINITION A.16
Soit A une distribution sur V. On dit que W C V est une sous-variété intégrale de A si
pour tout point = de W, on a T,W = A(z) (en particulier, imW = dim A(z)).

On dit que A de rang constant k est complétement intégrable si pour tout point z de
V, il eziste une sous-variété intégrale W, de dimension k telle que z € W..

Le Théoréme de Frobénius nous permet de relier les notions d’involutivité et de complete
intégrabilité.

THEOREME A.11 (Frobénius)
Soit A une distribution de rang constant. Les deuz conditic i sont é

(i) A est involutive.

(ii) A est complétement intégrable.

Lorsqu’une distribution n’est pas involutive, on construit sa cloture involutive.
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Proposition A.12
Soit A une distribution sur VIl eziste une unique distribution involutive notée &, que
Von appelle la cléture involutive de A, vérifiant les propriétés suivantes :

(i) A C A
(ii) SiT est une autre distribution, A C T et T involutive impliguent que & C T

A& est la plus petite distribution involutive contenant A.
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Appendix B

Propriétés de quelques distributions
utilisées dans le calcul de lois de

bouclages

On considere le systéme non linéaire suivant
&= f(z)+ Y wg(z) =z €R" (B.1)

=

On définit les distributions suivantes :

DEFINITION B.1

© Qo =Go=sp{g1,---,9m}-
® Giy1 = Gi+adj "G = Gi + adsGi.
o Qi = O +adt1Q,

e 6. =G
o

* Q. = O Q..
<o

Ou A représente la cloture involutive de la distribution A. Pour les systemes linéaires
X =AX + Bu,ona Q; =G; = Im(B, 4B,...,A'B).

Lemme B.1 -~
Pour toutionaG; C Q; et G, = Q; et G, = Q, ; en particulier, Q, est involutive.

Démonstration :
Montrons d’abord par récurrence sur i que G; C Q;. Clest évident pour i = 0. Supposons
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le vrai pour i donné. On a Giyy :\g‘/+nd;“90 C Qi+adj'Go C Qi+ adf'Go = Qi
la récurrence est établie. e

Montrons maintenant que §; = Q;. L'inclusion §; C Q; est triviale. Montrons par
récurrence Dinclusion inverse. Elle est trivial pour i = 0. Supposons la vrai pour i donné.
On a donc G; = Qi On a alors Gix = Gi +ady ' Go et Qi = Gi +ad} 'Go, vu que
Go = Qo et vu Ihypothése de récurrence. Il ne nous reste plus qu’a montrer que pour deux
distributions quelconques A et T, on a

A+T=A+T (B.2)

A +T est la plus petite distribution involutive contenant A et T'. En particulier elle contient
A qui est la plus petite distribution involutive contenant A. Elle contient donc A et T, et la
clature involutive de leur somme, & + T C A + I'. De fagon similaire, on montre Iinclusion
inverse, on a donc D'égalité (B.2). Ce qui nous permet de conclure que Qipy = iy, la
récurrence est établie.

Comme les dimensions des distributions G; et Q; vont en croissant et qu’elles sont
majorées par n, il existe un k tel que G = G. = sup;G; et Qu = Q. = sup; Qi. En
particulier, Qiy1 = Q. Comme Qi C Qi41, on en déduit que Qy est involutive. On a
donc G, =G = Qu=0Q.. 0

DEFINITION B.2
Soient (r:)izo et (pi)izo les suites d’entiers suivants :
o 70 = po = dimGy = m.
o r; = dimQ; — dim Q;_, pour touti> 1.
o pi = dimG; — dimG;_, pour tout i > 1.
Les indices r; ont été définis et utilisés dans [3], une variante des indices p; a été définis et

utilisés dans le cas des systémes linéaires dans [1]. On remarquera que pour les systemes
linéaires, r; = p; pour tout i.

Proposition B.2
Les suites (r;) et (p;) sont décroissantes :
ooy 2 22

P2 2P

Démonstration :

Comme p; = dimG; — dimG;_,, il existe p; champs de vecteurs indépendants Xi, ..., X,,
tels que G; = G;_y ® sp{Xx,1 < k < p;}. Comme, par définition, G; = G;_; + adGo, il existe
p; champs de vecteurs Yi,...,Y,, de Go et p; champs de vecteurs Zi,..., 2, de Gi_; tels
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que Xy = ad}Yi+ Zi. Ona done G; = Gi1 @sp{adj¥i, 1 <k < pi}. Ona Giyy = G +2d,Gi,
it
Giss = Gi+ady(Gia @ sp{adjYi, 1 <k < pi})
= Gi+adsGi,y +ud,ap{ud Yi,1 <k < pi}
—_=

= G+ .ap{nd}“}’,.,l <k<p}
La somme n'étant pas forcément directe, on en déduit que dimGiyy < dimG; + p, i.c.
Pir1 < pie
La démonstration est similaire pour les indices r;. O
Corollaire B.3
Si sur un ouvert U de R", on a Giyy = G; (respectivement Qiy1 = Q;) pour un entier i
donné, alors pour tout k > i, on a Gy = G (respectivement Q4 = Q;).

Démonstration :
Lhypothése Gs1 = Gi implique que piyy = 0. D'aprés la Proposition B.2, py = 0 pour tout
k> i+ 1 La conclusion s'en suit. La d est identique pour les distrib
Q;. 0

Proposition B.4

Pour tout i > 0, les distributions Q; vérifient les propriétés suivantes :

(i) ad;Q:i C Q-

(ii) ad;Q: C Qipx

Démonstration : B

Montrons d’abord que si A est un distribution quelconque, ad;A C A +ad;A. On a
B =splady, ---ady, Vi1, v20, i € A, 1<i<v+1}

Montrons par récurrence sur v que adsady, -+-ady,V,4; € & +adjA. Clest vrai pour
v = 1. En cfet,adyadn Vs = 1,1V, All = (£ Vil AT+ 1, 11, V) (identité de Jacobi), .
adjady, V; = [ad, V3, V3] + [Vi,ad, V3] € B +ad,A.

Supposons le vrai pour un entier v donné. On a

adsady, ---ady,, Vir = [adsVi,ady, - -ady,,, Viro] +[Vi, 2dsady, - - -ady,,, Viss)
carad,a carad;a
€ ATadA
ot I'on a utilisé Iidentité de Jacobi et I'hypothése de récurrence. La récurrence est établie ;
ad/A C A +ad/A. (B.3)
M i ar ré r i que (i) et (ii) sont vrais. On remarque d’abord

que comme Qi C i, (n) implique (ii) (conformément & (B.3)). Il ne nous reste donc
qua vérifier (i).
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(i) est trivialement vrai pour i = 0 (donc (ii) Pest vrai). Supposons que (i) soit vrai
pour un entier donné i. On a

ad;Qin = ad/(Qi+ adj"' Qo)
= ady0; +adi¥1Qp C Tipr + adi?Q,
=
coar
C Qs

La récurrence est établie. O
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