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Résumé.

Nous présentons dans un premier temps un cadre de construction de modèles de colonne
de distillation prenant en compte de manière générale une large classe de modèles thermo
dynamiques pour un nombre quelconque de constituants et le comportement hydrodyna
mique des plateaux.

Après un rappel des résultats de la littérature pour les colonnes binaires, nous démon
trons un résultat d'existence et d'unicité du point stationnaire d'un modèle de colonne
à 'débits molaires constants' à un nombre quelconque de constituants et un résultat
d'inversion de l'équilibre thermodynamique. Nous définissons la notion de fonction 'sim
plexe-relative' pour décrire les propriétés de fonctions d'un simplexe sur lui-même cons
truites à partir des modèles thermodynamiques. Les résultats s'appuient sur la théorie
du degré topologique appliquée à ces fonctions.

Nous présentons ensuite une extension de la méthode de réduction de modèle par
agrégation et son utilisation pour la commande. Nous testons la commande obtenue en
simulation sur un modèle de colonne de distillation industrielle à haute pureté.

Abstract.

Firstly we present a construction framework for models of distillation columns for a wide
class of thermodynamical models including an arbitrary number of components and the
hydrodynamical behaviour of the plates.

The results of the litterature concerning binary columns are recalled. Then we prove
the existence and uniqueness of the steady state of a distillation model with 'constant
molal overflow' and the invertibility of the thermodynamical equilibrium. We define
the concept of 'simplex-relative' functions to describe the properties of functions from a
simplex onto itself as they occur in thermodynamic models. The results are based on the
topological degree theory applied 1.0 this kind of functions.

We then show an extension of the aggregation technique (model reduction) and its use
for control. We test the resulting control law in simulations on a mode! of an indust.rial
high purity distillation column.
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Introduction.

La commande des colonnes de distillation a été étudiée depuis longtemps. Les méthodes
les plus répandues sont les méthodes statiques et les méthodes linéaires mono- ou multiva
riables. Le développement de l'automatique non-linéaire a permis de nouvelles approches
dans les années 80, avec des méthodes géométriques [26, 39] et des méthodes de rejet de
perturbations [1, 4, 20]. Financé par une bourse de ATOCHEM, notre travail fait suite
aux résultats établis dans [32, 33] sur la commande des colonnes binaires par rejet de
perturbation. Il a été développé au sein d'un groupe de travail constitué initialement en
collaboration entre le CENTRE AUTOMATIQUE ET SYSTÈMES et le CENTRE RÉACTEURS

ET PROCESSUS.

Nous étudions la commande de la composition des produits des grandes colonnes,
qui séparent à haute pureté des constituants de volatilités proches. Nous donnons un
cadre général de construction des modèles reproduisant raisonnablement la dynamique
des compositions. Nous étudions ensuite le point stationnaire des modèles de colonne et
l'équilibre thermodynamique liquide-vapeur, puis présentons la réduction de modèle par
agrégation et la commande sur le modèle réduit. Enfin, nous présentons des simulations
du bouclage de la commande du modèle réduit appliqué au modèle général, qui montrent
les possibilités de ce type de commande.

Au chapitre 1, nous rappelons le principe de fonctionnement et la commande des
colonnes de distillation.

Au chapitre 2, nous rappelons les démonstrations des principaux résultats sur les
modèles de colonnes binaires.

Au chapitre 3, nous présentons le cadre général de construction d'un modèle dyna
mique simple, avec un nombre quelconque de constituants, précis quant aux compositions
et valable sur un large domaine. Nous examinons le problème d'index, dû al! mélange
d'équations différentielles en temps et d'équations algébriques. Nous discutons la forme
générale de l'équilibre thermodynamique et des fonctions d'hydrodynamique. Nous cons
truisons aussi un modèle plus simple qui ne contient que les fonctions thermodynamiques,
que nous étudions au chapitre 4. Nous rappelons également les définitions de thermody
namique qui servent au chapitre 4.

Au chapitre 4, nous étudions un modèle simple de colonne à plus de deux consti
tuants. Nous montrons un résultat sur le point stationnaire de la colonne et un résultat sur
l'inversion de l'équilibre thermodynamique qui s'appliquent aux mélanges d'hydrocarbures.

Au chapitre 5, nous présentons l'agrégation sur le modèle. Nous rappelons une
démonstration de la commande d'un modèle de colonne agrégé. Nous appliquons la
commande obtenue avec un modèle agrégé au modèle d'une colonne industrielle, dont



Introduction.

servent seulement des mesures qui sont disponibles sur la colonne réelle. Nous montrons
des simulations où sont testés le rejet de perturbation de variations de composition de
l'alimentation et l'influence d'autres perturbations, ainsi que le suivi de trajectoire dans
un changement de consigne. Les performances dépassent ce qui est possible avec les bou
clages courants sur les grandes colonnes industrielles: en particulier, la commande est
possible simultanément sur les compositions des deux soutirages, elle n'est pas limitée
par un domaine voisin d'un point de linéarisation et elle supporte des retards de mesure
importants. Elle est également légèrement plus rapide pour stabiliser la colonne après
une mise en marche.

Nous résumons la définition du dcgré topologique à l'annexe A et montrons une pro
priété d'inversion des fonctions simplexe-relatives. Nous reprenons les démonstrations
sur la forme locale de l'équilibre liquide-vapeur dans le cas à enthalpies de vaporisation
égales et dans le cas à volatilités relatives constantes. Nous apportons une précision à
l'hypothèse des débits uniformes (des 'débits molaires constants').

A l'annexe B, nous détaillons la mise en œuvre des simulations sur ordinateur. Nous
rappelons l'architecture des simulateurs, et présentons le simulateur statique et le simu
lateur dynamique utilisés. Nous donnons la liste des ordinateurs et des logiciels utilisés à
l'annexe C.



Chapitre 1

La distillation.

Parmi les nombreux ouvrages traitant de la distillation, nous nous sommes appuyés prin
cipalement sur [24, 25, 49, 52, M]. Nous résumons ici les points intervenant dans la suite
de la thèse.

La distillation liquide-vapeur est la séparation d'un mélange en produits contenant
certains des constituants presque purs, par une succession de contacts entre du liquide
et de la vapeur. On l'opère avec des colonnes, où circulent du liquide et de la vapeur à
contre-courant. L'intérieur est aménagé avec des plateaux ou avec un garnissage de telle
sorte qu'il y ait partout un contact entre du liquide et de la vapeur. Selon la température
et la pression qui règnent, certains constituants, les légers, ont tendance à se concentrer
plutôt dans la vapeur et à être entraînés vers le haut, et les autres, les lourds, à se
concentrer plutôt dans le liquide et à être entraînés vers le bas.

Les colonnes de distillation à grand débit sont alimentées en continu: le mélange à
distiller est introduit par l'alimentation, les produits séparés sont extraits aux sou
tirages. L'alimentation et les soutirages délimitent des sections dans la colonne. La
section au-dessus de l'alimentation est la rectification, celle en-dessous l'épuisement.
La figure 1.1 présente les notations.

L'alimentation se sépare en produits de volatilité différente grâce au recyclage: le
reflux, le débit liquide alimentant la tête, est une partie de la vapeur soutirée en tête et
condensée dans le condenseur, et le débit de rebouillage, le débit de vapeur alimentant
le fond, est une partie du liquide soutiré au fond ct vaporisé dans le rebouilleur. Nous
désignons dans la suite les deux débits de reflux et de rebouillage par le terme débits de
recyclage.

Expérimentalement, une colonne rejoint toujours le même état quand la pression de
tête, l'alimentation et les débits de recyclage sont constants - même si elle part de très
loin de cet état, par exemple à une mise en marche.

Une unité de distillation est formée d'une cascade de colonnes qui séparent chacune
leur alimentation en deux ou plusieurs produits, qui servent d'alimentation à d'autres en
aval. Ceci fait que les points de fonctionnement de toutes les colonnes changent quand
change la composition du pétrole brut en alimentation de l'unité de distillation.
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Figure 1.1: Schéma d'un modèle de colonne de distillation typique, avec des étages idéaux.
Les notations sont principalement celles en usage en anglais: L pour débit liquide, Y
pour débit vapeur, F et l'exposant f pour alimentation (feed), les exposants El pour fond
(bottom) et t pour tête (top), C et l'exposant c pour condenseur (et le ballon de reflux), et
l'exposant q pour rebouilleur ; Le et V q sont les débits de recyclage, Co et L" sont les
débits de soutirage des ballons. La rectification est notée !Ji , l'épuisement 6 (stripping).



Chap. 1. La distillation.

1.1 Position du problème.

Sur une colonne de distillation à haute pureté typique, on commande les compositions des
soutirages LG et Co avec les deux débits de recyclage Le et VG La pression dans la
colonne ou les températures des débits de recyclage sont maintenues à des valeurs fixées.

L'alimentation arrive du soutirage d'une colonne en amont, et est considérée comme
une perturbation. Le débit complet de l'alimentation P et sa température sont mesurés,
mais pas sa composition. On mesure les compositions aux soutirages et les températures
à quelques endroits dans la colonne.

On cherche à maintenir les produits à la pureté prévue par les calculs. Le bouclage
doit maintenir certaines spécifications sur les compositions des soutirages en rejetant les
perturbations de l'alimentation. Les méthodes courantes sont des méthodes linéaires
monovariables, qui ne permettent souvent que de réguler la composition à l'un des souti
rages sur les grandes colonnes. La commande est généralement synthétisée à partir d'un
modèle boîte noire de dimension faible (souvent 2), qui peut inclure des retards purs.
Il existe des méthodes linéaires multivariables de rejet de perturbations sur un modèle
linéarisé tangent. [53] Ces modèles calculés autour d'un régime de fonctionnement devien
nent faux et la loi de commande peut diverger lorsque la composition d'alimentation ou
les consignes changent beaucoup.

Des résultats d'automatique non-linéaire ont été développées par dans le cas des
colonnes binaires, dont le mélange ne contient que deux constituants, ce qui est le cas
le plus simple. [20, 32] Les deux spécifications sont la fraction du constituant lourd dans
le soutirage de tête et celle du constituant léger dans le soutirage du fond.

S'il y a plus de deux constituants à prendre en compte, on les classe scion les souti
rages où il apparaissent. Les constituants très légers sont ceux qui n'apparaissent qu'en
rectification: leur fraction décroît rapidement vers le fond et est négligeable près du fond,
ce qui fait qu'ils sont entièrement soutirés en tête. Symétriquement, les constituants très
lourds sont ceux qui n'apparaissent qu'en épuisement et sont entièrement soutirés en
fond. Les constituant-clés sont les constituants qui apparaissent en quantité notable en
tête et en fond.

Une colonne pseudo-binaire est une colonne avec plus de deux constituants dont
seulement deux constituant-clés. On commande une colonne pseudo-binaire comme une
colonne binaire si les fractions des très légers et des très lourds restent sous le seuil accepté
dans les produits. Les colonnes sur lesquelles on commande plus que deux spécifications
sur les produits ont plus de deux soutirages.



Chapitre 2

Le cas binaire à débits uniformes.

Le cas de la colonne binaire à débits uniformes est simple et permet de démontrer l'unicité,
la stabilité du point stationnaire de la colonne et la stabilité de la commande sur le modèle
agrégé. Les simulations sur des modèles de colonnes d'hydrocarbures à plus de deux
constituants montrent les mêmes propriétés. [11, 46J Certains résultats ont été démontrés
pour les colonnes pseudo-binaires. [11, 12J NOliSrappelons ici quelques démonstrations
importantes.

2.1 Un modèle binaire simple.

Nous examinons la structure d'un modèle de colonne sur lin petit modèle binaire, avec
une cascade de 5 étages numérotés de 1 pour la tête à 5 pour le fond. Le condenseur porte
le numéro 0 et le rebouilleur le numéro 6. La colonne est alimentée en phase liquide à
l'étage 3.

La rétention (resp. le débit) partielle d'un constituant est la quantité du constituant
dans le mélange de la rétention (resp. du débit). Nous appelons rétention (resp. débit)
complète la somme des rétentions (resp. des débits) partielles des deux constituants.

La fraction d'un constituant dans une rétention (resp. dans un débit) est la rétention
partielle (rcsp. le débit partiel) du constituant divisée par la rétention complète (resp. le
débit complet). Elle varie dans l'intervalle [O,IJ

Dans notre modèle simple, les débits complets liquide L et li sont uniformes à
l'intérieur de chaque section, c'est-à-dire égaux sur tous les étages d'une section. Les
rétentions liquide fi dans les étages sont constantes et uniformes. Les rétentions liquide
dans le ballon du condenseur et dans l'étage de fond, qui sert de ballon au rebouilleur, sont
régulées parfaitement par les soutirages respectifs. La pression est régulée parfaitement
par la puissance de condensation et elle est la même sur tous les étages.

Les fractions dans un débit sont les mêmes que dans la phase qu'il quitte. Nous notons
x" et v" les fractions du constituant léger dans le liquide et dans la vapeur à l'étage p ,

ou dans un échangeur de chaleur, p = O.• 6 Le condenseur 0 et le rebouilleur 6 ne
changent pas la fraction du débit qui les traverse. Nous notons XO et x 6 la fraction du
constituant léger dans leur rétention.
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-. L+F-V

Figure 2.1: Le modèle à 5 étages. Les flèches épaisses sont les débits, celles cn pointillés
les régulations de base de la colonne.



2.2. Propriétés du modèle.

Les phases liquide et vapeur sont en équilibre thermodynamique dans les étages 1
à 5. La thermodynamique donne un difféomorphisme k dans [0,1], qui dépend de
la pression, tel que yP = k(x P) La fonction k est strictement croissante et vérifie
k(O) = 0, k(l) = 1 Nous nous restreignons au cas où y = k(x) # x pour x E]O,1[,
donc y = k(x) > x parce x est la fraction du constituant léger.

La rétention partielle du constituant léger dans un étage vaut JI/x, la rétention liquide
complète multipliée par la fraction du constituant léger. Le débit liquide partiel du
constituant léger quittant l'étage vaut Lx, le débit complet quittant l'étage multiplié
par la même fraction. Le débit vapeur du constituant léger quittant l'étage vaut Vk(x) ,
le débit complet vapeur quittant l'étage multiplié par la fraction du constituant dans la
vapeur. Le débit du constituant léger qui arrive par l'alimentation vaut FZF, le débit
complet d'alimentation multiplié par la fraction du constituant.

Le débit complet d'alimentation F s'ajoute au débit liquide complet dans la colonne.
Le débit liquide en-dessous de l'alimentation est L + F Tous les débits complets sont
positifs.

La conservation des deux constituants s'exprime par des bilans sur chaque étage. Nous
notons la dérivée par rapport au temps t par un point. Pour l'étage 2 par exemple, les
bilans des deux constituants s'écrivent

Jl/x2 = Lx! +Vk(x3
) - Lx 2

- Vk(x2
)

JI/(1- x2) = L(1 - Xl)+V(1 - k(x 3
) ) - L(I- x2) - V(1 - k(x 2

) )

La somme des bilans des deux constituants est nulle et nous n'écrivons que les bilans du
constituant léger.

Le modèle s'écrit

Jl/OxO Vk(xI) Lxo (V - L)xO
JI/x! Lxo Vk(x2

) Lx! Vk(xI)

Jl/x2 LXI + Vk(x3
) Lx 2 Vk(x2

)

Jl/x3 Lx 2 + Vk(x4
) (L+P)x3 Vk(x3

)

+ FzF
Jl/x4 (L+P)x3 + Vk(x5

) (L+F)x 4 Vk(x4
)

Jl/5x5 (L+ F)x4 + Vx 6 (L+F-V)x5 Vk(x5
)

Vx5

Jl/6x6 Vx 5 Vx 6

(2.1)
L'état (x", ... .x") varie dans [0,If Le système est un système différentiel ordinaire
tridiagonal. Les entrées sont L, V, [-' et zF F et zF sont des perturbations
respectivernent mesurée et non mesurée. Les sorties sont les fractions aux extrémités de
la colonne k(x 1

) et x 5 Nous rappelons maintenant les principaux résultats connus sur
ce modèle.

2.2 Propriétés du modèle.

Théorème 2.1 Pour toute condition initiale dans le domaine [0,Ir, la solution de (2.1)
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existe pour tout temps dans [0,Ir [1,46]

Preuve. Si xP = 0, alors xP ~ 0 Symétriquement, si x P = 1, alors xP ~ 0 Le
champ est rentrant sur le bord de [0, 1] pour tous les x P Il est donc rentrant sur le
bord de [0, Ir 0

Théorème 2.2 Le système (2.1) a un point stationnaire unique pour chaque quadruplet
d'entrées L, V, F et zF constantes. Le point stationnaire vérifie XO = Xl > x2 >
x 3 > x 4 > x 5 = x" [30, 45, 46]

Preuve. On ramène la forme statique de (2.1) à une équation unique. Nous notons les

ratios r!X= i et 1'6 = L:F
Les bilans statiques du rebouilleur 6 et de l'étage 5 donnent

x 5 = x"

x 4 = 1'6 k(x 5
) + (1 _ r 6)x5

et la somme des bilans statiques des étages 4 et 5

La fonction k est strictement croissante et applique 0 sur 0 et 1 sur 1 La fonction
x 5 ...... x 4 est un barycentre de k et de l'identité. De même, la fonction x 5 ...... x 3 est un
barycentre de k(x 4

) et de l'identité. Ces deux fonctions sont donc également strictement
croissantes et appliquent 0 sur 0 et 1 sur 1 Elles sont des difféomorphismes dans
[0,1] Comme k vérifie k(x) > x, on a x 3 > x 4 > x 5

De même, les bilans statiques du condenseur 0 et de l'étage 1 donnent

XO = k(x I)

k(x 2 ) = r!Xxl + (1 _ r!X)k(x l)

et la somme des bilans statiques des étages 1 et 2

Ces formules ont la même forme que pour les étages 4 et 5 si on les écrit avec les
fractions vapeur yP = k(x P ) Il vient

y2 = r!Xk-I(yI) + (1 _ r!X)yI

y3 = r!Xk- I(y2) + (1 _ r!X)yI

Les fonctions yI ...... y2 et yI ...... y3 sont strictement croissantes dans [0, 1] Comme
y > k-I(y) , il vient y3 < y2 < yI, soit x3 < x 2 < Xl Les fonctions Xl ...... x 2 et
Xl ...... x3 sont aussi des difféomorphismes dans [0,1]
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On résout le système en sommant tous les bilans statiques de (2.1), ce qui donne le
bilan statique de toute la colonne

ZF = "ifPLXO + L + ~ - "ifx5

On a le difféomorphisme croissant

XO= Xl +-----+x 3 +-----+x 5

(2.2)

Le deuxième membre de (2.2) comme fonction de XO est le barycentre de l'identité et
d'une fonction Cl strictement croissante. Il est donc un difféomorphisme lui-même. Le
bilan statique (2.2) définit un difféomorphisme XO+-----+ zF

Finalement, on a les difféomorphismes zF +-----+ x" pour tous les étages p L'état
statique est unique et est Cl en fonction de la fraction zF de l'alimentation. 0

Théorème 2.3 Le point stationnaire de (2.1) est globalement asymptotiquement stable.
[45,46]

Théorème 2.4 Au voisinage de chaque point stationnaire, il loi de com-
mande par retour d'état qui rejette les perturbations de la fraction et du débit P
de l'alimentation. [20,46]

Preuve. La matrice de découplage de (k(x l),X5 ) en fonction de (L,"if) vaut

(

V'k~XI)(XO_XI) V'k~XI)(k(X2)_k(XI)) )
D=!f N]

]:j5(x 4
- X

S) ]:j5(x 6
_ k(x 5

) )

Au point stationnaire, on a

o LV'k)t)(XO _Xl) + "ifV'k~XI)(k(X2) _ k(x l))

o = (L + P)-};s(x 4
- X

S) + "if-i(x6
- k(x 5

))

Comme L < "if et "if < L + F et comme V'k = dk(x)/ dx > 0, la matrice D est à
diagonale dominante et inversible. 0

Le bouclage ne fait intervenir que les fractions des deux étages voisins de chaque
sortie. Ce résultat reste vrai pour un tel modèle de colonne avec plus d'un étage entre
l'alimentation et les étages de sortie. Pour une colonne plus grande cependant, le même
modèle ne représente pas bien la réalité: on ne peut plus négliger la dynamique des débits
le long de toute la colonne devant celle des fractions entre deux étages. D'autre part,
si le nombre d'étages est important, les étages proches des extrémités ont des fractions
voisines et la matrice de découplage est proche des conditions où elle dégénère.

L'agrégation est une méthode qui réduit le modèle en ne conservant que des fractions
moyennes dans des compartiments de la colonne, dont la dynamique est. lente. La struc
ture du modèle résultant. ressemble à celle de (2.1). Le modèle agrégé a le même point
stationnaire, qui est également globalement. asymptotiquement stable et il se commande
de la même manière. Les démonstrations existent pour les colonnes binaires. [32, 33, 46]
Nous rappelons les résultats au chapitre 5.



Chapitre 3

Les modèles.

Nous rappelons ici un cadre général de construction de modèles de colonne de distillation
avec un nombre quelconque de constituants, précis quant aux compositions et valable sur
un large domaine. Un tel modèle nous servira au chapitre 5.2 à simuler la colonne avec un
bouclage sur les compositions de soutirage. Nous voulons qu'il reproduise correctement la
dynamique des compositions. Ce type de modèle a été largement décrit dans la littérature.
[16,46] Nous discutons ici les domaines de validité des équations de la thermodynamique
et de l'hydrodynamique, ainsi que les possibilités d'identification.

Nous écrivons ensuite un modèle qui contient les fonctions de l'équilibre thermodyna
mique mais pas de fonction d'hydrodynamique. Ce modèle est moins précis numérique
ment mais se laisse mieux étudier. Ce type de modèle n'a été étudié que pour des colonnes
binaires jusqu'à présent.

Nous notons C l'ensemble des constituants, et c leur nombre. Nous notons une
rétention de matière (resp. un débit) comme un vecteur N = [Na]aEC (resp. D =
[Da]aEC)de RC , où la composante Na est la quantité (resp. Da le débit) du consti
tuant a Les constituants sont notés par des indices minuscules. La rétention complète
(resp. le débit complet) est le réel N = LaEC Na (resp. fJ = LaEC Da ). La fraction
du constituant a E C dans la rétention N (resp. le débit D) est Za = Nal fi (resp.

= Dai fJ). La composition de la rétention N (resp. du débit D) est le vecteur

[Za]aEC
Nous écrivons une grandeur extensive avec une lettre majuscule, la grandeur ramenée

à l'unité de matière avec la lettre minuscule. Pour respecter les notations usuelles du génie
chimique, nous notons L et V les débits liquide et vapeur, X et Y les compositions
liquide et vapeur, Z les compositions pour une phase quelconque. Nous notons les
autres grandeurs avec un exposant en lettre droite majuscule, par exemple NL et N V

pour les rétentions liquide et vapeur, ou sans exposant de phase pour la grandeur totale,
la somme sur les deux phases liquide et vapeur, par exemple N = NL + N V pour la
rétention totale de matière (écrite comme un vecteur aussi) à l'intérieur d'un étage. Une
grandeur correspondant à un débit a le nom du débit en exposant, par exemple H D pour
l'enthalpie du débit D

Les expressions des rétentions ou des débits, des rétentions ou des débits complets et
celles des compositions, ainsi que celles des dérivées par rapport à une variable de matière
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dépendent de l'unité de matière choisie. Il faut utiliser la même unité de matière dans
toutes les équations. L'unité de matière n'intervient jamais explicitement dans la thèse.
Nous précisons à titre d'exemple l'unité physique des grandeurs en unités internationales,
avec la mole comme unité de matière, mais une autre unité conviendrait. Nous écrivons
'par unité de matière' et non 'molaire' Les démonstrations de certains théorèmes utilisent
un changement des coordonnées de matière.

Nous construisons les modèles avec une cascade d'étages comme au chapitre 2. Les
débits liquide circulent de chaque étage à l'étage inférieur, les débits vapeur de chaque
étage à l'étage supérieur, la conservation des constituants (nous dirons 'conservation de la
matière') et éventuellement celle de l'énergie s'expriment par des bilans. Les phases sont
homogènes, autrement dit la composition, la température et la pression sont égales dans
une phase et dans un débit qui la quitte.

Nous considérons les ensembles ballon-condenseur ct ballon-rebouilleur comme l'étage
du haut et l'étage du bas. Nous utilisons le sens traditionnel de numérotation des étages
du haut vers le bas: l'étage situé au-dessus de l'étage p est l'étage p-l , celui en-dessous
est l'étage p + 1 Les étages sont notés avec un exposant minuscule.

3.1 Un modèle complet.

Nous prenons comme variables pour chaque étage p la rétention totale de matière NP
[mol], la rétention totale d'énergie interne UP [J], qui sont les termes d'accumulation
parce que le volume des étages est fixé, [19] et les débits partiels liquide LP et vapeur VP
[mol/s] quittant l'étage. Nous prenons aussi comme variables la température TP [K],
qui intervient dans les fonctions thermodynamiques, le volume liquide f!L,p [m 3], qui
intervient dans les fonctions d'hydrodynamique, ct la pression P" [Pa], qui intervient
dans les deux types de fonctions.

3.1.1 Le modèle d'étage.

Les compositions des rétentions liquide et vapeur valent XP = LP1Lp et YP = VPIVP
[adimensionnel]. L'énergie transportée par les débits est la somme de l'énergie interne
et du travail des forces de pression, c'est-à-dire l'enthalpie. Les débits d'énergie du
débit liquide LP et du débit vapeur VP valent IIL,p = LPhL(XP,TP, PP) et HV'P =

VPhV(yP, TP, PP) [W=mol/s X J/mol]. Les enthalpies par unité de matière hL ct hV

[J/mol] sont des fonctions thermodynamiques tabulées d'après des mesures.
Les rétentions totales de matière et d'énergie s'expriment comme somme des rétentions

dans les deux phases

NP = flL,PXp+fliv,pyP (3.1)

UP = flL,puL(Xp, J'P,PP) + fliv'Puv(YP,TP, PP) ,

où les fIi [mol] sont les rétentions complètes des phases. Les énergies internes par unité
de matière uL et uV [J/mol] sont des fonctions thermodynamiques tabulées d'après des
mesures. Ces équations ont la dimension c + 1
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3.1.2 Les ensembles ballon-échangeur.

Sur la colonne réelle, les deux débits de recyclage ne sont pas condensé ou évaporé puis
recyclés directement, mais stockés dans un ballon, pour qu'on puisse les faire varier
rapidement sans être limité par le débit soutiré de la cascade. Le ballon est suffisamment
grand de manière à amortir la variation des débits dirigés vers les colonnes en aval et
en moyenne rempli à moitié - mais pas trop grand parce que cette réserve introduit un
retard sur la composition du débit recyclé, qui diminue la séparation par le contre-courant.
Le ballon de tête est placé en aval du condenseur, tandis que celui de fond l'est en amont
du rebouilleur et constitue généralement le fond de la colonne. Cette disposition fait que
les régulations des niveaux des ballons par leur soutirage n'influent pratiquement pas sur
la dynamique de la colonne.

Nous négligeons donc la dynamique des ensembles ballon-échangeur et écrivons des
équations algébriques. Nous négligeons également la dynamique des régulations. Les
régulations sont difficiles à écrire dans un modèle, à cause des unités de mesure employées,
du nombre important de régulations en cascade et d'une méthode de calcul incompatible
avec les algorithmes d'intégration à pas variable pour Je terme 'dérivée'

3.1.3 Les bilans.

Les bilans de matière et d'énergie d'un étage de la cascade s'écrivent

NP = (U-1 + VP+I) - (LP+ VP)
ÙP = (HL,P-I + HV,P+I) _ (HL,P+ HV'P)

(3.2)

Le point est la dérivation par rapport au temps. La dimension de ces équations est c +1
Les bilans de l'étage d'alimentation ont les termes supplémentaires débit de matière F

et d'énergie HF pour le débit d'alimentation

Nf = (Lf- l + VHI) - (LI + VI) + F
Ùf = (HL,f- I + HV,Hl) _ (HL,f + H V'/) + HF

Les bilans de l'ensemble ballon-condenseur s'écrivent

Ù'

où Q' [W] est la puissance échangée. Il s'ajoute l'équation

Co = \/l_[,o ,

par laquelle N = 0 , ce qui fait que la rétention liquide est parfaitement régulée, ct

T'= este,

qui détermine la puissance Q' Les équations de l'ensemble ballon-rebouilleur sont simi
laires.
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3.1.4 Les notations de thermodynamique.
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Les phases des mélanges que nous étudions sont caractérisées par les grandeurs exten
sives, c'est-à-dire additives, quantité Na [mol] de chacun des constituants a E C,
entropie S [J/K], et volume 0 [m 3 J.

L'énergie interne, ou énergie de la phase, se note U P]. On suppose classique
ment qu'elle est C2 dans toutes les coordonnées. En dérivant la fonction U dans les
coordonnées (N,S,O) , on pose [3]

dU = 2..:aEcILadNa +TdS - PdO , (3.3)

ce qui définit les potentiels chimiques fla [J/mol] de chaque constituant a E C, la
température l' [K], et la pression P [Pa].

L'énergie interne U est extensive, donc homogène de degré 1, et convexe par rapport
aux coordonnées extensives. La relation d'Euler donne dans les coordonnées extensives
(N,S,O)

(3.4)

Nous utilisons aussi l'enthalpie li = U +PO et l'enthalpie libre G = U -1'S + PO
[J], également extensives, pour lesquelles on trouve les différentielles

dH = 2..:
aEc

fLadNa + l' dS +0 dP

dG = 2..:
aEcfl a dNa - S dT +0 dP

(3.5)

Nous utilisons encore l'enthalpie partielle ha du constituant a, c'est-à-dire la dérivée
de l'enthalpie H par rapport à Na, a C dans les coordonnées (N, T, P)

et l'enthalpie par unité de matière h. a du constituant a (pur)

h.a(T,P) = lI(N,T,P)IN

(3.6)

(3.7)

pour n'importe quelle rétention N du constituant a seul (Na est la seule composante
non nulle). Dans les coordonnées (N,T, P) , où seuls les N sont extensifs, la relation
d'Euler donne

(3.8)

On indique les coordonnées dans lesquelles une dérivée est calculée par un indice

sur la dérivée. On note par exemple d'après (3.6), ha = (::) , d'après (3.4),
a N,T,P

fla = (:~) , d'après (3.5), fla = (:~) et - (?rfr)
a N,S,n a N,T,P N,T,P
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Comme les énergies U, H ou G sont homogènes de degré 1 par rapport aux co
ordonnées extensives, les grandeurs définies par dérivation de l'énergie sont intensives,
homogènes de degré 0 par rapport aux coordonnées extensives. Les modèles thermo
dynamiques donnent habituellement l'expression des fonctions en variables intensives
(Z, T, P) , par exemple Pa(Z, T, P) ou ha(Z, T, P) , en ramenant les fonctions extensives
à la grandeur par unité de matière, par exemple u(Z,T,P) ou h(Z,T,P) [J/mol] avec
lesquelles l'énergie d'une rétention N s'exprime U = Nu(Z, T, P) ou H = Nh(Z, T, P)
[J=mol x J/mol] et celle d'un débit H D = Dh(Z,T,P) [W=mol/s x J/mol]. Toutes les
notations servent avec l'exposant L ou V si elles concernent la phase liquide ou la phase
vapeur, excepté les compositions qu'on note X pour le liquide et Y pour la vapeur.

3.1.5 Équations de l'équilibre thermodynamique.

L'équilibre thermodynamique correspond au minimum de l'énergie interne U d'un sys
tème physique fermé. Dans les coordonnées extensives (N, 5, n) , un système avec les
deux phases liquide et vapeur est fermé si NL+Nv = Cste, SL+SV = Cste et nL+nV=
Cste Une condition nécessaire du minimum de l'énergie interne UL + UV est

pL pV

TL = TV

pL = pV

(3.9)

où nous notons les p = [Pa]aEC comme des vecteurs de dimension c
Comme les potentiels chimiques P sont intensifs, on en utilise l'expression en fonction

des grandeurs intensives (Z, T, P) Si on substitue l'égalité des températures et des
pressions, il vient

pV(Y,T,P) (3.10)

La variété d'équilibre (3.10) a toujours un bord dit triple, pour des températures et des
pressions basses, correspondant à l'équilibre avec une phase solide supplémentaire, et un
bord dit critique, pour des températures ct des pressions élevées, où la distinction entre
les phases liquide et vapeur disparaît, toutes leurs grandeurs intensives devenant égales,
et où l'équilibre (3.10) dégénère donc au rang O. La variété peut ne pas correspondre à
des états physiques, par exemple s'il se forme une deuxième phase liquide, qu'une écriture
telle que (3.10) ne prend pas en compte. L'équilibre (3.10) peut dégénérer au rang e - 1
en des points azéotropes, c'est-à-dire des points tels que X = Y [2, 29, 47]

L'équation (3.10) suffit pour de nombreux modèles de colonne, parce que les conditions
difficiles dans l'équation correspondraient à des problèmes dans le procédé représenté: une
phase solide ne s'écoule pas, la séparation se dégrade quand on approche des conditions
critiques. La distillation avec apparition de deux phases liquide existe mais le procédé et
sa commande diffèrent totalement de ce que nous traitons ici. La distillation de mélanges
azéotropes est conçue de manière à ne pas rencontrer de point azéotrope dans les colonnes.
Pour ce qui concerne notre modèle de distillation d'hydrocarbures légers, l'équation (3.10)
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est valable et ne dégénère pas pour des conditions correspondant au fonctionnement nor
mal de la colonne.

Sous la réserve que les données correspondent à un équilibre liquide-vapeur, les équa
tions (3.1) et (3.10) permettent de résoudre les calculs thermodynamiques:

- des rétentions des deux phases en fonction des grandeurs extensives totales (il
s'ajoute l'équation n = nL +nV )

(3.11)

qui donne aussi les grandeurs intensives (Il, T, P) ;
- des rétentions des deux phases en fonction des grandeurs extensives totales (N, U)

et de la grandeur intensive P

(3.12)

qui donne aussi les grandeurs intensives (/1,T) et extensives (nL, nV) ;

- de l'équilibre isobare en variables intensives, avec la composition de la rétention
totale Z et la fraction vaporisée a = fiL1fil

(Z,P,a) ...... (X,Y) ,

qui donne aussi T et les autres grandeurs intensives;
il y a de nombreuses variantes.

(3.13)

3.1.6 Exemple de modèle thermodynamique.

Le modèle thermodynamique de Rcdlich-Kwong-Soave [18,50,51] est parfaitement clas
sique et donne de bons résultats pour les mélanges d'hydrocarbures.

Il consiste en une équation d'état entre les variables température T [K], pression P
[Pa] et volume molaire w [m 3 Imol], cubique en w et valable pour le liquide et la vapeur

RT a
P = w - 13 - w(w + 13) ,

où R [J/K] est la constante universelle des gaz parfaits, et où les constantes a [J] et 13
[m 3 Imol] s'expriment en fonction des fractions Z = X ou Z = y par

Les coefficients des constituants purs aa,a et fJa,a sont donnés par des corrélations en
fonction de leur température et de leur pression critiques, ainsi que d'un facteur dépendant
de la forme de la molécule. On utilise les règles de mélange classiques (a f= b);

aa,b = k:,b(aa,aab,b)1/2 , aa = LbEC aa,bZb ,

fJa,b = k~,b(fJa,a + fJb,b)/2 , fJa= LbEC fJa,bZb ,

où ka,b est le coefficient d'interaction binaire entre les constituants a et b, qui vaut 1
s'il n'y a pas d'interaction et est légèrement inférieur s'il y en a une.



18 Chap. 3. Les modèles.

Dans les conditions de l'équilibre liquide-vapeur, cette équation a trois racines: pour la
phase liquide, avec Z = X , la valeur significative est la plus petite racine, pour la phase
vapeur, avec Z = y , c'est la plus grande. Les perturbations utilisées pour les calculs par
différences finies peuvent conduire à des équations à une seule racine. Il convient d'utiliser
alors des pseudo-racines pour trouver un w qui dépende continûment des paramètres
de l'équation: par exemple la position de l'extremum sur la branche sans racine.

Nous utilisons les fugacités 'P pour écrire l'équilibre thermodynamique (3.10), qui
sont définies de telle sorte que leur égalité est identique à celle des potentiels chimiques

d'où

RTln~ = 100 (( oP) RI') Pw- - - dv - RI' In-;-;
w àN; N,T,fi v R1

En exploitant la forme explicite de P

ln 'Pa = In(Za) -ln(P(w - fJ)/(RT))

+ (1 - Pw/(RT)) - (1 - 2fJa/fJ)

- (20'a+ 0' - 2afJa/fJ)ln(1 +w/fJ)/fJ/(RT)

L'enthalpie molaire h est donnée par:

h(Z, T, P) 100 (p -T (?ft) ) dv + Pw - RI' +L Zah.a(T, pstd)

w N,T,fi aEC

(TLa,bEC [aa,b (d ln aa,a/ dT
+ dlnab,b/ dI')/2] ZaZb - a)ln(l + fJ/w)

+ Pw - RI' + LaEcZah.a(T, p
s t d)

h.a(T,pstd) = fJstdc~(T)dT+h.a(Tstd,Pstd)

Les termes de cette dernière formule sont donnés par des corrélations. L'énergie interne
molaire est: u = h-Pw La masse molaire est simplement: m = LaEC maZa [kg/mol].

Notations du modèle thermodynamique.

X composition molaire liquide, par constituant [adimensionnel]
y composition molaire vapeur, par constituant [adimensionnel]
Z composition molaire X ou Y [adimensionnel]
T température [K]
P pression [Pa]
R constante des gaz parfaits [J/K]

volume molaire [m 3 /mol]
'Pa fugacité du constituant a [adimensionnel]
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a,/3

~::: :;:
k~,b' k~,b
cP

.std

.L

.V

3.1.7

énergie interne molaire [J/mol]
enthalpie molaire [J/mol]
masse molaire [kg/ mol]
enthalpie molaire du constituant a [J/mol]
masse molaire du constituant a [kg/mol]
constantes de l'équation d'état [J],[m 3 /mol]
termes partiels de la constante a
termes partiels de la constante /3
coefficients d'interaction binaire [adimensionnels]
coefficient calorique molaire à pression constante [J/K]
grandeur de référence standard (constante déterminant les énergies)
grandeur liquide
grandeur vapeur

L'hydrodynamique.

L'hydrodynamique exprime la différence de pression pp+l - pp [Pa] de deux étages
successifs et le volume liquide nL,p [m 3 ] de l'étage supérieur des deux en fonction prin
cipalement des deux débits volumiques rL,p et rV,p+1 [m 3 /s] circulant entre les deux
étages

(3.14)

On construit cette fonction en inversant les deux équations de la pression sur le trajet
du liquide et sur celui de la vapeur entre deux étages successifs. Ces équations contien
nent d'autres termes dont l'effet est mineur. Il n'existe pas de description répandue des
phénomènes à prendre en compte, et les diverses corrélations sont peu précises. Nous
donnons comme exemple au paragraphe 3.1.8 le modèle utilisé pour les simulations, ins
piré de [16], où on trouve un exemple avec plus de termes.

Les débits volumiques valent rL,p = LpwL(XP,TP, PP) , rV,p = VPwV(YP,TP,PP)
[m 3 /s=mol/s x m 3 /mol], les volumes des rétentions nL,p = NL,pwL(XP,TP, PP) et
nV,p = f\lv,PwV(yP, TP, PP) [m 3 =mol x m 3 /mol], en fonction des volumes par unité
de matière w [m 3 /mol] donnés par la thermodynamique. La vapeur occupe simplement
le volume libre nV,p = n p - nL,p au-dessus du liquide dans chaque étage.

De manière générale, les effets les plus importants sont le poids des phases ct les
pertes de charge, c'est-à-dire les différences de pression au niveau des rétrécissements
dans les écoulements, la loi de déversoir, c'est-à-dire la hauteur de liquide au-dessus
du bord où il se déverse en fonction du débit liquide, et la loi d'aération, c'est-à-dire
le volume de bulles de vapeur dans le liquide en fonction du débit vapeur. La fonction
(rL,p, rV,p+!) 1-> (nL,p, pp+l - PP) ne dégénère pas, parce que anL,p /arv,p+! est proche
de zéro par comparaison aux autres dérivées, les bulles de gaz qui traversent la phase
liquide ayant peu d'influence sur son volume. La fonction inverse dégénère aux conditions
thermodynamiques critiques, parce que la différence des masses volumiques, qui intervient
en dénominateur dans l'expression de nL,p, vaut alors zéro.
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La pression de l'étage de tête est déterminée par une régulation, comme sur la colonne
réelle (de nombreuses configurations sont possibles), l'étage du fond est le ballon du
rebouilleur, dont le volume liquide est régulé par le débit de soutirage.

La pression est en principe mesurée en plusieurs points sur une colonne et est approxi
mativement une fonction affine de la hauteur. Les volumes de liquide en régime normal
peuvent être évalués d'après les plans de la colonne. Au moins pour les régimes normaux
de la colonne, on connaît directement la pression et le volume de rétention liquide sur
tous les étages, avec une précision suffisante pour l'équilibre thermodynamique (3.10) et
pour la dynamique des bilans (3.1). En particulier, les calculs statiques se font toujours
avec une pression évaluée d'après les mesures (les volumes de rétention n'y interviennent
pas). Nous écrivons des fonctions d'hydrodynamique dans notre modèle pour le rendre
équivalent à un système différentiel ordinaire, ce que nous examinons au paragraphe 3.2,
mais pas pour calculer avec précision les volumes ou les pressions.

Le volume liquide !1L
,p n'a de sens physique qu'entre zéro, l'assèchement, où il n'y

a plus que de la vapeur dans une partie de la colonne, et le volume total de l'étage !1P ,

l'engorgement, où il n'y a plus que du liquide dans une partie de la colonne. En
fonctionnement normal, les rétentions liquide sont positives par le simple fait qu'un débit
liquide traverse la colonne. En revanche, la colonne (ou une partie) s'engorge si les débits
complets liquide dépassent un certain seuil, la vapeur montant par la différence de pression
et ne s'opposant pas à la réduction du volume qu'elle occupe. On peut ajuster des
paramètres de l'hydrodynamique pour que cela se produise dans le modèle à un débit
correspondant à la réalité.

La séparation des constituants se dégrade si les rétentions liquide augmentent trop,
ainsi que près des conditions thermodynamiques critiques. On cherche à éviter ces cas sur
la colonne réelle, et l'équation (3.14) représente correctement la colonne en fonctionnement
normal.

3.1.8 Exemple de modèle hydrodynamique.

Un modèle hydrodynamique simple avec une colonne à plateaux est l'imitation sur les
étages idéaux du comportement hydrodynamique des plateaux de la colonne réelle. Le
liquide circule en travers des plateaux. Il est retenu à une certaine hauteur par un bord
et se déverse par gravité jusqu'au plateau inférieur en passant par un déversoir. La
vapeur monte par différence de pression à travers des trous ou des clapets aménagés dans
la surface active du plateau, la partie qui n'est ni couverte par le déversoir du plateau
supérieur ni laissée ouverte pour le déversoir jusqu'au plateau inférieur.

Dans le modèle, les phases ont des surfaces horizontales, une phase liquide sur le
plateau et une dans le déversoir, la vapeur occupant le reste du volume. La rétention
liquide est déterminée par le volume en rétention sur la surface active et dans le déversoir,
plus la hauteur due au déversement du liquide, moins le volume des bulles de gaz qui
montent à travers le liquide.

Les notations relatives à la géométrie de l'étage sont données sur la figure 3.1. Les
différentes pressions sont celles créées par le poids de la matière, la hauteur ( [ml mul
tipliée par: gp [kg/m 2 /s 2], avec l'accélération de la pesanteur g [mis 2] et la masse
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Figure 3.1: Notations du modèle hydrodynamique (les hauteurs ( apparaissent comme
des Z). Le schéma est une coupe diamétrale représentant la délimitation de l'étage, des
volumes des deux phases, l'emplacement des débits, les positions de la surface active et
du déversoir, et la définition de diverses hauteurs.
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volumique p = m/w [kg/m 3], et les pertes de charges, données par des corrélations. Les
pertes de charges sont proportionnelles au carré du débit volumique, la hauteur dans la loi
de déversoir à sa puissance 2/3 (exactement pour un déversoir de largeur infinie). [16,17]
La pression pp est placée à la séparation du liquide el de la vapeur sur le plateau.

Sur les trajets du liquide et de la vapeur entre les séparations des étages p et p + 1 ,
on trouve

tlP = ((=ct + (~own - (P)gpV,P+ (Pgl'p - tlL,p - (~~tlgl,p+l (3.15)

tlP = (~ctgl'p + tlv,p + ((:i;.~c - (~~tl)g/,P+l (3.16)

Avec des constantes de corrélations). , les pertes de charge tlL,p au bas du déversoir
et tlV,p [Pa] dans les trous du plateau valent

tlL,p = ).L(rL,p/ A L'P)2

tlv,p = ).v(r V,p+l / Av,p)2/ ,p/ pL,p ,

la hauteur libre de liquide au-dessus du bord du plateau (loi de déversoir)

(trcc = ).frec(rD,P/ AP)2j 3

On trouve une hauteur de liquide sur le plateau, selon que le niveau du déversoir reste
sous celui sur le plateau ou le dépasse

avec le facteur d'aération déduisant la proportion des bulles de vapeur

Dans la suite, nous négligeons la différence des masses volumiques entre deux étages,
ce qui nous facilitera l'interprétation des calculs: pL,p+l = pL,p et pV,p+! = pV,p Par
différence des deux relations, on tire

On trouve finalement les fonctions hydrodynamiques (3.14)

pp+! pp + tlv,p + (:ctgl'p + ((clown - (:~ngpV,p

OL,p = (:ctA~ct + (PA~OWll
OV,p = OP _ nL,p

Dans ce modèle précis, elles ne dépendent pas seulement de rL,p et de rV,p+l , mais ces
deux débits ont la plus grande influence.
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perte de charge du liquide sous le déversoir [Pa]
perte de charge de la vapeur au travers des trous du plateau [Pa]
débit volumique [m 3 /s]
masse volumique [kg/rn 3 ]

volume [m 3]
hauteur de liquide dans le déversoir lm]
hauteur de liquide sur le plateau lm]
hauteur libre de liquide au-dessus du bord du plateau lm]
facteur d'aération - proportion de bulles

constantes
Aaet aire active - surface de rétention du plateau
Aclown section du déversoir
AL aire d'ouverture sous le déversoir
AV aire d'ouverture de l'ensemble des trous dans le plateau
(stage hauteur de l'étage
(clown hauteur du déversoir - égale (stage du plateau inférieur
(plat hauteur du bord du plateau
A largeur du bord du déversoir
g accélération de la pesanteur [mIs 2 ]

),L coefficient de corrélation de DL
),v coefficient de corrélation de ~v
), coefficient de corrélation de f

exposant dans la corrélation de J
coefficient de corrélation de (free

grandeur liquide
grandeur vapeur

3.2 L'index du modèle complet .

Notre modèle s'exprime pour chaque étage dans l'espace (NP, UP,LV,VP,TP, pp,nL,p)
avec les équations différentielles en temps (3.2)

NP = (U-1+ VV+l)- (LP+ VV)
UP = (llL,p-I + HV,P+I)_ (HL,P + HV,P)

les équations algébriques (3.1), (3.10) et (3.14)

NP

UP

{tL(XP,TP, PP)
~(rL,p, rV,p+l)

RL,vXP + RV'pyv

filL'PUL(XP, TP,PP) + fl v,Vu v(y v, '1'P, PP)

{tv(yP,'1'P,PP)
(DL,P,PP+l_PP)
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Le système a une forme plus complexe qu'un système différentiel ordinaire parce qu'il
peut contenir indirectement des équations sur des dérivées des variables à des ordres plus
élevés que 1 Ceci se manifeste par des difficultés numériques à l'initialiser ou à l'intégrer
[5,23,40,42] ou par le calcul de solutions erronées. [38] L'index classe les systèmes selon
l'ordre de dérivation qui apparaît sur les équations. Une définition générale pour les
systèmes différentiels implicites existe dans le cadre de l'inversion des systèmes dyna
miques. [14, 15] Un système d'index 1 est équivalent à un système différentiel ordinaire:
on peut substituer les équations algébriques dans les équations différentielles. La substitu
tion retire le même nombre d'équations et de variables, et le système différentiel ordinaire
doit avoir autant d'équations que de variables: le modèle sous forme algébro-différentielle
doit également avoir le même nombre d'équations et de variables.

Proposition 3.1 Le modèle dynamique est d'index 1.

Preuve. Les équations différentielles sont déjà explicites sur les variables dérivées. Le
système est d'index 1 parce qu'on peut substituer les équations algébriques dans les
équations différentielles

- d'après le paragraphe 3.1.5, connaissant pour chaque étage les rétentions (NP, UP) ,
son volume n p, et les phases étant en équilibre, les équations (3.1) et (3.10) donnent
(NL,P,nL,p,NV'P,nv,p,TP, PP) par l'inversion (3.11) et donc les compositions (XP, YP) ;

- d'après le paragraphe 3.1.7, connaissant les (nL,p,pp+l - PP) (il n'yen a pas pour
l'étage de fond b), l'équation (3.14) donne pour chacun (fL,p,rV,p+I), ce qui donne les
(Lp,VP+I) , c'est-à-dire tous les débits complets à l'intérieur de la cascade d'étages;

-- les deux débits complets de la cascade vers les ensembles ballon-échangeur sont
déterminés chacun par une équation de pression, les débits complets de recyclage des
ensembles ballon-échangeur vers la cascade sont les commandes, les débits complets de
soutirage des ballons sont déterminés par les régulations de niveau des ballons; on connaît
ainsi tous les débits complets (lp, VP), et donc les débits partiels d'après LP = L"XP et
VP=VPYP;

on connaît ainsi tous les termes des bilans (3.2), ce qui détermine les (NP, (;P): on
peut bien substituer les équations algébriques dans les équations dynamiques, ct le modèle
est équivalent à un système différentiel ordinaire de dimension c + 1 par étage. 0

Les modèles statiques précis dans l'industrie tiennent compte de l'énergie des phases.
Si on calcule les phases dans un étage en fonction de l'énergie, il faut des équations
d'hydrodynamique pour représenter le fait que les rétentions complètes liquide sont déter
minées par l'écoulement dans l'étage. On impose alors le volume des étages et non la
pression, car les équations d'hydrodynamique donnent des relations sur les pressions dans
les étages. Les modèles sont d'index 2 si on écrit les bilans d'énergie mais pas d'équation
d'hydrodynamique. [41]

3.3 Identification et calage.

L'identification du modèle est assez simple. On ne mesure presque rien directement
sur une colonne de distillation industrielle: quelques débits entrant ou sortant avec une
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précision de plusieurs pourccnts, l'intégrale en temps de leur bilan divergeant en général,
quelques pressions, quelques températures, parfois la composition de certains soutirages,
échantillonnée avec des chromatographes.

On identifie le modèle d'une colonne à un régime stationnaire, en essayant divers
nombres d'étages dans la cascade (et éventuellement des paramètres d'interaction dans
les fonctions thermodynamiques). On choisit le nombre d'étages dans chaque section de
manière à ce qu'une fraction dans chaque soutirage corresponde à celle de la colonne réelle.

Le paramètre est discret, mais donne un ajustement suffisamment précis pour les
grandes colonnes. Le choix du nombre d'étages n'affecte pas la circulation des constituants
très légers ou très lourds, qui circulent de toute façon entièrement vers le soutirage de tête
ou vers celui du fond. Il est valable en pratique sur le domaine de débits et de compositions
d'alimentation susceptible d'être rencontré. La correspondance entre le modèle et la
colonne est à peu près uniforme en pratique pour les colonnes d'hydrocarbures: le milieu
d'une section du modèle par exemple correspond au milieu de la section de la colonne
réelle.

On ne cherche pas à identifier la dynamique des débits volumiques. Elle pourrait être
mesurée dans la colonne réelle: les débits de recyclage sont des commandes, et les débits
aux extrémités de la cascade sont reliés à la rétention liquide du ballon de fond ou à la
pression en tête, mais elle est plus rapide que celle des compositions (sauf à l'engorgement).
Ceci est prévu dès la construction de la colonne, parce qu'on a besoin de cette dynamique
rapide pour pouvoir réguler les compositions avec les débits de recyclage.

3.4 Un modèle en compositions.

Le modèle complet sons forme algébro-différentielle est trop compliqué pour être étudié
formellement. En simplifiant les fonctions d'hydrodynamique, nous construisons un mo
dèle pour un nombre quelconque de constituants qui s'écrit sous forme différentielle ordi
naire. Ce modèle est plus maniable, et nous permettra d'établir des propriétés des régimes
stationnaires au chapitre 4.

On formule classiquement la stabilisation hydrodynamique en prenant les rétentions
liquide complètes NL et les pressions P constants, et en remplaçant les bilans d'énergie
par le fait que les débits complets L et V'" sont uniformes. Le modèle résultant de cette
approximation dépend de l'unité de matière: les compositions ne sont pas les mêmes selon
qu'on choisit par exemple les débits complets molaires ou les débits complets massiques
constants. Nous donnons au paragraphe A.5 une formulation de cette approximation plus
précise pour les calculs numériques.

La somme des bilans des différents constituants sur un étage p donne alors

(3.17)

La rétention complète a une dérivée constante, et donc nulle puisque le modèle doit se
stabiliser. Autrement dit, les rétentions complètes fi sont constantes également, ainsi
que les rétentions complètes vapeur NV= fi - NL



26 Chap. 3. Les modèles.
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Figure 3.2: Notations du modèle en compositions. Les flèches épaisses sont les débits,
celles en pointillés les régulations de base de la colonne.
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Les bilans (3.2) s'écrivent sur les compositions des rétentions totales Z
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Les équations (3.1) et (3.10) se résolvent en (3.13) sur les étages t.. El de la cascade, ce qui
définit des fonctions xP: ZP f-t XP et 'OP : ZP f-t YP Les ensembles ballon-échangeur
ne changent pas la composition du débit qui les traverse. Nous écrivons le système sous
la forme différentielle ordinaire avec des bilans (voir la figure 3.2)

v!ltyt(zt) _ L'J{Z' _ (ii'J{_ L'J{)z,

(L'J{Z'+ V'J{'O H 1(Zt+l)) _ (L'J{xt(Zt)+ V'J{'Ot(zt))
(3.18)

NbZb (L6xb-1(Zb-l) + V6zq) _ (L6xb(Zb)+ V6 'Ob(Zb))
Flqzq V6xb(Zb) - V6zq

L6 LfJl+pL
V'J{ V6 + pv

Les termes pL et pv sont les débits liquide et vapeur de l'alimentation, si l'alimentation
est à une énergie d'équilibre (les deux dernières équations changent si ce n'est pas le cas).

Le modèle (2.1) du chapitre 2 en est un cas particulier avec un mélange binaire et
en négligeant les rétentions vapeur. Les équations de (2.1) sont écrites avec la fraction
du constituant léger. Les notations de (2.1) correspondent à Flv = 0 et Z = X , la
fonction k correspond à y

Nous étudions le modèle (3.18) au chapitre suivant.

3.5 Rappel des notations.

nombre de constituants
N rétention totale de matière (vecteur, par constituant) [mol]
U rétention totale d'énergie [J]
n volume dans l'étage [m 3 ]

L débit liquide quittant l'étage (vecteur, par constituant) [mol/s]
V débit vapeur quittant l'étage (vecteur, par constituant) [mol/s]
X composition liquide (vecteur, par constituant) [adimensionnel]
y composition vapeur (vecteur, par constituant) [adimensionnel]
Z composition (vecteur, par constituant) [adirnensionnel]
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T température commune des phases [K]
P pression commune des phases [Pa]
J.1 potentiels chimiques (vecteur, par constituant) [adimensionnel]
r débit volumique quittant l'étage [rn 3 Is]
H débit d'enthalpie quittant l'étage [W]

énergie interne par unité de matière [J/mol]
enthalpie par unité de matière [JImol]
volume par unité de matière [m 3 Imol]

~ fonction hydrodynamique
.L grandeur liquide
• v grandeur vapeur

grandeur complète (somme des termes partiels)



Chapitre 4

Étude des régimes stationnaires du
modèle multiconstituants.

Nous étudions ici le modèle de colonne à débits uniformes (3.18) avec un mélange avec
plus de deux constituants.

V~yt(zt) - L~zc - (V~ - ï~)ZC

(L~ZC + V~yt+l(zt+l)) _ (L~i:t(zt) + V~yt(zt))

JÎlbzb (L6i: b-1(Z b- l ) + y 6 Z q) _ (L 6i:b(Z b) + V6 yb(Zb))
JÎlqzq V6 i: b(Z b) - v6 zq

(4.1)

Les débits L~, L6, v~, V6 et F sont constants.
Les résultats connus tels que l'unicité du point stationnaire et sa stabilité [45, 46]

portent sur un modèle binaire. Nous avons rappelé les démonstrations au chapitre 2.
Elles reposent sur la caractérisation de l'équilibre thermodynamique par une fonction
croissante reliant la fraction de l'un des constituants dans les deux phases, dite fonction
d'équilibre.

On constate numériquement que beaucoup modèles de colonnes d'hydrocarbures ont
un point stationnaire unique même avec plus de deux constituants. Nous étudions cela
dans la suite du chapitre. L'unicité est une étape préliminaire à l'étude de la stabilité
dynamique. Notre contribution se limite à l'étude du point stationnaire. La stabilité reste
un problème ouvert.
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4.1 Position du problème.

Les équations du point stationnaire de (4.1) ont la même forme que celles du modèle
binaire (2.1) du chapitre 2, mais les compositions appartiennent à un autre espace.
Les démonstrations dans le cas binaire reposent sur la stricte croissance de la fonction
d'équilibre k La stricte croissance sert à trois niveaux: la fonction est bijective, les
fonction composées et les barycentres à coefficients positifs restent strictement croissants.

Nous cherchons à étendre ces résultats au cas à plus de deux constituants. Nous
montrons que le point stationnaire de (4.1) est unique sous une hypothèse sur la fonction
donnant la composition à un étage en fonction de la composition au soutirage. Cette
hypothèse est vérifiée en pratique et nous la justifions dans le cas du modèle à volatilités
relatives constantes avec 3 constituants. Nous donnons également une démonstration de
l'inversion de la relation d'équilibre entre les compositions X et Y qui généralise la
fonction Y = k(X) du cas binaire.

4.2 Les fonctions entre compositions.

A un état d'équilibre, la volatilité du constituant a E C est le rapport Ya / X a

La séparation entre les constituants a et bEC est le rapport des volatilités, soit
(YaXb)/(YbXa) , qui est supérieur à 1 si a est plus léger que b Pour de nombreux
mélanges, la volatilité a une limite finie strictement positive quand X a ou Ya tend
vers O. Pour les mélanges qui nous intéressent en distillation, les séparations sont assez
proches de l, vu qu'il faut répéter l'équilibre thermodynamique sur de nombreux étages
pour obtenir une séparation importante: les volatilités sont assez proches et les consti
tuants se trouvent en quantité comparable dans les deux phases. On peut construire les
modèles avec un mélange contenant exactement un certain ensemble de constituants et
négligeant les autres. Nous étudions ici quelles propriétés ceci implique pour une relation
entre compositions.

Une composition Z est une suite des fractions (Za)aEC des constituants. Par
définition L:aEC Za = 1 , et, puisqu'une quantité de matière est toujours positive, pour
tout constituant a E C, Za > 0 Les compositions évoluent dans un simplexe, que
nous notons S(C)

Le simplexe S(C) est borné, ouvert relativement à l'hyperplan L:aEC Za = 1 de
E C , convexe et simplement connexe. Il est de dimension c - 1 - les (Za)aEC sont
des coordonnées barycentriques et ne peuvent pas servir de coordonnées euclidiennes.
Un choix de coordonnées simple est de prendre toutes les fractions sauf une: z =

(Za)aEC' ,Ol! C· égale C moins un constituant nous notons les coordonnées en gras.
Dans ces coordonnées, le simplexe S( C) est le domaine {z E EC · ; pour a E C·, z, >
0, et L:aEC' Za < 1}

Définition 4.1 Nous appelons sous-simplexe de S(C) tout simplexe S(c) pour une
partie c stricte non vide de C

Les sommets du simplexe correspondent aux compositions pour un constituant pur: nous
notons par exemple (a) le sommet pour le constituant a pur: Za = 1 et les autres Zb
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sont nuls. Le point (a) est aussi le sous-simplexe S( {a}) pour le seul constituant a E C
Le bord aS(C) correspond aux compositions telles que certaines fractions sont nulles:
il est la réunion de tous les sous-simplexes de S(C) Le simplexe fermé; c'est-à-dire y
compris le bord, est noté S(C)

Limiter un mélange à un ensemble déterminé de constituants signifie qu'on peut
négliger dans le mélange réel l'effet de tous les autres constituants, qui s'y trouvent de
toute façon, même si c'est en quantité infime: un simplexe 8(C) peut toujours être vu
comme le sous-simplexe d'un ensemble de constituants plus grand. Cela signifie qu'on
doit supposer que les potentiels chimiques Il sont Cl dans le domaine d'existence de
chaque phase jusqu'au bord du simplexe.

Nous rassemblons la propriété sur la présence simultanée des constituants dans les
deux phases et celle sur la dérivabilité dans la définition suivante.

Définition 4.2 Nous appelons fonction simplexe-relative dc classe Ck une fonction
définie du simplexe ouvert dans lui-même et de chaque sous-simplexe dans lui-même, qui
est Ck sur le simplexe fermé.

Une fonction est c- sur un fermé si elle est prolongeable en une fonction o- sur un
voisinage du fermé. Les fonctions qu'on rencontre en thermodynamique sont définies en
pratique sur les fractions (Za)aEC, c'est-à-dire sur un domaine de RC Il suffit de vérifier
qu'elles appliquent chaque fraction nulle sur la fraction nulle pour le même constituant,
et qu'elles sont prolongeables avec la même classe c- à un voisinage de S(C) dans RC ,

c'est-à-dire pour L:aEC Z; légèrement différent de 1 et pour des fractions légèrement
négatives.

La composée de fonctions simplexe-relatives, le barycentre à coefficients positifs de
fonctions simplexe-relatives et l'inverse d'une bijection simplexe-relative sont simplexe
relatifs. Nous construisons dans la suite des fonctions simplexe-relatives comme composées
et barycentres de fonctions d'équilibre thermodynamique et de l'identité. Une fonc
tion d'équilibre X ....... Y ou Y ....... X pour un mélange d 'hydrocarbures est simplexe
relative Cl : elle est construite par inversion de l'équation d'équilibre (3.10) où les poten
tiels chimiques Il sont Cl , ce qui fait qu'elle est Cl à l'intérieur du simplexe; l'hypothèse
que les volatilités ont une limite [mie strictement positive quand les fractions tendent
vers 0 fait que la fonction d'équilibre applique chaque sous-simplexe sur lui-même et
qu'elle est Cl jusqu'au bord du simplexe.

La notion de fonction simplexe-relative généralise la description des mélanges binaires:
le simplexe est alors un segment, identifié à JO,I[ par le choix de la coordonnée comme la
fraction de l'un des constituants. Les constituants purs correspondent aux coordonnées
o et 1, et une fonction 1 est simplexe-relative si elle est définie de [O,IJ vers lui-même
de telle sorte que 1(0) = 0 et 1(1) = 1

Dans la suite, nous supposons que l'équilibre thermodynamique existe pour toutes les
compositions à la pression donnée, et qu'il définit un difféomorphisme entre X et Y
dans le simplexe. Nous écrivons Y = y(X) et X = x(Y) en sous-entendant toujours la
pression de l'étage, les fonctions x et y étant simplexe-relatives. Nous donnons au pa
ragraphe 4.6 une démonstration sous des hypothèses qui s'appliquent aux hydrocarbures.
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4.3 Le point stationnaire.

Proposition 4.1 Si l'équilibre est simplexe-relatif, le modèle dynamique de colonne (4.1)
possède un point stationnaire.

Nous appliquons le théorème du point fixe de Brouwer au champ engendré par (4.1). Le
champ est défini sur S(C)P, où p est le nombre d'étages. Il suffit de montrer qu'il est
rentrant sur le bord de S(C)P

Nous supposons que les fonctions :î;P et yI' sont simplexe-relatives. Si NP se trouve
sur le bord de S(C) , il se trouve sur un sous-simplexe S(c) pour c une partie stricte
non vide de C; :î;p(Np) et yP(Np) s'y trouvent également. Dans ce cas, le champ d'un
étage intermédiaire peut être réécrit

(L:î;p-l(ZP-l) + yyp+l(ZP+l)) - (Lxp(Zp) + ifyp(Zp))
L(:î;p-l(NP-l) - :î;P(Np)) +y(YP+l(NP+l) - yp(Np))

qui est une somme de produits d'un facteur positif et d'un vecteur rentrant. En tenant
compte de P = LrR+ y 6 - L6 - ifrR, le champ de l'étage d'alimentation

(LrR:î;f-1(Zf-1) + y6yf+l (Zf+1)) _ (L6:î;f(Zf) + yrRyf(Zf)) + FZF

LrR(:î;f-1(Zf-1) - :î;f(Zf))+ if 6(Yf+1(Zf+1) _yf(Zf))

+ (L6 _ LrR)(ZF _ :î;f(Zf)) + (ilrR_ Y6)(ZF _ yf(Zf))

s'écrit sous la même forme de somme de vecteurs rentrants.
La composante du champ est rentrante sur le simplexe S(C) de chaque étage, donc

aussi sur S(C)P 0

Les variables X et Y sont plus commodes pour étudier le point stationnaire puisque
les rétentions des étages font intervenir inutilement les rétentions complètes des phases.
Sur la cascade du ballon-condenseur t au ballon-rebouilleur b, les bilans statiques
s'écrivent

yrRyt_ ifrRzc

LrRzc+ ifrRyt+l _ LrRX t _ yrRyt

L6x b-1 + if 6zq _ L6xb _ y 6 y b

y 6 X b _ y 6 zq
YI' yP(X P) P E [b, t]

(4.2)



4.3. Le point stationnaire. 33

On trouve Z' = yt ct zq = X b En sommant les bilans dans chaque section
successivement à partir de l'extrémité, le système se simplifie en

(4.3)

L6 X p
-

1 - "Ç6yP P E lb,f[
yP(XP) pE [b,t]

(4.4)

x p
-

1 (1 - 1·6 )X " + r6 yP(XP) p E lb,f[
yP yP(XP) P E lb,t]

Avec les fonctions définies par

:=:p-I = (1 - 1'6)1 + r6 yP0 :=:P :=:" = 1

TP+! = (1 - r'Jt)1 + r'JtxP 0 TP , Tt = 1

1 étant l'identité, le système se résume à

Tl(yt) = yl(:=:f(X"))

ZF = ((V~ - L'Jt)yt + (Vs - V6 )X ") 1F

(4.5)

(4.6)

Les fonctions :=: et T sont simplexe-relatives et continûment dérivables: :=:p-l est un ba
rycentre de l'identité et de la composée yPo:=:P ,qui sont simplexe-relatives et continûment
dérivables par itération, :=:" étant l'identité -- la même chose vaut pour les T

Théorème 4.1 Si l'équilibre est simplexe-relatif ct si les fonctions :=:P et TP ont des
jacobiens à valeurs propres distinctes en tout point du simplexe, elles sont inversibles. Si
les fonctions (TP)-l 0 yPo:=:P ont également des jacobiens à valeurs propres distinctes en
tout point, la solution du modèle statique (4.2) est unique.

Preuve. Nous montrons que toutes les compositions sont reliées à la composition de
l'alimentation par des difféomorphismes, c'est-à-dire des bijections différentiables d'inverse
différentiable.

Lemme 4.1 Aux sommets du simplexe, le jacobien d'une fonction simplexe-relative con
tinûment dérivable est diagonalisable dans R de valeurs propres positives.
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Soit f une fonction simplexe-relative dont nous voulons calculer le jacobien au som
met (a) La restriction de f au segment [(a),(b)] pour un autre constituant bE C-{a}
est une fonction de de [(a), (b)] dans lui-même qui laisse (a) et (b) invariants. Autre
ment dit, le jacobien V f((a)) a les c - 1 vecteurs propres (b) - (a), bEC - {a}
La valeur propre associée à [(a),(b)] se calcule comme la dérivée de la restriction de f
à [(a), (b)] , qui peut être vue comme une fonction d'une variable réelle, en identifiant
[(a), (b)] au segment réel [0,1] La valeur propre en (a) est positive parce que [(a), (b)]
est appliqué dans lui-même. 0

Montrons par itération que les 3 P sont des difféomorphismes. 3 b est l'identité.
Supposons que 3 P est un difféomorphisme. La fonction yP o3P est un difféomorphisme
comme composée de deux difféomorphismes; le déterminant de son jacobien ne s'annule
donc pas. Comme yP o3P = (3 P-

1
- (1 - r6)I)/r6

, les valeurs propres du jacobien de
yP 0 3 P sont également distinctes. Elles sont partout réelles puisqu'elles sont réelles aux
sommets: il devrait yen avoir deux réelles égales s'il y en avait des complexes conjuguées
à l'intérieur du simplexe. Elles sont partout réelles strictement positives puisqu'elles
sont réelles positives aux sommets et puisque le déterminant du jacobien ne s'annule
pas. Le jacobien de 3 P - 1 a donc aussi des valeurs propres réelles strictement positives,
et c'est un difféomorphisme d'après le théorème A.2. Par itération, les 3 P sont des
di fféomorphismes.

Le même raisonnement permet de montrer que les fonctions TP sont des difféomor
phismes. Le système (4.6) peut s'écrire

La fonction (TItI oyf 03 f est un difféomorphisme comme composée de difféomorphismes.
Si les valeurs propres de son jacobien sont partout distinctes, elles sont strictement po
sitives d'après le même raisonnement que pour les 3 P Les valeurs propres du jacobien
de X b f-t ZF sont strictement positives aussi, et cette fonction est un difféomorphisme
d'après le théorème A.2.

On a ainsi les difféomorphismes

Toutes les compositions de la colonne sont reliées à la composition d'alimentation par des
difféomorphismes. 0

L'hypothèse que les valeurs propres des jacobiens sont distinctes se rattache au fait
que les volatilités relatives des mélanges tels que les mélanges d'hydrocarbures varient peu
avec la composition, en particulier que les constituants se rangent toujours dans le même
ordre du lourd au léger. On constate en pratique qu'elle est vérifiée avec des modèles
thermodynamiques de mélanges d'hydrocarbures: les rapports entre les valeurs propres
des jacobiens des 3 P et des TP augmentent quand p s'écarte de l'extrémité b ou t
Nous illustrons cela en calculant les jacobiens des différentes fonctions aux sommets du
simplexe et en donnant un exemple au paragraphe 4.5 dans le cas des volatilités relatives
constantes.
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Pour calculer la valeur propre de ZF f-+ X' au sommet a associée à [(a), (b)J , nous
négligeons la dépendance de la fonction d'équilibre y en fonction de la pression: les
formules seront plus simples à interpréter si la fonction y est la même sur tous les étages.
Nous identifions à tour de rôle les arêtes [(a), (b)] (b =1 a) à [0,1] Nous notons la
dérivée sur [0,1] par un prime.

Nous notons k(b) = y'(O) la valeur propre de Vy en (a) associée à [(a), (b)] En
dérivant (4.5) au point 0 (le sommet a), il vient

::::P-l,(O) = (1- riS)+ riSk(b)::::P'(O)

On trouve par itération

::::f'(O) = (riSk(b»)H+ (r6k(b»)' - f-1(1 - r6) +... + (r 6k(b»)(1 - riS)+(1- riS)

La fonction

est strictement croissante. Les valeurs propres de V::::f à un sommet du simplexe se
classent dans le même ordre que celles de Vy - si la valeur propre de Vy associée à
[(a), (b)J est supérieure à celle associée à [(a), (c)J ,il en est de même pour celles de V::::f

Un calcul similaire montre que les valeurs propres de vr: à un sommet du simplexe
se calculent par la fonction

qui est strictement décroissante: les valeurs propres se classent dans l'ordre inverse de
celles de Vy

Sur l'arête [(a),(b)J identifiée à [0,1], on calcule

dZ F 1 ( -!ll -!ll dyt -15 - iS)
dX' (0) F (V - L ) dXb (0) + (L - V )

1 (-!ll -!ll dyt dyf dXf -6 -iS)F (V - L ) dYf(O) dXf(O) dXb(O) + (L - V )

~ ((tl!ll _ L!ll)kJ{6/ J{!ll + (L 6 _ yS)) ,

qui est une fonction strictement croissante de k Aux sommets du simplexe, les va
leurs propres du jacobien de X' f-+ ZF' se classent comme celles du jacobien de y; en
particulier, elles sont distinctes si celles du jacobien de y le sont.

4.5 Avec les volatilités relatives constantes.

Proposition 4.2 Si les volatilités relatives ~a~ à l'équilibre pour a, bEC sont

indépendantes des compositions, le jacobien dy / dx est diagonalisable à valeurs propres
réelles positives distinctes.
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La démonstration est rappelée au paragraphe A.4.
On observe numériquement que les jacobiens des fonctions :::: et T sont également

diagonalisables de spectre strictement positif. C'est vrai en particulier si les xP et les yP
ont les volatilités relatives constantes quand le ratio T' = 1: 3 P est la composée des
yq, q = b .. p - 1 et vérifie x:X: y~qX:

X~Xr = qJ!-, xn-;,q
Ces expressions ne dépendent pas de la composition par hypothèse, ce qui fait que le
jacobien dx" 1dx! a la même forme que les jacobiens dy?1dx? et a donc aussi un
spectre réel strictement positif. Cette propriété reste vraie pour un ratio suffisamment
proche de 1

On sait que 3 P est inversible quand les volatilités des constituants sont les mêmes sur
tous les étages. [8] Nous montrons cette propriété sur un mélange à 3 constituants quand
les fonctions yP ont seulement les volatilités relatives constantes classées dans le même
ordre sur tous les étages.

Proposition 4.3 Avec des équilibres à volatilités relaiioes constantes sur un mélange à
trois constituants classés dans le même ordre de volatilités SUT' tous les étages, la fonc
tion 3 P est bijective.

Preuve. Nous représentons le mélange avec les 3 constituants numérotés D.. 2 dans
l'ordre croissant de leur volatilité (réelle positive): les volatilités se classent a~ < ai < a~

sur tous les étages p Dans le simplexe S({D, 1,2}) = {x E R2,xJ,X2 > D,Xl +X2 < I},
la fonction d'équilibre s'exprime

et son jacobien vaut

où Di,) vaut 1 si i = j et D sinon. Comme 0 < Yi < 1 et a~ > a~ , les termes
diagonaux sont positifs, les autres négatifs.

Nous montrons maintenant par itération sur p que le jacobien de 3 P a un déterminant
positif en tout point. Le quadrant C = {u E E, UI :::: 0, U2 ::; O} est. stable par la
multiplication par VyP, VII que

VyP(x)U ~ i[afu'-Y'L)(a~-ab)U)L

1 [ aiul - YI((ai - a~)ui + (a~ - ab)u2) ]
JÇ a~u2 - Y2((ai - ag)uI + (a~ - ab)u2)

1 [ (ai(1- Yi) + abYI)UI - YI(a~ - a[;)U2 ]
JÇ (a~(1- Y2) + a~Y2)U2 - Y2(ai - a(;)uI

qui appartient visiblement au même quadrant C si u s'y trouve.
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u'l,p+l

Figure 4.1: Le calcul itératif du jacobien de 3 P
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Avec les vecteurs u 1 = [ ~ 1 ] et u 2 = [ 1
0

] de C, nous formons une base

(u", u 2) de l'espace tangent au simplexe. Nous notons ua,p = V3P(xb)ua , pour a = 1,2;

ua" = V3bua = ua E C; det.Ïu", u 2) = 1 ~1 la 1 = 1 Nous montrons par itération

sur p que ul,p, u 2 ,p E C et que det(ul,P, u 2,P) > a
En dérivant (4.5), il vient

(4.7)

où ][est la matrice identité de dimension 2, soit

(4.8)

Le quadrant C est stable par VyP, donc VyP(xP)ua,P E C, et Ua,p+l appartient à C
comme barycentre à coefficients positifs de vecteurs de C D'autre part,

Puisque VyP(xP)ua,P E C, VyP(xP)[ul,P u 2,P] s'écrit [~! ~~ ] avec u~ ~ 0 et

u~ ~ 0 , on trouve que det(ul,p+l, U2,p+l) = 1"PU~1"PU~ - (1"PU~ - (1 - rP))(rP11i +(1-1"P)) >
u~u~ - u~u; = dct(VyP(xP)[ul,P u 2,P])= det VyP(xP)det(ul,P, u 2,P)> 0

Finalement, comme

on trouve que det V3P(x") ~ 0 pour toute composition. 0

L'hypothèse que al < a2 n'intervient pas directement dans la démonstration, mais le
fait que al # a2 implique que les vecteurs propres v se placent dans les bons cadrans.
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La figure 4.1 montre les calculs dans le plan. Les vecteurs propres de 'Vy sont VI

et V2 Les vecteurs u' et u 2 se trouvent sur le bord de C, u' à gauche de u 2 vu de
l'origine. A l'étape p, ul,p et u 2,p se trouvent dans C, ul,p à gauche de u 2,p Comme
C est stable par \ly et comme le jacobien \lyP a un déterminant positif, \lypul,P et
'Vypu2,P restent dans C, 'Vypul,P à gauche de \lypu 2,P Les vecteurs U1,p+1 et u 2•

p
+l

sont les barycentres avec u! et u 2 , et se trouvent également dans C, Ul,p+l à gauche
de U 2,p+l

4.6 L'inversion de l'équilibre thermodynamique.

Dans un modèle de colonne tel que (4.1), la température des étages n'intervient que dans
les équilibres thermodynamiques. Comme les pressions sont constantes, il est intéressant
d'écrire l'équilibre isobare sur chaque étage en ne considérant que la projection sur
l'espace (X, Y) de l'intersection de la variété d'équilibre et du plan P = Cste Cette
projection a la même dimension c - 1 que les espaces X et Y et définit une relation
entre les compositions liquide X et Y On constate en pratique que cette relation
entre les compositions X et Y est bijective sauf près des conditions thermodynamiques
critiques.

C'est une propriété connue pour les mélanges binaires: quand on exprime la composi
tion par la fraction d'un des constituants, la relation isobare entre x et y est strictement
croissante sous l'hypothèse que les enthalpies partielles de vaporisation des deux consti
tuants sont positives, [36] qui est vérifiée en principe, sauf près des conditions critiques.
Sous des hypothèses thermodynamiques qui s'appliquent aux mélanges d'hydrocarbures,
nous montrons que la relation d'équilibre est bijective, c'est-à-dire qu'on peut écrire une
fonction k: X f-4 Y COITlme en binaire.

Théorème 4.2 Si l'équilibre liquide-vapeur isobare est. sitrunexe-reuu.u Cl , et si le jaco
bien dy / dx a toutes ses valeurs propres réelles positives, la relation entre
les compositions X et Y est un difféomorphisme.

Preuve. Imaginons l'expérience d'étudier l'équilibre du mélange à la pression donnée
constante en faisant varier la rétention totale N et en maintenant la partie vaporisée en
permanence à la moitié: JïfL = Jïfv= Jïf/2 Pour chaque rétention N, cela détermine
le volume et l'énergie. En notant Z , X et Y les compositions de la rétention N, du
liquide et de la vapeur, l'équilibre définit une fonction

S -+ S2 Z f-4 (X, Y)

telle que 2Z = X + y Nous supposons que les fonctions Z >-+ X et Z >-+ Y sont
simplexe-relatives et Cl

Si dy/ dx a ses valeurs propres réelles strictement positives, dz/ dx = (1+ dy/ dx)/2
(][ est la matrice identité de dimension c - 1 ) a la même propriété, et la jacobienne
det( dz/ dx) est supérieure à 0 La jacobienne det( àx] dz) est donc aussi positive, et,
d'après le théorème A.2 du paragraphe A.3, la relation entre Z et X est un difféomor
phisme. Par symétrie, on a donc les difféomorphismes X <-------> Z <-------> Y 0
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Nous avons besoin de la définition de l'enthalpie partielle de vaporisation pour relier
le théorème 4.2 à l'équilibre des mélanges d'hydrocarbures. Pour un mélange en équilibre
liquide-vapeur, l'enthalpie partielle de vaporisation du constituant a E C est h~v =
hV _ hL

a Pour les mélanges d'hydrocarbures sous phase liquide ou vapeur, on constate en pra
tique que les enthalpies partielles ha ne dépendent presque pas de la composition Z
Autrement dit, en notant Z.a la composition telle que la fraction de a soit égale à 1
et toutes les autres nulle, on a en bonne approximation ha(Z,T,P) = ha(Z.a,T,P) =
h.a(T, P) [48J En génie chimique, on ne distingue habituellement pas l'enthalpie h. a
(3.7) du constituant a de son enthalpie partielle ha (3.6).

Les enthalpies partielles de vaporisation sont positives loin des conditions thermody
namiques critiques. Comme h~ et h~ dépendent peu de la composition de leur phase,
il en est de même pour h~v sur la variété d'équilibre. On constate en pratique que la
dépendance en température est faible loin des conditions critiques.

Théorème 4.3 Si l'équilibre liquide-vapeur isobare est simplexe-relatif Cl , et si les en
thalpies partielles de vaporisation des constituants sont positives constantes, la relation
entre les compositions liquide et vapeur est un difféomorphisme.

Notons h~v l'enthalpie partielle de vaporisation du constituant a, que nous supposons
indépendante de la composition. Changeons pour les coordonnées de matière

Ce changement de coordonnées conserve la convexité de l'énergie [29J et conserve donc
toutes les propriétés des fonctions thermodynamiques définies comme dérivées de l'énergie.
Il induit le changement sur les coordonnées barycentriques

qui s'inverse avec la même formule appliquée à Z avec les l/h~v

Par construction, les enthalpies partielles de vaporisation dans les nouvelles coordon
nées de matière sont toutes égales:

Le jacobien dy/ dx a ses valeurs propres réelles strictement positives d'après le théorè
me A.3 rappelé au paragraphe A.3, [l1J et le théorème 4.2 s'applique aux compositions
liquide et vapeur X et Y On a ainsi les difféomorphismes X f-----+ X Y f-----+ Y 0

La démonstration s'applique aussi quand les enthalpies partielles de vaporisation ne
sont pas rigoureusement constantes, parce que le jacobien dy / dx du théorème A.3
reste à valeurs propres strictement positives après une perturbation, et la jacobienne
det( dz/ dx) du théorème 4.2 reste strictement positive.

Si on ne peut pas négliger la dépendance des enthalpies partielles de vaporisation en
température, on peut éventuellement appliquer le théorème A.3 avec un autre changement
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de coordonnées de matière, qui rende les enthalpies partielles de vaporisation proches
en tout point sans être proches de 1: si par exemple, elles sont proches pour tous
les constituants sauf un pour lequel elle est toujours double, il suffit de multiplier sa
coordonnée de matière par deux pour les rendre toutes proches.



Chapitre 5

La commande par agrégation.

L'agrégation consiste à isoler une partie lente dans le modèle en écrivant les bilans de
manière à faire apparaître des rétentions moyennes. Nous présentons ici seulement la
méthode en mettant sous la forme avec variété-centre un modèle à rétentions et à débits
complets constants. On trouve dans [33] une présentation rigoureuse où un modèle binaire
est mis sous la forme à deux échelles de temps, [31, 37] avec une démonstration de la
stabilité du système agrégé pour une colonne binaire.

Nous agrégeons le modèle de colonne avec rétentions et débits constants (3.18). Pour
la commodité de l'exposé, nous prenons la même rétention totale complète N pour tous
les étages. Il n'y a pas de partie lente écrite directement sur le modèle, mais nous pouvons
en mettre une en évidence en séparant la colonne en compartiments où nous reportons
les rétentions sur un étage unique. Les bilans sur un compartiment des étages de m à n
s'écrivent sous la forme

NZP = Lâ;P-l(Zp-l) +VyP+l(ZP+l) (5.1)
- Lâ;P(ZP) - VyP(ZP) [p= m.. n]

Les bilans ont une forme ressemblant à un intégrateur, où les rapports NIL et N IV
sont des constantes de temps.

Pour faire apparaître une partie lente, nous transformons le système de telle sorte
qu'il s'écrive comme s'il était proche d'un système où la rétention est concentrée sur
un seul étage. Nous notons N = (n - m + l)N la rétention de tout le compartiment,
e = 11(n - m + 1) et réécrivons le système comme

(1 - (n - m)ê)NZ·

Lâ;P-l(Zp-l) +VyP+l(ZP+l) (5.2)
- Li;p(ZP)- V'YP(ZP) [p= m . n,p # a]

LxO-1(ZO-1) +VyO+l(ZO+l)
- Li;O(ZO) - VyO(ZO)

Des ê plus petits reviennent à un système où la rétention est plus concentrée sur l'étage
d'agrégation. Diminuer e accélère la dynamique sur les étages, sauf sur l'étage d'agréga
tion, où la rétention augmente alors, ce qui ralentit légèrement sa dynamique. Pour
examiner le comportement avec e petit, nous changeons maintenant pour le temps lent
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T = ct , où la dynamique de l'étage d'agrégation ralentit, sans que celle des autres étages
change: cela nous donne une partie lente dans le système. Sous forme explicite, on a

~ (UP-I(ZP-I) +VyP+I(ZP+I)

- LxP(ZP)- VyP(zP)) [p= m .. n,p i- c]

(1 _ (n~ m)6)N (UO-I(Za-l) +VyO+I(ZO+I)

- LxO(Z·) _ VyO(ZO))

En temps lent, la dérivée dldr étant notée par un prime,

(5.3)

Z·'

k (LxP-1(ZP-I) + Vyp+l(Zp+I)

- UP(ZP) - VyP(ZP)) [p = m.. n,p i- u]

(1- (n
6_

m)6) k (U·-l(Za-l) +VYO+I(Z·+I)

- Lx·(z·) - VY·(Z"))

(5.4)

Nous admettons que les jacobiens des systèmes (5.1) et (5.4) ont des spectres à partie
réelle négative aux points stationnaires - on constate numériquement que les modèles de
colonne sont stables. En suivant la méthode de [10], nous faisons apparaître les valeurs
propres 0 dans le jacobien en plongeant le système dans un espace des (zm, .. , zn, 6) ,
ce qui ajoute au système une dimension pour chaque compartiment

zn'

o
k (LxP-1(ZP-I) + VyP+I(ZP+I)

- LxP(ZP)- VyP(ZP)) [p= m.. n,Ji i- u]

(1- (n
6

_ m}é)k (U·-l(Za-l) + VYO+I(Z·+I)

- U"(Z") - VY·(Z"))

(5.5)

Au voisinage d'un état constitué des ZP du point stationnaire et de 6 = 0 , les vecteurs
propres associés aux valeurs propres non nulles engendrent l'espace des (ZP)p=m ..n.p#.:
la variété-centre est (ZP)p=m ..n,#" = fonction(Z·,6) Le système rejoint rapidement
cette variété parce que la dynamique des étages est exponentielle, à part pour l'étage
d'agrégation où la dynamique est plus lente pour 6 = 0, vu que les valeurs propres sont
nulles.

Modulo des termes exponentiellement décroissants, le système évolue sur la variété-
centre. Son développement à l'ordre 0 correspond à 6 0 et se définit par les bilans
statiques

o = k (LxP-1(ZP-I) + VyP+I(ZP+I) (5.6)

- UP(ZP) - VyP(ZP)) [p= m .. n,p i- c],
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avec une dynamique définie par les étages d'agrégation
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Z·' = (1- (:_ m)f)k (L.i;Q-l(Zo-l) + VyQ+I(ZQ+l) (5.7)

- Lx"(ZQ) - VyQ(Z"))

En revenant au temps t, en prenant e = 11 (n - m + 1) , et en tenant compte des bilans
statiques de la variété-centre (5.6), on trouve la dynamique

NZ. = Lxm-1(zm-l) + vyn+I(zn+I)
- Lxn(zn) _ vym(zm)

(5.8)

L'agrégation revient à reporter tous les termes de variation des étages du compartiment
sur l'étage d'agrégation: le compartiment agrégé a la dynamique d'un bilan seul et la
séparation de l'ensemble de ses étages. Il résulte un système algébro-différentiel où seuls
les bilans des quelques étages d'agrégation sont écrits en dynamique.

L'agrégation conserve la séparation statique du modèle original, puisque les équations
statiques sont les mêmes. On constate qu'elle conserve aussi l'index (le système reste
équivalent à un système différentiel), la forme de cascade (la dynamique dans un com
partiment ne dépend que des débits entrant et des débits complets), la stabilité. Nous
n'en avons de démonstration que pour un modèle de colonne binaire à débits complets
uniformes. [33]

5.1 La commande.

Si nous ne voulons réduire la dimension dynamique du modèle que de peu, et si nous
agrégeons des compartiments de 3 étages par exemple, nous mettrons beaucoup de valeurs
propres à zéro dans (5.2), les autres seront éloignées de zéro, et la dynamique sera proche
du modèle original.

Nous voulons ici utiliser le modèle agrégé pour la commande: nous choisissons de
grands compartiments pour obtenir un petit modèle dynamique. Dans ces conditions,
nous obtenons un petit nombre de valeurs propres nulles par la transformation (5.2):
vu que les spectres des jacobiens de modèle de colonne on beaucoup de valeurs propres
proches de zéro, [46] il reste beaucoup d'autres valeurs propres proches de zéro, et la
convergence vers la variété-centre n'est pas vraiment rapide. Un tel modèle agrégé ne
reproduit pas très bien la dynamique du modèle original - ou, dit autrement, le facteur
1/(n-m+1) devant le bilan de l'étage agrégé de (5.2) n'est pas assez petit pour séparer les
valeurs propres de manière à ce que certaines soient clairement petites devant les autres.
Un modèle agrégé en un seul compartiment ne peut pas bien reproduire la dynamique
du modèle original: il se comporte comme un modèle statique avec un retard dû à la
rétention de la colonne entière.

Une agrégation du modèle en 3 compartiments de rectification, d'alimentation et
d'épuisement pour la colonne et un compartiment pour chaque ensemble échangeur-ballon
reproduit la dynamique du modèle original d'assez près et permet une commande ro
buste. [46] Nous continuons la discussion sur le modèle binaire à débits uniformes de [33],
les résultats n'ayant été établis que pour cc type de modèle. Comme Je mélange est bi
naire, les compositions sont la fraction d'un des constituants, et varient dans ]0,1[ Le
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x'

f'(x',xt, L'J!., Y'J!.)
J'(x',x',xf,L'J!., Y'J!.)
jf(x"xf,x·,L'J!., Y'J!.,L6,y6,zF)
j'(xq,x',xf,L6, y6)

r(x\x',L6, V6)
L'J!.+pL
y6+PV

(5.9)

avec les notations c, r, f, S et q pour les compartiments de l'ensemble ballon-condenseur,
de rectification, d'alimentation, d'épuisement, et de l'ensemble ballon-rebouilleur. zF est
la composition de l'alimentation, pL et pv sont les parties liquide et vapeur du débit
d'alimentation-les deux dernières équations sont des exemples, et doivent être adaptées
si certains débits ne sont pas à une énergie d'équilibre.

Comme pour le modèle de colonne original, les entrées sont les débits de recyclage L'J!.
et V6 , les sorties sont les fractions des soutirages x' et xq Le bouclage

f'(X',Xt,L'J!.,Y6+PV) = <p'(x',S')
r(xq,x',V'~+FL,V6) = <Pq(x\sq) ,

(5.10)

où S'et sq sont les entrées du système bouclé (les consignes d'impureté), rejette les
perturbations en composition d'alimentation zF si les lois x' = <p'(x',S') et xq =
<Pq(x\ sq) sont choisies asymptotiquement stables. [26, 27]

Le bouclage fait intervenir les compositions aux soutirages x' et x q , qui peuvent être
mesurées sur une colonne réelle par des chromatographes, et deux compositions de recti
fication x' et d'épuisement x', qui peuvent être mesurées avec une température sur des
étages, et les parties liquide et vapeur du débit d'alimentation pL et pv , qu'on peut es
timer d'après sa température. La composition du compartiment autour de l'alimentation
n'intervient pas. C'est pourquoi nous commandons avec un modèle agrégé en 5 compar
timents: des compartiments supplémentaires ne changeraient rien au bouclage.

On construit le modèle agrégé à partir du modèle dynamique complet avec comme seul
paramétrage le choix des compartiments. Pour la commande d'une colonne réelle inter
viennent aussi les paramètres d'ajustement du modèle, principalement le nombre d'étages,
identifié à un régime statique. Les compartiments d'épuisement et de rectification doivent
aller jusqu'à des étages où la mesure de température donne une indication significative
sur la composition.

5.2 La colonne simulée.

Nous testons ici la commande par agrégation par des simulations sur le modèle d'une
colonne particulière. Il s'agit d'une colonne pseudo-binaire à trois sections, dont deux sec
tions sont commandées: la configuration est plus compliquée que celles simulées dans [46].
Nous décrivons son fonctionnement, puis nous expliquons la mise en œuvre du bouclage
de commande. La colonne réelle n'est commandée qu'au soutirage de rectification, mais
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les simulations permettent d'en commander deux, un pour chaque constituant-clé (cepen
dant, comme le ratio d'épuisement est grand, on ne peut pas baisser beaucoup l'impureté
d'épuisement). Elles testent diverses perturbations et des changements de consigne. Le
modèle de commande est construit directement en agrégeant le modèle dynamique de la
colonne, ce qui fait que le bouclage calcule les points stationnaires de manière exacte. On
peut trouver des comparaisons entre la commande par agrégation et diverses méthodes
de commande linéaires dans [11,46].

La colonne simulée est une tour d'éthène, ou splitter éthane-éthène, construite avec
des plateaux, alimentée en phase gazeuse avec une coupe C2 : les constituant-clés lourd et
léger sont l'éthane (formule chimique C2H6 ) et l' éthène (formule C2H4 , encore appelé
éthylène). L'alimentation contient également des traces de très légers, principalement
du méthane (formule CH 4 ) et de l' hydrogène (formule H2 ) .

L'éthane et l'éthène ont des propriétés thermodynamiques très proches. La colonne
a la dimension importante d'une centaine de plateaux sur une hauteur de 70 mètres, et
fonctionne à la pression élevée d'une vingtaine de bars et à la température d'une vingtaine
de degrés Celsius en-dessous de zéro.

La colonne a trois soutirages, mais il suffit de soutirer raisonnablement à la pasteu
risation pour respecter le maximum de très légers au soutirage de rectification, où la
qualité de l'éthène est spécifiée avec des impuretés maximales en éthane et en très légers:
la colonne est en fait conduite comme une colonne pseudo-binaire à deux soutirages, du
type classique illustré en page 5. La commande difficile à réaliser est celle de la teneur
en éthane au soutirage de rectification (de l'ordre du millième d'impureté). Il n'y a ac
tuellement pas de spécification en épuisement. Les très légers traversent la rectification
avec une fraction uniforme faible, qui ne peut pas être mesurée par une température. Ils
sont éliminés en tête par pasteurisation dans un déméthaniseur complémentaire après leur
passage au soutirage de rectification.

Les simulations prennent en compte le méthane, l'éthène et l'éthane. Le modèle de
la colonne a 95 étages idéaux. Avec une numérotation de haut en bas, le soutirage de
rectification se trouve à l'étage 10, l'alimentation à l'étage 71. Il y a trois régulations
dans le modèle: les débits de soutirage des ballons règlent leur volume, la puissance de
condensation règle la pression de tête. La grande taille de la colonne et la difficulté à
séparer les deux constituant-clés donnent une grande inertie aux réponses en composition
de la colonne. Le modèle de la colonne est celui du paragraphe 3.1, avec le modèle
thermodynamique du paragraphe 3.1.6 et le modèle hydrodynamique du paragraphe 3.1.8.

5.3 Le bouclage.

Nous réalisons le bouclage sur le modèle de la colonne écrit comme au paragraphe 3.1
avec une commande calculée sur le modèle agrégé correspondant. On observe ainsi la
différence entre la dynamique du modèle complet et celle du modèle agrégé. Comme
le modèle complet et le modèle agrégé ont les mêmes équations statiques, le bouclage
stabilise la colonne autour des consignes. Le bouclage n'utilise pas de correction ou
de terme intégral. Le modèle complet utilisé dans les simulations est écrit avec trois
régulations proportionnelles intégrales pour la pression de tête et les niveaux liquide des
ballons. Quand ces régulations sont bien réglées, leur effet est en principe négligeable,
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comme nous le précisons au chapitre 3. Les simulations de perturbations très rapides
montrent cependant de petites oscillations amorties dues à ces régulations.

Pour pouvoir étudier les conditions de calcul en temps réel, nous calculons la com
mande avec le modèle agrégé à des intervalles fixes. La commande effectivement utilisée
pour le modèle complet est calculée par un retard

dCmde/ dt = (Cmde-calculée - Cmde}/Cste ,

où le terme Cmde-calculée est la commande calculée au dernier calcul du modèle agrégé.
Nous appelons lissage ce calcul Cmde-calculée >-+ Cmde Le fait que les calculs du
modèle complet et du modèle agrégé soient séparés facilite l'initialisation des systèmes
d'équations, et permet de changer facilement la loi de commande ou de tenir compte de
contraintes imposées par exemple sur les débits.

Le modèle agrégé utilise des mesures du modèle complet, qui correspondent à des
mesures qui seraient disponibles sur la colonne réelle. Les fractions des constituant-clés
sont mesurés avec une température en rectification ct une en épuisement. La fraction
du très léger en rectification est mesurée au soutirage; elle pourrait être mesurée en
simulation par une deuxième température, mais la précision nécessaire serait supérieure
à celle d'une mesure de température sur une colonne réelle. Les pressions utilisées par
le modèle agrégé sont celles mesurées sur le modèle complet. Sur la colonne réelle, la
pression n'est mesurée que sur quelques étages et on estime celle sur les autres étages par
une interpolation linéaire.

Ces mesures ne sont pas filtrées. Les seuls paramètres du bouclage sont les tailles des
compartiments d'agrégation et les constantes de temps dans le lissage.

consignes

sorties

Figure 5.1: Bouclage par retour d'état.

Dans notre cas, le bouclage par agrégation simultanément en rectification et en épui
sement permet de maintenir les deux qualités en simulation sur une large gamme de
compositions de l'alimentation et des consignes. Les mesures de température utilisées
pour le calcul de la commande sont situées à l'étage 41 en rectification et à l'étage 78 en
épuisement: les agrégations ont une taille de 32 et de 18 étages.

Le système bouclé avec cette commande présente comme constante que la colonne se
stabilise pratiquement en 5-7h, indépendamment de l'étalement et de l'amplitude de la
perturbation. Cette durée dépend de la position des étages de mesure de température:
les compositions s'écartent beaucoup de la consigne en transitoire si les mesures de
température sont éloignées du soutirage, mais les commandes sont brutales si les me
sures en sont proches - sur une vraie colonne, les mesures trop proches seraient de
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plus bruitées et peu significatives. L'amplitude des réponses en composition est à peu
près proportionnelle à la perturbation, alors que leur forme n'en dépend que peu. Les
commandes calculées convergent en général directement vers les valeurs qui stabilisent la
colonne aux consignes après la perturbation: elles ne dépassent presque pas leur valeur
finale.

La commande est calculée séparément en débits internes pour les deux sections: la
commande dans une section ne tient donc compte de celle de l'autre que par les débits.
On le voit surtout pour l'épuisement, où la commande ne réagit aux variations de la
rectification qu'avec un délai qui correspond à la propagation du débit liquide dans la
colonne. Ceci fait que les perturbations rapides créent de légères oscillations sur les
commandes et sur les sorties, selon les paramètres des régulations de base. Les essais
ont montré que les simulations donnent les réponses les plus douces avec des commandes
calculées à intervalle de 15min et lissées par une équation du deuxième ordre de retards
de 2 * 5min. Le comportement du bouclage ne varie pas pour des intervalles de calcul
suffisamment faibles: il est le même que pour un système bouclé en continu - pour
des perturbations d'importance moyenne en régime normal de la colonne, un intervalle
de 15min suffit.

5.4 Les simulations.

Chacune des simulations présentées est une perturbation sur une seule entrée du système
bouclé, sous une forme continûment dérivable et assez lente pour que le simulateur
l'intègre, spécifiée en modifiant une des functions. La forme exacte importe peu parce
quelle n'a pas besoin d'être spécialement douce sur une colonne réelle, et parce que la
variation est produite sur un intervalle nettement plus court que les constantes de temps
qui interviennent dans la colonne. Les perturbations utilisées sont des types suivants:

- changement: variation de la première à la seconde valeur,
- impulsion: variation de la première à la seconde valeur puis retour à la première,
- oscillation: oscillations entre la première et la seconde valeur, qui peuvent se ter-

miner à la seconde valeur sur une demi-période.
Les simulations sont présentées avec les deux graphiques commandes: pour les débits

de reflux de rectification (qui correspond simplement au débit de reflux pour une colonne
sans pasteurisation) et de rebouillage, et pour les fractions d'éthane au sou-
tirage de rectification et d'éthène au résidu. courbe et l'échelle sont grasses pour la
rectification et fines pour l'épuisement. Les échelles s'ajustent aux courbes mais ont les
mêmes graduations: 300/60min (avec/sans nombre), soit 5/1h pour le temps en abscisse,
avec le temps zéro comme début de la perturbation, 2.0/1. Okmol/min pour les débits en
ordonnées, 1. OE-4/2. 5E-5 fraction molaire et 2. OE-2/5. OE-3 fraction molaire pour les
impuretés respectivement en rectification et en épuisement.

Les courbes se superposent souvent presque parce qu'elles ont des formes similaires
et des valeurs statiques initiales situées à peu près de la même manière par rapport aux
graduations. Le détail de leur forme importe peu, en particulier aux sommets ou durant
des oscillations, car il n'est jamais clair à quel point les valeurs données par le simulateur
ont été calculées ou interpolées.
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5.5 En boucle ouverte.

La stabilisation est extrêmement lente en boucle ouverte: l'échelle de temps est ici la
même que pour les simulation de boucle fermée en régime normal, mais on n'aperçoit que
le début de la stabilisation.

Simulation 5.1 Reflux de rectification: +0.1%, changement: 0 - 10rnin.

104 92 --o.Oiio6 0.024
.> 0.022

.> 0.02
/.

0.018
D,ODOS

0.016

.> 0.014
0.012

102 90 0,0004 0.01
0 300 éI:1J 900 1200 0 300 éI:1J 900 1200

commandes Impuretes
La variation relative de 1. OE-3 est en fait inférieure à la précision des régulateurs de base
des débits sur une vraie colonne: la faible précision de la régulation de base ne lui permet
même pas de maintenir les impuretés en absence de perturbation.

5.6 Fraction-clés dans l'alimentation.

Les fractions d'éthène et d'éthane varient à somme constante. Ces changements d'une
composition d'alimentation constante à une autre sont les tests principaux de la com
mande par agrégation, qui est justement écrite pour les rejeter asymptotiquement. Les
simulations avec des oscillations de la composition de l'alimentation montrent que la
commande supporte de fortes variations sur les perturbations qu'elle rejette. Pour des
oscillations périodiques des entrées, et dans la mesure où la colonne ne bute pas sur des
contraintes telles que l'engorgement ou l'assèchement des étages, les commandes oscillent
autour d'une valeur telle que les sorties oscillent autour de leur consigne.

Simulation 5.2 Ethène: 0.82 - 0.87, changement: 0 - 1h.

106 96 0.0006 0.014

94
r.
~

104 1 0.0005 0.012

92

102 90 0.0004 0.01
0 300 éI:1J 900 1200 0 300 éI:1J 900 1200

commandes impuretés
Stabilisation sur une petite perturbation: les commandes varient vers leur valeur fi
nale presque sans la dépasser, les impuretés reviennent à leur consigne après s'en être
JrioT.6.rarYU:lont L:.r~rtp,~u;:
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Simulation 5.3 Ethan,.e: 0.17 =-~.=.?:~! changements: 0 -_th et tOh - 11h.

49

104 92 0,0006 0.014

102
90

----------\ 88 0,0005 0.012

100 \
86\

~

98 84 0,0004 0.01

0 300 6CO 900 1200 ° 300 6CO 900 1200

commandes Impureles
Perturbations dans le sens opposé à 5.2. Les variations des commandes et des sorties sont
très semblables à celles de 5.2 pour les deux changements.

Simulation 5.4 Eihène: 0.82 0.97, changement: 0 - 5min.
_._------~-._------------

108 lCY2 0,0007 0.018

106 100 0.016

104 \ 98 0,0006
0.014

102 ~
96

94 0,0005
0.012

100 \~-- 92 0.01

98 90 0.008

° 300 6CO 900 1200 300 6CO 900 1200

commandes impuretes
Perturbation dans le même sens que 5.2, mais très forte: la teneur en éthane est divisée
par 9, et la colonne n'a presque plus rien à séparer. Les commandes varient d'abord dans
le sens opposé à leur variation finale, mais rejoignent leur valeur finale sans la dépasser.
Les impuretés varient pratiquement de la même manière qu'en 5.2.

Simulation 5.5 Ethène: 0.82 - 0.97, changement: 0 - 3h.
- - --_._-

108 100 0,0007

r
0l 6

106 '1 98 /~ 0.014
104 / \ 96

0,0006

102 \ 94
0,0005

~ ~- ,0.012

100 J \
92 ""~ 0.01

98 90 0,0004 0.008

° 300 6CO 900 1200 0 300 tJ:JJ 900 1200

commandes impuretés
Même simulation que 5.4, mais le changement est très étalé. Les commandes et les sorties
sont un peu plus lentes au début et sont donc plus étalées, mais les amplitudes sont les
mêmes. Les petites oscillations dues à la dynamique du débit liquide dans la colonne ct
~H'V ... ..<........,l ...f; ...... TlC' rll3 h~c.:::o Anf ~i<;ln::1lrll
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Simulation 5.6 Ethane: 0.17 - 0.27, oscillations: 9 ~ *1h.

104 92 0,0006 10,014

102
90

88 0.012

100
86

98 B4 0.01
0 300 60J 900 1200 300 60J 900 1200

commandes Impuretes

Avec le maintien à la valeur opposée sur une demi-période à la fin des oscillations, la
perturbation moyenne a la même forme qu'en 5.3, et les réponses de même. Stabilisation
normale après la fin des oscillations.

5.7 Autres fractions dans l'alimentation.

Les fractions d'éthène et d'éthane gardent la proportion de leur valeur initiale quand celle
de méthane augmente. Ces simulations illustrent les difficultés qu'a la commande avec une
perturbation qu'elle ne rejette pas et dont elle n'utilise que la valeur de sortie (la mesure
au soutirage). Le rejet de ces perturbations est superflu sur la vraie colonne parce elles
ont normalement une amplitude de loin inférieure à celle de ces simulations. Le méthane
est léger ct fait donc agir la commande comme s'il y avait trop d'éthène: elle laisse passer
plus de méthane en rectification. Le méthane est en revanche trop léger pour apparaître
en épuisement: les perturbations n'y sont dues qu'aux variations du débit liquide induites
par la commande en rectification.

Simulation 5.7 Méthane: 1.2E-3 - 1.0E-2, impulsion: 0 - 1h.

11
1

1\

0,0005 VV/fJIt~~--------r 0,012

104 92 0,0006 0.014

102 +---....-~~--+--~--+--~-+ 90
o 300 60J 900 1200

commandes

0,0004 ~----+-------.-~-+-. 0.01
a 300 60J 900 1200

impuretés

Stabilisation de durée normale, mais les commandes oscillent, ce qui est dû à la dynamique
des débits et aux régulations de base car le méthane se concentre rapidement dans la
pasteurisation.
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Simulation 5.8 Méthane: 1.2E-3 - 3.0E-2, impulsion: 0 lh.

51

106 96 0,0008 0.02

104 94 0,018

92
0,0007 0.016

102 0.014
90 0,0006

~\F- 0.012100
88

0,0005
0,01

98 86 0.008

96 84 0.006

0 300 600 900 1200 300 600 900 1200

commandes Impuretes

Le méthane se concentre dans la pasteurisation et cesse d'influencer la mesure de tempéra
ture en à peine plus de temps qu'en 5.7 La colonne met longtemps à se stabiliser.

5.8 Débit d'alimentation.

La stabilisation dure autant qu'avec d'autres perturbations. Pour les perturbations os
cillantes, les commandes oscillent aussi autour d'une valeur telle que les sorties oscillent
autour des consignes.

Simulation 5.9 Débit d'alimentation: +20%, changement: 0 - lh.

IR/l
116 0,0008

!a~

~
0.026

0,0007 0.024
0.022

0,0006 r 0.02
11* 1

0.018
11~ / 0.016

'~ . 0,0005

1* J
. 0.014

~
"---.-------- 0.012

1 2 0,0004 0.01

300 600 900 1200 0 300 600 900 1200

commandes impuretes

Stabilisation normale.
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S imula t iop 5 10 nibi! _ d 'a fÙ~~MiQn: -1 0%, oscilhl!ions: 10 ... Ih .

:::~r:, Q()

' DO
68

•• 86

•• 64
o JO) t{JJ ÇOJ 1200

commandes

O'D006~. . 1::::
0,0005 1; .. ~ , 1. 0.0 12

j Q01

0,0004 -- - - - " Q0J8
o 300 t{JJ QOO 1200

Impuretés

St abilis atio n norm ale après que les oscillat ions on t cessé.

5 .9 Pression d e t ête.

Le cha ngement de la press ion de tê te excite l'hydro dy na miqu e dans Il:'! modèl e de simula
tion , ct mod ifie donc rapidement les sorties. La pression n'int e rvien t dan s la co mmande
qu 'au t ravers <IN! fonc tion s de the rmod ynamique , qui ut ilisent dir ectement les va leurs de
pression du modè le de simulation .

S imulation 5. 11 Pression: 20 .5 l8 .abar , changem ent: 0 - l b .

ID·

U
·4'" î 92102 90

100 88
98 1 86
96 ' Ba
9 4 Î 62
92 - 80
90 78

o 300 600 9CO 1200

0.0004

Q014

ç-::::,:===~n012

QO'

UOO8

L..:_~_~_ _ -1 üœe
300 eœ QOO 1200

commendes Impuretes

Le change me nt Of' pr ession es t impo rt ant avec 10%, e t dé place bea ucou p les équ ilibr es ,
ce qui ent raîne une mod ifica t ion im portante sur les com mand es. St ab ilisa tion nor male.

5 .1 0 Cons ig nes d ' impur e t é .

La st abilisat ion su r un changeme nt de consigne est a ussi ra pide que pour J 'autres pe rtu r
bations, indépendamment de l'a mp lit ude et de l'ét a lement du changement. Le bou clage
supporte de t rès Ior tes varia t ions des consignf's: ln! simula t ions mon trent des cha ngements
jusqu' a il fact eur 10 et des oscillations. Ici aussi , pour les oscilla t ions, la sort ie co rrespon
da nt à la consigne pert ur bée oscille mollement auto ur de la moyenne de la con sign e, qui
es t le milieu des deux valeurs ext rêmes , et l 'aulr e sor t ie oscille autour de sa consi gne
const ante. La colonn e ne réagi t pas ava nt 15rnin , il. l ' insta nt où la première commande
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Un changement en épuisement engendre plus d'oscillations sur la sortie de rectification
que l'inverse. La différence est due à la propagation plus rapide du débit vapeur que du
débit liquide, qui entraîne un délai différent sur la deuxième commande pour maintenir le
ratio dans la section dont la consigne n'a pas changé: on voit nettement sur les simulations
que la commande de reflux de rectification suit celle de rebouillage de plus près que
l'inverse.

Simp1 ation ft12 Rectification: 5-,-()~-~ - 5. 5E-4 changement sans délai.

104 92 0,0006 0.014

____-------t 0.012

0,0005 +'----+-----"-0------+------------+ 0.01
o 300 eœ 900 1200

Impuretéscommandes
Stabilisation normale.

Simulation 5.13 Rectification: 5.0E-4 - 5.5E-4, changement: 0 - 5h.

102 !------+----"-+----"--+-----"----> 90

o 300 6:JJ 900 1200

102 ~--+-------+----+--~ 90

o 300 6:JJ 900 1200
0,0005 ~--+----+-----+------+ 0.01

o 300 «» 900 1200

0.014

_____------t 0.012

0,000692104

commandes Impuretés
Même perturbation que 5.12, mais étalée: les réponses sont douces.

Slmulation 5 ] 4 Rectification: 5. OE-4 - 9. 5E-4 changement sans délai.

V----o----+--------+------------+ 0.008

300 eco 900 1200

impuretes

+----------------+86
300 eœ 900 1200

commandes

104 92 D,DOl 0.014

102 0,0009
90

0,0008
0.012

100

88
0,0007

0.01
98 0,0006
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Simu lation 5.15 fl ectiji cu./ion: 5 . OE- 4 - O. 4E-4 , challgem ent: 0 - ih .

r.122 110
120 1011

Il: 1 ~

m ! 18ô110 96

!~ - g
300 WJ 900 1200

commandes

La con signe d' impu reté est divisée par 12 ; les sorties se sta bilisent norma leme nt , mais
celle d ' épuise ment s 'éca rte beaucoup de sa consigne, qui reste po urtant const ante.

S im u latio n 5 .16 Rtc tificatiorl: 5 .0 E- 4

: ::~" :
104 W

I ~ ~

o 300 dXJ 900 1200

commandes

3 .0E-4, oscillation s: 5 .. 2h .

: ':::~::: :
0,0004 ' n ~o.012

0,0003 0.0 1
o 300 WJ 900 1200

Impuretes

Les sort ies sc st abilise nt normalement après la fin des oscillat ions.

S imula t io n 5.17 Epuisement: 1.2E-2 0 .4E - 2, changement: 0 l h .

110

108

106

104

commandes

:'::::~\ :~
0,0005 . . ; 0,006

VI) , ~r, 0 004

0.0004 0.002
o 300 WJ 900

Impuretes

La cons igne en épuiseme nt est divisée par 3 seule ment , ma is tr o p vite: le bo uclag e dést ab i
lise la colo nne, sans que le ca lcul des comma ndes s ignale qu elque chose.
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==;;;;;;;.;;.;;;;,.= = = :....:.:.::..-=--.:.':..:.4.:.E--=-2, changemen t: 0_-_5h_. _

:::0 ::
• 92

102 Q()

o 300 eoo 900 1200

commandes

" OO'.~~~:2
UOO8

0,000 5 lo.Cû6
UOO<l

0,000.4 QCû2
o 3(X) «» QC() 1200

Impuretes

Même changemen t de cons igne que 5. 17 , mais plus éta lé: le bouclage sta bilise nor ma le.
ment . Il est plus difficile de réduire la consigne en épuisement qu'en rect ificat ion parce
que le ra tio en épuisement est proche Je 1

Simulation 5 ,19 Epuiseme nt: 1 .2E-2

:: 1~~,lh" I"",~ j ~
'~~M

o JO) tOO 900 1200

commandes

0. 4E-2, oscillations: 5 " 2h .

::~tA~~ 1~WI~~
" oo"~uoo<l

a 3CO &.0 900 1200

Impuretes

La cons igne descend aussi bas qu'en simulation 5. 17, el le même problème sc pr ésente:
les déb its oscillent bea ucoup et la colonne sc st abi lise t rês lent ement lorsque la consig ne
revient à sa valeur init iale.

5.11 Paramètres d ans le ca lc u l d e ln co m m a n de .

Nous avons essay é le com portement du bouc lage lorsque le ret ard J a ns le boudage aug
mente , soit avec de gran ds inter valles entre les calculs J e la comma nde sur le modè le
agrégé, soit pa r de grandes const ante s de temps d ans le lissage. Nous mon tron s ici une
simulat ion avec un interv alle de calcul grand qu i ~~t il. la limit e de désta biliser le bouclage.
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Simulation 5.20 Ethène: 0.82 - 0.87, changement: 0 -1h; intervalle de calcul: 40min)
constante du lissage: 2 * 15min.

106 96 0,0006 0.018

94
0,016

104 0,0005 0,014

92
0,012

102 90
0 300 (IXJ 900 1200 300 600 900

commandes impuretès

Même perturbation que 5.2. Le bouclage est à la limite de la divergence à cause d'un
trop grand retard - un intervalle de calcul plus grand ou une autre constante de lissage
déstabilisent alors complètement la colonne. D'autres simulations ont montré que le
bouclage reste stable pour cette même perturbation jusqu'à des constantes de lissage
de 2 * 30min, si la commande est toujours calculée toutes les 15min. Il y a en définitive
un large domaine où le bouclage oscille mais reste stable.

Simulation 5.21 Eihène: 0.82 0.87, changement: 0 - 1h; pression constante dans le
mndè!e de commande. _

108 96 0,0006 0.014

106 94 r·
0,0005 0.012

104 92

102 90 0,0004 0.01
0 300 600 900 1200 0 300 600 900 1200

commandes impuretes
Mêmes entrées que 5.2; la commande utilise des valeurs de pression constantes qui cor
respondent à l'état initial: les fonctions de thermodynamique coïncident initialement mais
plus ensuite. Ceci introduit un écart important entre les agrégations et la colonne. Le
bouclage ne peut plus faire rejoindre les consignes. La stabilisation est un peu plus longue:
plutôt 7-8h. L'effet est si important parce que les étages de tête de la colonne sont proches
des conditions critiques: l'écart des sorties n'est pas acceptable alors que les pressions ne
diffèrent que très peu.

5.12 Démarrage.

Le démarrage d'une colonne est une opération longue: on ne peut boucler la commande
que lorsque les impuretés sont déjà suffisamment proches des consignes, pour que le bou
clage soit effectivement stable. Amener la colonne à un point de fonctionnement par des
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Le démarrage est simulé ici selon une méthode utilisée dans l'industrie: la colonne est
mise en marche remplie d'un seul constituant (ici l'éthane) avec des recyclages suffisants
pour avoir les deux phases sur tous les étages. Le point de fonctionnement à rejoindre
est l'état statique initial des simulations ci-dessus: les consignes ont cette valeur dès le
début, et l'alimentation varie après le temps zéro pour prendre cette composition. La
commande par agrégation est bouclée dès qu'elle peut être calculée, et conserve les ratios
jusque là - pour les simulation montrées ici, à environ 2h en rectification et à environ
3h en épuisement. Les commandes et les impuretés passent la majeure partie de leur
variation en 7-10h, mais cette variation brutale excite l'hydrodynamique, ce qui nécessite
un long intervalle pour stabiliser complètement la colonne ensuite.

L'alimentation varie pour toutes les simulations ci-après: Éthane: 0.95 - 0.17, chan
gement: 0 - GOmin; Débit d'alimentation: 4.0 - 34.0kmol/min, changement: 0 - 3h.
L'alimentation est sous phase vapeur et monte donc: le reflux augmente d'abord, et le
rebouillage une fois que le reflux a descendu la colonne. L'alimentation n'est pas vraiment
pure en éthane initialement, parce que simulateur ne peut pas calculer les équilibres sur
tous les étages pour une valeur plus haute.

Simulation 5.22 Boucle ouverte; Reflux: prend la valeur calculé par avance, change
ment: 0 - 3h; Rebouillage: prend la valeur calculé par avance, changement: 1 - 4h.

1200 1800

commandes

-b -

+--_~~~~-~.............. o
3ŒXl

0.02

0.018

0016

0014

0.012

0.01

0.008

0.006
O.OOO3~~:>....--.....-=::c........~~""""""+O.OO4

o 3ŒXl

1200 1800

impuretés

Les impuretés sont proches des consignes après environ 15h- une commande linéaire
pourrait être bouclée après ce délai.
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La capacité de calculer la commande dépend bien sûr de l'algorithme - nous utilisons
ici un algorithme de type Newton sur l'ensemble des équations de l'agrégation, qui essaie
le calcul à partir de la même initialisation jusqu'à réussir, et conserve ensuite le résultat
d'un calcul pour initialiser le suivant. Malgré de nombreux essais, il n'a pas été possible
de calculer la commande de manière à permettre de commencer le bouclage plus tôt,
par exemple en donnant au début les vraies valeurs d'impureté aux consignes plutôt que
directement les valeurs désirées à terme. Il est perdu beaucoup de temps par le fait que
l'impureté du résidu atteigne des valeurs autour de 40% avant que la commande puisse
être calculée, alors qu'elle part presque de zéro et se stabilise ensuite près de 1%.

Simulation 5.23 Agrégation de rectification initialisée à l'état statique de départ, d'épui
sement à celui à atteindre,. Intervalle de calcul: 10min, Lissage: 2 * 15min.

0,0007 0,02

0,018

0.016
0.0006 0.014

~
0.012

0.0005 r-:
/ 0,01

0,008

0,006

0 0.0004 0,004

1800 300 600 900 1200 1500 1800

commandes 1
0,9
0,8 /\

\0,7 !0.6

\0,5

0.4 0,2
0.3

\0,2 0.1
0.1

0 0
0 1800

imouretes

La commande est calculée à intervalles plus rapprochés avec le même lissage; il n'y a plus
d'oscillation sur les débits.
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Simulation 5.24 Agrégation de rectification et d'épuisement initialisées à l'état statique
à atteindre; Intervalle de calcul: 10min, Lissage: 2 * 5min.

0,1

0,3

0,2

o
o

commandes

°1200

00007 \dO'02

O:0006IJI~".,,' ~:~~:1 li, 0.014

00005 \. 0,012
, " .,' 0,01

00004 1 \/,;, 0,008

': 0,006

00003 0,004, ° 300 600 900 1200

1
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

o ~---':'~"----+-~===Q 0

o 1200

impuretes

La commande est aussi calculée à intervalles plus rapprochés, mais le lissage a la même
constante que pour les simulations en régime normal. La colonne se stabilise en 20h
seulement, avec de faibles oscillations.

5.13 Conclusion.

Un modèle de commande obtenu par agrégation nécessite peu de paramètres. La cons
truction du modèle dynamique sur lequel il repose est classique. Les compartiments
d'agrégation doivent être choisis assez grands pour permettre des mesures significatives
des compositions.

Le bouclage par un modèle de commande agrégé stabilise la colonne sur un large do
maine. Les simulations que nous avons reproduites montrent des changements importants
du point de fonctionnement: à cause de la composition de l'alimentation (5.4 ou 5.5),
de la pression (5.11), ou de la consigne d'impureté au soutirage. La colonne peut se
stabiliser même après des oscillations causées soit par des oscillations sur une entrée soit
par une commande amenant au bord du domaine atteignable (5.16). Le démarrage de la
colonne est un peu plus rapide si on boucle rapidement avec le modèle agrégé.

Dans notre implémentation sur un MTCROVAX II, le calcul du bouclage prend environ
une demi-minute et il suffit d'un calcul toutes les 15 minutes.

Un programme de commande de la colonne réelle nécessite
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- d'ajouter des paramètres d'ajustement (si possible continus) qu'il faut recalculer en
permanence, puisque le modèle de commande ne peut pas décrire exactement la colonne
réelle;

- de filtrer les mesures sur la colonne réelle, qui sont fortement bruitées, ce qui allonge
les calculs sur le modèle de commande;

- de disposer de mesures des débits internes; pour estimer les débits dans toute la
colonne, il faut recourir à une hypothèse de débits uniformes telle que celle du para
graphe A.5 (ce qui évite de calculer les bilans énergétiques), ou sinon, calculer le modèle
de commande en entier, y compris le compartiment agrégé autour de l'alimentation;

- de disposer d'ordinateurs installés pour commander les colonnes avec des mémoires
suffisantes pour calculer le système de commande en entier.
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Annexe A

Résultats.

A.1 Le degré topologique.

La définition axiomatique suivante nous suffit ici: le degré est une fonction entière
deg( t.p, D, p) définie pour les ouverts bornés D de Rn, les fonctions t.p continues de
l'adhérence fi vers Rn, et les points p de Rn [34]

- qui vérifie pour la fonction identité L, deg(I,D,p) vaut 1 si p E D et 0 sinon;
- qui vérifie pour les points p hors de l'image du bord t.p( aD), deg( t.p, D, p) =

deg(t.p- p,D,O);
- qui est additive sur les domaines: pour deux ouverts disjoints Dl et D2 inclus

dans D et p ri. t.p(fi-(DlUD 2»,on a: deg(t.p,D,p) = deg(t.pln"Dl,p)+deg(t.pID"Dl,p) ;
- qui est invariante par homotopie: pour un chemin continu 1] d'un intervalle J

de R vers les fonctions continues sur fi, deg(1](t), D,p) est constant sur J si p ne se
trouve sur l'image du bord du domaine 1](t)(âD) pour aucun tE J

Les deuxième et quatrième propriétés impliquent que le degré est constant en p sur
les composantes connexes de Rn - t.p(aD) : pour un chemin continu {} d'un intervalle J
de R vers Rn - t.p(aD) , deg(t.p,D, {}(t» = deg(t.p- (}(t),D, 0) , qui ne dépend pas de t
car 0 ne se trouve alors sur l'image du bord aD par t.p- (}(t) pour aucun t On a la
propriété que si le degré deg( t.p,D, p) ::f:. 0 , alors p a un antécédent par t.p

Nous ne calculons directement le degré que pour des fonctions continûment dérivables
en des points qui ne sont image que de points réguliers: en notant J = det \lt.p la
jacobienne, le déterminant de la matrice des dérivées partielles de t.p,pour p un point
de Rn qui ne soit pas sur l'image t.p(aD) du bord du domaine et tel que J(q) ::f:. 0 si
t.p(q)= p, le degré vaut

deg(t.p,D,p) = L sign J(q)
<p(q)=p

La somme est finie à cause de la condition J(q) #- 0

A.2 L'inversion des fonctions simplexe-relatives.

Théorème A.1 Une fonction simplexe-relative continue est surjective.
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Preuve. Nous calculons le degré de la fonction, dont la définition est rappelée au para
graphe A.1: pour une fonction simplexe-relative continue f: q f-t p, l'homotopie

TJ(t): qf-t (l-t)f(q)+tq

pour t E [0,1] est continue de [0,1] vers l'ensemble des fonctions continues de S(C)
vers lui-même. L'homotopie ",(t) est simplexe-relative pour tout tE [0,1] puisqu'elle est
un barycentre à coefficients positifs entre f et l'identité l Un point p à l'intérieur du
simplexe n'appartient donc jamais à l'image TJ(t)(ôS(C)) = ôS(C) du bord du simplexe
par l'homotopie quand t décrit [0,1], et deg(J,S(C),p) = deg(I,S(C),p) = 1 pour
p E S(C) : chaque p a donc un antécédent. 0

Théorème A.2 Une fonction simplexe-relative Cl dont la jacobienne ne s'annule pas
est un difféomorphisme.

Preuve. Comme la fonction est continûment dérivable, la jacobienne est continue, et de
signe constant puisqu'elle ne s'annule pas. Le degré est au signe près le nombre exact de
solutions, puisque les termes de la somme définissant le degré valent alors tous soit +1
soit -1 Ainsi, deg(f, S(C),p) = 1 pour tout p E f(S(C)) = S(C) signifie que pour
chaque p existe exactement un q tel que f(q) = p Autrement dit, la fonction est
inversible globalement, et l'inverse est continûment dérivable parce qu'on peut inverser la
fonction localement en tout point, vu que la jacobienne ne s'annule pas. 0

A.3 La forme locale de l'équilibre.

Théorème A.3 Si, pour un mélange en équilibre liquide-vapeur, les enthalpies partielles
de vaporisation sont égales pour tous les constituants, alors la relation isobare entre les
compositions liquide et vapeur a un jacobien défini positif [11]

Preuve. Nous notons C l'ensemble des constituants, c leur nombre, les quantités
des constituants dans les phases liquide et vapeur NL = [N;]aEC et N V = [N:]aEC
(l'unité de matière n'est pas nécessairement la mole), la pression P et la température T
Nous notons les rétentions complètes fiL = L:aECN!;, flv = L:aECN~ , les composi
tions X = [N;/flL]aEC et Y = [N~/flV]aEC Nous choisissons comme coordonnées
indépendantes sur le simplexe les c - 1 premières fractions x = [N; / fiL]a=l..C-I et
y = [N: / flV]a=l..C_1 Le choix des coordonnées n'est pas important pour le calcul du
jacobien, vu que le jacobien est défini indépendamment des coordonnées. Pour les calculs
matriciels suivants, les NL, NV, X et Y sont des vecteurs colonne de dimension c,
les x et y des vecteurs colonne de dimension c -1 Nous notons n le vecteur colonne
de dimension c constitué uniquement de 1

Nous écrivons l'équilibre thermodynamique avec l'égalité des potentiels chimiques
{-IL = [{-I~]aEC et {-IV = [{-I~]aEC comme fonctions de la pression, de la température et
des quantités de matière

(A.l)

l'équilibre en pression et en température étant écrit implicitement par le fait que les mêmes
T et P valent pour les deux phases. Les potentiels chimiques sont les enthalpies libres
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partielles P,a(N,T,P) = (:~) Pour un déplacement infinitésimal de l'équilibre
a N,T,P

à pression constante, on obtient

(A.2)

Comme les p,(N, T, P) sont homogènes de degré 0 en fonction des N, la matrice
des dérivées partielles âp,/âN a le vecteur N dans son noyau, donc X aussi. On a

La matrice âp,L/ âN L est homogène de degré -1 en fonction de NL ,donc filL(âp,L/ âNL)
est homogène de degré 0, c'est-à-dire qu'on peut considérer l'expression comme fonction
de X ou de x

Les dérivées partielles des potentiels chimiques par rapport à T valent

où ha est l'enthalpie partielle, définie par ha = (âH/âNa)N,P,T
Nous faisons l'hypothèse que les enthalpies partielles de vaporisation des constituants

sont égales: notons hLV la valeur commune des h~ - h~ Puisque fl~ = p,~ pour tous
les a, l'équation (A.2) devient

La matrice de dimension c X (c - 1)

(
1 0)

II=

~1 ~1

permet de réduire l'équation aux coordonnées indépendantes: dX = II dx et dY =
II dy En multipliant par la transposée 11' à gauche, il vient

(A.5)

.. , . -L ,âp,L
le terme en dT dlspa:alssant parce que II n = 0 La matrice N (II âNL II) est

symétrique puisque :~L l'est, et elle engendre une forme quadratique définie positive
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Ô L [VI ]
Vc-l ] II'ô~LII :

Vc-l

l
VI 1ÔflL :

Vc-l - I:a=1..C-I Va ] ÔNL .
Vc-l

- I:a=1..C-I Va

La matrice ÔflL!ôN L est la matrice des dérivées secondes de l'enthalpie libre GL A
cause de la convexité stricte de GL en dehors de la direction de NL, est positif et ne
peut s'annuler que si [ VI Vc-l - I:a=1..C-I Va ] correspond à une quantité
de matière, c'est-à-dire si toutes ses composantes sont positives, ce qui n'est pas possible.

Comme les matrices fiL (II':~~ II) et flV (II':~: II) sont définies positives, le fais-

ceau de matrices fiL (II':~~ II)+ >..fl
V(II':~: II) a toutes ses valeurs propres stricte

ment positives, et

~ = (flV(II':~:II)rl(flL(II':~~rr))
a également toutes ses valeurs propres positives. [18] 0

A.4 Les mélanges à volatilités relatives constantes.

Le modèle à volatilités relatives constantes est classique en génie chimique, bien qu'il
ne soit pas vraiment un modèle thermodynamique et qu'il n'existe pas de tabulation de ses
paramètres: il ne relie que les compositions, sans notion de température et de pression, et
s'appuie simplement sur la constatation que, pour de nombreux mélanges, les séparations
(YaXb)!(XaYb) (ou volatilités relatives) varient peu à l'intérieur d'une colonne, c'est-à-dire
sur un domaine de température et de pression limité. Sa forme extrêmement simple per
met d'obtenir par des calculs explicites certains résultats mathématiques, qu'on peut con
sidérer valables pour des mélanges dont les volatilités relatives varient peu. On l'applique
à une colonne particulière en prenant dans sa formule les moyennes des volatilités qu'on
a calculé avec un véritable modèle thermodynamique.

Nous avons comparé numériquement le jacobien de la fonction d'équilibre y du modèle
thermodynamique décrit au paragraphe 3.1.6 et un ajustement du modèle à volatilités
relatives constantes, c'est-à-dire le modèle avec Qa = Va! X a , au même point stationnaire.
Nous avons essayé comme modèles de colonne: celui à 95 étages avec éthane, éthène ( C2 )

et méthane ( Cl ) utilisé pour les simulations au chapitre 5.2, un dépropaniseur à 42 étages
avec éthane ( C2 ) , propane (C3 ) , butane ( C4 ) , pentane (Cs), et une stabilisation
d'essence à 38 étages avec éthane, propane, butane, pentane, et deux essences (à partir
du butane, il s'agit de constituants agrégés représentant plusieurs constituants dans une
certaine proportion). Les différences relatives sur les termes des jacobiens étaient de l'ordre
de moins de 1%. Le modèle à volatilités relatives constantes est une bonne approximation
de la fonction d'équilibre pour un mélange d'hydrocarbures.
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On peut le définir par la fonction de bulle; pour un ensemble de constituants C

y: 1';.= ~Xa , Ax = 2:aEcO'aXa ,
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où les volatilités des constituants (O'a)aEC sont des réels strictement positifs distincts
constants, c'est-à-dire indépendants de la composition. Les constituants les plus légers
sont ceux aux plus grandes volatilités 0': on formule ainsi simplement le fait que l'ordre
des volatilités des constituants du léger au lourd est le même à toutes les compositions.

On vérifie immédiatement que la fonction de bulle est définie et continûment dérivable
sur le simplexe fermé, inversible en fonction de rosée en prenant les inverses des volatilités

et que les séparations sont constantes.
Nous examinons le jacobien de la fonction de bulle dans les coordonnées z = (Za)aEC' ;

le constituant manquant dans C· par rapport à C est noté 0; il est pratique d'indexer
aussi les 0' dans l'ordre croissant sur les entiers 0, l, 2, ... ,c - I - 0'0 est alors le plus
petit, et on a C = {O.. c -I}, C· = {I .. c -I} La fonction de bulle s'écrit

et son jacobien vaut

c'est une matrice diagonale à éléments positifs moins une matrice de rang légalement
à éléments positifs. Soit v E RC' (v -1- 0) un vecteur propre de AxY'y associé à la
valeur .\: Ax Y'yv = Av , ce qui donne

Le vecteur propre ne peut pas se trouver dans le plan 2:aEC'(O''' - O'o)va = 0: il aurait
alors au moins deux composantes non nulles a et b pour lesquelles (0'" - .\)v" = 0 =
(O'b - .\)Vb , d'où O'a= .\ = O'b, ce qui n'est pas; on peut donc diviser par (O'a-.\) , qui
n'est nul pour aucun vecteur propre. Il vient

d'où

et

1 = 2:" ~" -=-:0s;
Comme 0'" > 0'0 et y" > 0, le deuxième membre est une somme de fonctions harmo
niques croissantes de >., chacune d'asymptote horizontale 0 et d'asymptote verticale les
0'", a = 1 .. c - I : c'est une fonction croissante, allant de 0 à +00 sur ] - 00, 0'1 [ ,
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de -CXJ à +CXJ sur les intervalles ]O'a,O'a+d, a = 1 .. c - 2, et de -CXJ à 0 au
delà. Cette fonction passe donc l'ordonnée 1 une fois dans les intervalles ] - CXJ, ad et
]O'a,O'a+d, a = 1 .. c - 2: les valeurs propres de A x \7 y sont réelles, et classées

0< Àl < 0'1 < À2 < 0'2 < ... < ÀC- l < O'C-l

et les valeurs propres de \7y sont les Àa/Ax, a = 1 .. c -1; ce classement des À vaut
sur le simplexe entier, les 0' étant constants. Le jacobien de y est diagonalisable, de
spectre réel positif. [9]

Le vecteur propre associé à Àa / Ax est

a [ v, ]
V = O'j- Àa J

Il se trouve en effet que 2::jEC'(O'j - O'o)v'J= 1 , d'où

(A.6)

On remarque qu'on peut choisir les vecteurs propres dans le demi-espace 2::aEC.(O'a
O'o)va > 0, et que les signes des composantes v'J dépendent de j et de a, mais pas
de la composition: chaque vecteur propre reste dans un quadrant différent de l'espace; la
base propre de \7y varie dans des limites étroites quand x décrit le simplexe.

Le déterminant de Ax\7y est le produit de ses valeurs propres, qui est encore le
produit des solutions de

a~' Ya::a -=-~o = 1 ,

ou aussi, en chassant le dénominateur, le produit des racines du polynôme

z= Ya(O'a- 0'0) II(O'k - À) - II (O'a- À) ,
aEC' kl'a aEC'

qui vaut le terme constant (la valeur pour À = 0 )

LYa(O'a-O'o)IIO'k- II O'a = L (~Xa)(O'a-O'O)rrO'k- rr O'a (A.7)
aEC' kl'a aEC' aEC' kl'a aEC'

= II O'a (z=O'a;xO'oXa-1) = -~ II O'a = -i rrO'a
aEC- a aEC- aEC

divisé par le coefficient du terme dominant -( _À)C-l , soit -1 Le déterminant de
Ax\7 y vaut (l/Ax)TIaEcO'a,donccc1uide \7y vaut TIaEc(O'aIAx) Comme on pouvait
l'attendre puisque y est un difféomorphisme du simplexe dans lui-même, sa jacobienne
est supérieure à 1 dans un domaine et inférieur à 1 dans le reste.
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A.5 Les débits uniformes dans une colonne.
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On construit les modèles de colonne simples avec des débits complets uniformes dans
chaque section. Le terme de génie chimique est: hypothèse des débits molaires cons
tants.

On la démontre classiquement en régime stationnaire en éliminant le bilan d'énergie
à partir des hypothèses suivantes: [30, 48]

- les enthalpies partielles liquide h; des constituants a E C sont égales entre elles,
et h~ de la vapeur sont égales entre elles;

- les enthalpies partielles h; et h~ des constituants a E C sont indépendantes de
la composition et de la température.

Nous en donnons une formulation plus précise. Notons h;, h~ et h;v les valeurs
constantes des enthalpies partielles liquide, vapeur, et de vaporisation des constituants
a E C

Proposition A.t Si les enthalpies partielles de vaporisation des constituants a E C
sont indépendantes de la composition et de la tempér-ature, alors les expressions

sont uniformes en régime stationnaire le long d'une section.

Preuve. Un étage à l'intérieur d'une section de la colonne a un débit liquide arrivant de
l'étage supérieur, un débit liquide partant à l'étage inférieur, un débit vapeur arrivant de
l'étage inférieur et un débit vapeur partant à l'étage supérieur. Les bilans statiques de
matière et d'énergie (3.2) s'écrivent

o = U- 1 + VP+I - LP - VP
o = HL,p-l + HV,p+l _ HL,p _ IIv,p

La relation (3.8) permet d'exprimer le bilan d'énergie

o = IIL,p-l +HV,p+I _ HL,p _ HV'P

= I:a h;L~-l + I:a h~V:+l - I:a h;L~ - I:a h~VI'

= I:a h;(L~-l - L~) + I:a h~(VI'+l - VI')

En soustrayant le bilan statique de matière de chaque constituant a multiplié soit par h;
soit par h~ , il vient

o = La(h~ - h~)(f-,~-l - L~)

I:a(h~ - h;)(VI' - V:+ 1
)

soit

o = I:a h;V(L~-l - L~)

= I:a h;v (VI' - VI'+l)

(A.8)

Les expressions I:a h;vL~ et La h;vV: sont uniformes dans chaque section de la
colonne. 0
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On conserve ce résultat dans les modèles dynamiques si les variations des débits com
plets sont suffisamment lentes pour qu'on puisse négliger leur dynamique devant celle des
compositions.

Sous l'hypothèse supplémentaire que les h;v molaires sont égaux pour tous les cons
tituants, on retrouve bien sûr que les débits complets Lp= LaEC L~ et Lp= LaEC L~

molaires sont uniformes dans chaque section.



Annexe B

Mise en œuvre des simulations.

Nous présentons ici les principaux moyens informatiques utilisés pour les simulations:
écriture du modèle de simulation, du modèle de commande, et bouclage. Nous expliquons
ensuite comment sont construits les simulateurs de génie chimique, et présentons les deux
simulateurs que nous avons utilisés et l'algorithme pour l'intégration dynamique.

Les simulations dynamiques ont été calculées avec SPEEOUP, qui nécessite une initia
lisation précise du système à cause de son architecture par équations, et qui ne dispose
pas d'algorithme pour en fournir une à partir seulement des conditions opératoires pour
un système représentant un procédé à contre-courant avec recyclage, comme une colonne à
distiller. ASPEN est capable de calculer un état statique à partir des conditions opératoires,
c'est-à-dire par exemple la composition d'alimentation, les débits d'alimentation et de re
cyclage et leur énergie, ainsi que d'un profil de pression fixé a priori, mais affiche les
résultats avec une précision trop faible pour SPEEDUp en Dynamic: les résultats ont
été recalculés à plus haute précision avec SteadyState, et c'est l'état statique résultant
qui sert d'initialisation aux Dynamic. ASPEN possède le modèle thermodynamique de
Redlich-Kwong-Soave en bibliothèque. Nous avons programmé les modèles thermodyna
mique et hydrodynamique pour SPEEOUP, qui les utilise à la fois pour le SteadyState
et le Dynamic.

Les simulations sont des intégrations du système en boucle fermée de la figure 5.1 de
la page 46. Seules les équations de la colonne (3.2), (3.1), (3.10) et (3.14) de la page 23
sont déclarées au simulateur. La colonne est décrite comme une suite de unit-étages avec
les models qui s'y rapportent: le model ci-après correspond aux étages intermédiaires.

Les noms de variables suivent les conventions: MOLES et ENERG sont les rétentions de
matière et d'énergie, FLOW et ENTH les débits de matière et d'énergie, INP et OUTles débits
entrant et sortant, LIQ et VAPles débits liquide et vapeur; TEMP est la température et PRES
la pression, DELTAJ'UG la différence des fugacités; HoLD..HEIGHT est la hauteur de rétention
liquide sur le plateau, DoWNC..HEIGHT la hauteur de liquide dans le déversoir. le '_U' désigne
les variables de l'étage inférieur. Le dièse 'j' ouvre un commentaire jusqu'à la fin de la
ligne. set déclare les paramètres NCfixant le nombre de constituants, qui est la longueur
de tableau des débits, des rétentions de matière et des fugacités, et NTRAY indexant la
géométrie de l'étage qui intervient dans l'hydrodynamique. type déclare les variables
et leur type, stream les variables communes à deux units, equation les équations et
procedure les fonctions. le **** est la fin de paragraphe. Le dollar '$' désigne la dérivée
par rapport au temps - le temps en question est toujours le temps de simulation dans la
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suite.

model P
setNC ,NTRAY
type

INP_FLOW_LIQ , INP_FLOICVAP
INP_EHTH_LIQ • INP_ENTH_VAP

OUT_FLOW_LIQ , OUT_FLOW_VAP
OUT_ENTH_LIQ , OUT_ENTH_VAP

#[INP]

as array( NC) of HOLE_FLOW
ENTH]LOW

# [OUT]
array( NC) of HOLE_FLOW

ENTH_FLOW
# [HYD]

PRESSURE
LENGTH

#[LOC]
of HOLE_HOLD

ENER_HOLD
of FUGACITY

TEMPERATURE
LENGTH

as array(NC)

as array(NC)

PRES ,PRES_U
HOLD_HEIGHT • HOLD_HEIGHT_U as

HOLES
ENERG
DELTA_FUG
TEHP
DOWNC_HEIGHT

result
TEMP , PRES, OUT_FLOW_LIQ , OUT_FLOW3AP , DDWNC_HEIGHT

stream
output 1 is OUT]LOW_LIQ, DUT_ENTH_LIQ

,INPJLDW_VAP,INP_ENTH_VAP
, PRES_U • HOLD_HEIGHT_U

input 1 is INP]LOW_LIQ, INP_ENTH_LIQ
,OUT]LOW_VAP ,OUT_ENTH_VAP
,PRES ,HOLO_HEIGHT

equation
$MOLES = (INP]LOW_LIQ+ INP]LOW_VAP)

- (DUT]LOW_LIQ+OUT]LOW_VAP);
$ENERG = (INP_ENTH_LIQ+INP_ENTH_VAP)

- ( DUT_ENTH_LIQ + OUT_ENTH_VAP ) ;

= DELTA]UG;
procedure

( HOLES , ENERG , OUT_ENTH_LIQ , OUT_ENTH_VAP , DELTA]UG
• DOWNC_HEIGHT , PRES_U , HDLD_HEIGHT )

THERHO_HYDRO
( HTRAY • OUT_FLOICLIQ , DUT_FLDW_VAP , TEHP • PRES

, INP_FLDW_VAP , HOLD_HEIGHT_U )

Les variables de matière sont les débits et les rétentions totales. Les seules équations
déclarées sont les bilans de matière et d'énergie, et les égalités de fugacités. Les fonc
tions d'hydrodynamique et de thermodynamique sont réunies en une unique fonction
compilée comme subroutine de FORTRAN, qui appelle une subroutine de thermodyna
mique et une d'hydrodynamique -les variables telles que les fractions molaires, qu'utilise
la thermodynamique, les volumes molaires que calcule la thermodynamique et qu'utilise
l'hydrodynamique, ou les volumes des phases que calcule l'hydrodynamique et qui in
terviennent dans les rétentions n'apparaissent pas au simulateur. Les étages particuliers
d'alimentation et de soutirage ont des bilans légèrement modifiés, l'étage d'alimentation
a un calcul d'enthalpie pour le débit entrant, le condenseur et le rebouilleur ont des
équations supplémentaires pour leurs régulations et n'ont pas d'hydrodynamique.
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Tous les paramètres de simulation susceptibles de changer ont été rassemblés dans un
unique fichier lu par un interface spécial acceptant un format souple. Le fichier ci-après
présente la base du fichier de paramètres pour les simulations en boucle fermée autour
d'un régime stationnaire. Les lignes iunction et suivantes définissent des variables du
modèle de la colonne en fonction du temps: les consignes de pression de tête (en bar) et
de volume des ballons de reflux et de rebouillage (en m3

) , le débit (en kmol/min) et la
composition de l'alimentation (en fraction molaire), les débits des soutirages et les deux
consignes d'impureté. Les lignes regul paramètrent les équations des régulations propor
tionnelles intégrales du modèle. Les lignes cale définissent l'interface pour la commande:
les débits de reflux LIQ...REQ et de rebouillage VAP-STR sont calculées en fonction des con
signes CDM_.. , des mesures de température TL .. , du débit vapeur arrivant à l'étage du
distillat VAP...REC et du débit liquide arrivant à l'étage du résidu LIQ_STR, des mesures de
pression PRES_ et de la mesure de composition du dégazage de pasteurisation MEAS_..
Les lignes smooth définissent le lissage des commandes calculées. Les programmes cal
culant les commandes sont des modèles statiques également compilés par SPEEDUP, qui
contiennent les étages 10 à 41 ou 78 à 95 avec les mêmes bilans sous forme statique, avec
les mêmes fonctions thermodynamiques, et avec les mêmes valeurs de pression (les valeurs
du modèle dynamique sont passées aux programmes de commande).

interruptfatal=2
status first,next=100000,speedup

function TOP_PRES/number=5 , TOP_LEVEL/number=6 , BOT_LEVEL/number=7
start 20.5 .25.0 ,25.0 /forever

regul TOP_PRES /number=3/gain=2.5 /reset_time=2.0/coef=2.8 /drop=1.0
regul TOP_LEVEL/number=2/gain=1. OD-1/reset_time=2. 0/coef=1000 .0/drop=1. 0
regul BOT_LEVEL/number=l/gain=l. OD-1/reset_time=2. 0/coef=50. 0 /drop=1.0

funetion
start
function
start

VAP_FEED/number=4
34.0 /forever
CH4/number=1 , C2H4/number=2 • C2H6/number=3
1.2D-3 , 0.82 , 0.17 /normalized/forever

function DEGAS/number=21
start 1.0000000 /forever

function
start
smooth/constant=10.0

REC_REFLUX/number=22 , REBOIL/number=23
103.6473 ,91.755539
LIQ_REC ,VAP_STR

funetion PRD_REC_PUR/number=24 , BDT_STR_PUR/number=25
start 5.0D-4 , 1.2D-2 /forever

cale select EDI_TIME_STEP 15.0
cale input MEAS_DEG_CH4,MEAS_DEG_C2H4.MEAS_DEG_C2H6 -

,COM_REC_CH4,CDM_REC_C2H4,COM_REC_C2H6
cale input PRESjrange=(10,41)
cale input COM_STR_CH4,COM_STR_C2H4,COM_STR_C2H6
cale input PRESjrange=(79,95)
cale input VAP_REC,LIQ_STR
ealc input TI124,TI43
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!-- auxiliary commands on both rectification and stripping -------------------
calc auxiliary=SPEEDUP_AUXREC/install="tllSPEEDUP_AUX [. AUXREC]" LIQ_REC 

MEAS_DEG_CH4,MEAS_DEG_C2H4,MEAS_DEG_C2H6-
,COM_REC_CH4,COM_REC_C2H4,COM_REC_C2H6 -
,VAP_REC,TI124,PRESjrange= (10 ,41)

calc auxiliary=SPEEDUP_AUXSTR/install="GlSPEEDUP_AUX [.AUXSTR]" VAP_STR 
COM_STR_CH4,COM_STR_C2H4,COM_STR-C2H6

,LIQ_STR,TI43.PRESjrange=(79,96)
calc output TIME,LIQ_REC,VAP_STR

spavn ren CMND.DISPLAY .BATCH

Les simulations partent de l'état statique correspondant aux entrées de ce fichier, qui
se fonde sur un calcul de régime de fonctionnement de la colonne: les ratios valent 0.7 en
rectification, où la qualité est commandée en réalité, et 0.9 en épuisement.

B.1 Les types de simulateurs.

Les simulateurs de génie chimique existent sous deux formes. Les uns ont une structure
séquentielle modulaire: les modules, ou unités du schéma de procédé, sont calculées
séparément et successivement, et le système est une simple juxtaposition d'unités. Cette
approche permet de converger à partir de peu de données d'initialisation, et s'accorde
bien à une implémentation de calculs de dimension et d'évaluation de coût de fonction
nement. La résolution des recyclages, des spécifications de certaines grandeurs, ou de
calculs d'optimisation est menée par des itérations extérieures à la résolution du système,
avec des algorithmes simples, monovariables dans la plupart des cas, qui exploitent peu
d'information sur le système et sont sujets à des directives de la part de l'utilisateur, telles
que le jeu de variables à manipuler dans les itérations.

Les autres ont une structure par équations: ils traitent le système globalement par
des algorithmes généraux, ce qui permet de résoudre facilement des problèmes tels que
l'estimation de paramètres ou l'intégration dynamique. Ils nécessitent en revanche des
initialisations précises de toutes les variables, ce qui les destine plutôt à calculer des
variations à partir d'une solution connue, et il est difficile d'interpréter une divergence
des calculs. Les calculs de recyclages, même imbriqués, ou les spécifications de gran
deurs quelconques ne posent pas de problème particulier, puisque toutes les équations
sont traitées de la même façon. L'analyse de la structure du système permet aussi un
diagnostic sur l'absence de solution là où un algorithme séquentiel resterait bloqué sans
interprétation, par exemple quand l'index est supérieur à deux.

Les deux types d'approche sont complémentaires, et les simulateurs tendent à les
combiner aujourd'hui: les traitements modulaires évoluent d'algorithmes séquentiels vers
des algorithmes simultanés utilisant plus d'information sur le système, et les traitements
par équations évoluent vers des traitements mixtes 011 le modèle peut être résolu par mor
ceaux successifs. Certaines équations sont ainsi résolues par des algorithmes spécifiques et
d'autres par des algorithmes généraux. Les simulateurs se différencient pour l'exploitation
industrielle surtout par les banques de données physiques et par la bibliothèque de modèles
disponibles. Les banques de données peuvent en général être complétées par régression ou
par estimation. Des modèles peuvent souvent être ajoutés, dans des langages descriptifs
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spécifiques avec certains simulateurs, mais avec la plupart par des routines du langage
procédural FORTRAN, l'écriture des algorithmes étant laissée à l'utilisateur.

La description d'un procédé est lourde, et la plupart des simulateurs compilent un
fichier descriptif: ils analysent les spécifications, écrivent dans le langage procédural FOR
TRAN un fichier-source qui représente les équations du procédé, puis lient un exécutable
avec le solveur et les modules de propriétés physiques, avec lesquels ils résolvent le système.
La description interactive est une tendance récente, donnant des simulateurs qui allient
l'entrée par menus et une aide en ligne pour réduire la consultation des manuels de
référence, qui affichent le schéma de procédé sous forme graphique, qui reçoivent les
mesures d'un procédé à émuler par interface en temps réel, et qui donnent leurs résultats
en graphiques.

Avec le recyclage et le contre-courant, un modèle de colonne à distiller est un système
difficile à résoudre. Les simulateurs modulaires résolvent itérativement une équation à une
variable, en coupant un débit judicieusement choisi: en fonction de ce débit, le recyclage
est calculé séquentiellement de l'unité où il entre jusqu'à celle où il sort. L'équation qui
résulte est que le débit est égal à l'entrée et à la sortie du recyclage coupé. La méthode est
intéressante en statique par sa bonne convergence, mais elle est difficile à coupler à une
intégration dynamique. Les simulateurs par équations sont les plus adaptés à l'intégration
dynamique d'un recyclage parce qu'il existe des algorithmes spécialisés.

B.2 Le logiciel ASPEN.

ASPEN est un logiciel de simulation statique de génie chimique en architecture séquentielle
modulaire, travaillant par compilation. Il possède une vaste banque de données physiques
et une large gamme de modèles d'unité.

A coté du choix des constituants, du modèle thermodynamique et des unités de mesure,
la colonne est décrite comme un bloc de distillation fractionnée en précisant le nombre
de ses étages, les positions et les phases de l'alimentation et des soutirages, le profil
de pression. On peut spécifier directement les grandeurs manipulables, celles qu'on
peut aussi imposer sur une colonne réelle, comme la composition de l'alimentation, les
conditions de fonctionnement, telles que le reflux, les débits de soutirage, les échanges de
chaleur. Une grandeur qui n'est pas imposée mais régulée sur une colonne réelle, telle
qu'une impureté au soutirage, ne peut être spécifiée dans le modèle qu'en précisant une
variable manipulable qui sera ajustée par un algorithme monovariable. Les résultats se
répartissent sur une douzaine de fichiers, dont principalement un de diagnostics, un de
suivi des boucles de convergence, et un des conditions de fonctionnement et des divers
profils de la colonne.

B.3 Le logiciel SPEEDUP.

SPEEDUP est un logiciel de simulation en architecture par équations, travaillant par
compilation. Il comporte un compilateur pour un langage de description de systèmes
d'équations, et un environnement en interface avec divers algorithmes mathématiques
généraux capables de:

- SteadyState: résolution de systèmes statiques,
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- Optimization: optimisation,
_ Dynarnic: intégration dynamique de systèmes algébro-différentiels,
- Estimation: estimation de paramètres;
plusieurs algorithmes peuvent exister pour un même calcul. Les algorithmes analysent

la structure creuse du système, qui traduit que la plupart des équations ne dépendent que
des variables de l'étage ou des étages voisins, et utilisent des algorithmes de matrices
creuses. SPEEDUP n'est cependant pas un logiciel d'analyse de systèmes: l'utilisateur n'a
pas accès à l'information intermédiaire des calculs, telle que le jacobien du système.

Un système est divisé en units qui sont regroupées par models dans lesquels sont
écrites les équations et la description de leurs variables. Cette représentation en deux
niveaux permet de n'écrire qu'une fois une séquence d'équations répétée sur plusieurs
jeux de variables, mais restreint la portée des variables à une unit. En génie chimique,
les variables apparaissant dans deux units différents sont principalement les débits, qui
apparaissent dans deux bilans. L'équivalence de deux variables s'écrit en spécifiant J'une
comme input et l'autre comme output dans leur model, ces strearns entre units étant
donnés dans un flowsheet. L'interface avec des subroutines de FORTRAN est facile, qui
permet d'inclure des fonctions de forme complexe, et de traiter certaines équations par
des algorithmes spécifiques. Le compilateur analyse la description du système et compte
les degrés de liberté: nombre de variables moins nombre d'équations ou de sorties de
procédure.

Certaines subroutines sont appelées avant la résolution du système, de façon à obtenir
une initialisation cohérente sur des jeux de variables reliées entre elles. Il décompose le
système en une suite de blocks d'équations dans laquelle chaque block est indépendant
des suivants. Cet algorithme permet des calculs lorsque certaines variables ne sont pas
initialisées. Pour une colonne à distiller, cette décomposition donne en fait un seul grand
block avec les bilans et les équilibres du recyclage en contre-courant, et des blocks de
dimension 1 pour les autres équations.

Le solveur dynamique intègre le système par l'algorithme de Gear (le seul disponible)
et enregistre les valeurs des variables interpolées aux temps spécifiés, qui peuvent être
affichés ou sortis sur fichier.

Les mot-clés du langage s'inspirent du génie chimique, sans que cela apporte une
quelconque notion aux objets utilisés, et les systèmes sont décrits malgré les apparences
sous une forme mathématique générale: le compilateur connaît des équations mais pas
de bilan, d'équilibre ou de régulation, connaît des variables mais les notions de consti
tuant, de phase, de matière ou d'énergie sont limitées à l'interface avec la banque de
données physiques (qui est à juste titre classée comme extension dans le manuel), analyse
les degrés de liberté comme condition globale mais pas par rapport aux possibilités du
génie chimique, connaît des entrées mais pas d'alimentation, de reflux ou de rebouillage:
SPEEDUP est un simulateur, mais pas vraiment de génie chimique. La bibliothèque de
models est principalement une liste d'exemples, et l'utilisateur est conduit à écrire des
modèles lui-même, ce pour quoi il a en définitive une complète latitude.

Facilement présenté comme l'état de l'art en simulation, SPEEDUP contient effec
tivement des algorithmes mathématiques généraux récents et un minimum d'analyse
de système d'équations - mais, au moins jusqu'à. la version 5.1, l'environnement qui
est sensé assurer le lien avec ces algorithmes est un cocktail d'idées modernes prises à
droite et à. gauche, pas repensées dans le cadre du simulateur, jurant avec d'autres points
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vieillots, surchargé mais jamais refondu. L'implémentation sur VAX est une simple copie
de celle sur IBM, dont on a repris une gestion entièrement en mémoire virtuelle, très
lourde et lente, fragile au point que n'importe quelle interruption peut faire perdre toute
les données, truffée d'erreurs au point que les données se corrompent parfois en cours
de calcul et ... inutile parce qu'elle ne correspond pas à l'architecture de l'ordinateur.
L'écriture et l'interface datent du vieux système d'exploitation VM/CMS. L'accès inter
actif et les diagnostics ne sont pas adaptés aux systèmes de plus d'une ou deux dizaines
d'équations, les fichiers de diagnostics ont une taille astronomique qui les rend inutili
sables. Des notions classiques de l'informatique, telles que fichier-source, état courant,
type de variable, l'analyse de syntaxe, la compilation automatique, la session de tra
vail, ou l'exécution en batch (arrière-plan), sont tronquées, défigurées ou escamotées 
il ne s'agit là pas que de difficultés de développement. Le manuel est lénifiant, il se tait
sur de nombreux points délicats, il n'est pas tenu à jour (les commandes Quit et Link,
pourtant importantes, n'étaient pas documentées dans les versions 4.), il considère cer
taines possibilités de l'environnement comme inutiles (sic.) (la commande Link, une fois
qu'elle était documentée dans les versions 5) et ose prendre le contre-pied de documen
tations modernes d'autres constructeurs ou développeurs (on y dénigre les noms logiques
de VMS ou les parameters de FORTRAN). Les étourderies de l'utilisateur sont rarement
rattrapées. L'ensemble n'a pas été testé sérieusement. Les systèmes ne sont traités que
jusqu'à une fraction du nombre d'équations annoncé. L'utilisateur n'a pas connaissance
des paramètres intervenant effectivement dans les algorithmes et ne peut pas surveiller la
progression des calculs. Il manque le diagnostic fondamental sur la divergence des calculs
(il a été ajouté pour la version 5.3, donc au bout de 30 ans, mais avec une erreur qui
le rendait inutilisable jusqu'à la sous-version 5.3B), ce qui est d'autant plus cruel que
certains des algorithmes initialisent le système dans un ordre qui dépend de sa structure
d'ensemble, donc imprévisible pour l'utilisateur. Les défauts sont si nombreux que trois
ans d'utilisation intensive ne suffisent pas pour arriver à travailler en confiance: SPEE

DUP fait largement ce qui lui plaît, et réussir à écrire un système de telle sorte qu'il puisse
être simulé n'est pas drôle. On regrettera finalement que l'ensemble est construit trop
pour sembler connu à un technicien: le vocabulaire est tiré du génie chimique et plaqué
sur des solveurs sans autre considération. Les résultats sont écrits dans un beau format
inutilisable par d'autres programmes et interpolés, ce qui imite un équipement de temps
réel mais masque les vraies sorties des algorithmes. Le seul FORTRAN est imposé comme
langage des programmes externes, alors qu'il n'apporte aucun avantage, qu'il dépend for
tement de l'ordinateur, qu'il est difficile à apprendre et à utiliser correctement, et qu'il
est notoirement connu pour prolonger la mise au point de programmes plus complexes
qu'un algorithme abstrait, pour résulter en une écriture brouillonne, et pour entraver un
développement et une maintenance de longue durée ou en équipe.

BA L'algorithme de Gear.

L'algorithme d'intégration dynamique utilisé dans SPEED Ur est celui développé par
Gear, adapté aux systèmes algébro-différentiels, qui avait été initialement conçu comme
une amélioration des algorithmes pour les systèmes mal conditionnés, avec des cons
tantes de temps très différentes. [13,6,28,43] Il traite directement un système implicite
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F(Y,Y,t) = 0 d'index 0 ou 1, sans que Y soit séparé en variables différentielles et
algébriques. (21) Si le système contient des équations algébriques, certaines coordonnées
de Y n'interviennent pas et le jacobien fJF/fJY est dégénéré. L'algorithme converge
aussi avec des systèmes sous forme semi-implicite d'index 2, [22] mais les valeurs obtenues
avec des systèmes d'index plus élevé sont a priori différentes de la solution. [44, 35) Nous
ne connaissons pas de calcul de majoration de l'erreur, qui doit dépendre de dérivées des
fonctions et des entrées du système à un ordre qui augmente avec l'ordre de l'algorithme.

L'algorithme se décompose en trois étapes. Notons tn la suite croissante des instants
d'intégration, hn = ln - tn- 1 la suite des pas d'intégration, et les états discrétisés Yn et
les dérivées estimées Y;, qui sont solution de F(Y;, Yn , ln) = 0

- A tp , l'algorithme extrapole les estimations Yp et ~l à partir du polynôme de
degré au plus k qui interpole les y;'-k..p-l et Yp

1
_ 1 ; cet ordre k de l'algorithme ne

doit pas dépasser 5 en pas variable pour des raisons de stabilité; le départ s'effectue à
l'ordre 1 de manière à n'exiger à la que Ya ou ya

1 comme information;
- il corrige ensuite l'extrapolation en résolvant F(~l + lk/hp E, Ç;, + E, tp ) = 0

par un algorithme de Newton initialisé avec E = 0 ; cette résolution utilise l'inverse du
jacobien Ik/hp.âF/âY +âF/âY ,qui est inversible pour toutes les valeurs de hp sauf des
valeurs isolées si le problème est correctement posé; le jacobien est conditionnée comme
l/hp à la puissance l'index, et donc plus difficile à inverser lorsque le pas diminue. Une
approximation suffit pour les calculs, et il est conservé à sa valeur aussi longtemps que
la correction converge bien. Les valeurs Y;, = Yp + E et Yp

1 = Ypl + ik/ hp E sont
alors telles qu'un polynôme de degré au plus k interpole les Yp- k..p et y;'l; cela donne
k + 2 conditions et est possible pour un certain coefficient lk qui ne dépend que de k ;

- il estime ensuite l'erreur locale d'intégration, qui se met sous la forme:

h;+l . y(k+l) /(k + 1)! + termes d'ordre au moins(k +2) ;

on a noté y(k+l) la dérivée d'ordre k+l de Y, qui est évaluée par une approximation qui
ne demande pratiquement aucun calcul supplémentaire: le contrôle automatique du pas
et de l'ordre d'intégration est facile à réaliser. On détermine ensuite l'instant tpH auquel
l'algorithme poursuit; la stratégie de cette détermination favorise les simulations pour un
certain type d'évolution du système, par exemple celles où le système se stabilise après un
certain temps, ou celles où il entretient des variations, certaines stratégies pouvant même
échouer là où d'autres réussissent à intégrer [7] - il semble qu'il est impossible de mettre
à la disposition des utilisateurs un programme avec plusieurs stratégies.

Notons que les erreurs numériques se cumulent sur les variables différentielles, le cumul
se réduisant ou s'amplifiant selon qu'il se produit dans une partie stable ou instable du
système. Ceci ne cause pas de problème dans notre cas parce que le modèle de génie chi
mique est stable, et que les régulations proportionnelles intégrales sont neutres: le système
converge toujours vers le bon régime statique quant aux variables de génie chimique.



Annexe C

Ordinateurs et logiciels.

Les ordinateurs et les logiciels suivants ont servi pour cette étude:
- MICROVAX II sous VMS (Digital Equipement),
- TANDON TARGET (AT2) sous MsDos (Tandon Corporation), WINDOWS (MicroSoft

Corporation), DESQvIEW (QuarterDeck Office Systems) et 4Dos (JP software),
- EpSON PC PORTABLE (AT2) sous MsDos (Seiko Epson Corporation) et 4Dos

(JP software),
- MACINTOSH I1SI sous MACOS (Apple Corporation);
- SPEEDUP (Prosys Technology): intégration dynamique du modèle de colonne et

calcul de la commande par agrégation,
- ASPEN PLUS (Aspen Technology): calculs statiques du modèle de colonne,
- VAX FORTRAN et DEBUG, CLD, MESSAGE (Digital Equipement): programmes de

calcul, paramétrage des simulations, affichage,
- HARWELL SUBROUTINE LlBRARY (version IBM) (United Kingdom Atomic energy

authority, Harwell Laboratory): calculs matriciels,
- LINPACK (University of New Mexico, Argonne national Laboratory): calculs matriciels,
- BASILE (@INRIA, France): calculs matriciels;
- KERMIT (@Columbia University): transfert de fichier-sources,
- ST240 (SmarTerm): transfert de fichiers de données,
- KEDIT (Mansfield Software Group): édition des fichier-sources et de fichiers de

données numériques,
- 1-2-3 (Lotus Development Corporation): édition des graphiques,
- EXCEL (MicroSoft Corporation): impression des graphiques,
- DESKDRAW (Zedcor): édition de schémas,
- ~TEX (@Leslie Lamport) sous TFXTURE (Blue Sky Research) et sous PcTEX (Perso-

nal TeX), BlBTpX (Stanford TeX project) et MAXvIEW (Aurion Tecnologia): composition
du document,

- SPRINT (Borland International): vérification orthographique.
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