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Résumé

On se pose le probléme de commander un CSTR (Continuous Stirred Tank Reactor, ou réacteur
continu mélange) siége d'une ou plusieurs réactions exothermiques donnant lieu a des phéno-
meénes d’emballement ou d'extinction. Pour cela, on met tout d'abord en évidence une propriété
de régularité de la cinétique isotherme qui permet de construire un diagramme thermique

au vu duquel I' apparait comme lié & une situation mathématique
générale, a savoir celle d'une bifurcation col-nceud par rapport a un paramétre de commande.
On utilise a cette occasion un théoréme global des fonctions Implicites développé pour les
besoins de la cause. Cect étant, on démontre que sans 1l est
possible de supprimer le phénomeéne indésirable et de stabiliser le réacteur a n'importe quelle
température de fonctionnement a laide d'un retour de température, de type proportionnel
ou pr intégral a grand gain En on calcule une borne
inférieure de gains de réduire 1 le gain
intégral 4 une simple condition de signe. Par ailleurs, la stabilisation en question est de type
locale asymptotique, mais on prouve aussi un résultat global dans le cas particulier: A — B.
Enfin, 'approche est généralisée localement au cas d'un systéme non linéaire quelconque a

une entrée et une sortie pré une 1 d par rapport a la
Mots-clef
CSTR, thermique 1 d,

cinétique réguliére, systéme SISO, stabilisation locale, minimum de phase, retour de sortie,
commande PID.
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Abstract

We address the issue of controlling a CSTR (Continuous Stirred Tank Reactor) with potential
thermal runaway induced by exothermic reactions. First we emphasize a regularity property
of isothermal kinetics that leads to the construction of the reactor’s heat production / heat
removal diagram, the analysis of which shows the link between runaways and the general

mat frame of saddle-nod: with respect to a control parameter. Here, we
use a global version of the implicit function theorem that was especially developped for this
purpose. Then, we show that without can be

and the reactor stabilized at any temperature level by means of an output feedback, of pro-
portionnal or proportionnal-integral type with high proportional gain. To be more precise,
we compute a low bound of proportional gains that allows the choice of any integral gain of
given sign. Moreover, we obtain local asymptotic stabilization results, but we prove a global
stabilization result in the A — B case. Finally, we propose a local generalization to nonlinear
SISO systems with a saddle-node bifurcation with respect to the control variable.

Keywords

CSTR, heat production / heat removal diagram, thermal runaway, saddle-node bifurcation,
regular kinetics, SISO control system, local stabilization, minimum phase, output feedback,
PID control.
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Introduction

Ce travail a pour objectif de donner un cadre - simple d
le probléme I'emballement de certains réacteurs chimiques - les réacteurs continus idéalement
mélangés (Continuous Strirred Tank Reactors, ou CSTRs) siége de réactions exothermiques

et d'en déduire des en termes de Plut6t qu'une étude spécifique
portant sur un procédé précis, on a cherché, sur la base d'un modéle général, a synthétiser
des de trois le Génie Chimique, les

Mathématiques et lAummauquc

Sur le contenu.

Depuis quelques decennies, de nombreux travaux sur le CSTR ont vu le jour, tant du point
de vue mathématique bifurcations des systémes dynamiques que dans une optique de
commande - linéaire multivariable, non linéaire géométrique, adaptative -, mais rares sont les
auteurs ayant concilié les deux approches. Par rapport a ces travaux, Foriginalité e Iaspect
non-linéaire de notre étude reposent essentiellement sur la prise en compte de la possibilité
de changer le point de fonctionnement du réacteur. Trés souvent en effet, on discute de la sta-
bilité ou de la stabilisation d'un équilibre précis, mais le cas concret d'un opérateur, désirant
par exemple modifier la température d'équilibre en ajustant la commande & une valeur de
consigne, est rarement envisagé. La pratique industrielle courante, en cas d'instabilité, con

siste a respecter des seuils de sécurité pour se maintenir a Iécart de la zone dangereuse, mais
une telle stratégie présente le double inconvénient de ne pas €éliminer le probléeme stress de
Topérateur - en générant des contraintes supplémentaires limitant de facon notable la flexi-
bilité de I'exploitation.

Dans cette optique, une partie de notre travail consiste a montrer que I'emballement des
réacteurs peut s'apparenter 4 un probléme général de paramétrisation des équilibres par la
probleme lié a la des états stationnaires dont le cadre mathématique

naturel est celui des bifurcations (stationnaires). Cette approche nous conduit a introduire
la notion de cinétique isotherme réguliére, qui traduit T'existence pour toute température d'un
unique jeu de concentrations d'équilibre associé. De celte fagon, on se concentre sur les effets
énergétiques issus du couplage des équations cinétiques isothermes avee un bilan thermique.

Cette hypothése permet de construire le thermique stati bien
connu des ingénieurs chimistes dont I'analyse graphique met en évidence la multiplicité des
états stati et le phénomeéne d' potentiel associé.

Ceci étant, la question se pose alors de trouver une commande permettant de restaurer
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T'unicité des équilibres tout en assurant la stabilité en boucle fermée. A ce sujet, nous nous
limitons a I'étude d'une commande thermique par retour de sortie, et en 'occurence par re-

tour proportionnel (P) ou prope tégral (PI) de é Ce choix est cohérent avec
T'hypothese de cinétique réguliére et avec lexpérience des chimistes. En effet, il est couram-
ment admis (cf [42]) que les & multiples sont és par des au sens

large du terme. Lorsque la cinélique isotherme est réguliére, le recyclage en question provient
deeffets thermiques ! et est donc naturel de (enter de le modifier par un bouclage thermique.
Effectivement, nous montrons que I'on peut  la fois le éne d'

et assurer la stabilité locale asymplotique d'un CSTR général a cinétique réguliére. Limportant
ici n'est pas la stabilisation en tant que telle, laquelle reléve de méthodes trés classiques, mais
plutét Texistence d'un lien avec I'analyse stationnaire. En particulier, 'hypothése de cinétique
réguliére fait du réacteur un systéme dit a minimum de phase en Automatique, ce qui rend
possible la stabilisation par retour de sortie.

Par ailleurs, nous avons tenté de faire le point sur 'impact du terme intégral d'un retour
PL. A ce sujet. nous proposons essentiellement deux résultats: d'une part la présence d'un
terme intégral de gain résoud le probléme de I'emballement
toujours dans le cadre des cinétiques réguliéres -, el d'autre part il est possible de calculer
explicitement une borne de gain proportionnel stabilisant, telle que I'ajout d'un terme intégral
dont seul le signe du gain est imposé ne puisse plus déstabiliser le réacteur. Ce résultat
d'Automatique linéaire est lié a la notion de passivité; bien que probablement connu ou intuité
par de nombreux ingénieurs, celui-ci mavail jamais fait Iobjet, 4 notre connaissance, d'un

énoncé précis en ces termes.

Sur les origines.

Nous effectuerons par la suile un bref parcours de Iabondante littérature portant sur le
CSTR, mais il nous semble important de citerd'ores et déja les deux références auxquelles
rétrospectivement notre étude semble faire suite de la facon la plus naturelle.

Nous avons mentionné ci-dessus le fail que les études mathématiques portant sur le CSTR
se prolongeaient rarement par des recommandations en termes de commande. Pourtant, dés
1958 sont parus trois articles d'Aris et Amundson (7] portant sur la commande PID en
fait P, [ou D d'un CSTR élémentaire refroidi. Il en ressort que I'utilisation d'un retour P, en
température plutot qu'en concentration, permet d'assurer la stabilité asymptotique locale d'un
équilibre quelconque. Cependant, pour certaines valeurs du gain, des cycles limites peuvent
apparaitre ou disparaitre autour du point d'équilibre (bifurcations de Hopf ou col-nceud sur les
orbites fermées, limitant la taille du bassin d'attraction), ce qui montre linsuffisance pratique
de la stabilisation locale. Les auteurs constatent toutefois par simulation que l'utilisation d'un
grand gain permet de remédier a ce probléme. Notre étude relaie ces réflexions dans deux di-
rections. Dans le domaine de la stabilisation locale d'une part, en traitant le cas d'un CSTR
général a cinétique réguliére, et dans le domaine de la stabilisation globale dautre part. en

de fagon ri la ilité globale du CSTR élémentaire par retour P et

Ules réactions exothermiques dégagent de la chaleur, laquelle modifie la température du réacteur et

donc la vitesse de ces réactions.



Pl les mé i valables en di ion 2 ne se
pas en dimension supérieure, el nous avons prudemment laissé de coté le probléme de la sta-
bilisation globale du CSTR général, qui semble devoir faire I'objet d'une réflexion approfondie.

Par ailleurs, d'un point de vue plus conceptuel, Mehra [44], en 1977 et 4 notre connais-
sance le premier, suggére de facon générale lutilisation d'un bouclage pour modifier une sur-
face d'équilibre dégénérée en I une phe & lorsque celle-ci est

par une [¢ cest ce que nous opérons sur
la dégénérescence la plus simple - le pli - lorsque nous utilisons un bouclage affine pour rendre
(quasistatiquement) accessibles tout un segment de températures de fonctionnement qui ne
pouvaient pas étre atteintes en donnant des valeurs constantes a la commande. En revanche,
nous ne considérons pas de probléme de bifurcation par rapport a d'autres paramétres que
la commande. A ce sujel, on pourra se référer aux travaux de Fu et Abed ([1] et [2]) pour la

codimension 1.

Sur le plan.

L'enchainement des idées est le suivanl. Au chapitre I, on discute le choix d'un modéle de tra-
vail, ce qui est l'occasion de préciser quelques repéres bibliographiques. On y trouve une
description empirique du phénoméne d'emballement, ainsi que quelques brefs rappels de
Génie Chimique destinés a justifier les modéles relenus pour la suite. Le premier modéle,
celui du CSTR élémentaire, est étudié dans le chapitre Il qui permet d'introduire les idées
el les méthodes, et constitue I'exemple de base auquel il sera fail référence par la suite.
Le cas général, celui du CSTR a4 masse ou volume constant, est traité en deux parties. Le
chapitre [l d'abord, qui concerne l'étude eetla é de I

dans lequel on introduit la notion de cinétique réguliére via un théoréme des fonctions im
plicites développé pour les besoins de la cause el a défaut de référence précise dans I'annexe
A - qui permet de construire le diagramme thermique et d'étudier T'effet d'un bouclage sur les
équilibres du réacteur. Le chapitre IV ensuite dans lequel on réalise effectivement la stabil-
isation a une de en utilisant les résultats généraux
de commande par retour de sortie des sysiémes linéaires mono-entrée/mono-sortie (SISO en
anglais) rappelés dans l'annexe B, avec une mention particuliére pour le retour PI a gain
intégral quelconque au sujet duquel nous ne connaissons pas non plus de référence. Enfin, le
chapitre V constitue une généralisation locale du chapitre Il au cas d'un systéme non-linéaire
SISO quelconque destinée a conceptualiser la situation du CSTR. On y présente notamment
T'utilisation de la Méthode de Projection ~ détaillée dans Iannexe C  pour la construction
d'un diagramme de bifurcation dit expérimental dans le plan entrée-sortie, ainsi que Teffet
génériquement régularisant d'un retour de sortie quelconque.

Du plan suivi, il ressort que nous avons donc essayé de panacher démarche inductive et
démarche déductive, de fagon a conserver, au prix de quelques redites, le sens physique des
phénoménes tout en essayant de rester précis. Par ailleurs, les chapitres forment un tout et
peuvent presque étre lus dans un ordre quelconque, associés loutefois le cas échéant a leurs
annexes respectives qui ont aussi été congues comme des points de cours indépendants. En-
fin, les calculs et les simulations ont été effectués a I'aide du logiciel Mathematica dont nous
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tout particulié I pour des p de petite taille (cf [62]
et [43) ? Les graphiques ont ensuite été groupés et commentés via le logiciel de dessin Adobe
llustrator - qui gére le langage Postscript - et “collés” dans la these rédigée sous TeX. que I'on
ne présente plus . .

Remarque: dans tout ce travail, nous employons presque toujours le terme équilibre dans
le sens que lui donne la théorie des systémes dynamiques, a savoir celui d'état stationnaire.
Toutefois, on sera aussi amené a considérer des couples de réactions chimiques inverses Fune
de Tautre, ce qu'en Génie Chimique on désigne aussi par le terme équilibre. Dans ce cas, le
contexte sera suffisamment explicite pour lever I'ambiguité.

“nous avons dailleurs fini par développer dans ce langage un certain nombre de fonctionnalités ori-
entées Automatique: les listings nont pas été reproduits pour limiter Iencombrement physique de la
thése, mais nous les tenons a la disposition du lecteur ntéressé.




Chapitre I

Choix d’'un modéle de travail

1.0 Introduction.

Le but de ce chapitre est de préciser le contexte dans lequel se place notre étude, qui se situe
globalement & l'interface de trois disciplines scientifiques: le Génie Chimique, les Mathémati-
ques et I'Automatique. Il semble donc important d'expliciter notre démarche par rapport aux
approches spécifiques & chacun de ces domaines, et par rapport aux divers travaux bidisci-
plinaires qui ont vu le jour au cours des deux derniéres décennies. Ceci étant, nous présentons
ensuite la problématique de I'emballement des réacteurs qui est  Torigine de cette étude. Nous
terminons par quelques brefs rappels de Génie Chimique, justifiant la construction d'une
famille de modéles de CSTR commandeés par température d'entrée et/ou refroidissement. Ces
modeles permettent en particulier de prendre en compte le cas des réacteurs fermés (débit
nul), mais pas celui des réacteurs semi-ouverts. Ceci résulte d'un choix a priori motivé par le
fait que notre étude va reposer en partie sur la considération des équilibres et de leur stabilité,
tandis que les régimes transitoires jouent un role crucial pour les réacteurs semi-ouverts qui
par définition ne se trouvent jamais a Iéquilibre.

1.1 Réflexions préliminaires.

I.1.1 Les problémes de modélisation en génie chimique.

De fagon générale, comme souvent en physique, les modéles dynamiques de réacteurs chim-
iques s'obtiennent en effectuant des bilans de diverses quantités extensives, principalement
matiére et énergie. Typiquement, on écril des équations de la forme:

ACCUMULATION = ALIMENTATION REJET + CONVERSION (L1)
Toute la question est de spécifier les variables érées et la forme des termes
ci-dessus.
A cet égard, l'apport de la therm est En effet, la ther

permet seulement de prévoir le sens des réactions et de calculer les différentes grandeurs &
Téquilibre pour un réacteur fermé. Ainsi par exemple, la Loi d'Action de Masse est directe-
ment issue du Second Principe. Pour préciser le terme de conversion instantanée, on utilise
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les résultats d'une branche plus ou moins heuristique de la chimie que I'on appelle la cinétique,
et qui va de pair avec létude des mécanismes réactionnels.

Quelgues points sont bien établis, comme par exemple la loi d’Arrhenius qui fixe la dépen-
dance en température des constantes de vitesse: outre son efficacité empirique, celle-ci trouve
de plus une justification théorique dans la loi de Boltzmann de distribution d'énergie en
physique statistique, d'oii un certain consensus 4 son égard. En revanche, proposer un
mécanisme réactionnel pour une réaction donnée constitue souvent un sujet de recherche
en soi. Les termes de flux (alimentation et rejet) posent des problémes analogues dés qu'ils
font intervenir la vitesse d'un phénoméne physique, comme par exemple le transfert de chaleur
avec l'extérieur ou le transfert de matiére entre une phase liquide et une phase vapeur.

Face a ces difficultés, le choix d'un modéle de travail est plus que jamais dépendant de
Lutilisation que L'on désire en faire. Commencons donc par préciser les différents points de
vue avec lesquels on peut aborder I'étude des réacteurs chimiques.

1.1.2 Différentes approches du réacteur chimique.
Approche de type Génie Chimique.

Jusqu'a une époque récente, les modéles de réacteurs servaient uniquement a fournir des

prévisions en régime permanent pour aider a la conception et optimiser le fonctionnement des
unités. G la consiste 4 développer des modéles statiques prenant en
compte des phénomeé imi réacti cinétique) et physiques (trans-
ferts de matiére et de chaleur, équilibres multi sou

vent lutilisation de lois empiriques. Dans ce contexte, le chimiste recherche avant tout des
prévisions quantitatives numériquement cohérentes avec les résultats expérimentaux. Parmi
les innombrables trailés de Génie Chimique, on pourra par exemple consulter [59] ou [60]
pour une présentation générale el synthétique de la discipline.

Cependant, des problémes de stabilité rencontrés en pratique ainsi que la volonté d'optimi-
ser les coits ont conduit les chimistes 4 créer des modéles dynamiques pour simuler le
comportement de certains réacteurs en régime transitoire. Souvent, il s'agit d'équations aux
dérivées partielles destinées par exemple a simuler la réponse dans le temps du réacteur a un
changement de consigne. Les modéles comportent le cas échéant une ou plusieurs dizaines de

telles é de de & auquel cas l'optique reste clauemem
la simulation . La éé des équilibres ou des profils
est évilée au sens ot I'on se place dans des i des de

des phénoménes pt imi a prendre en compte se pose le

probléme de caractériser de la matiére dont la composition trés variée peut étre mal définie,
comme par exemple les charges intervenat en pétrochimie. A cel égard, des chimistes soucieux
dapporter des résultats exploitables par des non spécialistes ont publié des articles généraux
sur certains procédés assortis de recommandations pratiques trés utiles pour construire
des modéles simples. On citera par exemple [50] pour Ihydrodésulfuration et [48] pour les
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réacteurs dits “trickle-bed” ! Par ailleurs, signalons des efforts récents pour mettre au point
un formalisme de modeélisation continue pour les mélanges comportant de trés nombreuses
espéces chimiques (voir [6] pour les réactions et [45] pour les équilibres liquide-vapeur).

Cependant, les modéles de réacteurs restent essentiellement orientés vers la simulation
quantitative, et ne se prétent pas facilement a une étude de commande.

Approche de type Mathématique.

L'approche du mathématicien appliqué ou du chimiste s'intéressant aux mathématiques

est plus . Les modéles érés peuvent étre A étres distribués, mais
sont toujours de taille plus modeste. L'accent est mis dans ce cas sur certaines propriétés
comme le nombre d'équilibres ou de profils d'équilibre, leur stabilité, et de maniére générale
T'agencement des régimes permanents et le catalogue des dynamiques associées lorsque I'on

fait varier certains paramétres.

11 se trouve que I'analyse qualitatve des systémes dynamiques paramétrés constitue au
Jjourd’hui une branche trés active des mathé Depuis les ions jusqu'au chaos
(cf [12]) en passant par la théorie des singularités (cf [28)), les problémes de cinétique réaction
nelle figurent désormais parmi les exemples classiques. La dynamique chimique, qui étudie
les cinétiques isothermes, se nournt ainsi de phénoménes expérimentaux, comme la célébre
réaction oscillante de Belousov-Zhabotinsky (cf [58)). véritable laboratoire pour les mathé-
maticiens. On trouve aussi de nombreux résultats sur le theme théorie des catastrophes et
multiplicité des états stationnaires (cf [15], [16], [17]. [10]).

Par ailleurs, 4 la suite des pionniers Uppal, Ray et Poore ([54] et [55], 1974), d'aucuns ont
entrepris de classer les comportements dynamiques des réacteurs non isothermes suivant les
valeurs des paramétres temps de sé¢jour, nombre de Damkdhler, chaleur de réaction, etc

. ainsi que les types de bifurcations régissant le passage d'un régime qualitatif a Fautre.
Par exemple, [41] et [36] traitent d'autocatalyse et stabilité dans les CSTRs, tandis que les
réacteurs tubulaires sont étudiés dans [57) directement sur les EDPs, ou dans [33] & partir
d'équations discrétisées par la méthode dite de “collocation orthogonale”

Méme si certains articles sonl maintenant basés sur des modéles expérimentaux (cf [53]
pour la polymérisation), les auteurs ne cherchent pas en général a déduire de l'analyse mathé-
matique des recommandations en termes de design ou de controle. Signalons toutefois la
synthése [42] qui fait le point sur le probléme de la multiplicité des états stationnaires en
fonction des différents types de réacteurs que l'on rencontre dans l'ndustrie, et qui montre que
la multiplicité des états stationnaires provient presque toujours d'un mécanisme de bouclage
interne ou externe.

Icolonnes chargées de catalyscur solide et traversées par un mélange hquide-gaz, dont la modéhsation
dynamique est parbicuhérement arduel.
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Approche de type Automatique.

En les réacteurs font T'objet d'un intérét tout particulier depuis que
T'on a remarqué au milieu des années 1980 qu'un CSTR est effectivement linéarisable par
les méthodes non linéaires dites géométriques (cf [30]). Un certains nombres d'articles ont
alors été publiés dans les revues de Génie Chimique, portant sur le découplage et le rejet de
perturbations appliqués 4 des CSTRs mono ou multivariables (4], [19]. [37] et [5). le dernier
concernant un réacteur de polymérisation), ainsi que sur les problémes d'observateurs (cf
135)).

Cependant, e réacteur chimique semble I encore navoir servi pour Tinstant que d-exemple
formel pour une théorie générale * Les succés pratiques semblent plutol provenir des tech-

niques adaptatives dans le domaine des bioréacteurs (cf [11]) dont les paramétres,en partic-
ulier les constantes cinétiques, sont trés mal connus. D'autre part, aucun auteur n‘a a notre
connaissance considéré le probléeme général du de point de les

gains des controleurs étant systématiquement calés sur un équilibre supposé fixé a Tavance.

1.1.3 Sur le choix d'un modéle de commande.

De ce qui précéde, il ressort quily a parfois loin entre la recherche dans chaque discipline et
une la e de un réacteur nécessite de concilier
les trois points de vue ci-dessus. De fail, l'ambition consiste justement a limiter ses ambi-
tions théoriques - souvent d'ordre esthétique - pour tenter une synthése d'éléments divers dont
la modestie est un gage d'efficacité. En Automatique, il n'est pas obligatoire d'obtenir d'un
modéle de commande des simulations d'une grande fidélité numérique, mais on a besoin d'un
minimum de connaissances sur le procédé pour reproduire un comportement qualitativement
Jjuste en vue de réaliser un objectil donné. De plus, la ¢ doit demeurer * "
de fagon a pouvoir effectivement réaliser le cas échéant I'implémentation du contréleur.

Puisque la modélisation en Génie Chimique seffectue en partie “a la carte”, seule une per
ception globale du systéme alliée a la spécification d'un objectif de commande précis vont
permettre dorienter les choix. Si I'on envisage par exemple un probléme de la stabilité ther-
mique, seules seront importantes les réactions dont la contribution au bxlan thermique est sig-

nificative. A I'inverse, une précisc en va la
au moins approximative du mé Par ailleurs, pour ce qui est des régimes
, les i i é fournies par les outils mathématiques
se révélent en pratique, el il serait vain de chercher a

obtenir des prcwsmns quantitatives précises reposant sur des modéles ne disposant pas de
réel fondement théorique. En contrepartie, il conviendra de s'assurer. au moins par simula-
tion, que les propriétés qualitatives du systéme commandé son( invariantes sous T'action de
petites perturbations du systéme de dépar(. Nous dirons de fagon vague que la commande
doil étre robuste.

Zeertan
arrivent “trop tot” dans les sorties (ind

< auteurs envisagent frodement de dériver plusicu
de structure inférieurs 4 ceux des commandes)!




Pour conclure, le choix du modéle de réacteur dépend des objectifs de commande que I'on
Sest fixé. I doit répondre au cahier des charges suivant:

o prise en compte des phénoménes physi par rapport au probleme
posé,
o respect quantitatif (au moins de maniére ive) des régimes

o respect de la dynamique qualitative du procédé,
e robustesse de la commande calculée.
Avant de présenter le modéle de travail retenu, il importe donc de préciser le type de probléme
auquel on désire remédier.
1.2 Généralités sur I'emballement des réacteurs.
On entend par emballement une brusque variation des grandeurs physico-chimiques décrivant

T'état d'un réacteur - concentrations, lempérature, densilé .. .- disproportionnée par rapport
a ses causes & ou sans origine app précise.

1.2.1 Un probléme industriel concret.

Voici deux exemples réels d'un tel phénoméne. Le premier concerne les réacteurs d'hydrotrai-
tement utilisés dans les raffineries, et le second certaines réactions de polymérisation.

Les réacteurs d’hydrotraitement mettent en jeu des réactions exothermiques catalytiques.
Dans certains cas, on est amené a Tusure du par une
de la température de fonctionnement de fagon a maintenir un rendement constant en ter-
mes de taux de produils transformés a la sortie. Ce faisant, il peut arriver que I'on ac-
tive d'autres réactions annexes trés exothermiques du cracking dont I'effet est au mieux
draccélérer I'usure du catalyseur, el au pire d'exiger Iarrél total du réacteur. La dynamique
de I'emballement est telle que les di de refroi disposés tout au
long de la colonne peuvent le cas échéant s'avérer inefficaces 4 contenir le phénoméne. On
est donc amené a adopter pour ces unilés des marges de sécurité trés importantes.

Pour ce qui est de la polymérisation, il arrive que la réaction s'autocatalyse, et en particulier
s'accélére au fur et a mesure de la formation de chaines de polymére de plus en plus longues.
Le phénomene est connu sous le nom deffel de gel: la densité du polymeére croit de facon
brusque, au point que le contenu du réacteur se fige. Outre I' élévation de température die
4 l'accélération de la réaction, le défaut de fluidité des produits freine le débit au sein du
réacteur ef la chaleur mest plus évacuée que par convection, ce qui a pour effet d'amplifier le
phénoméne.
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1.2.2 Analyse physique du phénomeéne.

Deux types de causes sont susceptibles d'étre a l'origine d'un emballement. Tout d’abord,
dans le cas de réactions catalytiques en continu mettant en jeu un catalyseur solide, il arrive
que la charge adopte des chemins dits "préférentiels” au sein du réacteur, créant ainsi des
zones mal irriguées se comportant comme autant de petits réacteurs fermés dont la chaleur
est peu ou pas évacuée. Lorsque la chaleur n'es( pas évacuée - pas de quench a proximité - ces
points chauds peuvent par contact s'étendre a tout le réacteur et provoquer un emballement
global.

Un tel p est né souvent 4 une panne et tend 4 disparaitre dans
les réacteurs modernes dans des normales d'utili Les remédes
semblent donc en partie d'ordre technologique. Par exemple, on évite d'utiliser du catalyseur
trop usé, et on tente d'optimiser son chargement pour faire en sorte d'obtenir une répartition
dela charge Ia plus homogene possible. Par aillcurs, il s clair que la modélisation de défauts

¢ est loin d'étre De fail, nous nous concentrerons par la suite sur la
seconde cause d'emballement qui revét un caractére trés général.

En effet, les chi ont depuis observé, en et dans la réalité, que
des réacteurs pouvaient sous certaines conditions surréagir a de petites variations d'un ou
plusieurs paramétres de fonctionnement. Considéré sous cet angle, l'emballement tel que
nous l'avons décrit apparait comme un de ¢ paramétrique typi
non linéaire. L'observation de sauts brusques qui suppose de multiples points de fonction-
nement nous conduit sur la piste des bifurcations désormais jalonnée de nombreux résultats
sur les réacteurs comme mentionné précédemment.

Adéfaut d'un procédé précis, nous avons fail le choix d"adopter un modéle de travail simple
et standard, le CSTR, non pour reproduire les trés nombreuses études le concernant, mais
comme support détude pour le probléme de I'emballement des réactions exothermiques et la
commande susceptible d'y remédier. De ce point de vue, la connaissance exacte de la cinétique
et méme des réactions sera de peu d'importance, pourvu que I'on ait bien pris en compte les
réactions les plus exothermiques.

1.3 Le réacteur continu uniforme et ses dérivés.

Plutot que de proposer plusieurs modéles de connaissances de portée plus ou moins générale,
nous adoptons ici le parti d' exphciter un modéle élémentaire de réacteur et sa réduction
sous forme adimensionnelle. Ayant détallé la démarche, nous proposons ensuite divers axes
de généralisation directement 4 partir de la forme réduite, de fagon a éviter de respécifier a
chaque fois les données physico-chimiques et la phase de réduction

1.3.1 Un peu de vocabulaire.

Nous introduisons ci-dessous quelques notions élémentaires de génie chimique de base dont
le détail se trouve dans tout manuel général traitant du domaine, comme par exemple [59].
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Les réacteurs: CSTR et PFR.

J

-

Figure 1 leux grands types de réacteurs: CSTR (en haut) el PFR (en bas).

1l existe en génie chimique deux Lypes de réacteurs idéalisés servant de référence pour la
modeélisation des cas réels: le réacteur uniforme continu (Continuous Stirred Tank Reactor
ou CSTR), et ses variantes semi-ouvert el fermé (semi-batch el batch) d'une part, et le réacteur
piston (Plug-Flow Reactor ou PFR) d'autre parl.

La différence essentielle réside dans la fagon dont réactifs et produits sont supposés se
mélanger. Dans le premier cas, le mélange est a priori idéal d'on T'adjectif uniforme et
I'homogénéité permet de m'utiliser qu'une variable par grandeur physique. A linverse, le
deuxiéme cas décrit la progression du mélange dans un piston, c'est-a-dire une enceinte cylin-
drique dont le diamétre est petit par rapporl 4 la longueur, et les grandeurs physiques sont
toutes indexées par I'abscisse dans le réacteur.

Mathématiquement, les modeles de réacteurs uniformes sont constitués d'équations diffe-
rentielles ordinaires, tandis que le type piston fait intervenir des équations aux dérivées par-
tielles ® La discrétisation en espace du modéle piston (a une dimension) permet comme on
peut s'y attendre de retrouver une cascade de modéles uniformes, et cette approximation est

st Ton fait intervenir de la diffusion matérielle ou

“drordre 1 dans le cas de transport pur, ct d'ordr

thermique.
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trés souvent utilisé par les chimistes. A cet égard, signalons que la méthode déja mentionnée
de collocation orthogonale permet de plus de placer les points de discrétisation en fonction du
profil plutot que de les répartir uniformément.

Pour les réacteurs continus, on définit de fagon générale le temps de séjour  comme étant
le quotient du volume total par le débit. Pour le PFR, cette quantité s'identifie au temps de
passage du mélange au sein du réacteur; dans le cas du CSTR, il s'agit seulement d'une
moyenne. Par ailleurs, les pertes thermiques éventuelles sont souvent modélisées par un
terme aladi de température entre les deux milieux, intérieur et extérieur
du réacteur par exemple. Le coefficient de proportionnalité s'exprime alors en watts par kelvin

el par unité de surface.

Les aspect

Un schéma réactionnel est un ensemble de 1 réactions impliquant n constituants X, .
de la forme:

— X, + +

mXi+ 4w,
(12)
v Xit N — Xt X
Dans un tel formalisme, les équilibres sont représentés par deux réactions inverses I'une de
T'autre

Ala réaction i est attachée une vitesse r, (voir ci-dessus) fonction des concentrations en
réactifs, c'est-a-dire des X, munis de coefficients 41, non nuls dans les rn membres de gauche

du schéma réactionnel. Les vitesses de réaction permettent d'exprimer pour chaque constitu-
ant X, un taux de disparition * R, qui est la somme des contributions algébriques de toutes

les réactions:
St =
=

Pour systématiser ce calcul, on introduit la matrice steechiométrique S donnée par:

R

S = {1y = o Demtmo=ton

Le prototype de loi cinétique est issu de la Loi d'Action de Masse en thermochimie, qui
conduit a une dépendance polynomiale des vitesse de réaction en fonction des concentrations
en réactifs:

o= kel e
ot la constante k ne dépend que de la température et de la pression. En pratique, notamment
pour les procédés industriels, les exposants - appelés ordres partiels - ne sont pas toujours les
coefficients stoechiométriques ils peuvent méme ne pas étre entiers -, el la vitesse n'est pas
non plus obligatoirement polynomiale. Par exemple, la catalyse hétérogéne met classiquement

“on définit aussi le taux de production égal a I'opposé
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en jeu des lois rationnelles (Langmuir-Hinshelwood). Nous éviterons donc par la suite d'avoir
4 spécifier explicitement les vitesses de réaction.

Remarque 11 (constituants et variables d'état) Si I'une des réactions peut se déduire des
autres, il convient de I'exclure du schéma sauf si I'on considére qu'elle fait partie intégrante
du mécanisme réactionnel. Par ailleurs, lorsque toutes les réactions sont indépendantes, on
a: rangS = m. Si de plus m < n, m colonnes sont libres et permettent d'exprimer par com
binaison linéaire les n — m colonnes restantes. Comme a chaque calonne de S est assomé un

constituant, on qualifie les constituants associés de pr
Si par exemple ces derniers se trouvent étre X, 4y..... Xy, leur taux de dlspanuon s'exprime
en fonction des R,..... R,,. Notons que la ique de la stoe-

chiométrie des bilans chimiques - critéres de Brinkley et Jouguet, cf [58] n'est pas adaptée
la prise en compte du facteur temps. En elfet, dans un modéle dynamique de commande,
chaque constituant Y, va étre associé a une variable de concentration. Bien que I'on cherche
limiter le nombre de variables, certains i au sens précé: doivent
étre pris en compte. C'est le cas pour un CSTR chaque fois que le constituant en question:

fait partie des réactifs entrant dans le réacteur,

intervient dans I'une des vitesses de réaction,

intervient dans 'une des mesures disponibles,

intervient dans I'expression d'un des objectifs de commande.
Pour donner un exemple trivial, le modéle de CSTR a une réaction d'ordre 1 : A — B que nous
allons maintenant décrire ne comporte qu'une variable de concentration A, mais il faudrait
rajouter B si la vitesse était aussi fonction de la concentration B - autocatalyse ou inhibition

ou si I'on désirait commander le réacteur en qualité.

Les réactions, aspect thermocinétique.

Lorsque la cinétique d'une réaction peut s'écrire sous la forme: r(X.T) = k(T)o(X), la
constante de vitesse k(T') suit la loi d’Arrhenius:

KT) = ke #

ot R est la constante des gaz parfails en thermodynamique °, E, I'énergie d'activation de la
réaction, et ko une constante exprimant la vitesse extrapolée a T' = +o0.

Par ailleurs, la quantité de chaleur dégagée par la réaction dépend d'un coefficient thermo-
dynamique, I'enthalpie de réaction, traditionnellement noté: — A, de signe positif dans le cas
d'une réaction exothermique el qui s'exprime en joule par unité de volume ou de masse. Le
quotient de I'enthalpie de réaction par la capacité calorifique du réacteur sappelle le AT adi-
abatique, correspondant a I'accroissement (algébrique) de température du réacteur fonction-
nant dans des conditions adiabatiques. De facon générale, nous noterons B la contribution
de toutes les réactions réaction  la vilesse de variation de température du réacteur:

B =Y br =<br>

SR =8.32) /mol K
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ou b, désigne le AT adiabatique de la réaction i. Celui-ci dépend en général de la température,
mais il arrive souvent que I'on prenne b constant, en premiére approximation.

Compte tenu de ce qui précéde, on aboutil aux expressions suivantes pour le vecteur R
des taux de disparition et la fonction B de chaleur de réaction:

R(x.T) = Sx(x.T) 3
BixT) = <baxT)> (13)
oux é le vecteur des ou des titres suivant que I'on raisonne

en masse ou en volume.

1.8.2 Un réacteur élémentaire: le CSTR a une réaction.
Description du modéle de connaissances.

On considére ici une réaction exothermique 4 — B d'ordre 1 consistant en la transforma-
tion d'un réactif liquide en présence d'un catalyseur solide situé dans le réacteur. Le modéle
se compose dune équation de bilan matiére en réactif A couplée a un bilan thermique pour
T Nous le volume de liquide (holdup) constant et la
température umfonnc (pas de transfert de chaleur entre mélange et catalyseur).

En référence au bilan général (1.1), nous présentons les équations sous forme d'un tableau
dont les lignes sont des bilans instantanés, en nombre de moles de réactil 4 pour la premiére
et en énergie pour la seconde

ACCUMULATION ALIMENTATION REJET + CONVERSION
vV QA -Q4 —koe~FUV A
ot dl Qp=eT,, + UAT, | —QpT — UAT | =Ny koe™# vV A

V pel

avec, par ordre d'apparition:

on a scindé les termes de transfer( de chaleur pour conserver Ianalogie avec I'alimentation et le
rejet de matiére: en toute rigueur, les enthalpies ne sont définies qu'a une constante prés, mais celle-ci
s'élimine par soustraction.
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v holdup = vol mélange / vol total, sans unité
Vv volume total du réacteur, en m?®

A * concentration en réactif 4, en mol/m?
t temps physique, ens

Q débit volumique, enm?/s
An concentration a l'entrée, en mol/m®
ko facteur d'amplitude, ens”!

E, énergie d'activation, enJ

R * constante des gaz parfaits, en I{

T température, en '

peyt capacité calorifique du contenu, en J/m K
peye capacité calorifique des réactifs, en J/m*K
T,,, température d'entrée, en

UA coef de transfert thermique, en W/IK
T, température extérieure, en K

M chaleur de réaction rapporiée au volume total, en J/m?

Avec ces notations, le nombre de moles de A contenues dans I'enceinte est ¥V A4, tandis que
Tenthalpie du contenu du réacteur (ou la chaleur emmagasinée) s'écrit: Vpel*T a une con-
stante prés. On définit pour la suite le temps de séjour:

vV

Q

r=

sous forme

Manipuler un modéle adimensionnel présente plusieurs avantages: le nombre de parameétres
est souvent inferieur & celui du modéle physique dont il est issu, la correspondance entre

et i mel en évidence l'influence des facteurs d'échelle,
et en termes de dynamique qualitative, il est clair que seuls sont pertinents les paramétres
réduits puisque. le cas échéant. plusicurs jeux de paramétres physiques peuvent conduire a
des voir ri

A Taide de trois quantités arbitraires fixes: (7. A Tier) homogenes respectivement a un
temps, une ion ef une é . nouss int les variables réduites:

Contrairement a un usage répandu, nous n'avons pas utilisé la concentration en entrée Ao ni
posé: = 1 — T‘ de fagon a conserver l'influence de ce paramétre sur le modéle final. Nous
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adoptons alors les notations suivantes:

coel de débit,

e =
T . -
R énergie d'activation réduite,
Da = kore™ nombre de Damkshler,
1 =AM vAe ~ .
B = —— chaleur de réaction réduite,
9 pe? T
vpessa
H = - “holdup thermique”
e
UAT .
L = ! coef de pertes thermiques réduit
peptV

tet) les valeurs nominales des variables associées. Noter que
! que nous noterons

On choisira pour (Tyer. Arer-
y = O correspond a T = Ty, tandis que le O absolu est associé & y =
systématiquement yo par la suite.

Moyennant ces notations, on obtient un premier modele adimensionnel, ot le point sur
‘montant les variables représente la dérivation par rapport au temps réduit s:
i = —Darewn 4 qlrg—r)
L (14)
§ = BDuce®i + qHign—y) + Liyu—y)

Comme on envisage de commander en (empérature d'entrée yi, ou en température de re-
froidissement y,, on regroupe les deux derniers lermes de la seconde équation:

qH (g —y) + Liy, —y) = (¢H + L)

Hym + Ly,
[t r./l Yo _y)

+L
expression que nous réécrivons sous la forme: ¢'(1—y) en introduisant la commande auxiliaire
u et le paramétre ¢ donnés par:

_ 4Hyw + Ly, ,
= (=qH+L (1.5)

Le modéle de commande final est le suivant:
i = —Duraty) + gqlon—r)
§ = BDaraly) + dlu—y)

(1.6)

e
avec: Y(y) = ¢

Remarque 1.2 Dans la suite, nous utiliserons systématiquement la forme: ¢'(u — y) pour
le terme de pertes thermiques globales. Les résultats s'appliqueront donc aussi bien & un
réacteur refroidi qu'a un réacteur commandé en température d'entrée.
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1.3.3 Quelques généralisation

Le systéme (1.6) peut étre considéré comme le squelette d'un CSTR doté d'une cinétique plus
complexe, ou comme la brique de base d'un PFR modélisé par une cascade de compartiments
identiques. En outre, rien m'empéche de combiner plusieurs axes de généralisation. Dans tous
les cas, la cellule qu'il représente est supposée présenter une masse ou un volume constant.

Cas d'un schéma réactionnel complexe.

La plupart du temps, un réacteur est le sizge de plusieurs réactions faisant Tobjet d'un
mécanisme plus ou moins élucidé. Un modéle trés général de CSTR consiste a se limiter
a une spécification fonctionnelle de la cinétique et de la chaleur de réaction associée telle (1.3)
qui conduit aux équations:

i = Bixy + ¢lu-p) 7

{ x = —R(x.y) + g¢lxm—)
Le modéle ci-dessus s'applique 4 la fois a un CSTR (¢ # 0) et a un réacteur fermé (¢ = 0),
mais pas a un réacteur mélangé semi-ouvert (dont le volume n'est pas constant). D'autre part,
le coefficient de pertes ¢’ n'est jamais nul, sauf dans le cas du réacteur fermé adiabatique pour
lequel ne subsiste par définition aucune des deux commandes y,, et y,, regroupées dans u.
Ce modéle servira de base a I'étude générale de stabilisation qui va suivre.

Exemple 1.3 (Réactions consécutives: .\, ~- X, 7% X3) On suppose que 7, et 7, sont fonction re-
spectivement de (2,.y) et (£5.¥) ¢ qui exclut les phénoménes d'autocatalyse et d'inhibition -, et

vérifient de plus: 7, > 0. 52 > 0, la nullité imphquant z, = 0. Si seul le réactif X; est introduit dans

le réacteur, on obtient le modéle suwant:
2 = r1.y) + q(xn.v =)
zpo= nleny) - ra(ry) - (1.8)
¥oo= bin(eey) +bara(eay) + v(n—y)
et la géné aun nombre de réactions conséeutives est immédiat o
Exemple 1.4 (Equilibre: .Y, — ;) On nole 7, el 1y les vitesses de réaction directe ef inverse, avee

de Iexemple précédent. La petite particularité est que les chaleurs de

des hypothéses analogue a celle:
réaction sont opposées 'une de

Tautre:

o= =n(y) Fnl@y) 4 (e - )
22 = n(@y) - nalBy) - g (1.9)
§o= bn(rey) - (e y) + q'(u—y)

en posant: b= b, =

Remarque L5 (sur Ia température réduite) Dans le cas o différentes énergies dactivation
E, interviennent, on peut poser par exemple: y = #. ce qui donne:

Hy)=e w-ww. le zéro absolu réduit valant alors: yo = — 1. A
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Cas d'une colonne.

Pour obtenir 'approximation d'un PFR, il suffit d'indicer les variables d'état du CSTR de base
par le numéro du réacteur dans la colonne, les variables a I'entrée du compartiment : étant
les variables de sortie - c'est-a-dire d'élat - du compartiment i— 1

Silon envisage de plus I'arrivée de gaz de refroidissement (quenches), I'tquation en tempéra-
ture doit évidemment étre modifiée. Deux possibilités entre autres sont envisageables:

 soil rajouter un terme de pertes thermiques de la forme L'(y, — y) quitte a identifier le
coefficient L’

o soit considérer que laction du refroidissement est instantanée 7 en décidant que la
température dentrée du réacteur ¢ correspond 4 une moyenne pondérée (par les ca-
pacités calorifiques) de la température du réacteur i — | et de celle du quench a I'étage
i.

Dans les deux cas, le terme de transport de I'équation de température prend la forme:
¢'(u® 4 ay=) — y W) ou u'), combinaison linéaire de y,, el de la température du quench au
niveau 7: y{"), apparait comme une nouvelle commande auxiliaire. Finalement, avec ou sans
quench, les équations réduites sont les suivantes pour n réacteurs en cascade:

X0 = R Y) 4 glal g
(x4 o ) i=1 .n (110)

J0 = BxO.y) O §aytn — y0)

avec (2, ) = (2,. ). concentration et température a l'entrée de la colonne.

Introduction d'une diffusion axiale.

llest possible d'approximer Ieffet d'une diffusion axiale dans une colonne tout en restant dans
le cadre des équations différentielles ordinaires en faisant I'hypothése d'un reflux dans le sens
inverse de la progression globale. Afin de conserver un débit algébrique ¢, on considére que
le debit réel de haut en bas est (1 + €) tandis que le mélange remonte de bas en haut avec
un débit ge.

En partant par exemple du modéle général (1.7) mais dans le cas adiabatique, les équations

“ou plutdt trés rapide comparée aux dynamiques modélisées
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sont les suivantes:

M = RO, y0) 4 glxe — (1 x4 ex®)
90 = BEDyW) + gH(yw — (14 Oy + ey®)
K = R(xMyW) 4 g1+ e = (1 + 26)x0) + ex()
g0 = B+ gH{(1+ ey ) — (14 26)y0) + eyt+Y)

= RO g1 —x)

= B(x".y"M) + gH(1+e)(y"" = y)
(L.11)
Drautres variations sont évidemment possibles dans le méme cadre, tant au niveau des
phénoménes physiques pris en compte  équilil i ly que ...- qua
celui de la matérielle de pré des réactifs
a l'entrée . mais notre intention n'est clairement pas d'étre exhaustif en termes de génie
chimique, mais plutot de motiver Tétude des modéles élé pour la

el le controle de l'emballement thermique de réacteurs plus complexes et plus proches des
unités réelles.

1.4 Résumé.

La commande des réacteurs chimiques se situe au carrefour de plusieurs disciplines qui ont
chacune leur langage et leur problématique. Compte tenu de 'impossibilité de se fixer un
modéle de travail dans I'absolu, il est nécessaire de spécifier au préalable le probléme que 'on
cherche a résoudre, en I' I des réacteurs. Deux modéles
généraux mais opératoires seront retenus: le CSTR élémentaire a une réaction exothermique
(1.6) qui fera T'objet d'une étude directe, généralisée ensuite au CSTR (1.7) supposé a masse
ou volume constant et pouvant servir a construire d'autres modéles plus proches des unités
réelles.
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Chapitre II

Un cas d’école: extinction du
CSTR a une réaction

I1.0 Introduction.

On considére un CSTR siége d'une réaction exothermique d'ordre 1. A — B, opérant a fort
taux de conversion. Depuis [7). cet exemple a été trés largement étudié a la fois d'un point de
vue mathématique et sous Iangle de la commande, mais presque toujours en un seul point
dréquilibre et pas 4 notre connaissance dans l'optique d'expliquer le phénoméne d'emballement
thermique, ce qui suppose juslement de faire varier le point d'équilibre.

Notre but dans ce chapitre est donc d'illustrer la problématique de 'emballement au sens
large sur un systéme volontairement simplifié a 'extréme. Nous faisons 'hypothése que
T'opérateur, pour satisfaire par exemple des contraintes d'ordre économique, désire réduire
la production de B et dispose pour cela d'une agissant sur la é du
réacteur. Il se peut alors qu'en dega d'un certain seuil, dit critique, la température de fonc-
tionnement passe brusquement a une valeur trés basse associée a un taux de conversion trés
faible: c'est le phénoméne d'emballement a Ienvers, encore appelé extinction (voir la figure
1.

En pratique, I'opérateur respecte une limite inférieure a ne pas dépasser avec une marge
de sécurité confortable, de fagon a rester suffisamment loin du seuil critique. Du point de vue
énergé ceci impose un é pour un gain en rendement le cas échéant
assez faible et pas toujours désiré. Dans ce qui suit, nous allons montrer, dans le cadre d'un
modéle élémentaire de CSTR, qu'il est possible de supprimer le phénoméne d'extinction, et de
stabiliser le réacleur a des températures quelconques par un retour de température propor-
tionnel ou proportionnel-intégral.

Tout ce qui concerne la stabilisation locale est maintenant bien connu, et une bonne partie
de ce chapitre est simplement destinée a servir d'introduction aux idées générales développées
par la suite. Ce n'est pas le cas cependant du probléme de la stabilisation globale que nous
abordons ici grace  la simplicité de l'exemple - dimension 2-, et que nous traitons en montrant
que les résultats locaux peuvent s‘étendre en utilisant des retours de température a grand
gain. Ceci compléte les résultats dAris et Amundson (cf 7], 1) qui avaient montré sur un ex-
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température
ou
production de B |

el commande

seuil

Extinction et seuil de

Figure IL.1:

emple la possibilité dexistence de 2 cycles limiles concentriques entourant le point d'équilibre
pour certaines plages de valeurs du gain proportionnel, el constaté sur cet exemple la dis-
parition simultanée de ces cycles limites a partir d'un certain seuil de gain, conformément
au résultat général que nous I . En termes d" (un peu savante...),
Toriginalité de cel exemple consiste dans le fail que I'on utilise un retour de sortie, car il
est connu (cf [13], [14]) que 'on peut stabiliser globalement par retour d'étal un systéme non
linéaire de degré relatif 1 dont la dynamique des zéros est globalement stable, ce qui est le cas
de notre CSTR!

Nous t sur le modéle (1.6):
&= =Daayly) 4 g, — ) (L1
§ = BDuryy) + q(u—y) 1)

Y
ot y(y) = e ! T 9Y représente le facteur d'Arrhénius. Les valeurs des paramétres utilisées
pour les simulation

(9. Da. B. 2,.q.q') = (0.0254.0.000391,19.1.1,1. 1)

son( dérivées comme exposé au chapitre précédent 4 partir d'un exemple physique (160] p.291).

II.1 Etude du réacteur en boucle ouverte.

II.1.1 Diagramme thermique.

Les équations d'équilibre peuvent étre transformées de facon a faire apparaitre une équation
stationnaire dite entrée-sortie, c'est-a-dire dans laquelle la concentration r n’intervient pas.
Pour ce faire, il suffit de calculer + en fonction de y grace au bilan matiére, puis de reporter



IL1 Etude du réacteur en boucle ouverte. 23

T'expression obtenue dans le bilan thermique. On obtient:

qi

r e = Twoly)
g+ Dary(y) (11.2)
qDar(y)
0 = Bry———"——¢(y—u)
g+ Dar(y)
On note respectivement HC' et HR - pour Heal Creation et Heat Removal - les deux termes,
4 une pui réduite, dans la seconde équation, dite équation
stationnaire entrée-sortie:
Da
HCly) = E_,-mw

¢+ Day(y) (1.3)

HR(y.u) = ¢'(y—u)
moyennant quoi cette équation s'écrit sous forme condensée:
HC'(y) = HR(y,u)

Les courbes associées en fonction de y sont tracées sur la figure 11.2 appelée diagramme ther
mique ire. La ou les é de ya u fixée sont
par construction les abscisses des points d'intersection des courbes HR et HC' tandis que la
valeur de la commande se lit a l'ntersection de la droite HR et de 'axe des températures.

puiss.th

HR

Figure I1.2: Di

ramme thermique stationnaire en boucle ouverte.

1l est clair que si 'on diminue « en deca du seuil critique u,, I'équilibre supérieur (ou chaud)
disparait, et on observe en simulation que le systéme va alors s'accrocher a l'unique point
de fonctionnement qui subsiste, lequel se trouve associé a une température trés nettement
inférieure (point froid). Dans ce cas, loute une partie des équilibres de la courbe HC' (en gris
sur la figure 11.2) ne sont pas atleints, équilibres dont la projection sur I'axe des y constitue
un segment de ératures qualifiées alors de i 0 i
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I1.1.2 Stabilité.

En fail, quand bien méme le systéme se dans les ions de
d'un point intermédiaire, il n’y resterait pas car il est facile de montrer que lorsqu'il ex-
iste trois points d'équilibre caractérisés par trois températures y; < y, < y distinctes,
I'équilibre numeéro 2 est nécessairement instable (cf ci-aprés). On rappelle que de fagon
générale, Tanalyse de stabilité locale repose sur l'examen du signe des partles réelles des
valeurs propres du systéme linéarisé (voir l'annexe B). En tout point stationnaire (Z:o(y), ¥).
la matrice jacobienne du systéme (IL.1), c'est-a-dire la matrice des dérivées partielles des sec-
onds membres des équations dynamiques, s'écrit comme suit:

_ ([ —la+Day(y))  —Daxy'(y)
L‘””( BDiy(y)  BDiey(y)—q )

woly)

et ne dépend pas de u. La figure IL3 présente les courbes des parties réelles el imaginaires
des deux valeurs propres du systéme linéarisé en (.t(y). y) en fonction de la température.
On constate que les valeurs propres sont toujours réelles l'une d'elle étant méme constante
égalea —g = —1 mais pas toujours stables, el le segment de valeurs de y pour lequelles
I'une est positive correspond justement aux températures quasistatiquement inaccessibles (cf
figure I1.2 et commentaires). Par ailleurs, les deux valeurs propres sont dans un rapport grand
devant 1 pour les températures élévées: on retrouve ici le fait bien connu que les modeéles de
réacteurs constituent des systémes dillérentiels raides.

S @0 e n

Figure IL3: Partic réclle (en noir) et imaginauire (en gns) des valeurs propres en boucle ouverte.

Remarque IL1 (stabilité des équilibres extrémes) [l se trouve quavec le jeu de paramétres
numériques adoptés, les équilibres extrémes, caractérisés par la condition: ¢’ > 2. sont
tous stables. Contrairement a une idée tenace en Génie Chimique “traditionnel”, cette derniére
condition, que I'on peul interpréter | ! est écéssaire, mais pas suff-
isante pas suffisante pour assurer la stabilité locale. En particulier, des cycles limites stables

‘en disant que tout écarl de température par rapport  la valeur d'équilibre se voit compensé par un

rappel opposé du signe de HC — HI.
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peuvent apparitre en méme temps que le point d'équilibre devient instable (bifurcations de
Hopf). Ce point sera au cours de Fanalyse de stabilité locale qui va suivre.

Sur la figure 114, on a simulé un changement de consigne u constant par morceaux, de
facon  laisser le temps au réacteur de se stabiliser a différents paliers de concentration et
température. Comme on a choisi des valeurs de u encadrant la valeur critique u., I'extinction
a lieu, ce qui se traduit par une brusque diminution de température et un brusque accroisse-
ment de la concentration en réactif. Aprés I'extinction, le réacteur fonctionne au point froid:
le rendement “2=* est presque nul.

Figure I1.4: Extinction en boucle ouverte.

I1.2 Stabilisation uniforme par retour proportion-
nel de température.

Cette question comporte deux aspects: d'une part la suppression du phénoméne d'extinction,

ou régularisation, visanl a restaurer l'unicité de I'équilibre a température fixée, et d'autre part

la stabilisation proprement dite, assortie du qualificatif uniforme pour signifier qu'un méme
bouclage convient a toute une gamme de points de fonctionnement.

I1.2.1 Régularisation globale.

Plutot que d'appliquer a priori un bouclage de la forme: u = —kpy + v, il est équivalent de
se donner une nouvelle droite HRy(y. ¢) = qj(y — v) et de calculer le bouclage u(y.v) tel que
HR(y,u(y.v)) = HRy(y.v). soit:

qh qah
u(yor) = (1-Lyy 4+ By (11.4)
q q

De cette facon, le gain du bouclage esl directement paramétré par la pente gj:
leffet d'un bouclage affine en température consiste
a modifier la puissance thermique d'¢vacuation de
chaleur.
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puiss.th
HR»
HR, HC
HR
T T Y
v v v

Figure IL5: Diagramme thermique stationnaire en boucle fermée.

La suppression du phénoméne d'extinction s'obtient alors en choisissant g supérieur &
la pente maximale de la courbe HC', de sorte que les droites (paralleles) HR,(y,v)|.er aient
chacune une et une seule intersection avec la courbe HC' (voir la figure 11.5). 1 est clair
qu'hormis la question de la stabilité, toutes les températures de fonctionnement sont a priori
accessibles par variation “lente el continue” - quasistatique - de la nouvelle consigne auxiliaire
v, ce qui métait pas le cas avec u en boucle ouverte. Or, d'aprés (I1.2), il existe une et une
seule concentration d'équilibre pour toute valeur de température. De fait:

il est possible de paramétriser globalement par v les
ilibres du réacteur en
B HC
4 > max =5 = (11.5)
Remarque I1.2 La pente maximale est atleinte au point d'inflexion de la courbe HC' aussi
appelée “courbe en S” pour des raisons graphiques évidentes.

I1.2.2 Stabilisation locale.
Choix du gain.

Ayant restauré F'unicité des équilibres, il reste a assurer leur stabilité, au moins localement.
En tout point stationnaire (rs(y). ¥). la matrice jacobienne du systéme (11.1) bouclé par (I1.4)
s'écrit:
Py gy — [ et Dayly))  —Daay/(y)

L'(y.q) = ( BD(y)  BDuay(y) —gq, ) =

et ne dépend pas de v ? Les valeurs propres de L” sont les racines de son polynome car-
actéristique:

X (s, y.0) = deusT = LY(y.g})) = & +\ Ty gb)s + x5 (v, 45)

ers la température d'équilibre y.

2plus exactement men dépend quia
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lesquelles racines sont a partie réelle strictement négative si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées (critére de Routh, voir l'annexe B):

wsdh) = (¢+ Day(y)) + ¢, = BDazw(y)y'(y) > 0 (1.6)
Bwd)) = (q+Dor(y)g — BDuzw(y)y'(y) > ©
Tous caleuls faits, on obtient:
¢, > BDurwoly)y'(y) = (¢ + Day(y))
B (1.7)
t > BDa ol )y (y)————
[ (y)y ('/)quDn‘y(y)
La stabilié locale asymplotique de (ous les équilibres du réacteur commandé est donc as-
surée en @ supérieur au en y des membres de droite, et
les trofs inégalités données par (L) el (IL7) permettent de choisir une pente g telle que le
bouclage associé rende et stables tous les équilibres

du réacteur de départ.

En fait, ces trois inégalités constituent seulement deux contraintes sur le gain ¢j. Calculons
en effet la pente de la courbe HC':
9HC ( qDay'(y) _ gDe*y(y)y'(y)

—— = Bz, - 7————.) = BDu rwoly)y'(y)

a
9y ¢+ Day(y) (¢ + Day(y))* ¢+ Dary(y)

HHC

On remarque ainsi que la seconde inégalité de (I1.7) peut aussi s'écrire: ¢j > %

rien d'autre que la version ponctuelle de (I.5). Finalement:

. ce qui n'est

on rend tous les équilibres du réacteur (Il.1) quasis-
atiquement accessibles par la consigne v et locale-
ment as, stables, en isi un
retour affine en température (I1.4) tel que g satisfasse
awr dewx inégalités (IL.7) uniformément en y.

IL3 (suite de la IL1) llest clair que les & intermé-
diaires du réacteur non commandé, caractérisés par ¢’ < . sont nécessairement instables.
ATinverse, les équilibres extrémes, ainsi que les é é, clest-a-d
commandé avec: ¢/ > “4, ne sonl pas nécessairement stables, car la premiére inégalité
de (11.7) peut étre violée méme lorsque la seconde est satisfaite, el ce phénoméne ne peut se
détecter directement sur le diagramme thermique.

Sur la figure 116, on représenté les courbes des membres de droite des inégalités (11.7) en
fonction de y avec un choix possible de ¢j la courbe non bornée esl associée a la premiére
inégalité -, ainsi que les deux valeurs propres de la matrice L” dont on peut constater que
les parties réelles restent strictement négatives pour toute valeur de la température. D'autre
part, les valeurs propres sont imaginaires conjuguées pour un segment de valeurs de y
approximativement [8. 15] -, et I'on peut donc s'attendre a des oscillations lorsque I'on stabilise
le réacteurs autour de ces températures. Enfin le bouclage n'a malheureusement pas amélioré
Ia raideur du systéme.
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lere inég

Figure IL6: Choix d'un gain ¢} el valeurs propres en boucle fermée.

Remarque I1.4 (sur le choix du gain) Les conditions o relatives au choix de gj se tradui-

sent par des inégalités sur le gain proportionnel: kp = 2 — 1, inégalités imposant de choisir
kp positif suffisamment grand. Le choix de la valeur errecuve de kp fait alors I'objet d'un com-
promis entre divers impératifs contradictoires: saturation physique de la commande, marge
de stabilité, ... En ce sens, l'analyse ci-dessus ne conduit pas nécessairement a utiliser une
commande dite & grand gain, mais vise seulement & caractériser, pour le systéme (IL1), les

retours proportionnels de sortie efficaces en termes de du
que constitue 'extinction du réacteur.

Simulations.

Pour comparer avec le cas du réacteur non commandé, on a simulé une baisse de température
par paliers dans les mémes conditions que celles de la figure 114, 4 savoir départ au niveau
y = 17 et changement de consigne toutes les 7 unités de temps réduit, a ceci prés que la con-
signe en question n'est plus u mais v. La figure 11.7 présente les résultats, avec en grisé les
courbes du réacteur non commandé. 1l est clair que le phénoméne dextinction ne se produit
pas, el que le systéme se stabilise a des niveaux intermédiaires arbitraires - 2 voisin de 0.1,
y de 14.

Cependant, la courbe de bouclage présente sur la ngure (figure 11.8) des pics inquiétants
a chaque changement de consigne, parfois d's d: non négli-
geable. En fait, I'équation de bouclage (I1.4) montre clairement que toute discontinuité de la
consigne v se tradui par une discontinuité de la commande « amplifiée du facteur % qui est
strictement supérieur a 1 puisque le bouclage augmente la pente de la droite HR. Quant aux
oscillations, que 'on retrouve sur les courbes de . et y. elles sont la conséquence du fait déja
mentionné que dans la plage de valeurs de y concernée, les valeurs propres sont imaginaires
conjuguées(cl figure 11.6). Le bouclage ne fait donc que reproduire le comportement de la
température.

On peut remédier aces émes en choisi: une loi de variation continue
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Figure I1.7: Stabilisation uniforme par retour affine de température, consigne discontinue.

11.8: Bouclage pathologique, consigne discontinue.

pour la consigne v. D'une part on supprime ainsi les pics de bouclage, d'autre part le fait de se
trouver a tout instant dans des conditions trés proches de I'équilibre - variation quasistatique

permet de minimiser I des osci La figure I1.9 montre ce que 'on obtient en
prenant pour v(t) une fonction continue affine par morceaux. Les courbes du cas v discontinu
sont reproduites en grisé.

I1.2.3 Stabilisation globale.

Nous ne considérons ici que des bouclages dont le gain ¢j satisfait I'inégalité de régularisation
(11.5), de sorte qu'a toute valeur de la consigne auxiliaire v est associé un et un seul équilibre.
Nous allons montrer qu'en prenant ¢; assez grand. il est possible d'assurer la stabilité globale
de cet équilibre.

Une petite difficulté survient par le fait que celui-ci dépend non seulement de v mais aussi
de ¢}, (sur la figure 115, lintersection de HC' et HR dépend de la pente de HR). En fait, il
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v aty, vy

Figure [1.9: Stabilisation unilorme par retour affine de température, consigne continue.

est facile de voir que l'on peut ajuster la valeur de v en fonction de g} de fagon a fixer une
température d'équilibre HC'(y) = HRy(y. v.q;) se résoud explicitement en v. Ceci permet
de se fixer un équilibre indépendamment de la valeur de ¢f. Soil donc § une température
déquilibre, et I ) la concentration associée. Nous réécrivons le systéme bouclé en

posant X =y — §. de sorle qu'en particulier la consigne v(¢}) disparait:
= —(g+Dy(Y +§) XN — Dail(Y.y)Y (8
=  BDuy(Y +9)X - (¢ —BDuil(Y.§)Y -8)
en notant: Y -
o) = 107 +9) —(9)

Y
le taux d'accroissement de la fonction 5, défini ® pour tout accroissement algébrique de
température ¥y compris en ¥ = 0 ot I'(0.7) = () -, régulier, borné et positif car

il est sous-entendu que les valeurs admissibles de ) sont celles pour lesquelles y = Y + y est
—1 correspondant au zéro absolu.

supérieure 4 la température réduile yo =
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~(y) est bornée et croissante. On pose aussi:
VXY =ty g Ly
A= 5E

Nous allons montrer qu'il est possible de choisir ¢ de sorte que la fonction V' soit une fonc-
tion de Liapunov (cf [63]) pour le systéme (11.8), c'est-a-dire que les trajectoires (X (¢),Y(t))
soient rentrantes dans les ellipses 1 =cste. En effet, calculons la dérivée de V' suivant une
trajectoire:

% - e '3 - = - - 1, 2 .

V= —(g+ Day(Y + 7)X* + D (3(Y + ) = #0(Y,9))XY — Bl BDazl(Y.9))Y*
(11.9)

Cette expression n'est bien sar pas une forme quadratique en (X,Y') car les coefficients de

X2, XY,Y? dépendent de )™ Cependant, il est possible de rendre cette expression stricte-

ment négative pour tout (X.1") # (0.0) grace au fait que ces coefficients sont bornés.

De fagon générale, aX? — bX'1" + ¢1? es( définie positive ssi a > 0 el 4ac — b2 > 0 (cf
[26]). Si maintenant a. b, ¢ dépendent de (X.17):

a(X.Y) > 0 I Y YNy % 1y
{ 4a(X.Y)(X.Y) = (XYP > 0 = aX.Y)X?=b(X.Y)XY+(X.Y)Y? > 0
pour tout couple (X.17) # (0.0). En appliquant ce résultat élémentaire a —V/, et en tenant
compte de: ¢ + Da~(} + §) > 0, on obtient une condition suffisante de stricte négativité de
V pour (X.Y) # (0.0):

4(g+ Day(Y +m(ﬂ DaiT(Y.9)) = Da*((Y +§) = #T(Y.9))* > 0

ce qui s'écrif encore:

. BDu Du(y(Y" +§) + #T(Y.§))* + 4¢2D(Y.9)

g > (11.10)

'isol §) < 4. Par ailleurs, I(Y. §) = ¥/(§) par le théoreme des

On a toujours: 0 < F
accroissements finis, d'ou:
I
Tinax =

maxT(1.g) < maxy'(y)

Si enfin I'on note: Juax = max, 3(y). on |)eul déduire de (I1.10) une nouvelle condition suf-
fisante assurant 17 < 0 pour (X.17) # (0.0):

B
4y > BDutwyp+ EDHZK",.W + L Tax)? (1)

Remarquons enfin que la condition d'unicité de Téquilibre (I1.5) est alors automatiquement
vérifie car on a vu que celle-ci pouvait s'écrire (seconde inégalité de (IL7)):

4 > max BDucwly)y ""’quDrn(y)



32 Chap. II Extinction du CSTR 4 une réaction

inégalité réalisée a fortiori lorsque:
G > BDaxu(y) Vi
ou I'on reconnait le premier terme de (I1.11).

Comme la condition (II.11) ne fait plus intervenir I'¢quilibre (.. 7), nous avons finalement
démontré le résultat suivant:
on rend tous les équilibres du réacteur (Il. 1) quasis-
tatiquement accessibles par la consigne v et globale-
ment i stables, en isi un
retour affine en température (IL4) tel que q; satisfasse
a linégalité (I1.11).

Remarque IL.5 (expression explicite de la borne de gain) Le maximum de 7(y) est atteint
en +00, 4 SAVOI: Jax = €3, tandis que sa dérivée '(y) est maximale au point d'inflexion y.
caractérisé par: 1+ gy, = 7. d'ot: 9, = 4g%¢5 " ce qui permet d'oblenir explicitement la
borne de gain. Cette remarque est toute aussi valable dans le cadre local.

Remarque IL6 (critére de Bendixson) Il est possible de démontrer la stabilité globale sans
utiliser de fonction de Liapunov. 4 aide de résultats généraux spécifigues a la dimension 2.
Draprés le théoréme de Poincaré-Bendixson (cf [611), lorsque le portrait de phase d'un systéme
dynamique en dimension 2 exhibe un et un seul équilibre localement stable, la stabilité glob-
ale de celui-ci est équivalente a I'absence de cycles limites I'entourant. lesquels se trouvent
nécessairement emboités les uns dans les autres. Le critére de Bendixson affirme alors qu'une
condition suffisante d'absence de cycles limites est que la trace du linéarisé du champ soit
partout < 0. Dans notre cas, cette condition s'écril (sur le systéme d'origine):

g > max BDaey'(y) = (g + Dayly)) (1.12)

1l est clair que cette inégalité ne saurail étre vérifice pour tout .+ > 0. Cependant, & < —ge < O
pour x > ¥y, + € el € > 0 quelconque, donc toute trajectoire (.r(). y(t)) se trouve piégée dans
n'importe quelle bande 0 < » < r,, + ¢ en un temps fini (dépendant de €). Pour assurer
la stabilité globale, il suffit donc de vérifier (11.12) dans une telle bande, d'ou une nouvelle
condition suffisante aprés majoration:

@, > BDa (rin + €7
valable pour € > O arbitrairement petil. Nous conserverons donc finalement:

G > BD 2 (11.13)

et la condition d'unicité de I'équilibre (11.5) est encore i vérifiée (cf ci-d ).
Pour conclure, (i1.13) fournit une meilleure borne de gain que (Il. 11), mais I'approche topologi-
que ne s'appliquant plus dés la dimension 3. nous serons amené 4 réutiliser la fonction de
Liapunov V dans le cadre du retour Pl Ay
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II.3 Stabilisation uniforme par retour proportion-
nel intégral de température.

11.3.1 Effet d'un bouclage proportionnel intégral.

Pour compenser les bials éventuels das aux perturbations ou aux incertitudes sur les parame-
tres, il est possible de rajouter un terme intégral de facon a régler directement la température
désirée y. plutol que la consigne auxiliaire v ¥ On considére donc maintenant un bouclage
de la forme: .
W) = =ty = by [ o = v (114)
o

Remarquons au passage que la partie linéaire esl en y el non en y — y.. contrairement a une
habitude courante en automatique industrielle, qui a pour effel négatif de rajouter un zéro
au transfert y, — y el par la-méme de dégrader les transitoires en ajoutant une dérivée a la
réponse indicielle. Cependant, la contrepartie est que I'on ne peut plus se passer du terme
intégral sous peine d'annuler le transfer( de la consigne a la sortie.

Pour obtenir les équations du systéme bouclé sous forme différentielle, il faut introduire
une nouvelle variable d'état:

/’(yfw(h'
o

et réécrire le systéme (1. 1) bouclé par (11.14) sous la forme suivante dite étendue:

—~Da
BDa.
Y=Y

y) +e(2m =)
y) —d'kpy —q'kz (1.15)

en considérant y. comme une nouvelle consigne auxiliaire (a la place de v).

Par construction, les équilibres (.. y. ) de ce nouveau systéme sonl paramétrés par y.
el vérifient: (yc).y = y. Contrairement au cas du retour proportionnel, il n'est
plus possible de construire un diagramme thermique en boucle fermée. Plus précisément,
le probléme de T'extinction ne se pose plus car les équilibres sont naturellement paramétrés
de fagon réguliére par la consigne y, dés que k; # 0. Cependant, la question de la stabilité
demeure intacte.

Remarque IL.7 (sur le retour purement intégral) Compte tenu des réflexions précédentes, il
est légitime d'envisager la stabilisation par un retour uniquement intégral. Cependant. nous
allons voir que le gain proportionnel k» intervient seul dans Func des conditions nécessaires et

de stabilité, en I' 7= \!' > 0. tandis que la boucle ouverte correspond
au cas kp = 1. Ainsi, il est clair que si cette condition est violée pour kp = 1, le réacteur
ne sera pas stable quelle que soit la valeur du gain intégral ;. Ainsi, I'utilisation d'un retour
purement intégral régle certes directement la question de la multiplicité des états d'équilibre,
‘mais peut conduire 4 une impasse quant au probléme de la stabilisation.

“un terme en dérivée pour compléter Pl en PID mest d'aucune utilité puisque § ne fait pas partie de

tat.
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11.3.2 Stabilisation locale.
Choix des gains.

Le linéarisé du systéme (IL.15) ne dépend pas de =. Il scrit:

—(¢+ Day(y)) —Duaq'(y) 0
Ly, kp. k) = BDuy(y)  BDuay'(y) = ¢'kp —q'kr | lomste)
o 1 o

Pour le choix des gains kp et k;, nous allons appliquer le critére de stabilité de Routh, ou
plutot une version équivalente die a Liénard et Chipart (théoréme B.37). Tout d'abord, on
caleule le polynome caractéristique de L”/

N soyckp k) = 4+ ke kDS + 38 (g kp ks + x5y, ke kr)

avec, en reprenant les notations (I1.6) du retour proportionnel:
Xy kpk) = \Twd'ke) = dkp+(q+ Dar(y)) — BDaxw(y)y'(y)
By kp k) = \E(yd'kp)+ d'ki = (q+ Day(y))a'kp — 4B Da 2ol y)¥'(y) + d'ks
XSy ke ki) = (q+ Dayly)iq'h

(11.16)
Lapplication directe du critére de Liénard et Chipart, condition 2) avec 7 = 3, fournit des
conditions nécessaires et suffisantes de stabilité:

N > 0
5! > 0 (11.17)
Wt >0

Compte tenu de:
T =G = (k= BDa o)y () ke AT
on est amené a choisir le coefficient de ¢'k; strictement positil:

¢'kp = BDavly)y(y) >0

et dans ce cas, la condition \ ]’ = \|" > 0 est vérifice. De meme:

a4

& = Day ‘kp — g Ny ———
Yo = (¢ + Day(y))iq'ky Bu:x,g,(u)w(y)q+m7(l/)

)

est > 0, car 0 < o5ty < 1 De fait, la condition \ 7\ }" — 5" > 0 est automatiquement
vérifiée, pourvu que le gain intégral k; soil choisi > 0. En conclusion, nous venons d'obtenir
deux conditions suffisantes de stabilité:

{.,'L‘,, > BDarw(y)y'(y)

.18,
ko> o0 (n.18)

et un résultat de stabilisation uniforme:
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on rend tous les équilibres du réacteur (IL.1) quasis-
tatiquement accessibles par la consigne y. et locale-
ment asymptotiquement stables avec rejet des biais,
en appliquant un retour proportionnel intégral (IL.14)
dont les gains kp et k; satisfont aux deux inégalités
(I1.18) uniformément en y.

Pratiquement, la premiére inégalité de (I1. 18) fixe le choix du gain proportionnel kp, moyennant
quoi le gain intégral k; peut étre pris strictement positif arbitraire. A cet égard, il est a noter
que la premiére inégalité de (I1.18) est plus forte que ses homologues (IL.7). Effectivement,
T'ajout d'un terme intégral peut déstabiliser le réacteur commandé par un retour affine dont
le gain aurait été calculé selon les inégalités (11.7).

K 11

Figure 11.10: Choix des gains kp et k7, et incidence sur les valeurs propres.

Ceci se trouve illustré par la figure 11.10. Le diagramme de gauche représente en effet le
membre de droite de la premiére inégalité de (11.18) et rappelle (en gris) les courbes associées
au cas proportionnel, de fagon a mettre en évidence deux gains kp dont I'un kp = 11
est stabilisant tandis que l'autre kp = 6 vérifie seulement les conditions (IL7). Ceci se
retrouve sur les deux autres graphiques qui représentent les trois valeurs propres du systéme
commandeé (I1.15). Le choix kp = 6 associé a k; = 30 génére un segment de températures
instables, borné par deux températures critiques en lesquelles le réacteur présente une bifur-
cation de Hopf °. Par ailleurs, la comparaison du cas stabilisant avec la figure (11.6) montre
que le terme intégral a introduil un pole réel dont le graphe est trés proche de l'axe des y.
c'est-a-dire faiblement stable

Simulations.

On présente tout d'abord le bon contrdleur. Sur la figure 1111, la consigne y. affine par
morceaux varie de 17 a 12, el la température y suil le mouvement avec un léger retard. Noter
que la courbe de bouclage passe par un minimum: ceci n'est pas spécifique au cas Pl voir
la figure IL9 -, mais traduit simplement le fail que passé le seuil critique u., il faut aug-
menter la température d'entrée (ou diminuer le refroidissement) pour continuer 4 faire baisser

Sapparition ou disparition d'un cyele limite conséeutf au changement de signe de la partic réelle d'un

couple de valeurs propres imagimaires conjuguées, voir par exemple [54] et [55].
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la température de fonctionnement du réacteur (voir la figure 11.2).

Figure [1.11: Stabilisation uniforme par refour proportionnel intégral de température.

A titre d'illustration de ce qu'il ne faut pas faire, on a représenté sur la figure 1112 les
résultats de Iapplication d'un mauvais controleur PI, dont le gain kp a été choisi selon les

égalités (IL7), cest-a-dire tel que le dleur P associé soil stabilisant. La consigne est
variée de fagon a traverser la valeur critique supérieure de bifurcation, proche de 12.5 daprés
la figure 11.10, qui correspond au fait que la partie réelle de deux valeurs propres imaginaires
conjuguées devient strictement positive. L'apparition concommitante d'un cycle limite stable
se manifeste par des oscillations non amorties d'ampli en régime
oscillations que le bouclage ne fait que reproduire. Dans le méme ordre d'idée, [46] montre qu'il
est possible de trouver un retour PI dont l'application engendre un comportement chaotique
du réacteur commandé. Comme on sait que de tels phénomenes ne peuvent se produire qu'a
partir de la dimension 3 (voir [12]), on comprend que le CSTR puisse servir de “laboratoire” &
certains mathématiciens.

el i

Figure I1.12: Biturcation de Hopf consécutive 4 un mauvais choix de gains.

11.3.3 Stabilisation globale.

Pour ce qui est de la stabilisation globale, nous allons voir que contrairement au cas local, le
choix du gain suivant (I1.11) corr au retour P n'est pas remis en cause
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par I'ajout d'un terme intégral. On procéde comme pour le retour P en écrivant le systéme
bouclé (I1.15) dans les coordonnées centrées 4 I'équilibre:

X —(g+Dary(Y + ) X — Daal(Y,5)Y
Y BDar(Y + )X  — (¢kp—BDaal(V,9))Y — ¢kiZ  (1.19)
7 = Y

Cette fois, on suppose k; > 0 et on prend pour fonction de Liapunov:

W(X.Y.Z)=V(X.Y) + 1:—

o, Tkpys 0k,
+2)+2Z

ce qui permet d'obtenir:
W= Vp — ¢k XY + ¢k XY = Vp
oti Vp désigne I'expression (11.9) de V calculée dans le cas du retour P. D'aprés les résultats
sur le retour P, le choix de ¢'kp (alors noté ;) satisfaisant I'inégalité (I1.11) assure:
V(XY Z) (X.Y) #(0.0) = W<o

mais ceci entraine que les traj vers la droite X =Y = 0.
Pour conclure que I'équilibre X = 1" = Z = 0 est bien globalement asymptotiquement
stable, on utilise le théoréme d'invariance de Lasalle (cf [38)) qui stipule dans notre cas que
les trajectoires convergent vers le plus grand sous-ensemble invariant de la droite X =Y = 0.
Pour déterminer ce sous-ensemble, on remplace Y el Y’ par O dans le systeme (1.19):

. =0
Vo= —¢hZ

doit il ressort que le plus grand invariant est effectivement réduit au point d'équilibre (0.0,0).
Finalement, les inégalilés sur les gains sécrivent:

d'kp > BDaruvp+ 4 D0 (iax + uVinar)? (1.20)
k>0 :
et I'on a le résultat suivant:

on rend tous les équilibres du réacteur (Il. 1) quasista-
tiquement accessibles par la consigne y. et globale-
ment asymptotiquement stables avec rejet des biais,
en i un retour Pl en (11.14) dont

les gains satisfont les conditions (I1.20).

II.4 Résumé.

Un CSTR élé i é 3 équi est de présenter des phénoménes
dextinction lorsqu'on le commande par température d'entrée ou température de refroidisse-
ment constante. Ces phénoménes sont caractérisés par une baisse rapide de la température
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de fonctionnement consécutive a la disparition
Taccrochage spontané au troisiéme.

de deux équili i

On peut y remédier en utilisant un retour de température de type affine, ou proportionnel
integral. Dans les deux cas, le choix d'un gain proportionnel assez grand permet de stabiliser
localement ou globalement le réacteur 4 une température quelconque atteinte en faisant varier
la consigne auxiliaire. De plus, si le gain proportionnel est suffisant, le gain intégral du retour
PI doit seulement vérifier une contrainte de signe.
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Chapitre III

Diagramme thermique,
emballement et bifurcation
col-nceud

III.0 Introduction.

Le phénomeéne dextinction mis en évidence au chapitre précedent est un exemple de ce que
T'on appelle un emballement, c’esi-a-dire une variation importante de I'état du réacteur dont
Tramplitude semble disproportionnée par rapport aux causes qui l'ont engendrée, comme un
faible changement du point de consigne ou une petite perturbation. Enoncé sous cette forme,
le probléme rappelle une situation mathé lorsqu'un objet mathé
paramétré - fonction, champ de vecteur - voit sa nature changer de fagon qualitative pour une
valeur particuliére - critique - du paramétre, on dil qu'il se produit une bifurcation. Ce chapitre
est destiné a montrer que les bifurcations de type col-nceud, les plus simples, constituent un
bon cadre de modélisation pour les énes d' des réacteurs

Outre le CSTR élémentaire du chapitre précédent, on peut songer a la situation suivante
a peine plus complexe: deux réactions exothermiques en chaine, la principale A — B fonc-
tionnant au point chaud étant accompagnée d'une réaction secondaire indésirable B — C'
fonctionnant elle au point froid, c'est-dire avec un taux de conversion trés faible. Si pour une
raison quelconque on est amené a augmenter la température de fonctionnement du réacteur,
il se peut que 'on active celle derniére réaction, provoquant le cas échéant une brusque et
incontrolable augmentation de la température nécessitant éventuellement arrét du réacteur
(cf chapitre de modélisation).

Dans ce qui suit, nous éLudions les équilibres du modeéle général de CSTR (1.7):

{x = —R(x.y) + qlxn—x) )

g = Bixy) + dlu—y)
Nous procédons en plusieurs étapes. Tout d'abord nous donnons des conditions portant sur

la cinétique isotherme Rt de fagon & pouvoir dériver un diagramme thermique - bien connu des
chimistes analogue de la courbe en S du CSTR élémentaire. Cette étape fail intervenir un
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résultat mathématique - version globale du (héoréme des fonctions implicites - qui fait 'objet
de l'annexe A. Ensuite, ayan( mis en évidence le de jacent, nous
étudions Teffet d'un retour de température de type proportionnel, puis de type proportionnel
intégral. Tout ceci aprés quelques rappels sur les bifurcations stationnaires, précédés d'une
définition.

Définition III.1 (CSTR isotherme) Nous appcuemns CSTR isotherme associé a (I11. 1) le sous-
modeéle constitué des i 1 la é y étant al comme
un parametre constant.

III.1 Préliminaires: bifurcations et commande.

III.1.1 Rappels élémentaires sur les bifurcations col-nceud d’états
stationnaires.
Nous nous contentons ici de rappeler quelques (rivialités et un peu de vocabulaire. La théorie

des bifurcations constitue la matiére de nombreux ouvrages de tous niveaux, dont par exem
ple [31] et [29]. La commande u est ici supposée cest le étre de

On considére une application réguliere F* de R? dans R et on s'intéresse aux équilibres du
systéeme: § = F(y.u), c'est-a-dire aux solutions en y de I'équation implicite: F(y.u) = 0., au
voisinage d'un équilibre donné, que 'on peut supposer sans perte de généralité étre (0.0). Si
le jacobien de F' par rapport a y au point (0.0) est inversible, en I'occurence si %{(o. 0)#o0.
le théoréme des fonctions implicites permel de conclure que les équilibres forment au voisi-
nage de (0.0) une courbe y = y(u) localement unique et paramétrée par u. La réciproque
n'est évidemment pas vraie comme le montre I'exemple suivant: F(y,u) = y® — u.

Figure 111 col-neeud : de ef portrait de phase.
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Lorsque 2£(0.0) = 0 mais avec 45(0.0) # 0, les équilibres constituent encore une sous-
variété en (0‘ 0) pour les mémes raisons, mais cette fois il n'est plus possible de les paramétrer
par u. Au contraire, la courbe est alors donnée par un graphe u = u(y). A ce stade, Ia situa-
tion est totalement symétrique de la précédente, mais le probléme pratique vient du fait que les
variables y el u n'ont pas un role symétrique dans les applications. Dans le plan (Ou, Oy), les
équilibres sont constitués, sous I'hypothése supplémentaire 3;—5(0 0) # 0, de deux courbes
y1(u) et yo(u) définies pour u > 0 ou u < O suivant les cas. De fait, lorsque le pa!amclre

u change de signe, par exemple sous l'eflet d'une 26 ou
disparaissent en méme temps (voir figure II1.1).

La situation critique « = 0 pour laquelle les deux équilibres potentiels se trouvent confon-
dus en un seul est structurellement instable, au sens ou une petite variation de u la détruit:
on parle alors de bifurcation, d'élats stationnaires puisque le nombre d'équilibres change et
de type colneud a cause du jeu d'hypothése sur les dérivées de F. Le graphe des équilibres
dans les coordonnées (u.y) dans cel ordre sappelle le diagramme de bifurcation, et le
point critique (0.0) dans le cas col-nceud est souvent appelé point tournant pour des raisons
graphiques évidentes.

11 est facile de vérifier a partir des hypothéses sur F que les deux branches y,(u) et ya(u)
sont nécessairement de stabililé différente on dit qu'il y a échange de stabilité au point
critique -, ce qui permel de tracer les portraits de phases local du systéme de départ en
fonction de u (figure I11.1). Lorsque v est une commande, il est a noter qu'il n'est pas possible,
partant d'un équilibre situé sur I'une des branches, d'atteindre un équilibre situé sur lautre
en passant de facon quasistatique par tous les points intermédiaires. En effel, 4 supposer
que 'on arrive a demeurer en (0.0), il n'est pas possible de prévoir a priori si 'on va continuer
sur lautre branche ou si I'on va revenir en arriére.

III.1.2 Effet d'un bouclage.

Nous décrivons ici Teffet d'un bouclage sur le diagramme de bifurcation lorsque celle-ci a
Justement lieu par rapport 4 la commande.

Lorsque 'on applique le bouclage statique « = u(y. v) au systeme j = F(y, u),v étant une
consigne auxiliaire permettant de changer de point de les éq
sont donnés par le diagramme de bifurcation du systéme bouclé: Fy(y,v) = F(y,u(y.v)) =
0. Cependant. on les retrouve sur lancien diagramme de bifurcation, 4 l'intersection de la
courbe F(y.u) = 0 et de la courbe de bouclage u = u(y.v) pour v fixé. Ceci est illustré par
la figure 111.2.

En cas de multiplicilé des élats stationnaires pour le systeme de départ, la stratégie générale
pour imer les consiste donc 4 trouver une famille de courbes
{u = u(y,v).v € V} telle que le nombre de points d'intersection avec la courbe F(y.u) =
soit indépendant de . Il est important de remarquer que ce faisant, on ne sassure absolu-
ment pas de la stabilité des équi du systéeme ceux-ci peuvent
désormais étre réguliérement paramétrés par la nouvelle consigne auxiliaire v, tandis que
leurs homologues du systéme de départ ne pouvaient I'étre par u.
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Eifet d'un bouclage statique « = u(y. v) sur le diagramme de bifurcation d'origine.

Figure 111.2:

.2 Lorsque les équilibres du systeme X = F(X.u)
forment une courbe pour u dans un intervalle, nous les qualifierons de quasistatiquement ac-
cessibles par u si cette courbe peut étre réguligrement paramétrée par u.

Cette définition est donnée pour un systéme dans R" mais toujours avec une sculc com-
mande. D'aprés le théoréme des fonctions implicites, une condition et
ment né d é iste est que le jacobien de F' par rapport 4 X soit
inversible en tout point d'équilibre, de sorte que localement:

FiXou)=0 « X =X(u)

En dimension un, il est donc facile, en cas de bilurcation col-nceud, de restaurer, au moins lo-
calement, I'accessibilité quasistatique par bouclage. En dimension quelconque, une stratégie
consiste a dériver de F(X'. «) = 0 une équation d'équilibre F'(y,u) = 0 impliquant la sortie
scalaire y, puis a appliquer la méthode monodimensionnelle. C'est ce que nous allons faire
pour le CSTR.

L3 Pour ne pas alourdir I'exposé, nous m‘avons pas
donné les conditions de bifurcation col-nceud en dimension supérieure a un. Ceci sera fait
plus loin, lors d'une étude systématique généralisant localement la situation du CSTR au cas
d'un systéme non linéaire SISO quelconque.

.4 Si Ton consi le bouclage
i = G(y,u,v), la dimension du systéme commandé passe a 2, et ses équilibres sont solution
de:
Fly.u) = 0
{ Gly.wr) = 0
Lorsque 2 a ¥ # 0, la seconde équation s'inverse en: u = u(y.v), el en terme de diagramme

de bifurcation, on se retrouve dans la situation du bouclage statique. Sinon, le bouclage
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dynamique introduit une relation entre y et v, ce qui revient sur la figure 11.2 a considérer
des courbes de bouclage horizontales. Si le niveau de y change avee v, on aura aussi restauré

Nous cette situation plus en détails dans le cadre
du retour proportionnel intégral.

III.2 Diagramme thermique.

III.2.1 Notion de cinétique isotherme réguliére.

Le du CSTRéle ire (figure 11.2) a été obtenu en inversant I'équation
stationnaire de concentration sous la forme: & = r(y), et en reportant cette expression dans
I'équation stationnaire de température, laquelle fut scindée en deux termes pour prendre la

forme d'un équilibre:
CHALEUR CREE = CHALEUR EVACUEE

a la température y el pendant une unité de temps (les termes sont homogenes a des puis-
sances plutol qua des énergies).

La généralisation est immédiate: le probléme consiste & inverser les équations stationnaires
de concentration, c'est-a-dire exprimer les équilibres du CSTR isotherme associé en fonction
de la température y. Symboliquement. on cherche un résultat de la forme:

“R(xy) + gl —x) & x = xeoly)

mais avec des indications sur le domaine de définition de la fonction x,(y). C'est pourquoi
nous allons utiliser une version globale du théoréme des fonctions implicites - voir 'annexe A
. et décidons d'appeler cinétiques réguliéres les fonctions R qui satisfont les conditions de ce
théoreme.

On note pour cela X' =]0.+00[" Touverl des concentrations x, ¥ = [y™, y™] les
températures de fonctionnement, Q = [¢"" ¢"*] les débits, Xix = Xiny X .. X Xjpn =
[wmm pma] x x [rmn 22 Jes concentrations a l'entrée du réacteur et P =Y x Q x X,,
le domaine des parameétres résultant pour le réacteur isotherme. On rappelle qu'une ma-
trice carrée est dite stable lorsque (loutes ses valeurs propres sont a partie réelle strictement

négative.

IIL5 (Cinétique Le CSTR (1il.1) est dit & cinétique (isotherme) réguliére
sur P lorsque les trois conditions suivantes sont vérifies:

(CR1) Vxe X V(y.q) €Y xQ. —DR(x.y)—ql eststable,
Vi=1 n.
Cr2) |lv|—= 400 =

inf
(5.0 2)€) X QX Xun et 2, €]0+ox.[ pour y#1

|vie{t n}3ie{t n}
| Mxiy g2 € X x P = Ry(x.0) + g, — 1)), # O

IR(x. y) + g(x = x0)|| = +o00.

(CR3)
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La condition la plus contraignante est (CR1), qui entraine I'inversibilité locale des équations
stationnaires de concentration ainsi que la stabililé locale des équilibres du réacteur isotherme.
Cette deuxiéme propriété, qui ne s'impose pas pour la du t
sera utilisée ultérieurement pour la stabilisation du réacteur non isotherme (voir le chapitre
suivant). En pratique,il suffit de vérifier la stabilité pour ¢ "I puisque les valeurs propres
pour ¢ > ¢™" se déduisent de celles associées a ¢ = ¢""" en retranchant a chacune de ces
derniéres la différence ¢ — g™

En revanche, les deux autres conditions, destinées a assurer l'inversibilité globale, sont
plus couramment vérifiées par les CSTR. A l'infini d'une part, le terme de transport - avec x,n
borné - ou la forme des cinétiques courantes rendent infinie la norme de la vitesse x (condition
(CR2). prendre par exemple pour norme la somme des valeurs absolues des composantes).
Lorsque I'un des , est nul, le constituant associé ne peut étre un produit par définition, et
si Clest un réactif il ne peut étre a Iequilibre parce qu'il est constamment introduit dans le
réacteur (condition (CR8)). Ceci serait faux dans le cas d'un réacteur fermé, lequel posséde
nécessairement pour équilibre la solution triviale x = 0: nous nous limiterons done désormais
aux CSTRs stricts (¢ > 0).

Remarque IIL.6 (concentrations bornées) En pralique, il est souvent possible de montrer
par des des de x que les rajectoires dont les initiales
se situent dans un pavé borné .\, = [0, X']"*[x[0. X"[ restent "piégées” dans ce pavé

dont on dit alors qu'il est positivement invariant sous Faction du champ moyennant quoi
[ au lieu de X' =]0. +o0[" on satisfail automatiquement
la condition (CR2) puisqu'il nest alors plus possible de faire tendre x vers +0o dans X Par
exemple, les concentrations en réactifs au sein du réacteur sont en général inférieures a celles
des réactifs introduits dans ce réacteur, el les concentrations en produits sont a leur tour
limitées par celles des réactifs donl ils sont issus. Cette démarche a d'ailleurs été appliquée
pour le CSTR élémentaire dans le cadre de la remarque I1.6 sur T'utilisation du critére de
Bendixson. A

Avant de poursuivre, donnons quelques exemples de cinétique réguliére (pour I'aspect
modélisation, se reporter au premier chapilre). En pratique, la démarche consiste 4 fixer
le domaine P de facon a satisfaire les conditions (CR1,2,3).
XN, X)) Nous
cs sur les cnéliques 7 (2

renons ici le modéle (1.8) du cha-

¥):72(22,9). Le jacobien du

Exemple IIL7 (réactions consécutive:

Gy o
~DRGxy) gl = 7
DR(xu=q ( Lileny) SRy - )

dont les valeurs propres - sur I diagonale - sonl réclles el strictement négatives puisque inférieures &
—q (condition (CR1)).

Lorsque 2y — 400, [j&l] 2 |21 2 2y(r1. )+ (21— 210) > 4™, — 2155 qui tend vers +00 pour
g™ > Ot 2T < 400, S1 2y — +00, k]| 2 [0 ] 2 [y + £a| 2 (@2, y) + (T2 = Bran — Taun)
dont F'inf en q tend vers +00 sous la condition supplémentaire: 2% < +50. Ainsi, (i) est vérifice dés

que T'on choisit ¢™" > O et 2 fini
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™
v y) + (20 — 22)
pas si Fon prend g™ > 0 et 21 > 0, ce qui signifie que F'on doil effectivement introduire une quantité
=121 y) + (210 — @)
(2L Y) + 2o
Siz, = 0, on est ramené au cas précédent, et si 2y # 0, 1(21.Y) + g22.0 2 71(21, ) > O pour
toute valeur de (2, ) dans 0. +05¢[x]yo. +c[. La condition (il) est donc vérifiée sous les hypothéses
¢ > 0t

En 2, = 0, le champ s'erit: et la premiére composante ne s'annule

non nulle de réactif X, dans le réacteur. Pour , = 0, le champ s'écrit: (

En résumé, le CSTR isotherme associé au modéle (1.8) vérifie les conditions de cinétique réguliére

dans le domaine de fonctionnement suivant:

température quelconque,

™" >0
> 0: concentration en réactif ., non nulle a I'entrée du réacteur
Ceci correspond au domaine P =]y, +0[x g™ -+oc[x (£, 275 x [0, 2] avee g™ et 2 stricte-
ment positifs d'unc part, et X755, 25 fims d'autre part, ce qui en pratique ne constitue pas une véritable
restriction.

1ébit quelconque mais non nul (ceci exclut le cas du réacteur fermé),

3) Nous adoplons la méme démarche pour le modéle (L9). Cette
plus tnangulaire:

Exemple I1L8 (équilibre: .\,
fois, le jacobien du réacteur 1sotherme 1

e -0 $2Ey)
~DeBxy)—al = ( ey 2@y —a

—qel —g - §L - ;’{J sont encore ré

‘mais les valeurs propres les et strictement négatives.

|| > [a + 22| = gl + 22 = 20| on kant bien tendre ||%]| vers +o¢ par 2, ou z; — +00
& condition de setre fixé des bornes ri%. ri%, d'oi (CR2). Enfin (CR8) s'obtient de fagon tout-a-fait
analogue au cas des réactions conséeutives,
vérifiée sur le domame: P =]yo. +5[x[¢™" +2¢] x [¢

Exemple II1.9 (autocatalyse: .\, + X; — 2.\', ) Sion prend pour cinétique: #(2,. 2y, ¥) = k(y)z 2,
(Loi d'Action de Masse), un fel systéme n'est pas 4 cinétique réguliére car Fautocatalyse engendre la
ossibilité de changement du nombre (e de la stabilité] des équilibres. Pour le voir, il suffit d'écrire le
Jacobien du CSTR:

ky)aa—gq Ry

~DeR(x.y) = ql = !
' ke, —k(y)e—q

dont les valeurs propres, —¢ et —q + k(2; — ;) sont toujours réelles mais pas strictement négatives, ce

qui viole la condition (CR1). Sur lc (h

consulter (58] dans lequel entre autr

o et ¢ des états on pourra

sont (raités quelques exemples classiques.

Remarque IIL10 Le contre-exemple précédent montre que les systémes dont la cinétique
est donnée par la Loi d'Action de Masse ne sonl pas toujours & cinétique réguliére, loin
s'en faut. En fail, la propriété (CR1) nous semble intuitivement bien plus liée a au réseau
steechiométrique qu'a la forme des lois cinétiques. A cel égard, les réacteurs isothermes sta-
bles sont ceux dont le réseau des réactions posséde une certaine orientation globale, orienta-
tion qui ne peut conduire asymplotiquement qu'a un équilibre. Qualitativement, la présence
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de cycles met a mal cette possibilité d'orientation, et I'on retrouve I'dée (trés) générale que les
bouclages naturels sont un facteur d'instabililé, mais il ne nous est toutefois pas possible de
donner aujourd’hui un contenu précis a une lelle notion d'orientation. Le lecteur intéressé
pourra consulter a ce sujet les travaux de Feinberg (23] [24] [25].

II1.2.2 Diagramme thermique stationnaire.

Tout lintérét de la notion de cinétique réguliére provienl comme annoncé de la possibilité
d'inverser globalement les équations d'équilibre isothermes.

Lemme III.11 Sile CSTR (IlI. 1) est a cinétique réguliére sur P, 'équation stationnaire isother-
me: —R(x,y) + ¢(x,, — x) = 0 vérifie les conditions (1) (i) (i) Gv) du théoreme A.1

Preuve : Tout d'abord, le pavé P est bien connexe par ares et simplement connexe, donc la condition
(iv) est vérifiée sans restriction sur les bornes des différents intervalles qui le composent. Ensuite:
(CR1) = (I): en effet, siles valeurs propres de Dy f = — DyR(x. y)—qI sont a partie réelle strictement.

négatives, elles sont a fortiori non nulles.
(CR2)  (i): en effet, la condition (i) s'éerit sous torme développée de la fagon suivante:
Vi=1 afo)—+x = i . p)l| — +oc.
[z epa ™ G

la réunion des hyperplans d'équation z, = 0.

(CR3) 4 (ifd): en effet, le bord de constitué

De fait, la condition (CR3) signifie qu'il n'existe pas d'équilibre x € X, ce qui est exactement (ii). O

Remarque II1.12 Le domaine P n'est pas nécessairement ouvert, aussi nous n'utiliserons pas
le théoréme A. 1, mais sa généralisation A.28.

Nous pouvons maintenant inverser les équations stationnaires de concentration et con-
struire le ou les diagrammes thermiques d'un CSTR 4 cinétique réguliére.

nL13 Sile CSTR (IlI. 1) est a ciné-
tique réguliére sur P il existe un entier v et v applications régulieresx) P — X,k =1...v,
dont les graphes disjoints dewx-a-d itwent les équilibres dans X x P du CSTR i
associé.

Les températures d'équilibre du CSTR (lll. 1) sont alors solution d'une équation implicite scalaire
obtenue en injectant les concentrations x\) dans I'équation stationnaire de température, soit,

pour (X: Y. ¢, Xy) € X x P:

(k)
—R(x. n— o = Xiso (Y- ¢+ Xin
SRO) - x ok o {EE T
(x.y) —¢'(u—y)=0 B(Xio (4 ¢ K)o y) = ¢'(y — u)
Preuve :  on applique directement le lemme 11111 ¢t le théoréme A.28. o

En particulier, il suffit qu'il existe un unique équilibre isotherme % associé a un jeu de
paramétres (§.q.%,,) pour assurer I'existence el l'unicité globale des équilibres isothermes
pour tout (¥,¢,xu) € P. Cest le cas par exemple lorsque la température réduite yo cor-
respondant au zéro absolu T = 0N’ appartient au domaine P car dans ces conditions,
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les fonctions cinétiques s'annulent a cause des facteurs d'Arrhenius, et il existe un et un
seul jeu de concentrations & I'équilibre: x(yo) = x,,. La multiplicité éventuelle des états sta-
tionnaires pour le CSTR non isotherme provient alors uniquement du couplage avec le bilan
thermique. En dautres termes, en indexant les équilibres (x.y) par la température y (et les
autres paramétres), on s'est ramené a I'étude d'une équation scalaire en y. traditionnellement
scindée en deux termes.

.14 Dans les conditions de la
11113, on appelle respectivement fonction de création et d'évacuation de chaleur les applications
obtenues en injectant une solution stationnaire isotherme X[y, ¢, X,,) dans les termes corre-
de l'équation stationnaire de

HC(y.q- %) = B(xwoly. q.xu).y) et HR(y.q'.u)=q'(y —u)

Les courbes partielles HC'(y) et HR(y) ' définies pour y € Y a (q.Xin.p, u) fixés constituent
le diagramme thermique stationnaire du réacteur associé¢ a la branche Xiso( Y, ¢, Xin) pour les
températures de fonctionnement 1”

pu1ss.t

HR ‘

Figure 1113: Diagrammes thermiques: 4 — B — C'a gauche, et 4 — B a droite.

Dans la suite, nous parlerons du diagramme thermique d'un CSTR a cinétique réguliére
en supposant s'étre fixé une branche d'équilibres x,., pour le CSTR isotherme associé. Pour
le CSTR élémentaire du chapitre précédent, la courbe HC' est la sigmoide, dite “courbe en
S" bien connue des ingénicurs chimistes (voir figure 11.2). Dans le cas général, sa forme est
plus complexe (voir figure 111.3) mais nous nous intéressons seulement au nombre de points
d'intersection avec la droite HR. De fail, plus que les courbes elles-mémes, c'est leur position
relative qui importe, d'oi Importance de leurs pentes respectives. Avant de développer ce
point de vue, montrons que derriére le diagramme thermique se cache un diagramme de
bifurcation classique au sens des rappels généraux ci-dessus.

respectvement pour Heat Creation et Heat Removal.
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II1.2.3 Diagramme thermique et diagramme de bifurcation.

Considérons I'équation des lempératures d'équilibre écrite sous la forme:
Fly.u) = HCiy)— HR(y.u) =0

Par définition, cette équation définil, lorsque 2= sannule, un diagramme de bifurcation dans
les coordonnées (u,y). Pour chaque u, les températures d'équilibre y se lisent sur le dia-
gramme thermique comme les abscisses des points d'intersection des deux courbes HC'(u) et
HR(y,u). Le diagramme thermique permet donc de construire un diagramme de bifurcation
(mais la réciproque n'est pas vraie). Par ailleurs, faire varier u dans le plan (u,y) revient a
balayer les courbes de bifurcation par des verticales. Sur le diagramme thermique, cela re-
vient & déplacer la droite HR paralléclement a elle-méme, comme le montre la figure I11.4. La
situation critique correspond évidemment au cas ot les deux courbes sont tangentes, ce qui
correspond aux points a tangente verticale (points tournants) du diagramme de bifurcation.

La situation critique correspond évidemment au cas ou les deux courbes sont tangentes.
Lorsque l'on désire changer de point de fonctionnement, on fait varier u de sa valeur initiale
uy a une nouvelle valeuru,. Si pour une valeur intermédiaire u. I'équilibre considéré coincide
avec un autre, les deux disparaissent et le réacteur adopte un nouveau régime stationnaire qui
peut étre I'un des équilibres restants. Oultre le cas élémentaire traité au chapitre précédent, la
figure 1i1.4 présente deux nouveaux exemples de celle situation ou I'on passe du point chaud
de la réaction principale 4 — B au poinl froid de celte méme réaction (extinction, A «» B) ou
au point chaud d'une réaction d'énergie d'activation plus élevée (emballement, 4 — B — C).

Remarque IIL.15 Par rapport a une bifurcation col-nceud théorique locale  figure 1111 -, la
connaissance globale du diagramme bifuraction informe sur ce qui peut se passer lorsque la
valeur critique u, a été franchie: dans une perspective d'application, I'étude locale est insuff-
isante. Ceci justifie qu'on ne puisse se contenter d'inverser localement les équations station-
naires de concentration, d'ou introduction des conditions (CR2) et (CR3) dans la définition
L5,
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puise U

Figure 111.4: Di (4 gauche) et di de (a droite).
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II1.2.4 Role des pentes.

Dans cette section, nous étudions les positions relatives des courbes HC(y) et HR(y.u) a
q. ¢ et x,, fixés en fonction de la valeur de la commande u considérée ici comme un paramétre.

L'examen de la figure 1115 montre qu'a I'évidence, le nombre de températures d'équilibre
reste constant égal a 1 pour toute valeur de u dés que la pente ¢’ de la droite HR est partout
supérieure a la pente de la courbe HC' Ce cas correspond a I'absence de points tournants
dans le diagramme de bifurcation, c'est-a-dire a I'absence de bifurcation tout court!

purss.tn

Figure [IL5: Absence de bilurcation pour q' asse

2 grand.

Pour formaliser le role des pentes, nous introduisons la matrice du systéme linéarisé en
un point d'équilibre (X,o( Y. ¢. X ). y:

—DyR — qI

L{y.q.x

-

ainsi que la matrice jacobienne du réacteur isolherme associé:
L™y g-xw) = =(DxR + ¢ ) lxmxunly00)
Nous utiliserons & plusieurs reprises par la suite le calcul d'un déterminant par blocs.

A4 B
Lemme II.16 Soit M = ) ) une matrice quelconque dont les blocs A et D sont carrés.

On a les formules de calcul suivantes:

si D est inversible, det.M = det D det(4 — BD~'C)
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si A est inversible, det M = det 4 det(D — C'A~'B)

Preuve :  Lorsque [ est inversible, on commence par décomposer M sous la forme:

(&5)=(s5) (st )

Puis, par combinaisons linéaires de lignes:

A BY_ (A4-BD'C o) _ -
dct( pc I)_du( p-ic /)_du(A—BD C)

ce qui donne la premiére formule. La seconde s'oblient en se ramenant au cas précédent par un nombre
o

pair de permutations de lignes et de colonnes.

Pentes et jacobiens sont reliés par le lemme suivant.

Lemme IIL17 (pentes et jacobiens) Pour un CSTR a cinétique régulicre, la pente de la courbe
HC est donnée en tout (y.q.%.,) par:

QHC 9B IR
T =90 DB(DR+ D)
3y y ( +ql) oy
et la relation suivante est vér
JHC  OHR
det(L) = det(L™) | 5— — ——
let( L) = det( )( 3y 3y
Preuve :  Par définition de H(":
9 H( d Oxy, OB
Ty "oy B(xeoly.q-%0). ) = D‘EW + B
et la dérivée 2% s'obuent a partir de la relation de définition de X,

Iy

“R(Xiao( Y 4 %) ¥) + 40X = KoY. 4. X0

ce qui donne bien l'expression annoncé
Pour le caleul de det( L), on utilise le lemme 111.16:

aB _ 9B
det(L) = det(=DeR = g1)((G = ')+ DaB(=DeR = q1) 7' 50

et le résultat cherché sobtient en ulilisant Texpression précédente de 2HC et 288 = g/ Noter que

Tinversibilité de la matrice (DR + q ) provient de Phypothése de cinétique réguliére. o
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11 est maintenent possible de caractériser de fagon précise I'éventualité d'un emballement
thermique.

Proposition II1.18 (Emballements d'un CSTR a cinétique réguliére) Un CSTR a cinétique ré-

guliére ne peut pas présenter de bifurcation d'états stationnaires pour des yey
si la pente ¢’ de la droite HR est supérieure & la pente maximale ¢ de la courbe HC' pour
y €Y Dans ce cas, les équilibres sont quasi par la .

Preuve: Encffet, onaalors % — 2 < ¢/ — ' < 0 ct puisque /o, ne sannule pas, J/ non plus. O

0119 On peut se si¢' > ¢”" est une condition nécessaire
pour ne pas présenter de bifurcation. Intuitivement - a cause de la loi d'Arrhenius -, la pente
de la courbe HC' lorsque celle-ci est bien définie pour toutes les températures, tend vers O
pour les valeurs extrémes de y. Si ¢’ < ¢~ on peut donc s'attendre (théoréme des valeurs
1ntcrmed1a|res] ace qu'il y ait des commandes u et des températures y telles que HC' = HR,

: =qe % # 0, ce qui correspond & une bifurcation col-nceud. Dans le cas
Ilmne q = q' IEJacoblex\ J s'annule sans que le nombre d'équilibres ne change; on a alors
affaire a un point d'inflexion de HC' = 0, situation non générique dont le prototype
local F(y,u) = u —y* = 0a déja été menuonne AN

La relation entre pentes et jacobiens permet aussi de retrouver un résultat bien connu des
chimistes.
1120 des Siun CSTR a cinétique régu-
ligre possede un équilibre dont la température vérifie:

cet équilibre est né instable. Reciy Uinégalité contraire:

exprime une condition nécessaire de stabilité (locale asymptotique) a priori non suffisante.

en clfet, dtunc part Ia relation det( 1) = det(L™) (€ — ¢ ) el Phypothése de cinétique

)

ents du polynome caractéristique de

Preuve
réguliére entrainent:

sgnde(L) =

drautre part une condition né ire de stabilité

L sofent tous > 0 (Hurwilz, théoréme B.34), el en particulicr le (erme constant:

(=1)"*det(L) > 0

qui équivaut donc ici a: )
aHC

ay

-4 <0

d'ot I'énoncé de la proposition. o
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nr.21 et stabilité) La des bifurcations
col-nceud par bouclage d'une part. et la stabilisation des équilibres en boucle fermée d'autre
part constituent a priori deux problémes distincts le second faisant d'ailleurs T'objet du
chapitre suivant -, mais pas nécessairement indépendants, comme le montre la proposition
précédente. Cependant, celle-ci utilise la connaissance du signe de det(L™*) en l'occurence
(—1)" - et pas uniquement la condition del( L'**) # 0. On a donc pour la premiére fois utilisé
pleinement I'hypothése (CR1), a savoir la stabilité locale de la matrice —DyR — ¢I linéarisé
du réacteur isotherme au lieu de inversibilité qui suffisail pour construire le diagramme
thermique.

III.3 Régularisation par retour de température.

II1.3.1 Retour proportionnel (P).

La proposition I11.18 suggére de modifier la pente ¢’ de la droite HR. Sous I'action du bouclage

proportionnel:
u=—kpy+uv (m.2)
le modéle du réacteur s'écrit:
x = —Rix.y) + qlxm—x)
3)
{.; = Blxy) + q(v—(1+kp)y) (mn-3)

d’onr une nouvelle droile d'évacuation de chaleur:
HRy(y.v) = ¢(1+ kp)y — ¢'v

dont la pente ¢'(1 + kp) est supérieure a ¢’ dés que kp > 0. 11 est intéressant de remarquer
que les équations du réacteur commandé sonl alors celles d'un réacteur fictif non commandé
avec la correspondance ¢' — ¢'(1+ kp) et u — 37+ En fait, le bouclage permet de passer
d'une situation potentiellement singuliére (figure 111.3) a une situation uniformément réguliére
(figure 111.5). La nouvelle figure 1116 résume graphiquement la situation. On a choisi une
valeur de consigne ¢ = v, qui permel de travailler a la température y = y; pour une valeur

nominale de commande w, = —kpy, + ;.

Sur le graphique de gauche, on a superposé les deux diagrammes (hermiques (avant et
aprés bouclage) ou I'on voit clairement que la commande modifie la pente de la droite HR.
Sur le graphique de droite, on a représenté le diagramme de bifurcation (par rapport a v) du
systéme commandé, oti F'on peul justement constater 'absence de bifurcation! Enfin, sur
le graphique du milieu, on met en évidence l'effet du bouclage sur I'ancien diagramme de
bifurcation: les courbes de bouclage données par 'équation (111.2) & sont des droites paralléles
dont la direction est fixée par kp el la position exacte par le choix de la consigne vs.

.22 de 1 par retour P de température) Sile CSTR
(I11.1) est a cinétique réguliére, et si ¢~ désigne la pente maximale de la courbe HC' poury € Y
les équilibres du réacteur commandeé (II1.3) tels que y € Y sont quasistatiquement accessibles
par la consigne auxiliaire v deés que:

ke > k=L -
T
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puiss ¥ v

Figure IIL6:
diagrammes de bifurcation.

iifet d'un bouclage affine. De gauche a droite: diagramme thermique, ancien et nouveau

condition vérifiée par tout bouclage uniformément stabilisant sur ¥~

Preuve : la condition: kp > kj» cquvaut @ /(1 + kp) > "% ouencore 24 > 2C. e qui permet

drappliquer les proposition IIL. 18 et 111.20. o

II1.3.2 Retour proportionnel intégral (PI).

On considére maintenant un bouclage de la forme:

¢
u=—kpy— L-,/ (y(7) = y.)dr (11.4)
o

qui donne lieu, en posant = = [¢(y(7) ~ y, )dr, au réacteur étendu:

% = —R{x.y) + glxm—x)
g = Bixy) — (((1+kply+q'kiz) (111.5)
= Y-

dont les équilibres s'écrivent:
x = Xol )
o=y
= L (Bl (14 k)

7

dés que le gain intégral k; est # 0. Ainsi. la notion de diagramme thermique n'est plus perti-
nente, et l'accessibilité quasistatique par la consigne y, est directement acquise quel que soit
le gain proportionnel kp.

.23 del par retour PI de température) Sile CSTR
(II1.1) est & cinétique réguliere, les équilibres du réacteur commandé par (IIL4) sont quasista-
tiquement accessibles par la consigne awxiliaire y. des que:

k#0

ce qui est par exemple le cas d'un retour purement intégral (kp = 0).
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Remarque IIL.24 Lorsque k; # O, on se trouve exactement dans la situation générale de
la remarque 111.4, a savoir celle d'un bouclage dynamique t = G(y,u.v) dans lequel G ne
dépend pas de u a l'équilibre, correspondant a des courbes de bouclage y = y. horizontales
dans le diagramme de bifurcation en boucle ouverte. aN

III.4 Résumé.

Lorsque le CSTR (I11.1) est a cinétique réguliére sur P = Y x Q % Xj,. les équilibres dans
X x P du CSTR isotherme associé sont constitués par la réunion d'un nombre fini de graphes
drapplications réguliéres de la forme X, . ¢. X,n). réduits a un seul lorsque le zéro absolu ap-
partient au domaine de température Y En particulier, les concentrations a I'équilibre sont
réguliérement paramétrées par la lempérature.

De chaque branche x,., se déduisent deux applications HC' et HR dont les courbes par-
tielles en fonction de la température y € Y forment le diagramme thermique stationnaire
associé A x,. Lintersection des courbes HC' et HR détermine alors les équilibres du CSTR

(1L1). Ce est en cor avec un di de bifurcation dans les co-
ordonnées (. y), lequel est trivial - absence de bifurcation lorsque la condition:
,_OHR . OHC
q = y) > ——I(y
‘==, W ay

est vérifiée uniformément sur } auquel cas les équilibres sont quasistatiquement accessibles
par la commande u

Sinon, il se produil des bifurcations col-nceud en boucle ouverte donnant lieu a des em-
ballements thermiques. Cependant, 1l est possible de restaurer la situation favorable par un
retour proportionnel de température de gain suffisant, ce qui permel de satisfaire au passage
une condition nécessaire de stabilité. L'utilisation d'un retour proportionnel intégral permet
aussi de retrouver Iaccessibilité quasistatique sans condition sur les gains kp et k; autre
que k; # 0, mais ce résultal s'obtient directement sans passer par I'analyse du diagramme
thermique qui n'existe plus en boucle fermée. En définitive, le probleme est automatiquement
régle lorsque l'on a stablisé le réacteur.
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Chapitre IV

Stabilisation d’'un CSTR a
cinétique réguliére par retour de
température

IV.0 Introduction.

Nous avons montré au chapitre précédent que la supp des possibilités d'
thermique d'un CSTR a cinélique réguliére pouvait étre obtenue par retour de température,
soit de type affine avec une contrainle sur le gain proportionnel, soit de type proportion-
nel intégral sans contrainte particuliére, et en particulier lorsque de Lels bouclages sont sta-
bilisants. Cela signifie que la consigne auxiliaire permel de paramétrer réguliérement les
équilibres auxquels on désire faire travailler le réacteur. Nous nous attachons maintenant a
réaliser la stabilisation de ces équilibres a I'aide d'un seul controleur.

A cet égard, 'annexe B fait le point sur la stabilisation des systémes linéaires mono-variable
par retour de sortie proportionnel el/ou intégral. La rédaction de cette annexe a été motivée
par le souci de mettre en évidence la simplicité et la généralité des résultats de stabilisation
que le contexle des réacteurs chimiques pourrait occulter. 11y sera donc fait constamment
référence. De fagon générale, le placement de poles exact n'est pas possible s'il y a plus de
poles a placer que de gains a régler. L'outil de base pour le retour de sortie n'est donc pas
le critére de Kalman 4 aucun moment nous ne faisons d'hypothése de commandabilité ou
d'observabilité mais bien le critére de Routh-Hurwitz qui fournit le cas échéant des condi-
tions sur les gains de type & € [k1.42] ou k > k* SiT'on n'a pas de probléme de saturation
de la commande, le second choix est d'ailleurs préférable puisque ne dépendant que d'une
seule borne calculée.

Rappelons une fois encore les équations du modeéle de CSTR (1.7):

(v.1)

% = —Rlx.y) + qlxm—x)
g = Bixy) + d(u-y)

On notera \ (. y) le polynome caractéristique du réacteur linéarisé en (x,y) = (x"*°(y), y), et
(5. y) = det((s + ¢} + DR(x*(y). y)) celui du réacteur isotherme associé linéarisé en
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x = x™(y), moyennant quoi la fonction de transfert u — y du réacteur (IV.1) linéarisé s'écrit:

(s, y
Hisoy) = 100
NENY]
On met ainsi en évidence les deux propriétés qui la
retour de sortie: minimum de phase el degré relatif 1 (voir 'annexe B). La propriété de mini-
mum de phase, en I' stabilité du p \'*, provient di de I'hypothése

de cinétique réguliére ' (définition 111.5). tandis que la différence de 1 entre le degré de y et
celui de x*° est due au fail que la commande u influence directement la dérivée de la sortie

y.

Nanti de ces nous traiterons le cas du retour proportionnel
en fait affine -, puis celui du retour proportionnel intégral.

IV.1 Stabilisation par retour affine.

IV.1.1 Préliminaires.

Nous avons vu au chapitre précédent que pour un réacteur a cinétique réguliére, il est pos-
sible de trouver un bouclage proportionnel qui permette d'assigner de facon quasi-statique
wimporte quelle température de fonctionnement. 11 suffit pour cela de choisir un gain assez
grand. Or, dans le cas du CSTR élémentaire (I1.1), la condition supplémentaire a réaliser
pour assurer la stabilité (asymptotique locale) prend encore la forme d'une borne inférieure
sur le gain (voir le chapitre traitant cel exemple). En termes de génie chimique, cela revient

a la de de chaleur du réacteur en boucle fermée. En ter-
mes mathématiques, augmenter ¢’ rend le terme ¢'(u — y) = ¢;(v — y) prépondérant dans
Téquation de température pour forcer le comportement: § = —gj(v — y). Intuitivement, ce

mécanisme ne devrail pas dépendre de la complexité du schéma réactionnel, pourvu que la
cinétique isotherme soit stable, d'oti I'mportance de I'hypothése de cinétique réguliére.
Pour simplifier les expressions a venir, on prend a priori un bouclage de la forme:
Ip
(147Ju+7v (1v.2)
q q
d'ott les équations du réacteur ainsi commandeé:
% = —R(x.y) + qlxm—x)
§y = Bixy) — kpy + v

Remarquons que kp  que par abus de langage nous appellerons tout de méme gain propor-
tionnel - n'est rien d'autre que la pente de la droite H R, notée g; dans le chapitre précédent.

eci justific de ne pas séire contenté de I'mversibiité de la matrice jacobienne isotherme

<R(x,y) — ¢1 qui aurait suffi pour les développements du chapitre précédent.
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En tout point stationnaire (xus(y). y). la matrice du systéme linéarisé s'écrit:

L7k ~qI = DeR(x,y) ~ ()

[S—F)

Dy Blx.y)

matrice dont les valeurs propres sont les racines de son polynome caractéristique:
P ) = d _LP(y kp)) = kpx (s o
\'(s.y.kp) = det(slsy (g, kp)) = kpx™(s.9) + x°(s,y) (v.3)
en notant ' le polynome caractéristique de la matrice jacobienne —¢I — DR du linéarisé

du réacteur isotherme associé, el \” celui du réacteur (IV.1) commandé par (IV.2) avec kp = 0
(attention, ce mest pas le réacteur en boucle ouvertel).

IV.1.2 Approche asymptotique: commande a grand gain.

Une premiére élape consiste a se demander ou se trouvent les racines de y (s, y. kp), cest-
a-dire les poles du systéme en boucle fermée, lorsque le gain kp est pris trés grand. A cet
égard, les observations suivantes jouent un role important:

o le polynome \ ”(s.y. kp) est affine en kp,

o les racines de \"°(s. y) = del((s + ¢)I + DyR) sonl & partie réelle strictement négative
a cause de I'hypothése de cinétique réguliére,

o \"(s.y) et \°(s.y) ont pour coefficient dominant | et pour degrés respectifs n et n+ 1.
Nous nous trouvons done dans le cadre d'application de la proposition B.18, avec N = x**° et
D = \°(s. y): pour toute température de fonctionnement y, le systeme linéarisé en (2,.,(y ), y)
est a minimum de phase et de degré relatif 1. donc stabilisable par retour de sortie a grand

gain. On sait de plus (voir 'annexe B) que lorsque kp — +00:

® les 1 zéros finis sont de la forme: ~o(y) + O( ‘—"). o1 so(y) est racine de ) ).

© le zéro a l'infini s'éerit 2 ~kp + O(1).

Ceci étant, il ne ressort de ces considérations aucune indication quant au choix effectif du
gain kp. Or, dans la réalité, les commandes sont bornées, et un compromis doit étre effectué
entre une stabilit¢ suffisante d'une part, et la saturation des commandes d'autre part. Ainsi,
Ia stabilisabilité a grand gain conduit a affirmer I'existence d'une borne k7 telle que le systéme
bouclé soit stable pour tout kp > kj,. Il convient maintenant de déterminer une valeur, ou
une estimation de k.

20(1) désigne une fonction de kp bornée lorsque kp — +o.
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IV.1.3 Approche exacte.

Comme dans le cas du CSTR élémentaire, nous allons appliquer directement le critére de
Routh-Hurwitz, ou plus exactement la proposition B.38. Pour tout i = 1...n + 1, soit
AP(kp.y) le iéme mineur principal de la matrice de Hurwitw associée a x”'(s, y). kX(y) un
majorant quelconque des racines de A”(kp.y) = 0 on sait que A est un polynome de
degré i en kp -, et kp(y) = max{kj(y). .kn i (y)}

Proposition IV.1 (stabilisation d'un CSTR par retour affine de température) Lorsque le CSTR
(IV.1) est a cinétique réguliere, le retour affine (1V.2) avec un choix de consigne v adéquat stabilise
le réacteur a la température y des que:

kp > kply)
En particulier, si cette inégalité est vérifiée pour tout y dans un intervalle Y tous les équilibres

associés {(xso(y).y). y € Y7} sont stables et
ment accessibles par variation de la consigne auxiliaire v.

Preuve :  nous avons vu que Phypothése de cmétique réguliere se traduisait par la stabilité du
polynéme X **(s.y). el que le degré de celur-ct est inférieur d'une unité au degré de x°(s, ). La propo-
sition B.38 s'apphque donc directement. u chapitre précédent (propositions.
1118 et 111.20) que dans

auxiliaire v.

on a montré

ulleurs

sont réguliérement paramétrés par la consigne
o

conditions, les équilily

Remarque IV.2 D'aprés le critére de Liénard el Chipart, on peut remplacer un AP (kp.y)
sur deux par le coefficient de méme rang du polynome \”(s, y), suivant I'une des quatre
possibilités données par (B.37).

IV.2 Stabilisation par retour proportionnel intégral.

IV.2.1 Préliminaires.

On prend cette fois un bouclage de la forme:

(1v.4)

d'ou les équations du systéme élendu en posant = = [3(y — y.)dr

“Rix.y) + qlxm —x)
B(x.y) — (kpy+kz) (Iv.5)
=y
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en considérant y, comme une nouvelle consigne auxiliaire (a la place de v). En tout point
stationnaire (2,s(y). y. 2(y)). la matrice du systéme linéarisé s'écrit:

—¢I — D,R(x.y) o
LMy kp.ky) = k=) »
D.Bix.y)
(0]

matrice dont les valeurs propres sont les racines de:
W saykpoky) = det(sI = L™ (g kpokp) = k™ (s.y) + sx"(s,y. kp)

soit encore:

\Plscyckp k) = (skp + k(s,9) + sx%(s.y) (1v.6)

dow: D =\"et N

pour Fapplication de la proposition B.32.

IV.2.2 Retour PI a gain intégral quelconque.

Nous avons vu sur Fexemple du CSTR élémentaire que ajoul d'un terme intégral dans la
commande pour compenser les biais éventuels pouvait le cas échéant déstabiliser le réacteur.
En revanche, il a éé possible de calculer une borne inférieure de gains proportionnels kj
convenant pour toul choix de gain intégral (de signe fix¢). Ceci se généralise au cas d'une
cinétique réguliére quelconque, a Taide de la proposition B.32.
Proposition IV.3 (stabilisation d'un CSTR par retour de température PI) Si le CSTR (IV.1)
est a cinétique réguliere, la_fonction réelle:
(1w, y
floy)= Rc%
=

est bornée inférieurement en > pour toute valeur de la température y:
kply)=— w.
Fly) :ggf( y) < +oo

Alors, le retour PI (IV.4) stabilise le réacteur a la température y pour kp > kg (y) et ky > 0
quelconque.

Exemple IV.4 (retour sur le CSTR élémentaire) En reprenant les notations du chapitre consacré au
CSTR élémentaire, \™ = s + 17 ct \© = 52 + \Js + 1§, avee:

=g+ Dy ()
=+ Day(y) - BDuxy'(y)
\@ = —qB Dz

()
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ot = repré la a Yéquilibre 4 la Zuo(y). Aprés deux lignes de
caleul élémentaire: o(i0)
V(i XaX1°
() = Re
# V(i)
et ;
fllw)= W\‘,‘“((\‘.’ =N - x8)
= i

Compte tenu de:
XS = NG = \8) = (g + Doy () BDa*2y(y)7'(y) < 0
la fonction f est maximale cn 0 ef minimale en £, d'oit:
k5 = ~(\0 = \5°) = By ()

ce qui correspond exactement a la premiére inégalité de (11.18) directement dérivée du critére de Routh.

IV.2.3 Retour PI 4 grand gain intégral.

Si la stratégie précédente conduit @ un gain kp trop important, on peut songer a simple-
ment stabiliser le réacteur par un retour proportionnel, mais dans ce cas, le gain intégral
risque de devoir étre trés petit pour ne pas déstabiliser le systeme. Comme les modéles de
réacteurs chimiques sont souvent quantitativement trés approximatifs, il peut étre intéressant
dutiliser un fort gain intégral, sachan( que la commande n'en sera pas obligatoirement plus
irréguliére puisque les écarts a la consigne sont justement “intégrés™ Ceci est possible a con-
dition d'adopter un gain proportionnel suffisamment grand, mais plus petit que la borne de
passivisation par retour proportionnel. Comme:

X oy ke k) = kv ooy + o\ (g kp) = B (sag) + sO0(5,9) + X(5.1)

la différence fondamentale avec le cas proportionnel consiste en I'apparition de deux poles a
P'infini imaginaires conjugués au lieu d'un seul réel - s\ ” au lieu de \° -, poles dont la stabilité
lorsque k; — +00 peul étre obtenue par un choix judicieux de kp (proposition B.32):

r =0 9B
YRV =l'p797(xm(yJ»y)>o

Lapplication du critére de Routh fournit ensuite au cas par cas la borne inférieure de gains
kj.

Proposition IV.5 (stabilisation d'un CSTR par retour PI 4 grand gain intégral) Si le CSTR
(IV.1) est a cinétique réguliere, et si de plus:

i OB( )y )

o > == (Xl Y. ) e

"> 5, Yo ) v

il existe k7(y.) tel que le retour PI (IV.4) stabilise le réacteur a la température y. dés que:
k> kjlye)-

Remarque IV.6 (retour intégral pur) Si kp = ¢’ ne vérifie pas la condition ci-dessus, autre-
ment dit si cette condition est violée en boucle ouverte, le CSTR ne peut étre stabilisé par un
retour intégral pur.



IV.3 Résumé.

IV.3 Résumé.

Un CSTR a cinétique réguliére présente les deux propriétés minimum de phase el degré
relatif 1 qui permettent de facon générale la stabilisation par retour de sortie proportionnel
ou proportionnel intégral. Si la commande ne sature pas, il est possible d'utiliser un gain
proportionnel stabilisant valable pour n'importe quel gain intégral > 0.
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Chapitre V

Généralisation locale a un systéme
SISO présentant une bifurcation
col-nceud par rapport a la
commande

V.0 Introduction.
Dans cetle partie, on étudie les équilibres d'un systéme non linéaire mono-entrée/mono-sortie

(S1S0) de Ia forme:
X = F(X.u)
{ y o= hX) (v.1)

avec X € R™! au lieu de R" pour rappeler qu'une dimension dégénére -, u € Rety € R. F
est un champ de vecteurs paramétré par la commande u tel que F(0,0) = 0, et  une fonction
de sortie scalaire vérifiant 1(0) = 0. F el I sont supposés aussi réguliers que nécessaire,
cest-a-dire au moins C'' et plus lorsque le contexte I'exige.

Nous reprenons dans le cas général la ématique de I' plicitée précé
ment sur le CSTR. Nous supposons donc qu'en faisant varier la consigne  en boucle ouverte,
on provoque la disparilion simultanée de deux équilibres dont I'un, stable, constituait le point
de fonctionnement originel, et Tautre, instable, un équilibre jamais observé. En fait, lorsque
les deux équilibres ont disparu, le systéme physique va adopter un nouveau régime station-
naire dont I'expérience montre qu'il s'agit souvent d'un autre équilibre. La figure V.1 montre
deux types de diagrammes d'équilibre (ou de bifurcation) correspondant a cette situation. Les
portions de courbe instables sont représentées en gris, ainsi que les valeurs de y associées.
On reconnail a droite l'allure des diagrammes du CSTR (figure 111.3).

Une différence qualitative importante entre les deux diagrammes réside notamment dans la
connexité de la courbe de droite, ce qui donne lieu en pratique a des phénomenes d'hystérésis
! par rapport 4 la commande, phénoménes que la courbe de gauche ne peut pas engendrer

voir par exemple [59] pour les hystérésis des réacteurs chimiques.
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Figure V.1: modéles de bilurcations imphquant la disparition de deux équilibres (4 > 0).

puisque le passage d'une composante connexe a l'autre ne peut se faire que dans un sens (en
Toccurence en diminuant «). Cependant. la présence d'une discontinuité potentielle dans les
deux cas est die & la présence d'au moins une bifurcation col-neeud (point tournant) dont le
modéle local a déja été présenté (figure 111 1),

De fait, le probléme pratique que nous nous posons consiste a trouver un bouclage de sor-
tie u = u(y, v) r I ilite i par la nouvelle
auxiliaire v. Outre la question de la stabilité, ceci nétait pas possible avec u puisqu'une fois
parvenu en O, rien ne permettait de choisir I'une ou l'autre des deux branches d'équilibres
(1 (u) et yo(u) sur la figure 11 1). 1l est lemps maintenant de spécifier la question en termes
mathématiques précis.

On trouvera par exemple dans [29] les dues & of
152] - qui ¢ une I-nceud en (V. «) = (0.0) (dans lesquelles on utilise
Ia notation de la formule de Taylor vectorielle: D} F.¢? = D% F.e.e):

(CN1) corang Dy F'(0.0) = 1 avec ¢ (resp. ¢") vecleur propre (resp. vecteur propre adjoint,
voir annexe C) associé 4 la valeur propre 0,

(CN2) < ", D} F(0.0).¢* >#0,

F
(CN3) < ¢* a—(OAD) >#0.
du

Nous verrons ci-dessous - lemme V.6 - que mathématiquement, (CN1) et (CN2) traduisent le
fait que le rang de D x F est localement plein, saul au point (0. 0) o1 il chute de 1. Graphique-
ment, I'ensemble des équilibres:

S={(X.u) e R"' xR: F{X.u) =0}

constitue une sous-variéié de R"*? en l'occurence une courbe située d'un seul coté de
I'hyperplan u = 0 el tangente 4 cel hyperplan avec un contact quadratique (voir figure V.2).
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Ce résultat s'obtient par exemple par la Méthode dite de Projection développée dans Fannexe C.

a courbe déquilibre S.

En termes d'automatique, on cherche a placer I'ensemble des poles dans C* par retour de
sortie dans le cadre des hypothéses (CN1) (CN2) (CN8). La question de la stabilité, c'est-a-dire
le placement global dans le demi-plan complexe gauche ouvert, est traitée dans I'annexe B.
Dans le cas monodimensionnel X' = F(X.u). y = X, la figure 111.2 montre que n'importe
quel bouclage régulier « = u(y.r) dont le graphe est transverse a S en (0,0) permet de
rétablir unicité locale des équilibres du systéme commandé. Nous allons voir que ceci se

en sous réserve que le diagramme des équilibres réduit

it

dans le plan (u.y) ne dégénére pas.

V.1 ou ?) Nous é ici un probléme de bifurca-
tion par rapport & la commande considérée comme un paramétre, et non un probleme de
en présence de bifurcations par rappori a d'autres paramétres (pour ce dernier

cas, voir par exemple [2]). De fail, le statul de « varie suivant le point de vue. Si 'on considére
(V. 1) comme un systéme dynamique paramétré, « est un paramétre, cest-a-dire une constante
dont la valeur conditionne Iallure du portrait de phase. Si par ailleurs on voit (V.1) comme un
systeme é. u est une “est-a-dire rep le cas échéant une fonction
de T'état et du temps (bouclage). Pour éviler loute confusion, nous considérerons toujours le
systéme commandé comme un nouveau systéme dynamique, éventuellement paramétré par
des gains el autres consignes auxiliaires. IN

V.1 Diagramme de bifurcation expérimental.

V.1.1 Choix de la fonction de sortie.

Commencons par préciser ce que I'on entend par “diagramme des équilibres réduit dans le
plan (u.y)"
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v.2 de Nous i de bi-
furcation expérimental le graphe S, de la correspondance entrée-sortie:

ue {h(X); X € R"™' F(X.u) =0},

c'est-a-dire l'image de l'ensemble des ilibres S par ication d'c
(X u) = (R(X).u).

Une partie du de bi é peut s'obtenir par 'expérience, d'oi1
T'appellation choisie. Il suffit en effet de relever pour chaque valeur de u la valeur de y observée
et de reporter le toul sur un graphique. Ce faisant, on obtient les portions de courbe corre-
spondant a des équilibres stables. Sur la figure V.1, celles-ci sont représentées en noir, les
parties grisées n'étan( pas observables. Par ailleurs, lorsque la grandeur observée se trouve
étre une variable d'état, soit 1,4 la température dans le cas du CSTR -, Sexp est simplement
la projection de S sur le plan (u.. 4 ).

Considé Texemple ¢ suivant:
= —n(l=at)+u
= —watu (v.2)
= &

La courbe des équilibres S peut étre paramétrée par . et présente deux bifurcations col-
neeud (voir la figure V. 1, diagramme de droite). Cependant, la courbe observée Se., est la droite
d'équation y = u dans le plan (u. y), el ne présente donc pas de bifurcation par rapport a u.
En conclusion, certaines sorties mal choisies peuvent masquer le phénoméne de bifurcation.
Ceci motive la proposition suivante.

Proposition V.3 Dans le cadre des hypothéses (CN1,2,3), le diagramme de bifurcation expéri-
mental Sy, présente un point tournant i en (0.0) si. et si la condition
supplémentaire:

(CN4) < Dyh(0).c ># 0%

est vérifice.

Preuve :  Soit (N (¢). u(c)) unc paramétrisation locale de la courbe 8. Avee I Méthode de Projection,
on peut montrer (voir Fannexe C) que ' ¢t « admettent les développements suivants dont les premiers

termes respectifs sont non nuls:

{A\'(() = €N, +0(?)

ue) = Suy+0(c)
avec X, colinéaire au vecteur propre ¢: X'} = ke.k # 0. La sortie y = h(X) se développe alors en:
y(e) = ck < Dyh(0).e > +0(c*). et la courbe Sy, (u(€),y(c)) présente un point tournant quadra-
tique ssi Dy h(0).c # 0. o

2les crochets <,> représentent tantot le produt scalare entre deux vecteurs, tantt I'image d'un

vecteur par une forme linéa

re.



Ce qui précéde répond en fait a deux questions, suivant le point de vue que I'on adopte.
Dans une optique de modélisation, (CN1,2,3,4) permettent de déterminer le choix d'un modéle
cohérent avec les observations. Si au contraire on dispose déja d'un modele, (CN4) écarte
certaines éventualités de mesure. De plus. on peut tirer de la proposition ci-dessus deux
enseignements (qualitatifs) d'ordre pratique.

Corollaire V.4 (sur le choix de sortie) On se place dans le cadre des hypothéses (CN1,2,3):

1. les sorties ge iqi ne pas le phé de

2. parmi deux sorties Iy et hy vérifiant: 0 < | < Dxhy(0).e > | < | < Dxhy(0).e > |, hy
possede une meilleure sensibilité que h; aux variations de .

Preuve :  Le pomnt 1. signific simplement que de par sa nature - non-nullité d'une certaine quantité

adentellement” mise en défaut.

. 1a condition (CN4) ne peul étre qu™
cloppement de Sy, par rapport a ¢ en (0. 0) (voir démo précédente):
ement proportionnelle a | < Dyh(0),e > |. o

Quant au point 2.1l provient du dé

Ia valeur absoluc de la courbure locale est mver

Si nous reprenons I'exemple (V.2), la sorlie perturbée y = 25 + j1x, vérifie bien la condition
(CN4), el le lecteur intéressé peut vérifier que le diagramme de bifurcation expérimental, qui
dégénére pour = 0, a tendance a “s'élargir” lorsque I'on fail croitre 1.

Remarque V.5 (sur la généralité des hypothéses (CN1,2,3,4)) Du point de vue mathémati-
que, la principale contrainte est (CN1): on considére, el c'est un parti pris que nous avons
tenté de justifier par des arguments pratiques, un “accident” sur le linéarisé, et le role des
conditions (CN2,3,4) est de se limiter au cas le plus simple de dégénérescence. L'intérét d'une
telle situation réside dans sa généralité *  si le systéme (V.1) est générique, 'ensemble des
équilibres (X.u) ou le jacobien dégénére est discret (n + 2 équations a n + 2 inconnues);
en de tels points critiques, la bifurcation est de type col-nceud et la direction propre associée
est transverse au noyau de la sortie. Pour résumer: la dégéné (CN1) est

inévitable d'un point de vue mathématique, el elle a toutes les chances de s'accompagner des
conditions (CN2,3,4).

V.1.2 Traduction des hypothéses de travail.

11 est intéressant de remarquer que contrairement a (CN2), qui fait intervenir des dérivées
secondes, les conditions (CN1,3,4) porient toutes sur le jacobien total D(x.)F(0.0). En
pratique, il sera plus commode de vérifier un jeu d'hypothéses équivalentes qui s'expriment
en termes de rang de matrices.

Lemme V.6 Lorsque I'hypothése (CN1) est vérifiée, les conditions (CN3) (CN4) sont respective-
ment équivalentes awx conditions suivantes au point (0.0):

(CN3")

gimDx ., F. soit: rgD(x yF =n+1

3le concept de généricité permet de donner A des expressions courantes tell
“typiquement” un contenu mathématique précis: voir & ce sujet (8] ou [61].

que “en général” ou
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(CN4) Dxh ¢im(Dx,F)" soit: rgDx(F.h)=n+1

Preuve :  en cffet, on démontre dans lannexe C que ImDyx F = (Re*)* et de fagon duale:
Im(Dx F)* = (Re)* (on omet de mentonner le point (0.0)). Amnsi, (CN3) (resp (CN8)) s'écrit aussi:
SE AimDx F (resp Dxh @im( Dy F)). ce qui n'est rien d'autre que (CN3') (resp (CN4Y)). o

En fait, les conditions (CN3') et (CN4') peuvent aussi se formuler d'une fagon plus familiére
aux automaticiens.

V.7 Sous I (CN1), les conditions (CN8,4) pewvent s'exprimer par: la
valeur propre O est commandable et observable.

Preuve :  On apphique le lemme précédent el le entére dit de Popov-Beleviteh-Hautus (voir & ce sujet
134] ou [511). o

Remarque V.8 [lvasans dire que le linéarisé (angent mest pas obligatoirement commandable,
comme le montre Iexemple (toujours académique) suivant:

—r(1—a%) +u

qui vérifie les conditions (CN1,2,3,4) en chacun des deux points critiques:

(Noow) =%

1
V3
sans y étre ni commandable, ni observable. A I'inverse, un systéme (V.1) quelconque dont le
linéarisé tangen( est commandable posséde aussi des diagrammes de bifurcation S et Sy, qui
sont des courbes - sous-variétés - en (0.0} * et de fait la seule bifurcation d'étal stationnaire
4 considérer dans ce cas est encore de type col-nceud.

Ainsi, (CN3) el (CN4) comme né pour déplacer la
valeur propre O par retour d'état, et n'utiliser 4 cet effel qu'un bouclage de sortie. Nous
établirons ultérieurement la réciproque.

V.1.3 Réduction au cas y = /(X

Puisque T'on cherche a construire un diagramme d'équilibre dans les coordonnées (u.y). il
est naturel d'essayer de se ramener au cas oi l'observation y est une des variables d'état r,,
de sorte que Sy, puisse s'oblenir par simple projection de S. D'aprés le théoréme d'inversion
locale, un tel changement de variables est possible dés que 72 # 0. Avant de Feffectuer, il
convient de s'assurer du caractére intrinséque de nos hypothéses.

“toujours a cause du lemme PBH, que Fon applique pour la valeur propre 0 en sachant cette fois que
celle-ci est commandable
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Lemme V.9 Soit © X +— 1" = O(X) un difféomorphisme local tel que ©(0) = 0. Les
(CN1,3',4") sont é aleurs portant sur le systéme transporté:

Y = O.F(Y.u)=DyO(0~'(Y)).F(O YY) u)
y = O.h(Y)=hO"Y)))

Preuve : en effet, puisque (0.0) est équilibre:

Dy©.1(0.0) = Dy©(0).Dx (0.0).(Dx©(0))™"

—() F(0.0) = Dy 010) [o 0)
au

Dy ©.h(0) = 17\/110),[1—)‘\'9l0)]—’

d'ou les égalités de rang cherchics, s}

Dans un perspective pratique. il est alors inté dexprimer précisé les
(CN1,3,4) dans les coordonnées du systeme.

Lemme V.10 des du Les conditi N1,3,4) sont équiva-
lentes a l'existence de deux entiers 1 et j, compris entre 1 el n + 1, tels que ;" # 0 et tels

qu'en (0.0):
(CNP1) 1Dy G = rgDeg = 1.
(CNP3) 1gDx.)G = n + 1

avec les partitions X = ix..r,), G = (g.y) = O.F etY = O(X) = (x. h(X)).

Preuve :  supposons vénfices les conditions (CN1,8",4), qui d'aprés le lemme V.6 sont équivalentes a
(CN1,3,4). Par (CN1) et (CN4"), Dy h(0) # 0. done il existe j tel que 1—(0) # 0. On peut alors définir le
changement de coordonnées © quiremplace x, par y = h(.\'), et pwr(. ©O.F. Daprés le lemme V.
le champ G vérific ausst les conditions (CN1,8",4"). En particulicr, rgDy G = netrgDy (G.y) = n+
donc il existe 7 tel que rgDy (g.y) = n + 1. Or. le déterminant de Dy (g, y) est égal, au signe prés, au
produit: jf: det Dyg, dous Ton tre (CNP1). 11 découle de (CNP1) Iégalité rg Dy )G =rgD(y,.) G, et ce
rang vaut n + 1 d'aprés (CN3'), dPots (CNP3). La réciproque est évidente. o

Remarque V.11 La condition homologue de (CN4) serait: (CNP4) rgDy(g,y) = n + 1: dans
les coordonnées ) c'est une conséquence directe de (CNP1), qu'il n'y a donc pas lieu d'ériger
en hypothése. A

Finalement, nous avons ramené I'étude du systéme général (V.1) muni des hypothéses
(CN1,2,3,4) au cas d'un systéme dont la fonction de sortie est une projection et muni des hy-
pothéses (CNP1) (CN2) (CNP3). Ces pré vont nous permettre
de construire Sy, et d'éclaircir le role de la condition (CN2).
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V.1.4 Etude du diagramme de bifurcation expérimental.

On reprend ici la démarche adoptée pour le CSTR: inversion d'un sous-systéme régulier
d'équations stationnaires, puis report dans la derniére équation. Il s'agit en fait de généraliser
Ia situation monovariable décrite par la figure IIL1 el les commentaires associés.

V.12 du de on
le systeme:

X = F(X.u)
{ v = (v.3)
et l'on adopte les partitions X = (x..r, ). F = (£. f,).

Sous U’ (CNP1), les
de la facon suivante:

du systéme (V.3] s'inversent localement

(g

x
F(X.u)= >
(Xou)=0(S) { FAE N you)yu) =0 (Sexp)

oly.u)

et les dérivées de la fonction o sont données localement par:

90 4, detDyF |
(,T’/(y.u;—t—l) (IulDJ(r((/.u].y.uJ et

a det Dix,) F
71“:(%“) = () QT T v )

] det Dy f

Sous U'hypothese supplémentaire (CNP3), S et Sy, sont des courbes qui peuvent étre para-
métrées par y:

olyu)=0 = u=3dy

el Sexp est tangent a laxe des y en (0.0):

20 %0
7,001 =0. F0.0)#£0 et

By det Dy F s } )

Yy =———-F . . -

(9) = = e Dy EE (- 30 3y} estnueny =0

Si l'on ajoute Uhypothése (non linéaire) suivante:

d
(cNP2) idem\ﬂr'www )0 £ 0

(CN2) est vérifice, et Sy, a un contact quadratique avec l'axe des y en (0.0):

&o
2(0.0)#0 e 4(0)£0
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Preuve : linversion partielle des équations stationnai us Ihypothése (CNP1) est la conséquence
directe du théoréme des fonctions implicites (locall). Les dérivées de la fonction ¢ s'obtiennent en cal-
culant les détermmants det Dy et det Dy, F' par blocs a laide du lemme I11.16, en permutant le cas
échéant lignes el colonnes et en tenant comple

Sous I'hypothése supplémentaire (CNP8), 52(0,0) # 0 et Iéquation implicite ¢(y. u) = 0 s'inverse
¥ 3/ 52w B).
Enfin, il est facile de constater que #1 u.3()). 8" (y) et ;,‘; det Dy F(£7'(y.3(y)), 8(y)) s'annulent
s dés que det Dy (£ (3. 3(
(CN2) soit vérifiée provient dc

ignes.

enu = B(y), avee 3'(y) = -5

en méme tem) ). 3(y)) sannule, ce qui estle cas en y = 0. Le fait que

aux de Tannexe C. o

Remarque V.13 Dans le contexte (CNP1) (CNP3), les conditions (CN2) et (CNP2) sont en fait
équivalentes. Elles expriment que la valeur propre réelle qui s'annule en (0, 0) traverse I'axe
imaginaire avec une “vitesse” non nulle lorsque I'on suit la courbe S (voir l'annexe C). A

Exemple V.14 (i # J) L'éhmmation de r, el &, dans les équations d'équilibre du systéme:

yo=
1. contrairement au cas du CSTR, le sous-systéme
= 0, ct en l'occurence, Iéquation dans laquelle
Ceei montre quon ne peut pas toujours prendre i = j, et
de rang k, on ne peut pas nécessairement inverser n'importe

on injecte le résullat est £, = 0, soil:
I raison en est que lorsquune m:
quel mineur dordre k. Le

telle hypothése afin d'

ue, mais nous voulions justement éviter une
ique valable dans tous les cas.

V.2 Régularisation locale par bouclage de sortie.
V.2.1 Retour affine.

Supposons donné un bouclage de sortie « = o(h(.X').v), et calculons le linéarisé du champ
en boucle fermée G(X.¢) = F(X.o(h(X).r)). En tout point (X, v):

DxG(X.v) = DxF(X.o(h{X).¢)) + Z—f(X.o(hL\'Lv)) ?(h(X),n))D,\-h(X)
1 y

Cette expression appelle plusieurs commentaires. D'une part on voit directement le role des
hypothéses (CN3) et (CN4): si < ¢ %(0,0) >= 0, O reste valeur propre de DyxG(0,0)
(attachée au vecteur ¢, et de méme s1 < D¢ /i{0).¢ >= 0, auquel cas e" est vecteur propre
de DxG(0.0)" Dautre parl, seule intervient la dérivée de @ par rapporl a y, c'est-a-dire le
gain du bouclage. Du point de vue du placement de poles en (0.0), on ne perd donc pas de
généralité en supposant le bouclage u affine, de la forme:

u=—kpy+v (v.4)

On a alors le résultat de régularisation suivant, qui n'est que la reformulation d'un lemme
dalgébre linéaire.
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Proposition V.15 (Régularisation locale par bouclage affine de sortie) Sous les hypotheses
(CN1,3,4), le systéme (V.1) bouclé par (V.4) n'a plus de pole nul en (0,0) si, et seulement si le
gain kp est différent de 0.

Preuve :  cest de Palgébre linéaire. On pose A = Dy F(0.0), b = 3£(0,0), ¢ =gradh(0), et on

considére le systéme hnéarisé:

X o= AN b
{yzas v

Les hypothéses (CN1,3,4) se traduisent par le il que 0 est valeur propre de A, commandable et ob-

servable. Si Ae = 0, on sail (proposition C.5) que:

R“’ = KerA -+ ImA

Re. Side plus ¢* est adjon C) avec €¢*.¢ >= 1, el si I'on décompose b
b= e +b.alors 3 =< ¢ b># 0. Par anlleurs, léquation d'évolution en boucle fermée

ac (el ann

avec KerA

= (A = kpbe')\ 4+ bv
et il s'agit de montrer que la matri — kpbe' n'a pas de valeur propre nulle pour k # 0. Soit
donc €, = ae + ¢ tel que Ayep =

Apey = Aey — kp(3e + b)elje, = (e, ~ kpb < c.ey >) — kpBe < c.ep >

dont le premier terme € ImA el le second € KerA. A cause de la propriété de somme directe, chacun de
ar hypothése kp # 0 et 3 # 0 (condition (CN3)),
on obtient: Aey = Aé = 0, et donc
a<ce>=0

ces deux termes dout étre nul. culier, comme
on doit avoir: < ¢.¢p >= 0.

€ = 0 car la restriction de A a son i

lans le premier terme.
c. De
ement, e, = 0 et Ay est inversible dés que kp est

o

i, ey = ac, et < ey

e cst b

entraine a = 0 a cause de la condition (CN4). I

non nul.

Remarque V.16 (démonstration rapide) En utilisant le formalisme des fonctions de transfert
(voir annexe B), il s'agit de vérifier que: kpN(~) + D(~) ne s'annule pas en 0 lorsque kp # 0,
avec D(s) = det(s] — A), polynome caractéristique de A, et N(s) =< c.(sI — A)°b > dont
les racines sont les zéros du systéme (V.5). A cause de (CN1), on a déja: D(0) = 0, et il reste
avérifier que: N(0) # 0, ce qui sera fait dans la démonstration de la proposition V.18 portant
sur le retour PI.

Comme on pouvait s’y altendre, la condition (CN2), de nature non linéaire, n'intervient
pas dans cel énoncé. En effet, on intersecte le diagramme de bifurcation expérimental, tan
gent a l'axe des y a cause des conditions (CN1,3,4), par une famille, indexée par la consigne
auxiliaire v, de droites paralléles non verticales (les droites de bouclage). L'examen de la fig-
ure V.3 montre que localement, a chaque valeur de v correspond une unique valeur de y, et
donc un unique point stationnaire puisque S est justement paramétrée par y. Le diagramme
d'équilibre entrée-sortie en boucle fermée (diagramme de droite) ne présente done plus de bi-
furcation autour de I'ancien point critique. Ceci fonctionne indépendamment de (CN2), comme
par exemple dans le cas de la cubique y° = u.
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¢gulansation locale (k) et globale (k;) par bouclage affine.

Figure V.4

Cependant, il se peut que I'on ait seulemen( déplacé le probléme ailleurs. En pratique
cependant, le choix d'un gain de bouclage supérieur, en valeur absolue, au maximum de la
valeur absolue de la pente 3'(y) de Sey, permet d'élendre la régularisation a tout le domaine
dexistence de S el Sy, La figure V.3 illustre celte remarque en présentant deux familles de
bouclages de gain différent dont I'une restaure Tunicité des

Remarque V.17 (retour sur le CSTR) Gréce a I'hypothése de cinétique réguliére, on se trouve
naturellement avec le CSTR dans la situation de la proposition V.12, en l'occurence: in-

édu ystéme des é stationnaires de concentration, I'observation étant
la variable restante (la température). Avec les nolations de la proposition: ¢ = j = n + 1. On
retrouve aussi le lemme 111.17 & travers I'expression de 5°, avec en l'occurence: ¢ = HC — HR.
Cependant, la connaissance globale de o permet de régulariser globalement le champ linéarisé
du CSTR, ce qui explique qu'une inégalité sur le gain ¢’ remplace dans la proposition il 18 la
condition, moins restrictive, de gain non nul de la proposition générale V.15. De plus, un lien
avec le probléme de la slabilité a pu élre facilement établi grace a I'hypothése supplémentaire
de stabilité de la matrice jacobienne partielle J,, - linéarisé du réacteur isotherme associé. /A

V.2.2 Retour proportionnel intégral.
On envisage cetle fois un retour de sortie proportionnel intégral, de la forme:
u=—kpy - h/ﬂ’(.'/lr) = yo)dr (v.6)
Le résultat que I'on obtient est encore de nature linéaire.
Proposition V.18 (Régularisation locale par bouclage proportionnel intégral de sortie) Si

les hypotheses (CN1,3,4) sont vérifiées, le systeme (V.1) bouclé par (V.6) n'a plus de pole nul
en (0.0) deés lors que le gain k; est différent de 0.
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Preuve : le systeme linéaire tangent étendu en boucle lermée s'éent:
= (A = kpbe')X = kibx
= < N>y

¥ o= <e N>

ott Ton a posé: & = [} (y(7) = yc)dr. dou la

(v.7)

1 décomposition: R"! = KerA & ImA
e prend la forme:

a condition toutefois que 'on at: &y # 0. Dans unc base hiée
(hypothése (CN1) et proposition C.5), celte dermire matr

[
!
o
0 CE
, 7o

avec: 37 # 0 a cause des hypothéses (CN8) (CN4) (¢l proposition V.6), el cette matrice est clairement
de rang plein. o

Remarque V.19 (démonstration rapide) Toujours en utilisant le formalisme des fonctions de
transfert (voir annexe B), il s'agil cette fois de vérifier que: s(kpN(s)+ D(s)) + k;N(s) ne
s'annule pas en O lorsque k; # 0, ce qui se raméne encore a: N(0) # 0. C'est effectivement
ce qui a été fait dans Ja deuxiéme partie de la démonstr: précé (a partir du change-

ment de base. D'oil le pelil résultat suivant qui aurail pu servir dans le cas proportionnel
(cf remarque analogue): sous les hypotheses (CN1,3,4), N(0) # 0: O n'est pas zéro () du
systeme (V.5).

Graphiquement, I'nterprétation est la méme que pour le CSTR: on intersecte le diagramme
de bifurcation expérimental Sy, par des droiles horizontales de niveau: y = y., ce qui restaure
T'accessibilité quasistatique locale dés lors que S“,, est tangent a I'axe des y, méme si le point
de contact n'est pas cest-a-di de la condition (CN2).
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V.3 Résumé.

Létude stati du CSTR éen é se aun systéme

i e SISO pré une bifurcation col-nceud par rapport a la com-
mande, ce qui se manifeste par le fait que les équilibres ne peuvent pas étre paramétrés par
la commande (défaul d'accessibilité quasistatique).

Les hypothéses mathématiques associées a celle situation se résument & trois hypothéses
linéaires - une valeur propre nulle el observable - qui de
une courbe de bifurcation expé é les équilibres dans le plan (u, y), et
une hypotheése non linéaire de moindre importance vis-a-vis de la commande.

En effel, sous lesdites hypothéses linéaires, un retour proportionnel de gain non nul, ou
un retour proportionnel intégral de gain intégral non nul permettent tous deux de restaurer
localement, en boucle fermée, I'accessibilité quasistatique par une consigne auxiliaire.
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Conclusion

Résultats.

la situation: moy une hypothése de régularité traduisant la possibilité
de paramétrer les équilibres d'un CSTR par la température, il est possible de construire
un diagramme thermique slationnaire sur lequel I'éventualité d'un emballement apparait
comme une bifurcation col-nceud potentielle, a savoir la disparition simultanée d'un couple
de températures d'équilibre. L'utilisation d'un retour proportionnel ou proportionnel-intégral
de température dont les gains satisfont des contraintes du type: k > k* permet alors de
stabiliser localement le réacteur a n'importe quelle température d'équilibre. Dans le cas d'un
systéme non linéaire SISO quelconque, 'hypothése de cinétique réguliére est remplacée par la
situation générale d'une bifurcation col-nceud par rapport a la commande alliée 4 la propriété
de minimum de phase, et la stabilisation est possible lorsque de plus le degré relatif vaut 1

En termes d'applications, ce travail présente plusieurs aspects. Etant donné un CSTR a
peu prés connu, on a mis en évidence une démarche pratique pour fixer le choix des gains
d'un retour PI, et en particulier pour s'assurer que le terme intégral ne va pas déstabiliser le
réacteur. A linverse, on peut légitimer a posteriori le cas échéant I'utilisation d'un controleur
PI fixé. En particulier, nous avons montré le caractére régularisant d'un retour intégral qui
permet d'ignorer totalement I'aspect emballement en boucle fermée lorsque cette éventualité
existe sur le systéme de départ. Sous cet angle, notre étude renforce donc la légitimité du re-
tour PI dans 'industrie comme parade systé 4 certains phé d
meme si bien souvent les problémes proviennent plus de la saturation pratique des comman-
des que de la loi de bouclage proprement dite. Par ailleurs, il arrive souvent en génie chimique
que les paramétres cinétiques ou Lhermodynamiques soient mal connus. Dans une perspec-
tive d'identification, on peut alors envisager de tracer poinl par point la partie inaccessible du
diagramme thermique d'un réacleur a cinétique réguliére ou du diagramme de bifurcation
expérimental pour un systéme quelconque de degré relatif 1 2 minimum de phase en appli-
quant a priori un retour de sortie a gain proportionnel le plus grand possible compte tenu des
saturations, car on sail que I'on améliore ainsi la stabilité.

Perspectives.

Puisque tout repose sur Ihypothése de cinétique réguliére, et plus particuliérement sur la
condition (CR1) de stabilité du réacleur isotherme, I'axe principal a explorer pour prolonger
ce travail nous semble constitué par la question suivante: comment relier I'hypothése de
cinétique réguliére au schéma réactionnel, autrement dit comment lire le nombre d'équilibres
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isothermes el leur stabilité directement sur les réactions indépendamment des valeurs des
constantes cinétiques? A cel égard, quelques réponses existent déja: principe du bilan détaillé
et théorie de la déficience (cf [23]. [24] et [25]) pr pour les ciné

la Loi d’Action de Masse, arguments de Lype matrices qualitatives (cf [58]), ou cas pa.rucullers
(cf [47)). Cependant, une théorie générale el elficace reste 4 faire.

Le probléme de la stabilité globale constitue I'autre point d'ombre important, et les travaux
d'Aris et Amundson ont montré Iimportance de cel aspect du probléme du point de vue de la
commande. Supposons que le réacteur isolherme soit globalement stable; aucun théoréme
d'Automatique ne permet alors d'affirmer que le réacteur non isotherme soit globalement sta-
bilisable par retour de température a grand gain, méme si le cas du CSTR élémentaire et
Tintuition nous conduisent a conjecturer un tel résultat. En fait, le probléme n'est pas sim-
ple car a supposer que l'on dispose d'une fonction de Liapunov isotherme Vi, pour toute
température, la fonction de Liapunov non isotherme a considérer est lice a la dépendance
de Vs, en température, dépendance a priori inconnue. De fait, nous sommes ramenés au
réacteur isotherme, et il y a la probablement matiére a recherche. .

Signalons pour conclure qu'au stade ot nous en sommes, les résultats de notre étude
s'appliquent principalement au cas des cinétiques dont la matrice jacobienne est triangulaire
éventuellement triangulaire par blocs -, puisqu'alors les valeurs propres se lisent sur la di-
agonale. On sent intuitivement qu'il est serail possible de traduire formellement une telle
propriété en termes dorientation ou d'orientabilité du schéma réactionnel. Toutefois, les ap-
plications industrielles ne mettent pas systématiquement en jeu des dizaines de réactions,
et Texpérience montre que I'hypothése de cinétique réguliére constitue la régle plutot que
T'exception. Compte tenu des nouvelles possibilités de réduction de modéle utilisation de la
théorie des perturbations singuliéres (cf [56]) -, on peut donc espérer étre en mesure de vérifier
celle-ci au cas par cas, ce qui confére A nos résultats de stabilisation une portée pratique plus
vaste que ne le laisse entrevoir 'examen mathé de leurs d
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Annexe A

Equations implicites, aspect
global.

A.0 Introduction.

On considére un application f continue de X' x P dans R" ott X est un ouvert de R" et P
une partie a priori quelconque de R, et on cherche a résoudre globalement en z I'équation
implicite: f(..p) = 0. Outre I'hypothése d'inversibilité locale existence, continuité et in-
versibilité de D, f en tout point de ' x [” voir [64], th 4.B p.150 -, on est amené 4 introduire
des s de nature ique de facon a recoller entre elles les solu-
tions locales.

Nous donnons en premier lieu un énoncé pour le cas P ouvert, assorti d'une démonstration
longue mais élémentaire. En pratique cependant, I'espace des paramétres P est un pavé de
R? produil d'intervalles éventuellement fermés de la forme [0, a], et il peut étre important
dans nos applications de conserver la valeur 0. Nous donnons donc par la suite une version
s'appliquant en fait a toute partie P connexe, localement connexe

améliorée du théoréme A. 1
par ares et simplement connexe

Ce second énoncé est I'occasion de conceptualiser les conditions suffisantes données dans
le premier, conditions qui peuvent paraitre purement techniques et d'origine mystérieuse. A
cet égard, la situation dans laquelle nous nous plagons reléve de deux notions (classiques):
les revétements et les applications propres, ces derniéres faisant I'objet de rappels préalables.
Lintérét d'une telle conceptualisation est double: d'une part on réduit la démonstration du
théoréme A.28 a une simple de résultats d'autre part on opére de
fagon immédiate la généralisation au cas P non ouvert.

A.1 Cas d'un espace de paramétres ouvert.

Théoréme A.1 (global des fonctions implicites, cas ouvert) Soit f : R*** — R" une appli-
cation continue, P un ouvert connexe de R” et X' un ouvert de R* de jronuére dX, tels que
fix xp soit de classe C" 0 < r < 4o0. remplies les ic
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) Y(0.p0) € X x P D, flro. po) existe. est inversible, et D f est continue en (o, po).

@) |J«]| = +oo dans X = nf) [[fepl]l = +oo.

(i) 0 ¢ f(OX x P).

Alors le nombre v de solutions .+ € X al'équation f(. p) = O est fini et indépendant dep € P
Sous U'hypothese supplémentaire:

(iv) P est simplement connexe.
il existe v fonctions: &, P — N.i=1 v, declasseC" et dont les graphes dewx-a-deux

disfoints constituent la sous-variété d'équation f = 0 dans X x

{(ep) € X x P flep) =0} = {(@u(p)p). p€ P}

La démarche est inspirée de diverses dé d'énoncés se au probleme
de linversion globale d'une fonction continue entre espaces de Banach (voir [9] et [3] pour la
version différentielle - théoréme d’Hadamard-Levy - ou [64] et [18] ' pour la version topologique

théoréme de Cacciopoli). Nous commengons par démontrer un lemme technique qui traduit
les hypotheéses (if) el (iii) sous lorme d'une propriété que nous utiliserons a plusieurs reprises
par la suite.

Lemme A.2 (technique) On suppose remplies les hypotheéses (i) et (i) du théoreme A.1, et
L'on se donne une suite p,,, d'éléments de P convergeant vers une limite p* € P. Alors, de toute
suite x,, d'élements de X vérifiant f(.c,,.p,,) = 0. on peut extraire une sous-suite convergente
dont la limite ™ vérifie +™ € X et f(a™.p")

Preuve : la suite &z, est bornée car sinon, on pourrail cn extraire une sous-suite #; vérifiant
|lr]| — +oc dans N, dotn fap.p) — +> daprés
f(Zm.pm) = 0. De fait, on peut extraire de 2, une sous-suite .y convergente, dont la limite 2 satisfait
2 € X et f(2.p) = Ograca la continuilé globale de f. Mais (iif) entraine alors & ¢ X . doncz € X. O

(i), ce qui est incompatible avee Ihypothése

L'idée principale de la preuve du théoréme A.1 consiste a globaliser les solutions locales en
les reliant par des chemins. Par analogie avec le probleme de linversion globale, on introduit
donc la notion de relévement par Féquation f

Définition A.3 (Relévement) Soit Z un espace topologique et T Z — P une application
continue. On appelle relévement de T dans X' par I'equation f = O toute application continue
®:7Z — X verifian: V: € Z. fi®(:).T(z)) =

Lemme A.4 (Unicité des relévements) Soit (.ro.po) € X x P tel que f(xo,po) = 0. Z un
espace topologique connexe, z, € Z etI' Z — P continue telle que l“(zc) = po. Sous
Uhypothese (i) du théoreme A.1, il existe au plus un relevement ®  Z — X vérifiant $(zo) =

z

len ce qui concerne [18], sc reporter 4 la remarque A.7.
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Z non vide, ouverte et fermée dans Z est
DPy(z0) = 2. et C = {z € Z: By(2) =

Preuve :  On rappelle que, par connexité, toute partie de
égale a Z. Soient @, et &, deux relevements tels que @,
@y(2)}

a) €' est non vide car 2y € ('
b) C est fermé cn tant que contre-image de {0} par Fapplication continue &, — &, : Z — R*

) C est ouvert dans,
soit z € C,p = 7(z) et 2 = &,(z) = dy(2). Par Ihypothese (i) et le théoréme des fonctions im-

plicites (local), I'équation f(2'.p') = 0 possede pour p’ dans un voisinage V' de p une unique solution
2/ = §l°(p') dans un voisinage {7 de x, et Tappheation @V — U est régulicre. Comme T', &,
et @, sont continues, (1) N @7 ({7) N 7' (I7) est un voisinage de 2, sur lequel par construction
@u(=) = @,(2) = OI() o

Lemme A.5 (Homotopie) Soit (.1o. o) € X X P f(rg.po) =0, etT - [0, 1] x [0.1] — P une
application continue telle que tous les chemins ' s. .) aient pour origine po. Sous les hypotheses
(@) (i) (i) du théoreme A. 1, il existe un unique relevement & [0.1] x [0, 1] = X tel que tous
les chemins (s, .) aient pour origine . Si de plus tous les I'(s,.) ont la méme extrémité, il
en est de méme pour les (.. ).

Preuve :  lunicilé provient du lemme A.4. I reste @ construire ¢ et a examiner le probléeme de

Textrémuté

mun

1. Existence de @:
soit ' = {r € [0.1]: 3¢ [o.1] x [o r] — X V(s.t) € [0.1] x [0,7], f(®(5,1),[(s,1)) =
0 et ¥(s,0) = 24}. Montrons que
a) C' est non vide car 0 € (*

b) C' est ouvert dans [0.1]:

siT€ Cets €[0.1]: fld(s. 7). 1'(> 0. Pour s lixé, on se donne V; voisinage de T(s, 1), Us
voisinage de 2(s) = (5. 7) tels que () = 0 son équivalent a x = @l (p) dans Uy x Vy. et Z,
voisinage ouverl convexe de (5. 7) nclus dans I~'(V,). Sur Z, n[o 1] x [0, 7] qui demeure convexe, @
coincide d'aprés le lemme A.4 avee Fumique relévement locs o [ qui envole (5. 7) sur z(s), lequel
est défini sur toul Z,. On peul done de cetie lagon prolonger ¢ sur tout Z,. Comme par construction
le compact [0.1] x {7} est mclus dans la réunion des Z, pour s € [0, 1], on peut ne conserver qu'un
recouvrement fimt Z, U U Zj sn]‘ —68,.5,4 &[x]r.7 4 ¢,|€ Z, pour touti = 1...k, on peut alors
poser, en prenant ¢ = mnf{e,.  .¢;

‘m‘,):{ @s.1) st<r

(1 (aut)) si(s.8) €]s, = by, 4+ 8 [x]m T+ €

ce qui permet d'étendre @ sur [0, 1] x [0.7 + [,
o) (" est fermé:
soit 7 = sup (", £, stnetement crossanie tendant vers 7, et ¢ Tunique relévement de I défini sur
[0.1] x [0.7[ (@ existe a4 cause du lemme A.4). On sc € [0.1] et on considére la suite 2,,(s) =
(s, 1,,). Par le lemme A2, on en extrait une uite convergente /() (qui dépend de 5) et on note
z(s) sa limite. Choisissant comme au pont b) ouverts Vi, U et Z,, @ coincide alors, sur
Zsn[0.1] x [0. 7, avee L o 1ot dl 1y — 17, envore l'(s ) sur x(s). En effet, il existe t; < 7
tel que (5.%;) € Z, 1[0, 1] x [0.7[, d(s. r,) €l et I
suites. Comme f(®(5.41). [(s.))) = 0. d(s.t)) =

ou

1) € cause de la convergence de ces trols
(I'(s.#;)) par I'unicité locale des solutions en

o)/
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zde f(x,p) = 0, el ® = <b’;’(‘,‘ o ['sur Z, N[0.1] x [0.7[ (qui est connexe) par le lemme A.4. Ceci
i un voisinage | — 8,5 + 6,[x]7 — ¢,.7]. On

permet de prolonger ® sur toul Z,, done en particulier
termine alors comme au point b).

2.S1Vs € [0,1]. I(s.1) = 1'(0,1) = py. alors Vs € [0.1]. $(s.1) = ®(0,1) =z
={o€[0.1]:Vs € [0.0].¥(5.1)
a) S est non vide car 0 € S par défimtion de ;.
b) § est ouvert dans [0, 1]
si®(a,1) = 2y, $(s.1) = 2, pour s 4
fz,p)=o0.
©) S est fermé comme image réciproque de ry par Fapplication partielle continue ®(., 1). o

soit & '

sez voisin de @ par Fumeité locale de la solution 2, de I'équation

Lemme A.6 (Existence d'un solution) Soit (.. po) € X X P veérifiant f(xo.po) = 0. p, € P
quelconque ety (0. 1] — P un chemin joignant po @ py. Alors, sous les hypotheses (i) (i) (i)
du théoréme A.1, 5 posséde un unique relevement o, (0. 1] — X d'origine 7o. En particulier,
léquation en v: f(.r.py) = 0 admet o-( 1) comme solution dans X

De plus, sous I'hypothése supplémentaire (iv). o.(1) ne dépend pas du choix de y parmi les
chemins joignant po a p; dans P

Preuve :

1. Existence et unicité:
Tunicité provient du lemme A4. Pour Fexistence, al suffit de prendre T(s,7) = (1) et d'appliquer le
lemme A.5. On obtient un relévement 0. (x.1). qui ne dépend pas de s puisque localement ¢.(s.,2) =
@loc(4(2)). (S, = {0 € [0.1]:¥s € [0.0].0.(5.7) = 0,(0.7)} est non vide, fermé et ouvert dans
[0,1).

2. Si P est simplement connex
solent en effel 7, el 7, joignant tous deux p, &
7o €t 7, sont homotopes: 1l exaste I contmue de [0.1] x [0, 1] dans P telle que:

nt de

(1) est indépenda
i hypothése (iv) de simple connexité, les chemins

. T

Y(s.t) € [0.1]* T(5.0) = po. U(5.1) = py. T(0.1) = 15(1) et T(1.8) = 7,(1)

cment @ [0.1]x[0. 1] — X telque Vs € [0, 1], $(5.0) =
ne alors 6., = 9(0..) et 6., = ©(1,.).
‘hemins @ (5. .) ont aussi méme extrémité

Draprés le lemme A.5, 1l existe un unique

2o L'unicité de @, et 0., dapres le pomt 1. cidessus entes

Mais comme les chemins ['(s. ) onl tous pour extrémité py,
(lemme A.5). En particulicr: ¢.,(1) = $(0.1) = ¢(1.1) = 0., (1). o

Remarque A.7 L'ordre de ces deux derniers lemmes n'est pas indifférent. Parmi les références
citées précédemment, [18] inverse cel ordre, mais il semble qualors la démonstration du
lemme d’homotopie (18], lemme 3.8 du chapitre 2, p.29) présente un raccourci un peu rapide
2

Zavec les notations de ce lemme: on a cor 1 un relevement G ode Fopar @, et il rest a montrer la
continuité de G sur [0. 1. Or, puisque $(((5.1)) = F(s.t), le théoréme des fonctions implicites local
dit qu'il existe des voismages [ et 1 de G(s.1) ¢t F(>.0). et une application continue &, : U — V tels

ques
D)=y
{(u/)e!xt = {(.

Pily)
Welxt
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Nous passons maintenen( a la démonstration du théoréme principal.

Preuve :  (théoréme A.1). Pour toul p € P nous notons ¥(p) le nombre de solutions distinctes de
Téquation f(x.p) = 0.

1. v(p) est fini pour tout p € P
En effet, si pour p fixé, ¥(p) = +5¢, 1l existe une sule Z,,, vérifiant les conditions du lemme A.2 ot 'on
prend p, constante égale 4 p. 11 existe alors unc infimié de solutions 4 léquation f(2, p) = 0 sur tout
voisinage de la mite 2° ce qui est mcompatible avee Punicité locale déduite de la condition (1).

2. ¥(p) est localement constant: stk € N*, (', = {p € P,v(p) = k} est ouvert dans P.
En effet, supposons C non vide, et soit p € ('} associé aux k solutions (&, ... £4). D'aprés I'hypothése
. ilexiste Uy, . (7 vosinages ouverts disjonts de 2. .2 dans X et V volsinage ouvert de p dans
P tels que pour tout i = 1k et pour tout p € | Féquation f(,p) = 0 posséde une solution unique
dans ;. En fait, 1l exaste un ouvert 117 C 1 contenant p et sur lequel v(p) = v(p). Si tel nétait pas
le cas, on pourrail trouver une suile p,, dans |” tendant vers p el telle que pour tout m: v(p,,) # k.
dire v(p ) > b+ 1. L SOCICES (Xy, 1. . 2y k4 Vérifient les conditions du lemme
A2, et puisque #(p) ites convergentes doivent &tre égales. L'unicité
locale des solutions sur les {7, imphique alors que deux de ces sous-suites colcident a partir d'un certain
rang, ce qui contredit 1p,,) > k + 1 pour tout .

3. L'un seulement des (4 est non vide, ¢t il coineide avee P,
En effet, P peul séerire d'aprés le pomt 1. comme la réunion des ensembles Cy qui sont ouverts
construction. Or, un ensemble connexe n‘admet pas

olution:

cest

k. deux des lmutes des sous

daprés le pomnt 3 ef deux i deux disjomnts
drautre partition en ouverls que le vide et lur-m

4. Lorsque P est sumplement connexc, les solutions de f(a.p) = 0 sont la réunion des graphes
deux 4 deux disjoints de ¥ fonctions &, défin,
Eneffet, soll p € Pet (2.
pour p € P quelconque cn
7 joignant p & p. D'aprés le lemme A6, ces extrémités sont ind

s globalement el réguliéres sur P.

le f(.p) = 0. On construit les solutions de f(z,p) = 0
nilés des chemins &, ., dorigine 2, et associés 4 un chemin
pendantes du choix de 7, et Ton peut

done poser:

pourp=p  d(p,
pourp#p  P(p)=o.a(1)

On a ainsi par construction: ¥i = 1 . ¥p € P f(®,(p).p) = 0. 1l reste a montrer que les @, sont
réguliéres. Soit py un pont quelconque de 12 5, joignant p a po, V' un voisinage convexe de p, et U,
un voisinage de @,(po) tels que f(r.p) = 0 sol équivalent a 2 = ®!%(p) dans U, x V Nous allons
montrer que ®, = ¢ surl” Sip €1, 9,(p) = o,.(1) ot 7 est la concaténation de 7, et du segment
[Po. p). Mexiste une date £ telle que [p.p] = {5(1): to <1 < 1), Pourt € [t5. 1], d,(t) = BL°(4(2))
teulicr, ®,(p) = .4 (1) = SF(p). o

car le segment [pe. p] est nclus dans | En pa

coinerle avee A = @7 o F sur G~1(U/)N F~(V), mais puisque I'on
pas a prion un voisinage de (s.1) dans [0.1]2, et Ton ne
wde avee A sur un voisinage de (5. 7). En d’autres termes,
e du théoreme des fonctions implicites (local), on est

Certes, on peut alors allirmer que 7
ne saif pas que G est continue, G='(0) 1
peut done pas affirmer directement que ¢ coir
pour montrer la continuité de ¢/ uniquement
amené a supposer mpheitement que (7 est continue!

It existe des résultats similaires dans I cadre de la théorie des revétements (voir [27] ou [20]), et il
est bien précisé que le probleme principal est la continuité du relévement, pour laquelle les auteurs,
utilisent la notion de nombre de Lebesgue d'un recouvrement d'un espace compact. Dans notre cas,
les @ 2 (i) et (i) 1 par I é du lemme A2 d'aboutir plus

(pomtl.c de la dé
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Remarque A.8 Les points | 2. 3. qui démontrent la premiére partie du théoréme A.1
utilisent uniquement le lemme lechnique A.2. Les résultals intermédiaires sur les reléments
sont uniquement utilisés dans le point 4. qui montre la possibilité de globaliser les solutions
(seconde partie du théoréme A.1).

A.2 Rappels sur les applications propres.

A.2.1 Situation topologique.

On considére deux espaces topologiques séparés X el )™ et une application quelconque f de
X dans V'

Définition A.9 (Partie compacte) Une partie C' de l'espace topologique X est dite compacte
lorsque de tout recouvrement de C' par des ouverts (pour la topologie induite), on peut extraire
un recouvrement fini.

A10 propre) Liappli f estdite propre lorsque l'image réciproque
par f d'une partie compacte de Y™ est une partie compacte de X

Par exemple, f est propre si elle est bijective et si f~' est continue (homéomorphisme).
Lorsque f est continue, on sail que limage d'un compacl est un compact. Ce n'est pas
toujours vrai pour Iimage réciproque.

Proposition A.11 (Cas d’'une continue, Si f est conti-
nue, f est propre dans les cas suivants:

1. X est compact,
2. f est injective et fermée.

Preuve :  dans le premier cas, mage réaiproque d'une partie compacte (done fermée) est fermée par

continuité, done compacte.

Dans le second c: . Soit g = f~' f(.X) — X. g est continue, car si
Aestun fermé de X, g7 (A) = f(A) est termé dans Y par hypothése, done aussi fermé dans f(X).
Soit alors C' un compact de ¥ f~(C") = ¢(C'N f(.X)). OF ("N f(.V) est fermé dans Y
¢ continue. o

£ est bijectve sur son

£

inclus dans

C' compact, done compact, ainsi que son i

A.2.2 Cas des espaces métriques.

On suppose ici que X el ) sont deux espaces métriques.

Théoréme A.12 (de Bolzano-Weierstral) Une partie (' de 'espace métrique X est compacte
si, et seulement si de toute suite d'élements de (' on peut extraire une sous-suite convergente.

1 est possible. grace A ce (héoréme, de caractériser les applications propres
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Proposition A.13 (Caractérisation)  est propre si, et seulement si de toute suite =, d'élé-
ments de X telle que la suite des images f(r, ) converge (dans '), on peut extraire une sous-
suite convergente (dans X).

Preuve :  Supposons que f soil propre, of soil x, unc suite déléments de X telle que f(2n)
converge vers une limite /. L'adhérence S de Tensemble {f(2,), n € N} est compacte et s'crit:
S = {f(2a). n € N} U {I}. Son image réciproque par f est done compacte, el contient par définition
le théoreme A.12.
£, une suite de f~1(C'). Puisque tous les f(2,,) sont

tous les .. On peul alors apphu

Réciproquement, solt (" un compact de )", el
dans (" qui est compact, une sous-suile des f(x,) converge, soit f(2,). En appliquant I'hypothése,

on obtient qu'une sou: évidemment extraite de x,,, f_,(C') est

wite £, de 2, convere. Comme &y

compact, et f est propre o

La proposition suivante compléte la condition suffisante donnée dans le cadre purement
topologique.

Proposition A.14 (Cas d’une i Si f est continue
et propre, alors [ est fermée.

Preuve :  Soil A un lermé de N, Pour montrer que f(A) est fermé dans Y, on considére une suite
convergente y, d'éléments de f(A4). et on montre que sa hmite y dans ¥ appartient a f(A). Soit 2, une

suite quelconque d'antéeédents par f dans .1z #, € A et f(£,) = yu pour tout n. D'apres la proposi-
tion A.13, on peul extraire de 2, une sous-suite convergente, dont la limite 2 appartient nécessairement
aladhérence de A, cest-asdire a A, Par la continuité de fi f(¥) = y. ety € f(A). =]

A.2.3 Cas des espaces vectoriels de dimension finie.

On suppose ici que X et 17 sont deux espaces vectoriels de dimension finie.

Théoréme A.15 Les compacts de X sont les parties fermées bornées.

On a dans ce contexte une caractérisation des applications propres continues.

Proposition A.16 (Cas d'une
continue, les itic suivantes sont é

Pour une ion f

1. f est propre,

2. l'image réciproque d'une partie bornée est bornée,

3. Jim ||f(2)] = +oo.
Preuve :

14> 2: si f est propre et 3 C Y borné, /3 est compact et f~'(B) C f~'(3) qui est aussi compact,
done borné. Réciproquement, st (' C Y est compact, €' est fermé borné. De fait, f~(C') est fermé par
continuité

24 8 si 8 est laux, il existe une partic non bornée D C .\ telle que f(D) soit borné. Mais alors
D C fH (D)) quiest borné par hypothése, d'ot contradiction. Réciproquement, si B C Y est borné
et pas f7'(B), 8 entraine que f(f'(B)) = I3 n'est pas non plus borné, d'ou contradiction. o

1 borné par hypothése, done compact.
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Théoréme A.17 (Inversion globale) Si f est un C" -difféomorphisme local en tout point,
0 < r < 400, f estun C"-difféomorphisme si, el seulement si f est propre.

Preuve : Ce résullat est d & Hadamard et Levy pour le cas # > 1, et 4 Cacciopoli pour le cas r = 0.

Voir par exemple [64]. o

A.2.4 Cas des variétés différentielles.

On suppose ici que X el }” sont deux variétés différentielles de dimension finie, et que f est de
classe C'' de rang maximal en (out point, a savoir: Min(dim(.X'),dim(}")). Des lemmes clas-
siques de géométrie différentielle conduisen( alors a des propriétés de nature locale. Lorsque
T'on suppose que f esl propre, on peut compléter ces résultats par des propriétés globales.
Toutes les démonstrations se trouvent (par exemple) dans [39].

Proposition A.18 (Sur les immersions, dim(X) < dim(Y)) Si f est une immersion, on a les
propriétés suivantes:

1. f est un plongement local: pour tout + € X, il existe un ouvert U voisinage de r tel que
F(U) est une sous-varicé de Y en f(r), et fii un difféomorphisme de U sur f(U);
de plus: Ty f(U) = Im f'(.0):

2. f est équi a une application linéaire injective; en particulier, f est lo-
calement injective:

3. side plus f est injective et propre, [ est un plongement.

Proposition A.19 (Sur les submersions, dim(X) > dim(Y)) Si f est une submersion, on a les
propriétés suivantes:

1. pourtouty € Y [~'(y) est une sous-variété de X
de plus, si f(r)=y: T, f~(y) = Ker f'(.r):

2. f est équi a une ion linéaire we; en particulier, f est
ouverte et “localement surjective’(si y possede un antécédent par f, ses voisins aussi;

3. si f est propre et Y connexe, | est surjective:
4. si f est surjective et propre, f est une fibration (théoréme d'Ehresmann).
Remarque A.20 (sur la surjectivité) Le point 3 provient du fail quune submersion est ou-
verte, tandis qu'une application propre est fermée (proposition A.14). Ainsi, f(X) est non
A

vide, ouvert et fermé, donc égal a1 lorsque 1™ est connexe.

Proposition A.21 (Sur les étalements, dim(X) = dim(Y)) Si / est un étalement, on a les pro-
priétés suivantes:

1. f est un difféomorphisme local en tout point;
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2. fest qui a une application linéaire bijective;

3. si f est propre et Y connexe, [ est surjective:

4. si f est surjective et propre, [ est un revétement propre.
Remarque A.22 Le point 4 qui se présente a priori comme une conséquence du théoréme
d'Ehresmann, peut néanmoins se démontrer directement a l'aide d'arguments plus simples,
el dans le cadre topologique (voir la proposition A.23 ci-dessous). A
A.2.5 Applications propres et revétements.

11 n'est évidemment pas question de refaire ici la théorie des revétements d'un espace topolo-
gique ® Nous nous contentons ici de donner le résultat dont nous allons nous servir par la
suite pour redémontrer (et généraliser) le théoréme A.1 I s'agit d'une simple reformulation
de [39). proposition 1.4.4, dans le cadre des espaces métriques.

A.23 propres et Soit X et )" deux espaces métri-
ques, X localement compact, et f X — Y un homéomorphisme local. Les affirmations
suivantes sont équivalentes:

1. f est un revétement propre,
2. f est surjectif et propre,
3. f est surjectif et les fibres {~'(y) sont de cardinal fini el localement constant.
Preuve :
1= 2: c'est évident.
2= 3 soit y €Y f7(y) est non vide (surjectvité), diseret (homéomorphie locale) et compact

(propreté), donc 1 entier non nul #(y)- ¢f pomt 1. de la preuve elémentaire du théoréme
A.1. Montrons que v est conslan( au vorsinage de y. St f~(y) = {&

ini dle cardh

...2,}, il existe des voisinages
ouverts U, Uy de.y r, dewcideu disjornts tels que f soit un homéomorphisme de chacun des
U, sur V 2, (1), Supposons que pour tout 17 C 1 il easte y' € V' tel que v(y') # .,(y)
c'est-a-dire V(v/ ) > (). On peut alors construire une suite y;, convergeant vers ¥ et une suite 2/,
dantécédents par f n'appartenant a
(proposition A.13), vers unc hmite aliant f(2') = yet2’ & {e,.. .2,} d'oit une contradiction.
3= Lsiy€ Y el [T () = {r 2.}, on choisit des ouverts U, comme ci-dessus de sorte que
¥ soit constant sur 1 = ()2, f({",). f satislait alors en y a la propriété de trivialité locale qui définit
un revétement: [7(1) = UlL, (', est réunion disjomnte d'ouverts homéomorphes 4 V. Montrons que f
est propre. Soit 2, une suite d'éléments de Y telle que la suite des images f(2,,) converge vers y. On
peut toujours supposer que f(1,,) € |* pour tout m. De

seun des {7, Comme f est propre, une sor

suite de 2, converge

L, (ous les 2,, apparticnnent a la réunion

des Uy, et 'un de ceux-ci, () par exemple, contient nécessarement une infinité de termes. Grace &
Ihypothése de compacité locale, on peut supposer avowr choisi 1/, compact. On peut donc extraire de
infinité de termes de la swite ., appartenant 4 (') une sous-suite convergente. o

3les vay

ne suffisent pe ¢ quelconque nélant meme pas une variété a bord.
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Remarque A.24 Par construction, tout revélement est un homéomorphisme local. La propo-
sition ci-dessus montre que la réciproque, fausse dans le cas général, est vraie pour une appli-
cation surjective el propre. La propreté apparail donc bien comme une propriété globalisante,
al'instar du cas différentiel précédemment décrit. A cel égard, I'hypothése de compacité locale
est secondaire: celle-ci serl uniquement a assurer la propreté d'un revétement a fibre finie, et
T'on peut s'en passer pour démontrer 1 & 2 = 3.

Remarque A.25 (connexité de }) Lorsque )™ est connexe, f propre est nécessairement sur-
Jectif pour les mémes raisons que dans le cas des (point 3. de la

A.19). De plus, le cardinal des fibres est constant car les C;. = {y € Y.#f~'(y) = k} sont
ouverts et constituent une partition de }  Celle remarque s'applique évidemment aussi a la
proposition A.21

A.3 Conceptualisation et généralisation.

La (longue) démonstration élémentaire du théoréme A.1 présente l'inconvénient de refaire en
partie la théorie de I'homotopie. Plus précisément, tous les lemmes intermédiaires sur les

& 2 des dans la (héorie des revélements (voir [20] ou [27]). Si
T'on arrivait a se mettre dans le cadre de cetle théorie, on pourrail utiliser ces résultats pour
démontrer directement la seconde partie du théoréme A.1. Pour ce faire, on considére d’emblée

X ouvert et P quelconque, et on note:
S = {ir.p)€ X x P fle.p)=0}

la trace dans X x P de l'ensemble (fermé) des solutions de I'équation f = O muni de la
topologie induite. Par ailleurs, on note 7 - S — I la i aSdela i
can: R" x R? — R" 7 est évidemment continue.

Lemme A.26 (traduction des hypothéses) Soit f R'*’ — R" une application continue, X
un ouvert de R" et P une partie de R non nécessairement ouverte. On a les implications
suivantes:

1. (i) = 7 est un homéomorphisme local,
2. (i) Gii) = 7 est propre.

Preuve :
1: en eftet,
nages ouverts {1 et V dans
part, tels que f(z,p) = 0 pos
pour tout p € V N P. De Iait,
Tapplication réciproque étan

ne des fonetions implicites local implique Fexistence de voist-
¢ application continue ¢!V — U d'autre

lution o/**(p) dans (/. Ceci rest vrai a fortiori

st f(%o.po) = 0, I théor

x R drune part, el d'u
de pour p € 1 Tuniqu
pphication 7 réahse un homéomorphisme de S N (U x V) sur VN P,

2: clest exactement ce que prouve e lemme technique A.2 st Fon utilise la caractérisation des appli-

cations propres donnée par la proposition A.13. Noter que la nature de P n'intervient pas, grice a la

continuité globale de f sur R"*7 [s}
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Remarque A.27 La notion de relévement par I'équation f = O définie précédemment mest
autre que celle, classique, de par Iapplication 7. Le lemme d' ASetle
lemme de relévement des chemins A.6 ne sonl en fait que la reformulation de résultats connus
dans le cas de revétements.

Avec la proposition A.23, il est facile de dé la du théoréme
A.1 au cas P non nécessairement ouverl.

Théoréme A.28 (global des fonctions implicites) On se place dans le cadre du théoréme
A.1, avec P partie connexe quelconque de R”

Sous les hypotheéses () (i) (iii). 7 est un revétement de P a v feuillets, o v est un entier stricte-
ment positif. En particulier. l'équation f(.r.p) = O posséde exactement v solutions x € X pour
toutp € P

Sous U'hypothése supplémentaire:

(iv') P est simplement connexe et localement connexe par arcs.

le revétement T est trivial: les solutions S sont constituées par la réunion des graphes dewx-
a-deux disjoints de v applications définies globalement sur X x P et de méme régularité que

Preuve: Il lemme A.26 associé & la propos

1 A.23 et 4 la remarque A.25 permettent d'affirmer que
7 est un revétement a ¥ feuillets: une application ouverte el propre 4 but connexe est surjective, ct un
homéomorphisme local surjeetl ef propre est un revétement, 4 un nombre fini de feuillets lorsquil est
a base connexc (pomnts 1. 2. 8. de la démonstration élémentaire).

Lorsque P est simplement connexc ef localement connexe par ares, un résultat clas
algébrique (127], théoreme 1X.2.9 p.132) permet o

ique de topologie

rmer que le revélement T est trivial. Les sections de
7 sont alors définies de lagon globale: ce sont les solutions ®,(p) cherchées (point 4. de la démonstration
élémentaire). o

Remarque A.29 Comme annoncé, la preuve est nettement plus concise que la démonstration
du théoréme A.28. En fail, la proposition A.23 élablit le lien entre nos hypothéses et la
théorie des revélements. Ce lien étant établ, la possibilité de globaliser les solutions provient

d'un résultat cla e, dont la redé hors de son cadre naturel est a
Torigine de la longueur de la preuve élémentaire.
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Annexe B

Polynomes, racines et stabilité.
Application aux systémes linéaires
SISO

B.0 Introduction.

B.0.1 Motivation.

On rappelle quétant donné un systéme dynamique autonome régulier: & = f(a) vérifiant
f(xo) = 0. Téquilibre g est (localement asymptotiquement) stable dés que toutes les valeurs
propres de la matrice jacobienne D, f(.t,) sont a partie réelle strictement négative (linéarisa-
tion, voir [40] pour le résultat original). Les valeurs propres d'une matrice étant les racines de
son polynome caractéristique, la question de la stabilité se raméne donc de fagon générale a
Tétude des racines d'un polynome.

Définition B.1 (polyndme stable) Un polynome est dit stable lorsque ses racines sont & partie
réelle strictement négatives.

On considére dans ce qui suil un systéme linéaire SISO causal, donné par sa fonction de
transfert (voir [34)):

(B.1)

Introduisons tout de suite le courant.

Définitions B.2 (vocabulaire) On appelle poles du systeme (B.1) les racines de D, zéros celles
de N, et degré relatil la différence v = d — n entre le degré de D et celui de N. Le systéme est
stable (resp a minimum de phase) lorsque ses poles (resp ses zéros) sont stables, c'est-d-dire
a partie réelle strictement négative. Lorsque N et D ont une racine commune, on dit qu'il y a

cest-a-dire ification possible entre le numérateur et le dénominateur de la

Jonction de transfert

1\ représentation détat par transformation de
entre eux.

N et D sont simplement déduits de
L nous e les supposons pas & priort promic

s polynome:
e (et exemple)
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(B.1) repré une écriture ée, particulié adaptée aux calculs que nous
allons mener, du modéle physique qui lui est donné en représentation d'état. Dans l'exemple
qui suit, nous décrivons briévement le rapport entre les deux formalismes.

Exemple B.3 (représentation d'état) La fonction de translert de:

AN +bu

s'obtient par transformation de Laplace:

A)b >

H(s) =< e.(s] = )b >= = 5

doi: D(s) = det(s] — A1), polynome caracténstique de 1 de degré d, et N(s) =< ¢, (s] — A)°b > oa
sce de la matnice des colacteurs de A, de sorte que le degré de N est au
1 que lam;

(81 — A)° représente la

plus d —

dont le déterminant est Justement — N (s), chute de rang. Enfin
(I = M)~ on montre que (lormellement):

<edsl=A)7"b>

<edb> <o db>
L E ALl 4

s st

acon générales U(;‘j' = +0/(%). on obtient:

et comme le degré relatit v = d — n > 1 vénfie de

N
v=mm{i+ 1. ie€Necl <. .V'b>£0} o = =< e A >
2

<

Remarque B.4 (stabilité interne/externe) Le sysiéme est donné par sa fonction de transfert,
et lorsque celle-ci est issue d'un modéle d'élat, il se peul qua cause de cancellations le systéme
sous-jacent soit instable. C'est pourquoi on ne supposera pas N et D premiers entre eux, ce
qui revient a ne pas effectuer les simplifications éventuelles. De cette facon, les notions de
stabilité interne el externe coincident.

On se pose le probléme dassurer la stabilité  déplacer les poles 4 gauche  par retour de
sortie, el on envisage pour ce faire deux lypes de bouclage, le premier dit proportionnel (ou P):

_ kpN(s)
= YT Do)+ kNG (8:2)
N
- 1) (B.3)

= foy——
Y= D) + kD
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dont les consignes auxiliaires respectives ¢ el y. sont destinées  permettre de changer de point
de fonctionnement. il se trouve que le relour proportionnel pur ne permet pas en pratique
d'assigner exactement I'équilibre désiré - il demeure ce que I'on appelle des biais -, tandis que
la stabilisation par retour intégral pur est structurellement compromise (voir plus loin). Le
cas intéressant pour la commande consiste donc a combiner les avantages a I'aide d'un retour
proportionnel intégral (ou PI):

o k1N (s) )
B 7T DT (ke + NG

u=—kpy—ky (B.4)
Remarque B.5 (sur I'invariance des zéros) Les (rois fonctions de transfert associées respec-
tivement a (B.2) (B.3) et (B.4) ayant ~) pour numérateur, les bouclages proposés laissent
invariants les zéros du systéme (B.1). En particulier, ils conservent la propriété de minimum
de phase. A linverse, il arrive que Ton inclue la consigne dans le terme proportionnel d'un
retour Pl de la fagon suivante:

(skp + ki)N(s) y
D(s) + (skp + kN(s) %

w=—kly =) -~y

ce qui a pour conséquence de rajouter un zéro au systéme commandé. Lorsque kp et k; sont
de signe contraire, ce zéro est instable, ce qui peut poser des problémes de régimes transitoires
(le systéme n'est plus & minimum de phase).

Exemple B.6 (représentation d'état, suite) Le relour P: u = —kpy + v conduit au systéme com-
mandé:

N o= (= kphe)N 4 bo

y = <e N>

fert: Hp(s.kp) =< e.(s] — A + kpbe')™'b >. Pour exprimer Hp sous forme
aons différentes le détermmant:

de fonction dc
d'une fraction, on

aleule de deux

Zdel(sl — 4+ kpbe ) Hp(s. kp) "’;Ag ZN(s)

SI—A+kpbet b
o o ‘

formule de détermmant par blocs, tandis que la seconde
lie:

ot la premiére ¢
Wen

par combinaison lin
v
Upts.kp) = ——— 20
L T s iy
Remarquons ensuite que det(s/ = 4+ kpbe) est afline en kp car la matrice be! est toujours de rang
1. et le terme constant: det(s [ — 1) = D(s) sobtient en tasant kp = 0. Enfin, le caleul montre que
Ie coelficient de kp est N(s) =< c.(s] — a)’b > sc placer dans le cas ot toutes les composantes de

¢ sauf une sont nulles  dot

det(sl = A+ kpbe') = kpN(s) + D(s)

et Yon retrouve la fonction de transtert (13.2).
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Le retour Pl: u = —kpy — k; [{(y(7) = y)dT conduil & une équation intégro-différentielle:

.
N —kpb<e X > —k,b/ (< e N(1) > —y)dr

On obtient de nouveau un systéme purcment différenticl en ajoutant une variable au systéme de départ,
en Poceurence: z = [/(< ¢.X(7) > —y, )dr, doi le systéme dit étendu:

N o= N —(kp < XN > Hhpr)b
ro= < N>y
y o= <oN >

dont les équilibres vénfient nécessajrement y = g, rejet des biais - ef dont la matrice:

— kpbe!  —kgb
o 0

permet de retrouver la fonction de translert (13.4). o

Puisque les poles en boucle fermée sont paramétrés par le ou les gains, la question que l'on
se pose es{ de savoir comment calculer ces derniers pour placer les poles 2 dans le demi-plan
complexe gauche. Dans un premier lemps, on étudie le comportement des poles des systémes
(B.2) et (B.3) lorsque kp — oo, ce que Ton appelle la commande a grand gain. On traite
ensuite le cas complet (B.4), en introduisant a cetle occasion la notion de fonction de transfert
positive réelle. Pour finir, on énonce sans dé s| les résultats i de stabilité
reliant de fagon générale les coefficients d'un polynome 4 la position de ses zéros dans le plan
complexe, résultats que I'on particularise aux systémes SISO en comparant avec I'approche
grand gain.

B.0.2 Rappels d’analyse complexe.
La démonstration des théorémes de base suivants se trouve dans tout traité d'analyse com

plexe, comme par exemple [49].

Théoréme B.7 cadre Soit F(z,€) continue de C x R dans
C. analytique en z, et telle que:

Flz.c0) = O
.
——(c0.¢a) # O

Alors, il existe une fonction continue o telle qu'au voisinage de ( %o, €):

flz6)=0 & :=ole)

collectivement, Fassignation mndwiduclle des poles a Faide d'un nombre nférieur de paramétres étant
génériquement compromise.
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Remarque B.8 Le (héoréme classique des lonclions implicites entraine que si de plus F, con-
sidérée de R? x R dans R? est de classe (" il en est de méme pour ¢. En dérivant I'équation
F(é(€).€) =0, on obtient:

o(e) = (B.5)
o"(e) = (B.6)
A

Donnons tout de suite la forme particuliére sous laquelle nous utiliserons ce résultat.

Lemme B.9 (technique) Soit F(=.5j) = G/(=) + yH(=.1) continue de C x R dans C, avec G
et H analytiques en =, H de classe ('™ en (=.1), et de plus:

Alors, il existe une fonction de classe ("™ o telle qu'au voisinage de (z0.0):

Flzpj=0 <

Zo + no(n)

Preuve :  on applique le (

¢oréme des lonetions impheites. le cadre complexe: 4E = G'(z) +
NH'(2), et 52 0) = ('(,) # 0 par hypothes age de (20.0): F(z,9) =06 = =
¥(n) pour une fonction ¥ de classe (™ valant 2 ¢n 0, que Ton peul donc éerire sous la forme annoncée:
V() = 2o+ no(n). o

., donc au vois

Le théoreme de Rouché donne des conditions pour quune perturbation d'une fonction
holomorphe ne modifie pas le nombre de zéros dans un domaine fixé.

Théoréme B.10 (de Rouché) Soit [’ un ouvert borné de C et f et g continues dans U, holo-
morphes dans U et telles que:

Vi edU [/ > lg(z)l
Alors, f et f + g ont le méme nombre de zéros dans U
Enfin le principe du maximum constitue une propriété fondamentale des fonctions holo-

morphes. Il s'étend de facon innmédiate aux parties réelles et imaginaires, via la fonction
exponentielle.

Théoréme B.11 (principe du maximum) Soit I’ un ouvert horné de C et fcontinue dans U
holomorphe dans U Alors:

max [£(2)] = max| f(<)]
ma may
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B.1 Etude asymptotique des racines de D(s)+kN(s)
Application au retour de sortie a grand gain.

B.1.1 Zéros finis, zéros a I'infini.

Par souci d'intégrité mathématique, on conduit plulot I'étude en € = 4 el Ton pose:

P(s.e) = N(s)+€eD(s)

Les degrés respectifs des polynomes \ et D sont ici quelconques, c'est-a-dire que I'on ne
suppose pas a priori 7 < d. On conserve la notation: » = d — n. Une premiére élape consiste
a classer les racines de I’ en deux groupes: bornées et non bornées lorsque € — 0.

Théoréme B.12 Lorsque ¢ — 0, n racines de P exactement restent bornées.

ne de Rouché.

nt pour que les racines de N se trouvent
(s)] > ¢|D(s)] pour tout s € C. Done,
a-dire n. Mais comme par hypothése

Preuve : cest une conséquence dircete du théc
Ca
dans le disque ouvert associ
N+¢D et N ontle méme nombre de racinc
N + €D est de degré 0, 1l
Cas n < d: le rsonnement
mais il reste & montrer que les d — 1 aulres ne le sont pas. Pour cela, on note N et D les polynomes
1 . et Ton pose § Alors:

n > d: soit (" un cercle centré en 0 ct de rayon

Pour ¢ ¢

sscz petit, on

N+ ¢D posséde au moins n racines bornées,

Tordre des

obtenus en ren:

N(s)+ cDis N(z)+D(2)

Par ailleurs, N(0) # O car le cocflicient cons itre que le coefficient de plus haut degré

de N Il existe donc un cer

" centré en 0 et de rayon Tt suffisant petit pour ne contenir aucune
racine de IV, et un réel associé © = ¢(R) assez petit el qu 4="N(2)| > ¢[D(2)| pour tout z € T
N{z) ont méme nombre de racines a I'ntérieur
usst D(0) # 0, les racines de /=" N(z) 4 ¢D(z) ne sont pas
qui se trouvent 4 Fextérieur du cercle C' de rayon 7‘(.. sont racines.

et pour tout ¢ €]0,7[. Done, =77
de T, a savoir d — n. Comme on

nulles pour ¢ # 0, et leurs inver
de N(s) + ¢D(s).
de N(s) + cD(s) st

il existe  tel que d — n racines

nt donné 17 e
Agpour0< <z o

n &

at de module supé

Ce résultat correspond a I'intuition: lorsque ¢ = 0, N + €D se réduit a N, el donc semble
posséder n racines bornées. On s'atiend de plus a ce que celles-ci tendent vers les zéros de
ce que ne dit pas le théoréme précédent et c'est elfectivement le cas.
N qu dit le théoreé écédent el ¢ ITecti 1

Théoréme B.13 (zéros finis) Si ~, est racine de N d'ordre yi, et si D(sq) # 0, il existe p
fonctions C'™ o,(¢€). 0,,(€) définies sur un voisinage de zéro a droite dans R et telles que:

Lo} (B.7)

constituent yt solutions de l'équation P(s.€) = 0 pour ¢ > 0 voisin de 0, les z, étant les racines

{so+ €tz +erolen) o

piiemes de: *,wa[”a,
SiD(s0) = 0, P{so.€) = 0 pour tout ¢ (cancellation), et le développement ci-dessus se réduit
aso.
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50)#Q(8). Q(s0) = N¥(s) # 0, et on effectue le changement de
éclater” la singularité:

on pose N(s) =
2§ = so + €4 z desting

N(s)+ €D(s) = e2*Q(so + €5 2) + eD(sq + hz) = cF(z,6k)

Puisque s, n'est pas racine de N + ¢D, N(s) + ¢D(s) = 0 équivaut a F(z, ¢
par o). Or, F' peut sécrire de la fagon suivante:

F(2,n) = 2*Q(s0) + D(s0) + nR(z, 1)

001 R est un polynome. Sofent =, ... z, les racines plémes de — 5. Comme celles-ci sont simples, on
peut appliquer le lemme B.9 & I'équation: F(z,7) = 0 au voisinage de chaque (z;,0), ce qui fournit y

FA
racines de la forme: z; + 7, (7). En coordonnées (s, <), on obtient finalement: so-+ €% z; 4 5 g, (¢%). O

0 (on peut diviser

Remarque B.14 (sur le signe de ¢) Lorsque € tend vers O par valeur négatives, le théoréme
s'applique en écrivant: N + eD = N + (—¢)(—D). De fait, les développements (B.7) ne
difféerent au premier ordre qu'a partir de ;1 = 3. A

On a un résultat analogue pour les racines non bornées.

Théoréme B.15 (zéros & I'infini) Siv = d —n > 0, il existe v fonctions C* ¢, (e), ..., 6, (€)
définies sur un voisinage de zéro a droite dans R et telles que:

{evz+6,(eb), i=1...v} (B.8)

constituent v solutions de I'équation P(s,€) = 0 pour € > 0 voisin deO, les z; étant les racines
viemes de: —3.

Preuve : on fait le changement de varfable s = ¢~ & z:

N(s)+€D(s) = (Na+Dgz")2"¢™ ¥ 4(Nomy 4+ Dy 2°)2" 7 5 ok Nosk Dy 2" Dy 25 €5 4. 4 Dot

Comme on exclut le cas s = 0, on met en facteur z"¢~ & dans le second membre, de sorte que N(s) +
€D(s) = 0 équivaut a:

Not Daz*+(Npor27 4 Dge 2 ") S 4o o (Noz ™4 Dpz?)eE 4D, 2ge

FTEE Doz e

ce que l'on réécrit sous la forme:
: N 1
F(z,6¥) = Ny + Dz + v R(z,6v) = 0
On applique alors le lemme B.9 au voisinage des (z;,0) ot les z, sont les racines viémes de -,L‘;-;. on

termine comme pour les zéros finis. o

Pour terminer, résumons la situation en termes de gain k.

B.16 (racines d'une droite de polyndmes D(s) + kN(s)) Lorsque
k — +o0, les racines de D(s) + kN(s) se décomposent en:

o n racines bornées de la forme: so + O(|k|™*) indépendamment du signe de k. ot so est
racine de N d'ordre yi, d'une part,

o le cas échéant v = d — n racines non bornées de la forme: |k|* z; + O(1) ot les z, sont
les racines viemes de — 2 pour k > 0, et de %2 pour k < 0, d'autre part.
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B.1.2 Application a la stabilisation par retour de sortie.

Définition B.17 (stabilisabilité par retour de sortie a grand gain) Le systéme (B.1) est dit
stabilisable par retour de sortie P (resp 1) a grand gain s'il existe un gain k}» > 0 (resp kp > 0)
tel que le systeme (B.2) (resp (B.3) ) soit stable pour tout kp > ki oukp < =k}, (resp ky > k}
ouk; < —kj).

11 s'agit donc de faire en sorte que les racines de D(s) 4+ kN(s) (resp sD(s) + kN(s))
soient a partie réelle strictement négative. Pour ce qui est des zéros finis, la proposition
précédente montre que dans les deux cas P ou I, une condition nécessaire el suffisante est
que le polynome N soil stable (minimum de phase). Pour les zéros a l'infini, plusieurs cas se
présentent suivan( la valeur du degré relalil 1 en boucle fermée. Considérons tout d'abord
le cas P. Si v = d — n = 0, il 'y a pas de zéro a infini el la question est réglée. Pour
v = 1, T'un des deux nombres ﬁ el — 7 est striclement négati, et il suffit de choisir k assez
grand en valeur absolue, avec le signe adcqua\ Pour 17 = 2, les racines carrées z, el z; sont
soil réelles positives, soit imaginaires pures, auquel cas on ne peut conclure sans calculer
le terme constant contenu dans le O(1). Enfin, pour » > 3, l'une des racines cubiques
est nécessairement a partie réelle positive, el la stabilisation par retour P a grand gain est

impossible. Le cas du retour | se déduil des considérations précédentes sachant qu'a la droite
sD(s)+ kN(s) estassocié: v = d + 1 — n (le retour | augmente le degré relatil d’'une unité).
Finalement:

Proposition B.18 (stabilisation par retour de sortie 4 grand gain) On considere le systéme
linéaire SISO causal (B.1) de degré relatif 11 > 0, et on note N, et D, les coefficients dominants
respectifs de N et D. Lorsque N est stable - minimum de phase -, on se trouve dans l'un des
cas suivants:

o siv = 0, le systeme est stabilisable par retour de sortie P a grand gain de signe quel-
conque, ou I a grand gain du signe de N, Dy,

o siv = 1, le systeme est stabilisable par retour de sortie P a grand gain du signe de N, D,
mais on ne peul conclure pour le retour I,

o siv = 2, on ne peut conclure pour le retour P, mais le systéme n'est pas stabilisable par
retour 1 a grand gain,

o siv > 3, le systeme n'est pas stabilisable par retour de sortie P ou I d grand gain,

et, le cas échéant, la non stabilisabilité. provient exclusivement des poles a U'infini.
SiN n'est pas stable - non minimum de phase  le systéme n'est jamais stabilisable par retour
de sortie P ou I a grand gain, et ceci provient des poles finis.

Remarque B.19 (sur la déstabilisation par retour intégral) De faon générale, l'utilisation
d'un retour | introduit un pole a I'infini supplémentaire el il se peul que le systéme commandé
soit instable, méme lorsque le systeme de départ est stable. L'exemple académique suivant:
N =s+3.D = (~ + 1) sera (railé ci-dessous.
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B.1.3 Développements asymptotiques.

Dans certaines situations, on est amené a pousser les développements asymptotiques (B.7) et
(B.8). L'indétermination des cas v = 1,2 dans la proposition précédente fournit un exemple
d'une telle situation. La méthode est simple: il suffit de calculer les termes d'ordre supérieur

dans le lemme général B.9, puis d'appliquer le résultat a I'équation
F(z,n) = 0dérivée de P(s, €) = O avec le changement de variable adéquat (cf démonstrations
ci-dessus). A titre d'illustration, étudions le cas ¥ = 2 de la proposition B.18.

Lemme B.20 (zéros & I'infin, cas v = 2) Siv = d — n = 2, et si N, D > 0. les deux zéros
a Uinfint de D(s) + kN(s) admettent le développement suivant lorsque k — +00:

. [Na 1 (Djy N,,,)
Seo = Hi D.,‘/-‘z(Dd_A +0 ﬁ (B.9)
Preuve : 4 laide de (B.5), on compléte aisément le développement du lemme B.9:
0
G+ =0 e ==z- 000 g (8.10)

UG/()

Par ailleurs, I'équation des zéros a linfini dans le cas v = 2 s'écrit:

Noe.
F(z,m) = Ny + Dgz? + n(—=

)+ n°R(z,n)

En prenant G(z) = Ny, + Dgz? on obtient en zo = iw, w? = f:

H(iw,0)  H(-iw,0)  Dg_, — Hocs _ 1 (IJ,_, _ N,H)
Glw)  Gl-iw) 2D = Ds N,
d'ou le résultat en reportant dans (B.10). o

Exemple B.21 (déstabilisation par retour intégral) On prend N = s +3,D = (s + 1)2, dou:
kN(s)+sD(s) = k(s +3) + (s* +25* + 5+ 1)

1/2 3 3 1
Re(su) = —3 (; - ;) +oA=2+0 (ﬁ)
qui est bien > 0 pour k > 0 assez grand. o

Nous sommes améme de la B.18.

Proposition B.22 (stabilisation par retour de sortie a grand gain, compléments) Dans les
conditions de la proposition B.18 et lorsque N, Dy > 0, les trois propositions suivantes sont
équivalentes:

(1) v = 2 et le systéme est stabilisable par retour de sortie P a grand gain,

(1) v = 1 et le systéme est stabilisable par retour de sortie I a grand gain,

Day  Naow
a) —— >0.
Di N,

Preuve :  on applique (B.9) & D(s) + kN (s) pour le retour P, et a sD(s) + kN(s) pour le retour 1. O
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B.2 Etude asymptotique du signe de Re (5 i
Application au retour Proportionnel Intégral.

B.2.1 Réflexions préliminaires sur le calcul des gains P et I.

Lidée la plus naturelle consiste a calculer le gain proportionnel de fagon 4 obtenir un systéme
intermédiaire (B.2) stable, afin d'appliquer 4 ce systéme un retour I. Cependant, nous avons vu
ci-dessus que le gain intégral ne saurail étre choisi sous peine de

A cet égard, il est intéressan( de remarquer que, conformément a l'intuition, ceci ne peut
arriver pour de faibles gains intégraux.

B.23 (non i par retour intégral 4 faible gain) Soit D stable de deg-
red, N de degre n < d et P(s.k) = sDi~) + EN(s). lLexiste k* > 0 tel que P(s. k) soit
stable pour tout 0 < |k| < k™ avec I du signe de D(0)N(0) si D(O)N(0) # 0, et de signe
quelconque sinon.

Preuve : on prend celle lois dircetement ¢ = & ¢t Fon applique les résultats de la section précédente:
le degré relatif de 5 D(s) + ¢N(s) valant ictn — (d + 1) < 0, 1l n'y a pas de
finis tendent vers ceux de s/)(s). i savowr ceux de L) qui sont stables par hypoth
N(0)D(0) # 0, qui de fait est simple. Pour lever Pindétermination, on utlise le développement (B.7)
qui pour 1 = 1 est valable quel que soif le signe de ¢

infini, et les zéros
, et 0 dans le cas

) 2
ORI

d'on le résultat cherché. o

Lorsque I'on commence par stabiliser le systéme de départ par un retour P, la proposi-
tion précédente appliquée au systéme intermédiaire se traduit par I'existence d'une borne
supérieure de gains intégraux kj(kp) associée a chaque gain proportionnel kp. Intuitive-
ment, plus on prend & grand et plus on doit récupérer de marge pour le choix de k7. On est
ivanle: existe-(-il un gain proportionnel fini k3 qui

alors en droit de se poser la question s
convienne pour tous les k; (de signe fixé), ou encore tel que:

Kk

=+x ?
Une réponse Lrés partielle peut étre dérivée du développement (B.9).

Proposition B.24 (stabilisation par retour PI & grand gain intégral) Dans les conditions de
la proposition B.18, lorsque de plus \' est stable, v = 1 et N, D, > 0, le systéme est stabilis-
able par retour Pl a grand gain intégral si, el seulement si:

kp > by = 2L (s ...LD”I')

Preuve: il suflit ’apphauer la proposition 13.22 au sysiéme (13.4) dont Féquation des poles est réécrite
sous la forme: &N + 3(1 4+ k, ') = 0, en consulérant kp comme fixé:

1 w Daey
Vi «}(* by -

D,
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D1ENG]

d'out la condition de stabilisabilité par grand gain intégral: kp > kj. o

Cette proposition constitue une alternative - a gain proportionnel plus faible - au résultat
que nous allons établir: Iexistence d'une borne k3 convenant pour tout choix de gain intégral.
Dans ce cas, le systéme intermédiaire (B.2) doit vérifier une propriété plus forte que la stabilité.

B.2.2 Fractions rationnelles positives réelles et retour intégral.

B.25 (fraction positive réelle) Soient N et D stables, de degrés n et
d tels e v = d—n € {~1,0,1} et a coeffictents dominants N, et Dy de meme signe.
H(s)= D(:) est alors dite (strictement) positive réelle lorsque de plus:

Vs € C, Re(s)>0 = Re(H(s))>0 (B.11)

Cette définition appelle quelques commentaires. Tout dabord, I'adjectif strictement sera
toujours omis et sous-entendu dans la suite. Ensuite:

o Thypothése D stable se justifie par le fait que H doit étre définie (et donc holomorphe)
pour Re(s) > 0:

Thypothése N stable se justifie principalement par la remarque suivante: si N(so) = 0
avec Re(so) > 0, (B.11) ne peut étre vérifié, car la partie réelle d'une fonction holomorphe
change de signe au voisinage d'un zéro. En supposant N stable, on impose de plus que
N nait pas de racine sur I'axe imaginaire: ceci a l'avantage de permettre la propriété
suivante: 3 est positive réelle si, et seulement si % Test, qui s'obtient en remarquant
que: 3 =[]

LA
enfin la condition (B.11) impose || < 1 et N, D > 0. Prenons par exemple v < 0. En
divisant N par D, on obtient: 4 = @ + £ ot Q est un polynome de degré —v > 0 et £
une fraction rationnelle de degré relatif au moins égal a 1, holomorphe sur le demi-plan
droit. De fait:

NG _

“D(s) ~
au voisinage de l'nfini. En prenant s = pe'?- Re(s¥) = plle'? qui garde un signe
constant sur le demi-plan complexe droit si, et seulement si: |v| < 1, auquel cas ce signe
est celui de N, D, qui doit donc étre positif. Si v > 0, considérer 5.

Dy ZaesH) + 0(s1-1))

La caractérisation suivante permet en pratique de ramener le test de la propriété (B.11) a
I'étude d'une fonction d'une variable réelle.

Lemme B.26 Dans les it de la définition B.25, (B.11) équivaut a:

Vw €R, Re(iw)>0 = Re(H(iw)) >0

Preuve: il s'agit bien sar de montrer le caractére suffisant. Prenons par exemple 1 > 0. Au voisinage
de Iinfini (voir commentaires ct-dessus):
N(s N
Rl () _ Nup

D(s) ~ Da
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quiest, pour [s| assez grand et Re(s) > 0, du signe de 5%, cest-a-dire strictement positif a cause de
ur Faxe imaginaire. Supposons que Re(/(s5)) < 0 pour un s, & droite. Soit
alors R > [so| a: and pour que Re(H(5)) > 0 sur le demi-cercle C = {|z] = R et Re(z) > 0},

= {iw, w € [~ R]} et A le demi-disque associé. Sur N = CUZ, Re(H(s)) > 0 et d'apres

le un mimmum sur X qui est atteint sur A, done > 0, en

T'hypothése de signe

le principe du maximum, Re( H (5)) pos
contradiction avec Re(H (s5)) < 0. o

Exemple B.27 (dimension d = 2, degré relatif » = 1) On sc donne N(s) =5 + N, et D(s) =
Ds + D, stable: -dire Ny, D, et D, > 0. ReZ est du signe de: ReDN. Caleulons:

ReD(iw)N(=iw) = (D) = N)u? + Do,
est > 0 pour tout w s1, cf sculement st D, — Ny > 0. o

Remarque B.28 (stabilité et passivité) Les fractions rationnelles positives réelles sont ex-
actement les fonctions de transfert des systémes linéaires dits passifs. Pour plus de détails,
voir par exemple [22], ch.3. L'exemple prédédent montre ainsi que la passivité est une pro-
priété plus forte que la stabilité

L'intérét des fractions rationnelles positives réelles réside dans le fait que la stabilité du
systéme SISO associé est dans ce cas robuste A loul retour intégral, pourvu simplement que
le gain posséde le signe adéquat.

B.29 (non ¢ des positifs réels par retour intégral) SiP(s) =
sD(s) + kN(s), avec ¥ positive ré »ue {resp négative réelle) et v = d — n =0 ou 1, alors P
est stable pour wut k > 0 (resp k <

Preuve : Soit 8, une racine de I @ partic réelle > 0. Comme D est stable, D(so) # 0 et:

L%—‘(i’ o contradiction i 52 est positive réelle et & > 0 (resp négative réelle et & < 0). O

B.30 La réciproque est fausse, comme le montre le contre-exemple:
N(s)=(s+ 1) D(s) = (~+ 10)* En ellet, on a dans ce cas sD(s) + kN(s] stable pour
tout k > 0, mais il existe des valeurs de . > 0 qui rendent Regie) < 0. Ainsi, la passivité

est une propriété strictement plus forte que la non déstabilisation par retour integral. A

B.2.3 Application au retour PI.

Le lemme précédent montre que la question de la stabilisation par retour Pl de gain intégral
quelconque se raméne a pouvoir rendre une fraction rati positive réelle
par retour P, el I'on sail que dans ce cas, le systéme bouclé est stable.

B.31 ion par retour de sortie) Soient N(s)etD(s)de
degrés n et d tels que: |iv| = [d = n| < 1, et soient N, et D, les coefficients dominants. Alors,
si N est stable:
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o si N, Dy > 0, ReR{®} est borné inférieurement pour Re(s) > 0, et 5tk est positive

réelle pour k > k* = — inf_cr ReFE.
o si NuDy < O, Re%% est borné supérieurement pour Re(s) > 0, et — —U—D(,MN(,) est
positive réelle pour k < k* = sup, g Repies.

Dans les deux cas, les bornes k* sont optimales, au sens ou les demi-droites de gains é
sont maximales.

Preuve :  en effet, comme [v| = |d — n| < 1, Ryt est du signe de Y2 pour 5| assez grand tel

que Re(s) > O (voir démonstration du lemme B.26), donc borné inférieurement sur le demi-plan ouvert
Re(s) > O - et par continuité pour Re(s) > 0 - lorsque N Dy > 0. Par ailleurs:

Ns) D(s)+ N(s) _ D(s)
sgn ReDerkN( 5= KCT =sgn (k+RcN(s))

Supposons par exemple Ny, Dg > 0. Alors:

N(iw)

R D) +EN Gy~ 0 @ k2 o

< est positive réelle si, et seulement si:

D(iw) D(iw)
k —Re = — inf Re
> o R N ) ~ RN )
Si N, Dy < 0, on applique ce qui précéde au couple (1, —N). o

Nous pouvons maintenant récapituler les résultats obtenus en termes de retour PI.

Proposition B.32 (stabilisation par retour de sortie PI) On considere le systéme linéaire cau-
sal SISO (B.1) de degré relatif v valant 0 ou 1, et on note N,, et D; les coefficients dominants
respectifs de N et D. St N est stable - minimum de phase -, et si N, D; > 0:

o (petit gain intégral) il existe kj fini tel que:
kp>kp = D(s)+ kpN(s)stable ,
et pour chaque gain proportionnel kp > k., il existe kj(kp) tel que:

0< ki <Kj(kp) = sD(s)+ (skp + kr)N(s)stable ;

o (grand gain intégral) pour tout gain kp tel que:

. Du (NvH D )
LS A A

il existe kj(kp) tel que:

ki > kj(kp) = sD(s)+ (skp + kr)N(s)stable ;
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o (gain intégral quelconque) il existe 1}’ fini tel que:

N(s)

—_— itive réelle ,
Do)+ ir positive réelle

)
} étant optimat, et

>0 = D)4 (vkpt I)N(s)stable

Si N n'est pas stable, kj ki = +oo.
Enfin si N,,D, < 0, ces résultats s'appliquent en changeant N en —N el chaque gain en son

oppose.

Preuve : il suffit d'appliquer successivement les propositions B.18, B.23, B.24 et B.32. o

Remarque B.33 On retrouve bien la condition de stabilisation par grand gain intégral de la
Let N,D; > 0: & =(as+ 3) + & avec R de degré < n

+ O(1), ce qui implique en faisant tendre w vers l'infini:

proposition B.24. En effet, si 1/
el f = —k. Do
kp 2> kp.

B.3 Critéres de stabilité des polynomes.

B.3.1 Résultats classiques.

Le lecteur est invité a consulter [26] pour un exposé complet de la question. Soit:

R e Ay

un a réels. tout d'abord une condition nécessaire de stabilité

bien connue.

Théoréme B.34 (condition nécessaire de stabilité de Hurwitz) Pour que toutes les racines
du polynome \(z) aient des parties réelles strictement positives, il faut que les coefficients
X1 .- \n SOient tous strictement positifs. Cette condition est suffisante uniquement dans le cas
n<2.

Pour énoncer le résultat principal, on introduil la matrice dite de Hurwitz  qui est carrée
de taille n:

Vs s 0
v o
0 i g o
H= 0 1\ 0
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Théoréme B.35 (critére de Routh-Hurwitz) Towtes les racines du polynome Y(z) ont des
parties réelles strictement négatives si el seulement si tous les mineurs principaux de la matrice
H sont strictement positifs:

\1 \3 \s
Ar=xi>0 A=\ VY s0 Ay=[ 1w ow >0 L A, =det(H)>0
o
0 i s
(B.12)
Remarque B.36 Le critére de Roulh est a I'énoncé é mais ce

dernier a Favantage de laisser plus de liberté a l'utilisateur pour le calcul de la “colonne de
gauche du tableau de Routh” dont les coelficients sont justement les A,.

Meéme lorsque les coelficients \, sont affines en les paramétres que Fon désire régler, les
inégalités polynomiales que 'on obtient peuvent étre complexes. Il se trouve que lorsque
les \, sont striclement positifs (condition nécessaire de Hurwitz), ces inégalités ne sont pas
indépendantes, el le critére suivant, peu connu, permel de n'en considérer qu'une sur deux,
ce qui en pratique peut savérer trés utile.

Théoréme B.37 (critére de Liénard et Chipart) Toutes les racines du polynome x (z) ont des
parties réelles strictement négatives si el seulement si l'une des quatre conditions équivalentes
suivantes est vérifie:

1)\, >0 A >0, 83> 0,

2) \.>0. Ay >0, Ay >0.

3) \n >0 \uot > 0. \mg > 0. A, >0. 43> 0. (8.13)
4) \, > 0. \,oy > 0. \,_3 >0, Ay >0. Ay >0.

B.3.2 Comparaison avec I'approche asymptotique.

Bien que les résul(ats ci-dessus puissent conduire 4 des calculs complexes, ils ont le mérite
détre exacts. Si nous reprenons la problématique de la premiére section stabilisation d'un
systéme linéaire SISO par retour de sortic -, la proposition B.18 affirme par exemple la sta-
bilisabilité par grand gain dans le cas déphasage minimal el degré relatif 1, mais ne donne
aucune indication quan( au choix de la borne inférieure de gain k* Lapplication du critére
de Routh-Hurwitz permel en revanche de specifier la borne optimale théorique, ce qui con-
duit en pratique A plusieurs bornes expli en fonction des du
polynome de départ.

Proposition B.38 Soit P(s. k] = D(~)+ kN(s), avec D normalisé de degré d et N stable,
de degre d — | a coefficient dominant strictement positif. Pour tout i = 1...d, on note A,(k)
le mineur principal d'ordre 1 de la matrice de Hurwitz de P considéré comme polynome en s a
coefficients dépendant de k. Les (1) éant des polynomes en k. de degré i, on note aussi:

k= max{k € R A(k) =0} et k" =max{k; i

1...d}

Alors, P(s. k) est stable pour tout I > ™ et la borne k* ainsi calculée est optimale au sens
ou il n'existe pas de borne strictement inférieure possédant cette propriété.
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en k en tant que

Preuve: les A, (k) sont enellet des
affines en k. Comme par d
du critére de Routh-Hurwitz n'est pas satstaite: done st k™ convient, il est optimal. O, il est sar par
construction que chaque A, (k) garde un signe constant pour & > k*, et ce signe est celui du coefficient
du terme de plus haut degré en k. Pour obtemir le monome dominant, il suffit en fail de ne conserver,
dans chaque higne ou colonne, que les terme des plus haut degré, en Toccurence 1. Plus précisément,
silonnote D(s) = s? + Dys'™ 4 + D, et Nis) + .+ Nu onapourtouti=1...

Nik+ Dy Nk Dy Nok o Dy
1 Nok+ Dy Nk + D,
Af(k) = 0 Nk + Dy Nok + Dy ko m (k)
o 1 Nok + Dy
Nk + D,
oi1 T,y (k) est un polynome d'ordre au plus 1 — 1 en k, et:
N2 N,
NN, N
TN AN,
N,

au polyndme N (s) (pour i = 1, on

o AN, est un mineur principal de I
prend par convention: AN = 0). Par hypothése, Ny > 0ct N(s) est stable, ce qui d'aprés le critére de
Routh-Hurwitz entraine que A | > 0 pour toul 2. De fat, le coefficient 8, de k' dans AN(k) est bien
strictement positit, amsi que les AN (k) cux-mémes pour k > & o

Remarque B.39 Il peut évidemment exister des gains st k< k" maisla

affirme que dans ce cas, il existe au moins un gan 1’ déstabilisant compris strictement entre
ket k* Du point de vue de la ilest plus de disposer d'une
demi-droite de gains plutot que d'un intervalle dont les bornes réelles peuvent se trouver bien
plus proches que le calcul ne I'avait laissé prévoir.

D'un point de vue pratique, on ne connait certes pas les k7 Plutot que de résoudre les
équations polynomiales A, (k) = 0, dont les solutions peuvent étre trés sensibles a une petite
variation d'un coefficient, il vaul mieux utiliser I'une des nombreuses majorations possibles
des racines d'un polynome en fonction de ses coelfficients. 1l est clair que plus Iestimation
utilisée sera fine, et plus la borne effective calculée sera proche de la borne théorique k*
Nous donnons pour terminer quelques estimations aisément calculables. Soit so une racine
quelconque du polynome \(~] = ~" 4\~  + +

o [sol < mmax(1 vl .

o [Re(so)] £ mmax( f. |\ B

o |so| < max(li|\4 1,)) de réels > O et tels
L

que: {++




B.4 Conclusion. 109

o € max(\1.{. .3 ) dans le cas de coefficients \, réels et > 0.

Les deux eres inégalités | de majorations des valeurs propres d'une matrice
appliquées au cas de la matrice compagnon associée au polynome . et les deux derniéres se
trouvent dans [21] (ch. Il p.65).

B.4 Conclusion.

Si T'on se pose le probléme de régler les gains d'un retour de sortie PI de fagon  stabiliser le
sytéme commandé (B.4). il ressort de ce qui précéde que la méthode du critére de Routh fonc-
tionne dans tous les cas, mais peut conduire a des calculs sulfisamment inextricables pour
la rendre en pratique totalement inopérante. Ce constal fail tout intérét de l'approche dite a
grand gain dont les indications asymptoliques peuvent permettre d'orienter la recherche des
gains.

Un premier résultal est que la stabilisation par relour statique de sortie a grand gain ne
peut fonctionner que si le systéme est a minimum de phase, el si le degré relatif ne dépasse
pas 2 ® Cetle derniére condition est presque Loujours vérifiée pour les modéles donnés en
représentation d'état, dont le degré relatif générique vaut 1. Dans ce cas, on peut:

 soil chercher a rendre le systéme passil par un retour proportionnel, avec une condition
du type kp > ki le caleul de k7 revenant a minimiser une fonction sur R -, de fagon
4 pouvoir ensuile appliquer un retour intégral de gain quelconque,

o soil stabiliser le systéme par un retour proportionnel et appliquer un retour intégral de
gain petit pour conserver la stabilité,

o soit utiliser un retour proportionnel intégral a grand gain intégral.

Lorsque l'on passivise, les calculs sont simples, mais peuvent mener a un gain proportionnel
trop important provoquant en pratigue la saturation permanente de la commande. Les deux
autres solutions sont dépendantes du critére de Routh pour le calcul effectif des gains, le choix
de l'une ou l'autre éant lié a Iimportance des biais auxquels on peut s'attendre en pratique.

pour v > 2, un systéme & mimimum de phase est s
gamn: voir par exemple [32].

abibisable par retour dynamique de sortic  grand
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Annexe C
Méthode de Projection.

C.0 Introduction.

La méthode dile de Projection consiste a éludier les bifurcations des systémes dynamiques
paramétrés par projection sur les directions non hy, 4 laide de dé

limités par rapport & des coordonnées suivant ces directions. On se propose ici d'appliquer
cette méthode au cas d'un systéme .\' = F(.\'. v} présentant une bifurcation col-nceud. Au-
paravant, quelques rappels élémentaires d'algébre linéaire précisent la notion de vecteur ad-
joint, propre ou non. Pour tout complément, se reporter a [31].

C.1 Rappels d’algébre linéaire.

C.1.1 Notions de vecteur adjoint.

La notion de base adjointe est utilisée en optique et en cristallographie (réseaux conjugués).
Elle permet d'écrire les projections sur les axes de coordonnées comme des produits scalaires,
et conduil directement a la notion, plus générale, de vecteur adjoint a un vecteur par rapport
4 un supplémentaire.

Lemme C.1 (Base adjointe) Soil (¢, ,.) une base de R" Il existe une et une seule base
(fiv. - fx). dite adjointe, telle que:

Ve=1 nVji=1 n <e.f,>=9,

Si(e;.  .ey) estla base duale de (¢ > pour tout i.

Preuve :  Pour j lixé, f, est solution d'un systéme ineaire dont le déterminant csld:‘(eh- y€n). St
>t Fea < fien > HES o

2

e+ Fra < for>=r

Corollaire C.2 (Adjoint d'un vecteur par rapport 4 un supplémentaire) Soit ¢ € R" et E
de dimension 1 tels que: R* = Re i+ E. Il existe un et un seul vecteur f € E* dit adjoint a e
par rapport a E, el que: < «. f >= 1. Si p!* deésigne la projection sur Re parallélement a E,
on a alors:

Ve e R pHae) =< for > ¢
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Preuve :  Pour l'existence de f, on chomsit une base de E ¢t on apphque le lemme précédent. Comme
re par f donne alors a =< 2, f >. [s}

on peut écrire a priori: pE(r) = ar, le produil so

Par ailleurs, il semble naturel de définir une notion de vecteur propre adjoint comme étant
vecteur propre de l'opérateur adjoint.
Lemme C.3 (Vecteur propre adjoint) Soit A un opérateur linéaire dans R", et A™ l'opérateur
adjoint par rapport au produit scalaire standard. Si A est valeur propre de A, X est valeur
propre de A* On appelle alors vecteur propre adjoint associé a \ tout vecteur propre de A”
associ¢ a A.
Remarque C.4 On dil aussi vecleur propre a gauche a cause du fait que dans une base
orthonormée el pour un opérateur réel, la matrice de I' opéraleur adjoint est la transposée:
Aret = e tAL

C.1.2 Cas d'une valeur propre simple.

Les deux notions ci-dessus sont liées, el de fagon (out a-fail élémentaire dans le cas d'une
valeur propre simple. Isolons tout d'abord un lemme d'intérét général.

Lemme C.5 (Sur les opérateurs de corang 1) Soit - un opérateur linéaire dans R" de rang

n - 1. Alors:
R* = Kerd -} imA

Preuve : On a déja: dim KerA +dim in.l = 1 4 (2 — 1) = n. Sait ¢ tel que: KerA = Re, ¢” vecteur
propre adjoin tel que: < ¢* ¢ >= 1. ¢t y = ac = .\r € KerA N ImA. Alors:
<efy>=a=< A0 >=0.et y = 0. Done: Ker.1NIm.1 = {0}. o

Proposition C.6 (Sur les valeurs propres simples) Soit -4 un opérateur linéaire dans R" A
une valeur propre simple associée au vecteur propre ¢, et " un vecteur propre adjoint au sens
du lemme C.3 vérifiant < *.c >= 1. Alors:
R = R «Im(A — \Id)

et ™ est adjoint a ¢ par rapport @ Im( A — AIl) au sens du lemme C.3.

Preuve :  dapris le lemme C.5, on a la décomposiion R* = Ker(A — Ald) & Im(A — Md),
avee Ker(A — Ald) = Re. 1l sullit de vérlier que « L 1m(A — Ald). Soit done: y = Az — Az.
<eny>= A, d'ott la conclusion. O

Amer = Ae*.r >= 0 car ¢ est veeleur propre adjoini assoc

€.7 Cette proposition ne fait que. la propriété suivante, valable pour
tout opérateur linéaire 1/ en dimension finie: Ker)/ = (ImM")* avec dans le cas présent:
M=A-\d

Nous utiliserons ce résultat dans le cas A = O: si ¢ esl vecteur propre (a droite) associé a
la valeur propre simple 0, il existe un unique vecteur ¢ vérifiant:

< >=
{ ¢~ md ©n

avec en particulier pour tout + € R": < " Ar >= 0.
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C.2 Méthode de Projection et bifurcation col-nceud.

Rappelons toul d'abord les conditions de bilurcation col-nceud par rapport & u en u = 0 pour
les équilibres du systeme.N = Fi X, u) tel que F(0.0)

(CN1) corang DxF(0.0) = 1 avec « (resp. ¢”) vecleur propre (resp. vecteur propre adjoint)
associ¢ a la valeur propre O,

(CN2) < 7. D} F(0.0).¢2 ># 0,

. OF
(CN3) < ¢ 'E(D'O) >#0.

La Méthode de Projection va permettre de retrouver le fait bien connu que sous ces hy-
ssent ou disparaissent simultanément lorsque u traverse la

pothéses, deux équilibres app:
valeur 0. On note S 'ensemble des équilibres:

S={(N.u) € xR FIX.u) =0}

Nous commencons par un lemme dont la démonstration ne reléve pas a proprement parler de
la Méthode de Projection.

Lemme C.8 Sous les conditions (CN1) (CN3), S est une courbe, c'est--dire une sous-variété
de dimension 1 de R"*' en (0.0).

Preuve : d'aprés le théoréme des lonetions mmplicites (local), il sulfit de vénfier que le jacoblen total:
D .y F" est de rang plein - ¢gal i - au pomnt (0. 0) {que nous omettrons désormais de préciser). Nous
allons montrer que Dy ) I n'admet
Cinjeenl. Diaprés (CN1) ¢f les rappels d

s de veeteur annulateur 4 gauche, ou plutdt, ce qui revient au

‘algébre linéaire ci-dessus, R" est

méme, que (Dix. ")

somme directe orthogonale de Re* et de lm/y I Soit done ae”+y” telque: (Dix ) F)z™ =
En particulier, (Dy F)*e* = (D )"y = 0, ce qui entraine y* = 0 car (Dx F)" est injective sur
tout supplémentare de son noyau Re* 1l reste done: (D, ¢y F)e" = 0, ce quise

résume a: a < ¢* 25(0.0) >= 0, d'ot: o = 0 daprés (CN8), el fi crt=0. o

Nous pouvons maintenant passer au résultat annoncé.

co de P et Bi Col-Neeud) Dans le cadre des hypo-
theses (CN1) (CN2) (CN3), et pour tout paramétrage local régulier (X (€).u(€)) de la courbe S
vérifiant (X'(0).4'(0)} # (0.0), on a les développements:

Nie) = 5\‘+()[57)
uel = Au,+0(f)

avec X, # O colinéaire a ¢ et u, = u"(0) # 0. En particulier, S est équivalente en (0.0) a une
parabole tangente a Uhyperplan u = 0 dans R**!

De plus, le déterminant de la matrice jacobienne a U'équilibre: det Dy F(X (¢). u(e)) change
de signe lorsque ¢ traverse la valeur 0. et la valeur propre A(¢) nulle en O traverse l'axe des
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imaginaires purs en O avec une vitesse non nulle: \'10) # 0. Plus précisément, sous les
hypotheéses (CN1) (CN3), (CN2) équivaut a la non-nullité de 'un quelconque des dewx nombres
suivants: .

Aoy ;IdexD\vF[A\'trLu(e))\(:u

Preuve :  On posc a prion:

2
ue) = et Gt

avec par hypothése (\'y. u,) # (0.0). Remarquons que de tels paramétrages existent, puisqu'ils peu-
vent sobtenir en résolvant localement Iequation '(N'.w) = 0 par rapport 4 I'une des variables X,. La
régularité des solutions par rapport 4 ¢ = X, est alors directement héntée du champ F'

Cect étant, dénvons une fors par rapport A ¢ Féquation de défimton: F(X(¢). u(c)) = 0:

. oy OF
Dy (N (). ulc)).N(c) + (T.u(() =0 (c2)
«
ce qui donne en (0.0):
ar
DY PN, + Sy =0 3
X il (c.3)
On fait alors le produt " - projection affine sur ka direetion de ¢, d'oit le nom de la méthode:
)
<o DN s <o Lo
du

diot: u, = 0 en utihsant d'unc part Thypothése (CN1)
(voir les rappels), el d'autre part Phypothésc (CN8). EEn
dou:

e Jail que e* est vec

ur propre adjoint
nl dans (C.3), on obtient: Dy F.X,

Xy =ac

avec a # 0 puisque par hypothése (X u,) # (0.0).

Pour atteindre les termes d'ordre 2, on dérve une scconde fos Iéquation diéquilibre, c'est-a-dire que
uation (C.2)

Ton dérive unc lois I

-, o,
Dy FX"() + 5
dJu

(! + 20\ N (O u' + DY PN+ DEPu™ = 0 (c.4)

doii en (0.0), compte fenu de u; = 0 et Ny = ac:

)
Dypx,+

Fa M WY Pt =0 (c.5)

u; s'obtient alors de nouveau par projection, en utiisant de plus la concition (CN8):
< DAT

o

>
>

uy = a?
<t

ot le résultal recherché grace cetic lors

a4 (CN2): u, £ 0.
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Comme 0 est valeur propre simple au pont (0. 0), la valeur propre A(¢) qui s'annule en ¢ = 0 est
simple et réguhiére en ¢, On peut done lun associer un veeteur propre € (¢) régulier qui coincide avee ¢
en € = 0. Lequation propre: Dy (X (¢). u(€)).e(c) = A(c)e(c) peut alors étre dérivée par rapport a €.
En tenant comple de u, = A(0) = 0:

aDyFet 4 Dy el = MNe
vee e

et par produit scalaire

N(O)=a<e” DY Fe? >
ce qui permet d'nterpréter (CN2) en hsant que la valeur propre qui sannule traverse I'axe des imagi-

naires purs avee une vilesse non nulle.
Pour finir, éervons le déterminant de la matrice jacobienne sous la forme suivante:

det Dy PN (¢} u(e)) = Ae)A(e)

Diaprés (CN1), A(0) # 0. De plus,
! et on obtient par

les autres valeurs props
wtres valeurs propres

oit A(e) représente le produit de tou
A(c) est régulier en ¢ comme tout polynome symétrique

dérivation: !
ALO)N(0) = %.x.—u Dy FIN(c). u(c))

minant de la matrice jacobienne change de signe en € = 0. o

ce qui montre bicn que le dét

Remarque C.10 Dans [31], on choisit directement € =< ¢*, \' >, ce qui est possible a poste-

riori puisque I'application de changement de paramétre: o : ¢ =< ¢". X > est inversible en 0
¢'(0) =< ¢*.X'(0) >= a # 0. Géomélrnquement, cela revient a choisir comme paramétre

la coordonné suivant ¢, c'est-a-dire la direction propre non hyperbolique, en accord avec le

fait que la courbe d'équilibre S lui est tangente en 0.

Si I'on fail maintenent le produt scalaire par ¢ du développement de X, on obtient:

2
< \‘m>:m+;<r‘.z>+

X >, on en déduit immé X, = e, cor au choix:a = 1.
\, >= 0. 1 > 2, relations utiles lorsque 'on pousse les calculs pour

Pour € =< ¢

caleuler les termes d'ordre supérieur.

ome P(X), PLX) est dwisible par X — ) ef le quotient est
le polynome caractéristique de Dy F

de tacon générale, s1 A est reme du
un polynome régulicr en (P Al Dans le cas présent, P e
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