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Résumé

On seposele problèmede commanderun csm(Continuous StirredTankReactor,ou réacteur
continumélangé)sièged'uneou plusieursréactionsexothermiquesdonnantlieu à des phéno-
mènesd'emballementou d'extinction.Pourcela, on mettout d'aborden évidenceunepropriété
de régularitéde la cinétique isothermequi permetde construireun diagrammethermique
stationnaireau vu duquell'emballementapparaîtcommelié à une situationmathématique

générale,à savoircelle d'unebifurcationcol-nœudparrapportà un paramètrede commande.
On utilise à cette occasionun théorèmeglobal des fonctions implicites développépour les
besoinsde la cause. Ceci étant, on démontreque sanshypothèsesupplémentaire,il est
possiblede supprimerle phénomèneindésirableet de stabiliserle réacteurà n'importequelle
températurede fonctionnementà l'aide d'un retour de température,de type proportionnel

ou proportlonnel-Intègralà grandgain proportionnel. En particulier, on calcule une borne

inférieurede gainsproportionnelsstabilisantspermettantde réduireles contraintessurle gain
intégralà unesimpleconditionde signe. Par ailleurs, la stabilisationen questionestde type
localeasymptotique,maison prouveaussiun résultatglobaldansle cas particulier: A --> B.
Enfin, l'approcheest gènèraltséelocalementau casd'un systémenon linéaire quelconqueà

uneentréeet unesortieprésentantunebifurcationcol-nœudparrapportà la commande.

Mots-clef

CSTR diagrammethermique stationnaire,emballementthermique, bifurcation col-nœud.

cinétiquerégulière, systèmeSISO, stabilisationlocale. minimum de phase.retourde sortie.

commandePID.
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Abstract

We addressthe issueof controlling a C8TR (ContinuousSttrredTankReactor)with potential
thermalrunawayinducedby exothermicreactions.First we emphasizea regularttyproperty

of isothermalkinetics that leadsto the constructionof the reactor'sheatproduction/ heat
removal dtagram,the analysisof which showsthe link betweenrunawaysand the general
mathematicalframeof saddle-nodebifurcationswith respectto a controlparameter.Here,we
usea global versionof the tmpltcit function theoremthat was especiallydeveloppedfor this
purpose.Then,we showthat wtthout additionalassumptions,runawayscan besuppressed
and the reactorstabüizedat any temperaturelevel by meansof an outputfeedback,of pro-
porttonrial or proporttormal-Integraltype with htgh proportionalgain. To be more precise,
we computea low boundof proportionalgainsthat allows the choreeof any integral gain of

given sign. Moreover,we obtain local asymptotlcstabfllzatlonresults,but we prove a global

stabilizationresultin the A ---> B case.Finally, we proposea local generalizationto nonlinear
8180systemswith a saddle-nodebifurcationwtth respectto the controlvariable.

Keywords
CSTR. heatproduction/ heatremovaldiagram,thermal runaway,saddle-nodebifurcation,
regularkmettcs,8180control system,local stabthzatton,minimum phase.outputfeedback,

PIDcontrol.
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Introduction

Ce travail a pourobjectifde donnerun cadremathématiquesimplepermettantd'appréhender
le problèmel'emballementde certainsréacteurschimiques- les réacteursconllnusidéalement
mélangés(ContinuousStrirredTankReactors,ou CSTRs) siège deréactionsexothermiques
et d'endéduiredes recomrnandaüonsen termesde commande,Plutôtqu'uneétudespécifique

portantsur un procédéprécis, on a cherché,sur la based'un modèlegénéral.à synthétiser
des connaissancesprovenantessentiellementde trois disciplines: le Génie Chimique, les
Mathématiqueset l'Automatique.

Sur le contenu.

Depuisquelquesdecennies,de nombreuxtravauxsur le CSTR ont vu lejour, tant du point
de vue mathématique bifurcations des systèmesdynamiques que dansune optique de
commande- linéairemultrvartable.non linéairegéométrique,adaptallve-, maisraressont les
auteursayantconcilié les deux approches,Par rapportà ces travaux, l'originalité et l'aspect
non-linéairede notre étudereposentessentiellementsur la prise en comptede la possibilité

de changerle poinr defonctionnemenldu réacteur.Trèssouventen effet. ondiscutede la sta-
bilité ou de lastabilisationd'un équilibre précis,mais le cas concretd'un opérateur,désirant

par exemplemodifier la températured'équilibre en ajustantla commandeà une valeur de
consigne,est rarementenvisagé.La pratiqueindustriellecourante,en cas d'instabililé, con
sis teà respecterdes seuilsde sécuritépourse maintenirà l'écartde la zonedangereuse,mais
une telle stratégieprésentele doubleinconvénientde ne paséliminer le problème stressde
l'opérateur- en générantdes contraintessupplémentaireslimitant de facon notable la flexi-

bilité del'exploltation.

Danscetteoptique, une partie de notre travail consisteà montrerque l'emballementdes

réacteurspeuts'apparenterà un problèmegénéralde paramétrisationdes équilibrespar la

commande,problèmelié à la multiplicité des étatsstationnairesdont le cadremathématique
naturelest celui des bifurcations (stationnaires).Celle approchenousconduità introduire
la notion de cinétique isorhermerequlière,qui traduit l'existencepour toute températured'un
uniquejeu de concentrationsd'équilibreassocié.De cettefaçon, on seconcentresurles effets
énergétiquesissusdu couplagedes équationscinétiquesisothermesavec un bilan thermique.
Cettehypothèsepermetde construirele traditionneldiagrammethermiquestationnairebien
connudes ingénieurschimistesdont l'analysegraphiquemet en évidencela multiplicité des
étatsstationnaireset le phénomèned'emballementpotentielassocié.

Ceci étant, la questionse posealors de trouver une commandepermettantde restaurer
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l'unicité des équilibrestout en assurantla stabilité en bouclefermée. A ce sujet, nousnous

limitons à l'étuded'unecommandethermiquepar retourde sortie, et en I'occurencepar re-
tour proportionnel(Plouproportionnel-intégral(PI)de température,Ce choixestcohérentavec
l'hypothèsede cinétiquerégulièreet avec l'expériencedes chimistes. En effet, il estcouram-
ment admis (cf [42]) que les équilibresmultiples sontengendréspar des recyclages,au sens
largedu terme. Lorsquela cinétiqueisothermeest règullère.le recyclageen questionprovient
d'effetsthermiques1 et il est doncnaturelde tenterde lemodifier parun bouclagethermique.
Effectivement,nousmontronsque l'on peutà la fois supprimerle phénomèned'emballement
et assurerla stabilitélocale asyrn ptotiqued'unCSTRgénéralà cinétiquerégulière. L'important

ici n'estpasla stabilisationen tantque telle, laquellerelève deméthodestrèsclassiques,mais
plutôt l'existenced'un lien avec l'analysestationnaire.En particulier, l'hypothèsede cinétique
régulièrefait du réacteurun systèmedit à minimum de phase en Automatique,ce qui rend
possiblela stabilisationpar relour de sortie.

Par ailleurs, nousavonstenté de faire lepoint sur l'irnpact du terme intégral d'un retour
PI. A ce sujet, nous proposonsessentiellementdeux résultats: d'une part la prèsenced'un
terme intégral de gain que/conquerésoudsystématiquementle problèmede l'emballement

toujours dansle cadredes cinétiquesrégulièresr , et d'autrepart il est possiblede calculer

explicitementunebornede gain proportionnelstabilisant,telle que l'ajout d'un termeintégral
dont seul le signe du gain est imposé ne puisseplus dèstabiliserle réacteur. Ce résultat
d'Automatiquelinéaireest liéà la notion de passtvttè: bien que probablementconnuou intuité
par de nombreuxingénieurs,celui-ci n'avait jamais fait l'objet, à notre connaissance,d'un
énoncéprécisen cestermes.

Sur les origines,

Nous effectueronspar la suite un bref parcoursde l'abondantelittèrature portant sur le
CSTR, mais il nous semble important de citerd'oreset déjà lesdeux référencesauxquelles
rétrospectivementnotre étudesemblefaire suitede la façon laplus naturelle.

Nous avonsmentionnéci-dessusle fail que lesétudesmathématiquesportantsurle CSTR
se prolongeaientrarementpardes recommandationsen termesde commande.Pourtant,dès

1958 sont parus trois articles d'Ans et Amundson [7) portant sur la commandePlO en
fait P, 1 ou D d'un CSTR élémentairerefroidi. Il en ressortque l'utilisation d'un retourP, en

températureplutôt qu'enconcentration,permetd'assurerla stabilitéasymptotiquelocaled'un
équilibre quelconque.Cependant,pourcertainesvaleursdu gain, descycleslimites peuvent
apparaîtreou disparaîtreautourdu point d'équilibre(bifurcationsde Hopf oucol-noeudsurles
orbitesfermées,limitant la taille du bassind'attraction],ce qui montrel'insuffisancepratique
de la siabilisationlocale. Lesauteursconstatenttoutefoisparsimulationque l'utilisation d'un
grandgain permetde remédierà ce problème. Notre étucle relaie cesréflexionsdansdeuxdi-
rections. Dans le domainede la stabilisationlocale d'unepart, en traitant le casd'un CSTR
généralà cinétiquerégulière, et dansle domainede la stabilisationglobale d'autrepart, en
démontrantde façon rigoureusela stabilisabilitéglobaledu CSTR élémentaireparretourP et

Iles réactionsexothermiquesdégagentde la chaleur,laquelle modtfic la températuredu réacteuret
donc ta vitesse de cesréacuoris.



Pl. Malheureusement.les méthodestopologiquesvalablesen dimension2 ne segénéralisent
pasen dimensionsupérieure.et nousavonsprudemmentlaisséde côté leproblèmede la sta-
bilisation globaledu CSTRgénéral,qui sembledevoir faire l'objet d'uneréflexion approfondie,

Parailleurs, d'un point de vue plus conceptuel,Mehra [44], en 1977 età notre connais-
sancele premier,suggèrede façon généralel'utilisation d'un bouclagepourmodil1erunesur-
face d'équilibredégénérée en l'occurenceune catastrophe élémentaire lorsquecelle-ci est
paramétréeparune commande.Conceptuellement,c'estexactementce que nousopéronssur
la dégénérescencela plussimple- le pli - lorsquenousutilisonsun bouclageaffine pourrendre
(quasistatiquement)accessiblestout un segmentde températuresde fonctionnementqui ne
pouvaientpas êtreatteintesen donnantdes valeursconstantesâ la commande,En revanche,
nous ne considéronspas deproblèmede bifurcation par rapport à d'autresparamètresque
la commande.A ce sujet, on pourrase référeraux travauxde Fu et Abed ([1] et [2])pour la

codimension1.

Sur le plan.

L'enchaînementdes idéesest lesuivant. Au chapitrel, on discutele choix d'un modèlede tra-

vail, ce qui est l'occasion de préciserquelquesrepèresbibliographiques. On y trouve une
description empirique du phénomèned'emballement,ainsi que quelquesbrefs rappels de
Génie Chimique destinésà justifier les modèlesretenuspour la suite. Le premiermodèle,
celui du CSTR élémentaire,est étudié dans le chapitre11qui permetd'introduire les idées
et les méthodes,et constitue l'exemple de baseauquel il serafait référencepar la suite.

Le casgénéral,celui du CSTR à masseou volume constant,est traité en deux parties. Le

chapitreIII d'abord, qui concernel'étudestationnaireet la problématiquede l'emballement,
danslequel on introduit la notion de cinétiquerégulière via un théorèmedes fonctions tm
pllcttes développépour les besoinsde la causeet à défaut de référence précisedansl'annexe
A - qui permetde construirele diagrammethermiqueet d'étudierl'effet d'un bouclagesurles

équilibresdu réacteur. Le chapitreIV ensuitedanslequel on réaliseeffectivementla stabil-
isation à une températurede fonctionnementquelconqueen utilisant les résultatsgénéraux
de commandepar retourde sortie des systèmeslinéairesmono-entrée/mono-sortie(STSO en
anglais) rappelésdans l'annexeB, avec une mention particulière pour le retour PT à gain
intégralquelconqueau sujetduquelnousne connaissonspasnon plusde référence,Enfin, le

chapitreV constitueune généralisationlocale du chapitreIII au cas d'unsystèmenon-linéaire
SISO quelconquedestinéeà conceptualiserla situationdu CSTR. On yprésentenotamment

l'utilisation de la Méthode de Projection détaillée dans l'annexeC pour la construction
d'un diagrammede bifurcation dit expérimental dansle plan entrée-sortie.ainsi que l'effet
génériquementrégularisantd'un retourde sortie quelconque.

Du plan suivi. il ressortque nousavonsdonc essayéde panacherdémarcheinductive et
démarchedéductive,de façon â conserver,au prix de quelquesredites, le sensphysiquedes
phénomènestout en essayantde resterprécis. Par ailleurs, les chapitresforment un tout et
peuventpresqueêtre lus dansun ordre quelconque,associéstoutefois le caséchéantà leurs
annexesrespectivesqui ont aussiété conçuescommedes pointsde coursindépendants.En-
fin, les calculset les simulationsont été effectuésà l'aide du logiciel Malh.ernatica dont nous
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recommandonstout particulièrementl'utilisation pour des problèmesde petite taille (cf [62J
et [43]) 2 Les graphiquesont ensuiteété groupéset commentésvia le logiciel dedessinAdobe
Illustrator - qui gère lelangagePostscript- et "collés" dansla thèserédigéesousTeX, quel'on

ne présenteplus.

Remarque: danstout ce travail. nousemployonspresquetoujours le termeéquilibre dans
le sensque lui donnela théoriedes systèmesdynamiques.à savoircelui d'état stationnaire.

Toutefois,on seraaussiamenéà considérerdes couplescieréactionschimiquesinversesl'une
de l'autre, ce qu'en Génie Chimique 011 désigneaussipar le terme équilibre. Dansce cas, le

contexteserasuffisammentexplicite pour lever l'ambiguïté. 6.

2 n ous avonsd'ailleursfini par developper"FIns ce langageun certainnombrede fonctionnalitésori-
entéesAutomatique: les listings n'ont pasété reproduitspour limiter l'encombrementphysiquede la
thèse,maisnousles tenonsà ladlsposlttondulcc!eurmléressp..



Chapitre 1

Choix d'un modèlede travail

1.0 Introduction.

Le but de cechapitreest ciepréciserle contextedanslequel se placenotreétude.qui se situe
globalementà l'interfacede trois disciplinessctenUfîques:le GénieChimique, les Mathémati-

queset l'Automatique. Il sembledonc importantd'expliciternotre clémarchepar rapportaux
approchesspécifiquesà chacuncie ces domaines.et par rapportaux divers travauxbidisci-
plinairesqui ont vu Jejourau coursdes deuxdernièresdécennies.Ceci étant,nousprésentons
ensuitela problématiqueciel'emballementdes réacteursqui està l'origine de cetteétude. Nous
terminonspar quelquesbrefs rappels de Génie Chimique, justifiant la constructiond'une
famille de modèlesde CSTRcommandéspar températured'entréeet/ou refroidissement.Ces
modèlespermettenten particulier de prendreen compte le cas cles réacteursfermés (débit
nul), mais pas celui desréacteurssernt-ouverts.Ceci résulted'un chotxa priori motivé par le
fait que notreétudeva reposeren partiesurla considérationdes équilibreset de leurstabilité.
tandisque lesrégimestransitoiresjouent un rôle crucial pour les réacteurssernt-ouvertsqui

pardéfinition ne setrouventjamaisà l'équilibre.

1.1 Réflexions préliminaires.

1.1.1 Les problèmesde modélisation en géniechimique.

De façon générale.commesouventen physique.les modèlesdynamiquesde réacteurschim-
iquess'obtiennenten effectuantdes bilans de diversesquantitésextensives,principalement
matièreet énergie.Typiquement.on écrit deséquationsde la forme:

ACCUMULATION = ALIMENTATION REJET+ CONVERSION (1.1)

Toute la questionest despécifier les variablesconsidéréeset la forme desdifférents termes
ci-dessus.

A cet égard, l'apport cie la thermodynamiqueest insuffisant. En effet, la thermochimie
permetseulementde prévoir le sensdes réactionset de calculerles différentesgrandeursà
l'équilibre pour un réacteurfermé. Ainsi par exemple,la Loi d'Action de Masseest directe-
ment issuedu SecondPrincipe. Pour préciserle terme cieconversioninstantanée,on utilise



Chap. 1 Choix d'un modèle de travail

les résultatsd'unebrancheplusou moinsheurtsttquede lachimieque l'onappellela cinétique,
et qui va depair avec l'étudedes mécanismesréactionnels.

Quelquespointssontbien établis,commeparexemplela loi d'Arrheniusqui fixe la dépen-
danceen températuredes constantesde vitesse;outreson efflcacttéempirique,celle-ci trouve
de plus une justtflcation théorique dans la loi de Boltzmann de distribution d'énergieen
physiquestatistique.d'où un certain consensusà son égard, En revanche.proposerun
mécanismeréactionnelpour une réaction donnéeconstituesouventun sujet de recherche
en soi. Lestermesde flux (alimentationet rejet) posentdes problèmesanaloguesdèsqu'ils
font intervenirla vitessed'un phénomènephysique,commeparexemplele transfertde chaleur

avec l'extérieurou le transfertde matièreentre une phaseliquide et unephasevapeur.

Faceà ces difficultés, le choix d'un modèle de travail est plus que jamais dépendantde
l'utilisation que l'on désire en Jaire.Commençonsdonc par préciserles différents points de
vue avec lesquelson peut aborderl'étudedes réacteurschimiques.

1.1.2 Différentes approchesdu réacteur chimique.

Approche de type Génie Chimique,

Jusqu'àune époquerécente.les modélesde réacteursservaientuniquementà fournir des
prévisionsen régimepermanentpouraiderÙ la conceptionet optimiserle fonctionnementdes
unités. Globalement.la démarcheconsisteà développerdes modélesstatiquesprenanten
comptedes phénomèneschimiques(mécanismeréactionnel,cinétique) et physiques(trans-
ferts de matière et de chaleur, équilibres multiphases,hydrodynamique),impliquant sou

vent l'utilisation de lois empiriques. Dansce contexte,le chimiste rechercheavanttout des
prévisionsquantitativesnumériquementcohérentesavec lesrésultatsexpérimentaux.Parmi
les innombrablestraités de Génie Chimique, on pourra par exempleconsulter[591 ou [601
pourune présentationgénéraleet synthétiquede la discipline.

Cependant.des problèmesde stabilité rencontrésen pratiqueainsique lavolontéd'optimi-

ser les coûts ont conduit les chimistesà créer des modélesdynamiquespour simuler le
comportementde certainsréacteursen régime transitoire. Souvent.il s'agit d'équationsaux
dérivéespartiellesdestinéespar exempleà simulerla réponsedansle tempsdu réacteurà un
changementde consigne.Les modélescomportentle cas échéantuneou plusieursdizainesde

telleséquations.dépendantde centainesde paramètres,auquelcasl'optiqueresteclairement
la simulationquanutativc. La muitrpltctte éventuelledes équilibresou des profilsstationnaires
est évitée ausensoù l'on se placedansdes conutuonsêlorgnèesdes phénomènesde transition.

Indépendammentdes phénomènesphysico-chtrntquesà prendreen compte se pose le
problèmede caractériserde la matièredont la compositiontrésvariée peutêtre mal définie,
commeparexempleles chargestntervcnaten pétrochimie.A cet égard,des chimistessoucieux
d'apporterdes résultatsexploitablespar des nonspécialistesont publié des articlesgénéraux
sur certains procédésassorlis de recommandationspratiques très utiles pour construire
des modèlessimples. On citera par exemple [50] pour l'hyc1roc1ésulfurationet [48] pour les



r.r neüextc ns pré limi nai res ,

reacteu rs dits "trscklebcd" 1 Par a illeu rs, s il'(na lons des efforts rec en ts po ur mettr e au poi nt
un fonnalismede mode usa uonco nti nue pour lesmèlangescomportant de très nombr euses
esp èces ch im iquesIvotr (6] pour les réacti on s e t[451pou r les èqu tltb resliqu ide -va peu r),

Ce pen dan t, les modèles de réacteurs restent essenueüement orientésvers la sim ula tion
quantttat fve. et ne se prê tent pas facilem ent a une étude decommande .

App roc h ede t y pe Ma t h6natlq ue ,

L'a pp roc he dumathé matx nenappliqué ou du ch imist ea'tnt èressantaux mat hémati ques
est plu s qua litative , r.es mooëres co nsi dé réspeuvent être a param èt res d istri bués, ma ls

so nt to ujo u rs de ta ille plus modest e . L'accent est mis dan s ce ca s surcerta ines propriétés
co mme lenombre d'équtlrb res ou de profils d'éq u ilib re, leu rs tabmtè. et de ma mè re gén éra le
l'al'(enceme nt desr égunesperman en tset le ca ta logue des dynam iques ass oc iées lo rsque l'on
fai t varie r ce rtai nsparamètre s.

Il se tro uve que l'ana lyseqeatuanve des sys teme s dynami quesparamétrés cons ume au
j nord'f mt un e bran che tTts ac tive desmathématiques. Dl'puis les bifur ca tions j usqu'au chao s
fcf [ 1211en pass ant par lath ècne des singularites Icf l281l, tesprobrèmes de cin étiqu er éacuon

ueue figurent déso rma is pa rmi les exem plesctasstqnes. IAldynam ique ch im ique, l'lut ét ud ie
les cinetiques tsorhermes. se nou rri ta ins i dephénomènes expérimen tau x,co mme lacelebre
réaction oscillante de Belou sov -Zh abottn sky Icf 158]), vérita ble lab oratoi re pou r les ma th è-

mancre ns. On trou ve, I ll !';!;! de nombreu x res ulta ts s u r le th èmetheonedes catastrophes et
mul tip licit é des etat s sta tionnai res[cf l l âl. [161, 1171,11011.

Par a illeurs, li la s u ite despionniers Upp a l. Ray etsco re (154)et [55J, 19 74 ),d'a ucu ns on t
en t rep r is declasserles com portementsdynamtquesdes reacteurs non isot herm es su ivan t les
vale u rs des paramèt restempsde séj our , nom bre de Dam këhler. ch aleu r dt' réacno n. e tc

, a insi que les type s de b ifurc ati ons regissant le pass age d'unrégi m e qualttattr â l'au tre ,
Parexemple, [4 1J et 136J tr a ue nt d'autocatalyse el s ta b ilite dansles CSTRs, tan di s qu e les
reacteurs tubu la iressont etudiesoans 1571d irect ements ur les EDPs, ou dan sJ33J à partir
d'èq uatton sdtscreusees pa r la méthoded ite de -couccnuon orthogona le"

Meme s icertains uruclcs son t ma in tenant basessur des mod èlesexpèrtruent üux Icf I53J
pou r lapo fy me - rsa uon). les auteurs ne cherchent pa s engenëra t à ded u ire de \'an a lys"met tre -

manquedes recommandati ons en ter mes de desig n ou de con tr ôle. S igna lon s tou te fots la
syn thèse1421qu i ra it le pom t s ur le pr oblèmede la multiplicité des états s tat ionna ires en
fon ction des dIffére nts types derèect eur s que l'on rencon tre dan s l'Indus trie, et qui mont re que
la multi plici té des étatsstanonuau es provien t presque toujoursd' un mécantsme de boucl age
in terne ou exte rn e.

'oolon n" s ehargttsù.. ,·al.:lly,""ur l" U· u n hqu ld,, -g>lZ, d on t lamod"J,""'!>on
dy na m1'lUeeSlp..,ùeuhèrclTlcn l "M U'"
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Approche de type Automatique.

En Automatique,les réacteurschimiquesfont l'objet d'un intérêt tout particulierdepuisque

l'on a remarquéau milieu des années1980 qu'un CSTR est effectivementlinéarisablepar
les méthodesnon linéairesdites géométriques(cf 1301l. Un certainsnombresd'articlesont
alors été publiésdansles revuesde GénieChimique, portantsur le découplageet le rejet de
perturbationsappliquésà des CSTRsmono ou multivariables([4]. [191. [37] et [51, ledernier
concernantun réacteurde polymérisation),ainsi que sur les problèmesd'observateurs(cf
[35]),

Cependant.le réacteurchimiquesem ble làencoren'avoirservipourl'tnstantque d'exemple
formel pour une théoriegénérale2 Les succèspratiquessemblentplutôt provenir des tech-
niquesadaptativesdansle domainedes btoréacteurs(cf [1 III dont les paramètres.enpartic-
ulier les constantescinétiques,sont très mal connus. D'autre part, aucunauteurn'a ànotre
connaissanceconsidéréle problèmegénéraldu changementde point de fonctionnement,les
gainsdes contrôleursétantsystématiquementcaléssur un équilibre supposéfixé à J'avance,

1.1.3 Sur le choix d'un modèlede commande.

De ce qui précède.il ressortqu'il y a parfois loin entrela recherchedanschaquediscipline et
uneapplication. Néanmoins,la perspectivede commanderun réacteurnécessitede concilier
les trois points de vue ci-dessus. De fait, l'ambition consistejustementà limiter sesambi-
tionsthéoriques- souventd'ordreesthétique- pourtenterunesynthèsed'élémentsdiversdont
la modestieest un gaged'efficacite. En Automatique, il n'estpasobligatoire d'obtenird'un

modèlede commandedes simulationsd'unegrandefidélité numérique,maison abesoind'un
minimum de connaissancessur le procédépour reproduireun comportementqualitativement
justeen vue deréaliserun objectifdonné. De plus, la complexitédoit demeurer"raisonnable"
de façon àpouvoireffectivementréaliserle cas échéantl'implémentationdu contrôleur,

Puisquela modélisationen Génie Chimiques'effectueen partie "à la carie", seuleune pel'

ception globale du systèmealliée à la spécificationd'un objectif de commandeprécis vont
permettred'orienterles choix. Si l'onenvisageparexempleun problèmede la stabilité ther-
mique. seulesserontimportantesles réactionsdont la contributionau bilan thermiqueestsig-
nificative. A l'inverse,unecommandepréciseen concentrationva nécessiterla connaissance
au moins approximativedu mécanismeréactionnel.Par ailleurs. pource qui estdes régimes
transitoires.les indicationsqualitativeséventuellementfourniesparles outils mathématiques

mentionnésprécédemmentse révèlentsuffisantesen pratique,ei il seraitvain de chercherà
obtenir des prévisionsquantitativesprécisesreposantsur des modèlesne disposantpasde
réel fondement.théorique. En contrepartie,il conviendrade s'assurer,au moins par simula-
tion, que lespropriétésqualitativesdu système commandésont invariantessousl'action de
petitesperturbationsdu systèmede départ. Nous dirons de façon vagueque la commande
doit être robuste.



1.2 Généralitéssur l'emballement desréacteurs.

Pourconclure,le choix du modèlede réacteurdépenddes objectifsde commandeque l'on
s'estfixé, ll doit répondreau cahierdes chargessuivant:

• priseen comptedes phénomènesphystco-chtrntqucspertinentsparrapportau problème
posè,

• respectquantitatif(au moinsde manièreapproximative)des régimesstationnaires,

• respectde la dynamiquequalitativedu procédé,

• robustessede la commandecalculée.

Avant de présenterle modèlede travail retenu,il importedonc depréciserle type deproblème
auquelon désireremédier.

1.2 Généralitéssur l'emballement desréacteurs.

On entendparemballemenlune brusquevariationdes grandeursphystco-chtmtquesdécrivant
l'état d'un réacteur- concentrations,température,densité. - disproportionnéepar rapport
à ses causeséventuellesou sansorigine apparenteprécise.

1.2.1 Un problème industriel concret.

Voici deuxexemplesréels d'un tel phénomène.Le premierconcerneles rèacteursd'hydrotrai-
tementutilisés dansles raffineries, et le secondcertainesréactionsde polymértsatton.

Les réacteursd'hydrotraitemcntmettenten jeu des réactionsexothermiquescatalytiques.
Danscertainscas, on estamenéà compenserl'usure du catalyseurpar une augmentation
de la températurede fonctionnementde façon à maintenir un rendementconstanten ter-
mes de taux de produits transformésà la sortie. Ce faisant, il peut arliver que l'on ac-
tive d'autresréactionsannexestrès exothermiques du cracking dont l'effet estau mieux
d'accélérerl'usure du catalyseur,et au pire d'exiger l'arrët total du réacteur. La dynamique
de l'emballementest telle que lesdispositifs de refroidissement(quenches)disposéstout au
long de la colonnepeuvent le caséchéants'avérerinefficacesà contenir le phénomène,On
est donc amenéà adopterpour ces uniiés des margesde sécuritétrès importantes.

Pource qui est de lapolyrnèrtsat.ton.il arrive que laréactions'autocatalyse,et en particulier
s'accélèreau fur et à mesurede la formation de chaînesde polymèrede plus en plus longues,
Le phénomèneest connu sousle nom d'effet de la densitédu polymèrecroît de façon
brusque,au point que lecontenudu Outre l' élévalion de températuredûe
à I'accélèraüonde la réaction, le défaut de lluidité des produits freine le débit au sein du
réacteuret la chaleurn'est plus évacuéeque parconvection,ce qui apoureffet d'amplifier le
phénomène.
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1.2.2 An alysephysiquedu phénomène.

Deux types d e causes son t s c sccpubïes o'ë t reil l'ortg tne d'u n emballeme nt. Tou td'abord .
dan s le cas de r ëacno ns cataiynques en con tinumettant en jeu un cat alyse ur sol ide,j] a rrtve
qu e la charge adopte des chem ins d it s "p r èfêren ne js" au sein du r éacteur , creent ain si des

zonesma l Irr igu ées se com por tant commeau tant depetits réac teu rs fermé s don t la chaleur
est pe u oupasévac uée. Lorsq ue la chaleurn'e st pa sévacuée - pas de qu enchil. proxtmuë - ce s

points ch auds peuvent parcontacts'etendre a tou t le réac teu r et provoquer un embal leme nt
global.

u n tel processu s estnèn nmotns souven t con sec c urfi un e pan ne et tendà dtsparauredan s
les reacte urs m oder nes fonc tion nan t da n s des concntcns n or males d'u tthsa uon . Les rem èdes

semb len t d onc en perue d 'or dr e eech nojo grquc . Pur exemple. on év ite d'u ti l iser du ca ta lyseur

trop use. et on tente d'o pnmtser son ch argement pou r faire en sort e d'obten ir une repar uuon

de la ch arge la pl us homog ène pos sible. Par atncurs. il est clair que la modëltsatt on de défauts

d'ho mo gén éité est lom d'êt re Immediate , De ran. 1I0\l S nou s concen treron s par la su i te sur la

seco nde cause d'em ballement qui rcv et un caractè re tr es gén éral.

En effe t, les chimist es on t depuis long temp s OI15c:lVé, en sim u lat ion et dan", la r ëautè , que

des reacteurs pouv aient sou s cer taines concncne surréagir à de pente s vari atio ns d 'un ou

plu sieurs paramètres de fonction neme n t. c onsnr éresou s cet ang le, l'emh alle rnen t tel que

nou s l'avons decnt appuran comme un ph enomen e de sensib i li te par am ëtrtque ty ptque me nt

non hn éarre. t.observanonde sauts b ru sques qu i su ppose de m ultiples points de fonc ti on -

nement nou s cond ur t su r la pis te des büu rcauo ns des or mats ja tonn éede no mbreu x résu l tats

su r les réacteu rs comm e men tion né pr écèdcmm eru .

A défau t d 'un p rocédé p récis . nou s avon s Iaü le cho ix d 'adopter un modêle de t ravail sim ple

ct stan dar d , le CSTR. non po u r rep rodu ire les tre s no mb reu ses études le concern an t, mals

com me support d' etud e pou r le problè me de l'em ballement des réacti on s exoth er m iqu es et la

comm an de susc ept thle d'y rem êdte r.De ce point de vue . ta conn atsscn ce exacte de la c inéti que

el m eme des réacti ons sera de peu d'i m port ance, pourvu que l'on an b ien prts en com pte les

rèac t tcns les p lus exot hermtqnes.

1.3 Le réacteurcontinuuniformeet sesdérivés.

Plu tô t qu e de p roposer pl u sieu rs mod eles de cc nnmssan ces de portée pl us ou moins gén érale.
nou s adopt ons ici le pa rt, d ' e><: phci ter un mod èle éjèmenunre de réacteur et sa réduction

sous forme ac nmenstonue ne.Ayanl d ètarllè la rtemarcne, no us proposons en su i te d ivers ax es

de g én ére us a üondirectemen t li par ti r de ln forme re ôune. de façon â évi ter de resp èc l fier a

chaque rors les donn ées ph ystco .ch muq ues ct la phase de rèducuc n

1.3 .1 Un peude vocabulaire.

Nou s Intr od u ison s cl -d essou s quelques no uon s èjëm enta trcs de génie ch imiq ue de base dont

le déta il sc trou ve dan s tou l man uel général lr3lta nt du dom ai ne, comm e par exem p le 159).



1.3 Le réacteur continu uniforme et sesdérivés.

Les réacteurs: CSTR et PFR.

-œ
Figure l.1: Les cieux ",rancis typesde réacteurs:CSTR (en haut] et PFR (enbas).

Il existe en génie chimique deux types de reacteursidéalisésservantde référencepour la
modélisationdes cas réels: leréacteuruniforme continu (ContinuousStirredTank Reactor

ou CSTHJ, et sesvariantesserruouvertel fermé (semt-barch et batch)d'unepart, et le réacteur

piston (Plug-Flow Reactorou PFR)d'autrepart.

La différenceessentielleréside dans la façon dont réactifs et produits sont supposésse
mélanger. Dans le premiercas, le mélangeest a priori idéal d'oùl'adjectif uniforme et
l'homogénéitépermet de n'utiliser qu'unevariable par grandeurphysique. A l'inverse, le

deuxièmecas décrit laprogressiondu mélangedansun piston,c'est-à-direuneenceintecylin-
drique dont le diamètreest peut par rapport à la longueur.et les grandeursphysiquessont
toutesindexéespar l'abscissedansle réacteur.

Mathématiquement,les modèlesde réacteursuniformessontconstituésd'équationsdiffé-
rentiellesordinaires,tandisClue piston fait intervenirdes équationsaux dérivéespar-
tielles 3 La discrétisation modèlepiston là une dimension)permetcommeon
peuts'y attendrede retrouverune cascadede modèlesuniformes,et celle approximationest

3d'orrlrp 1 dans le cas {1<- transport pur. el d'ordre 2 SI l'on 1'::-11' intervenir rif' la drffusron matértcllcou

thermique.
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tréssouventutilisé par les chimistes.A cet égard,signalonsque laméthodedéjàmentionnée

de collocationorthogonalepermetde plus de placerles pointsde discrétisationen fonction du
profil plutôt que de lesrépartiruniformément.

Pourles réacteurscontinus,on définit de façon généralele temps de séjour T commeétant
le quotientdu volume total par le débit. Pour le PF'R,cettequantités'identifie au tempsde

passagedu mélangeau sein du réacteur: dans le cas du CSTR, il s'agit seulementd'une

moyenne. Par ailleurs, les pertes thermiqueséventuellessont souventmodéliséespar un

termeproportionnelà la différencede températureentreles deuxmilieux, intérieuret extérieur

du réacteurparexemple.Le coefficientde proportionnalités'exprimealorsen wattsparkelvin

et parunité de surface.

Les réactions, aspectstœchiométrique.

Un schéma réactionnel est un ensemblede m réactionsimpliquant Il constituantsXI, ,., X n

de la forme:

(1.2)

Dansun tel formalisme, les équilibressont représentéspar deux réactionsinversesl'une de

l'autre.

A la réaction i est attachéeune vitesse l', (voir Ci-dessus)fonction des concentrationsen

réactifs,c'est-à-diredes X.! munisde coefficients{l,] nonnulsdansles m membresde gauche

du schémaréactionnel.Les vitessesde réactionpermettentd'exprimerpourchaqueconstitu-

ant X J un taux de disparition 1 R, qui est lasommedes contributionsalgébriquesde toutes

les réactions:

ni --p,.!).,.,

Poursystématiserce calcul, on introcluitla matricestœchiométriqueS donnéepar:

ainsique le vecteurdes vitessesde réaction: 1" = (1'\. , . , . l'm) et celui des tauxde disparition:
R = (RI .... Rn), moyennantquoi on a larelation linéaire suivante: Il = S 1".

Le prototypede loi cinétique est issu de la Loi d'Action de Masse en thermochimie,qui
conduità unedépendancepolynomlale des vitessede réactionen fonction desconcentrations

en réactifs:

où la constantel: ne dépendque de latempératureet de lapression.En pratique,notamment
pour les procédésindustriels,les exposants- appelésordres partiels - ne sontpastoujoursles
coefficientsstœchiométriques ils peuventmêmene pasêtre entiers-, et la vitessen'estpas
non plusobligatoirementpolynorntale. Par exemple,la catalysehètérogèncmetclassiquement

40 n défini! aussile taux dcproductton';.".:l';:II'OPPUS<:.
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en jeu deslois rationnelles(Langmuir-Hinshelwood).Nous éviteronsdonc par la suited'avoir

à spécifierexplicitementles vitessesde réaction.

Remarque1.1 (constituantset variablesd'état) Si l'une des réactionspeut se déduiredes

autres,il convientde l'exclure du schémasaufsi l'on considèrequ'elle fait partie intégrante

du mécanismeréactionnel.Parailleurs, lorsquetoutesles réactionssont indépendantes,on
a: rangS= rn, Si de plus III < n, 111 colonnessontlibres et permettentd'exprimerparcorn

binaisonlinéaire les ri - III colonnesrestantes.Commeà chaquecolonnede S estassociéun

constituant,on qualifie les constituantsassociésrespectivementde principauxet secondaires.
Si parexempleces derniersse trouventëtreX m + 1••••• X n , leur tauxde disparitions'exprime

en fonction des R,.....R m . Notons cependantque la problématiqueclassiquede la stoe-
chiométriedes bilans chimiques- critèresde Brinkley et Jouguet.cf (58] n'estpasadaptée

la pli se en comptedu facteur temps. En effet, dansun modèledynamiquede commande,

chaqueconstituantX, va ëtreassociéà unevariablede concentration.Bien que l'on cherche

limiter le nombrede variables.certainsconstituantssecondairesau sensprécédentdoivent
ëtre plis en compte. C'est le caspour un CSTR chaquefois que leconstituanten question:

fait partie des réactifsentrantdansle réacteur,

intervientdansl'une des vitessesde réaction,
intervient dansl'une des mesuresdisponibles.

intervientdansl'expressiond'un des objectifsde commande.

Pourdonnerun exempletrivial, le modèlede CSTRà uneréactiond'ordre1 : A -t B quenous

allons maintenantdécrire ne comportequ'unevariable de concentrationA, mais il faudrait

rajouterB si la vitesseétait aussifonction de la concentrationB - autocatalyscou inhibition

ou si l'on désiraitcommanderle réacteuren qualité. f':,

Les réactions,aspectthermocinétique.

Lorsque la cinétique d'une réaction peut s'écriresous la forme: r(X. T) = k(T)a(X), la

constantede vilessek(T) suit la loi d'Arrhenius:

où R est la constantedes gazparfaitsen thermodynamique5, E; l'énergied'activationde la

réaction,et 1,,0 uneconstanteexprimantla vitesseextrapoléeà T = +00.

Parailleurs, la quantitéde chaleurdégagéepar la réactiondépendd'un coefficientthermo-

dynamique,l'enthaLpiede réaction, traditionnellementnoté: -6)1, de signepositif dansle cas

d'une réactionexothermiqueet qui s'exprimeen joule par unité de volume ou de masse.Le
quotientde l'enthalpiede réaction par la capacitécaloril1quedu réacteurs'appellele t::.T adi-

abatique,correspondantà l'accroissement(algébrique)de températuredu réacteurfonction-

nantdansdes conditionsadiabatiques.De façon générale,nousnoteronsB la contribution
de toutesles réactionsréactionà la vitessede variation de températuredu réacteur:

B = i:«. =< h.l' >

5R=8.32J/moll\·
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où b, désignele 6T adiabatiquede la réac lioni • Celui-ct dépenden généralde la température,
mais il arrive souventque l'on prenneb constant.en premièreapproximation,

Comptetenu de ce qui précède,on aboutit aux expressionssuivantespour le vecteurR.

des taux de disparitionet la fonction B de chaleurde réaction:

{
R(x. T) = S rf x. T)
B(x. T) = < b. L'(X.T) > (1.3)

où x représentele vecteurdes concentrationou des titres massiquessuivantque l'on raisonne

en masseou en volume.

1.3.2 Un réacteur élémentaire: le CSTR à une réaction.

Description du modèle de connaissances,

On considèreici une réactionexothermique..{ --> B d'ordre 1 consistanten la transforma-

tion d'un réactif liquide en prèsenced'un catalyseursolide situédansle réacteur.Le modèle
se composed'uneéquationde bilan matièreen réactifA coupléeà un bilan thermiquepour
l'ensemblemelange-catalyseur.Nous supposonsle volume de liquide (holdup) constantet la
températureuniforme (pas detransfertde chaleurentremélangeet catalyseur).

En référenceau bilan ,général 0, l ),nousprésentonsles équationssousforme d'un tableau
dont les lignessont desbilans instantanés.en nombrede molesde rèactifA pour la première
et en énergiepour la secondeG.

avec, parordred'apparition:

"on if scindé tes termes detrclI1slcTI cl.. chaleur pour conserver l'analogie aveel'alimentationelle
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holdup=vol mélange1 vol total,
volume total du réacteur.
concentrationen réactif.4.,
tempsphysique.
débit volumique.
concentrationà l'entrée,
facteurd'amplitude,
énergied'activation.
constantedes gazparfaits,
température.
capacitécaloriJlquedu contenu,

capacitécalorifiquedes réactifs,
températured'entrée,
coefdetransfert thermique,
températureextérieure,
chaleurde réaction rapportéeau volume total,

sansunité
en ma

en moljnl3

en s
en ln 3js

en mol/rn"
en S-l

en 1
en l{
en K
en 1jm3l{

en 1jru 3l{

en t:
en Wjl{
en tc
en 1jm3
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Avec ces notations,le nombrede moles de Acontenuesdansl'enceinteest lJVA.. tandisque
l'enthalpiedu contenudu réacteur(ou la chaleurcmmagasinée)s'écrit: V à unecon-
stanteprés. On dèfinit pour la suite le temps de séjour:

Réductionsousforme adimensionnelle.

Manipulerun modèleadrmensionnelprésenteplusieursavantages:le nombrede paramètres

est souventinférieur à celui du modèle physiquedont il est issu, la correspondanceentre
paramètresphysiqueset adtrnenstonnelsmet en évidencel'influence des facleurs d'échelle,
et en termesde dynamiquequalitative, il est clair que seulssont pertinentsles paramètres
réduitspuisque,le cas èchènnt.plusieursjeux de paramètresphysiquespeuventconduireà

des dynamiqueséquivalentes,voir rigoureusementidentiques.

A l'aide de trois quantitésarbitrairesJîxes: (T'·d' A,·cl' T,·el) homogènesrespectivementà un
temps,une concentrationei une température,nousintroduisonsles variablesréduites:

Contrairementà un usagerépandu,nousn'avonspas utilisé la concentrationen entrée.4.0 ni
posé: :1' = 1 - 1;.de façon à conserverl'influence de ce paramètresur le modèlefinal. Nous
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adoptonsalors les notationssuivantes:

Da
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coefdedébit,

énergied'activationréduite,

nombrede Darnkôhler,

chaleurde réaction réduite,

"holdup thermique"

coef de pertesthermiquesréduit

On choisira pour les valeurs nominalesdes variables associées. Noter que
y tandisque le 0absoluest associéà y = - que nousnoterons

systématiquementUopar la suite.

Moyennantces notations.on obtient un premier modèleadimcnsionnel,où le point sur
montantles variablesreprésentela dérivation par rapport au tempsréduit ,,:

Comme on envisagede commanderen températured'entréeUin ou en températurede re-
froidissementU'O, on regroupeles deuxdernierstermesde la secondeéquation:

qH(Uu, - yi + u»; - U) = (qH + L)( - U)

expressionque nousréécrivonssousla forme: q'( 11 - U) en introduisantla commande auxiliaire

1/ et le paramètreq' donnéspar:

11 :=. : q' = qH + L

Le modèlede commandefinal est lesuivant:

J i' - -Do.l'Î(Y) + q(.l'",- .1')

1:i : BDo.r-;(y) + q'(11 - y)

avec: Î(Y) = ('-.-f:i;;

(1.5)

(1.6)

Remarque 1.2 Dans la suite, nous utiliserons systématiquementla forme: q'(v - y) pour
le terme de perles thermiquesglobales. Les résultatss'appliquerontdonc aussi bien à un
réacteurrefroidi qu'à un réacteurcommandéen températured'entrée. f'o..



1.3 Le réacteurcontinuuniformeet sesdérivés,

1.3.3 Quelquesgénéralisations.

Le système(1.6) peutêtreconsidérécommele squeletted'un CSTR doté d'unecinétiqueplus

complexe,ou commela briquede based'un PFR modéliséparunecascadede compartiments
identiques.En outre, rien n'empêchede combinerplusieursaxesde généralisation.Dans tous

les cas, la cellule qu'il représente est supposée présenter lme masse ou un volume constant.

Casd'unschémaréactionnelcomplexe.

La plupart du temps, un réacteurest le siège de plusieurs réacttonsfaisant l'objet d'un

mécanismeplus ou moins élucidé. Un modèle très généralde CSTR consisteà se limiter

à unespéctflcattonjoncrionneüede la cinétiqueet de lachaleurde réactionassociéetelle (1.3]

qui conduitaux équations:

{
X = -R(x. y) + q(x llI -.'1')
(; = E(x.y) + q/(I/-Y)

(1.7)

Le modèleci-dessuss'appliqueà la fois à un CSTR(q cl0) et à un réacteurfermé (q = 0).
maispasà un réacteurmélangésernt-ouvert(dont le volumen'estpas constant),D'autrepart,

le coefficientde pertesq' n'estjamaisnul. saufdansle casdu réacteurferméadiabatiquepour

lequel ne subsistepar définition aucunedes deux commandes!/in et Yw regroupéesdans11.

Ce modèleservirade baseà l'étudegénéralede stabilisationqui va suivre.

Exemple1.3 (Réactionsconsécutives:XI X 2 X 3 ) On supposeque 1'1 et 1'2 sont fonction re-

specttvcmentde cc qui l'XC lui les phénomènesd'autocatalyseet d'Inhibition -, ct
vérifient de plus: = O. Si seul lerèactifXl est introduit dans
le rèactcur,on obuent Ie modelesuivant:

(r.s)
+

et la a un nornbre quelconquedt> réactionsconsécutivesest' immédiale. 0-

Exemple1.4 (Equilibre: SI - X 2 J On not.eri et. /'2 les vitesses de réaction directeet inverse, avec
des hypothèsesanalogueà celles deI'excmpk- precedent, La petite particularitéest que leschaleursdl'
réactionsont opposées l'une de l'autre:

cn posant: b =b, = -b2•

+ q(J'i.ln-Xd
qX 2

+ q'(« -y)
(1.9)

Remarque1,5 (sur la températureréduite) Dans où différentesénergiesd'activation

E, intervien,nent. on peut poser par exemple: Ij = - 1 et t = ce qui donne:

Î, (y) cg;Ti+4ï , le zéro absoluréduit valant alors: Ijn = - 1. L



18

Cas d'une colonne,
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Pourobtenirl'approximationd'un PFR, il suffit d'indicerles variablesd'étatdu CSTR debase
par le numérodu réacteurdansla colonne, les variablesà l'entréedu compartimenti étant
les variablesde sortie - c'est-à-dired'état- du compartimenti-l

Si l'on envisagede plusl'arrivéede gaz derefroidissement(quenches),l'équationen tempéra-
ture doit évidemmentêtre modifiée. Deux possibilitésentreautressontenvisageables:

• soit rajouterun termede pertesthermiquesde la forme L'(Y q - y) quitte à identifier le
coefficientL'

• soit considérerque l'action du refroidissementest instantanée7 en décidant que la
températured'entréedu réacteur1 correspondà une moyennepondérée(par les ca-
pacitéscalorifiques)de la températuredu réacteuri - t et de celle duquenchà l'étage

Dansles deuxcas, letermede transportde l'équationde températureprendla forme:
'1'(u(') +ay('-I) - yl<l) où ul ' ), combinaisonlinéairede Y,uet de latempératuredu quenchau

niveau i: apparaîtcommeune nouvellecommandeauxiliaire, Finalement,avec ou sans
quench,les équationsréduitessont les suivantespour Il réacteursen cascade:

{

X(I) = -R(X(l).yl<:'j + '1(.1'(,-11_.1'('»)

il) = B(X(I).y{l)) + '1'(')(u(')+ay('-II_ y (' ))

avec (.7:(0).)/0)) = (:rln' YIll)' concentrationet températureà l'entréede la colonne.

Introduction d'une diffusion axiale.

(LlO)

Il est possibled'approximerl'effet d'unec1ilïusion axialedansunecolonnetouten restantdans
le cadredes équationsdifférentiellesordinairesen Iatsantl'hypothèsed'un reflux dansle sens
inversede la progressionglobale. Alîn de conserverun débit algébriqueq, on considéreque
le débit réel de hauten basest q( 1+ e ] tandisque lemélangeremontede basen hautavec

un débit 'le.

En partantparexempledu modèlegénéral(1.7) maisdansle cas adiabatique,les équations

70 U plutôt très rapidecompareeaux dynamiquesmodéltsées



1.4 Résumé.

sont les suivantes:

xiI) R(x(1),y(l)) + q(xm - (1 + f)X(I) + fX(Z))

yll) B(x l l ) , y (1 ) ) + qH(Ym - (1 + f)y!l) + fyIZ))

Xli) R(X(I),y(I)) + q((] + f)X(I-I) - (1 + 2f)X l l) + fX('+I))
i = 2 ...n-]

Jj(') B(x('),yll)) + qH(( 1 + f)YI,-I) - (] + 2f)y(l) + fy(,+l))

X(n) R(x(n),yln l ) + q(l + f)(X(I,-I)

(/n) B(x(nl,y(n)) + qH(I+f)(y(n-I)_y(n))

(1.Il)
D'autresvariationssont évidemmentpossiblesdansle mërnecadre, tant au niveau des

phénomènesphysiquespris en compte équilibresmuluphases.hydrodynamique... - qu'à
celui de la configuration matérielle recyclages,dynamiquede préchauffementdes réactifs
à l'entrée. mais notre intention n'est clairementpasd'êtreexhaustifen termesde génie

chimique. mais plutôt de motiver l'étude des modèlesélémentairespour la compréhension
et le contrôle de l'emballementthermiquede réacteursplus complexeset plus prochesdes
unitésréelles.

1.4 Résumé.

La commandedes réacteurschimiquesse situeau carrefourde plusieursdisciplinesqui ont
chacuneleur langageet leur problématique. Compte tenu de l'impossibilité de se fixer un
modèlede travail dansl'absolu, il est nécessairede spécifierau préalablele problèmequel'on
chercheà résoudre.en I'occurencel'emballementthermiquedes réacteurs. Deux modèles
générauxmais opératoiresserontretenus: le CSTR élémentaireà uneréactionexothermique
0.6) qui fera l'objet d'uneétudedirecte. généraliséeensuiteau CSTR 0.7)supposéà masse
ou volumeconstantet pouvantservir à construired'autresmodèlesplus prochesdes unités

réelles.
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Chapitre II

Un casd'école: extinction du
CSTR à une réaction

II.O Introduction.

On considèreun CSTR sièged'une réactionexothermiqued'ordre 1. A -+ B, opérantà fort
tauxde conversion,Depuis[7], cet exemplea été tréslargementétudiéà la fois d'un point de

vue mathématiqueet sousl'angle de la commande,mais presquetoujoursen un seul point
d'équilibreet pas à notreconnaissancedansl'optiqued'expliquerle phénomèned'emballement
thermique,ce qui supposejustementde taire varier le point d'équilibre.

Notre but dansce chapitreest donc d'illustrer la problématiquede l'emballementau sens
large sur un systèmevolontairementsimplifié à l'extrême. Nous faisons l'hypothèseque
l'opérateur,pour satisfairepar exempledes contraintesd'ordre économique,désire réduire
la production de B et disposepour cela d'une commandeagissantsur la températuredu

réacteur, Il se peut alors qu'en deçàd'un certain seuil, dit critique, la températurede fonc-
tionnementpassebrusquementà une valeurtrès basseassociéeà un tauxde conversiontrès
faible: c'est le phénomèned'emballementà l'envers, encoreappeléextinction (voir la figure

Il,0,

En pratique,l'opérateurrespecteune limite inférieureà ne pas dépasseravec une marge

de sécuritéconfortable,de façon à restersuffisammentloin du seuilcritique, Du point de vue
énergétique,ceci imposeun chauffageconséquentpourun gain enrendementle caséchéant
assezfaible et pastoujoursdésiré. Dansce qui suit. nousallonsmontrer,dansle cadred'un
modèleélémentairede CSTR qu'il est possiblede supprimerle phénomèned'extinction,et de
stabiliserJe réacteurù des températuresquclconquespar un retourde températurepropor-
tionnel ou proport.lonncl-fntégral.

Tout ce qui concernela stabilisationlocale estmaintenantbien connu.et unebonnepartie
de cechapitreest simplementdestinéeà servird'introductionaux idéesgénéralesdéveloppées
par la suite, Ce n'estpas le cascependantdu problèmede la stabilisationglobale que nous
abordonsici grâceà la simplicitéde l'exemple- dimension2-, et quenoustraitonsen montrant
que les résultatslocaux peuvents'étendreen utilisant des retoursde températureà grand
gain. Ceci complèteles résultatsd'Arts et Amundson(cf [7]. Il) qui avaientmontrésurun ex-
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température
ou

production de B

commande

seuil

Figure Il.L: Exttncrion et seuil dt'sécurité.

emplela possibilitéd'existencede 2 cycleslimites concentriquesentourantle point d'équilibre
pour certainesplagesde valeursdu gain proportionnel,et constatésur cet exemplela dis-

parition simultanéede ces cycles limItes à partir d'un certain seuil de gain, conformément

au résultatgénéral que nous proposons. En termes d'automatique(un peu savante., .I.
l'originalité de cet exempleconsistedans le fait que l'on utilise un retour de sortie, car il

estconnu (cf [13]. [14]) que l'on peut stabiliserglobalementpar retourd'état un systèmenon

linéairede degrérelatif 1 dont la dynamiquedes zérosest globalementstable,ce qui estle cas

de notre CSTR!

Nous travaillonssur le modèleadimensionnel(1.6):

+
+ - y) (11.1)

-y-
où ,( y) = e 1+ gy représentele facteurd'Arrhéntus. Les valeursdes paramètresutilisées

pour les simulations:

(g. Da, B ..J:Ill • «.q') = (0.0254.0.000391.19.1,1,1. 1)

sontdérivéescommeexposéau chapitreprécèdentà partird'unexemplephysique([60) p.291l.

II.1 Etude du réacteur en boucle ouverte.

II.1.1 Diagramme thermique.

Les équationscI'équilibre peuventétre transforméescie façon à faire apparaîtreune équation
stationnaireclite entrée-sorüe,c'est-à-direclans laquelle la concentration.1' n'intervient pas.

Pource fatre, il suffit cie calculer .1' en fonction de y grâceau bilan matière, puis de reporter
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l'expressionobienuedansle bilan thermique.On obtient:

1

,1' = q + == ,flso(Y)

qD:.q(y) ,
o = B;l'm--(-) (U - Il)

q+Dr; y

23

(11.2)

On noterespectivementHe et HR - pourHeat Creationet. Heat.Removal-les deuxtermes.
homogènesà une puissanceréduite. apparaissantdansla secondeéquation.dite équatton
stationnaireentrée-sortte:

!
,.. q IkI1 (Y )

HC\YJ = B.t l1lq + D:.q(yl

HR(y, u) = q'(y -11)

moyennantquoi cetteéquations'écrit sousforme condensée:

Hery) = HR(y,u)

(11.3)

Les courbesassociéesen fonction de y sont. tracéessurla figure 11.2 appeléediagrammether
mique stationnaire. La ou les températuresde fonctionnementy à commandeu fixée sont
parconstructionles abscissesdes pointsd'mtersecüondes courbesHE et He, tandisque la
valeurde la commandese iiI à l'intersectionde la droite HR et. de l'axe destempératures.

puiss.th

He

HR ,

fïgure II.2: Diagrammethermiquestnttormaireen boucleouverte.

Il est.clair que si l'ondiminue il en deçàdu seuilcritique u.; l'équilibresupérieur(ou chaud)
disparaît, et on observeen simulation que le systémeva alors s'accrocherà l'unique point
de fonctionnement.qui subsiste.lequel se trouve associéà une températuretrès nettement
inférieure(point froid). Dansce cas, toute une partiedes équilibresde la courbeHe (en gris
sur la figure 11.2) ne sont pas atteints,équilibresdont la projectionsur l'axe des y constitue
un segmentde températuresqualil1éesalors de ouaststatiquemeni inaccessibles.
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II.1.2 Stabilité.

En fait. quandbien même le systèmese trouverait dans les conditions de fonctionnement
d'un point Intermèdiatre. il n'y resterail pas car il est facile demontrer que lorsqu'il ex-
iste trois points d'équilibre caractériséspar trois températuresYI < Yz < Y3 distinctes.
l'équilibre numéro 2 est nécessairementinstable (cf ci-après). On rappelle que de façon
générale,J'analysede stabilité locale reposesur l'examendu signe des parties réelles des

valeurspropresdu systèmelinéarisé(voir l'annexeB). En tout point stationnaire(x'SO(Y)'y).
la matricejacobiennedu système(IL l), c'est-à-direla matricedes dérivéespartiellesdes sec-
ondsmembresdes équationsdynamiques,s'écritcommesuit:

L t = ( -(1] + Dq(y)) -t» ·q'(U) ) x-r ,
(y) BDry(y,! BDI.I"'(Y) - r/ 1 -,,,.(.1)

et ne dépendpas de Il. La figure 11.3présenteles courbesdes partiesréelleset imaginaires
des deuxvaleurspropresdu systèmelinéariséen (.l' IS O ( y). y) en fonction de la température.

On constateque lesvaleurspropressont toujoursréelles l'une d'elle étantmêmeconstante
égale à - q = - 1 mais pas toujours stables,el le segmentde valeursde Y pour lequelles
l'une estpositivecorrespondjustementaux températuresquaststnüquerneruinaccessibles(cf

figure 11.2etcommentaires).Par ailleurs, les deuxvaleurspropressontdansun rapportgrand
devant 1 pour les températuresélevées:on retrouveici le fait bien connuque lesmodèlesde
réacteursconstituentdes syslèmesdifférentiels raides.

Figure11.3: l'artif' rr-elle (en noir) ct unaumairo(en gnsJ desvaleurspropresen boucleouverte.

RemarqueII.I (stabilitédeséquilibresextrêmes)Il se trouve qu'avecle jeu de paramètres

numértquesadoptés,les équilibres extrêmes,caractériséspar la condition: q' > 'qffj-. sont
tousstables.Contrairemenlà une Idée tenaceen GénieChimique"traditionnel", cettedernière
condition, que l'on peul interpréterphysiquement1 est seulement nécessaire, mais passuff-
isantepassuffisantepourassurerla stabililé locale. En particulier, des cycleslimites stables

'endisantque tout (Tart de tcrnpèraturepar rapportù la valeurd'èquiltbrcsc voit compensépar un
rappelopposéclusignecie ffC- HH.
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peuventapparïtreen mèrne tempsque le point d'équilibre devient instable (bifurcationsde
Hopf). Ce point seraau coursde l'analysede stabilité locale qui vasuivre, 1::.

Sur la figure !lA, on a simulé un changementde consigneli constantpar morceaux,de
façon à laisserle tempsau réacteurde sestabiliserà différents paliers de concentrationet
température,Comme on a choisi desvaleursde 11 encadrantla valeurcritique lI e, l'extinction
a lieu, ce qui setraduit par une brusquediminution de températureet un brusqueaccroisse-
mentde la concentrationen réactif. Aprèsl'extinction, le réacteurfonctionneau point froid:
le rendement.r,;:,,· est presquenul.

FlgurelI.4: 1';xtll1clIon en boudeouverte,

Il.2 Stabilisation uniforme par retour proportion-
nel de température.

Cettequestioncomportedeuxaspects:d'unepmi la suppressiondu phénomèned'extinction,
ou régularisation,visantà restaurerJ'unicitéde J'équilibreà températurefixée, et d'autrepart
la stabil.isatiDn proprementdite, assortiedu qualificatif uniformepour signifier qu'un mëme
bouclageconvientà touteunegammede points de fonctionnement.

II.2.1 Régularisation globale.

Plutôt que d'appliquera priori un bouclagede la forme: 11 = -kpy+ v, il est équivalentde
se donnerune nouvelledroite HR b( y, (') = y - l') et decalculerle bouclage(L(y, v) tel que
HR(y,lI(y,I')) = HRb(y,u), SOIt:

II(Y.I') = (1- (!lA)

De cettefaçon. le gain dubouclageest directementparamétrépar la pente

l'eIre! d'un bouclageaIfine en températureconsiste
à modifier La puissancethermique d'évacuationde
chaleur.
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puiss.th

He

Figure 11.5: Ol8gmmn1f' therrmquestauonnatrccn bouclefermée.

La suppressiondu phénomèned'exlinclion s'obtientalors en choisissant supérieurà

la pentemaximalede la courbeHe, de sorteque les droites (parallèles)HR&(.If,V)jVER aient
chacuneune et une seule interseclion avec la courbeHe (voir la figure Il.51. 11est clair

qu'hormisla questionde la stabilité, toutesles températuresde fonclionnementsonta priori
accessiblesparvariatton"lente et conlinue"- quasistattque- de la nouvelleconsigneauxiliaire

v, ce qui n'était pas le casavec li en boucle ouverte. Or, d'après(11.2), il existe une et une

seuleconcentrationd'équilibre pour ioute valeur de température.De fait:

il est possible de paramétriser globalement par u les

équilibres du réacteurcommandé en choisissant:

(11.5)

Remarque II.2 La pente maximaleest atteinte au point d'inflexton de la courbeHe aussi

appelée"courbeen S" pour des raisonsgraphiquesévidentes.

11.2.2 Stabilisation locale.

Choix du gain.

Ayant restaurél'unicité des équilibres. il resteÙ assurerleur stabilité, au moins localement.
En tout point stationnaire(J'"o(Y)' y). la matrtcejacobtennedu système(ILl) bouclépar (lIA)

s'écrit:

L P ( 1) _ (-(q+Drq(y)) ) 1

y. q& - BD,,-,(U) _

el ne dépendpasde u 2 Les valeurs propresde L P sont les racinesde son polynômecar-
actértsuque:

2pluscxactemenln'cndépendqu'à travcrx la ternpcratured'équihbrce.
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lesquellesracinessont à partie réelle strictementnégativeSi et seulementsi les conditions
suivantessontvértûées(critèrede Roulh, voir l'annexeE):

{

An y , q;') = ({J+ Dry(y)) + (J;' - ETh xw,o(Y)-y'(Y) > 0

Xt(Y''1b)) = ({J+ Dq(y))'1b - qED1X,eo(Y)-Y'(y) > 0 (11.6)

Touscalculsfaits, on obtient:

1
q, > BJ}'.'·",i!!h'IY) - l'i +Lb"ly))

(J;' > ED,:r,>u(!fh'(y)'1+;q(y)

(11.7)

La stabilité locale asymptotiquede tous les équllibresdu réacteurcommandéest donc as-
suréeen choisissant{J;' strictementsupérieurau maximum en !f des membresde droite, et
les trois inégalitésdonnéespar (11.5)et (II. 7) permettentde choisir une penteqb telle que le
bouclageassociérendequaststauquementaccessibleset localementstablestousles équilibres

du réacteurde départ.

En fait, ces troistnègnlttésconstituentseulementdeuxcontraintessurle gain {Ji" Calculons

en effet la pentede la courbeHe:

On remarqueainsi que lasecondeinégalitéde (11.7) peutaussis'écrire: (Jb > 4f!j-, ce qui n'est
rien d'autreque la version ponctuellede (11.5).Finalement:

on rend rous les équilibres du réacteur [II,I) quasis-

tatiquemeiu accessibles par la consigne v et locale-
ment asumptotiquemetü stables, en choisissant un

relour q[jÎne en température (lIA) lei que (JI, satisfasse

aw( deux inégalités (If. 7) uniFormément en !J.

Remarque II.3 (suite de la remarque Il,1) Il est maintenantclair que leséquilibresintermé-

diairesdu réacteurnon commandé,caractérisésparri < sontnécessairementinstables.
A l'inverse, ainsi que leséquilibresdu réacteurrégularisé,c'est-à-dire

commandéavec: q;, > ne sont pas nécessairementstables,car la premièreinégalité
de (11.7) peutêtre violée lorsque la secondeest satisfaite,et ce phénomènene peutse
détecterdirectementsur le diagrammethermique. l:.

Sur la llgure 11.6, on représentéles courbesdes membresde droite des inégalités[11,7) en
fonction de !J avec un choix possiblede q;' la courbenon bornéeest associéeà la première
inégalité -, ainsi que lesdeux valeurs propresde la matrice L P dont on peutconstaterque
les partiesréelles restentstrictementnégativespour toutevaleurde la température.D'autre
part, les valeurs propressont imaginairesconjuguéespour un segmentde valeurs de y

approximativement[8.15] -, ct l'on peutdonc s'attendreà des oscillationslorsquel'on stabilise
le réacteursautourde cestempératures.Enfin le bouclagen'amalheureusementpasamélioré
la raideurdu système.
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Figur" II.6: Choix d'un gain 'If. el valeurspropresen bouclefermée.

Remarque Il.4 (sur le choix du gain) Les conditions(I1.7) relativesau choix de se tradui-

sentpar des inégalitéssur le gain proportionnel: l,p = - l , inégalitésimposantde choisir
kp positif suffisammentgrand. Le choix de lavaleureffectivede kp fait alors l'objet d'un com-
promisentredivers impératifs contradictoires:saturationphysiquede la commande.marge
de stabtlttè, ... En ce sens,l'analyseci-dessusne conduit pas nécessairementà utiliser une
commandedite à grand gain, mais vise seulementà caractériser,pour le système(ILl), les

retoursproportionnelsde sortieefficacesen termesde suppressiondu phénomèneindésirable
que constituel'extinction du réacteur,

Simulations.

Pourcompareravec le cas duréacteurnon commandé,on a simuléunebaissede température
par paliersdansles memes conditionsque cellesde la figure Il.4, à savoirdépartau niveau
y = 17 et changementde consignetoutesles 7 unitésde tempsréduit. à ceci prèsque lacon-
signeen questionn'est plus /1 mais i'. La figure 11.7présenteles résultats.avec engrisé les

courbesdu réacteurnon commandé.Il est clair que le phénomèned'extinctionne seproduit
pas. et que lesystèmese stabiliseà des niveaux tntermédtatresarbitraires- x voisin de 0.1.

y de 14.

Cependant,la courbede bouclageprésentesur la figure (figure 11.8) des pics inquiétants
à chaquechangementde consigne,parfoisaccompagnésd'oscillationsd'amplitudenon négli-
geable. En fait, l'équationde bouclage(lIA) montreclairementque toute discontinuitéde la

consignev se traduit par une discontinuitéde la commande/1 amplifiée du facteur qui est
strictementsupérieurà 1 puisquele bouclageaugmentela pentede la droite ER. Quantaux
oscillations.que l'on retrouvesur les courbesde.1' et !J. elles sont la conséquencedu fail déjà
mentionnéque dansla plage devaleursde !J concernée,les valeurspropressont imaginaires
conjuguéesfcffigure 11.6]. Le bouclagene fait donc que reproduire le comportementde la
température.

On peut remédiersimplementà ces problèmesen choisissantune loi de variationcontinue
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Figure11.7: Stublhsauon umtorrne-par retouramnede température,consignediscontinue.

u(y, v)

..

25.30' 35

Figure [1.8: Bouclagepathologique,consignediscontinue.

pourla consigneLi. D'unepart on supprimeainsi les pics debouclage,d'autrepart le fait de se
trouverà tout instantdansdes conditionstrés prochesde l'équilibre - variationquasistatique

permetde minimiserl'amplitudedes oscillations. La figure 11.9montrece que l'onobtienten
prenantpour1'(t) une fonction continueaffine par morceaux.Les courbesdu casv discontinu
sontreproduitesen grisé.

II.2.3 Stabilisation globale.

Nous neconsidéronsici que desbouclagesdont le gain qt, satisfaitl'inégalitéde régularisation
(11.5),desortequ'àtoutevaleurde la consigneauxiliaire Li est associéun et un seuléquilibre,
Nous allonsmontrerqu'en prenantqi, assezgrand,il est possibled'assurerla stabilitéglobale

de cet équilibre.

Une petitedifficulté survient par le fatt quecelui-ci dépendnon seulementde v maisaussi
de qb (sur la figure 11.5,l'intersectionde He et HR dépendde la pente de HR). En fait, il
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Flgure-11.9: Stabilisationunilorm.. par retourafûned.. température,consignecontinue.

est facile de voir que l'onpeut ajuster la valeur de u en fonction de de façon à fixer une
températured'équilibre HC(yj = HR(,(!/.I'. q{,J se résoudexplicitementen Ceci permet
de se fixer un équilibre indépendammentde la valeur de q{,. Soit donc fj une température
d'équilibre, et .f' = la concentrationassociée.Nous réécrivonsle systèmebouclé en
posantX = :1' = y - .9,de sortequ'en particulier la consigne/,(q{,) disparaît:

-(q + III + if)) X - Lb .['[(1', .9n'
Bnl ÎO' , y) X - (Il; - BL):dT(l'. .9))y (1I.8)

[(1'..9)) = ')(1' - ')(.9)

le taux d'accroissementde la fonct.ion Î, défini 3 pour tout accroissementalgébriquede
températureY y compris en Y = 0 où T'(O..9) = Î'(Y) -. régulier. borné et positif car

'il est sous-entendu de }' sont celles pour lesquellesy = y + y est
c.orreSI)ond<-lnl;lllzêroal)so]u.
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Î(Y) est bornéeet croissante,On poseaussi:

31

Nous allonsmontrerqu'il est possiblede choisir de sorteque lafonction V soit unefonc-
tion de Liapunov (cf [63]) pour le système(11.8), c'est-à-direque lestrajectoires(X(t), Y(t))
soientrentrantesdansles ellipses l,' =cste, En effel, calculonsla dérivée deV suivantune
trajectoire:

li = -(q+ IXq(Y + y))X2+ IXi(,(Y + 0) - ,cfP',y))XY - - BLhxr(y,y))y2

(11,9)
Cetteexpressionn'estbien sûr pas une formequaclratiqueen (X, Y) car les coefficientsde
X 2,XY,y 2 dépendentcie l' Cependant,il est possiblecie rendrecette expressionstricte-
mentnégativepour tout (X, l') cf(0,0) grâce au fait que cescoefficientssont bornés,

De façon générale,a.\'2 b.\'l' + est déûntepositive ssi a > 0 et 40c - b2 > 0 (cf

[26]), Si maintenanta, b.(' dépendentcie (X. 1'):

{
a(X,l') > 0

40(X. Y)c(X. Y) _ b(X.}'? > 0 =} alX. Y)X
2-b(X.

Y)XY+c(X. y)y2 > 0

pour tout couple lX. }') cf (0.0), En appliquantce résultatélémentaireà -li', et en tenant
comptede: q + Da + y) > 0, on obtient une conditionsuffisantede strictenégativitéde
li' pour (X,y) of(0.0):

4(q + IXq(}' + - Do,cf(}'.!!)) - IX,2(,(Y + y) - ;i:r(y,y))2 > 0

ce qui s'écrit encore:

On a toujours: 0 < ,['= ,l'bU(!)) < Par ailleurs, ro'.D) = Î'(Y) par le théorèmedes
accroissementsfinis, d'où:

Si enfin l'on note: l'm"x =
fisanteassurantl' <

>

on peu! déduirede [11.10) une nouvelle condition suf-
(0.0)'

(11.11)

Remarquonsenfin que la condit iond'unicité de l'équilibre (11.5) est alors automatiquement
vérifiée car on a vu que celle-cipouvait s'écrire(secondeinégalitéde [11.7)):
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inégalité réaliséea fortiori lorsque:

Chap. Il Extinction du CSTR à une réaction

où l'on reconnaitle premiertermede (11.11).

Commela condition (lUI) ne fait plus intervenir l'équilibre (,f. [J), nousavonsfinalement
démontréle résultatsuivant:

on rend tous les équilibres du réacteur (lI,l) quasis-

tatiquetnent accessibles par la consignet'el globale-
ment astjmptotiquemerü stables, en choisissant un

l'etOUT q[fù1e en température (11.4) tel que <lb safi.'ifasse

à l'inégaLiré (11.1J),

Remarque Il.5 (expressionexplicite de la borne de gain) Le maximum de est atteint

en +00,à savoir: "rmax = tandisque sadérivée,'(y) est maximaleau point d'inflexion Yr

caractérisépar: 1+ gYe= -dg, d'où: Î;"a, = ce qui permetd'obtenirexplicitementla
bornede gain. Cette remarqueest toute aussivalabledansle cadrelocal. D,.

Remarque Il.6 (critère de Bendixson) Il est possiblede démontrerla stabilité globalesans
utiliser de fonction de Liapunov, à l'aide cierésultatsgénérauxspécljiques à la dimension 2.

D'aprésle théorèmeciePoincarè-Bendtxscn(cf [61Il. lorsquele portrait de phased'unsystème
dynamiqueen dimension2 exhibeun et un seuléquilibre localementstable,la stabilitéglob-
ale de celui-ci est équivalenteà l'absencede cycles limites l'entourant.lesquelsse trouvent
nécessairementemboîtésles unsdansles autres.Le critèrede Bendixsonaffirme alorsqu'une
condition suffisanted'absencede cycles limites est que latrace du linéarisédu champsoit
partout < O. Dansnotrecas, cettecondition s'écrit [sur le systèmed'origine):

(11.12)

Il estclair que cetteiné,f(alité nesauraitêtre vèrtfièe pourtout ,1' > O. Cependant,l' < -qe< 0

pour ,1' > :ri" + f et f > 0 quelconque,donctoute trajectoire(,r(f). y(t)) se trouve piégéedans
n'importe quelle bande0 :::; ,/' :::; .rlll + f en un tempsfini (dèpendantde e). Pour assurer
la stabilité globale, il sufflt donc de vérifier 01. 12) dansune telle bande,d'où une nouvelle
condition suffisanteaprèsmajoration:

valable pour f > 0 arbitrairementpetit, Nous conserveronsdonc finalement:

(11.13)

et la condition d'unicité de l'équifibre (11.5)est encoreautomatiquementvérifiée (cfci-dessus).
Pourconclure,(11.13)fournit une meilleurebornecie ,gain que (II. lIl. maisl'approchetopologi-
que ne s'appliquantplus dès ladimension3, nous seronsamenéà réutiliser la fonction de
LiapunovV dansle cadreclu retourPI. D,.
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II.3 Stabilisation uniforme par retour proportion-
nel intégral de température.

II.3.1 Effet d'un bouclageproportionnel intégral.

(11.14)u(y,y,.,t)=(l klJ)Y-Â'Il(y-yJdr

Pourcompenserles biais éventuelsdûsaux perturbationsou auxincertitudessurles paramè-
tres. il estpossiblede rajouterun termeintégral de façon à réglerdirectementla température
désiréeYc plutôt que la consigneauxiliaire u 4 On considèredoncmaintenantun bouclage

delaforme:

Remarquonsau passageque la partie linéaire est en y et non enU - Uc.contrairementà une
habitudecouranteen automatiqueindustrielle. qui a pour effet négatifde rajouter un zéro
au transferty, f--t Y et par Ià-rnèrnede dégraderles transitoiresen ajoutantunedérivéeà la
réponseindtctelle. Cependant,la contrepartieest que l'on nepeut plus se passerdu terme
intégral souspeine d'annulerle transfertcie la consigneà la sortie.

Pour obtenir les équationsdu systèmebouclésousforme différentielle, Il faut introduire
une nouve1levariabled'état:

et réécrirele système(ILl) bouclépar (IL14) sousla forme suivantedite étendue:

(II.l5)

en considérantYccommeune nouvelleconsigneauxiliaire (à la placede 11).

Par construction,les (.r. y, :) de ce nouveausystèmesont paramétréspar UC
et vérifient: )' = = y, Contrairementau cas du retour proportionnel, il n'est
plus possiblede construireun dia.grammethermiqueen boucle fermée. Plus précisément.
le problèmede l'extinction ne se pose plus car les équilibressont naturellementparamétrès
de façon régulière par la constaney, dès que I.:} # O. Cependant,la questionde la stabilité

demeureintacte.

Remarque II.7 (sur le retour purement intégral) Comptetenudes réflexionsprécédentes.il
est légit.imed'envisagerla stabilisationpar un retouruniquementintégral. Cependant.nous
allonsvoir que le gainproporuonnetv» intervientseuldansl'unedes conditionsnécessaireset
suffisantesde stabililé, en l'occurence\ ri = \;' > 0, tandisque laboucleouvertecorrespond
au cas kp = L Ainsi, il es! clair que si cette condition est violée pour kp = l, le réacteur
ne serapasstablequelleque soit lavaleurdu gain intégral 1.'1, Ainsi, l'utilisation d'un retour
purementintégral règle certesdirectementla questionde la multiplicité des étatsd'équilibre.
mais peutconduireà une impassequantau problèmede la stabilisation. /";

'un termeen dérivé" pour completerPl l'Il l'II) n'est d'aucuneutilité puisqueli ne fait paspartiede
l'état.
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II.3.2 Stabilisation locale.

Choix desgains.

Chap. II Extinction du CSTR Il une réaction

Le linéarisédu système(l1.l5) ne dépendpas cie Il s'écrit:

Pour le choix des gains ).:p et ).'1. nousallons appliquerle critère de stabililé de Routh, ou
plutôt une version équivalentedûe à Lienard et Chipart (théorème8.37). Tout d'abord, on

calcule le polynômecaractéristiquede I P I

avec, enreprenantles notations(11.6)du retour proportionnel:

{

XfI(y.kl,.kIl = \;(y.q'l.-p) = q'l.-p+l:q+ 1JfI1(y))-BIkt,l'ISO(y)-y'(y)

'{!;I(y, kp, ki) = + '1').'[ = (q + IkI,(Y))'1'kp - '1BDoTiso(y)f'(y)+ '1'kl

\fI(y,kp.kIl = (q+Drq(lJ)Jq'l.-,

(11.16)
L'application directe du critère cie Lienard et Chiparl, condition 2) avec 11 = 3, fournit des

conditionsnécessairesel sldfisantesciestabilité:

(11.17)

Comptetenu cie:

on estamenéà choisir le coelflctentcie (/I.-) strictementpositif:

et clans cecas,la conclition \ {'1= \ f > 0 est vértûée.De même:

est>0, car0 < < 1. De rail, la condition \ fi \fl - '<K[ > 0 est automatiquement
vèrtûèe,pourvu que le gain intégral/.:} soil choisi> O. En conclusion,nousvenonsd'obtenir
deuxconclitionssuffisantes de stabilité:

{
q'k}, > nIkI"!'"o(yl/'(y)

1'1 > 0

et un résultatde stabilisationuniforme:

(11.18)
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on rend rous les équilibres du réacteur (II. 1) quasis-

tatiqllernent accessibles par la consigne Yeet locale-
ment asymptotiquement stables aoec rejet des biais,

en appliquant un retour proportionnel intégral (II. 14)

dont les gains kl , et kt satisfont aux deux inégalités

(Il. lB) uniformément en i},

Pratiquementla premièreinègalitéde (11.18) flxe le choix du gainproporuonnele», moyennant
quoi le gain intégral J,,)peut étre prisstrictementpositif arbitraire. A cet égard. il està noter
que la premièreinégalité de (11.18) esl plus forte que seshomologues[Il.?']. Effectivement,
l'ajout d'un termeintégral peutdéstabiliserle réacteurcommandépar un retouraffine dont
le gain aurait été calculéselon les inégalités(11.7).

FlgUIT ILIO: ChoIX desgains kp el k" et Incidencesur les valeurs propres.

Ceci se trouve illustré par la figure 11.10. Le diagrammede gauchereprésenteen effet le
membrede droite de la prerntèretnégalttéde (11.18) et rappelle(en gris) lescourbesassociées
au cas proportionnel. de façon à mettre en évidencedeux gains kp dont l'un kp = 11

est stabilisanttandis que l'autre J,'p = 6 vérifie seulementles conditions [11.7). Ceci se
retrouvesurles cIeuxautresgraphiquesqui représententles trois valeurspropresdu système
commandé(11.15).Le choix )'i' = 6 associéà k, = 30 .génère unsegmentde températures

instables,bornépardeuxtempératurescritiquesen lesquellesle réacteurprésenteunebifur-
cation de Hopf 5. Par ailleurs, la comparaisondu casstabilisantavec la figure 01.6) montre
que le terme int.égral aintroduit un pôle réeldont le grapheest très prochede l'axe des y,
c'est-à-direfaiblement.stable.

On présentetout d'abord le bon contrôleur. Sur la figure 11.11, la consigneYe affine par
morceauxvarie de 17 à 12, et latemperature!Jsuit le mouvementavec un légerretard. Noter
que la courbe passepar un minimum: ceci n'est passpécilîqueau cas PI voir
la figure Il.9 -, mais simplementle fait que passéle seuil critique lle. il faut aug-

menterla températured'entrée(ou diminuerle refroidissement)pourcontinuerà faire baisser

5apparition uu dispartnnnd'un cycle hnuu- consécutifau changementde signede la partie réelle d'un
eouplede vnleutsproprcsimagmaircsconjuguees,votr parexempk-[541 et. (551.
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la températurede fonctionnementdu réacteur(voir la fIgure 11.2).

t s 5

:': 10 ao

t e 2:' 10 40

Figure 11.11: Stabilisationuruforrne par retourproportionnelintégral detempérature.

A titre d'illustration de ce qu'il ne fautpas faire, on a représentésur la figure Il.12 les
résultatsde l'applicationd'un mauvaiscontrôleurPI, donl le gain kp a été choisi selon les
inégalités(11.7). c'est-à-dtre tel que lecontrôleurP associésoit slabilisant. La consigneest
variéede façon à lraverserla valeurcritiquesupérieurede bifurcation, prochede 12.5 d'après
la figure 11.10, qui correspondau fait que lapartie réelle dedeuxvaleurspropresimaginaires
conjuguéesdevientstrictementpositive. L'apparitionconcommitanted'un cycle limite stable
se manifestepar des oscillationsnon amortiesd'amplitudeconstanteen régime permanent,
oscillationsque lebouclagene fait que reproduire.Dansle mêmeordred'idée,[46] montrequ'il

est possiblede trouverun relour PI dont l'applicationengendreun comportementchaotique
du réacteurcommandé.Commeon sait que de telsphénomènesne peuventse produirequ'à

partir de la dimension3 (voir [l2]), on comprendque le CSTRpuisseservir de "laboratoire"à
certainsmathématiciens.

Figure 11.12: Buurcauondt' Ilopf consécutiveà un mauvais choix de gains.

II.3.3 Stabilisation globale.

Pource qui est de lastabilisalionglobale. nousallons voir que contrairementau caslocal, le
choix du gainproportionnelsuivant(II. 11)correspondantau retourP n'estpas remisen cause
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par l'ajout d'un terme intégral. On procèdecomme pour le retour P en écrivant le système
bouclé (11.15) dansles coordonnéescentréesà l'équilibre:

{

X = -(q+Lhl(Y+i]))X - D:ii'f(Y,y)Y
= BHq(1"+OlX - (q'kr-BD:.tiT(Y,Y)Y - q'k]Z

Z = y

Cettefois, on supposek'l > 0 et on prend pour fonction de Liapunov:

ce qui permetd'obtenir:

(11.19)

où i'P désignel'expression(11.9) de i' calculéedansle cas du retourP. D'aprèsles résultats
sur le retourP, lechoix de q'kr (alors noté satisfaisantl'inégalité (Il. 11) assure:

V(X,YZj, (X.}")i-(O,O) =? W<O

mais ceci entraîneseulementque les trajectoiresconvergentvers la droite X = Y = O.
Pour conclure que l'équilibre X = }" = Z = 0 est bien globalementasymptotiquement
stable, on utilise le théorèmed'invariancede Lasalle (cf [38]) qui stipule dansnotre casque
les trajectoiresconvergentvers le plus qrarid sous-ensemble invariant de la droite X = Y = O.

Pourdéterminerce sous-ensemble.on remplaceX et Y par0 dansle système(11.19):

d'où il ressortque leplusgrandinvariantest effectivementréduitau point d'équilibre(0,0,0).

Finalement.les inégalitéssur les gainss'écrivent:

et l'on a lerésultatsuivant:

on rend tous les équilibres du réacteur ill. J) quasista-

tiquement accessibles par la consigne Yc et globale-
ment asymptotiquement stables avec rejet desbiais,

en choisissant uT! reLour Pl en températureill. 14) dont

les gains satisfont les conditions (lI.20).

II.4 Résumé.

Un CSTR élémentairepossédant3 équilibres est susceptiblede présenterdes phénomènes
d'extinction lorsqu'on le commandepar températured'entréeou températurede refroidisse-
mentconstante.Ces phénomènessont caractérisésparune baisserapidede la température



Chap. II Extinction du CSTR à une réaction

de fonctionnementconsécutiveà la disparition simultanéede deux équilibres. entraînant
l'accrochagespontanéau troisième.

On peuty remédieren utilisant un retourde températurede type affine, ouproportionnel
integral. Dansles deux cas, le choixd'un gain proportionnelassezgrandpermetde stabiliser
localementou globalementle réacteurà une températurequelconqueatteinteen faisantvarier
la consigneauxiliaire. De plus, si le gainproportionnelest suffisant. le gain intégral du retour
PI doit seulementvérifier une contraintede signe.



Chapitre III

Diagramme thermique,
emballementet bifurcation
col-nœud

111.0 Introduction.

Le phénomèned'extinction mis en évidenceau chapitreprécedentest un exemplede ce que
l'on appellelin emball.ement,c'est-à-direune variation importantede l'état du réacteurdont
l'amplitudesembledisproportionnéepar rapport aux causesqui l'ont engendrée.commeun
faible changementdu point de consigneou une petite perturbation.Enoncésouscetteforme,
le problèmerappelle une situationmathématiqueclassique: lorsqu'unobjet mathématique
paramétré- fonction, champde vecteur- voit sa naturechangerde façon qualitativepourune
valeurparticulière- critique - du paramètre,on dit qu'il seproduit unebifurcation. Ce chapitre

estdestinéà montrerque lesbifurcationsde type col-nœud,les plus simples,constituentun
bon cadrede modélisationpour les phénomènesd'emballementdes réacteurschimiques.

Outre le CSTR élémentairedu chapitre précèdent,on peutsongerà la situationsuivante
à peine plus complexe: deux réactionsexothermiquesen chaîne,la principaleA --+ B fonc-
tionnant au point chaudétant accompagnéed'une réactionsecondaireindésirableB --+ C
fonctionnantelle au point froid, c'est-direavec un taux de conversiontrésfaible. Si pourune
raisonquelconqueon est amenéà augmenterla températurede fonctionnementdu réacteur,
il se peut que l'on activecettedernièreréaction, provoquantle cas échéantune brusqueet
incontrôlableaugmentationde la températurenecessitant éventuellementl'arrêt du réacteur
(cf chapitrede modéhsattonl.

Dansce qui suit, nousétudionsles équilibresdu modèlegénéralde CSTR (1.7):

{
X = -R(x.y) + q(xlIl-x)
ù = B(x.y) + q'(II-Y)

(IILl)

Nous procédonsen plusieursétapes.Tout d'abordnousdonnonsdes conditionsportantsur
la cinétiqueisothermeIl de façon àpouvoirdériverun diagrammethermique- bien connudes
chimistes analoguede la courbeen S du CSTRélémentaire.Cette étapefait intervenirun
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résultatmathématique- versionglobaledu théorèmedes fonctions implicites - qui fait l'objet
de l'annexeA. Ensuite.ayantmis en évidencele diagrammede bifurcationsous-jacent,nous
étudionsl'effet d'un retourde températurede type proportionnel,puis de type proportionnel

intégral. Tout ceci aprèsquelquesrappelssur les bifurcationsstationnaires.précédèsd'une

définition.

Définition 111.1 (CSTR isotherme) Nous appellerons CSTR isothermeassociéà (III.l) Lesous-

modèLe constitué des éauatioris de concentration, Latempérature U étant alorsconsidérée comme

un paramètre conscanL

111.1 Préliminaires: bifurcations et commande.

111.1.1 Rappelsélémentairessur lesbifurcations col-nœudd'états
stationnaires.

Nous nouscontentonsici de rappelerquelquestrivialitès et un peu devocabulaire.La théorie
des bifurcationsconstituela matièrede nombreuxouvragesde tousniveaux,dont parexem
pIe [31] et [29]. Lacommandeil est ici supposéeconstante:c'estle paramètrede bifurcation.

On considèreuneapplicationrégulièreF de IFFdansIRet on s'intéresseaux équilibresdu

système:(; = F( y. tI J.c'est-à-direaux solutionsen y de l'équationimplicite: F(!J. tl) = O., au
voisinaged'un équilibre donné.que J'on peutsupposersanspertede généralitéétre (0.0). Si
le jacobiende F par rapportà U au point (0.0) est inversible,en l'occurencesi -%f(o. 0) =t 0,

le théorèmedes fonctions implicites permet de conclureque leséquilibresforment au VOiSi-
nagede (0.0) une courbe il = U( il) localementunique et paramétréepar 11. La réciproque
n'estévidemmentpas vraiecommele montre l'exemplesuivant: F(y. il.) = y3 - tl.

Figure Ill.l: Bilurcatton col-nœud:diagrammede Inlurcation cl portrait cie phase.
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Lorsque*( 0.0) = 0 maisavec ifl0.0) 1= 0, les équilibresconstituentencoreunesous-

vartétèen (0.0) pourles mêmesraisons,maiscettefois il n'estplus possiblede lesparamétrer

par u, Au contraire,la courbeestalorsdonnéepar un grapheU = u(y), A ce stade,la situa-
tion est totalementsymétriquede la précédente,maisle problèmepratiquevient du fait que les
vartablesy et u n'ont pasun rôle symétriquedansles applications.Dansle plan (Ou, Oy), les
équilibressontconstitués,sousl'hypothèsesupplémentaire 0) =!= 0, de deuxcourbes

YI (11)et Y2(li) définies pour u :::: 0 ou Il ::; 0 suivantles cas. De fait, lorsque le paramètre
'il changede signe, par exemplesousl'effet d'uneperturbation,2 équilibresapparaissentou
disparaissenten mêmetemps(voir i1gure 111.1).

La situationcritique 1/ = 0 pour laquelleles deux équilibrespotentielsse trouventconfon-
dus en un seul est structurellernentinstable,au sensoù une petitevariation de 'il la détruit:
on parle alors de bifurcation, d'étatsstationnairespuisquele nombred'équilibreschangeet
de type col-nœudà causedu jeu d'hypothèsesur les dérivéesde F. Le graphedes équilibres

dans les coordonnées(u'!ll danscel ordre s'appellele diagramme de bifurcation, et le
point critique (0,0) dansle cas col-noeudest souventappelépoint tournant pour des raisons

graphiquesévidentes.

11estfacile de vérifier à partir des hypothèsessurF que lesdeuxbranchesYI (u) et Y2(11)
sont nécessairementde stabilité différente on dit qu'il y a échange de stabilité au point
critique -, ce qui permet de tracer les portraits de phaseslocal du systèmede départen
fonction de u (figure 111.1).Lorsqueil est unecommande,il est à noterqu'il n'estpaspossible,
partantd'un équilibre situésur l'une des branches,d'atteindreun équilibre situésur l'autre
en passantde façon quasistauquepar tous les points intermédiaires. En effet, à supposer

que l'on arrive à demeureren lO.0 J,il n'estpas possiblede prévoira priori si l'on vacontinuer
sur l'autrebrancheou si l'on va revenir en arrière.

111.1.2 Effet d'un bouclage.

Nous décrivons ici l'effe( d'un bouclagesur le diagrammede bifurcation lorsquecelle-ci a
justementlieu par rapport à la commande.

Lorsquel'on appliquele bouclagestatiqueIl = II(!J. v) au systèmey= F(y, u),v étantune
consigneauxiliairepermettantde changerde point defonctionnement,les nouveauxéquilibres

sontdonnéspar le diagrammede bifurcation du systèmebouclé: F/J(Y'v) = F(y, ury. v)) =
O. Cependant,on les retrouvesur l'ancien diagrammede bifurcation, à l'intersectionde la
courbeF( 1). Il) = 0 et de la courbede bouclage Il = u(l). v) pour v fixé. Ceci estillustré par
la figure JII.2.

En cas demultiplicité des étatsstationnairespourle systèmede départ,la stratégiegénérale
pour supprimerles bifurcationséventuellesconsistedonc à trouver une famille de courbes
{u = u.(y, l'),I' E V} telle que lenombreciepoints d'intersectionavec lacourbeF(y,u) = 0
soit indépendantde l'. Il est important de remarquerque ce Iaisant. on ne s'assureabsolu-
ment pas de lastabilité des èquilibresclu systèmecommandé.Simplement,ceux-ci peuvent
désormaisêtre réguliérementparamétréspar la nouvelle consigneauxiliaire l'. tandis que
leurs homologuesdu systèmecie départne pouvaientl'être par Il.
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Figure II1.2: End d'un bouclagestauqur-Il = 11(,1/.l') sur le diagrammede bifurcationd'ortgtnc,

Définition 111.2(accessibilitéquasistatique) Lorsque leséouilibres du systéme.:Y"= F( X. /J.)
forment une courbe pourIl dansun intertJalle, nous lesqualifieronsde quaststattquernentac-
cessiblespar 'li si cette courbe peut être régulièrementparamétréepar li,

Cette définition est donnéepour un systèmedansIR"mais toujours avec une seulecorn-

mande, D'aprèsle théorèmedes fonctions implicites. unecondition suffisante.et générique-
ment nécessaire.d'accessibilitéquasistatiqueest que lejacobiende F par rapportà X soit
inversibleen toui point d'équilibre, de sorte que localement:

F(.\.II) =0 <=? X =X(uJ

En dimensionun, il est donc facile. en cas debifurcationcol-nœud, de restaurer,au moins10'

calement,l'accessibilitéquasistauquepar bouclage,En dimensionquelconque,unestratégie
consisteà dériverde F(X. u) = 0 une équationd'équilibreF(y. 71)= 0 impliquant la sortie
scalairey, puis à appliquerla méthoderuonodtmenstonnelle.C'estce que nous allons faire

pour le CSTR.

Remarque 111.3(dimension quelconque) Pour ne pas alourdir l'exposé, nous n'avonspas
donné les conditionsde bifurcation col-nœuden dimensionsupèrieureà un. Ceci serafait

plus loin. lors d'uneétudesystématique,généralisantlocalementla situationdu CSTR au cas
d'un systèmenon linéaire SISO quelconque. ,6.

Remarque 111.4(bouclagedynamique) Si l'on considèremaintenantle bouclagedynamique:
li. = G(y,ll, v), la dimensiondu systèmecommandépasseà 2, et seséquilibressontsolution
de:

= 0

o

Lorsque %ff cF O. la secondeéquations'inverseen: u = lI(y, l'), et en terme de diagramme
de bifurcation, on se retrouve dans la situation du bouclagestatique. Sinon, le bouclage
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dynamiqueintroduit une relalion entre y et (J, ce qui revient sur la figure 111.2 à considérer
des courbesde bouclagehorizontales.Si le niveaude y changeavec v, on auraaussirestauré
l'accessibilitéquaststatique.Nous examineronscettesitualion plus en détailsdansle cadre
du retourproportionnelintégral. /.:;

111.2 Diagramme thermique.

111.2.1 Notion de cinétique isotherme régulière.

Le diagrammethermiqueciu CSTRélémentaire(figure [1.2) a étéobtenuen inversantl'équation
stationnairede concentrationsousla forme: .1'= .r(y), et en reportantcetteexpressiondans
l'équationstationnairecie température,laquelle fut scindéeen cieuxtermespour prendrela
forme d'un équilibre:

CHALEUR CRÉE = CHALEUR ÉVACUÉE

à la températurey et pendantune unité cie temps (les termessont homogènesà des puis-
sancesplutôt qu'à ciesénergies).

La généralisationest immédiate: le problèmeconsisteà inverserles équationsstauonnalres
de concentration.c'est-à-direexprimerles équilibresdu CSTRisothermeassociéen fonction
de la températurey, Symboliquement,on chercheun résultatde la forme:

mais avec desinciicalions sur le domainecie cléfinition de lafonclion x 1S O ( y). C'estpourquoi
nousallonsutiliser une versionglobale du théorèmedes fonctionsimplicites - voir l'annexeA
, et décidonsd'appelercinétiques régulières les fonctions R qui salisfontles conditionsde ce

théorème.

:' X 1:
.. x les concentrationsà l'entréedu réacteuret P = y X Q x X m

le domainedes pour le réacteurisotherme. On rappelle qu'unema-
trice carréeest dite stable lorsquetoutesses valeurspropressont à partie réelle strictement
négative,

Définition Ill.5 (Cinétique régulière) Le CSTR (lII.l) est dit à cinèüque(isotherme)régulière
sur P lorsque les trois candiliolls suivantes sonl oérijiées:

(CRI) Vx EX V(y.!J) E l' x q. -DxR(x. y) -!JI est stable,

(CR3)
1 Vi E {i Il}. 3) E {i
1 V(x:y.q.x",) E X x P -n ,IX. Iii TIII.I',,,, - .1'))11'.=0# O.
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La conditionla pluscontraignanteest (CRI), qui entraînel'inversibilité locale deséquations
stationnairesde concentrationainsique la stabilitélocale deséquilibresdu réacteurisotherme.
Cettedeuxièmepropriété.qui ne s'imposepas pour la constructiondu diagrammethermique.
serautilisée ultérieurementpour la stabilisationdu réacteurnon isotherme(voir le chapitre
suivant). En prattque.tlsuffit de vértfler la stabilitépour Ij = q""" puisqueles valeurspropres
pour q > qnllnse déduisentde celles associéesà Ij = q""" en retranchantà chacunede ces
dernièresla différenceIj _ qlllUl

En revanche,les deux autresconditions, destinéesà assurerl'inversibilité globale. sont
pluscourammentvérifiéespar les CSTR.A l'inllni d'urie part. le termede transport- avec X m

borné- ou la forme descinétiquescourantesrendentinfinie la normecie la vitessex (condition
(CR2) , prendrepar exemplepour norme la sommedes valeursabsoluescles composantes).
Lorsquel'un des .1',est nul. leconstituantassociéne peut être un produit par définition. et
si c'est un réactif il ne peut être à l'équilibre parcequ'il est constammentintroduit dansle
réacteur(conclitlon (CR3)). Ceci serait faux dansle casd'un réacteurfermé, lequel possêde
nécessairementpourêquilibre la solution triviale x = 0: nousnouslimiteronsdoncdésormais
aux CSTRsstricts [q > 0).

RemarqueIII.6 (concentrationsbornées)En pratique, il est souventpossiblede montrer
pardes majorationsdes composantesde je que lestrajectotres dont les concentrationsinitiales
se situentdans un pavé borné X,) = [0,X;'"'' [x [O. X.::"I'[ restent"piégées"dansce pavé
dont on dit alors qu'il est positivementinvariant sousl'action du champ moyennantquoi
en prenantX =]0. X;"OX[x]O. X;;"'X[ au lieu cieX =]0. +cx:,[n on satisfaitautomatiquement

la condition (CR2) puisqu'il n'estalors plus possiblede faire tendrex vers +00 dansX Par

exemple.les concentrationsen réactifsau sein duréacteursonten généralinférieuresà celles
des réactifs introduits clans ce réacteur,et les concentrationsen produits sont à leur tour
limitées parcellesdes réactifsdont ils sont issus. Cettedémarchea d'ailleursété appliquée
pour le CSTR élémentaireclans lecadre cie la remarque11.6 sur l'utilisation du critère de

Bendtxson. 6.

Avant de poursuivre, donnonsquelquesexemplesde cinétique régulière (pour l'aspect
modélisation,se reporterau premier chapitre). En pratique, la démarcheconsisteà fixer

le domaineP de façon à satisfaireles conditions(CRl,2,3).

ExempleIII.7 (réactionsconsécutives:S, "'"" '3. S l ) Nous reprenonsici le-modèle[1.8) du cha-
pitre demodëhsauonelles hypothèsesaSSOCH;essur lescinèuques./',(.c" y ) . 1'2('C2, y). Le jacobiendu
réacteurIsotherme s'écrit:

sur la <IJagon:de- sunl réelleset strictementnégattvc»puisque mfèrteuresfi
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) et la premièrecomposantene s'annule

passi l'on prendq""n > 0, ce qui slgni/Ie que l'on doit effectivementintroduireunequantité

non nullr- de réaclif"\1 dansle rcuctcur. l'mu' ');2 = 0, le champs'écrit: ( a) )

Si XI = 0, on est l'amen" au cas et si ,eL oF 0, 1'L(X I , y ) + q.l:2 .m 2: 1',(x I , y) > °pour

toutevaleurde (,l':" il.) dansJO,+cx2lxJilo, -t"xl. La condition (iIi) est donc vèriflèc sousles hypothèses

En résumé,le CSTR isothermeassociéau modèle [1.8) vérifie les conditionsde cinétiquerégulière

dansle domainedl' fonctionnementsuivant:

Exemple111.8(équilibre: XI - .\"2) Nous adoptonsla méme démarchepour le modèle (1.9).

fois, le jacobiendu réacteurisotherme-n'est plus tnangulaire:

-O.R(x.y)-ql== (

mais les valeurspropres. el r:'! - - sont encorerédieset strtcrernerunègaüves.

Exemple111.9(autocatalyse:X, +.\"2 - 2X] ) Si on prendpourcinétique:1'(X,.x2,y) = k(Y)X,X2
(Loi d'Action de Masse), un tel systèmen'est pas il cinètiquc r,:gulière car J'autocatalyseengendrela

possibilitécie ch;mgemcnldu nombre(ct cie la stallllité) des équilibres. l'our le voir, il suffit d'ècrtrele

jacobiendu CSTH:

-D.R(x.y)- 'II", (

dontles valeursprupres,-q el -'1 + h:(');1- ,1:2)sont toujoursréellesmais pas strictementnégatives,cc
qUI viok- la conchuon(CRI). Sur Il' rhènu-nu tocatnlysc-cl rrrult.rphcité des è tat.satatformsuros , on pourra

consulter[581 danslequelentreautressont trrutésquelquesexemplesclassiques.

RemarqueIII. 10 Le con Cre-exempleprécèdentmontre que les systèmesdont la cinétique
est donnéepar la Loi d'Action de Massene sont pas toujours à cinétique réguliére, loin
s'en faut. En tuit, la propriété (CRI) nous sembleintuitivement bien plus liée à au réseau
stœchiométriquequ'à la forme des loiscinétiques.A cet égard, les réacteursisothermessta-
blessont ceuxdont leréseaucles réactionspossèdeune certaineorientation globale.orienta-
tion qui ne peut conduireasymptotiquementqu'à un équilibre. Qualitativement.la présence



46 Chap.III Diagrammethermique,emballementetbifurcationcol-nœud

de cyclesmet à mal cettepossibilitéd'orientation,et l'on retrouvel'idée (très)généraleque les
bouclagesnaturelssontun facteurd'instabilité,mais il ne nousest toutefoispaspossiblede
donneraujourd'huiun contenuprécisà une telle notion d'orientation. Le lecteur intéressé
pourraconsulterà ce sujet les travauxde Feinberg[231 124] [25]. l::,.

111.2.2 Diagramme thermique stationnaire.

Tout l'intérêt de la notion de cinétique régulière provient commeannoncéde la possibilité
d'inverserglobalementles équationsd'équilibre isothermes.

Lemme111.11 Si le CSTR (HI.l) est à cinétique régulière sur P, l'équation stationnaire isother-

me: - R( x. V) + 'l( X m - x) = 0 vérifie les conditions (i) (ii) (Hi) (iv) du théorème A.l

Preuve: Tout d'abord,Je-pavé' l' "st bien connexepararcset Simplementconnexe,doncla eonclit.lon

(iv) vérifiée sansrestricuonsur !cs bornes des dutérent»inte-rvallesqui le C""mpCJSen1.Ensuite:

(CRI) =:-(1): en erld, SI les valeurspropresde Uxf == - UxR(x.lI) - q j sontil partierècllc strtctcment

négat.lves,clicssontaforhorinonnlllles.

(CR2) {:} (II): en effet, la conrhrion (ii) s'écrit souslarme developpeede la façon suivante:

Vi == 1 11, Ix,l- +x =:- Ilf(x.)I)II- +XI.

(CR3){:} (iII): elleIICL,I"''''''''''''

De fait, la condition (CR3) Signifie qu'tl n'existepasc1ùjudtbrex E ôX, cc qui est exactement(iii). 0

Remarque111.12 Le domaineP n'estpas nécessairementouvert,aussinousn'utiliseronspas
le théorèmeA.l, mais sa généralisationA.28. l::,.

Nous pouvonsmaintenantinverserles équationsstationnairesde concentrationet con-
struire le ou les diagrammesthermiquesd'un CSTR ù cinétiquerégulière.

PropositionIll. 13 (Equilibresd'un CSTRà cinétiquerégulière) Si}e CSTR (II:,!) est à ciné-

tique réqulièresur P il existe un entier/1 el II appiications régulières xisj P -7 X, k = l

dont les graphes disjoints deux'à-deux constituentles équilibres dans X x P du CSTR isotherme

associé.
Les températures d'équilibre du CSTR (lll.L] sont alors solurion d'une équation implicite scaLaire

obtenue en injectant les concentraUonsx!:,} dans i'ecuation stationnaire de température, soit,

pour (x;!J. q,xlll ) E X x P:

{
-R(x.!J)+(j(xlll-xj =0 ::U, {
Bi x, y) 'lIeU - y) = 0 'c---? E 1

Preuve: on apphquedirectementle lemme111.11 et le thcorùnu-1\.28,

En particulier, il suffi! qu'il existe un unique équilibre isothermex associéà un jeu de

paramètres([j. (j. XIII) pour assurerl'existenceel l'unicité globale des équilibres isothermes
pour tout (!J.q.x lIl ) E P. C'est le caspar exemplelorsque la températureréduite Va cor-
respondantau zéro absolu T = 01,' appartientau domaineP car dansces conditions,



nI.2 Diagramme thermique.

les fondions cinétiquess'annulentà causedes facteursd'Arrhenius, et il existe un et un
seuljeu de concentrationsà l'équilibre: x(Yo) = X Il I' La multiplicité éventuelledesétatssta-

lionnairespour le CSTR non isothermeprovient alors uniquementdu couplageavecle bilan

thermique. En d'autrestermes,en indexantles équilibres(x. y) par la températurey (et les

autresparamètres),on s'estramenéà l'étuded'uneéquationscalaireen y. traditionnellement

scindéeen deuxtermes,

Définition Ill.14 (Diagramme thermique stationnaire) Dans les conditions de la proposition

III, 13, on appelle respectiliemel11jonction de créationet d'évacuationde chaleur les applications

obtenues en injectant unesolution stationnaire isotherme xISO(y.'I- Xml dans [es termes corre

spondants de I'équation stationnaire de température:

HC(y,q.Xm) = B(x"o(y.q.xm).y) el HR(y.q'. Il) = q'(y - (1)

Les courbes partielles Hel .1/)el HR( y) 1 [Jour y E Y d (q. Xin, P, 11) fixés constituent

[e diagrammethermiquestationnairedu réacteur associéd Labranche XiSO( y, q. Xin) pour [es

tempéra cures de joncrion ne ment 1"

Flgurl" 111.3:Diilgrammesthcrnuqucs:A - B - C à gauche,et A [J à droite.

Dans la suite, nous parleronsdu diagrammethermiqued'un CSTR à cinétiquerégulière

en supposants'êtrefixé une branched'équilibresXISOpour le CSTR isothermeassocié.Pour
le CSTR élémentairedu chapitre précédent,la courbeHe est la sigmoïde, dite "courbe en

S" bien connuedes ingénieurschimistes(voir figure 11.2). Dansle casgénéral,saforme est

plus complexe(voir figure 111.3)mais nous nousintéressonsseulementau nombrede points
d'Intersectionavec ladroite HR. De fait, plus que lescourbeselles-mêmes,c'estleur position
relative qui importe, d'où l'importancede leurs pentesrespectives.Avant de développerce
point de vue. montronsque derrière le diagrammethermiquese cacheun diagrammede
bifurcation classiqueau sensdes rappelsgénérauxci-dessus.

"respectrvementpour Hcat Crcatron et I1eat Re-moval.
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111.2.3 Diagramme thermique et diagramme de bifurcation.

Considéronsl'équationdes températuresd'équilibreécrite sousla forme:

F(!J,II) == HC(!Jl- HR(!J.II) = 0

Pardéfinition. cetteéquationdéfinit, lorsque*s'annule.un diagrammede bifurcation dans

les coordonnées(u,y). Pour chaque1/., les températuresd'équilibre y se lisent sur le dia-
grammethermiquecommeles abscissesdes points c1'intersectiondes deuxcourbesHC( 11)et
HR(y,11).Le diagrammethermiquepermetdonc deconstruireun diagrammede bifurcation
(mais la réciproquen'est pas vraie). Parailleurs, faire varier tz dansle plan (u, y) revient à

balayerles courbesde bifurcation par des verticales. Sur le diagrammethermique.cela re-
vient à déplacerla droite HR parallèlementà elle-méme.commele montre la figure 111.4, La
situationcritique correspondévidemmentau cas où lesdeuxcourbessont tangentes.ce qui
correspondaux pointsà tangenteverticale (points tournants)du diagrammede bifurcation.

La situationcritique correspondèvidemmentau cas où lesdeux courbessont tangentes.
Lorsquel'on désirechangerde point de fonctionnement,on fail varier 11 de savaleur initiale
Ul à unenouvellevaleuruj. Si pour une valeurintermédiaire1/0' l'équilibre considérécoïncide
avec un autre.les deux disparaissentct le réacteuradopteun nouveaurégimestationnairequi
peutêtrel'un des équilibresrestants.Outre le cas êlémentairetraité au chapitreprécédent.la
figure lIIA présentedeux nouveauxexemplesde celle situationoù l'on passedu point chaud
de la réactionprincipale--! ----> B au pornt froid ciecelte même réaction(extinction. A <--t Blou
au point chaudd'uneréactiond'énergied'activationplus élevée (emballement.A ---t B ---t Cl.

Remarque llI.15 Par rapport à une bifurcation col-noeudthéoriquelocale figure III. 1 -, la
connaissancegLobaLedu diagrammebtfuractlon informe surce qui peutse passerlorsquela

valeurcritique Ile a été franchie: dansune perspectived'application,l'étudelocale est insuff-
isante. Ceci justifie qu'on ne puissese contenterd'inverserlocalementles équationsstation-
nairesde concentration,d'où l'introduction des conditions(CR2) et (CR3) dansla définition
111.5. L
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__ _---=

u,

Figure llIA: Diagrammestherrruques(à gauche)ct diagrammesde bifurcation [à droite).
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111.2.4 Rôle despentes.

Danscette section, nous étudionsles positions relativesdes courbesHe(y) et HR(y.1I.) à
q, q' et x'" fixés enfonction de lavaleurde la commandeu considéréeici commeun paramètre,

L'examende la figure 1lI.5montrequ'à l'évidence, le nombrede températuresd'équilibre

resteconstantégal à J pour toutevaleurde il dès que lapenteq' de la droite HR estpartout
supérieureà la pentede la courbeHC' Ce cas correspondà l'absencede points tournants
dansle diagrammede bifurcation, c'est-à-direà l'absencede bifurcation tout court!

LILI

Figurf' 111.5: Absence- cie-bifurcation pourq' assezgrand,

Pour formaliser le rôle des pentes,nous introduisonsla matrice du systèmelinéariséen

un point d'équilibre (x,so(y.Ij, x". ),y):

L(y,q.x1l1 J =

ainsi que la matricejacobiennedu réacteurisothermeassocié:

Nous utiliseronsà plusieursreprisespar la suite le calcul d'un déterminantparblocs.

(
il. B)Lemme III. 16 Soit A1 = C' D une matricequelconquedon! les blocsil. et D sontcarrés,

On a lesformulesde calcul suuxuues:

si D est inuersible. det },.1 = dei D det( A - B D- 1C)
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si A est ùwersible, det:V( = det A det(D - C'A -1 B)

Lorsque D est inversible.on commencepardécomposer}vI sousla forme:

( A R) ([ 0)( AR)
C [) = 0 p t s rr vc 1

Puis, par combinaisonslinéairescie lignes:

(
A B ) ( A - RD-le 0) (A -IC'dei ïr u: [ = clet o-le 1 = clet - RD )
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ce qui donnela premièreformule, La secondes'obtienten sc ramenantaucasprécédentparun nombre

pair de permutationsde lignes ct de colonnes.

Penteset jacobienssont reliés par le lemmesuivant.

Lemme 111.17(penteset jacobiens) Pour un CSTR à cinétique régulière, la pente de la courbe

He est donnée en !out (y. q. XII') par:

et la relation suivanteest v('rijh'e:

L I lSO) (oHe oHR)deu )= c1eL(.' ----av -----av

PardéfirulionclcflC:

âNC

Ji!

-R(x'so(,y,q,x,"),y)+ q(x", - x'so(y.q,x,,,)= 0 = -(D.R+ qI)-l*

ce qui donne bien l'cxprossronannoncée.

l'our le calcul de dcl( L), on urthse1" lemme111.16:

clet(L) = c1cl(-O.R- - q') + UxH(-O.R- ql)-l*)

et le résultai cherches'obtrcn l en utilisant l'expressionprecedentecie CJlff et = 'l' Noter que

l'inversibilité de la mat riec ( [}xR + q[) provrcru ,Je l'hypothèsede cinéuquerégultère. 0
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Il est matntenentpossiblede caractériserde façon précisel'éventualitéd'un emballement

therrmque.

PropositionIII.I8 (Emballementsd'un CSTR â cinétiquerégulière) Un CSTR à cinétique ré-

gulièrene peul pas présenter de bifurcation d'étals stationnaires pour des températures y E Y
si la pente q' de la droite HR est supérieure à la pente muximule q'* de La courbe He pour

y E Y Dans ce cas, Les équilibres sone qlLasistatiquement accessibles par La commande IL.

Preuve: En effel, on aalors2fjf- 4!/!- ::; q'*- q' < 0 et puisqueJ1S0 ne s'annulepas,J non plus. 0

RemarqueIII.t9 (Réciproque)On peutse demandersi ri' > r/"est unecondition nécessaire

pour ne pas présenterde bifurcation. Intuitivement- à causede la loi d'Arrhenius-, la pente
de la courbeHe, lorsquecelle-ci est biendéûruepour toutes les températures,tend vers 0

pour les valeursextrêmesde y. Si q' < on peul donc s'attendre(théorèmedes valeurs

intermédiaires)à ce qu'il y ait /1 et des températuresy telles que He = HR,
E!f!fj- q' et =1 0, ce qui correspondà une bifurcation col-nœud. Dans le cas

limite q' = q'" le jacobienJ s'annulesansque le nombred'équilibresne change;on a alors
affaire à un point d'Inflexion de HC' = 0, situation non génériquedont le prototype

local F(y, u) = li - y3 = 0 a déjà étémentionné. 6.

La relation entrepenteset jacobienspermetausside retrouverun résultatbien connudes
chimistes.

PropositionIII.20 (Instabilitédeséquilibresintermédiaires)Si un CSTR à cinétique réqu-

uère possède un équilibre dont [a température oériite:

éJHC '> q' = DHR
Dy' éJy

cet équüibre est nécessairement instable. Réciproquement, l'inégalité contraire:

DHC < q'
Dy

exprime une condition nécessaire de siabiiiu) {locale asumptotique) a priori non sujJisante.

Preuve: cn cffet , d'unepart la rclaüon del( 1.) = dct(L"O) (* - fi') ct l'hypothèsede cinétique

regultèreentraincnt:

sgndel(L) = (-l)"sgn

d'autrepart uneconditionnécessarrede stabihkest queles cocl1icientsdu polynômecaractéristiquedc

L soient tous> 0 [l i urwrt», théorcm«H.:'4). et en pnrtjr-ultcr le termeconstanl:

qui èquivautclone ici à:

</<0

d'où l'ènoncède la proposit.ion
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Remarque 111.21(accessibilitéquasistatique et stabilité) La suppressiondes bifurcations
col-nœudpar bouclaged'unepart, el la stabilisationdes équilibresen boucleferméed'autre
part constituenta priori deux problèmesdistincts le secondfaisant d'ailleurs l'objet du
chapitresuivant-, mais pas nécessairementindépendants,commele montre la proposition
précédente,Cependant,cene-ciutilise la connaissancedu signede det(LlSO) en l'occurence

- et pas uniquementla condition det(LiSO)i=0, On adoncpourla premièrefois utilisé

pleinementl'hypothèse(CRI), à savoirla stabilité locale de lamatrice -DxR- q Ï linéarisé
du réacteurisotherme au lieu de l'inversibilitè qui suffisait pour construirele diagramme

thermique. D.

111.3 Régularisation par retour de température.

111.3.1 Retour proportionnel (P).

La propositionIII. 18 suggèrede modifier la penteq' de la droite HR, Sousl'action du bouclage

proportionnel:
Il = -i.'P!J+ l'

le modèledu réacteurs'écrit:

(tn.z)

: -R(x.y) + q(XU1-x)

B(x,y) + q'(I'-(1 +kp)y)
(lII,3)

d'où une nouvelle droite d'évacuationde chaleur:

dont la penteq'( 1 + 1,:[') est supérieureà 'l' dès quekp > O. Il estintéressantde remarquer
que leséquationsdu réacteurconuuandèsont alorscellesd'un réacteurfictif non commandé

avec lacorrespondanceq' -t q'( 1+ kp } et 11 -, En fait, le bouclagepermetde passer
d'unesituationpotentiellementsingulière(figure !I1.3)à une situationuniformémentrégulière

(figure 111.5). Lanouvelle ligure 111.6résumegraphiquementla situation. On a choisi une

valeurde consignel' = lIl> qui de travailler à la températurey = YI> pourunevaleur
nominalede commandeIIi> =

Sur le graphiquede gauche,on a superposéles deux diagrammesthermiques(avantet
aprèsbouclage)où l'on voit clairementque la commandemodifie la pentede la droite HR.
Surle graphiquede droite, on a représentéle diagrammede bifurcation (par rapportà v) du
systèmecommandé,où l'on peut Justementconstaterl'absencede bifurcation! Enfin, sur
le graphiquedu milieu, on met en évidence l'effel du bouclagesur l'ancien diagrammede
bifurcation: les courbesde bouclagedonnéespar l'équation(111.2) à sontdes drottesparallèles
dont la direction est fixéepar kp et la position exactepar le choix de la consignevb.

Proposition 111.22(Suppressionde l'emballement par retour P de température) Si le CSTR

(III.l) est à cinétique réquiière. el si q" désigne la pente mw.imale de la courbe He pour Y E Y
les équilibres du réacteur commandé ([[[.3) tels que y E Y sont quasistatiquementaccessibles

par la consigne auxiliaire l' dès que:
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1 "'V .U - l7L_,
Un VbY n

Figure I1I,6: Effet d'un bouclageaffine. De gaucheil droite: chagrammcthermique,ancienet nouveau

diagrammesde bifurcntron.

condition vérifiée par tout bouclage uniformément stabilisant sur}-

Preuve: la eondiUon: > kJ'équivaul à: r/(] -rA:?) > q" ou encore > Q.{ff. ce qui permet

d'appliquerles proposilion Ill. lb cl 111.20. 0

111.3.2 Retour proportionnel intégral (PI).

On considèremaintenantun bouclagede la forme:

il -l..py -l'I,{(Y( T) - yc)dT

qui donnelieu, en posant?= le:( U(T) - ,1) sdr , au réacteurétendu:

(lIIA)

lx = - n,(X,' ,1)) +
y = B(x.y) -

= Y-If,

dont les équilibress'écrivent:

(111.5)

!Jt ( I,yc) - ( 1 + 1..1' lUe)

dès que le gain

nenre, et l'accessfbtlité quaststatiquepar la constgne!Je

le gain proportionnelkp .

Proposition 111.23(Suppressionde l'emballement par retour PI de température) SileCSTR

(III.l) est à cinétique régulière, les équilibres du réacteur commandé par (IIIA) sont quasista-

tiquement accessibles par la consigne auxiliaire ,1)" dés que:

ce qui est par exemple le cas d'un retour plcrement intégral (i.:/, = 0).
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Remarque 111.24 Lorsque 1.1 of 0, on se trouve exactementdansla situation généralede
la remarqueIlIA, à savoir celle d'un bouclagedynamiqueIi = G(y,tl. v) danslequel G ne
dépendpasde H à l'équilibre, correspondantà des courbesde bouclagey = Ychorizontales
dansle diagrammede bifurcation en boucleouverte, 6

111.4 Résumé.

Lorsque le CSTR (JIU) està cinétique régulièresur P = y x Q X X in , les équilibresdans
X x P du CSTRisothermeassociésontconstituéspar la réuniond'un nombrefini de graphes
d'applicationsrégulièresde la forme xlSo(y,Ij, x m ) , rèduitsà un seullorsquele zéro absoluap-

partientau domainede températurel' En particulier, les concentrationsà l'équilibre sont
régulièrementparamétréespar la température,

De chaquebrancheX IS O se déduisentdeux applicationsHG et HR dont les courbespar-
tielles en fonction de la températureU E y forment le diagrammethermiquestationnaire
associéà X IS U• L'tntersecttondes courbesHe ct BR déterminealors les équilibresdu CSTR
(lILI). Ce diagrammeest en correspondanceavec un diagrammede bifurcation dansles co-
ordonnées(11..UJ,lequel est trivial -absencede bifurcation lorsquela condition:

/ cJHR DHe
Ij = DU(y) > 75'!J(U)

esl vérifiée uniformémentsur} auquelcas leséquilibressontquaststaüquernentaccessibles
par la commandeIl.

Sinon, il se produit des bifurcationscol-nœuden boucle ouvertedonnantlieu à des em-
ballementsthermiques.Cepcndant,Il est possiblede restaurerla situationfavorablepar un
retourproportionnelde tempèrat.urede gain suffisant,ce qui permetde satisfaireau passage

unecondition nécessairede stabilité. L'utilisation d'un retour proportionnelintégral permet
aussi de retrouver l'accessibilitéquaststauquesanscondilion sur les gains kp et k1 autre
que k1 of0, mais ce résultats'obtient directementsanspasserpar l'analysedu diagramme
thermiquequi n'existeplus en boucle ferrnèe. En déûntttve, le problème est automatiquement

réglé lorsque ('on a swblisè le réacteur.





Chapitre IV

Stabilisation d'un CSTR à
cinétique régulière par retour de
température

IV.O Introduction.

Nous avonsmontréau chapnreprécédentque la suppressiondes possibilitésd'emballement
thermiqued'un CSTR à cinétiqueréguliére pouvait être obtenuepar retour de température,
soit cie type affine avec unecontraintesur le gain proportionnel, soit de type proportion-
nel intégral sanscontrainteparttcultèrc,ct en particulier lorsquecie tels bouclagessontsta-
bilisants. Cela signifîe que la consigneauxiliaire permet cie paramétrerrégulièrementles
équilibresauxquelson désirefaire travailler le réacteur. Nous nousattachonsmaintenantà
réaliserla stabilisationcie ces êquilibresà l'aide d'un seulcontrôleur.

A cet égard, l'annexeB l'ail le point surla stabilisationdes systèmeslinéairesmono-variable

par retourcie sortie proportionnelet/ou intégral. La rédactionde cetteannexea été motivée
par le souci cie mettreen évidencela simplicité et la généralitécles résultatsde stabilisation
que le contextecles réacteurschimiquespourrait occulter. 11y seraclone fait constamment

référence. De façon génêrale,le placementde pôles exact n'estpas possibles'il y a plus cie
pôles à placerque ciegains à régler. L'outil ciebasepour le retour de sortie n'estdonc pas
le critère cie Kalman à aucunmoment nous ne faisonsd'hypothèsede commandabilitéou
d'observabilité mais bien le critère de Routh-Hurwitz qui fournit le cas échéantdes condi-

tions sur les gainsde type k E lk1,1:21 ou /,.> /,;" Si l'on n'a pas deproblêmede saturation
de la commande,le secondchoix est d'ailleurs préférablepuisquene dépendantque d'une
seulebornecalculée.

Rappelonsune lotsencoreles équationsdu modèlede CSTR (1.7):

{

X, ' = -R(X.,y) +
Ij = Dlx'lf) +

-x)

- y)
(IV.l)

On notera\ (-'. y) le polynômecaractéristiquedu réacteurlinéariséen (x. y) = (x'S<l(y),y), et
\'so(.". y) = det((., + q)l + DxR(x'SO(yJ.u)) celui clu réacteurisothermeassociélinéariséen
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x = x ' S O
( y J,moyennantquoi la fonction de transfertu. --t y du réacteur(IV.I) linéarisés'écrit:

\''''(S,y)
H(s,y)= X(.>,y)

On metainsien évidenceles deuxpropriétésfondamentalesqui permettentla stabilisationpar
retourde sortie: minimum de phase et degré relatif 1 (voir l'annexeEl, La propriétéde mini-
mum de phase,en l'occurencestabilitédu polynôme \ISO, provientdirectementde l'hypothèse
de cinétiquerégulière 1 (définition I1J.51. tandis que la clifTérence de1 entre le degréde X et
celui de XIS O est dùe au fait que lacommandeIl influence directementla dértvée de la sortie

y.

Nanti de ces indications, noustraiteronssuccessivementle cas du retourproportionnel
en fait affine -, puis celui du retour proportionnelintégral.

IV. 1 Stabilisation par retour affine.

IV.I.I Préliminaires.

Nous avonsvu au chapitreprécèdentque pour un réacteurà cinètiquerègultère, il estpos-

sible de trouver un bouclageproportionnelqui permetted'assignerde façon quasi-statique
n'importequelle températurede fonctionnement.Il sufût pourcela dechoisir un gain assez

grand. Or, dans le cas du CSTRélémentaire(11.1), la condition supplèmentaireà réaliser
pour assurerla stabilité (asymptotiquelocale) prendencorela forme d'uneborne inférieure
sur le gain (voir lechapitretraitant cel exemple). En termesde géniechimique, cela revient
à augmenterla puissanced'évacuationde chaleurdu réacteuren boucle fermée. En ter-
mesmathématiques,augmenterq' rend le termeq'(u - V) = - yJprépondérantdans
l'équationde températurepour forcer le comportement:!J= - y), Intuitivement, ce
mécanismene devrait pas dépendrede la complexitédu schémaréactionnel,pourvu que la
cinétiqueisothermesoit stable,d'où l'importancede l'hypothèsede cinétiquerégulière.

Poursimplifier les expressionsà venir, on prenda priori un bouclagede la forme:

1/ = (1-

d'où les équationsdu réacteurainsi commandé:

{
X = -R(X.,V) +
.9 = Elx,lf)

1

q'

- x)

+ "

(IV.2)

Remarquonsque kr que par abusde langagenousappelleronstout de mêmegain propor-
tionnel - n'estrien d'autreque la pentede la droite H Rb notée dansJechapitreprécédent.

"ccci justifie de ne pas s'ètre conte-nté lie I'mvcrstbihté de la matrice
-lJxR(x,y) - q111ui auransuftî pour cJ('v':!OPIJCIllCnl" du chnpitrr-précèdent.
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En tout point stationnaire(x,so(!J). !J), la matricedu systèmeltnèartsés'écrit:

-gI - DxR(x,!J)

'vy(x,y) kp

matricedont les valeurspropressont les racinesde son polynômecaractéristique:
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en notant :1.ISO le polynômecaractéristiquede la matricejacobienne-qI - DxR du linéarisé

du réacteurisothermeassocié,et \°celui du réacteur(IV,1) commandépar(lV.2) avec kp = 0
(attention,ce n'est pas lereacteuren boucleouvertell.

IV.1.2 Approche asymptotique: commandeà grand gain.

Une premièreétapeconsisteà se demanderoù se trouventles racinesde xp(s,!J. kp ) , c'est-
à-dire les pôles dusystèmeen boucle fermée, lorsquele gain À'P est pris très grand, A cet
égard, les observationssuivantesjouent un rôle important:

• le polynôme \ p(s'!J' À:p ) est affine enkp ,

• les racinesde \lSO(.,.!J)= det((s +q)I + DxR) sontà partie réelle strictementnégative
à causede l'hypothèseciecinétiquerégulière.

• X!SO(s ..If) et \ or s. !J) ont pourcoefflcientdominant1 et pourdegrésrespectifsri et ti + 1.

Nousnoustrouvonsdonc dansle cadred'applicationde la propositionB.18, avec N = X1SO et
D = \o(s,y): pourtoute températurede fonctionnement!J, le systèmelinéariséen (:r,s<,(y),y)
est à minimum de phaseet de degré relatif l , donc stabilisablepar retour de sortie à grand
gain. On sait de plus (voir l'annexeBI que lorsquekp -> +00:

• les n zéros ûnissont cie la forme: .,(,LIf) + O( i;.),où ,'o(y) est racinecie yJ,

• le zéro à l'infini s'écrit z -k p + O( I J.

Ceci étant, il ne ressortde cesconsicléraLionsaucuneindicationquantau choix effectif du

gain kp . Or, dansla réalité, les commandessontbornées,et un compromisdoit étreeffectué
entreunestabilité sulï1santed'unepart. et la saturationdes commanclesd'autrepart. Ainsi,
la stabilisabilitéà grandgain conduità affirmer l'existenced'unebornekp telle quele système
bouclé soit stable pour tout À'p > À'r,. Il convient maintenantde déterminerune valeur, ou
uneestimationde À·p.
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1V.1.3 Approche exacte.
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Comme dans le cas du CSTR élémentaire,nous allons appliquerdirectementle critère de

Routh-Hurwitz, ou plus exactementla proposition B,38. Pour tout i = 1... Tl + 1. soit
t:.f(kp. y) le l:èmemineur principal llu rwitw associéeà Xp(s,y). k;(y) un
majorantquelconquedes racinesde 0 on sait que t:.; est un polynômede
degréi en kp -, et k;,(y) = max{l'îCy).

PropositionIV.I (stabilisationd'un CSTRparretouraffine de température)Lorsque le CSTR

(III.l) est à cinétique régulière, le retour qffme(IV.2) avec un choix de consigne v adéquat stabilise

le réacteur à la température y dès que:

En particulier, si cette inégalité est vérijîée pour LOuty dans un interl'alle Y tous les équilibres

associés {(x,so(Y).Y). !I E }'} sonr ûocolement asymptotiquement) stables el quasistatique-

mentaccessibles par ixiriauoti de la consigneaU.xiliaire l'.

Preuve : nous avons vu que l'hypothèselit- emetique régulière se tradulsattpar la stabilité du

polynômeX",ü(s,y), el que k- dcgn' de celUI-CI esl inlèrrcur rt'tmc unité au degréde XG(s,y). La propo-

sition 13.38 s'appliquedon!' dtrectemcnt.Par ailleurs, on a montréau chapitreprécédent(propositions

III. IR et Il 1.20) que dansces condtuons.les cqurhhrossont r{,gulièrement paramétréspar la consigne

auxiliairev.

RemarqueIV.2 D'aprèsle critère de Liénard et Chipart, on peut remplacerun t:.;( k p • y)
sur deux par le coefficient de rnërnerang du polynôme \;P(8, ,If), suivant l'une des quatre

possibilitésdonnéespar (B.371.

IV.2 Stabilisation par retour proportionnel intégral.

IV.2. 1 Préliminaires.

On prendcettefois un bouclagede la forme:

11 = (l -11o'(U-U,)dr (IVA)

d'où les équationsdu systèmeétenduen posant = - y,)dT'

-H.(x.yl +
B(x,U) (IV.5)
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en considérant,Il, comme une nouvelle consigneauxiliaire (à la place de v). En tout point
stationnaire(.r,.u(Y). y. 2'(Y)), la matricedu systèmelinéarisés'écrit:

Ix=x teo(y) ,

y) - -k[

1 0
__ __--+-----,----_ 1

matricedont les valeurspropresson! les racinesde:

\PI(.,. ,1)'/'1" h'IJ = (.,k p + k: )\'s('(s.y) + S\O(s,y) (IV.6)

d'où: D = \ ° et cV = \ "0 pour l'applicationde la propositionB.32.

IV.2.2 Retour PI à gain intégral quelconque.

Nous avons vu sur l'exemple du CSTR élémentaireque l'ajout d'un terme intégral dans la
commandepourcompenserles biais éventuelspouvait le caséchéantdéstabiliserle réacteur,
En revanche.il a été possiblede calculer une borne inférieure de gains proportionnelskp
convenantpour tout choix de ,gain inLégral (designe ûxè). Ceci se généraliseau cas d'une

cinétiquerégulièrequelconque.à l'aide de la propositionB,32,

Proposition IV.3 (stabilisation d'un CSTR par retour de température PI) Si le CSTR tïv.t)

est à cinétiquerégulière. la Jonction réelle:

f(",-,·,I)) =

est bornée iriférieurement en w pour (oute ualeur de la température y:

Alors. le retour PI (IV.4) stabilise le réacLeur à la température y pour kp > kjo*(y) et kT > 0

quelconque,

Exemple IV.4 (retour sur le CSTR élémentaire) l';n reprenantles notationsdu chapitreconsacréau

CsrR élémentaire,\'''' = 8 + \ 't" ct '\ 0 = 8
2 + '\ + avec:

RD:try'(y)
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où X représenteln concentrattonà l'équilibre';; la températurey: ,r = x.so(Y)' Après deux lignes de

calcul élémentaire:

Cornptc tcrru de:

la fonction f est maximaleen 0 el minimale cu ±cx" d'où:

Poe qui correspondexactementil la pre/mèreinl'galité cie (11.18)directementdérivéedu critèrede Routh.

IV.2.3 Retour PI à grand gain intégral.

SI la stratégieprécédenteconduit à un §(ain 1.'1' trop important, on peut songerà simple-
ment stabiliser le réacteurpar un retour proportionnel, mais dansce cas, legain intégral
risque de devoir être très peut pour ne pas déstabiliserle système, Commeles modèlesde

réacteurschimiquessontsouventquantitativementtrès approximatifs,il peutëtre intéressant
d'utiliser un fort §(ainintégral. sachant que lacommanden'en serapasobligatoirementplus
irrégulièrepuisqueles écartsà la consignesont justement"intégrés" Ceci est possibleà con-
dition d'adopterun gain proportionnelsuffisammentgrand. mais plus petit que la bornede
passtvtsauon par retourproportionnel. Comme:

la différencefondamentaleavec Je casproporttormel consisteen l'apparition de deuxpôlesà

l'infini imaginairesconjuguésau lieu d'un seul réel -.' \P au lieu de \0 -, pôlesdont la stabilité
lorsque/.:, +00peutêtre obtenuepar un choix judicieux de J,:p(propositionB.32):

_ = \;' __ \ 'j'0 = 1..1' - 1)) > 0

L'application du critère de Rou th fournil ensuiteau cas parcas laborneinférieurede gains
/.:j.

PropositionIV.5 (stabilisationd'un CSTRpar retourPI à grandgain intégral) Si le CSTR

(IV.l) est à cinétique régulière, el si rie plus:

il existe tel que le rerour Pl ([VA) stabilise le réacteur à la température Yc dès que:

/.:1 >

RemarqueIV.6 (retourintégralpur) Si kp = q' ne vérifie pasla condition ci-dessus,autre-
mentdit si celtecondition est violée enboucleouverte, le CSTR nepeutêtre stabilisépar un
retourintégral pur.
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Un CSTR à cinétiquerégulière présenteles deux propriétés minimum de phaseet degré
relatif 1 qui permettentde façon généralela stabilisationpar retourde sortie proportionnel
ou proportionneltntéaral. Si la commandene saturepas, il est possibled'utiliser un gain
proportionnelstabilisantvalablepour n'importequel gain intégral> O.





Chapitre V

Généralisation locale à un système
SISO présentant une bifurcation
col-nœudpar rapport à la
commande

v.o Introduction.

Danscelle partie, on étudieles équilibresd'un systèmenon linéairemono-entrée/mono-sortie
(5150) de la forme:

{
.\' = F(X.Il)

y = II(X)
(V.I)

avec X E IRn+ 1 au lieu deIR"pourrappelerqu'unedimensiondégénère-, u. E IRet y E R. F
est un champde vecteursparamétrépar lacommandeII tel que F( 0,0) = 0, et h unefonction

de sortie scalairevèriûant h(0) = O. F et 11sont supposésaussiréguliersque nécessaire,
c'est-à-direau moins Cl et plus lorsquele contextel'exige.

Nous reprenonsdansle cas généralla problématiquede l'emballementexplicitéeprécédem-
mentsur le CSTR Nous supposonsdonc qu'enfaisant varier la consigne'il en boucleouverte,

on provoquela disparitionstrnuüanéede deuxéquilibresdont l'un, stable,constituaitle point
de fonctionnementoriginel, el l'autre, instable, un équilibrejamaisobservé. En fait, lorsque
les deux équilibresont disparu, le systèmephysiqueva adopterun nouveaurégimestation-
naire dont l'expériencemontrequ'il s'agitsouventd'un autreéquilibre. La figure V. 1 montre
deuxtypesde diagrammesd'équilibre(ou de bifurcation) correspondantà cettesituation, Les

portionsde courbeinstablessont représentéesen gris, ainsi que lesvaleursde y associées,
On reconnaîtà droite l'allure des diagrammesdu CSTR (figure IIL3],

Une différencequalitativeimportanteentreles deuxdiagrammesrésidenotammentdansla
connexitéde la courbede droite, ce qui donnelieu en pratiqueà des phénomènesd'hystérèsts

1 par rapport à la commande,phénomènesque la courbede gauchene peutpasengendrer

'voir parexemple1591pour lc-, hyslé,ré"',, de"réacteur-schimiques.
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y

3 :···············1 !
- . [-:

,

FigureV.l: modèlesde b ilurr-atrorrs rrnpliquant la dispartüonde deuxéquilibres(Il> O).

puisquele passaged'unecomposanteconnexeà l'autre ne peutse faire quedansun sens(en
l'occurenceen diminuant «). Cependant,la présenced'unediscontinuitépotentielledansles
deuxcasest dûeà la présenced'au motus une bifurcation col-nœud(point tournant)dont le
modèlelocal a dèjà étéprésenté(Jîgure 111.1)

De fait. le problèmepratiqueque nousnousposonsconsisteà trouverun bouclagede sor-
tie u. = ury,IJ) restaurantlocalementl'accesstbllttè quaststaüquepar la nouvellecommande

auxiliaire u. Outre la questionde la stabilité, ceci n'était pas possibleavec u.puisqu'unefois
parvenuen 0, rien nepermettaitde choisir j'une ou l'autre des deuxbranchesd'équilibres

(YI (v) et yz( u) sur la figure III. 1). Il esl tempsmaintenantde spécifierla questionen termes
mathématiquesprécis.

On trouverapar exempledans[29] les conditionsmathématiques duesà Sotomayor,cf

[521 - qui caractérisentune bifurcationcol-nœuden IX. u) = (0.0) (danslesquelleson utilise
la notation de la formule de Taylor veclorielle: D,\ Fcz =

(eNI) corangD xF( 0.0) = 1 avec ( (resp. r ") vecteurpropre (resp. vecteurpropreadjoint,

voir annexeCl associéà la valeur propre0,

(CN2) < c",D,\F(O.O).cZ >f 0,

(CN3) < >f o.

Nous verronsci-dessous- lemmeV.6 - que mathématiquement,(eNl) et (CN2) traduisentle
fatt que lerangde DxF esllocalementplein. saufaupoint (0.0) où il chutede 1. Graphique-
ment, l'ensembledes équilibres:

S = {IX. Il) E IR"+! X IR: FIX. u) = O}

constitueune sous-variétéde 1R"+2 en l'occurenceune courbe situéed'un seul côté de
l'hyperplanv = 0 et tangenteà cet hyperplanavec un contactquadratique(voir figure V.2l.
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Ce résultats'obtientparexemplepar laMéthodedite deProjectiondéveloppéedansl'annexeC,

(OlgureV.2: la courbcd'èqurlrbrc ô ,

En termesd'automatique,on chercheà placerl'ensembledes pôlesdans parretourde

sortiedansle cadredes hypothèses(CNI) (CN2) (CN3). Laquestionde lastabilité,c'est-à-dire
le placementglobal dans le ouvert, est traitée dansl'annexeB.
Dansle cas mnnodtmcnsiounel y = X. la figure Ill.2 montreque n'importe

quel bouclagerégulier il = I/.(y. l') dont le grapheest transverseà S en (0,0) permetde
rétablir l'unicité locale des équilibres du systèmecommandé. Nous allons voir que ceci se
généraliseen dimension quelconque,sous réserveque le diagrammedes équilibres rèduit

dansle plan (il. y) ne dégénèrepas.

RemarqueV.I (paramètreou commande?) Nous considéronsici un problèmede bifurca-
tion par rapport à la commandeconsidéréecomme un paramètre,et non un problèmede
commandeen présencede bifurcations par rapport à d'autresparamètres(pour ce dernier
cas,voir par exemple[2]). De Iuit, le statutde il variesuivantle point de vue. Si J'onconsidère
(V. J) commeun systèmedynamiqueparamétré,il est un paramètre,c'est-à-direuneconstante

dont la valeurconditionnel'allure du portrait de phase.Si par ailleurson voit (V.l) commeun
systèmecommandé.li est unecommande,c'est-à-direreprésentele cas échéantune fonction
de l'état et du temps Ibouclagel. Pour éviter toute confusion,nousconstdèreronstoujours le
systèmecommandécommeun nouveausystèmedynamique,éventuellementparamétrépar
des gainset autresconsignesauxiliaires. f:::,.

V.I Diagramme de bifurcation expérimental.

V.l.I Choix de la fonction de sortie.

Commençonspar préciserce que l'onentendpar 'diagrammedes équilibres réduit dansle
plan (il • .11)"
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Définition V.2 (diagrammede bifurcationexpérimental)Nous appeîleroris diagramme de bi-

furcation expérimental le graphe 5c, p de la correspondance entrée-sortie:

c'est-à-dire l'image de l'ensemble des équilibres 5 par l'application d'observation:

(X,u)e--->(h(X).u).

Une partie du diagrammede bifurcation expérimentalpeuts'obtenirpar l'expérience,d'où
l'appellationchoisie. Il suffit en effet dereleverpourchaquevaleurde u la valeurde !Jobservée
et de reporterle tout sur un graphique. Ce faisant, on obtient les portionsde courbecorre-
spondantà des équilibresstables. Sur la figure V. l . celles-ci sont représentéesen noir, les
partiesgriséesn'étant pas observables.Par ailleurs, lorsquela grandeurobservéese trouve
étre unevariabled'état,soil .1',,+ 1 la températuredansle cas du CSTR -,5cxp est simplement
la projectionde 5 sur le plan lu ..1',,+1).

Considéronsmaintenantl'exemple(académique)suivant:

1- .rt) + u

= -.1'2+ u (V.2)

La courbedes équilibres5 peut étre paramétréepar .l' i . et présentedeux bifurcationscol-
nœud(voir la figure V.l, diagrammede droite). Cependant,la courbeobservée5exp estla droite
d'équationy = 1/ dansle plan (u.!J), el ne présentedonc pas debifurcation par rapportà u,
En conclusion,certainessortiesmal choisiespeuventmasquerle phénomènede bifurcation.
Ceci motive la propositionsuivante.

PropositionV.3 Dans le cadre des lujpotheses (CNl.2.31. le diagramme de bifurcation expéri-

mental 5cxp présente un ]Joint tournant (quadratique) en (0.0) si. et seulement si la condition

supplémentaire:

(CN4) < Dxh(O).( >-:/0 2

est vérifiée.

Preuve: Soit (S((). U(é)) uru- paramctrrsationlocak rie la courlx- S. Avcc la Méthodede Projection,

on peul montrer(voir l'annexe-Cl YUl' X et 11admc!"'nt les clèvcloppemeritssuivantsdont les premiers

tcrnlcsrespecUfssunlnonnuls:

{
X(r) -= ,SI + 0((")

lI(r) =

avec X, coliriéatreau vecteur j iropn- f: X, = lec.h' i- 0, U, sortie y = h(X) se développealors en:

y(c) = c k < Dxh(O). e > la courbeS"" (u(r).y(()) présenteun poinltournantquadra-

tfque ssi Dxh(O).é i- O. 0

21es crochets<', > représententLant"l k- produr: scalarrcentre deux vecteurs, tantôt l'image d'un
vecteurpar une forme lmé.urc.
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Ce qui précèderépond en fait ,1deux questions,suivant le point. de vue que l'onadopte,
Dansuneoptiquede modélisation,(CNl,2,3,4)permettentde déterminerle choixd'unmodèle
cohérent.avec lesobservations. Si au contraireon disposedéjà d'un modèle. (CN4) écarte
certaineséventualitésde mesure. De plus. on peut tirer de la proposition ci-dessusdeux

enseignements(qualitatifs) d'ordrepratique.

CorollaireV.4 (sur le choix de sortie) On se place dans le cadre des hypothèses (CNI,2,3):

1. les sorties génériques ne masquent pas le phénomène de bifurcation,

2. parmi deux sorties hl el h2 vér(jlanl: 0 < 1 < Dxhj(O), e > 1 < 1 < DX h2(O).e > [. h2
possède une meilleure sensibilité que hl aux variations de IL.

Preuve: Le point 1. SIgnifie sunplcmcntque dl' par sa nature- non-nullité d'unecertainequantité

,1" condition (CN4) ne peul arc 'iU"'<l<'Clcicnt<'ilcmen(" mise en défaut.

Quantau point 2 •. 11provn-nt du développementde S"p parrapportà ( en (0,0) (voir dèrnoprécédente);

la valeurabsoluecie la courburelocak- est mvc-rscmcntproportionnelleà 1 < Dxh(O), e > 1.

Si nousreprenonsl'exemple(V,21. la sortieperturbéey = ,r2 + /lJ:l vérifie bien la condition
(CN4), et le lecteurintéressépeut vérifier que le diagrammede bifurcation expérimental,qui
dégénèrepour fI = 0, à tendanceà "s'élargir" lorsquel'on rait croître /1.

RemarqueV.5 (sur la généralitédeshypothèses(CNI,2,3,4)) Du point de vue mat.hémati-
que, la principale contraüueest (CNl): on considère,et c'est un parti pris que nous avons

tenté de justifier par des arguruentspratiques.un "accident" sur le linéarisé. et le rôle des
conditions(CN2,3,4)est de selimiter au cas leplus simplede dégénérescence.L'intérêtd'une
telle situation résidedanssa généralité:\ si le système(V.l) est gènèrtque,l'ensembledes

équilibres(X. Il) où le jacobiendégénèreest discret (n + 2 équationsà n. + 2 inconnues);
en de tels pointscritiques, la bifurcation est de typecol-nœudet la direction propreassociée
esttransverseau noyaude la sortie, Pour résumer: la dégénérescence(CNl) est moralement
inévitabled'un point de vuemathématique,et elle a toutesles chancesde s'accompagnerdes
conditions(CN2,3.4). !::..

V.1.2 Traduction deshypothèsesde travail.

Il est intéressantde remarquerque contrairementà (CN2). qui fait intervenir des dérivées
secondes,les conditions (CNl,3,4) portent toutessur le jacobien total D(x.u)F(o,O). En
pratique. il seraplus commodede vériflcr un jeu d'hypothèseséquivalentesqui s'expriment
en termesde rang dematrices.

LemmeV.6 Lorsque l'hypothèse (CNl) es: vèr(jiée, les conditions (CN3) (CN4) sont respective-

ment èquivalenl.es aux conditions sl1iuanles au point (0.0);

'lc coriccpt <Ile qènériciu: perrnct de-donncr à desexpressionscourantestelles que "engénéral" ou
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(CN4') Dxh lilm(D():,n)F)' soil: rgDy(F,h) = Il + 1

Preuve: en erfel, on démontreclan" l'annexe C 'lue ImDx F = (lRf.')J. et dr- façon duale:

Im(DxFr = (lRe)J. (on omet dementionnerle point (0,0)), Amsi, (CN3) (rcsp (CN3») s'écrit aussi:
fÇ; F' (resp Dxh (j!Im(ti, Fl'), ce 'llll n'est rrcn d'autre 'lue (CN3') (rcsp (CN4'»). 0

En fait, lesconclitions(CN3') et (CN4') peuventaussise formulercI'une façonplusfamilière
auxautomaticiens.

Proposition V.7 Sous l'hypolhèse (CNl), les conditions (CN3,4) peuvent s'exprimer par: La

valeur propre 0 est commandable et obserllable,

Preuve: On appliquele lemme pri'''écleIlt "1 le cntère dit dePopov-HclevnchHautus(voir à ce sujet
134Jou [511).

Remarque V.8 Il va sansdire que lelinéarisétangentn'est pasobligatoirementcommandabJe,
commeJe montre l'exemple(toujo u rs académique)suivant:

qui vérifie les condilions(CNl,2,3,4) en chacundes deux pointscritiques:

sansy ëtre ni commandable.ni observable,A l'inverse, un système(V. 1) quelconquedont le

linéarisétangentest commanclablepossècleaussides cliagrammesciebifurcationSetSexpqui

sontdes courbes- sous-variétés- en (0.0) 1 et de fait laseulebifurcationd'étatstationnaire
à considérerdansce cas estencorecie type col-nœud. 6.

Ainsi, (CN3) et (CN4) apparaissentcomme nécessaires pour respectivementdéplacerla
valeur propre 0 par retour d'étal, el n'utiliser à cet effet qu'un bouclagecie sortie. Nous
établironsultérieurementla réciproque.

V.1.3 Réduction au cas U = 11(X) = ,1'/.

Puisquel'on chercheà construireun cliagrammed'équiltbreclans lescoorclonnées(11., y), il
estnaturelcI'essayercie se ramenerau cas oùl'observationy est unecles variablesd'état .1:"

de sorteque Sexppuisses'obtenirparsimple projectioncieS. D'aprèsJe théorèmed'inversion

O. Avant cie l'effectuer, il

"toujoursà cause du lemmePRII, qU(' l'on "pp!Jqu" puur la valeurpropre0 cn sachantcette fois que
celle-ci est commandabh-.
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LemmeV.9 Soit 0 X >-+ l' = 0(,\") un difféomorphisme local tel que 0(0) = O. Les

conditions (CNI,3',4') sont équioalentes à leurs homologues portant sur le système transporté:

{
l' -
If :

= D,0(f)-1(Y)).F(0- 1(y), tl)
= hÎt-)-'(l'))

en effet, puisque(0.0) est èquilibrc:

rh0J(o.o) = Ih0(o).DxI"(O.O).(fJX8(OW'

=

Il) 8,h(o)=- D,h(O).(U,8(O))-1

d'où les égalilCsde rangcherchees

Dansun perspectivepratique.il est alorsinléressantd'exprimerprécisémentles conditions
(CNI,3,4) dansles coordonnéesdu système.

LemmeV.IO lutilisation descoordonnéesdu système)Lesconditions lCNI,3.4) sontéquiva-

lentes à l'existence de deux entiers 1 et j, compris entre) et 'II + l , tels que f!f!-; i=0 et tels

qu'en (0.0):

(CNP3) rgD(x.u)G' = /1 + )

auecles partitions X = (x ..r}. C = (g . .'!,) = (-),F et l' = 0(X) = (x,h(X»).

(CNI.3,4). Par(CNI) el (CN4'J.U, h(0) 1' On peut alorsdéfinir le

D'aprèslelemmeV.9,

le champC: vértûeaussrlcs coru ht ion-s(CNl.3',4'). En parucultcr.rgfJyG = 11 etrgDy(G,y) == n+ l ,

tel que rgD) (g.!I) == Il + 1. Or. le dctcrnunantde Dy(g, 11) est égal, au signeprés,au

••e, "',l;, ••uu,u""'. '1""U LJ. Il db:ou!e de(CNPI) l'égalité rgO(x.ulG =rgD(y.u)G, et ce
1 d'après(CN3'), d'où (CNP3). La réc.iproqueest èvrdcnte. 0

RemarqueV.II La condition hornoloaue de (CN4) serait: (CNP4) rgDy(g. If) = n + 1; dans
les coordonnées1 c'est uneconséquencedirectede (CNPI), qu'il n'y a doncpaslieu d'ériger
en hypothèse, /:;

Finalement,nous avons ramenéJ'élude du systèmegénéral (V. Il muni des hypolhèses

(CNI,2,3,4)au cas d'un systèmedom la fonction de sorlie est une projectionel muni des hy-
pothèses(CNPI) (CN2) (CNP3). Ces prèliminairestechniquesvont maintenantnouspermettre
de construireSexp el d'éclaircir le rôle de lacondition (CN2),
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V.1.4 Etude du diagramme de bifurcation expérimental.

On reprend ici la démarcheadoptéepour le CSTR: tnversion d'un sous-systèmerégulier
d'équattonsstationnatres.puis reportclans ladernièreéquation. Il s'agiten fait degénéraliser
la sttual.ion monovariable décrite par la fîgure III. 1 et les commentairesassociés.

Proposition V.12 (construction du diagramme de bifurcation expérimental) On considère

le système:

{
.\." = F(X.II)

u = .rI
(V.3)

et l'on adopte les parLirioTls X = (x . ./'.1 J, F = (f. f,).
Sous l'hypothèse (CNPI), les équationsstationnairesdu sustème(V.3) s'inversent localement

de lafaçon suivante:

F(X.Il) = 0 15) { x rl(y; Il)
o(y.U} = .ur (y.II).y.u)=O (Scxp)

et les dérivées de lafonerion 0 sont données iocoiementpar:

Sous l'hypothèse suppiémentaire (CNP3), 5 el 5",1' sont des courbes qui peuvent être para-

métrées par !J;

0(Y.U) = 0 .:==;> u = dl!))

etSexp est tanqent à l'axe des yen (0.0);

= O. =1- 0 et

Si l'on ajoure l'liupotliese (non iinéairei suiuwue:

(CNP2) *detDx.F(r'(y.drU))· :1(1/))19=0 i 0

(CN2) est vérifiée, et Sex!' a un eonraer quadratique avec l'axe des U en (0.0):

i 0 et .i" (o) i 0
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Preuve: l'inversion partielledesequationsstuuonn.urcssousl'hypothèse(CNPI) est la conséquence

directe du théorèmedes foncuon-, impliCites (locul'). Les dèrivéesde la fonction cP s'obtiennenten cal-

Sous I'hvnothèsc supulérucntntrc (CI'iP3). c;:'-(O. 0) 1-0 cl l'équationimplicite 11)= 0 s'inverse

en u= i3(y).avcc .]'(,11) =

(CN2) soit vèrtflée provie-nt desresultatsg<"nérauxde I'annexeC.

en mêmetempsdès que dei JJX1"(r- 1 (y . 3(y)).13(y)) s'annule.ce qui cstle casen y = O. Le fait que

o

RemarqueV,l3 Dansle contexte(CNPl) (CNP3). les conditions(CN2) et (CNP2) sonten fait

équivalentes.Elles exprimentque la valeur propre réelle qui s'annuleen (0,0) traversel'axe
imaginaireavec une"vitesse"non nulle lorsquel'on suit la courbeS (voir l'annexeCl. 6

ExempleV.14 Ci1-J) L'éummauonde .r, cl .r2 dansles équationsd'équilibredu système:

conduit à: (My, Il) = -312
, Il = O. Cependant.contraucment au cas du CSTR, le sous-système

f(x. uJ = 0 que l'on inverse- conucnr l'équalHlfl y = = O. ct en I'occurence,l'équationdanslaquelle

on injecte le rcsuttntest .1', = O. SOit: i = 1. C,'el montrequ'on ne peut pastoujoursprendrei = j, et

la raisoncn est que lorsqu'unern.urux- est de- r;:)ng k, on ne peut pasnècessatrcmcntinversern'Importe

quel mineurd'ordre le, Le cas 1 = j cst néunmornsgénéTique,maisnousvuulionsjustementéviter une

telle hypothèseafin d'expln-u«rull<'d<"lIlarch"I'r:1liquevaiablcd,mstous les cas.

V.2 Régularisationlocaleparbouclagede sortie.

V.2.1 Retouraffine.

Supposonsdonnéun bouclaaede sortie 1/ = o( h( X). li J,et calculonsle linéarisédu champ
en boucleferméeG(X,I') = F(X, ()(II(X),I')). En tout point (X, u):

DxG(X.v) = D,,J(_\.o(II(X).I·)) +-

Cetteexpressionappelleplusieurscommentaires.D'une part on voit directementle rôle des
hypothèses (CN3) el (CN4): si < c' 'f(O,O) >== 0,0 restevaleur propre de DxG(ü,o)
(attachéeau vecteurel. et de mërueSI < D ,!t(O). ( >= 0, auquelcas c'estvecteurpropre
de DxG(o,o)' D'autrepart. seulemtervlent la dérivéede Clpar rapportà y, c'est-à-direle
gain du bouclage. Du point de vue duplacementde pôles en(0.0), on ne perd donc pasde
généralitéen supposantle bouclageli affln e. de la forme:

Il = -l.'py+ [' (VA)

On a alors le résultat de régularisationsuivant. qui n'estque la reformulation d'un lemme
d'algèbrelinéaire.
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PropositionV.IS (Régularisationlocale parbouclageaffine de sortie) Sous les hypothèses

(CNI.3,4). le sustème (V.l) boudé par (VA] n'aplus de pôle nul en (0.0) si, et seulement si le

gain k p est différent de O.

Preuve: c'est de l'algèbr« ltnérure, On pose = U \' F(O. 0). b = *(0,0), c =gradh(O).et on

considèreIc systèmelmèartsè:

{
.Y =
Y =

:1_\ +bu

< ..» >
(V.5)

Les hypothèses(CNl.3.4) se tradutscntpar le ';ni que°cs! valeur proprede A, comrnandableet ob-

servable.St Ac = 0, on sau (proposiuonC.5) 'I"e:

[J;l"+l = Ker.!l .'lmA

es! adjumt ù r (d annexeC) avec C·. C >= J, ct si l'on décomposeb
c' b >cfO. l'al" ,"lk"l"s, l'équauond'évolutionen bouclefermée

et il s'agitde montrerque la matrice AL,= .A kpbc' n'a pasrie valeurproprenulle pour k =F O. Soit

donc eb= CIe + e tel que A"Cb= 0:

dont le prcrruertermeE [mA el le secondE:Ker.·\. A eausede la proprieterlr- sommedirecte.chacunde

cesdeux termesdoit ètrt- nul. En p.uucuhcr,comme- pal" hyporhès« ki , =1= °et 13=1= 0 (condition (CN3)),

on doit avoir: < c. r(, >= O. En reportantdansle pre.nuerterme, on obtient: Aeb = :lé = 0, cl. donc

e= 0 car la rcstrictron de A il son I111ageestbIjcetlvc. OC' (,-11t, = (tf, el < r. cb >= 0 < c , C >= 0

entraîneCt = 0 à causede ln eomlltlun (CN4). 1·'malC'nwnt,fL: .=. 0 et Ab es! tnverstblcclés que kp est

RemarqueV.IG (démonstrationrapide) En uultsantle formalismedes fonctionsde transfert
(voir annexeE), il s'agit devértûerque: i.'pS(.,) + D(.,) ne s'annulepas en 0lorsquekp =1= O.

avec D(s) = det(sI .cl). polynômecaractéristiquede .cl. el N(s) =< c. (sI - A)"b > dont
les racinessont les zérosdu système(V.5), A causede (CNI), on a déjà: D( 0) = 0, et il reste
à vérifier que: N( 0) =F 0, ce qui serafait dansla démonslrationde la propositionV.18 portant
surle ret.ourPl. f'::"

Commeon pouvail s'y attendre.la condition (CN2). de naturenon linéaire. n'intervient
pasdanscel énoncé.En effet, on inlersectele dia,grammede bifurcation expérimental,tan
gentà l'axe desy à causedes conditions(CNI,3,4), par une famille, indexéepar la consigne
auxiliaire v. de droites parallèlesnon verucales[les droitesde bouclage).L'examende la fig-
ure V,3 montreque localement.à chaquevaleur' de IJ correspondune uniquevaleurde y. et
donc un uniquepoint stationnairepuisque5 es! justementparamétréepar y. Le diagramme
d'équilibreentrée-sortieen boucle fermée(diagrammede droite) neprésentedonc plus de bi-
furcationautourde l'ancienpoint critique. Ceci fonctionneindépendammenlde (CN2). comme
parexempledansle cas de lacubiquey:l = IJ.



V.2 Régularisationlocale

Flgur"V.:I: rl:gulansatlonlocale (k l ) ct globale(l,o) parbouclagcatûnc.

Cependant,il se peut que l'on att seulementdéplacéle problèmeailleurs. En pratique
cependant,le choix d'un gain de bouclagesupérieur,en valeur absolue,au maximum de la
valeurabsoluede la pente(3'(,1)) de 5c", !, permetd'étendrela régularisationà tout le domaine
d'existencede 5 et 5cx !" La figure V.3 illustre celte remarqueen présentantdeuxfamilles de
bouclagesde gain différent dont l'uneseulementrestaureglobalementl'unicité des équilibres.

RemarqueV.17 (retoursur le CSTR) Grâceà l'hypothèsede cinétiquerégulière,on setrouve
naturellementavec le CSTRdans la situation de la proposition V.12, en l'occurence: in-

versibilité du sous-système des équationsstationnairesde concentration,l'observationétant
la variablerestante(la température).Avec les notationsde la proposition: i = j = 11 + l. On
retrouveaussile lemme111.17à traversl'expression avec enl'occurence:(j) = HC-HR.
Cependant,la connaissanceglobalede 0 permetde régulariserglobalementle champlinéarisé

du CSTR, ce quiexpliquequ'uneiné,galité surle gain ri remplacedansla proposition111.18 la
condition, moins restrictive,de gain non nul de lapropositiongénéraleV.15. De plus, un lien
avec leproblèmede la stabilité a pu être facilementétabli grâceà l'hypothèsesupplémentaire
de stabilitéde la matricejacobtenuepartielle J,so' linéarisédu réacteurisothermeassocié./:::'

V.2.2 Retour proportionnel intégral.

On envisagecettefois un retour de sorueproportionnelintégral, de la forme:

(V.6)

Le résultatque l'on obtient est encorede naturelinéaire.

PropositionV.IB (Régularisationlocale parbouclageproportionnelintégralde sortie) Si
les hypothèses (CNI,3,4) som vérifiées, le système Iv. J) bouclé par (V.6) n'a plus de pôle nul

en (0.0) dès lors qUE' le gain /,'/ est diDèrent de O.
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le systèmeilnèrur« l'lngenl hour-le- Icrrnéc

i":' : (A - kJb:r
,1 - < > -Y,'
Y = < (.S >

où l'on a posé: x = - !/c)dr, d'où la mat.riec:

dont le rangest le même par combinaisonshnl"\lres rie lignes que celui de:

(V.7)

à condition toutefoisquc l'on art: k l cfO. Dansurie- basc- Iicc : ladccornposiuon:1F!,,+1 = KcrA CO) ImA

(hypothèse(eNl) ct proposiuonC.S), C('II<' rlernu'n' m.u ricc- prcnd Ia lorme:

1

0"
_0__ O-O.}

< < Î' 0

avec: ily cf a à causedes hypothèses(CN3) (CN4) (d propositionV.El. ct cette matrice es! clairement

derangplcin. 0

RemarqueV.19 (démonstrationrapide) Toujoursen utilisant le formalismedes fonctionsde
transfert (voir annexeEl, cette fois de vértûerque: s( h:pN(s) + D(s)) + h:rN(s) ne

s'annulepasen 0 lorsque1'1 0, ce qui seramèneencoreà: N(O) # O. C'esteffectivement
ce qui a été faitdansla dcuxtèrneparuedeladèmonst.rattonprécédente(à partir du change-
ment de base. D'où le petit résultat suivant qui aurait pu servir dansle casproportionnel
(cf remarqueanalogue): sous les 11!JjJollu>ses (CNI,3,4). lV(O) cf 0: 0 n'estpaszéro (1) du
système rv.5). 6

Graphiquement.l'interprétationest. lamêmeque pour le CSTR: onintersectele diagramme
de bifurcationexpérimentalScxppar desdroiteshorizontalesde niveau: y = Ye, ce qui restaure
l'accessibilitéquaststatiquelocale dès lors queScx!' est Langentà l'axe desy, mërne si lepoint
de contactn'estpas quadratique,c'est-à-direindépendammentde la condition (CN2).
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V.3 Résumé.

L'étudestationnairedu CSTRcommandéen températurese généraliselocalementà un système
non-linéaireSISO quelconqueprésentantune bifurcation col-nœudpar rapport à la com-
mande.ce qui semanifestepar le fait que leséquilibresne peuventpas être paramétrèspar
la commande(défaut d'accessibilitéquasist.auquel.

Les hypothèsesmathématiquesassociéesà cettesituationse résumentà trois hypothèses
linéaires- une valeurproprenulle commundableel observable- qui permettentde construire
une courbede bifurcation expérimentalereprésentantles équilibresdans te plan (u, y), et
une hypothèsenon linéaire de moindre importancevis-à-vis de la commande.

En effet, SOIIS lesditeshypothèseslinéaires. un retour proportionnelde gain non nul, ou
un retour proportionnelinLé,gral de gain intégral non nul permettenttous deux de restaurer
localement,en bouclefermée. l'accessibilitéquaststauqueparune consigneauxiliaire.





Conclusion

Résultats.

Résumonsla situation: moyennantune hypothèsede régularité traduisant la possibilité
de paramétrerles équilibres d'un CSTR par la température,il est possible de construire
un diagrammethermique st.attonnntresur lequel l'évenlualilé d'un emballementapparaît

commeune bifurcation col-noeudpotenuelle.à savoir la disparition simultanéed'un couple
de températuresd'équilibre. L'utilisation d'un retourproportionnelou proportionnel-intégral

de températuredonl les gains satisfont des contraintesdu type: 1.: > k' permetalors de
stabiliserlocalementle réacteurci n'importequelle températured'équilibre, Dansle casd'un
systèmenon linéaireSISO quelconque,l'hypothèsede cinétiquerégulièreest remplacéeparla
situationgénéraled'unebtfurcatton col-noeudparrapportà la commandealliée à la propriété
de minimum de phase,el la slabilisationest possiblelorsquede plus le degrérelatif vaut 1

En lermesd'applications,ce truvutl présenteplusieursaspects.Etant donnéun CSTR a

peu prèsconnu, on a mis enévidenceune démarchepratiquepour fixer le choix desgains
d'un retourPI. et en particulier pour s'assurerque le terme intégralne va pasdéstabiliserle
réacteur.A l'inverse,on peut légitimer a posteriori le cas échéantl'utilisation d'un contrôleur
PI fixé. En particulier, nousavonsmontré le caractèrerégularisantd'un retour inlégral qui
permetd'ignorer totalementl'aspectemballementen boucle ferméelorsquecetteéventualité

existesur le systèmede départ. Souscet angle,notreétuderenforcedonc la légitimité du re-
tour PI dansl'industrie commeparade systématiqueà certainsphénomènesd'emballement,
mémesi bien souventles problèmesproviennentplus de la saturationpratiquedes comman-
des que de la loi debouclageproprementdite. Par ailleurs, il arrive souventen géniechimique
que les paramètrescinétiquesou therrnodynamiquessoientmal connus.Dansune perspec-

tive d'identification,on peut alorsenvisagerde (racerpoinl parpoint la partie inaccessibledu
diagrammethermiqued'un réacteurà cinétique régulière ou du diagrammede bifurcation
expèrlmentalpour un systèmequelconquede degré relatif 1 à minimum de phase en appli-

quanta prtort UI"] relourdesortieà gatn proportionnel le plus grandpossiblecomptetenu des
saturations,car on sail que l'on

Perspectives.

Puisquetoul reposesur l'hypothèsecie cinétique régulière. et plus parttcuttèrernentsur la
condition (CRI) ciestabilité du réacteurisotherme,l'axe principal à explorerpour prolonger
ce travail nous sembleconstituépar la question suivante: commentrelier l'hypothèsede
cinétiquerégulièreau schémaréactionnel,autrementclit commentlire le nombred'équilibres
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isothermeset leur stabilité directementsur les réactionsindépendammentdes valeursdes
constantescinétiques?A cel quelquesréponsesexistentdéjà: principedu bilan détaillé
et théoriede la déficience(cf [23], [24J et [25])principalementpour les cinétiquesrespectant
la Loi d'Action de Masse, de type mautccsqualitatives(cf [58)), ou casparticuliers
(cf [47]). Cependant.une théorie et efficace reste à faire.

Le problèmede la stabilitèglobaleconstituel'autrepoint d'ombreimportant,et les travaux
d'Arts et Amundsonont montrél'importancede cel aspectdu problèmedu point de vue de la
commande,Supposonsque le réacteurIsothermesoit globalementstable: aucunthéorème
d'Automatiquene permetalorsd'affirmer que Icréacteurnon isothermesoit globalementsta-
bilisable par retour de températureà ,grand même si le cas du CSTR élémentaireet
l'intuition nousconduisentà conjecturerun tel résultat. En fait, le problèmen'estpassim-
ple car à supposerque l'on disposed'une fonction de Liapunov isothermeV;so pour toute
température,la fonction de Liapunov non isothermeà considérerest liée à la dépendance

de V;so en température,dépendancea priori inconnue. De fait, nous sommesramenésau
réacteurisotherme,et il y a lù probablementmauèreà recherche..

Signalonspour conclure qu'au stadeoù nous en sommes,les résultatsde notre étude
s'appliquentprincipalementau cas descinéliquesdont la matricejacobienneest triangulaire

éventuellementtriangulaire par blocs -,puisqu'alorsles valeurspropresse lisent sur la di-

agonale. On sent intllilivemem qu'il est serail possible de traduire formellementune telle
propriétéen termesd'orientationou d'orientabilitédu schémaréactionnel.Toutefois, les ap-
plications industriellesne mettent pas systématiquementen jeu des dizainesde réactions,
et l'expériencemontre que l'hypothèsede cinétique constitue la règLe plutôt que
l'exception. Comptetenu des nouvellespossibilitésde de modèle utilisation de la

théoriedes perturbationssmgultères(cf [56)) -, on peutdoncespérerêtre enmesurede vérifier
celle-ci au casparcas, ce quiconfèreù nos résultatsde stabilisationuneportéepratiqueplus
vasteque ne le laisseentrevoir l'examenmathérnauquede leursconditionsd'application.



81

AnnexeA

Equations implicites, aspect
global.

A.O Introduction.

On considèreun applicationf continuede X x P dans où X est un ouvert de et P
une partie a priori quelconquede et on cherchea résoudreglobalementen J.' l'équation

implicite: f(.I'.p) = O. Outre l'hypothèsed'inversibilité locale existence,continuité et in-
versibilité de D.,f en tout point de X xP voir [64]. th 4.8 p.150-, on est amenéa introduire
des conditionssupplemeutunesde naturetopologiquede façon a recollerentreelles les solu-

tions locales.

Nous donnonsen premierlieu un énoncépour le casP ouvert,assortid'unedémonstration
longue mais élémentaire.En pratiquecependant,l'espacedes paramètresP estun pavé de

produit d'Intervalleséventuellementfermés de la forme [0,aJ, et il peut être important
dansnos applicationsde conserverla valeurO. Nous donnonsdonc par la suite uneversion
amélioréedu théorèmeA.1 s'appliquanten l'ail à toute partie P connexe,localementconnexe

par arcset simplementconnexe.

Ce secondénoncéest l'occasionde conceptualiserles conditionssuffisantesdonnéesdans

le premier, conditionsqui peuventpuruitrc purementtechniqueset d'origine mystérieuse.A
cet égard. la situation danslaquelle nous nous plaçonsrelève dedeux notions (classiques):
les revêtementset les applicationspropres,ces dernièresfaisantl'objet de rappelspréalables.
L'intérêt d'une telle conceptualisationest double: d'unepart on réduit la démonstrationdu
théorèmeA.28 à une simplejuxtapositioncie résultatsclassiques;d'autrepart on opèrecie
façon immèdiatela gènéralis:1tionau cas P non ouvert.

A.l Cas d'un espacede paramètres ouvert.

ThéorèmeA.l (global desfonctionsimplicites. casouvert) Sail f : -> une appli-
cation continue, P un ouvert connexeclé' W' el X un ouuert de IRn de frontière ax, teLs que
fi.': xP soit de classeC' 0 S l' +oc'. Supposonsremplies lescotiditioris suivantes:
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(i) "i(.l'o.Po) E X x P D"f(,ro.p(J) existe, est inversilJle, el DJ..f est continue en (,l:o.po),

(U) Il;1'11-> += dans X =? Ilf(,I',p)ll->

(Ui) °tf- f(DX x l'),

Alors le nombre 1/ de solutions .r E _\ à l'équation fi .r, p) =°estjini el indépendanl de pEP

Sous l'hypothèse supplémentaire:

(iv) Pest simplemenl connexe,

il existe vfonctions: 1', P ->X. i = 1 7/, de classe cr el dont les graphes deux-à-deux

disjoints cons tituen1 la sous-uariété d'équation f = °dans X x P:

{(x.p) E _\ x P fl,r,p! = Or = ,Qi {(1),(p).p). pEP}

La démarcheest inspiréede diversesdémonstrationsd'ènoncésse rapportantau problème

de l'inversion globaled'une[onction continueentreespacescie Banach(voir [9] et [3] pour la
versiondifférentielle- théorèmed'Hadamard-Levy - ou [64) et [lB]1 pourla versiontopologique

théorèmede Cacctopoltl. Nous commençonspar démonlrerun lemmetechniquequi traduit
les hypothèses(H) et (Hi) sous[orme d'unepropriéléque nousutiliseronsà plusieursreprises
par la suite.

Lemme A.2 (technique) On suppose remplies les hypolhèses (ii) el (Hi) du théorème Al, et

l'on se donne une suite P'" d'éléments de P conoerqearü oers une limite p' E P. Alors, de toute

suite x ln d'éléments de X = 0, on peut extraire une sous-suite convergente

dont la limite .r" uériJie .r E = 0,

est bornée rar sinon. 011 pourr.u: en c-xtratre une sous-suite Xl vérifiant

- +x. dans .Y, d'où f(,r/.p/) - +x d'après(li), ce q ui est incompatibleavec l'hypothèse

==O. Dl' fait, on [leut extra ln' de .l'III LInt' sous-s.uite.el convergente,dont la limite x satisfait

"" Ogriicari la COIIImu Iii' globalede j, Mais (iii) cntrnînealors.e rtfJX, doncx E X, 0

L'idée principalede la preuvedu théorèmeA 1 consisteà globaliserles solutionslocalesen
les reliant pardes chemins,Par analogieavec lé problèmede J'inversionglobale.on introduit
donc la notion de relèvementpar l'équationf = 0'

Définition A.3 (Relèvement) Sail Z tul espace topoioqique el T z -> P une application

continue, On de T clans X pur t'équation f = ° toute application continue

e .Z -> X \:12 E Z, /1<1'(:!.q.:)! "" 0,

Lemme A.4 (Unicité desrelèvements) Sail E X x P tel que f(,ro,])o) = 0, Z un

espace topologique connexe, E Z cl r continue telle que f(zo) = Po. Sous

l'hypothèse (i) du Uléorème Al, il existe au plus un relèLJemenl l' Z --} X LJérijiant 1'(zo) =

"en cc qui concerne [18], sc reporterfI la re-marque1\.7.
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b) C est fermé en tant 'lUCcnntrc-1ll1agl'de {O} par l'applicatloneonUnue<1>1 -1'2 L: - [Rn

cl Cestouverl dansZ:
soit zEC,]J = et .1' = <1>,(:) = Par l'hypothèse[i] et le théorèmr-<les fonctions lm-

o possede-pour p' clansun voisinageV de p une uniquesolution

dans un voisinagc de .1'. cl l'apphcaüon V régulière. Commer. <lil
cl <1>2 sont continues.r- 1( \ ') n <1>;-1(1') n <1'.;-1(11) est un voisinagede z ,sur lequel par construction

<1>,(.,')= <l>j(./) =<1>;"'(1'(;:')). 0

LemmeA.5 (Homotopie) Sail (.l'o.Jio) E X x P f(.ro.po) = O.etf' [O,!] x [0,1] -+ P une

application continue telle que tous les chemins f( -' .. ) aient pour origine Po. Sous les hypothèses

(i) (ii) (Ui) du théorème A.l, il existe Wl unique relèuemellt <P [O. 1]x [0,1]-+ X tel que tous

les chemins <P(.-•. ) aient pour origine '/'0. Si cie plus tous les f(s .. ) ont la même extrémité. il
en est de même pour les <l> ( ,' •. ).

l'unlcur- provient du Icmm« A.4. Il resle':, construire <1> età examinerle problèmede

I'extrérmtécomrnunc.

1. Existencede rli:

-b,.s,+b,[X]T,T+r[

S V(.$.t) E [0.1] x [O.T],f(<l>(5,t), 1'(5,t» =

<I>(.\.t) = {

On peul Zs. Commepar constructton
est mclus dansla rcurnon des Z" pour s E [0,1]. on peut ne conserverqu'un

recouvrementJ1ll1Z1 L U Zk. Z, pour tout i = l ... k. on peul alors

poserv enprcnantr ve mf{rj'

eequipermetd·dendre<1>sur[O.ljx [O.T+([.
c]Cestfcrmé:

soit 1 == sup (", st rictcrncnt r-rorxsnutc- tendant vers T. et <Il l'unique relèvementde r défini sur

[0.1] x [O. T[ (IV existe,:, causedu lcmnu- A.4). On S(' fixe sE [0.1] et un cunsidèrcla suite Xm(S)=
<l>(5,t m ). Parle lemmeA.2. on Cil extrail IlIlCSOUs-sUlI_e convergente,1;1(5) (qul dépendde s) ct on note

X(5) sa limite. Chorsissamcornille ml pomt il) cI-dessusde" ouverts '''' L·.< -r <UL"". "u,
Zsn[O.I] x
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0[' sur Z, n [O. 1] X [O. T[ (qui est connexe)par le lemmeA.4,

lerminealorscummcaupointbJ,

2, Si Vs E [0,1]. [(s, 1) '" 1'(0,1) '" PI' alorsV" E [0.1], <1>(5,1) '" <1>(0, 1) '" X,:

soit 5' '" {a- E [0,1]; V" E [0,01 'j)(s, J) '" ./',)
a) 5' estnon vide l'araES par dèllrulron cie ,l',.

b) 5' estouvert dans[0,1];

si <1>(0",1) '" X" <1>(5. I) '" .1:1 pour s assczvoisrn cle 0" par l'unieux- locale de la solution .r l de l'équation

f(x,PI) '" o.
cl S est Ierrné commeimage réciproquecie .1'1 par l'apphrauonparucllc continue4>(" 1).

Lemme A.6 (Existenced'un solution) Soit (J'u.Po)E S x P vérifiant f(:co.po) = 0, PI E P
quelconque el Î [O. 1j ---., P un cïusmin joiqnant po Alors, sous les hypothèses (i) (ii) (Ui)

du théorèmeA.l, 1 possède un unique relèvemenr o.. 1j -+ X d'origine :Co.En particulier.

l'équation en .r: f(.I'.PI) = 0 admet 0.,1. 1) comme SollLlion dans X

De plus, sous l'IWpothèse supplémenlaire (iv), 0,( 1) ne dépend pas du choix de parmi les

chemiris joiqnaru: po à PI dans P

1. Exrstcnceer urucrté:

l'unicité provient clu lemme 1\.4. Pour l'cxistcru«. Il suml de prendreT{s , t) '" T(t) el d'appliquerle

lemmeA5. On obucnt un relèvement<7).,(." t), qui Ill' dependpasde s puisquelocalement",,/(s. t) '"
4>loc(j(t)), (SI'" {o" E [o.1];V,.; E [O.O"].O.,(,;.t) '" O.,(O.t)} esl non vide, fermé et ouvert dans

[0,1]).
2. Si P estsimplementconnexe,0.,(1) est lIlùl'Pendanl de';;

Roiel1! en etlel ',,,cl -, jOlgmmt l'ar l'hypothèsc- (Iv) de-Simpleconnexité,les chemins

rl cxisr« 1 X [0.1] dansP relk- que:

D'aprèsIe lcrnrnc Afi, I1exlsteunUnl<!LH'l"l'!l-vclllel1l 'l'; [O. IJx[O. 1] - X tel que Vs E [0, 1], 1>(s,O) '"

J:o. L'unicité cie <])"0 et d'aprèsle pornt 1. cl·dessus.-ntruinealors d).,o '" 4>(0. .] cl 0-'1 '" 4>( l , .).

(lemmeA.5). En particuhcr: ,')-'o(l) '" '1'(0, 1) = </,(1.1) '" Ô'YI(I).

Remarque A.7 L'ordrede cesdeuxdernierslemmesn'estpasindifférent. Parmiles références
citées précédemment,[18J inverse cel ordre, mais il semble qu'alors la démonstrationdu
lemmed'homotopie([18]. lemme3,8 du chapure 2, p.29Jprésenteun raccourciun peurapide
2 f':...
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Nouspassonsmauuenentà la démonstrationdu théorèmeprincipal.

Preuve: (théorèmeA.I). l'our toul I' l? nous notons I/(p) le nombrede solutionsdistinctesde

l'équation f(J:,1') == 0,

1. v(p) est fini pour loulp E J'.
En effet, si pourp fixé, 1/(1') = +cx:,11existe uneSUIte,1:", vériJiant les conditionsdu lemme1\.2 où l'on

prendP'" ll cxistealors une inûnuéde solutionsà l'équationf(x,1') == 0 sur tout

cr- qt» esl mcompaubh-avec l'umrtté locale déduitcde la condition [I].

localementconstant:SI A:E N', C! = {p E P, I/(p) == k} est ouvertdansP,

rvn ellet, supposoris h. non. VIUC', el ',UIl fi t: n,assocré auxk soluüons(XI"" J:d. D'aprèsl'hypothèse

,J'k dansX ct V voisinageouvertde pdans

!' .. 1 ,,,>1>1' ln, 111 n F \ l'cquaüonf(,l',p) = 0 possèdeune solution unique

En fait, Ji cxistr un ouve-rt \V C r-ontr-n.mt l' ,,1sur lequel v(1') == 1/(1').Si tel n'était pas

le cas, on pourrait uouvcr une sUIIJ: p,,, dans \' tendantvers Ji et telle que pour tout 111: v(p",,) # k ,

ccst-a-curc- l/l:]im 1 .> A'+ 1. Les solutionsassoel{:Cs(,1',,,.1' ..l'm.k+1) vérifient les conditionsdu lemme
A."'.'" nLIIS'>lLW 1/'1111 == k . deux des hrmtc-s dessous-suttcsconvergentesdoiventêtre égales. L'unicité

locale dessoluuonssurks Ti, nnphqucalorsqu<' ,kLIX rk- cessow;-suilescoïctdcnt à parnrd'un certain

rang. ce qUI cont rcdr! 1 pour t()ut nI.
non vide, ct IicoinCHI(,t:lvcc/ J

•

En ctlct, l' peul s'écrtr.- d'a prr-, If' poml 1. CO III Ille la reunion ries ensemblesCk qui sont ouverts

d'aprèsle point J ct deux Ù .k-ux llJSjOJJlIS p:lr cOl1slruclHHl. Or, un ensemhlr;connexen'admet pas

d'autrepartmon en ouverts que le VIeI(" cl lui-mèm,-.

4. Lorsque }-' esl snnplcmcntconru-xr, les solutions de f(J',p) == 0 sont la réunion desgraphcs

deuxà deuxdisjoinls rie Il Ioncuons4>, ddirues et régultèrcssur

En effel, soit Ji E: P cl (,l' i - On construn.lessoluuonsde f(:v, p) = 0
pourJi E P quelconqueen prcnnnt les cxtrcmtlcsdeschcrntns01.'1d'ortgtne";, et associésà tm chemin

joignanl Ji" l'. D'aprèsk- lemme1\.0, "CS cx trérnuès sont independantesdu choix de l' et l'on peut

On a ainsi parconsrrur-uon:Vi = 1 II. v»E 1) f(<1>,(p),p) == O. Il resteà montrerque les <I>, sont

régulières. SOII]Jo un poml qurk-onquc:,If' l ' jOl.gn<lnl l'à Po, un voismagcconvexede Po et U,
un votsrnauc ·L1e <!l,II),,) lels que f(.I'.p) = 0 soli «qutvalcnt ù x == darrs U, x V Nous allons

montrerque 'P, sur l' SI P E 1 = 0,." ( 1) où 'r l'si la concaténationde 'ro cl du segment

[Pu,p]. tu:S t :sl}. Pouri E [to, 1].6>.,,(t) =
l';n partu-uhcr, <\),(p) = ([>,.-,(1) = et>iOC(p). 0

Il existe des résulrnt s srrru lm rcs dans le cadrecie la thcorte ries revêtements(voir 127J ou 120]), et il
est bien préciseque k- problème- la conunuuédu relèvement,pour laquelle les auteurs

ulilisent la compact. Dans notre cas,
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Remarque A.8 Les points 1 qui démontrentla première partie du théorèmeA.I
utilisent uniquementle lemme techniqueA.2. Les résultatsintermédiairessur les relèrnents
sontuniquementutilisés dansle point 4. qui montre la possibilitéde globaliserles solutions

(secondepartie du théorèmeA.Il. 6.

A.2 Rappelssur les applications propres.

A.2.1 Situation topologique.

On considèredeuxespacestopologiquesséparésX et Y et uneapplicationquelconquef de

X dansY

Définition A.9 (Partie compacte) Une partie C de L'espace topoloqique X est dite compacte

lorsque de tDur recouvrement de C par des o!werts (pour la topologie induite), on peut extraire

un recouvrement fini.

Définition A.lO (Application propre) L'application f l'SI dite propre lorsque l'image réciproque

par f d'une partie compacte de JOest une partie compacte de X

Par exemple,f est propre si elle est bijective et si t' est continue(homéomorphisme).
Lorsque f est continue, on sail que l'image d'un compact est un compact. Ce n'est pas
toujoursvrai pour l'image réciproque.

Proposition A.ll (Cas d'une application continue, conditions suffisantes) Si f est conti-

nue, f est propre dans les cas suivants:

1. X est compacr.

2. f est injectiue etjermée.

Preuve: dansle premiercas, l'Image reciproqued'urie partie- compacte(clone fermée)est ferméepar

continuit.é,clone compacte.

Dans le secondcas, bijcctivo sur SOli image. SOIt ri := r: f(S) - X, .riest continue,car st

lcrrné l' par hypothèse,doncaussifermé dansf(X).
Soit alorsC un compactde}' Or (" n f(X) est fermédansY ct inclusdans

Ctcompact, clone compact,atnsi que' son IIllage [Jar!l continue. 0

A.2.2 Cas desespacesmétriques.

On supposeici que .\ el } 0 sont deux espacesruétrtqucs.

ThéorèmeA.l2 (de Bolzano-Weierstram Une partie C de Vespuce métrique X est compacte

si, et seulement si de IOulE' suile d'élements de (' on peut extraire une sous-suite convergente.

il estpossible.,grâcE'Ù CE' théorème,de caractériserles applicationspropres
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Proposition AI3 (Caractérisation) f est propre si, et seulement si de toute suite .T n d'élé-

ments deX telLe que la suite des images f(.I',,) converge (dans YJ. on peul extraire une sous-

suite convergente (dans X).

Preuve : Supposonsque f soit propre. el sail une suite d'élémentsde X telle que

vers une limite 1. L'arlhércnrr- S de l'ensemble{f(x,,). 11 E N} est compacteet

S = Il E N} U FJ.Son image reciproque-par f est donc compacte.et contientpardéfinition

On peut aloi-s apphquorIc thcorcrncAvl Z.

Réciproquement,soit C un compartde}', ct U1W suitede f-I(e), Puisquetous les f(x n ) sont

dans(' qui est compact.une sous-xtu«: des f(,I',,) converge,soit f(xp ) ' En appliquantl'hypothèse,

on obtient qu'une sous-suuc- '"CII de J'Ii converge. COn1111e x'l cs èvidcmrnentextrait.e de J?n.f-I(G') est

compacl,etfesipropre'

La propositionsuivantecomplète lu condition suffisantedonnéedansle cadrepurement
topologique.

Proposition AI4 (Cas d'une application continue, condition nécessaire)si] est continue

el propre, alors f est fermée.

Preuve: SOII.1 un Icrmé de S. Pour montrerque flA) est Icrrné dansy, on considèreune suite

convergentelin d'"lémenlsde f( .-\). et on montre quesa hmiu- li dansY appartientà f( A). Soit X n une

suitequelconqued'antcccdcruspar f dans.\: E el f(,I:,,) = li" pour tout n. D'après1'1propost-

tion A.13, on peul cxt rau-cde .1:" uuc xous-sunc- convergentedont la limite nécessatrement

à l'adhérencede -l, c'cst-il-dlT<' il .1. l'aria «onttmntécle f:

A.2.3 Cas des espacesvectoriels de dimension finie.

On supposeici que X et J' sont deux espacesvectorielsde dimensionfinie,

ThéorèmeA.I5 Les compacts de X son/les parliesIennées bornées,

On a dansce contexteune caractérisationdes applicationsproprescontinues,

Proposition A 16 (Cas d'une application continue, caractérisation) Pour une application f
continue, les conditionssuiuanles SOrll èquivaïenies:

1. f est propre,

2. l'image réciproque d'une partie bornée est bornée,

3. !!f(.r)11 = +x.

Preuve:
1 {::} 2: si f esl propreet IJ C }' boru«, C f-I(B) qui est aussicompact,

clone borné. Rèciproqucmc-nr, SI C' C De fait, f-I(C) estfermé par

eontïnuitéet1JornêjXlrhypolh<':se,<1011('cornp:lct.

2 {::} 3: si 3 est laux. II cxis« une part.u- non borné« IJ C S telle que f(D) soit borné. Mais alors

r' (f( /J) j '1111 est borné p'ir hypothès«,d'où contradtcrion. Réciproquement.si BeY estborné

= Il n'est pasnon plus borné,d'où contradiction,
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ThéorèmeA.17 (Inversion globale) Si f es/ un C" -dilféomorphismelocal en tout point,
a::; r ::; +00,f est un C"-difféomorphismesi. el seulementsi f est propre.

Preuve: Ce résultatest dû à Hadamardct Levy l'our le cas r ::: 1. ct à Cacciopolipour le casr = O.

Voir parexemple/64J.

A.2.4 Cas desvariétés différentielles.

On supposeici que X et}' sontdeuxvariétésclilTérenliellesde dimensionfinie. et que f estde
classeCl de rang maximal en tout point. à savoir: Min(dim(X),dim(Y)). Des lemmesclas-
siquesde géométrieditTérentielleconduisentalorsà des propriétésde naturelocale. Lorsque
l'on supposeque f est propre. on peut compléterces résultatspar des propriétésglobales.
Toutesles démonstrationsse trouvent (par exemple)dans[39J.

Proposition AIS (Sur les immersions, dim(X) :::: dim(Y) Si f est uneimmersion,on a les
propriétéssuivantes:

1. f est un plongemenr local: pourtOH/ .1' E _\. il existeun ouuerl U ooisinaqe de:1' tel que
f(U) est une sous-uariéréde:\' en [tv J.et fil un dilTéomorphismede U sur f(U);
de plus: Tf 1., )/( C)= lm l'(!"):

2. f est localementéquiixüenteà une application linéaire injectiue: en particulier,f est lo-
calementinjective:

3. si de plus f est injectioe et propre. f es/ un pionqenumt.

Proposition AI9 (Sur les submersions,dim(X) ::: dim(Y) Si f est unesubmersion,on a les
propriétéssuivantes:

1. pour tout if E } - est une sous-uariéléde X'
de plus. sif(.l') = 1): = Kerl'(.!"):

3. si f est propre et}' connexe.f est surjectui«:

4. si f estsurjectioe et propre. f es/une Jihralion (théorèmed'Etiresmanrû,

Remarque A.20 (sur la surjectivité) Le point 3 provient du fait qu'unesubmersionest ou-
verte, tandis qu'uneapplication propre est fermée (proposition A.14). Ainsi. f(X) est non
vide. ouverl et fermé. donc égalà j' lorsque l'est connexe. /:;

Proposition A2I (Sur les étalements,dim(X) = dim(Y) Si f est unétalement.on a les pro-
priétéssuivantes:

1. f est undi17ëornorphisrnelocal en [Qutpoint:
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2, f est localement éqllivalenleà une application linéaire bijective:

3. si f est propre et l' connexe, f es: surjective:

4. si f est surjective et propre, f est un revetemerll propre,

RemarqueA.22 Le point 4 qui se présentea priori commeune conséquencedu théorème

d'Ehresmann,peul néanmoinsse démontrerdirectementà l'aide d'argumentsplus simples,

et dansle cadretopologique(voir la propositionA.23 Ci-dessous), 6

A.2.5 Applicationspropreset revêtements.

Il n'estévidemmentpas questioncie relatre ici la théoriedes revêtementsd'un espacetopolo-
gique 3 Nous nous contentonsici de donnerle résultatdont nousallons nousservir par la
suite Je théorèmeA.l Il s'agitd'unesimple reformulation
de [39]. proposition i.4.4, dans le cadre des espaces mélrtques.

PropositionA.23 (Applicationspropreset revêtements)Sail X el Y deux espaces métri-

ques. X localement compact, ei ] X --> }- un homéomorphisme local. Les aifirmatlons

suivantes sonr éouiixûentes:

1. f es1 un reoéiemetit propre,

2. f est surjccti] el propre.

3. f est surjectif et les [inrcs f- 1(u) son t de cardinal Jini el localement constant.

,l'" l, on (':hoisll de" ouvertsL', commeCI-dessusde sorteque

f sallsl811 alors en il "lia proprictède trivialité localequi définit

Montronsque f
cst proprcv Soi! On

peut toujourssupposerqll(, f( .l',u,) E \' l'our toul m. De Iart., tous les .l,,,, appartiennent"la réunion

des [il, et l'un de ceux-c-i, l ' 1 p.u: e-xe-mple,conucnt néct-ssiurcrnontune intlnité de termes. Grâceà

I'hypothèse- decompacttr- Iocnl«. on l'cul "voir choist li] compact. On peul donc extrairede

I'mfirutc dc tcr mcs r k- ln SUite .l'". appartenantù "\ 1I1lCSOLIS-sulte convergente.

3lcsvnriét.és ne suiûscnrpas, (Ill pnvc quc-k.onqu«n'l-tanl IllC'I1J{' pas une variété à bord.
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Remarque A.24 Par construction,tout revêtementest un homéomorphismelocal. La propo-
sition ci-dessusmontreque laréciproque,faussedansle cas général,est vraie pouruneappli-
cationsurjectiveet propre. La propretéapparaiLdoncbien commeunepropriétéglobalisante.

à l'instardu casdiffèrenttel précédemmentdécrit. A cel égard,l'hypothèsede compacitélocale
est secondaire:celle-ci sert uniquementà assurerla propretéd'un revêtementà fibre finie, et
l'on peuts'enpasserpourdémontrer1 q 2 =? 3. /::;.

Remarque A.25 (connexité de )') Lorsquel' esl connexe,f propreestnécessairementsur-
jectif pour les mêmesraisonsque dans le cas dessubmersions(point 3. de la proposition
AI9). De plus, le cardinal des fibres estconswnlcar les CA- = {U E Y#.f-l(y) = k} sont
ouvertset constituentune parUtion cie1 Celte remarques'appliqueévidemmentaussià la
propositionA2 1 6

A.3 Conceptualisationet généralisation.

La (longue) démonstrationélémentairedu théorèmeAl présentel'inconvénientde refaire en
partie la théorie de l'homotopie. Plus précisément,tous les lemmesintermédiairessur les
relèvementspossèdentdes analoguesdans la theorie des revêtements(voir [20) ou [27]). Si
l'on arrivait à se mettredansle cadrede celte théorie, on pourrait utiliser ces résultatspour
démontrerdirectementla secondepartiedu théorèmeA.l. Pource faire, onconsidèred'emblée
X ouvert et P quelconque,et on nole

5 = {(.I.I)) E.\. x p. f(.I'·p) = o}

la trace dans X x P de l'ensemble(fermé) des solutions de l'équation .f = 0 muni de la

topologieinduite. Par ailleurs. 011 note ïi' 5 - P la restrictionà 5 de la projectioncanonique
can: IR" x IR)) ---> lRi' est évidemmenlcontinue.

Lemme A.26 (traduction des hypothèses)Soi! f IR"+P -+ IR" une application continue, X

un ouvert de IRn el P une portu: de IR" non nécessairemenl ouverte. On a les implications

1. (i) =? t: est un homéomorphisme local.

2. (U) (Hi) =? t: est propre.

nagesouverts (; ct rlnns ,\. X [Rf' d'une 1'''1'1. cl V U d'autre

part, tels quef (,);,)1) = 0 possèdepour p C \ Ceci l'est vrai a fortiori

pour tout p E V nI'. homéomorphisme-de S n (1/ X V) sur V n P,
l'applicationrcctproqur-{,tant: l' f--

2: c'estexactementct' 'lue prouve k- klllllll·lechl1l'lul·!I.2 sr l'on unhsela carnctèrtsauondesappli-

cationspropresdonnée1"11'la Noter 'lu," la n.u ure de P nintervtentpas,grâceà la
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RemarqueA.27 La notion de relèvementpar l'équation .f ,- 0 définie précédemmentn'est
autreque celle, classique,de relèvementpar l'application 'Ir, Le lemmed'homotopieA,5 et le
lemmede relèvementdes cheminsA.6 ne sonten fait que lareformulatton de rèsultatsconnus
dansle cas cierevèternent.s.

Avec la propositionA.23, il est maintenantfacile ciedemontrer la généralisationdu théorème
A, 1 au casP non nécessairementouvert.

ThéorèmeA.28 (globaldesfonctions implicites) On se place dW1s Ie cadre du théorème

A.l, avec P partie connexe quelconquede IRP
Sous [es hypothèses (i) (H) (iii), ;r es/ un reoëtement: de P à Il feuillets, où v est un entier stricte-

ment positif. En particulier; ('équwÎon [ir, p) = 0 possède exactement 1/ soluuons,» E X pour

tout p E P
Sous l'hypothèse supptémentairc:

(iv') Pest simpLeme11l connexe el Localement connexe par arcs,

le revêtement ;r eSI triuia': les sO/lUions S sont consliluées par [a réunion des graphes deux-

à-deux disjoints de 1/ applications déjinie« qtotxüemen: sur X X P et de même régularité que

f

Preuve: 1" lemmeA.26 aSs()cJ("" lnproposJlionA.23 el ù la remarqueA.25 permettentd'affirmerque

t: est un revêtement;"111 Icutllr-t s: une appl,,;allonouverteet propreà but connexeest surjective,ct un

homèomorphrsmc-local surjccttl cl proprc esl un revêtement,à un nombretini de feuillets lorsqu'Il est

à baseconnexe(points 1. 2. 3. lkla lil'lllonslralionèlémenIHll'l').

LorsquePestsimplementconnexecl localcmcn:connexepararcs,un résultaidassiquede topologie

algèlmquc([27]. thèorèm«lX.2.9 p.l:l2) permetd'affirmerque lerevêtement11'esttrivial. Les sectionsde

11'sontalursc1étinles cklaçonglobale: Cl' sont lessolutions4>,11') cherchées[point 4. de ladémonstration

élémentaire).

RemarqueA.29 Commeannoncé,la preuveest nettementplus conciseque ladémonstration
du théorèmeA.28. En Iau. la proposilion A.23 établit le lien entre nos hypothèseset la

théoriecles revêtements.Ce lien étant établi, la possibilitècieglobaliserles solutionsprovient
directementd'un résultatclassique.dont la redernonstraüonhors cie son cadrenaturelestà

l'origine de la longueurde la preuveélémentaire. '"



Ann. A Equ.",O"> . ..",et



93

Annexe B

Polynômes,racines et stabilité.
Application aux systèmeslinéaires
SISO

B.O Introduction.

B.O.! Motivation.

On rappellequ'étantdonné UIl systèmedynamiqueautonomerégulier: .i: = f(:l') vértflant

f(.ro) = 0, l'équilibre .1'0 est (localementasymptotiquement)stabledés quetoutesles valeurs
propresde la matricejacobienneD.T.t'(.co) sont à partie réelle striclementnégativeHtnéartsa-

lion, voir [401pour le résultatoriginal). Les valeurspropresd'unematriceélantles racinesde

son polynômecaractéristique,la questionde la stabilité se ramènedonc de façon généraleà

l'éludedes racinesd'un polynôme.

Définition B.1 (polynôme stable) Un polynôme es/ dit stablelorsque ses racines sont à partie

réelle strictement négatives.

On considèreclans ce qui suit unsystèmelinéaire 5150 causal,donnépar sa fonction de

transfert (voir [34])'

!J = 1/ il = c1cg(D) :.: 1/ = deg(jV)

Introduisonstout de suite le vocabulairecourant.

(B.l)

Définitions B.2 (vocabulaire) On appelle pôles du sustème(B. 1) les racines de D. zéroscelles

de N, = il - Il en tre le degré de D et celui de N. Le système est

stable de phase)lorsque ses pôles (resp ses zéros) sont stables,c'est-à-dire

à partie réelle slriclemenl négatiue. Lorsque J\' et D onl une racine commune, on dit qu'il y a

cancellation,c'es/-à-dù-e simplUicaLion possible entre le numérateuret le dénominateur de la

fonction de transfen 1

Laulacc let cxcmnlcl. cl nous ne supposon::-. pas ;-1 pilon premierse-ntreeux.



94 Ann. B SystèmeslinéairesSISO

(B.l) représenteune écriture condensée,particulièrementadaptéeaux calculsque nous

allons mener.du modèlephysiquequi lui est donnéen représentationd'état. Dansl'exemple

qui suit. nousdécrivonsbrièvementJerapport entre les deuxformalismes.

ExempleB.3 (représentationd'état) Ln toncuonde translerl de:

s'obtien1 parlranstormationdcLaplaœ:

{
S

li

A.Y +bll
< c.S>

= det(.; 1 - ,,1), polynôme-earaeknsl"lue de ,\ de degn"d, el :Y(s) =<

(
a -:» b)

Cl 0

donr Ie dètcr-mtnantest justement-N(s), ch ute- d,' rang. Enfin. " partir du dèveloppcmcntformel de
(1- AI)-l on montreque (lormd1t'menl):

ct comme le degré rclul il1/ = d - Il :> 1 vcnfk- de g<:néTale: = + 0 on obtient:

Remarque8.4 (stabilité interne/externe)Le systèmeest donnéparsafonction de transfert.

et lorsquecelle-ci est issued'un modèled'ét.at ,il se peutqu'àcausede cancellationsle système

sous-jacentsoit instable. C'est pourquoion ne supposerapas et D premiersentreeux. ce

qui revient à ne pas e[feclUer les strnphûcauons éventuelles. De cette façon, les notionsde

stabilité interneet externecoïncident. D,

On se posele problèmed'assurerln stabililé déplacerles pôlesà gauche par retourde
sortie.et on envisagepour ce faire deux typesde bouclaae;le premierdit proportionnel(ou Pl:

1/ = -kpU+/'

et le seconddit intégral lou 1):

N(,,)

-, 1) = l'l,DIS! +- kl,V(.,)!/'

(B.2)

(B.3)
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dont les consignesauxiliairesrespectives" el .t.i<- sontdestinéesà permettrede changerde point
de fonctionnement. JI se trouve que le retour proportionnelpur ne permetpas en pratique
d'assignerexactementl'équilibre désiré- il demeurece que l'onappelledes biais -, tandisque
la stabilisationpar retour intégral pur est structurellementcompromise(voir plus loin). Le

casintéressantpour la commandeconsistedonc à combinerles avantagesà l'aided'unretour
proportionnelintégral (ou PI):

Remarque B,5 (sur l'invariance des zéros) Les trois fonctionsde transfertassociéesrespec-
tivement à (B.2) [B.3) et (BA) ayant NI·" pour numérateur,les bouclagesproposéslaissent
invariantsles zéros dusystème (B.I). En paruculter.ils conserventla propriétéde minimum
de phase. A l'inverse, il arrive que l'on inclue la consignedans le terme proportionneld'un

retourPI de la façonsutvante:

ce qui apourconséquencede rajouterUII zéro au système commandé.Lorsquekp et k'[ sont

de signecontraire,ce zéro estinstable,ce qui peutposerdes problèmesde régimestransitoires
(le systèmen'est plus à minimum de phase). 6

Exemple B.6 (représentationd'état.suite) Ll' retour l': 11 = -l:/-,y + " conduit au systèmecom-

mandé:

{
.\" = (.\

.I! = <
+b,'

de fonction de transfert: Hp(';''''I-) =< r.(.,/ - A + kl'/)Ct)-Ib >. Pour exprimer Hp sousforme

d'une Iracüon, on calcuk de de-ux taons <lIllt:rcll(cs le dctermmant:

où la premièn-ég'ùlt<' rcsulu- <1('la torrnuk- <1('dctcrrrunant par blocs, tandisque la secondes'obücnt

par cornhinatsonhnéam-de lignes. Il en rc-sult«:

RemarquonscnsUlu'quc<l('t[.,/-.1
J, et Je tc rme x-orrsr ant: <1('1(.,/-

le coefficient clc l,p est V(.,) =< c. is ]

(' saufunesont nulles <l'où:

(',,1 artin('cn ke carlamatricebel esl toujoursde rang

s'oiJlIcnl en Lusant"'p= O. Enfin. le calcul montreque

> se placerdansle casoù toutesles composantesde

et l'on retrouve la toncuond,' transtcrt (13.2).
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Le retour PI: IL = -1,,[',//- A'j - y,-)dr r-onch.ul à urie equationintégro-dillërentielle:

On obtientde nouveauUll systèrn«purementc1IiI<:rentle\ en ajoutantunevariableausystèmede départ,

en l'occurence:x = r;« (,.\(r) > r t). )dT. d'où le systèrn«cht étendu:

{

.\" = < -.» >
,/' = < > -y,

il = < r,.\" >

dont les équthhrcsvénflent nécess.urcm.-ntil =!J rejel des blais et dont la matrice:

permclderetrouverlalclllelloncl<'lranslcrl(lIA), o

Puisqueles pôles enboucleferméesont paramétréspar le ou lesgains.la questionquel'on
se poseest desavoircommentcalculerces dernierspour placerles pôles 2 dansle demi-plan
complexegauche,Dansun premiertemps.on étudiele comportementdes pôles dessystèmes
(B.2) et (B.3] lorsque /,'j' --> ±x. cc que l'on appelle la commande à grand qain. On traite
ensuitele cas complet(B.4). en introduisantà celle occasionla notion de fonction de transfert
positive réelle. Pour finir, on énoncesansdémonstrationles résultatsclassiquesde stabilité

reliant de façon généraleles coefficientsc1'unpolynômeà la positionde seszérosdansle plan
complexe,résultatsque l'on particulariseaux systèmesSISO en comparantavec l'approche

grandgain.

B.O.2 Rappels d'analyse complexe.

La démonstrationdes théorèmesde basesuivantsse trouve dans(out traité d'analysecorn

plexe, commeparexemple[491.

ThéorèmeB.7 (fonctions implicites, cadre complexe) Soil F( z , e ) continuede C x dans

C. analytique en z , el telu: que:

cf 0

Alors, il existe unejonction cont inue 0 telle qu'au voisinage de ('o. fa):

2 colle c llve mc nl. l'assignation mdrvrduclk- polosÙ l'ardcd'un nombremléncurde paramètresétant
gênériquell1ent compromise-
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Remarque B.8 Le théorèmeclassiquedes loncuonsimplicites entraîneque si deplus F. con-
sidéréede 1Il2 x IRdans1R2 est declasseC' il en est demêmepouro, En dérivantl'équation

F(tf;(t). e) = O. on obtient:

o'(é} = __(,*)-1*
<iJ"(f)= _(#;-)-1

(B.5)

(B.6l

Donnonstoui de suite la forme particulièresouslaquellenousutiliseronsce résultat.

Lemme B.9 (technique)
et H onututiques en :, H

= C(:) -+ I/H(::..I/ ) continue de C x IRdans C. avec G

en 1:./1). el de plus:

= 0

01- 0

Alors. ü existe uneJonclÎon de classe C' 0 telle qu'au voisinage de (zu. 0):

F(:.I/) = 0 -;=> : =::'0 -+ I/Ô(IJ)

= G'(z) +
=

valant ":-0 en O. que l'on peut doncécrire sousla forme annoncée:

Le théorèmede Rouchè donne des coruhuonspour qu'une perturbationd'une fonction
holomorphene modifie pas le nombrede zéros clans undomatneflxè.

Théorème B.10 (de Rouché) Sail C un Olwerl borné dt' C el f et 9 continues dans U. holo-

morphes dans [' el lelles que:

V: EDe Ifl: Il> Ig(:)1

Alors. f el f -+ 9 ont le même nombre de zéros dans L'

Enfin le principe du maximum constitueune propriétéfondamentaledes fonctions holo-
morphes. Il s'étendcie fucon immédiateaux paruesréelles el imaginaires.via la fonction
exponentielle.

ThéorèmeB.ll (principe du maximum) Sail C un ouvert borné de Cet [continue dans U
holomorphe dans [' Alors:
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B.I Etude asymptotiquedesracinesde D( s)+kN"(.s).
Application au retour de sortie à grand gain.

B.1.1 Zéros finis, zéros à l'infini.

Par soucid'intégritémathématique,on conduit plutôt l'étudeen E = t et l'on pose:

Les degrésrespectifsdes polynômesil' et D sont ici quelconques,c'est-à-direque l'on ne
supposepasa priori n S d, On conservela notation: 1/ = li - Il. Une prerntèreétapeconsiste
à classerles racinesde P en deux,groupes:bornéeset non bornéeslorsquef -> O.

Théorème B.12 Lorsque f -> 0, 1/ racines de P exacrernenl restent bornées.

re cusciue ouvert ,ISSO(:lC, l'OUI' ( assezl'dit, on .u rra pour tout 8 E C. Donc,

N +cD et Nantiernêrne nombred,,' r<lellll'''Ù l'mténr-urde (' e'csl-à-chr"n. Mats commepm' hypothèse

N + eI) est dl' degre'n,11n'y" pas d'autrerncmr- ù eon""i(:n:r

Cas n < d: le raisonnementCI-dessusrnorurr- 'I"e + (0 1)()"S,C(1L'au I11l01"', /1

mats il res; n montrer que- les d - /} a ut rc-, ne le-....ont pas.

obtenusen renversantl'ordre cie" eodllncnlsde :V c- J) rcsperuverne-nt, el l'on pose8 =

N(8)+(/)(.') == /,.'-"\1"'\-'."')11·\\

Parailleurs,N( 0) f acar le coefficre nl constantde N n'estautre'lu" le coeffietenl cl.. plus hautdegré

de N Il existedonc un cercle(' ecnln:' en Oet ,k

((171 assezpcllt

et pour tout r E]O,C[,
de C, il savoir d - Il. Commeon il

nulles pour ( f 0, ct Il'U1'>; inver-ses.qui se trouvc-nt ù lc-xtérrcurelu cCTd.. (.' derayon sont racines

de N(s) + ,O(s), En conclusion,ètallt donne' Il nrl nt r.urcrncnl pclu. II cxistr- ,cl-11 rnrin",",

de + (0(8) soient de moduleslIpe'nellr:, +< pour 0< ( < C.

Ce résultatcorrespondà I'munuon: lorsque f = 0, N + eD se réduit à N; et donc semble
posséderIl racinesbornées.On s'attendcie plus à ce que celles-ci tendentvers les zérosde
N ce que ne dit pas lethéorèmeprécéclent el c'esteffectivementle cas.

ThéorèmeB.13 (zéros finis) Si "(J est mcirw de cl'ordre u, el si D("o) 0, il existe /-l

Jonctions C'" 01(f), 6),,( f) didinies sur un et telles que:

{"o+ (B.7)

constituent fi solutions de l'équation PI.,. f) = 0 pour e > 0 voisin de 0, les Z, étant les racines

uièmes de: - ,
Si D(.so) = 0, P( 80. f) = 0 pour tout f tconccluuion). el le développernenr ci-dessus se réduit

à.so·
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Preuve: on pose,N(s)= [s - so)IJ-Q(s),Q(so)= N(IJ-)(so) i=0, et on effectuele changementde

variable: s =So+ f;; z destinéà "éclater" la singularité:

N(s) + fD(s) = fZIJ-Q(so+ f';;Z) + (O(so + (F(z,

PuisqueSo n'estpas racine de N + eD, N(s) + (D(s) = 0 équivautà F(z, ,};) = 0 (on peutdiviser
par<J.Or, F peuts'écrirede la façon suivante:

F(z, 1])= Zl'Q(so)+ D(so) + 1]R(z, 1])

où R est un polynôme.SoientZl ..• zlJ- les racinest-tlémes de Commecelles-clsontsimples,on

peutappliquerle lemme8.9 à l'équation: F( z,1])=0 au voisinagede chaque(Zi, 0), ce t-t

racinesde la forme: Zi+ 71<P, (71).En coordonnées(s, e), on obtientfinalement: So + f;; zi + f;; 1>,((;;). 0

Remarque B.14 (sur le signede El Lorsquee tendvers 0 parvaleurnégatives,le théorème
s'appliqueen écrivant: N + eI) = N + (-é)( -D). De fait, les développements(B.7) ne
diffèrent au premierordre qu'àpartir de J1= 3. 6.

On a un résultatanaloguepour les racinesnon bornées.

ThéorèmeB.IS (zéros 11l'infini) St v = d - n > 0, il existev JoncttonsC= tPl (é), .. ,tPv(é)
définiessurun voisinage dezéro à droite dans IR et telles que:

(B.8)

constituentv soluttonsde l'équatton Pl s .f) = 0 pour e > 0 voisin deO, lesz, étantles racines
uiêmes de:

Preuve: on fait le changementde variables =(-;; z:

N(s)+cD(s)=(Nn+DdZv)Znf-'!;+(Nn_I+Od_IZv)zn-If-";;'-'+ ..+No+Dvzv+Dv_IZV-lft+...+Dof

Commeon exclut le cas s =0, on mel enfacteurznf-'!; dansle secondmembre,de sorteque N(s) +
cD(s) = o équivautà:

Nn+OdZv+(Nn_lZ-l+Dd_lZV-I)(t+... + ..+Doz-n/'-t-"

ce que l'onréécritsousla forme:

F(z"t):== u; + DdZv+ ftR(z,ft)= 0

On appliquealors le lemmeB.9 au voisinagedes (z;, 0) où les z, sont les racineslJiémesde On

terminecommepour les zérosfinis. 0

Pourterminer, résumonsla situationen termesde gain k.

Proposition B.16 (racines asymptotiquesd'une droite de polynômesD( s) + kN(s) Lorsque
k:-> ±oo, les racinesde D(s) + kN(s) se décomposenten:

• n racines bornéesde la forme: 50 + O(lkl-';;) indépendammentdu signe de k, où80 est
ractne de N d'ordre li, d'unepart.,

• le cas échéantlJ = d - n racines non bornéesde la forme: 1kitz, + O( 1) où les z, sont
les racinesvièmesde pour k:> 0, et de pour k < 0, d'autre part:
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B.l.2 Application à la stabilisation par retour de sortie.

Définition B.17 (stabilisabilité par retour de sortie à grand gain) Le système (B.l) est dit

stabilisable par retour de sortie P (resp /) à qranc: gain s'il existe un gain k-p> ° (resp kp > 0)

tel que le système (B.2) (resp (B.3)) sail srable pour LOWJ,:p > J,:? ou l.:p < -kp (resp k1 > kj
ou k1 <

Il s'agit donc de raire ensorte que les racinesde D(::;) + kN(s) lresp + kN(s))
soient à partie réelle strictement négative. Pour ce qui est deszéros finis. la proposition

précédentemontre que dans les deux cas Pou I. une condition nécessaireet suffisanteest

que le polynômeN soit stable[minimum dc phase).Pour les zérosà l'infini. plusieurscasse
présententsuivant la valeur du degré reluuf Il en boucle fermée. Considéronstout d'abord

le cas P. Si IJ = cl - 1/ = n'y de zéro à l'infini et la questionest réglée. Pour
el est strtctementnégatü, et il suffit de choisir1:assez

le sisneadéouat.Pour IJ = 2, les racinescarrées;'1 et Zz sont

auquelcason ne peut concluresanscalculer

le terme constantcontenudans le Enfin, pour IJ 2: 3, l'une des racinescubiques

est nécessairementfi partie réelle postuve. el la stabilisationpar retour P à grandgain est
impossible.Le casdu retour1se dèdutldes considérationsprécédentessachantqu'àla droite

sD(s)+ L'V(s) est associé:1/ = ri + 1 - 1/ [le retour1augmentele degrérelatif d'urie unité),

Finalement:

Proposition B.18 (stabilisation par retour de sortie à grand gain) On considère le système

linéaire SISO causal (B.l) de degré re/a/ir Il 2:0, el 011note ;1'11 et Il, les cOIc;f]îcients dominants

respectifs de J'v" el D. Lorsque N l'SI slabl,,· minimum de phase-, on se trouve dans l'un des

cas suivants:

• si 1/ = 0, le système l'SCstahilisahl« par retour de sortie P à grand gain de signe quel-

conque, ou 1à grand gain du signe de .Y" D.I •

• si 11 = l , le sustèmel'SI swbilisable par retour de sortie P à grand gain du signe de lVnD d ,

mais 011 ne peul conclure pour le retour l,

• si 1/ = 2, on ne peUL conclure pour lé' relOln mais Lesystème Il 'l'si pas stubilisable par

recour 1 à grand gain,

• si Il 2: 3, Lesystème n'l'SC pas stabitisabu: par relour de sortie P ou 1 à grand gain,

et, le cas échéant, La non slubilisahili/(;, prouient exclusiuemenl des pôles à l'infini.

SUV n'l'si pas slalJ1e· lion minimum de phase le sljstème n'est janiais stabiLisable par retour

de sortie P ou 1 à grand gain. et ceci prooietu des pôïes jinis.

Remarque B.19 (sur la déstabilisation par retour intégral) De Jaçon générale,l'utilisation
d'un retour1introduit un pôle fi l'inlîni supplémentairecl il se peul que lesystèmecommandé

soit instable, même 10rsCJue ll' S!/S/l)1111' de déport est stable. L'exempleacadémiquesuivant:
N = oS+ 3. D = (.> + 1)2 seralraiLé ci-dessous f:::.
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B.1.3 Développementsasymptotiques.

Danscertainessituations.on est amenéà pousserles développementsasymptotiques(B.7) et
(B.8). L'indéterminationdes cas lJ = 1,2 dansla propositionprécédentefournit un exemple
d'unetelle situation. La méthodeest simple: Il suffit de calculerles termesd'ordresupérieur
intervenantdansle lemme techniquegénéralB.9, puis d'appliquerle résultat à l'équation
F( z ,1])= 0 dérivée deP( s, e) = 0 avec lechangementde variableadéquat(cf démonstrations
ci-dessus).A titre d'illustration, étudionsle cas v = 2 de lapropositionB.18.

Lemme B.20 (zéros Il. l'infini, cas v = 2) Si v = d - Tl = 2, et si NnDd > 0, les deux zéros

à l'infini de D(s) + kN(s) admettent le développement suivant lorsque k --> -l-oo:

Soo= ±iffiVk- _N;:l) +0

à l'aide de (B.5], oncomplèteaisémentle développementdu lemme8.9:

(B.9)

G(z)+TJH(z,l)=O (8.10)

Parailleurs, l'équationdes zérosà l'Infini dansle cas lJ = 2 s'écrit:

F(z,l)) =N; + DdZ2+T/(N:-
1 + Dd-tZ) + TJ2R(z,l))

En prenantG(z) = Nn + DdZ2,on obtienten Zo =±iw, W2=

_ = _ = _ = _

d'où le résultaten reportantdans(RIO).

Exemple B.21 (déstabilisation par retour intégral) On prendN =s+3, D = (s + 1y, d'où:

kN(s)+ sD(s)= k(s +3) + (S3 + 2s2 + s + 1)

Re(soo) = G-D+O(/f) = +0 (7k)
qui est bien> 0 pour k > 0 assezgrand.

Nous sommesmaintenantà mêmede compléterla propositionB.I8.

<>

Proposition B.22 (stabllisation par retour de sortie 1 grand gain, compléments) Dans les

conditions de la proposition B.18 et lorsque NnDd > O. les trois proposUions suivantes sont
équivalentes:

(i) 1/ = 2 et lesystème est stabilisable par retour de sortie P à grand gain,

(li) v = 1 et le système est stabilisable par retour de sortie l à grand gain.

(Ui) D d- l _ Nn_l > O.
u, s;

Preuve: on applique(8.9) à D(s) + kN(s)pourle retourP, et à sD(s)+ kN(s) pour le retour1. 0
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B.2 Etude asymptotique du signede Re (D(s);{;V(sJ.
Application au retour Proportionnel Intégral.

8.2.1 Réflexionspréliminaires sur le calcul desgains P et 1.

L'idée la plus naturelleconsisteà calculerle .l;ain proportionnelde façon à obtenirun système
intermédiaire(B.2) stable,afin d'appliquerù ce système un retour1.Cependant,nousavonsvu
ci-dessusque le gain intégral ne sauraitètre choisi quelconque,souspeinede déstabilisation.
A cet égard, il est intéressantde remarquerque. conformémentà l'intuition. ceci ne peut
arriver pour de biblesgains inté:;!;raux.

PropositionB.23 (non déstabilisationpar retour intégral â faible gain) Soit D st.able de deg-

ré d, N de degré 1/ ::; d et P(.,.I,) == .,DI.') + kS( .,). Il existe 1.." > 0 tet que Pts. A:) soit

stable pour tout 0 < IA'I < k' auec 1.. du signe de D(OUY(O) si D(O)lv'(O) !- 0, el de signe

quelconque sinon.

Preuve: on prendecru- lois diredenwnt( = k d l'on applique'les résultats de la sectionprécédente:

le c1e:!!rérelatlf rle s Ui «1 -l- (NI., l valnnt iCI 11- (cl+ 1) < O. li n'y a pasdt>zéro" l'infini. et les zéros

f) qUI sont stablespar hypothèse,et 0 dansle cas

N(O)D(O) oF O. qUI de !!lit csi srmplc. l'our lever t'mrlctcrmtnauon, on utilise le-développement(B.7)

qui pour Il = 1 est VAlable' quel que- SOli le slgn{' de r:

Lorsque l'on commencepar stabiliser le systèmede départ par un retour p. la proposi-
tion précédenteappliquéeau tnterruèdtairese traduit par l'existenced'une borne
supérieurede gains intégraux associéeà chaquegain proportionnel /.:P. Intuitive-
ment, plus on prendkl , grancl el plus on don récupérerde margepour le choix de /.:[. Onest

alors en droit de seposerla questionsuivante: existe-t-tl un gain proportionnelfini /.:'P* qui
conviennepour tous les A'/ (ciesigne Ilxé). ou encoretel que:

Une réponsetrés partielle peut êlre dérivéedu développement(B.9).

Proposition8.24(stabilisationpar retourPI â grandgain intégral) Dans les conditions de

la proposition B.18, lorsque de pius X est stahle, l' = 1 el JV" D J > O. le Sils/ème est stabilis-

able par retour Pl à grand gain intégral si, el seulement si:
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d'où la conditionde stabilisabilltépargrandgain intégral: kp > kj,.
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Cettepropositionconstitueunealternative- à gain proportionnelplus faible - au résultat
que nousallonsétablir: l'existenced'uneborneky; convenantpourtoutchoix de gainintégral.
Dansce cas, lesystèmeintermédiaire(B.2) doit vérifierunepropriétéplusforte que lastabilité.

B.2.2 Fractions rationnellespositivesréelleset retour intégral.

Définition B.25 (fraction rationnelle positive réelle) Soient N et D stables, dedegrés ri et

d lels que: lJ = d - n E {-l, 0,1} et à coefficients dominants N n et D d de même signe.

H( 3) = est alors dite (strictement) positive réelle lorsque de plus:

\/8 E C, Re(3) 0 =} Re(H(3)) > 0 (a.i i)

Cette définition appellequelquescommentaires.Tout d'abord, l'adjectif strictement sera
toujoursomis etsous-entendudansla suite. Ensuite:

• l'hypothèseD stablese Justifie par le fait que H doit être définie (et doncholomorphe)
pourRe(8) 0:

• l'hypothèseN stablese justifie principalementparla remarquesuivante: si N (80) = 0
avec Re( 80)> 0, (B.Il) ne peutêtre vèrtflé,carla partieréelle d'unefonctionholomorphe
changede signe auvoisinaged'unzéro. EnsupposantN stable,on imposede plus que
N n'ait pas deractnesur l'axe imaginaire; ceci a l'avantagede permettrela propriété
suivante: est positive réelle si, etseulementsi l'est, qui s'obtienten remarquant

que: =

• enfin la condition (B.ll) impose 11/1 -::1 et NnDd > O. Prenonspar exemple1/-::O. En
divisant N par D, on obtient: = Q + où Q est un polynômede degré -lJ 2 0 et
une fraction rationnellede degrérelatif au moinségal à I, holomorphesurle demi-plan

droit. Defait:

= + 0(3Ivl- 1
) )

au voisinagede l'infini. En prenant3 = pciO• Re(slvl) = plvle'lvlO qui gardeun signe

constantsurle demi-plancomplexedroit si, et seulementsi: 11/1 -:: l , auquelcasce signe
est celui deNnD d qui doit donc être positif. Si1/> 0, constdérerjj ,

La caractérisationsuivantepermeten pratiquede ramenerle testde la propriété(B. Il) à
l'éluded'unefonction d'unevartableréelle.

Lemme B.26 (caractérisation) Dans les conditions de la définition B.25, (B.II) équivaut à:

\/w E IR, Re(iw) 0 =} Re(H(iw)) > 0

Preuve: il s'agitbiensûrde montrerle caractèresuffisant. Prenonsparexemple1/ O. Au voisinage

de l'infini (voir commentairesci-dessus):

Re = + 0
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qui est, pour Isiassezgrandet > 0, du signede ("esl-à-dm:strictemcnt positif à causede

l'hypothèsede signc sur l'axe nnaginair<', 0 pour lin So à droite, Soit

alors R > Isoi {Izl =: Ret Re(z) > O},
T =: {iuJ, w E [- U, R]} el -.J. [c dcmi-dtsqucaSSOCll', Sur =: CUI, > 0 et d'après

le principe du maximum, Re( 11(s)) possèdelin munrnumsur"Equi est atteint sur Dt::., donc> 0, en

contradictionaveel{c(ff(,so)) S; 0, 0

ExempleB.27 (dImensIond =: 2, degrérelatif 1/ == 1) On se donne IV (s) =: S + N, et D( s) =: S2 +
D,» + fJ2 stables,c'cst-à-drreS,. D, el O2 > 0, est elu sign" de: ReDN, Calculons:

est>°pour toul ",' SI, cl seulementSIl), - <>

RemarqueB.28 (stabilitéet passivité) Les fractions rationnellespositives réelles sont ex-

actementles [onctionscie transfert cles systèmeslinéairesclits passifs. Pour plus cie détails,
voir par exemple1221.ch.ô. L'exempleprèdédcnt montre ainsi que la passivitéest une pro-

priété plus forte que la stabilité f:,

L'intérêt cles fractions rationnellespositives réelles résideclans le l'ail que lastabilité du

systèmeS1S0associéest dansce cas robusteà tout retour intégral, pourvu simplementque

le gain possèdele signeadéquat.

PropositionB.29 (non déstabilisationdessystèmespositifs réelsparretourintégral) Si P(8) =
8D( s) + IdV (s), avec positiue réelle itespnéqatioeréelle) el Il = d - IJ =0 ou 1, alors P
est stable pour WUI 1..> 0 (res}J 1..< 0).

partu- ]"(TII,,:;:, O. Comme J) l'si stable, D(so) 1= 0 et:

d'où contradrcnonSITi-B cs: posurvr- reelle > 0 (l'es!, réelle et k < 0). 0

RemarqueB.30 (réciproque)La réciproqueest fausse,commele montre le contre-exemple:

N(s) = (,' + If D(,,) (,' + IO):l Cil effet, 011 + kN(sJ stablepour

tout" > 0, mais il existedes valeursde .,. > 0 qui < O. Ainsi, la passivité

estune propriétéstrictementplus Iort.e qUE la f:,

B.2.3 Application au retour PI.

Le lemme précédentmontreque la question cie la stabilisauonpar retour PI de gain intégral

quelconquese ramèneà pouvoir renclre une fraction rationnelle positive réelle uniquement
par retourP, et l'on sail que dansce cas, le systèmeboucléest stable.

PropositionB.31 (passivisationpar retourproportionnelde sortie) Soient."Y(s) etD(s) de

degrés TI el cl lets que: 11 / 1 =: Id III l , el soient .Y" el D', Lescoeifîcients dominants, Alors,

siN est stable:
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• si NnDd > 0, est bornéinférteurementpourRe(s)2:0, et est positive

réelle pour k> k* = - infwER

• si NnDd < 0, est bornésupérieurementpour Re(s) 2: 0, et - est

positive réelle pour k < k* = sUPwER

Dans les deux cas,les bornesk: sont optimales, ausensoù lesdemt-droitesde gainsassociées
sont maximales.

Preuve: en effet. comme lui= Id- ni S; 1, est du signede pour Isiassezgrand tel

que Re(s) > 0 (voir démonstrationdu lemme8.26], doncbornéinférieurementsurle demi-planouvert

Re(s) > 0 - et parcontinuitépour Re(s) 2:0 -lorsqueNnDd > O. Par ailleurs:

sgn ReD(S):(:N(S) = sgn ReD(S):(.:;(S) = sgn (k +Re

SupposonsparexempleNnDd > O. Alors:

Re > 0

et est positive réelle si, etseulementsi:

k > _ReD(iw)
N(iw)

k > -Re = - Re

Si NnDd < 0, on appliquece qui précèdeau couple (D, -N).

Nous pouvonsmaintenantrécapitulerles résultatsobtenusen termesde retourPI.

Proposition B.32 (stabilisation par retour de sortie PI) On considère lesystèmelinéaire cau-
sal SISO(B,i) de degré relatif v valant0 ou l, et on noteN; et Dd les coefficientsdominants
respectifsde NetD. Si N est stable- minimum de phase-, et si NnDd > 0:

• (petit gain intégral) il existe kj, fini tel que:

kp > '* D(s) + kpN(s)stable,

et pour chaque gain proportionnelkp > kp. il existe kj( kp ) tel que:

• (grand gain intégral) pour tout gaink» tel que:

Jep > _
il existe kl( kp ) tel que:

k] > ki(k?) '* .sD(s)+ (sk p + kr)N(s)stable:
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• (gain intégral quelconque) il existek;,' jin! lei que:

le choix: - Re :::; étant optimal, et:

Si 1'1n'estpas stable. kj,=
Enfin si .:VnDd < O. en changeantN en -N et chaque gain en son
opposé.

Preuve: il sufflt d'appliquersueCCSSlvelllcnlle" proposruons n.18, 13.23, 8.24 cl 8.32.

Remarque B.33 On retrouvebien la condition de par grandgain intégral de la
propositionB.24. En si 11 = J el N"D./ > 0: = (CI,'; + :3) + avec R de degré< TI

et.fJ= -l.p. D'où: = -1..- + O( =-), ce qui implique en faisant tendre",-'vers l'infini:

lep lep.

B.3 Critères de stabilité despolynômes.

B.3.1 Résultatsclassiques.

Le lecteurestinvité à consulter[261 pour un exposécomplet de la question.Soit:

\( = :' + \ 1:" + + \"

un polynômeà coefficientsréels. Rappelonstoul d'abordune conditionnécessairede stabilité

bien connue.

ThéorèmeB.34 (condition nécessairede stabilité de Hurwitz) Pour que toutes lesracines
du polynôme:d:::) aient des paniesréelles ssrictement positives, il fout que les coefficients
Xl soientlOlisslrictementpositifs. Cellecondilion esc suJJisanteuniquementdansle cas
TI:S 2.

Pourénoncerle résultai principal, on iru.rod ult la matricedite de Hurwitz H qui est.carrée
de taille n:

\1 \ \c,

1 \2 \.\

H=
0 \1 \:1
0 J \2
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ThéorèmeB.35 (critèrede Routh-Hurwitz) Toutes les racines du polynôme Vez) ont des

parties réelles strictement néuatioessi el seulemenl si !DuS les mïneursprù1cipaux de la matrice

H sont strictement positiis:

6.n = det(H) > 0

(B.12)

RemarqueB.36 Le critère de Rout h est totalementéquivalentà l'énoncéprécédent.mais ce
derniera l'avantagede laisserplus de liberté à l'utilisateurpour le calcul de la "colonnede
gauchedu tableaude Rout.h" dont les coefficte ntssontjustementles 6.,. 6.

Même lorsqueles coelûctents\' sont afflues en les paramètresque l'on dèsirerégler, les

inégalitéspolynomtalesque l'on obtient peuvent être complexes. Il se trouve que lorsque
les sont strictementpositifs (condition nécessairede Hurwitz], ces inégalitésne sont pas
indépendantes,et le critère suivant. peu connu, permetde n'en considérerqu'unesurdeux,
ce qui enpratiquepeut s'avérertrés utile.

ThéorèmeB,37 (critèrede Liénardet Chipart) Toutesles racmes du polynôme X(z) ont des

parties réelles strictementnéqaucessi el seulement si l'une des quatre conditions équivalentes

suivantes eSIl!érijiée:

I! \" > O. > O. 6. 1> O. 6.3 > O.

2) v.,> O. \"-2> O. 6.2 > o. 6.1 > O.

3) \n > O. \,,-1> O. \" :J > O. 6.1> 0.6.:1 > O.
41 \,,>0. \,,-1>0. v.. 3>0. 6. 2 > 0 . 6.4 > 0 .

(B.13)

8.3.2 Comparaison avec l'approche asymptotique.

Bien que lesrésullatsci-dessuspuissentconduireà des calculscomplexes,ils ont le mérite
d'êtreexacts. Si nousreprenonsla problérnauquede la premièresection stabilisationd'un
systèmelinéaire SiSO par retour de sortie -. la propositionB.18 affirme par exemplela sta-
bilisabilité par grancl gain dansle cas déphasageminimal et degrérelatif l, mais ne donne
aucuneindication quant au choix cie la borne inférieure de gain J..' L'applicationdu critère
de Rout.h-Hurwitz permet en revanchecie spécifier la borne optimale théorique,ce qui con-
duit en pratiqueù plusieursbornesexpltcrtement calculablesen fonction des coefficientsdu
polynômede départ.

PropositionB.3B Soil P; ".I..! = D(., 1-t LY (.,). al!ec D normalisé de degré ri et N stable,

de degré ri - 1 à coejjicien: dominant Pour (QUi 1 = 1 ... d, on note 6.,( k)
le mmeur principal d'ordre 1 considéré comme polynôme en s à

coefficients dépendant de le, Les l..) éwnl des poiunomes en k, de degré i, on note aussi:

= max {J,E IR.6.,(1,,) = o} et l:' = max{J.,; i = 1 . . d}

Alors, Pt s . k) l'SI stable pour LOul1, > 1,- el la borne k' ainsi calculée est optimale au sens

où il n'existe pas de borne slriCletrlenl inférieure possédant cette propriété.
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Preuve:
affines en 1.:. Commepar dèfiruLIOn, est racine rèelk-de l'un des LI." l'une desinégalitésau moins

du critère cie Roul h-l lurwitz n'est pas salIslallc: donc SI k* convient. il est optimal. Or. il estsûr par

construcuonquechnquc gardeun slg:nc«onst.mtpour k > k', ct ce signeest celui du eocflleient

du termede phrs rmu! Llegri' c n h:, l'our obtenir le monôme-dorrununt, il suffit en fait de neconserver,

danschaquelJgnc ou colonne,que ks rer mc ries l'JlIS1];IUI (11<,.'(re, en i occurcncr-1. Plus précisément,

si l'on note D(s) ==5" + D,s,I-I + + /J,. el .+ Sn,on a pour toul i ==1 ... cl:

.

N,l'+D,

2..;(k) ==

/J"
D,

Dl
f)

.1 ==6,1.:'+71",_,(1.:)

,\',k+ D,

oû 71""_1(1.:) est un polynnm«d'ordreau l'lus 1 - 1 en k. el:

"Tl 1T1ITl"lll" nr-n-rc-trinl de la rnntrrc-c- de Hurwitz assocll'"ail polynômeN(s) (pour i = 1. on

l'ar hypothèse.N, > 0 ct N(,,) est stable,ce qui d'aprèsle critèrede

> 0 l'our toul 1. De l.ut , le eoenlcien!,l, de l,' dans2..;(k) esl bien

k* 0

Remarque B.39 Il peul évidemmentexisterdes gainsstabilisantsk < k* maisla proposition
affirme quedansce cas. ilexisle au motus1111 .galll J,.'déstabilisantcomprisstrictemententre
k et P Du point de vile de larobustesse,il esl evidemmentplusavantageuxde disposerd'une
demi-droitede gainspluiôl que d'un tntervalledont les bornesréellespeuventse trouverbien
plus prochesque lecalcul ne I'avau latssè prévoir. 6,

D'un point de vue pratique. on ne connaît certespas les 1.:; Plutôt que de résoudreles
équationspolynomialesD,lI.:) = O. dont les solutionspeuventêtre trèssensiblesà une petite
variation d'un coefficient, il vaut mieux utiliser l'une des nombreusesmajorationspossibles
des racinesd'un polynôme en fonction cie ses coefficients. Il est clair que plus l'estimation
utilisée sera fine. el plus la borne effective calculéeseraproche de la borne théoriquek*
Nous donnonspour terminerquelquesestimationsaisémentcalculables,Soit x., une racine
quelconquedu polynôme \! ,) ==-;" + \ (.,'- 1 +- ,. \' :

_ Isol:::; Il maxt r. 1\11. 1\,,1),

-I.soi 1,,1 \,,1-;';) pour tout n-uplet (II 1,,) de réels>0 el tels
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• Isol:::; max( ) dansle cas decoefficients \, réels et> o.
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Les deux premièresinégalitésproviennentde majorationsdes valeurspropresd'unematrice
appliquéesau cas de lamatricecompagnonassociéeau polynômeX. et les deuxdernièresse

trouvent dans121J (ch. JI p.55).

B.4 Conclusion.

Si l'on se pose leproblèmede réglcr les gainsd'un retourde sortie PI de façon à stabilIserle
sytèrnecommandè(B.4l. il ressortde cc qui prècédeque laméthodedu critère de Routh fonc-
tionne danstous les cas, mais peut conduire il des calculssufûsarnrnent inextricablespour
la rendreen pratiquetotalementInopérante.Ce constatIatt tout I'rntérëtde l'approchedite à

grandgain dont lesindicationsasymptotiquespeuventpermettred'orienterla recherchedes

gains.

Un premierrésultatest que lastabilisaiion par retourstatiquede sortie à grandgain ne
peutfonctionnerque si lesystèmeest il minimum de phase,et si le degrérelatif ne dépasse
pas2 3 Celle derniérecondition est presquetoujours vérifiée pour les modélesdonnésen
représentationd'état, dont le degré relalifgénériquevaut 1. Dansce cas,on peut:

• soit chercherù rendrele systèmepassifpar un retourproportionnel,avec unecondition
du type loI' > kÎ:: le calcul cie revenant à minimiserune fonction surR -, de façon
à pouvoir ensuiteappliquerun retour intégral de gain quelconque,

• soit stabiliserle systèmepar un retour proportionnelet appliquerun retour intégral de
gain petit pour conserverla stabilité,

• soil utiliser un retour proportionnelintégral à grandgain intégral.

Lorsquel'on passivise,les calculssont simples,mais peuventmenerà un gain proportionnel
trop important provoquanten pratique la snt urut ion permanentede la commande,Les deux

autressolutionssont dépendantesdu cruèrede Routh pour le calculeffectif des gains,le choix

de l'une ou l'autre étant lié à l'importancedes biais auxquelson peuts'attendreen pratique,

J po u r v 2. un sysrèm« ,:1 1l1l11111111111 cl" phasecst sJalJllIsnblcparretourduriarnique cîe sortieà grand
gam:volrparexelllr!el:'21.





Annexe C

Méthode de Projection.

C.O Introduction.

La méthodedite de Projectionconsisteà étudier les bifurcationsdes systèmesdynamiques
paramétréspar projection sur les directions non hyperboliques,à l'aide de développements

limités par rapportà des coorclonnéessutv.uuces directions, On se proposetet d'appliquer
cetteméthodeau cas d'un systèmeY = F(S. /1) présentantunebifurcationcol-nœud,Au-

paravant,quelquesrappelsélémentairescl'all(èbre linéaire précisentla notion de vecteurad-
joint, propreou non, Pour tout cornplérueut.se reporterà [31],

C.I Rappelsd'algèbrelinéaire.

C.l.I Notionsde vecteuradjoint.

La notion de baseadjointeest utilisée en optique el en cristallographie(réseauxconjugués),
Elle permetd'écrire les projectionssurles axesciecoordonnéescommedes produitsscalaires,

ei conduit directementà la notion. plus générale.de vecteuradjoint à un vecteurpar rapport
à un supplémentaire,

LemmeC.I (Baseadjointe) Soil ( 1 ( " ) une base de [Rn Il existe une et une seule base

(fI, ' . fn ). dite adjointe, telle Cille:

I,Ii = 1 1/. Vi = 1 1/. < C,' fi >= b,}

Si (é;. . est la base duale de ( l' . ( " ), f: =< fr' . > pour tout i,

Pour ) lixè . fi csl solullOI1 (l'un une.ure dont le dêlernunantestùcl(CI,. , en). Si

./: = .1;1e, + + .l' ,.eIl' < i, . .I' >= .r 1 <. i.. ( 1 > + < fi. cIl >= .r, =< ci. :l' >. 0

CorollaireC.2 (Adjoint d'unvecteurpar rapportà un supplémentaire)Sail f' E [Rn et E

de dimension 1/ tels que: [R" = [R, i E. un seul vecteur f E El- dit adjoint à e

par rapport à E. lei que: < c • r 1. désigne la projection sur [Re parallèlement à E.
on a alors:

Vr E IR""1 1/1.1') =< r.,. > f
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Preuve: Pour l'e-xislenct'do f. un ChOISI! UfH' hasedl' l: cl on apphqueIe lemmeprécédent,

on peut écrire Clpriori: pf(.I') = 01, Il' produit sca lairc par f dormealors0 =<

Parailleurs, il semblenaturelde définir une notion de vecteurpropreadjointcommeétant

vecteurproprede l'opérateuradjoint.

LemmeC.3 (Vecteurpropreadjoint) Soir ...J. un opérateurlinéaire dans IR:n, et il l'opérateur

adjoint par rapport au produii scalaire standard. Si /\ esl caleur propre de .4., ), est valeur

propre de A' On appelle alors uecteur propre adjoint associé à /\ tout vecteur propre de

associé à-\.

RemarqueC.4 On dit aussi vecteur propre Ù ,!!;aucheà causedu fait que clans une base
orthonorméeet pour un opérateurréel. la matncecie l'opérateuradjomt est la transposée:

.4'.e* =' '...J..

C.1.2 Cas d'une valeur propre simple.

Les cieux notions ct-dessussont liées, et cietacon tout à-fau élémentairedansle cas cI'une
valeurpropresimple. lsolous tout d'abord un lemmed'intérêtgénéral.

LemmeC.5 (Sur les opérateursde corang 1) Sail ...J. un opérateur linéaire dans IR:n de rang

n - 1. ALors:

IR" = l<er.-\.·j·lm.-l.

Preuve: On a dc]à: rhrn KerA+ dun Im.] = 1 + (n - 1) = n. SOli ( Id que: KerA = IRE, vecteur

propreadjoint Id quc: < r " p >= 1. cl .'1= rï r" = . \.1'E Kcr.] n Im.l. Alors:

< e*.y >= CI =< >= 0, dl!:=' a. Dune: KC'r.\ n 1111.\= (a).

PropositionC.6 (Sur les valeurspropressimples) SoU .-l. un opérateur Linéaire dans IRn À

une oaleur propre simple ussocïée- aul)l'Cleur propre ('. el (. un vecteur propre adjoint au sens

du Lemme C.3 vérUianl < ( '. ( >= 1. Alors:

et e" est adjoinc à ( par rapport à Iml.-\. - ,\1tl1 au sens du Lemme C.3.

d'aprèsle lemme C.S, on a la diTomp""'"lon !il" = I(l'r(jj - Àld) Im(J1 - Àld),

avec Ker(A - Àfd) = Il suutt dl' vcrrl ic.r que ( 1. 11l1(A - À/d). Soit donc: y = Ax - Àx.

< c"; y >=< - ,\,' ..1' >= a l'al' (. l'st ver-n-ur proprl' adjoint assocIé'à À, d'où la conclusion. 0

RemarqueC.7 ne rait que
toul opérateurlinéaire en dimensionIinic:
M=A-Ud.

propriètèsuivante.valable pour

avec clans lecasprésent:

Nous utiliseronsce résultatclans le cas /\= 0: si ( est vecteurpropre (à droile) associéà

la valeur propresimple0, il cxrste un uniquevecteur(' vèrifiant:

{ '.': [mA t

avec enparticulierpour tout .1' E IR:'" < (. .-l.1 O.

(c.r)
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C.2 Méthode de Projection et bifurcation col-nœud.

Rappelonstout d'abordles condtuonsciebifurcationcol-nœudparrapportà 11 en 11 = 0 pour
les équilibresdu système.Y = Fi .Y. /1) tel que F( 0.0) = 0:

(CNl) corangD,F(O.O) = 1 avec ( (resp. (') vecteurpropre (resp. vecteurpropreadjoint)

associéà la valeur propre0,

(CN2) < >1' 0,

(CN3) < c*, >1'0.

La Méthocle cieProjection va permettrede retrouverle l'ail bien connu que sousces hy-
pothèses,cieux équilibresapparaissentou disparaissentsimultanémentlorsque11 traversela

valeurO. On Ilote 5 l'ensembledes équilibres:

5 = {(.\. /1) E IR' x IR: F( X. 1/) = O}

Nous commençonspar un lemmedont ladémonstrationne relèvepasà proprementparlerde

la Méthodede Projection.

LemmeC.B Sous les conditions (CNl) (CN3), 5 est une courbe. c'est-à-dire une sous-variété

de dimension 1 deR,,+1 en(O.O).

Preuve: d'aprèsle 1héorèrnc-dcs [onC[IOIlS nnphcucs(local), il suffil cil" vénfierque le jacobientotal:

est cil"ranunlcm -(:l!al ;,'1 Il - au pouit t O. 0) [que nousomettronsdésormaisde préciser).Nous

d(' vccteur annulateurà ou plutôt, ce qui revientau

même, 'lue est injcclIi. l)"I(lri:s (eNl) cl les rappelsd'algèbrelinéatre ci-dessus,IRn est

sommedirecteorthogonaledc ::;l(' cl dl' Im/)y l ' SOIt donc ,l" = (If' +11' tel que:

En parucultcr, (U,I")',!,' = (/)y1")'y' = 0,

tout supplén1cntallT<le son noyau IR(" II restedonc:

résumeil: (1 < (' *(0.0) >= 0, d'où: (J = UU;}J'I'cst"'l""J, Cl

Nous pouvonsmaintenantpasserau résultatannoncé.

PropositionC.9 (Méthodede Projectionet Bifurcation Col-Nœud)Dans le cadre des hypo-

thèses (CNl) (CN2) (CN3), el pour lOlll purattietruqe local régulier (X(f).lI(f)) de la courbe 5
véri)iant (X'( 0). /l'i 0)) l' (0.0), on a les déueloppement.s:

avec _\'I l' 0 colinéuire à (' el /12 = /I"( 0) 1'0. En particulier, 5 est équicalente en (0.0) à une

parabole tangente à ['ftljperplan Il = 0 dans IR"+ 1

De plus, le délerminanl de la Illatricejacobienneà l'équilibre: c1etD,F(X(f).u(f)) change

de signe torsque f frauerse la l'a/ellr 0, el la ualeur propre /\( f) nulle en 0 traverse ['axe des
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dei D"F(X(f).II(f))I,=üX(OI

imaginaires purs en a auec une otiesse non nulle: Xia) cf a, Plus précisément, sous les

hypothèses (CNl) (CN3). (CN2) équiualll à la tion-nulïité de l'un quelconque desdeux nombres

suiuants:

Preuve: On posea l'non:

S(r)

avecparhypothèse(X 1 • il 1 )

vcnts'obtcnirenrésolvan: 'u""'"'''''''' "'1"""""
régularitédessolutionspar rapport ;, <' -'- S, esl alors llire"lelllenl hénl,:" du champF

Ceeiélant,dénvonsIl ne Iois pnrrnpportn .' [""luailoncll'dc'l1nlllon: F(.\'(c).u(E)) = 0:

(C.2)

ce qui donneen (0,0):

Usl'S: -i (C.3)

On fait alors le procluu scal.ur«aW'I' r ' . projccuon .uüm- -st.tr J:Id n-cctron de {, d'où le nom de la méthode:

d'où: il, = 0 en uuhsantd'une pari l'hypof hœ«: (CNl) il trnvcr-, Ir' lait que C· est vecteurpropreadjoint

(voir les rappels).el d'autre-pari l'hypothèse(CN3). l':n remplaçani dans(C,31. onobtient: Dx F.X 1 = 0,

d'où:

avecCIcf0 putsqueparhypothèse- III) f- (0.0),

Pouratteindreles termesd'ordre2, on d'TIVl' une secondclOISl'equationd'équilibre,c'est-à-dtreque

l'on dérive une lOIS ",'quaiIon (C.2):

Dx I' .\, I/( c ) -t- 1/' + U\ 1'.\,'2 + VU'2 =0 (CA)

d'où en (0.0), comptetenu dr- 1/[ = Del SI

(C,5)

112 s'obtienl nlors dc nouveau1"11'projc-c-Itcn , «n uuh-cint dl' plus la conrliuon (CN3):

d'où le resultat recherché'gr:ke ce-Lte- JOI"Ù (CN2): 1/, f- 0,



C.2 Méthodede Projectionet bifurcationcol-nœud.

la v.ucur nronrc AI CI qui s'annuleen ( = °est

rloru- IUl:ISS()('WrUI1 vel'Ll'lIr m-orn-e ri,l regulierqui coïncideavec e

et par produtt scakurcaVl'e ( J

cc qui permetd'interpréter(CN2) en dlsalll <[1H' la valeur propre 'lui s'annuletraverse l'axe desimagi-

nairespursavec unevitessenon nulle.

Pour finir. ér-nvon..... 1<' de Id m.uru«:jacobiennesousla forme suivante:

où /\(.-) représentele produit de routesles autre"valeurspropres, D'après(eNl), A(O) oF 0, De plus.

A(() est régulieren ( comme- (out polynom.- symrtriquede-sautresvaleursprupres1 et on obtient.par

dértvauon:

:\(0),\'(0) "- 1/\'/1.1."'.(/.("",-;,

ce qui montrebien que le-d"tennl11ant<le la matnec- [acobtcnnechangede signecn ( = 0,

RemarqueC,lO Dans [31], on choisit drrecterneruf =< c"; X .>, ce qui estpossiblea poste-

riori puisquel'applicationde changementde paramètre:o : f ...... < f'. X > est inversibleen 0
0'(0) =< e ", X'(O) >= (\ i 0, Gèométnquement,cela revient à choisir commeparamètre

la coordonnésuivant r , c'cst-a-drre la dtrecuon propre non hyperbolique,en accordavec le
fait que lacourbed'équtlibre5 lui est tangelltee n 0,
Si l'on fait mauu.enentle produit scal.urepar ( du développementde X, on obtient:

Pour f =< c'.X >.011 en déduit immédiatement_\1 = c, correspondantau chotx:o = l.

Il vient aussi: < r", X, >= O. 1 :2: 2, relations utiles lorsquel'on pousseles calculspour

calculerles termesd'ordresupérieur.
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