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Résumé

Cette thèse adresse le problème suivant soit un robot rnobue 3' roues equipe de ca.pt.cnrs,
supposés parfaits, renvoyant en temps réd sa localisation. Notr« objectif est de construire
des lois de commande permettant à autonome.

Nous avons dans un premier temps supposé que les roues roulent sans glisser sur le sol.
Ceci est réaliste à vitesse modérée et sur des terrains de bonne adhérence. Les possibilités
d'évolution des robots étant alors contraintes, ces systèmes sont clairement non-holonomes.

Leur modélisation est détaillée. Elle montre que, dans l'optique de la synthèse de lois
de commande, l'ensemble des robots mobiles à roues constitue 5 classes d'équivalence.

La poursuite d'une trajectoire mobile et la stabilisation sur une configuration de repos
sont, pour les systèmes non-holonomes, 2 problèmes distincts. Les solutions classiques
peuvent être utilisées pour 4 classes de robots. Celle regroupant les robots équipés de plu
sieurs roues commandées en orientation et en rotation présente une difficulté: le modèle de
ces systèmes comporte des singularités. Nous avons construit, pour la poursuite, des lois de
linéarisation par bouclage d'état dynamique, et pour la stabilisation, des lois de bouclage
de l'état et du temps, qui garantissent que ces robots ne passent pas par leurs singularités.
Enfin, pour la poursuite de trajectoires mobiles se terminant par une configuration de re
pos, nous avons proposé un schéma de commande hybride exploitant ces lois. Indépendam
ment, nous avons aussi analysé le taux de convergence de bouclages de l'état et du temps.

Afin d'aborder la commande de robots à des vitesses élevées et/ou avec une mauvaise
adhérence, nous avons dans un second temps relâché l'hypothèse de non-glissement. Une se
conde modélisation, exploitant la description du contact d'un pneumatique avec le sol, est
proposée. Celle-ci étant indéfinie à vitesse nulle, seule la poursuite d'une trajectoire mobile
est envisagée. Nous avons proposé des lois de linéarisation partielle par bouclage d'état sta
tique, et un schéma adaptatif afin qu'elles soient robustes pour les conditions d'adhérence.

Mots-clés' Robot mobile A roues, systèmes non-holonomes, glissement, modélisation,
commande non-linéaire, linéarisation exacte, bouclage de l'état et du temps, singularités.





Abstract

Modelisation and control of wheeled mobile robots

This dissertation addresses the following problem : given a wheeled mobile robot equip
ped with sensors, considered as perfect, which on-line provide it with its localization. Our
aim is 1,0 derive feedback laws which allow it 1,0 move around in an autonomous way.

We have first assumed that the robot whcels do not slip on the ground. This is realistic
at slow velocities and on grounds with good grip conditions. This assumption imposes that
robots cannot move in ail directions. Therefore, they are clearly nonholonomic systems.

Their modeling is detailed. It shows that, in case control is the only con cern, ail
whecled mobile robots can be classified into 5 types.

The tracking of a moving reference and the st ahilization 1,0 a rest configuration are
2 distinct problems for nonholonomic systems. The solutions proposed in the literaturc
may be used 1,0 control 4 types of robots. The other one, which gathers robots equipped
wit.h several wheels controlled both in orientation and rotation, presents a difIiculty
Their mode! encloses singularities. We have proposed, for the tracking, elynamic feedback
linearizing laws, anel for the stabilization, time-varying feeelback laws, which ensure that
robots do not meet their singularitics. F'inally, for the tracking of a moving reference
ended by il, rest configuration, we have proposed a hybrid scheme combining these laws.
Independently, we have also analyscd the convergence rate of time-varying feeelback laws.

In order 1,0 control whecled mobile robots at higher velocities and/or on grounds with
bad grip conditions, we have, as a second stop, rclaxeel the non-slieling assumptions. A
second model is proposed , relying on the description of the contact type-ground. Since
it is undefined when the velocity is zero, we have focused on the tracking of a moving
reference. We have proposed static feeelback partially linearizing laws, and an adaptive
scheme in order that these laws are robust wit.h respect 1,0 grip conditions.

Keywords: Wheeled mobile robots, nonholonomic systems, sliding, modeling, nonli riear
control, exact linearization, timc-varying feedback laws, singularities.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation du travail

Notre objectif dans ce travail peut être résumé comme suit

Proposer des lois de commande permettant il des robots mobiles à roues de se
déplacer de façon autonome, c'est-à-dire uniquement à partir d'une localisation

fournie en temps réel par des capteurs.

Nous avons fait l'hypothèse que les problèmes liés à, la mise en œuvre des différents cap
teurs ont été résolus. Cela suppose concrètement, qu'une interface bas-niveau a été réalisée
qui, à partir des informations délivrées par les capteurs quels qu'ils soient (encodeurs, cap-
teurs infra-rouge, à, ultra-sons, télémètres laser, systèmes de vision, .), fournit
en temps réel un jeu variables (appelé état du système) repérant sans ambiguïté la
position du robot mobile.

en utilisant une terminologie propre à. l'Automatique, le problème dont nous
allons peut être reformulé ainsi

Proposer des retours d'état permettant à des robots mobiles à roues de
rattraper puis de suivre n'importe quelle trajectoire pré-spécifiée.

Dans ce travail, nous ne nous sommes pas focalisés sur une application robotique pré
cise ou sur un système mobile particulier. Nous avons proposé plusieurs lois de commande
pour différents robots-type, représentatifs de la plupart des systèmes mobiles à roues.
Deux degrés d'approximation ont été successivement utilisés pour modéliser les différents
robots-type. Dans un premier temps, nous avons supposé que le contact roues-sol était
sans glissement. Cette hypothèse place les robots mobiles dans la large classe des sys
tèmes mécaniques dits non-holonomes, dont la commande fait l'objet de très nombreuses
études depuis quelques années, sans être complètement traitée. Dans un sec-
ond temps, nous nous sommes efforcés plus réalistes, nous avons fait l'hypothèse
que le contact roues-sol était celui d'un pneumatique avec la chaussée. Contrairement
au cas précédent, la commande des systèmes ainsi obtenus est un sujet d'étude encore
relativement neuf.
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La structure fortement nonlinéaire des différents modèles de robots mobiles nous a
obligés à. nous tourner vers des techniques de commande également non-linéaires. Nous
avons utilisé deux grandes approches

• d'une part, celle consistant à linéariser de façon exacte un 'VOC'eJIIL' uou-nnearre
moyen de retours d'état statiques ou dynamiques. Cette approche nous a
particulièrement intéressante, car elle offre les possibilités suivantes

convergence exponentielle vers la consigne,

très grande simplicité de réglage.

lois de commande Cao

• d'autre part, dans les cas où l'approche par linéarisation exacte ne pouvait être
utilisée, nous nous sommes tournés vers des lois de commande instationnaires, con-
struites à partir de fonctions de Lyapunov. Cette a été choisie car elle
est la seule qui permette de conserver, en lois de commande
Cao

1.2 Motivations pour l'étude de ce problème

Cette thèse a été proposée et financée dans sa totalité par le Commissariat à. l'Energie
Atomique (CEA) / Service de Téléopération et de Robotique (STR). Les motivations
pour ce travail sont donc industrielles.

Plus précisément, plusieurs projets de robotique mobile autonome à roues sont en
cours de développement au sein du CEA/STR.
Il est possible de séparer ces projets en 3 sous-groupes, en fonction de leur finalité

• robots mobiles à. roues destinés à. intervenir dans des sites interdits à l'homme

projet européen Teleman/MESSJNA : véhicule à roues, conçu pour intervenir
à J'intérieur d'une centrale nucléaire, dans des conditions post-accidentelles.
Ce robot se présente sous la forme de 4 modules très courts, pouvant s'orienter
il 90° les uns des autres. Cette structure fragmentaire lui permet de circuler
dans les couloirs très étroits d'une centrale nucléaire. Dans la version finale
de ce projet, le module de tête portera un bras manipulateur, et les 3 autres
emporteront un ensemble d'outils que le bras est. susceptible d'utiliser.

projet RESSAC: véhicule tout terrain destiné à l'intervention à l'extérieur des
bâtiments, dans des conditions post-accidents nucléaires.
Ce robot est développé dans le but d'épandre, sur un sol contaminé, des pro
duits fixant la radio-activité, de manière à ce que la nappe phréatique ne soit
pas elle-aussi contaminée.

projet VAP, en partenariat avec l'ONERA, le CNRS, j'INRIA et le CNES:
véhicule destiné à l'exploration de la planète Mars.
Les systèmes reliant les roues au châssis de ce véhicule permettent à celui-ci de
se déplacer sans retournement sur un sol très irrégulier comme celui de Mars.



1.3. Contexte de ce travail

Dans sa version finale, ce robot sera également équipé d'un bras manipulateur,
afin de réaliser des opérations de prélèvement et de mesure sur le sol martien .

• robots mobiles à roues dédiés au convoyage automatique de marchandises en milieu
industriel

projet COMMUTOR (en liaison avec la société ROL, pour le compte de la
SNCF) véhicule à dédié au chargement/déchargement de containers
sur / depuis une platclorme terroviarre.

• robots mobiles à roues destinés à l'aide aux personnes handicapées

projet européen Sprint/IMMEDIATE: fauteuil pour handicapés moteur, pos
sédant un ensemble de fonctions semi-antomatiques.
Ce système peut suivre un mar'luage au sol ou se positionner de façon

cise devant un poste de travail (table, .). Il est également équipé d'un
manipulateur permettant d'assister la personne handicapée.

projet européen Tide/MOVAID: fauteuil pour handicapés moteur, intégré dans
un espace spécialement dédié à ces personnes.
Ce projet a pour objet de construire un appartement où chaque pièce a été pen
sée pour des personnes handicapées. Il inclut le développement d'un fauteuil
permettant à ces personnes de circuler dans l'appartement et de se positionner
devant les différents équipements dédiés (bureau, réfrigérateur, lit, ... ).

Pour chacun de ces projets, la
l'une des avancées technologiques à

de lois de commande pertinentes constitue
a motivé ce travail de thèse,

1.3 Contexte de ce travail

La commande des robots mobiles à roues est un sujet d'actives recherches. Le début de
ce type d'études remonte au milieu des années 1980. Le domaine est loin, aujourd'hui,
d'avoir été complètement traité. Il continue donc de faire l'objet de très nombreuses
publications.

Une liste exhaustive des projets industriels en cours dans le domaine de la robotique
mobile serait trop longue pour prendre place ici. Afin de donner une vue d'ensemble des
secteurs d'application où la robotique mobile à roues est exploitée, nous rajouterons à la
liste des activités du CEA/STR, deux autres grands secteurs d'application possibles

• d'une part, parmi les robots mobiles à roues destinés à intervenir dans des sites
interdits à l'homme, lin pôle important est constitué par les robots du champ de
bataille,

• d'autre part, de nombreuses études sur la commande des robots mobiles conduisent
à des réalisations destinées à améliorer la sûreté du déplacement routier. On peut
séparer ces projets en :1 sous-groupes, en fonction de leur ambition



Chap. 1. Introduction

véhicules routiers non plus à 2 mais à 4 roues directrices, commercialisés au
jourd'hui par la plupart des grands constructeurs automobiles. Le conducteur
ne disposant toujours que de 2 commandes, le volant et il ne
peut commander directement que l'orientation de l'essieu avant et la
du véhicule. L'orientation de l'essieu arrière doit donc être gérée de manière
automatique.

véhicules routiers circulant sur routes quelconques, et disposant d'un système
d'aide à la conduite (vérification de la distance de sécurité par rapport au
véhicule qui précède, vérification de la faisabilité d'un dépassement) projet
européen PROMETIIEUS.

véhicules routiers disposant d'un pilote automatique lorsque le véhicule circule
sur des routes dédiées projet RGV de l'INRIA, projets IVHS aux Etats-Unis.

La commande des robots mobiles à roues étant un sujet de recherche très riche et très
concurrentiel, il apparaît difficile, dans le cadre de cette introduction, de présenter un état
de l'art complet sur ce domaine. Aussi, nous avons préféré détailler, en tête de chaque
chapitre, les résultats existant dans la littérature sur le point qui va être abordé.

1.4 Plan du mémoire

Ce mémoire est organisé en 3 grandes parties

• Les Chapitres 2 et 3 sont consacrés à la modélisation des robots mobiles à roues,
étape préalable à toute commande de ces systèmes. Plus précisément

le Chapitre 2 propose différents modèles pour représenter les robots mobiles à
roues sous l'hypothèse que les roues roulent sans glisser sur le sol.

le Chapitre 3 dresse une étude bibliographique sur la modélisation des robots
mobiles à roues lorsque que l'hypothèse de roulement pur sans glissement est
relâchée.

• Les Chapitres 4 ct 5 sont consacrés à la commande de ces systèmes. Plus précisé
ment·

le Chapitre 4 propose plusieurs techniques pour commander un robot mobile
à roues satisfaisant les hypothèses de roulement pur sans glissement:

Section 4.] une linéarisation exacte bouclage dynamique est proposée
pour la poursuite de ne comportant pas de points
d'arrêt,

Section 4.2 une approche par fonctions de Lyapunov instationnaires est proposée pour
réaliser la stabilisation sur une position robot arrêté,

Section 4.3 une approche hybride, exploitant les 2 techniques précédantes, est proposée
pour réaliser la poursuite d'une trajectoire se terminant par une position
robot arrêté.
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Une attention particulière a été portée sur les robots comportant plusieurs roues
commandées à la fois en orientation et en rotation, en raison de la présence
de dans le modèle de ces Les lois de commande ont à

été construites de manière garantir que ces singularités seront
du déplacement de ces robots.

le Chapitre 5 propose quelques pistes pour commander un robot mobile à roues
lorsque les hypothèses de roulement pur sans glissement sont relâchées .

• Les Chapitres A à E sont des annexes techniques

L'Annexe A rappelle les principaux concepts de la géométrie différentielle, util
isée abondamment aux Chapitres 4 et 5.

L'Annexe n précise la notion de systèmes non-holonomes.

L'Annexe C présente dans quelle mesure les résultats des Chapitres 4 et 5
peuvent être étendus au cas des robots mobiles multi-corps.

L'Annexe D détaille la classification des robots mobiles à roues dans le cas d'un
roulement pur sans glissement.

L'Annexe E regroupe les preuves techniques non présentées dans le corps du
mémoire.

1.5 Contributions de la thèse

1.5.1 Modélisation des robots mobiles

• Hypothèses de roulement pur sans glissement

Nous avons contribué à la modélisation des robots mobiles équipés de 3 roues et à
leur classification en 5 classes d'équivalence, rapport [TAM92b]. Cette classification
a été étendue à un nombre quelconque de roues dans ([CBA93]).

Le modèle donné dans [TAM92b] ou [CBA93], pour représenter la classe des robots
équipés de plusieurs roues commandées à la fois en rotation et en orientation, com
portait des singularités n'ayant aucune signification physique. En utilisant la notion
de centre instantané de rotation, nous avons proposé un second modèle, dont toutes
les singularités correspondent à des orientations des roues qu'il est impératif d'éviter
d'un point de vue pratique. En travaillant. sur ce second modèle plutôt. que su r cclui
donné dans [TAM92b] ou [CBA93], on ne se prive plus artificiellement de mouve
ments possibles pour ces robots. Ce travail a fait l'objet de 2 articles, [MAT92] et
[TAM95b], et de 2 rapports [TAM92c] ct [TAM93] .

• Modélisation du phénomène de glissement

Nous avons réalisé une étude bibliographique détaillée sur la description du phéno
mène de glissement d'une roue avec le sol, et sur les différentes possibilités d'en



Chap. 1. Introduction

rendre compte dans un modèle qui reste suffisamment simple pour être utilisé par la
suite dans la construction de lois de bouclage. Ce travail a fait l'objet d'un rapport
[TAM94].

1.5.2 Commande des robots mobiles

• Hypothèses de roulement pur sans glissement

Nous nous sommes intéressés à la classe des robots mobiles comportant plusieurs roues
commandées à la fois en rotation et en orientation. Le problème posé par ces robots est
celui de l'évitement, au moyen de la loi de commande, des singularités du modèle.

pour réaliser la poursuite de trajectoires ne comportant pas de position d'arrêt, nous
avons proposé une loi de bouclage dynamique linéarisante. Nous avons explicité une
méthode permettant de s'assurer que les singularités du modèle ne seront jamais
rencontrées, même pendant la période transitoire initiale où le robot converge vers
la trajectoire de référence.

les lois de bouclage dynamique linéarisantes ne permettent pas de stabiliser ces
robots sur une position d'arrêt. Ces systèmes étant en effet non-holonomes, l'obstruc
tion de Brockett assure qu'il est impossible de les stabiliser au moyen de retours
d'état continûment différentiables. Plutôt que de nous tourner vers des lois de com
mande discontinues, nous avons envisagé les lois de retour d'état dépendantes du
temps, dites encore instationnaires, introduites récemment en théorie de la com
mande. Nous avons proposé une loi instationnaire garantissant que les singularités
du modèle ne seront jamais rencontrées.

En pratique, la mission d'un robot mobile consiste en un déplacement depuis une
position d'arrêt vers une autre position d'arrêt via une trajectoire pré-spécifiée.
Aucune des 2 techniques présentées ci-dessus ne peut apporter à elle seule une
réponse à ce problème. Nous avons proposé une loi de commande hybride qui
utilise successivement les 2 lois de commande. la loi de bouclage dynamique loin
du point visé, puis la loi instationnaire lorsque la trajectoire de référence a amené
le robot près du point visé. Un algorithme de commutation entre ces 2 lois, aussi
continu que possible et garantissant que les singularités du modèle ne seront jamais
rencontrées est donné.

L'ensemble de ces résultats est donné dans [TAM95b] et [TAM93].

Les lois instationnaires proposées initialement (1990-1992) présentaient une vitesse
de convergence très lente. Dans le rapport [TAM92a], nous avons, sur un exemple,
analysé cette vitesse de convergence et proposé une technique pour la rendre expo
nentielle. Par la suite, d'autres solutions, plus générales, ont été proposées dans la
littérature.
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• Commande des robots en présence de glissement

Nous n'avons travaillé que sur le cas particulier de robot de type chariot. Nous
avons proposé quelques pistes pour la commande en présence de glissement, en
utilisant une approche par perturbations singulières, et une approche par commande
adaptative. CE travail a fait l'objet d'un rapport [TAM95a].
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Chapitre 2

Modélisation sous l'hypothèse cl'un
roulement pur sans glissement

Ce chapitre, ainsi que le chapitre suivant, est consacré à la modélisation des robots mobiles
à roues, dans le but de développer par la suite des algorithmes de commande (Chapitres 4
et 5).

Rechercher un modèle qui décrive avec exactitude le comportement d'un robot mobile
à roues est une tâche ardue. Ces systèmes sont en effet un assemblage complexe d'une
multitude d'éléments mécaniques, mais aussi électriques, élastiques (les pneumatiques ou
les suspensions par exemple) ou encore thermodynamiques (dans le cas d'une propulsion
par un moteur à explosion). Les constructeurs ct les équipementiers automobiles sont
parvenus malgré tout à écrire des modèles très fidèles. Mais comme attendu, ceux-ci sont
de très grande dimension et ne peuvent donc être utilisés qu'hors-ligne, pour conduire par
exemple des simulations destinées à vérifier la pertinence de tel ou tel élément pour la
mobilité et/ou la sécurité du robot ou du véhicule étudié. Il serait illusoire de prétendre
les utiliser pour calculer en-ligne une loi de commande, comme nous souhaitons le faire
dans ce mémoire.

Par conséquent, nous avons fait plusieurs hypothèses simplificatrices sur la structure
des robots mobiles et sur leur environnement. Ces hypothèses sont présentées et discutées
à la section 2.1. Deux niveaux de simplification ont été successivement retenus. Les
modèles les plus simples ont été construits sous l'hypothèse (entre autres) que les roues
roulent sans glisser sur le sol. C'est la description du contact roues-sol la plus fréquem
ment rencontrée dans la très vaste littérature sur la commande des robots mobiles. Cette
description présente de nombreux avantages mais, pour certaines applications pratiques,
n'est pas vraiment réaliste (voir discussion à la section 2.1). Nous avons donc également
recherché, c'est notre second niveau de simplification, des modèles plus élaborés qui pren
nent en compte les phénomènes de glissement. La ITlodélisation des robots mobiles à
roues sous l'hypothèse d'un roulement sans glissement est ce chapitre. La
seconde modélisation, relâchant cette hypothèse, est Chapitre 3.

comme suit l'ensemble de nos hypothèses sur la structure
des robots sur leur environnement est formulé et discuté à la section 2.1. Nous
introduisons ensuite, section 2.2, un ensemble de constantes et de variables permettant
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de repérer la configuration d'un robot. Enfin, la mise en équations d'un robot mobile
quelconque, satisfaisant aux hypothèses présentées à la section 2.1, est conduite aux sec
tions 2.;~ ct 2.4, chacune de ces sections correspondant à une technique de modélisation
différente. A la section 2.3, nous rappelons une méthode très générale, présentée initiale
ment dans [ABC91], permettant de modéliser n'importe quel robot mobile à roues. Le
point de départ pour la construction du modèle est l'expression de la vitesse des points de
contact des roues avec le sol. Nous montrons également, section 2.3.2.b, que dans l'optique
du calcul d'une loi de commande, les modèles des robots mobiles à roues ne constituent
que 5 cas de figure différents. Ce résultat avait été noté dans [TAM92b] et a été complète
ment analysé dans [CBA93]. A la section 2.4, nous proposons un second modèle pour
les robots comportant plusieurs roues commandées à la fois en rotation et en orientation.
Pour ces robots, la méthode générale de modélisation, présentée à la section 2.3, conduit
à des singularités, dans le sens qu'il existe des orientations des roues pour lesquelles le
modèle est inexact. Nous montrons qu'en utilisant la notion de centre instantané de rota
tion, il est possible d'obtenir un modèle où ne subsiste que les singularités physiquement
inévitables. Ce résultat original a été décrit dans [MAT92J et [TAM95bJ ainsi que dans
les 2 rapports [TAM92c] et [TAM93].

2.1 Hypothèses de modélisation

Dans cette section, nous explicitons et discutons nos hypothèses de modélisation. Nous
avons classé celles-ci en 2 groupes. Les Hypothèses 2.1 portent sur la structure générale
des robots mobiles et sur leur environnement. Nous les supposerons toujours satisfaites.
Les Hypothèses 2.2 portent sur le contact roues-sol. Ce sont les hypothèses dites de
roulement pur sans glissement. Elles seront supposées satisfaites dans ce chapitre, ce

nous conduira à un premier ensemble de modèles. Ces hypothèses seront ensuite
au Chapitre 3, conduisant à des modèles de robots mobiles plus précis, mais

plus complexes.

Enoncé

Hypothèse 2.1 Description générale des robots mobiles et de leur environnement

2.1.a. les robots mobiles sont supposés mono-corps (i.e. pas de remorque),

2.1.b. le châssis des robots, de même que les reliant les roues au châssis sont sup-
posés rigides (ce qui exclut en tout système de suspension). Dans ces
conditions, les robots mobiles ne présentent :

ni roulis (i. e. rotation du châssis du robot autour d'un axe parallèle à la direc
tion d'avancement),

ni rotation du châssis du robot autour d'un axe perpendiculaire à
la a.ttcccurt: U "VUIl{;{;lIltll'J,

ni carrossage (i. c. les plans contenant chacune des roues restent à tout moment
verticaux)
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2.1.c. la des diffél'ents moteurs commarulant les mues en rotation el en ori-
supposée Dans ces les couples de rotation cl

d'01'ientation appliqués comme étant les vari-
ables de commande,

2.1.d. la surface d'évolution des robots est supposée horizontale et parfaitement plane,

2.1.e. il est supposé qu'allC111!e force aérodynamique n'agit sur les robots mobiles.

Hypothèse 2.2 Roulement pur sans glissement

2.2.a. roue est supposée indéformable et la zone de contact roue-sol est supposée

2.2.b. la vitesse linéaire du point de contaei d'une roue avec le sol est nulle

Commentaires

Par l' Hypothèse 2.1.1, nous laissons de côté l'ensemble des robots mobiles mult.i-corps.
Ces systèmes ne présentent cependant pas nécessairement de difficulté supplémentaire par
rapport aux robots mono-corps: certains, et notamment les robots à n remorques avec
attaches sur essieu (voir 2.1 (a)), peuvent être étudiés avec les mêmes arguments que ceux
présentés dans ce mémoire. D'autres à l'inverse, posent plus de problèmes; c'est le cas par
exemple des robots à plus de 2 remorques avec attaches caravanes (voir Figure 2.1 (b)).
Nous n'avons pas souhaité être le plus général possible, et donc par exemple inclure les
robots rnulti-corps à attaches sur essieu, dans le souci de ne pas obscurcir inutilement
la présentation: en incluant ces systèmes, nous aurions abordé les mêmes problèmes de
modélisation et de commande que ceux étudiés ici, mais avec beaucoup plus d'indices à

De plus, se limiter aux robots mobiles mono-corps permet de donner une unité
ce mémoire: nous étudions ici les problèmes de modélisation ct de commande pour

tous les robots mobiles mono-corps, nous n'aurions pas pu être aussi général si nous
avions également considéré les robots multi-corps. Ces robots seront abordés brièvement
à j'Annexe C. Les types de robots multi-corps sur lesquels certains de nos résultats
peuvent être utilisés seront explicités et quelques références-clés seront mentionnées.

Figure 2.1. (a) attaches sur essieu (b) attaches caravanes
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Les Hypothèses 2.1.2 à 2.1.5 sont quant à elles, des hypothèses très classiques dans
la littérature, dès lors que le modèle du robot mobile est recherché dans le but. de con
struire par la suite une loi de commande par retour d'étal. Elles simplifient en effet
significat.ivement le modèle du robot

l'Hypothèse 2.1.2 permet de réduire à la fois la dimension du modèle et la complexité'
des équations. En sous cette hypothèse, la configuration du châssis peut
être repérée sans par seulement 3 variables les coordonnées (x,y)
d'un point fixe du et 8 l'orientation de celui-ci. toutes trois mesurées par
rapport à un repère immobile. Sans cette hypothèse, il aurait fallu rajouter une liste
d'autres variables décrivant l'élongation de chacune des pièces flexibles (suspensions
ou autres). Ces variables supplémentaires agissant. en général sur la dynamique de
toutes les autres, les équations du modèle auraient également été beaucoup plus
complexes.

l'Hypothèse 2.1.3 permet également de réduire la dimension du modèle. En effet.,
sans cctte hypothèse, il aurait fallu pour écrire les équations du robot, introduire des
variables décrivant la configuration de chacun des actionneurs. Cela aurait conduit il
beaucoup plus d'équations, mais pas forcément plus complexes, puisque cctte fois, les
variables supplémentaires n'agissent pas sur la dynamique de toutes les autres, mais
uniquement sur la dynamique des variables décrivant. le même act.iunncur qu'elles

l'Hypothèse 2.1.4 permet, lors de la mise en équations du robot, de ne pas avoir il
prendre en compte J'ensemble des efforts de gravité.

l'Hypothèse 2.1.5 enfin, permet de ne pas avoir à prendre en compte des forces
aérodynamiques, qui sont par nature difficiles à modéliser.

Ces 4 hypothèses sont en général satisfaites dans le cas des robots mobiles à roues
conçus pour se déplacer il l'intérieur de bâtiments: les Hypothèses 2.1.4 et 2.1.5 sont,
pour ce type d'application, trivialement vérifiées. Le sol étant horizontal et. plan, il est
possible de se passer de suspensions (Hypothèse 2.1.2). Enfin, les vitesses demandées à
un robot sc déplaçant dans un bâtiment étant a priori faibles, il est possible de choisir des
moteurs satisfaisant l'Hypothèse 2.1.3. Le champ des applications potentielles de ce type
de robots comporte le transb~rdement de marchandises, l'utilisation en tant que robots
rondiers, ..

Les Hypothèses 2.1.2 à 2.1.5 ont cependant été également utilisées pour décrire beau
coup d'autres systèmes mobiles. Elles peuvent en effet être considérées comme une bonne
approximation de la réalité tant que, d'unc part le sol, sans n'est
quand même pas trop irrégulier, et d'autre part, la vitesse des n'est. pas im-
portante (cette notion est difficile à quantifier, elle dépend beaucoup des conditions de
contact roues-sol). Les robots mobiles d'int.érieur équipés de suspensions ou les véhicules
routiers appelés à se déplacer sur des routes asphaltées ont ainsi été le plus souvent mod
élisés à J'aide de ces hypothèses. Celles-ci permettent en définitive de décrire, soit de
façon exacte, soit de manière approchée mais satisfaisante, la très grande majorité des
systèmes mobiles à roues rencontrés en pratique. Ce sont, comme cela a été dit plus haut,
les hypothèses les plus classiques utilisées dans la littérature.
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Les I1ypothèses 2.2 de roulement pur sans glissement sont également très classiques
dans la littérature. Elles présentent :3grands avantages

les modèles de robots obtenus sous ces hypothèses sont très compacts et très simples
(voir Tableau 2.1),

les robots mobiles à roues sont dans ce cas des systèmes mécaniques non-holonomes.
Il est par conséquent possible d'exploiter les résultats qui ont été développés pour
la commande de tels systèmes (voir Annexe B).

enfin, sous ces hypothèses, l'ensemble des robots mobiles à roues, quels que soient
le type de roues dont ils sont équipés, et quelle que soit la disposition des roues sur
le châssis du robot, ne forme que 5 cas de figure différents pour ce qui est du calcul
d'une loi de commande. Le problème de la commande de l'ensemble des robots
mobiles à roues peut donc être ramené à l'étude de la commande de 5 robots-types.
Ce point est précisé à la section 2.3.2.b.

Les Hypothèses 2.2 ne peuvent cependant pas être systématiquement utilisées. En effet.
dans les circonstances suivantes

les conditions de contact roues-sol sont mauvaises (sol verglacé par exemple),

la vitesse du robot mobile est élevée (situation à définir par rapport aux conditions
de contact),

la surface sur laquelle se déplace le robot n'est pas parfaitement plane,

il y a forcément glissement et le modèle du robot doit donc en rendre compte. Pour
les robots mobiles se déplaçant à l'intérieur de au vu des sols sur lesquels ils
évoluent et au vu de leur vitesse généralement peu les Hypothèses 2.2 semblent
tout à fait raisonnables. Ce n'est pas nécessairement le cas pour les robots évoluant en
extérieur. Cela sera fonction du type de sol rencontré et de la vitesse demandée au robot.

Les 2 possibilités sont envisagées dans ce mémoire dans ce chapitre, une première
modélisation des robots mobiles est proposée, les Hypothèses 2.2 satisfaites.
Une seconde modélisation est proposée au Chapitre dans le cas où ces hypothèses ne
peuvent pas être utilisées.

2.2 Description d'un robot mobile

Le premier point dans la construction d'un modèle consiste à sélectionner un ensemble de
variables permettant de repérer la configuration du système. Ces variables sont appelées
coordonnées généralisées:

Définition 2.1 Coordonnées généralisées

On appelle coordonnées
de variables dont la
permet de connaître sans

de S,
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Un modèle pour S se
fé rentiel/ es reliant les
o

donc sous la forme d'un
génàalisées, leurs dérivéEs

d 'équations dI/
commandes de S

Schém atiquement, un robot mobile à roues satisfaisa nt aux Hypoth èses 2.1. et 2.2
se prés en te sous la forme d 'un châssis rigide avec n roues, où n :::: 3 afin que
l'équilib re du soit ass uré. Nous tout d'abord un
grou pe de repé ra nt tous les points du châss is 2.1),
puis un groupe de génér alisées repèr.ant cett e fuis les points différen t es
roues (P roposit ion 2.6). L'ense mble consti tue de façon évidente un jeu de coordonnees
généralisées puur le robot mobile (Propos ition 2.7). Cette description d'un ro bot mob ile
a été proposé initialement dans [AOC9l].

2 .2.1 C o or d on nées gé né ra lisées d écrivant le châss is d'un roh ot

Soit (voir Figure 2.2)

o un point immob ile dans le domaine d 'évolution du robo t ,

P un point fixe sur le châssis,

[0, r, J1 un repère immobil e dans le plan d 'évolution du robot ,

[P,l, J1 un repère at tac hé au châssis ,

Nous noterons

(x,y) les coordo nnées de P dan s [0 , f, i ],

o l'orientation du repère [P,I,)1 par rap port au repère [0 , i ,JI, i.e. & = i,ï.

Ces 3 var iables seront dans la suite regroupées dans le vect eur ç

ç = (r ,y ,O)T (2 1)

P r o po si ti on 2 .1 Coordollnées générali sées déc riva nt le châssis d'un robot

La donnée du uecfeur- ç permet de carac/énser sans ambigu ïté la configu,·ution du châss is
d 'un robot. 0

rigide (Hypothpses 2.1.1 et 2.1.2), tous
repère [P,ï, .i1. Par conséque nt, la don née

au repè re immobile [O,i,J], permet aussi
châssis du robot. <1
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Figure 2.2: Repères [o,f,f] et [P,t,))

Î

2.2.2 Coordonnées généralisées décrivant les roues

Le châssis dun robot peut être équipé a priori avec 4 types de roues, chacun donnant lieu
à un jeu de coordonnées généralisées qui lui est propre. Ces 4 types de roues sont détaillés
ci-dessous.

Nous introduisons auparavant les notations communes à toutes les roues'

Q : point d'attache de la roue sur le châssis (voir Figure 2.3 par exemple). Par
définition, Q est un point fixe sur le châssis. Il est donc complètement défini par la
donnée du couple de constantes (l,a), coordonnées polaires de Q dans [P,ï',j] .

1= Il?QII,

Dans particulier où Q est confondu avec P, a est par convention choisi
égal à O.

S centre de la ralle. La position de S par rapport à Q sera repérée à l'aide des 3
quantités suivantes:

(3 angle entre PQ et la normale orientée au plan de la roue (voir Figure 2.4
par exemple).
Au vu de la définition donnée pour l'angle a, (3 peut être défini de façon
équivalente comme étant l'angle entre l et la normale orientée au plan de la
rolle moins la valeur de l'angle o , Celte seconde définition a l'avantage de
garder un sens lorsque Q est confondu avec P dans ce cas particulier, (3 est
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clairement l'angle entre ï et la normale orientée au plan de la roue.
j3 peut être une constante ou variable suivant que l'orientation de la l'Olle par
rapport au châssis est fixe ou non.

d norme de la projection de QS sur le plan horizontal (voir Figure 2.5).

h norme de la projection de QS sur un axe vertical (voir Figure 2.5 par
exemple)
Les Hypothèses 2.t assurent que h et d sont des constantes.

r rayon de la roue,

'P' angle de rotation de la roue (voir Figure 2.3 par exemple). Cette variable mesure
de combien la roue a tourné depuis un instant initial. Les roues étant supposées
indéformables (Hypothèse 2.2.1), 'P permet de repérer sans ambiguïté la position de
n'importe quel point sur la roue. Pour cette raison, ce sera l'une des coordonnées
généralisées, quel que soit le type de roue considéré.

2.2.2.a Roues fixes

Définition 2.2 Roue fixe

On appelle roue fixe, une roue pOUTlaquelle

l'axe (QS) est vertical,

l'orientation de la r01œ paT rappori au châssis est fixe.

Une telle roue est représentée SUTla Figure 2.3.

L'axe (QS) étant vertical, le centre de la roue S est un point fixe sur le châssis, Il peut
donc être repéré uniquement à l'aide de constantes. Il en va de même pour l'orientation
de la roue, puisque celle-ci est fixe par rapport au châssis, ct pour son rayon, puisque
les roues sont (Hypothèse 2.2.1) supposées indéformables. Par conséquent, une unique
variable est nécessaire pour repérer la position de chaque point d'une roue fixe: 'P. Un
jeu de constantes de dimension minimum est le triplet l ; CY,h, qui permet de repérer S,
complété par j3 et T qui permettent de repérer respectivement l'orientation de la roue ct

Proposition 2.2 Description d'une roue fixe

La configuration d'une TOue fixe est caractérisée sans ambiguïté par' la donnée :

d'une coordonnée généralisée la variable 'P,

- de 5 constantes: l , CY, li, (3 et r ,
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2.2.2.b Roues directrices

Définition 2.3 Roue directrice

On appelle roue directrice, une TOue pour laquelle

l'axe (QS) est vertical.

l'orientation de la roue 1)(],7' T'apport au châssis est commandée par un moteur.

Une telle TOue est représentée SUT' la Figure 2,4
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La seule différence avec le cas d'une roue fixe est. que l'angle f3n'est cette fois plus con
st.ant mais variable, ct doit donc naturellement être inclus parmi les coordonnées généra
lisées

Proposition 2.3 Description d'une roue directrice

La configuration d'une roue directrice est caractérisée sans ambigui:té par la doiinéc

de 2 coordonnées généralisées les variables (3 et cp,

de 4 constantes: l, a, h et T.

2.2.2.c Roues désaxées

Définition 2.4 Roue désaxée

On appelle roue désaxée, une TOue pour laquelle

l'axe (QS) n'est pas vertical (i.e. dol 0),

l'orientation de la roue par rapport au châssis est soit libre, soit commandée par un
moteur.

Une telle TOue est représentée sur la Figure 2.5.

Le centre de la roue S n'est plus, dans ce cas, un point fixe par rapport. au châssis.
Pour le repérer, la méthode la plus simple, dans le sens qu'elle ne fait apparaître qu'une
seule variable, consiste à donner les 2 constantes (l, a) qui caractérisent le point d'attac1w

Q, puis les 2 constantes h, d et la variable (3 qui décrivent sans ambiguïté le vecteur QS.
A part.ir de là, pour identifier chaque point sur la roue, il suffit de connaître d'une part le
rayon T' ct d'autre part la variable cp.

Proposition 2.4 Description d'une roue désaxée

La configuration d'une ro ue désaxée est caraciérisée sans ambiguïté par la donnée

de 2 coordonnées généralisées les variables (3 ct cp,

de 5 constantes l , a, h , d et T
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orientation
fixe

Figure 2.3: Roue fixe

orientation
commandée

Figure 2.4: Roue directrice
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Figure 2.5: Roue désaxée

Figure 2.6: Roue il galets
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2.2.2.d Roues omnidirectionnelles

Définition 2.5 Roue omnidirectionnelle

On appelle roue oninidirect.iounellc, une roue pour laquelle

l'axe (QS) est oertical,

- l'orientation de la roue par rapport an châssis est Jixe.

à celle-ci d'évoluer librement dans
plan de la T'Ove.

L'exemple le plus classique de roue omnidirectionnelle est la roue à galets (dite encore
roue suédoise) représentée sur la Figure 2.6 sur la bande de roulement d'une telle roue
sont placés de petits cylindres, appelés aussi galets, pouvant tourner librement autour de
leur axe. L'orientation de ces axes par rapport au plan de la notée 1 et la même
pour tous les cylindres, définit une direction d'évolution libre pour rouc : une roue à
galets peut évoluer bien sûr selon la direction donnée par le plan de la roue, simplement en
faisant avancer ou reculer la roue (i.e. en faisant croître ou décroître <pl, mais également
selon la direction perpendiculaire aux axes des cylindres, du fait de la rotation libre du
cylindre en contact avec le sol.

Les roues à galets, et plus généralement les roues omnidirectionnelles, ont été dévelop
pées afin de proposer une solution au problème suivant construire des robots mobiles qui
soient capables de suivre n'importe quelle trajectoire ç(t), i.e. des robots pour lesquels
il soit possible de faire suivre au point P, fixe sur le châssis, n'importe quelle trajectoire
(x(t), y(t)), et simultanément de faire se ré-orienter le châssis selon une loi quelconque
B(t) (il sera quand même supposé que (:(t) = (.r(t),y(t),O(l)f est au moins deux fois
continûment différentiable). De tels robots, offrant cette complète liberté pour leur dé
placement, présenteraient une intérêt pratique évident. Les robots les plus courants ne
proposent pas une telle propriété : une voiture par exemple, ne peut pas entre
2 autres voitures le long d'un trottoir de la façon qui serait la plus simple,
en se déplaçant perpendiculairement au trottoir. Elle doit effectuer un mouvement plus
complexe, appelé créneau.

Une première solution pour obtenir une complète liberté dans le déplacement consiste à
commander, à l'aide d'un moteur, l'orientation de toutes les roues. Cela est techniquement
possible, mais pose 2 difficultés:

d'une part, il y a redondance des actionneurs, cc qui n'est pas facile à gérer au
moment du calcul de la commande,

d'autre part, certaines configurations des ralles conduisent à.des singularités.

Dans ce mémoire, nous nous intéresserons beaucoup aux robots équipés uniquement de
roues directrices, et plusieurs solutions pour le calcul de lois de commande seront proposés
au Chapitre 4.

La solution alternative consiste à équiper le châssis du robot avec des roues omnidi
reetionnelles. Dans ce cas, les 2 difficultés précédentes disparaissent ainsi, le robot UCL
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([CB89]) qui est équipé de 3 roues à galets placées aux sommets d'un triangle équilatéral,
pp-ut décrire n'importe quelle trajectoire x(t),y(t),O(t), tout en ne comportant que 3
tionneurs (ceux entraînant les 3 roues en rotation). Il n'y a aucune redondance dans la
commande, et on montre également qu'il n'y a aucune singularité. Donc, comparativement
il la première solution proposée, les robots à roues omnidirectionnelles sont particulière
ment simples à commander. Ce point sera discuté très brièvement à la page (4.2). Une
expérience destinée à mettre en évidence la complète liberté de déplacement des robots à
roues omnidirectionnelles a consisté à équiper le châssis d'un tel robot avec un crayon, et
à lui faire écrire une phrase sur le sol sans jamais relever le crayon. La phrase obtenue est
parfaitement lisible [WA95, Figure 12].

Plusieurs prototypes de robots équipés de roues à galets ont été réalisés. Parmi ccux
ci, on peut citer le robot UCL [CB89], le robot URANUS [MN87] ou dernièrement le
robot ACTRESS [ASB+95]. D'autres références peuvent être trouvées dans ces 3 articles.
Sur le robot UCL, l'axe des galets a été choisi parallèle au plan de la roue (i.e. ,= 0
d'après les notations de la Figure 2.6). L'inconvénient de ce choix est qu'il conduit à
une discontinuité du contact lors du passage d'un galet à un autre et donc à des chocs
successifs. Cette discontinuité peut être réduite, soit en inclinant l'axe des galets (sur
le robot URANUS, , a été choisi égal à 45°), soit en gardant, = 0 mais en plaçant
deux rangées de galets côte-à-côte sur la bande de roulement de la roue. Ces 2 rangées
de galets sont décalées, de façon qu'avant qu'un galet ne perde contact avec le sol, un
galet de l'autre rangée ait déjà pris contact. C'est le choix a été fait pour le robot
ACTRESS. Des roues omnidirectionnelles autres que les roues également été
proposées et réalisées. Ce sont en général des sphères 011 des combinaisons de sphères.
Deux exemples peuvent être trouvés dans [KP92] et [WA95].

Pour décrire de façon tout à fait rigoureuse une roue à galets (cf. Définition 2.1), il
faudrait faire apparaître parmi les coordonnées généralisées autant de variables qu'il y a
de galets, afin de pouvoir repérer pour chacun leur position. Nous ne le ferons pas, car
les galets pouvant tourner librement autour de leur axe, leur position est sans influence
sur la dynamique des autres variables du robot. En fait, seule J'orientation des
par rapport au plan de la roue a une conséquence sur la dynamique de f, ou de '{J.

orientation sera repérée par la constante " définie de la manière suivante pour qu'elle
garde une signification quand la roue omnidirectionnelle n'est pas une roue à galets

, angle entre le plan de la roue omnidirectionnelle et la perpendiculaire à la
direction d'évolution libre.

De façon évidente, une roue omnidirectionnelle n'a d'intérêt que si le plan de la
roue et la direction d'évolution libre sont 2 directions distinctes en effet, si ces
2 directions étaient confondues, la ralle omnidirectionnelle ne possèderait pas de
propriétés supplcrnentaircs par rapport à une roue fixe. Par conséquent, la constante

Dans le cas d'une roue à

plement l'angle entre

(2.2)

la définition donnée ci-dessus, tout sim
w ,~,U<" COL' a.AC U.C~ galets, voir Figure 2.6. Le choix des
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constantes et des coordonnées généralisées permettant de décrire une rolle ornnidireetion
nelle est maintenant trivial l'axe étant vertical, le centre S est fixe par
au châssis ct peut donc, comme pour être repéré par les 3 constantes
L'orientation dc la roue est complètement par la donnée de (3 qui dans ce
cas, est une constante, puisque l'oricntation de la roue est fixe. Le rayon r de la roue est
également une constante. Ensuite, comme il a été choisi de ne pas repérer la position des
galets ou de tout autre système omnidirectionnel, nous avons juste besoin de connaître la
direction d'évolution libre de la roue. Cette information est donnée par la const.ante v. Il
n'est. donc besoin en définitive que d'une seule variable pour repérer la position de chaque
point d'une roue omnidirectionnelle 'P.

Proposition 2.5 Description d'une roue omnidirectionnelle

La configumtion d'une roue omnidirectionnelle est caractérisée sans ambiguïté par la don
née

d'une coordonnée généralisée la variable 'P.

de 6 constantes l, Q, h., (3, 1 el 7'.

2.2.2.e Description d'un ensemble de roues

Pour exprimer maintenant les coordonnées généralisées décrivant les roues d'un robot
mobile quelconque, il nous faut d'abord introduire les notations suivantes

Nous noterons

n : le nombre total de roues équipant le robot,

ndi le nombre de roues directrices,

n de le nombre de roues désaxées,

n f ' : le nombre de roues fixes,

nom le nombre de roues omnidirectionnelles.

avec bien sûr.

Une convention est également nécessaire pour repérer les différentcs roues sur le châs-
sis

Convention 2.1 Numérotation des roues

Un numéro est aitrilnu: à toutes les dans l'ordre roues directrices, roues désaxées,
roues fixes) puis roues omnidireciionnclies, c'est-à-dire

roues numérotées de J à n d• roues directrices,

roues numérotées de n d
• + 1 à n d

• + n dp TOues désaxées,
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mues numérotées de n d
! + ndc + 1 à n'/' + nde +ni' roues fixes,

roues numérotées de ndi + n de +ni' + 1 à n roues omnidirectionnelles.
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sur les variables ou les constantes Li
numérotation. '

A l'aide de tous ces éléments, nous pouvons énoncer la proposition suivante

Proposition 2.6 Coordonnées généralisées décrivant les roues d'un robot

La donné» du vecteur ::::

permet de caractériser sans ambig1iïté la configuration des roues d'un robot.

Preuve: La preuve de la Proposition 2.6 est immédiate au vu des Propositions 2.2 à
~~ ~

Nous pouvons maintenant préciser l'ensemble des coordonnées généralisées nécessaires
à la description d'un robot mobile à roues

Proposition 2.7 Coordonnées généralisées décrivant un robot mobile sous les Hypo
thèses 2.1 et 2.2

l'ouen .,/Louwe ~a~l~JU;l~U'f.~~ le~ Hypothèses 2,1 et 2.2 peut être caractérise sans ambiquiié

Preuve: La Proposition 2.7 est une conséquence directe des Propositions 2.1 et 2.6. <l

2.3 Modélisation d'un robot mobile quelconque

Nous rappelons dans cette section la méthode, proposée initialement dans [ABC91], per
mettant d'obtenir grâce une démarche systématique, le modèle de n'importe quel robot
mobile à roues satisfaisant les Hypothèses 2.1 et 2.2.

2.3.1 Expression de la vitesse du point de contact d'une roue
avec le sol en fonction des coordonnées généralisées

La donnée d'un vecteur de coordonnées généralisées permet, Définition 2.1, de repérer sans
ambiguïté la position de chacun des points constituant le système étudié. Si maintenant
la valeur de la dérivée de ce vecteur est égaiement donnée, alors la vitesse en chaque point
du système est elle-aussi, complètement définie. Aussi, dans le cas des robots mobiles
à roues satisfaisant les Hypothèses 2.1 et 2.2, la donnée dcs variables q et q permet de
calculer la vitesse en chaque point du robot, et donc en particulier aux points de contact
des roues avec le sol.



24Chap.2. Modélisation sous l'hypothèse d'un roulement pur sans glissement

La vitesse en ces n points n'etant pas quelconque (elle est supposée nulle, Hypothèse
2.2.2), il apparaît clairement un ensemble de contraintes liant les vecteurs q et q. Ces
contraintes sont explicitées dans cette section, et seront utilisées aux sections 2.3.2 et
2.3.3 pour calculer le modèle d'un robot mobile quelconque.

L'expression donnant la vitesse du point de contact d'une roue avec le sol en fonction
des coordonnées généralisées et de leur dérivée dépend bien sûr du type de roue considéré.
Nous détaillons ci-dessous les calculs dans le cas d'une roue désaxée. C'est le cas le plus
complexe, d'où il est possible, par diverses simplifications, d'en déduire l'expression de la
vitesse du point de contact roue-sol pour les autres types de roues.

Soit une roue désaxée, et sur cette roue, soient

: un repère orthonormal attaché à la roue, comme montré sur la Fig-

T le point de contact de la roue avec le sol.

~( kJ~~
Il
Il

R l i
Il
Il

::
:!T

Figure 2.7: Repère [5, ï";.,j;.,kr]

Pour exprimer VT , vitesse linéaire du point T, en fonction de ç, S, è et :=:, nous
utiliserons de façon récurrente la loi de composition des vitesses sur un corps rigide,
rappelée ci-dessous

Théorème 2.1 Loi de composition des vitesses sur un corps rigide

z V()'HU,S sur urs corus ruuue. et wle vecteur vitesse instantanée de rotation
aux points A et E, notées respectivement VA et

(2.3)
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Les points T ct S appartenant tous deux à la roue supposée rigide (Hypothèse 2.1.2),
on obtient facilement, en utilisant une première fois le Théorème 2.], que

fÎT = \~" + (-rp)'!r 1\ sT
= 1-;\ - npJ,. (2.4)

(Le signe moins apparaissant dans la relation (2.4) est dû au fait que cp est compté positive
ment lorsque la roue tourne dans le sens inverse du sens trigonométrique, voir Figure 2.7).
La liaison mécanique reliant la roue au châssis étant rigide (Hypothèse 2.] .2).
il est possible, toujours à l'aide du Théorème 2.1 de relier il. \IQ

(2.5)

Enfin, le châssis du robot étant également rigide (toujours Hypothèse 2.1.2), le Théo
rème 2.1 assure que

VQ = Vp +Bkr 1\ PQ
En regroupant (2.4), (2.,5) et (2.6), nous obtenons en conclusion que

(2.6)

(2.7)

Les 2 vecteurs QS et PS s'expriment aisément à l'aide des constantes décrivant la
géométrie du robot (voir Figure 2.5)

Q!; = dJ,. - s.
PS = 1cos Œ'!+ 1sin Œ;+ dJ,. - Jfr

(2.8)

(2.9)

avec [0, '!,Jlle repère attaché a~hâssis du robot, représenté sur la Figure 2.2, et d la

composante verticale du vecteur QS (non représentée sur la Figure 2.5 car cette constante
n'apparaît pas dans l'expression finale de la contrainte).

D'autre part, la vitesse du point P, par définition (cf. Proposition 2.]), est donnée
par'

(2.10)

avec [0, ï, i] le repère immobile,
différents repères intervenant dans
la base des Figure 2.2 et 2.7, il

sur la Figure 2.2. Les relations entre les
et (2.10) peuvent. être facilement calculées. Sur

effet que

r cosOi: - sin ïl j'
j = sin 0;: + cos 0;

(2.1])
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î = - cos( Cl' + (3)î,. + sint (1 + (-J) J,.
J~ = -sin(Cl'+fJ)î,. - cos(Cy+(3)J,. (2.12)

(2.B)

Afin OP simplifier [expression finale de 1Ir , nous introduisons la matrice orthogonale
de rotation de dimension 3, notée R(O)

(

cosO sinO 0)
H(0) = - sin () cos () 0

o 0 j

En reportant (2.]) (2.8), (2.9), (2.10), (2.11), (2.12) ct (2.13) dans (2.7), nous obtenons

l'expression recherchée pour 111'

111' = -[[cos(o+fJ), sin(a+(3), d+lsin(3]R(())~+dj]lr

-[[-sin(Cl'+fJ), cos(o+f3), lcos/i]R(O)~+rt,b ]J-;' (2.14)

L'Hypothèse 2.2 conduit donc, dans le cas d'une roue désaxée, à deux contraintes

Proposition 2.8 Contraintes associées à une roue désaxée

[cos(Cl'+(3) sin(a+ f:l) , d+lsin(3] R(O)é+dj

[ -sin(a+(3), cos(a+;9), lcos(3]R(O)é+rt,b

où ç = (x,y,Of,(3,ip sont des variables et l,a,d,r des constantes.

Preuve: L'Hypothèse 2.2 assure que 111' = O. La preuve de la Proposition 2.8 est alors
immédiate au vu de (2.14). <l

Les contraintes associées aux autres types de roues sc déduisent de la Proposition 2.8
sans aucun calcul supplémentaire

Proposition 2.9 Contraintes associées à une rolle directrice

[ cos(o: + f3) , sin(O' + (3) , l sin f3 ] R(O)é

[ - sint a + f3) , cos( 0' + (3) , l cos 13 ] R(O)e+ rt,b

où t, = (x,)J, ol, 13, ip sont des variables et l , a, r des constantes.

Preuve: Il suffit de mettre d à zéro dans la Proposition 2.8.

Proposition 2.10 CQntraintes associées à une roue fixe

[ costa + (3) , sin(a + (3) , 1sin {3] R(O)é

[-sin(cy+f:l), cos(o+(3) lcos(3] R(O)é+rt,b

où t,= (x,y,O)T,ip sont des variables et l,a,{:I,l' des constantes.



2.3. Modélisation d'un robot mobile quelconque 27

Preuve: Une roue fixe n'est en fait rien d'autre qu'une roue directrice dont l'orientation
aurait été bloquée. Les contraintes associées à une roue fixe sont donc exactement les
mêmes que celles données à la Proposition 2.9, excepté que (j est cette fois une constante
ct non plus une variable. <1

Proposition 2.11 Contraintes associées à une roUf, omnidirectionnelle

[-sin(a+;3+,) cos(a+/3+,) IcosUI+,) 1 R(o)é + rcos;cp

où ç = (x,y,OjT,<psont des variables et.1,a,;3,r" des constantes.

0(2.15)

Preuve : Dans le cas d'une roue à galets, qui est la roue omnidirectionnelle la plus
usuelle, cc sont les galets qui sont en contact avec le sol, et non les points situés sur la
périphérie de la roue. Aussi, pour identifier le point T en contact avec le sol, il faut de
façon évidente que soient donnés les angles de rotation de chacun des Dès il
est clair que dans toute expression de Vr apparaît necessairement ta denvee de ces angles.
Etant donné que nous avons la décision de ne pas repérer la position des galets, voir
Proposition 2.5 et la qui la il nous est impossible de proposer une
expression pour 1fT et a fortiori pour les associées à une roue à galets.

On peut contourner cette difficulté en étant plus schématique: une roue à galets peut.
en effet être vue comme une roue fixe qui posséderait la propriété "magique" de pouvoir se

librement dans une direction donnée, caractérisée par la constante v. De façon
un robot équipé de telles roues présenterait une dynamique rigoureusement

identique à celle d'un robot équipé de roues à galets. Les avantages de cette vision
schématisée de la roue ii galets sont d'une part que l'expression des contraintes associées
à cette roue fictive ne requiert pas la connaissance des angles de rotation des galets puisque
ceux-ci plus, et d'autre part, cette roue fictive peut décrire non seulement
les roues mais aussi n'importe quelle autre roue omnidirectionnelle.

L'expression des contraintes associées à cette roue fictive peut être obtenue de la
manière suivante: la vitesse du point de contact d'une roue fixe avec le sol est d'après la
Proposition 2.10'

VT = -[[cos(a+;3), sin(a+;3) , Isin;3]R(O)é]ï,.

-[[-sin(a+jJ), cos(a+/3) , Icos/3]R(e)é+r~].7:.

VT = - [[ costa + (J +,) , sin(a + fJ+ ,) , Isin(;3 + ,)] R(O)é+ rsiIl,~] tom

-[[-sin(a+fJ+,), cos(a+;3+,), lcos((J+,)]R(O)~+rcos,~ ]fom

où (tom,fom) sont 2 vecteurs unitaires se déduisant de (ïn .7:. ) par une rotation d'angle,

+
+

(2.16)
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Au vu de la définition de Î (voir page 21) et de (2.16), i;,,,,est le vecteur unitaire associé à
la direction d'évolution libre et fom est le vecteur unitaire perpendiculaire à cette direction.

~~s~ar:;~:n~u~ur~o~~:~or~~~é;:~:n~~:i~~'é~~e::;;~tr::J~~~:.ou~e~:~d:::,s~::n~:ep~~~~s:~';;l:
supposé que cette roue fixe peut se déplacer "magiquement" selon la direction donnée par
1,'0"" les IIypothèses 2.2 ne conduisent plus qu'à une seule contrainte: la composante de 1:S.
selon fom est nulle, ce qui correspond bien à la contrainte donnée dans la Proposition 2.11

<1

2.3.2 Modèle cinématique

A la section 2.3.1, il a été montré qu'en raison de l'Ilypothèse 2.2, chaque roue, quel
que soit son type, donne lieu à un ensemble de contraintes portant sur la dérivée des
coordonnées généralisées décrivant le robot (Propositions 2.8 à 2.11). Autrement dit,

roue limite les possibilités d'évolution des coordonnées généralisées. Dans cette
nous caractérisons les possibilités d'évolution laissées libres. Cela constitue un

premier modèle, appelé modèle cinématique. qui dans bien des cas, s'avère suffisant pour
étudier un robot mobile à roues. Le modèle faisant intervenir les actionneurs du robot,

modèle dynamique, s'appuie du reste sur le modèle cinématique. li sera donné à
2.3.3.

De façon plus précise, à la section 2.3.2.a, nous détaillons la construction du modèle
cinématique pour un robot mobile quelconque. L'expression finale de cc modèle est donnée
par le Théorème 2.2. Nous montrons ensuite que lorsqu'on ne souhaite étudier que la
position ct l'orientation du châssis (i.e. le vecteur 0, ce qui est le cas dans la plupart
des applications pratiques, il est possible d'isoler dans le modèle cinématique, un modèle
cinématique réduit, ct de ne travailler que sur cc-dernier (Théorème 2.3). Enfin, à la
section 2.:3.2.b, nous prouvons (Théorème 2.6) que les modèles cinématiques réduits de
tous les robots mobiles forment 5 classes d'équivalence: pour tout robot mobile, il est
toujours possible de choisir le repère [P,1,',Jlattaché au châssis de telle sorte que le modèle
cinématique réduit du robot soit identique à celui de l'un des 5 robots-type, représentant
chacune des classes. Ce théorème est particulièrement intéressant, car il CIl découle que le
problème de la commande de l'ensemble des robots mobiles se ramène en définitive à celui
de la commande de 5 robots-type. Un tableau synoptique, Tableau 2.1, présentant les
caractéristiques et le modèle cinématique réduit de chaque robot-type, clôt cette section.

2.3.2.a Construction du modèle cinématique d'un robot mobile quelconque

Matrice des contraintes associées à un robot mobile

Considérons un robot tout. à fait quelconque, c'est-à-dire équipé de n = n'/'+nde+TJ'+
roues placées arbitrairement sur le châssis. Un vecteur de coordonnées généralisées

permettant de repérer la configuration d'un tel robot est douné par la Proposition 2.7
Cc vecteur est soumis, Propositions 2.9 à 2.11, à lin ensemble de contraintes. Une fois
regroupées et ordonnées de façon judicieuse, celles-ci peuvent être présentées sous la forme
matricielle suivante
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Proposition 2.12 Contraintes sur les coordonnées généralisées d'un robot mobile

Sous les Hypothèses 2.1 les coordonnées généralisées d'un robot mobile quelconque
doivent satisfaire les rnTlfrniTlfp< ~,,,,i"(I.Tlfp~<

=0

(

- sin(Œi + 13.) COS(Œ. + 13.) 1.cos 13. 1
A ll

( 13. ) = =:~:~::1~:j ~::~:: : ~:j ~: ~::~:
- sin(Œi + 13. + 'Y.) COS(Œ, + 13. +'Y.) 1.cos (13. + 'Yi)

'E[n d.j.1,n d.j.nde]

'E[nd.j.nd:j.1,nd.j.ndfnf'l

'E[nd.j.ndfnf.j.1,n]

Preuve: La preuve de la Proposition 2.12 est immédiate au vu des Propositions 2.8 à
2.11 <l

Mise en évidence des possibilités d'évolution laissées libres

La structure très particulière de la matrice des contraintes A(q), où de nombreux
sous-blocs sont nuls, permet de caractériser très facilement les possibilités d'évolution des
angles 13iet 'Pi·

L'évolution des coordonnées généralisées 13nd'+l, ... ,nd'+nde et 'Pl, ...,n, décrivant respec
tivement l'orientation des roues désaxées et l'angle de rotation de toutes les roues,
est totalement conditionnée par l'évolution des coordonnées généralisées décrivant
le châssis, c'est-à-dire f,. En effet, puisque d, cf0 V. E lnd• + 1, nd• + nde] (Définition 2.4)
et 'Y, cf ~ [7l'] V'E[n-nom+l,n] (relation 2.2), les deux sous-matrices constantes A 14

et A 23 sont de rang plein, et par conséquent inversibles. La structure triangulaire
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supérieure de la matrice A(q) permet alors d'établir sans difficulté que.

Au vu de (2.17) et (2.18), pour toute configuration

de façon unique les valeurs de $n".+I,...."".+n"' ct

(2.17)

(2.18)

détermine bien

L'évolution des coordonnées généralisées décrivant l'orientation des roues
directrices, est à l'inverse totalement libre: A(q), les colonnes appelées
à être multipliées par $l,...,nd. ne sont composées que de zéros. Ce résultat est tout à
fait naturel puisque l'axe (QS) est vertical, le point T, point de contact de la roue
avec le sol, appartient à cet axe. Aussi, quelle que soit la vitesse $ avec laquelle
on fait tourner (QS), la vitesse du point T n'est pas affectée. En particulier, si la

vitesse Vr est nulle, elle le restera quelle que soit la valeur de $.

Donc, en définitive, pour caractériser les possibilités d'évolution du vecteur des co
ordonnées généralisées décrivant un robot mobile quelconque, il suffit de caractériser les
possibilités d'évolution des 3 coordonnées généralisées décrivant le châssis, c'est-à-dire
( Les n + n de premières lignes de la matrice des contraintes A(q) ne posent aucune re
striction sur les possibilités d'évolution de f, en effet, pour toute valeur de ë,il existe

toujours une unique valeur de $"d'+I,...,""'+n"' ct de VJ1, ...,,, telle que ces n + n de premières
contraintes soient satisfaites (relations (2.17) et (2.18)). Par conséquent, les seules con
traintes réellement limitantes sont les ndi+n j

• dernières de la matrice A(q), qui conduisent
à :

S(131, ...,nd . ) ~ (kerA3 1(131,...,n<"))

(2.19)

(2.20)

Lorsque le robot comporte des roues directrices, i.e. n d
• > 0, la matrice A31(131, ...,n"')

peut présenter des chutes de rang pour certaines valeurs de 131, ...,n"' (cf. expression de
A31(131, ...,,,",) donnée page 29). Le sous-espace vectoriel donnant les valeurs possibles pour
ë (relation (2.19)) n'est donc pas nécessairement de dimension constante pour toutes
les orientations des roues directrices. Pour lever cette difficult.é, nous ferons l'hypothèse
suivante

Hypothèse 2.3 An (13I,...,n"') est de rang cOIlstant

tOi' ,;UP!"UOi" 'lU ,",u cours de tous les déplacements du robot
roues directrices 131, .,,"' sont telles que la matrice

un rang constant.
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Cette hypothèse est en fait très peu restrictive à la section 2.3.2.b, toutes les combi
naisons possibles de roues sont passées en revue. Les seuls robots, parmi ceux présentant
un intérêt pratique, pour lesquels A31(11],...,nd')connaît des chutes de rang, sont les robots
comportant 2 roues directrices et nd e roues désaxées. Pour ces robots, A3](11],112) est
génériquement de rang 2, sauf pour quelques rares couples (11], /i2) où cette matrice est
de rang I (voir discussion précédant l'Hypothèse 2.5). Les valeurs de (11],112) associées à
une chute de rang étant très peu nombreuses, il n'est pas très contraignant de s'en priver
Il sera beaucoup plus simple, lors du calcul d'une loi de commande, de faire en sorte
que ces quelques orientations des roues directrices soient évitées, plutôt que de chercher
il gérer la chute de rang (ce problème de commande sera étudié en détail au Chapitre 4).
L'Hypothèse 2.3 est donc tout à fait légitime.

En utilisant cette hypothèse dans la relation (2.19), nous obtenons que l'ensemble des
valeurs pouvant être prises par ~ est explicitement donné par

(2.2])

avec TJm un vecteur de dimension Rang(S(/iI....,nd.)) (dimension parfaitement définie au vu
de l'Hypothèse 2.:l) pouvant prendre n'importe quelle valeur.

Nécessité d'une coordination des roues directrices lorsque ni' + n d, 2 3

On déduit immédiatement de (2.2]) et (2.20) que, pour qu'un robot mobile
bouger (i.e. ~ =f. 0), il faut que Rang(A31(/iI,...,nd')) ::; 2. Au vu de l'expression
matrice donnée page 29, cette condition n'est généralement pas vérifiée dès
est supérieur ou égal à 3. Il est cependant possible d'utiliser certains de ces robots en
coordonnant l'orientation des roues directrices.
Plus précisément, soient Agi(/il, ...,nd')et A~~ sous-matrices de A3](/il ...nd') associées
respectivement aux ndi roues directrices et roues fixes, i.e.

A (11 d,) = (Ag;(11I,.. ,n
d' ) ) 1n

d
'

31 I, ... ,n A~~ 1nI'

Si Rang(A~~) = 3, alors de façon évidente

(2.22)

'<;//il, ...,n d '

Des robots présentant cette caractéristique sont donc condamnés à l'immobilité (rela
tions (2.21) et (2.20)), et par là même, complètement inutiles. Par contre, lorsque
Rang(At;) ::; 2, il existe toujours, quel que soit le nombre de roues directrices nd

. , un
ensemble noté 0 de valeurs de I11,...,nd.tel que

(2.23)

Cc résultat peut être prouvé, soit de manière calculatoire en montrant que l'équation
det(A31(I1I, ...,nd')) = 0 admet toujours des solutions, soit en utilisant la notion de centre
instantané de rotation, définie ci-dessous (Théorème 2.1). Nous avons privilégié cette
seconde approche, car elle est met. en œuvre beaucoup moins de calculs. La preuve de
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l'existence de l'ensemble 0 sera donc donnée plus loin dans ce mémoire elle apparaît
comme une conséquence naturelle de la Proposition 2.13.

Puisqu'initialement il n'y avait aucune restriction sur l'évolution de 131,....n"'

a priori totalement libre, voir discussion ci-dessus), l'utilisateur peut toujours
celle-ci comme suit

Hypothèse 2.4 Contrainte de coordination des roues directrices

Les valeurs prises par tl,....n". sont telles que f31, ....nd. 'l'este continûment dans 0

(2.24)

N(f31,...,n d . ) ( 131 l
f3nd'

quelconques

L'Hypothèse 2.4, au vu de (2.23), (2.19) et (2.20), permet bien au robot de bouger. Si on
note nd• la dimension de 0, il découle clairement de l'Hypothèse 2.4 que seule l'évolution de
nd

• composantes de 131,...,n"' peut encore être totalement libre, et conditionne complètement
l'évolution des n di - rid. autres, i.e. après éventuellement une renumérotation des roues
directrices:

avec N(f31, ...,nd') une matrice n d• - ndi x à déterminer. Le choix des coordonnées
généralisées f3i • E [1, n"'] conditionnant l'évolution du vecteur complet est très im-
portant, puisqu'il peut conduire à plus ou moins de singularités dans représentation
des possibilités d'évolution de ces coordonnées. Un choix original permettant de réduire
au strict minimum le nombre de singularités sera présenté à la section 2.4.

Modèle cinématique

Nous pouvons maintenant écrire le modèle cinématique d'un robot quelconque. Au
paravant, nous introduisons juste les 2 définitions suivantes, de façon à employer par la
suite le même vocabulaire que celui utilisé dans [CBA93] .

Définition 2.6 Degré de mobilité

On appelle degré de mobilité d'un robot mobile

parmi celles décrivant le châssis, qui peuvent évoluer
le nombre de composantes

indépendante.

Au mL de (2.21) et (2.20), 5", = Rang(S(f3I"nd.))

Définition 2.7 Degré d'orientabilité

On degré d'orientabilité d'un robot mobile à
pouvant être orientées de manière

placement du robot,

A u vu de la discussion précédente

noté le nombre de roues
bloquer le dé-
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Ces 2 définitions seront illustrées sur de nombreux exemples de robots mobiles à la
section 2.3.2.b. Elles permettent de rendre plus clair l'énoncé du t.hèorèm« principal

Théorème 2.2 Modèle cinématique d'un robot mobile quelconque

Les possibilités d'évolution du vecteur des coordonnées généralisées décrivant un robot

mobile quelconque sont données par

du
o

(2.25)

R-1(O)S(Pl,..,nd.)T/m

81 ,bo

~bo+l, ,nd.

avec T]m et 1],,, J!vecieurs: de dunensioti respective Om eUI O ! pouoant pretuire ,11,'nnportc quelle

valeur dans

robot rnolnle.

Preuve: La Preuve du Théorème 2.2 est immédiate au vu des relations (2.17), (2.17),
(2.21) et (2.24), et des Définitions 2.7 et 2.6. <1

Dans le cadre d'une application on ne cherche pas à contrôler toutes les
coordonnées généralisées: dans la majorité des cas, seules la position et
l'orientation du châssis, c'est-à-dire le présentent un intérêt pour l'utilisateur
du robot mobile. Dans ces conditions, il est tout à fait possible de ne prendre en
considération certaines coordonnées généralisées. Plus précisément, dans de
é donnée dans (2.25), seules apparaissent les coordonnées généralisées 0 l'une des
composantes de Ç) et f31, ...,nd' On peut en fait, être encore plus précis montrer que
S(Pl,...,nd.) peut être écrit S(Pl,...,5o!' La preuve utilise encore une fois la notion de centre
instantané de rotation et sera donc donnée plus loin dans ce mémoire (lors de l'étude des
robots des classes R.~ et R.~, relations (D.14) et (2.34)). L'expression de é ne fait donc
apparaître en définitive que 0 et Pl,....s.; Comme l'expression de ~1,.,5o (équation (2.25))
ne fait elle-même apparaître aucune coordonnée généralisée, on peut donc extraire du
modèle cinématique (2.25) les équations décrivant les évolutions possibles de f, et Pl,....6

o
•

et les étudier isolément. Ce sous-modèle est dit modèle cinématique réduit

Théorème 2.3 Modèle cinématique réduit d'un robot mobile quelconque

Pour un robot mobile quelconque, les d'évolution des coordoruices qénéral-
isécs utiles du point de vue de la sont données par

31{ e = n-1(O)S(f31. ,b,,)-'Im
601 ~1, .... s; = 1)0

(2.26)

dii robot. mobile.
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Preuve : La Preuve du Théorème 2.3 est immédiate au vu du Théorème 2.2 et des
relations (D.14) et (2.34) données plus loin dans ce mémoire. <l

Etant donné que notre objectif est de contrôler uniquement le vecteur ç, nous ne
considérerons plus dans la suite de ce mémoire que le modèle cinématique réduit d'un
robot mobile. Il n'y a pas pour autant de perte d'information si besoin était (par
exemple pour réaliser une animation graphique du déplacement du robot mobile), il reste
possible, à partir de l'évolution des coordonnées généralisées du modèle cinématique réduit
f, et (31,....60 , de calculer l'évolution des coordonnées généralisées restantes (360+1, ...,nd'+nde et
ep1, ...,n : il suffit pour cela d'intégrer les n d• - 50+ n de+ n dernières équations du modèle
cinématique complet (2.25). Les expressions des différentes matrices intervenant dans
ces équations sont données dans ce mémoire les expressions de All ((3. ), A21((3i ), A 14
et An ont été données page 29, les expressions de S((31,...,nd') et R(O) ont été données
respectivement par (2.20) et (2.13), enfin une expression pour N((31,...,nd') est donnée à la
section 2.4.

2.3.2.b Mise en évidence de cinq classes de robots mobiles

Le Théorème 2.3 donne l'expression explicite du modèle cinématique réduit de n'importe
quel robot mobile. Nous montrons maintenant que ces modèles forment 5 classes déquiva
lence, caractérisées chacune par une valeur du couple (5m , 50)' Plus précisément, nous
montrons, Théorème 2.5, que le couple (5m , 50) associé à un robot mobile quelconque ne
peut prendre que 5 valeurs, puis, Théorème 2.6, que si 2 robots mobiles notés RA et RB
ont même couple (Dm, 50)' alors il est toujours possible de choisir sur le châssis du robot
RB, un repère [P,ï,jJB tel que le modèle cinématique réduit de RB soit identique à celui
du robot RA

Ces résultats sont particulièrement intéressants dans l'optique du calcul d'une loi de
commande: ils montrent que sous les Hypothèses 2.1 et 2.2, la commande de l'ensemble
des robots mobiles à roues se résume en fait à 5 cas de figure différents. Ces résultats ont
été prouvés dans [TAM92b] et [CBA93]. Dans [TAM92b], seul le cas des robots équipés
uniquement de 3 roues était étudié. Le degré de mobilité était appelé degré de liberté sur
le corps et le degré d'orientabilité était remplacé par le nombre de roues directrices, ce qui
est presque équivalent lorsque n = 3 . cela conduit juste au dédoublement, inutile, d'une
des classes. Les degrés de mobilité et d'orientabilité ont été introduits dans [CBA93], et
ont permis de présenter une classification complète de tous les robots mobiles, quel que
soit le nombre de roues dont ils sont équipés. C'est cette classification que nous donnons
dans cette section. La présentation est basée sur les 2 références mentionnées ci-dessus.

Centre instantané de rotation

Les Théorèmes 2.5 et 2.6 peuvent être prouvés en raisonnant uniquement sur la matrice
des contraintes A(q), dont l'expression est donnée à la Proposition 2.12. Cependant, afin
d'éviter des calculs de déterminant, de rang, particulièrement fastidieux, nous nous
appuierons également sur une notion très classique en Mécanique, celle du centre instan
tané de rotation. Cette notion, en permettant des raisonnements purement géométriques,
simplifie significativement ces 2 preuves. Nous l'utiliserons encore, d'une manière plus
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directe cette fois, à la section 2.4 pour proposer un second modèle pour les robots équipés
de plusieurs roues directrices.

L'existence d'un centre instantané de rotation est assuré, pour tout corps rigide, par
le Principe de Descartes. Nous rappelons tout d'abord l'énoncé général de ce Principe
(Théorème 2.4), puis nous montrons comment il peut être particularisé dans le cas des
robots mobiles à roues (Proposition 2.13).

Théorème 2.4 Principe de Descartes énoncé général

11 chaque instant, le mouvement d'un corps rigide est:

soit une translation,

- soit une rotation autour d'un point appelé centre instantané de rotation (CIR). 0

Le châssis d'un robot mobile étant supposé rigide, Hypothèse 2.1.2, il obéit au Principe
de Descartes. La loi de composition des vitesses que nous avons utilisée à la section 2.3.1
(Théorème 2.1) est l'une des conséquences de ce Principe. Une seconde est qu'il conduit à
un ensemble de contraintes géométriques sur les orientations possibles des roues directrices
et des roues fixes. Avant d'énoncer ce résultat, qui sera utilisé abondamment dans cette
section et à la section 2.4, nous introduisons la notation suivante'

Définition 2.8 Droite.6. associée à une roue

Dans la suite de ce mémoire, .6.i désignera la droite perpendiculaire à la mue i, passant
par le centre de celle-ci, i.e. par S, 0

Proposition 2.13 Principe de Descartes. conséquence sur l'orientation des roues di
-rectrices et des roues fixes d'un robot mobile

Pour qu'un robot mobile à roues, satisfaisant aux Hypothèses 2.1 et 2.2, puisse bouger, il
faut que l'une des 2 conditions ci-dessous soit vérifiée:

- soit les droites .6.i associées aux roues directrices et aux sont concour-
antes. Le mouvement instantané associé à une telle orientation roues est une
rotation autour de l'intersection de toutesces droites (qui est donc CIR).

soit les droites .6.i associées aux roues directrices et aux roues fixes sont parallèles.
2 cas de figure peuvent se présenter

- les îs, associées aux roues directrices et aux roues ftxt:s sont toutes su.perposées,
Dans ce cas, il existe une infinité de
une rotation autour de n'importe
directrices et aux
L'orieniaiioti des roues

les .6., associées aux roues directrices et aux roues
Cette orientation des mues ne
une translation dans la direction

roues directrices el des mues fixes.

ne sont pas toutes
seul mouvement

par l'orientation des
o



36Chap. 2. Modélisation sous l'hypothèse d'un roulement pur sans glissement

Preuve: considérons tout d'abord un corps rigide quelconque. Soit I un entier stricte

ment positif, {P" ,E[l, ...,ll} un ensemble de points sur ce corps rigide, et ç~p" 'Ell .. ,1] les
vecteurs vitesse linéaire en chaque point P,. Le Principe de Descartes (Théorème 2.4)
assure qu'à chaque instant, le mouvement de ce corps est soit une translation, soit une
rotation autour d'un point appelé CIR. Nous montrons, en considérant successivement les
2 possibilités, que ce théorème engendre un ensemble de contraintes sur l'orientation des

vecteurs Vp" 'EI', ...,I] .

dans le cas d'une translation, le vecteur vitesse instantanée de rotation, noté wdans
le Théorème 2.1, est nul

(2.27)

En reportant (2.27) dans (2.3), nous en déduisons immédiatement que les vecteurs
vitesse linéaire en chaque point du corps rigide, et donc en particulier aux points
{P,} i E [1, lIj, sont égaux.

-+ Dans le cas d'une translation, les vecteurs VP•• 'EI',. ,1) sont tous parallèles et ont
même norme.

dans le cas maintenant où le mouvement instantané est une rotation, faisons jouer
au CIR le rôle du point B dans le Théorème 2.1. Par définition du CIR:

(2.28)

En reportant (2.28) dans (2.3), nous obtenons que le vecteur vitesse linéaire en
chaque point A quelconque du co~de, et donc en particulier aux points {Pi}

i E [1, ,Il, est perpendiculaire à CIRA.
-+ Dans le cas d'une rotation, les vecteurs VI'., .EII, ,II sont perpendiculaires à la
droite joignant P, au CIR.

Dans ce second cas de figure, les vecteurs VP. , 'EI'"I) ne sont généralement pas
parallèles. Cela ne sera le cas que dans une seule situation. les points {Pi, iE[l, ...,I]}
sont alignés et le CER appartient à la droite formée par les {Pi}.

Particularisons maintenant ces résultats au cas des robots mobiles à roues. Nous
noterons I, l'ensemble des index associés aux roues directrices et aux roues fixes:

Puisque les centres des roues directrices et des roues fixes sont des points imrno-
biles par rapport au (cf. Définitions 2.2 et 2.3), et que ce dernier est supposé
rigide (Hypothèse 2.1.2), la vitesse linéaire aux points Si, 'ET doit satisfaire les contraintes
présentées dans le paragraphe précédent. Or, sous l'hypothèse de roulement pur sans
glissement (Hypothèse 2.2), la vitesse linéaire au centre d'une roue appartient nécessaire
ment au plan de la roue: en effet, puisque VT , vitesse du point de contact d'une roue avec
le sol est supposée nulle (Hypothèse 2.2), la relation (2.4) conduit à Vs = r<p),., avec),.
le vecteur horizontal appartenant au plan de la roue, voir Figure 2.7. Nous en déduisons
que
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pour qu'il y ait translation, il faut nécessairement que les roues directrices et les
roues fixes soient parallèles,

pour qu'il y ait rotation autour d'un CIR, ce dernier doit appartenir à toutes les
droites .6." iET. Celles-ci doivent donc nécessairement être soit concomantes. soit
superposees.

Cela termine la preuve de la Proposition 2.13.

II n'existe par contre, aucune contrainte sur l'orientation des roues désaxées et des
roues omnidirectionnelles.

Dans le cas des roues désaxées, cela tient au tait que leur centres S, He'n-.-r ...... n .... H'".'
immobiles par rapport au châssis. Leur vitesses linéaires l'l'ont

'" ~a.LJ~J'CLJJ,","'UA contraintes découlant du Principe de Descartes.

Dans le cas des roues omnidirectionnelles, cela découle du fait qu'elles ont été con
struites de telle sorte que le vecteur vitesse linéaire en leur centre n'appartienne pas
nécessairement au plan de la roue. La fin de la preuve de la Proposition 2.13 ne
peut donc pas leur être appliquée.

Nous avions déjà prouvé, à la section précédente, que pour qu'un robot mobile puisse
bouger, les orientations (3" iET des roues directrices et des roues fixes ne pouvaient
être quelconques: au vu de (2.19) et (2.20), ~ ne peut être différent de zéro que
orientations (3i,iET sont telles que Rang(A31((3\, ....nd.) S 2. La Proposition 2.13 établit
le même résultat par une approche différente. L'avantage de cette seconde approche est
qu'elle fournit sans calcul la liste explicite des orientations (3,. 'ET permettant un mouve
ment du robot. Cette information supplémentaire simplifie significativement les preuves
des Théorèmes 2.,) et 2.6.

Description des 5 classes de robots mobiles

Théorème 2.5 (om,80 ) ne peut prendre que 5 valeurs

Quel que soit le robot mobile considéré, le couple (om,(0 ) qui lui est associé ne peut prendre
que /) valeurs. Ces /) possibilités sont :

(8m ,oo) E {(3,0),(2,O),(2,l),(1,1),(1,2)}

Preuve : Le degré de mobilité om est par définition le rang de la matrice S((31,...,nd') =
ker(A 31(iJl,...,n"')) (Définition 2.6 et relation (2.20)). A31((3\ ,...,nd')étant de dimension (n J'+
nd' ) x 3 (cf. expression de cette matrice donnée page 29), omest nécessairement inférieur
ou égal à 3. De plus, afin qu'un robot puisse bouger, i.e. ~ # 0, il faut que om soit
strictement positif (relations (2.25) ou (2.26)). Nous en déduisons donc que, quel que soit
le robot mobile considéré, son degré de mobilité vérifie

(2.29)



de
réduit

de
o

38Chap.2. Modélisation sous l'hypothèse d'un roulement pur sans glissement

Le degré d'orientabilité Sn est, Définition 2.7, le nombre dl" roues directrices pouvant
être orientées indépendamment sans bloquer le robot. En utilisant la Proposition 2.13,
on montre que 00 vérifie

(2.:W)

La preuve de cette relation, pour être parfaitement rigoureuse, requiert une énumération
de situations. Afin de ne pas alourdir cette section, nous donnons cette preuve en annexe.
section D.l.l.

Au vu des inégalités (2.29) et (2.30), 9 couples (Sm'00 ) peuvent a priori être formés.
Cependant, on montre facilement que

les couples (Sm,50) E {(3, 1),(3,2),(2,2)} ne correspondent pas à des robots réels.

le couple (Sm,50) = (1,0) est associé à des robots ne présentant aucun intérêt pra
tique.

Nous avons également reporté en annexe, section D.l.2, tous les détails prouvant cette
affirmation. Celle-ci termine la preuve du Théorème 2.5 : le couple (Om, on)associé à un
robot mobile ne peut effectivement prendre que les 5 valeurs énumérées dans j'énoncé de
ce dernier. <l

Théorème 2.6 Les modèles cinématiques réduits de tous les robots mobiles forment 5
classes d'équivalence

Sous les Hypothèses 2.1 et 2.2, les modèles cinématiques réduits de l'cnsemble des robots
mobiles à TOues forment 5 classes d'équivalence, caractérisées chacune pal' une »alcur du
couple (5m,80 ) .

Pour repérer ces 5 classes, la notation "classe R~:;'" sera utilisée. La
chaque classe ainsi qu'une du modèle
pour chacune elles, est donii« synoptique SUT' lc Tableau 2.1
cette section.

Présentation globale de la preuve du Théorème 2.6 :

La preuve du Théorème 2.6 ne présente pas de difficultés particulières. Il faut simple
ment, pour être parfaitement rigoureux, envisager successivement un grand nombre de cas
de figure. Plus précisément, pour les 5 couples (Om, 50) mis en évidence au Théorème 2.5,
il faut rechercher l'ensemble des robots mobiles qui présentent ces degrés de mobilité et
d'orientabilité, puis montrer pour chacun de ces robots, qu'il est toujours possible de
choisir le repère [P,î, j] de telle sorte que leurs modèles cinématiques réduits soient tous
identiques. Comme tous les robots mobiles auront été passés en revue (Théorème 2.5 les
degrés de mobilité et d'orientabilité d'un robot mobile ne peuvent prendre que 5 valeurs),
le Théorème 2.6 est alors prouvé.

Dans cette section, nous ferons cette démarche uniquement pour les robots de la classe
Ri, d'une part, parce qu'en raison de leurs singularités, c'est leur modélisation qui est la
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plu« délicate, et d'autre
que nous étudierons dans
l'étude des 4 autres classes, est

c'est essentiellement la commande de ces robots
La fin Théorème 2.6, c'est-à-dire

D.2. 0

Etude détaillée de la classe R~

Résultat préliminaire

Le dp-gré de mobilité associé à 1111 robot est, Définition 2.6 ct relation (2.20), le
rang du noyau de la A31 ( {J'1 ,... ,n"')' Pour nous permettre de le calculer, IlOUS
aurons besoin du résultat suivant

Proposition 2.14 Colinéarité de 2 lignes dans la matrice A31({J'I, ...,nd,)

z !!~rl!e<; ut: .G(l meu!nu; .tJl31 ~f'l, ...,:nd,) sont colinéaires si et seulement si les 2 roues auxquelles
de telle sorte que leur droites à, sont superposées.

Preuve: La preuve de la Proposition 2.]4 est donnée en annexe, section D.2.1.

Description des robots de la classe R~

Proposition 2.15 Robots appartenant à la classe R1
La classe R1 est constituée pal' l'ensemble des robots mobiles comportant·

- aucune roue fixe (ni' = 0),

roues au'eco'lces, deux d'entre elles pouvant être orientées indépendamment,
coordonnées,

un nombre de roues désaxées Olt de raites omnidircclionrcellcs,
pas l'évolution d'un robot (relation 2.11).

Preuve: Nous montrons d'abord que ni, = 0 et n d• :::: 2 sont des conditions néces
saires pour qU'UIl robot mobile appartienne à. la classe R~, puis que ces conditions sont
suffisantes.

raisonnons par
1 &, 2, et 1

comporte au moins 2
à 2 Définition 2.7).

un intérêt pratique, que si SI
si par exemple SI E .6.3 , alors .6.1

{J'I de la roue 1, sauf pour une
Au vu de la Proposition 2.13, pour

une, cc robot Ile peut donc effectuer qU'UI!

Nécessité il est immédiat qu'un robot appartenant à
roucs directrices (puisque son degré cl'orientabilité 150 doit

Pour montrer maintenant qu'il Ile peut pas posséder de roue
l'absurde considérons un robot comportant 2 roues directrices,
roue fixe numérotée 3.

Tout d'abord, il est clair qu'un tel robot ne
et S2 n'appartiennent pas à la droite 6 3 en
et .6.3 sont sécantes en SI pour toutes les
seule, pour laquelle 61 et 63 sont
toutes les orientations (J'I de la roue
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seul mouvement: une rotation autour de SI Ces possibilités d'évolution sont de
évidente beaucoup trop réduites pour qu'un tel robot puisse être utilisé dans le
d'une application pratique. La seule possibilité pour exploiter ce robot serait de bloquer
l'orientation de la roue 1 sur à la superposition de 6 1 ct 6 3 .

Mais dans ce cas, la rolle 1 une roue fixe. Aussi, afin de
ne pas compliquer inutilement la des robots avec des robots anecdotiques.
nous supposerons que les centres des roues directrices n'appartiennent jamais aux droites
6, associées aux roues fixes.

Nous pouvons finir maintenant notre raisonnement par l'absurde: isolons au sein de la
matrice A31(fJI,...,nd.) associée à un robot comportant 2 roues directrices et une roue fixe,
les lignes 1 et 3, c'est-à-dire celles correspondant il l'une des roues directrices et à la roue
fixe. Puisque nous supposons que 8 1 n'appartient à 6 3 , les droites 6 1 et 6 3 , quelle
que soit l'orientation de la roue 1, ne seront superposées. La Proposition 2.J4
établit alors que les lignes 1 et 3 de sont de rang constant 2. On en déduit,
Proposition 2.13, que J'orientation de roue ne peut pas être indépendante
de celle de la roue]

si la roue 1 est parallèle à la roue 3, la roue 2 doit également leur être parallèle,

si les droites 6 1 et 6;] sont sécantes, alors j'orientation de la roue 2 doit être telle
que 6 1 , 6 2 et 6 3 soient concourantes.

Un robot comportant 2 roues directrices et une roue fixe ne peut pas par conséquent
présenter un degré d'orientabilité 6 0 égal à 2; il n'appartient donc pas à la classe R.~.

Suffisance: Nous montrons maintenant que tous les robots pour lesquels nd, 2:: 2 et ni' = 0
prennent place effectivement dans la classe n~, mais que cer l.ains d'entre eux présentent
des singularités incontournables.

Lors de la preuve de la relation (2.30), donnée en annexe, section D.l.l, il est montré
que tous les robots pour lesquels nd' 2:: 2 et ni, = 0 présentent effectivement un degré
d'orientabilité Do égal à 2. Il nous faut donc juste montrer que leur degré de mobilité Dm
est égal à J. Considérons successivement les 2 possibilités suivantes

n d' 2:: 3 et les centres des roues directrices ne sont pas tOIlS alignés dans ce cas
de figure, les droites Ll, associées aux roues directrices ne peuvent pas être toutes

superposées. La Proposition 2.14 assure alors quc Rang(A31(fJI,....nd.)) > 1 Or,
comme l'oricntation de n di

- 2 roues directrices est coordonnée de façon que le
robot puisse bouger, Rang(A31(fJ1, ...,nd.)) vérifie également

(2.31)

On en déduit que Dm est bien égal à 1

= 2 ou n d' 2:: :l mais les centres des roues directrices sont tous alignés la
relation (2.31) est toujours vérifiée. Par contre, il existe cette fois une unique orien
tation des roues directrices tclle que les droites 6 i qui leur sont associées sont toutes
superposées. Cela implique, Proposition 2.14, que pour cette seulc configuration, la
matrice A31(fJI,..,nd')est de rang 1. Cette singularité est inhérente à ces robots. EIJe
traduit le fait que
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Au vu de ce qui a été dit [JlCC.CU".IIII11'toll'" 1Q, 111Q,L11<X[131 Iyl ..... nd.}

le mouvement instantané du robot est r:omplètement défini
c'est une translation dans la direction donnée par j'orientation des roues
directrices, soit une rotation autour d'un CIR défini de manière unique (inter
section des 6, associées aux roues directrices),

il existe pour une infinité de mouvements instantanés
une translation dans la direction donnée par les roues
rotation autour de n'importe quel point des droites 6,.

Un modèle rendant compte de celte rupture dans les possibilités d'évolution de ces
robots, serait assurément très complexe. Aussi, étant donné qu'elle n'est associée
qu'à une unique orientation des roues directrices, nous ferons l'hypothèse que cette
orientation singulière n'est jamais rencontrée'

Hypothèse 2.5 Singularité intrinsèque de certains robots R~

Dans le cas des 2 qrou.pes de robots R1 décrits ci-dessous

robots ne cotriportani que 2 roues directrices,

robots comporiani n d
' et pour lesquels les centres de

toutes les roues

L'Hypothèse 2.5 garantit que dans le cas des robots pour lesquels nd' = 2 ou n d' 2'::1
mais les centres des roues directrices sont alignés, la matrice A3r(/31,...,nà.)est encore
une fois constamment de rang 2. Cela termine la preuve de la Proposition D.7 <1

Puisque l'orientation singulière des roues directrices est unique, l'Hypothèse 2.5 est
très peu restrictive. Elle impose juste un surcroît de travail lors de la synthèse d'une loi
de commande il faut que celle-ci soit construite de telle sorte que l'orientation singulière
des roues directrices ne soit jamais rencontrée. Plusieurs techniques permettant de traiter
cette difficulté spécifique aux robots de la classe R~ seront présentées au Chapitre 4. Il
est à noter que ces robots sont les seuls, parmi ceux qui ne sont pas anecdotiques, pour
lesquels la matrice A3 1 (131,...,,,d.) n'est pas de rang constant (voir la descript.ion des autres
classes de robots, section D.2) Comme, la chute de rang n'intervient que pour une unique
orientation des roues directrices, l'Hypothèse 2.3 était donc tout à fait réaliste.

Modèle cinématique réduit représentatif de la classe R~

à un robot
2':2, et est de rang

.~~ ~.•• ~ ••• _ •• ~ .... ,•. I. ..... n-. des roues directrices, sauf lorsque le robot considéré
'''C~11C0 <. 1 1.'y )J"UUv,'v ~ ..cr , Dans ce dernier cas, A 31(131.. ..,nà.)est encore



42Chap. 2. Modélisation sous l'hypothèse d'un roulement pur sans glissement

de rang 2, sauf pour une unique orientation fJ1,...,nd' des roues directrices, où son rang
chute à 1.

Il n'est cependant pas possible, quel que soit le robot de la classe Rl considéré, de
sélectionner 2 lignes de A31(!' I ,...,n"')qui soient. constamment de rang 2. En ejfet, quelle que
soit. la localisation de 2 roues directrices il et i2 sur le châssis du robot, il existe toujours
une unique orientation (fJ'I'(J,,) de ces 2 roues tdle que .0.." et .0..;2 soient superposées, et
donc, Proposition telle que les lignes il pt i2 deviennent colinéaires. Par conséquent.
si on calcule le noyau de A31(jJI,...,nd.) en ne considérant. que 2 lignes de cette
matrice, on obtiendra une singularité pour l'une des orientations (11...nd.
des roues directrices. ' ,

Dans le cas des robots décrits à l'Hypothèse 2,5, cette singularité était. attendue; clic
correspond à la singularité intrinsèque de ces robots (cf. Hypothèse 2,5). Par conséquent,
on peut tout à.fait calculer S((JI,...,nd') de cette manière pour écrire le modèle cinématique
réduit de ces robots (équation (2.26)); on n'introduit pas de singularité supplémentaire.
Par contre, en procédant ainsi avec les autres robots de la classe Rl, on introduit cette
fois dans leur modèle cinématique réduit., une singularité qui n'a aucune réalit.é physique;
le modèle ainsi obtenu ne décrirait donc qu'imparfaitement les possibilités d'évolution du
robot.

Dans [CBA93], les auteurs ont cependant proposé de calculer S((JI,...,n"') en ne con
sidérant que 2 lignes de A3I(l'I,...,nd'), Le modèle cinématique réduit est alors très simple,
ce qui est un grand avantage dans l'optique de la synthèse d'une loi de commande. Il
comporte bien sûr, une singularité de modélisation, mais celle-ci étant isolée (elle ne
correspond qu'à une orientation unique (/'", {3,,) des roues directrices orientées indépen
damment), il n'est pas très restrictif de construire la loi de commande de telle sorte que
cette orientation singulère ne soit jamais rencontrée. Enfin, en procédant les mod-
èles cinématiques réduits de tous les robots de la classe Rl, y compris ceux robots
décrits à l'Hypothèse 2.5, pourront être identiques, c'est-à-dire la classe Rl sera bien une
classe d'équivalence. Nous donnons la modélisation de [CBA93] ci-dessous

Hypothèse 2.6 Singularité des robots Ri introduite par la modélisation proposée dans
[CHA93}

Pour' tous les robots de la classe RL nOlLSSlLppOSons que l'orientation des roues direc
trices 1 et 2 correspondant au cas de figure où .0.. 1 et .0..2 sont superposées, n'est
rencontrée. Dans le cas des robots décrits à ['Hypothèse 2.5, cette
coïncide avec intrinsèque de ces roboi.s.

A la section 2.4, nous proposerons une seconde modélisation de ces robots. Celle
ci comporte également une singularité de modélisation, mais d'une part, les possibilités
d'évolution des robots seront moins réduites (la singularité n'est associée qu'à n d, positions
du CIR, contre une infinité avec la modélisation poposée dans [CBA93]), et d'autre part,
cette singularité correspond à des orientations des roues directrices qui certes ne bloquent
pas le robot, mais qu'il vaut toutefois mieux éviter pour des raisons purement pratiques
(elles risquent d'amener les actionneurs à saturation).
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Nous pouvons maintenant montrer sans difficulté que la classe R1 est bien une classe
d'équivalence au sens du Théorème 2.6

Proposition 2.16 Modèle cinématique réduit d'un robot de la classe R~

Quel que soit le robot de la classe R1 considéré, si le repère [P, ï,jJ attaché au châssis de
roboi cst clioisi couune suü :

P : point à mi-distance des centres S\ cl 52 des 'roues directrices orindées indépcn
damment,

vecteurS2S\
est à la Fiqure 2.12 sur un

alors un modèle cinématique réduii s'écrit

(2.:12)

une clo.sse a1L sens du Théorème 2.6.
[P,ï,Jl, les singulières des roues directrices

2.6, sont

Preuve: Il a été supposé dans la Proposition 2.16 que les roues directrices orientées
indépendamment étaient les roues 1 et 2.

Pour tout robot de la classe RL il est toujours possible de choisir le repère [P,ï,jJ
comme indiqué à la Proposition 2.16. Grâce à ce choix, les angles Œ] et 02 sont respec
tivement égaux à 0 et 'Ir, et /] et 12 sont égaux (on notera 1] = 12 = L) (cf. définition de Œ

et 1 donnée page 15). Les 2 premières lignes de la matrice A3](,B1, ...,nd.)présentent alors
une expression très simple

-sin/3] Lsin/31)
sin/32 Lsin/32

Le noyau de A3](/3],....nd.)basé sur ces 2 lignes s'obtient en calculant leur produit vectoriel

) (

-2.~Si].1/3]SiU/32)
= Lsm(/31+(12)

sin(/i2 - /31)
(2.34)

En reportant (2.34) dans le Théorème 2.;), nous obtenons bien le modèle cinématique
réduit 2.32. <l

On note que, comme cela avait été annoncé à la section 2.3.2.a, S ne dépend que de
f3],...,o", c'est-à-dire (bus notre cas, uniquement de /3] et (12'
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Proposition 2.17 Description des degrés de liberté d'un robot de la classe R~

Le modèle (2.32) d'un robot de la
et 71 0 2 Ceux-ci ont la signification

met en évidence 3 degrés de liberté . 7]m 1 71 0 1

7]01 est la vitesse d'orientation de la nme directrice t,

7]0" est la vitesse d'orientation df la mue directrice 2,

rlm est relié à la vitesse linéaire des rolles directrices 1 ou 2 par les relations

11 7 Il= -.lLViL =~
lm 2Llsinfhl 2LlsinjJ11

(2.35)
o

soit encore, en développant cette relation selon la base (ï,J; k)

( :i:) (0) (L)V,,\ = R(B) ~ + ~ /\ ~

En reporf.ant (2.:l2) dans (2.36), on obtient finalement

De la même façon, on montrerait que

(

-2LSin jJJsinjJ2)
Vs, = 2[,sin~JcosjJ2

Le.5rela.tions (2.37) et (2.38), et (2.33) conduisent bien à la relation désirée (2.35).

(2.36)

(2.37)

(2.38)

La description des 4 autres classes est donnée en annexe, section D.2. Les résultats
de cette étude sont présentés de façon ]12Tableau 2.1, page 45. Enfin, les
Figures 2.8 à 2.12 proposent un pour chacune des classes. Le repère
[P,ï, j] que nous avons choisi y est représenté.



Modèle cinématique réduit Degrés de liberté
1

'1~

Cm, ) TJml vit. lin. selon z 1;
~ = WI({!) 77m2 Tlm2 vit. lin. selon i

It77m3 77m3 vit. de rot.

i ~ R-'(OlU~) ('m, ) vit. lin.
0

77m, ;:l

01 TJm2 77 m2 vit. de rot. li(-,;nBD) ( ) vit. lin.R- 1({!) cos,i3 aT/ml 1 Tlm,

a 1 77 m2 11m2 vit. de rot.

l/J = 770
770 vit. d'orien.

W'(B) ( L,~nB )'" 77rn relié il vit. lin. lde la roue 1
cos,B 770 vit. d'orien. ;:l

..c
770 de la roue 1

1 ~

=--r-Descripti?n de~ roues 1 Choix du repère
:J_fixes et directrices

oroue fixe
o roue directrice 1 [P,z,Jl arbitraire

P point à mi-distance
des roues directrices l 2,

(î, j) zdirigé selon S;S;
=;'0'1 =0:2=0 [71"], 61
L=0.5.11~1I ;32

W'('l(
77 0 1

77 02

) 'lm
'lm

't»,

1'/0 2

relié à vit. lin.
des roues 1 ,. 2
vit. d'orien. 1
vit. d'orien. 2

singularité: ((31,(32) = (0,0) [71"]



46Chap.2. Modélisation sous l'hypothèse d'un roulement pur sans glissement

(1)

Figure 2.8: Exemple de robot ng

Figure 2.9: Exemple de robot n~
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Figure 2.10: Exemple de robot R~

Figure 2.11: Exemple de robot R~
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CD

Figure 2.12: Exemple de robot R~

2.3.3 Modèle dynamique

Le modèle cinématique d'un robot mobile, présenté à la section 2.3.2, précise les possi-
bilités d'évolution de toutes les coordonnées de ce système (Théorème 2.2).
Il fait apparaître, suivant la classe à le robot, 2 ou 3 de lib-
erté, correspondant à la vitesse linéaire (degrés de liberté Tlm) et la vitesse
d'orientation des roues directrices si le robot. en comporte (degrés de liberté rM (Propo
sitions 2.17, D.3, D.5, D.9 et D.12, voir aussi Tableau 2.1).

Si l'inertie du robot est faible et si ses moteurs ont un temps de réponse très court, ces
différentes vitesses du robot peuvent être considérées comme étant les variables spécifiées
par l'utilisateur pour commander le système. Dans ce cas, le modèle cinématique donné
par le Théorème 2.2 décrit complètement le comportement du robot mobile. C'est une
représentation d'état, avec q comme vecteur d'état el (Tlm,T/o)T comme vecteur de com
mande. Il faut juste alors préciser les relations entre (T/m,T/o)T et les vitesses de rotation
et d'orientation des différentes roues motorisées (a l'aide des 5 propositions mentionnées
il la fin du premier paragraphe ct du Théorème 2.1).

Cependant, dans la plupart. des applications pratiques, il est beaucoup plus réaliste de
considérer comme variables de commande, non pas mais les couples
de rotation et d'orientation qui leur sont appliqués. La modélisation à la sec-
tion 2.3.2, basée uniquement sur les vitesses des différentes roues, ne permet pas de mettre
en évidence l'action de ces couples sur le comportement général du système. Il faut donc se
tourner vers des méthodes plus classiques de modélisation des systèmes mécaniques. Dans
cette section, nous détaillons la construction du modèle d'un robot mobile quelconque,
sur la base des équations d'Euler-Lagrange. Le modèle obtenu, qui fait donc intervenir les
couples appliqués sur le robot., est. appelé modèle dynamique. Son expression est donnée
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au Théorème 2.8. Nous montrons pour finir, Théorème 2.9, que lorsque les paramètres
inertiels du robot sont connus 2.7), ce modèle dynamique peut, grâce à un
premier retour d'état, être comme le modèle cinématique complété par une série
d'intégrat.eurs. Ce résultat est particulièrement important dans l'optique de la commande
des robots mobiles, car il existe des techniques permettant, à partir d'une loi de commande
calculée pour un donné, de commander ce système étendu par des intégrateurs
(voir [PAC91] 4.2.2.c pour un exemple). Le Théorème 2.9 montre donc que,
sous l'hypothèse que les paramètres inertiels du robot sont connus, la synthèse des lois de
commande peut être conduite simplement. il partir du modèle cinématique. Les résultats
décrits dans cette section, out. ét.é présentés initialement dans [ABC91].

2.3.3.a Equations d'Euler-Lagrange pour un robot n'labile à roues

n ~""IPT·-I.~OT~n'ITP coust ituent l'une des techniques les plus classiques pour
système: mecanique. La Définition 2_9 et. le Théorème 2.7 rap

Nous les part.icularisons ensuite, relation 2.45, au

Définition 2.9 Lagrangien d'un système mécanique

vecteur de

i(q,q) = T(q,q) - W(q)

Théorème 2.7 Equations d'E1l1er-fJagrange

!!.. (OL(q,q)) _ oi(q,q) = T

dt. oq oq

Nous particularisons maintenant. les équations d'Euler-Lagrange au cas des robots
mobiles à roues satisfaisant les Hypot.hèses 2.1 et 2.2. Nous donnons d'abord l'expression
du Lagrangien L(q, q) de ces systèmes, puis nous décrivons le vecteur des forces extérieures
généralisées T

Lagrangien d'un robot mobile à roues

Puisque nous supposons que les robots mobiles sont. rigides (Hypothèse 2.1.2) et qu'ils
se déplacent sur un sol horizontal (Hypothèse 2.1.4), ces systèmes ne sont soumis à aucun
effort. élastique ou de pesanteur. Par conséquent, leur énergie potentielle est nulle

W(q)=O
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Leur Lagrangien (Définition 2.9) est donc constitué par la seule énergie cinétique T(4, q).
Par définition

T(q,q) = ~ ffLbot vT(.I:,y,z)v(:r,y,z)p(x,y.z)dxdydz

(:1:,:rI. z) un système de coordonnées orthonormées sur le robot,

p(x,y,z) densité de masse au point de coordonnées (:r,y,z), i.e

Masse totale du robot = fflobot p(x , y . z ) dx dy dZ

v(x,y,z) vitesse linéaire du robot au point de coordonnées (x,y,z).

Le calcul de T(q, q) est un calcul classique de mécanique. On montre, voir [ABC91), que
T(q,q) s'écrit

T(q,q) ~qTM(q)q

avec M(q) la matrice positive définie symétrique suivante:

(2.39)

(2.40)

Afin d'expliciter les sons-blocs de M(q), nous introduisons les notations suivantes

rn. masse du châssis,

m t masse de la roue i,

(xc, ya) coordonnées du centre de masse du châssis dans le repère [P,ï',jJ,

1 . moment d'inertie du châssis par rapport à un axe vertical passant par son centre
de masse,

Jo, moment d'inertie de la roue i par rapport à un axe vertical passant par Q"

Ir, moment. d'inertie de la roue i par rapport à son axe de rotation.

Nous avons alors

• MatriccM I1 ((3i) ('-d)

Mll[l, 1] = M l1[2,2] = rn.+L~=I m,

,->] L'expression des matrices constituant M({I,) est légércment différente de celle donnée dans [ABC91]
dans cc
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M11[1,2]=M11[2,1]=0

M11[1,3] = M11[3, 1] = -mxG - L:~l m,l,sin CY, +
L:::~~~:~ mid,cos(a, + (i,)

M11 [2,3] = Mil [:l,2] = mYe + L;~l mil, cos a, +
L:::~~~:'; m;d,sin(Œi + (J,)

IVl1,l,l.J,1 =mll;;C,;-" U"I + J + L;~I mil; +.

M,,(~,)~ (

• Matrice 1\122 .

Mn = diag(mid; + Jo,) 'EI"d.j.l,nd.j.ndC]

• Matrice 1\133
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Forces extérieures généralisées appliquées à un robot mobile

Dans le cas des robots mobiles, le vecteur des forces généralisées extérieures T peut
être décomposé en 2 vecteurs Tl et T2 :

comme suit

Tl forces généralisées créées par les différents actionneurs, pour assurer la rotation
et/ou l'orientation des roues. Ces forces sont données par

(2.41)

II . vecteur de dimension n", regroupant l'ensemble des couples de rotation et
d'orientation engendrés par les actionneurs. Ce sont les variables que l'utilisa
teur du robot spécifie pour commander celui-ci

B matrice dim(q) x n" constituée ainsi: dans chaque colonne, un élément
tous les autres sont O. La position de j'élément I est fonction du couple

à cette colonne

si le ki èm e élément de II est le couple commandant la rotation de la roue i,
alors dans la klè m e colonne de B, l'élément I se trouve en position 3+ n d

' +
nd c + i, c'est-à-dire à la place occupée par la va.riable 'Pi dans le vecteur q
(cf. Proposition 2.7)
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pst le couple commandant l'orientation de la roue
alors dans colonne de H, l'élément 1 sp trouve en position

à la place occupée par la variable (3, dans le vecteur q

Proposition 2.7)

T2 forces de contact roues-sol.
Sous l'hypothèse de roulement pur sans glissement (Hypothèse 2.2), la vitesse du
point de contact de chacune des roues avec le sol est nulle. L'ensemble des forces
constituant T2 ont donc une puissance nulle. Par conséquent

(2.42)

En rapprochant (2.42) de la Proposition 2.12, on en déduit qu'il existe un vecteur
), tel que.

(2.43)

), est appelé vecteur des multiplicateurs de Lagrange.

Equations d'Euler-Lagrange pour un robot mobile à roues

Afin de simplifier l'expression des équations d'Euler-Lagrange, introduisons encore la
notation suivante:

C(q,q) ~ d~;q) _ ~qT8~;q) (2.44)

Alors, en reportant (2.39), (2.41), (2.43) et (2.44) dans le Théorème 2.7, nous obtenons
facilement que les équations d'Euler-Lagrange, associées à un robot mobile satisfaisant
les Hypothèses 2.1 et 2.2, s'écrivent·

M(q)q+ C((j,q)q = AT(q)), + B(q)u

2.3.3.b Représentation d'état

(2.45)

En Automatique, l'étude et la commande d'un système est généralement conduite à partir
d'une représentation d'état de cc dernier. Nous montrons dans cette section que les
équations d'Euler-Lagrange (2.45) peuvent facilement être ré-écrites sous une telle forme.
La représentation d'état ainsi obtenue est dite modèle dynamique des robots mobiles à
roues (Théorème 2.8 ci-dessous).

Nous avons besoin d'introduire les 2 notations suivantes

soit S(q) la matrice définie par

.S'(q) = (2.46)
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soit 17 le vecteur regroupant l'ensemble des degrés de liberté du modèle cinématique
du robot·

(2.47)

Le modèle cinématique d'un robot mobile, décrit ail Théorème 2.2, s'écrit alors de manière
compacte comme:

(2.48)

Cn reportant (2.48) ainsi que sa dérivée dans les équations d'Euler-Lagrange (2.45), nous
obtenons un premier système d'équations, décrivant le comportement d'un robot mobile,
et ne comportant plus que des dérivées d'ordre lin

{
M(q),S(q)ri +M(q)~TJ + C(S'(q)ry, q).c;(q)~ = ~T(q)À + [] u (2.49)

q = 8(q)q

La matrice S(q) définie par (2.46) étant par construction le noyau de A(q) (cf. Propo
sition 2.12 et relation (2.20)), pré-multiplier la première ligne de ce système par S>T(q)
permet d'éliminer les multiplicateurs de Lagrange

{
ST(q)M(q)S(q)if + ST(q)M(q)~r/ + ST(q)C(S'(q)TJ,q).c;(q)17 = ~T(q)BlL

q = S(q)r/
(2.50)

Le système (2.50) ainsi obtenu est alors clairement une représentation d'état pour le
robot mobile: en effet, puisque M(q) est positive définie symétrique, .S'T(q)M(q)/l(q) est
inversible. La première ligne de (2.50) permet donc d'exprimer if en fonction de 17, q et 1L.

Théorème 2.8 Modèle dynamique d'un robot mobile quelconque

Le modèle dynamique d'un robot mobile quelconque, satisfaisant les Hypothèses 2.1 et 2.2
est donné par:

{
r! = (ST(q)M(q)S'(q))-IST(q)[-M(q)~17 - C(/l(q)T/,q)S(q)TJ + RlL] (2..51)
q = 8(q)TJ

- q : vecteur de coordonnées généralisées (Proposition 2.7),

TJ : vecteur des degrés de liberté cinématique [relation. (2.47)),

1L : vecteur regroupant l'ensemble des couples de rotation. ct d'orientation engendrés
par' les actionneurs,

- S(q), M(q), C(S(q)17,q) et B : matrices dont L'expression est donnée respectivement
par (2.46), (2.40), (2.4.1) et à la page (2.3.3.a) D

Preuve: La preuve du Théorème 2.8 est immédiate au vu de (2.50). <1

On note que le modèle cinématique (2.48) apparaît comme l'un des constituants du
modèle dynamique.
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2.3.3.c Représentation d'état lorsque les paramètres inertiels sont connus

Nous nous plaçons maintenant dans l'optique d'une utilisation du modèle dynamique
construit ci-dessus pour le calcul d'une loi de commande. Ce modèle comporte plusieurs
termes inertiels (matrices M(q) et C(,i:;T/,q)). Au moment de la synthèse d'une loi de
commande, il faut que] 'utilisateur ait une idée relativement précise de la valeur de ces
termes. Il paraît en effet difficile de construire une loi de commande pertinente pour un
robot mobile sans connaître par exemple un ordre de grandeur de la masse de ce dernier.
Nous montrons dans cette section que si cette connaissance est parfaite, alors, grâ-ce à
un premier retour un modèle dynamique très simple, ne comportant aucun terme
inertiel, peut décrire et commander un robot mobile.

Plus précisément, nous introduisons les 2 hypothèses suivantes

Hypothèse 2.7 Les paramètres inertiels des robots mobiles sont connus

La valeur de
tion (2.40))

inertiels apparaissant dans les matrices M(q) (l'da.
2.44) est connue. []

Hypothèse 2.8 Les robots mobiles sont complètement actionnés

Des moteurs commandant la rotation et/ou l 'orienuition des roues ont sur le
robot mobile de façon que la matrice /;T(q)B soit de rang maximum, de rang
dim(ry) 0

L'Hypothèse 2.8 signifie simplement (voir première ligne du modèle dynamique (2.51)
que les moteurs commandant la rotation et/ou l'orientation de certaines roues du robot ont
été placés de telle sorte qu'en spécifiant l'ensemble des couples Tl, l'utilisateur peut donner
à ~ n'importe quelle valeur dans Œtd im

(1J) . Dit autrement, il est supposé que les moteurs
permettent d'exploiter toutes les possibilités d'évolution du robot mobile. Cette hypothèse

très naturelle les robots mobiles sont des systèmes complexes à commander,
sous-actionner ne ferait que compliquer cette tâ-che, voire la rendre impossible (les

robots mobiles complètement actionnés sont tous cornmandables, Théorème B.8, les robots
mobiles sous-actionnés ne le sont pas nécessairement).
Le choix des roues à motoriser dépend du robot consi déré. Dans (CBA93, section 6.2].
une motorisation minimale, satisfaisant 2.8, est présentée pour 6 exemples
de robots mobiles. On peut également pour des raisons de sécurité, de sur-
actionner un robot, de façon que si l'un des moteurs tombe en panne, le robot reste
exploitable.

L'Hypothèse 2.7 est bien sûr beaucoup plus discutable dans la pratique, l'utilisateur
ne dispose en effet que d'une approximation plus ou moins pointue des paramètres iner
tiels du robot. Cette hypothèse a cependant été retenue car elle simplifie significativement
le modèle dynamique des robots, et donc permet de mettre en œuvre de nombreuses tech
niques de commande. Il conviendrait juste, dans un second temps, de s'assurer que les
lois obtenues grâ-ce à cette hypothèse sont robustes vis à vis des erreurs sur les paramètres
inertiels, et si elles ne le sont pas de manière satisfaisante, proposer des techniques per
mettant de les rendre plus robustes. Ce point n'est pas traité dans ce mémoire. Une
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solution possible au problème de la robustesse pourrait être l'utilisation de lois adapta-
tives : dans [Bou92], l'auteur a montré que les lois de Slotine ct Li ([SL88]),
basées sur une approche Lyapunov, ainsi que les lois de Middclton et Good
win ([MG88]), basées sur une approche linéarisation, pouvaient avec succès
au cas d'un système non-holonome particulier. un pont-roulant. approches de-
vraient également apporter des réponses à ce problème de robustesse paramétrique, par
exemple les approches dites Lyapunov redesign, voir [Kha92, section 5.5],[EK92], , bien
adaptées aux commandes par linéarisation. Dans ce mémoire, nous nous sommes concen
trés uniquement sur les problèmes de robustesse par rapport à la présence d'un glissement
des roues sur le sol. Cette étude est proposée au Chapitre 5.

Théorème 2.9 Modèle dynamique d'un robot mobile quelconque, lorsque les paramè
-tres inertiels sont connus

le modèle
et peul être

{
1~ =
q =

(2.52)

OÙ 1) est, un vecteur de conimandc, de même dimension lJue u, iniroduu par le retour
d'état

Preuve: On vérifie facilement que la loi de commande (2.53) proposée dans le Théorème
2.9 peut effectivement être appliquée à un robot mobile. En effet, d'une part, la matrice

pseudo-inverse de (ST(q)B), notée (ST(q)B)t, est parfaitement définie, puisque (ST(q)B)
est de rang plein (Hypothèse 2.8), et d'autre part, on peut effectivement calculer les
matrices M(q) et C(S'(q)1],q), puisque les paramètres inertiels du robot sont supposés
connus (Hypothèse 2.7). En reportant cette loi de commande dans l'expression du modèle
dynamique du robot proposé au Théorème 2,8, on obtient immédiatement le modèle
dynamique présenté au Théorème 2.9. <l

L'ensemble des composantes du vecteur des coordonnées généralisées q sont nécessaires
pour décrire sans ambiguïté la configuration d'un robot mobile. Cependant, parmi ces
variables, généralement seul le vecteur ç, repérant la position et l'orientation du châssis,
présente un intérêt pour l'utilisateur. Dans le cas des modèles cinématiques, section 2.3.2,
nous avions prouvé que l'évolution de ç pouvait être étudiée uniquement sur la base
d'un modèle cinématique réduit (Théorème 2.3). Puisque le modèle cinématique apparaît
comme j'un des constituants du modèle dynamique, cc résultat s'étend également à ces
derniers

Théorème 2.10 Modèle dynamique réduit d'un robot mobile quelconque
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Sous les Hypothèses
reduit aux seules

et (2.8), le modèle d'un robot mobile quelconque,
utiles du point de vue la coninuuule, est donné par

(2.54)

Preuve: La preuve du Théorème 2.10 est immédiate au vu des Théorèmes 2.9 ct 2.3.<1

La classification des modèles cinématiques réduits de l'ensemble des robots mobiles
à roues proposée à la section 2.3.2.b peut alors clairement être étendue aux modèles
dynamiques réduits

Théorème 2.11 Les modèles dynamiques réduits de tous les robots mobiles forment 5
classes d'équivalence

Sous les Hypothèses 2.1, 2.2, 2.7 ct 2.8, les modèles dynamiques réduits de l'ensemble
des robots mobiles à roues forment 5 classes d'équivalence, caractérisées chacune par une
valeur du couple (5m,5o ) . 0

Preuve: La preuve du Théorème 2.l1 est immédiate au vu des Théorèmes 2.10 et 2.6.
<1

2.4 Modélisation dédiée aux robots comportant plu
sieurs roues directrices

Nous proposons dans cette section un second modéle cinématique réduit pour les robots
mobiles de la classe RLc'est-à-dire, Proposition 2.15, pour les robots mobiles comportant
Tld i ::::: 2 roues directrices et aucune roue fixe.

La méthode générale de modélisation d'un robot mobile, présentée à la section 2.3.2,
conduit pour cette classe de robots, et cette classe seulement, à un modèle incluant des
singularités (Proposition 2.16). Lorsque le robot considéré ne comporte que 2 roues di
rectrices, ou que les centres Si de toutes les roues directrices sont alignés, ces singularités
sont incontournables. Elles correspondent, voir la discussion précédant l'Hypothèse 2.5,
à une rupture dans les possibilités d'évolution de ces robots. Par contre, lorsque le robot
considéré est équipé d'au moins 3 roues et que leurs centres Si ne sont pas alignés, les
singularités apparaissant dans le modèle donné par la Proposition 2.16 n'ont aucune sig
nilication physique. Une illustration manifeste étant que toute orientation singulière des
roues directrices, obtenue lorsque l'utilisateur oriente indépendamment les roues 1 et 2,
devient une orientation admissible si l'utilisateur oriente indépendamment les roues 2 ct 3
ou 1 et 3. Ce sont d'autres orientations singulières qui sont alors créées. Ces singularités
sont donc bien liées uniquement à la modélisation proposée.

Dans cette section, nous proposons pour les robots de la classe Ràune seconde tech
nique de modélisation, purement géométrique puisqu'elle est basée uniquement sur la
notion de centre instantané de rotation ((}fR). Le modèle obtenu pour les robots équipés
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d'au moins 3 roues et dont les centres ne sont pas alignés présente également des singu
larit.és de modélisation. Mais à la différence du modèle donné à la Proposition 2.16, ces
singularités ne sont pas complètement artificielles elles correspondent à des orientations
des roues directrices qui certes permettraient au robot de bouger, mais que d'un point de
vue purement pratique il est préférable d'éviter, car elles peuvent conduire à une satu
ration des actionneurs. S'imposer de ne pas amener les orientations des roues directrices

n'est donc pas une restriction des possibilités d'évolution du robot,
l'être l'Hypothèse 2.6, mais une nécessité technique. .

Plus précisément, nous mettons en évidence à la section 2.4.1 que, pour tous les robots
de la classe R~, le passage par certaines orientations des roues directrices peut amener
à saturation les moteurs commandant l'orientation de celles-ci. Le reste de cett.e section
est consacrée à la construction du modèle cinématique réduit d'un robot de la classe R~

dont les seules singularités sont ces orientations des roues directrices à éviter d'un point
de vue pratique. A la section 2.4.2, nous proposons un jeu de variables repérant toutes
les orientations des roues directrices permettant au robot de bouger, exception faite des
orientations singulières. Puis, à la section 2.'1.3, nous combinons ces résultats pour con
struire le modèle cinématique recherché. Cette modélisation a été proposée initialement
dans [MAT92] puis développée dans [TAM95b] ainsi que dans les 2 rapports [TAM92c] et
[TAM93].

2.4.1 Orientations des roues directrices pouvant conduire à
une saturation des actionneurs

Nous montrons le résultat suivant.

Proposition 2.18 Orientations des roues directrices à éviter pour des motifs techni
-gues

Éviter.

Preuve: Nous considérons tout d'abord le cas d'un robot équipé de n'/' 2: 3 roues
directrices dont les centres Si ne sont pas alignés. Nous envisageons successivement les 3
orientations suivantes des roues directrices: les n di roues sont parallèles, puis les n di droites
L'-., sont concourantes en un point quelconque, enfin les n d

' droites L'-., sont concourantes en
8" centre de l'une des roues directrices. Nous verrons que seule la dernière orientation des
roues directrices peut conduire à une saturation des actionneurs commandant l'orientation
des roues. Le cas des autres robots constituant la classe RL c'est-à-dire les robots
de 2 roues directrices ou de n di :;,. 3 roues directrices dont les centres S, sont
étudié ensuite.
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Considérons donc un robot équipé de n d
, ? 3 roues directrices dont les centres S, ne

sont pas alignés.

Supposons tout d'abord que les n d
' roues directrices sont parallèles, Figure 2.13-gauchc.

Si nous modifions légèrement l'orientation de 2 quelconques de ces roues, 2 cas de figure
sont possibles . soit ces 2 roues restent parallèles, soit leurs droites L'-., deviennent sp
cantes. Envisageons d'abord la seconde possibilité. De manière à ne pas bloquer le robot,
l'orientation des n d

• - 2 autres roues directrices doit être également modifiée afin que
toutes les droites L'-., soient concourantes, définissant ainsi un CIR (Proposition 2.13).
On constate facilement sur un croquis que la ré-orientation demandée aux n di - 2 roues
directrices est également minime. La Figure 2.13 en propose une illustration sur l'exemple
d'un robot équipé de 3 roues directrices. La conclusion est la même lorsque les 2 roues
directrices restent parallèles.

Figure 2.13: Evolution de l'orientation de 3 roues directrices depuis une configuration où
celles-ci sont toutes parallèles

-> Lorsque les roues directrices sont initialement toutes parallèles, une légère ré-orienta
tion de 2 d'entre elles n'impose qu'une légère ré-orientation des nd• - 2 autres roues
directrices. Les actionneurs commandant l'orientation de ces roues ne seront donc pas
amenés à saturation.

Considérons maintenant le cas où les n d
' roues directrices présentent des droites L'-.i

concourantes en un point quelconque, Figure Si l'on modifie légèrement
l'orientation de 2 quelconques de ces roues, les 2 de figure que précédemment
peuvent se produire. Nous envisageons encore une fois le cas où les 2 droites L'-.i associées à
ces roues restent sécantes. Afin de ne pas bloquer le robot, l'orientation des nd• - 2 autres
roues directrices doit être modifiée de sorte que toutes les droites L'-., soient concourantes,
définissant ainsi un CIR (Proposition 2.13). Un croquis montre encore une fois que la ré
orientation demandée aux n d• - 2 roues directrices est également minime. La Figure 2.14
en propose une illustration sur l'exemple d'un robot équipé de 3 roues directrices. La
conclusion est la même lorsque les 2 roues directrices restent parallèles.

-> Lorsque les roues directrices présentent des droites L'-., concourantes en un point quel
conque, une légère ré-orientation de 2 d'entre ciles n'impose qu'une légère ré-orientation
des n di

- 2 autres roues directrices. Les actionneurs commandant j'orientation de ces
roues ne seront donc pas amenés à saturation.
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CIR

Figure 2.].1: Evolution de l'orientation de 3 roues directrices depuis une configuration où
le CTR est quelconque

Considérons enfin le cas où les n d
' roues directrices présentent des droites LJ.,

antes en Si. La Figure 2.15-(2) présente une telle situation. Celle-ci peut par
exemple d'une légère ré-orientation des roues 2 et. 3 depuis la configuration décrite à la
Figure 2.15-(1). Si les roues 2 et 3 sont alors ré-orientées légèrement comme indiqué sur
la Figure 2.15-(3), la roue 1 doit tourner instantanément de 90° afin que les :3 droites LJ.,
puisse être concourantes. Cela est techniquement irréalisable, l'actionneur de la roue 1 va
être amené à. saturation.

Figure 2.15: Evolution de l'orientation de 3 roues directrices depuis une configuration où
le CIR est confondu avec le centre d'une de ces roues directrices

---> Lorsque les roues directrices présentent des droites LJ., concourantes en Si (qui est alors
le CIR du robot pour cette orientation des roues) une légère ré-orientation de 2 d'entre
elles peut imposer une ré-orientation très rapide et de grande amplitude pour la roue
directrice sur laquelle est le CIR. L'actionneur commandant l'orientation de cette roue
peut donc être amené à. saturation. Cela termine la preuve de la Proposition 2.18 pour
les robots équipés de n d' ~ 3 roues directrices dont les centres S, ne sont pas alignés.
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Lcs mêmes arguments peuvent être développés pour les robots comportant n d' > 3
roues directrices, mais dont les centres S, sont alignés. En effet, pour de tels robots,
si le CIR est confondu par exemple avec 51, alors toutes les droites 6, doivent être
superposées, sauf 61 qui peut être quelconque (cf. Proposition 2.13). Si l'on modifie
maintenant légérement l'orientation des roues 2 et 3, il est clair que cela peut imposer à
la roue l une ré-orientation de grande amplitude.

Enfin, pour les robots ne comportant que 2 roues directrices, il n'y a par contre, aucune
difficulté technique. En effet, puisque les 2 roues sont orientées de manière indépendante,
cela peut toujours être réalisé sans saturer les actionneurs. <J

Afin d'utiliser ce résultat dans la suite de ce mémoire, nous introduisons les notations
suivantes'

Définition 2.10 Orientations des roues directrices permettant à un robot R~ de

~ouger

Nous noterons 0 l'ensemble des orientations des TOlIeS directrices (31 . n'" permettant il
un robot de la classe R~ de bOllger. ," ,

L'ensemble 0 peut être défini soit il partir de la niairice A 3 1 ((31, .,nd') pal' (voir rela
tion (2.23)) :

(2.55)

soit de manière géométrique (voir Proposition 2.13)

Définition 2.11 Orientations des roues directrices considérées comme singulières

Nous noterons Os, l'ensemble des orientations des roues directrices qui permettraient au
robot de bouger, mais qu'il est préférable d'éviter, soit parce qic'clles conduire il la
saturation des actionneurs, soit parce qu'elles correspondent à la
du robot. Au vu de l'Hypothèse 2.5 et de la Proposition 2.18, Os
o constitué par.

- les orientations des ralles directrices correspondant à lln CIR confondu avec le centre
d'une des roues directrices,

- l'orientation des roues directrices p01L7' laouetl«

orientation des ro ues directrices n'existe
directrices

La seconde partie de la Définition 2.11 comporte en fait une incxactitude en
effet, dans le cas des robots ne comportant que n d

' = 2 roues l'orientation des
roues correspondant à un C1H sur S\ ou 52 ne conduit pas à la saturation des actionneurs
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orientant ces 2 roues (cf. preuve de la Proposition 2.18). Nous avons cependant intégré ces
orientations à l'ensemble Os de façon à ce que le rnodèle cinématique que nous présentons
à la section 2.4.3 s'écrive de manière identique pour tous les robots de la classe R~.

Enfin, par opposition à la Définition 2.11, nous introduisons maintenant

Définition 2.12 Orientations des roues directrices considérées comme non-singulières

Nous noterons Ons le sous-ensemble de 0 défini pal' .

0"3=0\0"

Un modèle cinématique réduit pour les robots de la classe R~ dont les seules singu
larités seraient celles présentes dans Os constituerait lin modèle très nature! pour ces
systèmes les seules singularités introduites par la modélisation seraient dans ce cas, les
orientations des roues directrices dont il aurait de toute façon été nécessai re de se passer
pour des raisons d'implémentation.

Le modèle proposé à la section précédente (Proposition 2.16) ne répond pas à cctte
attente. Pour ce modèle, les orientations singulières des roues directrices (relation (2.33))
correspondent géométriquement à la situation où les roues 1 ct 2 sont orientées de telle
façon que 6.1 et 6.2 sont superposées (Hypothèse 2.6). Au vu de la Proposition 2.13, tous
les mouvements du robot pour lesquels le eTR se trouve sur la droite (SIS'2) sont donc
proscrits. Cette restriction est tout à fait artificielle.

d'une part, clle présente comme singuliers une infinité de mouvements ne présentant
pourtant aucune difficulté en pratique (i.e. les rotations par rapport à un CIR placé
sur (SIS'2)\ {Sh S'd· Ces mouvements, voir la preuve de la Proposition 2.18, ne
proposent aucun problème)

d'autre part, elle considère comme admissibles des mouvements pouvant donner lieu
à des saturations des actionneurs (i.e. les rotations par rapport à un eIR placé en

S" 'E:[3,nd'J)'

Dans la suite de cette section, nous construisons un second modèle cinématique réduit
pour les robots de la classe R~ dont les seules singularités correspondent bien à Os.

2.4.2 Paramétrisation des orientations non-singulières des roues
directrices

Parmi les n d• ?: 2 roues directrices équipant un robot de la classe R1, seules 2 peuvent
être orientées de manière indépendante (puisque So = 2). Aussi, la paramétrisation qui

la plus naturelle pour décrire l'ensemble 0 (Définition 2.10) est (131, (32), les
de 2 quelconques de ces roues directrices. C'est ce choix qui a été fait à la

section 2.3.2.a pour construire le modèle cinématique réduit de ces robots (Théorème 2.3).

Cette paramétrisation ne décrit cependant pas 0 dans sa totalité' à chaque valeur
du couple ((il, (32)correspond en effet un unique élément de 0, sauf lorsque cette valeur
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représente la situation où 6.] et 6.2 sont superposées. Pour cette valeur particulière
de (13], (12)' une infinité d'éléments de 0 peuvent être associés, précisément toutes les
orientations des roues directrices qui placent le GIR sur la droite (S]S2) ou pour lesquelles
toutes les roues sont il, cette orientation des roues 1 et 2. Cette singularité
dans la représentation 0 induit nécessairement une singularité du modèle bâti sur
cette représentation puisque pour une valeur de (13], (12) l'orientation des autres roues
directrices n'est pas spécifiée, le mouvement instantané du robot n'est pas connu, on
ignore par conséquent les valeurs possibles pour ç. Le modèle cinématique réduit donné
il la Proposition 2.16 est, comme attendu, singulier lorsque 6.] et 6.2 sont superposées.

Lorsque le robot ne comporte que 2 roues directrices ou n dt
::::: 3 roues directrices mais

dont les centres St sont de paramétrisation est incontournable.
Comme cela a été dit à la l'Hypothèse 2.5, elle correspond à une
rupture dans les possibilités d'évolution du robot. Les robots pour lesquels n dt ::::: 3 avec
les centres Si des roues directrices non alignés ne présentent pas une telle rupture,
dant, comme le montre la proposition suivante, il n'existe pas pour autant 2
permettant de décrire complètement 0 .

Proposition 2.19 0 ne peut pas être paramétré par un couple de 2 variables

Dans le cas des robots de ndt
::::: 3 roues directrices dont les centres ne sont

o est une dimension constante 2, ne pouvant pas être dans
sa seule carte. () ne peut donc pas être complètement paramétre par un
couple de variables. 0

Preuve: La preuve de la Proposition 2.19 est donnée en annexe, il la section E.l.l dans
le cas d'un robot équipé de n dt = 3 roues directrices dont les centres ne sont pas alignés.
Comme preuve est basée sur des arguments topologiques, elle s'étend assurément

>~ ~

Notre objectif dans cette section est de construire un modèle cinématique réduit pour
les robots de la classe 'R.~ dont les seules singularités soient Os (Définition 2.1l). Il nous
faut donc au préalable proposer une paramétrisation de 0 dont les singularités, inévitables
au vu de la Proposition 2.19, sc limitent à. cet ensemble. Dit autrement, nous recherchons
une paramétrisation de Ons.

La solution que nous proposons, Proposition 2.20 ci-dessous, utilise la notion de centre
instantané de rotation il l'infini que nous introduisons maintenant.

nost , st.rrcr.o sensus, aSS()CleE,a aucun CIR. Cependant, en utilisant des
arguments de peut être vue comme un cas limite de rotation,
plus précisément comme une rotation autour d'un GIR qui serait situé à. l'infini dans la
direction donnée par les droites 6.i associées à. chacune des roues directrices. Ce GIR à.
l'infini est par construction unique pour une translation donnée, ct inversement, à.un CIR
à l'infini, on ne peut associer qu'une unique translation.

Définition 2.13 Centre instantané de rotation à l'infini

A chaque translation, nous pouvons associer de manière bijective un centre instantané de
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rotation, situé à l'infini, dans la direction donnée par les droites .6., associées à chacune
des roues directrices et des roues fixes. D

Le Principe de Descartes (Théorème 2.4) peut alors se reformuler comme:

Théorème 2.12 Principe de Descartes: énoncé général (2)

A chaque instant, le mouvement d'un corps rigide es! une rotation autour d'un point
appelé centre instantané de rotation, pouvant éventuellement être situé à l'infini. D

Nous montrons maintenant que la paramétrisation présentée ci-dessous, qui utilise
la notion de centre instantané de rotation à l'infini, décrit sans ambiguïté toutes les
orientations des roues directrices appartenant à Ons :

Proposition 2.20 Paramétrisation de Ons

des roues directrices appartenant à Ons peuvent être
repérées sans couple de variables

/31 l'orientation de la roue directrice numérotée 1,

cr : la courbure algébrique instantanée du châssis, vue depuis SI, c'est-à-dire (voir
aussi Figure 2.16) .

cr=O

cr= sign(i5.s;cI1t) d(SI ~IR)

lorsque le CIR est à l'infini

sinon

où jj est le vecteur normal à la roue 1 jj = (cos(al + /31),sin(al + /31))T ('-+ 2),

voir Figure 2.16 (al Y est égal à 0), et d(SI GIR) est la distance entre SI et le cm
La définition de cr est clairement non-singulière pour toute orientation des roues
directrices appartenant à Ons en effet, le dénominateur de cr n'est nul que lorsque
le CIR est confondu avec SI, ce qui est exclu dans OnS) Définitions 2.11 et 2.12.

Au vu des définitions respectives de (31 et cr, cet ensemble de 2 variables apparaît comme
une sorte de coordonnées polaires du CIR. 0

Preuve: La preuve de la Proposition 2.20 comporte 2 étapes nous prouvons dans un
premier temps que tout élément de Ons peut être repéré sans ambiguïté par la donnée du
GIR, éventuellement à l'infini, associé à cet élément. Nous montrons ensuite que le couple

'-+2 Le vecteur Dpermetégalementdedéfinirlesignedelavitesselinéaire de la roue 1, notée 111,utilisée

:i,l~o::~::~'~~\::a~~: ;:p;~::n~e~~;ul: ~~ed~~:~ss:;t It~:ér~i:eé7~~~':: da~s ~:ts::';~:i~~:;~~t::::t
Le vecteur ijreprésenté sur la Figure 2.16 doit ainsi être comptépositivement
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Figure 2.16: Paramétrisation (f31'(1)

(f31'(1)caractérise sans équivoque la position du GIR associé à toutes les orientations des
roues directrices Ons' La Proposition 2.20 est alors établie.

Compte tenu de la Définition 2.13, la Proposition 2.13 assure qu'une orientation f31, ...,n d '

des roues directrices est toujours associée à un unique GIR, excepté lorsque toutes les
droites LI., sont superposées. Ces dernières orientations étant considérées comme sin
gulières (Définition 2.11), tout élément de Ons est par conséquent associé à un unique
GIR, situé éventuellement à J'infini. Nous montrons maintenant que cette association est
bijective

pour tout élément de Ons associé à une translation, la définition d'un GIR à l'infini
(Définition 2.13) assure que cette association est effectivement bijective,

-. considérons maintenant un GIR placé à une distance finie. Une orientation f31, ...,n d,
est associée à ce GIR si et seulement si pour chaque roue i, f3iest tel que le plan
de la roue est perpendiculaire à la droite (Si GIR) (Proposition 2.13). Elle est donc
unique si le GIR n'est pas confondu avec l'un des Si, ce qui est le cas pour tous les

f31, ...,nd' EOns'

En conclusion, tout élément de
donnée du GIR auquel il est

peut donc bien être repéré sans ambiguïté par la

De multiples systèmes de coordonnées peuvent être choisis pour repérer la position du
GIR, coordonnées cartésiennes, polaires, Compte tenu que nous souhaitons pouvoir
représenter des positions qui sont à l'infini, nous avons retenu la paramétrisation par le
couple (f31'(1),défini dans la Proposition 2.20. De façon évidente, chaque point du plan,
excepté 51, peut être repéré par le couple (f31,(1). Chaque point est même repéré 2 fois
par (0:,(1) et (O:+7l",-o-).
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Le fait que S\ ne soit pas représenté par cette paramétrisation ne pose pas de difficulté,
puisque le CIR associé à un élément de Ons n'est jamais situé en S1

Le fait que cette représentation soit double n'est également un obstacle les
lois de commande que nous proposons au 1 sont toutes ce qui implique
que l'évolution de toutes les variables, en celle de (31 et (J, est continue. Par
conséquent, la donnée de (31(t 0) et = 0) lève immédiatement l'ambiguïté entre
les 2 représentations possibles du CIR. dualité aurait pu être facilement éliminée,
en imposant par exemple à (J d'être positif. Un croquis, Figure 2. L7, montre cependant
qu'une telle "simplification" conduit à des difficultés lorsque le CIR est à l'infini entre la
Figure 2.17-(1) et la Figure 2.17-(2), la roue directrice 2 a été réorientée très légérement.
Sur la Figure 2.17- (1), l'orientation des roues directrices est repérée par le couple ((31, (J >
0). Si nous imposons à (J' d'être positif, l'orientation des roues directrices sur la Figure 2.17
(2) doit alors être repérée par ((31 +7i, (J > 0). Une ré-orientation infinitésimale d'une roue
a conduit à une discontinuité dans la représentation de l'orientation des roues directrices.
Cette discontinuité disparaît lorsque (J est autorisé à changer de signe: dans ce second cas,
l'orientation des roues directrices sur la Figure 2.17-(1) peut être repérée par ((31, (J < 0).
Dans la suite de ce mémoire, nous laisserons par conséquent à (J la possibilité de changer
de signe, comme indiqué dans la Proposition 2.20. Cela termine la preuve cette dernière.
<1

Figure 2.17: Illustration de la nécessité d'une représentation double du CIR

La pararnétrisat.ion de l'orientation des roues directrices donnée à la Proposition 2.20
est utilisée à la section 2.4.3 pour construire un modèle cinématique réduit pour les robots
de la classe R~. Il sera montré qlle les singularités de ce modèle, comme espéré, se
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limitent bien à l'ensemble Os (Théorème 2.13). Afin de pouvoir exploiter ce modèle
pour synthétiser une loi de commande, comme cela est notre objectif, il faut toutefois
vérifier que toutes ses variables d'état sont accessibles en réel à la mesure. Les 3
composantes du vect.eur é. tous être
mesurés directement (au moyen Nous
montrons ci-dessous que a , courbure algébrique instantanée dLI châssis. est
accessible à la mesure.

Proposition 2.21 Expression de (T en fonction des (3], ,nd,

De manière a utiliser des grandeurs de même dimension qut' (T, nous introduisons les
constantes suivantes

(2.56)
l

a, = z:
comme ie CGIUVH: 1a .. t, r. aecrire la position S1~r le cluissis de la mue

châssis robot est choisi centré sur 5]
sera motivé lors de la construction

élément de On.< est donnée par

~;~~ sin (3,sin( a, + (3;- (31)

~~~~~
(2.5'8

Preuve : La preuve de la Proposition 2.21 est donnée en annexe, section E.1.2. Dans
ce paragraphe, nous montrons juste que la relation (2.57) ne présente pas de singularité
lorsque (31,...,n"'

Le dénominateur de (2.57) s'annule pour les orientations suivantes des roues
directrices.

(2.58)

Au vu de la définition de donnée à la page 15, (3, = 0 traduit que 6., passe par P
Compte tenu de notre pour le repère attaché au châssis, i.e. P = 5], toutes les
orientations décrites à la relation 2.58 corrcspondcnt à un ClU confondu avec 5], c'est-à
dire appartiennent à 0.<. La relation (2.57) est donc sans singularité sur On.<. <1

2.4.3 Modèle cinématique réduit d'un robot de la classe R~

La modélisation que nous proposons dans cette section exploite directement le Principe de
Descartes (Théorème 2.12), c'est-à-dire nous mettons en évidence les possibilités d'évolu
tion du robot à partir de la notion de centre instantané de rotation.

Variables apparaissant dans le modèle cinématique réduit

Par définition, un modèle cinématique réduit ne décrit que les possibilités d'évolution
du châssis du robot. Le Théorème 2.:3 a montré que pour obtenir cette description, il
n'était pas nécessaire de prendre en compte toutes les coordonnées généralisées: on peut
étudier uniquement les variables décrivant le châssis et celles décrivant l'orientation des
roues directrices. Un jeu de variables de décrire le châssis est ç (Proposi-
tion 2.1). L'orientation des roues quant à elle, avait été représentée à la
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section 2.3.2.a par la donnée de f31, ...,Oo, c'est-à-dire dans le cas des robots de la classe R.~,

par (f31' f32)' La Proposition 2.20 montre qu'une autre possibilité, plus intéressante au
niveau des singularités introduites, est (f3I' cr). C'est cette dernière que nous utiliserons
dans cet.t.e section.

Nous cherchons donc ci-dessous à caractériser les possibilités d'évolution de ç, f31 et
cr Dans la suite de ce mémoire, ces variables sont regroupées dans le vecteur X

(2.59)

Possibilités d'évolution de (f3I' cr)

Le couple (/31, cr)dont on cherche à caractériser l'évolution, peut être assimilé à des co
ordonnées polaires du CfR (Proposition 2.20). Géométriquement, il est clair que lorsque
J'on évite les orientations Os, l'évolution du CfR ne comporte aucune restriction. Con
sidérons en effet les 2 alternatives

Le CfR n'est pas à l'infini. Puisque le cas où toutes les droites Ll, sont superposées
est exclu (il appartient à Os Définition 2.11), on peut toujours trouver 2 roues
directrices dont les droites Ll, sont sécantes. Supposons pour les besoins de notre
présentation que ce soient les roues 1 et 2. Considérons maintenant qu'à partir de
cette configuration des roues directrices, on procède aux ré-orientations suivantes

on garde /31 constant, et on ré-oriente légèrement la roue 2
autres roues directrices bien sûr). Dans ce cas, le CfR se

Lll

on garde 132 constant, et on ré-oriente légèrement la roue 1 (ainsi que les n dt - 2
autres roues directrices bien sûr) Dans ce second cas, Je CfR se déplace le
long de Ll2.

Lll et 6..2 étant sécantes, nous venons de faire se déplacer le CfR selon 2 directions
distinctes du plan. Donc, en combinant les ré-orientations des roues 1 et 2, il est
possible de faire évoluer le CIR librement dans le plan.

Le CIR est à l'infini. Dans ce cas, les droites Lli associées à toutes les roues sont
parallèles, mais non superposées (puisque cette dernière configuration appartient à
Os Définition 2.11). Considérons les roues directrices 1 et 2, et supposons qu'à
partir de cette configuration des roues, on procède aux ré-orientations suivantes

on garde (31constant, et on ré-orient.e légèrement la roue 2 (ainsi que les n dt - 2

autres roues directrices bien sûr ). Dans ce cas, le CIR va prendre place sur f>.1

on garde /32 constant, ct on ré-oriente légèrement la roue 1 (ainsi que les n d
• - 2

autres roues directrices bien sûr). Dans ce second cas, le CIR va prendre place
sur Ll2.

f>.1et f>.2étant 2 droites distinctes, nous venons de faire se déplacer le CIR selon 2
directions distinctes du plan. Donc, en combinant les ré-orient.at.ions des roues 1 et
2, il est possible de faire évoluer le Cl R librement dans le plan.
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L'évolution du CIR ne présente donc aucune restriction. Par conséquent, les possibilités
d'évolution de ((31,(T) sont données par

(2.60)

avec '1/2 et '1/3, 2 scalaires pouvant prendre n'importe quelle va.leur dans IR;,2

Les possibilités d'évolution pour l'orientation (31,. ,nd. de toutes les roues directrices
sexpriment en fonction de '1/2 et 1]3 comme

(261)

La première ligne de (2.6]) est triviale au vu de (2.60), la preuve de la seconde est donnée
en annexe, section E.1.3. Cette preuve fait apparaître le dénominateur dans la sec-
onde ligne de (2.61) ne s'annule que pour des vecteurs décrivant une orientation
des roues directrices pour laquelle le CIR est confondu avec des S,. Aucune de ces
orientations des roues directrices n'appartient à Ons (Définition 2.12), la relation (2.6J)
peut donc être utilisée sans restriction sur tout cet ensemble. Le fait que la relation (2.61)
existe, constitue une seconde preuve, plus calculatoire, que (31 et (T peuvent évoluer libre
ment.

Possibilités d'évolution de ~

Pour définir les possibilités d'évolution de ç, il faut tout d'abord définir le vecteur ç,
c'est-à-dire, Proposition 2.1, préciser le repère [P,1:',Jl attaché au châssis. Nous proposons
d'utiliser le repère suivant

P confondu avec SI,

(1:',)) arbitraire.

Ce repère est représenté sm la Figure 2.J6. 11permet, comme cela va être montré ci
dessous, d'obtenir une description des possibilités d'évolution de ~ extrêmement simple.

Soit 1]1, la vitesse linéaire de la roue l, dont le signe est défini comme indiqué dans la
note au bas de la page 63. Au vu de la Figure 2.16, nous avons'

(2.62)

Nous en déduisons immédiatement que

(2.63)

Le calcul de iJest lui aussi très simple
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dans le cas où le mouvement instantané est une rotation, le Théorème 2.1 assure
que

Vs, = Vom+ of: 1\6~ (2.64)

(avec k un vecteur perpendiculaire au plan d'évolution du robot). En reportant
VCIR = 0 ct (2.62) dans (2.64), on montre facilement que

iJ = (]"TIl (2.6,5)

dans le cas où le mouvement instantané est une translation, 0" = 0 (cf. Proposi
tion 2.20), la relation (2.65) est donc encore valide.

En combinant (2.63) et (2.65) ainsi que la matrice R(O) définie par (2.13), nous
obtenons que les possibilités d'évolution de ( sont données par

t~ 1r'(O) ( (2.66)

Modèle cinématique réduit

Les développements précédents nous permettent d'écrire maintenant le modèle ciné
matique réduit

Théorème 2.13 Modèle cinématique réduit d'un robot de la classe R~

Construction basée sur le Principe de Descartes

Le modèle cinématique réduit d'un robot de la classe Rt peut être écrit comme:

(2.67)

comporte pas aautrcs sinouiarites que celles de la pam
c'est-à-dire ses seules

ç = (x, y, OlT : vecteur décrivant la position et l'orientation ds: châssis (Proposi
tion 2.1). Le repère [P, î, J1 utilise pour définir ( est centré sur 81 , i. e. P = 81 ,

parcmétrisaiuni de l'orientation des roues directrices, correspondant au
du CrR dans un systèmc dc coordonnées polaires (Proposition 2.20),

771 degré de liberté cinématique, corrcspondani rI la vitesse linéaire de la T'OUe 1,

(772,113) : degrés de liberté cinéniatiquc, correspmuiatii à la vitesse du CIR dans le
plan d'évolution du robot.

Ce modèle
mélrisaiioti (/3],0")
singularités sont Os (Définition 2.11).
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Preuve: La preuve du Théorème 2.13 est immédiate au vu des relations (2.60) et (2.66).
<1

Le modèle (2.67) peut être ré-écrit sous une autre forme. Dans la suite de ce mémoire,
nous utiliserons également une forme complètement développée (2.68), et une forme
matricielle: (2.69)

{

= sin.(.(} + f-J1 ) Til

il = -cos((} + f3d1)1
è = aT/1

eX = T/2

ér = T/:J

x= S'(X)T/

où X est donné par (2.59), 1) = (1)l,1)2,1)3)T et s

(2.68)

(2.69)

(2.70)

Le modèle cinématique réduit donné par le Théorème (2.13) peut bien sûr être utilisé
pour construire le modèle dynamique réduit du robot. Dans cc cas, celui-ci s'écrit comme
indiqué par le Théorème 2.14 :

Théorème 2.14 Modèle dynamique réduit d'un robot de la classe R.~

Sous les Hypothèses (2.1) et (2.8), le modèle d'un robot de la classe Ri, réduit
au seules »ariables utiles du point de VUf de commande, est donné paT

{

1) =

X =
(2.7Jd

Preuve: La preuve du Théorème 2.]4 est immédiate au vu du Théorème 2.13 et des
développements qui ont menés au Théorème 2.10. 0

Pour terminer ce chapitre, nous caractérisons l'ensemble Os en utilisant la pararnétri
sation (f31,a).

Une orientation des roues directrices appartenant à Os ne peut pas être décrite par
un couple ({-Jl'a) car, comme il apparaît dans la preuve de la Proposition 2.20, une
infinité d'autres éléments de o., sont également associés à ce couple. Nous notons 20 8

l'ensemble des couples (f-J1 , a) associés à o., quand le robot comporte ne comporte que 2
roues directrices ou n d, 2: 3 roues directrices, mais dont les centres S, sont alignés, et 308

ce même ensemble lorsque le robot comporte n d
' :2: 3 roues directrices dont les centres S,

ne sont pas alignés. Ces 2 ensembles s'expriment comme suit
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30 s • lorsqu'un robot de la classe 1?.~ est équipé de n d
' :::: :3 roues directrices dont les

centres 8, ne sont alignés, alors O., n'est constitué les orientations des
roues placent le GIR sur le centre d'une roues directrices (Défi-
nition 2.11). Par conséquent, en terme de couples CB],a), 30 s s'exprime comme

avec 0", les constantes introduites il. la Proposition 2.57

cr,,)
-a,,) (2.72)

20 s lorsqu'un robot de la classe 1?.1 est équipé de 2 roues directrices ou de n d, :::: 3

roues directrices dont les centres Si sont alignés, une première orientation singulière
des roues directrices est celle qui où toutes les droites D., sont superposées. Quand
les roues directrices présentent cette orientation, le GIR peut être Il 'importe quel
point des droites D.,. Aussi, en terme de couples ((3],0"),cette orientation singulière
est associée à

(2.73)

Os est pour le reste, Définition 2.11, constitué par les orientations des roues di
rectrices qui placent le GIR sur le centre d'une des roues directrices. Les cou
pies ((3],0") associés à toutes ces orientations sont déjà inclus dans (2.73), excepté
((3],0") = (*,±oo) correspondant au cas où le CIR est confondu avec 5] 20

5

s'exprime donc comme

(2.74)

Le problème posé par les singularités du modèle d'un robot de la classe 1?.~ pour sa
commande s'exprime alors comme
"Les lois de commande
et 0", variables d'état du modèle
ou 30, (suivant le nombre et la
du robai."
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Chapitre 3

Modélisation en présence de
glissement

Les Hypothèses 2.2 de roulement pur sans glissement ne peuvent pas être
ment utilisées pour décrire le comportement d'un robot mobile à roues. point avait
été discuté à la section 2.1

Le glissement d'une roue sur le sol est un phénomène physique complexe. Aussi,
j'obtention d'un modèle de robots mobiles à roues, qui rende compte du glissement, mais
qui reste d'une complexité acceptable pour pouvoir être utilisé par la suite pour le calcul
d'une loi de commande est un problème difficile, pour lequel aucune solution ne s'est
imposée jusqu'à présent.

Notre objectif dans cette section est de présenter une étude bibliographique sur ce
sujet. Les résultats présentés par des auteurs appartenant à des domaines techniques
(comme les équipementiers automobiles) ou à la communauté automaticienne sont ré
écrits avec des notations uniformisées, et comparés. Nous avons divisé cette étude en
2 parties: à la section 3.1, nous détaillons la mise en équations des forces de contact
pneumatique-sol, puis à la section 3.2, nous présentons des modèles de robots mobiles qui
rendent compte de ces efforts.

Auparavant, nous distinguons parmi les contraintes de roulement pur sans glissement,
les contraintes dites plus spécifiquement de non-glissement, et celles dites de roulement
pur.

Les Hypothèses de roulement pur sans glissement assurent (Hypothèse 2.2) que la

vitesse du point de contact de la roue avec le sol, notée VT à la section 2.3.J, est nulle. En
utilisant la loi de composition des vitesses sur un corps rigide, on montre alors facilement
que 9", vecteur vitesse linéaire au centre de la roue, vérifie

(;3.1)

r rayon de la roue,

o vitesse de rotation de la roue,
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Ir vecteur horizontal appartenant au plan de la roue (voir Figure 2.7).

L'équation vectorielle (3.1) peut être ré-écrite de manière équivalente

IIVsl1=rlr,bl
Vs est dirigé selon le plan de la roue

(3.2)

(3.3)

La relation (3.2) est dite contrainte de roulement pur, alors que la relation (3.3) est appelée
contrainte de non glissement.

3.1 Modélisation des forces de contact pneumatique
sol

Les forces de contact entre un pneumatique et le sol ont fait l'objet de nombreuses études
de la part des équipementiers automobiles. Cette section se base sur les résultats qu'ils
ont publiés.
Puisque par hypothèse, nous avons supposé qu'il n'y avait ni suspension, ni carrossage, les
efforts de contact pneumatique-sol d'une roue i consistent en 3 composantes uniquement

une force longitudinale, notée r.. Cette force est principalement fonction de la

différence en norme entre V; (vitesse linéaire du centre de la roue i) et Rr,bi (rayon x
vitesse angulaire de la roue i). r:a donc essentiellement rapport avec la violation
de la contrainte (3.2).

une force transversale, notée Py,•. Cette force est principalement fonction de l'angle
entre le plan de la roue i et V;. Py .• a donc essentiellement rapport avec la violation
de la contrainte (3.3).

un couple d'auto-alignement, noté Ce couple tend à. aligner le plan de la roue

i et le vecteur vitesse V, de celle-ci. a donc lui aussi rapport avec la violation
de la contrainte (3.3).

Nous allons donner immédiatement une interprétation physique à chacune de ces 3 com
posantes. Auparavant, il nous faut juste, pour garantir notre propre cohérence, définir nos
conventions de signe. Considérons la roue représentée sur la Figure 3.1 L'une des faces
de la roue i a été particularisée, et le sens de rotation, trigonométrique ou rétrograde, de
cette roue, est repéré par rapport à cette face.

Nous appelerons :

X l'axe intersection du plan horizontal passant par le centre de la roue et du plan
de cette même roue, et qui est orienté de telle sorte que si la roue tourne dans le
sens trigonométrique, alors elle avancera selon les X croissants.

[X, Y, Z] : le trièdre direct construit sur X, en ayant pris Y dans le plan horizontal
passant par le centre de la roue,



3.1. Modélisation des forces de contact pneumatique sol

Figure 3.1: Conventions de signe

7.5

[XI, YI, .6" ] un trièdre direct, parallèle à [X, Y, Z], mais ayant pour origine le centre
de la zone de contact du pneumatique avec Je sol.

Par convention, nous posons que

rp, vitesse de rotation de la roue, sera positive, si la roue tourne dans le sens
trigonométrique,

C, couple appliqué sur Ja roue, sera positif, s'il tend à faire tourner celle-ci dans le
sens trigonométrique,

Vx et Vy , composantes du vecteur vitesse linéaire de la roue respectivement selon X et

Y, seront positives, si flx et Vy sont dirigés selon la direction donnée respectivement
par "axe X et l'axe Y

Fx et Fy , respectivement réaction

le pneumatique, seront positives, si
respectivement par l'axe X' et l'axe

et réaction transversale du sol sur

sont dirigés selon la direction donnée

couple d'auto-alignement de la roue, sera positif, s'il tend à faire tourner la roue
le sens trigonométrique autour de l'axe Z.
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3.1.1 Phénomènes physiques

3.1.1.a Force longitudinale ïr;

Raisonnons d'abord sur un pain de gomme, plaqué contre le sol par une force normale FN
ct soumis à un effort parallèle au sol FT (voir Figure 3.2).

Figure 3.2: Déformation d'un pain de gomme sous l'effet dune force longitudinale

Tant que IIFTII reste inférieur à un certain seuil (qui dépend de IIFNII et de la nature
du sol), le pain de gomme se déforme mais ne glisse pas sur le sol. Ce non-glissement a

pour origine les irrégularités dll sol (la gomme sous l'eiTet de FN rentre dans les aspérités

du sol et y prend appui pour résister à Ji""'T), et des forces plus microscopiques telles que
les forces de Van der Waals, Une telle situation où un pain de gomme se déforme mais
ne glisse pas est appelée La réaction du sol sur le pain de gomme est
alors tout simplement

le module de FT, le pain de gomme va finir par perdre
ao nerence et se lIJel,LUt a gusser. Par opposition à la situation précédente, on dira qu'il y a

effectif ou encore plus simplement glissement. Dans cette situation, la réaction
sol sur le pain de gomme devient très complexe à étudier. Il est toutefois intuitif de

penser que cette réaction va rester plus ou moins constante quelle que soit la valeur de
IIFTII : à partir d'un certain seuil, une augmentation de IIFTII se traduit, non plus par
une augmentation de la réaction du sol, mais par une accélération du déplacement du
prieurnatiq ue.

La surface d'un pneumatique, en contact avec le sol, est composée, en première approxi
mation de pains de gomme indépendants (voir Figure 3.3). On nommera k, le nombre
de pains de gomme en contact avec le sol à un instant donné. en couple appliqué à la
rone engendre j)our chacun des pains de gomme en contact avec le sol une sollicitation
longitudinale FT i E dirigée selon l'axe X' de la Figure 3.1. Comme pour le

i~a~~ld:a~o::l:l:p~~~: à la sollicitation C:};:~~r~;~:u:isg~l~l~(~~~L~~i~~u~ue~o~o:~t:l~n:v:~
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se déformer. La déformation des pains de gomme n'est pas homogène, intuitivement,
il est clair que les pains de gomme situés à la sortie de la zone de contact seront plus
déformés que ceux situés à l'entrée de cette même zone (ils sont restés plus longtemps en
contact avec le sol). Sitôt qu'il sort de la zone de contact, le pain de gomme reprendra
sa forme initiale, alors qu'lm nouveau pain de gomme commencera, à l'entrée de la zone
de contact, à se faire déformer (voir Figure 3.3 le couple exercé sur la roue s'oppose
au mouvement, il est donc freineur). Dans le cas d'un couple moteur, nous aurions eu le
même schéma, excepté que les pains de gomme auraient été inclinés, non plus de la droite
vers la gauche, mais de la gauche vers la droite). Pour le moment, nous supposerons que la
contrainte (3.3) est satisfaite, de façon la déformation longitudinale du pneumatique
ne soit pas parasitée par un Le cas général où ces 2 dèforma.t.ions
se superposent sera traité à la section 3.1.3.

O.,~

V
......

.......~
C

~.•....,

,l"~

............
....

Figure 3.3: Déformation longitudinale d'un pneumatique

Si le couple appliqué sur la roue est faible, tous les pains de gomme seront en pseudo
glissement. Dans ce cas, d'après ce qui a été dit pour le pain de gomme isolé, la réaction
longitudinale i'; du sol sur le pain de gomme i sera inversement proportionnelle à l'action
FT du couple sur ce de gomme, et. il en ira donc de même pour la résultante de ces
forces longitudinales = L~=l i'; = - L~=l i'.j,. En revanche, si on augmente le couple
appliqué à la roue, 011 aura une courte situation où les pains de gomme à l'entrée de la
zone de contact seront en pseudo-glissement alors que ceux placés à la sortie seront en

:~:::e:~~:~::~:I;I:~I~~is:ie~~~~~g~~n~iel~:~j~,~~, t\:~~:P~: :~;i 1: ;~:~'itt~:~~e;eP;~~lI: ~:
gomme isolé, tendra vers une valeur constante.

Des séries d'expériences ont montré que les pneumatiques réels (c'est-à-dire à surface
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sculptée) ont, du point de vue bilan des forces de contact, un comportement équivalent
au pneumatique simplifié étudié ci-dessus.

La force Px, dirigée selon l'axe X' (Figure 3.1), que l'on vient de mettre en évidence
est, comme affirmé dans l'introduction de cette partie, directement reliée à la violat.ion
de la contrainte (3.2). Pour s'en convaincre on peut faire le petit raisonnement suivant
appelons ep(t)et V(t) respectivement la vitesse de rotation ct la vitesse linéaire de la roue
à l'instant t. Si la contrainte (3.2) était (la contrainte (3.;~) est elle, supposée

satisfaite dans toute cette partie consacrée à alors nous aurions

V(t) = R.rp(t) Yt

Montrons que cette relation n'est. pas satisfaite. Pour cela, appelons nb le nombre de
de gomme dont est pourvu la roue et Cn , leur espacement normal (voir Figure ;~.;l).

rayon R de la roue vérifie
nb x en

R=-
211"

Lorsque les pains de gomme rentrent en contact avec Je sol, ils sont déformés, leur es
pacement n'est donc plus le même. Soit ec(t), l'espacement moyen des pains de
en contact avec le sol à l'instant t, voir figure ;~.3. Dans le cas d'un couple
comme représenté sur cette figure, cc(t) > Cn; dans le cas d'un couple moteur nous an
rions l'inverse, i.e. cc(t) < Cn. A l'instant t, le mouvement du pneumatique déformé est
alors équivalent au mouvement d'un pneumatique non déformé dont les pains de gomI1W
seraient espacés de ec(t). Dit autrement, le mouvement du pneumatique déformé est
équivalent à celui d'un pneumatique non-déformé de rayon

Nous en déduisons que

V(t) = Ra(t).rp(t) i' R.ep(t) Yt

La contrainte (3.2) n'est donc pas vérifiée, ct plus le couple freineur (resp. moteur) sera
grand, plus Ra(t) (appelé rayon apparent du pneumatique à l'instant t) sera grand (resp.
petit), et plus la contrainte (3.2) sera violée. Ce petit exemple met hien en évidence que la

déformation longitudinale du pneumatique, et par conséquent r; sont directement reliés
à la violation de cette contrainte.

3.1.1.b Force transversale Fy

Puisque ce modèle simplifié de pneumatique est pertinent pour décrire les forces de contact
pneumatique-sol, continuons d'étudier le cas du pneumatique dont la surface est composée
de pains de gomme indépendants. Supposons que la roue se déplace à vitesse constante
non nulle (i.e. aucun couple moteur ou freineur n'est appliqué à la roue), de sorte que
nous ne soyons pas perturbés par des glissements ou des pseudo-glissements longitudinaux
(c'est-à-dire plaçons nous dans le cas où r'x = 0,les pains de gomme ne sont pas déformés
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longitudinalement). Si la roue avance selon une ligne droite, alors plan
de la roue, la contrainte (3.3) sera dans ce cas satisfaite. Modifions brutalement
de quelques degrés l'orientation de la roue. De manière intuitive, il est clair qu'il va
apparaître, tout au moins transitoirement uti angle de dérive li entre le plan de la roue
et son vecteur vitesse linéaire (noté V) (voir Figure 3.4 4 pains de gomme ont été
représentés, 2 sont en contact avec le sol figuré par une zone grisée -).

Figure 3.4: Déformation transversale d'un pneumatique

Le fait que V ne soit plus dirigé selon le plan de la roue fait que les pains de gomme en
contact avec le sol sont soumis à un cisaillement transversal. Plus le pain de gomme est
situé vers la sortie de la zone de contact, plus ce cisaillement transversal sera important.
En réponse à ce cisaillement, le sol exerce une réaction, notée Fy , perpendiculaire au
plan de la roue, (c'est-à-dire dirigée selon l'axe Y' (Figure :3.1)), et orientée à l'opposé
du vecteur vitesse (i.e. si Vy > 0, alors Fy sera négative, ct inversement, si Vy < 0, r;
sera positive). Il en résulte que les pains de gomme en contact avec le sol se déforment
t.ra.n sver sa.lernerrt (voir Figure 3.4). De la même façon que pour la réaction longitudinale

la réaction transversale Fy n'engendre pas nécessairement de dérapage latéral du
pneumatique: pour un angle de dérive petit, le cisaillement transversal subi par les pains
de gomme est faible, ceux-ci se déforment mais ne dérapent pas. La situation est appelée
pseudo-dérive. Comme c'était le cas pour IIFxl1 en pseudo-glissement, la force transversale

II~II dans ce cas sera inversement proportionnelle à l'action qui lui donne naissance, c'est
à-dire à l'angle de dérive li. Si l'angle de dérive augmente, les pains de gomme situés à
l'arrière de la zone de contact, puis tous les pains de gOlTlmevont déraper. Cette situation
est appelée dérive de la roue. La force transversale IIFyll, comme précédemment IIFxll, va
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alors tendre vers une constante.

3.1.1.c Couple d'auto-alignement Ca

Restons à vitesse constante (i.e. restons dans le cas où ~. = 0). Si tous les pains de

gomme en contact avec le sol sont en le point d'application de Py sera
situé en arrière du centre de la roue. que les efforts rie cisaillement sur
les pains de gomme vont croissant de J'entrée la sortie de la zone de contact (voir

Figure 3.4). Cette situation engendre un couple de support l'axe Z de la

(puisque l'yest un vecteur dans le plan du sol, le couple qu'il engendre a Wk'C""Q,lllCllleUL

pour support Je vecteur perpendiculaire au sol), ct de morlule

(3.4)

où la distance entre la projection sur le sol du centre de la roue et le point
de (voir Figure 3.4). D'après nos conventions de signe (Figure 3.1), Je couple Ca
par un angle de dérive 8 positif, sera compté positivement, puisqu'il tend à faire tourner
la roue dans le sens trigonométrique. Aussi, 8 et Ca, contrairement à fJet }~, seront de
même signe.

R.estons sur le cas où 8 est. positif. D'après ce qui a été dit, Ca tend à faire t.ourner
la l'Olle dans le sens trigonométrique. Ce faisant, il tend à ramener le plan de la roue sur
la direction du vecteur vitesse linéaire de cette roue. Autrement dit, il agit faire en
sorte que la contrainte (3.3) redevienne satisfaite. t.c couple C'" propose Ia mérne propriete
lorsque 8 est. négatif. Pour cette raison, Ca est appelé couple a ·a1Jito-a:l!lJnement.

Tant que tau.:' les pains de gomme en contact avec le sol son~ en pseudo-dérive,
l'évolution de IICal1 en fonction de 8, sera semblable à celle de Il}~II. Par contre, si
on continue à augmenter 8, les pains de gomme situés à l'arrière de la zone de contact
vont passer en dérive, la réaction transversale sur ces pains de gomme, d'après ce qui a
été dit précédemment, ne va alors plus croître. Comme la réaction du sol sur les pains de
gomme situés à l'avant de la zone de c,?ntact, et qui eux sont toujours en pseudo-dérive,
continue de croître, c va diminuer et IICal1 avec lui. Une fois que tous les pains de gomme
en contact. avec le sol seront en dérive, les efforts exercés sur chacun d'eux
seront les mêmes, e sera nul, annulant par là même

3.1.2 Mise en équations des forces de contact p neurrrat i q'ue

sol: cas où la dérive est nulle, puis cas où le gllssernent
est nul

Intuitivement, on perçoit assez bien que J<:, bien que majoritairement fonction du glis
sement, sera également affecté par la dérive de la roue. De même, Pv ct ô.. fonctions
principalement de la dérive, seront aussi affectés par le glissement. de la roue. Dans cette
section, en guise de première étape, nous allons d'abord équations" Px dans
le cas où la dérive ou la pseudo-dérive est nulle, puis l'y dans If' cas où le glissement
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ou le pseudo-glissement est nul. Le cas général, où la dérive et le glissement sont tous les
2 non nuls sera vu à la section 3.1.3.

3.1.2.a Force longitudinale Fx à dérive nulle

Définition de la variable de glissement 9

Comme il a été vu ci-dessus, la force longitudinale est engendrée un couple
moteur ou freineur appliqué sur la roue. Une première de mettre en équa-
tions serait de le paramétrer par l'intensité de ce couple. fait, il est apparu qu'une
variable beaucoup plus judicieuse pour paramétrer Fx est le glissement de la roue défini
ainsi [MT92],[TC91],[Tr 92]

Définition 3.1 Variable de glissement 9

Soit une roue en mouvement caractérisée par

- V, sa vitesse linéaire, et (Y",Vy ) ses composantes dans le repère [X, Y] de la Figure
3./

<P, sa vitesse de rotation,

- R, son rayon.

On appelera glissement de cette roue, le scalaire noté g, défini par

[

. v,
.q ~ ~ ~r û V" "0 de m'me ·"9''', ei 1010> IV,I (pluisc de propulsion]

9 = si V", et <P de même siqne, et 1<p1 < IV",I (phase de [reinaqc)

plus les 2 conditions limites

1
9 = l

g = -1

dans le cas limite . Vx négative et <p positive

dans le cas limite <p négative et Vx positive

Si on [ait l'hypothèse que les 2 cas limite ne se présentent jamais, on peut écrire 9 de
façon plus compacte

g=~
max (1<p1, l]fl) (3.5)

o

Remarque 3.1 Le 9 doit être vu comme un paramètre mesurant de combien
la contrainte (3.2) violée 0
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Détails: Si les contraintes de roulement pur sans glissement (3.3)-(3.2) sont satisfaites,
nous avons clairement g = O. Lorsque la contrainte (3.3) n'est plus vérifiée, alors, certes
nous n'avons plus Vx = V, mais comme l'angle de dérive 15 est en pratique toujours très

(au maximum une quinzaine de degrés), nous gardons toujours 9 ::::; O. A l'inverse,
la. contrainte (3.2) n'est plus vérifiée, alors nous avons nettement 9 0, ct cc,

d'autant plus que (3.2) est violée de beaucoup. 9 mesure donc bien iecart ent re Ie systeme

réel et l'hypothèse de non-glissement (3.2). <l

Remarque 3.2 9 est une nariobl« periineuie pour paramétrer Fr

Détails: Il découle de l'interprétation de la variable 9 donnée à la Remarque 3.1 qu'il
est équivalent de paramétrer Fx par l'intensité du couple appliqué sur la roue ou par le
glissement g de celle-ci. En effet, dans le premier cas, on aurait une vue plus macroscopique
du phénomène, on paramétrerait Fx par la contrainte physique qui crée Fx • alors que dans
l'autre, on a une vue bien plus microscopique puisqu'on paramètre l'effort longitudinal du
sol sur le pneumatique r. par la déformation de cc dernier, déformation créée à l'origine
par le couple appliqué à la roue. Intuitivement, on conçoit. hien que l'expression de Fx

sera beaucoup plus facile à établir en utilisant la seconde approche plutôt que la première.
Comme on ne perd pas d'information en utilisant g (puisque le couple appliqué sur la
roue apparaît de toute dans les équations du robot., lorsque le modèle dynamique
est. considéré), on a tout. à utiliser la seconde approche. <l

Remarque 3.3 Plage de variation du glissement g

La définition du glissement 3.1 a éi« choisie de telle sorte que

9 E [-1,1]

Détails: En utilisant les not.at.ions de la Figure 3.1, si la roue tourne dans le sens
cp 2: 0, nous choisirons cc sens comme étant celui de la marche

avant) et que est dirigé, comme cela est naturel selon l'axe X de la Figure 3.1 (i.e.

V,. 2: 0), nous avons:

si cp i=°et Vx = 0, alors 9 = 1
Nous sommes dans une situation de patinage total. La roue tourne sur elle-même
sans avancer, comme ce serait. le cas sur une plaque de glace.

si cp > !if> 0, alors 9 E]O;1[
Nous sommes dans une phase d'accélération.

si cp = 11 > 0, alors 9 =°
Nous sommes dans une phase de roulement sans glissement. C'est la situation vers
laquelle on tend quand on maint.ient la vitesse constante sur une longue période.

si 7t> cp > 0, alors g E] - 1; O[
Nous sommes dans une phase de [rcuuiqe.
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si <jJ = Oct Vx # 0, alors g =-1
Nous sommes dans une situation de roue bloquée. La roue ne tourne pas sur elle
même, elle glisse seulement sur le sol.

Toute cet.te plage de variation est inversée l'on change le sens de rotation de la

roue <jJ ::::0, on passe en marche arrière). comme il est naturel \1" est elle-aussi
nous avons

si <jJ=OeL Vx <0, alors g= l
situation de roue bloquée

si lit< <jJ < 0, alors 9 E]O; I[
phase de freinage.

si <jJ = 1f< 0, alors 9 = a
phase de roulement sans qlissetn etii,

si <jJ < *< 0, alors 9 El 1;O[
phase d' accélération,

si <jJ < °ct Vx = 0, alors 9 = -[
situation de patinage total.

Les 2 cas limite où <jJ et. Vx ne sont pas de même signe ne peuvent guère se produire

dans des conditions normales d'utilisation d'uu véhicule. Il faudrait pour que cela arrive,
que l'on passe brutalement la marche arrière alors que la voiture roulait en marche avant
ou que la voiture parte en toupie sur un sol excessivement glissant. Comme nous avons fait
J'hypothèse que ces cas extrêmes ne seraient. pas rencontrés, nous nous sommes contentés,
dans la Définit.ion 3.1, de borner brutalement Igi par 1. Une étude plus approfondie serait
sûrement nécessaire si l'on voulait. également traiter ces situat.ions très particulières. <l

Remarque 3.4 Limite d'adhérence longitudinalc gs

le contact roue-sol consiste en un pseudo-glissement (le pneumo-
la roue glisse sur le sol) (déformation du

la roue sur le sol). La de Igi qui limite ces 2
longitudinale ct notée gs 0

Détails: La distinction entre pseudo-glissement et glissement est mise en évidence à la
section ~{.l.l.a. Compte-tenu de la Remarqne 3.4, nous avons donc

si Igi < Ys, le pneumatique se déforme, mais ne glisse pas sur le sol. Dans ce cas de

figure, IIFxl1 est une fonction monotone croissante de 9 (cf. section 3.1.1.a).

si 191 :;:, gs, le pneumat.ique se déforme et glisse sur J(~ sol. La valeur de I/FTII est.
alors à peu près une constante (cf. section 3.1.1.a). <l
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Remarque 3.5 Interprétation physique du glissement 9 dans le cas du freinage

Si le couple appliqué sur la roue est [reineur, alors le permet de calculer la
vitesse j'un point de la ceinture du pneumatique, 3.3. Plus précisé-
ment, VA = (~A,O) et

~A(t) = -sign(Vx(t)).g(t).Vx(t) (3·fB

Détails: Puisque nous supposons dans toute cette section 3.1.2.a que la dérive est nulle,
la composante ~A est nulle. Donc li = (v", 0).

Pour prouver maintenant la relation (3.6), il suffit d'utiliser la loi de composition des
vitesses

(3.7)

où S désigne le centre de la roue. Les 2 éléments du terme de droite de (3.7) peuvent
s'exprimer en terme de <j;(t) et v,,(t), nous avons alors

(
YxJtl _ '(t))

VAj8ol(t)= -R<j;(t) + V:r(t)= Vx(t) R~

L'utilisation de (3.5) et du fait qu'en phase de freinage I~I > I<j;(t) 1 donne alors la

relation demandée (3.6). <l

Nous constatons que même pour un glissement 9 petit (i.e. Igi < g8), V"A(t) est non
nulle. Cela n'est pas en contradiction avec ce que nous disions à la Remarque 3.4, à
savoir que tant que Igi < g8 il y a pseudo-glissement, mais pas glissement effectif du
pneumatique. En effet, soit un pneumatique en pseudo-glissement. Considérons le point
de la ceinture du pneumatique noté A sur la Figure 3.3. Il se trouve à l'entrée de la zone
de contact, le pain de gomme qui est juste sous A n'a pas encore été déformé, donc la
verticale passant par A passe également par le centre du pain de gomme. A t + E, le point
A se sera déplacé jusqu'au point A' (voir Figure 3.3). A' se trouve à la sortie de la zone
de contact, le pain de gomme qui se trouve en dessous de lui a donc été déformé, et la
verticale passant par A' ne passe plus par le centre du pain de gomme. La vitesse par
rapport au sol d'un point de la ceinture est donc non nulle, et ce bien qu'il n'y ait pas de
glissement effectif du pneumatique.

La relation (3.6) couvre toute la plage de freinage, i.e. 9 El-l,a] (dans le cas d'une
marche avant). Dans le cas extrême roue bloquée (g = -1), on a bien que la vitesse d'un
point de la ceinture est égale à la vitesse linéaire de la roue. Par contre, cette relation
devient erronée dès que l'on considère une accélération, i.e. 9 E [0, l] (en marche avant).
Cela est assez logique au vu de notre définition de g. En effet, dans le cas d'un patinage
total (i.e. V,.A(t)= R<j;(t) et Vx(t) = 0) le facteur muJtiplicatifliant VxA(t)et Vx(t) devrait
être infini. Or nous avons choisi 9 de telle sorte qu'il soit borné. Pour que la relation (3.6)
reste vraie, il faudrait changer la définition de g, c'est ce qu'ont fait certains auteurs, voir
Remarque sui vante.

Remarque 3.6 Autre définition proposée pour le glissement 9 dans la littérature
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(3.8)

quelles que soient les iialeurs de IV"I et l:pl.

Détails; Les définitions (3.5) et (3.8) sont rigoureusement de
freinage. Pour des accélérations modérées où le 2 défi-
nitions restent à peu près équivalentes (puisque ~ :p). Ce n'est que dans
le cas d'un patinage important de la roue, c'est-à-dire Vr <e: qu'une différence notable
apparaît: avec la Définition 3.1 9 tend dans ce cas vers l , alors qu'avec la définition (3.8),
9 diverge vers l'infini.

Du point de vue des efforts de contact, les relations donnant Px en fonction de 9

sont forcément différentes suivant la définition retenue pour g, mais elles présentent la
même complexité, donc il n'y a a-priori aucune raison de privilégier l'une ou l'autre des
définitions. Nous avons retenu ici la Définition 3.1, car elle confère à 9 une certaine
symétrie: dans le cas d'une marche avant, g appartient à ]0, l ] lorsque la roue est en
phase d'accélération, et à ] - l, O[ lorsqu'elle est en phase de freinage. Cette définition
est aussi la plus généralement utilisée dans la littérature. Dans [BNP87], les auteurs pro
posent la définition (3.8), mais en fait, ne se placent jamais en phase d'accélération. Dans
[Sac93], l'auteur justifie son parti pris pour la définition (3.8) par le fait que dans la pre
mière partie de son rapport, il étudie un modèle cinématique de robot mobile où la vitesse
de rotation :Pi de la roue i fait office de commande. La Définition (~U) était alors génante,
car la commande o, pouvait apparaître au dénominateur dans les équations du modèle;
on perdait ainsi la dépendance affine du modèle en sa commande. Sous l'hypothèse addi
tionnelle qu'il n'y avait pas d'accélérations violentes, et donc pas de patinage important,
l'auteur s'est alors permis de définir 9 à partir de (3.8). <1

Remarque 3.7 Valeur du glissement 9 à vitesse nulle

La Défimtion 8.1 du glissement 9 (tout comme la
lorsque le robot est à l'arrêt ou tend à s'arrêter'
qui conduit à une valeur indéterminée pour g.

(8.8) du reste) pose problème
ce cas, v" et:p tendent vers 0, ce

o

Détails; En général, il est difficile d'avoir une idée de la valeur de 9 à l'arrêt. Dans
le cas d'une roue isolée se déplaçant sur un sol il n'y a aucune déformation
longitudinale du pneumatique lorsque cette ralle est à

dans ce cas précis, vitesse nulleg = a

Par contre, si cette même roue est à l'arrêt sur !Ln sol en pente, une force longitudinale
doit exister pour empêcher la roue de glisser sur la pente, le pneumatique est déformé, el

par conséquent
dans ce second cas, à vitesse nulle 9 le 0
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Tout se complique encore quand la roue n'est plus isolée, mais appartient à un véhicule
à n; roues. On peut imaginer des dispositions et orientations des roues pour lesquelles,
même sur sol horizontal, il existe un jeu de glissements 9, (I<,<nr) non tous nuls qui soit
compatibl~ avec une configuration d'équilibre. 11 suffit pour cela que les efforts longi
tudinaux Fx,i correspondant aux g, aient une résultante nulle, de même que les couples
éventuels par ces efforts. à vitesse nulle, 9 n'est pas forcément nul, il
peut au prendre une valeur Il en fonction de la pente où se
trouve la roue ou de la disposition des roues

Cet écueil n'a pas été débattu dans la littérature. Le problème envisagé étant toujours
celui du suivi d'une ligne blanche ou d'une trajectoire quelconque, l'hypothèse que la
vitesse du robot mobile n'est jamais nulle a toujours été faite.

Dans le rapport [Tr 92] où le problème était de construire un simulateur pour le
véhicule VERI (Véhicule Expérimental à Réfiexes Intéractifs), il a bien fallu traiter cette
question (pour éviter que le logiciel de simulation ne "plante bêtement"). La difficulté a
été évacuée en faisant converger artificiellement 9 vers 0 quand les vitesses tendent vers
O. La régularisation, pour des vitesses devenant très petites, a été réalisée de la manière
suivante

ep-*-
9 = max (Iep\, !ffl) pg

avec {p'.y =
pq = l

où k1 et k2 sont 2 constantes

si J'fr +~ < ~
sinon (3.9)

Une régularisation du même type, mais un peu plus simple avait été évoquée dans [Sac9;1]
elle consistait simplement en

Hep - VX IV~·I

g=~(I\(,I+t)

(dans [Sac93], l'auteur utilise la définition (3.8) pour g). Mais dans un cas comme
dans l'autre, ces régularisations sont complètement arbitraires ct donc pas du tout satis
faisantes. <l

Evolution de f~ en fonction de 9 à dérive nulle

Les raisonnements développés à la section 3.1.1 ont montré que globalement Fx devait
avoir la forme suivante

tant que le pneumatique est en pseudo-glissement, IIFxl1 croît linéairement avec .g,

une fois que nous sommes passés en phase de glissement, IIFxl1 reste à, peu près
constant.

enfin, avec les conventions de signe dounées par la Figure 3.1, F; ct 9 ont même
signe. En effet, le cas où ep et v,. sont positifs, un 9 positif correspond à une
accélération, donc doit être dirigé selon J'axe XI, i.e. F; ::: (J. Inversement, un

un freinage, ft,. doit être dirigé selon la direction opposée à
o. Ce raisonnement reste correct quand <p et Vx sont tous les 2

et 9 ont bien même signe.
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Le glissement d'un pneumatique sur le sol fait intervenir tellement de lois physiques (lois
mécaniques, telles que l'engrènement de la gomme sur les aspérités du sol, lois chimiques,
telles que les forces de Van der Waals pour décrire le fait que la gomme "colle" sur le
sol,. ), et tellement de facteurs (charge du véhicule, vitesse du véhicule, nature du sol, )
qu'il est impossible de calculer mathématiquement l'expression de Iii force longitudinale
l'x, Des mesures à l'aide de dynamomètres, ont permis de montrer que

le raisonnement à la section 3.1.1 était juste. Pour une rolle se déplaçant à
60 km.h- J sur un sol sec et soumise à une charge IIFNII de '1 kN (et à dérive
nulle bien sûr), on réponse Px fonction de 9 donnée par Iii Figure 3.5 (tirée de
[BNP87])

Figure 3.5: Evolution de l'effort longitudinal Px (exprimé en N) en fonction de 9

(La courbe de la Figure 3.5 a été tracée en utilisant la fonction }'x(g) donnée dans
[13NP87].) La partie centrale de la réponse (g E [-0.08,0.08]), qui correspond à un
pseudo-glissement de la roue est, comme attendu, presque parfaitement linéaire. Au-delà,
dans la zone de glissement, la valeur de Fx , décroît légèrement, puis tend à se stabiliser,
comme attendu encore une fois.

La réponse Px en fonction de 9 dépend fortement d'un très grand nombre de facteurs
Les principaux sont les suivants

Nature du sol les duu pneumatique sont bien entendu très dépen-
dantes de la nature sol. Suivant que le sol consiste en de l'asphalte, de l'herbe
ou de la terre, suivant que le sol est sec, mouillé, recouvert de neige ou de verglas, la
réaction longitudinale du sol sur le pneumatique sera très différente. La Figure 3.6,
tirée de ['regl], montre diverses réponses Fx (en accélération) suivant la nature du
sol.
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Glissement 9

Figure 3.6: Influence (qualitative) de la nature du sol sur la réponse F; fonction de .Il

Charge sur la roue: plus la charge sur la roue (notée f~ dans la section 3.1.1)
est importante, plus il y a d'inertie ~ vaincre pour changer la vitesse de cette roue,
donc plus la réaction longitudinale F; du sol sur la roue aura un module important.
La Figure 3.7, tirée de [BNP87], montre, pour différentes charges appliquées sur la
roue, la f"x fonction de g. En première approximation, on peut dire que la
réaciioti est proportionnelle à la charge supportée par la TOue.

Vitesse linéaire de la roue sur sol sec, la vitesse linéaire V de la roue il peu
d'influence sur la réaction longitudinale Fx . En revanche, sur sols mouillés, la zone
de pseudo-glissement se réduit au profit de la zone de glissement au fur et à mesure
que la vitesse croît (i.e . .Ilsdécroît quand V croît).

Cela peut s'expliquer ainsi: quand UII pneumatique avance sur un sol mouillé, il
se crée un bourrelet d'eau devant le pneumatique. Ce bourrelet d'eau exerce sur la
roue une pression hydrodynamique qui est proportionnelle au carré de la vitesse a.vec
laquelle se déplace cette petite quantité d'eau, i.e. est proportionnelle au carré de la
vitesse linéaire de la roue. Tant que la vitesse est faible, la pression hydrodynamique
est faible devant la pression interne du pneumatique. Le bourrelet d'eau est donc
poussé en avant, ct ainsi la plus grande partie de l'aire de contact roue-sol est
"asséchée", le sol exercera donc une réaction longitudinale Fx identique à celle qu'il
exerçait dans le cas où le sol était sec (i.e. courbe donnée par la Figure 3.5). Au fur
P.t à mesure que la vitesse croît, la pression hydrodynamique augmente et parvient à
soulever la partie avant du pneumatique, réduisant par la même la zone de contact
roue-sol, et donc la zone de pseudo-glissement. Le cas limite est celui où tout le
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Figure :J.7: Influence de la charge de la roue sur la réponse Px fonction de 9
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pneumatique est soulevé par l'eau, c'est-à-dire le pneumatique est en aqua-planning.

Ce petit raisonnement avait juste pour but de montrer que la vitesse linéaire de la
sur la valeur de gs- Maintenant, gs ne décroît pas en pratique comme le

C;i.IT" IW' I~ \'1 ""SS". Ce pourrait être le cas si le pneumatique était parfaitement lisse.
tous les pneumatiques sont pourvus de sculptures qui aident. à

qui donc atténuent la décroissance de g., en fonction de V

Pression du régler la pression d'un pneumatique consiste en un
compromis. effet, supposons que l'on part d'ull pneumatique peu gonflé. Faire
croître la pression du pneumatique, fait. dans un premier temps croître en propor
tion le module de J<'x car cela s'apparent.e à une charge supplémentaire sur la roue,
mais dans un deuxième temps, si lon tend à surgonfler le pneumatique, IIFxl1 va
décroître car ayant trop augmenté la pression du pneumatique, on a reduit la surface
de contact roue-sol. Surgonfler un pneumatique n'est en fait avantageux que sur des
sols meubles, car dans ce cas, cela a pour effet de nettoyer la zone de contact, et
ainsi favorise le contact roue-sol.

Tempémt1l7'e ambiante les caractéristiques de la gomme étant modifiées par la
température, il en sera de même pour le contact pneumatique-sol, UTI pneumatique
n'aura pas les mêmes propriétés si la température ambiante est de 40 "C ou si elle
est négative. En régIe générale, une augmentation de température étend la zone de
pseudo-glissement. comparativement. à la zone de glissement car la gOlllme est plus
"collante"
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Caractéristiques du pneumatique les performances d'un pneumatique sont bien sûr
aussi très dépendantes des caractéristiques de ce dernier elles dépendent du type
de gomme utilisé, de la forme des sculptures du pneumatique, du degré d'usure,

Mise en équation de Fx

Nous avons déjà dit, qu'étant donné le nombre de phénomènes physiques mis en
lors du contact d'une roue sur le sol, il était impossible de calculer mathématiquement
en fonction Néanmoins, pour écrire un modèle de robot mobile, nous avons
de connaître relation. Différents modèles, approchant le plus possible les courbes
expérimentales présentées ci-dessus, ont été proposés dans la littérature.

La plupart des auteurs n'ont cherché à modéliser que la pa.rtie linéaire de la réponse
Fx fonction de g, celle correspondant au régime de pseudo-glissement. En effet, quand
on cherche à commander une roue, ou plus généralement un véhicule, on s'efforce, pour
des raisons évidentes de sécurité, de garder 9 dans le domaine de pseudo-glissement.
Dans la pratique, on construit même maintenant des systèmes d'anti-blocage (ABS) et
d'anti-patinage (ASR) des roues, qui empêchent "définitivement" 9 d'entrer dans les zones
respectivement de glissement en freinage et de glissement en accélération. Donc, pour la
plupart des problèmes de commande de robots mobiles, un modèle linéaire de Fx est
suffisant. Pour cela, nous introduisons la définition suivante

On de Fx (par rapport à s) SUT' sa zone

Au vu de la Définition :3.2, la réponse longitudinale F; en fonction de 9 est

\llg\<g5 F; = G.g (3.10)

Toute la question est maintenant d'évaluer la valeur de G. La majorité des auteurs
([Sac93], [Lee92], [MeH91], [Ack92]) se placent dans des conditions particulières de sol,
de pneumatique, de charge, de vitesse, ... et voient donc G comme une constante.

Dans [MT92], les auteurs proposent de faire dépendre G de la charge supportée par
la roue. Au vu des résultats expérimentaux (voir Figure 3.7), la dépendance retenue est
la proportionalité, i.e.

(3.11)

avec G1 une constante positive.

Enfin, dans [BNP87], un modèle pour F•. incluant la zone de glissement en freinage est
proposée. Pour obtenir ce modèle, une technique d'interpolation a été utilisée: les auteurs
se sont définis une structure de modèle, et ont ensuite réglé les différents paramètres de ce
modèle en fonction des résultats expérimentaux. Les conditions expérimentales étaient
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un sol en asphalte sec,

pneumatique classique à sculptures,
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température ambiante et pression du pneumatique correspondant à une utilisation
normale en Europe,

vitesse linéaire de 60 km.h~l,

charge FN sur la roue, variable.

La fonction Pr obtenue dans ce cas de figure est la suivante

r, = o. sin(Cx arctan(Bx[(J - Ex)100g + (i-)arctan(100Bxg)])) (3.12)

1.65

alFh +a2FN

a3F'j,+a4FN

CxDxea,F,v

a6Fh + a7FN +as

où al, ,as sont des constantes (voir [BNP87]). Lorsque nous sommes en pseudo-glisse
ment (g petit), les fonctions arctan cl sin peuvent être identifiées à l'identité. Dans ce
cas, on retrouve bien l'équation (3.10) avec

(3.13)

Le modèle proposé dans [BNP87] est en fait encore plus détaillé que ce que nous avons
écrit ici. Les auteurs proposent une équation (3.12) qui prend en compte le carrossage
des roues.

L'équation (3.12) est celle utilisée dans le simulateur du véhicule VERT développé par
le CEA ([Tr 92]). Comme les expérimentations ont montré que les courbes Fx fonction
de 9 étaient généralement anti-symétriques par rapport à 9 = 0, l'équation (3.12), validée
dans [BNP87] uniquement pour le freinage, est aussi utilisée pour les phases d'accélération.

3.1.2.b Force transversale lZ à glissement nul

Définition de la variable de dérive 5

A la section 3.1.1, nous avons mis en évidence une seconde réaction du notée
dirigée perpendiculairement à Fx , et liée à la violation de la contrainte (3.3),
liée au fait que le vecteur vitesse linéaire d'une roue n'appartient pas tout à fait au plan
de celle-ci. Pour paramétrer cette force latérale F y , nous utiliserons la variable définie
ainsi [MT92], [BNP87], [Ack92], [MCII91], [Sac93], [Tr 92]
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Définition 3.3 Variable de dérive

Soit une roue en mouvement caractérisée par sa vitesse linéaire V de composantes (\/;., Vy)

de cette mue, le scalaire noté 8, défini par

8=arctan(~) (3.1~

La des remarques qui avaient été faites pour la variable de glissement g

peuvent, etre reprises pour la variable de dérive 8

Remarque 3.8 La dérive 8 doit être. vue comme un paramètre mesurant de combien la
contrainte (3.3) est violée 0

Détails: Quand la contrainte de roulement pm (3.3) est satisfaite, par la définition
même de cette contrainte, nous avons Vy = 0 et donc 8 = O. Quand cette contrainte
n'est plus vérifiée, Vy n'est plus nulle. 8, de par sa définition (3.14.),apparaît alors comme

l'angle entre V et le plan de la roue (voir Figure :1.8).

Figure 3.8: Représentation géométrique de la variable de dérive (;

8 est donc bien un paramètre permettant de mesurer l'écart entre le système réel et
l'hypothèse de roulement pur (3.3). <l

Remarque 3.9 (; est une variable pertinente pour paramétrer Fy

Détails: Il a été montré il, la section 3.1.] que la réaction Fy du sol sur la roue avait pour
origine un cisaillement transversal des pains de gomme du pneumatique, cisaillement luî
même dû au fa.it que le plan de la roue et le vecteur vitesse linéaire de celle-ci formaient un
angle non nul. II a été vu que plus cet angle était grand, plus le cisaillement transversal du
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pneumatique était important, et donc plus une grande amplitude. Comme
la remarque précédente a montré que la 5 mesurait justement l'angle entre le
plan de la roue et son vecteur vitesse linéaire, il est clair que 5 est une variahle tout il fait
pertinente pour paramétrer Fy . <1

Remarque 3.10 Limite d'adhérence transversale 5s

S1iivILnt lILualeur de 10'/, le contact TOile-sol consiste en une pseudo-dcriv« IIP t'77P71mntW1fF

se défor'me, mais sans que la TOue dérape sur le sol) ou une dérive

et dérapage effectif de la TOue sur le La valeur de

ces 2 CILS de jiçurc est appelée limite transversale et notée os.

Détails : La distinction entre pseudo-dérive ct dérive est mise en évidence à la sec
tion 3.1.1.b. Compte-tenu de la Remarque 3.10, nous avons donc

si 151 < 5s, le pneumatique se déforme, mais ne glisse pas sur le sol. Dans ce cas de

figure, IIFy\\ est une fonction monotone croissante de li (cf. section 3. LI. b).

si 151 2: 5s, le pneumatique se déforme et glisse sur le sol. La valeur de IIFyl1 est
alors à peu près une constante (cf. section 3.1.1.h). <1

Remarque 3.11 Valeur de la dérive {j à vitesse nulle

La Définition 3.3 de IlL dérive 5 (tout comme la 3.1 glissement
3.7) pose problème le robot est à à s'arrêter : en

ct Vy tendent vers 0, la définition (3.14) de la dérive

Détails: Tout comme pour g, il est très difficile d'avoir une idée de la valeur de 5 il
l'arrêt. En reprenant les mêmes raisonnements que ceux donnés à la Remarque 3.7, on
montre facilement que 5 est nul dans le cas d'une roue isolée il l'arrêt sur un sol horizontal.
mais par contre, dès que la roue isolée se trouve il l'arrêt sur une pente, ou dès qu'elle n'est
plus isolée, mais couplée avec d'autres roues par l'intermédiaire du châssis du véhicule, 0
n'est plus forcément nul, il peut au contraire prendre des valeurs a-priori quelconques, en
fonction de la pente où se trouve la roue ou de la disposition des roues sur le châssis.

Tout comme pour le cas de la variable 9, personne à notre connaissance n'a proposé
de fonctions régularisant correctement la variable 5 quand la roue est à l'arrêt. Dans
[Tl' 92] et [Sac93], les auteurs font converger arbitrairement [, vers 0 quand la roue tend à
s'arrêter. Dans [Tl' 92], la variable {j est régularisée par les relations (3.15)

s = arctan (~) Pt {
po =

Pt = 1 sinon
(3.15)

Dans [8ac93], elle est régularisée plus simplement par
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Ces régularisations sont complètement arbitraires et par conséquent pas du tout satis
faisantes. Cependant, comme déjà signalés dans la Remarque 3.7, tous les problèmes de
contrôle envisagés dans la littérature ont été des problèmes de suivi de trajectoire sur
lesquelles on faisait l'hypothèse que le robot mobile ne s'arrêtait pas.

Evolution de Fy en fonction de fi à glissement nul

Les raisonnements développés à la section 3.].1 ont montré que globalement j!~ doit
avoir la forme suivante

tant que le pneumatique est en pseudo-dérive, IIF~II croît linéairement avec fi,

une fois que nous sommes passés en phase de dérive, Il}~11 reste à peu près constant.

enfin, avec les conventions de signes données par la Figure 3.1, Fy ct fi ont des

signes opposés (puisque la réaction transversale Fy est toujours orientée à l'opposé
du vecteur vitesse).

Comme pour le glissement, il est impossible de calculer mathématiquement l'expression
de la force transversale Fy . Il y a eu quelques tentatives, voir [E1169], mais comme le dit
l'auteur lui-même [E1l69, section 1.11] "Tous ces modèles comportent quelques ressem
blances avec un pneumatique idéalisé, mais cc serait induire le lecteur en erreur que
d'assurer qu'ils sont représentatifs de hl mécanique des pneumatiques réels" "Ces mod
èles permettent d'étudier la stabilité du véhicule, mais pas de prédire avec précision le
comportement du pneumatique" (quelques petits détails sur ces modèles seront donnés
page 97). Aussi, nous nous baserons une fois de plus sur des mesures expérimentales,
réalisées à l'aide de dynamomètres. Ces études ont permis de valider le raisonnement
développé à la section 3.1.1. Pour une roue se déplaçant à 70 krn.h"! sur un sol d'asphalte
sec et soumise à une charge IIFNII de 4 kN (et à glissement nul bien sûr), on obtient la
réponse Fy fonction de fi donnée par la Figure 3.9 (tirée de [BNP87])

La partie centrale de la réponse (li E [-10°,10°]), qui correspond à une pseudo-dérive
de la roue est, comme attendu, presque parfaitement linéaire. Au-delà, dans la zone de
dérive, la valeur de F~, décroît très légèrement, puis se stabilise, comme attendu encore
une fois.

La réponse Fy en fonction de fi dépend des mêmes facteurs que la réponse F; fonction
de g, c'est-à-dire nature du sol, charge sur la vitesse linéaire V de la roue, pression
du pneurnatiquc, température ambiante, du pneumatique, Chacun de
ces facteurs influe sur la réponse fonction de 5, exactement de la, même manière qu'il
influait sur la réponse Px fonction

Mise en équation de f<~

Il n'existe pas de modèle mathématique décrivant correctement la réaction transversale
r; Comme nous avons cependant besoin d'un modèle de Fy pour écrire celui d'un robot
mobile, l'on cherche à approcher le possible les courbes cxpérimentales présentées
ci-dessus, comme cela avait pour la réaction longitudinale Fx '
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De la même manière que l'on s'efforce, pour des raisons évidentes de sécurité, de
garder 9 dans le domaine de pseudo-glissement quand on commande une roue, ou plus
généralement un véhicule, on s'efforcera de garder 8 dans le domaine de pseudo-dérive.
Donc, en première nécessité, nous n'avons besoin que d'un modèle de la partie linéaire de
la réponse }~ fonction de fi, celle correspondant au régime de pseudo-dérive. De la même
façon que nous avions introduit la notion de rigidité de glissement pour Fx (Définition 3.2),
nous introduisons maintenant la notion de rigidité de dérive

Définition 3.4 Rigidité de dérive

On notée D, la pente de Fy (par rapport à 8) SUT' sa zone linéaire

(i.e. SUT' la zone de nseuno-aeriuet,

Vu que l'angle de dérive 8 est de opposé à celui de F y

définition (3.14) est de même signe que D sera toujours un
fi, au vu de la

négatif. 0

Au vu de la Définition 3.4, la réponse transversale F y en fonction de 5 est:

F~ = D.fJ (3.16)

Comme 5, est en général petit (entre 5° et 15° suivant le type de pneumatique considéré, et.
suivant les conditions dans lesquelles il évolue), bien souvent on approxime dans (3.14) la
fonction tan par la fonction idcntité, ce qui, reporté dans (3.16), donne comme expression
approchée, plus simple, ponr Fy

F ~D~
y 1 Y:;. 1

(3.17)
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De la même manière que pour déterminer la valeur de C, la majorité des auteurs
([3ac93], [Lee92], [MT92], [Ack92J, [MCH91]) se placent dans des conditions particulières
de sols, de pneumatiques, de charge, de vitesse, de sorte que D soit une constante.
Dans [M'1'92], de la même manière qu'ils avaient fait pour la rigidité de glissement C, les
auteurs proposent de faire dépendre la rigidité de dérive linéairement en fonction de la
charge appliquée sur la roue

(3.18)

avec Dl une constante négative.

Dans [BNP87], de la même manière que pour Fx , un modèle plus complet pour Fy ,

incluant la zone de dérive, a été calculé à partir d'une technique d'interpolation. Les
conditions expérimentales retenues pour évaluer f~ sont les mêmes que celles choisies

(énumérées page 90), sauf en ce qui concerne la vitesse linéaire de la roue, prise
à 70 km.h " La fonction Fy ainsi obtenue est la suivante:

Fy = Dy sin(Cy arctan(By[(l - Ey)8 + (~) arctan(By 8)])) (3.19)

où.

l'angle de dérive 8 doit être exprimé cn degrés (le résultat des fonctions arcian et sin,
par contre, reste, conune c'était le cas pour la fonction (3.12) donnant Fx , exprimé
en radians),

By , Cy, Dy ct Ey sont donnés par les formules'

1.30

-atl·'iJ ~ a2FN

a3 sin(a4 arctan(asFN ))

c.o;
a6F'k + a7FN + as

où al, ., as sont des constantes (voir [BNP87]).

Lorsque nous sommes en pseudo-dérive (8 petit), les fonctions arcian et sin, puisque leur
résultat est exprimé en radians, peuvent être identifiées à l'identité. On retrouve alors
bien dans ce cas l'équatioTl (3.16) où

(3.20)

Comme pour la réaction longitudinale l<~, le modèle proposé dans [BNP87] pour la
réaction transversale Fy est plus détaillé que ce que nous avons écrit ici, puisqu'il prend en
compte, encore une fois, le carrossage des roues. L'équation (3.19), tout comme l'équation
(3.12) est utilisée dans le simulateur du véhicule VERI du CEA ([Tl' 92]).
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Chercher à interpoler les courbes expérimentales Fy fonction de 8, comme cela a été
fait ci-dessus, semble être l'approche qui donne les meilleurs résultats. En effet, dans
[Ell69], l'auteur propose 2 méthodes pour calculer mathématiquement Fy . Ces 2 méth
odes, présentées brièvement ci-dessous, ne sont pas, de l'aveu même de l'auteur (voir
citation page 94) totalement satisfaisantes. Elles ont toutefois Je mérite, de justifier math
ématiquement certains résultats expérimentaux.

Dans la première méthode, on appelle M Je cercle intersection de la bande de
roulement du pneumatique (i.e. la surface extérieure du pneumatique qui vient au
contact du sol) et du plan vertical passant par le centre de la roue. On appelle
C, la courbe appartenant à la bande de roulement du pneumatique et figurant son
centre. Si le pneumatique n'est pas déformé M et C sont confondus. Cela cesse
d'être le cas si le pneumatique se déforme. La première méthode donnée dans [EIl6<J]
repose sur l'hypothèse suivante: on peut modéliser la déformabilité du pneumatique
en considérant que les courbes M et C sont reliées par une infinité de ressorts
de raideurs k. Soit s une abscisse curviligne sur M, et p(s) la compression ou
l'allongement du ressort positionné à l'abscisse s. Tant que nous sommes en pseudo
dérive, Fy et p(s) sont reliés par un ensemble (équation différentielle ordinaire du
second ordre intégrale). Il est alors possible de sortir la valeur de Fy en calculant
explicitement p(s) sur la partie du pneumatique qui n'est pas en contact avec le sol
et en utilisant la continuité de p(s) aux 2 points limites de la zone où p(s) n'est pas
en contact avec le sol. Pour plus de détail, on pourra se référer à [EIl69]. Au-delà
de la zone de pseudo-dérive, le pneumatique glisse latéralement, et l'indication Pts)
n'est plus directement reliées il }~.

Le résultat final de ce calcul est que Fy dépend linéairement de 8. Autrement dit.
ce calcul prouve, sur un modèle simplifié de pneumatique, ce que l'on observe sur
les pneumatiques réels. Malheuseusernent, il ne fournit pas énormément d'indice
pour l'estimation de la rigidité de dérive D. En effet, la pente de Fy par rapport à
8 obtenue après calculs fait intervenir la raideur des ressorts k, raideur qui ne peut
être estimée que par des mesures sur le pneumatique lui-même.

La seconde méthode doit être vue comme un raffinement de la précédente: le
pneumatique, pour tout ce qui est efforts transversaux, est toujours modélisé par
une infinité de ressorts de raideur k entre M et C, mais on introduit en plus, entre
C et le sol, des pains de gomme d'élasticité E. On tombe alors sur des équations
différentielles du quatrième ordre. Avec quelques approximations, il est possible de
sortir la valeur de Fy , qui est cette fois-ci fonction de toutes les puissances possibles
de h. Comme la puissance de 8 qui a le plus de poids dans l'expression de Fy cst
la première, ce résultat n'est pas en contradiction avec la quasi-proportionnalité
observée en pratique entre Fy et 5. Il permettrait au contraire, si tant est que l'on
puisse avoir une bonne idée des valeurs de k et E, d'affiner le modèle de Fy •

Précisément, dans [Ack!!:{],l'auteur, au lieu d'utiliser une simple proportion entre
Fy et 5 utilise un modèle pour Fy qui fait intervenir toutes les puissances impaires de
8. Les puissances paires n'apparaissent pas, car, vu quP p~ est quasi-antisymétrique
par rapport à 0, elles doivent avoir une contribution négligeable à la valeur de Fy •
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Le très gros problème de cette approche, est qu'il n'est pas facile du tout de calculer
les coefficients multipliant chaque puissance de 8. Ceci n'est pas traité dans [Ack9:)],
cette modélisation de }~ n'a été introduite que pour prouver la robustesse de la loi
de commande développée dans l'article.

3.1.2.c Couple d'auto-alignement Ca à glissement nul

La troisième de la réaction du sol sur un pneumatique, après la réaction
longitudinale et la réaction Fy , est ce que nous avions appelé dans la

section ;)'1.1, le couple d'auto-alignement Comme il a été dit à la section 3.1.1. ce
couple est intimement lié à la réaction transversale Fy dont nous venons de parler le

point d'appui de Fy , résultante des efforts transversaux sol sur pneumatique, n'est pas
situé à la verticale du centre de la roue, mais un pcu en arrière (du fait que le cisaillement.
transversal des pains de gomme en contact avec le sol va croissant au fur et. à mesure que
l'on progresse de l'entrée vers la sortie de la zone de cont.act). C'est précisement cet.te

disymétrie de Fy par rapport au centre de la roue qui crée le couple Ca. Puisque c, est

en quelque sort.e un "sous-produit" de }~, il est lui-aussi directement lié à la violation de

la contrainte (3.3), et il paraît logique d'utiliser pour paramétrer Ca, la même variable

que celle utilisée pour paramètrer Fy , c'est-à-dire la variable de dérive 6 donnée par la
Définition 3.3.

Evolution de Ca en fonction de 9 à glissement nul

Les raisonnements développés à la section 3.1.1 ont montré que globalement la courbe
Ca fonction de 8 (à 9 nul), doit avoir la forme suivante

t.ant que tous les pains de gomme en contact avec le sol sont en pseudo-dérive, IICal1
croît linéairement avec 8,

dès que les pains de gommes situés à l'arrière de la zone de contact passent en dérive

effective, IICa\\ chute,

enfin, quand tous les pains de gomme sont en dérive, on s'attend à ce que IICal1 soit
nul.

Avec les conventions de signes données par la Figure 3.1, Ca et 8 ont le même signe
(puisque Ca tend à faire pivoter le plan de la c'est-à-dire le repère [XY Z],
d'un angle li pour l'aligner sur le V de la roue).

Oes études dynamométriques ont permis de valider cette intuition. Pour une roue se
déplaçant à 70 krn.h"" sur un sol d'asphalte sec et soumise à une charge Il}~II de 4 kN (et
à glissement nul bien sûr), on obtient la réponse Ca fonction de 8 donnée par la Figure 3.10
(tirée de [BNP87]).

Cette réponse est conforme à ce que l'on att.endait : on observe une partie centrale qui
croît d'abord linéairement (première zone qui se termine quand le pain de gomme situé
à l'arrière de la zone de contact passe en dérive effective), puis qui décroît jusqu'à zéro
(zone qui se termine quand tous les pains de gomme en contact avec le sol sont passés
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en dérive). Les courbes des Figures 3.9 ct 3.10 sont bien compatibles c:est revenu il
zéro juste quand Fy quit.t.e sa zone linéaire (voir Figure :3.9), ce qui est tout à fait. logique
puisque ces 2 changements de zone correspondent à la même situation tous les pains
de gomme en contact. avec le sol sont passés en dérive. Une fois que Je pneumatique
est en dérive réelle, on observe sur la Figure 3.10 que le couple ô, ne se stabilise pas
à zéro comme attendu, mais reste légèrement non nul, en ayant préalahlement changé
d'orientation. C'est un phénomène sur lequel nous n'avons a priori aucune justification à
donner, la phase de dérapage latérale étant très difficile à étudier.

Enfin, comme il était logique, des tests expérimentaux ont montré que la nature du
sol, la charge sur la roue, la vitesse linéaire V de la roue, la pression du pneumatique, la
températ.ure ambiante, les caractéristiques du pneumatique, influent grandement sur
la réponse Ca fonction de b, et ce, de la même manière qu'ils influaient sur la réponse Fy

fonction de {)ou Fx fonction de g.

Mise en équation de ëa Comme il n'existe déjà pas de modèle mathématique décrivant
correctement la réaction transversale Fy , il est clair que nous n'avons pas non plus de mod

èle mathématique décrivant corrcctement ô.. Donc, comme pour Fy , il a été cherché un
modèle qui approxime au mieux les courbes expérimentales.

Puisque les commandes calculées pour les robots mobiles s'efforcent, pour des raisons
de sécurité, de maintenir b dans sa zone de pseudo-dérive, nous avons surtout besoin d'un
modèle de Fy et de ëa valide sur cette plage. t'y y est linéaire. Aussi avions nous pu
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(où D est donné par la Définition 3.4). Ici. Ca n'est plus linéaire sur toute cette zone,
il n'est linéaire que sur la partie centrale de cette zone. On peut toutefois, de la même
manière que nous avions défini une rigidité de glissement G et une rigidité de dérive D,
définir une rigidité d'alignement Q, mais son domaine d'utilisation sera plus restreint que
pour Gel. D

Définition 3.5 Rigidité d'alignement

On rigidité d'alignement, notée la de Ca (par
sur la zone où tous les gomme en

à b) sur sa zone
avec le sol sont en

Puisque Ca tend à faire pivoter le plan de la mue (qui supporte le repère [XYZ]) d'un
angle 5, Q sera toujours un scalaire positif. 0

Au vu de la Définition 3.5, le couple d'auto-alignement Ca est alors donné par

(3.21)

(la seconde partie de l'égalité est obtenue en approximant la fonction arcian par l'identité
dans (3.14)). Pour des conditions particulières de sol, de pneumatique, de charge, de
vitesse, ... Q est une constante, et peut être déterminée par quelques mesures expérimen
tales, ou alors, si l'on cherche à être plus précis, par une fonction linéaire de la charge
supportée par la roue

(3.22)

avec QI une constante positive.

Dans [BNP87], les auteurs, comme cela avait été fait pour r: et Fy , ont proposé à

partir de techniques d'interpolation, un modèle plus complet pour Ca, incluant la zone de
dérive. Les conditions expérimentales retenues pour évaluer Ca sont une nouvelle fois les
mêmes que celles choisies pour f:' (énumérées page 90), sauf toujours en ce qui concerne
la vitesse linéaire de la roue, prise ici égale à 70 km.h " La fonction Ca ainsi obtenue est
la suivante

où

]'angle de dérive b doit être exprimé en degrés (le résultat des fonctions arctan et sin
par contre, reste, comme c'était le cas pour les fonctions (3.12) et (3.19) donnant
F; et F~, exprimé en radians),

RG)Cc, De et E; sont donnés par les formules

Cc = 2.40
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où al, .. , aB sont des constantes (voir [HNP87]).

10]

Lorsque nous sommes en pseudo-dérive (8 petit), les fonctions aretan et sin, puisque leur
résultat est donné en radians, peuvent être identifiées à l'identité, et dans ce cas, on
retrouve bien l'équation (3.16) avec

(3.24)

Comme pour la réaction longitudinale r~. et la réaction transversale }~, le modèle
proposé dans [RNP87] pour le couple d'auto-alignement Ca est plus détaillé que ce que
nous avons écrit ici, puisqu'il prend en compte, encore une fois, le carrossage des roues.
Dans le simulateur du véhicule VERI du CEA ([Tr 92]), le couple d'auto-alignement des
roues a été jugé négligeable, et donc n'a pas été implémenté, contrairement aux fonctions
r; et r; données par (3.12) et (3.19).

L'approche calcul direct proposée dans [E1l69] et mentionnée ici page 97 peut être
aussi appliquée à l'évaluation de Ca. En effet, une fois que la déformation latérale pts)
du pneumatique a été calculée, on peut en déduire Fy , résultante des efforts transversaux
sur le pneumatique, mais aussi Ca, couple d'auto-alignement de la roue. En utilisant le
premier modèle cité page 97, on obtient une expression de est proportionnelle à
fi, et en utilisant le second modèle proposé, on obtient pour une expression qui fait
intervenir toutes les puissances possibles de 8, c'est-à-dire nous obtenons des résultats
tout à fait semblables à ceux obtenus pour Fy . Une nouvelle fois, ce petit calcul prouve,
sur un modèle simplifié de pneumatique, ce que l'on observe sur les pneumatiques réels.
mais reste difficilement exploitable: d'une part, on ne connaît pas precisement le coef
ficient de proportionnalité (car il dépend toujou rs de la raideur k des ressorts fictifs et
éventuellement de l'élasticité E de la gomme) et d'autre part, ces calculs ne sont justes
que pour des petites valeurs de S.

3.1.3 Mise en équation des forces de contact : cas général
(présence simultanée de dérive et de glissement)

Lorsque l'on conduit un véhicule, on n'utilise pas d'une part l'accélérateur ou le frein, et
d'autre part le volant. Ces 2 commandes sont en général utilisées conjointement, ce qui
revient à dire que l'on ne se trouve quasiment jamais dans l'une ou l'autre des 2 situations
envisagées jusqu'à présent dérive nulle ou glissement nul.

Que résulte-t-il de l'utilisation simultanée des 2 commandes? Le pneumatique
désormais déformé longitudinalement ct transversalement, c'est-à-dire que Px, Fy
seront simultanément non nuls. Nous désignerons, dans la suite de ce rapport, par la
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réaction totale du sol sur le pneumatique, formée de f'x et de Fy

dans la base [X, Y]

été que la réaction longitudinale r,
et couple d'auto-alignement Ca d'autre

que du 9 tandis
et ne dépendraient que de la dérive en avait été les representations

sol sur pneumatique présentées à la section ;~. l.2 dans les cas glissement pur e,j,

dérive pure auraient pu être utilisées dans le cas général, lorsque 9 et 5 sont tous les deux
non nuls. Malheureusement, il est facile de voir sur un petit exemple que nous n'avons
pas un tel découplage.
Imaginons que, suite à un coup de frein trop brusque sur un sol les roues d'un
véhicule se bloquent (i.e. 9 = -1). Dans cette configuration, on a tourner le
volant, le véhicule poursuit sa trajectoire antérieure, toute directionabilité du véhicule est
perdue. Si la trajectoire suivie était une droite, le véhicule dont les roues sont bloquées
continuera jusqu'à l'arrêt par une trajectoire en ligne droite, pour le plus grand malheur
de son conducteur parfois. Lorsque nous étions à glissement nul, il suffisait de créer, par
l'intermédiaire du volant, un angle de dérive 8, pour engendrer un effort latéral Fy et donc

pour tourner. Quand 9 = -1, quelle que soit la valeur de 8, Fy reste nul, et le véhicule ne
tourne plus. Un meme angle de dérive 8 donc pas la même force transversale
Fy suivant que 9 vaut 0 Olt vaut -1. Par Fy n'est pas fonction exclusivement
de 5, elle dépend aussi du glissement g. ~

De la même façon, il est possible de mettre en évidence que Fx ne dépend pas seulement
de g, mais aussi de l'angle de dérive 8.

3.1.3.a Expression de Fx et Fy dans le cas général

Evolution de P en fonction de 5 et 9

Puisqu'elles dépendent toutes les deux des mêmes variables 9 et 6, les valeurs des
réactions Fx et Fy du sol sur le pneumatique sont interdépendentes (ou couplées). Les
expérimentations menées par les équipementiers automobiles ont permis de caractériser
cette dépendance. Expérimentalement, on observe que

à dérive constante, P, réaction totale du sol sur le pneumatique, décrit une courbe
globalement elliptique dans le plan [Fx , Fy ] quand 9 varie (voir Figure 3.11).

à glissement constant, F décrit également une courbe globalement elliptique dans
le plan [Fx , Fy ] quand 6 varie (voir Figure 3.12).

(les courbes des Figures (3.11) et (3.12) ont été tracées à l'aide des fonctions Fx(8,g) ct
f~(fJ,g) données dans [I3NP87] et présentées ci-après (fonctions (;U5)-(3.2G)). Ces fonc
tions ayant été validées expérimentalement, les courbes des Figures 3.11 et ;~.12 reflètent
bien la réalité du contact pneumatique-sol).
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Figure 3.11: Evolution de ft en fonction de 9 à 8 constant
Chaque courbe représente les valeurs que prend fi'quand 8 est maintenu constant
ct que 9 varie dans [-1,1]

Figure 3.12: Evolution de ft en fonction de b à 9 constant

Chaque courbe représente les valeurs que prend ft quand 9 est maintenu constant
ct que 8 varie dans [-30,30]
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Considérons d'abord la Figure 3.11. Les "ellipses" figurant le vecteur ft pour dif
férentes valeurs de 0 s'appuient toutes ou plutôt, pour des raisons ici de précision numéri
que, tendent toutes vers 2 points, notés B et P, situés sur l'axe Fy = O. Cela signifie
que, quelle que soit la valeur de l'angle de dérive 0, il existe toujours 2 valeurs de 9 telles
qu'il n'y a pas de réaction transversale du sol sur le pneumatique (Fy = 0). Le point B,
nous en avons déjà parlé ci-dessus, correspond à la sit.uation roue bloquée (g = -1). le
point P, quant à lui, est la configuration symétrique, c'est.-à-dire correspond à la situation
de patinage total (g = 1) : quand la roue est bloquée ou quand elle patine, on a beau
modifier l'angle de dérive, la réaction transversale !'~ du sol sur le pneumatique reste nulle
et il est impossible donc de modifier la trajectoire de celui-ci.

Lorsque l'on s'écarte des configurations il et P, Fy devient immédiatement non nulle,
on récupère donc la faculté de diriger la roue via la variable o. La valeur maximale de
lFyl à 0 constant, est toujours obtenue pour f',; = 0, c'est-à-dire pour 9 = O. Pour cette
configuration, la valeur de Fy lue sur la Figure 3.11 est bien entendu celle que l'on avait
obtenu à la section 3.1.2, lorsque nous avions étudié la réaction transversale à glissement
nul (Figure 3.9). La valeur du petit axe de "l'ellipse" correspondant à un angle de dérive
o sera égale à la valeur de Fff=O(o) pour 0 petit, "l'ellipse" correspondante sera très
aplatie, sa taille augmentera jusqu'à ce que l'on arrive à "l'ellipse" associée à 0 = ±os,
puis diminuera légèrement quand loi > 0,.

Nous venons de voir que la valeur de la réaction transversale IFyl dans le cas où il
y a couplage, c'est-à-dire quand 0 et. 9 sont tous les 2 non nuls, est toujours inférieure
à IFrO(o)l. La réaction longitudinale IFxl se comporte d'une manière complètement
symétrique. Pour constater ceci, il suffit de remarquer sur la Figure 3.12 que la valeur
maximale de IFxl à 9 constant, est toujours obtenue pour Fy = 0, c'est-à-dire pour 0 = o.
IF"I, pour une dérive 0 et un glissement g sera donc toujours inférieur à 1F!=O(g) l, donné
par la Figure 3..').

simultanée d'un glissement 9 et d'une dérive 0 diminue toujours l'intensité
et Fy sol sur le par rapport aux 2 eas idéaux

pur (0 = 0) et pure (q = 0).

Les Figures 3.11 et 3.12 montrent bien que nous avons un couplage longitudinal-transversal
très important. F,excepté pour les petites valeurs de /) et de q , n'est pas du tout donné
par une relation découplée

où F!=O(g) et Fff=O(/)) sont les 2 fonctions données respectivement par les Figures 3.5 et
3.9.

Les Figures 3.13 et 3.14 qui représentent respectivement la réaction longitudinale
F,. et la réaction transversale Fy en fonction de /) et g, tracées toujours d'après les
fonctions (3.25) ct (3.26) données initialement dans [BNP87], présentent le couplage
longitudinal-transversal d'une agréable pour l'œil.

On voit sur la Figure 3.\3 que la longitudinale dépend en fait très peu de
l'angle de dérive /) la forme de la courbe reste globalement la même quel que soit b.
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Fignre 3.13: Réaction longitudinale Fx en fonction de IJ ct 9

Figure 3.14: Réaction transversale Fv en fonction de 0 et 9
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L'angle de dérive ne fait que diminuer légèrement la valeur maximum de Fx . A contrario,
on constate sur la Figure 3.14, que la réaction transversale Fy dépend beaucoup de la
valeur du glissement g, la forme de la fonction est au moins autant affectée par 9 que
par O. Et encore, la courbe de la Figure 3.14 est incomplète, des problèmes numériques
ayant empêché de tracer Fy pour 9 = ±l Théoriquement, les bords de cette courbe pour
9 = ±1 sont horizontaux et égaux à 0 (configuration roue bloquée ou patinage total).

Mise en équation de ft
Une représentation de la réaction totale ft par 2 fonctions Fx ( 0, g) et Fy ( 0, g) a été

proposée dans [BNP87], uniquement dans le cas où la roue est en freinage. Néanmoins,
comme les expérimentations ont montré que dans le cas d'une accélération, la réaction
longitudinale est quasiment antisymétrique (i.e. Fx(o,-g) = -Fx(o,g)) et la réaction
transversale quasiment symétrique (i.e. Fy(o,-g) = Fy(fJ,g)),nous avons ici, au moyen de
ces symétries, étendu les fonctions Fx(o,g) et Fy(o,g) de [BNP87] au cas de l'accélération,
comme du reste cela avait déjà été en partie fait dans [Tr 92]. Les expressions étendues,
ré-exprimées avec nos conventions de signe, sont

sign(Vx)

Fx(o,g) ~F~(Œ)

Fy(fJ,g) = ;F~(Œ)

{
1 si Vx > 0

-1 si Vx < 0
9

sign(Vx) + sign(lVxl - IRcpl)g
sign(v,,) tan 0

sign(Vx)+ sign(lVxl-IRcpl)g

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

_Fb=O (sign(Vx)u) (3.30)
x l+Œ

F:=O(arctanŒ) (avec arctan o exprimé en degrés) (3.31)

(les définitions (3.27) et (3.28) posent un problème si l'on se trouve sur la configuration
roue bloquée (g = -1) ou la configuration patinage total (g = 1). Nous supposerons
que l'on peut être très proche de ces 2 configurations, mais que nous ne serons jamais
exactement sur elles, de sorte à pouvoir continuer les calculs (ce sont les problèmes de
précision numérique dont nous parlions à propos des Figures 3.12 à 3.14).

Les auteurs ont proposé les fonctions (3.25)-(3.26) en se basant sur le raisonnement
suivant, raisonnement validé par leurs résultats expérimentaux

PLAÇONS NOUS D'ABORD DANS LE CAS D'UN FREINAGE (i.e. IVxl > IRcpl) EN
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MARCHE AVANT (i.e. Vx > c'est-à-dire d~ns le cas étudié dans [BNP87], et intro-

duisons le vecteur vitesse de noté V" défini par

Vs = (Vs,x,VS,y) g, V - Rep:r = (VX- Hep, Vy) (coord. dans le repère [X, Y])
(3.32)

avec X, vecteur directeur de l'axe X 1/, représente donc l'écart vectoriel entre

hypothèses (3.3)-(3.2) de roulement pur sans g;hss(~me:nt avaient ete satisfaites (c'I~st-;'l-dire

Repx).

11est alors possible de donner un sens plus physique aux 2 variables a; et (J"y définies
par (3.27) ct (3.28). Nous avons

Vs,x
(3.3:3)»;

cry
\I"y

(3.34)R;p

En effet, on peut montrer que les définitions (3.33) et (3.34) sont équivalentes respective

ment aux définitions (3.27) et (3.28) (avec ici, on rappelle, \fx > a ct IVxl > IRepl) en
utilisant la Définition 3.1 du glissement (dans le cas du freinage) et la Définition 3.3 pour
l'angle de dérive

(Note: les définitions (3.33)-(3.34) n'ont bien sûr de sens que si l'on se trouve en dehors
de la configuration roue bloquée, cp -1 a,cas écarté ici).

Au vu de (3.33) et (3.34), les variables (J"x et (J"y, apparaissent donc comme une mesure
de l'importance relative respectivement du glissement longitudinal et de la dérive transver
sale, dans le mouvement de la roue. Quant à la variable cr, si on considère (3.29), elle peut
être interprétée, comme une représentation de la déformation globale du pneumatique. En
fin, les 2 quotients ~ et 7, qui apparaissent dans (3.25) et (3.26), sont clairement, au vu
de (3.33) et (3.34), les coordonnées dans [X, Y] du vecteur unitaire ayant pour direction

celle de Vs:

La signification des variables (J"x, cry et cr étant ainsi
conduit aux fonctions (3.25)-(3.26) peut mamtenant etre uetrnuc

(3.35)

le raisonnement qui a

Structure générale

Dans le cas où le pneumatique présente la propriété d'isotropie, c'est-à-dire qu'il se
déforme avec les mêmes caractéristiques dans les directions longitudinale et transver
sale, alors on observe expérimentalement un résultat qui paraît assez naturel, à savoir
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~ ( ll,,(U)) ('!.L)F(u) = Fy(u) = ?- F(u)

avec F(u) désignant le module de fi' lorsque la déformation totale du pneumatique
vaut a (Nous avons, dans (3.36), juste cherché à spécificier la direction de F Le
problème de l'orientation de fi'le long de cette direction sera considéré dans la suite).
Lorsque le pneumatique n'est pas isotropique, on constate expérimentalement (et
cela semble encore une fois relativement naturel) que la structure (3.36) est modifiée
comme suit

p(u) = ( ;:~:~ ) = ( ~~~~:~ ) (:l.:n)

où f~(u) et F~(u) sont des fonctions représentatives des caractéristiques de défor
mation du pneumatique, respectivement longit.udinalement et transversalement. Le
cas isotropique se retrouve immédiatement en écrivant F~(u) = F~(u) = F(u).

Le développement ci-dessus justifie la structure des fonctions (3.25)-(3.26). Reste
maintenant à proposer un modèle pour les fonctions F~(u) et F~(u)

fonctions f~(u) = F~(u)

Les fonctions F~(er) = F~(er) ont été calculées en écrivant que

Sib=O

Si 9 = 0

F,.(er) ~F;(u) F;=O(g)

Fy(u) = ~F;(u) = F:=O(b)

(3.38)

(3.39)

calcul de F;(u)

Dans le cas particulier 6 = 0, on a (d'après (3.33)) la relation

(pour un freinage en marche avant, on a 9 < 0)

(3.40)
La relation (3.40) s'inverse et donne

g=-~ (3.41)

et en reportant (3.41) dans J<'!,=O(g) , on obtient

Fx(u) = F;=O( -1: u) = -F,'=O(1:) (car Ft=O(g) est impaire)

(3.42)
Etant donné qu'à dérive nulle, '": = 1, la relation (3.38) nous impose le choix

(3.43)

Pour le moment, nous ne traitons que le cas où Vx > 0 et 1V",1> IRtPl (cas du
freinage en marche avant). La définition (3.43) obtenue correspond alors bien
à la définition générale (3.30)).



3.1. Modélisation des forces de contact pneumatique sol

calcul de F;(IJ)

Dans le cas particulier 9 = 0, on a (d'après (3.34)) la relation

17= iIJyl = sign(8)tano

En reportant directement (3.44) dans F:=O( 8), on obtient

109

(;~.14 )

Lorsque le glissement 9 est nul, ';- = sign(8), la relation (3.39) nous impose
alors le choix

(3.46)

On vérifie bien que la relation (:t46) est en accord avec la définition générale
(3.31) (il suffit pour retrouver (:U6) de reporter V.r > 0 et IVxl > IR<p1
dans (3.31)).

Nous venons de prouver que les fonctions F~(IJ) et }~(IJ) données respectivement
par (3.43) et (3.46) sont correctes dans 2 cas très précis lorsque 9 = 0 ou lorsque
8 = O. Nous n'avons pas établi par la théorie que ces 2 fonctions restent pertinentes
lorsque 9 ct b sont quelconques. Les expérimentations menées dans [BNP87] l'ont
prouvé.

CAS n'UN FREINAGE EN MARCHE ARRIÈRE, I<:T CAS D'UNE ACCÉLÉRATION

[Jans [HNP87], les auteurs nc s'étaient intéressés qu'au cas du freinage en marche
avant, dont nous venons de parler. En utilisant les propriétés de symétrie et d'antisyrnétrie
des réactions sol sur pneumatique, très généralement observées lors d'expérimentations, il
est possible de proposer pour ft un modèle plus général, qui inclut le freinage en marche
arrière et les phases d'accélération. Ce modèle est donné par les équations (3.25) à (3.31).
Il a été obtenu à partir des fonctions (3.37)-(3.13)-(3.46) sur la base des raisonnements
suivants

Freinaçe en marche arrière

Etre en marche avant ou en marche arrière ne change rien au niveau dc l'amplitude
des forces de réaction du sol sur le pneumatique si les conditions de glissement
longitudinal et de dérive sont identiques, F aura bien évidemment même norme que
l'on soit en marche avant ou en marche arrière. La dircciioti du vecteur ft par
contre, est modifiée. Nous aurons précisément que

le signe de Fx est inversé' une force de
mouvement. Donc, si lc sens du mouvement
aussi.

par nature, s'oppose au
celui de Fx le sera

le signe de Fy reste identique: en effet les vecteurs Fy et \~ se trouvent, par
nature, de part et d'autre du plan de la roue. Donc si Vy reste de même signe,
Fy lui-aussi conservera son signe



110 Chap. 3. Modélisation en présence de glissement

Les fonctions (:t25)-(3.26) modélisent tout à fait ce comportement: si sign(Vx ) = -1
(et toujours sign(Iv"I-IRrpl) = l, cas du freinage), nous avons

9 change de signe (Définition 3.1),

crx , cryet cr gardent alors exactement la même valeur qu'en marche avant,

P,. change bien de signe alors que Fy garde le sien.

cas d'u,nc accélénûion

Les expérimentations ont montré que lon avait les symétries suivantes entre l'accélé
ration et le freinage'

Fx(h, -g) = -Fx(8,g)
Fy(6, -g) = Fy(5,g)

(3.47)

(3.48)

Les fonctions (3.25) et (3.26) ont été construites de manière à ce que les rela
tions (3.47) et (3.48) soient satisfaites. Vérifions que ces relations sont effectivement
satisfaites dans le cas de la marche avant (i.e. sign(V",) = 1)

freinage

sign(JVxl-\Rrpl) = 1

devient

accélération

sign(JVxl-IRrpl) = -1
-g

cry devient cry
cr

r. -r,
devient

r; r;

Les relations (3.47) et (3.48) sont effectivement satisfaites, il en va de même pour
la marche arrière.

Les Figures 3.11 à 3.14 ont été tracées à partir des fonctions (3.25)-(3.26). Les
expérimentations menées dans [BNP87] ont montré que ce modèle donnait des résultats
satisfaisants. Néanmoins, il n'est pas encore parfait. En effet, dans la réalité, un pneuma
tique est soit complètement en dérapage (longitudinalement et transversalement), ou soit
complètement adhérent au sol. Une situation où le pneumatique serait en dérapage dans
une direction et adhérent dans l'autre, n'a, d'un point de vue physique, aucun sens. Or,
avec le modèle proposé (3.25)-(3.26), une telle situation absurde peut se produire. Il suffit,
pour mettre cela en évidence, de rechercher la valeur de cr, appelée cr., pour laquelle le
pneumatique perdrait adhérence. Dans le cas où {)= 0 (glissement pur), le pneumatique
glisse dès que Ig\> gs, où gS est la valeur de 9 qui limite la zone linéaire de F!=O(g). crsse
calcule alors à.partir de (3.29) et de la valeur seuil gs; il correspond tout naturellement à
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la limite de la zone linéaire de F~(u). Dans le cas où 9 = 0 (dérive pure), le pneumatique
glisse dès que 151 > 5" où 5s est la valeur de 5 qui limite la zone linéaire de FrO(5). Us se
calcule de même à partir de (3.29) et de la valeur seuil 5s , il correspond à la limite de la
zone linéaire de F~(u). Si maintenant 9 et 5 sont tous les 2 non nuls, et que l'on suit ce
raisonnement, le pneumatique semblera glisser longitudinalement dès que a > u;,où «;
est la limite de la zone linéaire de F~(u), et il semblera glisser transversalement dès que
a > u;, où u; est la limite de la zone linéaire de F~(u). Si on au; f= u;, nous aboutissons
bien sur la conclusion, absurde, que le pneumatique pourrait déraper dans une direction
et pas dans l'autre (pour a E [min(u~, u;), max(u~, u;)[). Le modèle proposé (3.25)-(3.26)
ne reflète donc pas exactement la réalité. Fort heureusement, en général «:~ u;, et donc
les fonctions (3.25)-(3.26) sont réalistes (les Figures 3.11 à 3.14, tracées à l'aide des fonc
tions (3.25)-(3.26) sont assez fidèles aux expérimentations). Cependant, dans [BNP87],
les auteurs ont voulu proposer une modélisation plus fine, qui traite de manière théorique
ce dernier petit problème.

Pour cela, ils proposent de paramétrer les efforts longitudinaux et transversaux, non
plus en utilisant ux , uy et a, mais au moyen des variables u;, u; et o" définies comme
suit:

u;
Ux

(3.49)u;

u; ~ (3.50)
u;

a" JU~2+U;2 (3.51)

a" pourrait être appelée déformation globale normalisée du pneumatique.

La structure générale des efforts pneumatique-sol qui est proposée est alors la suivante

~F~I(U*)

V~F~I(U*)

(3.52)

(3.53)

Cette structure est très semblable à la structure (3.25)-(3.26) que nous avions considérée
jusqu'à présent. Ainsi, les fonctions F;:(u*) et F~'(U*) qui interviennent dans ce nou
veau modèle se calculent en suivant exactement la même méthodologie que celle utilisée
précédemment pour calculer les fonctions F~(u) et F~(u) :

à dérive nulle, nous avons:

L'exigence (3.38) nous conduit alors à

FI/(u*) = _FD=O (sign(Vx)<7*)
x x -!I+(rir. (3.54)
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à glissement nul, nous avons

Sachant
variable

u* = 11l;1 =~ = ~

nul, la variable v vaut 1 (voir discussion ci-dessous sur la
(3.39) nous conduit alors à

F~'(Il*) = F:=O(arctan(Il~Il*)) (~1.55)

Le modèle (:~.52)-(3.53) reste donc très semblable au modèle (3.25)-(3.26) précédem
ment développé. Néanmoins, d'un point de vue théorique, le premier modèle est beaucoup
moins satisfaisant que le second, puisque la situation absurde où le pneumatique déraperait
dans une direction et pas dans l'autre, et qui pouvait se produire avec le modèle (3.25)
(3.26), ne peut pas apparaître avec le modèle (3.52)-(3.53) en effet, au vu des fonctions
F~'(Il*) et F~'(Il*), si o" < 1, le pneumatique est en pseudo-glissement et pseudo-dérive, à
l'inverse, si a" > 1, le pneumatique est en glissement et dérive, mais ce modèle ne conduit
jamais à la situation absurde mentionnée ci-dessus, il reflète donc mieux la réalité du
contact roue-sol que le modèle (3.25)-(3.26).

La contre-partie de ce perfectionnement du modèle, est l'augmentation notable de sa
complexité dans le modèle (3.25)-(3.26), la direction de la force ft' nous était donnée via
le couple (llx,ll y ) . Ce couple de variables plus dans le modèle (3.52)-(3.5:~), et
le couple (Il~, Il;) qui tient sa place ne lui pas proportionnel. 11a donc été nécessaire
d'introduire une variable supplémentaire, appelée facteur de direction, et notée 11, pour
recouvrer l'information sur la direction de ft' Le très gros problème est que 11 est une
fonction qui dépend de fi et g, mais dont il n'est pas connu de représentation analytique
Le seul cas où la valeur de 11 est bien définie, est le cas fi = 0 (cas dérive nulle), où
pour les besoins de la construction du modèle, 11 est fixé à 1 (voir ci-dessus). Sinon, dans
[BNP87], les auteurs ont été obligés de proposer au lecteur plusieurs faisceaux de courbes
pour lui permettre d'estimer cette nouvelle variable v. D'un point de vue conceptuel, le
modèle (3.52)-(3.53) est certes, beaucoup plus satisfaisant que le modèle (3.25)-(3.26),
car, de part sa construction, il modélise bien le fait que lorsque le pneumatique dérape,
il dérape longitudinalement et transversalement, ce qui n'était pas toujours le cas avec
le couple (3.25)-(3.26). Cependant, du fait de la présence de la fonction non-analytique
11, le dernier modèle proposé est difficile à manier. Aussi, vu que le modélisation (3.25)
(3.26), est, dans la plupart des cas, assez proche malgré tout de la réalité, Oll la préfère,
en pratique, au modèle donné par les fonctions (:3.25)-(3.26).

Parmi les autres raffinements possibles CJ,ue les auteurs proposent à la fin de l'article
[BNP87] pour améliorer la modélisation de F', l'un consiste à modifier l'un des coefficients
de Fv en fonction de la réaction longitudinale. Précisément, les expérimentations ont
montré qu'il convenait d'ajouter au coefficient B' de la fonction (3.19), la quantité

(3.56)

où l' est une fonction positive de fi et g, mais pour laquelle, encore une fois, aucune
représentation analytique n'a être Comme l'amélioration apportée est très
minime, ce raffinement n'est utilisé en pratique.
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Découplage entre F; et F y lorsque 9 et b sont faibles

Comme cela a déjà été dit à la section 3.1.2, on s'efforce, dans tous les problèmes de
commande, de maintenir 9 et b dans leur zone respectivement de pseudo-glissement Potde
pseudo-dérive (et ce, pour des raisons évidentes de sécurité). Dans ce cas, c'est-à-dire si g
et b sont vraiment très petits, on peut en première approximation conserver pour F; pt F;
les expressions linéaires et découplées (3.lU) et (3.16). Cc résultat peut être montré comme
suit. Nous raisonnerons sur la modélisation (3.25)-(3.26). La modélisation (:~.52)-(3.26),

pour les raisons expliquées ci-dessus, est laissée de côté

Plaçons nous uniquement dans le cas d'un freinage en marche avant (sign(Vx ) = 1 et

sign(lVxl- IRepl) = 1). Si 9 et b sont très petits, alors d'après (3.27) ct (3.28)

(J'x ~ -g

(J'y ~ tanb~ s (avec b alors exprimé en radians)

(3.57)

CUS)

En reportant (3.57) et (3.58) dans (3.29), on obtient que la variable CT sera, dans ce cas,
elle-aussi très petite, et que donc

-- ~-(J'

1 +CT
(3.59)

(:L60)

Les relations (3.59) et (3.60), reportées dans (3.30) et (3.31), puis dans CU2) et (3.19),
conduisent alors, au vu de (3.13) et (3.20), aux approximations

F~((J') ~ GCT

F;(rr) ~ [r a

En reportant (3.61) et (3.62) dans (3.25) cl (3.26), et en utilisant (3.57) et (3.58), ou
aboutit bien au résultat énoncé ci-dessus, à.savoir que

Fx(b,g) Cg

Fy(b,g) ~ Db
(3.6:~)

(3.64)

La quasi-totalité des articles traitant de la commande des robots mobiles utilisent.
comme modèle des réactions sol sur pneumatique, le modèle linéaire et découplé (3.63)
(3.64).

3.1.3.b Expression de Ca dans le cas général

Le couple d'auto-alignement Ca tire son origine dans le fait que la force transversale Fy

appliquée à une roue n'a pas pour point d'application le centre de la roue, mais est située
en général un peu en arrière (par rapport au sens de marche de la, roue, voir section 3.1.1).
Etant donné que dans le cas général, la force transversale Fy est fonction à la fois de l'angle
de dérive b et du glissement longitudinal 9 (voir la discussion section précédente), il en va

naturellement de même pour le couple Ca, et. l'expression (3.23) proposée pour Ca dans
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le cas dérive pure est inexacte dans le cas où 8 et 9 sont non nuls simultanément.
Dans les paragraphes précédents, nous vu que lorsque Igl augmentait, IlFy(g,8)11
diminuait (voir Figure 3.14), on s'attend donc à ce que IICa(g, 0)11 en fasse de même. C'est
bien ce qui est observé expérimentalement, comme le montre la Figure 3.15.

Figure 3.15: Couple d'auto-alignement Ca en fonction de fj et 9

(La courbe de la Figure 3.15 a été tracée à l'aide de la fonction donnée
dans [BNP87] et présentée ci-après (fonction (3.65)). Cette fonction validée
expérimentalement, la courbe obtenue reflète bien la réalité du contact pneumatique-sol).

Dans [BNPiJ7], les auteurs proposent, lorsque l'on se trouve dans le cas général, de

modéliser C~ comme suit

C~(g, 0) = -;C:=O(arctan o ) (3.65)

où la fonction cg=O(.) est donnée par (3.23).

Le modèle (3.65) pour ô, apparaît comme tout à fait naturel au vu de la modélisation
proposée pour la force transversale Fy que nous soyons en dérive pure (g = 0) ou dans
le cas général, la magnitude de C~ est toujours donnée par la relation (3.4). Si e, distance
entre la projection sur le sol du centre de la roue et le point d'appui de Fy (voir Figure 3.4).

est comptée négativement si le point d'appui de Fy est en arrière du centre de la roue
par rapport au sens de marche (cas présenté sur la Figure 3.4), la relation (3.4) peut être
ré-écrite de façon algébrique comme suit

Ca(g,0) = erg, fj)F~(g, 0) (3.66)
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Fy (g,5) a déjà été modélisé (fonction (3.26)). La seule inconnue dans (3.66) est en fait la
fonction e(g, 5). Dans le cas dérive pure, la fonction e peut être aisément calculée à partir
de (:3.2:3), (3.19) et (:1.66). Nous avons

(3.67)

Dans le cas général, des expérimentations ont montré que la fonction (3.67) restait val
able, à condition de remplacer 5 par arct an o (c'est exactement la même substitution de
variables que celle qui avait été faite pour obtenir la fonction (3.:11) dans le cas de la
réaction transversale). Donc, dans le cas général, la variable e peut être représentée par
la fonction

{

si 9 = 5 = a e(g,5) = 0

sinon e(g,5) = (3.68)

En reportant (3.68) dans (3.66) et en utilisant (3.26), on retombe bien sur la modélisation
(3.65) proposée pour Ca. Les expérimentations menées par les auteurs de [BNP87] ont
montré que cette modélisation était globalement très satisfaisante, il y a juste des petites
erreurs qui apparaissent pour des 9 très importants.

La modélisation (:1.26) de l'effort transversal Fy(g,8) est celle généralement utilisée
pour simuler le contact pneumatique-sol. Néanmoins, il existe une modélisation plus
fine' la fonction (3.53). Si l'on fait le choix d'utiliser, malgré sa plus grande complexité,
cette seconde modélisation, il est bien sûr possible d'affiner de manière similaire le modèle
de Ca(g, li). En calquant sur le modèle (:t6S) ce qui a été fait pour passer de (3.26)
à (3.53)-(3.55), on obtient le modèle suivant pour Ca(g, li) .

(3.69)

où la fonction C~=O(.) est toujours donnée par (3.23). De même que pour les 2 mod
èles (3.26) et (3.53) pour Fy(g, 5), la différence entre les 2 modèles (3.65) et (3.69) pour
Ca(g,8) est avant tout théorique, la seconde modélisation est dans chaque cas plus sat
isfaisante, car elle assure que la situation absurde où le pneumatique glisserait dans une
direction et pas dans l'autre ne peut jamais se produire. Cependant, comme 17~ et 17~

ont en général des valeurs voisines, la première modélisation est, en pratique, souvent
admissible.

Si l'on souhaite améliorer encore le modèle (3.69), les auteurs suggèrent à la fin de
l'article [BNP87] de prendre en compte la flexibilité de la carrosserie qui porte les roues.
En effet, si la structure qui tient les différentes roues du robot est flexible (et c'est toujours
le cas dans la réalité), les efforts longitudinaux et transversaux Fx et l'yn'ont pas comme
point d'appui, le point de la zone de contact pneumatique-sol qui est à la verticale du
centre de la roue, mais un point légèrement décalé. Ce léger décalage affecte la valeur du
couple d'auto-alignement Ca' Les auteurs de [BNP87] proposent, pour tenir compte de la
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flexibilité de la carrosserie, d'ajouter à la valeur de Ca donnée par (3.69), la quantité

où

Fx(g,8) et }~(g, 8) sont les fonctions données respectivement par (3.52) et (3.53),

Lx et L y sont respectivement l'élasticité longitudinale et transversale de la car
rosserie.

Enfin, si l'on suppose que le glissement longitudinal g ct l'angle de dérive 8 restent
dans le domaine respectivement des pseudo-glissements et pseudo-dérives
ment rencontré en pratique, pour des raisons évidentes de sécurité), il de voir
que l'expression linéaire et découplée (3.21) est une approximation satisfaisante de Ca(g, 8)
(tout comme (3.10) et (3.16) étaient, dans ce cas de figure, des approximations satis
faisantes pour Fx(g, 8) et Fy(g,8), voir section précédente). En effet, les relations (3.58)
et (3.60) restent valides, et (si l'on raisonne sur le modèle classique (3.65)), en repor
tant (3.58) et (3.60) dans (3.65), (3.23) et (3.24), on aboutit bien à la forme linéaire
découplée (3.21).

3.1.4 Lien entre les modèles proposés et l'expression des efforts
roues-sol dans le cas roulement pur sans glissement

Sous les hypothèses de roulement pur sans glissement, l'expression des efforts pneumati
que-sol peut se calculer instantanément depuis les équations du mouvement: il suffit pour
cela de prémultiplier à gauche par AT(q) les équations (2.45) et (2.48) d'Euler-Lagrange
du robot considéré, ce qui donne:

puis de reporter la structure (2.43) de F(q,q) dans (3.70) :

La matrice AT(q)A(q) étant forcément inversible, l'expression des forces de contact roues
sol est nécessairement

F(q,q) = A(q)À (:3.72)

À = (AT(q)A(q)t1AT(q) [-C(q,q) - Bu + MS(q)T/ + M(q)cS'(q)ri] (3.73)

Note: dans tout ce qui précéde, nous avions toujours spécifié que le vecteur des efforts
roues-sol dépendait uniquement de q et de q. Dans (3.73), le vecteur À, appelé vecteur
des multiplicateurs de Lagrange, relié à F(q, q) par (3.72), est par sa part exprimé en
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fonction de q, TIet Ti. La fonction À a été exprimée ainsi uniquement pour des commodités
d'écriture, le modèle (2.51) permettraient, si besoin était, d'exprimer À uniquement en
fonction de q et q,

Lorsque j'on se place sous les hypothèses de roulement pur sans glissement, on n'utilise
pas les modélisations proposées à la section 3.1 pour les efforts de contact roues-sol, on se
contente d'utiliser l'expression (3.72), très simple. Il est néanmoins intéressant de regarder
comment l'expression (3.72) peut être reliée aux différents modèles des efforts roues-sol
proposés à. la section 3.1. Les hypothèses de roulement pur sans glissement s'expriment
comme: la vitesse des points du robot en contact avec le sol est nulle, ce qui peut être
traduit par les relations (3.2) et (3.3), ou encore, en utilisant les Définitions 3.3 et :3.1,

{
9 = 0
o = 0 (:3.74)

Aussi, en reportant (3.74) dans (3.12) et (3.19), on voit clairement que le cas particulier
roulement pur sans glissement peut s'obtenir depuis le cas général où des glissements et
des dérives sont présents, en considérant que les constantes D x et Dy, qui paramètrent le
cas avec glissement, sont infinies. En reportant maintenant (3.74) dans (3.63) et (3.64),
on voit que de la même façon, le cas roulement pur sans glissement correspond à. des
rigidités de glissement C et de dérive D infinies.

Les hypothèses de roulement. pur sans glissement peuvent être vues comme un
ment du robot sur un sol très dont les propriétés seraient : les de
glissement C et de dérive D infinies.

A l'inverse, dans le cas roulement pur sans glissement, le couple d'auto-alignement Ca
est toujours nul (puisque le plan de la roue et le vecteur vitesse linéaire de la roue sont
à. chaque instant alignés). Par conséquent, au vu de (3.23) ou (3.21), il n'y a cette fois
aucune contrainte sur les constantes De ou Q quand on passe du cas avec glissement et
dérive au cas roulement pur sans glissement.

Les considérations précédentes permettent de proposer une définition cohérente pour
la variable e qui apparaît dans le modèle générique (3.77) de robot mobile introduit dans
[ACB95b]. Au vu de (3.76), E mesure l'écart entre les conditions réelles du mouvement et
les hypothèses de roulement pur sans glissement. Une indication précise sur les conditions
du mouvement est fournie par les rigidités de glissement C, et de dérive Di de chacune
des roues. Donc il apparaîtrait tout à fait normal de relier e à ces grandeurs. En utilisant
ce que nous venons de voir, il apparaît très logique de définir E comme suit:

i E [l,n] (3.75)

En effet, lorsque l'on se trouve sous les de roulement pur sans glissement,
d'après ce qui vient d'être dit, les rigidités glissement C, et de dérive D, de chacune
des roues sont infinies, donc nous obtenons, comme attendu, E = O. L'équation (3.75) est
la définition proposée dans [ACH95b] pour e.
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3.2 Modèles de robots mobiles

La description des forces de contact pneumatique-sol est la tâche la plus difficile dans
la modélisation d'un robot mobile. Différentes solutions possibles à ce problème ont été
apportées à la section 3.1. A partir de là, l'obtention d'un modèle de robot mobile ne
pose plus aucune difficulté la très grande majorité des auteurs a dérivé un modèle à
partir de la Relation Fondamentale de la Dynamique (notée RFD dans la suite), les autres
se sont tournés vers les équations d'Eulrr-Liuniuu;«. Les différents modèles ainsi obtenus
sont passés en revue dans cette section.

3.2.1 Perturbation singulière du modèle générique

Sous les hypothèses de roulement pur sans glissement, on pouvait se dispenser de la
connaissance explicite des forces de contact roues-sol. Cela n'est malheureusement plus
possible dans le cas où il y a glissement, comme le montrent les calculs suivants, tirés de
[ACB95b] . s'il y a glissement, les contraintes données par la Proposition 2.12 est violée,
par conséquent q n'est plus donné par (2.48), il peut maintenant varier dans l'espace
complet de dimension n. De part la relation liant les matrices A(q) et S(q), A(q)p(t) est
orthogonal à S(q)q(t), pour toutes fonctions q(t) et p(t). Par conséquent, on peut écrire

q=S(q)q(t)+EA(q)p(t) (3.76)

L'avantage de cette écriture est que le terme EA(q)p(t) peut être interprété comme une
mesure de la violation des contraintes. En jouant sur E, il est possible d'utiliser des
techniques de perturbations singulières pour estimer la robustesse des lois de commande
basées sur un modèle de roulement pur sans glissement (voir [ACB95b]).

En reportant (3.76) dans (2.45), on obtient désormais comme modèle

[S,A] (E:)
([S,AFM[.S', A])-I[S', AF[(C + F + Hu) - M[S, A] ( E~l )]

(3.77)

Puisque F(q, q)est désormais prémultiplié par ([S',AV M[S', A])-I[S, AVqui est inversible.
il n'est plus possible de le faire disparaître.

Il va donc falloir, dans le cas d'un roulement avec glissement, calculer explicitement les
[orees de contact mues-sol

Le modèle (3.77) est donc un modèle générique de robot mobile, dans le sens qu'il
permet. de décrire le comportement de n'importe quel robot mobile, et relativement facile
à bâtir, puisqu'il suffit d'identifier la classe à laquelle appartient le robot pour connaître
immédiatement les matrices A(q) ct S(q). Les autres éléments du modèle (3.77) M(q).
C( q, q) et E, qui correspondent respectivement à la matrice d'inertie du robot, aux efforts
centrifuges et de Coriolis attachés au robot, et à la table d'action des aet.ionneurs sont des
données du problème de modélisation et donc sont connus. Quant à F(q, q), qui corre
spond aux efforts de contact roues-sol, son expression peut être dérivée de la section 3.1
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Dans [ACB95b], les auteurs se sont placés dans le cas où le glissement 9 et la dérive IJ
restent dans leur zone respectivement de pseudo-glissement et de pseudo-dérive. Les réac
tions longitudinale Fx et transversale Fy sont donc représentées par un modèle linéaire
et découplé du type (3.63)-(3.64). En fait, le modèle retenu dans [ACI395b] est encore
légèrement plus simple, puisque la définition retenue pour 9 n'est pas la Définition 3.1
mais l'approximation (3.8), elle-même simplifiée en remplaçant au dénominateur V" par
V, c'est-à-dire 9 est défini par

g= (3.78)

Comme les auteurs ont fait l'hypothèse que 9 reste toujours très petit, l'erreur entre
la Définition 3.1 et (3.78) est faible (puisque dans ce cas ~ ;::;; t(:; et v,. ;::;; V). Une
approximation identique a été faite pour la variable de dérive 0, définie non par (3.]'1)
mais par

(3.79)

Les définitions approchées (3.78) ct (3.79) de 9 et 0 ont été faites par les auteurs de
[ACB95b] uniquement dans le but de simplifier l'expression finale du vecteur des forces
généralisés représentant les forces de contact pneumatique-sol. Les définitions classiques
(3.5) et (3.14) respectivement pour 9 et 0 auraient tout à fait pu être utilisées, l'écriture
finale de la force aurait juste été un peu plus lourde.

Enfin, le couple d'auto-alignement Ca a été négligé, approximation très courante dans la
littérature.

En utilisant les expressions (3.78) et (3.79), le modèle linéaire et découplé des efforts
du sol sur la roue i du robot peut être écrit sous la forme matricielle.

(3.80)

Le terme (Rt(:;; - Vx ,; , vy,.l, qui apparaît dans l'équation ci-dessus n'est en fait rien d'autre

que la vitesse linéaire VT,;du point de contact de la roue i avec le sol. Soit T,(q) la matrice

exprimant Vr,; en fonction de q :
(3.81)

et L;(q) la matrice donnée par:

(3.82)

En utilisant (3.81) et (3.82), la relation (3.80) peut encore s'écrire

(3.83)

La méthode de modélisation retenue dans [ACIl95b] est le formalisme d'Euler-Lagrange.
Le vecteur F(q, q) qui représente dans (3.77) les forces de contact roue-sol n'est pas
direct.ernent la somme des vecteurs (Fx ,. , }~,,)T tel que donnés dans (3.83), mais la somme
des forces généralisées associées à chacun des vecteurs (F x •• , Fy"l La force généralisée
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la puissance dt; la force (f~,,, Fy,,)T

(3,84)

La contribution de ir.; Fy,,)T à la force généra!isép F(q, q), notée F,(q,q), est définie
par

Wi=Fi(q,qlq

En regroupant (3,84), (:3,85) et (3,83), on en déduit que

-r • 1 T (G 0) T.F,(q,q) = ïVTA(q)L, (q) 0 D L,(q)A (q)q

(3.85)

(3.86)

La force généralisép F(q, q) qui apparaît dans le modèle générique (3.77) est alors simple
ment la somme des vecteurs Fi(q, q) associés à chaque roue.

Le modèle (3.77) apparaît comme très vu qu'il a été bâti comme une per-

turbation du modèle générique (2.51) sous les hypothèses de roulement pur sans
glissement. en effet, tous les termes qui ont été ajoutés dans (3.77) par rapport à (2.51)
sont prémultipliés par la constante E, supposée petite (le modèle (2.51) se retrouve ainsi
en faisant simplement E = 0 dans (3.77)). Le fait que le modèle (3.77) soit une perturba
tion du modèle écrit sous les hypothèses de roulement pur sans glissement, va permettre
de tester la robustesse, vis à vis des glissements, des très nombreuses lois de commande
écrites pour le cas roulement pur sans glissement, ce qui n'avait pas été fait jusqu'alors.

A titre d'exemples, et de manière à pouvoir réaliser des simulations numériques, le
modèle générique (3.77) a été particularisé, dans [ACB95b] et [Ren93], au cas d'un robot
à 2 roues fixes, montées sur un même axe, et motorisées indépendamment (plus une roue
folle) (voir Figure 3.16), et dans [Ren93], au cas d'un robot tricycle, c'est-à-dire un robot
à 2 roues fixes montées sur le même axe mais non motorisées, et d'une roue directrice
placée en avant des 2 roues fixes (voir Figure 3.17).

3.2.2 Description des principaux robots mobiles étudiés dans
la littérature et des motivations des auteurs

Dans la plupart des articles publiés dans la littérature, un rohot mobile bien précis a été
considéré. Les propriétés particulières du système étudié et/ou les conditions particulières
d'utilisation de ce système peuvent alors être prises en compte, et un modèle plus simple
que le modèle (3.77) peut être dérivé. Dans cette section, nous présentons les modèles
proposés dans la littérature pour différents types de robots rnolriles

Les robots mobiles étudiés dans la littérature peuvent être rangés en 3 catégories

le représenté sur la Figure 3.16. Il est équipé dt; 2 roues fixes, montées
sur un mais commandées indépendamment l'une de l'autre, de façon à
pouvoir diriger le robot. Une troisième roue, montée folle (non représentée sur la
Figure 3.16), permet au robot d'être stable. Sous les hypothèses de roulement pur
sans glissement (Hypothèsps 2.2), ce robot appartient à la classe R~.
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le tricycle, représenté sur la Figure 3.17. Les 2 roues arrières sont, comme dans le
cas du chariot, fixes et montées sur le même axe, mais elles ne sont plus motorisées.
La propulsion et la direction du tricycle sont assurées exclusivement par la roue
avant, motrice et directrice. Sous les hypothèses de roulement pur sans glissement
(Hypothèses 2.2), ce robot appartient à la classe 'R.l

la voiture, représentée sur la Figure 3.18. Ce correspond classiquement à
un véhicule routier à 4 roues directrices toutes roues sont orientables, avec la
restriction toutefois que l'orientation des 2 roues avant d'une part, et des 2 roues
arrière d'autre part, est toujours identique. Quant à la motricité du véhicule, elle
est assurée exclusivement par les 2 roues avant. Sous les hypothèses de roulement
pur sans glissement (Hypothèses 2.2), ce robot appartient à la classe 'R.~.

o 1
Y

Figure 3.16: Robot à 2 roues fixes, montées sur un même axe, et motorisées indépendan
tement

Le chariot, représenté sur la Figure 3.16, avait fait l'objet de très nombreux articles
dans la littérature consacrée à la commande des robots mobiles sous les hypothèses de
roulement pur sans glissement (voir par exemple [Pom92]. [CAn], [SA91], [MS94], [csn],
[MWS92] et d'autres articles des mêmes auteurs, [ACB95b], ), et ce, en raison de la
simplicité de ses équations. De façon à prolonger ces travaux, il apparaît relativement
logique de l'étudier de nouveau lorsque l'on aborde le cas roulement avec glissement.

C'est dans cette optique que se situent l'article [ACB95b] et les rapports [Sac93] et
[Ren93]. Par exemple, les 2 types de modèles généralement considérés dans la littérature
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sur la commande des robots mobiles sous les hypothèses de roulement pur sans glissement
(i.e. modèle cinématique - les commandes du modèle sont les vitesses de rotation des roues

ct modèle dynamique les commandes du modèle sont les commandes c'est-à-
dire les couples appliqués à chacune des roues -) sont successivement étudiés dans
C'est le seul rapport, à notre connaissance, où les 2 types de modèles sont
Dans tous les autres articles et rapports, vu que prendre en compte les glissements signifie
que l'on cherche à se rapprocher de la réalité, le modèle cinématique est laissé de côté au
profit du modèle réel, c'est-à-dire du modèle dynamique.

La modélisation du chariot, dans [Sac93] comme dans [Ren93], est légèrement simpli
fiée seules les forces de contact liées aux 2 roues fixes sont prises en compte pour calculer
la dynamique générale du système. Les auteurs, dans leur démarche de modélisation, font
comme si la roue folle n'existait pas. Ce parti pris se justifie en considérant toujours
le cas roulement pur sans glissement. En effet, si l'on suppose que ces hypothèses sont
vérifiées, la roue folle n'a aucune influence sur la cinématique du robot étant donné
une configuration des roues fixes, il n'y a qu'une et une seule configuration de la roue
folle qui permette au chariot de bouger en accord avec les hypothèses de roulement pur
sans glissement. Par conséquent, le mouvement du chariot est complètement déterminé
par la seule donnée de la configuration des roues fixes. Ce résultat n'est pas propre au
chariot. de manière générale, sous les hypothèses de roulement pur sans glissement, les
roues folles n'influencent le mouvement du robot (voir par exemple [CBA93]). On a
donc parfaitement le dans le cas sans glissement, de les négliger lorsque l'on con-
struit le modèle d'un robot. Cela n'est plus exact lorsque les hypothèses de roulement
pur sans glissement sont relachées. Si on admet que la roue folle peut déraper, il n'y a
plus aucune contrainte sur sa configuration. Suivant cette dernière, la roue folle dérapera
plus ou moins, et de manière évidente, cela influera sur le mouvement du robot. Si l'on
veut être exact, il faudrait donc prendre en compte la roue folle. Dans [ACn95b], une
modélisation du chariot est donnée à la fin de l'article en guise d'exemple pour l'utilisation
du modèle générique, et la roue folle est effectivement prise en compte. Néanmoins, dans
[Sac93] et [Ren93], les auteurs se placent dans le cas où glissements et dérives sont faibles,
l'erreur commise en négligeant la roue folle sera donc faible. Par conséquent, au vu des
simplifications que cela apporte au modèle final du chariot, négliger la roue folle est une
hypothèse "rentable"

Le tricycle, représenté sur la Figure 3.17, est un système d'une complexité intermédi
aire entre le chariot et la voiture. Le premier système a été très étudié en raison de la
simplicité de ses équations, le second, en raison d'un évident intérêt pratique, ce qui fait
que le tricycle a. finalement été peu traité dans la littérature. Un modèle du tricycle, dans
le cas où les glissements et les dérives sont pris en compte peut être trouvé dans [Ren93].
Il s'agit cependant uniquement de la particularisation du modèle générique proposé dans
[ACB95b] au cas du tricycle, de façon à.avoir un exemple illustratif autre que le chariot.

La voiture est de loin le système le plus souvent considéré dans la littérature traitant
de la commande des robots mobiles en présence de glissement. Cela semble très naturel.
Les véhicules de type chariot sont généralement conçus pour intervenir dans des milieux
très structurés (intérieur d'une usine par exemple), et sans contrainte excessive sur la
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Figure 3.17: Robot mobile de type tricycle

d _

mm m__mm_mu~0F?J

Figure 3.18: Robot mobile de type voiture, à 4 roues directrices

123
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vitesse. Dans ces conditions, les hypothèses de roulement pur sans glissement peuvent
passer pour raisonnables. A contrario, les systèmes de type voiture sont clairement conçus
pour se dépla.cer très rapidement en milieux extérieurs (et donc non parfaits). Il était donc
logique, pour ne pas dire obligatoire, de prendre en compte les glissements ct dérives dans
leur modèle.

De plus en plus d'auteurs s'intéressent aujourd'hui aux véhicules à 4 roues directrices,
(en fait par 4 roues directrices, il faut entendrc-i roues orientables 2 par 2: l'orientation des
roues avant est identique, de même pour celle des 2 roues arrière. Le cas où l'orientation
cle chacune des 4 roues serait indépendante des autres n'a, iLnotre connaissance, été traité

les hypothèses de roulement pur sans glissement. (voir [TAM95b])). Les véhicules
4 roues directrices, comparativement aux véhicules à 2 roues directrices, sont, comme

souligné dans [Ack93] .

beaucoup plus sûrs à haute et moyenne vitesse par exemple, dans le cas d'un
changement de voie sur autoroute, lorsque J'OIl dispose de 2 roues arrière directrices,
on peut commander leur orientation dans le même sens que l'orientation des roues
avant, et il semble intuitif que, grâce à cela, le châssis du véhicule restera beaucoup
plus parallèle à la chaussée que lorsque seule l'orientation des TOues avant était
commandée.

beaucoup plus agréables: par exemple. dans le cas d'un créneau, lorsque l'on dispose
de 2 roues arrière directrices, on peut commander leur orientation dans le sens op
posé de celle des roues avant, ce qui augmente immédiatement le rayon de braquage
du véhicule.

Jusqu'à ces dernières années, les véhicules 4 roues motrices étaient peu répandus, on les
trouvait presqu'exclusivement dans le domaine des véhicules tout terrain. Cela est peu à
peu en train de changer, les véhicules routiers haut de gamme commencent à être équipés
eux-aussi de 4 roues directrices. La recherche sur la commande des systèmes à 4 roues
directrices est cependant loin d'être achevée, comme en témoignent les nombreux articles
parus dans la littérature ces dernières années.

Si l'on s'en réfère aux buts et motivations des auteurs, il est possible de ranger les
différents articles publiés en 4 classes

Cl l'objectif des auteurs est de bâtir le modèle le plus exact possible, soit à des fins de
simulation, pour valider les lois de commande proposées (test de robustesse notam
ment), soit pour développer des lois de commandes "haut niveau" (type commande
hiérarchisée, floue ou par réseau de neurones).

CIl des auleurs esi de construire des lois de commande type retour d'étal
pour le déplacement horizontal du véhicule, i.e. contrôler la position et
j'orientation du véhicule. Ignorer le déplacement vertical du véhicule (i.e. roulis,
tangage, oscillations verticales induites par les suspensions, le carrossage, les ir
régularités du sol, ... ) permet de simplifier grandement le modèle d'une voiture, et
facilite donc la synthèse d'une loi boucle fermée type retour d'état. Sous couvert
que le sol est globalement horizontal et homogène, et que la vitesse du véhicule n'est
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pas excessive en regard des trajectoires suivies (pas de courbes importantes prises
très vite), les lois synthétisées sur le modèle horizontal seront réalistes.

C Il l l'objectif des auteurs est de construire des lois de commande type
cotiirôler le mouvement longitudinal du véhicule. C'est une restriction du
précédent. L'une des commandes du véhicule, précisément l'orientation roues,
est fixée : on aligne les roues avec la direction longitudinale du véhicule, ct le
problème posé est de contrôler, à l'aide de la commande accélérateur-frein, la vitesse
et/ail la position du véhicule le long de la droite qu'il est contraint de décrire.

C I V l'objcctif des auteurs est de construire des lois de commande type
contrôler le mouvement latéral du véhicule. C'est le problème inverse du
La commande accélérateur-frein est fixée à zéro (i.e. on se place à vitesse constante),
et le problème posé est de faire rattraper et suivre au véhicule une trajectoire donnée
(problème du changement de voie sur une autoroute par exemple), en contrôlant
uniquement l'orientation des roues.

Le mouvement longitudinal et le mouvement latéral d'une voiture ne sont bien
évidemment, complètement. découplés: la commande accélérateur-frein pas ex-
clusivement sur le déplacement longitudinal du véhicule, de même que la commande
orientation des roues n'agit pas exclusivement. sur le mouvement latéral. Chacune des
commandes agit à la fois longitudinalement et latéralement. On ne peut donc espérer
commander une voiture en réunissant une loi proposée dans la classe CIl l et une loi pro-
posée dans la classe C I V Cela ne serait. à la limit.e possible les plages de variation
de la vitesse longitudinale et des orientations des roues étaient très étroites.
En effet, on peut montrer facilement, voir par exemple [AII94], que si on linéarise les
équations d'une voiture autour d'une vitesse donnée et d'une orientation des roues nulles,
alors, et seulement dans ce cas, il y a découplage ent.re les mouvements longitudinaux et
latéraux. Mais pratiquement, la vitesse d'une voiture varie constamment et l'on exploite
les possibilités d'orientat.ion des roues directrices au maximum. Les travaux présentés par
les auteurs des classes C Ill et C I V sont cependant très intéressants, soit comme première
étape vers la commande globale d'une voiture, soit comme algorithme de régulation local,
inscrit dans un schéma de commande hierarchise.

Les articles [Ack93} [Lee92} [MCH91} et [MT92} appartiennent à la classe C I V

Dans les 3 premiers articles, le modèle de la voiture a été construit sur la base des hy
pothèses suivantes: en première approximation, on peut considérer que le système voiture,
représent.é sur la Figure 3.18, est. équivalent au système représenté sur la Figure 3.19,
c'est-à-dire à un système où (voir Figure 3.19)

les 2 roues avant auraient été concentrées en une seule roue, au centre G f de
l'axe des roues avant. (centre géométrique de l'essieu centre de masse pour
peu que les 2 pneumatiques soient à la même pression), et soumise à une réaction
du sol double de celle appliquée dans la réalité à chacune des roues avant (de façon
à ne pas fausser le bilan des forces dans la RFD).

les 2 roues arrière auraient été concentrées cn une seule roue, placée au centre
de l'axe des roues arrière (de la même façon centre g,éornétri'lue et centre de masse] ,
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(ff

Figure 3.19: Schéma simplifié d'un robot mobile il. 't roues directrices

et soumise à une réaction du sol double de celle appliquée dans la réalité à chacune
des roues arrière (de façon à ne pas fausser le bilan des forces dans la RFD).

l'hypothèse est faite que le système simplifié ainsi obtenu est, en dépit de 2 points
de contact seulement avec le sol, parfaitement stable.

Sachant que l'objectif des auteurs est uniquement de commander le mouvement latéral
de la voiture, ce système simplifié sera tout à fait satisfaisant, pour peu que

la vitesse de rotation w du véhicule ne soit jamais très élevée. En effet, les vecteurs
vitesse du centre des 2 roues avant et du point Cf sont (avec la numérotation des
roues et les notations de la Figure 3.18)

roue 1

point Cf
roue 2

(Vx - dw, Vy + lJw)

(vx, Vy + lJw)
(VX + dw, Vv + lJw)

et si west tel que le produit dw « Vx , les vitesses des roues 1 et 2 et du point G f
peuvent être confondues. Le glissement de la roue fictive, placée en Cf sera alors
quasiment égal à celui des roues 1 et 2 (d. Définition 3. l }. Puisque que nous avons
supposé que l'angle de braquage des 2 roues avant était identique (CYl = CY2 = CYf),
nous aurons la même propriété pour la variable de dérive, et par conséquent, la force
de réaction sol sur roue F(g, 8) appliquée sur la roue fictive sera réaliste, et pourra
être utilisée dans la RFD.

le sol soit homogène, de sorte que les conditions de contact pneumatique-sol soient
les mêmes sur les roues droites et gauches.



3.2. Modèles de robots mobiles 127

les couples appliqués respectivement aux 2 roues avant et aux 2 roues arrière soient
à peu près les mêmes (puisque l'on remplace 2 roues par une seule, on ne peut plus
modéliser un différentiel).

Ces conditions ne sont pas trop irréalistes, donc le système simplifié à 2 roues est bien une
très bonne approximation des systèmes de type voiture, dans le cas bien sûr où l'objectif
est de commander uniquement. le mouvement latéral du véhicule.

Pour être précis, le système étudié dans [MCH91] n'est pas exactement le système
décrit sur la Figure 3.19. En effet, ce système est une idéalisation de robot mobile, dans
le sens que c'est un robot qui n'a aucune réalité physique (il n'aurait que 2 points de
contact avec le sol, et donc ne serait pas stable). Dans [MCR91], les auteurs proposent de

légèrement différent, mais qui lui est réaliste le système
modélisé et [MCR91] est le système représenté sur la Figure 3.19 auquel ont
été adjointes, sur l'axe perpendiculaire à (GfG r ) passant par G, 2 roues folles dont les

centres, notés Gd ct Gg , vérifient IIGOdl1 = IIGGgl1 = d. Un tel système possède ;J

points de contact avec le sol et est donc parfait.ement stable. Les roues folles influençant
peu la dynamique générale du véhicule, cc dernier système aura un comportement très
voisin de celui représenté sur la Figure 3.19, et par transitivit.é, très voisin d'un véhicule à
4 roues directrices. C'est pour cette raison que nous avons placé l'article [MCR91], pour
ce qui est de la modélisation, exactement sur le même plan que les articles [Ack93] et
[Lee92]. Les auteurs, dans [MCH91], avaient en définitive juste voulu travailler sur un
robot qui présentait le double avantage d'approximer le robot de type voiture et d'être
réaliste.

Dans [MT92], les auteurs avaient aussi pour objectif de commander le mouvement
latéral d'un robot. de type voiture. Toutefois, l'une des commandes qu'ils veulent utiliser
est la différence entre le couple appliqué sur la roue avant droite et celui appliqué sur la
roue avant gauche. Cette commande, peu utilisée d'ordinaire (du reste, ils montrent. dans
leur article que cette commande est bien moins pertinente que la commande en orientation
des roues arrière), n'apparaît plus dans le modèle simplifié décrit. par la Figure 3.19. Le
modèle qu'ils proposent pour la voiture est donc un peu plus complexe que celui présenté
dans les 3 articles précédents, il est construit en raisonnant directement sur la Figure 3.18.

Pour le reste, les hypothèses de modélisat.ion sont globalement les mêmes dans les
1 articles. L'article [Lee92] se distingue juste un peu des autres par le choix de ses
variables de commande et de sortie. Dans [Ack93] [MCH91] et [MT92], les variables de
commande sont directement les orientations des roues directrices, alors que dans [Lee92]
les variables de commande sont les orientations souhaitées des roues directrices, reliées aux
orientations effectives via un système du premier ordre, modélisant. les inerties du système
d'orientat.ion des TOues. De même, dans [Ack93] [MCH91] et [MT92], les variables de sortie
sont la vitesse latérale et. la vitesse de rotation de la voiture, alors que dans [Lee92] c'est
l'écart latéral et angulaire du véhicule pa.r ra.pport à la trajectoire qu'il lui est proposé de
suivre.
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L'article [rC91], rentre dans la classe CIl I , c'est-à-dire s'intéresse au contrôle du
mouvement longitudinal d'une voiture. Plus précisément, le but des auteurs est de dévelop
per une commande pour le déplacement longitudinal du véhicule, qui garantisse intrinsèque
ment que la variable de glissement g (Définition 3.1) reste, tout au long du déplacement,
dans la zone de pseudo-glissement, et ce pour des raisons évidentes de sécurité. Dit
autrement, le problème est de réaliser un système ABS ASR, uniquement à base de
logiciel, sans plus aucun élément mécanique.

Une fois encore, au vu du problème posé. la modélisation d'une voiture peut être très
significativement simplifiée. Comme première étape, les auteurs se sont placés dans le cas
où

la commande d'orientation des roues n'est pas utilisée. On suppose donc que la
voiture suit une trajectoire rectiligne.

le sol est homogène (i.e. les conditions de contact roues-sol sont les même pour les
4 roues).

Dans ces conditions, les 4 roues ont strictement même vitesse et donc strictement même
glissement g. Par conséquent, dans ce cas particulier, la voiture est équivalente à un
système mobile à 1 roue qui serait parfaitement stable, et ce, en dépit d'un seul point de
contact avec le sol. C'est un tel modèle qui est construit et exploité dans [TC91].

Le problème de la classe CIl, i.e. la commande du déplacement total (i.e. longitudinal
et transversal) d'une voiture pourrait très certainement être abordé en utilisant le modèle
simplifié décrit à la Figure 3.19. Cependant, parmi les articles et rapports que nous avons
lu, ce problème n'a été abordé que dans [A1l94], avec comme modèle pour la voiture,
un modèle non-simplifié, du même type que celui présenté dans [MT92] (qui avait été
construit en raisonnant directement sur la Figure 3.18), mais calculé ici par simplification
d'un modèle complet (modélisant les déplacements horizontaux et verticaux) de la voiture.

Les modèles complets (classe CI), qui modélisent la dynamique horizontale et verticale
d'une voiture, sont excessivement compliqués. Ils sont en général construits dans le but
soit de développer des commandes "haut niveau" (commandes hierarchisées, floues ou
réseaux de neurones - références dans [A1l94]-), soit de fabriquer un simulateur: simulateur
VERI dans [Tr 92] (outil d'aide et de test pour le développement d'un véhicule tout terrain
autonome CEA), simulateurs ProLab I et ProLab II dans [A1l94] (outil de test pour un
système d'aide à la conduite Projet PROMETHEUS), simulateurs développés par les
grands constructeurs automobiles (références dans [A1l94]). Dans ces modèles, des degrés
de liberté autres que ceux liés à la mobilité du véhicule sont pris en compte, à commencer
par ceux liés aux suspensions. Ces degrés de liberté revêtent une grande importance,
notamment dans le domaine de la sécurité du véhicule: par exemple, si une voiture aborde
trop vite un virage, l'existence de suspensions va conduire à un angle de roulis important
(la voiture penche du côté extérieur au virage), ce qui risque de faire partir la voiture
en tonneaux. Il est donc tout à fait normal que les constructeurs et les équipementiers
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automobiles aient construit des modèles très complets, qui rendent compte de tous les
degrés de liberté d'un véhicule.

Ces modèles sortent cependant du cadre de notre étude. Ce rapport se veut être une
étude bibliographique sur la modélisation de robots mobiles dans le cas où les hypothèses
de roulement pur sans glissemenL sont relâchées, avec dans l'idée de développer et/ou
de tester la robustesse de lois de commande calculées pour ces systèmes. Les modèles
complets, sont très précis, mais beaucoup trop complexes à utiliser pour la synthèse de
lois de commande. Ainsi, dans [A1l94], le modèlc complet n'est pas utilisé pour construire
les lois de commande. Celles-ci ont été bâties sur une version du modèle complet dont on a
expurgé tout ce qui a rapport au déplacement vertical du véhicule. Par conséquent, dans CP

présent rapport, nous ne nous préocupperons pas des modèles complets, nous présenterons
juste très brièvement, à la fin de cctte section, les degrés de liberté à considérer pour affiner
nos modèles.

3.2.3 Description des contacts roues-sol

Couple d'auto-alignement ëa

Dans tous les articles mentionnes ci-dessus, le couple d'auto-alignement est toujours
négligé.

Réaction longitudinale Px

Quand l'objectif de l'article est de réguler la dynamique latérale d'un robot se dé
pla.çant à vitesse constante, la réaction longitudinale Px n'est généralement pas mention
née. C'est notamment le cas dans [Ack93], [Lee92]. Cela est tout à fait logique sachant
que les auteurs font les hypothèses suivantes:

le sol sur lequel se déplace le robot est parfaitement homogène (les conditions de
contact sont les mêmes partout),

les forces de frottement des roues sur le sol sont négligées,

le robot sc déplace à vitesse V constante.

Dans ces conditions, Vx RJ V, ct donc constant lui-aussi. Le système
étudié ne présente donc quasiment pas longitudinale, et ['absence de frot-
tement permet de conclure que toutes les réactions longitudinales Px associées à chaque
roue sont bien négligeables.

Dans [MCH91], le problème de commande est le même; cependant les réactions longi
tudinales F; sont mentionnées. Cela tient au fait que cette fois, les forces de frottement
des roues sur le sol ne sont plus négligées. Afin d'être dans le cas vitesse constante, les
forces de frottement doivent être compensées. C'est uniquement pour cette raison tech
nique que sont introduites les réactions longitudinales Px. Elles sont prises arbitrairement
constantes, et aucun détail n'est donné sur la façon de les modéliser (il n'est donné aucune
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indication sur la façon de calculer F x en fonction de la vitesse de la roue et du couple qui
lui est appliqué).

L'objectif des auteurs dans [MT92] est aussi de réguler la dynamique latérale d'un
robot se déplaçant à vitesse constante. L'une des commandes qu'ils souhaitent utiliser
étant, comme cela a déjà été mentionné, la différence entre le couple appliqué sur la roue
avant droite et celui appliqué sur la roue avant gauche; les auteurs cette fois devaient
nécessairement prendre en compte les réactions longitudinales. Dans [TC91], où l'objectif
est de contrôler la dynamique longitudinale du robot, et dans [Sac93] et [Ren93] d'autre
part, où l'objectif est de contrôler toute la dynamique horizontale du robot étudié, les
réactions longitudinales sont bien évidemment modélisées.

Définition de la variable de glissement

dans [TC91] et [MT92], la définition choisie pour la variable de glissement g est
exactement celle choisie ici (Définition 3.1).

dans [Ren93], l'objectif de l'auteur était d'appliquer sur 2 exemples, le chariot et
le tricycle, le modèle générique (3.77) proposé dans [ACB95b]. Par conséquent, la
définition retenue pour la variable de glissement g est l'expression (3.78) proposée
dans [ACB95b] que nous avons déjà commentée à la section 3.2.1.

dans [Sac93], la première définition donnée est la Définition 3.1. Dans la suite du
rapport [Sac93], comme l'auteur se place dans le cas où les glissements restent petits,
il propose d'approximer la Définition 3.1 de g par (3.8). Si les glissements restent
effectivement petits, nous avons Vx ::::J Rep, et donc l'erreur sur la valeur de g est très
faible. Cette approximation a été dictée par le fait que dans toute la première partie
de son rapport, l'auteur considère epl et ep2 , vitesses angulaires des 2 roues motrices,
comme des commandes. Si la Définition 3.1 de g avait été gardée telle quelle,
l'auteur se serait retrouvé fréquemment avec une ou des variables de commande au
dénominateur (dès que l'une ou l'autre des roues passait en phase d'accélération).
Le fait que le modèle du robot mobile ne soit plus affine en les commandes aurait
rendu le problème de la synthèse d'une loi de commande beaucoup plus ardu, et
il est donc logique que l'auteur ait songé à modifier légèrement sa définition du
glissement.

Expression de Fx

Dans [Ren93], l'expression linéaire découplée de F x proposée dans [ACB95b] est reprise
immédiatement (voir section 3.2.1). En revanche, dans les 3 autres articles, la première
représentation utilisée pour est une représentation non-linéaire.

Dans [TC91], la fonction n'est donnée analytiquement, mais via une série
de courbes, que nous avons du dans ce rapport (Figure 3.6). L'allure de
ces courbes est tout à fait en accord avec l'allure que nous avons donnée à la section 3.1
pour F8=O(g) (dans [TC91], le robot est supposé se déplacer en ligne droite, les auteurs
sont donc dans le cas glissement pur). Comme l'objectif des auteurs est de contrôler la
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dynamique longitudinale du robot tout en garantissant que l'on ne sort pas de la zone
de pseudo-glissement, ce modèle non-linéaire de f'" sera utilisé tout au long de l'article
[TC91].

Dans [Sac93], la première expression proposée pour Px est la fonction (3.12) que
l'auteur a tirée comme nous de [BNP87]. L'existence d'un couplage longitudinal-transver
sal est évoqué, mais non détaillé. Cependant, cette expression non-linéaire de Px ne sera
pas utilisée pour la construction des lois de commande. L'auteur se place dans le cas
où la variable de glissement g reste petite (i.e. tout au moins reste dans sa zone de
pseudo-glissement) et, par le même raisonnement que celui que nous avons proposé à la
section 3.1, montre que l'expression linéaire et découplé (3.63) décrit correctement l'effort
longitudinal du sol sur le pneumatique. C'est cette expression qui sera utilisée dans toute
la partie commande de [Sac93].

Dans [MT92], une allusion rapide est faite à la forme générale de Fx . Il est notamment
donné des graphes similaires à la Figure 3.5. Mais dans le modèle du robot, exploité par
la suite, la réaction longitudinale est modélisée par la forme linéaire et découplée (3.6:3),
à ceci près que les transferts de charge sont pris en compte

11 a été dit à la section 3.1 qu'en première approche, on pouvait considérer que les
réactions longitudinale Fx et transversale Fy dépendaient linéairement de la charge.

Au repos, les charges supportées par l'une des roues avant et par l'une des roues arrière
sont respectivement données par (3.87) cl (3.88)

plv,repos _Ir_Mg (3.87)
2(1f+lr)

ri..: 2(1/~lr)Mg (3.88)

où

M est la masse totale du véhicule,

9 est l'accélération de la pesanteur,

If et Ir sont les distances entre le centre du véhicule et respectivement l'axe des
roues avant et l'axe des roues arrière (voir Figure 3.18).

Quand le véhicule aborde une courbe, un transfert de charge se produit du côté qui est à
l'intérieur du le côté qui est à l'extérieur du virage. Ce transfert de charge, à
l'avant et a respectivement pour amplitude (3.89) et (3.90) :

où

T/

T;

Ir sr.
2(1]+lr ) d

If h}~

2(lf+lr)d

(3.89)

(3.90)

Fe est la force centripète qui agit sur le véhicule,
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ILest la hauteur du centre de masse par rapport au sol,

d est la demi-longueur de J'axe des roues (voir Figure 3.18).

La force centripète Fr est donnée par

\12
1':=1\1

p

où p est le rayon de courbure de la trajectoire suivie, défini par

w : vitesse angulaire du véhicule (voir Figure 3.18),

\1 vitesse linéaire du véhicule (voir Figure 3.18),

angle entre V et l'axe longitudinal du véhicule (voir Figure 3.18).

(3.91)

(3.92)

En reportant (3.92) dans (3.91), puis dans (3.89)-(3.90), et finalement dans (3.87)-(3.88),
on obtient comme expression pour la charge supportée par chacune des roues, lorsque le
véhicule décrit une courbe

FN,1 = 2(1;+/,) (Mg - ~) FN,2 = 2(I;+lr) (Mg +~) .
FN,~=~(Mg-~); FN,4=~(Mg+~)

où l'indice i de FN ,. désigne le numéro de la roue, tel que défini sur la Figure 3.18.

L'expression retenue dans [MT92] pour modéliser la réaction longitudinale Fx,i du sol
sur la roue numéro i, est donc en définitive I'expression (3.11) où FN,i est donné par (3.9:3).

Réaction transversale Fy . Dans [TC91], les auteurs, comme cela a déjà été dit plus

haut, envisagent uniquement le cas où le robot se déplace selon une ligne droite (le but
de l'article est de proposer une loi de commande pour la dynamique longitudinale du
véhicule). Dans ce cas de figure, l'angle de dérive 8 et la réaction transversale F~ sont
constamment nuls tout au long du mouvement du robot, par conséquent aucun modèle
n'est proposé pour Fy dans [TC91]. Dans tous les autres articles mentionnés ci-dessus en
revanche, Fy est modélisée et exploitée.

Définition de la variable de dérive

Dans tous les articles, la variable de dérive {) d'une roue est toujours initialement
définie comme étant l'angle entre le vecteur vitesse linéaire de la roue ct le plan de celle

c'est-à-dire la Définition 3.3 donnée à la section 3.1.2. Cependant, comme tous les
se placent dans le cas où {) reste petit (i.e. le système reste dans la zone de

pseudo-dérive), l'expression nonIinéaire (3.14) de {)est approximée
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i.c, on identifie la fonction arctan avec l'identité. C'est le cas dans [Sac93] et
[MCH91],

soit par

i.e. on identifie la fonction arcian avec l'identité, et suppose que Vx ~ V C'est le
cas dans [Ren93], [MT92], [Lee92] et [Ack9:~].

Expression. de Fv

Comme tous les auteurs se placent dans le cas où la dérive 8 reste faible, l'expression
utilisée en pratique pour Fy est l'expression linéaire et découplée (3.64).

Dans [Sac93], la modélisation non-linéaire de Fy (3.12), que l'auteur a tirée de [BNP87].
et le couplage longitudinal-transversal sont évoqués, de la même manière que cela avait
été fait au moment de la description de Fx . Mais, au moment d'écrire le modèle du
robot ct de l'utiliser pour calculer des lois de commandes, l'auteur montre, par le même
raisonnement que celui que nous avons proposé à la section :~.1, que l'expression linéaire
et découplé (3.64) décrit correctement l'effort transversal du sol sur le pneumatique, et
c'est cette expression qui est finalement utilisée.

De la même façon, dans [MT92], une allusion rapide est faite à la forme générale de F'n
des graphes similaires à la Figure 3.9 sont donnés, mais le modèle exploité dans la pratique
est la forme linéaire et découplée (3.64), à ceci près que, comme pour Fx , les transferts de
cluirqe sont pris en compte, c'est-à-dire que la rigidité de dérive D est donnée via (:3.J8)
et (3.93).

Dans [Ack93] Fy est initialement modélisée par un développement en série, où ne figure
que les puissances impaires de 8 (étant donné que Fy (O' ) est, anti-symétrique par rapport
à 0) :

(3.94)

(avec D k des coefficients constants). L'auteur reste assez vague quant à cette modélisa
tion de P~(/J) : la forme générale de la fonction Fy (O' ) n'est pas présentée, la valeur des
différents coefficients Di; n'est pas donnée. Il semble que le propos de l'auteur ait été.
plutôt que de proposer un modèle très pertinent de P'v(lJ), d'utiliser une modélisation très
approchée qui lui permet toutefois de prouver la robustesse de sa loi de commande. Four
le développement proprement dit de cette loi, l'auteur a utilisé l'expression linéaire ct
découplée (3.64) pour représenter la réaction transversale Fy, c'est-à-dire s'est arrété au
premier ordre dans le développement (3.94).

Enfin, dans [Ren93], [MCH91] et [Lee92], 1';, est directement représentée par (3.64)
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3.2.4 Expressions des différents modèles

Modèles du chariot

Nous détaillerons juste le modèle proposé dans [Sac93]. Le modèle proposé dam;
[Ren93], en effet, est juste la particularisation au cas du chariot du modèle générique
développé dans [ACB95b], que nous ;;'VOIlS déjà présenté à la section 3.2.l.

Dans [Sac93], les équations du chariot sont dérivées à partir de la RFD, écrite dans
le [0, lx, ly] (voir Figure 3.16) dont l'orientation est liée au robot. Les forces de

au roulement sont négligées. II reste dunc uniquement

les forces de contact pneumatique-sol }~" et }'y" avec i E {1, 2},

les couples moteur ou freineur Cm,l et Cm ,2 appliqués à chacune des roues.

L'auteur, comme cela a été dit
fait dans le cas roulement pur sans
modèle cinématique et un modèle

modèle cinématique:

Le vecteur d'état dans ce cas est:

122, a analogie avec ce qui a été
proposer modèles pour le chariot un

qc=(.T,y.B,\I,;,Vy,w)

où

x, y sont les coordonnées de P, centre de l'essieu arrière dans le repère tournant
[0, lx, ly] (voir Figure 3.16),

() est l'orientation du robot par rapport au repère fixe [O'/x,/y] (voir Figure 3.16),

Vx , Vy sont les coordonnées de V, vitesse linéaire de P, exprimée dans le repère
tournant [0, lx, ly] (voir Figure 3.16).

.s :»

et le vecteur de commande

avec CPl et cpz, les vitesses de rotation des roues 1 ct 2.

L'utilisation de la RFD, et la modélisation retenue pour les efforts l'x Rt F; (voir
pages 131 et ] 33), conduisent au modèle

w

Vyw+ ~(gl + 92)
-Vxw + ~(tSl + 82)
~(gl-92)

(3.95)
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avec (seul le cas rp > 0 et Vx a été considéré)

Rrp] - (VX+ Lw)

Vx+Lw
Rrp2- (VX- Lw)
--çL-w-

Vy

~+Lw
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(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

M et 1 respectivement la masse et lf' moment d'inertie du robot par rapport à un
axe vertical passant par P,

L la demi-longueur de l'essieu arrière,

Gel. D respectivement les rigidités de glissement et de dérive.

modèle dynamiqlle

Le vecteur d'état est désormais'

et les commandes:
I= (Cm,],Cm ,2)

L'utilisation de la RFD et la modélisation retenue pour les efforts F,. et Fy (voir pages 131
et 133), conduisent au modèle:

Vyw+ ~(g] + g2)
-Vxw + *7(81 + 82 )

bfZ(g]- g2)
j( Cm,l - RGg] )
j(Cm ,2 - RGg2 )

R rayon des roues,

J moment d'inertie des roues par rapport à leur axe de rotation.

(3.100)

Modèle du tricycle

A notre connaissance, seul l'auteur de [Ren9:~] a traité le cas du tricycle dans le cas
où les glissements et les dérives sont pris en compte. Le modèle proposé dans (Rcn93]
est cependant uniquement la particularisation au cas du tricycle du modèle générique
développé dans [ACB95b], déjà présenté à la section 3.2.1 Nous n'avons donc pas de
détails supplémentaires à apporter à propos de ce modèle,



136 Chap. 3. Modélisation en présence de glissement

Modèles d'une voiture

Comme nous l'avons dit plus haut, les modèles de voiture proposés dans la littérature
sont plus ou moins détaillés, en fonction des préoccupations et des objectifs des auteurs.
Nous allons présenter successivement les modèles horizontaux d'une voiture, les modèles
représentant sa dynamique latérale, et enfin ceux modélisant sa dynamique longitudinale.
Les modèles complets. qui incluent la dynamique verticale d'une voiture seront simplement
évoqués à la fin de cette partie, car ils sortent du cadre de ce rapport.

Modèle horizotüal d'une voitnrf

un modèle horizontal de voiture est proposé dans [MCH91]. L'objectif des auteurs est
uniquement de contrôler la dynamique latérale du véhicule. lin modèle horizontal, c'est
à-dire incluant les dynamiques longitudinale et latérale, est toutefois construit par simple
souci de présenter un modèle qui décrive complètement la mobilité du véhicule. C'est
uniquement dans la partie synthèse de la loi de commande qne la vitesse longitudinale
sera prise constante, et la dynamique longitudinale laissée de côté.

On rappelle (voir page 127) que le système modélisé effectivement dans [MCH91] est
le système décrit à la Figure 3.19, auquel aurait été adjoint, sur l'axe perpendiculaire
à (CiCr) passant par G, 2 roues folles, dont les centres, notés Gd et Gg , vérifieraient

IIGGdl1 = IIGCgl1 = d. Le vecteur d'état choisi par les auteurs est très classique:

q = (vx, v;"w)

(\!~" V;i) vitesse linéaire du centre du véhicule,

w vitesse de rotation autour d'un axe vertical passant par le centre du véhicule.

et Je vecteur de commande
I= (cri,Œr)

où.

Qi et ce; sont les orientations respectivement des roues avant ct des roues arrière du
véhicule.

Les équations du système sont dérivées à partir de la RFD, écrites dans un repère
tournant du type [0, Jx , Jy ] de la Figure 3.16. Les forces prises en compte sont

les réactions transversales du sol sur les roues directrices avant et sur les roues
directrices arrière, notées respectivement }~,! et Fy,Tl

les réactions longitudinales du sol sur les roues directrices avant et sur les roues
directrices arrière, notées respectivement Fx ,! et J'x,Tl

les forces de résistance au roulement sur chacune des roues, notées F~i,

et Fv g (respectivement roues directrices avant, arrière, roue folle droite ct
dont le module est calculé selon la relation

i E {f,r,d,g}
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f{ une constante positive,

FN " la charge supportée par la roue i.
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La RFD et la modélisation retenue pour les efforts Fx et F y (voir pages 129 et 133),
conduisent alors au modèle suivant

Iw

M1I;w + (Fx,j - Fv,j)cOSO'j + (Fx.r - Fv,r)coSO'r

-tvs,sin O'j - Dr(jrsinO'r - Fv,dCOSO'd - Fv,gcos Cl g

-MVxw + (Fx,j - FV,j)sinO'j + (Fx,r - Fv,r)sinO'r

+Dj(jjcOSO'j + Dr(jrcosO'r - Fv,dsinO'd - Fv,gsinO'g

Ij(Fx,j - Fv,j) sin O'j -lr(Fx,r - Fv,r)sinO'r

+ljDj(jj cos O'j -lrDr(jrcosO'r

(3.101)

(3.102)

(3.103)

M et lia masse du véhicule et son moment d'inertie par rapport à un axe vertical
passant par son centre,

O'det O'gl'orientation des roues folles, respectivement droite et gauche.

Dj et Dr sont les rigidités de dérive respectivement des roues avant et arrière.

Note Nous trouvons surprenant que les 2 forces Fv,d et Fv,g n'apparaissent pas dans
l'équation (3.103).

Modèle pour la dynamique latérale d'une voiture

Dans [MT92], [Lee92] et [Ack93], seule la dynamique latérale est modélisée. Les modèles
obtenus sont les suivants

• Modèle proposé dans [MT92]

On rappelle (voir page 127) que le système modélisé dans [MT92] est directement le
système représenté sur la Figure 3.18. L'objectif des auteurs est de réguler uniquement la
dynamique latérale du véhicule, c'est-à-dire réguler autour de 2 valeurs de consigne, les 2
variables

11; . vitesse latérale du véhicule (voir Figure 3.18),

w vitesse de rotation du véhicule (voir Figure 3.18).

Aussi, le vecteur d'état choisi est

q=(Vy,w)

quant au vecteur de commande, il consiste en

où
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CYj et CYr sont les orientations respectivement ds roues avant et des roues arrière,

Cm,,, avec i E [l, 4], sont les couples moteur ou freineur appliqués à chacune des

Les équations du système sont dérivées à partir de la RFD, écrite toujours dans un

repère tournant du type [0, Jx , Jy ] de la Figure :1.l6. Les forces de résistance au roulement
sont négligécs. Il reste donc uniquement

les forces de contact pneumatique-sol Fx,i et Fy,i avec i E [1,4],

les couples moteur ou freineur Cm,i, avec i E [1,4], appliqués à chacune des roues.

Sans aucune approximation, les équations sont

Iw

-MVxw+~Y.

lj(Yi +Yi) -lr(Y3 + Y4 ) - d(X 1 +X3) +d(X 2 + X 4 )

Mdl la masse et le moment d'inertie du véhicule par rapport à

X, et Y; les composantes de la. réaction du sol sur la roue i respect.ivernent selon la
direction donnée par Vx et par Vy (voir Figure 3.18),

Xi F':c., cos (Yi- Fy " sin CY,

y. = Fx " sin (ti +Fy " cos CY,

En explicitant les réactions longitudinales Fx " et transversales Fy " (représentation linéa.ire
et découplée avec transfert de cba.rge pris en compte, voir page 131), et. en faisant les

hypothèses supplémentaires

les angles 0', restent faibles, de sorte que sin CY, :::0 a, et cos i.l', :::0 1 Vi E {1,4},

l'angle que présente "ilavec l'axc longitudina.l du véhicule reste faible, de sorte que

Vx :::0 V et même Vx,i :::0 V,

l'angle de dérive 5, = l' être approximé par (1" angle du vecteur vitesse
linéaire de la roue i longitudinale du véhicule, voir Figure 3.18)

5,= 1I;;;l j
-0',

roues a.rrière 6, = Vy 1~ Ir - 0',
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le modèle définitif du robot devient
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L;=lD' [lj (D
1 +D2

) - ur» + D4
) ]MVy = --V-Vy - V +MV W

+(Fx,l + Fx,2 + Dl + 1)2)o.j + (Fx,3 + Fx,4 + D3 + D4)O'r (3.104)

lw Ij(D1 + [)2) ~ Ir(Ji' + D4)Vy _ 1}(D
1 + D2

) ~ 1;(D3+ D4
) W

+lj(Fx ,1 + Fx .2 + Dl + D2)Qj - ir(Fx 3 + }'x,4 + D3 + D4 )Œr

-d(Fx,1 + Fx,3 - J;~·,2 - J;~..4 + (Fy,l - Fy,2) Œj + (Fy,3 - Fy,4 ) Œr) (3.105)

où les D' sont les rigidités de dérive de chacune des 4 roues (i.e. Di = D~ FN,i). Quatre
équations différentielles supplémentaires sont toutefois nécessaires pour relier les corn

mandes effectives du système (i.e. les couples Cm" appliqués sur chacune des roues) au
modèle (3.104)-(3.105)

10 moment d'inertie de la roue i par rapport à son centre,

R rayon des roues .

• Modèle proposé dans [Lcc92]

On rappelle que le système utilisé pour construire le modèle dans [Lee92] est le système
simplifié décrit sur la Figure 3.19 (voir page 125). On rappelle aussi que la vitesse longi
tudinale Vx est choisie constante, de sorte que les efforts longitudinaux Fx ., sur chacune
des roues sont tous nuls.

Le vecteur d'état choisi par l'auteur est

8 : abscisse curviligne le long de la trajectoire de référence,

!1y erreur de positionnement latéral du robot, i.e. distance entre le centre du
robot et sa projection sur la trajectoire de référence,

!1() erreur d'orientation du robot, i.e. différence entre l'orientation du robot et la
tangente à la trajectoire de référence,

Vy vitesse latérale du centre du robot,

w vitesse de rotation du robot par rapport à un axe vertical passant par son centre,

Œj et œ, : orientations respectivement des roues avant et des roues arrière.

et le vecteur de commande

où
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Cif,ref et Dr,ref sont les consignes d'orientation respectivement des roues avant et
arrière.

Les équations du système sont dérivées à partir de la RFD, écrite toujours dans le
repère tournant type [0, lx, Jy ] de la Figure 3.16. Les forces de résistance au roulement
sont négligées. Il reste donc uniquement

les réactions transversales du sol sur chacune des roues Fy,l et Fy.2 •

En utilisant pour Fy,i la forme linéaire et découplée (3.64) (voir page 133), les équations
sont·

M~

1w

o! +Dr [lf D f - l Dr ]--y-Vy- __y_r_+MY w+DfDf+Dr Dr

_lfDf ~ Ir
Dr

Vy _ IJDf tI;Dr w + i.o!«, -t.ir«.

(3.106)

(3.107)

M et 1 respectivement la masse et le moment d'inertie du véhicule par rapport à
un axe vertical passant par son centre,

o! et Dr sont donnés par :

Df = 2D l =2D 2

Dr = 2D3 =2D4

(3.lOS)

(3.lO9)

où les D' sont les rigidités de dérive de chacune des 4 roues. (Pour les besoins du
modèle simplifié, on a supposé que la rigidité de dérives des 2 roues avant et celle
des 2 roues arrière étaient égales (i.e. Dl = D 2 et D3 = D4 ) ) .

If, Ir, V sont respectivement les distances entre le centre du véhicule G et les cen
tres des roues fictives avant et arrière, et la vitesse du centre du véhicule (voir
Figure 3.19).

Comme attendu, les équations (3.106)-(3.107) correspondent exactement aux équa
tions (3.104)-(3.105) entre les secondes et les premières, tous les Fx " ont été mis à zéro,
les Di ont été remplacés par Df et Dr sur la base de (3.108) et (3.109), et les termes du
second ordre du type dFy,iD, ont été négligés.

La dynamique des variables 5, fj,y et fj,(j découle de simples considérations géométri
ques. Si l'on se place dans le cas (réaliste) où /3, angle entre le vecteur vitesse du véhicule
et la direction longitudinale de celui-ci (voir Figure 3.19), et fj,(j restent petits, cette
dynamique est donnée par les équations

= y
y

w - Pref(s)

Yf'.,,()+Yy

(3.110)

(3.111)

(3.Jl2)
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Enfin, la dynamique du mécanisme orientant les roues est modélisée par un premier
ordre, c'est-à-dire par

où

-~(Ctf-Ctf,ref)
Tf

-~ (ctr - Cir.ref)
T r

Tf et T" sont des constantes positives,

(3113)

(3.114)

Les équations (3.106)-(3.107)-(3.110)-(:Ull)-(3.112)-(3.113)-(3.114) constituent le mod
èle de véhicule proposé dans [Lee92].

• Modèle proposé dans [Ack93]

On rappelle, voir page 125, que le système utilisé pour construire le modèle dans [Ack93]
est, comme dans [Lee92] le système simplifié décr it sur la 3.19. On rappelle aussi
que, comme dans [Lee92], la vitesse longitudinale Vx est constante, de sorte que
les efforts longitudinaux 1'',;,7 sur chacune des roues sont tous nuls.

Le vecteur d'état choisi par l'auteur est très légèrement différent du vecteur d'état
choisi par les auteurs de [MT92]. Il consiste en 2 variables

q= ((3,w)

f3 l'angle entre le vecteur vitesse li du centre du véhicule, et la direction longitu
dinale attachée à ce véhicule (voir Figure 3.19)

w vitesse de rotation du véhicule autour d'un axe vertical passant par le centre
dudit véhicule (voir Figure 3.19)

et le vecteur de commande

où

O:J et o , sont les orientations respectivement des roues avant et des roues arr ièro du
véhicule.

Les équations du système sont dérivées à partir de la RFD, écrites encore une fois
dans un repère tournant du type représenté sur la Figure 3.16. Les forces de
résistance au roulement sont toujours Il reste donc uniquement

les réactions transversales du sol sur chacune des roues Py,j et Fy,r'
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Un rapide calcul de cinématique montre que ~ se ré-exprime en fonction des variables
utilisées dans [/\ck93] comme:

~ = cos!i(~ +c:.,)V + sin/j'V (3.1L'i)

(où les variables sont définies sur la Figure 3.19). Puisque la vitesse V est, par hypothèse,
constante (en magnitude), et vu que l'angle B reste petit, l'expression (3.115) peut être
approxi mée par

(3.116)

Les angles de dérive des roues avant et arrière, respectivement fiJ et /5r , définis comme
(voir Figure 3.19)

fiJ = ÎJ - aJ
fir = Î" -Œr

peuvent, compte tenu que f3 est toujours petit, être approximés par

fiJ o'J-f3-~ (3.117)

Or = a r - f3+ iT- (3.118)

En utilisant la RFD ct les relations (3.116)-(3.117)-(3.118), on aboutit au modèle finale
ment proposé dans [Ack93]

(
MV(~+W)) = (cosaJ cosar) (Fy,J (a! -f3-~) ) (3.]19)

Jw lJcosŒJ -lr cos Qr Fy.r (a r - f3+~)

où Fy J (. ) et Fy .r (.) sont les modèles non-linéaires (3.91) proposés pour la réaction transver
sale.

Modèle pour la dynamique longitudinale d'une voiture

On rappelle, voir 128, que le système utilisé pour construire le modèle dans [TC91]
est un système composé d'une seule roue. On rappelle aussi que la réaction
transversale Fy est nulle puisque les auteurs ont fait l'hypothèse que le robot se déplaçait
uniquement en ligne droite (voir page 132), et que la réaction longitudinale Fx(g) est
connue via un réseau de courbes (voir page l:m).

Les forces qui ont été prises en compte sont

Réaction longitudinale Fx(g),

Couple moteur ou freineur (Cm) appliqué à l'axe de la roue.

Force (Fv ) et couple (C",,)de résistance au roulement (force et couples de résistance
aérodynamiques, de friction, etc ).

Le modèle, obtenu par utilisation de la RFD, est le suivant

le vecteur d'état est
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V vitesse linéaire du centre de la roue,

cp vitesse de rotation de la roue,

R rayon de la roue.

la commande.

ct les équations'

143

11
Ji (3.120)

(3.121)

Met J respectivement la masse ct le moment d'inertie de la roue par rapport à son
axe,

Nu et NeP 2 constantes.

Modèle complet d'une voilure:

Nous appelons modèles complets d'une voiture les modèles qui prennent en compte tous
les degrés de liberté d'une voiture, c'est-à-dire à la fois sa dynamique horizontale et verti
cale. Comme il il. été dit page 128, ces modèles sont excessivement compliqués, et ne sont
developpés que dans le but de réaliser des simulateurs ou pour développer des commandes
"haut niveau" (type commande hiérarchisée, floue ou par réseau de neurones). Vouloir
construire des commandes type retour d'état sur ce type de modèles semble assez peu
réaliste. Comme ce rapport se veut être une étude bibliographique sur la modélisation et
la commande par retour d'étal des robots mobiles dans le cas où glissements et dérives

être négligés, nous ne détaillerons pas les modèles complets. Nous nous con-
de présenter les degrés de liberté pris en compte dans l'ouvrage [EIl69], qui

propose une étude approfondie de la modélisation et des propriétés des véhicules routiers,
et dans 2 simulateurs : le simulateur VERl, développé par le CEA, et les simulateurs
Pro-Lab 1 et Pro-Lab Il développés dans le cadre du projet PRüMETHEUS .

• Modèles proposés dans [EIl69]

L'objet. de ceL ouvrage, qui commence toutefois un pen il. dat.or (1969), ét.ait. de proposer
une modélisation assez fine de la dynamique latérale d'un véhicule routier, ct de carac

leur stabilité. L'auteur par contre n'a
pas du tout étudié les commande automatique de tels véhicules.

Pour ce qui est de la modélisation des contacts pneumatique-sol

la réaction transversale Fy et le couple d'auto-alignement sont. caractérisés par toute
une série de courbes expérimentales, qui prennent en compte
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la nature du sol,

la pression du pneumatique,

la charge supportée par la roue,

le carrossage de la roue.

Le couplage avec la réaction longitudinale est pris en compte via des courbes du
type de la Figure 3.11 Des modèles analytiques pour Fy et Ca sont également
proposés. A l'inverse des modèles proposés dans [BNP87], déduits de résultats ex
périmentaux via des interpolations, les modèles proposés dans [E1l69]ont été calculés
mathématiquement, en modélisant le pneumatique par toute une série de ressorts.
Nous avons rapidement présenté cette modélisation page 97 et page 101, mais de
l'aveu même de l'auteur, cette modélisation n'est pas complètement satisfaisante.

la réaction longitudinale Fx par contre n'est pas du tout détaillée. Aucune relation
entre Fx et les vitesses du véhicule et des roues n'est proposée, ni entre Fx et le
couple appliqué sur les roues. Cela tient au fait que dans tous les calculs proposés
dans la suite de [E1l69], l'hypothèse est faite que la vitesse du véhicule est constante
(et donc Px =0).

Les différents modèles proposés dans [E1l69] sont

une modélisation de la dynamique latérale du véhicule, construite sur la structure
simplifiée décrite à la Figure 3.19,

une modélisation de la dynamique latérale du véhicule, construite sur la structure
réelle décrite à la Figure 3.18,

une modélisation de la dynamique latérale d'un couple véhicule-remorque,

une modélisation de la dynamique latérale d'un véhicule avec prise en compte des
suspensions (et donc du roulis),

Ces modèles sont écrits sous les hypothèses que Py et Ca peuvent être modélisés par les
expressions linéaires (3.64) et (3.21). Des indications sont données pour tenir compte des
non-linéarités. Les paramètres suivants sont pris en compte

les transferts de charge dans les virages,

les forces aérodynamiques,

les effets du vent sur le comportement de la voiture.

Finalement, quelques indications sont données pour inclure dans les modèles

la flexibilité des pneumatiques (le plan de la roue se déforme lors de la rotation de
celle-ci),

le carrossage,
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le tangage,

les organes de transmission entre le volant et les roues.
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Une série de tableaux présente enfin les caractéristiques géométriques et dynamiques des

principaux véhicules routiers.

Pour chacun des modèles proposés, une étude très pointue de la stabilité du véhicule

est présentée.

• Simulateur VERI

Le projet VERI, majoritairement développé par le CEA, a la finalité suivante
un véhicule tout terrain autonome, capable d'épandre un produit ctumique

explosion nucléaire ou

la radio-activité en surface, ainsi la
nappe et de se propager. Parallèlement à l'instrumentation du véhicule tout
terrain, un simulateur a été construit pour aider au développement et à la validation de
lois de commande.

Ce simulateur, décrit dans [Tr 92], prend en compte à l'heure actuelle, les éléments
suivants

les forces de résistance au roulement sont modélisées par lin frottement sec et un
frottement visqueux.

l'action des freins a été modélisée par la somme d'un frottement sec et d'un frotte
ment visqueux.

le couple imposé par le moteur sur les roues motrices a été relié à la vitesse de
rotation du moteur par un polynôme du second degré.

les convertisseurs de couple, la boite de vitesse et le différentiels ont aussi été mod
élisés.

Dans l'avenir, il est prévu de prendre en compte

les couples d'auto-alignement

),.,s arnorr.isseurs, et, dalle 1,., roulis pt 1,.,tangage du véhicule,

les déports de charge dans les virages,

que le sol n'est pas nécessairement parfaitement plat.

• Démonstrateurs Pro-Lab 1 et Pro-Lab II
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Le projet Pro-Lab, développé dans le cadre du projet PROMETHEUS, a pour but de met
tre au point des systèmes d'aide à la conduite des capteurs embarqués sur le véhicule,
associés à quelques algorithmes de commande seraient censés avertir en temps réelle con
ducteur du véhicule des dangers de certaines manœuvres faisabilité d'un dépassement,
vitesse limite dans un virage, distance trop faible entre le véhicule et le véhicule qui le
précéde, ... 2 démonstrateurs, Pro-Lab 1et Pro-Lab II, ont été développés pour concevoir
ces algorithmes "réflexes"

Ces simulateurs, décrits dans [A1l94], prennent en compte les éléments suivants

les réactions longitudinales F'" et transversales Fy du sol sur les roues sont représen
tées par le modèle linéaire et découplé (3.63) et (3.64). Le modèle non-linéaire (3.12)
et (3.19) est mentionné dans [A\l94], mais non exploité. De plus le lien entre Fx et
le couple appliqué sur les roues n'est pas présenté de façon explicite.

les couples d'alita-alignement sont décrits eux-aussi par un modèle linéaire.

le roulis (mais pas le tangage, ni le déplacement vertical du véhicule)

les déport.s de charge dans les virages.

les forces de résistance au roulement sont modélisées par un rapport proportionnel
avec la charge supportée par chacune des roues.

les réactions aérodynamiques.

une modélisation de la commande du conducteur l'action du conducteur sur le
volant n'est plus vue comme une succession d'échelons de consigne, mais comme
une succession de rampes, légèrement retardées.

C'est ce modèle qui est utilisé dans les différents simulateurs. Par contre, pour le
développement de lois de commande, un modèle horizontal, obtenu en éliminant le roulis
des équations du modèle complet, est utilisé. Ce modèle s'apparente beaucoup au modèle
présenté dans [MCH9l]. Il lui est toutefois adjoint un algorithme évaluant en temps réel
le roulis du véhicule à partir de l'évolution des variables du modèle horizontal, roulis qui
peut ensuite être exploité à des fins de calcul de marges de sécurité. L'auteur montre
que le modèle horizontal et l'observateur de roulis, pour peu que la simulation ne dure
pas trop de temps (quelques dizaines de secondes), ne divergent pas trop par rapport
au modèle complet. Pour des prédictions à court terme (par exemple faisabilité d'uu
dépassement), le modèle horizontal et. l'observateur de roulis peuvent avantageusement
remplacer le modèle complet..

Des références à d'autres simulateurs, comme ceux développés par les constructeurs
et/ou équipementiers automobiles peuvent et.re trouvées dans [AI194].



Chapitre 4

Commande sous les hypothèses de
roulement pur sans glissement

A la section 2.1, lorsque nous avions discuté nos hypothèses de modélisation, nous avions
affirmé (page 13) que l'Hypothèse 2.2 de roulement pur sans glissement plaçait les robots
mobiles à roues dans la classe des systèmes mécaniques non-holonomes. Ce point, grâce
aux éléments introduits au Chapitre 2, peut maintenant être vérifié très facilement· soit
un robot mobile à roues quelconque. Celui-ci peut être décrit sans ambiguïté par la donnée
du vecteur de coordonnées généralisées q présenté à la Proposition 2.7. Les Hypothèses 2.2
de roulement pur sans glissement se formulent alors comme un ensemble de contraintes
du premier ordre, linéaires en les tenu de respecter à chaque instant le
vecteur q et sa dérivée, Proposition 2.12. 2 résultats suivants s'obtiennent alors t r~s

facilement

Proposition 4.1 NOIdlOlonomie des robots mobiles à roues sous les Hypothèses 2.2

quel robot mobile à roues, sous les Hypothèses 2.2 de roulement 1J1I.1·snn.'< nl1çw'

est un systèmc mécanique non-holonome au sens de la Définition

Preuve: La Proposition 4.1 s'établit en reportant l'expression de la matrice des con
traintes A(q) donnée piU la Proposition 2.12 dans l'algorithme proposé par le Théorème B.l
pour décider si un ensemble de contraintes du premier ordre linéaires en les vitesses est
intégrable ou non. <l

Proposition 4.2 Non-holonomie du modèle réduit des robots mobiles à roues sous les
Hypothèses 2.2

Sous les HYJlothès~s 2.2 de roulement pur sans glissement, nous avions montré qu'il est
pOUT' chaque robot mobile à roues, de construire un modèle réduit aux seules

ulilcs du de vue de la commande (Théorème 2.10), et que ces modèles
réduits constituent classes (Théorème 2. t t).
Ces modèles réduits présentent structure suivante

les modèles réduit» des robots de la classe R~ ne sont soumis à aucune contrainte,

147
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lES modèles réduits des robots appartenant aux
non-holonomes, c'est-a-dire aucune des
n'Est inl.éqrable.

autres classes sont maximalement
auxquelles ils sont assujettis

o

ou 2.10).

Convention 4.1 Dans la suite de ce

Preuve: Dans le cas d'un modèle réduit, Théorèmes 2.3 ou 2.10, le robot n'est plus
décrit que par sa position et son orientation (vecteur Ç)et, s'il y a lieu, par l'orientation de
certaines roues directrices: {JIs'il ne comporte qu'une roue directrice, ({JI,a) si le robot est
équipé de 2 ou plus de 2 roues directrices, Théorème 2.14. Ces variables ne sont contraintes
que par les n di + nI' dernières de la relation A(q)q = 0, i.e, Proposition 2.12,
A31({J,)R((})é = O. Les n + n de lignes de A(q)q = 0 peuvent en effet toujours être
satisfaites, relations (2.17) et (2.1S), quels que soient e, é,{JI, ~J, a et Ô'

2 cas de figure se présentent alors:

pour les robots de la classe ng,nous avons A31({J,) = O. Le modèle réduit de ces
systèmes n'est. par conséquent soumis à aucune contrainte,

pour les robots des aut.res classes, nous avons par contre A31({J.) cl O. En repor
tant. dans l'algorithme du Théorème B.l les expressions proposées pour le noyau
de A31({J,) dans le Tableau 2.1, on montre facilement. qu'aucune de ces contraintes
n'est intégrable. Le modèle réduit de ces 4 classes de robots mobiles à roues est
donc maximalerncnt non-holonome. <1

Comme nous ne souhaitons commander que la position et. l'orientation des robots (la
commande des autres variables n'offrant aucun intérêt pratique) nous ne considérerons

dans la suite de ce mémoire que les modèles réduits (cinématiques ou dynamiques)
systèmes. Aussi, nous introduisons la convention suivante:

ou dynamique),
nous sous-ctitctuirons toujours moâele reduu: icinemtüicue ou dinianuquc] (Théorèmes 2.3

o

Une présentation générale des systèmes non-holonomes est donnée à l'Annexe B. Cet
ensemble regroupe de très nombreux systèmes mécaniques, a priori très différents, mais
pa.rt.ageant pourtant un certain nombre de caractéristiques, en particulier au niveau de la
commande. La section B.3 présente ainsi les principales propriétés des systèmes assujettis
à des contraintes du premier ordre, linéaires en les vitesses, et dont aucune n'est intégrable.
A Il vu de la Proposition 4.2, c'est exactement. la sous-classe à laquelle appartiennent les
mn,lplp", (l"tnll~ les robots mobiles, exception faite bien sûr des robots omnidirectionnels,
classe Ces propriét.és sont

ces systèmes sont comrnandables, même au sens fort (i.e. STLC), Théorème B.S,

ces systèmes ne sont pas linéarisables par bouclage d'etat statique, Théorème H.11.
La dimension du plus grand sous-espcc linéarisable est 2(n - m) alors que la dimen
sion du vecteur d'ét.at est 2n - tri (voir le modèle général (H.13) pour l'explicitation
de ces dimensions),
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ces systèmes ne peuvent pas être stabilisés sur une configuration de repos au moyen
d'un bouclage d'état au moins continûment différentiable, Théorème 8.13.

Ces 3 propriétés mettent bien en évidence les difficultés propres à la commande de ces sys
tèmes il est tout d'abord, au vu du Théorème B.S, possible de commander ces systèmes.
Cependant, il va falloir traiter séparément le problème de la poursuite d'une trajectoire
mobile de celui de la stabilisation sur une configuration de repos. En effet, il n'y a aucun
obstacle théorique à réaliser la poursuite d'une trajectoire mobile au moyen de bouclage

d'état C'" Par contre, Théorème 8.13, il faut se tourner vers des lois beaucoup moins
classiques si l'on veut stabiliser ces systèmes. Enfin, même la poursuite d'une trajec
toire mobile présente des difficultés l'approche linéarisation exacte par bouclage d'état
statique, couramment utilisée par exemple pour commander les robots manipulateurs
complètement actionnés (loi du couple calculée), ne permet ici de ne linéariser qu'une
partie des équations du modèle. Il faudra donc là encore envisager des techniques moins
classiques.

Nous ne nous intéresserons pas à la commande des rohots de la classe R~. Ces systèmes
étant sans contraintes, leur commande ne propose pas de difficulté particulière. Le modèle
cinématique de ces systèmes peut être écrit de manière condensée (cf. Tableau 2.1) :

(4.1)

Soit !;rej(t) la trajectoire de référence, mobile ou comportant des points d'arrêt. La loi de
commande.

(4.2)

linéarise complètement le système (4.1) et assure donc une convergence exponentielle vers
la trajectoire de référence. La loi de commande (4.2) illustre la mobilité parfaite des
robots de la classe Rg ct leur grande facilité de commande.

Pour la commande des autres classes de robots, plusieurs techniques ont été proposées
aussi bien pour la poursuite d'une mobile que pour la stabilisation sur une
trajectoire de référence. Elles ont proposées soit directement pour ces robots, soit
pour des systèmes présentant des contraintes non-holonomes identiques, ces résultats étant
alors immédiatement transposables au cas des robots mobiles. Un bref état de l'art est
donné en tête de chaque section.

Ces lois ont cependant toujours laissé de côté le problème spécifique posé par les robots
de la classe RLà savoir leurs singularités. Celles-ci ont été discutées à la section 2.4 . les
singularités du modèle (2.68) correspondent à des orientations des roues directrices pou
vant conduire à une saturation des actionneurs et par conséquent à une perte du contrôle
du robot. Les lois de commande proposées pour ces systèmes doivent donc garantir que
ces singularités seront évitées. Notre objectif dans ce chapitre est de construire des lois de
commande pour ces systèmes non-holonomes, qui répondent à ce besoin. Le problème de
la poursuite d'une trajectoire mobile et celui de la stabilisation sur une configuration de
repos sont envisagés respectivement aux sections 4.1 et 4.2. Les techniques utilisées sont
respectivement un bouclage d'état dynamique linéarisant et une loi de bouclage instation
naire. Enfm, à la section 4.3, nous considérons un problème qui a été peu étudié, même
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pour les systèmes non-holonomes ne comportant pas de singularités: à. savoir proposer
une commutation naturelle entre les lois de poursuite et de stabilisation pour pouvoir
réaliser la poursuite d'une trajectoire se terminant par une configuration de repos. Ce
problème nous a semblé particulièrement important d'un point de vue pratique, puisque
la mission type demandée à un robot mobile à. roues est de joindre 2 configurations de
repos via une trajectoire pré-définie.

L'essentiel de nos lois de commande ont été développées à partir du modèle cinématique
des robots R~ (Théorème 2.13). C'est en effet lui qui impose d'une part la structure non
holonome et d'autre part le problème des singularités. Sous les Hypothèses 2.7 et 2.8, le
modèle dynamique (Théorème 2.14) ne fait qu'ajouter Ill! étage d'intégrateurs.

Nous voudrions pour terminer, insister sur le fait que le problème que nous nous
sommes posés n'est pas purement académique les robots de la classe R~ peuvent suivre
n'importe quelle trajectoire f,rej(t) = (Xrej(t), Yrej(t), BTCj(t)). En effet, en faisant varier
l'orientation (/31, (J") des roues directrices, il est possible Ile donner n'importe quelle valeur
à ~ (cf. Théorème 2.13). Cette large capacité d'évolution est bien sûr très intéressante
d'un point de vue pratique, ct justifie que l'on cherche à. commander ces systèmes, en
dépit de leurs singulatités.

A la section 4.2.3, 1I0US ferons une parenthèse sur la commande des robots de la classe
R~ le cas d'un robot appartenant à la classe R5 est envisagé, en raison de sa simplicité,
pour analyser la vitesse de convergence des lois de bouclage instationnaires.

4.1 Poursuite d'une trajectoire mobile

Comme il a été dit dans l'introduction de le problème de la poursuite d'une
trajectoire mobile (i.e. poursuite d'un robot de qui ne s'arréte) ne se heurte
pas à J'obstruction de Brockett (Théorème 8.12) ct peut donc a priori être résolu à
l'aide de bouclages d'état Coo Nous présentons ci-dessous les résultats obtenus à l'aide
des 2 approches classiques de l'Automatique non-linéaire, i.e. l'approche Lyapunov et
l'approche linéarisation exacte.

4.1.1 Résultats existants

4.1.1.a Approche Lyapunov

Plusieurs fonctions de Lyapunov ont été
jectoire mobile. On distingue 2 grandes

pour réaliser la poursuite d'une t.ra-

D'une part, les lois de poursuite cherchant iLfaire converger l'état du système f,(t) vers
une trajectoire de référence f,Tej(t). Les premières solutions ont été proposées dans [SA90]
et [KKMN91] pour le cas d'un robot R5. Elles utilisent des fonctions de Lyapunov où

la différence (f,(t) -- f,Tej(t)). Pour assurer la convergence, il est nécessaire que la
la trajectoire de référence ne s'annule jamais.

D'autre part, les lois de poursuite cherchant à faire décroître la distance entre Je robot
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et sa trajectoire de référence, sans poursuivre explicitement un point sur cette trajectoire
de référence. Pour cela, le formalisme de des repères de Frenet est
utilisé. La vitesse d'avancement du robot est laissée au de l'utilisateur, elle peut
s'annuler ponctuellement, mais ne doit pas bien sûr tendre vers 0 (le robot ne pourrait
alors plus converger vers sa trajectoire de référence). Cette approche a été proposée
originellement dans [Sam92] pour le cas encore une fois d'un robot R~.

Plus récemment, cette seconde approche a été utilisée sur le cas d'un robot de la classe
R~, [MS94]. L'évitement des singularités internes à ces était assuré grâce à la
forme particulière de la fonction de Lyapunov utilisée par auteurs.

4.1.1.b Approche linéarisation exacte

On dispose en Automatique Linéaire d'un très grand nombre d'outils, souvent simples
d'utilisat.ion, permettant d'analyser et de commander un syst.ème. Aussi, une démarche
naturelle au moment d'aborder l'étude et la commande d'un syst.ème non-linéaire est. de
rechercher s'il existe un jeu de coordonnées généralisées avec lequel ce système se ré-écrive
sous une forme linéaire. Cette démarche dit.e de linéarisation exacte d'un système non
linéaire, peut, dans le cas d'un syst.ème affine en les commandes (cas très général et. le
seul rencontré dans ce mémoire) être formalisée de façon précise comme suit

non-linéaire, ne dépendant pas du temps, et affine en les comman-

S = f(x) + ~g1(.7:) u

avec x, vecteur d'état de dimension n, f(x) et g,(x) fonctions C= de x. et u vecteur' de
commande de dimension m.

Le de la linéarisation exacte du système S autour d'une configuration Xo

existe-t-il?

un voisinage U de :Co,

1lTI. changement de variables difféomorphique 'li

U f-+ Vc jRn

---'> Z = 'li(x)

'un re/our d'état non smgulier('-->l) u(J:,v)

U x jRm f-+ jRm

(x, v) ----> U = u](x) + U2(X)V

(4.3)

(4.4)

tels que le système sous l'effet des transjormaiions (4-3) el (4.4) se ré-écrive sous la
forme d'un système commandable

"h:EU =f(X)+L~=lg,(J:)u ma(4'!!J.:.;(4-4) z=Az+Hv
(A,B)paire commandable

'-d un retour d'état est dit non-singulier si le terme 1t2(X)multiphant le vecteur de commande auxiliane
v vérifie t/2(X) inversible \Ix E U
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A la différence de la linéar isati on t angente du sys tè me S

qui est, par construction, une approxima tion du système non -linéair e, la linéarisa t ion
exacte Je 5 sur U décrit parf aitem ent S; C:~ système a ju st e été r é-écr it di fférem ment
Par co nséqu ent, alors que le domaine de validit é du linéari sé tang ent est forcém ent limité,
celui de la lin éarisatio n exacte s' ét end à lout le voisinage U, celui-ci pouvant dans ce rtains
cas (par exem ple pour les robots ma nip ula teu rs com plète ment actionnés) s 'ét endr e à tou t
l' espace d 'ét at .

Co nve n t ion 4.2 Dans toute la suite de ce mémoire , paT le term e "linéaris ation" nou.~

sous-e nte ndrons toujours "liné aris atio n e.rc cte " 0

Des eondi tious nécessaire s et suffisant es pour qu'u n systè me non-linéaire soit lin éaris
abl e ont été proposées indépendam ment da ns [Jftêû] et IHS~183] (cf. T héorème 0 .9).
Dans le cas où le systè me n'est pas linéa risable, les théorèmes proposés dan s (KIR83j et
[Mar86) met tent en év idence le plus grand sous-espace linéarisable (cf. T héorème 0 .10).
Une présenta t ion détaillée de ces r és ultats es t donnée da ns (Isi89, Chep . 4 et 5) et [NS90,
C hap. 6].

Com me il a été dit dans l'int rod uct ion, les robots mobiles à roues, exce pté ce ux
de la. classe n~, ne sont pas com plètement linéarisables par bouclag e d'é tat st at ique
(T héorème B.13). Un ensem ble de fonct ions de sortie réalisant la linéa risat ion pa rtiell e
de t aille maximal e a été proposée, pour les -4 classes de robo ts non-holonom es, da na
[ACS 9Sa). Dt'S conditions sur la t ra jecto ire de référence on t égaleme nt d é donnée afin
d 'assurer que la dy namique des variab les non linéarisées est stable.

Lorsqu 'un système non-linéaire n'est pas com plète ment linéarisable au moye n des
t ransfor mat ions (4.3) et (4.4), une alt ernative à la linéar isation par tielle consis te à rocher
cher une linéarisation com plèt e à l'aide d 'un e loi de retour d 'ét at plus générale q ue la
loi (4.4), pré cisément une loi de retou r d 'ét at dynam ique

D éfin iti o n 4 .1 Loi de retour d'ét at dynamique

So it un s.llBtème non-lm éoire S , ne dépendant pa" du temps et affine en les com m andes

S ±= f(:r )+ ~ 9' (X)U

nuee x , uec/ e1.l1' d'état de dim ension n , f {x) et .q,(x ) fonct ions C <><> de x, et Il un;teur de
com mande de dim ension m

On appt/le loi de retour d 'éta t dynamique pour le système S , une loi de re/OUT d 'état se
prése.ntan t sous la for me

tll (X,y ) + Ul (X,y )V uk t ,y ) inver.1ible '9'(x , y) E (Rn X RP) (4.5)

Y = til (x ,y) + ul (x ,yl v y(Ol =yo (4 .6)
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avec y un vecteur de dimension p.

Proposer une loi de retour d'état dynamique pour un système S consiste donc
à S p états fictifs, notés y, dont nous nous fixons la dynamique et la condition
(relation (4.6)), puis à synthétiser une loi de retour d'état classique (dite encore statique)
pour le système étendu relation (4.5). D'un point de vue pratique, les lois de retour d'état
dynamiques peuvent être implémentées en plaçant en parallèle sur le module commandant
les différents moteurs, un second module simulant en temps réel les états fictifs y. 0

L'utilisation de lois de retour d'état dynamiques pour réaliser la linéarisation d'un
système non-linéaire a été proposée initialement dans [DM85] et [NR88]. Différents au
teurs ont ensuite illustré, sur de nombreux exemples, que ce type de commande permet
effectivement de linéariser un ensemble de systèmes bien plus large que celui obtenu en
n'utilisant que des lois de retour d'état statiques. Une condition nécessaire, très sim
ple, pour qu'un système soit linéarisable par une loi de retour d'état dynamique, a été
donnée dans [Cha89] : il faut que le linéarisé tangent du système soit commandable au
point autour duquel on souhaite réaliser la linéarisation ([Cha89, Th 3.8]). Des condi
tions suffisantes ou nécessaires et suffisantes ont également été proposées dans la littéra
ture, [Cha89, Th 3.10-3.12], [Pom94, Th 4] et [AMP95, Th 4.3] par exemple, mais ne
sont pas toujours facilement exploitables. Enfin, puisqu'un système plat (Définition dans
[Mar93b]) est toujours linéarisable par retour d'état dynamique, les différents critères de
platitude ([Mar93b], [Mar93a], [RFLM93],. ) peuvent également être utilisés pour tester
la linéarisabilité du système étudié.

Il est montré dans [ABC92] et [ACB95a] que les 4 modèles généraux (Tableau 2.1)
de robots mobiles à roues non-holonomes sont tous complètement linéarisables par retour
d'état dynamique, moyennant quelques singularités. Une singularité en particulier est
commune pour les 4 classes de robots : la vitesse des robots ne doit pas être nulle. Cela
était attendu au vu de l'obstruction de Brockett (Théorème B.12). Les sorties linéarisantes
ont été calculées à l'aide de l'algorithme d'extension dynamique. Cet algorithme est
présenté à la section 4.1.2 où nous prouvons que le modèle (2.67) que nous avons proposé
pour les robots de la classe R~ est également complètement linéarisable par bouclage
d'état dynamique.

D'autres exemples d'utilisations de la linéarisation par bouclage dynamique sur des
systèmes mécaniques peuvent être trouvés dans [AMS91] (robot manipulateur sous-action
né) et [Bou92] (pont-roulant).

4.1.2 Linéarisation par bouclage dynamique d'un robot de la
classe R.~

Travail ayant donné lieu à un article, [TAM95b] et 2 rapports [TAM92c] et [TAM93].

Linéarisation par retour d'état statique

Avant de détailler la procédure de linéarisation par bouclage dynamique, nous rap
pelons succinctement, juste dans le but de préciser nos notations, la technique permettant
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Je lin éarise r un systè me par bouclage statique. Une présentat ion précise peut êtr e trouvée
da ns [lsi891ou INS90j.

Soit un système non-linéaire décrit pa r la repr ésentati on d 'état cinémat ique

x~ J,Ix )+ Jlx )1

avec X et T, respectivement le vecteur d'état de dimens ion
Je dimension n r - La sy nt hèse d'un e loi de retour d 'ét at
fonct ion de sortie de di mension m, I/J = (<PI( t ),
/-1 = (/-1], , /-1", ) te ls que

(47)

et le vecteur de commande
consiste à recher cher une

et un vecteu r de m entiers

(49)

l'application W, définie ci-dessous, est un difféomorp hisme

W R"' ..... R'"

X - <Il = (~I(X), ,~, ,,,,,,,(Xl, ,d~: l~:(;r)f (4.8)

( L:~ I /-l, doit êt re éga l à Jl x - m de manière que r/J soit bien un vecteu r de

d imension Jl x)'

la (p + l )'~"'~ dérivée de t/J lorsqu'elle est ré-éc rite comme ci-dessous, fait

apparaître une matr ice D(X) inversib le

d,,+J 4>(X) ~ ( d"'+J<Pl (X) d....+I4> (X)) T = D l
dt..+1 - dt ..,+J ' ' d t +! fdx l + (X)

Quand ces 2 condition s sont sat isfaite s, lorsque le difféom orphisme (4.8) et la loi de
commande statique

1 : o-' (X) (1. - J,(X)) (4 .10)

(avec 1~ un vecteu r de com mandes auxiliaires de dimen sion m) sont appliqué s au sys
tème (4.7), nous obt enons pour ce derni er , une struct ure linéaire. Plu s précisément, le
sys tè me (4. 7) se présente sous la forme canoniqu e de Brunov sky avec, pour indices de
comrnanda bilit é, /-11 + 1, ,P ... + l ,

A lgorithme d 'ext e nsion d yn amiqu e

Puisque le modèle cinématiq ue (2.68) est maximalcment non-holonom e, sa lin éar isa
tion complè te par retour d' éta l stat ique est impossible quel que soit le coupl e (r/J,p.)
vér ifiant (4.8), la mat rice D définie par (4.9) Ile sera jamais inversible . Au niveau de s
équa t ions, cet te impossibili té sc traduit comme suit à l'ord re de dérivat ion /-1+ 1, les
fonctio ns de sort ie r/J sont affectées par cer t aines des com mand es ou certa ines combinaisons
des comman des, mais pns par l'ellsemble des commandes
L 'algorithm e d'ezt r.n,çion dynam ique (/DM85],INRR8J) propose d 'incor porer dans le vec
leur d'état du systè me, les commandes ou les com binaison s des commandes qui appa
raissent à l'o rd re ~l t l , et de regar der leur M riv.;c com me de nouvelles com mandes. La
reprè sentut.ion du rollot t'st alors const it uée pa r la rep résentation initi ale aug mentée par
plusieurs intégra teurs. Cette rep résent at ion sera appelée modèle éte ndu d u rohot.
La llér iv; e de 4> il l'ordr e p.+ 1, de par la const ruct ion du modèle étendu, ne com porte
pas (le commande . Nous pou vons par conséquent pours uivre 1"5dérivati ons, et il est alors
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po.~si ble que le mod èle éten d u soi t complètement liné arisable par bouclage st at.iqu e. Su p
poson s que ce soit le cas. Pu isque revenir depuis les commandes du systè me étendu ver s
les co mmandes init ia les ne requiert, par construction, qu' une int égrati on en ligne , il est
possible de commande r le systè me initial à pa rtir de la loi de commande proposée pour
le mo dèle éte ndu . Le système initi a l est dit d.vnamiq uem ent li7li arisable. Pour obteni r
une linéarisation complète, il est parfo is nécessaire de procéder à plus ieurs ext ensio ns
successives. L' idée générale reste la même à chaqu e éta pe ·~ retardet les com m andes qui
apparaisse nt trop tôt"

Construc t io n d 'un e loi de r eto ur d ' état dy nam iq ue lin éari sant le mod èle ( 2. 67)
d 'u n ro b ot a p pn r t en a nt à ln classe R~

Nous mon t rons main tenant , T héor èmc a.J , qu e le mo dèle cinémat iqne (2.67 ) des ro bo t s
de la class e n~ pe ut êt re linéarisé il.l'aide de l'a lgorit hme d 'exten sion dynamique Nous
exp licitons ensuit e la loi de bou clage dynamique.

Nous a pportons tout d 'abord une tr ès légère modification à l'éc rit ure du modèle (2.67 )

Soi t la constante st r ir.ternc n\ positi ve 0, définie pa r

(J, défini à. la Pr oposit ion 2.2J (4. 11)

La po sit ion e t l'ori enta tio n du châss is sera désormais repérée, non plus par le vec te ur { ,
mais par un vecteur qu i lui es t trè s sem blab le, le vecteur 4J défini par

Le modèle cin ém atique d'un robot or. la classe 'R~ s'écrit a lors

(4.12)

(JI , a u vu de (4.11), peu t être vu comme une grandeur caracté rist ique du robot étudié.
Nous l'i nt rod uisons dans le mo dèle de ce dernier de tel le façon que le vecteu r 4> re prés ent ant
la pos ition el l 'or ienta t ion du châssis, soit consti tué par 3 vari ab les présentant la même
dime nsion [I.e . des mèt res ). Ce point sera. im por tant lorsque nous discu tero ns de la.
commut at ion ent re la loi de bouclage dyn amiq u.. e t la loi de re tour d 'état instat ionnai re
au sei n de la loi hybride, section 4.3.

Th éor ème 4 . 1 Linéar isatio n par bout:lage dynam iqu e du modèle (4 .12 )

Il pst possible de linéarIs er par bOIlc!age dynamlqlle le modUt 0 .12) décritlan t les possi
bl/iUs d 'i tlullltio/l d'll1l robot de la d osse nL à eondition qu e
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(a) les orientations sin.qulieres des roues directrices ne soient jamais rencontrées, I.e.

(31, ...,n d ' tf-O."

(b) la vitesse du robot ne soit jamais nulle, i.e. 7/1 i O.

Les [onctions de sortie réalisant cette linéarisation sont

!/J=(x,y,i)
(J"/

La variable de commande à 'retarder, une unique fois, est 7/1

Preuve : Le Théorème 4.1 nous invite à considérer comme fonctions de sortie, les 3
composantes du vecteur !/J.

Pour chacune de ces fonctions, la commande cinématique 7/1 apparaît au premier ordre
de dérivation (cf. de ~ donnée par (4.12)). Les conditions (4.8) et (4.9) ne
sont donc pas Le système (11.12)n'est donc pas complètement linéarisable par
bouclage statique via le choix de fonctions de sortie (4.13). Cette conclusion était attendue
puisque, le système (4.12) étant non holonome, il n'existe aucun choix de fondions de
sortie qui permette une linéarisation complète à l'aide de tels bouclages.

L'algorithme d'extension dynamique nous invite, dans cette situation, à. retarder la
commande 7/1,c'est-à-dire, à considérer désormais le modèle étendu

sin(e+(31)7/1
-cos(e + (31)7)1

;;7)1

7)2

7/3

7/4

dont les vecteurs d'état et de commande sont

Xe = (x,Y,~,81,(J",7)1) T

(4.14)

(4.15)

celles du modèle (4.12), c'est-à-dire les
orientations des roues appartenant Os' Nous montrons ci-dessous que le
système (4.14), à la condition que les 2 hypothèses présentées au Théorème 4.1) sont
satisfaites, est complètement linéarisable par bouclage c'est-à-dire qu'il existe
un vecteur iL tel que les relations (4.8) et, (4.9) sont résultat terminera la
preuve du Théorème 4.1.

Puisque pour le modèle étendu (4.14), 7/1 est un état et non une commande, nous
pouvons dériver les fonctions de sortie q,au-delà de l'ordre 1. Pour toutes les composantes
de ce vecteur, les commandes apparaissent à j'ordre 2

6~ ( ~ ) ~ ( ::':;:~o;:j;~! )+ ( ~:i: ~ ;:j~: ~ -";~\'f~,») (~; )
(4.16)
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La relation (4.16) se présente exactement sous la forme (4.9) le vecteur Il est égal à
(1,1,1) et la matrice D(Xe) est inversible au vu de l'Hypothèse (b) du Théorème 4.1. Il
reste donc, pour établir que le modèle (4.14) est complètement linéarisable par bouclage
statique, à prouver que l'application W définie dans notre cas par (relation (4.8))

( () 8)1
Xe----t<l>= x,y,-,x,y,-

(Tt 0'1
(4.17)

est un difféomorphisme.

L'application W n'est en fait pas stricto sensu difféomorphique. En effet, à chaque
valeur de Xe est associée, au vu de (1.14) et (4.17), une unique valeur <l>i par contre,
toujours au vu de (4.14) et de (4.17), chaque valeur de <l> propose 2 antécédents

_ \~-l { Xc,] =
Xe ----t

Xe,2 =

)

T

(~) + f(Y)1r, -/;;:+;2'.JX2+Y2 T

(;)+[I-fCv)]1r,-h'-~)
(4.18)

f(y) = 1 si iJ 2 0 f(iJ) = 0 sinon

arctan (;) = sign(xH quand y = 0

L'existence de 2 antécédents découle du fait que (cf. Preuve de la Proposition 2.20) le
C/R associé à une orientation non-singulière des roues directrices peut être représenté de
façon équivalente par ((31,0') ou ((31 + tt , -a).
L'hypothèse (b) du Théorème 4.1 permet cependant de considérer i}t comme un difféomor
phisme. En effet, cette hypothèse assure que tout au long du déplacement du robot, nous
avons Til # O. Jl en découle, puisque les variables d'état du système étendu sont continues
(la loi de bouclage dynamique étant elle-même continue), que Til garde nécessairement un
signe constant lors du déplacement du robot. La donnée de la valeur initiale de Til lève
par conséquent l'ambiguïté sur l'antécédent de <l>. Au vu de (4.18), nous avons

\~-l { Si 171(0) > 0 Xe =

<P ----t Si Tl1(O) < 0 Xe =

Cela termine la preuve du Théorème 4.1

(;)+f(iJ)1r'h,~)T

(;) +[I-f(y)]1r,-h,·

.,_.jXz:t:Y2) T

(4.19)
<1

Le difféomorphisme (4.19) et la loi de commande (4.10) proposés par le Théorème 4.1
permettent de présenter Je modèle étendu (4.11) d'un robot de la classe R~ sous la forme
linéaire suivante

<Ï> = (0 1d3 x 3
) q, + ( 0 ) i;o 0 Id 3 x 3

(4.20)

quelle technique de l'Automatique linéaire peut alors être utilisée pour con
une loi de commande L; qui assure le suivi de la trajectoire de référence.



158Chap. 4. Commande sous les hypothèses de roulement pur sans glissement

Une approche placement de pôles conduit à la loi suivante soit
de référence pour les fonctions de sortie 0, et soient Hl et H 2 ,

positives constantes. La loi de commande I a donnée par

la trajectoire
diagonales

(4.21)

assure la convergence exponentielle de 0(t) vers ,p,·e!(t). En effet, l'expression du système
en boucle fermée est tout simplement (en reportant (1.21) dans (4.20))

(4.22)

construction des valeurs propres dont les parties réelles
le (4.22) est bien exponentiellement stable.

en fonction de la vitesse de convergence
des matrices Hl et H 2 .

Evitement des singularités

Dans le cas des robots de la classe R1. une loi de bouclage dynamique devient sin
gulière, d'après le Théorème 4.1, dans 2 situations

d'une part, si l'orientation des roues directrices prend une valeur singulière (131, ...,,,'" E
0" Hypothèse (a)). Cette première singularité de la loi de bouclage dynamique
est tout à fait naturelle, puisque, dans cette situation, le modèle sur lequel elle est
construite est faux,

la vitesse du robot est nulle (111 = 0 Hypothèse (IJ)). Cette seconde
Ollll',U""I.I"t; 'Ut; J,:> IVI de bouclage dynamique est à relier à l'obstruction de Brockett.

assure en effet qu'il est impossible de stabiliser un non-holonome
donc un robot mobile) au moyen d'une loi de retour continûment dif-

Un bouclage dynamique Coo ne peut donc pas, quel que soit le choix
proposé pour les fonctions de sortie, faire suivre à un robot mobile une trajectoire de
référence qui se terminerait par TI1,re! = O. La la loi de bouclage dy-
namique proposée ci-dessus (lois (4.10)-(4.21)) donc qu'un tout petit peu plus
restrictive que la singularité incontournable découlant de l'obstruction de Brockett.
Il a été montré, [Sam95] ou [MS94] par exemple, que l'Hypothèse (6) du Théorème
4.1 pouvait être levée si l'évolution du robot était étudiée avec comme index la dis-
tance parcourue par celui-ci. Plus si au lieu d'écrire el, d'analyser la
dérivée du vecteur d'état par au temps, comme cela est fait dans le mod-
èle (4.12), on écrit et on analyse dérivée de celui-ci par rapport à 5, abscisse
curviligne du projeté d'un point fixe du robot sur la trajectoire de référence. Cette
seconde approche permet de ramener l'Hypothèse (b) à rh,rej(t) ne tend pas vers 0
pour t approchant (i.e. hypothèse minimale imposée par l'obstruction de Brockett),
mais induit d'autres contraintes la trajectoire de référence doit présen
ter des courbures peu élevées, de façon sur le robot n'ait
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qu'un unique projeté sur la trajectoire de référence; d'autre part, le point fixe ne
doit jamais se trouver sur le centre de courbure de la trajectoire de référence.
Dans ce mémoire, nous garderons toujours le temps comme index.

Lorsque le robot se trouve dans l'une des 2 situat.ions singulières décrites ci-dessus, la
commande calculée par la loi de bouclage dynamique devient infinie: lorsque f31, ...,nd. E 0",
la relation (2.61) ne permet plus de calculer les vit.esses d'orientation des roues directrices,
elle fournit. des valeurs infinies pour f31, ...,nd.;lorsque T)l = 0, la matrice D donnée par (4.16)
n'est pas inversible, et par conséquent le premier retour d'état (4.10) renvoie des valeurs
infinies. Dans le cadre d'une application cela signifie que le contrôle et donc la
sécurité du robot. mobile ne seraient plus ce qui n'est pas admissible. Ainsi la loi
de bouclage dynamique ne présente un intérêt que si l'on est. capable, connaissant l'état.
initial du robot. et la trajectoire de référence, de garantir que les situations singulières ne
seront jamais rencontrées durant le déplacement du robot.

Nous apportons ci-dessous une réponse à ce problème. Nous prouvons, Théorème 4.2,
que, si l'erreur initiale entre le robot et la trajectoire de référence est. inférieure à une borne,
donnée explicitement, alors les situations singulières pour la loi de bouclage dynamique
ne seront jamais rencontrées.

Pour obtenir ce résultat, nous utilisons la proposition suivante, [ACI395a]

Proposition 4.3 [ACB95ajEvitement de singularités lors d'une commande par bou
-clage dynamique

Soit<l>rej(t)=(rPrej(t)'~rej(t)?}la
nous supposerons que rPrej(t) ne

Soit <Ï>(t), l'erreur à l'instant t
référence

<Ï>(t) = <l>(t)-<l>rej(t)

Pour des misons évidentes,

du robot ct la trajectoire de

Soit M(t), la distance entre la
proche, i.e. M(t) est la fonction

de référence <Prej(t) ct la singularité la plus

\lt 11<Ï>(t)11 < M(t) ===} <l>(t) n'est pas une configuration singulière (4.23)

Soit f«t),
2 constantes

décroissant exponentieiiemeni (KU) = kle-k,(t-to) avec kl , k2 ,

ccractérisant: la en boucle fermée du robot, i.e.

\lt IltÎJ(t)II::;K(t)II<Ï>(to)11 (4.24)

Soit enfin e, un nombre positif arbiiraireuient petit..

SI

- (M(t)~c)11<1>(to'lll < min -----p---()
• t;::to li. t (4.25)

ALORS les singularités ne seront jamais rencontrées duranl. t.oui le déplacement du robot:
o
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Preuve: La condition (4.25) assure qu'à l'instant initial le robot ne se trouve pas
dans une situation singulière. En effet, en choisissant t = t ll la relation (4.24), nous
obtenons que

puis, en reportant ce résultat dans (4.25), nous en déduisons que

11~(tu)11 < M(to)

Cette dernière relation, au vu de (4.23), montre bien qu'à to la situation du robot n'est
pas singulière.

Pour la partie principale de la preuve de la Proposition 4.3, nous procédons par
l'absurde. Supposons qu'il existe un instant l' > to pour lequel

11~(t)11 < M(t) vt E [to,1'[
II~(T)II = M(1')

(4.26)

(4.27)

La relation (4.26) assure, au vu de (4.23), que sur l'intervalle de temps [to, Tl, le robot ne
rencontre aucune situation singulière. La relation (4.24) est par conséquent vérifiée sur
tout cet intervalle. En reportant (4.25) dans (4.24), nous obtenons que

Vt E [to,1'[ 11~(t)11 S; f{(t)~\~ (M;~~t)c) S; J((t)M;:~t)c

c'est-à-dire finalement.

vt E [to,1'[ 11<P(t)IIS;M(t) (4.28)

~(t) et M(t) étant continus pour tout t, et donc pour t = T.la relation (4.28) contredit la
relation (4.28). Il n'existe donc aucun instant l' vérifiant (4.27), ce qui termine la preuve
de la Proposition 4.3. <1

Puisque K(t) décroît exponentiellement, le minimum de la fonction (~) appa

raissant dans (4.25) est obtenu pour une valeur de t proche de to. Aussi, les seules valeurs
de M(t) qui rentrent en compte pour le calcul de l'erreur initiale maximale entre le robot
et la trajectoire de référence sont celles pour t ::::; to. La trajectoire de référence peut donc
passer près d'une singularité (i.e. M(t) ::::; 0), mais à condition que ce ne soit pas dans les
premiers instants.

La Proposition 4.3 est très générale. Elle mont.re que si un qu'il soit,
est commandé par une loi de bouclage dynamique, et la ainsi obtenue
présente des singularités, alors il est toujours possible, en restreignant la pla.ge de variation
des conditions initiales, de garantir qu~ ces singularités sont évitées lors de l'évolution de ce

Pour exploiter maintenant ce résultat dans le cadre d'une application pratique,
point délicat consiste à calculer les fonctions f{(t) et M(t), définies respectivement

par (4.24) et (4.23), afin de déterminer explicitement, relation (4.25). les conditions ini
tiales permises. La fonction [{(t), puisqu'elie caractérise la dynamique du système après
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linéarisation, peut être calculée de manière identique pour tous les systèmes. A l'inverse,
la fonction M(t) dépend des singularités présentées par le système et de la trajectoire de
référence choisie. 1\ ne peut donc exister aucune méthode générale pour calculer cette
fonction. Nous proposons ci-dessous une technique pour obtenir la fonction [((t), et pour
le cas particulier des robots de la classe R~, un calcul de M(t).

La fonction I«t) peut être obt.enue en utilisant une approche Lyapunov.

La matrice A décrivant le système en boucle fermée (relation (1.22)) présent.e, par
construction, des valeurs propres dont. les parties réelles sont toutes strictement négatives.
L'équation matricielle de Lyapunov pour les systèmes linéaires permet alors de construire
une fonction de Lyapunov pour le système en bouclé. Plus précisément, A présentant des
valeurs propres à partie réelle toute strictement négatives, la relation matricielle

(4.29)

positive définie symétrique, une unique solution Q2
est (voir par exemple [Yos66, Th 18.1])

Q2 = ['" esA'QlesAds (4.30)

Les fonctions

(4.:31)
sont alors toutes des fonctions de Lyapunov pour le système bouclé (4.22) puisque, en
reportant (4.22) dans le dérivée de (4.31), nous obtenons

V(<Î» = -<lJ'QllÎ>:::: 0

Les fonctions V(<Î» et V(4) étant toutes les deux des formes quadratiques, nous avons

Àmm(Q2)11<l> 112 < V(<Î» < /\'nax(Q2)11<D11 2
et À,nm(QI)II<Ï>11 2

:::: V(<D) :::: Àmax(QI)II(Î> 112

(4.32)
et la plus

matrrces POSltl\'8S dètimes symétriques l'J"et. QI. Puisque

(4.22),
le svsteme nest pas sur trajectoire de référence,

CÎ>(t = ta) # O. asymptotique, nous avons dans
ce cas CÎ>(t) # 0 Vi. nous pouvons alors écrire que

V(~(t)) < /\mm(QI)II(CÏ>(t))11 2

V(<Il(i)) - Àmax(Q2)1I(<Ï>(t)) 11
2

ce qui conduit encore, après intégration de (4.33) à

V((~(i)) < (4.34)

En reportant enfin (4.32) dans (4.34) nous obtenons finalement que

(4.35)
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La relation (4.35) montre qu'une expression possible pour la fonction I«t) est

(4.36)

La seule difficulté dans l'approche proposée ci-dessus pour obtenir I«t) réside dans
le calcul explicite de la matrice positive définie symétrique Q2, définie par (4.30). Nous
montrons en annexe, section E.2.1, que compte tenu de la structure très simple de la
matrice A (relation (4.22)), Q2 peut être obtenue sans calcul d'exponentielle de matrice,
et sans intégration matricielle.

Le calcul de la fonction M(t), à l'inverse de celui de I«t), ne peut pas être conduit de
manière générale: M(t) dépend des singularités du système considéré et de la trajectoire
de référence qu'il lui est demandé de suivre. Les robots de la classe R~ présentant plusieurs
groupes de singularités (Hypothèses (a) et (b) du Théorème 4.1), le calcul de M(t) pour
ces systèmes est loin d'être trivial. Si nous voulons respecter à la lettre la définition de
M(t) donnée par (4.23), il faudrait, pour chaque instant t, calculer d'une part, la distance
entre <Pref(t) et les configurations {<f> = (*, *, *,0,0,0 l} (singularité TlI= 0), d'autre
part, la distance entre <Pref(t) et toutes les configurations {<!:J = W(*, *, *, 5, *)} où
5 est l'un des éléments de 20 3 ou 30 3 (relations (2.74) et (2.72)), puis enfin calculer le
minimum de toutes ces distances. Cette série de calculs peut être raisonnablement menée
lorsque les singularités de modélisation sont 20 s (cas des robots ne comportant que 2
roues directrices ou n d• ~ 3 roues directrices dont les centres 5. sont alignés). Par contre,
quand les singularités de modélisation sont 30 s (cas des robots équipés de nd• ~ 3 roues
directrices dont les centres S. ne sont pas alignés), étant donné le cardinal de cet ensemble
(voir relation (2.72)), le calcul de M(t) devient excessivement long et complexe. Aussi,
dans ce dernier cas, nous nous contenterons de calculer uniquement un minorant de cette
fonction. Plus précisément, nous considérons comme singulières toutes les orientations
des roues pour lesquelles .

0"/ défini par (4.11) (4.37)

D'un point de vue pratique, la nouvelle contrainte (4.37) signifie que sont proscrites toutes
les orientations des roues ~ctrices pour lesquelles le rayon de courbure associé est in

férieur au maximum des IISISil12 ~ i ~ n d
, . Cette nouvelle contrainte n'est pas complète

ment artificielle. le déplacement d'un robot avec un rayon de courbure faible n'est en
général pas souhaitable, car il peut amener pour des vitesses importantes un retournement
du robot.

Les calculs permettant d'obtenir l'expression de M(t) sont présentés en annexe, sec
tion E.2.2. Nous donnons ici simplement le résultat

n d• = 2
n d• ~ 3 et S. alignés

n d• ~ 3 et S, non alignés

M(t)= ITll.ref(t)sin jJI,ref(t)1

M(t)=1 (t)IIIO"Tef(t)I-O"d
Tl!.Tef ~

(4.38)

(4.39)
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Les développements précédents permettent d'apporter une réponse au problème de
l'évitement des singularités d'un robot de la classe R~ lors d'une commande par bouclage
dynamique

Théorème 4.2 Evitement des singularités d'un robot de la classe R~ lors d'une com
-mande par bouclage dynamique

Si L'erreur initiale entre un robot de la classe R1 et sa trajectoire de référence vérifie

- (M(t)-é)
11<P(to)ll::;min-/,()

t~tll '. t

M(I) donnée par (4.38) ou (4·39),

]{(t) donnée par (4-36) (et où Q2 est explicitement défini par' (E.54)),

é est un scalaire positif arbitrairement petit

(4.40)

alors la loi de retour d'état
singularités repérées par les

(4.10)-(4.21) n'amènera jamais le robot sur' les
(a) et (b) du Théorème 4.1 0

Evitement des obstacles

L'évitement des obstacles

Preuve; La preuve du Théorème 4.2 est immédiate au vu de la Proposition 4.3 et des
relations (4.36), (4.38) et (4.39). <l

le plan d'évolution du robot peut être garanti
de 1,1 même manière que celui des singularit.és. Tlsuffit juste d'introduire la fonction N( t)

Vt 1/<P(t)1/ < N(t) ==? le robot ne heurte pas les obstacles

et de remplacer dans le Théorème 4.2 l'équation (4.40) par

11<P(lo)1I < min (min(M(t), N(t)) - é)
t~to [{(t)

(4.41)
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4.2 Stabilisation par bouclage instationnaire

L'obstruction de Brockett (Théorème B.12) assure qu'il est impossible de stahiliser les
robots mobiles non-holonomes au moyen de lois de bouclage d'état au moins continûment
différent.iables (Théorème B.la).

L'alternative la plus naturelle est de se tourner vers des lois de bouclage d'état dis
continues. C'est la solution proposée par exemple dans [CS92] et [S093b], où le robot
est amené vers sa cible au moyen de familles de cercles, dans [BRM92] où une loi de
commande continue par morceaux est utilisée, ou encore dans [Ast95] où la commande
repose sur une approche algébrique. Ce type de lois produit des résultats très satisfaisant.s
(taux de convergence exponentiel par exemple), mais sont difficilement implémentables
en pratique un système mécanique accepte mal les commandes discontinues. Cela est
encore plus vrai lorsque la loi discontinue a été calculée pour un modèle cinématique,
c'est-à-dire pour un modèle où les commandes sont les vitesses du système mécanique.

Une seconde alternative, beaucoup moins intuitive, a été proposée initialement dans
[Sam90], sur le cas d'un robot R.6 . elle consiste à utiliser une loi de bouclage de l'état et
du temps. Ce type de loi, encore appelée loi instationnaire, est celle que nous nous sommes
proposés d'utiliser dans cette section, principalement parce que de telles lois peuvent être
choisies infiniment différentiables.

4.2.1 Résultats existants

A la suite de l'article [Sam90], plusieurs lois de stabilisation par bouclage d'état insta-
tionnaire C'" ont été proposées pour différents robots [CA92], [Pom92], [KGM93], ..
Toutes ces lois, comme la loi initiale proposée dans [Sam90], reposent sur des fonctions
de Lyapunov.

En parallèle à ces articles, où l'objectif est de construire une loi de bouclage d'état
instationnaire, un résultat théorique important il été prouvé dans [Cor92a]

Théorème 4.1 [Cor92a] Stabilisation des syst(,rnes non-linéaires sans dérive par bonda
ge d'état instationnaire

Tout système non-linéaire sans dérive, i. e.

état (1S'Sm) commandes

peut, 8 'il est commandablc, être sialnlisé au moyen de lois de bouclage d'état instation
ruiires C= 0

Le Théorème 1.1 établit définitivement la pertinence des lois de bouclage d'état in
stationnaires C= pour, de façon générale, la stabilisation d'une large classe de systèmes
non-linéaires, et de façon plus particulière, pour la stabilisation des modèles cinéma

des robots mobiles à roues non-holonomes (puisque ceux-ci sont sans dérive, cf.
2.1).
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La preuve du Théorème 4.1 n'est malheureusement pas constructive. Il n'existe donc
pas, comme du reste pour la plupart des synthèses de lois de commande reposant sur une
approche Lyapunov, de démarche systématique permettant d'obtenir une loi de bouclage
d'état instationnaire stabilisant un système non-holonome donné. La méthode de synthèse
proposée dans [Pom92] peut en théorie être utilisée sur une très large classe de systèmes
non-holonomes, mais en raison de la complexité des calculs qu'elle impose, elle ne peut
être utilisée en pratique que sur des systèmes présentant des équations relativement sim
pies (voir la présentation rapide de cette loi à la section 4.3.3.a). La méthode de synthèse
aujourd'hui la plus générale est celle reposant sur les systèmes chaînés, introduits ini
t.ialement dans [MS93] le système chaîné le plus simple est celui présentant la structure

suivante
i~ i~ '1)2

z11 Z~Vl

-n-2 Z~I-3VlZ21
A l'inverse, le syst.ème chaîné le plus complexe étudié dans [MS93] est celui s'écrivant

z~ VJ

~~ :
JE {l, ,m}
i >j et Zl g
i,j E {I, J' k 1, i#J

La structure très particulière de ces systèmes permet

d'établir facilement qu'ils sont. commandables, [MS93],

de construire des lois de commande boucle ouverte joignant 2
conques. Plusieurs méthodes ont été proposées ([TMS95]

quel-

soit à l'aide de sinusoïdes sélectionnées à des fréquences bien particulières,

soit à l'aide de commandes continues par morceaux.

soit à l'aide de commandes polynomiales.

de construire des lois de commande boucle fermée. En il a été proposé
plusieurs lois de bouclage d'état instationnaires stabilisant les chaînés les
plus simples [TMW92], [WB93], [PS93], [Sam95],

Au vu de toutes les propriétés particulièrement inl.ércssantes de ces systèmes, plusieurs
condit.ions suffisantes ont été recherchées pour déterminer si un système non-linéaire à 2
entrées, [M593], ou à 3 entrées, [BTS95] et. [LA95], peut, après un changement de variables
difféomorphique et un premier retour d'état statique inversible, être ré-écrit comme un
système chaîné. Une condition suffisant.e plus générale, autorisant un retour d'état non
plus statique, mais dynamique, a également. été proposée pour des systèmes à plus de 3
entrées, [TSBS94]. Ces différentes conditions suffisantes sont constructives, c'est-à-dire,
dans le cas où la réponse est positive, fournissent le difféomorphisme et le retour d'état.
Elles ont permis de mettre en évidence qu'un grand nombre de systèmes pouvaient être
ré-écrits comme des systèmes chaînés. En particulier, il a été prouvé, [LA95], que les
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modèles des 4 classes de robots mobiles à roues non-holonomes pouvaient être présentés
sous forme chaînée (et uniquement avec des retours d'état statiques). De façon générale,
rechercher si un système donné peut être transformé en un système chaîné apparaît comme
une démarche naturelle, permettant, si elle est couronnée de d'utiliser les lois de
bouclage d'état instationnaires déjà proposées, ou rl'en construire nouvelles à partir
d'un modèle ayant une structure beaucoup plus simple

4.2.2 Stabilisation par bouclage instationnaire d'un robot de
la classe R~

Nous proposons une loi de retour d'état instationnaire
du modèle (2.54) d'un robot de la classe R1 sont

que les singularités
le mouvement du robot.

Nous avons ici volontairement écarté l'approche, mentionnée ci-dessus, qui consiste à
recourir à la forme chaînée. La mise sous forme chaînée crée assez souvent des singularités
artificielles dans le modèle du système ainsi transformé. C'est en particulier le cas pour
la transformation proposée pour les robots de la classe R~ dans [LA95]. Nous avons donc
préféré utiliser directement le modèle proposé par le Théorème 2.13, qui a été justement
construit de telle sorte qu'il ne comporte aucune singularité artificielle.

Pour garantir que les singularités ne sont pas rencontrées, nous nous aidons cl'un
raisonnement géométrique nous montrons tout d'abord, section 4.3.2.a, qu'il est possi
bic de représenter chaque orientation non-singulière des roues directrices comme l'un des
points de la sphère unité. Cette représentation est ensuite utilisée, section 4.3.2.b, pour
construire une loi de retour d'état instationnaire cinématique qui assure que les orien
tations E 0, ne sont jamais rencontrées. Nous montrons enfin, section 1.3.2.c,
que cette cinématique peut être convertie partiellement en loi dynamique. La sec-
tion 4.3.2.d illustre les possibilités de cette loi instationnaire à l'aide de simulations. Ce
travail a été décrit dans les articles [MAT92] et [TAM95b] et dans les rapports [TAM92c]
et [TAM93].

4.2.2.a Représentation de Ons par un vecteur de la sphère unité

Nous rappelons le modèle cinématique (2.67) d'un robot de la classe R1

{

.~ = RT (B)P((3I ,a)1)l
,el = 1)2

U = 1)3

ct en ayant tenu compte du fait que (voir (2.13))

(4.1)

(4.2)
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La Proposition 2.20 assure que toute orientation non singulière des roues directrices
peut être repérée par le couple (/3I,a). Au vu de l'expression du vecteur P(/31,a) (rela
tion (!J.2)), elle peut également être repérée par ce dernier. Ce résultat est tout à fait
logique: puisque toute orientation non singulière des roues directrices est associée bijec
tivement à un unique CIR (voir preuve de la Proposition 2.20) à. tout E Ons est
associé bijectivement une unique possibilité d'évolution pour le robot, seul
vecteur P(/3],a) au vu de (4.]).

Nous montrons ci-dessous que, par un changement de variables et de commandes,
le vecteur P(/3],a) peut être ré-écrit comme un vecteur de la sphère unité. Les pro
priétés géométriques associées à. un tel vecteur seront utilisées comme un guide, à la sec
tion 4.3.2.b, pour construire une loi de retour d'état instationnaire garantissant l'évitement
des singularités.

Afin de ré-écrire 1'(/31,a) comme un vecteur de la sphère unité, nous introduisons les
2 changements de variables et de commande sur le modèle cinématique (4.1)

tout d'abord, nous substituons la variable d'état a par la variable /3, définie par le
difféomorphisme:

taIl~=~ 13EJ-%,%[
où al est la constante définie par (!J.1I),

(4.:\)

ensuite nous substituons les degrés de liberté cinématiques 7/1, 7J2 et 7J3 par VI, V2 et
V3 définis par les relations difféomorphiques

I
II = --!!L

1 cosa

V2 =

V3 =
(4.4)

Puisque 13 # ~ [TI] (d. définition (4.:\)), cos/3 est toujours différent de zéro. La
relation exprimant V] en fonction de 7JI a donc toujours un sens.

En reportant (4.3) et (4.4) dans (2.67), nous obtenons une nouvelle expression pour le
modèle cinématique d'un robot de la classe Ri

1
~ = R- 1(B).P((3I,/J)V1

(3] = 1/2

13 = V3

Le vecteur P((31'13) ainsi obtenu est clairement un vecteur de la sphère unité.

(4.5)

(4.6)

Nous avons montré au début de cet.te section que toute orientat.ion non singulière des
roues directrices peut. Puisque les vecteurs }>(/31'a) et. P(/3I' 13)
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sont reliés par un difféomorphisme, elle peut également être repérée par P(/3I, /3). Enfin.
ce dernier vecteur décrivant la sphère unité, nous obtenons que tout /31, ...,nd. E O"s peut
être représenté comme un point sur cette sphère.

Au vu de la Proposition 2.20 et des relations (2.72) et (2.74), l'ensemble des (31,...,,,"' E

O"s est décrit en faisant varier le couple ({3i , er) dans ~ x 1ft puis en retranchant les

ensembles 20 s ou 30 s suivant le nombre et la disposition des roues directrices. O"s est
en fait décrit 2 fois, puisque (/31> (T)et (/31 + lf, -(T) correspondent à la même orientation
des roues directrices, voir la preuve de la. Proposition 2.20.
Si maintenant, nous considérons l'image de Ons sur la. sphère via le vecteur P({ii, (J), au
vu de (4.3) et (4.6), il apparaît clairement que chaque point de la sphère représente un
unique /31, ,,,d' E O"S excepté les 2 pôles et les points associés aux ensembles 20" ou 30".
Chaque /3i, "d. E O"s est pour sa part représenté 2 fois, par 2 points diamétralement
opposés.
En reportant (4.3) el (4.6) dans (2.72) et (2.74), on montre facilement que les ensembles
20 s et 30 s , images sur la sphère de respectivement 20 s et 30" sont:

30 S : { ;(r:} ~ô;)~)~~n~: ~~~;::e:\~ra.~:o:~~sè;e,(:~~:l~ aux autres élément.s de 30~~·7)
20 s : Le cercle équatorial correspondant il./3,= o. (4.8)

Le problème posé par les singularités du modèle d'un robot de la classe R~ peuvent. en
définitive être exprimé également comme
"Les lois de commande construites un robot de la classe R~ doivent que
le vecteur de la sphère unité constituant du cinémuiique de ccs
robots (modèle (4.5)), ne par LfS ensembles ou 30., (suivant le nombre
ct la disposition des roues pendant le déplacement du robot."

Une loi de retour d'état instationnaire pour les robots de la classe Ri est proposée à
la section suivante. Une solution est apportée au problème des singularités en s'appuyant
sur les ca.ractérist iques géométriques des vecteurs de la sphère unité.

4.2.2.b Synthèse d'une loi de retour instationnaire cinématique

Le Théorème 4.2 ci-dessous propose une loi de retour d'état instationnaire permettant de
stabiliser n'importe quel robot de la classe R~ sur la configuration finale

c/>=(o,o,of

Le choix de la coufiguration fina.le du vecteur ep n'est pas rcst.rictif il est en effet toujours
possible, en spécifiant le repère immobile [0, 1,Jl, de faire en sorte que les coordonnées de
la cible soient effectivement q;= (0,0, of Quant à la configuration finale des roues direc
trices, elle est en rég1e générale sans intérêt lors d'une application pratique. Aussi, nous
avons choisi arbitrairement de ramener les roues toutes parallèles (13 = 0) et d'orienter la
roue 1 à {il = ~ pour éviter la singularité sont toutes superposées" dans le cas
des robots comportant 2 roues directrices ou ?:: 3 roues directrices dont les centres S,
sont tous alignés (cette orientation des roues directrices est en effet généralement choisie
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comme étant (JI = 0). L'orientation finale des roues directrices peut cependant être réglée,
voir Rernarque4.1.

Avant d'énoncer le Théorème 4.2, nous avons besoin d'introduire la définition suivante

Définition 4.1 Cône D

DF.finissons tout d'abord le vecteur

Pa=(1,0,of

introduisons ensuite la constante iJl comme suit .

quand nd, ?: 3 iJl= ~ {=} 0"= 0"1 où 0"1 est défini par (4.11)
quand nd, = 2 iJl= ~ puisque la seule singularité est 26.

Nous appelons cône D, le cône centré sur Pa et présentant un angle iJl

(1.9)

cône D :

Ce cône est représenté sur la
tation des roues directrices

Par construction, il ne comporte aucune orien-
àOs . D

Figure 4.1: Le déplacement de P(/3I' (3) est enfermé dans le cône D.

T'h é or-èrne 4.2 Retour d'état instationnairc cinématique

Sous L'HYPOTHÈSE QUE

à l'instant initiaIt = t«, P((3l,iJ) appartient au cône D (4.10)

LES LOIS DE COMMANDE CINÉMATIQUE Il,, DONNÉES PAR

(4.11)
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où

g(t, rjJ) est une fonction scalaire enpériodique. en temps, uniformément bornée pour
la variable rjJ} ct g(t, rjJ) =j. 0

h est une constante positive vérijiant

h ;» gmax II4>Jlt=to
sin/3/

9max = max(g(t, 4»)
t,,p (4.13)

q" (il et ~ sont bornés et convergent vers (0,0, O,~, ov
Preuve: L'idée centrale de la loi de commande proposée par le Théorème 4.2 est de

ga.rder le vecteur P(/3],j3)dans un cône D dont l'angle /3{(voir Figure 4.1) est suffisament
petit pour que D ne renferme aucune des orientations singulières des roues directrices
(le cas d'un robot comportant 3 roues directrices dont les centres Si ne sont pas alignés
est représenté sur la Figure 4.1. Les points PS"n and Ps;, (1 ::; i ::; 3) représentent les
orientations des roues directrices pour lesquelles le CIR est sur S" situées respectivement
dans les hémisphères nord et sud de la sphère unité. Ces 6 points contituent 30.).

Montrons au préalable que la relation (4.12) définit pour toutes valeurs de q" /31 et;3

un unique couple (lIz, 113)'

Par construction, voir (4.6), P(/3l'~) est un vecteur astreint à se déplacer sur la sphère
unité. Par conséquent, sa dérivée p(/3],/3, 112, 113) doit appartenir nécessairement au plan
tangent à-la sphère unité au point P(/3], ~). En utilisant les propriétés du produit vectoriel,
on constate facilement que le terme de droite dans (4.12) a été construit de telle façon
que cette condition soit satisfaite. La loi de commande donnée par le Théorème 4.2 a
donc, comme attendu, un sens. La structure de la loi (4.l2), et en particulier les rôles
respectifs des 2 termes g(t, q,)rjJ et hPa apparaîtra plus clairement à la lecture de la preuve
du Théorème 4.2 (voir le paragraphe suivant la fin de cette preuve).

Nous montrons maintenant comment 112 et 113 peuvent être facilement explicités depuis
(4.12) : développons pour cela, le terme de gauche dans (4.l2) à l'aide de (4.6). Nous
obtenons

Puisque li i- ~ [7r] (relation (·1.3), //3 peut facilement être CiJ,lClllCauar i.ir de la troisième
ligne de (1\.11\). On obtient alors //2 en multipliant par COS!Jl et respectivement les
lignes 1 ct 2 puis en les sommant.

NOliS donnons maintenant la preuve du Théorème 4.2 en 3 étapes
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• Etape 1 Lee orientations singu lih~$ des roues dm;drius O. n~ .,ont j ama is reaecatrees
4>, PI et!J .~ont bornés.

La rel a t ion (4.10) assur e que P(P.. !J) app ar t ient init ialement au cône O. Ta nt que
P(Ph P) reste dans çe cône , les orient a t ions singu lières des roues directric es ne sont pas
rencont rées (Défi nition 4.1 ). La stabilité du système bou clé peut par consé que nt ê tre
é tudié classiquement à l'a ide de fonct ions de Lyap unov la dé rivée de la fonct ion de
Lyapunov V = ~, au vu de (4.5) c t (4.11), s'éc rit

(4.15)

Cela.assure que lIiP(t)1I décroît.

Supposons ma inten an t que P(/l l ' P) att eint la limite du côn e D, i.e.

(1. 16)

Soient
91= (P A r;) AP and 91 = (P APQ ) A P

Ces 2 vecteurs permettent de ré-éc rire la loi de com mande (4.12) com me

P(f31> P' 1I~ , Il) ) = g(/, 4» q1+ hql

En ut ilisant le fait que IIP(fil, ji )1I = l , on mont re facileme nt que

(1.11)

e t

1,(I,fil ll,dl ~ 1, (t,f )I II" III,,"(F,"';)1~ ' _.. lIf ll_••
"II, , 1i ~ h l ' ;' (P',?. )I

(4.18)

(4.l 9)

Les 2 relations (4.18) et (4.19), la relation (4.13) relat ive à la consta nte h, et la décroi s ·
sa nce de 1I 1b1l , mo ntrent cla irement que lorsque P(f3h Pl atteint la lim ite de D (i.e . quan d
nous avons (4.16)) , l'i négalité suivante est vérifiée

(1.20)

Des considérations géomé tri ques simples mont rent que P A PQ est le vecte ur t ange nt
au cercle lim itan t le cô ne D, et par conséquent que q1 = (P A PQ) A P est 111\ vect eur
pe rpe ndicula ire à la lirnit e de D, dirigé vers l'intérieur du cône (voir Figure 4.1). On déd uit
alors de l' inégalité (4.20) et de la re lat ion (4. 17) que, sur la limite de D, jJ(P" jj ,1I2.1I) )
est dirigé n écessair ement vera l'in tér ieur du cône D. P(/lI J~ ) ne peut pa r conséquent pas
quitter D. Ce rés ultat te rm ine la pr euve de l'étape 1, pu isqu ' il ass ure que

les orient at ions singul ières des roue s dir ect rices ne sont j amais rencont rées ,

l'a nalyse de st abilité par ap proc he Lyepunov peut par conséq uent êtr e menée tout
au long du mouvem ent. On déd uit alors de (4.15) que 11 4J(t)1I est décro issan te et
born ée par llo>i1''''IQ'

1J et 8. son t inclus dan s ] - Br,!Jd et li - /JI , ~ + t1{[ (puis que P(p1J fi ) reste dan s
D ). PI et tJsont don c eux au ssi bo rnés. (On peut également en déduire que chaque
comp osante ,le .61,... .n"' est bornée . La preuve est donné e à la Rem arque 4.2). 0
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• Etape 2 r/J converqe VErs 0

Compte tenu des hypothèses faites sur la fonction g(t, r/J) (voir Théorème 4.2), la. loi de
commande (4.12) est clairement périodique pour la variable t. Le principe d'invariance de
LaSalle peut par conséquent être utilisé (voir [Yos66, Th 14.8]). Il assure, au vu de (4.15),
que J; converge vers E, le plus grand sous-espace invariant inclus dans

(4.21)

Les calculs suivants établissent. que E est réduit à r/J = o.

Plaçons nous dans E. En reportant (4.21) dans (1.11) puis dans (4.5), nous établissons
facilement que

VI = 0 et ~ = 0

Dérivons maintenant 2 fois la relation (4.21). En utilisant (4.22), on montre que

pT(f3j,i),V2,V~)R(O)r/J 0

pT((3j,i),IJZ,V3,VZ,V3)R(O)tP = 0

Soit u défini par
u = g(i, (p)r/J + h1'a

La loi de commande (4.12) peut alors être ré-écrite comme

NOLIS développons maintenant (4.24) en utilisant (4.26)

(4.22)

(4.2;3)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Par définition du produit vectoriel, (P Il u) Il Pest perpendiculaire à (P Il u) et à 1'. De
un vecteur se déplaçant sur une sphère, P et Psont perpendiculaires.

2 conclusions, nous en déduisons que

(1' Il u) Il l' = k] P

On montre de la même manière que

avec k] un scalaire.

avec kz un scalaire.

(4.28)

(4.29)

En reportant finalement (4.28) et (4.29) clans (4.27), et en utilisant (4.21) et (4.2a), nous
obtenons que

dans E pT R(O)rf> = [(1' Il il) Il pf R(B)q, (4.30)

Développons maintenant (4.30) en utilisant (4.25)

pT Rq, = ag~~ q,)[(J'/\,p)IIPf Hr/J+ ag~t;q,) ~[(PII(p)II1'fRr/J+g(t, q,)[(1'llq'J)II1'fRq, = 0

(4.31)
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Au IIU de (4.22) , la rela t ion (4.3 1) se réd uit en fai ~ à

ag~; O)[(P A . I A PITR. ~ 0

Les hypot hèses fai tes sur la fonction g(t , ';') assurent que

En re po tt.an t (4 .33) dan s (4. 32 ), nous en déduisons que
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(4 32)

(4.33)

((PA 0) A l')TRIO). ~ 0 (4.341

La pa.rt ie ca lculat oire de la preuve de l'ét a pe 2 es t a lo rs terminée . En effet , nous
ven ons de prouv e r (rela t ion s (4.6), (4.21) et (4.3<1)) qu e

1
l'T (~ ,, S)R( e ) ,, ~ 0

dans E "IT, 3t2> i l > T J su r [/\' /21 [(P{Ph 8) 1\ -/» A P(Pll ~WR(e)-/> "" a
l'T (~, , S ) " 0

(4.35)
Les vec te urs [( P fi ';')1fi l ' el P ét ant pe rpend icula ires pa r d éûnirio n du pro dui t vec tor iel ,
on déduit im m édiat ement de la relat ion (4.35) que

(4.:16)

Enfin, p uisq ue sur E, ~ "" 0 Vt (rel at ion (4.22), nous concluons, au 1111de (4.36), qu e la
seule co ur be int égra le incl use da ns E est

"it ,p= a

Cel a termine la preu ve de l'éta pe 2.

• Etape 3 /Jcon verge ver.'; 0, et PI converge t'ers i
Ce résulta t es t intu it if l' étape 2 ayan t mo nt ré que -/> conver ge vers 0 , la loi dc

com m ande (4 .12) , au vu de (4 .17) , se réduit lorsqu e i app roche l'infini à

Au vu J e la direct ion du vect eur ql (vo ir Figur e (4.1» , il es t cla ir que ce tt e lo i de com
mande t end, pour t approchan t l' infini, il. su pe rpose r [>(Ph li) et p~ , ce qui imp l ique , au
vu (le (4.9 ) c t (1.6) , que p d (3) convergent respect iveme nt ve rs 0 et j .

La pr eu ve rigoure use es t ce pendant un peu plus com plexe int rodu ison s sur le mo dèle
d u cône D, un cône Dt ca rac térisé pa r (voir Figu re 4.2)
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Figu re 4.2: Cône Dl

Mod ifions légèremen t J'inéga lité (4.18) et gardons l'i négalité (4.19) telle quelle

1'(',.)1 11,,11 = 1 '(',.)III.II I, i "(~)I 5 , ...11. 11 (4.37)
h Il,,11 = h l ,i "(P~. ) 1 (438)

L'étape 2 aya nt prouvé que <1J converge vers 0, nous pouvons écr ire que

'1<':1, 31' / '11 > l' 11611 < h sin <': l
Ymu

En repo rt ant (4.31) et (4.38) dan s (4.:19), nous en déduisons que

(4.39)

V, ,, 3"/ VI> ,' (h Il,,11> 1' (' ,' )1 11, ,11 if P(~,,/J ) E DI D, ) (4.10)

Ali vu de la d irect ion du vecteur ql (voir étape J el Figure 4.1 ), la relation (4.40) mo nt re
claire me nt qu'i l existe un insta nt /1 tel que

La preuve (le l' ét ape 3 est alo rs terminée puisque el peut êt re choisi a rbitrairement
pet it , p ({3" fi) converge vers p.., el donc, en utilis ant (4.9) et (4 .6), fi an d Pl converge nt
respe ct ivemen t vers 0 et ~ . <1

La const ruct ion de la loi de com mande (4. 12), a prio ri surpre nante, est main tenant
claire le rôle du ter me ql est de garantir que les orienta ti ons sing ulières des roues
dire ctric es ne sont pas renco ntr ées, alors que celui du terme ql est de ga rantir que ljJtende
vers O.
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Nous présentons maintenant plusieurs remarques sur la loi proposée par le Théorème 4.2

Remarque 4.1 Modifications des valeurs finales de (31 et (3

par le Théorème 4.2 assure que
cssnnploiiquemeïü vers celle repérée par (31

roues toutes la roue 1
finale peut être

autre que celui donné par

Détails: L'étape 3 de la preuve du Théorème 4.2 montre que le vecteur P((31' (3) converge
asymptotiquement vers le vecteur Pa quel qu'il soit. C'est par conséquent ce dernier,
et ce dernier seulement, qui détermine les valeurs finales de (31 et~. La preuve du
Théorème 4.2 ne fait apparaître aucune restriction sur le choix de Pa, excepté que Pa rf-2 0 8

OU Pa rf-3 OS' Cependant, plus Pa est proche d'un élément de 20sou 30" plus le cône
D, Définition 4.1, doit présenter une ouverture au centre faible afin de ne pas contenir de
singularité. Cela restreint d'autant les mouvements instantanés possibles pour le robot
(puisque par construction, P((3h~) E D tout au long du déplacement).

Puisque le point diamétralement opposé à un élément de 20s ou 30s est également
un élément de 20s ou 308 , le plan équatorial /3 = 0 apparaît comme étant celui le plus
éloigné de l'ensemble des singularités. C'est pour cette raison que dans le Théorème 4.2,
nous avons proposé de prendre Pa dans ce plan. Nous avons choisi plus spécialement la
valeur finale de (31 égale à ~, afin d'être le plus éloigné possible du cercle formé par les

points de 208 , <1

Remarque 4.2 L'orientation (3. (l<i<nd') de chacune des roues directrices reste bornée

La loi de commande proposée par le Théorème 4.2 assure que l'orientation (3. (1:,:: i:':: nd' )

de chacune des roues directrices reste bornée tout au long du déplacement du robot. 0

Détails: Dans la preuve du Théorème 4.2, nous avons montré que les variables (31
et ~ restent toutes 2 bornées lors du déplacement du robot. Il est important de s'assurer
égalementque l'orientation (3. (1:':: i:':: n d' ) de chacune des roues directrices reste elle-aussi
bornée lors du déplacement du robot. En effet, dans la pratique, les roues directrices sont
parfois montées sur le châssis de telle façon qu'il leur est impossible de faire plus d'une
rotation sur elles-mêmes.

Dans le cas des robots ne comportant que 2 roues directrices ou n d
' 2 3 roues direc-

trices dont les centres sont tous alignés, la preuve est immédiate. En effet, supposons
que l'orientation du [P,ï,jJ ait été choisie de telle sorte que l'orientation singulière
des roues directrices correspondant à toutes les droites .6.. superposées, soit repérée par
(31= . = (3nd' = 0 [1f]. Alors, toute orientation de la roue i (1:,:: i:':: nd') telle que (3,= 0 [1f]
est singulière: elle est en effet associée soit à un CIR confondu avec S},(l:<;}:<;nd'), soit à
la situation où toutes les droites .6..,(l:<;.:<;nd') sont superposées (cf. Proposition 2.13). Or,
toutes ces orientations appartiennent à Os (Définition 2.11).
La loi de commande proposée par le Théorème 4.2 garantissant que les singularités sont
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évitées lors du déplacement du robot, nous en déduisons que toutes les orientations
sont confinées soit dans ] ~ 7r,0], soit dans [0,7r[. Elles sont donc toutes

Le cas des robots de n J
, ::=:: 3 roues directrices dont les centres 5, ne sont pas

alignés, nécessite plus NOLIS montrons ci-dessous que

"h, 2 <::: i :S n J
, La loi de commande proposée par le Théorème 4.2 assure

que ,8, cf. -a, [7r]

(4.41)
L'évolution des différentes orientations (i,(t) étant eGO (cf. relation (2.61)), nous déduisons

de (4.41) que chaque variable /1'.(2-:;,-:;"d') reste enfermée dans un intervalle de longueur 7r
et est par conséquent bornée

Le Théorème 4.2 assure que, durant tout le déplacement du robot, le vecteur P(f31, 13)
ne quitte pas Je cône D. Nous montrons pour toutes les orientations
où les roues directrices sont parallèles, puis pour toutes autres, la relation (4.41) est
satisfaite.

Cas où toutes les TOues directrices sont parollèles dans ce cas, l'orientation de la roue 1

est donnée par (voir par exemple (E.ll))

f3"(2-:;,-:;,,d') = -a, +131

Puisque P(f31, 13) ne quitte pas le cône D, nous avons

(4.42)

(4.43)fil E ]%- ft %+ t3d

En reportant (4.12) dans (4.43), nous en déduisons que

f3,E]-a.+%-t3l,-a,+%+f3l[ ViE{2, ,nd
' } (4.44)

Enfin, puisque par définition 131 E] - f, f[, nous déduisons de (4.44) que la relation (4.41)
est satisfaite lorsque l'on ne considère que les orientations des roues directrices où celles-ci
sont toutes parallèles

CŒSoù les roues
les coordonnées

ne sont pas toutes parallèles Au vu de la Proposition 2.20,
du CIR dans Je repère [51, z,jJvérifient

(x
cos 131

=
COSf31

(4.45)tan 13

(y
sin 131 - sinf31

(4.46)
tan 13

(les roues directrices n'étant pas toutes parallèles, (J" et f3 sont tous 2 non nuls, les re
lations (4.45) et (4.46) ont donc un sens). Puisque P(f3J,t3) reste dans le cône D, les
inégalités suivantes sont satisfaites (relation (4.6))

cosEsin/31

1 cos E cos /311

Isin/31

cos 131

< sinEI

< sinE/

(4.47)
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En repo rt.ant (4.47) dans (4.46), nous en déduisons que

- COSr31

Krl > 151nPI

Pui sque P(PI , fJ)ne quitt e pas le cône D, nous pouvons égalemen t écrire que

En reportant (4.49) dans (4.48), nous concluons que

ou encore , comp te tenu de la définit ion de PI (Définit ion 4..1)

I(vl > p~t:4') l ,

177

(4.48)

(4.49 )

(4.51)

En définit ive, le long de tous les dépl aceme nts du robot , l'é volut ion du CIIl est contraint e
poe

{
(JI E n- .BI , t +PI[
I(vl > max ,.{1$' $n)/ , (4.52)

La zone, notée Z, dans laquelle le cln peu t évoluer est hachur ée sur la Figure 4.3.

#///7
Figure 4.3: Possibilité d 'évolut ion du CIR lorsque P(f3h .B) reste dans D

Nous prou vons maintenant par l'absurde que {J,,(2$,<:;n4' l i - Cf, supposons que {3, =
- 0 ;. Au vu de la définit ion des angles a el 13 donnée page 15, cela signifie que l'l , est
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parallèle à ï (voir Figure 4.3). Le CIR, Proposition 2.13, appartient à cette droite. Or
cet.te dernière ne coupe la zone Z. Par conséquent, la relation (4.41) est satisfaite

dans le cas roues directrices ne sont pas toutes parallèles. Cela termine
de la Remarque 4.2.

Remarque 4.3 Contraintes sur la fonctwn g(t, r/J)

(i) g(t,,p) est unifonnément bornée par rapport à t l de même que toutes ses dérivées,

(ii)~-f---ta ast----->oo.

Détails: Ce nouveau jeu de contraintes sur g(l,,p) a été proposé initialement dans
[Sam90]. Comme il modifie peu la preuve du Théorème 4.2, nous ne donnons ci-dessous
que les grandes lignes de celle-ci.

g(i, rp) n'apparaît pas dans la de la preuve du Théorème 4.2. Celle-ci
reste donc inchangée. Par contre, au début la preuve de la deuxième étape, g( i, rp)
n'étant plus périodique en temps, nous ne pouvons plus utiliser le Théorème de LaSalle
ct affirmer que le système bouclé converge vers le plus grand sous-espace invariant inclus
dans (4.21). Cette partie de la preuve peut cependant être remplacée par le raisonnement
suivant

j
': est minorée par a

v sa
il est bornée

construction)

à loi e commande (4.15))

vu de la bornitude de l'état
I et de (i)

(4.53)

Les relations (,1.53) assurent, Théorème de Rarbalat, que

li -----> 0 quand t ----> 00

En suivant de nouveau la preuve de l'étape 2, nous montrons que

V ----> a quand t ----> 00 & pTrp ----> a quand t ----> 00~ ,p----> a quand t ----> 00

Enfin, l'étape 3 de la preuve du Théorème 4.2, puisqu'elle est purement géométrique, reste
également inchangée. <l

4.2.2.c Synthèse d'une loi instationnaire partiellement dynamique

Sous les Hypothèses que les paramètres inertiels du système sont connus (Hypothèse 2.7)
et que le système est complètement actionné (Hypothèse 2.8), le modèle dynamique d'un
robot de la classe R~ se présente (Théorème 2.10) sous la forme du modèle cinématique,
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étendu par 3 intégrateurs portant sur les degrés de liberté cinématique, c'est-à-dire, si
l'on se base sur le modèle cinématique (4.5)

(4.54)

Au vu de la signification physique de T/I, TJ2 et TJ3 [Théorème 2.13) et des relations (4.4).
les degrés de liberté cinématique VI, V2 et V3 peuvent être interprétés comme

1/1 degré de liberté cinématique relié à la vitesse linéaire de la roue j

V2 et V3 degrés de liberté cinématique reliés à la vitesse du CIR dans le
d'évolution, c'est-à-dire (cf. relation (2.61)) relié à la vitesse d'orientation de
cu ne des roues directrices.

Il en découle que les commandes auxiliaires VI, V2 et V3 présentent la signification sui vante

VI : commande représentant les couples entraînant en rotation les roues directrices,

V2 et V3 : commandes représentant les couples orientant les roues directrices.

Dans cette section, nous montrons que la loi de retour d'état instationnaire cinématique
proposée à la section 4.3.2.0 peut être facilement convertie en une loi de retour d'état
instationnaire partiellement dynamique. Le terme "partiellement" signifie que nous ne
proposons pas une loi de commande pour le véritable modèle dynamique (4.51), mais
pour le modèle suivant

(1.55)

où le vecteur de commande est (VI, V2, 1/3) T

Au vu de la signification des variables Il, et Vi, le modèle partiellement dynamique rend
compte de l'inertie générale du robot, puisque le déplacement du robot est commandé
via VI qui présente la dimension d'un couple. Par contre, l'inertie propre aux roues est
négligée, puisque l'on commande leur orientation via 112 et 113 qui présentent la dimension
d'une vitesse. Le modèle (4.55), sans décrire parfaitement le comportement du robot
comme le modèle (4.54), est déjà très réaliste. Dans les cas où la masse des roues est
faible par rapport à la masse totale du robot et où les moteurs commandant l'orient.at.ion
des roues directrices sont très rapides, le modèle partiellement dynamique peut même êt.re
considéré comme très satisfaisant. La loi de retour d'état instationnairc partiellement
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dynamique donnée au Théorème 4.3 ci-dessous est donc, dans de très nombreux cas,
directement implémentable. Nous nous sommes limités à une loi partiellement dynamique,
car la construction des lois //2 et //3 étant complètement géométrique, leur
conversion en lois dynamiques est

Pour convertir la loi cinématique //] en une loi dynamique, nous
des systèmes en cascades, présentée initialement dans [PAC91], et étendue au cas
retours d'état instationnaires dans [CA92]. Cette technique propose une méthode
matique pour convertir cn loi dynamique, une loi cinématique qui a été construite à
d'une fonction cie Lyapunov.

La loi cinématique //], proposée par le Théorème 4.2 (relation (4.11)), est construite
sur la base de la fonction de Lyapunov

v = <pTr/J
2

Nous notons désormais //1, la loi de commande cinématique, i.e. (relation (4.11))

(4.56)

Pour le modèle partiellement dynamique (tl.55), VI apparaît comme la idéale
pour la nouvelle variable d'état //] La technique des systèmes en consiste à
ajouter à la fonction de Lyapunov initiale, un terme représentant la différence entre //] ct
il], de façon à forcer la convergence du premier vers le second Soit i\ défini par

(4.57)

Nous considérons maintenant la fonction de Lyapunov VI (avec V donné par (4.56))

(4.58)

La dérivée de (4.58) s'écrit.

'ÎJ = //IPT(/3],(3)R(())r/J + t1VI

En utilisant (4.11) et (4.55), on montre facilement que

(4.59)

On vérifie facilement, en utilisant (4.59) et (4.60), que la loi de commande donnée ci
dessous (relation (4.61)) (avec A une matrice positive définie symétrique)

VI = -FT(/3] , /3' //2' //3)R(())r/J - pT(/3I,(3)R(O)r/J sin (3//1 - pT((3],/3)P(/3],;3)//1 +
. Av] - PT(/3],(3)R(O)r/J

(461)
conduit à
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et donc assure la bornitude de /1] et de dl.

181

En conclusion, l'étape 1 de la preuve du Théorème 1.2 peut être conduite de la même
façon avec un modèle partiellernent dynamique si la loi de commande (4.] 1) est remplacée
par (4.61), la fonction de Lyapunov V est remplacée par VI, et les lois de commandes (4.12)
gardées telles quelles. Dans l'étape 2, le principe d'invariance de LaSalle assure cet.te fois
que le vecteur d'état du modèle partiellement dynamique (1.55) converge vers le plus
grand sous-espace invariant inclus dans

{
pT({3I,/3)R(B)<f; = a
/11 =0 (4.62)

La méthode développée dans cette étape 2 permet de montrer que le plus grand sous
espace invariant inclus dans (4.62) est en fait réduit à

{
<f; = a
/Il = a

Enfin, la preuve de l'étape 3 reste inchangée puisqu'elle ne dépend que de la loi de com
mande (4.12).

Théorème 4.3 Loi de retour d'état instationnai1'e partiellement dynamique

Sous L'HYPOTHÈSE QUE

à l'instant initial t = tu, PU11,(3) appartient au eône D

LES LOfS DE COMMANDE VI, /12 ET 1/3, DONNÉES PAR

VI = ~pT({3],(J,/l2,/l3)R(e)<f; - pT({31,(:J)R(O)<f;sin fj/ll - pT(8J,(J)P(f3],/3)/l1 +
.. AVI - p T((J], {3)R(B)<f;

où:

- g(t, <f;) est une fonction scalaire C] périodique w temps, unijorménu.ut bornée pour
la variable <f;, et g(t,<f;)1'- a

h est une constante positive vérifiant

11. > gmax.II<f;Jlt=to
SlIl(31

gmax = max(g(t, <f;))
t,e/>

VI <f;, (31 et {3 sont bornés et conucrqeni VErs (0, 0, 0, 0, ~, 0)7'

Preuve; La preuve du Théorème 4.3 est immédiate au vu de du Théorème 1.2 et de la
relation (4.61).
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4.2.2.d Résultats de simulation

Dans cette section, nous avons simulé le modèle cinématique (2.67) d'un robot comportant
3 roues directrices dont les centres, distants de 1 m les uns des autres, Ile sont pas alignés.
Nous avons par conséquent (Définition ,1.])

/31 = i (4.63)

Le seul degré de liberté dans la loi de commande proposée par le Théorème 4.2 est la
fonction dépendante du temps g(l, t/J). Les techniques présentées à la section 4.3.3 pour
rendre exponentielle la vitesse de convergence d'un retour d'état instationnaire, ne peuvent
pas être appliquées pour la loi proposée par le Théorème 4.2. Après différentes simulations,
IlOUS avons retenu la fonction suivante

(4.64)

qui est une approximation coa de

g(l, t/J) = ~li;l~

(4.65)

(1.66)

(4.67)

Ig(t,<h)lllqtll = Ig(I,t/J)IIIt/Jlllsin(P;--t/Jll
h IIq211 = h 1sin(P",Pa) 1

De cette manière, le produit g(l, t/J)t/J garde une amplitude constante tout le long du dé
placement du robot. Pour illustrer l'importance de ce point, rappelons les relations (4.17),
(4.18) et (4.19)

Puisque g(l, t/J)t/J, grâce au choix (4.64), présente une amplitude constante, le poids relatif
dans (4.65) de g(t,t/J)q},(donné par (4.66)), et de hq2, (donllé par (4.67)), est semblable
tout au long du déplacement du robot. Par conséquent, la convergence de t/J vers 0, obtenue
grâce au terme 9(t, t/J)qt (voir le paragraphe placé à la fin de la preuve du Théorème 4.2),
n'est pas désavantagée par rapport à la convergence de (3} et de fi vers leur valeur finale,
obtenue grâce au terme hq-,

Nous en déduisons la valeur de la constante h au vu de (4.13), (4.64) et (4.63), nous

h=Y'2
Pour finir, plusieurs simulations nous ont montré qu'en prérnultipliant la loi de commande
V}, donnée par (4.11), par la fonction dépendante du temps k(t) = 2.5(1 +cos t), et les lois
de corn m an de 1/2 et //3, données par (4.12), par la constante la, la vitesse de convergence
de la loi de commande était significativcmcnt améliorée.

les Figures 4.4 à 4.10 décrivcnt une première simulation pour laquelle les conditions
initiales sont
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• La Figure 4.4 présente la trajectoire cartésienne du point 51, centre de la roue 1
Cette trajectoire est très semblable à celle obtenue par d'autres lois de retour d'étal
inst.ationnaircs, voir [Sam93] ou [PTBC92] le robot oscille le long du chemin le
plus naturel qui amènerait Je robot vers le point visé. On note qu'avec la fonction
g(t, cP) proposée par (4.64), la convergence du robot peut être considérée comme
atteinte en :1oscillations.

• La Figure 4.5 présente la même trajectoire cartésienne, mais le vecteur l a été
dessiné de manière à représenter J'orientation du châssis le long du déplacement du
robot. Cette ligure montre qU{;e converge de façon presque monotone vers 0, en
dépit des nombreuses oscillations du robot. En d'autres termes, la dp
l'orientation du châssis semble être indépendante de celle de x et y. est

important d'un point de vue pratique, car il montre que la charge du robot ne sera
pas secouée lors du déplacement.

• La Figure 4.6 présente l'évolution de x, y ct (J en fonction du temps. Elle met en
évidence que la convergence de ces 3 variables est obtenue dans le délai raisonnable
de 30 secondes.

• La Figure 4.7 présente l'évolution des variables représentant l'orientation des roues,
i.e (31 et fJ en fonction du temps. Comme attendu, fJ E ] ~ (3/,(31 [ = ] - ~, Het
(31 En - /3/,~ + (31[ = l~, ~[, ce qui illustre bien que P((31, (3) ne quitte pas le cône
D. On note cependant que, contrairement à la vitesse de convergence de cP, celle de
fJ et de f31 est très lente. En fait, ces 2 variables ne commencent à converger que
lorsque la convergence de cP vers sa valeur finale a été obtenue. En changeant le gain
instationnaire g(t, cP), c'est-à-dire en changeant le poids relatif des 2 termes g(t, cPh~

et hq2 dans la loi de commande (4.12), la vitesse de convergence de iJet de (31 peut
être significativement améliorée, mais alors, ce serait cP qui convergerait lentement.
Construire un gain instationnaire g(t, cjJ) qui assure la même vitesse de convergence
rapide pour cP et (fJ, f3d reste llIl problème ouvert.

• La Figure 4.8 présente J'évolution des 3 angles (3, en fonction du temps. Elle
montre que, comme attendu, chaque f3, reste borné.

• La Figure 4.9 présente les commandes envoyées sur les moteurs contrôlant l'orien
tation des roues directrices, c'est-à-dire les vitesses d'orientation de chacune des
roues /31, /32 et /33. On note qu'elles sont toutes bornées par 1 rd.s" ", ce qui est
acceptable dans le cadre d'une application pratique.

• La Figure 4.10 présente la commande cinématique //1, reliée à la vitesse linéaire
de la roue 1 par (4.4). Au vu de cette courbe, et sm la base de roues de 10 cm, la
vitesse de rotation de la roue 1 serait bornée par J2.0.5 m.s- 1

, ce qui est également
une valeur acceptable dans le cadre d'une application pratique.

Les Figures 4.11 à 4.12 correspondent chacune à une simulation différente
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• Figure 4.11 Dans cette sirnulat.ion , l'orientation initiale a été choisie nulle, c'est
à-dire, le robot est orienté comme il doit l'être, par contre S] ne se trouve pas à
sa localisation finale. Une constatation intéressante d'un point de vue pratique, est
que eet (Jrestent à zéro tout au long du déplacement du robot
Le robot ct sa charge ne les roues restent puraiiéles,

S] vers 0 est obtenue à une "'UW:I.UJ7'~ CU1lce1':~ee

ces.
Cela illustre une nouvelle fois que 0 converge presque indépendamment de x et !I.

Les observations de cette simulation peuvent être retrouvées par le calcul
fia= 0 et eo = 0, la troisième composante de p(fJ],O'/Jo, vz, lJ3) est U,"".,.O'''''.l!''"lCIlC

nulle. En effet·

l' = (PA (10' h rollA P = (( ; ) A ( ~ )) A ( ~ ) ~ ( ~ ) (4.08)

En reportant ce résultat dans (4.14), nous en déduisons que, quand 00 = (Jo = 0

lJ3=/JO=0

En reportant maintenant (4.69) dans (4.5), nous obtenons

Ba = v]sin/Jo = 0

(4.69)

(4.70)

En reportant enfin (4.69) et (4.70) dans (4.68), il apparaît clairement que e and fi
restent égaux à zéro tout au long du déplacement du robot .

• Figure 4.12 Dans cette dernière simulation, le robot est initialement en 0, mais
avec une mauvaise orientation e. Cette simulation met en évidence que la conver
gence de e n'est pas complètement indépendante de la convergence de x et y . en
effet, le robot s'éloigne de 0 pour se ré-orienter. Ce résultat était attendu, car le
seul mouvement qui aurait permis au robot d'amener e à 0 sans que S] ne quitte
0, est la rotation autour d'un CIR confondu avec SI' Or, l'orientation des roues
directrices permettant ce mouvement, est l'une des orientations de Os'
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Conditions initiales:
fil =

185

- :convergencedex (m)

- :convergencedey (m)

:convergcnccde6(rad)

0.8

0.2

-0.5

Figure 4.4: Trajectoire de SI
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Figure 4.6: Evolution de x, y et e

30
second
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0.4
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Figure 4.S: Trajectoire de S" la
barre indique i'

Figure 1.7: Evolut.ion de fil and
[J
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Conditions initiales: x=lm, y=lrn, 0 = "i
,8, = ~, (j = 0

secondes
2S

-4

-so~1-----::------;-;;---:~-~-____;C_;:_-____::!

:t~~~"""
0--

~3

~2

Figure 4.8: Evolution de /31, /32 et

/33
Figure 4.10: Evolution de VI

Evolution de be'tall

ct
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Conditions initiales;
x=lm, y=lm, 0=0

{JI =~, fi = 0

~0.6 -0.4 -0.2

Pigure 4.11: Trajectoire de S1

mètres
0.05,----~-~-~~--r--~_

-0.2

Pigure 4.12: Trajectoire de SI
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4.2.3 Analyse de la vitesse de convergence des lois instation
naires

Les premières lois de bouclage d'état 1990 [Sa.m90],
présentaient un taux de convergence très lent. nous avons caractériser,
sur l'exemple d'une loi de bouclage d'état instationnaire proposée dans la litérature, cc
taux de convergence, afin, dans un second temps, de pouvoir proposer des solutions pou r
l'améliorer. Les outils d'analyse sur lesquels nous nous sommes basés sont les variétés
centres instat.ionnaires introduites dans Fou [MSPJ94]. Nous avons eu alors connaissance
d'autres travaux, utilisant la notion de systèmes homogènes, qui aboutissaient directement
à la synthèse de lois de bouclage d'état instationnaires présentant lin t.aux de convergence
exponentiel pour une certaine norme. Par conséquent cette section est organisée comme
suit . les sous-sections 4.3.3.a à 4.3.3.c sont consacrées à notre étude originale sur le
taux de convergence des lois de bouclage d'état in stationnaires par J-B. Pornet
dans [Pom92] et [PTBC92]. Plus précisemrnent , la section les lois de
J-B. Pomet. Notre outil d'analyse, i.e. les variétés centre est décrit à la
section 4.:3.3.b. Enfin, la caractérisation du taux de convergence des lois de J-B. Pomet
obtenue grâce à cet outil est présentée à la section 4.3.3.c. Enfin, à la section 4.3.3.d, nous
décrivons très brièvement, la technique finalement utilisée pour rendre exponentielles les
lois de bouclage d'état inst.ationnaires.

4.2.3.a Présentation de la loi de bouclage instationnaire proposée par J-B.
Pomet

Dans cette section, nous rappelons tout d'abord la méthode générale proposée par .J-B.
Pomet dans [Pom92] pour stabiliser un système non-linéaire sans dérive sur la configura
tion origine. Nous présentons ensuite les premières modifications que nous avons apportées
avec l'auteur sur cette loi de commande ([PTBC92],[Thu91]) pour d'une part, éliminer
certains comportements aberrants de ce bouclage, et d'autre part, améliorer légèrement
son taux de convergence.

Loi instationnaire originale, proposée dans [Pom92]

Soit un système non-linéaire sans dérive

(4.71)

q vecteur d'ét.at de dimension n,

J,(q) m champs de vecteurs C?' de dimension n,

u, m commandes scalaires.

Ces systèmes, sous l'hypothèse que Vq j~, 'E[l,ml(q) =1 0, ne peuvent. pas être stabilisés
asymptotiquement. par une loi de retour d'état continûment différentiable (obstruction de
Brockett).
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J-B. Pomet propose dans [Pom92] de choisir une fonction V(t, q) périodique en temps,
afin de pouvoir utiliser le Théorème de LaSalle de la même manière que pour une fonction
V(q) (voir par exemple [Yos66, Th.l4.8]). La dérivée de V(t,q), au vu de (4.71) s'écrit

. 8V m

v«,q) = al +~ LJ, Vu, (4.72)

avec L J,V la dérivée de Lie de V(t, q) selon le champ de vecteurs f,(q) (voir relation (7.5))

Le principe central de la technique de stabilisation proposée dans [Pom92] consiste à
introduire la fonction et(t,q) solution de l'équation aux dérivées partielles

8V
iil+a(t,q)Lj,V=O

Supposons que et(t, q) ait été calculée explicitement. Alors, la loi de commande

(4.73)

{

Ul = a(t,q)-Lj,V
u, = -J'J,V

conduit à (en reportant (4.74) et (4.73) dans (4.72))

(2::;i::;m) (4.74)

(4.75)

La loi de commande (4.74) assure donc la stabilité du système (4.71). Elle assurera la
stabilité asymptotique si (Théorème de LaSalle) le plus grand sous-espace invariant inclus
dans

A = {q / V(t,q) = 0 lit} (~)= {q / Lj,(q)V(t,q) = 0 lit et Iii E [l,m]} (4.76)

est réduit à {O}. Il est prouvé dans [Pom92] que sous une hypothèse légèrement plus
restrictive que la cornmandabilitél't'U, il existe toujours un couple (V(t,q),a(t,q)) tel
que A soit effectivement réduit à {O}. Un algorithme construisant un tel couple est
également proposé. Malheureusement, il conduit souvent à des calculs très pénibles, voire

'-41Un système non-linéaire sans dérive (4.71) estcornrnandablesi

L'hypothèse permet.tant de construire la 101proposée [lilr./-115. [-'c)metest Ilégèr,ernerl(.pltlsrc,;tnct;lve'lue
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inextricables (l'une des étapes est par exemple l'intégration explicite de l'équation aux
dérivées partielles (4.73)). Dans le cas d'un système simple, comme le modèle cinématique
d'un robot de la classe R5, cet a.lgorithme peut être conduit jusqu'à SOIl terme.

Le modèle cinématique d'un robot appartenant à la classe R5 s'écrit (Proposition D.5
ou Tableau 2.1)

1
= -sinOv

if = cos é »

il = w
(4.78)

(x, y) coordonnées dans un repère immobile [0, Î, i] d'un point fixe du robot, placé
sur l'axe de la (ou les) roue(s) fixe(s) (voir Proposition D.5).

o orientation de l'axe de la (ou les) roue(s) fixe(s) par rapport à la direction

immobile!,

v : vitesse linéaire du point de coordonnées (x,y) (v était appelé degré de liberté
cinématique "lm! dans la Proposition D.5),

w . vitesse du rotation du châssis (w était appelé degré de liberté cinématique 71m 2

dans la Proposition 0.,5).

Le système (4.78) est clairement un système sans dérive. L'algorithme de J-B. Pomet
propose, pour stabiliser ce système sur la configuration origine (x, y, 0) = (0, 0, 0), de
considérer le couple (V(t, q), a(t, q)) suivant

_ V(t, q) = ~(() + J: cos t)2 + ~;I:2 + ~y2

- a(t,q) = xsini

(4.79)

(4.80)

En reportant (4.79) dans (4.74), nous obtenons que la loi de bouclage instationnaire
s'écrit:

{

V = sinO(x+(()+xcost)cost)-ycos()
w = -(()+xcost)+xsint (4.81)

Le système (4.78) étant très simple, un calcul direct peut montrer que la loi (4.81)
stabilise effectivement ce système la dérivée de la fonction de Lyapunov donnée par
(4.79), en utilisant (<1.81)et (4.78) s'écrit

l1(t, q) = -(sinO(x + (() + x cos t) cos i) - y cosO)" - (0 + x cast)" <:: a (4.82)

La loi de commande (<1.81)garantit donc la stabilité du
Théorème de La.Salle, considérons 13 le plus grand sous-espace

A=(q / v«.» =0)

Afin d'utiliser le
inclus clans A

(4.83)
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En rep ortant (4.82) dans (4.83) , nous obtenons
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A =(q/ . 1I+ x cos t = O (4.84 )

• sin O(x+ (O+ x cos t ) cos t ) - y cos O= O ) (4 .85 )

On dé du it immédiate me nt de (4.85), qu e sur 8 , v = O. Par con séq uent, au vu de (4.78)

(

É : 0
Sur B, il = 0 <==> Sur B, x et y sont des constantes

En re portant maintenant (4.8 4) dan s (4.85), nous obtenons égefernent que

xs in ll - ycose = 0

Les relations (4.86) et (4.87) im pliquen t que

1) est aussi une const an te sur 8

(4.86)

(4.87)

(1.88)

Enfin, si nous comparons (4.84) avec (4.86) et (4.88) , il est clai r que po ur avoir ces 3
relat ion s sa t isfa ites pour tout t , la seule possibilité est que x , y et 0 soient nu ls . B est
donc réduit à (01. le T héor ème de LaSalle assu re donc que If' systè me (4.78) com ma ndé
par (4.81) est asymptotiquement stabl e

Loi instat ionna ire pru p,,~ée d an s [P T il C92]

La loi de bouclage inst.ationnair e (4.81) a é té cons t ruite d 'une manière purement mat h
ématique, sans pre ndre en compte la signification physique de chaqu e élém ent d u vecteur
d'état q. Aussi, le comport ement géné ra l du rob ot que l'ail obt ient pr ésent e que lques
a berra t ions. Deu x amél iorations significatives de la loi de boucl age insta t ionnaire (4.8 1)
sont présentées dans [PTBC92] ou [T huâ l] .

Non-recul du robot

Le but de la loi de bou cla ge instatjonnaire (4.8 1) l~s t d 'a mener à.0, d' une part l 'o r ienta t ion
Il du robot , e ~ d 'au tr e part x et y, les 2 coordonnées car tésiennes d'un point fixe dud it
robot. Au vu de la.seconde par tie des obj ectif s ,le la loi de bouclage instationnaire, il sem
blerai t na t urel , de Iacon que la trajectoire du robot ne soit pas er ratiq ue , qu e la quant ité
-l" + y' décr oisse de manière monotone vers O.

La loi de bouclag e insta tio nnaire (4.RI) ne garantit malheureusem ent pas ce co m porte
men t . Elle n' assure en effet que la décr oissance mo notone de la fonct ion de Lyap unov
V (t, '1) donnée par (4. 79), et des simula.tions mettent en évi de nce que si pa.r exe mpl e Iii
vale ur ini tia le de Il es t grande par rapp or t à. celle de x el de y, la qu an tit é x' + y' co m
mence par croîtr e, avant dt' converger vers U, ce qui d 'u n point de vue prati que est un
non-s ens

De manière à évite r cc recul ini t ia l du robot , cons idérons la fonct ion de Lya punov non
prop re

(4.89 )
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La dérivée de cet te fonction, en utilisant (4.78), s'écrit

v = (- sin Bx + cos By) u

Aussi, en choisissant pour 1), la loi de retour d'état suivante

v = sinB:r-cosBy

nous obtenons immédiatement que

(4.90)

(4.91)

Au vu de (4.R9) et (4.91), la loi de commande (4.90) garantit clairement que la quantité
:r2 + y2 est monotone décroissante, c'est-à-dire que le robot ne recule pas.

Reprenons maintenant la fonction de Lyapunov (4.79) proposée par J-B. Pornet. On
constate très facilement que la loi de commande

{

V = sinD:r - cosBy
w = xsint-(B+xcost)+sinBcostu

conduit (en reportant (1.92) et (4.78) dans (4.79)) à

V = -(-sinBx+cosBy)2 - (B+xcost)2::.; a

(4.92)

(4.93)

La. loi de commande (4.92), tout comme la loi (4.81) fournie par l'algorithme de J-B.
Pomet, assure donc la stabilité du système (4.78). En utilisant maintenant exactement les
mêmes arguments que ceux présentés pour la loi (4.81), on montre que la loi (4.92) stabilise
asymptotiquement ce système. Par conséquent, la loi de bouclage instationnaire (4.92)
est, pour les robots de la classe R6, une alternative à la loi (4.81) construite au moyen de
l'algorithme général proposé dans [Pom92]. EJJe présente toutefois un très grand avantage
par rapport à cette dernière la première ligne (4.92) s'exprime comme (4.90). La loi de
bouclage instationnaire (4.92) garantit donc que le robot ne recule pas.

Limitations des ré-oricntaiions du robot

Le Théorème de LaSalle, au vu de (4.93), assure que la quantité (B+ x cos t) tend vers
zéro. Nous en déduisons que la loi de bouclage instationnaire (4.92) amène les variables
:r et B à zéro avec le même taux de convergence.

Afin d'améliorer le taux de convergence de x, nous avions dans un premier temps,
[Thu9l), proposé de modifier la fonction de Lyapunov (4.79) comme suit

1 I(B )2_y2 + _ _ + x cos t
2 2,\

avec X > 1 (4.94)

En modifiant la loi de bouclage iust atiormaire (4.92) comme ci-dessous

+ '\sinB costv
(4.95)
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nous obtenons que'

.:. 2 (0 )2V = -( - sin 0 x + cos 0 y) - :x + :/;cos i S 0
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Nous en déduisons que la loi de bouclage iust ationnaire (4.95) amène la variable x à
zéro avec: cette fois le même taux de que pour la variable f. Les simula-
tions montrent que le taux de convergence x est très significativement amélioré. Les
justifications théoriques seront données à la section 4.3.:1.c. Cette modification détériore
cependant la convergence de 0 : son taux de r:onvergence reste identique à. celui observé
avec la loi (4.92), mais l'amplitude des oscillations de B croît avec X, plus précisément le
robot effectue plusieurs révolutions sur lui-même avant de sc stabiliser sur B = o.

Afin d'éviter ce comportement, nous introduisons le difféomorphisme suivant

] -11",11"[ ]-CXJ,CXJ[

B ~ tan(~)

à l'intérieur de la fonction de Lyapunov (4.94), c'est-à-dire nous considérons

l [ l (tan(ü )2V = _x2 + _y2 + - -- + x cos t
2 2 2 x (4.96)

Contrairement à la variable B, la variable tan (~) peut prendre des valeurs arbitrairement
grandes sans que la trajectoire du robot soit erratique: en effet, quelle que soit la valeur
de tan (~), B reste dans] - 11",11"[, le robot ne peut donc pas faire plus d'une rotation sur

lui-même. La modification à apporter à la loi de bouclage instationnairc (4.95) est

{

V = sinBx - cosOy

w = l+t:n~(~) (xsint- (~+xcost)+sinBcostv)

Elle conduit (en reportant (4.97) et (4.78) dans (4.96)) à:

.:. 2 (tan (~) ) 2
V=-(-sinOx+cosOy) - -)..-+xcost sO

(4.97)

La loi de commande (4.97) assure donc la stabilité du système (4.78). Les mêmes argu
ments que ceux présentés pour la loi (4.81) prouvent qu'elle stabilise également asymp
totiquement ce système, avec cette fois les 2 avantages le robot ne recule jamais et ne
peut pas effectuer plus d'une rotation sur lui-même.

4.2.3.b Variétés centres instationnaires

Dans [PTBC92] ou [Thu91], ['introduction du paramètre X pour régler le taux de conver
gence de la variable x (lois (4.95) et (4.97)) est motivée uniquement par un raisonnement
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intuitif. La justification théorique est donnée ci-dessous, à la section 4.3.3.c. Elle repose
sur la notion de variété centre inst.ationnaire, que nous présentons dans cette section.

Nans rappelons tout d'abord les principales définitions et théorèmes caractérisant les
variétés centres dans le cas des systèmes ne dépendant explicitement du temps. Pour
présenter ces notions, classiques en Automatique nous nous appuyons sur
[Car81, Ch. 1 & 2] et [Isi89, Ann. H]. Nous montrons ensuite, en utilisant les résultats
proposés dans [Tee92] ou [MSPJ94], que la notion de variété centre peut être étendue très
facilement au cas de systèmes dépendant explicitement du temps, à la condition
dépendance intervienne via des fonctions trigonométriques. Cette extension des
classiques est suffisante pour nous étudier le comportement du système (4.78) en boude>
fermée avec la loi de bouclage instationnaire (4.97).

Variétés centre dans le cas de systèmes ne dépendant pas explicitement du
temps

Soit le système non-linéaire ne dépendant pas explicitement du temps

i = J(z)

J est un champ de vecteurs cr,avec T ::::: l ,

(1.9R)

z = 0 est un point d'équilibre pour le système (4.98), c'est-à-dire 1(0) = O.

Afin de caractériser le comportement du système (4.98) dans un voisinage de son équilibre
z = 0, une approche très classique consiste à calculer la matrice jacobienne de f en z = 0

J = (éJl)
8z z=o

Dans 2 cas de figure, on peut instantanément conclure sur la nature de l'équilibre z = 0

si toutes les valeurs propres de J sont à partie réelle strictement négative, alors
z = 0 est un équilibre asymptotiquement stable pour le système (4.98),

si au moins une valeur propre de J est à partie réelle strictement positive, alors
z = 0 est un équilibre instable pour le système (4.98).

A l'inverse, si J ne possède aucune valeur propre à partie réelle strictement positive.
mais au moins une valeur propre à partie réelle nulle, alors cette approche basée sur
l'approximation linéaire du système (1.98) ne fournit aucun renseignement sur le com
portement de ce système dans un voisinage de z = O. Il faut, dans ce dernier cas de fig
ure, utiliser la notion de variété centre, que nous introduisons maintenant (Définition 1.3
ci-dessous).

Soit un système (4.98) dont la jacobienne J ne possède aucune valeur propre à partie
réelle strictement positive, mais une ou plusieurs valeurs propres à partie réelle nulle.
Soient plus pécisémcnt
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- le nombre de valeurs propres à partie réelle strictement négative,

n° le nombre de valeurs propres à pa.rtie réelle nulle,

(avec bien sûr n = n: + nO).

195

Après éventuellement un changement de coordonnées, le système (4.98) peut être ré-écrit
(développement de Taylor à I'ordre f ) comme

(4.99)

A une matrice constante de dimension (n- x n-) dont toutes les valeurs propres
sont à partie réelle strictement négative,

B une matrice constante de dimension (n° x n") dont toutes les valeurs propres
sont à partie réelle nulle,

h, J2 . cr s'annulant en (ZI' Z2)= (0, 0) de même que leur matrice jaco-
bienne

Dans la suite, nous utiliserons exclusivement la représentation (4.99) du système (4.98).
Nous pouvons maintenant écrire successivement la définition d'une variété invariante et
celle d'une variété centre

Définition 4.2 Variété localement invariante

Une variété M c IRn est dite localement invariante pOUTle

condition initiale (zl.o,z2.of E M, la solution. (zl(t),z2(I.)f
à M pOUTItl < T, avec T > O.

Définition 4.3 Variété centre

Une variété Mc IRn est dite variété centre pour le système (4.99) au point (ZI = 0, Z2 =
Df si

l'espace en (ZI =
tangent en = 0, Z2

invariante pour le système (1.99) dans un voisinage

= OlT à M, noté l'(o.o)M, est confondu avec l'espace
la variété ZI =0. 0

Nous donnons maintenant j'énoncé des 3 théorèmes principaux relatifs aux variétés
centre. Leur preuve peut. être trouvée dans [CarS1, Ch. 2].
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Théorème 4.4 Existence d'une variété centre

Pour tout système ((.99), il existe toujours un voisinage V C !Rn" de = 0 et une

fonction cr 1ï V ---t !Rn- tels que

est une variété centre pour If système (4-99).

L'utilité d'une variété centre pour l'étude de la stabilité du (4.99) autour
de l'équilibre Z = 0 est illustrée par le Théorème 4.5 une centre permet de
ramener l'analyse de la stabilité du système (4.99), de dimension ri; à celle d'un système
de dimension n° comme décrit ci-dessous

Théorème 4.5 Principe de réduction

Soit le système de dimension n°

p= Bp+f2(1ï(P),p) (4.l00)

8ip =0 est un
système (4-100), alors
tiquement stable,

{rcspeciiuemeni asumptoiiquem.ent etablc. instable) pour le
(respecuvemetu. asympto

o

La preuve du Théorème4.5 (d. [CarS1, Sect. 2.4]) met en évidence que sur un voisinage
U C ]Rn- X ]Rn" de Zl = Zz = 0, Zl vers de façon exponentielle. Une
variété centre 1ï(zz) fournit par conséquent bonne approximation du
comportement de Zl dans un voisinage de

Pour exploiter le Théorème 4.5, il est nécessaire de connaitre une expression explicite
pour la fonction 1r(zz). Au vu de la Définition 4.3 d'une variété centre, 1r(zz)vérifie les 2
conditions

puisqu'une variété centre contient Z = (0, O)T,et est tangente à l'hyper-plan Zl = 0
en Z = (0,of, nous avons

1ï(0) =0 1Ë;(0) = 0 (4.101)

puisqu'une variété centre est localement invariante, toute courbe solution du sys-
tème(4.99) z,(O) = 7r(z.(O))), reste
sur cette Nous en déduisons donc que

ou encore, en utilisant (4.99), que
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Le calcul de Tl(zz) consiste donc en la résolution explicite d'un système d'équations aux
dérivées partielles, précisément le système (1.102) associé aux conditions initiales (4.10\).
Très généralement une telle résolution est impossible. Le Théorème 4.6 ci-dessous montre
que l'on peul connaître une approximation de à n'importe quel ordre, ce qui est
suffisant pour réaliser l'analyse de la stabilité du (4.100)

Théorèm.e 4.6 Approximation d'une variété centre

Soien: V C IRn
" un voisinage de Zz = D, et ZI = 1Tk(Zz) une fonction Cl définie depuis \1

vers IRn - présentant les propriétés suivantes

Tlk(ZZ) vérifie les conditions initiales (4.101), i.e. Tlk(O) = 0 et ~(O) = 0,

UfJfJ,'-Uxtl'n'-' L'-'<;i <;i,uw<;wn<;i du système d'équations aU.Tdérivées partiellcs(4.J()2)

Alo/'s Tlk(ZZ) est une approximation à l'ordre k de la variété centre 7r(zz)

Dans la plupart des cas, on approxime 1l'(zz) par une fonction 1Tk(ZZ) polynomiale
d'ordre k.

Variétés centre dans le cas de systèmes dépendant explicitement du temps

Soit maintenant un système non-linéaire dépendant explicitement du temps, via des
fonctions trigonométriques

Z E IRn
,

z= f(t,z) (4.103)

J est un champ de vecteurs cr (r ::: 2), dont la dépendance en temps est trigonomé

trique. c'est-à-dire la variable t apparaît dans l'expression de J uniquement via des
fonctions sin kit ou cos k)t (k" k) E 1Rl).

Z = 0 est un point d'équilibre pour le système (4.103), c'est-à-dire VI 1(t,O) = 0).

Un tel système instationnaire peut , , r-- un simple jeu d'écriture, sous la
forme d'un système stationnaire. Bn effet,

p le nombre de lignes trigonométriques (i.e. le nombre de réels k,) apparaissant
dans l'expression de I,
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W . le vecteur de dimension 2p défini par

1

1115 1 =

Wei ==

W,p =
W c p

S la matrice (2p x 2p) définie par

sinkd
cos kIl

(4.104)

(4.10.5)

En reportant (4.104) ct (4.105) dans l'expression du système instationnaire (4.103), nous
pouvons ré-écrire celui-ci comme:

conditions initiales

Zo

Wo= (0,1,0,1, ,0,1?
(4.106)

Le système (4.106) ainsi obtenu est bien stationnaire (puisqu'il ne dépend pas explicite
ment du temps), mais ne possède pas de point d'équilibre: en effet, par construction, la
partie inférieure du système (4.106) est constamment oscillante, il n'existe aucune config
uration (z, w) pour laquelle li) = O. Nous en concluons que les Théorèmes classiques 4.4 à
4.6 ne peuvent pas être utilisés pour caractériser les variétés centre des systèmes (4.103).

Des théorèmes plus généraux ont été établis dans [Tee92]. Ils assurent, dans un voisi
nage de (z = O,w = V), l'existence de variétés centre pour les systèmes (4.103), à la
condition que la matrice dérivée partielle de f(z, w) en z = °ne dépende pas de w, i.e.

(
8f (Z,W)) .

J = -a-z- Z~O est une matnce constante

Nous en donnons maintenant l'énoncé.

Comme dans le cas stationnaire, soient

n: le nombre de valeurs propres de J à partie réelle strictement négative,

nU le nombre de valeurs propres de J à partie réelle nulle,

(avec hien sûr ti = n" + nU).

(4.107)
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Après éventuellement un changement de coordonnées, le système (4.106), ail vu de (4.107).
peut être ré-écrit (développement de Taylor à. l'ordre 1) comme

{

.il = AZ1

.i2 =

W = Sw
(4.108)

A une matrice constante de dimension (n- x n-) dont toutes les valeurs propres
sont à partie réelle strictement négative,

H une matrice constante de dimension (n° x nO)dont toutes les valeurs propres
sont à partie réelle nulle,

S la matrice de dimension (2p x 2p) définie par (4.105), dont toutes les valeurs
propres sont à partie réelle nulle,

i., h : fonctions cr s'annulant
dérivée partielle par rapport à Z

= (0.0, \/) de même que leur matrice

Le Théorème 4.7 ci-dessous assure l'existence de variétés centre pour les systèmes pouvant
être présentés sous la forme (4.108) :

Théorème 4.7 Existence d'une variété centre pour certains systèmes instationnaircs

Pour tout système ({JOB), il existe toujours un voisinage V E ]Rno de = 0 ct uru:

fonction cr 7r . V x [_1,1]27' ---+]Rn tels que

II = {(z],zz,w) E (]Rn- X V X [-l, 1]2p ) vérifiant Zj = 7r(Z2'W)}

est une variété centre pour le système (4.J08).

Le Théorème 4.7 est un cas particulier du Lemme 6.] présenté dans [Tee92]. Ce
résultat plus général assure l'existence d'une variété centre pour un système présentant
la structure (4.108), mais pour lequel la matrice S peut être n'importe quelle matrice
constante dont toutes les valeurs propres sont à partie réelle nulle, et non obligatoirement
la matrice définie par (4.105). Le Théorème 4.7 nous suffit cependant pour, dans ce
mémoire, étudier et améliorer le taux de convergence des lois instationnaires proposées
par J-B. Pomet.

Une fois que l'existence d'une variété centre 7r(Z2, w) a été établie pour les systèmes
(4.108) dans le voisinage d'une configuration (Z2= 0, W = \/), le Théorème 4.5, les relations
(4.101) (4.102) et le Théorème 4.6 se généralisent sans difficulté au cas dc ces systèmes

Théorème 4.8 Systèmes (4.108) Principe de réduction

Soit le système de dimension nO +2p

{
l~ = Bp+fz(7r(p,q),p,q)
q = Sq

(4.109)

(res;peetlillenLent asimvptotiqwement etablc. instable) pour le

(,.espeCl.~lIen"n" asyrnpto
o
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La variété centre 1r(Z2'w) vérifie, par construction, les 2 conditions (généralisation des
relations (4.101) et (4.J02))

1r(O,w) =0 ~(o,w)= =0 (4.1]0)

(4.111)

Théorème 4.9 Systèmes (4.108) Approximation d'une variété centre

Soient V C IRn
" un une fonetiun Cl définie depuis

V x [-1, 1j2p vers IR"- ptesrtuuru. lei; TJr()TJ7'l,f~e', i;'Ul'vun~es

vérifie les cotidiiiotis initiales (4-110),

=0,
1rk(O,W) = 0 ct ~(O,w) =

- 1rk(Z2'w) les solutions du système d'équations aux dérivées partielles
(4-102) de manière suivante

Alors 1rk(Z2'W) est une approximation à l'ordre k dt la variété centre 1r(Z2,W)

(4.112)

La relation (1.112) met en évidence que l'ordre de l'approximation 1rk(Z2, w) est définie
uniquement par rapport à la variable Z2 par exemple les termes z;, Z;ws,1 et Z~W;,I sont
tous, vis à vis du Théorème 4.9, des termes d'ordre 2.

4.2.3.c Analyse de la vitesse de convergence de la loi proposée dans [PTBC92]

Dans cette section, nous considérons de nouveau le système (4,78), c'est-à-dire le rnodèle
cinématique des robots mobiles de la classe R.6. Nous montrons tout d'abord qu'après
un changement de coordonnées, ce système la loi de bouclage instation-
naire (4.97), proposée dans [PTBC92], peut être sous la forme (4.108). Nous
en déduisons, Théorème 4.7, J'existence d'une centre inst ationnaire pour ce
tème boudé. Une approximation polynomiale de cette variété centre est alors
(Théorème 4.9), de façon à pouvoir utiliser le Principe de réduction (Théorème 4.8). Ce
dernier fournit très simplement le taux de convergence dr- chacune des variables d'état du
système (1.78). Des simulations illustrant les résultats obtenus terminent cette section.
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Système de coordonnées permettant l'étude par variété centre

En reportant la loi de bouclage instationnaire (4.97) dans les du modèle
dynamique (4.78) d'un robot mobile de la classe R6, nous obtenons le systeme suivant

{

= - sin 2 e x + sin e cos e y

if = sine (4.113)

iJ = l+t:n~(O(x sin 1- + 1: cost) + sin e cost (sin Bx - cos By))

Afin de le présenter sous la forme (4.108), il faut tout d'abord le rendre stationnaire. Pour
cela, nous introduisons les 2 variables exogènes

{

Ws = sint
Wc = cost (4.114)

que nous grouperons par la suite dans le vecteur w

w = (ws,wc)T

En reportant (4.114) dans (4.113), nous obtenons le nouveau système

-sin2Bx +sine cosey
sine cosex -cos2By

- (~+ xw e) +sinBwc(sinex - cosey)) (4.115)

Le système (4.115) est bien stationnaire. ua. Oec,VIILue e:c"y"

sous la forme (4.108) consiste à identifier les variables
une valeur propre à partie réelle st.rictement négative) et lentes (i.e. celles
associées à une valeur propre à partie réelle nulle). Comme la notion de variété centre n'est
de toute façon que locale (cf. Définition 4.3), il est tout à fait possible de les
différentes fonctions trigonométriques de la variable dans leur
développement de Taylor autour de e= O. Ue cette maruere, ce systeme SE: re-ecrit comme
un système uniquement polynomial, beaucoup plus facile à analyser. Les développements
de Taylor que nous reportons dans (4.115) sont

sinB

case

* tan(%)

Ils conduisent au système suivant

e-~+o(e4)

1- ~+()(B3)

~+~ +oW)
(4.116)

By-B2 1: +

-y + ex + e2y +
l+ta2n~m(xw, - (~+xwc) +sinewc(sinex - casey)) (4.117)
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Il est a lor s im médiat que x est une varia ble lente (la partie lin éaire de .rest rédu ite à 0),
et Y est une var iabl e rapide (la par t ie lin éaire de il est - y ). Nous .nc pou von s pa r co nt re
pas conclure a priori Sur 0 il faudrait d évelopper l'e xpression de e, ma is cel le-ci apparaît
t rès com plexe.

Ces ca lculs fasti dieux peuvent êt re évi tés à l'a idc du changement de vari ab les suivant

Ir lrIl - . Y ..n·
8 0 = ~ + x cos t

(4\tS )

Ce ch angem ent de var iables consiste à choisi e comme variables d 'é tat , non pas les 3
variab les na tu re lles x , y et 8. mai s les :] variab les apparaissant dans la fonctio n de l .ya•.
punov (4.79) associée au systè me (4.78) lorsqu' il est commandé par la loi de boucl age
inst at ionnai re (4.97). On vérifie facile ment que le change me nt de variables (4. 118) est

effectivement difféomcrphique au vu de (4.96), III. variabl e 0 , et pa r conséqu ent Lan (0
restent born és tout II.U long d u déplacement du robot. Aussi, si 81= 0 E] - ~ , H .Ôsd ors
nécessairem ent 8 E] - i ,Hto ut au long du dé placeme nt du robot . Nous en dédui sons
qu' à chaque valeur de 0 est as sociée par (4.1I8 ) une un ique valeur de e
L'équat ion différent iel le assoc iée à la nouvelle variable 0 est rem arqu able en effet , en
uti lisant (4.78) et (4.118), on obtient im médiatement que

. 1 + tan2 (!)
8 = 2.\ 2 w-xsinl-sin 8vcos t (4.119)

puis en reportant (4.97) dans (4.119 ), nous ob tenons fina lemen t qu e

(4.120)

El est par conséquen t une seconde variab le rapide.

R é- écriv ons don c le système (4. 117) uniquement en fonct ion des coordon nées x , y , e,
w" w~ . Au vu de (1.118) et de (4. 114), nous avons

8 = 2 arcta n( .\( 8 - XW~) ) (4. 121)

e= 2.\(0 - x w. ) - ~ À3( e - X1JJ~)3 +u((0 - x w<t) (4.122)

F inalement, en repor ta nt (4.122) dans (1.117), nous obtenons que les équat ions d 'un robo t
rie la classe R~, lorsque celui-c i est commandé par la loi de bouclage insta ti onnair e (4.97) ,
peu vent êt re écrit es comme

En ut ilisa nt le développ eme nt de Taylor de la fonct ion arctan, la relat ion (4.121) s 'éc rit
enco re

{

x ~ " (6 - r w, )y - 4À' (6 - r w, )' r +
~ = -y+ 2.\{0 -.r w. )x + 4.\1(0 - X W<)ly+
e = - 8
Iii, = w,
Wc = - w,

(4.J 23 )

Le sys tè me (4.123) est de façon évidente sous la forme s tandard (4.108)



4.2 . St. a bl l isn t io n p ar b ou clage in s t a t ionn air e 203

y et e correspondent à %) , les valeu rs pro pres de la mat rice A sont toutes 2 égale s
à - l ,

z corresp ond à %1 , la vale ur propr e de' la matrice B es t effectiv eme nt 0,

les te rm es non -linéai res app arais sant dans (4.123) s'an nu lent effect iveme nt en (0,0,
0,w.,w<) de même que leur matrice dér ivée part ielle par rappor t à (x, y, ef

Le T héorème 4.7 assure pa r cons équen t, dan s un vois inag e de (O,O,O,w" wc), l'existe nce
d ' une variété centre

L'expression de la varié té cent re associée à la varia ble e est con nue de man ière ex ac te
c 'est 6 = O. En effet , en intégrant la t roisième éq uat ion du sys tème (4.123), nous ob ten ons

q""
(4.124)

Ce n'es t pas le cas pour la varié té cent re associée à. y, not ée 1f~(x,w"w<). Une app roxi
mat ion po lynomiale de ce tt e fond ion est calculéeci-dessous à l'aide du Théo rème 4.9

Calcu l d 'une a p p rox im at ion pulynumiale d e la variét é ce nt r e assoc ié e à y

Par cons t ruct ion , relat ion (4.I I I l, la fonct ion 1f~( x, w" wc) véri fie l'é quation au x d én
vées partielles

-1f~+ 2~x(e - xwe)+ 4 .\1 (e -rwc)1 ".~+ = ~w + ~.r (4.125)

Le te rm e de plus bas degré appar aissant dan s (4.125) est - 2~x2w<> qui est de degré 2
Au vu du T héorème 4.9, ...:"" ap proximation polynom iale de lf~ à l'o rdre 2 vérifie donc
l'équat ion aux dérivées par ti elles

(4 .126)

Pui squ e la fonct ion 7r~ PP n'est pas d érivée par rapport à x dans (4.126) , cet te fon ct ion
pr esen te nécessaire me nt la st ruc ture suivante

(4.127 )

En reportant (4. 127) dans (4.126), nous obtenons la re lat ion

- x1(a,
IV, +o . w.) - 2.\r 1 w. = Zl( O . W. - o ew. ) (1. 128)

N Oli S en dédui sons faci lement que les seules valeurs possibles pour Q . el 0 < sont

La. fonc tion 71" :""(1', w., wc) s 'écri t donc

1r;rr(x , w" w,) = _ >" x 2(w. + wc)

ou enco re , en utilisant les variable s na tu relle s

x:"" = -~1" J ( s i n t + cos t ) (4 .129)
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(4.131)i: = _ 4.\l X3 ( _ Cill t
; cost) cos r + C0 52 t)+0(%3)

La déc roissance Je x da ns (4. 131) est gouvernée par une équation du typ e

T au x d e co nverge nce d es va r ia b le s d 'é tat

Puisque les variables rap ide s y el e con vergent expo nentielle me nt vile vers la varié té
centre 1I" (x, w"wc) , If' taux J e convergence de la variab le lente x peu t êt re o::alr.u lé pour
y e t e appartenant à cett e variét é (ent re (Th éorèm e 4.8). Au vu Je la premi ère ligne
de (4.123) et de (4.124) , il fau t do nc estimer le ta ux de conver genc e de x J ans l'équat ion
différentielle

x= 2h~ ( 00 (' -' - xw,J - 4.\2(0 oe- 1- x w,fr + (4. 130)

En ut ilisant (4.129) d (4. 114), l'équation différenti elle (4.130) peut encore êtr e écri te
comme

Le ta ux de converge nce de x est don c tl Il est possible d' êt re plus précis si on ignore
les termes en 0(x 3), l'éq uat ion différent ie lle (4.131) peut être intégrée expli citement

x'(t ) = 1
J2.\2 t + .\2(s in 2t + cos2t ) _.\2 + 1

(lorsq ue x,=o= 1) (4.132)

x converge asymptotiquement vers x·( t) . Nous en déd uisons qu e son ta ux de conver gen ce
est 2-l .\- ' t- L En aug menranr Ia valeur du paramètre A, no us pouvons donc augmenter
donc I~ taux de convergence de z , comm e cela avait ét.é noté da ns jPT BC92].

Le ta ux de convergence des autres variab les se dédu it aisément de celu i de x d'une
pa rt , au VII de (4.129), le taux de convergence Je y est .\ - l t ~ l D'autre part , en uti l
isa nt (4.122), (4.124) et le ta ux de convergence de x , nous obte nons que (J converge
com me .J2/-t

T'héo r èrue 4 .10 Ta ux de conve rgence indu it par la loi de bouclage instat ionnaire pro
posée dans [PT BC92]

Ln loi de ~ o udage ins/ati onna ire (4 .91), lorsqu 'd Ie est ullllSù pour comm ander le mod èle
Cinématique des robots mobiles de la classe ~ (syst i mu (4. 18)) , conduit aux taux de
CQllverqe ncesuivunts

x converçe vers Or.omme2-LX- 1t - l

y converge vers 0 ÇOmme ).-1t - 1

8 COllverge ver s ocomm e .J2t-t

Le paramil re .\ peul t i re chOisi arbitrairem ent pOl"" obtenir les perform ances requ is es par
l'application pratique cOfuidérée. 0

P r eu ve : La preuve du Th éorèm e 4. 10 est im médiat e au vu d e la discu ssion précédent
l'én oncé de ce théorème. <1
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Simulations

Une variété centre est une notion uniquement locale (cf. Définition 4.3). Par con
séquent, les taux de convergence calculés au moyen de cet outil (Théorème 4.]0) ne
décrivent a priori le comportement du système que dans un voisinage de la configuration
origine x = y = (J = O. Les résultats de simulations présentés ci-dessous montrent cepen
dant que les conclusions du Théorème 4.10 sont en fait valides même si le robot est loin
de la configuration origine.

Les Figures 4.13 à 4.20 correspondent à la même simulatwn, caractérisée par

les conditions initiales sont

(4.133)

le paramètre ,\. a été choisi égal à 3.

• Figures 4.13 - 4.14 page 208 :

Figure 4.13 Evolution de la variable 8 = ,\.-1 tan (0+ x cos t en fonction du temps
Figure 4.14 Evolution de ln 8 en fonction du temps

L'évolution de la variable 8 peut être calculée explicitement. Nous avons (rela
tion (4.124))

tan(~)
8(t) = -,\.- + x(t) cost = 8 0 e- f

L'évolution de 8 est représentée à la Figure 4.13. La décroissance exponentielle de cette
variable est mise en évidence à la Figure 4.14 ln 8 en fonction du temps est comme
attendu une ligne droite de pente -1

• Figures 4.15 - 4.16 page 209 :

trait continu Evolution de la variable d'état (J en fonction du temps
trait discontinu Evolution de la fonction (j" = -2'\'x cos l en fonction du temps

Au vu de (4.122) et de (4.124)), la variable d'état () converge comme la fonction
()* = -2'\'x cos l, Ce résultat est illustré sur la Figure 4.15. Du fait de la convergence
exponentielle de 8 vers 0, ()et (J" ne peuvent plus être distinguées après quelques secondes,
même si l'on adapte l'échelle au plus juste, comme cela est fait à la Figure 4.16.

• Figures 4.17 - 4.18 page 210 :

trait continu Evolution de la variable d'état y en fonction du temps
trait discontinu Evolution de la fonction y" = 1l"~PP(t,x) (relation (4.129)) en fonction

du temps
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Tout au moins dans un voisinage de l'origine, la variable y, comme toute variable
rapide, converge exponentiellement vite vers une variété ici 7ry(t , x), et
dont une approximation polynomiale d'ordre 2 est y* = (4.129)). Les
Figures 4.17 4.18 présentent une vérification graphique ce Elles montrent
que les 2 courbes y et sont superposées après seulement quelques secondes, même si
l'on adapte l'échelle au (Figure 4.18) .

• Figures 4.19 - 4.20 page 211 :

trait continu Evolution de la variable d'état x en fonction du
~nu Evolution de lafonetion x*(t) (relation (4.132)) du temps.

La variable x est la variable lente du système en boucle fermée. Sa dynamique est
déterminée par l'équation différentielle (4.131). f<:n intégrant les termes de plus bas degré
dans (4.131), nous en avions déduit qu'asymptotiquement x se comportait comme la fonc
tion x*(t) (relation (4.132)). La Figure 4.19 illustre ce résultat, tandis que la Figure 4.20
montre que contrairement à la convergence de y vers la fonction y* ou celle de () vers la
fonction rr, la convergence de x vers la fonction n'est pas exponentielle. Ce résultat
était attendu puisque x*(t) n'est pas une variété pour

Les 3 jiqures restantes,
être obtenues L'on la de
ont été réalisées. conditions initiales ont à
Le paramètre À, à l'inverse, a été choisi

• Figures 4.21 - 4.22 page 212 Figure 4.23 page 213 :

trait continu. relatif à la simulation pour laquelle À a été choisi à 5
trait discontinu relatif à la simulation pour laquelle À a à.3
trait alterné relatif à la simulation pour laquelle ,\ a été choisi 1

La Figure 4.21 présente les 3 trajectoires cartésiennes ainsi obtenues. La Figure 4.22
présente J'évolution de x dans chaque cas. Enfin la Figure 4.23 présente t'évolution de la
loi de commande w.

Le que le taux de convergence des 2 variables et y sont re-
spectivement et ,\-1 t- 1 Par conséquent, en augmentant la valeur de À, on
augmente d'une manière linéaire, le taux de convergence de ces 2 variables. Cela est illus-
tré par la Figure 4.22 en fonction du temps
seconries , les 3 courbes de manière proportionnelle. Par
t = 50 s, nous avons
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Il es t également inté ressant de not er qu'en augm entant la valeu r de J., la t rajec toire d u
robo t de vient plus nat urelle sur la Figure 4.21, toutes les simulat ions ont été arré tées a
l' ins ta nt t = .'la .s nous consta tons d'u ne part , que plus la valeur de J. est grand e, pl us le
robot après 50 s est proche du point visé, c'es r-â.dire nous retrouvons le résultat di scuté
ci-dessus. D'au t re part , nous constato ns également que plus la valeur de J. est grand e,
plus la t raj ect oire du robot est proche de rit ligne d roite . Cela constitue une seco nde
raison pour augm enter la valeur (je J..

Augm ent er la valeur de J. présente cependan t également des inconvénients. Le
pal est qu' en procédant ainsi, nous augme ntons les pics de commande a u vu de
la loi de eomm ande w dé pend linéairement de J.. Par conséq uent, en aug menta nt la valeu r
du para mèt re J., nous augm entons dan s le mem e rapport la com mande w. La Figu re 4,23
p rése nte l 'évolut ion de w en fonction du tem ps. Si nous mesuro ns par exem ple la valeur
maximale de celle comman de, nous ob te nons comme at tendu que

J. 1 J. 3 J. =5
w",u (rad.s - ) -2.229 - 6 .6 12~ 3 x 2.229 ·- 1 1. 0 ,')9~ 5 x 2.229

Un secon d inconvé nient de la loi de bouclage instatio nnaire (4.97) est que le taux de
conve rgen ce de la variabl e () ne peu t pas êt re ajusté le Th éorème 4.10 mon tre bie n que
>.n'a auc une influence sur le tau x de convergence de () (qui reste t'gal a .;2/ - 1).
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f igure 4.13: Convergence exponentiell e de la var iable e
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Figure 4.14: Tracé d u logarithme de la var iab le f)
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Figure 4.15: Conve rgence de 0 vers B- = -2,hwsl
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Figure 4.16; Con vergence de 0 vers 0> (zoom sur des valeurs de t - , 00)
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Figure 4.17: Convergence de y vers y' = -Àx2 (sin t + cos t)
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Figure 4.18: Convergence de y vers y' (zoom sur des valeurs de t -----+ CXl)
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10 15 20 25 30 35 40 45 50
temps en secondes

Figure 4.19: Convergence de x vers x* = (2),2t + ),~(SiIl2t + cos 2t) _),2 + l)-~
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~.x

°t---------------------------------------------------

-~25- 30 35 40 45 50
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Figure 4.20: Convergence de x vers (zoom sur des valeurs de t ----> (X))
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Figure 4.21: Trajectoires car tésiennes ob tenu es avec différents ,\

,1\ X (mètres) 1

08 : \

0 0 \!\

"" ''- l ' T I' ·
0: __~:::~~::::~;;;;;; : _;;;;~

10 15 W 25 W 35 ~ 45 ~

temps en secondes

Figure 4.22 Convergence de x obte nue avec di ffprents '\
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Figure 4.23: Loi de commande w obtenue avec différents .\
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4.2 .3 .d Loi s d e boucl age d ' ét et ins t at.ion n ai r es conduisant à u n tau x d e con
ve rge nce ex p on ent iel - r ésulta t s pr op osés dan s la Iit érature

La loi de bouclage insrationnairc (4.97) proposée dans [PT BC92], lorsqu'elle est utr]
is ée pour co mma nder le 100& le cinématique d 'u n robot mobile de la classe R~ [sys
tèm e (4.78)), conduit à un tau x de convergence très faible la variable lente x conve rge
vers 0 co m me 2- b.- 1r t , Théor ème 4.10. Certes, la présence devant Je terme t-t d'u n
fac te ur mu lt ipl icatif aj ustable pe rmet en t héorie de rendre aussi rapide que J'on veut la
convergenc e de x, comme illustr é pa.r la Figure 4.22. Ce pend an t , l'Il prati que , en raison
des limitations sur les act ionneurs, l'on dispose de peu de lati t ude pour choisir '\ . Cela est
mis en év idence par la Figure 1.23. Ce par amè tr e doit donc ju ste êtr e vu comm e un degr é
de liberté permettant de régler les performances de la loi (4.97) au mieux, en fonction des
pos sib ilit és des actionneurs.

Une amé lioration significativ e de la loi (4.97) serait donc de mod ifier Je ta ux de con
verge nce rt L'idéal serait bien sûr de le rendre exponentiel. Sup posons que l'on veuille
prése rve r absolume nt la st ruct ure de la loi (4.97). Alors il semb lerait que la seule possi
bilit é soit de choisir comme fonct ion de Lyapunov

(4.134)

el pou r loi de com mande

En effet , si l 'on suit pas à pas la méthode d'a nalyse prése ntée à la section 4.3.3 .c , et si
l'on fait absrracvion du problème posé par la valeu r x == 0, on montre que la dyna mique
de la var iabl e lente est donnée par i == -x , c'e st- à-d ire, la varia ble lente converge expo
nenti ellement vite.

Il n'est cependan t pas valide d'utiliser le raisonnement présenté à la section 4.3 .3.c,
en ra ison précisém ent du problème posé par la valeur x -= o. En effet , l'approche fonc
t ions de Lya punov et variét és cent re qui y est ut ilisée requiert que toutes les expressions
soient res pect ivement Lipschitz et C l, ce qui n'est de faço n évidente pas le Cas ail Vii

de (4.134) et (4. 135). Le recours à des com mandes non-Lipsch it z en 0, int uité sur la base
de l'é t ude présentée à la sect ion 4.3.3.c, est cependant la se ule possibilité pOU T ob teni r
une convergen ce ex ponentielle, comme le montrent les 2 t héo rèmes suivants

Thé orème 4,11 [M'C95] Impossibilité d'obt en ir un taux de convergence expont'nt iel
avec des comm and es Lipschit z

Soi t un système nvn-lin iai rt ., ans dù ive, I.e.

:i: =~.Q' {X )U ' (4. 136)
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comsruuulablc, et soit un bouclaqe d'état ittsiaiionruure

stabilisant le système (4.136) {l'existence
par le Alors le système (4-[86) commandé par la loi
présent.er un iauo: convergence exponentiel.

rapport à :1"

cst garanti
ne peut pas

D.

Théorème 4.12 [Cor92b] Stabilisation ell temps fini

Sad un système non-linéaire sans dérive (4.186) el commaruiable. Alors, il être
stabilisé en () en temps fini à l'aide d'une loi de bouclaqe d'état uisùiùonriai-«
~n\o. 0

Pour concevoir des lois de bouclage non-Lipschitz, il est nécessaire de se tourner vers
d'autres outils que ceux présentés à la section 4.3.3.c. Ces autres outils sont les systèmes
homogènes. Nous en donnons ci-dessous un bref aperçu. Une présentation plus précise
peut être trouvée dans [M'C95] ou [MM9:1].

Nous devons tout d'abord introduire quelques définitions

Définition 4.4 Dilatation

Soient (15.::;n) une séquence de nombre croissants vér-ifiant

et soit). un réel strictement
qui à tc E ~n associc Iss »

Alors on appelle dilatation l'application, notée 6,\,

Définition 4.5 Fonction homogène de degré 1

Une fonction J(t,x), avec t E ~ ct x E]Rn est dite homogène de degré 12: 0 par rappori
à la dilatation 6,\ si f(t, 6,\x) = ).lf(t, x). 0

Définition 4.6 champ de vecteurs homogène de degré m

Soit X(t,x), aveet E ~ et x E ~n, de composantes (X1(t,x), ,Xn(t,x)l Alors X(t,x)
est homogène de :s: rn par rappor-t à la dilatation 6,\ si X,(t,x) est une fonction
homogène de 0

Définition 4.7 Norme homogène

Une

6.>.

p(x) 2:0 "Ix E ~n,

p(x) = 0 <==} x = (J,

norme homogène par rapport à la dilatation
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La notion de norme homogène permet de créer des fonctions normes CW non plus sur
IR:n mais sur IR:n \ O. Un exemple de telles normes est:

avec c divisible par tous les l',.

Soit x = X(t,x) un système
l'instant t lorsque les conditions
exponentiellement vite par rapport à la norme
et un voisinage U de La tels que

Les lois de commande calculées à partir des systèmes homogènes font converger ex
ponentiellement vite le système vers la valeur désirée. Ce "exponentiellement vite" est
cependant à prendre au sens de la Définition 4.8. Et, suivant la dilatation associée à la
norme p, le comportement du système peut être complètement différent. Le choix de la di
latation à utiliser n'étant pas complètement libre, mais guidé par la structure du système,
on peut obtenir des comportements très satisfaisants ou au contraire, très surprenants.

La construction de lois de commandes homogènes repose sur l'extension du théorème
suivant:

t.uatnuio» tunnoaene par rapport à
o

Théorème 4.13 [Ros92] Fonctions de Lyapunov homogènes

continu
un champ de vecteurs
est asimipiotiquemenl

L'approche systèmes homogènes permet donc de définir de façon tout à fait rigoureuse
des fonctions de Lyapunov qui ne sont pas Lipschitz au point visé. Le Théorème 4.13 a été
généralisé dans [M'C95] au cas des champs de vecteurs dépendant explicitement du temps
afin de pouvoir traiter la stabilisation de systèmes mécaniques affrontant j'obstruction de
Brockett.

Tous les outils sont maintenant en place pour pouvoir concevoir de façon parfaitement
rigoureuse des lois de bouclage d'état instationnaires non-Lipschitz au point visé, perme
ttant ainsi d'obtenir une convergence exponentielle (mais au sens d'une norme homogène,
Définition 11.7). Par exemple, les lois de J-B. Pomet proposées dans [Pom92] sont modi
fiées dans [M'C95] de manière à présenter un taux de convergence exponentiel. Des lois
présentant le même comportement ont également été proposées dans [PS93], [Sam95] et
[MS95].
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4 .3 Corn m un d e hybrid e p our la r éalisa t ion d 'une
tâch e co m p lèt e

Dan s cet te sect ion, nous nous intéressons au pro blème suivant

A mener un m6vt de la classe :Ri depul$ une premi ère position de repos, repér ée par
rPo, l'ers une .~econde position de repos, repirée par <iiI , via une t rajecto ire dl! réf érence
sp écifiée à l 'aVance.

Ce ty pe de dép lacem ent corr espond au x t âches ord inair emen t dem an dées à. un robot
mobile da ns le cadr e d 'u ne applic ation prati que .

Les lois de com mande pr ésentées aux sect ions 4.1 et 4.2 ne permett ent pas d 'apporte r
une rép onse globale il.ce pr oblè me

La loi de retour d 'ét at instationnai re proposée par le T héorème 4.4 permet d 'amener
un rob ot de la clas se :Ri de puis une prem ière posit ion de repos vers une seconde ,
mais nous ne po uvons l'a s spéci fier de t rajectoire de référence. Les t ra jectoires
observ ées é ta nt généralement peu naturel les (ce sont lies tr ajectoires tr ès osc illantes,
cf. Figur es 4.4 ou 4. (2), il n 'est vraiment pas réa liste de vouloir uti lise r ce t t e loi
pOlIT jo indr e 2 positi ons dt" repos qui seraient éloig nées l'une de l'au tre .

La loi de retour d 'état dynamique proposée pa r le Th éorème 4.1 pe rmet à l'in verse,
de faire suivre à un robot de la classe :R~ une t rajectoi re de référence, mais cell e
ci doit être mobi le (précisément Tlb. ' -f. 0 , cf. hypot hèse (6) du T héor ème 4.1) .
O r, dans le problème 'l ue nous nous posons, les condit ions init ia les et finales corre
spondent il. des positions de repos. La loi de bouclage dyn amique est une loi tr ès
pertinente elle linéarise le modèle d 'un robot oc la clas se :R ~ et donc assure une
convergence exponentie lle du robo t vers la trajecto ire de référence, en offrant de
surcroît un e grande facilité de réglage pour l'u t ilisa teur. Mais elle ne pe ut pas êtr e
ut ilisée dire ctement po ur résoudre le problème posé .

Aussi , nous pr oposons da ns cet te sect ion de com bin er ces 2 te chniq ues de commande
au sein d 'u ne loi hybr ide . Celle·ci es t const ru ite de tel le manière qu'elle conse rve les points
fort s propres aux 2 techniq ues, mais n'en prése nte pas les inco nvénient s .

4 .3 .1 Principe d e la loi hy h t-id e

La com m ande hybride que nous proposons est st ructuré comm e suit

Les variables d'flat du ,·obot sont tout d'abord initiali sées il. l'a ide d'une lo i d l'
com mande bo ucl e ou vert e . Cette premi ère phase est tr ès cour te. Le but es t
just e de mettre en mar che le robot et de place r ses var iables d'état suffisam men t
proches (au sens du T héorème 4-2) de celles d 'un robo t qui déc rirai t la t raj ectoire de
référ en ce, de t elle sort e qu 'i l soit assuré que les singularités déc rit es au T héor ème 4.1
ne seron t jamais re ncont rées lors de l'ut.ilisation de la loi de bouclage dyn ami que .
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Ensuite, pendant la quasi- tota lité du dépla cemen t du robo t , 1.\ loi d e b o u cl a ge
d y n a m iq u e proposée par le Th éorème 4.1 est ut ilisée . Elle assur e que le robot
conve rge puis .5uit la traj ectoire df f·éférence. Le tau x de convergence d u robot vers
sa référe nce est ex ponent iel et peut êt re réglé tr ès facilement pa r l'u t ilisat eur.

Enfin, lorsque le robot est proche dt~ sa posit ion finale. la loi d e h nucl age insta
tic nn ai re proposée par le Théorème 4.4 est employée afin d'a men..r le robot sur
cette posi tion de repos. Ce boucla ge, com me tous les boucl ages instatio nnair es , en
gendre des osci llat ions pour le robot . Cep enda nt , ces oscillations sont J an s notre
cas t res réduites et n'altèren t pas la cOflvergellce d' ensemble du robot en effet , si
lors de la com mut at ion vers la toi de boucl age inst at ionnaire, nous avon s 1I ~1l = ê c.
alors, a u vu de (4.56), les oscillatio ns du robo t sont confinées da ns un di sque de
rayon t. autour d u point visé. Nous verr ons même que ê c est en fait une borne t r ès

conserveüv e et qu'il est possible en pra tique de faire dispar aît re ces oscillat ions.

Cet te s truct ure J e comm ande hybri de compor te 2 comm uta t ions. Pour chac une d 'elles ,
nous PIOp\)~Ons une pro cédure qui ga ra ntit d'une par t , un max imum (1.. continuité pou r
la comm ande, et d'au tr e part , que les diverses singular ités des robots de la clesse "R1sont
évi tées.

En concl usion, cette comman de hybride appa raît t rès nat urelle puisqu 'elle explo ite les
avan rages dc chacu ne des 2 lois utili sées [pou rsuit e ri", t raject oire av..c taux dt' convergence
exponentiel pe ur la loi de bouclage dy nam ique, et stabilisation sur une positio n de repos
pour la loi de bouclage instat jonnaire ] to ut en él iminant leurs inconvénients [im possi bili té
de e'a rr êt..r pour la toi de bouclage dynamique et oscillat ions pour la loi de bouclage
ins ra tionnaire ]. Ce t ravail a fait l'objet d' un article, [TAM95b], et d 'un rap port , [TAM93J.

La st ruct ure de com mande hybride propo s é.. dans ce mémoire est très proc he de celle
que nous avions intr odu ite avec plusieurs aute urs dans [PT BC92] pou r le cas des robots
de la classe "R.~ 0 11 dt' celle proposée da ns [BC93]. Les2 différences principales sont

d'une par t , le modèle du robot est ici linéarisé com plètement grâce à une loi de
bouclage dy nam ique . Dans IPTHC92] ou [BC931, le modèle du robot était linéarisé
parti ellement via une loi de boucla ge sta t ique .

d'aut re part , un t ravail supplémentaire a été réalis éafin Je gara ntir que les singu 
la rités des robots de la classe n1son t évitées, même lors des commu t at ions.

Une autre loi hyb ride a été proposée dan s [DD93) l'u ur différents robots. Elle comporte
une loi J'initia lisatio n boucle ouverte ainsi qu'une loi de bouclage dy namique lin éar isa nte,
mai s pas d.. loi de stabilisati on Il" robot est juste sto ppé brutalement lorsq u'il at teint
la posit ion désir ée {i.e. 1("..B comma ndes son t ramenées de manière discont inue à zéro). Le
problème des singu larités a également été envisagé il est prouvé, par une intégrat ion
di rec te des équa t ions du systf,me en boucle fermée, qu'elles seront év itées lors d u dé
placemen t du robot . C'es t une ap proche beaucou p p l u ~ di recte 'l ue la nôtr e, mais moins
flexible afin de pou voir int égrer les équations du sys tème . la t rajectoire de référence doit
êt re la ligne d roit.. joig nant les positions init iales et final..s parcouruc à. vitess e const ant e.
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L'approche que nous proposons permet à l'inverse de suivre n'importe quelle trajectoire
de référence. Elle peut également être adaptée pour commander des systèmes présentant
des singularités autres que celles des robots de la classe R.~ (elle permet ainsi de garantir
que les obstacles présents dans le plan d'évolution du robot seront évités). Cela est moins
facile avec l'approche proposée dans [DD93].

Cette section se compose de 2 parties c. la ,OCUIVII -r .•J."'. nous détaillons le réglage des
paramètres des 3 lois de commande composant la loi ainsi que les 2 procédures
de commutation. Les performances de cette loi sont simulations
à la section 4.3.3.

4.3.2 Réglage des commutations et des paramètres de la loi
hybride

Choix de la trajectoire de référence

Nous supposons dans cette section que la position finale du robot est <P= O. Cette
hypothèse n'est absolument pas restrictive il est en effet toujours possible, en spécifiant
le repère immobile [0, I,]j, de faire en sorte que les coordonnées de la cible soient effec
tivement <P= O. La position initiale sera notée cPo = (xo, Yo,~)T Enfin, nous rappelons

que compte tenu du choix proposé pour le repère [P,t,jJlors de la modélisation des robots
de la classe R.~, i.e. P = SI (cf. Théorème 2.13), le couple (x, y) désigne les coordonnées

de S1 dans [0, i. i].

Les robots de la classe R.~ peuvent décrire n'importe quelle trajectoire <Prej(t) =

(xrcj(t), Yrej(t), ()rej(t))T En effet, en faisant varier l'orientation ({31'u) des roues di
rectrices, il est possible de donner n'importe quelle valeur à ~ (voir modèle (2.67)). Le
choix de la trajectoire de référence est donc guidé exclusivement par l'environnement du
robot.

Si son plan d'évolution ne comporte aucun obstacle, la trajectoire de référence la plus
naturelle est celle qui amène le point SI depuis (xo, Yo) jusqu'à (0,0) par une ligne droite,
pendant que le châssis du robot tourne sur lui-même de manière à amener également ()
à 0 (voir Figure 4.l-droite). La loi horaire d'une telle trajectoire est donnée ci-dessous
(relations (4.3) (4.4)). Il sera montré qu'il est toujours possible de spécifier la vitesse de
référence de telle sorte que cette trajectoire ne comporte pas de singularité (hypothèses
(a) et (b) du Théorème 4.1).

Lorsque le plan d'évolution du robot comporte des obstacles, la construction d'une
trajectoire de référence devient plus complexe. Pour la simulation décrite à la Figure 4. ]
droite, nous avons construit (xrej(t), Yrej(t,)) en joignant par interpolat.ion polynomiale.
un ensemble de point.s éloignés de l'obstacle. L'orientation du châssis le long de cette
trajectoire, i.e. ()Tej(t), a été choisie tout simplement décroissante linéairement. Lorsque
les obstacles sont plus nombreux, il faut avoir recours à des algorithmes de planification
de t.rajectoires. Dans les 2 cas, la dernière étape dans la construction de la trajectoire
de référence consiste à choisir une vitesse de référence qui assure que <Prej(t) ne comporte
pas de singularités (hypothèses (a) et (b} du Théorème 4.1).
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Nous illustrons l'importance du choix de la vitesse de référence sur le cas d'un robot
équipé de n d

• = 3 roues directrices dont les centres S. ne sont pas se déplaçant
dans un environnement libre de tout obstacle. Nous considérons la décrite
ci-dessus' mouvement en ligne droite de SI combiné avec une rotation châssis.

Le profil de vitesse le plus naturel est le suivant. tout d'abord une vitesse constante.
puis quand le robot se rapproche de sa position finale, une vitesse décroissante. Ce profil
exclut d'emblée les singularités TIl = 0 (hypothèse (b) du Théorème 1.1) en effet, nous
avons Vt i;ej(t) + Y;ej(t) -# 0, ce qui implique, voir modèle pM exemple, que
Vt Tll,rej -# O. A l'inverse, il n'est pas garanti a priori que lo-I 2: (JI

(hypothèses (a) du Théorème 4.1 et relation (4.37) ne sont pas Le choix des
vitesses de référence permet d'obtenir cette garantie en utilisant le modèle (2.68), on
montre que

(4.1 )

En reportant (4.37) dans (4.2), on en déduit que la trajectoire de référence ne comporte

aucune singularité si et seulement si les vitesses linéaires vx2(t) +y2(t) et de rotation

é(t) vérifient pour chaque instant t, la relation.

(4.2)

Une trajectoire de référence, amenant S\ en ligne droite vers 0 pendant
se ré-oriente, présentant un profil de vitesse constant puis IWCTfllSS;,.TlI. "1 vr-r-t n a rrr.

relation (4.2) est par exemple:

Xrej(Tvd) 

Yrej(Tvd)

Brej(Tvd)-

(4.3)

[(~(;.~(~~:;)Y + v(t - Tvd)]

[(~~l~~(~~~;)t + v(t -1~d)14.4)

[(~(;':(~;'~;)dt + v(t - Tvd)]

avec Tdj , Tv d , Tt v , v ct w, 5 paramètres permettant d'adapter la trajectoire de référence

au problème posé:

Tdj : instant correspondant à la commutation depuis la loi d'initialisation boucle
ouverte vers la loi de bouclage dynamique,

v vitesse linéaire sur la première partie de la trajectoire de référence (on vérifie

facilement que pour t E [Tdf,Tvd], Vi;ef(t) + Y;ef(t) = v),

l~d instant où la vitesse de référence cesse d'être constante et. commence à décroître,



4.3. Commande hybride pour la réalisation d'une tâche complète 221

Tt v instant correspondant à la commutation depuis la loi de bouclage dynamique
vers la loi de bouclage instationnaire,

w valeur de la vitesse de référence à l'instant Tt v ,

et e, la constante définie par

8=sign(eo)min(leoi,CTI~) (4.5)

En reportant (4.5) dans (4.3) et (4.4), on vérifie facilement la relation (4.2) est sat-
isfaite. Enfin, la fonction M(t) associée avec cette de référence se déduit
de (4.39).

(4.4) est celle utilisée pour réaliser la simulation

Choix de la dynamique pour la poursuite de trajectoire

La convergence du robot vers la trajectoire de référence lors de J'utilisation de la loi
de bouclage dynamique est décrite par le système linéaire (4.22). Le taux de converrrencc

du vecteur i1i, de même que celui de toutes les variables d'état puisque sont
reliées à iIi par le difféomorphisme (4.19), est de façon évidente exponentiel. Il peut être
réglé suivant les besoins de l'application pratique à J'aide des matrices Hl et H2 , la seule
limitation étant de ne pas imposer un taux de convergence de 1) si rapide qu'il conduit à
une saturation des moteurs.

Le choix de Hl et IIz détermine complètement la matrice A, et donc, relation (4.36),
la fonction f{(t).

Construction de la loi d'initialisation boucle ouverte

La loi d'initialisation boude ouverte doit, entre les instants et t = Td! , amener
le système jusqu'à une configuration i1i(Td/ ) satisfaisant la relation de telle sorte
qu'il soit garanti qu'aucune singularité ne sera rencontrée durant de la loi de
bouclage dynamique (Théorème 4.2). Un grand nombre de techniques peut a. priori être
utilisé pour obtenir ce résultat. Celle que nous présentons ci-dessous paraît cependant la
plus naturelle pour des systèmes tels que les robots de la. classe R1.

La trajectoire de référence
les conditions initiales du

(4.3)-(4.4)) est toujours construite en utilisant
Ainsi, à linst.ant i = 0, nous avons

y(ü) =yo = Yre/(1',l/) e(o) = eo=e,e/(Td! ) (4.6)

De plus, puisqu'à l'instant initial, le robot est à l'arrêt, ré-orienter les roues directrices ne
présente aucune difficulté technique. On peut donc supposer qu'à l'instant t = ü

(4.7)

Par la seule variable du modèle étendu (4.14) qui ne soit à l'instant
t = 0, valeur requise par la trajectoire de référence est "Il, qui est à 0 (le
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robot est à l'arrêt). Malheureusement, 1)] = 0 est précisément l'une des de la
loi de bouclage dynamique (hypothèse (b) du Théorème 4.1). Aussi, en la loi
d'initialisation boucle ouverte doit sur l'intervalle de temps [0,Tdj ] modifier la de
"Il sans perturber les autres variables d'état du modèle étendu (4.14).

Nous proposons d'utiliser un simple mouvement marche arrière marche avant

lorsque le robot est à
que la relation (4.7) soit

nous ré-orientons les roues directrices de telle façon

pour t E [O,~], nous faisons décrire au robot un mouvement en marche arrière
sans toucher il. l'orientation des roues directrices. Le robot est de nouveau à l'arrêt
à l'instant i = Tf-. Il a alors décrit une petite portion de cercle.

pour t E]2f, Tdj [, nous faisons le robot en marche toujours sans
toucher à l'orientation des roues Le robot décrit la portion de
cercle, mais cette fois, dans le sens opposé. La configuration initiale (xo, u«.eo?
sera par conséquent de nouveau rencontrée. En réglant la loi de commande boucle
ouverte de telle façon que cette rencontre se produise pour t = Tdj , nous aurons (en
utilisant (4.6) et (4.7))

x(Tdj ) = e(Tdj) =erej(Tdj)
=urej(Tdj)

En utilisant (4.19), nous en déduisons que

Un calcul élémentaire fournit enfin la valeur minimale positive de "Il(Tdj ), notée
Ill,mm, telle que la relation (4.25) soit satisfaite pour ta = Tdj (M(t) et I«t) sont en
effet des fonctions connues, voir ci-dessus). Imposer à l'aide d'une loi boucle ouverte
la position et la vitesse du robot à l'instant t = Tdj ne pose aucune difficulté; il
suffit par exemple d'utiliser une loi polynomiale en temps de degré suffisant. La loi
d'initialisat.ion boucle ouvert.e est alors complètement spécifiée.

Choix du cône D utilisé par la loi de bouclage instationnaire

La loi de bouclage instat.ionnaire proposée par le Théorème 4.4 assure l'évitement des
et la convergence du robot vers la. configuration 1J = 0, à la condition

initial, c'est-à-dire dans notre cas à l'instant t = T lv , le vecteur fi
l'orientation des roues directrices (relation (4.47)) appartient au cône D par la
Défmition 4.2. L'orientation des roues directrices il. l'instant t = Tt v est déterminée essen
tiellement par référence (on peut en effet supposer qu'à l'instant t

le robot a. rejoint. Le choix de cette dernière étant totalement libre,
n'est pas garanti que nous ayons i\t = Tt v ) E D.
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La Définition 4.2 pour le cône D, comme cela est montré à la Remarque 4.1, peut
cependant être modifiée la seule contrainte sur le choix de D est que ce cône ne contienne
pas de singularité. Nous proposons pour la loi hybride d'utiliser la définition suivante

Pour les robots ne comportant que n d
' = 2 roues directrices ou n dt ~ 3 roues

directrices dont les centres S; sont alignés

--> si cos ,B(Ttv) sin 131 (Ttv) > 0, alors le cône D que nous utiliserons est centré sur
Pa et présente une ouverture au centre 13[ avec

Pa =(l,O,Of
~l = ~

--> si cos ~(Ttv) sin 131 (Ttv) < 0, alors le cône D que nous utiliserons est centré sur
Pa et présente une ouverture au centre ~I avec

= (-l,D,Of

"2

--> cos ~(Ttv) sin 131 (Ttv) = °correspond à une orientation singulière des roues di
rectrices (relation (4.49)). La loi de bouclage dynamique garantissant qu'à
l'instant t = Ttv, l'orientation des roues directrices n'est pas singulière, ce cas
de figure ne peut pas se produire.

Pour les robots comportant ndt ~ 3 roues directrices dont les centres S, ne sont pas
alignés, le cône D que nous utiliserons est centré sur Pa et présente une ouverture
au centre f3iavec

Pa = (cosf3(Ttv)sinf31(Ttv),-cos~(Ttv)cosf31(Ttv),0)T
~I = ~ {=;> (Y = (YI

On vérifie facilement d'une part, que les cônes D définis ci-dessus ne renferment au
cune singularité de 20s ou de 30s (relations (4.49) ou (4.48)), et d'autre part, que

P(T tv) app'art ient toujours à' c~s cônes (pour le cas n dt ~ 3 et S. non alignés, la loi
de bouclage dynamique, puisqu'elle garantit que les singularités sont évitées, assure en
effet que 1~(Ttv)1 S ~). La loi de bouclage instationnaire peut donc être utilisée sans
restriction et assure la convergence de 4>vers °et l'évitement des singularités. La seule
différence par rapport aux conclusions du Théorème 4.4 est que les valeurs finales de (31
et ~ ne seront plus %et °mais (31(Ttv) et ~(Ttv)' L'orientation finale des roues directrices
étant sans intérêt pour l'utilisateur, ce changement est sans importance.

Ces nouvelles définitions pour le cône D ne sont pas plus restrictives que celle donnée
par la Définition 4.2 il est en effet immédiat que la surface de ces nouveaux cônes sur
la sphère unité est identique à celle du cône donné par la Définition 4.2, le vecteur P
possède donc la même liberté de variation. Nous avions retenu la Définition 4.2 dans
le Théorème 4.4. juste pour ne pas alourdir la preuve de ce théorème avec des variables
supplémentaires.
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Oscillations du robot pendant l'utilisation de la loi de bouclage instationnaire

La principale faiblesse des lois de bouclage instationnaire est, raison de la
présence d'une excitation périodique en temps (le terme g(t,</J) pour loi (4.53) pro-
posée par le Théorème 4.4), les trajectoires du sont très oscillantes (voir par
exemple les Figures 4.4 et 4.12). Cependant, de lois soit utilisé au sein
d'une commande hybride réduit très signihcativelnent cette faiblesse.

Tout d'abord, au vu de la relation (4.56), les oscillations du robots pendant l'utilisation
de la. loi de bouclage instationna.ire sont nécessairement confinées dans un disque de rayon

autour de la configuration finale. \.jeLl.eoorue esi, '='11 1<L1L 1.II·es I,iirge,
le robot est dans une configuration optimale pour atteindre configuration
en effet, à t = Tt v la trajectoire du robot coïncide presque parfaitement avec la

de référence, qui par construction, amène le robot en ligne droite vers O. Si
la de référence w (équations (4.4)) est choisie de telle manière que l'évolution de
la variable 1/1 soit continue lors de la commutation depuis le bouclage dynamique vers le

inst.ationnaire (ce choix est toujours possible), alors la trajectoire du robot ne
pas de brusque variation dans les premiers instants qui il continue à

avancer selon la ligne droite. Soit Tos l'instant où le robot On déduit
de (4.56) les oscillations sont confinées dans un disque de rayon 11</J(Tos)11 autour de

finale.

est proche de l'instant où sont égaux à. leur
(0,0,0,0), plus les 2 disques un rayon petit

plus le robot s'approche de la position finale, plus il se rapproche de la sin
= 0 de la loi de bouclage dynamique (hypothèse (b) du Théorème 4.1). Les
demandées aux actionneurs tendent alors vers l'infini. Aussi le choix de 'l~v

est dicté par les possibilités des actionneurs.

4.3.3 Simulations de la loi hybride

Description des simulations

l'exemple d'un robot équipé
et pour lequel la dimension

Pour la première, nous avons
d'évolution du robot. La
paramètres suivants

configuration initiale (xo, Yo,eo) = (10 m ,10 m ,~ rad)

instants de commutations (Tdj , Tv d , Tt)))= (1 s ,12 s ,14.8 s)

vitesses de référence (v,w) = (1 m.s '! ,0.68 m.çl)

Tt))et lU, ont été choisis arbitrairement, dans le seul but
trajectoire réaliste. Les 2 derniers paramètres ont à l'inverse été construits
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de manière à ce que la variable Til soit continue lors de la commutation depuis la loi de
bouclage dynamique vers la loi de bouclage instationnaire, i.e. à t = Ttv. Pratiquement,
nous avons calculé 1Yref(Ttv) pour différents couples (Ttv.11!) jusqu'à ce que T/J,ref(Ttv) soit
égal à la commande Tf1 donnée la loi de bouclage instationnaire (4.52)) La fonction
M(t) associée à cette s'écrit (il suffit de reporter (4.3)-(4.4)et ('1.19) dans
(4.39))

{
For t E

For t

M(t) =0.6286

M(t) = 0.6286 ((w - v)(t-=T~~~2 +1))

Les matrices [JI et déterminant le taux de convergence de la loi de bouclage
dynamique ont été choisies respectivement à 6.4 Jd3 X 3 et 4 [d 3 x 3 . Ce réglage cor-
respond à un temps de réponse à 5 % égal 5 secondes pour chacune des fonctions de
sorties. La fonction g(t) est alors donnée par (4.36), et enfin, en choisissant e = 0.0], on
obtient à l'aide des relations (4.25) et (4.8) que TlI,mm = 0.53]3 m.s"!

Pour la seconde simulation, nous avons supposé qu'un disque de rayon r = 1 rn, centré
sur (6.25m,6.25m) (dans le repère [0,[, J1) était présent dans le plan d'évolution du
robot (voir Figure 4.I-droite). La trajectoire de référence a été construite en joignant
par interpolation polynomiale des points éloignés de l'obstacle. Le calcul de T)l,mm utilise
cette fois la relation (4.41) au lieu de la relation (4.25).

Résultats de simulation

La Figure 4.1 présente la trajectoire cartésienne du robot dans le cas où il n'y a pas
d'obstacle (Figure 4.1-gauche) puis dans le cas où l'obstacle décrit ci-dessus est présent
(Figure 4.1-droite). La Figure 4.2 ne présente par contre que les résultats de simulation
pour le cas sans obstacle.

Dans les 2 simulations, le mouvement général du robot très naturel le
robot se déplace en ligne droite vers la configuration finale cela est possible,
ou en contournant d'une manière C= les obstacles lorsque sont présents. On
constate que la loi de bouclage instationnaire n'engendre aucune oscillation visible. Celles
ci apparaissent en fait à partir de t = Tos = 20 s. Cependant, à cet instant, une précision
satisfaisante d'un point de vue pratique a déjà été obtenue. Nous avons en effet

(x(Tos),y(Tos),f)(Tos)) = (-0.0042 m, 0.0094 m , 0.0243 rad) (4.9)

La loi de commande hybride peut par conséquent être arrêtée (l'erreur est minime sachant
que le robot est parti initialement d'une distance de 10V2 m de la configuration désirée).
S'il était nécessaire, la précision pourrait être accrue en continuant d'utiliser la loi de
bouclage dynamique au-delà de t = Tos' serait
pas dégradée car les oscillations du robot et (4.56), dans
un disque de rayon 0.0264 m autour de la configuration

La '_' i e u t v: "".L.-lIUU(;I"" met en évidence que la trajectoire du robot rat tra.pe puis suit la
ne,,,,,,,",,,, a.ve«: une- très bonne précision. En effet, comme attendu, l'erreur
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Figure 4.1: Trajectoire cartésienne du robot
gauche Trajectoire sans obstacle droite Trajectoire en présence d'uIl obstacle
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sur chaque variable d'èt at converge exponen tiellement vite vers zéro. Les er reurs sur y ct
(7 n'on t pas été représentées car la première est ident ique à celle de x et la seconde rest e
égale à zé ro pendant to ut Il' te mps où la loi de bouclage dynamiq ue est utilisée, prouvant
ains i que les singula rit és décrit es par (4.37 sont évitées (h ypothèse (a) du Théo rème 4.J).
La Figure 4.2-droite en fin met en évide nce, que d 'une par t nous avons réussi à obtenir une
var iation continue de 'lI, et 'lu e d 'autre part '11 est resté différent de zéro pendan t toute
la durée d'utilisation de la loi de bouclage dynam ique [hyporhêse (b) du T héorème 4.1).





Chapitre 5

Commande en présence de
glissements

Les lois de bouclage proposées au Chapitre '1 ont été construites en supposant que les
robots mobiles vérifiaient plusieurs ensembles d'hypothèses

Hypothèses 2.1 décrivent la structure des robots et cie leur environnement,

Hypothèses 2.2 . roulement pur sans glissement,

Hypothèses 2.7 : les paramètres inertiels sont connus,

Hypothèses 2.8 les robots sont complètement actionnes.

Chaque groupe d'hypothèses a été discuté les Hypothèses 2.1 et 2.2 ont été discutées
il la section 2.1, les Hypothèses 2.7 et 2.8 l'ont été à la section 2.3.3.c. Il est alors
apparu que celles qui ouvraient le plus à débat étaient les Hypothèses 2.7 et 2.2. La
mauvaise connaissance des paramètres inertiels est un problème général en commande
des systèmes, ct a donné lieu à une abondante littérature. Le problème posé par le
glissement des roues sur le sol est à l'inverse spécifique aux robots mobiles à roues et a été
jusqu'à présent peu étudié. Aussi, dans cc mémoire, nous n'envisagerons pas les problèmes
de robustesse paramétriques, i.e. nous conservons l'Hypothèse 2.7. Nous donnons juste,
page 55, quelques pistes pour les aborcler dans le cas des robots mobiles. Nous étudions par
contre les phénomènes de glissement, i.e. nous relâchons l'Hypothèse 2.2. La modélisation
des robots mobiles à roues en présence de glissement a été discutée au Chapitre 3. Dans
ce chapitre, sur la base des résultats obtenus au Chapitre 3, nous étudions la commande
des robots mobiles à roues lorsque les hypothèses de roulement pur sans glissement ne
sont pas satisfaites.

Plus précisément, à la section 5.1, nous décrivons les résultats proposés dans la lit
térature pour la commande des robots mobiles à roues en présence de glissement. Ceux-ci
peuvent être séparés en 2 catégories: certains de ces résultats proposent des outils per-
mettant d'évaluer la robustesse des pour les robots mobiles
sous les Hypothèses 2.2, lorsque ces hypothèses sont (section 5.1.1). Les autres
proposent des techniques de commande qui prennent en compte le phénomène de glisse
ment (section 5.1.2). A la section 5.2, nous nous plaçons dans cette seconde optique.

229
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Nous considérons le cas des robots de la classe R5, c'est-à-dire les robots dont les équa
tions sont les plus simples, et nous recherchons, en prenant en compte les glissements, à
assurer la poursuite d'une trajectoire pré-spécifiée ne présentant pas de position d'arrêt.
Ce dernier point est imposé, non plus par l'obstruction de Brockett, mais simplement
parce que nous ne connaissons pas de modèle de glissement lorsque la vitesse du robot
est nulle (cf. 3). C'est pour cette raison également que nous ne proposons
pas de loi de Cette section est comme suit à la section 5.2.1,
nous détaillons, en nous appuyant sur le 3, le modèle d'un robot de la classe
R5 rendant compte du phénomène de glissement. Nous proposons ensuite, section 5.2.2,
une loi de poursuite de trajectoires pour le modèle cinématique, basée sur des techniques
de linéarisation comme précédcrncment à la section 4.1 La robustesse de cette
loi vis à vis des de contact est assurée grâce à,un schéma adaptatif. Enfin, à
la section 5.2.3, nous considérons le modèle dynamique du robot. Nous montrons tout
d'abord que le schéma adaptatif ne permet plus de garantir la robustesse de la loi dt-'
poursuite de trajectoire vis à vis des conditions de contact. Nous proposons alors une
loi empirique, dont les performances sont illustrées par des simulations. Ce travail a fait
l'objet d'un rapport, [TAM95a].

5.1 Résultats existants

Dans cette section, nous poursuivons l'étude bibliographique commencée au Chapitre 3.

Dans ce chapitre, nous avions présenté et comparé différents articles où le problème de
la modélisation des phénomènes de glissements était abordé. Nous reprenons maintenant
ces travaux, et présentons les techniques proposées par leurs auteurs pour tenir compte du
glissement dans la commande des systèmes étudiés. Cette étude est divisée en 2 parties:
à la section 5. ] .1, nous présentons l'approche perturbations singulières proposée dans
[ACB95b]. Cette approche est utilisée comme un outil pour évaluer la robustesse des lois
de commande construites sous les hypothèses de roulement pur sans glissement, lorsque
ces hypothèses ne sont plus vérifiées. Les autres auteurs mentionnés au Chapitre 3 suivent
une autre démarche ils proposent des lois de bouclage qui prennent explicitement en
compte le phénomène de glissement. Ces lois sont présentées à la section 5.1.2.

5.1.1 Analyse par perturbations singulières de la robustesse
des lois de commande construites sous les Hypothèses 2.2

L'utilisation des perturbations singulières pour analyser la robustesse des lois de bouclage
calculées sons les hypothèses de roulement pur sans glissement, lorsqu'elles sont appliquées
sur un robot mobile qui peut déraper, a été proposée initialement dans [ACB95b], et a
été illustrée par le rapport de stage [Ren93].

Le modèle proposé dans [ACB95b] pour rendre compte des glissements d'un robot mo
bile est décrit à la section ;{.2.1 : lorsque les hypothèses de roulement pur sans glissement
ne sont pas satisfaites, le modèle générique d'un robot mobile à roues (i.e. l'équivalent
du modèle (2.51) obtenu lorsque les 2.2 sont vérifiées) est donné par le sys-
tème (3.77). La constante E, qui dans ce modèle, est un paramètre petit qui,
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au vu de (3.75), mesure l'écar t ent re le sys tè me rée l et les hypothèses de roulement pur
sa ns glisse ment. En part icul ier , si c = 0, le modèle (3.77) est a lors exa ct em ent identi que
ail mo dèl e (2 .51) . Le prob lème de la robustesse d' une loi de commande calculée sou .. les
Hypot hèses 2.2 de roulement pur sans glissem ent peut alors ê t re formulé comme suit

Soit u(q,'1,t ), une loi de comm ande wlculù pour le SY$tim e sans glissement (2 .5 1).
Cett e loi ('st robuste si, pour-le pam metre ê dll modèle at'f'C glissement (3.77), il ezist e

une valeur é",u , telle que la trajectoire du mod èle avu gli.~s em enl (3. 77), sous l 'effe t de
la loi u(q,'1.t) , ~ste dans un voisinag e de la tr-ajectoiO' du mod èle sans glIssemen t (2.5 1)
auquel on aurait appliquÉ la mi m e loi u(q,'1,t ).

La com ma nde u(q,1/,t) dont la rob ustes se est an alysée dans [AC I395bj , est la loi de
po ur su ite de tra jectoires propo sée par ces mêm es aute ur s dan s [ACR95a] il s'agit d 'une
loi de re tour d'état sta ti que qu i linéarise de man ière exa ct e une part ie des équ ation s du
modè le (2.5 1) (celle corresp onda nt à. la posi tion cart ésienne du robot et a sa déri vée)
Cette loi assu re d'u ne par t , la con vergence exp one nt ielle de la posit ion d u robot ver s la
pcsi ticn spécifiée par la t rajec toire de r éférenc e, e t d 'aut re part la bor nit ude de s var iabl es
non -linéari sées (com me l'orientat ion () par exe m ple)

Il es t prouvé dan s [AC R95b], a l'aide d 'une app roche pert urbat ions singuliè res (voir
[KK0 86] ou [Kha,92, Ch. 8] pa r exemple), que cet te loi est robuste au sens défi ni ci
dessus. Plu s précisémen t , il est montré que ([ACB95b, T h. 3]) sous quelq ues hyp oth èses
(t rès peu rest rict ives en prati que) sur la force de contact roues -sol F(q, '1), le mod èle avec
gliss ement (3.77), lorsqu'il est com mandé par la loi de linéa risatio n par t iel le, es t sous
form e sta nda rd pou r les théorèm es de T ikh oncv. Ces der niers assurent

--+ l'existence d 'une err eur initiale m axi ma le entre la configuration du robot e t la rra 
jec toi rc de référen ce,

..... l'e xis tence d 'u ne condi tion de contact limi te e...ar ,

telles q ue la t rajectoire cartés ienne du modèl e avec glis sem ent (3.77) , lorsque celu i-ci es t
commandé par la loi de linéar isat ion part iel le. rest e pou r tout inst an t t dans un voisi
nage de ta ille Ote ) autour de la t raje ctoire cart ésien ne du mod èle sans glissem ent (2 .5 1),
lor sque cel ui-ci es t commandé par la même loi. Une derni è re démonst rat ion per met alors
de mont rer que to utes les var iabl es du modèle (3.77), comme celle s précédem ment du mod 
de (2.51), sont born ées . Ces résu ltat s lie sont tou tefois que qualitat ifs , la valeu r de E... u

pa r exe m ple n'est pas calculée explicitement . rk s simulat ions, présenta nt la po ursu ite
J 'une droite, pu is d' un cercle, par un robot de la cle sse R~ illust rent ~.~tt. " rob ustesse .

La méthodologie développée dan s [ACU95b] pour ana lyser la robuste sse de la loi
de linéar isa t ion partielle, peu t t rès cert ainemen t êt re ut ilis ée po ur éva luer la rob ustesse
d 'autr es lois de comm ande. Dans [Ren93J, de s simula t ions ident iqu es à celles décr ites dan s
[ACB95bl, ont ét é réal isées pour des robots app arte nant aux classes ~ et n l, avec une
loi de re tour d 'éta t dy namique linéarisant complètement le modèle sans glissement (2.51).
Aucune preuve de robu stesse n'est pr~_~<: nt"'e , c:~pendant les simu la t ions mo ntrent un corn
por lement iden t ique à celui observé dan s {ACB95b) avec la loi de linéa risation par t ie lle .
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La loi dynamique apparaît en fait légèrement plus robuste que la loi statique. Cela tient
certainement au fait qu'avec la première loi. toutes les variables du modèle (2.51) sont
linéarisées et par conséquent commandées,

Ces résultats de robustesse sont très encourageants. Les lois de poursuite de trajectoire
par linéarisation, dont nous avons discuté à section -l.L, naturellement
robustes par rapport aux glissements. Si maintenant l'on c'est-
à-dire ne plus converger vers un voisinage de la de référence, vers cette

et ce en dépit des glissements. les lois section 4.1 ne sont bien sûr plus
Il faut prendre en compte explicitement ces glissements dans le calcul de

la loi de commande. Dans le reste de ce chapitre, nous nous intéressons à ce problème.

5.1.2 Synthèse de lois de bouclage prenant en compte les phé
nomènes de glissement

NOLIS présentons, dans cette section, les lois proposées par les différents auteurs mentionnés
au Chapitre 5.

Lois de commande proposées dans [A1l94]

Dans [A1l94], l'objectif de l'auteur est de construire, pour un véhicule dont seules les
2 roues avant sont orientables, une loi de commande qui réalise de façon autonome la
manœuvre de changement de dans l'optique du dépassement d'un véhicule roulant
moins vite. Cette loi est dans le but de déterminer si un dépassement est
faisable ou non (les travaux présentés dans [A1l94]ont été réalisé dans le cadre du projet
d'assistance à la conduite PROMETHEUS).

Le modèle d'une voiture proposé dans [A1l94]est très complet: il rend compte (voir
page 146) des glissements, du roulis, des déports de charge, des forces aérodynamiques,.
Ce modèle est utilisé pour éprouver en simulation les lois de commande proposées, par con
tre ces dernières sont construites sur un modèle beaucoup plus simple, où seule apparaît la
dynamique horizontale du véhicule (pas de roulis, pas de déports de charge, ). Ce mod
èle simplifié est très semblable au modèle (:UOl)(3.102)(3.103) proposé dans [MCH91].
Deux techniques de commande sont considérées successivement dans [A1l94] . la première
consiste à calculer une approximation linéaire de ce modèle, et d'en déduire des lois de
commande linéaires. La seconde consiste en une linéarisation exacte du modèle.

Utilisation du linéarisé tangent du modèle d.e la voiture

Si l'on suppose, d'une part que la vitesse de la voiture est constante (V = Vi) pen
dant la manœuvre de dépassement, et d'autre part que l'angle de braquage des roues est
faible (de sorte que Vy ct w restent voisins de 0), il est alors possible de raisonner non
plus sur le modèle non-linéaire de la voiture, mais sur son linéarisé tangent autour de la
configuration
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avec Cm et ex les 2 commandes, respectivement le couple moteur ou freineur appliqué
aux roues avant et leur orientation (les roues arrière sont non-orientées). Une propriété
remarquable de ce linéarisé tangent est qu'il est découplé: la commande Cm n'agit que sur
\1,.,tandis que la seconde commande Cl' n 'agit que sur \ly et w. Ce linéarisé tangent étant
cornmandable (à la condition que Vi10), on peut pour le commander utiliser n'importe
quelle technique de commande linéaire. Dans [A1l94],l'auteur propose d'utiliser différentes
techniques de placement de pôles.

La principale faiblesse de cette approche est que l'on s'est placé à vitesse constante.
Or dans une manœuvre de dépassement, il est naturel d'accélérer. Aussi, si l'on veut dans

la pratique, utiliser ce type de loi de commande, il faudrait recalculer périodiquement le
linéarisé tangent au fur et à mesure que la vitesse de la voiture augmente, ce qui est assez

contraignant et fait perdre beaucoup des avantages de la loi linéaire (principa!cment son
temps de calcul très court).

Une autre loi, basée sur le linéarisé tangent du modèle de la voiture, est également
[A1l94J. Il s'agit d'une commande boucle ouverte réalisant la manœuvre de

en un temps T laissé au libre choix du conducteur. La loi proposée est très
simple (l'évolution du vecteur d'état en fonction du temps est choisie polynomiale. le calcul
de la commande se résume alors à quelques manipulations algébriques), très performante
lorsqu'elle est simulée sur le linéarisé tangent du modèle qui a servi à son calcul, mais très
peu robuste (comme toute commande boucle ouverte). Comme d'une part on ne peut pas
supposer connues les rigidités de dérive D des roues, et que d'autre part que le modèle
sur lequel est calculé la commande est très approché (ce n'est ni le modèle complet, ni le
modèle horizontal, mais uniquement son linéarisé tangent), le manque de robustesse de
cette seconde loi empêche son utilisation en pratique.

Utilisation du modèle non-linéaire de la »oiiure

Afin de pouvoir faire varier plus librement la vitesse de la voiture lors du dépassement,
une seconde approche, basée cette fois-ci sur le modèle horizontal non-linéaire de la voiture,
est proposée dans [A1l94]. Il est montré que ce modèle peut être partiellement linéarisé
de manière exacte, en considérant comme fonctions de sortie la vitesse d'avancement et le
déplacement latéral, et en utilisant l'algorithme d'extension dynamique présenté page 154
à la section 4.1 Une analyse complémentaire prouvant que la partie non linéarisée est
asymptotiquement stable, cette commande peut être utilisée sans réserve. Des résultats
de simulation montrent une bonne robustesse naturelle de ce type de loi. Cependant
l'auteur insiste sur le fait que le temps de calcul de la loi non-linéaire est plus long que
celui de la loi linéaire mentionnée plus haut, ce qui, suivant les conditions d'utilisation,
peut poser parfois quelques problèmes.

Lois de commande proposées dans [Ack93J

Comme cela a été présenté à la page 126, l'objectif de l'auteur dans [Ack93] est de
contrôler la dynamique latérale d'une voiture à 4 roues directrices lorsque celle-ci se dé

à vitesse constante. Le modèle proposé dans [Ack93], calculé à partir du schéma
simplifié felDrésenté,sur la Figure 3.19, correspond aux équations (3.119).
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La co mm ande tr adi tionnelleme nt ut ilisée pour contrô le r la dyn amique latérale d ' une
voiture est

(5 J)

avec 0f-"f' Ill. comm an de d 'orienta tion des roues avant, spéc ifiée par le cond ucteur via
le volant . [R_~ faibless es de celte com mande sont mises en évidence da ns [Ack93]. Le
liné arisé ta ngent du sys tème (3. H 9) comma ndé pa r la loi (5. 1) mont re que

les valeu rs propres du sys tè me bou cl é ain si ob tenu sont sta bles, ma is se rapprochen t
de l'a xe ima ginair e lorsque la vitesse dt" la voi tur e augmente,
Cc sys t ème éta nt J 'or dre 2, il es t possible de ra isonner éga leme nt en term e d 'am ort is
acment et de puls ation pr opre. Ln rap ide calcul montre qu e tou s de ux dép endent
de la vit esse de la voiture.

la forc e tra nsve rsale F~ engendrée sur les roues avant, dé pe nd hien sûr de l'o rient at ion
des roue s event, i.e. de Of, mais aussi, ce qui est moins nat urel, de la vitesse de
rot a t ion de la voiture w.

Si l'on écrit enfin la fonct ion de tran sfert ent re f~ et Q/"'I ' on obtient une fonct ion
du second ordre, dont les pôles, se rapprochent égale me nt de l'axe imaginai re quand
la vitesse de la voitu re augmente.

Deux loi de retour d 'I;tat , l'une pour la comma nde en or ientation des roues avant
Of) , l'autre pour la commande en orientat ion des roues arrie re (i .e. a, ), sont
dan s [Ack!.l3] pour éliminer ces fa iblesses

Le pr emie r retour J 'état propos é comm and e en fait, non p1l.1S al , ma is sa dérivée , ce
qui , com pte te nu de l'i ner t ie du mécanis me d' orientat ion des roues , n 'est absol ument pas
rest rictif, bien au conl ra ire. Cette premi ère commande perm et

de fair e disparaît re w dans la dyna mique de la force transversa le F~. Si on linéarise
le sys tè me en boucle fermée ainsi obt enu, on con sta te que la fonction de transfert
reliant f~ à la com mande <II est un s imp le premier ordre , dont la constante de tem ps
peut ê t re ren d ue invar iante par rappo rt à la vitesse du véhic ule par un sim ple pré
filt rage'de la commande. Ce passage du second au premier ord re, et la dis parition de
la vite sse dan s l'expression des pôles font qu e le comportement la té ra l ,le la voiture
devient be aucoup plus facile à a ppréhende r pour le condu cteur (qui contrôle Of via
son vola nt ).

d'o bte nir, pou r le polynôm e caract ér istique d u linéarisé tangent du syst ème bou cl é
ainsi ob tenu , une pulsa t ion prop re indé pen dante de la vitesse de la voit ure. Par
u>IIt re, J'amort îssem ent continu e à en dépe ndre.

Le sec ond retour d ' état PTOJlO* est une command e pour l'o rien tat ion des roues arrières ,
i .e. a , L'auteur mon t re que cette commande

n'affecte absolum ent pas la dy namique de Fil' qui res le un premier ordre, ind épe n
dant de la vitess e de la voit ure.
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élimine complètement la dépendance en la vitesse de la voiture pour le polynôme
ca.ra.ct.èrrstroue d u linéarisé tangent du système en boucle fermée la pulsation pro

deux indépendants de cette vitesse, ce qui améliore
sensiblement la. sécurité lors de la conduite du véhicule.

Loi de commande proposées dans [MT92]

Comme dans [Ack93], l'objectif des auteurs dans [MT92] est de contrôler la dynamique
latérale d'une voiture lorsque celle-ci se déplace à vitesse constante. Le modèle proposé
dans calculé à partir du schéma de voiture représenté sur la Figure 3.18, corre

(3.104) et (3.105).

La loi de commande proposée dans [MT92] est construite en 2 étapes. La première
consiste à rechercher quelles sont les entrées les plus pertinentes pour contrôler la
namique latérale d'une voiture parmi l'orientation des roues avant Œj, des roues
Or, la différence entre le couple appliqué sur la roue ava.nt droite et celui appliqué sur
la roue avant (Cf~tte différence agit sur Fx,1 - la différence entre le couple
appliqué sur roue arrière droite et celui appliqué sur roue dif-
férence agit sur La méthode proposée pour proceder a ce choix dentrees est
la suivante si on les termes du second ordre comme }'y"on et si on
considère que les sommes (puisque la vitesse de la
voiture est (3.104) et CU 0,5) forment un système
linéaire

(5.2)

On montre Iacilerneut que la matrice A est stable. Le vecteur d'état (Vy,wjT, par con
séquent , tend asymptotiquement vers

(5.3)

Si maintenant, pour chaque couple d'entrées possibles, on calcule, via (5.3), l'ensemble
des valeurs que peut atteindre le vecteur d'état (Vy,w)T lorsque les commandes prennent
toutes les valeurs possibles, on obtient que le choix d'entrées qui offre à (1f;,wjTla plus
grande plage de variation, et qui sera à ce titre jugé le plus pertinent, est (O:j,CYr).

La seconde est la construction proprement dite de la loi de commande. Les
entrées étant bien et ÜT> nous avons par conséquent = O.
Le système (5.2) se donc sous la forme d'un et 2
commandes. Un retour d'état linéaire quadratique, par la vitesse du véhicule
et les conditions de contact roues-sol (i.e. les est proposé pour contrôler ce

La vitesse du véhicule est mesurée en ligne, quant aux conditions de contact,
auteurs proposent de les estimer en temps réel par un algorithme adaptatif de type

moindres carrés.
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Loi d e comm a nd e prop osée d llllS [M C H 91]

L'ob ject if des aut eurs est encore une fois de cont rôler la dynami que latérale d 'une
voitu re lorsq ue celle-ci sc dép lace à. vitesse constante. Le modè le prop osé dan s (MC H91],
calcu lé à par t ir du schéma simplifié repré sen té sur la Figure 3.19, correspond aux équ a
t ions {3.lO1)( 3.102)( 3.103).

La loi de r etou r d 'ét at proposée dan s [Me Il 91] pour résoud re ce problème paraît
pur em ent int uit ive, aucu ne preu ve de sa convergence n'est donnée dans l'a rt icle. Le
pri nc ipe est le suivan t soit {TrI:.W·j, erreur, el erreurs respec tivementla dista nce en tr e
C j (voir Figure 319) et son projeté sur la t ra jectoire à suivre, la dist ance entre Cr (voir
Figure 3.19) et son proj et é sur la même tra jectoire, et l'angle en tre l'a xe longitu di na l du
véh icul e et la ta ngente il. la tra jec toire en a, projeté de C (voir Figu re 3.19) sur cette
tr aj ectoire. Un rap ide croqu is mont re que le re tour d'é tat suivant engendr e to ujou rs un
mouvement ver a la t raj ectoi re de référe nce

J 0 1 = k1err eur , + kl crr eur s
l o. = k1erreur r +k1er r eu r,

où k1 et k1 sont 2 constantes aj usté es en simulations. Nous ignorons si cette loi es t é tay ée
par une é t ude th éoriq ue. Les simulat ions présenté es dans [MC H91] sont en to ut cas très
co nvaincantes.

Lo i d e eor n m ande pr op osée dan s [Lee92]

L'object if de l'a uteu r est tou jours de cont rôle r la dynamique latéra le d 'Une voi tur e
lorsq ue cel le-ci se dépl ace à vitesse constan te. Le modèle proposé da ns [Lee92], calc ulé à
part ir du sché ma simplifié rep rése nté sur la Figu re 3.19, correspond aux équa t ions (3.106 )
à (3.114).

La loi J e commande proposée par [Lee92] n'es t pas une loi de reto ur d' ét a t. Son
princ ipe le suivant l' informat ion fourn ie par une caméra placée sur la voitu re est uti lisée
pour ca lcu ler en temp s réel la courbure de la t rajectoire de référen ce (une ligne blanche
pei nte sur le sol par exemple) j uste devant le véh icule , mais aussi en plusieu rs point s
rég ulièr eme nt espacés, en am ont d l! véhicu le. Cette informat ion est ensuite reportée dan s
un algo ri th me qui calcule les comm andes optim ales pour que la voiture suive la t raject oire
dési rée. Cet te loi J e com mande n'e st pas un retour d 'ét at , ca r il y a préd ict ion elle ut ilise
l'in formation su r la t raj ecto ire de référence à l' inst ant pré sent , ma is aussi au x inst ants
fut urs.

Loi Ile c o m m a n d e p r oposée d an s [TC91)

L'ob jectif des auteurs dans [l'C9 lj (voir page 128) est cene fois de cont rôler la dy
nam ique longit udi nale d'une voi ture se dép laçant en ligne dr oite, en ass ura nt que la va ri
able dl' glissement 9 ne quitt e jamais IIIzone de pseudo-glisseme nt (i .e. 191< g. ) (pour des
raisons évid ente s de sécur ité). Dit aut rement, les auteu rs ont pour obje ct if de constru ire
un e loi ABS-ASR. Le modèle proposé dan s [l' C911, calcu lé à par ti r d 'u n sys tè me idéalisé
composé d' un e seule roue, correspond aux équat ions (3 .120)-(3. 121).
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La commande proposée dans [TC9l] est basée sur la théorie des surfaces
les variables vitesse longitudiale Vr et vitesse de rotation 1/J sont attirées vers surfaces
qui assurent que sont contraintes de se déplacer le long de ces surfaces. La
loi de commande n'est bicn sûr, contrairement à toutes les lois proposées
précédemment, pas continue

5.2 Commande des robots de la classe R6 en présen
ce de glissement

Dans la littérature sur les robots mobiles, les lois de commande prenant explicitement en
compte les glissements sont essentieJlement des lois de commande partielles, dans le sens
qu'elles ne contrôlent qu'une partie de la dynamique du robot. Ainsi, à la section 5.1.2, les
lois proposées dans [Ack93], [MT92] ou [MCH9l] ne contrôlent que la dynamique latérale
du robot. A l'inverse, la loi de commande proposée dans [TC9]] contrôle uniquement
la dynamique longitudinale La loi proposée dans [AJl94] cc:.ntrôle les 2 dynamiques,
cependant seules la vitesse longitudinale est effectivement contrlée, pas la position. Enfin,
la loi proposée dans [Lee92] contrôle la totalité du modèle du robot, mais ce n'est pas une
loi de retour d'état.

Notre objectif dans cette section est de construire une loi de retour d'état, qui prenne
explicitement en compte les cl qui contrôle cette fois l'ensemble de la dy-
namique du robot considéré. nous cherchons à consruire, pour le modèle
d'un robot mobile tenant compte des les mêmes types types de lois que
celles construites au Chapitre 4 dans le cas d'un pur sans glissement. Comme
nous ne connaissons pas de modèle de glissement lorsque la vitesse du robot est nulle
(cf. Chapitre 3), nous ne pouvons cependant pas rechercher de loi de stabilisation. Nous
nous concentrons donc sur la poursuite d'une ne comportant de

Pour aborder ce problème, nous que le cas des de
cest-a-cnre ies robots dont les équations sont les plus simples. Une partie des résultats

cette section a été obtenue lors de l'encadrement du stage d'E. Sachet. Ils
apparaissent donc dans [5ac93].

Cette section est organisée comme suit à la section 5.2.1, nous présentons le modèle
des robots de la classe R'5 rendant compte du phénomène de glissement, qui sera utilisé
aux sections 5.2.2 et 5.2.3. Ce modèle a déjà été présenté au Chapitre 3, il s'agit du
système (3.100). Cependant, comme nous allons l'utiliser abondamment, nous apportons
quelques détails sur la manière dont il a été construit. Les entrées du système (3.100)
sont les couples appliqués sur chacune des roues motrices. Par analogie avec les modèles
cinématiques définis dans le cas roulement pur sans glissement, il est possible, en con
sidérant cette fois les vitesses de rotation des roues comme les entrées, de simplifier le
modèle (3.100). On obtient le système (3.95), qui est appelé modèle cinéma
tique. La section 5.2.2 est consacrée à la construct.ion d'une loi de poursuite de trajectoire
pour ce modèle cinématique. Le même problème est. étudié à la section 5.2.:1, pour le cas
du système complet (3.100), appelé modèle dynamique par analogie avec le cas roulement
pur sans glissement.
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5.2.1 Modèle d'un robot de la classe ?<-5 rendant compte des
glissements

Le robot de la classe n~ que nous considérons dans cette section est décrit sur la Figure 5.]
Il comporte 2 roues fixes ayant même axe (roues 1 et 2), actionnées chacune par un moteur,
plus une roue désaxée non actionnée.

Pour construire le modèle du robot présenté à la Figure 5.1, nous posons tout dabord
l' Hypothèse suivante

Hypothèse 5.1 La dynamique de la roue désaxée peut être négligée

Nous que la roue désaxée n'affecte pas la dynamique du robot décrit 5717' la
Figure 0

Autant cette hypothèse était parfa.itement exacte sous les Hypothèses 2.2 de roulement
sans glissement (relation (2.17)), autant elle est très discutable lorsque le robot peut

En effet, il est clair qu'en fonction de la valeur des variables de glissement et
dérive de la roue désaxée, le mouvement général du robot sera légèrement différent.

Cependant, comme il a déjà été dit à la page 122, puisque nous ne considérons que des
glissements et des dérives faibles, l'erreur commise en posant l'Hypothèse 5.1 est faible, et
compte tenu des simplifications qu'elle apporte au modèle du robot, c'est une hypothèse
"rentable"

La définition des variables de glissement ct de dérive (Définitions 3.1 ct faisant
apparaître les composantes du vecteur vitesse des roues, dans le plan de et
perpendiculairement à ce plan, nous choisissons de repérer le point P, non pas

le repère immobile [0, J,J] comme au Chapitre 2, mais dans le repère [0, Î, 1] (voir
dont le centre est fixe, mais dont l'orientation suit celle du robot. Un tel

proposé initialement dans [SAga]. Il est particulièrement bien adapté il
notre problème, car ainsi les composantes des vecteurs vitesse qui interviennent dans les
variables g et b sont directement les composantes des vecteurs vitesse dans le repère de
travail. Nous introduisons alors les notations suivantes (voir Figure 5.1) :

r : rayon des roues,

L : demi-distance entre les roues 1 et 2,

e : angle entre [0, T, Jiet [0, I,1],

w dérivée de e, i.e. vecteur vitesse de rotation instantané du robot,

(x, y)" coordonnées du point P dans [0, I,.Il,

(V.T , vyf vecteur vitesse linéaire au point P, exprimé dans le repère [0, Î, 1],
'P. angle de rotation de la l'Olle i •
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Figure 5.1: Robot de la classe R~ étudié dans cette section
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<P, vitesse de rotation de la roue i,

C, couple entraînant la roue i en rotation.

Le vecteur cie commande pour ce système est clairement

et un vecteur de coordonnées généralisées possible est

Il apparaîtra lors de la construction du modèle que les angles de rotation 'Pl et 'P2

n'interviennent dans les équations d'aucune autre coordonnée Comme nous
ne sommes pas
les éliminer du groupe des coordonnées

En utilisant, la loi de composition des vitesses sur un corps rigide (Théorème 2.1), on
montre facilement que les vecteurs vitesses des roues 1 et 2 sont

~ _ ( - Lw )V2-
V y

(5.4)

Nous en déduisons que les variables de dérive des roues 1 et 2 sont données (en repor
tant (5.4) dans la Définition 3.3) par

(5.5)

(5.6)

Pour la définition de la variable de glissement, nous n'adoptons la définition générale,
i.e. Définition 3.1. Nous souhaitons dans un premier à la section 5.2.2)
considérer les vitesses des roues motrices comme les Or, dans la Déf-
inition 3.1, <Pl et peuvent apparaître au dénominateur. En la Définition 3.1
nous obtiendrions comme modèle, un système non-linéaire non-affine en les entrées.
Comme il existe très peu de résultats sur ces nous préférons suivre la Remar-
que 3.6 et prendre comme définition de la de glissement, la relation (3.8). En
reportant (5.4) dans (3.8), nous obtenons que

T<PI - eux + Lw)
V x + Lw

T<P2 - (vx -Lw)
v" - Lw

(5.i)

(5.8)

(5.9)
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Au vu de (5 .7) et (5.8), le modèle décrivant le robot repr ésent é sur la Figure ô.I sera bien
affine en les commandes. Enfin, pour les forces de cont act longitu di nales et transve rsa les,
nous choisissons, comm e la plupart d..es au teurs (voir secti on 3.2.3) un modè le pseudo
glissement pseudo-dérive, i.e.

r., = Gg, f'~ .• = D6.

Nou s supp osons en out re que tes rigidit és de glissement et de dé rive sont les même s pour
les 2 roues. Cette de rn ière hypot hèse est tr ès réaliste dès que le sol est homogène.

Tous ces choix ayant été fait , If' mod èle du rohot décrit sur la Figure S.1 peut êtr e
obtenu aisément à l'aide de la Relation Fondamentale de la Dynamique (RF"D).

Nous ca lculons tout d 'abord l'expression de l'accélérat ion du robo t en fonct ion de tir,

ti~ et w. Les vecteu rs 1et] s'expriment en fonction des vecteurs im mobiles Fet J com me
suit

1 = cos 01+ sinS ]

] = - sin Oi +wssi
En déri vant les eclations (5.10) , on obt ient

~ ;:: (- sinOl +cus lJ.l)w

~{ = (-cos OÏ -sin IÛ )w

ou encore, C/1 re porta nt (5.10 ) da ns (5.11)

~ : :~l

(5 10)

(5.11)

(5.12)

La déri vée des 2 vect eurs i et ] permet de calculer maintenan t l'accé l''ration J u robot
Compte tenu d.. la définit ion du coup le (Ï,yf nous avons

(5 13)

En déri vant la relation (5:13) et en y rep ortan t (5.12), nous obt enons tout d 'abord que

d15p. .. . ~
-----;it =(i - ijw) / +(y + rw )J

Or , par défin it ion cl.. (l' .., v~)T nous avons

dO? ~ .,.
di ""' lJr /+ lJy .l

Nous dédu isons de (5. 14) et (5 .15), la pa rti e supér-ieure du modè le r..cherché

v., + yw
vy -iw

(5.14)

(5.15)

(5. 16)
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De manière à pouvoir utiliser la RF'D, nous calculons maintenant l'accélération du robot.
En dérivant (5.15), et en utilisant encore une fois (5.12), nous obtenons finalement

(5.17)

Ecrivons maintenant le bilan des forces s'exerçant sur le robot

forces selon l'axe J F~,l + Py ,2 = 0(S1 + 62),

forces selon l'axe.J Fx.]+ Fx ,2 = C(g] + g2),

moments selon un axe vertical passant par P L(F x,2 - Fxd = LO(g2 - rh)

En reportant ces forces et ces moments, ainsi que (5.17) dans la RFD, nous obtenons une
seconde partie du modèle du robot

(5.18)

M masse du robot (y compris les roues),

12 moment d'inertie du robot selon l'axe vertical passant par P

Pour obtenir enfin la dernière partie du modèle, il suffit d'écrire la RFD au
formé par la roue i prise isolément. En effet, selon l'axe horizontal dt' la roue z, bilan
des moments est

C, - rFx ., = C, - rCg, (5.t9)

Au vu de (5.19), la RFD s'écrit

cp, = i(C, - rCg,)

moment d'inertie de la roue i par rapport à son axe horizontal.

(520)

La relation (5.20) constitue la dernière partie du modèle. En effet, en regroupant (5.16).
(5.18) ct (5.20), nous obtenons bien le système (3.100), c'est-à-dire, avec nos nouvelles
notations

1!x+YW

V y - xw

iJyW + ~(g1 + g2)
-1!TW + ;&(81 +82 )

&f!(g2 - g1)
t(C\ - rGgiJ
*(C2 - rGg 2 )

(5.21)
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Les commandes du système, n'apparaissent que dans les 2 dernières
du modèle, où elles ne sont que par un terme constant différent de
Ce système présente donc une structure cascade (voir par exemple [PAC91]). Il

est donc possible de n'étudier dans un premier temps que les 6 premières lignes de (5.21)
dans lesquelles les entrées seraient les vitesses de rotation des 2 roues <Pl et. <P2 (qui
interviennent dans ces équations via les fonctions cf. relations (5.7) et (5.8)). 011
retrouve bien le système (3.95). l'ar utilisées dans le cas
où les hypothèses de roulement pur sans satisfaites, ce modèle réduit.
dit modèle cinématique, alors que le (5.21) sera dit modèle dynamique.
Au vu de (5.7) et (5.8), il est possible de considérer comme entrées du modèle cinématique,
les variables de glissement 91 et 92, plutôt. 'Ille et A partir de là, on peut. encore
plus simplement considérer comme entrées, [ps 1/)1 et 1/)2 définies par

{

1J)1 =

1/!2 =

Le modèle cinématique du robot décrit sur la Figure S.l s'écrit. alors:

vx+yw
Uy -xw

V;r =- (1 + WI

Vy (2

('l.22)

(S.23)

5.2.2 Commande du modèle cinématique d'un robot de la clas
se R5

Dans cette section, nous proposons une loi de poursuite de trajectoire pour le modèle
cinématique (5.23). Nous utilisons la même approche que celle présentée au Chapit.re 4
dans le cas où le robot roule sans glisser, r'est-à-dire une approche par linéarisation exacte.
A la section 5.2.2.a, nous proposons une loi de poursuite pour le cas idéal où les rigidités
de glissement G ct de dérive D sont connues. Cette loi est complétée à la section 5.2.2.b
par un schéma adaptatif, pour pouvoir être utilisée dans le cas réel où G et D IlP sont
bien sûr pas connues.

5.2.2.a Poursuite de trajectoire par linéarisation statique

EII utilisant. le Théorème classique de Jakubczyk-Respondek, Théorème B.9, on montre
que le système (5.23) n'est pas complètement linéarisable par retour d'état statique. Nous
avons alors cherché à linéariser complètement ce système à. laide d'une loi de bouclage
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dynamique, comme cela avait été fait à la section 4.1, mais nous n'avons pas trouvé de
fonctions de sorties permettant cette linéarisation complète. Par conséquent, nous nous
sommes tournés finalement vers une loi de linéarisation statique partielle.

Les fonctions de sortie sont exactement les mêmes que dans le cas d'un roulement pur
sans ce sont les coordonnées cartésiennes d'un point situé sur la perpendic-
ulaire l'essieu moteur en P Les coordonnées (5],52) de ce point dans [0, T,.1] sont
données par

{

5 1 = i cos 8 - :Qsin (J+ c cos 8
82 = :I: sin B+ y cos B+ c sin 8

(5.24)

la distance entre le point P et le point de coordonnées (s], S2)' La dérivée de
ne fait apparaître aucune commande

On peut par conséquent dériver une seconde fois

{
s] = (3+11JICOSO-c11J2sin8
S2 = (4+wlsin(J+e11J2COsB

(3 (1 cos(J - wsinB1Jx - (2 sinO - wcosOvy - ew2 cos 0

sinOfT [±+*J - cw
2 cos O

(1 (] sin 0 +w cos Ov2 • + (2 cos B - w sin 01J y - ew 2 sin B

-cosBfT[~+~J-ew2sinO

Au vu de (5.26), la matrice de découplage est

6.= [COSO -esinO]
sin é' ecosO

(5.2.5)

(5.26)

(5.27)

Cette matrice présente un déterminant non nul, à la condition que e =1= O. Sous cette
réserve, le couple de fonctions de sortie (SI, S2)permet donc bien de linéariser partiellement
le système (5.23). La loi linéarisante s'écrit

(5.28)

avec (111, 1l2) Ull couple de commande auxiliaire. Elle conduit au système linéaire

/1.vec un choix

cette loi, il faudrait prouver que la dynamique des
Nous ne sommes malheureusement pas parvenus à le
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prouver de m an ière théoriq ue . Seules les simulat ions (page 248 à 5.19) mont rent que cela
semble effectivement êt re le cas ,

Un seco nd obstacle à l' uti lisation de cette loi, es t qu'e lle requier t la connai ssance
expl ici te des rigidi t és G t't D, ce qu i n'est j amais le cas en pra t ique. Pour éva luer la
robust esse de la loi (5,28) , nou s présent ons le ra isonnement suivant soient (G. ,D, )
et ( G~ , n. ) respec t ivem ent les rigidités réd ies et es ti mées. La loi de commande (5.28)
s'exprime donc com me

(5.29)

On tire égale ment de (5.22) que

(5."")

En report ant (5.2 9) et (5.30) dans (5.23) , on mont re que

Il im possible de conclure de ma niè re th éorique à Id.robustesse ou à la non -rob uste sse de
cette loi , ce pen da nt , le fa it que l..s e rreu rs d 'es t imat ions apparai ssen t dans les équati ons
via le quot ient ~ est t rès encour ageant. En effet , ce quot ient rest e t oujo urs pos it if, et
voisi n de L Il ne doit donc pas pert urber les équat ions du système bouclé

De m an ière à pouvoir concl ure Ile façon théoriqu e, plaçons nous dans un cas t rès
par tic ul ier la t ra jectoire à su ivre est la droit" 11 = 0, et le robot se t rouve init ia leme nt
sur cett e d roite , parfai te me nt ori~nté pou r suivre celle -ci (i.e. (J= 0), On mo ntre aisé ment
que () et w restent égaux à zéro , e t que ;i = :r vérifie

Cette équation rest e stab le, quelle que soit l'e rreu r d'e srimarion . La loi (5.28) est donc,
dan s ce cas pa rt iculie r t rès robuste.
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S im u lat ions

Dans les sim ulation s présentées ci-dessous, les paramè t res inert iels et géométr iqu es d u
robo t un icyd e ont été choi sis égil.llx à

M LOOO /\' g
J. 500 J( g .m 2

J, 1.6 II.g.m 2

L 1 m

0.35 m

Les cond itio ns de cont act roues -sol on t été prises égales il,

G = 105 N
D = 4.101 N

La t rajectoire de référen ce est J'axe l , par couru à une vitesse dl:' 5 m .s - I enchaîn é avec
un œrd e de r-ayon 5 m parcouru lui au ssi à une vite sse de 5 m.s - I soi t une accélér at ion
nor m ale d'un dem i-je t (voir Figure 5.2 ). La posit ion du point commandé est don née pa r

/ ::2 m

La dyn am ique de la pou rsuite de t ra jectoire est caractér isée par

Enfin les conditions initi ales ont été choisies égales à

[ ~l -[n
Les F igur es 5.2 à 5.9 présen tent le cas d' une pou rsuit e idé ale, c 'est -À-dire lors qu e les

rigi dités G et 1) sont connues

On constate, Figur es 5.2 el 5.3, que l'erreur initiale est ra tt rapée selon la dy na m ique
spécifiée par les k,. Il n'y a en part iculie r au cun heu rt lor s d u passage de la poursuite de
d roite à celled 'un cercle

Les F igures 5.4 à 5.6 attestent 'lue l'ense mb le du vecteu r d 'ét at reste bo rn é, m êm e les
variables non -lin éa risé..s dont nous n'av ons pas su prouve r la born it ud e.

La Fig ure 5. 7 mont re que les com man des eng endr ées sont accept ables.

Enfin, les Fig ures 5.8 et 5.9 mo ntren t que nous n'avons pas quitt é la zone dt' pseud o
gliss ement et pseu do-d ér-ive, comme att end u
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Les Figur es 5.10 à 5. 19 illustr en t le comp or teme nt du robot lorsque G et V so nt ma l
co nnus . P lus précisément , pour la simula t ion présentée sur les Figures 5.10 il.5.J4 G et D
ont été sous-est imés (â = 75000N , ÎJ = 30000N ) , a lors que po~ r la simulation présentée
sur les F igur es 5. 15 à 5.19 ils sont sur-es t imés (G::: 150000N , D =60000N )

On con state, Figures 5.10 , 5. 11, 5.15 et 5.16 que dans les 2 cas, le robot reste à dist ance
finie de la t rajecto ire de référence. Pour ce qui es t de la poursuit e de droite, llOU S avo ns
même co nvergence . Pou r la pours uite de cercle, lorsque les rigidi tés sont sous-es t im ées,
le robot se stabilis e su r un cer cle de plus gran d diam ètre, ct inversemem , si les r igid ités
sont sur- estimées, il se stabilise sur un cercle de rayon plus pet it.

Les Figu res 5.12 e t 5.17 montr ent qUl·l 'a mp litude des comm man des reste acce ptable.

En fin , les Figures 5.13. 5.14, 5.IS et 5. 19 attestent que nous n'avons pas q uitté la zone
de pse udo-gli ssement , pseudo-dérive.
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axe J

10 (mètres)

-trajectoireréelle
trajectoire de référence

°t----m m

- -

m m

o 20 40

figure 5.2: Cict D connus trajectoire cartésienne

mètres

35 40
secondes

Figure 5.3: G ct D connus évolution de l'erreur en fonction du temps
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e radians

Figure 5.4: G et D connus évolution de la variable d'état (J

œ rads-1

'V~_---

-0.2 c-----'-_-'-----'_----'-_-'--------'_---'-----'
o 5 10 15 20

Figure 5.5: Gel. D connus évolution de la variable d'état w
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vx

35 40
secondes

Figure 5.6: G et D connus évolution des variables d'état V r et 1Jy

rad.s· l

35 40
secondes

Figure 5.7: G et D connus évolution des commandes
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Figure S.S' G et D connus évolution des venables de glissement

;ir,"-'dm-~----~--L ------------------------
·0 .0

-0.04 :

~.05r \

-0.06 - 5 1 \.

----- 52 -.------------------ -

Figur e 5.!:!: G et D connus évolut ion des variab les de dér ive
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axe J

mètres 1\
0 - trajectoire réelle (ni

8 --- trajectoire de référence

6

: !~
--0-------------------

100 metres
"'01

Figu re 5.10: G el 0 sous-estimées trajectoire cartésienne

mètres

4 \

j~~
o 5 10 15 ~ 25 ~ 35 40

secondes

Figure 5.11. G et D sous-estimées évolut ion de l' erreur en foncti on d u temps
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rad.s-l

15 ---- __

Figure 5.1.2: G et D sous-estimées' évolution des commandes
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35 40
secondes

20

000 \ k-
o --~---~-----ii"..._-------

1
-0.00

F igure 5.13: G et D sous-estim ées évolut ion des variables de glissement

·0.0 1

·0.02

·0.04

35 40
seconde.s

-0,06

.0,07r - ÔI

-0,08 . "-- - - 0 2

.0 09
0
;;.-1 - -:---;;;---:<- ;:;;---;;c--;;;----, ,.."'"

Fig ure 5.14: G et n sous-estim ées évolut ion des variables de dérive
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r;
axe J

wF'-~-~----~----o'------'
mètres

- trajectoirc réelle

100 mèl res

axe !

Figure 5.15: G et J) sur-est imées tra jec toire cartésienne

Figu re 5.16: G et D sur -estimées évoluti on de l'e rreur en fonctio n du tem ps
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25

:: /"-----(\
13 \\J---
12 \

': \
' l' ~·' ',·'\./(····..·..··..·i
: m- li'2 j

o 5 35 40
secondes

Figure 5.17; G et 0 sur -estimées évolu tio n des commandes
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- g,

---- - - g2

10.6 0<---t"--:;;-~"-~20-~25-~30 35 40

secondes

Fig ure 5.18: G et D su r-est imées évoluti on dea var iables de glissemen t

=~-F--
O.OSI 02 \,,/ \ ../

-0.060 25 35 40

secondes

Figure 5.19: G et LJsur-estimées évolution des var iab les de d érive
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5.2.2.b Schéma adaptatif

Chap. 5. Commande en présence de gliss~ents

La loi de linéarisation statique (5.21\) est naturellement robuste, ce qui est déjà un résul-
tat très intéressant. Cependant, dans le cadre d'une application l'on souhaite
faire converger le robot vers sa trajectoire de référence, même en d'une erreur
d'estimation. Nous proposons maintenant un schéma de commande adaptatif qui permet
de répondre il, cette attente

Le principe du schéma. adaptuttt, inspiré de [PBPJ9J], est le suivant soit un système

x = A(x, l1)p+ a(x,l1)

avec p le vecteur des paramètres inconnus (p = (C, Df dans notre cas). L'idée centrale
est d'utiliser l'erreur d'équation pour estimer p, c'est-à-dire un vecteur d'état p, estimé
de p, vérifiant l'équation différentielle

p= -K(A(x,l1)p +a(x, u) - x)

avec J< une matrice il, spécifier par l'utilisateur. L'algorithme (5.3]) ne peut toutefois
être utilisé tel quel, car il fait appel à la dérivée de l'état, qui dans un retour d'état

supposé connue. Ce problème peut être contourné en introduisant un filtre,

j + Ef = A(X,l1)P+ a(x,l1) - X

avec B Si B est diagonale avec des valeurs propres
à partie réelle suffisamment alors f converge très vite vers l'erreur d'équation.
Afin d'utiliser les notations proposées dans [PBPJ91], nous introduisons l'observateur
défini par

f=x-x

L'algorithme adaptatif d'estimation de p peut alors s'écrire

{
~ = A(x,~)p+a(x,l1)-E(x-x)
p = -[((x - x)

(5.32)

Si l'on ne souhaite pas observer l'état tout entier, on peut introduire dans (5.32) une
fonction d'observation h(x). L'algorithme (5.32) s'écrit dans ce cas

{
j~ =

p =

~a(x, u) - E(h - h) (5.33)

Dans notre cas, les paramètres incertains n'influent que sur les accélérations, on peut
donc choisir comme fonction cl'observation

(5.34)
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En reportant (5.34) dans (5.3:{), on obtient pour notre application particulière

(5.35)

Nous avons ajusté les différents gains empiriquement, au vu des différentes simulations
nOLIsavons réalisées. Nous avons recherché une convergence rapide, mais pas trop

de façon que l'estimateur (cela risque d'engendrer des commandes
de très grande amplitude). NOliS avons (en nous inspirant de [PBP.J91]) .

kl = 2600000000 k2 = 30000000

L'étude de la stabilité de ce schéma adaptatif est donnée dans [PBPJ91]. Elle permet
de prouver facilement que la loi de linéarisation partielle proposée à section 5.2.2.a où G ct
D ont été rcmplacés respectivement par ê et D,avec l'algorithme d'adaptation proposé
dans (5.32), assure la convergence de 51 et 52 vers sl,reJ(l) et 52,reJ(t). La convergence est
assurée à la condition que l'erreur initiale d'estimation p- p ne soit pas trop importante
(sinon, il faut remplacer la matrice J( par une fonction projection plus complexe).

Simulations

Les Figures 5.20 à 5.33 présentent le comportement du robot lorsqu'il est commandé
par la loi de linéarisation adaptative. Les Figures 5.20 à 5.2G correspondent plus pré
cisément à une simulation où G et D sont initialement salis-estimées (Go = 75000N et
Do = 30000N), tandis que les Figures 5.27 à 5.33 correspondent à une simulation où G
ct D sont initialement sur-estimées (Go = 150000N et Do = GOOOON).

On constate dans les 2 cas, Figures 5.20. 5.2], 5.27 et 5.28, que cette fois-ci le robot
converge vers la trajectoire désirée.

On constate de plus, Figures 5.22, 5.2~{, 5.29 et 5.30, que les paramètres estimés
convergent vers leur valeur réelle, cc qui n'était pas garanti a priori par l'analyse théorique
présentée dans [PBPJ91).

On constate aussi que ê converge presque parfaitement pendant la poursuite de la
droite, puis est affiné lors de la poursuite du cercle. A l'inverse, D ne commence à con
verger que lors de la poursuite du cercle. La poursuite d'une droite n'est pas discriminante
pour estimer ce paramètre.
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Les Figures 5.24 et 5.3] montrent que l'amplitude des commandes reste toujours ac
ceptable.

Enfin, les Figures 5.25, 5.26, S.32 et 5.33 attestent que l'on ne quitte pas la zone de
pseudo-glissement ct pseudo-dérive.
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axeJ

la (mètres)

8-trajectoireréelle

--- trajectoire de référence

80 90 100 (mètres)
axer

Figure 5.20: G et D initialement sous-estimées trajectoire cartésienne

40 45 50
secondes

Figure 5.21: Gel, D initialement sous-estimées évolution de l'erreur
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G x104 Newtons

60
secondes

Figure 5.22: Ci et D initialement sous-estimées évolution de c

D x104Newtons

4 -----------------------------=--=--~----

60
secondes

Figurc 5.23: G et D initialement sousestimées évolution de b
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rad.s' l

~-----

-<PI
---.4>2

60
secondes

Figure 5.24: G et f) initialement sous-estimées: évolution des commandes
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25 30 35 40 45 50
secondes

Figure 5.25: G ct D initialement sous-estimées évolution des variables de glissement

radians
0.01..------.---,...-~~~~-.-_._______.____.___.

-01
---- 02

10 15 20 25 30 35 40 45 50
secondes

Figure 5.26: G ct D initialement sous-estimées évolution des variables de dérive
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10 mêrres)
9 - trajectoire réelle

trajectoire de référence
A

l'''~°1----------------------
o 10 20 304050

~ 1
J

60 70 80 90 100 (mètres )

",,1
Figur e 5.27: G et D initiale ment sur-est im ées trajecto ire cart ésienne

mètres

3 0 10 15 20 25 30 35 40 45 50
secondes

SCSl r

:\ 11w~.~:T,Pf',
Figure 5.28: G et D init ialeme nt su r-estimées évolu tion de l'er reur
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60
secondes

0.9~-~-~-'-----'-----'-----.L--

o

Figure 5.29: G et D initialement sur-estimées évolution de Ô

Ô x 104 Newtons

6f------,

60
secondes

Figure 5.30: G et J) initialement sur-estimées évolution de b
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rad.s- 1

161"""_~14 \

12 \

10 \

\,/\ 1

\j - CJl l

~2

50 60
secondes

Figure 5.31: G et D initialement sur-estimées évolution des commandes
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_0.01l---L..----'------'_...L..----L-----'-_-'----'-----'----l
o 10 15 20 25 30 35 40 45 50

secondes

Figure 5.32: G et D initialement sur-estimées évolution des variables de glissement

radians
0.01,---,....-~-----,-~-...,-~-_r__--r--.------,

-0.08 0 10 15 20 25 30 35 40 45 50

secondes

Figure 5.33: G et D initialement sur-estimées: évolution des variables de dérive
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5.2.3 Commande du modèle dynamique d'un robot de la classe
n 2

o
La loi de linéarisation statique, complétée par le schéma adaptatif, permet de faire suivre
au robot décrit sur la Figure 5.1 n'importe quelle trajectoire de référence ne comportant
pas de point même si les con dit.ions de contact roues-sol sont imparfaitement
connues. Le modèle (5.21) se déduisant du modèle
une structure linéarisation statique peut être étendue ce
très facilement, de schéma adaptatif. Nous nous heurtons cependant à un très
gros problème de robustesse. Celui-ci provient du fait que les 2 équations supplémentaires
dans (5.21) ne sont pas des intégrateurs purs, mais font apparaître le paramètre inconnu G.
Nous étendons tout d'abord la loi de linéarisation statique au cas du modèle dynamique.
section 5.2.;~.a, puis nous étudions le nouveau problème de robustesse, section 5.2.3.b.

5.2.3.a Poursuite de trajectoire par linéarisation statique

La loi de poursuite de trajectoire proposée à la section 5.2.2.a pour le modèle cinéma
tique (5.23) s'étend sans difficulté au cas du modèle dynamique (5.21).

Le modèle dynamique (5.21) peut être ré-écrit comme suit

v" +yw
v y - iw

v" = (1
Vy (~

(:\
'Pl t(C1- rGgd
'P2 He2 - l'Gg2)

(5.36)

(1 vyw + ~(gl +g2)
(2 -v"w-f7(b l +02)
(3 lf!-(gl - g~)

La dérivée seconde des fonctions de sortie SI et S2 (relation (5.26)) ne fait apparaître
aucune commande du modèle dynamique. Ces 2 fonctions peuvent par conséquent être
dérivées une fois supplémentaire. Les dérivées secondes (relation (5.26)) s'écrivent·

+g2)cos e+ f7(8 1 + 52)sin e- ew2cos e- e!f1(gl - g2)sin 0
+ g2)sin 0 - i?(.)1+ 02)cos 0 - ew2sinl:! + e!f;-(gl - g2)cos 0

Leur dérivée conduit à

(537)

.si3) -~(~I +~2!W sin B+Df7~51 +. 02!Wcos": e~3 si~ 0 ~ 3e!f!-(gl - g2)Wcos B
+M(gl + g2) cos 0 + M(51 + 02sm O- cTz'"(g] - g2sm B

sgl) ~(gl + g2)WCOSO + f7(Ol + 52)wsinB - ew1cosB - 3elf!-(gl - g2)wsinO

+~(,ql + 92) sin 0 - i?(51 + ii2cos B+ e!f!-(9 j - 92 cos 0
(5.38)
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f/l j-(CI-r~:~Z~Cl+L(') - ~~~~~

j-(C,- rG92)-«(,-LC,)
92 v,-Lw

51 vrv~~~~ji)

62 vrv~~~,~ii)

En séparant les commandes du reste des états, on aboutit à

( (3)) (r) (C:):~3) = j: +û C: (5.a9)

û = ~G [ v,~Lw ~~ - ~Sin(})
J ---..!...- ~+eJ,.cos(}

v,+Lw M 1.

Le déterminant de cette matrice est donné par

(5.,10)

detû= 1_2Le (~)2
v; - L2w2 MJ z J

(v; - L 2
W 2 n'est pas puisque l'on suppose que la vitesse d'avancement des 2 roues,

i.e. V x ± Lw, n'est nulle). Ce déterminant est non nul à la condition que e i= 0
On peut donc bien partiellement le système (5.a6) grâce à ce jeu de fonctions
de sortie. La loi linéarisante s'écrit.

(5.41)

avec (ul,u2)"' le vecteur de commande auxiliaire

Les simulations prouvent que dans le cas où G ct D sont connus, cette loi donne toute
satisfaction. Par contre, elle n'est absolument pas robuste

dans le cas où l'on sous-estime G (i.e. on suppose le sol mouillé alors qu'il est sec),
la loi diverge dès que l'erreur dépasse 5%.

dans le cas où l'on sur-estime G (i.e. on suppose que l'on est sur sol sec, alors que
le sol est mouillé), la loi diverge immédiatement.

Ces divergence sont tellement rapides, qu'il est impossible d'utiliser le schéma adaptatif, il
n'a pas le temps de commencer à estimer les paramètres avant que le système "n'explose"

5.2.3.b Analyse du problème de robustesse

Pour essayer d'appréhender ce problème de robustesse, nous considérons de nouveau le
cas très simple où la trajectoire de référence est la ligne droite x = 0 et où initialement le
robot appartient à cette droite et présente le bon angle (i.e. () = 0) pour la suivre. Dans
cc cas, les couples et sont égaux à instant, et le système peut être décrit
uniquement i, V x et '-Pl
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Le calc ul de la dérivée tr oisième de 5 1 do nne

Dans notre cas, nous avons aussi

a, a ( ,.' a )s(J) = 2_ C+2_ - - Gg - 2·- 9(1 +9)
1 ..l!...L M v" 1 M '

;

En report ant (5.41) dan s (5 .4:1) condui t il

sPI= I l .• - ~Ar+ ~Ul

ou enco re, en utili sant (5.42 ), el t:J. G =G. - G,

(3 ) G,C:J.G (r 2 2(1 +g)) a,
51 = - 2-- - +-- 9 + -Uju», J M G,

29=;/;51

Particul ari sons encore , not re problème. Nous supposons que

v" ,;:::: este,

1 + g,;:::: 1.

(5.42)

(5.43)

(5.44 )

En repor tan t tou s ces éléments dan s (5.44), ainsi qu 'en exp licitant Ul comme un e loi de
placement de pôles , nous obtenon s fiuelemcnt

(545)

L'originf' du problème de robust esse apparaît ma intenant cla irement. Les err eurs
d 'es ti ma t ion du ty pe & ne posent toujours pas de difficulté. Par cont re, le terme t:J. G,
compte tenu de la valeur nomi nale de G qu i est de l'ordre de 105 , change com plèt ement
les pôles, cl peut les rendre instables même pour des err eurs d 'est imation faibles .

Nou s n'avo ns pas de solut ion t héoriqu e pour tra iter ce problème de robus tesse . Nous
const atons ju ste ..n sim ula tio n qu'une approche grands gains, c'est-à -dir e une com mande
du type

(5.46)

avec ..p,..., la com ma nde cinématique proposée à la section 5.2.2 et k un scala ire posit if,
parvien t à fai re converger S I et 52 vers leur valeur de référence. Nous avons constaté en sim
u lation qu'un bun com promis en tre une bonne robu stess e et des com mandes d' am p lit ude
raisonnable, est k =2500.
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C h a p it re 6

C on clusion

Not re obj ect if da ns cc mém oire éta it de proposer des lois de commande per mettant à
des robo t s mobi les à roue s de se dép lace r de façon aut onome, à pa rti r d 'u ne localisation
fourn ie e n temps réel pa r des capteurs embarqu és, supposés parfa its .

Nous avons considé ré success ivement 2 sit ua t ions

les roues roulent sans gli.~s er sur le sol. Cet te hypot hèse est réal iste pour des robots
se dép laçant à fa ible vitesse, sur des te rrain s plans et présent ant une bonn e ad
hérencc. Elle est donc plutôt dédiée à des robots sc déplaçant à l'intéri eur J e
bât iments indust riels

les roues .q/issent s ur le 50/. Ce tte seconde hypothèse permet d 'aborder l 'ét ude de s
robots évoluant en exté rieur

Pour la première situat ion , c'e st .à-dir e le cas roulement pur sans glisse men t, nous
avo ns obtenu les résu lta ts su ivant s

Nou s avons contribué à prouver que, dans l'opt ique de la synt hèse de lois de corn
man de, l' ensembl e des rob ots mo biles à toues const it uent 5 classee d 'équivalence.

Pour l' une de ces classe s , celle cor resp ond ant aux robots équip és uniquem en t de
roues om nid irect ionnelles ou de roues folles , le mod èle représentati f est complète
men t linéarisable. Ces sys tè mes peuvent donc êtr e com mandés à l'a ide des m êm es
techniques que celles empl oyées pou r commander un robo t manipulateu r com plète
ment ac t ionné.

Pour les 1 an tre s classes , le mod èle repr ésentatif est max im alem ent non-holo nom e.ll
fau t donc, ob struction de Arockett , dist inguer le problème de la pour suit e d'une
tr a jec toire mobi le, de cel ui de la st abilisa t ion sur une con figu rat ion de repos.

De nombr euses te chniq ues ont ét é pro posées pou r abord er chac un de ces problèmes .
L 'originalité de noire !ravail réside dan s le fai t que IIOUS som mes int é ressés pl us
par t icu lière me nt à la classe des robots éq uipés d~ plusieurs rou es direct r ices. Pour

213
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ces sys tèmes , certaines orient at ions des roue s dir ect rices sont singu liè l't's (car d ies
co nd uisent à une sa t ura t ion des act ionneurs) . La com mande doit don c êtr e calculée
de telle façon qu e l 'évitemeut des siJ,gularit i s soi t garant i. Nous avon s ut ilisé 2
techni ques usuelles en comm and e des systèmes non-holonom es linéa risa tion exact e
par houclage d'é ta t dynami que pour la pou rsui te d 'une tr ajectoire mobile , boucl age
d' état instationuai re po ur la stabilisation sur une configura t ion de rep os, e t nou s
les avons conç us de mani ère à.sa t isfaire cet te exi gen ce. Les résultats ain si obte nus
pourraient tr ès cer ta ineme nt être exploités pour d 'autr es sys tèmes présen tan t des
singu larités .

Nous avons également proposé un schéma de command e hy bride perm ett ant de faare
le lien entre un e loi de poursuite et une foi de stabi lisation. En effet , la t âche la
plus usuel le demandée à un robot mobile est de jo ind re 2 config ura t ions de repos
via un e trajectoire pré-dé finie. Il faut donc dans la pr at ique commuter d'une loi
vers l' aut re.

l'\ OU5 avons enfin cons idéré le problèm e t héorique suivant augmenter la vitess e de
co nvergence des lois de bouclage de l'h at et du tem ps.

Pour la seco nde sit uation, c'es t- à-d ire le cas du glisseme nt , nous avons effec tu é le
t ravail suivant

['\OIlS avo ns effect ué une étude bibliograph ique po ur pr opo ser un modè le de robot
mob ile rendant com pt e des glissements. Nous avons exploité essenti ellenlt' nt la
de scr iption du contact d 'un pneumat ique avec le sol.

Nr'lIS avo ns ensuite abo rdé le problème de la commande de tel s systè mes. La prin Cl
pale diffi culti t ient au fui t que les conditi ons d' adhirence ne sont pas connue s. Nous
avons prop osé une loi J e linéa risation part ielle coup lée à un schém a ada pt ati f. Cet
ense m ble do nne de très bons résultats sur le mo dèle cin ématique , mais de médi ocres
su r le modèle dynamique.

Au ter me de ce t ravai l, plu sieurs axes de recherches s' ouvrent

Sou s les hypothèsl'S dt m ulem ent pur sans gli.~semtnt, not re t ravail pourra it SI" pro 
lon ,;er de façon na tu relle sur 3 point s

Chercher à rend re exponent iel le tau x dt ronverçence de la loi de boucla ge Il 'êta t
instationnail'e proJlosêe pour les robots "Ri. La st ructu re géométrique ut il isée
polir ga rantir l'é vitement des singula rit és ne rend pas cc problème fac ile

Chercher à gér€r les problèmes de singu faritis des robots multi -cor ps avec at
taches sur ess ieu. Il a été signalé à l'Ann exe C que ces systè mes pe uvent ê t re
com ma ndés avec le m ême type de lois qu e celles p roposées pour les robots mon
corps. Ils présenten t simplement des singularités additionn elle s (p ar ex em ple,
2 remo rques qu i sont à 90°).

Aborder la comma nde des robots multi .co rp.i avec attaches carava nes. Comme
mentionné à l'Annexe C t c' est act uellement un prob lème ouve rt ,
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LOTsque le glw;sement est possible. Dès que l' on qu itt e des hypothèses idéales pour
se rapprocher de la réali té , il serait nécessaire, pou r reste r cohéren t, de procéder à
des expé rime nta ti ons. Cependant , dan s not re cas , ava nt de pouvoir en visagPT des
ex périmentati ons. i l est nécessaire de travailler encore sur de nombreux poi nt s

r a commande bien sûr , puisque celle p roposée dans ce mémoire n'est pas com
plète ment sat isfaisante,

2 problèmes que nous avions laissé de côté da ns ce mémoi re, étant donné que
nous ne considérions que des simulat ions

il faudr ait tra iter les InCerii t1ldes param étriques. Des pist es ont été pro
posées à. la page 54,

il faudra it également t raite r les err eurs de mesures , Une piste pou rra it
êt re d'ut iliser des fonctions de Lyapunov du type de celles donn &-.s dans
[IIMC94j



276 Cha p. 6 . C o uc luai nn



Annex e A

Notions d e géom ét r ie diffé rentielle

Cet te annexe e ét é r édigée SUT la base de [NS90, Chapitre 21, (15i89, Annexe AI et [And88,
Chap itre 4]. Elle consti tu e l'u n des chapitres de ITh1.l94)

L'a naly se des systèmes linéaires , da ns l' app roche re présentat ion d 'ét a t , repos e essen 
t ielle ment sur des notions d 'alg ébre linéa ire. L'exem ple cl-dessous (t iré de ?? ) mont re
que l' analyse des systè mes non-linéaires requie rt des notions mathém at iqu es plus com 
plexes

Exem p le A . t
SOIt If system e non-linéaire dieri! par

{ ~~ - X l U

11 = u(t) , command e du sys tème, scalaire, bornée pour tout t o

Le sys tème ci-dessu s, au \ ' U de sa rég ularité, adm et une unique solut ion pour tout cou ple
de condit ions init iales (to,xo) E R x IR;1 [cf. par exemple [Har82D. Soit (Xi(t;to,xo),
Xl(t; tu, IU)) la valeur à l' inst ant t de cette solution. Un calcul simple montr e qu e

Veto, r u) E R x R2

Vu(l) borné e
-Ji (xHt j10, xo) + x~ ( t; to , .to) ) =0

l 'ensem ble des configurati ons a tte ignables depuis une configuret.ion initi a le (lo, xu), not é
R(lo,ro)' est par conséq uent un cercle inun ..rg; dan s R2 En Automatique linéaire, les
ensembles R t lo.r o) étaienl nécessai rement des sous-espaces vectorie ls. Ici , ce n'est pas le
cas. l 'ensemble R(., .,..o) associé au systè me non-liuè air e de l' Exem ple (A.l ) présente 1<$
ca rac lé rist iques suivan tes

c'es t un espace de dimension 1,

un sous-ensemb le de R (to.r . l (i.e. un arc de cercle) peut ê t re associé bijectivement
il un sous-es pace de IR,
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par contre, R (l, ,"ol lui-mê me, qui n'est rien d 'autre qu e~,ne peut pas être

asso cié bijectivement à un sous-espace de R.

Ce type d 'e nsemble, qui n'existe pas en algèbre linéaire, est par cont re par fait ement
identifié en géométrie différentielle, c'est Te que l'o n appelle une variété. Le su ppor-t
mathématique pri vilégié pour l'analyse el la comman de des syst èmes non-linéaires . comme
illustr é par l'Ex empl e A.l , sera donc la géomé trie différentielle

Nous présent ons ci-de ssous les élémen ts de géo mérne différent ielle uti lisés da ns ce
mémoire.

A. J Va r iét é , variété C CX)

La dé fin it ion d 'u ne var iét é repose sur des concep ts de topo logie Nous resumo ns d 'abord
ceux -ci, ci-d essous

D éfini t io n A .J Espa-œ topo logique

On dit qu 'un ensemble S est UII espace topologique, si on a pu définir sur Sune collection
de sous-tnsembles, appelés ouverts, vérifiant les axiome s

!'ullion de plusieurs ouverts e ~ t un ouvert,

l'intersection d'un nombre fini d'ouverts est un one erë,

l 'ensemble S et l'ensemble vide sont des ouvert s. o

D éfin it ion A .2 Ba.se d'un espace topo logique

On appelle bast d'un espace topologiqueS , notée 6 s une famill e d 'ouverts de S pri sentallt
les proprié tés suiv antes

l' union de tous les ouverts de 6 s est l'espace S ,

l 'int ersection rIOn-vide de 2 ouvert.1 de SS est nécessairem ent un ouvert de DS /lU

l'u nion de ptusieurs ouverts de li S 0

D éfin ition A .3 Voisinage J'un poi n ~ J'un c:lp;u;e top ologique

On appelle voisinag e d'un point p appartenan t à un espace t01J1llogiqllt S tout ouvert
cont enant p. 0

Dl·fi ni t ion A.4 Pruptiéié de Hausdorff

Un espace topologique S satisfait la proprii U de Hausdorff, SI quels que SOit nt Pl et P1, 2
points dtstin cts de S , Il existe un ooisinoge VI de Pl et un 1I(Itsinag e V1 de P2 tels qlU' VI
ct Ul aient une interse ction vide. 0
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D é fini ti ull A .5 Homéomorphisme

Une applicati on If , définie d'un espace topologique S I oers Ur l espace topologique 52 , est
dit e un hum éomorph isme si

If e.~1 bijective,

l 'image par Il de n'impor te qud ouve rt de Sl est un out'erl de Sl '

J'imag e p4r If - l de n 'Importe quel OUlIer / de Sl est un ouvert de S I

Défin it io n A.6 ~paœ to pologique localement eucl idien

Un espace topologique S est dit focalement euc1ùlie" ,le dimens ion n , si pour tou t point p
de S , on peut difinir '1111 hom éomorphisme entre un v(li.~in age de p et un OT;ver! de R" 0

Il es t ma inte nant possible d'écri re les définitio ns d 'une variété, d 'une carte sur une
variété, et d 'un at las

Définition A .7~

Un espace topologique M sera appelé variét e' de dim ension fi .,'il

pr ésente une base db lOmbrable,

vérifie la proprie'ti de IInllsdorff,

est localement euclidiw de dimension fi

Défi n iti on A. 8 Carte su r unc variété

On nppelle cade sur la variété M , tout couple (U.~) , ou

U est un ouvertdeM

4> est un hom éomorp hisme reliant U à un ouvert de R"

a

Défi n iti o n A .9 Mlas_assoc:ié.il. une variété

On appelle atlas associé à une variéti M , une fam ille de cartes, noU e A , couvrant com 
plètem enlM

Soit 1 E N A ={(U.. 4t.),iE l} est un atlas si UU. = M

."
Dit de façon moins formelle, une variété M de dimen sion n est un espace abst rait.

pouvant cependant être localement identifié à un sous-espace de R" grâce à une biject ion
locale appe lée ca rte .

Les définition s suivantes per mette nt de définir la régula rité d 'un e appli cation définie
sur des varietes.
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Cons idéro ns d 'ab ord l'application suiv an te

IR 1\11
t a(!)

o est simplemen t un", courbe définie S U T la variété ..\.1. Soit (Uo.<hu) une carte dé finie
autou r du poi nt u(lo) (i.e. otto) E Vol. Si o et (Uo,ç,o) vérifient la relation

VI::'>: 10 o"(t) E (Jo

il es t possible d 'id enti fier l'appl icat ion (J à l'ap plica t ion 4Jo 0 cr

4>00 0 R --+ 4>o(Uo)C R"
t.... 4>o oo(t)

(A.I)

L'appl icat ion r/>o 0 o ét ant à valeurs réelle s, les not ion s C' ou c- ('- 11 ont un se ns, et
po ur ront donc êtr e uti lisées pou r caract ériser la régu larit é de l'app lical ioll ''

Lorsq ue tt et (Vo, r/>o) ne vérifient pal; (A.I), les considé ratio ns pr écéden tes perm ett ent
de définir un iquement la régular ité de la rest riction de a à la carte (Vo, !Po), puis succes
siveme nt la rég ularité J e la res t rict ion de (J à chacune des cartes suivantes . Pour défini r
la régula rité globa le de (J sur l'e nsemble de la variété M , il app ar aît nécessaire de prend re
en com pte la régularité avec laquelle les différen tes cart es se "recollent" entr e elles. La
régularité du raccord de 2 cartes est exprimée par la not ion de rom pat ihilité

D éfini t ion A . I O Compatibilité de 2 çartes

Soit f! caries (UJ, oI>d et (lf " oP, ) sur une vari été ..\.1 de dime ns IOn n , avec la propriété
V, n V, -1- {0} Le.' f! cartes (Uhol> .) et (lf" oP,) sont dites r-compatibles [rcsp , 00

compatibles) si l'homiomorphi.~me 01> 1 0 tP;l, qui éd wng e les représentations des points de
lf l n U~ don nù s pll r c/lacune des car tes

tPl O,p; l oI>,(U1 n U,) c Rn ---t oPl(U1 n Ud c Rn
x, ...... ,plO",; I (X, ) "" XI

es l ulle application de Rn tiers Rn de régulariti C' {reep, COQ)

D é fini t ion A . Il ~~ at las C OQ

Un atla .~ A es t dit C ' [resp, C"") si Ioules les cartes qui le composent SOIl ! r-co mpati bles
( resp . oo- compat iblt s) t ntn' ellts 0

D éfi n iti o n A .12 Atl as r .com plet , a t las oc -complet

Un a t la.~ A est dit r -compl el [resp, oo .complet) s i

A est cr [resp, C""'),

'-lUne f"n ct ion {(1I'1 . r ~ ). défm ie de R~ vers R~ est d ite C' si ~o u ' es 1... déri vées pllr~idlesjusqu'à

l'ordr e r, de tou1.tS 1.". compOSllnles l , ' { I I .~ J de { . exlsten~ et ,;onl eontinu,," 1 est d it C"" si cette
propriél'; ... , vra i.. quel quellOi~ r E fi
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tout r carte r- co7ll/mlib/C' (resp. oo.compahbl ..) uuec les cart es compOsant A est elle
mim e un élémen t de A 0

D éffn it.ion A .13 Variét é C', va.riété C""

Une variété M f ;;t d,te C' (r/Csp C"") si elle peut êtrC'couvert.. par un atlas r -compiet
(1"CSp. oo -complet) . 0

Ces définit ions nous perm ett ent de définir en tout e rigueur la régularité d' une app li
ca tion sur des var iét és

D éfin it.ion A.14 App lical ion C' ( rt'sp. c oo l sur des var iét és

Soient i\.-1, et M l 2 variétés C' de dim ensio ns respecérees n i et n l , et SOit Z une apP{I
catio n d.. M I vers M 1

Z est dit e C" (r i S r) SI

p ()lJ T tou t point p de M l , il exist e une cart e (VI> 4>1) conte nant p,

pour tout point Z( p) de M 1 , il existe une carie (U2 , ,pl) contenant Z (p ),

t t lles que l 'application

Z 4> l(Ud c Rn, --+ 4>~(V2) C Iftn;

Xl X2 = 4>2 0 Z 0 .pï1(x d

est une application de IR'" vers Rn, de riguia TiU Cr,

La défi nit ioll d'une aP111ù.:atioll CO" s'obtient im médiatement en remplaçant ci-dessus
C· et C" par C"'" D .

Il est im port ant de noter que la Définit ion A.14 n 'est cohéren te que grâce à l'hy pot hèse
de régul ari té des var iétés M l et M l , En effet, soient (Uj ' 4>det (U3,4>3) deux ca r tes d e ,\.-1 1

contenant p, et soient (U2,4>d ct ( U~, 4>~ ) deux car tes de Ml co ntenant Z( p). Pour ét udier
la régu la rit é de Z, on peut a priori utiliser indiffé rem men t les appli cat ions 4>10 Z 04>ï1
ou 4>~ 0 Z 0 t/>:/ . La Définit ion A.14 ne sera donc cohérente que si ces 2 dpplicat ions on t
mêm e régu lari té C·' (Tl :s; T).
C'es t bien le cas lorsq ue A11 et M 2 sont deux variété s C', car l'applicarion é, 0 Z 0 4>;1
peut tou jou rs être ré-écri te comme

4>~oZ 04>;;1 = (<,6. o ,p; 1) 0 .p2 0 Z 0 <P ï l 0 (,pl oq'l; I )

et les ap plicat ions ( 4)1 0 <Pi 1
) et (,p40 4>21

) , de par III. régularit é de A1] t"l ...\.11 , sont toutes
deux C '

Au vu des Définit ions A.13 et A.l .1, une variét é CO<> de dimension n app araî t com me
un espace abs tra it , pou vant er re localement ident ifié à un sous -espace de Rn el m uni
d 'une not ion équi valen te à celle de la différent iab ilité des fonct ions dan s iRn



282 AtH!. A . Not.lens de géo m ét rie d ifférentie lle

Les var iétés rencont rées en Automat ique non-linéa ire sont généralement t oute s c
(c'e st le cas en part icu lier dans ce mémo ire). Aussi, nous int rodu isons la convent ion
suivante

C onven t io n A . l Sa.uf mention explicite contraire, nous SQUs · e n t~n drons désorma.ls par
le term e v<lriéU, une variété C"" te s app/lr.ations définies sur a s Danétés seront el/es
aussi, sauf ment ion cont raire, supposit s CO<> 0

Deu x cas par ticuliers d 'a pplicat ions sur des ve rt étés seront fréquemment utilisés da ns
la suite d' une pa rt les courbes , not ées 0", et d 'autre par t les fonction s. notées À

Dé fin it io n A .15 Cour be sur une variptp

On appelle courbe sur une variéli .A1 , toute <lpplicalion de R lIers ..\1

R -+ J\1
t ....... o"(t)

Dé fin it io n A .16 f onct jon sur une var iété

On appelle jtlllCtioli sur u/u I!(/riéli ..\1 , tou te appluzation de A1 vers IR.

o

A .2 E sp ace t angent à une variété , cha m p d e ve c t 
e u rs , opéra teu rs d e Li e

Pu isque les variétés sur lesquel les nou s t ravaillons sont d ésormais suppo sées C ao (C o n
ven t ron A.l ), nous pouvons intr od uire la notio n de vec te u r ta ngent en un poin t il une
va ri ét é

D éfin it.lo n A . l i Vecteur ta ngent l'n à point à une variété

Soi l M Ull t variiU dt dimension n , et p, un point appartenant li •.\1. A chaque co urbe 0"

définie sur M et pa.ssant par p li un insta nt quelconque noté ta [i.e, o (to) = p) , on associe
une applical ion appelée vecteu r langent li ,\1 en p, notée f '; , agissant sur l 'cnsemble , not':
A, des j ondions sur M , d définit par

A R

À t-O F;P) = ~!"do

DU <Iulrem ent, lm vecteur tangent l1Idlque sui vant quelle courbe definie sur M on
souhaite dériver la fonction À, il indlq« e tm e diredion qu 'd est possible de suivre pou r
quitter le point p tout en restant sur }vl L'indiçe supérieur G sm' le lIom du vecteu r
l'l"g tnt est en gi nir d omis 0
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Dé fini t io n A . I B Espace t angent

Soi t .\1 une varié té de dim ension " , ft p, un I,mnl appnrtenant à M On appelle espace
tangent à ,VI en p, noti Tp'\.1, l 'ellsemMe des vecteurs langents Fp qu 'il est passible de
défi nir au point p

Dit autrem ent, l' espace langent TrM représe nte l 'en.<emMe des dinetions que 1'01\ peut
suivre pour quill er le point. p. toul en restant sur la vaniti .\Il 0

Si l'on veut se donner une repr és..nt.arie n intu it ive de TpM , (Ce serait celle d 'u n plan
ta ngent à. la var iété M au po int p

Une prop riété css..nt ielle ries espaces tangents est la suivante

P ro p r ié té A .l [ls i89, pA I6][NS90, p.38J

On montre en géomitrie diff irtntitl h que Tp.\If a une stru cture d 'espace vectoric1 pour
['addi tion et la multiplica tion par un scalain. 0

D é finition A .1 9 Fibré ta ngen t

0 11 appelle fibré tangent à une vanéti ,\.1 noté T ,\If la réun ion de tOIiS ses espacee
tang ent s

TM ~ U T,M

"'"Tous ces éléments nous per mettent mai nt enant d 'in troduire la notion J e cham p de
vecteu rs , qui fournit le ca dre rigoure ux pour réa liser l'an alyse pa r représentation d 'état
des systèmes non-lin éaires

D éfin i t ion A .20 Cha mp de veçteurs

011 "Pl,elle champ de vecteurs sur une vaniU }vl , une applicatIOn, 'lOtir f qui à chaque
point l' de /0 associe un vecteu r langenl à A1 en p

La régu larit é d 'un cham p de vecteu rs sera définie un peu plus loin (voir Défini t ion A.22
ci-d essou s]

L'exemple A.t mont re que pour décrire correc tement la configu rat ion d' un sys tème
non linéa ire, il faut se placer , non plus dans IR"comme c'étai t le cas pour lin ayetème
linéaire , ma is sur une variét é. Une représentation d'ét at précisant par d éfinition la di
rection dans laq uelle évo lue un systê-ru.. depuis chacune de ses co n figu rafic na, se ra do nc.
dans le cas (les aystèrnes non -linéaire s , donné e par un champ de vect eur s , ou pa r 1<\som me
de plus ieur s cha mps de vecte urs (on rappelle qu e T"...lvia une st ru ct ure d 'e space vecto 
riel P ropriété A.I ). Un système non-linéai re affine en les co mmandes p..ut a insi êt re
re p résenté par l'é quat ion çj·dt>ssous

p~ f lp) +tg, lp)u.
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P est le vecteur d 'hat , app arte nant il une vanété ,<\If de dimension n ,

! (p) ,g j(p ), . 9m(P) sont m + 1 cham ps de vecteurs définis sur J..1,

tl, est la i'"?' compo sante du vecteur de commande LI, défini sur R'"

Afin de ca racté riser les propr iétés d' un système non-Iin éaire , différen te s opé ra t ions
sur les cham ps de vecteu rs 'lui le consti tuen t doivent êt re réal isées. Les deux op éra t ions
prin cipa les (en dehors de l'addit ion et de la mult iplicat ion par un scala ire) sont la dé rivée
de Lie et le crochet de Lie don t les définit ions sont don nées ci-dessous

Défin it ion A .21~

S oient À et J, respedit'ement ulle /o nct lon el un chl1mp de vecteurs difinL~ su r un e v(!Tiéti
A1 On appelle di n vù de Lie de'\ par rapport à f , la [onctio n notée LI>" qui, à chaq ue
paUli p de .-\1, cssccie la valeur de la dirivù de À selon la direct ion dOllllée par le »ecr eu r
tangent I( p)

L IÀ M _ IR
p ~ /' l' (P) = (J(p)) ,

L'opérateu r dérivée de Lie nous per m...t de définir simp leme nt la régulari té d' Un cha m p
de vec te urs

D é fini t io n A .22 Champ de vecteur s C' , champ d t~ vect eur s C""

Soit M une variété C' +l , et f un champ de vecteurs sur '\1 1 est dit C' si, pour to ult"
[onc ti on C·+ I sur A1, la dir ioi.e de Lie de aue fon d ion par rappo rt li 1 t'st une [o nction
c·
La difin lti on d 'un
dessus C ' etC·+1

de vecteurs C"'" s 'oblu:nt immédIate ment en rt mplaçanl CI

D

La conve ntion suivant e sera désormais ut ilisée

Co nve nt io n A .2 En complém ent à la Convention A . I, ncus su pposerons igalem ent dllns
ce 'lui $1111, sauf m ention conlra ire, qlle les champs de vecteurs sont CO'> 0

L'ut ilit é de l'opérateur dériv ée de Lie pour les fins de l'Autom at ique non -linéa ire,
appa raît im m édia t eme nt lorsque l'on considère le système non-linéa ire

(1\.2)

Au vu de la D éfinit io n A.21, L, À est cla irement la d énvée de la. fonction À(p ) lor sq ue
l'évolu tio n du poinl p sur la variété )-1 obéit à la rep résent a t ion d'é tal (A.2).

La dériv ée de Lie d 'une fonction À é ta nt elle-même une fonct ion, il f'~t possible de
calc uler des dérivées de Lie en cascade. On uti lisera dan s œ cas les nota ti ons suivan tes

Lg(L,À ) L!. LgLIÀ

L f( LI À) L!. L} >"

~À L!. qÀ
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Défin ition A.23~UM

SOIt f et 9, f! champ s de vuteurs diji ,lis SUTU'le variéti M 0" appd le cTochd de L Ie de
f et g , le champ de vecteu rs noti [J,g], do"t la lia/l'Urau point p (c'e.~t- à-diTe le vecteur
tangent lf,g]( p») associe à une j onction À SUTM , I~ riel drfilll paT

(lf ,g J(p))(A) = L,L , A(p) - L,L ,'l p)

Cette opé rat ion peut êt re géomét rique ment interprétée com me suit

P r o p r iét é A _2 ({N590, p.77} par exemple}

S oit le sys tèm e nOIl-/inéairt

(A. 3)

p, »ect eur d'é tat appartenant à une t·anété ..\1 de dimen sion n ,

gl et 92 , f! champs de lied CUTS définis sur ..\.1

"1 et 112 , deur comm andes scalaù-es évoluant dans JR

Ce système peut , depuis chaque w nfigurali on p, évoluer dans les dired ions défi nies par
le.'1 t'ecteurs tangents gdp) et 92(P) (il suffi t de choisir l'une des wmmandes égale à 0). [,e
crochet de Lie de 91 et '12 au point p ind ique une troisièm e di rection possible d 'i l!o/ut ioll,
qui ,~'o (, ti e n l en IlliIi.mut une com mande un peu plus compleu (avte T E R choisi td que
0 < r « t)

3T --04T

(A.jd

La propriét é ci-dessus e~t parfaitement rigoureuse , quelle que soit la variété M étudiée.
Toutefois, afin de ga rde r une présentat ion simple , nous n'en don ne rons la pre uve que dans
le cas pa rticu lier oh M = Ile (à. la fin de la section A.5, apr ès avoir décrit l'expressio n
sim plifiée des différent s concepts de géométrie différentielle lorsque la variété étudiée est
tout eim pler nent Rn).

L' utilit é de l'opé ra te ur crochet de Lie pour les fins de l'Automatiq ue non -li néaire est
"'ga).,m.,nt trè s claire au vu de la P ropriété A.2, le croche t de Lie va jouer un rôle crucial
pour analyser la comm anda bilité et l'obse rvab ilité des systèmes non -linéaires.

Le croch et de Lie de 2 cham ps de vecteur s étan t lui-même un champ de vecteurs, il est
possilJle de calc uler (les crochet s de Lie en cascade. On uti lisera dans ce cas les notations
suivantes

(f, I!, gJl(x) <1 aJ; g(x)y ,g]1 ~ all}g(x )
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Nous donnons enfin ci-dessous une liste des pr incipales propriétés vérifiées par ces 2
opérateurs. Toutes peuvent être démontrées très facilement à partir des 2 définitions A.21
etA.23

soit i, g et h., 3 champs de vecteurs définis sur une variété M,

soit )'1 et À2 , 2 fonctions définies sur M,

soit enfin k] et k2 , 2 réels.

Les opérateurs dérivée et crochet de Lie présentent les propriétés suivantes

le crochet de Lie est bilinéaire:

[kJ! +k2g, h] = kdf, h] + k2[g, h]
[J, k]g + k2h] = kdf, g] + kdf, h]

le crochet de Lie est antisymétrique

[J,g] = -[g, f]

le crochet de Lie vérifie l'identité de Jacobi

[J, [g,hl] + [g, rh,f]] + rh, [f,g]] = 0

la dérivée et le crochet de Lie vérifient enfin

L À1fÀ 2 = À] LfÀ 2

[ÀJ!, À2g] = À]À2 [J,g] +À] L fÀ 2 9 - À2 LgÀ] f
L[J,g]À] = LfLgÀ] - LgLfÀ]

A.3 Espace cotangent, I-forme

L'espace tangent à une variété M en un point p, noté ci-dessus TpM, présentant une
structure d'espace vectoriel (Propriété A.i), il est possible de définir et d'exploiter les
éléments duaux de ceux détaillés à la section A.2. C'est ce qui est fait ci-dessous.

Définition A.24 Vecteur cotangent

Soit M une variété, et p, un point appartenant à M. De par sa définition d'élément dual
du vecteur tangent, un vecteur cotangent à M en p, noté W p , est une application linéaire
qui, à un vecteur tangent à M en p, associe un réel:

w, TpM IR
r; r-+ < Wp,Fp >
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Définition A.25 Espace cotangent

287

espace àM
est possible de

Définition A.26 Fibré cotangent

On appelle fibré cotangent à une variété M, noté T' M. ICL réunion de tous ses espaces
cotangents

T'M = U T];M
])EM

Définition A.27 l-forme

l'élément dual d'un de oecteurs. il u vu

est une application ri chaque point. P d«

M -7 T;M
p f-> w(p)

Parmi les l-formes, on peut distinguer un sous-ensemble qui est particulièrement utile
pour l'analyse des systèmes non-linéaires

Définition A.28 l-forme différentielle exacte

Soit À une fonction sur M On appelle l-jorme
l-forme notée dÀ, doni l'action sur un champ de

exacte CLssoeiée à À, III
f résulte en la fonction LJ).

La dénomination exacte traduit que ['act ion d'une telle l
forme d)' sur un champ vecteurs f la exacte de la fonction
lorsque l'évolution du point Ji sur la M obéit à la représentation d'état
Cette dénomination paraît encore plus naturelle lorsque la' variété étudiée est
équation (A.6)

L'importance des l-forrnes différentielles exactes tient au fait qu'elles permettent
d'introduire la notion de distributions intégrables (Définition A.36 ci-dessous), élément-clé
du Théorème de Frobenius (Théorème A.l), dont l'impon.ance pour l'analyse des systèmes
non-Ii néaires sera mis en évidence par le Théorème??

A.4 Distribution, codistribution, t héor-èrne de Fro
benius

La dernière uotion de géométrie différentielle utilisée par l'Automatique non-linéaire est
celle de distribution
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Définition A.29 Distribution

On appelle distribulioti sur une une
p de M, associe un sous-espace vectoriel l'espace

notée D, qui ILchaque point
àM enp

D M ---+ T;,M
p f-+ D(p), sous-espace de TpM

Cette définition est tout à fait cohérente puisque, Propriété A.l, 7~/vt présente une
structure d'espace vectoriel.

La régularité d'une distribution est définie comme suit

Définition A,3D Distribution cr,distribution Coo

Soit M, une variété C r +1 Une distribution D SUT M est dite cr,si elle peut localement
être engendrée par une famille de champs dt' vecteurs cr

I:/pEM
3U p un voisinage de P

3th,· .. ,h} dEN ch. veel. C'
/ I:/qEUp D(q) = span{fl(q), ,jd(q)}

La d'une distribution C'" s 'obtient immédiatement en remplaçant ci-dessus C'
et parC"" 0

Une distribution étant une application à valeurs dans l'espace vectoriel TpM, il est
possible de définir \lI1 élément dual

Définition A.31 Codistribution

On appelle codistriinition sur une variété M, l'élément dual d'une distribution. A u vu de
la Définition A.2.9, une notée n, est une application qui, à ehaque point p

de M, associe un sous-espace de l'espace cotangent à M en p

.n M
p

T;M
n(p) sous-espace de T;M

La Définition A.30 peut être ré-écrite sans difficulté pour définir une codistribution
cr ou C= Aussi, la convention suivante sera désormais utilisée

Convention A.3 En
sauf mention

à la Convention A.2, nous sùpposerons dans ce qui
que les distriiiuiions et les codistriinüions sont elles-aussi

o

Les différentes définitions connexes à celle d'une distribution sont les suivantes

Définition A.32 Dimension d'une distribution

On appelle dimension de la distribution D au point p, la dimension du sous-espace uecio riel

D(p), 0
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Définition A.33 Distribution non-singulière

UnF; disiriinüion D est dite non-sinqulière SUT' U c M, si sa dimension est constantc pour

tout p E li D

Définition A.34 Champ de vecteurs appartenant à une distribution

Soient D et l uiie distribution et un champ de vecteurs définis SUT' une
variété -"'1 On que l appariienl à D si

VpE M I(p) E D(p)

Les Définitions A,32 à A.34 peuvent être ré-écrites sans difficulté pour le cas d'une
codistribution.

Afin de pouvoir énoncer le Théorème de Frobenius (Théorème A.l ci-dessous). nous
avons encore besoin d'introduire les notions suivantes

Définition A.35 Annula.teur d'une distribution

On ap pell: annulateur de la disirilnüiou D, la codistriliulion notée Dl. définie pal'

Dl- = {J-forme w / < w,f >= U VI E fJ}

Définition A.36 Distribution intégrable

et j) une distriinü uni non-singulière sur M de di

't1tLe!Fuute si sun armulaieur peut être engendré uniquement
c'est-à-dire

Définition A.37 Distribution involutive

Une distribution D est dite involutive, si le crochet de Lie de 2

conques ap purletuiu: à D est encore un champ de vecteurs

de vecteurs qiu-l
àD, i.e.

Sail. une disirilnüion. lJ
notée D, la plus petite

VI,g E [) [J,g] E D

,.J'I"...... J'" ".,~ .. ~ ... involutive de D,
D. D

Nous pouvons enfin énoncer le Théorème de Frobenius

'I'héorèrne A.l Théorème de Frobenius[lsi89, p.25],[NS90, p.5ï]

Une dist.rilniiion. non-sitiqulière est inléqrable si et seulement si elle est involutive.
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A.5 Cas particulier où la variété étudiée est ~n

Les éléments de géométrie différentielle présentés aux sections précédentes sont tout il fait
à même de traiter un problème d'Automatique non-linéaire sans qu'il soit besoin de faire
sur celui-ci une quelconque hypothèse. Néanmoins. en pratique, l'hypothèse suivante est
très souvent posée

L'Hypothèse A.l peut a priori très restrictive. En effet, en toute rigueur,
elle est très rarement par les systèmes physiques. Prenons par exemple le cas
d'un robot manipulateur à n articulations le vecteur d'état se compose des angles des
différentes articulations du robot ainsi que de la vitesse de rotation de ces dernières.

La variété d'état est par conséquent un hyper-cylindrc (i.e. (~) n X ~n), et ne peut

être dans sa totalité vers ]R2n. Cependant, dans la pratique, on ne souhaite
pas faire plusieurs rotations sur elles-mêmes aux différentes articulations du robot.
On peut donc légitimement considérer que l'espace de travail est simplement la
(] - 'if, 'if [x ]R)n, qui, elle, peut être envoyée dans sa totalité vers un sous-espace de
Une simplification du même type peut être conduite pour beaucoup des systèmes d'intérêt
pratique.

Lorsque l'Hypothèse A.l est l'étude du système non-linéaire peut être con
duite complètement sur ,p(U), un sous-espace de ~n On peut donc faire
abstraction de la véritable variété d'état M et considérer que l'on travaille simplement
sur la variété ]Rn. Cela simplifie considérablement la définition et la manipulation des con
cepts présentés dans les sections précédentes. En effet, l'espace tangent à ]Rn en un point
quelconque x, noté 'l~~n peut être identifié à ]Rn ([NS90, p.39]). Par conséquent, une
notion comme le champ de vecteurs, dans le cas particulier où M = Rn, est une simple
application de ]Rn vers R" Les autres notions introduites dans les sections précédentes se
simplifient d'une façon similaire.

La convention d'écriture suivante sera désormais utilisée

Convention A.4 Un point arbitraire choisi sur une variété sem noté

p, lorsque la variété considérer est une oariéi« M quelconque,

J:, lorsque la variété considérée est]Rn

Comme j'on travaille très souvent sur la variété IR", nom donnons ci-dessous l'écriture
simplifiée des principaux outils de la géométrie différentielle.

] Un champ de vecteurs, associe à. 1!Il élément p d'une variété M, un élément de
'J;,M (Définition A.20). Comme mentionné ci-dessus, Tx]Rn peut être identifié à IRn
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Par consequent , lorsque A1 = !Rn,un cha mp de vecteur s se présente tout simplem ent
sous la forme d'une ap plication d*"R" vers Rn
Il es t représent é, par convent ion, sous la forme d 'un vecteur colonne

R' T, R" ("'(~: ix ) )
x - flx) ~

f,(x )

2 La I -fo r m e est l'élém ent dual du champ de vecteurs. Pa r conséquent , au vu du
po int 1 ci-dessus, une l -fonn e . lorsque M = Rn se présent e sous la form e d 'un e
applicat ion qui à un élément de !Rn, associe une fonct ion linéaire sur IR" Les cham ps
de vecteurs étant rep résentés par convent ion par des vecteurs colonnes, les l -formes
sont r..présentées par des vecteur s lignes

11." _ {(II." _ II.)}
x ...... w(xl = (Wl(X), ,wn(x )}

De cet te façon, l'a ction d'une l .foeme sur un cham p de vecteur s se lit comme un
prod uit scalaire

Soit nl f un c/1I1mp dt se cteu rs sur la variét é R"

W une l ·f'''"' sur l, "'''U 11.' ( f , (x ) )

Dans Ct cas c w(x),f(x) >= (wr(x), ,w,,(x » . = L:~=1 w,(x)j,(x)

f ,(x)

3. La dé r ivée de Lie d 'une fonct ion ), par rappo rt à un champ de vecte urs j est
une fon ction qui associe à un élément p d'un e varié té M , la valeur dl." la dé rivée de
). selon la direct ion donnée par f(p ), c'est-à-di re le rée! ~ (p) lorsque fi = j(p) (cf.
équation (A.2)).
Dans R" le calcul d 'une dérivée de Lie devient expli cite

L, A(x ) = ~ ( x ) = ~f(x) = E;',.l a~f, ( .l: )
avec è =J(x) IA 5)

4. Lorsque .M = R" une I -for m e di ffér en t iell e exact e devien t égalemellt complète
nWllt exp licite a u vu de la Définition A.28 cl des points 2 et a ci-dessus, la l -forrne
diff érentielle exac te associée à la fonct ion A est tout sim plement , lorsque M = R" ,
la l .Ior me ax s'écrivant

( A.s)
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."J . L'opéra teu r cr oc he t d e Lie enfin, peul lui-a ussi, lorsque .\1 = R", recevoir une
défini t ion explici te Soient f et g , 2 cham ps de vect eu rs sur la vari ét é R"

(

folz) )
I lz )=

1"lz)
et

(

' ,(x) )
9(Z) =

9"(z )

et soient '!..ftll et ~flF leu r mat rice jacobienne

(

"'ilil
89( X) = aL,

ô x ~9~

'"

!'.hJ'l ), ,"

~~...iti
a ~· ~

Au vu de la D éfini tion A.23 et du point 3 ci-dessus, le Ho chet de Lie de f et 9 est
le cha m p de vecteurs do nné par la relation

1/"lIx) = o,(z )Il r ) _ iJI lr )9(x )
ô x &x IA.7)

6. Une d ist ributi on associe il.un élément l' d'une variété M un sous-espace vector-iel
de TpM (Définition A.29). Puisque T"R" peut être ident ifié à R", une d istri buti on D
SU T la variété Ai = R" se présente tout simpl ement sous la forme d 'une a ppl icat ion
qui à un élément x de IR" associe une mat rice Il x d. avec d dimension maxi male
de D su r R"

T, Il.' ( ~ R')

La dime nsion en un point l d' une dist ribut ion D su r R" est alors sim plement le
rang au point l de la ma t rice représentant D, el D est non-singulière si la matrice
représent ant /) est de ra ng constant sur R"

7 Une co di srribu rlon associe à un élément p d' une variét é M un sous-espace vect or iel
de T; J\.1. (Définition A.3J ). Les éléme nts de T;a" , c'es t-à-dire les l -formes su r R",
éta nt représentés par des vecteurs lignes (voir point 2 ci-dessus), une codiat ribu t ion
n s u r Ja variét é M = Rn sc présen te tout sim plement sous la forme d' une app licati on
qui à. un élément x de R" associe une matr ice d x Il, avec J dimension maxi male
de n sur R"

n R" ..... T; R"

(

n " ,,)lr)
n (r ) =

fl[d.1J(X)
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A .S. C as p a rt icu lie r où la var iété ét.u dlé e est Rn

.'\. Enfin, l' a n nu lat e u r d ' une d ist r ib u t io n n sur la vari été IR" , au vu de la Définit ion
A.35 ct des point s 6 et 7 ci-dessus, est s im plement le noyau à gauche de la matri ce
rep r ésentant D

Nous donnons pour finir la preuve de la Prop riété A.2 (interprét at ion géomét rique de
l'opérateur crochet de Lie) dans le cas par ti culie r où la variété ét udiée est IR"

P r eu ve d e la P ro p riét é A.2 (da ns le ca s où .,t,1 := R" ) :

La Propriété A.2 affirme que le systè me (A.3), sous l' act ion de la loi de comm ande (A.4 ),
q uitt era une co nfigurati on p en évoluant da ns la dir ection donnée par le vecteu r tan gent
[g], 921(p). P uisque nous nous plaçons dans le cas où M = R" (ou tout au moins dan s le
cas où le système (A.3) sat isfait l'Hypothèse A.t ), le vect eur d 'état ne sera déso rmais pl us
noté p, ma is x, afin de respecter la Convent ion A.4 . x (t ;to, xo) représentera alors la valeur
à l ' ins ta nt t du sys tè me (A_3) lorsque qu'à l"instant to, nous avons x = Xo,et il. par ti r de
l' inst ant to, la commande (A.4 ) est appliquée au syst ème. La preuve de la P ropr iété A.2
consiste il. calcu ler un d éveloppe ment limité de x(l o + 4'1';to, xo) (on rapp elle q ue par
défin it ion , T est un infiniment peti t ) et il.montrer que le t erme qu i y est prédom ina nt est
[Y\ _921(xo)

Sur l'intervalle de tem ps [to, /0 t T I, l'ensemble consti t ué par le systè me (A.3) et Id loi
de commande (A.4) s'écrit s implement.i: =91(X). Par conséque nt , x(lo +T ; to,X(I) peu t
êtr e approché par le développ ement limité

" T~ 8 91(X)1 '
x(t o + l ;t(l, z (I) =Xo+T9d xol + "2 ----a;- 91(Xo) t o(T)

De la même façon, su r l'i ntervalle de te mps lto +T, to +2T [, le système (A.3) et sa
commande (A .4) s'éc rivent i = 91(:r). x(lo +2T ;to, xo) peu t do nc êt re approc hé pa r le
déve lopp emen t limité

x (to t 2T ; to, zo) = .1(to t T ;to,.1o) + T 91{X(to+ T i to,XO)) +
T 1 a92(.1)1 a
"2~ rilo+T;Io,z./ l (X(to + T; to,.1o)) +o(T) (A.9 )

A par ti r de (A ,B), on montr e facileme nt que

a9,lr l 19l(Z(to+ T ;to, xo)) 91(XO ) +T~ .... 9](XO) +Q(1{}\, IO)

89,CrJI ag,(rll----a;- r (10+T;lo_rol 91(X(10 + T j tü, r o)) ~ ro 91(XO ) + 0( 1) (A.ll)

Par conséquent , en repurtant (A.8), (A J O) et (A.11) da ns (A.9), cette de rn ière rela tion
pe ut être ré- écrit e comme

x (to+ZT ; to,xo) = Xo t T(9d.1o)+92(XO))+
Tf-(~ l r. 91(.10) + 2 ~Lo Y] (xo )+ ~i~~lo92(XO)) t O(T2)

(A. 12)
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En continuant de la même façon, on montre successivement que

x(t n+3T; ta, xo) = Xo+T9z(Xo) +
T

Z
( a9z(X)1

+2 2---a-;:- xo 9](xo) +

x(t o+ 4T; ta, xa) = :Co +T 2

La relation (A.13), au vu de la relation A.7, est en fait

Ce qui termine la preuve de la Propriété A.2 dans le cas où M = IR" <1

Notons que lorsque le système (A.3) est linéaire (i.e. 9](X) et 92(X) constants quelle
que soit la valeur de x), le crochet de Lie de g] et de 92 est nul quel que soit J: (immédiat au
vu de (A.7)). Par conséquent, la relation A.13 conduit simplement à x(t o+4T; ta, xo) =

:co+ 0(1'2). En fait, on peut montrer que x(i a + 4T; tn, xo) = Xo. On retrouve donc
le résultat bien connu qu'un système linéaire du type :i: = B 11 ne peut évoluer qu'à
l'intérieur du sous-espace Xo+ Im(E). Les calculs précédents viennent de montrer que ce
résultat ne s'étend pas aux systèmes non-linéaires, puisque même dans un voisinage de
Xo,ils peuvent évoluer dans une direction perpendiculaire à span{9] (xo),9z(Xa)},à savoir
[9],9z](Xa). On peut en fait montrer de la même façon que ci-dessus que le système (A.3)
peut quitter une configuration Xa en évoluant dans la direction donnée par [g], [g],9z]](Xo).
[92, [91, gz]](xo)ou n'importe quel crochet de Lie de g] et g2 d'ordre supérieur. Il suffit pour
cela d'utiliser des lois de commande plus sophistiquées que la loi (A.4). La commandabilité
d'un système non-linéaire, au vu de ces faits, sera donc intimement reliée à la dimension
de la distribution générée par g], g2 et tous leurs crochets de Lie.



Annexe B

Systèmes non-holonomes

Le terme "systèmes non-holonomes" a été utilisé de façon récurrente tout au long de
ce mémoire. Il désigne une large classe de mécaniques, parmi lesquels prend
place j'ensemble des robots mobiles à roues, l'hypothèse d'un roulement pur sans
glissement a été retenue pour modéliser le contact roues-sol. Comme mentionné dans
l'introduction (Chapitre 1), notre centre d'intérêt dans ce mémoire est, de façon
la robotique mobile à roues. Nous nous sommes cependant tournés fréquemment vers
classe plus générale des systèmes non-holonomes car, pour les problèmes de commande,
ce groupe de systèmes présente des caractéristiques identiques. Nous avons pu ainsi app li
quer au cas des robots mobiles, des propriétés établies pour des systèmes non-holonomes
génériques ou pour des systèmes non-holonomes autres que les robots mobiles, et inverse-
ment, il est raisonnable de penser les résultats établis dans ce mémoire peuvent être
exploités pour commander des non-holonomes autres que les robots mobiles.
Dans cette annexe, nous avons regroupé, pour mémoire, les principales définitions et pro-
priétés relatives aux non-holonomes. La définition d'un système non-holonome
et quelques exemples systèmes physiques appartenant à cette classe sont présentés
à la section B.l, plusieurs théorèmes permettant de mettre en évidence si un système
physique donné est non-holonome sont il la section 8.2, enfin les principales pro
priétés relatives à la commande d'une de systèmes non-holonomes englobant les
robots mobiles à roues sous les Hypothèses 2.2 de roulement pur sans glissement sont
énumérées à la section 8.3.

B.1 Définition et exemples de systèmes non-holono-

B.l.! Définition

La définition précise d'un système non-holonome est donnée ci-dessous

Définition B.I Système non-holonome

de dimension
qic'cn toute
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généralité on peut écrire
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C,(p()'), ,p,p,t)=O

t uariabl« temps,

i index »ariant dans {l. ,771 },

\Ii, i. index variant dans N*

- pl' = '1fil!,

1 ::;i::;m (B.L)

!Le '1." Junu'tun::;::;npirJu"ee"au moins CCX)('-+l) Si l'on garde un

n'est pas restrictive. On note en

suries systèmes réels sont effectivement

cf(p,t) = 0 i E [l,m] (B.~

Afin d'illustrer cette Définition B.1, considérons successivement les effets sur un sys
tème 5 d'une contrainte complètement intégrable et d'une contrainte qui ne l'est pas.

Soit donc un système 5, décrit par un vecteur d'état P de dimension n, et soumis à
une unique contrainte notée C1 Supposons dans un premier temps que cette contrainte
soit complètement intégrable, c'est-à-dire qu'après éventuellement une ou plusieurs inté
grations, elle puisse être présentée sous la forme (B.2). De façon évidente, p ne peut
alors plus prendre n'importe quelle valeur à un instant t O

, Ji doit être tel que la rela
tion Cl(p, tO) = 0 soit satisfaite. Cette relation définit. parmi toutes les configurations
possibles, un sous-ensemble de dimension 'Il - 1 en effet. soit pa un état du système
satisfaisant la contrainte Cl à l'instant t O

, i.e.

(B.3)

Le théorème des fonctions implicites (voir [Isi89, p.404] par exemple) assure dans ce cas
existe lUI voisinage [10 x la de (pa, tO) sur lequel la contrainte Cl(p, t) peut être

(B.4)

avec c1, une fonction CCX) Sur [10 X [0, les 'Il - 1 composantes Pl, , p)-J ,p)+J, -P»
du vecteur p suffisent donc pour décrire sans ambiguïté le système 5, la composante

'-<'Une fonction f(XI, ,x,,), définie de 1Ft" vers 1Ft" est dite (,'00 si toutes les dérivées partielles de
toutes les composantes f"E[I,n] de f,existent et sont continues.
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Pl s'en déduisant par (B.4). Cette propriété pouvant être démontrée pour tout état pa
satisfaisant (8.3), l'ensemble des états admissibles pour 5 à ta est donc bien de dimension
n - 1. Une contrainte complètement intégrable sur un système 5 a donc effet
de restreindre l'ensemble des états que peut 5 à un instant donné. 5 est
de dimension il est toujours possible de localement comme un système de
dimension sans contrainte.
Dans le cas où 5 est soumis à m contraintes intégrables, on montre de
la même façon qu'il est possible localement composantes du vecteur
d'état, où m] est le nombre de contraintes ;~';';.~=~.~o~'=ol~·''J

Intéressons nous maintenant au cas d'un système 5, soumis toujours à une unique
contrainte C], mais qui serait cette fois non complètement intégrable. D'après la Défini
tion B.l, 5 est un système non-holonome.
Considérons d'abord le cas où la contrainte C] est du premier ordre, c'est-à-dire s'écrit

Cdp,p,t) = 0 (B.5)

et ne peut plus être intégrée. Une telle contrainte ne réduit pas l'ensemble des états

que prendre 5 à un instant donné si te] était le cas, on pourrait localement exhiber
une relation du type (B.4). La contrainte (8.5) n'étant par hypothèse pas complètement
intégrable, une telle relation ne peut exister. Puisque p est libre, c'est pal' conséquent la
vitesse pdu système 5 qui ne peut pas prendre n'importe quelle valeur à un instant donné
si à un instant ta, l'état de 5 est po, alors il doit être te] que la relation C](p,pO, ta) = 0 soit
satisfaite. Une contrainte non-intégrable du premier ordre sur un système 5 a donc pour
effet de restreindre les possibilités d'évolution du système 5 cliacun des états. On
montre de la même façon que précédemment qu'à un instant l'ensemble des vitesses
acceptables pour quitter un état quelconque po présente une dimension n - 1.

Supposons maintenant que Cl soit non-intégrable, mais du deuxième ordre, c'est-à-dire
s'écrit

C](fi,p,p,t) = 0

et ne peut plus être intégrée. Un raisonnement similaire au précédent montre que p et p
peuvent prendre des valeurs quelconques à un instant donné, c'est cette fois l'accélération
fi du système 5 qui est contrainte. Les possibilités d'évolution du système 5 depuis
chacun des états sont encore une fois réduites, les restrictions portent simplement SUI' les
accélérations plutôt que sur les vitesses. 11en sera de même pour toute contrainte non
intégrable d'ordre supérieur. EJ1es sont cependant. rarement rencontrées en mécanique.

En définitive, une contrainte complètement intégrable restreint l'ensemble des états
que peut. prendre un syst.ème S. Elle peut localement être éliminée en réduisant d'une
unité la dimension du vecteur d'état. Une contrainte non-intégrable à l'inverse ne réduit

'->2le nombre de contraintes indépendantes par mi m contraintes C~(p,t), ,C~(p,t) est donné par le
rang de la matrice jacobienne

(
8.cl •apI ôpn

~ ~
&PI ôpn
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l'ensemble des états admissibles, mais réduit les possibilités d'évolution depuis chaque
Elle ne peut conduire à aucune réduction du vecteur d'état.

B.1.2 Exemples de systèmes physiques non-holonomes

Il est d'usage de classer les
l'élément qui cause une

• la l'est l'id ion des
tème avec son

non-holonomes en 2 catégories, en fonction de
des possibilités d'évolution.

d'évolution découle des conditions de contact du sys-

Considérons 2 objets de forme quelconque. Lorsque le contact entre ces 2 objets
est ponctuel, le mouvement relatif de l'un par rapport à l'autre présente a priori 6
degrés de liberté un tel mouvement peut en effet toujours être décomposé en

une translation d'un des objets par rapport à soit 3 degrés de liberté
correspondant au choix, dans 1R3 de la vitesse relative du point de
contact entre les 2 objets,

une rotation d'un des objets par rapport à l'autre, soit 3 degrés de liberté
correspondant au choix, toujours dans 1R3

, de la vitesse instantanée de rotation
relative des 2 objets.

le contact entre un système et son
comme ponctuel. Si le système peut évoluer à

de liherté décrits il est sans contrainte.
ue;I'"e;> \-Le; llIJe;1 cc lUl sont interdits, il est alors non-holonome.

Une description de contact fréquemment utilisée est le roulement pur sans glisse
ment. Elle s'exprime comme suit

d'une part, la vitesse relative linéaire du point de contact entre les 2 objets est
nulle,

d'autre part, la vitesse relative de rotation, dirigée selon la perpendiculaire au
plan de contact, est elle-aussi nulle.

Seuls sont donc autorisés les 2 degrés de liberté correspondant aux rotations dont
l'axe est inclu dans le plan de cont.act, i.e. le mouvement relatif des 2 objets se limite
à une rotation de l'un sur l'autre. Les hypothèses de roulement pur sans glissement,
et plus généralement le contact entre 2 objets est discuté en détail dans [Mur90,
Chapitre 2].

Il est très courant d'utiliser ces hypothèses lorsque l'on met en équations les systèmes
mécaniques suivants

mécaniques ayant l'apparence
et déplacer des objets. Le contact

entre les doigts et souvent (voir [Mur90, Chapitre 2])) modélisé
par les hypothèses de roulement pur sans glissement.
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les robots mobiles à TOues. Le contact entre les roues et le sol est très souvent
modélisé par une hypothèse de (i.e. le plan de chacune des
roues reste vertical] et par des hypothèses roulement pur sans
légérement différentes de celles décrites ci-dessus puisque la rotation
pendiculaire au plan de contact est autorisée. On conserve toutefois
un total de 2 degrés de liberté, puisque c'est cette fois la rotation d'axe per
pendiculaire au plan de la roue qui est interdite, étant donné que celui-ci doit
rester vertical (hypothèse de non-carrossage).

Cette structure très similaire entre les robots mobiles à roues et les robots préhen-
seurs fait que ces 2 types de à première vue très être
commandés sur la base des et des mêmes théorèmes. Le
2 classes de systèmes est par exemple mis en évidence dans [BS95], où la commande
d'un robot préhenseur est développée sur la base de résultats connus pour les robots
mobiles à roues .

• Les systèmes pour lesquels le caractère non-holonome provient d'un sous-actionne

ment. Lorsqu'un système mécanique est complètement actionné, il est. possible
de spécifier l'accélération de chacune des variables du système au moyen des dif-
férents actionneurs. A J'inverse, système mécanique est sous-actionné,
seule J'accélération de quelques du système peut être spécifiée au moyen
des actionneurs, ['accélération des autres variables ét.ant alors dépendante de la con
figuration du système et de sa vitesse. Cela se traduit lors de la mise en équations
par des contraintes non-intégrables d'ordre 2, parfois intégrables une fois.

Prennent place dans cette catégorie, entre autres, les systèmes suivants

les robots sous-actionnés. Les conditions présentées à la sec-
tion 13.2.2 pout si des contraintes d'ordre 2 sont complètement
intégrables, intégrables une fois ou non-intégrables, avaient été proposées dans
[ON9l] dans le but initial de commander des robots manipulateurs sous-action
nés. Des études plus récentes, [SNC94] et [CNS95], montrent qu'en exploitant
les contraintes non-holonomes, il est effectivement possible de construire des
robots manipulateurs à Tl corps, pouvant être commandés uniquement par 2 ac-

ces 2 actionneurs pouvant être par exemple la vitesse de l'extrémité
du corps, voir [D094].

des systèmes des équations similaires à celles des robots manipula-
c'est le cas par exemple du pont-roulant si l'on suppose

que la câble est toujours tendu, voir [Bou92].

les satellites sous-actionnés. Il est montré dans [MSPJ91] et [MS95] qu'il est
possible de stabiliser j'orientation et la position de tels systèmes (i.e. 6 vari
ables) à l'aide uniquement de 2 commandes, choisies comme étant les couples
commandant la rotation du corps selon 2 directions perpendiculaires.

les sous-marins sous-actionnés. L'orientation et la stabilisation de tels sys
tèmes (i.e. 6 variables) peuvent être commandées en utilisant uniquement 't
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actionneurs [NS92], [EHS94] et [SDE93]. Un nombre plus réduit d'actionneurs
est envisagé dans [WSE95].

B.2 Caractérisation d'une contrainte non-holonome

Dans cette section, nous présentons plusieurs résultats permettant de déterminer rapide
ment si certains ensembles de contraintes du premier ordre, section 8.2.1, ou du second

section 13.2.2, sont complètement intégrables, partiellement intégrables 0\1 non in-

B.2.1 Cas d'une contrainte d'ordre 1, linéaire en les vitesses

dans cette section concerne exclusivement les mé-
respecter un ensemble de contraintes du premier ordre

"Ut";.,,,c,,., c- C,>'-""'UllC des contraintes pouvant être écrites.

A(p)p = a (8.6)

p vecteur d'état du système, de dimension Tl,

A(p) matrice m X Tl, avec m < Tl, de rang plein pour tout p.

Un très grand nombre de systèmes mécaniques présentent de telles contraintes. C'est
le cas en particulier des systèmes étudiés dans ce mémoire, i.e. les robots mobiles à roues,
lorsque l'on suppose que le contact roue-sol satisfait les hypothèses de roulement pur sans
glissement (Proposition 2.12).

En terme de systèmes différentiels extérieurs, ces contraintes définissent un système de
Pfaff ([TiI94]), et peuvent donc être étudiés à l'aide des outils propres à cette discipline.
Une étude similaire peut être conduite à l'aide de la géométrie différentielle, comme le
montre le Théorème suivant:

Théorème B.l Intégrabilité de contraintes du premier ordre, linéaire en les vitesses
(par ex. [CAR91])

D(p) = kcr(A(p)) (n.7)

Si D(q) est alors les m conirainies (B.1) sont complètement intégrables si et seule-
ment si D(q) involutive (Définition A ..'.I1).
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Dans le cas contraire) soient D(p)
n - mA sa dimension. Alors seules
est donc maximalement non-holonome si

301

A.S8), et
Le système S

o

Puisque les robots mobiles à roues sont, sous les hypothèses de roulement pur sans
glissement, assujetti à de telles contraintes, nous donnons ci-dessous l'idée de la preuve
du Théorème B.l

Idée de la preuve du Théorème B.l Puisque la matrice des constraintes A(p)
est supposée de rang plein pour tout p, la distribution D(p) définie (B.7) est non
singulière, de dimension n - m. Cette distribution n'est donc que si elle est
involutive, Théorème de Frobenius (Théorème A.I).

Lorsque c'est le cas, on peut construire, Définition A.36 de l'intégrabilité, m fonctions
'\, telles que

< d,\,(p), d(p) >= 0 Vd(p) E D(p) et Vp (B.8)

Au vu de (B.6) et (H.7), p peut être exprimé comme une combinaison linéaire de champs
de vecteurs appartenant. à D(p). Nous déduisons alors immédiatement de (B.8) que

[)~~p)p = 0 VzE {l , ,m}

soit. encore que

'\,(p) = 0 Vi E {l, ,m} (8.9)

Les m relations (B.9) sont exactement sous la forme (B.2), nous venons donc d'intégrer
l'ensemble des contraintes (B.6).

Dans le cas où D(p) n'est pas involutive, une démarche similaire peut être suivie avec
sa fermeture involutive D(p). Celle-ci met. en évidence que m* contraintes parmi les m
peuvent être intégrées. Les contraintes (B.6) sont. donc tout.es non-intégrables uniquement
si dim(D(p)) = n, c'est-à-dire le systèmeS est maximalement non-holonome si D(p) = !Rn
<l

B.2.2 Cas d'une contrainte d'ordre 2, provenant d'un sous
actionnement

Nous ne connaissons pas de théorème général de décider si un ensemble de
contraintes du second ordre exprimées sous (B.l) est intégrable. Les 2 couples
dc résultats suivants apportent une réponse à. ce problème pour 2 cas
spondant à 2 classes de systèmes physiques activement étudiés d'une part
les robots manipulateurs sous-actionnés et les systèmes similaires (ponts-roulants, ... ), et
d'autre part les satellites oules sous-marins sous-actionnés. Ces 2 couples de conditions ne
sont pas interchangeables, puisque les systèmes pour lesquels ils ont été établis présentent
une structure différente (voir la discussion dans [WSE95]).
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Cas des robots manipulateurs sous-actionnés, lONg!]

Le modèle d'un robot manipulateur sous-actionné est donné par

[ Ha ] [ga] [ca] [go] [u] 1 ln
H" gv + Cv + Yu = 0 1 n-in

[qo qujT le vecteur d'état du système,

[Ha [J"V la matrice d'inertie,

[Ca culT le vecteur des efforts de Coriolis,

[ga g"V : le vecteur des efforts de gravité,

(8.l0)

u : le vecteur de dimension m regroupant les commandes disponibles sur ce système.
Dans le cas d'un robot manipulateur complètement actionné la dimension du vecteur
u est n. Nous supposerons ici qu'au contraire m < ri,

Les n - m dernières équations du système (8.10) constituent clairement n - TrI con
traintes du second ordre. En exploitant les propriétés des matrices et vecteurs apparais
sant dans (B.IO), on montre les résultats suivants

Théorème B.2 [ON91] Intégration partielle des contraintes du système (B.IO)

Les n - m contraintes du second ordre agissant sur un rntsnt: rn.n-n.irntlnl r ur

(i.e. les n - m dernières équations de (B.lO)) sont itiieqrablcs

gu est un vecteur constant,

la matrice d'inertie [Ha Hu]T ne dépend que de qa'

Théorème B.3 [ON91] Intégration complète des contraintes du système (RIO)

Les n - m contraintes du second ordre agissant sur un robot: 1H(1T!.lrJ1Ûn'/PlIr sous actionné
(i.e. les n - m dernières équations de (B.lO)) sont si et seule
ment si'

ces contraintes sont pnrt.iellenu.ni. intégrables (Théorème 8.2),

la distribution D(q) définie par

D(q) =ker(H,,(q))

est involutive.
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Cas des satellites et des sous-marins sous-actionnés, [WSE95]

Le modèle d'un satellite ou d'un sous-marin sous-actionné est donné pa.r

303

1 m

1 n-m
(R.ll)

J(71)1/ (8.12)

[1/ TIV . le vecteur d'état du système,

[Ma MuY: la matrice d'inertie, constante,

J . une matrice de rang plein,

[CaC"Y(I/)I/ : le vecteur des efforts de Coriolis,

[Da D"jT(l/)v : un vecteur d'amortissement,

[ga guY(TI) : le vecteur des efforts de gravité,

T . le vecteur de dimension TT! regroupant les commandes disponibles sur ce système
(avec TT! < n).

Les n-m dernières équations de (B.l1) constituent clairement n-TT! contraintes du second
ordre. En exploitant les propriétés des matrices et vecteurs apparaissant dans (B.ll) et
(B.12), on montre les résultats suiva.nts

Théorème BA [W8S95] Intégration partielle des contraintes du système (B.11)-(B.12)

Les n - rn. contraintes du second ordre
actionné les n - TT! dernières

si,

- g" est un vecteur constant,

- Cu +D" est une matrice constante,

la distribution Dl (11) définie par

SUT' un satellite ou un sous-marin sous
de (B. 11)) sont iniéqrables 1 fois si et

est involutive.

Théorème B.5 [WSE95] intégration complète des contraintes du système (B.11)-(B.12)

Les 11 - tri contraintes du second ordre
actionné (i. e. les n - TT! dernières
et seulement si;

sur un satellite ou un sous-marin sous
de (B.ll)) sont complètement intégrables

ces contraintes sont partiellement intégrables (Théorème B.4),
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la distribution Dz(1)) définie par
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est involutive.

B.3 Propriétés relatives à la commande de certains
systèmes non-holonomes

Dans cette dernière section, nous nous intéressons uniquement aux systèmes mécaniques
assujettis à un ensemble de contraintes du premier ordre, linéaires en les vitesses, et toutes
non-intégrables. Cet ensemble de systèmes mécaniques englobe, sous les Hypothèses 2.2
de roulement pur sans glissement, et si on se limite à leur modèle réduit (Théorème 2.10),
tous les robots mobiles à roues, excepté ceux de la classe R6, Proposition 1.2.

Nous noterons toujours p le vecteur d'état de ces systèmes, de dimension TL, A(p) la
matrice mXTL apparaissant dans l'expression des contraintes (m < TL)(cf. relation (B.6)) et
D(p) la distribution associée à A(p) par la relation (B.7). Puisqu'aucune des m contraintes
n'est intégrable, la fermeture involutive de D(p) est égale à ]Rn, Théorème B.1. En suivant
la même méthodologie qu'à la section 2.~t3, c'est-à-dire en utilisant le formalisme d'Eulcr-

et en les Hypothèses 2.7 et 2.8, on montre que le modèle dynamique de
être présenté sous la forme

{
jJ = D(p)1)
1) = v

(13.B)

avec TIun vecteur de dimension Tt - m. et v le vecteur regroupant les commandes.

Nous énumérons ci-dessous un ensemble de propriétés relatives à la commande de tels
systèmes. Nous les avons utilisées, pour le cas des robots mobiles, au Chapitre 4. Cette
présentation suit l'article [CAB9l]. Une présentation similaire peut être trouvée dans
[BRM91] ou [BRM92].

B.3.1 Commandabilité

Il existe plusieurs définitions pour la commandabilité d'un système non-linéaire. Une
étude détaillée sur cc sujet peut être trouvée dans [lsi89, Chapitres 1 ct 2] ou [NS90,
Chapitre 3]. Nous rappelons ici juste les 2 définitions principales.

Soit un système nonlinéaire affine en les commandes:

x = J(x) + ~g,(x)u,

vecteur d'état de dimension Tt,

(B. 11)
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U, les m commandes du systè me,

j (x ),y ](x) , ,g",(x ) m + l champs de vect eu rs CO<>

L'e nsemble accessible par ce sys t ème est défini comme suit

D é fin i t ion B.2 Ensemb le accessibl e

Soit V un ouvert contenant Xo tl T uu scalai re st rictem fflt positif. 0" appd le ensemble
accessiMe par le sYJtème (B .l .(.) depuis Xn pOlir T et V l'ff1sem ble, noti m:(xo), des
configurati ons x qu 'il est possible d 'a tt eindr e depuis xo, en suiv ant penda nt t S T tlne
tra}edoires du système (8.14) correspondant à une commande 11. au moins continue par
morceaux, lout en restant constamment dans V a

Nous avons alors les 2 défi nition s suivan tes pour la ccmm andabilit édu systè me ( 8 .14)

D éffnitio n D .3 [lsi89], [t\S 90] Système localement acces sible

l .e systèm e (B .l .(.) est dit localement accessible depuis Xo si pour tout voÎ!;inage V de Xo
et pour tout temps T > 0, t'ensem ble accessible R~ ( xo ) contient un ouvert non réduit à
l' e1lSembie vide. 0

D é fin it ion DA [Sus87] Systè me sma ll time loca l cont rolla ble

l .e système (B.14) (..,t dit Small Tim e Local Controllable (S T LC) si peur-tout voisinage \1
de Xo et pour toul temps T > 0, l 'ensemble ar.cessible UY(:eo) cont ient un ouvert cont enant
au mOlnsxo 0

De manière t rès som maire, on peut di re que la not ion d 'acc essib ilit é locale gar an tit
que depuis xe on peut att e ind re, à l'aide de com ma ndes conti nues par morceaux, un SO l/S 

en sem ble de l'e space d'état, de mêm e dimensi on que ce-de rn ie r, alo rs que la not ion de srnal!
rim e local contro 1!abi lity ass ure que l'on peut a t tein dr e n'importe quell e configura t ion dan s
un voisinage de xo. Cette der nière not ion est t rès proche de la notion de com mand abili té
pour les syst èmes linéaires . L'a ccessibil ité loca le coïncide avec la ST LC pou r des sys tè me s
sa ns dér ive [i.e. i = 2:::1 g(x) u,) . Ce n'es t pas le us po ur des sys tème s ave c d érive
(syst èmes (0.14)).

Pour la personne qu i au ra à commande r le sys tème (B.l4 ), prouver que celui- ci est
ST LC est beau coup plus inté ressa nt que prou ver l'ac cessibilité locale. Cepe ndant, com me
le montrent les T héorèmes U.6 ct U.7, seule l'accessibi lité locale pe ut ê t re éta blie faci le
ment . C'e st pour cett e raison que cett e not ion est cour amment ut ilisé!"

T héorèm e B .r. [Isi89],[N590] Accessibilité locale

Le sY.9t~ m t' Ll.l " est localement accessible depuis .ro si, dans un uoism oçe de xo, la plu..
petite distri bution conk nant les chcmps de vre/eurs Yl(X), , g",(x) et invariant e par le .~

champs de vrcttu rs f (x ),gl( x ), , g...(x ) est non-singuliere et de dimension Il . 0

T h éor èm e U.7 [5us87] Sma ll T ime Loral Collt rollability

Le systèm e B. L( est Sm a/l Time Local Controlfable s i
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il est localement accessible,

J(O)=O,

Ann. B. Systèmes non-holonomes

Dans le cas des systèmes (B.13), les 2 théorèmes ci-dessus peuvent être utilisés avec
succès.

Théorème B.8 [CAB9l] Commandabilité des systèmes (B.13)

Les (B.13) satisfont les Théorèmes B.6 et B.7 pour toute
xo. donc comrnasulablcs, même au sens le plus fort,
o

B.3.2 Linéarisabilité exacte

Le principe de la linéarisation exacte d'un système linéaire (B.14) est présenté à la sec
tion 4.1.1. b. Il peut être résumé comme suit: existe-t-il un changement de variables difféo
morphiques z = W(x) et un changement de commande non-singulier u(x, v) = a(x)+f3(:r)v
tels que le système (B.14) puisse être ré-écrit comme un système linéaire commandable
? Une étude détaillée de ce problème peut être trouvée encore une fois dans [lsi89] et
[NS90].

Le théorème suivant établit si un système (8.14) est linéarisable de façon exacte

Théorème B.9 [JR80] Linéarisation exacte d'un système non-linéaire

Soit la séquence de distributions.

Alors le
si:

(B.ll,) est linéarisable de façon exacte dans un voisinage de Xo si et

les distributions G" (l:;,:;n-l) présentent un rang constant dans un voisinage de Xo,

- les distributions G" (1:;,:;n-2) sont involutives dans un voisinage de Xo,

- la distribution Gn - 1 est de rang 71. en .1:0.

Dans le cas où le système (B.14) n'est pas complètement linéarisable, le théorème
suivant donne la dimension du plus grand sous-espace linéarisable
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Théorème B.IO [MarS6] Dimension du plus grand sous-espace linéarisable

Soit la séquence de distributions

ç, = span{adjg] , ,adjgm, Çi-d

Alors la dimension du plus gmnd sous espace linéarisable au sein du système (B.14) es!

ri - ~ (dim(Ç,) - dim(Ç,))

L'utilisation de ces 2 théorèmes pour le cas des systèmes (13.13) permet d'établir le
théorème suivant:

Théorème B.ll [CA1391]Linéarisation exacte des systèmes (13.13)

Les systèmes (B.13) de façon exacte. La dimension du plus grand
sous-espace linéarisable pour un »ecteur d'état de dimension 2n - m. 0

B.3.3 Stabilisabilité

Les systèmes (13.13) sont commandables, même au sens STLC (Théorème B.S). Une
propriété remarquable est qu'en dépit de leur commandabilité, ces systèmes ne peuvent
pas être stabilisés sur une configuration de repos (p = Po,1) = 0) par le biais dune loi
de retour d'état au moins continûment différentiable. Ce résultat (Théorème B.13) a été
établi à l'aide du Théorème suivant

Théorème B.I2 [Bro83}Obstruction de Brockett

Une (B. 14) soit siobilisablr sur une
Xo par une loi de bouclage de au moins continûment différentiable est que
par l'application T .

T Rn X Rm -+ Rn
(x, u) f(x) +2:::19i(.T)Ui

de Vx o x IRm
, avec Vx o un voisinage de Xo, est encore un voisinage de xo.

Théorème B.I3 [CAB.91jStabilisabilité des systèmes (B.13)

Les systèmes (B.13) ne peuvent pas être stabilises sur une
po, 1) = 0) au moyen d'une loi de bouclage de l'état au moins
o
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Annexe C

Extensions possibles au cas des
robots mobiles multi-corps

Dans ce le cas de robots mobiles
peuvent cependant être

Comme a été expliqué il, la
n""nll~n'<~nllf,~iU; bi,,'p a rvrva r a i t rv- ces robots dans notre présentation

pour conserver une ce mémoire (nous pas pu être aussi général si nous
avions également considéré les robots multi-corps), et pour ne pas obscurcir la présenta
tion sans véritable gain au niveau des résultats (les techniques mises en œuvre auraient
été les mêmes).

Avant de conclure ce mémoire, nous donnons juste quelques précisions sur les types de
robots mobiles qui pourraient être étudiés à l'aide des techniques présentées
ici, ainsi que quelques clés sur ce sujet.

L'étude des robots mobiles à n remorques a été motivée par le technique
suivant circuler une charge importante dans un contraint. Les

remorque permettent en général de répondre aux problèmes qui sont posés en
pratique. Cependant, des systèmes à 2 remorques ont déjà été développés lorsqu'une seule
remorque était insuffisante; ce sont par les chariots qui permettent le transport
des bagages dans les aéroports, remorques sont actuellement envisagés
ou en cours de développement. C'est cas par exemple au sein du projet européen
Teleman/MESSINA dont le cahier des charges est construire un système mobile qui
puisse amener un bras manipulateur et un ensemble d'outils en n'importe quel point d'une
centrale cela les étroits couloirs prévus initialement pour
j'homme. le but d'intervenir dans la centrale en situation
post-acciuenteue. L';'.n~.I·vsp Inrp;J.I;J.hlp a conclu à la réalisation d'un robot mobile multi
corps à 4 éléments. Des théoriques sur la. commande d'un tel système ont déjà
été menées ([CNM94], [CN94]) et une validation sur prototype est actuellement en cours.
L'étude des systèmes à n remorques n'est donc pas une étude purement académique, mais
répond ponctuellement à des problèmes pratiques.

Il existe a priori 2 façons de relier les remorques d'un robot multi-corps
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soit au moyen d'at taches sur essieu , voir Figure C.l(a), comme sur les cam ions
semi-r ernorques,

soit au moyen d'attaches type ca ravane, voir Figure C.l (b).

Figur e C.1: (a) at t aches sur essie u (b) attaches ca rava nes

Dans les 2 cas , la mod élisa tion ne pose pas de gros ses difficultés les tec hniq ues présentée s
aux Ch apit res 2 et 3 peuven t ê t re ut ilisées , et conduisent à des modè les plus ou moins
sim ples suivant le choix qui a é té fa it pou r les coordonnées rep érant la configurat ion d u
robot multi-corps. Des exem ples de para mét risa t ion j udicieu ses peuvent être t rou vées
dans [S~93bl , (T 5n 594] ou [RF LM93]. En revanche, la commande des robo ts m ulti
corps pr ésente plus ou moin s de problèmes su ivant le typ e d'a t tache ut ilisée : lorsq ue
les différe ntes composantes du robot mult i-ccrp s sont reliées au moye n d 'attaches su r
essieu, le systè me pf'llt être comm andé à l'aid e des tech niqu es présent ées ici ou dans la
litt ér a tu re. A l' inverse, lorsque des at t aches caravanes sont uti lisées , la comma nd e de s
rob ots mu lti -corps est encore bien souvent un problème ouvert. Lesrés ultats clés obtenu s
sur la com m ande des robo ts multi-c orp s , qui illust rent ces différences , sont énon cés et
com mentés ci-dess ous. Le pr ob lème de la commande des robots multi -corps en pr ésen ce
de glisseme nt n'ayan t pas , à not re connaissance , fait l'objet de publica t ions, tou s ces
résult a ts ont été d émo ntr és SO llS l'hypoth èse que Ies Toues roulent sans glisser sur le sol
(i.e. Hypothèse 2.2) .

Cas où le s dj ff éreutes co m p osa nt es d u ro b o t multi-corps sont r eliées lm Jn0 Yl ' lI

d 'attache s su r ess ie u

A notr e connaissa nce, le robot mobile multi-co rps le plus com ple xe qUÎ soit act uelle 
ment ét udi é da ns la littérature est un robot Rl t iran t une ch aine de fi remo rques à un
essieu (com me celles pr ésenté es su r la Figure C.l (a)) , parmi lesq uelles se t rouvent n~ re
ma rques ac tiv es (na .s; n ), où par le term e remorque act ive, nous désignons une re morque
don t l' essieu n 'est pas solidaire du châss is, ma is esl orient.a ble grâce il. un moteur. Un
tel syst ème sere not é dan s la suite RM : • . 11présente na + 2 comm andes les fi,. co rn
mandes J'orientation tles rem orques act ives plus les 2 commandes du rob ot ~ (v itesse
et orien tation) . Ce robot mobile multi-ccrps est décri t par exem ple dans [1'50 594].
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Les robots nM~,. ont été retenus comme système d'étude, car ils peuvent être vus
comme les robots multi-corps basiques, dans le sens que les robots multi-corps plus corn
plexes peuvent souvent être ramenés à des robots nM~" moyennant un changement de
variables et un premier retour d'état. C'est le cas par exemple pour les robots multi
corps tirés non pas par un robot R6, mais par un robot n~ (ce qui est la solution la plus
fréquemment utilisée en pratique). D'un point de vue mathématique, un robot R~ (Fig
ure C.2-gauche) peut en effet toujours être vu comme un robot R~ tirant une remorque
passive (Figure C.2.-droite). Un robot R] tirant n remorques dont na actives, peut par
conséquent être étudié comme étant un robot nM~~2 De même, les remorques utilisées

Figure C.2: Un robot n~ peut être vu comme un robot R6 tirant une remorque passive

en pratique comportent généralement 2 essieux l'essieu arrière est fixe par rapport 'au
châssis, alors que l'essieu avant suit l'orientation de l'axe reliant la remorque à celle qui
précède, voir Figure C.3. En utilisant te même raisonnement que celui illustré par la
Figure C.2, on montre facilement qu'un robot R5 tirant n remorques à 2 essieux, dont
na actives, peut être étudié comme étant un robot RM;,:+1 Des détails supplémentaires

Figure C.3: Remorques à 2 essieux

sur ce sujet peuvent être trouvés dans [TMS95, Section lII.D].

Les robots multi-corps les plus répandus actuellement sont les robots sans remorque
active (i.e. robots RM;)) on les retrouve régulièrement dans les aéroports ou les gares
pour le chargement/déchargement des bagages. Les robots multi-corps avec remorques
actives sont plus confidentiels pour le moment, mais devraient connaître un essor dans les
années à venir. L'exemple le plus classique est le camion de pompier américain représenté
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sur la Figure CA et étudié dans [BTS93], [BTS95]. Ce système est semblable à un camion
semi-remorque traditionnel, mais simplement l'essieu de la remorque est orienté par une
personne dévolue à. cette tâche (le conducteur ne pouvant conduire à. la fois le camion et
la remorque). Cette commande supplémentaire permet au camion de circuler dans des
rues étroites malgré une remorque très longue. Les mêmes contraintes ont conduit les
laboratoires travaillant sur le programme européen Telernan/MESSINA, dont l'objectif
est de réaliser un véhicule rnult.i-corps capable de circuler dans les couloirs d'une centrale
nucléaire, à.se tourner vers un système où toutes les remorques sont actives (voir [CNM94]
et (CN94]). Les robots mobiles multi-corps à. remorques actives ne sont donc encore
une fois, des systèmes purement académiqnes, mais permettent de répondre
au problème de circulation dans des environnements très contraints.

Figure CA: Exemple de système à remorque active. le camion de pompier

Il a été prouvé, concernant la commande des robots R.M~a' les résulats suivants

Théorème C.I Commandabilité [Lau93]

Les robots R.M~a sont cornrnandables (au sens STLC) depuis chaque configuration.

Ce théorème n'est prouvé dans [Lau93] que pour les robots R.M~ et dans le cas d'un
modèle cinématique. Précisément, il est montré que l'algèbre de Lie construite sur ces
systèmes engendre une distribution de dimension maximale en tout point, cc qui établit
que ces systèmes sont localement accessibles, et donc bien cornmandablcs, puisque ces
2 notions sont équivalentes lorsque les systèmes ne contiennent pas de champ de dérive,
comme c'est le cas pour les modèles cinématiques. Ce théorème s'étend cependant sans
difficulté aux cas des modèles dynamiques de robots R.M~, grâce à un Théorème de
Sussmann [Sus91, Proposition 2], et s'étend alors forcément aux robots R.M~a' puisque
ces systèmes sont identiques aux robots R.M~, exceptés qu'ils présentent des commandes
supplémentaires.

Ce théorème est facile à.prouver tant que l'on exclut les configurations du robot où 2
modules consécutifs forment lin angle droit. Les méthodes classiques pour construire une
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base d 'une algèbre de Lie (les fami lles de Hall par exem ple) peuven t êt re ut ilisées pour
prou ver la ccmm endabilité d u système. Le tra vail de l' auteur dan s [Lau9J ] a cons isté
à pro uver qu 'il était possible J e créer des bases plus comp lexes pour l' algèbre de Li",
du sys tème , qu i engendrent cet te fois une distri but ion de rang maximale pour tout es les
configurat ions du robot , y compris cel les où 2 modu les consécuti fs forment un angle d roit ,
ct donc prou vent la ccm ma ndabilité du systè me en tou t point .

Le Th éorème C. lll.~sure qu.e , quelle que soit la configurat ion init iale d 'un robot RM: . ,
et quelle que soit IIIconfiguration vers laquelle on souh ait e t'amener à un insta nt donn é T
le d éplacement du robot peut être réalisé à l' aide d 'une commande boucle ouverte au moins
conti nue par morceaux. Afin de const ru ire explicite ment une telle loi dl' com ma nde, il a
ét é recherché si le modèle d'u n robo t R ...\..1:. ne pouvait pas , moyennant un cha ngement
de variables et un prem ier retour d 'ét at , êt re ré -écr u sous une form e plus standard pou r
laquelle des résultats sur la construc t ion de lois de commande boucle ouvert e existe nt déjà..
Les 2 t héo rèmes suivants mont rent que la forme di te chaîn ée , int roduite init ialement da ns
[M59tl , est une for me standa rd pa rfait em ent ap propriée pour l'é tude des robot s RM: .

Thé or è me C. Z Ré-écr il 1J n~ d 'un modèle de robot R M ô sous forme chainée (Sfl93b) ,

~
Si durant toute son ivo lution, un robotRM~ ne J'asse j 'lmais par une configuration ou !!
modules con-séculifs forment un angle droit , alors son m'idèle ciném atique peut être mIS

sous forme chaînée au moyen d'u n changement de variables et d 'un premi er rdour d 'éta t
Ûat ique. La f orme chaîn ée obtenue comporte 1 gin éraltur et une chaîne de 11 +2 variab {e,~ .

o

T hé o rè me C .3 Ré·écrit ure d' un modèle dl' robot RM : . sous forme chainée [TS BS94]

Si durant toute son évolution, un robot nM~. ne passe j amais par un e configura/lOti ou
2 modu les consiçut i/s forment un angle droit, alors .~ on modèle cini matique peut êt re nus
sous form e chaÎnù ail moyen d 'un changement Je variables et d 'Ill! l""tmler retour d 'i tat
dyn am ique. t.o forme ,!JaÎnit obtenue comport e 1 générateur el 11. + l chaînes.

La taille df', l'extension dynamiq ue est f onction du nombre de remorques ac/ ives ft
Je LeUT position dans la chaîne de remorques si les diff érents modules du robot RM~_

sont numé rotés de 0 li Il, avec 0 attr ibué au robot mde tête et n attribué à la dernlere
remorque, et si n' l ::; i :;; na dé~igne l 'ordre dan...la chaîne de la j ien'" remorque ad ive,
alors la procédure tif', mise sous for me chal'née requiert l 'addition de L~': l n , états . Parmi
u s nouveaux da ts, 11\ peuvent être interprétés comme décrivant une cliaine de remo rques
Virtu elles placé~ devant la premi ère remorque active, ft la cummande du système aug
menté remp laçant la commande en orientatum de la premi ère remorque act ive, est la corn
mll:t1de en ori entat iull de la prem ière remorque de cett e chaîne virtue lle. L 'inte rpréta tion
e~t identi que pour les n1 li n"- autres états supplémentaires. 0

La ré écri ture d' un modè le de robot RM~ ou RM :. sous une forme chainée fait ep 
parai t.re (T héorèmes C.:.!et C.3) quelques singularités. Cependant , lorsque le ro bot est
in it ialement da ns l 'une de ces configurations, il est en gén éraltrès facile de l'en sorti r au
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moyen d'une première commande boucle ouverte il suffit de faire avancer dans une di
rection constante le robot R5; la chaîne des temps fini, se "déplier"
et former une ligne droite; le système est alors

Les lois boucle ouverte développées pour commander les systèmes chaînés peuvent
conséquent être utilisées dans tous les cas pour commander les robots 'RMn soit

soit à la suite d'une commande boucle ouverte si le robot était
initialement une configuration la ré-écriture sous forme chaînée. Les

classiques pour amener un vers une autre,
ouverte, sont

des commandes sinusoïdales, dont les fréquences sont toutes des multiples d'une
fréquence de base,

des commandes constantes par morceaux,

des commandes polynomiales.

L'idée commune à toutes ces techniques est de choisir des lois de commande de structure
très simple, de sorte que l'ensemble système chaîné (qui présente lui aussi une structure
très simple) et commande puisse être intégré explicitement. Les paramètres constants des
lois de commande sont alors de sorte la solution explicite ainsi obtenue relie
la configuration initiale du la souhaitée sur l'intervalle de temps
spécifié par J'utilisateur. Des détails supplémentaires peuvent être trouvés dans [Til94]
ou [TSB894].

Les lois de bouclage d'état instationnaires proposées pour les systèmes chaînés ([WB93],
[TMW92], ) pourraient a priori être également utilisées pour stabiliser les robots RM~a
sur une configuration de repos, mais il faudrait être que
les singularités induites par la mise sous lorme chainée ne sont jamais rencontrées.

Les Théorèmes C.2 et C.3 ont été énoncés en terme de mise sous la forme chaînée. Ils
pourraient de façon parallèle être exprimés en terme de mise sous la forme plate canonique.
voir par exemple [RFLM93] pour la version parallèle du Théorème C.2.

Cas où les différentes composantes du robot multi-corps sont reliées au moyen
d'attaches caravanes

A l'inverse des systèmes avec att.ache: SUl' essieu,auxquels il est possible de tr ansposer
de nombreux rèsultat.s èt.ablis IJou r les robots mono-corps, la commande des robots multi
corps avec attaches caravanes est encore un problème très largement ouvert. Le Théorème
suivant, le seul que nous connaissions pour ces systèmes, met bien en évidence la différence
fondamentale entre les 2 types d'attaches

Théorème CA [RFLM93] Platitude des robots multi-corps équipés d'attaches caravanes
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Le composé d'un véhicule moteur ct d'une
une caravane est plat, Les sorties n'ont
tion physique bien elles
n'appartenant pas au
avec attaches sur les sorties
cartésiennes du centre dernier

véhicule moteur et de 2 ou plus de 2 remorques reliées au
caravanes n'est pas plat. 0





Annexe D

Hypothèses 2.2 : description des
différentes classes de robots

Dans cette annexe, nous donnons les parties des preuves des Théorèmes 2.5 et 2.6 qui
avaient été omises à la section 2.3.2.b pour ne pas obscurcir J'exposé. Ces théorèmes
établissent respectivement que le couple degré de mobilité degré d'orientabilité (0",,0 0 )

associé à un robot ne peut prendre que 5 valeurs et que les modèles cinématiques réduits
de l'ensemble des robots mobiles constituent 5 classes d'équivalence.

D.l Preuve du Théorème 2.5

La preuve du Théorème 2.5 est donnée en grande partie à la section 2.3.2.b. Nous avions
juste omis, pour des raisons de lisibilité, d'établir 2 résultats intermédiaires. Nous en
donnons la preuve maintenant.

D.l.1 Le degré d'orientablité d'un robot mobile vérifie:
0::; Do ::; 2

A la page 2.30, nous avions affirmé que le degré d'orientabilité 00 d'un robot mobile
quelconque vérifie nécessairement:

En effet, considérons des robots ne comportant aucune roue fixe, i.e. rJt = O. Ceux-ci
ne peuvent bouger, Proposition 2.13, que si les droites l'-., associées à chacune des roues
directrices sont soit concourantes, soit soit Ces contraintes sont
trivialement satisfaites en l'absence de roues = 0). Il en est de même
lorsqu'il n'y a qu'une ou deux roues directrices = ou n d

' = 2) quelle que soit
l'orientation de cette ou de ces roues, à la Proposition 2.13 sont
toujours satisfaites. Cette ou ces roues peuvent par conséquent être orientées indépen
c1ernment,80 peut donc prendre les valeurs 0, 1 ou 2.
ho ne peut par contre, pas prendre de valeurs supérieures considérons en effet un robot
éCjuipé de 3 roues directrices (ndi = 3). Si l'-.1 et l'-.2sont sécantes, alors la seule possibilité
pour que la Proposition 2.13 soit satisfaite est que la troisième roue directrice soit orientée
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de manière que [\,1> [\,2 ct [\,3 soient concourantes. De la même façon, si et [\,2 sont
alors la seule possibilité pour que la Proposition 2.13 soit est que la

directrice soit parallèle aux deux autres. Par conséquent, si on commande
iudépeudernment l'orientation des roues directrices 1 et 2, il n'existe donc qu'un cas de
figure où l'orientation de la troisième roue directrice n'est imposée lorsque [\,1 ct [\,2

sont superposées. Faisons maintenant une permutation roues directrices
orientées indépendemment. En utilisant le même raisonnement que précédemment, on
montre que lorsque les roues 1 et 3 sont orientées indépendemment, alors l'orientation de
la roue 2 est imposée sauf dans le cas de figure où [\,1 et [\,3 sont superposées, et lorsque
ce sont les roues 2 et 3 qui sont orientées indépendemment , alors l'orientation de la roue
1 est imposée sauf dans le cas de figure où [\,2 et [\,3 sont superposées. Pour conclure. il
nous faut considérer successivement 2 situations

si les centres des 3 roues directrices ne sont pas alignés, alors les 3 droites [\,l, [\,2 et
L'>.3 ne peuvent pas être toutes superposées. Par conséquent, nous déduisons de ce
qui précède que quelle que soit l'orientation des 3 roues directrices, il existe toujours
un choix de 2 roues directrices tel que la donnée de l'orientation de ces 2 roues
détermine de manière unique l'orientation de la troisième. 00 est donc égal à 2.

si les centres des 3 roues directrices sont alignés, les 3 droites [\,J, [\,2 et [\,3 peuvent
cette fois être toutes superposées. Toutefois, ce cas de figure ne correspond qu'à
une et une seule orientation (/31, /32, (33) des 3 roues directrices. Dès que l'on modifie
l'orientation de l'une quelconque des 3 roues, on sort de cette situation, On ne peut
donc encore une fois, orienter indépendemment les 3 roues directrices. Do est

à 2.

Le développement ci-dessus montre clairement que 00 ne peut jamais être supérieur à 2.

D.1.2 Les couples (Dm, Do) E {(3, 1), (3,2), (2,2), (1, On sont impos
sibles

Au vu des inégalités (2.29) et (2.30),9 couples (5m,50 ) peuvent a priori être formés. En
fait, parmi ces 9 couples, 4 ne correspondent pas à des robots réels ou sont associés à des
robots ne présentant aucun intérêt pratique. Ce sont·

De tels couples (bm , ( 0 ) sont impossibles en effet, si pour un robot mobile 8m = 3,
alors le rang de la matrice A31(/31, ...,nd.) qui lui est associée est nul (Définition 2.6
et relation 2.20). Au vu de l'expression de cette matrice page 29, on en
déduit que ce robot ne possède ni roue directrice, ni l'Olle fixe = ni' = 0). Par
conséquent, 80 ne peut être égal qu'à zéro.

Ce couple (bm,80 l est lui aussi impossible si un robot comporte 2 roues directrices
orientées indépendemment (80 = 2), alors la matrice A3l(/31....,nd.)associée à ce robot
est de rang 2. En effet, un rapide calcul montre que les 2 lignes de A31(/31 ,....nd.) (ex
pression donnée page 29) associées aux roues directrices orientées indépendemmcnt
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ne sont jamais excepté pour une et une seule orientation ((3" (32) [7ï]
de ces roues directrices. le robot comporte d'autres roues directrices ou des

roues fixes, A31((3I, ...,nd.) présente des lignes supplémentaires, qui, ajoutées aux 2
premières, font que cette matrice reste en général de rang 2 même pour l'orientation
((31,(32) [7ï] mentionnée ci-dessus. Si ce n'est le cas, nous avons montré
discussion précédant l'Hypothèse 2.5) des roues
triees doit être vue c'est-à-dire la commande en orientation des
roues directrices doit à ne jamais amener les roues dans cettp

situation. Donc en définitive, 50 = 2 implique que Rang(A31((3I,....é)) = 2, ce qui
conduit nécessairement, au vu de la Définition 2.6 et ùe la relation (2.20) à IJm = 1

Ce couple (Sm'50) est associé à des robots ne présentant aucun intérêt pratique
de tels robots, puisque 50 = 0, ne possèdent aucune roue directrice. La matrice

S((3I,oo.,nd.) qui leur est associée (relation 2.20) est donc une matrice 8 constante.
C'est même un vecteur, puisque Sm = 1 (Définition 2.6). Leur modèle cinématique
réduit, Théorème 2.3, a donc pour expression

Ce modèle montre clairement que ces robots n'ont qu'un seul mouvement possible
si S3 = 0, alors il s'agit de la translation (puisque iJ= 0) dans la direction de terminée
par SI et S2' Si S3 =1- 0, alors il s'agit de la rotation autour d'un CIR, situé sur la
droite perpendiculaire au vecteur (sl,s2f passant par P, centre du repère attaché

au châssis, à une distance algébrique~ du point P. La seule liberté dont nous
disposons sur cette translation ou cette rotation est sa vitesse, que l'on peut spécifier
à l'aide du scalaire Tlm. Concrètement, ces robots comportent 2 roues fixes dont les
perpendiculaires L'-.1 et L'-.2 sont parallèles mais non superposées (-t translation) ou
sécantes (-t rotation). Les possibilités de mouvement de ces robots sont de façon
bien évidente beaucoup trop réduites pour qu'ils puissent être utilisés dans le cadre
d'une application pratique.

Aussi, en définitive, le couple (Dm, 50) associé à un robot mobile ne peut donc prendre que
les 5 valeurs présentées dans le Théorème 2.5.

D.2 Preuve du Théorème 2.6

La preuve du Théorème 2.6 consiste en une énumération de toutes les classes de robots
mobiles pour chacune d'elles, il faut d'une part rechercher j'ensemble des robots mobiles
qui la compose, puis d'autre part, montrer qu'il est toujours possible de choisir le repère
[P,î,j] de telle sorte que leurs modèles cinématiques réduits soient identiques.

A la section 2.3.2.b, cette démarche a été réalisée uniquement pour la classe R~.

Nous complétons maintenant la preuve du Théorème 2.6 en ét.udiant les 4 autres classes.
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Auparavant, nous donnons la preuve d'un résultat utilisé abondamment lors de ces études
la Proposition 2.14, que nous avions égaJement omis de donner à la section 2.3.2.b. '

D.2.1 Preuve de la Proposition 2.14

La Proposition 2.1'1 met en évidence une condition nécessaire et suffisante pour que 2
lignes de la matrice A3 1 ((:l1,... ,nd') soient colinéaires.

l'our prouver cette proposition, considérons 2 lignes quelconques il et 12de la matrice
A 3 1 (fil,...,,,",), et supposons qu'elles soient colinéaires. Dans CP cas, au vu de l'expression
de cette matrice donnée page 29, et en notant k le rapport de proportionnalité entre les
2 lignes, le système suivant doit être vérifié

(D.l)

Ce système peut être ré-écrit sous une forme beaucoup plus simple

envisageons tout d'abord le cas où les angles Œi, +/3" et sont tout deux différents
de ~ modulo [11"]. En divisant la seconde ligne de (D.l) pa,r première, nous obtenons
que

tan(ex" + /3i 1 ) = tan(exi, + /3,,) ~ 0"1 + fi" = 0'" + /3" [11"] (D.2)

Enfin, en reportant (D.2) dans les 2 premières lignes de (D.I), il est clair que

Ikl= l (D.3)

On obtient les mêmes conclusions lorsque Œ" + (:1" ou (x,, + (1" sont égaux à ~ [11"j. En

effet, supposons que 0"1 + /3" = ~ [11"]. Les 2 premières lignes de (D.l) s'écrivent dans ce
cas

{
0 = k
1 = k (D.4)

La seconde ligne de (DA) assure que k est différent de O. On en déduit, en considérant
la première ligne de (DA), que exi, + /3i2 est lui aussi égal à ~ [11"], puis en considérant la
seconde ligne de (DA), que Iklest finalement nécessairement égal à 1. Le raisonnement
est identique lorsque l'on suppose initialement que ex" + (1i, = ~ ["j.

Au vu de (D.2) et de (D.3), le système (IU) peut donc être ré-écrit

(D.5)

En se reportant à définition des angles Œ et (1donnée page 15, il est clair que la première
ligne de (D.5) signifie que les roues il et i 2 doivent être parallèles. En s'aidant d'un croquis
(Figure D.1), il apparaît alors que la seconde ligne de (D.5) impose que les 2 droites 6"
et 6" sont superposées.
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Figure D.l : Représentat ion des orien ta tions des roues i l = J et il ;:;;; 2 sat isfaisant le
syst ème (D.5)

D .2 .2 E t ude dét a illée de la classe RJ

P r opo siti o n 0 .1 Rouots appa rtena nt à la classe ~

La classe~ est cQnstituée par l 'ensemble des robots mo{,iles ne possédant ni roue din~c 

t~~ni ro ue ~. 0

Preu ve : LI!. rnarrice AJI(Pt. ....... ) associée à un robot de la classe n~ est de rang 0
(pu isque 6", ;:;;; 3 Définition 2.6 el relat ion (2.20)) . Au vu de l'exp ression de celte
matrice don née page 29, il est immédiat que ce robot ne possède ni roue di rect rice, ni
roue fixe Tl'; ' =0 (cc qui est en accord avec 60 = 0) et n f ' = O. <l

Les robots équipés uniquem ent de roues omnidirectionnelles, dont nous avions dis cut é
à la page 21, sont les robots de la classe mles plus ut ilisés dans la prat ique .

P ro po sit ion 0 .2 Modè le cinémat ique réduit d 'un robot de III.classe R§

Quels que soi t le robot de la classe n~ considéré et le repère [P, i ,il choisi .~ Ur le châssis
de ce robot, son modèle Cinéma tique réduit s 'icrit

(D.6)

La classe Ri: est par conséquent une classe d'équivalence au sens du Th éorèm e 2.6 . o

P re uve : La matr ice AJI associée à un robot de la classe R~ étant de mog 0, n01JS
pouvo ns choisir pour ma tri ce S (relat ion (2.20) n'importe quelle ma trice 3 x 3 constante,
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de rang plein. Un choix trt~ nat urel est

S = 1<ie ntité:J. 3 (0.7)

En rep or t an t (0.7) dan s le Théorème 2.3, nous obtenons bien le modè le cinémat ique
réduit 0 .6. Il est à noter que le choix du repè re [P,i,)1 att.aché au châssis n'affec te pas
l'expression du modèle (D.6). Il définit le vecleur ~ , c'es r-ê.dlre précise de quel point (x,y)
sont les coordonnées el quelle est l'orient ation d u châ ssis lorsq ue 0 =0, mai s que l qu'ait
é té ce choix, le modèle cinémat ique réd uit d'u n robot ngest toujours donné par (D.6).<1

P r opos iti o n D .3 Descr iption des degrés de liberté d 'un robot de la.classe ng
Le moda e (D.6) d'un robot de la classe~ met en évidence 3 degrés de libo -/i 1/..." 1/n••fi"",. Ceux-ci ont la signification suivan te

1/m, es! la vit esse linéairf du point P dans la dirution donnée par le vecteur i, fiu
par rapport QU c1llis.~is ,

fJ m, est la vitesse liniaire dll point P dan.'l la directio n donn ée par le »ccreu r )~ fixe
par rapport au ciuissis ,

1/m, est /a vi/esse J e ro/alion du châssis .

P re u v e : La preuve de la Proposit ion 0 .3 est imm édiate au vu de la dé finition des
vari ables du vect eur e(sect ion 2.2.1), de la ma t rice de rotat ion R(e) ( relation 2.13 ) et
de (0 .6). o

Le choix (0.7) polir la ma.t rice S ét ait donc parti cu lière ment intéressant , car il do nne
un sens p hysique clair au x 3 degrés de liberté d u modèle '1"" , 1/"" et 1/...,

Un exempl e de robot ap part enant à la classe n~ est présenté sur la Figure 2.8.
Ces robots, et ce seront les seuls , sont omnidi rect ion nels. Cett e propri ét é remarquable
s 'observe facilement sur le mod èle (0 .6) puisqu'il n'ex iste aucune cont rain te , d 'une part,
SH I' la vite sse linéaire du poin t P (celle-ci a pour coordo nnées (fJ...,, '/"'. ), el peu t do nc
êt re pre nd re n' im port e quelle valeur), et d'eu rre part , sur la vitesse de rotation du c.hâss is
(ce lle-c i est égale à Il,,,. et peut donc aussi prendre n'i mp or te quelle valeur ), il est possib le
de faire suiv re au point P, fixe sur le châssis, n' im porte quelle tr ajectoire, el sim ultané
me nt de faire se ré-orienter le châssis selon une loi quelconque. Les robot s de la classe R.l
sont don c bien omnidirec tionnels.

D .2 .3 Etud e d é t a ill ée de la cl asse R~

Propos it.iun 1). 4 Robots appar tl:'llàllt li la classe R~

La classe n~ est con stituée par l'en semble des robots m obiles comportan t

sod une roue fiu, soit plusieurs, mais dans ce dernie r cas les roues fi~es mit mi me
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fn fi1t, un nombre de roues désaxée$ ou de roues om,,,d"''''',,n,'',,,
pui$que ces rosses ne pas l'ét'olut ion d 'un robot [relation. (2.17))

Preu ve : La ma trice AJ 1(1'\, ...",) assoc iée à un robo t de la classe n~ es t de ra ng j

(p uisque ém = 2 Définition 2.6 et relat ion (2.20)). Elle présent e donc nécessa ireme nt des
lign es toutes coliné aires . La Pr oposi t ion 2. 14 per me t de décrire t rès faci leme nt l'e nsemble
des robot s apparte nan t à cette classe

puisque pou r ces robots bo = 0, ceux-ci ne sont équ ipés d'aucune roue dir ect r ice
(noi• = 0),

Ôm é t ant éga l à 2, la matrice AJ I qu i leur est associ ée est nécessairemen t de
1. Au vu de l'expression de celt e matr ice donn ée page 29, e t tenan t compte
fait quo nd

' = 0, nous en déd uisons ces robots com po rt ent au moins une rou e
fixe (ni; > 0). S ' ils en com portent celles-ci do ivent êtr e disposée s de tel le
sor te que AJ 1 reste de rang 1. La 2.14 montre que la seule possibilit é
es t que les centres des ro ues fixes soient tou s alignés ct que ces roues soient orient ées
de sort e que les droites A, qui leur sont associées coïncide nt avec l'axe dé fini par les
5, . Da ns la suite , pour décrire cette configur at ion, nous dirons simpl emen t que les
roues fixes ont même axe <1

P roposi tion D.5 Modèl e cinématique rédu it d 'un robo t ne la classe R~

Quel que soit le robot de la classe R~ considéré, si le rrpère [P,l ,jJ attaché au châs.~ is de
Cf robot est chois i comme suit

P un point quelconque apparten ant à l 'axe des roues fixes.

ï dir igé selon l'axe des roues fixes. Le vect eur j e$t dès lors complète men t IN fi ni
(ce repère est présenté à la Figure 2.9 sur un exem ple de robai RV.

alors son m odèle cinémat ique réduit .~ 'écrit

( = W'(OI ( : : ) ('m,)
0 1 1]""

(0.8)

La classe R~ est par conséquent une classe d'équIvalence au sens du Th éor èm e 2.6

P r eu v e : Pour t out robot de la clas se n~ , il es t toujours poss ible de chois ir le
[P, ï, jJ comme indiqué à la Pro posit ion 0 .5. Grâce à ce choix, les ang les a, et /3,
il. chacune des roues fixes ont tous pour valeu r 0 [11" ] (cf. défini tion de Ci et de {3 don né
page 15). L'ex pression de la matrice A3 1 se simplifie pa r conséquent en

Son noyau fi est alors cla irement donné pa r

(D.9)

En re portant (0 .9) da ns le T héorème 2.3 , nous obten ons bien le modèle cinématiqu e
réduit 0 .8. <1
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Pro p os it io n 1>.6 DcsH iptioll des degré s de libert.é d'u n robo t de la classe R5
Le modile (0.8) d 'url robot de la classe "R~ mel en évidence 2 de.qrr-sde libcrH 'lm, et
'1..., Ct u%-à ont la signification .~uivan l t

'1"1, est la vitesse linéa Ire du pOUlt P

Pre u ve : O n déduit facilement de (0 .8) que

;;;+;ï = '1...,

LI's relat ions ( fU O) ét ab lissent clai remen t la Prop osit ion 0 .6

D .2 .4 Etude d é t aillée d es robots de la cl asse Ri
P r o p osit ion 0 .7 Robots appartenant à la classe R:
f,a cla ss e R~ es! constituée par l 'ensembl e des rollots molliles comp ortant

aucune mue fiu (n/ ; =0),

un e roue directr ice (n ~' = 1),

(0.10)

ellfill, un nombre quelcunque de roues désaxées ou de roues omn idirect ionnelle s,
pu isqu e a s roues fie restreignent pas i"élJQlut ion d 'Un robot (relation (2.17)) . 0

P r e uv e : Pour qu'un robot prenne place dan s la classe n~ , il faut que les 2 cond iti ons
suivantes soi..nt satis faite s

Ce robot possède au moins une roue directri ce, de façon que IJ" puisse êt re éga l il 1
(Défin ition 2.7),

La ma t rice A31{P, .....n•. ) associée à ce robot est de rang 1, de façon que h... soit égal
à 2 (Définitio n 2.Get relat ion (2.20))

En s' appuya nt une nouve lle fois sur la Proposit ion 2. 14, on mon tre facileme nt que la classe
R~ n'est composée que de robots compo rta nt une uniq ue roue direc tric e et auc une roue
fixe. En effet, pour que la mat rice A31(PI.. ,n. ' ) soit de rang l , il faut, Proposit ion 2.14,
que les d roit..s 6 , associées à toutes les roues dire ctric es et à to utes les roues fixes soient
superposées. La dro ite 6 1 associée à la roue direct rice numérotée 1 peut se superposer
à la d roite 6, assoc iée à une roue fixe, mais pour une seule valeu r de fil De mêm e, 6 1

peut se superposer à la droite A2 associée à une au t re roue d irect rice, mai s pou r une
seule valeur du coup le (PI,P2)' Comme {JI par définition n'est pas une const an te (si non la
roue 1 ne serai t plus une roue di rectrice ma is une roue fixe), il apparaî t clairement qu'un e
matrice AJI (P\.....n•.) dont une ligne est associée à une roue directrice ne peu t pas êt re de
rang J si elle com porte J 'autres lignes associées à d'autres roues directrices ou à des roues
fixes, ce qui termine la preuve de la Propos ition 0 .7 <l
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Proposition D.8 Modèle cinématique réduit d'un robot de la classe Ri
Qucl que soit Le robot de la classe Ri considéré, si le repère [Po 'i,j] attaché au châssis de
ce robot est choisi comme suit

P plad en SI, centre de La roue directrice,

('i,]) quelconque. (cc repère est présenté à la Figure 2.10 sm' un exemple de robot
Ri).

alors son modèle cinématique réduit s'écrit

~ = W1(O) (~~~onfl ~ l(TJ
m

l )

1 rlm 2

~1 = 110

(D.ll)

A31(,81) = (cos/31 Sin,81 0)
Une expression possible pour son noyau S(,8d est

La classe Ri est par conséquent une classe d'équi1wlena au sens du Théorème 2.6.

Preuve: Pour tout robot de la classe Rt, il est toujours possible de choisir le repère
[P,'i,j] comme indiqué à la Proposition D.8. Grâce à cc choix, les constantes LI et 0'1

sont toutes 2 égales à 0 (on rappelle que Il et 0'1 sont les coordonnées polaires de SI
dans [P,ï',j], voir page 15). La matrice A31(,81) associée à ce robot ne comporte qu'une
ligne (puisque na, = 1 et n!' = 0), voir l'expression de cette matrice donnée page 29, qui
s'exprime alors comme

(D.12)

En reportant (D.12) dans le Théorème 2.3, nous obtenons bien le modèle cinématique
réduit D.ll. <l

Proposition D.9 Description des degrés de liberté d'un robot de la classe Ri
Le modèle (D.ll) d'un robot de la classe met en évidence :3 degrés de Liberté: 11m"
71 m 2 et 710' Ceux-ci ont la signification

TJm l est La vitesse linéaire de la roue directrice,

- 71m 2 est la vitesse de rotation du châssis,

710 est la vitesse d'orienuüioii de La l'mu: directrice.

Preuve : La signification de 71m 2 et Tlo est immédiate au vu de l'expression du mod
èle (D.ll). Celle de tt-«, peut être mise en évidence comme suit on déduit facilement
de (D.II) que

1)m] est par conséquent la vitesse linéaire au point P qui se trouve être également la
vitesse linéaire de la roue directrice puisque, avec le choix du repère [P,ï,Jl que nous
avons proposé, P = S\ <l
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D.2.5 Etude détaillée des robots de la classe Ri

Proposition D.IO Robots appartenant à la classe Ri

La classe Ri est constituée par l'ensemble des robots mobiles comportant

n d
' ::::.: 1 roues l'une pouvant être orientée arbitrairement, les n d• - 1

autres lui étant

n f ' ::::.: 1 de même axe, cc dernier ne passant pas par le centre d'une des

un nombre de roues désaxées ou de roues omrudireciionnelles,
pas l'évolution d'un robot [relatiou (2,17)). 0

Preuve: Nous montrons d'abord que n d
' ::::.: 1 et n f ' ::::.: 1 sont des conditions néces

saires pour qu'un robot mobile appartienne à la classe Ri, puis que ces conditions sont
suffisantes,

Nécessité la matrice A3](,BI " .,n"' ) associée à un robot de la classe Ri est de rang 2
(puisque fi", = 1 - Définition 2,6 et relation (2,20), Par conséquent, au vu de l'expression de
cette matrice donnée page 29, ce robot comporte au minimum 2 roues fixes ou directrices
(nd• +n f ' ::::,: 2),

Montrons maintenant qu'il comporte nécessairement au moins une roue directrice et
au moins une roue fixe,

de façon que bD puisse être égal à l , il doit comporter au moins une roue directrice,

la nécessité d'une roue fixe, quant à elle, découle du fait que de tels robots ne
peuvent pas être équipés uniquement de roues directrices, Quand un robot ne corn
porte par exemple que 2 roues directrices, la matrice A3d !J],2) qui lui est associée
est de rang 2 pour tous les couples (,B],!J2)' excepté pour celui correspondant à la
confîguration où L~'1 et .0.2 sont superposées, et pour lequel A31(!JI,2) est de rang
1 (Proposition 2,14), Cette dernière configuration, puisqu'elle est isolée, doit être
traitée comme une singularité, c'est-à-dire on fera l'hypothèse que les roues direc
trices sont orientées de façon à éviter la chute de rang de la matrice A31(!J1,2), Nous
reviendrons sur ce problème et donnerons les justifications lors de l'étude de la classe
R~ (discussion à la suite de l'Hypothèse 2,5, Puisque nous supposons que la con
figuration singulière des roues directrices n'est jamais rencontrée, A31(!J1,2) est de
rang 2 pour tout couple (!JI,!J2), Par conséquent, !JI ct !J2 peuvent toujours être
orientés de manière indépendante sans jamais bloquer le robot. On en déduit qu'un
robot comportant uniquement 2 roues directrices présente un degré dorientabilité

00 égal à 2, et n'appartient donc pas à la classe Ri, Il en va de même pour les robots
équipés exclusivement de n d• ::: 2 roues directrices, Aussi, en conclusion, un robot
de la classe Ri comporte au moins une roue fixe,

nous montrons maintenant que tous les robots pour lesquels n d, ::::.:1 et n f ' ::::.: 1
un petit groupe de robots anecdotiques pour lesquels le centre d'une des roues
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place eftectivernent dans la
Pour prouver ce, résultat, nous considérons successivement tous les robots pour

::: l, et étudions à.

Cas des robots pour lesquels n dl = n f ' = 1 les matrices A 31(,61) associées à. de tels
robots sont de rang 2 tant Proposition 2.14, les droites L''l et 6 2 associées aux
L roues ne sont pas superposècs. Ce cas de figure n'est possible que si le centre SI de
la roue directrice appartient à.6 2 . Nous l'ignorerons car les robots présentant cette
particularité n'ont aucun intérêt pratique en effet, au vu de la Proposition 2.13,
pour toutes les orientations de la roue directrice, excepté celle pour laquelle 6 1 et
6 2 sont superposées, ces robots ne peuvent effectuer qu'un seul mouvement une
rotation autour de SI La seule possibilité pour eux effectuer un autre mouvement
est de bloquer la roue directrice (mais qui devient alors une roue fixe) de façon
que 6 1 et 6 2 soient superposées. Le robot ainsi obtenu appartient à. la classe R6
précédemment décrite. Donc, en définitive, si on élimine ces robots anecdotiques,
tous les robots pour lesquels nd

' = n f ' = 1 présentent une matrice A31 ({31) de rang
constant 2. 8m est par conséquent égal à l , 80 est lui aussi égal à 1 de façon évidente.
Ces robots appartiennent donc bien à la classe Ri

Cas des robots pour lesquels n dl 2' 1 et n f i = 1 si, pour les mêmes raisons
que précédemment, on ignore les robots pour lesquels le centre de l'une des roues
directrices appartient à la droite 6, associée à la roue fixe, alors tous ces robots
appartiennent à la classe Ri. En effet, ces robots anecdotiques ayant été éliminés, les
2 lignes de la matrice A31(PI,...,n"')associées à. l'une des roues directrices et à la roue
fixe forment un sous-bloc de rang 2. L'orientation des autres roues directrices peut
alors être choisie de sorte que la matrice A31(,61, ... ,nd,)complète reste de rang 2. Cela
peut être montré de façon calculatoire. Il est plus simple d'utiliser un raisonnement
géométrique les robots n'étant pas pris en considération, la. droite
6 1 associée à la première roue et la droite associée à la roue fixe
ne peuvent être que parallèles non ou Dans le premier cas,
un mouvement du robot est condition que les autres roues directrices
soient parallèles à la roue directrice et à la roue fixe (Proposition 2.13).
Dans le second cas, un mouvement du robot est également possible si les autres
roues directrices sont orientées de sorte que les droites 6, associées à toutes les
roues directrices et à la roue fixe sont concourantes (toujours Proposition 2.13). Le
fait que le robot puisse toujours bouger implique bien que A31 ((:J\ ....,nd')est restée de

2. est donc égal à l, fio éga.lement puisqu'une seule des roues directrices est
manière indépendante.

Cas des robots pour n d
' 2' 1 et n f ' 2' 1 si un robot plus d'une

roue fixe, alors il n'a pratique que si celles-ci ont axe. En effet,
si les droites associées à 2 roues fixes étaient parallèles non superposées, alors Je
robot ne pourrait effectuer qu'un seul mouvement, une translation dans la direc-
tion donnée par les 2 roues fixes; et si elles étaient alors il ne pourrait
encore effectuer qu'un seul mouvement, une rotation autour j'intersection de ces
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Donc, quand on envisage des robots cornpor
il est nécessaire de les choisir de même axe.

1'1',11'''0 UO~ Id. IIld.C1H..en31\IJI ..... n".) associées à ces roues fixes étant colinéaires
2.14), le rang de indépendant du nombre ni' > 1 de

Aussi, on déduit du point précédent que tous robots comportant 70' > 1
roues directrices et n!' ::::1 roues fixes de même axe appartiennent à la classe R{
excepté les robots anecdotiques définis ci-dessus. <J

Proposition D.lI Modèle cinématique réduit d'un robot de la classe R{

Qnel qne soit le robot de la classe R{ considéré, si le repère [P,"i,Jl attaché aILchâssis de
ce robot est choisi comme suit:

P . orthogonale de SI! centre de la roue directrice, sur l'axe de la (les)

"i . Le vecteur' J est alors complètement
défini. sur un exemple de robot RJ).

alors son modèle cinématique réduit s'écrit

(D.13)

La classe Ri est par conséquent une classe d'équivalence au sens du Théorème 2.6.

Preuve: La matrice A3 1 (.81 ,...,n"')associée à un robot de la classe Ri possède n dt +n!' ::::2
lignes. Cependant, pour construire le modèle cinématique réduit de ce robot, on ne
considérera la ligne associée à la roue directrice dont l'orientation est libre et la
ligne j'une des effet, nous avons montré ci-dessus (paragraphe
sur les robots pour lesquels = 1 page 327) qu'excepté pour quelques robots
anecdotiques, que nous ne souhaitons pas modéliser, ces 2 lignes sont de rang 2, quelle que

soit j'orientation de la roue 2 lignes de la matrice A3l(.81,...nd')
ont pour rang, celui de la Considérer les autres lignes n'apporterait
donc aucune information supplémentaire.

Pour tout robot de la classe Ri, il est toujours possible de choisir le repère
comme indiqué à la Proposition D.Il. Grâce à ce choix, les angles œ, et .8,
chacune des roues fixes ont tous pour valeur 0 [7f] (cf. définition de 0' et de (3 données
page 15). De même, l'angle 0'1 associé il la roue directrice est égal à [7f],ce qui permet
plusieurs simplifications trigonométriques. Les 2 lignes de la A31(13l, ...,nd')que
nous devons considérer s'écrivent alors
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Le noyau de A31(p\,...,n"')est alors très simple à calculer.

:J29

En reportant (D.14) dans le Théorème 2.3. nous obtenons bien le modèle cinématique
réduit D.13.

On note que, comme cela avait été annoncé à la. section 2.3.2.a, 5' ne dépend que de
(31,....6

0
, c'est-à-dire dans notre cas, uniquement de Hl

Proposition D.12 Description des degrés de liberté d'un robot de la classe R.i
Le modèle d'un robot de la classe R.i met en évidence 2 degrés de liberté rlm ct
7/0 , suivante

710 est la vitesse d'orientation de la roue directrice,

- T/m est la vitesse linéaire de la roue directrice divisée par II

soit encore, en développant cette relation selon la ba.se (î, h k)

En reportant (D.13) dans (D.15), on obtient finalement

en donc en particulier que

(D.15)





Annexe E

Résultats techniques concernant les
robots R~

Lors de l'étude de la modélisation et de la commande des robots R,1 (respectivement
section 2.4 et les preuves de certains théorèmes ou propositions, purement
calculatoires, ont afin de ne pas obscurcir l'exposé. Nous les avons regroupées
dans cette annexe.

E.l Résultats techniques concernant la modélisa
tion des robots R~

E.1.1 Preuve de la Proposition 2.19

Dans cette section, nous donnons la preuve de la proposition suivante, citée à la section 2.4,
page 62

Proposition 2.19 (') ne peut pas être paramétré par un couple de 2 variables

Dans le cas des robots de n d
' 3 roues directrices dont les centres ne sont

(') est une constante 2, ne pouvant être dans
sa une seule carte. (') ne peui donc pas être paramétré par un
couple de variables. 0

Preuve: Nous donnons la preuve de la Proposition 2.19 dans le cas où n d, = 3.

preuve est basée sur des arguments topologiques, elle s'étend assurément
>3.

Considérons donc un robot équipé de n d
• = 3 roues directrices dont les centres

sont pas alignés. Le Théorème 2.13 propose de choisir le [P,7:,31 centré sur
centre de la roue directrice] La matrice A31(!JI,!J2'!J3) à ce robot s'écrit alors
(cf. expression générale de cette matrice donnée page 29)

sin ,BI
sin(Œ2 + !J2)
sin(Œ3 + !J3)

(Kl)
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Dans le cas d'un robot ne comportant que 3 roues directrices, l'ensemble 0 est défini par
(cf. relation (2.55))

(E.2)

En reportant (KI) dans (E.2), nous obtenons plus précisément que

La partie la plus calculatoire dans la preuve de la Proposition 2.19 consiste à montrer
que l'ensemble 0 donné (E.4) est une variété de dimension constante 2. Une fois
que ce résultat est la Proposition 2.19 est immédiate. En effet, puisque 0 est

défini sur un compact (0 est défini sur (~f) et puisqu'il est l'image inverse d'un fermé,

précisément {O}, par une fonction COO, précisément p (relation (E.3)), 0 est clairement
une variété de dimension constante compacte et fermée. La géométrie différentielle assure
que de tels ensembles ne peuvent pas être décrits par une seule carte, ce qui établit la
Proposition 2.19.

Nous prouvons maintenant le seul point laissé en suspens, à savoir que 0 est de
dimension constante 2. Pour établir ce résultat, il suffit de montrer que la jacobienne de
p(/3] , /32,(33) est de rang constant 1 pour tous les triplets (/31,/32,(33)appartenant à O.

Nous notons J((3],(32,/33),la matrice jacobienne de la fonction p(/3],/32,fh), i.e.

J(/3,,/32,/33) = [ZJ>~ iJp((J~~2,63) ZJ>J(J~] (8.5)

.J(/3]JhJh) étant une matrice ligne, elle est de rang constant 1 si et seulement si ses
éléments ne s'annulent jamais simultanément Nous recherchons ci-dessous les orienta
tions (.B],/32,/33) des roues directrices annulant respectivement iJ~(J~~, EJp((J~~2,(J3) et

âp({3~~2,(J3), et montrons que ces orientations forme~t des ensembles n'ayant aucun élément
commun.

Nous identifions tout d'abord l'ensemble noté 8 1 des orientations des roues direetri
ces qui appartiennent à. 0 et annulent ~(J~. Ces triplets (/'],/32,(33) vérifient par
définition

i.e. en utilisant (E.4)

f l3sin/33sin(C<2 + /32- /3J) -12sinf32sin(C<3 + /33- (31) (E.6)
l -13sin/33cos(ét2 + (32- /3]) + 12 sin/32cos (}'3 + /33- (31)

Le système (E.6) admet clairement 2 groupes de solutions
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Soit sin fJ~ = Sill P.l = O. C'est -à-dire sont solut ions du sys tè me (K6), tous les tri plet s de
la for me

IE.7)

Soi 1 /3 s in(0"1 +Pz- Pd - lzs in(O".l + fJ3 -l3d 1 . (p a )
Olt -l3 COS(0"1 + /lz-Pl ) /l COS(0"3 + 83-fJl) = sm U

2 + Z -0"3 - 1-'3 = 0

Da ns ce cas, le syst ème (E.6) se rê-écri t comme

{

sin(O"l + fJl - /l.)(/3sinP3 ± lzs in Pz) = 0
CO~ ( O: 2 + /32 - /3d (- {3sin 133 ± f1 s in /lz) = 0
0 3 + /13 = 02 + /32 [11"1

Ces 2 gro upes de solut ions ont une interprétation géo rn érr ique t rès s imp le

Ail vu de la définit ion de /3donnée page 15, /3: = P3 = 0 (ITI t raduit qu e les droites
~2 et Ll3 sont s écant es en P, c'est- à-dire en 51>com pte tenu du cho ix que no us
avo ns fait pou r le repère [P,I,)1- Les or ienta t ions des roues direct rices (E. 7) sont
donc celles associées à un CIR confond u avec 5 1 (Proposit ion 2.13).

Le système d 'équations (E .8) est identi que au systèm e (0 .5). Nous avions alors
montré, à l' aide de la Figure Il.J , qu ' il t radu it qu e l'or ien ta tion des roue s 2 ct 3 est
tel le que les dro ites perpen dicula ires à ces 2 roues , i.e . Ll1 et L\3' sont superposées

O n co nst a te que les orien tat ions d..s roues dœecvnc es appa rte nant à 8 . sont cell es pou r
lesq uelles, connaissant P2et f31' il est impos sib le d 'en dédu ire /lI, Ce résu lt at était pr évis
ihle le T héo rèm e des fonct ions imp licite s ([lsi89, sect ion AJ par exemple) ass ure en effet

que , si pour u n tr iplet (/1:\ {11 ,{Jg), nous avons 8~(rt;f.î ,tln '1 0, alors il existe dans le vois i

nage de ce t r iplet, une fonction ro tel le que /lI = œ(fJ1 ' /13)' D'où, par contra di ct ion , no t re
résul ta t .

lJ2 e t 8 J , ensem bles dés orient a t ions des roues di rect r ices qui appartjenn...nt à 0 ct
an nu lent respect ivement 8 P!OJ~'.P1 1 et ;JP!OJ:" 'o'l . peuvent êt re identifiés exac tement de la
même m anière que BI ' On mo ntre que

8 l es t cons ti t ué par l",s or ientat ions des WU +!9 Qir t!Cl rices associées avec un GIR
confondu avec Sl ou telles que 6.1 et 6 3 sont superposées

8 3 est constitué par les orien tat ions des roues dir ect r ices associées 1l.Vt: C un CIR
confond u avec S 3 ou te lles que tl. l et L\l sont supe rposées

Le fait qu'aucun e orie ntation des roues dire ctr-ices n'app art ienne aux 3 ensembles BI
B1 l:'l 8 3 mon tr e 'lu e J ({3I, iJ2, iJ3) est de ra ng const ant 1, e t donc ter m ine la preuve de la
Propos it ion 2.]9 . <i
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E. 1.2 P reuve d e la Prop osi t io n 2 .21

Dans cette section, nous don nons la preu ve de la propositi on suiva nte, citée à la section 2.4 ,
pa ge 66
P r op os i t io n 2.2 1Expression de a en fonction des {JI, ,

1
a, = T.

Oc man i~f-e li ut ili.~ e r des grandeurs de mime- d,mer/Sion que a
cons tan tes suivantes

nous intrOliuisons les

(Kg )

t e <x>uple (o:" u,) peut, com m e le couple (0:,, 1,), décrire la posiuosv sur le châssis de la roue
dIrectrice j , Alors, si le rtp~re [P, i ,}1 al/acni au châss is du robot est ChOiSIcentré sur SI
(ce choix , diffirent de celui proposi li la section 2.3.2, sera motiv é lors de la constrUc/JOn
du mod~ le à la section 2.,/.9), l'exp ression de a pour tout éli men t de On. est donnée par
la relation Co<>

(K I '/]

P r eu ve : Pour pro uver la Pr oposit ion 2.21, nous considéro ns succe ssivement les 2 possi
bilités les roues direct r ices ne sont pas tout es para llèles, pui s les roues dir ectri ces sont
to utes par allè les.

Au vu de la défin ition donnée page 15 des an gles 0 , et P, as sociés à une roue . e l étant
do nné qu e le repère [P, i, il est choisi Centré en 5 10 le vecteu r Pl.,...n. ' dan s le cas où les
roues d irect rices sont to ute s parallèles , s' écr it

Les roues d irect r ices sont to utes pa ra llèles {=} PI, ..",•. =(.81 , - O'J +.81, , -O'n4. +fJl)T
IE.ll)

La rela t ion (E.ll) peut égal ement s'obtenir à part ir d 'un croq uis

Figure K I : Configur at ions 131••", do = (Plo - (11 + filo .. , -On + IJd"f
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Cas où les roues directrices ne sont pas toutes parallèles

Dans ce cas de figure, le CIR se trouve à l'intersection des droites 6" I:S i:S n d'

(Proposition 2.13). Par conséquent, pour exprimer a en fonction de {JI"nd., nous pouvons
tout simplement écrire les équations de chacune de droites Ll, et calculer les coordonnées
de leur intersection. C'est ce que nous faisons ci-dessous.

Mise en équations

Les équations des différentes perpendiculaires, dans le repère [SI' l,yl, sont (avec (C·, Cy )

les coordonnées courantes dans ce repère)

6 1 c'est la droite passant par S\ = (0,0)1', et dont le vecteur directeur (au vu de
la définition de {Jdonnée page 15) est (cos {JI,sin {JI)1', donc

6 1 -sin 81 (r + cos {JI (y = 0 (E.12)

6 2 (2 < i <:: nd
' ) c'est la droite passant par S, = (l, cos a" l, sin a,)T, et dont le

vecteur directeur (au vu de la définition de {J donnée page 15) est (cos(a, + {J,),
sinlo, + {J,)l, donc

6,(2 <:: i:S n d
' ) - sin(cy, + {J,)(X+ costo, + {J,)(y + l, sin f3, = 0 (E.13)

Nous en déduisons que les coordonnées du CIR dans Je repère [S1'1:',y1 notées (x et (y

sont les solutions du système

ou de façon équivalente, les solutions de l'équation matricielle

(E.14)

(

-si~t~:~{J2) coS(~:~{J2)

-sin(CYnd. + (:ind.) cos(nn d•+f3nd.)

(8.15)

Unicité des solutions

Cette équation matricielle définit une et une seule solution «;(yl En effet, puisque
nous ne considérons pas le cas où les ll., sont toutes superposées (cette orientation des roues
directrices appartient à Os), et puisque nous avons exclu pour le moment le cas où les roues
directrices sont toutes parallèles, les droites (E.12) et (E.13) sont nécessairement concour
antes (Proposition 2.13). Leur intersection existe donc et est bien réduite à un point. La
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mê me pro prié té peut êtr e retro uvée par un calcul direct la mat rice apparaissant dans
l'éq uat ion (E.15) est exactement la même que la matr ice A31(.81. ,."••) donnée page 29,
À. une perm ut ation de colonnes près. Cette derniè re pr ésenta nt un rang 2 pour tout
.81,. ,."•• E 0" . (Définition 2.12), il en est de même pou r la ma t rice de l'éq ua tion (E.15).
Son noya u est par conséq uent de rang l , nous le noter ons 5 (.81 . ."•.). L'équat ion ma 
tricielle (E. 15) peut alors èt re éc rite de manière équivale nte

(E.L6)

avec ...(0 1,. " ." . ' ) ' une fonct ion sca laire ne passan t ja mais par zéro. De façon évi de nte ,
l'éga lité en tr e les 2 ter mes de (E.16) n'est possible que si la tro isième com posa nte de
SUil.....".') est non nulle. Mont rons à l'aide d 'un raisonneme nt par l'ab surde que ceci est
toujours vérifié

Supp osons que la t roisième compo sante de 5 (8 1, .,,, . , ) soit nulle. Alors , les 2
pre mières colon nes de la mat rice app araissant dan s (E.l5) doiven t êt re col
inéa ires , i .e.

(
- ,;~(:: ~' P')) ( w,::: ~ P,) )

- k (E.I7 )

- s in(0". + /3".,) - cos( Cl".' + /3".,)

avec 1,; (/31 , ,,,4'), également une fonctio n scala ire ne pass ant jamais pa r zéro
On déd uit faci lement de (E.17) qu'une tel le égalité n'est possible 'l ue si

c'es t .à-dir e, si

Ces vecteurs .81....."•• corre sponde nt au cas où les roue s d irect rices sont toutes
par all èles (rel at ion (E.IIl). Ces situat ions sont exclues pour le mo ment , la
tr oisième compo sante cie S(/1I.,.""J.), notée h(Pl ), n'es t donc jam ais nulle .
o

La relat ion (E.16) condui t par conséquent à une et une seule solut ion pour ( <:., (~V

préciséme nt celle donnée par x = ',(P , .l ."". j'

Erpre esum dr-a lor sque PI oF i
Sup posons pour I ~ momen t que /31 oF i . Nous dédui ron s alors de la premi èr e ligne

de (E .14) que
(E.!8)
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En reportant (K18) dans la i'ème ligne de (E.14), nous montrons que

sjn(a, +P,- PI)(" = l,sinp,cos,B I Vi, 2 SiS: nd
• (E.19)

puis, en prému!tipliant (E.19) par tan PI et en utilisant encore une fois (E.18), nous
obtenons que

sin(a, + (3, - fJI)(Y = l, sin (3,sin (31 Vi, 2 s:i s: n d' (E.20)

En combinant (E.19) et (E.20), nous prouvons finalement que

(le CIR n'étant pas confondu avec
appartient à OS) nous pouvons bien

Avant d'aller plus loin, nous
appartenant à On." pour lesquelles la
;\.u vu de la définition de P donnée
c'est-à-dire par S], compte tenu du
nous faut distinguer 2 cas

n d• = 2 ou nd• 2:: 3 avec S, alignés

cette orientation des roues directrices

les orientations des roues directrices PI . n'"
composante P.est nulle modulo tt .

15, = traduit que la droite par P,
que nous avons fait pour le [P, î,j]. Il

2 possibilités encore

soit il existe PJ. J'I" cf()[7rJ. Dans ce cas, ,Bl.....nd. est associée à un CfR confondu

avec S1'

soit (3, = 0 VI E
où toutes les

Dans cc second cas, 131, .,nd. correspond à la situation
sont superposées.

Dans les 2 cas, PI.....n"' tf. Ons'

n d' 2:: :3avec S, non alignés toujours 2 possibilités

soit 131 a, [7r] dans cc cas, l'intersection entre ll.1 et ll., se limite à SI Ces
des roues directrices sont donc, Proposition 2.13, associées à un

CIR confondu avec SI; elles appartiennent par conséquent à 0,

soit 13] = a, [7r] dans ce second cas, ll.1 et 6, sont superposées. Aussi, \e
CIR est a priori n'importe quel point appartenant à ces 2 droites (toujours
Proposition 2.13); sa position est déterminée par l'orientation des autres roues

directrices.

si 132 = = 0 [7r], alors le CfR est placé en S], 13], ,nd, appartient
s o.,

dans le cas contraire, 131.. _,na' EOns
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En conclusion

na, == 2 ou nd , 2': 3 avec S, a!i,l';nés
il n'ex iste pas de tels Pl ",

f31.•..,,,~, e 0 ... } {=} n .!' 2': 3 avec S, non alignée
fi,. 2~,~"d, == 0 [11" )

(JI•...,,,.. = {o" *,, 0, *, , *)7 \ (0 ,, 0 ,oV

(E .22)

Ignorons pour le momen t les or ientatio ns Pl,. ,..'" donn ées var (E.22). Alors, au vu
de (E.21), nous pouvons écrire

(E.23)

Un raisonnemen t simple permet de préciser le signe de o ail vu de [a définit ion de o
donn ée à la P roposition 2,20, nous avon s

Lorsque (J. e] - i, jl sign(u )=s ign« ,.) (E.24)

Or , la relat ion (E,19) nous indique que

l "r . (-) . (';"Ia.+ fi. - fi,))Lorsq ue f31 E - i' i stgn (~ =s lgn --,-. -Q 
, S lll p ,

Vi, 2 :5 i :::; n'" (E.25 )

(E.")

En report ant (E .24) et (E ,2.'J) dans (E .23), nous ob teno ns na, - 1 expressions pos sib les
pOlI r a

a = Sin(o:;,::.à,- Pd 2 :5 i:s:; n'"

Si n"' - 1 fractions sont ident iques, alors 0 11obt ient encore cet te même fract ion en somm ant
les nd

' _ 1 numérateurs et les nd
' - 1 dénominateurs . Il est mêm e possib le de pon dé rer ce uc

somme . Aussi, soit J,(llt ......."') ' n d
, - 1 fonctions Coon'é ta nt pas nulles simult anément.

Au vu de (E.26) , nous pouvons encore exprimer Ir com rne :

Ir _ I: :-':~ f, {Pt .......4.) sin(o, +{), - {JI )

- Ln;~f,(fJI .....,,4.)I,sin p;
(E.27 )

Pour tout (JI.. .,,,. , e 0 .... i l est impo ssib le, voir relat ion (E .22), que rh =
Par cons équent , un choix possible pour j, {{J" ....,,4. ) est

J'( fJI........ ) = sin {J, Vi, 2 :5 i :5 nd' ( E.281

En repor tant (E.28) dans (E .27), nous obtenons j'ex pression (E .IO) pro posée par la Pro po
sition 2.2]

Revenons ma intena nt par Ill.difficulté int roduite par les orien tations fil. données
pa r (E.22). En reportant (E .22) dans (E.26), nous oht ..nons l'ind éterminée o = §. Donc,
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même pou r ces or ientations Pl" ..,.."" on peut fair e ap pa raîtr e le te rme (E.26) dans la
som me (E .27) ; ail ne fai t apparaît re qu 'un zéro dans la somme d u nu m érateu r e t da ns
ce lle d u dé nomi nateur. Et , pui squ 'i l existe au mo ins un angl e {J.2(. <...' i- 0 (11"] [cf
rela t ion (E .22)), la SOIll Hl(' (E. 27) fournit la valeur correc te de 0 - -

A ce stad e de la preuve , nOlIS avons prou vé la relat ion (E .IO) pour tou tes les {JI.. .... . E:
0 .... exce pté celles pour lesquelles les rou es sont tou te s pa rallèles et celles présenta nt
/31 = i [xl· Nous mon t rons ma inte nant que la rela t ion (E.IO) reste valide dan s ces 2
der niers cas .

Expression de 0 lorsque {JI = t [7T]

Dans ce cas, au vu de la première ligne de (L 14), nous obte nons que Cr = 0 O n
dé duit alor s de la j' i ... . ligne de (E.14) que

qu i peut encor e êt re ré-écri te. pui sque Pl = i 11I"J

sin' {o , + {3, - Pile; =sin1(0 , +P,- Pd~ = l? sin2 13, Vl, 2 ::; i ::: n d
• ( E,29)

Les relat ions (E. 29) t t (E .21) sont ident iques. En rep ren ant alors lel\ calc uls préc éd ents ,
nous mo ntron s que la relat ion (E.JO) reste valide lorsqu e PI = i [11"].

C a s 0 \1 le s roues d irectrice s so nt to ut es pa rall èl es

En repor tant (K I l) dan s (E.l O). on obtie nt que (1 = O. cc qui est la valeur attendue
lorsque le mou vement instantané est une t rans lat ion (vo ir définit ion de 0 à la P rop osi
tion 2.20). La relation (E. IO) est pa r conséquent valide égale ment dans ce der nier cas de
figure. Cel a te rmi ne la p reuve de la Proposit ion 2.21 <i

E .1.3 Preuve d e la relat ion 2.61

Dans cett e sec t jon , nous donn ons la p re uve de la relation suiva nte, cit ée à la sect ion 2.4 ,
page 68

1 il, = "
l /1, (2$'$"·') = <",,(..:':b7~~i=~<>! o, :; t/2 + <",,(.. .+ I1:~''lJ -«'' I1,:; ~ (E.:lO)

P j-eu ve : La preuve de la première ligne dt>(E.30) est t r ivia le a u vu de la défi nit ion de
t/1 ( r..la tion (2.60)) .

Pou r prouver la seconde ligne de (E.30), con sid érons le modèle cinématique rédui t
d 'un rob ot de la classe ni donn é à la section 2.4. Pou r toute or ient at ion Pl, des
roues dir ectrices appar tenant à 0 .." ce modèle (système (2.67)) assure que les possi bi lités
d'é volut ion du vecteur { sont déc rites par

( E .31)
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(E32)

En reportan t (E.31) dans l'équ at ion matr icielle des cont raint es données à la Pro pos i
t ion 2.12, nous en d éduisons que

(E.33 )

:'\ 0115 ut i lisons ci-des sous les lignes 2 à n d , de la rela tion
A3 1(B1 , .,,, ", ) donn ée page 29, de (E.32) et de (2.56),

'>;/i3I .. .•,," EOn. sin(p] - n, - 13,) + s illp,~ = 0 TIl E {2, ,n d' } (E. 34)

Lors d' un déplacement du robot, reste Jans 0 ", . En effet, le mo rièle
ét ant singu lier pour E to ute de comm an de construite sur ce
év iter ces orie ntati ons roue s directrices. Pa r conséquent , il découle de
(E .33) que

Lors du d éplacement du robot -5-t (A3 1(BI.....nJ, )S{lJ1 ,a )) = 0 (E .35)

E n repor tant la forme dévelop pée (E.34) de A31( i31....." .' )S(p], 0') da ns (E. 35), nou s o bte 
non s fina lem ent que

1cos ~' C:- - ,,,(B, - 0;, - (3,))/J, + COS(/31 - 0', - /3,)/J] + si~,O,,j = 0 'rit E {2, , n d' }

(E.:l6)
La relat ion (E,30) est a lors clairement éta blie si no us mont rons le résulta t suiva nt

- COS(BI - 0', - {3,)i- 0 (E .37)

Pour pr ouv er le résulta t (E.37), nous
directr ices sont toutes par allèles , puis le cas où

successiveme nt le cas où les roues
ne le sont pas.

Lorsque les roues direct rices sont to utes parallè les

le vecteu r f1] . .•".' se présente sous la forme (p ], - Ct. + f3 1, , - 0'"., + /31)T (re la
t ion (E.ll)),

la cou rbu re algébrique instan tan ée (J est nu lle (cf. Pro positi on 2.20 )

En reportan t ces 2 caraetéristiques dans (E.37), nous en déd uisons que

La relation (E.37 ) est tou jour s sati sfaite lorsque les roues dire ct rices sont t ou te s parallèles

Lors que les roues di rectr ices ne son t pas tou tes para llè les , nous avon s montré à la
sect ion ( rela t ion (E.26)) que , pour to ut {3] ."•. E 0 "" si 8] i- ~ [w], alors
pour rou e direct rice i , 2 :::: i :::: fi"



B . l. Hésu ltats t echni q u es COI\Ct' r nil nt lil mod~lis iltion d es r ob ots R ; 311

soit sin(o:, + /3, - f3tl = ~ i n/3, = 0 [1I'"J ,

soit (1= '; ~ ( ;" :~(j~lJd

Ce résultat s'é tend en fait au cas /31 = t [lI'Jau vu de (E.29) Co nsidérons successivement
les 2 possibilités.

Supposons tout d 'ab ord que l'or ient at ion de ta roue direct rice 1 2 S , S ,Id. es t te lle
que

{
sin/3, = 0

sin(o, +f/, - /3d = 0 (E.38)

Les orienta tions /3, . ,,, 0, vérifian t (E .38) peuve nt ê tre caractér isées t rès facilement . En
effet, on déd uit immédiat ement de (E.38) que

(E.39)

Au vu de la définition de l'a ngle fl donne page [5, l'o rienta t ion des roues l e t i 2 SiS "d,
est telle que 6 1 et 6 , sont super posées. Le cm associé à un fi l , ,,,0 ' E 0 ", vér ifian t (E .38)
appartient don c à (SIS,)
Reportons mai nte na nt (E .38) dans la relat ion (E.:37). On en déduit imméd iate ment que
ce tte dern iè re n' est pas sat isfa ite si

1 -1,(1 = 0 {::::::> o = l
l,

(EAO)

La seule or ientation des roues directrices dont le GIR asso cié appa rtie nt à (5\5, ), et

qu i vérifie ( E.40), es t cla irement celle pou r laquel le le GIR est confond u avec S,. Cett e
ori en ta t ion des roues directrices n'appart ient pas à 0 ", .

Supposo ns mai ntenant que l'orientation de ta rolle direc tri ce i 2 SiS .,d' ne vérifie
pas (E.38). Dans ce cas

(J = sin(o , + /3. - /3d
l,s in/3,

(E,4 1)

En repo rtant (E.4l) da ns la rela t ion (E.37), nous en dédu ison s im médiatement q ue cette
de rni ère n 'est pas satisfaite si

( E ,42)

c' es t-à-dire, au vu de la définition de /3 donn ée page 15, si 6. 1 = (SIS,). {3, np.pouv ant plu s
èt re éga l à 0 (11") (car alo rs combiné avec (E.42), nous r et rouv erions les rela t ions (E.38).
Or nOU3 supposo ns qu 'el les ne sont pas vérifiées), 6. l ct 6, sont séca ntes en 5" qui est
donc CIR , Proposit ion 2.13. Ces orientations des roues directr ices n'a ppart iennent pas à

0 ",.
Les dév elo ppe ments précéd ents établisse nt la relation ( E.37), et donc la relation (E.30)

au vu de ( 1-:.36). <l
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E .2 R ésultats techniques co ncer n a n t la co m m a n d«
d es robots Ri

E. 2. 1 C a lc u l de la m a t r ice Q'l d éflnl e p ar (4 .30)

Dans cette sect ion, nous montrons que compte tenu de la st ructure t rès simp le de la
matrice A (relatio n (4.22)), la matrice Q2 definie par (4.30) peut être obte nue sans calc ul
d 'expone nt ielle de ma t rice, e t sans int égratio n mat r icielle.

Nous introduisons toul d' abo rd les notat ions suivan tes

Dans le cas des robot s de la cla sse 1?~ , le vecteur des fonction s de sortie s' éçr it [rela 
tion (1.13 ))

4J=(x, y , i)
a,

Le calc ul de la matrice Q2 que nous propos ons ici peut cepe nd an t être ut ilisé pour un
sys tème quelconque. Aussi nous note rons plus généraleme nt

Nous avons j uste conserv éla dimen sion du vect eur tbafin de ne pas alourdi r la présent a t ion.
La méthode ex posée ici pour calcu ler Q2 peut néan mo ins êt re ucilisée pour un système
com portan t n4>foncti ons de sort ie.

Les matrices Hl e t Il : , introd uites dans (4.21). seront d éveloppée s comme suit

(

h" 0 0)
Hl = 0' 1Il.2 0

o 0 h1,3

( E.43)

Enfin, en reportant (EA 3) dans (4.22), nous obt enons qu e la i,·m, fonc t ion de sortie
4>, obéi t à l'éq uation différ ent ielle

(E.44)

Nou s no teron s 1', ,1 et 1',. 2 les racines de l'équation (E.44), i.e.

r .,l cl r' .2 sont les 2 raci nes de l'é quatio n r 2 + hl,.r + hl" = 0 (E.45)

Ces 2 nom bres ca ract ',r isent la dy namiq ue pro pre à la Ionet.ion de sott ie <1>•• P uisq u'ils ne
dé pe nde nt qu e de hl,. e t hl. ,. ils peuvent êt re aju stés par l'ut ilisa teur à n' im por te q uelle
valeur, en fonction des besoins. Concernan t ce réglage, nous fero ns juste l'Hyp ot hèse
suiva nte , tr~ p~u rcsrr tcrive

H y p ot.h èse K I Ç hoix d.. la dy namiqu e des fon ct ion s de sor t ic

No us supposon s que la dynamique des jon chon s de sort ie 4>. a iti chOisi e tdle qu.e

Vi E {l, , 3} r" l et r"l ne sont pas des riels Identiques o
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Afio de calcu ler Q2, nous nous appuyons sur le résu ltat suivant

P r o p o si ti o n E. l Diagonali sa lio n de A

Sous l 'J/ypoth ese E. l, la matrice A , don née par ({ 22), est dlilgollalisllb/e dans C .

Pre u ve : Pour montrer que la ma tr ice A, de dimension (6 x 6), est diagonalisa ble sur
C, il suffit de mont rer que la somme de la d imension de tou s les esp aces propr es de A est
éga le à 6.

11est immé diat que r "l et r ,,2 l E (1,2.J ) sont les 6 valeurs propres de A. Cela peut
êt re prou ve par exemple par un calc ul direc t Le po lynôme carac té ristiq ue de A , noté
'PA ( .\ ) , s'é crit au vu de (4.22) ct (E A3) comm e le d éterminant suivant

- À 0 0 1 0 0
0 - À 0 0 1 0

PA IÀ ) = 0 0 -À 0 0 1
( E.4 6)- hL I 0 0 - h1 .] - .\ 0 0

0 - h l •2 0 0 -h2,2 - .\ 0
0 0 -i., 0 0 - h2•3 - .\

En r é-écrivant les colo nnes de ce dé terminant dans l'o rdr e col. l col. 4 col. 2 col
5 col. :J col. 6, e t lffilignes dan s l'ord re ligne 1 ligne 4 li.qne 2 · ligne 5 lign e S
ligne 6, P A (.\ ) s' exprime en core comme

- À 1 0 0 0 0
- hl •l - h2.J-.\ 0 0 0 0

PAPI = 0 0 - À 1 0 0
0 0 - hL2 - h2,2 - .\ 0 0
0 0 0 0 - À 1
0 0 0 0 -h1.3 -h2•3 - .\

Ce dét ermin ant peut alors être développé très facilement, et l'on obtient
,

PA (>') = II(.\ l + h2.,>. + hl ,,)

Les r ,,1 et r,,2 j E (1,2,3) sont donc bien les valeurs propres de A.

L'espace propre associé avecla valeu r propre r ,,., i E {l ,2,J} l" i E n.2}est par définit ion
l'ensem ble des vecteurs $ = (4)1>$ 2, $ 3, $4,$~ , <f.6)T satisfa isant la relat ion

(E.47)

(E,4')

e,
~,.ô

-hl! l 4>l - hl,1~ 4
- h11<I'l- = hl .24>S

- h1,3$ 3 - h2,3 <f.6

Compte tenu de l'expression de A , do nnée par (4 .22) , la relat.ion (E .47) pe ut ê tre dévelop
p ée com me
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Puisque T.,] est la racine de J'équation ,\2 +h2"'\+hl ,, (relation (E.45)), nous en déduisons
immédiatement que les solutions (j) du système (E.48) sont toutes colinéaires au vecteur
dont les composantes sont données par

(j), = 1 (8.49)

En faisant varier i et j dans respectivement {1,2,3} et {1,2}, nous obtenons 6 vecteurs
propres se présentant tous sous la forme (E.49). La matrice de passage vers les espaces
propres s'écrit par conséquent comme

T=
TI,I TI.2

o TZ.I TZ,Z

o 0 0 T3,Z

Il est immédiat que la matrice T est de rang plein si et seulement si T"l =1- T'.2 Vi E {I, 2, 3}
Compte tenu de l'Hypothèse E.l, T est toujours de rang plein, la matrice A est par
conséquent diagonalisable sur C. <l

Dans la suite de cette section, nous aurons besoin de l'expression de T-I Un calcul
sans difficulté particulière montre que

Nous noterons D, la forme diagonale associée à A, i.e.

(E.50)

En utilisant D, le calcul de eA devient immédiat. En effet, au vu de (E.50), nous avons

eA =f4 =f (TV~-l)' =f TV:;-l = TevT- I (E.51)
;=0 t. ;=0 t. ;=0 t.

avec eV la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont [eV],,; = ed
" . En repor

tant (E.51) dans (4.30), nous obtenons pour QZ J'expression.

Q2 = (T-If L''''' esVTTQTeSVds T-I (E.52)

Notons Q, la matrice positive définie symétrique définie par
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et (j,,» son élément (i,j) Un calcul simple montre que

(E.5:l)

En reportant finalement (C.53) dans (E.52), nous obtenons qu'une expression explicite
pour la matrice Q2 est

Q2=(T-1f [ __q,_,)._] '['-1

«, +s., ; ~ ; ~ ~

E.2.2 Calcul de la fonction i\lI(t)

(E.5tl)

Dans cette section, nous détaillons le calcul de la fonction M(t), définie par (4.2:~), pour
le cas des robots de la classe R~. Plus précisément, nous montrons quc

pour les robots de la classe R~ ne comportant qUE' nd' = 2 roues directrices ou
n d' ~ :J roues directrices dont les centres S, sont alignés, l'expression de la fonction
M(t) définie par (4.23) cst donnée par la relation (4.38),

ponr les robots de la classe R~ équipés de nd
' ~ :3 roues directrices dont les centres

S, ne sont pas alignés, si l'on simplifie les calculs en introduisant la contrainte
supplémentaire (4.37), alors l'expression de la fonction M(I) définie par (4.23) est
donnée par la relation (4.:J9).

Pour prouver ces relations, nous calculons tout d'abord la distance entre <l>reft et la
singularité 771 = 0 (Hypothèse (b) du Théorème 4.1), puis la distance entre <!lrcft et 30,
ou 20 s , et enfin le minimum des 2 distances ainsi obtenu.

Afin d'alléger les équations, nous repérerons désormais la trajectoire de référence par
<!lr(t) au lieu de <I>"f(I).

Distance entre cI>r(t) et la singularité 711 = 0

Nans notons X2' l'ensemble des valeurs singulières du vecteur d'état étendu Xe au vu
de l'Hypothèse (b) du Théorème 4.] Au regard de (4.17), l'ensemble X;' présente une
expression très simple:

avec X,Y,IJ E IR, 8,131 E 2:Z }
Soit Ml (1), la distance entre <l>r(t) et Xery,. Cette fonction est définie par

En reportant (1.19) dans (E.55), nous obtenons
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ou enc ore, en uti lisan t les relations t rigonométriques

(E.56)

Le min im um d u ter me de droite dan s (E.56) est t rès simple à calculer. Nous avons don c
finalement

(E.57)

Ca s nd
' ::::: 3 _ S, non a lig nés: di st.a rn-e entr-e ·ltr (1) la s ing u la r it é 10" 12= 0 1

NOliS noto ns X; l'ensemble des valeu rs singuliè res du vecteur d 'état éte ndu x. au vu
de l' Hy pot hèse (a) du Théo rème 4.1, lorsque le robo t R1 considé ré comporte nd• ~ J roue s
direct rices dont les centres $ , ne sont pas alig nés. Compt e te nu de la con trainte supp lé
men t aire (4.37) que nOLIs avons int roduite , l'ensemble X: présen te l'e xpres sio n su ivante

De ma nière il. pouvoir utiliser la loi de bouclage dy nami que , nous devo ns sup pos er qu 'à
l'insta nt init ia l, nous avons 10"(0)1< 0"/ _ Cette loi de commende faisant ensu ite varie r la
vari able d 'éta t 0" de manière C '", la re la t ion (lO" (t )1'#0"1 "It) garantit que ( IO"(t) 1< 0"1 VL).
Par cons éq uent , la distance Mi(t ) entre oP . (l ) P.l.r: s'e xprime sim plement comme

(E.58)

avec X; la fron ti ère de X; i.e

Afin d' a lléger l'éc rit ure des équations, nous ut iliserons dans la suite de cette sec tion
les not atio ns suivantes

-». = sinPI cp, = cosP. ( E.59)

En repo rtant (4. 19) dan s (E.58), et en ut ilisant I~ notat ions ( K59 ), nous obtenons

M; = mi ll ~ .E:x: Jil + iP + /)2 + (S9, +P". 'Il .. 59+il,'1,F + (Cg. +II,.•I"/1.. Cgttl, '1I)1+
(O".'1I,. -O"'1IF

(E .60)
La valeur m inimale pris e par le ter me de dro ite clan s (E. 60) n' es t cette fois plus du tout
im média te

Int roduisons la variable suivante, définie sur l!z
( E6 l )
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En reportant (E.61) dans (E.60), nous obtenons

M; = min J:;;Z -+ îj2 -+ i)2 -1- (s"" Tll,T - S""/IF -+ (c"" '}1.T ~ C",1/J)2 -+ (CJ r 1)l ,T - CJl)lJ2
x,-EXf'

_ (E.62)
i, Yet () n'interviennent dans (E.62) que comme des termes quadratiques indépendants.
Le minimum du terme de droite de (E.62) est donc atteint en mettant y et iJà zéro.
IvI; peut donc encore s'écrire

pas de la variable
(b) Théorème De en

M(t) = Ml(t) dans la (4.25), nous assurons (paragraphe précédant la rela
tion (E.57)) que 1}J présente également un constant. Par conséquent, il existe une
fonction scalaire strictement positive K(t)

(E.64)

En reportant
finalement être

dans (E.63) et en exploitant les relations trigonométriques, 1'.1:; peut
la forme

Au vu de
de la fonction

le calcul de M; propose le problème suivant calculer le minimum

avec ri:l, K et S variant respectivement dans &, 1Iik+* and {l, -1} .La fonction À(ri:l,K,.s)

peut être vue comme une famille de paraboles pour la variable K, paramétrées par les vari
ables ri:let s. Puisque K est nécessairement positif, le minimum de l'une de ces paraboles,
associé à.un couple (w, s), est atteint lorsque K = Km m, avec

(E.fi7)

si (ri:l,s) est associé avec un K m m > 0

quand cos zo -+SCJrCJ/ '> 0

sinon

nous en déduisons que la valeur minimale pour une

(E.68)
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Pour obtenir maintenant le minimum minimurum de
vons déterminer le couple (di, s) pour lequel

\ ","'c "',nm.""." 1. nous de-

(S.69)

Considérons tout d'abord les couples (di, s) associés avec un
Compte tenu des propriétés de la fonction cos, la relation

strictement
est toujours

1 cos zà + sa,ad< 1 + sign(u,)O'rO'I (E.70)

EII reportant (E.70) dans la ligne supérieure de (8.68), on montre facilement la minoration
suivante

Pour tous les couples (ri7,s)

Àm m (ri7,s) 2:
avec UII A:m m(ri7,s) > (1

(E.71)

Pour les couples (ri7,s) associés avec un K·""n(ri7,.5) négatif, la relation (8.68) fournit
directement

Pour tous les couples (di,.5) associés avec un Kmin(di , .5 ) ::; 0 '\mm(ri7.s ) = 1 + 0',2
(E.72)

En reportant (E.71) et (E.72) dans (8.69), nous obtenons.

(E.73)

Il est facile de vérifier que

Les relations (E.73) et (E,74) montrent finalement que

'\""n,mm = (sign(~r~O':l~ 0'1)2

d'où l'on déduit au vu de (E.65) que

(E.7.5)

Cas n dt = 2 ou n dt 2: 3 - 8, alignés: distance entre <pr(t) les singularités 205

Nous notons Xfl l'ensemble des valeurs singulières du vecteur d'état étendu Xc au vu
de l'Hypothèse (a) du Théorème 4.1, lorsque le robot Rl considéré comporte n di = 2 roues
directrices ou n di 2: 3 mais dont dont les centres St sont alignés. Au regard de (2.7-1).
l'ensemble X[J1 présente l'expression suivante

Xfl = { Xe = (x,y,B,O [7l"],u,1]1l wii.h x,y,a E E, BE 2:/z' 1]1 E rn:.±* }
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(nous ne prenons pas en compte les éléments (*, ±oo) de 2CJs car la distance à ces singu
larités est de façon évidente toujours infinie).

Nous notons Mf' la distance entre <t>,.(t) et. X;1, Cette fonction est définie par

Mf'(t) = 11<P(t)11 = (E.76)

En utilisant les mêmes arguments que lors du calcul de M!{(t), la relation (E.76) peut
f't.représent.éesouslaforrne

où A: est. la fonction définie par (E.61).

Au vu de (E.77), le calcul de A1fl propose le problème suivant : calculer le minimum
de la fonction f1(IJ, K,8) :

avec cr, lé et 8 variant respectivement dans IR,IR+* and {-l, I}. La fonction f1(cr,K,8),
t.out comme la fonction À(&, lé, s) que nous avions précédemment introduite lors du calcul
de Mf, peut être vue comme une famille de paraboles pour la variable K, paramétrée cette
fois par les variables cr ct 8. Puisque lé est nécessairement positif, le minimum de l'une de
ces paraboles, associée à un couple (cr,8), est atteint lorsque K = lémin, avec:

quand s cos (Jl.r+ crra> 0
sinon

(E.79)

En reportant (E.79) dans (E.78), nous en déduisons que la valeur minimale pour une
parabole paramétrée par (IJ,8) est

si (cr,,,) est associé avec

sinon
>0

(E.80)
Pour obtenir maintenant le minimum minimurum de f1(IJ, Ié,.s) (noté /-Lmtn.min), nous de
vons déterminer le couple (cr,8) pour lequel flmtn(IJ,8)est minimum, i.e ..

(K81)

Le calcul de /-Lmm,mm présente plus de difficultés que celui de Àmm,mm.

Considérons dans un premier temps les couples (cr,8) associés avec un l'>:mm > O.
Compte tenu des propriétés de la fonction sin, la relation suivante est toujours vérifiée
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En reportant (E.82) dans la ligne supérieure de (E.80), on montre facilement la minoration
suivante

Il nous faut maintenant, dernière étape, déterminer un minorant pour la fonction
flmm,l(o-) apparaissant dans (8.83). Cette fonction peut encore être écrite comme

Supposons pour le moment que 0-cf O. Le minimum de la fonction flmm1(0-)peut alors
être recherché en déterminant les valeurs de 0-qui annulent la dérivée de cette fonction.
Un calcul simple montre que

si 0-> 0

si 0-< 0

~flmm'l(o-) = 2(-1o-rcos/31,rl+ 0-(-~f: ;~;: 81,r) +0-210-r cos,81'Z~.85)

= 2(lo-rcos/31,rl + 0-(-0-(J:C;~~f1,r) - 0-
210-,

cos/31,rl)(E.86)

Supposons provoirement que O-r cos /31,r cf O. Alors on montre facilement que les numéra
teurs de (E.85) et (E.86) n'acceptent qu'une racine présentant le bon signe. Plus précisé
ment, ces racines sont

si 0-> 0

si 0-< 0

Io-rl
0-= Icos/31,rl

Io-rl
0-=~lcos/31,rl

(E.87)

(8.88)

Compte tenu du signe de
qu'elles correspondent bien
dans (8.84), est sin2/31"

de chaque côté de ces racines, nous en déduisons
Ce dernier, en reportant (E.87) ou (E.88)

Pour le moment, nous avons prouvé que

Si o-rCOS,81,r cf 0 (8.89)

En utilisant (E.84), on montre immédiatement que

flmm,l(O) = 0-; + sin2/3l.r ;:o.sin2f3l.r

la conclusion (E.89) peut donc être ré-écrite plus simplement

Si o-rcos/31,rcfO (E.90)

Enfin, on peut montrer directement à partir de (8.84) que

(o-rcos /31,r = 0) ===} mjn flmm,l(0-) = 0-;+ sin 2 /3l.r ;:0. sin ' /31 r (E.91)
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Par conséquent, en reportant (E.91) dans (E.90), nous avons

(E.92)

et donc, en reportant (E.92) dans (E.83)

Pour tous les couples (0-,8) associés avec un KnHn(O-,s) > 0 !Jml1l(Œ,S) ~

Pour les couples (Œ,S) associés avec un Kmm(Œ,S) négatif, la relation (E.SO) fournit
directement

Pour tous les couples (J, s ) associés avec un Kml1lCiV, s) <:: 0 /lml1l(iV,s) = l

Aussi, en reportant (E.93) et (E.94) dans (E.Sl), nous obtenons

et donc, au vu de (E.77) et (E.78)

Mf' = 1171,r(t ) sin,Bj,r(t)1 (E.95)

Distance entre 1>reJ(t) et l'ensemble des singularités La fonction M(t), définie

par (4.2:3), se déduit immédiatement des fonctions Mdt), M~(i) et Mf'(L)

les robots

M(t) est
de n d

' ~ 3 roues directrices dont les centres S, ne sont pas
par

M(t) = min(M1(t), M~(L))

Au vu de (E.57), (K75) et (E.74), nous avons clairement

M(t) = M~(t) = 1r71,r(t)llsign(JR )-Jil (E.96)
1 +Jf

pour les robots equipes de nO' = 2 roues directrices ou n'), :2: 3 roues directrices dont
les centres S, sont M(t) est donnée par

M(t) = rnin(M](t),Mf'(t))

Au vu de (E.57) et (E.95), nous avons clairement

M(t) = M~11 = i1)],r(t) sin ,B],,(t)1 (E.97)

Les relations (E.96) et (E.97) ont été utilisées au Chapitre 4.1 ce sont les relations (2.74)
et (2.72).
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