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Résumé

Cette these adresse le probleme suivant  soit un robot mobile & roues équipé de capteurs,
supposés parfaits, renvoyant en temps réel sa localisation. Notre objectif est de construire

des lois de commande permettant i ce systéme de se déplacer de fagon autonome.

Nous avons dans un premier temps supposé que les roues roulent sans glisser sur le sol.
Ceci est réaliste a vitesse modérée et sur des terrains de bonne adhérence. Les possibilités
d’évolution des robots étant alors contraintes, ces systemes sont clairement non-holonomes.

Leur modélisation est détaillée. Elle montre que, dans I'optique de la synthese de lois
de commande, ’ensemble des robots mobiles a roues constitue 5 classes d’ eqmvalcncc

La poursuite d’une trajectoire mobile et la stabilisation sur une conf de repos
sont, pour les systémes non-holonomes, 2 problemes distincts. Les solutions classiques
peuvent étre utilisées pour 4 classes de robots. Celle regroupant les robots équipés de plu
sieurs roues commandées en orientation et en rotation présente une difficulté : le modele de
ces systemes comporte des singularités. Nous avons construit, pour la poursuite, des lois de
linéarisation par bouclage d’état dynamique, et pour la stabilisation, des lois de bouclage
de I’état et du temps, qui garantissent que ces robots ne passent pas par leurs singularités.
Enfin, pour la poursuite de trajectoires mobiles se terminant par une ion de re-
pos, nous avons proposé un schéma de de hybride exploitant ces lois. Indépend
ment, nous avons aussi analysé le taux de convergence de bouclages de Pétat et du temps.

Afin d’aborder la commande de robots a des vitesses élevées el/ou avec une mauvaise
adhérence, nous avons dans un second temps relaché I’hypothese de non-glissement. Une se-
conde modélisation, exploitant la description du contact d’un pneumatique avec le sol, est
proposée. Celle-ci étant indéfinie a vitesse nulle, seule la poursuite d’une trajectoire mobile
est envisagée. Nous avons proposé des lois de linéarisation partielle par bouclage d’état sta-
tique, et un schéma adaptatif afin qu’elles soient robustes pour les conditions d’adhérence.

Mots-clés - Robot mobile & roues, systemes hol i déli

commande non-linéaire, linéarisation exacte, bouclage de P'état et du temps, singularités







Abstract

Modelisation and control of wheeled mobile robots

This dissertation addresses the following problem : given a wheeled mobile robot equip-
ped with sensors, considered as perfect, which on-line provide it with its localization. Our
aim is to derive feedback laws which allow it to move around in an autonomous way.

We have first assumed that the robot wheels do not slip on the ground. This is realistic
at slow velocities and on grounds with good grip conditions. This assumption imposes that
robots cannot move in all directions. Therefore, they are clearly nonholonomic systems.

Their modeling is detailed. 1t shows that, in case control is the only concern, all
wheeled mobile robots can be classified into 5 types.

The tracking of a moving reference and the stabilization to a rest configuration are
2 distinet problems for nonholonomic systems. The solutions proposed in the literature
may be used to control 4 types of robots. The other one, which gathers robots equipped
with several wheels controlled both in orientation and rotation, presents a difficulty
Their model encloses singularitics. We have proposed, for the tracking, dynamic feedback
linearizing laws, and for the stabilization, time-varying feedback laws, which ensure that
robots do not meet their singularities. Finally, for the tracking of a moving reference
ended by a rest configuration, we have proposed a hybrid scheme combining these laws
Independently, we have also analysed the convergence rate of time-varying feedback laws.

In order to control wheeled mobile robots at higher velocities and/or on grounds with
bad grip conditions, we have, as a second step, relaxed the non-sliding assumptions. A
second model is proposed, relying on the description of the contact type-ground. Since
it is undefined when the velocity is zero, we have focused on the tracking of a moving
reference. We have proposed static feedback partially linearizing laws, and an adaptive
scheme in order that these laws are robust with respect to grip conditions.

Keywords : Wheeled mobile robots, nonholonomic systems, sliding, modeling, nonlinear
control, exact linearization, time-varying feedback laws. singularities.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation du travail

Notre objectif dans ce travail peut étre résumé comme suit

Proposer des lois de commande permettant & des robots mobiles & roues de s
déplacer de fagon autonome, c’est-i-dire uniquement & partir d’une localisation
fournie en temps réel par des capteurs.

Nous avons fait I'hypothése que les problemes liés & la mise en ceuvre des différents cap-
s ont été résolus. Cela suppose concrétement, qu’une interface bas-nivean a été réalisée
qui, & partir des informations délivrées par les capteurs quels qu’ils soient (encodeurs, cap-
Leurs infra-rouge, capteurs & ultra-sons, télémétres laser, systémes de vision, ), fournit
en temps réel un jeu de variables (appelé état du systeme) repérant sans ambiguité la
position du robot mobile.

teu

Aussi, en utilisant une ter 1

allons discuter peut étre reformulé ainsi

Proposer des retours d’état permettant & des robots mobiles a roues de

propre & I'Automatique, le probleme dont nous

rattraper puis de suivre n'importe quelle trajectoire pré-spécifi

Dans ce travail, nous ne nous sommes pas focalisés sur une application robotique pré-
cise ou sur un systéme mobile particulier. Nous avons proposé plusieurs lois de commande
pour diffé robots-type, représentatifs de la plupart des systémes mobiles & roues.
Deux degrés d’ imation ont été utilisés pour modéliser les diffé
robots-type. Dans un premier temps, nous avons supposé que le contact roues-sol était
sans glissement. Cette hypothése place les robots mobiles dans la large classe des sys-
témes mécani dits h dont la de fait 'objet de trés nombreuses
études depuis quelques années, sans étre cependant complétement traitée. Dans un sec-
ond temps, nous nous sommes efforcés d’étre plus réalistes, nous avons fait ’hypothése
que le contact roues-sol était celui d’un pneumatique avec la chaussée. Contrairement
au cas précédent, la commande des systémes ainsi obtenus est un sujet d’étude encore
relativement neuf.




9 Chap. 1. Introduction

La. structure fortement nonlinéaire des difiérents modéles de robots mobiles nous
obligés & nous tourner vers des techniques de de ¢ éaires. Nous
avons utilisé deux grandes approches

o d’une part, celle consistant a linéariser de fagon exacte un systéme non-linéaire, au
moyen de retours d’ etat statiques ou dynamiques. Cette approche nous a semblé

particulie car elle offre les possibilités suivantes

convergence exponentielle vers la consigne,
trés grande simplicité de réglage,

lois de commande C*

d’autre part, dans les cas ot I'approche par linéarisation exacte ne pouvait étre
utilisée, nous nous sommes tournés vers des lois de commande instationnaires, con-
struites a partir de fonctions de Lyapunov. Cette approche a éié choisie car elle
est la seule qui permette de conserver, en toute circonst des lois de

o=

1.2 Motivations pour I’étude de ce probléme

Cette thése a été proposée et financée dans sa totalité par le Commissariat  I'Energie
Atomique (CEA) / Service de Téléopération et de Robotique (STR). Les motivations
pour ce travail sont donc industrielles.

Plus précisément, plusieurs projets de robotique mobile autonome & roues sont en
cours de développement au sein du CEA/STR.
1] est possible de séparer ces projets en 3 sous-groupes, en fonction de leur finalité

o robots mobiles a roues destinés a intervenir dans des sites interdits & ’lhomme

projet européen Teleman/MESSINA : véhicule & roues, congu pour intervenir
a Vintérieur d’une centrale nucléaire, dans des conditions post-accidentelles.
Ce robot se présente sous la forme de 4 modules trés courts, pouvant s'orienter
% 90° les uns des autres. Cette structure fragmentaire lui permet de circuler
dans les couloirs trés étroits d’une centrale nucléaire. Dans la version finale
de ce projet, le module de téte portera un bras manipulateur, et les 3 autres
emporteront un ensemble d’outils que le bras est susceptible d'utiliser.

projol RESSAC: véhicule tout terrain destind & Iintervention  Pextéricur des
dans des i 16

Ce robot est développé dans le but @épandre, sur un sol contaming, des pro-

duits fixant la radio-activité, de maniére & ce que la nappe phréatique ne soit

pas clle-aussi contaminée.

projet VAP, en partenariat avec 'ONERA, le CNRS, PINRIA et le CNES :

véhicule destiné a Iexploration de la planéte Mars.

Les systemes reliant les roues au chéssis de ce véhicule permettent & celui-ci de

se déplacer sans retournement sur un sol trés irrégulier comme celui de Mars.
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Dans sa version finale, ce robot sera également équipé d’un bras manipulateur,
afin de réaliser des opérations de prélevement et de mesure sur le sol martien.

« robots mobiles & roues dédiés au c utomatique de marchandises en milien
industriel

projet COMMUTOR (en liaison avec la société ROL, pour le compte de la
SNCF)  véhicule i roues, dédié au chargement/déchargement de containers
sur/depuis une plateforme ferroviaire.

o robots mobiles a roues destinés a 'aide aux personnes handicapées

projet européen Sprint/IMMEDIATE : fauteuil pour handicapés moteur, pos-
sédant un ensemble de fonctions semi-automatiques.

Ce systéme peut suivre un marquage au sol ou se positionner de fagon pré-
cise devant un poste de travail (table, ). Il est également équipé d’un bras
manipulateur permettant d’assister la personne handicapée.

projet européen Tide/MOVAID : fauteuil pour handicapés moteur, intégré dans
un espace spécialement dédié i ces personnes.

Ce projet a pour objet d(‘ cunsmme un appartement ot chaque plece a été pen
sée pour des es. Tl inclut le dé d'un fauteuil
permettant & ces personnes de circuler dans I'appartement et de se positionner
devant les différents équipements dédiés (burcau, réfrigérateur, lit,. ...

Pour chacun de ces projets, la synthése de lois de commande pertinentes constitue
PPune des avancées technologiques i réaliser, et a motivé ce travail de thése.

1.3 Contexte de ce travail

La commande des robots mobiles & roues est un sujet d’actives recherches. Le début de
ce type d'études remonte au milieu des années 1980. Le domaine est loin, aujourd’hui,
d’avoir été complétement traité. Il continue donc de faire I'objet de trés nombreuses
publications.

Une liste exhaustive des projets industriels en cours dans le domaine de la robotique
mobile serait trop longue pour prendre place ici. Afin de donner une vue d’ensemble des
secteurs d’application ot la robotique mobile & roues est exploitée, nous rajouterons  la
liste des activités du CEA/STR, deux autres grands secteurs d’application possibles

o d’une part, parmi les robots mobiles & roues destinés & intervenir dans des sites
interdits & ’homme, un pole important est constitué par les robots du champ de
bataille,

o d’autre part, de nomt études sur la de des robots mobiles conduisent
& des réalisations destinées & améliorer la siireté du déplacement routier. On peut
séparer ces projets en 3 sous-groupes, en fonction de leur ambition
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véhicules routiers non plus a 2 mais & 4 roues directrices, commercialisés au

jourd’hui par la plupart des grands constructeurs automobiles. Le conduct
ne disposant toujours que de 2 commandes, le volant et Vaceélérateur, il ne
peut, i que Porientation de P'essieu avant, et la vitesse

du véhicule. L'orientation de Pessieu arriére doit done étre gérée de manire
automatique.

véhicules routiers circulant sur routes quelconques, et disposant d’un systéme
daide 4 la conduite (vérification de la distance de sécurité par rapport au
véhicule qui précéde, vérification de la faisabilité d’un dé ) projet
curopéen PROMETHEUS.

véhicules routiers disposant d’un pilote automatique lorsque le véhicule circule
sur des routes dédiées projet RGV de 'INRIA, projets IVHS aux Etats-Unis.

La commande des robots mobiles & roues étant un sujet de recherche trés riche et trés
concurrentiel, il apparait difficile, dans le cadre de cette introduction, de présenter un état
de I'art, complet sur ce domaine. Aussi, nous avons préféré détailler, en téte de chaque
chapitre, les résultats existant dans la littérature sur le point qui va étre abordé.

1.4 Plan du mémoire
Ce mémoire est organisé en 3 grandes parties

o Les Chapitres 2 et 3 sont consacrés & la modélisation des robots mobiles a roues,
étape préalable i toute commande de ces systémes. Plus précisément

le Chapitre 2 propose différents modeles pour représenter les robots mobiles &
roues sous Uhypothse que les roues roulent sans glisser sur le sol.

le Chapitre 3 dresse une étude bibliographique sur la modélisation des robots
mobiles & roues lorsque que I’hypothése de roulement pur sans glissement est
relchée.

o Les Chapitres 4 et 5 sont consacrés a la commande de ces systémes. Plus précisé-
ment *

le Chapitre 4 propose plusicurs terhmque.s pour commander un robot mobile

& roues satisf: les hypothéses de pur sans gli

Section 4.1 une approche lmeansatmn exacte par bouclage dynamique est proposée
pour réaliser la de trajectoires ne comportant pas de points
d’arrét,

Section 4.2 une approche par fonctions de Lyapunov instationnaires est proposée pour
réaliser la stabilisation sur une position robot arrel,c,

Section 4.3 une approche hybride, exploitant les 2 techni éd est proposée
pour réaliser la poursuite d’une trajectoire se terminant par une position
robot arrété
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Une attention particulitre a été portée sur les robots comportant, plusieurs roues
commandées & la fois en orientation et en rotation, en raison de la présence
de singularités dans le modéle de ces systemes. Les lois de commande ont &
chaque fois été construites de manibre & garantir que ces singularités seront
évitées lors du déplacement de ces robot

le Chapitre 5 propose quelques pistes pour commander un tobot mobile & roves
d

lorsque les hy e pur sans gli sont relichées.

o Les Chapitres A & E sont des annexes techniques

1’Annexe A rappelle les principaux concepts de la géométrie différentielle, util-
isée abondamment aux Chapitres 4 et 5.

L’Annexe B précise la notion de systémes non-holonomes.

L’Annexe C présente dans quelle mesure les résultats des Chapitres 4 et 5
peuvent étre étendus au cas des robots mobiles multi-corps.

L’Annexe D détaille la classification des robots mobiles & roues dans le cas d’un
roulement pur sans glissement.

L’Annexe E regroupe les preuves techniques non présentées dans le corps du
mémoire.

1.5 Contributions de la thése

1.5.1 Modélisation des robots mobiles

.

o Hypothéses de roul pur sans

Nous avons contribué & la modélisation des robots mobiles équipés de 3 roues et &
leur classification en 5 classes d’équivalence, rapport [TAM92b]. Cette classification
a éé étendue & un nombre quelconque de roues dans ([CBA93]).

Le modele donné dans [TAM92b] ou [CBA93], pour représenter la classe des robots
équipés de plusicurs roues commandées A la fois en rotation et en orientation, com-
portait des singularités n’ayant aucune signification physique. En utilisant la notion
de centre instantané de rotation, nous avons proposé un second modzle, dont toutes
les singularités cor dent a des ori des roues qu'il est impératif d’éviter
d’un point de vue pratique. En travaillant sur ce second modgle plutét que sur celui
donné dans [TAM92b] ou [CBA93], on ne se prive plus artificiellement de mouve-
ments possibles pour ces robots. Ce travail a fait I'objet de 2 articles, [MAT92] et
[TAMY5b], et de 2 rapports [TAM92¢] et [TAM93].

« Modélisation du phé ne de gli

Nous avons réalisé une étude bibliographique détaillée sur la description du phéno-
méne de glissement d’une roue avec le sol, et sur les différentes possibilités d’en
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rendre compte dans un modéle qui reste suffisamment simple pour étre utilisé par la
suite dans la construction de lois de bouclage. Ce travail a fait l'objet d’un rapport
[TAM94].

1.5.2 Commande des robots mobiles

o Hypothéses de roul pur sans

Nous nous sommes intéressés a la classe des robots mobiles comportant plusieurs roues
commandées 4 la fois en rotation et en orientation. Le probléme posé par ces robots est
celui de Pévitement, au moyen de la loi de commande, des singularités du modéle.

pour réaliser la poursuite de trajectoires ne comportant pas de position d’arrét, nous
avons proposé une loi de bouclage dynamique linéarisante. Nous avons explicité unc
méthode permettant de sassurer que les singularités du modele ne scront jamais
rencontrées, méme pendant la période transitoire initiale ot le robot converge vers
la trajectoire de référence.

les lois de bouclage dynamique linéarisantes ne permettent pas de stabiliser c
robots sur une position d’arrét. Ces systémes étant en effet non-holonomes, 'obstruc-
tion de Brockett assure qu'il est impossible de les stabiliser au moyen de retours
détat continiment différentiables. Plutot que de nous tourner vers des lois de com-
mande discontinues, nous avons envisagé les lois de retour détat dépendantes du
temps, dites encore instati es, en théorie de la com
mande. Nous avons proposé une loi instationnaire garantissant que les singularités
du modéle ne seront jamais rencontrées.

En pratique, la mission d’un robot mobile consiste en un déplacement depuis une
position d’arrét vers une autre position d’arrél via une trajectoire pré-spécifiée.
Aucune des 2 techniques présentées ci-dessus ne peut apporter a elle seule une
réponse & ce probleme. Nous avons proposé unc loi de commande hybride qui
utilise les 2 lois de de . la loi de bouclage dynamique loin
du point visé, puis la loi instationnaire lorsque la trajectoire de référence a amené
le robot prés du point visé. Un algorithme de commutation entre ces 2 lois, aussi
continu que possible et garantissant que les singularités du modéle ne seront jamais
rencontrées est donné.

1ensemble de ces résultats est donné dans [TAM95b] et [TAMO3].

Les lois i i i ées initials (1990-1992) pré ient une vitesse
de convergence trés lente. Dans le rapport [TAM92a], nous avons, sur un exemple,
analysé cette vitesse de convergence et proposé une technique pour la rendre expo-
nentielle. Par la suite, d’autres solutions, plus générales, ont été proposées dans la
littérature.
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¢ Commande des robots en présence de glissement

Nous n'avons travaillé que sur le cas particulier de robot de type chariot. Nous
avons proposé quelques pistes pour la commande en présence de glissement, en
utilisant une approche par perturbations singulicres, et une approche par commande
adaptative. CE travail a fait Pobjet d'un rapport [TAM95a].
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Chapitre 2

Modélisation sous ’hypothése d’un
roulement pur sans glissement

Ce chapitre, ainsi que le chapitre suivant, est consacré & la modélisation des robots mobiles
& roues, dans le but de développer par la suite des algorithmes de commande (Chapitres 4
et 5).

Rechercher un modéle qui décrive avec exactitude le comportement d’un robot mobile
& roues est une tache ardue. Ces systémes sont en effet un assemblage complexe d’une
multitude d’ééments mécaniques, mais aussi dlectriques, élastiques (les pneumatiques ou
les suspensions par excmple) ou encore thermodynamiques (dans le cas d'une propulsion
par un moteur & explosion). Les constructeurs ct les équi biles sont
parvenus malgré tout a écrire des modéles trés fidéles. Mais comme attendu, ceux-ci sont
de trés grande dimension et ne peuvent done étre utilisés qu’hors-ligne, pour conduire par
exemple des simulations destinées & vérifier la pertinence de tel ou tel élément pour la
mobilité et/ou la sécurité du robot ou du véhicule étudié. 11 serait illusoire de prétendre
les utiliser pour calculer en-ligne une loi de commande, comme nous souhaitons le faire
dans ce mémoire.

Par conséquent, nous avons fait plusieurs hypothéses simplificatrices sur la structure
des robots mobiles et sur leur envi Ces hypothéses sont pré et di
a la section 2.1. Deux niveaux de simplif ont été iv retenus. Les
modzles les plus simples ont été construits sous I’hypothése (entre autres) que les roues
roulent sans glisser sur le sol. C'est la description du contact roues-sol la plus fréquem-
ment rencontrée dans la trés vaste littérature sur la commande des robots mobiles. Cette
description présente de nombreux avantages mais, pour certaines applications pratiques,
n’est pas vraiment réaliste (voir discussion a la section 2.1). Nous avons donc également
recherché, cest notre second nivean de simplification, des modzles phus laborés qui pren-
nent en compte les phé de La modélisation des robots mobiles &
roues sous 'hypothése d’un roul sans gli est présentée dans ce chapitre. La
seconde modélisation, relchant cette hypothése, est présentée au Chapitre 3.

Ce chapitre est organisé comme suit I'ensemble de nos hypothéses sur la structure
des robots mobiles et sur leur environnement est formulé et discuté & la section 2.1. Nous
introduisons ensuite, section 2.2, un ensemble de constantes et de variables permettant

9
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de repérer la configuration dun robot. Efin, la mise en équations d'un robot mobile

isant aux hypothéses présentées a la section 2.1, est conduite aux sec-
tions 2.3 et 2.4, chacune de ces { sections cor dant & une technique de modé;
différente. A la section 2.3, nous rappelons une méthode trés générale, présentée initiale-
ment dans [ABC91], permettant de modéliser n’importe quel robot mobile i roues. Le
point de départ pour la construction du modéle est Pexpression de la vitesse des points de
contact des roues avec le sol. Nous montrons également, section 2.3.2.b, que dans optique
du calcul d’une loi de commande, les modeles des robots mobiles & roues ne constituent
que 5 cas de figure différents. Ce résultat avait été noté dans [TAM92b] et a été complate-
ment analysé dans [CBA93]. A la section 2.4, nous proposons un second modele pour
les robots comportant plusieurs roues commandées i la fois en rotation et en orientation
Pour ces robots, la méthode générale de modélisation, présentée 4 la section 2.3, conduit
4 des singularités, dans le sens qu'il existe des orientations des roues pour lesquelles le
modele est inexact. Nous montrons qu'en utilisant la notion de centre instantané de rota-
tion, il est possible d’obtenir un modéle o ne subsiste que les singularités physiquement,
inévitables. Ce résultat original a été décrit dans [MAT92] et [TAMO5b] ainsi que dans
les 2 rapports [TAM92c] et [TAM93].

2.1 Hypothéses de modélisation

Dans cette section, nous explicitons et discutons nos hypothéses de modélisation. Nous
avons classé celles-ci en 2 groupes. Les Hypothises 2.1 portent sur la structure générale
des robots mobiles et sur leur Nous les supp toujours sati

Les Hypothéses 2.2 portent sur le contact roues-sol. Ce sont les hypothéses dites de
roulement pur sans glissement. Elles seront supposées satisfaites dans ce chapitre, ce
qui nous conduira & un premier ensemble de modéles. Ces hypothéses seront ensuite
relachées au Chapitre 3, conduisant & des modéles de robots mobiles plus précis, mais

plus complexes.

Enoncé

Hypothése 2.1 Description générale des robots mobiles et de leur

2.1.a. les robots mobiles sont supposds mono-corps (i.c. pas de remorque),

2.1.b. le chassis des robots, de méme que les picces reliant les roues au chdssis sont sup-
posés rigides (ce qui exclut en particulier toul systéme de suspension). Dans ces
conditions, les robots mobiles ne présentent :

ni roulis (i.c. rotation du chdssis du robot autour d’un aze paralléle & la direc-
tion d’avancement),

ni tangage (i.c. rotation du chassis du robot autour d’un aze perpendiculaire &
la direction d’avancement),

ni carrossage (i.e. les plans contenant chacune des roues restent d tout moment
verticauz)
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2.1.c. la dynamique des différents moteurs commandant les roues en rotation el en ori-
entation est supposée négligeable. Dans ces conditions, les couples de rotation et
d’orientation appliqués sur les roues peuvent étre considérés comme étant les vari-
ables de commande, a spécifier par Uutilisateur.

2.1.d. la surface d’évolution des robots est supposée horizontale et parfaitement planc,

2.1.e. il est supposé qu'aucune force aérodynamique n'agit sur les robots mobiles o

Hypothese 2.2 Roulement pur sans glissement

2.2.a. chaque roue est supposée indéformable el la zone de contact rouc-sol est supposée
ponctuelle,

2.2.b. la vitesse linéaire du point de contact d'une roue avee le sol est nulle. [u]

Commentaires

Par I"Hypothése 2.1.1, nous laissons de c6té I'ensemble des robots mobiles multi-corps
Ces systemes ne pré pendant pas nécessai de difficulté supplé ire par
rapport aux robots mono-corps : certains, et notamment les robots & n remorques avec
attaches sur essieu (voir 2.1(a)), peuvent étre étudiés avec les mémes arguments que ceux
présentés dans ce mémoire. D’autres & Pinverse, posent plus de problemes; st le cas par
exemple des robots & plus de 2 remorques avec attaches caravanes (voir Figure 2.1(b)).
Nous n'avons pas souhaité étre le plus général possible, et donc par exemple inclure les
robots multi-corps & attaches sur essieu, dans le souci de ne pas obscurcir inutilement
la présentation : en incluant ces systemes, nous aurions abordé les mémes problémes de
modélisation et de commande que ceux étudiés ici, mais avec beaucoup plus d’indices &
gérer. De plus, se limiter aux robots mobiles mono-corps permet de donner une unité
a ce mémoire : nous étudions ici les problemes de modélisation et de de pour
tous les robots mobiles mono-corps, nous n’aurions pas pu étre aussi général si nous
avions également considéré les robots multi-corps. Ces robots seront abordés brievement
a PAnnexe C. Les types de robots multi-corps sur lesquels certains de nos résultats
peuvent étre utilisés seront explicités et quelques références-clés seront mentionnées.

Figure 2.1. (a) attaches sur essieu (b) attaches caravanes
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Les Hypothises 2.1.2 @ 2.1.5 sont quant A clles, des hypothéses trés classiques dans
la littérature, dés lors que le modéle du robot mobile est recherché dans le but de con
struire par la suite une loi de commande par retour d’état. Elles simplifient en effet
significativement le modéle du robot

I"Hypothése 2.1.2 permet de réduire & la fois la dimension du modzle et la complexité
des équations. En effet, sous cetie hypothese, la configuration du chssis peut
étre repérée sans ambiguité par seulement 3 variables les coordonnées (z,y)
d’un point fixe du chassis et 0 I'orientation de celui-ci, toutes trois mesurées par
rapport & un repére immobile. Sans cette hypothése, il aurait fallu rajouter une liste
d’autres variables décrivant 'élongation de chacune des piéces flexibles (suspensions
ou autres). Ces variables supplémentaires agissant en général sur la dynamique de
toutes les autres, les équations du modéle auraient également ¢
complexes.

beaucoup plus

I'Hypothése 2.1.3 permet également de réduire la dimension du modéle. En effet,
sans cette hypothése, il aurait fallu pour écrire les équations du robot, introduire des
variables décrivant la configuration de chacun des actionneurs. Cela aurait conduit &

plus d’équations, mais pas forcément plus complexes, puisque cette fos, les
variables supplémentaires n’agissent pas sur la dynamique de toutes les autres, mais
uniquement sur la dynamique des variables décrivant le méme actionneur qu'elles.

I’Hypothése 2.1.4 permet, lors de la mise en équations du robot, de ne pas avoir
prendre en compte 'ensemble des efforts de gravité.

I’Hypothése 2.1.5 enfin, permet de ne pas avoir & prendre en compte des forces
aérodynamiques, qui sont par nature difficiles & modéliser.

Ces 4 hypothéses sont en général satisfaites dans le cas des robots mobiles & roues
congus pour se déplacer & D'intérieur de bitiments : les Hypothéses 2.1.4 et 2.1.5 sont,
pour ce type d’application, trivialement vérifiées. Le sol étant horizontal et plan, il est
possible de se passer de suspensions (Hypothése 2.1.2). Enfin, les vitesses demandées &
un robot se déplagant dans un btiment étant a priori faibles, il est possible de choisir des
moteurs satisfaisant 'Hypothese 2.1.3. Le champ des applications potentielles de ce type
de robots comporte le transhordement de marchandises, I'utilisation en tant que robots
rondiers, ..

Les Hypothéses 2.1.2 & 2.1.5 ont cependant été également utilisées pour décrire beau-
coup d’autres systemes mobiles. Elles peuvent en effet étre considérées comme une bonne
approximation de la réalité tant que, d’une part le sol, sans étre parfaitement plan, n’est
quand méme pas trop irrégulier, et d’autre part, la vitesse des robots n’est pas trés im-
portante (cette notion est difficile a ifier, elle dépend des diti de
contact roues-sol). Les robots mobiles d’intérieur équipés de suspensions ou les véhicules
routiers appelés & se déplacer sur des routes asphaltées ont ainsi été le plus souvent mod-
élisés & I'aide de ces hypotheses. Celles-ci permettent en définitive de décrire, soit de
fagon exacte, soit de maniére approchée mais satisfaisante, la trés grande majorité des
systemes mobiles  roues rencontrés en pratique. Ce sont, comme cela a été dit plus haut,
les hypothéses les plus classiques utilisées dans la littérature.
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Les Hypothéses 2.2 de roul pur sans gli: sont, é

dans la littérature. Elles présentent 3 grands avantages

1 trés

les modeles de robots obtenus sous ces hypothses sont trés compacts et trés simples
(voir Tableau 2.1),

les robots mobiles & roues sont dans ce cas des systemes mécaniques non-holonomes.
1l est, par conséquent possible d’exploiter les résultats qui ont été développés pour
la commande de tels systemes (voir Annexe B).

enfin, sous ces hypothéses, lensemble des robots mobiles & roues, quels que soient
le type de roues dont ils sont équipés, et quelle que soit la disposition des roues sur
le chassis du robot, ne forme que 5 cas de figure différents pour ce qui est du calcul
d’une loi de Le probleme de la de de ensemble des robots
mobiles & roues peut donc étre ramené & I'étude de la commande de 5 robots-types.
Ce point est précisé & la section 2.3.2.b.

Les Hypothéses 2.2 ne peuvent dant pas étre systémati t utilisées. En effet,
dans les circonstances suivantes

les conditions de contact roues-sol sont mauvaises (sol verglacé par exemple),

la vitesse du robot mobi levée (situation & définir par rapport aux conditions

de contact),
la surface sur laquelle se déplace le robot west pas parfaitement plane,

il y a forcément glissement et le modéle du robot doit donc en rendre compte. Pour

les robots mobiles se dépl & lintérieur de bati: au vu des sols sur lesquels ils
évoluent et au vu de leur vitesse gcncralement peu élevée, les Hypotheses 2.2 semblent
tout & fait rai bles. Ce n’est pas le cas pour les robots évoluant en

extérieur. Cela sera fonction du type de sol rencontré et de la vitesse demandée au robot.

Les 2 possibilités sont envisagées dans ce mémoire dans ce chapitre, une premiére
modélisation des robots mobiles est proposée, en les Hypotheses 2.2

Une seconde modélisation est proposée au Chapitre 3 dans le cas o ces hypothéses ne
peuvent pas étre utilisées.

2.2 Description d’un robot mobile

Le premier point dans la construction d’un modzle consiste & sélectionner un ensemble de
variables permettant de repérer la configuration du systéme. Ces variables sont appelées
coordonnées géndralisées :

Définition 2.1 Coordonnées généralisé

On appelle coordonnées généralisées associes @ un systéme mécanique S un ensemble
de variables dont la donnée, combinée avec les constantes décrivant la géométric de S,
permet de connaitre sans ambiguité la position de chacun des points de S
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Un modéle pour S se présentera donc sous la forme d'un systéme d'équations dif-
érentielles reliant les coordonnéy lisées, leurs dérivées et les commandes de S
a

Schématiquement, un robot mobile & roues satisfaisant aux Hypothéeses 2.1 et 2.2
se présente sous la forme d’un chassis rigide équipé avec n roues, ol n > 3 afin que
I’équilibre statique du systeme soit assuré. Nous décrivons ci-dessous, tout d’abord un
groupe de coordonnées généralisées repérant tous les points du chassis (Proposition 2.1),
puis un groupe de coordonnées généralisées repérant cette fois les points des différentes
roues (Proposition 2.6). L’ensemble constitue de fagon évidente un jeu de coordonnées
généralisées pour le robot mobile (Proposition 2.7). Cette description d’un robot mobile
a été proposé initialement dans [ABC91].

2.2.1 Coordonnées généralisées décrivant le chassis d’un robot
Soit (voir Figure 2.2)

O un point immobile dans le domaine d’évolution du robot,

P un point fixe sur le chassis,

[0,1,J] un repére immobile dans le plan d’évolution du robot,

[P,#,7] un repére attaché au chéssis,

Nous noterons

(z,y) les coordonnées de P dans [0, 1,J],

0 Vorientation du repére [P,7j] par rapport au repére [0, 1,J), i.e. § = I,

Ces 3 variables seront dans la suite regroupées dans le vecteur &

€= (2,9,0)" (2.1)
Propositi 2.1 Coordonné: énéralisées décrivant le chassis d’un robot
La donnée du vecteur € permet de iriser sans ambiguité la ion du chassis

d’un robot.

Preuve : Le chassis étant supposé mono-corps et rigide (Hypothéses 2.1.1 et 2.1.2), tous
les points qui le constituent sont fixes dans le repére [P,7,]]. Par conséquent, la donnée
du vecteur & qui décrit ce repére par rapport au repére immobile [0, I, J], permet aussi
de localiser sans ambiguité tous les points du chéssis du robot. a
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-

Figure 2.2: Reperes (0,1, J] et [P,7. ]}

2.2.2 Coordonnées généralisées décrivant les roues

Le chassis d’un robot peut élre équipé a priori avec 4 types de roues, chacun donnant lieu
& un jeu de coordonnées généralisées qui lui est propre. Ces 4 types de roues sont détaillés
ci-dessous.

Nous i dui les notations a toutes les roues -

Q : point d’attache de la roue sur le chassis (voir Figure 2.3 par exemple). Par
définition, Q est un point fixe sur le chassis. Il est donc complétement défini par la
donnée du couple de constantes (I, a), coordonnées polaires de Q dans [P,7,7] .

(=174l

a=1,PQ
Dans le cas particulier oli Q est confondu avec P,  est par convention choisi
égal 2 0.

S centre de la roue. La position de S par rapport & Q sera repérée & laide des 3
quantités suivantes :

§ angle entre PQ) et la normale orientée au plan de la roue (voir Figure 2.4
par exemple).

Au vu de la définition donnée pour I'angle a, B peut étre défini de fagon
équivalente comme étant I'angle entre 7 et la normale orientée au plan de la
roue moins la valeur de Pangle a. Cette seconde définition a Iavantage de
garder un sens lorsque Q est confondu avec P dans ce cas particulier, 3 est
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clairement P'angle entre 7' et la normale orientée au plan de la roue.
B peut étre une constante ou variable suivant que Porientation de la roue par
rapport au chassis est fixe ou non.

d norme de la projection de QS sur le plan horizontal (voir Figure 2.5).

b norme de la projection de QS sur un axe vertical (voir Figure 2.5 par
exemple)

Les Hypotheses 2.1 assurent que & et d sont des constantes.

7 rayon de la roue,

&+ angle de rotation de la roue (voir Figure 2.3 par exemple). Cette variable mesure
de combien la roue a tourné depuis un instant initial. Les roues étant supposées
indéformables (Hypothése 2.2.1), ¢ permet de repérer sans ambiguité la position de
nlimporte quel point sur la roue. Pour cette raison, ce sera I'une des coordonnées
généralisées, quel que soit le type de roue considéré.

2.2.2.a Roues fixes
Définition 2.2 Roue fixe

On appelle roue fize, une roue pour laguelle
Vaze (QS) est vertical,
Porientation de la roue par rapport au chissis est fize.

Une telle roue est représentée sur la Figure 2.5, o

L'axe (QS) étant vertical, le centre de la roue S est un point fixe sur le chassis. Il peut
donc étre repéré uniquement i laide de constantes. Il en va de méme pour I'orientation
de la roue, puisque cellec est fixe par rapport au chissis, et pour son rayon, puisque
les roues sont (Hypothése 2.2.1) é Par une unique
variable est nécessaire pour repérer la position de chaque point d’une roue fixe : . Un
jeu de constantes de dimension minimum est le triplet [,a, k, qui permet de repérer S,
complété par f et r qui de repérer resy I’orientation de la roue et
son rayon.

Proposition 2.2 Description d’une rouc fixe

La configuration d’une roue fize est caractérisée sans ambiguité par la donnée :
d'une coordonnée généralisée la variable o,

- de 5 constantes : I, a, h, f et T. o
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2.2.2.b  Roues directrices
Définition 2.3 Roue directrice
On appelle roue directrice, une roue pour laguelle
Uaze (QS) est vertical,
Porientation de la roue par rapport au chssis est commandée par un moteur.
Une telle rouc est représentée sur la Figure 2.4 a

La seule différence avec le cas d’une roue fixe est que I'angle 3 n’est cette fois plus con
stant mais variable, et doit donc naturellement étre inclus parmi les coordonnées généra-
lisées

Proposition 2.3 Description d’une roue directrice

La configuration d’une roue directrice est caractérisée sans ambiguité par la donnée
de 2 coordonnées généralisées les variables B el ¢,

de { constantes : I, a, h el 7. o

2.2.2.c Roues désaxées
Définition 2.4 Roue désaxée
On appelle roue désazée, une roue pour laguelle

age (QS) nest pas vertical (i.c. d #0),

Porientation de la roue par rapport au chdssis est soit libre, soit commandée par un
moteur.

Une telle roue est représentée sur la Figure 2.5. o

Le centre de la roue S n’est plus, dans ce cas, un point fixe par rapport au chassis.

Pour le repérer, la méthode la plus simple, dans le sens qu’elle ne fait apparaitre qu’une
seule variable, consiste & donner les 2 constantes (I, ) qui caractérisent le point d’attache

@Q, puis les 2 constantes h, d et la variable 4 qui décrivent sans ambiguité le vecteur Q3.
A partir de I, pour identifier chaque point sur la roue, il suffit de connaitre d’une part le
rayon 7 et d’autre part la variable .

Proposition 2.4 Description d’une roue désaxée
La configuration d’une roue désavée est caractérisée sans ambiguité par la donnée
de 2 coordonnées généralisées les variables B et p,

de 5 constantes 1, o, h, d et 1 o
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2.2.2.d Roues omnidirectionnelles

Définition 2.5 Roue idirecti 11

On appelle roue omnidirectionnelle, une roue pour laquelle
Paze (QS) est vertical,
- Porientation de la roue par rapport au chdssis est fire,

un dispositif spécial, placé sur la roue, permet  celle-ci d’évoluer librement dans
une direction autre que celle donnée par le plan de la roue.

Lexemple le plus classique de roue omnidirectionnelle est la roue & galets (dite encore
roue suédoise) représentée sur la Figure 2.6 sur la bande de roulement d'une telle roue
sont placés de petits cylindres, appelés aussi galets, pouvant tourner librement autour de
leur axe. L'orientation de ces axes par rapport au plan de la roue, notée 7 et la méme
pour tous les cylindres, définit une direction d’évolution libre pour la roue : une roue i
galets peut évoluer bien siir selon la direction donnée par le plan de la roue, simplement en
faisant avancer ou reculer la roue (i.c. en faisant croitre ou décroitre ), mais également,
selon la direction perpendiculaire aux axes des cylindres, du fait de la rotation libre du
cylindre en contact avec le sol.

Les roues a galets, et plus généralement les roues omnidirectionnelles, ont été dévelop-
pées afin de proposer une solution au probleme suivant construire des robots mobiles qui
soient capables de suivre n'importe quelle trajectoire (1), i.e. des robots pour lesquels
il soit. possible de faire suivee au point P, fixe sur le chissis, n’importe quelle trajectoire
(2(1),y(t)), et simultanément de faire se ré-orienter le chassis selon une loi quelconque
0(t) (il sera quand méme supposé que £(t) = (x(t),y(t),0(t))T est au moins deux fois
continiiment différentiable). De tels robots, offrant cette compléte liberté pour leur dé-
placement, présenteraient une intérét pratique évident. Les robots les plus courants ne
proposent pas une telle propriété : une voiture par exemple, ne peut pas se garer entre
2 autres voitures le long d’un trottoir de la fagon qui serait la plus simple, c’est-a-dire
en se déplagant perpendiculairement au trottoir. Elle doit effectuer un mouvement plus
complexe, appelé créneau.

Une premiére solution pour obtenir une compléte liberté dans le déplacement consiste a
commander, a I'aide d’un moteur, l'orientation de toutes les roues. Cela est techniquement
possible, mais pose 2 difficultés :

d'une part, il y a redondance des actionneurs, ce qui nest pas facile & gérer au
moment du calcul de la commande,

d’autre part, certaines ions des roues condui: 4 des singul

Dans ce mémoire, nous nous intéresserons beaucoup aux robots équipés uniquement de
roues directrices, et plusieurs solutions pour le calcul de lois de commande seront proposés
au Chapitre 4.

La solution alternative consiste & équiper le chassis du robot avec des roues omnidi
rectionnelles. Dans ce cas, les 2 difficultés précédentes disparaissent  ainsi, le robot UCL
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([CB89)) qui est équipé de 3 roues & galets placées aux sommets d’un triangle équilatéral,
peut. décrire n’importe quelle trajectoire z(t), y(¢), 0(t), tout en ne comportant que 3 ac.
tionneurs (ceux entrainant les 3 roues en rotation). Il 0’y a aucune redondance dans la
commande, et on montre également qu'il n’y a aucune singularité. Done, comparativement
2 la premiére solution proposée, les robots & roues omnidirectionnelles sont. particuliére-
ment simples & commander. Ce point sera discuté trés brievement a la page (4.2). Une
expérience destinée & mettre en évidence la complete liberté de déplacement des robots &
roues omnidirectionnelles a consisté  équiper le chassis d’un tel robot avec un crayon, et
& lui faire éerire une phrase sur le sol sans jamais relever le crayon. La phrase obtenuc est
parfaitement lisible [WA95, Figure 12].

Plusieurs prototypes de robots équipés de roues a galets ont été réalisés. Parmi ceux-
ci, on peut citer le robot UCL [CB8Y), le robot URANUS [MN87] ou derniérement le
robot ACTRESS [ASB*95]. D’autres références peuvent étre trouvées dans ces 3 articles.
Sur le robot UCL, Iaxe des galets a été choisi paralléle au plan de la roue (i.e. 7 = 0
daprés les notations de la Figure 2.6). Llinconvénient de ce choix est qu'il conduit i
une discontinuité du contact lors du passage d’un galet & un autre et donc & des chocs
successifs. Cette discontinuité peut étre réduite, soit en inclinant Paxe des galets (sur
le robot URANUS, 7 a été choisi égal & 45°), soit en gardant y = 0 mais en plagant
deux rangées de galets cote-a-cdte sur la bande de roulement de la roue. Ces 2 rangées
de galets sont décalées, de facon quavant quun galet ne perde contact avec le sol, un
galet de Pautre rangée ait déja pris contact. Cest le choix qui a été fait pour le robot
ACTRESS. Des roues omnidirectionnelles autres que les roues & galets ont également été
proposées et réalisées. Ce sont en général des sphéres ou des combinaisons de spheres.
Deux exemples peuvent étre trouvés dans [KP92] et [WA95].

Pour décrire de fagon tout & fait rigourcuse une roue & galets (cf. Définition 2.1), il
faudrait faire apparaitre parmi les coordonnées généralisées autant de variables qu'il y a
de galets, afin de pouvoir repérer pour chacun leur position. Nous ne le ferons pas, car
les galets pouvant tourner librement autour de leur axe, leur position est sans influence
sur la dynamique des autres variables du robot. En fai, seule I'orientation des galets
par rapport au plan de la roue a une conséquence sur la dynamique de ¢ ou de . Cette
orientation sera repérée par la constante 7, définie de la maniére suivante pour quelle
garde une signification quand la roue lle n'est pas une roue & galets

v angle entre le plan de la roue edla

direction d’évolution libre.

et la per

De fagon évidente, une rouc omnidirectionnelle n’a d’intérét que si le plan de la.
Toue et la direction d’évolution libre sont 2 directions distinctes en effet, si ces

2 directions étaicnt lues, la roue ne possederait pas de
propriétés supplémentaires par rapport  une roue fixe. Par conséquent, la constante
7 vérifie :
x D
1y (2.2)

Dans le cas d’une roue & galets, 7 est d’aprés la définition donnée ci-dessus, tout sim-
plement Pangle entre le plan de la roue et Iaxe des galets, voir Figure 2.6. Le choix des
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tantes et des coordonnées généralisées permetant de décrire une roue omnidirection
nelle est maintenant trivial Paxe (QS) étant vertical, le centre S est fixe par rapport
au chassis et peut donc, comme pour la roue fixe, étre repéré par les 3 constantes I, a, h.
L'orientation de la roue est complétement caractérisée par la donnée de § qui dans ce
cas, est une constante, puisque Porientation de la roue est fixe. Le rayon r de la roue est
également une constante. Ensuite, comme il a été choisi de ne pas repérer la position des
galets ou de tout autre systéme omnidirectionnel, nous avons juste besoin de connaitre la
direction d’évolution libre de la roue. Cetic information est donnée par la constante 7. 11
n'est donc besoin en définitive que d’une seule variable pour repérer la position de chaque
point d’une roue omnidirectionnelle .

Proposition 2.5 Description d’une roue omnidirectionnell
La configuration d’unc roue omnidirectionnelle est caractériséc sans ambiguité par la don-
née

d'une coordonnde généralisée la variable g,

de 6 constantes 1, a, h, B,y et r. o

2.2.2.e Description d’un ensemble de roues

Pour exprimer mai les coordonnées généralisées décrivant les roues d’un robot
mobile quelconque, il nous faut d’abord introduire les notations suivantes

Nous noterons

n ¢ le nombre total de roues équipant le robot,

n%  le nombre de roues directrices,

% Je nombre de roues désaxées,

3

nd* : le nombre de roues fixes,

om.

n le nombre de roues omnidirectionnelles.

avec bien sir .
n=n® 0¥ 40t 4"

Une convention est également nécessaire pour repérer les différentes roues sur le chas-
sis

C ion 2.1 Numérotation des roues

Un numéro est attribué a toutes les roues, dans lordre  roues directrices, roues désazées,
roues fizes, puis roues omnidirectionnelles, ¢’est-d-dire

roues numérotées de 1 an  roues directrices,

roues numérotées de n* 4 1 a n® +n%  roues désazées,
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roues numérotées de n® +n% + 1 a n® +n% +nf*  roues fizes,
roues numérotées de n® + n% +nf* + 1 an  roues omnidirectionnelles.

Dans lout ce qui suit, les indices sur les variables o, sur les variables ou les constantes 3
el sur les constantes |, a,d, feront référence & cetle numérotation.

A Paide de tous ces éléments, nous pouvons énoncer la proposition suivante

Proposition 2.6 Coordonnées généralisées décrivant les roues d’un robot

La donnée du vecteur

E=(B, Butint, 1y on)
permet de caractériser sans ambiguité la configuration des roues d'un robot. a
Preuve : La preuve de la Proposition 2.6 est immédiate au vu des Propositions 2.2 &

2.5. <

Nous pouvons maintenant préciser 'ensemble des coordonnées généralisées nécessaires
4 la description d’un robot mobile & roues

Proposition 2.7 Coordonnées généralisé
theses 2.1 et 2.2

s décrivant un robot mobile sous les Hypo-

Un robot mobile satisfaisant les Hypothéses 2.1 el 2.2 peut étre caractérisé sans ambiguité
par la donnée du vecteur q
a

Preuve : La P ition 2.7 est une é directe des P itions 2.1 et 2.6. <

2.3 Modélisation d’un robot mobile quelconque

Nous rappelons dans cettc section la méthode, proposée initialement dans [ABC91], per-
mettant d’obtenir grice une démarche systématique, le modéle de n’importe quel robot,
mobile & roues satisfaisant les Hypotheses 2.1 et 2.2.

2.3.1 Expression de la vitesse du point de contact d’une roue
avec le sol en fonction des coordonnées généralisées

La donnée d’un vecteur de coordonnées généralisées permet, Définition 2.1, de repérer sans
ambiguité la position de chacun des points constituant le systeme étudié. Si maintenant
la valeur de la dérivée de ce vecteur est également donnée, alors la vitesse en chaque point.
du systeme est elle-aussi, complétement définie. Aussi, dans le cas des robots mobiles
a roues satisfaisant les Hypotheses 2.1 et 2.2, la donnée des variables ¢ et ¢ permet de
calculer la vitesse en chaque point du robot, et donc en particulier aux points de contact
des roues avec le sol.
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La vitesse en ces n points n’etant pas quelconque (elle est supposée nulle, Hypothese
2.2.2), il apparait clai un de intes liant les vecteurs g et . Ces
contraintes sont explicitées dans cette section, et seront utilisées aux sections 2.3.2 et

2.3.3 pour calculer le modéle d’un robot mobile quelconque.

Lexpression donnant la vitesse du point de contact d’une roue avec le sol en fonction
des coordonnées généralisées et de leur dérivée dépend bien sir du type de roue considéré.
Nous détaillons ci-dessous les calculs dans le cas d’une roue désaxée. Cest le cas le plus
complexe, d’olt il est possible, par diverses simplifications, d’en déduire I'expression de la
vitesse du point de contact roue-sol pour les autres types de roues.

Soit une roue désaxée, et sur cetle roue, soient

[S,7,Ji, K] : un repére orthonormal attaché & la roue, comme montré sur la Fig-
ure 2.7,

T le point de contact de la roue avec le sol.

Figure 2.7: Repére [S,7, 72, ]

Pour exprimer Vr, vitesse linéaire du point T, en fonction de ¢, =, £ et =, nous
utiliserons de fagon récurrente la loi de composition des vitesses sur un corps rigide,
rappelée ci-dessous

Théoréme 2.1 Loi de composition des vitesses sur un corps rigide

Soient A et B, 2 points sur un corps rigide, et & le vecteur vitesse instantanée de rotation
de ce corps. Alors les vitesses linéaires auz points A cl B, notées respectivement Vs el

Vi, sont relices par la relation :

—

Va=Vs+3ABA (2.3)
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[s]

Les points T et S appartenant tous deux A la roue supposée rigide (Hypothése 2.1.2),
on obtient facilement, en utilisant une premiére fois le Théoreme 2.1, que

(2.4)

(Le signe moins apparaissant dans la relation (2.4) est di au fait que ¢ est compté positive-
ment lorsque la roue tourne dans le sens inverse du sens trigonométrique, voir Figure 2.7).

La liaison mécanique reliant la roue au ch:

is étant clle-aussi rigide (Hypothase 2.1.2),
il est possible, toujours & Iaide du Théoreme 2.1 de relier Vs & 7

Vo=V + (0+ Bk AQS (2.5)

Enfin, le chassis du robot étant également rigide (toujours Hypothése 2.1.2), le Théo-
réme 2.1 assure que

Vi = Vo + 0, A PG (2.6)

En regroupant (2.4), (2.5) et (2.6), nous obtenons en conclusion que

= Vi + 0k, A PS + Bk A QS — 17, @7

Les 2 vecteurs QS et PS s'expriment aisément a I'aide des constantes décrivant la
géométrie du robot (voir Figure 2.5)

—

QS = dj, —dk, (2.8)
P8 = lcosai+Isinaj+df, — d. (2.9)

avec [0,7]] le repére attaché au chissis du robot, représenté sur la Figure 2.2, et d la

composante verticale du vecteur QS (non représentée sur la Figure 2.5 car cette constante
napparait pas dans Pexpression finale de la contrainte).
D’autre part, la vitesse du point P, par définition (cf. Proposition 2.1), est donnée
par - L
=il 4+4J (2.10)
avec [0, 1, J] le repére immobile, représenté sur la Figure 2.2. Les relations entre les
différents repéres intervenant dans (2.9) et (2.10) peuvent étre facilement calculées. Sur
la base des Figure 2.2 et 2.7, il est clair en effet que

= cosf7 — sinfj
= sinf7 + cos0j

S~

(2.11)
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—cos(a+f)7, + sin(a+p)]

—sin(a +B)7, — cos(o+ ) (2.12)

.

Afin de simplifier Pexpression finale de Vi, nous introduisons la matrice orthogonale
de rotation de dimension 3, notée R(0)

cosf sind 0
R(O)=| —sind cos0 0 (2.13)
0 0 |

En reportant (2.1) (2.8), (2.9, (2.10), (2.11), (2.12) et (2.13) dans (2.7). nous obtenons
Pexpression recherchée pour Vi

Vr = —[[cos(a+B), sin(a+8), d+Isinf | RO} +df]7
—[[—sin(a+8), cos(a+ ), lcosB] RO +r¢ | (2.14)

L’Hypothese 2.2 conduit done, dans le cas d’une roue désaxée, a deux contraintes

Proposition 2.8 Contraintes associées & une rouc désaxée
[cos(a+ B) sin(a+pB), d+Isinf] ROE+df = 0
[ —sin(a+f), cos(a+f), leosBIR(O) +1¢ = O

ot € = (z,y,0)7, B, sont des variables et l,a,d,r des constantes. o

Preuve : L’Hypothese 2.2 assure que Vi = 0. La preuve de la Proposition 2.8 est alors
immédiate au vu de (2.14). 4

Les contraintes associées aux autres types de roues se déduisent de la Proposition 2.8
sans aucun calcul supplémentaire

Propositi 2.9 C i associées a une roue dii
[ cos(a+ ) , sin(a+ B) , Isin 8] R(0)é 0
[ —sin(a+8) , cos(a+f), leosf | R(O)E+r¢ = 0
ot é = (z,y,0)", B, sont des variables et |,a,7 des constantes. o
Preuve : Il suffit de mettre d & zéro dans la Proposition 2.8. <

Pr ition 2.10 Co i associées & une roue fixe

[cos(a+B) , sin(a+B), IsinB] R(O)E = 0
[ —sin(a+8), cos(a+fB) lcosB] ROE+r¢ = 0

0il § = (2,9,0)7,p sont des variables et I, ,r des constantes. o
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Preuve : Une roue fixe n’est en fait rien d’autre qu’une roue directrice dont I’orientation
aurait été bloquée. Les contraintes associées & une roue fixe sont donc exactement les
mémes que celles données & la Proposition 2.9, excepté que f est cette fois une constante

et non plus une variable. a
Prop 2.11 Contraintes associées i une roue omnidirectionnell

n(a+f+7) cos(a+B+v) leos(B+7)] RIOE+rcosyy = 0 (2.15)
01l £ = (z,y,0), ¢ sont des variables et I, o, B,7, des constantes. o

Preuve : Dans le cas d’une roue & galets, qui est la roue omnidirectionnelle la plus
usuelle, ce sont les galets qui sont en contact avec le sol, et non les points situés sur la
périphérie de la roue. Aussi, pour identifier le point 7 en contact avec le sol, il faut de
fagon évidente que soient donnés les angles de rotation de chacun des galets. Dés lors, il
est clair que dans toute expression de V7 apparait nécessairement la dérivée de ces angles.
Etant donné que nous avons pris la décision de ne pas repérer la position des galets, voir
Proposition 2.5 et la discussion qui la précéde, il nous est impossible de proposer une
expression pour Vr et a fortiori pour les contraintes associées & une rouc a galets.

On peut contourner cette difficulté en étant plus schématique : une roue i galets peut
en effet étre vue comme une roue fixe qui posséderait la propriété “magique” de pouvoir se
déplacer librement dans une direction donnée, caractérisée par la constante 7. De fagon
évidente, un robot équipé de telles roues présenterait une dynamique rigoureusement
identique & celle d’un robot équipé de roues a galets. Les avantages de cette vision
schématisée de la roue & galets sont d’une part que P'expression des contraintes associées
& cette roue fictive ne requiert pas la connaissance des angles de rotation des galets puisque
ceux-ci n’apparaissent plus, et d’autre part, cette roue fictive peut décrire non seulement,
les roues & galets, mais aussi n’importe quelle autre roue omnidirectionnelle.

Lexpression des contraintes associées & cetle roue fictive peut étre obtenue de la
maniére suivante : la vitesse du point de contact d’une roue fixe avec le sol est d’aprés la
Proposition 2.10 -

Vr = —[(cosa+8), sinfa+p), Isinf] RO |7
—[[=sin(a+B) , cos(a+8), leosB) RIOE+7r¢ |
ou encore
Vo= - [ [cos(ar+ B+7), sin(a+B+7), Isin(B+7)] RO) + rsin7¢1 Tom
~[[=sin(a+B+7), cosla+5+7), Leos(B+7) | RO) +7c0s7¢ | Tum
01t (fomy Jom) SOML 2 Vecteurs unitaires se déduisant de (i, ;) par une rotation d’angle

Tom = cosyi, + sinyj

Jom = =sinyi + cosyf (2.16)
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Au vu de la définition de  (voir page 21) et de (2.16), fum est le vecteur unitaire associé
la direction d’évolution libre et o, est le vecteur unitaire perpendiculaire i cette direction.
Si la roue que nous considérons était réellement une roue fixe, alors les Hypotheses 2.2
que les 2 de Vi sont nulles. Cependant, comme nous avons
supposé que cette roue fixe peut se déplacer “magiquement” selon la dircction donnée par
Zm, los Hypotheses 2.2 ne conduisent plus qu’a une seule contrainte : la composante de ¥y
selon Jom est nulle, ce qui correspond bien & la contrainte donnée dans la Proposition 2.11
<

2.3.2 Modéle cinématique

A la section 2.3.1, il a été montré qu'en raison de PHypothése 2.2, chaque roue, quel
que soit. son type, donne lieu 2 un ensemble de contraintes portant sur la dérivée des
coordonnées généralisées décrivant le robot (Propositions 2.8 & 2.11). Autrement dit,
chaque roue limite les possibilités d’évolution des coordonnées généralisées. Dans cette
section, nous caractérisons les possibilités d’évolution laissées libres. Cela constitue un
premier modéle, appelé modéle cinématique, qui dans bien des cas, s'avére suffisant pour
étudier un robot mobile & roues. Le modele faisant intervenir les actionneurs du robot,
appelé modéle dynamique, s'appuie du reste sur le modéle cinématique. Il sera donné &
la section 2.3.3.

De fagon plus précise, & la section 2.3.2.a, nous détaillons la construction du modéle
ématique pour un robot mobile quel Lexpression finale de ce modéle est, donnée
par le Théoreme 2.2. Nous montrons ensuite que lorsqu’on ne souhaite étudier que la
position et Iorientation du chassis (i.e. le vecteur €), ce qui est le cas dans la plupart
des applications pratiques, il est possible d’isoler dans le modéle cinématique, un modéle
cinématique réduit, et de ne travailler que sur ce-dernier (Théoréme 2.3). Enfin, & la
section 2.3.2.b, nous prouvons (Théoréme 2.6) que les modéles cinématiques réduits de
tous les robots mobiles forment 5 classes d’équivalence : pour tout robot mobile, il est
toujours possible de choisir le repere [P, j] attaché au chassis de telle sorte que le modele
cinématique réduit du robot soit identique & celui de Pun des 5 robots-type, représentant,
chacune des classes. Ce théoré lid car il en découle que le
probleme de la commande de Iensemble des robots mobiles se raméne en définitive & celui
de la commande de 5 robots-type. Un tableau synoptique, Tablear 2.1, présentant les
isti et le modele cinématique réduit de chaque robot-type, cldt, cette section.

est parti

2.3.2.a  Construction du modéle cinématique d’un robot mobile quelconque

Matrice des contraintes associées 4 un robot mobile

Considérons un robot tout i fait quelconque, ¢’est-a-dire équipé de n = n® 4n# 4nf* 4

roues placées arbitrairement sur le chassis. Un vecteur de coordonnées généralisées
permettant de repérer la configuration d’un tel robot est donné par la Proposition 2.7
Ce vecteur est soumis, Propositions 2.9 & 2.11, & un ensemble de contraintes. Une fois
regroupées et ordonnées de fagon judicieuse, celles-ci peuvent étre présentées sous la forme
matricielle suivante

nem
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Pr ition 2.12 Contraintes sur les coordonnées généralisées d’un robot mobile

Sous les Hypothéses 2.1 et 2.2, les coordonnées généralisées d’un robot mobile quelconque
doivent satisfaire les contraintes suivantes

P—

3 n' n¥ n
— e e e £ I:‘
nl An(ﬂ.) R() 00 Ay B Tnt
A@i=0 e l| AB)RO) 0 An 0 || 5 P R <0
n®n T\ An(B)RMO) 0 0 0 " +V"| .’:" b In
avee
—sin(a; + f,) cos(a, + f3,) 1, cos f, Tn® € (1n
angy—] et 8) cos(a, + ) Lcosf, | Tnt  ermhuntyain
WS din(e+ ) coslatB)  heosB | Tnt eitutumtutiorm
—sin(ai + B, + 1) cos(a + B+ 7)) Leos(Bi+ %) /1™ edyndgatya,n
An(B)=( cos(ai +f) sin(ai+ ) d,+Lsinf, ) nt et e
Ag](ﬂi):( cos(ay + i) sin(ei+ ;) Lsinf, )In"‘+ nft 1€ 11,09 0 (% n% 1, ny g 1)
A= dmy(r T COS Ypom 415 -+ 2T COS Vo)
Az = diag(dyayy, -y A ynse) o
Preuve : La preuve de la P: ition 2.12 est i édiate au vu des P iti 28 a4
2.11
Mise en évid des ibilités d’évolution laissées libres

La structure trés particuliere de la matrice des contraintes A(g), ot de nombreux
sous-blocs sont nuls, permet de caractériser trés facil les ibilités d’évolution des
angles f§ et ¢; .

L’évolution des coordonnées généralisées Boiy1,. nivgnic €t @1, n, décrivant respec-
tivement lorientation des roues désaxées et I’angle de rotation de toutes les roues,
est totalement conditionnée par I'évolution des coordonnées généralisées décrivant
le chassis, cest-a-dire £. En effet, puisque d, # 0 v e 41,74 4 nde) (Définition 2.4)
et # 5 [7] wetm-wm enn (relation 2.2), les deux sous-matrices constantes Auy
et Az som de rang plein, et par é i . La structure tri




30Chap. 2. Modélisation sous ’hypothése d’un roulement pur sans glissement

supérieure de la matrice A(g) permet alors d’établir sans difficulté que .

B
= An(B)R(O) (2.17)
B e
&
=~ A Au(B)R(0)E (2.18)
Pn

Au vu de (2.17) et (2.18), pour toute configuration ¢, la valeur de ¢ détermine bien
de fagon unique les valeurs de fua gy g ot de g,

L’évolution des coordonnées généralisées £, a, décrivant Dorientation des roues
directrices, est & Vinverse totalement libre : en effet, dans A(g), les colonnes appelées
a étre multipliées par ﬁ,‘ .né D€ SO0t composées que de zéros. Ce résultat est tout &
fait, naturel puisque l'axe (QS) est vertical, le point T, point de contact de la roue
avec le sol, appartient & cel axe. Aussi, quelle que soit la vitesse § avec laquelle
on fait tourner (QS), la vitesse du point T' n’est pas afectée. En particulier, si la
vitesse Vr est nulle, elle le restera quelle que soit la valeur de f.

Donc, en définitive, pour ériser les possibilités d’évolution du vecteur des co-
ordonnées généralisées décrivant un robot mobile quelconque, il suffit de caractériser les
possibilités d’évolution des 3 coordonnées généralisées décrivant le chssis, c’est-a-dire
£ Les n +n premieres lignes de la matrice des contraintes A(g) ne posent aucune re-
striction sur les possibilités d’évolution de ¢ en effet, pour toute valeur de £, il existe
toujours une unique valeur de fuay,. it gnt- b de @y, telle que ces n + nd premiéres
contraintes soient satisfaites (relations (2.17) et (2.18)). Par conséquent, les seules con
traintes réellement limitantes sont les n% 4+n/* derniéres de la matrice A(g), qui conduisent
5

€€ Sm(R7(0)S(B,..n0)) (2.19)

S(Br,.n0) & (ker A (B, ) (2.20)

Lorsque le robot comporte des roues directrices, i.e. n > 0, la matrice Agi(By, _na)
peut présenter des chutes de rang pour certaines valeurs de f;, . (cf. expression de
Asa(By,.w) donnée page 29). Le sous-espace vectoriel donnant les valeurs possibles pour
é (relamon (2.19)) n’est donc pas né de di pour toutes
les orientations des roues directrices. Pour lever cette difficulté, nous ferons ’hypothese
suivante

Hypothése 2.3 Ay (f;,...4) est de rang constant.

Il est supposé qu’au cours de tous les déplacements du robot mobile, les valeurs prises par
Porientation des roues directrices By e sont telles que la matrice Ay (By,. ) présente
un rang constant.
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Cette hypothese est en fait trés peu restrictive A la section 2.3.2.b, toutes les combi-
naisons possibles de roues sont passées en revue. Les seuls robots, parmi ceux présentant
un intérét pratique, pour lesquels Ag (B, q4) connait des chutes de rang, sont les robots
comportant 2 roues directrices et n% roues désaxées. Pour ces robots, A, fB;) est
génériquement de rang 2, sauf pour quelques rares couples (6, ;) ol cette matrice est
de rang 1 (voir discussion précédant Hypothse 2.5). Les valeurs de (81, 8,) assocides &
une chute de rang étant trés peu nombreuses, il n’est pas trés contraignant de s’en priver
1l sera beaucoup plus simple, lors du calcul d’une loi de commande, de faire en sorte
que ces quelques orientations des roues directrices soient évitées, plutot que de chercher
& gérer la chute de rang (ce probléme de commande sera étudié en détail au Chapitre 4).
L’Hypothese 2.3 est donc tout A fait légitime.

En utilisant cette hypothése dans la relation (2.19), nous obtenons que Pensemble des
valeurs pouvant étre prises par € est explicitement donné par

E=R7(0)S(B,..u0) (2.21)

avec 7, un vecteur de dimension Rang(S(f, .« )) (dimension parfaitement définie au vu
de 'Hypothese 2.3) pouvant prendre n’importe quelle valeur.

Nécessité d’une coordination des roues directrices lorsque n/ + n# > 3

On déduit immédiatement de (2.21) et (2.20) que, pour qu’un robot mobile puisse
bouger (i.e. £ #0), il faut que Rang(As(f,,..e)) < 2. Au vu de Pexpression de cette
matrice donnée page 29, cette condition n’est généralement pas vérifiée dés que n 4 n/*
est supérieur ou égal & 3. Il est cependant possible d’utiliser certains de ces robots en
coordonnant Porientation des roues directrices.

Plus précisément, soient A%}(f;,. ) et A} les 2 sous-matrices de A (6. ) associées
respectivement aux n# roues directrices et n/? roues fixes, i.e.

A4(By, pa) \ T nt
Ani(By,e) = ( “(i,'x' ))i . (2.22)
31 w

Si Rang(Af}) = 3, alors de fagon évidente
Vit Rang(An(B,.n0)) =3

Des robots présentant cette caractéristique sont donc condamnés & I'immobilité (rela-
tions (2.21) et (2.20)), et par i méme, completement inutiles. Par contre, lorsque
Rang(A}}) < 2, il existe toujours, quel que soit le nombre de roues directrices n®, un
ensemble noté O de valeurs de By, _a tel que

VB, €O Rang(As(Bi...ne.)) <2 (2.23)

Ce résultat peut ére prouvé, soit de maniére calculatoire en montrant que Iéquation
det(Az(f,..,ne)) = 0 admet toujours des solutions, soit en utilisant la notion de centre
instantané de rotation, définie ci-dessous (Théoreme 2.4). Nous avons privilégié cette
seconde approche, car elle est met en ceuvre beaucoup moins de calculs. La preuve de
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Iexistence de I’ensemble O sera donc donnée plus loin dans ce mémoire elle apparait

comme une é naturelle de la P 2.13.

Puisqu’initialement il n’y avait aucune restriction sur Iévolution de By, (1. est

a priori total libre, voir di ci-dessus), Iutilisateur peut toujours restreindre
celle-ci comme suit

Hypothése 2.4 Contrainte de coordination des roues directrices

Les valeurs prises par fy . o sont telles que By, reste continiment dans O o

L’Hypothése 2.4, au vu de (2.23), (2.19) et (2.20), permet bien au robot de bouger. Si on
note 2 la dimension de O, il découle clairement de I'Hypothése 2.4 que seule I’évolution de
7% composantes de ;4 peut encore étre total libre, et conditi

Pévolution des n# — n# autres, i.e. apres éventuellement une renumérotation des roues
directrices :

A
quelconques
; 2.2
b (2.24)
= N(B,..as)

B Bra
avec N(By,. qa) une matrice n® — % x 2 a déterminer. Le choix des 2% coordonnées
énéralisées fB; «ep,nt) diti Pévolution du vecteur complet f; 4 est trés im-

portant, puisqu’il peut conduire & plus ou moins de singularités dans Ia représentation
des possibilités d’évolution de ces coordonnées. Un choix original permettant de réduire
au strict minimum le nombre de singularités sera présenté & la section 2.4.

Modéle cinématique

Nous pouvons maintenant écrire le modeéle cinématique d’un robot quel Au-
paravant, nous introdui: juste les 2 définiti i , de fagon & employer par la
suite le méme vocabulaire que celui utilisé dans [CBA93] .

Définition 2.6 Degré de mobilité

On appelle degré de mobilité d’un robot mobile  roues, noté 5, le nombre de composantes
parmi celles décrivant le chassis, qui peuvent évoluer de maniére indépendante.

Au vu de (2.21) et (2.20), 8, = Rang(S(B, . .a)) o

Définition 2.7 Degré d’orientabilité

On appelle degré d’orientabilité d’un robot mobile & roues, noté 6,, le nombre de roucs
directrices pouvant étre orientées de maniére indépendante, sans jamais bloquer le dé-
placement du robot.

Au vu de la discussion précédente

- lorsque n® 4 nf* < 3, §, = n*,
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lorsque n +nf* > 3, 6, = a® o

Ces 2 définitions seront illustrées sur de nombreux exemples de robots mobiles a la
section 2.3.2.b. Elles permettent de rendre plus clair ’énoncé du théoréme principal

Théoréme 2.2 Modele cinématique d’un robot_mobile quel

Les possibilités d’évolution du vecteur des coordonnées généralisées décrivant un robot
mobile quelconque sont données par

R O)S(By,...nt Vi

= Mo
= N(By,..nt)n0 (2.25)
= AR An(B)S(By,.nt )

AL AN(B)S(Br,..nt )

avee 1, el 1y, 2 vecteurs de dimension respective 8, et §,, pouvant prendre n'importe quelle
valeur dans R'™ x R®  Le systéme d’équations (2.25) est appelé modéle cinématique du
robot mobile. o

Preuve : La Preuve du Théoréme 2.2 est immédiate au vu des relations (2.17), (2.17),
(2.21) et (2.2), et des Définitions 2.7 et 2.6.

Dans le cadre d’une application pratique, on ne cherche pas & contréler toutes les
coordonnées généralisées : dans la trés grande majorité des cas, seules la position et
Porientation du chissis, c’est-a-dire le vecteur ¢, présentent un intérét pour Iutilisateur
du robot mobile. Dans ces conditions, il est tout i fait possible de ne pas prendre en

idération certaines coordonnées générali Plus pré dans I’ ion de
£ donnée dans (2.25), seules i les coordonnées généralisées 0 (i.e. 1'une des
composantes de €) et f,_,« On peut en fait, étre encore plus précis et montrer que
S(By,..nee) peut étre écrit S(fy,..5,). La preuve utilise encore une fois la notion de centre
instantané de rotation et sera donc donnée plus loin dans ce mémoire (lors de I'étude des
robots des classes R} et R}, relations (D.14) et (2.34)). L'expression de £ ne fait donc
apparaitre en définitive que 0 et f;,_5,. Comme l'expression de f; s, (équation (2.25))
ne fait elle-méme apparaitre aucune coordonnée généralisée, on peut donc extraire du
modzle cinématique (2.25) les équations décrivant les évolutions possibles de & et .,
et les étudier isolément. Ce sous-moddle est dit modéle cinématique réduit

Théoréme 2.3 Modele cinématique réduit d’un robot mobile quel

Pour un robot mobile quelconque, les possibilités d’évolution des coordonnées général-
isées utiles du point de vue de la commande sont données par

- -1
31 { €= ROS(Bs) (2.26)
&1\ Brss = o

avec 1, et 7, 2 vecteurs de dimension respective §,, et §,, pouvant prendre n'importe quelle
valeur dans R*™xR®  Le systéme d’équations (2.26) est appelé modéle cinématique réduit
du robot mobile.
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Preuve : La Preuve du Théoreme 2.3 est immédiate au vu du Théoréme 2.2 ot des
relations (D.14) et (2.34) données plus loin dans ce mémoire. a

Etant donné que notre objectif est de contréler uniquement le vecteur €, nous ne
considérerons plus dans la suite de ce mémoire que le modeéle cinématique réduit d’un
robot mobile. Il 'y a pas pour autant de perte d'information si besoin était (par
exemple pour réaliser une ani du dépl du robot mobile), il reste
possible, a partir de I'évolution des lonnées généralisées du modeéle ciné; réduit
£ et By,...s,, de calculer Pévolution des restantes fg, 41, ndvqnie et
@1, ¢ il suffit pour cela d’intégrer les n — &, + n% + n derniéres équations du modéle
cinématique complet (2.25). Les expressions des différentes matrices intervenant dans
ces équations sont données dans ce mémoire les expressions de Ay(A), Az (f:), Ars
et Az ont été données page 29, les expressions de S(f;,. .a) et R(6) ont été données
respectivement par (2.20) et (2.13), enfin une expression pour N(f;, .« est donnée & la
section 2.4.

Tt 4 g 1

2.3.2.b  Mise en évidence de cinq classes de robots mobiles

Le Théoréme 2.3 donne 'expression explicite du modéle cinématique réduit de n’importe
quel robot mobile. Nous montrons maintenant que ces modéles forment 5 classes d’équiva-
lence, caractérisées chacune par une valeur du couple (6.,6,). Plus précisément, nous
montrons, Théoreme 2.5, que le couple (§,,.8,) associé i un robot mobile quelconque ne
peut prendre que 5 valeurs, puis, Théoréme 2.6, que si 2 robots mobiles notés RA et RS
ont, méme couple (§,,8,), alors il est Loujours possible de choisir sur le chassis du robot
RE, un repére [P,7,5]® tel que le modéle cinématique réduit de R soit identique & celui
du robot R4

Ces résultats sont particuliérement intéressants dans I'optique du calcul d'une loi de
commande : ils montrent que sous les Hypothéses 2.1 et 2.2, la commande de I'ensemble
des robots mobiles & roues se résume en fait 5 cas de figure différents. Ces résultats ont
ét¢é prouvés dans [TAM92b] et [CBA93]. Dans [TAM2b], seul le cas des robots équipés
uniquement de 3 roues était étudié. Le degré de mobilité était appelé degré de liberté sur
le corps et le degré d’orientabilité était remplacé par le nombre de roues directrices, ce qui
est presque équivalent lorsque n = 3 . cela conduit juste au dédoublement, inutile, d’une
des classes. Les degrés de mobilité et d’orientabilité ont ét¢ introduits dans [CBA93], et
ont permis de présenter une classification compléte de tous les robots mobiles, quel que
soit le nombre de roues dont ils sont équipés. Clest cette classification que nous donnons
dans cette section. La présentation est basée sur les 2 références mentionnées ci-dessus.

Centre instantané de rotation

Les Théorémes 2.5 et 2.6 peuvent étre prouvés en raisonnant uniquement sur la matrice
des intes A(q), dont I fon est donnée  la Proposition 2.12. Cependant, afin
déviter des caleuls de déterminant, de rang, particulicrement fastidieux, nous nous
appuierons également sur une notion trés classique en Mécanique, celle du centre instan-
tané de rotation. Cette notion, en permettant des raisonnements purement géométriques,
simplific significativement ces 2 preuves. Nous I'utiliserons encore, d’une maniére plus
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directe cette fois, 4 la section 2.4 pour proposer un second modele pour les robots équipés
de plusieurs roues directrices.

Lexistence d’un centre instantané de rotation est assuré, pour tout corps rigide, par
le Principe de Descartes. Nous rappelons tout d’abord I’énoncé général de ce Principe
(Théoréme 2.4), puis nous montrons comment il peut étre particularisé dans le cas des
robots mobiles a roues (Proposition 2.13).

Théoréme 2.4 Principe de Descartes énoncé général

A chaque instant, le mouvement d’un corps rigide est :

soit une translation,

- soit une rotation autour d’un point appelé centre instantané de rolation (CIR). O

Le chassis d’un robot mobile étant supposé rigide, Hypothese 2.1.2, il obéit au Principe
de Descartes. La loi de composition des vitesses que nous avons utilisée 4 la section 2.3.1
(Théoréme 2.1) est I'une des conséquences de ce Principe. Une seconde est qu’il conduit &
un bl i éométriques sur les orientations possibles des roues directrices
et des roues fixes. Avant d’énoncer ce résultat, qui sera utilisé abondamment dans cette
section et 4 la section 2.4, nous introduisons la notation suivante -

Définition 2.8 Droite A associée a une roue

Dans la suite de ce mémoire, A; désignera la droite perpendiculaire d la roue i, passant
par le centre de celle-ci, i.c. par S,

Proposition 2.13 Principe de Descartes . conséquence sur I'orientation des roues di-
-rectrices et des roues fixes d’un robot mobile

Pour qu’un robot mobile & roues, satisfaisant auz Hypothéses 2.1 et 2.2, puisse bouger, il
faut que Pune des 2 conditions ci-dessous soit vérifice :

- soit les droites A; assocides auz roucs directrices et auz roues fizes sont concour-
antes. Le mouvement instantané associé G une telle orientation des roues est une
rotation autour de Uintersection de toutes_ces droites (qui est donc CIR).

soit les droites A; assocides auz roues directrices el auz roues fizes sont paralléles.
2 cas de figure peuvent se présenter

- les A, associées auz roues directrices et auz roues fizes sont toutes superposées.
Dans ce cas, il eziste une infinité de mouvements instantands possibles : soit
une rotation autour de nimporte quel point des droites A, associées auz roues
directrices el auz roues fizes, soil unc translation dans la direction donnée par
Vorientation des roues directrices el des roues fizes.

les A, associées auz roues dircctrices et auz roucs fizes me sonl pas toutes
superposées.  Cette orientation des roues ne permel qu'un seul mouvement
instantané : une translation dans la direction donnée par U'orientation des
roues directrices el des roucs fizes.
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Preuve : considérons tout d’abord un corps rigide quelconque. Soit / un entier stricte-
ment positif, {P, ¢fs,..1} un ensemble de points sur ce corps rigide, et Vp, ) les
vecteurs vitesse linéaire en chaque point P.. Le Principe de Descartes (Théorome .4)
assure qu’a chaque instant, le mouvement de ce corps est smt uno translauon soit une
rotation autour d’un point appelé CIR. Nous en nt les
2 possibilités, que ce théoreme engendre un ensemble de contraintes sur I'orientation des
vecteurs Vp, et}

dans le cas d’une translation, le vecteur vitesse instantanée de rotation, noté & dans
le Théoréme 2.1, est nul

G5=0 (2.27)
En reportant (2.27) dans (2.3), nous en déduisons immédiatement que les vecteurs
vitesse linéaire en chaque point du corps rigide, et donc en particulier aux points
{P}iel, .1, sont égaux.
— Dans le cas d’une translation, les vecteurs Vp, ., sont tous paralléles ct ont
méme norme.

dans le cas mai ou le i ¢ est une rotation, faisons jouer
au CIR le réle du point B dans le Théoréme 2.1. Par définition du CIR :

Vi = Verr =0 (229)

En reportant (2.28) dans (2.3), nous obtenons que le vecteur vitesse linaire en
chaque point A quelconque du corps rigide, et donc en particulier aux points {P:}
ic(l, 1), est perpendiculaire 3 CTR A.

— Dans le cas d’une rotation, les vecteurs Vp, .o, ., sont perpendiculaires @ la
droite joignant P, au CIR.

Dans ce second cas de figure, les vecteurs Vp, ., , ne sont généralement pas
paralleles. Cela ne sera le cas que dans une seule situation . les points {P, ie(y,...n}
sont alignés et le CIR appartient 4 la droite formée par les {P,}.

Particularisons maintenant ces résultats au cas des robots mobiles a roues. Nous
noterons Z, I'ensemble des index associés aux roues directrices et aux roues fixes :

T={l,...,n%} U {n® +n% 4+ 1,...,n% 4 nd 4 nff}

Puisque les centres S, ez des roues directrices et des roues fixes sont des points immo-
biles par rapport au chéssis (cf. Définitions 2.2 et 2.3), et que ce dernier est supposé
rigide (Hypothése 2.1.2), la vitesse lindaire aux points S;, ez doit satisfaire les contraintes

dans le he précé: Or, sous ’hypothése de roulement pur sans
ghssement (Hypothese 2.2), la vitesse linéaire au centre d’une roue appartient nécessaire-
ment au plan de la roue : en effet, puisque V7, vitesse du point de contact d’une roue avec
le sol est supposée nulle (Hypothese 2.2), la relation (2.4) conduit & Vs = r¢j,, avec j
le vecteur horizontal appartenant au plan de la roue, voir Figure 2.7. Nous en déduisons
que
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pour qu'il y ait translation, il faut nécessairement que les roues directrices et les
roues fixes soient paralléles,

pour qu'il y ait rotation autour d’un CIR, ce dernier doit appartenir & Loutes les

droites A, iez. Celles-ci doivent donc né étre soit o . soit
superposées.
Cela termine la preuve de la Proposition 2.13. a

1l n’existe par contre, aucune contrainte sur 'orientation des roues désaxées et des
roues omnidirectionnelles.

Dans le cas des roues désaxdes, cela tient au fait que leur centres S, equins,._ it
ne sont pas immobiles par rapport au chissis. Leur vitesses linéaires n’ont donc pas
& satisfaire aux contraintes découlant du Principe de Descartes.

Dans le cas des roucs omnidirectionnelles, cela découle du fait quelles ont été con-
struites de telle sorte que le vecteur vitesse linéaire en leur centre n’appartienne pas
nécessairement au plan de la roue. La fin de la preuve de la Proposition 2.13 ne
peut donc pas leur étre appliquée.

Nous avions déja prouvé, a la section précédente, que pour qu'un robot mobile puisse
bouger, les orientations f, ez des roues directrices et des roues fixes ne pouvaient pas
étre quelconques : au vu de (2.19) et (2.20), € ne peut étre différent de zéro que si les
orientations f; icz sont telles que Rang(Asi(y, na) < 2. La Proposition 2.13 établit
le méme résultat par une approche différente. L'avantage de cette seconde approche est
awelle fournit sans calcul la liste explicite des orientations 4, 7 permeltant un mouve-
ment du robot. Cette i ire simplifie si i les preuves
des Théorémes 2.5 et 2.6.

Description des 5 classes de robots mobiles

Théoréme 2.5 (6,8,) ne peut prendre que 5 valeurs

Quel que soi le robot mobile considéré, le couple (6,0, 8,) qui lui est associé ne peut prendre
que 5 valeurs. Ces 5 possibilités sont :

(8m,82) € {(3,0),(2,0),(2,1),(1,1),(1,2)} o

Preuve : Le degré de mobilité &, est par définition le rang de la matrice S(8,,_na) =
Ker(Az (B, _n)) (Définition 2.6 et relation (2.20)). Agy(By,.a) étant de dimension (n/*+

n#) 3 (ef. expression de cetie matrice donnée page 20), 5, est nécessairement inféricur
ou égal a 3. De plus, afin qu'un robot puisse bouger, i.c. & # 0, il faut que 6, soit
strictement positif (relations (2.25) ou (2.26)). Nous en déduisons donc que, quel que soit
le robot mobile considéré, son degré de mobilité vérifie

1<6m <3 (2:29)
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Le degré dorientabilité 6, est, Définition 2.7, le nombre de roues directrices pouvant
étre orientées indépendamment sans bloquer le robot. En utilisant la Proposition 2.13,
on montre que &, vérifie

0<6,<2 (2.30)
La preuve de cette relation, pour étre parfai i requiert une ¢

de situations. Afin de ne pas alourdir cette section, nous donnons cette preuve en annexe.
section D.1.1.

Au vu des inégalités (2.29) et (2.30), 9 couples (6,,6,) peuvent a priori étre formeés
Cependant, on montre facilement que

les couples (8m,6,) € {(3,1),(3,2),(2,2)} ne correspondent pas a des robots réels.

le couple (6,,,6,) = (1,0) est associé & des robots ne présentant aucun intérét pra-
tique.

Nous avons également reporté en annexe, section D.1.2, tous les détails prouvant cette
affirmation. Celle-ci termine la preuve du Théoréme 2.5 : le couple (8, 8,) associé & un
robot mobile ne peut effectivement prendre que les 5 valeurs énumérées dans 1’énoncé de
ce dernier. <

Théoréme 2.6 Les modéles cinématiques réduits de tous les robots mobiles forment 5
classes d’équivalence

Sous les Hypothéses 2.1 et 2.9, les modéles cinématiques réduits de Uensemble des robots
maobiles @ roues forment 5 classes d’équivalence, caractérisées chacune par une valeur du
couple (8, 6,)-

Pour repérer ces 5 classes, la notation “classe Rir” sera utilisée. La composition de
chague classe d’équivalence, ainsi qu'une ezpression possible du modéle cinématique réduit
pour chacune d’entre clles, est donné de fagon synoptique sur le Tableau 2.1 ¢ la fin de
cette section.

Présentation globale de la preuve du Théoréme 2.6 :

La preuve du Théoréme 2.6 ne présente pas de difficultés particulieres. 11 faut simple-
ment, pour étre parfaitement rigoureux, envisager successivement un grand nombre de cas
de figure. Plus précisément, pour les 5 couples (é,,8,) mis en évidence au Théoréme 2
il faut rechercher 'ensemble des robots mobiles qui présentent ces degrés de mobilité et
d’orientabilité, puis montrer pour chacun de ces robots, qu’il est toujours possible de
choisir le repere [P,7j] de telle sorte que leurs modeles cinématiques réduits soient tous
identiques. Comme tous les robots mobiles auront été passés en revue (Théoreme 2.5 les
degrés de mobilité et d’orientabilité d’un robot mobile ne peuvent prendre que 5 valeurs),
le Théoréme 2.6 est alors prouvé.

Dans cette section, nous ferons cette démarche uniquement pour les robots de la classe
R}, d’une part, parce qu’en raison de leurs singularités, c’est leur modélisation qui est la
2 q
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plus délicate, et d’autre part, parce que c'est essentiellement la commande de ces robots
que nous étudierons dans le Chapitre 4. La fin de la preuve du Théoréme 2.6, Cest-a-dire
PPétude des 4 autres classes, est donnée en annexe, section D.2. o

Etude détaillée de la classe R}

Résultat préliminaire

Le degré de mobilité &, associé & un robot est, Définition 2.6 et relation (2.20), le
rang du noyau de la matrice An(fy,na). Pour nous permettre de le calculer, nous
aurons besoin du résultat suivant

Proposition 2.14 Colinéarité de 2 lignes dans la matrice Ay (8, .4)

2 lignes de la matrice Agi(By, ) sont colinéaires si et seulement siles 2 roues auzquelles
ces lignes sont associées sonl orientées de telle sorte que leur droites A, sont superposées.
[=}

Preuve : La preuve de la Proposition 2.14 est donnée en annexe, section D.2.1. <
Description des robots de la classe R}
Proposition 2.15 Robots appartenant & la classe R}
La classe R} est constitue par Uensemble des robots mobiles comportant -
- aucune roue fize (nf* = 0),

nd > 2 roues directrices, deuz d’entre elles pouvant étre orientées indépendamment,
les n% — 2 autres leur étant coordonnées,

enfin, un nombre quelconque de roues désazées ou de roues omnidirectionnelles,
puisque ces roues ne resireignent pas Uévolution d’un robot (relation 2.17).

Preuve : Nous montrons d’abord que n/* = 0 et n® > 2 sont des conditions néces-
saires pour qu'un robot mobile appartienne  la classe R}, puis que ces conditions sont
suffisantes.

Nécessité il est immédiat qu'un robot appartenant & la classe R} comporte au moins 2
roues directrices (puisque son degré d’orientabilité 8, doit &tre égal 32  Définition 2.7).

Pour montrer maintenant qu'il ne peut pas posséder de roue fixe, raisonnons par
P’absurde  considérons un robot comportant 2 roues directrices, numérotées 1 & 2, et 1
roue fixe numérotée 3.

Tout d’abord, il est clair qu’un tel robot ne présente un intérét pratique, que si Sy
et S, n'appartiennent pas a la droite Ay en effet, si par exemple §; € Ag, alors A,
et Aj sont sécantes en S; pour toutes les orientations f; de la roue 1, sauf pour une
seule, pour laquelle A, et Ay sont superposées. Au vu de la Proposition 2.13, pour
toutes les orientations f; de la roue 1 sauf une, ce robot ne peut donc effectuer qu’un
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seul mouvement : une rotation autour de S; Ces possibilités d’évolution sont de fagon
évidente beaucoup trop réduites pour qu’un tel robot puisse étre utilisé dans le cadre
d’une application pratique. La seule possibilité pour exploiter ce robot serait de bloquer
Porientation de la roue 1 sur la valeur 8, correspondant & la superposition de A, et Ag.
Mais dans ce cas, la roue I ne serait plus directrice, ce serait une roue fixe. Aussi, afin de
ne pas liguer inutil la classification des robots avec des robots anecdotiques.
nous supposerons que les centres des roues directrices n’appartiennent jamais aux droites
A, associées aux roues fixes.

Nous pouvons finir maintenant notre raisonnement par I'absurde : isolons au sein de la
matrice Ag(B),_na) associée & un robot comportant 2 roues directrices et une roue fixe,
les lignes 1 et 3, Cest-a-dire celles correspondant & I'une des roues directrices et A la roue
fixe. Puisque nous supposons que Sy n’appartient pas & Ag, les droites A; et Ag, quelle
que soit Porientation de la roue 1, ne seront jamais superposées. La Proposition 2.14
établit alors que les lignes 1 et 3 de Asy(f,. ) sont de rang constant 2. On en déduit,
Proposition 2.13, que I'orientation de la roue directrice 2 ne peut pas étre indépendante
de celle de la roue |

si la roue | est parallele & la roue 3, la roue 2 doit également leur étre paralléle,
si les droites A et Ay sont sécantes, alors 'orientation de la roue 2 doit étre telle
que Ay, A, et Ag soient concourantes.

Un robot comportant 2 roues directrices et une roue fixe ne peut pas par conséquent
présenter un degré d’orientabilité A, égal a 2; il n’appartient donc pas A la classe R}.

: Nous i que tous les robots pour lesquels n# > 2 et nf* =0
prennent place effectivement dans la classe R}, mais que certains d’entre eux présentent
des singularités incontournables.

Lors de la preuve de la relation (2.30), donnée en annexe, section D.L.1, il est montré
que tous les robots pour lesquels n®* > 2 et n/' = 0 présentent effectivement un degré
d'orientabilité 8, égal & 2. Il nous faut donc juste montrer que leur degré de mobilité &,
est égal & 1. Considérons ssivement les 2 possibilités suivantes

n® > 3 et les centres des roues directrices ne sont pas tous alignés dans ce cas
de figure, les droites A, associées aux roues directrices ne peuvent pas étre toutes
superposées. La Proposition 2.14 assure alors que Rang(Asy(By. n«)) > 1 Or,
comme l'orientation de n® — 2 roues directrices est coordonnée de fagon que le
robot puisse bouger, Rang(As (B, ) vérifie également

Rang(An (. qa)) <2 (2.31)
On en déduit que &, est bien égal & |

@ de

n® = 2 ou n® > 3 mais les centres des roues directrices sont tous alignés la
relation (2.31) est toujours vérifiée. Par contre, il existe cette fois une unique orien

tation des roues directrices telle que les droites A; qui leur sont associées sont toutes
superposées. Cela implique, Proposition 2.14, que pour cette seule configuration, la
matrice As (| na) est de rang 1. Cette singularité est inhérente a ces robots. Elle
traduit le fait que
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pour toutes les des roues directrices, excepté Porienta-
tion singuliére, le i é du robot est complétement défini
Cest soit une translation dans la direction donnée par lorientation des roues
directrices, soit une rotation autour d’'un CIR défini de maniére unique (inter-
section des A, associées aux roues directrices),

a Vinverse, lorsque Porientation des roues directrices correspond 4 la singularité,
il existe pour le robot une infinité de mouvements instantanés possibles  soit
une translation dans la direction donnée par les roues directrices, soit une
rotation autour de n’importe quel point des droites A,.

Un modéle rendant compte de cette rupture dans les possibilités d’évolution de ces
robots, serait assurément trés complexe. Aussi, étant donné qu'elle n’est associée
qu’a une unique orientation des roues directrices, nous ferons hypothése que cette
orientation singuliére n’est jamais rencontrée *

Hypothese 2.5 Singularité intrinséque de certains robots R}

Dans le cas des 2 groupes de robots R} décrits ci-dessous

robots ne comportant que 2 roues directrices,

robots comportant n® > 3 roues directrices, et pour lesquels les centres de
toutes les roues directrices sont toutes alignés,

nous supposons que Uorientation des roues directrices correspondant au cas de figure
ot les droites A, associées auz roues sont toutes superposées, n'est jamais rencon-
trée

LHypothése 2.5 garantit que dans le cas des robots pour lesquels né* = 2 ou n* > 3
mais les centres des roues directrices sont alignés, la matrice Ag (8, ) est encore
une fois constamment de rang 2. Cela termine la preuve de la Proposition D.7 <1

Puisque Porientation singuliére des roues directrices est unique, Hypothése 2.5 est
trés peu restrictive. Elle impose juste un surcroit de travail lors de la synthese d’une loi
de commande il faut que celle-ci soit construite de telle sorte que 'orientation singuliére
des roues directrices ne soit jamais rencontrée. Plusieurs techniques permettant de traiter
cette difficulté spécifique aux robots de la classe R} seront présentées au Chapitre 4. 11
est & noter que ces robots sont les seuls, parmi ceux qui ne sont pas anecdotiques, pour
lesquels la matrice Ag(B;._a) n'est pas de rang constant (voir la description des autres
classes de robots, section D.2) Comme, la chute de rang n’intervient que pour une unique
orientation des roues directrices, 'Hypothése 2.3 tait donc tout & fait réaliste.

Modéle cinématique réduit représentatif de la classe R}

Au vu de ce qui a été dit précédemment, la matrice As (5, associée & un robot
de la classe R} se présente sous la forme d’une matrice n x 3, avec n% > 2, et est de rang
2 pour toutes les orientations ., des roues directrices, sauf lorsque le robot considéré

est 'un des robots décrits & I'Hypothése 2.5. Dans ce dernier cas, Asi(f,. ) est encore
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de rang 2, sauf pour une unique orientation f; e des roues directrices, ot son rang
chute & 1.

1L nest cependant pas possible, quel que soit le robot de la classe R} considéré, de
sélectionner 2 lignes de Agy(fh,..a) qui soient constamment de rang 2. En effet, quelle que
soit Ia localisation de 2 roues directrices i et iz sur le chissis du robot, il existe toujours
e wnique orientation (6, ) de ces 2 roues telle que A, et A, soent superposées, et

donc, Proposition 2.14, telle que les lignes iy et i d Par
si on calcule lo nova S(fh, ) do As(fy, ) en ne considérant que 2 lignes de cette
matrice, on ob une singularité pour 'une des orientations f,

des roues directrices.

Dans le cas des robots décrits & I'Hypothese 2.5, cette singularité était attendue; elle
correspond 4 la singularité intrinséque de ces robots (cf. Hypothése 2.5). Par conséquent,
on peut. tout  fait calculer S(8;, ) de cette manitre pour écrire le modéle cinématique
réduit de ces robots (équation (2.26)); on nintroduit pas de singularité supplémentaire.
Par contre, en procédant ainsi avec les autres robots de la classe R}, on introduit cetie
fois dans leur modéle cinématique réduit, une singularité qui wa aucune réalité physique;
le modéle ainsi obtenu ne décrirait donc quimparfai les é du
robot.

Dans [CBA3], les auteurs ont cependant proposé de calculer S(8, ) en ne con
sidérant que 2 lignes de Ag; (8, ). Le modele cinématique réduit est alors trés simple,
ce qui est un grand avantage dans I'optique de la synthese d’une loi de commande. 11
comporte bien sir, une singularité de modélisation, mais celle-ci étant isolée (clle ne
correspond qu’a une orientation unique (f,,,f,,) des roues directrices orientées indépen-
damment), il w’est pas trés restrictif de construire la loi de commande de telle sorte que
cette orientation singulére ne soit jamais rencontrée. Enfin, en procédant ainsi, les mod-
¢les cinématiques réduits de tous les robots de la classe R, y compris ceux des robots
décrits & 'Hypothése 2.5, pourront étre identiques, c’est-a-dire la classe R} sera bien une
classe d’équivalence. Nous donnons la modélisation de [CBA93] ci-dessous

Hypothése 2.6 Singularité des robots R} introduite par la modélisation proposée dans
[CBA9S]

Pour tous les robots de la classe R}, nous supposons que Uorientation des roues direc-
trices 1 ct 2 correspondant au cas de figure ou Ay et Aq sonl superposées, nest jamais
rencontrée. Dans le cas particulier des robots décrits & I'Hypothése 2.5, cette singularité
coincide avec la singularité intrinséque de ces robots. o

A la section 2.4, nous une seconde déli de ces robots.
ci comporte également une singularité de modélisation, mais d’une part, les po:
d’évolution des robots seront moins réduites (la singularité n’est associée qu’'a n®* positions
du CIR, contre une infinité avec la modélisation poposée dans [CBA93]), et d’autre part,
cette singularité correspond & des orientations des roues directrices qui certes ne bloquent
pas le robot, mais qu’il vaut toutefois mieux éviter pour des raisons purement pratiques
(elles risquent d’amener les actionneurs & saturation).




2.3. Modélisation d’un robot mobile quelconque 13

Nous pouvons maintenant montrer sans difficulté que la classe RY est bien une classe
"équivalence au sens du Théoréme 2.6

Proposi 2.16 Modeéle cinématique réduit d'un robot de la classe R}

Quel que soil le robol de la classe R} considérd, si le repére [P,7,]] attaché au chassis de
ce robot est choisi comme suit :

P : point & mi-distance des centres Sy ot S, des roues directrices orientées indépen-
damment,

¥ dirigé selon le vecleur 5351 Le vecteur J est alors complétement défini (ce repére
est présenté & la Figure 2.12 sur un cxemple de robot RY).

alors un modéle cinématique réduit s'écrit

) —2Lsin By sin
& = RO Lsin(Bi+ ) |1
. sin(fz — Br) (2.32)
b= o
B2 = Mo,

La classe R} est par conséquent une classe d’équivalence au sens du Théoréme 2.6.
Compte-tenu du choiz du repére [P, ]), les orientations singulicres des roues directrices
et 2 au sens de UHypothése 2.6, sont

b= B =0[x] (2.33)

o

Preuve : Il a été supposé dans la Proposition 2.16 que les roues directrices orientées
indépendamment étaient les roues 1 et 2.

Pour tout robot de la classe R}, il est toujours possible de choisir le repére [P,7, ]
comme indiqué & la Proposition 2.16. Gréce & ce choix, les angles ay et a, sont respec-
tivement égaux & 0 et , et Iy et I sont égaux (on notera ly = I = L) (cf. définition de
et | donnée page 15). Les 2 premibres lignes de la matrice Agi(8,,. ) présentent alors
une expression trés simple

—cosfy —sinfy Lsinp,
Au(By,.me) = | cosfy sinfy Lsinp,

Le noyau de As(fy, ) basé sur ces 2 lignes s'obtient en calculant leur produit vectoriel
—cosfy cos B —2Lsin By sin B
SBuB)=| —sinB | A| sing | =] Lsin(hi+5) (2.34)
Lsin By Lsin B, sin(fs — Br)

En reportant (2.34) dans le Théoréme 2.3, nous obtenons bien le modele cinématique
réduit, 2.32. a

On note que, comme cela avait été annoncé & la section 2.3.2.a, S ne dépend que de
Br,...5. Cest-a-dire dans notre cas, uniquement de B ct f.
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Proposition 2.17 Description des degrés de liberté d’un robot de la classe R}

Le modéle (2.2) dun robot de la classe R mel en évidence 3 degrés de liberté  y,, 1,
et 1, Ceus-ci ont la signification suivante

7oy est la vitesse d’orientation de la roue directrice 1,
Ny €t la vitesse d’orientation de la roue directrice 2,

N et reli€ & la vitesse linéaire des roues dircetrices 1 ou 2 par les relations

(2.35)
o

Preuve : La signification de 7,, et 7,, est immédiate au vu du modéle (2.32). Celle de
7 peut étre mise en évidence comme suit Vs, vitesse linéaire du centre de la roue 1 et
Vp. vitesse linéaire au point P, Vp, sont reli¢es par (Théoreme 2.1)

Vs, = Vp+ 0k AP S,

soit encore, en développant cette relation selon la base (7, 7, F)

B i 0 L
Va=RO) | g |+]0]|a]|0 (2.36)
0 0 0
En reportant (2.32) dans (2.36), on obtient finalement
. ~2Lsin By sin B,
Vs, = | 2Lcos Bysin By (2.37)

0

De la méme fagon, on montrerait que
. —2Lsin fy sin B,
Vs, = | 2LsinfcosB, (2.38)
0
Les relations (2.37) et (2.38), et (2.33) conduisent bien & la relation désirée (2.35). <

La description des 4 autres classes est donnée en annexe, section D.2. Les résultats
de cette étude sont présentés de fagon synoptique sur le Tableau 2.1, page 45. Enfin, les
Figures 2.8 & 2.12 proposent un exemple de robot pour chacune des classes. Le repére
[P,7,]] que nous avons choisi y est a chaque fois représenté.



Description des roues
fixes et directrices

Choix du repére

Modele cinématique réduit

Degrés de liberté

0 1o e I : - e T T slon
3| 0 roue directrice [P,3,]] arbitraire &= RO tma ma it lin. selon 7
| N Tm,  Vit. de rot.
T roue fixe ou P : point de l'axe
n# > 1 roues fixes des roues fixes, . 00 .
2 | ayant méme axe (,7) : ¥ dirigé selon Paxe | € = R1(0)| 1 0 ( Tmy ) T et
de la roue fixe = =0 0 1)\ Thmz V1L de rol.
0 roue directrice pour la (les) roue fixe
—sinf 0 T,
5 | 0 roue fixe P . centre de la é = RO coss o | T Vit lin,
H N . roue directrice, Tma M. vit. de rot.
1 roue directrice o rice 01 2 Viecer
(,j) arbitraire 5= 7 vit. dorien.
1 roue fixe ou P proj. L du centre S
vt ;2’,22222“ sur l'axe de la roue fixe, ) 0 D reliéa vit. lin.
LY (%)) dirigéselon Paxe | ¢ — R-1(9)| Lsing |, de la roue |
1 o de la roue fixe = 8= 0 cos . vit. d'orien.
1 roue directrice ou pour la (les) roue fixe. 5= de la roue 1
n* > 1 roues directrices 5P o 4
coordonnées L=|5P|
P point a mi-distance —2Lsin By sin 52
0 roue fixe des roues directrices L2, | ¢ = poi(e)| Lsin(By+ B) |nm | T Feli€dvit. lin.
2 roues directrices ou B o STy " des roues 1 & 2
b ces ou (i.j) 7 dirigé selon 5,5, sin(Bs — Br) oo !
n# > 2 roues directrices o C 5 7oy vit. d'orien. 1
) Sam=a=0 [, b= o
coordonnées . S N vit. d'orien. 2
L=05]55]| B = e
singularité : (81, 4;) = (0,0) [7]

anbuoo[anb s[1qow 30qo un,p UOIESIPPOIN ‘€2
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Roue [Type [1] a [h[ B[~ [r]
U [ om [T = [R]0]0 1
L 2 | om [T —Z1h[0]|0]r
3 [ om [T F TR O[0]r
Figure 2.8: Exemple de robot R
Roue | Type || { RATd]r]
U [ de [([Z[Rh] [d]r]
2 | fi | L]x[Rr|0]0]r]
3 | A | L]o[Rr[0[0[r

Figure 2.9: Exemple de robot R
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Type [T] a [h]d]7]
di 0] 0 [h[O]r
de [ T[=%[h d[r
de | T| -z |hld[r
Figure 2.10: Exemple de robot R?
Rouc | Type [ { [« A8
T | & |L]|z[h]
2 | £ | T[~ [k 0
3 | fi |[T[0]kl0

Figure 2.11: Exemple de robot R}
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Roue | Type [ I [a [h[d]r
U | & |[L]=][k[0]r
. 2 | & L]0k 07
3 | de | T[Z|h[d]r

Figure 2.12: Exemple de robot R}

2.3.3 Modéle dynamique

Le modéle cinématique d’un robot mobile, présenté & la section 2.3.2, précise les possi-
bilités d’évolution de toutes les coordonnées généralisées de ce systeme (Théoreme 2.2).
1l fait apparaitre, suivant la classe a laquelle appartient le robot, 2 ou 3 degrés de lib-
erté, correspondant & la vitesse lindaire du chassis (degrés de liberté 7,.) et & la vitesse
dorientation des roues directrices si le robot en comporte (degrés de liberté 7,) (Propo-
sitions 2.17, D.3, D.6, D.9 et D.12, voir aussi Tableau 2.1).

Si Pinertie du robot est faible et si ses moteurs ont un temps de réponse Lrés court, ces
différentes vitesses du robot peuvent étre considérées comme étant les variables spécifiées
par D'utilisateur pour commander le systéme. Dans ce cas, le modéle cinématique donné
par le Théoréme 2.2 décrit complétement le comportement du robot mobile. Cest une
représentation d’état, avec ¢ comme vecteur d’état et (9,,7,)7 comme vecteur de com-
mande. 1l faut juste alors préciser les relations entre (1m,7.)7 et les vitesses de rotation
et d’orientation des diffé roues motorisées (a Paide des 5 m
4 la fin du premicr paragraphe et du Théoréme 2.1).

Cependant, dans la plupart des applications pratiques, il est beaucoup plus réaliste de
considérer comme variables de commande, non pas les vitesses des roues, maﬁ les couples
de rotation et d’orientation qui leur sont appliqués. La modéli ée & la sec-
tion 2.3.2, basée uniquement sur les vitesses des différentes roues, ne permet pas de mettre
en ev)dence] ‘action de ces couples sur le cumportemem. général du systeme. Il faut donc se
tourner vers des méthodes plus classiques de fon des systémes mécaniques. Dans
cette section, nous détaillons la construction du modéle d’un robot mobile quelconque,
sur la base des équations d’Euler-Lagrange. Le modeéle obtenu, qui fait donc intervenir les
couples appliqués sur le robot, est appelé modéle dynamique. Son expression est donnée
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au Théoréme 2.8. Nous montrons pour finir, Théoréme 2.9, que lorsque les paramétres
inertiels du robot sont connus (Hypothése 2.7), ce modéle dynamique peut, grice & un
premier retour d'état, étre ré-éerit comme le modéle cinématique complété par une série
d'intégrateurs. Ce résultat est particulierement important dans Ioptique de la commande
des robots mobiles, car il existe des techniques permettant, & partir d’une loi de commande
calculée pour un systéme donné, de commander ce systéme étendu par des intégrateurs
(voir [PAC1] ou la section 4.2.2.c pour un exemple). Le Théoreme 2.9 montre donc que,
sous Ihypothese que les paramétres inertiels du robot sont connus, la synthése des lois de
commande peut étre conduite simplement & partir du modéle cinématique. Les résultats
décrits dans cette section, ont été présentés initialement dans [ABC91].

2.3.3.a Equations d’Euler-Lagrange pour un robot mobile a roues

Les équations d’Euler-Lagrange constituent I'une des les plus classiques pour
construire le modele d’un systéme mécanique. La Définition 2.9 et le Théoreme 2.7 rap-
pellent Pexpression de ces équations. Nous les particularisons ensuite, relation 2.45, au
cas des robots mobiles.

Définition 2.9 1 ien d’un systéme

Soit un systéme mécanique, dont la position est repérée sans ambiguité par le vecteur de
coordonnées généralisées q. Soit T(4,q) Uénergie cinétique de ce systéme et W(q) son
énergie potenticlle. On appelle alors Lagrangien de ce systéme, le scalaire noté £(g,q),
défini par

L(4,q) = T(4,q) = W(q) o
Théoréme 2.7 Equations d’Buler-Lagrange

Soil un systéme mécanique, repéré par un vecleur de coordonndes généralisées q, soit
L(G,9) son Lagrangien, et soit enfin 7, le vecteur de méme dimension que q, correspondant
i la somme des forces extérieures généralisées agissant sur ce systéme mécanique.
Le vecteur g, lors de tous les déplacements de ce systéme, satisfait au systéme d’équations
i , diles équations d’Eull
d (9L,q)\ _0L(é9) _
dt\" g g

Nous particularisons maintenant les équations d’Euler-Lagrange au cas des robots
mobiles & roues satisfaisant les Hypothéses 2.1 et 2.2. Nous donnons d’abord expression
du Lagrangien £(g, ) de ces systemes, puis nous décrivons le vecteur des forces extérieures
généralisées T

Lagrangien d’un robot mobile & roues
Puisque nous supposons que les robots mobiles sont rigides (Hypothése 2.1.2) et qu'ils
se déplacent sur un sol horizontal (Hypothése 2.1.4), ces systémes ne sont soumis & aucun

effort élastique ou de p . Par é leur énergie ielle est nulle

W(q) =0
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Leur Lagrangien (Définition 2.9) est donc constitué par la seule énergie cinétique 7 (, ¢).
Par définition
) 1
T(4,9) = */// o7 (2,y,2)o(z,y, 2)p(x,y. 2) dr dy dz
2 Jrobot
avec
(2,y.2) un systéme de coordonnées orthonormées sur le robot,

p(z.y,2) densité de masse au point de coordonnées (z,, ), ic.
Masse totale du robot = / / / oz, y.2) de dy dz
robot

v(z,y,2) vitesse linéaire du robot au point de coordonnées (z,y, z).

Le caleul de 7 (4, q) est un caleul classique de mécanique. On montre, voir [ABC91), que
T(g,q) s'écrit

) 1 .
T(d,9) = 5" M(a)d (2.39)
avee M(g) la matrice positive définie symétrique suivante :
3 nde n
P SN SN
M(g)=  31( B'(O)Mu(B)R(O) R'(O)M 0 (2.40)
nde ] MELR(0) M
a1 0 0 Msy

Afin d’expliciter les sous-blocs de M(g), nous introduisons les notations suivantes
m  masse du chassis,
m, masse de la roue i,
(26,y6)  coordonnées du centre de masse du chassis dans le repere [P, j],

1+ moment d'inertie du chssis par rapport & un axe vertical passant par son centre
de masse,

I,, moment d'inertie de la roue i par rapport & un axe vertical passant par Q,,
1,, moment d’inertie de la roue ¢ par rapport & son axe de rotation.
Nous avons alors
o Matrice My (6) =)
ML, 1] = My[2,2] = m + T m,
11 expression des matrices constituant M(4,) est légérement différente de celle donnée dans [ABC91]

car la définition de I'angle f§, associé & une roue désaxée n’est pas la méme que celle utilisée dans ce
mémoire.
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My[L1,2] = My [2,1] =0
M[1,3] = Mu[3,1] = ~mazg — Sl mulsin o +
S mad, cos(ay + )
Mn[z 3] = Mu[3,2] = myg + SiLy mil, cos o, +
e mid, sin(a; + )
Mi[3,3] = m(s +y2) + 1+ Ty mil2 +
S mu(d? + 24 sin B,)

o Matrice Mya(f) -

nde

—
M) = myd, cos(a, + f,) e g1, ]
mud, sin(a, + f,)
mid? + mdilysin B, + I,

o Matrice My, .

My = diag(mid} + 1) etdgnndynts
o Matrice Ms;

Mgy = diag(l,,)  eu.n

Forces extérieures généralisées appliquées & un robot mobile

Dans le cas des robots mobiles, le vecteur des forces généralisées extérieures 7 peut
étre décomposé en 2 vecteurs 7y et 7, :

T=n+m
comme suit,

1 forces généralisées créées par les différents actionneurs, pour assurer la rotation
et/ou lorientation des roues. Ces forces sont données par

=Bu (2.41)

avec

u . vecteur de di ion 1y, reg) ¥ ble des couples de rotation et
dorientation engendrés par les actionneurs. Ce sont les variables que D'utilisa-
teur du robot spécifie pour commander celui-ci
B matrice dim(q) x n, constituée ainsi : dans chaque colonne, un élément
est 1, tous les autres sont 0. La position de I'élément 1 est fonction du couple
associé a cette colonne
si le k™ élément de u est le couple commandant la rotation de la roue i,
alors dans la k*™ colonne de B, I’élément | se trouve en position 3+ n® +
n 4 i, cest-a-dire a la place occupée par la variable ¢; dans le vecteur q
(cf. Proposition 2.7)
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si le k™ élément de u est le couple commandant lorientation de la roue
i, alors dans la k**™ colonne de B, ’élément | se trouve en position 3 + i,
Clest-a-dire & la place occupée par la variable f, dans le vecteur ¢ (cf.
Proposition 2.7)

7, forces de contact roues-sol.

Sous ’hypothese de roul, pur sans gli (Hypothése 2.2), la vitesse du
point d(‘ conlact de chacune des roues avec le sol est nulle. L’ensemble des forces
constituant 7, ont donc une puissance nulle. Par conséquent

0 (2.42)

En rapprochant (2.42) de la Proposition 2.12, on en déduit qu’il existe un vecteur
A tel que .

7= AT(g)) (2.43)

X est appelé vecteur des multiplicateurs de Lagrange.

Equations d’Euler-Lagrange pour un robot mobile & roues

Afin de simplifier 'expression des équations d’Euler-Lagrange, introduisons encore la

notation suivante : dM( ) L oM
adM(q) 1 ,0M(g
Clg,q) = ~31 %,

Alors, en reportant (2.39), (2.41), (243 ) et (2.44) dans le Théoréme 2.7, nous obtenons
facilement que les équations d’Euler-Lagrange, associées & un robot mobile satisfaisant
les Hypotheses 2.1 et 2.2, s'écrivent -

M(q)i+C(4,9)i = AT(9A + Blg)u (2.45)

(2.44)

2.3.3.b Représentation d’état

En A ique, étude et la le d’un systéme est généralement conduite & partir
d’une représentation d'état de ce dernier. Nous montrons dans cette section que les
équations d’Euler-Lagrange (2.45) peuvent facilement étre ré-écrites sous une telle forme.
La représentation d’état ainsi obtenue est dite modéle dynamique des robots mobiles a
roues (Théoréme 2.8 ci-dessous).

Nous avons besoin d’introduire les 2 notations suivantes

soit $(g) la matrice définie par

RO ) RS
- 0 1 b
Sta) = 0 N(Bye) [T —s, (46
AR AR(B)SBy) O |

— A AR(B)S(By...nt) 0 In
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soit 7 le vecteur regroupant Pensemble des degrés de liberté du modéle cinématique
du robot *
P S W (2.47)

Le modele cinématique d’un robot mobile, décrit au Théoréme 2.2, s%crit alors de maniére
compacte comme :

§="S5(g)m (2.48)
En reportant (2.48) ainsi que sa dérivée dans les équations d’Euler-Lagrange (2.45), nous
obtenons un premier systéme d’équations, décrivant le comportement, d’un robot mobile,
et ne comportant plus que des dérivées d’ordre un
& . 3
M(q)$(g)i+ M(q) 250 + C(S(a)m a)S(a)n = AT(9A+ Bu
i = Sam (249

La matrice §(g) définie par (2.46) étant par construction le noyau de A(q) (cf. Propo-
sition 2.12 et relation (2.20)), pré-multiplier la premitre ligne de ce systeme par $7(q)
permet d’éliminer les multiplicateurs de Lagrange

{ ST(q)M(@)3(@)i + 57 ()M (g) 52 + ST()C(S(a)n, )8l = §7()Bu
§ = S
(2:50)
Le systéme (2.50) ainsi obtenu est alors clairement une représentation d'état pour ](.
robot mobile : en effet, puisque M(q) est positive définie symétrique, $7(q)M(q)S(q) est
inversible. La premisre ligne de (2.50) permet donc d’exprimer 7 en fonction de 7, g et u.

Théoréme 2.8 Modele dynamique d’un robot mobile quel

Le modéle dynamique d’un robot mobile quel isfai: les Hypothéses 2.1 et 2.2
est donné par :

{ﬁ (ST @M@ S @-M0) S - CS@maSan+ Bl (5
G = S(am ’
avec :

- g : vecteur de coordonnées généralisées (Proposition 2.7),

7+ vecteur des degrés de liberté cinématique (relation (2.47)),

w : vecteur regroupant Uensemble des couples de rotation ct d’orientation engendrés
par les actionneurs,

- 8(q), M(q), C(S5(q)n,q) et B : matrices dont Uezpression est donnée
par (2.46), (2.40), (2.44) et & la page (2.3.3.0) o

Preuve : La preuve du Théoréme 2.8 est immédiate au vu de (2.50). <

On note que le modele cinématique (2.48) apparait comme 'un des constituants du
modele dynamique.
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2.3.3.c Représentation d’état lorsque les paramétres inertiels sont connus

Nous nous placons maintenant dans Poptique d’une utilisation du modéle dynamique
construit ci-dessus pour le calcul d’une loi de commande. Ce modle comporte plusieurs
termes inertiels (matrices M(g) et C(37,9)). Au moment de la synthése d’une loi de
commande, il faut que Putilisateur ait une idée relativement précise de la valeur de ces
termes. Il parait en effet difficile de construire une loi de commande pertinente pour un
robot mobile sans connaitre par exemple un ordre de grandeur de la masse de ce dernier
Nous montrons dans cette section que s connaissance est, patfaite, alors, grice &
un premier retour d’état, un modéle dynamique trés simple, ne comportant aucun terme
inertiel, peut étre proposé pour décrire et commander un robot mobile.

Plus précisément, nous introduisons les 2 hypotheéses suivantes

Hypothése 2.7 Les paramétres inerticls des robots mobiles sont connus

La valeur de tous les paramétres inertiels apparaissant dans les matrices M(q) (rela-
tion (2.40)) et C(Sn,q) (relation 2.44) est connue.

Hypothese 2.8 Les robots mobiles sont complétement actionnés

Des moteurs commandant la rotation et/ou Uorientation des roues ont élé placés sur le
robot mobile de fagon que la matrice S7(q)B soit de rang mazimum, c’est-i-dire de rang
dim(n) o

L’Hypothése 2.8 signifie simplement (voir premiére ligne du modéle dynamique (2.51)
que les moteurs commandant la rotation et/ou 'orientation de certaines roues du robot ont
été placés de telle sorte qu’en spécifiant I'ensemble des couples u, I'utilisateur peut donner
47 n’importe quelle valeur dans R, Dit autrement, il est supposé que les moteurs
permettent d’exploiter toutes les possibilités d’évolution du robot mobile. Cette hypothése
apparait trés naturelle  les robots mobiles sont des systémes complexes & commander,
les sous-actionner ne ferait que compliquer cette tache, voire la rendre impossible (les
robots mobiles complé tionnés sont tous dables, Théoreme B.8, les robots
mobiles és ne le sont pas i
Le choix des roues & motoriser dépend du robot considéré. Dans [CBA93, section 6.2].
une motorisation minimale, satisfaisant I'Hypothése 2.8, est présentée pour 6 exemples
de robots mobiles. On peut également envisager, pour des raisons de sécurité, de sur-
actionner un robot, de fagon que si Iun des moteurs tombe en panne, le robot reste
exploitable.

L’Hypothese 2.7 est bien sir beaucoup plus discutable dans la pratique, 'utilisateur
ne dispose en effet que d’une approximation plus ou moins pointue des paramétres iner-
tiels du robot. Cette hypothése a cependant été retenue car elle simplifie significativement.
le modele dynamique des robots, et donc permet de mettre en ceuvre de nombreuses tech-
niques de commande. Il conviendrait juste, dans un second temps, de s’assurer que les
lois obtenues grice & cette hypothése sont robustes vis & vis des crreurs sur les paramétres
inerticls, et si elles ne le sont pas de maniére satisf proposer des techniques per-
mettant de les rendre plus robustes. Ce point n’est pas traité dans ce mémoire. Une
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solution possible au probleme de la robustesse pourrait étre I'utilisation de lois adapta-
tives : dans [Bou92], 'auteur a montré que les lois adaptatives de Slotine et Li ([SL88]),
basées sur une approche Lyapunov, ainsi que les lois adaptatives de Middelton et Good

win ([MG88]), basées sur une approche linéarisation, pouvaient étre adaptées avec succes
au cas d’un systéme non-holonome particulier . un pont-roulant. D’autres approches de-
vraient également apporter des réponses i ce probléme de robustesse paramétrique, par
exemple les approches dites Lyapunov redesign, voir [Kha92, section 5.5],[EK92], | bien
adaptées aux commandes par linéarisation. Dans ce mémoire, nous nous sommes concen

trés sur les problemes de rob par rapport i la présence d’un glissement
des roues sur le sol. Cette étude est proposée au Chapitre 5.

Théoréme 2.9 Modele dynamique d’un robot mobile quel

-Lres inertiels sont connus

lorsque les parame-

Sous les Hypothéses (2.7) et (2.8), le modéle dynamigue d’un robot mobile quelconque,
satisfaisant les Hypothéses 2.1 el 2.2, peul étre exprimé comme :

Bo= v
! & 2.52
{ g = Slghn (252)
il v est un vecteur de commande, de méme dimension que u, introduil par le retour
détat

u= @B [Fam@sy 87 (Mo 50+ camason)]

Preuve : On vérifie facilement que la loi de commande (2.53) proposée dans le Théoréme
2.9 peut effectivement étre appliquée  un robot mobile. En effet, d’une part, la matrice
pseudo-inverse de ($7(q) B), notée (37(g) B)!, est parfaitement définie, puisque ($7(¢) B)
est de rang plein (Hypothése 2.8), et d’autre part, on peut effectivement calculer les
matrices M(q) et C(S(q)n,q), puisque les paramétres inertiels du robot sont supposés
connus (Hypothése 2.7). En reportant cette loi de commande dans I'expression du modéle
dynamique du robot proposé au Théoréme 2.8, on obtient immédiatement le modéle
dynamique présenté au Théoréme 2.9. a

Tanndes edndralicd

L ble des du vecteur des qsont

pour décrire sans ambiguité la configuration d’un robot mobile. Cependant, parmi ces
variables, généralement seul le vecteur £, repérant la position et 'orientation du chassis,
présente un intérét pour P'utilisateur. Dans le cas des modéles cinématiques, section 2.3.2,
nous avions prouvé que 'évolution de ¢ pouvait étre étudiée uniquement sur la base
d’un modéle cinématique réduit (Théoréme 2.3). Puisque le modéle cinématique apparait
comme Pun des i du modéle dynamique, ce résultat s'étend également & ces
derniers

Théoreme 2.10 Modele dynamique réduit d’un robot mobile quelconque
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Sous les Hypothéses (2.7) ct (2.8), le modéle dynamique d’un robot mobile quelconque,
réduit aur seules variables utiles du point de vue de la commande, est donné par

q=
= RO)SB,..)0m (2.54)
= o

Preuve : La preuve du Théoreme 2.10 est immédiate au vu des Théoremes 2.9 et 2.3.<

La classification des modeles cinémati réduits de I’ ble des robots mobiles

4 roues proposée  la section 2.3.2.b peut alors clairement étre étendue aux moddles
dynamiques réduits

Théoreme 2.11 Les modéles dynamiques réduits de tous les robots mobiles forment 5
classes d’équivalence

Sous les Hypothéses 2.1, 2.2, 2.7 et 2.8, les modéles dynamiques réduits de Uensemble
des robots mobiles & roues forment § classes d’équivalence, caractérisées chacune par une
valeur du couple (6,,5.).

Preuve : La preuve du Théoréme 2.11 est immédiate au vu des Théorémes 2.10 et 2.6.
<

2.4 Modélisation dédiée aux robots comportant plu-
sieurs roues directrices

Nous proposons dans cette section un second modéle cinématique réduit pour les robots
mobiles de la classe R}, c’est-a-dire, Proposition 2.15, pour les robots mobiles comportant
n% > 2 roues directrices et aucune roue fixe.

La méthode générale de modélisation d’un robot mobile, présentée & la section 2.3.2,
conduit pour cette classe de robots, et cetie classe seulement, & un modele incluant des
singularités (Proposition 2.16). Lorsque le robot considéré ne comporte que 2 roues di-
rectrices, ou que les centres S; de toutes les roues directrices sont alignés, ces singularités
sont i nables. Elles cor d voir la di i écédant 'Hypothese 2.5,
2 une rupture dans les possibilités d’évolution de ces robots. Par contre, lorsque le robot
considéré est équipé d’au moins 3 roues et que leurs centres S; ne sont pas alignés, les
smgulamec apparaissant dans le model(‘ donné par la Proposition 2.16 n’ont aucune sig-

n physique. Une i ifeste étant que toute orientation singuliére des
roues directrices, obtenue lorsque I oriente indé les roues 1 et 2,
devient une orientation ad le si P'utili oriente i les roues 2 et 3
ou 1 et 3. Ce sont d’autres orientations singulieres qui sont alors créées. Ces singularités
sont donc bien liées uniquement & la modélisation proposée.

dénend

Dans cette section, nous proposons pour les robots de la classe R} une seconde tech-
nique de modélisation, purement géométrique puisqu'elle est basée uniquement sur la
notion de centre instantané de rotation (CIR). Le modéle obtenu pour les robots équipés
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d’au moins 3 roues et dont les centres ne sont. pas alignés présente également des singu
larités de modélisation. Mais & la différence du modéle donné & la Proposition 2.16, ces

ités ne sont pas compl artificielles ~ elles correspondent a des orientations
des roues directrices qui certes permettraient au robot. de bouger, mais que d’un point de
vue purement pratique il est préférable d’éviter, car elles peuvent conduire & une satu
ration des actionneurs. S'imposer de ne pas amener les orientations des roues directrices
sur ces singularités n'est donc pas une restriction des possibilités d’évolution du robot,
comme peut étre PHypothése 2.6, mais une nécessité technique.

Plus précisément, nous mettons en évidence & la section 2.4.1 que, pour tous les robots
de la classe R}, le passage par certaines orientations des roues directrices peut amener
& saturation les moteurs dant Iorientation de celles-ci. Le reste de cette section
est consacrée A la construction du modzle cinématique réduit d’un robot de la classe R}
dont les seules singularités sont ces orientations des roues directrices & éviter d’un point
de vue pratique. A la section 2.4.2, nous proposons un jeu de variables repérant toutes
les orientations des roues dircctrices permettant au robot de bouger, exception faite des
orientations singuliéres. Puis, & la section 2.4.3, nous combinons ces résultats pour con-
struire le modéle cinématique recherché. Cette modéli a été proposée initialement
dans [MAT92) puis développée dans [TAMO5D] ainsi que dans les 2 rapports [TAM92¢] et
[TAM93].

2.4.1 Orientations des roues directrices pouvant conduire &
une saturation des actionneurs

Nous montrons le résultat suivant .

Proposition 2.18 Orientations des roues directrices a éviter pour des motifs techni-
“ques
Pour tous les robots de la classe R} excepté ceuz ne comportant que 2 roues directrices,
les orientations des roues dt"F(‘tTtDCS correspondant @ un CIR confondu avec le centre
d’une des roues directrices peuwvent conduire @ une ion des acti

Forientation de ces roues. Aussi, bien que ces orientations des roues directrices permettent
au robot de bouger, il est préférable, pour des raisons purement techniques, de les éviter.
s}

Preuve : Nous considérons tout d’abord le cas d’un robot équipé de n®* > 3 roues
directrices dont ls centres S; ne sont pas alignés. Nous envisageons <uccesslvement les 3
orientations sui des roues directrices : les n roues sont parallsles, puis les " droites
A, sont en un point quel enfin les n% droites A, sont concourantes en
8., centre de 'une des roues directrices. Nous verrons que seule la derniére orientation des
roues directrices peut conduire & une saturation des actionneurs commandant I’orientation
des roues. Le cas des autres robots constituant la classe R}, c’est-a-dire les robots équipés
de 2 roues directrices ou de n® > 3 roues directrices dont les centres S; sont alignés, est
étudié ensuite.
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Considérons donc un robot équipé de n* > 3 roues directrices dont les centres S, ne
sont pas alignés.

Supposons tout d’abord que les n** roues directrices sont paralléles, Figure 2.13-gauche.
Si nous modifions légérement I'orientation de 2 quelconques de ces roues, 2 cas de figure
sont possibles . soit ces 2 roues restent paralléles, soit leurs droites A, deviennent sé-
cantes. Envisageons d’abord la seconde possibilité. De manitre & ne pas bloquer le robot,
Porientation des n — 2 autres roues directrices doit étre également modifiée afin que
toutes les droites A, soient concourantes, définissant ainsi un CIR (Proposition 2.13).
On constate facilement sur un croquis que la ré-orientation demandée aux né — 2 roues
directrices est également minime. La Figure 2.13 en propose une illustration sur Pexemple
d’un robot, équipé de 3 roues directrices. La conclusion est la méme lorsque les 2 roues
directrices restent paralléles.

Figure 2.13: Evolution de l'orientation de 3 roues directrices depuis une configuration ot
celles-ci sont toutes paralléles

— Lorsque les roues directrices sont initialement toutes paralleles, une légere ré-orienta-
tion de 2 d’entre elles n’impose qu’une légére ré-orientation des n® — 2 autres roues
directrices. Les actionneurs commandant I'orientation de ces roues ne seront donc pas
amenés & saturation.

Considérons maintenant le cas oit les n® roues directrices présentent des droites A;

en un point 1 Figure 2.14-gauche. Si I'on modifie légerement

Porientation de 2 quelconques de ces roues, les 2 mémes cas de figure que précédemment

peuvent se produire. Nous envisageons encore une fois le cas ot les 2 droites A associées &

ces roues restent sécantes. Afin de ne pas bloquer le robot, I'orientation des n* — 2 autres

roues directrices doit étre modifiée de sorte que toutes les droites A, soient concourantes,

définissant ainsi un CIR (Proposition 2.13). Un croquis montre encore une fois que la ré-

orientation demandée aux n® — 2 roues directrices est également minime. La Figure 2.14

en propose une illustration sur I'exemple d’un robot équipé de 3 roues directrices. La
conclusion est la méme lorsque les 2 roues directrices restent paralléles.

—» Lorsque les roues directrices présentent des droites A, concourantes en un point quel
conque, une légére ré-orientation de 2 dentre elles wimpose quune légére ré-orientation
des n® — 2 autres roues directrices. Les r de ces
roues ne seront donc pas amenés a saturation.
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Figure 2.14: Evolution de I'orientation de 3 roues directrices depuis une configuration oit
le CIR est quelconque

Considérons enfin le cas ot les n* roues directrices présentent des droites A, concour-
antes en Si. La Figure 2.15-(2) présente une telle situation. Celle-ci peut découler par
exemple d’une légére ré-orientation des roues 2 et 3 depuis la configuration décrite a la
Figure 2.15-(1). Si les roues 2 et 3 sont alors ré-orientées légerement comme indiqué sur
la Figure 2.15-(3), la roue 1 doit tourner instantanément de 90° afin que les 3 droites A,
puisse étre Cela est techni irréalisable, I’
étre amené & saturation.

de laroue | va

—

el

Figure 2.15: Evolution de l'orientation de 3 roues directrices depuis une configuration ott
le CIR est confondu avec le centre d’une de ces roues directrices

— Lorsque les roues directrices présentent des droites A, concourantes en S; (qui est alors
le CIR du robot pour cette orientation des roues) une légére ré-orientation de 2 d’entre
elles peut imposer une ré-orientation trés rapide et de grande amplitude pour la roue
directrice sur laquelle est le CIR. Lacti dant l'orientation de cette roue
peut donc &tre amené A saturation. Cela termine la preuve de la Proposition 2.18 pour
les robots équipés de n®* > 3 roues directrices dont les centres S, ne sont pas alignés.
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Les mémes arguments peuvent étre développés pour les robots comportant nd > 3
roues directrices, mais dont les centres S, sont alignés. En effel, pour de tels robots,
si le CIR est confondu par exemple avec Sy, alors toutes les droites A, doivent étre
superposées, saul A; qui peut étre quelconque (cf. Proposition 2.13). Si I'on modifie
maintenant légérement I'orientation des roues 2 et 3, il est clair que cela peut imposer a
la roue | une ré-orientation de grande amplitude.

Enfin, pour les robots ne comportant que 2 roues directrices, il n'y a par contre, aucune

difficulté technique. En effet, puisque les 2 roues sont orientées de maniére indépendante,
cela peut toujours étre réalisé sans saturer les actionneurs. a

Afin d’utiliser ce résultat dans la suite de ce mémoire, nous introduisons les notations
suivantes

Définition 2.10 Ori ions des roues directrices permettant a un robot R} de
bouger

Nous noterons O Uensemble des orientations des roues directrices f
un robot de la classe R} de bouger.

4 permettant d

Lensemble O peut étre défini soit & partir de lo matrice Ax(By,_a) par (voir rela-
tion (2.23)) :
0= {p, [ Rang(An(By,..na)) <2} (2.55)

soit de maniére géométrique (voir Proposition 2.13)

O est constitué par Uensemble des valeurs de ff; . qa associées a Pune des 8 situations
les roues directrices sont loutes paralléles, les droites A; associées @ ces roues sonl
concourantes, ou toules superposées.

Définition 2.11 Ori ions des roues directrices considérées comme singulieres

Nous noterons O,, Uensemble des orientations des roues directrices qui permettraient au
robot de bouger, mais qu'il est préférable d’éviter, soil parce qu’elles peuvent conduire & la
saturation des actionneurs, soil parce qu'elles correspondent & la singularité intrinséque
du robot. Au vu de 'Hypothése 2.5 et de la Proposition 2.18, O, est le sous-ensemble de
O constitué par .

de

- les orientations des roues directrices cor
d’une des roues directrices,

dun CIR confondu avec le centre

- lorientation des roues directrices pour laquelle toutes les droites A, sont superposées
(cette orientation des roues directrices n’existe que dans le cas des robots comportant
2 roues directrices ou n™ > 3 roues directrices dont les centres S, sonl alignés). O

La seconde partie de la Définition 2.11 comporte en fait une légére inexactitude en
effet, dans le cas des robots ne comportant que n® = 2 roues directrices, I'orientation des
roues correspondant & un CIR sur Sy ou S, ne conduit pas & la saturation des actionneurs
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orientant ces 2 roues (cf. prenve de la Proposition 2.18). Nous avons cependant intégré ces

orientations & Iensemble O, de fagon & ce que le modéle cinématique que nous présentons

& la section 2.4.3 s'écrive de maniére identique pour tous les robots de la classe ).
Enfin, par opposition & la Définition 2.11, nous introduisons maintenant

trice: idérées comme ingulieres

Définition 2.12 Orientations des roue:

Nous noterons O,, le sous-ensemble de O défini par .

Oy =0\ O,

Un modele cinématique réduit pour les robots de la classe R} dont les seules singu-
larités seraient celles présentes dans O, constituerait un modele trés naturel pour ces
systemes les seules singularités introduites par la modélisation seraient dans ce cas, les
orientations des roues directrices dont il aurait de toute fagon été nécessaire de se passer
pour des raisons d'implémentation.

Le modéle proposé i la section précédente (Proposition 2. u,) ne répond pas & cette
attente. Pour ce modéle, les orientations singuliéres des roues directrices (relation (2.33))
correspondent géométriquement a la situation ol les roues | et 2 sont orientées de telle
fagon que A, et A, sont superposées (Hypothése 2.6). Au vu de la Proposition 2.13, tous
les mouvements du robot pour lesquels le CIR se trouve sur la droite (S;5;) sont donc
proscrits. Cette restriction est tout & fait artificielle.

dune part, elle présente comme singuliers une infinité de tant
pourtant aucune difficulté en pratique (i.c. les rotations par rapport & un GIR place
sur (5152) \ {S1,52}. Ces mouvements, voir la preuve de la Proposition 2.18, ne
proposent aucun probléme)

d’autre part, elle idere comme admissibles des pouvant donner lieu
4 des saturations des actionneurs (i.e. les rotations par rapport & un CIR placé en

S, refanty)-

Dans la suite de cette section, nous construisons un second modele cinématique réduit
pour les robots de la classe R} dont les seules singularités correspondent bien a O,.

2.4.2 Paramétrisation des orientations non-singuliéres des roues
directrices

Parmi les n® > 2 roues directrices équipant un robot de la classe R}, seules 2 peuvent
étre orientées de maniére indépendante (puisque 6, = 2). Aussi, la paramétrisation qui
apparait la plus naturelle pour décrire Pensemble © (Définition 2.10) est (g, ), les
orientations de 2 quelconques de roues directrices. C'est ce choix qui a été fait a la
section 2.3.2.a pour construire le modéle cinématique réduit de ces robots (Théoréme 2.3)

Cette paramétrisation ne décrit cependant pas O dans sa totalité - & chaque valeur
du couple (B, B2) correspond en effet un unique élément de O, sauf lorsque cette valeur
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représente la situation oii Ay et A, sont superposées. Pour cette valeur particulicre
de (B1,B2), une infinité d’éléments de O peuvent étre associés, précisément toutes les
orientations des roues directrices qui placent le CIR sur la droite (S15;) ou pour lesquelles
toutes les roucs sont paralléles & cette orientation des roues 1 et 2. Cette singularité
dans la représentation de O induit nécessai une singularité du modele bati sur
cette représentation  puisque pour une valeur de (B, f) Vorientation des autres roues
directrices nest pas spécifiée, le mouvement instantané du robot n'est pas connu, on
ignore par conséquent les valeurs possibles pour ¢. Le modéle cinématique réduit donné
& la Proposition 2.16 est, comme attendu, singulier lorsque A, et A, sont superposées

Lorsque le robot ne comporte que 2 roues directrices ou n > 3 roues directrices mais
dont les centres S, sont alignés, cette singularité de paramétrisation est incontournable.
Comme cela a été dit & la discussion précédant I'Hypothése 2.5, elle correspond & une
rupture dans les possibilités d’évolution du robot. Les robots pour lesquels n#* > 3 avec
les centres S; des roues directrices non alignés ne présentent pas une telle rupture, cepen
dant, comme le montre la proposition suivante, il n’existe pas pour autant 2 paramétres
permettant de décrire complétement O -

Proposition 2.19 O ne peut pas étre paramétré par un couple de 2 variables

Dans le cas des robots équipés de n® > 3 roues directrices dont les centres S, ne sont
pas alignés, O est une variété de dimension constante 2, ne pouvant pas étre décrite dans
sa totalité par une seule carte. O ne peut donc pas étre complétement paramétré par un
couple de 2 variables. o

Preuve : La preuve de la Proposition 2.19 est donnée en annexe, a la section E.1.1 dans
le cas d’un robot équipé de n* = 3 roues directrices dom les centres ne sont pas ahgnes
Comme cette preuve est basée sur des i elle s%étend

au cas n? > 3. <

Notre objectif dans cette section est de construire un modzle cinématique réduit, pour
les robots de la classe R} dont les seules singularités soient O, (Définition 2.11). 1l nous
fant done au préalable proposer une paramétrisation de O dont les singularités, inévitables
au vu de la Proposition 2.19, se limitent & cet ble. Dit , nous rech
une paramétrisation de Op,.

La solution que nous P ition 2.20 ci-ds s, utilise la notion de centre
instantané de rotation & l'infini que nous introduisons maintenant.

Une Lrans]almn n esl stricto sensus, associée & aucun CIR. Cependant, en utilisant des

de une lation peut étre vue comme un cas limite de rotation,

plus précisément comme une rotation autour d'un CIR qui serait situé a I'infini dans la

direction donnée par les droites A; associées a chacune des roues directrices. Ce CIR a

Pinfini est par construction unique pour une translation donnée, et inversement, 4 un CIR
a Pinfini, on ne peut associer qu'une unique translation.

Définition 2.13 Centre instantané de rotation a I'infini

A chaque translation, nous pouvons associer de maniére bijective un centre instantané de
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rotation, situé & Vinfini, dans la direction donnée par les droites A, associées @ chacune
des roues directrices et des roues fizes. o

Le Principe de Descartes (Théoreme 2.4) peut alors se reformuler comme :

Théoréme 2.12 Principe de Descartes : énoncé général (2)

A chagque instant, le mowvement d’un corps rigide est une rotation aulour d’un point
appelé centre instantané de rotation, pouvant éventucllement étre situé @ Uinfini. o

Nous montrons maintenant que la paramétrisation présentée ci-dessous, qui utilise
la notion de centre instantané de rotation a I'infini, décrit sans ambiguité toutes les
orientations des roues directrices appartenant a Oy, :

Proposition 2.20 Paramétrisation de O,

L’ensemble des orientations i na des roues directrices appartenant @ Oy, peuvent étre
repérées sans ambiguité par le couple de variables

(B1,0)
avee
B Porientation de la roue directrice numérotée I,

o : la courbure algébrique instantanée du chissis, vue depuis 8y, ¢’est--dire (voir
aussi Figure 2.16) -

lorsque le CIR est a Uinfini
= sign(D.S, CTR) sinon
o = sign(D.5 (5 CIR) v

o0u D est le vecteur normal i la roue I D = (cos(ay + B1),sin(ay + f;))7 (= 2,
voir Figure 2.16 (o y est égal i 0), et d(Sy CIR) est la distance entre S, o le CIR
La définition de o est clairement non-singuliére pour toute orientation des roues
directrices appartenant @ On,  cn cffet, le dénominateur de o n'est nul que lorsque
le CIR est confondu avec Sy, ce qui est exclu dans O,,, Définitions 2.1 et 2.12.

Au vu des définitions respectives de By el o, cel ensemble de 2 variables apparait comme
une sorte de coordonnées polaires du CIR. [=}]

Preuve : La preuve de la Proposition 2.20 comporte 2 étapes nous prouvons dans un
premier temps que tout élément de O,, peut étre repéré sans ambiguité par la donnée du
CIR, éventuellement & Pinfini, associé a cet élément. Nous montrons ensuite que le couple

“?Le vecteur B permet également de défini le signe de la vitesse linéaire de la roue 1, notée 71, utilisée
& la section 2.4.3 pour représenter I'un des degrés de liberté ciné m est compté

si, lorsque 'on regarde la roue 1 par la face d’oit sort D, la roue 1 tourne dans le sens trigonométrique.
Le vecteur 7 représenté sur la Figure 2.16 doit ainsi étre compté positivement
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Figure 2.16: Paramétrisation (5, 0)

(B, ) caractérise sans équivoque la position du CIR associé & toutes les orientations des
roues directrices O,,. La Proposition 2.20 est alors établie.

Compte tenu de la Définition 2.13, la Proposition 2.13 assure qu'une orientation fy,_a
des roues directrices est toujours associée a un unique CIR, excepté lorsque toutes les
droites A, sont superposées. Ces dernitres orientations étant considérées comme sin-
guliéres (Définition 2.11), tout élément de O,, est par conséquent associé & un unique
CIR, situé é Il & Vinfini. Nous i que cette association est
bijective

pour tout élément de Oy, associé & une translation, la définition d'un CIR 3 Pinfini
(Définition 2.13) assure que cetle association est effectivement bijective,

. considérons maintenant un CIR placé & une distance finic. Une orientation
est associée & ce CIR si et seulement si pour chaque roue i, f; est tel que le plan
de la roue est perpendiculaire A la droite (S; CIR) (Proposition 2.13). Elle est donc
unique si le CIR n'est pas confondu avec I'un des S;, ce qui est le cas pour tous les

€ Ons.

En conclusion, tout élément de Oy, peut donc bien étre repéré sans ambiguité par la
donnée du CIR auquel il est associé.

De multiples systémes de coordonnées peuvent étre choisis pour repérer la position du
CIR, coordonnées cartésiennes, polaires, ~ Compte tenu que nous souhaitons pouvoir
représenter des positions qui sont & l'infin, nous avons retenu la paramétrisation par le
couple (f1,7), défini dans la Proposition 2.20. De fagon évidente, chaque point du plan,
excepté 51, peut étre repéré par le couple (61, 0). Chaque point est méme repéré 2 fois
par (a,0) et (a +7,~0).
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Le fait que Sy ne soit pas représenté par cette paramétrisation ne pose pas de difficulté,
puisque le CIR associé a un élément de Oy, n’est jamais situé en Sy

Le fait que cette représentation soit double n’est également pas un obstacle les
lois de commande que nous proposons au Chapitre 4 sont {outes C= ce qui implique
que Iévolution de toutes les variables, en particulier celle de f et o, est continue. Par
conséquent, la donnée de Byt = 0) et ot = 0) leve immédiatement I'ambiguité entre
les 2 représentations possibles du CIR. Cette dualité aurait pu étre facilement éliminée,
en imposant par exemple a o d’étre positif. Un croquis, Figure 2.17, montre cependant
qu’une telle “simplifi " conduit & des difficultés lorsque le CIR est  Iinfini  entre la
Figure 2.17-(1) et la Figure 2.17-(2), la roue directrice 2 a é1é réorientée trés légérement
Sur la Figure 2.17-(1), Dorientation des roues directrices est repérée par le couple (8,0 >
0). Si nous imposons & o d’étre positif, 'orientation des roues directrices sur la Figure 2.17
(2) doit alors étre repérée par (47,0 > 0). Une ré-orientation infinitésimale d’une roue
a conduit & une discontinuité dans la représentation de I'orientation des roues directrices.
Cette discontinuité disparait lorsque o est autorisé i changer de signe : dans ce second cas,
Porientation des roues directrices su la Figurc 2.17-(1) peut étre repérée par (B1,0 <0).
Dans la suite de ce mémoire, nous | é 4 o la possibilité de changer
de signe, comme indiqué dans la Proposition 2 20 Cela termine la preuve cette derniére.
<

)

Figure 2.17: Illustration de la nécessité d’une représentation double du CIR

La paramétrisation de Porientation des roues directrices donnée & la Proposition 2.20
est utilisée a la section 2.4.3 pour construire un modele cinématique réduit pour les robots
de la classe R}. 1l sera montré que les singularités de ce modéle, comme espéré, se
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limitent bien & lensemble O, (Théoréme 2.13). Afin de pouvoir exploiter ce modéle
pour synthétiser une loi de commande, comme cela est notre objectif, il faut toutefois
vérifier que toutes ses variables d’état sont, accessibles en temps réel & la mesure. Les 3
composantes du vecteur £, de méme que I'ensemble du vecteur f,_a peuvent tous étre
mesurés directement (au moyen d’accélérométres, de gyroscopes on d’encodeurs). Nous
montrons ci-dessous que , courbure algébrigue instantanée du chissis, est alors elle-aussi
accessible & la mesure.

Proposition 2.21 Expression de o en fonction des fy

o

De maniére a utiliser des grand de méme s les

constantes suivanles

que o, nous

1
vie {2, ,n"} o=z (2.56)
Le couple (o, 0,) peut, comme le couple (ay,1,), décrire la position sur le chassis de la roue
directrice 1. Alors, si le repére [P,7,]) attaché au chassis du robot est choisi centré sur Sy
(ce choiz, différent de celui proposé d la scction 2.3.2, sera motivé lors de la construction
du modéle i la section 2.4.9), Uespression de o pour tout élément de Oy, est donnée par
la relation C* .

ity sin fusin(e + i = fr)

s ey
=2,

Preuve : La preuve de la Proposition 2.21 est donnée en annexe, section B.1.2. Dans
ce paragraphe, nous montrons juste que la relation (2.57) ne présente pas de singularité
lorsque By, e teste.dans O,..

Le dénominateur de Pexpression (2.57) s’annule pour les orientations suivantes des roues
directrices .

Bromir = (%,0,...,0)7 (2.58)
Au vu de la définition de f, donnée & la page 15, f, = 0 traduit que A, passe par P
Compte tenu de notre choix pour le repére attaché au chassis, ie. P = Sy, toutes les
orientations décrites & la relation 2.58 correspondent & un CIR confondu avec Sy, cest-
dire appartiennent a O,. La relation (2.57) est donc sans singularité sur O,,. a

2.4.3 Modeéle cinématique réduit d’un robot de la classe R}

La modélisation que nous proposons dans cette section exploite directement le Principe de
Descartes (Théoréme 2.12), c’est-a-dire nous mettons en évidence les possibilités d’évolu-
tion du robot & partir de la notion de centre instantané de rotation.

Variables apparaissant dans le modéle cinématique réduit

Par définition, un modéle cinématique réduit ne décrit que les possibilités d’évolution
du chassis du robot. Le Théoréme 2.3 a montré que pour obtenir cette description, il
n'était pas nécessaire de prendre en compte toutes les coordonnées généralisées : on peut
étudier uniquement les variables décrivant le chissis et celles décrivant Porientation des
roues directrices. Un jeu de variables permettant de décrire le chssis est ¢ (Proposi-
tion 2.1). Llorientation des roues directrices, quant & elle, avait été représentée A la
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section 2.3.2.a par la donnée de £y 4,, C’est-a-dire dans le cas des robots de la classe R},
par (f1,2). La Proposition 2.20 montre qu’une autre possibilité, plus intéressante au
niveau des singularités introduites, est (fy,0). Clest cette derniere que nous utiliserons
dans cette section.

Nous

done ci-dessous & ériser les possibilités d’évolution de ¢, B, et
& Dans la suite de ce mémoire, ces variables sont regroupées dans le vecteur x

X =(&B1,0)" = (2,4,6,p,0)

Possibilités d’évolution de (f;,0)

Le couple (1, 0) dont on cherche & caractériser I'évolution, peut étre assimilé a des co-
ordonnées polaires du CIR (Proposition 2.20). Géométriquement, il est clair que lorsque
I’on évite les orientations O,, I'évolution du CIR ne comporte aucune restriction. Con-
sidérons en effet les 2 alternatives

Le CIR n’est pas & Pinfini. Puisque le cas ol toutes les droites A, sont superposées
est exclu (il appartient & O, Définition 2.11), on peut toujours trouver 2 roues
directrices dont les droites A, sont sécantes. Supposons pour les besoins de notre
présentation que ce soient les roues 1 et 2. Considérons maintenant qu’a partir de
cette configuration des roues directrices, on procéde aux ré-orientations suivantes

on garde f; constant, et on ré-oriente légérement la roue 2 (ainsi que les n* —2
autres roues directrices bien sir). Dans ce cas, le CIR se déplace le long de
A

on garde f, constant, et on ré-oriente légérement la roue 1 (ainsi que les n® —2
autres roues directrices bien sir) Dans ce second cas, le CIR se déplace le
long de Ag.

A et A étant sécantes, nous venons de faire se déplacer le CIR selon 2 directions
distinctes du plan. Donc, en combinant les ré-orientations des roues I et 2, il est
possible de faire évoluer le CIR librement dans le plan.

Le CIR est & Dinfini. Dans ce cas, les droites A; associées & toutes les roues sont
paralléles, mais non superposées (puisque cette derniere configuration appartient i
O, Définition 2.11). Considérons les roues directrices 1 et 2, et qu’ &
partir de cette configuration des roues, on procéde aux ré-orientations suivantes

on garde B; constant, et on ré-oriente légerement la roue 2 (ainsi que les n* —2
autres roues directrices bien siir). Dans ce cas, le CIR va prendre place sur A

on garde B, constant, et on ré-oriente légérement la roue 1 (ainsi que les n®* —2
autres roues directrices bien sir). Dans ce second cas, le CIR va prendre place
sur A,

Ay et A, étant 2 droites distinctes, nous venons de faire se déplacer le CIR selon 2
directions distinctes du plan. Donc, en combinant les ré-orientations des roues 1 et
2, il est, possible de faire évoluer le CIR librement dans le plan.
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L'évolution du CIR ne présente donc aucune restriction. Par conséquent, les possibilités
dévolution de (B, ) sont données par

{ﬁf _n (2.60)

o = 13
avec 1, et 13, 2 scalaires pouvant prendre n’importe quelle valeur dans R?
Les possibilités d’évolution pour Lorientation f;, . de toutes les roues directrices

Sexpriment en fonction de 7 et 7y comme

b m2 ) @61
A — os( o+, ~ sin B, 2 2
Brasict) = s )R Z T o

La premiére ligne de (2.61) est triviale au vu de (2.60), la preuve de la seconde est donnée
en annexe, section E.1.3. Cette preuve fait apparaitre que le dénominateur dans la sec-
onde ligne de (2.61) ne s’annule que pour des vecteurs f;, _u décrivant une orientation
des roues directrices pour laquelle le CIR est confondu avec I'un des S,. Aucune de ces
orientations des roues directrices n’appartient & O,, (Définition 2.12), la relation (2.61)
peut donc étre utilisée sans restriction sur tout cet ensemble. Le fait que la relation (2.61)
existe, constitue une seconde preuve, plus calculatoire, que By et o peuvent évoluer libre-
ment.

Possibilités d’évolution de ¢

Pour définir les possibilités d’évolution de ¢, il faut tout d’abord définir le vecteur £,
Cest-a-dire, Proposition 2.1, préciser le repére [P, j] attaché au chissis. Nous proposons
d'utiliser le repére suivant

P confondu avec Sy,
(%,7) arbitraire.

Ce repére est représenté sur la Figure 2.16. 11 permet, comme cela va étre montré ci

dessous, d’obtenir une description des p d’évolution de ¢ é simple.

Soit 71, la vitesse linéaire de la roue 1, dont le signe est défini comme indiqué dans la
note au bas de la page 63. Au vu de la Figure 2.16, nous avons -

Ve =V

sin i — cos frm (2.62)

Nous en déduisons immédiatement que
2\ _( cos0 sin0\ [ sinf
(y‘)*(fsino (:osﬂ)(—:nsﬁl " (2:63)

Le calcul de 0 est lui aussi trés simple
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dans le cas ol le mouvement instantané est une rotation, le Théoreme 2.1 assure
que
Vs, = Vorr + 0k ACTRS, (2.64)

diculai

(avec E un vecteur per au plan d'
Verr = 0 et (2.62) dans (2.64), on montre facilement que

du robot). En reportant

6=om (2.65)

dans le cas ot le instantané est une ion, ¢ = 0 (cf. Proposi
tion 2.20), la relation (2.65) est donc encore valide.

En combinant (2.63) et (2.65) ainsi que la matrice R(0) définic par (2.13), nous
obtenons que les possibilités d’évolution de ¢ sont données par
) sin By
E=R0)| —cosB |m (2.66)
-

Modele cinématique réduit

Les développements précédents nous permettent d'écrire maintenant le modéle ciné-
matique réduit

Théore 2.13 Modele cinématique réduit d’un robot de la classe R}
Construction basée sur le Principe de Descartes

Le modéle cinématique réduit d’un robol de la classe R} peut étre écrit comme :

z sin

i | = BR[| —coshr |m

0 4 (2.67)
B =m

G =

avec

£ = (2,9,0)T : vecteur décrivant la position et Uorientation du chissis (Proposi-
tion 2.1). Le repére [P,,]] utilisé pour définir € est centré sur Sy, ice. P = Sy,

(B1,7)  paramétrisation de l'oricntation des roues dircctrices, correspondant au
coordonnées du CIR dans un systéme de coordonnées polaires (Proposition 2.20),

m  degré de liberté cinématique, correspondant d la vitesse linéaire de la roue 1,

(m2y713) ¢ degrés de liberté cinématique, correspondant d la vitesse du CIR dans le
plan d’évolution du robot.
Ce modéle cinématique réduit ne comporte pas d’autres singularités que celles de la para-

mélrisation (By,0) décrivant Uorientation des roues directrices, c’est-a-dire ses seules
singularités sont O, (Définition 2.11).
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Preuve : La preuve du Théoreme 2.13 est immédiate au vu des relations (2.60) et (2.66).
<

Le modele (2.67) peut étre ré-écrit sous une autre forme. Dans la suite de ce mémoire,
nous utiliserons égal une forme ppée  (2.68), et une forme
matricielle : (2.69)

sin(0 4 f1)m
—cos(0+ i) m
om (2.68)
2
7

X =50 (2.69)
ot x est donné par (2.59), 7 = (1,72,73)7 et §

sin(0 + f1)

00
~cos(0+4) 00
P 00 (2.70)
10
01

QR s s
I

Le modéle cinématique réduit donné par le Théoréme (2.13) peut bien siir étre utilisé
pour construire le modéle dynamique réduit du robot. Dans ce cas, celui-ci s'écrit comme
indiqué par le Théoréme 2.14 :

Théoréme 2.14 Modele dynamique réduit d’un robot de la classe R}

Sous les Hypothéses (2.7) et (2.8), le modéle dynamique d’un robot de la classe R}, réduit
au seules variables utiles du point de vue de la commande, est donné par

0 B
N & _ 2.71
{ X = Stoi @
Preuve : La preuve du Théoréme 2.14 est immédiate au vu du Théoreme 2.13 et des
développements qui ont menés au Théoreme 2.10. o

Pour terminer ce chapitre, nous caractérisons 'ensemble O, en utilisant la paramétri
sation (fy, o).

Une orientation des roues directrices appartenant & O, ne peut pas étre décrite par
un couple (B1,0) car, comme il apparait dans la preuve de la Proposition 2.20, une
infinité d’autres éléments de O, sont également associés & ce couple. Nous notons 20,
PPensemble des couples (8;,0) associés & O, quand le robot comporte ne comporte que 2
roues directrices ou n®* > 3 roues directrices, mais dont les centres S, sont alignés, et *O,
ce méme ensemble lorsque le robot comporte n > 3 roues directrices dont les centres S,
ne sont pas alignés. Ces 2 ensembles s’expriment comme suit
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30, . lorsqu’un robot de la classe R} est équipé de n > 3 roues directrices dont les
centres S, ne sont pas alignds, alors O, n’est constitué que par les orientations des
roues directrices qui placent le CIR sur le centre d’une des roues directrices (Défi-
nition 2.11). Par conséquent, en terme de couples (f;,), 30, s’exprime comme

30 = [ (x,£00) (a2, 02) (an, o) .
o’f{ a+ 7, —0y) (an+7 —0,) (2:72)
avec o, les tantes i duites a la Proposition 2.57

20, lorsqu’un robot de la classe R} est équipé de 2 roues directrices ou de n > 3
roues directrices dont les centres S sont alignés, une premiére orientation singuliere
des roues directrices est celle qui ot toutes les droites A, sont superposées. Quand
les roues directrices présentent cette orientation, le CIR peut étre n’importe quel
point des droites A,. Aussi, en terme de couples (8, ), cette orientation singulitre
est associée &

(Br,0) ={(0, %), (7, %)} (2.73)
O, est pour le reste, Définition 2.11, constitué par les orientations des roues di-
rectrices qui placent le CIR sur le centre d’une des roues directrices. Les cou
ples (f,0) associés & toutes ces orientations sont déja inclus dans (2.73), excepté
(B1,0) = (% £00) correspondant au cas ol le CIR est confondu avec S; 20,
Sexprime donc comme

’o,:{“'im) (0,x) (2.74)

(0,%)

Le probleme posé par les singularités du modele d’un robot de la classe R} pour sa
commande s’exprime alors comme
“Les lois de commande construites pour un robot de la classe R} doivent garantir que f;
et o, variables d’état du modéle (2.71), ne prendront jamais les valeurs données dans 0,
ou®0, (suivant le nombre el la disposition des roues directrices) pendant le dépl

du robot.”
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Chapitre 3

Modélisation en présence de
glissement

Les Hypotheses 2.2 de roul pur sans gli ne peuvent pas étre systématique-
ment utilisées pour décrire le comportement d’un robot mobile & roues. Ce point avait
é1¢ discuté a la section 2.1

Le glissement d’une roue sur le sol est un phénoméne physique complexe. Aussi
P’obtention d’un modéle de robots mobiles & roues, qui rende compte du glissement, mai
qui reste d’une complexité acceptable pour pouvoir étre utilisé par la suite pour le calcul
d’une loi de commande est un probleme difficile, pour lequel aucune solution ne s'est
imposée jusqu’a présent.

Notre objectif dans cette section est de présenter une étude bibliographique sur ce
sujet. Les résultats présentés par des auteurs appartenant i des domaines techniques
(comme les équi it biles) ou a la é ici sont, ré-
écrits avec des notations uniformisées, et comparés. Nous avons divisé cette étude en
2 parties : a la section 3.1, nous détaillons la mise en équations des forces de contact
pneumatique-sol, puis & la section 3.2, nous présentons des modsles de robots mobiles qui
rendent compte de ces efforts.

Auparavant, nous disti parmi les i de roul pur sans gli
les i dites plus spéci de li et celles dites de roulement,

pur.

Les Hypothéses de roulement pur sans glissement assurent (Hypothése 2.2) que la
vitesse du point de contact de la roue avec le sol, notée Vi & la section 2.3.1, est nulle. En
utilisant la loi de composition des vitesses sur un corps rigide, on montre alors facilement
que Vs, vecteur vitesse linéaire au centre de la roue, vérifie

Vs = r¢j; (3.1)
avec .
7 rayon de la roue,

¢ vitesse de rotation de la roue,

3
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Jj» vecteur horizontal appartenant au plan de la roue (voir Figure 2.7).

Léquation vectorielle (3.1) peut étre ré-écrite de maniére équivalente

= Vsl =rl¢| (3.2)
— Vs est dirigé selon le plan de la roue (3.3)

La relation (3.2) est dite contrainte de roulement pur, alors que la relation (3.3) est appelée
contrainte de non glissement.

3.1 Modélisation des forces de contact pneumatique
sol

Les forces de contact entre un pneumatique et le sol ont fait I'objet de nombreuses études
de la part des équipementiers automobiles. Cetle section s base sur les résultats qu'ils
ont publiés.

Puisque par hypothése, nous avons supposé qu'il vy avail ni suspension, ni carrossage. les
efforts de contact | d’une roue i consistent en 3

une force longitudinale, notée F,. Cette force est principalement fonction de la
différence en norme entre V; (vitesse linéaire du centre de la roue i) et Ry (rayon x
vitesse angulaire de la roue i). F, a donc essentiellement rapport avec la violation
de la contrainte (3.2).

une force transversale, notée F,,. Cette force est principalement fonction de 'angle
entre le plan de la roue i et V. £y, a donc essentiellement rapport avec la violation
de la contrainte (3.3).

un couple d'auto-alignement, noté Ci.,. Ce couple tend & aligner le plan de la roue
i et le vecteur vitesse V, de celle-ci. C,, a donc lui aussi rapport avec la violation
de la contrainte (3.3).

Nous allons donner immédiatement une interprétation physique a chacune de ces 3 com-
posantes. Auparavant, il nous faut juste, pour garantir notre propre cohérence, définir nos

de signe. Considé, la roue é: ée sur la Figure 3.1 L’une des faces
de la roue ¢ a été particularisée, et le sens de rotation, trigonométrique ou rétrograde, de
cette roue, est repéré par rapport i cette face.

Nous appelerons :

X Paxe intersection du plan horizontal passant par le centre de la roue et du plan
de cette méme roue, et qui est orienté de telle sorte que si la roue tourne dans le
sens trigonométrique, alors elle avancera selon les X croissants.

[X,Y, 2] : le tricdre direct construit sur X, en ayant pris ¥ dans le plan horizontal
passant par le centre de la roue,



3.1.

Modélisation des forces de contact pneumatique sol 75

Figure 3.1: Conventions de signe

[X',Y", ] un triedre direct, paralléle & [X, Y, Z], mais ayant pour origine le centre
de la zone de contact du pneumatique avee le sol.

Par convention, nous posons que

&, vitesse de rotation de la roue, sera positive, si la roue tourne dans le sens
trigonométrique,

C, couple appliqué sur la roue, sera positif, s'il tend & faire tourner celle-ci dans le
sens trigonométrique,

V, et V,,, composantes du vecteur vitesse linaire de la roue respectivement selon X et

Y, seront positives, si V. et V, sont dirigés selon la direction donnée respectivement
par I'axe X et I'axe ¥

1

F. et F,, respecti réaction | et réaction transversale du sol sur
le pneumatique, seront positives, si [, et F sont dirigés selon la direction donnée
respectivement par Iaxe X et Paxe Y

Cq, couple d’auto-alignement de la roue, sera positif, s'il tend & faire tourner la roue
dans le sens trigonométrique autour de I'axe Z.
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3.1.1 Phénomenes physiques
3.1.1.a Force longitudinale F,

Raisonnons d’abord sur un pain de gomme, plaqué contre le sol par une force normale Fy
et soumis & un effort paralléle au sol Fr (voir Figure 3.2).

Figure 3.2: Déformation d’un pain de gomme sous I'effet d'une force longitudinale

Tant que | Frl| reste inférieur & un certain seuil (qui dépend de [|Fy|| et de la nature
du sol), le pain de gomme se déforme mais ne glisse pas sur le sol. Ce non-glissement a
pour origine les irrégularités du sol (la gomme sous Peffet de Fy rentre dans les aspérités
du sol et y prend appui pour résister & F7), et des forces plus microscopiques telles que
les forces de Van der Waals,  Une telle situation ot un pain de gomme se déforme mais
ne glisse pas est appelée pseudo-glissement. La réaction du sol sur le pain de gomme est
alors tout simplement —Fr.

Si I'on continue & augmenter le module de Fr, le pain de gomme va finir par perdre
adhérence et se mettra & glisser. Par opposition 4 la situation précédente, on dira qu’il y a
glissement effectif ou encore plus simplement glissement. Dans cette situation, la réaction
du sol sur le pain de gomme devient trés complexe & étudier. Il est toutefois intuitif de
penser que cette réaction va rester plus ou moins constante_quelle que soit la valeur de
||| = & partir d’un certain seuil, une augmentation de ||Fr|| se traduit, non plus par
une augmentation de la réaction du sol, mais par une accélération du déplacement du
pneumatique.

La surface d’un pneumatique, en contact avec le sol, est, composée, en premiére approxi-
mation de pains de gomme indépendants (voir Figure 3.3). On nommera k, le nombre
de pains de gomme en contact avec le sol & un instant donné. Un couple appliqué & la
roue engendre pour chacun des pains de gomme en contact avec le sol une sollicitation
longitudinale £ i € {I,. ,k}, dirigée selon 'axe X’ de la Figure 3.1. Comme pour le
pain de gomme isolé décrit ci-dessus, chaque pain de gomme de la roue en contact avec
le sol va, en réponse a la sollicitation F, étre soumis & une réaction du sol et donc va
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se déformer. La déformation des pains de gomme n'est pas homogene, intuitivement,
il est clair que les pains de gomme situés & la sortie de la zone de contact seront plus
déformés que ceux situés & Ientrée de cette méme zone (ils sont restés plus longtemps en
contact avec le sol). Sitét qu'il sort de la zone de contact, le pain de gomme reprendra
sa forme initiale, alors qu’un nouveau pain de gomme commencera, & Ientrée de la zone
de contact, & se faire déformer (voir Figure 3.3 le couple exercé sur la roue s'oppose
au mouvement, il est done freineur). Dans le cas d’un couple moteur, nous aurions eu le
méme schéma, excepté que les pains de gomme auraient été inclinés, non plus de la droite
vers la gauche, mais de la gauche vers la droite). Pour le moment, nous supposerons que la
contrainte (3.3) est satisfaite, de fagon que la déformation longitudinale du pneumatique
ne soit pas parasitée par un cisaillement transversal. Le cas général ot ces 2 déformations
se superposent sera traité & la section 3.1.3.

Figure 3.3: Dé ion longitudinale d’un

Si le couple appliqué sur la roue est faible, tous les pains de gomme seront en pseudo-
glissement. Dans ce cas, d’aprés ce qui a été dit pour le pain de gomme isolé, la réaction
longitudinale £ du sol sur le pain de gomme i sera inversement proportionnelle & l'action
F du couple sur ce pain de gomme, et il en ira donc de méme pour la résultante de ces
forces longitudinales F = Y5, Ft = — %, Ff. En revanche, si on augmente le couple
appliqué & la roue, on aura une courte situation oi les pains de gomme & Pentrée de la
zone de contact seront en pseudo-glissement alors que ceux placés i la sortie seront en

et fi si on t cou]ours le couple sur la roue, tous les pains de
gomme vont passer en glissement. [, si 'on s’en tient & ce qui a été dit pour le pain de
gomme isolé, tendra vers une valeur constante.

dire & surface

Des séries d’expériences ont montré que les pneumatiques réels (c'est-a
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sculptée) ont, du point de vue bilan des forces de contact, un comportement équivalent
au pneumatique simplifié étudié ci-dessus.

La force i, dirigée selon 'axe X' (Figure 3.1), que I'on vient de mettre en évidence
est, comme affirmé dans Pintroduction de cette partie, directement reliée & la violation
de la contrainte (3.2). Pour s'en convaincre on peut faire le petit raisonnement suivant
appelons () et V(1) respectivement la vitesse de rotation et la vitesse linéaire de la roue
& linstant ¢. Si la contrainte (3.2) était satisfaite (la contrainte (3.3) est elle, supposée
satisfaite dans toute cette partie consacrée & F), alors nous aurions

V()= Re(t) Wt

Montrons que cette relation n'est pas satisfaite. Pour cela, appelons nb le nombre de
pains de gomme dont est pourvu la rouc et ¢,, leur espacement normal (voir Figure 3.3).
Le rayon R de la roue vérifie

R— nbx e,
. 2m
Lorsque les pains de gomme rentrent en contact avec le sol, ils sont déformés, leur es-
pacement n'est donc plus le méme. Soit e(t), Pespacement moyen des pains de gomme
en contact avec le sol & linstant ¢, voir Figure 3.3. Dans le cas d’un couple freineur,
comme représenté sur cette figure, e.(t) > ¢,; dans le cas d’un couple moteur nous au
rions lmverse, i.e. el(t) < en. A Dlinstant ¢, le mouvement du pneumatique déformé est
alors équi au d’un i non déformé dont les pains de gomme
seraient espacés de e(t). Dit le du i déformé est
équivalent & celui d’un pneumatique non-déformé de rayon

Ra(0) _nbx ec(t)

Nous en déduisons que
V(D)= R(0).(0) # Ro() Wt

La contrainte (3.2) n’est donc pas vérifiée, et plus le couple freineur (resp. moteur) sera
grand, plus Ru(t) (appelé rayon apparent du pneumatique  linstant t) sera grand (resp.
petit), et plus la contrainte (3.2) sera violée. Ce petit exemple met bien en évidence que la
F, sont di reliés

déformation longitudinale du i et par
a la violation de cette contrainte.

3.1.1.b  Force transversale £,

Puisque ce modéle simplifié de pneumatique est pertinent pour décrire les forces de contact
pneumatique-sol, continuons d’étudier le cas du pneumatique dont la surface est composée
de pains de gomme indépendants. Supposons que la roue se déplace  vitesse constante
non nulle (i.e. aucun couple moteur ou freineur west appligué & la roue), de sorte que
nous ne soyons pas perturbés par des gli ou des pseud,

(c’est-a-dire plagons nous dans le cas ot F\. = 0, les pains de gomme ne sont pas déformés
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longitudinalement). Si la roue avance selon une ligne droite, alors V appartiendra au plan
de la roue, la contrainte (3.3) sera dans ce cas satisfaite. Modifions alors brutalement
de quelques degrés Porientation de la roue. De manitre intuitive, il est clair qu'il va
apparaitre, tout au moins transitoirement un angle de dérive § entre le plan de la roue
et son vecteur vitesse linéaire (noté V) (voir Figure 34 4 pains de gomme ont été
représentés, 2 sont en contact avec le sol  figuré par une zone grisée -).

Figure 3.4: Déformation transversale d’un pneumatique

Le fait que V' ne soit plus dirigé selon le plan de la roue fait que les pains de gomme en
contact avec le sol sont soumis & un cisaillement transversal. Plus le pain de gomme est
situé vers la sortie de la zone de contact, plus ce cisaillement transversal sera important.
En réponse & ce cisaillement, le sol exerce une réaction, notée Fy, perpendiculaire au
plan de la roue, (c’est-a-dire dirigée selon I'axe Y’ (Figure 3.1)), et orientée & I'opposé
du vecteur vitesse (i.e. si V, > 0, alors F, sera négative, et inversement, si V, < 0, F,
sera positive). 1l en résulte que les pains de gomme en contact avec le sol se déforment
transversalement (voir Figure 3.4). De la méme facon que pour la réaction longitudinale
F., la réaction transversale F, n’engendre pas nécessairement de dérapage latéral du
pneumatique : pour un angle de dérive petit, le cisaillement transversal subi par les pains
de gomme est faible, cewx-ci se déforment mais ne dérapent pas. La situation est appelée
pseudo-dérive. Comme c'était le cas pour || || en pseudo-gli la force
||7]| dans ce cas sera inversement proportionnelle & Iaction qui lui donne naissance, c’est-
a-dire & angle de dérive &. Si I'angle de dérive augmente, les pains de gomme situés &
Parriére de la zone de contact, puis tous les pains de gomme vont déraper. Cette situation
est appelée dérive de la roue. La force le || ]|, comme précéd El, va
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alors tendre vers une constante.

3.1.1.c  Couple d’auto-alignement C,

Restons & vitesse constante (i.e. restons dans le cas o £y = 0). Si tous les pains de
gomme en contact avec le sol sont en pseudo-dérive, le point d’application de F, sera
situé en arriere du centre de la roue. Cela tient au fait que les efforts de cisaillement sur
les pains de gomme vont croissant de Pentrée vers la sortie de la zone de contact (voir
Figure 3.4). Cette situation engendre un couple Ci, de support I'axe Z de la Figure 3.1
(puisque £, est un vecteur dans le plan du sol, le couple qu'il engendre a nécessairement
pour support le vecteur perpendiculaire au sol), et de module

ICall = I £l (3.4)

ol ¢ est la distance entre la projection sur le sol du centre de la roue et le point d’appui
de F, (voir Figure 3.4). D’aprés nos conventions de signe (Figure 3.1, le couple C, créé
par un angle de dérive § positif, sera compté positivement, puisqu'il tend a faire tourner
la roue dans le sens trigonométrique. Aussi, § et C,, contrairement a § et I}, seront de
méme signe.

Restons sur le cas ol § est positif. D’aprés ce qui a été dit, C, tend & faire tourner
la roue dans le sens trigonométrique. Ce faisant, il tend & ramener le plan de la roue sur
la direction du vecteur vitesse linéaire de cette roue. Autrement dit, il agit pour faire en
sorte que la inte (3.3) redevi tisfaite. Le couple C, propose la méme propriété
lorsque 6 est négatif. Pour cette raison, C, est appelé couple d’auto-alignement.

Tant que tous les pains de gomme en contact avec le sol sont en pseudo-dérive,
Pévolution de [|Ca| en fonction de 6, sera semblable & celle de [|F||. Par contre, si
on continue & augmenter &, les pains de gomme situés & 'arriere de la zone de contact
vont passer en dérive, la réaction transversale sur ces pains de gomme, d’aprés ce qui a
été dit précédemment, ne va alors plus croitre. Comme la réaction du sol sur les pains de
gomme situés & I'avant de la zone de contact, et qui eux sont toujours en pseudo-dérive,
continue de croitre, ¢ va diminuer et [|C,|| avec lui. Une fois que tous les pains de gomme
en contact avec le sol seront en dérive, les efforts transversaux exercés sur chacun d’eux
seront les mémes, ¢ sera nul, annulant par 1a méme [|Ca||.

3.1.2 Mise en équations des forces de contact pneumatique-
sol : cas ou la dérive est nulle, puis cas ot le glissement
est nul

Intuitivement, on pergoit assez bien que /%, bien que majoritairement fonction du glis-
sement, sera également affecté par la dérive de la roue. De méme, F, et C,, fonctions
principalement de la dérive, seront aussi affectés par le glissement de la roue. Dans cette
section, en guise de premiere étape, nous allons d’abord “mettre en équations” F, dans
le cas ot la dérive ou la pseudo-dérive est nulle, puis 7, et C, dans le cas oi le glissement
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ou le pseudo-glissement est nul. Le cas général, ol la dérive et le glissement sont tous les
2 non nuls sera vu  la section 3.1.3.

3.1.2.a  Force longitudinale /%, i dérive nulle
Définition de la variable de glissement g

Comme il a éé vu ci-dessus, la force longitudinale F cst engendrée par un couple
moteur ou freineur appliqué sur la roue. Une premiére fagon de mettre £, en équa-
tions serait de le paramétrer par lintensité de ce couple. En fait, il est apparu qu'une
variable beaucoup plus judicieuse pour paramétrer £ est le glissement de la roue défini
ainsi [MT92],[TCIL],[Tr 92]

Définition 3.1 Variable de gli g

Soit une roue en mouvement caractérisée par

-V, sa vitesse linéaire, et (V.,V,) ses composantes dans le repére [X,Y) de la Figure

&, sa vitesse de rotation,
- R, son rayon.

On appelera glissement. de cetle roue, le scalaire noté g, défini par

si Vo et ¢ de méme signe, et |¢| > |V;| (phase de propulsion)

siV, ot ¢ de méme signe, el || < |Vi| (phase de freinage)

plus les 2 conditions limites
g = 1 dansle cas limile . V, négative et ¢ positive
g = —1 dansle cas limite ¢ négative et V, positive

Si on fart Uhypothése que les 2 cas limite ne se présentent jamais, on peut écrire g de
fagon plus compacte

5 Va
= e (7 []) @3

Remarque 3.1 Le glissement g doit étre vu comme un paramétre mesurant de combicn
la contrainte (3.2) est violée o
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Détails : Si les intes de roul pur sans gli (3.3)-(3.2) sont satisfaite:
nous avons clairement g = 0. Lorsque la contrainte (3.3) n’est plus vérifiée, alors, certes
nous n’avons plus V, = V, mais comme I'angle de dérive 6 est en pratique toujours trés
petit (au maximum une quinzaine de degrés), nous gardons toujours g ~ 0. A Dinverse,
Jorsque la contrainte (3.2) nest plus vérifiée, alors nous avons nettement g # 0, e, ce,
d’autant plus que (3.2) est violée de beaucoup. g mesure donc bien Iécart entre le systéme
réel et I’hypothése de non-glissement (3.2). a

Remarque 3.2 g est une variable pertinente pour paramétrer Iy o

Détails : 1l découle de Vinterprétation de la variable ¢ donnée a la Remarque 3.1 qu'il
est équivalent de paramétrer I, par Vintensité du couple appliqué sur la roue ou par le
glissement g de celle-ci. En effet, dans le premier cas, on aurait une vue plus macroscopique
du phénoméne, on paramétrerait £ par la contrainte physique qui créc £, alors que dans
P’autre, on a une vue bien plus mi ique puisqu’on paramétre effort longitudinal du
sol sur le pneumatique F, par la déformation de ce dernier, déformation créée a Iorigine
par le couple appliqué & la roue. Intuitivement, on congoit bien que Iexpression de £
sera beaucoup plus facile a établir en utilisant la seconde approche plutot que la premidre.
Comme on ne perd pas dinformation en utilisant g (puisque le couple appliqué sur la
roue apparait de toute fagon dans les équations du robot, lorsque le modéle dynamique
est considéré), on a tout intérét a utiliser la seconde approche. 4

Remarque 3.3 Plage de variation du glissement g
La définition du glissement 3.1 a été choisic de telle sorte que

g€[-1,1] -

Détails : En utilisant les notations de la Figure 3.1, si la roue tourne dans le sens
trigonométrique (i.c. ¢ > 0, nous choisirons ce sens comme étant celui de la marche
avant) et que V; est dirigé, comme cela est naturel selon laxe X de la Figure 3.1 (i.c.
V. > 0), nous avons :

sig#A0el V, =0 alorsg=1
Nous sommes dans une situation de patinage total. La roue tourne sur elle-méme
sans avancer, comme ce serait le cas sur une plaque de glace.

sig > Y% >0, alors g €]0;1]
Nous sommes dans une phase d’accélération.

sig=Y>0alorsg=0
Nous sommes dans une phase de roulement sans glissement. C'est la situation vers
laquelle on tend quand on maintient la vitesse constante sur une longue période.

si ¥ > ¢ >0, alors g €] — 150(
Nous sommes dans une phase de freinage.
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sigp=0etV.#0,alors g =—1
Nous sommes dans une situation de roue bloguée. La roue ne tourne pas sur elle-
méme, elle glisse seulement sur le sol.

Toute cette plage de variation est inversée lorsque 'on change le sens de rotation de la
roue (i.e. ¢ < 0, on passe en marche arriere). Si. comme il est naturel V, est elle-aussi
négative, nous avons

sigp=0elV,<0,alors g =1
situation de roue bloguée

si Y2 < ¢ <0, alors g €]0; 1
phase de freinage.

sig="% <0, alorsg=0
phase de roulement sans glissement.

si ¢ < ¥ <0, alors g €] - 1;0(
phase d’accélération.

sigp<0et V;=0,alors g =
situation de patinage total.

Les 2 cas limite ot ¢ et V; ne sont pas de méme signe ne peuvent guére se produire
dans des conditions normales d’utilisation d’un véhicule. Il faudrait pour que cela arrive,
que I'on passe brutalement la marche arriére alors que la voiture roulait en marche avant
ou que la voiture parte en toupie sur un sol excessivement glissant. Comme nous avons fait
I’hypothése que ces cas extrémes ne seraient pas rencontrés, nous nous sommes contentés,
dans la Définition 3.1, de borner brutalement |g| par 1. Une étude plus approfondie serait
siirement nécessaire si 'on voulait égal traiter ces situations trés particulieres. <I

Remarque 3.4 Limite d’adhérence longitudinale g,

Suivant ld valeur de |g|, le contact roue-sol consiste en un pseudo-glissement (le pneuma-
tique se déforme, mais sans que la roue glisse sur le sol) ou glissement (déformation du
pneumatique et glissement effectif de la roue sur le sol). La valeur de |g| qui limite ces 2
cas de figure est appelée limite d’adhérence longitudinale e notée g, o

Détails : La distinction entre pseudo-gli et est mise en évidence a la
section 3.1.1.a. Compte-tenu de la Remarque 3.4, nous avons donc

si lg| < gs, le pneumatique se déforme, mais ne glisse pas sur le sol. Dans ce cas de
figure, || Fz|| est une fonction monotone croissante de g (cf. section 3.1.1.a).

si lg| > g., le pneumatique se déforme et glisse sur le sol. La valeur de ||| est
alors & peu prés une constante (cf. section 3.1.1.a).



84 Chap. 3. Modélisation en pré: de gli

Remarque 3.5 Interprétation physique du glissement g dans le cas du freinage

Si le couple appliqué sur la roue est freineur, alors le glissement g permet de caleuler la
vitesse dun point de la ccinture du pneumatique, noté A sur la Figure 8.3. Plus précisc-
ment, VA = (VA,0) et

VA(t) = —sign(Va(1))-g(1). Va(2) (3.6)

Détails : Puisque nous supposons dans toute cette section 3.1.2.a que la dérive est nulle,
la composante VA est nulle. Donc ¥ = (V2.0).

Pour prouver maintenant la relation (3.6). il suffit d'utiliser la loi de composition des
vitesses

V() = Vagsa(t) = Vays(t) + Vgaa(t) (3.7)

ot § désigne le centre de la roue. Les 2 éléments du terme de droite de (3.7) peuvent
Sexprimer en terme de ¢(t) et V. (%), nous avons alors

v
Vagea(t) = ~Rp(0) 4 Vi(0) = Vilt) ("T"“’)

R

L'utilisation de (3.5) et du fait qu'en phase de freinage %| > [¢(t)| donne alors la
relation demandée (3.6). a

Nous constatons que méme pour un glissement g petit (i.e. |g| < g.), VA(t) est non
nulle. Cela n'est pas en contradiction avec ce que nous disions & la Remarque 3.4,
savoir que tant que |g| < g, il y a pseud mais pas gli effectif du
pneumatique. En effet, soit un ique en pseud idérons le point
de la ceinture du pneumatique noté A sur la Figure 3.3. Il se trouve i lentrée de la zone
de contact, le pain de gomme qui est juste sous A n’a pas encore été déformé, donc la
verticale passant par A passe également par le centre du pain de gomme. A ¢+, le point
A se sera déplacé jusquau point A’ (voir Figure 3.3). A’ se trouve & la sortie de la zone
de contact, le pain de gomme qui se trouve en dessous de lui a donc été déformé, et la
verticale passant par A’ ne passe plus par le centre du pain de gomme. La vitesse par
rapport au sol d’un point de la ceinture est donc non nulle, et ce bien qu’il 0’y ait pas de
glissement effectif du pneumatique.

La relation (3.6) couvre toute la plage de freinage, i.e. g €] — 1,0] (dans le cas d’une
marche avant). Dans le cas extréme roue bloquée (g = —1), on a bien que la vitesse d’un
point de la ceinture est égale a la vitesse linéaire de la roue. Par contre, cette relation
devient erronée dés que I'on considere une accélération, i.e. g € [0,1[ (en marche avant).
Cela est assez logique au vu de notre définition de g. En effet, dans le cas d’un patinage
total (i.e. VA(t) = Rp(t) et Vu(t) = 0) le facteur multiplicatif liant VA(2) et Vi (¢) devrait
étre infini. Or nous avons choisi g de telle sorte qu’il soit borné. Pour que la relation (3.6)
reste vraie, il faudrait changer la définition de g, c’est ce quont fait certains auteurs, voir
Remarque suivante.

Remarque 3.6 Autre définition proposée pour le gl g dans la littérature
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Les auteurs qui s’intéressent auz problemes de gl 1, ne défi pas la variable g
toujours de la méme maniére. La Définition 3.1 est celle proposée dans [MT92] [TC91]
et [Tr 92]. D’autres auteurs (voir par czemple [BNPST] et [Sac93]). préferent pour des
raisons de simplicité définir g comme

= (3.8)

v
a

quelles que soient les valeurs de |V et 3. o

Détails : Les définitions (3.5) et (3.8) sont rigoureusement équivalentes en phase de
freinage. Pour des accélérations modérées oii le patinage engendré est faible, les 2 défi-
nitions restent & peu prés équivalentes (puisque dans ce cas Vi & ). Ce n'est que dans
le cas d’un patinage important de la roue, ¢'est-d-dire V, < ¢ qu'une différence notable
apparat : avec la Définition 3.1 ¢ tend dans ce cas vers 1, alors qu'avec la définition (3.8),
g diverge vers Vinfini.

Du point de vue des efforts de contact, les relations donnant 7 en fonction de ¢
sont forcément différentes suivant la définition retenue pour g, mais elles présentent la
méme complexité, donc il n'y a a-priori aucune raison de privilégier I'une ou Pautre des
définitions. Nous avons retenu ici la Définition 3.1, car elle confere & g une certaine
symétrie : dans le cas d’une marche avant, g appartient a ]0, 1[ lorsque la roue est en
phase d’accélération, et & ] — 1,0[ lorsqu'elle est en phase de freinage. Cette définition
est aussi la plus généralement utilisée dans la littérature. Dans [BNP8T), les auteurs pro-
posent la définition (3.8), mais en fait, ne se placent jamais en phase d’accélération. Dans
[Sac93], I'auteur justifie son parti pris pour la définition (3.8) par le fait que dans la pre-
mire partie de son rapport, il étudic un modéle cinématique de robot mobile oii la vitesse
de rotation @; de la roue i fait office de commande. La Définition (3.1) était alors génante,
car la commande ¢, pouvait apparaitre au dénominateur dans les équations du modéle;
on perdait ainsi la dépendance affine du modéle en sa commande. Sous hypothése addi-
tionnelle qu'il 'y avait pas d’accélérations violentes, et donc pas de patinage important,
Pauteur sest alors permis de définir g & partir de (3.8).

Remarque 3.7 Valeur du g & vitesse nulle

La Définttion 3.1 du glissement g (tout comme la définition (3.8) du reste) pose probléme
lorsque le robot est @ l'arrét ou tend & s'arréter dans cc cas, V, el ¢ tendent vers 0, ce
qui conduit @ une valeur indéterminée pour g. o

Détails : En général, il est difficile d’avoir une idée de la valeur de g a Parrét. Dans
le cas d’une roue isolée se déplagant sur un sol horizontal, il n’y a aucune déformation
longitudinale du pneumatique lorsque cette roue est & Parrét.

dans ce cas précis, a vitesse nulle g = 0

Par contre, si cette méme roue est & I'arrét sur un sol en pente, une force longitudinale
doit exister pour empécher la roue de glisser sur la pente, le pneumatique est déformé, et
par conséquent

dans ce second cas, & vitesse nulle g # 0
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Tout se complique encore quand la roue n'est plus isolée, mais appartient & un véhicule
& n, roues. On peut imaginer des dispositions et orientations des roues pour lesquelles,
méme sur sol horizontal, il existe un jeu de glissements g, (1<.cs,) non tous nuls qui soit
compatible avec une configuration d'équilibre. Il suffit pour cela que les efforts longi-
tudinaux F; correspondant aux g, ajent une résultante nulle, de méme que les couples
éventuels engendrés par ces efforts. Donc, & vitesse nulle, g n'est pas forcément nul, il
peut au contraire prendre une valeur a priort quelconque, en fonction de la pente o se
trouve la roue ou de la disposition des roues sur le chassis.

Cet écueil n’a pas été débattu dans la littérature. Le probleme envisagé étant toujours
celui du suivi d’une ligne blanche ou d’une trajectoire quelconque, I’hypothése que la
vitesse du robot mobile n’est jamais nulle a toujours été faite.

Dans le rapport [Tr 92] ol le probleme était de construire un simulateur pour le
véhicule VERT (Véhicule Expérimental a Réflexcs Intéractifs), il a bien fallu traiter cette
question (pour éviter que le logiciel de simulation ne “plante bétement”). La. difficulté a
été évacuée en faisant converger artificiellement ¢ vers 0 quand les vitesses tendent vers
0. La régularisation, pour des vitesses devenant trés petites, a été réalisée de la manicre

B N R
avec {ﬂg = sinylptE siyEtrE <3

P sinon (3.9)

suivante

otk et k; sont 2 constantes
Une régularisation du méme type, mais un peu plus simple avait é1¢ évoquée dans [Sac93).
elle consistait simplement en
Ro—Ve Vil
9=~ TS
Vel (Ve +€)
(dans [Sac93], lauteur utilise la définition (3.8) pour g). Mais dans un cas comme
dans P'autre, ces régularisations sont complotement arbitraires et donc pas du tout satis-
faisantes. <

Evolution de £, en fonction de g & dérive nulle

Les raisonnements développés & la section 3.1.1 ont montré que globalement F, devait
avoir la forme suivante

tant que le tique est en p || F|| croit linéairement, avec g,

une fois que nous sommes passés en phase de glissement, ||| reste & peu pres
constant.

enfin, avec les conventions de signe données par la Figure 3.1, F, el g ont méme
signe. En effet, dans le cas ol ¢ et V; sont positifs, un g positif correspond a une
accélération, donc F; doit étre dirigé selon I'axe X', i.e. F, > 0. Inversement, un
g négatif correspond & un freinage, F doit étre dirigé selon la direction opposée &
Paxe X', i.e. F; < 0. Ce raisonnement reste correct quand ¢ et V, sont tous les 2
négatifs. Donc F, et g ont bien méme signe.
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Le glissement d’un pnenmatique sur le sol fait intervenir tellement de lois physiques (lois

iques, telles que engré de la gomme sur les aspérités du sol, lois chimiques,
telles que les forces de Van der Waals pour décrire le fait que la gomme “colle” sur le
sol,. ), et tellement de facteurs (charge du véhicule, vitesse du véhicule, nature du sol, )
quiil est i ible de calculer mathémati t Pexpression de la force longitudinale
F,. Des mesures expérimentales, & Iaide de dynamométres, ont permis de montrer que
le raisonnement développé & la section 3.1.1 était juste. Pour une roue se déplagant &
60 km.h~! sur un sol d’asphalte sec et soumise & une charge || Fiv|| de 4 kN (et & dérive
nulle bien siir), on obtient la réponse ¥, fonction de g donnée par la Figure 3.5 (tirée de
[BNP8T])

Reaction longtudialo Fx (on Nowtons)

Figure 3.5: Evolution de Ieffort longitudinal F (exprimé en N) en fonction de g

(La courbe de la Figure 3.5 a été tracée en utilisant la fonction F.(g) donnée dans
[BNP87].) La partie centrale de la réponse (g € [0.08,0.08]), qui correspond & un
pseudo-glissement de la roue est, comme attendu, presque parfaitement linéaire. Au-dela,
dans la zone de glissement, la valeur de F, décroit légerement, puis tend & se stabiliser,
comme attendu encore une fois.

La réponse F, en fonction de g dépend fortement d’un trés grand nombre de facteurs
Les principaux sont les suivants

Nature du sol les performances d'un pneumatique sont bien entendu trés dépen-
dantes de la nature du sol. Suivant que le sol consiste en de Pasphalte, de 'herbe
ou de la terre, suivant que le sol est sec, mouillé, recouvert de neige ou de verglas, la
réaction longitudinale du sol sur le ique sera trés différente. La Figure 3.6,
tirée de [TC91}, montre diverses réponses F (en accélération) suivant la nature du
sol.
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Reaction longitudinale Fx

Asphalte humide

neige fraiche

0 Glissement g 1

Figure 3.6: Influence (qualitative) de la nature du sol sur la réponse F fonction de g

Charge sur la roue : plus la charge sur la roue (notée Fy dans la section 3.1.1)
est importante, plus il y a d'inertie & vaincre pour changer la vitesse de cette roue,
donc plus la réaction longitudinale % du sol sur la roue aura un module important.
La Figure 3.7, tirée de [BNP87], montre, pour différentes charges appliquées sur la
roue, la réponse F fonction de g. En premiére approximation , on peut dire que la
réaction longitudinale est prop lle @ la charge supportée par la roue.

Vitesse linéaire de la roue  sur sol sec, la vitesse linéaire V de la roue a peu
dinfluence sur la réaction longitudinale F,. En revanche, sur sols mouillés, la zone
de pseudo-glissement se réduit au profit de la zone de glissement au fur et & mesure
que la vitesse croit (i.e. g, décroit quand V. croit).

Cela peut s'expliquer ainsi : quand un pneumatique avance sur un sol mouillé, il
se crée un bourrelet d’eau devant le pneumatique. Ce bourrelet d’eau exerce sur la
roue une pression hydrodynamique qui est proportionnelle au carré de la vitesse avec
laquelle se déplace cette petite quantité d’eau, i.e. est proportionnelle au carré de la
vitesse linéaire de la roue. Tant que la vitesse est faible, la pression hydrodynamique
est faible devant la pression interne du pneumatique. Le bourrelet d’eau est donc
poussé en avant, et ainsi la plus grande partie de ’aire de contact roue-sol est
“asséchée”, le sol exercera donc une réaction longitudinale F; identique a celle qu’il
exerqait dans le cas ol le sol était sec (i.e. courbe donnée par la Figure 3.5). Au fur
et & mesure que la vitesse croit, la pression hydrodynamique augmente et parvient a
soulever la partie avant du pneumatique, réduisant par la méme la zone de contact
roue-sol, et donc la zone de pseudo-glissement. Le cas limite est celui ou tout le
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Reaction longitudnale Fx_ (en Newtons)

Figure 3.7: Influence de la charge de la roue sur la réponse F; fonction de ¢

pueumatique est soulevé par I'eau, c'est-i-dire le ique est en aqua-pl

Ce petit raisonnement avait juste pour but de montrer que la vitesse linéaire de la
roue agit sur la valeur de g,. Maintenant, g, ne décroit pas en pratique comme lo
carré de la vitesse. Ce pourrait étre le cas si le pneumatique était parfaitement lisse.
Mais en pratique, tous les pneumatiques sont pourvus de sculptures qui aident &
“assécher” le sol, et qui donc atténuent la décroissance de g, en fonction de V/

Pression du pneumatique : régler la pression d’un pneumatique consiste en un
compromis. En effet, supposons que I'on part d'un pneumatique peu gonflé. Faire
croitre la pression du pneumahque fait dans un premier temps uome en propor-

tion le module de F, car cela s'apparente & une charge supplé sur la roue,
mais dans un deuxieme temps, si I'on tend & surgonfler le pneumatique, || £.|| va
décroitre car ayant trop éla pression du on a reduit la surface
de contact roue-sol. S fler un i n’est en fait que sur des

sols meubles, car dans ce cas, cela a pour effet de nettoyer la zone de contact, ct
ainsi favorise le contact roue-sol

Température ambiante  les caractéristiques de la gomme étant modifiées par la
température, il en sera de méme pour le contact pneumatique-sol, un pneumatique
n’aura pas les mémes propriétés si la é bi est de 40 °C ou si elle
est négative. En régle générale, une augmentation de température étend la zone de
pseudo-glissement comparativement & la zone de glissement car la gomme est plus
“collante”
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Caractéristiques du i les p sd’un ique sont bien sir
aussi tres dépendantes des caractéristiques de ce dernier elles dépendent du type
de gomme utilisé, de la forme des sculptures du pneumatique, du degré d’usure,

Mise en équation de F,

Nous avons déja dit. qu'étant donné le nombre de phénoménes physiques mis en jeu
lors du contact d’une roue sur le sol, il était i ible de calculer
en fonction de g. Néanmoins, pour écrire un modéle de robot mobile, nous avons besom
de connaitre cette relation. Différents modeles, approchant le plus possible les courbes
expérimentales présentées ci-dessus, ont éé proposés dans la littérature.

La plupart des auteurs wont cherché & moddliser que la partic linéaire de la réponse
F, fonction de g, celle cor dant au régime de pseud En effet, quand
on cherche & commander une roue, ou plus généralement un véhicule, on s'efforce, pour
des raisons évidentes de sécurité, de garder g dans le domaine de pseudo-glissement.
Dans la pratique, on construit méme maintenant des systemes d’anti-blocage (ABS) et
danti-patinage (ASR) des roues, qui empéchent “définitivement” g d’entrer dans les zones
respectivement de glissement en freinage et de glissement en accélération. Done, pour la
plupart, des problémes de commande de robots mobiles, un modsle linéaire de Fj est
suffisant. Pour cela, nous introduisons la définition suivante

Définition 3.2 Rigidité de glissement
On appelle rigidité de glissement, notée G, la pente de F, (par rapport i g) sur sa zone
linéaire (i.c. sur la zone de pseudo-glissement).

Puisqu’un glissement g positif crée une réaction longitudinale F, de méme signe, G
sera toujours un scalaire positif.

Au vu de la Définition 3.2, la réponse longitudinale /7, en fonction de g est

Vgl < g F.=G.g (3.10)

Toute la question est maintenant d'évaluer la valeur de G. La majorité des auteurs
([Sac93), [Lee92], [MCHO1], [Ack92]) se placent dans des conditions particuliéres de sol,
de peumatique, de charge, de vitesse,.... et voient donc G comme une constante.

Dans [MT92], les auteurs proposent de faire dépendre G' de la charge supportée par
la roue. Au vu des résultats expérimentaux (voir Figure 3.7), la dépendance retenue est
la proportionalité, i.e.

G = Fn.Gy @3.11)

avec Gy une constante positive.

Enfin, dans [BNP87], un modzle pour F; incluant la zone de glissement en freinage est
proposée. Pour obtenir ce modele, une technique d’interpolation a été utilisée : les auteurs
se sont définis une structure de modele, ot ont ensuite réglé les différents parametres de ce
modele en fonction des résultats expéri Les conditions expé les étaient
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un sol en asphalte sec,
pneumatique classique & sculptures,

température ambiante et pression du i r dant & une utilisati
normale en Europe,

vitesse linéaire de 60 km.h~",
charge Fy sur la roue, variable.
La fonction F obtenue dans ce cas de figure est la suivante

F, = D, sin(C. arctan(B.[(] — E,)100g + (%) arctan(100B.g)])) (3.12)

avec By, Cy, D, et E. donnés par -

C. = 165

a1 Ff + aFy

a3Ff + aaFy
C.D ety

agF} + azFy + as

R
] ] I

oit a3, ,as sont des constantes (voir [BNP8T]). Lorsque nous sommes en pseudo-glisse-
ment (g petit), les fonctions arctan et sin peuvent étre identifiées & Iidentité. Dans ce
cas, on retrouve bien Péquation (3.10) avec

G =100D,C: B, (3.13)

Le modéle proposé dans [BNPST] est en fait encore plus détaillé que ce que nous avons
écrit ici. Les auteurs proposent une équation (3.12) qui prend en compte le carrossage
des roues.

L’équation (3.12) est celle utilisée dans le simulateur du véhicule VERI développé par
le CEA ([Tr 92]). Comme les expérimentations ont montré que les courbes F fonction
de g étaient généralement anti-symétriques par rapport a g = 0, I’équation (3.12), validée
dans [BNP87] uniquement pour le freinage, est aussi utilisée pour les phases d’accélération.

3.1.2.b  Force transversale F, i glissement nul
Définition de la variable de dérive &

A la section 3.1.1, nous avons mis en évidence une seconde réaction du sol, notée F,
dirigée perpendiculairement & F., et liée a la violation de la contrainte (3.3), c'est-a-dire
liée au fait que le vecteur vitesse linéaire d’une roue n’appartient pas tout a fait au plan
de celle-ci. Pour paramétrer cetle force latérale F,, nous utiliserons la variable définie

ainsi [MT92], [BNPST], [Ack92], [MCHI1], [Sac93], [Tr 92]
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Définition 3.3 Variable de dérive

Soit une roue en mouvement caractérisée par sa vitesse linéaire V. de composantes (V. V,)
(voir Figure 3.1).
On appelera dérive de celle roue, le scalaire noté 8, défini par

v,
§ = arctan (ﬁ) (3,14&

La majorité des remarques qui avaient éié faites pour la variable de glissement ¢
peuvent étre reprises pour la variable de dérive §

Remarque 3.8 La dérive § doit étre vue comme un paramétre mesurant de combien la
contrainte (3.3) est violée o

Détails : Quand la inte de roul pur (3.3) est satisfaite, par la définiti
méme de cette contrainte, nous avons V, = 0 et donc § = 0. Quand cette contrainte
west plus vérifiée, V, n’est plus nulle. §, de par sa définition (3.14), apparait alors comme
I’angle entre V et le plan de la roue (voir Figure 3.8).

Figure 3.8: Représentation géométrique de la variable de dérive §

6 est donc bien un parametre permettant de mesurer 'écart entre le systeme réel et
I'hypothése de roulement pur (3.3).

Remarque 3.9 § est une variable pertinente pour paramétrer F, o

Détails : Il a été montré a la section 3.1.1 que la réaction £, du sol sur la roue avait pour
origine un cisaillement transversal des pains de gomme du pneumatique, cisaillement lui-
méme dit au fait que le plan de la roue et le vecteur vitesse linéaire de celle-ci formaient un
angle non nul. 11 a été vu que plus cet angle était grand, plus le cisaillement transversal du
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pneumatique était important, et donc plus F, présentait une grande amplitude. Comme
la remarque précédente a montré que la variable § mesurait justement I'angle entre le
plan de la roue et son vecteur vitesse linéaire, il est clair que § est une variable tout & fait
pertinente pour paramétrer F. a

Remarque 3.10 Limite d’adhérence transversale &,

Suivant la valeur de [8], le contact roue-sol consiste en une pseudo-dérive (le pneumatique
se déforme, mais sans que la roue dérape sur le sol) ou une dérive (déformation du
pneumatique et dérapage effectif de la roue sur le sol). La valeur de

deltal qui limite ces 2 cas de figure est appelée limite d’adhérence transversale et notée §,.
a

Détails : La distinction entre pseudo-dérive et dérive est mise en évidence A la sec-
tion 3.1.1.b. Compte-tenu de la Remarque 3.10, nous avons donc

si 8] < 6, le pneumatique se déforme, mais ne glisse pas sur le sol. Dans ce cas de
figure, ||| est une fonction monotone croissante de § (cf. section 3.1.1.b).

si 8] > 6., le pneumatique se déforme et glisse sur le sol. La valeur de ||F}[| est
alors & peu prés une constante (cf. section 3.1.1.b). a

Remarque 3.11 Valeur de la dérive tesse nulle

La Définition 3.8 de la dérive § (tout comme la Définition 3.1 pour le glissement g, cf.
Remarque 9.7) pose probléme lorsque le robot est & Uarrét ou tend d s'arréter : en effel,
quand V, et V, tendent simultanément vers 0, la définition (3.14) de la dérive § est
indéterminée. o

Détails : Toul comme pour g, il est trés difficile d’avoir une idée de la valeur de § a
Parrét. En reprenant les mémes raisonnements que ceux donnés 4 la Remarque 3.7, on
montre facilement que § est nul dans le cas d’une roue isolée a I’arrét sur un sol horizontal,
mais par contre, dés que la roue isolée se trouve a arrét sur une pente, ou dés qu'elle n’est
plus isolée, mais couplée avec d’autres roues par I'intermédiaire du chéssis du véhicule, 6
nest plus forcément nul, il peut au contraire prendre des valeurs a-priori quelconques, en
fonction de la pente ou se trouve la roue ou de la disposition des roues sur le chissis.

Tout comme pour le cas de la variable g, personne & notre connaissance n'a proposé
de fonctions régularisant cor la variable § quand la roue est & P’arrét. Dans
[Tr 92] et [Sac93], les auteurs font converger arbitrairement & vers 0 quand la roue tend a
s’arréter. Dans [Tr 92, la variable § est régularisée par les relations (3.15)

- -
arctan (A) ps avec {”5 = sy oshya < (3.15)
"

Vel s sinon

Dans [Sac93], elle est régularisée plus simplement par

AN
Wil Vel +9)
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Ces régularisations sont complétement arbitraires et par conséquent pas du tout satis-
faisantes. Cependant, comme déja signalés dans la Remarque 3.7, tous les problémes de
controle envisagés dans la littérature ont é1é des problemes de suivi de trajectoire sur
lesquelles on faisait I'hypothése que le robot mobile ne s'arrétait pas. 4

Evolution de £, en fonction de 6 A glissement nul

Les raisonnements développés & la section 3.1.1 ont montré que globalement 7, doit
avoir la forme suivante

tant que le ique est en ps ive, || || croit linéai avec 6,

une fois que nous sommes passés en phase de dérive, || 7| reste a peu prés constant.

enfin, avec les conventions de signes données par la Figure 3.1, £, et & ont des
signes opposés (puisque la réaction transversale ', est toujours orientée i I'opposé
du vecteur vitesse).
Comme pour le gli il est i ible de calculer mathé
de la force transversale F. Il y a eu quelques tentatives, voir [EII69], mais comme le dit
Pauteur lui-méme [EII69, section 1.11]  “Tous ces modéles comportent, quelques ressem
blances avec un pneumatique idéalisé, mais ce serait induire le lecteur en erreur que
dassurer qu'ils sont repré ifs de la mécanique des iques réels” “Ces mod-
&les permettent d’étudier la stabilité du véhicule, mais pas de prédire avec précision le
comportement du pneumatique” (quelques petits détails sur ces modéles seront donnés
page 97). Aussi, nous nous baserons une fois de plus sur des mesures expérimentales,
réalisées & I'aide de dynamométres. Ces études ont permis de valider le raisonnement
développé & la section 3.1.1. Pour une roue se déplagant & 70 km.h=1 sur un sol d’asphalte
sec et soumise & une charge || Fy|| de 4 kN (et & glissement nul bien siir), on obtient la
réponse F, fonction de § donnée par la Figure 3.9 (tirée de [BNP87])

La partie centrale de la réponse (8 € [~10°,10°]), qui correspond & une pseudo-dérive
de la roue est, comme attendu, presque parfaitement linéaire. Au-dela, dans la zone de
dérive, la valeur de F,, décroit trés légerement, puis se stabilise, comme attendu encore
une fois.

La réponse I en fonction de § dépend des mémes facteurs que la réponse £, fonction
de g, cest-i-dire nature du sol, charge sur la roue, vitesse linéaire V' de la roue, pression
du biante, caractéristiques du Chacun de
ces facteurs influe sur la réponse F, fonction de 6, exactement de la méme maniére qu’il
influait sur la réponse F, fonction de g.

Mise en équation de F,

hématique dé 1

Tl n’existe pas de modele ivant correcte la réaction t
F,. Comme nous avons cependant besoin d’un modele de ¥, pour écrire celui d’un robot
mobile, on cherche & approcher le plus possible les courbes expérimentales présentées
ci-dessus, comme cela avait déja été fait pour la réaction longitudinale F%;.
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Roacton transversalo Fy (on Newtons)

~1000|

~2000|

-3000|

ED o 0
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Figure 3.9: Evolution de Deffort transversal F, (exprimé en N) en fonction de §

De la méme maniere que I'on s'efforce, pour des raisons évidentes de sécurité, de
garder g dans le domaine de pseudo-gli quand on de une roue, ou plus
généralement un véhicule, on s'efforcera de garder § dans le domaine de pseudo-dérive.
Donc, en premiére nécessité, nous n’avons besoin que d’un modéle de la partie linéaire de
la réponse F, fonction de 8, celle cor dant au régime de pseudo-dérive. De la méme
fagon que nous avions introduit la notion de rigidité de glissement pour £, (Définition 3.2),
nous introduisons maintenant la notion de rigidité de dérive

Définition 3.4 Rigidité de dérive
On appelle rigidité de dérive, notée D, la pente de F, (par rapport & 6) sur sa zone linéaire
(i-e. sur la zone de pseudo-dérive).

Vu que Uangle de dérive § est de signe opposé i celui de F, (puisque §, au vu de la
définition (3.14) est de méme signe que V,,), D sera towjours un scalaire négatif. o

Au vu de la Définition 3.4, la réponse transversale F, en fonction de 6 est :
V6| < 6, F,=D.6 (3.16)

Comme 8, est en général petit (entre 5° et 15° suivant le type de pneumatique considéré, et
suivant les conditions dans lesquelles il évolue), bien souvent on approxime dans (3.14) la
fonction tan par la fonction identité, ce qui, reporté dans (3.16), donne comme expression
approchée, plus simple, pour F,
VY

v <tans, By~ D

(3.17)
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De la méme maniére que pour déterminer la valeur de G, la majorité des auteurs
([Sac93], [Lee92], [MT92], [Ack92], [MCHIL]) se placent dans des conditions particulitres
de sols, de pneumatiques, de charge, de vitesse, de sorte que D soit une constante.
Dans [MT92], de la méme maniére qu'ils avaient fait pour la rigidité de glissement G, les
auteurs proposent de faire dépendre la rigidité de dérive linéairement en fonction de la
charge appliquée sur la roue

D= Fy.D (3.18)

avec D; une constante négative.

Dans [BNP87], de la méme manicre que pour Fy, un modzle plus complet pour F,,
incluant la zone de dérive, a été calculé & partir d'une technique d'interpolation. Les
conditions expérimentales retenues pour évaluer F, sont les mémes que celles choisies
pour F, (énumérées page 90), sauf en ce qui concerne la vitesse linéaire de la roue, prise
ici égale 3 70 km.h™' La fonction F, ainsi obtenue est la suivante :

E,

F, = Dy sin(C, arctan(B,[(1 — E,)5 + (F) arctan(B,)])) (3.19)

PPangle de dérive § doit étre exprimé cn degrés (le résultat des fonctions arctan et sin,
par contre, reste, comme ¢’était le cas pour la fonction (3.12) donnant Fy, exprimé
en radians),

By, Cy, Dy et E, sont donnés par les formules «

c, = 130

D, = —al—aFy
agsin(ag arctan(asFy))

B, = It Wl

CyDy
E, = asFj+arFy +as

oit a1, .,as sont des constantes (voir [BNP8T]).

Lorsque nous sommes en pseudo-dérive (& petit), les fonctions arctan et sin, puisque leur
résultat est exprimé en radians, peuvent étre identifiées & Pidentité. On retrouve alors
bien dans ce cas Péquation (3.16) ot

D = D,C,B, (3.20)

Comme pour la réaction longitudinale £, le modele proposé dans [BNP87)] pour la
réaction transversale £y est plus détaillé que ce que nous avons écrit ici, puisqu’il prend en
compte, encore une fois, le carrossage des roues. L'équation (3.19), tout comme 'équation
(3.12) est utilisée dans le simulateur du véhicule VERI du CEA ([Tr 92]).
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Chercher & interpoler les courbes expéri F, fonction de 8, comme cela a été

fait ci-dessus, semble étre Papproche qui donne les meilleurs résultats. En effet, dans
[E1169), Pauteur propose 2 méthodes pour calculer mathémati F,. Ces 2 méth
odes, présentées bricvement ci-dessous, ne sont pas, de Paveu méme de Pauteur (voir
citation page 94) totalement satisfaisantes. Elles ont toutefois le mérite, de justifier math-
ématiquement certains résultats expérimentaux.

1

Dans la premiére méthode, on appelle M le cercle intersection de la bande de
roulement du pneumatique (i.e. la surface extérieure du pneumatique qui vient au
contact du sol) et du plan vertical passant par le centre de la roue. On appelle
€, la courbe appartenant a la bande de roulement du pneumatique et figurant son
centre. Sile pneumatique n'est pas déformé M et C sont confondus. Cela cess
détre le cas si le pneumatique se déforme. La premiére méthode donnée dans [EI169]
repose sur Phypothése suivante : on peut modliser la déformabilité du pneumatique
en considérant que les courbes M et C sont reliées par une infinité de ressorts
de raideurs k. Soit s une abscisse curviligne sur M, et p(s) la compression ou
Pallongement du ressort positionné & Pabscisse s. Tant que nous sommes en pseudo-
dérive, I, et p(s) sont reliés par un ensemble (équation différentielle ordinaire du
second ordre intégrale). Il est alors possible de sortir la valeur de F, en calculant
explicitement p(s) sur la partie du pneumatique qui n’est pas en contact avec le sol
et en utilisant la continuité de p(s) aux 2 points limites de la zone o p(s) n'est pas
en contact avec le sol. Pour plus de détail, on pourra se référer & [ENI69]. Au-dela
de la zone de pseudo-dérive, le pneumatique glisse latéralement, et lindication p(s)
nest plus directement reliées i F,.

se

Le résultat final de ce caleul est que F, dépend linéairement de 8. Autrement dit,
ce caloul prouve, sur un modéle simplifié de pneumatique, ce que Pon observe sur
les réels. Malh il ne fournit pas énormément d’indice
pour Iestimation de la rigidité de dérive D. En effet, la pente de F, par rapport &
6 obtenue apres calculs fait intervenir la raideur des ressorts k, raideur qui ne peut
étre estimée que par des mesures sur le pneumatique lui-méme,

La seconde méthode doit étre vue comme un raffinement de la précédente : le
pneumatique, pour tout ce qui est efforts transversaux, est toujours modélisé par
une infinité de ressorts de raideur k entre M et C, mais on introduit en plus, entre
C et le sol, des pains de gomme d’élasticité E. On tombe alors sur des équations
différentielles du quatrieme ordre. Avec quelques approximations, il est possible de
sortir la valeur de £, qui est cette fois-ci fonction de toutes les puissances possibles
de 6. Comme la puissance de & qui a le plus de poids dans I'expression de F, est
la premiére, ce résultat nest pas en contradiction avec la quasi-proportionnalité
observée en pratique entre Fy et §. 1l permettrait au contraire, si tant est que I'on
puisse avoir une bonne idée des valeurs de k et £, daffiner le modele de F,.

Précisément, dans [Ack93], Pauteur, au lieu d'utiliser une simple proportion entre
F, et 6 utilise un modele pour F, qui fait intervenir toutes les puissances impaires de
6. Les puissances paires n’apparaissent pas, car, vu que F est quasi-antisymétrique
par rapport & 0, elles doivent avoir une contribution négligeable & la valeur de F,.
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Le trés gros probléme de cotte approche, cst qu'il west pas facile du tout de calculer
les 1 chaque pui de 6. Ceci n’est pas traité dans [Ack93],
cette modélisation de F, n’a é1é mlruduit(‘ que pour prouver la robustesse de la loi
de commande développée dans l'article.

3.1.2.c Couple d’auto-ali Co & gli nul

La troisieme composante de la réaction du sol sur un pneumatique, aprés la réaction
longitudinale F% et la réaction transversale Fy, est ce que nous avions appelé dans la
section 3.1.1, le couple d’auto-alignement C,. Comme il a été dit & la section 3.1.1, ce
couple est. intimement 1ié & la réaction transversale F, dont nous venons de parler  le
point d’appui de F,, résul des efforts t sol sur pneumatique, n’est pas
situé & la verticale du centre de la roue, mais un peu en arriére (du fait que le cisaillement
transversal des pains de gomme en contact avec le sol va croissant au fur et & mesure que
P'on progresse de l'entrée vers la sortie de la zone de contact). (Pest précisement cette
disymétrie de F, par rapport au centre de la roue qui crée le couple C,. Puisque (F, est
en quelque sorte un “sous-produit” de %, il est lui-aussi directement lié & la violation de
la contrainte (3.3), et il parait logique d’utiliser pour paramétrer C,, la méme variable
que celle utilisée pour paramétrer Fy, c'est-a-dire la variable de dérive § donnée par la
Définition 3.3.

Evolution de C, en fonction de g & glissement nul

Les raisonnements développés & la section 3.1.1 ont montré que globalement la courbe
€, fonction de & (3 g nul), doit avoir la forme suivante

tant que tous les pains de gomme en contact avec le sol sont en pseudo-dérive, || G|
croit linéairement avec §,

dés que les pains de gommes situés A Parriére de la zone de contact passent en dérive
effective, [|Cs | chute,

enfin, quand tous les pains de gomme sont en dérive, on s'attend a ce que [|Cy]| soit
nul.

Avec les conventions de signes données par la Figure 3.1, C; et § ont le méme signe
(puisque C, tend  faire pivoter le plan de la roue, c'est-a-dire le repére [XY Z],
d’un angle & pour I'aligner sur le vecteur vitesse linéaire V de la roue).

Des études dynamométriques ont permis de valider cette intuition. Pour une roue se
déplagant & 70 km.h~" sur un sol d’asphalte sec et soumise & une charge || Fiy|| de 4 kN (et
4 glissement nul bien sir), on obtient la réponse C; fonction de § donnée par la Figure 3.10
(tirée de [BNP8T)).

Cette réponse est conforme & ce que I'on attendait : on observe une partie centrale qui
croit d’abord linéairement (premitre zone qui se termine quand le pain de gomme situé
& Parriére de la zone de contact passe en dérive effective), puis qui décroit jusqua zéro
(zone qui se termine quand tous les pains de gomme en contact avec le sol sont passés
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Couplo dauto-alignement Ca_ (en Newlons.metres)

0 o 10
dorive delta_ (en degres)

Figure 3.10: Evolution de C, (exprimé en Nm) en fonction de §

en dérive). Les courbes des Figures 3.9 et 3.10 sont bien compatibles C, est revenu &
2ér0 juste quand F quitte sa zone linéaire (voir Figure 3.9), ce qui est tout & fait logique
puisque ces 2 changements de zone conespondenc a la méme situation  tous les pains
de gomme en contact avec le sol sont passés en dérive. Une fois_que le pneumatique
est en dérive réelle, on observe sur la Figure 3.10 que le couple C ne se stabilise pas
4 zéro comme attendu, mais reste légérement non nul, en ayant préalablement changé
dorientation. C’est un phénomene sur lequel nous n’avons a priori aucune justification &
donner, la phase de dérapage latérale étant trés difficile & étudier.

Enfin, comme il était logique, des tests expérimentaux ont montré que la nature du

sol, la charge su la roue, la vitesse linéaire / de Ia roue, la pression du pneumatique, la

du influent grand sur

la réponse C, fonction de 8, et ce, de la méme maniére qu'ils influaient sur la réponse F,
fonction de § ou F. fonction de g.

Mise en équation de C,  Commeil n'existe déja pas de modele mathématique déerivant
or la réaction le £, il est clair que nous n’avons pas non plus de mod-

décrivant (.. Donc, comme pour F, il a été cherché un
modzle qui approxime au mieux les courbes expérimentales.

Puisque les commandes calculées pour les robots mobiles s’efforcent, pour des raisons
de sécurité, de maintenir 6 dans sa zone de pseudo dérive, nous avons surtout besoin d’un
modéle de F, et de ', valide sur cette plage. F, y est linéaire. Aussi avions nous pu
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écrire
V6] < |8 F,=D§

(o D est donné par la Définition 3.4). lci, Cu nest plus lindaire sur toute cette zone,

il west linéaire que sur la partie centrale de cette zone. On peut toutefois, de la méme

maniére que nous avions défini une rigidité de glissement G ct une rigidité de dérive D,

définir une rigidité d’alignement @, mais son domaine d'utilisation sera plus restreint que

pour G et D

Définition 3.5 Rigidité d’ali

On appelle rigidité d’alignement, notée Q, la pente de C, (par rapport  §) sur sa zone
linéaire (i.e. sur la zone ot tous les pains de gomme en contact avec le sol sont en
pseudo-dérive).

Puisque C, tend d faire pivoter le plan de la roue (qui supporte le repére [XY Z]) d'un
angle 8, Q sera toujours un scalaire positi. o

Au vu de la Définition 3.5, le couple d’auto-alignement C, est alors donné par
1 v, ’
Vi8] <= 5151 G =Qi~Qph (3.21)

(la seconde partie de I’égalité est obtenue en approximant la fonction arctan par l'identité
dans (3.14)). Pour des conditions particulitres de sol, de pneumatique, de charge, de
vitesse,. .. Q est une constante, et peut étre déterminée par quelques mesures expérimen-
tales, ou alors, si 'on cherche & étre plus précis, par une fonction linéaire de la charge
supportée par la roue

Q="Fy.Qu (3.22)

avec Q; une constante positive.

Dans [BNP87], les auteurs, comme cela avait été fait pour F et F, ont proposé a
partir de techniques d'interpolation, un modele plus complet pour C,, incluant la zone de
dérive. Les conditions expérimentales retenues pour évaluer C, sont une nouvelle fois les
mémes que celles choisies pour F (énumérées page 90), sauf toujours en ce qui concerne
la vitesse linéaire de la roue, prise ici égale & 70 km.h~1 La fonction C, ainsi obtenue est
la suivante

Ca

D, sin(C. arctan(B.[(1 — E)6 + (%) arctan(B.8)])) (3.23)

Pangle de dérive 6 doit &tre exprimé en degrés (le résultat des fonctions arctan et sin
par contre, reste, comme c’était le cas pour les fonctions (3.12) et (3.19) donnant
F, et F,, exprimé en radians),

B.,C., D, et E. sont donnés par les formules

C. = 240
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D, = —aF%—aFy
B, = Wi tafy

C.DecoFN
E. = aF}+arFy +as

it a1,...,as sont des constantes (voir [BNP8T]).

Lorsque nous sommes en pseudo-dérive (8 petit), les fonctions arctan et sin, puisque leur
résultat est donné en radians, peuvent étre identifiées a I'identité, et dans ce cas, on
retrouve bien I’équation (3.16) avec

Q = D.C.B. (3.24)

Comme pour la réaction longitudinale £ et la réaction transversale F, le modele
proposé dans [BNP87] pour le couple d’auto-alignement C, est plus détaillé que ce que
nous avons écrit ici, puisqu’il prend en comple, encore une fois, le carrossage des roues.
Dans le simulateur du véhicule VERL du CEA ([Tr 92)), le couple dauto-alignement des
roues a été jugé négligeable, et donc n’a pas été implé aux foncti
F. et F, données par (3.12) et (3.19).

Loapproche calcul direct proposée dans [ENIG9] et mentionnée ici page 97 peut étre
aussi appliquée & Iévaluation de C,. En effet, une fois que la déformation latérale p(s)
du pneumatique a é1é calculée, on peut en déduire F, résultante des efforts transversaux
sur le pneumatique, mais aussi C,, couple d’auto-alignement de la roue. En utilisant le
premier modéle cité page 97, on obtient une expression de C, qui est proportionnelle &
6, et en utilisant le second modzle proposé, on obtient pour Cy, une expression qui fait
intervenir toutes les puissances possibles de 8, c’est-a-dire nous obtenons des résultats
tout  fait semblables & ceux obtenus pour F,. Une nouvelle fois, ce petit calcul prouve,
sur un modéle simplifié de pneumatique, ce que I'on observe sur les pneumatiques réels,
mais reste difficilement exploitable : d’une part, on ne connait pas précisement le coef-
ficient de proportionnalité (car il dépend toujours de la raideur k des ressorts fictifs et
éventuellement de Iélasticité £ de la gomme) et d’autre part, ces calculs ne sont justes
que pour des petites valeurs de 4.

3.1.3 Mise en équation des forces de contact : cas général
(présence simultanée de dérive et de glissement)

Lorsque I’on conduit un véhicule, on n'utilise pas d’une part I'accélérateur ou le frein, et

d’autre part le volant. Ces 2 commandes sont en général utilis conjointement, ce qui

revient a dire que P’on ne se trouve quasiment jamais dans I'une ou I’autre des 2 situations

envisagées jusqu’a présent  dérive nulle ou glissement nul.

Que résulte-t-il de I'utili simultanée des 2 des 7 Le i sera
déformé 1 dinal et tr 1 c’est-a-dire que F, Fy et C,

seront, simultanément non nuls. Nous désignerons, dans la suite de ce rapport, par F* la
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réaction totale du sol sur le pneumatique, formée de F; et de F,
F=(FF) dans la base [X, Y]

Le cas de figure le plus agréable pour nous, aurait é1é que la réaction longitudinale £,
d’une part, et la paire réaction transversale F et couple d’auto-alignement C, d’autre
part, soient découplées, c’est-a-dire que F%, ne dépende que du glissement g tandis que
F, et C ne dépendraient que de la dérive 6. S'il en avait été ainsi, les représentations
des efforts sol sur pneumatique présentées & la section 3.1.2 dans les cas glissement pur et
dérive pure auraient pu étre utilisées dans le cas général, lorsque g et § sont, tous les deux
non nuls. Malheureusement, il est facile de voir sur un petit exemple que nous n’avons
pas un tel découplage .

Imaginons que, suite & un coup de frein trop brusque sur un sol verglacé, les roues d’un
véhicule se bloquent (ie. g = —1). Dans cette configuration, on a beau tourner le
volant, le véhicule poursuit sa trajectoire antéricure, toute directionabilité du véhicule est
perdue. Si la trajectoire suivie était une droite, le véhicule dont les roues sont blogquées
continuera jusqu’a Parrét par une trajectoire en ligne droite, pour le plus grand malheur
de son conducteur parfois. Lorsque nous étions & glissement nul, il suffisait de créer, par
Pintermédiaire du volant, un angle de dérive §, pour engendrer un effort latéral %, et donc
pour tourner. Quand g = —1, quelle que soit la valeur de §, F%, reste nul, et le véhicule ne
tourne plus. Un méme angle de dérive § n'engendre done pas la méme force transversale
F, suivant que g vaut 0 ou vaut -1. Par conséquent, F, n’est pas fonction exclusivement
de 8, elle dépend aussi du glissement g. .

De la méme fagon, il est possible de mettre en évidence que F, ne dépend pas seulement
de g, mais aussi de I'angle de dérive 6.

3.1.3.a Expression de F, et F, dans le cas général

Evolution de /* en fonction de 6 et g

Puisquelles dépendent toutes les deux des mémes variables g et §, les valeurs des
réactions F, et F, du sol sur le pneumatique sont interdépendentes (ou couplées). Les
expérimentations menées par les équipementiers automobiles ont permis de caractériser
cette dépendance. Expérimentalement, on observe que

a dérive constante, I, réaction totale du sol sur le pneumatique, décrit une courbe
globalement elliptique dans le plan £}, F,] quand g varie (voir Figure 3.11).

1 lobal

dans

4 glissement constant, F* décrit é une courbe
le plan [Fy, F,] quand & varie (voir Figure 3.12).

(les courbes des Figures (3.11) et (3.12) ont été tracées a l'aide des fonctions Fy(3,g) et
F,(6,9) données dans [BNPST] et présentées ci-aprés (fonctions (3.25)-(3.26)). Ces fonc-
tions ayant été validées expérimentalement, les courbes des Figures 3.1 et 3.12 refltent
bien la réalité du contact pneumatique-sol).
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Figure 3.11: Evolution de F* en fonction de g & § constant
Chaque courbe représente les valeurs que prend /¥ quand § est maintenu constant,
et que g varie dans [~1,1]
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Figure 3.12: Evolution de F¥ en fonction de § & g constant

Chaque courbe représente les valeurs que prend F quand g est maintenu constant
et que 6 varie dans [—30,30]
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Considérons dabord la Figure 3.11.  Les “ellipses” figurant le vecteur F' pour dif-
férentes valeurs de 6 s’appuient toutes ou plutét, pour des raisons ici de précision numéri-
que, tendent toutes vers 2 points, notés B et P, situés sur I'axe F, = 0. Cela signifie
que, quelle que soit la valeur de Iangle de dérive 8, il existe toujours 2 valeurs de g telles
quil 0y a pas de réaction le du sol sur le pneumatique (F, = 0). Le point B,
nous en avons déja parlé ci-dessus, correspond  la situation roue bloquée (g = 1), le
point P, quant & lui, est la jon symétrique, c’est-a-dire correspond A la situation
de patinage total (g = 1) : quand la roue est bloquée ou quand elle patine, on a beau
modifier angle de dérive, la réaction transversale F, du sol sur le reste nulle
et il est, impossible done de modifier la trajectoire de cclui-ci.

Lorsque P'on s’écarte des configurations B et P, F, devient immédiatement non nulle,
on récupere donc la faculté de diriger la roue via la variable 6. La valeur maximale de
F,| & & constant, est toujours obtenue pour Fy = 0, clest-a-dire pour g = 0. Pour cette
configuration, la valeur de F, lue sur la Figure 3.1 est bien entendu celle que I'on avait
obtenu a la section 3.1.2, lorsque nous avions étudié la réaction transversale & glissement
nul (Figure 3.9). La valeur du petit axe de “I'ellipse” correspondant & un angle de dérive
& sera égale & la valeur de F§=(8) pour § petit, “Lellipse” correspondante sera trés
aplatie, sa taille augmentera jusqu’a ce que I'on arrive & “'ellipse” associée & 6 = -+6,,
puis diminuera légérement quand |8] > 4,.

Nous venons de voir que la valeur de la réaction transversale |F,| dans le cas ot il
y a couplage, c’est-a-dire quand & et g sont tous les 2 non nuls, est toujours inférieure
4 |Fg=(8)|. La réaction longitudinale |F| se comporte d’une maniére complétement
symétrique. Pour constater ceci, il suffit de remarquer sur la Figure 3.12 que la valeur
maximale de |F,| & g constant, est toujours obtenue pour F, = 0, C'est-a-dire pour & = 0.
[P, & |Fi=%(g)], donné
par la Figure 3.5.

La présence simultanée d’un glissement g et d’une dérive § diminue toujours lintensité
des forces F, et F, exercées par le sol sur le pneumatique par rapport auz 2 cas idéauz
glissement pur (5 =0) et dérive pure (g =0).

Les Figures 3.11 et 3.12 montrent bien que nous avons un couplage longitudinal-transversal
trés important. F', excepté pour les petites valeurs de § et de g, n’est pas du tout donné
par une relation découplée

F(8,9) = F=(g) + Fe=()

ol [5=9(g) et Fg=°(5) sont les 2 fonctions données respectivement par les Figures 3.5 et
3.9.

Les Figures 3.13 et 3.14 qui représentent respecti la réaction
F, el la réaction transversale F, en fonction de 6 el g, tracées toujours d'aprés les
fonctions (3.25) el (3.26) données initialement dans (BNPST], présentent le couplage
longitudinal-transversal d’une maniére peut-étre plus agréable pour I'ceil.

On voit sur la Figure 3.13 que la réaction longitudinale dépend en fait, trés peu de
Pangle de dérive § la forme de la courbe reste globalement la méme quel que soit &.
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’angle de dérive ne fait que diminuer légérement la valeur maximum de F.. A contrario,
on constate sur la Figure 3.14, que la réaction transversale F, dépend beaucoup de Ia
valeur du glissement g, la forme de la fonction est au moins autant affectée par g que
par 8. EL encore, la courbe de la Figure 3.14 est incompléte, des problemes numériques
ayant empéché de tracer F, pour g = +1 Théoriquement. les bords de cette courbe pour
g = 1 sont horizontaux et égaux & 0 (configuration roue bloquée ou patinage total).

Mise en équation de

Une représentation de la réaction totale F* par 2 fonctions F.(6,9) et Fy(6,g) a été
proposée dans [BNPS7], uniquement dans le cas oii la roue est en freinage. Néanmoins,
comme les expenmemauons ont montré que dans le cas d'une accélération, la réaction

est ique (i.e. Fu(8,—g) = —Fu(5,g)) et la réaction
transversale quasiment symétrique (i.e. (8, —g) = F,(8,g)), nous avons ici, au moyen de
ces symétries, étendu les fonctions Fx(8,g) et F,(8,g) de [BNP87] au cas de I'accélération,
comme du reste cela avait déja été en partic fait dans [Tr 92]. Les expressions étendues,
ré-exprimées avec nos conventions de signe, sont

F(60) = ZFlo) (325)
Rlt9) = ZF0) (3.26)
avee

. 1 iVe>0

sign(Vz) = {71 :V,ZO

9
% = T Sign(VD) + sign(Vil ~ 1Reg @21

Ve &

oy = gn(Vz) tan (3.28)

sign(Vz) + sign(|Vz| - [R¢l)g

o = TR (329)

vy — o= [Sign(Ve)o
Fi(o) = -F; ( (s (3.30)
Fi(o) = F=(arctanc) (avec arctano exprimé cn degrés)  (3.31)

(les définitions (3.27) et (3.28) posent un probleme si I'on se trouve sur la configuration
roue bloquée (g = —1) ou la configuration patinage total (g = 1). Nous supposerons
que l'on peut étre trés proche de ces 2 configurations, mais que nous ne serons jamais
exactement sur elles, de sorte a pouvoir continuer les calculs (ce sont les problemes de
précision numérique dont nous parlions & propos des Figures 3.12 & 3.14).

Les auteurs ont proposé les fonctions (3.25)-(3.26) en se basant sur le raisonnement
suivant, raisonnement validé par leurs résultats expérimentaux

PLAGONS NOUS D’ABORD DANS LE CAS D'UN FREINAGE (ie. |Vi| > |R¢|) EN
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MARCHE AVANT (i.e. V; > 0), cest-a-dire dans le cas étudié dans [BNP87], et intro-
duisons le vecteur vitesse de glissement, noté V,, défini par

Vo= (Vae,Vay) 2 V—Rgi=(Vo—Rp,V,) (coord. dans le repere [X, Y])
~ (3.32)

avec 7, vecteur directeur de I'axe X Le vecteur 7, représente done I%écart vectoriel entre
le vecteur vitesse réelle de la roue (noté V) et le vecteur vitesse qu'elle aurait présenté si les
hypotheses (3.3)-(3.2) de roul pur sans gli avaient éé satisfaites (c’est-a-di
R¢).

1l est alors possible de donner un sens plus physique aux 2 variables o, et o, définies
par (3.27) et (3.28). Nous avons

Vi

o= B (3.33)
P
v,

o, = R'%‘ (3.34)
P

En effet, on peut montrer que les définitions (3.33) et (3.34) sont équivalentes respective-
ment aux définitions (3.27) et (3.28) (avec ici, on rappelle, V, > 0 et |V,| > [Rg|) en
utilisant la Définition 3.1 du glissement (dans le cas du freinage) et la Définition 3.3 pour

P'angle de dérive
Uifmtty =
v, Vo
W:T T _ lané

(Note : les définitions (3.33)-(3.34) n’ont bien siir de sens que si I'on se trouve en dehors
de la configuration roue bloquée, ¢ # 0, cas écarté ici).

Au v de (333 et (3.34), les variables 0. et 7, apparaissent donc comme une mesure
de I'importance relative respecti du gl itudinal et de la dérive transver-
sale, dans le mouvement de la rove. Quant & la variable o, si on considere (3.29), elle peut
étre interprétée, comme une représentation de la déformation globale du pneumatique. En
fin, les 2 quotients % et %, qui apparaissent dans (3.25) et (3.26), sont clairement, au vu
de (3.33) et (3.34), Tes coordonnées dans [X, Y] du vecteur unitaire ayant pour direction
celle de V, :

4

7= ( % ) I (3.35)

La signification des variables o, o, et o étant ainsi precisée, le raisonnement qui a
conduit aux fonctions (3.25)-(3.26) peut maintenant étre détaillé

Structure générale

Dans le cas ol le preumatique présente la propriéié d'isotropic, est-a-dire qu'il so
déforme avec les mémes caractéristi dans les direct dinale et transver-
sale, alors on observe expérimentalement un résultat qui parait assez naturel, a savoir
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que F est aligné avec V,, vecteur vitesse de glissement. En utilisant (3.35), on peut
alors proposer pour F la structure suivante

(o) = (1":;) ( B ) F(o) (3.36)

aveo (o) désignant le module de F* lorsque la déformation totale du pneumatique
vaut o (Nous avons, dans (3.36), juste cherché & spécificier la direction de /' Le
probléme de Iorientation de /¥ le long de cette direction sera considéré dans la suite).

Lorsque le ique n’est pas isotropique, on constate expérimentalement (et
cela semble encore une fois relativement naturel) que la structure (3.36) est modifiée
comme suit ) ")

& Folo)\ _ ( =Fic

o) = ( B ) = ( 410 ) (3.37)
oit () et Fy(0) sonl des fonctions représentatives des caractéristiques de défor-
matlon du P inal et 1 Le
cas i ique se retrouve immédi en écrivant Fi(o) = F)(0) = F(o).

Le développement ci-dessus justifie la structure des fonctions (3.25)-(3.26). Reste
maintenant & proposer un modzle pour les fonctions F1(a) et F(c)

Jonctions Fi() = F)(o)
Les fonctions F%(a) = F(o) ont été calculées en écrivant que
Sis=0 F(o) = ZFl(o) = FI™g) (3.38)
Sig=0 Fo) = %F;(a} = FI=(5) (3.39)
caleul de Fi(o)
Dans le cas particulier § = 0, on a (d’aprés (3.33)) la relation
9

o=lo|=0,= Ty (pour un freinage en marche avant, on a g < 0)
(3.40)
La relation (3.40) s’inverse et donne
-
9="135 (3.41)
et en reportant (3.41) dans F=°(g), on obtient
F(o) = = —F* (car F5=°(g) est impaire)

3.42
Etant donné qu’a dérive nulle, % = 1, la relation (3.38) nous impose le c(hoix )
-
I+o
Pour le moment, nous ne traitons que le cas ot V. > 0 et |Va| > [Rg| (cas du
freinage en marche avant). La définition (3.43) obtenue correspond alors bien
& la définition générale (3.30)).

Flo) = — ) (3.43)
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caleul de F(o)

Dans le cas particulier g = 0, on a (d’aprés (3.34)) la relation

= sign(6) tan & (3.44)

En reportant directement (3.44) dans F7=°(6), on obtient

Fy(0) = F3=(sign(6) arctan o) = sign(§) F="(arctan o) (3.45)

Lorsque le glissement g est nul, % = sign(8), la relation (3.39) nous impose
alors le choix

F}(o) = F{=(arctan o) (3.46)
On vérifie bien que la relation (3.46) cst en accord avec la définition générale
(3.31) (il suffit pour retrouver (3.46) de reporter V, > 0 et |V,| > |Rg|
dans (3.31)).

Nous venons de prouver que les fonctions FJ(c) et F!(c) données respectivement
par (3.43) et (3.46) sont correctes dans 2 cas trés précis lorsque g = 0 ou lorsque
&= 0. Nous n'avons pas établi par la théorie que ces 2 fonctions restent pertinentes
lorsque g el § sont quelconques. Les expérimentations menées dans [BNP87] I'ont
prou

CAS D’UN FREINAGE EN MARCHE ARRIERE, ET CAS D'UNE ACCELERATION

Dans [BNP8T], les auteurs ne s'étaient intéressés quau cas du freinage en marche
avant, dont nous venons de parler. En utilisant les propriétés de symétrie et d’antisymétrie
des réactions sol sur pneumatique, trés généralement observées lors d’expérimentations, il
est, possible de proposer pour F un modéle plus général, qui inclut le freinage en marche
arriére et les phases d’accélération. Ce modéle est donné par les équations (3.25) & (3.31).
1l a 6t obtenu & partir des fonctions (3.37)-(3.43)-(3.46) sur la base des raisonnements
suivants

Freinage en marche arriére

Etre en marche avant ou en marche arriere ne change rien au niveau de Vamplitude
des forces de réaction du sol sur le i si les conditions de gli
longitudinal et de dérive sont identiques, F* aura bien évidemment méme norme que
I’on soit en marche avant ou en marche arriére. La direction du vecteur F' par
contre, est modifiée. Nous aurons précisément que

le signe de F, est inversé - une force de freinage, par nature, s'oppose au
mouvement. Donc, si le sens du mouvement est inversé, celui de F. le sera
aussi.

le signe de F, reste identique : en effet les vecteurs £, et V, se trouvent, par
nature, de part et d’autre du plan de la roue. Donc si V reste de méme signe,
F, lui-aussi conservera son signe.
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Les fonctions (3.25)-(3.26) modélisent tout & fait ce comportement : si sign(V,) = —1
(et toujours sign(|Vs| — [R¢|) = 1, cas du freinage), nous avons
g change de signe (Définition 3.1),
72, 0y et o gardent alors exactement la méme valeur qu’en marche avant,
F, change bien de signe alors que F, garde le sien.
cas d'une accélération
Les expérimentations ont montré que 'on avait les symétries suivantes entre I'accélé-
ration et le freinage -
Fi(6,-9) = —F:(,9) (3.47)
Fy(8,—9) = Fy(é,9) (3.48)
Les fonctions (3.25) et (3.26) ont été construites de maniére & ce que les rela-

tions (3.47) et (3.48) soient satisfaites. Vérifions que ces relations sont effectivement
satisfaites dans le cas de la marche avant (i.e. sign(Vy) = 1)

freinage accélération
sign(|V| = |R@|) = 1 sign(|Vz| — [Rg|) = —1
g -9
devient
] 5
Tz —0z
o devient a,
- -
. 7
devient
F, £

Les relations (3.47) et (3.48) sont effectivement satisfaites, il en va de méme pour
la marche arriére.

Les Figures 3.11 & 3.14 ont été tracées a partir des fonctions (3.25)-(3.26). Les
expérimentations menées dans [BNP87] ont montré que ce modéle donnait des résultats
satisfaisants. Néanmoins, il n'est pas encore parfait. En effet, dans la réalité, un pneuma-
tique est soit let t en dérapage (longitudinal el ), ou soit
complétement adhérent au sol. Une situation ol le pneumatique serait en dérapage dans
une direction et adhérent dans 'autre, n’a, d’un point de vue physique, aucun sens. Or,
avec le modele proposé (3.25)-(3.26), une telle situation absurde peut se produire. Il suffit,
pour mettre cela en évidence, de rechercher la valeur de o, appelée o,, pour laquelle le
pneumatique perdrait adhérence. Dans le cas ol § = 0 (glissement pur), le pneumatique
glisse des que |g| > g,, ol g est la valeur de g qui limite la zone linéaire de F£=9(g). o, se
calcule alors & partir de (3.29) et de la valeur seuil g,; il correspond tout naturellement &
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la limite de la zone linéaire de F!(c). Dans le cas ot g = 0 (dérive pure), le pneumatique
glisse des que [§] > 4, ot 8, est la valeur de & qui limite la zone lindaire de F9=0(8). o, se
calcule de méme  partir de (3.29) et de la valeur seuil &,, il correspond 4 la limite de la
zone linéaire de F7(c). Si maintenant g ct 6 sont tous les 2 non nuls, et que Pon suit ce
raisonnement, le pneumatique semblera glisser longitudinalement dés que o > o2, ot o*
est la limite de la zone lindaire de FZ(c), et il semblera glisser transversalement des que
o> 0}, ot o} cst la limite de la zone linéaire de F)(o). Sion a 0% # o3, nous aboutissons
bien sur la conclusion, absurde, que le pneumatique pourrait déraper dans une direction
et pas dans Pautre (pour € [min(o2, 03), max(c%, o7)[). Le modzle proposé (3.25)-(3.26)
ne refléte donc pas exactement la réalité. Fort heureusement, en général 0% ~ o2, et donc
les fonctions (3.25)-(3.26) sont réalistes (les Figures 3.11 & 3.14, tracées & 'aide des fonc-
tions (3.25)-(3.26) sont assez fidéles aux expérimentations). Cependant, dans [BNP87],
les auteurs ont voulu proposer une modélisation plus fine, qui traite de maniére théorique
ce dernier petit probleme.

.

Pour cela, ils de p. étrer les efforts 1 et
plus en utilisant o, 0, et o, mais au moyen des variables o}, o} et o* définies comme

suit

= (3.49)
. o
a5 = ‘7—: (3.50)

o = Jortop (3.51)

o* pourrait étre appelée déformation globale normalisée du pneumatique.

La structure générale des efforts pneumatique-sol qui est proposée est alors la suivante

Fi(6,9) = Z—%FL’(U*) (3.52)
Fog) = TR @)

Cette structure st trés semblable & la structure (3.25)-(3.26) que nous avions considérée
jusqu'a présent. Ainsi, les fonctions F/(c*) et F/(c*) qui interviennent dans ce nou-
veau modele se calculent en suivant exactement la méme méthodologie que celle utilisée
précédemment pour calculer les fonctions Fi(c) et Fi(o) :

4 dérive nulle, nous avons :

Lexigence (3.38) nous conduit alors &

Flo") = - (3.54)
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& glissement nul, nous avons

ol _ o
%G 9%

Sachant qu’a glissement nul, la variable v vaut 1 (voir discussion ci-dessous sur la
variable v), Iexigence (3.39) nous conduit alors &

Fi(0*) = F$=(arctan(}c")) (3.55)

Le modle (3.52)-(3.53) reste donc trés semblable au modéle (3.25)-(3.26) précédem-
ment développé. Néanmoins, d’un point de vue théorique, le premier modéle est beaucoup
moins satisfaisant que le second, puisque la situation absurde ot le pneumatique déraperait
dans une direction et pas dans Pautre, et qui pouvait se produire avec le modéle (3.25)
(3.26), ne peut pas apparaitre avec le modéle (3.52)-(3.53) en effet, au vu des fonctions
F(") et Fyo"), si " <1, le est en pseudo-gli et pseudo-dérive, &
Pinverse, si o* > 1, le pneumatique est en glissement et dérive, mais ce modéle ne conduit
jamais & la situation absurde mentionnée ci-dessus, il refléte donc mieux la réalité du
contact roue-sol que le modzle (3.25)-(3.26).

La contre-partie de ce perfecti du modele, est I'augmentation notable de sa
complexité dans le modzle (3.25)-(3.26), la direction de la force  nous était donnée via
le couple (05, ,). Ce couple de variables n’apparait plus dans le modéle (3.52)-(3.53), et
le couple (0%, 03) qui tient sa place ne lui est pas proportionnel. 1l a donc été nécessaire
d'introduire une variable supplémentaire, appelée facteur de direction, ct notée v, pour
recouvrer 'information sur la direction de F Le trés gros probleme est que v est une
fonction qui dépend de & et g, mais dont il n’est pas connu de représentation analytique.
Le seul cas oii la valeur de v est bien définie, est le cas § = 0 (cas dérive nulle), ot
pour les besoins de la construction du modele, v est fixé & 1 (voir ci-dessus). Sinon, dans
[BNPST], les auteurs ont été obligés de proposer au lecteur plusieurs faisceaux de courbes
pour lui permettre d’estimer cette nouvelle variable v. D’un point de vue conceptuel, le
modéle (3.52)-(3.53) est certes, beaucoup plus satisfaisant que le modéle (3.25)-(3.26),
car, de part sa construction, il modélise bien le fait que lorsque le pneumatique dérape,
il dérape longitudinal et 1 ce qui n’était pas toujours le cas avec
le couple (3.25)-(3.26). Cependant, du fait de la présence de la fonction non-analytique
v, le dernier modéle proposé est difficile & manier. Aussi, vu que le modélisation (3.25)-
(3.26), est, dans la plupart des cas, assez proche malgré tout de la réalité, on la préfere,
en pratique, au modzle donné par les fonctions (3.25)-(3.26).

Parmi les autres raffinements possibles que les auteurs proposent a la fin de l'article
[BNPS7] pour améliorer la modélisation de F, Pun consiste & modifier Pun des coefficients
de F, en fonction de la réaction | éci les expéri ont,
montré qu'il convenait d’ajouter au coefficient B’ de la fonction (3.19), la quantité

AB' = —TB'F.(5,9) (3.56)

oll T est une fonction positive de § et g, mais pour laquelle, encore une fois, aucune
représentation analytique n’a pu étre proposée. Comme I'amélioration apportée est tres
minime, ce raffinement n’est généralement pas utilisé en pratique.
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Découplage entre F, et F, lorsque g et § sont faibles

Comme cela a déja été dit & la section 3.1.2, on s'efforce, dans tous les problémes de
commande, de maintenir g et § dans leur zone respectivement de pseudo-glissement et de
pseudo-dérive (et ce, pour des raisons évidentes de sécurité). Dans ce cas, ’est-a-dire si g
et 6 sont vraiment trés petits, on peut en premiére approximation conserver pour F et F},
les expressions linéaires et découplées (3.10) et (3.16). Ce résultat peut étre montré comme
suit. Nous raisonnerons sur la modélisation (3.25)-(3.26). La modélisation (3.52)-(3.26),
pour les raisons expliquées ci-dessus, est laissée de coté

Plagons nous uniquement dans le cas d'un freinage en marche avant (sign(V.) = | et
sign(|Va| — [R@[) = 1). Si g et & sont trés petits, alors d’aprés (3.27) et (3.28)

o, ~ —g (3.57)

o, ~ tan§m 8 (avec§ alors exprimé en radians) (3.58)

En reportant (3.57) et (3.58) dans (3.29), on obtient que la variable o sera. dans ce c
elle-aussi trés petite, et que donc

— (3.59
Tlie 77 (3:59)
arctanc & o (3.60)

Les relations (3.59) et (3.60), reportées dans (3.30) et (3.31), puis dans (3.12) et (3.19),
conduisent alors, au vu de (3.13) et (3.20), aux approximations
Flo
Flfo

) ~ (3.61)
) ~ [)u (3.62)
En reportant (3.61) et (3.62) dans (3.25) et (3.26), et en utilisant (3.57) et (3.58), on
aboutit bien au résultat énoncé ci-dessus, & savoir que

Fi(6,9) ~ Gy (3.63)
F,(6,9) ~ D6 (3.64)

La quasi-totalité des articles traitant de la commande des robots mobiles utilisent,
comme modéle des réactions sol sur pneumatique, le modele linéaire et découplé (3.63)-
(3.64).

3.1.3.b Expression de C, dans le cas général

Le couple d’auto-alignement C, tire son origine dans le fait que la force transversale £,
appliquée & une roue n’a pas pour point d’application le centre de la roue, mais est située
en général un peu en arriére (par rapport au sens de marche de la roue, voir section 3.1.1).
Etant donné que dans l cas général, la force transversale F, est fonction & la fois de Pangle
de dérive § et du gl longitudinal g (voir la di section p ),il en va
naturellement de méme pour le couple C., et Iexpression (3.23) proposée pour G dans
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le cas dérive pure est inexacte dans le cas général oli & et g sont non nuls simultanément.
Dans les paragraphes précédents, nous avions vu que lorsque |g| augmentait, || F,(g, 8)]|
diminuait (voir Figure 3.14), on s'attend donc a ce que [|Ca(g, 6)|| en fasse de méme. Clest
bien ce qui est observé expérimentalement, comme le montre la Figure 3.15.

‘Couple dauto-algnement (nverse) -Ca. (en Newtons metos)

7z

e

dlssement o A Gerve delta (en dogros)

Figure 3.15: Couple d’auto-alignement C, en fonction de § et g

(La courbe de la Figure 3.15 a été tracée & Paide de la fonction C,(,g) donnée
dans [BNPST] et présentée ci-aprés (fonction (3.65)). Cette fonction ayant été validée
expérimentalement, la courbe obtenue refléte bien la réalité du contact pneumatique-sol)

Dans [BNP87], les auteurs proposent, lorsque I'on se trouve dans le cas général, de
modéliser €, comme suit

Calg,6) = gc;* (arctan o) (3.65)

ot la fonction C9=0(.) est donnée par (3.23)

Le modele (3.65) pour C, apparait comme tout & fait naturel au vu de la modélisation
proposée pour la force transversale %, que nous soyons en dérive pure (g = 0) ou dans
le cas général, la magnitude de G, est toujours donnée par la relation (3.4). Si e, distance
entre la projection sur le sol du centre de la roue et le point d’appui de £, (voir Figure 3.4),
est comptée négativement si le point d'appui de F, est en arriére du centre de la roue
par rapport au sens de marche (cas présenté sur la Figure 3.4), la relation (3.4) peut étre
ré-éerite de fagon algébrique comme suit

Cal9,6) = e(g,6)Fy(9,6) (3.66)
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F(g,6) a déja été modélisé (fonction (3.26)). La seule inconnue dans (3.66) est en fait la
fonction e(g, 6). Dans le cas dérive pure, la fonction e peut étre aisément calculée A partir
de (3.23), (3.19) et (3.66). Nous avons

5i6=0

sinon
Dans le cas général, des expérimentations ont montré que la fonction (3.67) restait val-
able, & condition de remplacer § par arctan o (c'est exactement la méme substitution de

variables que celle qui avail été faite pour obtenir la fonction (3.31) dans le cas de la
réaction transversale). Donc, dans le cas général, la variable e peut étre représentée par

la fonction
sig=8=0 e(g,6) = 0

9= )

sinon e(g,8) = Ciplarctanc) (3.68)

F{ ™ (arctano)

(3.67)

En reportant (3.68) dans (3.66) et en utilisant (3.26), on retombe bien sur la modélisation
(3.65) proposée pour Ca. Les expérimentations menées par les auteurs de [BNP8T] ont
montré que cette jon était global trés satisfai ily a juste des petites
erreurs qui apparaissent pour des g trés importants.

La modélisation (3.26) de Deffort transversal F,(g,8) est celle généralement utilisée
pour simuler le contact ique-sol. Néanmoins, il existe une modélisation plus
fine - la fonction (3.53). Si l'on fait le choix d’utiliser, malgré sa plus grande complexité,
cette seconde modélisation, il est bien sir possible d’affiner de maniére similaire le modéle
de Cu(g,6). En calquant sur le modéle (3.65) ce qui a été fait pour passer de (3.26)
a (3.53)-(3.55), on obtient le modéle suivant pour Cy(g,6) .

Cu(9,6) = ng“(arcLan ) (3.69)

oit la fonction C=0(.) est toujours donnée par (3.23). De méme que pour les 2 mod-
eles (3.26) et (3.53) pour F,(g,6), la différence entre les 2 modzles (3.65) et (3.69) pour
C.(9,6) est avant tout théorique, la seconde modélisation est dans chaque cas plus sat-
isfaisante, car elle assure que la situation absurde ofi le pneumatique glisserait dans une
direction et pas dans Pautre ne peut jamais se produire. Cependant, comme o3 et o3
ont en général des valeurs voisines, la premiére modélisation est, en pratique, souvent
admissible.

Si l'on souhaite améliorer encore le modle (3.69), les auteurs suggérent & la fin de
Varticle [BNP87] de prendre en compte la flexibilité de la carrosserie qui porte les roues.
En effet, si la structure qui tient les différentes roues du robot est flexible (et c’est toujours
le cas dans la réalité), les efforts longitudinaux et transversaux £ et F, n’ont pas comme
point d’appui, le point de la zone de contact pneumatique-sol qui est & la verticale du
centre de la roue, mais un point légérement décalé. Ce léger décalage affecte la valeur du
couple d’auto-alignement C,. Les auteurs de [BNP87] proposent, pour tenir compte de la
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flexibilité de la carrosserie, d’ajouter & la valeur de C, donnée par (3.69), la quantité

1 1
=—(+ -] Elg, )R\,
ACy(0.8) (Ly L,) (9,6)F(9.5)
oi
F.(g,6) et F,(g,6) sont les fonctions données respectivement par (3.52) et (3.53),

L, et L, sont respectivement I’élasticité longitudinale et transversale de la car-
rosserie.

Enfin, si I'on suppose que le glissement longitudinal g ct Iangle de dérive § restent
dans le domaine respectivement des pseudo-gli et pseudo-dérives (cas générale-
ment rencontré en pratique, pour des raisons évidentes de sécurité), il est facile de voir
que Pexpression linéaire et découplée (3.21) est une approximation satisfaisante de C,(g, §)
(tout comme (3.10) et (3.16) étaient, dans ce cas de figure, des approximations satis-
faisantes pour Fi(g, ) et (g, ), voir section précédente). En effet, les relations (3.58)
et (3.60) restent valides, et (si I'on raisonne sur le modéle classique (3.65)), en repor-
tant (3.58) et (3.60) dans (3.65), (3.23) et (3.24), on aboutit bien & la forme linéaire
découplée (3.21).

3.1.4 Lien entre les modéles proposés et I’expression des efforts
roues-sol dans le cas roulement pur sans glissement

Sous les hyp de roul pur sans gli v ion des efforts

que-sol peut se calculer i ément depuis les équations du il suffit pour
cela de prémultiplier & gauche par A”(g) les équations (2.45) et (2.48) d’Euler-Lagrange
du robot considéré, ce qui donne :

AT M@0 = A7) [Clasd) + Plai) + Bu—M3(an]  (370)
puis de reporter la structure (2.43) de F(q,4) dans (3.70) :
A @M@S@)i = AT [Clani) + Bu= M3 + (AT@A@N @)

La matrice A”(q)A(g) étant forcément inversible, Pexpression des forces de contact roues-
sol est nécessairement

Flad) = A@) @72)
A = (ATQA) AT [~Clad) = Bt Mo+ Mg)3(0)i] (373)
Note : dans tout ce qui précéde, nous avions toujours spécifié que le vecteur des efforts

roues-sol dépendait uniquement de q et de . Dans (3.73), le vecteur A, appelé vecteur
des multiplicateurs de Lagrange, relié & F(q,q) par (3.72), est par sa part exprimé en
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fonction de g, 7 et ij. La fonction A a été exprimée ainsi uniquement pour des commodités
écriture, le modle (2.51) permettraient, si besoin était, d’exprimer A uniquement en
fonction de q et 4.

Lorsque I'on se place sous les hypothéses de roul pur sans gli on nutilise
pas les modélisations proposées A la section 3.1 pour les efforts de contact roues-sol, on se
contente d'utiliser I'expression (3.72), trés simple. 11 est néanmoins intéressant de regarder
comment Iexpression (3.72) peut étre reliée aux différents modzles des efforts roues-sol
proposés a la section 3.1. Les hypothéses de roul pur sans gl Sexpriment
comme : la vitesse des points du robot cn contact avec le sol est nulle, ce qui peut étre
traduit par les relations (3.2) et (3.3), ou encore, en utilisant les Définitions 3.3 et 3.1,
comme :

{g s (3.74)

Aussi, en reportant (3.74) dans (3.12) et (3.19), on voit clarrement que le cas particulier
roulement pur sans glissement peut s’obtenir depuis le cas général ou des glissements et
des dérives sont présents, en considérant que les constantes D, et D,, qui paramétrent le
cas avec glissement, sont infinies. En reportant maintenant (3.74) dans (3.63) et (3.64),
on voit que de la méme fagon, le cas roulement pur sans glissement correspond a des
rigidités de glissement G et de dérive D infinies.

Les hypothéses de roul pur sans gl peuvent étre vues comme un déplace-

ment du robot sur un sol trés particulier dont les propriétés seraient : les rigidités de
glissement G el de dérive D sont infinies.

A linverse, dans le cas roul pur sans gli: le couple d’auto-ali [N

est toujours nul (puisque le plan de la roue et le vecteur vitesse linéaire de la roue sont
i chaque instant alignés). Par conséquent, au vu de (3.23) ou (3.21), il 'y a cette fois
aucune contrainte sur les constantes D. ou @ quand on passe du cas avec glissement et
dérive au cas roulement pur sans glissement.

Les considérations précéd de proposer une définition cohérente pour
la variable & qui apparait dans le modele générique (3.77) de robot mobile introduit dans
[ACB95b]. Au vu de (3.76), ¢ mesure I'écart entre les conditions réelles du mouvement et
les hypotheses de pur sans gl Une indication précise sur les conditi
du mouvement est fournie par les rigidités de glissement G, ct de dérive D; de chacune
des roues. Donc il apparaitrait tout & fait normal de relier ¢ & ces grandeurs. En utilisant
ce que nous venons de voir, il apparait trés logique de définir & comme suit :

min (mmE,mm ; ) el (3.75)

En effet, lorsque 'on se trouve sous les hypotheses de roul pur sans
d’aprés ce qui vient d’étre dit, les rigidités de glissement G, et de dérive D, de chacune
des roues sont infinies, donc nous obtenons, comme attendu, € = 0. L'équation (3.75) est
la définition proposée dans [ACB95b] pour e.
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3.2 Modéles de robots mobiles

La description des forces de contact pneumatique-sol est la tache la plus difficile dans
la modélisation d’un robot mobile. Différentes solutions possibles & ce probleme ont été
apportées & la section 3.1. A partir de 13, Pobtention d’un modéle de robot mobile ne
pose plus aucune difficulté la trés grande majorité des auteurs a dérivé un modele a
partir de la Relation Fondamentale de la Dynamique (notée RFD dans la suite), les autres
se sont tournés vers les équat: d’Euler-Lagrange. Les diffé modeles ainsi obtenus
sont passés en revue dans cette section.

3.2.1 Perturbation singuliére du modeéle générique

Sous les hypothses de roulement pur sans glissement, on pouvait se dispenser de la
connaissance explicite des forces de contact roues-sol. Cela n’est malheureusement plus
possible dans le cas oft il y a glissement, comme le montrent les calculs suivants, tirés de
[ACBY5b] . il y a glissement, les contraintes données par la Proposition 2.12 est violée,
par conséquent ¢ n'est plus donné par (2.48), il peut maintenant varier dans I'espace
complet de dimension n. De part la relation liant les matrices A(g) et S(g), A(g)u(t) est
orthogonal & S(q)n(t), pour toutes fonctions n(t) et u(t). Par conséquent, on peut écrire

= S(q)n(t) +eAlg)u(t) (3.76)

L’avantage de cette écriture est que le terme eA(q)u(t) peut étre interprété comme une
mesure de la violation des contraintes. En jouant sur €, il est possible d’utiliser des
techniques de perturbations singuliéres pour estimer la robustesse des lois de commande
basées sur un modele de roulement pur sans glissement (voir [ACB95b)).

En reportant (3.76) dans (2.45), on obtient désormais comme modéle

18, 4] ( E”# ) .

(I8, AT M[S, A3, A]T [(c + F 4 Bu) - M(§, A] ( E’L )]

Il

q

(&)

Puisque F(g, §) est désormais prémultiplié par ([3, A]"M(S, A])1[$, A]” qui est inversible.
il n'est plus possible de le faire disparaitre.

1l va donc falloir, dans le cas d’un roule avee gli:

Jorces de contact roues-sol

calculer les

Le modele (3.77) est donc un modele générique de robot mobile, dans le sens qu’il
permet de décrire le comportement de n’importe quel robot mobile, et relativement facile
4 batir, puisqu’il suffit d’identifier la classe & laquelle appartient le robot pour connaitre
immédiatement les matrices A(g) et $(q). Les autres éléments du modele (3.77)  M(q).
C(q,4) et B, qui correspondent respectivement i la matrice d’inertie du robot, aux efforts
centrifuges et de Coriolis attachés au robot, et & la table d’action des actionneurs sont des
données du probleme de modélisation et donc sont connus. Quant & F(q,4), qui corre-
spond aux efforts de contact roues-sol, son expression peut étre dérivée de la section 3.1
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Dans [ACBISb], les auteurs se sont placés dans le cas oi l glisement g et Ia dérive §
restent dans leur zone respecti de pseudo-gli et de pseudo-dérive. Les réac-
tions longitudinale F, et tr le F, sont donc repré par un modéle linéaire
et découplé du type (3.63)-(3.64). En fait, le modéle retenu dans [ACBISb] est encore
légarement plus simple, puisque la défnition retenue pour g nest pas la Déinition 3.1
mais Papproximation (3.8), elle-méme si en rempl au dé V, par
V, cest-a-dire g est défini par

pe
9=t (3.78)

=L<

Comme les auteurs ont fait I'hypothése que g reste toujours trés petit, Uerreur entre

la Définition 3.1 et (3.78) est faible (puisque dans ce cas % ~ ¢ et Vi ~ V). Une

approximation identique a été faite pour la variable de dérive §, définie non par (3.14)

mais par

W
Vi

Les définitions approchées (3.78) et (3.79) de g ot § ont été faites par les auteurs de

[ACBY3b] uniquement dans lo but de simplifer I'expression finale du vecteur des forces

généralisés représentant les forces de contact ique-sol. Les définiti

(3.5) et (3.14) respectivement pour g et § auraient tout & fan pu étre utilisées, Pécriture

finale de la force aurait juste été un peu plus lourde.

Enfin, le couple d’auto-alignement C; a été négligé, approximation trés courante dans la

littérature.

(3.79)

En utilisant les expressions (3.78) et (3.79), le modele linéaire et découplé des efforts
du sol sur la roue ¢ du robot peut étre écrit sous la forme matricielle .

Ei\_ 1 (G 0Y)(Rp-V.,
(m)’m(o D)( Vi (380)
Le terme (R —Vas, V,,.)7, qui apparait dans Iéquation ci-dessus n’est en fait rien d’autre

que la vitesse linéaire Vz; du point de contact de la roue i avec le sol. Soit 7(g) la matrice
exprimant Vi, en fonction de g :

Vi =TT ()i (3.1)
et L;i(q) la matrice donnée par :
Li()A™(q) = T7(q) (3.82)
En utilisant (3.81) et (3.82), la relation (3.80) peut encore s'écrire
Fa)_1(G o T
( a ) =W ( 0 D ) Lilg)AT(9)q (3.83)

La méthode de modélisation retenue dans [ACBSb] est le formalisme d’Euler-Lagrange.
Le vecteur F(q,q) qui représente dans (3.77) les forces de contact roue-sol n'est pas
directement la somme des vecteurs (Fx, Fy,)7 tel que donnés dans (3.83), mais la somme
des forces généralisées associées & chacun des vecteurs (FL., F,,)T La force généralisée
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associée au vecteur (£, Fy,)7 est définie comme suit  la puissance de la force (F,, F,,)T
donnée par (3.83) est

Wo= (Foy Fy)TVE = (Foy Fu) T Li(9) A" (9)d (3.84)

La contribution de (Fl, F,)7 & la force généralisée F(g,q), notée Fi(q.4), est définie
par

Wi = Fi(q,0)"4 (3.85)
En regroupant (3.84), (3.85) et (3.83), on en déduit que

R(0.0) = AL q)( b )L.(q)A’(q)q' (3:56)

La force généralisée F(q,4) qui apparait dans le modéle générique (3.77) est alors simple-
ment la somme des vecteurs Fi(g, ) associés a chaque roue.

Le modzle (3.77) apparait comme trés pertinent, vu qu'il a élé bati comme une per-
turbation du modele générique (2.51) utilisé sous les hypothéses de roulement pur sans
glissement . en effet, tous les termes qui ont été ajoutés dans (3.77) par rapport & (2.51)
sont prémultipliés par la constante ¢, supposée petite (le modéle (2.51) se retrouve ainsi
en faisant simplement & = 0 dans (3.77)). Le fait que le modele (3.77) soit une perturba-
tion du modéle écrit sous les hypotheses de pur sans gli va permettre
de tester la rok vis & vis des gli des tres b lois de
écrites pour le cas roulement pur sans glissement, ce qui n’avait pas été fait jusqu’alors.

A titre d’exemples, et de maniére & pouvoir réaliser des simulations numériques, le
modéle générique (3.77) a été particularisé, dans [ACBY5b] et [Ren93], au cas d'un robot
32 roues fixes, montées sur un méme axe, et motorisées indépendamment (plus une roue
folle) (voir Figure 3.16), et dans [Ren93], au cas d’un robot tricycle, Clest-a-dire un robot
& 2 roues fixes montées sur le méme axe mais non motorisées, et d’une roue directrice
placée en avant des 2 roues fixes (voir Figure 3.17).

3.2.2 Description des principaux robots mobiles étudiés dans
la littérature et des motivations des auteurs

Dans la plupart des articles publiés dans la littérature, un robot mobile bien précis a été
considéré. Les propriétés particuliéres du systéme étudié et/ou les conditions particulizres
dutilisation de ce systéme peuvent alors étre prises en compte, et un modéle plus simple
que le modéle (3.77) peut étre dérivé. Dans cette section, nous présentons les modzles
proposés dans la littérature pour différents types de robots mobiles

Les robots mobiles étudiés dans la littérature peuvent étre rangés en 3 catégories

le chariot, représenté sur la Figure 3.16. Il est équipé de 2 roues fixes, montées
sur un méme axe, mais commandées indépendamment I'une de I’autre, de fagon a
pouvoir diriger le robot. Une troisieme roue, montée folle (non représentée sur la
Figure 3.16), permet au robot d’étre stable. Sous les hypothéses de roulement pur
sans glissement (Hypothéses 2.2), ce robot appartient a la classe R2.
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le tricycle, représenté sur la Figure 3.17. Les 2 roues arriéres sont, comme dans le
cas du chariot, fixes et montées sur le méme axe, mais elles ne sont plus motorisées.
La propulsion et la direction du tricycle sont assurées exclusivement par la roue
avant, motrice el directrice. Sous les hypothéses de roulement pur sans glissement
(Hypotheses 2.2), ce robot appartient & la classe R

la voiture, représentée sur la Figure 3.18. Ce systéme correspond classiquement &
un véhicule routier & 4 roues directrices toutes les roues sont orientables, avec la
restriction toutefois que lorientation des 2 roues avant d'une part, et des 2 roues
arricre d’autre part, est toujours identique. Quant & la motricité du véhicule, elle
est assurée exclusivement par les 2 roues avant. Sous les hypothéses de roulement
pur sans glissement (Hypothéses 2.2), ce robot appartient & la classe RY.

o\ I
Yy

Figure 3.16: Robot & 2 roucs fixes, montées sur un méme axe, et motorisées indépendan-
tement

Le chariot, représenté sur la Figure 3.16, avait fait I'objet de trés nombreux articles
dans la litté ala de des robots mobiles sous les hypotheses de
roulement pur sans glissement (voir par exemple [Pom92], [CA92], [SA91], [MS94], [CS92],
[MWS92] et d’autres articles des mémes auteurs, [ACB95b], ), et ce, en raison de la
simplicité de ses équations. De fagon & prolonger ces travaux, il apparait relativement

logique de I'étudier de nouveau lorsque I'on aborde le cas roulement avec glissement.
Clest dans cette optique que se situent Particle [ACB95b] et les rapports [Sac93] et
[Ren93]. Par cxemple, les 2 types de modéles généralement considérés dans la littérature
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sur la commande des robots mobiles sous les hypothéses de roulement pur sans glissement
(i.c. modéle cinématigue - les commandes du modéle sont les vitesses de rotation des roues

et modéle dynamique les commandes du modéle sont les commandes réelles, cest-a-
dire les couples appliqués & chacune des roues -) sont successivement étudiés dans [Sac93].
Dest le seul rapport, & notre connaissance, ol les 2 types de modzles sont encore dérivés
Dans tous les autres articles et rapports, vu que prendre en compte les glissements signifie
que Pon cherche & se rapprocher de la réalité, le modéle cinématique est laissé de coté au
profit du modéle réel, c’est-a-dire du modéle dynamique.

La modélisation du chariot, dans [Sac93] comme dans [Ren93], est légerement simpli-
fice seules les forces de contact liées aux 2 roues fixes sont prises en compte pour calculer
la dynamique générale du systeme. Les auteurs, dans leur démarche de modélisation, font
comme si la roue folle nexistait pas. Ce parti pris se justifie en considérant toujours
le cas roulement pur sans glissement. En effet, si 'on suppose que ces hypothéses sont
vérifiées, la roue folle n’a aucune influence sur la cinématique du robot  étant donné
une configuration des roues fixes, il n’y a qu’une et une seule configuration de la roue
folle qui permette au chariol de bouger en accord avec les hypothéses de roulement pur

sans gli Par e du chariot est complé déterminé
par la seule donnée de la configuration des roues fixes. Ce résultat n'est pas propre au
chariot . de manitre générale, sous les hypothéses de roul pur sans gli les

roues folles ninfluencent pas le mouvement du robot (voir par exemple [CBA93]). On a
donc parfaitement le droit, dans le cas sans glissement, de les négliger lorsque I'on con-
struit le modéle d’un robot. Cela n'est plus exact lorsque les hypothéses de roulement
pur sans glissement sont relachées. Si on admet que la roue folle peut déraper, il n’y a
plus aucune contrainte sur sa configuration. Suivant cette derniére, la roue folle dérapera
plus ou moins, et de maniere évidente, cela influera sur le mouvement du robot. Si I'on
veut, étre exact, il faudrait donc prendre en compte la roue folle. Dans [ACB95b], une
modélisation du chariot est donnée & la fin de Particle en guise d’exemple pour I'utilisation
du modele générique, et la roue folle est effectivement prise en compte. Néanmoins, dans
[Sac93] et [Ren93], les auteurs se placent dans le cas ot glissements et dérives sont faibles,
Verreur commise en négligeant la roue folle sera done faible. Par conséquent, au vu des
simplifications que cela apporte au modéle final du chariot, négliger la roue folle est une
hypothese “rentable”

Le tricycle, représenté sur la Figure 3.17, est un systéme d’une complexité intermédi-
aire entre le chariol et la voiture. Le premier systéme a été trés étudié en raison de la
simplicité de ses équations, le second, en raison d’un évident intérét pratique, ce qui fait
que le tricycle a finalement été pen traité dans la littérature. Un modzle du tricycle, dans
le cas oi les glissements et les dérives sont. pris en compte peut étre trouvé dans (Ren93].
1l Sagit d de la particularisation du modéle proposé dans
[ACBY5b] au cas du tricycle, de facon & avoir un exemple illustratif autre que le chariot.

La voiture est de loin le systéme le plus souvent considéré dans la littérature traitant
de la commande des robots mobiles en présence de glissement. Cela semble trés naturel.
Les véhicules de type chariol sont généralement congus pour intervenir dans des milieux
trés structurés (intérieur d’une usine par exemple), et sans ive sur la
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a

Figure 3.17: Robot mobile de type tricycle

e 't

Figure 3.18: Robot mobile de type voiture, & 4 roues directrices
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vitesse. Dans ces conditions, les hypotheses de roul pur sans gl peuvent
passer pour raisonnables. A contrario, les systémes de type voiture sont clairement congus
pour se déplacer trés rapidement en milieux extérieurs (et donc non parfaits). 1l était done
logique, pour ne pas dire obligatoire, de prendre en compte les glissements et dérives dans
leur modéle.

De plus en plus d’auteurs 'intéressent aujourd’hui aux véhicules 4 4 roues directrices,
(en fait par 4 roues dircctrices, il faut entendre 4 roues orientables 2 par 2 : I'orientation des
roues avant est identique, de méme pour celle des 2 roues arriére. Le cas ob I'orientation
de chacune des 4 roues serait indépendante des autres n’a, & notre connaissance, été traité
que sous les hypotheses de roulement pur sans glissement (voir [TAM95b])). Les véhicules
4 4 roues directrices, comparativement aux véhicules & 2 roues directrices, sont, comme
souligné dans [Ack93) -

beaucoup plus sirs & haute et moyenne vitesse par exemple, dans le cas d’un
changement de voie sur autoroute, lorsque Pon dispose de 2 roues arriére directrices,
on peut commander leur orientation dans le méme sens que I'orientation des roues
avant, et il semble intuitif que, grice & cela, le chassis du véhicule restera beaucoup
plus paralléle & la chaussée que lorsque seule Porientation des roues avant était
commandée.

beaucoup plus agréables : par exemple, dans le cas d’un créneau, lorsque o dispose
de 2 roues arriére directrices, on peut commander leur orientation dans le sens op-
posé de celle des roues avant, ce qui t édi le rayon de b

du véhicule.

Jusqu'a ces derniéres années, les véhicules 4 roues motrices élaient peu répandus, on les
trouvait presqu’exclusivement dans le domaine des véhicules tout terrain. Cela est peu &
peu en train de changer, les véhicules routiers haut de gamme commencent & étre équipés

i de 4 roues directrices. La he sur la de des systémes & 4 roues
directrices est cependant loin d’étre achevée, comme en témoignent les nombreux articles
parus dans la littérature ces dernitres années.

Si 'on s'en réfere aux buts et motivations des auteurs, il est possible de ranger les
différents articles publiés en 4 classes

O Vobjectf des auteurs est de bitir le modéle le phus czact possible, soit & des fins de
simulation, pour valider les lois de ées (test de robustesse notam-
ment), soit pour développer des lois de commandes *haut niveau” (type commande
hiérarchisée, flove ou par réseau de neurones).

1

Q

Vobjectif des auteurs est de construire des lois de commande type retour d’état
pour contriler le déplacement horizontal du véhicule, i.e. contrdler la position et
Porientation du véhicule. Ignorer le déplacement vertical du véhicule (i.e. roulis,
tangage, oscillations verticales induites par les suspensions, le carrossage, les ir-
régularités du sol,...) permet de simplifier grandement le modéle d’une voiture, et
facilite donc la synthése d’une loi boucle fermée type retour d’état. Sous couvert
que le sol est globalement horizontal et homogeéne, et que la vitesse du véhicule n’est
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pas excessive en regard des trajectoires suivies (pas
trés vite), les lois synthétisées sur le modele hori

de courbes importantes prises
cront réalistes.

CT Pobjectif des auteurs est de construire des lois de commande type retour d’état pour
contréler le mouvement longitudinal du véhicule. Cest une restriction du probleme
p L’une des des du véhicule, p des roues,
est fixée : on aligne les roues avec la direction longitudinale du véhicule, et le
probleme posé est de contréler, 4 I’aide de la commande accélérateur-frein, la vitesse
et/ou la position du véhicule le long de la droite qu’il est contraint de décrire.

C1V Vobjectif des auteurs est de construire des lois de commande type retour d’état pour
controler le mouvement latéral du véhicule. Cest le probleme inverse du précédent.
La commande accélérateur-frein est fixée & zéro (i.e. on se place & vitesse constante),
et le probleme posé est de faire rattraper et suivre au véhicule une trajectoire donnée
(probléme du changement de voie sur une autoroute par exemple), en contrdlant
uniquement Porientation des roues.

Le mouvement longitudinal et le latéral d’une voiture ne sont pas, bien
P

évid Ii découplés : la | frein n’agit pas ex-

lusivement sur le dépl t longitudinal du véhicule, de méme que la commande

orientation des roues n agn pas exc]us:vement sur le mouvement latéral. Chacune des

des agit 4 la fois longitudinal et latéral On ne peut donc espérer
une voiture en réuni: une loi proposée dans la classe C**! et une loi pro-
posée dans la classe C'V Cela ne serait a la limite possible que si les plages de variation
de la vitesse longitudinale et des orientations des roues directrices étaient tres étroites.
En effet, on peut montrer facilement, voir par exemple [Al94], que si on linéarise les
équations d’une voiture autour d’une vitesse donnée et d’une orientation dee roues nulles,
alors, et seulement dans ce cas, il y a dé lage entre les el di et
latéraux. Mais pratiquement, la vitesse d’une voiture varic constamment ct I'on exploite
les possibilités d’orientation des roues directrices au maximum. Les travaux présentés par
les auteurs des classes C7/" et C!V sont cependant trés intéressants, soit comme premiére
étape vers la commande globale d’une voiture, soit comme algorithme de régulation local,
inscrit dans un schéma de commande hierarchi:

d

Les articles [Ack93] [Lee92] [MCH91] et [MT92] appartiennent  la classe CV
Dans les 3 premiers articles, le modéle de la voiture a été construit sur la base des hy-
pothéses suivantes : en premitre approximation, on peut considérer que le systéme voiture,
représenté sur la Figure 3.18, est équivalent au systéme représenté sur la Figure 3.19,
Cest-a-dire & un systéme ot (voir Figure 3.19)
les £ roues avant auraient éé concentrées en une seule roue, placée au centre Gy de
Paxe des roues avant (centre géométrique de Pessicu mais aussi centre de masse pour
peu que les 2 preumatiques soient & la méme pression), et soumise & une réaction
du sol double de celle appliquée dans la réalité a chacune des roues avant (de fagon
& ne pas fausser le bilan des forces dans la RFD).

les 2 roues arriére auraient été concentrées en une seule roue, placée au centre G,
de P'axe des roues arriére (de la méme facon centre géométrique et centre de masse),
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Figure 3.19: Schéma simplifié d’un robot mobile & 4 roues directrices

et soumise & une réaction du sol double de celle appliquée dans la réalité & chacune
des roues arriére (de fagon & ne pas fausser le bilan des forces dans la RFD).

I'hypothese est faite que le systeme simplifié ainsi obtenu est, en dépit de 2 points
de contact seulement avec le sol, parfaitement stable.

Sachant que I’ objectif des auteurs est uni de derle latéral
de la voiture, ce systéme simplifié sera tout & fait satisfaisant, pour peu que

la vitesse de rotation w du véhicule ne soit jamais trés élevée. En effet, les vecteurs
vitesse du centre des 2 roues avant et du point G sont (avec la numérotation des
roues et les notations de la Figure 3.18)

roue | Vi = (Ve—dw,V, +lw)
point Gy Vo, = (Voo Vi + lyw)
roue 2 7 = (Vatdw,V, +lw)

et si w est tel que le produit dw < V., les vitesses des roues 1 et 2 et du point Gy
peuvent étre confondues. Le glissement de la roue fictive, placée en Gy sera alors
quasiment égal & celui des roues 1 et 2 (cf. Définition 3.1). Puisque que nous avons
supposé que I'angle de braquage des 2 roues avant était identique (ay = oy = ay),
nous aurons la méme propriété pour la variable de dérive, et par conséquent, la force
de réaction sol sur roue (g, ) appliquée sur la roue fictive sera réaliste, et pourra
étre utilisée dans la RFD.

le sol soit homogene, de sorte que les diti

les mémes sur les roues droites et gauches.

de contact ique-sol soient.
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les couples appliqués respectivement aux 2 roues avant et aux 2 roues arridre sojent,
& peu prés les mémes (puisque I'on remplace 2 roues par une seule, on ne peut plus
modéliser un différentiel).

Ces conditions ne sont pas trop irréalistes, donc le systéme simplifié 2 roues est bien une
tris bonne approximation des systémes de type voiture, dans le cas bien sir ol objectif
est de le latéral du véhicule.

Pour étre précis, le systeme étudié dans [MCH91] n’est pas exactement le systeme
décrit sur la Figure 3.19. En effet, ce systéme est une idéalisation de robot mobile, dans
le sens que c’est un robot qui n’a aucune réalité physique (il n’aurait que 2 points de
contact avec le sol, et donc ne serait pas stable). Dans [MCH91], les auteurs proposent de
raisonner sur un systéme trés légerement différent, mais qui lui est réaliste  le systéme
modélisé et étudié dans [MCHO1] est le systéme représenté sur la Figure 3.19 auquel ont
é1é adjointes, sur Paxe perpendiculaire A (G;G,) passant par G, 2 roues folles dont les
centres, notés Gy et Gy, vérifient |GGl = GGyl = d. Un tel systéme possede 4
points de contact avec le sol et est donc parfaitement stable. Les roues folles influengant
peu la dynamique générale du véhicule, ce dernier systéme aura un comportement tres
voisin de celui représenté sur la Figure 3.19, et par transitivité, trés voisin d’un véhicule a
4 roues directrices. C'est pour cette raison que nous avons placé I'article [MCH91], pour
ce qui est de la modélisation, exactement sur le méme plan que les articles [Ack93] et
[Lec92]. Les auteurs, dans [MCHO1], avaient en définitive juste voulu travailler sur un
robot qui présentait le double avantage d’approximer le robot de type voiture et d’étre
réaliste.

Dans [MT92], les auteurs avaient aussi pour objectif de commander le mouvement
latéral d’un robot de type voiture. Toutefois, I'une des commandes qu'ils veulent utiliser
est la différence entre le couple appliqué sur la roue avant droite et celui appliqué sur la
roue avant gauche. Cette commande, peu utilisée d’ordinaire (du reste, ils montrent dans
leur article que cette commande est bien moins pertinente que la commande en orientation
des roucs arritre), n'apparait plus dans le modzle simplifié décrit par la Figure 3.19. Le
modele qu'ils proposent pour la voiture est donc un peu plus complexe que celui présenté
dans les 3 articles précédents, il est construit en raisonnant directement sur la Figure 3.18.

Pour le reste, les hypothéses de délisation sont global les mémes dans les

4 articles. L’article [Lee92] se distingue juste un peu des autres par le choix de ses

variables de commande et de sortie. Dans [Ack93] [MCHO1] et [MT92], les variables de

de sont di les ori des roues directrices, alors que dans [Lee9?2]

les variables de de sont les ori i itées des roues directrices, reliées aux

orientations effectives via un systeme du premier ordre, modélisant les inerties du systéme

d'orientation des roues. De méme, dans [Ack93] [MCHO1] et [MT92], les variables de sortie

sont la vitesse latérale et la vitesse de rotation de la voiture, alors que dans [Lee92] c’est

Pécart latéral et angulaire du véhicule par rapport a la trajectoire qu’il lui est proposé de
suivre.




128 Chap. 3. Modélisation en pré de gli

L'article [TC91], rentre dans la classe C'11, c’est-a-dire s'intéresse au contréle du
mouvement longitudinal d’une voiture. Plus précisément, le but des auteurs est de dévelop-
per une de pour le dépl longitudinal du véhicule, qui garantisse intrinséque-
ment que la variable de glissement g (Définition 3.1) reste, tout au long du déplacement,
dans la zone de pseudo-glissement, et ce pour des raisons évidentes de sécurité. Dit
autrement, le probleme est de réaliser un systeme ABS ASR, uniquement & base de
logiciel, sans plus aucun élément mécanique.

Une fois encore, au vu du probleme posé. la modélisation d’une voiture peut &re trés
significativement simplifiée. Comme premire étape, les auteurs se sont placés dans le cas
oir

la commande d’orientation des roues n’est pas utilisée. On suppose donc que la
Voiture suit une trajectoire rectiligne.

le sol est homogéne (i.e. les conditions de contact roues-sol sont les méme pour les
4 roues).

Dans ces conditions, les 4 roues ont strictement méme vitesse et donc strictement méme
glissement. g. Par conséquent, dans ce cas particulier, la voiture est équivalente & un
systéme mobile & 1 roue qui serait parfaitement stable, et ce, en dépit d’un seul point de
contact avec le sol. C’est un tel modéle qui est construit et exploité dans [TC91].

Le problime de la classe C11, i.e. la du dépl total (i.e. longitudinal
et transversal) d’une voiture pourrait trés certainement étre abordé en utilisant le modele
simplifié décrit a la Figure 3.19. Cependant, parmi les articles et rapports que nous avons
lu, ce probléme n’a été abordé que dans [All94], avec comme modéle pour la voiture,
un modele non-simplifié, du méme type que celui présenté dans [MT92] (qui avait é1é
construit en raisonnant directement sur la Figure 3.18), mais calculé ici par simplification
d’un modéle complet (modélisant les déplacements horizontaux et verticaux) de la voiture.

Les modéles complets (classe C1), qui modélisent la dynamique horizontale et verticale
d’une voiture, sont excessivement compliqués. Iis sont en général construits dans le but
soit, de développer des commandes “haut niveau” (commandes hierarchisées, floues ou
réseaux de neurones - références dans [Al194]-), soit de fabriquer un simulateur : simulateur
VERI dans [Tr 92] (outil d’aide et de test pour le développement d’un véhicule tout terrain
autonome CEA), simulateurs ProLab I et ProLab IT dans [Al194] (outil de test pour un
systeme d’aide & la conduite Projet PROMETHEUS), simulateurs développés par les
grands constructeurs automobiles (références dans [AlI94]). Dans ces modeles, des degrés
de liberté autres que ceux liés & la mobilité du véhicule sont pris en compte, & commencer
par ceux liés aux suspensions. Ces degrés de liberté revétent une grande importance,
notamment dans le domaine de la sécurité du véhicule : par exemple, si une voiture aborde
trop vite un virage, Pexistence de suspensions va conduire  un angle de roulis important
(la voiture penche du c6té extérieur au virage), ce qui risque de faire partir la voiture
en tonneaux. 1l est donc tout & fait normal que les constructeurs e, les équipementiers
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automobiles aient construit des modéles trés complets, qui rendent compte de tous les
degrés de liberté d'un véhicule.

Ces modeles sortent cependant du cadre de notre étude. Ce rapport se veut étre une
étude bibliographique sur la modelisation de robots mobiles dans le cas oi les hypothses
de pur sans gli sont relichées, avec dans Iidée de développer et /ou
de tester la robustesse de lois de commande calculées pour ces systemes. Les modeles
complets, sont trés précis, mais beaucoup trop complexes & utiliser pour la synthese de
lois de commande. Ainsi, dans [Al194], le modéle complet n’est pas utilisé pour construire
les lois de commande. Celles-ci ont été baties sur une version du modéle complet dont on a
expuirgé tout ce qui a rapport au déplacement vertical du véhicule. Par conséquent, dans ce
présent rapport, nous ne nous préocupperons pas des modéles complets, nous présenterons
juste trés brievement, & la fin de cette section, les degrés de liberté a considérer pour affiner
nos modeles.

3.2.3 Description des contacts roues-sol
Couple d’auto-alignement C,
Dans tous les articles mentionnés ci-dessus, le couple d’auto-alignement est toujours
négligé.
Réaction longitudinale F,

Quand Pobjectif de Particle est de réguler la dynamique laiérale d'un robot. se dé-
plagant & vitesse la réaction longi le F, n’est général pas mention
née. (est notamment le cas dans [Ack93], [Lee92). Cela est tout & fait logique sachant
que les auteurs font les hypothéses suivantes :

de

le sol sur lequel se déplace le robot est fai h ene (les
contact sont les mémes partout),

les forces de frottement des roues sur le sol sont négligées,
le robot se déplace  vitesse V constante.
V, <V,

Dans ces conditions, Ve ~ V, et donc V; est quasiment constant lui-aussi. Le systeme
étudié ne présente donc i pas d’accélérati itudinale, et I’absence de frot-
tement permet de conclure que toutes les réactions longitudinales F associées a chaque
roue sont. bien négligeables.

Dans [MCH91], le probleme de de est le méme; dant les réactions longi-
tudinales F; sont mentionnées. Cela tient au fait que cette fois, les forces de frottement
des roues sur le sol ne sont plus négligées. Afin d’étre dans le cas vitesse constante, les
forces de frottement doivent étre compensées. C’est uniquement pour cette raison tech-
nique que sont i duites les réactions | linales F. Elles sont prises arbitrairement
constantes, et aucun détail n’est donné sur la fagon de les modéliser (il n’est donné aucune
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indication sur la fagon de calculer F, en fonction de la vitesse de la roue et du couple qui
lui est appliqué).

Lobjectif des auteurs dans [MT92] est aussi de réguler la dynamique latérale d'un
robot se dépl a vitesse constante. L'une des des qu'ils souh utiliser
étant, comme cela a déja été mentionné, la différence entre le couple appliqué sur la roue
avant droite el celui appliqué sur la roue avant gauche; les auteurs cette fois devaient
nécessairement prendre en compte les réactions longitudinales. Dans [TC91], ot 'objectif
est de controler la dynamique longitudinale du robot, et dans [Sac93] et [Ren93] dautre
pat, oi Fobjectif est de contrdler toute la dynamique horizontale du robot étudic, les
réactions longitudinales sont bien évid

Définition de la variable de glissement

dans [TC91] et [MT92], la définition choisie pour la variable de glissement g est
exactement celle choisie ici (Définition 3.1)

dans [Ren93], I'objectif de I'auteur était d’appliquer sur 2 exemples, le chariot et
le tricycle, le modéle générique (3.77) proposé dans [ACBSb]. Par conséquent, la
définition retenue pour la variable de glissement ¢ est lexpression (3.78) proposée
dans [ACBY5b] que nous avons déja commentée & la section 3.2.1.

dans [Sac93], la premire définition donnée est la Définition 3.1. Dans la suite du
rapport [Sac93], comme Iauteur se place dans le cas ot les glissements restent petits,
il propose d’approximer la Définition 3.1 de g par (3.8). Si les glissements restent
effectivement petits, nous avons V, ~ R, et donc Uerreur sur la valeur de g est trés
Jaible. Cette approximation a été dictée par le fait que dans toute la premisre partic
de son rapport, Pauteur considére ¢; el ¢, , vitesses angulaires des 2 roues motrices,
comme des commandes. Si la Définition 3.1 de g avait été gardée telle quelle,
Pauteur se serait retrouvé fréquemment avec une ou des variables de commande au
dénominateur (dés que Pune ou l'autre des roues passait en phase d’accélération).
Le fait que le modele du robot mobile ne soit plus affine en les commandes aurait
rendu le probleme de la synthése d’une loi de commande beaucoup plus ardu, et
il est donc logique que auteur ait songé & modifier légérement sa définition du
glissement.

Eapression de F.

Dans [Ren93], I'expression linéaire découplée de F;, proposée dans [ACB95b] est reprise
immédiatement, (voir section 3.2.1). En revanche, dans les 3 autres articles, la premiére
représentation utilisée pour F, est une représentation non-linéaire.

Dans [TC91], la fonction Fy(g) nest pas donnée analytiquement, mais via une série
de courbes, que nous avons du reste reportées dans ce rapport (Figure 3.6). L'allure de
ces courbes est tout  fait en accord avec I'allure que nous avons donnée a la section 3.1
pour F5=°(g) (dans [TC91], le robot est supposé se déplacer en ligne droite, les auteurs
sont donc dans le cas glissement pur). Comme I'objectif des auteurs est de contréler la
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dynamique longitudinale du robot tout en garantissant que Pon ne sort pas de la zone
de pseud ce modéle non-linéaire de £ sera utilisé tout au long de Particle
[TC1].

Dans [$ac93], la premiére expression proposée pour F est la fonction (3.12) que
Fauteur a tirée comme nous de [BNPST]. Liexistence d'un couplage longitudinal transver-

sal est évoqué, mais non détaillé. Cependant, cette i o de F, ne sera
pas utilisée pour la construction des lois de commande. L'auteur se place dans le cas
oit la variable de glissement g reste petite (i.e. tout au moins reste dans sa zone de
pseudo-glissement) et, par le méme raisonnement que celui que nous avons proposé & la
section 3.1, montre que Pexpression linéaire et découplé (3.63) décrit correctement I'effort
longitudinal du sol sur le ique. Cest cette expression qui sera utilisée dans toute
la partic commande de [Sac93].

Dans [MT92], une allusion rapide est faite & la forme générale de Fy. Il est notamment
donné des graphes similaires  la Figure 3.5. Mais dans le modéle du robot, exploité par
la suite, la réaction longitudinale est modélisée par la forme linéaire et découplée (3.63),
& ceci prés que les transferts de charge sont pris en compte

11 & été dit & la seciion 3.1 quen premire approche, on powvait considérer que les
réactions longitudinale F, et tr le F, dép de la charge.

Au repos, les charges supportées par I'une des roues avant et par I'une des roues arriere
sont respectivement données par (3.87) et (3.88)

l
ol -

Fipres = 50, 51yM9 (3.87)
v _ i

Flirepos = 0, +l,)M" (3.88)

ol
M est la masse totale du véhicule,
g est I'accélération de la pesanteur,

Iy et I, sont les distances entre le centre du véhicule et respectivement Iaxe des
roues avant et Paxe des roues arriére (voir Figure 3.18).

Quand le véhicule aborde une courbe, un transfert de charge se produit du cbté qui est
Pintérieur du virage vers le ¢6té qui est & Pextérieur du virage. Ce transfert de charge,
Pavant et & Parriere, a respectivement pour amplitude (3.89) et (3.90) :

1, hF,

T —_— e
T! W +1) d (3.89)

- Iy hE.
"= A d @0

F, est la force centripéte qui agit sur le véhicule,
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h est la hauteur du centre de masse par rapport au sol,
d est la demi-longueur de Paxe des roves (voir Figure 3.18).

La force centripéte F. est donnée par

F.=M— 3.9
s (391)

ol p est le rayon de courbure de la trajectoire suivie, défini par
plw+h) =V (3.92)
w : vitesse angulaire du véhicule (voir Figure 3.18),
V  vitesse linéaire du véhicule (voir Figure 3.18),
B angle entre V et I'axe longitudinal du véhicule (voir Figure 3.18).
En reportant (3.92) dans (3.91), puis dans (3.89)-(3.90), et finalement dans (3.87)-(3.88),
on obtient comme expression pour la charge supportée par chacune des roues, lorsque le

véhicule décrit une courbe

Fya= 2(u+l.) (Mg =) Fna= 2(':+' (Mg + M) -
Fra = sy i (Mo —1); Fuae= W s (Ma+ )

(3.93)

ot l'indice i de Fiy,, désigne le numéro de la roue, tel que défini sur la Figure 3.18.

L’expression retenue dans [MT92] pour modéliser la réaction longitudinale F.; du sol
sur la roue numéro , est donc en définitive 'expression (3.11) ot Fiv; est donné par (3.93).

Réaction transversale F, - Dans [TC91], les auteurs, comme cela a déja été dit plus

haut, envisagent uniquement le cas ot le robot se déplace selon une l|gne drolte (le but.
de Particle est de proposer une loi de de pour la dynamiq finale du
véhicule). Dans ce cas de figure, Iangle de dérive § ct la réaction transversale F, sont
constamment nuls tout au long du du robot, par é aucun modele
nest proposé pour F, dans [TC91]. Dans tous les autres articles mentionnés ci-dessus en
revanche, F, est modélisée et exploitée.

Définition de la variable de dérive

Dans tous les articles, la variable de dérive § d’une roue est toujours initialement
définie comme étant Iangle entre le vecteur vitesse linéaire de la roue et le plan de celle-
ci, cest-a-dire la Définition 3.3 donnée & la section 3.1.2. Cependant, comme tous les
auteurs se placent dans le cas oii § reste petit (i.e. le systeme reste dans la zone de
pseudo-dérive), I'expression non-linéaire (3.14) de § est approximée
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soit par .

v,

b= 2

V|
i.e. on identifie la fonction arctan avec lidentité. Clest le cas dans [Sac93] et
[MCHY1],
soit par

Vo

i

i.c. on identifie la fonction arctan avec lidentité, et suppose que Vi &V Clest le
cas dans [Ren93], [MT92], [Lee92] et [Ack93].

Ezpression de F,

Comme tous les auteurs se placent dans le cas ofi la dérive § reste faible, Pexpression
utilisée en pratique pour F, est 'expression linaire et découplée (3.64).

Dans [Sac93], la modélisation non-linéaire de £, (3.12), que Iauteur a tirée de [BNPST].
et le couplage longitudinal-transversal sont évoqués, de la méme maniére que cela avait
¢ fait au moment de la description de F,. Mais, au moment d’écrire le modzle du
robot et de Dutiliser pour calculer des lois de commandes, I'auteur montre, par le méme
raisonnement que celui que nous avons proposé a la section 3.1, que Pexpression lincaire
et découplé (3.64) décrit correctement leffort transversal du sol sur le pneumatique, et
Cest cette expression qui est finalement utilisée.

De la méme fagon, dans [MT92], une allusion rapide est faite & la forme générale de F,,
des graphes similaires & la Figure 3.9 sont donnés, mais le modéle exploité dans la pratique
est la forme linéaire et découplée (3.64), & ceci prés que, comme pour F, les transferts de
charge sont pris en compte, cest-a-dire que la rigidité de dérive D est donnée via (3.18)
ot (3.93).

Dans [Ack93] F, est initialement modélisée par un dével en série, ot ne figure

que les puissances impaires de & (étant donné que F(6) est anti-symétrique par rapport
40):

Fy(8) = D§ + i Dys* (3.94)
k=1

(avec Dy des coefficients constants). L’auteur reste assez vague quant & cette modélisa-
tion de F,(8) : la forme générale de la fonction F,(§) n’est pas présentée, la valeur des
différents coefficients Dy n’est pas donnée. Il semble que le propos de Pauteur ait été,
plutét que de proposer un modéle trés pertinent de F,(8), d’utiliser une modélisation trés
approchée qui lui permet toutefois de prouver la robustesse de sa loi de commande. Pour
le développement proprement dit de cette loi, 'auteur a utilisé Pexpression lincaire et
découplée (3.64) pour représenter la réaction transversale F,, c'est-a-dire s'est arrété au
premier ordre dans le développement (3.94).

Enfin, dans [Ren93], [MCHO1] et [Lecd2], F, est directement représentée par (3.64).
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3.2.4 Expressions des différents modeles
Modeles du chariot

Nous détaillerons juste le modle proposé dans [Sac93]. Le modéle proposé dans
[Ren93], en effet, est juste la particularisation au cas du chariot du modele générique
développé dans [ACBY5b], que nous avons déja présenté i la section 3.2

Dans [S2c93], les équations du chariot sont dérivées & partir de la RFD, écrite dans

lo repire [0, J.,J,] (voir Figure 3.16) dont Porientation est liée au robot. Les forces de
au sont, négligées. 1l reste done uni

les forces de contact pneumatique-sol F;, et F,, avec i € {1,2},
les couples moteur ou freineur Cy, 1 et (', 2 appliqués & chacune des roues.
L’auteur, comme cela a été dit page 122, a souhaité, par analogie avec ce qui a été

fait dans le cas roulement pur sans glissement, proposer 2 modzles pour le chariot un
modéle cinématique et un modéle dynamique.

modéle cinématique :

Le vecteur d’état dans ce cas est :

4= (2,9.0,V2, V), 0)

2,y sont les coordonnées de P, centre de D'essieu arricre dans le repére tournant
[0, ., J,] (voir Figure 3.16),

0 est Vorientation du robot par rapport au repére fixe [0, I, ] (voir Figure 3.16},

V;,V, sont les coordonnées de V/, vitesse lindaire de P, exprimée dans le repére
tournant [0, Js, J,] (voir Figure 3.16).
w=10
et le vecteur de commande
I=(¢1,¢2)
avec ¢y et s, les vitesses de rotation des roues 1 et 2.

L’utilisation de la RFD, et la modélisation retenue pour les efforts Fi et F), (voir
pages 131 et 133), conduisent au modele

& = Vityw
§ o= V-
0 = w

3.
Vyw + (g1 + g2) (3.99)

Vo £ B8+ 62)
o = Yg-g9)
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avec (seul le cas ¢ > 0 et V. a été considéré)

@ = (3.97)
& = (3.98)
5 = (3.99)

M et I respectivement la masse ct le moment d'inertie du robot par rapport & un
axe vertical passant par P,

L la demi-longueur de Uessieu arriére,
@ et D respectivement les rigidités de glissement et de dérive.
modéle dynamique
Le vecteur d’état est désormais -
0= (2,9,0,Vz, Vi, 0,1, 2)
et les commandes :
T = (Crnay Cima)

retenue pour les efforts F et Fy (voir pages 131

ilisation de la RFD et la modéli
et 133), conduisent au modéle :

i = Vityw

i V—aw

0 w

V. = Vw+ £ +g)

V, = Vit (5 +6) (3-100)
@ LS(gy — g3)

¢1 = HCus — RGa)

¢, = 5(Cuma— RGg:)

avec :
R rayon des roues,

J  moment dinertie des roues par rapport A leur axe de rotation.

Modele du tricycle

A notre connaissance, seul Pauteur de [Ren93] a traité le cas du tricycle dans le cas
o les glissements ct les dérives sont pris en compte. Le modéle proposé dans [Ren93]
est cependant uniquement la particularisation au cas du tricycle du modele générique
développé dans [ACBY5b], déja présenté & la section 3.2.1 Nous n’avons done pas de
détails supplémentaires A apporter & propos de ce modéle.
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Modéles d’une voiture

Comme nous 'avons dit plus haut, les modéles de voiture proposés dans la littérature
sont. plus ou moins détaillés, en fonction des préoccupations et des objectifs des auteurs.
Nous allons présenter successivement les modéles horisontan d'une voiture, les modiles
représentant sa dynamique latérale, et enfin ceux modélisant sa d linal
Les modeles complets, qui incluent la dynamique verticale d'une voiture seront simplement
évoqués & la fin de cette partie, car ils sortent du cadre de ce rapport.

Modéle horizontal d’une voiture

Un modzle horizontal de voiture est proposé dans [MCHOL]. L'objectif des auteurs est

de contréler la dynamique latérale du véhicule. Un modéle horizontal, c'est-
re incluant les dynamiques longitudinale et latérale, est toutefois construit par simple
souci de présenter un modele qui décrive complétement la mobilité du véhicule. C'est
uniquement dans la partie synthése de Ia loi de commande que Ia vitesse longitudinale

sera prise et la dynamiq itudinale laissée de coté.

andi

On rappelle (voir page 127) que le systeme modélisé effectivement dans [MCH91] est.
le systeme décrit & la Figure 3.19, auquel aurait été adjoint, sur P'axe perpendiculaire
a (GyG,) passant par G, 2 roues folles, dont les centres, notés Gy et G, vérifieraient
IGGall = |GG, || = d. Le vecteur d*état choisi par les auteurs est trés classique :

q=(Vz,V,0)
avec
(VauV,)  vitesse linéaire du centre du véhicule,
w  vitesse de rotation autour d’un axe vertical passant par le centre du véhicule.

et le vecteur de commande
I =(ay,r)

@y et o, sont les orientations respectivement des roues avant et des roues arriere du
véhicule.
Les équations du systéme sont dérivées & partit de la RFD, écrites dans un repére
tournant du type [0, J, J,] de la Figure 3.16. Les forces prises en compte sont

les réactions transversales du sol sur les roues directrices avant et sur les roues
directrices arritre, notées respectivement F ; et F,,

les réactions longitudinales du sol sur les roues directrices avant et sur les roues
directrices arricre, notées respectivement Fy et F.,,

les forces de résistance au roulement sur chacune des roues, notées Fyy, Fur, Fu
et Iy (respectivement roues directrices avant, arriére, roue folle droite et gauche).
dont le module est calculé selon la relation

Foi=KFn, i€ {f,rdg}
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avec

K une constante positive,
Fy, la charge supportée par la roue i.
La RFD et la modélisation retenue pour les efforts F; et F, (voir pages 129 et 133),
conduisent alors au modsle suivant
MV, = MV +(Fry— Foy)cosay + (Fop — Fy)cosay
—D’6ysinay — D76, sinar — Fugcos ag — Fygcosa, (3.101)
MV, = —MViw+ (Fry = Fo)sinay + (Frp = F)sina,
+D/6;cosay + D78, cos o, — Fyasinag — Fygsinay (3.102)
Io = l(Frp— Fop)sinag = L(Fep — F, ) sina,
+1;D8; cos ay — 1,D"5, cos a, (3.103)
avec

M et [ la masse du véhicule et son moment dinertie par rapport & un axe vertical
passant par son centre,

g et ay Dorientation des roues folles, respectivement droite et gauche.
DY et D sont les rigidités de dérive respectivement des roues avant et arriere.

Note Nous trouvons surprenant que les 2 forces F,q et F. o napparaissent pas dans
Péquation (3.103).

Modéle pour la dynamique latérale d’une voiture

Dans [MT92], [Lee2] et [Ack93], seule la dynamique latérale est modélisée. Les modeles
obtenus sont les suivants

o Modéle proposé dans [MT92]

On rappelle (voir page 127) que le systéme modélisé dans [MT92] est directement le
systeme représenté sur la Figure 3.18. L'objectif des auteurs est de réguler uniquement la
dynamique latérale du véhicule, c’est-a-dire réguler autour de 2 valeurs de consigne, les 2
variables

V, - vitesse latérale du véhicule (voir Figure 3.18),
w  vitesse de rotation du véhicule (voir Figure 3.18).
Aussi, le vecteur d’état choisi est
7= (Vsw)
quant au vecteur de commande, il consiste en
I = (as.ar,Cmi)

ol
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ay et a, sont les orientations respectivement ds roues avant et des roues arriere,

Cony avec i € [1,4], sont les couples moteur ou freineur appliqués & chacune des
roues.

Les équations du systéme sont dérivées & partir de la RFD, écrite toujours dans un
repére tournant du type [0, Jz, J,] de la Figure 3.16. Les forces de résistance au roulement
sont, négligées. 1l reste donc uniquement

les forces de contact pneumatique-sol Fy; et Fy; aveci € [1,4],

les couples moteur ou freineur Ci,;, avec i € [1,4], appliqués a chacune des roues.

Sans aucune approximation, les équations sont

4
MV, = —MV,w+3 Y,
=
1o = (Vi +Ys) = L(Ya + Vi) = d(Xy + X3) + d(Xz + X4)
avec

M et I respectivement la masse et le moment d’inertie du véhicule par rapport &
un axe vertical,

X, et Y; les composantes de la réaction du sol sur la roue 7 respectivement selon la
direction donnée par V et par V, (voir Figure 3.18), c'est-a-dire

Xi = Fecosai— Fysina,

Y, = F..sina;+ Fy,cosa,
En explicitant les réactions longitudinales %, et les F,, (repré ion linéaire

et, découplée avec transfert de charge pris en compte, voir page 131), et en faisant les

hypothéses supplémentaires

les angles a, restent faibles, de sorte que sina, ~ a, et cosa, & 1 Vi € {1,4},

I'angle que présente V avec laxe longitudinal du véhicule reste faible, de sorte que
V, = V et méme Vog & V,

Pangle de dérive 6, = 7, — a, peut étre approximé par (7, angle du vecteur vitesse
linéaire de la roue 7 avec la direction longitudinale du véhicule, voir Figure 3.18)

roues avant

roues arriére
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le modele définitif du robot devient

) 1D 1,(D' + D*) = 1,(D* + D*
iy, = _ERDy [LD DY) L@+ )+MV]N
v v
H(Fep + Fap+ D'+ D*)ay + (Feg+ Feg 4+ D* + DY)a, (3.104)
. (D' + DY) = (D + DY) B(D'+ D?) + (D* + DY)
16 v v, - v L

H(Fog + Fog+ D 4 D¥ag = L(Foa + Foy + D* + DY,
—d(Fep+ Fap = Frp = Foa+ (Fya = Fya)ag + (Fy — Fya)e) (3.105)

oi les D sont les rigidités de dérive de chacune des 4 roues (i.e. D = D Fiv,). Quatre

i ires sont toutefois nécessaires pour relior les com
mandes effectives du systeme (i.e. les couples Cn, appliqués sur chacune des roues) au
modsle (3.104)-(3.105)

Cons — R,
avec
I, moment d’inertie de la roue i par rapport & son centre,
R rayon des roues.
 Modele proposé dans [Lee92]

On rappelle que le systeme utilisé pour construire le modéle dans [Lee92] est le systeme
simplifié décrit sur la Figure 3.19 (voir page 125). On rappelle aussi que la vitesse longi-
tudinale V, est choisie constante, de sorte que les efforts longitudinaux £, sur chacune
des roues sont tous nuls.

Le vecteur d'état choisi par Iauteur est
q=(5,4y,40,V,,0,a5,0,)
avec

abscisse curviligne le long de la trajectoire de référence,

Ay erreur de positionnement latéral du robot, i.c. distance entre le centre du
robot et sa projection sur la trajectoire de référence,

A0 erreur d’orientation du robot, i.e. différence entre I'orientation du robot et la
tangente & la trajectoire de référence.

V, vitesse latérale du centre du robot,
w vitesse de rotation du robot par rapport a un axe vertical passant par son centre,
ay et a, : orientations respectivement des roues avant et des roues arriére.

et le vecteur de commande
T = (Qfress Orres)

ou



140 Chap. 3. Modélisation en pré de gli

Qfres el Qrpep sont les i d’orientation respectives des roues avant et
arriére.

Les équations du systéme sont dérivées & partir de la RFD, écrite toujours dans le
repére tournant type [0, J,, J,] de la Figure 3.16. Les forces de r
sont négligées. Il reste donc uniquement

ance au roulement

les réactions transversales du sol sur chacune des roues  Fy; et F .

En utilisant pour Fy; la forme linéaire et découplée (3.64) (voir page 133), les équations
sont -

5 D! 4D D! —1.D"
MV, = _+v,— /T“W w+ Doy + Doy (3.106)
S D" BDI 412D
o _u%_%u+l[nfo,~l,ovm (3.107)

avec .

M et I respectivement la masse et le moment d'inertie du véhicule par rapport &
un axe vertical passant par son centre,

D’ et D7 sont donnés par :

24 D' =2D? (3.108)
D = 20° =2D" (3.109)

L}

ot les D' sont les rigidités de dérive de chacune des 4 roues. (Pour les besoins du
modsle simplifié, on a supposé que la rigidité de dérives des 2 roues avant et celle
des 2 roues arritre étaient égales (i.c. D' = D? et D¥ = D1)).

Iy,1,,V sont respectivement les distances entre le centre du véhicule G et les cen
tres des roues fictives avant et arriére, et la vitesse du centre du véhicule (voir
Figure 3.19).

Comme attendu, les équations (3.106)-(3.107) correspondent exactement aux équa-
tions (3.104)-(3.105) entre les secondes et les premiéres, tous les Fy, ont été mis a zéro,
les D' ont été remplacés par DY et D" sur la base de (3.108) et (3.109), et les termes du
second ordre du type dFyqa, ont été négligés.

La dynamique des variables s, Ay et A0 découle de simples considérations géométri-
ques. Si T'on se place dans le cas (réaliste) o 4, angle entre le vecteur vitesse du véhicule
et la direction longitudinale de celui-ci (voir Figure 3.19), et A0 restent petits. cette
dynamique est donnée par les équations

v (3.110)

A= we Y (3.111)
Pres(s) .

Aj = VAO+Y, (3.112)
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Enfin, la dynamique du mécanisme orientant les roues est modélisée par un premier
ordre, c'est-a-dire par

. 1
by = —;(ux—am/) (3.113)

(3.114)

7y el 7, sont des constantes positives,

Les équations (3.106)-(3.107)-(3.110)-(3.111)-(3.112)-(3.113)-(3.114) constituent le mod-
¢le de véhicule proposé dans [Lee92].

o Modéle proposé dans [Ack93]
On rappelle, voir page 125, que le systéme utilisé pour construire le modéle dans [Ack93]
est, comme dans [Lee92] le systeme simplifié décrit sur la Figure 3.19. On rappelle aussi
que, comme dans [Lee92], la vitesse longitudinale V; est choisie de sorte que
les efforts longitudinaux F., sur chacune des roues sont tous nuls

Le vecteur d’état choisi par I'auteur est trés légérement différent du vecteur d’état
choisi par les auteurs de [MT92]. Il consiste en 2 variables

9= (B,w)
avec

B Dangle entre le vecteur vitesse ¥ du centre du véhicule, et la direction longitu
dinale attachée & ce véhicule (voir Figure 3.19)

w  vitesse de rotation du véhicule autour d’un axe vertical passant par le centre
dudit véhicule (voir Figure 3.19)

et le vecteur de commande
T=(apa)

ay et a, sont les orientations respectivement des roues avant et des roues arriére du
véhicule.

Les équations du systéme sont dérivées & partir de la RFD, écrites encore une fois
dans un repére tournant du type [0, J., J,] représenté sur la Figure 3.16. Les forces de
ési au roul sont toujours négligées. Il reste donc uni

les réactions transversales du sol sur chacune des roues  F, ; et F .
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Un rapide caleul de cinématique montre que V se ré-exprime en fonction des variables
utilisées dans [Ack93] comme :

V, = cos B(f + &)V + sin BV (3.115)
(oit les variables sont définies sur la Figure 3.19). Puisque la vitesse V/ est, par hypothese,
constante (en magnitude), et vu que langle § reste petit, I'expression (3.115) peut étre
approximée par o
Vo=(B+o)V (3.116)
Les angles de dérive des roues avant et arriére, respectivement &; et 6, définis comme
(voir Figure 3.19)

b = -
& = m—or
peuvent, compte tenu que f est toujours petit, étre approximés par
Lw
& = ag-p-L=
;= ag 7 (3.117)
Lw
& = o B+ .
a —f+ 1% (3.118)

En utilisant la RFD et les relations (3.116)-(3.117)-(3.118), on aboutit au modéle finale-
ment proposé dans [Ack93]

MV(§ +w) cosay  cosar Fyy(ag—B-4
b =, L cos M (3.119)
(] jcosay —l.cosa, Fyp(op —B+52
ol F, 4(.) et F,..(.) sont les modéles non-linéaires (3.94) proposés pour la réaction transver-

Modéle pour la dynamique longitudinale d’une voiture

On rappelle, voir page 128, que le systéme utilisé pour construire le modéle dans [TC91]
est un systeme idéalisé composé d'une seule roue. On rappelle aussi que la réaction
transversale F, est nulle puisque les auteurs ont fait I'hypothese que le robot se déplagait
uniquement en ligne droite (voir page 132), et que la réaction longitudinale F,(g) est
connue via un réseau de courbes (voir page 130).

Les forces qui ont été prises en compte sont
Réaction longitudinale F(g),
Couple moteur ou freineur (C,) appliqué & Paxe de la roue.

Force (£,) et couple (C;) de résistance au roulement (force et couples de résistance
aérodynamiques, de friction, etc

Le modele, obtenu par utilisation de la RFD, est le suivant

)

le vecteur d’état est

avec
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V  vitesse linéaire du centre de la roue,
¢ vitesse de rotation de la roue,
R rayon de la roue.
la commande .
T =(Cp)

et les équations -

v F,(V) | Ny
7= —M(—EMWE” (3.120)
v —C“";*’) - —N"’;’(” + CT (3.121)

avec

M et J respectivement la masse et le moment d’inertie de la roue par rapport & son

axe,

N, et Nj 2 constantes.

Modéle complet d’une voiture :

Nous appelons modéles complets d’une voiture les modéles qui prennent en compte tous
les degrés de liberté d’une voiture, c’est--dire & la fois sa dynamique horizontale et verti-
cale. Comme il a été dit page 128, ces modeles sont excessivement compliqués, et ne sont
developpés que dans le but de réaliser des simul ou pour développer des

“haut niveau” (type commande hiérarchisée, floue ou par réscau de neurones). Vouloir
construire des commandes type retour d’état sur ce type de modéles semble assez peu
réaliste. Comme ce rapport se veut étre une étude bibliographique sur la modélisation et
la commande par retour d’étal des robots mobiles dans le cas ob glissements et, dérives
ne peuvent étre négligés, nous ne détaillerons pas les modeles complets. Nous nous con-
tenterons de présenter les degrés de liberté pris en compte dans ouvrage [BIIG9], qui
propose une étude fic de la modélisation et des propriétés des véhicules routiers,
et dans 2 simul : le simulateur VERI, développé par le CEA, et les simulateurs
Pro-Lab I et Pro-Lab 11 développés dans le cadre du projet PROMETHEUS.

o Modeles proposés dans [E1169]

L’objet de cet ouvrage, qui commence toutefois un peu a dater (1969), était de proposer
une modélisation assez fine de la dynamique latérale d’un véhicule routier, et de carac-
tériser certaines de leurs propriétés, en premwr lieu leur stabilité. L’auteur par contre n’a
pas du tout étudié les proble de i de tels véhicules.

déli

Pour ce qui est de la des contacts i |

la réaction transversale F, et le couple d’auto-alignement sont caractérisés par toute
une série de courbes expérimentales, qui prennent en compte
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la nature du sol,
la pression du pneumatique,
la charge supportée par la roue,
le carrossage de la roue.
Le couplage avec la réaction longitudinale est pris en compte via des courbes du
type de la Figure 3.11 Des modéles analytiques pour F, et C, sont également

proposés. A linverse des modtles proposés dans [BNPST], déduits de résultats ex-
périmentaux via des interpolations, les modeles proposés dans [ENIS9] ont été calculés

en par toute une série de ressorts.
Nous avons rapidement présenté ceme modélisation page 97 et page 101, mais de
I’aveu méme de Pauteur, cette modélisation n’est pas

la réaction longitudinale Fj par contre n'est pas du tout détaillée. Aucune relation
entre F, el les vitesses du véhicule et des roues n'est proposée, ni entre Fj et le
couple appliqué sur les roues. Cela tient au fait que dans tous les calculs proposés
dans la suite de [EII69], hypothése est faite que la vitesse du véhicule est constantc
(et donc 7, = 0).

Les différents modéles proposés dans [EII69] sont

une modélisation de la dynamique latérale du véhicule, construite sur la structure
simplifiée décrite & la Figure 3.19,

une modélisation de la dynamique latérale du véhicule, construite sur la structure
réelle décrite & la Figure 3.18,

une modélisation de la dynamique latérale d’un couple véhicule-remorque,

une modélisation de la dynamique latérale d'un véhicule avec prise en compte des
suspensions (et donc du roulis),

Ces modeles sont écrits sous les hypothéses que Fy et C, peuvent éire modélisés par les

exp!

ressions linéaires (3.64) et (3.21). Des indications sont donné

pour tenir compte des

non-linéarités. Les parameétres suivants sont pris en compte

les transferts de charge dans les virages,
les forces aérodynamiques,
les effets du vent sur le comportement de la voiture.
Finalement, quelques indications sont données pour inclure dans les modgles

la flexibilité des pneumatiques (le plan de la roue se déforme lors de la rotation de
celle-ci),

le carrossage,
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le tangage,
les organes de transmission entre le volant et les roues.

Une série de tableaux présente enfin les caractéristiques géométriques et dynamiques des
principaux véhicules routiers.

Pour chacun des modéles proposés, une étude trés pointue de la stabilité du véhicule
est présentée.

o Simulateur VERI
Le projet VERI, majoritairement développé par le CEA, a la finalité suivante  développer
un véhicule Lout terrain autonome, capable d’épandre un produit chimique sur un terrain
quelconque contaminé par une ezplosion nucléaire ou une fuile de radio-activité, produit
chimique qui maintiendrait la radio-activité en surface, Uempéchant ainsi d’atteindre lo
nappe phréatique et de se propager. Parallelement & Vinstrumentation du véhicule tout
terrain, un simulateur a été construit pour aider au développement et 4 la validation de
lois de commande.

Ce simulateur, décrit dans [Tr 92], prend en compte & Iheure actuelle, les éléments
suivants

les réactions longitudinales F, et transversales F, du sol sur les roues sont représen-
tées par les modeles non-linéaires avec couplages (3.25) et (3.26).

1 sont. délisé

les forces de résistance au
frottement visqueux.

par un frott t sec et un

Paction des freins a été modélisée par la somme d’un frottement sec et d'un frotte-
ment visqueux.

le couple imposé par le moteur sur les roues motrices a été relié & la vitesse de
rotation du moteur par un polyndme du second degré.

les convertisseurs de couple, la boite de vitesse et le différentiels ont aussi été mod-
élisés.

Dans Pavenir, il est prévu de prendre en compte
les couples d’auto-alignement
les amortisseurs, et donc le roulis et le tangage du véhicule,
les déports de charge dans les virages.

que le sol n’est pas nécessairement parfaitement plat.

o Démonstrateurs Pro-Lab 1 et Pro-Lab Il
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Le projet Pro-Lab, développé dans le cadre du projet PROMETHEUS, a pour but de met-
tre au point des systémes d’aide & la conduite des capteurs embarqués sur le véhicule,
associés & quelques algorithmes de commande seraient censés avertir en temps réel le con
ducteur du véhicule des dangers de certaines faisabilité d'un dé

vitesse limite dans un virage, distance trop faible entre le véhicule et le véhicule qui lo
précéde,. .. 2 démonstrateurs, Pro-Lab I et Pro-Lab I, ont été développés pour concevoir
ces algorithmes “réfiexes”

Ces simulateurs, décrits dans [Al194], prennent en compte les éléments suivants

les réactions longitudinales /%, et transversales F, du sol sur les roues sont représen-
tées par le modéle linéaire et découplé (3.63) et (3.64). Le modéle non-linéaire (3.12)
et (3.19) est mentionné dans [Al194], mais non exploité. De plus le lien entre F, et
le couple appliqué sur les roues n’est pas présenté de facon explicite.

les couples d’auto-alignement sont décrits eux-aussi par un modéle linéaire.
le roulis (mais pas le tangage, ni le déplacement vertical du véhicule)
les déports de charge dans les virages.

les forces de rési au roull sont

avec la charge supportée par chacune des roues.

Efies,

par un rapport proportionnel

les réactions aérodynamiques.

une {élisation de la de du d Paction du conducteur sur le
volant n’est plus vue comme une succession d’échelons de consigne, mais comme
une succession de rampes, légérement retardées.

Cest ce modele qui est utilisé dans les différents simulateurs. Par contre, pour le

de lois de le, un modzle horizontal, obtenu en éliminant le roulis
des équations du modele complet, est utilisé. Ce modele s'apparente beaucoup au modele
présenté dans [MCHOL]. Il lui est toutefois adjoint un algorithme évaluant en temps réel
le roulis du véhicule & partir de I'évolution des variables du modéle horizontal, roulis qui
peut ensuite étre exploité & des fins de caleul de marges de sécurité. L'auteur montre
que le modéle horizontal et Iobservateur de roulis, pour peu que la simulation ne dure
pas trop de temps (quelques dizaines de secondes), ne divergent pas trop par rapport
au modele complet. Pour des prédictions & court terme (par exemple faisabilité d’un
dépassement), le modele horizontal et Pobservateur de roulis peuvent avantageusement
remplacer le modéle complet.

dé P

Des références & d’autres simulateurs, comme ceux développés par les constructeurs
et/ou équipementiers automobiles peuvent étre trouvées dans [AlI94].



Chapitre 4

Commande sous les hypothéses de
roulement pur sans glissement

A la section 2.1, lorsque nous avions discuté nos hypothéses de modélisation, nous avions
affirmé (page 13) que 'Hypothése 2.2 de roulement pur sans glissement placait les robots
mobiles & roues dans la classe des systémes mécaniques non-holonomes. Ce point, grice
aux éléments introduits au Chapitre 2, peut maintenant étre vérifié trés facilement - soit
un robot mobile & roues quelconque. Celui-ci peut étre décrit sans ambiguité par la donnée
du vecteur de coordonnées généralisées ¢ présenté a la Proposition 2.7. Les Hypothéses 2.2
de roulement pur sans glissement se formulent alors comme un ensemble de contraintes
du premier ordre, linéaires en les vitesses, qu'est tenu de respecter i chaque instant le
vecteur g et sa dérivée, Proposition 2.12. Les 2 résultats suivants s'obtiennent alors trés
facilement

Proposition 4.1 Non-holonomie des robots mobiles & roues sous les Hypothéses 2.2

Nimporte quel robot mobile & roues, sous les Hypothéses 2.2 de roulement pur sans glisse-
ment, est un systéme mécanique non-holonome au sens de la Définition B.1 o

Preuve : La Proposition 4.1 s'établit en reportant I'expression de la matrice des con-
traintes A(g) donnée par la Proposition 2.12 dans 'algorithme proposé par le Théoréme B.1
pour décider si un ensemble de contraintes du premier ordre linéaires en les vitesses est
intégrable ou non <

Proposition 4.2 Non-holonomie du modéle réduit des robots mobiles & roues sous les
Hypothéses 2.2

Sous les Hypothéses 2.2 de roulement pur sans glissement, nous avions montré qu’il est
possible, pour chaque robot mobile & roues, de construire un modéle réduit aur seules
variables utiles du point de vue de la commande (Théoréme 2.10), et que ces modéles
réduits constituent 5 classes d’équivalence (Théoréme 2.11).

Ces modeles réduits présentent la structure suivante

les modéles réduits des robots de la classe Ry ne sont soumis & aucune contrainte
o )

147



148Chap. 4. C de sous les hypotheses de roul pur sans gli

les modéles réduits des robots appartenant auz § autres classes sont mazimalemen
hol c’est-g-dire aucune des i lles ils sont jetti:
nest inlégrable. o

Preuve : Dans le cas d’un modéle réduit, Théoremes 2.3 ou 2.10, le robot n’est plus
décrit que par sa position et son orientation (vecteur ) et, s'il y a lieu, par I'orientation de
certaines roues directrices : f; s'il ne comporte qu'une roue directrice, (8, @) si le robot, est
équipé de 2 ou plus de 2 roues directrices, Théoreme 2.14. Ces variables ne sont contraintes
que par les n + n’* dernitres lignes de la relation A(¢)¢ = 0, i.e, Proposition 2.12,
Asi(B)R(0)€ = 0. Les n + n* autres lignes de A(g)§ =0 peuvent en effet toujours étre
satisfaites, relations (2.17) et (2.18), quels que soient &, &, By, fy, o et &

2 cas de figure se présentent alors :

pour les robots de la classe RS, nous avons Agi(8,) = 0. Le modéle réduit de ces
systémes n'est par conséquent soumis & aucune contrainte,

pour les robots des autres classes, nous avons par contre Ag(8,) # 0. En repor-
tant dans D'algorithme du Théoreme B.1 les expressions proposées pour le noyau
de Ag(B,) dans le Tableau 2.1, on montre facilement quaucune de ces contraintes
est intégrable. Le modéle réduit de ces 4 classes de robots mobiles & roues est
donc maximalement non-holonome. a

Comme nous ne souhaitons commander que la position et I'orientation des robots (la
commande des autres variables n'offrant aucun intérét pratique) nous ne considérerons
plus dans la suite de ce mémoire que les modéles réduits (cinématiques ou dynamiques)
de ces systemes. Aussi, nous introduisons la convention suivante :

Convention 4.1 Dans la suite de ce mémoire, par modéle (cinématique ou dynamique),
nous sous-entendrons toujours modéle réduit (cinématique ou dynamique) (Théorémes 2.9
ou 2.10). o

Une présentation générale des systémes non-holonomes est donnée & I’Annexe B. Cet
ensemble regroupe de trés nombreux systemes i a priori trés diffé mais
partageant pourtant un certain nombre de caractéristiques, en particulier au niveau de la
commande. La section B.3 présente ainsi les principales propriétés des systemes assujettis
A des contraintes du premier ordre, linéaires en les vitesses, et dont aucune n’est intégrable.
Au vu de la Proposition 4.2, c’est t la s it a laquelle appartiennent les
modeles de tous les robots mobiles, exception faite bien siir des robots omnidirectionnels,
classe R3. Ces propriétés sont

ces systémes sont commandables, méme au sens fort (i.c. STLC), Théoreme B.S,

ces systemes ne sont pas lindarisables par bouclage d’etat statique, Théoréme B.11.
La dimension du plus grand sous-espce linéarisable est 2(n —m) alors que la dimen-
sion du vecteur d'état est 2n —m (voir le modéle général (B.13) pour Pexplicitation
de ces dimensions),
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ces systemes ne peuvent pas étre stabilisés sur une configuration de repos au moyen
d’un bouclage d’état au moins continiiment différentiable, Théoreme B.13.

Ces 3 propriétés mettent bien en évidence les difficultés propres i la commande de ces sys-
témes il est tout d’abord, au vu du Théoréme B.8, possible de commander ces systémes.
Cependant, il va falloir traiter séparément le probleme de la p d’une trajectoir
mobile de celui de la stabilisation sur une configuration de repos. En effet, il n’y a aucun
obstacle théorique & réaliser la poursuite d'une trajectoire mobile au moyen de bouclage
détat C™ Par contre, Théoreme B.13, il faut se tourner vers des lois beaucoup moins
classiques si Pon veut stabiliser ces systémes. Enfin, méme la poursuite d'une trajec-
toire mobile présente des difficultés Papproche linéarisation exacte par bouclage d’état
statique, couramment utilisée par exemple pour der les robots

complétement actionnés (loi du couple calculée), ne permet ici de ne linéariser qu'une
partie des équations du modele. Il faudra donc I encore envisager des techniques moins
classiques.

Nous ne nous intéresserons pas & la commande des robots de la classe RY. Ces systémes
étant sans contraintes, leur commande ne propose pas de difficulté particuliere. Le modéle
cinématique de ces systémes peut étre écrit de maniére condensée (cf. Tableau 2.1) :

E= RO (4.1)

Soit &.s(1) la trajectoire de référence, mobile ou comportant des points d’arrét. La loj de
commande . )

N = RO)res (1) = k(€ ~ &es(1))] K €RF (42)
linéarise complétement le systéme (4.1) et assure donc une convergence exponentielle vers
la trajectoire de référence. La loi de commande (4.2) illustre la mobilité parfaite des
robots de la classe R3 ct leur grande facilité de commande.

Pour la commande des autres classes de robots, plusieurs techniques ont été proposées
aussi bien pour la poursuite d’une trajectoire mobile que pour la stabilisation sur une
trajectoire de référence. Elles ont é1é proposées soit directement pour ces robots, soit
pour des systémes pré des i ces résultats étant
alors immédiatement transposables au cas des robots mobiles. Un bref état de P'art est
donné en téte de chague section.

Ces lois ont cependant toujours laissé de coté le probleme spécifique posé par les robots
de la classe R}, & savoir leurs singularités. Celles-ci ont été discutées  la section 2.4 -
singularités du modéle (2.68) correspondent & des orientations des roues directrices pou
vant conduire a une des et par é & une perte du contréle
du robot. Les lois de commande proposées pour ces systémes doivent donc garantir que
ces singularités seront évitées. Notre objectif dans ce chapitre est de construire des lois de
commande pour ces systémes non-holonomes, qui répondent & ce besoin. Le probleme de
la poursuite d’une trajectoire mobile et celui de la stabilisation sur une configuration de
repos sont envisagés respectivement aux sections 4.1 et 4.2. Les techniques utilisées sont
respectivement un bouclage d’état dynamique linéarisant et une loi de bouclage instation-
naire. Enfin, & la section 4.3, nous considérons un probléme qui a été peu étudié, méme
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pour les systémes non-holonomes ne comportant pas de singularités : & savoir proposer
une commutation naturelle entre les lois de poursuite ct de stabilisation pour pouvoir
réaliser la poursuite d’une trajectoire s Lerminant par une configuration de repos. Ce
probléme nous a semblé particuliérement important d’un point de vue pratique, puisque
la mission type demandée & un robot mobile & roues est de joindre 2 configurations de
repos via une trajectoire pré-définie.

Llessentiel de nos lois de commande ont été développées & partir du modéle cinématique
des robots R} (Théoréme 2.13). Cest en effet lui qui impose d’une part la structure non-
holonome et d’autre part le probleme des singularités. Sous les Hypothéses 2.7 et 2.8, le
modéle dynamigue (Théoreme 2.14) ne fait qu'ajouter un étage d’intégrateurs.

Nous voudrions pour terminer, insister sur le fait que le probléme que nous nous
sommes posés n'est pas purement académique  les robots de la classe R} peuvent suivre
n’importe quelle trajectoire &es(t) = (Zres(t), Yres(t), 0res(t)). En effet, en faisant varier
Porientation (£, ) des roues directrices, il est possible de donner n’importe quelle valeur
aé (cf. Théoreme 2.13). Cetle large capacité d’évolution est bien siir trés intéressante
d’un point de vue pratique, et justific que I'on cherche & commander ces systémes, en
dépit de leurs singulatités.

A la section 4.2.3, nous ferons une parenthése sur la commande des robots de la classe
R} le cas d’un robot appartenant A la classe R} est envisagé, en raison de sa simplicité,
pour analyser la vitesse de convergence des lois de bouclage instationnaires.

4.1 Poursuite d’une trajectoire mobile

Comme il a été dit dans Iintroduction de ce chapitre, le probleme de la poursuite d’une
trajectoire mobile (i.e. poursuite d’un robot de référence qui ne s'arréte) ne se heurte
pas & Pobstruction de Brockett (Théoréme B.12) et peut donc a priori étre résolu &
Paide de bouclages d'tat C** Nous présentons ci-dessous les résultats obtenus 3 laide
des 2 h iques de I'A i linéaire, i.e. Papproche Lyapunov et
Papproche linéarisation exacte.

4.1.1 Résultats existants

4.1.1.a  Approche Lyapunov

Plusieurs fonctions de Lyapunov ont été proposées pour réaliser la poursuite d’une tra-
jectoire mobile. On distingue 2 grandes catégorics.

D’une part, les lois de poursuite cherchant & faire converger Pétat du systeme £(t) vers
une trajectoire de référence &.(t). Les premiéres solutions ont été proposées dans [SA90]
et [KKMNO1] pour le cas d'un robot RE. Elles utilisent des fonctions de Lyapunov ou
apparait la différence (€(t) — £s()). Pour assurer la convergence, il est nécessaire que la
vitesse de la trajectoire de référence ne s’annule jamais.

D’autre part, les lois de poursuite cherchant  faire décroitre la distance entre le robot.
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et sa trajectoire de référence, sans p i lici un point sur cette trajectoire

de référence. Pour cela, le formalisme de Iabscisse curviligne et des repéres de Frenet est
utilisé. La vitesse d’avancement du robot est laissée au choix de I'utilisateur, elle peut
s'annuler ponctuellement, mais ne doit pas bien sir tendre vers 0 (le robot ne pourrait
alors plus converger vers sa trajectoire de référence). Cette approche a été proposée
originellement dans [Sam92] pour le cas encore une fois d’un robot R2.

Plus récemment, cette seconde approche a été utilisée sur le cas d’un robot de la classe
R1, [MS94]. L'évitement des singularités internes & ces systemes étail assuré grace & la
forme particuliére de la fonction de Lyapunov utilisée par les auteurs.

4.1.1.b  Approche linéarisation exacte

On dispose en Automatique Linéaire d’un trés grand nombre d’outils, souvent simples
d’utilisation, permettant d’analyser et de commander un systeme. Aussi, une démarche
naturelle au moment d’aborder I'étude et la commande d’un systéme non-linéaire est de
rechercher s'il existe un jeu de coordonnées généralisées avec lequel ce systéme se ré-écrive
sous une forme linéaire. Cette démarche dite de linarisation exacte d’un systéme non-
linéaire, peut, dans le cas d'un systéme affine en les commandes (cas trés général et le
seul rencontré dans ce mémoire) étre formalisée de fagon précise comme suit

Soit un systéme S non-linéaire, ne dépendant pas du temps, et affine en les comman-
des, cest-i-dire

s é=f(z)+ Y a(z)u
avee z, vecteur d’état de dimension n, f(z) et g,(z) fonctions C de z, et u vecteur de
commande de dimension m.

Le probléme de la linéarisation ezacte du systéme S autour d’une configuration zo
séerit eaiste-til

un voisinage U de xo,
un changement de variables difféomorphique ¥

U — VCR®

z — 2= () (43)
un retour d’état non singulier’" u(z,v)
UxR® R™
x - (4.4)

(2,0) — u= () + ual)

tels que le systéme S, sous l'effel des transformations (4.8) et (4.4) se ré-écrive sous la
forme d’un systéme linéaire commandable

wa(f- Hei(4-4)

VreU &= f(z)+5, a(e)u i=Az+ Bo

(A,B)paire commandable

“un retour d’état est dit non-singulier si le terme ux(z) multiphant le vecteur de commande auxiliaire
v vérifie ua(z) inversible Yz € U
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A la différence de la linéarisation tangente du systeme S .
o
i = )+ Stz

qui est, par construction, une approximation du systeme linéaire, la linéarisation
exacte de S sur U décrit parfaitement §; ce systéme a juste été ré-écrit différemment.
Par conséquent, alors que le domaine de validité du linéarisé tangent est forcément limité,
celui de la linéarisation exacte s’étend & tout le vo|s|nage U, celui-ci puuvanl dans certains
cas (par exemple pour les robots manipul tionnés) s'étendre 2 tout
Pespace d’état.

Convention 4.2 Dans toute la suite de ce mémoire, par le terme “linéarisation” nous
sous-entendrons toujours “linéarisation ezacte” o

Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un systéme non-linéaire soit linéaris-
able ont été proposées indépendamment dans [JR80] et [HSM83] (cf. Théoreme B.9).
Dans le cas ot le systéme n'est pas linéarisable, les théorémes proposés dans [KIRS3] et
[Mar86] mettent en évidence le plus grand sous-espace linéarisable (cf. Théoreme B.10).
Une présentation détaillée de ces résultats est donnée dans [Isi89, Chap. 4 et 5] et [NS90,
Chap. 6].

Comme il a été dit dans I'introduction, les robots mobiles & roues, excepté ceux
de la classe R3, ne sont pas complétement linéarisables par bouclage d’état statique
(Théoréme B.13). Un ensemble de fonctions de sortie réalisant la linéarisation partielle
de taille maximale a été proposée, pour les 4 classes de robots non-holonomes, dans
[ACB95a]. Des conditions sur la trajectoire de référence ont également été donnée afin
d’assurer que la dynamique des variables non linéarisées est stable.

Lorsqu’un systéme non-linéaire n'est pas linéarisable au moyen des
transformations (4.3) et (4.4), une alternative & la linéarisation partielle consiste & recher-
cher une linéarisation compléte & I'aide d’une loi de retour d'état plus générale que la
loi (4.4), précisément une loi de retour d’état dynamique

Définition 4.1 Loi de retour d’état dynamique
Soit un systéme non-linéaire S, ne dépendant pas du temps et affine en les commandes
n
S i:f(r)+2:g.(x)u
=
avee @, vecteur d’élat de dimension n, f(z) et g.(z) fonctions C* de z, et u vecteur de
commande de dimension m.
On appelle loi de retour d’état dynamique pour le systéme S, une loi de retour d’état se
présentant sous la forme
u = w(e,y)+wny)y  ule,y) inversible ¥(z,y) € (R" x R?)  (4.5)
v o= d(e,y)+ da(z,y)v 3(0) = yo 4.6
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avee y un vecteur de dimension p.

Proposer une loi de retour d’état dynamique pour un systéme S consiste donc & adjoindre
@S p états fictifs, notés y, dont nous nous fizons la dynamique et la condition initiale
(relation (4.6)), puis & synthétiser une loi de retour d’état classique (dite encore statique)
pour Lesystéme étend _reltion (4.5). D'un point de vue pratigue, leslos de retour d'ctat

peuvent étre implémentées en plagant en paralléle sur le module commandant
les différents moteurs, un second module simulant en temps réel les états fictifsy. O

L’utilisation de lois de retour d’état dynamiques pour réaliser la linéarisation d'un
systeme non-linéaire a été proposée initialement dans [DM85] et [NRSS]. Différents au-
teurs ont ensuite illustré, sur de nombreux exemples, que ce type de commande permet
effectivement de linéariser un ensemble de systemes bien plus large que celui obtenu en
n’utilisant que des lois de retour d’état statiques. Une condition nécessaire, tres sim-
ple, pour qu’un systéme soit linéarisable par une loi de retour d’état dynamique, a été
donnée dans [Cha89] : il faut que le linéarisé tangent du systeme soit commandable au
point. autour duquel on souhaxte réaliser Ia linéarisation ([Cha89, Th 3.8]). Des condi-
tions suffi ont égall été ées dans la littéra-
ture, [Cha89, Th :s 10-3.12), [Pom94 Th 4] et [AMP95 Th 4.3] par exemple, mais ne
sont pas toujours facilement exploitables. Enfin, puisqu’un systéme plat (Définition dans
[Mar93b]) est toujours linéarisable par retour d’état dynamique, les différents critéres de
platitude ([Mar93b), [Mar93a], [RFLM93],. ) peuvent également étre utilisés pour tester
la linéarisabilité du systeme étudié.

11 est montré dans [ABC92] et [ACB95a] que les 4 modeles généraux (Tableau 2.1)
de robots mobiles & roues hol sont tous lé linéarisables par retour
d’état d. i quelques singularités. Une singularité en particulier est
commune pour les 4 classes de robots : la vitesse des robots ne doit pas étre nulle. Cela
était attendu au vu de 'obstruction de Brockett (Théoréme B.12). Les sorties linéarisantes
ont été calculées a 'aide de I'algorithme d’extension dynamique. Cet algorithme est
présenté a la section 4.1.2 ol nous prouvons que le modeéle (2.67) que nous avons proposé
pour les robots de la classe R} est également complétement linéarisable par bouclage
d'état dynamique.

D’autres exemples d'utilisations de la linéarisation par bouclage dynamique sur des
systémes mécaniques peuvent étre trouvés dans [AMS91] (robot manipulateur sous-action-
1é) et [Bou92] (pont-roulant).

4.1.2 Linéarisation par bouclage dynamique d’un robot de la
classe R}

Travail ayant donné licu & un article, [TAMO5b] et 2 rapports [TAM92¢] et [TAMO3].

Linéarisation par retour d’état statique

Avant de détailler la procédure de linéarisation par bouclage dynamique, nous rap-
pelons succinctement, juste dans le but de préciser nos notations, la technique permettant.
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de linéariser un systéme par bouclage statigue. Une présentation précise peut étre trouvée
dans [Isi89] ou [NS90].

Soit un systeme non-linéaire décrit par la représentation d’état cinématique
x=l(x)+/0)T (4.7)

avec y et 7, respectivement le vecteur d’état de dimension n, et le vecteur de commande

de dimension nz. La synthése d’une loi de retour d’état statique consiste 4 rechercher une

fonction de sortie de dimension m, ¢ = (é1(x), ,ém(x)), et un vecteur de m entiers
=(m, m) tels que

o Tapplication ¥, définie ci-dessous, est un difiéomorphisme

N R™ — R™ n
X — 0= (600, TEN 600, Enge)T ()

(5, o doit étre égal & ny — m de manitre que ¢ soit bien un vecteur de
dimension n, ).

o la (j+1)%™ dérivée de ¢ lorsquelle est ré-écrite comme ci-dessous, fait
apparaitre une matrice D(y) inversible

drt dm+ A T
T (£, ST o0 7 (49)

Quand ces 2 conditions sont satisfaites, lorsque le difféomorphisme (4.8) et la loi de
commande statique
I=D"(x) (L~ h(x) (4.10)

d

(avec Z, un vecteur de auxiliaires de dimension m) sont appliqués au sys-
teme (4.7), nous obtenons pour ce dernier, une structure linéaire. Plus précisément, le
systéme (4.7) se présente sous la forme canonique de Brunovsky avec, pour indices de

commandabilité, gy +1, g + 1.

Algorithme d’extension dynamique

Puisque le modele cinématique (2.68) est imal hol sa linéarisa-
tion compléte par retour d’état statique est impossible quel que soit le couple (4, 1)
vérifiant (4.8), la matrice D définie par (4.9) ne sera jamai= inversible. Au niveau des
équations, cette impossibilité s traduit comme suit & Lordre de dérivation 4 + 1, les
fonctions de sortie ¢ sont affectées par certaines des d
des des, mais pas par I’ ble des
L’algorithme d’extension dynamique ([DM85], [NRSB]) propose d’incorporer dans le vec-
teur d’état du systeme, les des ou les des des qui appa-
raissent & 'ordre p + 1, et de regarder leur dérivée comme de nouvelles commandes. La
représentation du robot est alors ituée par la é: initiale ée par
plusieurs intégrateurs. Cette représentation sera appelée modéle étendu du robot.

La dérivée de ¢ & ordre p + 1, de par la construction du modgle étendu, ne comporte
pas de commande. Nous pouvons par conséquent poursuivre les dérivations, et il est alors

ou certaines ;

d




Poursuite d’une trajectoire mobile 155

possible que le modele étendu soit complétement linéarisable par bouclage statique. Sup-
posons que ce soit le cas. Puisque revenir depuis les commandes du systeme étendu vers
les commandes initiales ne requiert, par construction, qu'une intégration en ligne, il est
possible de commander le systeme initial & partir de la loi de commande proposée pour
le modéle étendu. Le systéme initial est dit dynamiquement linéarisable. Pour obtenir
une linéarisation compléte, il est parfois nécessaire de procéder i plusieurs extensions
successives. L'idée générale reste la méme a chaque étape -“retarder les commandes qui
apparaissent trop tot”

Construction d’une loi de retour d’état dynamique linéarisant le modele (2.67)
d’un robot appartenant i la classe R}

Nous montrons maintenant, Théoréme 4.1, que le modéle cinématique (2.67) des robots
de la classe R} peut étre linéarisé a I'aide de P’algorithme d’extension dynamique Nous
explicitons ensuite la loi de bouclage dynamique.

Nous apportons tout d’abord une trés 1égére modification & Iécriture du modele (2.67)

Soit la constante strictement positive oy définie par

o= min o, o, défini  la Proposition 2.21 (4.11)
2<i<n

La position et 'orientation du chassis sera désormans repérée, non plus par le vecteur &,
mais par un vecteur qui lui est trés semblable, le vecteur ¢ défini par

0 T
¢= (I»y,;,)

Le modele cinématique d’un robot de la classe R} s’écrit alors

i sin By

g | = R0).| —cosh |m

o i (4.12)
b =m

G =

o1, au vu de (4.11), peut &tre vu comme une grandeur caractéristique du robot étudié.
Nous Iintroduisons dans le modéle de ce dernier de telle fagon que le vecteur ¢ représentant.
la position et I'orientation du chéssis, soit constitué par 3 variables présentant la méme
dimension (i.c. des métres). Ce point sera important lorsque nous discuterons de la
commutation entre la loi de bouclage dynamique et la loi de retour d’état instationnaire
au sein de la loi hybride, section 4.3.

Théoréme 4.1 Linéarisation par bouclage dynamique du modele (4.12)

1l est possible de linéariser par bouclage dynamique le modéle ({.12) décrivant les possi-
bilités d’évolution d’un robot de la classe R}, @ condition que
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(a) les orientations singuhéres des roues directrices ne sowent jamais rencontrées, 1.e.
By nt € O,
(b) la vitesse du robot ne soit jamais nulle, i.e. m # 0.
Les fonctions de sortie réalisant cetle linéarisalion sont
0
=(z,9,-) (4.13)
a
La variable de commande @ retarder, une unique fois, est a
Preuve : Le Théoreme 4.1 nous invite & considérer comme fonctions de sortie, les 3
composantes du vecteur ¢.

Pour chacune de ces fonctions, la commande cinématique 7; apparait au premier ordre
de dérivation (cf. expression de ¢ donnée par (4.12)). Les conditions (4.8) et (4.9) ne
sont donc pas satisfaites. Le systeme (4.12) n’est donc pas complétement linéarisable par
bouclage statique via le choix de fonctions de sortie (4.13). Cette conclusion était attendue

puisque, le systéme (4.12) étant non holonome, il n’existe aucun choix de fonctions de
sortie qui permette une linéarisation complete & Paide de tels bouclages.

L'algonthme d’extension dynaqune nous invite, dans cette situation, a retarder |

de 71, cest-a-dire, & dé is le modéle étendu
@ = sin(0+pB)m
y = —cos(0+p)m
wo= o (4.12)
Bo=m
G = mn
no=m
dont les vecteurs d’état et de commande sont
T
9
Xe = (z,y,;!,ﬁho,m) et Z. = (n2,m3,ma)" (4.15)

et dont les singularités sont, par construction, celles du modele (4.12), c’est-a-dire les
orientations des roues directrices appartenant & O,. Nous montrons ci-dessous que le
systeme (4.14), & la condition que les 2 hypothéses présentées au Théoreme 4.1) sont
satisfaites, est completement linéarisable par bouclage statique, c'est-a-dire qu'il existe
un vecteur 4 tel que les relations (4.8) et (4.9) sont vérifiées. Ce résultat terminera la
preuve du Théoreme 4.1.

Puisque pour le modele étendu (4.14), 7, est un état et non une commande, nous
pouvons dériver les fonctions de sortie ¢ au-dela de 'ordre 1. Pour toutes les composantes
de ce vecteur, les commandes apparaissent a I'ordre 2

& cos(f + fr)on? cos(8+ Bi)m 0 sin(6+ By) 72
G| = sin(@+B)on; |+ [ sin(@+B)m 0 —cos(6+p) s
5 0 -« - 7

(4.16)
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La relation (4.16) se présente exactement sous la forme (4.9) le vecteur p est égal &
(1,1,1) et la matrice D(x.) est inversible au vu de 'Hypothese (5) du Théoréme 4.1. 11
reste donc, pour établir que le modele (4.14) est complétement linéarisable par bouclage
statique, & prouver que I'application W définie dans notre cas par (relation (4.8))

AT
[
v RCoR® Xe~¢¢=(z,y,;’,r,y,a) (4.17)

est un difféomorphisme.

Loapplication ¥ n’est en fait pas stricto sensu difféomorphique. En effet, & chaque
valeur de . est associée, au vu de (4.14) et (4.17), une unique valeur ®; par contre,
toujours au vu de (4.14) et de (4.17), chaque valeur de ® propose 2 antécédents

i T
Xea = (z,y,%,fﬁ— arctan () + f(j)m, ﬁm)

N T
Xer = (10, &= = arctan (2) +[1 = S, = b, ~VET )
(4.18)

avec

J@)=1 s §20 f(§)=0 sinon

arctan (£) =sign(#);  quand j =0
Llexistence de 2 antécédents découle du fait que (cf. Preuve de la Proposition 2.20) le
CIR associé & une orientation non-singuliére des roues directrices peut étre représenté de
fagon équivalente par (f1,0) ou (6 + 7, ~0).
L’hypothse (5) du Théoréme 4.1 permet cependant de considérer ¥ comme un difféomor-
phisme. En effet, cette hypothése assure que tout au long du déplacement du robot, nous
avons 7, # 0. 11 en découle, puisque les variables d’état du systeme étendu sont continues

(la loi de bouclage d ique étant elle-mé inue), que 7; garde né i un
signe constant lors du déplacement du robot. La donnée de la valeur initiale de 7, leve
par é I’ambiguité sur I'antécédent de &. Au vu de (4.18), nous avons

Sim(0) >0 xe= (z,y,%.—ﬁ — arctan (f) + f(y')ﬂ,m,\/ﬂf y’2>T
@I 5 (0) <0 e = (20,2, 0~ arctan (5) + [1 - J@m =
S-VEET)

(4.19)
Cela termine la preuve du Théoréme 4.1 a

Le difféomorphisme (4.19) et la loi de commande (4.10) proposés par le Théoreme 4.1
permettent de présenter le modéle étendu (4.14) d'un robot de la classe R} sous la forme

linéaire suivante o
b (0 Tdss ) g,
6= (0 Fl LR P E (4.20)

N’importe quelle technique de I’Automatique linéaire peut alors étre utilisée pour con
struire une loi de commande 7, qui assure le suivi de la trajectoire de référence.
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Une approche placement de poles conduit & la loi suivante soit ¢,es(t) la trajectoire
de référence pour les fonctions de sortie @, et soient Hy et Ha, 2 matrices diagonales
positives constantes. La loi de commande Z, donnée par

T, = —Hy($ = bres) = Ho(d — bre) + bres (4.21)

assure la convergence exponentielle de ¢(t) vers ,es(t). En effet, Pexpression du systéme
en boucle fermée est tout simplement (en reportant (4.21) dans (4.20))

S ™
b= Ab avec Af(_ul _Hz)

=0 = (bres bres)” = (6 = bresy 6 — bres)T

La matrice A présentant par construction des valeurs propres dont les parties réelles
sont toutes strictement négatives, le systeme (4.22) est bien exponenticllement stable.
Les valeurs propres de A peuvent étre ajustées, en fonction de la vitesse de convergence
désirée par D'utilisateur, via le choix des matrices H, et Ho.

(4.22)

Evitement des singularités

Dans le cas des robots de la classe R}, une loi de bouclage dynamique devient sin
guliere, d’apreés le Théoréme 4.1, dans 2 situations

dune part, si Porientation des roues directrices prend une valeur singulitre (8, .« €
O, Hypothese (a)). Cette premiere singularité de la loi de bouclage dynamique
est tout 2 fait naturelle, puisque, dans cette situation, le modéle sur lequel elle est
construite est faux,

d’autre part, si la vitesse du robot est nulle (7, = 0 Hypothese (b)). Cette seconde
singularité de la loi de bouclage dynamique est a relier a 'obstruction de Brockett.
Celle-ci assure en effet qu'il est impossible de stabiliser un systéme non-holonome
(et donc un robot mobile) au moyen d'une loi de retour d’état continiiment dif-
férentiable. Un bouclage dynamique C'** ne peut donc pas, quel que soit le choix
proposé pour les fonctions de sortie, faire suivre & un robot mobile une trajectoire de
référence qui se terminerait par 71,.; = 0. La singularité de la loi de bouclage dy-
namique proposée ci-dessus (lois (4.10)-(4.21)) n'est done qu’un tout petit peu plus
restrictive que la singularité incontournable découlant de I'obstruction de Brockett.
1l a été montré, [Sam95] ou [MS94] par exemple, que 'Hypothese (b) du Théoréme
4.1 pouvait étre levée si 'évolution du robot était étudiée avec comme index la dis-
tance parcourue par celui-ci. Plus précisément, si au lieu d’écrire et d’analyser la
dérivée du vecteur d’état par rapport au temps, comme cela est fait dans le mod-
ele (4.12), on écrit et on analyse la dérivée de celui-ci par rapport & s, abscisse
curviligne du projeté d’un point fixe du robot sur la trajectoire de référence. Cette
seconde approche permet de ramener 'Hypothése (5) & 11,c/(t) ne tend pas vers 0
pour ¢ hant (i.e. hypothese minimale imposée par Uobstruction de Brockett),
mais induit d’autres i d’une part, la trajectoire de référence doit présen
ter des courbures peu élevées, de fagon & ce que le point fixe choisi sur le robot n’ait
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qu’un unique projeté sur la trajectoire de référence; d’autre part, le point fixe ne
doit jamais se trouver sur le centre de courbure de la trajectoire de référence.
Dans ce mémoire, nous garderons toujours le temps comme index.

Lorsque le robot se trouve dans Pune des 2 situations singulitres décrites ci-dessus, la
commande calculée par la loi de bouclage dynamique devient infinie: lorsque f, .« € O.,
la relation (2.61) ne permet plus de calculer les vitesses d’orientation des roues directrices,
elle fournit des valeurs infinies pour £, a; lorsque ;= 0, la matrice D donnée par (4.16)
nest pas inversible, et par conséquent le premier retour d’état (4.10) renvoie des valeurs
infinies. Dans le cadre d’une application pratique, cela signifie que le contrdle et donc la
sécurité du robot mobile ne seraient plus assurés, ce qui n’est pas admissible. Ainsi la loi
de bouclage dynamique ne présente un intérét que si Pon est capable, connaissant 'état
initial du robot et la trajectoire de référence, de garantir que les situations singulitres ne
seront jamais rencontrées durant le déplacement du robot.

Nous apportons ci-dessous une réponse & ce probleme. Nous prouvons, Théoréme 4.2,
que, si Perreur initiale entre le robot et la trajectoire de référence est inférieure A une borne,
donnée explici alors les situations si pour la loi de bouclage dynamique
ne seront jamais rencontrées.

Pour obtenir ce résultat, nous utilisons la proposition suivante, [ACB95a]

Proposition 4.3 [ACBY5a]Evitement de singularités lors d'une de par bou-
~clage dynamique

S0it @res(t) = ($res(t), dres(1))T, la trajectoire de référence. Pour des raisons évidentes,
nous supposerons que res(t) ne comporte pas de singularités.
Soit (1), Lerreur @ Uinstant ¢ entre la configuration du robot et la trajectoire de
référence B
(1) = B(t) — Preg(t)
Soit M(t), la distance entre la trajectoire de référence ,c4(t) et la singularité la plus
proche, i.e. M(t) est la fonction vérifiant

vt |@(t)]| < M(t) = B(t) n'est pas une configuration singuliére (4.23)

Soit K(t), une fonction décroissant ezponentiellement (K(t) = kye™2(=%) avec ky, ks,
positives) caractérisant la d; ique en boucle fermée du robol, i.e.

vt N2 < K (1) (ko) | (4.24)

Soit enfin €, un nombre positif arbitrairement petit.

St

(4.25)

I < in (2055)

K(1)

s ne seront jamais rencontrées durant tout le déplacement du robot.

ALORS les singularii
a
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Preuve : La condition (4.25) assure qu’a Vinstant initial to, le robot ne se trouve pas
dans une situation singuliére. En effet, en choisissant ¢ =l dans la relation (4.24), nous
obtenons que

k= K{to) > 1
puis, en reportant ce résultat dans (4.25), nous en déduisons que
(L)) < M(to)
Cette derniére relation, au vu de (4.23), montre bien qu’a {y la situation du robot n’est
pas singuliére.
Pour la partie principale de la preuve de la Proposition 4.3, nous procédons par
Pabsurde. Supposons qu’il existe un instant 7' > to pour lequel
e < M) Vie 1] (4.26)
(D) = M(T) (4.27)
La relation (4.26) assure, au vu de (4.23), que sur Iintervalle de temps [to, T, le robot ne

rencontre aucune situation singuliere. La relation (4.24) est par conséquent vérifiée sur
tout cet intervalle. En reportant (4.25) dans (4.24), nous obtenons que

veetotl 1800 < Ko (4050 < oMW ==
c’est-a-dire finalement .
Ve o, Tl 190 < M(1) ¢ (4.28)

®(t) et M(t) étant continus pour tout t, et done pour ¢ = T, la relation (4.28) contredit la
relation (1.28). [l nexiste donc aucun instant T vérifiant (4.27), ce qui termine la preuve
de la Proposition 4.3. 4

Puisque K (1) décroit exponenticllement, le minimum de la fonction (485¢) appa-
raissant dans (4.25) est obtenu pour une valeur de ¢ proche de to. Aussi, les seules valeurs
de M(t) qui rentrent en compte pour le calcul de lerreur initiale maximale entre le robot
et la trajectoire de référence sont celles pour t & to. La trajectoire de référence peut donc
passer prés d’une singularité (i.e. M(t) ~ 0), mais i condition que ce ne soit pas dans les
premiers instants.

La Proposition 4.3 est trés générale. Elle montre que si un systéme, quel qu’il soit,
est commandé par une loi de bouclage dynamique, et si la boucle fermée ainsi obtenue
présente des singularités, alors il est toujours possible, en restreignant la plage de variation
des conditions initiales, de garantir que ces singularités sont évitées lors de I'évolution de ce
systeme. Pour exploiter maintenant ce résultat dans le cadre d’une application pratique,
le point délicat consiste a calculer les fonctions K(t) et M(t), définies respectivement
par (4.24) et (4.23), afin de déterminer explicitement, relation (4.25), les conditions ini-
tiales permises. La fonction K (t), puisquelle caractérise la dynamique du systéme aprés
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linéarisation, peut étre calculée de maniére identique pour tous les systémes. A Dinverse,
la fonction M(t) dépend des singularités présentées par le systeme et de la trajectoire de
référence choisie. 11 ne peut donc exister aucune méthode générale pour calculer cette
fonction. Nous proposons ci-dessous une technique pour obtenir la fonction K(£), et pour
le cas particulier des robots de la classe R}, un calcul de M(t).

La fonction K (£) peut étre obtenue en utilisant une approche Lyapunov.

La matrice A décrivant le systéme en boucle fermée (relation (4.22)) présente, par
construction, des valeurs propres dont les parties réelles sont toutes strictement négatives.
L’équation matricielle de Lyapunov pour les systémes linéaires permet alors de construire
une fonction de Lyapunov pour le systeme en bouclé. Plus précisément, A présentant des
valeurs propres a partie réelle toute strictement négatives, la relation matricielle

ATQ + Q' A= -Q' (4.29)

admet, quelle que soit la matrice Q! positive définie symétrique, une unique solution Q?
positive définie symétrique, dont Pexpression est (voir par exemple [Yos66, Th 18.1])

Q= /0"“ Qe ds (4.30)

Les fonctions ~ N

V() = #'Q*® (4.31)
sont alors toutes des fonctions de Lyapunov pour le systéme bouclé (4.22) puisque, en
reportant (4.22) dans le dérivée de (4.31), nous obtenons

V(@) = -#Q'd <0
Les fonctions V/(®) et V(%) étant toutes les deux des formes quadratiques, nous avons

Amin(@D®[* < V(@) < Amas( @I et Ain( @D < V(®) < Az (@)1 B

(4.32)
ave Amin(Q), Amar(@2) et Amun(Q1), Amac(Q') respectivement la plus petite et la plus
grande des valeurs propres des matrices positives définies symétriques Q% et Q'. Puisque
nous cherchons & caractériser la vitesse de convergence du systeme bouclé (4.22), plagons
nous dans le cas ol initialement le systéme nest pas sur la trajectoire de référence, i.c.
@(t = ty) # 0. La convergence d'un systéme linéaire élant asymptotique, nous avons dans
ce cas ®(t) #0 V. En utilisant (4.32), nous pouvons alors écrire que

Amin(Q' I\(‘l’(t))H _ (@)

— o = =T 4.33
e @GO ™ el @) 39
ce qui conduit encore, aprés intégration de (4.33) &
- - A !
V(B(1)) < V(B(0))e i@t (4.34)

En reportant enfin (4.32) dans (4.34) nous obtenons finalement que

A @) HEW)IF < V(@O < A e (@) =S @ (435)
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La relation (4.35) montre qu'une expression possible pour la fonction K (2) est

Amaz(P) ~
A,,.,,.(P:‘ s (4.36)

K(t)=

La seule difficulté dans Papproche proposée ci-dessus pour obtenir K (t) réside dans
le calcul explicite de la matrice positive définie symétrique Q?, définie par (4.30). Nous
montrons en annexe, section E.2.1, que compte tenu de la structure trés simple de la
matrice A (relation (4.22)), Q? peut étre obtenue sans calcul d’exponentielle de matrice,
et sans intégration matricielle.

Le calcul de la fonction M(t), i linverse de celui de K(t), ne peut pas étre conduit de
maniére générale : M(t) dépend des singularités du systéme considéré et de la trajectoire
de référence qu'il lui est demandé de suivre. Les robots de la classe R} présentant plusicurs
groupes de singularités (Hypothéses (a) et (b) du Théoreme 4.1), le calcul de M(t) pour
ces systémes est loin d’étre trivial. Si nous voulons respecter a la lettre la définition de
M(#) donnée par (4.23), il faudrait, pour chaque instant ¢, calculer d’une part, la distance
entre ®,.(t) et les configurations {® = (x, x, x, 0, 0, 0)7} (singularité 7, = 0), d’autre
part, la distance entre ®,.;(t) et toutes les configurations {® = W(x, x, x, s, x)} ol
s est 'un des éléments de O, ou *0, (relations (2.74) et (2.72)), puis enfin calculer le
minimum de toutes ces distances. Cette série de calculs peut étre raisonnablement menée
lorsque les singularités de modélisation sont 0, (cas des robots ne comportant que 2
roues directrices ou n* > 3 roues directrices dont les centres s, sont alignés). Par contre,
quand les singularités de modélisation sont *O, (cas des robots équipés de n% > 3 roues
directrices dont les centres S, ne sont pas alignés), étant donné le cardinal de cet ensemble
(voir relation (2.72)), le calcul de M(t) devient excessivement long et complexe. Aussi,
dans ce dernier cas, nous nous de calculer uni un minorant de cette
fonction. Plus précisé nous idé, comme singulieres toutes les ori: it
des roues pour lesquelles -

[o] >0 oy défini par (4.11) (4.37)

D’un point de vue pratique, la nouvelle contrainte (4.37) signifie que sont proscrites toutes
les orientations des roues directrices pour lesquelles le rayon de courbure associé est in

férieur au maximum des [|S; S]] 2 < < n. Cette nouvelle contrainte nest pas compléte-
ment artificielle . le déplacement d'un robot avec un rayon de courbure faible n’est en
général pas souhaitable, car il peut amener pour des vitesses importantes un retournement
du robot.

Les calculs permettant d’obtenir I'expression de M(t) sont présentés en annexe, sec-
tion E.2.2. Nous donnons ici simplement le résultat

n =2 .
B e M) = ruros®) sin froog(®] (438)
2> 3 et 5, non alignés M) = gL )

Ji+ot
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Les développements précédents permettent d’apporter une réponse au probleme de
Pévitement des singularités d’un robot de la classe R} lors d’une commande par bouclage
dynamique

Théoréme 4.2 Evitement des singularités d’un robot de la classe R} lors d’une com-
-mande par bouclage dynamique

Si Uerreur initiale entre un robot de la classe R} et sa trajectoire de référence vérifie

I < in (20=°) (140)

avee
M(t) donnée par (4.38) ou (4.39),
K(t) donnée par (4.96) (et ot Q* est caplicitement défini par (E.54)),
& est un scalaire positif arbitrairement petit

alors la loi de retour d’état dynamique (4.10)-(4.21) n'aménera jamais le robol sur les
singularités repérées par les Hypothises (a) et (b) du Théoréme 4.1 o

Preuve : La preuve du Théoréme 4.2 est immédiate au vu de la Proposition 4.3 et des

relations (4.36), (4.38) et (4.39). 4

Evitement des obstacles

L évitement des obstacles présents dans le plan d’évolution du robot peut étre garanti
de la méme maniére que celui des singularités. Tl suffit juste d’introduire la fonction N(t)

vt [I9(2)]| < N(t) = le robot ne heurte pas les obstacles
et de remplacer dans le Théoréme 4.2 I'équation (4.40) par

min(M(2), N(t)) - s) ()

180 < i (M08
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4.2 Stabilisation par bouclage instationnaire

Lobstruction de Brockett (Théoréme B.12) assure qu'il est impossible de stabiliser les
robots mobiles non-holonomes au moyen de lois de bouclage d’état au moins continiment
différentiables (Théoreme B.13).

L’alternative la plus naturelle est de se tourner vers des lois de bouclage d’état dis-
continues. C’est la solution proposée par exemple dans [CS92] et [S¢93b], o le robot
est amené vers sa cible au moyen de familles de cercles, dans [BRM92] ot une loi de
commande continue par morceaux est utilisée, ou encore dans [Ast95] ot la commande
repose sur une approche algébrique. Ce type de los produit des résultats trés satisfaisants
(taux de convergence I par exemple), mais sont difficil
en pratique un systéme mécanique accepte mal les commandes discontinues. Cela est
encore plus vrai lorsque la loi discontinue a été calculée pour un modele cinématique,
cest-a-dire pour un modéle o les commandes sont les vitesses du systéme mécanique.

Une seconde alternative, beaucoup moins intuitive, a été proposée initialement dans
[Sam90], sur le cas d’un robot R - elle consiste & utiliser une loi de bouclage de Pétat et
du temps. Ce type de loi, encore appelée loi instationnaire, est celle que nous nous sommes
proposés d’utiliser dans cette section, principalement parce que de telles lois peuvent étre
choisies infiniment différentiables.

4.2.1 Résultats existants

A la suite de Particle [Sam90], plusieurs lois de stabilisation par bouclage d’état insta-
tionnaire C ont été proposées pour différents robots  [CA92], [Pom92], [KGM93],..
Toutes ces lois, comme la loi initiale proposée dans [Sam90], reposent sur des fonctions
de Lyapunov.

En paralléle & ces articles, ol Pobjectif est de construire une loi de bouclage d’état
instationnaire, un résultat théorique important a été prouvé dans [Cor92a]

Théoréme 4.1 [Cor92a] Stabilisation des systemes linéaires sans dérive par boucla-
ge d’état instationnaire

Tout systéme non-linéaire sans dérive, i.c.

i=Y g(a)u, =z élat U (1<1¢m) commandes
=
peut, s'il est commandable, étre stabilisé au moyen de lois de bouclage d’état instation-
naires C™

Le Théoréme 4.1 établit définitivement la pertinence des lois de bouclage d’état in-
stationnaires C*° pour, de fagon générale, la stabilisation d’une large classe de systemes
non-linéaires, et de fagon plus particuliére, pour la stabilisation des modles cinéma-
tiques des robots mobiles & roues non-holonomes (puisque ceux-ci sont sans dérive, cf.
Tableau 2.1).
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La preuve du Théoréme 4.1 n’est malheureusement pas constructive. 1l n’existe donc
pas, comme du reste pour la plupart des synthéses de lois de commande reposant sur une
approche Lyapunov, de démarche systématique permettant d’obtenir une loi de bouclage
d’état instationnaire stabilisant un systéme non-t donné. La méthode de synthese
proposée dans [Pom92] peut en théorie étre utilisée sur une trés large classe de systemes
non-holonomes, mais en raison de la complexité des calculs qu'elle impose, elle ne peut
étre utilisée en pratique que sur des systemes pré des é sim
ples (voir la présentation rapide de cette loi & la section 4.3.3.2). La méthode de synthse
avjourd’hui la plus générale est celle reposant sur les systémes chainds, introduits ini
tialement dans [MS93] le systeme chainé le plus simple est celui présentant la structure
suivante

P o=w B = w
o= #n
2= 40
A inverse, le systéme chainé le plus complexe étudié dans [MS93] est celui s’écrivant
g o= iefl, m)
Z, = v P> et ozl 22002}
# o= a4y BjE{l, ,m}oet k>1, i#j

La structure trés particulire de ces systémes permet

d’établir facil qu'ils sont dables, [MS93],

de construire des lois de commande boucle ouverte joignant 2 configurations quel-
conques. Plusieurs méthodes ont été proposées ([TMS95] par exemple)

soit a I'aide de si électionnées a des fré

bien particuliéres,
soit & I'aide de commandes continues par morceaux,

soit & l'aide de commandes polynomiales.

de construire des lois de commande boucle fermée. En particulier, il a été proposé
plusieurs lois de bouclage d’état instationnaires stabilisant les systémes chainés les
plus simples  [TMW92], [WB93], [P$93], [Sam95],

Au vu de toutes les propriétés particulitrement intéressantes de ces systémes, plusieurs

i tes ont été recherchées pour déterminer si un systeme non-linéaire & 2
entrées, [MS93], ou & 3 entrées, [BTS95] et [LA9S], peut, aprés un changement de variables
difféomorphique et un premier retour d'état statique inversible, étre ré-4crit comme un
systéme chainé. Une condition suffisante plus générale, autorisant un retour d’état non
plus statique, mais dynamique, a également été proposée pour des systémes & plus de 3
entrées, [TSBS94]. Ces différentes conditions suffisantes sont constructives, c’est-a-dire,
dans le cas ot la réponse est positive, fournissent le difféomorphisme et le retour d’état.
Elles ont permis de mettre en évidence qu'un grand nombre de systémes pouvaient étre
ré-écrits comme des systémes chainés. En particulier, il a été prouvé, [LA95], que les
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hol. 2

modeles des 4 classes de robots mobiles a roues étre
sous forme chainée (et uniquement avec des retours d’état sn.auques) De fagon générale,
rechercher si un systéme donné peut étre transformé en un systeme chainé apparait comme
une démarche naturelle, permettant, si elle est couronnée de succes, d’utiliser les lois de
bouclage d’état instationnaires déja proposées, ou d’en construire de nouvelles & partir
d’un modele ayant une structure beaucoup plus simple.

4.2.2 Stabilisation par bouclage instationnaire d’un robot de
la classe R}

Nous proposons une loi de retour d’état instationnaire garantissant que les singularités
du modéle (2.54) d’un robot de la classe R} sont évitées durant le mouvement du robot.

Nous avons ici volontairement écarté I'approche, mentionnée ci-dessus, qui consiste &
recourir & la forme chainée. La mise sous forme chainée crée assez souvent des singularités
artificielles dans le modzle du systéme ainsi transformé. Clest en particulier le cas pour
la transformation proposée pour les robots de la classe R} dans [LA95]. Nous avons donc
préféré utiliser directement le modéle proposé par le Théoreme 2.13, qui a été justement
construit de telle sorte qu'il ne comporte aucune singularité artificielle.

Pour garantir que les singularités ne sont pas rencontrées, nous nous aidons d’un
raisonnement géométrique nous montrons tout d’abord, section 4.3.2.a, qu'il est possi
ble de représenter chaque orientation non-singuliére des roues directrices comme 'un des
points de la sphére unité. Cette représentation est ensuite utilisée, section 4.3.2.b, pour
construire une loi de retour d’état instationnaire cinématique qui assure que les orien
tations B, e € O, ne sont jamais rencontrées. Nous montrons enfin, section 4.3.2.c,
que cette loi cinématique peut étre convertie partiellement en loi dynamique. La sec-
tion 4.3.2.d illustre les possibilités de cette loi instationnaire & I'aide de simulations. Ce
travail a été décrit dans les articles [MAT92] et [TAM95b] et dans les rapports [TAM92¢]
et [TAM93].

4.2.2.a Représentation de O,, par un vecteur de la sphére unité

Nous rappelons le modéle cinématique (2.67) d’un robot de la classe R}

$ = RTOPB,o)m

B o= m (4.1)
¢ =
avec
. sin
P(Br,0) = | —cosh (4.2)

et en ayant tenu compte du fait que (voir (2.13))

R7'(6) = RT(6)
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La Proposition 2.20 assure que toute orientation non singuliere des roues directrices
peut étre repérée par le couple (B1,0). Au vu de Pexpression du vecteur P(fy,0) (rela-
tion (4.2)), elle peut également étre repérée par ce dernier. Ce résultat est tout a fait
logique : puisque toute orientation non singuliére des roues directrices est associée bijec-
tivement & un unique CIR (voir preuve de la Proposition 2.20) & tout §; _a € O,, est
associé bijectivement une unique possibilité d’évolution pour le robot, c’est-a-dire un seul
vecteur P(f1,0) au vu de (4.1).

Nous montrons ci-dessous que, par un changement de variables et de commandes,
le vecteur P(f;,0) peut étre ré-écrit comme un vecteur de la sphére unité. Les pro-
priétés géométriques associées & un tel vecteur seront utilisées comme un guide, & la sec-
tion 4.3.2.b, pour construire une loi de retour d’état instationnaire garantissant Pévitement
des singularités.

Afin de ré-écrire P(fy, o) comme un vecteur de la sphére unité, nous introduisons les
2 changements de variables et de commande sur le modéle cinématique (1.1)
tout d’abord, nous substituons la variable d'état o par la variable §, définie par le
difféomorphisme :
wnp=2 pe-I.7 (1.3)
@ 2% :
oit o7 est la constante définic par (1.11),
ensuite nous substituons les degrés de liberté cinématiques 1, 72 et 73 par vy, vp et
vs définis par les relations difféomorphiques
y =

(4.4)

Puisque # # T [x] (cf. définition (4.3)), cos § est toujours différent de zéro. La
relation exprimant v; en fonction de ; a donc toujours un sens.

En reportant (4.3) et (4.4) dans (2.67), nous obtenons une nouvelle expression pour le
modéle cinématique d’un robot de la classe R}

b = R0).P(B,A)n

b= m (4.5)
B o=
avec
i sin 6y
P(B1,B) = | —cosBcosfpy (4.6)

sin 8

Le vecteur P(f,, ) ainsi obtenu est clairement un vecteur de la sphére unité.

Nous avons montré au début de cette section que toute orientation non singuliere des
roues directrices peut étre repérée par P(f1, 7). Puisque les vecteurs P(fy, o) et P(f, B)
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sont reliés par un difféomorphisme, elle peut également étre repérée par P(f, 4). Enfin,
ce dernier vecteur décrivant la sphére unité, nous obtenons que tout f; a € On, peut
&tre représenté comme un point sur cette sphere.

Au vu de la Proposition 2.20 et des relations (2.72) et (2.74), Pensemble des §, .

O est décrit en faisant varier le couple (61,0) dans ;B x R puis en retranchant les

ensembles 20, ou >0, suivant le nombre et la disposition des roues directrices. ©,, est
en fait décrit 2 fois, puisque (fB1,0) et (f; + 7, —0) correspondent i la méme orientation
des roues directrices, voir la preuve de la Proposition 2.20.

Si maintenant, nous considérons I'image de Oy sur la sphére via le vecteur P(f;, /), au
vu de (4.3) et (4.6), il apparait clairement que chaque point de la sphére représente un
unique fy_ . € On, excepté les 2 poles et les points associés aux ensembles 20, ou 20,
Chaque B, 4 € Oy, est pour sa part représenté 2 fois, par 2 points diamétralement
opposés.

En reportant (4.3) ct (4.6) dans (2.72) et (2.74), on montre facilement que les ensembles
20, et °0,, images sur la sphere de respectivement 20, et 30, sont :

ag5,.|  Les 2 poles de la sphires, associés & (x, %00),
*"1 2(n* —1) points isolés sur la sphére, associés aux autres éléments de d0( Y

20, : Le cercle équatorial correspondant & f = 0. (4.8)

Le probleme posé par les singularités du modele d’un robot de la classe R} peuvent en
définitive étre exprimé également comme
“Les lois de commande construites pour un robot de la classe R} doivent garantir que
le vecteur de la sphére unité P(fy,8), constituant du modéle cinématique réduit de ces
robots (modéle (4.5)), ne passe jamais par les ensembles 2O, ou 30, (suivant le nombre
et la disposition des roues directrices) pendant le déplacement du robot.”

Une loi de retour d’état instationnaire pour les robots de la classe R? est proposée i
la section suivante. Une solution est apportée au probleme des singularités en s'appuyant,
sur les caractéristiques géométriques des vecteurs de la spheére unité.

4.2.2b  Synthese d’une loi de retour instationnaire cinématique

Le Théoreme 4.2 ci-dessous propose une loi de retour d’état instationnaire permettant de
stabiliser n'importe quel robot de la classe R} sur la configuration finale

=000  pH=5 B=0

Le choix de la configuration finale du vecteur ¢ n’'est pas restrictif il est en effet toujours
possible, en spécifiant le repere immobile [0, 7, J], de faire en sorte que les coordonnées de
la cible soient effectivement ¢ = (0,0,0)7 Quant a la configuration finale des roues direc-
trices, elle est en régle générale sans intérét lors d’une application pratique. Aussi, nous
avons choisi arbitrairement de ramener les roues toutes paralleles (3 = 0) et d’orienter la
roue 1 & fy = J pour éviter la singularité “les A,” sont toutes superposées” dans le cas
des robots comportant 2 roues directrices ou n > 3 roues directrices dont les centres S,
sont tous alignés (cette orientation des roues directrices est en effet gé;

chois
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comme étant f = 0). L'orientation finale des roues directrices peut cependant étre réglée,
voir Remarque 4.1.

Avant d’énoncer le Théoréme 4.2, nous avons besoin d’introduire la définition suivante
Définition 4.1 Cone D
Définissons tout d’abord le vecteur
Po=(1,0,07 (4.9)
introduisons ensuite la constante f comme suit -

quand n® >3 B =24 0=0 oio est défini par (4.11)

i
quand n* =2 B = puisque la seule singularité est 20,

ol

Nous appelons cone D, le cone centré sur P, et présentant un angle f

cone D : (P51, B) / I(P,P)l < i}

Ce cone est représenté sur la Figure 4.1. Par construction, il ne comporte aucune orien-
tation des roues dircctrices appartenant a O,.

Figure 4.1: Le déplacement de P(f;, 3) est enfermé dans le cone D.

Théoréme 4.2 Retour d’état instationnaire cinématique

SOUS L'HYPOTHESE QUE
& Vinstant initial t = to, P(f,5) appartient au céne D (4.10)
LES LOIS DE COMMANDE ClNE’JMATIQUE Viy DONNEES PAR
v =—PT(, B)RT(0)¢ (4.11)
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ET (v2,v3) TELS QUE
Py, Byva,va) = (P(Br, B) A [g(t, 8)d + hP.]) A P(By, B) (4.12)
g(t,¢) est une fonction scalaire C* périodique en temps, uniformément bornée pour

la variable ¢, et g(1,6) £ 0
h est une constante positive vérifiant

Imaz ||8le=ts _
h> A e e = n};x(g(i, 9)) (4.13)
ASSURENT ¢, f et B sont bornés et convergent vers (0,0,0,%,0)7 o

Preuve : L'idée centrale de la loi de commande proposée par le Théoreme 4.2 est de
garder le vecteur P(f, B) dans un céne D dont I'angle B (voir Figure 4.1) est suffisament
petit pour que D ne renferme aucune des orientations singuliéres des roues directrices
(le cas d’un robot comportant 3 roues directrices dont les centres S; ne sont pas alignés
est représenté sur la Figure 4.1. Les points Ps,, and Ps,, (1 < i < 3) représentent les
orientations des roues directrices pour lesquelles le CIR est sur S,, situées respectivement
dans les hémisphéres nord et sud de la sphére unité. Ces 6 points contituent °0,).

Montrons au préalable que la relation (4.12) définit pour toutes valeurs de ¢, 4, et 4
un unique couple (2, vs).

Par construction, voir (4.6), P(8;, ) est un vecteur astreint & se déplacer sur la sphére
unité. Par conséquent, sa dérivée P(fy, B, v,v3) doit appartenir nécessairement au plan
tangent & la sphére unité au point P(f1,B). En utilisant les propriétés du produit vectoriel,
on constate facilement que le terme de droite dans (4.12) a été construit de telle fagon
que cette condition soit satisfaite. La loi de commande donnée par le Théoreme 4.2 a
donc, comme attendu, un sens. La structure de la loi (4.12), et en particulier les réles
respectifs des 2 termes g(t, )¢ et hP, apparaitra plus clairement i la lecture de la preuve
du Théoréme 4.2 (voir le paragraphe suivant la fin de cette preuve).

Nous montrons maintenant comment vz et v3 peuvent étre facilement explicités depuis
(4.12) : développons pour cela, le terme de gauche dans (4.12) & Iaide de (4.6). Nous
obtenons

cos fj cos —sin Bsin By ) .

cos Bsin By | vat| sinBeospy | vs=(P(B1, B)Alg(t, 6)$+hP))AP(By, B) (4.14)
0 cos B

Puisque 8 # % [v] (relation (4.3), vs peut facilement étre calculé & partir de la troisieme

ligne de (4.14). On obtient alors v, en multipliant par cos fy et sin 8 respectivement les
lignes 1 et 2 puis en les sommant.

Nous donnons maintenant la preuve du Théoréme 4.2 en 3 étapes



o Btape | Les orientations singulicres des roues directrices O, ne sont jamais rencontrées
, By ct B sont bornés.

La relation (4.10) assure que P(B,, ) appartient initialement au céne D. Tant que
P(81,B) reste dans ce cone, les orientations singuliéres des roues directrices ne sont pas
rencontrées (Définition 4.1). La stabilité du systéme bouclé peut par conséquent étre
étudié classiquement & Iaide de fonctions de Lyapunov la dérivée de la fonction de
Lyapunov V = 472 au vu de (4.5) et (4.11), s'écrit

V = —¢TRT(0)P(By, B)PT (81, B)R(6)$ < 0 (4.15)
Cela assure que |¢(1)]| décroit.
Supposons maintenant que P(f,, ) atteint la limite du cone D, i.e.

(PP =B (4.16)

Soient
@ =(PA$)AP and @ =(PAP)AP

Ces 2 vecteurs permettent de ré-écrire la loi de commande (4.12) comme

P(B1, B, v, v3) = g(t, $)ar + haz (4.17)

En utilisant le fait que || P(8:,B)|| = 1, on montre facilement que
lo(t. 8l lall = lg(t, o)l ligll [5in(P,8)| < gmazl|6lma (4.18)
et hllgll = h|sin(P,Fa)| (4.19)

Les 2 relations (4.18) et (4.19), la relation (4.13) relative & la constante k, et la décrois-
sance de [|]|, montrent clairement que lorsque P(8;, ) atteint la limite de D (i.c. quand
nous avons (4.16)), Pinégalité suivante est vérifiée

Rzl > lg(t, &) llar i (4.20)

Des considérations géométriques simples montrent que P A P, est le vecteur tangent
au cercle limitant le cone D, et par conséquent que ¢, = (P A P,) A P est un vecteur
perpendiculaire  la limite de D, dirigé vers I'intérieur du cone (voir Figure 4.1). On déduit
alors de I'inégalité (4.20) et de la relation (4.17) que, sur la limite de D, P(By, B, va, vs)
est dirigé nécessairement vers 'intérieur du cone D. P(f1, ) ne peut par conséquent pas
quitter D. Ce résultat termine la preuve de P'étape 1, puisqu’il assure que

les orientations singuliéres des roues directrices ne sont jamais rencontrées,

l'analyse de stabilité par approche Lyapunov peut par conséquent étre menée tout
au long du mouvement. On déduit alors de (4.15) que [|¢(t)[| est décroissante et
bornée par [|¢||=o-

B et B sont inclus dans | — B, B[ et |5 — B, 3 + B[ (puisque P(B,, ) reste dans
D). By et B sont donc eux aussi bornés. (On peut également en déduire que chaque
composante de f,_a est bornée. La preuve est donnée & la Remarque 4.2). O
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o Blape 2§ converge vers 0

Compte tenu des hypothéses faites sur la fonction g(t, 6) (voir Théoreme 4.2), la loi de
commande (4.12) est clairement périodique pour la variable t. Le principe d'invariance de
LaSalle peut par conséquent étre utilisé (voir [Yos66, Th 14.8]). Il assure, au vu de (4.15),
que & converge vers £, le plus grand sous-espace invariant inclus dans

PT (6, B)R(6)6 = 0 (4.21)
Les calculs suivants établissent que & est réduit & ¢ = 0.

Plagons nous dans €. En reportant (4.21) dans (4.11) puis dans (4.5), nous établissons
facilement que

n=0 et $=0 (4.22)

Dérivons maintenant 2 fois la relation (4.21). En utilisant (4.22), on montre que
 PT(BuBau)RO)$ = 0 (4.23)
PT(By, By va, va, in,i5)R(O)$ = 0 (4.24)

Soit u défini par
u=g(t,$)¢ +hPu (4.25)
La loi de commande (4.12) peut alors étre ré-écrite comme

P(Br, B, v2,v3) = (P(B1, B) Au) A P(B1, ) (4.26)

Nous développons maintenant (4.24) en utilisant (4.26)
PTR(0)6 = [(PAu)APITR(O)¢+[(P A i) API"R(6)$+ (P Au)APITR(B)6 = 0 (4.27)

Par définition du produit vectoriel, (P A u) A P est perpendiculaire & (P Au) et & P. De
plus, puisque P est un vecteur se déplagant sur une sphére, P et P sont perpendiculaires.

n combinant ces 2 concl nous en déduisons que
(PAu)AP =k P avec k; un scalaire. (4.28)

On montre de la méme maniére que
(PAWAP = kP avec k un scalaire. (4.29)

En reportant finalement (4.28) et (4.29) dans (4.27), et en utilisant (4.21) et (4.23), nous
obtenons que

dans £ PTR(8)6 = [(P Ai) A P)TR(0) (4.30)

Développons maintenant (4.30) en utilisant (4.25)

7 = 20D pno)npT e 25D (P ASNPIT R+ o, (PROINPITR = 0

(4.31)
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Au vu de (4.22), la relation (4.31) se réduit en fait &

%[(1’ A ) A P"R¢ (4.32)

Les hypothéses faites sur la fonction g(t, @) assurent que
VI 3> 6>T / “ A 20 sur [ota] (4.33)

En reportant (4.33) dans (4.32), nous en déduisons que
sur les intervalles [ty, (5] [(PAg)APITR(8)$ =0 (4.34)

La partie calculatoire de la preuve de I'étape 2 est alors terminée. En effet, nous
venons de prouver (relations (4.6), (4.21) et (4.34)) que

PT(B1,B)R(0) = 0

dans € VT, 3>t >T [ sur [ty o] ((P(81, B /\¢)/\P(ﬂ|,ﬂ)]TR (0)¢ = 0
PT(B,B) # 0
(4.35)

Les vecteurs [(P A )] A P et P étant perpendiculaires par définition du produit vectoriel,
on déduit immédiatement de la relation (4.35) que

dans EVT, 3ty >t > T [ sur [ty,t] ¢=0 (4.36)

Enfin, puisque sur €, ¢ = 0 V¢ (relation (4.22), nous concluons, au vu de (4.36), que la
seule courbe intégrale incluse dans € est

vt $=0

Cela termine la preuve de I'étape 2.

 Btape 3 B converge vers 0, et By converge vers 3

Ce résultat est intuitif  Pétape 2 ayant montré que ¢ converge vers 0, la loi de
commande (4.12), au vu de (4.17), se réduit lorsque ¢ approche Dinfini &

P(B1,B,v2v5) = h

Au vu de la direction du vecteur g, (voir Figure (4.1)), il est clair que cette loi de com
mande tend, pour ¢ approchant I'infini, & superposer P(fh, f) et P, ce qui implique, au
vu de (4.9) et (4.6), que f et By convergent respectivement vers 0 et §

4

La preuve rig est, un peu plus 1 dui

du céne D, un céne Dy caractérisé par (voir Figure 4.2)

sur le modele

(B R < e
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Figure 4.2: Cone Dy

Modifions légerement I'inégalité (4.18) et gardons I'inégalité (4.19) telle quelle

ot &)l llal = lo(t, ) 19l |sin(P6)| < gmacll (4.37)
hllgll = hlsin(P, P)| (4.38)
L’étape 2 ayant prouvé que ¢ converge vers 0, nous pouvons écrire que

Ve, 3 Vst Hasu<h;'7“e‘ (4.39)

En reportant (4.37) et (4.38) dans (4.39), nous en déduisons que

Ve, I/ vi>tr (h lgzll > 1g(t, &) Nl if P(ﬂ|.B)eD\D|) (4.40)

Au vu de la direction du vecteur g; (voir étape | et Figure 4.1), la relation (4.40) montre
clairement qu'il existe un instant ¢, tel que

Ve 3>t/ Vi>h P(B1,B) € Dy

La preuve de I’étape 3 est alors terminée  puisque €, peut étre choisi arbitrairement
petit, P(f, B) converge vers P, et donc, en utilisant (4.9) et (4.6), B and B convergent
respectivement vers 0 et Z. <

La construction de la loi de commande (4.12), a priori surprenante, est maintenant
claire  le role du terme g, est de garantir que les orientations singulires des roues
directrices ne sont pas rencontrées, alors que celui du terme g est de garantir que ¢ tende
vers 0.
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Nous pré i plusieurs ques sur la loi proposée par le Théoréme 4.2

Remarque 4.1 Modi des valeurs finales de g et §

La loi de commande proposce par le Théoréme 4.2 assure que Lorientation des roues
directrices converge vers celle repérée par fy = % et B =0 (c’est-d-dire,
au vu de (4.8), roues directrices toutes paralliles, la roue I présentant un angle By = ).
Cetle orientation finale peul étre modifiée trés facilement, en utilisant dans (4.12) un
vecteur P, autre que celui donné par (4.9). a

Détails : L'étape 3 de la preuve du Théoreme 4.2 montre que le vecteur P(f,. ) converge
asymptotiquement vers le vecteur Ps quel qu'il soit. Cest par conséquent ce dernir,
et ce dernier seulement, qui détermine les valeurs finales de ) et B. La preuve du
Théoreme 4.2 ne fait apparaitre aucune restriction sur le choix de P,, excepté que P, ¢2 O

ou P, ¢ O,. Cependant, plus P, est proche d’un élément de 20, ou *O,, plus le cone
D, Définition 4.1, doit présenter une ouverture au centre faible afin de ne pas contenir de
singularité. Cela restreint d’autant les mouvements instantanés possibles pour le robot
(puisque par construction, P(f;,3) € D tout au long du déplacement).

Puisque le point diamétralement opposé a un élément de 20, ou 30, est également
un élément de 20, ou *3,, le plan équatorial # = 0 apparait comme étant celui le plus
éloigné de Pensemble des singularités. C'est pour cette raison que dans le Théoréme 4.2,
nous avons proposé de prendre P, dans ce plan. Nous avons choisi plus spécialement la
valeur finale de f, égale & %, afin d’étre le plus éloigné possible du cercle formé par les
points de 20,. a

Remarque 4.2 Lorientation §, tcicu) de chacune des roues directrices reste bornée

La loi de commande proposée par le Théoréme 4.2 assure que Uorientation B, (1 < i < n')
de chacune des roues directrices reste bornée toul au long du déplacement du robot. O

Détails : Dans la preuve du Théoréme 4.2, nous avons montré que les variables f;
et 3 restent toutes 2 bornées lors du déplacement du robot. Il est important de s’assurer
également que I'orientation B, (1 < i < n*) de chacune des roues directrices reste elle-aussi
bornée lors du déplacement du robot. En effet, dans la pratique, les roues directrices sont
parfois montées sur le chéssis de telle fagon qu’il leur est impossible de faire plus d’une
rotation sur elles-mémes.

Dans le cas des robots ne comportant que 2 roues directrices ou n* > 3 roues direc-
trices dont les centres S; sont tous alignés, la preuve est immédiate. En effet, supposons
que orientation du repére [P,7, j] ait été choisie de telle sorte que I'orientation singuliere
des roues directrices correspondant & toutes les droites A, superposées, soit repérée par
By = .= Pua = 0[x]. Alors, toute orientation de la roue i (1 < i < n*) telle que 3, = 0 [x]

: elle est en effet associée soit & un CIR confondu avec S, (1<, i), SOt &
la situation oi toutes les droites A, (1<,cnu) sont superposées (cf. Proposition 2.13). Or,
toutes ces orientations appartiennent & O, (Définition 2.11).

La loi de commande proposée par le Théoreme 4.2 garantissant que les singularités sont
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évitées lors du déplacement du robot, nous en déduisons que toutes les orientations
B.. (1<s<n) sont confinées soit dans | — 0], soit dans [0,[. Elles sont donc toutes
bornées.

Le cas des robots équipés de n* > 3 roues directrices dont les centres S, ne sont pas
alignés, nécessite plus de calculs. Nous montrons ci-dessous que

Vi, 2<i<n®  Laloi de commande proposée par le Théoreme 4.2 assure
que f # —ou [7]
(4.41)
L’évolution des diffé orientations ,(t) étant C (cf. relation (2.61)), nous déduisons

de (4.41) que chaque variable f, (yc,cua) reste enfermée dans un intervalle de longueur =
el est par conséquent bornée.

Le Théoréme 4.2 assure que, durant tout le déplacement du robot, le vecteur P(f, 3)
ne quitte pas e céne D. Nous montrons successivement que, pour toutes les orientations
ot les roues directrices sont paralltles, puis pour toutes les autres, la relation (4.41) est
satisfaite.

Cas ot toutes les roues dircctrices sont paralléles dans ce cas, Uorientation de la roue »
est donnée par (voir par exemple (E.11))

B agicnn) = =+ by (4.42)

Puisque P(f, B) ne quitte pas le céne D, nous avons

T am
B\eli—ﬁ,,g + 8 (4.43)
En reportant (4.42) dans (4.43), nous en déduisons que
x
/i.EI—a.+——15,, —at g Al Vie{2, n*) (4.44)
Enfin, puisque par définition §; € | - %, 5[, nous déduisons de (4.44) que la relation (4.41)
est satisfaite lorsque I'on ne '4‘ que les orientations des roues directrices ot celles-ci

sont toutes parallles.

Cas o les roues directrices ne sont pas toutes paralléles Au vu de la Proposition 2.20,
les coordonnées (., (,) du CIR dans le repire [$y,7 7] vérifient

N cosf  cosfy

o= ——= wan B (4.45)
ing s

(les roues directrices n’étant pas toutes paralleles, o et § sont tous 2 non nuls, les re-
lations (4.45) et (4.46) ont donc un sens). Puisque P(f, /) reste dans le cone D, les
inégalités suivantes sont satisfaites (relation (4.6))
cosBsinfy > cosfBy (4.47)
|cosBeos i < sinf
|sinB| < sinf,
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En reportant (4.47) dans (4.46), nous en déduisons que

161> f:::f;‘ (1.48)

Puisque P(fh, B) ne quitte pas le cone D, nous pouvons également écrire que
B el BBl (4.49)

En reportant (4.49) dans (4.48), nous concluons que

16> —= tanﬁ‘ (4.50)
ou encore, compte tenu de la définition de f; (Définition 4.1)
[l > max I (4.51)

(2€1€n®)

En définitive, le long de tous les déplacements du robot, Pévolution du CIR est contrainte
par _ i

b€ 15-Bu3+Al

[ L

La zone, notée Z, dans laquelle le CIR peut évoluer est hachurée sur la Figure 4.3.

(4.52)

T

Figure 4.3: Possibilité d’évolution du CIR lorsque P(f3,, ) reste dans D

Nous prouvons maintenant par Pabsurde que B, oc,cnty # a0 Supposons que f, =
—ai. Au vu de la définition des angles a et 8 donnée page 15, cela signifie que A, est
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paralléle & 7 (voir Figure 4.3). Le CIR, Proposition 2.13, appartient  cette droite. Or
cette derniére ne coupe pas la zone Z. Par conséquent, la relation (4.41) est satisfaite
également dans le cas ot les roues directrices ne sont pas toutes paralléles. Cela termine
la preuve de la Remarque 4.2. 4

Remarque 4.3 Contraintes sur la fonction g(t, ¢)

Dans énoncé du Théoréme 4.2, nous avions imposé & la fonction g(t, ¢) détre périodique
en temps. Cette exigence peut élre légérement relichée. Plus précisément, elle peut étre
remplacée par

(i) g(t, ) est uniformément bornée par rapport i1, de méme que toules ses dérivées,
(i) 229 /50 ast — oo, o

Détails : Ce nouveau jeu de contraintes sur g(t, ) a été proposé initialement dans
[Sam90]. Comme il modifie peu la preuve du Théoréme 4.2, nous ne donnons ci-dessous
que les grandes lignes de celle-ci.

g(t, ®) napparait pas dans la premidre étape de la preuve du Théoreme 4.2, Celle-ci
reste donc inchangée. Par contre, au début de la preuve de la deuxieme étape, g(t, 4)
wétant plus périodique en temps, nous ne pouvons plus utiliser le Théoreme de LaSalle
et affirmer que le systéme bouclé converge vers le plus grand sous-espace invariant. inclus

dans (4.21). Cette partie de la preuve peut. dant étre lacée par le

suivant
V est minorée par 0 (par construction)
V<o (gréce a loi e commande (4.15)) “53)
V est bornée (au vu de la bornitude de I’état )

(étape 1 et de (i)
Les relations (4.53) assurent, Théoréme de Barbalat, que
V-0 quand t — oo
En suivant de nouveau la preuve de I'étape 2, nous montrons que
V =0 quand t— 0o <% PT¢ -0 quandt— 0o <% ¢ 50 quand ¢t — 0o

Enfin, Iétape 3 de la preuve du Théoreme 4.2, puisqu’elle est purement géométrique, reste
également inchangée. a

4.2.2.c Synthése d’une loi instationnaire part dy

Sous les Hypotheses que les paramétres inerticls du systéme sont connus (Hypothése 2.7)
et que le systéme est complétement actionné (Hypothése 2.8), le modéle dynamique d’un
robot de la classe R} se présente (Théoreme 2.10) sous la forme du modéle cinématique,
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étendu par 3 intégrateurs portant sur les degrés de liberté cinématique, c'est-a-dire, si
T'on se base sur le modéle cinématique (4.5)

n o= n
in vy

12 vg

. i (4.51)
6 = R0).P(Bi, B

b= m

B = u

Au vu de la signification physique de 71, 7z et 73 (Théoréme 2.13) et des relations (1.1).
les degrés de liberté cinématique vy, v, et vy peuvent étre interprétés comme

vy degré de liberté cinématique relié a la vitesse linéaire de la roue |

vy el vy degrés de liberté cinématique reliés a la vitesse du CIR dans le plan

dévolution, c'est-a-dire (cf. relation (2.61)) relié  la vitesse d’orientation de cha-
cune des roues directrices.

Il en découle que les d iliai

vy, v et v pré la signification suivante

vyt les couples

en rotation les roues directrices,

vy el vy : commandes représentant les couples orientant les roues directrices.

Dans cette section, nous montrons que Ia loi de retour 'état instationnaire cinématique
proposée & la section 4.3.2. peut étre facilement convertie en unc loi de retour d'état
instati par d; ique. Le terme “partiell ” signifie que nous ne
proposons pas une loi de commande pour le véritable modéle dynamique (4.54), mais
pour le modzle suivant

o= u

(4.55)

B vs

ou le vecteur de commande est (v, vz, v3)T

Au vu de la signification des variables v, et v;, le modéle partiellement dynamique rend
compte de Pinertie générale du robot, puisque le dépl du robot est
via vr qui présente la dimension d'un couple. Par contre, inertie propre aux roues est
négligée, puisque Pon de leur fon via v; et 3 qui pré la di
d'une vitesse. Le modéle (4.55), sans décrire parfaitement le comportement du robot
comme le modele (4.54), est déja trés réaliste. Dans les cas oll la masse des roues est
faible par rapport & la masse totale du robot et ot les moteurs commandant l'orientation
des roues directrices sont trés rapides, le modéle partiellement dynamique peut méme étre
considéré comme tres satisfaisant. La loi de retour d’état instationnaire partiellement
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dynamique donnée au Théoreme 4.3 ci-dessous est done, dans de trés nombreux cas
directement implémentable. Nous nous sommes limités & une lo particllement dynamique,
car la construction des lois cinématiques v; et vy étant complétement géométrique, leur
conversion en lois dynamiques est loin d’étre immédiate.

Pour convertir la loi cinématique vy en une loi d nous utilisons la techniq

des systemes en cascades, présentée initialement dans [PAC91], et étendue au cas des
retours d’état instationnaires dans [CA92]. Cetie technique propose une méthode systé-
matique pour convertir en loi dynamique, une loi cinématique qui a été construite & I'aide
d’une fonction de Lyapunov.

La loi cinématique 1y, proposée par le Théoreme 4.2 (relation (4.11)), est construite
sur la base de la fonction de Lyapunov

Nous notons désormais v, la loi de commande cinématique, i.e. (relation (4.11))
in=—PT(p,B)¢

Pour le modgle partiellement dynamique (4.55), # apparait comme la trajectoire idéale

pour la nouvelle variable d’état v, La technique des systémes en cascade consiste &
ajouter & la fonction de Lyapunov initiale, un terme représentant la différence entre vy et
i1, de fagon & forcer la convergence du premier vers le second  Soit # défini par

=1 (4.57)

Nous considérons maintenant la fonction de Lyapunov V; (avec V donné par (4.56))

7
W=viy (4.58)

La dérivée de (4.58) sécrit .
Vi = PT(By, BYR(0)) + i (4.59)
En utilisant (4.11) et (4.55), on montre facilement que
in = =P (B, 8,v2,v5) R(0)¢ — PT(B1, B)R(0)¢ sin By — P (B, B)P(B1, B)r — v (4.60)

On vérifie facilement, en utilisant (4.59) et (4.60), que la loi de commande donnée ci
dessous (relation (4.61)) (avec A une matrice positive définie symétrique)

v = —PT(B, B,va,va)R(0)¢ — PT(Br, B)R(0)dsin B — PT(Br, B)P(By, B)in +
-Ain — PT(By, B)R(0)$
(4.61)
conduit &
Vi = —A} — ¢"RT(0)P(By, B)PT(Br, BYRT (0)¢ < 0
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et donc assure la bornitude de v; et de ¢.

En conclusion, I'étape | de la preuve du Théoréme 4.2 peut étre conduite de la méme
fagon avec un modéle partiell ique si la loi de de (4.11) est remplacé
par (1.61), la fonction de Lyapunov V' est remplacée par V4, et les lois de commandes (1.12)
gardées Lelles quelles. Dans Pétape 2, le principe d'invariance de LaSalle assure cette fois
que le vecteur d'état du modzle partiellement dynamique (4.55) converge vers le plus
grand sous-espace invariant inclus dans

{ PT(By, B)R(0)¢ = 0

=0 (4.62)

La méthode développée dans cette étape 2 permet de montrer que le plus grand sous-
espace invariant inclus dans (4.62) est en fait réduit &

4 =0

wo= 0
Enfin, la preuve de I'étape 3 reste inchangée puisqu’elle ne dépend que de la loi de com-
mande (4.12).

Théoréme 4.3 Loi de retour d’état i ire partiell 4

SOUS L’HYPOTHESE QUE
& Vinstant initial L = to, P(6,,5) appartient au cone D
LES LOIS DE COMMANDE vy, v; ET v3, DONNEES PAR

v = —PT(ﬂ.,ﬁ, v2, 1) R(0)6 ~ PT(By, BYR(O)bsin Bun — PT(By, BYP(By, By +
- Ain = PT (1, B)R( e)
ET (v2,v3) TELS QUE :
P(By, B, va,v5) = (P(B1, B) A [g(t, 6) + hPu)) A P(By, B)
ot ¢
- g(t,¢) est une fonction scalaire C' périodique en temps, uniformément bornée pour

la variable ¢, el g(1,¢) £ 0

h est une constante positwe vérifiant

Imaz ||9 X _
h> > T A e e = rrgng(g(l,é))
ASSURENT v ¢, fy el B sont bornés et convergent vers (0,0,0,0, F,0)7 o

Preuve : La preuve du Théoreme 4.3 est immédiate an vu de du Théoréme 4.2 et de la
relation (4.61).
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4.2.2.d  Résultats de simulation

Dans cette section, nous avons simulé le modzle cinématique (2.67) d’un robot comportant
3 roues directrices dont les centres, distants de 1 m les uns des autres. ne sont pas alignés.
Nous avons par conséquent (Définition 4.1)

h=3 (4.63)

Le seul degré de liberté dans la loi de commande proposée par le Théoréme 4.2 est la
fonction dépendante du temps g(t, ¢). Les techniques présentées & la section 4.3.3 pour
rendre exponentielle la vitesse de convergence d’un retour d’état instationnaire, ne peuvent

pas étre appliquées pour la loi proposée par le Théoreme 4.2. Apres diffé imulati
nous avons retenu la fonction suivante
(t sin { (4 64)
g L — X
\/M?H 10-%

qui est une approximation C de

sin

9(t,6) =
Tl

De cette maniére, le produit g(t, )¢ garde une amplitude constante tout le long du dé-
placement du robot. Pour illustrer Iimportance de ce point, rappelons les relations (4.17),
(4.18) et (4.19)

P(B,Br,v,01) = g(t, ) + haz (4.65)
lg(t, &) laall = \ﬂt@lﬂfﬂlsin(ﬂ)\ (4.66)
hlgall = hlsin(P,Fa)| (4.67)

Puisque g(t, 6)é, grice au choix (4.64), présente une amplitude constante, le poids relatif
dans (1.65) de g(t, ¢)q, (donné par (4.66)), et de hgs, (donné par (4.67)), est semblable
tout au long du dépl du robot.. Par consé la convergence de ¢ vers 0, obtenue
grice au terme g(t, ¢)q; (voir le paragraphe placé & la fin de la preuve du Théoreme 4.2),
n’est pas désavantagée par rapport a la convergence de By et de § vers leur valeur finale,

obtenue grace au terme hs.
Nous en déduisons la valeur de la constante b au vu de (4.13), (4.64) et (4.63), nous

avons
h=V2

Pour finir, plusieurs simulations nous ont montré qu’en prémultipliant la loi de commande
11, donnée par (4.11), par la fonction dépendante du temps k() = 2.5(1 +cos £), et les lois
de commande v; et vy, données par (4 12), par la. constante 10, la vitesse de convergence
de la loi de de était signifi ment.

les Figures 4.4 & 4.10 décrivent une premiére simulation pour laguelle les conditions

a() ()= ()

initiales sont.

o
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o La Figure 4.4 présente la trajectoire cartésienne du point Sy, centre de la roue |
Cette trajectoire est trés semblable & celle obtenue par d’autres lois de retour d’état
instationnaires, voir [Sam93] ou [PTBCY2]  le robot oscille le long du chemin le
plus naturel qui aménerait le robot vers le point visé. On note quavec la fonction
4(t,$) proposée par (1.64), la convergence du robot peut étre considérée comme
atteinte en 3 oscillations.

o La Figure 4.5 présente la méme trajectoire cartésienne, mais le vecteur 7 a été
dessiné de maniére a représenter I'orientation du chassis le long du déplacement du
robot. Cette figure montre que @ converge de fagon presque monotone vers 0, en
dépit des nombreuses oscillations du robot. En d’autres termes, la convergence de
Porientation du chassis semble étre indépendante de celle de z et y. Ce résultat est
importait d’un point de vue pratique, car il montre que la charge du robot ne sera
pas secouée lors du déplacement.

o La Figure 4.6 présente I'évolution de z, y et @ en fonction du temps. Elle met en
évidence que la convergence de ces 3 variables est obtenue dans le délai raisonnable
de 30 secondes.

La Figure 4.7 présente Pévolution des variables représentant I'orientation des roues.
i.e By et f en fonction du temps Comme attendu, § € | — B, B[ = | — &, %] ef
Br €15 =B, 5+ B =5, %[, ce qui illustre bien que (6, B) ne quitte pas le cone
D. On note cependant que, contrairement & la vitesse de convergence de ¢, celle de
A et de By est trés lente. En fait, ces 2 variables ne commencent a converger que
lorsque la Lonvcrgence de ¢ vers sa valeur finale a é1é obtenue. En changeant le gain
t,6), Cest-a-dire en ch le poids relatif des 2 termes g(L, ¢)¢
et hq dans la 10. de commande (4.12), la vitesse de convergence de 3 et de f§; peut
atre significativement améliorée, mais alors, ce serait ¢ qui convergerait lentement.
Construire un gain instationnaire g({, ¢) qui assure la méme vitesse de convergence
rapide pour ¢ et (B, ) reste un probléme ouvert.

o La Figure 4.8 présente Iévolution des 3 angles f, en fonction du temps. Elle
montre que, comme attendu, chaque , reste borné.

o La Figure 4.9 présente les commandes envoyées sur les moteurs contrélant 1'orien
tation des roues directrices, c’est-a-dire les vitesses d’orientation de chacune des
roues By, f et fs. On note qu'elles sont toutes bornées par 1 rd.s™!, ce qui est
acceptable dans le cadre d’une application pratique.

o La Figure 4.10 présente la commande cinématique v, reliée & la vitesse linéaire
de la roue 1 par (4.4). Au vu de cette courbe, et sur la base de roues de 10 cm, la
vitesse de rotation de la roue 1 serait bornée par v2.0.5 m.s™*, ce qui est également,
une valeur acceptable dans le cadre d’une application pratique.

Les Figures 4.11 & 4.12 correspondent chacune & une simulation différente
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o Figure 4.11 Dans cette simulation, Uorientation initiale a été choisie nulle, c'est-
ardire, le robot est orienté comme il doit, Pétre, par contre S ne se trouve pas &
sa localisation finale. Une constatation intéressante d’un point de vue pratique, est
que 6 et § restent & zéro tout au long du déplacement du robot
Le robot el sa charge ne tournent pas, les roues restent paralléles, la convergence de
S vers O est obtenue uniquement grice i une rotation concertée des roues dircetri-
ces
Cela illustre une nouvelle fois que § converge presque indépendamment de @ el y.
Les observations de cette simulation peuvent étre retrouvées par le calcul  puisque
Bo = 0 et Gy = 0, la troisieme composante de P(81 0, Bo, v, vs) est nécessairement
nulle. En effet -

. * * * *
P=(PA(go+hP))AP= * | A * Al x| =] = (4.68)
0 0 0 0

En reportant ce résultat dans (4.14), nous en déduisons que, quand 6y = fy = 0
va= =0 (4.69)
En reportant maintenant (4.69) dans (4.5), nous obtenons
0o = vysinflo =10 (4.70)

En reportant enfin (4.69) et (4.70) dans (4.68), il apparait clairement que 0 and 3
restent égaux a zéro tout au long du déplacement du robot.

Figure 4.12 Dans cette dernicre le robot est ini en O, mais
avec une mauvaise orientation 0. Cette simulation met en évidence que la conver-
gence de 0 nest pas complé indépendante de la convergence de @ et y . en
effet, le robot s'éloigne de O pour se ré-orienter. Ce résultat était attendu, car le
seul mouvement qui aurait permis au robot d’amener 8 & 0 sans que S ne quitte
0, est la rotation autour d’un CIR confondu avec Sy. Or, Porientation des roues
directrices permettant ce mouvement, est 'une des orientations de O,.
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4.2.3 Analyse de la vitesse de convergence des lois instation-
naires

Les premieres lois de bouclage d’état instationnaires, proposées a partir de 1990 [Sam90],
présentaient un taux de convergence trés lent. Aussi, nous avons cherché & caractériser,
sur I'exemple d’une loi de bouclage d’état instationnaire proposée dans la litérature, ce
taux de convergence, afin, dans un second temps, de pouvoir proposer des solutions pour
PPaméliorer. Les outils d’analyse sur lesquels nous nous sommes basés sont les variétés
centres instationnaires introduites dans F ou [MSPJ94]. Nous avons eu alors connmssancc
d’autres travaux, utilisant la notion de systemes h &nes, qui ab

4 la synthése de lois de bouclage d’état instationnai é un taux de convergen
exponentiel pour une certaine norme. Par conséquent cette section est organisée comme
suil * les sous-sections 4.3.3.a & 4.3.3.c sont consacrées & notre étude originale sur le
taux de convergence des lois de bouclage d’état instationnaires proposées par J-B. Pomet
dans [Pom92] et [PTBC92]. Plus précisemment, la section 4.3.3.a présente les lois de
J-B. Pomet. Notre outil d” analysc .e. les variétés centre instationnaires, est décrit a la
section 4.3 . Enfin, la ion du taux de des lois de J-B. Pomet
obtenue grace a cet ouu] est présentée a la section 4.3.3.c. Enfin, 4 la section 4.3.3.d, nous
décrivons trés brievement, la technique finalement utilisée pour rendre exponentielles les
lois de bouclage d’état instationnaires.

4.2.3.a Pré ion de la loi de bouclage instationnaire proposée par J-B.
Pomet

Dans cette section, nous rappelons tout d’abord la méthode générale proposée par J-B.
Pomet dans [Pom92] pour stabiliser un systéme non-linéaire sans dérive sur la configura-
tion origine. Nous pré ensuite les i difications que nous avons apportées
avec Iauteur sur cette loi de commande ([PTBC92],[Thud1]) pour d’une part, climiner
certains comportements aberrants de ce bouclage, et d’autre part, améliorer légérement
son taux de convergence.

Loi instationnaire originale, proposée dans [Pom92]

Soit un systéme non-linéaire sans dérive

(4.71)

avec
¢ vecteur d’état de dimension n,
fi(q) m champs de vecteurs C* de dimension n,

u, m commandes scalaires.

Ces systemes, sous I'hypothése que ¥g [, e(1,m)(q) # 0, ne peuvent pas étre stabilisés
asymplotiquement par une loi de retour d’état continiiment différentiable (obstruction de
Brocket
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J-B. Pomet propose dans [Pom92] de choisir une fonction V/({, q) périodique en temps.
afin de pouvoir utiliser le Théoreme de LaSalle de la méme maniére que pour une fonction
V/(g) (voir par exemple [Yos66, Th.14.8)). La dérivée de V(L q), au vu de (4.71) s'écrit

Vit,q) = "‘ZL!.V“‘ (4.72)
avec L,V la dérivée de Lie de V(L, ) selon le champ de vecteurs /,(¢) (voir relation (7.5))
LV = —(ﬁf‘

Le principe central de la technique de stabilisation proposée dans [Pom92] consiste &
introduire la fonction a(t, g) solution de Iéquation aux dérivées partielles

av
Sl LV =0 (4.73)
Supposons que a(t,q) ait été calculée explicitement. Alors, la loi de commande
u aft,q) = LV
{ A (2<i<m) (4.74)

conduit & (en reportant, (4.74) et (4.73) dans (4.72))
Vig) = Z( WV <o (4.75)

La loi de commande (4.74) assure donc la stabilité du systéme (4.71). Elle assurera la
stabilité asymptotique si (Théoreme de LaSalle) le plus grand sous-espace invariant inclus
dans

. @19

A={q | V(t,q)=0 i} &

est réduit a {0}. 1l est prouvé dans [Pom92] que sous une hypothése légerement plus
restrictive que la commandabilité=1), il existe toujours un couple (V(t,q), a(t,q)) tel
que A soit effectivement réduit & {0). Un algorithme construisant un tel couple est

| proposé. Mall il conduit souvent & des calculs trés pénibles, voire

={q | LygV(Lq)=0 Vt et Vie[l,m]} (4.76)

“TUn systeme non-linéaire sans dérive (4.71) est commandable si

Yo Rang(file), fm(a),adj i fy(a) (L3) €Ql,mP ke R ) =n
L'hypothése permettant de construire la loi proposée par J-B. Pomet est légerement plus restrictive que
Ia commandabilité, il faut pouvoir engendrer un espace de dimension n en ne crochetant que par rapport
4 un seul champ de vecteurs, par exemple fi(g)

Vo A0 Rang(i(a), Jm(0).adlpfs(a) G € 2] ke RT) = n @)

Si fu(g) ne satisfaisait pas d’emblée la relation (4.77), un premier retour d’état statique pent étre utilisé
pour remplacer ce champ de vecteurs par une combinaison linéaire des f,, yef1,m)(7)
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inextricables (I'une des étapes est par exemple 'intégration explicite de 1’équation aux
dérivées partielles (4.73)). Dans le cas d’un systéme simple, comme le modéle cinématique
d’un robot de la classe R3, cet algorithme peut étre conduit jusqu’a son terme.

Le modele cinématique d’un robot appartenant & la classe R3 s'écrit (Proposition D.5
ou Tableau 2.1)

i = —sin0v
§ = cosfuv (4.78)
0 = w

avec

(2, y) coordonnées dans un repére immobile [0, T, J] d’un point fixe du robot, placé
sur l'axe de la (ou les) roue(s) fixe(s) (voir Proposition D.5),

0 orientation de Paxe de la (ou les) roue(s) fixe(s) par rapport A la direction
immobile 7,

v ¢ vitesse linéaire du point de coordonnées (z,y) (v était appelé degré de liberté
inématique 7., dans la Proposition D.5),

w * vitesse du rotation du chissis (w était appelé degré de liberté cinématique 7.,
dans la Proposition D.5).

Le systeme (4.78) est clairement un systéme sans dérive. [algorithme de J-B. Pomet
propose, pour stabiliser ce systéme sur la configuration origine (z,y,0) = (0,0,0), de
considérer le couple (V(t, q), a({,)) suivant

1
- V(g = %{0+zcost)z+512+%yz (4.79)
— aft,q) = zsint (4.80)

En reportant (4.79) dans (4.74), nous obtenons que la loi de bouclage instationnaire
sécrit :
{ v = sinf(z+ (6 +zcost)cost) — ycosh (ws1)

w = —(0+zcost)+asint

Le systéme (4.78) étant trés simple, un calcul direct peut montrer que la loi (4.81)
stabilise effectivement ce systeme  la dérivée de la fonction de Lyapunov donnée par
(4.79), en utilisant (4.81) et (4.78) s'écrit

V(t,q) = —(sin0(z + (8 + z cos ) cos t) — y cos 8)* — (8 + x cost)* < 0 (4.82)

La loi de commande (4.81) garantit donc la stabilité du systeme (4.78). Afin d’utiliser le
Théoréme de LaSalle, considérons B le plus grand sous-espace invariant inclus dans A

A=(q/ V(t,q)=0) (4.83)
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En reportant (4.82) dans (4.83), nous obtenons

A=(q/ o O+zcost=0 (4.84)
o sinf(z + (0 +zcost)cost) — ycosh =0) (4.85)

On déduit immédiatement de (4.85), que sur B, v = 0. Par conséquent, au vu de (4.78)
Sur B, { i 0 e Su B, zetysontdes constantes  (436)

En reportant maintenant (4.84) dans (4.85), nous obtenons également que
zsinf —ycosf =0 (4.87)
Les relations (4.86) et (4.87) impliquent que
6 est aussi une constante sur B (4.88)

Enfin, si nous comparons (4.84) avec (4.86) et (4.88), il est clair que pour avoir ces 3
relations satisfaites pour tout t, la seule possibilité est que z, y et 0 soient nuls. B est
donc réduit & {0}, le Théoréme de LaSalle assure donc que le systéme (4.78) commandé
par (4.81) est asymptotiquement stable.

Loi instationnaire proposée dans [PTBC92]

La loi de bouclage instationnaire (4.81) a été construite d’une maniére purement math
ématique, sans prendre en compte la signification physique de chaque élément du vecteur
d%état g. Aussi, le comportement général du robot que I'on obtient présente quelques
aberrations. Deux améliorations significatives de la loi de bouclage instationnaire (4.81)
sont présentées dans [PTBC92] ou [Thu9l].

Non-recul du robot

Le but de la loi de bouclage instationnaire (4.81) est d’amener 4 0, d’une part Porientation
6 du robot, et d’autre part z et y, les 2 coordonnées cartésiennes d’un point fixe dudit
robot. Au vu de la seconde partie des objectifs de la loi de bouclage instationnaire, il sem-
blerait naturel, de fagon que la trajectoire du robot ne soit pas erratique, que la quantité
2% + y? décroisse de maniére monotone vers 0.

La loi de bouclage instationnaire (4.81) ne garantit malheureusement pas ce comporte-
ment. Elle n'assure en effet que la décroissance monotone de la fonction de Lyapunov
V(t,q) donnée par (4.79), et des simulations mettent en évidence que si par exemple la
valeur initiale de § est grande par rapport & celle de = et de y, la quantité o2 + y* com-
mence par croitre, avant de converger vers 0, ce qui d’un point de vue pratique est un
non-sens.

De maniére & éviter ce recul initial du robot, considérons la fonction de Lyapunov non
propre

- 1 1
V= gt oy (4:89)
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La dérivée de cette fonction, en utilisant (4.78), s*écrit
V = (—sinz +cosy) v

Aussi, en choisissant pour v, la loi de retour d’état suivante

=sinfz —cosfly (4.90)
nous obtenons immédiatement que

V=-02<0 (4.91)

Au vu de (4.89) et (4.91), la loi de commande (4.90) garantit clairement que la quantité
2% 4 y* est monotone décroissante, c'est-a-dire que le robot ne recule pas.

Reprenons maintenant la fonction de Lyapunov (4.79) proposée par J-B. Pomet. On
constate trés facilement que la loi de commande

v = sinfz—cosfy
w = zsint—(0+zcost) +sinf costv (4.92)
conduit (en reportant (4.92) et (4.78) dans (4.79)) &
V = —(—sinfz+cosfy)* — (0 +zcost)® <0 (4.93)

La loi de commande (4.92), tout comme la loi (4.81) fournie par I'algorithme de J-B.
Pomet, assure donc la stabilité du systéme (4.78). En utilisant maintenant exactement les
mémes arguments que ceux présentés pour la loi (4.81), on montre que la loi (4.92) stabilise
asymptotiquement ce systéme. Par conséquent, la loi de bouclage instationnaire (4.92)
est, pour les robots de la classe R, une alternative & la loi (4.81) construite au moyen de
Palgorithme général proposé dans [Pom92]. Elle présente toutefois un trés grand avantage
par rapport & cette derniére la premitre ligne (4.92) s'exprime comme (4.90). La loi de
bouclage instationnaire (4.92) garantit donc que le robot ne recule pas.

Limitations des ré-orientations du robot

Le Théoreme de LaSalle, au vu de (4.93), assure que la quantité (0+ z cos ) tend vers
zéro. Nous en déduisons que la loi de bouclage instationnaire (4.92) améne les variables
« et 0 & zéro avec le méme taux de convergence.

Afin d’améliorer le taux de convergence de x, nous avions dans un premier temps,
[Thu91], proposé de modifier la fonction de Lyapunov (4.79) comme suit

PR RUS YR Y (AU vec A > 1 4.94
== gyt tg |5 teces avec A > (4.94)

En modifiant la loi de bouclage instationnaire (4.92) comme ci-dessous

{v = sinfz—cosfy (4.95)

w = Azsint— (4 +wcost) + Asin costv
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nous obtenons que -
. o 2
V = —(=sinfz+cosy)* — (i +zmsl) <0

Nous en déduisons que la loi de bouclage instationnaire (4.95) améne la variable r &
zéro avec cette fois le méme taux de convergence que pour la variable £, Les simula-
tions montrent que le taux de convergence de z est trés significativement. amélioré. Les
justifications théoriques seront données & la section 4.3.3.c. Cette modification détériore
cependant la convergence de 0 : son taux de convergence reste identique & celui observé
avec la loi (4.92), mais Iamplitude des oscillations de 8 croit avec A, plus précisément le

robot effectue plusieurs révolutions sur lui-méme avant de se stabiliser sur = 0.

Afin d’éviter ce comportement, nous introduisons le difféomorphisme suivant

J=mal ] - oo,00f

o w(l)

& Pintérieur de la fonction de Lyapunov (4.94), c'est-a-dire nous considérons

9 2
velpylal (—“‘" () + 2 cos :) (4.96)
27 TR T\ T .
Contrairement & la variable 0, la variable tan (£) peut prendre des valeurs arbitrairement
grandes sans que la trajectoire du robot soit erratique : en effet, quelle que soit la valeur
de tan (£), 0 reste dans ] — 7,7, le robot ne peut donc pas faire plus d’une rotation sur
lui-méme. La modification & apporter & la loi de bouclage instationnaire (4.95) est

v = sinfz - cosly

.

w = — 2 (agint— (") | s eost) 4 6in0 costv (4.97)
Tt (7) X

Elle conduit (en reportant (1.97) et (4.78) dans (4.96)) & :

X tan (4) :
V= —(—sin0z +cosOy)? — (T’ucost) <0

La loi de commande (4.97) assure donc la stabilité du systeme (4.78). Les mémes argu-
ments que ceux présentés pour la loi (4.81) prouvent quelle stabilise également asymp-
totiquement ce systéme, avec cette fois les 2 avantages le robot ne recule jamais et ne
peut pas effectuer plus d’une rotation sur lui-méme.

4.2.3.b  Variétés centres instationnaires

Dans [PTBC92] ou [Thu91], Pintroduction du paramétre A pour régler le taux de conver-
gence de la variable = (lois (4.95) et (4.97)) est motivée uniquement par un raisonnement,
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intuitif. La justification théorique est donnée ci-dessous, a la section 4.3.3.c. Elle repose
sur la notion de variété centre instationnaire, que nous présentons dans cette section.

Nous rappelons tout d’abord les principales définitions et théoremes caractérisant les
varitds cenres dans le cas des systémes ne dépendant pas explicitement du temps. Pour
présenter ces notions, classi en Automatiqu ire, nous nous appuyons sur
[Car81, Ch. 1 & 2] et [Isi89, Ann. B]. Nous montrons ensuite, en utilisant les résultats
proposés dans [Tee92] ou [MSPJ94], que la notion de variété centre peut étre étendue Lrés
facilement au cas de systémes dépendant explicitement du temps, a la condition que cette
dépendance intervienne via des fonctions trigonométriques. Cette extension des résultats
classiques est suffisante pour nous étudier le comportement du systéme (4.78) en boucle
fermée avec la loi de bouclage instationnaire (4.97).

Variétés centre dans le cas de systémes ne dépendant pas explici du
temps
Soit le systéme non-linéaire ne dépendant pas t du temps
z=[f(z) (4.98)

zeR,

J est un champ de vecteurs C", avec r > 1,

2 =0 est un point d’équilibre pour le systéme (4.98), Cest-a-dire f(0) = 0.

Afin de caractériser le comportement du systeme (4.98) dans un voisinage de son équilibre
2 = 0, une approche trés classique consiste a calculer la matrice jacobienne de f en z = 0

_(or
= (E)M

Dans 2 cas de figure, on peut instantanément conclure sur la nature de Péquilibre z = 0

si toutes les valeurs propres de J sont & partie réelle strictement négative, alors
2 =0 est un équilibre asymptotiquement stable pour le systéme (4.98),

si au moins une valeur propre de J est i partie réelle strictement positive, alors
z =0 est un équilibre instable pour le systeme (4.98).

A Pinverse, si J ne possede aucune valeur propre a partie réelle strictement positive.
mais au moins une valeur propre a partie réelle nulle, alors cette approche basée sur
I’approximation linéaire du systéme (4.98) ne fournit aucun renseignement sur le com
portement de ce systéme dans un voisinage de z = 0. Il faut, dans ce dernier cas de fig-
ure, utiliser la notion de variété centre, que nous introduisons maintenant (Définition 4.3
ci-dessous).

Soit un systeme (4.98) dont la jacobiennc J ne posséde aucune valeur propre & partie
réclle strictement positive, mais une ou plusieurs valeurs propres a partic réelle nulle.
Soient plus pécisément
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n~ le nombre de valeurs propres a partie réelle strictement négative,

n°  le nombre de valeurs propres & partie réelle nulle,

(avec bien siir n = n~ +n°).
Aprés é 1l un ch de coordonnées, le systéme (4.98) peut étre ré-éerit
(développement de Taylor & Pordre 1) comme

e Az + fi(z1,2)
{ 5 o= Bnt fan,zn) (1.99)

avec:

A une matrice constante de dimension (n™ x n~) dont toutes les valeurs propres
sont & partie réelle strictement négative,

B une matrice constante de dimension (n° x n°) dont toutes les valeurs propres
sont & partie réelle nulle,

fi, J2 + fonctions C" s’annulant en (z1,25) = (0,0) de méme que leur matrice jaco-
bienne 25 et 4.

Dans la suite, nous utili lusi la représentation (4.99) du systeme (4.98).
définition d’une variélé invariante et

Nous pouvons mai écrire successivement la
celle d’une variété centre

Définition 4.2 Variété local invariante

Une variété M C R" est dite localement invariante pour le systéme (4.99) si pour toute
condition initiale (21,0, 220)7 € M, la solution (z(t), 2(t))" du systéme (4.99) appartient
a M pour |t| <T, avec T > 0. o

Définition 4.3 Variété centre
Une variété M C R™ est dite variété centre pour le systéme (4.99) au point (2, = 0,2, =
0)7 si

M est une variété localement invariante pour le systéme (4.99) dans un voisinage
de (z; = 0,2, = 0)7

Vespace tangent en (z1 = 0,2, = 0)7 @ M, noté T M, est confondu avee Uespace
tangent en (z, = 0,z = 0)7 @ la variété z = 0. o

Nous donnons maintenant I’énoncé des 3 théorémes principaux relatifs aux variétés
centre. Leur preuve peut étre trouvée dans [Car81, Ch. 2].
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Théoreme 4.4 Existence d’une variélé centre

Pour tout systéme (4.99), il existe toujours un voisinage V C R™ de z, = 0 ef une
Jonction C™ = V — R™ tels que

1= {(m,2) €R™ x V vérifiant z = n(z)}
esl une variété centre pour le systéme (4.99). o

L’utilité d’une variété centre pour I'étude de la stabilité du systeme (4.99) autour
de I’équilibre z = 0 est illustrée par le Théoréme 4.5 une variété centre permet de
ramener I'analyse de la stabilité du systeme (4.99), de dimension n, & celle d'un systéme
de dimension n° comme décrit ci-dessous

Théoréme 4.5 Principe de réduction

Soit le systéme de dimension n®
p=Bp+ falr(p),p) (4.100)

Sip =0 est un équilibre stable (respectivement asymptotiquement stable, instable) pour le
systéme (4.100), alors (z1,2,)" = (0,0)7 est un équilibre stable (respectivement asymplo-
tiquement stable, instable) pour le systéme (4.99). o

La preuve du Théoréme4.5 (cf. [Car8L, Sect. 2.4]) met en évidence que sur un voisinage
U C R xR dez = 2 = 0, z converge vers m(z;) de fagon exponentielle. Une
variété centre 7(z;) fournit par conséquent toujours une trés bonne approximation du
comportement de z; dans un voisinage de Porigine.

Pour exploiter le Théoréme 4.5, il est nécessaire de itre une ion explicite
pour la fonction 7(2,). Au vu de la Définition 4.3 d’une variété centre, 7(z,) vérifie les 2
conditions

puisqu’une variété centre contient = = (0,0)7, et est tangente & Phyper-plan z, = 0
en z = (0,0)7, nous avons

o

x(0)=0 T

=0 (4.101)

puisqu’une variété centre est localement invariante, toute courbe solution du sys-
teme (4.99) appartenant initialement & la variété centre (i.c. z(0) = 7(2,(0))), reste
sur cette variété centre. Nous en déduisons donc que

dzy _ Ondz

At 0z dt
ou encore, en utilisant (4.99), que

As(en) + Alrlen) 1) = SE(B 52+ fl(a0), =) (1.102)
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Le calcul de 7(2,) consiste donc en la résolution explicite d’un systéme d’équations aux
dérivées partielles, précisément le systéme (4.102) associé aux conditions initiales (4.101).
Trés général une telle résolution est i ible. Le Théoréme 4.6 ci-dessous montre
que PPon peut connaitre une approximation de 7(z,) & n’importe quel ordre, ce qui est
suffisant pour réaliser I'analyse de la stabilité du systéme (4.100)

Théoréme 4.6 Approximation d’une variété centre
Soient V C R™ un voisinage de z, = 0, et z; = m(z2) une fonction C' définie depuis V
vers R™™ présentant les propriétés suivantes

m(22) vérifie les conditions initiales (4£.101), i.e. m(0) = 0 et 224(0) = 0,

mx(z2) approzime les solutions du systéme d’équations auz dérivées partielles({.102)

de la maniére suivante

LS

Ami(z2) + fi(mi(z2),72) — B_ZZ(BZZ + famk(22), 22) = o( |z ]*)

Alors m(z2) est une approzimation & l'ordre k de la variété centre m(z,)

7(22) = 7i(z2)| = of|z2]*) o

Dans la plupart des cas, on approxime 7(z) par une fonction m(z;) polynomiale
dordre k.

Variétés centre dans le cas de & dépend expli du temps
Soit maintenant un systeme linéaire dépend | du temps, via des
fonctions trigonométriques
z=f(t,z) (4.103)
avec
zeR"

 est un champ de vecteurs C" (r > 2), dont la dépendance en temps est trigonomé-
trique, Cest-a-dire la variable t apparait dans Pexpression de f uniquement via des
fonctions sin kit ou cos kyt (ki k, € R),

2= 0 est un point d’équilibre pour le systeme (4.103), Clest-a-dire V¢ f(2,0) = 0).

Un tel systeme instationnaire peut &tre présenté, par un simple jeu d’écriture, sous la
forme d’un systeme stationnaire. En effet, soient

p e nombre de lignes trigonométriques (i.c. le nombre de réels k,) apparaissant
dans Pexpression de /,
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w - le vecteur de dimension 2p défini par

T
a1 Wed o Wap W)

avec

wer = sink!
wer = coskyl
(4.104)
Wy = sinkyl
Wep cos kpt
S la matrice (2p x 2p) définie par
0k
—k 0
(4.105)
0k
—k 0
En reportant (4.104) et (4.105) dans I'expression du systeme instationnaire (4.103), nous
pouvons ré-écrire celui-ci comme :
i o= f(zw) conditions initiales
{ S s 2 (4.106)
W o= Sw

wo=(0,1,0,1, ,0,1)T

Le systéme (4.106) ainsi obtenu est bien stationnaire (puisquil ne dépend pas explicite-
ment du temps), mais ne posséde pas de point d’équilibre : en effet, par construction, la
partie inféricure du systeme (4.106) est constamment oscillante, il n'existe aucune config-
uration (z,w) pour laquell . Nous en concluons que les Théorémes classiques 4.4 &
4.6 ne peuvent pas étre utilisés pour caractériser les variétés centre des systémes (4.103).

Des théoremes plus généraux ont été établis dans [Tee92]. Tls assurent, dans un voisi-
nage de (2 = 0,w = V), Pexistence de variétés centre pour les systémes (4.103), & la
condition que la matrice dérivée partielle de f(z,w) en z = 0 ne dépende pas de w, i.c.

s (2

5 ) est une matrice constante (4.107)
).

Nous en donnons maintenant ’énoncé.
Comme dans le cas stationnaire, soient

7= le nombre de valeurs propres de ./ & partie réelle strictement négative,

7°  le nombre de valeurs propres de J & partic réelle nulle,

(avee bien sir n = n~ + ).
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Apres éventuellement un changement de coordonnées, le systeme (4.106), au vu de (4.107),
peut étre ré-éerit (développement de Taylor & Iordre 1) comme
s o= Azt fi(zw)
% = Bzn+ [i(z,w) (4.108)
W o= Sw
avec:
A une matrice constante de dimension (n~ x n~) dont toutes les valeurs propres
sont A partie réelle strictement négative,

B une matrice constante de dimension (n® x n°) dont toutes les valeurs propres
sont & partie réelle nulle,

S la matrice de dimension (2p x 2p) définie par (4.105), dont toutes les valeurs
propres sont & partie réelle nulle,

Jiy 2+ fonctions O7 Sannulant en (21,2, w) = (0,0,¥) de méme que leur matrice
dérivée particlle par rapport a z 32 et 24

Le Théoréme 4.7 ci-dessous assure l’exnstence dc variétés centre pour les systémes pouvant
étre présentés sous la forme (4.108) :

Théoréme 4.7 Existence d’une variété centre pour certains systémes instationnaires

Pour lout systéme (4.108), il existe toujours un voisinage V € R™ de z, = 0 et une
fonetion C™ 7 . V x [~1,1]2 — R" tels que

I = {(z1,22,w) € (RY x V x [~1,1]") vérifiant z = 7(z,w)}
est une variété centre pour le systéme (4.108). o

Le Théoréme 4.7 est un cas particulier du Lemme 6.1 présenté dans [Tee92].
résultat plus général assure Dexistence d’une variété centre pour un systeme présentant
la structure (4.108), mais pour lequel la matrice S peut étre n’importe quelle matrice
constante dont toutes les valeurs propres sont & partie réelle nulle, et non obligatoirement
la. matrice définic par (4.105). Le Théoreme 4.7 nous sufft cependant pour, dans ce
mémoire, étudier et améliorer le taux de c des lois instati

par J-B. Pomet.

Une fois que lexistence d’une variété centre m(z,w) a été établie pour les systémes
(4.108) dans le voisinage d’une configuration (2, = 0,w = V), le Théoreme 4.5, les relations
(4.101) (4.102) et le Théoréme 4.6 se généralisent sans difficulté au cas de ces systemes

Théoréme 4.8 Systémes (4.108) Principe de réduction

Soil le systéme de dimension n® + 2p

Bp+ fa(n(p,9),p,q)

Se (4.109)

Sip=0 est un équilibre stable (respectivement asymplotiquement stable, instable) pour le
systéme (4.109), alors (z,23)7 = (0,0)7 est un équilibre stable (respectivement asympto-
tiquement stable, instable) pour le systéme (4.108). a
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La variété centre 7(z;,w) vérifie, par construction, les 2 conditions (généralisation des
relations (4.101) et (4.102))

(0, w) (4.110)

An(ea, ) + ux(ea0),2,0) = S (B u(r(eaw) o))+ onsw (a1

Théoréme 4.9 Systémes (4.108) Approximation d’une variété centre

Soient V C R™ un voisinage de z, =0, el 2, = my(22,w) une fonction C' définie depuis
V % [=1,1]% vers R™ présentant les propriétés suivantes

- (22, w) vérifie les conditions initiales ({.110), i.e. m(0,w) = 0 et %(0,w) =
22%(0,w) =0,

- mk(z2,w) approzime les solutions du systéme d’équations auz dérivées particlles
(4.102) de la maniére suivante

Ami(z2,w) + fi(mi(z2, 0), 22,w) — F2(Bza + fao(mi(z2, w), 22, w)) — -+
9% 5w = of|z[*)

Alors m(z,w) est une approzimation a Uordre k de la variété centre w(z,,w)

(22, w) = m(22,w)| = o(|2a]") (4.112)

o

La relation (4.112) met en évidence que I'ordre de I'approximation (22, w) est définie
uniquement par rapport & la variable z; par exemple les termes 23, 22w, et z3w? sont
tous, vis & vis du Théoréme 4.9, des termes d’ordre 2.

4.2.3.c  Analyse de la vitesse de convergence de la loi proposée dans [PTBC92]

Dans cette section, nous considérons de nouveau le systeme (4.78), c'est-a-dire le modéle
cinématique des robots mobiles de la classe R2. Nous montrons tout d’abord qu'aprés
un changement de coordonnées, ce systéme commandé par la loi de bouclage instation-
naire (4.97), proposée dans [PTBCY2], peut étre présenté sous la forme (4.108). Nous
en déduisons, Théoreme 4.7, Iexistence d’une variété centre instationnaire pour ce sys-
téme bouclé. Une approximation polynomiale de cette variété centre est alors calculée
(Théoreme 4.9), de fagon & pouvoir utiliser le Principe de réduction (Théoreme 4.8). Ce
dernier fournit trés simplement le taux de convergence de chacune des variables d’état du
systeme (4.78). Des simulations illustrant les résultats obtenus terminent cette section.
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Systeme de coordonnées permettant I'étude par variété centre

En reportant la loi de bouclage instationnaire (4.97) dans les équations du modele
dynamique (4.78) d’un robot mobile de la classe R3, nous obtenons le systéme suivant
& = —sin?fz+sinf cosfy
§ = sinf cosfz—cos’y
N . w(®) , o Lang ’ (4.113)
= pgytesint = (2Dt cost) 4 i cost (sindz — cosdy)

Afin de le présenter sous la forme (4.108), il faut tout d’abord le rendre stationnaire. Pour
cela, nous introduisons les 2 variables exogénes

. = sint
{ w, sin @i

we = cost
que nous grouperons par la suite dans le vecteur w
w = (wy,we)"

En reportant (4.114) dans (4.113), nous obtenons le nouveau systéme

& = —sinfz+sind cosfy
= sinfcosOr —costOy
an( . .
- ﬁzj(xw,—(%(l)+J:Wc)+sln0wc(smﬂz—cos@y)) (4.115)
1
w, = W,
% = -u,

Le systéme (4.115) est bien stationnaire. La seconde étape pour présenter ce systéme
sous la forme (4.108) consiste & identifier les variables rapides (i.e. celles associées &
une valeur propre  partie réelle strictement négative) et les variables lentes (i.e. celles
associées & une valeur propre & partic réelle nulle). Comme la notion de variété centre n’est
de toute fagon que locale (cf. Définition 4.3), il est tout & fait possible de remplacer les
différentes fonctions trigonométriques de la variable 8 apparaissant dans (4.115), par leur
développement de Taylor autour de 6 = 0. De cette manicre, ce systéme se ré-écrit comme
un systeme uniquement polynomial, beaucoup plus facile & analyser. Les développements
de Taylor que nous reportons dans (4.115) sont

© sinf = -2 4 o(6Y)

5
+ cos = 1—5+0(6%) (4.116)
«otan(8) = S42 +0(0Y
Iis conduisent au systéme suivant
i = y—0°z+
¥ o= —y+0z+6iy+
N n( & .
i = m—:"*zm(twr7(“—A(ll+zwc)+s|n8wr(sin9z—cosﬁy)) (4.117)
W, = w.
we —w,
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1l est alors immédiat que z est une variable lente (la partie linéaire de & est réduite a 0),
et y est une variable rapide (la partie linéaire de j est —y). Nous ne pouvons par contre
pas conclure a priori sur 0 il faudrait développer I'expression de , mais celle-ci apparait
trés complexe.

Ces calculs fastidieux peuvent étre évités a I'aide du changement de variables suivant

{T x
y —q Y , (4.118)
4 0 =) | g cost

Ce changement de variables consiste & choisir comme variables d’état, non pas les 3
variables naturelles z, y et 8, mais les 3 variables apparaissant dans la fonction de Lya-
punov (4.79) associée au systeme (4.78) lorsqu’il est commandé par la loi de bouclage
instationnaire (4.97). On vérifie facilement que le changement de variables (4.118) est
effectivement difféomorphique au vu de (4.96), la variable ©), et par conséquent tan (£)
restent bornés tout au long du déplacement du robot. Aussi, si 6o €] — 7, ], alors
nécessairement § €] — 5, 5[ tout au long du déplacement du robot. Nous en déduisons
qu’a chaque valeur de © est associée par (4.118) une unique valeur de 6

Léquation différenticlle associée & la nouvelle variable © est remarquable en effet, en
utilisant (4.78) et (4.118), on obtient immédiatement que

6o 1+ tan? (;#)

Sy @ wsint = sinfv cost (4.119)
puis en reportant (4.97) dans (4.119), nous obtenons finalement que
6=-0 (4.120)

© est par conséquent une seconde variable rapide.

Ré-écrivons donc le systéme (4.117) uniquement en fonction des coordonnées z, y, ©
w,, we. Au vu de (4.118) et de (4.114), nous avons

6 =2 arctan(\(© — zw,)) (4.121)
En utilisant le développement de Taylor de la fonction arctan, la relation (4.121) s%écrit
encore )

0=2M0 - zw.)— §A“(e —zw.)’ +0((0 - zw.)!) (4.122)
Finalement, en reportant (4.122) dans (4.117), nous obtenons que les équations d’un robot

de la classe R2, lorsque celui-ci est commandé par la loi de bouclage instationnaire (4.97),
peuvent étre écrites comme

i o= 200 — zwe)y — 4X2(0 — zw,)?z +

7 o= —y+ 2M0 —zw)z +4X%(0 - zw)y +

0 = -0 (4.123)
W, = w,

W, = —w,

Le systeme (4.123) est de fagon évidente sous la forme standard (4.108)
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y et © correspondent & 21, les valeurs propres de la matrice A sont toutes 2 égales
a-l,

z correspond A 2, la valeur propre de la matrice B est effectivement 0,

les termes non-linéaires apparaissant dans (4.123) s’annulent effectivement en (0,0,
0,w,,w,) de méme que leur matrice dérivée partielle par rapport & (x,y, ©)7

Le Théoréme 4.7 assure par conséquent, dans un voisinage de (0,0,0,w,,w.), existence

d’une variété centre
(&)=t

L'expression de la variéié centre associée & la variable © est connue de maniére exacte
C'est © = 0. En effet, en intégrant la troisieme équation du systéme (4.123), nous obtenons
que

0=0pe" (4.124)
Ce n’est pas le cas pour la variété centre associée a y, notée ,(z, w,,w,). Une approxi
mation polynomiale de cette fonction est calculée ci-dessous & I’aide du Théoreme 4.9.

Caleul d’une approximation polynomiale de la variété centre associée a y

Par construction, relation (4.111), la fonction (=, w,, w,) vérifie I'équation aux déri-
vées partielles

7+ 22(0 — zw) + 40 — zw)im, + = %u)*}» ‘?9

Le terme de plus bas degré apparaissant dans (4.125) est —2\a?uw, qui est de degré 2.
Au vu du Théoréme 4.9, 73 approximation polynomiale de , a I'ordre 2 vérifie donc
P’équation aux dérivées partielles

(4.125)

-
- = 2atw, = ;—Lw (4.126)

Puisque la fonction 727 n'est pas dérivée par rapport & = dans (4.126), cette fonction
présente nécessairement la structure suivante
TP = (0w, + o we) (0, ) € R (4.127)
En reportant (4.127) dans (4.126), nous obtenons la relation
— 2 (eyw, + o we) — 200% we = 2%y we — @ w,) (4.128)
Nous en déduisons facilement que les seules valeurs possibles pour a et a. sont
@ =ac=-A
La fonction 73" (z, w,, w.) s'écrit donc
TIP(2, W, we) = —A 2 (w, + we)
ou encore, en utilisant les variables naturelles

= —Az’(sint + cost) (4.129)
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Taux de convergence des variables d’état

Puisque les variables rapides y et © convergent exponentiellement vite vers la variété
centre 7(z, w,, w,), le taux de convergence de la variable lente = peut étre calculé pour
y et © appartenant a cette variété centre (Théoreme 4.8). Au vu de la premiére ligne
de (4.123) et de (4.124), il faut donc estimer le taux de convergence de z dans 'équation
différentielle

& = 20, (Qpe™ — zw,) — 4N (Ope™" — zwe)z + (4.130)
En utilisant (4.129) et (4.114), Péquation différentielle (4.130) peut encore étre écrite
comme

PO (- (M) cost + cos? t) +o(z%) (4.131)

La décroissance de o dans (4.131) est gouvernée par une équation du type

Le taux de convergence de z est donc t Il est possible d’étre plus précis i on ignore
les termes en o(x?), 'équation différentielle (4.131) peut étre intégrée explicitement

1

z*(1) =
© V2X2 4 N2(sin 21 + cos 2t) — X2 +

(lorsque e = 1) (4.132)

= converge asymptotiquement vers 2 (t). Nous en déduisons que son taux de convergence
est 273A~"t77. En augmentant la valeur du paramétre \, nous pouvons donc augmenter

donc le taux de convergence de z, comme cela avait été noté dans [PTBC92]

Le taux de convergence des autres variables se déduit aisément de celui de z d’une
part, au vu de (4.129), le taux de convergence de y est A"'t™' D’autre part, en util
isant (4.122), (4.124) et le taux de convergence de z, nous obtenons que 6 converge
comme /3t~

Théoreme 4.10 Taux de convergence induit par la loi de bouclage instationnaire pro-
posée dans [PTBCI2]
La loi de bouclage instationnaire (4.97), lorsqu’elle est utshsée pour commander le modéle

cinématique des robots mobiles de la classe R (systémes (4.78)), conduit auz tauz de
convergence suivants

PN
z converge vers () comme 277\"1t72

y converge vers 0 comme A
6 converge vers 0 comme \/2t™%

Le paramétre X peut étre chousi arbitrairement pour obtenir les performances requises par
Uapplication pratique considérée.

Preuve : La preuve du Théoréme 4.10 est immédiate au vu de la discussion précédent
I’énoncé de ce théoreme. <
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Simulations

Une variété centre est une notion uniquement locale (cf. Définition 4.3). Par con-
séquent, les taux de convergence calculés au moyen de cet outil (Théoréme 4.10) ne
décrivent a priori le comportement du systéme que dans un voisinage de la configuration
origine z = y = 0 = 0. Les résultats de simulations présentés ci-dessous montrent cepen-
dant que les conclusions du Théoréme 4.10 sont en fait valides méme si le robot est loin
de la configuration origine

Les Figures {.13 & 4.20 correspondent @ la méme 1 térisée par
les conditions wnitiales sont
Zo

w | =
bo

(4.133)

le paramétre X a été choisi égal a 3.

o Figures 4.13 - 4.14 page 208 :
Figure 4.13 Evolution de la variable © = A" tan (§) + z cos ¢ en fonction du temps
Figure 4.14 Evolution de In© en fonction du temps

L'évolution de la variable © peut étre calculée explicitement. Nous avons (rela-
tion (4.124))

o (4 o
(1) = ———+ 2(t) cost = Ope

Leévolution de © est représentée & la Figure 4.13. La décroissance exponentielle de cette
variable est mise en évidence 4 la Figure 4.14 In© en fonction du temps est comme
attendu une ligne droite de pente —1

« Figures 4.15 - 4.16 page 209 :

trait continu  Evolution de la variable d’état 0 en fonction du temps
trait discontinu  Evolution de la fonction §* = —2Xz cos ¢ en fonction du temps

Au vu de (4.122) et de (1.124)), la variable d’état 6 converge comme la fonction
6" = —2\zcost. Ce résultat est illustré sur la Figure 4.15. Du fait de la convergence
exponentielle de © vers 0, § et §* ne peuvent plus étre distinguées aprés quelques secondes,
méme si Pon adapte I'échelle au plus juste, comme cela est fait & la Figure 4.16.

 Figures 4.17 - 4.18 page 210 :

trait continu  Evolution de la variable d’état y en fonction du temps
trait discontinu Evolution de la fonction y* = 72?(t, z) (relation (4.129)) en fonction
du temps
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Tout au moins dans un voisinage de ['origine, la variable y, comme toute variable
rapide, converge exponentiellement vite vers une variété centre, appelée ici ,(t, ), et
dont une approximation polynomiale d’ordre 2 est y* = 727(t,z) (relation (4.129)). Les
Figures 4.17 4.18 présentent une vérification graphique de ce résultat  Elles montrent
que les 2 courbes y et y* sont superposées apres seulement quelques secondes, méme si
P'on adapte Péchelle au plus juste (Figure 4.18).

o Figures 4.19 - 4.20 page 211 :

trait continu Evolution de la variable d’état z en fonction du temps
trait discontinu Evolution de la fonction z*(¢) (relation (4.132)) en fonction du temps.

La variable « est la variable lente du systéme en boucle fermée. Sa dynamique est
déterminée par I"équation différentielle (4.131). En intégrant les termes de plus bas degré
dans (4.131), nous en avions déduit qu’asymptotiquement z se comportait comme la fonc-
tion z°(¢) (relation (4.132)). La Figure 4.19 illustre ce résultat, tandis que la Figure 4.20
montre que contrairement a la convergence de y vers la fonction y* ou celle de 0 vers la
fonction 0%, la convergence de z vers la fonction z*(t) n'est pas exponenticlle. Ce résultat
était attendu puisque =*() n’est pas une variété centre pour z.

Tous les résultals établis dans cette section ont été vérifiés sur la simulation décrte
ci-dessus. Nous constatons de surcroit qu'ils restent valides méme lorsque le robot est loin
de la configuration désirée z =y = 0 = 0, ce qui n’était pas assuré théoriquement.

Les 3 figures restantes, Figures 4.21  4.99, illustrent les performances qui peuvent
étre obtenues lorsque Uon utilise la loi de bouclage ionnaire (4.97). 3
ont été réalisées. Les conditions initiales ont i chaque fois été gardées égales o (4.153).
Le paramétre ), @ Vinverse, a été choisi égal successivement d 1, 3 et 5.

« Figures 4.21 - 4.22 page 212 Figure 4.23 page 213 :

trait confinu . relatif & la simulation pour laquelle X a été choisi égal & 5
trait discontinu relatif & la simulation pour laquelle A a été choisi égal & 3
trait alterné  relatif & la simulation pour laquelle A a été choisi égal a 1

La Figure 4.21 présente les 3 trajectoires cartésiennes ainsi obtenues. La Figure 4.22
présente P’évolution de z dans chaque cas. Enfin la Figure 4.23 présente I’évolution de la
loi de commande w.

Le Théoréme 4.10 assure que le taux de convergence des 2 variables z et y sont re-
spectivement 2-¥A=1¢"% et A='¢~ Par conséquent, en augmentant la valeur de A, on
augmente d’une maniére linéaire, le taux de convergence de ces 2 variables. Cela est illus-
tré par la Figure 4.22 qui présente Iévolution de z en fonction du temps aprés quelques
secondes, les 3 courbes décroissent de maniére proportionnelle. Par exemple, & Pinstant
1 =50 s, nous avons




A=1] A=3 | A=5
Hz, 50, (m) | 0.102 [ 0.033 ~ %1% 0,020 ~ °IZ

1l est également intéressant de noter qu’en augmentant la valeur de ), la trajectoire du
robot devient plus naturelle ~sur la Figure 4.21, toutes les simulations ont été arrétées &
Pinstant t = 50 s nous constatons d’une part, que plus la valeur de \ est grande, plus le
robot aprés 50 s est proche du point visé, ¢’est-a-dire nous retrouvons le résultat discuté
ci-dessus. D’autre part, nous constatons également que plus la valeur de \ est grande,
plus la trajectoire du robot est proche de la ligne droite. Cela constitue une seconde
raison pour augmenter la valeur de \.

Augmenter la valeur de \ présente cependant égal des i énients. Le princi
pal est qu'en procédant ainsi, nous les pics de de au vu de (4.97),
la loi de dew dépend linéai de X. Par consé en tant la valeur

du parametre A, nous augmentons dans le méme rapport la commande w. La Figure 4.23
présente 'évolution de w en fonction du temps. Si nous mesurons par exemple la valeur
maximale de cette commande, nous obtenons comme attendu que

A=1 A=3 | A=5
[ Wmaz (rad.s™T) [-2.229 | -6.612~ 3 x —2.229 | -11.059~ 5 x —2.229

Un second inconvénient de la loi de bouclage instationnaire (4.97) est que le taux de
convergence de la variable 0 ne peut pas étre ajusté le Théoreme 4.10 montre bien que
X w’a aucune influence sur le taux de convergence de 6 (qui reste égal & v/2t
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Figure 4.17: Convergence de y vers y* = —Az*(sint + cost)
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Figure 4.18: Convergence de y vers y* (zoom sur des valeurs de ¢ —» co)
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Figure 4.21: Trajectoires cartésiennes obtenues avec différents A
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Figure 4.22: Convergence de z obtenue avec différents A
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Figure 4.23: Loi de commande w obtenue avec différents A
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4.2.3.d  Lois de boucl, d’état instati ire: dui a un taux de con-

vergence exponentiel - résultats proposés dans la litérature

La loi de bouclage instationnaire (4.97) proposée dans [PTBC92], lorsqu'elle est util
isée pour commander le modzle cinématique d’un robot mobile de la classe R2 (sys-
téme (4.78)), conduit & un taux de convergence trés faible la variable lente @ converge
vers 0 comme 273 \"'t"%, Théoréme 4.10. Certes, la présence devant le terme =% d’un
facteur multiplicatif ajustable permet en théorie de rendre aussi rapide que l'on veut la
convergence de z, comme illustré par la Figure 4.22. Cependant, en pratique, en raison
des limitations sur les actionneurs, Ion dispose de peu de latitude pour choisir A. Cela est
mis en évidence par la Figure 4.23. Ce paramétre doit donc juste &tre vu comme un degré
de liberté permettant de régler les performances de la loi (4.97) au mieux, en fonction des
possibilités des actionneurs.

Une amélioration significative de la loi (4.97) serait donc de modifier le taux de con-
vergence t~¥ Lidéal serait bien siir de le rendre exponentiel. Supposons que I'on veuille
préserver absolument la structure de la loi (4.97). Alors il semblerait que la seule possi
bilité soit de choisir comme fonction de Lyapunov

= 12
4 |1|+5y+( 3

2
\/rcost) (4.134)

et pour loi de commande

v = sign(z)sin(6) — cosfy
.
w = ﬁ@(\/rﬂsint-# i costo () ‘/\I|cost)

En effet, si I’on suit pas a pas la méthode d’analyse présentée a la section 4.3.3.c, et si
on fait abstraction du probleme posé par la valeur z = 0, on montre que la dynamique
de la variable lente est donnée par & = —, c’est-a-dire, la variable lente converge expo-
nentiellement vite.

(4.135)

Il n’est cependant pas valide d’utiliser le raisonnement présenté a la section 4.3.3.c,
en raison précisément du probléme posé par la valeur z = 0. En effet, Iapproche fonc-
tions de Lyapunov et variétés centre qui y est utilisée requiert que toutes les expressions
soient respectivement Lipschitz et C?, ce qui n’est de fagon évidente pas le cas au vu
de (4.134) et (4.135). Le recours & des commandes non-Lipschitz en 0, intuité sur la base
de I’étude présentée a la section 4.3.3.c, est cependant la seule possibilité pour obtenir
une convergence exponentielle, comme le montrent les 2 théoremes suivants

Théoréme 4.11 [M’C95] Impossibilité d'obtenir un taux de convergence exponentiel
avec des commandes Lipschitz

Soit un systéme non-linéaire sans dérive, v.e.

i=3" g(z)u (4.136)

i=
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commandable, el soit un bouclage d’état instationnaire u(t,z) Lipschitz par rapport =
stabilisant asymptotiquement le systéme (4.136) (Uezistence d’un tel bouclage est garanti
par le Théoréme 4.1). Alors le systéme (4.136) commandé par la loi u(t. z) ne peut pas
présenter un lauz de convergence exponenticl. o.

Théoréme 4.12 [Cor92b] Stabilisation en temps fini

Soit un systéme non-linéaire sans dérive ({.136) et commandable. Alors, il peut étre
stabilisé en () en temps fini @ Uaide d’une loi de bouclage d’état instationnaire C* sur
R"\ o

Pour concevoir des lois de bouclage non-Lipschitz, il est nécessaire de se tourner vers
dautres outils que ceux présentés & la section 4.3.3.c. Ces autres outils sont, les systémes
homogénes. Nous en donnons ci-dessous un bref apercu. Une présentation plus précise
peut étre trouvée dans [M’C95] ou [MM93)].

Nous devons tout d’abord introduire quelques définitions
Définition 4.4 Dilatation

Soient 7. (1¢:¢n) unc séquence de nombre croissants vérifiant
mn=1<r< .<n

el soit \ un réel strictement positif. Alors on appelle dilatation Uapplication, notée A,
qui @z € R* associe Az défini par .

Ave=(Nay, ANz,

Définition 4.5 Fonction homogene de degré |

Une fonction f(t,z), avec Lt € R et z € R* est dite homogéne de degré [ > 0 par rapport
a la dilatation A, si f(t,Azz) = N f(t,z). o

Définition 4.6 champ de vecteurs homogéne de degré m

Soit X(t,z), avect € R et = € R", de composantes (Xi(t,z), ,Xu(t,z))” Alors X(1,z)
est homogéne de degré m < r, par rapport & la dilatation Ay si X,(t,z) est une fonction
homogéne de degré i — m. o

Définition 4.7 Norme homogéne

Une application p de R™ vers R est appelée norme homogéne par rapport i la dilatation
Ay si elle vérifie les propriétés suivantes

plz) 20 VzeR",
plz) =0 2=0,

p(AN) = Ap(z) VA>0. o
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La notion de norme homogéne permet de créer des fonctions normes C* non plus sur
R" mais sur K"\ 0. Un exemple de telles normes est :

o) = (e 4+ bl

avec ¢ divisible par tous les r,.

Définition 4.8 Convergence ielle par rapport & une norme h

Soit & = X(t,z) un systéme d’équations différenticlles et soit z(t;1o,z0) sa solution a
Vinstant t lorsque les conditions initiales sont (to,x9). On dit que ce systéme converge
ezponentiellement vite par rapport a la norme homogéne p s’il eziste 2 scalaires ky et k,
et un voisinage U de zo tels que
P(z(t; to,z0)) < kup(zo)e™ () Wit > by el Vo€ U -
Les lois de commande calculées & partir des systémes homogénes font converger ex-
ponentiellement vite le systéme vers la valeur désirée. Ce “exponenticllement vite” est
cependant & prendre au sens de la Définition 4.8. Et, suivant la dilatation associée 4 la
norme p, le comportement du systéme peut étre complétement différent. Le choix de la di-
latation & utiliser n’étant pas complétement libre, mais guidé par la structure du systeme,
on peut obtenir des comportements trés satisfaisants ou au contraire, trés surprenants.

La construction de lois de repose sur I'extension du théore

suivant :

Théoreme 4.13 [Ros92] Fonctions de Lyapunov homogénes

Soit & = X(z) un systéme d’équations différentielles, avec X(x) un champ de vecteurs
continu el homogéne par rapport  une dilatation Ay. Si ce systéme est asymptotiquement
stable autour de ¢ = 0, alors il cziste une fonction de Lyapunov homogéne par rapport
la dilatation Ay et C* sur R"\ 0. o

L’approche systémes homogénes permet done de définir de fagon tout & fait rigoureuse
des fonctions de Lyapunov qui ne sont pas Lipschitz au point visé. Le Théoreme 4.13 a é1é
généralisé dans [M’C95] au cas des champs de vecteurs dépendant explicitement du temps
afin de pouvoir braiter la stabilisation de systémes mécaniques affrontant I'obstruction de
Brockett.

Tous les outils sont maintenant en place pour pouvoir concevoir de fagon parfaitement
rigoureuse des lois de bouclage d’état instationnaires non-Lipschitz au point visé, perme-
ttant ainsi d’obtenir une convergence exponentielle (mais au sens d’une norme homogene,
Définition 4.7). Par exemple, les lois de J-B. Pomet proposées dans [Pom92] sont modi
fiées dans [M’C95] de maniére & présenter un taux de convergence exponentiel. Des lois
présentant le méme comportement ont également été proposées dans [PS93], [Sam95] et
[MS95).
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4.3 Commande hybride pour la réalisation d’une
tache complete

Dans cette section, nous nous intéressons au probléme suivant

Amener un robot de la classe R} depus une premiére position de repos, repérée par
o, vers une seconde position de repos, repérée par d;, via une trajectoire de référence
spécifiée @ Uavance.

Ce type de déplacement correspond aux tiches ordinairement demandées & un robot
mobile dans le cadre d’une application pratique.

Les lois de commande présentées aux sections 4.1 et 4.2 ne permettent pas d’apporter
une réponse globale & ce probleme

La loi de retour d’état instationnaire proposée par le Théoréme 4.4 permet d’amener
un robot de la classe R} depuis une premiére position de repos vers une seconde,
mais nous ne pouvons pas spécifier de trajectoire de référence. Les trajectoires
observées étant généralement peu naturelles (ce sont des trajectoires trés oscillantes,
of. Figures 4.4 ou 4.12), il nest vraiment pas réaliste de vouloir utiliser cette loi
pour joindre 2 positions de repos qui seraient éloignées I'une de I'autre.

La loi de retour d’état dynamique proposée par le Théoréme 4.1 permet  I'inverse,
de faire suivre & un robot de la classe R} une trajectoire de référence, mais celle-
ci doit étre mobile (précisé Mres # 0, cf. hypothése (b) du Théoreme 4.1).
Or, dans le probléme que nous nous posons, les conditions initiales et finales corre-
spondent & des positions de repos. La loi de bouclage dynamique est une loi trés
pertinente elle lindarise le modéle d’un robot de la classe R} et donc assure une
convergence exponentielle du robot vers la trajectoire de référence, en offrant de
surcroit une grande facilité de réglage pour D'utilisateur. Mais elle ne peut pas étre
utilisée directement pour résoudre le probléme posé.

Aussi, nous proposons dans cette section de combiner ces 2 techniques de commande
au sein d’une loi hybride. Celle-ci est construite de telle manitre quelle conserve les points
forts propres aux 2 techniques, mais n’en présente pas les inconvénients.

4.3.1 Principe de la loi hybride

La commande hybride que nous proposons est structuré comme suit

Les variables d’état du robot sont tout d’abord initialisées a I’aide d’une loi de
commande boucle ouverte. Cette premiére phase est trés courte. Le but est
juste de mettre en marche le robot et de placer ses variables d’état suffisamment
proches (au sens du Théoréme 4.2) de celles d’un robot qui décrirait la trajectoire de
référence, de telle sorte qu’il soit assuré que les singularités décrites au Théoreme 4.1
ne seront jamais rencontrées lors de I'utilisation de la loi de bouclage dynamique.



218Chap. 4. Commande sous les hypothéses de roulement pur sans glissement

Ensuite, pendant la quasi-totalité du déplacement du robot, la loi de bouclage
dynamique proposée par le Théoreme 4.1 est utilisée. Elle assure que le robot
converge puis suit la trajectoire de référence. Le taux de convergence du robot vers
sa référence est exponentiel el peut étre réglé trés facilement par Iutilisateur.

Enfin, lorsque le robot est proche de sa position finale, la loi de bouclage insta-
tionnaire proposée par le Théoréme 4.4 est employée afin d’amener le robot sur
cette position de repos. Ce bouclage, comme tous les bouclages instationnaires, en
gendre des oscillations pour le robot. Cependant, ces oscillations sont dans notre
cas trés réduites et n’altérent pas la convergence d’ensemble du robot  en effet, si
lors de la commutation vers la loi de bouclage instationnaire, nous avons [||| = e..
alors, au vu de (4.56), les oscillations du robot sont confinées dans un disque de
rayon e, autour du point visé. Nous verrons méme que € est en fait une borne trés
conservative et qu'il est possible en pratique de faire disparaitre ces oscillations

Cette structure de commande hybride comporte 2 commutations. Pour chacune d’elles,
nous proposons une procédure qui garantit d’une part, un maximum de continuité pour
la commande, et d’autre part, que les diverses singularités des robots de la classe R} sont
évitées.

En conclusion, cette commande hybride apparait trés naturelle puisqu’elle exploite les
avantages de chacune des 2 lois utilisées (poursuite de trajectoire avec taux de convergence
exponenticl pour 1a loi de bouclage dynamique, et stabilisation sur une position de repos
pour la loi de bouclage instationnaire) tout en élimi leurs i é ili
de s’arréter pour la loi de bouclage dynamique et oscillations pour la loi de bouclage
instationnaire). Ce travail a fait 'objet d’un article, [TAM95b], et d’un rapport, [TAM93].

La structure de commande hybride proposée dans ce mémoire est trés proche de celle
que nous avions introduite avec plusieurs auteurs dans [PTBC92] pour le cas des robots
de la classe R2 ou de celle proposée dans [BC93]. Les 2 différences principales sont

dune part, le modéle du robot est ici linéarisé complétement grice & une loi de
bouclage dynamique. Dans [PTBC92] ou [BC93], le modéle du robot était linéarisé
partiellement via une loi de bouclage statique.

dautre part, un travail supplémentaire a été réalisé afin de garantir que les singu-
larités des robots de la classe R} sont évitées, méme lors des commutations.

Une autre loi hybride a été proposée dans [DD93] pour différents robots. Elle comporte
une loi d’initialisation boucle ouverte ainsi qu’une loi de bouclage dynamique linéarisante,
mais pas de loi de stabilisation le robot est Juste stoppé brutalement lorsqu’il atteint
12 position désirée (ie. les des sont de maniére discontinue a zéro). Le
des larités a égal été envisagé il est prouvé, par une intégration

directe des équations du systéme en boucle fermée, quelles seront évitées lors du dé-
placement du robot. Clest une approche beaucoup plus directe que la notre, mais moins
ﬂexiblc afin de pouvoir intégrer les équations du systéme, la trajectoire de référence doit
étre la ligne droite joignant les positions initiales et finales parcourue a vitesse constante.
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L’approche que nous proposons permet & Pinverse de suivre n'importe quelle trajectoire
de référence. Elle peut également étre adaptée pour commander des systémes présentant
des singularités autres que celles des robots de la classe R} (elle permet ainsi de garanti
que les obstacles présents dans le plan d’évolution du robot seront évités). Cela est moins
facile avec I'approche proposée dans [DD93].

Cette section se compose de 2 pam«w a la section 4.3.2, nous détaillons le réglage des

etres des 3 lois de la loi hybride ainsi que les 2 procédures

de commutation. Les performances de cette loi sont ensuite illustrées par des simulations
4 la section 4.3.3.

4.3.2 Réglage des commutations et des paramétres de la loi
hybride

Choix de la trajectoire de référence

Nous supposons dans cette section que la position finale du robot est ¢ = 0. Cette
hypothese n’est absolument pas restrictive il est en effet toujours possible, en spécifiant
le repére immobile [0, T, J], de faire en sorte que les coordonnées de la cible soient effec-
tivement ¢ = 0. La position initiale sera notée ¢o = (20,40, 2)7 Enfin, nous rappelons
que compte tenu du choix proposé pour le repére [P, 7] lors de la modélisation des robots
de la classe RY, i.e. P =S (cf. Théoreme 2.13), le couple (x,y) désigne les coordonnées
de Sy dans (0,1, J]

Les robots de la classe R} peuvent décrire n'importe quelle trajectoire ¢y (t) =
(2res (1), Yres(1),0res(t)T  En effet, en faisant varier Dorientation (fy,0) des roues di-
rectrices, il est possible de donner n’importe quelle valeur & ¢ (voir modéle (2.67)). Le
choix de la trajectoire de référence est donc guidé exclusivement par Penvironnement du
robot.

Si son plan d’évolution ne comporte aucun obstacle, la trajectoire de référence la plus
naturelle est celle qui améne le point S depuis (2o, yo) jusqu’a (0,0) par une ligne droite,
pendant que le chassis du robot tourne sur lui-méme de maniére & amener également 0
4 0 (voir Figure 4.1-droite). La loi horaire d’une telle trajectoire est donnée ci-dessous
(relations (4.3) (4.4)). Il sera montré qu'il est toujours possible de spécifier la vitesse de
référence de telle sorte que cette trajectoire ne comporte pas de singularité (hypotheses
(a) et (b) du Théoréme 4.1).

Lorsque le plan d’évolution du robot comporte des obstacles, la construction d’une
trajectoire de référence devient plus complexe. Pour la simulation décrite & la Figure 4.1
droite, nous avons construit (,c(),yses(t)) en joignant par interpolation polynomiale,
un ensemble de points dloignés de obstacle. Lorientation du chssis le long de cotte
trajectoire, i.e. O,cs(t), a été choisie tout simpl i i Lorsque
les obstacles sont plus nombreux, il faut avoir recours & des algorithmes de planification
de trajectoires. Dans les 2 cas, la derniére étape dans la construction de la trajectoire
de référence consiste & choisir une vitesse de référence qui assure que ¢,.s(t) ne comporte
pas de singularités (hypothéses (a) et (b) du Théoreme 4.1).
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Nous illustrons I'importance du choix de la vitesse de référence sur le d"un robot
équipé de n®* = 3 roues directrices dont les centres S, ne sont pas alignés, se déplagant,
dans un environnement libre de tout obstacle. Nous considérons la trajectoire décrite
ci-dessus - mouvement en ligne droite de Sy combiné avec une rotation du chassis.

Le profil de vitesse le plus naturel est le suivant . tout d’abord une vitesse constante,
puis quand le robot se rapproche de sa position finale, une vitesse décroissante. Ce profil
exclut d’emblée les singularités 7; = 0 (hypothése (5) du Théoreme 4.1) en effet, nous
avons Vi 2,(t) + §Z,/(t) # 0, ce qui implique, voir modéle (2.68) par exemple, que
Vi e # 0. A Pinverse, il nest pas garanti a priori que les singularités |o| > o
(hypotheses (a) du Théoréme 4.1 et relation (4.37) ne sont pas rencontrées. Le choix des
vitesses de référence permet d’obtenir cette garantic en utilisant le modéle (2.68), on
montre que

[6-es(8)]

POy ) v )
Vg (0 + 52, ()

En reportant (4.37) dans (4.2), on en déduit que la trajectoire de référence ne comporte

aucune singularité si et seulement si les vitesses linéaires \/#2(t) + §2(t) et de rotation

0(t) vérifient pour chaque instant ¢, la relation .

sl w2

VEres () + 37, (1)

Une trajectoire de référence, amenant Sy en ligne droite vers O pendant que le chassis
se ré-oriente, présentant un profil de vitesse constant puis décroissant et vérifiant enfin la
relation (4.2) est par exemple :

Treg(t) = @0 :fw (L= Ty)

Pour Ty <t < Tu Yres(t) = 7;!17(1 Ty) (4.3)
Ores(t) VZOTU Ty)
Zref(t) = Tres(Tod) = W[i;—,tl}:,—_,tmu(w )|

Pour Toa <t Ty & Yres(t) = wres(Toa) = s (SR 4 0(1 — T
Ores(t) = Ores(Tua) = 72 [STRTEA" + (0 — L)

avee Ty, Toty Touy v et w, 5
au probléme posé :

ttant d’adapter la traj ire de référence

Ty : instant correspondant & la commutation depuis la loi d’initialisation boucle
ouverte vers la loi de bouclage dynamique,

v vitesse linéaire sur la premiére partie de la trajectoire de référence (on vérifie
facilement que pour ¢ € [Ty, Tod), /32,,(1) + 32.,(t) = v),

T,a instant ot la vitesse de référence cesse d’étre constante et commence a décroitre,
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T, instant correspondant & la commutation depuis la loi de bouclage dynamique
vers la loi de bouclage instationnaire,

w  valeur de la vitesse de référence a I'instant Ti.,

et ©, la constante définie par

0 = sign(fo) min (|9n],an/13+ 7 (45)

En reportant (4.5) dans (4.3) et (4.4), on vérifie facilement que la relation (4.2) est sat-
isfaite. Enfin, la fonction M(t) associée avec cette trajectoire de référence se déduit
de (4.39).

La trajectoire de référence (4.3) (4.4) est celle utilisée pour réaliser la simulation
représentée sur la Figure 4.1-gauche.

Choix de la dynamique pour la poursuite de trajectoire

La convergence du robot vers la trajectoire de référence lors de I'utilisation de la loi
de bouclage dynamique est décrite par le systéme linéaire (4.22). Le taux de convergence
du vecteur ®, de méme que celui de toutes les variables d’état puisque celles-ci sont
reliées a @ par le difféomorphisme (4.19), est de facon évidente exponentiel. 1l peut étre
réglé suivant les besoins de I'application pratique & ’aide des matrices H, et Hs, la seule
limitation étant de ne pas imposer un taux de convergence de & si rapide qu'il conduit a
une saturation des moteurs.

Le choix de Hy et H, détermine complétement la matrice A, et donc, relation (4.36),
la fonction K ().
Construction de la loi d’initialisation boucle ouverte

La loi d’initialisation boucle ouverte doit, entre les instants to et ¢ = Ty, amener
le systéme jusqu’a une configuration 9(7y) satisfaisant la relation (4.25), de telle sorte

qu'il soit garanti quaucune singularité ne sera trée durant Iutili de la loi de
bouclage dynamique (Théoréme ¢.2). Un grand nombre de techniques peut a prior étre
utilisé pour obtenir ce résultat. Celle que nous pré sous parait dant la

plus naturelle pour des systémes tels que les robots de la classe R}.

La trajectoire de référence (équations (4.3)-(4.4)) est toujours construite en utilisant
les conditions initiales du systéme. Ainsi, a Vinstant ¢ = 0, nous avons

2(0) = 20 = zyes(Tyy) ¥(0) = Yo = yres(Tyy) 0(0) = b = 0,cs(Tay) (1.6)

De plus, puisqu’a Iinstant initial, le robot est & Parrét, ré-orienter les roues directrices ne
présente aucune difficulté technique. On peut donc supposer qu’a Iinstant ¢ = 0

B1(0) = Brres(Ty) (0) = ey (Ty) (4.7)

Par conséquent, la seule variable du modéle étendu (4.14) qui ne soit pas, & Pinstant
t =0, égale & sa valeur requise par la trajectoire de référence est 7, qui est égale a 0 (le
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robot est & larrét). Mall m = 0 est précisément Pune des singularités de la
loi de bouclage dynamique (hypothése (b) du Théoreme 4.1). Aussi, en définitive, la loi
d’initialisation boucle ouverte doit sur Iintervalle de temps [0, Ty] modifier la valeur de
71 sans perturber les autres variables d’état du modéle étendu (4.14).

Nous proposons d’utiliser un simple mouvement marche arriere marche avant

lorsque le robot est & I'arrét, nous ré-orientons les roues directrices de telle fagon
que la relation (4.7) soit vérifiée

pour ¢ € [0,%4], nous faisons décrire au robot un mouvement en marche arriere
sans toucher & Dorientation des roues directrices. Le robot est de nouveau a I'arrét
a Pinstant ¢ = 2. 1l a alors décrit une petite portion de cercle.

pour ¢ €)%, Ty], nous faisons repartir le robot en marche avant, toujours sans
toucher & l'orientation des roues directrices. Le robot décrit la méme portion de
cercle, mais cette fois, dans le sens opposé. La configuration initiale (zo, yo, 0)”
sera par conséquent de nouveau rencontrée. En réglant la loi de commande boucle
ouverte de telle fagon que cette rencontre se produise pour t = Ty, nous aurons (en
utilisant (4.6) et (4.7))

2(Tyy) = zpes(Tiy) Y(Tay) = Yreg(Tiy) 0(Tyg) = bres(Tay)
Bi(Ty) = Brres(Tey) o(Ty) = ores(Tys)

En utilisant (4.19), nous en déduisons que

. 2 (T,
Nl = J 14 ZLL 1 7)o T (+8)
Un caleul élémentaire fournit enfin la valeur minimale positive de n,(Ty), notée
Tmens telle que la relation (4.25) soit satisfaite pour to = Ty (M(£) et K (t) sont en
effet des fonctions connues, voir ci-dessus). Imposer & Iaide d’une loi boucle ouverte
la position et la vitesse du robot a I'instant t = Ty ne pose aucune difficulté; il
suffit par exemple d’utiliser une loi polynomiale en temps de degré suffisant. La loi
d’initialisation boucle ouverte est alors compléetement spécifiée.

Choix du céne D utilisé par la loi de bouclage instationnaire

La loi de bouclage instationnaire proposée par le Théoreme 4.4 assure Pévitement des
singularités et la convergence du robot vers la configuration ¢ = 0, & la condition qu'a
Pinstant initial, c’est-a-dire dans notre cas a l'instant t = Ty, le vecteur P représentant
Porientation des roues directrices (relation (4.47)) appartient au cone D décrit par la
Définition 4.2. L'orientation des roues directrices a I'instant ¢ = T, est déterminée essen
tiellement par la trajectoire de référence (on peut en effet supposer qu’a l'instant t = Ty,
le robot a rejoint cette trajectoire). Le choix de cette derniere étant totalement libre, il
n'est pas garanti que nous ayons effectivement P(t = T3,) € D.
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La Définition 4.2 pour le cone D, comme cela est montré a la Remarque 4.1, peut
cependant étre modifiée la seule contrainte sur le choix de D est que ce cone ne contienne
pas de singularité. Nous proposons pour la loi hybride d’utiliser la définition suivante

Pour les robots ne comportant que n% = 2 roues directrices ou n® > 3 roues
directrices dont les centres S, sont alignés

— si cos B(T) sin B1(Tw) > 0, alors le cone D que nous utiliserons est centré sur
P, et présente une ouverture au centre f; avec

0,07

[

— si cos B(Tw) sin B;(Tw) < 0, alors le cone D que nous utiliserons est centré sur

—+ cos B(Tw)sin fy(Tww) = 0 correspond & une orientation singuliére des roues di
rectrices (relation (4.49)). La loi de bouclage dynamique garantissant qu’s
Pinstant t = Ty, Porientation des roues directrices n’est pas singuliére, ce cas
de figure ne peut pas se produire.

Pour les robots comportant n* > 3 roues directrices dont les centres S, ne sont pas
alignés, le cone D que nous utiliserons est centré sur P, et présente une ouverture
au centre f§ avec

P = (cos B(Tw) sin By(Tw), — cos B(Tw) cos y(Te), 0)7
Bi=fe=o=a

On vérifie facilement d’une part, que les cones D définis ci-dessus ne renferment au-
cune singularité de 20, ou de 30, (relations (4.49) ou (4.48)), et d’autre part, que
P(T.,) appartient toujours &"ces cones (pour le cas n® > 3 et S, non alignés, la loi
de bouclage dynamique, puisqu’elle garantit que les singularités sont évitées, assure en
effet que |B(T.)| < %). La loi de bouclage instationnaire peut donc étre utilisée sans
restriction et assure la convergence de ¢ vers 0 et I'évitement des singularités. La seule
différence par rapport aux conclusions du Théoréme 4.4 est que les valeurs finales de f;
et B ne seront. plus 3 et 0 mais £i(Te) et B(T). Lorientation finale des roues directrices
étant sans intérét pour utili ) ce est sans importan

Ces nouvelles définitions pour le cone D ne sont pas plus restrictives que celle donnée
par la Définition 4.2 il est en effet immédiat que la surface de ces nouveaux cénes sur
la sphére unité est identique i celle du cone donné par la Définition 4.2, le vecteur P
possede donc la méme liberté de variation. Nous avions retenu la Définition 4.2 dans
le Théoreme 4.4 juste pour ne pas alourdir la preuve de ce théoréme avec des variables
supplémentaires.
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Oscillations du robot pendant I'utilisation de la loi de bouclage instati ire

La principale faiblesse des lois de bouclage instationnaire est, qu’en raison de la
présence d’une excitation périodique en temps (le terme g(t, ¢) pour la loi (4.53) pro-
posée par le Théoreme 4.4), les trajectoires du systeme sont trés oscillantes (voir par
exemple les Figures 4.4 et 4.12). Cependant, le fait que ce type de lois soit utilisé au sein
d’une commande hybride réduit trés significativement cette faiblesse.

Tout d’abord, au vu de la relation (4.56), les oscillations du robots pendant 'utilisation
de la loi de bouclage instationnaire sont nécessairement confinées dans un disque de rayon
||$(T2)|| autour de la configuration finale. Cette borne est en fait trés large, car & Iinstant
t = Ty, le robot est dans une configuration optimale pour atteindre la configuration
désirée en effet, & { = Ty, la trajectoire du robot coincide presque parfaitement avec la
trajectoire de référence, qui par construction, améne le robot en ligne droite vers 0. Si
la vitesse de référence w (équations (4.4)) est choisie de telle manire que 'évolution de
la variable 7; soit continue lors de la commutation depuis le bouclage dynamique vers le
bouclage instationnaire (ce choix est toujours possible), alors la trajectoire du robot ne
connait pas de brusque variation dans les premiers instants qui suivent T,,, il continue &
avancer selon la ligne droite. Soit T, I'instant ob le robot commence  osciller. On déduit
de (4.56) que les oscillations sont confinées dans un disque de rayon [|¢(T,.)|| autour de
la configuration finale.

Plus Ty, est proche de I'instant olt (Zres(t), Ures(t), res(L), Yres(t)) sont égaux a leur
valeur finale (0,0,0,0), plus les 2 disques décrits ci-dessus préscntent un rayon petit.
Cependant, plus le robot s’approche de la position finale, plus il se rapproche de la sin-
gularité 71 = 0 do Ia loi de bouclage dynamique (hypothése (5) du Théoreme 4.1). Les

d aux actionneurs tendent alors vers I'infini. Aussi le choix de T,,
est dicté par les possibilités des actionneurs.

4.3.3 Simulations de la loi hybride
Description des simulations

Dans cette section, nous avons simulé la loi hybride sur I‘exemple d’un robot équipé
de 3 roues directrices dont les centres S, ne sont pas alignés, et pour lequel la dimension
caractéristique oy = 1 m~". Deux simulations ont été réalisées :

Pour la premiére, nous avons supposé qu'il n’y avait aucun obstacle dans le plan
d*évolution du robot. La trajectoire de référence (4.3)-(4.4) a été utilisée, avec les
paramétres suivants

configuration initiale (20, y0,00) = (10 m ,10 m , § rad)
instants de commutations (Tiy, Tus, Tw) = (15,125 ,14.8 5)
)

Tous ces parametres, excepté Ty, et w, ont été choisis arbitrairement, dans le seul but
d’obtenir une trajectoire réaliste. Les 2 derniers parametres ont a Pinverse été construits

vitesses de référence (v,w) = (1 m.s™! ,0.68 m.
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de maniére & ce que la variable 7y soit continue lors de la commutation depuis la loi de
bouclage dynamique vers la loi de bouclage instationnaire, i.c. & { = Ty, Pratiquement,
nous avons calculé gy s(Ty,) pour différents couples (Tiy., w) jusqu’a ce que ny es(T4,) soit
égal & la commande 7, donnée par la loi de bouclage instationnaire (4.52)). La fonction
M{(t) associée a cette trajectoire s'écrit (il suffit de reporter (4.3)-(4.4)et (4.19) dans
(4.39))

{ For t € [Tus, Tua] M(t) = 0.6286
For t €]Tos, Tuul M(t) = 0.6286 ((w — v) =Tty + v)
Les matrices Hy et H, déterminant le taux de convergence de la loi de bouclage

dynamique ont été choisies égales respectivement a 6.4 /days et 4 Idsys. Ce réglage cor-
respond & un temps de réponse & 5% égal & 5 secondes pour chacune des fonctions de
sorties. La fonction K(t) est alors donnée par (4.36), et enfin, en choisissant & = 0.01, on
obtient a P'aide des relations (4.25) et (4.8) que Ny mm = 0.5313 m.s~!

Pour la seconde simulation, nous avons supposé qu'un disque de rayon r = L m, centré
sur (6.25m,6.25m) (dans le repére [0, 1,J]) était présent dans le plan d’évolution du
robot, (voir Figure 4.1-droite). La trajectoire de référence a été construite en joignant
par interpolation polynomiale des points éloignés de I'obstacle. Le calcul de 7y e utilise
cette fois la relation (4.41) au lieu de la relation (4.25).

Résultats de simulation

La Figure 4.1 présente la trajectoire cartésienne du robot dans le cas oft il n'y a pas
dobstacle (Figure 4.1-gauche) puis dans le cas o l'obstacle décrit ci-dessus est présent
(Figure 4.1-droite). La Figure 4.2 ne présente par contre que les résultats de simulation
pour le cas sans obstacle.

Dans les 2 simulations, le mouvement général du robot apparait trés naturel  le
robot se déplace en ligne droite vers la configuration finale lorsque cela est possible,
ou en contournant d’une maniere C* les obstacles lorsque ceux-ci sont présents. On
constate que la loi de bouclage instationnaire n’engendre aucune oscillation visible. Celles-
ci apparaissent en fait a partir de t = T,,, = 20 s. Cependant, & cet instant, une précision
satisfaisante d’un point de vue pratique a déja été obtenue. Nous avons en effet

(2(Tos), y(Tos) 0(Tos)) = (—0.0042 m, 0.0094 m, 0.0243 rad) (4.9)

La loi de commande hybride peut par conséquent étre arrétée (I'erreur est minime sachant
que le robot est parti initialement d’une distance de 10v/2 m de la configuration désirée)
il était nécessaire, la précision pourrait étre accrue en continuant d’utiliser la loi de
bouclage dynamique au-dela de ¢ = T,,. L'apparence générale de la trajectoire n’en serait
pas dégradée car les oscillations du robot seraient confinées, au vu de (4.9) et (4.56), dans
un disque de rayon 0.0264 m autour de la configuration désirée.

La Figure 4.2-gauche met en évidence que la trajectoire du robot rattrape puis suit la
trajectoire de référence avec une trés bonne précision. En effet, comme attendu, I’erreur
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sur chaque variable d’état converge exponenticllement vite vers zéro. Les erreurs sur y ct
 nont pas été représentées car la premiére est identique & celle de o et la seconde reste
égale & zéro pendant tout le temps ofi la loi de bouclage dynamique est utilisée, prouvant
ainsi que les singularités décrites par (4.37 sont évitées (hypothése () du Théorome 4.1).
La Figure 4.2-droite enfin met en évidence, que d’une part nous avons réussi  obtenir une
variation continue de 75, et que d'autre part 7y est resté différent de zéro pendant toute
la durée d’utilisation de la loi de bouclage dynamique (hypothse (b) du Théortme 4.1).
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Chapitre 5

Commande en présence de
glissements

Les lois de bouclage proposées au Chapitre 4 ont été construites en supposant que les
robots mobiles vérifiaient plusieurs ensembles d’hypothses

Hypothéses 2.1 décrivent la structure des robots et de leur environnement,

2.2.. roul pur sans

5 2.7 : les paramétres inertiels sont connus,

2.8 les robots sont complétement actionnés.

Chaque groupe d’hypothéses a été discuté les Hypothdses 2.1 et 2.2 ont été discutées
a la section 2.1, les Hypothéses 2.7 et 2.8 l'ont été & la section 2.3.3.c. Il est alors
apparu que celles qui ouvraient le plus & débat étaient les Hypothses 2.7 et 2.2. La

des dtres inertiels est un probléme général en commande
ystémes, ob & donné lieu & une abondante littérature. Le probleme posé par ic
glissement des roues sur le sol est & inverse spécifique aux robots mobiles a roues et a été
jusqu'a présent peu étudié. Aussi, dans ce mémoire, nous n’envisagerons pas les problemes
de robustesse paramétriques, i.e. nous conservons I’Hypothese 2.7. Nous donnons juste,
page 55, quelques pistes pour les aborder dans le cas des robots mobiles. Nous étudions par
contre les phénomenes de gli i.e. nous relachons I'Hypothese 2.2. La modélisation
des robots mobiles & roues en présence de glissement a été discutée au Chapitre 3. Dans
ce chapitre, sur la base des résultats obtenus au Chapitre 3, nous étudions la commande
des robots mobiles & roues lorsque les hypothéses de roul pur sans gli ne
sont pas satisfaites.

de

Plus précisément, & la section 5.1, nous décrivons les résultats proposés dans la lit-
térature pour la commande des robots mobiles & roues en présence de glissement. Ceux-ci
peuvent éire séparés en 2 catégories : ceriains de ces résultats proposent des outils per-
mettant d'évaluer la rob des lois de ées pour les robots mobiles
sous les Hypotheses 2.2, lorsque ces hypothéscs sont relachées (section 5.1.1). Les autres

des tech de de qui prennent en compte le phénoméne de glisse-
ment (section 5.1.2). A la section 5.2, nous nous plaons dans cette seconde optique.

229
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Nous considérons le cas des robots de la classe R}, c’est-a-dire les robots dont les équa»
tions sont les plus simples, et nous recherchons en prenant en compte les g]lssemems
assurer la p ite d’une trajectoire pré-spécifiée ne présentant pas de position d’arrét.
Ce dernier point est imposé, non plus par Pobstruction de Brockett, mais simplement
parce que nous ne connaissons pas de modéle de glissement lorsque la vitesse du robot
est nulle (cf. Chapitre 3). Clest pour cette raison également que nous ne proposons
pas de loi de stabilisation. Cette section est organisée comme suit 4 la section 5.2.1,
nous détaillons, en nous appuyant sur le Chapitre 3, le modéle d’un robot de la classe
R2 rendant compte du phénoméne de glissement. Nous proposons ensuite, section 5.2.2,
une loi de poursuite de trajectoires pour le modeéle cinémati basée sur des techni

de linéarisation exacte, comme précédemement a la section 4.1 La robustesse de cette
loi vis & vis des conditions de contact est assurée grace a un schéma adaptatif. Enfin,
la section 5.2.3, nous considérons le modele dynamique du robot. Nous montrons tout
d’abord que le schéma adaptatif ne permet plus de garantir la robustesse de la loi de
poursuite de trajectoire vis a vis des conditions de contact. Nous proposons alors une
loi empirique, dont les performances sont illustrées par des simulations. Ce travail a fait
I'objet d'un rapport, [TAM95a).

5.1 Résultats existants

Dans cette section, nous poursuivons 'étude bibli hiq ée au Chapitre 3.

Dans ce chapitre, nous avions présenté et comparé différents articles oit le probleme de

la isation des phénoménes de gli était abordé. Nous reprenons maintenant

ces travaux, et présentons les techniques proposées par leurs auteurs pour tenir compte du
glissement dans la commande des systémes étudiés. Cette étude est divisée en 2 parties :
a la section 5.1.1, nous présentons 'approche perturbations singulitres proposée dans
[ACBI5D]. Cette approche st utilisée comme un outl pour évaluer la robustesse des lois
de commande construites sous les hypothéses de pur sans gli lorsque
ces hypotheses ne sont plus vérifiées. Les autres auteurs mentionnés au Chapitre 3 suivent
une autre démarche ils proposent des lois de bouclage qui prennent explicitement e

compte le phé) de Ces lois sont présentées a la section 5.1.2.

5.1.1 Analyse par perturbations singulié¢res de la robustesse
des lois de commande construites sous les Hypotheses 2.2

L'utilisation des perturbations si pour analyser la robustesse des lois de bouclage
calculées sous les hypotheses de roul pur sans gli lorsqu’elles sont

sur un robot mobile qui peut déraper, a été proposée initialement dans [ACB95b], et a
été illustrée par le rapport de stage [Ren93].

Le modéle proposé dans [ACBI5b] pour rendre compte des glissements d’un robot mo-
bile est décrit a la section 3.2.1 : lorsque les hypothéses de roul pur sans gli
ne sont pas satisfaites, le modéle générique d'un robot mobile & roues (i.e. Iéquivalent
du modzle (2.51) obtenu lorsque les Hypothéses 2.2 sont vérifiées) est donné par le sys-

téme (3.77). La constante &, qui apparait dans ce modele, est un paramétre petit qui,
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au vu de (3.75), mesure Pécart entre le systéme réel et les hypothéses de roulement pur
sans glissement. En particulier, si € = 0, le modzle (3.77) est alors exactement identique
au modéle (2.51). Le probleme de la d’une loi de de calculée sous les
Hypotheses 2.2 de roulement pur sans glissement peut alors étre formulé comme suit

Soit u(g,n,t), une loi de commande calculée pour le systéme sans glissement (2.51).
Cette loi est robuste si, pour le paramétre ¢ du modéle avec glissement (3.77), il existe
une valeur €pmqz, telle que la trajectoire du modéle avec ghssement (3.77), sous Ueffet de
la loi u(q,n,t), reste dans un voisinage de la trajectoire du modéle sans ghssement (2.51)
auquel on aurait appliqué la méme loi u(g,n, t).

La commande (g, 7,t) dont la robustesse est analysée dans [ACB95b], est la loi de

poursuite de trajectoires proposée par ces mémes auteurs dans [ACB95a] il s’agit d’une
loi de retour d’état statique qui linéarise de maniere exacte une partie des équations du
modéle (2.51) (celle cor dant & la position cartésienne du robot et & sa dérivée).

Cette loi assure d’une part, la convergence exponentielle de la position du robot vers la
position spécifiée par la trajectoire de référence, et d’autre part la bornitude des variables
non-linéarisées (comme Dorientation 0 par exemple).

1l est prouvé dans [ACBY5b], & Iaide d’une approche perturbations singuliéres (voir
[KKO86] ou [Kha92, Ch. 8] par exemple), que cette loi est robuste au sens défini ci
dessus. Plus précisément, il est montré que ([ACB9Sb, Th. 3]) sous quelques hypothses
(trés peu restrictives en pratique) sur la force de contact roues-sol F(g,§), le modéle avec
glissement (3.77), lorsqu'il est commandé par la loi de linéarisation partielle, est sous
forme standard pour les théoremes de Tikhonov. Ces derniers assurent

— Dexistence d’une erreur initiale maximale entre la configuration du robot et la tra-
jectoire de référence,

— Dexistence d’une condition de contact limite &yqz,

telles que la trajectoire cartésienne du modele avec glissement (3.77), lorsque celui-ci est
commandé par la loi de linéarisation partielle, reste pour tout instant ¢ dans un voisi
nage de taille O(¢) autour de la trajectoire cartésicnne du modéle sans glissement (2.51),
lorsque celui-ci est commandé par la méme loi. Une derniére démonstration permet alors
de montrer que toutes les variables du modéle (3.77), comme celles précédemment du mod-
&le (2.51), sont bornées. Ces résultats ne sont toutefois que qualitatifs, la valeur de €y
par exemple n'est pas calculée explicitement. Des simulations, présentant la poursuite
d’une droite, puis d'un cercle, par un robot de la classe R illustrent cette robustesse.

La méthodologie développée dans [ACB95b] pour analyser la robustesse de la loi
de linéarisation partielle, peut trés certainement étre utilisée pour évaluer la robustesse
d’autres lois de commande. Dans [Ren93], des simulations identiques a celles décrites dans
[ACBY5b], ont été réalisées pour des robots appartenant aux classes R3 et R}, avec une
loi de retour d’état dy iq ]mearlsant le le modele sans gllssement (2:51).
Aucune preuve de est pré dant les un com
portement identique a celui observe dans [ACBQSb] avec la loi de linéarisation partielle.
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La loi dynamique apparait en fait légérement plus robuste que la loi statique. Cela tient
certainement au fait qu'avec la premitre loi, foutes les variables du modéle (2.51) sont
linéarisées et par conséquent command;

Ces résultats de rob sont trés Les lois de ite de trajectoire
par linéarisation, dont nous avons discuté & la section 4.1, apparaissent naturellement
robustes par rapport aux glissements. Si maintenant I'on souhaite étre trés précis, c'est-
4-dire ne plus converger vers un voisinage de la trajectoire de référence, mais vers cette
trajectoire, et ce en dépit des glissements, les lois de la section 4.1 ne sont bien sir plus
satisfaisantes. 11 faut prendre en compte explicitement ces glissements dans le calcul de
la loi de commande. Dans le reste de ce chapitre, nous nous intéressons & ce probléme

5.1.2 Synthése de lois de bouclage prenant en compte les phé-
nomeénes de glissement

Nous présentons, dans cette section, les lois proposées par les différents auteurs mentionnés
au Chapitre 5.

Lois de commande proposées dans [A1194]

Dans [AlI94], objectif de Pauteur est de construire, pour un véhicule dont seules les
2 roues avant sont orientables, une loi de commande qui réalise de fagon autonome la
manceuvre de changement de voie, dans I'optique du dépassement d’un véhicule roulant
moins vite. Cette loi est recherchée dans le but de déterminer si un dépassement est
faisable ou non (les travaux présentés dans [A1194] ont é1¢ réalisé dans le cadre du projet
d'assistance a la conduite PROMETHEUS).

Le modéle d’une voiture proposé dans [AlI94] est trés complet : il rend compte (voir
page 146) des glissements, du roulis, des déports de charge, des forces aérodynamiques,.
Ce modele est utilisé pour éprouver en simulation les lois de ées, par con-
tre ces dernieres sont construites sur un modéle beaucoup plus simple, oit seule apparait la
dynamique horizontale du véhicule (pas de roulis, pas de déports de charge, ). Ce mod-
éll simplifié est trés semblable au modele (3.101)(3.102)(3.103) proposé dans [MCH1].
Deux tech de de sont consi dans [A1194] - la premiére
consiste & calculer une approximation linéaire de ce modele, et d’en déduire des lois de
commande linéaires. La seconde consiste en une linéarisation exacte du modzle.

Utilisation du linéarisé tangent du modéle de la voiture

Si P'on suppose, d’une part que la vitesse de la voiture est constante (V = V) pen-
dant la manceuvre de dépassement, et d’autre part que I'angle de braquage des roues est
faible (de sorte que V, el w restent voisins de 0), il est alors possible de raisonner non
plus sur le modele non-linéaire de la voiture, mais sur son linéarisé tangent autour de la

configuration
vy (Cm)_(o)
= -
w 0 o 0
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avec C et o les 2 commandes, respectivement le couple moteur ou freineur appliqué
aux roues avant et leur orientation (les roues arriére sont non-orientées). Une propriété
remarquable de ce linéarisé tangent est qu'il est découplé : la commande Cyy n’agit que sur
V., tandis que la seconde commande o n'agit que sur V, et w. Ce linéarisé tangent étant
commandable (3 la condition que V; # 0), on peut pour le commander utiliser n’importe
quelle technique de commande linéaire. Dans [Al194], lauteur propose d'utiliser différentes
techniques de placement de poles.

La principale faiblesse de cette approche est que Ion s'est placé & vitesse constante.
Or dans une manceuvre de dépassement, il est naturel d’accélérer. Aussi, si 'on veut dans
la pratique, utiliser ce type de loi de de, il faudrait recalculer périodiq le
linéarisé tangent au fur et & mesure que la vitesse de la voiture augmente, ce qui est assez
contraignant et fait perdre beaucoup des avantages de la loi linéaire (principalement son
temps de calcul trés court).

Une autre loi, basée sur le linarisé tangent du modele de la voiture, est également
proposée dans [AlI94]. 1l 'agit d’une commande boucle ouverte réalisant la manceuvre de
dépassement en un temps T laissé au libre choix du conducteur. La loi proposée est trés
simple (évolution du vecteur d’état en fonction du temps est choisie polynomiale, le calcul
de la commande se résume alors & quelques manipulations algébriques), trés performante
lorsqu'elle est simulée sur le linéarisé tangent du modéle qui a servi & son calcul, mais trés
peu robuste (comme toute commande boucle ouverte). Comme d’une part on ne peut pas
supposer connues les rigidités de dérive D des roues, et que d’autre part que le modéle
sur lequel est calculé la commande est trés approché (ce n’est ni le modéle complet, i le
modzle horizontal, mais uniquement son linéarisé tangent), le manque de robustesse de
cette seconde loi empéche son utilisation en pratique.

Utilisation du modéle non-linéaire de la voiture

Afin de pouvoir faire varier plus librement la vitesse de la voiture lors du dépassement,
une seconde approche, basée cette fois-ci sur le modéle horizontal non-linéaire de la voiture,
est proposée dans [Al194]. 1l est montré que ce modzle peut étre partiellement linéarisé
de maniére exacte, en considérant comme fonctions de sortie la vitesse d’avancement et le
déplacement latéral, et en utilisant Ialgorithme d’extension dynamique présenté page 154
4 la section 4.1 Une analyse complémentaire prouvant que la partie non linéarisée est
asymptotiquement stable, cette commande peut étre utilisée sans réserve. Des résultats
de simulation montrent une bonne robustesse naturelle de ce type de loi. Cependant
Pauteur insiste sur le fait que le temps de calcul de la loi non-linéaire est plus long que
celui de la loi linéaire mentionnée plus haut, ce qui, suivant les conditions d’utilisation,
peut poser parfois quelques problemes.

Lois de commande proposées dans [Ack93]

Comme cela a été présenté i la page 126, V'objectif de Pauteur dans [Ack93] est de
controler la dynamique latérale d’une voiture & 4 roues directrices lorsque celle-ci se dé-
place & vitesse constante. Le modéle proposé dans [Ack93], calculé a partir du schéma
simplifié représenté sur la Figure 3.19, correspond aux équations (3.119).
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La commande traditionnellement utilisée pour contréler la dynamique latérale d’une
voiture est
ay = Qg
{ a =0 1)

avec ares, la commande d'orientation des roues avant, spécifiée par le conducteur via
le volant. Les faiblesses de cette commande sont mises en évidence dans [Ack93].
linéarisé tangent, du systéme (3.119) commandé par la loi (5.1) montre que

les valeurs propres du systéme bouclé ainsi obtenu sont stables, mais se rapprochent
de I'axe imaginaire lorsque la vitesse de la voiture augmente.

Ce systeme étant d’ordre 2, il est possible de raisonner également en terme d’amortis-
sement et de pulsation propre. Un rapide calcul montre que tous deux dépendent
de la vitesse de la voiture.

la force transversale F, engendrée sur les roues avant, dépend bien siir de 'orientation
des roues avant, i.e. de ay, mais aussi, ce qui est moins naturel, de la vitesse de
rotation de la voiture w.

Si Pon écrit enfin la fonction de transfert entre F, el &, on obtient une fonction
du second ordre, dont les péles, se rapproch de axe imaginaire quand
la vitesse de la voiture augmente.

Deux loi de retour d’état, I'une pour la commande en orientation des roues avant (i.e.
ay), Pautre pour la commande en orientation des roues arritre (i.e. ay), sont proposées
dans [Ack93] pour éliminer ces faiblesses.

Le premier retour d’état proposé commande en fait, non pas ay, mais sa dérivée, ce
qui, compte tenu de inertie du mécanisme d’orientation des roues, n’est absolument, pas
restrictif, bien au contraire. Cette premiére commande permet

w dans la d ique de la force transversale F,. Si on linéarise

de faire
le systéme en boucle fermée ainsi obtenu, on constate que la fonction de transfert
reliant F, & la commande a; est un simple premier ordre, dont la constante de temps
peut étre rendue invariante par rapport a la vitesse du véhicule par un simple pré-
filtrage de la commande. Ce passage du second au premier ordre, et la disparition de
la vitesse dans P'expression des péles font que le comportement latéral de la voiture
devient b plus facile & appréhender pour le cond (qui contrdle a; via
son volant).

d’obtenir, pour le polynéme caractéristique du linéarisé tangent du systeme bouclé
ainsi obtenu, une pulsation propre indépendante de la vitesse de la voiture. Par
contre, ’amortissement continue & en dépendre.

Le second retour d’état proposé est une commande pour I'orientation des roues arriéres,
i.e. a, L’auteur montre que cette commande

naffecte absolument pas la dynamique de F,, qui reste un premier ordre, indépen
dant de la vitesse de la voiture.
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élimine complétement la dépendance en la vitesse de la voiture pour le polynéme
caractéristique du linéarisé tangent du systeme en boucle fermée la pulsation pro-
pre et 'amortissement sont tous deux indépendants de cette vitesse, ce qui améliore
trés sensiblement la sécurité lors de la conduite du véhicule.

Loi de commande proposées dans [MT92]

Comme dans [Ack93], 'objectif des auteurs dans [MT92] est de contréler la dynamique
latérale d'une voiture lorsque celle-ci se déplace A vitesse constante. Le modele proposé
dans [MT92], calculé & partir du schéma de voiture représenté sur la Figure 3.18, corre-
spond aux équations (3.104) et (3.105).

La loi de commande proposée dans [MT92] est construite en 2 étapes. La premicre
consiste & rechercher quelles sont les entrées les plus pertinentes pour contrdler la dy-
namique latérale d’une voiture parmi Porientation des roues avant ay, des roues arriere
ay, la différence entre le couple appliqué sur la rouc avant droite el celui appliqué sur
la roue avant gauche (cette différence agit sur Fyy — Fi5), la différence entre le couple
appliqué sur la roue arricre droite et celui appliqué sur la roue arriére gauche (cette dif-
férence agit sur Feg — Fy ). La méthode proposée pour procéder & ce choix d’entrées est
la suivante si on néglige dans (3.105) les termes du second ordre comme Fy,a, et si on
considére que les sommes Fyy + Fr et Fag+ i sont constantes (puisque la vitesse de la.
voiture est supposée constante), alors les équations (3.104) et (3.105) forment un systéme

linéaire
' o
[AWNEA o
(Q)—A(u ] 5:2)
3= Fra

On montre facilement que la matrice A est stable. Le vecteur d'état (V;,w)”, par con
séquent, tend asymptotiquement vers

ay

Vi 4 ar
( w ) =478 Foy = Fop ©3)
Foy— Fra

Si maintenant, pour chaque couple d’entrées possibles, on calcule, via (5.3), lensemble
des valeurs que peut atteindre le vecteur d’état (V,,w)7 lorsque les commandes prennent
toutes les valeurs possibles, on obtient que le choix d’entrées qui offre & (V,,w)7 la plus
grande plage de variation, et qui sera & ce titre jugé le plus pertinent, est (ay, ).

La seconde étape est la construction proprement dite de la loi de commande. Les
entrées étant bien sir ay et a,, nous avons par conséquent Fyy — Fyy = Fog — Fag = 0.
Le systeme (5.2) se présente donc sous la forme d'un systeme linéaire & 2 tats et 2
commandes. Un retour d’état linéaire quadratique, paraméiré par la vitesse du véhicule
et par les conditions de contact roues-sol (i.e. les [)'), est proposé pour contrdler ce
systeme. La vitesse du véhicule est mesurée en ligne, quant aux conditions de contact,
les auteurs proposent de les estimer en temps réel par un algorithme adaptatif de type
moindres carrés.
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Loi de commande proposée dans [MCH91]

L'objectif des auteurs est encore une fois de controler la dynamique latérale d'une
voiture lorsque celle-ci s déplace & vitesse constante. Le modéle proposé dans [MCH91],
calculé & partir du schéma simplifié représenté sur la Figure 3.19, correspond aux équa-
tions (3.101)(3.102)(3.103).

La loi de retour d’état proposée dans [MCHO1] pour résoudre ce probleme parait
purement intuitive, aucune preuve de sa convergence nest donnée dans l'article. Le
principe est le suivant  soit erreury, erreur, et erreurg respectivement la distance entre
Gy (voir Figure 3.19) et son projeté sur la trajectoire & suivre, la distance entre G, (voir
Figure 3.19) et son projeté sur la méme trajectoire, et I'angle entre Paxe longitudinal du
véhicule et la tangente & la trajectoire en G, projeté de G (voir Figure 3.19) sur cette
trajectoire. Un rapide croquis montre que le retour d’état suivant engendre toujours un
mouvement vers la trajectoire de référence

{ ay = kerreury + kyerreury
a, = kerreur, + kyerreury
ol ky et k; sont 2 constantes ajustées en simulations. Nous ignorons si cette loi est étayée
par une étude théorique. Les simulations présentées dans [MCH91] sont en tout cas trés
convaincantes.

Loi de commande proposée dans [Lee92]

L’objectif de 'auteur est toujours de controler la dynamique latérale d’une voiture
lorsque celle-ci se déplace & vitesse constante. Le modéle proposé dans [Lee92], calculé a
partir du schéma simplifié représenté sur la Figure 3.19, correspond aux équations (3.106)
3 (3.114).

La loi de commande proposée par [Lee92] n'est pas une loi de retour d’état. Son
principe le suivant I'information fournie par une caméra placée sur la voiture est utilisée
pour calculer en temps réel la courbure de la trajectoire de référence (une ligne blanche
peinte sur le sol par exemple) juste devant le véhicule, mais aussi en plusieurs points
régulierement espacés, en amont du véhicule. Cette information est ensuite reportée dans
un algorithme qui calcule les commandes optimales pour que la voiture suive la trajectoire
désirée. Cette loi de commande n’est pas un retour d’état, car il y a prédiction clle utilise
Pinformation sur la trajectoire de référence a I'instant présent, mais aussi aux instants
futurs.

Loi de commande proposée dans [TC91]

L'objectif des auteurs dans [TC91] (voir page 128) est cette fois de controler la dy-
namique longitudinale d’une voiture se déplagant en ligne droite, en assurant que la vari
able de glissement g ne quitte jamais la zone de pseudo-glissement (ie. |g| < g,) (pour des
raisons évidentes de sécurité). Dit autrement, les auteurs ont pour objectif de construire
une loi ABS-ASR. Le modéle proposé dans [TC91], calculé & partir d'un systéme idéalisé
composé d’une seule roue, correspond aux équations (3.120)-(3.121).
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La commande proposée dans [TCO1] est basée sur la théorie des surfaces glissantes
les variables vitesse longitudiale V; et vitesse de rotation 1 sont attirées vers des surfaces
qui assurent que |g| < g,, puis sont contraintes de se déplacer le long de ces surfaces. La
loi de commande ainsi obtenue n’est bien siir, contrairement & toutes les lois proposées
précédemment, pas continue.

5.2 Commande des robots de la classe R? en présen-
ce de glissement

Dans la littérature sur les robots mobiles, les lois de commande prenant explicitement en
compte les gli sont jell des lois de de partielles, dans le sens
qu'elles ne contrélent qu'une partie de la dynamique du robot. Ainsi, 4 la section 5.1.2, les
lois proposées dans [Ack93], [MT92] ou [MCH91] ne contrélent que la dynamique latérale
du robot. A Dinverse, la loi de commande proposée dans [TC91] controle uniquement
la dynamique longitudinale. La loi proposée dans [Al94] contréle les 2 dynamiques,
cependant seules la vitesse longitudinale est effectivement contriée, pas la position. Enfin,
la loi proposée dans [Lee92] contrsle la totalité du modéle du robot, mais ce n’est pas une
loi de retour d’état.

Notre objectif dans cette section est de construire une loi de retour d’état, qui prenne
e en compte les gl et qui controle cette fois I'ensemble de la dy-
namique du robot idéré. C’est-a-dire, nous cherch a consruire, pour le modéle
d’un robot mobile tenant compte des glissements, les mémes types types de lois que
celles construites au Chapitre 4 dans le cas d'un roulement pur sans glissement. Comme
nous ne connaissons pas de modele de glissement lorsque la vitesse du robot est nulle
(cf. Chapitre 3), nous ne pouvons dant pas rechercher de loi de stabilisation. Nous
nous concentrons donc sur la poursuite d'une trajectoire ne comportant pas de position
d’arrét. Pour aborder ce probleme, nous ne considérons que le cas des robots de la classe
RE, c’est-a-dire les robots dont les équations sont les plus simples. Une partie des résultats
présentés dans cette section a été obtenue lors de I’encadrement du stage d’E. Sachot. Ils
apparaissent donc dans [Sac93].

Cette section est organisée comme suit & la section 5.2.1, nous présentons le modeéle
des robots de la classe R2 rendant compte du phénomene de glissement, qui sera utilisé
aux sections 5.2.2 et 5.2.3. Ce modele a déja été présenté au Chapitre 3, il s'agit du
systeme (3.100). Cependant, comme nous allons I'utiliser abondamment, nous apportons
quelques détails sur la maniere dont il a été construit. Les entrées du systeme (3.100)
sont les couples appliqués sur chacune des roues motrices. Par analogie avec les modéles
cinématiques définis dans le cas roulement pur sans glissement, il est possible, en con-
sidérant cette fois les vitesses de rotation des roues comme les entrées, de simplifier le
modele (3.100). On obtient le systeme (3.95), qui est appelé également modele cinéma-
tique. La section 5.2.2 est consacrée & la construction d’une loi de poursuite de trajectoire
pour ce modele cinématique. Le méme probleme est étudié & la section 5.2.3, pour le cas
du systeme complet (3.100), appelé modéle dynamique par analogie avec le cas roulement
pur sans glissement.
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5.2.1 Modeéle d’un robot de la classe R} rendant compte des
glissements

Le robot de la classe R2 que nous considérons dans cette section est décrit sur la Figure 5.1
1l comporte 2 roues fixes ayant méme axe (roues | et 2), actionnées chacune par un moteur,
plus une roue désaxée non actionnée.

Pour construire le modéle du robot pré
I'Hypothése suivante

enté a la Figure 5.1, nous posons tout d’abord

Hypothése 5.1 La dynamique de la roue désaxée peut étre négligée

Nous supposons que la roue désazée n'affecte pas la dynamique du robot décrit sur la
Figure 5.1

Autant cette hypothése était parfaitement exacte sous les Hypothéses 2.2 de roulement
pur sans glissement (relation (2.17)), autant elle est trés discutable lorsque le robot, peut
glisser. En effet, il est clair qu'en fonction de la valeur des variables de glissement, et
de dérive de la roue désaxée, le mouvement général du robot sera légerement différent.
Cependant, comme il a déja été dit & la page 122, puisque nous ne considérons que des
glissements et des dérives faibles, Ierrcur commise en posant I'Hypothése 5.1 est, faible, et
compte tenu des simplifications qu'elle apporte au modele du robot, C'est une hypothése
“rentable”

La définition des variables de glissement et de dérive (Définitions 3.1 et 3.3) faisant
apparaitre les composantes du vecteur vitesse des roues, dans le plan de celles-ci, et
perpendiculairement & ce plan, nous choisissons de repérer le point P, non pas dans
le repére immobile [0, T, J] comme au Chapitre 2, mais dans le repére [0, 1,J] (voir
Figure 5.1) dont le centre est fixc, mais dont Porientation suit celle du robot. Un tel
repere a é1é proposé initialement dans [SA90]. 1l est particulitrement bien adapté i
notre probleme, car ainsi les composantes des vecteurs vitesse qui interviennent dans les
variables ¢ et & sont directement les composantes des vecteurs vitesse dans le repére de
travail. Nous introduisons alors les notations suivantes (voir Figure 5.1) :

7+ rayon des roues,

=~

: demi-distance entre les roues | et 2,
0 : angle entre [0, T, J] et [0, 1, 7],

w  dérivée de 0, i.e. vecteur vilesse de rotation instantané du robot,

(2,§)"  coordonnées du point P dans [0,
(ve,0,)7  vecteur vitesse linéaire au point P, exprimé dans le repere [0, T, J],

¢, angle de rotation de la roue i,
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Figure 5.1: Robot de la classe R2 étudié dans cette section
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¢, vitesse de rolation de la roue 1,
C, couple entrainant la roue i en rotation.
Le vecteur de commande pour ce systeme est clairement
I=(C,,C)"
et un vecteur de coordonnées généralisées possible est.

- Lor
X = (£,5,0,01,02,v2, v, 0,61, 2)

1l apparaitra. lors de la construction du modéle que les angles de rotation @ el i,

Winterviennent dans les équations d’aucune autre coordonnée généralisée. Comme nous

ne sommes pas intéressés par connaitre les valeurs prises par ces 2 variables, nous pouvons

les éliminer du groupe des coordonnées généralisées. Celles-ci sont donc en définitive
o .

X = (%,5,0,vz, 0,0, 41, 42)

En utilisant, la loi de composition des vitesses sur un corps rigide (Théoreme 2.1), on
montre facilement que les vecteurs vitesses des roues 1 et 2 sont

i = ( vt e ) 5= ( ve ;L‘” ) (5.4)

Nous en déduisons que les variables de dérive des roues | et 2 sont données (en repor-
tant (5.4) dans la Définition 3.3) par
6 = (5.5)

o = (5.6)

Pour la définition de la variable de glissement, nous n’adoptons pas la définition générale,
ie. Définition 3.1. Nous souhaitons dans un premier temps (i.e. & la section 5.2.2)
considérer les vitesses des roues motrices comme les entrées du systeme. Or, dans la Déf-
inition 3.1, ¢y et ¢, peuvent apparaitre au dénominateur. En utilisant la Définition 3.1
nous obtiendrions donc comme modzle, un systeme non-linéaire non-affine en les entrées.
Comme il existe trés peu de résultats sur ces systémes, nous préférons suivre la Remar-
que 3.6 et prendre comme définition de la variable de glissement, la relation (3.8). En
reportant (5.4) dans (3.8), nous obtenons que

_ o — (e + Lw)

an = v + Lw 1
s — (v: — Lw)

% e (5.8)

(5.9)
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Au vu de (5.7) et (5.8), le modéle décrivant le robot représenté sur la Figure 5.1 sera bien
affine en les commandes. Enfin, pour les forces de contact longitudinales et transversales,
nous choisissons, comme la plupart des auteurs (voir section 3.2.3) un modele pseudo-
glissement  pseudo-dérive, i.e.

F.. =Gy, F,. = Dé,

Nous supposons en outre que les rigidités de glissement et de dérive sont les mémes pour
les 2 roues. Cette derniére hypothése est trés réaliste dés que le sol est homogene.

Tous ces choix ayant été fait, le modele du robot décrit sur la Figure 5.1 peut étre
obtenu aisément a I’aide de la Relation Fondamentale de la Dynamique (RFD).

Nous calculons tout d’abord I'expression de I'accélération du robot en fonction de v,
iy et . Les vecteurs I et J sexpriment en fonction des vecteurs immobiles I et J comme

suit . . B
[ = costl+sin0] (5.10)
J = —sinl +cos§]
En dérivant les relations (5.10), on obtient
4~ (“sin 6] + cos0.])
5 - (—sin /+ cost ) s.11)
4 = (= cos O = sin 0T )w
ou encore, en reportant (5.10) dans (5.11)
df 7
d - W
- 5.12
a __F (5.12)

&

La dérivée des 2 vecteurs I et J permet de calculer maintenant I'accélération du robot
Compte tenu de la définition du couple (z,7)7 nous avons

0P =il +4] (5.13)

En dérivant la relation (5:13) et en y reportant (5.12), nous obtenons tout d’abord que

40P
T i — gw)l + (j + 2w)J (5.14)
Or, par définition de (v.,v,)T nous avons
40P
e (5.15)
Nous déduisons de (5.14) et (5.15), la partie supérieure du modéle recherché
vz + jw
v, — & (5.16)
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De maniére & pouvoir utiliser la RFD, nous calculons maintenant 'accélération du robot.
En dérivant (5.15), et en utilisant encore une fois (5.12). nous obtenons finalement
—
#0P
ar

b, — vy0)] + (3 + vaw) ] (5.17)

Ecrivons maintenant le bilan des forces s'exercant sur le robot
forces selon laxe I F,, + Fyz = D(6; + &),
forces sclon Paxe J  Fry + Fua = Gloy + ),
moments selon un axe vertical passant par P L(Faz — Fox) = LG(gs — 1)

En reportant ces forces et ces moments, ainsi que (5.17) dans la RFD, nous obtenons une
seconde partie du modéle du robot

b = v+ gl +92)

by = v+ B (6 +6) (5.18)
o = HEg-g)

avec
M masse du robot (y compris les roues),
1. moment d'inertie du robot selon I'axe vertical passant par P
Pour obtenir enfin la derniere partie du modele, il suffit d’écrire la RFD au systeme
formé par la roue 1 prise isolément. En effet, selon I’axe horizontal de la roue 1, le bilan
des moments est
C,—rF,. =C, —rGy, (5.19)
Au vu de (5.19), la RFD s'écrit

) (5.20)

avec
I, moment d’inertie de la roue i par rapport & son axe horizontal
La relation (5.20) constitue la derniére partie du modzle. En effet, en regroupant (5.16),

(5.18) et (5.20), nous obtenons bien le systéme (3.100), c’est-a-dire, avec nos nouvelles
notations

o= vt jw

Qf = v, — Tw

0= w

Vs vw + (g1 + g2)

b, = v+ D6+ 6) (5:21)
@ L8(g, — g1)

7(Cr = rGay)
+(C2 —1Gay)
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Les commandes du systeme, i.e. (Ci. nt que dans les 2 derniéres
lignes du modele, ot elles ne sont multiplices que par un terme constant, différent de
zéro. Ce systeme présente donc une structure cascade (voir par exemple [PACOI]). 11
est donc possible de n'étudier dans un premier temps que les 6 premicres lignes de (5.21)
dans lesquelles les entrées seraient les vitesses de rotation des 2 roues @y et @, (qui
interviennent dans ces équations via les fonctions g,, f. relations (5.7) et (5.8)). On
retrouve bien le systéme (3.95). Par analogie avec les dénominations utilisées dans le cas
oit les hypothéses de roul pur sans gli sont satisfaites, ce modéle réduit sera
dit modele cinématique, alors que le modéle complet (5.21) sera dit modele dynamique.
Auvu de (5.7) et (5.8), il est possible de considérer comme entrées du modéle cinématique,
les variables de glissement gy et g;, plutot que ¢y et @y, A partir de I, on peut encore
plus simplement considérer comme entrées, les variables w; el w, définies par

w = G0 +g2)
{wz = ?,if'(m—h)

Le modeéle cinématique du robot décrit sur la Figure 5.1 s'écrit alors :

7 vy + yw
¥ v, — iw
0 w

5.23
Uy G+ -29)
By G
O o= w

avec
[
G o= —vwt (6 +6)

5.2.2 Commande du modele cinématique d’un robot de la clas-
se R2

Dans cette section, nous proposons une loi de poursuite de trajectoire pour le modéle
cinématique (5.23). Nous utilisons la méme approche que celle présentée au Chapitre 4
dans le cas ot le robot roule sans glisser, c’est-a-dire une approche par linéarisation exacte.
A la section 5.2.2.a, nous proposons une loi de poursuite pour le cas idéal o les rigidités
de glissement G’ et de dérive D sont connues. Cette loi est complétée a la section 5.2.2.b
par un schéma adaptatif, pour pouvoir étre utilisée dans le cas réel ot 7 et D ne sont
bien siir pas connues.

5.2.2.a Poursuite de trajectoire par linéarisation statique

En utilisant le Théoréme classique de Jakubezyk-Respondek, Théoreme B.9, on montre
que le systéme (5.23) n'est pas complétement linéarisable par retour d’état statique. Nous
avons alors cherché a linéariser complétement ce systeme a P'aide d’une loi de bouclage
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dynamique, comme cela avait été fait & la section 4.1, mais nous n’avons pas trouvé de
fonctions de sorties permettant cette linéarisation compléte. Par conséquent, nous nous
sommes tournés final vers une loi de linéarisation statique partielle.

Les fonctions de sortie sont exactement les mémes que dans le cas d’un roulement pur
sans glissement, ce sont les coordonnées cartésicnnes d’un point situé sur la perpendic-
ulaire & 'essieu moteur en P Les coordonnées (s1,s;) de ce point dans [0, I,.J] sont
données par

s = #cosl— gsind+ccos0
{5, = asind+ycosd+ esinf (5.24)

avec e, la distance entre le point P et le point de coordonnées (s1,sz). La dérivée de
(51,52) ne fait apparaitre aucune commande

5 = vecosd —vysind — esinlw
5y = vasind + vycos 0+ e cosfw

On peut par conséquent dériver une seconde fois

§ = (3+wcosf— ewysinf 5.96
S = Gyt wysind+ ew, cosf (5:26)
avec
G = (icosh —wsinbu, — ysin — wcos v, — cw? cos f
= sin05 [ + 2] - ew?oosd
G = (|sm3+wcosﬂv,.+(2c059—ws|110vy—mzsin9
—coﬁ”M[ o | — ew?sind

Au v de (5.26), la matrice de découplage est

(5.27)

cosf —esinf
sinf  ecosf

Cette matrice présente un dé non nul, a la conditi

que e # 0. Sous cette
réserve, le couple de fonctions de sortie (s1, s2) permet donc bien de linéariser partiellement
le systeme (5.23). La loi linéarisante s'écrit

w S —Gtwm ew? i 5.9
m=(w:)=a I(—(j+u;):(%(§,+bz))+A ‘(u;) (5.28)

avec (w1, u2) un couple de commande auxiliaire. Elle conduit au systeme linéaire

SHr=wm
Sy =y
Avec un choix adéquat de u; et uy, on obtient la convergence exponentielle de s, et sy

vers la trajectoire de référence.

Pour pouvoir utiliser en pratique cette loi, il faudrait prouver que la dynamique des
variables non linéarisées e

stable. Nous ne sommes malheureusement pas parvenus a le
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prouver de maniére théorique. Seules les simulations (page 248 4 5.19) montrent que cela.
semble effectivement étre le cas.

Un second obstacle  I'utilisation de cette loi, est qu'elle requiert la connaissance
explicite des rigidités G et D, ce qui n’est jamais le cas en pratique. Pour évaluer la
robustesse de la loi (5.28), nous présentons le raisonnement suivant  soient (G,,D,)
et (G.,D.) respectivement les rigidités réelles et estimées. La loi de commande (5.28)
Sexprime donc comme

v ( -32(;7: 6) ) +a7 ( - ) (5.29)

On tire également de (5.22) que

g =4 (Yo + ghwe
1M s (5.30)
g2 =} (8w — g

En reportant (5.29) et (5.30) dans (5.23), on montre que

Y = vwt %w,
= vw+ #‘(w’ + cos By + sin Ouy)
v = Sw

G. w2
= G(Bs(6+ 82) — LsinOuy + Lcos uy)

1! impossible de conclure de maniére théorique & la robustesse ou & la non-robustesse de
cette loi, cependant, le fait que les erreurs d’estimations apparaissent dans les équations
via le quotient - est trés encourageant. En effet, ce quotient reste toujours positif, et
voisin de L. Il ne doit donc pas perturber les équations du systeme bouclé.

De maniére & pouvoir conclure de facon théorique, plagons nous dans un cas trés
particulier la trajectoire & suivre est la droite y = 0, et le robot se trouve initialement
sur cette droite, parfaitement orienté pour suivre celle-ci (i.e. 6 = 0). On montre aisément
que 0 et w restent égaux a zéro, et que & = z vérifie

G,
=S,

G

Siuy k131 — k28, + 31,05, el compte tenu que z = s, — e, on obtient finalement

= _ Gy N :
£l a(~km*kasn)

Cette équation reste stable, quelle que soit, I'erreur d’estimation. La loi (5.28) est donc,
dans ce cas particulier trés robuste.
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Simulations

Dans ies simulations présentées ci-dessous, les parametres inertiels et géométriques du
robot unicycle ont été choisis égaux a

M = 1000 Kg
1: 500 Kg.m®

I, = 16 Kgm®
L=1 m
r = 03 m

Les conditions de contact roues-sol ont été prises égales a

G = 10° N
D = 410" N

La trajectoire de référence est Iaxe I, parcouru & une vitesse de 5 m.s~! enchainé avec

un cercle de rayon 5 m parcouru luj aussi & une vitesse de 5 m.s™' soit une accélération

normale d’un demi-jet (voir Figure 5.2). La position du point commandé est donnée par
=2 m

La dynamique de la poursuite de trajectoire est caractérisée par

ky=ky=1 k:

=025

Enfin les conditions initiales ont été choisies égales

|
0

To
Yo
0

Va0

V0

wo

comow

Les Figures 5.2 & 5.9 présentent le cas d’une poursuite idéale, c’est-a-dire lorsque les
rigidités G et D sont connues.

On constate, Figures 5.2 et 5.3, que Perreur initiale est rattrapée selon la dynamique
spécifiée par les k. Il n’y a en particulier aucun heurt lors du passage de la poursuite de
droite & celle d’un cercle.

Les Figures 5.4 & 5.6 attestent que 'ensemble du vecteur d’état reste borné, méme les
variables non-linéarisées dont nous n’avons pas su prouver la bornitude.

La Figure 5.7 montre que les d drées sont a

Enfin, les Figures 5.8 el 5.9 montrent que nous n’avons pas quitté la zone de pseudo-
glissement et pseudo-dérive, comme attendu.
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Les Figures 5.10 & 5.19 illustrent le comportement du robot lorsque G et D sont mal
connus. Plus précisé pour lasi i ésentée sur les Figures 5.10 2 5.14 G et D
ont, été sous-estimés (G'= 75000N, D = 30000N), alors que pour la simulation présentée
sur les Figures 5.15 & 5.19 ils sont sur-estimés (G = 150000V, D = 60000

On constate, Figures 5.10, 5.1, 5.15 et 5.16 que dans les 2 cas, le robot reste & distance
finie de la trajectoire de référence. Pour ce qui est de la poursuite de droite, nous avons
méme convergence. Pour la poursuite de cercle, lorsque les rigidités sont sous-estimées,
le robot se stabilise sur un cercle de plus grand diamétre, et inversement, si les rigidités
sont sur-estimées, il se stabilise sur un cercle de rayon plus petit.

Les Figures 5.12 et 5.17 montrent que I'amplitude des commmandes reste acceptable.

Enfin, les Figures 5.13, 5.14, 5.18 et 5.19 attestent que nous n’avons pas quitté la zone
de pseudo-glissement, pseudo-dérive.
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5.2.2.b  Schéma adaptatif

La loi de linarisation statique (5.28) est naturellement robuste, ce qui est déja un résul-
tat trés intéressant. Cependant, dans le cadre d’une application pratique, Pon souhaite
fane converger le robot vers sa trajectoire de référence, méme en présence d’une erreur

ion. Nous proposons maintenant un schéma de commande adaptatif qui permet
de répondre & cette attente.

Le principe du schéma adaptatif, inspiré de [PBPJ91], est le suivant soit un systéme
non-linéaire affine en les paramatres inconnus

&= A(z,u)p + a(,u)
avec p le vecteur des paramétres inconnus (p = (G, D)7 dans notre cas). L'idée centrale
est d’utiliser Perreur d’équation pour estimer p, c’est-a-dire un vecteur d'état p, estimé

de p, vérifiant I'équation différentielle

—K(A(z,u)p+ a(z,u) — &) (5.31)

avec K une matrice & spécifier par Putilisateur. L'algorithme (5.31) ne peut toutefois
pas étre utilisé tel quel, car il fait appel & la dérivée de I'état, qui dans un retour d’état
west pas supposé connue. Ce probleme peut éire contourné en introduisant un filre,

f+Bf = A(z,u)p+ a(z,u) — &

avec B une matrice & spécifier par I'utilisateur. Si B est diagonale avec des valeurs propres
& partie réelle suffisamment négative, alors f converge trés vite vers 'erreur d'équation
Afin d’utiliser les notations proposées dans [PBPJ91], nous introduisons I'observateur &
défini par

f=i-z

Lalgorithme adaptatif d’estimation de p peut alors s'écrire

(5.32)

{ i A(z,u)p+ a(z,u) — B(& — 1)
p = —K(i-q)

Si I'on ne souhaite pas observer I'état tout entier, on peut introduire dans (5.32) une
fonction d’observation h(z). L'algorithme (5.32) s'écrit dans ce cas

A, w)p+ Gra(e,u) — B(h - h) ®
i .

Dans notre cas, les paramétres incertains n’influent que sur les accélérations, on peut
donc choisir comme fonction d’observation

h(z) = (vz,vy,0)" (5.34)
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En reportant (5.34) dans (5.33), on obtient pour notre application particuliere

5 v o +92)
/A I Y e Y ) .
; 0 g~ 92) (5.35)
p = —K(h—h)

Nous avons ajusté les différents gains empiri au vu des différentes simulations

que nous avons réalisées. Nous avons recherché une convergence rapide, mais pas trop
brutale, de fagon que l'estimateur n'oscille pas (cela risque d’engendrer des commandes
de trés grande amplitude). Nous avons choisi (en nous inspirant de [PBPJ9L]) -

01 0 0
02 0
0 001
] wilo +92) 0 (o —g2)
: 0 mEE) 0
avec :
ky = 2600000000 ka2 = 30000000

L’étude de la stabilité de ce schéma adaptatif est donnée dans [PBPJ91]. Elle permet
de prouver facilement que la loi de linéarisation partielle proposée a section 5.2.2.a ot G'et
D ont été remplacés respectivement par G et D, avec Palgorithme d’adaptation proposé
dans (5.32), assure la convergence de s; et 5; Vers s¢f(t) et sz,cf(t). La convergence est.
assurée & la condition que P'erreur initiale d’estimation p — p ne soit pas trop importante
(sinon, il faut remplacer la matrice K par une fonction projection plus complexe).

Simulations

Les Figures 5.20 & 5.33 présentent le comportement du robot lorsqu'il est commandé
par la loi de linéarisation adaptative. Les Figures 5.20 & 5.26 correspondent plus pré-
cisément & une simulation ot G' et D sont initialement sous-estimées (Go = 75000N et
Do = 30000N), tandis que les Figures 5.27 & 5.33 correspondent & une simulation o G
et D sont initialement sur-estimées (Go = 150000N et Do = 60000N).

On constate dans les 2 cas, Figures 5.20, 5.21, 5.27 et 5.28, que cette fois-ci le robot
converge vers la trajectoire désirée.

On constate de plus, Figures 5.22, 5.23, 5.29 et 5.30, que les paramétres estimés
convergent vers leur valeur réelle, ce qui n’était pas garanti a priori par I'analyse théorique
présentée dans [PBPJ91].

On constate aussi que G converge presque parfaitement pendant la poursuite de la
droite, puis est affiné lors de la poursuite du cercle. A 'inverse, D ne commence & con
verger que lors de la poursuite du cercle. La poursuite d’une droite n’est pas discriminante
pour estimer ce parameétre.
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Les Figures 5.24 et 5.31 montrent que I'amplitude des commandes reste toujours ac-
ceptable.

Enfin, les Figures 5.25, 5.26, 5.32 et 5.33 attestent que Ion ne quitte pas la zone de
pseudo-glissement et pseudo-dérive.
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5.2.3 Commande du modéle dynamique d’un robot de la classe
Rj

La loi de linéarisation statique, complétée par le scl a adaptatif, permet de faire suivre
au robot décrit sur la Figure 5.1 n’importe quelle trajectoire de référence ne comportant,
pas de point d’arrét, méme si les conditions de contact roues-sol sont imparfaitement
connues. Le modele dy ique (5.21) se dédui du modgle cinémati (5.23) par
une structure cascade, la loi de linéarisation statique peut étre étendue a ce systeme
tres facilement, de méme le schéma adaptatif. Nous nous heurtons cependant a un trés
gros probleme de robustesse. Celui-ci provient du fait que les 2 Gquations supplémentaires
dans (5.21) ne sont pas des inté purs, mais font le etre inconnu G.
Nous étendons tout d’abord la loi de linéarisation statique au cas du modele dynamique,
section 5.2.3.a, puis nous étudions le nouveau probleme de robustesse, section 5.2.3.b.

5.2.3.a Poursuite de trajectoire par linéarisation statique

La loi de poursuite de trajectoire proposée i la section 5.2.2.a pour le modéle cinéma-
tique (5.23) s'étend sans difficulté au cas du modéle dynamique (5.21).

Le modéle dynamique (5.21) peut étre ré-écrit comme suit.

= vt jw
u,,—m

C
o= (5.36)
o =G
5 HCy - rGay)
1(C2 = rGgy)
avec .
G o= vwt M(g: +92)
G —vat0 — (81 + 62)
G = o -a0)

La dérivée seconde des fonctions de sortie s et s, (relation (5.26)) ne fait apparaitre
aucune commande du modéle dynamique. Ces 2 fonctions peuvent par conséquent étre
dérivées une fois supplémentaire. Les dérivées secondes (relation (5.26)) s'écrivent -

G(g1+g2)cos 0+ L(6) + &) sin 0 — ew? cos 0 — e5%(gy — g) sin 0

M(gn + g2)sin@ — L(8y + 62) cos 0 — ew?sin 0 + (ﬁ(g, — g2)cosd (5.37)
Leur dérivée conduit &
M = -2 g,+g,)usms+ (81 + 62)w 05 0 + e sin 0 — 3L gy — ga)wcos §

M(m + g2 cos 0+ D (8 + bysin0 — XS (4 — Go5in 0
- M(g, +g2)weos 0+ L6y + E)wsind — e # cos 6 — 3ekS(g, — ga)wsind
(g| +g2)sin0 — L6 + §ycos0 + XS -z G (g, — gacos O
(5.38)



270 Chap. 5. C de en pré de gli

avec . .

i $(C1=rGa)~(Ei4L6) _ (atLla)(rér=(vatle))
v et L)t

o~ 1C=rGa)=(G=Li) (6= L&)(réa=(ve=Lu)
g2 = v.»L'u_ " (vemLar)?
P (@=Lt
b= m
§y = b wl(a-lt)
2 T wu-le (ve—Lw)

En séparant les commandes du reste des états, on aboutit &

()= (2)=(2)

i ‘_}'5,”—7“.\9 (4 ging oo
i (520 4 Lcos0) 2 (mm0 - ,LcM .

avec

foey
Le déterminant de cette matrice est donné par

L 2Le (1GY?
det & = = (T)

(v2 — L%w? nest pas nul, puisque 'on suppose que la vitesse d’avancement des 2 roues,
i.e. v, & Lw, nest jamais nulle). Ce déterminant est non nul & la condition que e # 0
On peut donc bien linéariser particllement le systeme (5.36) grace & ce jeu de fonctions
de sortie. La loi linéarisante s'écrit .

G o —htw
=a"! 5.41
( Jer B, (5:41)
avec (u1,u)” le vecteur de commande auxiliaire.
Les simulations prouvent que dans le cas o G et D sont connus, cette loi donne toute
satisfaction. Par contre, elle n’est absolument pas robuste

dans le cas ol 'on sous-estime G (i.e. on suppose le sol mouillé alors qu’il est sec),
la loi diverge dés que I'erreur dépasse 5%.

dans le cas ou I'on sur-estime G (i.e. on suppose que I’on est sur sol sec, alors que
le sol est mouillé), la loi diverge immédiatement.

Ces divergence sont tellement rapides, qu’il est impossible d’utiliser le schéma adaptatif, il
1’ pas le temps de commencer & estimer les parametres avant que le systeme “n’explose”

5.2.3.b  Analyse du probleme de robustesse

Pour essayer d’. é¢hender ce probleme de rob nous considérons de nouveau le
cas trés simple oft la trajectoire de référence cst la ligne droite z = 0 et ot initialement le
robot, appartient & cette droite et présente le bon angle (i.e. 0 = 0) pour la suivre. Dans
ce cas, les couples Cy et (' sont égaux & chaque instant, et le systéme peut étre décrit
uniquement avec les 3 variables 2, v, et ¢y = ¢z
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Le calcul de la dérivée troisieme de s; donne

Gr G [ G
@ _ g —0&
K _2M10+2MW( Gy 2Mg(l+g)) (5.42)
el —_—
o I
En reportant (5.41) dans (5.42) conduit &
G, G
= fo = Ghet g (5.43)

ou encore, en utilisant (5.42), et AG = G, — Ge

G.AG (1 21+g)
Mo. (7* )t

=2 (5.44)

Dans notre cas, nous avons aussi

M
2 =%
9 G, 1
Particularisons encore, notre probleme. Nous supposons que
v, % cste,
T+gmL

En reportant tous ces éléments dans (5.44), ainsi qu'en explicitant u; comme une loi de
placement de péles, nous obtenons finalement

2
N (h%+§ (L+£)) %

T (5.45)
Lorigine du probleme de robustesse apparait mai lai . Les erreurs

d’estimation du type & ne posent toujours pas de difficulté. Par contre, le terme AG,
compte tenu de la valeur nominale de G qui est de l'ordre de 10°, change complatement
les poles, el peut les rendre instables méme pour des erreurs d’estimation faibles.

Nous n’avons pas de solution théorique pour traiter ce probleme de robustesse. Nous
constatons juste en simulation qu’une approche grands gains, c’est-a-dire une commande
—k(1 = Prres)

du type
C
Cy —k(p2 —

avec ¢, ey la commande cinématique proposée i la section 5.2.2 et k un scalaire positif,
parvient a faire converger s, et s, vers leur valeur de référence. Nous avons constaté en sim
ulation qu’un bon compromis entre une bonne robustesse et des commandes d’amplitude
raisonnable, est k = 2500.

(5.46)

2ref
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Chapitre 6

Conclusion

Notre objectif dans ce mémoire était de proposer des lois de commande permettant &
des robots mobiles & roues de se déplacer de fagon & partir d'une localisation
fournie en temps réel par des capteurs embarqués, supposés parfaits.

Nous avons idéré si 2

les roues roulent sans glisser sur le sol. Cette hypothése est réaliste pour des robots
se déplagant & faible vitesse, sur des terrains plans et présentant une bonne ad
hérence. Elle est donc plutét dédiée & des robots se déplagant & l'intérieur de
batiments industriels.

les roues glissent sur le sol. Cette seconde hypothése permet d’aborder Iétude des
robots évoluant en extérieur

Pour la premigre situation, c'est-a-dire le cas roul pur sans gl nous

avons obtenu les résultats suivants

Nous avons contribué  prouver que, dans I'optique de la synthése de lois de com-
mande, ensemble des robots mobiles a roues constituent 5 classes d’équivalence.

Pour I'une de ces classes, celle correspondant aux robots équipés uniquement de
roues omnidirectionnelles ou de roues folles, le moddle représentatif est complate-
ment linéarisable. Ces systemes peuvent donc étre commandés & laide des mémes

iques que celles employées pour der un robot 2
ment actionné.

Pour les 4 autres classes, le modele é if est imall hol 1

faut donc, obstruction de Brockett, disti le probleme de la ite d’une
trajectoire mobile, de celui de la stabilisation sur une configuration de repos.

De nomt hniques ont été ées pour aborder chacun de ces problemes
Loriginalité de notre travail réside dans le fait que nous sommes intéressés plus
particulierement & la classe des robots équipés de plusieurs roues directrices. Pour
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ces systémes, certaines orientations des roues directrices sont singulieres (car elles
conduisent 4 une saturation des actionneurs). La commande doit done étre calculée
de telle fagon que Uétitement des singularités soit garanti. Nous avons utilisé 2

hniques usuelles en de des systemes non-h linéarisation exacte
par bouclage d’état dynamique pour la poursuite d’une trajectoire mobile, bouclage
d’état instationnaire pour la stabilisation sur une ion de repos, et nous
les avons congus de maniere & satisfaire cette exigence. Les résultats ainsi obtenus
pourraient trés certainement étre exploités pour d’autres systemes présentant des
singularités.

Nous avons également proposé un schéma de commande hybride permettant de farre
le lien entre une loi de poursuile et une loi de stabilisation. En effet, la tache la
plus usuelle demandée & un robot mobile est de joindre 2 configurations de repos
via une trajectoire pré-définie. Ii faut donc dans la pratique commuter d’une loi
vers I'autre.

Nous avons enfin considéré le probleme théorique suivant  augmenter la vitesse de
convergence des lois de bouclage de I'état et du temps.

Pour la seconde situation, c’est-a-dire le cas du glissement, nous avons effectué le
travail suivant

Nous avons effectué une étude bibliographique pour proposer un modéle de robot
mobile rendant compte des glissements. Nous avons exploité essentiellement, la
description du contact d’un pneumatique avec le sol.

Nous avons ensuite abordé le probleme de la commande de tels systemes. La pronci-
pale difficulté tient au fait que les condations d’adhérence ne sont pas connues. Nous
avons proposé une loi de linéarisation partielle couplée & un schéma adaptatif. Cet
ensemble donne de trés bons résultats sur le modéle cinématique, mais de médiocres
sur le modéle dynamique.

Au terme de ce travail, plusieurs axes de recherches s’ouvrent

Sous les hypothéses de roulement pur sans glissement, notre travail pourrait se pro-
longer de fagon naturelle sur 3 points

Chercher & rendre eaponenticl le tauz de convergence de la loi de bouclage d’état
instationnaire proposée pour les robots R}. La structure géométrique utilisée
pour garantir I'évitement des singularités ne rend pas ce probleme facile.
Chercher & gérer les problémes de singularités des robots multi-corps avec at-
taches sur essieu. Il a été signalé a I’Annexe C que ces systémes peuvent étre
commandés avec le mcme tyve de lois que celles proposées pour les robots mon
corps. Tis présentent des singularités additionnelles (par exemple,
2 remorques qui sont a 90°).

Aborder la commande des robots multi-corps avec attaches caravanes. Comme
mentionné a I’Annexe C, c’est actuellement un probléme ouvert.
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Lorsque le glissement est possible. Dés que I'on quitte des hypothéses idéales pour
se rapprocher de la réalité, il serait nécessaire, pour rester cohérent, de procéder &
des expérimentations. Cependant, dans notre cas, avant de pouvoir envisager des
expérimentations, il est nécessaire de travailler encore sur de nombreux points

La commande bien siir, puisque celle proposée dans ce mémoire n'est pas com-
plétement satisfaisante,
2 problémes que nous avions laissé de coté dans ce mémoire, étant donné que
nous ne considérions que des simulations
il faudrait traiter les mcertitudes paramétriques. Des pistes ont été pro-
posées & la page 54,
il faudrait également traiter les erreurs de mesures. Une piste pourrait
étre dutiliser des fonctions de Lyapunov du type de celles données dans

[HMC94].
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Annexe A

Notions de géométrie différentielle

Cette annexe a été rédigée sur la base de [NS90, Chapitre 2], [[si89, Annexe A] et [AndSS,
Chapitre 4]. Elle constitue I'un des chapitres de [Thu94]

Lanalyse des systémes linéaires, dans I'approche représentation d’état, repose essen-
tiellement sur des notions d’algébre linéaire. L'exemple ci-dessous (tiré de ?7) montre
que Panalyse des systemes non-linéaires requiert des notions mathématiques plus com-
plexes

Exemple A.1
Sott le systéme non-hnéaire décrit par

avec

z = (21,22)7 vecteur d’état défini sur R?

u = u(t), commande du systéme, scalaire, bornée pour tout ¢ o

Le systéme ci-dessus, au vu de sa régularité, admet une unique solution pour tout couple
de conditions initiales (fo,z0) € R x R? (cf. par exemple [Har82]). Soit (z1(t; to, 7o),
a(t; o, 7o) la valeur & P'instant ¢ de cette solution. Un calcul simple montre que

Y(to, z0) € R x R? Vit & (@Rt to, 20) + 23(t5 Lo, 20)) = 0
Vu(t) bornée

L’ensemble des configurations atteignables depuis une configuration initiale (fo, zo), noté
Rito,z0)> €5t par conséquent un :Ercls immergé dans R* En Automathue linéaire, les
ensembles Ry, z,) étaient né des pa toriels. lci, ce n’est pas le
cas. L’ensemble Ry,z,) associé au systéme non-linéaire de I’Exemple (A.1) présente les
caractéristiques suivantes

c'est un espace de dimension 1,

un sous-ensemble de Ry, z,) (i-e. un arc de cercle) peut étre associé bijectivement
a un sous-espace de
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PR . : ) R 2
par cf)ntr.t.e, R.(xn,,n) lui-méme, qui n’est rien d’autre que P AR peut pas étre
associé bijectivement i un sous-espace de R.

Ce type d’ensemble, qui n'existe pas en algébre linéaire, est par contre parfaitement
identifié en géométrie différentielle, cest ce que I'on appelle une variété. Le support

mathématique privilégié pour 'analyse et la commande des systémes non-linéaires, comme
illustré par ’Exemple A.1, sera donc la géométrie différentielle.

Nous présentons ci-dessous les éléments de géométrie différenticile utilisés dans ce
mémoire.
A.1 Variété, variété C>*

La définition d’une variété repose sur des concepts de topologie. Nous résumons d’abord
ceux-ci, ci-dessous

Définition A.1 Espace topologique
On dit qu’un ensemble S est un espace topologique, si on a pu définir sur S une collection
de sous-ensembles, appelés ouverts, vérifiant les aziomes

Uunion de plusicurs ouverts est un ouvert,
Pintersection d’un nombre fini d’ouverts est un owvert,

Pensemble S et l'ensemble vide sont des ouverts. o

Définition A.2 Base d'un espace topologi

On appelle base d’un espace topologique S, notée BS une famille d’ouverts de S présentant
les propriétés suivantes

Vunion de tous les ouverts de B est Uespace S,

Uintersection non-vide de 2 ouverts de BS est nécessairement un ouvert de BS ou

Uunion de plusieurs ouverts de BS o
Définition A.3 Voisinage d’un point d'un espace topologi
On appelle voisinage d’un point p appartenant  un espace topologique S tout ouvert
contenant p. o

Définition A.4 Propriété de Hausdorft

Un espace topologique S satisfait la propriété de Hausdorf, st quels que sowent py et py, 2
points distincts de S, l eiste un voisinage Uy de py el un vowsinage Uy de py tels que U,
et Uy aient une intersection vide
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Définition A.5 Homéomorphisme

Une application H, définic d’un espace topologique Sy vers un espace topologique Sy, est
dite un homéomorphisme si

H est bijective,
Pimage par H de w'importe quel owvert de Sy est un ouvert de S,,

Pimage par H™' de n'mporte quel owvert de Sy est un ouvert de S, o

Définition A.6 Espace logique local euclidien

Un espace topologique S est dit localement euclidien de dimension n, si pour tout point p
de S, on peut définir un homéomorphisme entre un voisinage de p et un ouvert de R* O

1l est maintenant possible d’écrire les définitions d’une variété, d’une carte sur une
variété, et d'un atlas

Définition A.7 Variété

Un espace topologique M sera appelé variété de dimension n s’il
présente une base dénombrable,
vérifie la propriété de Hausdorf],
est localement cuclidien de dimension n. o

Définition A.8 Carte sur une variété

On appelle carte sur la variété M, tout couple (U, $), oi
U est un owvert de M
 est un homéomorphisme reliant U & un ouvert de R" a

Définition A.9 Atlas associé a une variété

On appelle atlas associé & une variété M, une famille de cartes, notée A, couvrant com-
plétement M

Soit 1 € N A={(U,é.),i€ I} estun atlas si |JU, =M
€l
Dit de fagon moins formelle, une variéé M de dimension n est un espace abstrait,

pouvant dant étre local identifié & un pace de R grace & une bijection
locale appelée carte.

Les définitions suivantes permettent de définir la régularité d’une application définie
sur des variétés.
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Considérons d’abord I'application suivante

s R o M
t - ot

o est simplement une courbe définie sur la variété M. Soit (U, do) une carte définie
autour du point o(to) (i.e. o(to) € Up). Si o et (U, do) vérifient la relation

Vizl,  o(t)€Us (A1)
il est possible d'identifier I'application o & I'application g o @

¢ooo R — ¢o(Us) C R*
t o dooa(t)

Lapplication ¢ 0 o étant & valeurs réelles, les notions C™ ou ¢ (=1 ont un sens, et
pourront donc étre utilisées pour caractériser la régularité de application o

Lorsque o et (Uo, do) ne vérifient pas (A.1), les considérations précédentes permettent
de définir uniquement la régularité de la restriction de o a la carte (Up, ¢o), puis succes-
sivement la régularité de la restriction de o & chacune des cartes suivantes. Pour définir
la régularité globale de o sur 'ensemble de la variété M, il apparait nécessaire de prendre
en compte la régularité avec laquelle les différentes cartes se “recollent” entre elles. La
régularité du raccord de 2 cartes est exprimée par la notion de compatibilité

Définition A.10 Compatibilité de 2 cartes

Soit 2 cartes (Uy,é1) et (Uz, é) sur une variété M de dimension n, avec la propriété
Uy O Uy # {0} Les 2 cartes (Ur, 1) et (Ua,d2) sont dites r-compatibles (resp. oo
compatibles) si Uhoméomorphisme é; 0 63", qui échange les représentations des points de
Uy 0 Uy données par chacune des cartes

$r0d7"  G(UhiNUa) CR® — 6(UinUy) CR™
z = hodi(z2) = n

est une application de R™ vers R" de régularité C" (resp. C*). o

Définition A.11 Atlas C7, atlas C>

Un atlas A est dit C" (resp. C) si toutes les cartes qui le composent sont r-compatibles
(resp. co-compatibles) entre elles. o

Définition A.12 Atlas r-complet, atlas co-complet

Un atlas A est dit r-complet (resp. co-complet) si

Aest C" (resp. C),

“~!Une fonction f(z: ,z,), définie de R” vers R" est dite C” si toutes les dérivées partielles jusqu’a
Pordre 7, de toutes les composantes f, ie(1,0] de /, existent et sont continues. f est dit C si cette
propriété est vraie quel que soit T €
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toute carte r-compatible (resp. co-compatible) avec les cartes composant A est elle-
méme un élément de A. a

Définiti A.13 Variété C7, variété C=

Une variété M est dite C" (resp. C*) si elle peut étre couverte par un atlas r-complet
(resp. co-complet). o

Ces définitions nous permettent de définir en toute rigueur la régularité d'une appli
cation sur des variétés

Définition A.14 Application C" (resp. C*) sur des variétés

Soient M, et My 2 variétés C* de dimensions respectives ny et ny, et soit Z une apple-
cation de My vers M,
Z M = M
p ~ Z(p)
Z est dite C (r < 1) s
pour tout point p de M, il eziste une carte (Uy, 1) contenant p,
pour tout point Z(p) de My, il eziste une carte (Us, ¢2) contenant Z(p),
telles que lapplication
Z () CcRY - 62(U2) C R™
z > z2=¢p0Z 0 ¢ (z)
est une application de R™ vers R™ de régularité C

La définition dune appl €= s'obtient imméds en rempl ci-dessus
C et C™ par C o

1l est important de noter que la Définition A.14 n’est cohérente que grace a I’hypothése
de régularité des variétés M, et M,. En effet, soient (Uy, ¢1) et (Us, ¢3) deux cartes de M,
contenant p, et soient (Uz, ¢2) et (Uy, ¢4) deux cartes de M contenant Z(p). Pour étudier
la régularité de Z, on peut a priori utiliser indifféremment les applications ¢, 0 Z o ;"
ou 40 Z 0 ¢3". La Définition A.14 ne sera donc cohérente que si ces 2 applications ont
méme régularité C™ (ry <r)
C'est bien le cas lorsque M, et M sont deux variétés C7, car Iapplication ¢4 0 Z o ¢35’
peut toujours étre ré-écrite comme

b0 Zo¢i = (d0dy")0dr0Z 00" o(drog3")

et les applications (¢, 0 ¢3") et ($40¢;"), de par la régularité de M, et My, sont toutes
deux C”

Au vu des Définitions A.13 et A.14, une variété C** de dimension n apparait comme
un espace abstrait, pouvant étre localement identifié & un sous-espace de R" et muni

d’une notion équivalente & celle de la d bilité des fonctions dans R™
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Les variétés rencontrées en A linéaire sont généralement toutes €'
(c’est le cas en particulier dans ce mémoire). Aussi, nous introduisons la convention
suivante

Convention A.1 Sauf mention eaplcite contraire, nous sous-entendrons désormars par
le terme variété, une variété C*  Les appheations définies sur ces variétés seront elles-
aussi, sauf mention contraire, supposées C*° o

Deux cas particuliers d’applications sur des variétés seront fréquemment utilisés dans
la suite  d’une part les courbes, notées o, et d’autre part les fonctions, notées A
Définition A.15 Courbe sur une variété
On appelle courbe sur une variété M, toute application de R vers M

c R o M
t e ol o

Définition A.16 Fonction sur une variété
On appelle fonction sur une variété M, toute appheation de M vers R

A M - R
P = Ap) o

A.2 Espace tangent & une variété, champ de vect-
eurs, opérateurs de Lie

Puisque les variétés sur lesquelles nous travaillons sont désormais supposées C** (Con-
vention A.1), nous pouvons introduire la notion de vecteur tangent en un point & une
variété

Définition A.17 Vecteur tangent en & point & une variété

Soit M une variété de dimension n, et p, un point appartenant @ M. A chaque courbe o
définie sur M et passant par p @ un instant quelconque noté t (i.c. a(to) = p), on associe
une application appelée vecteur tangent & M. en p, notée FS, agissant sur Uensemble, noté
A, des fonctions sur M, et définie par

F, A - R
A o FP() = 20

o (t
dt =t

Dit autrement, un vecteur tangent indique suivant quelle courbe definie sur M on
souhaite dériver la fonction A, il indique une direction qu'l est possible de suivre pour
quitter le point p tout en restant sur M L'indice supéricur o sur le nom du vecteur
tangent est en général omis. a
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Définition A.18 Espace tangent
Soit M une variété de dimension n, et p, un pownt appartenant ¢ M On appelle espace
tangent @ M en p, noté T,M, Uensemble des vecteurs tangents F, qu'il est possible de
définir au point p.

Dit autrement, Uespace tangent T,M représente Uensemble des directions que 'on peut
suivre pour quitter le point p, tout en restant sur la variété M

Si 'on veut se donner une représentation intuitive de T, M, ce serait celle d'un plan
tangent i la variété M au point p.

Une propriété essentielle des espaces tangents est la suivante
Propriété A.1 [Isi89, p.416][NS90, p.38)

On montre en géométrie différenticlle que T,M a une structure d’espace vectoricl pour
Vaddition et la multiplication par un scalaire. o
Définition A.19 Fibré tangent
On appelle fibré tangent @ une variété M noté TM la réunion de tous ses espaces
tangents
™™= |J LM
PEM

Tous ces éléments nous permettent maintenant d’introduire la notion de champ de
vecteurs, qui fournit le cadre rigoureux pour réaliser I'analyse par représentation d’état
des systemes non-linéaires

[a]

Définition A.20 Champ de vecteurs

On appelle champ de vecteurs sur une variété M, une application, notée f qui & chaque
point p de M associe un vecteur tangent ¢ M en p

f M= LM
» = flp) o

La régularité d’un champ de vecteurs sera définie un peu plus loin (voir Définition A.22
ci-dessous).

L’exemple A.1 montre que pour décrire correctement la configuration d’un systéme
non-linéaire, il faut se placer, non plus dans R* comme c’était le cas pour un systéme
linéaire, mais sur une variété. Une représentation d’état précisant par définition la di
rection dans laquelle évolue un systéme depuis chacune de ses configurations, sera donc,
dans le cas des systémes non-linéaires, donnée par un champ de vecteurs, ou par la somme
de plusieurs champs de vecteurs (on rappelle que TpM a une structure d’espace vecto-
riel  Propriété A.1). Un systéme non-linéaire affine en les commandes peut ainsi étre
représenté par I'équation ci-dessous

5= 100+ Sl

ou
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p est le vecteur d'état, appartenant A une variété M de dimension n,
F(p),91(p),  +gm(p) sont m + 1 champs de vecteurs définis sur M,

u, est la i*™ composante du vecteur de commande u, défini sur R™

Afin de caractériser les propriétés d'un systéme non-linéaire, différentes opérations
sur les champs de vecteurs qui le constituent doivent étre réalisées. Les deux opérations
principales (en dehors de 'addition et de la multiplication par un scalaire) sont la dérivée
de Lie et le crochet de Lie dont les définitions sont données ci-dessous

Définition A.21 Dérivée de Lie

Soient A et f, respectivement une fonction el un champ de vecteurs définis sur une variété
M On appelle dérivée de Lae de X par rapport & f, la fonction notée Ly qui, & chaque
pount p de M, associe la valeur de la dérivée de ) selon la direction donnée par le vecteur

tangent f(p)

LA M - R
p o= LAp) = (f(p) A =
L'opérateur dérivée de Lie nous permet de définir simplement la régularité d’un champ
de vecteurs

Définition A.22 Champ de vecteurs C", champ de vecteurs C*

Soit M une variété C™+', et f un champ de vecteurs sur M f est dit C" si, pour toute
fonction C™+' sur M, la dérivée de Lie de cette fonction par rapport a f est une fonction

La défimition d’un champ de vecteurs C s’obtient immédiatement en remplagant ci-
dessus C" et C™1 par C* o

La convention suivante sera désormais utilisée

Convention A.2 En complément i la C: ion A.1, nous supp fgall dans
ce qui suit, sauf mention contraire, que les champs de vecteurs sont C* o

L’utilité de P'opérateur dérivée de Lie pour les fins de I'Automatique non-linéaire,
apparait immédi lorsque I'on idere le systeme linéai

b= f) (A2)
Au vu de la Définition A.21, Ly est clairement la dérivée de la fonction A(p) lorsque
P’évolution du point p sur la variété M obéit & la représentation d’état (A.2).

La dérivée de Lie d’une fonction A étant elle-méme une fonction, il est possible de
calculer des dérivées de Lie en cascade. On utilisera dans ce cas les notations suivantes

L(Ls\) 2 LyLx
LLy) & L2A
Ly Lgh 2 15
b M
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Définition A.23 Crochet de Lie

Soil f et g, 2 champs de vecteurs définis sur une variété M On appelle crochet de Lie de
f et g, le champ de vecteurs noté [f, g, dont la valeur au point p (c’est-d-dire le vecteur
tangent |f,g)(p)) associe & une fonction A sur M, le réel défim par

(L, 91(p)) (N) = LyLyA(p) = Ly LsA(p) o

Cette opération peut étre géométri interprétée comme suit
Propriété A.2 ([NS90, p.77] par ezemple)
Soit le systéme non-linéaire
P=a1(p) w1 + g2(p) w2 (A3)
avee
P, vecteur d’état appartenant i une variété M de dimension n,
9 et g2, 2 champs de vecteurs définis sur M
wy et uy, deus commandes scalaires évoluant dans R.
Ce systéme peut, depuis chaque configuration p, évoluer dans les directions définies par
les vecteurs tangents g1(p) et ga(p) (il suffit de choisir I'une des commandes égale & 0). Le
crochet de Lie de g, el g, au point p indique une troisiéme direction possible d’évolution,
qui s’obtient en ulilisant une commande un peu plus compleze (avec T € R choisi tel que
0<T<1)
t |07 |T 20|27 —37 |37 —4T
wO[ T 0 1 1 [ 0 (A4
wO | 0o [ 1 | 0 ] 1
La propriété ci-dessus est parfaitement rigoureuse, quelle que soit la variété M étudiée.
Toutefois, afin de garder une présentation simple, nous w'en donnerons la preuve que dans
le cas particulier ot M = K" (& la fin de la section A5, aprés avoir décrit Pexpression
lifiée des différents concepts de géométrie différentielle lorsque la variété étudiée est
tout simplement R™).

L’utilité de Popérateur crochet de Lie pour les fins de I’Automatique non-linéaire est
également trés claire au vu de la Propriété A.2, le crochet de Lic va jouer un réle crucial
pour analyser la commandabilité et Pobservabilité des systémes non-linéaires.

Le crochet de Lie de 2 champs de vecteurs étant lui-méme un champ de vecteurs, il est
possible de calculer des crochets de Lie en cascade. On utilisera dans ce cas les notations
suivantes

[ follz) 2 adig(a)
U ,[f, gl] 2 adfg(z)
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Nous donnons enfin ci-dessous une liste des principales propriétés vérifiées par ces 2

opérateurs. Toutes peuvent, étre d ées trés facil A partir des 2 définitions A.21
et A.23

soit. f, g et k. 3 champs de vecteurs définis sur une variété M.
soit Ay et Ay, 2 fonctions définies sur M,
soit enfin k; et ky, 2 récls.
Les opérateurs dérivée et crochet de Lie présentent les propriétés suivantes

le crochet de Lie est bilinéaire :

(k1] + kag, h] = ka[f, h] + Ko[g, h]
[f.kag + kah] = ka[f, g] + koS, B)

le crochet de Lie est antisymétrique
[f.9)=~lg. f]
le crochet de Lie vérifie I'identité de Jacobi
[£.lg. 1l + [, (b f1 + [B, (£, 9] = 0

la dérivée et le crochet de Lie vérifient enfin

Lusha = Lyks
M, dag) = Mo [fig] + M Lydag = s Loy f
Liggh = LyLodi = Lol

A.3 Espace cotangent, 1-forme

L’espace tangent & une variété M en un point p, noté ci-dessus T, M, présentant une
structure d’espace vectoriel (Propriété A.1), il est possible de définir et d’exploiter les
éléments duaux de ceux détaillés a la section A.2. Cest ce qui est fait ci-dessous.

Définition A.24 Vecteur cotangent

Soit M une variété, et p, un point appartenant @ M. De par sa définition d’élément dual
du vecteur tangenl, un vecteur cotangent & M en p, noté W,, est une application linéaire
qui, & un vecleur tangent @ M en p, associe un réel :

W, T,M - 3
F, — <W,F,> o
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Définition A.25 Espace cotangent

Soit M une variété, et p, un point appartenant @ M On appelle espace cotangent & M
en p, noté Ty M, Uensemble des vecteurs cotangents W, qu'l est possible de définir au
point p.

Définition A.26 Fibré cotangent

On appelle fibré cotangent & une variété M, noté T*M. la réunion de tous ses espaces
cotangents

M= M 5
PeM
Définition A.27 ]-forme

On appelle 1-forme sur une variété M, Udément dual d’un champ de vecteurs. Au vu
de la Définition A.20, une I-forme, notée w, est une application qui, & chaque point p de
M, associe un vecteur cotangent @ M en p
w M o TiM
p = wp) [=}

Parmi les 1-formes, on peut distinguer un sous-ensemble qui est particuliérement utile
pour analyse des systemes non-linéaires

Définition A.28 I-forme différentielle exacte

Soit X une fonction sur M On appelle I-forme différentielle ezacte associce & A, la
1-forme notée d\, dont Uaction sur un champ de vecteurs f résulte en la fonction Ly\
<d\ f>= [\ o
La dénomination différenticlle eracte traduit simplement que P’action d'une telle |
forme d\ sur un champ de vecteurs f engendre la dérivée ezacte de la fonction A(p)
lorsque I'évolution du point p sur la variété M obéit a la représentation d’état (A.2).
Cette dénomination parait encore plus naturelle lorsque la- variété étudiée est R", cf.
équation (A.6)
L’importance des 1-formes différentielles exactes tient au fait qu’elles permettent
d’introduire la notion de distributions intégrables (Définition A.36 ci-dessous), élément-clé

du Théoreme de Frobenius (Théoréme A.1), dont Iimportance pour I'analyse des systémes
non-linéaires sera mis en évidence par le Théoreme 7?7

A.4 Distribution, codistribution, théoréme de Fro-
benius

La derniere notion de géométrie différentielle utilisée par I’ Automatique non-linéaire est
celle de distribution
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Définition A.29 Distribution
On appelle distribution sur une variété M, une application, notée D, qui i chaque point
p de M, associc un sous-espace vectoricl de I'espace tangent & M en p
D M - T,M
p = D(p). sous-espace de T,M a
Cette définition est tout & fait cohérente puisque, Propriété A1, T,M présente une
structure d’espace vectoriel.

La régularité d’une distribution est définie comme suit

Définition A.30 Distribution C*, distribution C*

Soit M, une variété C™ Une distribution D sur M est dite C", si elle peut localement
étre engendrée par une famille de champs de vecteurs C”

30, un voisinage de p

VpeM Hfryeooy Jabgepy ehe vect. €7 / VaeU, D(q)=span{fi(q), ,falq)}

La définition d’une distribution C* s'obticnt immédiatement en remplagant ci-dessus C*
et ¢4 par € o

Une distribution étant une application a valeurs dans I'espace vectoriel T, M, il est
possible de définir un élément dual
Définition A.31 Codistribution

On appelle codistribution sur une variété M, Uélément dual d’une distribution. Aw vu de
la Définition A.29, une codistribution, notée Q, est une application qui, i chaque point p
de M, associc un sous-espace vectoricl de U'espace cotangent & M en p

QM - M
p = Qp) sous-espace de ToM o

La Définition A.30 peut étre ré-écrite sans difficulté pour définir une codistribution
C™ ou C* Aussi, la convention suivante sera désormais utilisée

6! ion A.3 En complément i la Ci ion A.2, nous supp dans ce qui
suit, sauf mention contraire, que les distributions et les codistributions sont elles-aussi
o= o

Les différentes définitions connexes a celle d’une distribution sont les suivantes

Définition A.32 Dimension d’une distribution

On appelle dimension de la distribution D au point p, la dimension du space vectoricl
D(p)- o
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Définition A.33 Distribution non-singuliére

Une distribution D est dite non-singuliére sur U C M, si sa dimension est constante pour
tout pe U

Définition A.34 Champ de vecteurs appartenant a une distribution

Soient D el f respectivement une distribution et un champ de vecteurs définis sur une
variété M On dit que [ appartient i D si

VpeM f(p) € D(p) a

Les Définitions A.32 & A.34 peuvent étre ré-écrites sans difficulté pour le cas d’une

codistribution.

Afin de pouvoir énoncer le Théoreme de Frobenius (Théoréme A.1 ci-dessous), nous
avons encore besoin d’introduire les notions suivantes

Définiti A35 A 1 d’une distrit

On appelle annulateur de la distribution D, la codistribution notée D* définic par

D' = {l-formew | <w,f>=0 VYfeD}

Définition A.36 Distribution intégrabl

Soit M une variété de dimension n, et D une distribution non-singuliére sur M de di-
mension d (d < n). D est dite intégrable si son annulateur peut étre engendrd uniquement
par des I-formes différenticlles ezactes, c’est-d-dire

U, un voisinage de p

vpeM G et | V1€ U DH(@) = span{dha(e), dh-ale)]

Définition A.37 Distribution involutive

Une distribution D est dite involutive, si le crochet de Lic de 2 champs de vecteurs quel-
conques appartenant @ D- est encore un champ de vecteurs appartenant i D, i.e.

VfgeD [f.9le D o
Définition A.38 Fermeture i ive d’une distribution
Soit une distribution D définie sur une variété M On appelle fermeture involutive de D,
notée D, la plus petite distribution involutive contenant la distribution D. o

Nous pouvons enfin énoncer le Théoreme de Frobenius

Théoréme A.1 Théoreme de Frobenius[lsis9, p.25],[NS90, p.57]

. corabl 1

Une distribution est st et si elle est luti a
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A.5 Cas particulier ou la variété étudiée est r"

Les éléments de géométrie différentielle présentés aux sections précédentes sont tout & fait
4 méme de traiter un probleme d’A i linéaire sans qu'il soit besoin de faire
sur celui-ci une quelconque hypothése. Néanmoins, en pratique, Ihypothése suivante est

trés souvent posée

Hypothése A.1 Soit un systéme non-linéaire dont la configuration peut étre repérée par
un vecteur d’état noté p évoluant sur une variété M. L’Hypothése A.1 consiste & supposer
que Uensemble des valeurs que peut prendre p (i.c. Uespace de travail) forme un overt U
de M, qui peul étre identifié i un sous-espace de R* grice  une carte (U, 8). o

L’Hypothése A.L peut paraitre a priori trés restrictive. En effet, en toute rigueur,
clle est trés rarement vérifiée par les systémes physiques. Prenons par exemple le cas
d’un robot manipulateur & n articulations le vecteur d’état se compose des angles des
différentes articulations du robot ainsi que de la vitesse de rotation de ces dernidres.
La variété d'état est par conséquent un hyper-cylindre (ie. (:B7)" x B"), et ne peut
étre envoyée dans sa totalité vers R?". Cependant, dans la pratique, on ne souhaite
pas faire faire plusieurs rotations sur elles-mémes aux diffé articulations du robot.
On peut done légitimement considérer que Pespace de travail est simplement la variété
(] = 7, 7[xR)", qui, elle, peut étre envoyée dans sa totalité vers un sous-espace de R2*
Une simplification du méme type peut étre conduite pour beancoup des systemes d'intérét,
pratique.

Lorsque 'Hypothése A.1 est vérifie, I'étude du systéme non-linéaire peut étre con
duite complé sur $(U), cest-a-dire sur un sous-espace de B* On peut donc faire
abstraction de la véritable variété d'état M et considérer que I'on travaille simplement
sur la variété R", Cela simplifie considérabl dé ipulation des con-

la définition et la
cepts présentés dans les sections précédentes. En effet, Pespace tangent & R en un point
quelconque z, noté T,R™ peut étre identifié 3 R ((NS90, p.39]). Par conséquent, une
notion comme le champ de vecteurs, dans le cas particulier ot M = R”, est une simple
application de R vers R" Les autres notions introduites dans les sections précédentes se
simplifient d’une fagon similaire.

La convention d’écriture suivante sera désormais utilisée
Convention A.4 Un point arbitraire choisi sur une variété sera noté
p, lorsque la variété considérée est une variété M quelcongue,
z, lorsque la variété considérée est R* a

Comme 'on travaille trés souvent sur la variété R™, nous donnons ci-dessous I’écriture
simplifiée des principaux outils de la géométrie différentielle.

1 Un champ de vecteurs, associe & un élément p d’une variété M, un élément de
T, M (Définition A.20). Comme mentionné ci-dessus, T R" peut étre identifié & R™
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Par conséquent, lorsque M = K", un champ de vecteurs se présente tout simplement
sous la forme d’une application de R™ vers R
11 est représenté, par convention, sous la forme d’un vecteur colonne

f R - TR (xR")
filz)
z - flz)=
falz)

2. La 1-forme est 1’élément dual du champ de vecteurs. Par conséquent, au vu du
point 1 ci-dessus, une 1-forme, lorsque M = R" se présente sous la forme d’une
application qui & un élément de R, associe une fonction linéaire sur R* Les champs
de vecteurs étant représentés par convention par des vecteurs colonnes, les 1-formes
sont représentées par des vecteurs lignes

w R o {(R"-R)
z o w(@) = (w(z), z))
De cette fagon, I'action d’une 1-forme sur un champ de vecteurs se lit comme un
produit scalaire
Soient [ un champ de vecteurs sur la variété R
w une [-forme sur la variété R*
hi()
Dans ce cas < w(z), [(z) >= (w(z), ,wa(z)). = Ciw(2)fi(z)

Ia(z)

3. La dérivée de Lie d'une fonction A par rapport & un champ de vecteurs f est
une fonction qui associe & un élément p d’une variété M, la valeur de la dérivée de
X selon la direction donnée par f(p), Cest-a-dire le réel A(p) lorsque p = f(p) (cf.
équation (A.2)).

Dans B" le calcul d’une dérivée de Lie devient explicite
LoMz) = M) = BE/e) = L GE ) (A5)
avec & = f(z) :

4. Lorsque M = R™ une 1-forme différentielle exacte devient également complate-

ment explicite au vu de la Définition A.28 et des points 2 et 3 ci-dessus, la 1-forme
différentielle exacte associée a la fonction A est tout simplement, lorsque M = R",
la 1-forme dA s'écrivant

(A-6)
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5. L'opératenr crochet de Lie enfin, peut lui-aussi, lorsque M = R”, recevoir une
définition explicite Soient f et g, 2 champs de vecteurs sur la variété R™

filz) ai(z)
flz) = et g(x) =
Jalx) 9n(z)
et soient 24 et 22C) Jeur matrice jacobienne
3 fi(z) 3 fi(z] EFNED 39y (2]
EEY EFN K (2‘) EEN EED
= et g
3 fa(3) 3 fn(z oz 3 gn(z 3 9n(x)
EEN EED EEN EEN

Au vu de la Définition A.23 et du point 3 ci-dessus, le crochet de Lie de f et g est
le champ de vecteurs donné par la relation

_04(a) )

o) = 288 g0y - 2y (a7

=3

. Une distribution associe & un élément p d’une variété M un sous-espace vectoriel
de T, M (Définition A.29). Puisque T.R" peut étre identifié 3 R”, une distribution D
sur la variété M = R” se présente tout simplement sous la forme d’une application
qui & un élément = de R™ associe une matrice n x d, avec d  dimension maximale
de D sur R*

D R - TR (~R")
Dia () Diy.a (=)
e D)=
Dnyy(x) Dppa(z)
La dimension en un point = d’une distribution D sur R® est alors simplement le

rang au point z de la matrice représentant D, et, D est litre si la matrice
représentant D est de rang constant sur R™

-

Une codistribution associc & un élément p d’une variété M un sous-espace vectoriel
de TyM (Définition A.31). Les éléments de TAR", c’est-a-dire les 1-formes sur K",
étant représentés par des vecteurs lignes (voir point 2 ci-dessus), une codistribution
Q sur la variété M = K" se présente Lout simplement sous la forme d’une application
qui & un élément z de R" associe une matrice d x n, avec d  dimension maximale

de Q sur R
Q R o TR
Q) Qo)
: e Q)=
Qay(z) Qi)
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o

. Enfin, 'annulateur d’une distribution D sur la variété R”, au vu de la Définition
A.35 et des points 6 et 7 ci-dessus, est simplement le noyau & gauche de la matrice
représentant D.

Nous donnons pour finir la preuve de la Propriété A.2 (interprétation géométrique de
Popérateur crochet de Lie) dans le cas particulier ofi la variété étudiée est R

Preuve de la Propriété A.2 (dans le cas ot M = R") :

La Propriété A.2 affirme que le systéme (A.3), sous Paction de la loi de commande (A.4),
quittera une configuration p en évoluant dans la direction donnée par le vecteur tangent
[91,92)(p)- Puisque nous nous plagons dans le cas ot M = R" (ou tout au moins dans le
cas ol le systeme (A.3) satisfait I'Hypothese A.1), le vecteur d’état ne sera désormais plus
noté p, mais z, afin de respecter la Convention A.4. o(; to, 7o) représentera alors la valeur
4 Vinstant ¢ du systeme (A.3) lorsque qu'a l'instant to, nous avons z = zo, et & partir de
Pinstant o, la commande (A.4) est appliquée au systéme. La preuve de la Propriété A.2
consiste & calculer un développement limité de z(lo + 4T} 40, 7o) (on rappelle que par
définition, T est un infiniment petit) et & montrer que le terme qui y est prédominant est
91 92)(=o0)-

Sur Vintervalle de temps [to, Lo + T, Pensemble constitué par le systeme (A.3) et la loi
de commande (A .4) s'écrit simplement & = gi(z). Par conséquent, z(to + T’ to, o) peut
étre approché par le développement limité

> dgi(z)

a(to + Tito,20) = 20 + Tgu(zo) + 5 =5

91(z0) + o(T?) (A.8)

De la méme fagon, sur Vintervalle de temps [to + T to + 277, le systeme (A.3) et sa
commande (A.4) sécrivent & = gy(x). a(to + 2T; to, %) peut donc étre approché par le
développement limité

a(to + 2T t0,20) = (to + T;t0,0) + T'g2(x(to + T to, 20)) +

720
7%@ 92(a(to + Tito,20)) + o(T%) (A.9)
- 9% (4 Tit0,m0)
A partir de (A8), on montre facilement que
)
a(elto + Tito,z0)) = galao) +T i’;‘” r(z0) + o(TA10)
P . P
?L’) . ga(a(lo + Tito.20) = % gz(xo)+o(l) (A11)
lz(to+Tito,x0) 20

Par conséquent, en reportant (A.8), (A.10) et (A.11) dans (A.9), cette derniére relation
peut étre ré-écrite comme

z(to + 2T to, z0) = z0 + T(g1(0) + g2(20)) +
2 (242, ol (a0 + 22| gm)) +o(T)
(A.12)

202(a)
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En continuant de la méme facon, on montre successivement que

z(to + 3T; bo, %0) = zo + Tga(0) +

:
+ 5 (255 e+ 25 e 2258 ) ot
9 g 9 gi(z)

z(to +4T; to, 7o) = 20 + T (T

gi(zo) — 9 gz(ro)>+o(T’)(A.13)

La relation (A.13), au vu de la relation A.7, est en fait
2(to + 4T} Lo, o) = o + T*[91, 92)(20) + o(T?) (A.14)
Ce qui termine la preuve de la Propriété A.2 dans le cas od M = R* 4

Notons que lorsque le systéme (A.3) est linéaire (i.e. g1(z) et ga(z) constants quelle
que soit la valeur de z), le crochet de Lie de g et de g, est nul quel que soit  (immédiat au
vu de (A.7)). Par conséquent, la relation A.13 conduit simplement & z(to + 4T’ to, zo) =
zo + o(T?). En fait, on peut montrer que z(ty + 4T’ Lo, 20) = zo. On retrouve donc
le résultat bien connu qu'un systéme linéaire du type & = Bu ne peut évoluer qu’a
Vintérieur du sous-espace zo + Im(B). Les calculs précédents viennent de montrer que ce
résultat ne s'étend pas aux systémes non-linéaires, puisque méme dans un voisinage de
20, ils peuvent évoluer dans une direction perpendiculaire & span{g:(zo), g2(v0)}, 4 savoir
[91,92)(w0). On peut en fait montrer de la méme fagon que ci-dessus que le systeme (A.3)
peut quitter une configuration o en évoluant dans la direction donnée par [g1, [g1, ¢2]] (o).
(92,91, 92]](o) ou n’importe quel crochet de Lie de gy et g, d’ordre supérieur. Il suffit pour
cela d’utiliser des lois de commande plus sophistiquées que la loi (A.4). La commandabilité
d’un systéme non-linéaire, au vu de ces faits, sera donc intimement reliée & la dimension
de la distribution générée par gy, g, et tous leurs crochets de Lie.



Annexe B

Systémes non-holonomes

Le terme “systémes non-holonomes” a été utilisé de fagon récurrente tout au long de
ce mémoire. Il désigne une large classe de systémes mécaniques, parmi lesquels prend
place Pensemble des robots mobiles & roues, lorsque Phypothése d'un roulement pur sans
glissement a été retenue pour modéliser le contact roues-sol. Comme mentionné dans
Pintroduction (Chapitre 1, notre centre d’intérét dans ce mémoire est, de fagon précise,
la robotique mobile & roues. Nous nous sommes cependant tournés fréquemment vers la
classe plus générale des systemes non-hol car, pour les problemes de

ce groupe de systémes présente des caractéristiques identiques. Nous avons pu ainsi appli
quer au cas des robots mobiles, des propriétés établies pour des systémes non-holonomes
génériques ou pour des systemes non-holonomes autres que les robots mobiles, et inverse-
ment, il est raisonnable de penser que les résultats établis dans ce mémoire peuvent étre
exploités pour der des systémes non-hol autres que les robots mobiles.
Dans cette annexe, nous avons regroupé, pour mémoire, les principales définitions et pro-
priétés relatives aux systemes non-holonomes. La définition d’un systéme non-holonome
et quelques exemples de systémes physiques appartenant & cefte classe sont présentés
a la section B.1, plusieurs théoremes permettant de mettre en évidence si un systéme
physique donné est non-holonome sont exposés & la section B.2, enfin les principales pro-
priétés relatives a la commande d'une classe de systémes non-holonomes englobant les
robots mobiles a roues sous les Hypothéses 2.2 de roulement pur sans glissement sont
énumérées i la section B.3.

B.1 Définition et exemples de systémes non-holono-
mes

B.1.1 Définition

La définition précise d’un systeme non-holonome est donnée ci-dessous

Définition B.1 Systéme non-holonome

Sot un systéme mécanique S, décrit sans ambiguité par un vecteur d’étal p de dimension
n, et assujetti @ respecter @ chaque instant un ensemble de m < n contraintes, qu’en loute
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géncralité on peut écrire

G,

I<i<m (B.1)
avee

{ variable temps,

i indez variant dans {1, ,m},

Vi, j, indez variant dans N*

o
by
C., un ensemble de m fonctions supposes au moins C*>(=1). Si lon garde un point
de vue pratique, cette derniére hypothése n'est pas restrictive. On note en effel
en mécanique que les contraintes agissant sur les systémes réels sont cffectivement
towjours C*

Le systéme S est dit non-holonome si parmi ces m contraintes, il en eziste au moins une
qui ne soit pas complétement intégrable, c’est-i-dire qui ne puisse pas étre ré-écrite, aprés
multiples intégrations de (B.1), comme

w0

ie(l,m] (B

Afin d’illustrer cette Deﬁmtmn B.1, considérons successivement les effets sur un sys-
téme S d’une contraint intégrable et d’une inte qui ne Pest pas.

Soit donc un systéme S, décrit par un vecteur d’état p de dimension n, et soumis i
une unique contrainte notee G Supposons dans un prexmer temps que cette contrainte
soit I égrable, cest-a-dire qu’apres é une ou plusicurs inté-
grations, elle puisse élre présentée sous 1.-, forme (B.2). De facon évidente, p ne peut
alors plus prendre n’importe quelle valeur & un instant °, p doit étre tel que la rela-
tion Cl(p, %) = 0 soit satisfaite. Cette relation définit, parmi toutes les configurations
possibles, un sous-ensemble de dimension n — 1 en effet, soit p° un état du systéme
satisfaisant la contrainte C; a l'instant t°, i.e.

a0 =0 (B.3)

Le théoreme des fonctions implicites (voir [[si89, p.404] par exemple) assure dans ce cas
qu’il existe un voisinage U° x I° de (p°,1°) sur lequel la contrainte Ci(p,t) peut &tre
ré-écrite comme

2 =Clle, Pnp,  Pul) (B.4)

avec CY, une fonction € Sur U° x [°, les n — | composantes pi,  ,py-1,Py41,  sPn
du vecteur p suffisent donc pour décrire sans ambiguité le systeme S, la composante

““1Une fonction f(z1, ,zn), définie de R vers R" est dite C* si toutes les dérivées partielles de
toutes les composantes f, ,e[1,a] de f, existent et sont continues.
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p, s'en déduisant par (B.4). Cette propriété pouvant étre démontrée pour tout état p°
satisfaisant (B.3), I ensemble des états admissibles pour S & t; est donc bien de dimension
n =L Unc let t intégrable sur un systeme S a donc pour effet
de restreindre l'ensemble des états que peul prendre S & un instant donné. Si S est
de dimension n, il est toujours possible de I’étudier localement comme un systéme de
dimension n — ] sans contrainte.

Dans le cas ot S est soumis & m on montre de
la méme fagon qu'il est possible localement d’éliminer m; < m composantes du vecteur
détat, ot my est le nombre de contraintes indépendantes(—2)

I L

Intéressons nous maintenant au cas d’un systéme S, soumis toujours & une unique
contrainte Cy, mais qui serait cette fois non complétement intégrable. D’aprés la Défini
tion B.1, § est un systéme non-holonome.

Considérons d’abord le cas oii la contrainte C; est du premier ordre, c'est-a-dire s'écrit

Cilp,pyt) =0 (B.5)

et ne peut plus étre intégrée. Une telle contrainte ne réduit pas Pensemble des états
que prendre S & un instant donné i tel était le cas, on pourrait localement exhiber
une relation du type (B.4). La contrainte (B.5) n’étant par hypothése pas complétement
intégrable, une telle relation ne peut exister. Puisque p est libre, c’est par conséquent la
vitesse p du systeme S qui ne peut pas prendre n’importe quelle valeur & un instant donné
si a un instant £°, I’ etat de S est p°, alors p doit étre tel que la relation Cy(p, p°, t°) = 0 soit
tisfaite. Une intégrable du premier ordre sur un systéme S a donc pour
effet de restreindre les possibilités d’évolution du systéme S depuis chacun des états. On
montre de la méme fagon que précédemment qu’a un instant t°, 'ensemble des vitesses
acceptables pour quitter un état quelconque p” présente une dimension n — L.
que € soit non-intégrable, mais du deuxiéme ordre, cest-a-dire

s'écrit

Ci(p,p.pst) =
et ne peut plus étre intégrée. Un raisonnement similaire au précédent montre que p et p
peuvent prendre des valeurs quelconques & un instant donné, c’est cette fois I'accélération
7 du systeme S qui est contrainte. Les possibilités d’évolution du systeme S depuis
chacun des états sont encore une fois réduites, les restrictions portent simplement sur les
aceélérations plutdt que sur les vitesses. 1l en sera de méme pour toute contrainte non
intégrable d’ordre supérieur. Elles sont dant rarement en

1o intégrabl bl

En définitive, une contrainte restreint I’ des états
que peut prendre un systéme S. Elle peut localement étre éliminée en réduisant d’une
unité la dimension du vecteur d’état. Une contrainte non-intégrable & I'inverse ne réduit

““2le nombre de é parmi m intes Ci(p, 1), ,CL(p,t) est donné par le
rang de la matrice jacobienne

act act

b n

ack, ack,

E T
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pas I’ensemble des états admissibles, mais réduit les possibilités d’évolution depuis chaque
état. Elle ne peut conduire & aucune réduction du vecteur d’état.
B.1.2 Exemples de systémes physiques non-holonomes

1l est d usage de classer les systemes non-| holonomes en 2 catégories, en fonction de
I’élément qui cause une restriction des ibilité

o la restriction des ibilités d’évolution découle des d; de contact du sys-
téme avec son environnement.

Considérons 2 objets de forme quelconque. Lorsque le contact entre ces 2 objets
est ponctuel, le mouvement relatif de I'un par rapport & autre présente a priori 6
degrés de liberté un tel mouvement peut en effet toujours étre décomposé en

une translation d’un des objets par rapport & autre, soit 3 degrés de liberté
correspondant au choix, dans B® de la vitesse linéaire relative du point de
contact entre les 2 objets,

une rotation d’un des objets par rapport & l'autre, soit 3 degrés de liberté
correspondant au choix, toujours dans R?, de la vitesse instantanée de rotation
relative des 2 objets.

Dans de nombreuses applications pratiques, le contact entre un systéme et son
environnement peut étre considéré comme ponctuel. Si le systéme peut évoluer a
chaque instant selon les 6 degrés de liberté décrits ci-dessus, il est sans contrainte.
Si certains degrés de liberté lui sont interdits, il est alors clairement non-holonome.

Une description de contact fré utilisée est le roulement pur sans glisse-
ment. Elle s’exprime comme suit

d’une part, la vitesse relative linéaire du point de contact entre les 2 objets est
nulle,

dautre part, la vitesse relative de rotation, dirigée selon la perpendiculaire au
plan de contact, est elle-aussi nulle

Seuls sont donc autorisés les 2 degrés de liberté correspondant aux rotations dont
P’axe est inclu dans le plan de contact, i.e. le mouvement relatif des 2 objets se limite

a une rotation de I'un sur 'autre. Les hypothéses de roul pur sans
et plus généralement le contact entre 2 objets est discuté en détail dans [Mur90,
Chapitre 2].

11 est trés courant d’utiliser ces hypotheses lorsque I'on met en équations les systemes
mécaniques suivants

les robots préhenseurs, c'est-a-dire des systemes mécaniques ayant I'apparence
d’une main & 3 ou 5 doigts, pouvant saisir et déplacer des objets. Le contact
entre les doigs el Pobjel est trés souvent, (voir [Mur90, Chapitre 2])) modélisé
par les hypothéses de pur sans gli
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les robots mobiles a roues. Le contact entre les roues et le sol est trés souvent
modélsé par une hypothése de non-carossage (i. le plan de chacune des
roues reste vertical) et par des hypothéses de pur sans glissement
légérement différentes de celles décrites ci-dessus puisque la rotation d’axe per-
pendiculaire au plan de contact est autorisée. On conserve toutefois toujours
un total de 2 degrés de liberté, puisque cest cette fois la rotation d’axe per-
pendiculaire au plan de la roue qui est interdite, étant donné que celui-ci doit
rester vertical (hypothése de non-carrossage).

Cette structure trés similaire entre les robots mobiles & roues et les robots préhen-
seurs fait que ces 2 types de systémes, & premiére vue trés différents, peuvent étre
commandés sur la base des mémes outils et des mémes théoremes. Le lien entre ces
2 classes de systémes est par exemple mis en évidence dans [BS95], ot la commande
d’un robot préhenseur est développée sur la base de résultats connus pour les robots
mobiles & roues.

Les systémes pour lesquels le caractére non-holonome provient d’un sous-actionne-
ment. Lorsqu'un systéme mécanique est completement actionné, il est possible
de spécifier 'accélération de chacune des variables du systéme au moyen des dif-
férents actionneurs. A linverse, lorsqu’un systéme mécanique est sous-actionné,
seule 'accélération de quelques variables du systéme peut étre spécifiée au moyen
des actionneurs, 'accélération des autres variables étant alors dépendante de la con-
figuration du systeme et de sa vitesse. Cela se traduit lors de la mise en équations
par des contraintes non-intégrables d’ordre 2, parfois intégrables une fois.

Prennent place dans cette catégorie, entre autres, les systémes suivants

les robots pult és. Les diti ésentées a la sec-

tion B.2.2 pour déterminer si des contraintes d’ordre 2 sont complétement

intégrables, intégrables une fois ou bles, avaient été ées dans
[ON91] dans le but initial de der des robots manipul sous-action
nés. Des études plus récentes, [SNC4] et [ONS95], montrent, qu'en exploitant
les il est effectivement possible de construire des

robots mampula.teurs an corps, pouvant étre commandés uniquement par 2 ac-
tionneurs, ces 2 actionneurs pouvant étre par exemple la vitesse de I’extrémité
du n®*™ corps, voir [DO94].

des systémes présentant des équations similaires d celles des robots manipula-
teurs sous-actionnds cest le cas par exemple du pont-roulant si 'on suppose
que la cable est toujours tendu, voir [Bou92].

les satellites sous-actionnés. 1l est montré dans [MSPJ94] et [MS95] qu'il est
possible de stabiliser I'orientation et la position de tels systemes (i.e. 6 vari
ables) & I’aide uniquement de 2 commandes, choisies comme étant les couples
commandant la rotation du corps selon 2 directions perpendiculaires.

les sous-marins sous-actionnds. Llorientation et la stabilisation de tels sys-
témes (i.e. 6 variables) peuvent étre dées en utilisant uni 4
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actionneurs  [NS92], [EBS94] et [SDE93]. Un nombre plus réduit d’actionneurs
est envisagé dans [WSE95).

B.2 Caractérisation d’une contrainte non-holonome

Dans cette section, nous présentons plusicurs résultats permettant de déterminer rapide-
ment si certains ensembles de contraintes du premier ordre, section B.2.1, ou du second
ordre, section B.2.2, sont complé i
tégrables.

intégrables, partiell égrables ou non in-

B.2.1 Cas d’une contrainte d’ordre 1, linéaire en les vitesses

Le Théoreme B.1 présenté dans cette section concerne exclusivement les systémes mé-
caniques assujettis & respecter un ensemble de contraintes du premier ordre linéaires en
les vitesses, cest-a-dire des contraintes pouvant étre écrites .

Ap)p=0 (B.6)
avec .
p vecteur d'état du systeme, de dimension n,

A(p) matrice m x n, avec m < n, de rang plein pour tout p.

Un trés grand nombre de systémes mécaniques présentent de telles contraintes. Clest
le cas en particulier des systemes étudiés dans ce mémoire, i.e. les robots mobiles & roues,
lorsque I’on suppose que le contact roue-sol satisfait les hypotheses de roulement pur sans
glissement (Proposition 2.12).

En terme de systemes différentiels extéricurs, ces contraintes définissent un systéme de
Paff ([Til94]), et peuvent donc étre étudiés a Paide des outils propres a cette discipline.
Une étude similaire peut étre conduite & P'aide de la géométrie différentielle, comme le
montre le Théoréme suivant :

Théoréme B.1 Intégrabilité de contraintes du premier ordre, linéaire en les vitesses
(par ex. [CAB9I])

Soit un systéme mécanique S, décrit sans ambiguité par un vecteur d’état p de dimension
n, el assujelti @ respecter @ chaque instant un ensemble de m < n contraintes du premier
ordre linéaires en les vitesses, c’est-i-dire pouvant étre écrites sous la forme (B.6).

Soit D(p) la distribution (Définition A.29 et point 6 de la section A.5) associée  la
matrice A(p) par la relation

Dip) = ker(A(p)) (B7)
Si D(q) est O, alors les m contraintes (B.7) sont complé intégrables si et seule-
ment si D(q) est involutive (Définition A.37).
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Dans le cas contraire, soient D(p) la fermeture involutwe de D(p) (Définstron A.38), et
7 —m* sa dimension. Alors seules m* contraintes pevent étre intégrées. Le systéme S
est donc mazimalement non-holonome si dim(D(p)) = n o

Puisque les robots mobiles & roues sont, sous les hypothéses de roulement pur sans
glissement, assujetti & de telles contraintes, nous donnons ci-dessous I'idée de la preuve
du Théoréme B.1

Idée de la preuve du Théoreme B.1  Puisque la matrice des constraintes A(p)
est supposée de rang plein pour tout p, la distribution D(p) définie par (B.7) est non
singuliere, de dimension n — m. Cette distribution n'est donc intégrable que si elle est
involutive, Théoréme de Frébenius (Théoreme A.1).

Lorsque cest le cas, on peut construire, Définition A.36 de Vintégrabilité, m fonctions
A telles que

< d\(p),d(p) >=0  Vd(p) € D(p) et Vp (B.8)

Au vu de (B.6) et (B.7), p peut étre exprimé comme une combinaison linéaire de champs
de vecteurs appartenant & D(p). Nous déduisons alors immédiatement de (B.8) que

a”)p 0 Vee{l,

soit encore que
Ap)=0 Vie{l, .,m) (B.9)

Les m relations (B.9) sont exactement sous la forme (B.2), nous venons donc dintégrer
Pensemble des contraintes (B.6).

Dans le cas ol D(p) n'est pas involutive, une démarche similaire peut étre suivie avec
sa fermeture involutive D(p). Celle-ci met en évidence que m” contraintes parmi les m
peuvent étre mt.egrees Les contraintes (B.6) sont donc toutes non-intégrables umquemem
si dim(D(p)) = n, c'est-a-dire le systeme § est maximal hol si D(p) =

<

B.2.2 Cas d’une contrainte d’ordre 2, provenant d’un sous-
actionnement

"

Nous ne i pas de général de décider si un ensemble de
contraintes du second ordre exprimées sous la forme (B.1) est intégrable. Les 2 couples
de résultats suivants apportent une réponse a ce probleme pour 2 cas particuliers, corre-
spondant a 2 classes de systémes physiques activement étudiés actuellement d’une part
les robots manipulateurs sous-actionnés et les systémes similaires (ponts-roulants,...), et
d’autre part les satellites ou les sous-marins sous-actionnés. Ces 2 couples de conditions ne
sont pas interchangeables, puisque les systemes pour lesquels ils ont été établis présentent
une structure différente (voir la discussion dans [WSE95]).
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Cas des robots manipulateurs sous-actionnés, [ON91]

Le modele d’un robot manipulateur sous-actionné est donné par
Gl lebla]-Blin e
avec
[7. ¢u)T  le vecteur d’état du systeme,
[Hy H,T  la matrice d'inertie,
[ca ca]T le vecteur des efforts de Coriolis,

[9a 9.)7 : le vecteur des efforts de gravité,

u : le vecteur de di m les des di: ibles sur ce systeme.
Dans le cas d’un robot 1 le t actionné la di ion du vecteur

u est n. Nous supposerons ici qu'au contraire m < n.
Les n — m derniéres équations du systéme (B.10) constituent clairement n — m con

traintes du second ordre. En exploitant les propriétés des matrices et vecteurs apparais-
sant dans (B.10), on montre les résultats suivants

Théoréeme B.2 [ON91] Intégration partielle des contraintes du systeme (B.10)

Les n— m contraintes du second ordre agissant sur un robot manipulateur sous actionné
(i.c. lesn—m derniéres équations de (B.10)) sont intégrables I fois si el seulement si -

gu est un vecteur constant,
la matrice d’inertie [H, H,) ne dépend que de g,. o

Théoréme B.3 [ON91] Intégration compléte des contraintes du systeme (B.10)

Les n— m contraintes du second ordre agissant sur un robot manipulateur sous actionné
(i.e. les n —m derniéres équations de (B.10)) sont complétement intégrables si et seule-
ment si ©

ces intes sont particll intégrables (Théoréme B.2),

la distribution D(g) définic par
D(q) = ker(H.(q))

est involutive. o
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Cas des satellites et des ins ionnés, [WSE95]

Le modele d’un satellite ou d’un sous-marin sous-actionné est donné par

(ﬁn;f:),,+(g:)”+(g:)"+<;:) = (5) % :f,n (B.11)

0= Jnw (B.12)

avec

[v 7)T - le vecteur d’état du systéme,

[Mo M,]" : la matrice d’inertie, constante,

J - une matrice de rang plein.

[Ca Cu)T(v) : le vecteur des efforts de Coriolis,

[Da DuJ7(v)v : un vecteur d’amortissement,

[9a 9]7(n) : le vecteur des efforts de gravité,

7 - le vecteur de dimension m les des disponibles sur ce systéme

(avec m < n).
Les n—m dernitres équations de (B.11) constituent clai n—m contraintes du second

ordre. En exploitant les propriétés des matrices et vecteurs apparaissant dans (B.11) et
(B.12), on montre les résultats suivants

Théoréme B.4 [WSE5] Intégration particlle des contraintes du systeme (B.11)-(B.12)

Les n — m contraintes du second ordre agissant sur un satellite ou un sous-marin sous
actionné (ie. les n —m derniéres équations de (B.11)) sont intégrables 1 fois si et
seulement si ,

- gu est un vecteur constant,
- Cu+ Dy est une matrice constante,
la distribution Dy(n) définic par
Dy(n) = ker((Cu + Du)J ™} (n))
est involutive. o

Théoréme B.5 [WSES5] Intégration complite des contraintes du systéme (B.11)-(B.12)

Les n— m contraintes du second ordre agissant sur un satellite ou un sous-marin sous
actionné (i.c. les n—m derniéres équations de (B.11)) sont complétement intégrables si
el seulement si ;

ces intes sont partiell ‘grables (Théoréme B.),
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Cut Dy =0,
la distribution Ds(n) définie par
Da(n) = ker(MuJ (1))

est involutive. s]

B.3 Propriétés relatives a la commande de certains
systémes non-holonomes

Dans cette derniére section, nous nous inté s uni aux systémes
ujettis & un ble de i du premier ordre, linéaires en les vitesses, et toutes
intégrables. Cet ble de systeémes mécani englobe, sous les Hypotheses 2.2

de roulement, pur sans glissement, el si on se limite & leur modéle réduit (Théoreme 2.10),
tous les robots mobiles & roues, excepté ceux de la classe R3, Proposition 4.2.

Nous noterons toujours p le vecteur d'état de ces systémes, de dimension , A(p) la
matnccmxﬂ issant dans Iexp des intes (m < ) (cf. relation (B.6)) et

D(p) la distribution associée & A(p) par la relation (B.7). Puisqu'aucune des m contraintes
n'est intégrable, la fermeture involutive de D(p) est égale & R”, Théoreme B.1. En suivant
la méme méthodologie qu’a la section 2.3.3, Cest-a-dire en utilisant le formalisme d’Euler-
Lagrange et en posant les Hypothéses 2.7 et 2.8, on montre que le modéle dynamique de
tels systemes peut étre présenté sous la forme

{P = 5(»)71

- (B.13)

avec 7 un vecteur de dimension n — m et v le vecteur regroupant les commandes.
Nous énumérons ci-dessous un ensemble de propriétés relatives a la commande de tels
systemes. Nous les avons utilisées, pour le cas des robots mobiles, au Chapitre 4. Cette

présentation suit Particle [CAB9L]. Une présentation similaire peut étre trouvée dans
[BRM91] ou [BRM92].

B.3.1 Commandabilité

1l existe plusieurs définitions pour la commandabilité d’un systeme non-linéaire. Une
étude détaillée sur ce sujet peut étre trouvée dans [Isi89, Chapn.res 1 et 2] ou [NS90,
Chapitre 3]. Nous lons ici juste les 2 définitions pr

Soit un systéme non-linéaire affine en les commandes :
&= f(2)+ 3 gu(x)ue (B.14)
=

avec

x  vecteur d’état de dimension n,



B.3. Propriétés relativesala de de certains syste hol 305

u, les m commandes du systéme,
f(z),a(z), ,gm(z) m+1 champs de vecteurs C®
L’ensemble accessible par ce systeme est défini comme suit

Définition B.2 E bl bl

Soit V un ouvert contenant zo et T un scalaire strictement positif. On appelle ensemble
accessible par le systéme (B.14) depuis zo pour T et V. Uensemble, noté RY(zo), des
configurations z qu'il est possible d’atteindre depuis zo, en suivant pendant t < T une
trajectoires du systéme (B.14) correspondant & une commande u au moins continue par
morceauz, tout en restant constamment dans V a

Nous avons alors les 2 définitions suivantes pour la commandabilité du systéme (B.14)

Définition B.3 [Isi89],[NS90] Systéme localement accessible

Le systéme (B.14) est dit localement accessible depuis zq si pour tout voisinage V de xq
et pour lout temps T > 0, 'ensemble accessible Ry (zo) contient un ouvert non réduit &
Vensemble vide. o

Définition B.4 [Sus87] Systéme small time local controllable

Le systéme (B.14) est dit Small Time Local Controllable (STLC) si pour tout voisinage V
de zq et pour tout temps T > 0, U'ensemble accessible RY.(zo) contient un ouvert contenant
au moins To. o

De maniére trés sommaite, on peut dire que la notion d'accessibilité locale garantit
que depuis zo on peut atteindre,  Paide de par un sous-
ensemble de 'espace d’état, de méme dimension que ce-dernier, alors que la notion de small
time local controllability assure que Pon peut atteindre n'importe quelle configuration dans
un voisinage de zo. Cette derniére notion est trés proche de la notion de commandabilité
pour les systemes linéaires. L'accessibilité locale coincide avec la STLC pour des systémes
sans dérive (i.e. & = Y, g(e)u,). Ce n'est pas le cas pour des systémes avec dérive
(systemes (B.14)).

Pour la personne qui aura & commander le systéme (B.14), prouver que celui-ci est
STLC est b p plus inté que prouver I ibilité locale. Cependant, comme
le montrent les Théorémes B.6 et B.7, seule I'accessibilité locale peut étre établie facile-
ment. C’est pour cette raison que cette notion est conramment utilisée

Théoreme B.6 [15i89],[NS90] Accessibilité locale

Le systéme B.14 est localement accessible depuis zo si, dans un voisimage de zo, la plus
petite distribution contenant les champs de vecteurs gi(z), ,gm(z) et invariante par les
champs de vecteurs f(z),gi(z), ,gm(z) est non-singuliére et de dimension n.
Théoréme B.7 [Sus87] Small Time Local Controllability

Le systéme B.14 est Small Time Local Controllable si
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il est localement accessible,
f(o)=0,

pour chaque g, pris séparément, tous les crochets de Lic entre f el g,, ot apparail
un nombre impair de fois f, el un nombre pair de fois g,, peuvent étre ezprimés
comme combinaison linéaire des crochets de Lic entre [ et g, d'ordre inférieur (oi
Pordre d’un crochet de Lic entre f el g, est la somme du nombre de fois ot apparail
f et du nombre de fois ot apparait g,).

Dans le cas des systémes (B.13), les 2 théorémes ci-dessus peuvent étre utilisés avec
succes.

Théoréme B.8 [CAB91] Commandabilité des systémes (B.13)

Les systémes (B.13) satisfont les Théorémes B.G el B.7 pour toute configuration initiale
. Ces systémes sont donc commandables, méme au sens le plus fort, c'est-i-dire STLC.

B.3.2 Linéarisabilité exacte

Le principe de la linéarisation exacte d’un systéme linéaire (B.14) est présenté  la sec-
tion 4.1.1.b. Il peut étre résumé comme suit : existe-t-il un changement de variables difféo-
morphiques z = ¥(z) et un ch de | ingulier u(z,v) = a(z)+8(z)v
tels que le systeme (B.14) puisse étre ré-écrit comme un systéme linéaire commandable
? Une étude détaillée de ce probleme peut étre trouvée encore une fois dans [Isis9] et
[NS90].

Le théoréme suivant établit si un systeme (B.14) est linéarisable de fagon exacte

Théoréme B.9 [JR80] Linéarisation exacte d’un systéme non-linéaire

Soit la séquence de distributions .
G, =spanfadig, 0<k<i , 1<j<m}

Alors le systéme (B.14) est linéarisable de fagon ezacte dans un voisinage de zo si el
seulement si :

les G\, (ts<n-) présentent un rang constant dans un voisinage de zo,
- les distributions G, (1c,<n-z) sont involutives dans un voisinage de zo,

- la distribution G,y est de rang n en zo. o

Dans le cas ot le systeme (B.14) n'est pas complétement linéarisable, le théoréme
suivant donne la dimension du plus grand sous-espace linéarisable
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Théoréme B.10 [Mar86] Dimension du plus grand sous-espace linéarisable

Soit la séquence de distributions
Go = span{g, ,gm}
G. = spanfadygy, ,adigm,Gia}
Alors la dimension du plus grand sous espace linéarisable au sein du systéme (B.14) cst

n— Y (dim(G.) - dim(3.)

= a

L'utilisation de ces 2 théorémes pour le cas des systémes (B.13) permet d’établir le
théoréme suivant :

Théoréme B.11 [CAB91] Lindarisation exacte des systemes (B.13)

Les systémes (B.18) ne sont pas linéarisables de fagon ezacte. La dimension du plus grand
sous-espace lindarisable est 2(n — m), pour un vecteur d’élat de dimension 2n — m.

B.3.3 Stabilisabilité

Les systemes (B.13) sont dables, méme au sens STLC (Théoreme B.8). Une
propriété remarquable est quen dépit de leur commandabilité, ces systemes ne peuvent
pas étre stabilisés sur une configuration de repos (p = po, = 0) par le biais d’une loi
de retour d’état au moins contindment différentiable. Ce résultat (Théoreme B.13) a été
établi & Paide du Théoreme suivant

Théoréme B.12 [Bro83] Obstruction de Brockett
Une condition nécessaire pour qu'un systéme (B.1) soit stabilisable sur une configuration
2o par une loi de bouclage de Uétat au moins continiment différentiable est que l'image,
par Uapplication T .
T R xR - R"
(zu) = f(@)+ Tl gil@)w

de Vs, x R™, avec Vi, un voisinage de wo, est encore un voisinage de zo. o

Théoreme B.13 [CABIIStabilisabilité stemes (B.13)

Les systémes (B.13) ne peuvent pas étre stabilisés sur unc configuration de repos (p =
o, = 0) au moyen d’une loi de bouclage de Uétat au moins continiment différentiable.
=]
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Annexe C

Extensions possibles au cas des
robots mobiles multi-corps

Dans ce mémoire, nous avons idéré

le cas de robots mobiles mono-corps
(Hypothése 1). Certains de nos résultats peuvent cependant étre généralisés sans diff
culté & certains types de robots mobiles multi-corps. Comme cela a été expliqué & la
section 2.1, nous n’avons pas souhaité faire apparaitre ces robots dans notre présentation
pour conserver une unité & ce mémoire (nous n’aurions pas pu étre aussi général si nous
avions également considéré les robots multi-corps), et pour ne pas obscurcir la présenta-
tion sans véritable gain au niveau des résultats (les techniques mises en ceuvre auraient
été les mémes).

Avant de conclure ce mémoire, nous donnons juste quelques précisions sur les types de
robots mobiles multi-corps qui pourraient étre étudiés a I'aide des techniques présentées
ici, ainsi que quelques références clés sur ce sujet.

L’étude des robots mobiles & n remorques a été motivée par le probleme technique
suivant faire circuler une charge importante dans un environnement trés contraint. Les
systémes & | remorque permettent en général de répondre aux problemes qui sont, posés en
pratique. Cependant, des systemes & 2 remorques ont déja été développés lorsqu’une seule
remorque était insuffisante; ce sont par exemple les chariots qui permettent le transport
des bagages dans les aéroports, et des systémes & n remorques sont actuellement envisagés
ou en cours de développement. Clest le cas par exemple au sein du projet européen
Teleman/MESSINA dont le cahier des charges est  construire un systeme mobile qui
puisse amener un bras manipulateur et un ensemble d’outils en n’importe quel point d’une
centrale nucléaire, en empruntant pour cela les étroits couloirs prévus initialement pour
I’homme. Ce systéme est développé dans le but d’intervenir dans la centrale en situation
post-accidentelle. 1’analyse préalable a conclu i la réalisation d’un robot mobile multi
corps & 4 éléments. Des études théoriques sur la commande d’un tel systéme ont déja
¢ menées ([CNM94], [CN94]) et une validation sur prototype est actuell en cours.
L’étude des systeémes a n remorques n’est donc pas une étude purement académique, mais
répond ponctuellement & des problemes pratiques.

1l existe a priori 2 fagons de relier les remorques d’un robot multi-corps
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soit au moyen d'attaches sur essieu, voir Figure C.1(a), comme sur les camions
semi-remorques,

soit au moyen d’attaches type caravane, voir Figure C.1(b)

Figure C.1: (a) attaches sur essieu (b) attaches caravanes

Dans les 2 cas, la modélisation ne pose pas de grosses diff les techni é

aux Chapitres 2 et 3 peuvent étre utilisées, et conduisent & des modzles plus ou moins
simples suivant le choix qui a été fait pour les coordonnées repérant la ion du
robot multi-corps. Des exemples de paramétrisation judicieuses peuvent étre trouvées
dans [Sp93b], [TSBS94] ou [RFLM93]. En revanche, la commande des robots multi-
corps présente plus ou moins de problémes suivant le type d’attache utilisée : lorsque
les différentes composantes du robot multi-corps sont reliées au ‘moyen d’attaches sur
essieu, le systéme peut étre dé & Daide des techni ées ici ou dans la
littérature. A Pinverse, lorsque des attaches caravanes sont utilisées, la commande des
robots multi-corps est encore bien souvent un probléme ouvert. Les résultats clés obtenus
sur la commande des robots multi-corps, qui illustrent ces différences, sont énoncés et

Le probleme de la de des robots multi-corps en présence
de glissement n’ayant pas, & notre i fait I'objet de publications, tous ces
résultats ont été démontrés sous Uhypothése que les roues roulent sans glisser sur le sol
(i.c. Hypothése 2.2).

Cas ot les différentes composantes du robot multi-corps sont reliées au moyen
d’attaches sur essieu

A notre connaissance, le robot mobile multi-corps le plus complexe qui soit actuelle-
ment étudié dans la littérature est un robot R tirant une chaine de n remorques & un
essieu (comme celles présentées sur la Figure C.1(a)), parmi lesquelles se trouvent n, re-
morques actives (n, < n), oll par le terme remorque active, nous désignons une remorque
dont Pessieu n’est pas solidaire du chéssis, mais est orientable grice & un moteur. Un
tel systéme sera noté dans la suite RMZ,. [l présente n, + 2 commandes les n, com
mandes d’orientation des remorques actives plus les 2 commandes du robot R} (vitesse
et orientation). Ce robot mobile multi-corps est décrit par exemple dans [TSBS94].
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Les robots RM, ont été retenus comme systéme d’étude, car ils peuvent étre vus
comme les robots multi-corps basiques, dans le sens que les robots multi-corps plus com
plexes peuvent souvent étre ramenés & des robots RMZ, moyennant un changement de
variables et un premier retour d’état. C’est le cas par exemple pour les robots multi
corps tirés non pas par un robot R, mais par un robot R} (ce qui est la solution la plus
fréquemment utilisée en pratique). D’un point de vue mathématique, un robot R} (Fig-
ure C.2-gauche) peut en effet toujours étre vu comme un robot R tirant une remorque
passive (Figure C.2.-droite). Un robot R} tirant n remorques dont n, actives, peut par
conséquent étre étudié comme étant un robot. RM;{‘“ De méme, les remorques utilisées

St S

Figure C.2: Un robot R} peut étre vu comme un robot R? tirant une remorque passive

en pratique comportent généralement 2 essicux  I'essieu arriére est fixe par rapport ‘au
chéssis, alors que I’essieu avant suit l'orientation de I’axe reliant la remorque & celle qui
précéde, voir Figure C.3. En utilisant le méme raisonnement que celui illustré par la
Figure C.2, on montre facilement qu'un robot R3 tirant n remorques & 2 essicux, dont
n, actives, peut étre étudié comme étant un robot RMZ"+! Des détails supplémentaires

Figure C.3: Remorques & 2 essieux

sur ce sujet peuvent étre trouvés dans [TMS95, Section I11.D].

Les robots maulti-corps les plus répandus actuellement sont les robots sans remorque
active (i.e. robots RMZ) on les retrouve régulierement dans les aéroports ou les gares
pour le chargement/déchargement des bagages. Les robots multi-corps avec remorques
actives sont plus confidentiels pour le moment, mais devraient connaitre un essor dans les
années & venir. L’exemple le plus classique est le camion de pompier américain représenté
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sur la Figure C.4 et étudié dans [BTSQS] [BTS95]. Ce systeme est semblable 3 un camion

que trad 1, mais si I’essieu de la remorque est orienté par une

par un
personne dévolue & cette tiche (Ie conducteur ne powvant conduire & Ia fois le camion
la ). Cette 1é ire permet au camion de circuler dans des

rues étroites malgré une remorque trés longue. Les mémes contraintes ont conduit les
laboratoires travaillant sur le programme européen Teleman/MESSINA, dont I'objectif
est de réaliser un véhicule multi-corps capable de circuler dans les couloirs d’une centrale
nucléaire, & se tourner vers un systéme o toutes les remorques sont actives (voir [CNM94]
et [CN94]). Les robots mobiles multi-corps & remorques actives ne sont donc pas, encore
une fois, des systémes purement académiques, mais permettent de répondre efficacement
au de ion dans des trés contraints

Figure C.4: Exemple de systéme i remorque active . le camion de pompier

11 a été prouvé, concernant la commande des robots RM , les résulats suivants

Théoreme C.1 Commandabilité [Laug3]
Les robots RM?, sont commandables (au sens STLC) depuis chaque configuration.  ©

Ce théoreme n’est prouvé dans [Lau93] que pour les robots RM et dans le cas d’un
modele cinématique. Précisément, il est montré que Palgébre de Lie construite sur ces
systemes engendre une distribution de dimension maximale en tout point, ce qui établit
que ces systemes sont localement accessibles, el donc bien commandables, puisque ces
2 notions sont équivalentes lorsque les systémes ne contiennent pas de champ de dérive,
comme cest le cas pour les modeles cind Ce théoreme s'étend ant sans
difficulté aux cas des modles dynamiques de robots RM, grace a un Théoreme de
Sussmann [Sus91, Proposition 2], et s'étend alors forcément aux robots RMZ, , puisque
ces systemes sont identiques aux robots RME, exceptés qu'ils présentent des commandes
supplémentaires.

Ce théoréme est facile & prouver tant que I’on exclut les configurations du robot ot 2
modules consécutifs forment un angle droit. Les méthodes classiques pour construire une
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base d’une algébre de Lie (les familles de Hall par exemple) peuvent étre utilisées pour
prouver la commandabilité du systéme. Le travail de lauteur dans (Laud3] a consisté
a prouver qu'il était possible de créer des bases plus complexes pour Palgsbre de Lie
du systeme, qui engendrent cette fois une distribution de rang maximale pour toutes les
configurations du robot, y compris celles oit 2 modules consécutifs forment un angle droit,
et donc prouvent la commandabilité du systéme en tout point.

Le Théoréme C.1 assure que, quelle que soit la configuration initiale d'un robot, A7 |
et quelle que soit la configuration vers laquelle on souhaite ’amener & un instant donné 7
le déplacement du robot peut étre réalisé i I'aide d’une commande boucle ouverte au moins
continue par morceaux. Afin de construire explicitement une telle loi de commande, il &
été recherché si le modéle d’un robot RMJ, ne pouvait pas, moyennant un changement
de variables et un premier retour d’état, étre ré-écrit sous une forme plus standard pour
laguelle des résultats sur la construction de lois de commande boucle ouverte existent dé
Les 2 théoremes suivants montrent que la forme dite chainée, introduite initialement dans
[MS9L], est une forme standard parfaitement appropriée pour I'étude des robots R,

Théoréme C.2 Ré-écriture d’un modéle de robot RMG sous forme chainée [Sp93b],
[Se93a]

Si durant toute son évolution, un robot RM ne passe jamais par une configuration oi 2
modules consécutifs forment un angle droit, alors son modéle cinématique peut étre mas
sous forme chainée au moyen d’un changement de variables et d’un premier retour d’état
statique. La forme chainée obtenue comporte I générateur ot une chaine de n+2 variables.
0

Théoréme C.3 Ré-écriture d’un modeéle de robot RM}  sous forme chainée [TSBS94]

Si durant toute son évolution, un robot RMZ, ne passe jamais par une configuration ot
2 modules consécutifs forment un angle droit, alors son modéle cinématique peut étre mus
sous forme chainée au moyen dun changement de variables et d’un premier retour d'état
dynamique. La forme chainée obtenue comporte I générateur el ny + 1 chaines.

La taille de Ueatension dynamique est fonction du nombre de remorques actives et
de leur position dans la chaine de remorques  si les différents modules du robot RM,
sont numérotés de 0 a n, avec 0 attribué au robot R} de téte et n atiribué @ la derniére
remorque, et sin' 1 < i < n, désigne lordre dans la chaine de la j*™ remorque active,
alors la procédure de mise sous forme chainée requiert Uaddition de Y02, n, états. Parmi
ces nouveauz états, n' peuvent étre interprétés comme décrivant une chaine de remorques
wirtuelles placées devant la premiére remorque active, et la commande du systéme aug-
menté la de en orient de la premiére remorque active, est la com-
mande en orientation de la premicre remorque de cette chaine virtuelle. L’interprétation
est identique pour les n®

@™ autres états supplémentaires. o

La ré-écriture d'un modéle de robot RMg ou RM2, sous une forme chainée fait ap-
paraitre (Théoremes C.2 et C.3) quelques singularités. Cependant, lorsque le robot est
initialement dans I'une de ces configurations, il est en général trés facile de I’en sortir au
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moyen d’une premiére commande boucle ouverte il suffit de faire avancer dans une di
rection constante le robot R3; la chaine des remorques va alors, en temps fini, se “déplier”
et former une ligne droite; le systeme est alors loin des singularités.

Les lois boucle ouverte développées pour commander les systémes chainés peuvent
par conséquent étre utilisées dans tous les cas pour commander les robots RM, soit
directement, soit & la suite d’une premiére commande boucle ouverte si le robot était
initialement dans une configuration singuliére pour la ré-écriture sous forme chainée. Les
techniques classiques pour amener un systéme chainé d’une configuration vers une autre,
en boucle ouverte, sont

T .

des dont les

fréquence de base,

sont toutes des multiples d’une

des commandes constantes par morceaux,
des commandes polynomiales.

L'idée commune & toutes ces techniques est de choisir des lois de commande de structure
trés simple, de sorte que Pensemble systéme chainé (qui présente lui aussi une structure
trés simple) et commande puisse étre intégré explicitement. Les : nstants des
lois de commande sont alors ajustés de sorte que la solution explicite ainsi obtenue relie
la configuration initiale du systeme & la configuration souhaitée sur intervalle de temps
spécifié par Putilisateur. Des détails supplé ires peuvent étre trouvés dans [Ti94]
ou [TSBS94].

Les lois de bouclage d’état instationnaires proposées pour les systemes chainés ([WB93)],
[TMW92], ) pourraient a priori étre également utilisées pour stabiliser les robots RM?,
sur une configuration de repos, mais auparavant, il faudrait étre capable de garantir que
les singularités induites par la mise sous forme chainée ne sont jamais rencontrées

Les Théoremes C.2 et C.3 ont été énoncés en terme de mise sous la forme chainée. lls
pourraient de fagon paralléle étre exprimés en terme de mise sous la forme plate canonique.
voir par exemple [RFLM93} pour la version paralléle du Théoréme C.2.

Cas ot les différentes composantes du robot multi-corps sont reliées au moyen
d’attaches caravanes

A Pinverse des systémes avec attaches sur essieu, auxquels il est possible de transposer
de nombreux résultats établis pour les robots mono-corps, la commande des robots multi
corps avec attaches caravanes est encore un probleme trés largement ouvert. Le Théoréme
suivant, le seul que nous connaissions pour ces systémes, met bien en évidence la différence
fondamentale entre les 2 types d’attaches

Théoréme C.4 [RFLM93] Platitude des robots multi-corps équipés d’attaches caravanes
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Le systéme composé d’un véhicule moteur ef d’une remorque relice 4 celui-ci par
une attache caravane est plat. Les sorties plates n'ont cependant pas une significa-
tion physique bien définic elles correspondent auz coordonnées d’un point abstrait
nappartenant. généralement pas au robot. Dans le cas des systémes multi-corps
avee atlaches sur essicu, les sorties plates étaient plus simplement les coordonnées
cartésicnnes du centre du dernier essicu dans un repére fize.

Le systéme composé d’un véhicule moleur et de 2 ou plus de 2 remorques relices au
moyen d’atlaches caravanes n'est pas plat. o
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Annexe D

Hypotheéses 2.2 : description des
différentes classes de robots

Dans cette annexe, nous donnons les parties des preuves des Théoremes 2.5 et 2.6 qui
avaient été omises & la section 2.3.2.b pour ne pas obscurcir I'exposé. Ces théoremes
établissent respectivement que le couple degré de mobilité ~ degré d'orientabilité (8, 6,)
associé & un robot ne peut prendre que 5 valeurs et que les modeles cinématiques réduits
de Pensemble des robots mobiles constituent 5 classes d’équivalence.

D.1 Preuve du Théoréme 2.5

La preuve du Théoréme 2.5 est donnée en grande partic & la section 2.3.2.b. Nous avions
juste omis, pour des raisons de li , d’établir 2 résultats intermédiaires. Nous en
donnons la preuve maintenant .

D.1.1 Le degré d’orientablité d’un robot mobile vérifie :
0<6,<2

A la page 2.30, nous avions affirmé que le degré d’orientabilité é, d’un robot mobile

quelconque vérifie nécessairement :

0<é,<2

En effet, considérons des robots ne comportant aucune roue fixe, i.e. n/* = 0. Ceux-ci
ne peuvent bouger, Proposition 2.13, que si les droites A, associ
directrices sont soit concourantes, soit paralleles, soit superposé

s a chacune des roues
. Ces contraintes sont

trivialement satisfaites en I’absence de roues directrices (n* l)) I en est de méme
lorsqu’il n’y a qu’une ou deux roues directrices (n“ =1oun® =2) quelle que soit
'orientation de cette ou de ces roues, les P alaP 2.13 sont,

toujours satisfaites. Cette ou ces roues peuvent par conséquent étre orientées indépen

demment, §, peut donc prendre les valeurs 0, 1 ou 2

8, ne peut par contre, pas prendre de valeurs supérieures considérons en effet un robot
équipé de 3 roues directrices (n% = 3). Si A, et A, sont sécantes, alors la seule possibilité
pour que la Proposition 2.13 soit satisfaite est que la troisieme roue directrice soit orientée
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de maniére que Ay, A, et Ay soient concourantes. De la méme fagon, si A et A sont
paralléles, alors la seule possibilité pour que la Proposition 2.13 soit satisfaite est que la
troisieme roue directrice soit paralléle aux deux autres. Par conséquent, si on commande
indépendemment D'orientation des roues directrices 1 et 2, il nexiste done qu'un cas de
figure oi Porientation de la troisivme roue directrice n'est pas imposée  lorsque A, et A,
sont superposées. Faisons mai une pes laire sur les roues directrices
orientées indépendemment. En utilisant le méme raisonnement que précédemment, on
montre que lorsque les roues 1 et 3 sont orientées indépendemment, alors I'orientation de
la roue 2 est imposée sauf dans le cas de figure oli Ay et Ag sont superposées, et lorsque
ce sont les roues 2 et 3 qui sont orientées indépendemment, alors lorientation de la roue
1 est imposée sauf dans lo cas de figure of A2 et Aq sont superposées. Pour conclure, il
nous faut considé 2 situati

si les centres dos 3 roues directrices ne sont pas alignés, alors les 3 droites Ay, Ay et
A ne peuvent pas étre toutes superposées. Par nous déduisons de ce
qui précéde que quelle que soi Poricntation des 3 roues directrices, il existe toujours
un choix de 2 roues directrices tel que la donnée de lorientation de ces 2 roues
détermine de maniére unique Iorientation de la troisizme. &, est donc égal a 2.

si les centres des 3 roues directrices sont alignés, les 3 droites Ay, A; el Ay peuvent,
cette fois étre toutes superposées. Toutefois, ce cas de figure ne correspond qu'a
une et une seule orientation (B, By, s) des 3 roues directrices. Dés que I'on modifie
P'orientation de I'une quelconque des 3 roues, on sort de cette situation. On ne peut
donc pas, encore une fois, orienter indépendemment les 3 roues directrices. 8, est
donc égal a 2.

Le développement ci-dessus montre clairement que é, ne peut jamais étre supérieur a 2.

D.1.2 Les couples (6m,6,) € {(3,1),(3,2),(2,2),(1,0)} sont impos-
sibles

Au vu des inégalités (2.29) et (2.30), 9 couples (8, 6,) peuvent a priori étre formés. En
fait, parmi ces 9 couples, 4 ne correspondent pas & des robots réels ou sont associés & des
robots ne présentant aucun intérét pratique. Ce sont -
(6 82) = (3,1) et (8m,8) = (3,2) -
De tels couples (6,1, 8,) sont impossibles en effet, si pour un robot mobile &,, =
alors le rang de la matrice Ag(f,.,.) qui lui est associée est nul (Définition 2.6
et relation 2.20). Au vu de I'expression de cette matrice donnée page 29, on en
déduit que ce robot ne posséde ni roue directrice, ni roue fixe (n® = n/* = 0). Par
conséquent, 6, ne peut étre égal qu'a zéro.
(6m,60) = (2,2) -
Ce couple (6,,4,) est lui aussi impossible si un robot comporte 2 roues directrices
orientées indépendemment (8, = 2), alors la matrice Ay (B ) associée & ce robot

est de rang 2. En effet, un rapide calcul montre que les 2 lignes de Asi(8;, ) (ex-
pression donnée page 29) associées aux roues directrices orientées indépendemment
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ne sont jamais colinéaires, excepté pour une et une seule orientation (8, ) [r]
de ces roues directrices. Si le robot comporte d'autres roues directrices ou des
roues fixes, Au(fy,. .a) présente des lignes supplémentaires, qui, ajoutées aux 2
premitres, font que cette matrice reste en général de rang 2 méme pour lorientation
(B1,B2) [7] mentionnée ci-dessus. Si ce n’est pas le cas, nous avons montré (voir
discussion précédant I'Hypothse 2.5) que cette dernitre orientation des roues direc-
trices doit étre vue comme singuliére, c'est-a-dire la commande en orientation des
roues directrices doit étre calculée de fagon & ne jamais amener les roues dans cetie
situation. Donc en définitive, &, = 2 implique que Rang(Asi(f; ) = 2,

conduit nécessairement, au vu de la Définition 2.6 et de la relation (2.20) & 6,,,

(6my82) = (1,0) :

Ce couple (6., 8,) est associé a des robots ne présentant aucun intérét pratique
de tels robots, puisque &, = 0, ne possédent aucune roue directrice. La matrice
S(By,.n) qui leur est associée (relation 2.20) est donc une matrice S constante.
Clest méme un vecteur, puisque &, = | (Dé
réduit, Théoreme 2.3, a donc pour expression

= sz |[7m
3

Ce modsle montre clairement que ces robots n’ont qu’un seul mouvement possible
si s3 = 0, alors il 'agit de la translation (puisque = 0) dans la direction determinée
par s et sp. Si 53 # 0, alors il s'agit de la rotation autour d'un CIR, situé sur la
droite perpendiculaire au vecteur (s;,s)” passant par P, centre du repére attaché
au chissis, & une distance algébrique Y% du point P. La seule liberté dont nous
disposons sur cette translation ou cette rotation est sa vitesse, que l'on peut spécifier
& aide du scalaire 7, Concrétement, ces robots comportent 2 roues fixes dont les
perpendiculaires Ay et A, sont paralléles mais non superposées (— translation) ou
sécantes (— rotation). Les possibilités de mouvement de ces robots sont de fagon
bien évidente beaucoup trop réduites pour qu'ils puissent étre utilisés dans le cadre
dune application pratique.

Aussi, en définitive, le couple (8, 8,) associé a un robot mobile ne peut done prendre que
les 5 valeurs présentées dans le Théoréme 2.5.

D.2 Preuve du Théoréme 2.6

La preuve du Théoréme 2.6 consiste en une énumération de toutes les classes de robots
mobiles pour chacune d’elles, il faut d’une part rechercher 'ensemble des robots mobiles
qui la compose, puis d’autre part, montrer qu'il est toujours possible de choisir le repére
[P, ] de telle sorte que leurs modéles cinématiques réduits soient identi

A la section 2.3.2.b, cetle démarche a été réalisée uniquement pour la classe R}.
Nous complétons maintenant la preuve du Théoreme 2.6 en étudiant les 4 autres classes.




320 Ann. D. Hypothéses 2.2 : description des différentes classes de robots

Auparavant, nous donnons la preuve d’un résultat utilisé abondamment lors de ces études,
la Proposition 2.14, que nous avions également omis de donner & la section 2.3.2.b,

D.2.1 Preuve de la Proposition 2.14

La Proposition 2.14 met en évidence une condition nécessaire et suffisante pour que 2
lignes de la matrice Ag; (8, ) soient colinéaires.

Pour prouver cette 2 lignes quel ir el iy de la matrice
Ast(By, ), el quelles soient colinéaires. Dans ce cas, au vu de Pexpression
de cetle matrice donnée page 29, et en notant k le rapport de proportionnalité entre les
2 lignes, le systéme suivant doit étre vérifié

cos(ay +B,) = k cos(ar, +B.,)
sin(a, +B,) = k sin(a, +8,) (D.1)
1, sin B, k l,sin8,

Cle systéme peut étre ré-éerit sous une forme beaucoup plus simple
envisageons tout d’abord le cas ol les angles a;, + 3, el o, +f,, sont tout deux différents
de  modulo []. En divisant la seconde ligne de (D.1) par la premiére, nous obtenons
que
tan(a, +B;,) = tan(ai, + B,) = a, +6, =

o+ B [7] (D-2)

Enfin, en reportant (D.2) dans les 2 premiéres lignes de (D.1), il est clair que
k=1 (D.3)

On obtient les mémes conclusions lorsque @, + f, ou a, + f, sont égaux & % [r]. En

effet, supposons que a,, + f, = % [r]. Les 2 premitres lignes de (D.1) s'écrivent dans ce

{0 =k cos(a, + )

1 = k sin(ey, +8,) 04

La seconde ligne de (D.4) assure que k est différent de 0. On en déduit, en considérant
la premiére ligne de (D.4), que ai, + &, est lui aussi égal & T [x], puis en considérant la
seconde ligne de (D.4), que |k| est final écessai égal & 1. Le rai

est identique lorsque I'on suppose initialement que ay, + §;, = §

Au v de (D.2) et de (D.3), le systéme (D.1) peut donc étre ré-éerit
a, + B, = a,+B, 7]
{l.,I;inﬁ‘.ll = Llsingl 03)

En se reportant a définition des angles « et § donnée page 15, il est clair que la premiére
ligne de (D.5) signifie que les roues iy et i, doivent étre paralléles. En s’aidant d’un croquis
(Figure D.1), il apparait alors que la seconde ligne de (D.5) impose que les 2 droites A,
el A,, sont superposées.
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-4

Figure D.1: Représentation des orientations des roues iy
systeme (D.5)

I et i = 2 satisfaisant le

D.2.2 Etude détaillée de la classe R}
Proposition D.1 Robots appartenant 2 la classe R§

La classe R} est constituée par Uensemble des robots mobiles ne possédant ni roue direc-
trice, ni roue fize.

Preuve : La matrice Agi(fy, ) associée & un robot de la classe RY est de rang 0
(puisque 6, = 3 Définition 2.6 et relation (2.20)). Au vu de Dexpression de cette
matrice donnée page 29, il est immédiat que ce robot ne posséde ni roue directrice, ni
roue fixe n® =0 (ce qui est en accord avec §, = 0) et n/* 4

Les robots équipés uni de roues idi dont nous avions discuté

2 la page 21, sont les robots de la classe R3 les plus utilisés dans la pratique.

Proposition D.2 Modele cinématique réduit d’un robot de la classe R}

Quels que soit le robot de la classe RS considéré el le repére [P, j] choisi sur le chdssis
de ce robot, son modéle cinématique réduit s’écrit

. Ty
E=R7O) | s (D-6)
Thma
La classe R} est par conséquent une classe d’équivalence au sens du Théoréme 2.6. O

Preuve : La matrice As; associée & un robot de la classe R} étant de rang 0, nous
pouvons choisir pour matrice § (relation (2.20) n’importe quelle matrice 3 x 3 constante,
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de rang plein. Un choix trés naturel est
S = Identitésys (D.7)

En reportant (D.7) dans le Théoréme 2.3, nous obtenons bien le modele cinématique
réduit D.6. Il est & noter que le choix du repére [P,7,]] attaché au chassis n'aflecte pas
Pexpression du modele (D.6). 11 définit le vecteur £, c'est-i-dire précise de quel point (z, y)
sont les coordonnées et quelle est Iorientation du chassis lorsque # = 0, mais quel qu'ait
été ce choix, le modéle cinématique réduit d’un robot R3 est toujours donné par (D.6).<

Proposition D.3 Description des degrés de liberté d’un robot de la classe RY

Le modéle (D.6) d’un robot de la classe R} met en évidence 3 degrés de liberté 1y, , 1,
et m, Ceua-ci ont la signification suivante

Ty est la vitesse linéaire du point P dans la direction donnée par le vecteur 7, fize
par rapport au chassis,

Ty est la vitesse linéaire du point P dans la direction donnée par le vecteur J, fize
par rapport au chassis,

Tlmsesl la vitesse de rotation du chdssis. o

Preuve : La preuve de la Proposition D.3 est immédiate au vu de la définition des
variables du vecteur ¢ (section 2.2.1), de la matrice de rotation R(6) (relation 2.13) et
de (D.6). a

Le choix (D.7) pour la matrice § était donc particulirement intéressant, car il donne
un sens physique clair aux 3 degrés de liberté du modele 7, 7m, €l fm;

Un exemple de robot appartenant & la classe Ry est présenté sur la Figure 2.8.
Ces robots, et ce seront les seuls, sont omnidirectionnels. Cette propriété remarquable
s'observe facilement sur le modele (D.6) puisqu’il n’existe aucune contrainte, d’une part,
sur la vitesse linéaire du point P (celle-ci a pour coordonnées (1, ,7m,), et peut donc
&tre prendre n'importe quelle valeur), et d’autre part, sur la vitesse de rotation du chassis
(celle-ci est égale & N, et peut donc aussi prendre n'importe quelle valeur), il est possible
de faire suivre au point P, fixe sur le chassis, n'importe quelle trajectoire, et simultané-
ment de faire se ré-orienter le chassis selon une loi quelconque. Les robots de la classe R}
sont donc bien omnidirectionnels.

D.2.3 Etude détaillée de la classe R}

Proposition D.4 Robots appartenant & la classe R}

La classe R est constituée par I'ensemble des robots mobiles comportant
aucune roue directrice (n =0),

soit une roue fize, soit plusieurs, mais dans ce dernier cas les roues fizes ont méme
aze,
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enfin, un nombre quelconque de roues désazées ou de roues omnidirectionnelles,
puisque ces roues ne restreignent pas U'évolution d’un robot (relation (2.17)). O

Preuve : La matrice Ag(f;, ) associée & un robot de la classe R3 est de rang |
(puisque 6, =2 Définition 2.6 et relation (2.20)). Elle présente donc nécessairement des
lignes toutes colinéaires. La Proposition 2.14 permet de décrire trés facilement 'ensemble
des robots appartenant  cette classe
puisque pour ces robots §, = 0, ceux-ci ne sont équipés d’aucune roue directrice
(n*=0),
6, étant égal & 2, la matrice A qui leur est associée est nécessairement de rang
1. Au vu de Pexpression de cette matrice donnée page 29, et tenant compte du
fait que n® = 0, nous en déduisons que ces robots comportent au moins une roue
fixe (nf' > 0). S'ils en comportent plusieurs, celles-ci doivent étre disposées de telle
sorte que Ag reste de rang 1. La Proposition 2.14 montre que la seule possibilité
est que les centres des roues fixes soient Lous alignés et que ces roues soient orientées
de sorte que les droites A, qui leur sont associées coincident avec I'axe défini par les
S.. Dans la suite, pour décrire cette configuration, nous dirons simplement que les
roues fixes ont méme axe. a

Pr ition D.5 Modele cinématique réduit d’un robot de la classe R}

Quel que soit le robot de la classe R considéré, si le repére [P,7,]] attaché au chassis de
ce robot est choisi comme suit

P un point quelconque appartenant i l'aze des roues fives.
7 dirigé selon laze des roues fizes. Le vecteur J est dés lors complétement défim.
(ce repére est présenté a la Figure 2.9 sur un ezemple de robot RE).

alors son modéle cinématique réduit s'écrit

=R(0) Z ? (Z:') (D.8)

La classe R est par conséquent une classe d’équivalence au sens du Théoréme 2.6. O

Preuve : Pour tout robot de la classe R2, il est toujours possible de choisir le repére
[P, j] comme indiqué  la Proposition D.5. Grice & ce choix, les angles , et B, associés
a chacune des roues fixes ont tous pour valeur 0 [r] (cf. définition de o et de § donné
page 15). L'expression de la matrice Aq; se simplifie par conséquent en

An=(10 0)ln"
Son noyau S est alors clairement donné par
00
s=|10 (D.9)
01
En reportant (D.9) dans le Théoréme 2.3, nous obtenons bien le modzle cinématique
réduit D.8. <
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Proposition D.6 Description des degrés de liberté d’un robot de la classe RE

Le modéle (D.8) d’un robot de la classe RE met en évidence 2 degrés de liberté 1, et
s Ceua-ci ont la signification suivante

Ty est la vitesse linéarre du pont P
T, €st la vilesse de rotation du chssis. )

Preuve : On déduit facilement de (D.8) que

et O=n, (D.10)

Les relations (D.10) établissent clairement la Proposition D.6. 4

D.2.4 Etude détaillée des robots de la classe R}
Proposition D.7 Robots appartenant A la classe R?

La classe R} est constituée par Uensemble des robots mobiles comportant
=0),

une roue directrice (n® = 1),

aucune roue fize (nfé

enfin, un nombre quelconque de roues désazées ou de roues omnidirectionnelles,
puisque ces Toues ne restreignent pas I'évolution d’un robol (relation (£.17)). O

Preuve : Pour qu'un robot prenne place dans la classe R?, il faut que les 2 conditions
suivantes soient satisfaites

Ce robot posséde au moins une roue directrice, de facon que &, puisse étre égal a 1
(Définition 2.7),

La matrice As(B,, ) associée & ce robot est de rang 1, de fagon que &, soit égal
4 2 (Définition 2.6 et relation (2.20)).

En s’appuyant une nouvelle fois sur la Proposition 2.14, on montre facilement que la classe
R} n’est composée que de robots comportant une unique roue directrice et aucune roue
fixe. En effet, pour que la matrice A (8, ) soit de rang 1, il faut, Proposition 2.14,
que les droites A, associées i toutes les roues directrices et a toutes les roues fixes soient
superposées. La droite A, associée & la roue directrice numérotée 1 peut se superposer
a la droite A, associée & une roue fixe, mais pour une seule valeur de ; De méme, A,
peut se superposer a la droite A, associée & une autre roue directrice, mais pour une
seule valeur du couple (81, 8;). Comme §; par définition n’est pas une constante (sinon la
roue 1 ne serait plus une roue directrice mais une roue fixe), il apparait clairement qu’une
matrice Agy(B;,_ ) dont une ligne est associée & une roue directrice ne peut pas étre de
rang | si elle comporte d’autres lignes associées  d’autres roues directrices ou & des roues
fixes, ce qui termine la preuve de la Proposition D.7 <
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Pr ition D.8 Modele cinématique réduit d’un robot de la classe R}

Quel que soit le robot de la classe R? considéré, si le repére [P.7,]] attaché au chdssis de
ce robot est choisi comme suil

P placé en Sy, centre de la roue directrice,

(©])  quelcongue. (ce repére est présenté d la Figure 2.10 sur un exemple de robot
R?).

alors son modéle cinématique réduit s'écrit

) (s 0y
¢ = B0 wf]/" ? (n) (D.11)

b=
La classe R? esl par conséquent une classe d’équivalence au sens du Théoréme 2.6. O
Preuve : Pour tout robot de la classe R2, il est toujours possible de choisir le repére
[P,7,]] comme indiqué & la Proposition D.8. Grice i ce choix, les constantes I et ay
sont toutes 2 égales 3 0 (on rappelle que I; et a; sont les coordonnées polaires de S
dans [P,7,]], voir page 15). La matrice A (f;) associée & ce robot ne comporte qu’une
ligne (puisque n® = 1 et n’* = 0), voir I'expression de cette matrice donnée page 29, qui
S'exprime alors comme
Au(Br) = (cospy sinfy 0)
Une expression possible pour son noyau S(4) est
—sinfy 0
S(B)=| cosh 0 (D.12)
01

En reportant (D.12) dans le Théoréme 2.3, nous obtenons bien le modéle cinématique
réduit D11, 4

Proposition D.9 Description des degrés de liberté d’un robot de la classe R?

Le modéle (D.11) d’un robot de la classe RE mel en évidence 3 degrés de liberté : ,,,
Dy et no. Ceuz-ci ont la signification suivante

Tl €5t la vitesse linéaire de la roue directrice,
« Dy est la vitesse de rotation du chdssis,
7 est la vitesse d’orientation de la roue directrice.

Preuve : La signification de 7, et 7, est immédiate au vu de P'expression du mod-
tle (D.11). Celle de n,,, peut étre mise en évidence comme suit  on déduit facilement

de (D.11) que
Nmy = \/IZ + 92

T est par conséquent la vitesse linéaire au point P qui se trouve étre également la
vitesse linéaire de la roue directrice puisque, avec le choix du repére [P,7,] que nous
avons proposé, P = Sy <
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D.2.5 Etude détaillée des robots de la classe R}

Proposition D.10 Robots appartenant i la classe R}

La classe R} est constituée par Uensemble des robots mobiles comportant

n® > | roues directrices, l'une pouvant étre orientée arbitrairement, les n® — 1
autres lui étant coordonnées

n!* > 1 roues fizes, de méme aze, ce dernier ne passant pas par le centre d’une des
roues directrices,

enfin, un nombre quelconque de roues désazées ou de roues ommdirectionnelles,
puisque ces roues ne restreignent pas Uévolution d’un robot (relation (2.17)). O
Preuve : Nous montrons d’abord que n® > 1 et n/* > 1 sont des conditions néces-
saires pour qu’un robot mobile appartienne & la classe R}, puis que ces conditions sont
suffisantes.

Nécessité  la matrice As(f;, ) associée & un robot de la classe R} est de rang 2
(puisque §,, = 1- Définition 2.6 et relation (2.20). Par conséquent, au vu de I’expression de
cette matrice donnée page 29, ce robot comporte au minimum 2 roues fixes ou directrices
(n* 4 nf* > 2)

Montrons mai qu’il comporte né i au moins une roue directrice et
au moins une roue fixe.

de fagon que 8, puisse étre égal & 1, il doit comporter au moins une roue directrice,

la nécessité d’une roue fixe, quant a elle, découle du fait que de tels robots ne
peuvent pas étre équipés uniquement de roues directrices. Quand un robot ne com
porte par exemple que 2 roues directrices, la matrice Ag(812) qui lui est associée
est de rang 2 pour tous les couples (6, f2), excepté pour celui correspondant & la
configuration ot A, et Ag sont superposées, et pour lequel Ag(fy2) est de rang
1 (Proposition 2.14). Cette dernitre configuration, puisqu’elle est isolée, doit étre
traitée comme une singularité, c’est-a-dire on fera I’hypothése que les roues direc-
tnces sont orientées de fagon & éviter la chute de rang de la matrice A3 (B, 2). Nous

d sur ce probleme et d les justifications lors de I'étude de la classe
R‘ (discussion & la suite de I'Hypothésc 2.5. Puisque nous supposons que la con
figuration singuliére des roues directrices n'est jamais rencontrée, As(Br2) est de
rang 2 pour tout couple (Bi,,). Par conséquent, f, et B, peuvent toujours étre
orientés de maniére indépendante sans jamais bloquer le robot. On en déduit qu’un
robot comportant uniquement 2 roues directrices présente un degré d’orientabilité
&, égal 4 2, et n’appartient donc pas a la classe R}. Il en va de méme pour les robots
équipés exclusivement de n* > 2 roues directrices. Aussi, en conclusion, un robot
de la classe R} comporte au moins une roue fixe.

: nous i que tous les robots pour lesquels n# > et n/* > |
excepté un petit groupe de robots anecdotiques pour lesquels le centre d’une des roues
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directrices appartient & I'axe d’une des roues fixes, prennent place effectivement dans la
classe R}. Pour prouver ce résultat, nous considérons successivement tous les robots pour
lesquels n®* = n/* = 1, puis n® > 1 et n/* = 1, enfin n® > 1 et n/* > 1, et étudions &
chaque fois s'ils appartiennent effectivement 4 la classe R}.

Cas des robots pour lesquels n* = n/* =1 les matrices Ay (f;) associées a de tels
robots sont de rang 2 tant que, Proposition 2.14, les droites A, et A, associées aux
2 roues ne sont pas superposées. Ce cas de figure n’est possible quesi le centre S de
la roue directrice appartient & A,. Nous I'ignorerons car les robots présentant cette
particularité n’ont aucun intérét pratique en eflet, au vu de la Proposition 2.13,
pour toutes les orientations de la roue directrice, excepté celle pour laquelle A, et
A, sont superposées, ces robots ne peuvent effectuer qu’un seul mouvement une
rotation autour de Sy La seule possibilité pour eux effectuer un autre mouvement
est de bloquer la roue directrice (mais qui devient alors une roue fixe) de fagon
que Ay et A, soient superposées. Le robot ainsi obtenu appartient & la classe RZ
précédemment décrite. Done, en définitive, si on élimine ces robots anecdotiques,
tous les robots pour lesquels n* = n/* = | présentent une matrice Az () de rang
constant 2. &, est par conséquent égal & 1. &, est lui aussi égal 1 de fagon évidente.
Ces robots appartiennent donc bien 4 la classe R}

Cas des robots pour lesquels n* > 1 et n/f = 1  si, pour les mémes raisons
que précédemment, on ignore les robots pour lesquels le centre de 'une des roues
directrices appartient 4 la droite A, associée 4 la roue fixe, alors tous ces robots
appartiennent 4 la classe R]. En effet, ces robots anecdotiques ayant été éliminés, les
2 lignes de la matrice Asi(fy,.,.0) associées & I'une des roues directrices et & la roue
fixe forment un sous-bloc de rang 2. L'orientation des autres roues directrices peut
alors étre choisie de sorte que la matrice A (B, qa) compléte reste de rang 2. Cela
peut étre montré de fagon calculatoire. Il est plus simple d’utiliser un raisonnement
géométrique  les robots anecdotiques n’étant pas pris en considération, la droite
A, associée a la premiére roue directrice et la droite A, associée 4 la roue fixe
ne peuvent étre que paralléles non superposées ou sécantes. Dans le premier cas,
un mouvement du robot est possible & la condition que les autres roues directrices
soient paralléles & la premidre roue directrice et & la roue fixe (Proposition 2.13).
Dans le second cas, un mouvement du robot est également possible si les autres
roues directrices sont orientées de sorte que les droites A, associées 3 toutes les
roues directrices ct & la roue fixe sont concourantes (toujours Proposition 2.13). Le
fait que le robot puisse toujours bouger implique bien que Az (8, ,«) est restée de
rang 2. & est donc égal & 1, §, également puisqu’une seule des roues directrices est
orientée de maniére indépendante.

Cas des robots pour lesquels n# > 1 et n/* > 1 si un robot posséde plus d’une
roue fixe, alors il n'a d’intérét pratique que si celles-ci ont méme axe. En effet,
si les droites associées & 2 roues fixes étaient paralléles non superposées, alors le
robot ne pourrait effectuer qu'un seul mouvement, une translation dans la direc-
tion donnée par les 2 roues fixes; et si elles étaient sécantes, alors il ne pourrait
encore effectuer qu’un seul mouvement, une rotation autour de I’intersection de ces
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2 droites (toujours Proposition 2.13). Donc, quand on envisage des robots compor-
tant plusieurs roues fixes, i.e. nf* > 1, il est nécessaire de les choisir de méme axe.
Les n'* lignes de la matrice As(f,, ) associées a ces roues fixes étant colinéaires
(Proposition 2.14), le rang de cette matrice est indépendant du nombre nf* > | de
roues fixes. Aussi, on déduit du point précédent que tous robots comportant n > |
roues directrices et n/* > 1 roues fixes de méme axe appartiennent a la classe R}

excepté les robots anecdotiques définis ci-dessus. 4

Proposition D.11 Modéle cinématique réduit d’un robot de la classe R}

Quel que soit le robot de la classe R} considéré, si le repére [P,7,]] attaché au chdssis de
ce robol est choisi comme suit :

P . projection orthogonale de Sy, centre de la roue directrice, sur l'aze de la (les)

roue(s) fize(s),

7', dirigé selon Vaze de la (les) roue(s) fize(s). Le vecteur J est alors complétement
défini. (ce repére est présenté d la Figure 2.11 sur un ezemple de robot R}).

alors son modéle cinématique réduit s'éerit

0
£ = RYO) | hsinfr |7 .
cos (D.13)

b=
La classe R} est par conséquent une classe d équivalence au sens du Théoréme 2.6. O

Preuve : La matrice Agi(By,.qa) associée a un robot de la classe R} possede nd +n/t > 2
lignes. Cependant, pour construire le modéle cinématique réduit de ce robot, on ne
considérera que la ligne associe & la roue directrice dont Iorientation est libre et la
ligne associée & I'une des roues fixes. En effet, nous avons montré ci-dessus (paragraphe
sur les robots pour lesquels n® = n/* = 1 page 327) qu'excepté pour quelques robots

dotiques, que nous ne souhaitons pas modéliser, ces 2 lignes sont de rang 2, quelle que
soit Porientation de la roue directrice, c'est-a-dire ces 2 lignes de la matrice As(f, )
ont pour rang, celui de la matrice elle-méme. Considérer les autres lignes n'apporterait
donc aucune information supplémentaire.

Pour tout robot de la classe R}, il est toujours possible de choisir le repere [P,7, 7]
comme indiqué & la Proposition D.11. Gréce a ce choix, les angles o, et B, associés a
chacune des roues fixes ont tous pour valeur 0 [r] (cf. définition de o et de § données
page 15). De méme, Pangle oy associé & la roue directrice est égal & ¥ [r], ce qui permet
plusicurs simplifications trigonométriques. Les 2 lignes de la matrice Ag(By, ) que
nous devons considérer s’écrivent alors

sinfly —cosfy Lsinf,
Asi(By, ) = ! 0 0
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Le noyau de Agy(By,_na) est alors trés simple a calculer.

0
S(8) = ( Lsin By ) (D.14)
cos B

En reportant (D.14) dans le Théoréme 2.3. nous obtenons bien le modele cinématique
réduit D.13. <

On note que, comme cela avait été annoncé & la section 2.3.2.a, S ne dépend que de
Br,..by Cest-a-dire dans notre cas, uniquement de By
Proposition D.12 Description des degrés de liberté d’un robot de la classe R}

Le modele (2.92) d’un robot de la classe R} mel en évidence 2 degrés de liberté  n,, et
1. Ceuz-ci ont la signification suivante

7o est la vitesse d’orientation de la roue directrice,
- N est la vitesse linéaire de la roue directrice divisée par Iy o

Preuve : La signification de n, est immédiate au vu du modéle (D.13). Celle de 1, peut
étre mise en évidence comme suit Vs, vitesse linéaire du centre de la roue 1 et Vp.
vitesse linéaire au point P, Vp, sont reli¢es par (Théoreme 2.1) :

Vs, = Vo + 6EAPS,

soit encore, en développant cette relation selon la base (i, 7 F)

i 0 0
Vs,:R(ﬂ)(y')+(Q)/\(11) (D.15)
0 [ 0

En reportant (D.13) dans (D.15), on obtient finalement
. fycos
Vs, = | hsinpy | nm
0

en donc en particulier que .
Vs, || = talnee| <
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Annexe E

Résultats techniques concernant les
robots R%

Lots de I'étude de la modélisation et de la commande des robots R} (respectivement
section 2.4 et chapitre 4), les preuves de certains théorémes ou
calculatoires, ont été omises afin de ne pas obscurcir I'exposé. Nous les avons regroupées

dans cette annexe.

E.1 Résultats techniques concernant la modélisa-
tion des robots R

E.1.1 Preuve de la Proposition 2.19

Dans cette section, nous donnons la preuve de la proposition suivante, citée i la section 2.4,
page 62

Proposition 2.19 O ne peut pas étre paramétré par un couple de 2 variables

Dans le cas des robots équipés de n* > 3 roues directrices dont les centres S, ne sont
pas alignés, O est une variété de dimension constante 2, ne pouvant pas étre décrite dans
sa totalité par une seule carte. O ne peut donc pas étre complétement paramétré par un
couple de 2 variables. o

Preuve : Nous donnons la preuve de la Proposition 2.19 dans le cas ol né* = 3.
Comme cette preuve est basée sur des arguments topologiques, elle s'étend assurément
au cas né* > 3

Considérons donc un robot équipé de n® = 3 roues directrices dont les centres S, ne
sont pas alignés. Le Théoreme 2.13 propose de choisir le repére [P,3,]] centré sur Sy,
centre de la roue directrice ] La matrice As (81, B2, Bs) associée & ce robot s’écrit alors
(cf. expression générale de cette matrice donnée page 29)

cos i sin 0
Asi(By, B, ) = | cos(az + fa) sin(as + B2) lzsinﬁz)
cos(as +fs) sin(as +fs) lysinfs

(E.1)
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Dans le cas d’un robot ne comportant que 3 roues directrices, I'ensemble O est défini par
(cf. relation (2.55))

O={pr.pe [ det(An(f,.n0)) =0} (E.2)
En reportant (E.1) dans (E.2), nous obtenons plus précisément que
O={By, aee [ p(Br..ne)) =0} (E.3)

avec

(B, B2, Bs) = lasin fysin(ay + Bz — fi) — Lasin fasin(as + s — Br) (E.4)

La partie la plus calculatoire dans la preuve de la Proposition 2.19 consiste 4 montrer
que Pensemble O donné par (E.4) est une variété de dimension constante 2. Une fois
que ce résultat est prouvé, la Proposition 2.19 est immédiate. En effet, puisque O est

défini sur un compact (O est défini sur (R)") et puisqu'il est l'image inverse d’un fermé,

précisément {0}, par une fonction C*°, précisément p (relation (E.3)), O est clairement
une variété de dimension constante compacte et fermée. La géométrie différentielle assure
que de tels ensembles ne peuvent pas étre décrits par une seule carte, ce qui établit la
Proposition 2.19.

Nous prouvons maintenant le seul point laissé en suspens, & savoir que O est de
dimension constante 2. Pour établir ce résultat, il suffit de montrer que la jacobienne de
(81, B2y ) est de rang constant | pour tous les triplets (8y, Bz, fs) appartenant & O.

Nous notons J(B1, Bz, Bs), la matrice jacobienne de la fonction p(f, B, fs), i.e.

T(Brs o, s) = | 2Aonte) D0llunds) Dolbtein) | (E5)

J(By, B, B) étant une matrice ligne, elle est de rang constant 1 si et seulement si ses
&léments ne s’annulent jamais simultanément Nous recherchons ci-dessous les orienta-
tions (B, Bz, fs) des roues directrices annulant respectivement 22(u0a) 000Gl n) oy
20(81.02.05) "*{:rﬂs Jet que ces ori ions forment des bles n’ayant aucun élément
commun.

Nous identifions tout d’abord I'ensemble noté By des orientations des roues directri
ces qui apparticnnent & O et annulent 2201022) - Ces triplets (81, B, fs) vérifient par

définition
(B, B2, Bs) = 0
2600005 _
3

i.e. en utilisant (E.4)

{ Iysin Bysin(ag + B2 — Br) — bsinBysin(as + Bs — B) = 0

—lasin fycos(a + B — By) + lasin By cos(an + By — fr) = 0 (E6)

Le systeme (E.6) admet clairement 2 groupes de solutions
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Soit sin f; = sin f3 = 0. C’est-a-dire sont solutions du systeme (E.6), tous les triplets de
la forme

(B Br,Bs) = (%, 0 [x], 0 [x)) (E7)

lysin(a + B2 — Br)  —lsin(as + bz — Br)
—lycos(az + fo = fr)  lrcos(as + By — )

Dans ce cas, le systeme (E.6) se ré-écrit comme

Soit. =sin(az + fr—az— f3) = 0

sin(ay + 2 — f1) (I3sin B3 £ lysin f) = 0
cos(e + B2 — Br) (—lzsin fa £ lsin ) = 0
as+fs=02+ 6, [7]

Is|sin Bg| = |1z sin By
‘:’{aﬁﬂs-anﬂz =]

Ces 2 groupes de solutions ont une interprétation géométrique trés simple

Au vu de la définition de /4 donnée page 15, fz = fs = 0 [r] traduit que les droites
A et Ag sont sécantes en P, cest-a-dire en Sy,compte tenu du choix que nous
avons fait pour le repére [P,7,j]. Les orientations des roues directrices (E.7) sont
donc celles associées a un CIR confondu avec S, (Proposition 2.13).

Le systéme d’équations (E.8) est identique au systéme (D.5). Nous avions alors
montré, & Paide de la Figure D.1, qu'il traduit que I'orientation des roues 2 et 3 est
telle que les droites perpendiculaires & ces 2 roues, i.e. A et Ag, sont superposées.

On constate que les orientations des roues directrices appartenant & B; sont celles pour
lesquelles, connaissant 3, et fBs, il est impossible d’en déduire ;. Ce résultat était prévis-
ible  le Théoréme des fonctions implicites ([lsi89, section A] par exemple) assure en effet
que, si pour un triplet (69, 43, 43), nous avons 248 2 0, alors il existe dans le voisi
nage de ce triplet, une fonction @ telle que B, = @(f, fs). Do, par contradiction, notre
résultat.

By et Bs, ensembles dés orientations des roucs directrices qui appartiennent & O et
annulent respectivement 22030005) e 2200000) | peuvent étre identifiés exactement de la
méme maniére que By. On montre que

B, est constitué par les orientations des roues directrices associées avec un CIR
confondu avec S; ou telles que A; et Ay sont superposées.

Bs est constitué par les orientations des roues directrices associées avec un CIR
confondu avec S3 ou telles que Ay et Ay sont superposées.

Le fait qu’aucune orientation des roues directrices n’appartienne aux 3 ensembles B,
B, et Bz montre que J(fBy, B2, Bs) est de rang constant 1, et donc termine la preuve de la
Proposition 2.19. 4
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E.1.2 Preuve de la Proposition 2.21

Dans cette section, nous donnons la preuve de la proposition suivante, citée & la section 2.4,
page 66
Proposition 2.21Expression de o en fonction des f; .«

De maniére 6 utiliser des grandeurs de méme dimension que o mous introduisons les
constantes suivantes

Vie{s, .t} a=g (E.9)
Le couple (ay,0,) peut, comme le couple (o, 1), décrire la positron sur le chassis de la roue
directrice 1. Alors, si le repére [P, ]] attaché au chssis du robot est chows centré sur S
(ce choiz, différent de celui proposé a la section 2.3.2, sera motivé lors de la construction
du modéle d la section 2.4.5), Ueapression de o pour tout élément de Oy, est donnée par
la relation C* “

sin f,sin(a, + B, = B1)
P

(E10)

Preuve : Pour prouver la Proposition 2.21, nous considérons successivement les 2 possi
bilités les roues directrices ne sont pas toutes paralleles, puis les roues directrices sont
toutes paralléles.

Au vu de la définition donnée page 15 des angles a, et f, associés & une roue, et étant

donné que le repére [P,7,]] est choisi centré en Sy, le vecteur By, dans le cas ob les
roues directrices sont toutes paralléles, s'écrit

Les roues directrices sont toutes paralléles <= £, . = (B, —aa+ i, e + )7
(E-11)
La relation (E.11) peut également s'obtenir & partir d’un croguis

Figure E.1: Configurations B, = (81, —az + f1, ..., —an + B1)7
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Cas ol les roues directrices ne sont pas toutes paralléles

Dans ce cas de figure, le CIR se trouve & Dintersection des droites A,, 1< < n®
(Proposition 2.13). Par conséquent, pour exprimer o en fonction de 8, .« nous pouvons
tout simplement écrire les équations de chacune de droites A, et calculer les coordonnées
de leur intersection. Cest ce que nous faisons ci-dessous.

Mise en équations

Les équations des différentes perpendiculaires, dans le repére [$y,7 7], sont (avee ((r,C,)
les coordonnées courantes dans ce repére)

Ay Cest la droite passant par 5, = (0,0)7, et dont le vecteur directeur (au vu de
la définition de § donnée page 15) est (cos fy,sin 3)7, donc

Ay —sinBy (; +cosfy ¢, =

(E.12)
Ay (2<i<n®) st la droite passant par S, = (I, cosay,lsina,)T, et dont le
vecteur directeur (au vu de la définition de 8 donnée page 15) est (cos(a; + ),
sin(a, + 4,))7, done

Afz<i<n®)  —sin(a + B.)¢ + cos(ai + B.)¢, + Lsin §, =0 (E.13)

Nous en déduisons que les coordonnées du CIR dans le repere [S1.7, 7], notées G, et ¢,

CIR (66T

sont les solutions du systéme

. —sinfy G cospr G, = 0
—sin(ag + £2)C + cos(az + B2)y + Lsin By =

(E.14)
—sin(apa + B )l + cos(ana + B )Gy + L sin fpa = 0
ou de fagon équivalente, les solutions de I'équation matricielle
—sinfy cos fy 0 {,
—sin(ag+f2)  cos(aatfa)  bsinfy ﬂ ] - (o15)

— sin(an + Bua)  08(Cnae + Brar) Ly sin B

Unicité des solutions

Cette équation matricielle définit une et une seule solution ((z, ()7 En effet, puisque
nous ne considérons pas le cas ot les A, sont toutes superposées (cette orientation des roues
directrices appartient & 0,), et puisque nous avons exclu pour le moment le cas ot les roues
directrices sont toutes paralléles, les droites (E.12) et (E.13) sont nécessairement concour-
antes (Proposition 2.13). Leur intersection existe donc et est bien réduite a un point. La
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méme propriété peut étre retrouvée par un calcul direct la matrice apparaissant dans
P'équation (E.15) est exactement la méme que la matrice Asi(f;, ,«) donnée page 29,
a une permutation de colonnes prés. Cette derniére présentant un rang 2 pour tout
Br,. .t € Oy (Définition 2.12), il en est de méme pour la matrice de équation (E.15).
Son noyau est par conséquent de rang 1, nous le noterons (8, ). L'équation ma-
tricielle (E.15) peut alors étre écrite de maniére équivalente

(Cas s )T = w(By,

avec (B, ), une fonction scalaire ne passant jamais par zéro. De facon évidente,
Pégalité entre les 2 termes de (E.16) n'est possible que si la troisitme composante de

(By.._) est non nulle. M a Paide d’un rai par I'absurde que ceci est
toujours vérifié

)S(Br, ) (E.16)

que la troisic p de 5(fy,..oa) soit nulle. Alors, les 2
premitres colonnes de la matrice apparaissant dans (E.15) doivent étre col-
inéaires, i.c.

—sinfi cos fy
—sin(a + A, cos(az + f;
(eatfr) | _ o (a2 + f2) (E.17)
—sin(aga + Ba) cos(apa + Bra)

avec k(B q), également une fonction scalaire ne passant jamais par zéro.
On déduit facilement de (E.17) qu’une telle égalité n’est possible que si

tan fy = tan(az + B2) = = tan(aua + faa)

ou fi=aptfr= =oputPua=3% |
Clest-h-dire, si
Bt = (By~ca+ By —an+ )T

Ces vecteurs ff;, .« correspondent au cas oi les roues directrices sont toutes
paralléles (relation (E.11)). Ces situations sont exclues pour le moment, la
troisieme composante de S(f;,_ .a), notée 3a(By,_na), n'est donc jamais nulle.
<

La relation (E.16) conduit par consequenl 4 une et une seule solution pour ((z,(,)T
précisément celle donnée par & = 51—,
1 e

Expression de o lorsque B # &
Supposons pour le moment que By # %. Nous déduisons alors de la premiére ligne

e (E.14) que ) B
& =tan by G (E.18)
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En reportant (E.18) dans la i*" ligne de (E.14), nous montrons que

sin(o, + B — A1) = Lsinficos By Vi, 2< i<t (E.19)

puis, en prémultipliant (E.19) par tan f, el en utilisant encore une fois (E.18), nous
obtenons que

sin(a, + B, — Bi)(, = LsinBisin By Vi, 2<i<n® (E.20)
En combinant (E.19) et (E.20), nous prouvons finalement que

. 32, 7 . 1 . .

sin?(a, + B, — A1) (E2 + C2) = sin*(a + B, — B) 5= Psin?f, Vi, 2<:<n® (B21)
(le CIR n’étant pas confondu avec Sy, puisque cette orientation des roues directrices
appartient & O,, nous pouvons bien écrire 1).

Avant d’aller plus loin, nous les orientations des roues directrices f,, .
appartenant & O,,, pour lesquelles la i % composante f, est nulle modulo 7.
Au vu de la définition de 8 donnée page 15, 4, = 0 traduit que la droite A, passe par P,
Cest-a-dire par Sy, compte tenu du choix que nous avons fait pour le repere [P,7,]). 1l
nous faut distinguer 2 cas

seme o

n% =2 oun® >3 avec S, alignés 2 possibilités encore

soit il existe B, ,z # 0 [x]. Dans ce cas, . _a est associée & un CIR confondu
avec S,

soit §, = 0 V2 € [1,n%]. Dans ce second cas, B, correspond 4 la situation
ol toutes les droites A, sont superposées.

Dans les 2 cas, fy_na & On.
n# > 3 avec S, non alignés toujours 2 possibilités

soit By # a, [7] dans ce cas, Pintersection entre A, et A, se limite a S; Ces
orientations des roues directrices sont donc, Proposition 2.13, associées & un
CIR confondu avec Sy; elles appartiennent par conséquent a O,
soit B = @ [1] dans ce second cas, A; et A, sont superposées. Aussi, le
CIR est a priori n'importe quel point appartenant  ces 2 droites (toujours
Proposition 2.13); sa position est déterminée par I'orientation des autres roues
directrices.

sify= =B, =0/[r) alors le CIR est placé en Sy, f,, . appartient

une nouvelle fois & O,,

dans le cas contraire, f;n € O
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En conclusion
n% =2 oun® > 3 avec S, alignés
il n’existe pas de tels f;

Byt € On,

<= { n® >3 avec S, non alignés
B 2ignn =0 [r] } ¢

Bropi = (o % 4k 0 % 0"\ (a0 ,0)T
1 @
(E.22)
Ignorons pour le moment les orientations £« données par (E.22). Alors, au vu
de (E.21), nous pouvons écrire

2 _sin’(a,+ B, - ) P
ot= T T 2<i<n® .23)
EO A (E23)
Un raisonnement simple permet de préciser le signe de ¢ au vu de la définition de o
donnée & la Proposition 2.20, nous avons

Lorsque fy €] — £,2[  sign(c

ign((:) (E.24)
Or, la relation (E.19) nous indique que

sin(a, + 6, —
I,sin 3,

En reportant (E.24) et (E.25) dans (E.23), nous obtenons n™ — I expressions possibles
pour &

Lorsque B; €] —

sign(()=sign ( ﬂ‘)) Vi, 2<i<n® (E.25)

sin(a, + B, - B) ;
=—————"2 2<i<n® E.2
I,sin 3, == (E:26)
Sind "~ fractions sont identiques, alors on obient encore cette méme fraction en sommant
les n — | numérateurs et les n# —1 dénominateurs. Il est méme possible de pondérer cette

somme. Aussi, soit fi(fy,.qa), n® — 1 fonctions C* n’étant pas nulles simultanément.
Au vu de (E.26), nous pouvons encore exprimer o comme':
o) sinfeq + B — Br)
T fi(By,.. na)usin B

Pour tout f;_a € Ony, il est impossible, voir relation (E.22), que f; = = fpa = 0 [x].
Par conséquent, un choix possible pour (8 . ) est

(E.27)

fiBy, a) =sinf, Vi, 2<i<a® (E.28)

En reportant (E.28) dans (E.27), nous obtenons Pexpression (E.10) proposée par la Propo-
sition 2.21

R par la difficulté i duite par les orientations /3, ,,4. données
par (E.22). En reportant (E.22) dans (E.26), nous obtenons Vindéterminde 5 . Donc,
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méme pour ces orientations £y, on peut faire apparaitre le terme (E.26) dans la
somme (E.27); on ne fait apparaitre qu'un zéro dans la somme du numérateur et dans
celle du dénominateur. Et, puisqu'il existe au moins un angle f¢,co # 0 (7] (cf
relation (E.22)), la somme (E.27) fournit la valeur correcte de o

A ce stade de la preuve, nous avons prouvé la relation (E.10) pour toutes les f, . €
O..,, excepté celles pour lesquelles les roues sont toutes paralléles et celles présentant
By = % [x]. Nous montrons maintenant que la relation (E.10) reste valide dans ces 2
derniers cas.

Expression de o lorsque f, = © [r]

Dans ce cas, au vu de la premidre ligne de (E.14), nous obtenons que ¢, = 0. On
déduit alors de la ™ ligne de (E.14) que

cos*(ay + B)C] = cos* (o + B)

qui peut encore étre ré-écrite, puisque fy =

sin®(a, + B, = B1)) = sin®(ew + B, — Br)

Bsin?f, Wi, 2<i<a®™  (E.29)

Les relations (E.29) et (E.21) sont identiques. En reprenant alors les calculs précédents,

nous montrons que la relation (E.10) reste valide lorsque f; = ¥ [].

Cas ou les roues directrices sont toutes paralleles

En reportant (E.11) dans (E.10), on obtient que o = 0, ce qui est la valeur attendue
lorsque le instantané est une translation (voir définition de o & la Proposi
tion 2.20). La relation (E.10) est par conséquent valide également dans ce dernier cas de
figure. Cela termine la preuve de la Proposition 2.21 <

E.1.3 Preuve de la relation 2.61

Dans cette section, nous donnons la preuve de la relation suivante, citée i la section 2.4,
page 68

ho=m (o= (E.30)
3 . cos(ay +8, in 0, )3 R
Basisnt) = aathopienz Tt s A E o
Preuve : La preuve de la premiére ligne de (E.30) est triviale au vu de la définition de
72 (relation (2.60)).

Pour prouver la seconde ligne de (E.30), le modzle réduit
d’un robot de la classe R? donné & la section 2.4. Pour toute orientation f, des
roues directrices appartenant & O, ce modéle (systéme (2.67)) assure que les possibilités
d’évolution du vecteur ¢ sont décrites par

£ = R(0)5(Br,0)m (E31)
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$(B1,0) = (sin fr, — cos By, 0)” (E.32)

En reportant (E.31) dans I’équation matricielle des contraintes données & la Proposi
tion 2.12, nous en déduisons que

VBi,. .t € Ons Asi(By,.00)5(Br,0) = 0 (E.33)

Nous utilisons ci-dessous les lignes 2 & n* de la relation (E.33). Au vu de ’expression de
Az1(B;, na) donnée page 29, de (E.32) et de (2.56), celles-ci s’écrivent

VBi. € On sin(Br—a =) +sinfm=0 Vie {2, ,n%) (E.34)

Lors d’un déplacement du robot, f;, . reste dans On,. En effet, le modéle (2.67)
étant singulier pour f; _na € O, toute loi de commande construite sur ce modzle doit,
éviter ces orientations singuliéres des roues directrices. Par conséquent, il découle de
(E33) que

d =
Lors du déplacement du robot - (Am(ﬂ\. ,nd.)s(ﬂ.,a)) =0 (E.35)

En reportant la forme développée (E.34) de Asy(By, _na)S(Br, o) dans (E.35), nous obte-

nons finalement que

(cos B — cost — @ = ) fu+ ol = — ) + Whi_g e
(E.36)

La relation (E.30) est alors clairement établie si nous montrons le résultat suivant
VB € Ons €03 fi—- — cos(r — 0, = B) 0 (E37)

Pour prouver le résultat (E.37), nous envisageons successivement le cas ot les roues
directrices sont toutes paralleles, puis le cas ou elles ne le sont pas.

Lorsque les roues directrices sont toutes paralleles

le vecteur B, _na se présente sous la forme (B, —az + i, ,—ca + )7 (rela-
tion (E.11)),

la courbure algébrique instantanée o est nulle (cf. Proposition 2.20)
En reportant ces 2 caractéristiques dans (E.37), nous en déduisons que
cnsﬁ,gi —cos(fi—a—B)=1#0
La relation (E.37) est toujours satisfaite lorsque les roues directrices sont toutes paralleles.
Lorsque les roues directrices ne sont pas toutes paralléles, nous avons montré a la

section précédente (relation (E.26)) que, pour tout fy e € On, si By # 5 [r], alors
pour toute roue directrice i, 2 < i < nt
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soit sin(a + B, = fr) = sinf, = 0 [x],

soit o = HnletO=t
r

Ce résultat s'étend en fait au cas f =
les 2 possibilités.

] au vu de (E.29). Considérons successivement

Supposons tout d’abord que I’orientation de la roue directrice 1 2 <1 < n? est telle
que
sinf, = 0
{ sin(on+ 6.~ B) = 0 (E:38)
Les orientations f e vérifiant (E.38) peuvent étre caractérisées trés facilement. En
effet, on déduit immédiatement de (E.38) que

5 = 0l
{ﬂ. - all (E:39)

Au vu de la définition de 'angle 8 donné page 15, Iorientation des roues 1 et i 2 < i < n
est telle que A et A, sont superposées. Le CIR associé a un fy, ,a € O, vérifiant (E.38)
appartient donc & (S;5,).

Reportons maintenant (E.38) dans la relation (E.37). On en déduit immédiatement que
cette derniére n'est pas satisfaite si

1
1—147:01:»0:’— (E.40)
La seule orientation des roues directrices dont le CIR associé appartient a (S,S.), et
qui vérifie (E.40), est clairement celle pour laquelle le CIR est confondu avec S,. Cette
orientation des roues directrices nappartient pas & O,,.

S i que Pori ion de la roue directrice i 2 <i < n* ne vérifie

pas (E.38). Dans ce cas

_sin(a, + 8, — B)

7= T Lsin g, (B41)
En reportant (E.41) dans la relation (E.37), nous en déduisons immédiatement que cette
dernigre n’est pas satisfaite si

—Lsin(e, — ) =0 = fi=a,lr] (E.42)

Cest-a-dire, au vu de la définition de § donnée page 15, si Ay = (S15.). 4, ne pouvant plus
étre égal & 0 [x] (car alors combiné avec (E.42), nous retrouverions les relations (E.38).
Or nous supposons qu'elles ne sont pas vérifiées), A, et A, sont sécantes en S, qui est
donc CIR, Proposition 2.13. Ces orientations des roues directrices n’appartiennent pas a
Ons.

Les dével écédents établissent la relation (E.37), et donc la relation (E.30)
au vu de (E.36). 4
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E.2 Résultats techniques concernant la commande
des robots R}

E.2.1 Calcul de la matrice Q* définie par (4.30)

Dans cette section, nous montrons que compte tenu de la structure trés simple de la
matrice A (relation (4.22)), la matrice Q? définie par (4.30) peut étre obtenue sans calcul
dexponentielle de matrice, et sans intégration matricielle.

Nous introduisons tout d'abord les notations suivantes

Dans le cas des robots de la classe R, le vecteur des fonctions de sortie s'écrit (rela-
tion (4.13))

0
d:=(z,y,;’]

Le calcul de la matrice Q? que nous proposons ici peut cependant étre utilisé pour un
systeme quelconque. Aussi nous noterons plus généralement

6= ($1,62,¢3)

Nous avons juste conservé la dimension du vecteur ¢ afin de ne pas alourdir la présentation.
La méthode exposée ici pour calculer Q2 peut néanmoins étre utilisée pour un systeme
comportant n? fonctions de sortie.

Les matrices H, et Hy, introduites dans (4.21), seront développées comme suit

by 00 hay 00
H=| 0 ko 0 Hy=| 0 hay 0 (E43)
0 0 hig 0 0 haz

Enfin, en reportant (E.43) dans (4.22), nous obtenons que la i*™ fonction de sortie
$, obéit & I'équation différentielle

b, = —hid, — hoid, (E.44)
Nous noterons 7, et 1.z les racines de Péquation (E.44), i.e.
Fo1 el iz sont les 2 racines de Iéquation 12 + hy,r + hy, = 0 (E.45)

Ces 2 nombres caractérisent la dynamique propre 2 la fonction de sortie ¢,. Puisqu'ils ne
dépendent que de hy, et ha,, ils peuvent étre ajustés par I'utilisateur & n’importe quelle
valeur, en fonction des besoins. Concernant ce réglage, nous ferons juste ’Hypothése
suivante, trés peu restrictive

Hypothese E.1 Choix de la dynamique des fonctions de sortie

Nous supposons que la dynamique des fonctions de sortic ¢, a été chowsie telle que

Vie{l, ,3} oy el ro e sont pas des réels identiques o
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Afin de calculer Q?, nous nous appuyons sur le résultat suivant
Proposition E.1 Diagonalisation de A
Sous I'Hypothése E.1, la matrice A, donnée par (4.22), est diagonalisable dans C. o

Preuve : Pour montrer que la matrice A, de dimension (6 x 6), est diagonalisable sur
C, il suffit de montrer que la somme de la dimension de tous les espaces propres de A est
égale a 6.

1l est immédiat que .y et 7,5 1€ {1,2,3} sont les 6 valeurs propres de A. Cela peut
étre prouvé par exemple par un calcul direct Le polynme caractéristique de A, noté
Pa(A), s'écrit au vu de (4.22) et (E.43) comme le déterminant suivant

a0 o 1 0 0
P 0 1 0
00 A0 0 !
PAN= 0 00 0 ka0 0 (E.46)
0 “ha 0 0 haaed 0
0 0 ks 0 0 has A

En ré-écrivant les colonnes de ce déterminant dans I'ordre col. 1 col. § col. 2 col.
5 col. 3 col. 6, et les lignes dans Pordre ligne 1 ligne 4 ligne 2- ligne 5 ligne &
ligne 6, P4(\) s’exprime encore comme

IS 0 0 0 0
by by A D 0 0 0
0 (I S 0 0
PaN =1 0 hu —hgp-A 0 0
0 0 0 IS S
0 0 0 0 —hus —haa- )
Ce déterminant peut alors étre développé trés facil et 'on obtient

3
Pa(A) = [TOF + ha A + hay)
p=

Les 7,4 et 14z i € {1,2,3) sont donc bien les valeurs propres de A.

L’espace propre associé avec la valeur proprer, , i € {1,2,3} et j € {1,2} est par définition
Iensemble des vecteurs & = (&, $z, 3, B4, s, B6)” satisfaisant la relation
AD =1, 0 (E.47)
Compte tenu de I'expression de A, donnée par (4.22), la relation (E.47) peut étre dévelop-
pée comme .
= r,d
= r,d,
= 1,0
=,
= 1,Ps
= 1,%

(E.48)
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Puisque 1., est la racine de Péquation A? 4+ hy, A+ hy,, (relation (E.45)), nous en déduisons
immédiatement que les solutions & du systeme (E.48) sont toutes colinéaires au vecteur
es composantes sont données par

@, Prpfiesz) =0 (E.49)

En faisant varier i et j dans respectivement {1,2,3} et {1,2}, nous obtenons 6 vecteurs
propres se présentant tous sous la forme (E.49). La matrice de passage vers les espaces
propres s%écrit par conséquent comme

I 1 0 0 0 0
00 1 1 0 0
o0 0 0 1
“lrarma 0 0 0 0
0 0 myome 00
000 0 0 ray o

1l est immédiat que la matrice T est de rang plein si ot sculement i ryy # r,z Vi € {1,2,3}
Compte tenu de I'Hypothése E.1, T est toujours de rang plein, la matrice A est par
conséquent diagonalisable sur C. a

Dans la suite de cette section, nous aurons besoin de Pexpression de 7! Un calcul
sans difficulté particulire montre que

e 0 0
o 0
. -tz 0
0 0
0 0 1
0 0 —L
e

Nous noterons D, la forme diagonale associée & A, i.c.
T~V AT =D = diag(ri,1,72,1,71,2,72,2,T3,1,3.2) (E.50)
En utilisant D, le calcul de e devient immédiat. En effet, au vu de (E.50), nous avons
EA S(TDT) & TDT!
o= . Z‘, it

A =TePT! (E.51)

P>

=)

e

] = ¢hs En repor-

avec ¢ la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont [e
tant (E.51) dans (4.30), nous obtenons pour Q* expression .

Q= (" / “ e PTTQTe P ds T (B.52)
o
Notons @, la matrice positive définie symétrique définie par

Q-17Qr
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et g, son élément (3, 7). Un calcul simple montre que
[ePTTQTe™ ),y = ety (E.53)

En reportant finalement (E.53) dans (E.52), nous obtenons qu'une expression explicite
pour la matrice Q? est

qi} L (E51)

E.2.2 Calcul de la fonction M(t)

Dans cette section, nous détaillons le calcul de la fonction M(t), définie par (4.23), pour
le cas des robots de la classe R}. Plus précisément, nous montrons que

pour les robots de la classe R} ne comportant que n® = 2 roues directrices ou
n% > 3 roues directrices dont les centres S, sont alignés, |'expression de la fonction
M(t) définie par (4.23) est donnée par la relation (4.38),

pour les robots de la classe R} équipés de n® > 3 roues directrices dont les centres
S, me sont pas alignés, si I'on simplifie les calculs en introduisant la contrainte
supplémentaire (4.37), alors Pexpression de la fonction M(t) définie par (4.23) est
donnée par la relation (4.39).

Pour prouver ces relations, nous calculons tout d’abord la distance entre @,.¢ et la
singularité 7, = 0 (Hypothése (b) du Théoréme 4.1), puis la distance entre @,.st et 0,
ou 20,, et enfin le minimum des 2 distances ainsi obtenu.

Afin dalléger les équations, nous repé désormais la trajectoire de référence par
@,(t) au lieu de ®,.s(1).

Distance entre ®,(t) et la singularité n, = 0

Nous notons X7 Iensemble des valeurs singuliéres du vecteur d’état étendu x. au vu
de I'Hypothése (5) du Théoreme 4.1 Au regard de (4.17), Pensemble X7 présente une
expression trés simple :

R
A= {Xxe=(@9.6/,007 avec zy0eR 0he)
Soit My (1), la distance entre ®,(t) et X7, Cette fonction est définie par
Mi(t) = min ()] = min [.(0) = V(x| (E55)
xeEX X

En reportant (1.19) dans (E.55), nous obtenons

Mi(t) = min /32437 + 02 sin?(0; + Buo)nt, + cos*(0r + Bk, + Pk,
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ou encore, en utilisant les relations trigonométriques
My(t) = min, Vit + 2 + 02 + (14 o2)nt, (E.56)
xeEA
Le minimum du terme de droite dans (E.56) est trés simple & calculer. Nous avons donc

finalement
My(t) = [m (D1 + o?(t) (E.57)

Cas n®* >3 - S, non alignés : distance entre ®,(¢) la singularité

o] > o

Nous notons X I'ensemble des valeurs singulieres du vecteur d’état étendu y, au vu
de I"Hypothése (a) du Théoreme 4.1, lorsque le robot R} considéré comporte n > 3 roues
directrices dont les centres S, ne sont pas alignés. Compte tenu de la contrainte supplé-
mentaire (4.37) que nous avons introduite, I'ensemble X7 présente I'expression suivante

R
X = {xe=(@y,0.6,0m)" avec 2,y R, mERT O.p €, o] 2 o)

De maniére & pouvoir utiliser la loi de bouclage dynamique, nous devons supposer qu'a
Pinstant, initial, nous avons |o(0)] < o1, Cette loi de commande faisant ensuite varier la
variable d’état ¢ de maniére C°, la relation (|o(£)| # o1 Vt) garantit que (Jo(t)| < oy V2).
Par conséquent, la distance M (1) entre ®,(t) et X7 S'exprime simplement comme

M (t) = min [|[®(t)] = min [|&.(1) — U(x. :
(1) min, @)l Jmin, 1+ (t) = ¥ (xe)ll (E.58)
avec X7 la frontiére de X7 i.e.
od T te R
X7 ={Xe = (2,9,0,1,0,m)" avec 2,y €R, m R 0,6 ¢ 0z lo| = a1}
Afin d’alléger I'écriture des équations, nous utiliserons dans la suite de cette section
les notations suivantes

sp=sinBy g =cospy (E.59)
En reportant (4.19) dans (E.58), et en utilisant les notations (E.59), nous obtenons

Mg = mingcgr (/72 + 52+ 02 + (50,100, M1r — 50160107 + (€400, 07 — Conmm)?+
(v, —om)?
(E.60)
La valeur minimale prise par le terme de droite dans (E.60) n’est cette fois plus du tout
immédiate.

Introduisons la variable suivante, définie sur ;&

@=0+a (E.61)
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En reportant (E.61) dans (E.60), nous obtenons

M3 = mip Va4 4 0 4 (5017 = 50m)? + (canlir — Cam)? + (001, — oy )?
s o3
N (E.62)
%, 7 et 6 interviennent dans (E.62) que comme des termes quadratiques indépendants,
Le minimum du terme de droite de (E.62) est donc atteint en mettant , j et 0 & zéro.
M3 peut done encore s'écrire

My = min \/(sw, M = $am)? + (Co, My = Ca)? + (ormr £ om)?  (E.63)
(we B meR™)

Puisque la trajectoire de référence ne comporte pas de singularité, la variable 7, ()
présente un signe constant (hypothése (b) du Théoréme 4.1). De plus, en choisissant
M(t) = Mi(t) dans la relation (4.25), nous assurons (paragraphe précédant la rela-
tion (E.57)) que 7, présente également un signe constant. Par conséquent, il existe une
fonction scalaire strictement positive (1) telle que

m(t) = w(t)mq(t) (E.64)

En reportant (E.64) dans (E.63) et en exploitant les relations trigonométriques, Mg peut
finalement étre présenté sous la forme

Mg = I ly/(1+ 07) — 26(cos & % 0,00) + K2(1 + 0F) (E.65)

= mi
e B eRr™)

Au vu de (E.65), le caleul de M propose le probleme suivant  calculer le minimum
de la fonction A(&, &, s)

M@, k,5) = (1 +07) = 26(cos @ + so,01) + £*(1 + of) (E.66)

avec @, & et s variant respectivement dans 15, R** and {1, -1} La fonction A&, %, s)

peut tre vue comme une famille de paraboles pour la variable x, paramétrées par les vari-
ables & et 5. Puisque & est nécessairement positif, le minimum de I'une de ces paraboles,
associé & un couple (&, ), est atteint lorsque & = Ky, avec

{ sondrtage, quand cos & + sa,o0 > 0
i
0

sinon

Kmin (@, 8) = (E.67)
En reportant (E.67) dans (E.66), nous en déduisons que la valeur minimale pour une
parabole paramétrée par (@, s) est

(1402)(1407) = (cos & +s50,01)? L .

() = { si (@, 5) est associé avec un Ko > 0
1+a} sinon

(E.68)
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Pour obtenir maintenant le minimum minimurum de A(&, £, 5) (N0t A men), n0US de-
vons déterminer le couple (2, s) pour lequel Apn(2, ) est minimum, i.e.

Anirman = 100 Ain (8, 5) (E.69)

Considérons tout d’abord les couples (co, s) associés avec un Ky (2, s) strictement
positif. Compte tenu des propriétés de la fonction cos, la relation suivante est toujours
vérifiée

|cos @ + sova| < 1 + sign(o,)o,01 (E.70)
En reportant (E.70) dans la ligne supéricure de (E.68), on montre facilement la minoration
suivante
Pour tous les couples (2, s) associés avec un Kpn(@,s) > 0
N (2 5) > (SIENEJomcy? (E71)
man(@,8) 2 Tho?
Pour les couples (7,5) associés avec un Ky (27, s) négatif, la relation (E.68) fournit
directement

Pour tous les couples (&, s) associés avec un Kpin(@,5) <0 Apn(@.s) =1 + 0?2

(E.72)
En reportant (E.71) et (E.72) dans (E.69), nous obtenons .
_ o Gign(or)or —an)? 2 -
Aminmen = Min ( Tro? , 140! (E.73)
1l est facile de vérifier que
(sign(o,)a, — a1)? 2 (1 + sign(o,)o,01)? N
e =< 5.
T+a? (1+er) T+o? =0 (E74)
Les relations (E.73) et (E.74) montrent finalement que
\ _ (sign(oy)ar — o)
mingmin = o7
dott I'on déduit au vu de (E.65) que
ign(o,(t))o, (1) —
M = Iy (o) 2B D)ot = (E.75)
140}
Cas n¥ =2 oun® >3 - 5, alignés : di entre ®,(t) les si ités 20,

Nous notons X% P’ensemble des valeurs singuliéres du vecteur d’état étendu x. au vu
de I'Hypothése (a) du Théoréme 4.1, lorsque le robot R} considéré comporte n# = 2 roues
directrices ou n®* > 3 mais dont dont les centres S, sont alignés. Au regard de (2.74),
I'ensemble X%t présente I'expression suivante

meR* )

r . R
AL ={xe= (29,00 [wom)  wih zy0eR, e
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(nous ne prenons pas en compte les éléments (x, £00) de 20, car la distance a ces singu-
larités est de fagon évidente Loujours infinie).

Nous notons Mj" la distance entre ,(t) et X% Cette fonction est définie par

MP ()= min [|9(0)] = min [[&,(0) = $(x.)]| (E.76)
xe€XI xe€X

En utilisant les mémes arguments que lors du caleul de Mg (1), la relation (E.76) peut
étre présentée sous la forme

MP = min Il 4 0F) = 26(Ecos s + 0,0) + K31+ 02) (E.77)
(ceRxeR"™)

oit & est la fonction définic par (E.61).

Au vu de (E.77), le caleul de Mf* propose le probléme suivant - calculer le minimum
e la fonction (o, x,s) :

uloykys) = (1 +0?) cos By, + 0,0) + £2(1 + %) (E.78)
avec o, & et s variant respectivement dans R, R** and {—1,1}. La fonction p(o,«,s),
tout comme la fonction A(&, &, 5) que nous avions précédemment introduite lors du calcul
de Mg, peut &tre vue comme une famille de paraboles pour la variable &, paramétrée cette
fois par les variables o el 5. Puisque & est nécessairement positif, le minimum de 'une de
ces paraboles, associée & un couple (7, 5), est atteint lorsque & = Kpmin, avec :

scosfy s +oro
k(o) = 4 H quand scos fy- + 0,0 > 0 (5.79)
0 sinon

En reportant (E.79) dans (E.78), nous en déduisons que la valeur minimale pour une
parabole paramétrée par (g, s) est

snin(25) = { L'*_”%;i”_" si (0,5) est associé avec Ky > 0
1402 sinon
(E.80)
Pour obtenir maintenant le minitmum minimarum de (7, 5,) (104 finsmin), nous de-
vons déterminer le couple (o, s) pour lequel fimn(c, s) est minimum, i.e.

s men = N fien (0, 5) (E.81)

Le calcul de fimmmen présente plus de difficultés que celui de Apymmn-

Considérons dans un premier temps les couples (d,s) associés avec un Ky > 0.
Compte tenu des propriétés de la fonction sin, la relation suivante est toujours vérifiée

(sc0s B1r + 0,0)* < (sign(0,0 cos B 1) cos B, + 0,0)? (E.82)
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En reportant (E.82) dans la ligne supérieure de (E.80), on montre facilement la minoration

suivante

sin? By, + 02 — 2sign(0,0 cos fy ;) cos By ,0,0 + o*
T+o?

fimin(0,8) 2 pmena () >0 (E.83)

1l nous faut maintenant, derniére étape, déterminer un minorant pour la fonction
Jiminn (o) apparaissant dans (E.83). Cette fonction peut encore étre écrite comme
sin® B, 4 02 — 2sign(0)|o, cos By |0 + o?

1402

Hmna(0) = (E.84)
Supposons pour le moment que o # 0. Le minimum de la fonction fim 1(c) peut alors
étre recherché en déterminant les valeurs de o qui annulent la dérivée de cette fonction.
Un calcul simple montre que

) d _ 2(=lov cos | + 0 (=07 + cos® Bi.r) + 0?0, cos By )k
sic>0 ggtmnalo) = (107 t.85)
) d 2(|o, cos Bis| + o(—0? + cos* ;) — 0?o, cos B,

sio <0 Zgtmna(@) = £ - { 04022 ) - U\E'BG)

Supposons provoirement que o, cos i, # 0. Alors on montre facilement que les numéra-
teurs de (E.85) et (E.86) n’acceptent qu'une racine présentant le bon signe. Plus précisé-
ment, ces racines sont

[o|

sio>0 Teos B (E.87)
sic<0 o= (E.88)

Compte tenu du signe de & jimin1(0) de chaque coté de ces racines, nous en déduisons
qu'elles correspondent bien & un minimum. Ce dernier, en reportant (E.87) ou (E.88)
dans (E.84), est sin’ f,,

Pour le moment, nous avons prouvé que

Si o, cos frr # 0 (#mina(0)) = sin® By, (E.89)

toutes les valemiindt o excepté 0
En utilisant (E.84), on montre immédiatement que
Himina (0) = 0 +sin? By, > sin? By,
la conelusion (E.89) peut don &tre ré-écrite plus simplement
Sigrcosfie 0 min(mn(0)) = sin by, (E.90)
Enfin, on peut montrer directement & partir de (E.84) que

(07 cos frp = 0) = Minprynina(0) = 07 4 sin® B, > sin By (E.91)
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Par conséquent, en reportant (E.91) dans (E.90), nous avons

Vo,, ¥ cos fir min pmna (o) = sin® By (E.92)
R

et donc, en reportant (E.92) dans (E.83)

Pour tous les couples (7, s) associés avec un Kumn(0,8) >0 fmin(0,s) > sin? By,
(E.93)

Pour les couples (g, s) associés avec un (0, s) négatif, la relation (E.80) fournit
directement

Pour tous les couples (7, s) associés avec un Kmn(,5) <0 fimn(@,8) = | 4 02

Aussi, en reportant (E.93) et (E.94) dans (E.81), nous obtenons (E:54)
Jminmn = min(sin? B, 1+ 0?) = sin? By,
et done, au vu de (E.77) et (E.78)
MZ" = [s(8) sin By, (8)] (E.95)

Distance entre ®,.,(t) et I'ensemble des singularités La fonction M(t), définie
par (4.23), se déduit immédiatement des fonctions My (t), Mg (t) et M (1)

pour les robots équipés de n®* > 3 roues directrices dont les centres S, ne sont pas
alignés, M(t) est donnée par

M(t) = min(M(t), M (1))
Au vu de (E.57), (E.75) et (E.74), nous avons clairement
o Isign )or(t) — ol
M(t) = Mg (8) = [y, (¢) BRI CNOAE) = o]
() (8) = Im ()= m

pour les robots équipés de n® = 2 roues directrices ou n* > 3 roues directrices dont
les centres S, sont alignés, M(t) est donnée par

(E.96)

M(t) = min(Mi(t), M7 (1))
Au vu de (E.57) et (E.95), nous avons clairement
M(t) = ME" = e (t) sin i, (8)] (B.97)

Les relations (E.96) et (E.97) ont été utilisées au Chapitre 4.1 ce sont les relations (2.74)
et (2.72).
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