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RESUME

Dans une premiere partie, nous nous intéressons a la stabilisation asymptotique globale de
point d’équilibre de systemes non-linéaires. Nous étudions des systemes qui généralisent la forme
suivante: & = h(y,u),y = f(y,u), i.e. ou la composante x de ’état integre des fonctions des
autres composantes y et des entrées u. Nous énongons des conditions suffisantes sous lesquelles
la stabilisabilité asymptotique globale du sous systéme en y (resp. par une commande saturée)
implique la stabilisabilité asymptotique globale du systeéme entier (resp. par une commande
saturée). Ceci est établi par une technique d’assignation de fonction de Lyapunov donnant
explicitement la loi de commande. Ce résultat est obtenu avec des fonctions f et h dépendant
également de x, mais d’une facon particuliere. Nous montrons comment il peut étre employé
comme outil de base pour traiter de fagon récursive des systemes plus complexes. En particulier,
le probléme de stabilisation des systémes dits de forme feedforward est résolu de cette facon.
Nous illustrons la méthode proposée en ’appliquant a divers exemples pratiques.

Dans une deuxieme partie, nous adaptons les techniques mises en oeuvre dans la premiere au
probleme de stabilisation asymptotique globale d’une trajectoire de référence pour un systeme
de forme feedforward, de structure un peu moins générale. Une attention particuliere est donnée
a I’aspect uniforme de la stabilité. Cette fois encore un exemple pratique nous permet d’illustrer
nos résultats.

Mots-clefs :

Systeme non-linéaire, Bornitude, Stabilité.






ABSTRACT

The general topic of the first part of our work is the global asymptotic stabilization of non
linear systems. We study systems which generalize the form @ = h(y,u), § = f(y,u) ,i.e. where
the state components = integrate functions of the others components y and the inputs u. We
give sufficient conditions under which global asymptotic stabilizability of the y-subsystem (resp.
by saturated control) implies global asymptotic stabilizability of the overall system (resp. by
saturated control). This is established by an explicit Lyapunov design of the control law. This
result is established with the functions f and h depending in some way also on z. We show how
it serves as a basic tool to be used, may be recurrently, to deal with more complex systems. In
particular the stabilization problem of the so called feedforward systems is solved this way. We
illustrate how this method works by applying it to various practical systems.

In the second part of our work, we adapt the techniques displaid in the firts part to the
problem of global asymptotic stabilization of a reference trajectory for feedforward systems of
a slightly less general form. A particular attention is devoted to the issue of uniform stability.
This time again, a pratical example allows us to illustrate our results.

Keywords :

Nonlinear system, Boundedness, Stability.
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Introduction

1 Le contexte.

La technique d’ajout d’intégrateur introduite par Byrnes et Isidori [5], Kolesnikov [33] et Tsinias
[80], est devenue l'un des outils de base employés actuellement pour construire des lois de
commandes stabilisantes. Elle a été généralisée de diverses manieres — systemes incertains,
contexte adaptatif, feedback d’état partiel — (voir [36]). Sa vocation essentielle est de répondre
a la question de savoir quand est ce que la stabilisabilité asymptotique du systeme :

g = fly,u) (1)
implique la stabilisabilité asymptotique du systeme :

= fly,z),

: (2)
&t = h(z,y,u).

De la réponse a celle-ci, peut se déduire la preuve de la stabilisabilité asymptotique globale

de systemes s’exprimant sous la forme dite feedback et notamment de ceux ayant la structure

récurrente particuliere suivante :

i1 = fi(z1,22) ,
o = z3 + folz1, 22) , 3)
Tn = u+ fo(zr,...... X))

et tels que le systeme & = fi(z,u) soit globalement asymptotiquement stabilisable par un

feedback suffisamment régulier.
Dans ce travail, des systémes de structure différentes sont considérés. Voici, simplifié, le
probleme que nous nous posons. Quand le stabilité asymptotique globale du systeme :

g = flyu) (4)

implique-t-elle la stabilisabilité asymptotique globale de :

T = h(y,u),

5

En d’autres termes, au lieu d’utiliser une partie de I'état comme commande ainsi que cela
est fait pour (2), et donc commander a travers un différentiateur, nous cherchons cette fois a

1



2 Introduction

déterminer une loi de commande qui fasse d’un systéme globalement asymptotiquement stable
augmenté d’une dynamique qui integre une fonction des composantes de ’état initial et de
Pentrée un systéme globalement asymptotiquement stable. Nous établirons que le systeme (5) est
globalement asymptotiquement stabilisable si tel est déja le cas pour le sous-systeme y = f(y, u)
et pour la linéarisation a l’origine de (5).

La connaissance d’une solution au probleme de stabilisation pour le systéme (5), probleme dit
d’“ajout d’une intégration”, permet d’aborder des systemes possédant une structure récurrente,
dite feedforward. Ce qui caractérise ceux-ci est que chacune des composantes de leur état
intervient sur celles qui les suivent dans la chaine d’intégration partant de la commande. Voici
comment ceux-ci s’expriment.

i‘n = fn(xl,...,xn_l,u) s

| (6)
T2 = fQ(TI,'l,’U,) )

1 = fi(z,u) .

Remarquons que, contrairement aux systemes de la forme (3), ceux de la forme (6) sont
génériquement non linéarisables. En particulier, tel est le cas lorsque, la propriété de command-
abilité de la linéarisation du systeme a l’origine étant supposée, la fonction %% — %’;2 %2’;1
n’est pas identiquement égale a zéro sur un voisinage ouvert de l’origine (voir [27, Theorem 2.6]).

Notons qu’il n’existe pour l'instant pas de conditions nécessaires et suffisantes connues
garantissant qu’un systéme non linéaire puisse s’exprimer sous forme feedforward apres change-
ment de variables et bouclage dynamique. Toutefois, certaines conditions suffisantes de nature
géométriques ont été exposées par Teel dans [75, Example 4.5].

Précisons encore que les systemes dont la dynamique peut se mettre sous forme feedforward
ne sont pas des singularités de la nature. Considérons par exemple le célebre systéme pendule-

chariot décrit dans tous les ouvrages de base en Automatique. Sa dynamique est décrite par :

(M +m)i +milcos(0)f = mlf®sin(d) + F ,

i cos(6) + 16 @)

gsin(0) ,

ou :

— (M, z) sont la masse et la position du chariot qui se déplace horizontalement,

— (m,1,0) sont la masse, la longueur et la déviation angulaire par rapport a la position la plus
haute atteinte par le pendule qui pivote autour d’un point fixe sur le chariot,

— et enfin I est la force horizontale agissant sur le chariot.

Au moyen du changement de commande, de coordonnées et de temps suivants :

I F + ml6?sin() — mgsin(6) cos(0)

= = 8
4o g M + m sin(6)? (®)
x x -
o ;%0 s ; Wo P (9)
=t % , (10)

et en notant - la dérivation par rapport au nouveau temps 7, nous obtenons une dynamique



2. Remarque concernant la stabilisation asymptotique globale. 3

équivalente, mais normalisée, s’exprimant ainsi :

Tg = o

%0 = (11)
00 = W

wp = sin(fy) — wup cos(fp)

Ce systeme est sous la forme feedforward (6) avec :
xr1 = (Ho,wo) s T2 = S0 s r3 = X0 . (12)

Il nous servira dans diverses occasions a illustrer de quelle facon nos résultats s’appliquent.

2 Remarque concernant la stabilisation asymptotique globale.

2.1 Son intérét.

Les phénomenes physiques qui concernent la théorie de la commande sont typiquement de nature
locale : aussi peut-il sembler curieux de chercher a obtenir un résultat de stabilité asymptotique
globale. Une des raisons qui motivent la poursuite de cet objectif vient de 'intérét qu’il peut
y avoir a pouvoir garantir que le bassin d’attraction d’un point d’équilibre asymptotiquement
stable d’'un systeme contienne un ouvert de R™ difféomorphe a R™. En effet, en effectuant le
changement de variable qui transforme ’ouvert en question en R", on se trouve amené a traiter
un probleme de stabilisation sur un ensemble non borné. Lors de I’étude du systeme pendule-
chariot mené au paragraphe 2.5.4, nous nous trouverons confrontés a ce cas de figure : nous
souhaitons que le bassin d’attraction du point d’équilibre soit (=7, 5) x R3. L’ensemble (-%,%)
est un ouvert borné. Nous transformons celui-ci en R au moyen du changement de variables
t = tan(f) et résolvons notre probléme avec cette nouvelle variable. L’espace des phases est
alors R%.

2.2 Diverses approches.

Le fait qu’un systeme soit globalement asymptotiquement stable n’implique pas qu’il ait une
propriété de robustesse. Lorsqu’un tel systeme est soumis a des perturbations, il se peut méme
qu’il admette alors des solutions non bornées. Il est donc légitime de se demander pour un
systeme :

X = oX) + 6 (13)

globalement asymptotiquement stable lorsque § = 0, s'il existe une fonction ¢ dans L*[0, +00),
1 < k, pour laquelle des solutions non bornées apparaissent.

Pomet et Praly ont montré, dans [54], qu’une réponse affirmative a cette question est possible
lorsque chaque solution obtenue pour § = 0 n’est pas localement exponentiellement instable en
temps rétrograde, uniformément en la condition initiale.

De ceci, nous concluons que, pour un systeme commandé :

X = o(X,u), (14)

il peut étre important de trouver une loi de commande qui non seulement donne & l'origine la
propriété de stabilité asymptotique globale mais encore garantisse celle d’instabilité exponen-
tielle locale en temps rétrograde pour toutes les solutions. Une facon de satisfaire, au moins
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partiellement, & ces deux exigences, est d’appliquer la technique standard utilisée lors de la mise

en ceuvre de la commande optimale, remise au gotit du jour dans le domaine de la stabilisation

par exemple dans [17] et consistant, dans un premier temps, a définir une commande boucle
ouverte u,(Xo,t) telle que la solution associée X,(Xp,t), issue de la condition initiale donnée

X(0) = Xp, rejoigne 'origine, puis dans un deuxiéme temps a définir une commande boucle

fermée u(X — X, (Xo, t), Xo, t) stabilisant au moins localement exponentiellement (en temps di-

rect) la solution X, (¢). Faisons deux remarques :

1. Sila commande u(X — X,.(Xo, t), Xo, t) stabilise globalement asymptotiquement uniformément
X, (Xo, t) alors elle fait également de l'origine une solution globalement asymptotiquement
stable.

2. Une facon de définir u, (X, t) est de construire une loi de commande u(X) stabilisant glob-
alement asymptotiquement 'origine et de prendre w, solution de :

X = o(X u(x)) X =X , ur(Xo,t) = u(X) . (15)

Cette technique est celle pratiquée usuellement, mais implicitement, pour les systemes linéai-
res :
X = AX + Bu. (16)

Soit en effet, F' une matrice telle que A — BF' soit strictement Hurwitz. Alors les fonctions
u, et X, sont données par :

X, (Xo,t) = exp((A— BF)t)Xo , ur(Xo,t) = —F exp((A— BF)t) Xy (17)
et u l'est par :

uw(X =X, (X0, 1), X0,t) = ur(Xo,t) — F (X = X,(Xo, 1)) (18)
= —Fx! (19)

Ceci justifie en partie 'intérét que nous porterons a la stabilisation asymptotique globale d’une
trajectoire.

3 Ce qui a fortement influencé notre travail.

Le point de départ des idées que nous avons employées pour traiter les problemes de la sta-
bilisation que nous avons présentés trouve son origine dans la thése de Andrew Teel : dans ce
travail sont énoncés les premiers résultats significatifs concernant le probleme de stabilisation de
systemes feedforward de la forme (6), (voir annexe A). La contribution de ce travail a été telle
que la recherche sur le probleme de la stabilisation de systemes linéaires par des commandes
saturées lui doit un nouvel élan. En effet, elle a permis a Sussmann, Sontag et Yang de proposer,
dans [70], une méthode de calcul explicite de loi de commande en boucle fermée saturée pour les
systemes linéaires et a Teel, dans [76], et & Lin et Saberi, dans [61], de prouver la stabilisabilité
asymptotique de certains systemes partiellement linéaires (voir Corollaire 2.37).

Le point important mis en évidence par Andrew Teel est qu’en fait la connaissance du
systeme linéarisé a 'origine est déja suffisante pour permettre proposer une famille de lois de
commande contenant un élément satisfaisant pour le systeme traité. Ce résultat repose sur les
deux remarques:

1. Les termes d’ordre élevé (voir nos définitions de base) ne jouent un réle que dans le choix de

I’élément a effectuer dans la famille a priori proposée mais pas sur la famille elle-méme.
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2. Les coordonnées qui integrent — x9 a x, dans (6) — doivent étre choisies de sorte que seuls
des termes d’ordre élevé apparaissent dans leur dérivée. Pour satisfaire cette contrainte, des
changements linéaires de variables ont été mis en place.

Pour obtenir son résultat Andrew Teel a utilisé des concepts d’interconnexion de systemes que

nous illustrons sur un exemple simple en Annexe A. Ces concepts ont été formalisés dans [77],

article o A. Teel a notamment introduit la notion de “entrée asymptotiquement petite, état

asymptotiquement petit”.

L’objectif initial de nos travaux a été de trouver une contre partie a 'approche par inter-
connexion de systeémes en termes de fonctions de Lyapunov. Il a pu étre atteint apres qu’ait été
effectuée la remarque suivante :

Supposons que, dans (5), nous ayons

h(y,0) = 0 Yy, (20)

et que les fonctions en jeux soient régulieres, ou plus précisément, que (5) puisse s’écrire :

@ = ha(y,u)u,

(21)
fo(y) + fa(y,u)u .

<.
Il

Alors, si y = 0 est une solution globalement asymptotiquement stable de § = fy(y), le théoréeme
de Lyapunov inverse [83, Theorem V.19.8] garantit I’existence d’une fonction de Lyapunov V (y)
telle que :

u=0 = xTx—;V(y) < —cV(y) . (22)

Il s’en suit que nous nous trouvons situés dans le cadre de la théorie qui a été développée a
partir d’'un résultat de Jurdjevic et Quinn dans [29]. Des améliorations importantes apportées
a celui-ci se trouvent notamment dans [19], [59], [39], [53], [2, Remark 10.9].

En poursuivant dans ce contexte Jurdjevic-Quinn, nous avons pu relacher I’hypothese (20).
La combinaison de changements de variables, généralisant ceux proposés par Teel, et de cette
méthode de Lyapunov nous ont alors permis d’obtenir nos divers résultats étendant quelque peu
ceux présentés dans [72, 75] et de proposer de nouvelles classes de lois de commande contenant
également des fonctions saturées.

Au cours de ce travail, nous avons appris que Mrjdan Jankovic, Rodolphe Sepulchre et
Petar Kokotovic, avaient proposé un autre type de fonction de Lyapunov que celui que nous
utilisions. Plus précisément, a la place de notre changement de variables, qui a pour effet
indirect d’introduire un terme croisé de structure particuliére dans la fonction de Lyapunov, ces
trois auteurs ont proposé une construction directe, et donc a priori moins restrictive, de ce terme
croisé. Nous détaillerons cette procédure au Chapitre 3 en la remettant dans notre contexte.
Nous verrons en outre que nos travaux antérieurs permettent d’élargir le domaine d’application
de cette nouvelle procédure en fournissant une méthode de syntheése de lois de commande a
partir d’un systéme approximant le systéme donné et facilitant ainsi les calculs. L’intérét de
celle-ci aurait pu étre rehaussé si nous avions pu déterminer des conditions simples impliquant les
hypotheses que nous introduisons. Nous avons malheureusement manqué du temps qui aurait été
nécessaire pour parvenir a cela ainsi que pour traiter des exemples au moyen de cette méthode.
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4 Plan du mémoire.

4.1 Premiere partie.

Le Chapitre 1 est une phase préparatoire des chapitres suivants. Nous y présentons une version
non linéaire en la commande du résultat de Jurdjevic et Quinn pour des systéemes qui, a com-
mande nulle, sont composés d’un sous-systeme globalement asymptotiquement stable et d’'un
sous-systeme globalement stable qui n’ont ni I'un ni 'autre de terme de couplage. La famille de
lois de commande globalement asymptotiquement stabilisantes que nous proposons contient des
fonctions qui peuvent étre arbitrairement bornées.

Dans le Chapitre 2, nous introduisons dans le systéme étudié précédemment des termes de
couplages non linéaires dont les propriétés sont telles que l'origine du nouveau systeme est,
comme celui de ’ancien, une solution globalement stable lorsqu’est appliquée la commande
nulle. Plus précisément, nous donnons des conditions pour que 'origine du systéeme suivant soit
globalement asymptotiquement stabilisable :

&1 = ho(x1) + hi(x1, 22, y)y + ho(x1, x2, y, u)u
&y = ep(xa) + e1(x1,z2,y)y+ ea(x1, T2, y, u)u (23)
g = foly)+ fi(zr, 22, y)y + fo(x1, 22, ¥, u)u

Parmi ces conditions il y a en particulier une restriction portant sur le comportement de
hi(x1,x9,y) et er(x1, e, y) lorsque y est proche de l'origine et (|x1|, |z2|) est proche de 'infini.
Cette restriction en y est une généralisation de la notion d’ordre élevé introduite par Teel. Elle
est donc, comme nous 'avons déja mentionné, dépendante des coordonnées dans lesquelles la
dynamique du systéme est exprimée. Ceci explique pourquoi, dans un deuxieme temps, nous
nous intéressons a divers changements de variables. L’application couplée de notre synthese de
Lyapunov et de changements de variables nous permet de clore ce chapitre par 1’énoncé d’une
solution au probléme de la stabilisabilité asymptotique globale de systemes ayant des formes
généralisant (5) et (6) et par I’écriture de loi de commande pour le systéme pendule-chariot (11)
et pour un modele simplifié d’un avion a décollage vertical (PVTOL).

Le Chapitre 3 présente et prolonge la synthese de Lyapunov proposée par Jankovic, Sepulchre
et Kokotovic dans [28]. Dans un premier temps, nous décrivons cette méthode en la situant dans
le contexte du Chapitre 2. Dans un deuxieme temps, nous fixons des limites au sein desquelles
il suffit d’effectuer une synthese a partir d’un systéme approximant pour pouvoir conclure.

4.2 Seconde partie.

Dans cette partie, dont I'introduction constitue le Chapitre 4, la méthode employée jusqu’ici est
adaptée au probleme de suivi de trajectoires de référence de sortie. Celle-ci est constituée de
deux parties :
e Génération d’'une trajectoire exacte bornée lorsque qu'une trajectoire de référence de sortie
bornée est donnée; probleme considéré au Chapitre 5.
e Stabilisation asymptotique globale d’une trajectoire de référence bornée pour une sous classe
de systeémes de la forme (23); probléme considéré au Chapitre 6.

Une application au systeme pendule-chariot des résultat obtenus est présenté au Chapitre 7.
L’objectif est de donner un mouvement oscillatoire a ’angle du pendule.
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5 Avertissement.

Dans ce mémoire, nous avons cherché a illustrer nos résultats en considérant le plus souvent
possible des systemes tirés d’applications pratiques. Ceux-ci restent cependant des exemples
d’école étudiés dans le contexte idéal seulement : les modeles sont supposés étre parfaits et
les mesures effectuées étre non perturbées. De plus, pour la plupart, d’autres solutions ont
été proposées. Nous n’avons pas cherché a faire de comparaisons dont les conclusions, dans ce
contexte trop idéal, pourraient étre douteuses.

D’une fagon plus générale, précisons encore que ce travail n’est pas axé sur les délicates
questions de performance : celles-ci conduiraient a de trop amples développements pour qu’elles
soient traitées ici. Elles pourront faire 'objet de nouvelles études au cours desquelles la
réalisation de simulations trouvera tout son intérét.



Introduction




Notations et définitions de base.

Nous utiliserons souvent le symbole ¢ pour désigner un nombre réel strictement positif de
fagon générique. On aura alors :
c+cxc =c

Par < h(z,y), y >, nous désignons une matrice dont 'entrée (¢, j) de (< h(z,y), y >);j est :

<z, y), Y > = (@, ) ki) U -
k

Nous dirons qu'une fonction f(x) sur R! est d’ordre p, pour un nombre réel p, si :

limsup{m} < 400 .
|z|—0 ‘x‘p
Nous notons :

lz| = VaTa , |zlg = V2T Qx,

ou () est une matrice symétrique définie positive.
Pour une matrice ®, nous notons par Ap; une de ces valeurs propres.

Par ‘7(25) nous désignons la fonction définie par :

Vo (X) = i VXL () V)

24
t—04 t ( )

lorsque cette définition a un sens. L’indice (25) renvoie au numéro de I’équation différentielle :
X = p(X). (25)

Si ¢ est continue et V' est Lipschitz continue alors nous avons (voir [83, p.3]) :

V(®(t, X)) — V(X)

tl_i}& ; = Vizs)(X) (26)
ou ®(t, X) est une solution de :
0P

Pour un champ de vecteurs X, nous définissons récursivement 1’opérateur L’)“( agissant sur la
fonction a valeur réelle h :
oh

LS%h = h , Lxh = gx , LEF'h = LxLkh.

9



Notations et définitions

Pour un champ de matrices Y = (Y1,...,Y,) et un champ de vecteurs X, nous définissons
leur crochet de Lie par :
(X,Y] = ([X,y1],...,[X,Y,)]) .

Cela nous permet de définir récursivement le champ de matrices ad% V" :
adkY =V | adily = [X,adkY].
Pour une fonction de classe C! & valeurs réelle k, nous notons par k' sa dérivée premiere.

Une fonction « : [0,4+00) — [0, +00) est dite de classe K si celle-ci est zéro en zéro et
strictement croissante. Si, de plus, elle diverge vers 400, elle est alors dite de classe K*°.

Une fonction saturation o : R — R est une fonction continue, bornée, différentiable en 0 et
telle que :

o(s)s >0,¥s#0 , o0 >0 , olg, € L'(Ry) olg & L'R) .
Elle est dite saturation linéaire s’il existe un nombre réel strictement positif L tel que :
o(s) = s, Vs <L.
Cas multivariable
o R — RF
($1y..y86) +— (o1(s1),...,02(sK))

o est une saturation (resp. linéaire) si chaque o; est une saturation (resp. linéaire).

Nous utiliserons la terminologie suivante, introduite par Laurent Praly, et que nous re-
streignons en raison de I'usage que nous voulons en faire :
Nous dirons qu’une fonction U est une fonction de Lyapunov assignable pour le systéme
commandé

X = (P(Xv u)

si:
e U est une fonction Lipschitz continue, propre, définie positive.

e Il existe un feedback d’état u(X) tel que

Viosry(X) <0, VX.

lorsque le systéme (5) est bouclé avec u(X). Si la négativité est stricte pour tout X # 0,
nous dirons qu’elle est strictement assignable.



Partie 1

Stabilisation d’un point d’équilibre

11






Chapitre 1

La technique de Jurdjevic et Quinn.

Lorsque dans le systeme (23), donné dans notre introduction, les termes de couplages hy, e et
f1 sont absents, ce systeme est de la forme :

X = oX) + y(X)u + n(x,u)u n(x,0)=0. (1.1)

Pour un tel systéme, Jurdjevic et Quinn ont proposé dans [29] une technique de synthese de loi
de commande stabilisante relevant de la méthode d’assignation de fonction de Lyapunov. Les
hypotheses requises sont :

1. L’existence d’une fonction U propre définie positive et de classe C! telle que la fonction
LU soit continue et :
L,U(X) < 0. (1.2)

2. La solution X = 0 est la seule de :

X = pX) , L,UX) =0 , LUX) = 0. (1.3)

Cette technique va étre la technique de base a laquelle nous allons nous référer pour traiter
le systéme (23) de l'introduction. Elle n’est pas directement applicable du fait des termes de
couplages. Aussi notre premiére tache va-t-elle étre d’en relacher le plus possible les hypotheses.
Ceci est la raison d’étre de ce chapitre.

1.1 Synthese de Lyapunov.

1.1.1 Résultat.

Commencons notre analyse en établissant a nouveau, dans un cadre légerement plus général,
(voir également [9, Corollary 1.6]), un résultat de Bacciotti se trouvant dans [2, Remark 10.9]
(voir [35] pour une interprétation en termes de commande optimale). Considérons ainsi le
systeme suivant :

&1 = ho(z1) + he(z1, 22, y, u)u
ty = eo(x2) + ea(w1, w2, Y, w)u (1.4)
y o= Jfo(y) + fo(@1, w2y, u)u
ou y appartient a R™, x1 a R™ x5 a R™2 u a R%.

Nous introduisons les hypotheses suivantes :

13
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Hypothese A0 : Les fonctions hg, he, €y, €2, fo et fo sont continues et hg, eqg et fo sont zéro
a lorigine.

Hypotheése A1 : Il existe trois fonctions de classe C définies positives et propres Q,S et V
telles que :

9Q

e @ho(e) = —R(x) <0 VY, (1-5)
o (aeo(sn) = —Tlas) <0 Va0, (16)
a8_‘31/(21)fo(y) = —W(y) <0 Vy#0. (1.7)

Hypotheése A2 : La seule solution de :

i‘l = ho(w‘l) y g—g(w‘l)hg(w‘l,o,o,()) =0 s g—g(xl)ho(xl) =0. (1.8)

est la solution x1 = 0.

Théoréme 1.1 Si les hypothéses A0, A1 et A2 sont vérifiées, alors pour tout w appartenant a
(0, +00], il existe une loi de commande bornée parw qui fait de l’origine une solution globalement
asymptotiquement stable du systéme (1.4).

1.1.2 Discussion autour des hypotheses du Théoréeme 1.1.

Quoique l'introduction de la variable zo dans les notations n’apporte rien au Théoreme 1.1,
puisque z9 et y pourraient étre regroupées dans une seule variable sans que le résultat en soit
changé, nous avons choisi de présenter nos résultats comme nous 'avons fait dans 'intention
d’avoir des notations similaires a celles dont nous aurons besoin par la suite.

1.1.2.1 Hypothese Al.

L’hypothese Al exprime le fait que, lorsque u est identiquement égal a zéro, le systeme (1.4)
est bloc diagonalisé en trois sous systemes dont l'origine du premier est globalement stable et
les origines des seconds sont globalement asymptotiquement stables. Dans une certaine mesure,
c’est en exploitant les propriétés de cette structure spécifique que le Théoreme 1.1 se distingue
des résultats, par exemple, de [29], [19], [2], [9].

1.1.2.2 Hypothese A2.

Vérifier si 'hypothese A2 est satisfaite n’est pas simple. Il existe cependant de multiples condi-
tions connues qui impliquent cette condition (voir [39, 41]). Ainsi par exemple, nous avons :

Lemme 1.2 ([41]) Si les fonctions sont suffisamment réguliéres, si l'inégalité (1.5) est satis-
faite et s’il existe un entier r tel que, en notant

ha(z1) = ha(z1,0,0,0) (1.9)

on ait :
E, = {x1: Lj Ly 4 Q(x1) = 0,Vk <r,i<n-1} = {0}. (1.10)
ho

alors Uhypothése A2 est satisfaite.
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Le Lemme 1.2 suggere que I’hypothese A2 est reliée a une condition de détectabilité. Si cette
hypothese est violée, la stabilisation asymptotique peut étre impossible. C’est ce qu’illustre
I'exemple suivant :

Example 1.3 : Considérons le systeme :

1 = —H-ut (§+E)u
§1 ) (& +¢3) (1.11)
o = &G—u+(G+8)u.
En posant
T 0 —1
no= (&) . M={(, ), (1.12)
et en prenant u = 0, on obtient :
f;\
lz1|? = 22] Mzy =0 . (1.13)

Puisqu’en outre il n’y a pas de sous systéme en gy, 'hypothese A1l est satisfaite. D’un autre coté,
puisque le systeme :

T, = Maxq
Sl (84 8) (1.14)
—1+ (& +&3)
admet comme solution :
& = cos(t) , & = sin(t) . (1.15)

I’hypotheése A2 n’est pas vérifiée. Quelque soit le feedback employé, (cos(t),sin(t)) est une
solution du systeme en boucle fermée. Puisque cette trajectoire ne converge pas vers zéro,
Porigine du systéme (1.11) ne peut pas étre globalement asymptotiquement stabilisée. <&

Cet exemple met en évidence le fait qu’il se peut que la commande ne puisse faire sortir
une solution d’une surface de niveau Q(x1) = ¢ particuliere. Le résultat suivant exploite cette
remarque pour donner une autre condition suffisante impliquant ’hypothese A2.

Lemme 1.4 Soit Q une fonction de classe C' et soient h et H des fonctions continues. S’il
existe une fonction continue A telle que le systéme :

& = h(z) + A(z) H(z) (1.16)

n’a pas de solution appartenant o une surface de niveau de QQ autre que x = 0, alors x = 0 est
la seule solution de :

0Q

& = h(z) , H(z) =10 |, o

(x)h(z) = 0. (1.17)

z(t) = h(z(t)) = h(z(t)) + A(x(t)) H(x(t)) . (1.18)
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Donc z(t) est solution de (1.16). D’un autre coté :

e = Lww)m® = 22am)new) = 0. (119

Par conséquent, z(t) appartient a une surface de niveau de Q). Donc x(¢) est identiquement
égale a zéro. O

Ce résultat permet de garantir que I'hypothese A2 est satisfaite s’il existe une fonction A(x;)
telle que les solutions de :

oo (z1) ha(21,0,0) (1.20)

T, = ho(w‘l) + A(xl)a—xl

autres que la solution nulle n’appartient a aucune surface de niveau de @ sauf I'origine.

Le fait de trouver des coordonnées (z1,z2,y) et une fonction @ telles que 'hypothese A2
soit satisfaite est donc le point clé de cette technique de Jurdjevic et Quinn. En annexe B, nous
proposons deux variantes de cette hypothese.

1.1.3 Preuve du Théoréme 1.1.

Nous avons :

V(y) + Qz1) + S(@2)1.q) = —W(y) — R(z1) — T(x2) + G(1,22,y,u)u (1.21)
avec :
ov 08 d
Q(ml,xg,y,u) - a_y(y) fg(fI,'l,{I,‘Q,y,U) + 8—1,2(‘7:2) 62(‘7:17‘7:272/711’) + a—‘g(‘wl) hQ(II)l,"I)Q,y,U,) :
(1.22)

Remarquons que, d’apres ’hypothese de régularité faite sur V, S, @ et I’hypothese A0, la
fonction G est continue.
Avec (1.21), nous voyons que nous avons stabilité globale si la commande u est telle que :

G(z1,z2,y,u)u < 0. (1.23)

Afin d’obtenir stabilité asymptotique globale pour (1.4), nous proposons deux manieéres
d’appréhender cette inégalité :

1. Solution statique :

Lemme 1.5 Soit G(x,u) une fonction au moins continue. Pour tout u appartenant a
(0, +00], il existe une fonction \(z) aussi réguliere que G(z,u) telle que, si :

u(z) = —\z)G(z,0)", (1.24)

alors, pour tout x on a :
lu(z)| < @, (1.25)
G(z,u(@) u(z) < -3 \(=)|G(z,0). (1.26)

De plus, si G est de classe C', X peut étre choisie telles que pour tout ¢; > 0, il existe cy > 0
tel que :
Az) > e Viz| <e . (1.27)
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Preuve : Voir 'annexe C. O

2. Solution dynamique :' Une des caractéristiques principales de la technique de Jurdjevic et
Quinn est qu’elle tire partie d'une propriété de passivité. Ainsi, d’apres (1.21), le systeme
d’entrée u, d’état (x1,xe,y) et de sortie G(x1,xa,y,u) est-il passif. Dans ce contexte, on
sait qu’au lieu de satisfaire l'inégalité (1.23) de facon statique, il suffit de la satisfaire de
fagon dynamique, i.e. il suffit que u soit la sortie d’un systéme strictement passif d’entrée
—G(x1,z2,y,u). Ceci se complique un peu du fait de la contrainte qu'il y a sur u. Mais en
s’inspirant des méthodes frontieres utilisées en optimisation (voir par exemple [15, chapter
3]), nous pouvons proposer la commande dynamique :

C_ (2.2 u
o= —z — (@ —12]*) (21,20, y,u) [2(0)] <. (1.28)

u = z

Ce systeme d’entrée —G(x1, x9,y,u), d’état z et de sortie u est strictement passif et tel que
Iensemble {z : |z| < @} est positivement invariant. Ainsi, nous obtenons :

V(y) + Q(z1) + S(x2) — In (@ — ‘2‘2)(1,4),(1.28) = —W(y) — Rz1) - T(22) - EQQ‘—Z‘\Z\Q '

(1.29)

Cette égalité établit la stabilité globale et 'invariance positive de ’ensemble ci-dessus. De
plus :

u=0 == G(z1,22,9,0)=0. (1.30)

Les deux solutions précédentes garantissent donc de l'existence d’une loi de commande u
continue de norme inférieure a u telle que :

u =0 = G(x1,22,9,0) = 0 (1.31)
et les dérivées (1.21) ou (1.29) sont nulles si et seulement si :
y =0 |, r9 = 0 u=0. (1.32)

En général, ces lois de commande donnent un systeme en boucle fermé dont le second membre
n’est que continu. Le probléme possible de non unicité des solutions qui en résulte fait que le
principe d’invariance de LaSalle classique ne s’applique pas. Cependant, grace a [58, Theorem
2], nous avons le résultat suivant :

Lemme 1.6 Soit un systeme
X = p(X) (1.33)

ou X appartient a R™ et ¢ est une fonction continue.
Soient U : R® — R, une fonction Lipschitz continue et W : R" — R, une fonction
continue et positive telles que :

Vasy(X) = —W(X) <0, vx. (1.34)

Alors, toutes les solutions de (1.33) qui sont bornées sur [0,+o0) tendent vers le plus grand
ensemble quasi-invariant® contenu dans {X € R™ : W(X) = 0}.

!nitialement proposée dans [28].
2Un ensemble £ est dit étre quasi-invariant par rapport a (1.33) si, pour tout X € &, il existe au moins une
solution maximale de (1.33), définie sur [0,4o00) qui est contenue dans &.
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Ce lemme s’applique directement au systéme (1.4) bouclé avec u. Dans ce cas, il s’agit de
déterminer le plus grand ensemble quasi-invariant contenu dans 1’ensemble :

{(z1,22,y) : y=0, 29=0, u=0} .
Les propriétés de u, écrites ci-dessus, font que cet ensemble quasi-invariant est contenu dans :
{(xlvx%y) taxy =0,y =0, R(xl) =0, Q(ml,0,0,0) - 0} :

Avec la définition (1.22) de G et I’hypothese A2, nous concluons que cet ensemble quasi-invariant
est réduit a 'origine. Donc la commande v est globalement asymptotiquement stabilisante.
Il est a noter que notre commande rend la dérivée

V(y) + Qx1) + S(w2) (1 4 ou V(y) + Q1) + S(z) —In (7 — ‘2‘2)(1.4),(1.28)
définie négative si, pour tout x1 # 0,

I@(m)ho(m)

ox1 Oxy

+ I@(m)m(m,o,o,m 2 0. (1.35)

Remarquons enfin que la technique d’ajout d’intégrateur peut se combiner avec la preuve Lya-
punov que nous venons d’effectuer et cela méme dans les cas ou la conclusion s’obtient en
appliquant le principe d’invariance de LaSalle, pourvu toutefois que les fonctions qui intervi-
ennent soient au moins de classe C'. 11 suffit en effet pour cela d’appliquer [10, Lemma 1] au
systeme considéré. O

1.1.4 Applications.

1.1.4.1 Un systéme composite partiellement linéaire.

Le Théoreme 1.1 permet de retrouver certains résultats déja été publiés. En particulier, nous
pouvons & nouveau démontrer [60, Theorem 1] :

Corollaire 1.7 Considérons le systéme partiellement linéaire suivant :

1 = Mz + Dy
v = fy)+ falz,y,y1)n (1.36)
no= u

ou f et fo sont de classe C'. Si :
1. La matrice M est stable,

2. L’origine du sous systeme en y, lorsque y1 considéré comme une entrée est identiquement
égal a 0, est globalement asymptotiquement stable,

3. La paire (M, D) est stabilisable,
alors il est possible de faire que ['origine soit une solution globalement asymptotiquement stable

du systéme (1.36).

Avant de débuter la preuve de ce corollaire, faisons la remarque suivante qui prolonge le
Lemme 1.4 dans un cas particulier :
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Fait 1.8 Si la paire (M, D) est stabilisable et s’il existe une matrice symétrique définie positive
Q telle que :

QM + M'Q <0, (1.37)

alors x1 = 0 est l'unique solution de :
i o= Mz QD =0 |, QMz, = 0. (1.38)
Preuve : Voir 'annexe D. O

Preuve du corollaire 1.7 : Le Fait 1.8 et la stabilité de M impliquent que I’hypothese
A2 est satisfaite par le sous systéme en (x1,y) de (1.36) avec y; considéré comme commande.
Puisque d’apres les hypotheses 1 et 2, 'hypothese A1l est également vérifiée, il s’en suit grace au
Théoreme 1.1 que, 'origine peut étre rendue solution globalement asymptotiquement stable de
ce sous systeme. En fait, une analyse poussée montre que si fy est une fonction de classe C1, il
existe une fonction yi (1, y) qui est de classe C* et qui stabilise globalement asymptotiquement
Porigine du sous systeme en (x1,y) de (1.36) avec y; comme entrée. Alors, en appliquant la
technique d’ajout d’une intégration, (voir [80, 5]), le résultat s’en suit. O

1.1.4.2 Stabilisation pour un systéme d’Euler-Lagrange.

Considérons un systeme d’Euler-Lagrange completement controlé avec pour “forces” généralisées
F, pour coordonnées généralisées ¢, pour matrice d’“inertie” uniformément définie positive I(q)
et pour potentiel, disons C?, U(q). La dynamique d’un tel systeme est donnée par les équations :

—_—

oL, . oL

— = —(q,q) + F" 1.39

aq(cz,q) aq(cz,q) + , (1.39)
ou L est le Lagrangien :

L(g,9) = 3¢ I(q)d — Ulq) (1.40)

Choisissons une fonction Uy de classe C? telle que le potentiel modifié :
Un = U + Uy (1.41)

soit radialement non borné et ait un unique point stationnaire ¢ = q4. Considérons la fonction :

Vila.d) = 507 1@ + Unla) (1.42)

Elle est définie positive, radialement non bornée et de classe C2. De plus, en prenant :

oU,

F = —=¢
dq

(@) + u, (1.43)
on obtient : '
Vi =u'q. (1.44)

Il s’en suit que 'hypothese A1l est vérifiée. En outre, on peut vérifier qu’avec un tel choix pour
Ug, hypothese A2 est vérifiée. En effet, en exploitant (1.39), nous obtenons :

ou,,
dq

q(t)=0 —

(q(t))=0. (1.45)



20 Chap. 1. La technique de Jurdjevic et Quinn.

Par conséquent, la commande :
u(g,q) = —4q - (1.46)
assigne V] et est globalement asymptotiquement stabilisante.

Cette loi de commande (1.46) fait intervenir ¢ qui peut n’étre pas mesurable. Pour supprimer
cette dépendance en ¢, nous allons utiliser la propriété de passivité remarquée dans la solution
dynamique de la preuve du Théoréme 1.1. Précisément ici, le systeme (1.39) d’entrée u, d’état
(¢q,q) et de sortie ¢ est passif. Pour obtenir notre résultat, il nous suffit donc d’exhiber un
systeme strictement passif d’entrée ¢ et sortie —u. Nous considérons donc le systéme :

&= -z+q. (1.47)

Ce systeme, avec ¢ pour d’entrée, x pour état et ¢ — x pour sortie, est strictement passif. En
effet, nous avons :

é\
sle—a® = —lz—q* + (¢—2)Tq . (1.48)
Ceci nous amene au choix :
u(g,z) = z—q. (1.49)
Vérifions que nous avons bien stabilité asymptotique globale. Pour cela, nous prenons :
. ) 1
Vig.¢:x) = Vilg.9) + 5z —a) " (z—q) . (1.50)
Nous obtenons :
V=-@-—9q(z—9q. (1.51)

Ceci démontre la stabilité globale. Pour montrer 'attractivité, nous appliquons le principe
d’invariance de LaSalle. Nous remarquons que :

u(g,z) =0 - 1=¢=0. (1.52)
Mais avec (1.39), (1.40) et (1.43), nous avons :

oUu,,

{u(q,z) =0, ¢=0} 8—q(q) =0. (1.53)

Le seul point stationnaire de U,,, étant le point désiré ¢4, nous pouvons conclure a la convergence
de toutes les solutions (q(t), ¢(t), z(t)) vers (gq, 0, 0). o

1.2 Changement de coordonnées.

La forme (1.4) et les hypotheéses Al et A2 dépendent des coordonnées. Nous reviendrons plus
longuement sur cet aspect dans la section 2.3. Pour le moment contentons nous d’une application.

1.2.1 Le systeme pendule chariot.

Reprenons les équations de la dynamique normalisée du systéme pendule-chariot écrites en (11) :

r = s

S = wu
(1.54)

= w

w = sin(f) — cos()u
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Pour simplifier les notations, nous avons supprimé ’indice 0 et repris la notation usuelle * bien
que le temps soit normalisé.

L’objectif que nous nous proposons est celui de la stabilisation du chariot a une position
donnée et du pendule le long de sa solution homocline. L’intérét pratique d’un tel objectif
est que, si il est réalisé, alors en temps fini, toutes les solutions atteindront un voisinage du
point d’équilibre désiré — avec le pendule en position verticale haute —. On obtient ainsi une
phase d’initialisation pour une loi de commande qui ne serait définie qu’au voisinage de ce point
d’équilibre.

L’orbite homocline du pendule est décrite par 1’équation :

E=1, (1.55)

ol F est la fonction énergie :
1
E = §w2 + cos(#) . (1.56)

Pour réaliser notre objectif, nous procédons en deux étapes. Dans la premiére, nous nous
intéressons au sous-systéme en (s,6,w). Dans la seconde, nous nous intéressons au systéme
complet. En effet, en remarquant que nous avons :

E = — cos(O)wu , (1.57)
nous voyons que la dynamique du sous-systeme en (s, 6, w) est partiellement décrite par

s = u,

E = — cos(f)wu , (1.58)

systeme de la forme (23) mais en un sens plus général. Dans cet esprit, le systéme complet est
partiellement décrit par :

r = s,
$ = u, (1.59)
E = — cos(f)wu .

Ces équations ne sont pas sous la forme (23) puisque s dans ’équation de & est un terme de
couplage. Nous verrons cependant que nous pouvons contourner cette difficulté en choisissant
une autre coordonnée que .

Le sous systéme en (s,0,w) : Considérons le systeme suivant :

$=uwu , 0=w , & =sin(d) — cos(O)u; . (1.60)
Soit : .
Vi(s,0,w) = ®(F—1)+ 3832 : (1.61)

ol ks est un réel strictement positif et ®; est une fonction de classe C?, définie positive et
radialement non bornée qui satisfait :
kg

max {®(s), |®](s)|} < NIk Vs> 2 (1.62)
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ou kg est un nombre qui appartient a (0, 1]. On obtient :
Vi = [— @ (E — 1)wcos(0) + kys| uy . (1.63)
Par conséquent, le Théoreme 1.1 s’applique et V; est assigné pour (1.60) par la loi de commande :

P} (E — 1)wcos(0) — kgs
1+ |s| + @Y (E — 1)wcos(0) sin(f)

ui(s,f0,w) = (1.64)

Le systéme entier : Pour traiter maintenant le systeme (1.54), nous cherchons une coor-
donnée, jouant le role de x mais telle que sa dérive soit nulle lorsque la commande est u; définie
ci-dessus. Cet objectif est réalisé en prenant :

s|s|

§€ = ke ts+ - — O(E—1)sin(0) . (1.65)

En effet, en définissant us comme uw = uq + uo, on obtient :
£ = [1+ [s| + ®{(E — 1)wcos(f) sin(6)] us . (1.66)

Les hypothese A1l et A2 sont vérifiées. Par conséquent, la fonction :

k
Va(z,s,0,w) = ®(E—1) + 5832 + Dy (&) (1.67)
ot @, est une fonction de classe C', définie positive et radialement non bornée, est assignée
par :
ug(x, s,0,w) = —o (PH(§) — ui(s, 0, w)) (1.68)

ou o est une fonction saturation. En poursuivant ’analyse, on peut se rendre compte que
I'objectif de stabilisation fixé au départ est réalisé pour toutes conditions initiales, sauf peut-
étre celles prises dans un ensemble de mesure nulle qui est la variété stable associée a la position
verticale basse du pendule. Remarquons que la loi de commande finale uq + uo est bornée et
peut étre rendue arbitrairement petite.



Chapitre 2

Ajout d’intégration : changement de
coordonnées.

2.1 Introduction.

L’objectif de ce chapitre est d’étendre la technique de Jurdjevic et Quinn a une classe plus large
de systeémes. Précisément, nous modifions (1.4) en introduisant des termes de couplage qui sont
identiquement égaux a zéro quand y est identiquement égal a zéro :

1 = ho(z1) + hi(z1, 22, y)y + ho(z1, 2, y, u)u
&y = eg(x2) + e1(z1, 2, y)y + ea(z1, T2, Y, u)u (2.1)
y = f()(y)+fl(xl,wg,y)y+fQ(xl,fL'Q,y,u)u

Et faisons la premiére hypothese suivante :

Hypothése B0 : Les fonctions hg, hiy, ha, eo, €1y, €2, fo, fiy et fa sont de classe C° et hy,
eg et fo sont zéro a l'origine.

Dans le contexte du Théoreme 1.1, ces termes de couplage hi, e; et f; sont génants. Pourtant
la stabilisabilité asymptotique globale peut n’étre possible qu’en raison de la présence de ces
termes. Ainsi, le systeme linéaire

XlzaY

. (2:2)
Y = =Y +u
est-il stabilisable si et seulement si a # 0, i.e. si et seulement si un terme de couplage est
présent. Comme nous ’avons remarqué a la section 1.2, on peut espérer que récrire (2.1) dans
des coordonnées appropriées permette de retrouver la forme (1.4). Ainsi, en posant :

1 = X1 +aY | y =Y, (2.3)
le systeme (2.2) devient :
T = au
' (2.4)
y = -y +tu

23
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de sorte que les hypotheses Al et A2 sont alors satisfaites lorsque a # 0. Malheureusement,
I’espoir de trouver explicitement ces coordonnées appropriées est vain en général. Se pose donc la
question de savoir s’il y a moyen de se contenter d’une approximation “calculable” du changement
de coordonnées idéal mais “incalculable”.

Dans ce qui suit, nous commencons par définir un contexte dans lequel la stabilisation
asymptotique globale peut étre établie qui est le moins restrictif concernant les termes hy, e; et
f1 que nous avons pu obtenir. Celui-ci fixe les objectifs que devront atteindre les changements
de coordonnées, étudiés dans un deuxieme temps, pour donner la “presque-annulation” de ces
termes.

2.2 Synthese de Lyapunov.

2.2.1 Résultat.

Dans (1.4), lorsque u est nul, le sous systéme en (z1, z2) est faiblement dissipatif. Dans (2.1),
ce sous systeme est perturbé par un terme dépendant de y. Ainsi d’une certain fagon, les
composantes x1 et xy integrent-elles des fonctions de y — d’ott ce nom d’ajout d’intégration —.
Or, grace a des propriétés de stabilité asymptotique du sous-systeme en y, on peut espérer que
ses solutions y(t) sont intégrables en un certain sens. C’est cette propriété d’intégrabilité que
nous allons chercher a exploiter pour montrer que la technique de Jurdjevic et Quinn introduite
pour (1.4) s’applique & (2.1). Pour cela, nous supposons que le systéme (2.1), privé des non
linéarités hiy, e1y et fry, vérifie les hypotheses Al et A2 que nous reprenons ici pour faciliter
la lecture.

Hypothese B1 : [ existe trois fonctions de classe C' définies positives et propres Q,S et V
telles que :

9Q

ga @ho(@1) = —R@m) <0 Var, (2:5)
o (aeo(sn) = —Tlas) <0 Va0, (26)
SR = ~W@ <0 vy, 27)

Hypothese B2 : La solution x1 = 0 est la seule solution de :

. 0Q oQ
= h — h 0,0,0) = 0 — h =0. 2.8
4al olz1) 071 (w1)h2(71,0,0,0) ) D (z1)ho(z1) (2.8)
Ces hypotheéses ne permettent pas d’appliquer la technique de Jurdjevic et Quinn directement.
En effet, lorsque u =0, on a :

Q1) + S(w2) + V(y) = —R(z1) — T(x2) — W(y) + g(z1)hi(21,72,9)y (2.9)

+ %(362)61(351736272/)2/ + %—Z(y)fl(ﬂﬁl,w%y)y-

Par conséquent, Q(z1) + S(x2) + V (y) ne permet pas d’obtenir (1.2). Pour parvenir a construire
une fonction U satisfaisant (1.2) que requiert la technique de Jurdjevic et Quinn, et donc
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garantir la stabilité du systéme (2.1) & commande nulle, introduire des contraintes sur hq, e1, fi
est nécessaire. Tel est le role de la condition (2.10) de 'hypotheése B3.1 qui suit. Par ailleurs,
la technique de Jurdjevic et Quinn requiert d’une part que la fonction a assigner soit Lipschitz
continue et d’autre part que sa dérivée le long du systeme a stabiliser bouclé avec une certaine loi
de commande soit continue et cela afin que le principe d’invariance de LaSalle puisse s’appliquer.
Ceci justifie la présence de la condition (2.12) de I’hypothese B3.1 et de I'hypothese B3.2 qui
suivent.

Hypothese B3:
B3.1 : [l existe une fonction p positive, définie et continue sur [0,+00) et une fonction k
positive, définie et continue sur (0,+00), telles que :

g—g($1)h1($1,1‘27y)y‘ + ‘g—i(xz)el(xl,xg,y)y‘ < (2.10)

(V)W () (1+ p(Qan) + S(22))) [VEV )W () (1 + p(Q(a1) + S(22)) + v/T(w)|
et de plus, Kk et p sont telles que :

ﬁ ¢ L?([0,400)) , (2.11)

Ver >0, Jea: {yeRN\{0}, [y <} = k(V(y)) (y)' <. (212)

Enfin, V., W et f1 vérifient :

ov

8—y(y) filzr,z2,9)y <~ W(y) . (2.13)

B3.2 :La fonction x(V(y)) %—Z(y)fg(xl, x9,y,u) est continue sur R™ x R™ x R™2 x RY.

Théoréme 2.1 Si les hypothéses B0, B1, B2 et B3 sont vérifiées, alors pour tout uw appar-
tenant a (0, 4o00|, lorigine du systéme (2.1) est globalement asymptotiquement stabilisable par
un feedback d’état borné par w et zéro a l’origine.

2.2.2 Discussion autour des hypothéses du Théoreme 2.1.

Les hypotheses Bl et B2 sont identiques aux hypotheses Al et A2 du Théoreme 1.1. Les
nouvelles hypotheses introduites sont B3.1 et B3.2.

L’hypothése B3.1. L’hypothése B3.1 concerne les termes de couplage hi,eq, f1 et a pour but
de limiter 'importance de ceux-ci suffisamment pour que la technique de Jurdjevic et Quinn
puisse étre étendue au systeme (2.1) :
e La condition (2.13) implique que, quelques puissent étre les fonctions (mesurables) x1 (), z2(t),
le terme f; n’0Ote pas la propriété de stabilité asymptotique a l'origine du sous systéme en y.
e Les autres conditions de B3.1 apportent des restrictions sur les comportements de h; et de
e1. Plus précisément,
— La condition de régularité (2.12) est une contrainte qui porte sur un voisinage de y = 0.
— A l'inverse, la condition de non intégrabilité (2.11) est une contrainte  U'infini en (z1, zs).
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Voici un cas simple dans lequel ces conditions sont satisfaites. Il est constitué, en plus
des hypotheses Bl et B2, de I’ensemble des trois hypotheses suivantes, introduites dans [28] et
supposant :

fl(xl,xg,y) = 0, (2.14)

1. La solution y = 0 de ¢ = fy(y) est localement exponentiellement stable.
2. Les fonctions ) et S vérifient :

o]
S ) s
imsup —————— < 400 imsup ——————— < +4o00. .
|21 |—+o00 Q($1) |z2|—+o00 5(1‘2)
3. 11 existe une fonction continue 7 telle que, pour tout (z1, z2,y),
(hi(z,z2,y)] < (L+[aal) v(yl)  le(zr, z2,9)] < (L faaf) y(lyl) - (2.16)
En effet, grace point 3 puis 2, 'inégalité (2.10) s’écrit :
0 oS
S @) o)y + |G eaor,zn ) (2.17)
0Q oS
< ||== 1 — 1 2.18
< ||52 | @l + [ | @t |l i) (219
< a1+ Q1) + S(@2)] lylv(Jyl) (2.19)

ol ¢; est un nombre réel positif. Il nous suffit donc de choisir les fonctions p et x vérifiant :

ps) = Vi+s—1 ,  calyly(y) < &(V(y)W(y), (2.20)

les fonctions V' et W étant celles données par I'hypothese B1. Ainsi (2.11) est satisfaite. De
plus, avec le point 1, les fonctions V et W peuvent étre prises telles que :

atlyl®* < V(y) < aalyl*, aslyl® < W(y) < aulyl’, Vy:lyl < a5 (2.21)

ou les a; sont des nombres réels strictement positifs (voir le Lemme 6.2 et I’Annexe G). Comme
V est de classe C!, on a de plus :

%—Z(y)‘ < agly] (2.22)

ol g est un nombre réel strictement positif. Donc, pour satisfaire (2.12), il suffit de prendre,
pour s < 1,
€3
Kk(s) = —, 2.23
() = % (2.23)
ou c3 est un nombre réel positif. Grace au Lemme E.1, la définition de k peut étre prolongée

sur |1, +oo[ de telle sorte que (2.20) soit satisfaite. Enfin, avec (2.14), (2.13) est trivialement
vérifiée. Nous avons donc montré que 'hypothese B3.1 est satisfaite.

1 s . 2
non nécessairement nulle en zéro.
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L’hypothése B3.2 L’hypotheése B3.2 impose une condition de régularité supplémentaire en
y = 0. Par exemple, dans le contexte des trois points du paragraphe précédent, le point 1 fait
que la fonction V peut étre prise C? au voisinage de 0 et telle que :

2
y &y (W) =y 52(0) ., .2
1m su < o0 . .
y—0 P W(y)

Avec (2.12), on en déduit que B3.2 implique la continuité de la fonction

\y\m(V(y))%%QT‘;(O)fg(xl, x2,y,u). Or, §'il existe un point (z1,u) tel que :

fg(xl, 0, 0, u) 7& 0 s (2.25)

. T 92 . . , . .
la fonction ?ﬂ%(o)h(m, x2,y,u) est discontinue en y = 0. Il est donc nécessaire d’avoir :

T [y 5(V(y)) = 0. (2.26)
Mais alors, avec (2.20) et (2.21), on obtient la contrainte suivante :
7(0) = 0. (2.27)

En résumé, dans le contexte des trois hypotheses du paragraphe précédent, si (2.25) est vérifiée
en un point, I’hypothése B3.2 implique, en particulier, que la fonction hy(z1,z2,y)y a un zéro
d’ordre strictement supérieur a 1 en y = 0. (Voir les définitions de base). Remarquons que
la condition (2.25) est une condition nécessaire de stabilisabilité asymptotique dans le cas ou
he =0, f2 ne dépendent pas de u et o 1 = 0 est une solution de &1 = ho(x1) stable mais non
asymptotiquement stable. En effet, si le systéme est asymptotiquement stabilisable, d’apres le
Théoreme d’Artstein [1], il existe une fonction aussi réguliere que 'on veut U, définie positive
et propre telle que :

%(%wz,y) =0 , (z1,22,y) # 0 (2.28)

— W aa,y) (ho(ar) + b (@1, 00, 9)y)+ 2 (21, 22,y) (eo(w2) + er(x1, 22, y)y) < 0.

En particulier, pour y = 0, 2 = 0, on obtient :

£ _
oy (71,0,0)fo(21,0,0) =0 — U 00 < 0. (229)
€1 7& 0 Oxy
Mais si fa(z1,0,0) = 0 pour tout z1, alors on aurait
ov
%(xl,(),())ho(xl) <0 , Va 7& 0. (2.30)
1

Ceci est en contradiction avec I'hypothese faite que 1 = 0 n’est pas solution asymptotiquement
stable de &1 = ho(x1).

Pour permettre au lecteur de se faire une idée plus précise de ce que sont B3.1, B3.2 et du
lien qui les lies, nous proposons ’exemple suivant :
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Example 2.2 : Soit le systeme de dimension trois suivant? :

1 = y" +zyPr + xglyml + ho (21, T2, Y, u)u
Gy = —aP +y" + a2y 4 gy (2.31)
y = —y'+yihityu

ol la fonction hy est C1, les exposants ai, as, by, ba, ¢, ¢ et r sont non négatifs et les exposants
1, P2, M1, Mo, Ny et ny sont supérieurs ou égaux a 1. Pour simplifier, prenons co = 1 et by > 1.
L’hypothese B1 est satisfaite si nous prenons :

1 1
Vi) = P, Q) = S@) = SlaP . (232)
On obtient en effet :
W(y) = [y, R(z1) = 0, T(x) = |oa*. (2.33)
L’hypothese B2 se réduit a la condition :
h2($1,0,0,0) 7& 0 s le 7& 0. (2.34)
L’inégalité (2.13) est satisfaite si :
1
|1l < 1 (2.35)

Enfin, nous montrons en Annexe I, qu’avec le choix fait ci-dessus pour les fonctions V', @Q et S,
une condition nécessaire et suffisante pour que B3 soit vérifiée est que ce qui suit le soit :

max{al,bg,ag} S 1 s bl = 1, (2.36)
et
q < min{ny,p1,2n2, 2ma, 2p2, 2m1 } (2.37)
ou bien
g = min{ny,p1,2ng,2ms,2ps,2m1} , 1 > 0. (2.38)

Les conditions (2.36) donnent des bornes supérieures pour les exposants des termes en z et xs.
Ceci traduit bien une limitation sur le comportement a l’infini en ces variables.

Avec (2.37) ou (2.38), c’est le phénomene inverse qui se produit pour les exposants des termes
en y. Cette fois ¢’est le comportement autour de y = 0 qui est en question. Or, pour ce qui est
du systeme général (2.1), il apparait que de fagon générique, le terme de gauche de (2.10) n’est
que d’ordre 1 en y = 0 ce qui implique que x(V (y))W (y) doit étre également d’ordre 1 en y = 0.
Pour le systeme (2.31), ceci se traduit par ’égalité :

min {ny, p1, m1, ng, p2, ma} = 1. (2.39)

Il est donc nécessaire que le sous systeme en y ait au voisinage de y = 0 une attractivité
suffisamment forte pour que (voir (2.37) et (2.38)) :

g < 2. (2.40)

En remarquant que ¢ = 1 garanti la stabilité exponentielle, il devient aisé de comprendre la
raison pour laquelle nous avons mentionné au cours de notre discussion sur I’hypothese B3.1, la
condition de stabilité exponentielle locale de 'origine du systeme y = fo(y). &

?La notation x* représente la fonction signe(z)|z|®.
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2.2.2.1 Stabilité du sous-systéme en (z1,z3) lorsque y =0 et u = 0.

D’apres I’hypothese B1, 'origine doit étre une solution stable pour chacun des systemes ©; =
ho(x1) et &9 = eg(x2). Cette restriction est justifiée par ’exemple suivant qui est obtenu en
modifiant [34, Example 3.4].

Example 2.3 : Considérons le systeme :

r = mx + u,

) ) (2.41)
y = —ay -y —yu

ou a est un nombre réel strictement positif. Les hypotheses B2 et B3 sont satisfaites, mais

B1 ne l'est que si m < 0. En fait, pour m > 2a, il n’existe pas de feedback dynamique

asymptotiquement stabilisant. En effet, dans ce cas, ’ensemble

B = {wn|uro gz-atr <o},

dont I'adhérence ne contient pas l'origine, est positivement invariant quoique u puisse étre.
Prouvons cela :

1 1 1 3 3
57 T+ = — 5 (may = y° = y’u) — (mz +u)
= prl-mz (2.42)
= m (mc;/g + % — fIf)
< m(L-ati) <o
Nous en déduisons que, dans le cas général, &1 = ho(z1) et &2 = ep(x2) ne peuvent étre
instables sans une hypothese supplémentaire sur fj. &

2.2.2.2 Restriction sur le comportement a ’infini en (z1,22) de hy et e;

Nous avons remarqué que la condition de non intégrabilité (2.11) impose une restriction sur
le comportement & l'infini en (z1,22) des fonctions h; et e;. Cette restriction ne doit pas
surprendre. En effet, elle a pour but de prévenir un phénomeéne d’instabilité fort semblable a
celui dit de peaking mis en lumiere dans [67] et dans [69]. Dans [67], il est notamment prouvé
que, pour toute commande en boucle ouverte, il existe des trajectoires du systeme :

i = (zyn—)at+ (mpn +y5 — 1)
ho= Y2 (2.43)

Yo = —y1 — Y2 + u

qui vont & I'infini en temps fini. Le fait que, pour tout (y1,y2) # 0, la fonction 2y — z]+22, qui
multiplie y1, ne puisse étre majorée par une fonction p (x%), telle que ﬁ soit non intégrable,

joue un role prépondérant.

L’exemple qui suit montre, de fagon plus spécifique que (2.43), qu’il est impossible de sup-

primer cette hypothese de non intégrabilité de ﬁ sans en imposer quelqu’autres.
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Example 2.4 : Lorsque nous avons étudié le systéme (2.31), nous avons vu que (2.11) impliquait
a1 < 1. L’exemple de systeme que nous considérons maintenant montre que des systemes qui ne
vérifient pas cette condition, mais vérifient toutes les autres imposées par B1, B2 et B3 peuvent
ne pas étre globalement asymptotiquement stabilisables.

Considérons le systeme :

T — u + 2xn
Lo me T (2.44)
y = —3Y
avec n > 1. L’hypotheése Bl est vérifiée avec :
Qz1) = 527 ,  V(y =39 (2.45)
L’hypothese B2 I'est aussi puisque :
0
a—g(xl).lz() e 2 =0. (2.46)

Cas n =1 : On obtient alors un systeme du type (2.31) satisfaisant (2.36). L’hypotheése B3 est
donc satisfaite.

Cas n > 1 : Remarquons tout d’abord qu’il n’existe pas de fonction p telle que ﬁ soit non

intégrable et que I'inégalité :

lz1yPa?| < P (1 +p <%x%)> . (2.47)

soit vérifiée. Nous ne savons donc pas vérifier si 'hypothese B3 est satisfaite.
En fait, dans ce cas, le systéme (2.44) n’est pas globalement asymptotiquement stabilisable.
PR ’ . 2 n—1 4
Pour montrer ceci, il suffit de remarquer que I’ensemble {(ml, y) x> 1, yra > =+ 3},
qui ne contient pas l'origine dans son adhérence, est positivement invariant quoique u puisse
étre. En effet, en posant :

z = g2t (2.48)
on a 'implication :
{(z1,y) € E} = {# >0, @ > 0}. (2.49)
Cette implication résulte du fait que, pour tout point de E, on a :
Ly2gn > 8 5 |2 z > +3 (2.50)
2 ! 2 14wu?| 7 n—1 ' '
Donc, puisque :
. _ U
i= —z4(n—1)y*z" 2 <1 v + y%’f) , (2.51)
pour tout point de F, on obtient :
1 -1
2> —z+ §(n —D)yPat 2yt = — 2+ & 5 22 >3 (2.52)
et, par ailleurs,
Ty > =142z > 2. (2.53)
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2.2.2.3 Restriction sur le comportement des fonctions au voisinage de y = 0.

Nous avons également observé que I'’hypothese B3 impose des limitations sur le comportement
des fonctions au voisinage de y = 0. Cette restriction est motivée par les deux exemples suivants.

Example 2.5 : Considérons le systeme :

T = +u,
Loy (2.54)

g = —yP+yu.

Les hypotheses Bl et B2 du Théoreme 2.1 sont vérifiées, mais, en employant les notations du
systeme (2.31), on a :
q > nip. (2.55)

Ni I'inégalité (2.37) ni I'inégalité (2.38) ne sont satisfaites et donc nous ne savons pas si B3 est.
Plus précisément, on observe® que I'origine de ce systeme (2.54) n’est pas stable lorsque u = 0.
Or lorsque B1, B2 et B3 sont vérifiées il y a stabilité globale lorsque v = 0 (voir Lemme 2.7).
Donc il est nécessaire qu’'une des hypotheses B1, B2 ou B3 ne soit pas satisfaite.

En fait, ce systeme (2.54) n’est pas globalement asymptotiquement stabilisable par un feed-
back d’état dynamique continu et stationnaire. Il ne satisfait pas la condition nécessaire de
Brockett (voir [66]) puisque 'image d'un petit voisinage de 0 par la fonction (z1,y,u) —
(y +u, —1° —|—uy) ne contient pas un voisinage de 0. On peut vérifier en effet que 'image
par 'application :

(z,y) = (y+u, =y’ +uy)

de I'ouvert | — 1, 1[? ne contient pas I’ensemble {(0,7)| 7 > 0}. &

Example 2.6 : (Suggestion de Andrew Teel). Le systeme :

1 = x|yl + +u
1 1yl +ylyl (2.56)

y = —y—u

satisfait les hypotheses B1 et B2. Mais, pour vérifier la condition (2.10) nous devons prendre
une fonction x vérifiant :

(2.57)

Par exemple, en prenant :

V(y) = %y27 /i(’l)) = %+17 Q(fL‘l) = %(L‘%, p(Q) = \/Q"’—1 -1, (258)

I’hypothese B3.1 est satisfaite. Mais par ailleurs, pour toute fonction x satisfaisant (2.57) et
pour toute constante ¢ > 0, nous devons avoir & la fois :

oV
— > 1 2.59
SRV (e) > (2.59)
t
e W Corvi-e) < < = —1 (2.60)
oy - —c ’
3La fonction y(t) = —=2L— n’est pas intégrable sur [1, +oc0).
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La fonction %—Z(y)m(V(y)) ne peut donc étre continue a l'origine. Ceci implique que B3.2 n’est

pas vérifiée.
En fait, le systéme (2.56) n’est pas globalement asymptotiquement stabilisable. En effet, en
posant :

X1 =z + vy, (2.61)
on obtient :

X1 o= —y+Xiyl (2.62)

y = —y—u

On voit donc que ’ensemble des points vérifiant X; > 1, dont I’adhérence ne contient pas
l'origine, est positivement invariant, pour tout wu. &

2.2.3 Preuve du Théoréme 2.1.
2.2.3.1 Preuve.

Cette preuve est constructive et, par les diverses idées qu’elle utilise, est plus importante que le

résultat du Théoreme 2.1 lui méme.
Nous commencons par quelques remarques préliminaires.

1. Pouvant ajouter 1 a k si nécessaire, nous pouvons supposer que cette fonction n’appartient
pas a L1([1, +00)).

2. Grace a (2.12) et I'hypothese B0, les fonctions x(V(y))W (y) et m(V(y))a—‘;(y)fl(xl,xg,y)y
peuvent étre étendues a des fonctions continues sur ’espace entier.

3. Kk étant continue sur (0, +00) et V étant de classe C! et définie positive, nous avons :

V(y2) 1
[ s = [ w Vi st =) G+ sin =) (2 —w)ds . (263
V(y1) 0 Y

pour tout y; et yo dans R™ et tels que l'origine appartenant au segment [y1, ya].
4. Laﬁcondition (2.12) implique folm(V(sy)) %—‘y/(sy)y ds est une intégrale de Riemann bien
définie.

Ces divers points nous permettent de conclure que la fonction :

ko) = tm [ s(e)ds vy
y) = lim K(s)ds y# 0,
it Jy(Ly) (2.64)

k(0) = 0,

est bien définie, propre et Lipschitz continue sur R” et satisfait :

1
ov
k(y2) — k() = / & (V(yr + s(y2 — 1)) i (y1+s(y2—w1)) (v2—wy1)ds,  (2.65)
0
pour tout y; et yo dans R™. Avec la définition (24), 'hypothese (2.12), cette identité, et la conti-
nuité des fonctions [fo + f1y + foul et /ﬁ(V)%—Z [fo + fiy + fau], nous pouvons établir I’équation :

ov

fio.1y (w1, 2, y,u) = £(V(y)) 8_y(y) [fo(y) + fi(z1, 22, y)y + fa(z1, 22, 9, w)u] . (2.66)
Ainsi, la fonction k(y(t)) est elle une fonction du temps de classe C'! lorsqu’est employée une loi

de commande continue.
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Maintenant, notons par [ la fonction qui est zéro en zéro, de classe C', définie positive et
propre sur [0, +00) dont la dérivée I’ est (voir (2.11)) :

1
0<!ll = —— . 2.67
(14 p)? (2:67)

Grace a ces notations, nous pouvons introduire la fonction de Lyapunov susceptible d’étre as-
signée suivante :

U(z1,22,y) = UQ(z1) + S(x2)) + Fk(y) - (2.68)
Elle est définie positive propre et Lipschitz continue et :
Up.yy(@1,22,y,u) < =5 (V)W (y) + G(x1,22,9,u)u (2.69)
+1(Q(1) + S(22)) [R(w1) = T(wa) + Vr(VIDW () [1 + p(Q(w1) + S(2))] VT (w2) |

#(V(y)) v W) f1(z,22,9)y + U(Q(x1) + S(w2) 5(V(y))W (y) [L + p(Q(x1) + S(a2))]?

+ a_y

W~

ou G est la fonction continue (voir B0, B1, et B3.2) définie par :

ov

g(xlv r2,Y, u) = % ’%(V(y))a_y(y)fQ(xlv r2,Y, u) (270)

+ 1(Q(z1) + S(2)) [S—ﬁ(m)hz(mh To,y,u) + %(362)62(351, T2, Y, u)
En complétant les carrés, on obtient finalement :

E'](xlv)x% Y, u)(2.1) < _l/(Q(xl) + S(xQ)) [R(xl) + % T(xQ)] - i ’%(V(y)) W(y) + g(xlv €2, Y, u)u :
2.71

Cette inégalité est le point clé de notre analyse. Elle a été établie en utilisant seulement
les hypotheses B0, B1 et B3.1. A partir de ce point, nous pouvons conclure la preuve exacte-
ment comme 'avait été celle du Théoréme 1.1, en invoquant le lemme 1.6. En effet, (2.71) est
équivalent a (1.21).

|

Un point important établi par cette preuve est que I'inégalité (2.71) est satisfaite sous les condi-
tions B0, B1 et B3.1. Nous voyons ainsi que la fonction U est une fonction satisfaisant (dans un
contexte moins régulier) le point 1 que nous avons mentionné dans le chapitre 1 pour appliquer
la technique de Jurjevic et Quinn. Aussi avons nous le résultat suivant :

Lemme 2.7 Si les hypothéses B0, B1 et B3.1 sont vérifiées, alors lorigine du systéme (2.1)
est un point d’équilibre globalement stable lorsque u = 0.

Ce résultat de stabilité sera utilisé au chapitre 3 pour construire une autre fonction de Lyapunov
permettant d’appliquer la technique de Jurdjevic et Quinn.
Observons enfin que la dérivée U(x1, z2, y)(zl) est rendue définie négative si :

L (a1 )ho(a)

+ ‘@(m)m(m,o,o,o) £0 , Vo, £0. (2.72)
81‘1
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2.2.3.2 Une plus grande classe de feedback stabilisant.

Pour démontrer le Théoreme 2.1, nous avons proposé deux lois de commande qui réalisent
statiquement ou dynamiquement :

g(xlvx%yvu)u S 07 (273)
G(z1,22,0,0) # 0 = G(z1,22,0,u)u < 0. (2.74)

En fait d’autres lois de commande sont possibles. Pour les mettre en évidence, il faut en premier
lieu remarquer qu’il est trop restrictif d’imposer (2.73). En effet, pareil choix ne tire pas profit
de la négativité apportée par le terme — im(V(y))W(y), i.e. de la marge de stabilité du sous
systeme en y.

Pour montrer comment ceci peut-étre fait, reprenons le systeme (2.1) mais dans un contexte
plus régulier que celui du Théoréme 2.1. Ainsi, introduisons des versions plus régulieres des
hypotheses B0, B1 et B3.2 :

Hypothese B0’ : Les fonctions fo, fi, e1 et hy sont continues, les fonctions fa, €y, €2, hg et
ho sont de classe C et hg, ey et fy sont zéro a lorigine.

Hypothése B1’ : Les fonctions Q, S et V satisfont Ihypothése Bl et sont de classe C2.

Hypothése B3.2’ : La fonction x(V (y)) %—Z(y)fg(xl, T2,y u) est de classe C1 sur R™ x R™ x
R™2 x RY.
Nous allons employer les notations suivantes :

Ly(wy,22,y) = %8—‘;(21) Ja(x1, 22,9,0),
D(zy,me,y) = 1(Q(x1) + S(22)) [S—ﬁ(m)hz(ml,xz,y, 0) + 22 (w9)ea(z1, w2, 9, 0)
(2.75)
Remarquons que I';, dépend de V et que
Fv(xl,xg,()) =0. (2.76)

La fonction I', en revanche, ne dépend pas de V mais dépend de I’, fonction qui peut étre
déterminée, au moyen de (2.67), a partir de la seule donnée du sous systeme en (z1,z3). Avec
nos nouvelles hypotheses qui imposent plus de régularité, la fonction G définie en (2.70) est de
classe C'! par rapport & u, pour tout (1, z2,y). Plus précisément, il existe une fonction continue
Q~ vérifiant : N

< G(z1, 22, y,u),u>= G(x1,22,y,u) — G(x1,22,9,0) . (2.77)

Avec de telles notations, (2.70) devient simplement :

g(fI,'l, xr2,Y, ’LL) = ’%(V(y))rv(xlv T2, y) + F(xlv T2, y)+ < g(fI,'l, €r2,Y, ’U,), u > (278)
et (2.71) :

U(z1, 22,9)21) < —5V(Qa1) + S(22)) Tw2) — 1£(V(y)) W(y) (2.79)

+ [W(V@)ITo(1, 22, 9) + T, 22,9)+ < G, w2,y 0),u>] .
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Donc on peut obtenir la stabilité asymptotique globale comme dans la preuve du Théoreme 2.1
lorsque on peut déterminer une fonction u continue satisfaisant :

W0 = —3U(Qer) + S(2) Tlan) — Lr(V(y) W) (2:30)

+ [m(V(y))Fv(xl,xg,y) +T(z1, o, y)+ < C?(xl,xg,y,u),u >lu<0
[(z1,29,0) A0 = [F(ml,xg, 0)+ < g(xl,xg, 0,u),u>| u(xy,z2,0) <0 (2.81)
I'(z1,22,0) =0 = u=0. (2.82)

Nous avons :

Proposition 2.8 Supposons que le systéeme (2.1) satisfait les hypothéses B0’ B1’, B2 et B3.1 et
B3.2°. Alors pour tout w appartenant a (0,4o00|, l'origine peut étre rendue globalement asymp-
totiquement stable par un feedback d’état borné par w et de la forme :

u(xl, €2, y) = - ﬁ(xlv Z2, y) [Oé((L‘l, Zx2, y)K(V(y))Fv($1, Zx2, y) + F(xlv Zx2, y)]T (283)

ou « et B sont des fonctions continues satisfaisant, lorsque cela est possible,

ﬁ(fI,'l,fI,'Q,ZJ) Z 07
F(ml,xg,()) 7& 0 — ﬂ(ml,xg,()) > 0,

(2.84)

(2.85)

W(y) > 38(x1,22,9) [a(wr, 22,y) = 1*K(V(y)) [To(z1, 22, ) (2.86)
\g(xl,xg,y,u(xl,xg,y))\ﬁ(ml,xg,y) < gv ( )

et 3 est tel que |u(x1,x2,y)| est bornée par u.

Preuve de la proposition 2.8 : Remarquons tout d’abord qu’en raison de B0’ B1’ et B3.2’,
la fonction x|T,|? est continue et que (2.76), (2.85) et (2.87) impliquent (2.81) et (2.82). Donc
reste a établir seulement (2.80). Puisque, pour tout réels «, 3, b et ¢ nous avons :

—(b+c)(ab+c) = wzﬂ— <a;16+c>2 : (2.88)

avec (2.83) pour lois de commande, (2.80) est impliquée par :
ly #0 = (2.89)
—5R (V)W + 8 [ R(V)T[2 = [k (V)T, + T + 81G] law(VIT, + TP <0.
La fonction (V)W étant définie positive en y et (2.84) et (2.86) étant supposées, (2.89) est
vérifiée si :

2
+ 5G| \am(V)Fv+F\2 < 0.

(2.90)
Puisque (2.87) implique que cette forme quadratique en x(V)T', et ' est semi-définie négative,

lyl # 0 = —La—1P6(V)*|Ty)* - K(V)D, +T

la conclusion s’en suit. O
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Une des caractéristiques importantes de I’expression (2.83) est que, s'il est possible de prendre
a =0, la loi de commande devient simplement (voir (2.75)) :

u(zy, v2,y) = — Bz, z2,y) I'(Q(x1)+5(x2)) g—g(ﬂcl)h2($17$27y70)+g—i(ﬂﬁz)@(ﬂﬁhx%y,o)]
(2.91)

Il n’est donc pas nécessaire de connaitre explicitement V' pour obtenir une loi de commande
s’il est possible d’obtenir une expression pour [ indépendante de V. D’apres la proposition
2.8, cette fonction [ doit satisfaire (2.84)-(2.87). Avec (2.85)-(2.86) et o« = 0, une condition
nécessaire pour qu’existe une telle fonction g est :

o W(y)
I'(z1, 29,0 0 = lim inf >0 2.92
0 7 P ST, 72,007 222
qui, avec la définition (2.75), est garantie si :
lim inf Wiy) > 0. (2.93)

v w) |3 )|

En fait cette derniere condition est également suffisante lorsque fs, hs, e sont Lipschitz en la
variable u sur un voisinage de 'origine. Pour voir cela, prenons deux réels R et u strictement
positifs et introduisons deux fonctions indépendantes de V' :

1. Soit ¢r une fonction continue positive a valeur dans [0, 1] telle que :
er(0) =1 ,  wr(jy®) =0 Vy: |y > R. (2.94)

2. Soit 1 r 7 une fonction continue satisfaisant :

Yru(r1,r2) > max (1, sup {12(361,362711#)} (2.95)
u < u
y < R
avec
1;(1:1 T2, ’U,) _ ‘fQ(fIfl,"I)Q,y,u)—fg(fI,'l,fI,'Q,y,O)‘ (2 96)
I v J "U,‘ :
g_g(xl) [hQ((IIl,(I)Q,y,’U,) - h2($1,$2,y, 0)]
+ ‘u‘ +
a8

95 (x2) [ea(w1, w2, ,u) — ealar, 22,1, )]

] . Une telle fonction existe car les fonctions fs,
u

ha, e sont de classe C'.
Nous avons :

Proposition 2.9 Supposons que le systéme (2.1) satisfasse les hypothéses B0’, B1’, B2, B3.1
et B3.27 et que f3, ho, ey soient localement lipschitzienne a origine en la variable u. Alors si
de plus K est telle que :

Y

lim inf )
& )

W
7 RV |

‘2 >0, (2.97)
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il existe pour tout w appartenant a (0, +00) un réel positif u* appartenant a (0,u] tel que l'origine
du systéme (2.1) est globalement asymptotiquement stabilisé par un feedback d’état borné par u
et de la forme :

_ M‘PR(‘yP) F((L‘l,(L‘Q,y)T
) = ) U M e ) 0+ B0 %)

ot p est un réel appartenant a (0, p*| et T' est la fonction définie en (2.75).

Preuve : Puisque (2.98) est obtenu a partir de (2.83), en prenant :

alzy,x9,y) = 0, (2.99)

_ per(lyl?)
B S TR L e Rl e [ A

il suffit de vérifier qu’on a (2.84)-(2.87). Les conditions (2.84)-(2.85) sont satisfaites, par
définition, et nous avons :
lu(zy, 22,y)| < W (2.101)

Pour voir que (2.86) est également vérifiée, nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 2.10 Si (2.97) est vérifiée, il existe un réel strictement positive {yy tel que :

W(y) - &w er(ly?)

> : (2.102)
’k‘;(vv(y))‘F’U(‘rﬂlv‘rﬂ%y)‘2 1+‘f2($17$27y70)‘2
Preuve : Nous déduisons immédiatement de (2.97) que :
inf =&y > 0. (2.103)

W(y)
ER (v () | 95 )

Donc :
%4
inf () > 1+‘f(fw o Vy:ly < R. (2.104)
x 7‘%. ) )
SRV () |3 (1) falar, 2,9, 0)| Ay
Grace a la définition de g, I'inégalité (2.102) s’en suit. &

Alors, puisque (2.100) implique que 3(z1, z2,y) est nulle quand |y| est plus large que R, il s’en
suit que :
3
36, 22.9) (V) (e, 22, 9)F < 22 W) (2.105)
Par conséquent (2.86) est vérifiée lorsque 1 < €.
Pour obtenir (2.87), un lemme est nécessaire :

Lemme 2.11 [l existe une constante strictement positive 55 telle que :

Yl <R = Yrale,1) > &G(1, 22,5, u(@1, 22,9))] - (2.106)
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Preuve : De la définition de G, de (2.77), (2.70), (2.67), (2.95) et de (2.101), nous déduisons
que pour tout |y| plus petit que R :

~ ov
Glara wularaz )| < (5V) 50| + 1) nsloraa). (2.107)
L’implication (2.106) est obtenue avec :
. 1
g = min po (2.108)
W< | w(V(y) [ )| +1
&
Pout tout (x1,x2,y), nous avons donc maintenant :
Va1, 22) B(e1,72,y) > &5 |G(1, 2, y,ul(21, 22, 9)))| Blz1, 22, 9) - (2.109)
Mais par (2.100), nous obtenons :
per(lyl)
ru(®1, x2) B(z1, 22,y) = < pu. 2.110
vrate ) 02 ) = e ) 0+ e w0~ P Y
Par conséquent, une constante u satisfaisant :
po< 365 (2.111)
est suffisante pour que (2.87) soit vérifiée.
Finalement, en prenant :
0 <4< 4t = min{%fw,%fg,ﬂ} , (2.112)

les hypotheéses de la proposition 2.8 sont toutes vérifiées ce qui implique que la conclusion de la
proposition 2.9 ’est également. O

Remarque 2.12 :

1. Comme nous 'avons déja précisé, l'intérét de la loi de commande (2.98) vient de ce qu’elle
ne dépend pas des fonctions V et k. Par contre, elle fait intervenir le parametre p a régler.
Nous savons qu’en le prenant suffisamment petit, nous aurons une solution e

2. Si l’approximation linéaire du sous systeme en y de (2.1), est asymptotiquement stable, alors
V' peut étre choisie de fagon que %—‘y/ soit du premier ordre et que W soit bornée inférieurement
par une forme quadratique définie positive sur un voisinage de zéro (voir Lemme 6.2 en Annexe
G). En ce cas, la condition (2.97) est satisfaite e

3. Si les fonctions fa, es et ho ne dépendent pas de u, alors G est 0 et (2.98) se simplifie en :

A1
’U,(II,'l,(I,'Q,y) _ M@R(‘y‘ ) (xlvx%y) ° (2113)

(L+ [D(z1, 22,9)]) (1 + | fa(21, 22, y)|?)
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2.2.3.3 Négativité stricte.

Pour conclure les preuves de stabilité asymptotique que nous avons présentées jusqu'ici, nous
avons invoqué le principe d’invariance de LaSalle. Dans ce paragraphe, nous allons montrer
comment, pour une classe particuliere de systemes de la forme (2.1), la fonction de Lyapunov
donnée en (2.68) peut étre modifiée de telle sorte qu’elle devienne strictement assignable. Ceci
nous permettra de conclure a la stabilité asymptotique par une application directe du Théoreme
de Lyapunov. L’intérét de ce résultat vient de ce que cette nouvelle fonction de Lyapunov peut
jouer le role de V' pour le systeme bouclé et permettre ainsi une utilisation récursive de notre
technique ou une combinaison avec d’autres syntheses de Lyapunov et ceci méme lorsque la
condition (2.72) n’est pas satisfaite.

Résultat général. Le systéme que nous considérons est un systéme de la forme (2.1) dans
lequel la variable x5 n’est pas présente? :

T = hO(x) + hl(xvy)y + hg(fI,',y,’U,)u

(2.114)
y = fO(y) + fl(xvy)y + fg((L',y,’UJ)’UJ

Nous nous placons dans le contexte plus régulier du paragraphe 2.2.3.2. Nous avons :

Théoréme 2.13 Supposons que le systéme (2.114) vérifie les hypothéses B0O’, B1’, B2, B3.1 et
B3.2°. Alors il existe une fonction positive et de classe C', Q(x1), une fonctions k de classe
K>, de classe C et une fonction 1 définie sur [0, +00), propre, positive, de classe C*, zéro en
zéro, et de dérivée définie positive telles que la fonction :

k(U (2, y)) +1(Q(x))

avec U donnée en (2.68), soit strictement assignable pour le systéeme (2.114).

Remarque 2.14 : Les hypotheses B0, B1, B2, B3 étant vérifiées, nous savons par le Théoreme
2.1 qu’il existe une une loi de commande continue qui rend l'origine de (2.114) solution globale-
ment asymptotiquement stable et donc, par le théoréme de Lyapunov inverse (voir [83, Theorem
18.6]), qu’il existe une fonction de Lyapunov strictement assignable pour (2.114). L’objectif du
Théoréme 2.13 est de permettre de construire une telle fonction a partir de la fonction V' donnée
en B1’ et d’une fonction de Lyapunov strictement assignable pour le sous-systeéme en x bouclé
prisavec y =0 o

Preuve.

Premiére étape. Les fonctions (V (y)) %—Z(y)fg(x, y,u) et hy étant supposées étre de classe C?,
d’apres par exemple le Lemme 1.5 et la définition (2.70), il existe une loi de commande us qui
fait de l'origine de (2.114) une solution globalement asymptotiquement stable et qui est telle
que ug(x,0) est de classe C'. Montrons qu’alors l'origine de :

& = ho(z) + ha(x,0, us(z, 0))us(x, 0) (2.115)

est une solution globalement asymptotiquement stable.

4Nous faisons cette hypothése dans le but de simplifier la présentation et nous supprimons l'indice 1 de 1
pour alléger les notations.
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La fonction [ étant celle donnée en (2.67), on a :

é\ a
HQ(x))2.115) = —l'(Q(w))R(w)+l'(Q(w))a—g(w)hz(%Ovus(%o))us(%o)- (2.116)
Puisque a—‘y/(O) = 0, on a, d’apres (2.70) :
'(Q(x ))aai?( Yho(z,0,u) = G(z,0,u) . (2.117)
Donc : .
1(Q(x)) = =1"(Q(z))R(z) + G(x,0,0,us(x,0))us(z,0) . (2.118)
Nous savons, grace a la preuve du Théoreme 1.1, que :
G(2,0,0,us(z,0)) us(z,0) < 0, (2.119)
G(2,0,0,0) # 0 = G(z,0,0,us(z,0)) us(z,0) # 0. (2.120)

En utilisant B2 et en appliquant le principe d’invariance de LaSalle, on obtient alors que ’origine
est une solution globalement asymptotiquement stable de (2.115).

L’origine du systeme (2.115) étant globalement asymptotiquement stable et la fonction
ho(z) 4 ha(z, 0, us(z, 0))us(z, 0) étant de classe C*', le Théoreme de Lyapunov inverse (voir
(83, Theorem 18.6]) garanti 'existence d'une fonction de Lyapunov Q zéro en zéro, de classe c!
telle que :

Q@) @15 = —R@) < 0, x#0. (2.121)

La fonction  étant de classe C', on peut supposer que®

9,

< Vo : <c. 2.122
8x cle|, Va:l|z| <c ( )

Deuxieme étape. La fonction de Lyapunov que nous considérons maintenant est :

Ulz,y) = k(U(z,y)) + (Q(z)) (2.123)

avec U définie en (2.68) et k et I des fonctions définies positives, de classe C' et ayant des
dérivées strictement positives, k étant en outre propre. La dérivée de cette fonction le long des
solutions du systeme (2.114) bouclé avec ug vérifie :

Ulw,9)ensy < — K (U,y)a(V(y)W(y) (2.124)
q

+ Q) (@) [ho(@) + ha (@, y)y + ha(z, y, us(z, y))us(z, y)]

<~ [F 0@ sv)Wy) +7(Qe)R@)| + T(Q@) a—ﬂ(w) A, y2-125)

avec

Az, y) = hi(z,y)y + [ha(z,y, us(z,y))us(z,y) — ha(z,0,us(z,0))us(x,0)] . (2.126)

Nous allons montrer que k et [ peuvent étre choisies de telle sorte que :

(o))
8]0
—

1(Qx)) 5= (2) Alw,y) < SK (U, y)s(V)W () + 57 Q) R(z) . (2.127)
9 2 2

2 . .
SRemplacer Q par ° si nécessaire.
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Pour ce faire, commencons par observer qu’il existe deux fonctions positives et continues 71, et
7y telles que, pour tout (z,y), on ait :

Az, )| < lylna(lz]) v (lyl) - (2.128)

Ceci résulte du fait que hq est continue, que hs et ug sont de classe C! et que :

A(z,0) = 0. (2.129)
Par ailleurs (2.122) implique I’existence d’une fonction positive continue s, telle que, pour tout
x?
0
M @)| < letraelial (2130)

Nous avons ainsi obtenu, pour tout (z,y),

%(w) Alz,y) <[] |yl va(lz]) v(ly) (2.131)

en posant v, = v1,7Y2:. Notre prochaine étape consiste a majorer le terme de droite de cette
inégalité par une somme d’une fonction de |z| et d’une fonction de |y|. Pour cela, nous remar-
quons que la fonction k(V (y))W (y) étant continue et définie positive, il existe une fonction ¢
de classe K™ telle que, pour une constante ¢ > 0 :

\yW(zl[lOp]{vy(S)}\y\) < k(V(y)W(y), Yy:lyl <c. (2.132)

Par exemple, on peut prendre, pour s < c,

@ ( sup {*yy(s)}s> _ 2 /08 . _:72 min {7‘, L min {m(V(y))W(y)}} dr . (2.133)

5€[0,¢] Q T 7<|y|<c

et, pour s > c,
o(s) = olc)- (2.134)

Alors la somme recherchée est obtenue grace a 1'inégalité :
ab < ap~a)+bp(d), Ya>0 , Vb>0. (2.135)
En effet, on obtient :
7(Q@)) || Iyl va(|2]) w(ly]) (2.136)
< 1(Q@)) lal w(ll) ¢~ (TQED (i) + ol w(lsl) ¢ (ol -

Avec (2.132), nous pouvons appliquer le Lemme E.1 prouvé dans I’annexe E et déduire ’existence
d’une fonction k telle que :

[yl () @ (wl(lyl) < 37 (U, 9) V)W) - (2.137)

Pour obtenir finalement (2.127), le dernier objectif & réaliser consiste & trouver I telle que :

1(Q@) 2l 7a(2) " (T(Q@)Iala(e))) < 37(Q) R(z) (2138)
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ou encore :

Q) < 1(\95\)@(1 R(z) ) (2.139)

ELRP ? |2 ya(l2])
On remarque alors que, puisque ¢, Q et 3 sont définies positives et continues, la fonction définie

par
o) = mindo ot | et (amaen) ) (2.140)

est également définie positive et continue et vérifie :
1 1 R(x)
0(Q(x)) < ® <— ) . (2.141)
A = Ty ? \2Teha(iaD

11 suffit donc de choisir pour ! une fonction de classe C! vérifiant :

0 <1(s) <s), Vs#0. (2.142)
Avec un tel choix (2.138) est vérifie et donc on a :
- 1 /— _
U, )iy < 5 (FO@)RVEIWE) +T(Q)R(@)) (2.143)
Ceci termine notre preuve. O

Cas particulier. La fonction U(x,y) définie en (2.123) n’est I'expression explicite d"une fonc-
tion de Lyapunov strictement assignable pour (2.114) que si Q est connue explicitement, ce qui a
priori n’est pas le cas. Nous allons maintenant présenter un cas particulier pour lequel une telle
fonction est explicitement connue. Le systéme que nous considérons maintenant est le suivant :

& = Max+hi(z,y)y+ ha(z, y, u)u

(2.144)
y = fow)+ f2(z,y, u)u
ou hy(z,0,0) est une constante notée :
ho(x,0,0) = D
Hypothese B1” : [] existe une matrice symétrique définie positive @ telle que :
QM+ M'Q < 0. (2.145)
Il existe une fonction de classe C? définie positive et propre V telle que :
ov
a—y(y)fo(y) = -W(y) <0 Vy#0 (2.146)

et lorigine du sous systéme eny de (2.144) pris a commande nulle est localement exponentielle-
ment stable.

Hypothése B2” : La paire (M, D) est stabilisable.

Hypothese B3” : [] existe une fonction vy positive et continue telle que :

(2, y)y| < (14 [2))y(y)]yl® (2.147)
et pour tout (y,u) appartenant a un compact, les fonctions |h21(i’|i’|u)| et |f21(i’|ij’|u)| sont bornées et

fa(x,0,0) est constante.
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Fait 2.15 Lorsque les hypothéses B0’, B1” et B2” sont vérifiées, alors pour tout € > 0, il existe
une matrice Q. symétrique et définie positive telle que :

Q(M+eDD'Q) + (M+eDD™Q)'Q. = — 1 (2.148)

ot I est la matrice identité.

Ce fait, prouvé par Teel dans [78], (égalité (93)) peut I’étre, dans le contexte de ce travail de la
fagon suivante :

e La paire (M, D) étant stabilisable, le fait 1.8 garanti que z1 = 0 est 'unique solution de
(1.38).

e Ce résultat et 'inégalité (2.145) de ’hypothese B1” font que les hypotheses Al et A2 sont
satisfaites par le systeme :
i = Mz + Du . (2.149)

Le Théoreme 1.1 s’applique donc a celui-ci et d’apres le Lemme 1.5, ce systeme est asymp-
totiquement stabilisé par toute commande :

u=—-eD'Qr , £>0. (2.150)

La matrice (M — eDDTQ) est donc une matrice exponentiellement stable pour tout & > 0.
L’existence d’'une matrice symétrique définie positive Q). vérifiant (2.148) s’en suit.

Corollaire 2.16 Supposons que le systeme (2.144) vérifie les hypothéses B0’ B1”, B2” et B3”.
Alors il existe une fonction k de classe K™, de classe C, de dérivée définie positive, une
fonction I définie sur [0, +00), zéro en zéro, positive, de classe C*, de dérivée définie positive et
des constantes strictement positives q et e telles que la fonction :

k(U (2, ) + 1(Q(x))
avec U donnée en (2.68),
l(q) = /0 L s (2.151)

1+ 52
et
Qz) = q(z'Qw)’ + ' Qe (2.152)

soit strictement assignable pour le systéme (2.144).

Preuve. Montrons que les hypotheses du Corollaire 2.16 impliquent que le Théoréeme 2.13
s’applique a (2.144).

Les hypotheses B1” et B2” impliquent trivialement que les hypotheses B1’ et B2 sont satis-
faites. D’apres ’hypothese B1” Iorigine du sous systeme en y de (2.144) pris & commande nulle
est localement exponentiellement stable : aussi, d’apres 'annexe G, la fonction V' peut elle étre
choisie telle que V' et W soient localement a approximées 'origine par des formes quadratiques
définies positives. Avec un tel choix, ’hypothese B3” implique que ’hypothése B3.1 est vérifiée
avec une fonction k de classe C'. La fonction /ﬁ(V(y))%—‘;(y)fg(x, y,u) est alors de classe C! ce
qui implique B3.2’. Le Théoreme 2.13 s’applique donc a (2.144). Reste donc a montrer que la
dérivée d'une fonction Q) donnée en (2.152) le long du systeme (2.115), qui correspond au cas
particulier que nous traitons, est définie négative pour une loi de commande us qui appartient
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a la classe de celles qui permettent de conclure le Théoréme 2.1 puisque la fonction [ définie en
(2.151) vérifie, pour une fonction k& convenablement choisie, I'inégalité (2.127).
Le systeéme (2.115) qui correspond & (2.144) est :

& = Mz + ho(z,0,us(x,0)us(x,0) . (2.153)

Nous allons dans un premier temps exhiber une classe particuliere de lois de commande us(z, y)
pour laquelle l'origine de (2.153) est une solution globalement asymptotiquement stable.

Nous avons vu a la section 2.2.2 que, dans le contexte des hypotheses B1” a B3”, on peut prendre
d’apres (2.20) p(s) = c14/s, ol ¢; est une constante positive suffisamment grande. Selon (2.67),
on peut choisir pour fonction [ :

I(s) = In(1+s) . (2.154)
Alors, d’apres (2.70), on a :
d
Glo.v.w) = gr(V G- hle0) + e [ Q)] . (@2159)

Par ailleurs, avec (2.147) et (2.21) on peut prendre pour satisfaire B3.1 x constante sur un

voisinage de l'origine. Il s’en suit que m(V(O))%—‘;(O) = 0. Montrons qu’avec un tel choix pour

k il existe une constante strictement positive € et une fonction us(x,y) telles que :

_ ___ &t _pT
ug(z,0) = . —|—xTQxD Qz . (2.156)
G(x,y, us(z,y))us(z,y) < 0, V(z,y) (2.157)
e |DTQuxf
Q(m,O,us(x,O))us(x,O) < —§m . (2158)
Pour montre ce résultat, décomposons G :
oV
(o .0) = V) G0 faw9.0) + Toorgrle Qhal0)] + Qagw) (2159
avec
o.yu) = TV () @)ooy, )~ fali . 0) 2160
+ 1+J}FQ$ [wTQ(hg(x,y,u) - hg(fL',y,O))] :
Définissons ug ainsi :
Th(V(y))2 0) + —2- [27Qha(x,y,0
us(x,y) = —5@3(\2/\2)3&( )5 () 2.0 + g [ QM. v, 0) (2.161)

L+ 56V () 55 (0) o, 0. 0)| + [ha(a 3, 0)

ou J est une constante strictement positive et pgr est une fonction continue, positive, a valeur
dans [0, 1] vérifiant (2.94). Alors |us| est bornée par dc ou ¢ > 1 ne dépend que de (). Puisque

m(V(O))%—‘;(O) = 0, et ha(z,0,0) est constante, (2.156) est vérifiée avec ¢ = 1-E|6D|' Montrons

que pour ¢ suffisamment petit, (2.158) I’est aussi.

46|xTQD|?
(1+ D)1 +2"Qx)?
262TQD
(1+ D)1 +2TQx) "

G(x,0,us(z, 0))us(x,0) = —

—Q(z,0,us(z,0))
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Grace & I'hypothese B3”, on déduit 'existence d’une fonction p(y) et une constante positive d
telles que :
ha(2,y,u) = DI < (1 + |2])(u(y)ly| + dlul) (2.162)

pour tout |u| < de. Il s’en suit que :

o, |2TQI( + |z])
|Q(z,0,us(x,0))] < dc d(1 D)t Qn)

| DT Qx|
1+27Qx

DT Qx|
< dc

pour une constante ¢ > 0 qui ne dépend que de @ et de D. Donc :

46|2TQD|? e DT Qx| 2027QD

(1+[D)(1+ 2T Qux)? (1+27Qx)? (1+|D)(1+2TQx) °
(2.163)

G(x,0, us(z, 0))us(x,0) < —

Dongc, pour § suffisamment petit,

e |DTQz|?

G(z,0,us(x,0))us(x,0) < —§m

(2.164)

L’inégalité (2.158) est donc obtenue. L’inégalité (2.157) reste & montrer. On a :

mT 2(2,Y, 2
(Zm<v<y>> L (o) ol y,0) + 2 2aanl)

)
1|30V )35 () fa(, 3, 0) | + (3, 0)|
410w, y, uslw y)] s, )]

G(z,y,us(z,y))us(z,y) < —der(yl’)

D’apres I’hypothese B3”, on déduit I'existence de ¢ > 0 telle que :

‘fQ(xvyvu)_ fQ(xvyvo)‘ < C"U,‘ ) ‘hQ((II,y,’U,)— hg((I),y,O)‘ < C"U,‘ (2165)
pour tout x et pour tout (y,u) tels que |y| < R, |u| < 1. Grace a la définition de ¢g, on en
déduit que pour une constants ¢ > 0,

V() (y) fola y,0)+w 2

[Z] 1+a !
[,y usley)us(z, )| < e|der(lyl®) — e
L+ |6V (1) 35 0) folw, ,0) | + Iha(w,y,0)
(2.166)
Par conséquent, pour § < %, on obtient 'inégalité :
T Qhs(z.y.0) |2
5 V@) by, 0) + 220
G(@,y, us(, y))us(z,y) < = Sor(lyl) — (2.167)
L |6V ()35 () fal, ,0) | + [ha(2,,0)
qui implique(2.157).
Nous allons maintenant montrer que pour une fonction Q) définie en (2.152), on a :
q(x)(2.153),(2.156) < _5‘95\ . (2.168)
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Remarquons que la fonction () donnée en (2.152) provient d’une démonstration de Lin, Chi-

tour et Sontag faite dans [42].

Le long de (2.153) avec ug(x,0) donnée en (2.156), on obtient avec (2.148) :

—

Q(x)(2.153)’(2.156) = 4q(xTQx)xTQ (Mx 4+ Dug(z,0)) + 2: Q. (Mx + Dug(z,0))
+4q(x"Qx)x " Q(hy(x, 0, us(x,0)) — D)uy(z,0)

+22 " Q. (ha(x,0, us(x,0)) — D)ug(z,0)

< 4q(z" Qx)x " QDuy(z,0) + 227 Q. (Mx —eDD'Qx + Duy(x, 0))
+2e2 " Q.DD " Qx + 4q(x " Qx)x " Q(ha(x, 0, us(x,0)) — D)uy(z,0)
+22 " Q. (ha(x,0, us(x,0)) — D)ug(z,0)

< - 1+i‘1r5Qm (x"Qx)|DTQx|* — |z|*> — 2¢2TQ.D

+2e2" QDD Qx + 4q(x " Q)T Q(ha(x, 0, us(x, 0)) — D)uy(x,0)

+22 " Q. (ha(x,0, us(x,0)) — D)ug(z,0)

Grace a ’hypothese B3”, on déduit I'existence de ¢ > 0 telle que :

|ho(z,0,u) — D| < c(1+ |z|)|u] , VYwu:|u <max{sup|u(z,y)|,1}.
m’y

On en déduit que, pour ¢ suffisamment petit :

4q(z " Qx)z " Q(ha(x, 0, us(z,0)) — D)ug(x,0) < L(xTQx)\DTQxP .

~ 14+2TQx

En outre, grace a (2.170) :

IN

1227 Qc(ha(,0, us(x,0)) — D)us(z, 0)]

IN

Pour ¢ suffisamment grand, on a :

qe
elQel(L+ fa?fus(, O < T~ 5m

Puisqu’en outre :

D' Qx

z ' Qx
1+27Qx

-
—exr QD El—I—xTQx

+e2'Q.DD'Qx =

on obtient :

— 2q€

3
T T2 2
Q) (2.153),2.156) = — 1+xTQ$($ Qz)|D" Qzf"~ fla|*+e

Mais pour tout ¢ > 0,

T T
‘251i$1@5mxTQ5DDTQx < 26,290 DT Qul |+ QD)

IN

1+ " Qx

el T Qe| (1 + |z)|us(w, 0)?
slzf® + clQel (1 + [a])?us(x, 0)]*

(z' Q)| DT Qx|* .

2" Q.DD'Qx ,

z ' Qx

T T
—_— DD .
1ot wa Qe Qz

2T Qu (C‘DTQ«T‘2+%(€|$TQ5D|)2> '

(2.169)

(2.170)

(2.171)

(2.172)

(2.173)

(2.174)

(2.175)

(2.176)
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On peut choisir ¢ de telle sorte que :

T 2
r Qv | T ‘2 1, 9
z Dl < = 2.177
1+27Qx ¢ T Qe - 8m ( )
puis choisir ¢ de telle sorte que :
T
T Qu T2 qe T T2
—|D < — D . 2.178
On obtient alors :
T
r Qr 7 T L2 q¢ T Ty, 2
26— —~—— DD < - —_ D ) 2.179
El—l—xTQxx Q- Qx| < 8‘$‘ + 1+x—|—Qx(1' Qr)|D Qx| ( )
Et donc finalement :
v qe T T2 _ L2

Le dernier point qui reste & montrer est que la fonction I choisie en (2.151) convient, c’est & dire
permet d’obtenir I'inégalité (2.127).

Grace a ’hypothese B3” et au fait que hy est de classe C', on déduit Iexistence d’une
fonction ¢ positive continue telle que :

(2, 9)y + ha(@,y, us(2, y))us(z, y) = ha(x, 0, us(x, 0))us(z, 0)] < (14 [z])C(y)lyl . (2.181)

D’un autre coté,

‘ 99

< 3) . 2.182
5 ¢ (o] + |zI*) (2.182)

= ‘4q(mTQx)xTQ +227Q.

(z)

On déduit de ces deux inégalités que :

Q@) G2 @) [P (. y)y + ha(, y, us(w, y)yus(x,y) — ha(, 0, uy(x, 0))ug(z, 0)]‘

c|x|+|z?) (14|
%&SQ'DC@)\ZA (2.183)

|z|+Ha|?) (1+]=|

< Iy +7 ((m—u))

IN

ou 7 est une constante arbitraire. Pour conclure, il suffit d’observer que pour 7 suffisamment
petit, les inégalité :

T((\wwx\g) <1+m>>2 _ 1P
— 4

1
14 Q)2 1+Q(x)? ~ 21+Q)?

sont vérifiées et que, de part le fait que W est approximée localement a ’origine par une f(gme
quadratique définie positive et que k(0) > 0, il existe (d’aprés 'annexe E) une fonction k de
classe O, de classe K>, de dérivée définie positive telle que :

M) = HQume) (2180

K (U, y)s(V(y)W(y) . (2.185)

DO | —

c(Cyly)? <

Ceci termine notre preuve. O
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2.2.4 Robustesse du résultat de stabilité du Théoréme 2.1.

Dans [75], Teel a écrit : “An important feature of our approach is that it is robust to unknown
(possibly time-varying) parameters as well as unmodeled nonlinear perturbations that satisfy
certain general properties”. Nous pouvons reprendre & notre compte ce commentaire. En effet,
en relisant ’hypothese B3 a I’envers, nous obtenons :

Supposons les hypothéses B0, B1 et B2 satisfaites. Choisissons une fonction p positive, définie
et continue sur [0, +00) et une fonction x positive, définie et continue sur (0, +0c0), telles que
les conditions (2.11), (2.12) et B3.2 soient vérifiées. Alors toute commande u donnée par la
preuve du Théoreme 2.1 garantie la stabilité asymptotique globale de I'origine pour tout systeme
s’écrivant sous la forme (2.1) ol hy, e; et f1 sont des fonctions continues quelconques satisfaisant
(2.10), (2.12) et (2.13). Ces fonctions peuvent méme dépendre, de facon bornée, du temps.
Dans ce cas, lorsque (2.72) est vérifiée, la stabilité asymptotique globale résulte du Théoréme de
Lyapunov. Lorsque (2.72) n’est pas vérifiée, on a nécessairement la stabilité globale mais pour
montrer attractivité il faut mener a bien une démonstration assez similaire a celle du Lemme
6.2 qui s’appuie sur le lemme de Barbalat (voir [32, Lemma 4.4]).

Example 2.17 : Nous allons illustrer nos propos en considérant le systeme qui est une simpli-
fication de [75, Example 4.3]) :

i1 = o+ 0(t)x3 + sin(z1t)zd exp(u) + u?
i‘g = Uu

ou f est inconnu mais tel que, pour tout ¢,
0(t)] < ¢ (2.187)

avec ¢ donné.
Pour stabiliser le sous-systéme en (x, x3), nous choisissons :

u = —x9— T3+0. (2.188)

Le sous systéme en (zq,z3) joue le role du sous systéme en y dans (2.1). Comme fonction de
Lyapunov, nous prenons :

V(zag,x3) = 323 + 25 + 2om3 (2.189)
Nous obtenons : )
V(zg,x3) = —x3 — 22 + (2z3+x0) 0 . (2.190)

Le changement de coordonnées (voir le paragraphe 2.3.2)) :

X1 = 21 + 29 + x3 (2.191)
donne alors :
X1 = v+0(t)a3 + sin(zit)zdexp(— gy — x5+ v) + (z9 + 23 — v)?
T = I3 (2.192)

T3 = —xT9— x3+ v
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D’apres (2.68), une fonction de Lyapunov susceptible d’étre assignable est :

X3
U(Xy,x9,23) = k(xg,xg)—i—/ o(s)ds (2.193)
0

ol
e k est la fonction définie en (2.64) pour une fonction x que nous déterminerons plus tard.

e o une saturation de classe C' bornée par 1.

Puisque :
>
/ o(s)ds = o(X1) [v+ 0(t)a3 + sin(z1t)23 exp(— 2 — T3+ v) + (22 + 23 — v)?](2.194)
’ 0(t)] < ¢, |sin(zt)] <1, |of <1, (2.195)
nous avons :
@
/0 o(s)ds < o(X1)v+ 20° + 423 + (44 ¢)x2 + 22 exp(|xa| + |z3] + |v]) (2.196)

Grace a (2.189), on obtient donc :

U(X1,20,23) < o(X1)v + 202 + 422 + (d+c)a? + 22 exp(|oa| + |23| + v])  (2.197)
— Kk(V(xo,x3)) [w% + x% — 223 + 22 \v\] .
D’apres la Proposition 2.9, prenons :
v=—NX1,xz2,23)0(X1) , (2.198)
ol A est une fonction positive plus petite que % que nous choisirons plus tard. Ceci nous donne :

—_—

U(X1,29,3) < —3XN(X1,29,23)0(X1)? + 423 + (44 )23 + 23 exp(23 + 23 + 3) (2.199)
— k(V(22,23)) [23 + 23 — 223 + 22|\ (X1, 22, 23)0 (X7)]] -
Maintenant, I’'inégalité :
225 + 22| M(X1, 2, 23) [0(X1)| < 4N(X1, 32, 23)%0(X1)* + & (23 +23) (2.200)
nous permet d’écrire :
m < =3 N(X1,29,73) 0(X1)? + 423 + (44 )23 + 23 exp(a3 + 23 + 3)(2.201)
— k(V(22,23)) [223 + 223 — AN(X1,20,23)2 0(X1)?] .

Ainsi, en choisissant les fonctions A et xk pour que :

K(s) > 4[4+C+6Xp <3+§s>] (2.202)
1

IA(X1, 22, 23)] < 8r(V (22, 79)) (2.203)
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et en observant que :

V(g x3) > = (23 +23) ,

e~ w

nous obtenons finalement :

—_—

U(Xl,xg,xg) S —%)\(Xl,xg,xg) J(X1)2 — %K(V(w‘g,wg)) [w%—i—x%] .

La fonction U est donc assignée strictement par la loi de commande :

0(1‘1 + a9 + 1‘3)
32 [4 4+ c+exp (3 + Qx% + %x% + (L‘Q(L‘g)] '

U = —Ty — T3 —

2.3 Changement de coordonnées.

2.3.1 Introduction.

2.3.1.1 Le contexte.

(2.204)

(2.205)

(2.206)

Par I'hypothese B3, nous avons fixé un contexte dans lequel la technique de Jurdjevic et Quinn
peut étre appliquée. L’intérét d’avoir un changement de coordonnées tel que les termes de
couplage hi, e; et fi résultants de celui-ci satisfont I’hypothese B3.1 apparait donc. C’est un

tel changement de coordonnées que nous cherchons maintenant a mettre au point.

Pour limiter le champ d’investigation, nous nous mettons dans le contexte de la discussion

de I’hypothese B3.1 située au paragraphe 2.2.2 :
e Nous nous intéressons au systeme :
X1 = MiXi+Hi(X1, X2, Y)Y + Hy(X1, Xo, Y, u)u

Xy = MyXo+ Ei(X1, X0, Y)Y 4 Ey(X1, Xo,Y, u)u
Y Fo(Y) + F1 (X1, X2, Y)Y + Fy (X1, Xo, Y, u)u

(2.207)

ou Y est dans R, X; dans R™, X5 dans R™2, u dans R?. De plus, nous supposons
que Fy(0) = 0 et que les fonctions Hy, Hy, E1, Es, Fy et Fy sont de classe C3%. Nous
utilisons ici des lettres capitales pour distinguer les coordonnées initiales (X1, Xo,Y) de
celles obtenues apres changement (z1, z2,y) et avec lesquelles nous effectuons la synthese

de Lyapunov.

e La linéarité des fonctions Hy et Ey dans (2.207) fait que les fonctions @, R, S et T de
I’hypothese B1 sont des formes quadratiques et donc que la condition (2.15) est satisfaite.

e Nous supposons la stabilité exponentielle locale de Y = 0 pour Y = Fy(Y), i.e. nous

supposons que la matrice
0Fy

4=570

(2.208)

5Nous faisons cette hypotheése qui pourrait étre affaiblie dans certains des cas que nous traiterons par la suite

dans un souci de simplicité.
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est asymptotiquement stable. Avec I'hypothese B1, ceci implique que les fonctions V' et
W peuvent étre modifiées pour satisfaire (2.24). Nous avons observé en (2.26) qu’alors la
fonction x de I’hypothese B3.1 devait vérifier :

lim [y| £(|y[*) = 0. (2.209)
y—)
e Pour les fonctions H; et Ej, nous supposons, comme en (2.16), qu’elles sont linéairement

bornées en X7 et Xo. Plus précisément, nous supposons ’existence d’une fonction continue
positive v telle que :

|H1(X1, X2, V)| < (L+[Xa))v([Y]) (2.210)

|E1 (X1, X2, V)| < (1+[Xa| + [ Xa)y(]Y]) - (2.211)

Dans ce cas, nous avons vu, avec (2.20), que, pour vérifier (2.10) dans B3.1, il nous suffit
de prendre :

p(s) < cv/s. (2.212)

Alors, avec ce qui précede, (2.20) implique que la fonction v dans (2.210) et (2.211) doit

vérifier :
~(0) = 0. (2.213)

Ceci signifie que les fonctions Hy et Ey doivent étre d’ordre strictement supérieur a 1 en
Y =0, pour tout (X1, X»).

Cette condition d’ordre pour H; et Fi n’étant génériquement pas satisfaite, le probleme que
nous nous posons maintenant est celui de trouver un difféomorphisme global :

X1 X
Xo — T
Y (0

qui fasse que, dans ces nouvelles coordonnées, les termes de couplage hy et e soient de 'ordre
le plus élevé possible en y = 0, a défaut de pouvoir rendre ces fonctions identiquement nulles.

2.3.1.2 Remarque.

En fait, si notre objectif est maintenant d’éliminer, dans la mesure du possible, les termes de
couplage, il ne faut pas oublier que le choix des coordonnées joue aussi un role dans la satisfaction
de I'hypothese B2. Ainsi, le systéme suivant, introduit dans [28],

X = Y3 -Y+u

(2.214)
Y = —-Y+u

dont D'origine est globalement asymptotiquement stabilisable, satisfait B2 mais pas B3. Mais
dans les coordonnées :
rn=X1 -y, y=y (2.215)

il s’écrit :

(2.216)
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Cette fois B3 est satisfaite mais pas B2. Par conséquent, il faut avoir a ’esprit que trouver un
changement qui fait que B3 est vérifiée n’a d’intérét que si, dans les nouvelles coordonnées, B2
I’est également, ce que rien ne garantit a priori.

Une question qu’il est légitime de se poser est la suivante : plutot que de rechercher des
changements de coordonnées qui font que B3 est satisfaite, puis de vérifier si dans les nouvelles
coordonnées B2 'est ou pas, y aurait-il un avantage quelconque a procéder de fagon inverse,
c’est a dire a rechercher des changements de coordonnées qui font que B2 est satisfaite, puis a
vérifier si B3 I'est ou pas ? Nous n’avons pas de réponse satisfaisante a cette question. Précisons
toutefois que suivre cette deuxiéme démarche nous semble difficile en raison de la complexité
qu’il y a a vérifier si 'hypothese B2 est satisfaite. Aussi ne nous engagerons nous pas dans cette
direction.

2.3.1.3 Sommaire.

Dans un premier temps, nous considérons le cas plus simple ou la fonction H; peut étre
approximée, au sens de (2.10) (voir paragraphe 2.2.4), par une fonction linéaire en X; et
indépendante de Xs. Cette hypothese nous permet de donner des conditions pour 'existence
d’un changement de coordonnées tel que le nouveau terme de couplage soit une fonction du sec-
ond ordre en y = 0 ou méme soit totalement éliminée. Dans un second temps, nous relacherons
I’hypothese de dépendance linéaire en X;. Les changements de coordonnées que nous allons
présenter vont étre mis au point sur des systemes auxiliaires. Chacun de ceux-ci est une simpli-
fication du systeme (2.207) telle que, d’apres le paragraphe 2.2.4, les propriétés de stabilité de ce
systeme détermine celles du systeme initial. De plus, les termes faisant intervenir la commande
ne jouant aucun role dans le probleme que nous étudions maintenant, il est inutile, pour le
moment, de les considérer.

2.3.2 Un premier type de changement de coordonnées.

Considérons donc le systeme (2.207). La fonction H1Y, étant C?, peut étre décomposée ainsi :

Hy(X1, X0, Y)Y = Hyo(Y) + H11(Y) X1 + Hi2(X1, X2,Y) (2.217)

avec aH
Hio(Y) = Hi1(0,0,Y)Y , Hy(Y) =< a—Xl(O,O,Y),Y> . (2.218)

1

Pour simplifier notre tache, nous allons mettre en place nos changements de coordonnées en
considérant le systeme auxiliaire suivant :

X, = M Xy + Hio(Y) + Hy(Y) Xy

(2.219)
Y = Fp(Y)
Pour ce systeme, nous cherchons un changement de coordonnées qui soit tel que les fonctions
Hyy et Hyy soient remplacées par des fonctions d’ordre supérieure ou égal & 2 en Y = 0.
De fagon a préserver la linéarité en X1, nous nous restreignons a un changement de coor-
données de la forme :

( 921 ) _ ( exp(— P2(Y))Y[X1 + Pi(Y)] ) (2.220)
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ou la fonction matricielle P, et la fonction P; sont a choisir. Dans ces nouvelles coordonnées, le
systeme (2.219) s’écrit :

rn = M h h
T1 121 + hio(y) + hi(y) z1 (2.221)
v = foly)
avec :
M) = =M+ ep(-Pa) [V + Huly (2222
! oP,
- /0 exp(P(y)s) < a—y(y), Fy(y) > exp(— Pa(y)s)ds| exp(P2(y))
OP,
mals) = exp(-Pa) [fnt) + SR - 06+ HuG)RG)| 222
foY) = Fo(y) -
Les expressions de hi1, h1g sont obtenues au moyen de l'identité :
. 1 .
S Paw) = - exp(= Falw) | exp(Paly)s)Palg)expl— Pay) s (2.224)
0
Celle-ci est elle méme obtenue au moyen de l'identité :
d
—exp(—=R(y)7) = — Pa(y) exp(—Pa(y)7) - (2.225)

dr

Nous sommes amenés a nous poser les questions suivantes :

1- Etant données deux fonctions Hyp et Fy, comment peut étre modifiée hi; définie en (2.222)
au moyen d’une fonction Py ?

2- Etant données quatre fonctions Hyq, Fy, Hig et P, comment peut étre modifiée hqg définie
en (2.223) au moyen d’une fonction Py ?

En réponse a celles-ci, nous avons :

Lemme 2.18 Si les spectres de A et de My sont tels que :

)‘Ai +)‘M1j =+ )‘Mm , (2.226)
A4, =+ )‘Muc , (2.227)

pour tout (i, j, k), alors il existe des fonctions réguliéres Py et Py, obtenues par résolution d’un
systéme d’équations linéaires, qui donnent hyy, en (2.222), et hio, en (2.223), d’ordre 2.

Remarque 2.19 : En exploitant la théorie des formes normales de Poincaré, on peut rendre
ces fonctions d’ordre supérieur en imposant des conditions de non résonnance supplémentaires.
(Voir la preuve de [3, Theorem 3.1]) o

Preuve du Lemme 2.18 : Introduisons la notation suivante :
OH\1 (i)

VH (kij) = m

(0) (2.228)



54 Chap. 2. Ajout d’intégration : changement de coordonnées.

et notons par (P (k) la solution du systeme linéaire :
VHii (ki) + Z [Mi 0y Pty — Poiwin) Mig) — Pawig) Aak) = 0. (2.229)
l

On remarque alors (voir [40, 1.10.10]), qu’avec la matrice P, définie par :

Zk Py (kyi,j) Yk
L4370 122k Po ki) vkl
la fonction hqp est d’ordre 2. Des arguments similaires & ceux utilisés dans [3, Proof of Lemma

1.1] montrent que (2.229) peut en général étre résolue si et seulement si (2.226) est vérifié.
Plus simplement, la fonction hig en (2.223) est d’ordre 2 si nous choisissons :

(exp(P2(y) = 1)) = (2.230)

Pi(y) = Py (2.231)
ou P est la solution du systeme linéaire :
0OH
PA— MP+ 810(0) =0 (2.232)
Y

qui peut étre résolue en général si et seulement si (2.227) est vérifiée (voir [18, Section 8.1]). O

Remarque 2.20 : Les formules (2.230) et (2.231) peuvent ne pas étre appropriées dans la
pratique. Le point crucial a retenir & propos des fonctions Py et P est que 88—];1(0) et %—ZQ(O)
sont imposés par la donnée des équations initiales. Ainsi on peut, si on le souhaite, choisir une

fonction Pj(y) bornée en prenant :

Py

Pi(y) = TP (2.233)

Si la fonction Hii(y) intervenant dans (2.223) est identiquement nulle, on peut obtenir
hio(y) = 0 si on peut trouver une fonction P; résolvant I’équation aux dérivées partielles suiv-
ante :

oP,
Y
Remarquons que si P est solution de I’équation (2.234), alors le graphe {(X1,Y) : X1+ P (Y) =
0} est une variété invariante de :

Xl = M1X1 + Hlo(Y)

(2.235)
Y = EF(Y).

Si la matrice A est asymptotiquement stable, ce graphe est un sous ensemble de la variété stable
et la variété stable elle méme si toute les valeurs propres de M; ont leur partie réelle nulle. Donc,
grace a la théorie générale des variétés invariantes, nous savons que (2.234) admet une solution,
au moins sur un voisinage de ’origine (voir [6]). En fait, ici, nous pouvons exploiter la structure
triangulaire de (2.235) pour prouver que, lorsque l'intégrale suivante :

P(Y) = /Oooexp(—le)Hlo(Q(s,Y))ds (2.236)
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ou ®(t,Y) est solution de :

9 vy = Ry@(t,Y)

®(0,Y) =Y 2.2
- L e0Y) = Y, (2.237)

est bien définie et est de classe C, alors P;(Y') est une solution de (2.234). Ce point important
a été remarqué par Yang dans [82]. Plus précisément a propos de (2.236) et indépendamment
du contexte de ce travail, nous avons :

Lemme 2.21 Si la matrice %i}?(O) est asymptotiquement stable, la matrice —M; est stable et
la fonction Hyg est C1, alors la fonction Py, donné par (2.236), est bien définie, est C1 et est
solution de (2.234).

Preuve : Voir 'annexe F.

Remarque 2.22 :
1. Quand M est égal a 0, I’égalité (2.234) se simplifie et donne :
é\
P1(Y)(9.935 = —Hio(Y) , (2.238)
ce qui signifie que Hio(Y) est une dérivée exacte. Cette propriété, qui, il est vrai, n’est pas

toujours aisément exploitable dans la pratique, sera néanmoins utilisée extensivement lors de
la stabilisation du systeme pendule chariot a la section 2.5.4 e

2. Le résultat d’existence, donné par le lemme 2.21, a été exploité par Yang, dans [82], et par
Sontag et Sussmann, dans [68] pour prouver le corollaire 2.37 qui se trouve dans la section
suivante dans le cas ou en (2.425) n’est pas présent le sous systeme en y. Ces auteurs utilisent
pour y parvenir une technique Lyapunov similaire a celle utilisée pour le lemme 1.1 (avec z;
remplacé par X1 + P1(Y)) e

3. Quand X, est de dimension 1, M; = 0, la matrice A est asymptotiquement stable et la
fonction Hy1(Y') est de classe C', 1a fonction (scalaire) Py, qui a pour expression :

P(Y) = — /0 " Hu (s, Y)) ds (2.239)

avec ®(s,Y) solution de (2.237), est bien définie (voir 'annexe F). En ce cas, pour une telle
fonction Py, nous obtenons (voir (2.222)) :

hll(y) =0. (2.240)

Nous remarquons également que (2.239) donne :

Py(Y)(2.935y = Hu(Y), (2.241)

ce qui signifie que Hy1(Y') est une dérivée exacte o

4. Remarquons finalement que, pour le systeme (2.219), le changement de coordonnées (2.220)
a pour effet de transformer le systeme d’équations (2.8) de B2

X, = MiX,, %(Xl)HZ(Xl,O,O,O) =0, %(Xl)HO(Xl) (2.242)
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en

. = Mz S (z)ho(x1) = 0,
99 () [hZ(xho,o,o)jL %iyl(o) fa(21,0,0,0) — < %i;(O),fz(xl,0,0,0) > 1’1} - 0.

(2.243)
Ainsi le changement de coordonnées introduit les fonctions

0P,
a—yl(o) f2(x1707070) ) - <

or,

ay (0) , fg(xl, 0, 0, 0) > I

qui peuvent faire que B2 soit satisfaite dans les coordonnées (x1,y), alors qu’elle ne ’était
pas dans les coordonnées (X1,Y"), ou vice versal Ce phénomene a été souligné en considérant
les systemes (2.2) et (2.214) o

2.3.3 Un deuxieme type de changement de coordonnées.

Décomposons maintenant la fonction H1Y de la fagon suivante :

Hi(X1, X2, Y)Y = Hi3(X1)Y + Huu(X1, X0, Y), (2.244)
avec
Hy3(X1) = H1(X41,0,0) . (2.245)
Remarquons que si :
OH,
—(X1,X9,0) =0 2.246
an( 1, A2, ) ) ( )

alors Hy4 est du second ordre en Y = 0. Ainsi nous considérons le systeme auxiliaire suivant :

X; = My Xy + Hi3(X1)Y

(2.247)
Y = Fp(Y)
Pour ce systeme, nous cherchons un changement de coordonnées qui soit tel que la fonction
Hy3(X1)Y soit remplacée par une fonction d’ordre supérieur ou égal & 2 en Y = 0.
De facon a préserver les propriétés de croissance en X; de Hj3(X1), nous nous restreignons
a un changement de coordonnées de la forme :

7| ( X1+ L(X1)P(Y) ) (2.248)

y Y
ol la fonction matricielle L et la fonction P sont & choisir de classe C2, P devant de plus vérifier :

P(0) = 0. (2.249)

Remarquons que si la fonction ‘8‘9—;’1 est bornée et plus exactement si, pour tout X7,

‘8—L(X1)

< 2.250
X, ¢ (2.250)
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alors le changement de coordonnées donné ci-dessus est un vrai difféomorphisme global si, pour
tout Y,

PY)| < 2.251
PO < o (2.251)
avec ¢ > 0. En particulier, on a dans ce cas :
1+4+¢
[Xil = —= a1 = LOPW) , [ Xi—ai] < (LO)]+ e Xa]) [P(y)] - (2.252)
Dans ces nouvelles coordonnées, le systeme (2.247) s’écrit :
1 = Mix1 + his(x,
! 1o1 + ha(e,9)y (2.253)
v = foly)
avec :
1
hlg((L‘l,y) = (—Ml L(Xl) + < 88—)%1()(1), [Mle +H13(X1)y] >> / g—i(sy)ds (2254)
0

1
L His(X)) + LX) 22(y) /0 O () ds

foly) = Foly) . (2.255)

Avec (2.252), nous voyons que la fonction hi3 est d’ordre 1 en y = 0 et que la condition (2.251)
est satisfaite, si nous choisissons :

1
VAP’

P(y) (2.256)

et avons pour fonction L une fonction de classe C?, vérifiant (2.250) et solution de I’équation
aux dérivées partielles suivante :

OL
—My L(X1) + < 53=(X1), MiXy > + Hig(Xh) + LX) A = 0. (2.257)
1

Nous remarquons que s’il existe une solution L & cette équation, alors I’ensemble
{(L(X1),X;): X1 e R™}
est une variété invariante du systeme :

Z = M Z — ZA — Hyj3(X))

. (2.258)
X1 = M X4
Cette remarque nous donne ’expression formelle suivante pour L :
+0o0o
L(X,) = / exp(—Mis)Hys(exp(Mis)X1) exp(As)ds . (2.259)
0

On en déduit :
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Lemme 2.23 Supposons que :
1. il existe un nombre réel positif ¢ tel que, pour tout X1,
0*Hys
02X,

(X1)| + (X1)

‘ang < ¢ (2.260)

00X,

3. la matrice My est stable,
4. il existe un nombre réel strictement positif ¢ tel que, pour tout s > 0,

lexp(—M;s)| (1 + \exp(Mls)\2> lexp(As)| < cexp(—cs) . (2.261)

Alors la fonction L donnée par (2.259) est bien définie, de classe C?, solution de (2.257) et
vérifie (2.250). De plus, la fonction hys, définie en (2.254), vérifie, pour tout (x1,y) :

[hs(z1,9)] < Jyl (14 [z ]) v () (2.262)

ou vy est une fonction positive continue.

Remarque 2.24 :

1. Ce second changement de coordonnées est intéressant car il permet de traiter des systemes
plus complexes que le premier. Par contre il a I'inconvénient de demander le calcul explicite
d’une solution L appropriée de I’équation aux dérivées partielles (2.257), tache beaucoup plus
ardue que celle de résoudre les systemes linéaires donnant les fonctions P; et P». Remarquons
toutefois que, lorsque M7 = 0, on a simplement :

L(X)) = —H(X;)) At (2.263)

Il est également important d’observer que, dans le contexte du premier changement de co-
ordonnées, la résolution de I’équation aux dérivées partielles (2.234) peut nous permettre de
supprimer completement le terme de couplage en hy. Tel n’est pas le cas avec ce second
changement de coordonnées : seuls les termes du premier ordre en y = 0 sont éliminés e

2. Comme (2.226)-(2.227), la condition (2.261) est une condition de séparation spectrale entre
A et M;. Cette derniere est cependant plus restrictive car impose que le spectre de A soit
suffisamment a gauche dans le plan complexe par rapport au spectre de M; e

Nous n’aurons pas par la suite ’occasion d’illustrer le fonctionnement de ce changement de

variable. Aussi proposons-nous ici ’exemple académique suivant :

Example 2.25 : Considérons le systeme :

X = X v 4+ 2
_ 14X (2.264)
Y = —Y+exp(-Y2-X%)Y? +u

Le terme de couplage génant est :

X
Hi(X,Y) = Hi3(X) = Sk (2.265)

"Puisque la fonction H; est de classe C*, Hyz est de classe C°
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Puisque M; =0 et A = —1, la formule (2.263) nous donne la fonction :

X
L(X) = 2.266
dont la dérivée est bornée par 1. Donc en prenant :
Y

PY) = 1053 (2.267)

le changement de coordonnées (2.248) est un difféomorphisme global qui s’écrit :

( : ) _ ( X+ 1?2 Ty ) _ (2.268)

Pour ces nouvelles coordonnées, on obtient en particulier :

P (X X(1-y® X(1-X2
= <1-|—X2 l—l—y2 + (1+X2)(Z1/+)y2) eXp(_y2 - X2) + m) y2 (2269)

X(1-y?)
+ (s + 1+ dte e v) v
Maintenant, le terme de couplage sur la premiere ligne est du second ordre en y = 0. Il est aussi
borné en x — puisqu’il I’est en X —. Pour obtenir une loi de commande qui stabilise globalement
asymptotiquement, il suffit alors d’appliquer le Théoréme 2.1. Ainsi, prenons :

Uz,y) = = (2 + 15y%) (2.270)

Do | —

comme fonction de Lyapunov susceptible d’étre strictement assignable. Calculons sa dérivée par
rapport au temps en utilisant ’expression obtenue pour la dérivée de x :

—_—

1 2 2 xX 2y3 ) ) ) (L‘X(l—y2) (L‘X(l—y2)
5 @+ 15 PE—— +y“exp(—y° — X 4 u
1‘)((1—)(2):1/2
S SR 15y” + 15y° exp(—y* — X7) + 15yu
1— X2 Y 9
1 2.271
H[ +(1+X2)21+y2]u (2.271)

Apres des calculs intermédiaires, on obtient :

—_—

1 X(1—19?
§(x2+15y2) < =397 + [ 2X(1—y")

(1+ X2)(1+y?)

+15y] u + 31X |u? (2.272)

On montre alors aisément que le bouclage :

1 X (1—y?)
YT TR ) [(1 X (1447 | 153’] (2.273)

donne l'inégalité :

1
12(1+ X?)

rX(1—19y?)
1+ X2)(1+9y2)

T ) i

2
+ 15y] (2.274)
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et donc est globalement asymptotiquement stabilisant. <&

Preuve du Lemme 2.23 : Définissons la fonction A ainsi :

A(s, X1) = exp(—Ms)Hiz(exp(M15)X1) exp(As) . (2.275)
Grace a (2.260), on obtient :
|Hi3(X1)| < e(1+4|X1]) (2.276)
et donc :
A XD < clexp(—Mis)|(1-+] exp(Mis) Xu | exp(ds) -
< clexp(=Mis)[(1 + [exp(Mis)|)] exp(As)[(1 + [ Xa]) -
Grace a (2.261), on en déduit que :
|A(s, X1)| < cexp(—es)(1+|X1]) . (2.278)

Il s’en suit immédiatement que L(X;) donnée par (2.259) est bien définie pour tout X; dans
R™1,

Pour montrer que cette fonction est de classe C?, montrons tout d’abord qu’elle est de classe
C*. Pour obtenir ce résultat, nous vérifions si les hypotheses de [14, Theorem (3.150)] le sont.

1. Pour tout s € R>, la fonction A(s, X;) est continuement différentiable.

2. Nous avons :

3} 0OH
—A(s, X1) = exp(—Ms) < 1 (exp(M1s)X1),exp(Mis) > exp(As) . (2.279)
8X1 a)(1

Grace a (2.260) et (2.261), il s’en suit que :
0

—A(s, X

'axl (5 X1)

< clexp(—cs)| . (2.280)

pour tout X7 dans R™! et tout s dans Rx>g.
3. La fonction c| exp(—cs)| est intégrable sur [0, +00).
Ces trois points impliquent que la fonction L est C! et que :

oL
= (x
axl( )

+oo H
= / exp(—M;s) < 88)(113 (exp(Mis)X1), exp(Mis) > exp(As)ds . (2.281)
0

Pour montrer que la fonction L est de classe C2, il suffit de procéder d’une facon analogue a celle
que nous venons d’employer pour montrer qu’elle est de classe C' en substituant la fonction :

H
exp(~M1s) < T exp(M13) X1), exp(Ms) > exp(s)

a la fonction A.



2.3. Changement de coordonnées. 61

Maintenant, pour montrer que L définie en (2.259) est solution de (2.257), il suffit de mon-
trer que L(exp(Mit)X1) est une solution de (2.258). Ce résultat s’obtient en observant que
L(exp(M;t)X;) vérifie :

L(exp(Mit)X1) = exp(tMy) [/t+oo exp(—Mis)Hyg(exp(Mis)X1) exp(As)ds] exp(—At)

(2.282)
puis en dérivant cette égalité.
L’égalités (2.281) et les inégalités (2.260), (2.261) impliquent que (2.250) est vérifiée. Le
dernier point qui reste & montrer est donc (2.262).
Grace a (2.257) et (2.254), 0on a :

his(z1,y) = << X L (X)), M1 X, >)/0 (g—i(sy) — I)ds
+ (< B (X)), His(Xy >) | 8B (sy)ds (2.283)

L LX) [3—5@) [ (supas - A]

Et donc :
histenn)] < |2e(x0)| 103 (/ 122 (sy) — 1| ds)
+ ‘B—Xl )‘ ‘ng(Xl)y‘/1| (sy)|ds (2.284)
+ |L(X1)] < ’/ ‘BFO sy) A‘ds—i—a—}]j )—II\A\) ,
Les fonctions P et Fy étant de classe C2, il existe une fonction continue et positive u telle que :
g—g(sy)— %(sy)— AI < sullyDlyl . Y(ys):0<s<1. (2.285)

Alors, cette inégalité, (2.250) et (2.284) donnent :

1
[his(z,y)| < C\MlHXl\M(\y\)\y\+C\H13(X1)Hy\/0 |5 (sy)] ds

(2.286)
+ LX) (155 W) wllyDlyl + w(yDlylIAl)
Grace a (2.250), on obtient :
IL(X1)| < e|Xa| +[L(0)] . (2.287)
Comme on a en outre montré I'inégalité (2.276), on obtient :
st )l < oMKl + e+ 1ol [ 130 as 22
+ (c1Xa] + L)) (|5 @) ullyDlyl + m(yDIvllAl)
Il s’en suit ’existence de d’une fonction continue positive ( telle que :
[has(zr, )| < (L + [ Xa)C(yDly] (2.289)
Grace a (2.252) :
1+4¢
[Xal = ——(lza] + [LO)[PW)]) - (2.290)

L’inégalité (2.262) s’en suit. Ceci termine notre preuve. O
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2.4 Ajout d’intégration.

Nous combinons maintenant synthese de Lyapunov et changements de coordonnées pour énoncer
des résultats généralisant ceux obtenus par la technique de Jurdjevic et Quinn et traitant du
probleme d’ajout d’intégration (voir (5)).

Nous considérons & nouveau le systeme (2.207) :

X; = MX;+ Hi(X1, X0, Y)Y + Hy(X1, Xo,Y, u)u
Xo = MyXy+ E1(X1, X0, Y)Y + Ey (X1, X5, Y, u)u (2.291)
Y = F(Y)+ (X1, Xo, Y)Y + Fy (X1, Xo, Y, u)u

ou Y est dans R”, X; dans R™, X, dans R™2, u dans RY, toutes les fonctions sont C? et nous
notons :

0Fy

4= 3y

(0) . (2.292)

2.4.1 Avec l’aide du premier changement de coordonnées.
2.4.1.1 Résultat.

Décomposons la fonction H1Y comme en (2.217) :

Hy(X1, X0, Y)Y = Hyo(Y) + H11(Y) X1 + Hi2(X1, X2,Y) (2.293)

avec aH
Hyo(Y) = Hi(0,0,Y)Y .,  Hy(Y) =< a—Xl(O,O,Y),Y> (2.294)

1

et introduisons les hypotheses suivantes :

Hypothese D1 :
D11 : Le terme F1 (X1, X2, Y)Y nest pas présent et le point Y = 0 est un point d’équilibre
globalement asymptotiquement stable du sous systéme en 'Y quand u est pris égal a zéro.

D12 : Les matrices A et My sont asymptotiquement stables, la matrice My est stable et les
spectres de ces matrices sont tels que, pour tout (i, j, k)2,

)\Ai + )\Mlj ;é )\Mlk ) )\Ai 7£ )\Mlk . (2295)

L’hypothése D12 implique 'existence de matrices Q1 et Q2 symétriques, définies positives, sat-
isfaisant :
Q1M + Ml—rQl <0 , QoM+ MQTQQ = I (2296)

et de P et Po, solutions de respectivement (2.232) et (2.229). (Voir le lemme 2.18). Soit alors
‘Ho définie par :

Ho(X1)u = — < Po, F5(X1,0,0,00u> X; + [Hy(X1,0,0,0)+ P Fy(X1,0,0,0)]u . (2.297)

8Les conditions (2.295) sont nécessairement satisfaites si la partie réelle de chacune des valeurs propres de M
est nulle.
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Hypothese D2 : X7 = 0 est ['unique solution de :

X, = MiX,, XJQIMiX; =0, X/QHa(X1) = 0. (2.298)
Hypothese D3 : Les fonctions His et Ey sont telles qu’il existe une fonction positive continue
v telle que :

|Hi2(X1, X2,Y)|
|Eq(X1, X2,Y)|

VI ] + Y (1 + [ X0 + [ X2y (Y) (2.299)

<
< (14X + 1 Xa]) A(Y) - (2.300)
Théoréme 2.26 Si les hypothéses D1, D2 et D3 sont vérifiées, alors pour tout w dans (0, +00],
Dorigine du systéme (2.291) peut étre rendue solution globalement asymptotiquement stable par
un bouclage d’état C3, borné par W et zéro a lorigine. De plus, si la linéarisation de (2.291)
est stabilisable, la linéarisation du systéeme en boucle fermée est asymptotiquement stable. Fi-
nalement, lorsque la composante en X1 n’est pas présente, lorigine de (2.291) avec u = 0 est
globalement asymptotiquement stable.

Remarque 2.27 :

1. Les hypotheses D1 et D3 donnent des indications sur la fagcon de décomposer la variable de
I'intégration X en X; et Xo. Premierement, les termes couplants H; et E; peuvent au plus
croitre linéairement en X a l'infini. Deuxiémement, la décomposition doit étre effectuée de
sorte que la matrice My soit asymptotiquement stable et que la matrice M; soit seulement
stable mais satisfasse la condition de séparation spectrale (2.295). Finalement le terme Hy
en (2.293) divisé par |Y|, doit s’annuler quand Xo et Y sont nuls e

2. Quand X n’est pas présent et que u est pris égal & 0, (2.296) et (2.300) impliquent que le sous
systeme en Xy avec Y comme entrée est “entrée convergente, état borné” (Converging Input
Bounded State), propriété définie dans [65]. Il s’en suit que le dernier point du Théoréme
2.26 est une conséquence directe de [65, Theorem]| et que la stabilité asymptotique de A n’est
en fait pas nécessaire dans ce cas e

2.4.1.2 Preuve du Théoréme 2.26.

Cette preuve est divisée en trois parties.

1. Stabilité asymptotique globale : Pour prouver le premier point du Théoréeme 2.26, nous
vérifions qu’apres un changement de coordonnées, le Théoreme 2.1 s’applique.

Grace a (2.293) et au fait que Hy est C3, D3 implique que la fonction His peut étre
décomposée en :

ng(Xl,XQ,Y) = [< ngy(Xl,Xg,Y),Y > 4+ < ngx(Xl,Xg),Xg >] Y . (2301)

Alors, puisque les spectres de A et de M vérifient (2.295), le Lemme 2.18 donne des fonctions
Py et P, telles qu’en appliquant le changement de coordonnées, linéaires en (X1, Xs),

T exp(— P (Y)) (X1 + Pi(Y))
i) = X2 (2.302)
Y Y
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les fonctions Hig et Hip sont transformées en des fonctions du second ordre en y = 0. Plus
précisément le systéme (2.291) peut étre récrit sous la forme :

&1 = Mzi+ < hiy(z1,22,9),y > y+ < hig(z1, 22, y), 22 > y + ha(z1, 22, y, u)u

By = Moxo +ei(w1,22,y)y + ea(x1, T2, Y, u)u

fO(y) + f2($1, r2,Y, u)u

(]
(2.303)
ou :
— la fonction hy, provient des fonctions hig et hi; données en (2.222) et (2.223) et de la fonction
Hiay,
— la fonction hq, provient de la fonction Hisy,
— la fonction hsy est donnée par :

hQ(xlv r2,Y, u) u = - eXp(_P2(y)) <A E((L‘l, x2,Y, 3)d8> eXp(P2(y)) L1 (2304)
+ Hs ([exp(P(y))z1 — Pr(y)], 2,9, u) u
T %—?@) By ([exp(Pa(y))1 — Pi(y)], 22,9, )

avec = définie ainsi :
- 0P,
E(x1, 2,9, 5) = exp(Pa(y)s) < a_y(y)’ Fy ([exp(Pa(y))z1 — Pu(y)], w2, y, u) u > exp(— Pa(y)s).
(2.305)
Alors, premiérement, nous avons que D11 et (2.296) impliquent que B1 est vérifiée. En
particulier on a :
Q(xl) = x;er rr 5(1‘2) = x;Mg xr9 . (2.306)

De plus (voir annexe G), la fonction de Lyapunov V peut étre prise de classe C3 et obtenue
comme une combinaison convexe appropriée de Y VY et de Vo(Y) o V est une matrice de
Lyapunov associée a la matrice asymptotiquement stable A et V;(Y') est une fonction de Lya-
punov associée (voir [83, Theorem V.19.8]) a la stabilité asymptotique globale de Y = 0. Ainsi,
nous avons en outre :

y <c = V() <cll, W) = clyf. (2.307)
Deuxiemement, nous remarquons que P; et P, donnés par le lemme 2.18, satisfont :
0P,
P(Y) = PY | 8—;(0) = P,. (2.308)

Il s’en suit qu’avec la définition (2.297), B2 n’est rien d’autre que D2.
Troisiemement, avec D3 et la linéarité en (X, X3) de (2.302), nous concluons qu'il existe
une fonction v positive et continue telle que :

|hiy(z1, 22,9)] < (L4 [2a] +[z2D)v(y) |hie(z, 22, 9)] < (y) (2.309)
le1(z1, 22, y)| < (14 [z1] + [x2]) ¥(y) - (2.310)

Par conséquent, on a :

o] Q1 < hiy(1,22,9), y >y < clyPy(y) ol 1+ |21] + |22)) (2.311)

IN

2
clyl*v(y) (1 + \/1 +|z1f3), + l2ld, - 1) (2.312)
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o] @1 < hualorz2) w2 >y < clylA () foal 22 (2.313)

< cly[v(y) |z (1 + \/1 + 213, +[wald, — 1)(2.314)

|27 Qaer(ar, @0, y)y| < clylr() fool (L4 1+ loaf?, +foaf?, 1) - (2.315)

Donc, en prenant
p(s) = V1i+s —1 (2.316)

et

2 2

I'inégalité (2.10) est satisfaite. En plus de cela :

e La définition de p implique que p est zéro en zéro, Lipschitz continue et que (2.11) est
satisfaite.

e D’apres (2.317), la fonction k peut étre choisie continue. Donc (2.12) et B3.2 sont satisfaites
e V étant C3, (2.12) est satisfaite.
e La condition (2.13) est satisfaite puisque f; = 0.

Par conséquent, B3 est vérifiée.

Nous en concluons que le Théoreme 2.1 s’applique. On en déduit, en particulier, quun
bouclage d’état de classe C? ayant les propriétés désirées peut étre obtenu.

Remarquons que (2.97) étant vérifiée, une loi de commande possible est (2.98). Rappelons
que (2.68) donne une fonction de Lyapunov appropriée ayant une dérivée par rapport au temps
définie négative si :

‘xirQl lel‘ + ‘$IQ1H2($1) #0 , Va1 #0. (2.318)

Si x1 est de dimension 1, 'hypothese D2 implique que cette condition est satisfaite. Enfin si
cette condition n’est pas satisfaite, nous avons vu au paragraphe 2.2.3.3 comment construire une
fonction de Lyapunov de dérivée définie négative.

2. Stabilité exponentielle locale : Pour prouver la stabilité asymptotique du systeme en
boucle fermé linéarisé, nous écrivons la linéarisation de (2.303) ainsi :

1 = Mz +Diu,
Ty = Msxs+ Dou , (2.319)
y = Ay+Bu,
avec
B = f»(0,0,0,0) |, D1 = h2(0,0,0,0) Dy = €2(0,0,0,0) . (2.320)

Pour prouver que la linéarisation de la loi de commande donnée par (2.83) est stabilisante pour
ce systeme, nous procédons en deux étapes :

1. Nous appliquons le lemme 1.1 pour obtenir une loi de commande linéaire u; pour le
systeme linéaire (2.319).
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2. Nous vérifions que cette loi de commande uj n’est rien d’autre que la linéarisation a
Porigine de (2.83).

Premiére étape : Nous remarquons tout d’abord que (2.319) est de la forme (1.4). En conséquen-
ce I’hypothese D12 implique que B1 est vérifiée. En outre, le fait d’avoir imposé la stabilisabilité
de la linéarisation de (2.291) implique la stabilisabilité de la paire (M7, D;). Cette propriété
implique grace au Fait 1.8 que B2 est vérifiée. On déduit de (2.83) dans la proposition 2.8 que
la loi de commande linéaire suivante stabilise (2.319) :

9%V T

ur(z,y) = —Po </€0a0 B 8—y2(0) y + oD Qx) (2.321)

ou :

V est la fonction de Lyapunov satisfaisant (2.7) et (2.307) et donc :

0%V 0%V
(0)A + AT = 2.322

x:(ii) ,D:(%) ,Q:(%l £2> (2.323)

ko et lp sont des nombres réels strictement positifs.

g et By sont des réels satisfaisant :
Mmin { 55 (0)4 + AT2Y(0)}

2 ; > 3 [ag—1]°. (2.324)
Amas { 25(0)BBT 2% (0) }

Bo >0 ,

Deuziéme étape : Les conditions (2.84)-(2.87) indiquent qu’avec (2.67), on peut prendre, pour
satisfaire (2.324) :

ko = K(0) ,  lo =1(0) . ap = al0,0,0) , fBo = 5(0,0,0). (2.325)
Donc, I"approximation linéaire & l'origine de (2.83) est égale a (2.321).

3. Cas ou la composante X; n’est pas présente : Pour prouver que 'origine de (2.291)
avec u = 0 est globalement asymptotiquement stable s’il n’y a pas de composante x1, nous
remarquons simplement que dans ce cas, avec (2.300) et en complétant les carrés, on a :

— |za|? + 2] Qaer (2, y)y

k(y) +In(1+ [22[g),) = —w(V(y) W(y) +

(2.326)
1+ ‘1‘2%2

| 2] (lzaf + |22[*)?
< —K(y) Wy - (2.327)

1+ Ja2f3, (14 [x2[3,)?

1
+ =y 1(w)? (2.328)
ou le nombre ¢ peut étre choisi pour que soit satisfaite I'inégalité :
2
To| + |ao]? 2

L+ ]e2l3,)® — 200+ [2203,)
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Par conséquent, en prenant k telle que :
FEVWIW ) = —lyl" ()", (2.330)
on obtient : . )
1 ‘1‘2‘
E(y) +In(1+ |22)3.) < —=c(V(y))W(y) — ———— . 2.331
Le terme de droite de (2.331) étant défini négatif, notre preuve est achevée. O
2.4.2 Avec l’aide du deuxiéme changement de coordonnées.
2.4.2.1 Résultat.
Reprenons maintenant la décomposition (2.244) de H1Y :
Hy(X1, X2, Y)Y = Hi3(X1)Y + Hua(X1, X2,Y), (2.332)
avec :
Hy3(X1) = H1(X1,0,0) . (2.333)

Nous introduisons les hypotheses suivantes :

Hypothese E1 :

E11 : Le terme F1(X1, X9, Y)Y n'est pas présent et le point Y = 0 est un point d’équilibre
globalement asymptotiquement stable du sous systeme en Y quand u est pris égal a zéro.

E12 : Les matrices A et My sont asymptotiquement stables, la matrice My est stable et il existe

un nombre réel strictement positif ¢ tel que, pour tout s > 0,

lexp(=M15)| (1 + lexp(Mis)[?) lexp(4s)] < ¢ exp(—cs) .

(2.334)

L’hypothése E12 implique 'existence de matrices Q1 et (2 symétriques, définies positives, sa-

tisfaisant :
QIMy+M{ Q1 <0 , QMy+ M Qy = 1

et fait que la fonction suivante est bien définie :
+o00o
L(X,) = / exp(—Mis)Hys(exp(Ms)X1) exp(As)ds .
0
Soit alors He définie par :

HQ(XI) - HQ(Xl,0,0,0) + L(Xl) FQ(Xl,0,0,0) .

Hypothese E2 : X| =0 est ['unique solution de :

X, = MiX,, X/QIMX; =0, X[QHa(X1) =0.

Hypothese E3 :

(2.335)

(2.336)

(2.337)

(2.338)
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E31 : Les fonctions Hi4 et Fy sont telles qu’il existe une fonction positive continue -y telle que :
[H14(X1, Xo, V)| < V][ X[ + [V (1 + [Xa] + [ X2[)]7(Y) (2.339)
Ey(X1, X2, Y)| € (14 |Xa] + [ Xal) 7 (Y) . (2.340)

E32 : Les fonctions ‘%3 (X1) ‘ et ‘82—?3 Xl)‘ sont bornée.

Y
Y

Théoréme 2.28 Si les hypotheéses E1, E2 et E3 sont vérifiées, alors pour tout w dans (0, 400],
Dorigine du systéme (2.291) peut étre rendue solution globalement asymptotiquement stable par
un bouclage d’état C', borné par U et zéro a l'origine. De plus, si la linéarisation de (2.291)
est stabilisable, la linéarisation du systéeme en boucle fermée est asymptotiquement stable. Fi-
nalement, lorsque la composante en X1 n’est pas présente, lorigine de (2.291) avec u = 0 est
globalement asymptotiquement stable.

2.4.2.2 Preuve du Théoréme 2.28.

Nous allons établir ce théoreme en nous ramenant a la preuve de Théoreme 2.26.
Les hypotheses E12 et E32 garantissent que le Lemme 2.23 s’applique. On obtient ainsi des
fonctions L et P telles qu’en appliquant le changement de coordonnées

1 X1+L(X1) P(Y)
z | = X, (2.341)
Y Y

la fonctions Hi3Y est transformée en une fonction du second ordre en y = 0. Plus précisément,
avec I’hypothese E31, le systeme (2.291) peut étre récrit sous la forme (2.303) avec les fonctions
hiz et hiy obtenues de l'identité :

< hiy(x1,22,9),y > y+ < hi(r1,22,9), 02> y (2.342)
= hiz(z1,y)y + Hia( Xy, 20,y) + < ax L (Xy), Hiu(X1,22,y) > P(y)

ou hy3 est la fonction définie en (2.254) et vérifie (2.262). Ainsi, puisque, d’apres le Lemme 2.23,
la fonction BT est bornée, les inégalités (2.252) et (2.262) et I’hypothese E31 impliquent-elles
que les fonctions hiy, hi, et ey vérifient (2.309) et (2.310). Enfin on a :

hg(w‘l, 0, 0, 0) = Hg(w‘l) . (2.343)

Nous en déduisons que la preuve peut étre continuée exactement comme celle du Théoreme 2.26.
OJ

Remarque 2.29 : Dans les Théoremes 2.26 et 2.28 il est fait I’hypothese que le terme
F1 (X1, X2,Y)Y n’est pas présent dans (2.291). Modifier ces théorémes en autorisant la présence
de pareils termes termes est possible, mais cela présente un inconvénient. En effet, il faut alors
imposer une hypothese semblable a (2.13) ce qui suppose connue une fonction Lyapunov V as-
signée strictement pour le sous systeme en Y par u = 0. Nous n’avons pas fait cette hypothese
mais avons seulement supposé que Y = 0 est un point globalement asymptotiquement stable du
sous systeme en Y pris a commande nulle. Nous tenons a garder cette hypothese telle qu’elle
est : en effet, celle-ci met en avant le fait que si la fonction V' n’est pas connue explicitement,
il est tout de méme possible grace a la Proposition 2.9 de proposer une formule explicite de loi
de commande globalement asymptotiquement stabilisante pour le systeme global, le parametre
w restant a régler. o
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2.5 Applications.

Au moyen des divers outils mis en place dans les sections précédentes, nous sommes maintenant
en mesure d’appréhender différentes questions de stabilisation asymptotique globale.

2.5.1 Systemes feedforward.

2.5.1.1 Résultat.

Le Théoreme 2.26 peut étre appliqué de facon récursive pour prouver que le systéeme suivant est
globalement asymptotiquement stabilisable :

fl",'n = hOn(yn—l)xn + hln(yn—l) + h2n(xn7 Yn—1, ’U)'U

(2.344)
(I';l = h01(y0)fI,'1 +h11(y0) +h21(x17y07v)v
Yo = Jfo(vo)+ fa0(yo,v)v

oll 4o est dans R”, x; dans R™, u dans R?, fo, hoi, his, fo0, ho; sont de classe C* et avec :

-
Yi = <$¢T7$¢T—17---,$1T,yoT> ) h1;(0) = 0 , fo(0) = 0. (2.345)
Nous notons :
M; = h;(0) ) C;, = —LBByIZL (0) , D; = h(0,0,0) . (2.316)
Ag = SB(0) . By = f0(0,0).

Nous avons :
Théoréme 2.30 Supposons ce qui suit pour le systéme (2.344) :
2.30.1 11 existe une loi de commande vo(yo) qui est O3, vérifie vo(0) = 0, qui stabilise glob-

alement asymptotiquement l'origine du sous systéeme en yo de (2.344) et telle que la
linéarisation du systéeme en boucle fermée est asymptotiquement stable.

2.30.2 Pour tout i dans {1,...,n}, la matrice M; est telle qu’il existe une matrice définie
positive QQ; satisfaisant :
QiM; + M'Q; = 0. (2.347)
2.30.3 La paire
M, | Ch D,
0 Mp1| G Dy

est stabilisable.
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2.30.4 Pour tout i dans {1,...,n}, la fonction hy; satisfait, pour tout (x;, y;—1,v),

Oho,

a; (2;,0,0) = 0, (2.348)
92hs;
a—xg(xi,yi_l,v) = 0. (2.349)

Si ces conditions sont vérifiées, pour tout w dans (0,+oc], 'origine peut étre rendue solution
globalement asymptotiquement stable du systéme (2.344) au moyen d’un bouclage d’état borné

par @+ sup {|vo(yo)|} et la linéarisation du systéme en boucle fermée est asymptotiquement
Yo
stable.

Remarque 2.31 :

1. Avec les notations du systeme général (6), nous voyons que les hypotheéses du Théoreme
2.30 sont satisfaites si © = fi(z,u) est globalement asymptotiquement stabilisable par une
loi de commande qui donne en outre la propriétés de stabilité exponentielle locale et si la
linéarisation a l'origine du systeme global est stabilisable e

2. Le Théoreme 2.30 n’est qu’une des diverses versions qu’il est possible d’obtenir en appliquant
de fagon récursive les théoremes 2.26 ou 2.28. Notons en particulier que nous aurions pu
autoriser une dépendance non explicitement linéaire en x; pour les termes indépendants de
v et que la restriction (2.347) n’a pour seul objectif que de rendre plus facile la vérification
de la condition spectrale D12 e

Preuve du Théoréme 2.30 : Nous prouvons ce théoreme par récurrence. Nous appellerons

systeme i le sous systeme dont 1’état est y; = (vo, 21, . . ., x;), 1.€.
;= hoi(Yi-1)zi + hi(yi-1) + hai(zi, yi-1, v)v
(2.350)
(I';l = h01(y0)fI,'1 +h11(y0) +h21(x17y07v)v
Yo = fo(yo) + fa0(yo,v)v
Sous une forme plus compacte le précédent systeme s’écrit :
Ui = Fi(yi) + faiyi, v)v (2.351)

Prenons pour hypothese de récurrence :

Hypothése de récurrence : L’origine du systéme (2.351) peut étre rendue solution glob-
alement asymptotiquement stable par v;(y;), un bouclage d’état de classe C® borné par %ﬂ +
sup,, {|vo(yo)|}, vérifiant v;(0) = 0, et tel que la linéarisation du systeme en boucle fermée est
asymptotiquement stable.

Cette hypothese est satisfaite pour ¢ = 0 grace a I’hypothese 2.30.1 du Théoreme 2.30. Pour
prouver que si celle-ci est satisfaite au rang i, elle I’est aussi au rang ¢ + 1, nous allons montrer
que le Théoreme 2.26 s’applique au systeme 7 + 1, apres bouclage.
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1. Avec v;, loi de commande donnée par I’hypothese de récurrence, (2.349) et les notations

suivantes :
u o= v — iy,
Ohas
ho(yi) = hoiv1(yi)+ < T3 (0,6, vi(wi)) » viwi) >

)
hiis1(Yi) + hoiv1(0, ys, vi(vi))vi(yi)
' Ohgi
= hoip1(@ig1, i, vi(yi) +u)+ < BN (ig1, yi, lu+vi(ys))dl ) 5 vily) >,
0

fw) = fiw) + Failyi,vi(yi)) viyi)

hi(yi

h2 (fIfi-}—l, Yi, U

jp—
_ O fo;
folyisu) = foilyiutvi(y)) + < (/ 8{?1 (yzslquvz‘(yz‘))dl) s viyi) >
0
(2.352)
le systeme i + 1 s’écrit sous la forme (2.291), avec en particulier,
M = My, C = Ci—i—l +DinK;, , D = Dy (2353)
et :
u, o D
A = : + Kz ) B = f2(070) -
M 5 i
0 A
(2.354)
ou : 9
Vi
K, = 0) . 2.355
- (2:359)

Les fonctions h;, f et fo sont toutes de classe C3. En effet :

(a) Les fonctions faq, haj, hoj, h1; sont de classe C* pour tout j.
(b) La fonction v; est de classe C°.

Notons également que fo ne dépend pas de x;41.
2. L’hypothese D11 est une conséquence de I’hypothese de récurrence.

3. Puisque la matrice A est donnée par la linéarisation du systeme en boucle fermée :

Gi = Filyi) + Fai(yi, vi(ya)vi(yi) (2.356)
sa stabilité asymptotique est donnée par I’hypothese de récurrence. Donc avec (2.347)
I’hypothese D12 est vérifiée.

4. L’hypotheése D2 est une conséquence de ’hypothése 2.30.3 et du Fait 1.8. En effet, puisque
f2 ne dépend pas de z;11, (2.348) implique :

H2($i+1) = h2z‘+1(1’i+17070) =D. (2.357)

5. Puisque hg;+1 et hi;41 ne dépendent pas de z; 41, 'hypothese D3 est trivialement satisfaite.

Par conséquent, en appliquant le Théoreme 2.26, on obtient un bouclage d’état w;i1(yi, Tit1)
borné par %ﬂ, qui, de part le fait que fo et hy sont de classe C3, peut étre pris C2 et tel
que ’hypothése de récurrence soit satisfaite par le systeme i + 1. Ceci complete la preuve du
Théoreme 2.30. O
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2.5.2 Systeme stable et systeme stabilisable couplées par la commande.
2.5.2.1 Résultat de base.

Le résultat que nous allons présenter maintenant est a rapprocher du Théoreme 1.1. En effet,
comme le systeme (1.4), celui que nous allons considérer est constitué de deux sous systeémes sans
termes de couplage lorsque la commande est nulle et I'un de ces sous systemes est globalement
asymptotiquement stable. Par contre, I'autre peut cette fois étre instable, pourvu toutefois
qu’il soit globalement asymptotiquement stabilisable par des lois de commandes arbitrairement
petites et qu’il vérifie une propriété garantissant ’absence de trajectoires non bornées sur un
intervalle fini du temps lorsque ’entrée vérifie certaines conditions. L’hypotheése garantissant
cette propriété de non explosion en temps fini s’apparente a ’hypothese B3.
Considérons le systeme suivant :

X

hQ(X) + hQ(X, u)u

(2.358)
f@) + fa(y,u)u

Y

Hypothese B0* : Les fonctions hg, he, f, et fo sont continues et hy et f sont égales a zéro a
l'origine.

Hypothese B1* : Pour tout w > 0, il existe une fonction us continue et bornée en norme par
w telle que l'origine du systeme :

X = ho(X) + ha(X, us(X))us(X) (2.359)

soit globalement asymptotiquement stable.
L’origine du systéme :
g = fy) (2.360)

est globalement asymptotiquement stable.

Hypothese B3* : Il existe une fonction de classe C' définie positive et propre Qy,, une constante
strictement positive U et une fonction o positive, définie et continue sur [0, 4+00) telles que :

%%(X)[ho(xwrhz(x,u)u] < T4o(@(X) VX, Vu: fu] < fus(X)] (2.361)
et
1
e ¢ L' ([0, +0)) . (2.362)

Si ’hypothese B1* est vérifiée, alors d’apres le théoreme de Lyapunov inverse (voir [83, Theorem
V.19.8]), il existe une fonction V' propre, définie positive, Lipschitz continue, zéro en zéro et une
fonction W continue et définie positive telles que :

Viesso(y) = —W(y) <0 , Yy#0 (2.363)

et il existe une fonction Qs propre, définie positive et Lipschitz continue, et une fonction T
continue et définie positive telles que :

Qs2350(X) = —=T(X) <0 , VX#0. (2.364)

Notons par ¢ une fonction de classe C! sur [0, +00), décroissante et vérifiant :
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e ©(s) =1 pour tout s € [0, 3.
e ©(s) =0 pour tout s > 4.

Théoréeme 2.32 Si les hypothéses BO*, B1* et B3* sont vérifiées, il existe u tel que [’origine
du systéme (2.358) bouclé avec :

ur(X,y) = us(X)e(V(y)) (2.365)

est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.

Remarquons que la loi de commande (2.365) est inspirée de celle employée dans [77, Section 4].

Discussion concernant le Théoréme 2.32.

Nous avons choisi de faire intervenir V dans la formule de us car cela simplifie la preuve
de notre théoreme. Mais un résultat similaire peut étre obtenu en remplacant par exemple
us(X)(V(y)) par us(X)p(|Jy|?). Par conséquent, la connaissance d'une fonction de Lyapunov
V' n’est pas indispensable pour obtenir une loi de commande donnant la propriété de stabilité
désiré. D’un point de vue pratique, il peut étre alors toutefois plus difficile de déterminer une
valeur suffisamment petite pour @ pour que soit obtenue la propriété de stabilité désirée.

Hypothése B1*. Cette hypothese n’implique ni que l'origine du sous systeme en y pris a com-
mande nulle ni celle du sous systéme en X bouclé avec ug(X) sont localement exponentiellement
stable. C’est 1a une des caractéristiques importantes du Théoreme 2.32. Remarquons que celle-ci
ne doit pas surprendre : les propriétés locales a l'origine des fonctions d’un systeme auquel a
été ajouté une intégration n’ont été jusqu’ici nécessaire qu’en présence de termes de couplage
non nul quand la commande est nulle qui, au cours de nos constructions Lyapunov, génerent
des termes génants et qu’il s’agit dominer .

Hypothese B3*.

1. Cette hypothese montre un des intéréts qu’il y a a pouvoir garantir la stabilisabilité asymp-
totique globale au moyen de loi de commande de norme arbitrairement petite. A la section
2.5.2.2, nous déterminerons une classe de systemes feedforward pouvant jouer le réle du sous
systeme en X et cela en exploitant le résultat du Théoreme 2.30.

2. Cette hypothese garanti que toutes les solutions de

X = ho(X) (2.366)
sont bornées sur tout intervalle fini du temps. En effet en définissant une fonction [y par :
l R d
= — 2.367
@) = [ (2.367)
on obtient, grace a (2.361), :
0
H(Qu0) Fo (o) < 1 (2.368)
Donc, pour tout solution X(¢) de (2.366), on a :
L(Qu(X(1) < Qpx(0)+T , VT'>0 , Vtel0,T]. (2.369)

La fonction Iy étant de classe K en raison de la propriété (2.362) et Q) étant une fonction
propre, il s’en suit que X(¢) est bornée sur [0, 7.
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Preuve. Notre preuve est constituée de trois étapes. Au cours de la premiére, nous construisons
une fonction propre et définie positive dont la dérivée le long de (2.358) bouclé avec wu; est
strictement négative pour y hors d’un voisinage ouvert contenant l'origine. Au cours de la
deuxieme, nous construisons une autre fonction propre et définie positive dont la dérivée le
long de (2.358) bouclé avec u; est strictement négative lorsque y appartient & un voisinage de
Porigine et (y,X) # (0,0). Au cours de la troisieme étape, nous combinons les deux fonctions
obtenues précédemment pour construire une fonction de Lyapunov strictement assignée par uy
pour (2.358).

Premiére étape. Définissons une fonction U par :

Ur(X,y) = ki(y) + L (Qs(X)) (2.370)

ou kp est une fonction définie par (2.64) avec dans le role de V' la fonction vérifiant (2.363) et
dans celui de k, une fonction k1 a déterminer et Q) est la fonction donnée par I’hypothese B3*
et [; est la fonction, de classe C! et de classe K> définie en (2.367). Alors :

ov

Ui(x,y) < —r(V(y)W(y)+ /%1(V(y))a—y(y)fz(y7ut(><7 y)u(Xy) +1. (2.371)

Montrons que k; et w peuvent étre choisies de telle sorte que :

1 ov

S (V)W) = m(V(y))a—y(y)h(y,Ut(va))ut(va) +1 , Vy:V(y) = 1. (2372

D’apres le Lemme E.1 de la Section E, la fonction k1 peut étre choisie de telle sorte que :

1
VW) =1, Vy:V(y) > 1. (2.373)
Montrons que, pour u suffisamment petit,

W0) = (S )| Vi ve) 21 s

dy
Lorsque V (y) > 4 cette inégalité est trivialement satisfaite car alors us(X,y) = 0. Considérons
maintenant le cas ou V(y) € [1,4]. La fonction V étant propre, la fonction %—Z(y)fg(y, u) étant
continue, et u; étant bornée, il existe c¢ telle que :

a_v(y)f2(y,ut(x,y))‘ <c , Vy:V(y € [1,4]. (2.375)

dy
D’un autre coté, W étant définie positive et continue, et V' étant une fonction propre, définie
positive zéro en zéro, il existe § > 0 telle que :

W) >6 , Yy:V(y) € [1,4]. (2.376)

Dongc, en prenant u < 4%, I'inégalité (2.374) est vérifiée pour tout y tel que V (y) € [1, 4] et donc
Pest pour tout y tel que V(y) > 1. Il en est par conséquent de méme pour (2.372) en raison de
(2.373).

Finalement, on obtient :

Di(y) < —om(VE)Wi) . Yy: Vi) > 1. (2:377)
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Deuziéme étape. Plagons nous sur I'ensemble des valeurs y tel que V(y) < 3 et définissons une
fonction Us par :

Ua(X,y) = ka(y) +12(Qs(X)) (2.378)

ou ks est une fonction définie par (2.64) avec dans le role de V' la fonction vérifiant (2.363) et
dans celui de k, une fonction ko & déterminer et Q5 est la fonction vérifiant (4.12) et lo est
une fonction de classe C*, de classe K> et de dérivée définie positive. Puisque V(y) > 3, on a
ut (X, y) = us(X) et donc :

ov

Ua(X,y) < —m(V(y))W(y)+ﬂz(V(y))a—y(y)fz(y,us(X))us(X)— I5(Qs(X))T(X) . (2.379)

Notons par €2 une fonction de classe K. On a pour tout réels a, b positifs quelconque :
ab < aQa)+bQ71(b) . (2.380)

Donc en particulier :

k2 (V) By () f2 (5, us 00 us (0] < 7 (Jus (X)) [us (X)]
ol

+ |2V () 3% () ol 1s00)| € |2V ()35 0) oty us()))
(2.381)
Montrons qu’il existe ls et Q telles que :

SH(QO)T() > 7 (u () Dlus(X)] (2.382)

D’apres le Lemme E.1 de la Section E, on déduit I’existence d’une fonction ls et d’une fonction
ay de classe I telles que :

5= 2(Qs(X))T(X) = ar([X]) - (2.383)
D’un autre coté, ug étant zéro en zéro, il existe une fonction o de classe K telle que :
lus(X)] < an(]X]) . (2.384)

Les inégalités (2.383) et (2.384) et le fait que |us| soit bornée par u impliquent qu’'une condition
suffisante pour que soit vérifiée (2.382) est que l'inégalité :

a1(s) > QM aa(s) , V¥s>0 (2.385)

le soit. Tel est le cas pour :
Q= apoaj? (2.386)

qui est bien une fonction de classe K puisque as et al_l le sont.
Montrons maintenant que pour {2 ainsi choisie, il existe ko telle que :

°(

En simplifiant par £2(V (y)) et en exploitant le fait que y se trouve dans un compact, on obtient
comme condition suffisante :

ov

SRV () > w2V () g, () 2w ws)

ov

ﬂz(V(y))@(y)fz(y, us)

) . (2.387)

W(y) = cQ(cra(V(y))) - (2.388)
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avec ¢ > 0. On en déduit une autre :

Lon (M) > ro(V(y)) . (2.389)

C C

La fonction W étant définie positive et V' étant zéro en zéro, il existe deux fonctions ag et ay
de classe K™ telles que :

V(y) < au(ly)) , cQ7! (@) > as(ly)) , Wy:V(y) < 3. (2.390)

Dong, la fonction ko définie par :
ro(v) = azoagt(v) (2.391)

est continue, est strictement positive, n’appartient pas & L([1, +-00)) et est telle que (2.389) est
vérifiée.
Finalement, grace a (2.382) et (2.387), on obtient :

Ua(x,9) < — 5ra(V)W ) — sHQONTO) < 0 W X) £0.  (239)

Troisiéme étape. Soit U définie par :

UX,y) = (V()Ui(X,y) + (1 = o(V(9))T(V2(X, y)) (2.393)

ot1 T est une fonction de classe C*, de classe K™ et de dérivée définie positive et §(s) = p(s+1).
Les fonctions U; et Uy étant des fonctions propres définies positives et de classe C'?, on peut
vérifier que la fonction U possede aussi ces propriétés.

Montrons qu’il existe I' telle que la dérivée de U le long de (2.358) bouclé avec u; est définie
négative. On a :

UX,y) = Ui(X,9)@(V(y) + T (V20X ) U2(X, ) (1 = GV ()

(2.394)
+&'(V(y)V(X,y) [U1(X, y) = D(U2(X, 9))] -

La fonction ¢'(v) étant nulle pour tout v n’appartenant pas a [2, 3], négative pour tout v dans
[2,3] et V(X,y) étant négative pour tout y tel que V(y) > 1 puisque (2.374) est vérifiée, le terme

FVIVX,y) [U1(X,y) — T(Uz(X, y))]

est négatif si I" est telle que :
Ui(X,y) =T(U2(X,y)) <0 , Vy: V(y)€[2,3]. (2.395)

Déterminons une fonction I' donnant cette inégalité. Les fonction U; et Uy étant propre, définies
positives et zéro en zéro, il existe des fonctions a5 et ag de classe K telles que :

Ui(X,y) < as0C+ 1y, Ua(X,y) > as(X® + |y]?) . (2.396)

Par conséquent, une condition suffisante pour que 'inégalité (2.395) soit satisfaite est que la
suivante le soit :
as(X2+¢1) < T{ag(X® + ) | (2.397)

Les fonctions k1 et so sont continues et n’appartiennent pas & L*([0, +00))
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les constantes ¢y et co étant des constantes strictement positives. Tel est le cas pour la fonction
T, de classe C*, définie par 10 :

I'(v) = /OUCOég)(OéG_l(S))dS + cv (2.398)

ol ¢ est une constante suffisamment grand.
Pour un tel choix, on a donc :

U(X,y) = Ui(X, )3V () + cU2(X,9) (1 = 3(V (1)) (2.399)
Et donc, d’apres (2.377) et (2.392) et la définition de ¢ :

UX,y) < —35ma(Vy)Wma(V(y)
— 5 [k (V)W (y) + 15(Qs(X)T(X)] (1 — 2(V(y))) (2.400)
< 0, V(y,X) #0.

Ceci termine notre preuve. O

2.5.2.2 Application du résultat de base.

Nous allons montrer que les systémes de la forme (2.344) vérifiant les hypotheses du Théoréme
2.30 plus une condition supplémentaire sont susceptibles de jouer le role du sous systeme en
X, c’est a dire vérifient les conditions imposées par le Théoreme 2.32 sur le sous systeme en X.
Nous en déduirons un résultat portant sur des systemes partiellement linéaires.

Commencons par établir le lemme suivant :

Lemme 2.33 Considérons le systéme :

X1 = ho(X1) + hi(X1,X2)Xa + ha(X1, Xo, u)u

. (2.401)
Xo = f(X2)+f2(X1,X2,u)u

ou les fonctions hg, hi et f sont continues et fo et hy sont de classe C' et hg et f sont zéro en
Z€r0.
Supposons que pour une loi de commande uy,, il existe deux fonctions de classe C*, propres
et définies positives Q1 et Q2 et une fonction continue positive K telles que :
Q2
a—Xg(X2) [f(X2) + fo(Xq, Xo,u)u] < 1, Vu:|ul < \up(Xth)\ , (2.402)
01

8—)(1(X1) [ho(X1) + h1(X1, X2)Xa + ha(X1, X2, u)u] < 1+ K(Q2(X2)), Vu:|ul < |uy(Xy, X2)] -

(2.403)
Alors, il existe une fonction Q de classe C, propre et définie positive et ¥, une fonction continue,
positive telles que :

Q(X1,X2)(2.401) < 1, (2.404)
lorsque

1

: < 2.405
) uq ‘uq‘ — 1+'¢(X1,X2) ( )

U = Upp +Ug 5, Upp : ‘upn‘ < ‘up(X17X2)‘

1 —1 :
YEn effet as o g~ est croissante
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Remarque 2.34 : Le résultat de ce lemme est plus fort que celui que nous utiliserons par la
suite. Nous le donnons tel qu’il est afin de montrer que dans un contexte général la propriété de
non existence de trajectoires non bornées sur un intervalle fini du temps se conserve par ajout
d’intégration e

Preuve. Prenons la dérivée de Q2 et @ le long de (2.401) bouclé avec u vérifiant (2.405) :

Q1(2.401) (2405 = 3—%(961) [ho(X1) + h1 (X1, X2)X2 + ha(X1, Xa, upn + tg) (upn + tg)]
Q2(2.401),(2.405) = 3—%(962) [f(X2) + f2(X1, Xz, upn + tg) (Upn + ug)] -
(2.406)

Les fonctions fy et hy étant de classe C', on en déduit I’existence d’une fonction 9 telle que :

%(Xl) [ha(X1, Xa, up(le Xa) + uq)(upn + uq) — ha(X1, Xz, upn)upn]
X1

(2.407)
S w(X17X2)‘uq‘
et
%%(XZ) [f2(X1, X2, upn + ug) (upn + uq) — f2(X1, Xa; Upn) tpn] (2.408)
S w(X17X2)‘uq‘ .
Donc, grace a (2.403), (2.404) et a la condition imposée sur ug, on a :
Q1(2.4o1),(2.405)(X17 Xo) < 14 K(Q2(X2)) +9(Xa, Xo)lug| < 2+ K(Q2(X2)) , (2.409)
Q2(2.401),(2.405) (X1, X2) < 1+ (X1, Xo)[ug| < 2.
Soit L une fonction de classe C! et de classe K> telle que L' > K + 1. Alors :
L(Q2(X2)) + Q1(X1) < 2+ K(Q2(X2)) +2L(Q2(X2) < 4L'(Q2(X2)) . (2.410)

Puisque L' > K + 1 et L est de classe C! et de classe K>, la fonction L™! est de classe C!, de
classe K et on a :

T L@ 00) + @) (@)

= F QX)) G (2.411)
4L (Q2(X2
S Ty = 4
En définissant O par :
1
Q(X1,X2) = ZL_I(L(Q2(X2))+Q1(X1))7 (2.412)

I'inégalité (2.404) est obtenue et Q est de classe O, propre et définie positive
Ceci termine notre preuve. O

Nous reprenons maintenant les notations de la section 2.5.1.1. Montrons qu'un systeme de
la forme (2.344) vérifiant les hypotheses du Théoreme 2.13 et étant de plus tel que la loi de
commande vy puisse étre choisie identiquement égale a zéro vérifie les conditions imposées par
les hypotheses A1* et A3* en faisant jouer au vecteur v, le role de X et le sous systéme en y
n’étant pas présent.

Voici le résultat que nous allons prouver :
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Corollaire 2.35 Supposons ce qui suit pour le systéeme (2.344) :
2.85.1 Les hypotheses du Théoreme 2.30 sont satisfaites.

2.85.2 La loi de commande v = 0 stabilise globalement asymptotiquement [’origine du sous
systéme en yo de (2.344) et est telle que la linéarisation du systéme en boucle fermée est
asymptotiquement stable.

Alors, pour tout réel positif u, l'origine du systéeme (2.344) peut étre rendue globalement asymp-
totiquement stable au moyen d’un bouclage d’état us borné par w et il exviste une fonction de
classe C1 définie positive et propre Qp, une constante strictement positive w et une fonction o
positive, définie et continue sur [0, +00) telles que :

W) [Fn(yn) + Fon(yn,v)v] < 1 V(ynow) ¢ Jul < Jus(yn)| - (2.413)

Preuve. Nous allons procéder par récurrence.

Hypothése de récurrence : L’origine du systéme (2.351) peut étre rendue solution globale-
ment asymptotiquement stable par v;(y;), un bouclage d’état de classe C? borné par %ﬂ, vérifiant
v;(0) = 0, et tel que la linéarisation du systéme en boucle fermée est asymptotiquement stable.
De plus, vi(y;) est telle qu’il existe il existe une fonction de classe C, propre et définie positive
Q; telle que :
0Q;
yi

(i) [fi(wi) + Fai(yi,wu] < 1, Vu: |u| < |oi(yi)] (2.414)

e Rang 0 : Cette hypothese est satisfaite pour le sous systéme en gy avec pour ug la fonction
nulle.

e Rang i+ 1 : Supposons que le systeme (2.351) vérifie I'hypothese de récurrence. Alors celle du
Théoreme 2.30 I’est également. D’apres la preuve de ce théoreme, il existe une loi de commande
wit1(Yi, Tir1) borné par %ﬂ, qui, de part le fait que fo et hy sont de classe C?, peut étre pris C?
et tel que 'hypothese de récurrence de ce théoréme soit satisfaite par le systeme i 4+ 1. De plus,
on peut montrer aisément que pour tout fonction continue positive 1, u; 1 peut étre choisie de
telle sorte que :

1 u

nl+ (Y, zit1)
D’un autre coté, le lemme 2.33 s’applique au systeme ¢ + 1 avec x;41 jouant le role de Xy, y;
celui de X2 et v;(y;) celui de u,. Montrons cela.

e La propriété (2.402) est satisfaite en raison de (2.414).

e En posant :

i1 (Yi wi1)| < Y (Yi Tit1) - (2.415)

Q1(vit1) = m(1+a7,,) , (2.416)
et en prenant v tel que |v| < |v;(y;)|, on obtient :

Qi(ziyr,y) < &Tﬁﬂ 1hoi+1(Yi)@iv1 + Priva(yi) + hoita (Tig1, i, 0)v|
P (2.417)

A

< Nhoi+1(¥i)| + [hita (yi)| + 1'1?21'1 |hiv1(@iv1, vi, v)v| -
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Puisque d’apres (2.349),
82h2i
ox?

et puisque |v| < |v;(y;)], il existe une fonction Ki(y;) continue et positive telle que :

(ziyyi-1,v) = 0, (2.418)

|z 1]

1+ x22+1

|h2iv1(@itr, yi, v)v| < Ki(yi) - (2.419)

Mais d’apres le Lemme E.1 de la Section E, on déduit I'existence d’une fonction K continue et
positive telle que :
|hoit1(ya)l + Prir ()| + Ki(yi) < K(Qai(wi)) - (2.420)
Donc :
Q(wirn,yi) < K(Quilyi)) - (2.421)

La condition (2.403) du lemme 2.33 est donc satisfaite. Par conséquent, il existe Q;11 et v telles
que, le long du systeme ¢ + 1 : '
Qit1(yiv1) < 1, (2.422)

lorsque
1 m
n 1+ (y;, zit1)

Puisque u;4+1 peut étre choisie de telle sorte que (2.415) soit vérifiée, il s’en suit que I’hypothese
de récurrence est vérifiée au rang ¢ + 1.
Ceci termine notre preuve. O

Vo= Upn g, Ypn  vpn| < lui(w)| . Yug o |ugl < (2.423)

Comme application immédiates du résultat précédent, nous avons :

Corollaire 2.36 Supposons ce qui suit le systéme :

X = ho(X)+h2(X,u)u,

(2.424)
v = f(y)+ f2(y,w)u .

Les fonctions f, et fo sont continues, le systéme § = f(y) est globalement asymptotiquement
stable et le systéme en X soit de la forme (2.344) et vérifie les hypothéses du Corollaire 2.35.
Alors il existe u > 0 telle que pour tout u telle que 0 < u < u, il existe une loi de commande
ut, bornée par W, telle que l'origine du systéme (2.424) bouclé avec uy est un point d’équilibre
globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Grace au résultat du Corollaire 2.35, on peut vérifier que les hypotheses B1* et B3*
du Théoreme 2.32 sont vérifiées. O
Comme application immédiates du résultat précédent, nous avons le résultat suivant qui porte

sur un systeme partiellement linéaire :

Corollaire 2.37 Considérons le systéme :

X = AX + Bu,
_ (2.425)
Yy

= foly) + fa(y, w)u .

et supposons que:
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1. La paire (A, B) est stabilisable,
2. Les valeurs propres de A ont une partie réelle négative ou nulle,

3. Les fonctions fy et fo sont continues et le point y = 0 est un point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable de y = fo(y).

Alors, pour tout w dans (0,+00], l'origine peut étre rendue solution globalement asymptotique-
ment stable du systéme (2.425) au moyen d’un bouclage d’état borné par .

La preuve du résultat de stabilisabilité du systeme (2.425) par une loi de commande de la forme
(2.365) n’est pas nouveau : il se trouve dans [77, Section 4]. Il n’y avait toutefois pas jusqu’ici
de preuve Lyapunov de celui-ci. Preuve : Nous allons montrer que le Corollaire 2.36 s’applique
au systeme (2.425).

Le systeme y = fo(y) étant globalement asymptotiquement stable, le seul point qui est
a montrer est que le sous systéme en X de (2.425) peut s’exprimer, aprés un changement de
variable en X, sous la forme (2.344) et vérifie alors les hypotheses du Corollaire 2.35.

En appliquant [70, Lemma 3.1] de fagon répétée, nous pouvons garantir l’existence d’un

changement linéaire de coordonnées X — (zp,...,x1,1) qui transforme le sous systeme en X
en :
T, = M,x,+ C,xn_1+ Dyu
(2.426)
T = Mixi+Diu
a = Aia+Buu

ou la matrice A; est asymptotiquement stable, les matrices M; satisfont (2.347) et la paire

M, C, 0 ... 0 D,
0 Mn—l Cn—l . Dn—l
. . 0 : .

: . Mg CQ D2
0 e e 0 M D,

est commandable. Alors le sous systeme en yy dans (2.344) est donné par yo = (s1,y) " :

6 = A+ Biu
' e (2.427)
gy = foly)+ fo(y,w)u.

Toutes les hypotheses du Théoreme 2.30 étant vérifiées, la conclusion s’en suit. O

En appliquant la technique d’ajout d’un intégrateur, le corollaire 2.37 peut étre étendu aux
systemes de la forme :

Xo = AoXo + BoCiXy,
Y fo(y) + fo(y, C1X1)CiXq (2.428)
X1 = A Xo + Biu .
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ou le systeme linéaire (C1, A1, B1) a un degré relatif maximum. Avec cette extension, le corollaire
2.37 appartient a la classe des résultats connus qui portent sur les systemes appelée systemes
composites partiellement linéaires qui furent étudiés par exemple dans [75, 76, 61, 44, 60]. En
particulier, quand le sous systeme en y n’est pas présent, nous retrouvons le résultat connu que
des systemes linéaires dits ” null controllable ” peuvent étre stabilisés par une loi de commande
saturée (voir [70, 82])). Un autre résultat étroitement lié au corollaire 2.37 est [61, Theorem
2.2] qui généralise [76]. Dans ce théoreme Lin et Saberi considerent le cas plus général d’entrées
multiples et prouvent la stabilisation asymptotique semi-globale par bouclage d’état partiel.
Ici, afin de simplifier notre illustration du Théoréme 2.26, nous avons considéré le cas d’une
seule entrée et obtenu la stabilité asymptotique globale au moyen d’un bouclage d’état. Un
tel résultat de stabilité asymptotique globale a été prouvé dans [60] par Saberi, Kokotovic et
Sussmann avec I'hypothese de stabilité pour la matrice Ag. Le fait qu’il faille que dans la
commande interviennent toutes le composantes de I’état apparait grace au fait que pour n > 3,
il n’y a pas de bouclage dynamique de sortie qui n’employant que x comme partie de 1’état
mesuré soit globalement asymptotiquement stabilisant pour le systeme (appliquer [51, Lemma
3]).

S (2.429)

gy = —y+y'ud.

2.5.2.3 Nombre minimal de saturations pour les systémes linéaires.

Soit le systéeme :
X = AX + Ky, + Bu
n = Fiwn

ou X € R", u € R, les valeurs propres de F' sont a partie réelle strictement négative, celles de A
négatives ou nulles et la paire (A, B) est commandable.
En notant par n la dimension de X, on voit que cette commandabilité implique 'existence

d’une matrice H telle HA'B = 0 pour tout i € {1,...,(n—2)} et HA" 1B = 1. Posons :
Y = HX

Le systeme d’entrée u et de sortie 1 a pour fonction de transfert 1/P(s) ou P(s) est le polynéme
caractéristique de A. Prenons la factorisation suivante :

P(s) = Pi(s) ... Pi(s) Ps(s)

ou :

Le polynéme P/P; a toutes ses racines a partie réelle nulle.

Toutes les racines de P/Ps sont racines simples de P;.

Toutes les racines de multiplicité au moins 2 de P/P; sont racines simples de P,.

Toutes les racines de plus grande multiplicité k de P/P; sont racines simples de P.
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Soit alors (M;, B;, C;) une réalisation minimale d’état z; de 1/ P;(s) et (F», G2, Hy) une réalisation
minimale d’état yo de 1/Ps(s). Les matrices M; et —M; sont stables et le systeme peut s’écrire :

v = Crgag

p = Mpxp + BpCr1xp1 + Ky
g = Myxy + ByCia + Koy
1 = Myz1 + BiHay + K1y
yo = Iyya + Gau + Koy
g = Fun

Le systeme y = (y1,y2) est asymptotiquement stabilisé par v = 0. On peut donc appliquer le
Théoreme 2.30 qui est démontré en itérant k fois 'application du Théoréme 2.26. On peut donc
obtenir une commande constituée de la somme de k saturations.

2.5.3 Commandes saturées et mesures saturées de chaque composante de
P’état.

Zongli Lin a étudié dans [45] le probleme de la stabilisation de systémes dont les entrées sont
saturées en ne s’autorisant I’'usage que de mesures saturées. Au moyen des techniques que nous
avons développées dans la section 2.5, nous parvenons a retrouver et a élargir le résultat de [45]
qui concerne la stabilisation asymptotique globale de 1’origine de la chaine d’intégrateurs.

Théoréme 2.38 Considérons le systeme :

1 = u+hi(y)+ he(y)u

(2.430)
v = fy)+ f2(y)u

ot 1 est dans R, y est dans RF, j = f(y) est globalement asymptotiquement stable et localement
exponentiellement stable et hy est telle que :

()| < clyl* Yyl <ec. (2.431)

Supposons que les fonctions f, fo, ha, hy soient de classe C?. Alors lorigine de (2.430) est
globalement asymptotiquement stabilisable par un bouclage d’état de classe C? de la forme :
us(o1(z1), 02(y)), ot o1 et oo sont des saturations linéaires'® de classe C*.

Preuve : Comme Zongli Lin Ia fait dans [45], nous prouvons le Théoréme 2.38 en construisant
explicitement une loi de commande ugs donnant le résultat désiré. Remarquons tout d’abord
que la structure de (2.430), la régularité des fonctions de ce systéme, la propriété (2.431) et
I’hypothese de globale asymptotique stabilité et d’exponentielle stabilité locale de 1'origine de
y = f(y) font que le Théoreme 2.1 s’applique a (2.430). La fonction p correspondante est la
fonction nulle, la fonction & une fonction de classe C2, la fonction V est de classe C2, approximée
localement & ’origine par une forme quadratique définie positive et telle que —L V' (y) soit définie
positive et approximée localement a 'origine par une forme quadratique définie positive.

1Voir les définitions de base.
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\/F
En prenant Q(z1) = 22 et I(r) = / o1(s)ds olt o1 est une saturation linéaire!? telle que

o1(s) = s pour tout s tel que |s| < L; pour une constantes L; > 0, nous obtenons 'inégalité :

Glers) < ~ peVOWO) + | Ik 5

qui est 'inégalité (2.71) dans le cas particulier en lequel nous sommes. Pour conclure, nous
allons montrer que le terme de droite de (2.432) est défini négatif lorsqu’est appliquée la loi de
commande us(o1(z), 02(y)) ol o9 est une saturation linéaire telle que o2(s) = s pour tout s tel
que |s| < Ly pour une constantes Ly > 0 et uy est définie par :

v
dy

(1) faly) + o2 () (1 + hz<y>>] v (2432)

WX Y) = S AVD [V ONGEMRE) +X0n)| (24

avec \ vérifiant :

e )\ est de classe C?

e )\ est positive partout.

L

e ) est égal a zéro lorsque |Y| > 2.

o )\ est égal a 1 lorsque |Y] < £2.

Etudions le signe de I’expression donnée en (2.432) quand ug(o1(x1), 02(y)) est la loi de com-
mande appliquée au systeme.

Premier cas : |y| > £2. Alors |o2(y)| > £2. Par conséquent, us(X,Y) est égal & zéro. D'un
autre coté, — k(V (y))W(y) est un terme strictement négatif : 1'expression donnée en (2.432) est
donc strictement négative.

Deuxiéme cas : |y| < £2. Alors o5(y) = y. Par conséquent, les deux termes qui constituent
Pexpression donnée en (2.432) sont négatifs. Si leur somme est égale a zéro, alors W(y) = 0 et
us(o1(x1),02(y)) = 0. Puisque W est définie positive, nécessairement y = 0. Par conséquent on
a: ug(oi(x1),0) = 0. De la formule de ug, on déduit que : o1(z1) = 0. Cette égalité implique
xr1 = 0.

Conclusion : La dérivée de la fonction U(z, y) le long des solutions du systéme (2.430) bouclé
avec ug(o1(x),01(y)) est définie négative. Cela termine notre preuve. O

2.5.4 Le systeme pendule chariot.

Le systeme pendule chariot, dont la dynamique normalisée est donnée par les équations (11),
est un exemple qui permet de fort bien illustrer la technique proposée dans la section 2.5.1.1.

Pour faciliter la lecture, récrivons les équations (11) en reprenant la notation usuelle * bien
que le temps soit normalisé :

To = So

o= (2.434)
00 = W

wp = sin(fy) — wup cos(fp)

12 . , i
Voir nos définitions de base.
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La démarche proposée a la section 2.5.1.1 amene a stabiliser tout d’abord le sous systeme
en (0p,wp). Ensuite, on ajoute une premiére intégration afin de stabiliser le sous systéme en
(s0, 00, wo). Pour finir, une derniére intégration nous permet de traiter le systéme entier.
Avant d’en venir a cela, remarquons que le sous systeme en (6, wp) se trouve sur le cylindre
S!'xR. La topologie de cette variété ainsi que le fait que cos(fy) multiplie ug conduit & restreindre
I'espace d’état pour ce systeme a (=3, 5) x R. Alors, pour ramener notre étude a 1’étude d’un

systeme sur R*, nous faisons un changement de coordonnées :

to = tan(fy) , 1o = (14+t3)wp . (2.435)
Alors (2.434) se récrit :
Tog = 8o
S0 = wug
A (2.436)
. 27507“8 2 2
= toy/14+t5 — 1+t
To 1+ t% + o + 0 uQ + 0

Puisque nous suivons la démarche de la section 2.3, a chaque nouvel ajout d’intégration, un
changement de coordonnées sera nécessaire. D’apres la remarque 2.22, nous savons que des
changement de coordonnées supprimant entierement les non linéarités sont faciles a trouver
lorsque certaines dérivés exactes sont connues.

En conséquence, commengons par répertorier certaines dérivées exactes indépendantes de

Pentrée : .
—e 2
. ;o To o 0
Tog = So, lo = 7o, 80+71—|—t% = 1 <1+7(1+t3)%>

(2.437)

70
In(to +y/1+2) = ——2 |
V1+3

Le sous systéme en ({y,79) : Puisque le contrdle v est intégré dans le systeme (2.436), nous
donnons la préférence au bouclage :

e

2

,

uo(to, o) = 2to <1 + ﬁ) + 7. (2.438)
0

En effet, ce bouclage est une dérivée exacte et est stabilisant. Une fonction de Lyapunov assignée
par celui-ci est :

3
Volto,ro) = 18 + 5 ((1+8)7 =1) + roto . (2.439)

En effet, en ce cas, on obtient :
%((2.436),(2.438)) S —% (7“8 +t%) 1/ 1 + t% <0 y V(rl,to) ;é 0. (2440)

Le sous systéme en (sg,to,79) : Afin de donner a ce sous systeme une représentation de la
forme (1.4), nous exploitons (2.437) en posant

ry = xo + 21n(t0—|—\/1+t3), §1 = S0 + 2% + ty , (2.441)
0
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tp, =ty, r =10, (2.442)
2
up = ug — 2t | 1+ 703 - 70 - (2.443)
(1+1t3)2
Il s’en suit :
i‘l = 81 — tl
51 = —u
! ! (2.444)
ty, = 1

o= —(t+r) Vit — w1+

Le sous systeme en (s1,t1,71) est sous la forme (1.4). Par conséquent, la technique de la preuve
du lemme 1.1 s’applique. Il s’en suit notamment que :

Vi(si,t1,m1) = Vo(ti,r1) + I(s1) . (2.445)

est une une fonction de Lyapunov strictement assignable. Cette fois encore, dans un but de
simplicité et de performance, nous devons effectuer le choix de la commande u;, en ayant en
téete la derniere étape, celle au cours de laquelle s; — ¢; est intégré. Nous remarquons que pour :

ul(sl,tl,rl) = 11—081 s (2.446)
une nouvelle dérivée exacte est obtenus, qui dépend cette fois de la commande utilisée :
§1 = — 1581 . (2.447)

Pour montrer que cette commande stabilise, il suffit de déterminer une fonction de Lyapunov
assignée par celle-ci. Prenons :

1
I(s?) = 557 + 6\31\3. (2.448)

Alors, pour un tel choix, on obtient :

Vl((2.444),(2.446)) < 3P+t VI+8 = [sT+ 55 + 5 2m +t] I+t s . (2.449)

Mais, grace a l'inégalité de Young, nous avons :

‘27"1—1—751‘ 1—|—t% S1 = ‘27“1—1—751‘ [\/1—1—75% — 1] S1 + ‘27“14—751‘81 , (2.450)
3 s 5
2 3
< (23&) [} + 1] [\/1 +t§—1] + slsi + 3P+ 3] + bst, (2.451)

3 3
|
< (BF) rt+ 148 | + L1 + L3+ 63] + 5s? (2.452)
; VAT 4 1] ? !

)
3
< [(%ﬁ) +£] 41+ 8 + 55T+ Flsi (2453)

Pour conclure, écrivons :

—Wi(s1,t1,m1) = Vl((2.444),(2.446)) < - ﬁ (ri+) 1+t — (2.454)

D=
Vol
=D
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Le systéme entier : Le lemme 2.21 garanti I'existence de coordonnées permettant d’écrire
ce systeéme sous la forme (1.4). Mais dans le cas oll nous nous trouvons, il semble qu’il soit fort
difficile d’obtenir les expressions explicites de ce changement de coordonnées. Nous ne cherchons
donc qu’a obtenir la forme (2.303). Pour parvenir & celle-ci, en nous inspirant de (2.219) et du
lemme 2.18, et en employant (2.437) et (2.447), nous prenons :

To = xT1 + 1081 + <$0+r70> s SS9 = 81, to = 11 s rTo = 11, (2.455)

1+

Uy = uyp — 1581 . (2.456)
Immeédiatement, on obtient :
tors
iy = —10uy + —2—
(1+1t3)2
$9 = —15s2 — U (2.457)
752 = T2
ry = — (t2+7“2+11—082) \/1—1—75% — UQ\/l—f—t%
2
Ce systeme est de la forme (2.221), un terme d’ordre trois, (thT;) -, étant présent. Grace a
+3)2
(2.454), on peut vérifier que (2.12) est satisfaite avec :
—=—| < 3 Wi(sa,12,72) (2.458)
2 2
(1+15)2

qui est une conséquence de I'implication :

{5 < (@ -lt+1),0< <1—\t\>4} — {3 <4 @-H+1) < (148"}

4
(2.459)
La technique du Théoreme 2.1 s’applique donc et fournit la fonction de Lyapuonv strictement
assignable suivante :

|22
VQ(xQ,SQ,tQ,TQ) = 2V1($2,t2,7“2) + / a(s)ds, (2.460)
0

ou) o est une fonction continue, impaire, satisfaisant :

o(0) =0 0 < so(s) < |s| Vs#0 |, liminf o(s) > 0. (2.461)

§——+00

En effet,au moyen de (2.458), on vérifie que :
VQ < —% Wl(SQ, to, 7“2) — [2 ([27“2 + tg]\/ 1+ t% + 82[10 + %‘32”) + 100(1‘2)} U . (2.462)

Par conséquent, en choisissant la fonction us(xa, s2, ta, r2) parmi les solutions de :

1
— [2 <[2T2 —l—tg]\/ 1+ t% + 82[10 + 5‘82”) + 100(1‘2)] ’UQ((I)Q, 82,752,7“2) < 0, (2.463)
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quand le terme entre crochets est non nul, on obtient une loi de commande qui stabilise glob-
alement asymptotiquement le systeme (2.436). Celle-ci est :

u = wug(to,m0) + ui(s1,t1,r1) + ua(wa, so,ta,72) . (2.464)

D’un point de vue physique, cette loi de commande implique "asymptotique stabilité pourvu
que la déviation initiale du pendule par rapport a la position verticale est strictement moins
grande que 90°.

Remarque 2.39 :

1. Ce résultat de stabilisation asymptotique sur le demi espace supérieur n’est pas nouveau et
se trouve au moins dans [4] e

2. Dans un souci de clarté, nous n’avons introduit aucun parametre dans la loi de commande
proposée. L’introduction de ces parametres pourrait cependant donner des degrés de liberté
permettant de modifier les comportements des diverses variables e

3. Nous nous sommes efforcés de tirer avantage au mieux des dynamiques du systéme en utilisant
systématiquement la connaissance de dérivées exactes pour construire nos changements de
coordonnées. Mais pour a la fois le sous systeme en (sg, to, o) et celui en (zg, so, to, ro) il
aurait été possible de résoudre I’équation linéaire correspondante (2.232) et d’utiliser la loi de
commande donnée par (2.98) qui, dans le cas particulier ol hy, ho et fo dépendent seulement
de y, se simplifie en :

u(xlvy) - _M(PR(‘yP) F(xlvy)v (2465)

la fonction I" étant celle définie en (2.75) pour laquelle, d’apres (2.461), nous pouvons choisir

U (q32) = st) . En procédant ainsi, la loi de commande suivante peut étre obtenue :
sa’(0)

u = up(to,r0) + s pr. (13 +13) s (so + 210 + to) (2.466)

+ fig @Rﬁ(sg —|—t3 —|—r8) O (xo + 2ty + u% (so+ 2ro +to) + so —|—r0> ,

les fonctions pg, et gr, satisfaisant (2.94) avec Ry et R, des constantes strictement positives,
les fonctions o et o, satisfaisant (2.461) et les réels us et p, étant a choisir strictement positifs
et suffisamment petits e

2.5.5 L’avion ”Vertical take off and landing”.

De nombreuses techniques sont applicables aux équations du systeme physique que nous allons
maintenant traiter. En effet, on peut appliquer au systeme (2.467)

e La technique de linéarisation entrée-sortie : voir [23]
e Une technique de linéarisation par extension dynamique : voir [49].

e Des techniques de stabilisation asymptotique globale basées sur la forme feedforward de
ce systeme : voir [78].

C’est dans ce dernier contexte que notre approche se situe. Notre intention particuliere est
d’illustrer, comme nous ’avons désja fait par 'exemple 2.17, la propriété de robustesse de la loi
de commande fournie par la démonstration du Théoreme 2.26 : nous parviendrons a obtenir une
loi de commande globalement asymptotiquement stabilisante avec pour seul renseignement sur
le parametre € une connaissance a priori d’une borne supérieure de sa norme. Il est a remarquer



2.5. Applications. 89

que dans [49] il est en revanche supposé que € est connu. De plus, le bouclage que nous proposons
ici est borné sur tout ensemble compact de ’espace d’état et uq, la poussée, est bornée.

2.5.5.1 Positionnement du probléme et résultat principal.

Dans les coordonnées normalisées de [23] et aprés un premier bouclage qui fait de l'origine un
point d’équilibre, les équations du mouvement pour le PVTOL sont :

X = S8Xx
sx = —sin(0)(1+ uy) + e cos(f)us
Y=oy (2.467)
sy = cos(f) — 1+ cos(f)u; + esin(f)us
) = w
w = u9

ol ¢ est un petit parametre.

Ainsi que cela a été observé par Teel dans [74], le systeme (2.467) est sous forme feedforward.
Lorsque £ est connu, on peut se ramener au cas ¢ = 0, cas pour lequel le Théoreme 2.30
s’applique. En effet, le changement de coordonnées :

X = X +esin(0)

5% = sx +e(cos(f) —1) (2.468)
Y = Y +e(cos(f) —1)
sy = sy —esin(f)w
transforme (2.467) en :

X = &
Sx = —sin(@)(1+u)

Yo (2.469)
sy = cos(f) — 1+ cos(d)ur

= w
w o= us

Lorsque € n’est pas connu, le changement de variables présenté ci-dessus, avec une approximation
de ¢ au lieu de ¢, permet de se ramener au cas ou |¢| est petit. Dans ce cas, un résultat de
stabilisation peut étre obtenu en tirant profit de la robustesse de la stabilisation fournie par la
technique du Théoreme 2.1. Le cas ou € est connu étant un cas particulier de celui ou il est
inconnu, nous nous intéressons a ce dernier cas et supposons |e| petit; disons, pour fixer les
idées, |e| < %13. Cette borne peut étre modifiée en changeant certains coefficients de notre loi
de commande.

Tout au long de cette exemple, £; désignera la fonction e cos(0).

13D’un point de vue pratique, un tel seuil est raisonnable : d’apres [23], |¢| est typiquement borné par ﬁ.
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Premieére étape : Deux possibilités se présentent. Nous pouvons stabiliser d’abord le sous
systeme en (w,0,Y, sy) ou d’abord le sous systéme en (w,0,sx). Dans un but de simplicité,
nous écartons la premiere possibilité. En effet, d’un c6té nous savons que les calculs rencontrées
quand le Théoreme 2.26 est appliqué sont d’autant plus pénibles que grande est la dimension
de la variété stable et d’un autre coté, nous observons que si une loi de commande qui stabilise
l'origine globalement asymptotiquement et localement exponentiellement est construite, pour
le sous systeme en (w,0,sx), alors le comportement de ce sous systéme n’est pas changé de
fagon significative par la présence d’une loi de commande perturbatrice, pourvu que celle-ci
soit suffisamment petite. En employant cette propriété et le résultat de stabilisabilité d’une
chaine d’intégrateurs multiple par un bouclage arbitrairement petit, il sera possible de conclure
facilement.

La loi de commande us = —6 — w stabilise exponentiellement le sous systeme en (0, w).
Alors, en prenant ug = —60 — w+wvs et uy = 0, on se trouve face a un systéme la forme
(2.291), avec (w, 6) jouant le role de y et s, celui de x1, pour lequel le Théoreme 2.26 s’applique
lorsque € = 0. Employons la technique de la preuve de celui-ci. Le changement de variables du
type (2.220) suivant : (w,0,s) = (w,0, sx — w— 0) transforme le sous systéme en (w, 0, sx) en :

$ = O—sin(d) —e1(0+w) 4+ (—=14¢e1)vy
f = w (2.470)
w = —0—w-+uvy

Alors pour € = 0, les hypotheses B1, B2 et B3 du Théoreme 2.1 sont vérifiées avec

p=0, V(Ow) = %w2+w0+;02 , k(s) = 1. (2.471)

Comme fonction de Lyapunov susceptible d’étre strictement assignable, nous proposons donc
(voir (2.68)) :

1 3
= \/1+s2+§w2+w0+§02—1. (2.472)
Prenons sa dérivée :

S

V1452

Introduisons la notation :

Vi = —w?— 6%+ [0 — sin(f) —e1(0 +w)] + {w + 60+ -1+ 51]} vy (2.473)

s
V1 + s2

Elle permet d’écrire :

Vi € w0+ (1—e)Ruz+er(w+0)vg+102+e(R—w—0)(0+w)

< (—1+2le))w? + (= 5 +2le1]) 02 + (1 —e1)Rvg + &1 (w + O)va + 1 (w + O)R
(2.475)
Prenons v9 = — AR, avec A > 0 :
Vi < (142w’ + (=1 +2]e1]) 02 — M1 — [el)R2+ (A + 1) |e1(w + O)R| (2.476)
2 2 .
< (—1—1—2\51\—1—@%&4—(—5—1—2\51\—1—&) A(3—e1) R?
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Faisons le choix : A = 1 et supposons que |e| < 5. Alors :

: A7, 11, 5
< ——w'— =0 - — 2.477
i < =¥ 250 11R <0 , V(w,0,R)#0 ( )

pour ug = — 2w — 20—1—\/1+—2

Deuxiéme étape : Nous stabilisons le sous systeme en (w, 6, sx, z). Nous avons obtenu une loi
de commande qui stabilise globalement asymptotiquement ’origine du sous systeme en (w, 0, sx).
Grace au changement de loi de commande : uy = — 2w — 260 + \/1+—2 + v3, on se trouve face a
un systéme la forme (2.291) avec (w, 0, sx) jouant le role de y et = celui de z; pour lequel le
Théoreme 2.26 s’applique lorsque ¢ = 0. Employons la technique de la preuve de celui-ci. Le

changement de variables du type (2.220) suivant : (w,0,s,z) = (w,0,s, X + 3s + 2w) donne :

P ﬁ_’_g(e_sm(@))+351ﬁ+351(0+w)—|—(—1+3€1)v3
§ = O—sin(0) +(-1+e)) s+ 1 —e)(0+w) + (-1 +e1)vs (2.478)
= w

Ce systeme est maintenant de la forme (2.291) avec (w, 6, s) jouant le role de y et x celui de z7.
Comme fonction de Lyapunov susceptible d’étre strictement assignable, nous proposons :

V, = Vi+a2+v(Vi)— 1. (2.479)
Prenons sa dérivée :
Vo < V(W) [ 5w - 50 - SR +V(V )[“H’@"’( 1+51)\/+—} v
T 3
Y [1+52+\/1+s2 +3(0 — sin(0)) + 3e1(w +0) + (=1 + 351)1)3}

) [ - B0 = )00 [0 (-1 e ]

(2.480)

IN

sy 3g2 y 3lellal
+1+32+ /—1+32+2 + MTa? 2‘w+0‘+\/1+—2( 1—|—3€1)’U3
Mais, avec (2.474) :

3
S
1+32L—‘\/—1 — < (R-w -0 (V1it+s—1) < 4R +20° +45)(V1+s2 —1) (2481)

Nous choisissons par conséquen

i
V(v) = 18(1+w) . (2.482)

VV < - [423 2+ 570102_’_?01%2] _ [323 2+ 14802 6R2] Vl

+ {1801+ 1) [w+0+(—1+€1)\/1+82} (1432 fug + S + )
(2.483)
Employons la notation
T = 18(1+ V)R — — (2.484)

V14 22

11,a fonction v/(m) doit étre non bornée. En effet, il est aisé de vérifier que pour toute fonction v/(m) bornée,
les conditions du théoréme d’Artstein (voir [1]) ne sont pas vérifiées
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et prenons vz = — WT avec i > 0. Alors, on obtient 1'inégalité :
; 423 371 90 323 148 46
V, < — [3Bw?+ 30602+ NR?] — [302 + 1862 + OR? V) — vy (1 — 3le|) T2
+lel [CIR[ + [(w + 0)]) [uT] + 3|lw + 0| = 18(1 + V1) R|]
(2.485)
Avec :
1 9 1 9
(L+V)lw+ 0B < 5 [RQ +9w? + 502] +3 [RQ + 9w? + §02] Vi, (2.486)
on obtient :
; 2 13p2 | 15 p2 2 2, 7p2 2
V, < — [16w?+ $6%+ 2R?] — [Tw?+56% + IR? V; — vy (L= 3T (2.487)
+lel 2B+ |(1+2) (w+6)]] |uT]
Soit p un réel plus grand que 3. Alors :
; 13 15 7
V, < = [16w? + 5607 + PR*| — [Tw? +50° + FR*| Vi — qgrfigy (1= 3[e))T? (2.488)
+2lel [[R] + |w[ +[0]) T .
Mais :
pT* 3p 2 2 2
2 R o |l < —/———+ —(1+Vp) |0 2R 2 2.489
<l 1B+ ol + 00 6T] < gy + 551 Vi) 62 + 2% 4 27 (2.489)
Donc, en prenant p = 10, 'inégalité suivante :
2le| [|R| + |w| +10]] |nT| < _ M + §(1 + V1) [07 + 2R? + 207 (2.490)
— 36(1+Vy) 2

est vérifiée. On déduit de celle-ci que :

: 9 7 1 5
< — |13w? 2L IR - 4P+ -+ SRV - ————T? < 0 2.491
vV, < 3w” + 50 —|—2R] [w +50°+ 5 T EN A < ( )

pour tout (w, 0, R,T) # (0,0,0,0) lorsque

S B 5 T
Vi+s2 91 +Vy)

Derniére étape : Nous stabilisons globalement asymptotiquement ’origine du systeme (2.467).
Une facon de faire pour parvenir a ce résultat, consiste a appliquer directement le Théoreme
2.26. Alors, seraient mis a notre disposition des lois de commandes stabilisantes de norme
arbitrairement petites. Toutefois, dans un but de simplicité, nous prouvons notre résultat en
exploitant la propriété de robustesse de la stabilité possédée par le sous systeme en (w, 0, sx, X)
lorsque ug est la commande.

Quand u; # 0, en prenant la dérivée de V,, par rapport au temps, on obtient :

upg = —2w— 20+ (2.492)

. 9 7 1 2
Vo < = [1Bw? +50% + SR?] — [dw? + 5607 + R?| Vi — iy 17 (2.493)

"’\/ﬁ?(_ 3sin(f)ur) + 18(1 + V1)ﬁ(— sin(f)uy)
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Avec (2.474) et (2.484) et en posant
= 3|18(1 4+ V1)R — T'|| sin(f)||u1| + 18(1 + V1)|sin(0)||w + 60 — R||u1| (2.494)
il s’en suit que :
V, < — 132 4502 4 2R2| — 40?4+ L0? 4 1R2 Vi— 5 g2 (2.495)
v 2 2 2 11(1+ W) '
Soit u1 une fonction de norme plus petite que ﬁ. Alors :
T
A < 3b[18|R| + L_ | || sin(@)| + 18b| sin(0)||w + 6 — R| . (2.496)
Mais :
18b|sin(f)|lw + 0 — R| < b (376% + 81w? + 2R?)
T | . 1 9p% _ T2
b sin(f)| < 56 Y T (2.497)
54b|R||sin(f)| < 62+ (27b)%R?
Par conséquent, si b = ﬁ, I'inégalité suivante est vérifiée :
V, < — 4@+ 1r| - a2l 1R Vi — 1 (2.498)
v 2 2 2 11+wv) '
Soit
5 Y
w = (2.499)
4(1+ W) 2\/1+3 2\/1—|—Y2
Alors (2.498) est vérifiée et les équations du sous systeéme en (Y, sy) sont :
Y = Sy
) 5 . v N (2.500)
sy = —= 2\/1+s%, +2\/1+Y2 +€(w,0,$X,X,Sy,Y)
avec :
~ - . 5(cos(0)—1) 5 Y
e(w,0,sx,X,sy,Y) = cos(d) —1+ ZTgEay <2\/1Y+52Y + 2\/1+Y2) (2.501)
+esin(f)uz(w, b, sx, X)
Par conséquent, nous avons :
5 o~ ~
\/1+8Y+m< 1+Y2_1> S 3i \/('Z—Q"F‘e(wvHvSXvaSYvY)‘
(2.502)
< -3 \/181—2""2‘005(0)_1‘
+16] [Jel + 161 + B + | 5
Grace a cette derniere inégalité, et grace a (2.498), nous déduisons 'existence de c tel que :
2| cos(0) — 1| + 0] ||w| + |0] + |R| + < —c W(w,0,R,T) (2.503)
1+W 2
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avec
W(w,0,R,T) = [wQ + 6% + 1R2] - [4& + ey 1R2] Vi+ 1 7 (2.504)
T 2 2 2 11(14 V)
Il s’en suit que :
1 9 5 \/72 5 8%/ c
\/ +sy+m< 1+Y —1)+ch <2 % Sy e RT). (2.505)

74,/14—3%

La conclusion s’obtient en appliquant le principe d’invariance de LaSalle.

2.5.5.2 Stabilisation par bouclage dynamique de sortie.

Pour le systeme (2.467), nous venons d’obtenir un résultat de stabilisation asymptotique globale
par bouclage d’état au moyen d’une technique Lyapunov. Nous savons, grace a [55], que cette
technique de preuve peut permettre dans certains cas d’obtenir un résultat de stabilité asymp-
totique globale par bouclage dynamique de sortie. Il suffit pour cela qu’une propriété struc-
turelle soit vérifiée : les variables non mesurées interviennent linéairement dans les équations
du systeme. Il s’avere que les variables qui désignent les diverses composantes de la vitesse de
lavion VTOL doivent intervenir linéairement dans (2.467). Ainsi, pouvons nous nous contenter
des variables de positions comme variables mesurées ce qui, d’'un point de vue pratique, a de
lintérét. Ceci nous conduit & choisir pour sortie la composante de I'état © = (sx, sy, w)T et
a chercher a prouver que le systéme (2.467) est globalement asymptotiquement stabilisable par
bouclage dynamique de sortie du.
Vérifions que [55, Propositionl] s’applique au systeme (2.467).

Notations.
Avec les notations de [55], nous avons :
X SX
z = Y , X = Sy , U = (ul,ug)T. (2.506)
0 w
et :
—sin(@)(1 + u1) + € cos(0)uq
A(z,u) = 0 , B(zu) = cos(f) — 1 + cos(B)uy + esin(0)u )
(2,u) (2,u) (0) ()ur (0)uz (2.507)
U2
C(z,u) = I , D(z,u) =0
Vérification.

Nous allons montrer que les hypotheses de [55, Proposition 1] sont vérifiées par (2.467).

e Assumption S : Nous avons montré que cette propriété est vérifiée et que U définie par

U = \/1+s%+%foyﬁdl+c\/1+(X—|—3(sX—w—0)—|—2w)2
+cz/<\/1—|—(sx—w—0)2+%w2+w0+%02—1> (2.508)
vim) = 18m+9m? |, ¢ > 0.

est une fonction de Lyapunov assignable pour (2.467). Puisque U > 1 + ¢, la fonction
In(U) est également une fonction de Lyapunov assignable pour (2.467).
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e Assumption D : Lorsque A et C sont des constantes, cette hypotheése est vérifiée si la
propriété suivante l'est :

Il existe deux matrices K, K, telles que la matrice

A K,
C K,

soit Hurwitz. Puisque dans notre cas particulier, A = 0 et C' = I, la détectabilité de la

paire :
(240 1)

implique que cette propriété est vérifiée. De plus, K, et K, peuvent étre choisi de telle
sorte que X, soit une matrice identité. Par conséquent, la composante z non mesurée est
fortement détectable (voir [55]).

e Assumption GC : Posons
V=l . (2.509)

Sans difficulté, on peut montrer que les fonctions :

oV 0%V oy 0%V oy 0%V

— — — — — 2.510
dsy = 0%y 9y 7 92y 7 90X T 92X ( )
sont bornées. Reste a étudier les dérivées partielles par rapport a sx,w, 0.
o 10U
83X N U 83X
ou 3 X+3(sx —w—10)+2w
— = 3c
Jsx V1+ (X +3(sx —w—0) +2w)?
sy —w —0

1 3
+18¢ |1+ /1 + (s —w—02+—w2+w0+—02—1> )
C( \/ (X ) 2 2 \/1+(3X—w—0)2

Mais, en considérant les degrés, il est facile de montrer que U est supérieure et a une forme

quadratique définie positive en sx,w, # et a 1. Ceci implique que 8‘98—1;( est bornée.

02V 1 (U 19U VN> 10U
—_ = -——|— ] 4+ === = - | =) += . (2.511)
828)( Z/[Q 83X anSX 83X U 828)(
, 82]} . , . . l 821/[ . .
Par conséquent, pour que 57, S0it bornée, il faut et il suffit que 7 ax le soit. 1l est facile

de montrer que :

0
83X

%[\/1+(3X—w—0)2

X+3(sx —w—10)+2w
V14 (X +3(sx —w—0) +2w)?
0 sy —w —0
0sx \/1+(3X—w—0)2

*U
0?2sx

sont des fonctions bornées. Il s’en suit immédiatement que est bornée. Puisque U

9%y

9%y est bornée.

est supérieure a 1, la fonction
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De fagon analogue, on peut montrer que les fonctions

% 0%V % 0%V

% P e e (2.512)

sont bornées.

e Assumption BO : La fonction V est propre de sorte que le commentaire de [55] qui suit
I’énoncé de 'hypothese BO implique que cette hypothese est vérifiée.

Résultat.

Nous venons de montrer que la proposition 1 de [55] s’applique au systeme (2.467). Donc nous
savons construire un contréleur dynamique tel que toutes les solutions (z, z, Z, 2, X) du systéme
augmenté bouclé convergent vers I’ensemble :

, X = aa—v(aﬁ, z) (2.513)
ox

ou « est un réel strictement positif convenablement choisi. Nous avons vu, au cours de la

vérification de I'hypothese D, que la composante x non mesurée est fortement détectable. Par

conséquent, d’apres [55], nous savons que nous avons les méme propriétés de régulation que celles

du systeme bouclé avec la loi de commande stabilisante que nous avons lorsque x est mesurée.

Puisque & et Z convergent vers x, z, il s’en suit que z, z convergent vers zéro.



Chapitre 3

Ajout d’intégration : changement de
fonction de Lyapunov.

Pour pouvoir appliquer & un systéme de la forme (1.1) la technique de Jurdjevic et Quinn, il
est nécessaire qu’a commande nulle 'origine soit un point d’équilibre globalement stable de ce
systeme. Lorsque cette propriété est vérifiée, deux questions se posent : connait-on des fonctions
U propres et définies positives vérifiant (1.2) et si tel est le cas, quelles sont celles pour lesquelles
(1.3) est vérifiée ? Cette derniere interrogation montre un des avantages qu’il y a a avoir a sa
disposition la plus grande classe possible de fonctions propres et définies positives pour lesquelles
(1.3) est vérifiée. Il y en a un autre qui a priori peut étre de quelqu’importance si des critéres
d’optimalité sont a prendre en compte : & chaque fonction U, vérifiant (1.2) et (1.3), correspond
une classe particuliere de lois de commande qui stabilise globalement asymptotiquement ’origine
de (1.1) et c’est parmi celle-ci qu’on peut chercher une commande “sous” optimale.

Gardons en téte ce que nous venons de dire et analysons la preuve du Théoréme 2.1 que nous
avons effectué. Le Lemme 2.7 assure que si les hypotheses Bl et B31 sont vérifiées, 1'origine
du systeme (2.1) est un point d’équilibre globalement stable lorsque u = 0. Ce résultat a
été démontré au moyen d’'une fonction U propre et définie positive tres particuliere faisant
intervenir des fonctions k et [ dont les comportements doivent étre déterminés en fonction des
non linéarités hi(x, xe, y)y, e1(x, x2, y)y. Plus précisément, des fonctions k et | convenablement
choisies permettent d’obtenir une fonction définie positive dont la dérivée le long des solutions
du systéme (2.1) pris & commande nulle est négative.

Quoique d’un point de vue pratique, il ne soit jamais tres difficile de trouver des fonctions
k et | qui conviennent, il est néanmoins légitime de se demander s’il est possible de se passer
des ces fonctions, en ajoutant un terme a la somme V(y) + Q(z1) + S(x2). La dérivée de
V(y) + Q(z1) + S(z2) donne, avec (2.13),

V(y)+Q(9'61)+S($2) = —W(y) — T(x2) — R(x1) + %_Xy/(y) filzn,z2,9)y  (3.1)
+ g—s(xz)el(whmy)y + g—Q($1)h1(ﬂc1,wz,y)y
€r2 r1
< —iW(y) — T(x2) — R(x1) (3.2)
+ g—s(xz)el(whmy)y + g—Q($1)h1(ﬂc1,wz,y)y
€r2 r1

S’il existe une fonction H telle que la fonction V(y) + Q(z1) + S(x2) + H(z1, x2,y) soit propre

97
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et telle que

oS

H($1,$2,y) = ——($2)€1($1,$2,y)y -
Oxa

g—g(xl)hl(xhx%y)y ; (3.3)

I’objectif est atteint.
Ce point de vue a été adopté par Jankovic, Sepulchre et Kokotovic dans [28]. Nous le
présentons ici en l'immergeant dans notre contexte général.

3.1 Synthese a partir du systeme exact.

3.1.1 Résultat.
Selon ce point de vue, le découpage du sous-systéme (x1, z9) n’apporte rien. Aussi écrivons nous
(2.1) sous la forme la plus simple suivante! :

T = ho(fIf)+h1($,y)y+h2($,y,U)u

(3.4)
y = fO(y) + fl(xvy)y + fg(x,y,u)u

ot les fonctions h; et f; sont de classe C'. Le point de vue de [28] permet de reprendre Bl et
B3.1 et de modifier B2 et B3.2. Précisément, les hypotheses sont :

Hypothese F1 : [l existe deux fonctions Q et V de classe C' définies positives et propres telles
que :

gg( Vho(z) = —R(z) <0 Vaz, (3.5)
av( Voly) = —W(y) <0 Yy#0. (3.6)

Hypothése F2: z(t) = 0 est l'unique solution de :

& ho() 82 (x) ho(x) = 0

P4(2,0)fa,0,0) + [92(x) + F4(2,0)] ha(2,0,0) = 0 0

Hypothése F3: I existe une fonction p, définie, continue et positive sur [0, +00) et une fonction
K, définie, continue et positive sur (0, +00), telles que :

0
) o) o] < VOV ) (14 Q)Y (39
De plus, les fonctions k et p sont telles que :

1

s ¢ L2 ([0, +00)) , (3.9)

Ver >0, Jea: {yeRN\{0}, [y <} = k(V(y))

'Les indices pour z sont donc supprimés.
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Enfin, V., W et f1 vérifient :

ov

— () filz,y)y <

3 W(y) . (3.11)

Hypotheése F4: [ existe une fonction 'H, de classe C' vérifiant H(x,0) = 0, et telle que
l’ensemble

& = Az my) [z =Hz,y)} (3.12)

est une variété invariante du systeme :

¢ o= =L@ )y
& = ho(x)+hi(z,y)y (3.13)
y = foly)+ filz,y)y

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3.1 Si les hypothéses F1, F2, F3 et Fj sont satisfaites par (3.4), alors pour tout
réel u dans (0, +o0], l'origine peut étre rendue solution globalement asymptotiquement stable de
(3.4) par une loi de commande continue, indépendante du temps et bornée par u.

Pour étre précis, écrivons le résultat effectivement démontré dans [28] :
Corollaire 3.2 Considérons un systéme de la forme (3.4) et notons par (x(t),y(t)) la solution

de ce systéme pris a commande nulle a l'instant t qui a pour condition initiale (x,y). Supposons
que :

L’hypothese F1 soit satisfaite.

e On ait fo(y) = Ay et qu’il existe une matrice symétrique définie positive V telle que :
VA4 AV < 0. (3.14)
e La fonction ho ne dépende pas de u et la fonction fo soit constante.
o [l existe deux fonctions croissantes, zéro en zéro, différentiables a 'origine 1 et vo telles
que :
[ha(z, vyl < nllyl) + (ly) 2] . (3.15)
1l existe deux constantes positives cq et co telles que
oQ
Ig(x) lz] < a1Q(x) , Vi]z|>co. (3.16)

Alors, la fonction suivante :

+oo
M) = [ o) el u(s)yle)ds. (3.17)
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existe et est continue. Si de plus cette fonction est suffisamment réguliére et telle que :
5 = {x LEPQr) = 0, Lui(x,0) = 0 szo} — {0}, (3.18)

la loi de commande :

Q+H+V)

wi(e,y) = = S ) (e, y) -

HQ+H+V)

@k (19)

stabilise globalement asymptotiquement la solution zéro de (3.4).

3.1.2 Comparaison des hypotheéses des Théoremes 2.1 et 3.1.

Les hypotheses F1 et F3 sont identiques a Bl et B3.1. Grace au lemme 2.7, nous savons donc
que (3.4) est globalement stable pour v = 0. De plus, comme nous le verrons au cours de la
preuve du Théoréme 3.1, ces hypotheses impliquent que V(y) + Q(x) + H(z, y) est une fonction
propre définie positive.

Les points ou les Théorémes 2.1 et 3.1 different se situent respectivement dans les hypotheses
B2 et F2, et B3.2 et F4.

3.1.2.1 Hypotheses B2 et F2.

La différence entre B2 et F2 vient de ce que, dans les deux cas, la loi de commande est donnée,
par exemple, par n’importe quelle fonction ¢ satisfaisant :

1. La fonction |¢(x)| est bornée par w.

2. Pour tout z, le scalaire G(x,y,u) ¢(x) est non positif et nul si et seulement si le vecteur
G(z,0,0) est nul o, dans le contexte de B3,

7 ov 0Q fa(z,y,u)
o) = (V)G (). QN G >) (3.20)
et ol1, dans le contexte de F3 et F4,
oV OH oQ OH fa(x,y,u)
Gz, >:(—<>+—<,>,—<>+—<,>) (3.21)

On voit ainsi que lorsque y = 0 et u = 0, il reste le terme l’(Q(m))%(m) ha(z,0,0) dans le

contexte du Théoreme 2.1 et le terme (%(m) + (g, 0)) ho(x,0,0) dans celui du Théoréeme

3.1. Cependant ces expressions dépendent de fagon prépondérante des coordonnées. Il est en
général impossible de garantir la non existence de coordonnées appropriées qui montreraient
I’équivalence entre B2 et F2. Remarquons pourtant qu’il semble que 'hypothese F2 dépendante

de facon moins cruciale des coordonnées. Pour illustrer ce point, reprenons le systeme linéaire
(2.2) :

X = aY

. (3.22)
Y = -Y +u
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ou dans les coordonnées (z,y) = (X +aY,Y),

(3.23)
y = -y +u
Si @ est donnée par :
Qz) = 5a?, (3.24)
on a, dans les coordonnées (X,Y),
2
H(X,Y) = aXY + £ Y? (3.25)
et, dans les coordonnées (x,y),
H(z,y) = 0 (3.26)

de sorte que F2 et F4 sont vérifiées dans les deux cas. Par contre B2 et B3.2 ne sont satisfaites
que dans les coordonnées (z,y).

Un point important a souligner a ce stade est la nécessité qu’il y a de connaitre explicitement
des expressions pour les fonctions %—7; et %—7; car celles-ci sont utilisées dans la loi de commande.
Or, des que des non linéarités quelque peu compliquées interviennent dans les dynamiques du
systeme, il devient tres difficile d’obtenir ces expressions, la seule formule connue donnant H

étant :
+oo
M) = [ | G2l s ds. (3.27)

Nous reviendrons sur ce probleme de “calculabilité” de H au paragraphe 3.2.

3.1.2.2 Hypotheses B3.2 et F4.

Les hypotheses B3.2 et F4 sont de nature tres différente.

B3.2 impose que la fonction fs soit d'un ordre au moins p en y = 0, ol p — qui peut étre
nul — dépend des autres fonctions et donc, encore une fois, des coordonnées. Cette hypothese
nous permet de traiter les termes de couplage par domination de leurs effets.

L’existence de la variété invariante £ de (3.13), imposée dans F4 est, comme nous le voyons
avec (3.17), liée au comportement a l'infini des fonctions z(t) et y(t) solutions de (3.13). Jankovic,
Sepulchre et Kokotovic ont donné des conditions suffisantes pour garantir cette existence. Ainsi,
le lemme suivant est-il prouvé dans [28].

Lemme 3.3 La variété invariante £ de (3.13) est de classe C' si le systéme @ = ho(z) admet
la représentation suivante :

1= ho(a) (3.28)

o = Maxg + epa(z1, x2)

ot zéro est un point d’équilibre asymptotiquement stable de &1 = ho1(x1) et ot &9 = Maxs est
stable au sens de Lyapunov.

L’existence de H nous permet de traiter les termes croisés en annulant leurs effets. Ceci est donc
a rapprocher de ’objectif recherché par les changements de coordonnées de la section 2.3.
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3.1.2.3 Conclusion.

L’étude comparative des hypotheses des Théoremes 2.1 et 3.1 que nous venons de mener nous
indique que le Théoréeme 3.1 s’apparente en fait davantage au Théoreme 1.1 muni des change-
ments de coordonnées permettant de supprimer exactement les termes de couplages hi, e; et
f1. Mais s’il y a une analogie entre ces deux approches, le Théoreme 3.1 n’en est pas moins plus
avancé d’un point de vue théorique. En effet, pour ce qui est du Théoreme 1.1, nous n’avons pu
étudier l'outil changement de coordonnées qu’en nous placant dans le contexte des hypotheses
du Lemme 2.21. Par contre, pour ce qui est du Théoréme 2.1, qui met en évidence le fait qu’on
peut se contenter d’approximations, les changements de coordonnées possibles se situent dans le
contexte plus général des hypotheses des Lemmes 2.18 et 2.23. Nous étudierons dans la section
3.2 s’il peut étre trouvée pour le Théoreme 3.1 une extension analogue.

3.1.3 Preuves.
3.1.3.1 Preuve du Théoréme 3.1.

Nous adaptons au cadre général de notre travail le schéma de preuve proposé dans [28]. Nous
avons vu au cours de la démonstration du Théoreme 2.1 que lorsqu’on se situe dans le contexte
de I’hypothese B3, nous avons comme fonction de Lyapunov assignable au systéeme (3.4) :

Ulz,y) = U(Q(x)) +k(y) - (3.29)

Nous allons montrer que lorsqu’on se situe dans le contexte de I’hypothese F3, une fonction de
Lyapunov assignable au systeme (3.4) est la suivante :

Ulz,y) = Q(z) + H(w,y) + V(y) - (3.30)

Premiere étape. Nous allons montrer que cette fonction est définie positive et propre. Notre
démonstration s’appuie sur le lemme technique que nous introduisons maintenant et que nous
prouverons par la suite.

Lemme 3.4 Les hypotheses du Théoréeme 2.1 impliquent que :
1. La fonction (z,y) — Q(z) + H(x,y) est positive.

2. La fonction | définie par :

¢ 1
vérifie A
HQ(z) +H(z,y)) = UQ(2)) = Fk(y) - (3.32)

U est définie positive : La fonction U est positive puisque d’apres F1, V est positive et que

d’apres le Lemme 3.4, Q(x) + H(z, y) est positive. Soient (z,y) tels que U(x,y) = 0. Puisque
Q(z) +H(z,y) et V(y) sont positifs, nécessairement ces deux termes sont nuls. Puisqu’en outre
V est définie positive, nécessairement y = 0. Puisque d’apres 'hypothese F4, H(z,0) = 0, on
en déduit que Q(x) = 0. Puisque Q est définie positive, il s’en suit que x = 0. Par conséquent,
U est définie positive.
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U est propre : Nous allons procéder par contradiction. Supposons qu’il existe une suite (Tny Yn)
et une constante positive c telles que :

lim |(zp,yn)| = +o00 Ulzn,yn) < ¢ , Vn. (3.33)

n—-+00

Puisque d’apres le lemme 3.4, Q(z,) + H(xn, yn) est positif pour tout n on a
Viyn) < ¢ , Vn. (3.34)

Par conséquent, la suite y, appartient a un compact. Puisque k est une fonction Lipschitz
continue, celle-ci est bornée sur tout compact. Donc, il existe ¢ > 0 telle que :

%k(yn) <. (3.35)
Grace a (3.32), on en déduit :
UQ(zn) + H(zn, yn)) = UQ(zn)) — T . (3.36)

La croissance de [ et la positivité de V impliquent que 1'on a :

l(c) 2 UQ(xn) + H(zn yn) + Vyn)) = UQ(xn) +H(zn,yn)) = UQzn)) — €. (3.37)

Par conséquent :
H(Q(xyn)) < T+1(c) . (3.38)
La condition (3.9) de 'hypotheése F3 implique :

lim I(s) = +oo . (3.39)

§—+400

Donc Q(z,,) est une suite bornée. Puisque @ est propre, x,, est une suite bornée. Puisque tel
est également le cas de la suite y,, on aboutit a une contradiction.

Deuxiéme étape. Remarquons que nous avons :

—_— 0Q

OH OH
_ i - ) 4
H(z,y) 5 &) Mz, y)y + [83/ (2,9) fa(2, y, u) + —=(2,9) ha(, ¥, U)] u (3.40)
Ceci nous permet d’écrire la dérivée U sous la forme :

U(z,y) = —R(x) — W(y) + G filz.9)y (3.41)
+ [(2@) + Za.y)) holw,y,w) + (35 ) + B.y)) folw,y,u)|u
Grace a (3.11) et la définition de G (voir (3.21)) nous obtenons :
U(o.y) < —Rla)— W) + Gy, (3.42)

Puisque G est une fonction continue, nous concluons en utilisant F2 et la méme démarche que
celle utilisée pour terminer la preuve du Théoreme 1.1. O
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3.1.3.2 Preuve du lemme 3.4.

Soit (x(t), y(t)) la solution au temps ¢ du systeéme (3.4) pris & commande nulle qui a pour valeur
x,y a l'instant zéro.

Commencons par établir 3 propriétés possédées par la solution (z(t),y(t)).
1— Montrons que (x(t),y(t)) est une fonction bornée du temps.

Puisque (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) sont vérifiées, I'inégalité (2.71) obtenue dans la preuve du
Théoreme 2.1 est vérifiée. Par conséquent, nous avons :

U(z(t),y(t)) < —3u(V{yO)NW(y(E)) - (3.43)

Puisque U est une fonction propre définie positive, les fonctions z(t) et y(t) sont nécessairement
bornées. Il en est donc de méme des fonctions @(t), y(t). Puisque (V)W est définie négative,

on en déduit :
lim y(t) = 0. (3.44)

t—+o00

2— Puisque z(t) est bornée, H est continue, H(z,0) =0et lim y(t) =0,o0n a:

t—+o00

tl}inooH(x(t),y(t)) =0. (3.45)
3— Montrons que pour tout ¢t > 0 :
| AV Ws)ds < 3k (3.46)

Intégrons entre 0 et un instant ¢ > 0 1’égalité (2.66) avec u = 0 :

/0 o)1, 22, 0)ds = /0 m(vw))%—Z(y) o) + fi(en, oo y)ylds . (347)
On déduit 1’égalité suivante :
k(y(8) — k() = — /0 w(V () W (y)ds + /0 m(vw))%—Z(z/)fl(xl,m,y)yds. (3.48)

Puisque & est une fonction positive, I'inégalité suivant s’en suit :

| V) wds— [ (V) G il s uds < k). (3.49)
Grace a (3.11) de F3, il s’en suit que :
1| ) wds < k). (350)

Donc (3.46) est obtenue.
A T'aide de ces trois propriétés, démontrons maintenant les assertions du lemme 3.4.
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Assertion 1. Nous avons :

—_— 90

Qz(t) = —R(z(t)) + %(w(t))hﬂw(t),y(t))y(t) : (3.51)
La définition de H implique donc que :
Q@)+ Ra(t) = —Ha,50) - (3.52)
Par conséquent :
Qalt) + | RGa(9)ds= Q) = ~H{z(0).9(0) + H(z.) (3.53)

Puisque @) et R sont des fonctions positives :

t
Qz) + H(z,y) = Q(z(?)) +/0 R(z(s))ds + H(z(t), y(t)) = H(z(t),y(t)) (3.54)
Le terme de gauche étant indépendant de ¢, la propriété (2.251) nous donne :

Qx) +H(z,y) = 0. (3.55)

Assertion 2. L’égalité (3.51) et I'inégalité (3.8) impliquent :
é\ 2
Qz(t)) + R(x(t)) = —r(V(y())W (y(t)) [L + p(Q(z(1)))]" - (3.56)
t
Puisque p est croissante et que / R(z(s))ds est positif pour tout ¢ > 0, I'inégalité précédente
0
implique :

Q) + R(x(1)

: 5 = —r(V(y(@)W(y()) . (3.57)
[1 +p <Q(x(t)) + /0 R(x(s))ds)]
En intégrant cette inégalité de 0 a ¢, on obtient :
! (Q(w(t)) + /0 R(w(S))dé’) — 1(Q(z) = - /0 r(V(y(s)))W (y(s))ds . (3.58)
Grace a (3.53), on a :
Qalt) + [ RGa(9)ds = Q(a)+ M(a.9) = H(a(®)u(t) (359

Donc, d’apres (3.58),

HQ(x) + H(x, y) — H(x(t),y(1)) — 1(Q(x)) > — /0 r(V(y(s))W (y(s))ds (3.60)

Par passage a la limite, grace a (3.45), on obtient :

+o0

HQ(x) + H(z,y) — 1(Q(x) = —/ r(V(y(s)))W (y(s))ds . (3.61)

0
Avec (3.46), on en déduit (3.32). ]
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3.1.3.3 Preuve du corollaire 3.2.
Nous allons montrer que les hypothéses du corollaire 3.2 impliquent que F1, F2, F3 sont vérifiées.

e Dans [28, Appendice B, I'existence et la continuité de H sont prouvées lorsque sont vérifiées
les conditions (3.15) et (3.16).

e L’hypothese F1 est supposée.

e Nous allons maintenant montrer que F3 est vérifiée. On vérifie aisément que H étant de

classe C1, '
HE0), 9(0) = — 32 (1)) ha(a(t), y(0)(r) (3.62)
lorsque u = 0. Donc ’ensemble
£ = {(zoy)|z = Hia,y)} (3.63)

est une variété invariante du systeme :

z = _%(‘%‘) hl(fL‘,y)y
& = ho(z)+hi(z,y)y (3.64)
y = Ay

En outre, y(t) = 0 si y = 0. Donc H(z,0) = 0.
Nous savons que hy et @ vérifient (3.15) et (3.16). On en déduit que :

[hiz, y)yl < Inlyl) +y2(lyDIL + |2]] (3.65)

et qu’il existe un nombre réel strictement positif ¢ tel que, pour tout =z,

%(m) [lz| +1] < eQ(z)+c. (3.66)
On en déduit : 5
2 m | < bl + ()] Q) + (367

Puisque 71 et 79 sont différentiables a I'origine, en prenant :

k(s) = cﬂyl(c\/g)::W(C\/g) , p(s) = evV1l+s, (3.68)

ou ¢ désigne génériquement un nombre réel positif, on obtient (3.8), (3.9), (3.10).
Puisqu’il n’y a pas de terme f1y, (3.11) sont automatiquement satisfaites.

e Il nous reste & montrer que (3.18) implique que F2 est vérifiée. Cette implication est
du méme type que celle énoncée dans le Lemme 1.2. Démontrons la par ’absurde en

supposant que F2 n’est pas satisfaite. Il existe alors z(t), non identiquement égale a zéro,
telle que :

B(t) = ho(x(t))
GL(x(t),0) f2+ G2(x(t)) ha(z(t),0) = 0 (3.69)
99 (x(t)) ho(x(t)) = 0
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Par conséquent, en dérivant k fois les deux dernieres égalités, on obtient :

LiA(z(t) =0, Lyt'Q(z(t)) = 0. (3.70)
A(z) = %—Z(Uv,o) fz—i—%(x) ho(z,0) . (3.71)

D’apres (3.18), ceci implique que z(t) = 0, pout tout ¢, ce qui contredit le fait que F2 n’est
pas satisfaite.

En dernier lieu, observons que (3.21) et (3.42) impliquent que la commande (3.19) stabilise
globalement asymptotiquement. O

3.2 Syntheése a partir d’un systéeme approximant.

Nous avons mentionné la similarité qu’il y a entre les Théoremes 1.1 et 3.1. Dans les deux
cas, il s’agit de trouver explicitement la solution d’'une équation aux dérivées partielles pour
nous permettre d’annuler les effets dis aux termes de couplage. Grace au Théoreme 2.1, nous
savons que le changement de coordonnées, nécessaire pour appliquer le Théoreme 1.1, n’a en
fait pas besoin d’étre parfaitement connu. Précisément, seule une approximation a un ordre
suffisamment élevé en y = 0 est suffisante. Nous nous posons ici la méme question a propos de
la fonction H : Peut-on se contenter d’une approximation ?

Pour répondre a cette question, et puisque cette fonction H a une interprétation structurelle
tres forte en termes de variété invariante de (3.13), nous ne cherchons pas & approximer directe-
ment cette fonction et introduisons un systéme approximant (3.4) sous la forme :

h()(fL') + hla(xv y)y + hg(fL', Y, u)u
y = foa(y)+f1a(w,y)y+f2(x,y,U)u

v (3.72)

et auquel sera associé une fonction H,. Notre probleme est donc de déterminer les fonctions
approximantes hi,, foq €t fiq telles que :
1. Les erreurs d’approximations :

his = hi — hia fos = fo — foa fis = f1 — fia (3.73)

soient suffisamment petites pour qu’'une commande obtenue a partir des approximations soit
globalement asymptotiquement stabilisante pour le systéme réel (3.4).
2. La fonction H, correspondante puisse étre calculée explicitement.

3.2.1 Conditions suffisantes sur ’approximation.

Pour obtenir des conditions sur 'approximation suffisantes pour garantir la stabilisabilité asymp-
totique globale, nous reprenons les techniques utilisées au cours de la preuve du Théoreme 2.1
et qui mettent a profit la marge de stabilité du sous-systéme en y.

3.2.1.1 Résultat.

Hypothese G1 :
G1.1 : [l existe des fonctions Qu, Va, Ra, Wa, pa et kq telles que les hypothéses F1, F2 et F'3
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soient satisfaites par le systéme approzimant (3.72).
G1.2 : Choisissons une fonction propre, définie positive, de classe C? notée £ et posons :

Q(z) = UQa(x)) - (3.74)

Nous supposons existence d’une fonction Hy,, de classe C' vérifiant Ho(x,0) =0, et telle que
l’ensemble :

Co = {(z2,9) |2 = Halz,y) } (3.75)

soit une variété invariante du systeme :

o= = 52@) hal,y)y
T = ho(fl') +h1a(x7y)y (376)
y = an(y) +f1a(x7y)y

Hypothese G2 :
G2.1 : Il existe une fonction de classe C définie positive et propre V telle que :

ov

8—y(y) foly) = =W(y) <0 Vy#0, (3.77)

oV

ay () iz, 22, y)y < S W(y) . (3.78)

G2.2 : Il existe une fonction k, définie et continue sur (0, +00), telle que :

ov

Ver >0, Jea: {yeRN\{0}, [y <} = k(V(y)) a—y(y)l < ¢o . (3.79)
K(V () o) fole ) € COR X R™)RY) (3.80)

et? :
|(52(@) + Baw,y) st y| + (B2 0)+ B @,0) Jos(w) + fislwmy)|  (3:8D)

Théoréme 3.5 Siles hypothéses G1 et G2 sont satisfaites, alors, pour tout réelw dans (0, +00],
Dorigine du systéeme (3.4) est globalement asymptotiquement stabilisable par un feedback d’état
borné par w et ne dépendant pas explicitement des fonctions his, fos et fis.

3.2.1.2 Discussion autour des hypothéses du Théoréme 3.5.

Supposons le sous-systéme en y globalement asymptotiquement stable et localement exponen-
tiellement stable et choisissons la fonction approximante fy, telle que :

of 9 foa
a—y“(@) = 82 (0) . (3.82)

211 faudrait écrire : la fonction £ de G1.2 a pu étre choisie pour satisfaire (3.81).
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Dans ce cas I’hypothese G2.1 est satisfaite et les fonctions V,,, W,, V et W peuvent choisies telles
qu’elles soient approximées a ’origine par des formes quadratiques définies positives. Alors, pour
satisfaire les conditions (3.79) et (3.80) sans hypothese sur f; et fa, nous pouvons prendre, pour
 une fonction définie sur [0, 4-oo[ vérifiant :

k(0) > 0. (3.83)

Dans ces conditions,
pour |y| voisin de 0, on a :
V() W(y) = clyl? (3.84)

et pour |y| grand, la fonction k peut étre déterminée de sorte que x(V (y))W (y) majore n’importe
quelle fonction de y. Alors, si fy et fo, sont de classe C?, (3.82) implique que fos est d’ordre 2
en y = 0. On voit ainsi que I'inégalité (3.81), et donc I’hypothese G2, est satisfaite si :

1. les fonctions

(%(w) + a;j (x,y)) his(z, y)y (aa‘;“ (y) + a;_;“ (x,y)) (fos(y) + frs(z, y)y)

sont bornées par rapport a la variables x.

2. les fonction his(z,y) et fi5(x,y) sont d’ordre 1 en y = 0.

Enfin, comme nous 'avions remarqué dans le paragraphe 2.2.4 pour le Théoreme 2.1, la
connaissance exacte des fonctions his, fo5 et fis n’étant pas nécessaire pour déterminer la loi
de commande, le Théoreme 3.5 fournit un résultat de stabilité robuste par rapport a certaines
erreurs de modélisations.

3.2.1.3 Preuve.

Considérons la fonction

Ualz,y) = Q@) + Hal(z,y) + Valy) - (3.85)
L’hypothese G1 et 'inégalité (3.42) donnent :
r'\

Ua(xvy)(3.4) < —Bl(Qa(x))Ra(x) - %Wa(y) + Galz,y,u)u

4 (@(x) + OHa (z, y)) his(z,y)y

Ox Ox
OH, oV,
# (e + 5 s + st (3.50)
avec
[V, Mo , 0Qq Mo fa(, y, u)
Guarn) = (5200 + Fi2a). @) G20 + Tl o
(3.87)
En utilisant (3.81), on obtient :
Ua(,y) 3.0y < —0'(Qal@)) Ra(z) — Waly) + Galz,y,w)u + s(V(y)W(y).  (3.88)
Par ailleurs, notons que G2.1 donne :
. ov

dy
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Posons alors

et introduisons :

Ulz,y) = Udlz,y)+K\V(y)),
Ga.yu) = Galz.yu) + K'(V(y)) %—Z@) fale )

Nous avons :

U@y)(g.@ < —0(Qa(@)) Ra(z) — Waly) — 5 k(V(W) +1W(y) + Gz, y,u)u.

Le fait que, d’apres G1.1, le systéme approximant vérifie F2 permet de conclure.

(3.90)

(3.91)
(3.92)

(3.93)

|
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Chapitre 4

Introduction

4.1 Présentation générale.

Dans cette partie, nous abordons le probleme de suivi asymptotique de trajectoires pour des
systemes non linéaires. Il y a deux raisons pour lesquelles nous nous intéressons a ce probleme.
La premiere a été présentée a la section 2.2. La deuxieme est le désir que nous avons de traiter
des problemes de suivi asymptotique de trajectoires de sortie. Toutes les approches que nous
connaissons de ce dernier probleme se scindent en deux parties distinctes.

1. Génération d’une solution qui réalise le suivi exact d’une trajectoire de référence de sortie.
2. Stabilisation asymptotique de la trajectoire précédemment déterminée.

Voir a ce propos ce qui est fait par exemple dans [13], dans [46], [49], ainsi que dans [27, Sections
4.3 et 4.5] et [47, Sections 4.1 et 4.2]. Nous allons emprunter la méme démarche : le Chapitre
5 est consacré a des résultats généraux permettant de garantir 'existence d’une trajectoire de
référence de sortie bornée et le Chapitre 6 propose une technique permettant, pour des systémes
de forme feedforward, de stabiliser globalement asymptotiquement des trajectoires bornées.

4.2 Présentation du Chapitre 5.

Dans ce chapitre, nous donnons des résultats généraux qui portent sur des équations
différentielles de la forme :
X = (X, 1) (4.1)

et permettent de garantir 'existence de trajectoires bornées pour celles-ci. En effet, lorsqu’on
cherche a déterminer I’existence d’une trajectoire de suivi exact bornée, on est amené a résoudre
des problemes de cette sorte. Pour mettre en évidence cela, nous allons rappeler ’approche,
devenue classique, du probleme de suivi exact d’'une trajectoire de référence de sortie pour des
systemes linéaires en l'entrée qui se trouve dans [27, Sections 4.3 et 4.5] et [47, Sections 4.1 et
4.2]. Nous montrerons ensuite comment nous nous distinguons de celle-ci tout en empruntant
certains de ses éléments.

4.2.1 Suivi exact de trajectoires de sortie : rappels.
4.2.1.1 Positionnement du probléme.

Le systeme considéré est de la forme :
i = f(2) + g(a)u (4.2)

113
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ou x € R", et u € RP est I’entrée. Nous munissons ce systeme d’une fonction de sortie :

y = hix) (4.3)

vérifiant h(0) = 0 et supposons les fonctions f, g, h régulieres. Le probléme de suivi exact d’une
trajectoires de sortie y, bornée (aussi appelé probleme de reproduction d’une sortie) consiste a
déterminer, si elles existent, une entrée wu,(t) bornée et une condition initiale zy telles que, la
trajectoire x,(t) de (4.2) bouclé avec u, issue de ¢ vérifie :

h(ze() —ye(t) = 0 , Yt>[0,T). (4.4)

et soit bornée. Si T est fini, nous dirons que le probleme est résolu localement en temps. Si
T = +00, nous dirons qu’il est résolu globalement en temps.

4.2.1.2 Ecriture des équations sous une forme appropriée.

Pour simplifier ’approche du probléme précédent, nous supposons que le systéme (4.2) est mono
entrée, mono sortie. Dans [47] se trouve présentée une généralisation au cas multi-entrées, multi-
sorties.

La premiere hypothese cruciale qui est faite est celle de lexistence pour (4.2) d’un degré
relatif fini d. Celle-ci garanti en effet I'existence d’un difféomorphisme local, défini sur un
voisinage Uy de l'origine, qui transforme (4.2) en un systéme de la forme :

21 = 2
Zd—1 = %
d-1 d (4.5)
Za = b(&v)+al&v)u
vo= Q(fv V)
y = 2
ott & = (21,...,24)" et a est une fonction non nulle sur un voisinage ouvert de l’origine.

Cette forme est appelée forme normale. Cette facon d’écrire les équations permet de voir
immeédiatement que la commande u, recherchée est donnée par :

s () = b(&(8), v(1))

w0 = T e o
ou &.(t) = (yr (1), yT(ﬂl)(t), . .,yﬁd_l)(t)) et v(t) est une solution quelconque de

On observe donc que la condition initiale zg n’est pas unique puisque v(0) peut étre quelconque.

En revanche, il se pose les problemes suivants :

1. Existe t-il #(0) tel que la solution de (4.7) associée a ce vecteur soit définie sur [0, T) et reste
dans Vj.

2. Cette solution est-elle telle que a(&,.(t), v(t)) # 0, Vt € [0,T).
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C’est essentiellement a la premiere de ces questions que le Chapitre 5 apporte des réponses.
Dans la littérature le systeme :

v o= Q(fral/) (4'8)

est appelé systeme inverse et les dynamiques du systeme inverse conduites par y,, . . ., yT(ﬂd_l) sont

appelées dynamiques traquantes. Lorsque y, = 0, les dynamiques traquantes sont alors appelées
dynamiques des zéros. Un systeme dont la dynamique des zéros est asymptotiquement stable
est dit étre a minimum de phase.

4.2.2 Existence d’une solution globale en temps.

Nous venons de voir que récrire le systeme (4.2)-(4.3) sous forme (4.5) permet de poser le
probleme de suivi d’'une trajectoire de sortie comme celui de existence d’une (ou plusieurs)
solution v(t) du systeéme inverse (4.7) telle que (§,(t), v(t)) soit dans V) pour tout ¢t € [0,7) et
soit bornée.

Cette question est difficile dans la mesure ou le comportement des dynamiques du systeme
inverse données par ’équation (4.7) est a priori quelconque et difficile & déterminer : il dépend
de la fonction de sortie et de la trajectoire de référence considérée (voir pour ce dernier point
[47, Sections 4.1, Example 4.1.5]). Pour montrer le role que peut jouer la fonction de sortie,
considérons le systeme suivant :

T, = X9+ 1‘% (4 9)
To = —To+4u
Yy = 12— an (4.10)
ou a € R. Ce systeme s’exprime sous la forme normale suivante :
v = (=1—a)(y+ar)) —aly+azx)®+u (4.11)
i = y+ax+ (y+ax)?
de sorte que Vy = R?. Le systeme inverse est donné par
i1 = yr(t) +azy + (y-(t) + axp)? (4.12)
et u, par :
ur(t) = 9r(t) + (14 a)(yr () + az1 () + aly-(t) + a1 (t))* . (4.13)

Sia =0, et y.(t) = ecos?(t) avec € > 0, alors I’équation précédente n’admet pas de solution
bornée sur [0, +00) et si a > 0, I'existence d’une solution bornée n’est pas évidente. Notons en
outre que pour toutes valeurs initiales 19 > 0, les solutions x; issues de celles-ci admettent une
explosion en temps fini. Notons également que si a < 0, alors la dynamique des zéros qui est :

i = ar +a’z (4.14)
est globalement asymptotiquement stable et le systeme :

i1 = v4ax; + (v+az)? . (4.15)

ou v est I'entrée, possede la propriété ” entrée bornée, sortie bornée 7, de sorte que pour toutes
trajectoires y, bornées, toutes les solutions de (4.12) sont elles aussi bornées.
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Il apparait donc que la propriété pour un systeme d’étre a minimum de phase est susceptible
de permettre de garantir des solutions bornées sur [0, +00) pour le systeme inverse. Dans le
contexte linéaire, tel est en effet le cas et cela d’une fagon globale. Malheureusement dans le
contexte non linéaire, cette propriété ne garanti ’existence de telles solutions que localement,
c’est a dire pour pour des trajectoires de référence de sortie demeurant dans un voisinage de
Porigine. C’est la une contrainte importante qui s’ajoute a celle, non moins contraignant, de
devoir étre face a un systeme a minimum de phase pour pouvoir traiter globalement en temps
le probleme du suivi exact d’une trajectoire de sortie. En effet, des systemes qui ne sont pas a
minimum de phase se rencontrent fréquemment dans la pratique : tel est le cas, par exemple, pour
le systeme pendule chariot avec pour sortie associée 6 (voir (11)) pour lequel nous traiterons a au
chapitre 7 le probleme du suivi exact puis asymptotique d’une trajectoire périodique, probleme
non résolu jusque la. Signalons que le fait qu’un systéme soit & minimum de phase ne constitue
donc pas une condition nécessaire pour que puisse étre suivie exactement une trajectoire donnée
et cela méme si elle en est effectivement une pour que puisse étre suivie exactement n’importe
qu’elle trajectoire se situant dans un voisinage de l'origine (voir [20, Theorem 16]).

Faisons maintenant quelques observations complémentaires. Il se peut que 1’on veuille donner
un comportement particulier & un systeme sans que soit imposée une fonction de sortie. Le choix
de cette fonction de sortie peut alors s’avérer étre crucial. En effet le degré relatif d’un systeme,
ou dans le cas multi-entrées, multi-sortie les indices caractéristiques, sont dépendant de la fonc-
tion de sortie qui lui est associée. Hors, nous avons vu que les dynamiques du systeme inverse
causent des difficultés théoriques et techniques, car elles conduisent a intégrer des équations
différentielles non-autonomes. Il est donc a priori avantageux que la dimension de celles-ci
soit la plus petite possible ce qui est équivalent a dire que le degré relatif (ou les indices car-
actéristiques) soient les plus grands possible. Nous nous trouvons donc face a un probleme de
linéarisation maximale qui est traité dans [47, Section 2.4, Theorem 2.4.2]. Celui-ci n’autorise
pas d’extensions dynamiques et donne des conditions géométriques qui permettent de dire quel
est la plus petite dimension qu’il est alors possible d’obtenir pour un systéme inverse. Cette
dimension peut étre encore réduite en introduisant des extensions dynamiques appropriées. La
dimension minimale possible est liée a la notion de défaut d’un systéeme introduite et mise en
évidence en utilisant un formalisme d’algebre différentielle par Fliess, Lévine, Martin et Rouchon
dans [16].

Précisons pour conclure que toutes les approches que nous venons d’évoquer conduisent,
lorsqu’est recherchée une trajectoire de référence, a dériver successivement une fonction y, (qui
est donnée lorsque le probléme considéré est celui d’un suivi de trajectoire de sortie), puis a trou-
ver une condition initiale pour laquelle le systeme inverse, donné par une équation différentielle
de la forme (4.1), admet une solution bornée.

4.2.3 Raison d’étre du Chapitre 5.

La raison d’étre du Chapitre 5 est une conséquence directe de ce que nous venons de voir au
cours des deux sections précédentes. Nous nous appuyons sur la technique de linéarisation
entrée-sortie pour obtenir la commande et la partie de 1’état qui sont déterminée de maniere
unique par la donnée d’une trajectoire de sortie et étudions 'existence d’une solutions bornée
pour le systeme inverse (4.7).

Ce systeme inverse, pour lequel il est donc souhaitable d’obtenir une solution bornée en
imposant sur celui-ci le moins d’hypothése possible, est une équation de la forme (4.1). Aussi
présentons nous dans un premier temps des résultats généraux portant sur celle-ci puis ap-
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pliquons ceux-ci a des formes particulieres qui, dans 'optique générale de notre travail, nous
intéressent de fagon spécifique. Notons par exemple, que grace au Lemme 5.1 du Chapitre 5,
nous pouvons déduire de fagon directe que (4.12) admet une solution une solution bornée lorsque
a >0 et y,(t) = ecos(t)?.

Remarquons qu’il peut paraitre surprenant qu’apres avoir étudié des systemes non linéaires
en 'entrée dans la premiere partie de notre travail, nous comptions pour générer des trajectoires,
sur une technique qui porte sur des systémes linéaires en I'entrée. Comment en ces conditions
aborder par exemple des systémes de la forme (5)7 La réponse a cette question est simple : ces
systemes deviennent linéaire en la commande apres qu’on leur ai ajouté un intégrateur.

Remarquons encore que nous verrons dans le Chapitre 5 qu’il est possible, pour certains
systemes de forme feedforward et pour certaines sorties, d’obtenir une trajectoire de suivi exact
d’une facon directe qui ne repose pas sur la notion de degré relatif mais seulement sur la structure
particuliere des systemes considérés.

4.3 Présentation du Chapitre 6.

L’objectif de ce chapitre est de stabiliser globalement asymptotiquement une trajectoire bornée
particuliere pour des systémes de forme feedforward au moyen de lois de commandes bornées.
La technique employée est une technique d’assignation de fonction de Lyapunov semblable a
celles employées durant la premiére partie de ce travail et adaptée au cas non autonome. Cette
fois, la propriété de linéarité en la commande n’est plus supposée.

4.3.1 Suivi asymptotique de trajectoires par loi de commande statique : po-
sitionnement du probleme.

Le systeme considéré est de la forme :
& = f(x) + g(z,u)u (4.16)

ot z € R™, u € RP est I’entrée et les fonctions f, ¢, h sont supposées étre de classe C2. L’existence
d’une trajectoire z,(t) et d’une loi de commande u,(t) telles que :

(1) = fan(®) + glan(t) u(®)ur(t) , VYt >0 (4.17)

est également supposée. Le probleme de suivi asymptotique global de la trajectoire x, par loi
de commande statique est dit étre soluble par loi de commande statique s’il existe u(x,t) telle
que :

lim |z(t) —z.(t)] = 0. (4.18)

t—+o00

pour toute trajectoire z(t) de (4.16) bouclé avec u(z,t).

4.3.2 Motivation.

Nous avons vu de quelle facon A. Isidori exploite la notion de degré relatif pour générer une
trajectoire de suivi exact. Le pas suivant franchi par celui-ci consiste a stabiliser asymptotique-
ment la trajectoire obtenue en se reposant a nouveau sur la forme normale. La fagon dont il
procede donne un résultat de stabilisation local et nécessite de faire I’hypotheése que la solution
de :

v = g(.v) (4.19)



118 Chap. 4. Introduction

satisfaisant v(0) = 0 est définie pour tout ¢ > 0, est bornée et est uniformément asymptotique-
ment stable. Quand a Marino et Tomei, ils supposent que les dynamiques traquantes ont la
propriété ” entrée bornée, état borné 7. Ces hypotheses peuvent n’étre pas satisfaites pour une
trajectoire de sortie pour laquelle le probleme de suivi asymptotique de trajectoire est néanmoins
soluble.

Tel est le cas pour (4.9) (4.10) lorsque a > 0, y,(t) = € avec € > 0. Nous avons vu que les
dynamiques traquantes sont dans ce cas données par :

i = ye(t) +axy + (y-(t) +axy)?

(4.20)
= e+azx+ (e +ar)d.

Dong, la solution qui a pour valeur initiale zéro tend vers +oo en temps fini. Il existe pourtant
une solution bornée a cette équation : x1(t) = —<. Cette solution du systeme inverse est instable
car en posant X; = ¢ + axy, on obtient :

X, = a(X; +X3) . (4.21)

Pourtant, la trajectoire (=%, 0), qui est solution de (4.9) bouclé avec u = 0, peut étre globalement
asymptotiquement stabilisée. En effet, on a :

X, = a(x + 23
! (72 4 2) (4.22)
T9 = —XI9+u

qui est un systeme globalement asymptotiquement stabilisable d’apres le Théoreme 2.26.

Ceci montre qu’imposer une propriété de stabilité pour une trajectoire d’un systéme inverse
est une hypothese non nécessaire et suggere de quelle facon la forme feedforward peut permettre
de résoudre le probleme de suivi asymptotique global d’une trajectoire par loi de commande
bornée.



Chapitre 5

Existence d’une solution bornée.

Nous allons donner divers résultats qui se trouvent dans la littérature et qui garantissent, dans
des cas particuliers, qu'une équation de la forme :

X = (X, (5.1)

ou X € R", admet une solution bornée. Comme le montre ’exemple (4.9), (4.10), les dynamiques
d’un systeme inverse peuvent avoir des comportements quelconques et donc avoir des propriétés
de stabilité ou d’instabilité. Nous donnons deux résultats correspondant a ces deux cas. Le
troisieme que nous présentons repose sur une propriété de linéarité.

5.1 Résultats généraux.
Dans cette section, nous décomposons la fonction ¢ ainsi :
e(X,t) = n(X) +0(X,1) . (5.2)
avec 1(0) = 0. On obtient donc un systéme de la forme
X = n(X)+0(X,t) . (5.3)

Notons par @5 3)(t, to, X) le flot le long de (5.3) au temps ¢ qui est égal & X & l'instant to.

5.1.1 Cas d’instabilité.

Lemme 5.1 Supposons que pour tout X, la fonction 0(X,t) soit périodique de période T en la
variable t et que ®(53(t,0,X) soit définie pour tout t € [0,T].
Supposons qu’il existe une fonction v propre et définie positive et deux réels strictement

positifs A1 et Aq tels que :
ov ov

X X
pour tout t et tout X tel que v(X) € [A1, A1+ Ag].
Alors (5.8) admet une solution périodique.

o > | 2, t>| (5.4)

Preuve. Vérifions que si les hypotheéses du Lemme 5.1 sont satisfaites par (5.3) alors le Corollaire
9.2.3 de [43] s’applique & (5.3). Soit D ’ensemble défini par :

D=1{x: v(X)< A} . (5.5)

119



120 Chap. 5. Existence d’une solution bornée.

e D est un sous ensemble borné et ouvert de R™.
e Siv(X)= Ay, alors (5.4) implique que n(X) + 6(X, 0) # 0.
e Par hypothese, @ 3)(t, 0, X) est définie pour tout ¢ € [0, 77.
Donc deux points restent a prouver :
e Pour tout ¢ € [0, 7] et pour tout X tel que v(X) = Ay alors @5 3)(t,0,X) # X.
e Le degré & zéro sur B(0, A1) de la fonction X — n(X) 4+ 6(X, 0) est non nul.

Le premier point se vérifie aisément grace a la condition (5.4). Pour ce qui est du deuxiéme
point, il est connu que celui-ci est vérifié si (5.4) l’est. Ceci termine notre preuve. O

5.1.2 Cas de stabilité.

Lemme 5.2 Soit v une fonction propre, définie positive, zéro en zéro, satisfaisant :

n(x) < v(x) < 72(/x)) (5.6)

pour des fonctions y1,72 de classe K™ et soit p(X) = — gy (X)n(X). Supposons que cette
fonction soit négative et que :

1. Ou pour une valeur ty on ait 0(0,t) = 0 pour tout t > t.

2. Ou pour une valeur ty il existe deux constantes 61 et dy strictement positives pour lesquelles

l’ensemble :
ov

Eoy, = {x : —%u(x)qLa(X)H(X,t) <0 , wztf} (5.7)

contienne les éléments X tels que |X| € [y '(61),77 (61 (1 + &2))].
Alors, pour tout X de norme strictement plus petite que 72_1((51), on a :

|53t 5, X)| < A7 (01(1+82)) , VE>ty. (5.8)

Remarque 5.3 : Si X = (X) est localement asymptotiquement stable, il existe toujours des
fonctions #(X,.) non identiquement nulles sur tout intervalle de la forme [¢, +o0] pour toute
valeur X # 0 appartenant a un voisinage de 'origine, telles que le Lemme 5.2 s’applique pour
chacune de ces fonctions e

Preuve. Procédons par contradiction. Supposons dans un premier temps que ce soit la
deuxieme condition du lemme 5.2 qui soit vérifiée. Considérons un élément X € B(0, v, *(d1))
et supposons qu’il existe t1, 22 tels que to >t > ty,

@53, 65, X)) = 3 (61) o | @(s) (b2, tr, X)| = 77 (01(1 4 62)) (5.9)

et
P s.3)(t tg, X)| €l7a (00), 71 (G1(1+02))[ V€]t bof - (5.10)

Alors, on déduit des hypothéses du Lemme 5.2 que :

1
I/(‘I’(g)g)(t,tf,X)) < —ZM(X) <0 , WVte [tl,tg[ . (511)
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Grace a (5.11), (5.6), (5.9), on obtient :
107 011+ 62))) = ([P 5.3)(t2: 1, X)) < v(Ps.3(t2s s, X))
V(@53 (ta,tr, X)) < (D53t £, X)) < 72(|P(s.3)(t,tr X)) = Y2(vs (61)) -

Il s’en suit que :
0 < (51(1+(52) < 01 . (5.12)

Par conséquent, on aboutit a une contradiction.
Supposons maintenant que ce soit la premiere condition du Lemme 5.2 qui soit vérifiée.
Alors :
0 = n(0)+6(0,t) , Vt>tg. (5.13)

Il s’en suit que @5 3)(t,tf,0) = 0 pour tout ¢ > ty. Ceci termine notre preuve. O

5.1.3 Cas linéaire.

Nous supposons maintenant que la fonction ¢ se décompose ainsi :
e(X,t) = MX+~(t) . (5.14)
ou M est une matrice constante.

Lemme 5.4 Le systéme
X = MX+~(t) (5.15)

admet une solution bornée sur (—oo, +00) si vy est bornée (respectivement presque périodique,
périodique de période T) et si X = 0 est la seule solution bornée (respectivement presque
périodique, périodique de période T ) de :

X = MX. (5.16)

Remarque 5.5 : Les solutions de (5.15) sont :

X(t) = exp(Mt)x(0) + /Otexp[(t— s)M]vy(s)ds (5.17)

Donc quand 7(s) et exp(—sM) sont de période T, on voit directement que les fonctions X sont
bornées si

/0 exp(—sM)vy(s)ds = 0 (5.18)

Preuve. Ce résultat est une conséquence immédiate de la définition 1 du Théoreme 1.1 de [21,
Chapter 4]. O

5.2 Applications.

Le Lemme 5.1 ne trouve d’application dans le cadre de notre travail que lorsqu’il s’agit d’obtenir
une solution bornée pour le systeme inverse (4.7) résultant de la forme normale d’Isidori. Les
lemmes 5.2 et 5.4 sont eux aussi susceptibles de fournir la méme aide mais peuvent également
servir a obtenir pour des certains systemes une trajectoire de suivi exact d’'une fagon directe.
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5.2.1 Application du Lemme 5.2.

Nous allons employer le Lemme 5.2 pour résoudre un probleme de suivi exact de trajectoire de
sortie.

Corollaire 5.6 Considérons le systéme de la forme :
(5.19)

ot u est l’entrée, avec pour fonction de sortie h(a,b) = b. Soit b,(t) une trajectoire de référence
de sortie. Supposons qu’il existe u,(a,t) tel que pour tout a :

be(t) = X(a,b.(t),ur(a,t)) , Yt > 0. (5.20)

De plus, supposons que :
a = n(a,by(t),ur(a,t)) (5.21)

admette une solution entre t. et 0 qui est bornée et égale a zéro a linstant zéro. Alors si les
conditions du Lemme 5.2 sont satisfaites avec les fonctions n et 6 définies par :

1/7\(0,) - n(av 0, 0) ) é\(av t) - ?7(@7 br(t)v ur(av t)) - n(av 0, 0) (5'22)

Jouant respectivement les réles de 1 et 0 et t. jouant le role de ty, il existe une valeur initiale
a; telle que la trajectoire de (5.19) avec u,(a,t) comme loi de commande issue de (a;, b-(0)) est
bornée sur [0,+00] et est solution du probléme de suivi exact de la trajectoire de référence de
sortie by(t) .

Remarque 5.7 : Quand b,(t) et u,-(0,t) sont identiquement égales & zéro en dehors d’un
compact, le Corollaire 5.6 se réduit a la preuve d’une solution du ” Stable Inversion Problem ”
défini dans [7] restreint a 'intervalle de temps [0, +00) @

Remarque 5.8 : Les hypothéses du Corollaire 5.6 n’impliquent pas que "approximation linéaire
a 'origine du systeme :

a = n(a,b,0)

b = X(a,b,0) (5:23)

soit hyperbolique (c’est & dire n’ai qu'une partie stable et instable). De plus, quand b,(t) et
u,(0,t) sont identiquement égales a zéro en dehors d’un compact, ce systéeme approximé peut
avoir une partie instable e

Preuve. Puisque le Lemme 5.2 s’applique au systeme

~

@ = ia)+ 0(a,t) (5.24)

on obtient que :
P20t by, 0)] < A7 (0 +a) , VE=tf. (5.25)

Maintenant considérons la valeur particuliere :

ai = P(524)(0,1y,0) (5.26)
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qui, par hypothese, est bien définie. Alors
D(5.04)(tf,0,a;) = 0. (5.27)

Grace a ce résultat, on peut vérifier que la trajectoire issue de (a;, b-(0)) a les propriétés désirées
pour pouvoir conclure la preuve du Corollaire 5.6. O

Le résultat qui suit, et qui est une conséquence du corollaire précédent, montre que la forme
feedforward est bien adaptée a la recherche de trajectoires de références exactes a support
compact. Notons qu’il peut étre appliqué de fagon récursive a des systemes de la forme (6).

Corollaire 5.9 Considérons un systéme de la forme :

T = Mx+hi(y,z)y+ ha(z,y,u)u

(5.28)
y = f(y) + fl(xvy) + fg(x,y,u)u

avec pour fonction de sortie h(x,y) = y. Supposons que M soit une matrice stable. Alors pour
toute trajectoire de référence de sortie y, telle qu’il existe une fonction u,(x,t) continue etty >0
tels que :

e pour toutt >0 :
U= Sye) + il ye) + S, yr, wr (2, 1) Jur(z, 1) (5.29)

e pour tout t >ty les fonctions y,(t) et u,(0,t) sont égales a zéro,

le probléeme de suivi exact de la trajectoire de sortie de référence y,. admet une solution qui est
nulle pour tout t > ty.

Remarque 5.10 : Quand hqy, ho et u, ne dépendent pas de x, une formule explicite d’une
valeur z; telle que la trajectoire issue de (x;, y,(0)) soit bornée et suive exactement y, est :

= - / " fexp(—=Ms)h (3 (5))yr (5) + exp(—Ms)ha(y, (s), ur(s))ur ()] ds o (5.30)

Preuve du Corollaire 5.9. On vérifie immédiatement que le Corollaire 5.6 s’applique avec x
jouant le role de a et y jouant le role de b. O

5.2.2 Application du Lemme 5.4.

Considérons la sous classe de la classe des systémes (5.28) suivante :

& = Mz hi(y)+ho(y, wu,

(5.31)
f(y) + fo(y, u)u .

Y
ou y est dans R™, = est dans R™ et u, I’entrée, est dans R? et

hi(0) =0 , f(0) =0. (5.32)
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Si h(z) =y et sl existe y,(t) et u,(t) bornées telles que :

Yr = f(yr) + f2(yr7ur)ur (533)
alors, en posant y(t) = hi(y,(t))+ha(y.(t), u(t))u-(t), on se trouve amené a étudier I’équation :
i = Mz + y(t) . (5.34)

D’ou le profit qu’on peut tirer du Lemme 5.4. Celui-ci ne donne toutefois pas de résultat lorsque
M = 0. En effet, x = 0 n’est alors pas la seule solution bornée de & = 0. Toutefois, dans ce cas
il est généralement facile de conclure car 1’équation précédente est alors :

&= (). (5.35)

Lorsque v est périodique de période T', cette équation admet une solution bornée si et seulement
si:

T
/0 (s)ds = 0 . (5.36)

Cette simple remarque va étre utilisée lors de I’étude du systeme pendule-chariot menée au
Chapitre 2.5.
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Ajout d’intégration : cas
instationnaire.

Au cours des deux chapitres précédents, nous avons donné quelques indications sur la fagon
d’obtenir des trajectoires, dites de référence, répondant & des spécifications particulieres et no-
tamment & celle d’étre bornée sur [0, +00). Nous cherchons maintenant a stabiliser globalement
asymptotiquement ces trajectoires au moyen d’une loi de commande statique dépendante du
temps. Nous reprenons ici le contexte plus simple de la section 2.4.1. Signalons que Teel a déja
étudié le cas particulier ou le systéme est une simple chaine d’intégrateurs. (Voir [75, Corollary
2.1]).

6.1 Résultat.

Les résultats de cette section suivent étroitement ceux de la section 2.4.1 : I'objectif est d’adapter
les idées principales de celle-ci a un probleme de suivi de trajectoire.
Considérons le systeme :

X = MX+H\(Y)+Hy(Y,u)u,

) (6.1)
Y = FQ(Y) + FQ(Y, ’U,) U .
ou Y est dans R", X est dans R™, u est dans RY, toutes les fonction sont de classe C? et
Hy(0) =0 , Fy(0) =0. (6.2)

Supposons qu’il existe une trajectoire de référence telle que :
Hypothése HO : ] existe une fonction (X, (t), Y, (t), u,(t)) bornée sur [0, 400) et vérifiant :

X() = MX(0)+ Hy(Y (1) + Ha(Y(t), ur(t)) ur(t) |

. (6.3)
V() = Ro(V() + Fa(Ye(t), u(t) urlt)
Cette hypothese nous permet de définir la matrice :
AW = G5 [ 40 + BE + ¥ 0o 0]| (6.4)
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Soit @ 4(t,to) la matrice de transition associée a cette matrice, i.e. :

8%%) = Da(t,t0)A(t) , Palto,to) = 1. (6.5)

Hypothese H1 :
H11 : Le point Y = 0 est un point d’équilibre globalement uniformément asymptotiquement
stable du systeme :

Y = F(Y) ~ F(Y;) + (Y + Y, we(0)ur (1) — BV (D)ur(t) . (6.6)

H12 : La matrice M est stable et il existe des nombres réels strictement positifs ¢ et « tels que,
pour tout t et tout s dans [0,t], on ait :

lexp(MO)] < ¢, |®alt,s)] < cexp(—alt —s)) . (6.7)

Nous montrerons que cette hypothese implique que la matrice :

P(t) = [ /t +Ooexp(M(t—s))C(s)@A(s,t)ds] , (6.8)

Clt) = = [I(F +Y3) + oY + Ve un ) (0)] [ (6.9)

est bien définie, continuement dérivable et bornée.
Hypothése H2 : ] existe une fonction K(t) bornée et continue telle que la solution X =0 de

X = — (M+D@)K(t) x (6.10)
D) = TRy, 0y 1)) ur0) + HoY; (1), (1) (6.11)
+P() |22 (%, 0, (8)) + Fa(Ya(8), (1)

ou

soit exponentiellement stable.

Théoréme 6.1 Si les hypothéses HO, HI et H2 sont vérifiées, pour tout u appartenant a
(0, 4+00], la solution (X,,Y,) peut étre rendue solution globalement asymptotiquement stable du
systéme (6.1) au moyen d’un bouclage d’état w(X,Y,t) tel que :

X, Y, ) — u(t)] < 7. (6.12)

6.2 Discussion autour des hypotheses du Théoreme 6.1.

Hypotheése H1. L’hypothése H12 garanti I’exponentielle stabilité locale a I'origine de la solu-
tion Y, du sous systeme en Y de (6.1) pris & commande nulle. L’hypotheses H12 est donc a mettre
en parallele avec I’hypothése D12. En effet, celles-ci permettent d’avoir pour le sous systeme en
y une fonction de Lyapunov et sa dérivée de Lie supérieures sur un voisinage de 1’origine a des
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formes quadratiques définies positives et de définir un changement de coordonnées qui permet
d’obtenir dans la dynamique en x un terme non linéaire bornée par une fonction indépendante
du temps et d’ordre 2 en y, propriétés cruciales pour la preuve que nous effectuerons. Précisons
que les conditions (6.7) sont étroitement liées aux propriétés de dichotomie exponentielles ou
ordinaires introduites dans [§].

Hypothése H2. D’apres [26, Definition 4.2], une condition suffisante pour que I’hypothese H2
soit vérifiée est que la paire (—M ", D(t) ") soit uniformément completement détectable. D’apres
[26, Corollary 4.1], une condition suffisante pour que la paire (=M T, D(t)") soit uniformément
completement détectable est qu’elle soit uniformément completement observable. Ce qui d’apres
[26, Définition 2.6] (définition introduite a l'origine par Kalman dans [30]) signifie qu’il existe
des nombres strictement positifs o, oy et ao tels que :

0 < al <W(tt+o) < agl . (6.13)

ol
S
Wit s) = / exp[M(t — 7)]D(r) T D(r) exp[M T (¢ — 7)]dr . (6.14)
t
Un premier moyen susceptible de permettre de montrer que (6.13) est vérifié consiste a calculer la

fonction matricielle W, appelée le grammien d’observabilité, en intégrant I’équation différentielle
(donnée dans [31]) que cette fonction vérifie :

% = MW(t,ty) + W(t.t)M' — DHD()" . (6.15)

Un autre moyen permettant de monter que (6.13) est vérifiée est donné par [79, 2.31 Theorem].
En effet, une condition suffisante pour que (6.13) soit vérifiée, lorsque D(t) est un vecteur
colonne, est que la matrice :

T(t) = [q.q1, - Gn-1]; @1 = —Mar+de; g0 = D(t)T (6.16)

soit de rang plein pour tout ¢ et que I', '™, I solent continues et uniformément bornées.
L’avantage de cette condition vient de la facilité qu’il y a a la vérifier.

6.3 Preuve du Théoréme 6.1.

Pour construire une loi de commande vérifiant (6.12) et rendant (X, Y;) solution globalement
asymptotiquement stable du systéme (6.1), nous commencons par introduire le changement de
coordonnées suivant :

X =X-X,(t) , Y=Y-Y(t) , v=u—uft). (6.17)

Le systéme (6.1) prend la forme :

X=MX + [Hl(ff 1Y) - Hl(Yr)} + [Hg(ff Y up(t) o) (up(t) + v) — Ha(Y,, ur(t))ur(t)}

V=[Fo(¥ +%2) = Fo(¥)| + [B(Y + Yo () + 0) () +v) = Fa(Yr, () (1)
(6.18)
Nous avons vu au cours de la preuve du Théoreme 2.1 I'importance que peut avoir le com-
portement local en zéro des non linéarités en y présentes dans les dynamiques en X. Puisque
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nous savons que le sous systeme en Y de (6.18) est localement exponentiellement stable, nous
aimerions trouver un changement de coordonnés tel que, dans les nouvelles coordonnées, le terme

Hy(Y +Yy) = Hi(Yy) + Ho(Y + Yo, up())ur (1) — Ha(Yr, un(t))un(t)

soit du second ordre. En effet, nous pouvons dire de fagon imprécise qu’'un terme du second
ordre est dominé par une fonction du second ordre définie positive, propriété qui peut étre fort
utile lors de la construction d’une fonction de Lyapunov assignable.

Un tel changement de coordonnés existe si ’équation suivante admet une solution bornée
sur [0, +00) :

PO = MP(t) - P(O)A() — C(1) (6.19)

ou C(t) est la fonction définie en (6.9). En employant la terminologie introduite par Gantmacher
dans [18, Chap 14|, ce probleme peut étre formulé de la fagon suivante. Est ce que le systéme :

X = MX+C@W)Y
. ~ (6.20)
Y = AQ)Y
peut étre transformé par une transformation de Lyapunov en :
X = MX
. ~ (6.21)
Y = A)Y ?

Une réponse a cette question peut étre déduite de [8, Lemma 3] qui requiert les propriétés dites
d’exponentielle et d’ordinaire dichotomie. Néanmoins, dans le cas particulier en lequel nous
sommes, il est plus facile de vérifier directement que, sous ’hypothese HO, (6.19) admet une
solution bornée. En effet, I’hypotheses HO implique que la matrice P(t) définie en (6.8), qui est
une solution formelle de (6.19), est bien définie, continuement dérivable et bornée. Démontrons
ceci :
Les fonctions f et fo étant de classe C! et les fonctions u, et Y, étant continues, la fonction
A(t) est continue. Les fonctions h; et hy étant de classe C! et les fonctions u,(t) et Y,.(t) étant
continues, la fonction C(t) est continue. La fonction définie en (6.8) est donc de classe C*.
Comme de plus, d’apres I'hypothese HO la fonction Y, est bornée sur [0, +00), la fonction
C(t) est bornée par une constante positive c. Alors, grace a I’hypothese H12, on obtient :

+00 +oo
/t exp(M(t —s))C(s)Pa(s, t)ds| < ¢ /t exp(—a(s —t))ds| < +oo . (6.22)

Appliquons maintenant a (6.18) le changement de coordonnées donné par :
r=X+PR)Y , y=Y. (6.23)

Il transforme (6.18) en :

&z = Mzx+hi(y,t)+ ha(y,v, t)v

(6.24)
y = fo(y,t)—f—fg(y,’l),t)’l).
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et oll hi, ho, f et fo sont des fonctions de classe C' bornées en t et définies par :

hi(y:t) = Hi(y +Yr(t)) = Hi(Y(1)) + [Ho(y + Yr(8), ur(8)) = Ha(y, ur(t))] ur(t)
+ P(t) [foly: 1) = Alt)y] — C(t)y
[Ha(y + Yr (1), ur(t) +v) = Hay + Yo (1), ur(1))] ur(2)

(6.25)

(6.26)

ha(y, v, t)v (6.27)
+ [Ha(y + Y (1), ur(t) +v) + P(t) f2(y, v, )] v (6.28)
(6.29)

(6.30)

(6.31)

foly,t) = [Foly, Yr(t)) = Fo(Y ()] + [Fa(y + Ve (), ur(t))ur(t) — Fo(Ye(t))ur(t)]
faly, v, )0 = [Fa(y + Yo (1), ur(t) +v) = Fa(y + Yo (1), ur())] ur(t)
+ By + Y, u(t) +v)v .

Grace a I’hypothese HO d’une part et a la propriété de régularité des fonctions de (6.1) de I'autre,
on voit, d’apres la définition de hy, qu’il existe une fonction continue et positive v telle que :

1 (y, )] < ~(ly]) vl (6.32)

Pour poursuivre, nous avons besoin du résultat suivant prouvé dans ’annexe G :

Lemme 6.2 Sile systéme (6.1) satisfait les hypothéses H11 et H12 alors il existe une fonction
de Lyapunov V (y,t), des nombres réels strictement positifs que nous notons génériquement c,
une fonction W(y,t) et des fonctions aq, a1 et asz, de classe K= telles que :

e pour tout |y| < c :
ov

ol < Vi) < bl |5t < ol (6.33)
clyl* < as(lyl) < W(y,t) (6.34)
e pour v =20 et tout y :
ai(ly]) < V(y,t) < aoflyl) (6.35)
V(yvt)(6.24) = —Wi(y,t) < —as(lyl) <0 , Vy#0. (6.36)

Notons enfin que 'hypothese H12 implique I’existence d’une matrice symétrique définie positive
Q telle que :
M'Q+QM = —-R<0. (6.37)

Maintenant, construisons un bouclage d’état instationnaire qui rende la solution 0 du systeme
(6.24) globalement asymptotiquement stable.
Nous allons chercher a assigner la fonction :

|z|q
Ue,y.t) = K(V(y1)) + /0 o(s)ds (6.38)

ou K est une fonction de classe K continuement différentiable de dérivée strictement positive,
et oll o est une saturation (voir les définitions de base). Le choix effectué pour cette famille vient
du fait que les non linéarités présentes dans les dynamiques de x ne dépendent pas de x. Nous
savons donc que la fonction p qui intervient dans 'hypothese B3.1 peut étre prise identiquement
égale a zéro. Ce fait indique que la fonction

I(s) = /0 o (r)dr (6.39)
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convient.
La fonction U ainsi définie est de classe C1, propre et définie positive. Prenons sa dérivée
par rapport au temps :

U((L‘,y, t)(6.24) = = K/(V(yv t)) W(yv t) + K/(V(yv t))%_‘y/(yv t) f2(y7 U, t) v (640)
+ o(|2lQ) e (M + ha(y, 1) + ha(y, v, t)v) -

Il est prouvé dans l'annexe E que si (6.33) et (6.34) sont vérifiées, la fonction K peut étre choisie
de classe C? et de sorte que :

3@l > (suplote)l) o). (0.41)

se az(|yl)

On peut imposer en outre a K d’étre telle que, pour tout s > 0,
K'(s) > 1. (6.42)
Avec une telle fonction K, on obtient :

—
z Rx

U(xvyvt)(6.24) S - %K’(V(y,t))W(y,t) - J(‘(L“Q) |J:|Q

(6.43)

KV (05, ) faly, v, 1)+ o([2lQ) 2 ha(y,v,0)] v

Grace au Lemme 1.5 et a I’Annexe C, on obtient une loi de commande satisfaisant la contrainte
(6.12) et du type

fI,'T T
oly, o t) = —A(y,x,w[ /(V(yvt))aa—‘y/(yvt)f2(yvovt)‘f’U(\x‘Q)%hﬂyvOJ)] (6.44)

o, les fonctions étant de classe C'' uniformément par rapport au temps, A est une fonction telle
que :

Ver >0, Fea>0: {|(zy) <a = Ay,zt) > c} (6.45)
et :
qu
[K/(V(yv t))%_‘y/(yv t)fQ(yv U, t) + J(‘x‘Q)ﬁhQ(yv U, t) v(y, €, t) < (6'46)
oV 2TQ 2
- %)‘(y7x7t) /(V(y7t))—(y7t)f2(y707t) +J(‘$‘Q)—h2(y,0,t) .
Oy |zl
La négativité de la dérivée de la fonction de Lyapunov est donc obtenue :
é\ T
Uy, t)goe) < —3K' (V(y, 1) Wy 1) — o(lzlg) 4 (6.47)

fI,'T 2
) [ V(00D G0 01200, +a<\w\Q>%h2<y,o,t>] |

Le terme de droite de (6.47) est négatif. Avec (6.35), ceci implique la stabilité uniforme
f;\
globale de la trajectoire de référence (X,(t),Yr(t)). Malheureusement U(z,y, )24y n'est pas
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nécessairement uniformément définie négative; on ne peut donc conclure a la stabilité asymp-
totique. De plus, comme nous sommes dans le cas instationnaire, le principe d’invariance de
LaSalle ne s’applique pas. Malgré cela, il est tout de méme possible d’obtenir un résultat de
stabilité asymptotique en exploitant (6.47). Le reste de cette section est dédié a ’obtention de
ce résultat.

En intégrant (6.47) entre 0 et ¢ > 0, on obtient :

U(x(t), y(t),t) = U(2(0),5(0),0) < —3 /0 K'(V(y(s), )W (y(s), s)ds (6.48)

R R, el TRe(s)
0 ZA(y(s), 2(s).5) /“<W)mwgd

Puisque U est propre, 'inégalité précédente implique que la fonction ¢t — (z(t), y(t)) est bornée.
Elle implique également qu’il existe un réel M positif et dépendant de (z(0),y(0)) tel que :

+o0

RV, )W (s), 9)ds < M, (6.49)
[ ot L s < (6.50
0 x(s)|Q

+o00 1 ,

| o et s < 651

Exploitons ces trois inégalités :

1. Les inégalités (6.42), (6.34) et le fait que W soit définie positive et que y(t) soit bornée
implique l'existence d’un nombre réel ¢ strictement positif tel que, pour tout ¢ € [0, +00),

clyl® < K'(V(y(s), )W (y(s),s) - (6.52)

L’inégalité (6.49) implique donc que y(t) appartient & L2([0, +00)). Comme, d’apres (6.24),

la fonction 32(t) est bornée, il s’en suit, (voir [32, Lemma 4.4]), que :

lim y(t) = 0. (6.53)

t—+o00

2. Les propriétés de la fonction o et I'aspect borné de la fonction z(t) font qu’il existe un
nombre réel strictement positif ¢, tel que, pour tout ¢,

o(lz(t)]Q)
Dlo (6.54)

L’inégalité (6.50) implique donc que la fonction x(t) " Rz (t) est dans L'([0, +-00)).

0 < ¢, <

3. La fonction (z(t), y(t)) étant bornée, il en est de méme de A(y(t), z(¢), t). L'inégalité (6.51)
implique donc que la fonction v(y(t), z(t),t) est dans L?([0, +00)). Alors, avec (6.32) et
ce qui précede, nous concluons que la fonction :

p1(t) = hay(t), ) + ha(y(t), v((t), y(1), ), )v(2(t), y(t), ) (6.55)
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est dans L?([0, +00)).

Mais par ailleurs, grace a (6.45), I'inégalité (6.51) implique que la fonction %

est dans L?([0, +00)). Or d’apres (6.33), (6.35), (6.53) le fait que y(t) soit bornée et la
définition (6.44) de v(y,z,t), il existe un nombre réel positif ¢ et un instant t. tels que,
pour tout ¢ € [t.,+00), on ait :

:
o) Qau(0.0.0] < |0l T Ehawn.0.0[ . (050)
—)\Eygt; Et; ’3‘ +ely(t)] . (6.57)

La fonction hy étant de classe C!, ceci nous permet de conclure que la fonction
z(t) T Qhy(0,0,t) appartient a L2([0, +00)).

Récapitulons les résultats que nous avons obtenu :

e Pour la fonction y(t), nous savons qu’elle est dans L?([0, +00)) et vérifie

lim y(t) = 0. (6.58)

t—+o00

e Pour la fonction z(t), nous savons qu’elle vérifie (6.24) et que les fonctions ¢ (t) (définie
n (6.55)) et 2(t)"Qh2(0,0,t) sont dans L?([0,400)) et que la fonction x(t)" Rx(t) est
L'([0, +00)).

Pour obtenir :

lim z(t) = 0, (6.59)

t——-+400

nous appliquons le Lemme qui suit, démontré dans l’annexe H, en observant que D(t) =
h2(0,0,1).

Lemme 6.3 Si D(t) est une fonction continue et bornée, si
M'Q+QM = —R <0 (6.60)

ot Q est une matrice symétrique définie positive, s’il existe une fonction K (t) continue et bornée
telle que
X = —(M+DK)"x (6.61)

soit exponentiellement stable, si 1 et o sont L2([0, +00)) et si p3 est L'([0, +00)), alors chaque
solution du systeme :

B(t) = Ma(t) + ¢i(t) . 2(t)'QDE) = wa(t) . z(t) Ra(t) = ps(t) (6.62)
converge vers zéro quand le temps tend vers linfini.
Puisque d’un autre c6té P(t) est bornée, (6.17), (6.23) et (6.58) impliquent finalement :
tiriloo(X(t) -X.(t) =0 lim (Y(¢t)-Y.(t)) = 0. (6.63)

t——-+00

Par conséquent, la loi de commande u = w, + v fait de la trajectoire (X,,Y;) une solution
globalement asymptotiquement stable du systéme (6.1). De plus, on a :

lus — up| < . (6.64)

|
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6.4 Stabilité asymptotique uniforme globale.

Le résultat du Théoreme 6.1 présente un inconvénient : il suppose que le sous systeme en y admet
Y, comme solution globalement uniformément asymptotiquement stable lorsque lui est appliquée
la loi de commande u, et permet d’obtenir une nouvelle loi de commande qui rend la solution
(X, Y,) non pas solution globalement uniformément asymptotiquement stable du systeme (6.1)
mais seulement solution globalement asymptotiquement stable et cela méme lorsque la variable
X est de dimension 1. Par conséquent, on ne peut pas appliquer récursivement le Théoreme 6.1
a des systemes de la forme (2.344). Toutefois, sous des hypotheses 1égérement plus restrictives, il
est possible d’améliorer le résultat de ce théoréme et d’obtenir I'uniforme asymptotique stabilité
désirée pour la solution (X,,Y;).

6.4.1 Cas périodique.

Traitons tout d’abord du cas ou la trajectoire de référence (X, (t), Y, (t)) et la loi de commande
u,(t) sont des fonctions périodiques en ¢ et de période T. Ce cas particulier est important car
dans la pratique des trajectoires de référence périodiques se présentent fréquemment. De plus, il
est a noter que le corollaire qui suit se combine parfaitement avec le Théoreme 5.4 de la section
5 et que 'un et I'autre peuvent étre appliqués de facon récursive a des systémes de la forme
(2.344).

Corollaire 6.4 Supposons que les hypothéses du Théoréme 6.1 soient vérifiées et que les fonc-
tions (X, (t), Y. (t), u,(t)) soient périodiques en la variable t et de période T. Alors la solution
(X, Y,) du systéeme (6.1) bouclé avec (6.44) est une solution globalement uniformément asymp-
totiquement stable si \ est choisie périodique en temps et de période T. !

Preuve : Supposer que les fonctions (X, (t),Y;(t), u,(y,t)) sont périodiques en temps et de
période T et choisir A(X,Y,.) périodique et de période T' implique que le systeme (6.24) est
périodique en temps. D’un autre coté, ce systeme bouclé avec la loi de commande (6.44) admet
zéro comme solution localement asymptotiquement stable et toutes ses solutions tendent vers
zéro en +oo. Par conséquent, grace a [83, Theorem 11.3], nous savons que zéro est solution
globalement uniformément asymptotiquement stable du systéme (6.24) bouclé avec la loi de
commande (6.44). Le résultat désiré s’en suit. O

6.4.2 Cas général.

Le résultat que nous présentons maintenant est une version non autonome du Corollaire 2.16
de la section 2.2.3.3. Il présente 'avantage de pouvoir étre appliqué de fagon récursive a des
systemes de la forme (2.344).

Théoréme 6.5 Si les hypothéses HO, H1, H2 sont vérifiées et si la paire (M, D(t)'Q), ou
D(t) est donnée en (6.11) et QQ est une matrice symétrique définie positive vérifiant (6.37), est
uniformément observable, alors pour tout w appartenant a (0, +00], la solution (X,,Y,) peut étre
rendue solution globalement uniformément asymptotiquement stable du systéeme (6.1) au moyen
d’un bouclage d’état w(X,Y,t) tel que :

X, Y, ) — u(t)] < 7. (6.65)

!Cette derni¢re condition n’est pas restrictive, un tel choix étant toujours possible deés que les fonctions
(X (), Yr(t), ur(y,t)) sont de période T.
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Preuve. Pour le systéme (6.24), nous allons construire une fonction de Lyapuonv dépendante
du temps assignée strictement par une loi de commande de la forme (6.44). Pour obtenir ce
résultat, nous allons procéder d’'une facon analogue a celle employée pour prouver le Corollaire
2.16.

Commencons par remarquer que dans les hypothéses du Théoréeme 6.5 sont incluses celles
du Théoréme 6.1. Donc pour une fonction U donnée en (6.38) et une loi de commande v donnée
en (6.44), on a 'inégalité (6.47).

Observons que la fonction A qui intervient dans la formule (6.44) peut étre choisie
indépendante de z et de ¢ puisque d’'une part, d’apres HO, la solution (X, (t), Y;(t), u,(t)) est
bornée sur [0, 4+00) et que d’autre part /\(0|01,}z|/, &y, ol v est donnée en (6.44), peut étre majorée
par une fonction dépendante seulement de y. Pour voir cela, il suffit de d’adapter les calculs de
Pannexe C, a partir de (C.69).

Notons donc A(z,y,t) par A(y) et posons Ag = A(0). Alors, on a :

0(0,2,1) = — 220D peyTo, (6.66)
|zlq
Choisissons pour o est une saturation linéaire? bornée par 1 et linéaire sur | — %, %[

Afin d’exploiter (6.66), commengons par prouver le lemme suivant :

Lemme 6.6 Considérons le systéeme suivant :

i = Mz — AO%D@)D@)T@ . (6.67)

ot M est une matrice vérifiant (6.37), avec QQ une matrice symétrique définie positive, ou Ay est
une constante strictement positive et ou o est une saturation linéaire bornée par 1 et linéaire
sur ] — %, %[ Supposons que la paire (M, D(t)TQ) soit uniformément observable. Alors, il existe
une fonction Q appartenant a la famille définie en (2.152) telle que :

Q(6.67)(x) < —%\xﬁ. (6.68)

Preuve du Lemme 6.6. Commencons par établir que, pour tout € > 0, la fonction matricielle
(M —eD(t)D(t)T) est uniformément asymptotiquement stable. On a :

QM —eD®)D()TQ] + [M — D)D) TQ]TQ + 2:QD()D(t)TQ = 0 (6.69)

Donc, la dérivée de =" Qz le long de :

i = (M—eDt)D()"Q)x (6.70)
est donnée par : '
2'Qr = —2:QD(t)D(t)'Q . (6.71)

D’un autre c6té, puisque (M, D(t)TQ) est supposée étre uniformément observable, il en est
de méme de (M —eD(t)D(t)"Q, D(t)TQ). Avec (6.71), on en déduit immédiatement de [32,
Chapter 4, Example 4.7] que la fonction matricielle (M —eD(t)D(t) ") est uniformément asymp-
totiquement stable.

2Voir les définitions de base
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Il s’en suit d’apres [32, Chapter 4, Theorem 4.3] qu’il existe une matrice Q. (t) telle que :

xTQE(t)x(&m) = —|z*. (6.72)

Etablissons maintenant la stabilité asymptotique uniforme de (6.67).
On a :

é\ ollx
Qe = NS D0 Qs (6.7

Considérons (x) définie en (2.152) en prenant € = Ag et en gardant ¢ pour I'instant quelconque.

) = —2haq0(|2]0) 2ol DT Qal? — 2> + 227 Qay ()Mo (“(“%‘;) - 1) D)D) Qs
(6.74)
Mais :
207 Qo (10 (T2 1) DOD()TQx| < Noga(lzlq)xlol D) Qul?
I 40|D(t)[2 <J(|$|Q) _ 1>2 ‘UUTQ/\O(t)‘Z

qo(|zlg)lzlq \ lzlo
(6.75)
Donc, pour une constante ¢ > 0 :
(@) < —Aogo(lzlQ)lzlol D(t) " Q> — |2f* + e (J(MQ) _1>2 ' (6.76)
- qo(lzlq) \ [zlo
Considérons deux cas :
e Premier cas : [z|g < 3. Alors %@Q) —-1=0.
2
e Deuxieme cas : |z|g > 3. Alors (%@Q) — 1) < 4\x\é Donc, pour ¢ suffisamment
grand,
A S|
qo(|zlo) \ |zlo 2
Finalement, on a donc pour un tel choix pour q :
. 1
Q(x) < —)\oqa(\x\Q)\x\Q\D(t)TQx\Q — §\x\2 <0 , Vz#0. (6.78)
Ceci termine la preuve du Lemme 6.6. O

Prenons maintenant la dérivée de [(Q(z)) le long de (6.24) en boucle fermée lorsque [ est la
fonction donnée en (2.151).

x) [Mx + hi(y,t) + ha(y, v(y, z,t), t)v(y, z,1)]

H(Q(x)) (z)

(z) [Mz + D(t)v(0, x, t)]
(z)

)

IA
—_
fole

/‘\/é\/‘\

2) [ha(y, t) + ha(y, v(y, ., t), )v(y, z,t) — ha(0,0,H)v(0,z,¢)] (6.79)
of? = 297(Q(2))o(|2]Q)|zlqID(t) T Qx| + |hi(y, t)]

IN +
Sl
@)
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Grace a (6.32) :

Q) < -3l - 37(Q@)o(lelo)zlol D) Qxl? + Iy
Q@) [33@)|1haly, vly, 2.8), ) = h(0,0,0)][o(y, ) (6.80)
+wqm>%uw\umw%aw—vuaww

Grace au fait que hy et v sont de classe C! et que |v| et |D(t)| sont bornée, on déduit I'existence
d’une constante ¢ > 0 et d’une fonction £ continue telles que :

70 [ G20 DO o(.0) = 0,20 < (@) |G| bl 050
oy (9, 2.8),1) — (0,00 < &Iyl + elo(y, . ) (6.52)
L’inégalité (6.81) donne, pour tout n > 0,
7 [ 520 IDO (0.0~ o000 < el 40 (710 | 510 )
< e (lu?lol? + enl () ol
Dongc, pour 7 suffisamment petit,
7/ aq o112, Ly 2
/() G| IDOllo.) = w(0.2.0] < celll 2o + Q). (659

L’inégalité (6.82) donne :

c€(1y)?[yl* + clo(y, 1)
c€(1y1)?lyl* + clv(0, 2, 1)
+e([v(0, 2, 8)] = [o(y, =, )])

|ha(y, v(y, 2, 1), 8) = 1(0, 0, 8)[[v(y, =, 1)|

Et donc, v étant bornée et C, pour une fonction & (|y|) positive et continue, on a :

[ha(y, vy, @.t),t) = h(0,0,D)[[u(y, z, )| < c&(ly)?|yl* + clv(0, 2, 1)]* + c&a(|y|)Iy]

Sc@mmw+cM%§§Dwﬂw2+¢mwww
Donc, pour tout 7 > 0 :
1(Q@) [5@)|Iha(y, vly, 2.8).8) = h(0,0,0)][v(y.z,0)| <
cE(lyl)?lof? + enl (Q)lal? + T () [29(w)| [AoZ22) D(t) Q|

Par conséquent, D(t) étant bornée, pour 1 et A\ suffisamment petits, on a :

1(Q@)) |2 ()

[ ha(y, v(y, @, 6),6) = B0, 0,8) [o(y, 2, )| <
€|yl 2lyl? + &1

Q)]
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Grace a (6.83) et (6.84) et (6.80), on obtient, pour une fonction positive continue &4 :

HQ(@) < = ZHQ@)I + &llyDlyl - (6.85)
D’un autre coté, grace a (6.47), on a :
Tl 0 Do) < — 5K (Vi) Wiy 0 (6.56)

o V et W sont des fonctions vérifiant (6.33), (6.34) et (6.35). Alors puisque U(z,y,t) >
K(V(y,t)), on déduit de I'annexe E qu’il existe une fonction K de classe C?, de classe K> et
de dérivée strictement positive telle que :

1—
TE Uy )E(V(g.0) Wy t) = &llyDlyl* - (6.87)
Il s’en suit immédiatement que :

— 1 1

Ua,y,0) < =K' (V. 0) Wy, 1)~ 77(Q))lef (6.88)
U(z,y,t) = 1(Q(z) + KU (z,y,1)) . (6.89)

Puisque, d’apres (6.42), K'(s) > 1, on obtient :
o) < —asol) ~ T Q)al (6.90

Pour conclure notre preuve, il suffit de montrer que le Théoreme 3.1 de [21, Chapter 10]
s’applique.

e On a:

K(K(ea(jy) +1Q(x)) < U(z,y.t) < U(Qx)) + K(E (ea(|yl) +clzlq) - (6.91)

)

Donc U(z,y,t) est ” positive definite ” et ” possess an infinitely small upper bound ” au
sens des définition de [21, Chapter 10, paragraph 3].

e Le membre de droite de I'inégalité (6.90) est constituée d’une fonction ” positive definite

2
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Chapitre 7

Application : Mouvement périodique
du systeme pendule chariot.

Nous allons maintenant donner un exemple qui illustre comment les théoremes 5.4 et 6.1 peuvent
étre appliqués de facon récursive a un systeme de forme feedforward et étre combinés entre eux.
Le systeme que nous considérons est le systeme pendule-chariot deja étudié a la section 2.5.4.
Nous nous donnons pour objectif de stabiliser globalement asymptotiquement celui-ci autour
d’une trajectoire de référence périodique et allons traiter ce probleme en deux temps :

e Détermination d’une trajectoire de référence et de sa commande associée.

e Stabilisation uniforme asymptotique globale de la trajectoire précédemment déterminée.

Nous souhaitons donner a I'angle du pendule un mouvement oscillatoire d’une amplitude stricte-
ment inférieure & 7. En raison de cette contrainte, nous pouvons opérer sur les équations initiales
(11) ou bien sur celles obtenues apres le changement de variables (2.441) ou encore sur celles qui
sont données en (2.444) et qui se déduisent des précédentes par un changement de variables et de
loi de commande. Ces dernieres présentent I’avantage de n’avoir de non-linéarités présentes que
dans le sous systéme en (¢1,71) et de pouvoir étre modifiées de la fagon suivante : Le changement
de loi de commande

u = r +v (7.1)
transforme le systeme (2.444) en :
i‘l = 81 — tl
51 = —r—wv
' ' (7.2)

th = n

o= — (L +2r)V1I+8 — o1+

et le changement de variables :

Ty = w1 , S2 =81+t , ta =1 , re =711, (7.3)
donne :
i‘g = 89 — tg
S9 = —v
? (7.4)
to = 1o

Fo = —(tg+2ro)\/1+15 — v\/1+13
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7.1 Construction d’une trajectoire de référence.

Le probleme que nous nous posons est celui de trouver une loi de commande v, et des fonctions
(z2r, Sor, tar, T2r), solution du systeme précédent avec v, pour loi de commande, telles que

tor(t) = cos(t) .
On obtient immédiatement :

cos(t)

ror(t) = —sin(t) , wv.(t) = m

Par conséquent, so, doit vérifier :

cos(t)

S9, = cos(t) — 2sin(t) - ————— .
2 Q Q 1 + cos(t)?

Pour s9, nous pouvons donc choisir :

sor(f) = 2cos(t) + sin(t) — arcsin (ism(t)> .

V2
Par conséquent, xo, doit vérifier :
= sin(t) — avesin (o))
Zo9. = sin(t) — arcsin | —= sin )
o V2

Pour x5, nous pouvons donc choisir :

on(t) = — cos(t) — /0 " arcsin (%m@)) ds

qui est une fonction bornée car :

2m 1 )
arcsin ( —=sin(s) | ds = 0
(5
1

et arcsin (E sin(s)) est de période 27.
En conclusion, nous avons établi que la trajectoire

xor(t) = — cos(t) — /0 arcsin <% sin(s)) ds
sor(t) = 2cos(t) + sin(t) — arcsin (% sin(t)
tor(t) = cos(t)
ro(t) = — sin(t)
et la loi de commande
v (t) = % — cos(t) + 2sin(t)

sont solution du probleme de suivi exact de la sortie ta,(t) = cos(t).

— cos(t) + 2sin(¢) .

(7.5)

(7.6)

(7.7)

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)
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7.2 Stabilisation asymptotique uniforme globale.

Nous allons maintenant construire une loi de commande qui rend la solution précédemment
déterminée globalement uniformément asymptotiquement stable pour le systéme (7.4). Afin de
ramener ce probleme a celui de la stabilisation asymptotique globale de 1’origine pour un systeme
non linéaire et non-autonome, posons

To = X9 — X , S9 = S — S . ty = to—t , T9g = Tro—r ,
2 2 2r 2 2 = Sor 2 2 — t2r 2 2 = T'2r (7.14)
v =v(t)+70.
Alors :
iy = 8 — 26
Sg = —70
. (7.15)
to = 719
Fo = —(ta+2ro)\/1 + 13 — (ve(t) +0)y/1 + t3 + cos(t)
Apres le changement de loi de commande :
~ 2
- t)t
5= cos(t) t2 + By (7.16)
/1 + cos?(t) <\/1 + cos2(t) + /1 + t%)
et en posant :
2 cos?(t
T — cos” (1) (7.17)
/1 + cos?(t) <\/1 +cos2(t) + /1 + t%)
le systeme (7.15) devient :
iy = & — 2
. cos(t)t~22 ~
S9 = — V3
/1 + cos?(t) <\/1 +cos2(t) + /1 + t%) (7.18)
th = 7
Fo = —[la+2m)\/1+ 6 — Tiy— ta/T+13 .

7.2.1 Stabilisation du sous-systéme en (5y,%5).

Prenons v2 = 0 et montrons au moyen d’une construction Lyapunov que le sous systeme en
(t2,72) admet alors I’origine comme solution globalement uniformément asymptotiquement sta-
ble. Posons

Qi(fa,72) = 2657 + 122 + fars (7.19)

et prenons la dérivée de cette fonction par rapport au temps :

— [ 2 N2 o 2 .
Ql(t27r2)(7.18) = —\/1+41s (tg + 27“2) + 79 — to T — 27527"2(T — 2) (7.20)
< - [ 72+ 6 (1 4+ T) + 2{27-2T} (7.21)

En utilisant :
2| T| < 7? + 6T, (7.22)
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cette inégalité devient :

. — ~2 | 2 2
Ql(tg, 7"2) < — [27"2 + to (1 +T T )} (7.23)
Puisque T € [0, 1), on obtient finalement :

—_—

Qi 72) = 26°+72+6r , Qilfa,a) < — [%Mfﬂ : (7.24)

Stabilisation du sous systéme en (s, f2,72). On peut vérifier que le Théoreéme 6.1 s’applique
avec (t~2, 73) jouant le role de y et Sy celui de x. Nous allons maintenant déterminer la formule
explicite d’une loi de commande stabilisante et d’une fonction de Lyapunov assignée par celle-ci.

Posons
Q2(82,t2,7) = Q1(t2,72) + V1 + 82— 1 (7.25)
On obtient :
. - ~2
—_— $9 cos(t)to

Q2(S2,t9,72) < — [27:22-1—{22} +

V14 62 \/1 + cos?(t) <\/1 + cos?(t) + \/1 + t%)
$~2 - ~ 2 ~ ~
— ———109 — U2/ 1 + t5 (27"2 + tg) (7.26)
Vv 1+ $~22

_ [ " 4 (1_L)ff] e (mtom) 1482
2‘|—\/§ \/1—|—$~22

Pour faciliter 1’élimination des termes du premier ordre dans la derniére étape de notre con-
struction, nous souhaitons obtenir une loi de commande stabilisante pour le sous-systeme en
(82, t2,72) ayant la forme suivante :

IN

@®.27)

Do($2,t2,72) = (S2 — 2t2) £(S2, 2, 72) (7.28)

avec £(0,0,0) # 0. En effet, dans ce cas les termes du premier ordre disparaissent avec le
changement de variables :

_ ~ 82
= — 7.29
T E0,0,0) (7:29)
Avec un tel choix, on obtient :
—_— . - - _
Q2($~2, to, 7:2) < — 27:22 — %t22 _ % + 25ty f$~2 (7:2 + 2t2) 14+ t% (7.30)

\/1+8~22 \/1+8~22
+2¢ (267 + 672 ) T+ 53 .

On remarque que :
1+ = 14 (fa+cos(t)? < 3+26°. (7.31)

Il s’en suit :

Q2(3~2;t~27 ) < =27 [1 — 46V 1+ 8~22} [3 + 2t~22} (7.32)
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N R B S =2 _ s
B |15~ i 21611+ 52(3 + 2657) ek

On en déduit un choix possible pour € :

§(2,12,72) = — . (7.33)
108+/1 + $2%(3 + 26,°)

Celui-ci donne : ) ,
! ~ 7 o~ 1~2 1 £8~2
Qa(s2,t2,72) < —r® — Sy — - . (7.34)
2 4 1+ $~22

7.2.2 Stabilisation du systeme global.

A nouveau, nous pouvons vérifie que le Théoreme 6.1 s’applique avec (Sa, t2,72) jouant le role
de y et 25 celui de . Comme nous ’avons mentionné plus haut, nous éliminons le terme du
premier ordre en prenant :

T3 = Tg + gios} (7.35)
et
Uy = (52— 262) E($2, 12, 72) + E0T3 - (7.36)
avec & = ﬁ. Alors :
f3 = 5 — 20 (7.37)
1 cos(t)tz”

3 — (85 — 2t2) &($n, ta, 7)) — &
S0 V1 + cos?(t) <\/1 + cos?(t) + /1 + t%) (%2 2) §(52, f2,72) — &oTs3

~ . 1. - cos(t)t~22 .
= — 2t) |1 — —&(So, ta, ]—1—— — 0§7.38
(% 2 [ ) (82,2, 72) €o /1 + cos?(t) <\/1 +cos2(t) + /1 + t%) )
Définissons (3 par :
Q3(73, $2, 1o, 7)) = K(Qa(82,12,72)) + V1 + 432 — 1. (7.39)

ou K désigne une fonction dont la dérivée est strictement positive et croissante.
Prenons la dérivée de Q3 :

— , e
Q3(T3, 52,t2,72) = K'(Q2(82,t2,72))Q2(52, t2, 72)

vV 1+f32

+— [(52 — 21) [1 - —5(32,752,1"2)} T 6% cos(t)tz”

__$3_f)

\/l—f—fgg 3
— K'(Qa($a, b2, 7)) |7 + 3657 + 1 —£2°
(Q2(52,t2,72)) [7"2 + 52 + 1 ire?
_ |:£0K/(Q2(8~27t~27r2 <87’2 \/1 —|—t2 88?‘;) + —m] '53

+‘(§2— 2t3) [1— g &(52. 12,7 ”+2§o

IN

(7.40)

/1+cos2(t) (\/1+cos2 (t)+\/1+t§)

|
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En choisissant :

i3 = &K'(Qa(52,t2,72)) (%\/1 + 12+ %g;) P (7.41)

on obtient :

—— N -2 2
Q3(73, $2,t2,72) < — K'(Q2(S2,t2,72)) [?“22 + (% — §OK1/(O)> ta” + i\/%]
2
- [@K’(%(sa, B.7) ($2VI+B+52) + 2| (142

N ‘(s} — 25) [1 — 5%5(52’ t2, 7:2)} ‘ .

On remarque alors que :

_ S to. T 52 5.
1§55 — 26| [1 — SCREREI (2 + x/§) — 225 (7.43)
50 1 _|_ 3~22 3
Ceci nous amene a déterminer une fonction k telle que :

1 1

1
2 &K'(0) =

) Sy 20
K’ <t22 V14 52— 1) > 108 (2 + \/5) V1+ 62 (3 + 21522) + = (7.45)

3

(7.44)
et

En prenant :
K(s) = 1265 4+ 5765 + 12965 (7.46)

on obtient (7.44) et (7.45). La loi de commande qui correspond au choix effectué pour k est :

~ 7 2 32 - ~ ~ 9 $~2 fg
3 = | ZQz+ Q2+ 4) 275 +t2)\/ 1+ 12" + + . (7.47)
<6 S ( V14 82 1+ 752

7.3 Conclusion.

Grace a la formule (7.47) que nous venons d’établir, nous déduisons que la commande :

cos(t) cos(t)fg2

= —_—_— 2 3 J—
U r1+ Mrcos()? cos(t) + 2sin(t) \/1+c052(t)(\/1+cos2(t)+\/1+t§)
+L 8~2—2t~2)
V) (7.48)
- r ~2 ;
+a51 (6Q3 + §Q2 +4) ((27“2 +i)\ 141"+ iiség)
L1 d
i
avec .
1
Ty = x1+cos(t) +/ arcsin <— sin(s)) ds ,
0 V2
- . . 1 .
So = s1+1t1 — 2cos(t) — sin(t) + arcsin (E sm(t)) , (7.49)
ty = t;—cos(t) , 75 = ry+sin(t)

Q2 = 26"+ + o+ 1+ 8% -1
est solution pour le systeme (2.444) du probleme de suivi asymptotique uniforme de la trajectoire
de sortie t1, = cos(t).



Conclusion

Nous avons proposé une construction Lyapunov de lois de commandes stabilisantes pour la classe
des systemes de la forme & = h(z,y,u),y = f(y,u) , en ayant supposé la stabilisabilité asymp-
totique globale du sous systeme en y. Nous avons également montré que, si cette stabilisation
peut se faire au moyen d’une commande saturée, il en est de méme pour le systeme total. Nous
avons appelé notre technique ajout d’intégration, puisque les hypotheses requises sur le sous
systeme en x portent principalement sur le fait que les composantes en x integrent des fonctions
de y et de u.

L’outil technique fondamental peut étre utilisé de fagon combinée avec d’autres. En parti-
culier, 'avantage qu’il y a a posséder des fonctions de Lyapunov assignées fait que celui-ci se
combine fort bien avec la technique d’ajout d’un intégrateur et permet la construction de lois
de commande adaptatives (voir a ce sujet [56]).

Nous avons appliqué cet outil de facon récursive pour prouver la stabilité asymptotique
globale de systemes ayant une structure récurrente spéciale et dont la forme a été appelée forme
feedforward. Ces systemes ne sont génériquement pas linéarisables pas bouclage dynamique.

En outre, afin d’améliorer 'intérét pratique de nos résultats, et notamment de pourvoir
procéder par récurrence de fagon explicite, nous avons pu, dans un cas particulier, modifier la
fonction de Lyapunov que nous avions employée afin d’obtenir que la dérivée de Lie de celle-ci
soit définie négative lorsque les dimensions des variables d’intégration successivement ajoutées
sont supérieure ou égale a deux.

Ensuite, nous avons adapté les diverses idées dont nous venons de parler au probleme im-
portant de suivi de trajectoire pour des systemes ayant une structure feedforward.

Remarquons que les diverses applications de nos techniques que nous avons effectué montre
que les preuves de nos résultats, de par leur aspect constructif, sont plus utile que ces résultats
eux meme.

Au cour de ces travaux, axés sur des problemes profondément non-linéaires n’employant
que peu les propriétés vérifiées par les linéarisations des divers systeémes considérés et pas du
tout celle de partielle linéarisabilité, il est apparut que I’emploi de commandes saturées, qui,
il n’y a pas longtemps encore, était dans le cas linéaire considéré comme mal aisé, permet
d’obtenir d’importants résultats qui loin d’étre simplement théoriques se sont immédiatement
avéré avoir des applications pratiques intéressantes. Signalons encore que parmi les améliorations
qui seraient peut étre susceptibles d’étre apportées a la technique que nous avons proposé,
il pourrait y avoir la mise en place de résultats récursif portant sur des systemes de formes
feedforward pour lesquels ’exponentielle stabilité ne serait pas obtenue a chaque étape.
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Annexes

A TIllustration de [72, Theorem 2.1].

Afin de rappeler de quelle facon procede la technique de stabilisation de systemes feedforward
au moyen de saturations linéaires emboitées, nous donnons ici ’Example 4.2 traité dans [72].

Le systeme considéré est le suivant :

T = x1+ 0(75)1‘%
Ty = a3 (A.1)
i‘g = u

ou u est I'entrée et 6 une fonction du temps de norme bornée par une constante K connue.

Résultat. L’origine du systeme (A.1) est globalement asymptotiquement stabilisé et localement
exponentiellement stabilisé par une loi de commande :

u = —03(1‘3—1—02(1‘2 +1‘3+01(1‘1+21‘2+1‘3))) (AQ)

ou chaque o; est une saturation linéaire (voir les définitions de base) associée & des constantes
(L;, M;) choisies de fagon appropriée.

Preuve. Avec le changement de variables :

Y1 = T+ 2w2 + a3
Y2 = X2+ 3 (A.3)
Yys = I3
et la loi de commande
u = —03(1‘3—1—02(1‘2 +1‘3+01(1‘1+21‘2+1‘3))) (A4)

le systeme (A.1) devient :

o= y2+ys— o3(ys +0o2(y2 +o1(v1))) +0(t) (y2 — y3)?
U2 = y3— o3(ys +o2(y2 +01(v1))) (A.5)
Y3 = —o3(ys +o2(y2 +o1(y1)))
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Soit Va(y3) = y3. Alors :

Va(ys) = —2ysos(ys + o2(y2 + 01(y1))) - (A.6)

Prenons Ly = 1, M3 = 2 et My < % Alors, pour une constante ¢ > 0

Va(ys) < —c , Vs |ys| = 2Ms . (A7)
Par conséquent, y3 entre au bout d’'un temps fini ¢35 dans I’ensemble :

Qg = {yg : ‘yg‘ < 2M2} (A8)

et y reste par la suite. Puisque Ls =1 et My < %,

U = —Y3 +02(y2 +01(y1)) . Vyz € Q3 . (A-9)

Donc, pour tout ¢ > ts, le systeme (A.5) se comporte comme :

o= ya— o2y +o1(y1))) + 0(t)(y2 — y3)?
g2 = —oa(y2+o1(v1)) (A.10)
U3 = —y3— o2(y2 +o1(y1))

Etudions maintenant 1’évolution de la variable ys. Prenons M; < % Alors par le méme

raisonnement que celui appliqué pour prouver que y; entre dans )3, on montre que yo entre au
bout d’un temps fini ¢35 dans ’ensemble Q5 défini par :

Q2 = {y2 : 12| < 2Mi} . (A.11)

et y reste par la suite. Donc que pour tout ¢t > to > t3, le systéme (A.5) se comporte comme :

no= —oi(y) +00t)(y2 —y3)°
2 = —y2— o1(y) (A.12)
U3 = —y3— y2— o1(y1)

Etudions maintenant I’évolution de la variable y;. La dérivée de :

Vily) = ot (A.13)
le long de (A.12) donne
Vily1) = —2y101(y1) + 2510(t) (2 — y3)* - (A.14)
Puisque pour tout ¢ > t5, on a :
‘yg‘ S 2M2 s ‘yg‘ S 2M1 S 2M2, (A15)
pour tout t > to, on a : '
Vi(y) = —2y101(y1) + 32K M|y - (A.16)
On peut choisir L1 = % Alors la croissance de o implique que pour tout y; de norme
supérieure a L1,
M,y

Vily) < (=M +32KM5) =+ . (A.17)
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Donc, en prenant My € }0, m[ et My € ]64[(M227 % [, on a :
. M? M
Vl(yl) < — —1 , Yy oo \yl\ > L1 = -1 . (A.18)
4 2
On en déduit qu’au bout d’un temps fini ¢1, y; entre dans I’ensemble ()1 défini par :
M
Q1 = {y1 C ] < 71} (A.19)

et y reste par la suite. Alors, le systéme (A.12) se comporte, apres le temps ¢ > to > ts,
comie :

o= —y+ei(y2, ¥ t)
Yo = —Y2— % (A.20)
Us = —Ys— Y2— Wy
avec
e1(y2,y3,1) = 0(1)(y2 — y3)* (A.21)
qui vérifie :
lo1(y2,y3, 1) < 2K(2Mi[yz| + 2Malys|) . (A.22)

Le systéeme (A.20) peut donc étre vu comme un systeme linéaire exponentiellement stable per-
turbé par un terme majoré par une fonction linéaire dont les coefficients peuvent étre choisis
arbitrairement petits. Donc, en choisissant convenablement M et M, on obtient un systeme
globalement asymptotiquement stable et localement exponentiellement stable a l’origine.

Ceci termine notre preuve. O
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B Deux variantes de ’hypothese A2.

Comme nous 'avons mentionné dans la section 1.1.2, un des points délicats et restrictifs de la
technique de Jurdjevic et Quinn est 'hypothese A2. Dans ce paragraphe, nous proposons deux
variantes a cette hypothese A2.

B.1 Hypothese A2’.

Pour simplifier, supposons que la variable z2 ne soit pas présente.

Hypothése A2’ : I existe des fonctions ga(x1,y,u) et A(u) continues, A(u) étant une matrice
symétrique définie positive pour tout u # 0 et des fonctions vy, ve continues, de classe K telles
que, pour G définie en (1.22) :

. ‘g(xlvyvu) - gQ(xlvyvu))‘(u)‘
1
ot n(W(y))

Au)u
lim inf [Mu)ul = 400 . (B.2)
ful=0" m(Jul)y1(v2(m(|ul)))
ou m est une fonction continue, zéro en zéro, strictement croissante sur un voisinage de l’origine
telle que mm') est une fonction continue zéro en zéro strictement croissante sur un voisinage
de l'origine,

< 400, Vazi,u. (B.1)

nw)yy (w) < w, w#0, (B.3)

et x1 = 0 est la seule solution de :

i‘l = ho(w‘l) y g—g(xl)ho(xl) =0 s g2($1,0,0) =0. (B.4)

Théoréeme B.1 Si les hypothéses Al et A2’ sont vérifiées, alors pour tout u appartenant a
(0, +00], il existe une fonction & continue et positive telle que la loi de commande :

Us = _g(xlvy)QQ(xlvovo)T (B'5)
stabilise globalement asymptotiquement [’origine de (2.1) et est bornée par .

Preuve. Pour prouver ce résultat, nous dérivons V(y) + Q(z1) par rapport au temps :

T 1 Q@) = —W(y) - Rias) + Glary,u)u. (B.6)

La condition (B.1) implique I’existence d’une fonction continue positive I'y telle que :

IN

Ty (z1, y, u)|uly(W(y))
Ly (1, y,w)[ulyi(v2(T1 (21, y, w)ul)) (B.7)
+ (W) {(W(y)) -

‘(g(xlv Y, u)u - 92(1'1, Y, ’U,))\(’U,)’U,)‘

IN

Mais avec (B.4), il existe une fonction définie positive 73 telle que :

w— 71wy (w) > y3(w) . (B.8)
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Donc (B.6) donne :

V(y)ﬂL'Q(wl) = —13(W(y) — R(z1) + L1z, y, w)ulya(y2(T1 (21, y, w)|ul]))
+ g2(x1, y, w)A(u)u .

(B.9)

D’apres (B.2), ml(TLl) est une fonction continue zéro en zéro strictement croissante sur un voisinage

de l'origine de sorte qu’il existe une fonction définie positive ¥ telle que si :

lul < (z,y) (B.10)
on ait :
Li(zy, g, u)lul < m(ful) . (B.11)
Alors
Li(zy, y, w)lulyi(ve (T (@1, y, w)|ul)) < mlu])yi(ye(m(lul])) - (B.12)

D’apres (B.2), il existe une fonction n zéro en zéro, telle que pour tout v, n(v) soit colinéaire a
v et que son produit scalaire avec ce vecteur soit positif et :

m(lul)yi(ve(m(lu)))) < n(w) Mu)u , Vu:fu < c. (B.13)

Donc :
Uy (21, y, w)uly (2T (21, v, w)u)) < n(w) "\ (w)u . (B.14)

Maintenant, pour conclure, il suffit d’observer que pour la loi de commande :

us = —&(z1,y)g2(21,0,0) 7, (B.15)

ou &(x1,y) est une fonction positive continue, non nulle dés que go(x1,0,0) est non nulle et
suffisamment petite, on a :

- n(_ 5(1'1, y)QQ(xlv 0, O)T)T)‘(_ 5(1'1, y)QQ(xlv 0, O)T)g(xlv y)QQ(xlv 0, O)T

(B.16)
< %.92(1'17 0, O)T)‘ (_ 5(1'1, y)QQ(xlv 0, O)T) 5(1'1, y)QQ(xlv 0, O)T :

En suite en adaptant le lemme 1.5 au cas de la fonction go(x1,y, us)A\(us)us puis enfin en appli-
quant le principe d’invariance de LaSalle, il est possible de conclure.

OJ
Example B.2 : Le Théoreme B.1 s’applique au systeme suivant :
: 3
T = u
' ) (B.17)
gy = —y’+yhu

En effet, prenons V(y) = y? et Q(x1) = /1 + 27 — 1.

) \ . ’ 7z : ~ 4
1. L’hypothese A1 est vérifiée : pour u =0, on a V(y) = —2y°.
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2. On a : .
G(r1,y,u) = 2Pu+ ———u® . (B.18)
V14 a3
Donc, avec
Au) = v, ga(w1,y,u) = = (B.19)
V14 a3
ona: .
1
G(z1,y,u) = 2" + —====A(u) . (B.20)
Vv1+ g
En prenant v;(s) = 23%, (B.1) est vérifiée. D’un autre coté, en prenant :
m(w) = w1o . ye(w) = 20w3 (B.21)

(B.2) et (B.3) sont vérifiées et #w) a les propriétés requises.
3. On a go(x1,y,u) = \/% et donc 1 = 0 est la seule solution de : go(21,0,0) = 0.
7

Dans ce cas, on obtient :
x
T ——— (B.22)

V14 a3
Remarquons maintenant que, sur un voisinage de 'origine, %y‘l < %vg(W(y)) avec y3(s) = %s.
Le terme y* ne modifie pas le résultat de stabilité obtenu pour (B.17). L’origine du systeme :
. _ 1,4, .3
1 = 35y +u (B.23)
gy = —y’+yhu

est donc globalement asymptotiquement stable lorsqu’est appliquée la loi de commande (B.22).
o

B.2 Hypothese A2”.

Décomposons la fonction G(z1, x2,y, u)u, dont la formule est donnée par (1.22), sous la forme
suivante :

Gz, 2, y, w)u = Gi(x1, T2, Y, ur)ur + Ga(1, T2, Y, ur, uz)¢(y)ug (B.24)
ottu = (u{ ,uqg) T, ol, pour tout y, {(y) est une matrice symétrique positive et ot Gy (1, 2, y, u)
et Go(x1, T2, y,u) sont des fonctions de classe C', nulles en zéro.

Hypothése A2” : La fonction V satisfaisant la condition (1.7) de l’hypothése A1 est telle que :
o Soit Go(x1,x9,y,u) ne dépend pas de ug, soit il existe une fonction strictement positive
e(wq,m9,y) telle que' :

‘92(9617 22,9,0)¢(y)?
(C(y)%

> e(x1,%2,y)|G2(21, 2,4, 0)| (B.25)

pour tout y appartenant a un voisinage de l’origine.

lg(y)% est une matrice symétrique solution de C(y)%g(y)% =((y).
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e 1 = 0 est la seule solution de :

i‘l = ho(w‘l) s g—g(xl)ho(xl) =0 5 f2(x1707070) [0 g2(x1707070)]—r = 07
gl(xlvovovo) = 0.

(B.26)
Nous avons le résultat suivant :

Théoréeme B.3 Si les hypotheses A1 et A2” sont vérifiées, alors pour tout u appartenant a
(0, +00], il existe une loi de commande bornée parw qui fait de l’origine une solution globalement
asymptotiquement stable du systéme (1.4).

Remarque B.4 :

1. Si on peut choisir une décomposition de G dans laquelle G; n’est pas présente et ((0) = 0,
alors A2 n’est vérifiée que si @1 = hg(z1) est globalement asymptotiquement stable, tandis
que A2” peut l’étre méme si @1 = ho(x1) n’est pas globalement asymptotiquement stable.
(Voir l’exemple B.5)

2. L’hypothese A2” dépend de la fonction V' vérifiant (1.7), tandis que A2 ne dépend que
des fonctions hg, ha, ). Ce fait peut étre exploité de fagon positive (voir exemple B.5).
Remarquons en outre qu’'une difficulté est causée par la non unicité de la décomposition
(B.24) o

3. La deuxieme condition de A2” est toujours vérifiée si la fonction % tend vers la matrice
identité quand y tend vers zéro. C’est en particulier le cas si la dimension de 'entrée est 1 o

Example B.5 : Le Théoreme B.3 s’applique au systeme suivant :

i = yiu+ytu? (B.27)
y = —y+tu

Ce nouveau systeme ne vérifie pas A2. Par contre, il vérifie A2” pour certaines fonctions V. En
effet

e Pour . 1
Q(r1) = 595% , Viy) = Zy4’ (B.28)
ona:
Gz, y,u) = w1y’ +oy'u+y° (B.29)
e En prenant :
() =y, Galzr,y,u) = 21 +Y +x1y’u, (B.30)

on a :

(92(961721,0)((2/)51
‘C(y)%

= |Ga(21,y,0)| (B.31)

et
f2(21,0,0)Ga(21,0,0) = 2 . (B.32)
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L’hypothese A2” est donc satisfaite. Remarquons que si nous avions pris V(y) = %yQ, A2” ne
I'aurait pas été.

Puisque A1 Dest, il s’en suit que l'origine de (B.27) est globalement asymptotiquement sta-
bilisable par un feedback continu que I’on peut obtenir d’apres le calcul suivant :

—_—

1 1
STt gyt = v et et ayte? (B.33)
On en déduit que le feedback : u = — __(mtyet donne le résultat désiré. o
24/x3+y? (l—l—m‘ll)

Preuve du Théoréme B.3. Nous allons prouver ce Théoreme, en nous limitant toutefois aux
décompositions pour lesquelles G; n’est pas présente. En effet, la démonstration dans le cas
général se déduit ensuite de la preuve du Théoreme 1.1.

Nous supposons donc que :
G(r1, 22,9, u) = Ga(w1, T2, Y, u2)¢(y)uz - (B.34)
Prenons us de la forme :
ug(x1, 20, y) = —&(x1, 0, y)Go(21, 2,9,0) " (B.35)

ol ¢ est une fonction de classe C'! positive.
Montrons que nous pouvons choisir la fonction & de telle sorte que I'inégalité suivante soit
satisfaite :

Go (w1, B2, Y, u2){ (y)Ga(1, 22,9,0)T > 0. (B-36)
Notons par ® la différence :
P(z1,22,y,u2) = Ga(x1,22,y,u2) — Ga(x1,22,y,0) . (B.37)
Nous avons :
Go(1, w2, Y, u2)C(y)Ga(w1, 22,4, 0) T = ‘C )2Ga(x1,22,9,0)7 i

T

vV

0]
+<I>(x1,wz,y7U2) (¥)Ga(z1, 22,y,0) "
2
> ‘C 92 (x1,22,y,0) ‘
C(y)%g2($1,$27y70)T

- ‘(I) €T1,22,Y, UQ)C(y)%

B.
La question est donc de savoir si on peut choisir £ pour que I'inégalité : (3%
2 [C) a1, 2,,0)7] 2 101,22, ) ) (.39
soit vérifiée. Une condition suffisante pour que tel soit le cas est :
Cw)Ga(ar,a2,5.0)7]
> 2|®(xy, o, y, uz)| . (B.40)

(C(y)%
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La définition de ® et le fait que G soit de classe C' implique qu’il existe une fonction positive
et continue ®(x1, x9,y, u) telle que :

(/I;(xlvx%yvu)‘u‘ > \‘I’(ml,xg,y,u)\ : (B41)
Grace a (B.25) et (B.41), on voit qu'il suffit que £ satisfasse :

0 < &(x1,22,y) < e, 22.y)

2(1 + \92(9517 z2,Y, 0)\)(1 + 5(361, T2, y)) <1 + {Sup y ‘f’(wh x2,Y, u)
lul<1

(B.42)
Alors, pour chaque fonction ¢ vérifiant (B.42), on obtient :

O T 5@ V) < —R(w)— Tias) - Wiy)

(B.43)
_5(1‘17x27y)QQ(xlvx27y7u2)C(y)g2(x17x27y7O)T S 0.

Appliquons le principe d’invariance de LaSalle au systéme (1.4) bouclé avec une loi de commande
ug. Considérons une solution (z1(t), z2(t), y(t)) telle que pour tout ¢t > 0 :

W(y(®)) — R(z1(t)) — T(xa(1))
= &1 (t), 22(t), y(1)) Ga(1 (1), 22(t), y(t), u2)¢ (y(#)) Galw1 (1), 22(t), y(t),0)T = 0.
g(t) = Soly(@®)) + fa(wi(t), w2(t), y(t), uz)ue
#1(t) = ho(z1(t)) + ha(z1(t), 2a(t), y(t), ug)ue

Alors, le fait que W et T soient définies positives implique que pour tout ¢ > 0, B4y
y(t) =0 , x9(t) =0. (B.45)

Il s’en suit que pour tout ¢t > 0 :
R(z1(t)) = 0 ,  fa(x1(t),0,0,us(z1(t),0,0))Ga(x1(t),0,0, 0)T =0. (B.46)

Mais le fait que f, soit de classe C'' implique qu’il existe une fonction continue F» telle que :
fo (1‘1, 0,0, u) = fg(xl, 0,0, 0)+ < Fg(w‘l, u), u> . (B.47)

Grace a la deuxieme condition de (B.46) et a la définition de g, il s’en suit que :

| f2(21(t),0,0,0)Ga(x1(t),0,0,0) 7|

— (B.48)
£(x1(1),0,0) |[< Fy (21(t), ug(z1(t), 0,0)) Ga(21(),0,0,0) T, Go(21(),0,0,0) > .
Choisissons la fonction & sous la forme :
§(z1,m2,y) = ¢(21,72,Y) f2(361,9€2,y70)92(361,96272/70)T‘ (B.49)

ou ¢ est une fonction telle que ¢(x1,0,0) soit strictement positive et I'inégalité (B.42) soit
satisfaite. Supposons qu’il existe ¢ tel que

fg(xl(t), 0, 0, 0)92(1‘1(75), 0, 0, 0) 7& 0 (B.50)
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Alors, d’apres (B.49), on peut simplifier (B.48) pour obtenir :

@(ml(t),xg(t),y(t)) < Fy (1‘1(75),’&2(1‘1(75),0,0))92(1‘1(75),0,0,0)T, Qg(xl(t),0,0,0) > = 1.

(B.51)
Mais en choisissant :
( ) < ! ! (B.52)
Ty, X2, = 5 .
PRIV = 321Gy (w1, w2, , 0) 2 sup [Fy(ar, ) + 1
[ul<1
(B.51) ne peut étre vérifiée. Donc (B.50) est faux et :
fa(21(t),0,0,0)Ga(x1(t),0,0,0)" =0 , Vt>0. (B.53)
Puisque la loi de commande que nous considérons est :
u2(x17 T2, y) = - gO((I,'l, T2, y) fQ(xlv x2,Y, O)QQ((IIL x2,Y, O)T QQ((IIL x2,Y, O)T ) (B54)
on a pour tout £ > 0 :
ug(21(t), 22(t), y(t)) = 0. (B.55)
Par conséquent :
i‘l(t) = ho(xl(t)) . (B.56)

Nous en déduisons maintenant grace a la derniére des conditions de A2” que z1(t) = 0 pour
tout ¢t > 0.
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C Preuve du lemme 1.5.

Notre preuve s’appuie sur la proposition suivante :

Proposition C.6 Soit a une fonction appartenant & C°(R™ x R™;RP). Pour tout k, il existe
deuz fonctions 7o et 1, de classe K™, telles que pour tout (x,y) appartenant a R™ x R",
linégalité :

la(z,y) — a(z,0)] < ~(lyl) [1+ (=l +]y*)] - (C.57)

soit vérifiée, v, étant de plus C*.

Preuve. Soit

b(z,y) = la(z,y) — alz,0)] . (C.58)

Définissons deux fonctions 7g et 1. Pour tout s, strictement positif, on pose :

~ b((I,‘, y) } ~
o(s) = max 7 F1(s) = ma +lz| + bz, y
Hols) {(zy):lyl<s} { 1+ |z|+ b(x,y)? (s) {(z): |$|2+|y|2<s} {1+ || +b( ) }
(C.59)
et pour s = 0, on pose :
70) =0 7)) = 1. (C.60)
Puisque b est une fonction continue et que % converge vers zéro quand x tend vers

I'infini, Ay et 41 sont bien définies, non décroissantes et continues en s = 0. Ceci nous permet
de définir deux fonctions de classe K™, 7, et 7; de la facon suivante :

Yols) = é/ S%(t)dtJrs > Jo(s) + s, (C.61)
) = 5[ G- Ddies > Gl -1 + s, (C.62)

Par construction, nous avons, pour tout (z,y) dans R™ x R™,

5 [L+ el +b(z,9)%] < Follyl) [L+70(lal* +1y1*)] . (C.63)

Définissons alors :

Yo(s) = (1+m(01 , (C.64)

2s 281 28k 1
m(s) = / / / 1_’_71 )dsk dsp—1...dsy . (C.65)

Puisque, pour tout s > 1, nous avons :

Y1(s) > %ﬁle) : (C.66)
nous déduisons :
Yo(lyD) [1+71 (1= + 9] < volyh) 1 +n(lz*+ |y*)] (C.67)

et donc (C.57). De plus v; est C* sur [0, +-00). O
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Remarque C.7 : Dans 1'énoncé ci-dessus, si a est dans C!'(R™ x R™; RP), on peut prendre :

Y(yl) = clyl (C.68)

ou c¢ est un nombre réel positif. En effet, dans ce cas, on a :

1 a
ae,y) — a(, 0)] < [y ( [ e sas (C.69)

On peut donc prendre :

1 9a
—(x, sy)ds
/0 ay( y)

Prouvons maintenant le Lemme 1.5. Puisque G est C?, la proposition C.6 s’applique et donc
il existe deux fonctions 7g et v1 de classe K> telles que, avec (1.24) pour choix, on a :

= , = ma, 1+ . C.70
o) = s 5 Als) wags}{ } (.70)

B {(z,y

G(z,u(z))u(z) < —Ax)|G(x,0)|? (C.71)
+9%(A(@)|G(2,0))) M) |G(2, 0)| [L +m(|z]* + M=)?|G(x, 0)])] -

Pour obtenir (1.26), il suffit donc que A soit solution de :

_ G(x,0
@G, 0] < 2" ( i +w<\x\2‘+(A<w>)2‘\G<w,o>\2>> ' (0.72)

Si G est O, alors, d’apres (C.68), I'inégalité (C.72) donne :

1 1

M) S S P A PIG G O (C75)
Puisque la fonction 7; est croissante, une solution est :
Mz) = Ao ! ! . (C.74)
L+ y(|zf? + A G(, 0)[2) 1+ |G(x,0) |
avec :
Ao = min {%,2u} . (C.75)

Puisque 71 peut étre obtenue aussi réguliere que 'on veut, cette fonction A est aussi réguliere
que G(z,0). De plus les contraintes (1.25) a (1.27) sont satisfaites.

Si G est C°, une solution de (C.72) satisfaisant les contraintes (1.25) et (1.26) est :

- a e Gz, 0)| 1
M) = {1+\G<x,o>\’”0 (21+w<\w\2+a2we<w,o>\2>> 1+\G<x,o>\>' (C.76)

|
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D Preuve du fait 1.8.

Tout d’abord, remarquons qu’il est possible de simplifier le probléme en supprimant la matrice
(@ au moyen d’un changement de variables et de notations. En effet, puisque @Q est une matrice
symétrique définie positive, il existe une matrice symétrique définie positive P telle que P? = Q.
Alors en posant : -

T=Pr , D=PD , M= PMP! (D.1)

on obtient les équations :

i=Mzi , FD=0, I Mi=0 (D.2)

et I’égalité : o
M+M" =0. (D.3)
Pour simplifier, gardons les lettres employées initialement et considérons x(t), une trajectoire

qui satisfait les hypotheses du fait 1.8. Alors pour toute matrice L compatible au niveau des
dimensions :

&= Mz = —(MT—f—LDT)x + LDz + (M—f—MT)x. (D.4)

Puisque —(M 4 MT) est une matrice symétrique non négative et que =’ (M + M)z = 0,
nécessairement (M + M T) x = 0. D’un autre coté, puisque z(t) est supposée satisfaire les
hypotheses du fait 1.8 on sait que : DTz = 0. Par conséquent, nous avons :

&= — (MT—i—LDT)x. (D.5)

Puisque (M, D) est stabilisable, c’est un résultat bien connu que (M T,DT) est détectable.
Donc, L peut étre choisi de telle sorte que la matrice — (M—r + LDT) soit instable. Puisque M
est une matrice stable et x(t) est solution de (D.4) et de (D.5), il s’agit nécessairement de la
solution zéro . O
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E Fonctions dominantes.

Soient V' et W des fonctions continues telles que V' soit définie positive et propre et W soit
définie positive.

Lemme E.1 Soit k une fonction continue, positive, satisfaisant :

li€jgp{%} < +oo . (E.1)

Sous ces conditions, il existe une fonction K, positive, propre et de classe C' telle que :
K'(t)y>0 , Vt>0 (E.2)

et
K’(V(Y))W(Y) > ck(Y) . (E.3)

Preuve : La condition (E.1) imposée sur &, la continuité de et le fait que V' soit une fonction
propre définie positive garantissent ’existence de deux nombres réels strictement positifs ¢y, co
tels que :
K(Y)
W(Y)

< ¢ VY V(YY) < ey (E4)

Nous définissons sur [0, +o00[ une fonction K comme suit :

wor = fedo i) ©

Elle est positive, croissante et identiquement égale a ¢, un nombre réel positif suffisamment
grand, sur un voisinage de 0. Ainsi nous pouvons définir un autre fonction positive sur [0, +00)
par :

- ’U+1 fr—
K(v) = / K(s)ds+wv . (E.6)
v
Cette fonction est continue, strictement positive et propre. En outre, nous avons :
KWV(Y)) > K(V(Y)) > E.7
(())_(())_W(Y) (E.7)

En prenant : .
K(s) = ¢ /0 R(o)do . (E.8)

la preuve s’acheve.

Remarque E.2 : La fagon dont la fonction K a été construite durant cette démonstration ne
doit pas induire en erreur : Quand toutes les fonctions mises en jeu sont connues, il est possible
d’obtenir sans trop de difficultés une formule explicite pour la fonction K e
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F Preuve du lemme 2.21

Soit ® un ensemble ouvert borné de R™. Remarquons tout d’abord que puisque la matrice
A= %—f,Q(O) est asymptotiquement stable, la fonction ¥ définie par :

U(s,Y) = exp (—%As) O(s,Y) . (F.1)
est bornée sur R>( x © ainsi que g—}qi. Cela implique en particulier que :

lim s2|®(s,Y)| < +o0 (F.2)

§———+00

uniformément en Y € ©. En outre, puisque H1o(Y) est de classe C!, zéro en zéro, et | exp(—Ms)|
est borné, nous avons grace a 'inégalité triangulaire :

lim 5% exp(—sM;)Hyo(®(s,Y))] < 400 (F.3)

§———+00

uniformément en Y € ©. Il s’en suit que :
+o0
/ lexp(—sMy) Hio(®(s, V)| ds < +oo | (F.4)
0

qui prouve que la fonction P; donnée par la formule (2.236) est bien définie.
Pour prouver que cette fonction est C'', nous montrons que les hypotheses de [14, Theorem
(3.150)] sont vérifiées.

1. Pour tout s € Rxq, la fonction exp(—sM)Hio(®(s,Y)) est continuement différentiable
pour tout Y appartenant a ©.

2. Nous avons :

aiY lexp(—sMi)Hyo (P(s,Y))] = exp(—le)a;:;m (P(s,Y)) g—;{;(s,Y) ,
_ exp(—le)a;:;O (®(s,Y)) exp (L As) g—fj(s,w ,

ou les fonctions ‘exp(—le)‘aai}}Q(@(s, Y))‘ et |g—}qi(s, Y)| sont bornées sur R>0 x ©. Cela

implique ’existence d’un nombre réel strictement positif ¢ tel que :

3}

W [exp(—sM7)Hio(®P(s, Y))]‘ <c |exp (%As)‘ (F.5)
pour tout (s,Y’) appartenant a R>g x ©.

3. La fonction |exp (3As)| est intégrable sur [0, +o0).

Ces trois points impliquent que la fonction P; est C! et que :

o)
oY

0P

+oo
(Y) = —/0 exp(—le)a;:;lo(@(s,Y))a—Y(s,Y)ds. (F.6)

Remarquons également que :

B(s, 0(,Y)) = B((s+1),Y), (F.7)
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pour tout (s,t), implique :

0 0P
S V) IY) = J(®(s,¥) = 5 (s.¥)
Par conséquent, on a :
0 oo OH 0P
T = = [ expsd) B ) G Vs

+oo
= —Hlo(Y)—f—/O (—Ml)eXp(—SMl)Hlo((I’(S,Y))dS.

Ainsi, 1’égalité (2.234) est-elle obtenue.

(F.8)

(F.9)
(F.10)

a
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G Preuve du lemme 6.2

Premiere étape : Nous montrons 'existence d’une fonction de Lyapunov globale sans nous
préoccuper des propriétés locales désirées.

Si la commande est v = 0, le sous systeme en Y de (6.24) vérifie 'hypothese de [32, Theorem
4.7] avec r = +o00. Il s’en suit qu'il existe une fonction continue différentiable V' et des fonctions
aq, (g, g, oy définies sur [0, +oo] et de classe L™ qui satisfont les inégalités :

ar(|Y]) < V(Y.t) < ao(|Y]), (G.1)
— (%—‘;(Y, t) + g—}‘i(Y, t)F(Y, t)) > ay(]Y]) . (G.2)

Introduisons la notation :
WY1 = — (%—‘Z(Y,t)+g—¥(Y,t)F(g,t)> . (G-3)

Deuxiéme étape : Nous montrons I'existence d’une fonction de Lyapunov quadratique pour
le systéme linéarisé autour de l'origine. D’apres [32, Theorem 4.3], I'hypothese H12 et le fait
que A(t) soit continue et bornée, il existe deux réels strictement positifs tels que :

diI < V(t) < dol (G.4)

ot V(t) est une fonction de classe C* définie sur [0, +00) par

V(t) = / Bals, 1) Dals, t)ds - (G-5)
t
Alors en posant :
Va(n,t) = n"V(t)n (G.6)
on a pour tout ¢, '
ey
Van,t)gsy = — nf> . (G.7)
avec
0= At (G.8)

Troisieme étape : Nous construisons la fonction de Lyapunov finale au moyen de V et V.

Considérons la famille de fonction suivante :

Va(y.t) = wor(Valy, )Valy,t) + [1 — or(Valy, )]V (y. 1) (G.9)
ouw >0, R >0 et pgr est une fonction réguliere décroissante telle que :

1.
pr(s) =1 Vs<R, (G.10)

vr(s) = 0 Vs>2R. (G.11)
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Il est aisé de voir que chaque fonction V,, est propre, définie positive et de classe C'.
Prenons la dérivée par rapport au temps de V,, :

Vw(th) - _Ww(th) (Gl?)
Wo(Y,t) = - <W@R(VA(th))m+[1_ @R(VA(YJ))]m
(G.13)

¢ (Va(Y, t))VA('Y, t) [wVa(Y,t) = V(Y, t)]) )

Les propriétés de Vy et les conditions (G.10) et (G.11), impliquent :

R
Yl <7 = eh(alvio) = 0.

2R
Y25 = eh(avie) = 0.

De ces inégalités, on déduit que V,, a une dérivée le long des solutions de (6.18) strictement
négative si le réel R choisi tel que :

— R
VaY,t) <0 , VY :[|Y| < - (G.14)
2
et
wVa(Y,t) = V(Y,t) <0 , VYEE (G.15)

ou F est I’ensemble :

P O i 19

La condition (G.14) ne pose pas de difficulté : il suffit de prendre R suffisamment petit pour que
les termes du premier ordre en Y dominent les autres. Pour montrer que la condition (G.15) est
vérifiée pour w suffisamment petit, nous procédons de la fagon suivante.

Soit Yp un point quelconque de FE. Alors nécessairement, les inégalités suivantes sont
vérifiées :

Va(Yg,t) < 2R, 061( d£> < V(Yg) . (G.17)
2
Par conséquent, si :
1 R
< — — G.18
“ = 2r™ <\/d2> (G.18)
I'inégalité :
wVa(Ye,t) — V(Yg,t) <0 (G.19)

est vérifiée pour tout Yg de E.
On en déduit que :
W,(Y,t) >0 , VY #0. (G.20)



Annexe G 169

Quatrieme étape : Montrons que V,, avec w satisfaisant (G.18) vérifie les conditions du lemme
6.2. Prenons § < R. Alors la définition de V, et les inégalités (G.4) impliquent pour tout Y
appartenant a B(0, ) :

V(Y t) = Va(Y,t)
di|Y]? < V,(Y,t) < do|Y)?
Ge(Y,t)| < dafY]
W,(Y,t) = [Y?

Par ailleurs, nous avons établi :

WolY,t) = (wpn(Va(Y,0) Y +[1 = or(Va(Y, )] (Y, ) G
> (wer(Va(Y, ) [Y]? + [1 = @r(Va(Y, 1)) ca(Y) .
En prenant :
az(Y) < inf{w|Y]*, aua(Y)} , (G.22)
on obtient :
W,(Y,t) > as(Y) . (G.23)

Ceci termine notre preuve. O
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H Preuve du lemme 6.3.

D’apres [32, Theorem 4.3], il existe une fonction matricielle P(¢) continue, bornée, différentiable,
symétrique, solution de :

P(t) = POQ™ (M +DOK®) Q+QM + DOK®)QPW) — 1 (IL1)

et vérifiant : )
0 < -1 < P(t). (H.2)
c
Par conséquent, la dérivée de X T P(#)X le long des solutions de (6.62) est :

—_—

PR = @ PO+ 20T PO)(Mz +p1(1))
= —|2PP+22"P@) [QUK()'DB)TQ - R)z +p1(t)] -

(H.3)

Nous avons les inégalités suivantes :
207 P(OQ " Ra| < Yol +4|P()Q | Raf?

22T Pt)pr(t)] < Flal* + 4[P®)Pler (D) (H4)
22 TPOQTIKM) D) Qx| < L + 4|QIIQ PP IK (1) 2o (t)?

ININ

et savons que P(t) et K (t) sont bornées. Nous en déduisons l’existence d’un nombre réel positif
c tel que :

é\ 1
e P(t)e < — Z\w\2+c\Rw\2+c\¢1(t)\2 + clea(t)]? . (H.5)

Puisque R est symétrique, le nombre ¢ peut étre choisi pour que

|Rz|?> < cx'Rx = cps(t) . (H.6)
Ainsi en posant :
V(t) = z(t)" P(t)x(t) (H.7)
nous obtenons grace a (H.2) :
V() <~V +e (o0 + ealt) + () (H.5)

Les fonctions (?, 3 et o3 étant intégrable, on en déduit :

tl}inoo V() =0 (H.9)
et donc :
tliin X(t) =0. (H.10)

Ceci termine notre preuve. O
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I Contraintes sur les exposants du systéeme (2.31).
Remarquons pour commencer que le terme de gauche de (2.10) s’écrit :

90 s

a—xl(xl)hl(xlvx%y)yl + Ia—@(x2)el(x17w27y)y = A(x17w27y) ; (Il)

ou :

Ala1, w2, y) = |oay™ + 2P T yPr 4 aqably™ | + 2oy + oz (PyP? + 23 t2y™2) L (L2)

I.1 Conditions nécessaires pour que I’hypothéese B3 soit satisfaite.

Nous commengons par montrer diverses conséquences de la condition de non intégrabilité (2.11).
Nous verrons ensuite certaines des conséquences des conditions de continuité (2.12) et B3.2.

I.1.1 Conséquences de (2.11).

En prenant :
y =1, x1 = x3 = /[28], (1.3)
on obtient :

b

w)S

AR, VR = VRS (24 26 % + 2% + (26 F + [25)F ) (1.4)

Avec l'expression de T' donnée en (2.33), 'inégalité (2.10) implique 'existence d’une constante
c > 0 telle que :

ag b

Vs <1 5T st 15T s?2> < c(1+p(s)? + (1 —|—p(s))s% . (I.5)

Cette inégalité porte sur un polyndéme de degré 2 en 1 4+ p. Elle implique donc la contrainte
suivante :

a b a b.
c\/§<1+371+371 1 s% +372>

1+ p(s) > . (1.6)
1 a b ] by
<32 —1—\/3—1—\/5(1—1—32 5T 45 —|—s2>>
Donc la condition de non intégrabilité (2.11) impose :
max {al, bl, ag, bg} S 1. (1.7)
Puisqu’on a supposé by > 1, on a :
by = 1. (1.8)

Une derniére conséquence de la condition de non intégrabilité (2.11) est qu'un choix approprié
pour la fonction p est :

p(s) = Vs (L.9)
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I.1.2 Conséquences de (2.12).

Cette condition implique :

1
w(37 bl < e o Vil <. (110)

Cette inégalité est vérifiée pour x telle que :

0 < k(s) < % , Vs € [0,q]. (I.11)
D’autre part, en prenant :
y>0 | =1, 9 =10, (I1.12)
on obtient :
A(1,0,y) = |y"™ + P . (1.13)

Avec l'expression de W donnée en (2.33), I'inégalité (2.10) donne :
max {3%1,3172_1} < ck(s) s (I.14)
La condition (I.11) implique donc :
max{s%l,s%l} < st , Vs e [0,d. (I.15)

On en déduit :
g < min{ny,p1} . (1.16)

En prenant x; = 0 on obtient :
A0z, y) = |w2y™ +a23y™| . (L17)

Avec lexpression de W donnée en (2.33) et 'expression de T' donnée en (2.33), I'inégalité (2.10)
implique 'existence d’une constante ¢ > 0 telle que :
§2M2 P2 < es? 0 Vs € [0, . (1.18)

On en déduit :
g < min{2ng,2mso} . (1.19)

Les conditions (2.12) impliquent également :

|1 9y™ | + |2222yP?| <k (L2) |yl (14 p (322 + 123))°

N 1,92\, 152 1,2, 1.2 (L.20)
+/8 (v yl = (14 p (27 + 523)) |22 -
Donc en prenant 21 = xa, y = /S, on obtient grace a (I.11) :
sT 453 < c(s?+st) | Vs e [0, . (1.21)

On en déduit de fagon immeédiate que nécessairement :

¢ < min{2py,2m,} . (I.22)
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I.1.3 Conséquences de B3.2.

La condition (2.12) implique que 'hypothese B3.2 est vérifiée si et seulement la fonction :
K (3y%) ¥ est continue.
Deux cas se présentent donc :

e Premier cas : ¢ < min{nq, p1,2na, 2ma, 2ps,2m1}. Alors k peut étre localement choisie

ainsi :
c

k(s) =

ou ¢ est un réel strictement positif. Par conséquent, on a :

T, Vs€ [0, ] . (1.23)
S2

1
K _y2 yr—l—l — Ci ‘y‘r+2e (1'24)
2 Y

sur un voisinage de l'origine. Aucune restriction n’apparait donc sur 7.

e Deuxiéme cas : ¢ est égal a une des valeurs ni,p1,2ns, 2me, 2ps, 2my. Alors k doit
nécessairement vérifier :

k(s) = % , Vsel0,. (1.25)
S2
Par conséquent on a :
1 2) r+1 Y T
kl=zy" |y = c=y 1.26)
(2 \y\‘ | (

sur un voisinage de l'origine. Donc pour que B3.2 soit vérifiée, il est nécessaire que :

r > 0. (1.27)

1.2 Conditions suffisantes pour que I’hypothése B3 soit satisfaite.
Nous allons montrer que ’hypotheése B3.1 est satisfaite si (1.7), (1.8), (1.16), (1.19) et (1.22) sont
vérifiées.

Nous avons :

Az, w2, y) < a2l (4 [aa]) ([yl™ + |y[™2) + 22| (1 + |za]) (g7 + [y|™) (1.25)

+ || (L fza]) (Jyl™ + [y[Pr)
Par conséquent :

Az, w2, y) < o (L4 o] + [a]) (y[™ + [yI™2 + [ylP2 + [yl™) + [ [T+ [aa]) (ul™ +1y[™)
(1.29)
De (1.16), (I.19) et (I1.22) on déduit 'existence d’une fonction & continue et positive telle que :

A1, w2,y) < Jwa| (1+ o] + |21 )R y]? + || (1 + Jea))R(y)]y]” - (1.30)

D’apres les définitions de V', W, Q, S et T', on a donc :

Alerany) < e (14 V@ +50) T T(2)

' (1.31)
c (1 +/Q(x1) + S(m)) %W@)
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Mais, d’apres le Lemme E.1 de 'annexe E, il existe une fonction # telle que :
R(V(y) = Rly)* +R(y) -

Définissons maintenant k par :

Alors :

Alwrany) < e (14 v/Q@) + () VeV W)V )y T(2)
2
¢ (14+ VQ@) + S@2)) (V)W(y) -
L’inégalité (2.10) est donc obtenue. De plus :

ov

K(V(y))@

W) < V).
La fonction &(v) étant continue, la propriété (2.12) est vérifiée.

On vérifie de fagon immédiate que B3.2 est vérifiée si et seulement si
r > 1

ou
g < min{ny, p1,2ng, 2mg, 2p2, 2my, } .

(1.32)

(1.33)

(L.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que ’hypothese B3 soit vérifiée avec les fonctions

V., Q et S sont donc obtenues.
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