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Résumé

On démontre I'existence d’hypotheéses permettant a un turbo-code quantique
basé sur les codes stabilisateurs de posséder une distance minimale non bornée.
Cette distance minimale sera polynomiale ou sous-logarithmique en la longueur
du code, selon la distance minimale du code externe. Les hypotheses, que sont
le caractere récursif et anti-récursif de I’encodage interne, résolvent un obstacle
théorique rencontré jusqu’a présent. En effet, un résultat principal des turbo-
codes classiques est que ceux-ci possedent une distance minimale polynomiale,
pourvu, notamment, que ’encodage interne soit récursif et systématique. Or,
il s’avere qu'un encodage convolutif quantique ne peut étre a la fois récursif
et systématique. On congoit donc dans le cas quantique une nouvelle condition
nommée anti-récursivité, pouvant s’allier au caractere récursif de 1’encodage
interne, qui permet d’établir un résultat théorique similaire au cas classique.

Dans un second temps, on propose une résolution du second obstacle majeur
aux performances des turbo-codes quantiques, portant sur les performances de
décodage de ces derniers par un algorithme itératif en temps linéaire. L’incompa-
tibilité citée précédemment rend en effet également incompatibles les caracteres
récursif et non-catastrophique de ’encodage interne. Or, sans le caractére non
catastrophique, I'algorithme de décodage itératif est voué a I’échec. On propose
donc un turbo-encodage au schéma modifié, dans laquelle une portion des po-
sitions de sortie de I’encodage externe, au lieu d’alimenter 1’encodage interne,
est envoyée en entrée d’un second encodage permettant de réduire fortement le
bruit en ces positions. Il s’avere que le second encodage réalisant cette tache
correspond également & un turbo-encodage modifié, dont les positions isolées de
I’encodage externe sont toutefois envoyées vers le canal. Afin de garantir 'effica-
cité de la construction, on pose un ensemble de conditions devant étre vérifiées
par ’encodage externe. La démarche est guidée par la notion de distance épurée,
distance pertinente pour une telle construction et correspondant a un modele
ou le bruit est nul aux positions envoyées vers le second encodage. Le résultat
des simulations montre alors que le turbo-code congu est efficace pour trans-
mettre de l'information quantique via un canal dépolarisant dont 'intensité de
dépolarisation peut aller jusqu’a p = 0, 145.



Abstract

We prove the existence of a set of hypothesis enabling a quantum turbo-
code based on stabilizer codes to have an unbounded minimum distance. This
minimum distance is either polynomial or sub-logarithmic, depending on the
minimal distance of the outer code. The hypothesis are that the inner encoding
is recursive and anti-recursive, and they tackle a theoretical issue previously
encountered. Indeed, an essential result of classical turbo-codes is that they
have a polynomial minimum distance provided that, mainly, the inner encoding
is recursive and systematic. However, it turns out that a quantum convolutional
encoding cannot be simultaneously recursive and systematic. We thus design a
new condition in the quantum case called anti-recursiveness, which is combinable
with the recursiveness of the inner encoding, and which enables to establish a
theoretical result similar to the classical case.

We then propose a solution to the second main obstacle to the good per-
formance of quantum turbo-codes, which is about their decoding performance
under an iterative algorithm with linear complexity. Indeed, the previously
mentioned incompatibility makes it also impossible for the inner encoding to be
simultaneously recursive and non catastrophic. However, with a catastrophic
inner encoding, the iterative decoding algorithm is doomed to failure. We hence
propose to modify the turbo-encoding construction. Instead of feeding it into
the inner encoding, a part of the output positions of the outer encoding is sent
towards a second encoding which performs a high noise reduction at these posi-
tions. It turns out that such a second encoding is also a modified turbo-encoding
in which, however, the isolated positions of the outer encoding are sent to the
channel. In order to guarantee the efficiency of the setting, we choose to apply
a set of conditions on the outer encoding. The approach is guided by the notion
of purified distance, a notion pertinent to this setting, which corresponds to a
model where the positions sent to the second encoding are noiseless. The sim-
ulations results show that the designed turbo-code is efficient in transmitting
quantum information via a depolarizing channel up to a noise rate of p = 0.145.



Introduction

La théorie des codes correcteurs d’erreurs s’intéresse a la protection de 'informa-
tion, par exemple une séquence de bits, contre les erreurs ; une telle protection se
fait en appliquant a cette information un encodage bien choisi. Un défi central de
la théorie des codes consiste a concevoir des familles de codes dont le rendement
est linéaire, et encodables de facon telle qu’il existe un algorithme de décodage
rapide et donnant des performances proches de la limite de Shannon. Les codes
LDPC [18] [32] [31] et les turbo-codes en parallele [4] [5] [8] [10] [27] [44] ou
en série [3] [6] [7] [11] ont été largement étudiés, et figurent sous la coupole
de la famille des codes & décodage itératif qui permet de répondre a ce défi.
Plus récemment, les codes polaires [2] montrent qu’il est méme possible d’at-
teindre la capacité pour un canal sans mémoire symétrique avec une procédure
de décodage de complexité nlogn ou n est la longueur du code.

Le domaine de l'information quantique a introduit un nouveau paradigme
ou l'information correspond a un état quantique de la matiere ou de la lumiere.
Dans ce domaine, 'information est régie par une structure mathématique plus
riche que celle correspondant a l'information classique. Schématiquement, si
Iinformation classique décrite par un bit peut se trouver dans deux états 0 ou
1, 'ensemble des valeurs que peut prendre l'information quantique correspon-
dante est le C-espace vectoriel dont la paire d’états précédente est une base.
De nombreuses expériences passées et présentes montrent que 1’on se rapproche,
en terme de progres technique, de ’adoption de calculateurs et de réseaux de
transmission exploitant I'information quantique. Le potentiel que représente ce
progres est trés grand : citons, parmi les résultats pionniers du domaine, ’algo-
rithme de factorisation des nombres entiers de Shor [46] qui permet de factoriser
un nombre entier en temps polynomial, alors que les algorithmes classiques per-
mettant de le faire requiérent un temps exponentiel, mettant ainsi en péril la
sécurité du protocole de sécurité répandu RSS, ou encore le protocole de dis-
tribution de clé BB84 de Bennett et Brassard [9] basé sur la transmission de
bits quantiques et révélant une sécurité inconditionnelle basée sur les lois de la
physique. La puissance de calcul d’un ordinateur quantique peut également étre
utilisée afin de simuler de maniére efficace les systémes quantiques [13] tel que
conjecturé par Feynman [17] en 1982 puis prouvé par Lloyd [30], en d’autres
termes, avancer dans la compréhension des systémes physiques dans lesquels les
phénomenes quantiques jouent un role fondamental.

Fiabiliser la transmission et le stockage de 'information quantique représente



un probléme central pour l'implémentation de systémes d’information quan-
tiques. Il existe des méthodes de protection passive de I'information quantique,
ou la nature méme de 1’évolution ou de l'interaction du systéme avec le milieu
environnant garantit la protection de l'information, tels que le calcul quan-
tique adiabatique imaginé par Farhi [16] et les sous-espaces sans décohérence ou
decoherence-free subspaces [28]. La protection active de I'information quantique
est quant a elle 'objet des codes correcteurs d’erreurs quantiques. Le défi qui se
pose en théorie des codes quantiques est alors similaire a celui des codes clas-
siques. On s’intéresse dans cette these aux codes correcteurs quantiques binaires,
c’est-a-dire permettant d’encoder 1’état quantique pris par un systeme de k bits.
A priori, le probléeme est posé dans un cadre ou I’ensemble des états quantiques
est un espace vectoriel, donc un ensemble continu. Les codes stabilisateurs in-
troduits par Gottesman [19] raménent le probleme & des variables discrétes :
ces codes, ainsi que leurs propriétés, peuvent étre entierement étudiés grace a
un ensemble discret d’erreurs nommé groupe de Pauli et constitué dans le cas
binaire de quatre opérateurs, Z, X', J et Z modulo une phase globale égale a
+1 ou +1. Il s’agit du groupe d’erreurs engendré par les opérations d’inversion
de bit et d’inversion de phase, la derniere étant propre au cadre quantique. Ces
quatre opérateurs sont une base de ’espace des erreurs agissant sur un bit, et le
produit cartésien de cet ensemble d’opérateurs n fois avec lui-méme définit une
base de ’espace des erreurs agissant sur un systeme de n bits. Le probleme étant
dorénavant exprimé en termes de ces quatre opérateurs, une maniere naturelle de
transposer les constructions de codes binaires classiques au cadre quantique est
de construire des codes stabilisateurs dans lesquels, grossierement, on substitue
Pensemble des quatre opérateurs Z, X', ), Z a l'ensemble {0, 1}.

La limite théorique de capacité d’un canal quantique, a laquelle aspirent
les codes quantiques optimaux en termes de rendement, n’a pas d’expression
générale connue contrairement au théoreme de Shannon classique. Une pro-
priété exclusive au cadre quantique est que tout code est laissé invariant par un
ensemble non trivial d’erreurs, et que par conséquent, plusieurs erreurs peuvent
avoir le méme syndrome lors du décodage. Ceci a une répercussion sur la capacité
qui n’est pas bien connue ; cependant, on évalue en pratique les performances de
décodage d’un code quantique grace a la capacité cohérente ou hashing bound,
capacité connue qui formule I’hypothese que le décodage évalue l'erreur - et non
la classe d’erreurs de méme syndrome - la plus vraisemblable.

Il a récemment été montré que les codes polaires quantiques [50] [43] at-
teignent la capacité symétrique, soit la capacité obtenue sous contrainte que
Ientrée suive une distribution uniforme. Cependant, la transposition au cadre
des codes quantiques stabilisateurs des codes LDPC et des turbo-codes pose
plusieurs problemes.

La plupart des constructions de codes LDPC quantiques ont soit une dis-
tance minimale bornée, soit un rendement tendant vers 0 avec la longueur du
code. On peut passer en revue quelques exceptions. La distance minimale de
la construction [45] évolue comme la racine carrée de la longueur du code;
toutefois, ses performances sont clairement adaptées a un modele de canal



asymétrique, c’est-a-dire présentant des probabilités d’inversion de bit et d’in-
version de phase tres différentes. Des codes LDPC quantiques basés sur des
pavages de surfaces [24] [53] ont quant & eux une distance minimale logarith-
mique. Plus récemment, des codes LDPC quantiques ont été proposés avec une
distance minimale évoluant comme la racine carrée de la longueur du code [49].

Toutes ces constructions souffrent néanmoins de deux défauts qui nuisent au
décodage itératif. Le premier défaut est I’existence dans le graphe de Tanner de
cycles de taille égale a 4. Le second défaut est le caractere hautement dégénéré
des codes associés a ces constructions; cette propriété consiste en ce que le
code est laissé invariant par un grand nombre d’erreurs de poids inférieur a sa
distance minimale. Si le caractere dégénéré est en théorie susceptible d’améliorer
la transmission de 'information quantique, il se révéle en pratique qu’il dégrade
les performances du décodage itératif. Une construction récente de code LDPC
quantique inventée dans [23] et généralisée dans [1] fait exception ; elle se définit
a partir d’une paire orthogonale de codes LDPC classiques binaires, transposée
a un alphabet non binaire, puis, par une représentation binaire appropriée de cet
alphabet, de nouveau & un alphabet binaire. Ce schéma ne s’applique toutefois
qu’a une classe étroite de codes LDPC et ne permet pas d’approcher la capacité
cohérente.

La branche des turbo-codes quantiques est quant a elle moins fournie que
celle des LDPC quantiques. Le probleme essentiel est que tout code convolu-
tif quantique, composante de base d’un turbo-code quantique, ne peut concilier
deux propriétés toutes deux nécessaires aux bonnes performances du turbo-code
quantique. D’une part, un tel code doit étre récursif, condition nécessaire a ce
que la distance minimale du turbo-code quantique soit non bornée. D’autre
part, il ne doit pas étre catastrophique, et ce afin que l'algorithme de décodage
itératif permette de réduire le bruit a chaque itération et de converger vers
une bonne estimation de l'erreur introduite par le canal. Ces deux propriétés
ne peuvent étre simultanément vérifiées [41]. Le turbo-code quantique proposée
par [41] est basé sur un encodage convolutif interne non récursif et non catastro-
phique; sa distance minimale est bornée mais l'algorithme de décodage itératif
converge. A cause du caractere borné de la distance minimale, les performances
asymptotiques du décodage atteignent cependant un seuil limite d’efficacité.
Une autre solution proposée par [52] est d’assister le turbo-code quantique par
de Uintrication partagée entre I’émetteur et le récepteur. Cela consiste a suppo-
ser qu’émetteur et récepteur partagent préalablement une ressource quantique;
il s’agit de paires de bits quantiques dans un état de Bell [34], dont un bit quan-
tique est détenu par I’émetteur et I’autre par le récepteur. Le schéma proposé
fait alors intervenir lors du processus d’encodage un nombre linéaire de ces bits
quantiques du coté de 'émetteur. Cela permet, lors du décodage, d’acquérir I'in-
formation complete sur 'erreur aux positions ou les bits quantiques intriqués
ont été encodés. Cela dope le processus de décodage itératif et contourne le ca-
ractére catastrophique de 'encodage convolutif interne, au prix de 'utilisation
d’une ressource cotiiteuse en quantité linéaire avec la taille de ’encodage.

Une autre difficulté majeure qui se pose pour les turbo-codes quantiques est
I’absence, jusqu’a cette these, d’un résultat théorique sur la distance minimale.



Il est en effet connu dans la théorie des turbo-codes classiques [22] qu’un turbo-
code dont ’encodage convolutif interne est récursif et systématique présente une
distance minimale polynomiale, avec une puissance bornée par (d* — 2)/d*, ou
d* est la distance libre de ’encodage externe. Dans la théorie quantique, encore
une fois, les deux caracteres récursif et systématique sont incompatibles, car le
caractére systématique implique en effet le caractere non catastrophique de I'en-
codage interne. Il est simplement connu que le caractére récursif est nécessaire
afin d’obtenir une distance minimale non bornée, mais aucune investigation
connue n’a été menée afin de déterminer une condition suffisante.

Cette these apporte une double contribution au domaine des turbo-codes
quantiques. D’abord, elle établit un résultat théorique concernant la distance
minimale des turbo-codes quantiques. On y établit une nouvelle notion d’anti-
récursiité, et on démontre qu’un turbo-code quantique dont I’encodage interne
est récursif et anti-récursif possede une distance minimale dont le comporte-
ment est dicté par la distance dégénérée du code externe. La distance dégénérée
correspond au plus petit poids d’une erreur non triviale laissant invariant le
code, et s’identifie a la distance minimale si le code est non dégénéré.

La seconde contribution porte sur la construction d’un encodage quantique
qui soit, d’une part, de rendement constant, et d’autre part, décodable par un
algorithme de complexité linéaire performant, c’est-a-dire dont le taux de succes
est proche de la capacité cohérente du canal. On propose pour cela une construc-
tion basée sur un turbo-encodage dont I’encodage interne est récursif et anti-
récursif. Un tel turbo-encodage est par essence mauvais au décodage itératif a
cause du caractere catastrophique de 'encodage interne. Toutefois, si ’on ajoute
une contrainte supplémentaire sur ’encodage externe, on peut construire un
turbo-encodage & deux niveaux, dans lequel une fraction des bits quantiques
en sortie de I’encodage externe sont envoyées vers un second turbo-encodage.
Le second turbo-encodage a pour premier effet de réduire considérablement le
niveau de bruit sur les positions qui lui sont données en entrée, ce qui sert
d’amorce pour décoder le premier turbo-encodage. Cette solution implémente
pour la premiere fois un turbo-encodage de distance minimale polynomiale,sans
qu’il n’y ait d’obstable au décodage itératif, en ’assistant par un second étage
de turbo-encodage.

Le premier chapitre reprend les principales notions de codes correcteurs d’er-
reurs classiques nécessaires au présent exposé. Le deuxieme chapitre commence
par une présentation des axiomes de la mécanique quantique sur lesquels la suite
du chapitre se base de maniere rigoureuse ; elle est suivie de I'introduction des
notions d’erreur, de canal, d’encodage et de code quantiques. Le choix a en-
suite été fait de démontrer une analogie entre la notion d’états distinguables en
mécanique quantique et la notion classique simple d’états différents, et de mon-
trer que l'on peut en dériver ensuite naturellement les concepts de correction
d’erreur et de distance minimale d’un code quantique. Sont enfin présentées les
erreurs de Pauli, outils discrets de modélisation de I’encodage et du décodage
quantiques dans le cadre des codes stabilisateurs. On aura pris soin, dans les



deux premiers chapitres, de montrer que I’étude de ’encodage binaire linéaire
et de ’encodage stabilisateur peut se concentrer sur I’évolution des erreurs sous
I’action de I’encodage; cette évolution est un morphisme décrit par un enco-
deur. Ainsi, le couple erreurs-encodeur permet dans les deux cas de modéliser
I’encodage par des variables discretes.

Le chapitre 3 est dédié en premier lieu a ’énoncé du résultat théorique de
la these sur la distance minimale d’un turbo-encodage quantique; le choix a été
fait de présenter ce résultat sous un formalisme plus large, qui englobe a la fois le
cadre classique binaire linéaire et le cadre quantique stabilisateur, et d’énoncer
dans ce formalisme un résultat qui rassemble a la fois la distance minimale d’un
turbo-code classique et la distance minimale d’un turbo-code quantique. Pour
ce faire, les deux modeles discrets d’erreurs et d’encodeur, dans le cadre binaire
linéaire et le cadre stabilisateur, sont rassemblés sous un formalisme commun,
qui saisit leurs similitudes essentielles et sert de point de départ pour déduire
le modele de turbo-encodage quantique a partir du modele classique. On définit
grace a cela le turbo-encodeur formel, puis essentiellement les notions d’encodeur
convolutif récursif, systématique et anti-récursif. Cette dernieére notion d’anti-
récursivité est une nouveauté proposée dans le cadre de la these, afin de pallier
a I’absence du caractere systématique lorsque le turbo-encodeur correspond au
cadre quantique. En second lieu, on présente différentes constructions basées sur
le turbo-encodeur quantique et la simulation de leurs performances de décodage.

La preuve du résultat théorique est repoussée au chapitre 4. Elle repose sur
la majoration de la probabilité que le poids d de la sortie du turbo-encodeur
soit inférieure a la prétendue distance minimale. La majoration s’effectue par
une sommation qui différencie les différentes valeurs du poids d de la sortie et
le poids intermédiaire w entre I’encodeur externe et ’encodeur interne. Cette
preuve inclut la procédure suivie par Kahale et Urbanke dans [22], & laquelle se
greffent des éléments plus complexes afin de I’adapter au formalisme commun
aux cadres classique et quantique. De surcroit, la preuve présentée traite deux
nouveaux régimes de sommation couvrant l'aire définie par w > d. Cette aire
est en effet de facto nulle dans le cas classique grace au caractere systématique
de 'encodeur convolutif interne; elle doit cependant étre traitée dans le cas
quantique, et se majore par un procédé faisant intervenir le caractére anti-
récursif de I’encodeur convolutif interne.



Chapitre 1

Codes correcteurs d’erreurs
classiques

1.1 Canal, encodage et code

Il est possible de définir 'information comme un état pris par un systeme
physique. On peut ainsi représenter une quantité d’information finie par une
séquence de n symboles appartenant a un alphabet fini A. Lorsque ’on cherche
a conserver cette séquence de symboles sur un support physique ou a la trans-
mettre d’un endroit a un autre, une erreur peut se produire et l'information
qu’elle contient peut étre endommagée, de sorte que 1’on regoit, apres une telle
transformation, une séquence de n symboles appartenant a un alphabet B.

Un exemple consisterait en Ienvoi d’une séquence appartenant a {0,1}™ en
n impulsions lumineuses séparées d’un intervalle de temps constant et pouvant
prendre chacune deux états de polarisation différents. Chaque impulsion est
soit regue correctement, soit recue avec la polarisation inverse, et soit perdue,
de sorte que la séquence regue est un élément de {0,1,e}™ ou le symbole e
désigne un effacement du symbole émis.

On modélise tout processus d’évolution subi par une séquence par un ca-
nal [14] qui transforme, pour tout n, une séquence en entrée y € A™ en une
séquence de sortie z € B™ conformément a une certaine loi de probabilité
P, (z|y). Les erreurs qui surviennent sur chaque symbole de la séquence peuvent
étre corrélées. Dans toute la suite, on ne considerera cependant que le modele
simple du canal dit sans mémoire et pour lequel la loi de probabilité de ’erreur
est identique et indépendante en chaque position.

Définition 1.1.1. Un canal est dit sans mémoire s’il existe une loi de pro-
babilité P(Z|Y'), ou les variables aléatoires Y et Z sont respectivement définies
sur les alphabets d’entrée A et de sortie B du canal, telle que pour tout entier



n et pour toute paire de séquences y = (y1,...,Yn) €t 2= (21, ..., 2) :

n

Pu(=ly) = [] Pailws)

i=1
Deux exemples de canal sans mémoire méritent d’étre cités.

Définition 1.1.2. Le canal binaire symétrique de probabilité d’erreur p est
un canal qui transmet des bits en inversant chaque bit avec une probabilité p et
en le laissant intact avec une probabilité 1 —p. Ainsi pour ce canal, A = B = F,
P(1]0) = P(0|]1) = p et P(0|0) = P(1]1) =1 — p.

Le canal a effacement de probabilité d’effacement p est un canal pour
lequel B = AU {e} ol e ¢ A est le symbole d’effacement, qui transmet tout
symbole de A correctement avec une probabilité 1 — p et le transforme en e avec
probabilité p.

Par la suite, on se restreindra principalement au cas ou ’alphabet de sortie
B est égal a A, sauf lorsque 'on considérera le canal a effacement.

Afin de protéger I'information contenue dans une séquence x = (x1, ..., k)
de k symboles, on la transforme en une séquence y = (y1, ..., yn) de n symboles
avec n > k avant de ’envoyer via le canal.

Définition 1.1.3. On nomme encodage toute injection de A* dans A", mes-
sage un élément de A* avant encodage, et mot de code la séquence de A"
obtenue aprés encodage. Le code est I'ensemble des |A|*¥ mots de code, et n
désigne la taille du code

La linéarité d'un encodage est une propriété élémentaire, dont 1'utilité est
multiple ; on peut ainsi citer la simplification de 'opération d’encodage, la sim-
plification de la notion de distance minimale présentée a la section 1.2, et I'exis-
tence du concept de syndrome d’une erreur affectant un mot de code tel que
présenté a la section 1.5. On se restreint ici aux encodages linéaires définis sur
I’alphabet A = Fy muni de sa structure de corps.

Définition 1.1.4. Un encodage linéaire est une application Fs-linéaire in-
jective ¢ de F5 dans F} ot k < n. Un code linéaire est un code C' = Im ¢
engendré par un encodage linéaire.

1.2 Distance minimale d’un code

La distance naturelle définie sur I’ensemble des séquences de taille fixée d’un
alphabet fini est la séquence de Hamming.

Définition 1.2.1. La distance de Hamming entre deux séquences z =
(2150 2n) €6 2/ = (21, ..., 2},) de A™ est :

d(z,2") = [{i € [;;n]/zi # Z}|



Supposons que les alphabets d’entrée A et de sortie B sont identiques, et
que la loi de probabilité du canal vérifie :
P(zly) =p siz#y
Plely)=1—(|Al-1)p siz=y

ou p < 1/]A]| , de sorte & ce qu’il soit plus probable pour un symbole d’étre
transmis sans erreur que d’étre transformé en un autre symbole donné. Dans ce
cas, le décodage au maximum de vraisemblance équivaut a trouver un mot de
code (1,...,9n) le plus proche de la séquence regue au sens de la distance de
Hamming. En effet, si 'on note ¢ la distance de Hamming entre deux séquences
y' et z, on peut écrire :

Po(zly') = p'(1 = (JA] = Dp)"~*

C’est une probabilité qui ne dépend que de ¢ et qui est d’autant plus im-
portante que la distance t est petite. Il apparait ainsi une propriété topologique
importante d’'un code, qui permet d’évaluer sa capacité a protéger I'information
face a une erreur concentrée en un nombre borné de positions :

Définition 1.2.2. La distance minimale d’un code est la plus petite distance
de Hamming d entre deux mots différents du code.

Une propriété immédiate permet de simplifier la formulation de la distance
minimale lorsque le code est linéaire.

Propriété 1.2.1. La distance minimale d’un code linéaire est le plus petit poids
de Hamming d’un mot de code non nul.

Démonstration. 11 suffit de constater que la distance de Hamming entre deux
mots de code différents y et 3’ correspond au poids de Hamming de y + 3/, qui
est a son tour un mot de code non nul. O

Si un code est de distance minimale d, le décodage au maximum de vraisem-
blance permet en effet de retrouver sans ambiguité la séquence initiale envoyée si
Pon sait que le nombre de symboles erronés est inférieur ou égal a t = (d—1)/2.
En effet, il ne peut exister deux mots de code différents situés tous deux a une
distance de Hamming inférieure ou égale a t de la séquence regue, car la distance
entre ces deux mots de code serait inférieure ou égale a 2t = d — 1.

On peut de méme étudier la capacité de correction d’un code de distance
minimale d dans le cas d’un canal a effacement. On se place donc dans le cas ou
B =AU{e} oue ¢ A, et chaque symbole est transmis correctement avec une
probabilité 1 — p et transformé en effacement e avec une probabilité p. Dans ce
cas, la séquence initiale envoyée peut-étre retrouvée sans ambiguité si au plus
d — 1 symboles sont effacés. Supposons en effet que 'on émette un mot de code
de A™ et que 'on recoive une séquence de B™ contenant au plus d — 1 symboles
d’effacement e et concordant avec le mot de code émis sur toutes les autres
positions. Si l’on peut trouver deux mots de code différents qui concordent avec
la séquence regue sur toutes les positions ne contenant pas un effacement, ces
mots de code ne pourraient différer que sur les positions ou la séquence regue



contient le symbole e, et la distance de Hamming qui les sépare serait alors
inférieure ou égale a d — 1.

Un défi majeur de la théorie des codes consiste a trouver des codes possédant
une distance minimale non bornée, afin de pouvoir corriger un grand nombre
d’erreurs, produits par un encodage possédant assez de structure pour per-
mettre un décodage de complexité raisonnable. Le probleme du décodage est
exposé a la section 1.4. Une complexité raisonnable correspond dans I'idéal &
une complexité linéaire en la taille du code. C’est le cas du décodage d’un code
convolutif ; cependant, un tel code est de distance minimale bornée comme 1’at-
teste la propriété 1.8.1. A T'opposé, le probleme du décodage d’un encodage
aléatoire requiert a priori un temps exponentiel en la taille du code. Une des
structures d’encodage permettant d’allier & la fois une distance minimale non
bornée et un décodage de complexité raisonnable est le turbo-encodage, que 1'on
présente par la suite dans ce méme chapitre. Pour un turbo-encodage, il existe
des algorithmes de décodage en temps quasi-linéaire tels que l'algorithme de
propagation de croyance ou belief propagation qui requiert une complexité en
nlogn ou n est la taille du code.

1.3 Code correcteur d’un ensemble d’erreurs

On peut formaliser d’une maniere générale la capacité d’un code a corriger un
ensemble d’erreurs donné, indépendamment de la distribution de probabilité des
erreurs induites par le canal. Il s’agit d’une propriété topologique du code, au
méme titre que la distance minimale. L’approche développée dans cette partie
servira de point de repere lorsque 1’on étudiera les propriétés des codes quan-
tiques. En effet, et contrairement a la théorie des codes classiques, la question
de savoir g’il existe un code quantique capable de corriger un ensemble d’erreurs
donné n’est pas triviale, et impose d’aborder la théorie des codes quantiques
directement sous cet aspect. Plagons-nous dans le cas ou 'alphabet d’entrée A
est inclus dans 'alphabet de sortie B du canal. Commencons d’abord par définir
une erreur et le poids d’une erreur.

Définition 1.3.1. On appelle erreur toute application de A™ dans B". Le
poids d’une erreur E est la plus grande distance de Hamming d entre une
séquence et son image, c’est-a-dire :

d = max{d(z, E(x)),z € A"}

La capacité d’un code a corriger un ensemble d’erreurs se définit de la
maniere suivante.

Définition 1.3.2. Un code C corrige un ensemble d’erreurs {E;,j € J}
s’il existe une application de B™ dans A™ qui permet, pour tout mot de code
x € C et pour tout j € J, de transformer Ej(x) en .

Ainsi, si 'on suppose que l’erreur induite par le canal appartient a I’ensemble
{E;,j € J}, on est capable de reconstituer le mot de code envoyé. La capacité



a effectuer cette méme reconstitution sera exigée lorsque 'on définira un code
quantique corrigeant un ensemble d’erreurs. La condition nécessaire et suffisante
pour qu’un code corrige un ensemble d’erreurs est ici immédiate. Elle possede
un équivalent dans le cadre quantique dont la preuve n’est pas directe. Sa for-
mulation est tres similaire a la condition que ’on présente ici, mais nécessitera
au préalable 'introduction de la notion d’états distinguables, qui supplante la
notion classique simple de séquences différentes.

Propriété 1.3.1. Un code C' corrige un ensemble d’erreurs {E;,j € J} si et
seulement si, pour tout (i,7) € J* et pour tout (z,2') € C? tel que v # a/,
By(z) £ Bi(a).

Comme on I’a vu précédemment, un code de distance minimale d permet
de corriger I'ensemble des erreurs de poids inférieur ou égal a t = (d — 1)/2. I
permet également de corriger ’ensemble des effacements de poids inférieur ou
égal & d — 1. La distance minimale d’un code possede la caractérisation suivante
en termes d’erreurs, dont on utilisera une formulation similaire afin de définir
la distance minimale d’un code quantique.

Propriété 1.3.2. La distance minimale d’un code est le plus petit poids d d’une
!

erreur E telle qu’il existe (z,z") € C? tel que x # 2’ et E(x) = 2'.
Démonstration. Soit d la distance minimale d’un code C'. S’il existe une erreur £
dont le poids est strictement inférieur & d, et pour laquelle il existe (z,2') € C?
tel que x # 2’ et E(x) = 2, cela implique par définition du poids de l'erreur E
que d(z,z’) < d ce qui est absurde.

Par ailleurs, si on note (z,2") € C? une paire telle que z # 2’ et d(x,2') = d,
on peut poser E l'erreur qui envoie toute séquence de A™\{x} sur elle-méme et
qui envoie z sur 2’. Cette erreur est de poids d et il existe (z,2’) € C? tel que
z # 2’ et E(x) = 2’. Cela prouve le résultat. O

1.4 Décodage au maximum de vraisemblance par
bloc et par symbole

Présentons a présent le probleme du décodage d’une séquence regue a la sortie
d’un canal. Lorsqu'un mot de code y = (y1,...,yn) est envoyé via le canal,
certains de ses symboles subissent une erreur, et le récepteur obtient alors une
séquence de n symboles z = (z1, ..., 2, ). Sachant qu’il a recu la séquence z, le
récepteur doit trouver un mot de code § = (91,...,Jn) ayant la plus grande
probabilité d’étre envoyé :

y € argmax p(y'[z)
y'eC

Dans la configuration la plus courante, tous les mots de code 3’ sont envoyés
avec la méme probabilité p(y’) = 1/|C|. On peut alors écrire la relation valable
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pour tout mot de code 3’ :

pW)Pu(zly) _ Pulzly)
p(z) IClp(2)
Par conséquent, pour une séquence regue z donnée, I’estimation ¢ produite

par le décodage est la séquence maximisant la loi de probabilité conditionnelle
du canal :

p(Y]2) =

9§ € argmax P, (z|y’)
y'eC
Cela s’appelle le décodage au maximum de vraisemblance (par bloc), que
I’on formalise donc par la définition suivante.

Définition 1.4.1. Soit C un code de longueur n dont on transmet un mot de
code y via un canal de loi de probabilité P,. Le décodage au maximum de
vraisemblance (par bloc) consiste a estimer, pour une séquence regue z, un
mot de code g tel que :
9 € argmax P, (z]y)
y'eC

Dans l'algorithme de décodage itératif des turbo-encodages basé sur le belief
propagation que I’on présente a la section 1.12, on s’intéresse plutot a rechercher
les symboles les plus probables en chaque position du mot de code y envoyé
ou du message x qui lui correspond. Plus exactement, ’algorithme consiste a
conjecturer une répartition de probabilité sur chaque symbole, puis par une
succession d’itérations basées sur des échanges de messages entre les positions
corrélées, a converger vers une répartition de probabilité finale que I'on estime
proche de la répartition de probabilité réelle. Cette approche est plus pratique
qu’une recherche brute du maximum de vraisemblance, dans la mesure ou elle
permet d’effectuer une recherche en temps quasi-linéaire en la taille n du code.

Ainsi, cette approche nommée décodage au maximum de vraisemblance par
symbole s’énonce comme suit.

Définition 1.4.2. Soit C' un code de longueur n dont on transmet un mot de
code y via un canal de loi de probabilité P,. Le décodage au maximum de
vraisemblance par symbole appliqué au mot de code consiste a estimer,
pour une séquence regue z, un mot de code g dont chaque coordonnée g; vérifie :

§; € argmax p(y;|2)
y;EA

Appliqué au message, il consiste a estimer un message & dont chaque coor-
donnée y; vérifie :
#; € argmax p(z}|z)
zi€A
Dans cette définition, la probabilité p calculée pour chacun des cas peut
étre obtenue a partir de la loi de probabilité du canal. Par exemple, comme
démontré en Annexe, on peut constater dans le cas d’un canal sans mémoire
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que le décodage au maximum de vraisemblance par symbole appliqué au mot
de code équivaut & rechercher la séquence § vérifiant pour tout ¢ € [l;n] la
propriété suivante :

n
i € argmax(Paily) S T P(zils))
y;€A y’GCiyy{ j=1
R e
ol C’i)yé est ’ensemble des mots du code qui contiennent en position 4 le symbole
/
Y-

1.5 Encodeur et décodage par syndrome

Afin d’implémenter un encodage linéaire ¢ de F5 dans F%, on peut d’abord
appliquer 'injection canonique t_,, de F5 dans F% qui consiste & ajouter n — k
bits initialisés & la valeur 0, puis appliquer un automorphisme ¢ de F} tel que
¢ 0 th—sn = ¢. Cette décomposition permet d’introduire une description simple
du décodage par syndrome que ’on présente ci-dessous, et dont 1’idée principale
est que I'information pouvant étre obtenue sur 'erreur ayant affecté un mot de
code lors de son passage par un canal binaire symétrique se résume a la valeur
des n — k derniers bits de la séquence obtenue en appliquant ¢~ & la séquence
recue. Une autre utilité de I'introduction de cette décomposition réside dans le
fait qu’en mécanique quantique, toute action sur un systéme est une opération
possédant le méme ensemble de départ et d’arrivée. Cela contraint naturellement
tout encodage en mécanique quantique a étre défini comme une opération ou
le systeme physique de départ est plongé dans un systeme plus large dans un
état préalablement fixé, afin de subir ensuite une transformation bijective sur
I’ensemble des états du systeme global. La décomposition que 1’on introduit ici
permettra donc d’effectuer un rapprochement naturel des cadres classique et
quantique sous un seul formalisme.

Néanmoins, lorsque ’on procedera au rapprochement des cadres classique
et quantique, on travaillera plus spécifiquement sur 'effet des encodages sur
I’ensemble des erreurs affectant les séquences et les états plutét que sur les
séquences et les états eux-mémes. Cette approche permettra de définir un modele
discret lié a ces erreurs, ce qui simplifiera grandement 1’étude des encodages
quantiques que 'on introduira. Dans le cas présent, le fait de travailler sur les
séquences ou sur l’ensemble des erreurs affectant ces séquences ne demande
aucun effort supplémentaire. En effet, toute erreur peut étre vue comme une
séquence de Fy, ou chaque coordonnée vaut 1 s’il y a inversion de bit en la
position ¢ et 0 sinon, de sorte qu’une erreur e transforme une séquence y en y+e.
Par linéarité de ’encodage ¢, I'image d’une telle séquence erronée correspond
alors & ¢(y) + ¢(e), ce qui signifie que ’encodage fait correspondre a l'erreur
y Perreur ¢(y), et agit ainsi de la méme maniére sur I’ensemble des erreurs et
sur I’ensemble des séquences. Cette similarité de 'effet prévaut également pour
lautomorphisme ¢ défini plus haut. Dans la suite de cette section, on portera
donc simplement notre attention sur les séquences elles-mémes.
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Définition 1.5.1. Soit ¢ un encodage de F% dans F%. Un automorphisme ¢ de
F2 dont la restriction a F& x {0}"~* envoie toute séquence (z1, ..., 7,0, ..., 0)
sur ¢(x1, ..., ) sera appelé un encodeur correspondant & 'encodage ¢.

Développons a présent 1'idée du décodage par syndrome. Supposons que ’'on
cherche a transmettre un message © = (x1,...,2), choisi a priori suivant une
loi uniforme sur F%, via un canal binaire symétrique de probabilité d’erreur par
bit p. On applique pour cela & & un encodage linéaire ¢ définissant un code
C, et le mot de code obtenu y = (y1,...,4,) est envoyé via le canal. Soit ¢
un encodeur associé & ¢, de sorte que y = ¢(x,0,_1) ol 0, est la séquence
de n — k bits égaux a 0. Lors du passage dans le canal, en chaque position ¢
comprise entre 1 et n, le bit envoyé y; est affecté d’une erreur modélisée par
le bit e; pour lequel le bit requ en sortie s’écrit y, = y; + e;. D’aprés la loi
de probabilité du canal, le bit d’erreur e; vaut 1 avec probabilité p et 0 avec
probabilité 1 — p. La loi de probabilité de la séquence d’erreurs e = (eq, ..., €,)
est donc égale a p?(1 — p)"~9, o d est le poids de Hamming de e. Cette loi de
probabilité dépend uniquement de la séquence d’erreur et non de la séquence
envoyée, si bien que p(e|y) = p(ely’) = p(e). Ecrivons e = ¢(z., s), de sorte que
par linéarité de ¢, la séquence recue y' = y + e s'écrit 3 = ¢(x + 2., 5). A la
réception de la séquence y’ en sortie du canal, on sait que la séquence d’erreurs
e appartient a la classe d’équivalence de y' dans Fy/C' soit ¢’ + C. En d’autres
termes, e appartient & I’ensemble {¢(t,s),t € FF}. Cette information s’obtient
donc en appliquant ¢! & la séquence recue, et en mesurant la séquence s des
n — k derniers bits. La tache du décodage au maximum de vraisemblance est
alors de retrouver, dans cet ensemble, la séquence é qui maximise la probabilité
p(ély’) = p(é). Cette tache ne dépend que de la seule valeur de la séquence
s appelée syndrome de la séquence d’erreurs. Une fois la séquence d’erreurs
é = ¢(i.,s) la plus vraisemblable trouvée, cela permet d’avoir I’estimation du
message au maximum de vraisemblance & = x + Z..

L’opération de décodage par syndrome se résume comme suit. Par linéarité,
toute erreur s’appliquant & un mot de code peut étre exprimée telle que dans la
définition suivante.

Définition 1.5.2. Soit ¢ un encodeur associé & un encodage ¢ de F5 dans F%.
Une erreur est un élément e € F3, dont I'effet est de transformer un mot de code
y € Fy en la séquence e+y. Le syndrome d’une erreur e est la séquence des n—k
dernieres coordonnées de ¢! (e). Le décodage par syndrome consiste alors &
trouver, pour une séquence z regue, I’erreur e la plus vraisemblable connaissant
son syndrome.

Les n — k dernieres positions de Ientrée de I’encodeur ¢ jouent donc un
role particulier aussi bien lors de I'encodage que lors du décodage. Elles sont
initialisées a 0 lors de ’encodage, tandis que lors du décodage elles servent a
mesurer le syndrome de la séquence d’erreurs.
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1.6 Capacité d’un canal et conception d’enco-
dages optimaux

En termes d’utilisation des ressources, un encodage est d’autant plus efficace
qu’il permet de minimiser la probabilité d’erreur apres décodage tout en gardant
un taux k/n aussi grand que possible. Une question se pose alors. Peut-on
transmettre de 'information via un canal avec un taux d’erreur par symbole
arbitrairement petit, et si oui, au prix de quel taux d’encodage ? Intuitivement,
la question revient a rechercher la quantité d’information pouvant étre transmise
pour chaque utilisation du canal.

La réponse a cette question est donnée par le théoreme de codage en présence
de bruit dit & Shannon [33] [14], donnant une propriété asymptotique sur tout
canal sans mémoire. Ce théoreme affirme les deux points clés suivants :

1. II existe une quantité maximale C' comprise entre 0 et 1 nommée capacité
du canal, pour laquelle il existe une famille d’encodages dont le taux k/n
tend vers C' et dont la probabilité d’erreur apres décodage tend vers 0.

2. C est I'information mutuelle maximale que 'on peut obtenir entre un
symbole d’entrée et un symbole de sortie du canal. Formellement : C' =
maxp, [(Y;Z),ouY estla variable aléatoire désignant le symbole d’entrée
et de distribution de probabilité py, et Z est la variable aléatoire désignant
le symbole de sortie correspondant du canal.

L’information mutuelle I(Y;Z) des deux variables aléatoires Y et Z est
définie comme

IY;Z)=H(Y)+ H(Z) - H(Y,Z)

ot la fonction H désigne I’entropie de Shannon définie pour une variable aléatoire
X d’ensemble d’éventualités 2 et de loi p par :

H(X) =Y —p(x)log, p(x)

e

ol log, est le logarithme en base 2. Ce théoreme tres général, valable pour tout
canal sans mémoire sur un alphabet fini quelconque, donne la limite théorique de
I’utilisation d’un canal pour transmettre de I'information. La question pratique
de la complexité du décodage peut toutefois constituer un frein & I’exploitation
optimale du canal telle que promise par le théoréme. Il est possible de montrer
qu’une famille d’encodages atteignant la capacité peut s’obtenir par un procédé
aléatoire comme suit. On construit une famille d’encodages dont le taux k/n
tend vers C par valeurs inférieures, et ot chacun des |A|* mots de code est
obtenu en tirant chacun de ses n symboles selon une loi de probabilité py qui
maximise 'information mutuelle. Le défaut majeur de cette construction est la
complexité exponentielle de 'algorithme de décodage qui, par défaut de I'exis-
tence de structure dans le code, revient a rechercher exhaustivement le mot de
code le plus proche de la séquence regue a la sortie du canal.
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Des lors, une question intéressante en théorie des codes correcteurs d’er-
reurs est de rechercher des schémas d’encodage réunissant les trois propriétés
fondamentales suivantes : atteindre des taux proches de la capacité d’un canal
donné, posséder un décodage rapide (idéalement en temps linéaire), et permettre
une reconstitution de I'information apres décodage avec une probabilité d’erreur
tendant vers 0. Les familles d’encodages a décodage itératif tels que les turbo-
encodages qui seront présentés au chapitre suivant possedent ces propriétés.
Méme si la capacité théorique du canal n’est pas atteinte avec de tels codes,
ces derniers réalisent un bon compromis en offrant une complexité de décodage
linéaire avec la longueur du code.

1.7 L’encodage convolutif

Désormais, on se place dans le cas de I'alphabet A = Fy muni de sa structure de
corps. Avant d’aborder le turbo-encodage, commencons par présenter I’encodage
convolutif et certaines de ses propriétés. Cet encodage est le constituant de base
des turbo-encodages.

Un encodage convolutif de parametres n, k et m permet d’encoder une
séquence de bits semi-infinie (z,),en en une séquence de bits (i, )uen en mettant
a jour continuellement le contenu d’un registre interne de m bits de mémoire
initialisés & 0. L’entrée et la sortie sont échantillonnées en une suite de séquences
de respectivement k bits

(Thty oons xk(t+1)—1)teN

et n bits
(Ynts s yn(t+1)—1)teN
L’indice ¢t peut étre nommé temps ou étape de ’encodage. Afin de simplifier les
notations, désignons par
2 = (e, ---,$k(t+1)—1)
et
y(t) = (ynt7 (a3} yn(t-‘rl)—l)

les séquences partielles d’entrée et de sortie au temps ¢, et par
aD = (ay(t), ..., am(t))

le contenu du registre de mémoire. L’évolution de la mémoire et de la sortie est
alors régie par les regles suivantes :

a® = (0, ...,0)
A+ = 1 (z®, q®)
y® = 7(z®,a®)
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ou p et m sont des opérateurs linéaires. De plus, afin de rendre I'opération
d’encodage convolutif injective, 'endomorphisme constitué du couple (p, ) doit
étre injectif.

Introduisons & présent une définition plus flexible d’un encodage convolutif
qui généralise la description précédente et qui permet d’encoder des séquences
de longueur finie. La définition que 'on introduit sera notamment utile afin de
définir le turbo-encodage. Par ailleurs, I’encodeur correspondant sera également
utile pour définir un encodage convolutif et un turbo-encodage dans le cadre
quantique, ce qui sera présenté au chapitre 5.

L’encodage convolutif de taille N que I'on définit ci-dessous, et représenté
dans la figure 1.1 sous la forme d’un circuit, intégre ’état initial du registre de
mémoire, qui n’est plus nécessairement égal a la séquence nulle, dans la séquence
d’entrée. Il opere ensuite comme précédemment par des relations d’évolution
linéaires jusqu’au temps N, et termine en intégrant I’état du registre de mémoire
au temps N dans la séquence de sortie.

On adopte la convention suivante : toute séquence s’écrivant sous la forme
W a® ou y*) désignera respectivement une séquence de longueur k, m ou n
et sera nommée état d’entrée, état de mémoire ou état de sortie. Une séquence
formée par la concaténation de plusieurs états s’écrira comme une séquence
d’états séparés par des virgules. Il faut noter que dans la figure 1.1, les lignes
représentent non pas des bits, mais des états constitués potentiellement de plu-
sieurs bits.

Définition 1.7.1. Un encodage convolutif ¢ de taille N et de parametres
[n, k, m] est une opération linéaire injective de FgL+Nk dans Féw”'m, basée sur
un encodage linéaire ¢ de ]F§+m dans F5 ™ appelé encodage de base. A une
séquence d’entrée donnée elle associe une séquence de sortie selon le procédé
ci-dessous.

Soit une séquence d’entrée de longueur m+ Nk écrite sous la forme suivante :

= (a0, 2@ O V-1

Cette séquence permet alors de définir les deux séquences suivantes :
e la séquence d’états de la mémoire :

(@9, a), . aV=D 4V

e la séquence de sortie :

y = (y(o),y(l), m?y(N—l)ﬂ(N))

Notons que 'on retrouve le dernier état de mémoire dans la séquence de
sortie. Les relations permettant d’obtenir ces deux séquences sont données, pour
tout ¢ € [0; N — 1], par :

(y(t)7 a(t+1)) — d)(a(t), x(t))
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FI1GURE 1.1 — Encodage convolutif ¢ de taille NV basé sur ’encodage ¢
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Cette méme définition peut étre directement étendue a une séquence d’entrée
semi-infinie et concorde avec la premiere définition d’un encodage convolutif :

Définition 1.7.2. Un encodage convolutif infini ¢, de parameétres [n,k, m]
basé sur un encodage de base ¢ associe a une séquence d’entrée infinie sous la
forme (a9, 2,z ) la séquence de sortie infinie (y(©,y™), ...) définie par
les relations, pour tout ¢ € [0; 00] :

(57,0 ) = (a2 )

Il sera utile de décomposer tout encodage de base sous la forme ¢ = (u, )
qui coincide alors avec les définitions précédentes de u et de m, de sorte a ce
qu’a toute étape de ’encodage convolutif, on a :

y® = u(a®, 20 et oD = 1(a® 2 )

Les propriétés recherchées chez un encodage convolutif afin de construire
un turbo-encodage de distance minimale non bornée sont le carastére récursif
et le caractere systématique. Afin de permettre par ailleurs le fonctionnement
de l'algorithme de décodage itératif du turbo-encodage, il faut ajouter a cela
le caractere non catastrophique. On expose ces propriétés dans les définitions
suivantes.

Définition 1.7.3. Si 'encodage de base ¢ d’un encodage convolutif est tel que
les k premiers bits y; de la sortie au temps ¢ sont une copie de ’état d’entrée x;,
I’encodage convolutif est dit systématique. Les positions en sortie d’un tel en-
codage convolutif qui correspondent a la copie des états d’entrée correspondent
a la sortie systématique.

Définition 1.7.4. Si, pour un encodage convolutif infini, toute séquence d’entrée
de poids de Hamming égal & 1 et dont Pétat de mémoire a(?) est égal & 0 pro-
duit une séquence de sortie de poids de Hamming infini, I’encodage convolutif
infini est dit récursif. Un encodage convolutif fini est également dit récursif si
I’encodage convolutif infini correspondant est récursif.

Définition 1.7.5. Si, pour un encodage convolutif infini, il existe une séquence
d’entrée de poids de Hamming infini pour laquelle la séquence de sortie est de
poids de Hamming fini, I’encodage convolutif infini est dit catastrophique. De
méme, un encodage convolutif fini est également dit catastrophique si I’encodage
convolutif infini correspondant est catastrophique.

Le caractére catastrophique d’un encodage convolutif est néfaste en ceci
qu’une erreur du canal portant sur un nombre fini de positions peut, sans étre
détectée, engendrer une erreur sur une infinité de positions dans le message.

Le role du caractere systématique et le role du caractere récursif dans la
distance minimale seront mis en évidence au chapitre 4.
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1.8 Performances de décodage d’un code convo-
lutif

Un encodage convolutif ne peut pas corriger une erreur de poids infini lorsque
sa taille tend vers l'infini, ce qui constitue un frein a sa capacité de décodage
comme l'affirme la propriété suivante.

Propriété 1.8.1. La suite des distances minimales respectives des encodages
convolutifs (On)Nen+ est bornée supérieurement par une constante qui dépend de
l’encodage de base ¢. Le maximum atteint par cette suite s’appelle la distance
libre de l’encodage convolutif.

Démonstration. Soit e le plus petit entier tel que ke > m. Considérons 'applica-
tion de F5¢ dans FJ* qui associe & toute séquence d’états d’entrée (a:(o), xlemD
le dernier état de mémoire de la séquence (0,,, 2, ..., z(¢=D) ol 0,, désigne
I’état de mémoire constitué de m 0. Comme ke > m, cette application ne peut
étre injective et il existe donc une séquence non nulle (96(0)7 e x(efl)) telle que
la séquence ¢¢ (0, zO, x(e_l)) soit terminée par 1’état de mémoire 0,,,. Soit
alors
(y(O), SEh) y(e—l)’ 01) = ¢e(Om, x(O)’ s $(871))

Pour tout N > e, on a alors :
O (0, 2O 2D 0y, ., 0p) = (y(o), oy Y 0, 00)

Comme I’encodage convolutif est injectif, la séquence (y(®, ...,y¢~1) est non
nulle. Ainsi ¢ a une distance minimale bornée par le poids de Hamming de
(¥, ...,yc=D) qui est indépendant de N. O

Dans le cas simple du canal binaire symétrique, il est méme possible d’aller
plus loin en montrant I’échec certain du décodage au maximum de vraisem-
blance.

Propriété 1.8.2. Le décodage au maximum de vraisemblance d’un encodage
convolutif, dans le cas d’un canal binaire symétrique avec probabilité d’erreur
p > 0, échoue avec une probabilité tendant vers 1 avec la taille de l’encodage
convolutif.

Démonstration. Supposons sans perte de généralité que le mot de code nul est
envoyé par un encodage convolutif de taille N. Notons (z(O)7 ...,Z(N_l),a’(N))
la séquence recue a la sortie du canal, ot pour tout ¢t € [0; N — 1], 2 est la
séquence de longueur n regue apres I'envoi de 1’état de sortie nul au temps ¢ de
I’encodage convolutif. Soit

(y(0)7 ,..,y(e—l)’ Om) — (be(om, J}(O), ...,.13(8_1))

un mot de code non nul de Pencodage convolutif d’une taille e > m/k, tel que
présenté dans la démonstration précédente. Pour tout entier ¢t compris entre 0
et N —e, notons E, Pévénement < la séquence (2, ..., 2(tt¢=1) est plus proche
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de la séquence (y(o), ...,y(e_l)) que de la séquence nulle au sens de la distance
de Hamming ». Il est clair que si ’événement F; est réalisé, la séquence regue
est nécessairement plus proche du mot de code

(On7 A 0n7y(0)7 ""y(e_l)?On’ AR 07l7 Om)

ott y(© apparait au temps ¢ que du mot de code nul, et par conséquent le
décodage au maximum de vraisemblance échoue nécessairement. Si 1’on note d le
poids de Hamming de la séquence (y(o), o y(e_l))7 la probabilité de I’événement

FE; vaut :
¢ d
_ i(1 - p)d—i
PE > <i>p( p)

i=ld/2]+1

Cette probabilité est indépendante de ¢, et s’obtient en considérant tous les mo-
tifs d’erreurs d'un poids 4 strictement supérieur a d/2. Une condition nécessaire
pour un décodage correct au maximum de vraisemblance est 1’échec de tous les
événements E;. On peut alors constater que les événements E;, ou t décrit les
multiples de e entre 0 et NV — e, sont indépendants car ils portent sur des posi-
tions disjointes de la séquence recgue et car le canal considéré est sans mémoire.
La probabilité de succes du décodage au maximum de vraisemblance est donc
inférieure & :

(1 —pp)N7el

Cela prouve que le décodage au maximum de vraisemblance échoue avec une
probabilité tendant vers 1 lorsque N tend vers 'infini. O

Un encodage convolutif est donc incapable de protéger l'information lors
d’un passage par un canal bruité. Il est en revanche possible, en le parallélisant
ou en le concaténant avec un deuxieme encodage convolutif, d’obtenir un enco-
dage plus puissant. C’est le principe du turbo-encodage qui offre a la fois une
propriété de distance minimale non bornée et une capacité de décodage tres
efficace utilisant un algorithme en temps linéaire. On présentera donc d’abord
les deux schémas de turbo-encodage, suivis du résultat fondamental concernant
leur distance minimale. On se focalise ensuite sur le schéma de turbo-encodage
en série, pour lequel on présentera les grandes lignes de la preuve de ce résultat.
On décrira finalement ’algorithme de décodage itératif et on présentera sa per-
formance expérimentale.

1.9 Le turbo-encodage en parallele

Passons en revue, dans cette section et la suivante, deux modeles de turbo-
encodage. A lorigine des turbo-codes [10], le modele de turbo-encodage utilisé
fait intervenir des encodages convolutifs en parallele ; ce modeéle peut étre nommé
turbo-encodage en paralléle. Un autre modele développé par la suite [7], ot deux
encodages convolutifs sont placés en série, est nommé turbo-encodage en série.
Le turbo-encodage en parallele se décompose en deux opérations successives. 11
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prend en entrée un message * = (21, ..., Lm4Nk) constitué de m + Nk bits et
produit un mot de code constitué de Nk + d(N(n — k) + m) bits.

La premiere opération consiste a effectuer d copies du message. Puis, pour
tout ¢ € [2;d], une permutation m; € Sy, nj entrelace les positions des bits de la
i-eme copie. On obtient ainsi d séquences sous la forme z, = (T, (1), -+, T, (m+Nk))
o, pour la premiere séquence, 7 est égale a I’identité.

Ensuite, un encodage convolutif systématique ¢y, appelé encodage convo-
lutif interne, de taille N et de parametres n, k et m est appliqué a chacune de
ces d séquences. La premiere séquence obtenue est gardée intégralement, tan-
dis que sur les d — 1 dernieres séquences, les Nk bits correspondant a la sortie
systématique sont supprimés pour ne garder que les N(n — k) 4+ m bits restants.
Le mot de code produit est alors égal a la concaténation de toutes ces séquences.

FI1GURE 1.2 — Turbo-encodage en parallele

Un turbo-encodage en parallele est donc entierement défini par ’encodage
convolutif interne ¢ et par les d — 1 permutations ;.

De par 'impossibilité, en mécanique quantique, de dupliquer ’état d’un bit
quantique en d bits quantiques, le schéma de turbo-encodage en parallele n’a pas
d’équivalent évident dans la théorie des codes correcteurs d’erreurs quantiques.
C’est pour cela que 'accent est mis davantage, dans le cadre de cette these, sur
le schéma du turbo-encodage en série.
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1.10 Le turbo-encodage en série

Présentons a présent le second schéma de turbo-encodage. Le turbo-encodage en
série consiste en la concaténation de trois opérations : un encodage convolutif,
un entrelacement des positions des bits, puis un second encodage convolutif. Le
premier encodage convolutif est qualifié d’externe tandis que le second est qua-
lifié d’interne. Afin de pouvoir appliquer une telle concaténation, il est nécessaire
que la longueur de la séquence en sortie de ’encodage convolutif externe soit
égale a la longueur de la séquence en entrée de I’encodage convolutif interne.
Introduisons donc au préalable la définition suivante :

Définition 1.10.1. Lorsque les tailles respectives Ng,; et N;, ainsi que les
parametres respectifs negr, Kewt, Mext €6 Nin, kin €t m;, de deux encodages
convolutifs geqty, , €t Giny,, vérifient la relation NegiNewt + Mext = Min +
Ninkin, la paire d’encodages convolutifs (Peyt Noyes Pin Nm) est dite compatible.

Un turbo-encodage en série se définit alors de la maniére suivante a partir
d’une paire compatible d’encodages convolutifs.

Définition 1.10.2. Le turbo-encodage en série de taille N = N;,, défini a partir
de la paire compatible d’encodages (¢eaty,,,, Pinn,,) €t la permutation 7 €
SN, oinesse+men: Drend en entrée un message (1, ..., Tm, s+ Nonekon:) de longueur
Megzt + Neztkert €t lui applique les opérations successives suivantes pour produire
un mot de code de longueur N;,nin + Min :

e l'encodage convolutif externe ¢eyspy, , qui donne une séquence :
(ylv ey yNeztnemt+mewt)

e la permutation ™ € Sn,_,,n,.,+m.., qui entrelace la position des bits de la
séquence obtenue précédemment : (Yr(1), s Y (Newinews+ment))

e I'encodage convolutif interne ¢y, ., qui donne le mot de code :

¢inNm (yw(l)a S yW(Neztnexz+mezt))

FI1GURE 1.3 — Turbo-encodage en série
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1.11 Distance minimale d’un turbo-encodage

Le résultat fondamental suivant est une propriété statistique portant sur la
distance minimale d’un turbo-encodage. Il se décline en deux théoréemes pour
les deux schémas respectifs de turbo-encodage. Les bornes polynomiales sont le
résultat [22] de N.Kahale et R.Urbanke, tandis que la borne logarithmique est,
dans le cas du turbo-encodage en parallele, le résultat [12] de M. Breiling dont
un raisonnement similaire s’étend au turbo-encodage en série :

Théoréme 1.11.1 (Distance minimale d’un turbo-encodage en paralléle). Soit
¢n un encodage convolutif récursif et systématique d’encodage de base ¢ fizé,
et soient ma, ..., mq des permutations tirées selon une loi uniforme sur SpyNk.
Alors, pour tout t < %, avec une probabilité tendant vers 1 lorsque N tend vers
Uinfini, la distance minimale du turbo-encodage en paralléle défini par [’encodage
convolutif ¢ et les permutations s, ..., Tgq est supérieure a :

Nt

sid > 3. 8id =2, alors pour toute permutation 7, la distance minimale obtenue
est majorée par la borne :
O(log N)

Théoréme 1.11.2 (Distance minimale d’un turbo-encodage en série). Soit
(¢extn,,,» Pinn,,) une paire compatible d’encodages convolutifs d’encodages de
bases respectifs Geyt €t ¢y fixés. Notons d la distance libre de [’encodage convolu-
tif externe, et supposons que l’encodage convolutif interne est récursif et systématique.
Alors, pour tout t < %, avec une probabilité tendant vers 1 lorsque N = Ny,
tend vers l'infini, la distance minimale du turbo-encodage en série de taille N
basé sur la paire compatible d’encodages convolutifs (¢eatn,,,» Piny,,) €t une

permutation T tirée selon une loi uniforme sur Sm,, + N, k;n €St supérieure 4 :
Nt

sid=3.S5id =2, alors pour toute permutation 7, la distance minimale obtenue
est magorée par la borne :
O(log N)

Le comportement de la distance minimale de ces deux modeles de turbo-
encodage est donc tres proche dans les deux cas. Le nombre d de branches
externes du turbo-encodage en parallele y joue le méme role que la distance libre
du turbo-encodage en série. Ces deux théoremes affirment alors 'existence d’un
régime polyndmial et un régime logarithmique pour la distance minimale, en
fonction de la valeur de d. En réalité lorsque d = 2, dans le cas des deux modeles
de turbo-encodage ci-dessus, méme s’il existe une limite logarithmique pour un
choix judicieux de la permutation, lorsque celle-ci est tirée aléatoirement, la
distance minimale est bornée par une constante [39] [22]. Parmi les résultats
démontrés dans cette these, figure notamment le fait que contrairement au cas
des turbo-encodages classiques, le régime correspondant au cas d = 2 dans le cas
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quantique présente une distance minimale non bornée lorsque la permutation est
tirée selon une loi aléatoire uniforme. Cela démontre une des forces du modele
de turbo-encodage quantique introduit.

Soulignons par ailleurs que [22] établit que l'exposant de N avec laquelle
croit la distance minimale d’un turbo-encodage en parallele ou en série est en
réalité a la fois majoré et minoré par (d — 2)/d. Dans le cadre de cette thése
et des théoremes ci-dessus, on s’est simplement intéressé au caracteére minorant
d’un tel exposant afin d’établir une borne inférieure sur la distance minimale
d’un turbo-encodage classique ou quantique. Le caractere majorant n’a pas été
étudié et peut faire I’objet d’une recherche complétant ce travail.

1.12 Algorithme de décodage itératif d’un turbo-
encodage en série

L’intérét du turbo-endodage réside principalement dans sa capacité a étre décodé
de maniere efficace et permettant d’approcher les limites posées par le théoreme
de Shannon sur la capacité d’un canal. Cette section s’intéresse a l’algorithme
de décodage itératif du turbo-encodage en série, qui sera repris sous une forme
adaptée au chapitre 3 afin de simuler le fonctionnement du turbo-encodeur quan-
tique présenté dans le cadre de cette these. Une introduction détaillée au fonc-
tionnement de cet algorithme peut étre trouvée dans [21].

Récapitulons dans le tableau 1.1 les notations que ’on utilise afin de désigner
les différents bits et séquences en jeu, dans le processus de transmission par un
canal d’'un message encodé via un turbo-encodage en série. On rappelle que la
lettre a est employée pour désigner les états de mémoire, tandis que les lettres
x et y sont employées pour désigner respectivement des états d’entrée et des
états de sortie. La lettre z sera employée pour désigner les états regus en sortie
du canal.

On rappelle les relations :

(y(t)7 a(t+1)) — (bmt(a(t)’ x(t))

et :
(D, o/ D) = ¢y (o' 2/ D)

Récapitulons également dans le tableau 1.2 les notations employées pour
désigner les différentes lois de probabilité intervenant au cours de l’algorithme
de décodage itératif.
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I’état d’indice t de la séquence x

Bit ou séquence Notation
convention : bit d’indice u de mg)

séquence d’entrée du
turbo-encodage

= (a2 . gWewr=1))

séquence de mémoire de
I’encodage convolutif externe

(a® ..., aNext))

séquence en sortie de ’encodage
convolutif externe ¢zt .,

y =y, ... yWNeet =1 q(Nese))

séquence d’entrée de l’encodage
convolutif interne

T = (a/(o)7 1,/(0)7 . x/(N,;nfl))

séquence de mémoire de
I’encodage convolutif interne

(@O, .. a/Nin))

séquence en sortie du
turbo-encodage

y/ _ (y/(o)7 ...,y/(Ni"_l), a/(N,;n))

séquence en sortie du canal

z = (z(o), ._.7Z(Nm—1)’ agNm))

TABLE 1.1 — notations utilisées dans ’algorithme de décodage itératif

Loi de probabilité Notation
Loi du canal Panal
Lois temporaire, et de mise a P....: Pav, Par, Pioc
jour avant, arriere et locale
Loi au niveau d’une séquence x, p?

a I’étape ¢ du décodage

Probabilité, a ’étape i, que le
bit am(f ) vaille «

Pzl =)

Probabilité, a I’étape i, que
Iétat 2 vaille a = (o, ..., ag)

Py (2 = )

TABLE 1.2 — différentes probabilités en jeu lors du décodage
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Les lois des séquences x, y, 2’ et ' sont modélisées comme des lois indépendantes
calculées au niveau de chaque bit. Les lois des séquences de mémoire a et a’ sont
quant a elles discrétisées au niveau des états. Les lois de probabilité au lancement
de l'algorithme sont les suivantes :

e loi des bits de la séquence 3’ donnée par la loi du canal et la séquence z
regue, c’est-a-dire

Py/ (y;'(t) = a) = Pcanal (y;(t) = OZ|Zz(Lt))
Py’ (agNin) = a) = PC(lnal(ar/u(N“L) — a‘az,ELNi"))

e une distribution de départ uniforme des bits des autres séquences.

L’algorithme, donné dans le pseudo-code 1, fonctionne par itérations succes-
sives permettant d’estimer la distribution de probabilité la plus vraisemblable
au niveau de la séquence y. Dans un second temps, cette distribution permet
d’estimer les bits du message x. Le nombre d’itérations ¢,,4, est en pratique
de Tordre de la dizaine. Chaque itération consiste en une mise a jour de la loi
de la séquence x’, calculée au niveau de I’encodage interne, suivie d’une mise
a jour de la loi de la séquence y, calculée au niveau de ’encodage externe. Les
deux fonctions principales calculées a chaque itération, MiseAJourLogique et
MiseAJour Physique, sont explicitées dans les pseudo-codes 2 et 3. Leur role
est de calculer la loi de probabilité marginale de chaque bit, respectivement en
entrée et en sortie de ’encodage convolutif passé en argument, en se basant sur
les lois de probabilité en entrée et en sortie passées en argument. Les fonctions
Entrelacement et Entrelacement™! consistent simplement & appliquer respec-
tivement I’entrelacement 7 du turbo-encodage et l’entrelacement inverse w1
a la loi de probabilité donnée en argument. La fonction MaxzVraisemblance
désigne I'estimation au maximum de vraisemblance d’une séquence pour une loi
de probabilité de cette derniere donnée en argument.

Algorithme 1 Boucle Principale de I’algorithme

pour i =0 — 4,4, — 1 faire > Boucle principale
P? <« MISEAJOURLOGIQUE(PY , PY, ¢iny,, )

PY < ENTRELACEMENT !(P* )

temp temp

P, |, < MiSEAJOURPHYSIQUE(P*, PY

tean’ ¢ethezt)
x’ Yy
P{,, + ENTRELACEMENT(PY, ;)
fin pour
> Derniere itération

P?  « MisEAJOURLOGIQUE(PY, PY ¢y, )

tem tmax

PY  + ENTRELACEMENT !(P* )

temp temp

P01 < MISEAJOURLOGIQUE(P*, P! deurn. )

fina tmax

~ x
&+ MAXVRAISEMBLANCE(P%,, )
retourner &
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Intéressons-nous a présent aux fonctions de mise a jour. La procédure de mise
a jour de chacune de ces fonctions conforme au procédé de belief propagation
introduit par Pearl [25] [35] [36] [37] est décrite par les pseudo-codes dans les
algorithmes 2 et 3. Il convient de souligner que cette procédure calcule, au niveau
de chacun des encodeurs convolutifs, une distribution de probabilité de la valeur
de lerreur en chaque bit, qui correspondrait a la distribution de probabilité
marginale exacte si les estimations P; et Pycn,p passées en parametres étaient
exactes [26]. Cependant, I'information extrinseque Pfe/mp, calculée au niveau de
I’encodeur interne et passée a l’encodeur externe, décorrele les différents bits
de 7/, et il en est de méme pour 'information extrinseéque Pfﬂ calculée au
niveau de l'’encodeur externe et passée a ’encodeur interne. Cela explique que
I’algorithme de décodage itératif dans sa globalité a vocation, non pas a calculer
la distribution de probabilité marginale exacte sur les bits du message x, mais
a produire une estimation expérimentalement fiable de cette distribution.

Dans l’écriture des pseudo-codes 2 et 3, on considere un encodage convo-
lutif de taille N et de parametres [n,k,m| basé sur un encodage ¢, dont la
séquence d’entrée, la séquence de sortie et la séquence des états de la mémoire
sont respectivement notées z, y et a. On note ¢ = (7, 1) de telle sorte que si

(y®, D) = G(a®, )

alors

y O = r(a®, 20)
A+ = p(a®, 20)

Dans les deux cas, le calcul consiste d’abord en un parcours des blocs de I'en-
codage convolutif vers 'avant et un parcours de ces mémes blocs vers 'arriere.
Ces parcours calculent des distributions de probabilité, notées respectivement
P, et P,,, portant sur chacun des états de la mémoire. Ces distributions de
probabilité portent bien sur chacun des états a® et non sur les bits qui les
constituent. Les parcours avant et arriere sont suivis d’une mise a jour locale,
qui rassemble, au niveau de chaque bloc, 'information en provenance des deux
parcours. Au niveau d’un bloc ¢, la mise & jour locale prend en compte les distri-
butions P, (a®) et Py, (a*+1)); dans le cas de la fonction MiseAJour Logique,
elle calcule alors pour chaque bit ng ) de z® la distribution de probabilité mar-
ginale :
Proc(a) = a)) = P((@ = alwy,y)

N , s . t S
ou x5, est la séquence x privée du bit xq(l) ; de fagon similaire, dans le cas de

la fonction MiseAJourPhysique, elle calcule pour chaque bit yq(f) de y® la
distribution de probabilité marginale :

PlOC(y'l(Lt) = a)) = P((y’l(l.t) = O‘|l’7ytfu)

ol y;, est la séquence y privée du bit yl(f). Les distributions de probabilité

marginales calculées considerent en tant qu’a priori les distributions de proba-
bilité P* et PY passées en parametres des fonctions, et comportent une étape
de normalisation.
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Algorithme 2 Fonction MiseAJourLogique
fonction MISEAJOURLOGIQUE(P®, PY, ¢y)
P.,(a?) « P*(a®) > Parcours avant
pour t =0 — N — 2 faire
pour tout a € F3' faire

Poo(a™) =a) = 3 Pau(a® = a)P* (@ = 2)PY(y) = n(a,x))

(a,x)
u(a,z)=a
fin pour
fin pour
P..(aN)) < P*(aV)) > Parcours arriére

pour t = N — 1 — 0 faire
pour tout a € F3' faire

P, (" =a) « Y Pz = 2)PY(y") = 7(a, 2))Por (V) = pu(a, z))

fin pour
fin pour
pour t =0 — N — 1 faire > Mise a jour locale
pour u =1 — k faire
pour tout « € F, faire

Ploc(xg) = Oz) < Z ZPav(a(t) = CL)

k
x [[ P = 2,)PY (4 = n(x,))Pur (a™) = pu(x, a))

v=1

v#U
fin pour
somme = Z Pl (2 = o) > Normalisation
a€cFy
Ploc(afq(f)) — Ploc(ﬂcg))/somme
fin pour
fin pour

retourner P;,.
fin fonction
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Algorithme 3 Fonction MiseAJour Physique
fonction MISEAJOURPHYSIQUE(P®, PY, ¢y)
Po,(a?) « P*(a®) > Parcours avant
pour t =0 — N — 2 faire
pour tout a € F3* faire

P (0D = ) « Z P (a®) = a)P? (2 = 2)PY(y®) = n(a, )

av

(a,z)

n(arr)=a
fin pour
fin pour
P.-(aN)) « P#(a)) > Parcours arriere

pour t = N — 1 — 0 faire
pour tout a € Fy* faire

P.(a') =a) « ZPx(m(t) = 2)PY(y®) = n(a, 2))Pur (™Y = p(a, z))

T

fin pour
fin pour
pour t =0 — N — 1 faire > Mise & jour locale
pour u = 1 — n faire
pour tout « € F, faire

Pioc(yl) =) = Y Pufa =P =)
(z,a)
(m(z,a))u=a

n

x [P = (n(2, ), )Par (@Y = (2, a))

v=1
vF#U

fin pour

somme = Z onc(yq(f) = a) > Normalisation

a€Fy
P (t) P (t)
loc(yu ) — loc(yu )/somme
fin pour
fin pour

retourner P;,.
fin fonction
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Chapitre 2

Codes correcteurs d’erreurs
quantiques

D’apres la théorie de la mécanique quantique, I’ensemble des états dans lesquels
un systeme physique peut se trouver est plus riche que I’ensemble des états
permis par la physique classique. De tels états sont plus délicats a produire et
a protéger. Il est nécessaire de les isoler de toute interaction indésirable avec
Ienvironnement lorsque 1’on souhaite les conserver ou effectuer une opération
sur eux. Outre 'intérét qu’ils procurent en soi en tant qu’objets de recherche
en physique, ces états permettent d’effectuer des opérations plus vastes que
celles que permet la physique classique. De telles applications s’étendent sur
plusieurs domaines incluant la cryptographie, certains algorithmes, et la simula-
tion des systeémes quantiques tels que les molécules lors d’une réaction chimique.
Néanmoins, lorsqu’on effectue une mesure permettant d’observer des états per-
mis par la mécanique quantique ou d’en tirer une information, de tels états sont
modifiés de sorte qu’on ne percoit qu’un état ou une information conforme a
notre expérience classique.

Avant méme que les défis technologiques liés a implémenter des systemes
manipulables dans des états quantiques, il apparait déja un concept théorique
nouveau d’information quantique : on peut définir une information quantique
comme un état pris par un systéeme physique tel que le permettent les lois de
la mécanique quantique. Cette information est manipulée et mesurée selon des
lois spécifiques aux axiomes de la mécanique quantique que ’on présente ci-
dessous. Apres cette présentation, on redéfinira la problématique de protection
de I'information quantique contre ’erreur et on aboutira sur les définitions de
code et d’encodage dans le cadre quantique.

2.1 Premier axiome : états d’un systeme

Le premier axiome décrit la structure mathématique prise par ’ensemble des
états que peut prendre un systéme physique. A tout systéme physique S cor-
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respond un espace de Hilbert H appelé espace quantique associé a S, de sorte
que ’ensemble des états que peut prendre le systéeme S correspond a I’ensemble
des droites vectorielles de H. Autrement dit I’ensemble des états correspond a
H\{0} quotienté par la relation d’équivalence : xRy < 3IX € C* : z = A\y. On
adopte généralement une maniere équivalente et plus concrete de définir ’état
d’un systeme, correspondant a considérer un état comme un vecteur unitaire
de l'espace quantique. On énonce ceci dans le premier axiome, dans lequel on
admet également une propriété permettant de déterminer ’espace quantique as-
socié a la réunion de deux systemes physiques en fonction des espaces quantiques
propres a chacun des deux systemes :

Axiome 1. L’état d’un systeéme S est un vecteur unitaire d’un espace de
Hilbert H associé au systéme et appelé espace quantique associé a S. L’état
d’un systéme est donc un élément de la spheére unité B(H).

De plus, si deux systemes physiques disjoints S; et Ss ont pour espaces
quantiques associés respectifs Hy et Hs, le systeme physique S constitué de la
réunion de S et S5 a pour espace quantique associé le produit tensoriel H; @ Hs.

Il faut garder a l'esprit, a la lumiere de la description précédente, que deux
vecteurs unitaires de H représentent le méme état s’ils different d’une constante
multiplicative.

Par la suite, on utilise la notation |1)) pour désigner I’état d’un systéme, et
plus globalement tout vecteur (non nécessairement unitaire) d’un espace quan-
tique. Le produit hermitien entre deux vecteurs [¢) et [¢0') est noté ([y’).
Le projecteur orthogonal de rang 1 sur la droite vectorielle engendrée par un
vecteur non nul |¢) s’écrit 1)) (¢)].

Décrivons a présent les systemes physiques élémentaires contenant de 1’in-
formation quantique. Ce sont les systemes qui, classiquement, peuvent contenir
une quantité finie d’information. On admet le résultat suivant qui se base sur le
deuxieme axiome.

Propriété 2.1.1. Un systéeme physique permettant de représenter un symbole
d’un alphabet de taille n posséde un espace quantique associé dont la dimension
est au moins égale a n. Il existe un tel systéme physique, appelé minimal, dont
l’espace quantique associé est de dimension n et admet une base orthonormée
d’états correspondant aux n différents symboles de l’alphabet.

Cela permet donc d’introduire les définitions suivantes de registre quantique
et de symbole quantique pour un symbole d’'un alphabet fini A :

Définition 2.1.1. Un registre a 1 symbole est un systeme physique dont l’es-
pace quantique associé est de dimension |A| et admet comme base orthonormée
la famille d’états (|x))zeca, nommée famille d’états classiques du registre,
et ol |z) désigne I’état du systéme correspondant au symbole z. Un symbole
quantique est un état d’un registre a 1 symbole quantique.
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En conséquence, un symbole quantique est un état qui s’écrit sous la forme :

) =3 aula)

z€A

ou les «, sont des coefficients complexes tels que :

Z |a1|2 =1

z€A

Un cas que l'on étudie en particulier dans le cadre de cette these est celui du
registre a 1 bit, systéme minimal utilisé pour représenter un bit, et dont on
note Ho l'espace quantique associé. Hs est de dimension 2 et admet pour base
orthonormée la famille d’états (]0), |1)) désignant les états classiques du registre
représentant respectivement le bit 0 et le bit 1. Un bit quantique est ’état que
peut prendre un tel registre et s’écrit sous la forme :

V) = al0) + as[1)

01\1 |050‘2 —+ |Oél|2 = 1

La maniére courante de représenter 'information classique est d’utiliser un
ensemble de registres & 1 symbole. Dans la théorie de I'information classique, un
tel ensemble de registres prend un nombre restreint d’états, qui sont ceux qui se
décomposent en une séquence d’états classiques de ces registres. L’architecture
similaire potentielle pour le traitement de l'information quantique consiste a
utiliser également un ensemble de registres a 1 symbole, pouvant se trouver
cette fois-ci dans tout état permis par la théorie de la mécanique quantique.
Définissons le systéme physique constitué d’un tel ensemble de registres.

Définition 2.1.2. Un registre a n symboles est un systeme physique constitué
de la réunion de n registres a 1 symbole.

Cette définition s’applique de maniere directe au cas binaire pour lequel le
systeme de n registres binaires porte le nom de registre a n bits. On se foca-
lise désormais dans toute la suite sur le cas de I’alphabet binaire. Un registre
a n bits étant la réunion de n registres a 1 bit, il découle du premier axiome
que ’espace quantique associé a un registre a n bits est égal a H?". Il a pour
base orthonormée canonique la famille des 2™ états classiques du registre, qui
s’obtient en effectuant le produit euclidien des n familles d’états classiques res-
pectives & chaque registre a 1 bit. Toute séquence de n bits © = (x1, ..., x,) est
représentée par I’état de la base canonique |z1) ® ... ® |x,) que 'on notera plus
simplement |z). On appelle séquence de n bits quantiques tout état du registre
a n bits. Une séquence de n bits quantiques s’écrit donc sous la forme :

W= 3 adle)

ze{0,1}™

ol les scalaires o, vérifient 3 g 1yn || = 1.
,
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Il est trés important de noter le phénomene suivant dit phénomeéne de
non-localité, applicable au cas d’un registre a n bits comme au cas général
de toute réunion finie de systemes physiques disjoints. A ce stade, il est utile
d’introduire la définition d’un état factorisé ou intriqué.

Définition 2.1.3. L’état |¢) d’une réunion de systémes physiques disjoints
U™, Si est dit factorisé s'il est décomposable en un produit d’états locaux
&, [¥); propres a chacun des systemes S;, ou intriqué sil ne I'est pas.

L’état d’un systeme physique égal a une réunion de sous-systeémes n’est donc
généralement pas une notion définie de maniere locale. L’exemple le plus simple
d’un état intriqué est 1’état de Bell d’un registre & 2 bits : |¢) = %(H)O) +111)).
Un tel état ne peut pas s’écrire sous la forme factorisée :

[9) = (a0|0) + a1]1)) ® (Bo|0) + B1[1))

Contrairement a l'intuition classique, il n’est donc pas possible d’affirmer que le
premier ou le deuxieéme registre a 1 bit se trouve dans un état particulier.

Il faut donc retenir qu'un systéme ne possede pas toujours un état propre
a lui mais peut faire partie d’un systeme englobant qui se trouve dans un état
intriqué.

2.2 Deuxiéme axiome : mesure effectuée sur un
systeme physique

Le deuxieme axiome décrit quant a lui tout processus de mesure effectué sur un
systeme physique. On se restreint ici au cas particulier des mesures projectives.
Une mesure est une opération permettant d’extraire de I'information sur ’état
d’un systeme physique. En mécanique quantique, la mesure est une opération
perturbative : elle transforme 1’état du systeme en fonction du résultat mesuré
L’axiome permet de définir une mesure et de déterminer son action de la fagon
suivante.

Axiome 2. Soit S un systeme physique d’espace quantique associé ‘H. Soient J
un ensemble et (P;);cs une famille de projecteurs orthogonaux sur H vérifiant
> jes Py = 1. La mesure sur S de famille de projecteurs associés (P)) e,
est une opération probabiliste sur le systeme S agissant de la maniere suivante.
Si ) est I’état du systéme au moment de la mesure, la mesure donne le résultat

j € J et donne au systeme 1’état projeté normalisé HI;;% avec une probabilité

égale a (1| P;|vp) = || Pj|)||%. J est nommé ensemble des résultats de la mesure.

Il est possible de montrer que les espaces images (Im P;),e; d'une telle fa-
mille de projecteurs sont en somme directe orthogonale. Cet axiome est cohérent
avec le premier axiome puisqu’il garantit la préservation du caractere unitaire
d’un état au cours d’'une mesure.

Parmi les mesures que permet 1’axiome, on en développe quelques types qui
présenteront un intérét par la suite.
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Définition 2.2.1. La mesure associée a une base (|¢;));ecs de P'espace
quantique est la mesure de famille de projecteurs associés (P;);c.s, olt pour tout
j € J, Pj est le projecteur orthogonal sur Vect (|1;)), soit P; = |1b;) (1.

L’exemple typique de mesure associée a une base est la mesure de la valeur
des n bits d’un registre a n bits : ¢’est une mesure associée a la base (|7))zef0,137-
Lorsqu’elle est appliquée & un état sous la forme [¢) = >° 15130 @zlz), elle
donne le résultat j et met le systéme dans 'état |j) avec probabilité |a;|?.

Définition 2.2.2. La mesure de la valeur du i-éme bit d’un registre a n
bits est définie par la famille des deux projecteurs (P;) 0,1} olt pour tout j €

{0,1}, P; est le projecteur orthogonal sur 'espace H5' ™' @ Vect (|5)) @ HE™ .

Appliquée & un état sous la forme [¢)) = er{m}" o |x), cette mesure donne

en résultat le bit j avec probabilité p; = > . cr0,13" | |2, et met alors le systeme
;=]
dans I'état :

1
y— oz |x)
xi=]
Définition 2.2.3. La mesure d’un ensemble S C [1;n] de s bits (|S| = s)
d’un registre a n bits est définie par la famille des 2° projecteurs (P});e0,1355
ott pour tout j € {0,1}7, P; est le projecteur orthogonal sur ’espace s’écrivant
sous la forme du produit tensoriel @, ng) avec ng) =Hasii ¢ Set ng) =
Vect (|j(i))) sii € S.

Cette mesure correspond exactement a effectuer successivement, et dans un
ordre quelconque, les s mesures de chacun des bits de ’ensemble S. Appliquée
a un état sous la forme [1) = 37 g 13n @z z), elle donne le résultat j € {0, 1}
avec probabilité p; = ,cr0,1)n || ot x,g est la restriction de la séquence x

T s=]
a l’ensemble S, et met alors le systeme dans 1’état :

1

D DEEHE

Pj z€{0,1}"
z/s5=]

Il est & noter que ce dernier état est factorisé sur le registre des s bits de
I’ensemble S et sur le registre des n — s bits de ’ensemble S complémentaire
dans [1;n]. Il s’écrit en effet :

1 .
\/?m ® Z )
7 2€{0,1}3

ou (j,x) désigne la séquence de [1;n] qui coincide avec j sur S et qui coincide
avec T sur S.
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2.3 Troisieme axiome : évolution d’un systeme
physique isolé

Le troisieme axiome concerne 1’évolution des systémes physiques isolés. Un
systeme physique est dit isolé s’il n’est pas en interaction avec un autre systeme
physique, et s’il ne subit pas de mesure. Dans le cas d’un systeme physique S
en interaction avec un autre systéme physique, il faut considérer le plus petit
systeme physique isolé contenant le systéeme S pour lui appliquer I'axiome de
I’évolution. Cet axiome s’énonce comme suit.

Axiome 3. Un systeme S isolé, c’est-a-dire n’interagissant pas avec un autre
systeme, évolue conformément a une transformation unitaire U agissant sur
I’espace quantique H qui lui est associé.

En d’autres termes, si un systeme S est isolé entre un certain temps initial
et un certain temps final, il existe une transformation unitaire U telle que si |¢)
est ’état du systéme au temps initial, son état au temps final sera U|t)).

Cet axiome est lui aussi cohérent avec le premier axiome en ceci qu’il garantit
la conservation du caractere unitaire de tout état d’un systéme au cours d’une
évolution isolée.

Siun systeéme S7 dans un état |¢); fait partie d’un systeme plus large S qui se
trouve dans un état factorisé 1)1 ®|[1))2, une maniére de rendre son état intriqué
avec celui de Sy = S\S; est d’appliquer une évolution unitaire U au systéme S
qui ne peut pas s’écrire comme le produit U; ® Us de deux évolutions locales a
chacun des systemes S7 et S3. Une telle évolution correspond a une interaction
entre les deux systemes S; et S et peut étre obtenue des que le systeme S; n’est
pas parfaitement physiquement isolé du systéme S;. On appelle ce phénomene
couplage.

Le couplage non controlé de deux systemes est un phénomeéne que l'on
cherche a éviter si le systeme S; contient un état que ’on cherche a protéger
et que le systeme S; représente I’environnement du systeme S;. En effet, 'en-
vironnement est constamment sujet & des mesures a cause de la présence d’ob-
servateurs. Or, comme on le développe dans la partie suivante traitant du canal
quantique, le couplage non contrélé du systéme S; avec son environnement, suivi
d’une mesure sur I’environnement, est susceptible d’induire une erreur aléatoire
sur ’état du systeme S;.

A Tinverse, le couplage est I'opération élémentaire utilisée pour encoder 1’état
d’un systeme ou pour lui appliquer un calcul. Dans le cas du registre a 2 bits,
une maniere simple de coupler chacun des registres a 1 bit est d’appliquer une
évolution correspondant a la porte logique classique C-NOT. Cette porte prend
en entrée deux bits by et by, et inverse I’état du bit by conditionnellement &
I’état du bit by. Ainsi, la paire de bits obtenue en sortie d’une porte C-NOT est
(b1, b1®bs) ol @ désigne 'opération OU-exclusif correspondant a I’évaluation de
I’assertion by # by. Cette porte posséde un équivalent en mécanique quantique,
qui est I’évolution unitaire U dont ’action sur la base canonique du registre a
2 bits est la suivante : pour toute paire de bits x = (x1,x2), Ulz) = |y) ol
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y = (1,21 @ x2). Silon applique une porte C-NOT quantique a un registre a
2 bits dans I’état factorisé :

_ L 1
V2 V2

le résultat obtenu est I’état intriqué nommé état de Bell :

|¥) (10) + 1)) ® |0) = —=(]00) + [10))

1

Ul) = 5

(100) +[11))

2.4 Erreur quantique et canal quantique

On présente ici le processus d’erreur affectant un systeme S;. Ce processus cor-
respond au < Positive Operator-Valued Measure »(POVM), un type généralisé
de mesure d’'un systeme et qui peut se décomposer comme un couplage avec
un systeme Sy suivi d’'une mesure projective effectuée sur le systeme Ss. Un
processus d’erreur est exactement un POVM dont on oublie le résultat de la
mesure. Cette présentation débouchera sur la définition d’un canal quantique.

Commencgons donc par présenter le principe d’'un POVM. Soit S7 un systeme
d’espace quantique associé H1), formant avec un systéme S, d’espace quantique
associé H(?) un systeme global S. On note [¢); ’état de départ du systeme Si, et
on suppose que le systéme Sy est au départ dans un état |1))s fixé et indépendant
de [¢)1. En premier lieu, un couplage U s’opére entre les systémes S; et Sa, de
sorte que l'état du systeme global S apres couplage devient U(|¢))1 ® [1)2).
Ce couplage est suivi d'une mesure projective effectuée sur le systeme Sy et
associée & une base orthonormée (|1);)2);es de H®. Au niveau du systeéme S,
cette mesure correspond & la mesure projective de famille de projecteurs associée
(I ®[¢;)2(jl2)jes, out I désigne Popérateur identité agissant sur le systeme Si.
Afin de décrire Ueffet de cette mesure, notons que (|1,)2) e étant une base de
HP) | tout vecteur 1) € HM) @ H?) se décompose sous la forme :

) = [¥)1 ® ;)2

jeJ

ol pour tout j € J, |1;)1 est un vecteur de H) dépendant de maniere linéaire
du vecteur |¢). Par conséquent, pour tout état |¢)); du systéme S, on peut
écrire 'état U(|1)1 @ [10)2) sous la forme :

U([¥)1 @ [1h)2) = Y (Bj[v)1) @ [ih;)a

jeJ

ot F; est un endomorphisme de (). Avec une probabilité égale & || E;|1)1]|?,
la mesure donne ainsi le résultat j et met le systeme S dans I’état factorisé

Ejl¢) _
1B, o © V2
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de sorte que le systeme S; a la fin du processus d’erreur devient

i)

LE5 1)

avec probabilité || E;|¢)1]]2.

Les opérateurs E;, définis ci-dessus & partir de U, sont nommés opérateurs de
Kraus. Ils vérifient une condition nécessaire et suffisante découlant du caractere
unitaire de U. On obtient cette condition en requérant que, pour tout état |1);
du systeme S1, U(]1)1 ® |¢)2) soit de norme 1. En écrivant le produit hermitien
de ce dernier vecteur par lui-méme, il vient :

STWHED @ (512 Y (Bile)1) @ [)2 = 1

jed jeJ

ol EJJr est I'opérateur adjoint de E; et ol (¢|1 et (1;]2 désignent respectivement
les opérations de produit hermitien & gauche par les vecteurs |1); et |1);)2. Par
orthonormalité de la famille ((;]2);e.s, cela équivaut & la condition :

> WhETE;|v) =1

jeJ

valable pour tout état |¢); du systéme S;. La condition portant sur les opérateurs
E; et que I'on nomme condition de Kraus s’écrit donc :

Y ElE; =1

jeJ

En conclusion, un POVM est une opération plus large qu’une mesure projec-
tive, en ceci qu’elle n’est pas associée a une famille de projecteurs orthogonaux
(Pj)jes vérifiant la condition jes Pj = I mais, plus largement, a une famille
d’opérateurs linéaires (E;);cs vérifiant la condition de Kraus ) E;[Ej =1
Résumons cette description par la définition suivante.

jeJ

Définition 2.4.1. Soit .S un systeme d’espace quantique associé H. Une famille
d’opérateurs de Kraus est une famille (E};),e; d’applications linéaires sur H
vérifiant la condition de Kraus :

T _
S EE -1
jedJ

Un Positive Operator Valued Measure (POVM) sur S de famille
d’opérateurs de Kraus associés (E;);cs est une opération probabiliste agissant
de la maniére suivante. Si |1} est I'état du systéme au début de Popération,

le POVM donne le résultat j € J et donne au systeme 'état % avec une
J

probabilité égale a (| E1E;|v) = || Ejlv)|%.
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Le processus d’erreur qui affecte un systéme est similaire a celui qui entre
en jeu dans un POVM. Le systéeme S7 qui subit une erreur entre en interaction
avec un systeme Sy représentant ’environnement du systeme S7. Le couplage
qui a lieu entre les deux systemes ainsi que la mesure projective sur I’environ-
nement sont des opérations non controlées et inconnues, dont on ne connailt
que les opérateurs de Kraus correspondants grace a des expériences répétées sur
le systéeme S7 qui révelent des propriétés statistiques concernant le processus
d’erreur. En revanche, le résultat de la mesure projective sur ’environnement
est quant a lui perdu. Par exemple, on peut imaginer que le systeme S; est
une boite et que l'environnement S est I’atmosphere. Dans un tel cas, la me-
sure projective qui s’effectue sur Sy peut provenir de la simple interaction entre
les molécules de l'air du systeme So avec une personne présente sans que cette
personne ne soit consciente de la mesure effectuée.

On retient ainsi la définition de deux notions : celle d’une erreur qui agit
sur un systeme, ainsi que celle d’un canal quantique qui transforme I’état d’un
systeme par 'application d’une erreur conformément & une certaine loi de pro-
babilité.

Définition 2.4.2. Une erreur sur un systeme S d’espace quantique associé H
est un endomorphisme de H. L’action d’une erreur FE sur un état [¢)) est

définie dans le cas ou |¢)) ¢ Ker E et correspond & la transformation |¢) —
El)

TE[)T . ) ) i

Un canal quantique sur S est donné par une famille d’opérateurs de Kraus
(Ej)jes sur H appelée famille d’erreurs associée au canal quantique. Il trans-
forme tout état |¢)) du systéme S en un état %, ol E; est tel que E;|y) # 0,

J

conformément & la loi de probabilité P(E;||¢)) = ||E;[¢) >

Lorsque les erreurs quantiques agissent sur un registre a n symboles, elles
ont un poids correspondant au nombre maximal de positions du registre sur
lesquelles elles agissent simultanément. Pour les modeles de canaux quantiques
courants que ’on présente, les familles d’erreurs associées ont une distribution
de poids intéressante. Afin d’introduire formellement un tel poids, considérons
une base (E(O), ...,E(kz_l)) des erreurs quantiques agissant sur un registre a 1
symbole, ou k > 1 désigne la taille de 'alphabet sur lequel est défini le symbole,
et telle que E(® correspond & I'opérateur identité. Toute erreur quantique agis-
sant sur un registre a n symboles peut alors se décomposer sur la famille des
erreurs (E(O), e E(”“zfl))@m7 ce qui permet d’identifier son poids.

Définition 2.4.3. Toute erreur quantique E agissant sur un registre & n sym-
boles peut s’écrire comme une combinaison linéaire :

E = Z B @ ... @ B
ve[0;k2—1]™

ot pour tout v € [0; k2 —1]", ¢, € C. Le poids de I’erreur quantique FE est le
nombre maximal de coordonnées différentes de 0 d’une séquence v € [0; k% —1]"
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telle que ¢, # 0 :
max{|{i € [1;n],v; # 0}|,v € [0;k* — 1]", ¢, # O}

Cette définition de poids est indépendante du choix de la base d’erreurs
(EO .. EF-Dyon .

Propriété 2.4.1. Soient (E(©), ...,E(k271)) et (FO), .., F(k271)) deuz bases de
Uespace quantique associé & un registre ¢ 1 symbole, telles que E(©) = F(O) = |
ou I désigne l'opérateur identité. Le poids d’une erreur quantique E agissant sur
un registre a n symboles est identique selon qu’on décompose E sur la premiere
ou la deuzieme base.

Démonstration. On décompose la premiere base sur la deuxieme, en écrivant
pour tout i € [0;k% — 1] :

k2—1
E® — Z aiij(j)
j=0

ot pour tout j € [0; k2 —1], a;; € C. Soit alors E une erreur quantique agissant
sur un registre a n symboles, et écrivons :

E= > cE"e..oE"
ve[0;k2—1]™

Alors chaque terme non nul ¢, E"") @...@ E(») de la somme se décompose sur la
base (F© ... F(*~1)®n o remplacant chaque E(“) # I par 252:61 p, jF).
On obtient de la sorte une somme partielle ou tous les coefficients non nuls
correspondent & des séquences v’ qui contiennent au moins autant de 0 que v.
Ainsi, le poids de 'erreur E telle que décomposée sur la base (F(O)7 e F(’“Ll))
est inférieur ou égal au poids obtenu avec la base (E©), ..., E(kz_l)).

Par le raisonnement réciproque, en écrivant d’abord E dans la deuxieme
base et en décomposant le résultat sur la premiere base, on obtient 1’égalité des
poids issus des deux écritures de F. O

Deux exemples de canal quantique sont le canal dépolarisant et le canal a
effacement. La maniere la plus simple de les décrire est la suivante.

Définition 2.4.4. Le canal dépolarisant de probabilité d’erreur p est le canal
quantique ayant pour famille d’erreurs associée

(V1=pZ,\/p/3X,\/p/3V.\/D/32

ouZ, X,)Y, Z sont les quatre erreurs dites de Pauli, données dans la définition 2.9.1 :

(3 D) =) 2= 3) =6 5

Le canal dépolarisant de probabilité d’effacement p est un canal quantique dont
Paction sur un état |¢p) € Hs est de le transmettre intact avec probabilité 1 — p,
et de transmettre un état fixé |e) ¢ Hy avec probabilité p.
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Une définition du canal dépolarisant est également possible en termes de
famille d’erreurs associée, en considérant que ce canal agit non pas sur Hy mais
sur un espace quantique plus grand, de dimension au moins 3, généré par |0), |1)
et un état |e). Il est toutefois plus simple de le considérer de la maniere décrite
ci-dessus.

2.5 Encodage et code quantiques

On présente la problématique de l'encodage de l'information quantique que
contient un registre a k symboles. Sans perte de généralité, on peut suppo-
ser que les symboles sont définis sur un alphabet A contenant le symbole 0. On
notera H 4 1’espace quantique de dimension |A| associé a un registre & 1 symbole.

L’état d’un registre a k symboles est vulnérable aux erreurs s’il doit étre
transmis via un canal. Une idée empruntée de la théorie des codes classiques
consiste alors a encoder au préalable cet état dans un registre a n symboles
ou n > k. Toute transformation d’un systeme physique étant décrite par une
évolution unitaire, un encodage quantique se réalise de la maniére suivante.
Supposons que l'on veuille encoder 1’état [1)) d’un registre & k symboles. On
annexe au registre a k symboles un registre a n — k symboles initialisé a 1’état
|0p—k) ot 0,k désigne la séquence constituée de n — k symboles égaux a 0. Le
registre & n symboles obtenu est alors dans ’état factorisé ) ® |0,,—). Ensuite,
on applique une transformation unitaire U a ’état du registre a n symboles de
sorte & obtenir I'état 1)) ® |0,—). Un encodage quantique est donc défini par
la donnée de n, k et la transformation unitaire U.

Définition 2.5.1. Un encodage quantique est un triplet (n,k,U) ol n et k
sont des entiers vérifiant n > k > 1 et U est une application unitaire de ’H%”.
On dira également par abus de langage qu’une application unitaire U de 7—[%"
est un encodage quantique de parametres n et k en désignant par cela I’encodage
quantique (n, k,U). Un code quantique C est I’ensemble des états obtenus par
un encodage quantique :

C=UBHT) @ {|0n-1)})

Il sagit de la sphere unité du sous-espace vectoriel U(HZ® @ {|0,_x)}).
L’entier n est alors appelé la longueur du code.

Soulignons que la définition faite ci-dessus d’un code quantique est restric-
tive, car elle impose a ’espace vectoriel supportant le code quantique d’avoir
une dimension égale & une puissance de 2. D’une maniere générale, un code
quantique est la sphere unité d’un sous-espace vectoriel de 7—[%”. La restriction
imposée ci-dessus sur la dimension d’un code quantique vient du fait que 'on
souhaite utiliser les codes quantiques, dans le cadre de cette these, pour encoder
I’état d’un registre contenant un certain nombre de bits.

Soulignons également une particularité des encodages quantiques qui les
rend plus riches et plus difficiles a étudier que les encodages classiques. Un
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encodage quantique peut prendre un ensemble continu de valeurs données par
I’ensemble des applications unitaires de I’espace quantique ’H%”, alors qu’un au-
tomorphisme d’encodage classique peut prendre un nombre fini de valeurs donné
par I’ensemble des bijections de A™. Pour cette raison, les encodages stabilisa-
teurs quantiques que ’on présente par la suite sont un outil trés puissant, car
ils correspondent a une catégorie d’encodages quantiques décrits par un nombre
fini de parametres.

La capacité d’'un code quantique & protéger un état quantique contre cer-
taines erreurs est examinée apres avoir présenté la notion d’états distinguables
dans la section suivante. En effet, on montrera que la capacité d’un code quan-
tique a corriger un ensemble d’erreurs donné repose sur la garantie que le ca-
ractere distinguable de deux états quelconques du code quantique est préservé
sous 'action d’une erreur quelconque de cet ensemble.

2.6 Transformations, états distinguables

Par la suite , le terme < transformation physique >prendra un sens précis, et
désignera toute suite finie d’opérations permises par les axiomes de la mécanique
quantique.

Définition 2.6.1. Une transformation physique est la composée d’une suite
finie d’opérations sur un systeme physique choisies parmi les opérations ad-
missibles suivantes :

e lintégration du systéme considéré dans un systéme plus large (qui n’est
pas réellement une transformation mais plutét une adaptation de ’échelle
du systeme étudié)

e une évolution unitaire
e une mesure projective

Lorsqu’une mesure a lieu au cours d’une transformation, son résultat peut condi-
tionner la suite des opérations.

Contrairement au cas de la mécanique classique, deux états peuvent étre
différents sans que l'on puisse avec certitude les distinguer par une mesure.
Outre l'intérét en soi que présente la particularité de ce concept en mécanique
quantique, il possede une propriété remarquable vis-a-vis de toute transforma-
tion physique. Il en découlera des conditions nécessaires a un code quantique
afin qu’il puisse étre protégé contre un ensemble d’erreurs donné. Par la suite,
pour toute mesure sur un systéme de famille de projecteurs associés (P;) e,
et pour tout état |[¢)) de ce systéme, on appellera ensemble des résultats
probables pour |1)) 'ensemble :

{7 € J/Pl¢) # 0}

Il s’agit de ’ensemble des résultats de la mesure ayant une probabilité non
nulle d’étre obtenus lorsque le systéme est mesuré dans 'état |¢).
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Définition 2.6.2. On dit que deux états |¢) et |¢)") d’un systéme physique sont
distinguables s’il existe une mesure dont les ensembles respectifs des résultats
probables pour [¢) et pour |1’} sont disjoints.

Alinsi, si un systéme se trouve dans 'un des deux états distinguables [¢) et
[1'), il existe une mesure dont le résultat permet de savoir sans ambiguité dans
lequel de ces deux états il se trouve. Montrons la propriété suivante :

Propriété 2.6.1. Deux états sont distinguables si et seulement si ils sont or-
thogonauz.

Démonstration. Si |1)) est orthogonal & [¢)), on complete la famille de ces deux
états en une base orthonormée de ’espace quantique H. La mesure associée a
cette base donne alors deux résultats différents selon que 'on mesure |¢)) ou
[¢"). Réciproquement, supposons que |1) et [¢)') sont distinguables. Soit une
mesure permettant de distinguer ces deux états, et notons (P;);es la famille de
projecteurs orthogonaux qui lui est associée. Les ensembles respectifs J; et J
des résultats probables pour |¢) et pour |¢’) sont par hypothese disjoints. Or,
les deux identités :

) =D Pile) =Y Pile)

jeJ jen
W) = Py =Y Pylv)
jeJ j€T

montrent que [¢) € P ;, Im Pj et [¢) € P, ;, Im P;. Les états [1)) et [¢')
appartiennent donc a des espaces orthogonaux et sont bien orthogonaux. O

Le caractere distinguable de deux états d’un systeme ne dépend pas de
I’échelle du systeme considéré, au sens ou pour un systeme S; faisant partie
d’un systeme S = S; U Sy plus large, deux états distinguables (respectivement
non distinguables) correspondent & des états distinguables (respectivement non
distinguables) du systéme S. Supposons en effet qu'un systéme S; puisse se
trouver & un moment donné dans I’état |¢)) ou Iétat |¢’), et considérons un
systéme englobant S = 57 U Sy, ol le systéme Sy est dans un état noté |¢)s. Le
systéme S se trouve alors dans un état factorisé valant respectivement [1) ®|[1))2
ou |Y") ® |1)2. Le produit hermitien entre les états [1) et [¢') a la méme valeur
que le produit hermitien entre les états |¢) ® [1)a et [¢) ® [1)2, ce qui garantit
léquivalence entre le caractére distinguable des états [1)) et [¢') et celui des
états |1h) @ 1)z et [¢)) @ [)s.

Une propriété intéressante est qu’il n’existe aucune transformation physique
qui garantit le fait de rendre distinguables une paire d’états non distinguables.
Dans un certain sens, cela correspond a affirmer que le caractere distinguable
de deux états ne peut que se dégrader par des transformations physiques. Cette
propriété vient dans le corollaire 2.6.1 et découle de la propriété suivante.

Propriété 2.6.2. Soient |¢) et |¢)') deux états d’un méme systéme. Soit T une
transformation physique comportant un nombre fize k > 1 de mesures. Alors la
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probabilité que T ne distingue pas ces deuz états est minorée par |(Y'[1)|?. En
des termes plus précis, si l'on note j = (j1,...,Jx) et j' = (ji, -, jr.) les variables
aléatoires correspondant a la séquence des résultats des mesures obtenues en
appliquant T respectivement a |¢) et a [¢'), la probabilité que j = j' est minorée

par |(¥'[)[.

Démonstration. Afin de simplifier le modele et sans perte de généralité, on peut
supposer que ’ensemble des résultats pour toutes les mesures est le méme;
notons-le J. On supposera également, sans que cela n’affecte la preuve, que la
derniere étape de la transformation est une mesure. Commencons par remarquer
que I'état final du systéme apres application de T & 1’état i) est entierement
déterminé par la séquence des résultats des mesures j; on le notera donc |¢;),
et on note de méme |d};/> létat final du systéme apres application de T & [¢').
Démontrons le résultat Hj suivant par récurrence sur k :

> 1@l Pp( = 5 = v) > [(W'[$)]?

veJk

Comme pour tout v € J*¥, [()]1h,)]?> < 1, ce résultat suffit & démontrer la
propriété.

Supposons k = 1. T est composée d’une suite d’opérations préservant le
produit hermitien notée O, suivie d’une mesure de famille de projecteurs associée
(Po)oes. Ainsi, p(j = v) = [POG)? et (i’ = v) = [ PO |2, et les états
finaux |1, ) et |¢]) si le résultat de la mesure est v valent

P,Ol)

Vo) = TB,000]

« PO
) = B0

Par conséquent :

S @) e =5 =v) =>_ [(/|0TP,P,0)?
veJ ved
= [P ]w)?
vedJ

> > WP J)?

veJ

= [(¥'[¥)]?

ou l'on obtient ’avant-derniére ligne grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et
la derniére ligne grace au fait que Y P, = I. H; est donc vrai.

Supposons a présent Hy_; vrai pour un certain k > 2 et démontrons Hy.
La transformation 7" est composée d’une transformation Tj_; comportant k — 1
mesures, suivie d’une transformation 77 comportant une unique mesure. 71} est
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fonction des résultats des k — 1 premieres mesures de Ty_1. Hy peut s’écrire
sous la forme suivante :

Y D M [Y@e) Pl =

vp€J veJk—1

;;.\
Il
[
Eal

fy
Il
<

p(G =3 =v) = [{W[¢)]?

Supposons dans un premier temps v fixé. Pour tout v;, € J, la probabilité
p(jx = j;, = vglj = j/ = ¥) correspond alors, pour la transformation 77, a
p(Jjk = jr = vk). Appliquons 'hypotheése H; sur la transformation 7; et les
états |15) et |[¢L) :

> 1 (0,00 2P Gk = G4 = o) > [ ]2)5) 2

v €J

On a donc :

DY e V@) PPk = di = vili = 7 =)

vp€J veJk—1

p(i=7"=v)> > p(j=7 =)Wl

L’application de 'hypothese Hy_1 au membre de droite précédent montre alors
que Hy est vrai. O

La propriété 2.6.2 se base par commodité sur une transformation dont le
nombre de mesures k est fixe. Dans le cas général, cela n’est pas vrai, car une
transformation peut étre conditionnée par les résultats de ses propres mesures.
La propriété reste toutefois vraie dans le cas d’une transformation quelconque,
puisque I’événement ;7 = 5’ se produit dans un ensemble d’éventualités ou la
transformation agit comme si elle possédait un nombre fixe de mesures.

Corollaire 2.6.1. Si deux états |¢) et |¢') d’un méme systéme ne sont pas
distinguables, alors pour toute transformation physique T, avec une probabilité
minorée par |('[)|2, T produit a partir de |¢) et |') la méme séquence de
résultats de mesures ainsi que deuz états T'(|1)) et T(|¢')) non distinguables.

Démonstration. Soit T une transformation physique appliquée a |¢) et [¢').
Soient j et j’ les séquences des résultats des mesures respectivement pour [t)
et [¢)'), et |¢;) et [¢],) les états obtenus respectivement apres I'application de
T sur [¢) et |¢). Supposons alors que 'on effectue une mesure finale afin de
discriminer les états [¢);) et [¢},). Si 'on note j et 7/ les résultats respectifs de
cette mesure sur [t);) et [¢},), la propriété 2.6.2 appliquée a la transformation
constituée de T suivie de cette derniére mesure affirme que j = j et j = j avec
une probabilité au moins égale a |(|¢)]%. O
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2.7 Code correcteur d’un ensemble d’erreurs

Abordons a présent la problématique de correction d’erreurs par un code quan-
tique. On démontre dans cette section une propriété nécessaire et suffisante que
doit détenir un code quantique pour corriger un ensemble d’erreurs. Dans la
these de Gottesman, la propriété nécessaire et suffisante qui est donnée est la
suivante :

Propriété 2.7.1. Soit C un code quantique, et soit (|1;))ie;r] une base ortho-
normée d’états de Vect C. C corrige un ensemble d’erreurs, si et seulement si
pour toute paire d’erreurs E, et Ey de cet ensemble, il existe une constante Cyp
telle que pour tout (i,7) € [1;7]? :

(Ui Ef 0 Bylth;) = Capbi;

On choisit ici de présenter et démontrer une propriété qui lui est équivalente,
et dont l'atout est d’exprimer la problématique de correction d’un ensemble
d’erreurs exclusivement en termes d’états distinguables. On montre ainsi que le
role joué par la notion d’états distinguables dans la théorie des codes quantiques
correspond exactement au role joué par la notion de séquences différentes dans
la théorie des codes classiques. On se propose donc de prouver la propriété :

Propriété 2.7.2. Soit C un code quantique. C corrige un ensemble d’erreurs,
si et seulement si pour toute paire d’erreurs E, et Ey de cet ensemble, et pour
toute paire (|1), |¢")) d’états distinguables de C, les états Eq|)) et Ep|y’) sont
distinguables.

On démontre ainsi que la condition de correction d’un ensemble d’erreurs par
un code quantique s’assimile a la condition correspondante de la propriété 1.3.1
pour un code classique, pour lequel il faut et il suffit que pour toute paire (y,y’)
d’éléments différents du code, les éléments F,(y) et Fy(y') sont différents.

Commengons par définir explicitement ce que signifie la correction d’un en-
semble d’erreurs pour un code quantique.

Définition 2.7.1. Soit {E;, j € J} un ensemble d’erreurs opérant sur un espace
quantique ’H%”, et soit C un code quantique de longueur n. Le code quantique
C corrige I’ensemble d’erreurs {E;,j € J} s'il existe une transformation
physique permettant, pour tout j € J et pour tout |¢) € C tel que Ej|¢) # 0,

Bj|4)
de transformer BT 0 [1).

Une condition nécessaire & ce qu'un code quantique corrige un ensemble
d’erreurs {Ej, j € J} se déduit immédiatement de la préservation du caractere
non distinguable de deux états par toute transformation physique.

Propriété 2.7.3. Si un code quantique C corrige un ensemble d’erreurs {E;,j €
J}, alors pour tout (i,j) € J* et pour tout (|1),[4")) € C? tel que (¢'|b) = 0,

(W'|El o Ejl4) = 0.
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Démonstration. Soit (i,7) € J? et soit (|1, |[¢')) € C? tel que (¥'|¢p) = 0. Si
E;|l¢) =0 ou E;|¢") = 0 on a clairement (1,b’|EiT o Ejli) = 0. Sinon, il existe par
hypothese une transformation physique permettant de transformer ng% en

[1) et % en [¢"). Les deux états |¢) et |[¢') étant distinguables, il est donc

4 : RN : Ejl) i) : A
nécessaire d’apres le corollaire 2.6.1 que TE o) et BT le soient également,

d’ou :
(W'|Ef o Ejlp) =0
O

Afin de prouver que la condition est également suffisante, on a besoin de
démontrer I’équivalence suivante.

Propriété 2.7.4. Pour toute erreur E, les conditions ci-dessous sont équivalentes :

(i) 1l existe o € C tel que, pour tout (¢, |¢')) € C? :
(WIE) = af|)
(ii) Pour tout (1), [Y)")) € C* tel que (Y'[¢)) =0, (¥'|E]y)) =0

Démonstration. Le sens (i) = (i) est évident. Prouvons le sens (i7) = (4).
Supposons (i¢) vérifiée. Soit (|1)1), ..., [t),)) une base orthonormée de Vect C ou
r désigne la dimension de Vect C. Notons, pour tout ¢ € [1;7], a; = (¢;|El;).
Montrons d’abord que cette valeur ne dépend pas de i. Soit i # j, et posons :

1
¥) = E(IW + [45))

1
V2
Ces deux vecteurs sont unitaires et sont donc des états du code. De plus ils
sont orthogonaux. Par conséquent on a (¢'|E|y) = 0, soit :

1
3 (@i = = (Y| Eli) + (il Bly;)) = 0
Or |¢;) et |1p;) sont des états orthogonaux donc :
(| Eli) = (il Elt;)) = 0
et par conséquent o; = «;.
Notons a = a; = ... = a,.. Soit (|¢),]1’)) € C?, que I'on décompose sous la

formelep) = 370, cilypi) et [¢') = DI, cilvi) ot 30 feil® = i [P = L.
Alors :

W) = —=(Ivi) — [¥5))

> diei (il Ely;)

,j=1

r

= C_IC‘Q

= E Ci
i=1

a(y'[¢)

(W'|Ely)
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ou la réduction de la somme entre la deuxiéme a la troisieme ligne se fait en
remarquant que lorsque les indices i et j sont différents, les états |1;) et [1);)
sont des états orthogonaux et (i;|E|y;) = 0. O

Montrons a présent que la condition énoncée dans la proposition 2.7.3 est
également suffisante. On explicite pour cela une transformation physique per-
mettant de reconstituer les états du code apres qu'une erreur se soit produite.

Démonstration - Propriété 2.7.2. On suppose donc que pour tout (4,5) € J2, il
existe a € C tel que, pour tout (|v),[')) € C? :

W' |ELE;[¢) = a(y' )

D’apres la propriété 2.7.4, pour tout (i, ) € J2, et pour tout (|¢), |¢')) € C?, il
existe a € C tel que :
(W' |BLEjlv) =0

On recherche une transformation physique permettant de reconstituer tout
état du code quantique ayant été affecté par une erreur dans 'ensemble {Ej;,j €
J}. Pour cela, on construit d’abord un ensemble d’erreurs particulier (Ej)lgjgr.
On démontre que cet ensemble possede trois propriétés qui permettent de conce-
voir une transformation corrigeant toutes les erreurs de Uensemble {E;,j € J}
sur le code quantique.

Soit r = dim Vect {E;,j € J}. Sans perte de généralité, on peut supposer
que J contient I'ensemble d’entiers [1;r] et que la famille d’erreurs (E;)i<j<r
est une base de Vect {E;, j € J}. Définissons alors la matrice C' € M,,(C) dont
chaque élément C; ; vérifie, pour tout (|4), |¢')) € C? :

W' |EIElp) = C; (0 [)

La matrice C' est hermitienne; en effet pour tout (i,5) € [1;7]* et tout

|v)y € C : B
Cij = (I Ejl) = (W|EJEi|y) = Ci
Il existe donc une matrice diagonale réelle D = diag (dy, ..., d,) et une matrice
unitaire U = (U; j)1<i j<r telles que UTCU = D. On définit alors la famille
d’erreurs (E;)1<j<, par les relations, pour tout j € [1;7] :

.
E; Z Ui Ex
k=1

Soit 7’ le rang de D. Sans perte de généralité, on peut supposer que les pre-
miers ' éléments diagonaux de D sont tous non nuls de sorte que (di, ..., d,) =
(d1y .oy dpr, 0, ..., 0). Afin d’alléger la présentation, présentons les trois propriétés
de la famille d’erreurs (Ej)lgjgr sous la forme d’un lemme, que 'on prouve
apres cette démonstration.

Lemme 2.7.1. La famille (Ej)lgjg,. possede les trois propriétés suivantes :
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(i) Les espaces (Ej(Vect C))1<j<, sont en somme directe orthogonale

(ii) Pour tout j € [r' + 1;7], la restriction de Ej a C est égale a 0, et pour
tout j € [1;7'], Uapplication qui a tout |¢) € C associe :

?jlw
1E; 19l

est définie et prolongeable sur Vect C en une application unitaire F}

(iii) La famille (Ej)1<j<, est une base de Vect {E;,j € J}

On construit alors une transformation définie par une mesure suivie d’une
transformation unitaire. Pour tout j € [1;r'], soit P; le projecteur orthogonal
sur l'espace E‘j (Vect C). Afin d’obtenir une famille de projecteurs dont la somme
vaut I, complétons-la par le projecteur orthogonal Py sur ’espace orthogonal
de @, (E;(Vect C)).

La transformation est alors constituée de la mesure de famille de projec-
teurs associée (Pj)o<;<, suivie de 1’évolution unitaire Fj_1 ou j est le résultat,
nécessairement non nul comme on le verra, de la mesure. Montrons que cette
transformation permet effectivement de reconstituer tout état du code quantique
apres que celui-ci soit affecté d’une erreur de I’ensemble {E;,j € J}.

Soit un état |¢p) € C, affecté aprés son passage par le canal d’une erreur E;
ou i € J est tel que E;|1p) # 0. L’état obtenu est donc :

_Eily)
IIE:[9)]

D’apres la troisieme propriété du lemme 2.7.1, on peut décomposer ’erreur
FE; sous la forme :
T
E =Y ciiE;
J=1

ol les ¢; ; sont des complexes. L’état obtenu en sortie du canal est donc :

|Z/}err>

cl,

D’apres la deuxieme propriété du lemme 2.7.1, EjW) =0slj > 1, cequi
permet d’écrire plus simplement :

On effectue alors la mesure de famille de projecteurs associée (Pj)o<j<-
Comme [therr) € @;:I(Ej(Vect C)), on a Py|tberr) = 0 et il est impossible que

48



le résultat de la mesure soit 0. Appelons donc j le résultat de la mesure ou
j€[1;7']. On a:

P; err) — ) E;
W) = T 1

et ce vecteur est non nul car j appartient a ’ensemble des résultats probables
de la mesure. Apres la mesure, le nouvel état est donc :

= Fj[y)

Pj|werr> _ E:‘J|w>
||Pj|'¢)err>|| ||EJ|1/}>||

En appliquant ensuite I’évolution unitaire Fj_l, on reconstitue donc bien
létat de départ |)). O

Démonstration du lemme 2.7.1. On se base sur le calcul suivant pour démontrer
les deux premieres propriétés. Pour tout (i, j) € [1;7]? et pour tout (|¢),[')) €
Cc?:

(W'|Ef o Bjly) = (4| (Z Uk,iE}L) o (Z Uk/,jEk/> )
k=1

k'=1

> Ur,iUp (V' |Ef 0 Bre|h)

kk'=1

Z Us,iC e Ur i (0 |1)
k=1
= D; j(Y'|4)
= 0;,5di (V' |1h)

La propriété (i) se montre alors ainsi. Pour tout (i, ;) € [1;7]? avec i # j,
tout vecteur de Ei(Vect C) et tout vecteur de Ej (Vect C) s’écrivent respective-
ment sous la forme F;[¢') et E;[¢) ot (|¢),[¢')) € C?, et leur produit hermitien
vaut donc :

(W/|E] o Bjlv) =0
Cela prouve que les espaces de la famille (E;(Vect C))jcs sont deux & deux

orthogonaux donc en somme directe orthogonale.
Montrons & présent la propriété (ii). Pour tout |¢)) € C :

IE; )P = WIE] o Ejly) = d;{ulg) = d;

Sij e [r'+1;7], dj = 0 donc E;[1)) = 0 et la restriction de E; & C est égale &
0. Supposons maintenant que j € [1;7']. Alors d; > 0 et || E;|¢)| = \/d;. Ainsi,
E;

car elle envoie tout vecteur unitaire sur un vecteur unitaire. De plus, comme

I'application linéaire F); définie par la restriction a Vect C de est unitaire
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pour tout |1 € C, ||E;|)|| = \/d;, Fj coincide sur C avec I'application qui &
tout |¢) € C associe :
Ejl)
IE; 1)
Pour démontrer la propriété (iii), il suffit de prouver que la famille (Ej)lgjgr
engendre tous les éléments de la famille(E;)1<j<, puisque cette derniére est une
base de Vect {E;,j € J}. Soit donc j € [1;r]. Le calcul suivant donne :

s s
E UjrEx = E Uj kUpr i B
k=1 Kk =1

k,k'=1
T T
k=1 \k=1
T
3 B
k=1
ce qui prouve le résultat. O

A partir de ce résultat, il vient un corollaire immédiat :

Corollaire 2.7.1. Un code quantique qui corrige un ensemble d’erreurs corrige
également ’espace vectoriel engendré par ce dernier.

Démonstration. Si C corrige un ensemble d’erreurs {Ej;,j € J}, alors pour tout
(|9),|9')) € C? tel que (¢’ |¢p) = 0 et pour tout (i, j) € J?, <¢’|E20Ej|¢> = 0. Par
linéarité, il vient que pour tout (E, E') € (Vect {E;,j € J})?, (/|E'ToE[) = 0,
ce qui montre le résultat. O

2.8 Distance minimale d’un code quantique

De maniere similaire au lien entre la distance minimale d d’un code classique
et sa capacité a corriger toutes les erreurs d’un poids borné par (d — 1)/2, la
définition de la distance minimale d’un code quantique doit permettre d’affirmer
qu’un code quantique de distance minimale d corrige toutes les erreurs de poids
inférieur ou égal & (d—1)/2. Cette définition s’obtient en transposant de maniere
naturelle la définition de distance minimale dans le cadre classique et en y
remplacant la notion de différence par la notion de distinguabilité.

Définition 2.8.1. La distance minimale d’un code quantique C est le plus
petit poids d d’une erreur quantique E telle qu’il existe (|¢), [¢')) € C? vérifiant

(') = 0 et ('|Efp) # 0.
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2.9 Erreurs de Pauli

On introduit les erreurs de Pauli car elles constituent la base de la construc-
tion des codes stabilisateurs. Il s’agit d’un ensemble d’erreurs possédant des
propriétés remarquables et rendant plus simple 1’étude des codes quantiques.
Un code stabilisateur se définisse alors comme un espace propre associé a un
sous-ensemble d’erreurs de Pauli formant un groupe pour la loi de composition
et appelé groupe stabilisateur. Dans le cadre de cette these, les codes stabili-
sateurs que 1’on étudie sont définis sur un alphabet binaire, donc dans ’espace
quantique HS".

Définition 2.9.1. Soient les quatre erreurs définies sur Hs par leurs matrices
représentatives dans la base canonique (]0),|1)) :

(00 () =) ==Y

On note P = {Z,X,), Z}. Pour tout n > 1, on appelle erreur de Pauli de
taille n toute erreur définie sur H3" par :

F=cEi®..0 F,
ouce®={1,-1,i,—i} et pour tout 7 € [1;n], E; € P.

Propriété 2.9.1. L’ensemble & x P®" forme un groupe pour la loi de compo-
sition des endomorphismes appelé groupe de Pauli de taille n. On notera
cette loi o dans le cadre de ce groupe. De plus, tout élément de £P®" est un
opérateur hermitien dont le carré est égal o T®™.

Démonstration. On peut vérifier en effet que Z®" est ’élément neutre pour la
composition et que les opérations de composition dans ® x P€™ découlent des
bgalités I2 = X2 =)?=22=7, X0y = -YoX =iZ,YoZ=—-Z2Z0) =ik,
etZoX = —X o Z =Y. En particulier, tout élément de £P®" est son propre
inverse, et tout élément £ de &iP®™ a pour inverse —E. Le fait que tout élément
de £P®" est un opérateur hermitien découle du fait que tout élément de P est
un opérateur hermitien. O

Le poids d’une erreur de Pauli correspond simplement au nombre de coor-
données de 'erreur qui sont différentes de Z.

La présence d’une éventuelle phase pour toute erreur de Pauli permet de
conférer a ’ensemble des erreurs de Pauli une structure de groupe pour la loi de
composition. Cependant, pour plus de simplicité, il est possible de construire une
structure de groupe dans laquelle il n’est pas tenu compte de I’éventuelle phase
multiplicative qui apparait lors d’une opération de composition. Formellement,
cela revient a définir le groupe quotient suivant.

Définition 2.9.2. On appelle groupe de Pauli effectif le quotient & x
P /& x T®" du groupe de Pauli par le sous-groupe des phases ® x Z®m.
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Ses éléments sont les erreurs de Pauli effectives. Il est noté plus simple-
ment P" ou P = {I,X,Y, Z}, en faisant correspondre pour chaque erreur de
Pauli effective les symboles respectifs I, X, Y, Z aux opérateurs Z, X', ), Z en
chaque coordonnée. Le poids d’une erreur de Pauli effective est le nombre de
coordonnées différentes de I.

Comme la phase n’intervient plus dans les erreurs de Pauli effectives, il s’agit
d’un groupe abélien.

Cette structure de groupe sera utile a chaque fois que l’on voudra igno-
rer la phase des erreurs de Pauli afin de simplifier la présentation. Cela sera
par exemple le cas lorsque l'on exprimera la distance minimale d’un code sta-
bilisateur en fonction de son groupe stabilisateur. Mais on procedera surtout
a cette simplification apres I'introduction des transformations de Clifford ; ces
encodages, qui laissent les erreurs de Pauli stables par conjugaison, ont pour pro-
priété que toute erreur de Pauli affectant un état avant encodage équivaut a une
erreur de Pauli correspondante qui affecte ’état apres encodage. On procedera
alors a la simplification du modele en se restreignant aux transformations de
Clifford qui stabilisent P®", et ce afin de permettre d’étudier leur action par
conjugaison sur le groupe de Pauli effectif.

S’il n’y a pas d’ambiguité a propos de la valeur de n, on adaptera la nota-
tion &;, V; ou Z; pour désigner respectivement l'erreur de Pauli de longueur
n constituée de 'erreur Z sur toutes les positions sauf la i-eme position et de
lerreur X', Y ou Z en i-éme position. Les erreurs de Pauli effectives constituées
d’un X, Y ou Z en i-eme position et du symbole I en toutes les autres positions
seront notées de méme respectivement X;, Y; ou Z;.

Toute erreur de Pauli s’écrit comme le produit d’une phase de ® et de la
composée d’un ensemble d’erreurs parmi les X; et les Z;. En mettant la phase
de coté, cette décomposition est représentable par une séquence de bits appelée
représentation simplectique.

Définition 2.9.3. La représentation simplectique est I’application o :

® x pO" — F2»
E=cE1®..QFE, = (X1,.cy@p, 21, 2n)

ol pour tout 7 € [I;n], z; =0si E; € {Z,Z} et 2, = 1si E; € {X, Y}, tandis
que 7z, =0si B, € {Z,X} et z; =151 E; € {Y, Z}.

La propriété suivante est immédiate.

Propriété 2.9.2. o est un morphisme de groupes surjectif de (® x PE™ o) dans
(F2",+), de noyau ® x {I®"}

Introduisons également le produit simplectique, qui permet de vérifier si
deux erreurs de Pauli commutent ou anti-commutent en examinant le produit
simplectique de leurs représentations simplectiques.
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Définition 2.9.4. Le produit simplectique de deux séquences o(E) =

(T1y ooy Ty 215 ooy 2n) €6 (E') = (2], .., 20, 21, ..., 20,) est le bit donné par :

ceey A

o(E).c(E') = Z Tz, + Tz
i=1

Propriété 2.9.3. Toute paire d’erreurs de Pauli (E,E') € (®xP®™)? commute
ou anti-commute, et l'on a :

EoE — (71)0’(E)‘0'(E')E/ o E

Démonstration. On peut vérifier en parcourant tous les cas que, pour toute paire
(E,E’) € P? de représentation simplectique o(E) = (z,2) et o(E') = (2/,2'),
E et E' commutent si 2z’ + 2’z = 0 et anticommutent sinon. Alors pour tout
(E,E') € (& x Pn)?

EoF =cd(E10FE)®..® (E,oE))
el ((~1)7EVCEVE o B © ... @ (—1)7ED) B E o B,)
C/( )U(E1)O'(E )(EIOE1)® ®(E OE )
( 1)0(E).0(E )E/ o E

C

O

L’opération de composition dans le groupe de Pauli effectif est commutative.
On peut cependant étre amené a vérifier si deux erreurs de Pauli, représentées
par deux erreurs de Pauli effectives, commutent ou anticommutent. En extrapo-
lant la définition de la représentation simplectique au groupe de Pauli effectif,
on peut, grace au produit simplectique, retrouver une telle information.

Propriété 2.9.4. La représentation simplectique o induit un isomorphisme de
P sur F3", que l’on appellera également représentation simplectique par abus
de langage.

Démonstration. 1l s’agit d'un isomorphisme car P" est obtenu en quotientant
® x PO par ® x {Z®"}, qui est le noyau de la représentation simplectique du
groupe de Pauli. O

La propriété qui suit concerne les espaces propres des erreurs de Pauli et
sera utile pour ’analyse des codes stabilisateurs.

Propriété 2.9.5. Pour tout élément E de £PE™ différent de £L®™, les espaces
propres HT) et H() respectivement associés auz valeurs propres 1 et —1 sont
de dimension 2"~ et vérifient :

1
1) ®H(*) — ’H?"

De plus, pour toute erreur de Pauli E' qui anticommute avec E, on a E'(H(*))
=H) et B'(H)) =HH),
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Démonstration. E est hermitien donc diagonalisable dans une base orthonormée.
Comme E? = T, ses valeurs propre ont pour carré 1 et ne peuvent valoir que 1
ou —1. On sait donc que HH @ H() = 12

Montrons d’abord que ’ensemble des erreurs de Pauli qui anticommutent
avec E n'est pas vide. Comme E ¢ ® x I®" il existe une coordonnée F; de
E différente de Z. Soit alors E; € P tel que E; anticommute avec E!, et soit
E' € P®" dont toutes les coordonnées valent Z sauf la i-eme coordonnée qui
vaut F/. E! anticommute donc avec E.

Soit alors E’ une erreur de Pauli qui anticommute avec E. Pour tout |¢) €
HE)

Bo E'[y) = —E' o El) = —E'|)

Cela montre que E'[¢)) € H(7), donc que E'(HH)), donc que E'(HH)) ¢
H(=). De méme, pour tout 1) € H() :

Eo E'|¢) = —E'o El¢) = E'l¢))

donc E'(H(7)) ¢ H™). Comme E’ est un isomorphisme, on en déduit que
E'(HT)) = H) et B'(H)) = HH). Cela montre également que H(*+) et
H(=) sont de méme dimension 271, O

Le poids d’une erreur de Pauli est le nombre de coordonnées E; différentes de
Iidentité. La propriété suivante est immédiate et résulte du fait que les quatre
erreurs de P forment une base de £(H5™). Il en découle un corollaire intéressant
qui facilite le travail de vérification de la distance minimale d’un code quantique.

Propriété 2.9.6. P®" est une base de L(HS™). De méme, pour tout entier
d < n, l’ensemble des erreurs de PE™ de poids inférieur ou égal a d est une base
de Uespace des erreurs quantiques de poids inférieur ou égal a d sur L(HS™).

Corollaire 2.9.1. La distance minimale d’un code quantique C est le plus petit
poids d d’une erreur de Pauli E € P®" telle qu’il existe (), [1')) € C? vérifiant

(') = 0 et (| E|) # 0.

Démonstration. Soit d la distance minimale de C. Alors d’une part, pour toute
erreur quantique F de poids strictement inférieur & d, et pour tout (|¢), |¢')) €
C? vérifiant ('|v)) = 0, on a (¢'|E|¢) = 0. Cela est donc vrai en Poccurrence
pour toute erreur de P®™ de poids strictement inférieur A d.

Par ’absurde, supposons & présent que pour toute erreur £ € P®" de poids
d et pour tout (|1),]y’)) € C? vérifiant (¢'|¢)) = 0, on a (¢'|E[)) = 0. Cette
proprété est alors vérifiée pour toute erreur £ € P®" de poids inférieur ou égal
a d, donc par linéarité, pour toute erreur quantique de poids d. Cela contredit le
fait que d est la distance minimale de C. Il existe donc bien une erreur £ € P®"
de poids d et une paire (|¢), ') € C? vérifiant (1'|1h) = 0 et (| E|) #0. O

2.10 Codes stabilisateurs

Les codes stabilisateurs introduits par Gottesman [19] présentent des propriétés
particulieres vis-a-vis des erreurs de Pauli. Ils sont définis comme des espaces
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propres associés a un sous-ensemble commutatif d’erreurs de Pauli appelé groupe
stabilisateur. Le formalisme sous-jacent aux codes stabilisateurs est tres puis-
sant car il permet de concevoir toute une classe de codes quantiques qui, par
construction, ont une distance minimale déductible directement du groupe sta-
bilisateur, et pour lesquels il existe une procédure de décodage par syndrome
trés proche du décodage par syndrome classique.

Cette section expose des résultats essentiels sur les codes stabilisateurs, et est
organisée de la maniere suivante. On définit d’abord un groupe stabilisateur et
un code stabilisateur. On introduit également la définition du commutateur d’un
groupe stabilisateur, qui permet de déduire des propriétés sur la taille du groupe
stabilisateur, puis d’exprimer la dimension du code stabilisateur. On montre
finalement comment s’exprime la distance minimale d’un code stabilisateur en
fonction du groupe stabilisateur et de son commutateur.

Définition 2.10.1. Un groupe stabilisateur S de longueur n est un sous-
groupe abélien du groupe de Pauli de taille n qui ne contient pas —Z®". Un
code stabilisateur de groupe stabilisateur S est la spheére unité C = B(H)
du sous-espace vectoriel H de HS™ invariant par tous les éléments de S. En
d’autres termes :

C={lY) € B(HS™) : VE € S, El¢) = [¢)}

Afin qu’'un code stabilisateur corresponde a la définition 2.5.1 d’un code
quantique, c’est-a-dire 'image d’un encodage quantique, il faut encore montrer
que la dimension du sous-espace vectoriel H dont le code stabilisateur est la
sphére unité est égale a une puissance de 2. On prouve ce résultat par la suite.

Propriété 2.10.1. Tout groupe stabilisateur S est généré par une famille mi-
nimale appelée base, et S est de cardinal 2t ot t est le cardinal de toute base
de S.

Démonstration. La restriction de ¢ a S est un isomorphisme. En effet, S N
Ker o = {Z®"}, car d’une part, par définition —Z®" ¢ S, et d’autre part, si
+iZ®" € S alors par composition on aurait Z®" € S. De plus, S étant un
groupe, o(S) est un sous-groupe de F3" donc un sous-espace vectoriel de F3".
o(S) possede donc une base d’un certain cardinal ¢, et o(S) est alors de cardinal
2¢. Par isomorphisme, S est donc également engendré par une famille minimale
de cardinal ¢, et a pour cardinal 2¢. O

Définition 2.10.2. Soit S un groupe stabilisateur. Le commutateur de S
noté N (S) est le sous-groupe des erreurs de Pauli qui commutent avec tous les
éléments de S.

Propriété 2.10.2. S C N(S). De plus, le cardinal d’une base de S s’écrit sous
la formen —k ot k > 0, et N(S) est engendré par le sous-groupe des phases
® x {Z®"} et une famille minimale de cardinal n + k.

Démonstration. Comme tout élément S commute avec tous les éléments de S, on
aS C N(S). Soit (Z4, ..., Z;) une base de S. Par définition, N(S) est 'ensemble
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des erreurs de Pauli qui commutent avec cette base, soit I'image réciproque par
o du noyau de 'application linéaire :

F2" — Y )
(T1y ooy Ty 215 ey Zn) = (@1, oy Ty 21,5 oy 20).0(Z5) )1<i<t

Comme (0 (21),...,0(Z;)) forme une famille libre dans F2", le rang de cette
application est égal & t, et d’apres le théoréme du rang, son noyau o(N(S)) est
donc un espace vectoriel de dimension 2n — ¢t. Comme o(S) C o(N(S)), on a
par conséquent ¢ < 2n—t, et donc t = n—k ot k > 0. De plus, N(S) est 'image
réciproque par o de cet espace, donc il est généré par Ker ¢ = & x {Z®"} et
un antécédent par o d’une base de o(N(S)), qui est une famille minimale de
cardinal 2n —t =n + k. O

Propriété 2.10.3. Soit S un groupe stabilisateur de base (21, ..., Z,_). L’es-
pace laissé invariant par S :

HR = {[g) € HE™ :VE € S, E[Y) = |¢)}
est de dimension 2%,

Démonstration. On a :
HOTE = {|y) € HF™ Vi € [lin— k], Zil) = [)}
Pour tout ¢ € [0;n — k], soit H! I'espace :
HY = () € HE" i € [L1], Zilv) = [)}

Montrons par récurrence sur ¢ que dim H® = 27~ Pour ¢ = 0, la propriété
revient & affirmer que dim ’HS@" = 2™ et est donc vraie. Supposons a présent que
la propriété est vraie pour un certain ¢ € [0;n — k — 1]. Par définition :

H(t+1) _ rH(t) n H(t+1,+)

ott H#+H1H) est 1'espace propre de Z;41 associé & la valeur propre 1. Montrons
I'existence d'une erreur de Pauli £ qui anticommute avec Z;,1 et qui commute
avec tous les opérateurs de la famille (21, ..., Z;). La condition & satisfaire par
FE correspond a :

(0(B)-o(Z))1<iciss = (0,,0,1)

Or, la famille (0(Z;))1<i<¢+1 étant libre, I'application :
(.’Eh ey Ty By eeny Zn) — ((£E17 ey Ty By eeey Zn)~0(zi))1§i§t+1

est surjective, ce qui montre qu’une telle erreur de Pauli existe. Comme F
anticommute avec Z;11, on a E(HTHF)) = HE+17) De plus, comme E com-
mute avec les opérateurs de la famille (21, ..., Z;), on a E(H®) = H®. Par
conséquent, B(H® NHEFLH)) = HO A HEFLT) | ce qui montre que ces deux
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espaces sont de méme dimension. Etant donné que H® N HEFLH) ¢ H® N
HEAL=) = H®  on en déduit que :

dim (HOFD) = %dim (H®) = on—t-1

ce qui prouve la propriété au rang ¢t + 1, et donc en 'occurrence au rang t =
qul p prop ,

n—k. O

Corollaire 2.10.1. Un code stabilisateur C de groupe stabilisateur S, ou S a
une base de taille n — k, est un code quantique qui permet d’encoder ’état d’un
registre a k bits.

On introduit désormais les images respectives S et N(S) du groupe stabi-
lisateur S et de son commutateur N(S) par la surjection canonique du groupe
de Pauli sur le groupe de Pauli effectif. Cette définition sera réutilisée lors de la
présentation du décodage d’un code stabilisateur et dans la rubrique présentant
la notion d’encodeur.

Définition 2.10.3. On note S et N(S) les représentants des ensembles S et
N(S) dans P™.

La distance minimale d’un code stabilisateur se formule de maniére simple
en fonction de ces deux ensembles d’erreurs de Pauli effectives.

Propriété 2.10.4. La distance minimale d’un code stabilisateur C est le plus
petit poids d d’un élément de N(S)\S.

Démonstration. Identifions S et N(S) aux ensembles respectifs de leurs représentants
dans le groupe de Pauli P®". On cherche le plus petit poids d d’'une erreur

E € PO telle qu'il existe (|), [¢')) € C? vérifiant (¢'[vp) = 0 et (¢'|E|) # 0.

On va d’abord montrer qu’aucune erreur de Pauli dans SUP®™\N(S) ne vérifie
cette condition, et qu’a Popposé, toutes les erreurs de N(S)\S la vérifient. Cela
prouvera que d est le plus petit poids d’une erreur de N(S)\S.

Soit E € S. Il existe donc ¢ € ® tel que cE € S. Soit (|¢), 1)) € C? vérifiant
(¢'|9) = 0. On a alors E|y) = ¢ 1) donc (¢'|E|w)) = 0.

De méme, soit E € P\ N(S). Soit (1), [¢')) € C? vérifiant (¢[1) = 0. 11
existe E' € S tel que E anticommute avec E’. Par conséquent, si H(H) et H(™)
sont les espaces propres orthogonaux de E’ associés respectivement aux valeurs
propres 1 et —1, on a E(HH)) = H() de sorte que E|p) € H(7), et comme par
ailleurs [¢)') € HF)| cela prouve que (/| E[)) = 0.

Soit & présent E € N(S)\S. Comme FE commute avec tous les éléments de S,
il stabilise leurs espaces propres associés a la valeur propre 1, et donc E stabilise
Vect C. Notons I¢ 'opérateur identité sur Vect C, et E¢ la restriction de E &
Vect C. Eg = I¢ et E¢ est hermitien donc E¢ possede deux espaces propres
orthogonaux H(H) et H(~) associés aux valeurs propres respectives 1 et —1.
Comme E ¢ +S, E¢ n’agit ni comme l'identité I¢ ni comme son opposé —I¢.
Par conséquent, aucun des sous-espaces H (1) et H (=) n’est réduit & {0}, et HH)
et #(~) contiennent respectivement un vecteur unitaire [1)(*)) et un vecteur
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unitaire |)(7)). Posons alors [t)) = %(WH‘)) + ) et |9f) = %(WJ(‘*U —
[ (). |4) et |¢') étant des vecteurs unitaires, on a (|th), |¢')) € C2. De plus,
(') = 0. Cependant, E|p) = |[¢') ce qui prouve que (¢'|E|) = 1. O

Terminons cette section de présentation des codes stabilisateurs par deux
remarques importantes. Par définition, un groupe stabilisateur S agit trivia-
lement sur son code stabilisateur. En particulier, toute erreur de S\{Z®"} est
une erreur non triviale qui agit pourtant trivialement sur le code. Ce phénomene
n’a pas d’équivalent en théorie des codes classiques, ol une erreur non triviale
affecte nécessairement le code. La prise en compte de cet ensemble d’erreurs
ayant un effet trivial sur le code stabilisateur introduit une flexibilité au niveau
du décodage : si une erreur E de Pauli affecte le code, la véritable question du
décodage consiste non pas a trouver ’erreur Ela plus probable mais a trouver
lerreur £ dont la classe d’équivalence modulo S est la plus probable. Cette
remarque sera reprise a la définition 2.12.2 du décodage au maximum de classe
de vraisemblance.

La seconde remarque est que pour certains codes stabilisateurs, il existe
un élément de S\{Z®"} dont le poids est strictement inférieur a la distance
minimale du code. Un tel code est dit dégénéré.

Définition 2.10.4. Si le poids minimal d’un élément de S\{I"} est stricte-
ment inférieur a la distance minimale du code stabilisateur, ce dernier est dit
dégénéré.

Dans cette these, on montre que la distance minimale d’un turbo-code quan-
tique n’est pas fonction de la distance minimale du code externe comme dans le
résultat classique, mais plutét du plus petit poids d’un élément de N(S)\{I"}.
Si le code externe est non dégénéré, cette grandeur correspond effectivement a
sa distance minimale, mais s’il est dénénéré, elle correspond au plus petit poids
d’un élément de S\{I"}. On nommera cette grandeur distance dégénérée au
chapitre suivant.

2.11 Transformations de Clifford

Dans cette section, on présente un type de transformations permettant d’encoder
les codes stabilisateurs et descriptibles par des parametres discrets. Il s’agit
des transformations de Clifford, des évolutions unitaires laissant le groupe de
Pauli stable par conjugaison. Sous ce modele, ’étude des erreurs qui affectent
un code stabilisateur se trouve grandement simplifiée. En effet, 1'effet d’une
erreur de Pauli sur I’état d’un code stabilisateur équivaut a celui d’une erreur
de Pauli correspondante qui affecte ’état avant encodage. La correspondance
entre les erreurs de Pauli équivalentes avant et apres encodage est donnée par
I’action par conjugaison de la transformation de Clifford sur le groupe de Pauli.
Cette équivalence permet de faire abstraction de I’encodage lui-méme, qui est
un opérateur sur un espace continu, pour se concentrer sur l'effet discret de
I’encodage sur les erreurs de Pauli. Il apparait ainsi un encodage virtuel qui se
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rapporte uniquement aux erreurs de Pauli et que I'on introduira ensuite. Comme
on le présentera dans la section suivante, il existe de plus une procédure de
décodage par syndrome, ou le syndrome permet d’acquérir de 'information sur
Perreur de Pauli ayant affecté ’état du code stabilisateur. Cela permet ainsi de
se représenter le probleme par un modele tres proche de la théorie des codes
classiques : un encodage défini sur les séquences d’un alphabet fini, et pour
lequel existe une procédure de décodage par syndrome qui livre de I'information
sur cette séquence. Une telle représentation définie purement sur la séquence
des erreurs de Pauli, et faisant abstraction de I’espace continu des états sous-
jacent, fera I’objet d’une présentation spécifique qui permettra d’appréhender
directement, par un lecteur familier des notions de théorie des codes classiques, la
problématique du décodage des codes stabilisateurs et de leur distance minimale.

Définition 2.11.1. Soit U une application unitaire sur H?". U est une trans-
formation de Clifford si, pour tout E € ® x P®", UEUT € & x P&,

Il est possible de représenter une transformation de Clifford via son action
par conjugaison sur le groupe de Pauli. Une telle représentation permet de faire
abstraction de I’espace quantique et de se concentrer sur le groupe des erreurs de
Pauli. On montre dans la propriété suivante les conditions que doit vérifier toute
action sur le groupe de Pauli afin qu’elle corresponde a I’action par conjugaison
d’une transformation de Clifford. La propriété affirme ainsi qu’une telle action
est un isomorphisme du groupe de Pauli, qui conserve la commutativité, et qui
laisse le groupe des phases ® x {Z®"} invariant.

Propriété 2.11.1. Soit £ une application du groupe de Pauli ® x P®" dans
lui-méme. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une transformation de Clifford U, unique a une phase prés, telle
que pour tout £ € & x PO" ;

UEUT = £(E)

(ii) & est un isomorphisme qui conserve la commutativité, c’est-a-dire que pour

tout (E,E') € (& x P®")? ;
o(E(E)).0(E(E") = o(E).0(E)
et qui laisse le groupe des phases ® x {I®"} invariant.

Démonstration. Supposons qu’il existe une transformation de Clifford U vérifiant
la condition en (7). Soit alors (E,E’) € (® x P®")2. On a :

E(E)o&(E") = (UEU") o (UE'UYY=U(Eo E'\U' =&(Eo F')

Donc € est un morphisme. De plus, action E — UEU' est inversible d’in-
verse £ + UTEU, ce qui montre que £ est un isomorphisme. Par ailleurs, si
EoFE =FEoFE:

E(E)o&(E")Y=U(EoE"U'=U(E' 0o E)YUT = £(E') 0 E(E)
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Et si & l'inverse, Eo E' = —E’'o E, un calcul similaire montre que E(E)o&(FE’) =
—E(E") o E(E). Ainsi £ conserve la commutativité. Finalement, comme action
E + UEUT agit comme l'identité sur le groupe des phases ® x {Z®"}, £ laisse
également le groupe des phases invariant.

Montrons a présent la réciproque. Supposons que & respecte la condition
(#4). Montrons d’abord 'unicité & une phase pres de U, puis son existence. Si U
et U’ vérifient UEUT = £(E) et U'EU'T = £(E) pour toute erreur de Pauli E,
on pose V = U"TU. Alors V est unitaire, et pour toute erreur de Pauli E :

VEV ! =VEVI =UTWEUU =UE(E)U' = E

Par linéarité, on en conclut que VEV ™! = E et donc VE = EV pour tout
E € L(HS™). Ainsi V' commute avec tous les endomorphismes de £(HS™), et
V est donc un multiple de l'identité. Comme V est unitaire, on peut écrire
V =cZI®" ou|c| =1, et donc U’ = cU.

Montrons maintenant I'existence de U. Pour tout i € [1;n], soient X; =
E(X;) et Z; = £(Z;). On va construire une transformation de Clifford U vérifiant
la condition (¢) & partir de ces erreurs de Pauli. Le schéma général de la construc-
tion est le suivant. On montre d’abord que pour toute séquence de n valeurs
propres dans {—1,1}, les espaces propres respectifs de la famille d’opérateurs
(Z1,..y2n) et (21, ..., Z,) associés & cette séquence de valeurs propres sont des
droites vectorielles. Ensuite, on définit U comme ’application linéaire envoyant,
pour toute séquence de valeurs propres, un état de la premiere droite sur un
état convenablement choisi de la seconde droite.

Remarquons au préalable que pour tout (i,j) € [1;n]?, comme & respecte
la commutativité, X; et Z,_’j anticommutent si ¢ = j et commutent si i # j.

Soit b = (by, ..., b,) € {0,1}". La famille ((—1)"1 24, ...,(=1)""Z,) est libre,
commutative, et n’engendre pas l'erreur —Z%". £ étant un isomorphisme qui
conserve la commutativité et qui laisse le groupe des phases invariant, ces
mémes propriétés se retrouvent chez la famille ((—1)*Z,...,(=1)*Z,). Par
conséquent, ces deux familles génerent chacune un groupe stabilisateur. D’apres
la propriété 2.10.3 appliquée au cas k = 0, I’espace H(®) laissé invariant par la
famille ((—1)% 2, ..., (=1)" Z,) et I'espace H(®) laissé invariant par la famille
(1)1 24, ..., (—1)b» Z,,) sont donc de dimension 1. H(®) est engendré par 1'état
|b) tandis que H®) est engendré par un état |b) que l'on construit grace au
lemme suivant.

Lemme 2.11.1. Pour tout b € {0,1}™, on pose :
D) = X 0.0 X’ [0)
ot X' vaut X; si by = 1 et Videntité si b; = 0. Alors pour tout b € {0,1}", |b)

est un état qui engendre l’espace HO®) . De plus, la famille (|B>)b€{0’1}n est une
base orthonormée de HS™.

La preuve de ce lemme fait suite a cette preuve. Soit alors U I'application
linéaire définie par U|b) = |b) pour tout b € {0,1}". Comme (|b))pcfo,13n €st
une base orthonormée de H$™, U est unitaire.
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Montrons & présent que toute erreur de Pauli E € ® x P vérifie I'égalité :
UEU' = £(E)

ce qui garantira également que U est une transformation de Clifford. Il suffit
de prouver cette propriété pour tout E € {+Z,+iZ, Xy,...,Xn, 21, ..., Zn}. En
effet, toute erreur de Pauli E se décompose comme la composée d’éléments de
cet ensemble, et la propriété UEUT = £(F) est stable par composition puisque
pour tout (E, E’) € (® x P2 tel que UEU' = £(E) et UE'Ut = £(E’), on
a:

U(EoE'YU' = (UEU") o (UE'UT) = E(E) o E(E') =E(Eo E')

L'égalité UEUT = £(E) est vérifiée par hypothese pour tout E € {+Z, +iT}.
Soit & présent i € [1;n]. Pour tout b € {0,1}", on a :
b= (-1)"

Ainsi, UZ,UT = Z; = £(Z;), et égalité (_JEUJf = E(F) est vérifiée pour tout
FE € {Z,,...,Z,}. De méme, si 'on note b¥) la séquence binaire qui concorde
avec b en toutes les positions sauf la i-eme position, on a [b(?)) = X;|b), et :

UZUNb) = UZi|b) = U(—1)" b) = Zi|b)

UXU'[b) = UX;|b) = Up™) = [b) = X;[D)
la derniere égalité provenant du fait que :

\B} = éf'lbl 0..0 2?,?”\6}

et :
b)) = X o...0 (é’?ibi 0 X;)o...0 X 0)
Par conséquent I'égalité UEUT = E(E) est également vérifiée pour tout
E e {X,...,X,}, et donc pour tout E € ® x PO, O

Preuve du lemme 2.11.1. Montrons d’abord que le vecteur |b) ainsi défini est
un état qui engendre Pespace H(®. D’abord, |b) est bien un vecteur unitaire
donc un état, puisqu’il est I'image de I’état |b) par une composée d’erreurs de
Pauli qui sont des applications unitaires. De plus, pour tout ¢ € [1;n], comme
Z, anticommute avec X; et commute avec tous les autres )?j ouj#i:

(=1)% Z;|b) = (=1)" Z; 0 X' o ... 0 XL |0)
= )Elbl 0...0X" o Z;|0)
=& o.. o0& o|0)
= [b)

Cela montre bien que [b) € H® et que |b) est un état qui engendre H®. De
plus, soit (b,b’) € {0,1}" avec b # b'. Soit i € [1;n] tel que b; # b;. Notons HO)
et H(1) les espaces propres de I'opérateur Z; associés respectivement aux valeurs
propres 1 et —1. Ces deux espaces sont orthogonaux, et comme |b) € H ) tandis

que |b') € H®) il vient que b) et &) sont orthogonaux. Cela prouve que la famille
(b))pefo,13» est une base orthonormée de H3". O
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Remarque 1. La conservation de la commutativité par £ n’est pas une condi-
tion suffisante pour que £ corresponde a l'action par conjugaison d’une trans-
formation de Clifford. Il est nécessaire de mentionner I'invariance du groupe des
phases ® x {Z®"} par £. En témoigne I’exemple suivant, pour lequel la commu-
tativité est conservée mais le groupe des phases n’est pas laissé invariant. Soit
& lisomorphisme du groupe de Pauli qui, a toute erreur £ = cF ® ... ® F,,
associe £(E) =¢E; ® ... ® E,. £ nagit que sur la phase des erreurs de Pauli et
conserve donc la commutativité ; cependant, il n’existe aucune application uni-
taire U telle que, par exemple, UiZ®"Ut = £(iZ®") puisque UiZ®"Ut = i7"
et E(1Z®") = —iZ®".

On aura besoin, pour construire un turbo-encodage quantique, du corollaire
suivant, vrai car l'action par conjugaison requise conserve la commutativité.

Corollaire 2.11.1. Pour toute permutation s de l'ensemble {X,), Z}, il existe
une transformation de Clifford U telle que pour tout E € {X,Y, Z}, U,EU] =
s(E).

On va se baser sur cette propriété afin de construire une transformation
de Clifford permettant d’encoder un code stabilisateur. L’indexation des er-
reurs de la base du groupe stabilisateur est dorénavant modifiée par commodité
d’écriture : ces erreurs correspondent en effet a 'image par conjugaison des
erreurs (Zg41,..., Zn) qui laissent invariant lespace quantique avant encodage
HE @ {]0n—s)}-

Propriété 2.11.2. Soit C le code stabilisateur d’un groupe stabilisateur S généré

par une base (Zki1y -y Zn). 1l existe une transformation de Clifford U vérifiant
Z, =UZ,U! pour tout i € [k + 1;n]. L’encodage (n,k,U) engendre alors C.

Démonstration. Construisons une famille libre

complétant la famille - -
(Zis1y s Zn)

et qui vérifie les relations de commutation o(X;).0(Z;) = 6, ;, 0(Z;).0(Z;) =0
et o(X;).0(X;) =0.
On complete d’abord itérativement la famille

(Z1y.0y Z0)

Si k=0, iln’y arien a faire. Sinon, supposons que pour un certain ¢ € [2; k+ 1]

la famille (Z, ..., Z,,) est construite. La famille (0(Z;),...,0(Z,)) étant libre
dans F3", Papplication de F3" dans Fy—*1 .

(@1, s @i,y 21, oy 20) > (X150, Ty 215 o0, 20).0(Z5) )i<i<n

est de rang n — ¢t + 1. Son noyau est de dimension n + ¢ — 1, et contient donc
une séquence n’appartenant pas a Vect {0(2;),...,0(Z,)}. Soit alors Z;_; un
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antécédent par o d'une telle séquence. Ainsi, la famille (Z;_1, ..., Z,,) est toujours
libre et commutative, et il suffit d’itérer ce processus jusqu’a construire toute la
famille (21, ..., Z,,).

On complete également itérativement la famille

(215 ey 2y Xy oy )

Supposons que la famille (Z_l,...,Z_n,é\?l,...,Xt), libre et respectant les rela-
tions de commutation, est construite pour un certain ¢ € [0;n — 1]. La fa-
mille (0(21),...,0(2,),0(X1),...,0(X;)) est libre dans F2". Ainsi, I'application
de F2" dans F5 ™ qui & toute séquence (21, ..., Tp, 21, ..., 2n) associe la séquence
des n + t produits simplectiques respectifs de (z1, ..., Zp, 21, ..., 2n) avec chaque
séquence de la famille (o(2,), ..., 0(Z,),0(X)), ...,0(X;)) est de rang n +t donc
surjective. Il existe donc une séquence (x1, ..., Ty, 21, ..., 2n) dont Pimage vaut
(0,...,0,1,0,...,0) ot le 1 est placé en ¢+ 1-itme position. Soit alors X;,; une er-
reur de Pauli ayant (x4, ..., Zn, 21, ..., 2, ) POUr représentation simplectique. Alors
/'?Hl anticommute avec Zt+1 et commute avec toutes les autres erreurs de la

séquence (21, ..., Zp, X1, ..., X;). Cela garantit que la famille (21, ..., Z,,, X1, ..., Xr11)

respecte les relations de commutation exigées. De plus, comme &7 anticom-
mute avec Z;,1, il n’appartient pas au sous-groupe engendré par la famille
(21, ..., Zp, X1, ..., X;) puisque toutes les erreurs de cette famille commutent avec
Ziyq. Ainsi, la famille (24, ..., Z,, X1, ..., Xy 1) est également libre.

A présent, soit € le morphisme du groupe de Pauli défini par £(&;) = X et
E(2;) = Z; pour tout i € [1;n], et par le fait que & laisse le groupe des phases
® x {Z®"} invariant. £ est alors un isomorphisme qui conserve la commutativité.
Par conséquent, il existe une transformation de Clifford U telle que, pour tout
Eec®xPpen;

UEUT = £(E)

Considérons alors le code quantique C engendré par 'encodage (n,k,U),
c’est-a-dire :
C=U(BHF") @ {|0.-1)})

Pour tout état |¢)) de I'espace quantique HS™, on a alors I’équivalence :
) € C e U ) € HE® @ {|0,—k)}
e Vie[k+1in], ZU ) =U ")
s Vielk+1n],UZU 1Y) = [¥)
& Vi€ [k+1;n], Ziy) = )
& VE € §,E|Y) = [¢)

Cela montre que le code quantique C est le code stabilisateur de groupe
stabilisateur S. O

La propriété suivante permet, pour un code stabilisateur défini par une trans-
formation de Clifford, de caractériser son groupe stabilisateur ainsi que son
commutateur directement & partir de la transformation de Clifford.
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Propriété 2.11.3. Soit C un code stabilisateur engendré par un encodage (n, k,
U) ot U est une transformation de Clifford. Le groupe stabilisateur S de C est
généré par la famille (241, ..., 2,) et son commutateur N(S) est généré par
la famille (iT®", Xy, ..., Xy, 21, ..., Zp) o Z; = UZ,U ™Y et X; = UX;U~ pour
tout i € [1;n].

Démonstration. Notons £ I'isomorphisme du groupe de Pauli donné par U —
UEU'. Soit E une erreur de Pauli. Alors :

E €S Vy) €C ER) =y)
& YY) € BHSY) ® {|05-1)}, EU[) = Ulp)
& YY) € BHS®) @ {|0n—i)}, EHE)|Y) = |¢)

La derniere condition équivaut & ce que £-'(E) est une erreur de Pauli
dont la restriction & espace HY* @ {]0,_x)} vaut I'identité, ce qui est le cas si
et seulement si £71(F) s’exprime comme une composée d’erreurs de la famille
(Zk11, .-, Zn). Cela montre que S est généré par la famille (2541, ..., Z,).

Par ailleurs, une erreur de Pauli F appartient & N(S) si et seulement si elle
commute avec tous les éléments de S. Comme £ conserve la commutativité,
cette condition équivaut a ce que £~1(F) commute avec tous les éléments de la
famille (241, ..., Z,). Cela équivaut & ce que E~1(E) est la composée d’erreurs
de la famille (iZ®", X}, ..., X, Z1, ..., Zn), ol la présence de Perreur iZ®™ dans la
famille précédente permet d’introduire un déphasage quelconque. Cela montre
que N(S) est généré par la famille (12", Xy, ..., Xy, Z1, .., Zn)- O

L’isomorphisme £ du groupe de Pauli donné par E — UEUT permet de
suivre I’évolution de l'effet d’'une erreur de Pauli au cours d’un encodage, comme
en témoigne cette propriété.

Propriété 2.11.4. Soit U une transformation de Clifford sur HS"™ et € liso-
morphisme du groupe de Pauli associé a U, c’est-a-dire l'opération sur le groupe
de Pauli E — UEU?'. Si limage par U d’un état |1) est état |3') = U|1), alors
pour toute erreur de Pauli E, l'image par U de Uétat E|) est 'état E(E)|Y').

Démonstration. On a en effet UE|Y) = EUY) = E|Y'). O

Finalement, introduisons l'isomorphisme du groupe de Pauli effectif induit
par une transformation de Clifford. Cela sera utile pour simplifier la description
du procédé de décodage dans la section suivante, et pour introduire ensuite la
notion d’encodeur.

Propriété 2.11.5. Soit U une transformation de Clifford. L’application £ de
P™ dans P™ qui, a la classe d’équivalence de toute erreur E € P™, associe
la classe d’équivalence de Uerreur UEUT, est bien définie et correspond a un
isomorphisme appelé isomorphisme du groupe de Pauli effectif induit
par U.
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Démonstration. Afin de vérifier que I'application £ est bien définie, il suffit de
remarquer que si deux erreurs de Pauli E et E’' ne different que d’une phase, il
en est de méme pour les erreurs de Pauli UEUT et UE'UT. Ainsi, I'image d’une
erreur de Pauli effective est bien définie et indépendante de l'erreur de Pauli
choisie pour I'application de UEU".

C’est de toute évidence un morphisme, puisque la classe de toute erreur
UE o E'UT est le produit des classes des erreurs UEUT et UE'UT. Comme de
plus, la classe de I'identité n’est atteinte que lorsque F appartient a la classe de
I'identité, ce qui montre que £ est un isomorphisme. O

Il convient de noter le fait immédiat mais tres important, qui sera repris lors
de la définition 2.13.1 de la notion d’encodeur, qu'un tel isomorphisme de Pauli
effectif doit nécessairement conserver la commutativité.

2.12 Décodage d’un encodage stabilisateur

On décrit ici un procédé de décodage au maximum de vraisemblance applicable
aux encodages stabilisateurs. Ce procédé est optimal lorsque le modele du canal
quantique est descriptible par des erreurs de Pauli, comme c’est le cas pour le
canal quantique dépolarisant et le canal quantique a effacement. Il reste ap-
plicable pour tout autre modele de canal quantique sans étre nécessairement
optimal dans ce cas.

Il sera plus simple de travailler directement sur le groupe de Pauli effectif
lors de la présentation du procédé de décodage. En effet, deux erreurs de Pauli
qui ne different que par leur phase ont le méme effet sur ’espace quantique,
puisqu’une telle différence n’a pour effet que d’introduire un déphasage sur les
états, et que des états qui ne different que par une phase sont en réalité iden-
tiques. On fera donc de nouveau usage de la définition 2.10.3 des ensembles S
et N(S) des erreurs de Pauli effectives correspondant au groupe stabilisateur
S et a son commutateur N(S). Le modele d’erreur du canal quant a lui sera a
I’échelle des erreurs de Pauli effectives, c’est-a-dire qu’on comptabilisera, pour
toute erreur de Pauli effective, la somme des probabilités des erreurs de Pauli
correspondantes. Le terme < erreur >dans cette section désignera exclusivement
une erreur de Pauli effective.

Il faut commencer par souligner une particularité du décodage qui n’existe
pas dans la théorie des codes classiques. Plusieurs erreurs peuvent avoir la méme
action sur un code stabilisateur. Cela vient du fait que par définition, I’ensemble
des erreurs de S laissent le code stabilisateur invariant. Ainsi, le fait de compo-
ser une erreur par n’importe quelle erreur de S ne modifie en rien I’action d’une
telle erreur sur le code stabilisateur. Lors du décodage au maximum de vraisem-
blance, la tache ne consistera donc pas a estimer l'erreur la plus probable, mais
la classe d’erreurs la plus probable modulo S. Afin de souligner cette subtilité,
appelons le procédé décodage au maximum de classe de vraisemblance.
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Le procédé de décodage consiste en substance & appliquer la transformation
de Clifford inverse sur I’état regu a la sortie du canal, puis a effectuer une mesure
sur les n — k bits de I’état obtenu. Cette mesure constitue le syndrome qui livre
une information sur la classe modulo S a laquelle appartient 'erreur E qui a
été introduite par le canal. Ensuite, il s’agit de retrouver la classe d’erreurs la
plus probable parmi celles qui correspondent & ce syndrome. Définissons donc
le syndrome d’une erreur :

Définition 2.12.1. Soit (n,k,U) un encodage quantique ot U est une trans-
formation de Clifford, et soit £ I'isomorphisme du groupe de Pauli effectif induit
par U. Le syndrome d’une erreur de Pauli effective F € P™ est la séquence :

(0(E).0(E(Zk41)),s -y 0(E).0(E(Zy)))

Le syndrome d’une erreur est donc le produit simplectique de lerreur par
la famille canonique des générateurs de S. On verra grace a la description ci-
dessous que le syndrome d’une erreur peut étre obtenu grace la mesure des n—k
derniers bits apres avoir appliqué U ' sur 'état recu.

Considérons donc un code stabilisateur C engendré par un encodage (n, k, U)
ou U est une transformation de Clifford, et notons £ 'isomorphisme du groupe
de Pauli effectif induit par U. On suppose que le canal quantique introduit
une erreur F € P™ suivant une distribution de probabilité P(E) connue. Cette
distribution de probabilité peut étre connue a priori comme dans le cas du canal
dépolarisant, ou a posteriori comme dans le cas du canal a effacement. Comme
& est un isomorphisme, on peut écrire toute erreur E sous la forme :

E =&(L,8)

ou L € P¥ et S € P"*. La lettre L est employée pour désigner 'erreur située
sur les k premieres positions porteuses de l'information quantique et appelées
logiques, tandis que la lettre S est employée pour désigner I'erreur située sur les
n — k dernieres positions sur lesquelles on mesurera le syndrome.

Supposons que l'on envoie via ce canal un état |¢)') = U(|¢)) ® |0,—k)) o
[) € H® représente Iétat d'un registre a k bits que 'on cherche & protéger.
Avec probabilité P(FE), une erreur E est introduite par le canal. Lorsque 'on
applique U1 & I'état recu, cela correspond donc & l'introduction de l'erreur
(L, S) sur Vétat 1) @ |0,—).

Soit (21, .oy Tp—ky 21, -, Zn—k) la représentation simplectique de S. S s’écrit
comme le produit S S@) ou S et S(@ sont les erreurs dont la i-éme
coordonnée vaut, respectivement, X si x; = 1 et 0 sinon, et Z si z; = 1 et 1
sinon. Comme S(%) agit trivialement sur 1’état |0,,_1) des n — k derniers bits du
registre, S envoie létat |0,,_x) sur Uétat |z) ot z = (21, ..., Tp_k).

On constate que la séquence x correspond au syndrome de lerreur E =
E(L,S). En effet, pour tout i € [k + 1;n], on a :

o(&E(L,S)).0(E(Z;)) = o(L,S).0(Z;)

et (L, S) anticommute avec Z; si et seulement si z; = 1.
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Ainsi en fonction de l'erreur E introduite par le canal, 1’état obtenu apres
application de U~! & DI’état recu par le canal appartient & l'un des espaces
HER @ {|x)} ot z € {0,1}*~F. La famille des projecteurs orthogonaux sur ces
espaces est la famille associée a la mesure des n — k derniers bits du registre,
comme cela a été présenté dans la définition 2.2.3. En effectuant la mesure des
n—k derniers bits du registre, le résultat  de la mesure révele ainsi le syndrome
de 'erreur E.

Une fois le syndrome x mesuré sur les n — k dernieres positions, on est
alors intéressé par connaitre 'erreur L la plus vraisemblable sur les k& premieres
positions du registre, afin d’appliquer ensuite la correction L~! sur ces positions
du registre. On cherche donc une erreur L maximisant la probabilité que ’erreur
E du canal s’écrive sous la forme £(L, S) ot la partie en X de la représentation
simplectique de S correspond a la séquence x :

L € argmax Z P(E(L, 8% 5(2)))
LEP®  gzye(1,zyn—*

ott S&) est lerreur dont la i-éme coordonnée vaut X si z; = 1 et I si z; = 0.
Résumons donc le procédé :

Définition 2.12.2. Soit un canal quantique de loi de probabilité d’erreur P(E)
ou E € P". On rappelle que P(F) désigne ainsi la somme des probabilités
d’occurrence d’une erreur de Pauli appartenant a 'erreur de Pauli effective E.
Soit (n,k,U) un encodage quantique ot U est une transformation de Clifford,
et soit C le code stabilisateur qu’il engendre. Le décodage au maximum de
classe de vraisemblance d'un état U(|1)®@{0,_r}) € C, ot [¢) € HSF, envoyé
par le canal consiste a effectuer successivement ces trois étapes :

e L’application de U~! & I’état recu en sortie du canal

e La mesure de la séquence x des n—k derniers bits de cet état, conformément
a la définition 2.2.3

e L’estimation de 'erreur la plus probable sur les k premiers bits :

L € argmax Z P(E(L, 8 52)))
LePr sy e(r,zyn—+

ot S&) est Verreur dont la i-eme coordonnée vaut X si x; = 1 et I si
€Tr; = 0.

Ce procédé permet de rétablir, avec probabilité maximale, I'état |1) porteur de
l'information quantique en appliquant L' = L sur les k premiéres positions du
registre.

Un tel procédé de décodage est applicable également aux modeles de canaux
quantiques dont la loi de probabilité n’est pas définie uniquement sur les erreurs
de Pauli. En effet, si ’on suppose qu’une erreur quelconque E est introduite par
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le canal quantique, on peut toujours séparer les erreurs de Pauli formant UTEU
en fonction de leur syndrome z. Si ’on note S®) Terreur de P®(*=*) formée de
X aux positions ou x; = 1 et de 7 aux positions ou x; = 0, on a ainsi :

U'EU = Z Z Z CLe(s@osen) L ® () o §))

z€{0,1}—k LeP®k §(z){T,Z}®(n—Fk)

Apres avoir appliqué U~! & ’état recu en sortie du canal, I’état obtenu n’ap-
partient pas nécessairement & 'un des espaces HS* @ {|z)} ot z € {0,1}"*,
mais & une combinaison linéaire d’états de ces espaces. En effectuant toutefois
la mesure des n — k derniers bits et en notant x le syndrome mesuré, on obtient
alors un état factorisé sur le registre des k premiers bits et le registre des n — k
derniers bits, dont ’état sur les k premiers bits correspond a 1’état |¢) affecté

de Derreur :
E E CL®(s(w>os(z>)L
LEPOF §(=)e{T,Z}8(n—k)

Alors, en connaissant la loi de probabilité de ’erreur E introduite par le canal
quantique, et par conséquent la loi de probabilité conditionnelle de ’erreur ci-
dessus sachant le résultat x de la mesure, on recherche l'erreur la plus probable
affectant le registre des k premiers bits dans cette situation. Cela ne garantit
cependant pas que l'état |¢)) puisse étre rétabli, quand bien méme la bonne
erreur sur le registre des k premiers bits a été trouvée, car dans le cas général,
il reste toujours la possibilité que cette erreur soit non inversible.

2.13 Encodeurs quantiques

Les définitions de cette section sont présentées de maniere a étre lisibles a partir
des seules bases de théorie des codes classiques, sans nécessiter de connaissance
en mécanique quantique. Le premier paragraphe permet néanmoins de justi-
fier 'approche ainsi faite et d’en expliquer l'intérét scientifique pour les codes
stabilisateurs.

On a montré que tout code stabilisateur peut étre engendré par un enco-
dage qui correspond a une transformation de Clifford, c’est-a-dire une évolution
unitaire U qui laisse le groupe de Pauli invariant par 'opération de conjugaison
E — UEU'. L’intérét principal d’un encodage induit par une transformation
de Clifford réside dans le fait qu’il permet de suivre 'effet d’une erreur de Pauli
sur un état de ’espace quantique avant et apres encodage, cet effet étant décrit
par I'isomorphisme E +— UEUT du groupe de Pauli comme présenté dans la
propriété 2.11.4. De plus, comme on I’a vu aussi bien pour la propriété 2.10.4
de distance minimale que pour le procédé de décodage, il n’est pas utile de
conserver l'information portant sur la phase des erreurs de Pauli. Il est donc
plus simple de s’intéresser a 1’isomorphisme du groupe de Pauli effectif induit
par la transformation de Clifford U, défini dans la propriété 2.11.5, un tel ob-
jet permettant de décrire toutes les propriétés essentielles de I'encodage sans
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s’encombrer du signe des erreurs de Pauli. En faisant abstraction de la struc-
ture de ’encodage quantique sous-jacente, on va donc définir simplement la
notion d’encodeur quantique, isomorphisme sur le groupe de Pauli effectif
dont toutes les propriétés essentielles peuvent étre extraites.

Au-dela de sa capacité a décrire le décodage ainsi que la distance minimale
de I'encodage et du code stabilisateur sous-jacents, ’encodeur quantique est
surtout un modele reposant sur des parameétres discrets, puisqu’il s’agit d’une
action sur P™ ou P = {I, X,Y, Z} est un alphabet fini, et dont la présentation
est proche des encodages dans la théorie des codes classiques. Ainsi, toute la
suite de I'exposé peut étre suivie pour un lecteur uniquement familiarisé aux
codes correcteurs d’erreurs classiques. C’est également le point fort ayant permis
d’effectuer des rapprochements entre le modele du turbo-encodage classique et
le modele du turbo-encodeur quantique que ’on introduit dans le cadre de la
these, et ayant permis d’analyser les propriétés qu'un tel turbo-encodeur doit
posséder afin de lui garantir de bonnes propriétés de distance minimale et de
décodage.

Afin que toute la suite soit auto-suffisante, on rappelle les faits suivants.

Rappel 2.13.1. L’ensemble P = {I,X,Y,Z} est un groupe abélien dont la
loi de groupe est donnée par I? = X2 =Y?2 =22 =1 XY =YX = Z,
YZ=2Y=X,ZX=XZ=Y et IE=FEI=F pour tout E € P. Pour tout
n € N* le groupe P™ obtenu par produit cartésien est nommé le groupe de
Pauli effectif de taille n, et ses éléments sont les erreurs de Pauli effectives
de taille n, que 'on pourra nommer plus brievement erreurs de taille n.

Le poids d’une erreur est le nombre de coordonnées de cette erreur qui sont
différentes de I.

La représentation simplectique o est I'application de P dans F3 donnée
par o(I) = (0,0), o(X) = (1,0), o(Y) = (1,1) et o(Z) = (0,1). Il s’agit
d’un isomorphisme. Par extension, pour tout n € N*| la représentation sim-
plectique d’une erreur de taille n E = (Ey, ..., E,) est la séquence de 2n bits
0(E) = (21, ey Tp,y 21, .- 25 ) O, pour tout i € [1;n], (z;,2;) = o(E;).

Le produit simplectique de deux séquences de 2n bits, (1, ..., Ty, 21, --s Zn)
et (29, ...,z 21, ..., 20,), est le bit :

n
/ /! ! !/ / !
(T eey Ty 215 ooy 20 ) (XY g ooy Ty 25 ovey Zpy) = E xiz, + T;2;
i=1

On rappelle également que 'on écrit X;, Y; et Z; pour désigner une erreur
de taille n connue valant respectivement X, Y et Z en ¢-éme position et I en
toutes les autres positions.

On peut a présent définir un encodeur quantique.

Définition 2.13.1. Un encodeur quantique est un triplet (n,k,&) ot n et
k sont des entiers vérifiant n > k > 1 et £ est un isomorphisme du groupe de
Pauli effectif P™ qui conserve le produit simplectique, c¢’est-a-dire tel que pour
tout (E,E’") € (P™)? :

o(E(E)).o(E(E") = o(E).o(E')

69



Il est important de noter qu’un encodeur quantique doit posséder la propriété
de conservation du produit simplectique au sens ci-dessus, puisqu’il correspond
a un isomorphisme de Pauli effectif induit par une transformation de Clifford.
Cette condition dans la définition ne jouera toutefois aucun réle par la suite. La
valeur de k dans le triplet (n, k&, &) est quant & elle nécessaire a mentionner car
elle permet de différencier les k premieres positions porteuses de 'information
quantique des n — k derniéres positions sur lesquelles est mesuré le syndrome
lors du décodage.

Un encodeur quantique étant un modele virtuel construit a partir d’un en-
codage stabilisateur, rattachons-lui les notions de groupe stabilisateur, groupe
commutateur, et de distance minimale qui correspondent a l’encodage et au
code stabilisateur sous-jacents. Les groupes stabilisateur et commutateur d’un
encodeur quantique sont définis en conformité avec la propriété 2.11.3 et la
définition 2.10.3, tandis que la distance minimale d’un encodeur quantique est
définie en se servant de la propriété 2.10.4.

Définition 2.13.2. Le groupe stabilisateur S et le groupe commutateur N(S)
d’un encodeur quantique (n, k, £) sont les sous-groupes de P™ engendrés par les
familles respectives (€(Zk41),...,E(Zn)) et (E(X1),....E(Xk),E(Z1),....E(Zy)).
En d’autres termes :

S =1} x {1, Z}"")
N(S) = E(PF x {I,Z}"7F)

La distance minimale d’un encodeur quantique est le plus petit poids d’'un
élément de N(S)\S c’est-a-dire de I’ensemble :

E((P\{IY*) = {1,Z}"7F)

Dans le modele d’encodage sous-jacent a ’encodeur quantique, toute erreur
de 'ensemble {I, Z} a un effet trivial sur les n — k dernieres positions de 'entrée
de Pencodage. Ainsi, N(S) est Pensemble des erreurs stabilisant le code tandis
que S est 'ensemble des erreurs laissant le code invariant. On dira ainsi que
toute erreur de N(S) est non détectée et toute erreur de S est bénigne.

Il est nécessaire de compléter le modele en mentionnant le canal quantique
ainsi que le décodage. Avant D'utilisation du canal quantique, 'encodeur n’est
censé véhiculer aucune erreur, puisqu’on suppose étre dans une situation ou
I’encodage est parfait c’est-a-dire ne comportant pas d’erreurs en soi. Le canal
quantique introduit alors une erreur, dont 'estimation revient au procédé de
décodage. On se restreint ici aux canaux quantiques modélisables par une loi
de probabilité définie sur les erreurs de Pauli effectives, méme s’il est possible
de lever cette restriction comme cela a été présenté dans la section précédente
traitant du décodage d’un code stabilisateur.

Définition 2.13.3. Un canal quantique introduit une erreur de Pauli effective
FE € P" conformément a une certaine loi de probabilité. Il est dit sans mémoire
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si sa loi de probabilité est le produit cartésien d’une loi de probabilité identique
en chacune de ses n positions.

L’information qui peut étre acquise sur une erreur F introduite par le canal
quantique s’appelle le syndrome de l'erreur. Le syndrome est une séquence de
n — k bits qui permet de savoir si chacune des n — k dernieéres coordonnées
respectives de £71(E) appartient & {I,Z} ou a {X,Y}. Contrairement au cas
des encodeurs classiques, on ne connait donc qu'une information partielle sur
ces coordonnées, qui consiste a savoir si elles ont un effet bénin ou non. On
réfere a la section 2.12 traitant du décodage des codes stabilisateurs pour plus
de détails sur la signification physique du syndrome.

Définition 2.13.4. Soit (n,k,&) un encodeur. Pour toute erreur E € P™,
le syndrome syn(E) de E est la séquence z = (xg41,...,2,) extraite de la
représentation simplectique (21, ..., Tn, 21, -.., 2, ) de E7L(E). En d’autres termes,
il s’agit de la séquence des n — k bits dont le i-éme élément vaut O si la k +i-eme
coordonnée de £~1(E) appartient & {I,Z} et 1 si la k + i-éme coordonnée de
E~Y(E) appartient & {X,Y}.

Remarque 2. La définition précédente du syndrome est conforme a celle donnée
dans la définition 2.12.1 en étendant le produit simplectique aux erreurs de Pauli
effectives. Le syndrome est donc un morphisme de P™ dans F%, et le syndrome
d’une erreur E est nul si et seulement si £ € N(S), cette derniere propriété
étant die a la conservation de la commutativité par I’encodeur quantique.

Si le syndrome de F est connu, chacune des n — k dernieres coordonnées de
EY(E) est déterminée modulo {I, Z} : elle vaut I modulo {I,Z} si x; = 0, et
X modulo {I, Z} si z; = 1. On peut donc écrire F sous la forme £(L, X)) §(%)),
ot L est une erreur de taille k, S?) est une erreur de taille n — k dont toutes
les coordonnées appartiennent a {I, Z}, et S (X) est Perreur de taille n — k dont
la i-eme coordonnée vaut X six; =1et I si z; =0.

Comme toute classe d’erreurs modulo S a la méme action sur le code sous-
jacent au modele de l'encodeur, le probleme du décodage est de déterminer
la classe des erreurs modulo S la plus probable connaissant le syndrome xz
de lerreur. A la lumiere de la description ci-dessus, toute classe d’erreurs est
déterminée de maniére unique grace & L et grace au syndrome qui fixe S(%). Le
probleme du décodage équivaut donc simplement a rechercher les k& premieres
coordonnées L de £7!(E) connaissant le syndrome x de l'erreur E introduite
par le canal quantique.

Définition 2.13.5. Le décodage d’une erreur F, introduite par un canal quan-
tique de loi de probabilité P et dont on connait le syndrome x = syn(E),
consiste & produire une estimation des k premieres coordonnées L de £~1(E).
Le décodage au maximum de classe de vraisemblance donne une erreur
L qui maximise la probabilité de la classe des erreurs E de syndrome z et dont
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I'antécédent £~1(FE) commence par L:

L € argmax Z P(E(L, SP)52))
LePp* S(Z)G{I,Z}n—k

ot S est Perreur dont la i-me coordonnée vaut X si x; = 1 et I si z; = 0.
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Chapitre 3

Le turbo-encodeur formel,
construction dans un
formalisme commun aux
cadres classique et
quantique

3.1 Un formalisme d’erreur et d’encodeur com-
mun aux cadres classique et quantique

Dans la section 1.5 et la section 2.13, on a présenté ’encodeur qui permet
de modéliser I’évolution d’'une erreur affectant I’entrée d’un encodage lorsque
I’encodage lui est appliqué. Dans le premier cas, il s’agissait d’un encodage
classique linéaire tandis que dans le second cas, I’encodeur était relié & un en-
codage quantique correspondant & une transformation de Clifford. Des points
communs existent entre ces deux modeles, a commencer par le caractere fini
de I’ensemble d’erreurs. Il est possible de rapprocher ces deux modeles d’enco-
deurs sous un seul cadre abstrait, qui permet de traiter aussi bien le premier
cas que le second. Les objets considérés sous ce cadre, tels que ’ensemble d’er-
reurs ou ’encodeur, seront qualifiés de formels. On retient le cadre commun le
plus simple qui suffit a définir ensuite un turbo-encodeur formel avec de bonnes
propriétés de distance minimale. Le turbo-encodeur formel que 1’on entreprend
de définir dans le formalisme commun, correspond, lorsqu’il est décliné sous
le modele classique, au turbo-encodage classique déja introduit par [10], tan-
dis que sous le modele quantique, il permet de définir une nouvelle classe de
turbo-encodage quantique dont la distance minimale tend vers 'infini avec la
taille de ’encodage et pour lequel il existe un décodage de complexité linéaire
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livrant de bonnes performances. Le but de la démarche de rapprochement des
modeles des encodeurs classique et quantique est de bien mettre en évidence
les points de similitude qui existent entre le turbo-encodage classique présenté
par [10] et le turbo-encodage quantique que l’on introduit, ainsi que les subti-
lités théoriques particulieres rencontrées dans le modele quantique qui rendent
le turbo-encodage quantique différent en certains points de son homologue clas-
sique. Toutes les propriétés de l’encodeur quantique ne sont notamment pas
reprises, en particulier la propriété de conservation de la commutativité, car elle
n’est pas nécessaire pour établir les caractéristiques de I’encodeur formel.

Le formalisme commun aux modeles d’encodeurs classique et quantique re-
pose sur un groupe fini G nommé ensemble des erreurs, qui se décline dans le
modele classique en Fo = {0, 1} et dans le modele quantiqueen P = {I, XY, Z}.
Un encodeur est alors un triplet (n,k,&) ol € est un automorphisme de G™.
Rappelons que le role de k est de spécifier le nombre de positions porteuses de
I'information a encoder en entrée.

On a de surcroit constaté, dans le modele d’encodage dont dérive ’encodeur
quantique, que le sous-groupe d’erreurs {I, Z} a une action triviale sur les n— k&
dernieres positions de l'entrée. L’ensemble des erreurs qui joue le méme réle
dans le modele classique est réduit & 0. Une maniere d’absorber cette différence
dans le formalisme commun est de définir un sous-groupe strict H de G que
l’on nomme ensemble des erreurs non détectées, qui correspond & {I, Z} dans
le modele quantique, et est réduit & {0} dans le modele classique. Cela permet,
dans le formalisme commun, de redéfinir les ensembles S et N(S) des erreurs
bénignes et non détectées, et d’exprimer la distance minimale d’un encodeur.

Dans le résultat de distance minimale que I’on démontre sur le turbo-encodeur
formel, il sera nécessaire de faire intervenir, en plus de la distance minimale, une
autre distance liée a ’encodeur formel que I’on nomme distance dégénérée.

Définition 3.1.1. L’ensemble formel d’erreurs est un groupe fini G d’élément
neutre I possédant un sous-groupe strict H nommé groupe des erreurs non
détectées. Le poids d'une erreur E = (Ey,...,E,) € G™ est le nombre de
coordonnées F; différentes de I; il est noté |E|.

Un encodeur formel est un triplet (n,k,&) oum > k > 1 et £ est un
automorphisme de G".

L’ensemble des erreurs non détectées N(S) d’un encodeur formel (n, k,
&) est 'ensemble :

N(S) = E(GF x H"F)
Cet ensemble se divise en deux catégories, I’ensemble des erreurs bénignes
S =E{I}* x H*7F)

et I’ensemble des erreurs nocives

N(S)\S = E((GM{I}*) x H* )

La distance minimale d’un encodeur formel (n, k, £) est le plus petit poids
d’une erreur nocive, soit une erreur de N(S)\S. La distance dégénérée d'un
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encodeur formel (n, k, &) est le plus petit poids d’une erreur non détectée non
triviale, soit une erreur de N(S)\{I}".

D’un point de vue pratique, il est utile de séparer les différentes positions
d’entrée et de sortie d’un encodeur formel selon leur nature. A I'entrée, les k
premiéres positions dites logiques donnent ’erreur sur I'information (classique ou
quantique) que ’on cherche & transmettre via I’encodage modélisé par I’encodeur
formel, tandis que les n — k dernieres positions dites de syndrome sont celles sur
lesquelles le syndrome est mesuré. Comme le syndrome sur ces positions révele
si chaque coordonnée de l'erreur est détectée, c’est-a-dire appartient & G\ H, il
sera également utile de donner une définition particuliere du poids de syndrome
d’une erreur en ces n — k positions. L’erreur de sortie d’'un encodeur formel est
quant a elle intégralement dite physique, car cette erreur est effectivement celle
qui se produit dans le canal.

Définition 3.1.2. Ecrivons les erreurs d’entrée E et de sortie £(E) d’un en-
codeur formel (n, k,£) sous les formes respectives £ = (L, S) et E(E) = P, ou
L € G* est une erreur logique, S € G" % est une erreur de syndrome et
P € G" est nommée erreur physique. On appelle alors :

e poids logique de E, noté |E|r, le poids de L

e poids de syndrome de E, noté |E|g, le nombre de coordonnées de S
appartenant & H = G\H

e poids physique de P, simplement, le poids de P

Lorsque l'on considerera un encodeur convolutif formel, cas particulier d’un
encodeur formel, les erreurs et poids logiques et physiques n’auront pas la méme
définition.

Dans le cas de ’encodeur convolutif formel, qui correspond & un encodeur
formel divisible en plusieurs étapes, les erreurs intermédiaires seront séparées
en un maximum de quatre groupes de positions de natures différentes, incluant
des positions jouant le role spécifique de mémoire. L’étiquette de mémoire est
également appliquée par commodité aux premieres positions de ’entrée ainsi
qu’aux dernieres positions de la sortie de ’encodeur convolutif formel, ce qui
modifiera la définition d’une erreur logique et d’une erreur physique. Cela sera
repris dans la section suivante.

Avant de passer & la suite, on définit un objet dont la pertinence sera jus-
tifiée lors de la démonstration de la distance minimale d’un turbo-encodeur for-
mel, notamment aux sections 4.3 et 4.4, lorsqu’il s’agira d’étudier les encodeurs
convolutifs formels anti-récursifs.

Définition 3.1.3. Un encodeur formel inversé est un triplet (n’,k’,&’) ou
n' < k' et ol £ est un morphisme de GF' dans G™. Son entrée E’' et sa
sortie &'(E’) sont respectivement des erreurs logique et physique. L’erreur de
syndrome de son entrée est réduite a la séquence vide. Les mémes définitions et
notations de poids s’appliquent dans ce cadre.
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L’encodeur formel inversé réalise en quelque sorte une inversion de ’entrée
et de la sortie par rapport a un encodeur formel. Les termes logique et physique
restent cependant respectivement associés a l’entrée et a la sortie de l’enco-
deur formel inversé, et ce afin de simplifier la présentation des résultats de la
section 4.3.

3.2 Turbo-encodeur formel

La construction d’un turbo-encodeur formel va ressembler a celle d’'un turbo-
encodage classique a quelques exceptions pres.

D’abord, comme il s’agit d’'un encodeur formel et non d’un encodage, il
sera nécessaire d’introduire des positions auxiliaires en entrée afin d’égaliser le
nombre de positions en entrée et en sortie; ce sont ces positions sur lesquelles
s’effectue la mesure du syndrome aussi bien dans le cas classique que dans
le cas quantique. De plus, I'opération intermédiaire d’entrelacement des posi-
tions est légérement plus complexe. En effet, le role de cette opération dans un
turbo-encodage classique est d’obtenir en sortie de ’entrelacement une erreur
dont la loi de probabilité, moyennée sur I’ensemble des entrelacements possibles,
ne dépend que de son poids. Dans le cadre de I’encodeur formel, on souhaite
définir un entrelaceur qui permute aléatoirement les positions des erreurs, mais
qui modifie aussi de maniére aléatoire tous les symboles de l'erreur différents
de I. Cela permet d’obtenir en sortie de I’entrelaceur une erreur dont la loi de
probabilité dépend exclusivement de son poids. L’entrelaceur consiste donc en
une permutation aléatoire des positions de ’erreur, suivie d’une séquence de
permutations de ’ensemble G, laissant I invariant, appliquées en chaque posi-
tion. La possibilité d’implémenter physiquement de telles permutations provient
du corollaire 2.11.1.

On procede également pour une raison pratique a un amendement du schéma
de turbo-encodage, en plagant a I’endroit de ’encodeur externe, plutot qu'un en-
codeur convolutif, une séquence d’encodeurs identiques de taille constante placés
en parallele. En effet, il est montré dans larticle [41] qu'un encodage convolutif
quantique ne peut étre récursif et non catastrophique. Or, dans la construction
de turbo-encodage standard dans laquelle tous les bits quantiques en sortie de
I’encodage externe sont envoyés en entrée de ’encodage interne, le caracteére non
catastrophique de I’encodage interne est une condition nécessaire pour amorcer
le décodage itératif. Cela incitera a proposer dans la section 3.5 une modification
du schéma du turbo-encodeur, en envoyant une fraction des positions de ’enco-
deur externe directement vers le canal afin de permettre ’amorce du décodage.
Afin de permettre a cette solution de fonctionner, une condition particuliere
doit étre remplie par I’encodeur externe, qu’il est plus commode de rechercher
s’il consiste en une séquence d’encodeurs identiques placés en parallele.

Commengons donc d’abord par définir un encodeur convolutif formel ainsi
qu’un entrelaceur formel, avant de définir le turbo-encodeur formel. A toutes les
étapes de 'encodeur convolutif formel, 'erreur se décompose en une séquence
d’erreurs jouant un role particulier tel qu’on le présente dans la définition 3.2.1.
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Ainsi, une erreur obtenue en sortie d’'une étape donnée et injectée en entrée de
I’étape suivante constitue une erreur de mémoire ; en d’autres termes, les er-
reurs de mémoire sont celles qui entrent en jeu dans deux étapes successives de
I’opération de convolution. Par extension, certaines erreurs en entrée et en sortie
de 'encodeur convolutif formel seront également appelées erreurs de mémoire.
Une erreur logique est une erreur située en des positions porteuses de l'infor-
mation dans l’encodage convolutif associé, et une erreur de syndrome est une
erreur située en des positions sur lesquelles se mesure le syndrome. Finalement,
une erreur physique est une erreur envoyée sur la sortie de ’encodeur convolutif
formel.

On est également amené a définir, en parallele de 'encodeur convolutif for-
mel, 'encodeur convolutif formel inversé, qui se rapporte a ’encodeur formel
inversé présenté dans la définition 3.1.3. On utilisera 1’encodeur convolutif for-
mel inversé, en exploitant sa propriété de symétrie par rapport a l’encodeur
convolutif formel, dans la section 4.4 qui établit des bornes portant sur 1’enco-
deur convolutif formel interne du turbo-encodeur formel. L’encodeur convolutif
formel inversé rend compte de 'opération qui consiste a inverser un encodeur
convolutif formel, en supprimant les coordonnées de syndrome dans ’erreur de
sortie. Cette symétrie entre les structures convolutives directe et inversée est ex-
ploitée lorsqu’on fera usage, dans la preuve de la distance minimale d’un turbo-
encodeur formel, des caracteres récursif et anti-récursif de ’encodeur convolutif
formel interne. En effet, une symétrie similaire existe entre le caractere récursif
d’un encodeur convolutif formel et le caractere anti-récursif que 'on introduit
dans cette these. On exploitera cette symétrie afin de déduire, dans la section 4.4,
une borne portant sur les encodeurs convolutifs formels anti-récursifs a partir
d’une borne portant sur les encodeurs convolutifs formels récursifs.

Définition 3.2.1. L’encodeur convolutif formel de taille N et de parametres
[n,k,m) ot n >k > 1, basé sur un encodeur formel (n+m, k+m, E) appelé en-
codeur formel de base, est encodeur formel (m+ Nn,m+ Nk, Ey) agissant
sur une erreur d’entrée selon le procédé ci-dessous.

Soit une erreur d’entrée £ € G™TN™ écrite sous la forme suivante :

E=MO O W=D g0 gN-1)

ott M est une erreur de mémoire de taille m, et pour tout t € [0; N — 1]
dit étape t ou bloc t, L) et S® sont respectivement une erreur logique de
taille k et une erreur de syndrome de taille n — k.

Définissons alors la séquence d’erreurs de mémoire intermédiaires de
taille m (M®))g<;<n et la séquence d’erreurs physiques de taille n (P®))g<;<n_1
qui vérifient les relations, pour tout t € [0; N — 1] :

(p(t)’ M(t+1)) - E(M(t),L(t), S(t))
L’erreur de sortie est alors donnée par :

En(E) = (PO, ..., PN=1 M)
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Pour tout ¢ € [0; N], on appelle erreur intermédiaire & 1’étape ¢ lerreur
obtenue apres avoir appliqué t fois ’encodeur formel &, c¢’est-a-dire :

(PO, pt=D p® O (N1 gt gN=1))

En 'occurrence, les erreurs intermédiaires a I’étape 0 et IV correspondent respec-
tivement a l’erreur d’entrée et 'erreur de sortie de ’encodeur convolutif formel.

MO 77
| : P(O)
LO & |
| |
| MQT |
e . PO
| |
Lo € |
M@T
I : P(z)
Lo £ |
|
| M®) |
| |
| |
| |
| . l
N —_— |
_ MWD |
I : P(Nfl)
LV £ |
| M)
} L |
T |
SO
RSO A
K¢ ——
SgWv-1) |

FIGURE 3.1 — Encodeur convolutif formel £x de taille N basé sur I’encodeur
formel &

D’apres la définition précédente, il apparait que les erreurs intermédiaires
sont divisibles en des erreurs de quatre natures différentes. Cela amene a la
définition suivante.
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Définition 3.2.2. Le poids physique |E|p, le poids logique |E|., le poids
de mémoire |E|)y, et le poids de syndrome |E| 5 d’une erreur intermédiaire
E, ou généralement de toute erreur F/, sont respectivement le poids de la partie
physique, logique, et de mémoire de E ainsi que le nombre de positions de la
partie de syndrome de E appartenant & H.

Une telle séparation de toute erreur intermédiaire en erreurs de natures
différentes s’applique aussi en particulier & 1’encodeur formel de base. Ainsi,
pour un tel encodeur formel, 'entrée s’écrit sous la forme E = (M, L, S) et la
sortie sous la forme & = (P, M’), o M et M’ sont des erreurs de mémoire de
taille m, L est une erreur logique de taille k, S une erreur de syndrome de poids
n — k, et P une erreur physique de poids n.

On peut également généraliser a une taille infinie un encodeur convolutif for-
mel. Afin de pouvoir écrire convenablement I’erreur d’entrée, le format de cette
derniere est légerement différent et juxtapose chaque paire d’erreurs logique et
de syndrome d’indice associé.

Définition 3.2.3. L’encodeur convolutif formel infini de parametres [n, k,
m], basé sur un encodeur formel (n+ m,k + m, &), est 'endomorphisme &, de
I’ensemble des suites de G, qui a une erreur d’entrée de taille infinie E écrite
sous la forme de la suite :

E = (M(O),L(O), SO MW g )

ott M(® e G™ et pour tout t € N, L) € GF et S() € G"F, associe 'erreur de
sortie :
Eo = (PO, PW )

définie par la relation de récurrence :
(p(t), M(t+1)) — (5'(]\/[(t),L(t)7 S(t))

L’encodeur formel inversé que l'on a introduit dans la définition 3.1.3 per-
met lui aussi de construire une structure convolutive, selon la méme construc-
tion que l'on a définie ci-dessus qui s’applique aux encodeurs formels. Cette
structure convolutive inversée permettra aux sections 4.3 et 4.4 d’exploiter I'ef-
fet du caractere anti-récursif de I’encodeur convolutif formel interne dans la
démonstration de la distance minimale d’un turbo-encodeur formel. L’encodeur
formel inversé a un intérét limité a 1’étude de ’encodeur convolutif formel in-
terne, et il ne sera pas évoqué a 1’échelle du turbo-encodeur formel.

Définition 3.2.4. L’encodeur convolutif formel inversé de taille NV et de
parametres [n/, k', m'] basé sur un encodeur formel inversé (n’ +m/, k' +m’ &)
est 'encodeur formel inversé (m’ + Nn',m' + Nk, E}) agissant sur une erreur
d’entrée selon le procédé ci-dessous.

Soit une erreur d’entrée E' € G™ TN 4erite sous la forme suivante

E = (M/(O),L/(O), ...,L'(N_l))
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ot M'©®) est une erreur de mémoire de taille m’, et pour tout ¢ € [0; N — 1],
L'® est une erreur logique de taille &’

Définissons alors la séquence d’erreurs de mémoire intermédiaires (M"())g<;<
et la séquence d’erreurs physiques de taille n’ (P’ (t))ogfé N qui vérifient les
relations, pour tout ¢t € [0; N — 1] :

(P/(t)’M/(t+1)) — (c,‘/(M/(t),L/(t))
L’erreur de sortie est alors donnée par :
gJIV(EI) _ (P/(O), .“’P/(Nfl),M/(N))

Définition 3.2.5. L’encodeur convolutif formel inversé infini de pa-
rametres [0/, k', m’], basé sur un encodeur formel inversé (n' +m/, k" +m’,&’),
est 'endomorphisme &/ de 'ensemble des suites de G, qui & une erreur d’entrée
de taille infinie E’ écrite sous la forme de la suite :

B = (M/(O),L/(O),L/(l)...)
ot M'® € G™" et pour tout t € N, L' € G¥', associe l'erreur de sortie :
g =P PO
définie par la relation de récurrence :
(Pl(t)’M/(tJrl)) — 8/(M/(t),Ll(t))

La définition suivante et le lemme qui s’ensuit trivialement rendent compte
du lien entre les structures convolutives directe et inversée.

Définition 3.2.6. Soit un encodeur formel (n+m,k +m,E) ou m est implici-
tement connu. L’encodeur formel inversé réciproque de (n+m,k +m,¢)
est 'encodeur formel inversé (k+m,n+m,&’), ot £ est le morphisme de G
dans G**™ défini de la facon suivante. Pour toute erreur d’entrée de ’encodeur
formel

E=(M,L,S)

ot M €G™, L €GFetSecG ", dont I'image s’écrit
E(E) = (P, M)

ol P € G" et M’ € G™, l'encodeur formel inversé associe alors & l’erreur
d’entrée

E' =(M'P)
I'image

E'(E")=(L,M)

Les erreurs M’ et L' = P sont respectivement la partie de mémoire et la partie
logique de E’, tandis que les erreurs P’ = L et M sont respectivement la partie
physique et la partic de mémoire de £'(E’).
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sens du circuit sens du circuit

% %
M — M
2P ——L =P
I E P —1 &
! !
g — M — M
E(M,L,S) = (P,M") E'(M',P) = (L, M)

<~
(ML) = (P', M)

FIGURE 3.2 — Encodeur formel £ et son encodeur formel inversé réciproque &’

Ainsi I'encodeur formel inversé réciproque fait correspondre & ’erreur de sor-
tie de I’encodeur formel son erreur d’entrée privée de sa partie de syndrome, en
prenant soin d’inverser les positions des erreurs de mémoire en entrée et en sortie,
afin de permettre d’écrire I'opération de convolution qui s’en suit d’une maniere
proche de I’écriture employée dans le cadre de ’encodeur convolutif formel. Le
lemme suivant est alors une conséquence directe des définitions précédentes. I1
relie, pour un encodeur convolutif formel basé sur un encodeur formel donné,
Ierreur d’entrée privée de la partie de syndrome et I’erreur de sortie aux erreurs
respectives de sortie et d’entrée de I’encodeur convolutif formel inversé basé sur
I’encodeur formel inversé réciproque.

Lemme 3.2.1. Soit (m + Nn,m + Nk,Exn) un encodeur convolutif formel de
taille N et de paramétres [n, k,m| basé sur un encodeur formel (n+m,k+m,E).
Soit (k+m,n+m,E") Uencodeur formel inversé réciproque de (n+m,k+m,&),
et soit (m+ Nk, m~+ Nn,Ex) Uencodeur convolutif formel inversé de taille N et
de paramétres [k,n, m] basé sur (k+m,n + m,E"). Pour toute erreur d’entrée
de (m+ Nn,m + Nk,EN), notée sous la forme

E=M® O p0-D g0 gWN-1)
et dont I’image est notée sous la forme
En(E) = (PO, ..., PN=D AN
Uencodeur convolutif formel inversé (m + Nk, m + Nn,EN) associe a Uerreur
E = (MM pWN=1_  plO)

limage suivante :

EN(E) = (LN, L0 M)
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sens du circuit

gl

MO = prV)

<~
o m m e e e e,
|
YY) |
| ! L/N-1) — p(0)
|
_ | g/ !
p(N-1) — 1,0) ! |
| |
| |
! | L/N-2) _ p(1)
| |
H(N—-2) _ 7(1)! ‘
P =L l M/(N-2) :
| |
3 ;1(2) 3 [/N=3) — p(2)
(N—3) @) & |
PO~ e J :
| - |
| M®). 3
| N
| T |
| M 1
| |
} e O - pvy
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
|

F1GURE 3.3 — Encodeur convolutif formel inversé, réciproque de l’encodeur
convolutif formel donné en figure 3.1
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Notons que les erreurs notées LV et P, qui jouent un roéle respective-
ment logique et physique vis-a-vis de I’encodeur convolutif formel, correspondent
aux erreurs respectives P'(N=1=1) o [/(N=1-1) qang la définition 3.2.4, et ces
derniéres jouent un role respectivement physique et logique vis-a-vis de ’enco-
deur convolutif formel inversé. L’utilité de ce lemme apparaitra notamment a la
section 4.4 comme précisé en début de section. On introduit a présent ’entrela-
ceur formel afin de définir ensuite le turbo-encodeur formel.

Définition 3.2.7. On dit qu'un encodeur formel (n,n,II) est un entrelaceur
formel de taille n §’il existe une permutation m de lensemble [1;n] et une
séquence de permutations (m;)1<i<n de 'ensemble G laissant I invariant, tels
que pour tout F = (E4,...,E,) € P":

H(E) = (7T1(E7r(1)), ~.~77Tn(Err(n)))

Un entrelaceur formel est dit aléatoire si toutes les permutations 7 et (7;)1<i<n
qui le définissent sont choisies selon une loi de probabilité uniforme.

On peut a présent définir un turbo-encodeur formel. Ce dernier se base sur
un encodeur formel externe de taille ne,; employé en parallele N,; fois pour
produire une erreur de taille nez¢ Negt, suivi d’un entrelaceur formel de taille
Negt Nezt, puis d'un encodeur convolutif formel de taille N;;, et de parametres
[nina Kin, mzn} tel que My + NinNin = Newt Newt-

Définition 3.2.8. Soient (neqt, kexts Eeat) €t (Nin + Min, kin + Min, Ein) deux
encodeurs formels nommeés respectivement encodeur formel externe et enco-
deur formel interne, ou I'on suppose la valeur de m;, implicitement connue.
Soit également (Neg¢, Nip,) une paire d’entiers vérifiant :

nethert = Mjn + kinNin

et s0it (Negt Nexts Mewt Next, 1) un entrelaceur formel. Le turbo-encodeur for-
mel de taille N;,, basé sur les encodeurs formels externe et interne et ’en-
: T ’
trelaceur formel ci-dessus, est 'encodeur formel (miy, + Min Nin, kext Next, TN, )
dont ’action sur une erreur d’entrée est décrite par le procédé ci-dessous.
Soit une erreur d’entrée E € G™intminNin 4crite sous la forme suivante :
ext—1 (0 Nipn—1
§Wewt—1) S ) g )

exrt in o Min )

E= (LY, ... [ Weet=1) g® "

ou pour tout i € [0, Ney — 1], L em et Sem sont respectivement une erreur
logique de taille k.;; et une erreur de syndrome de taille neyt — kezt, €t pour

tout ¢ € [0, Ny, — 1], Si(;? est une erreur de syndrome de taille n;, — k;pn.

° On applique d’abord N, fois I'encodeur formel externe sur chaque couple

(L ezt,Sezt) A la suite de cette premiere opération on obtient l’erreur
nommée erreur intermédiaire externe :

Eeg = (PO, ..., pNert=1) g(0)

extr )~ ext mn )t

S(Ninil))

ou pour tout ¢ € [0, Neyr — 1], P, ext = gext( ext’ Sext)
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e On applique ensuite I'entrelaceur formel sur l'erreur physique :

(P(O) P(Nﬂ:nt_l))

extr 0+ ext

Cette erreur étant de taille negi Negwr = Min + kinNin, on peut écrire la
sortie de I'entrelaceur sous la forme :

(0) (Neaw:—1)y _ 0) 7(0) (Nin—1)
H(Pewt""’Pext ' ) - (M'Ln ’Lin ""7Lin )
ou Mi(s) est une erreur de mémoire de taille m;,, et pour tout i € [0; Ny, —
1], LSL) est une erreur logique de taille k;,. Ainsi apres application de
I’entrelaceur formel, on obtient l’erreur nommée erreur intermédiaire
interne :

, L(Nm—l) S(O)

0 0 Nin—1
Ein = (M( ) L( ) in ' Pin 7"'751'(n ))

m wm )t
e Finalement, on applique I’encodeur convolutif formel interne
(min + ni71,N1',n7 Min + kinNiny ginNm)
de taille N, & I'erreur intermédiaire interne :

Ty, (E) = Einn,, (Bin) = (P, ..., PLNm= g {Nin))

gezt

FIGURE 3.4 — Turbo-encodeur formel
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Dans cette définition, les étapes d’application de 1’encodeur formel externe
et de ’encodeur formel interne requierent chacune d’utiliser une erreur de syn-
drome propre a cette étape. On a ainsi indexé par ext et in les erreurs utilisées
respectivement en entrée de I’encodeur formel externe et de I’encodeur convolutif
formel interne.

Il faut remarquer que, comme ’entrelaceur formel conserve le poids, I’erreur
intermédiaire externe a un poids physique identique a la somme des poids logique
et de mémoire de l'erreur intermédiaire interne. Soulignons également le fait
que, étant donnés un encodeur formel externe (Negt, kewt, Ecrt) €t un encodeur
formel interne (n;, +Mmin, kin + Min, Ein) ol le parametre my, est implicitement
connu, l'équation neytNegt = Myn + kin Ny d’'inconnues Nege et Nyp,) admet
un nombre nul ou infini de solutions. Ainsi, s’il est possible de construire un
turbo-encodeur formel a partir de ces deux encodeurs formels, il est possible
d’en construire une infinité. L’étude asymptotique de la distance minimale d’un
turbo-encodeur formel se fera sur une telle suite indexée par le parametre de
taille N;,,.

3.3 Propriétés recherchées pour un encodeur
convolutif formel

Dans un turbo-encodage classique, les propriétés que satisfait I’encodage convo-
lutif interne sont le caractere récursif et le caractere systématique afin d’obtenir
une distance minimale conforme au théoreme 1.11.2. Etant donné que le ca-
ractere systématique implique le caractére non catastrophique, le bon fonction-
nement de ’algorithme de décodage itératif est alors garanti de fait. Dans le
cadre du formalisme commun, on va redéfinir ces trois propriétés, et introduire
une quatrieéme propriété nommée anti-récursivité.

Les définitions présentées établissent un lien entre le poids en entrée et le
poids en sortie de ’encodeur convolutif formel, et se restreignent & I’ensemble
des erreurs en entrée dont le poids de syndrome est nul. Cela permet ainsi dans le
modele classique de se restreindre aux erreurs qui s’écrivent comme un élément
du code. Dans le modele de ’encodage quantique, les définitions se déclinent en
revanche de maniere plus complexe dans la mesure ol on autorise & ’erreur en
entrée d’avoir des coordonnées égales a I ou Z sur les positions du syndrome,
puisque ces erreurs ont un effet trivial. Par conséquent, le probleme de rechercher
un encodeur convolutif formel possédant de telles propriétés devient plus difficile
dans le modele quantique.

Exposons les motivations ayant conduit a I'introduction de la notion d’anti-
récursivité. Il a été prouvé dans [41] que dans le cadre quantique, un enco-
deur convolutif récursif est nécessairement catastrophique, et donc a fortiori
non systématique. Or, dans le cadre classique, le caractere systématique de I'en-
codeur convolutif interne garantit que toute erreur de sortie de poids d du turbo-
encodeur est nécessairement I'image par ’encodeur convolutif interne d’une er-
reur de poids inférieur a d; cette propriété permet ainsi de contréler en partie
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le nombre d’erreurs de poids d donné en sortie, et représente avec le caractere
récursif un élément essentiel de la preuve de la distance minimale du turbo-
encodeur. Sans le caractere systématique dans le cadre quantique, il devient
ainsi nécessaire de rechercher une contrainte alternative si 'on veut mettre en
place un modele de turbo-encodeur dont la distance minimale correspond a celle
du modele classique. Cette these introduit donc le concept d’encodeur convolutif
formel anti-récursif qui permet, en se combinant avec le caractere récursif, de
pallier a I’absence du caractere systématique. Cette notion ressemble au premier
abord a une notion d’encodeur convolutif formel récursif dans laquelle les roles
de I'entrée logique et de la sortie sont inversés. L’idée ayant permis d’introduire
cette notion est née en recherchant un encodeur convolutif quantique récursif
dont I'encodeur de base est le plus simple possible. Cette recherche a abouti a
l’encodeur de base que 'on donne dans la section 3.5, est de taux k/n = 1 et
ne possede donc pas de positions de syndrome, et a la propriété élégante d’étre
égal a son propre inverse a une interversion pres sur ses positions d’entrée lo-
gique. L’introduction de la notion d’anti-récursivité est ainsi née en cherchant
a exploiter cette propriété de symétrie. Cependant, & la différence du caractére
récursif, le caractere anti-récursif laisse toute liberté a la valeur de ’erreur en
entrée aux positions du syndrome. La nécessité de relacher la contrainte en ces
positions est un point technique que ’on mettra en évidence dans la preuve de
la distance minimale du turbo-encodeur formel.

L’impossibilité de réunir a la fois les caracteéres récursif et non catastro-
phique dans le modele quantique pose quant & lui probleme pour ’algorithme
de décodage, et on ne peut pallier au caractére catastrophique de I’encodeur
convolutif qu’en proposant un changement du schéma général du turbo-encodeur
comme on le présente dans la section 3.5. L’incompatibilité de ces deux ca-
racteres n’a donc pas de répercussion dans cette section, ni dans la distance
minimale d’un turbo-encodeur formel.

Définition 3.3.1. Un encodeur convolutif formel de taille N et parametres
[n, k, m], basé sur un encodeur formel (n + m,k + m, &), est dit :

e systématique si, pour toute erreur d’entrée E € G™tN" de poids de
syndrome nul, |En(E)| > |E|L.

e récursif si, pour toute erreur E € GY d’entrée de 'encodeur infini £, de
poids de syndrome nul, si |E|y =0 et |E|L =1 alors |Ex(E)| = 0.

e catastrophique s’il existe une erreur £ € GY d’entrée de I’encodeur infini
Es de poids de syndrome nul, vérifiant |Ex(F)| < oo et |E|L = oo.

e anti-récursif si, pour toute erreur P € G™ de poids 1, le poids de
5;,1([,“ eoes Iny Py Iy,) tend vers infini lorsque N — oo.

Contrairement a la définition 1.7.3, on n’a conservé ici dans la définition du
caractere systématique que la propriété reliant le poids de ’entrée logique au
poids de la sortie. Le fait que la partie logique de I'entrée se trouve recopiée
dans la sortie n’est en effet pas nécessaire afin d’obtenir le résultat donné au
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théoreme 3.4.1. Observons également que lorsqu’on qualifie un encodeur formel
(n 4+ m,k+m,&) d'un des adjectifs précédents, on suppose implicitement la
valeur du triplet [n, k,m] connue, ou plus simplement la valeur de m connue.
Cela sera le cas a chaque fois qu'un encodeur formel sera écrit sous la forme
(n+m,k+m,E).

Etendons la définition du caractére récursif aux encodeurs convolutifs formels
inversés.

Définition 3.3.2. Un encodeur convolutif formel inversé de parametres [n, k, m],
basé sur un encodeur formel inversé (n’ +m/, k' +m’, "), est dit récursif si,
pour toute erreur £’ € GN d’entrée de I'encodeur inversé infini £, si |[E' |y = 0
et |E'|r =1 alors |E' o (E')| = o0.

Le lemme suivant exprime 1’équivalence entre le caractere anti-récursif d’un
encodeur convolutif formel et le caractére récursif de son encodeur convolutif
formel inversé réciproque. Il découle immédiatement des définitions précédentes
et du lemme 3.2.1, qui relie la structure convolutive directe et la structure convo-
lutive inversée.

Lemme 3.3.1. Un encodeur formel (n+m,k+m,E), ot m est implicitement
connu, est anti-récursif si et seulement si l’encodeur formel inversé réciproque
de (n+m,k+m,E) est récursif.

Ce lemme sera 'argument de base lors de la démonstration de la seconde
borne de la section 4.4 portant sur les encodeurs convolutifs internes anti-
récursifs.

3.4 Distance minimale d’un turbo-encodeur for-
mel

On énonce dans cette section un résultat principal de cette these, concernant
la distance minimale que vérifie un turbo-encodeur formel s’il est choisi selon
certaines conditions. La preuve de ce résultat est longue; on y consacre le cha-
pitre 4 dans lequel apparaissent a la fois la preuve de la distance minimale dans
le cas classique tel que démontré par Kahale et Urbanke [22] et la preuve dans
le modele quantique introduit dans cette these. Le résultat se décline en deux
théoremes qui se déclinent de maniere naturelle respectivement sur le modele
de turbo-encodage classique et le modele de turbo-encodage quantique. Afin
d’alléger les notations, on notera N la valeur de N;,; dans la construction du
turbo-encodeur formel.

Théoréme 3.4.1. Soient (Negt, kewt, Ecxt) un encodeur formel externe de dis-

tance dégénérée dgeg, (Nin + Min, kin + Min, Ein) un encodeur formel interne
. ; , ; . dgeg—2

récursif et systématique. Si dgeqg > 2, alors pour tout o < %, et avec pro-

g

babilité tendant vers 1 lorsque N tend vers Uinfini, la distance minimale d’un
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turbo-encodeur formel de taille Ny, = N, basé sur ces encodeurs formels externe
et interne et un entrelaceur formel aléatoire de taille N, est plus grande que

Na

Théoréme 3.4.2. On considére le cas ou |G| > 4. Soient (Newt, kewt, Eext) un
encodeur formel externe de distance minimale dp, et de distance dégénérée
ddegs (Nin + Min, kin + Min, Ein) un encodeur formel interne récursif et anti-

récursif. Si dgeqg > 2, alors pour tout o < d‘f;d'qu, et avec probabilité tendant

vers 1 lorsque N tend vers linfini, la distance minimale d’un turbo-encodeur
formel de taille N;, = N, basé sur ces encodeurs formels externe et interne et
un entrelaceur formel aléatoire de taille N, est plus grande que

Na

Si en revanche, dgeg = 2 €t dmin > dgeg, alors pour tout o < dmin — 2, et avec
probabilité tendant vers 1 lorsque N tend vers l'infini, ce méme turbo-encodeur
formel a une distance minimale plus grande que

N log N
loglog N

3.5 Constructions expérimentales d’un turbo-
encodeur quantique

On décrit dans cette section diverses constructions se basant sur un turbo-
encodeur quantique imaginés dans le cadre de cette these. Les décodages de
ces différents montages ont été simulés sur un canal quantique dépolarisant,
d’intensité de dépolarisation p modulable selon les tests. On rappelle qu'un tel
canal introduit en chaque position une erreur X, Y ou Z avec une probabilité
de p/3 pour chacune de ces erreurs, et 'erreur triviale I avec une probabilité de
1—p. Les décodages ont été effectués grace a un algorithme de décodage itératif
inspiré de celui présenté au chapitre 1 et présenté dans la section suivante.

On présente également le résultat des simulations de ces montages. Souli-
gnons que l'algorithme de décodage itératif employé évalue, au niveau de I'en-
codeur externe, I’erreur physique la plus vraisemblable et non la classe d’erreurs
la plus vraisemblable modulo le groupe stabilisateur S. Ainsi il ne permet pas de
tirer pleinement profit de la caractéristique quantique du décodage au maximum
de classe de vraisemblance 2.12.2. Des améliorations dans ce sens n’ont pas été
étudiées dans le cadre de cette these mais représentent une piste intéressante
d’investigation. Un article de Pelchat et Poulin [38] présente un algorithme de
complexité linéaire permettant de calculer la classe d’errreurs la plus vraisem-
blable pour un encodeur convolutif quantique; cependant, il n’est pas évident
d’incorporer cette information dans un algorithme de décdoage itératif, dans le-
quel 'information échangée entre les encodeurs externe et interne est une distri-
bution de probabilité indépendante en chaque position de I'erreur intermédiaire.
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Par conséquent, la performance du décodage des différents montages est a
confronter a la limite théorique du niveau de bruit permettant de connaitre
Perreur la plus vraisemblable, désignée par les termes capacité cohérente ou ha-
shing bound. Cette limite se formule par 1’équivalent quantique du théoreme de
codage en présence de bruit de Shannon [42], donné par le théoreme Lloyd-Shor-
Devetak [51] démontré séparément par Lloyd [29], Shor [47] et Devetak [15]. Elle
affirme dans le cas du canal dépolarisant que la capacité cohérente vaut :

1—H(p)

ou H(p) désigne I'entropie du symbole d’erreur de Pauli I, X, Y ou Z en sortie
du canal :

Hp)= >  —p(E)log,(p(E)) = —plogy(p)—(1—p) log,y(1—p)+plog,(3)
Ee{I,X.,Y,Z}

L’intensité de dépolarisation p maximale du canal pour laquelle cette capacité
est positive vaut environ 0,1893. Comme cette limite correspond a la borne
supérieure pouvant étre atteinte lorsque le décodage est effectué au maximum
de vraisemblance et non au maximum de classe de vraisemblance, elle peut
théoriquement étre dépassée, méme si cela s’avere difficile en pratique. En
témoigne par exemple [48], dans lequel un protocole d’encodage et de décodage
permet de communiquer jusqu’a p = 0,1903. Le tableau 3.1 donne quelques
valeurs de la probabilité d’erreur p maximale du canal pouvant étre tolérée
en fonction du taux d’encodage. Les variations intermédiaires peuvent étre ap-
prochées par une fonction affine.

Taux d’encodage Pmaz donné par la hashing
bound, arrondi au millieme

0 0,189

1/8 0,157

1/7 0,152

1/6 0,147

1/5 0,139

TABLE 3.1 — intensité maximale de dépolarisation du canal tolérée par la hashing
bound en fonction du taux d’encodage

3.5.1 Schéma de turbo-encodeur modifié

Dans le schéma de concaténation en série conforme a la définition 3.2.8, le
décodage itératif ne peut étre amorcé & cause du phénomene suivant. Au niveau
de I’encodeur convolutif interne, le caractére catastrophique assure ’existence
d’un motif d’erreur de poids borné en sortie, qui ne laisse aucune trace sur les
positions du syndrome et qui affecte, lorsque la taille de cet encodeur convolutif
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tend vers 'infini, une infinité de positions de ’entrée logique. Ainsi, ce motif
d’erreur ainsi que ’ensemble de ses translatés pénalisent la premiere itération du
décodage itératif : la distribution de probabilité de I’erreur, calculée en chaque
position logique de ’entrée de ’encodeur convolutif interne, tend en moyenne
vers une distribution de probabilité uniforme lorsque la taille de I’encodeur
convolutif interne tend vers I'infini. Cette distribution est envoyée au niveau des
positions de l'erreur de sortie de I’encodeur externe. La distribution de probabi-
lité marginale calculée a son tour par ’encodeur externe en chaque position de
sa sortie est alors elle aussi uniforme. Ainsi, & la fin de la premiere itération du
décodage itératif, aucune information n’a été acquise sur les différentes erreurs
en jeu dans le turbo-encodeur, et ce méme phénomene se répete a toutes les
itérations suivantes.

Afin de pallier au caractere catastrophique de ’encodeur interne, le schéma
du turbo-encodeur est légerement modifié. En chacun des Ng,: blocs de I'en-
codeur externe, une position de ’erreur de sortie est directement envoyée vers
le canal, tandis que les n¢,; — 1 positions restantes entrent dans l’entrelaceur
avant d’étre envoyées vers I’encodeur interne. Le turbo-encodeur ainsi construit
correspond a la définition suivante, dans laquelle n, = 1 désigne le nombre de
positions en sortie de chaque bloc de I’encodeur externe envoyées directement
vers le canal. On l'appelle turbo-encodeur modifié et il est représenté dans la
figure 3.5. Les erreurs qui interviennent aux différentes étapes sont schématisées
dans la figure 3.6.

FIGURE 3.5 — Turbo-encodeur modifié
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FIGURE 3.6 — Erreurs en jeu dans le turbo-encodeur modifié

Définition 3.5.1. Soient (neqt, kexts Eeat) €t (Nin + Min, kin + Min, Ein) deux
encodeurs nommés respectivement encodeur externe et encodeur interne,
ot lon suppose la valeur de m;, implicitement connue. Soit n. € [1;nezt — 1].
Soit également (Neg¢, Nip) une paire d’entiers vérifiant :

(nezt - nc)Next = Myy + kanin

et soit ((Rext — Ne)Neats (Next — Ne)Neat, P) un entrelaceur.

Le turbo-encodeur modifié de taille NV;,, et de parameétre de canal n.,
basé sur les encodeurs externe et interne et I’entrelaceur ci-dessus, est ’encodeur
(Min + ninNin, kext Next, T, ) dont 'action sur une erreur d’entrée est décrite
par le procédé ci-dessous.

Soit une erreur d’entrée E € GMintminNin Scrite sous la forme suivante :

E — ( (0) .7L(Nemt_1)’ S(O) ’S(Nezt_1)75(0) .751:(5i71_1))

exty ** exrt exty exrt wmn )"t

ol pour tout ¢ € [0, Negt — 1], Lt(fz)t et Sé?t sont respectivement une erreur
logique de taille k.. ; et une erreur de syndrome de taille nezr — kert, €t pour
tout ¢ € [0, N;p, — 1], SZ.(:L) est une erreur de syndrome de taille n;, — k;,.
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e On applique d’abord N, fois ’encodeur externe sur chaque couple (L(i) Séi)t).

ext?
A la suite de cette premieére opération on obtient I’erreur nommée erreur

intermédiaire externe :

0 0 Newt—=1) p(Newi—1) (0 Nip—1
Eegr = (P PO PNer =) piieat=) gl0) LGN =1
ol pour tout ¢ € [0, Negt — 1], PC(Z)ml et Pe(;)t sont les erreurs de tailles
respectives n. et neqyr — N telles que (P(Erlz)nah Pe(;)t) = 5ext(LSz)t, Sé_;)t).

e On applique ensuite I’entrelaceur sur ’erreur physique suivante :

0 Newt_l
(Pe(atzw"vpe(mt ))
Cette erreur étant de taille (nezt —1e) Newt = Min + kin Nin, on peut écrire
la sortie de ’entrelaceur sous la forme :
(I,(P(O) P(Nm—l)) _ (M.(O) .0

extr 0+ ext n Y in 0t

. L(Ni7z_1))

N 0 L . .
ou Mi(n) est une erreur de mémoire de taille m;,, et pour tout ¢ € [0; Ny, —
1], LEZ) est une erreur logique de taille k;,,. Ainsi apres application de 1’en-
trelaceur, on obtient ’erreur nommeée erreur intermédiaire interne :

By =M, O . LoD O

m wm Yt wmn m

Nip—1
LS )
e On applique 'encodeur convolutif interne

in

de taille N;, a I'erreur intermédiaire interne :

0 Nip—1 Nin
= inNin(Ei ) = (P( ) P( )7Mi(n ))

m )Y T an

L’image Ty,, (E) de E par le turbo-encodeur est alors lerreur :

in

T, (B) = (Pighas o Phaviat PR P M)
On a intérét, dans un tel schéma, & définir les distances épurées minimale et
dégénérée, ce qui sera notamment utile dans la discussion qui suit, afin d’éclairer
la construction a deux étages qui sera proposée ainsi que le choix de I’encodeur
externe. Ces distances s’appliquent a la fois au turbo-encodeur modifié et a
I’encodeur externe. Elles nécessitent au préalable de manipuler le groupe stabi-
lisateur S et le groupe commutateur N(S) de chacun de ces encodeurs.

Définition 3.5.2. Soit un turbo-encodeur modifié, de longueur N;, et pa-
rametre de canal n.. Si S et N(.5) désignent les groupes stabilisateur et commu-
tateur du turbo-encodeur modifié, notons S et N(S) les sous-groupes respectifs
de S et N(S) constitués des erreurs
(P(O) P(Nea;t_l) P»(O) PA(Ni”_l) M(Ni¢L))
? m

canal’ """~ canal »hdn 0t T in
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telles que (P(O) pWear—1)

canal’ "7+ canal ) = [’ﬂc(Neztfl)'

La distance épurée minimale du turbo-encodeur modifié est le plus petit
poids d’un élément de N (S)\S ; sa distance épurée dégénérée est le plus
petit poids d'un élément de N(S)\{In,, N;,+min }-

De méme, si S" et N(S") désignent les groupes stabilisateur et commutateur
du turbo-encodeur modifié, notons S’ et N(S’) les sous-groupes respectifs de S’

et N(S') constitués des erreurs

(Pcanal» Pz )

telles que Pegnar = In,.
La distance épurée minimale de ’encodeur externe est le plus petit poids

d’un élément de N(S’)\S’; sa distance épurée dégénérée est le plus petit

poids d’un élément de N(S")\{In,,N:, +mi, -

On considérera toujours dans la suite que le parametre de canal vaut n, = 1.

3.5.2 Propriétés et choix de I’encodeur externe

La modification du schéma du turbo-encodeur a pour objectif d’introduire de
I'information de la part du canal aupres de I’encodeur externe afin d’amorcer la
premiere itération du décodage itératif. Pour satisfaire cet objectif, il faut conce-
voir un encodeur (Negt, kext, Ecxt) possédant une propriété particuliere. Celui-ci
doit posséder un stabilisateur tel que, lors de la mesure du syndrome, ’infor-
mation sur l’erreur connue sur la premiere position en sortie de &..; permet
de déduire de I'information sur 'une des autres positions en sortie de &..; qui
seront envoyées vers I’encodeur interne. Il faut pour cela que le groupe stabilisa-
teur lié a Pencodeur (negt, kext, Ecre) contienne une erreur E de poids 2, faisant
intervenir la premieére position de sortie et une autre position.

Cependant, si cette premiere condition est réalisée, la partie de l'erreur F
envoyée vers l’encodeur interne est de poids 1. L’encodeur externe agit alors
vis-a-vis de la structure de turbo-encodage comme un encodeur de distance
dégénérée égale a 1. Le turbo-encodeur a alors une distance minimale bornée,
ce qui nuit aux performances asymptotiques de décodage du turbo-encodeur.
Ce probleme peut étre surmonté grace a une seconde idée : pour chaque bloc
de l'encodeur externe, 1'idée consiste a envoyer la premiere position de sortie
précédemment notée Pc(é)n o, Don pas directement vers le canal, mais en entrée
d’un second encodeur, dans le but de réduire fortement le taux d’erreur en
cette position. Dite autrement, I'idée consiste & concaténer au turbo-encodeur
un étage supplémentaire encodant les positions

(P(O) P(Neztfl)

canal’ "7~ canal )

et laissant intactes les positions

(P-(O) Pl(Nin_l) M(Nm))

wm
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On représente une telle construction a deux étages dans la figure 3.7. Afin
d’alléger cette figure, les positions de syndrome de ’encodeur au second étage
ne sont pas représentées.

FIGURE 3.7 — Turbo-encodeur modifié, assisté par un encodeur réducteur d’er-
reur

Afin de guider le raisonnement, supposons dans un premier temps qu’une
telle concaténation permet de connaitre précisément l’erreur en chaque position
envoyée vers le second encodeur. Une fois effectué le décodage au niveau du se-
cond encodeur, il reste, pour connaitre Ierreur en sortie du turbo-encodeur mo-

difié, une incertitude modulo le sous-groupe N (.S) défini en 3.5.2. Cela équivaut,
pour chaque bloc de I’encodeur externe, & une incertitude modulo N(S”), sur les

Nezt — 1 positions Pe(;)t Cette équivalence se traduit également par le lien suivant
entre les distances épurées de ’encodeur externe et la distance épurée minimale
du turbo-encodeur modifié. Ce lien est une conséquence du théoreme 3.4.2.

Lemme 3.5.1. Soient (negt, kewt, Ecat) un encodeur externe de distance épurée
minimale dprn et de distance épurée dégénérée daeg, (Nin +Min, Kin +Min, Ein)
un encodeur interne récursif et anti-récursif. Si dgeq > 2, alors pour tout o <
ddeg—Q

ddcg .
épurée minimale d’un turbo-encodeur modifié de taille N;, = N, bas€ sur ces
encodeurs externe et interne et un entrelaceur aléatoire de taille N, est plus

grande que

, et avec probabilité tendant vers 1 lorsque N tend vers l'infini, la distance

NO(

Si en revanche, dgeqg = 2 €t dpmin > dgeg, alors pour tout o < dmin, — 2, et avec
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probabilité tendant vers 1 lorsque N tend vers l'infini, ce méme turbo-encodeur
modifié a une distance épurée minimale plus grande que

log N
a—0"
loglog N

Les conditions recherchés chez 'encodeur externe se formalisent donc ainsi.

Probleme 1. On pose n., = 1 pour le parametre de canal. Rechercher un
encodeur (n,k, &), de groupe stabilisateur S et de distances épurées minimale
dpmin et dégénérée dgeq, qui possede les propriétés suivantes :

(i) 1l existe E € S de poids 2 et de premiere coordonnée différente de I.
(11) ddeg Z 37 ou ddeg =2et dmzn Z 3.

La condition (7) permet "amorce du décodage itératif de la maniere suivante.
Supposons sans perte de généralité que E est constituée d'un X sur les deux
premieres positions et de n — 2 I sur les positions restantes, et notons F ’erreur
qui correspond a la sortie d’un des blocs de I’encodeur externe. En mesurant le
syndrome de F, on peut connaitre le produit simplectique des représentations
simplectiques de E et de E; en d’autres termes, on sait si les erreurs de Pauli
réelles que représentent E et E commutent ou anti-commutent. Si ce produit
simplectique est égal & 0, cela signifie que 'on a soit Ey € {I, X} et Ey € {I, X},
soit By € {Y,Z} et Ey € {Y, Z}. S’il est en revanche égal & 1, cela signifie que
lon asoit By € {I,X} et Ey € {Y,Z},soit By € {Y,Z} et Ey € {I, X}. Sachant
que l'on connait la distribution de probabilité de la coordonnée E; de E, qui
correspond a la distribution de probabilité donnée par le canal, la premiere étape
du décodage itératif permet ainsi de déduire une distribution de probabilité
non uniforme sur la coordonnée Es, qui servira d’information extrinséque pour
I’encodeur interne lors de la deuxieéme étape du décodage itératif.

D’autre part, la condition (i) garantit que le turbo-encodeur modifié possede
une distance épurée minimale non bornée. Sous caution que le second étage
appliqué aux positions Pc(é)n .1 Permette une forte réduction du taux d’erreur par
position, cette distance épurée minimale non bornée se reflete alors en termes
de performance de décodage.

En recherchant des encodeurs qui satisfont le probleme 1, deux encodeurs ont
été trouvés. Les résultats des simulations que ’on étaye ci-dessous montrent que
les deux turbo-encodeurs de parametre de canal 1 basés sur ces encodeurs ex-
ternes respectifs sont de tres bons réducteurs d’erreurs. Ainsi, dans une construc-
tion de turbo-encodeur modifié a deux étages telle que dans la figure 3.7, ils
peuvent étre assemblés pour faire & la fois office d’encodeur réducteur d’erreur
au second étage et de turbo-encodeur modifié au premier étage.

Le premier encodeur trouvé, avec k = 1 et n = 8, possede les propriétés
suivantes :

e il existe deux erreurs vérifiant la condition () ;
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e toutes les erreurs de N(S) sont de poids supérieur ou égal & 3, sauf une
erreur de poids 2.

Les résultats des simulations que ’on reporte plus bas montrent qu’un turbo-
encodeur modifié basé sur cet encodeur externe réalise une tres puissante réduction
du taux d’erreur par bit apres décodage. Le groupe stabilisateur de I’encodeur
trouvé est généré par les erreurs suivantes :

,,;N

I
N~ N
R
NN~ NN
N
B~ N~~~
~ NN N~ O~
NN N~
NN XN~~~

En respectant les relations de commutation exposées au chapitre 2, on peut
compléter ce groupe stabilisateur afin de définir un encodeur dont I'action sur
la base canonique de G® est la suivante.

Zv=X I I XTI XY Xi=11T1XJXXXX
Zo=X X I I I I I I Xo=XVY I I I I I I
Zo= X I X I I I I I Xz3=XTY I I I I I
Zi=2 72 Z Z 1 Z I I Xy=XT T 1 T I I I
Ze= X I I X 72 Z X I Xs= 1T T 1 X I I I
Ze= I I I I X Z Z X X=X T I I X X I I
Zo=1 1 I X I X 2 2 Xo=XT1 11 XXX I
Ze=I I I Z X I X Z Xe= X T T X T I I I

Ce groupe stabilisateur posséde deux erreurs indépendantes Z et Zs de
poids 2 et faisant intervenir la premiere position. L’existence des erreurs Z et Z3
peut étre un atout lors de I’amorce du décodage, en ce sens qu’elles permettent
d’acquérir de 'information sur les deuxiéme et troisieme positions de la sortie de
chaque bloc de I'encodeur externe. Toutefois, I'erreur Zy0 s = (IXXIIIIT) est

de poids 2 et appartient & N(5); ainsi, la distance épurée minimale du turbo-
encodeur modifié n’est pas polynomiale mais sous-logarithmique.

Le second groupe stabilisateur trouvé remplit les conditions posées par le
probléme 1 et est de longueur 7. Il possede de plus deux erreurs indépendantes Z
et Z3 intervenant toutes deux sur les deux premiéres positions. Par conséquent,
en mesurant le syndrome d’une erreur E au niveau d’un bloc de l'encodeur
externe, on peut connaitre totalement la deuxiéme position de I'erreur a partir
de la premiere position.
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Zo= X X I I I I I
Zo= 2 Z I I I I I
Zy=1 T X Z Z X I
Zs=1 T I X 7 Z X
Ze=I1 I X I X Z Z
Zo=11 Z X I X Z

Le groupe stabilisateur est celui d’'un encodeur de taille n = 7 et encodant
k = 1 qubit, factorisable en un encodeur de parametres n = 2 et k = 0 agissant
sur les deux premieres positions, et un encodeur de parametres n =5 et k=1
qui réalise un encodage du code & cing qubits de Gottesman [19]. Voici dans
Iordre deux tels encodeurs réalisant cette factorisation, donnés par leur action
sur les bases canoniques respectives de G2 et G°.

Zi= X X Xi=21
Zo= 2 7 Xo= T X
Zi=X I I XY X=XXXXX
Zo=X Z Z X I Xo= 1 X I I I
Zs=1 X Z Z X Xs=1 X X I I
Zi= X I X 72 72 Xi=1 X X X I
Ze= 2 X I X Z Xe=X I I I I

Ces deux encodeurs peuvent étre vus comme deux modules effectuant des
taches dédiées. Le premier encodeur ne permet d’encoder aucun qubit mais
acquiert, grace a ses deux positions de syndrome, de I'information permettant
de connaitre exactement la deuxieme position de 'erreur de sortie en fonction
de la premiére position en provenance du canal. Ainsi, ce module fournit a
I’algorithme de décodage une position en entrée de I’encodeur interne dont la
loi de probabilité correspond a la loi du canal. Le second encodeur permet
quant a lui d’encoder un qubit et de fournir le résultat a ’entrée de ’encodeur
interne. Les taches d’amorce du décodage itératif et d’encodage de I'information
sont ainsi clairement séparées, et cette solution présente par rapport a celle
de T’encodeur de taille 8 précédent une plus grande facilité de mise en oeuvre.
Soulignons également le fait que le premier encodeur peut étre implémenté grace
a un circuit composé d’une porte C-NOT et d’une porte de Hadamard, cette
derniere étant la porte effectuant sur un qubit 'opération linéaire suivante :

m= i)

3.5.3 L’encodeur interne

Les deux encodeurs externes donnés par les encodeurs précédents ont été testés
avec le méme encodeur interne. Celui-ci est un encodeur convolutif de pa-
rametres n = 2, k = 2 et m = 1 basé sur ’encodeur &;, dont l'action sur
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F1GURE 3.8 — Circuit de ’encodeur a 2 qubits

la base canonique de Pauli est la suivante :

Ein(X1) = (XXX) Ein(Z1) = (222)
Ein(Xa) = (IXX) Ein(Zo) = (Z12)
Eim(Xs) = (XIX) Ein(Zs) = (122)

Cet encodeur possede un circuit d’encodage particulierement simple donné par
des portes C' — NOT représenté dans la figure 3.9.

F1GURE 3.9 — Circuit implémentant ’encodeur interne

Il s’agit de ’encodeur le plus élémentaire que I’on peut réaliser de sorte a étre
récursif et anti-récursif. La mémoire est constituée d’un seul bit quantique, qui,
conformément au schéma de I’encodeur convolutif, est le premier bit quantique
de Ventrée et le dernier bit quantique de la sortie. Cet encodeur a un taux
d’encodage k/n égal a 1, et a de plus la propriété d’étre égal a son propre
inverse modulo une interversion des deux positions logiques de son entrée ou
des deux positions physiques de sa sortie. Grace a cette propriété, il suffit de
démontrer que I'encodeur est récursif afin qu’il soit également anti-récursif.

Lemme 3.5.2. L’encodeur de base &;, de paramétres [2,2,1] est récursif et
anti-récursif.

Démonstration. Conformément a la remarque précédente, démontrons simple-
ment le caractere récursif de cet encodeur. Dans le cas présent, la partie de
syndrome de I’encodeur est de taille nulle. L’encodeur est donc récursif si, pour
toute erreur d’entrée de taille infinie sous la forme

E=(III,.. 1I,LII,..)

ol L est une erreur logique de taille 2 et de poids 1, lerreur de sortie £, (F) est
de poids infini. Les étapes précédant L ne jouant aucun role, on peut supposer
que L intervient a la premiere étape de ’encodeur convolutif.
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Or, on constate que si L = (XI) ou L = (IX), 'erreur de mémoire in-
termédiaire (I, L) vaut alors X, et comme &;,(X;) = (XXX), toutes les
erreurs de mémoire intermédiaires suivantes valent également X, et la sortie
de I'encodeur convolutif donne a chaque étape l'erreur physique X X. L’erreur
de sortie est donc de poids infini. De méme, si L = (ZI) ou L = (IZ), et si
L = (YI) ou L = (IY) le méme raisonnement s’applique en remplagant X
respectivement par Z et par Y. O

3.5.4 Performances de réduction d’erreur des turbo-
encodeurs modifiés

Dans un premier temps, on s’est intéressé aux performances de décodage du
turbo-encodeur modifié. On a testé deux configurations pour ’encodeur externe
correspondant & ’encodeur de taille 8 et a la paire d’encodeurs de tailles 2 et 5.

On a d’abord utilisé, en tant qu’encodeur externe, des blocs correspondant
a 'encodeur de taille 8, dont la premiere position de sortie est envoyée vers le
canal et les 7 autres positions vers I’encodeur interne. Trois tailles N;,, de turbo-
encodeur modifié ont été testés : 500, 4000 et 60000 ; ces tailles permettent d’en-
coder un nombre K de bits quantiques valant respectivement 143, 1143 et 17143.
Pour chacune de ces valeurs, on a complété la définition du turbo-encodeur
modifié avec un entrelaceur fixé par un tirage aléatoire. Les taux d’erreurs de
décodage et d’erreurs par bit sont représentés dans les figures 3.10 et 3.11. La
taille N;,, = 200000 correspondant a K = 57143 a également été testée sur un
nombre plus réduit de points, afin d’observer la proximité de la courbe de taux
d’erreur par bit pour K = 17143 par rapport a la courbe asymptotique.

Les taux d’erreurs par bit montrent une caractéristique attendue : les per-
formances de décodage sont meilleures avec la taille de I’encodeur, et il existe
un seuil d’efficacité du décodage situé autour de p = 0,142, soit 0,015 point en
dessous de la capacité cohérente pour un taux d’encodage de 1/8. En ce point, le
taux d’erreur par bit est d’environ 1,1 x 1073, Ces performances atteignent une
courbe limite lorsque la taille de I’encodeur tend vers l'infini, due a la présence
d’un bruit de canal irréductible en premiere position de sortie de chaque bloc de
I’encodeur externe. Les taux d’erreurs de décodage sont quant a eux inhabituels,
car ils augmentent avec la taille de I’encodeur contrairement aux taux d’erreurs
par bit. Il s’agit ici de leffet du bruit irréductible en sortie de l’encodeur ex-
terne, qui introduit une probabilité d’échec du décodage d’autant plus grande
que le turbo-encodeur est long. Le turbo-encodeur modifié ainsi réalisé est en
conclusion est mauvais code correcteur d’erreurs, mais un excellent réducteur
du taux d’erreur par bit.

On a ensuite utilisé un encodeur externe basé sur la paire d’encodeurs de
tailles 2 et 5. Comme décrit précédemment, ces deux encodeurs sont dédiés
a des taches séparées. L’encodeur de taille 2 n’est composé que de positions
de syndrome, n’encode aucune information mais aide a I'amorce du décodage
itératif; une de ses positions de sortie est envoyée vers le canal, tandis que la
seconde est envoyée vers ’encodeur interne. L’encodeur de taille 5 encode 1

99



Taux d’erreur de décodage

Taux d’erreur par bit
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FI1GURE 3.10 — Taux d’erreur de décodage
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FIGURE 3.11 — Taux d’erreur par bit
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position d’information, sa premiere position de sortie est envoyée vers le canal,
et les 4 autres sont envoyées vers I’encodeur interne. On a réalisé une série
de tests a nombre de bits quantiques encodés fixé a K = 17143. Il y a donc
K = 17143 encodeurs de taille 5. Le nombre d’encodeurs de taille 2 peut quant &
lui étre modulé librement. Augmenter leur nombre facilite I'amorce du décodage
itératif, mais cela se fait au détriment d’une baisse du rendement du code et
d’une augmentation du bruit irréductible qui subsiste a la fin du décodage. On
a ainsi testé un encodeur externe contenant les répartitions suivantes :

e K = 17143 encodeurs de taille 5;
e 17136 — 2448 * i encodeurs de taille 2;

ou ¢ est un parametre entier conc¢u pour varier de 0, pour une répartition quasi-
égale des deux encodeurs, a 7, pour ne garder aucun encodeur de taille 2. La
valeur ¢ = 7 n’a pas été testée au vu des mauvaises performances du cas ¢ = 6.
Les taux d’erreurs de décodage et d’erreurs par bit sont représentés dans les
figures 3.12 et 3.13.

Taux d’erreur de décodage

AABhWNRFRO
s}

= Rknnnnnn

N
ol

1
0.09 0.095 0.1 0.105 0.11 0.115 0.12
Intensité de dépolarisation

o

0.13

FIGURE 3.12 — Taux d’erreur de décodage

On constate que les performances de décodage par bit présentent un seuil
d’efficacité qui baisse lorsque le taux d’incorporation d’encodeurs de taille 2
diminue, tandis que les performances de décodage en deca de ce seuil deviennent
meilleures. Le taux d’incorporation correspondant & i = 3 est celui qui présente
un écart minimal entre le seuil de performance de décodage, proche de 0,13, et
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FIGURE 3.13 — Taux d’erreur par bit

la capacité cohérente, de 0, 147. Cet écart est du méme ordre que celui de 0,015
point constaté dans la construction précédente, avec un taux d’erreur par bit
au seuil légerement inférieur & 1073, Dans les deux constructions, les pentes des
courbes en deca du seuil sont équivalentes, et se traduisent par une diminution
d’un facteur 10 tous les 0,035 point.

Dans les deux situations, on observe que le turbo-encodeur modifié est in-
adapté pour faire de la correction d’erreur, avec des taux d’échec de décodage
tres élevés. Cependant, les différentes constructions réalisent une remarquable
réduction du taux d’erreur par bit. Elles peuvent par conséquent étre utilisées
en tant que second étage réducteur d’erreur, sur lesquelles se base, au premier
étage, un turbo-encodeur modifié de distance épurée non bornée, conformément
a la description faite & la sous-section précédente.

On peut mettre en perspective ces performances de réduction d’erreur en les
comparant avec ce que ’on obtiendrait si, au lieu d’utiliser un turbo-encodeur
modifié, on utilise simplement l’encodeur de taille 8 ou ’encodeur de taille 5.
Cette comparaison permet de montrer le saut de performance gagné grace a
I’entrelaceur aléatoire et & ’encodeur convolutif interne de rendement 1, alors
méme que ces opérations n’ajoutent aucune redondance. Les figures 3.14 et 3.15
montrent ainsi les taux d’erreurs par bit respectifs obtenus pour le simple enco-
deur de taille 8 et pour le simple encodeur de taille 5.
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Taux d’erreur par bit

Taux d’erreur par bit

0.18

0.16

0.14

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

/

o

e

0.04

0.06

0.08
Intensité de dépolarisation

0.1

0.12

0.14

FIGURE 3.14 — Taux d’erreur par bit de ’encodeur de taille 8
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FIGURE 3.15 — Taux d’erreur par bit de I’encodeur de taille 5
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3.5.5 Turbo-encodeurs modifiés a deux étages

Les tests réalisés dans un second temps ont porté sur les deux turbo-encodeurs
modifiés, assistés par un second étage tel qu’explicité dans la figure 3.7. Au vu
des performances brutes des turbo-encodeurs modifiés observées précédemment,
on a également incorporé au second étage un turbo-encodeur modifié. Ainsi,
la construction consiste en un turbo-encodeur modifié de distance épurée non
bornée, assisté au second étage par un turbo-encodeur modifié.

Au premier étage, on a successivement testé le turbo-encodeur modifié basé
sur I’encodeur de taille 8, puis celui basé sur un mélange d’encodeurs de tailles
2 et 5 pour différentes valeurs de 1.

Au second étage, le turbo-encodeur modifié choisi est basé sur ’encodeur
externe de taille 8. En effet, celui-ci présente, au voisinage des intensités de
dépolarisation les plus élevées, une performance absolue supérieure a celle du
turbo-encodeur modifié basé sur un mélange d’encodeurs de tailles 2 et 5,
indépendamment de la valeur de i pour ce dernier. De plus, la différence entre les
rendements de ces deux encodeurs, de 1/8 pour le premier et d’environ 1/6 pour
le second (1/6, 14 pour une approximation au centiéme), a un faible impact sur le
rendement global de la construction a deux étages. Pour s’en convaincre, on peut
effectuer un calcul approximatif rapide pour quelques choix de turbo-encodeur
modifié au premier étage. Le tableau 3.2 donne les différents rendements obte-
nus, ot 'on a supposé que les encodeurs comparés au second étage ont pour
rendements 1/8 et 1/6, et qu’au premier étage, une variation de ¢ de 0 & 7 fait
varier le taux d’incorporation de I’encodeur de taille 2 de 0,5 & 0.

Encodeur Encodeurs Encodeurs
de taille 8 de taille 2 et 5, de taille 2 et 5,
1=0 i=4
r=1/8 1/15 1/12 7/62~1/8,9
r=1/6 1/13 1/10 1/8

TABLE 3.2 — Comparaison des rendements de la construction pour des rende-
ments respectifs de r = 1/8 et r = 1/6 de I’encodeur au second étage. En chaque
colonne est renseigné le choix du turbo-encodeur modifié au premier étage, en
indiquant I’encodeur externe sur lequel il est basé.

Les figures 3.16 et 3.17 représentent les performances relevées lorsque le
turbo-encodeur modifié au premier étage est basé sur l’encodeur externe de
taille 8. Elles montrent des taux d’erreurs par bit extrémement plus bas que
ceux de la méme construction sans second étage. Les taux d’erreurs de décodage
suivent cette fois-ci une courbe similaire aux taux d’erreurs par bit, et révelent
que ’encodeur est apte a corriger des erreurs avec un taux de succes supérieur
a 99% jusqu’a une intensité de dépolarisation de 0,143. Dans la figure 3.16,
deux courbes supplémentaires sont tracées, et représentent la part des décodages
pour lesquels il subsiste respectivement au moins 2 et au moins 3 positions en
entrée mal décodées. Cela montre qu’en ajoutant a la construction une couche
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supplémentaire, de rendement proche de 1 et capable de corriger 1 voire 2 er-
reurs, par exemple un code BCH quantique [20], les performances de décodage
peuvent étre substantiellement améliorées

1 ok
/ e
S 0.1 :
IS
=
[=]
(5]
N
el
Q
©
5
Q
o
=]
é 3
*
K 0.01
!77 1 erreur ou plus —+—
2 erreurs ou plus
3 erreurs ou plus ---*---
0.001 L L
0.14 0.141 0.142 0.143 0.144 0.145 0.146

Intensité de dépolarisation

FIGURE 3.16 — Taux de décodages présentant au moins 1, 2 ou 3 positions
erronées

Les figures 3.18 et 3.19 représentent les performances relevées lorsque le
turbo-encodeur modifié au premier étage est basé sur un encodeur externe
constitué d’'un mélange des encodeurs de tailles 2 et 5, selon diverses valeurs de .
L’observation des résultats montre, pour les fortes intensités de dépolarisation,
que la valeur d’incorporation i optimale de ’encodeur de taille 2 vaut 3. On
observe en effet que ¢ = 3 optimise le décodage pour les fortes intensités de
dépolarisation, jusqu’a une intensité comprise entre 0, 135et0, 14, en-dessous de
laquelle la valeur ¢ = 4 donne des performances légerement meilleures. On ob-
serve également clairement que, par rapport a ¢ = 3, augmenter ou diminuer la
valeur de ¢ a pour effet de reculer le seuil de performance de décodage.

On peut a présent comparer les performances de décodage associées aux
constructions a deux étages dont le turbo-encodeur modifié au premier étage a
un encodeur externe basé, respectivement, sur I’encodeur de taille 8, et sur le
mélange des encodeurs de tailles 2 et 5 défini par ¢ = 3. La figure 3.20 effectue
une telle comparaison.

Les rendements exacts de ces deux constructions sont respectivement de 1/15
pour lencodeur de taille 8 et de 7/71 = 1/10,14 pour le mélange d’encodeurs
de tailles 2 et 5. Les capacités cohérentes respectives pour de tels rendements
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Taux d’erreur par bit

Taux d’erreur de décodage
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FIGURE 3.17 — Taux d’erreur par bit
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FI1GURE 3.18 — Taux d’erreur de décodage
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Taux d’erreur par bit

Taux d’erreur de décodage
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FIGURE 3.19 — Taux d’erreur par bit
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FI1GURE 3.20 — Taux de décodages présentant au moins 1 ou 2 positions erronées :
comparaison des deux constructions



sont d’environ 0.1634 et 0.1716. En prenant en compte 1’écart entre ces deux ca-
pacités, on constate que pour les fortes intensités de dépolarisation, le mélange
d’encodeurs de tailles 2 et 5 permet un décodage légerement meilleur que ’enco-
deur de taille 8, tandis que cette tendance s’inverse pour les faibles intensités de
dépolarisation. Les deux constructions présentent de tres bonnes performances,
notamment si elles sont assistées d’un encodeur supplémentaire de rendement
tendant vers 1 permettant de corriger 1 erreur, avec un taux d’erreur inférieur
a 1% pour une intensité de dépolarisation de 0, 144.

3.6 Algorithme de décodage itératif du turbo-
encodeur quantique

L’algorithme de décodage quantique que I’on emploie est décrit en partie dans [41]
et correspond a un algorithme de propagation de croyance ou belief propagation
quantique [23] [40]. L’algorithme décrit en [41] s’applique & une construction
plus simple que celle que ’on propose dans le cadre de la these.

L’algorithme ci-présent differe en quelques points de I'algorithme classique
présenté au chapitre 1. Dans le montage quantique, une fraction des bits en pro-
venance de la sortie de I’encodeur externe n’entre pas dans ’encodeur interne.
Lorsque 'on simule le turbo-encodeur modifié, cette fraction de bits est envoyée
directement vers le canal, tandis que lorsque 1’on simule le turbo-encodeur mo-
difié a deux étages, on suppose qu’elle est envoyée vers un canal simulant la
réduction de bruit effectuée par ’encodeur au second étage. L'information ex-
trinseque permettant d’effectuer la mise a jour au niveau de I’encodeur externe
provient donc en partie du canal simulé et en partie de I’encodeur interne. Par
ailleurs, I’encodeur externe n’est pas convolutif mais est constitué de N, blocs
appliqués en parallele. Ainsi, la mise a jour effectuée au niveau de I’encodeur
externe est parallélisée sur les N.,; blocs qui le constituent. Il y aura donc
trois fonctions de mise & jour : la fonction MiseAJourLogiquelnterne pour
I’encodeur interne —la loi au niveau de ’erreur physique en provenance du canal
n’étant jamais mise a jour —, ainsi que les fonctions Mise AJour Logique Externe
et MiseAJour Physique Externe pour 'encodeur externe. La premiére fonction
est constituée, comme au chapitre 1, d’un parcours avant et un parcours arriere
suivis d’une mise a jour locale, alors que les deux dernieéres fonctions consistent
simplement en une mise a jour locale en chacun des blocs. Finalement, les calculs
de distributions de probabilités marginales se font par sommation sur I’ensemble
des syndromes dont les coordonnées appartiennent & {I, Z}.

Le tableau 3.3 reprend les notations de la définition 3.5.1 et de la figure 3.6, et
présente les types d’erreurs intervenant lors du décodage. Ces notations prennent
le soin de distinguer les erreurs selon leur role dans le schéma général ; notam-
ment, les erreurs de syndrome sont séparées, car elles ne sont pas 1’objet du
décodage mais permettent de révéler une information & ce dernier grace a la
mesure du syndrome binaire. Le tableau 3.4 reprend quant & lui les notations
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employées afin de désigner les différentes lois de probabilité en jeu.

Erreur

Notation

convention : coordonnée u de erreur F

E,

syndrome binaire correspondant a
lerreur de syndrome S

S, €{0,1}"* tel que S,, = 0 si
et seulement si S, = I ou Z

ou vers l'encodeur au second étage

erreur de syndrome d’entrée de (Ségi, vy Séi\;‘i“*l))
I’encodeur externe
erreur de syndrome d’entrée de (Si(g), ceny Si(iv”"_l))
I’encodeur interne
erreur logique d’entrée du Loyt = (Lg;)t, ey ngf“_l))
turbo-encodeur modifié
erreur physique envoyée vers Pt vin = ( Pe(gz, - Pe(i\ie“_l))
I'entrelaceur
. , _ (0) (Newt*l)
erreur physique envoyée vers le canal Peanat = (Pograts > Poriat )

erreur de mémoire et logique d’entrée
de ’encodeur convolutif interne

Lin = (M9, L\ .., L D)

n ) in 0t

t-eme erreur de mémoire intermédiaire
de ’encodeur convolutif interne

M

wm

erreur physique en sortie de ’encodeur
convolutif interne

P = (P}

. })i(nNin_l)’ Ml(’ivzn))

m 7

TABLE 3.3 — notations utilisées dans I'algorithme de décodage itératif
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Loi de probabilité Notation

Loi du canal Pcanai

Pava Par, Ploc

Lois temporaire, et de mise a P
jour avant, arriere et locale

temp)

Loi au niveau de l'erreur L;,, & PiL’i“, ou P; si le contexte porte

I’étape ¢ du décodage sans équivoque sur L;,
Probabilité, a 'étape i, que P,(L =E)
lerreur ng . Vaille E
Probabilité, a 'étape i, que P,(L\" = E)

I'erreur LEZ) vaille £

TABLE 3.4 — différentes probabilités en jeu lors du décodage

Les hypotheses au lancement de ’algorithme sont similaires a celles du cha-
pitre 1, & I'exception des trois différences suivantes. Premierement, il faut gar-
der a l'esprit que les symboles dont les lois de probabilité sont estimées sont
des symboles d’erreur et non des symboles d’information. Ainsi, au lancement
de l'algorithme, on connait dans le cas classique présenté a la section 1.12 la
séquence regue z. Par conséquent, la loi de probabilité donnée en hypothese sur
les symboles en provenance du canal s’exprime ainsi :

Py,(y;(t) = CY) = Pcanal(y;(t) = a|z1(1,t))

Dans le cas présent, en revanche, on ne connait pas ’erreur en provenance du
canal ; la loi de probabilité donnée en hypothése est donc la suivante :

P(PY =E)=Powu(P" =E)

in u n u
P<Pc((?nalu = E) = PCanal(P(E(i’)nalu = E)

Il faut toutefois mitiger cette remarque en rappelant que 'on dispose, dans le
cas présent, des syndromes mesurés d’une part au niveau de I’encodeur interne,
et d’autre part au niveau de ’encodeur externe. Cela se formule en supposant
que ’on connait, au lancement de I'algorithme, les deux séquences de syndrome
binaires :

Sext = (Sggz)tv R Sg;ftenil)) € {07 1}Nem(ne“_ke“)

Sin = (S(O) S(Nm—l)) € {0, 1}Nm(nm*km)

in 0t 2din
qui correspondent respectivement aux erreurs de syndrome Se,; et S;;,. La prise
en compte de la séquence s;, afin de modéliser 1’algorithme de décodage releve
surtout d’un intérét intellectuel, car comme cela a été exposé dans la section
précédente, ’encodeur interne congu afin de faire les simulations est de ren-
dement 1. La troisieme remarque concerne également la loi de canal, et est
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une conséquence de la construction a deux étages proposée. Lorsque, dans un
premier temps, on lance une premiere série de simulations du turbo-encodeur
modifié, la loi de canal est simplement celle d’un canal dépolarisant d’intensité
p. Lorsqu’on simule par la suite le turbo-encodeur modifié assisté par un turbo-
encodeur modifié au second étage, les résultats obtenus lors de la premiere série
de simulations permettent de modéliser le second étage : d’'une part, la loi de
canal portant sur les positions de 'erreur P;, est celle d’'un canal dépolarisant
d’intensité p, et d’autre part, la loi de canal portant sur les positions de ’erreur
P.onai est celle d'un canal dépolarisant d’intensité donnée par la courbe de taux
d’erreur par bit 3.11.

La boucle principale de 'algorithme est donnée par le pseudo-code 4. Les
pseudo-codes 5, 5 et 5 montrent le fonctionnement des différentes mises a jour.
Les indices ext et in y sont omis pour alléger les notations. De plus, on note
& = (m, ) de telle sorte que si

(P(t)7M(t+1)) - g(M(t)J/(t))

alors
Pt — W(M(t), L(t))
M+D  — N’(M(t)v L(t))

Dans la fonction MiseAJour PhysiqueExterne, seules les positions de l'erreur
P..i_in, qui sont envoyées vers ’encodeur interne, et non vers le canal ou le
second étage, sont concernées par la mise a jour. Les positions de l'erreur Pe.ypaq;
ont en effet une loi de probabilité invariante tout le long du décodage. Les
positions concernées en chaque bloc de 'encodeur externe varient donc de la
ne + 1-ieéme a la neg,-iéme position, ou n. = 1 est le parametre de canal.

D’autre part, les fonctions de mise a jour au niveau de l’encodeur externe,
MiseAJour Logique Externe et MiseAJour PhysiqueExterne, ne nécessitent
pas de prendre en entrée la loi de probabilité P(Le=t) qui porte sur les positions
de l'erreur logique d’entrée, celle-ci étant une loi uniforme. En revanche, elles
prennent toutes deux en entrées les lois P.ypnar €t Pi cot=in portant sur les po-
sitions physiques de I’encodeur externe, qui proviennent respectivement d’une
part du canal ou du second étage, et d’autre part de I’encodeur interne.
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Algorithme 4 Boucle Principale de 'algorithme

pour i =0 — 4,4, — 1 faire > Boucle Principale

PLi"P < MiSEAJOURLOGIQUEINTERNE(PL" PPin &, )

temsy

Pleat~in ¢ ENTRELACEMENT !(PLin )

temp temp

Pﬁ?%n < MISEAJOURPHYSIQUEEXTERNE(P ¢qpq1, Pest—in | extN,,,)

temp
Leyt Pegt—in
Pt ENTRELACEMENT(Pi_H*_’ )
fin pour
> Derniere itération
Lin Lin P, o
Pim MiSEAJOURLOGIQUEINTERNE(P " P¥in Eipy iy, )
Pf:i;';*m +— ENTRELACEMENT‘l(Pf&:p)
% inal < MISEAJOURLOGIQUEEXTERNE(P canat, P{ ™ Eearn,,.,)
. Leo
Legt <~ MAXVRAISEMBLANCE(P )

retourner L. ;

112



Algorithme 5 Fonction MiseAJourLogiquelnterne
fonction MiSEA JOURLOGIQUEINTERNE(PL, PP £y)
P (M©) < PE(MO) > Parcours avant
pour t =0 — N — 2 faire
pour tout M’ € G™ faire

Pav(M(t-'rl) = M)« Z Z PM(M(t) = M)
S:8,=s(t) (M,L)
u(M,L,S)=M’

x PL(L® = )PP (PY = 7(M, L, 9))

fin pour
fin pour
P (MWN) « PL(M) > Parcours arriere
pour t = N — 1 — 0 faire

pour tout M € G™ faire

P, (MY =M+ > Y PHLY=1L)
S:S,=s() L

% PP<P(t) _ ﬂ(M,L,S))PM(M(t'H) =u(M,L,S))

fin pour
fin pour
pour t =0 — N — 1 faire > Mise a jour locale
pour u =1 — k faire
pour tout E € G faire

Pioo L =E)« > > 3 Pu(MP = M)

§:S,=s(t) L:L,=E M

k
x [T PHELY = L)PP(PY = (L, M, )P o (MUHY = (L, M, 5)))
o
fin pour
somme = Z Ploc(Lg) =F) > Normalisation
EcG
PZOC(LS")) — Ploc(Lg))/somme
fin pour
fin pour

retourner P;,.
fin fonction
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Algorithme 6 Fonction MiseAJour PhysiqueExterne

fonction MISEA JOURPHYSIQUEEXTERNE (P canar, P¥, En)
pour t =0 — N — 1 faire
pour u =n. + 1 — n faire
pour tout E € G faire

Ne

Ptemp(qut) =E) « Z Z H Pcanal(Pu(t) = (E(L, S))v)

§:5.=5(t) Li(&(L,9)) ,=E v=1

X ﬁ PP(Pigt) = (E(La S))v)

v=n.+1
v#U
fin pour
somme = Z Ptemp(P,Et) =F) > Normalisation
EcG
Premp( ét) =F) + Ptemp(qut) = E)/somme
fin pour
fin pour

retourner Py,
fin fonction

Algorithme 7 Fonction MiseAJour Physiquelnterne

fonction MISEA JOURPHYSIQUEINTERNE (P canar, P¥, En)
pour t =0 — N — 1 faire
pour u =1 — k faire
pour tout E € G faire

LteM;D(LELt) =FE) « Z Z ﬁ Pcanal(REt) = (&(L,5)),)

S:8,=st) L:L,=F v=1

< I PREY = (L))

v=n.+1
fin pour
somme = Z Piomp(PY = E) > Normalisation
EeG
Ptemp(Pist)) < Pte7r1,p(P7£t))/50mm€
fin pour
fin pour

retourner L.,
fin fonction
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Chapitre 4

Preuve de la distance
minimale d’un
turbo-encodeur formel

4.1 Schéma global de la preuve

Il est & noter que dans le schéma de turbo-encodage classique, ’encodage externe
est un encodage convolutif, contrairement au schéma de turbo-encodeur que ’on
adopte ou I’encodeur externe est une séquence d’encodeurs identiques placés en
parallele, pour les raisons que l'on a évoquées a la section 3.2. Cependant, cela
n’affecte pas le schéma global de la preuve. L’idée de la preuve de [22] consiste
a majorer pour un turbo-encodage Ty donné de taille N la probabilité p(< d)
d’existence d’une séquence d’entrée x dont 'image Ty () est de poids inférieur a
d > 0. Pour cela, on note w le poids de la séquence intermédiaire z’, ¢’est-a-dire
la séquence obtenue apres application de I’encodage externe a x. L’approche
suivie dans [22] pour obtenir cette borne est de majorer dans un premier temps
les quantités suivantes :

e d’une part, le nombre ae.¢(w) de séquences d’entrée x dont I'image in-
termédiaire 2’ est de poids w,

e d’autre part, le nombre a;, (w, < d) de séquences intermédiaires =’ de poids
w et dont I'image finale Ty (z) est de poids inférieur & d.

N.Kahale et R.Urbanke montrent ainsi que :

Geqt(w) < O(1)" <ij/\;*J>

ou d* représente la distance libre de ’encodage externe, et :

ch)“’/2

w2

ain(w, < d) < O(l)w(
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Par un argument probabiliste 1ié au caractere aléatoire de ’entrelaceur, la pro-
babilité p(w, < d) qu’il existe une séquence z telle que z’ est de poids w et une
sortie Ty (z) est de poids inférieur & d est alors majorée par :

Aext (w)azn (’U}, S d)

p(w, < d) < (W)

(4.1.1)

ot n(w) est le nombre de séquences z’ de poids w. On somme alors la borne
obtenue sur toutes les valeurs de w :

p(L d) SZ (w, < d)

pour la valeur d = N¢ correspondant a la borne sur la distance minimale a
démontrer, et le résultat obtenu, négligeable devant 1 lorsque N tend vers l'infini,
permet ainsi de démontrer cette borne.

Dans le cas présent, on applique essentiellement la méme idée aux erreurs for-
melles d’entrée E, intermédiaire E’ et de sortie Ty (E), avec certaines particula-
rités que 'on détaillera. On montre que aeq:(w) est majoré par deux bornes (1E)

t (2F), et a;, (w, < d) est majorée par deux bornes (17) et (27). Les bornes in-
dexées par le chiffre 1 sont essentiellement du méme type que les bornes obtenues
par Kahale et Urbanke, et servent a démontrer le théoreme 3.4.1 qui correspond
au cadre classique et qui consiste en une reformulation du théoreme 1.11.2.
Ces bornes restent valables sous les hypotheses du théoreme 3.4.2, et doivent
étre combinées avec les bornes indexées par le chiffre 2 afin de démontrer le
théoreme 3.4.2 qui correspond au cadre quantique. Comme on le verra plus
précisément, les bornes (1E) et (2F) permettent d’établir respectivement les
relations suivantes :

w

w/dgeg—1/2
N g
ezt (w) < O(1)Y ()

oll dgeq est la distance dégénérée de I’encodeur externe, et :
< d
ezt (w) < cn(w)

ou n(w) est défini ci-dessus et out ¢ < 1. Les bornes (1I) et (2I) ont quant a
elles respectivement les formes suivantes :

wNZ(w+d)%

w'w

et : , 4
d Nz (w + d) 2

dd

ou I’absence du symbole < devant d correspond au décompte de ’ensemble des
erreurs F dont le poids de I'image Ty (E) est égal & d. Le fait que les deux

derniers membres de droite se déduisent 'un de ’autre par I'interversion de w

ain(w,d) < O(1)
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et d est du au role principalement symétrique que jouent les poids de I'entrée et
de la sortie entre les définitions des caracteres récursif et anti-récursif d’un enco-
deur convolutif formel. La table 4.1 dresse un récapitulatif des hypotheses sous
lesquelles s’applique chacune de ces quatre bornes, ainsi que des théoremes pour
lesquels elles sont utilisées. On peut s’assurer que les hypothéses mentionnées
dans cette table se retrouvent bien dans les énoncés des théoremes correspon-
dants. En effet, le théoréme 3.4.1 requiert bien que dgey > 2 et que I'encodeur
convolutif formel interne est récursif, et le théoreme 3.4.2 requiert bien que
|G| > 4, dgeg > 2 et que Pencodeur convolutif formel interne est anti-récursif.

’ Borne H hypotheses de validité \ théoremes concernés ‘
1E dgeg > 2 34.1,3.4.2
2F |G| >4, dgeg > 2 3.4.2
17 encodeur formel interne récursif 3.4.1,3.4.2
21 encodeur formel interne anti-récursif | 3.4.2

TABLE 4.1 — hypotheses et théorémes correspondant aux différentes bornes

Une différence majeure par rapport au schéma de Urbanke et Kahale ap-
parait au moment de la sommation des bornes obtenues sur w et d. Dans le
cas classique, qui correspond également a celui du théoreme 3.4.1, la somme
s’effectue sur l'ensemble des couples (w,d) vérifiant w < d, les cas ol w > d
étant éliminés grace au caractere systématique de I'encodeur convolutif formel
interne. Cependant, dans le cas du théoreme 3.4.2 ou cet encodeur formel n’est
pas systématique, un nouveau régime apparait dans lequel w > d et que les
bornes classiques ne suffisent pas a dominer. C’est ce qui nécessite I'introduction
de la nouvelle condition d’encodeur convolutif formel anti-récursif, qui permet
de dominer la somme obtenue dans ce régime et d’obtenir un résultat négligeable
devant 1 lorsque N tend vers l'infini. Les figures suivantes montrent 'utilisation
des différentes bornes dans les différents domaines d’existence du couple (w, d).

w
0 D]+ mip Nieay

a (1B, 11}
D)

FIGURE 4.1 — Domaines d’utilisation des bornes dans le cas du théoréme 3.4.1

D désigne la minoration sur la distance minimale que ’on cherche & prouver.
D désigne ainsi tour a tour N® ol a < %;TZQ lorsque l'on montre la borne
polynomiale des théoréemes 3.4.1 et 3.4.2, et alog N/(loglog N) ot o < dypin, — 2
lorsque 'on montre la borne sous-logarithmique du théoreme 3.4.2. La limite

| D] + myy, comprend le terme m;,,, qui correspond & la taille de la mémoire de
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0 D] + min [aN| -1 Nyt

a (1B, 11} (1B, 21} (2B, 21}
D)

FIGURE 4.2 — Domaines d’utilisation des bornes dans le cas du théoreme 3.4.2

I’encodeur convolutif formel interne. Ce terme se justifie par le fait que le schéma
convolutif que ’on adopte suppose que I’état initial de la mémoire figure dans
I’entrée de I’encodeur convolutif formel interne. La limite Nk;,, +m;, correspond
quant a elle & la taille de la partie porteuses de l'information en entrée de
I’encodeur convolutif formel interne, soit la partie de mémoire et logique de
cette entrée.

Dans ces schémas, il apparait que le domaine w > | D] + m;, est lui-méme
composé de deux parties : un régime ou w est sub-linéaire en N, et un régime
ol w est linéaire en N. x est une constante qui doit étre choisie judicieusement
afin de permettre de dominer les sommes correspondant & ces deux parties. Cela
sera exposé lors de la preuve des théoremes, dans la section 4.5.

A présent, définissons précisément les quantités présentées ci-dessus, afin
d’établir une inégalité correspondant & I'inégalité (4.1.1). Notons dés & présent
que, comme la distance minimale d’un encodeur formel est le plus petit poids
d’une de ses erreurs nocives, et qu'une erreur nocive est I'image d’une erreur de
poids logique non nul et de poids de syndrome nul, on s’intéressera toujours a
de telles erreurs lors du décompte.

Définition 4.1.1. Soit un turbo-encodeur formel T de taille N basé sur deux
encodeurs formels externe et interne fixés et un entrelaceur formel aléatoire de
taille V. Pour tout couple d’entiers w et d, on considere les probabilités des
événements suivants :

e pn(d) et py(< d) : il existe une erreur d’entrée E dont 'image T (F) est
une erreur nocive de poids respectif d et inférieur ou égal a d.

e py(w,d) et py(w,< d) : il existe une erreur d’entrée E dont l'image
intermédiaire externe est de poids physique w, et dont I'image T (F) est
une erreur nocive de poids respectif d et inférieur ou égal a d.

Comme on I’a précisé, ces définitions correspondent a la probabilité d’exis-
tence d’une erreur d’entrée E, de poids de syndrome nul et de poids logique
non nul, dont 'image T (E) et 'image intermédiaire vérifient les contraintes de
poids énoncées ci-dessus. De plus, comme 'entrelaceur formel est aléatoire, ces
probabilités ne sont fonction que des encodeurs formels externe et interne et de
N. Elles sont définies pour tout couple d’entiers w et d, mais il sera commode
de constater que py(< d) et py(w, < d) sont également définies pour les
valeurs réelles de d.
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Définissons également les répartitions de poids externe et interne que 'on
cherchera a majorer. Ces définitions dépendent encore une fois de I'encodeur
formel considéré, méme si ce dernier n’apparait pas dans les notations afin de
les alléger.

Définition 4.1.2. Soient (negt, kext, Eext) €6 (Min +Min, Kin +Min, Ein) deux en-
codeurs formels. Pour tout entier N et tout couple d’entiers (w, d) on considére :

e a2 ,(d) le nombre d’erreurs
E= (L9, LO-D g0 W=Dy g GNkear ¢ N (st =kear)

de poids de syndrome nul et de poids logique non nul, et dont 'image
(P(O), s P(N_l)) donnée par P; = E..+(Li, S;) est de poids d.

* aﬁ(w’ d) et a"?r[],(w7 S d) 16 nombre d’erreurs
Eyr = (J\J,L(O)7 ...7L(N_1)) € mintNkin

de poids w, qui peuvent étre complétées en une erreur d’entrée de ’enco-
deur convolutif formel &;, n

E=M,LO, . LNV 5O gN=Dy ¢ gmintNhin o N (nim=hin)

de poids de syndrome nul et dont I'image par &;, y est de poids respectif
d et inférieur ou égal a d.

L’indice M L dans Ej;y, réfere simplement au fait que I'erreur est constituée
d’une partie de mémoire et une partie logique. La définition de aX (w,< d)
s’étend également aux valeurs réelles de d. On remarquera que dans les définitions
de al (w,d) et a (w, < d), seule la partie de mémoire et logique est comptabi-
lisée. ’argument de dénombrement principal décrit en début de section corres-
pond alors a ce lemme.

Lemme 4.1.1. Soient (Next, kexts Ecxt) €t (Nin + Min, Kin + Min, Ein) deuz en-
codeurs formels. Un turbo-encodeur formel Ty de taille N = N;, basé sur ces
encodeurs formels externe et interne et un entrelaceur formel aléatoire de taille
N vérifie :

V(w.d) € N x N, p(w,d) < 2est (W) ahn(w,d) (4.1.2)
(Gl-1n*

a;
( ext nert)
Nest )

)
Aoyt (w (’LU < d)
V(w,d) € Nx R, py(w, < d) < (G- 1" (N“:Un”t)

(1) = m

désigne le coefficient binomial des entiers n et k.

(4.1.3)
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Démonstration. Démontrons l'inégalité 4.1.2, sachant qu'un raisonnement si-
milaire permet de démontrer I'inégalité 4.1.3. py(w,d) est la probabilité de
I’événement : < il existe une erreur E de poids de syndrome nul et de poids
logique non nul, dont I'image intermédiaire externe a pour poids physique w et
I’image par Ty a pour poids d ». Pour qu’il existe une erreur

.’L(Nezt_l)’ S(O) .,S(Nezt—l) S(O)

0 N-1
E= (L( ) exrt extr ext »Main 7"'7Si(n ))

exty **
vérifiant cette propriété, il est nécessaire qu’il existe une erreur

.)L(Newtfl)’s(o) ,S(Nertfl))

ext exty *** ext

(L(O)

ext? "
qui :

e d’une part, figure parmi les ag;t“ (w) erreurs de poids de syndrome nul
et de poids logique non nul dont 'image (Pe(i’i, vy Péﬁ”ﬁl)
p _ ge:zt(L(i) g

ext extr Mext

) donnée par
) est de poids w.

e d’autre part, est telle que l'erreur obtenue en appliquant ’entrelaceur
aléatoire a (Pe(gz, e Pége“ _1)) puisse étre complétée en une erreur d’entrée
de l’encodeur convolutif formel &;, y dont le poids de syndrome est nul et
dont I'image par &;, y est de poids d.

Il existe a_ ot (w) erreurs vérifiant la premiere condition. Pour chacune de ces

erreurs, comme l’entrelaceur formel est aléatoire, I’erreur obtenue en appliquant

P(Nea:t_l)

I'entrelaceur formel & (Pe(gz, vy Pooy ) vaut de maniere équiprobable I'une

des (|G| — 1)w(N”fU"e“) erreurs de taille Neginers et de poids w. Ainsi, la pro-
babilité qu’elle puisse étre complétée en une erreur d’entrée de &;, 5 de poids

de syndrome nul et dont 'image par &;, y est de poids d vaut :

al (w,d)
(1G] = 1)" (Nerest)

D’aprés I'inégalité de Boole, la probabilité py(w,d) de 1’événement est donc
inférieure & :

Nen:t( ) Cl?Nn(U},d)
G =) (e

O

Avant de passer & la suite de la présentation, revenons a ce stade sur ’en-
codeur formel inversé et la structure convolutive associée que 1’on a introduits
dans les définitions 3.1.3, 3.2.4, et 3.2.6. La symétrie évoquée entre les structures
convolutives directe et inversée va permettre, dans la section 4.4, de déduire la
seconde borne sur aly (w,d) & partir de la premiere borne. Une telle manipu-
lation requiert d’extrapoler la définition de alY (w,d) et al¥ (w, < d) au cas des
encodeurs convolutifs formels inversés.
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Définition 4.1.3. Soit (nj, + mj,, kj, +m;,,&;,) un encodeur formel inversé.
Pour tout entier N et tout couple d’entiers (w,d) on considere o %(w,d) et

@'Y (w, < d) le nombre d’erreurs
El — (]\4/7‘[//(0)7 ...7L/(N_1)) c Gm;1L+Nk‘.§n

de poids w, dont I'image par &;, \, est de poids respectif d et inférieur ou égal a

d.

La symétrie évoquée précédemment entre les deux structures convolutives se
traduit sur les distributions de poids correspondantes de la maniere suivante.

Lemme 4.1.2. Soit (nin + Min, kin + Min, Eim) un encodeur formel ot myy,
est implicitement connu, dont on note (n), + mi ki, +m}, £ ) Uencodeur
formel inversé réciproque. Notons aﬁ\[l et a’f\rfl les distributions de poids définies
précédemment associées respectivement a chacun d’euzx. Alors pour tout couple
d’entiers (w,d) :

al¥ (w,d) < a’f\;(d, w)

Démonstration. Notons p et p’ les opérations suivantes, agissant respectivement
sur 'entrée de mémoire et logique et sur la sortie de I’encodeur convolutif formel
de taille N :

p:Eyp = MO LO LN=D) s (DN L0 A(0))
p o (PO, PN=U ANy = (M) pIN=1) - pl0)

Soit (w,d) un couple d’entiers. Notons Au,q Vensemble des erreurs
Eyp = (M, LO . LNV g gmintNkin

de poids w, qui peuvent étre complétées en une erreur d’entrée de l’encodeur
convolutif formel

E=M,LO LN g0 gN-1))

de poids de syndrome nul et dont l'image &;, n(F) est de poids d. Soit f une
application de A,, 4 dans GmintNnin - agsociant & tout Eag € Ay.q une telle
erreur &, v (E) de poids d ou E est une extension de Fy;y, de poids de syndrome
nul. &,y étant une bijection, f est injective.

Notons par ailleurs A}, 'ensemble des erreurs d’entrée de I'encodeur convo-
lutif formel inversé

E = (M/,L/(O), W’L/(Nq)) c GmintNnin

de poids d, et dont I'image par &/, 5 est de poids w. On observe alors, d’apres
le lemme 3.2.1, que Im(p’ o f) C Aél,w. En effet, considérons une erreur E’' €
Im(p’ o f). Elle s’écrit sous la forme p’ o &, y(E), ol E est une erreur de poids
de synrdome nul et dont la partie de mémoire et logique Fj;p est de poids w,
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et ot & v (F) est de poids d. Par conséquent E’ est de poids d, et d’apres le
lemme 3.2.1, E’ est une erreur d’entrée de 1’encodeur convolutif formel inversé,
dont I'image &y (E’) vérifie po E5(E') = Epy, et est donc de poids w.

Cela démontre que |Agw| < |A},[, ou en d’autres termes al (w,d) <
a'N(d,w). O

La suite du raisonnement que l'on développe dans les sections suivantes
s’articule comme suit. Dans un premier temps, on établit a la section 4.2 les
deux majorations sur la valeur de ai\_;et“ (w), d’abord en supposant que I’encodeur
formel externe a pour distance dégénérée dgqeq > 2, et ensuite en supposant que
|G| > 2 et que encodeur formel externe a une distance minimale d,;, et une
distance dégénérée dgey vérifiant dyin > dgeg = 2.

Ensuite, on s’intéresse a 'encodeur convolutif formel interne. La section 4.3
a pour but de mettre en place les notions de période d’un encodeur convolutif
formel et de trace d’une erreur d’entrée d’un encodeur convolutif formel, qui
permettront d’étudier les erreurs dont 'image par ’encodeur convolutif formel
ont un poids d ou inférieur ou égal a d donné. La notion de période se retrouve
sans démonstration dans la preuve de [22], mais dans le cas présent, & cause
de Pexistence d’erreurs de syndrome non triviales qui n’existent pas dans le cas
classique, cet outil ainsi que celui de trace que 'on introduit dans cette these
revétent un caractére non trivial qui met en jeu une séparation des erreurs
de mémoire en deux catégories. Cela permet alors, dans la section 4.4, d’établir
deux majorations, I'une portant sur afvn (w, < d) dans le cas ot 'encodeur formel
convolutif interne est récursif, et I'autre portant sur a®) (w,d) dans le cas ot il
est anti-récursif.

Finalement, on rassemble les différentes majorations obtenues dans la sec-
tion 4.5 en se basant sur le lemme 4.1.1 afin de démontrer les théoremes 3.4.1
et 3.4.2.

On notera I,, 'erreur de taille n constituée de I sur toutes ses coordonnées.

4.2 Dénombrement d’erreurs au niveau de 1’en-
codeur formel externe

On rappelle que ’encodeur formel externe consiste en une séquence d’encodeurs
formels (Negt, kewt, Ecrt) identiques placés en parallele, et dont Paction, telle que
présentée dans la définition 3.2.8, consiste a agir sur une erreur d’entrée sous la
forme

(L(O) .7L(cht71)7 S(O) S(cht71)>

exty " ext ext) ** Mext

en lui associant ’erreur de sortie

(P(O) P(chtfl))

exty " 1~ ext

définie par les relations PO = EM(L(i) s ). Afin de simplifier la présentation,

ext = extr Mext
on néglige dans cette section l'indice ext. Plagons-nous d’abord dans les hy-
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potheéses liées au théoreme 3.4.1 qui correspond au cadre classique. On a la
borne suivante.

Théoréme 4.2.1. Soit (n,k,E) un encodeur formel de distance minimale dpin
et de distance dégénérée dgqeq > 2. Pour tous entiers d et N :

d—d,p,;

d/N et . )

aé\;t(d) S O(].) (g) dg S d Z dmzn (BOI’HG ].E)
0 st d < dmin

Démonstration. 1l s’agit de majorer le cardinal de I’ensemble Ay 4 d’erreurs
E=(LO W=D g0 gIN=1)) e Nk gNn=Fk)
ou |E|r > 0 et telle que 'image
P = (PO,  pWN-1)

donnée par P = (L™, S®) est de poids d.

Si d > N, la borne est clairement vraie car on a alors a,(d) = 0. On
suppose donc dorénavant que d < N. Pour toute erreur E € Ay 4, soit j(E) le
nombre d’indices ¢ tels que (L(i)7 S (i)) # I, ce nombre étant non nul puisque
|E|L > 0. On va d’abord montrer que nécessairement, d > d,,;, ce qui prouve
la borne dans le cas ou d < dy,in, €t que :

d— dmzn

i) < 1=

|+1

Soit F € Ay 4, et soit j = j(F). Pour chaque indice i tel que (L), S®) # I,,,
P() est une erreur non triviale de £(G* x H"*), donc |[PW| > dge, tel que
présenté dans la définition 3.1.1 du formalisme commun. De plus, comme |E|;, >
0, il existe au moins un de ces j indices tel que L) # I}, de sorte que P est
une erreur nocive et |P(i)| > dpmin- Cela implique d’une part que d > dmin, ce
qui prouve la borne a?¥ (d) = 0 dans le cas olt d < dyin. D’autre part, comme

ext
Apmin > dgeg, cela implique que :

d Z (.] - 1)ddeg + d’min
puis :
d— dmzn

+1
ddeg J

is|
Cela permet de majorer a2, (d). En effet, majorons d’abord, pour chaque valeur
possible de j, le nombre d’erreurs E € Ay 4 telles que j(E) = j. Il existe au
plus (JJV ) manieres de choisir les positions des j indices i. Ensuite, en chacune de

ces j positions, erreur (L(®, S(®) ne peut prendre plus de |G|™ valeurs, tandis
qu'en toutes les autres positions, (L(Y), S(®)) est fixée & I,,. Il y a donc au plus

(e
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erreurs E € Ay 4 telles que j(E) = j. Par conséquent :

Ld_dzmm J+1

eg ]V- )
N Y ( j)|G|”J

Jj=1

Comme dynin > dgeg > 2, on a pour tout indice j de la somme :

d_dmin d
L g e
J S LT < L
donc : ‘
G < |G

et comme d’autre part d < N, on a :

J< Ld;li’;“mj +1< g
ce qui permet d’écrire :
(3) = (lasat 1)
NG el B
puis
(T )ier < (jaa )61
J | o=l +1
et donc :
<0

ey 1)

deg

Utilisons a présent la propriété suivante pour tout couple d’entiers u > v :

<u) ue\v
<(3)
v v
Appliquée au cas présent, cela donne :

d—d

L dwnnj+1
Ne deg
al(d) <0(1)! (M)

ddeg

d—d,;
N\ “acg 1!
<o(1) <d) '
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On va a présent démontrer la seconde borne, qui s’applique dans les condi-
tions du théoreme 3.4.2 correspondant au cadre quantique. Comme on le présente
ci-dessous, cette borne comporte I’expression :

16— (')

qui désigne le nombre d’erreurs de taille N et de poids d. Cette borne revient
ainsi & affirmer que le nombre a),(d) d’erreurs nocives de poids d est exponen-
tiellement négligeable en d devant le nombre d’erreurs de taille N et de poids

d.

Théoreme 4.2.2. On suppose que |G| > 4. Soit (n,k,E) un encodeur formel
de distance dégénérée dgey > 2. Il existe une constante ¢ €]0;1[ telle que pour
tous entiers d et N :

N
all (d) < (|G| - 1)d< dn) (Borne 2F)
Démonstration. Il s’agit de nouveau de majorer le cardinal de ’ensemble Ay 4
d’erreurs

E = (L(O),...’L(Nfl)’S(O)’ M’S(Nq)) c Nk  gN(n—Fk)
olt |E|r > 0 et telle que I'image
P = (5(0)’ _“,S(N—l))

donnée par P() = (L, SM) est de poids d.

Le groupe G possede la propriété suivante utile pour la suite : il existe trois
éléments distincts X, Y et Z de G\{I} vérifiant X oY = Z. Il suffit pour cela
de choisir un élément X € G\{I}, puis comme |G| > 4, un élément Y € G\{I}
différent de X et de I'inverse de X. Alors I’élément Z défini par Z = X oY ne
peut étre égal & X ou a Y, sinon on aurait respectivement Y =7 et X = I, ni a
I sinon Y serait l'inverse de X, ce qui montre bien que X, Y et Z sont distincts
et différents de I.

Définissons pour tout p € [0; n] 'ensemble

C,={Ec&(G"x H" %), |E| =i}
et le réel
oy
P e -0

Montrons alors que ¢y = 1 et pour tout p € [1;n], ¢, < 1.

Le fait que ¢p = 1 est immédiat car Cy = {I,}. Soit & présent p € [1;n].
Le fait que ¢, < 1 équivaut a ce que E(G* x H"%) ne contient pas toutes les
erreurs de poids p. Pour montrer cela, supposons que £(G*¥ x H"™F) contient
Ierreur de poids p

EX) = (X, X,..,X,I,..,])
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dont les p premieres coordonnées valent X et les n — p restantes valent I, et

I’erreur de poids p
EW = (z,X,..,X,I,...1)

dont la premiere coordonnée vaut Z, les p — 1 suivantes valent X et les n — p
restantes valent I. Comme £(G* x H" %) est un sous-groupe de G, il contient

alors lerreur EX) ™! o E@ dont la premiere coordonnée vaut Y et les n — 1
restantes valent I. Cette erreur est de poids 1, ce qui contredit le fait que
dgeg > 2 est le plus petit poids d’une erreur non triviale de £(G* x H"~F).
Ainsi £(G* x H"™*) ne contient pas & la fois EX) et E(%) et ¢, < 1.
Posons alors ¢ = max{cll,/p, 1 < p < n}, de sorte que ¢ €]0; 1] et pour tout
p € [0;n], ¢ < P. Pour toute erreur E € A 4, si pour tout ¢ € [0; N — 1] on
note p; = |P%|, alors P%) € C,, car P € £(G* x H"™*); ainsi :
PeCp, x...x(,

PN—-1

N-1
> pi=d
i=0

Par conséquent :

N—-1
alm@ < Y JTIG

(Po,---»pN—1) =0
0<p;<n

> pi=d

< > ]ﬁl P (|G — )P (;)

(Po,---»pN—1) =0
0<pi<n

> pi=d

<da -1t Y Jﬁl (;‘)

(PosespN—1) 1=0
0<p;<n

> pi=d
<ol - (")

ou le passage a la derniére ligne s’obtient en constatant que choisir d éléments
parmi Nn revient, en considérant les Nn éléments comme N blocs successifs de
n éléments, a choisir p; éléments dans chaque bloc i de sorte que

N-1
Z pi=d
i=0

et que pour tout %, p; € [0;n].
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4.3 L’encodeur convolutif interne : période de
I’encodeur, et trace d’une erreur d’entrée

Tous les résultats de cette section s’appliquent aussi bien aux encodeurs formels
qu'aux encodeurs formels inversés introduits dans la définition 3.1.3. Afin de
rendre plus simple la présentation, le terme encodeur formel désigne dans cette
section aussi bien un encodeur formel qu’un encodeur formel inversé, et de méme,
le terme encodeur convolutif formel (de taille finie ou infinie) désigne aussi bien
un encodeur convolutif formel qu'un encodeur convolutif formel inversé. Dans
le cas d’un encodeur formel inversé, toutes les séquences d’erreurs de syndrome
correspondent a la séquence vide, ce qui revient simplement a reprendre les
mémes énoncés ci-dessous sans intégrer les erreurs de syndrome. Cela entraine

entre autres que les résultats que 'on obtient sur le nombre d’erreurs aly, (w, d) lié

a Pencodeur convolutif formel se transposent sur le nombre d’erreurs o’;,, (w, d)
lié a I’encodeur convolutif formel inversé.

De la méme maniere que précédemment, on rend implicite I'indice ¢n dans
cette section et la suivante qui traitent de ’encodeur convolutif formel interne.

Tentons une description approchée du raisonnement que I'on va suivre. On va
établir une partition, qui dépend de ’encodeur convolutif formel, de ’ensemble
G™ en deux ensembles M et M. Schématiquement, on montrera, grace a la no-
tion de période de 'encodeur convolutif formel, que le poids de I’erreur de sortie
croit de maniere proportionnelle avec le nombre d’étapes d’indice ¢ ou ’erreur
de mémoire intermédiaire donnée par la définition 3.2.1 appartient a M;. De
plus, on montrera dans le cas récursif que dés qu’une erreur logique d’entrée L;
de poids 1 est rencontrée, si ’erreur de mémoire intermédiaire a 1’étape ¢ appar-
tient & My, elle passe nécessairement a My a I’étape i + 1, et y reste au moins
aussi longtemps qu’une nouvelle erreur logique d’entrée de poids 1 n’est pas
rencontrée. Si le poids de I'erreur de sortie doit rester dominé par une certaine
valeur d, cela permet d’établir une contrainte sur la répartition des positions
en entrée ou la coordonnée de I'erreur logique est non triviale. Cette contrainte
permet ensuite d’aboutir & une majoration de al, (w, d) et al¥ (w, < d). On attire
I’attention sur le fait que le raisonnement décrit ci-dessus ne correspond pas au
raisonnement exact, qui manipule en réalité des erreurs de mémoire différentes
des erreurs de mémoire intermédiaires. En effet, le raisonnement exact tente de
décrire plus finement 'effet de chaque coordonnée logique non triviale de l'er-
reur d’entrée sur la croissance du poids de I'erreur de sortie, ce qui nécessite
d’introduire la notion de troncature d’une erreur d’entrée comme on le précise
par la suite.

Intuitivement, ’appartenance d’une erreur de mémoire a My ou M; res-
semble & 1’état d’un interrupteur. Une erreur de mémoire d’entrée dans M
engendre une erreur de sortie dont le poids est infini, et comme on 1’énoncera
plus précisément, dont la restriction a une taille donnée en sortie est de poids
essentiellement linéaire avec cette taille. Cela correspond a 'intuition d’un inter-
rupteur fermé qui produit un poids proportionnel au temps d’exécution. Dans le
cas d’une erreur de mémoire d’entrée dans My, l'erreur de sortie engendrée est
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de poids nul & partir d’'une certaine coordonnée, ce qui correspond a l'intuition
d’un interrupteur ouvert.

Voici par conséquent comment s’organise cette section. On commence par in-
troduire la partition de I’ensemble des erreurs de mémoire en M et M, puis on
démontre lexistence de la période 1 de I'encodeur convolutif formel. Ensuite, on
introduit les troncatures successives d’une erreur d’entrée, opération qui consiste
a couper l'erreur d’entrée en une position ou la coordonnée logique differe de
I, et a la compléter par des coordonnées triviales pour obtenir une erreur de
format adéquat pour 'encodeur convolutif formel. On définit alors des erreurs
de mémoire particulieres lies a ces troncatures, dont ’esprit se rapproche des
erreurs de mémoire intermédiaires et sur lesquelles portera précisément 1’étude.
Afin d’étudier le comportement de ces erreurs de mémoire et leur effet sur le
poids de I'erreur de sortie, on définit la trace d’une erreur d’entrée, séquence bi-
naire permettant de savoir a quel ensemble parmi My et My appartient chacune
de ces erreurs de mémoire. On montre alors que dans le cas récursif, les coor-
données logiques non triviales de I'erreur d’entrée ont pour effet de découper la
trace d’une erreur d’entrée en détours, dont on présente les conséquences sur le
poids de erreur de sortie. L’application des résultats de cette étude a la section
suivante permet de majorer les cardinaux aly, (w,d) et a®y (w, < d).

Avant de commencer, établissons un lemme qui servira pour de nombreuses
manipulations. Introduisons d’abord la notation suivante permettant de séparer
la sortie physique et la sortie de mémoire d’un encodeur convolutif formel.

Définition 4.3.1. Considérons un encodeur convolutif formel (m + Nn,m +
NE,En) de taille N et parametres [n, k, m] basé sur un encodeur formel (n +
m,k +m,E). On note mn et py les morphismes associant respectivement la
sortie physique et la sortie de mémoire & une erreur d’entrée. Ainsi pour tout
Eecgmthn.
Ex(E) = (nn (B), u (B))
ouny(E) € GN"™ et un(E) € G™.
Le lemme suivant découle immédiatement de la structure convolutive.

Lemme 4.3.1. Soit (n+m,k+m,E) un encodeur formel et soit (N1, N3) € N2
ot N1 < Nay. Pour toute erreur d’entrée de En, écrite sous la forme

E=(M® O W=D g0 gNa—1)

st l’on note
E=M®O O pM=1) g0 gNi—1))

on a :
(CJ’N2 (E) = (71']\71 (E), (‘:N2,N1 (,LLN1 (E>7 L(Nl), ceey L(Nz_l)7 S(Nl), ceey S(NQ_D))
De méme, pour toute erreur d’entrée de Ey écrite sous la forme

E = (M(O),L(O), SO MW g )
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st l’on note
E = (M(O)’ L(O)a HS) L(Nl_l)’ S(O)a ceny S(Nl_l))

on a :
Exc(E) = (15, (E), Eoo (i, (E), LNV, SV, LINHD gD 1))

A présent, établissons la partition de ’ensemble G™ des erreurs de mémoire.
On rappelle que 'encodeur convolutif formel infini introduit a la définition 3.2.3
prend des erreurs d’entrée sous un format particulier a cause de son caractére
infini, alternant erreurs logiques et erreurs de syndrome.

Définition 4.3.2. Soit (n + m,k + m, &) un encodeur formel. On définit alors
les ensembles :

Mo = {M € G™,3(S®, sV, ) e (H )"

My = {M € G™, V(SO sM ) e (H"F)

/1€ (M, I, SO 1, S )| < 00}

N e (M, I, SO I, S| )| = oo}

Notons que M est un sous-groupe de G™. On fera usage par la suite de la
propriété suivante de stabilité de I’ensemble M .

Lemme 4.3.2. Pour tout i > 0 et pour tout (S(¥, ..., S0~1) ¢ (H"_k)i, lap-
plication

am 5 QM
M = Mi(M’Ik,...,Ik,S(O)’_._’S(i—l))

stabilise l’ensemble M.

Démonstration. Soient i > 0, (S, ..., S6=1)) ¢ (H"_k)i et M € M;. On veut
montrer que l'erreur de mémoire

M = (M, I, ..., I;;, SO ..., §G~1)
appartient & M. Pour toute suite (S®, S0+ ) e (H"_k)N
drome, on a d’apres le lemme 4.3.1 :

d’erreurs de syn-

Eoo (M, I;;, SO 1., SW | ) = (my (M, I, ..., I, SO, .., SG=D),
Exo(M', LW 8O [+ gl+1) " )

ce qui montre que :
|EOO(M’,L(’Z),S(’:),L(”l),S(i“), L) =00
et que M’ € Mj. O

Présentons a présent la notion de période d’un encodeur convolutif formel. Ce
terme est choisi car dans le cas d’un encodage classique, une sortie de poids infini
générée a partir d’'une entrée de poids fini est effectivement périodique a partir
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d’une certaine coordonnée. Cette régularité n’est pas garantie dans le contexte
présent a cause de la liberté de choix existant sur les erreurs de syndrome de
Ientrée, mais 1'idée selon laquelle ’erreur de sortie contient toujours un poids
non nul sur toute fenétre de taille fixée reste valable. L’existence de la période
est prouvée par le théoreme suivant.

Théoréme 4.3.1. Soit (n+m, k+m,E) un encodeur formel. Il existe un entier
positif n tel que :

VM € My, Y(S©, ..., 80Dy e (H"*)" |7 (M, I, ..., I;, S©, ..., SO~ D) > 1

Pour tout encodeur convolutif formel basé sur l’encodeur formel (n+m, k+m,E),
le plus petit entier n vérifiant cette propriété est nommé période de ’encodeur
convolutif formel.

Démonstration. On raisonne par I’absurde en supposant que pour tout n € N* :
dM" e I\/I[l,ﬂ(g(o)m7 “.75(77—1),77) c (Hn—k)”l/
|y (M, I, ..., I, s S(nfl),n” -0

Construisons alors une erreur de mémoire M € M; et une suite d’erreurs de
. N
syndrome (S®);en € (H" %) telles que

|Eoo (M, I, SO 1, ST L) =0

ce qui contredira le fait que M € M;.
Comme la suite (M"),en- est & valeurs dans 'ensemble fini M, il existe
M € M; tel que I'ensemble :

A={neN*/M"= M}
est de cardinal infini.

A présent, pour tout i € N et tout (S, ..., S0) ¢ (H"_k)iH, définissons
I’ensemble :

Ao, soy=1{n€ An>i (SO . 801 = (5O 50}

Il est clair que ces ensembles vérifient les relations suivantes :

A= |J Ags (4.3.1)
SeHn—k

et pour tout ¢ € N et pour tout (S(O)7 - S(i)) c (Hn_k)i-H :

Ao, soy\li+1} = | Aso,. . so.s (4.3.2)
SeHn—k

Ce constat permet de construire une suite (S);ey € (H"_k)N telle que pour
tout i € N, A, sm) est de cardinal infini. En effet I'égalité (4.3.1) garantit
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Iexistence d’une erreur de syndrome S©) telle que A(sw) est de cardinal infini,
puis a chaque étape i, Agw . gy étant de cardinal infini, I'égalité (4.3.2)

garantit existence d'une erreur de syndrome S+1) telle que Aso,.. g+ est
de cardinal infini.

L’erreur M et la suite d’erreurs (S(®));cn produisent alors la contradiction
recherchée. En effet, pour tout ¢ € N, on peut choisir un entier n € Ago) . g0)
ce qui permet d’écrire :

mis1 (M, I, oo, I, SO, SD)| = |mi (MO, I, o Ty, SO, SE))
=0
Comme pour tout 7 € N,
Tig1 (M, Iy, ... Iy, S© ., 50)
représente les n(i 4+ 1) premiéres coordonnées de
Eco(M, I;;, S, Ii;, SM), )

cela prouve que
|Eae (M, I;;, SO I, S )| =0

et contredit le fait que M € Mj. O

A partir de ce théoreme et de la stabilité de I’ensemble M} présentée au
lemme 4.3.2, on obtient la relation suivante.

Lemme 4.3.3. Pour touti >0, M € My et (S, ..., S0-1) ¢ (H”_k)i :
|mi(M, Ty, ..y I, SO, SE=D) | > i /1)

Démonstration. Prouvons le résultat par récurrence sur p = |i/n].
Le résultat est évident lorsque p = 0. Supposons a présent que le résultat
est vrai pour un certain rang p — 1 ot p > 1. Soit i tel que |i/n]| = p et soient

M e M et (SO ..., 861y ¢ (H"*)". Notons
M' = (M, I, ..., I, S©, ..., §(1=1)
D’apres le lemme 4.3.2, M’ € M. Et d’aprés le lemme 4.3.1 :
mi(M, Iy ooy I, SO SCDY = (0, (M I, oy T, SO, SO,
i (M, Iy ooy T, ST, SG7DY)
Or d’apres le théoreme 4.3.1 :
|70 (M, I, oy I, SO, SO > 1
et comme M’ € My, I’hypothese de récurrence au rang p — 1 donne :
|75 g(M Ty ooy I, ST, SEDY) > p — 1

Par conséquent : _
(M, I, ..., I;;, SO ., SC=D) > p

ce qui prouve le résultat au rang p. O

131



On définit & présent les troncatures de l'erreur d’entrée ainsi que les er-
reurs de mémoire liées a ces troncatures. L’idée poussant a définir la notion de
troncature est la suivante. On souhaite appliquer ’encodeur convolutif formel
sur E, étape par étape, jusqu'a l’étape IN; ou l'on rencontre la i-éme coor-
donnée logique non triviale de E. On souhaite alors obtenir une sorte d’< arrét
sur image »permettant de décrire ’état de la sortie, et notamment 1’état de
la mémoire en sortie, a I'instant précis ou cette coordonnée en entrée est ren-
contrée. On s’intéresse en d’autres termes a affiner le modele des erreurs de
mémoire intermédiaires, en examinant l'erreur de mémoire a 1’étape virtuelle ou
la ¢-éme coordonnée logique non triviale de E est rencontrée. Or, si 'on note
p; la position de cette coordonnée, p; n’est pas nécessairement un multiple de
k, et 'opération de convolution ne peut s’arréter a cette position. C’est pour-
quoi on complete les p; premieres coordonnées logiques de E par un nombre
minimal de coordonnées égales a I pour former une erreur dont le nombre de
coordonnées logiques est un multiple de k. La partie de syndrome de E est
quant a elle reprise jusqu’a la position correspondant a 'application de 1’étape
N; de 'encodeur convolutif formel. Par conséquent, si E s’écrit sous la forme
suivante :

E=(M,LO, . L0 g0 gN-1)
la i-éme troncature de E aura la forme ci-dessous :
E~ = (M, LO, . LN i gO) gV

ot lerreur L™ peut différer de erreur LVi—1) sur ses derniéres positions &
cause de la coupure décrite précédemment. Ainsi, L™ est constituée des p; — N;k
premiéres coordonnées de LVi=1 | complétées de N;(k + 1) — p; coordonnées
égales a I. L’erreur de mémoire liée a la i-eme troncature de E est alors simple-
ment 'erreur de mémoire obtenue en appliquant ’encodeur convolutif formel,
jusqu’a I’étape N,, sur la i-éme troncature de E. Illustrons la notion de tronca-
ture par 'exemple suivant.

Exemple 1. On suppose que G = {I, X,Y,Z}, et on considére un encodeur
convolutif formel (26, 16, &5) de taille N = 5 et de parametres [n, k, m] = [5, 3, 1]
basé sur un encodeur formel (6,4,&). Soit E l'erreur d’entrée suivante ol les
virgules sont indiquées par commodité :

E=(X,122Z,111,XI1I,YZI,II1,YY,XZ,II,22,7I)

E est de poids logique 5 et possede donc 5 troncatures. Les positions des coor-
données logiques non triviales de F sont :

b1 = 27 b2 = 3) b3 = 77 Ps = 103 b5 = 11

Notons bien qu’on recense ces positions en considérant uniquement la partie
logique de E, de sorte que ces positions sont comprises entre 1 et Nk soit 15 dans
le cas présent. Les étapes de I’encodeur convolutif formel ot ces coordonnées sont
rencontrées sont :

Ni=0, No=0, N3j=2 Ny=3, N;=3



Les troncatures de F sont les erreurs suivantes :

B~ = (X,IZ1,YY)

E7? =(X,IZZ,YY)

E73 =(X,I1ZZ, 111, XII,YY,XZ,II)

B4 =(X,IZZ, 111, XII,YII,YY,XZ,II,ZZ)
E75 =(X,I1ZZ, 111, XII,YZI,YY,XZ,I1,Z7)

et les erreurs logiques notées L™* sont les suivantes :
L7Y =171, L7?=1Z2Z, L7*=XII, L7*=YII, L7 =YZI

Voici la définition des troncatures de E et des erreurs de mémoire liées a ces
troncatures.

Définition 4.3.3. Soit
E=M,LO . LN g0 gN-1))

une erreur d’entrée d’un encodeur convolutif formel de taille IV et de parametres
[n,k,m], et soit wy, = |E|.. Les wy, coordonnées différentes de I de l'erreur
(L), ..., LIN=1)) se situent a des positions que I'on note

1Sp1<-'-<pr SNk

et font partie des erreurs respectives L(N1) . L(Vwr)  de sorte que pour tout
i€ [Lwr]:

Pour tout i € [1;wz], notons L™ € G* I'erreur qui coincide avec L(N) sur les
p; — N;k premieres coordonnées et dont le reste des coordonnées vaut I.
Pour tout i € [1;wy], on définit alors la i-éme troncature de E :

E7 = (M, L, .. LW =i gO) gy
ainsi que ’erreur de mémoire liée a la i-éme troncature :
M7 =y, 1 (E7)
Par convention pour ¢ = 0, on note également :
E=M""=M

ainsi que :
po=No =0

Pour une erreur d’entrée E donnée, la trace de E renseigne alors sur l'ap-
partenance a My ou M des erreurs de mémoire des troncatures de E.
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Définition 4.3.4. La trace d’'une erreur F d’entrée d’un encodeur convolutif
formel, de poids logique wr, est le wy, + 1-uplet (bg, ..., by, ) € {0;1}WET tel
que, pour tout i € [0;wg] : _
M7 e Mbq;
L’effet du caractere récursif de I'encodeur convolutif formel apparait alors
ainsi.

Lemme 4.3.4. Soit E une erreur d’entrée d’un encodeur convolutif formel
récursif, et soit (by,...,by; ) la trace de E. Alors, pour tout i € [0;wr — 1], si
b; =0 alors bjy; = 1.

Démonstration. Reprenons les notations de la définition 4.3.3. Soit ¢ € [0; wp —
1] tel que b; = 0. Cela signifie que M~ € M, donc il existe une suite d’erreurs

de syndrome

(8", Wy e (k"

telle que : ‘
&M 11, 8" 1., 'MW )| < o0

Ainsi si I'on définit 'erreur d’entrée de taille infinie qui vaut
EZ = (M, L® sO  pWimD) gWNi=l) =i g(N:)
I, 8" I, 'V )

sii>1, et ‘
EZ = (M, I;,,8'9, I, 8D )

si i =0, le lemme 4.3.1 permet d’écrire :
[Eoe(EZY)| < 00

On veut montrer que b; = 1, c’est-a-dire que M ~**+! € M, ou encore que pour
toute suite d’erreurs de syndrome
N
(S//(O)7 S//(1)7 ) c (Hn—k)

on a :
|Eae (ML 1, 87O 1, 8" )| = 00

Considérons une telle suite d’erreurs de syndrome et notons également
E;Hl - (M,L(O), S(O), W’L(Niﬂ*l), S(Ni+1*1)’LHi+175(Ni+1)7
I, 8" 1, 8" )
Encore une fois d’apres le lemme 4.3.1, cela revient & montrer que :
Eac (B2 )] = o0

Or, les erreurs de taille infinie E2% et E2"™! ont la méme erreur de mémoire,
des erreurs de syndrome dans H, et d’apres les définitions des troncatures £—*
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et £t different sur leur partie logique en une position unique correspondant
a la i + 1-éme coordonnée logique non triviale de E. On peut donc écrire le
produit suivant dans GY :
E*)’L’ﬂ»l — E%ZEA
oo (oo}

o lerreur de taille infinie Ea vérifie |[Ealg = 0, |Ea|lm = 0 et |Ea|r = 1.
D’apres la définition 3.3.1 de la récursivité on a donc :

oo (En)| = 00

et par conséquent : _
oo (BEZTH)| = 00

O

Dans le cas d’'un encodeur convolutif formel récursif, la trace d’une erreur
d’entrée se découpe donc en détours dont la définition est la suivante.

Définition 4.3.5. Un détour est une séquence binaire finie non vide dont les
éléments valent 1, éventuellement complétée par un élément égal a 0. Un détour
est dit régulier s’il est complété par un 0 et terminal sinon.

Le découpage en détours de la trace d’une erreur d’entrée s’énonce ainsi.

Lemme 4.3.5. Soit E une erreur d’entrée d’un encodeur convolutif formel
récursif. On note wy, = |E|L en supposant que wy, > 1, et w = |E|p + |EL.
Soit (by, ..., by, ) la trace de E. Alors la séquence

(b07---7bwL) St b():l
(by,....by,) siby=0

consiste en une concaténation de c — 1 détours réquliers, ou ¢ > 1, suivis d’un
détour. De plus :

{

Démonstration. Une telle partition en détours est une conséquence immédiate
du fait que pour tout ¢ € [0;wr — 1], si b; = 0 alors b;y; = 1. On remarque
ensuite que la concaténation de ces détours, qui vaut (by,...,by, ) si bg = 1 et
(boy -y buyy ) si bg = 0, contient au plus w éléments car d’'une part, si by = 1 alors
wr < w et d'autre part, si by = 0 alors |E|py > 1 et donc wy, + 1 < w. De
plus, un détour régulier contient au moins deux éléments et un détour terminal
au moins un élément. On compte ainsi dans la séquence précédente au moins
2¢ — 1 éléments si le dernier détour est terminal et au moins 2¢ éléments s’il est
régulier ce qui prouve la majoration de c. O

L—wglj st le dernier détour est terminal

IAIA

5] si le dernier détour est régulier
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Pour une erreur d’entrée E dont les positions des coordonnées logiques non
triviales sont données par p; < ... < py, , on va montrer que le poids de l’erreur
de sortie est minoré par une fonction affine de la somme, sur tous les détours
de la trace de F, des écarts entre les positions p; et p; qui correspondent aux
indices de début i et de fin 7' de chaque détour.

Théoréme 4.3.2. Soit E une erreur d’entrée d’un encodeur convolutif formel
récursif de taille N, de paramétres [n,k,m] et de période n. On note

1<p1 <... <py, <Nk
les positions des wy, = |E|L coordonnées logiques non triviales de E,
0<y <...<v. <wpg,
les indices de départ des ¢ détours de la trace de E, et
Vep1 =wp +1

Le poids d de Uerreur de sortie obéit alors a l'inégalité :
1 c
d> 77716 Z(pvi+1—1 7pvi) —wL
i=1

Si le dernier détour de la trace de E est terminal, on a par ailleurs :

> Nk —p.,

d
nk

—(wg, +1)

Démonstration. Reprenons les notations introduites dans la définition 4.3.3, de
sorte que la j-eme troncature de F s’écrit :

E7 = (M, L, ..., LW~ 173 5O 5Ny
et U'erreur de mémoire liée a la j-eme troncature est :
M~ = iy, 11 (E)

Reprenons également la convention pg = Ng = 0 et notons Ny, 41 = N. Ecri-
vons :

(PO, PN) = 1y (E)
Soit (bo, ..., by, ) la trace de E. Pour tout j € [1;w], soit

d; = (PO, ..., POV)

et soient dp = 0 et d,, +1 = d. Montrons alors que pour tout j € [0;wr] tel que
bj =1:
Nj+1 = Nj

dix1—d; >
Jj+ J n

~1 (4.3.3)
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Traitons d’abord le cas ou j = 0. On a alors M € M;. Comme la premiere
coordonnée logique non triviale de E fait partie de I'erreur LV toutes les
erreurs logiques précédentes de E sont triviales. Ainsi d’apres le lemme 4.3.3 :

dl = |(P(0)’ ,P(Nl))|
> |(PO), ..., ptN—1)
= |mn, (M, I, "'ka,S(O), ...7S(N171))|
Ny
> [—]
n

ce qui prouve 'inégalité (4.3.3) dans ce cas.

A présent supposons que j > 1; on distingue deux cas. Si Nj;1 = IV, le
résultat est juste car le terme de gauche est nul et le terme de droite est négatif.
Si en revanche N;jy1 > Ny, la j-éme coordonnée logique non triviale de E fait
partie de I'erreur L(N3) | tandis que la j 4 1-eme coordonnée logique non triviale
de E fait partie de Perreur LVi+1) si j < w — 1 et n’existe pas si j = w. Cela
signifie que d’une part, L= = LWVi) ¢’est-a-dire :

E7™ = (M, LW, ..., L) s 5Ny
et d’autre part :
(LO LWy = (O LN 1 1)
Donc d’apres le lemme 4.3.1 :
(PO, PNy = o (ML LN L T, SO SW D)
= (1N, +1(E7),
TrNjJrl—Nj—l(M_}jaIk)a"'alkaS(NJ+1)a"'7S(N7+1_1)))
= (PO, .., PN,
7rNj+1—Nj—1(M_>jaIk:a"'alkaS(Nj+1)a"'7S(Nj+l_1)))
Comme M7 € My, d’apres le lemme 4.3.3 :
djt —dj > |(PO), ., PWNiti=Dy| (PO pN:y|
= |7rNj+1—Nj—1(M_>jaIk)a "'alkaS(Nj+1)7"'7S(Nj+l_1))|
S LNj+1_Nj_1J
B Ui

Par définition de la partie entiere, le terme

Nj+1_Nj_1_LNj+1_Nj_1
n n

est strictement inférieur a 1. De plus il appartient a %Z. Donc :

]

Nj-i-l_Nj_l_I-Nj-i-l_Nj_lJ<77_1
n 1 on
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ce qui implique :
Njwn = N; LNj+1_Nj_1
Ui B Ui
et démontre 'inégalité (4.3.3).
On somme cette inégalité sur les éléments valant 1 dans chaque détour. Pour
tout ¢ € [1;¢] :

]

’Ui+1—2
dv,url—l - dvi = Z dj+1 - dj
J=v;
vig1 -2 Nii — N,
> Z ( Jj+1 J 1)
J=v; N
Ny. ., -1 — Ny,
= = 7; Y (Vi1 — v — 1)

et si le dernier détour est terminal on a également :

wr,
d—dy, = Z dj+1 — d;

i=ve
wr,
Nji1 — N,
22( it ;_1>
J=ve T]
N — N,
= ——= —(wg, —v.+1)
n

Or pour tout j € [1;wz], on a par définition de N; et p; :

ce qui donne la minoration :

P
N, >H 1
1=k

et la majoration :
Dj
k

cette derniére majoration restant valable si 5 = 0. Donc pour tout i € [1;¢] :

N; <

p’tii+171 _pvi 1

d’[)i+171 - d’Ui > - ; - (’Ui‘l’l - 1 - vi)

> p’L)i+1—1 - p’Ui

= 77k - (Ui+1 - Ui)

Si le dernier détour est terminal, on a également :

S Nk —py,

d—d,
c = nk

—(wp —ve+1)
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d’ol1 on tire la deuxieme inégalité du lemme :

> Nk—pvc

d
nk

—(wg, +1)

Dans le cas général, en constatant que

c
d Z Zdvi+1—1 - dv,;
i=1

et que
C
wr, > ZviJrl — v
i=1
on obtient :
1 C
d > % Z(pvwlfl _pvi) —w
i=1

O

4.4 Dénombrement d’erreurs au niveau de ’en-
codeur formel interne

Les deux bornes que ’on démontre reposent sur le théoreéme suivant.

Théoréme 4.4.1. Soit un encodeur convolutif formel récursif de taille N, de
parametres [n, k,m] et de période 1.

i o (") (M)

Ce théoreme se prouve en majorant d’abord le nombre d’erreurs possibles
pour un nombre de détours ¢ imposé. Pour cela on sépare deux cas, selon que
le dernier détour est régulier ou terminal. La suite de la section est organisée
comme suit. Les lemmes correspondant a ces deux cas sont d’abord énoncés
et démontrés, et vient ensuite la preuve du théoreme 4.4.1. Finalement, on
présente les deux bornes qui correspondent aux hypotheses de chacun des deux
théoremes 3.4.1 et 3.4.2.

Lemme 4.4.1 (Lemme 4.4.1 : ¢ détours dont le dernier est régulier). Soit un
encodeur convolutif formel récursif de taille N, de paramétres [n,k,m] et de
période 1. Soient w € [1;kN] et ¢ € [1; |w/2]], et soit d un réel supérieur a 1.
Considérons l'ensemble Ry, . <q d’erreurs

(M(O), Lo L(N_l)) e GmtNE
de poids w, qui peuvent étre complétées en une erreur

E=M®O® O [0 g0 gWN-1)y c gmtNk  gNn-Fk)
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telle que |En(E)| < d et dont la trace contient ¢ détours dont le dernier est
régulier. Le cardinal de Ry, ¢ <q est majoré par :

ofaye (" M) (vt b bkt 1)

c w—c
ot O(1) est majorable par une constante indépendante de w, d et N.

Démonstration. Considérons une erreur
Eyp =M@ 1O LNy e R, .4

de poids w, et notons wy, son poids logique. Considérons une extension E de
Eyp telle que |En(F)| < d et dont la trace (by, ..., by, ) contient ¢ détours.
Notons

1<p; <..<pw, <Nk

les positions des wy, coordonnées logiques non triviales de FE, et
0<m <...<v. <wp,

les indices de départ des ¢ détours de la trace de E. On reprend la convention
po =0 et ve.41 = wp + 1. On suppose d’abord wy, fixé, et on s’intéresse dans un
premier temps a majorer le nombre de valeurs possibles de la séquence

(pla "'7pr)

D’apres le lemme 4.3.5, 'indice v; vaut 0 ou 1. Pour chacun de ces choix, les
¢ — 1 indices vy < ... < v, sont compris dans Uintervalle [1;wy], et le nombre
de choix possibles de ces indices est donc majoré par

(1)

Pour chacun de ces choix, la séquence des ¢ positions (py, , ..., Py, ) prend au plus
<N k:) < (m +N k:)
c c
valeurs si v; = 1 tandis qu’elle prend au plus
Nk < (™ + Nk
c—1, — c—1

valeurs si v; = 0 car pyp = 0. Pour chacun de ces choix, on va majorer le nombre
de choix possibles de la séquence des positions restantes :

Preste = (pv1+17 ~"7pv2—17pv2+17 "'7pv3—17 [-"]7pvc+1a "'7pr)

Cette séquence contient wy, — ¢ éléments lorsque v1 = 1 et wy, — ¢+ 1 éléments
lorsque v; = 0. On peut alors lui associer de maniére inversible la séquence

/ / / / / / /
Preste = (pvl-i-l? ""pU2—17pU2+17 ""pv3—17 ["']7va+1’ "'7pr)
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construite de la maniere suivante :

pour tout j € vy + 1509 — 1], P =DPj — Pu,
pour tout i € [2;¢] et j € [vi + Lvigr — 1], pj =pj — pu, + 11

L’opération inverse est simplement la suivante :

pour tout j € vy + 1509 — 1], D = p; + Doy

pour tout i € [2;¢] et j € [v; + L;vi41 — 1], p; = p; + Do, — Dy, 1
La séquence pl..;. obtenue est strictement croissante. En effet 'opération ef-
fectuée translate chaque séquence d’ordre

(pvi+17 ~‘~7pvi+171)
et conserve l'ordre entre les séquences d’ordres successifs puisque pour tout
i € [2;¢], la relation
p;;,y-&-l = Pv;+1 = P, +p;1,3—1
implique I'inégalité :
Pl = Poy—1 = Pug+1 — Doy > 0
De plus les éléments de la séquence p....,. sont compris entre 1 et
min(Nk, [nk(wy, +d) )

En effet, d’une part, le plus petit élément de la séquence pl..,,, vérifie :

Poyi1 = Doy i1 — Doy > 1

D’autre part, la séquence d’ordre 4

(pi)i+17 "'7p’/U7;+171)

est contenue dans un intervalle de taille

/ / _
Pyip1—1 7 Pyj+1 = Poipi—1 =~ Pui+1

et deux séquences successives d’ordres ¢ — 1 et ¢ sont distantes de

Poit1 — Po—1 = Pui+1 — Do,
ce qui permet, par sommation, de noter que le plus grand élément de la séquence
D este Vérifie :
C C
Py, = Z(p;i“q — Phg) + Z(p;i-u = Phy—1) P41
i=1 i=2
(&

C
= Z(pvzwﬂ*l - pvz‘Jrl) + Z(pvi“rl - pvz‘) + Puy+1 — Py

=1 =2
c c
= Z(pvi-ufl - pviJrl) + Z(pvﬁrl - p'Ui)
i=1 i=1
c
= Z(pvi+l_1 _pvz‘)
=1
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Comme d’apres le théoreme 4.3.2,

1 c
d Z 777]{} Z(pvi+171 _pU1> —wr
=1

on a :
c

Z(pvi+1_1 _pvi) < Lnk(wL + d)J

i=1
Comme par ailleurs cette méme somme est inférieure a p,,, donc a Nk, cela
donne bien la majoration :

Py, < min(NE, [nk(wy + d)])

Par conséquent, le nombre de valeurs possibles pour la séquence p!..,., et donc
la séquence preste €St majoré par

(nlin(Nk,[nki(qu+d)J)) si v = 1
(min(Nk,LvL]k(wL+d)J))

wor et sivy =0

En utilisant le fait que, pour tout quadruplet d’entiers positifs u > v et §,, > 9.,

u\ _ (u + 6y
v) ~ \v+,
et en notant que le poids de 'erreur de mémoire w — wy, est inférieur & m, on

peut majorer de nouveau le nombre de valeurs possibles de la séquence preste
par :

(min(m+Nk7[77k(“’+d)J)) sivy =1
) siv; =0

(min(m+Nq”l'if[f7k(w+d)J)
w—c+1

Cela montre que le nombre de valeurs que peut prendre la séquence de
positions
(pla "'7pr)

est majoré par :

w m+ Nk\ (min(m + Nk, [nk(w +d)])
(c_ 1) [( m—ci—Nk> ( min(m—!—xkﬁ_yfnk(w‘*‘d”))
(" )

c—1 w—c+1
< 2<Cw1> (m —|—CNk> (min(m—l— J\lff,sz(w—i-d)j))

ou 'on obtient la deuxieme ligne grace a la relation pour tout u > v :

(L)) -2
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qui donne, en notant min([...]) = min(m + Nk, [nk(w + d)|) et en remarquant
quec<w-—c+1:

(R (D) oy NE—(e—1)  w—c+1

D) e () -0

C m4Nk—(c—1) w—c+]1
Smin() —w-o ¢ (4.4.1)

Finalement, une fois les positions des coordonnées logiques non triviales de
FEyp fixées, il reste au plus

(IG] = <G|

choix possibles des valeurs de ces coordonnées, tandis que les coordonnées lo-
giques restantes de Fj;r, sont fixées a I. L’erreur de mémoire de E);y,, de poids
wyr = w — wy, ne peut prendre quant a elle plus de

m
(w )|G|WM
M

valeurs possibles. Le nombre d’erreurs E);;, possibles pour wy, fixé est donc
majoré par :

()er(2) () )

La somme de cette expression sur les valeurs possibles de wy; démontre que :
|Ruc,<al < 2" THG[" ( v ) (m + Nk) (mln(m + Nk, [nk(w + d)J))
- c—1 c w—c
m+ Nk) (min(m + Nk, [nk(w + d)J))
c

< O(l)w(

w—c
O

Lemme 4.4.2 (Lemme 4.4.2 : ¢ détours dont le dernier est terminal). Soit un
encodeur convolutif formel récursif de taille N, de paramétres [n,k,m] et de
période 1. Soient w € [1;kN] et c € [1; [ %], et soit d un réel supérieur a 1.
Considérons l’ensemble Ty . <q d’erreurs

(M@ LO LNy e gmtNk
de poids w, qui peuvent étre complétées en une erreur
E=M® O W= g0 gWN-1)y g gmtNk . gNn-Fk)

telle que |En(E)| < d et dont la trace contient ¢ détours dont le dernier est
terminal. Le cardinal de Ty . <q est majoré par :

o(ty“a("™ T A) (minn Nk ikt )

c—1 w—_c

ot O(1) est majorable par une constante indépendante de w, d et N.
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Démonstration. Les mémes majorations effectuées afin de prouver le lemme 4.4.1
s’appliquent ici. Cependant, le nombre de choix possibles de la séquence des ¢
positions

(pUl) "'7p7)c)
peut étre majoré de maniere plus fine. En effet, d’apres le théoreme 4.3.2 :

> Nk —p,,

d e

—(w+1)
ce qui implique :

Nk —p,, < [nk(w+d+1)]

po, prend donc au plus |nk(w + d + 1)] + 1 valeurs possibles. La séquence des
¢ — 1 éléments restants, si elle n’est pas vide, peut prendre au plus

()
()

valeurs si v1 = 0 car pg = 0. Le reste du raisonnement conserve sa validité, en
observant néanmoins un détail : si le dernier détour ne contient qu’un élément,
les séquences preste €t Pl € terminent a la position d’indice v.—1, et la majo-
ration de la valeur de p, _, se fait alors de la méme maniere que précédemment
en arrétant 'indice de sommation ¢ a la valeur ¢ — 1. Le nombre de valeurs que
peut prendre la séquence de positions

valeurs si v; = 1, et

(pla "'7pr)

est ainsi majoré dans le cas présent par :

(o2 )t s as gy [ (M) (P e )

o +<C_N]162) (min(NI:,) L:ﬂ:(wl—i- d)| ))]
c— w—c+
<2 (c f 1> (Ink(w+d+1)] +1) (C]\YZ) <min(Nk’whﬁfiw +d)] )>

ol la deuxieéme ligne s’obtient par une comparaison similaire a I'inégalité (4.4.1)
dans la preuve du lemme précédent. En majorant, de la méme maniere que
précédemment, le nombre de valeurs possibles pour 'erreur Ejprr, une fois la
séquence (p1, ..., Pw,, ) fixée, puis en sommant le résultat sur les m + 1 valeurs
possibles de wy,, cela donne la majoration suivante du cardinal de T ¢ <q :

2m+1GI“’( v 1) (Ink(w +d+1)] +1) (m + Nk) (min(["'D)

R
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ou l'on a utilisé le fait que, comme d > 1 :
Ink(w+d+1)] +1<nk(w+d+2) <nk(w+3)d <0(1)"d
O

Preuve du théoréme 4.4.1. 1 s’agit de majorer le cardinal alY (w, < d) de I'en-
semble A,, <4 d’erreurs

Eyp = (MO LO L N-Dy g gm+Nk
de poids w, qui peuvent étre complétées en une erreur
E=M®O® O [0 g0 gWN-1)y c gmtNk . gNn-Fk)

telle que |En(E)| < d. En fonction du nombre ¢ de détours de la trace de E
et du caractere régulier ou terminal du dernier détour, Fjy;; appartient a un
certain ensemble Ry, . <q o ¢ € [1; |w/2]], ou Ty.c,<q oU ¢ € [1; [(w+ 1)/2]],
les bornes sur ¢ étant obtenues grace au lemme 4.3.5. Par mesure de simplicité
notons min([...]) = min(m+ Nk, |nk(w+d)]|). D’apres les lemmes 4.4.1 et 4.4.2,
on peut donc majorer a®y (w,< d) par :

Lw/2] Lw+1)/2]

Z |waC7Sd| + Z |Tw,c,§d|

c=1 c=1
=0(1)" %:/ZJ m+ Nk (min([..])\ ““’i’m y(m+ NEY (min([..])
- c=1 ¢ w—c o—1 c—1 w—c

—ow | g, (M) ()
¢ et 21 < cin) <mmg c])ﬂ
“ow” |, (") ()

" ce[l; Lw/2J+1]] <mc+_]¥k> (mm(_[ C])>}

D’aprés 'inégalité (4.4.1) dans la preuve du lemme 4.4.1, pour tout ¢ tel que
c<w—c+1:

() () ()

Ainsi le premier maximum est atteint en ¢ = |w/2]. De maniére similaire, si
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ce2;|w/2] +1],onac—1<w-—c+1let:

(mj_jf’“) (mif,(_[;'])) m+ Nk — (¢—2) w—c+1

CERELD) T el ) - -
~ m+Nk+1—(c—1) w—c+1
Cmin([])+1l—-(w—c+1) e—1 =1

Le second maximum est donc atteint en ¢ = [w/2|+1, et al¥ (w, < d) est majoré

par :
oo (1)) ) ()
wl/Mm+N w m+ N w
=o0* [ ) ("o ™) (e ) (T )]
La relation suivante, valable pour tout couple d’entiers u > v :

u B v u
v—1) u—v+1\w
entraine :

(Wf(w + d)J) _ [w/2] <Lnk(w + d)J)
[w/2] -1 [nk(w + d)] = [w/2] + 1\ [w/2]
< [w/2] <W<¢(w + d)J)

T 12nk(w+d)] \ w/2]
_ow” (Lnk(w + d)J)
d [w/2]

Cela permet de conclure :

¥ (w, < d) =0(1)" <m + Nk) (Lnk(w + d)j)

Lw/2] [w/2]
O
Le théoreme 4.4.1 implique alors les deux bornes suivantes.
Corollaire 4.4.1. Soit (n +m,k+m,E) un encodeur formel récursif.
NH w
al¥ (w, < d) = O(l)wM (Borne 11)

ww

Démonstration. On se sert de la borne du théoreme 4.4.1 et on utilise la pro-
priété pour tout couple d’entiers u > v :

(o)< ()
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Cela donne :

N <) = o1y (ot N\ (lnk(w + d))e
He < =0 (CER ) ()
w (m+ N2 (nk(w + ) |) /2]
(lw/2)2 ([wy2)) /!
m + Nk (nk(w + d)) /2
(Lw/2])"
w N2 (4 @) Tw/2]
w NP2 (w + d)e

ww

a

—0(1)

_ow!

= 0(1)
= 0(1)

Justifions le passage a la derniere ligne. La derniere expression s’obtient en
multipliant I'expression qui la précede par le facteur :

N\ w/2-lw/2]
w+d

Comme Pexposant w/2 — |w/2] vaut 0 ou 1/2, et comme les poids d’entrée et
de sortie vérifient w < m+ Nk < N(m+ k) et d <m+ Nn < N(m+n), ce
facteur est minoré par la constante :

1
(2m + k +n)l/2

ce qui permet d’écrire :

N2l 4+ d)l*/21 < 2m + k +n) Y 2N"/2(w 4+ d)*/? = O(1)N"/?(w + d)*/?

O
Corollaire 4.4.2. Soit (n +m,k+m,E) un encodeur formel anti-récursif.
d d
al¥ (w,d) = O(l)dN2 <12d+ ik (Borne 27)

Démonstration. Comme on ’a remarqué en début de section précédente, tous
les résultats de la section précédente et de cette section s’appliquent également
aux encodeurs formels inversés. Cela permet d’obtenir la borne (2I) directement
a partir de la borne (17) de la maniére suivante. Soit (k+m, n+m, &) Pencodeur
formel inversé réciproque de encodeur formel (n+ m, k+m,E). Notons a’ f\rfb la
répartition de poids liée a ’encodeur convolutif formel inversé présentée dans la
définition 4.1.3. D’apres le lemme 4.1.2; on a pour tout couple d’entiers (w,d) :

all (w,d) < a'}y (d,w)
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De plus, comme (n+m, k+m, &) est anti-récursif, alors d’apres le lemme 3.3.1,
(k+m,n +m,&") est récursif. La borne (1I) s’applique donc & cet encodeur
formel inversé, et 'on a :

d d
N N aNz (’LU + d)f
W N w) < ' (d, < w) = oy T E D
ce qui prouve la borne (2I). O

4.5 Preuve des théorémes

On rappelle que 'on se propose d’établir des bornes asymptotiques en N sur
la distance minimale d’un turbo-encodeur formel de taille N = Nj;,, basé sur
un encodeur formel externe (neyt, kext, Eeat), un encodeur formel interne (n;, +
Min, Kin + Min, Ein) OU My, est implicitement connu, et un entrelaceur formel
aléatoire de taille NV, et que l'on désigne respectivement par dp,., et d,., les
distances minimale et dégénérée de ’encodeur formel externe.

On consacre cette section a démontrer les théoremes 3.4.1 et 3.4.2 en utilisant
les différentes bornes établies aux sections précédentes. L’articulation de ces
différentes bornes se fait conformément aux figures 4.1 et 4.2 qui se traduisent
par le lemme suivant. Comme précisé auparavant, la borne D désigne tour a tour

N®ouna < d”é{’; —2 Jorsque I'on montre la borne polynomiale des théoremes 3.4.1
eg

et 3.4.2, et alog N/(loglog N) olt @ < dyin, — 2 lorsque 'on montre la borne
sous-logarithmique du théoreme 3.4.2.

Lemme 4.5.1. Pour tout réel D et pour tout x € [0;n;y,] -

LD]+min [zN]—-1 D] Nkin+min [ D]
pn(ED) < Y pyw, <D+ > D opnwd)+ > D py(w,d)
w=0 w=|D|+m;,+1d=0 w=|zN| d=0

Démonstration. D’apres la construction du turbo-encodeur formel, le poids w
de la partie de mémoire et logique d’une erreur intermédiaire peut varier entre
0 et Nkip +my,. Le lemme s’ensuit immédiatement grace a I'inégalité de Boole,
en notant que les probabilités indiquées dans le c6té droit de I'inégalité corres-
pondent & des événements dont la réunion est qu’il existe une erreur d’entrée
du turbo-encodeur formel dont I'image est une erreur nocive de poids inférieur
ou égal a D. O

La démonstration des théoremes se fait donc en majorant séparément cha-
cune des trois sommes par une expression négligeable devant 1 lorsque N tend
vers 'infini. Il faut noter que, comme le montre la figure 4.1, le théoréeme 3.4.1 ne
nécessite de majorer que la premiere somme, les deux autres étant nulles grace
au caractere systématique de l’encodeur convolutif formel interne. On adopte
donc la notation suivante.
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Définition 4.5.1. On appelle respectivement premiére somme, deuxiéme
somme et troisieme somme les expressions suivants :

[D]4+min [zN]-1 D] Nkin+min D]
> pvwsD) > Y pwlwd) et Y pv(wd)
w=0 w=|D]+m;n+1d=0 w=|zN| d=0

La liberté de choix laissée sur x permet de choisir cette valeur judicieusement
afin de controler les deuxiéme et troisieme sommes. On montrera en effet qu’il
existe une valeur de x pour laquelle la deuxieme somme devient négligeable
devant 1 lorsque la taille N du turbo-encodeur formel tend vers l'infini, tan-
dis que la troisieme somme possede cette propriété quelque soit la valeur de x.
On choisira ainsi = en fonction des contraintes imposées par la deuxieéme somme.

Avant de présenter la démonstration des théoremes 3.4.1 et 3.4.2, intéressons-
nous aux raisons qualitatives justifiant ’expression des bornes polynomiale et
sous-logarithmique. Le détail des calculs est laissé aux lemmes 4.5.3 et 4.5.6 plus
bas. Dans le cas ou dgeq > 2, la premiere somme se comporte d’une maniere
similaire au cas classique présenté par Urbanke et Kahale. Elle est majorable,
grace aux bornes 1F et 11, par la somme sur w d’une expression dont le com-
portement est dicté par la forme suivante :

w ddeg—2

O(D) ¥ /N* i

Cette forme est géométrique en w, et on constate alors que sa raison est stric-
tement inférieure a 1 pour tout D se comportant comme N ot o < %.
Dans le cas ol dgeg = 2, I'exposant de N dans la forme précédente est nul et
ne permet pas de majorer la premiere somme. Néanmoins, la forme précédente ne
tient compte, dans la borne (1E), que de 'exposant en N qui est proportionnel
a w. Une approche plus fine tenant compte de la forme exacte de la borne (1E)

donne dans ce cas la forme suivante :
w dmin =2
O(D)z /N~ >

La somme de cette expression sur w est dominée par le terme ot w atteint sa
valeur maximale qui est de 'ordre de D. Ainsi, en choisissant une borne D telle
que DP est de I'ordre de N® ot @ < dypin — 2, on peut de nouveau majorer
convenablement la premiere somme. La propriété vérifiée par D est importante
pour la suite ; on ’exprime donc dans le lemme suivant.

Lemme 4.5.2. Notonst = d,in — 2. La solution de I’équation ° = N* a pour

équivalent D = tlé‘}erN lorsque N tend vers linfini. De plus, DP < Nt & partir

d’un certain rang.

Démonstration. Notons zx la solution de ’équation z* = N¥, et uy = ayD L.
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Alors :

tInN =zylnzy =uyDIn(unyD)

In N

= uNtlnlnN(lnuN +Int+Inln N —Inlnln N)
In N

= uNtlnlnN(lnuN +Inln N + o(lnln N))

En simplifiant par ¢In N on obtient :
Inln N =uny(Inuy +Inln N + o(lnln NV)) (4.5.1)
A partir d’un certain rang on a donc :
uyInuy <Ilnln N

ce qui prouve que uy < Inln N. Donc uny = o(lnN) et I’équation (4.5.1) de-
vient :
Inln N =unx(Inln N + o(Inln NV))

Cela prouve que uy ~ 1 et donc xy ~ D. D’autre part :

In N
DlnD = tlnlnN(lnt—i—lnlnN—lnlnlnN)

Int+InIn N —Inlnln N
=tlnN
. Inln N

ce qui est inférieur a tln N & partir d’'un certain rang, impliquant alors que
DP < Nt O

On va a présent combiner les quatre bornes démontrées précédemment afin
de prouver chacun des théoremes 3.4.1 et 3.4.2. Comme on I’a remarqué au
moment de dresser la table 4.1, ces théoremes contiennent des hypotheses qui
rendent valides les bornes utilisées pour leur preuve. Ces hypothéses sont méme
plus fortes que celles nécessaires & la validité de ces bornes. Ainsi, la distance
minimale polynomiale dans les théoremes 3.4.1 et 3.4.2 requiert 'hypothese
dgeg > 2, et la distance sous-logarithmique dans le théoreme 3.4.2 requiert
I'hypothese dpin > dgeg. Ces hypothéses supplémentaires sont requises pour
majorer la premiere et la deuxiéme sommes, comme cela apparaitra dans la
suite.

La démonstration des théoremes 3.4.1 et 3.4.2 se fait sur six lemmes, qui ma-
jorent les différentes sommes du lemme 4.5.1 par des expressions négligeables
devant 1 lorsque N tend vers linfini. Les lemmes 4.5.3, 4.5.4 et 4.5.5 ma-
jorent respectivement les premiere, deuxieéme et troisieme somme sous les hy-
potheses correspondant a la borne polynomiale du théoreme 3.4.2; tandis que les
lemmes 4.5.6, 4.5.7 et 4.5.8 majorent respectivement les premiere, deuxieme et
troisieme somme sous les hypotheses correspondant a la borne sous-logarithmique
du théoreme 3.4.2. Cela démontre ainsi le théoreme 3.4.2. En notant de plus
que le lemme 4.5.3 s’applique également sous les hypotheses du théoreme 3.4.1,
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et que les deuxiéme et troisieme sommes dans le cadre de ce théoreme sont
nulles de par le caractére systématique de I’encodeur convolutif formel interne,
le théoreme 3.4.1 s’en trouve également démontré.

Lemme 4.5.3. On pose D = N, ou a < d”fi% Si dgeg > 2 et l’encodeur

formel interne est récursif, la premiére somme est négligeable devant 1 lorsque
N tend vers l'infini.

Démonstration. D’apres le lemme 4.1.1, chaque terme de la premiere somme se
majore de la maniére suivante :

alr'(w) al(w, < | D] + myy)

’w,g D Min < w n
pN( L J + ) (|G| _ 1) (Nea:,zu e.'l:t)

(4.5.2)

On applique les bornes 1E et 1. En remarquant que dimin > dgeg, Puis que
Neyt = O(N), la borne 1E donne :

w—d

min +1
Nez‘t ’UJ dcg
Aoyt w
w (
EAN
w

Et en remarquant que w+ | D | +my, = O(D
donne :

) car w < | D] +myy, la borne 11

N%(w—i— | D] —|—mm)%

ww

ap, (w, < | D] +min) = O(1)"

wlg

N2D%

ww

_ O(l)w

Le dénominateur du membre de droite de I'inégalité (4.5.2) se minore quant
a lui grace a la propriété pour tout couple d’entiers u > v :

(1)= )

et grace au fait que Neg¢neze > N, ce qui donne :

(|G| . l)w <Neactnea:t> > (Nextneﬂct> > (N)
w w w
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L’inégalité (4.5.2) donne donc :

N

prsLDermzouV()d;Ang(wyu

w ww

—O()"D¥N " * "y
= (o(l)péj\f Z )

1(,._ ddeg—2 w
= (0(1)1\72(“ ))

ou l'on a remplacé D par sa valeur N® dans la derniere ligne.

De plus, la borne 1E affirme que lorsque w < dyin, ag;“ (w) = 0, ce qui

donne py(w, < [ D] + myy) = 0. Ainsi la premiere somme s’écrit :

[D]+min 0 d —2))“’

Z pny(w, < D) < Z < %af%g

Ww=dmin =dmin

ot O(1) est majorable par une constante a > 0 indépendante de w et N. Comme
a < (dgeg —2)/dgeq, N vérifie & partir d’'un certain rang :

dgeq—2

aN%<a_ ddeg ) <1

ce qui implique :

[D]+min 1 Aoy —2 dmin
Y. py(w,<D) §0(1)<aN2(“ ))
W=dmin
o) ‘infini i
Comme N aeg / tend vers 0 lorsque N tend vers l'infini, la deuxieme
somme est donc bien négligeable devant 1 lorsque N tend vers 'infini. O

Lemme 4.5.4. On pose D = N, ou a < d‘;% Si dgeg > 2 et lencodeur
formel interne est anti-récursif, il existe x > 0 tel que la deuzieme somme est

négligeable devant 1 lorsque N tend vers l’infini.

Démonstration. D’apres le lemme 4.1.1, chaque terme de la deuxiéme somme se
majore de la maniere suivante :

alert (w) alN (w, d)
pN(w,d) S ext — mn n’
(|G| _ 1) (Nemt ext,)

w

(4.5.3)

On applique les bornes 1E et 2/. En remarquant que drin > dgeq, PUis que
Neyt = O(N), la borne 1E donne comme précédemment :

=
i w) =00 (5 )"

w
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Et en remarquant que w > d et donc w + d = O(1)w, la borne 27 donne :

d
2

aN% (w4 d)
dd
wN%w%
dd

ap, (w,d) = O(1)

—0(1)

Le dénominateur du membre de droite de l'inégalité (4.5.3) est minoré,
comme précédemment, par :
N w
(w)
d
2

wl N Taeg Nw¥ s w\w
() = o (5) ™ 2 (1)

L’inégalité (4.5.3) donne donc :

w

_ (O(l) (%)1_ )w <]§2w) :

Majorons O(1) par une constante a > 0. Ecrivons le logarithme de la relation
obtenue :

Inpy(w,d) < f(w,d)

ou

d
2

flw,d) =w (lna+ (1 . ) (lnw—lnN)> +

- (InN +Inw —2Ind)
ddeg

On étudie f sur le domaine [|D]; [N | — 1] x [0; [ D]], qui est plus large que le
domaine des couples (w,d) intervenant dans la deuxiéme somme, et ce afin de
simplifier les calculs. On se propose de démontrer qu’il existe z > 0 tel que le
maximum de f est atteint en (| D], | D]). Dérivons donc d’abord f par rapport
aw:

9 fw,d) = na+ (1 - dl

ow deg

L. d
ddeg 2w

)(1nw—lnN)+1—

d
lna+<1 >(1nwlnN+1)+
2w

deg

Or, w > d donc d/2w < 1/2, et ’autre part w < 2N donc lnw—In N < Inz.
Ainsi :

iuf(w,d)<lna+(l— ! >(lnx+1)+1

deg 2

Lorsque z tend vers 0, le membre de droite de I'inégalité précédente est équivalent
a (1 —1/dgeg)Inz, qui tend vers —oo car, comme dgeg > 1, 1 — 1/dgeq > 0. 11
existe donc x > 0 tel que ce membre est strictement négatif, si bien que % <0
dans le domaine considéré.
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Supposons donc choisi un tel réel z. f atteint alors son maximum sur le
segment {| D]} x [0; | D]] puisqu’il faut que w soit minimal. Dérivons & présent
f par rapport a d sur ce segment, en remplacant w par sa valeur |[D| = |[N%| :

0 1
2 (w,d) = 5(1nN—|—lnw—21nd) -1

_ %(lnN+ln(LN°‘J) —2lnd—2)

Cette expression est une fonction décroissante de d et atteint son minimum

end=|N%|. On a donc :

7] 1 o
S (w.d) > SN ~In((N*]) ~ 2)
= %(lnN—alnN—i—o(l) -2)
1-a
:N:oo 2 N

la deuxiéme ligne étant obtenue en remarquant que [N | ~ N*. Comme « < 1,

on en déduit que lorsque N est suffisamment grand, a—g < 0 sur le segment
{|D]} x [0; | D]], et f atteint son minimum en w =d = |[N%|.
Ainsi, dans la deuxiéme somme, dont le nombre de termes est majorable

simplement par O(N?), le logarithme de chaque terme est majoré par :

FL V) = 18] (ma+ (1
e .
— [N (1na+ (; - ddleg) (In[N°] —lnN))

Le logarithme de la deuxieme somme est donc majoré par :

) (In|N°| — 1nN))

i (InN + In|N®| — 2In|N®])

1
ddeg

(11
N:OON (2—ddeg>(a—1)lnN

Comme dgeq > 2 et a < 1, ce majorant tend vers —oo lorsque N tend vers
I'infini, donc la deuxiéme somme tend vers 0 lorsque N tend vers l'infini. O

In(O(N?)) + f(IN“],[N“]) =2In N + | N“| <lna + <; > (In|N®| —1In N))

Lemme 4.5.5. On pose D = N%, ou a < %, Si |G| > 4, dgeg > 2 et
eg

Uencodeur formel interne est anti-récursif, alors pour tout x > 0, la troisiéme

somme est négligeable devant 1 lorsque N tend vers l'infini.
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Démonstration. D’apres le lemme 4.1.1, chaque terme de la troisieme somme se
majore de la maniere suivante :

aggy" (w) aly (w, d)

(|G| - 1)w (Neztnem)

w

(4.5.4)

pn(w,d) <

On applique les bornes (2E) et (2I). La borne (2F) affirme qu’il existe une
constante ¢ €]0; 1] telle que :

Negt
et f(w) <ec

(61— (%)

w

w

En notant que w + d = O(N), la borne (2I) donne simplement :
al (w,d) = O(1)*N?
L’inégalité (4.5.4) implique alors :
pn(w,d) = c”O(1)'N?
Majorons O(1) par une constante a > 0 et appliquons le logarithme :

Inpy(w,d) <wlne+d(lna+1In N)
<|zN]lnc+ N%Ilna+1nN)

ou la derniére ligne s’obtient en notant que Inc < 0, w > [aN]| et d < N«
Ceci est vrai pour tout couple (w, d) correspondant & un terme de la troisieme
somme. Comme le nombre de ces termes est majorable simplement par O(N?),
on peut majorer le logarithme de la troisieme somme par ’expression :

In(O(N?)) + |[#N|Inc+ N%(Ina +In N)

Comme «a < 1, cette expression est équivalente & N Inc, et tend vers —oo
lorsque N tend vers l'infini. Cela montre que la troisitme somme est négligeable
devant 1 lorsque N tend vers l'infini. O

Lemme 4.5.6. On pose D = alog N/(loglog N) ot a < dppin, — 2. St dypin >
dgeqg = 2 et ’encodeur formel interne est récursif, la premiére somme est négligeable
devant 1 lorsque N tend vers l'infini.

Démonstration. Afin de simplifier la présentation, adoptons la notation :

In N
Inln N

llogN =

si bien que D = allogN. D’apres le lemme 4.1.1, chaque terme de la premiere
somme se majore de la maniére suivante :

Newt N
e (W) @i (w, < [D] + min)
pn(w, < [ D] + myy,) < -2 T —
(|G| _ 1) (Nca:t c:ct)

w

(4.5.5)
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On applique les bornes 1E et 1. En remarquant que dgeg = 2 et Negye = O(N),
la borne 1F donne :

Et en remarquant que w+ | D |+m;, = O(D) car w < | D] +m;,, la borne 11
donne :

w

wNZ(w+ | D] +mip)*

all (w, < | D] +min) = O(1)

m

Le dénominateur du membre de droite de 'inégalité (4.5.5) se minore quant
a lui, comme précédemment, par :
N w
(w)

pn(w, < [D] +min) = O(1)"N

L’inégalité (4.5.5) donne donc :

w*‘émin+1N%D% w\w
ww

d 7

=O0(1)"DEN"E"

Il existe donc une constante a > 1 telle que :
w dmin
pn(w, < | D] +my) < (aD)z N~ 25T

Le membre de droite de ce majorant est une fonction croissante de w. Son
maximum est atteint en w = | D] + my, et vérifie :

LD]+mip dm

(aD) = “N-TEEHL < g

D+"”in D+""1ﬂn dm,in
Tt DT N

Min D Min, dmin
2

—a 3 gT D DT N

Remplagons D par sa valeur alloglN. Majorons dans l'ordre les facteurs de
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.
’expression ci-dessus. D’abord, a2 = N°(). Ensuite :

allogN <allogN )
a2 =exp 5 Ina

< alnN )
= exp Ina

2Inln N
alna
= exp <1H NZIHIHZV)
= Nzt
— o)
Par ailleurs : . s
(allogN) 2" < (alog N) 2" = N°O)

Finalement, d’apres le lemme 4.5.2 :

allogN

(allogN)™ 2 <N

vl

Par conséquent :

a dmin
pn(w, < [ D] 4+ mip) < NCWNE N5
_ N‘”’(d’gi"’z) +o(1)
La premiére somme, composée de |allogN|+1 =N (1) termes tous majorés
par l'expression précédente, se majore donc également par :

N i) 1 o(1)

Comme I'exposant asymptotique en IV est strictement négatif, la premiére somme
est négligeable devant 1 lorsque N tend vers 'infini. O

Lemme 4.5.7. On pose D = aln N/(InlnN) ot o < dppin — 2. Si dpin >
dgeg = 2 et 'encodeur formel interne est anti-récursif, il existe x > 0 tel que la
deuzieme somme est négligeable devant 1 lorsque N tend vers linfini.

Démonstration. On adopte toujours la notation :

InN

llogN = 190N

si bien que D = allogN. D’apres le lemme 4.1.1, chaque terme de la deuxieme
somme se majore de la maniére suivante :

agg () afy (w, d)

(|G| _ 1)w (Nemtne:ct,)

w

pn(w,d) < (4.5.6)
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On applique les bornes (1E) et (2I). En remarquant que dgeg = 2 et Negr =
O(N), la borne 1F donne :

w—d

Nex 2m,in+1
ol (w) =0 (R
W NY T
~ow ()

Et en remarquant que w > d et donc w + d = O(1)w, la borne 27 donne :

N% w4 d)?
a (w.d) = 0y T DY
wN%w%
= o) =

Le dénominateur du membre de droite de l'inégalité (4.5.6) est minoré,
comme précédemment, par :
N w
(&)

L’inégalité (4.5.6) donne donc :

w=dmin

w(l N PHTINSwE fww
i o (2) 28
0
N - N
—om)” (= (B)zﬂ
w N dd
w Al d
_ w ,M+1 B 2 2wz
= O()"N= 2 (N) dd

- N%MJrl(O(l)(x}z)é)wNi:}g

Majorons O(1) par une constante a > 0. On peut alors écrire :
px(w,d) < N~ exp(f(w, d)) (4.5.7)

ol
1 d
flw,d) =w(lna + i(lnw —InN))+ E(lnN—l—lnw —2Ind)
On étudie f sur le domaine [|D];|zN]| — 1] x [0; | D]], qui est plus large que
le domaine des couples (w,d) intervenant dans la deuxieme somme, et ce afin

de simplifier les calculs. On se propose de démontrer qu’il existe z > 0 tel que
pour tout couple (w,d) de ce domaine :

f(w,d) < f(ID],|D]) = (w—[D]) (4.5.8)
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Dérivons d’abord f par rapport & w :

1 1 d
%f(w,d):1na+§(1nw—lnN)+§+%
Or, w > d donc d/2w < 1/2, et d’autre part w < zN donc Inw —In N < Inz.
Ainsi :

%f(w,d) §lna+%lnx+l

Ce majorant tend vers —oo lorsque x tend vers 0. Il existe donc z > 0 tel
que ce majorant soit inférieur & —1. On suppose choisi un tel réel z. Le fait que
% < —1 entraine alors que pour tout (w, d) du domaine d’étude, accroissement
de f entre les points (| D], d) et (w,d) est inférieur & —1, ou encore :

f(wvd) Sf(I_DJ’d)_(w_ I_DJ)

Il ne reste qu’a montrer que, pour N suffisamment grand, le maximum de f sur
le segment {| D]} x [0; | D]] est atteint en (|D], [D]). Pour cela, on dérive f
par rapport a d sur ce segment :

d 1
54/ (LP);d) = (N +1In[ D] —2Ind) — 1

Cette dérivée est une fonction décroissante de d. En remarquant que D = o(N),
cela implique :

0 0
= %(lanln[DJ) -1

1
N:;ooilnN

Ainsi, pour N suffisamment grand, la dérivée partielle de f par rapport a d est
positive, ce qui montre la propriété (4.5.8).

De plus :
f(D],|D])=|D|(Ina+ %(IDI_DJ —InN))+ %(lnN—i—lnLDJ —2In|D])
= |D](lna + %(IDI_DJ —InN))+ LDJ%(IHN—lnLDJ)

=|D]Ina
La propriété (4.5.8) se réécrit donc :
fw,d) < [D]Ina—(w—|DJ)

En outre, comme

alna alna
D]l = InN = Nmm~v = o)
ep([D]Ina) eXp(n lnlnN) e
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la relation (4.5.7) donne :

px(w,d) < N5 FINW exp(—(w — | D))
Par conséquent, pour tout d € [0; | D]] :

[zN]-1 [N |—1

dwmﬂn )
py(w,d) < N~ N exp(—(w — [ D))
w=[D]+m;n+1 w=[D]+min+1

_ (1) N~ o)

La somme de cette relation sur les | D] +1 = N°() valeurs de d permet également
de majorer la troisieme somme par I’expression :

O(l)Nf—d”;m +1+0(1)

qui, en notant que d;, > 2, est négligeable devant 1 lorsque N tend vers
I'infini. O

Lemme 4.5.8. On pose D = aln N/(Inln N) ot a < dpin, — 2. Si |G| > 4,
dgeqg = 2 et Uencodeur formel interne est anti-récursif, alors pour tout x > 0, la
troisiéme somme est négligeable devant 1 lorsque N tend vers l'infini.

Démonstration. Le méme raisonnement que celui du lemme 4.5.5 s’applique, en
remplagant simplement N® par aln N/(Inln V). O
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