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RésuméLe domaine de la simulation numérique s'est largement imposée dans le développe-ment industriel des systèmes 
omplexes. De la 
on
eption au suivi en servi
e, les simu-lations numériques sont nombreuses et variées.A�n de proposer des méthodes alternatives aux méthodes de 
al
ul intensif, la rédu
tionde modèle permet de réduire 
onsidérablement le 
oût de la résolution numérique desproblèmes non linéaires en projetant les équations aux dérivées partielles sur une baseréduite. De plus, la des
ription des phénomènes physiques requiert une loi de 
omporte-ment élaborée dont une simpli�
ation est 
onsidérée en exploitant une partie restreintedu domaine spatial.Les études e�e
tuées ont pour but d'apporter 
ertains développements à la méthodein
rémentale et adaptative A Priori Hyper Redu
tion dans le 
as des matériaux hété-rogènes. Ces développements sont intégrés dans le 
ode d'éléments �nis Z-set et utiliséspour traiter une série d'exemples a
adémiques sur des stru
tures 
omposites.The �ed of the numeri
al 
omputations is widely spread in the industrial pro
ess for
omplex systems. From the preliminary design to the manufa
turing and the mainte-nan
e and overhaul, numeri
al simulations are many.Instead of intensiv 
omputations, redu
ed order modeling o�ers e�
ient alternativ me-thods whi
h aims at redu
ing the numeri
al 
ost of nonlinear problems by proje
ting thepartial di�erential equations on a redu
ed basis. Moreover, as the exa
t des
ription ofunderlying phenomena leads to 
omplex 
onstitutiv laws, a simpli�
ation is 
onsideredby exploiting a trun
ated spatial domain over whi
h the problem is 
onsidered.The studies 
arried out aims at providing some developments to the in
remental andadaptativ A Priori Hyper Redu
tion method in the �eld of heterogeneous materials forparametrized analysis. Those theoreti
al developements were implemented in the �niteelement 
ode Z-set and used for a set of numeri
al examples on 
omposite stru
tures.
5
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Introdu
tionAujourd'hui, la simulation numérique s'est largement imposée dans le développementindustriel des systèmes 
omplexes. Au 
ours de la 
on
eption, du dimensionnement, dela validation, de la fabri
ation et du suivi en servi
e, les simulations numériques sontnombreuses et variées. Par exemple, le dimensionnement d'un système 
omplexe n'exigepas une pré
ision �ne mais doit s'avérer rapide. À l'opposé, la validation d'un système
omplexe s'appuie sur des résultats de 
al
ul très pré
is mais les temps de 
al
ul asso
iéssont importants. Ainsi des stratégies numériques di�érentes peuvent être envisagées toutau long de la 
haine de développement industriel. Dans 
e but, la rédu
tion de modèle(Redu
ed Order Modeling) (ROM) peut être intégrée dans 
ette 
haine de développementindustriel a�n de proposer des méthodes de rédu
tion alternatives ou 
omplémentairesaux méthodes de 
al
ul intensif. Les méthodes de rédu
tion apparaissent alors 
ommeun premier enjeu majeur dans le développement industriel de systèmes 
omplexes.Cette thèse intitulée �Rédu
tion de modèle et simpli�
ation de l'intégration de la loide 
omportement pour la prévision de la durée de vie�est soutenue par le motoriste aé-ronautique Sne
ma. Elle s'ins
rit dans le 
adre du projet de re
her
he 
on
erté DDVStru
tures Chaudes (Durée de vie des stru
tures 
haudes) soutenu par la Dire
tion Gé-nérale de l'Aviation Civile (DGAC). Ce projet regroupe de nombreux partenaires parmilesquels des a
teurs industriels 
omme Sne
ma et Turbomé
a ainsi que des laboratoiresde re
her
he 
omme l'ONERA, le Centre des Matériaux (É
ole des Mines de Paris), leLMS (É
ole Polyte
hnique), le LMT (É
ole Normale Supérieure de Ca
han), le CEAT(Toulouse), l'Institut P' (Poitiers).Ce projet a pour �nalité le développement d'outils et de méthodologies e�
a
es pour la
on
eption et le dimensionnement de stru
tures thermo-mé
aniques soumises à des tem-pératures élevées. En e�et, à de telles températures, les stru
tures thermo-mé
aniquessont dé
rites à l'aide d'une loi de 
omportement élasto-vis
oplastique 
ar les e�ets dela vis
osité ne peuvent pas être négligés. La simpli�
ation du 
omportement mé
aniqueapparait alors 
omme un se
ond enjeu dans le développement industriel de stru
tures
omplexes.Par 
onséquent, l'obje
tif de 
ette thèse est d'intégrer la rédu
tion de modèle et la sim-pli�
ation de l'intégration de la loi de 
omportement dans le développement industrield'une stru
ture thermo-mé
anique en fournissant :(i) une méthode de rédu
tion qui permet de 
hoisir graduellement entre des simula-tions à qualité 
ontr�lée et des simulations à temps maitrisé,(ii) une méthode d'interpolation et d'enri
hissement de surfa
e de réponse.Ces deux points sont étudiés dans 
e mémoire.i



ii INTRODUCTIONLes stru
tures industrielles soumises à des solli
itations thermo-mé
aniques né
essitentbien souvent une des
ription assez �ne des phénomènes physiques sous-ja
ents 
e 
onduitnaturellement à la 
onstru
tion de modèles paramétrés 
omplexes. Les nombreux para-mètres intervenant dans la des
ription du modèle paramétré peuvent être liés à uneoptimisation géométrique, à une optimisation des matériaux, au 
hargement thermo-mé
anique ou aux 
onditions aux limites, ... Les méthodes standards donnent des modèlesdétaillés généralement inadaptés pour la résolution numérique des problèmes paramétrésnon linéaires. Dans le 
as de la Méthode des Éléments �nis (FEM), la solution est ene�et re
her
hée dans l'espa
e généré par une base détaillée FEM dont la dimension estégale au nombre de degré de liberté.Les méthodes de rédu
tion sont des stratégies numériques alternatives utilisées a�n deréduire 
onsidérablement le 
oût de la résolution numérique des problèmes paramétrésnon linéaires en projetant les équations aux dérivées partielles sur une base réduite dontla dimension est égale à l'ordre du modèle d'ordre réduit généralement bien plus faibleque 
elle du modèle détaillé FEM. À 
e titre, les équations d'équilibre sont résolues defaçon appro
hée. Les méthodes de rédu
tion sont basées sur des méthodes d'approxima-tion à variables séparées dont l'obje
tif est d'appro
her les 
hamps in
onnus dépendantde l'espa
e, du temps et de paramètres par une somme �nie de termes s'é
rivant 
ommeun produit de fon
tions d'une variable.Les méthodes de rédu
tion abordées dans 
e mémoire sont la Dé
omposition Orthogonaleaux valeurs Propres (Proper Orthogonale De
omposition) (POD), la méthode A PrioriRédu
tion (A Priori Redu
tion) (APR) ainsi que la Dé
omposition Propre Généralisée(Proper Generalized De
omposition) (PGD). La POD est une méthode de rédu
tion dontle point 
entral est l'extra
tion des 
ara
tères dominants d'un ensemble d'observationsou d'é
hantillons appelés snapshots permettant d'a

éder ainsi à une rédu
tion du mo-dèle. Les stru
tures dominantes les plus signi�
atives sont appelées modes empiriqueset forment une base réduite de l'espa
e des 
hamps 
inématiquement admissibles. Par
onséquent, la POD est une méthode généralement a posteriori 
ar elle exploite dessnapshots mais elle peut également être a priori. La méthode APR et la PGD peuventêtre vues 
omme des extensions de la POD. Ce sont des méthode a priori 
ar elles nené
essitent au
unes données préliminaires.Dans le 
as des stratégies a posteriori 
omme dans le 
as des stratégies a priori, les mé-thodes de rédu
tion a

umulent une 
onnaissan
e sur les 
al
uls déjà menés a�n d'a

é-lérer la résolution des problèmes paramétrés non linéaires. Une attention doit être portéeau sto
kage de 
es 
onnaissan
es 
ar la mémoire physique né
essaire est plus grande quedans les modèles détaillés et les temps de le
ture et d'é
riture des données sont parfoisimportantes.Dans le 
as des méthodes de rédu
tion évoquées pré
édemment, la 
omplexité numériquedépend en
ore de la dimension du modèle détaillé FEM en raison de la dis
rétisation FEMsous-ja
ente. A�n de limiter 
ette dépendan
e, des méthodes de rédu
tion exploitent unepartie restreinte du domaine spatial en in
luant une séle
tion d'équations. La résolutionnumérique des problèmes paramétrés non linéaires est alors menée sur le domaine spatialrestreint 
e qui permet de simpli�er l'intégration de la loi de 
omportement. Cette notionde domaine spatial restreint se retrouve sous la dénommination d'é
hantillon de maillage(sample mesh) dans la méthode Empiri
al Interpolation Method (EIM) ou bien domainetronqué d'intégration (Trun
ated Integration Domain) (TID) dans la méthode A Priori



iiiHyper Redu
tion (APHR). Ces méthodes sont basées sur la Gappy-POD, une extensionde la méthode POD développée pour le re
ouvrement de données lorsque des donnéessont manquantes. La méthode A Priori Hyper Redu
tion (APHR) est une méthode apriori 
ar elle ne né
essite au
unes données préliminaires alors que l'EIM est une mé-thode a posteriori 
ar elle exploite des snapshots.La méthode de rédu
tion utilisée dans 
e mémoire est la méthode APHR. C'est une mé-thode de rédu
tion in
rémentale et adaptative basée sur la POD 
apable de fournir uneanalyse paramétrée d'un système 
omplexe. Un modèle d'ordre réduit évolutif fournit desprévisions dans une base réduite POD et 
es prévisions sont éventuellement 
orrigées pardes 
al
uls partiels FEM. Si à la �n d'un in
rément, la pré
ision de la prévision donnéeest insu�sante, l'état mé
anique 
orrigé est utilisé pour enri
hir les bases réduites PODasso
iées au modèle d'ordre réduit d'un mode empirique. Les bases réduites asso
iéesau modèle d'ordre réduit 
ontiennent des données relatives à tous les 
al
uls paramétrése�e
tués.L'hyper-rédu
tion 
onsiste en l'étude du problème sur un domaine spatial restreint qui
on
entre l'information. Le domaine spatial est en e�et divisé en un ensemble de variablesinternes dites expli
atives dont le support est le domaine tronqué d'intégration (Trun-
ated Integration Domain) (TID) et un ensemble de variables internes dites expliquées.Les lois de 
omportement sont intégrées sur 
e TID 
onstruit par la méthode APHR defaçon automatique.Les méthodes de rédu
tion permettent d'a

élérer la résolution et diminuer le temps de
al
ul en a

umulant une 
onnaissan
e sur les 
al
uls déjà menés. Ainsi, les méthodesde rédu
tion exploitent généralement une partition des 
al
uls o�ine/online. Les 
al
ulso�ine sont des 
al
uls préliminaires (
al
ul des matri
es de rigidité réduite, 
al
ul dessnapshots) qui fa
ilitent des 
al
uls ultérieurs appelés 
al
uls online. Or, le 
ara
tèrefortement non linéaire de la plasti
ité rend di�
ile une telle appro
he. L'hyper-rédu
tiondéveloppée dans la méthode APHR permet de 
ontourner 
ette di�
ulté sans exploiterde 
al
uls o�ine des matri
es de rigidité réduite.Les études e�e
tuées dans le 
adre de 
ette thèse ont pour but d'apporter 
ertains déve-loppements dans le 
as des matériaux hétérogènes. Les apports de 
ette thèse se résumenten trois points.Le premier point est une extension de la méthode APHR. Une dé
omposition du domainespatial est introduite en 
onsidérant une partition de sous-domaines. Cette dé
ompositionest motivée par d'éventuelles fortes di�éren
es dans le 
omportement de 
haque phasedans le 
as des matériaux hétérogènes. Une représentation désyn
hronisée du 
hamp devariables internes est alors introduite. La désyn
hronisation 
onsiste à atta
her une baseréduite relative au 
hamp de variables internes sur 
haque sous-domaine a�n de dé
orré-ler les transformations signi�
atives relatives aux variables internes d'un sous-domaine àl'autre. Cette représentation désyn
hronisée permet également de réduire la 
omplexitéapparemment super�ue de 
ertaines phases en 
onsidérant un nombre de modes empi-riques indépendant sur 
ha
une.Le deuxième point est une 
omparaison de la méthode APHR ave
 la Nonuniform Trans-formation Field Analysis (NTFA). Développée dans le 
adre de l'homogénéisation pourles matériaux hétérogènes, la NTFA est une méthode d'homogénéisation périodique semi-



iv INTRODUCTION

Fig. 1: Performan
e de plusieurs méthodes numériquesanalytiques basée sur une dé
omposition du 
hamp des déformations anélastiques sur unebase réduite. Cette base réduite est 
onstruite par la POD selon une démar
he a poste-riori à l'aide de snapshots. À 
ondition que 
ette base réduite soit 
onvenable, la NTFAgarantit des gains en temps de 
al
ul impressionnants en 
onsidérant une énorme ré-du
tion du nombre de variables internes. La 
omparaison entre la méthode APHR etla NTFA permet de mettre en éviden
e le nombre de variables internes dans les deuxappro
hes a posteriori ainsi que mettre en avant la possibilité de la méthode APHR à
onstruire a priori une base réduite adéquate pour la NTFA.Le troisième point est une extension de la méthode APHR. Dans le 
adre de l'interpo-lation paramétrique, un pro
édé de 
onstru
tion d'une base réduite multidimensionnelleest développé en 
olle
tant un ensemble de bases réduites provenant d'un méta-modèle
onstruit à l'aide de 
al
uls séquentiels. En 
onsidérant une méthodologie de surfa
e deréponse, 
ette base réduite multidimensionnelle est utilisée a�n de 
onstruire une baseréduite interpolée pour une nouvelle valeur de paramètre. Cette base réduite interpoléeest 
onsidérée 
omme base réduite initiale pour enri
hir le méta-modèle.Ce mémoire est organisé de la façon suivante :� le 
hapitre 1 dé
rit le problème de référen
e. Les prin
ipales équations sont présen-tées et la formulation du problème mé
anique asso
ié est donnée.� Le 
hapitre 2 présente d'abord la FEM. Ce 
hapitre présente également la POD,la méthode APR et la PGD. Ce sont les méthodes de rédu
tion qui n'in
luent pasde séle
tion d'équations parmi les équations du problème dis
rétisé à l'aide de laFEM. La formulation du problème mé
anique asso
ié est donnée.� Le 
hapitre 3 présente la Gappy-POD, l'EIM et la méthode APHR. Ce sont lesméthodes de rédu
tion qui in
luent une séle
tion d'équations parmi les équationsdu problème dis
rétisé à l'aide de la FEM en 
onsidérant une partie restreinte dudomaine spatial. La formulation du problème mé
anique asso
ié est donnée.



v� Le 
hapitre 4 présente les développements apportés à la méthode APHR visant àdésyn
hroniser par sous-domaine la représentation des variables internes.� Le 
hapitre 5 dé
rit la TFA et la NTFA ainsi qu'une 
omparaison ave
 la méthodeAPHR. La TFA et la NTFA sont des méthodes d'homogénéisation périodique semi-analytiques basées sur une dé
omposition du 
hamp des déformations anélastiques.� Le 
hapitre 6 présente les développements apportés à la méthode APHR visant à
onstruire une base réduite interpolée à partir d'un ensemble de bases réduites en
onsidérant une appro
he multidimensionnelle.� L'annexe A présente la SVD. C'est une méthode d'approximation équivalente à laPOD en dimension �nie.� l'annexe B dé
rit la méthode LATIN. C'est une méthode de rédu
tion basée sur laPGD.Une 
on
lusion présentée dans le 
hapitre 7 synthétise les points présentés de 
e mémoireet fournit d'éventuelles perspe
tives.Une annexe 
on�dentielle non présentée dans 
e mémoire mais disponible à Sne
ma portesur l'étude d'une aube de turbine industrielle et fournit des résultats intéressants sur le
ouplage thermo-mé
anique.
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Chapitre 1Problème de référen
eLe 
omportement et l'évolution d'une stru
ture mé
anique est dé
rit par un ensembled'équations parmi lesquelles les équations d'équilibre et les équations de 
omportement.Ce 
hapitre dé
rit 
es prin
ipales équations et donne le 
ontexte de la formulation duproblème mé
anique en se limitant au 
adre des transformations in�nitésimales.1.1 Des
ription du problèmeLe système étudié est 
ontinu et dé
rit par le 
hamp de dépla
ement u. Adoptantune démar
he lagrangienne, 
e 
hamp de dépla
ement est une fon
tion de sa positioninitiale. Il est dé
rit par le point matériel x dans le domaine Ω, analysé à l'instant t surl'intervale de temps I =]0, T ] pour une valeur de paramètre p dans l'espa
e P.Le 
hamp de déformation ǫ est donné par l'opérateur D(·) :
ǫ = D(u), sur Ω × I × P. (1.1)Cet opérateur est donné par D(·) =

1

2

(

∇(·) + ∇
T (·)

) dans l'hypothèse des transforma-tions in�nitésimales.Les équations d'équilibre font intervenir le 
hamp de 
ontrainte de Cau
hy σ par :
div(σ) = f , sur Ω × I × P, (1.2)où f est un 
hargement volumique.La frontière ∂Ω de Ω se divise en deux parties 
omplémentaires ∂UΩ et ∂F Ω où des
onditions aux limites de type Diri
hlet (1.3a) et Neumann (1.3b) sont imposées respe
-tivement. Les 
onditions aux limites s'é
rivent :
u = ud, sur ∂UΩ × I × P, (1.3a)

σ · n = F , sur ∂F Ω × I × P, (1.3b)où n est la normale exterieure et F est un 
hargement surfa
ique.En adoptant l'appro
he de l'état lo
al, des variables internes supplémentaires z asso
iéesaux for
es thermodynamiques Z dé
rivent les phénomènes irréversibles. Le 
hamp de
ontrainte est alors 
onsidéré 
omme une fon
tion du 
hamp de dépla
ement u et du
hamp de variable interne z. 1



2 CHAPITRE 1. PROBLÈME DE RÉFÉRENCELe 
hamp de variable interne z et le 
hamp de for
e thermodynamique asso
ié Z sontdonnés par les lois de 
omportement.La loi d'état donne le 
hamp de 
ontrainte de Cau
hy σ et les for
es thermodynamiques
Z. Elle est donnée par l'opérateur Λ(·) :

(σ,Z) = Λ (ǫ,z) , sur Ω × I × P, (1.4)La loi d'évolution est donnée par l'opérateur B(·) :
ż = B(Z), sur Ω × I × P. (1.5)Les 
onditions initiales s'é
rivent :
u(x, 0+,p) = 0, sur Ω ×P, (1.6a)
z(x, 0+,p) = z0, sur Ω ×P. (1.6b)1.2 Matériaux Standard Généralisés (GSM)La loi de 
omportement est dé
rite en utilisant le formalisme de la théorie des Maté-riaux Standards Généralisés (Generalized Standard Material) (GSM) au sens de Halphenand Nguyen [66℄.En disposant de l'énergie libre w(ǫ,z), la loi d'état est déduite selon :
σ =

∂w

∂ǫ
(ǫ,z) , sur Ω × I × P, (1.7a)

Z = −
∂w

∂z
(ǫ,z) , sur Ω × I × P. (1.7b)En disposant des potentiels thermodynamiques ψ et ϕ, la loi d'évolution est dé�nie par :

Z =
∂ϕ

∂ż
(ż) , sur Ω × I × P, (1.8a)

ż =
∂ψ

∂Z
(Z) , sur Ω × I × P, (1.8b)ave
 :

ψ(Z) = sup
ż

(żZ − ϕ(ż)), sur Ω × I × P. (1.9)Dans le 
adre de l'élasto-vis
oplasti
ité, les variables internes z sont 
onstituées desdéformations anélastiques ǫan et de variables internes supplémentaires β. L'énergie libreest divisée en trois termes : le premier terme est purement élastique et non a�e
té par lesvariables internes β en absen
e d'endommagement, le deuxième terme 
omprend l'énergiesto
kée par l'é
rouissage 
inématique et le troisième terme 
omprend l'énergie sto
kéepar d'autres mé
anismes et dé
rits par les variables internes β.L'énergie libre w (ǫ,z) est telle que :
w (ǫ,z) =

1

2
(ǫ− ǫan) : L : (ǫ− ǫan) + wan (ǫan) + wβ (β) , sur Ω × I ×P, (1.10)



1.3. FORMULATION DU PROBLÈME 3où le module élastique L est un tenseur d'ordre 4.Les for
es thermodynamiques asso
iées sont :
σ =

∂w

∂ǫ
(ǫ,z) = L : (ǫ− ǫan) , sur Ω × I × P, (1.11a)

Zan = −
∂w

∂ǫan
(ǫ,z) = σ −X, sur Ω × I × P, (1.11b)
X =

∂wan

∂ǫan
(ǫan) , sur Ω × I × P, (1.11
)

Zβ = −
∂w

∂β
(ǫ,z) = −

∂wβ

∂β
(β) , sur Ω × I × P. (1.11d)1.3 Formulation du problèmeLes méthodes 
lassiques de dis
rétisation des équations di�érentielles ou des équa-tions aux dérivées partielles issues de la modélisation des pro
essus physiques permettentd'obtenir une solution numérique appro
hée. En général, des méthodes à résidus pon-dérés sont utilsées pour re
her
her une solution numérique appro
hée. Ces méthodes sebasent sur la re
her
he du 
hamp in
onnu u qui réduit au minimum le résidu pondérépar un 
hamp test v de manière intégrale sur le domaine Ω.On introduit les espa
es fon
tionnels U et V tel que :

V = {v ∈ H1(Ω), v|∂UΩ = 0}, (1.12a)
U = {u ∈ H1(Ω), u|∂UΩ = ud}. (1.12b)La méthode de Galerkin est un 
as parti
ulier des méthodes à résidus pondérés pourlequel les 
hamps tests sont 
hoisis dans l'espa
e ve
toriel V relatif à l'espa
e a�ne Udans lequel est 
her
hé le 
hamp in
onnu.Suivant une strategie in
rémentale, l'absisse 
urviligne γ = (t,p) assimilée à un tempsvirtuel dé
rit le 
hemin unidimensionnel IP ⊂ I×P. Le problème est formulé de la façonsuivante :Problème 1 Trouver u(·,γ) ∈ U pour tout γ ∈ IP tel que :

b (u,v) = l (v) , ∀v ∈ V, (1.13)où b(·, ·) est une forme bilinéaire dans le 
as d'un 
omportement élastique linéaire et l(·)est une forme linéaire. Dans le 
as d'un 
omportement non-linéaire, la forme b(u, ·) restelinéaire.On introduit les espa
es fon
tionnels T , K, V ⊗ T , U ⊗ T , U ⊗ T ⊗ K et V ⊗ T ⊗ K telque :
T = L2(I), (1.14a)
K = L2(P), (1.14b)

V ⊗ T = L2(I,V), (1.14
)
U ⊗ T = L2(I,U), (1.14d)

V ⊗ T ⊗ P = L2(P,V ⊗ T ), (1.14e)
U ⊗ T ⊗ P = L2(P,U ⊗ T ). (1.14f)



4 CHAPITRE 1. PROBLÈME DE RÉFÉRENCESuivant une strategie non in
rémentale, (x,p) assimilé à un point matériel virtuel dé
ritl'espa
e multidimensionnel Ω × P. Le problème est reformulé de la façon suivante :Problème 2 Trouver u ∈ U ⊗ T ⊗ K tel que :
B (u,v) = L (v) , ∀v ∈ V ⊗ T ⊗ K, (1.15)où B(·, ·) et L(·) sont donnés par :

B (u,v) =

∫

P

∫ T

0
b (u,v) dt+

∫

Ω
u(x, 0+)v(x, 0+) dΩ dp, (1.16a)

L (v) =

∫

P

∫ T

0
l (v) dt dp. (1.16b)Les normes et produits s
alaires sur V ⊗ T ⊗K sont donnés par :

(u,v)Ω =

∫

Ω
u · v dΩ, ‖u‖Ω =

√

(u,u)Ω, (1.17a)
(u,v)IP =

∫

IP

u · v dt, ‖u‖IP =
√

(u,u)IP . (1.17b)La notation 
ompa
te f̄ = 〈f〉 est utilisée pour 
al
uler la moyenne de f sur le domaine
Ω selon :

f̄ = 〈f〉 =
1

Ω

∫

Ω
f(x) dΩ. (1.18)La notation 
ompa
te 〈〈g〉〉 est utilisée pour la partie positive de g selon :

〈〈g〉〉 =

{

g si g ≥ 0, (1.19a)
0 sinon. (1.19b)



Chapitre 2Méthodes de rédu
tionLes méthodes de rédu
tion (Redu
ed Order Modeling) sont des stratégies numériquesalternatives utilisées dans pour la résolution d'équations aux dérivées partielles a�n deréduire 
onsidérablement le 
oût de la résolution numérique des problèmes paramétrésnon linéaires en 
onsidérant un modèle d'ordre réduit (ROM) basé sur une méthoded'approximation à variables séparées. Ce ROM est 
onstruit en projetant les équationsaux dérivées partielles sur une base réduite dont la taille est nettement inférieure à 
elled'un modèle détaillé.Les méthodes d'approximation à variables séparées 
onsistent à appro
her les 
hampsin
onnus dépendant de l'espa
e, du temps et de paramètres par une somme �nie de termess'é
rivant 
omme un produit de fon
tions d'une seule variable. Cette approximation tendà être exa
te lorsque le nombre de termes de la sommation appelé ordre du modèle devientin�ni.Dans le 
adre de l'interpolation paramétrique, l'utilisation des méthodes de rédu
tion
onduit souvent à la 
onstru
tion d'une surfa
e de réponses. Une surfa
e de réponse estdé�nie par la variétée MP des réponses paramétrées selon :
MP = {u(·, ·,p), p ∈ P}. (2.1)La méthodologie de surfa
e de réponses est présentée plus en détail Chapitre 6. Pour-tant elle est introduite dès à présent 
ar l'utilisation des méthodes de rédu
tion dansle 
adre de l'interpolation paramétrique 
onsiste à dé
rire 
ette surfa
e selon di�érentesappro
hes.Une façon de pro
éder pour la séparation de variables 
onsiste à séparer en espa
e eten temps-paramètre. Cette séparation de variables est 
onsidérée dans le 
adre d'uneétude paramétrique menée à l'aide de 
al
uls séquentiels. Dans 
e 
as, le temps virtuel

γ = (t,p) dé
rit le 
hemin unidimensionnel IP ⊂ I × P (Figure 2.1). On introduit àl'ordre N des fon
tions d'espa
e (f k)
N
k=1 et des fon
tions du temps et des paramètres

(gk)Nk=1 telles qu'un 
hamp u à appro
her s'é
rit :
u(x,γ) ≈ uAV S(x,γ), x ∈ Ω,γ ∈ IP , (2.2a)

uAV S(x,γ) =
N
∑

k=1

fk(x) gk(γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP . (2.2b)Dans 
e 
as, par
ourir IP permet de sillonner la surfa
e de réponse.5
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Fig. 2.1: Approximation à variables séparées pour une suite de problèmes séquentielsUne autre façon de pro
éder pour la séparation de variables 
onsiste à séparer en espa
e-paramètre et en temps. Cette séparation de variables est 
onsidérée dans le 
adre d'uneétude paramétrique menée à l'aide d'un 
al
ul simultané. Dans 
e 
as, (x,p) dé
ritl'espa
e multidimensionnel Ω×P (Figure 2.2). On introduit à l'ordre N des fon
tions del'espa
e et des paramètres (fk)
N
k=1 et des fon
tions du temps (gk)Nk=1 telles qu'un 
hamp

u à appro
her s'é
rit :
u(x, t,p) ≈ uAV S(x, t,p), x ∈ Ω, t ∈ I, p ∈ P, (2.3a)

uAV S(x, t,p) =

N
∑

k=1

fk(x,p) gk(t), x ∈ Ω, t ∈ I, p ∈ P. (2.3b)Dans 
e 
as, par
ourir Ω × P permet de dé
rire la surfa
e de réponse.La séparation de variables n'est 
ertainement pas unique. En e�et, une autre façon depro
éder 
onsiste à séparer en espa
e, en temps et en paramètre. Des détails seront ap-portés ultérieurement sur 
ette possibilité dans 
e 
hapitre.Si les fon
tions d'espa
e (respe
tivement de l'espa
e et des paramètres) sont indépen-dantes, elles forment une base réduite sur le domaine spatial (respe
tivement de l'espa
eet des paramètres) et les fon
tions du temps et des paramètres (respe
tivement du temps)peuvent être déterminées à partir de 
es fon
tions. Une manière de pro
éder est de 
onsi-dérer les fon
tions d'espa
e 
onnues a priori 
omme les polyn�mes de Cheby
hev ou deLegendre, ou en
ore des fon
tions trigonométriques. Une autre manière est de les 
onsi-dérer 
omme des fon
tions intrinsèques de la fon
tion à appro
her.Comme la dé
omposition n'est pas unique, le but des méthodes d'approximation à va-riables séparées est de donner une représentation optimale pour une valeur donnée del'ordre du modèle.Les façons de pro
éder pour 
onstruire 
es modèles d'approximation à variables séparéessont très variées. Certaines méthodes sont dites a priori 
ar elles ne né
essitent au
unessimulations préliminaires. D'autres au 
ontraire sont a posteriori 
ar des simulationspréliminaires sont requises a�n de disposer d'é
hantillons ou snapshots du 
hamp u à
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Fig. 2.2: Approximation à variables séparées pour un problème simultanéappro
her avant d'en e�e
tuer la dé
omposition.Ce 
hapitre présente d'abord la Méthode des Éléments Finis (Finite Element Method)(FEM) qui est la méthode détaillée standard. Ensuite, les prin
ipales méthodes de rédu
-tion ave
 la formulation du problème mé
anique asso
ié sont données dans le 
ontexted'une étude paramétrique. Cela 
ompte la méthode de Dé
omposition Orthogonale auxvaleurs Propres (Proper Orthogonal De
omposition) (POD), la méthode de rédu
tiona priori A Priori Redu
tion (APR) et la méthode de Dé
omposition Généralisée auxvaleurs Propres (Proper Generalized De
omposition) (PGD).2.1 Méthode des éléments �nisLa Méthode des Éléments Finis (Finite Element Method) (FEM) est la méthodedétaillée standard pour la 
on
eption et le dimensionnement de stru
tures. Elle a faitl'objet de très nombreux travaux dont 
eux de Zienkiewi
z and al. [140℄. La FEM est uneméthode in
rémentale a priori basée sur une interpolation du 
hamp de dépla
ement uen 
onsidérant une dis
rétisation spatiale. L'utilisation de la méthode des éléments �nis,d'un s
héma d'intégration temporelle et d'un algorithme de Newton-Raphson permet de
onstruire un modèle numérique détaillé du problème.2.1.1 Méthode des Eléments Finis (FEM)Dans le 
adre d'une étude paramétrique menée à l'aide de 
al
uls séquentiels, la FEMest dé
rite en 
onsidérant une séparation en espa
e et en temps-paramètre.La FEM peut naturellement être vue 
omme une méthode d'approximation à variablesséparées qui exploite un maillage introduisant une dis
rétisation spatiale en Nx lo
a-lisations distin
tes. Ce maillage exploite don
 Nu degrés de liberté. Les 
omposantes
(qk)

Nu

k=1 représentent les dépla
ements nodaux évalués aux points matériels (xk)
Nu

k=1 re-liés au 
hamp de dépla
ement u par les fon
tions d'interpolation (Nk)
Nu

k=1. Le 
hamp de
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ement u s'é
rit de la façon suivante :
u(x,γ) ≈ uFEM(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP , (2.4a)

uFEM(x,γ) =

Nu
∑

k=1

Nk(x) qk(γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP . (2.4b)Les fon
tions d'interpolation sont des fon
tions d'espa
e et les dépla
ements nodaux sontdes fon
tions du temps et des paramètres.2.1.2 Formulation FEM-GalerkinOn introduit les espa
es fon
tionnels VFEM et UFEM relatifs à la base 
omplète FEMdé�nis par :
VFEM = span{Nk}

Nu

k=1, (2.5a)
UFEM = {u ∈ U , u− ud ∈ VFEM}. (2.5b)Suivant une strategie in
rémentale, le problème est formulé ave
 l'approximation FEM-Galerkin de la façon suivante :Problème 3 Trouver u(·,γ) ∈ UFEM pour tout γ ∈ IP tel que :

b (u,v) = l (v) , ∀v ∈ VFEM , (2.6)Ce problème est résolu de façon itérative à l'aide d'un s
héma de Newton-Raphson.En notation matri
ielle ave
 l'approximation FEM-Galerkin, une itération permet dedéterminer les in
réments des degrés de liberté δq qui équilibrent le résidu RFEM dansle système JFEM δq = −RFEM , où JFEM désigne la matri
e ja
obienne FEM selon :
RFEMi(γ) = l(N i) − b(u(·,γ),N i), (2.7a)

JFEM ij(γ) =
∂b

∂α
|
α=0

(u(·,γ) + αN j,N i) . (2.7b)2.2 Dé
omposition Orthogonale aux valeurs PropresLa Dé
omposition Orthogonale aux valeurs Propres (Proper Orthogonal De
omposi-tion) (POD) est également 
onnue sous le nom de dé
omposition de Karhunen-Loève[71, 93℄ ou analyse d'Hotelling [68℄. De plus, elle possède des liens très étroits ave
 laDé
omposition aux Valeurs Singulières (SVD) présentée en annexe A.La POD a été introduite en turbulen
e par Lumley [94℄ non pas 
omme un solveur mais
omme une méthode obje
tive permettant d'identi�er et d'extraire les stru
tures 
ohé-rentes d'un é
oulement. De la même façon qu'il existe deux appro
hes pour la SVD (An-nexe A), la POD 
lassique est introduite par Lumley [94℄ alors que la snapshot POD estintroduite par Sirovi
h [123℄. Au delà du domaine historique d'appli
ation lié à la turbu-len
e [123, 124, 125, 11, 19℄, la POD 
ouvre maintenant un vaste domaine d'utilisationsregroupant toutes sortes de dis
iplines. On la retrouve par exemple en mé
anique des�uides [17, 34, 15℄, dans des appli
ations au traitement d'images pour la 
ara
térisationde visages humains [126℄ ou dans le domaine médi
al [127, 103℄. Niroomandi et al. [103℄



2.2. DÉCOMPOSITION ORTHOGONALE AUX VALEURS PROPRES 9proposent une étude paramétrique en temps réel de la 
ornée humaine 
onsidérée 
ommehyper-élastique. On retrouve également la POD en mé
anique des matériaux [99, 56, 55℄.Ganapathysubramanian et al. [56℄ dé
rivent la texture 
ristalline de matériaux poly
ris-tallins à l'é
helle mi
ros
opique en utilisant des fon
tions de distribution des orientations
ristallines a�n de développer des te
hniques de 
ontr�le des propriétés mé
aniques ma-
ros
opiques. Monteiro and al. [99℄ utilisent la méthode R3M (Redu
ed Model Multis
aleMethod), une méthode multi-é
helle dont la résolution du problème à l'é
helle mi
ros
o-pique fait appel à la POD pour l'étude de la 
ondu
tion thermique et éle
trique fortementnon-linéaire dans les matériaux hétérogènes périodiques. En�n, la POD est présente enthermique [13℄, et plus ré
emment en 
ontr�le optimal [60, 61, 111, 16℄. Bergmann et al.[16℄ proposent de minimiser le 
oe�
ient de trainée moyen d'un 
y
lindre 
ir
ulaire enrégime laminaire en utilisant une pro
édure d'optimisation solli
itant un modèle réduit
onstruit à l'aide de la POD.Le point 
entral de toutes 
es appli
ations est l'extra
tion des 
ara
tères dominants d'unensemble d'observations, permettant d'a

éder ainsi à une rédu
tion du modèle dyna-mique. Les observations sont des données expérimentales ou numériques 
orrespondantà des 
hamps de données supposés 
onnus et dé
rits par des é
hantillons au 
hamp uà appro
her ou snapshots. Par ailleurs, rien n'oblige a priori que les 
ara
téristiquesphysiques du système ou les paramètres de 
ontr�le soient les mêmes pour toutes lesréalisations 
onnues.L'ensemble des snapshots est donné pour Ns é
hantillons 
orrespondant à des instantsvirtuels distin
ts (γi)
Ns

i=1 :
SIP = {ui(·)}

Ns

i=1 = {u(·,γi)}
Ns

i=1. (2.8)La POD a longtemps été 
onsidérée 
omme une méthode de rédu
tion a posteriori quipermet d'extraire des informations d'un ensemble de données observées. Cependant, ellepermet également de mener une analyse a priori en réalisant de façon préliminaire des
al
uls détaillés partiels ou des 
al
uls appro
hés lors d'une phase d'apprentissage oulearning phase. Le problème est alors reformulé en 
onsidérant l'approximation POD.La phase d'apprentissage durant laquelle les snapshots sont 
al
ulés s'e�e
tue de deuxfaçons distin
tes :� un 
al
ul préliminaire partiel est mené à l'aide d'un modèle détaillé sur un intervallede temps limité,� un 
al
ul préliminaire appro
hé est mené à l'aide d'un modèle détaillé sur l'inter-valle de temps 
omplet ave
 une dis
rétisation grossière.Cependant, la phase d'apprentissage ne garantit pas une bonne approximation POD :l'approximation POD est d'autant plus pré
ise que les modi�
ations du modèle restentdans la limite de validité des snapshots 
al
ulés durant la phase d'apprentissage.Les appli
ations de la POD peuvent suivre une stratégie o�ine/online. Dans 
e 
as,l'étude o�ine 
onsiste à déterminer de façon préliminaire l'ensemble des snapshots.L'étude online 
onsiste alors à une résolution du problème en utilisant les snapshots
al
ulés dans l'étude o�ine.



10 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE RÉDUCTION2.2.1 Méthode de Dé
omposition Orthogonale aux valeurs Propres(POD)Dans le 
adre d'une étude paramétrique menée à l'aide de 
al
uls séquentiels, la PODest dé
rite en 
onsidérant une séparation en espa
e et en temps-paramètre.La POD introduit à l'ordre Mu des fon
tions de forme (ψk)
Mu

k=1 reliées au 
hamp dedépla
ement u par les dépla
ements réduits (ak)
Mu

k=1. Le 
hamp de dépla
ement u s'é
ritdon
 de la façon suivante :
u(x,γ) ≈ uPOD(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP , (2.9a)

uPOD(x,γ) =

Mu
∑

k=1

ψk(x) ak(γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP . (2.9b)Les modes empiriques (ψk)
Mu

k=1 peuvent être dé
rits en utilisant les fon
tions de formesFEM (N i)
Nu

i=1 et la matri
e de rédu
tion A selon :
ψk(x) =

Nu
∑

i=1

N i(x) Aik, x ∈ Ω. (2.10)Les fon
tions de forme sont des fon
tions d'espa
e et les dépla
ements réduits sont desfon
tions du temps et des paramètres.L'objet de la POD est d'extraire des observations 
onsidérés 
omme aléatoires des stru
-tures 
ohérentes, 
'est à dire les fon
tions déterministes (ψk)
Mu

k=1 qui minimisent l'é
artau sens des moindres 
arrés entre la fon
tion u et sa représentation appro
hée à l'ordre
Mu. Ces fon
tions d'espa
e sont les stru
tures 
ohérentes ou fon
tions dominantes destransformations dé
rites dans l'ensembles des snapshots. Selon les domaines, elles sontdésignées sous les termes de fon
tions de forme dans le 
adre des méthodes d'approxi-mation, modes empiriques dans le 
adre de la rédu
tion de modèle ou bien 
hamps detransformation dans le 
adre de l'homogénéisation périodique.L'optimalité de la POD d'un point de vue énergétique a été étudiée par Holmes et al.[67℄. Par 
onséquent, quelque soit l'ordre du modèle Mu, la proje
tion du 
hamp u sur lesous espa
e VMu

POD engendré par les Mu premiers modes empiriques d'une POD 
ontienten moyenne la plus grande quantité d'énergie 
inétique possible. Comme la base réduitePOD est optimale au sens de l'énergie, seul un petit nombre de modes est né
essairepour dé
rire le 
hamp u ave
 une bonne pré
ision.Méthode POD 
lassique L'objet de la POD est d'extraire 
omme stru
tures 
ohé-rentes les fon
tions (ψk)
Mu

k=1 les mieux 
orrélées en moyenne aux réalisations, 
'est à direqui possède au sens des moindres 
arrés la plus grande proje
tion sur les observations(2.3).Comme on 
her
he à tester le parallélisme des fon
tions (ψk)
Mu

k=1 ave
 les observations,la dépendan
e de l'amplitude des fon
tions (ψk)
Mu

k=1 doit être supprimée. Une manièrede le faire est de normer l'amplitude des fon
tions (ψk)
Mu

k=1.Le problème est don
 de trouver les fon
tions (ψk)
Mu

k=1 qui maximisent la quantité λ(ψk)
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Fig. 2.3: Constru
tion des modes empiriques les mieux 
orrélées en moyenne aux réali-sationsdé�nie par :
λ(ψk) =

∫

IP

(u(·,γ),ψk)
2
Ω dγ

(ψk,ψk)Ω
. (2.11)Il s'agit don
 de résoudre le problème de maximisation :

max
φ∈L2(Ω)

λ(φ) = λ(ψk). (2.12)Ce problème d'optimisation est équivalent à un problème aux valeurs propres dont lessolutions sont les fon
tions (ψk)
Mu

k=1.On introduit l'opérateur R dé�ni sur L2(Ω) par :
Rφ(x) =

∫

Ω
R(x,x′) · φ(x) dx′, x ∈ Ω, (2.13)où R donne le tenseur des 
orrélations spatiales entre deux points :

R(x,x′) =
1

IP

∫

IP

u(x,γ) ⊗ u(x′,γ) dγ, x ∈ Ω, x′ ∈ Ω. (2.14)Dans 
e 
as, on obtient :
(Rφ,φ)Ω ≥ 0, φ ∈ L2(Ω), (2.15a)

(Rφ, ξ)Ω = (Rξ,φ)Ω, (φ, ξ) ∈ L2(Ω)2. (2.15b)On en déduit alors que R est un opérateur linéaire, auto-adjoint et positif sur L2(Ω). Par
onséquent, la théorie spe
trale s'applique et garantit que le problème d'optimisation estéquivalent au problème aux valeurs propres :
Rφ = λφ. (2.16)



12 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE RÉDUCTIONCe problème admet une in�nité dénombrable de solutions (ψk)
∞
k=1 asso
iées aux valeurspropres (λk)

∞
k=1 :

∫

Ω
R(x,x′) ·ψk(x) dx′ = λkψk(x), x ∈ Ω. (2.17)Comme les valeurs propres sont rangées selon :

λ1 ≥ ... ≥ λk ≥ ... ≥ 0, (2.18)elles sont tronquées à l'ordre Mu à l'aide du paramètre de tron
ature εPOD selon :
λk ≥ εPOD λ1, k ∈ {1, ...,Mu}. (2.19)A l'ordre Mu, les fon
tions de forme (ψk)

Mu

k=1 sont les Mu premiers ve
teurs propres dutenseur des 
orrélations spatiales R.Une forme dis
rétisée du problème aux valeurs propres peut être obtenu. En dis
rétisantle problème à l'aide de la FEM, R devient la matri
e des 
orrélations spatiales. Dans
e 
as, la dimension du problème aux valeurs propres est égale au nombre de degré deliberté Nu. Le problème aux valeurs propres dis
rétisé s'é
rit :
Nu
∑

j=1

Rij ψjk = λk ψik, (2.20a)
Rij = R(xi,xj) =

1

IP

Ns
∑

l=1

u(xi,γ l) · u(xj ,γ l), (2.20b)
ψik = ψk(xi). (2.20
)Méthode snapshot POD La méthode des snapshots 
onsiste à é
rire les fon
tions

(ψk)
Mu

k=1 de la manière suivante :
ψk(x) =

Ns
∑

i=1

bk(γi) ui(x), x ∈ Ω. (2.21)Dans 
e 
as, le problème d'optimisation est équivalent à un problème aux valeurs propres.Ce problème admet Ns solutions (ψk)
Ns

k=1 asso
iées aux valeurs propres (λk)
Ns

k=1 :
∫

IP

C(γ,γ ′) bk(γ
′) dγ′ = λk bk(γ), γ ∈ IP , (2.22a)

C(γ,γ′) =
1

Ω

∫

Ω
u(x,γ) ⊗ u(x,γ′) dx, γ ∈ IP , γ

′ ∈ IP , (2.22b)où C donne le tenseur des 
orrélations temporelles entre deux instants.Comme les valeurs propres sont rangées, elles sont tronquées à l'ordre Mu à l'aide duparamètre de tron
ature εPOD tout 
omme dans la méthode POD 
lassique. A l'ordre
Mu, les fon
tions de forme (ψk)

Mu

k=1 sont lesMu premiers ve
teurs propres du tenseur des
orrélations spatiales C.En dis
rétisant le problème à l'aide de la FEM, C devient la matri
e des 
orrélationstemporelles. Dans 
e 
as, la dimension du problème aux valeurs propres est égale au
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hantillons. Généralement, 
e nombre est bien plus petit que le nombre dedegré de liberté Nu 
e qui explique pourquoi la snapshot POD est moins 
omplexe nu-mériquement à mettre en oeuvre que la POD. Le problème aux valeurs propres dis
rétisés'é
rit :
Ns
∑

j=1

Cij bjk = λk bik, (2.23a)
Cij = C(γi,γj) =

1

Ω

Nu
∑

l=1

u(xl,γi) · u(xl,γj), (2.23b)
bik = bk(γi). (2.23
)Une remarque très importante est mise en avant dès maintenant quant à la représentationsyn
hrone sur Ω du 
hamp u. Considérant que le domaine Ω est 
omposé de deux sousdomaines Ω1 et Ω2, 
e point est illustré de façon simple à l'aide d'un 
hamp u dontsa restri
tion u|Ω2 sur le sous-domaine Ω2 est parfaitement retardé par rapport à sarestri
tion u|Ω1 sur le sous-domaine Ω1. En e�et, si le 
hamp u|Ω1 est dé
rit à l'aide de

Ns é
hantillons, alors il faut 2 Ns é
hantillons pour dé
rire le 
hamp u sur le domaine
omplet Ω dès que le retard est tel que les restri
tions u|Ω1 et u|Ω2 sont dé
orrélées entemps dans le sens où ∫
I
u(x1, t) · u(x2, t) dt = 0, ∀x1 ∈ Ω1, ∀x2 ∈ Ω2. Il parait alorsévident qu'une représentation syn
hrone sur Ω du 
hamp u peut être maladroite lorsqueles transformations signi�
atives sont désyn
hronisées sur les sous-domaines2.2.2 Formulation POD-GalerkinOn introduit les espa
es fon
tionnels VMu

POD et UMu

POD relatifs à la base réduite PODdé�nis par :
VMu

POD = span{ψk}
Mu

k=1, (2.24a)
UMu

POD = {u ∈ U , u− ud ∈ VMu

POD}. (2.24b)Suivant une strategie in
rémentale, le problème est formulé ave
 l'approximation POD-Galerkin de la façon suivante :Problème 4 Trouver u(·,γ) ∈ UMu

POD pour tout γ ∈ IP tel que :
b (u,v) = l (v) , ∀v ∈ VMu

POD. (2.25)Ce problème est résolu de façon itérative à l'aide d'un s
héma de Newton-Raphson.En notation matri
ielle ave
 l'approximation POD-Galerkin, une itération permet dedéterminer les in
réments de dépla
ements réduits δa qui équilibrent le résidu RPODdans le système JPOD δa = −RPOD, où JPOD désigne la matri
e ja
obienne PODdéduite de la matri
e ja
obienne FEM selon :
RPOD = AT ·RFEM , (2.26a)

JPOD = AT · JFEM ·A. (2.26b)



14 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE RÉDUCTIONL'utilisation de la formulation POD-Galerkin pour l'assemblage de la matri
e de rigiditétangente et du résidu en base réduite 
onduit respe
tivement à une 
omplexité numé-rique de l'ordre de 2M2
uNu + 2ωMuNu (terme de gau
he) et 2MuNu (terme de droite),où ω est la largeur de bande de la matri
e ja
obienne FEM.Par 
onséquent, il subsiste pour la 
omplexité numérique évaluée dans le 
as de la for-mulation POD-Galerkin une dépendan
e à la dimension Nu de l'espa
e des fon
tionsd'interpolation liées à la dis
rétisation FEM.2.2.3 Algorithme PODL'algorithme POD selon la formulation POD-Galerkin est donné par l'algorithme 1.Algorithme 1 Algorithme POD non adaptatifCal
uler les é
hantillons ou snapshotsAppliquer la POD sur la matri
e des snapshots a�n de trouver la base réduite (ψk)

Mu

k=1pour i = 1 → Nt faireCal
uler uPOD(·,γi) =

Mu
∑

k=1

ψk(·) ak(γi) (Problème 4)�n pourDans 
et algorithme, la base réduite déduite des snapshots est �gée. Le 
hoix des snap-shots est don
 un point essentiel lors d'utilisations ultérieures 
ar la base réduite n'estpas 
apable de représenter des évolutions dont l'information n'est pas présente parmi lessnapshots.Un moyen de véri�er la validité des snapshots 
hoisis 
onsiste à 
onsidérer l'indi
ateurd'erreur ηu POD. Il permet d'évaluer la pré
ision de la méthode POD en véri�ant laqualité de l'équilibre sur Ω selon :
ηu POD(γ) = ‖RFEM(γ)‖Ω, γ ∈ IP . (2.27)Si ηu POD(γ) > εu ‖RFEM |uPOD=0(γ)‖Ω alors la prévision POD n'est pas satisfaisanteà l'in
rément γ ∈ IP .De nombreuse méthodes de POD adaptatives ont fait l'objet de travaux a�n de 
orrigerl'estimation POD selon un estimateur d'erreur a priori [115, 117, 131℄. Ry
kelyn
k [115℄propose d'enri
hir la base réduite à l'aide de sous-espa
e de Krylov tandis que Verdon etal. [131℄ utilisent la méthode APR dé
rite dans la se
tion suivante. L'algorithme PODadaptatif selon la formulation POD-Galerkin est donné par l'algorithme 2.2.3 Méthode A Priori Redu
tion (APR)La méthode A Priori Redu
tion (APR) est une méthode de rédu
tion extraite de laméthode APHR [116, 131℄. La méthode APR est une POD in
rémentale a priori 
ar ellene né
essite au
une donnée initiale pour mener une simulation.En suivant une démar
he a priori, la base réduite asso
iée au 
hamp de dépla
ement u àappro
her est estimée en 
ours de simulation. En e�et, un avantage de la méthode APRest sa 
apa
ité à 
orriger et adapter le ROM en fon
tion de la qualité de la prévision



2.3. MÉTHODE A PRIORI REDUCTION (APR) 15Algorithme 2 Algorithme POD adaptatifCal
uler les é
hantillons ou snapshotsAppliquer la POD sur la matri
e des snapshots a�n de trouver la base réduite (ψk)
Mu

k=1pour i = 1 → Nt faireCal
uler uPOD(·,γi) =

Mu
∑

k=1

ψk(·) ak(γi) (Problème 4)Véri�er la 
onvergen
e de uPOD(·,γi) en 
al
ulant un indi
ateur d'erreursi ηu POD(γ) > εu ‖RFEM |uPOD=0(γi)‖Ω alorsAméliorer la prévision PODEnri
hir la base réduite et in
rémenter l'ordre du modèle�n si�n pourPOD qu'il fournit. Toutefois la méthode APR peut également exploiter des snapshots ouune base réduite issues de simulations pré
édentes en suivant une démar
he a posteriori.Dans le 
as d'une stratégie adaptative, le ROM est évolutif : la méthode APR fournitune estimation réduite POD du 
hamp de dépla
ement u éventuellement 
orrigée par un
al
ul FEM. Plus pré
isemment, si à la �n d'un in
rément, la pré
ision de la prévisionPOD est insu�sante, l'état mé
anique 
orrigé par la FEM est utilisé pour enri
hir labase réduite asso
iée au 
hamp de dépla
ement u d'un mode empirique.2.3.1 Des
ription de la représentation multi-niveauxLa méthode APR adaptative fournit une estimation en sommant si besoin une 
or-re
tion FEM à la prévision du ROM. Les dépla
ements réduits issus de la POD étantglobaux et les dépla
ements nodaux FEM étant lo
aux, l'approximation proposée estmulti-niveaux selon :
u(x,γ) ≈ uAPR(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP , (2.28a)

uAPR(x,γ) = u
(n)
POD(x,γ) + δuFEM(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP . (2.28b)Un point important de la méthode APR est le 
ara
tère évolutif des modes empiriques.Par 
onséquent, 
es modes empiriques 
ara
téristiques de la transformation sont modi�ésdurant le traitement in
rémental du problème mé
anique et l'exposant �

(n) est introduitpour donner la version du ROM.2.3.2 Pévision réduite PODLa méthode APR introduit à l'ordre M (n)
u des fon
tions de forme (ψ(n)

k

)M
(n)
u

k=1
reliéesau 
hamp de dépla
ement u par les dépla
ements réduits (a(n)

k

)M
(n)
u

k=1
. Le 
hamp de
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ement u s'é
rit don
 de la façon suivante :
u(x,γ) ≈ uAPR(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP , (2.29a)

uAPR(x,γ) =

M
(n)
u
∑

k=1

ψ
(n)
k (x) a

(n)
k (γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP . (2.29b)Les modes empiriques (ψ(n)

k

)M
(n)
u

k=1
peuvent être dé
rits en utilisant les fon
tions de formesFEM (N i)

Nu

i=1 et la matri
e de rédu
tion A(n) selon :
ψ

(n)
k (x) =

Nu
∑

i=1

N i(x) A
(n)
ik , x ∈ Ω. (2.30)La prévision réduite POD est déterminée à l'aide de la formulation POD-Galerkin. Onintroduit les espa
es fon
tionnels V

(n)
POD et U

(n)
POD relatifs à la base réduite asso
iée au
hamp de dépla
ement u dé�nis par :

V
(n)
POD = span

{

ψ̃
(n)
k

}M
(n)
u

k=1
, (2.31a)

U
(n)
POD = {u ∈ U , u− ud ∈ V

(n)
POD}. (2.31b)Suivant une stratégie in
rémentale, le problème est formulé ave
 l'approximation POD-Galerkin à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP de la façon suivante :Problème 5 Trouver u(n)

POD(·,γ) ∈ U
(n)
POD tel que :

b
(

u
(n)
POD,v

)

= l (v) , ∀v ∈ V
(n)
POD. (2.32)Ce problème est résolu de façon itérative à l'aide d'un s
héma de Newton-Raphson.En notation matri
ielle ave
 l'approximation POD-Galerkin, une itération permet dedéterminer les in
réments de dépla
ements réduits δa(n) qui équilibrent le résidu R(n)

APRdans le système J (n)
APR δa(n) = −R

(n)
APR, où J (n)

APR désigne la matri
e ja
obienne APRdéduite de la matri
e ja
obienne FEM selon :
R

(n)
APR = A(n)T ·RFEM , (2.33a)

J
(n)
APR = A(n)T · JFEM ·A(n). (2.33b)L'utilisation de la formulation POD-Galerkin pour l'assemblage de la matri
e de rigiditétangente et du résidu en base réduite 
onduit respe
tivement à une 
omplexité numériquede l'ordre de 2M

(n)
u

2
Nu + 2ωM

(n)
u Nu (terme de gau
he) et 2M

(n)
u Nu (terme de droite),où ω est la largeur de bande de la matri
e ja
obienne FEM.Par 
onséquent, 
omme dans le 
as de la méthode POD, il subsiste pour la 
omplexiténumérique évaluée dans le 
as de la formulation POD-Galerkin une dépendan
e à ladimension de l'espa
e des fon
tions d'interpolation liées à la dis
rétisation FEM.



2.3. MÉTHODE A PRIORI REDUCTION (APR) 172.3.3 Pro
édé de 
orre
tion-enri
hissementCorre
tion FEM Après une prévision POD, l'indi
ateur d'erreur ηu APR est 
al
ulé.Il permet de véri�er la qualité de l'équilibre réduit sur Ω en évaluant la norme du résidu
RAPR à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP selon :

ηu APR(γ) = ‖RFEM(γ)‖Ω. (2.34)Si ηu APR(γ) ≤ εu ‖RFEM |
u

(n)
POD

=0
(γ)‖Ω, alors la prévision du ROM est satisfaisante àl'in
rément 
ourant γ ∈ IP . Sinon, une 
orre
tion FEM δuFEM est 
al
ulée. Le para-mètres εu donne la toléran
e d'erreur lors de la résolution de l'équilibre réduit.Si une 
orre
tion FEM est exigée, suivant une stratégie in
rémentale, le problème estformulé ave
 l'approximation FEM-Galerkin à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP de la façonsuivante :Problème 6 Trouver uAPR(·,γ) ∈ UFEM tel que :

b (uAPR,v) = l (v) , ∀v ∈ VFEM . (2.35)Enri
hissement Lorsqu'une 
orre
tion FEM est 
al
ulée à un in
rément, l'état mé-
anique du système peut être pris en 
ompte pour enri
hir l'espa
e généré par les basesréduites du ROM en utilisant la 
orre
tion FEM δuFEM .La première étape est de 
al
uler le résidu δu⊥
FEM de la proje
tion orthogonale de δuFEMsur V(n)

ROM dé�ni à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP par :
δu⊥

FEM(x,γ) = δuFEM(x,γ) − δûFEM(x,γ), x ∈ Ω, (2.36a)
δûFEM(x,γ) =

M
(n)
u
∑

k=1

ψ
(n)
k (x) δa

(n)
k (γ), x ∈ Ω, (2.36b)

δa(n)(γ) = argminδa∗

∥

∥

∥

∥

∥

∥

δuFEM(x,γ) −

M
(n)
u
∑

k=1

ψ
(n)
k (x) δa∗k

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

Ω

. (2.36
)La se
onde étape est d'enri
hir l'espa
e généré par les bases réduites en 
onsidérant unmode empirique supplémentaire et des dépla
ements réduits additionnels.La base réduite (ψ(n+ 1
2)

k

)M
(n)
u +1

k=1

et les dépla
ements réduits (a(n+ 1
2)

k

)M
(n)
u +1

k=1

asso
iéssont dé�nies par :
ψ

(n+ 1
2)

k (x) = ψ
(n)
k (x), k ∈

{

1, ...,M (n)
u

}

, x ∈ Ω, (2.37a)
ψ

(n+ 1
2)

M
(n)
u +1

(x) =
δu⊥

FEM(x)
∥

∥δu⊥
FEM(x)

∥

∥

Ω

, x ∈ Ω. (2.37b)
a
(n+ 1

2)
k (τ ) = a

(n)
k (τ ), k ∈

{

1, ...,M (n)
u

}

, τ ∈]0,γ], (2.38a)
a
(n+ 1

2)
M

(n)
u +1

(τ ) = 0, τ ∈]0,γ[, (2.38b)
a
(n+ 1

2)
M

(n)
u +1

(γ) =
∥

∥

∥δu⊥
FEM(x)

∥

∥

∥

Ω
, (2.38
)



18 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE RÉDUCTIONoù Iγ =]0,γ] est l'absisse 
urviligne par
ourue jusqu'à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP .La troisième et dernière étape est de 
ontr�ler la taille des bases réduites grâ
e à lasnapshot POD en é
rivant la matri
e des 
orrélations temporelles.La matri
e des 
orrélations temporelles C(n+ 1
2) asso
iée au 
hamp de dépla
ement estsymétrique, positive, de taille M (n)

u + 1 et s'é
rit :
C

(n+ 1
2)

ij = C0
ij +

(

a
(n+ 1

2)
i , a

(n+ 1
2)

j

)

Iγ

, (2.39a)
M

(n)
u +1
∑

i=1

Cij v
(k)
j = λkv

(k)
i . (2.39b)où la matri
e C0 est une matri
e de 
orrélation provenant d'un 
al
ul pré
édent, et où

(

v(k)
)M

(n)
u +1

k=1
et (λk)

M
(n)
u +1

k=1 sont les ve
teurs propres et les valeurs propres asso
iées dela matri
e C(n+ 1
2).La base réduite (ψ(n+1)

j

)M
(n+1)
u

j=1
et les dépla
ements réduits (a(n+1)

j

)M
(n+1)
u

j=1
sont mises àjour selon :

ψ
(n+1)
j (x) =

M
(n)
u +1
∑

k=1

ψ
(n+ 1

2)
k (x) v

(j)
k , x ∈ Ω, (2.40a)

a
(n+1)
j (τ ) =

M
(n)
u +1
∑

k=1

a
(n+ 1

2)
k (τ ) v

(j)
k , τ ∈]0,γ]. (2.40b)2.3.4 Algorithme in
rémentalSelon une appro
he in
rémentale, l'algorithme APR est donné par l'algorithme 3. Cetalgorithme est implémenté dans le 
ode de 
al
ul Z-set.2.4 Dé
omposition Généralisée aux valeurs PropresLa Dé
omposition Généralisée aux valeurs Propres (Proper Generalized De
omposi-tion) (PGD) est une méthode de rédu
tion de modèle non in
rémentale basée sur uneséparation des variables et une appro
he de résolution spe
trale sous une hypothèse deséparabilité des 
hamps impliqués [30, 104, 3, 85℄. L'e�
a
ité de la PGD né
essite laséparabilité de toutes les équations impliquées dans le modèle 
e qui n'est pas toujoursgaranti dans le 
as des problèmes fortement non-linéaires. L'approximation PGD ne né-
essite au
une 
onnaissan
e de la solution et n'exploite au
une propriété d'orthogonalité.C'est une méthode de rédu
tion a priori non in
rémentale qui suit une stratégie itérativeau 
ours de laquelle sont résolus des pseudo-problèmes aux valeurs propres. Fal
o et al.[48℄ applique la PGD à des problèmes elliptiques alors que Bonithon et al. [23℄ l'utilisepour des problèmes paraboliques. Elle peut également être 
ouplée à la FEM 
omme lemontrent Ammar et al. [4℄.Développée initialement dans la méthode LArge Time IN
rement (LATIN) présentée



2.4. DÉCOMPOSITION GÉNÉRALISÉE AUX VALEURS PROPRES 19Algorithme 3 Algorithme APR adaptatifCharger l'éventuelle base réduite (ψ(n)
k

)M
(n)
u

k=1pour i = 1 → Nt faireCal
uler la prévision réduite POD a�n de déterminer le 
hamp de dépla
ement
u

(n)
POD(·,γi) sur Ω selon la formulation POD-Galerkin ave
 la base réduite (ψ(n)

k

)M
(n)
u

k=1Cal
uler l'indi
ateur d'erreur ηu APR(γi) a�n de véri�er la qualité de l'équilibreréduit sur Ωsi ηu APR(γi) ≤ εu ‖RFEM |
u

(n)
POD

=0
(γ)‖Ω alorsE
rire uAPR(·,γ i) = u

(n)
POD(·,γ i)sinonCal
uler la 
orre
tion FEM a�n de déterminer la 
orre
tion δuFEM(·,γi) àapporter au 
hamp de dépla
ement sur Ω selon la formulation FEM-Galerkin ave
 labase réduite (ψ(n)

k

)M
(n)
u

k=1E
rire uAPR(·,γ i) = u
(n)
POD(·,γ i) + δuFEM(·,γ i)Enri
hir V(n)

POD et mettre à jour la base réduite (ψ(n+1)
k

)M
(n+1)
u

k=1�n si�n pouren annexe B et alors dénommée approximation en 
hargement radial (Radial LoadingDe
omposition) (RLD) [78℄ ou bien approximation radiale en temps et espa
e (radialtime-spa
e approximation), la PGD [30℄ peut être vue 
omme une extension de la POD.La RLD a été le point 
lé de la méthode LATIN dans la résolution de problèmes non-linéaires dépendant du temps en mé
anique des stru
tures [78, 79, 81℄. Elle a égalementété étendue pour la résolution de problèmes sto
hastiques par Nouy et al. sous le nomde Dé
omposition Spe
trale Généralisée (Generalized Spe
tral De
omposition) [105℄.Dans le 
adre d'une étude paramétrique menée à l'aide d'un 
al
ul simultané, la sépara-tion de variables peut faire intervenir de nombreux paramètres. La PGD est alors dé
ritesuivant une appro
he multidimensionnelle en 
onsidérant une séparation en espa
e et entemps et en paramètre. Dans 
e 
as, la 
omplexité du modèle PGD 
roit linéairementave
 sa dimension plutot qu'exponentiellement pour un modèle standard 
e qui permetd'éviter la fameuse malédi
tion de la dimensionnalité (
urse of dimensionality). Ce pointfait de la PGD une méthode parti
ulièrement adaptée pour la résolution de problèmesde dimension élevée (problèmes multidimensionnels [5, 110, 31℄, problèmes multiphy-siques, homogénéisation [87, 30, 100℄, problèmes inverses,... ). Prulière et al. [110℄ adopteune appro
he multidimensionnelle pour la résolution paramétrique de l'équation de la
haleur. Chinesta et al. [31℄ utilise la même appro
he pour la résolution de l'équationde Fokker-Plan
k et l'équation de S
hrödinger. La PGD est également une méthode sé-duisante pour l'analyse de problèmes multiphysiques 
ar la résolution non in
rémentalepermet de 
onsidérer des phénomènes dont les temps 
ara
téristiques sont très di�érents
omme le montrent Beringhier et al. [18℄. Plus ré
emment, la PGD est 
ouplée ave
 laMéthode Asymptotique Numérique (Asymptoti
 Numeri
al Method) (ANM) par Leygue



20 CHAPITRE 2. MÉTHODES DE RÉDUCTIONet al. [88℄.Les exemples d'appli
ation de la PGD à la résolution de problème de dimension éle-vée exploite souvent une stratégie o�ine/online. Dans 
e 
as, l'étude o�ine 
onsiste àrésoudre le problème à l'aide de la PGD en espa
e, en temps et en paramètre, 
'est àdire que les paramètres du problème sont in
lus parmi les variables lors de la résolution.L'étude online 
onsiste alors à une simple paramétrisation qui permet généralement un
al
ul en temps réel.Bien que la PGD soit une méthode e�
a
e dans de nombreux 
as où la dimension duproblème est très élevée, peu de travaux fournissent un estimateur d'erreur robuste pourévaluer a priori la qualité d'une solution appro
hée [80℄.La PGD 
ouvre un vaste domaine d'appli
ation regroupant de nombreuses dis
iplines.On la retrouve en mé
anique des �uide [36, 37, 32℄, en mé
anique des matériaux [58, 20℄,et dans de nombreux autres domaines.2.4.1 Méthode de Dé
omposition Généralisée aux valeurs Propres (PGD)La Dé
omposition Généralisée aux valeurs Propres introduit à l'ordre Mu des fon
-tions d'espa
e (ψm)Mu
m=1, des fon
tions du temps (λm)Mu

m=1 et des fon
tions des paramètres
(κm)Mu

m=1. Le 
hamp de dépla
ement u s'é
rit don
 de la façon suivante :
u(x, t,p) ≈ uPGD(x, t,p), x ∈ Ω, t ∈ I, p ∈ P, (2.41a)

uPGD(x, t,p) =

Mu
∑

m=1

ψm(x) λm(t) κm(p), x ∈ Ω, t ∈ I, p ∈ P. (2.41b)La représentation à variables séparées 
onsidérée n'est pas la seule envisageable. Lorsquele domaine Ω présente des symétries, il peut s'avérer judi
ieux de dé
omposer les fon
tionsd'espa
e en produits de fon
tions à une dimension.2.4.2 Formulation PGD-GalerkinOn introduit les espa
es fon
tionnels VMu

PGD, UMu

PGD, T Mu

PGD et KMu

PGD relatifs à la baseréduite PGD dé�nis par :
VMu

PGD = span{ψm}Mu

m=1, (2.42a)
UMu

PGD = {u ∈ U , u− ud ∈ VMu

PGD}, (2.42b)
T Mu

PGD = span{λm}Mu

m=1, (2.42
)
KMu

PGD = span{κm}Mu

m=1, (2.42d)
VMu

PGD ⊗ T ⊗ KMu

PGD = L2(L2(KMu

PGD,V
Mu

PGD),I), (2.42e)
UMu

PGD ⊗ T ⊗ KMu

PGD = L2(L2(KMu

PGD,U
Mu

PGD),I), (2.42f)
V ⊗ T Mu

PGD ⊗KMu

PGD = L2(L2(KMu

PGD,T
Mu

PGD),V), (2.42g)
U ⊗ T Mu

PGD ⊗KMu

PGD = L2(L2(KMu

PGD,T
Mu

PGD),U), (2.42h)
VMu

PGD ⊗ T Mu

PGD ⊗K = L2(K,L2(T Mu

PGD,V
Mu

PGD)), (2.42i)
UMu

PGD ⊗ T Mu

PGD ⊗K = L2(K,L2(T Mu

PGD,U
Mu

PGD)), (2.42j)



2.4. DÉCOMPOSITION GÉNÉRALISÉE AUX VALEURS PROPRES 21Ave
 l'approximation PGD-Galerkin en espa
e et en paramètre et suivant une strategienon in
rémentale, le problème est formulé de la façon suivante :Sous-problème 1 Trouver u ∈ UMu

PGD ⊗ T ⊗KMu

PGD tel que :
B (u,v) = L (v) , ∀v ∈ VMu

PGD ⊗ T ⊗ KMu

PGD. (2.43)Ce problème aboutit à la 
onstru
tion des fon
tions (λm)Mu

m=1 = T
(

(ψm)Mu

m=1, (κm)Mu

m=1

)en résolvant un système d'equations di�érentielles en temps.Ave
 l'approximation PGD-Galerkin en temps et en paramètre et suivant une strategienon in
rémentale, le problème est formulé de la façon suivante :Sous-problème 2 Trouver u ∈ U ⊗ T Mu

PGD ⊗KMu

PGD tel que :
B (u,v) = L (v) , ∀v ∈ V ⊗ T Mu

PGD ⊗KMu

PGD. (2.44)Ce problème aboutit à la 
onstru
tion des fon
tions (ψm)Mu
m=1 = S

(

(λm)Mu
m=1, (κm)Mu

m=1

)en résolvant un système d'équations di�érentielles en espa
e.Ave
 l'approximation PGD-Galerkin en espa
e et en temps et suivant une strategie nonin
rémentale, le problème est formulé de la façon suivante :Sous-problème 3 Trouver u ∈ UMu

PGD ⊗ T Mu

PGD ⊗K tel que :
B (u,v) = L (v) , ∀v ∈ VMu

PGD ⊗ T Mu

PGD ⊗K. (2.45)Ce problème aboutit à la 
onstru
tion des fon
tions (κm)Mu

m=1 = P
(

(ψm)Mu

m=1, (λm)Mu

m=1

)en résolvant un système d'équations di�érentielles en paramètre.L'algorithme PGD selon la formulation PGD-Galerkin est donné par l'algorithme 4En pratique, 
ette appro
he n'est pas utilisée pour des appli
ations à de grandes é
hellesen raison du 
out numérique asso
ié à la résolution des systèmes d'équations di�érentiellesen espa
e et en paramètre. Toutefois, la dé
omposition obtenue est une dé
ompositionoptimale 
ar le résidu est othogonal aux sous espa
es VMu

PGD, T Mu

PGD et KMu

PGD.2.4.3 Formulation PGD-Galerkin progressiveEn supposant qu'une représentation à variables séparées est 
onnue à l'ordrem−1, unnouveau triplet (ψ, λ,κ) ∈ V ×T ×K doit véri�er la 
ondition d'admissibilité suivante :
B (uPGD m−1 +ψλκ,ψλ∗κ+ψ∗λκ+ψλκ∗) =

L (ψλ∗κ+ψ∗λκ+ψλκ∗) , ∀λ∗ ∈ T , ∀ψ∗ ∈ V, ∀κ∗ ∈ K.
(2.46)On dé�nit alors les appli
ations suivantes :
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Algorithme 4 Algorithme PGDpour m = 1 →Mu faireDé�nir et normaliser (ψ(0)
i

)m

i=1Dé�nir (λ(0)
i

)m

i=1pour k = 1 → kmax faireCal
uler (κ(k)
i

)m

i=1
= P

((

ψ
(k−1)
i

)m

i=1
,
(

λ
(k−1)
i

)m

i=1

) (Sous-problème 3)Normaliser (κ(k)
i

)m

i=1Cal
uler (ψ(k)
i

)m

i=1
= S

((

λ
(k−1)
i

)m

i=1
,
(

κ
(k)
i

)m

i=1

) (Sous-problème 2)Normaliser (ψ(k)
i

)m

i=1Cal
uler (λ(k)
i

)m

i=1
= T

((

ψ
(k)
i

)m

i=1
,
(

κ
(k)
i

)m

i=1

) (Sous-problème 1)Véri�er la 
onvergen
e de (κ(k)
i

)m

i=1
, (ψ(k)

i

)m

i=1
et (λ(k)

i

)m

i=1�n pourE
rire (κi)
m
i=1 =

(

κ
(k)
i

)m

i=1E
rire (ψi)
m
i=1 =

(

ψ
(k)
i

)m

i=1E
rire (λi)
m
i=1 =

(

λ
(k)
i

)m

i=1E
rire uPGD m =
m
∑

i=1

ψm λm κmVéri�er la 
onvergen
e de uPGD m�n pour



2.4. DÉCOMPOSITION GÉNÉRALISÉE AUX VALEURS PROPRES 23� Sm : K × T → V est l'appli
ation qui permet la re
her
he d'une fon
tion d'espa
een �geant les fon
tions du temps et des paramètres :
B (uPGD m−1 +ψλκ,ψ∗λκ) = L (ψ∗λκ) , ∀ψ∗ ∈ V. (2.47)C'est un problème indépendant du temps et des paramètres.� Tm : K×V → T est l'appli
ation qui permet la re
her
he d'une fon
tion du tempsen �geant les fon
tions d'espa
e et des paramètres :
B (uPGD m−1 +ψλκ,ψλ∗κ) = L (ψλ∗κ) , ∀λ∗ ∈ T . (2.48)C'est un problème s
alaire du temps.� Pm : T × V → K est l'appli
ation qui permet la re
her
he d'une fon
tion desparamètres en �geant les fon
tions du temps et d'espa
e :
B (uPGD m−1 +ψλκ,ψλκ∗) = L (ψλκ∗) , ∀κ∗ ∈ K. (2.49)C'est un problème indépendant de l'espa
e et du temps.Le triplet (ψ, λ,κ) véri�e la 
ondition d'admissibilité si ψ = Sm(λ,κ), λ = Tm(ψ,κ) et

κ = Pm(ψ, λ).La formulation PGD-Galerkin progressive peut être interprétée en termes de pseudo-problèmes aux valeurs popres 
ar les fon
tions ψ, λ et κ sont respe
tivement les fon
-tions propres dominantes des appli
ations Fm = Sm ◦ Pm ◦ Tm, Gm = Tm ◦ Sm ◦ Pm et
Hm = Pm ◦ Tm ◦ Sm [104℄. Les algorithmes dédiés aux problèmes aux valeurs proprespeuvent alors être utilisés pour 
onstruire la représentation à variables séparées 
ommele power iteration algorithm.L'algorithme PGD itératif selon la formulation PGD-Galerkin progressive est donné parl'algorithme 5.Les fon
tions d'espa
e (ψm)Mu

m=1 peuvent être orthogonalisées en utilisant le pro
édé deGram-S
hmidt par exemple. Ce traitement améliore généralement les résultats et dimi-nue la pollution numérique en 
as de mauvais 
onditionnement notemment. Ensuite, il
onvient de noter que la formulation PGD-Galerkin progressive ne mène généralement pasà une dé
omposition optimale de um obtenue à l'aide de la formulation PGD-Galerkin.
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Algorithme 5 Algorithme PGD progressifpour m = 1 →Mu faireDé�nir et normaliser ψ(0)Dé�nir λ(0)pour k = 1 → kmax faireCal
uler κ(k) = Pm

(

ψ(k−1), λ(k−1)
)Normaliser κ(k)Cal
uler ψ(k) = Sm

(

λ(k−1),κ(k)
)Normaliser ψ(k)Cal
uler λ(k) = Tm

(

ψ(k),κ(k)
)Véri�er la 
onvergen
e de ψ(k)λ(k)κ(k)�n pourE
rire κm = κ(k)E
rire ψm = ψ(k)E
rire λm = λ(k)E
rire uPGD m = uPGD m−1 +ψmλmκmVéri�er la 
onvergen
e de uPGD m�n pour



Chapitre 3Méthodes de rédu
tion exploitantdes données partiellesBasées sur des approximations à variables séparées, les méthodes de rédu
tion per-mettent de réduire 
onsidérablement le 
oût de la résolution numérique des problèmesparamétrés non-linéaires en projetant les équations aux dérivées partielles sur une baseréduite dont la taille est nettement inférieure à 
elle du modèle détaillé FEM. Toutefois,la 
omplexité numérique dépend en
ore de la dimension du modèle détaillé en raison dela dis
rétisation FEM sous-ja
ente. A�n de limiter 
ette dépendan
e, des méthodes derédu
tion exploitant une partie restreinte du domaine spatial ont été développées.Cette notion de domaine spatial restreint est dé
linée sous plusieurs dénomminationstelles que é
hantillon de maillage ou sample mesh dans la méthode Empiri
al Interpo-lation Method (EIM) ou bien domaine tronqué d'intégration ou Trun
ated IntegrationDomain (TID) dans la méthode A Priori Hyper Redu
tion (APHR). Ces méthodes per-formantes sont basées sur la Gappy-POD, une extension de la méthode POD développéepour le re
ouvrement de données lorsque des données sont manquantes. On parle alorsde réparation ou de re
onstru
tion 
ar il s'agit d'étendre des 
hamps partiels dé�nis surun domaine spatial restreint à des 
hamps dé�nis sur le domaine spatial 
omplet.En 
onsidérant un ensemble de snapshots SIP donné pour Ns é
hantillons 
orrespon-dant à des instants virtuels distin
ts (γi)
Ns

i=1, une attention toute parti
ulière est portéesur la pro
édure de re
ouvrement également appelée extrapolation des données. Cetteextrapolation est expliquée en détaillant la 
onstru
tion de la base réduite valable surl'espa
e des snapshots et la 
onstru
tion du domaine restreint. L'EIM poursuit une ré-solution sur le domaine spatial 
omplet en e�e
tuant une interpolation des données àpartir d'estimations sur l'é
hantillon de maillage tandis que la méthode APHR e�e
tueune résolution sur le domaine tronqué d'intégration puis extrapole les prévisions sur ledomaine spatial 
omplet.Après avoir exposé les prin
ipales idées de la méthode Gappy-POD, 
e 
hapitre pré-sente la méthode EIM puis la méthode APHR non seulement 
omme une méthode dere
ouvrement mais 
omme une méthode de rédu
tion pour la résolution de problèmesaux dérivées partielles non linéaires en asso
iant une représentation en base réduite des
hamps à appro
her asso
iée à l'introdu
tion d'un domaine spatial restreint permettantde simpli�er la résolution en base réduite. 25



26 CHAPITRE 3. MÉTHODES DE RÉDUCTION ET DONNÉES PARTIELLES3.1 Méthode POD pour données partiellesLa dé
omposition orthogonale aux valeurs propres pour données partielles (Gappy-POD) est une extension de la méthode POD développée pour mener une analyse sur desdonnées partielles. La Gappy-POD est une méthode de re
ouvrement de données qui viseà palier les données manquantes (gappy data) ou plus généralement les données in
er-taines 
ar trop bruitées en exploitant a posteriori un ensemble de snapshots partiels. Ellea été développée par Everson et al. pour le traitement d'image [47℄ a�n de re
onstruiredes visages humains dont une partie est masquée en utilisant un ensemble de fon
tionsde forme déduites de snapshots de visages humains. Elle est également solli
itée dans denombreux domaines 
omme la mé
anique des �uides [135, 54, 25℄ ou la mé
anique desstru
tures [116℄. Will
ox [135℄ utilise la Gappy-POD pour re
onstruire les 
hamps d'uné
oulement turbulent étant donné un ensemble de mesures fournies par des 
apteursen utilisant un ensemble de fon
tions de forme déduites de snapshots de l'é
oulementturbulent. Will
ox s'intéresse plus pré
isément au pla
ement des 
apteurs sur les pro�lsétudiés à savoir un 
y
lindre et un pro�l NACA 0012 dans le but de réduire le bruit desmesures. Carlsberg et al. [25℄ intègrent la Gappy-POD dans la résolution d'un problèmeen utilisant une pro
édure de 
ompression de données qui hiérar
hise trois modèles. Letroisième modèle en parti
ulier est un modèle d'ordre réduit 
onstruit à l'aide de la PODasso
ié à un ensemble restreint de degrés de liberté a�n d'utiliser la Gappy-POD. Selonune appro
he o�ine, la POD est appliquée à un ensemble de snapshots pour 
onstruiredes bases réduites relatives au 
hamp à appro
her et également à la matri
e ja
obienne etau résidu. Toujours dans 
ette phase o�ine est 
al
ulée une liste de degrés de liberté. A
haque itération du s
héma de Newton-Raphson, le problème est alors résolu online surle domaine 
omplet à partir des prévisions sur l'ensemble restreint de degrés de libertéréparées à l'aide de la Gappy-POD.D'une part, étant donné un ensemble de fon
tions de forme 
onnues sur tout le do-maine spatial, la Gappy-POD permet de déterminer les 
oe�
ients relatifs à un 
hamppartiellement masqué et fournit par 
onséquent un estimateur non biaisé des donnéesmanquantes. D'autre part, étant donné un ensemble de snapshots partiellement mas-qués, la Gappy-POD permet d'extraire un ensemble de fon
tions de forme suivant unepro
édure itérative sur les données manquantes.3.1.1 Re
ouvrement des données manquantes (Gappy-POD)Dans le 
adre de la Gappy-POD, le 
hamp de dépla
ement ũ est partiel. En e�et, le
hamp ũ est 
onnu sur le domaine ΩΠ :
ũ(x,γ) = m(x) u(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP , (3.1)où le masque m est la fon
tion 
ara
téristique asso
iée au domaine restreint ΩΠ dé�nide la façon suivante :

m(x) =

{

1 si x ∈ ΩΠ, (3.2a)
0 si x ∈ Ω̄Π. (3.2b)La Gappy-POD introduit à l'ordre Mu des fon
tions de forme (ψk)

Mu

k=1 reliées au 
hampde dépla
ement ũ par les dépla
ements réduits (ãk)
Mu

k=1. Le 
hamp de dépla
ement ũ
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rit don
 de la façon suivante :
ũ(x,γ) ≈ ũGPOD(x,γ), x ∈ ΩΠ, γ ∈ IP , (3.3a)

ũGPOD(x,γ) =

Mu
∑

k=1

ψk(x) ãk(γ), x ∈ ΩΠ, γ ∈ IP . (3.3b)Les 
oe�
ients (ãk)
Mu

k=1 sont dé�nis de façon à minimiser l'é
art au sens des moindres
arrés entre le 
hamp ũ et sa représentation appro
hée :
ã(γ) = argminã∗

∫

ΩΠ

(

ũ(x,γ) −
Mu
∑

k=1

ψk(x) ã∗k

)2

dΩ. (3.4)Les 
oe�
ients (ãk)
Mu

k=1 sont déterminés en résolvant le système :
Ckj = (ψk,ψj)ΩΠ

, (3.5a)
fk = (ũ,ψk)ΩΠ

, (3.5b)
Cã = f . (3.5
)Le 
hamp u est réparé et les données manquantes sont estimées sans biais sur le domaine

Ω̄Π selon l'extrapolation dé�nie par :
u(x,γ) ≈

Mu
∑

k=1

ψk(x) ãk(γ), x ∈ Ω̄Π, γ ∈ IP . (3.6)3.1.2 Détermination des fon
tions de formes à partir de données par-tiellesLa Gappy-POD permet également d'extraire un ensemble de fon
tions de forme à par-tir d'un ensemble de snapshots partiellement masqués. L'ensemble des snapshots tronquésest donné pour Ns é
hantillons partiels 
orrespondant à des instants virtuels distin
ts
(γi)

Ns

i=1 :
S̃IP = {ũi(·)}

Ns

i=1 = {ũ(·,γi)}
Ns

i=1. (3.7)Les snapshots partiellement masqués (ũi)
Ns

i=1 sont dé�nis par :
ũi(x) = mi(x) ui(x) = mi(x) u(x,γi), (3.8)où les masques (mi)

Ns

i=1 sont dé�nis de la façon suivante :
mi(x) =

{

1 si x ∈ ΩΠi, (3.9a)
0 sinon. (3.9b)Puisque les masques (mi)

Ns

i=1 sont aléatoirement répartis sur le domaine Ω, l'égalité
⋃Ns

i=1 ΩΠi = Ω est véri�ée.Le 
al
ul de la valeur moyenne des snapshots (ũi)
Ns

i=1 est dé�ni par :
ū(x) =

Ns
∑

i=1

ũi(x)

Ns
∑

i=1

mi(x)

. (3.10)



28 CHAPITRE 3. MÉTHODES DE RÉDUCTION ET DONNÉES PARTIELLESLes snapshots réparés (ũ(0)
i

)Ns

i=1
permettent d'estimer les données manquantes sur ledomaine Ω :

ũ
(0)
i (x) =

{

ũi(x) si mi(x) = 1, (3.11a)
ū(x) si mi(x) = 0. (3.11b)En supposant que les snapshots réparés (ũ(j)

i

)Ns

i=1
à l'itération j sont 
onnus, une baseréduite (ψ(j)

i

)Mu

i=1
est extraite selon la snapshots POD. Ensuite, les 
hamps (û(j+1)

i

)Ns

i=1sont dé�nis par :
û

(j+1)
i (x) =

Mu
∑

k=1

ψ
(j)
k (x) ã

(j+1)
ik , (3.12a)

ã
(j+1)
i = argminã∗

∫

ΩΠi

(

ũ
(j)
i (x) −

Mu
∑

k=1

ψ
(j)
k (x) ã∗k

)2

dΩ. (3.12b)Les snapshots réparés (ũ(j+1)
i

)Ns

i=1
à l'itération j permettent d'estimer les données man-quantes sur le domaine Ω :

ũ
(j+1)
i (x) =

{

ũi(x) si mi(x) = 1, (3.13a)
û

(j+1)
i (x) si mi(x) = 0. (3.13b)L'algorithme Gappy-POD permettant la 
onstru
tion d'une base de fon
tions de formeà partir d'un ensemble de snapshots partiellement masqués est donné par l'algorithme 6[47℄.Algorithme 6 Algorithme de 
onstru
tion d'une base réduite par Gappy-PODCal
uler ūInitialiser (ũ(0)

i

)Ns

i=1pour j = 1 → jmax faireAppliquer la POD sur la matri
e des snapshots a�n de trouver la base réduite
(

ψ
(j)
i

)Mu

i=1Cal
uler (û(j+1)
i

)Ns

i=1
selon l'extrapolation Gappy-PODMettre à jour (ũ(j+1)

i

)Ns

i=1�n pour3.2 Méthodes empiriques d'interpolationLes méthodes empiriques d'interpolation sont une 
atégorie de méthodes d'interpola-tion utilisée dans l'analyse des systèmes paramétrés. Développée par Barrault et al. [14℄sous le nom de Méthode Empirique d'Interpolation (Empiri
al Interpolation Method)



3.2. MÉTHODES EMPIRIQUES D'INTERPOLATION 29(EIM), l'EIM a été étendu par Grepl pour les problèmes non-linéaires et utilisée dans larésolution de problèmes elliptiques et paraboliques [63, 64, 75℄.Dans le 
ontexte de la rédu
tion de modèle, l'EIM-POD [54, 28℄ di�ère de l'EIM dansle fait de 
onsidérer une base réduite 
onstruite à l'aide de la POD. Galbally et al. [54℄montrent les similarités entre la Gappy-POD et l'EIM-POD dans un problème de 
ombus-tion fortement non-linéaire faisant intervenir réa
tion 
himique, 
onve
tion et di�usion.Drohmann et al. [35℄ utilise l'EIM-POD dans un problème in
rémental non-linéaire pa-ramétré en utilisant la FEM et la méthode des volumes �nis. De nombreux travaux ontété réalisés sur des estimateurs d'erreur a posteriori [132, 46, 62, 65, 70, 137℄.Les méthodes empiriques d'interpolation sont des méthodes a posteriori qui exploitentun ensemble de snapshots éventuellement partiels. Elles permettent de mener une ana-lyse paramétrée en restreignant le modèle sur un é
hantillon de maillage ou sample mesha�n de réduire 
onsidérablement le 
oût numérique de la résolution paramétrée.Les appli
ations des méthodes empiriques d'interpolation suivent la plupart du tempsune stratégie o�ine/online. Dans 
e 
as, l'étude o�ine 
onsiste à déterminer de façonpréliminaire l'ensemble des snapshots ainsi que les points d'interpolation qui formentl'é
hantillon de maillage. L'étude online 
onsiste alors à une résolution menée sur 
eté
hantillon de maillage.3.2.1 Pro
édure d'interpolation empiriqueConsidérant l'ensemble de snapshots paramétrés (ui)
Ns

i=1, une base réduite de fon
-tions de forme (ψn)Mu

n=1 est 
onstruite préalablement.En 
onsidérant l'ensemble des points d'interpolation (ξn)Mu

n=1, l'interpolation empiriquesuit :
u(x,γ) ≈ uEIM(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP , (3.14a)

uEIM(x,γ) =

Mu
∑

n=1

βn(γ) ψn(x), x ∈ Ω, γ ∈ IP , (3.14b)où les 
oe�
ients (βn)Mu

n=1 qui dépendent du paramètre γ sont les solutions du systèmesuivant :
Mu
∑

n=1

βn(γ) ψ(ξm) = u(ξm,γ), m ∈ {1, ...,Mu}. (3.15)La proje
tion du 
hamp u dans la base réduite (ψn)Mu

n=1 utilise don
 uniquement les pointsd'interpolation (ξn)Mu

n=1 alors qu'une proje
tion par la méthode des moindres 
arrés uti-lise le domaine 
omplet Ω. Les méthodes empiriques d'interpolation sont 
omparablesà la Gappy-POD lorsqu'elles sont appliqués à des 
hamps dis
rétisés. Dans 
e 
as, ledomaine restreint ΩΠ introduit dans la Gappy-POD 
ontient un ensemble de points d'in-terpolation. Pourtant, il faut ajouter que l'étape de proje
tion pour la Gappy-POD estdé�nie par un problème de minimisation alors qu'il s'agit d'un problème linéaire de rang
Mu pour les méthodes empiriques d'interpolation.Il 
onvient de noter que les méthodes empiriques d'interpolation né
essitent une estima-tion du 
hamp u aux points d'interpolation (ξn)Mu

n=1. Cette réponse peut éventuellement



30 CHAPITRE 3. MÉTHODES DE RÉDUCTION ET DONNÉES PARTIELLESêtre appro
hée selon une méthodologie de surfa
e de réponse basée sur une te
hniqued'interpolation :
u (ξm,γ) ≈ uRS (ξm,γ) , γ ∈ IP , (3.16a)

uRS (ξm,γ) =

Ns
∑

i=1

ζi (γ)ui (ξm), γ ∈ IP . (3.16b)Les méthodes empiriques d'interpolation ne né
essitent don
 pas une 
onnaissan
e 
om-plète de u mais une 
onnaissan
e restreinte à l'é
hantillon de maillage qui rassemble lespoints d'interpolation.3.2.2 Constru
tion de la base et séle
tion des points d'interpolationMéthode Empirique d'Interpolation (EIM) L'EIM [14℄ 
onsiste en la 
onstru
-tion ou la re
onstru
tion d'une base réduite à l'aide d'un algorithme glouton suivie de laséle
tion d'un ensemble de points d'interpolation qui forme l'é
hantillon de maillage ousample mesh.La base réduite (vn)Mu

n=1 est 
onstruite selon un algorithme glouton qui maximise l'indé-pendan
e des fon
tions de forme en 
onsidérant l'espa
e des snapshots paramétrés SIP .L'initialisation de la base réduite est dé�nie de la façon suivante :
v1(·) = u(·,γj1

), (3.17a)
j1 = argmaxi∈{1,...,Ns}‖u(·,γ i)‖Ω, (3.17b)

W1 = span{v1(·)}. (3.17
)La 
onstru
tion de la base réduite à l'étape L ∈ {2, ...,Mu} est dé�nie de la façonsuivante :
vL(·) = u(·,γjL

), (3.18a)
jL = argmaxi∈{1,...,Ns}ǫL−1(γi), (3.18b)

ǫL−1(γi) = ‖u(·,γ i) − uL−1(·,γi)‖Ω , (3.18
)
uL−1(·,γ i) = argminw∈WL−1

‖u(·,γ i) − w‖Ω, (3.18d)
WL−1 = span{vl(·)}

L−1
l=1 . (3.18e)Ensuite la base réduite (ψn)Mu

n=1 est déduite de la base réduite (vn)Mu

n=1 lors de la séle
tiondes points d'interpolation (ξn)Mu

n=1.L'initialisation de la séle
tion des points d'interpolation est dé�nie de la façon suivante :
ξ1 = argmax|v1(·)|, (3.19a)
ψ1(·) =

v1(·)

v1(ξ1)
. (3.19b)



3.2. MÉTHODES EMPIRIQUES D'INTERPOLATION 31La séle
tion des points d'interpolation à l'étape L ∈ {2, ...,Mu} est dé�nie de la façonsuivante :
L−1
∑

l=1

σL−1
l ψl(ξm) = vL(ξm), m ∈ {1, ..., L − 1}, (3.20a)

ρL(·) = vL(·) −

L−1
∑

l=1

σL−1
l ψl(·), (3.20b)

ξL = argmax|ρL(·)|, (3.20
)
ψL(·) =

ρL(·)

ρL(ξL)
. (3.20d)La base réduite et l'ensemble des points d'interpolation est très peu 
outeux à 
onstruireet 
ette interpolation est très e�
a
e pour les systèmes paramétrés.Méthodes empiriques hiérar
hiques d'interpolation Les méthodes d'interpola-tion hiérar
hiques sont des méthodes basées sur l'EIM et développées par Nguyen etal. [102℄. Le prin
ipe de 
es méthodes di�èrent de l'EIM dans la manière de déterminerl'ensemble des points d'interpolation (ξn)Mu

n=1.Optimal Interpolation Method (OIM) L'Optimal Interpolation Method (OIM)[102℄ introduit l'interpolation empirique aux paramètres é
hantillonnés (γi)
Ns

i=1 selon :
ui(x) = u(x,γi) ≈ uEIM (x,γi) = ui EIM(x), x ∈ Ω, (3.21a)

ui EIM(x) =

Mu
∑

n=1

β(i)
n ψn(x), x ∈ Ω, (3.21b)où les 
oe�
ients (β(i)

n

)Mu

n=1
sont les solutions du système suivant :

Mu
∑

n=1

β(i)
n ψ(ξm) = ui(ξm), m ∈ {1, ...,Mu}. (3.22)L'OIM 
onsiste à fournir l'ensemble des points d'interpolation optimaux (ξn)Mu

n=1 quiminimise l'é
art au sens des moindres 
arrés entre les snapshots (ui)
Ns

i=1 et leur représen-tation appro
hée empirique aux points d'interpolation :
min

(ξn)Mu
n=1∈ΩMu

Ns
∑

i=1

∥

∥

∥

∥

∥

ui(x) −

Mu
∑

n=1

β(i)
n ((ξm)Mu

m=1) ψn(x)

∥

∥

∥

∥

∥

2

Ω

, (3.23a)
Mu
∑

n=1

β(i)
n ψn(ξm) = ui(ξm), m ∈ {1, ...,Mu}, i ∈ {1, ..., Ns}. (3.23b)Toutefois, la solution de 
e problème de minimisation est bien souvent relativementdi�
ile à obtenir 
ar le problème est non-linéaire et non né
essairement 
onvexe 
e quipeut entrainer d'éventuels multiples minima lo
aux.



32 CHAPITRE 3. MÉTHODES DE RÉDUCTION ET DONNÉES PARTIELLESBest Point Interpolation Method (BPIM) La Best Point Interpolation Method(BIPM) [102℄ 
onserve l'interpolation empirique aux paramètres é
hantillonnés (γi)
Ns

i=1et introduit la meilleure représentation appro
hée des snapshots (ui)
Ns

i=1 obtenus à l'aidede la POD aux paramètres é
hantillonnés (γi)
Ns

i=1 selon :
ui(x) = u(x,γi) ≈ uPOD(x,γi) = ui POD(x), x ∈ Ω, (3.24a)

ui POD(x) =

Mu
∑

n=1

a(i)
n ψn(x), x ∈ Ω, (3.24b)où les 
oe�
ients (a(i)

n

)Mu

n=1
sont les solutions du système suivant :

a(i)
n = (ui,ψn)Ω . (3.25)La BIPM 
onsiste à fournir l'ensemble des meilleurs points d'interpolation (ξn)Mu

n=1 quiminimise l'é
art au sens des moindres 
arrés entre la meilleure représentation appro
héedes snapshots (ui)
Ns

i=1 et leur représentation appro
hée empirique aux points d'interpo-lation :
min

(ξn)Mu
n=1∈ΩMu

Ns
∑

i=1

∥

∥

∥

∥

∥

ui POD(x) −
Mu
∑

n=1

β(i)
n ((ξm)Mu

m=1) ψn(x)

∥

∥

∥

∥

∥

2

Ω

, (3.26a)
Mu
∑

n=1

β(i)
n ψn(ξm) = ui(ξm), m ∈ {1, ...,Mu}, i ∈ {1, ..., Ns}. (3.26b)En 
onsidérant l'orthonormalité des fon
tions de forme (ψn)Mu

n=1, le problème de minimi-sation devient :
min

(ξn)Mu
n=1∈ΩMu

Ns
∑

i=1

Mu
∑

n=1

(

a(i)
n − β(i)

n ((ξm)Mu

m=1)
)2
, (3.27a)

Mu
∑

n=1

β(i)
n ψn(ξm) = ui(ξm), m ∈ {1, ...,Mu}, i ∈ {1, ..., Ns}. (3.27b)L'uni
ité de l'ensemble des meilleurs points d'interpolation n'est pas garantie mais 
e pro-blème de minimisation est plus simple à 
al
uler. L'algorithme de Lavenberg-Marquardt[102℄ est une méthode de re
her
he parti
ulièrement adaptée pour déterminer l'ensembledes meilleurs points d'interpolation.3.3 Méthode A Priori Hyper-Redu
tion (APHR)La méthode A Priori Hyper-Redu
tion (APHR) est une méthode de rédu
tion déve-loppée par Ry
kelyn
k dont a été tirée la méthode APR [117, 98, 116, 118℄. La méthodeAPHR in
lue une méthode d'hyper-rédu
tion 
onsistant à étendre la notion de symétriedans les problèmes non symétriques dans le but de réduire l'étendue du domaine sur lequelles équations d'équilibre doivent être 
onsidérées. L'introdu
tion d'un Domaine Tronqué



3.3. MÉTHODE A PRIORI HYPER-REDUCTION (APHR) 33d'Intégration (Trun
ated Integration Domain) (TID) permet de résoudre le problèmerestreint. Lorsque 
e domaine restreint 
ouvre tout le domaine spatial, l'hyper-redu
tionest absente et on retrouve la méthode APR.La méthode APHR possède des liens étroits ave
 la méthode Missing Point Estimator(MPE) qui réalise également une résolution du problème sur un domaine spatial restreint[10, 9℄. Astrid et al. appliquent la méthode MPE en dynamique des �uide pour l'étuded'un é
oulement non-linéaire en réalisant le 
al
ul sur un quart du maillage 
omplet.La méthode APHR a été étendue pour le 
al
ul multidimensionnel par Ry
kelyn
k et al.[120℄. Elle s'applique sur des modèles d'endommagement [122, 119℄. Elle est égalementutilisée en mé
anique de la rupture par Kerfrieden et al. [74, 73℄.Elle a fait l'objet de plusieurs thèses dont 
elle de Cartel et 
elle de Vin
ent. Cartel[26℄ a développé une notion d'oubli dans une suite de 
al
uls sequentiels dans le 
adred'une étude paramétrique. Vin
ent [133℄ utilise la méthode APHR multidimensionellepour l'étude paramétrique une liaison simple en élastomère 
hargé.La méthode APHR est une méthode a priori 
ar elle ne né
essite au
une donnée initialepour mener une simulation. En suivant une démar
he a priori, la base réduite asso
iée au
hamp de dépla
ement u à appro
her et la base réduite asso
iée au 
hamp de variablesinternes z sont estimées en 
ours de simulation. Toutefois, la méthode APHR peut éga-lement exploiter des snapshots ou des bases réduites issues de simulations pré
édentesen adoptant une démar
he a posteriori. Ainsi, de nombreux 
hoix de 
al
uls sont pos-sibles en 
hoisissant de privilégier graduellement la pré
ision ou le temps de 
al
ul selonl'étendue du TID.Dans le 
as d'une stratégie adaptative, le ROM est évolutif. La méthode APHR fournitd'abord une estimation hyper-réduite HPOD du 
hamp de dépla
ement u à appro
her.Puis, le 
hamp de variables internes partiel z̃ est étendu à l'extérieur du TID. Cetteestimation hyper-réduite HPOD est éventuellement 
orrigée par un 
al
ul FEM. Pluspré
isemment, si à la �n d'un in
rément, la pré
ision de la prévision HPOD est insuf-�sante, l'état mé
anique 
orrigé par la FEM est utilisé pour enri
hir la base réduiteasso
iée au 
hamp de dépla
ement u et la base réduite asso
iée au 
hamp de variablesinternes z d'un mode empirique.La méthode APHR est dé�nie sous la dis
rétisation induite par la FEM. Le maillageFEM introduit Nu degrés de liberté situés aux noeuds et Nz variables internes situéesaux points de Gauss des Ne éléments. La dis
rétisation FEM n'est pas né
essaire pourdé
rire les 
on
epts de la méthode APHR mais 
e 
adre permet de simpli�er la notiond'hyper-rédu
tion.
3.3.1 Des
ription de la représentation multi-niveauxLa méthode APHR adaptative fournit des estimations en sommant si besoin une
orre
tion FEM à la prévision du ROM. Les variables d'état réduites issues de la PODétant globales et les variables d'état FEM étant lo
ales, les approximations proposées



34 CHAPITRE 3. MÉTHODES DE RÉDUCTION ET DONNÉES PARTIELLESsont multi-niveaux selon :
u(x,γ) ≈ uAPHR(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP , (3.28a)
z(x,γ) ≈ zAPHR(x,γ), x ∈ Ω,γ ∈ IP , (3.28b)

uAPHR(x,γ) = u
(n)
HPOD(x,γ) + δuFEM(x,γ), x ∈ Ω,γ ∈ IP , (3.28
)

zAPHR(x,γ) = z
(n)
HPOD(x,γ) + δzFEM(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP . (3.28d)Un point important de la méthode APHR est le 
ara
tère évolutif des modes empiriques.Par 
onséquent, 
es modes empiriques 
ara
téristiques de la transformation sont modi�ésdurant le traitement in
rémental du problème mé
anique et l'exposant �

(n) est introduitpour donner la version du ROM.3.3.2 Prévision hyper-réduite HPODDeux notions fondamentales forment les ingrédients prin
ipaux de la méthode : unereprésentation appro
hée à l'aide de bases réduites POD et une formulation tronquée des
onditions d'équilibre qui dé
oule de l'hyper-rédu
tion.Représentation appro
hée du 
hamp de dépla
ement La méthode APHR intro-duit à l'ordre M (n)
u des fon
tions de forme (ψ(n)

k

)M
(n)
u

k=1
reliées au 
hamp de dépla
ement

u par les dépla
ements réduits (a(n)
k

)M
(n)
u

k=1
. Le 
hamp de dépla
ement u s'é
rit don
 dela façon suivante :

u(x,γ) ≈ u
(n)
HPOD(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP . (3.29a)

u
(n)
HPOD(x,γ) =

M
(n)
u
∑

k=1

ψ
(n)
k (x) a

(n)
k (γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP . (3.29b)Les modes empiriques (ψ(n)

k

)M
(n)
u

k=1
sont dé
rits en utilisant les fon
tions de formes FEM

(N i)
Nu

i=1 et la matri
e de rédu
tion A(n) selon :
ψ

(n)
k (x) =

Nu
∑

i=1

N i(x) A
(n)
ik , x ∈ Ω. (3.30)La base (ψ(n)

k

)M
(n)
u

k=1
est dite réduite 
ar M (n)

u ≪ Nu et 
ontient M (n)
u modes empiriquesrelatifs au 
hamp de dépla
ement sur Ω (Figure 3.1). Les variables d'état réduites rela-tives au 
hamp de dépla
ement sont les dépla
ements réduits (a(n)

k

)M
(n)
u

k=1
.Il faut noter que l'approximation POD a un premier r�le en amont de la résolution del'équilibre. Appliquée au 
hamp de dépla
ement, elle permet d'introduire la matri
e derédu
tion A(n) dans la résolution de l'équilibre 
e qui permet de 
al
uler M (n)

u dépla
e-ments réduits pour le ROM au lieu de Nu degrés de liberté pour la FEM.



3.3. MÉTHODE A PRIORI HYPER-REDUCTION (APHR) 35

Fig. 3.1: Méthode APHR. Représentation du 
hamp de dépla
ement syn
hronisé sur ledomaine Ω et du 
hamp de variables internes syn
hronisé sur le domaine ΩRésolution restreinte au domaine tronqué Comme le ROM possède M (n)
u dépla-
ements réduits au lieu de Nu degrés de liberté pour la FEM, l'hyper-rédu
tion 
onsisteà introduire un Domaine Tronqué d'Intrégration (Trun
ated Integration Domain) (TID)

Ω
(n)
Π 
ontenant l'ensemble des variables internes sur lesquelles sont é
rites Nu

(n)
Π équa-tions séle
tionnées pour la résolution du problème en base réduite (Figure 3.2). L'idéeest de re
enser les 
onditions d'équilibre que l'on peut é
rire sur Ω

(n)
Π , 
'est à dire les
onditions relatives au 
hamp de vitesse virtuel dont le support est sans interse
tionave
 l'extérieur de Ω

(n)
Π noté Ω̄

(n)
Π .Le problème est alors restreint au TID en utilisant une matri
e diagonale Λ

(n)
Π déduited'une matri
e de tron
ature Z(n)

Π de dimension Nu
(n)
Π ×Nu dé�nie par :si max

x∈Ω̄
(n)
Π

‖N i(x)‖
Ω̄

(n)
Π

= 0, alors ∃ j ∈ {1, ..., Nu
(n)
Π } | ZΠ

(n)
ji = 1, (3.31a)si max

x∈Ω̄
(n)
Π

‖N i(x)‖
Ω̄

(n)
Π

> 0, alors ZΠ
(n)
ji = 0 ∀ j ∈ {1, ..., Nu

(n)
Π }, (3.31b)

Λ
(n)
Π = Z

(n)
Π

T
·Z

(n)
Π . (3.31
)Les Nu

(n)
Π équations séle
tionnées sont telles que M (n)

u ≤ Nu
(n)
Π ≤ Nu a�n de réduire la

(a) Lo
alisation du TID (b) Séle
tion des noeuds situés dans le TIDFig. 3.2: Méthode APHR. TID Ω
(n)
Π
omplexité de la résolution du problème. Toutefois, Nu

(n)
Π doit rester tel que le problèmereste bien posé 
e qui impose que M (n)

u ≤ Nu
(n)
Π .



36 CHAPITRE 3. MÉTHODES DE RÉDUCTION ET DONNÉES PARTIELLESFormulation POD-Petrov-Galerkin La prévision hyper-réduite HPOD est dé-terminée à l'aide de la formulation POD-Petrov-Galerkin. On introduit l'espa
e fon
tion-nel V(n)
Π POD relatif à la base réduite asso
iée au 
hamp de dépla
ement u et tronqué sur

ΩΠ dé�ni par :
V

(n)
Π POD = span

{

ψ̃
(n)
k

}M
(n)
u

k=1
, (3.32)où les modes empiriques tronqués (ψ̃(n)

k

)M
(n)
u

k=1
sont tels que leur support est réduit auTID selon :

ψ̃
(n)
k (x) =

Nu
∑

i=1

N i(x) ΛΠ
(n)
ii A

(n)
ik , x ∈ Ω. (3.33)Suivant une stratégie in
rémentale, étant donné que seul l'intérieur du TID 
ontribue àla formulation du problème et en é
rivant ∂F Ω

(n)
Π = ∂F Ω∩Ω

(n)
Π , le problème est formuléave
 l'approximation POD-Petrov-Galerkin à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP de la façonsuivante :Problème 7 Trouver u(n)

HPOD(·,γ) ∈ U
(n)
POD tel que :

b
(

u
(n)
HPOD,v

)

= l (v) , ∀v ∈ V
(n)
Π POD, (3.34)ave
 :

b
(

u
(n)
HPOD,v

)

=

∫

Ω
(n)
Π

ǫ(v) : σ
(

u
(n)
HPOD, z̃

)

dΩ, (3.35a)
l (v) =

∫

Ω
(n)
Π

v · f dΩ +

∫

∂F Ω
(n)
Π

v · F dΓ. (3.35b)Ce problème est résolu de façon itérative à l'aide d'un s
héma de Newton-Raphson. Ennotation matri
ielle ave
 l'approximation POD-Petrov-Galerkin, une itération permet dedéterminer les in
réments de dépla
ements réduits δa(n) qui équilibrent le résidu R(n)
APHRdans le système J (n)

APHR δa(n) = −R
(n)
APHR, où J (n)

APHR désigne la matri
e ja
obienneAPHR déduite de la matri
e ja
obienne FEM selon :
R

(n)
APHR = A(n)T ·Λ

(n)
Π ·RFEM , (3.36a)

J
(n)
APHR = A(n)T ·Λ

(n)
Π · JFEM ·A(n). (3.36b)L'utilisation de la formulation POD-Petrov-Galerkin pour l'assemblage de la matri
ede rigidité tangente et du résidu en base réduite 
onduit respe
tivement à une 
om-plexité numérique de l'ordre de 2M

(n)
u

2
Nu

(n)
Π + 2M

(n)
u ωNu

(n)
Π pour le terme de gau
he et

2M
(n)
u Nu

(n)
Π pour le terme de droite, où ω est la largeur de bande de la matri
e ja
obienneFEM. L'utilisation de la formulation POD-Petrov-Galerkin entraine que numérique del'assemblage ne dépend pas de la dimension Nu de l'espa
e des fon
tions d'interpolationliées à la dis
rétisation FEM.La formulation tronquée des 
onditions d'équilibre représente par 
onséquent un gainproportionnel à Nu

Nu
(n)
Π

.



3.3. MÉTHODE A PRIORI HYPER-REDUCTION (APHR) 37Comme les modes empiriques relatifs au 
hamp de dépla
ement sont dé�nis sur le do-maine Ω, la 
onnaissan
e des dépla
ements réduits permet de dé�nir le 
hamp de dépla-
ement u sur le domaine Ω même si les dépla
ement réduits sont 
al
ulés en utilisant lesmodes empiriques tronqués dé�nis sur le TID. Par 
ontre, le 
hamp de variables internes
z̃ est partiel et 
onnu uniquement sur le TID.3.3.3 Extrapolation des variables internesLa prévision hyper-réduite HPOD permet de déterminer le 
hamp partiel de variablesinternes z̃ sur Ω

(n)
Π . Le but est d'étendre 
e 
hamp sur le domaine Ω̄

(n)
Π .Représentation appro
hée du 
hamp de variables internes La représentation du
hamp de variables internes z est une représentation appro
hée induite par la tron
aturede la POD. Elle est donnée par :

z(x,γ) ≈ z
(n)
HPOD(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP , (3.37a)

z
(n)
HPOD(x,γ) =

M
(n)
z
∑

k=1

µ
(n)
k (x) b

(n)
k (γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP . (3.37b)La base (µ(n)

k

)M
(n)
z

k=1
est dite réduite 
ar M (n)

z ≪ Nz et 
ontient M (n)
z modes empiriquesrelatifs au 
hamp de variables internes sur Ω (Figure 3.1). Les variables d'état réduitesrelatives au 
hamp de variables internes sont les variables internes réduites (b(n)

k

)M
(n)
z

k=1
.On introduit l'espa
e fon
tionnel Z(n)

POD relatif à la base réduite asso
iée au 
hamp devariables internes z dé�nis par :
Z

(n)
POD = span

{

µ
(n)
k

}M
(n)
z

k=1
. (3.38)Il faut noter que l'approximation POD a un se
ond r�le en aval de la résolution del'équilibre. Appliquée au 
hamp des variables internes, elle permet d'utiliser la Gappy-POD a�n de réparer le 
hamp de variables internes.Gappy-POD du 
hamp de variables internes Le 
hamp de variables internes

z̃ est un 
hamp partiel 
al
ulé lors de l'équilibre hyper-réduit sur Ω
(n)
Π . Il est étendusur Ω̄

(n)
Π selon la Gappy-POD en 
al
ulant les variables internes réduites (b(n)

k

)M
(n)
z

k=1
quiminimisent la distan
e au sens des moindres 
arrés entre le 
hamp partiel de variablesinternes z̃ sur le domaine Ω

(n)
Π et sa représentation appro
hée z(n)

HPOD à l'in
rément
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ourant γ ∈ IP (Figure 3.3) :
b(n)(γ) = argminb∗

∥

∥

∥

∥

∥

∥

z̃(x,γ) −

M
(n)
z
∑

k=1

µ
(n)
k (x) b∗k

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

Ω
(n)
Π

, (3.39a)
z

(n)
HPOD(x,γ) =

M
(n)
z
∑

k=1

µ
(n)
k (x) b

(n)
k (γ), x ∈ Ω̄

(n)
Π . (3.39b)

Fig. 3.3: Méthode APHR. Extrapolation des variables internes syn
hronisées sur le do-maine Ω à l'extérieur du TID3.3.4 Pro
édé de 
orre
tion-enri
hissementCorre
tion FEM Après une prévision HPOD, deux indi
ateurs d'erreur sont 
al
ulés.Le premier indi
ateur permet de véri�er la qualité de l'équilibre hyper-réduit sur Ω
(n)
Π enutilisant le résidu FEM tronqué sur Ω

(n)
Π et dé�ni par :

RΠ FEM(γ) = Λ
(n)
Π ·RFEM(γ). (3.40)La qualité de l'équillibre est évaluée en utilisant la norme du résidu FEMRΠ FEM tronquésur Ω

(n)
Π à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP selon :

ηu APHR(γ) = ‖RΠ FEM(γ)‖
Ω

(n)
Π

. (3.41)Le se
ond indi
ateur la qualité du 
hamp de variables internes sur Ω
(n)
Π . La qualité du
hamp de variables internes est évaluée en 
al
ulant la distan
e au sens des moindres 
ar-rés entre le 
hamp partiel de variables internes z̃ sur le domaine Ω

(n)
Π et sa représentationappro
hée z(n)

HPOD à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP selon :
ηz(γ) =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

z̃(x,γ) −

M
(n)
z
∑

k=1

µ
(n)
k (x) b

(n)
k (γ)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Ω
(n)
Π

. (3.42)Si ηu APHR(γ) ≤ εu ‖RΠ FEM |
u

(n)
HPOD

=0
(γ)‖

Ω
(n)
Π

et ηz(γ) ≤ εz‖z̃(x,γ)‖
Ω

(n)
Π

, alors laprévision du ROM est satisfaisante à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP . Sinon, une 
orre
tion
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al
ulée.Les paramètres εu et εz sont des toléran
es. Le premier donne la toléran
e d'erreur lorsde la résolution de l'équilibre hyper-réduit et l'autre donne la toléran
e d'erreur sur le
hamp de variables internes.Si une 
orre
tion FEM est exigée, suivant une stratégie in
rémentale, le problème estformulé ave
 l'approximation FEM-Galerkin à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP de la façonsuivante :Problème 8 Trouver uAPHR(·,γ) ∈ UFEM tel que :
b (uAPHR,v) = l (v) , ∀v ∈ VFEM . (3.43)Enri
hissement L'enri
hissement pro
édé dans la méthode APHR reste identique à
elui pro
édé dans la méthode APR. Toutefois, alors que la méthode APR pro
ède uni-quement à l'enri
hissement de l'espa
e V

(n)
POD, la méthode APHR pro
ède à l'enri
hisse-ment de V

(n)
POD et Z(n)

POD.Lorsqu'une 
orre
tion FEM est 
al
ulée à un in
rément, l'état mé
anique approximé dusystème peut être pris en 
ompte pour enri
hir l'espa
e généré par les bases réduites duROM en utilisant la 
orre
tion FEM δuFEM .La première étape est de 
al
uler le résidu δu⊥
FEM de la proje
tion orthogonale de δuFEMsur V(n)

POD dé�ni à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP par :
δu⊥

FEM(x,γ) = δuFEM(x,γ) − δûFEM(x,γ), x ∈ Ω, (3.44a)
δûFEM(x,γ) =

M
(n)
u
∑

k=1

ψ
(n)
k (x) δa

(n)
k (γ), x ∈ Ω, (3.44b)

δa(n)(γ) = argminδa∗

∥

∥

∥

∥

∥

∥

δuFEM(x,γ) −

M
(n)
u
∑

k=1

ψ
(n)
k (x) δa∗k

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

Ω

. (3.44
)La se
onde étape est d'enri
hir V(n)
POD en 
onsidérant un mode empirique supplémentaireet des dépla
ements réduits additionnels.La base réduite (ψ(n+ 1

2)
k

)M
(n)
u +1

k=1

et les dépla
ements réduits (a(n+ 1
2)

k

)M
(n)
u +1

k=1

asso
iéssont dé�nis par :
ψ

(n+ 1
2)

k (x) = ψ
(n)
k (x), k ∈

{

1, ...,M (n)
u

}

, x ∈ Ω, (3.45a)
ψ

(n+ 1
2)

M
(n)
u +1

(x) =
δu⊥

FEM(x)
∥

∥δu⊥
FEM(x)

∥

∥

Ω

, x ∈ Ω. (3.45b)
a
(n+ 1

2)
k (τ ) = a

(n)
k (τ ), k ∈

{

1, ...,M (n)
u

}

, τ ∈]0,γ], (3.46a)
a
(n+ 1

2)
M

(n)
u +1

(τ ) = 0, τ ∈]0,γ[, (3.46b)
a
(n+ 1

2)
M

(n)
u +1

(γ) =
∥

∥

∥δu⊥
FEM(x)

∥

∥

∥

Ω
, (3.46
)



40 CHAPITRE 3. MÉTHODES DE RÉDUCTION ET DONNÉES PARTIELLESoù Iγ =]0,γ] est l'absisse 
urviligne par
ourue jusqu'à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP .La troisième et dernière étape est de 
ontr�ler la taille de V(n)
POD grâ
e à la snapshot PODen é
rivant la matri
e des 
orrélations temporelles.La matri
e des 
orrélations temporelles C(n+ 1

2) asso
iée au 
hamp de dépla
ement estsymétrique, positive, de taille M (n)
u + 1 et s'é
rit :

C
(n+ 1

2)
ij = C0

ij +

(

a
(n+ 1

2)
i , a

(n+ 1
2)

j

)

Iγ

, (3.47a)
M

(n)
u +1
∑

i=1

Cij v
(k)
j = λkv

(k)
i . (3.47b)où la matri
e C0 est une matri
e de 
orrélation provenant d'un 
al
ul pré
édent, et où

(

v(k)
)M

(n)
u +1

k=1
et (λk)

M
(n)
u +1

k=1 sont les ve
teurs propres et les valeurs propres asso
iées dela matri
e C(n+ 1
2).La base réduite (ψ(n+1)

j

)M
(n+1)
u

j=1
et les dépla
ements réduits (a(n+1)

j

)M
(n+1)
u

j=1
sont mis àjour selon :

ψ
(n+1)
j (x) =

M
(n)
u +1
∑

k=1

ψ
(n+ 1

2)
k (x) v

(j)
k , x ∈ Ω, (3.48a)

a
(n+1)
j (τ ) =

M
(n)
u +1
∑

k=1

a
(n+ 1

2)
k (τ ) v

(j)
k , τ ∈]0,γ]. (3.48b)Le même traitement est appliqué à la base réduite relative au 
hamp de variables in-ternes (µ(n)

k

)M
(n)
z

k=1
et les variables internes réduites asso
iées (b(n)

k

)M
(n)
z

k=1
a�n de détermi-ner la base réduite mise à jour (µ(n+1)

k

)M
(n+1)
z

k=1
et les variables internes réduites asso
iées

(

b
(n+1)
k

)M
(n+1)
z

k=1
.3.3.5 Constru
tion du TIDLe domaine Ω est divisé en deux ensembles 
omplémentaires Ω

(n)
Π et Ω̄

(n)
Π où Ω

(n)
Π telque :

Ω
(n)
Π = Ω

(n)
Πz

∪ Ω
(n)
Πu

∪ ΩF ∪ ΩI . (3.49)Le domaine ΩI est une région d'intérêt et 
ontient un ensemble d'éléments �xé parl'utilisateur. Le domaine ΩF 
ontient des éléments tels que les 
hargements volumique fet surfa
ique F restent visibles.Les domaines Ω
(n)
Πz

et Ω
(n)
Πu


ontiennent un ensemble d'éléments et sont 
onstruits par laméthode APHR selon un pro
édé automatique en deux étapes.Le domaineW (n)
Πz


ontient NE×M
(n)
z éléments pour lesquels les modes empiriques relatifs
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hamp de variables internes sont maximum selon :
W 1

Πz
=

M
(n)
z
⋃

k=1

argmaxΩ

∣

∣

∣
µ

(n)
k

∣

∣

∣
, (3.50a)

WL
Πz

=

M
(n)
z
⋃

k=1

argmaxΩ\∪L−1
l=1 W l

Πz

∣

∣

∣µ
(n)
k

∣

∣

∣, L > 1, (3.50b)
W

(n)
Πz

=

NE
⋃

l=1

W l
Πz
. (3.50
)Le domaine Ω

(n)
Πz

est 
entré sur le domaineW (n)
Πz

et 
ontient NB 
ou
hes d'éléments voisins.Cou
he après 
ou
he, les éléments (ei)
Ne

i=1 sont testés et ajoutés s'il sont 
onne
tés à la
ou
he pré
édente selon :
Ω0

Πz
= W

(n)
Πz
, (3.51a)si d(ei,ΩL−1

Πz

)

= 0, alors ei ∈ ΩL
Πz
, (3.51b)

Ω
(n)
Πz

= ΩNB

Πz
, (3.51
)où la fon
tion d mesure la distan
e entre un élément et un groupe d'éléments. Cettedistan
e est évidemment nulle lorsque l'élément 
onsidéré est limitrophe du groupe d'élé-ments.Le domaine W (n)

Πu

ontient NE ×M

(n)
u éléments pour lesquels les gradients des modesempiriques relatifs au 
hamp de dépla
ement sont maximum selon :

W 1
Πu

=

M
(n)
u
⋃

k=1

argmaxΩ

(

ǫ
(

ψ
(n)
k

)

: ǫ
(

ψ
(n)
k

))

, (3.52a)
WL

Πu
=

M
(n)
u
⋃

k=1

argmaxΩ\∪L−1
l=1 W l

Πu

(

ǫ
(

ψ
(n)
k

)

: ǫ
(

ψ
(n)
k

))

, L > 1, (3.52b)
W

(n)
Πu

=

NE
⋃

l=1

W l
Πu
. (3.52
)Le domaine Ω

(n)
Πu

est 
entré sur le domaine W (n)
Πu

et 
ontient (NB + 1) 
ou
hes d'élémentsvoisins. Cou
he après 
ou
he, les éléments (ei)
Ne

i=1 sont testés et ajoutés s'il sont 
onne
tésà la 
ou
he pré
édente selon :
Ω0

Πu
= W

(n)
Πu
, (3.53a)si d(ei,ΩL−1

Πu

)

= 0, alors ei ∈ ΩL
Πu
, (3.53b)

Ω
(n)
Πu

= ΩNB+1
Πu

. (3.53
)Les paramètres d'hyper-rédu
tion sont NE et NB. Le premier donne le nombre d'élémentsséle
tionnés par mode et l'autre donne le nombre de 
ou
hes d'éléments ajoutées.



42 CHAPITRE 3. MÉTHODES DE RÉDUCTION ET DONNÉES PARTIELLES3.3.6 Algorithme in
rémentalSelon une appro
he in
rémentale, l'algorithme APHR est donné par l'algorithme 7.Algorithme 7 Algorithme APHR adaptatifCharger l'éventuelle base réduite (ψ(n)
k

)M
(n)
u

k=1
, l'éventuelle base réduite (µ(n)

k

)M
(n)
z

k=1
etl'éventuel TID Ω

(n)
Πpour i = 1 → Nt faireCal
uler la prévision hyper-réduite HPOD a�n de déterminer le 
hamp de dépla-
ement u(n)

HPOD(·,γi) sur Ω et le 
hamp partiel de variables internes z̃(·,γ i) sur Ω
(n)
Πselon la formulation POD-Petrov-Galerkin ave
 la base réduite (ψ(n)

k

)M
(n)
u

k=1Cal
uler la proje
tion z(n)
HPOD(·,γi) sur Ω

(n)
Π et étendre le 
hamp de variables in-ternes à Ω̄Π selon la méthodologie Gappy-POD ave
 la base réduite (µ(n)

k

)M
(n)
z

k=1Cal
uler les indi
ateurs d'erreur ηu(γi) et ηz(γi) a�n de véri�er la qualité de l'équi-libre hyper-réduit sur Ω
(n)
Π ainsi que la qualité du 
hamp de variables internes sur Ω

(n)
Πsi ηu APHR(γi) ≤ εu ‖RΠ FEM |

u
(n)
HPOD

=0
(γi)‖Ω

(n)
Π

et ηz(γi) ≤ εz‖z̃(·,γ i)‖Ω
(n)
Π

alorsE
rire uAPHR(·,γ i) = u
(n)
HPOD(·,γi)E
rire zAPHR(·,γi) = z
(n)
HPOD(·,γ i)sinonCal
uler la 
orre
tion FEM a�n de déterminer la 
orre
tion δuFEM(·,γi) àapporter au 
hamp de dépla
ement sur Ω et la 
orre
tion δzFEM(·,γi) à apporterau 
hamp de variables internes sur Ω selon la formulation FEM-Galerkin ave
 la baseréduite (ψ(n)

k

)M
(n)
u

k=1E
rire uAPHR(·,γ i) = u
(n)
HPOD(·,γi) + δuFEM(·,γ i)E
rire zAPHR(·,γi) = z
(n)
HPOD(·,γ i) + δzFEM(·,γi)Enri
hir V(n)

POD et Z(n)
POD et mettre à jour les bases réduites (ψ(n+1)

k

)M
(n+1)
u

k=1
et

(

µ
(n+1)
k

)M
(n+1)
z

k=1A
tualiser le TID Ω
(n+1)
Π�n si�n pourCet algorithme était implémenté dans le 
ode de 
al
ul Z-set pour les thèses de Cartelet Vin
ent. Il a été modi�é pour tenir 
ompte des développements présentés dans 
emémoire.



Chapitre 4Désyn
hronisation de la méthodeAPHRDans le 
as des matériaux hétérogènes, le 
omportement peut varier de façon im-portante selon la phase 
onsidérée. Par 
onséquent, les transformations signi�
atives nesont pas né
essairement 
orrélées dans les phases. D'une part, les transformations signi-�
atives dans 
haque phases peuvent être di�érentes. D'autre part, 
es transformationssigni�
atives peuvent éventuellement être dé
alées dans le temps.Or 
onsidérée de façon isolée, 
ertaines phases ont une évolution d'état moins 
omplexeque l'évolution de l'ensemble. Ainsi une mauvaise prise en 
ompte des hétérogénéitéspeut induire une 
omplexité apparente super�ue dans des phases. A�n de prendre en
ompte 
e phénomène dans l'analyse mé
anique du système, et puisque les 
omporte-ments élastoplastiques ont une 
omplexité su�sante pour justi�er que l'on 
her
he àéviter de 
omplexi�er la représentation des variables internes, une dé
omposition desvariables internes par sous-domaine appelée dé
omposition désyn
hronisée est proposéedans le 
as des matériaux hétérogènes.La méthode APHR désyn
hronisée propose une formulation multi-niveaux désyn
hro-nisée sur l'ensemble des sous-domaine désyn
hronisé (Ωr)
R
r=1 qui 
oin
ident par défautave
 les phases du matériau. Toutefois, 
haque phase peut éventuellement être resubdivi-sée en sous-domaines. La méthode APHR désyn
hronisée repose sur une hyper-rédu
tiondésyn
hronisée. Par opposition, la méthode APHR présenté au 
hapitre 3 est maintenantdésignée sous le nom de méthode APHR syn
hronisée.Ce genre de traitement des données est inspiré du 
lustering [134, 113, 121, 59, 139, 69℄et des méthodes de 
hamp de transformation développées en homogénéisation pour lamé
anique des matériaux [96, 97℄ qui proposent un traitement des variables internes parphases.Ce 
hapitre présente tout d'abord un exemple analytique simple sur une barre hétéro-gène a�n de montrer l'intérêt de la dé
omposition par phase. Deux apports se dégagentdes développements apportés à la méthode APHR désyn
hronisée : l'extrapolation etl'enri
hissement des variables internes par sous-domaine et la 
onstru
tion du TID par
on
aténation de sous-TID 
onstruits sur les sous-domaines désyn
hronisés. Les résul-tats de la méthode APHR désyn
hronisée par sous-domaine sont illustrés à l'aide d'unexemple simple sur une plaque multi-perforée et montrent une nette amélioration desrésultats de 
al
ul. 43



44 CHAPITRE 4. DÉSYNCHRONISATION DE LA MÉTHODE APHR4.1 Étude analytique préliminaire d'une barre hétérogèneen tra
tion-
ompression4.1.1 Formulation du problèmeLe système étudié est une barre hétérogène solli
itée en tra
tion pure par un dépla-
ement imposé ud au point M1 (Figure 4.1).
Fig. 4.1: Système hétérogène solli
ité en tra
tion-
ompressionLa barre est 
onstituée de deux phases élastoplastiques. La plasti
ité est dé
rite par uné
rouissage isotrope linéaire. La première phase est notée phase A et l'autre phase B. Laphase A o

upe le domaine 
ompris entre M0 et M2. La phase B est une in
lusion quio

upe le domaine 
ompris entre M2 et M3.L'objet de 
ette étude analytique est l'évolution du 
hamp de dépla
ement u(x, t) et du
hamp de déformation élastique pour un 
hargement monotone 
roissant tel que ud(t) =

vd t. On suppose que L1 = 2 L2 et la longueur totale LT est telle que LT = L1 + 2 L2.La durée de 
hargement est 
hoisie arbitrairement égale à deux fois la durée de la trans-formation purement élastique soit T = 2 te.Dans la phase i ( i = A, B), la limite d'élasti
ité est σ0
i . Le module d'élasti
ité estuniforme et noté E et le module d'é
rouissage isotrope linéaire est uniforme et noté H.L'aire de la se
tion droite est uniforme et notée S. On note ǫe i, ǫp i et σi le 
hampde déformation élastique, le 
hamp de déformation plastique et le 
hamp de 
ontrainterespe
tivement. Le 
hamp de déformation dans la phase B est uniforme. Le 
hamp dedéformation dans la phase A n'étant pas uniforme : sa valeur à gau
he de M1 est notée

ǫAa et sa valeur à droite est notée ǫAb. De façon similaire sont introduits ǫe Aa, ǫp Aa, σAa,
ǫe Ab, ǫp Ab et σAb.Le 
omportement élastique et plastique à é
rouissage isotrope linéaire des di�érentesphases est dé
rit par les équations 
i-dessous (i = Aa, Ab, B) :

ǫi(·, t) = ǫe i(·, t) + ǫp i(·, t), t ∈]0, T ], (4.1a)
σi(·, t) = E ǫe i(·, t), t ∈]0, T ], (4.1b)

|σi(·, t)| − σ0
i −H pi(·, t) ≤ 0, t ∈]0, T ], (4.1
)
ǫ̇p i(·, t) σ·,i(t) ≥ 0, t ∈]0, T ], (4.1d)

ǫ̇p i(·, t) (|σi(·, t)| − σ0
i −H pi(·, t)) = 0, t ∈]0, T ], (4.1e)
ṗi(·, t) = |ǫ̇p i(·, t)|, t ∈]0, T ], (4.1f)

ǫp i(·, 0
+) = 0, (4.1g)

pi(·, 0
+) = 0. (4.1h)



4.1. ÉTUDE ANALYTIQUE D'UNE BARRE HÉTÉROGÈNE 45L'équilibre de la stru
ture est donné par :
σAb(·, t) − σB(·, t) = 0, t ∈]0, T ]. (4.2)La 
ondition de 
ompatibilité des déformations a�n que le 
hamp de déformation 
orres-ponde à un 
hamp de dépla
ement est donnée par :

L1 ǫAa(·, t) + L2 ǫAb(·, t) + L2 ǫB(·, t) = 0, t ∈]0, T ], (4.3a)
L1 ǫAa(·, t) = ud(t), t ∈]0, T ]. (4.3b)Le 
hamp de dépla
ement est donné par :

u(x, ·) =











ǫAa(x, ·) x si 0 ≤ x ≤ L1, (4.4a)
ǫAa(x, ·) L1 + ǫAb(x, ·) (x− L1) si L1 ≤ x ≤ L1 + L2, (4.4b)
ǫB(x, ·) (x− L1 − 2 L2) si L1 + L2 ≤ x ≤ LT . (4.4
)Dans la suite, on s'intéresse à la dé
omposition du 
hamp ǫe par la snapshot POD. Le
hamp de déformation élastique est dé�nie par mor
eaux :
ǫe(x, ·) =











ǫe Aa(·, t) si 0 ≤ x ≤ L1, (4.5a)
ǫe Ab(·, t) si L1 ≤ x ≤ L1 + L2, (4.5b)
ǫe B(·, t) si L1 + L2 ≤ x ≤ LT . (4.5
)4.1.2 Solution du problème mé
anique dans le 
as d'un matériau ho-mogèneLes équations du 
as homogènes sont déduites des équations 
i-dessus en 
onsidérantl'hypothèse σ0

A = σ0
B . La solution est dé
rite en deux pas de temps séparés par l'instant

te : la stru
ture est 
omplètement élastique jusqu'à te.Pour t ≤ te, la solution est la suivante :
σAa(·, t) = E

ud(t)

L1
, t ∈]0, te], (4.6a)

σAb(·, t) = −E
ud(t)

2 L2
, t ∈]0, te], (4.6b)

σB(·, t) = −E
ud(t)

2 L2
, t ∈]0, te], (4.6
)

ǫAa(·, t) =
ud(t)

L1
, t ∈]0, te], (4.6d)

ǫAb(·, t) = −
ud(t)

2 L2
, t ∈]0, te], (4.6e)

ǫB(·, t) = −
ud(t)

2 L2
, t ∈]0, te], (4.6f)

ǫAa p(·, t) = 0, t ∈]0, te], (4.6g)
ǫAb p(·, t) = 0, t ∈]0, te], (4.6h)
ǫB p(·, t) = 0, t ∈]0, te], (4.6i)

te =
σ0

A L1

E vd
. (4.6j)



46 CHAPITRE 4. DÉSYNCHRONISATION DE LA MÉTHODE APHRL'égalité L1 = 2L2 est 
hoisie pour que la limite d'élasti
ité soit atteinte en même tempsà gau
he et à droite du point M1 dans le 
as d'un matériau homogène.Pour t ≥ te, la solution est la suivante :
σAa(·, t) = σ0

A +
H E

H + E

(

ud(t)

L1
−
σ0

A

E

)

, t ∈ [te, T ], (4.7a)
σAb(·, t) = −σ0

A −
H E

H + E

(

ud(t)

L1
−
σ0

A

E

)

, t ∈ [te, T ], (4.7b)
σB(·, t) = −σ0

B −
H E

H + E

(

ud(t)

L1
−
σ0

A

E

)

, t ∈ [te, T ], (4.7
)
ǫAa(·, t) =

ud(t)

L1
, t ∈ [te, T ], (4.7d)

ǫAb(·, t) = −
ud(t)

2 L2
, t ∈ [te, T ], (4.7e)

ǫB(·, t) = −
ud(t)

2 L2
, t ∈ [te, T ], (4.7f)

ǫAa p(·, t) =
E

H + E

(

ud(t)

L1
−
σ0

A

E

)

, t ∈ [te, T ], (4.7g)
ǫAb p(·, t) = −

E

H + E

(

ud(t)

L1
−
σ0

A

E

)

, t ∈ [te, T ], (4.7h)
ǫB p(·, t) = −

E

H + E

(

ud(t)

L1
−
σ0

A

E

)

, t ∈ [te, T ], (4.7i)Pour t = 2 te, la solution est la suivante :
σAa(·, 2 te) =

(

1 +
H

H + E

)

σ0
A, (4.8a)

σAb(·, 2 te) = −

(

1 +
H

H + E

)

σ0
A, (4.8b)

σB(·, 2 te) = −

(

1 +
H

H + E

)

σ0
A, (4.8
)

ǫAa(·, 2 te) =
2 σ0

A

E
, (4.8d)

ǫAb(·, 2 te) = −
2 σ0

A

E
, (4.8e)

ǫB(·, 2 te) = −
2 σ0

A

E
, (4.8f)

ǫAa p(·, 2 te) =
E

H + E

σ0
A

E
, (4.8g)

ǫAb p(·, 2 te) = −
E

H + E

σ0
A

E
, (4.8h)

ǫB p(·, 2 te) = −
E

H + E

σ0
A

E
. (4.8i)



4.1. ÉTUDE ANALYTIQUE D'UNE BARRE HÉTÉROGÈNE 474.1.3 Dé
omposition des déformations élastiques dans le 
as d'un ma-tériau homogèneLa snapshot POD est menée en 
onsidérant deux é
hantillons du 
hamp de déforma-tion élastique : le premier en t = te et l'autre en t = 2 te. Les modes empiriques (µk)
2
k=1sont 
her
hés sous la forme d'une 
ombinaison de 
es deux é
hantillons selon :

µk(x) = ǫe(x, te) b1k + ǫe(x, 2 te) b2k, 0 ≤ x ≤ LT . (4.9)La matri
e de 
ovarian
e C s'é
rit don
 :
C =









∫ LT

0
ǫe(x, te) ǫe(x, te) dx

∫ LT

0
ǫe(x, te) ǫe(x, 2 te) dx

∫ LT

0
ǫe(x, te) ǫe(x, 2 te) dx

∫ LT

0
ǫe(x, 2 te) ǫe(x, 2 te) dx









. (4.10)Le 
al
ul des termes de C donne :
C11 = LT

(

σ0
A

E

)2

, (4.11a)
C12 = LT

(

σ0
A

E

)2 (

1 +
H

H + E

)

, (4.11b)
C22 = LT

(

σ0
A

E

)2 (

1 +
H

H + E

)2

. (4.11
)Dans 
e 
as il n'y a qu'un unique mode empirique relatif à la seule valeur propre nonnulle λ1 asso
iée au ve
teur propre b1 :
bT

1 =

[

1 1 +
H

E +H

]

, (4.12a)
λ1 = LT

(

σ0
A

E

)2
(

1 +

(

1 +
H

E +H

)2
)

. (4.12b)Le mode empirique µ1 s'é
rit :
µ1(x) =























(

1 +

(

1 +
H

E +H

)2
)

σ0
A

E
si 0 ≤ x ≤ L1, (4.13a)

−

(

1 +

(

1 +
H

E +H

)2
)

σ0
A

E
si L1 ≤ x ≤ LT . (4.13b)Il faut noter qu'un unique é
hantillon est né
essaire 
ar l'étape purement élastique (t ≤

te) est linéaire et l'étape plastique également (t ≥ te).4.1.4 Solution du problème mé
anique dans le 
as d'un matériau hé-térogèneL'in
lusion B est supposée plus dure que la matri
e A en 
onsidérant σ0
B > σ0

A.La phase élastique demeure identique et la dé�nition de te reste in
hangées. C'est don




48 CHAPITRE 4. DÉSYNCHRONISATION DE LA MÉTHODE APHRla phase A qui atteint la première la limite d'élasti
ité σ0
A alors que σ0

B est supposéesu�samment grand pour qu'il n'y ait pas de plasti
ité en t = T dans la phase B.Pour t ≥ te, la solution est la suivante :
σAa(·, t) = σ0

A +
H E

H + E

(

ud(t)

L1
−
σ0

A

E

)

, t ∈ [te, T ], (4.14a)
σAb(·, t) = −

E H

2H + E

(

ud(t)

L2
+
σ0

A

H

)

, t ∈ [te, T ], (4.14b)
σB(·, t) = −

E H

2H + E

(

ud(t)

L2
+
σ0

A

H

)

, t ∈ [te, T ], (4.14
)
ǫAa(·, t) =

ud(t)

L1
, t ∈ [te, T ], (4.14d)

ǫAb(·, t) = −
ud(t)

L2
+

H

2H + E

(

ud(t)

L2
+
σ0

A

H

)

, t ∈ [te, T ], (4.14e)
ǫB(·, t) = −

H

2H + E

(

ud(t)

L2
+
σ0

A

H

)

, t ∈ [te, T ], (4.14f)
ǫAa p(·, t) =

E

H + E

(

ud(t)

L1
−
σ0

A

E

)

, t ∈ [te, T ], (4.14g)
ǫAb p(·, t) = −

E

2H + E

ud(t)

L2
+

2

2H + E
σ0

A, t ∈ [te, T ], (4.14h)
ǫB p(·, t) = 0, t ∈ [te, T ]. (4.14i)Pour t = 2 te, la solution est la suivante :

σAa(·, 2 te) =
2H + E

H + E
σ0

A, (4.15a)
σAb(·, 2 te) = −

4H + E

2H + E
σ0

A, (4.15b)
σB(·, 2 te) = −

4H + E

2H + E
σ0

A, (4.15
)
ǫAa(·, 2 te) =

2 σ0
A

E
, (4.15d)

ǫAb(·, 2 te) = −
4 σ0

A

E
+

H

2H + E

(

4 σ0
A

E
+
σ0

A

H

)

, (4.15e)
ǫB(·, 2 te) = −

H

2H + E

(

4 σ0
A

E
+
σ0

A

H

)

, (4.15f)
ǫAa p(·, 2 te) =

σ0
A

H + E
, (4.15g)

ǫAb p(·, 2 te) = −
2

2H + E
σ0

A, (4.15h)
ǫB p(·, 2 te) = 0. (4.15i)



4.1. ÉTUDE ANALYTIQUE D'UNE BARRE HÉTÉROGÈNE 494.1.5 Dé
omposition des déformations élastiques dans le 
as d'un ma-tériau hétérogèneLa snapshot POD est menée en 
onsidérant deux é
hantillons du 
hamp de déforma-tion élastique : le premier en t = te et l'autre en t = 2 te. Les modes empiriques (µk)
2
k=1sont 
her
hés sous la forme d'une 
ombinaison de 
es deux é
hantillons selon :

µk(x) = ǫe(x, te) b1k + ǫe(x, 2 te) b2k, 0 ≤ x ≤ LT . (4.16)La matri
e de 
ovarian
e C s'é
rit don
 :
C =









∫ LT

0
ǫe(x, te) ǫe(x, te) dx

∫ LT

0
ǫe(x, te) ǫe(x, 2 te) dx

∫ LT

0
ǫe(x, te) ǫe(x, 2 te) dx

∫ LT

0
ǫe(x, 2 te) ǫe(x, 2 te) dx









. (4.17)Le 
al
ul des termes de C donne :
C11 = LT

(

σ0
A

E

)2

, (4.18a)
C12 =

(

σ0
A

E

)2 (

L1
2H + E

H +E
+ 2 L2

4H + E

2H + E

) (4.18b)
C22 =

(

σ0
A

E

)2
(

L1

(

2H +E

H + E

)2

+ 2 L2

(

4H + E

2H + E

)2
) (4.18
)L'hétérogénéité fait apparaître deux modes modes empiriques relatifs à deux valeurspropres non nulles. Les déformations élastique ne sont plus syn
hrones dans les deuxphases.Or, seul un mode de déformation uniforme su�t dans la phase B 
onsidérée seule. Par
onséquent la phase B 
onsidérée seule voit des déformations élastiques syn
hrones. Celapermet d'illustrer qu'une mauvaise prise en 
ompte des hétérogénéités peut induire une
omplexité apparente super�ue dans la phase B et que 
e phénomène est très sensibleaux variations de limite d'élasti
ité si l'é
rouissage est de l'ordre de E

10
. Il faut égalementnoter que la forme du premier mode est modi�ée dès que l'in
lusion est plus dure 
ar leve
teur [ 1 1 +

H

E +H

]T n'est plus un ve
teur propre de la matri
e C.4.1.6 Dé
omposition par phase des déformations élastiques dans le 
asd'un matériau hétérogèneLes 
omportements élastoplastiques ont une 
omplexité su�sante pour justi�er quel'on 
her
he à éviter de 
omplexi�er la représentation des variables internes de 
es mo-dèles. L'objet de 
ette étude est de montrer l'intérêt de réaliser une dé
omposition parphase des variables internes. Les transformations signi�
atives ne sont plus 
her
hées defaçon syn
hrone dans l'ensemble des deux phases. C'est 
e que l'on appelle une appro
hedésyn
hronisée de la dé
omposition.La snapshot POD est menée en 
onsidérant deux é
hantillons par phase du 
hamp de



50 CHAPITRE 4. DÉSYNCHRONISATION DE LA MÉTHODE APHRdéformation élastique : le premier en t = te et l'autre en t = 2 te. Pour 
haque phase(i = A, B), les modes empiriques ((i)µk

)2

k=1
sont 
her
hés sous la forme d'une 
ombinai-son de 
es deux é
hantillons selon :

(i)µk(x) = (i)ǫe(x, te)
(i)b1k + (i)ǫe(x, 2 te)

(i)b2k, 0 ≤ x ≤ LT . (4.19)La matri
e de 
ovarian
e (A)C s'é
rit don
 :
(A)C =









∫ L1+L2

0

(A)ǫe(x, te)
(A)ǫe(x, te) dx

∫ L1+L2

0

(A)ǫe(x, te)
(A)ǫe(x, 2 te) dx

∫ L1+L2

0

(A)ǫe(x, te)
(A)ǫe(x, 2 te) dx

∫ L1+L2

0

(A)ǫe(x, 2 te)
(A)ǫe(x, 2 te) dx









.(4.20)Le 
al
ul des termes de (A)C donne :
(A)C11 = (L1 + L2)

(

σ0
A

E

)2

, (4.21a)
(A)C12 =

(

σ0
A

E

)2 (

L1
2H + E

H + E
+ L2

4H + E

2H + E

)

, (4.21b)
(A)C22 =

(

σ0
A

E

)2
(

L1

(

2H + E

H +E

)2

+ L2

(

4H + E

2H + E

)2
)

. (4.21
)Il reste deux modes empiriques signi�
atifs dans la phase A.La matri
e de 
ovarian
e (B)C s'é
rit don
 :
(B)C =









∫ LT

L1+L2

(B)ǫe(x, te)
(B)ǫe(x, te) dx

∫ LT

L1+L2

(B)ǫe(x, te)
(B)ǫe(x, 2 te) dx

∫ LT

L1+L2

(B)ǫe(x, te)
(B)ǫe(x, 2 te) dx

∫ LT

L1+L2

(B)ǫe(x, 2 te)
(B)ǫe(x, 2 te) dx









.(4.22)Le 
al
ul des termes de (B)C donne :
(B)C11 = L2

(

σ0
A

E

)2

, (4.23a)
(B)C12 = L2

(

σ0
A

E

)2
4H + E

2H + E
, (4.23b)

(B)C22 = L2

(

σ0
A

E

)2 (
4H + E

2H + E

)2

. (4.23
)Dans 
e 
as il n'y a qu'un unique mode empirique relatif à la seule valeur propre nonnulle (B)λ1 asso
iée au ve
teur propre (B)b1 :
(B)b

T

1 =

[

1
4H + E

2H + E

]

, (4.24a)
(B)λ1 = L2

(

σ0
A

E

)2
(

1 +

(

4H + E

2H + E

)2
)

. (4.24b)



4.2. MÉTHODE APHR DÉSYNCHRONISÉE 514.2 Méthode APHR désyn
hroniséeLa méthode APHR désyn
hronisée apporte quelques développements a�n de prendreen 
ompte le fait que les transformations signi�
atives ne sont pas né
essairement 
orré-lées dans les phases et que 
ertaines phases 
onsidérées de façon isolées ont une évolutiond'état moins 
omplexe que l'évolution de l'ensemble.La méthode APHR désyn
hronisée présente deux apports :(i) une 
onstru
tion par sous-domaine du TID,((ii) un traitement par sous-domaine du 
hamp de variables internes.La méthode APHR désyn
hronisée reste une méthode a priori 
ar elle ne né
essite au
unedonnée initiale pour mener une simulation. Toutefois, tout 
omme dans le 
as syn
hro-nisé, la méthode APHR désyn
hronisée peut également exploiter des snapshots ou desbases réduites issues de simulations pré
édentes en adoptant une démar
he a posteriori.Dans 
e dernier 
as, la méthode APHR désyn
hronisée non adaptative né
essite une baseréduite relative au 
hamp de dépla
ement u et R bases réduites relatives au 
hamp devariables internes z dé�nies sur les R sous-domaines désyn
hronisés (Ωr)
R
r=1.Dans le 
as d'une stratégie adaptative, le ROM est évolutif. La méthode APHR désyn-
hronisée fournit d'abord une estimation hyper-réduite HPOD du 
hamp de dépla
ement

u à appro
her. Cette estimation hyper-réduite di�ère dans la méthode désyn
hroniséeuniquement par la façon de 
onstruire le TID : 
'est le premier apport de la méthode.Puis, le 
hamp de variables internes partiel z̃ est étendu à l'extérieur du TID de façondésyn
hronisée : 
'est le se
ond apport de la méthode. Cette estimation hyper-réduiteHPOD est éventuellement 
orrigée par un 
al
ul FEM. Plus pré
isemment, si à la �n d'unin
rément, la pré
ision de la prévision HPOD est insu�sante, l'état mé
anique 
orrigépar la FEM est utilisé pour enri
hir la base réduite asso
iée au 
hamp de dépla
ement
u et les bases réduites asso
iées au 
hamp de variables internes z d'un mode empiriquede façon désyn
hronisée : 
'est en
ore le se
ond apport de la méthode.La méthode APHR désyn
hronisée est dé�nie sous la dis
rétisation induite par la FEM.Le maillage FEM introduit Nu degrés de liberté situés aux noeuds et Nz variables in-ternes situées aux points de Gauss des Ne éléments. La dis
rétisation FEM n'est pasné
essaire pour dé
rire les 
on
epts de la méthode APHR désyn
hronisé mais 
e 
adrepermet de simpli�er la notion d'hyper-rédu
tion désyn
hronisée.
4.2.1 Des
ription de la représentation multi-niveaux désyn
hroniséeLa méthode APHR désyn
hronisée adaptative fournit des estimations en sommant sibesoin une 
orre
tion FEM à la prévision du ROM. Les variables d'état réduites issuesde la POD étant globales et les variables d'état FEM étant lo
ales, les approximations



52 CHAPITRE 4. DÉSYNCHRONISATION DE LA MÉTHODE APHRproposées sont multi-niveaux selon :
u(x,γ) ≈ uAPHR(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP , (4.25a)

uAPHR(x,γ) = u
(n)
HPOD(x,γ) + δuFEM(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP , (4.25b)

z =
(

(r)z
)R

r=1
, (4.25
)

zAPHR =
(

(r)zAPHR

)R

r=1
, (4.25d)

(r)z(x,γ) ≈ (r)zAPHR(x,γ), x ∈ Ωr, γ ∈ IP , (4.25e)
z

(n)
HPOD =

(

(r)z
(n)

HPOD

)R

r=1
, (4.25f)

δzFEM =
(

(r)δzFEM

)R

r=1
, (4.25g)

(r)zAPHR(x,γ) = (r)z
(n)
HPOD(x,γ) + δzFEM(x,γ), x ∈ Ωr, γ ∈ IP . (4.25h)La méthode APHR désyn
hronisée introduit la dé
omposition par phase du 
hamp devariables internes sur l'ensemble des sous-domaines désyn
hronisés (Ωr)

R
r=1 et l'exposant

(r)
� est introduit pour donner la nature du sous-domaine.La méthode APHR désyn
hronisée préserve le 
ara
tère évolutif des modes empiriques.Par 
onséquent, 
es modes empiriques 
ara
téristiques de la transformation sont modi�ésdurant le traitement in
rémental du problème mé
anique et l'exposant �

(n) est introduitpour donner la version du ROM.4.2.2 Prévision hyper-réduite HPOD désyn
hroniséeLa méthode APHR désyn
hronisée exploite une représentation appro
hée à l'aide debases réduites POD et une formulation tronquée des 
onditions d'équilibre qui dé
oulede l'hyper-rédu
tion désyn
hronisée. Ce point di�ère de la méthode APHR syn
hroniséede par la 
onstru
tion du TID par sous-domaine.Représentation appro
hée du 
hamp de dépla
ement La méthode APHR désyn-
hronisée introduit à l'ordre M (n)
u des fon
tions de forme (ψ(n)

k

)M
(n)
u

k=1
reliées au 
hampde dépla
ement u par les dépla
ements réduits (a(n)

k

)M
(n)
u

k=1
. Le 
hamp de dépla
ement us'é
rit don
 de la façon suivante :

u(x,γ) ≈ u
(n)
HPOD(x,γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP . (4.26a)

u
(n)
HPOD(x,γ) =

M
(n)
u
∑

k=1

ψ
(n)
k (x) a

(n)
k (γ), x ∈ Ω, γ ∈ IP . (4.26b)Les modes empiriques (ψ(n)

k

)M
(n)
u

k=1
sont dé
rits en utilisant les fon
tions de formes FEM

(N i)
Nu

i=1 et la matri
e de rédu
tion A(n) selon :
ψ

(n)
k (x) =

Nu
∑

i=1

N i(x) A
(n)
ik , x ∈ Ω. (4.27)



4.2. MÉTHODE APHR DÉSYNCHRONISÉE 53La base (ψ(n)
k

)M
(n)
u

k=1
est dite réduite 
ar M (n)

u ≪ Nu et 
ontient M (n)
u modes empiriquesrelatifs au 
hamp de dépla
ement sur Ω (Figure 3.1). La représentation du 
hamp de dé-pla
ement est dite syn
hronisée sur Ω 
ar une unique base réduite est 
onsidérée a�n dedé
rire le 
hamp de dépla
ement sur le domaine Ω. Les variables d'état réduites relativesau 
hamp de dépla
ement sont les dépla
ements réduits (a(n)

k

)M
(n)
u

k=1
.Il faut noter que l'approximation POD a un premier r�le en amont de la résolution del'équilibre. Appliquée au 
hamp de dépla
ement, elle permet d'introduire la matri
e derédu
tion A(n) dans la résolution de l'équilibre 
e qui permet de 
al
uler M (n)

u dépla
e-ments réduits pour le ROM au lieu de Nu degrés de liberté pour la FEM.
Fig. 4.2: Méthode APHR désyn
hronisée. Représentation du 
hamp de dépla
ementsyn
hronisé sur le domaine Ω et du 
hamp de variables internes désyn
hronisé sur ledomaine ΩRésolution restreinte au domaine tronqué Comme le ROM possède M (n)

u dépla-
ements réduits au lieu de Nu degrés de liberté pour la FEM, l'hyper-rédu
tion 
onsisteà introduire un domaine tronqué d'intrégration (Trun
ated Integration Domain) (TID)
Ω

(n)
Π 
ontenant l'ensemble des variables internes expli
atives sur lesquelles sont é
rites

Nu
(n)
Π équations séle
tionnées pour la résolution du problème en base réduite (Figure 4.3).Ce point di�ère de la méthode APHR syn
hronisée uniquement par la 
onstru
tion duTID par sous-domaine détaillée ultérieurement. L'idée est toujours de re
enser les 
ondi-tions d'équilibre que l'on peut é
rire sur Ω

(n)
Π , 
'est à dire les 
onditions relatives au
hamp de vitesse virtuel dont le support est sans interse
tion ave
 l'extérieur de Ω

(n)
Πnoté Ω̄

(n)
Π .Le problème est alors restreint au TID en utilisant une matri
e diagonale Λ

(n)
Π déduited'une matri
e de tron
ature Z(n)

Π de dimension Nu
(n)
Π ×Nu dé�nie par :si max

x∈Ω̄
(n)
Π

‖N i(x)‖
Ω̄

(n)
Π

= 0, alors ∃ j ∈ {1, ..., Nu
(n)
Π } | ZΠ

(n)
ji = 1, (4.28a)si max

x∈Ω̄
(n)
Π

‖N i(x)‖
Ω̄

(n)
Π

> 0, alors ZΠ
(n)
ji = 0 ∀ j ∈ {1, ..., Nu

(n)
Π }, (4.28b)

Λ
(n)
Π = Z

(n)
Π

T
·Z

(n)
Π . (4.28
)
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(a) Lo
alisation du TID (b) Séle
tion des noeuds situés dans le TIDFig. 4.3: Méthode APHR désyn
hronisée. TID Ω

(n)
ΠLes Nu

(n)
Π équations séle
tionnées sont telles que M (n)

u ≤ Nu
(n)
Π ≤ Nu a�n de réduire la
omplexité de la résolution du problème. Toutefois, Nu

(n)
Π doit rester tel que le problèmereste bien posé 
e qui impose que M (n)

u ≤ Nu
(n)
Π .Formulation POD-Petrov-Galerkin La prévision hyper-réduite HPOD est dé-terminée à l'aide de la formulation POD-Petrov-Galerkin. On introduit l'espa
e fon
tion-nel V(n)

Π POD relatif à la base réduite asso
iée au 
hamp de dépla
ement u et tronqué sur
ΩΠ dé�ni par :

V
(n)
Π POD = span

{

ψ̃
(n)
k

}M
(n)
u

k=1
, (4.29)où les modes empiriques tronqués (ψ̃(n)

k

)M
(n)
u

k=1
sont tels que leur support est réduit auTID selon :

ψ̃
(n)
k (x) =

Nu
∑

i=1

N i(x) ΛΠ
(n)
ii A

(n)
ik , x ∈ Ω. (4.30)Suivant une stratégie in
rémentale, étant donné que seul l'intérieur du TID 
ontribue àla formulation du problème et en é
rivant ∂F Ω

(n)
Π = ∂F Ω∩Ω

(n)
Π , le problème est formuléave
 l'approximation POD-Petrov-Galerkin à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP de la façonsuivante :Problème 9 Trouver u(n)

HPOD(·,γ) ∈ U
(n)
POD tel que :

b
(

u
(n)
HPOD,v

)

= l (v) , ∀v ∈ V
(n)
Π POD, (4.31)ave
 :

b
(

u
(n)
HPOD,v

)

=

∫

Ω
(n)
Π

ǫ(v) : σ
(

u
(n)
HPOD, z̃

)

dΩ, (4.32a)
l (v) =

∫

Ω
(n)
Π

v · f dΩ +

∫

∂F Ω
(n)
Π

v · F dΓ. (4.32b)Ce problème est résolu de façon itérative à l'aide d'un s
héma de Newton-Raphson. Ennotation matri
ielle ave
 l'approximation POD-Petrov-Galerkin, une itération permet de



4.2. MÉTHODE APHR DÉSYNCHRONISÉE 55déterminer les in
réments de dépla
ements réduits δa(n) qui équilibrent le résidu R(n)
APHRdans le système J (n)

APHR δa(n) = −R
(n)
APHR, où J (n)

APHR désigne la matri
e ja
obienneAPHR déduite de la matri
e ja
obienne FEM selon :
R

(n)
APHR = A(n)T ·Λ

(n)
Π ·RFEM , (4.33a)

J
(n)
APHR = A(n)T ·Λ

(n)
Π · JFEM ·A(n). (4.33b)L'utilisation de la formulation POD-Petrov-Galerkin pour l'assemblage de la matri
ede rigidité tangente et du résidu en base réduite 
onduit respe
tivement à une 
om-plexité numérique de l'ordre de 2M

(n)
u

2
Nu

(n)
Π + 2M

(n)
u ωNu

(n)
Π pour le terme de gau
he et

2M
(n)
u Nu

(n)
Π pour le terme de droite, où ω est la largeur de bande de la matri
e ja
obienneFEM. L'utilisation de la formulation POD-Petrov-Galerkin entraine que numérique del'assemblage ne dépend pas de la dimension Nu de l'espa
e des fon
tions d'interpolationliées à la dis
rétisation FEM.La formulation tronquée des 
onditions d'équilibre représente par 
onséquent un gainproportionnel à Nu

Nu
(n)
Π

.Comme les modes empiriques relatifs au 
hamp de dépla
ement sont dé�nis sur le do-maine Ω, la 
onnaissan
e des dépla
ements réduits permet de dé�nir le 
hamp de dépla-
ement u sur le domaine Ω même si les dépla
ement réduits sont 
al
ulées en utilisant lesmodes empiriques tronqués dé�nis sur le TID. Par 
ontre, le 
hamp de variables internes
z̃ est partiel et 
onnu uniquement sur le TID.4.2.3 Extrapolation désyn
hronisée des variables internesLa prévision hyper-réduite permet de déterminer le 
hamp partiel de variables in-ternes z̃ sur Ω

(n)
Π . Le but est d'étendre 
e 
hamp sur le domaine Ω̄

(n)
Π . La représentationdésyn
hronisée du 
hamp partiel de variables internes z̃ =

(

(r)z̃
)R

r=1
est introduite a�n depermettre une extrapolation de variables internes sur 
haque sous-domaine désyn
hronisétronqué Ω̄

(n)
Π ∩ Ωr.Représentation appro
hée du 
hamp de variables internes La représentationdésyn
hronisée du 
hamp de variables internes z =

(

(r)z
)R

r=1
est une représentationappro
hée induite par la tron
ature de la POD. Elle est donnée par :

(r)z(x,γ) ≈ (r)z
(n)

HPOD(x,γ), x ∈ Ωr, γ ∈ IP , (4.34a)
(r)z

(n)

HPOD(x,γ) =

(r)M
(n)
z

∑

k=1

(r)µ
(n)

k (x) (r)b
(n)

k (γ), x ∈ Ωr, γ ∈ IP . (4.34b)La base réduite ((r)µ
(n)
k

)(r)M
(n)
z

k=1
est dite réduite 
ar (r)M

(n)
z ≪ N

(r)
z et 
ontient (r)M

(n)
zmodes empiriques relatifs au 
hamp de variables internes sur Ωr (Figure 4.2). La re-présentation du 
hamp de variables internes est dite désyn
hronisée sur Ω 
ar une baseréduite est 
onsidérée a�n de dé
rire 
haque 
omposante s
alaire du 
hamp de variables
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haque sous-domaine désyn
hronisé Ωr. Toutefois, la notation ne distinguepas 
ha
une des 
omposantes s
alaires du 
hamp (r)z a�n de ne pas sur
harger 
e mé-moire. Les variables d'état réduites relatives au 
hamp de variables internes sont lesvariables internes réduites ((r)b
(n)
k

)(r)M
(n)
z

k=1
sur 
haque sous-domaine désyn
hronisé Ωr.Dans une matériau hétérogène, les phénomènes temporels peuvent être 
omplètement dé-
orrelés d'une phase à l'autre. La représentation désyn
hronisée du 
hamp de variablesinternes assure que les transformations signi�
atives sont dé
rites d'une façon indépen-dante sur 
haque sous-domaine. Par 
onséquent, un nombre de modes empiriques est
onsidéré sur 
haque sous-domaine désyn
hronisé.On introduit les espa
es fon
tionnels ((r)Z
(n)
POD

)R

r=1
relatifs aux bases réduites asso
iéesau 
hamp de variables internes z dé�nis par :

(r)Z
(n)
POD = span

{

(r)µ
(n)
k

}
(r)M

(n)
z

k=1
. (4.35)Il faut noter que l'approximation POD a un se
ond r�le en aval de la résolution del'équilibre. Appliquée au 
hamp des variables internes, elle permet d'utiliser la Gappy-POD a�n de réparer par sous-domaine le 
hamp de variables internes.Gappy-POD du 
hamp de variables internes Le 
hamp de variables internes z̃est un 
hamp partiel 
al
ulé lors de l'équilibre hyper-réduit sur Ω

(n)
Π . Il est étendu sur Ω̄

(n)
Πselon la Gappy-POD en 
al
ulant par sous domaine désyn
hronisé les variables internesréduites ((r)b

(n)
k

)(r)M
(n)
z

k=1
qui minimisent la distan
e au sens des moindres 
arrés entre le
hamp partiel de variables internes (r)z̃ sur le domaine Ω

(n)
Π ∩ Ωr et sa représentationappro
hée (r)z

(n)
HPOD à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP (Figure 4.4). La mise en oeuvre de laGappy-POD est restreinte à 
haque sous-domaine (Ωr)

R
r=1 selon :

(r)b
(n)

(γ) = argmin(r)b
∗

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(r)z̃(x,γ) −

(r)M
(n)
z

∑

k=1

(r)µ
(n)

k (x) (r)b
∗

k

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

Ω
(n)
Π ∩Ωr

, (4.36a)
(r)z

(n)

HPOD(x,γ) =

(r)M
(n)
z

∑

k=1

(r)µ
(n)

k (x) (r)b
(n)

k (γ), x ∈ Ω̄
(n)
Π ∩ Ωr. (4.36b)Chaque domaine Ωr doit rester visible sous le masque du TID a�n de permettre l'extra-polation des variables internes (Figure 4.4). Ce point est automatiquement assuré de parla 
onstru
tion du TID par sous-domaine désyn
hronisé.Comme une base réduite ((r)µ

(n)
k

)(r)M
(n)
z

k=1
est dédiée à 
haque sous-domaine désyn
hro-nisé Ωr, l'extrapolation des variables internes sur le domaine sur le domaine Ω̄

(n)
Π ∩ Ωrest attendue de meilleure qualité.Etant donné le nombre de variables internes (r)Nz

(n)
Π dans le sous-domaine Ωr ∩ Ω

(n)
Π , le
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Fig. 4.4: Méthode APHR désyn
hronisée. Extrapolation des variables internes désyn-
hronisées à l'extérieur du TID
oût numérique de la résolution des systèmes linéaires liés à l'extrapolation par Gappy-POD sur le domaine Ω est de l'ordre de R

∑

r=1

(r)Nz
(n)

Π

2 dans le 
as d'une représentationdésyn
hronisée. En 
omparaison, le 
oût numérique de 
ette résolution est de l'ordre de
(

R
∑

r=1

(r)Nz
(n)
Π

)2 dans le 
as d'une représentation syn
hronisée.Le 
oût numérique de l'extrapolation des variables internes est plus faible en désyn
hro-nisant la représentation des variables internes. La desyn
hronisation de la représentationdes variables internes représente par 
onséquent un gain proportionnel à ( R
∑

r=1

(r)Nz
(n)

Π

)2

R
∑

r=1

(r)Nz
(n)

Π

2
.4.2.4 Pro
édé de 
orre
tion-enri
hissement désyn
hroniséCorre
tion FEM désyn
hronisée Après une prévision HPOD, deux indi
ateursd'erreur sont 
al
ulés.Le premier indi
ateur permet de véri�er la qualité de l'équilibre hyper-réduit sur Ω

(n)
Π enutilisant le résidu FEM tronqué sur Ω

(n)
Π et dé�ni par :

RΠ FEM(γ) = Λ
(n)
Π ·RFEM(γ). (4.37)De la même façon que dans le 
as syn
hronisé, la qualité de l'équillibre est évaluée enutilisant la norme du résidu FEMRΠ FEM tronqué sur Ω

(n)
Π à l'in
rément 
ourant γ ∈ IPselon :

ηu APHR(γ) = ‖RΠ FEM(γ)‖
Ω

(n)
Π

. (4.38)Le se
ond indi
ateur la qualité du 
hamp de variables internes sur Ω
(n)
Π . La qualité du
hamp de variables internes est évaluée en 
al
ulant la distan
e au sens des moindres
arrés entre le 
hamp partiel de variables internes z̃ sur le domaine Ω
(n)
Π et sa représen-tation appro
hée z(n)

HPOD. En raison du traitement désyn
hronisé du 
hamp de variablesinternes, 
ette distan
e est évaluée par sous-domaine en 
al
ulant les distan
es au sens des
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arrés entre le 
hamp partiel de variables internes (r)z̃ sur le domaine Ω
(n)
Π ∩Ωret sa représentation appro
hée (r)z

(n)
HPOD à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP selon :

(r)ηz(γ) =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(r)z̃(x,γ) −

(r)M
(n)
z

∑

k=1

(r)µ
(n)
k (x) (r)b

(n)
k (γ)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Ω
(n)
Π ∩Ωr

, (4.39a)
ηz(γ) =

√

√

√

√

R
∑

r=1

(r)η
2
z(γ). (4.39b)Si ηu APHR(γ) ≤ εu ‖RΠ FEM |

u
(n)
HPOD

=0
(γ)‖

Ω
(n)
Π

et ηz(γ) ≤ εz‖z̃(x,γ)‖
Ω

(n)
Π

, alors laprévision du ROM est satisfaisante à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP . Sinon, une 
orre
tionFEM δuFEM et δzFEM est 
al
ulée.Les paramètres εu et εz sont les mêmes toléran
es que dans le 
as syn
hronisé. Le premierdonne la toléran
e d'erreur lors de la résolution de l'équilibre hyper-réduit et l'autre donnela toléran
e d'erreur sur le 
hamp de variables internes.Si une 
orre
tion FEM est exigée, suivant une stratégie in
rémentale, le problème estformulé ave
 l'approximation FEM-Galerkin à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP de la façonsuivante :Problème 10 Trouver uAPHR(·,γ) ∈ UFEM tel que :
b (uAPHR,v) = l (v) , ∀v ∈ VFEM . (4.40)Enri
hissement désyn
hronisé L'enri
hissement est mené de la même façon quedans le 
as syn
hronisé pour le 
hamp de dépla
ement. Par 
ontre pour le 
hamp devariables internes, l'enri
hissement est e�e
tué par sous-domaine en 
onsidérant les 
or-re
tion ((r)δzFEM

)R

r=1
.Lorsqu'une 
orre
tion FEM est 
al
ulée à un in
rément, l'état mé
anique du systèmepeut être pris en 
ompte pour enri
hir l'espa
e généré par les bases réduites du ROM enutilisant les 
orre
tions FEM δuFEM et (r)δzFEM .La première étape est de 
al
uler le résidu δu⊥

FEM de la proje
tion orthogonale de δuFEMsur V(n)
POD dé�ni à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP par :

δu⊥
FEM(x,γ) = δuFEM(x,γ) − δûFEM(x,γ), x ∈ Ω, (4.41a)

δûFEM(x,γ) =

M
(n)
u
∑

k=1

ψ
(n)
k (x) δa

(n)
k (γ), x ∈ Ω, (4.41b)

δa(n)(γ) = argminδa∗

∥

∥

∥

∥

∥

∥

δuFEM(x,γ) −

M
(n)
u
∑

k=1

ψ
(n)
k (x) δa∗k

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

Ω

. (4.41
)
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⊥
FEM de la proje
tion orthogonale de (r)δzFEM sur

(r)Z
(n)
POD est dé�ni à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP par :

(r)δz
⊥
FEM(x,γ) = (r)δzFEM(x,γ) − (r)δẑFEM(x,γ), x ∈ Ω, (4.42a)

(r)δẑFEM(x,γ) =

(r)M
(n)
z

∑

k=1

(r)µ
(n)
k (x) (r)δb

(n)
k (γ), x ∈ Ω, (4.42b)

(r)δb
(n)

(γ) = argmin(r)δb
∗

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(r)δzFEM(x,γ) −

(r)M
(n)
z

∑

k=1

(r)µ
(n)

k (x) (r)δb
∗

k

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

Ωr

. (4.42
)La se
onde étape est d'enri
hir V(n)
POD en 
onsidérant un mode empirique supplémentaireet des dépla
ements réduits additionnels.La base réduite (ψ(n+ 1

2)
k

)M
(n)
u +1

k=1

et les dépla
ements réduits asso
iés (a(n+ 1
2)

k

)M
(n)
u +1

k=1sont dé�nis par :
ψ

(n+ 1
2)

k (x) = ψ
(n)
k (x), k ∈

{

1, ...,M (n)
u

}

, x ∈ Ω, (4.43a)
ψ

(n+ 1
2)

M
(n)
u +1

(x) =
δu⊥

FEM(x)
∥

∥δu⊥
FEM(x)

∥

∥

Ω

, x ∈ Ω. (4.43b)
a
(n+ 1

2)
k (τ ) = a

(n)
k (τ ), k ∈

{

1, ...,M (n)
u

}

, τ ∈]0,γ], (4.44a)
a
(n+ 1

2)
M

(n)
u +1

(τ ) = 0, τ ∈]0,γ[, (4.44b)
a
(n+ 1

2)
M

(n)
u +1

(γ) =
∥

∥

∥δu⊥
FEM(x)

∥

∥

∥

Ω
, (4.44
)où Iγ =]0,γ] est l'absisse 
urviligne par
ourue jusqu'à l'in
rément 
ourant γ ∈ IP .De la même façon, l'espa
e (r)Z

(n)
POD est enri
hi en 
onsidérant un mode empirique sup-plémentaire et des variables internes réduites additionnelles.Ainsi, la base réduite ((r)µ

(n+ 1
2)

k

)(r)M
(n)
z +1

k=1

et les variables internes réduites asso
iées
(

(r)b
(n+ 1

2)
k

)(r)M
(n)
z +1

k=1

sont dé�nies par :
(r)µ

(n+ 1
2)

k (x) = (r)µ
(n)
k (x), k ∈

{

1, ..., (r)M
(n)
z

}

, x ∈ Ωr, (4.45a)
(r)µ

(n+ 1
2)

(r)M
(n)
z +1

(x) =
(r)δz

⊥
FEM(x)

∥

∥

∥

(r)δz
⊥
FEM(x)

∥

∥

∥

Ωr

, x ∈ Ωr. (4.45b)
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(r)b

(n+ 1
2)

k (τ) = (r)b
(n)
k (τ ), k ∈

{

1, ..., (r)M
(n)
z

}

, τ ∈]0,γ], (4.46a)
(r)b

(n+ 1
2)

(r)M
(n)
z +1

(τ ) = 0, τ ∈]0,γ[, (4.46b)
(r)b

(n+ 1
2)

(r)M
(n)
z +1

(γ) =
∥

∥

∥

(r)δz
⊥

FEM(x)
∥

∥

∥

Ωr

. (4.46
)La troisième et dernière étape est de 
ontr�ler la taille de V(n)
POD grâ
e à la snapshot PODen é
rivant la matri
e des 
orrélations temporelles.La matri
e des 
orrélations temporelles C(n+ 1

2) asso
iée au 
hamp de dépla
ement estsymétrique, positive, de taille M (n)
u + 1 et s'é
rit :

C
(n+ 1

2)
ij = C0

ij +

(

a
(n+ 1

2)
i , a

(n+ 1
2)

j

)

Iγ

, (4.47a)
M

(n)
u +1
∑

i=1

Cij v
(k)
j = λkv

(k)
i . (4.47b)où la matri
e C0 est une matri
e de 
orrélation provenant d'un 
al
ul pré
édent, et où

(

v(k)
)M

(n)
u +1

k=1
et (λk)

M
(n)
u +1

k=1 sont les ve
teurs propres et les valeurs propres asso
iées dela matri
e C(n+ 1
2).La base réduite (ψ(n+1)

j

)M
(n+1)
u

j=1
et les dépla
ements réduits (a(n+1)

j

)M
(n+1)
u

j=1
sont mis àjour selon :

ψ
(n+1)
j (x) =

M
(n)
u +1
∑

k=1

ψ
(n+ 1

2)
k (x) v

(j)
k , x ∈ Ω, (4.48a)

a
(n+1)
j (τ ) =

M
(n)
u +1
∑

k=1

a
(n+ 1

2)
k (τ ) v

(j)
k , τ ∈]0,γ]. (4.48b)De la même façon, la taille de (r)Z

(n)
POD est 
ontrolée grâ
e à la snapshot POD en é
rivantla matri
e des 
orrélations temporelles.La matri
e des 
orrélations temporelles (r)G

(n+ 1
2) asso
iée au 
hamp de variables internesest symétrique, positive, de taille (r)M

(n)
z + 1 et s'é
rit :

(r)G
(n+ 1

2)
ij = (r)G

0

ij +

(

(r)b
(n+ 1

2)
i , (r)b

(n+ 1
2)

j

)

Iγ

, (4.49a)
(r)M

(n)
z +1
∑

i=1

(r)Gij
(r)v

(k)
j = (r)λk

(r)v
(k)
i . (4.49b)où la matri
e (r)G

0 est une matri
e de 
orrélation provenant d'un 
al
ul pré
édent, etoù ((r)v
(k)
)(r)M

(n)
z +1

k=1
et ((r)λk

)
(r)M

(n)
z +1

k=1
sont les ve
teurs propres et les valeurs propres
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iées de la matri
e (r)G
(n+ 1

2).La base réduite ((r)µ
(n+1)
j

)(r)M
(n+1)
z

j=1
et les variables internes réduites ((r)b

(n+1)
j

)(r)M
(n+1)
z

j=1sont mises à jour selon :
(r)µ

(n+1)
j (x) =

(r)M
(n)
z +1
∑

k=1

(r)µ
(n+ 1

2)
k (x) (r)v

(j)
k , x ∈ Ωr, (4.50a)

(r)b
(n+1)

j (τ ) =

(r)M
(n)
z +1
∑

k=1

(r)b
(n+ 1

2)
k (τ) (r)v

(j)

k , τ ∈]0,γ]. (4.50b)4.2.5 Constru
tion désyn
hronisée du TIDDe la même façon que dans la méthode APHR syn
hronisée, le domaine Ω est diviséen deux ensembles 
omplémentaires Ω
(n)
Π et Ω̄

(n)
Π où Ω

(n)
Π tel que :

Ω
(n)
Π = Ω

(n)
Πz

∪ Ω
(n)
Πu

∪ ΩF ∪ ΩI . (4.51)Le domaine ΩI est une région d'intérêt et 
ontient un ensemble d'éléments �xé parl'utilisateur. Le domaine ΩF 
ontient des éléments tels que les 
hargements volumique fet surfa
ique F restent visibles.Les domaines Ω
(n)
Πz

et Ω
(n)
Πu


ontiennent un ensemble d'éléments et sont 
onstruits par laméthode APHR désyn
hronisée 
omme une 
on
aténation de sous-domaines 
onstruitssur 
haque sous-domaines selon un pro
édé automatique en deux étapes : 
'est le premierapport de la méthode.Les appro
hes Partial Least Square (PLS) (analyse en 
omposantes prin
ipales, analyse
anonique, 
orrélation PLS régression PLS) [138, 57, 33, 130℄ proposent d'analyser lesrelations entre deux ensembles de données. En parti
ulier, la régression PLS permetd'expliquer 
ertaines variables appelées variables expliquées déduites d'autres variablesappelées variables expli
atives. Ainsi la regression PLS proposée par Krishnan et al.[95, 76℄ introduit des variables liées à l'a
tivité 
érébrale nommées predi
tors permettantd'expliquer des variables physiologiques nommées predi
ted variables. Les 
orrélationsPLS peuvent aider à trouver le meilleur ensemble de variables expli
atives mais desmoyens de 
onstru
tion heuristiques sont présentés dans 
ette étude.Le domaine (r)W
(n)
Πz


ontient NE × (r)M
(n)
z éléments pour lesquels les modes empiriquesrelatifs au 
hamp de variables internes sont maximum selon :

(r)W
1

Πz
=

(r)M
(n)
z

⋃

k=1

argmaxΩ

∣

∣

∣

(r)µ
(n)

k

∣

∣

∣, (4.52a)
(r)W

L

Πz
=

(r)M
(n)
z

⋃

k=1

argmax
Ω\∪L−1

l=1
(r)W

l
Πz

∣

∣

∣

(r)µ
(n)
k

∣

∣

∣
, L > 1, (4.52b)

(r)W
(n)
Πz

=

NE
⋃

l=1

(r)W
l

Πz
. (4.52
)
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(n)
Πz

est 
entré sur le domaine (r)W
(n)
Πz

et 
ontient NB 
ou
hes d'élémentsvoisins. Cou
he après 
ou
he, les éléments (ei)
Ne

i=1 sont testés et ajoutés s'il sont 
onne
tésà la 
ou
he pré
édente selon :
(r)Ω

0
Πz

= (r)W
(n)
Πz
, (4.53a)si d(ei, (r)ΩL−1

Πz

)

= 0, alors ei ∈ (r)Ω
L

Πz
, (4.53b)

(r)Ω
(n)
Πz

= (r)Ω
NB

Πz
, (4.53
)

Ω
(n)
Πz

=

R
⋃

r=1

(r)Ω
(n)
Πz
, (4.53d)où la fon
tion d mesure la distan
e entre un élément et un groupe d'éléments. Cettedistan
e est évidemment nulle lorsque l'éléments 
onsidéré est limitrophe du grouped'éléments.Le domaine W (n)

Πu

ontient NE ×M

(n)
u éléments pour lesquels les gradients des modesempiriques relatifs au 
hamp de dépla
ement sont maximum selon :

W 1
Πu

=

M
(n)
u
⋃

k=1

argmaxΩ

(

ǫ
(

ψ
(n)
k

)

: ǫ
(

ψ
(n)
k

))

, (4.54a)
WL

Πu
=

M
(n)
u
⋃

k=1

argmaxΩ\∪L−1
l=1 W l

Πu

(

ǫ
(

ψ
(n)
k

)

: ǫ
(

ψ
(n)
k

))

, L > 1, (4.54b)
W

(n)
Πu

=

NE
⋃

l=1

W l
Πu
. (4.54
)Le domaine Ω

(n)
Πu

est 
entré sur le domaine W (n)
Πu

et 
ontient (NB + 1) 
ou
hes d'élémentsvoisins. Cou
he après 
ou
he, les éléments (ei)
Ne

i=1 sont testés et ajoutés s'il sont 
onne
tésà la 
ou
he pré
édente selon :
Ω0

Πu
= W

(n)
Πu
, (4.55a)si d(ei,ΩL−1

Πu

)

= 0, alors ei ∈ ΩL
Πu
, (4.55b)

Ω
(n)
Πu

= ΩNB+1
Πu

. (4.55
)Les paramètres d'hyper-rédu
tion restent NE et NB. Le premier donne le nombre d'élé-ments séle
tionnés par mode et par sous-domaine et l'autre donne le nombre de 
ou
hesd'éléments ajoutées.Ainsi le TID est 
onstruit de façon désyn
hronisée de sorte que 
haque sous-domaine
Ωr apporte sa 
ontribution. Ce pro
édé a pour obje
tif immédiat de garder les sous-domaines désyn
hronisés visibles sous le masque du TID mais 
'est également le moyende 
onstruire un TID qui s'étale sur l'ensemble du domaine Ω. De la sorte, il s'avère plusfa
ile de 
apter la non uniformité des déformations anélastiques 
e qui permet d'obtenirdes prévisions hyper-réduites de meilleure qualité.



4.3. CAS DE CALCUL : PLAQUE MUNIE D'INCLUSIONS 634.2.6 Algorithme in
remental désyn
hroniséSelon une appro
he in
rémentale, l'algorithme APHR désyn
hronisé non adaptatifest donné par l'algorithme 8 et l'algorithme APHR désyn
hronisé adaptatif est donnépar l'algorithme 9.Algorithme 8 Algorithme APHR désyn
hronisé non adaptatifCharger la base réduite (ψ(n)
k

)M
(n)
u

k=1
, les bases réduites ((r)µ

(n)
k

)(r)M
(n)
z

k=1
et le TID Ω

(n)
Πpour i = 1 → Nt faireCal
uler la prévision hyper-réduite HPOD a�n de déterminer le 
hamp de dépla-
ement u(n)

HPOD(·,γi) sur Ω et le 
hamp partiel de variables internes z̃(·,γ i) sur Ω
(n)
Πselon la formulation POD-Petrov-Galerkin ave
 la base réduite (ψ(n)

k

)M
(n)
u

k=1Pour 
haque sous-domaine désyn
hronisé Ωr, 
al
uler la proje
tion (r)z
(n)
HPOD(·,γ i)sur Ω

(n)
Π ∩Ωr et étendre le 
hamp de variables internes à Ω̄Π∩Ωr selon la méthodologieGappy-POD ave
 la base réduite ((r)µ

(n)
k

)(r)M
(n)
z

k=1Cal
uler les indi
ateurs d'erreur ηu(γi) et ηz(γi) a�n de véri�er la qualité de l'équi-libre hyper-réduit sur Ω
(n)
Π ainsi que la qualité du 
hamp de variables internes sur Ω

(n)
ΠE
rire uAPHR(·,γi) = u

(n)
HPOD(·,γi)Pour 
haque sous-domaine désyn
hronisé Ωr, é
rire (r)zAPHR(·,γ i) =

(r)zHPOD
(n)

(·,γi)�n pourCes algorithmes sont implémentés dans le 
ode de 
al
ul Z-set.4.3 Cas de 
al
ul : plaque munie d'in
lusions4.3.1 Con�guration géométriqueLe système à l'étude est une plaque 
arré Ω de 
oté 100 mm qui 
ontient trois in
lu-sions Ωi dans une matri
e Ωm. Cette stru
ture est dé
rite dans R
2 sous l'hypothèse de
ontrainte plane. Les rayons des in
lusions sont donnés par r1 = 5, 5 mm, r2 = 5, 5 mmet r3 = 8, 8 mm (Figure 4.5). Le maillage fait intervenir 6113 éléments quadrilatérauxquadratiques, 92101 degrés de liberté et 264753 variables internes dont 244017 sont dansla matri
e et 20736 dans les in
lusions.Une loi de 
omportement de plasti
ité isotrope linéaire est utilisée pour 
ette analyse.Les données matériau sont les suivantes :Matri
e ave
 é
rouissage isotrope linéaire : Seuil de plasti
ité σeq ≤ σ0 +hp, Em = 76000MPa, νm = 0, 33, σ0 = 80 MPa, hm = 760 MPa.In
lusions élastiques linéaires : Ei = 1610000 MPa et νi = 0, 33.Il faut noter que le nombre de variables internes n'est pas le même pour les deux loisde 
omportement. Les variables internes dans la matri
e sont les déformations élastiques

ǫe11, ǫe22, ǫe12, ǫe33 et la déformation plastique 
umulée p alors que les variables internesdans les in
lusions sont les déformations élastiques ǫe11, ǫe22, ǫe12, ǫe33.
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Algorithme 9 Algorithme APHR désyn
hronisé adaptatifCharger l'éventuelle base réduite (

ψ
(n)
k

)M
(n)
u

k=1
, les éventuelles bases réduites

(

(r)µ
(n)
k

)(r)M
(n)
z

k=1
et l'éventuel TID Ω

(n)
Πpour i = 1 → Nt faireCal
uler la prévision hyper-réduite HPOD a�n de déterminer le 
hamp de dépla-
ement u(n)

HPOD(·,γi) sur Ω et le 
hamp partiel de variables internes z̃(·,γ i) sur Ω
(n)
Πselon la formulation POD-Petrov-Galerkin ave
 la base réduite (ψ(n)

k

)M
(n)
u

k=1Pour 
haque sous-domaine désyn
hronisé Ωr, 
al
uler la proje
tion (r)z
(n)
HPOD(·,γ i)sur Ω

(n)
Π ∩Ωr et étendre le 
hamp de variables internes à Ω̄Π∩Ωr selon la méthodologieGappy-POD ave
 la base réduite ((r)µ

(n)
k

)(r)M
(n)
z

k=1Cal
uler les indi
ateurs d'erreur ηu(γi) et ηz(γi) a�n de véri�er la qualité de l'équi-libre hyper-réduit sur Ω
(n)
Π ainsi que la qualité du 
hamp de variables internes sur Ω

(n)
Πsi ηu(γi) ≤ εu ‖RΠ FEM |

u
(n)
HPOD

=0
(γi)‖Ω

(n)
Π

et ηz(γi) ≤ εz‖z̃(·,γi)‖Ω
(n)
Π

alorsE
rire uAPHR(·,γ i) = u
(n)
HPOD(·,γi)Pour 
haque sous-domaine désyn
hronisé Ωr, é
rire (r)zAPHR(·,γi) =

(r)zHPOD
(n)

(·,γi)sinonCal
uler la 
orre
tion FEM a�n de déterminer la 
orre
tion δuFEM(·,γi) àapporter au 
hamp de dépla
ement sur Ω et la 
orre
tion δzFEM(·,γi) à apporterau 
hamp de variables internes sur Ω selon la formulation FEM-Galerkin ave
 la baseréduite (ψ(n)
k

)M
(n)
u

k=1E
rire uAPHR(·,γ i) = u
(n)
HPOD(·,γi) + δuFEM(·,γ i)Pour 
haque sous-domaine désyn
hronisé Ωr, é
rire (r)zAPHR(·,γi) =

(r)z
(n)
HPOD(·,γi) + (r)δzFEM(·,γi)Enri
hir V

(n)
POD et (r)Z

(n)
POD pour 
haque sous-domaine désyn
hronisé Ωr etmettre à jour les bases réduites (ψ(n+1)

k

)M
(n+1)
u

k=1
et ((r)µ

(n+1)
k

)(r)M
(n+1)
z

k=1A
tualiser le TID Ω
(n+1)
Π�n si�n pour
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x

y

zFig. 4.5: Plaque munie d'in
lusions. Plaque 
arréeLes propriétés du matériau sont assez similaires à 
elles d'un alliage d'aluminium 
onte-nant des in
lusions quasi-rigides. Les trois in
lusions ont été regroupées dans un seulsous-domaine qui 
orrespond à la phase rigide de la plaque.4.3.2 Conditions aux limites et 
hargement 
y
liqueLes dépla
ements verti
aux sont imposés à zéro sur l'arête inférieure de la plaque etles dépla
ements horizontaux sont imposés à zéro sur l'arête gau
he.L'arrète supérieure est soumise à une pression 
y
lique ave
 une montée en 
ontraintejusque σl = 80 MPa puis deux 
y
les d'amplitude σl = 80 MPa et de 
ontrainte moyenne
σm = 0 MPa dans la dire
tion Σ

(1) = e2 ⊗ e2.4.3.3 Des
ription de la stratégie de 
al
ulCe 
hapitre vise à évaluer les performan
es de la désyn
hronization de la représen-tation des variables internes dans la méthode APHR en 
onsidérant plusieurs stratégiesde 
al
ul. Étant donné 
es stratégies, 
haque simulation est menée soit en syn
hronisantsoit en désyn
hronisant la représentation des variables internes sur Ωi et Ωm.Les stratégies de 
al
ul sont dé�nies en modi�ant la toléran
e d'erreur sur les variablesinternes εz et le paramètre d'hyper-rédu
tion NE , en gardant la toléran
e d'erreur surl'équilibre hyper-réduit relevé à 4, 2 · 10+2 et le se
ond paramètre d'hyper-rédu
tion
NB = 4 :

S(1) : la stratégie S(1) est menée à l'aide de la méthode APHR. Elle fournit un 
al
ulhyper-réduit a priori sans base initiale ave
 εz = 1, 8 · 10−3, NE = 1. S(1)
D désignela stratégie désyn
hronisée et S(1)

S désigne la stratégie syn
hronisée.
S(2) : la stratégie S(2) est menée à l'aide de la méthode APHR. Elle fournit un 
al
ulhyper-réduit a priori sans base initiale ave
 εz = 2, 4 · 10−3, NE = 1. S(2)

D désignela stratégie désyn
hronisée et S(2)
S désigne la stratégie syn
hronisée.

S(3) : la stratégie S(3) est menée à l'aide de la méthode APHR. Elle fournit un 
al
ulhyper-réduit a priori sans base initiale ave
 εz = 2, 0 · 10−3, NE = 2. S(3)
D désignela stratégie désyn
hronisée et S(3)

S désigne la stratégie syn
hronisée.
S(4) : la stratégie S(4) est menée à l'aide de la méthode APHR. Elle fournit un 
al
ul
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 εz = 1, 4 · 10−3, NE = 2. S(4)
D désignela stratégie désyn
hronisée et S(4)

S désigne la stratégie syn
hronisée.
S(5) : la stratégie S(5) est menée à l'aide de la méthode APHR. Elle fournit un 
al
ulAPHR dans lequel seules les étape de 
orre
tion et d'enri
hissement sont menées à
haque in
rément. Toutefois, le ROM 
ontenant les bases réduites POD et le TIDsont 
onstruits ave
 NE = 1 mais non utilisés. Par 
onséquent, les résultats sontidentiques à 
eux fournis par un 
al
ul FEM. S(5)

D désigne la stratégie désyn
hro-nisée et S(5)
S désigne la stratégie syn
hronisée.

S(6) : la stratégie S(6) est menée à l'aide de la FEM.L'objet de 
e 
as d'étude est de présenter les e�et de la desyn
hronisation de la repré-sentation des variables internes sur le ROM, sur le TID et sur un indi
ateur de gain entemps de 
al
ul dé�ni 
omme le rapport du temps de 
al
ul FEM standard et du tempsde 
al
ul hyper-réduit :
η =

tFEM

tAPHR
. (4.56)4.3.4 Dis
ussion des résultatsPrévisions de la méthode APHR Les prévisions de la méthode APHR selon letrajet de 
hargement Σ

(1) sont montrées Figure 4.6.Les petites os
illations observées sont dues au pro
édé de 
orre
tion-enri
hissement.En observant les 
ontraintes et les déformations élastiques dans la dire
tion Σ
(1), toutesles stratégies sont en a

ord ave
 les résultats FEM fournis par la stratégie S(6) pourtoute la gamme de déformation 
onsidérée.Par 
ontre, 
onsidérant la déformation plastique 
umulée, les stratégies désyn
hroniséesfournissent de meilleures estimations que les stratégies syn
hronisées.L'étude de l'indi
ateur d'erreur ηz permet de d'évaluer la pré
ision des prévision fourniespar la méthode APHR (Figure 4.7). Pour les deux simulations S(1)

D et S(1)
S , les pi
sd'erreurs sur les variables internes 
orrespondent à une augmentation des déformationsplastiques dans la plaque.ROM et modes empiriques Les bases réduites 
onsidérées dans le ROM sont es-sentielles à la bonne pré
ision des résultats fournis pas la méthode APHR. Les modesempiriques sont modi�és et adaptés durant le traitement in
rémental du problème a�n dedonner de bonne estimations des 
hamps de dépla
ement et de variables internes. Ainsile ROM est mis à jour 36 fois dans la simulation S(1)

D et 34 fois dans la simulation S(1)
S(Figure 4.8). Dans les simulations S(1)

D et S(1)
S , les nombres de modes empiriques relatifsau 
hamp de dépla
ement sont très pro
hes (Figure 4.8). Après un premier in
rémentélastique, le nombre de modes reste identique et égal à 1 durant toute la phase élastiqueinitiale puis très pro
hes au 
ours de la simulation. A la �n des simulations, la baseréduite (ψ(36)

k S
(1)
D

)7

k=1

ompte 7 modes empiriques et la base réduite (ψ(34)

k S
(1)
S

)6

k=1
en
ompte 6 après une POD �nale.Au 
ontraire, il y a une grande di�éren
e dans le nombre de modes empiriques relatifsau 
hamp de variables internes (Figure 4.8). En e�et, alors que les in
lusions restentélastiques sous le 
hargement 
y
lique, des modes supplémentaires sont né
essaires a�n
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umuléeFig. 4.6: Plaque munie d'in
lusions. Prévisions de la méthode APHR dans la dire
tion
Σ

(1)de 
apter l'é
oulement du 
hamp de déformation plastique dans la matri
e. C'est pour-quoi le nombre de mode dans les in
lusions est bien plus faible que dans la matri
edans la simulation S(1)
D . Toutefois, 
e nombre n'est pas égal à 1 
ar bien qu'élastiques,
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(1)
D et S

(1)
S . Nombre de modesempiriques relatifs au 
hamp de variables in-ternesFig. 4.8: Plaque munie d'in
lusions. Évolution du nombre de modesles déformations dans les in
lusions subissent l'é
oulement plastique qui se produit dansla matri
e. Il faut d'ailleurs noter que pour toutes les bases réduites, une évolution dunombre de modes 
orrespond à une augmentation de la plasti
ité. Dans la simulation

S
(1)
D , la base réduite ((m)µ

(36)
k S

(1)
D

)28

k=1

ontient �nalement 28 modes empiriques relatifsà la déformation élastique ǫe22 dans la matri
e Ωm et la base réduite ((i)µ

(36)
k S

(1)
D

)5

k=1
ontient �nalement 5 modes empiriques relatifs à la déformation élastique ǫe22 dans lesin
lusions Ωi (Figure 4.9). Dans la simulation S(1)
S , la base réduite (µ(34)

k S
(1)
S

)31

k=1

ontient�nalement 31 modes empiriques relatifs à la déformation élastique ǫe22 (Figure 4.9). Ladesyn
hronisation de la représentation des variables internes permet don
 de réduire lenombre de modes empiriques 
onsidérés dans l'analyse.Par une simple 
omparaison visuelle, les modes empiriques desyn
hronisés semblentmoins bruité que 
eux syn
hronisés. Toutefois, a�n de 
omprendre les di�éren
es entre
es bases réduites, les modes empiriques dans la simulation S(1) sont 
omparés à 
eux



4.3. CAS DE CALCUL : PLAQUE MUNIE D'INCLUSIONS 69dans la simulation S(5) à l'aide d'un outils qui évalue une matri
e de 
orrélation. Cetteappro
he est utilisée en vibration pour 
ara
tériser la matri
e MAC (Modal Assuran
eCriteria) en 
omparant les modes expérimentaux et les modes 
al
ulés. Pour deux basesréduites dont les modes sont identiques et rangés dans le même ordre, la matri
e de
orrélation est diagonale. La matri
e (m)G
(36,240) évalue la 
orrélation entre les bases

(

(m)µ
(36)
k S

(1)
D

)28

k=1
et ((m)µ

(240)
k S

(5)
D

)37

k=1
. De la même façon, la matri
e (i)G

(36,240) évaluela 
orrélation entre les bases ((i)µ
(36)
k S

(1)
D

)5

k=1
et ((i)µ

(240)
k S

(5)
D

)2

k=1
et la matri
e G(34,183)évalue la 
orrélation entre les bases (µ(36)

k S
(1)
S

)31

k=1
et (µ(183)

k S
(5)
S

)23

k=1
. Ces matri
es sontdé�nies par :

(m)G
(36,240)

ij =

∫

Ω

(m)µ
(36)

i S
(1)
D

· (m)µ
(240)

j S
(5)
D

dΩ
∥

∥

∥

(m)µ
(36)
i S

(1)
D

∥

∥

∥

Ω

∥

∥

∥

(m)µ
(240)
j S

(5)
D

∥

∥

∥

Ω

, (4.57a)
(i)G

(36,240)
ij =

∫

Ω

(i)µ
(36)

i S
(1)
D

· (i)µ
(240)

j S
(5)
D

dΩ
∥

∥

∥

(i)µ
(36)
i S

(1)
D

∥

∥

∥

Ω

∥

∥

∥

(i)µ
(240)
j S

(5)
D

∥

∥

∥

Ω

. (4.57b)
G

(34,183)
ij =

∫

Ω
µ

(34)
i S

(1)
S

· µ
(183)
j S

(5)
S

dΩ
∥

∥

∥
µ

(34)
i S

(1)
S

∥

∥

∥

Ω

∥

∥

∥
µ

(183)
j S

(5)
S

∥

∥

∥

Ω

. (4.58)Les premières valeurs de 
es matri
es sont :
(m)G

(36,240)
=

2

6

6

6

6

6

6

6

4

0, 999957434 −0, 539589187 0, 218667083 −0, 211744125 −0, 325822279 . . .

−0, 55817966 0, 991965428 −0, 279225692 0, 243787512 0, 427956299 . . .

0, 193180891 −0, 252148378 0, 908659836 −0, 115502543 −0, 160934728 . . .

0, 265618498 −0, 356133981 0, 433747578 0, 100048685 −0, 489480076 . . .

0, 307459796 −0, 496269697 0, 46178988 −0, 722109292 −0, 45845673 . . .... ... ... ... ... . . . 3

7

7

7

7

7

7

7

5(4.59a)
(i)G

(36,240)
=

2

6

6

6

4

0, 999942549 −0, 040332825
0, 068564806 −0, 965578331
−0, 051629156 −0, 19448537
−0, 179879308 0, 080012665
−0, 048790169 0, 063651375

3

7

7

7

5

(4.59b)
G

(34,183) =













0, 856455965 0, 363293729 0, 476322254 −0, 523331052 0, 308206934 . . .

0, 729411144 0, 999962173 −0, 602742944 0, 552558584 −0, 27391363 . . .

−0, 051969927 −0, 712578254 0, 979171952 −0, 969386093 0, 565972866 . . .

−0, 134592817 0, 568620645 −0, 986559739 0, 991590215 −0, 63323142 . . .

−0, 133119368 0, 496478769 −0, 857461863 0, 868198587 −0, 742319521 . . .... ... ... ... ... . . .










(4.60)Dans la matri
e Ωm, les deux premiers modes dans la simulation S(1)
D sont très ressem-blants à 
eux dans la simulation S(5)

D 
ar (m)G
(36,240)
11 est supérieur à 0, 9999 et (m)G

(36,240)
22



70 CHAPITRE 4. DÉSYNCHRONISATION DE LA MÉTHODE APHRest supérieur à 0, 99. Pour les modes d'ordre plus élevé, 
ette ressemblan
e est plus faible.Il faut noter également une inversion : 
'est le mode 5 de la simulation S(1)
D qui ressemblele plus au mode 4 de la simulation S(5)

D . De même dans les in
lusions Ωi, les deux premiersmodes dans la simulation S(1)
D sont très ressemblants à 
eux dans la simulation S(5)

D 
ar
(i)G

(36,240)
11 est supérieur à 0, 9999 et (i)G

(36,240)
22 est environ égal à 0, 96. Pourtant troisautres modes sont né
esaires dans la simulation S(1)

D pour 
orriger la forme du deuxièmemode.En 
omparaison, G(34,183)
11 est seulement égal à 0, 85 
e qui montre une moins bonne res-semblan
e entre le premier mode la simulation S(1)

S et 
elui de la simulation S(5)
S . Cettevaleur est en e�et bien plus faible que les 
oe�
ients de 
orrélation obtenus dans le 
asdésyn
hronisé pour la 
omparaison du premier mode. Par 
ontre G(34,183)

22 est supérieurà 0, 9999. Il faut également noter une 
onfusion dans les modes 3 et 4 
ar les valeurs de
G

(34,183)
33 , G(34,183)

43 , G(34,183)
34 et G(34,183)

44 sont toutes supérieures à 0, 96.Ainsi l'hyper-rédu
tion introduit des erreurs dans la représentation modale 
ar mais lesmodes obtenus par désyn
hronisation sont moins bruités par le pro
essus d'adaptation dela méthode APHR (Figure 4.10). De plus, la 
omplexité du 
hamp de variables internesdans les in
lusions est sur-évaluée ave
 l'hyper-rédu
tion globale : alors que 5 modesempiriques su�sent ave
 la version désyn
hronisée, il y en a 31 dans la version globale.TID et gains en temps de 
al
ul Pour toutes les simulations, le TID est 
onstruiten utilisant uniquement le 
hamp de dépla
ement de sorte que sa taille soit pro
hedans 
haque simulation malgré les représentations desyn
hronisées ou non des variablesinternes. Les TID sont montrés Figure 4.11. La désyn
hronisation de la représentationdes variables internes a une in�uen
e indire
te sur la position du TID 
ar il est pla
é enfon
tion des modes empiriques 
ontenus dans le ROM. Ainsi, la fon
tion 
ara
téristiquedans la simulation S(1) est 
omparée à 
elle dans la simulation S(5). Le 
oe�
ient h(36,240)
Dévalue la 
orrélation entre la fon
tion 
ara
téristique ξ(36)

S
(1)
D

et la fon
tion 
ara
téristique
ξ

(240)

S
(5)
D

. Le 
oe�
ient h(34,183)
S évalué la 
orrélation entre la fon
tion 
ara
téristique ξ(34)

S
(1)
Set la fon
tion 
ara
téristique ξ(183)

S
(5)
S

.Ces fon
tions 
ara
téristiques sont dé�nies par :
ξ

(36)

S
(1)
D

(x) =

{

1 si x ∈ Ω
(36)
Π S

(1)
D

(4.61a)
0 sinon (4.61b)

ξ
(240)

S
(5)
D

(x) =

{

1 si x ∈ Ω
(240)
Π S

(5)
D

(4.62a)
0 sinon (4.62b)

ξ
(36)

S
(1)
D

(x) =

{

1 si x ∈ Ω
(34)
Π S

(1)
S

(4.63a)
0 sinon (4.63b)

ξ
(240)

S
(5)
D

(x) =

{

1 si x ∈ Ω
(183)
Π S

(5)
S

(4.64a)
0 sinon (4.64b)
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oe�
ients sont dé�nis par :
h

(36,240)
D =

∫

Ω
ξ

(36)

S
(1)
D

· ξ
(240)

S
(5)
D

dΩ
∥

∥

∥

∥

ξ
(36)

S
(1)
D

∥

∥

∥

∥

Ω

∥

∥

∥

∥

ξ
(240)

S
(5)
D

∥

∥

∥

∥

Ω

, (4.65a)
h

(34,183)
S =

∫

Ω
ξ

(34)

S
(1)
S

· ξ
(183)

S
(5)
S

dΩ
∥

∥

∥

∥

ξ
(34)

S
(1)
S

∥

∥

∥

∥

Ω

∥

∥

∥

∥

ξ
(183)

S
(5)
S

∥

∥

∥

∥

Ω

. (4.65b)Les valeurs de 
es 
oe�
ients sont h(36,240)
D = 0, 839829195 et h(34,183)

S = 0, 612712758.Cette meilleure 
orrélation dans le 
as de la simulation désyn
hronisée trahit les erreursdans la représentation modale qui résultent de l'hyper-rédu
tion. Plus pré
isemment, leserreurs sur les bases réduites, y 
ompris 
elle dédiée au 
hamp de dépla
ement, duesà l'hyper-rédu
tion sont plus faibles en désyn
hronisant la représentation des variablesinternes.Les gains en temps de 
al
ul sont présentés Table 4.1.
S(1) S(2) S(3) S(4)Cal
ul désyn
hronisé SD 4, 52356159 5, 519493052 2, 713228548 4, 792280518Cal
ul syn
hronisé SS 3, 827400071 4, 030962225 3, 111191695 3, 438160592Tab. 4.1: Plaque munie d'in
lusions. Gains en temps de 
al
ul ηLe TID est plus étendu dans la simulation S

(1)
D que dans la simulation S

(1)
S alors qu'ilest moins étendu dans la simulation S(2)

D que dans la simulation S(2)
S . Mais pour les deuxstratégies S(1) et S(2), le 
al
ul desyn
hronisé est plus e�
a
e 
ar plus rapide et pluspré
is.Il faut noter qu'en augmentant la toléran
e sur les variables internes εz en passant de

S(1) à S(2), les gains en temps de 
al
ul sont augmentés. A l'inverse, en augmentant leparamètre d'hyper-rédu
tion NE , les gains en temps de 
al
ul sont diminués.Pour les simulations S(1), S(2) et S(4), le 
al
ul desyn
hronisé est plus rapide que le 
al
ulsyn
hronisé. Certes, pour la simulation S(3), le 
al
ul syn
hronisé est plus rapide mais lapré
ision est moins bonne. Pour 
lasser 
es simulations, un diagramme de performan
eest utilisé.Performan
e de la représentation desyn
hronisée Pour étudier les e�ets de la re-présentation desyn
hronisée, les simulations S(1) à S(4) sont pla
ées dans un diagrammeerreur-gain ( tAPHR

tFEM
,maxI |maxΩ(pAPHR) − maxΩ(pFEM)|

), où p est la déformationplastique 
umulée (Figure 4.12). Ainsi, la desyn
hronisation de la représentation desvariables internes permet de réaliser des 
al
uls plus rapides et plus pré
is.
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lusionLa méthode APHR désyn
hronisée introduit une dé
omposition du domaine spatialqui permet d'introduire une dé
orrelation temporelle des transformations signi�
ativesdu 
hamp de variables internes. La méthode APHR désyn
hronisée 
onstruit une repré-sentation syn
hronisée du 
hamp de dépla
ement et une réprésentation désyn
hroniséedu 
hamp de variables internes.La désyn
hronisation de la représentation des variables internes fournit de meilleurs résul-tats en terme de pré
ision et de gains en temps de 
al
ul. En e�et, la meilleure estimationdes variables internes est fondée sur deux points :(i) les variables internes sont évaluées ave
 une meilleure pré
ision. En e�et, les basesréduites désyn
hronisées relatives au 
hamp de variables internes possèdent moinsde modes et 
es modes sont mieux dé
rits 
ar moins bruités par le pro
essus d'adap-tation de la méthode APHR. De plus, l'extrapolation à l'extérieur du TID estopérée par sous-domaine désyn
hronisé 
e qui induit une meilleure pré
ision dansl'extrapolation.(i) la réprésentation désyn
hronisée des variables internes permet une 
onstru
tiondu TID basée sur la partition des sous-domaines désyn
hronisés. Cela permet deprendre en 
ompte 
haque mode empirique pour 
haque sous-domaine et par 
onsé-quent de tenir 
ompte des transformations signi�
atives.La meilleure estimation des variables internes a un impa
t sur le temps de 
al
ul. Commeles modes empiriques asso
iée à la représentation désyn
hronisée sont de meilleure qua-lité, le pro
édé de 
orre
tion-enri
hissement est moins solli
ité et les gains en temps de
al
ul sont plus importants. Dans un diagramme erreur-gain, la désyn
hronisation de lareprésentation des variables internes apporte une meilleure pré
ision des 
al
uls.
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x

y

z(a) Stratégie
S

(1)
D : 
al
ulhyper-réduitdesyn
hronisé.Mode 1/28 relatifà la déformationélastique ǫe22dans le set Ωm -

(m)µ
(36)

1 S
(1)
D

x

y

z(b) Stratégie
S

(1)
D : 
al
ulhyper-réduitdesyn
hronisé.Mode 2/28 relatifà la déformationélastique ǫe22dans le set Ωm -

(m)µ
(36)

2 S
(1)
D

x

y

z(
) Stratégie
S

(1)
D : 
al
ulhyper-réduitdesyn
hronisé.Mode 3/28 relatifà la déformationélastique ǫe22dans le set Ωm -

(m)µ
(36)

3 S
(1)
D

x

y

z(d) Stratégie
S

(1)
D : 
al
ulhyper-réduitdesyn
hronisé.Mode 4/28 relatifà la déformationélastique ǫe22dans le set Ωm -

(m)µ
(36)

4 S
(1)
D

x

y

z(e) Stratégie
S

(1)
D : 
al
ulhyper-réduitdesyn
hronisé.Mode 5/28 relatifà la déformationélastique ǫe22dans le set Ωm -

(m)µ
(36)

5 S
(1)
D

x

y

z(f) Stratégie
S

(1)
D : 
al
ulhyper-réduitdesyn
hronisé.Mode 1/5 dansle set Ωi -

(i)µ
(36)

1 S
(1)
D

x

y

z(g) Stratégie
S

(1)
D : 
al
ulhyper-réduitdesyn
hronisé.Mode 2/5 dansle set Ωi -

(i)µ
(36)

2 S
(1)
D

x

y

z(h) Stratégie
S

(1)
D : 
al
ulhyper-réduitdesyn
hronisé.Mode 3/5 dansle set Ωi -

(i)µ
(36)

3 S
(1)
D

x

y

z(i) Stratégie
S

(1)
D : 
al
ulhyper-réduitdesyn
hronisé.Mode 4/5 dansle set Ωi -

(i)µ
(36)

4 S
(1)
D

x

y

z(j) Stratégie
S

(1)
D : 
al
ulhyper-réduitdesyn
hronisé.Mode 5/5 dansle set Ωi -

(i)µ
(36)

5 S
(1)
D

x

y

z(k) Stratégie
S

(1)
S : 
al
ulhyper-réduit syn-
hronisé. Mode1/31 - µ(34)

1 S
(1)
S

x

y

z(l) Stratégie
S

(1)
S : 
al
ulhyper-réduit syn-
hronisé. Mode2/31 - µ(34)

2 S
(1)
S

x

y

z(m) Stratégie
S

(1)
S : 
al
ulhyper-réduit syn-
hronisé. Mode3/31 - µ(34)

3 S
(1)
S

x

y

z(n) Stratégie
S

(1)
S : 
al
ulhyper-réduit syn-
hronisé. Mode4/31 - µ(34)

4 S
(1)
S

x

y

z(o) Stratégie
S

(1)
S : 
al
ulhyper-réduit syn-
hronisé. Mode5/31 - µ(34)

5 S
(1)
SFig. 4.9: Plaque munie d'in
lusions. Modes empiriques relatifs à la déformation élastique

ǫe22 dans la dire
tion Σ
(1)
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Fig. 4.10: Bruit introduit par l'hyper-rédu
tion durant le pro
essus d'adaptation de laméthode APHR

x

y

z(a) Stratégie S
(1)
D : 
al
ul de-syn
hronisé hyper-réduit. TID

Ω
(36)
Π S

(1)
D

x

y

z(b) Stratégie S
(1)
S : 
al
ulsyn
hronisé hyper-réduit. TID

Ω
(34)
Π S

(1)
S

x

y

z(
) Stratégie S
(2)
D : 
al
ul de-syn
hronisé hyper-réduit. TID

Ω
(20)
Π S

(2)
D

x

y

z(d) Stratégie S
(2)
S : 
al
ulsyn
hronisé hyper-réduit. TID

Ω
(27)
Π S

(2)
SFig. 4.11: Plaque munie d'in
lusions. TID dans les simulations S(1) et S(2)
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Chapitre 5Analyse en 
hamp de transformationCouramment utilisés en 
on
eption, les matériaux 
omposites permettent de tirerpro�t des propriétés de 
ha
un de leurs 
onstituants. Les 
ara
téristiques des matériaux
omposites (rigidité ou souplesse, résistan
e, 
ondu
tivité thermique, permitivité éle
-trique) peuvent être adaptées selon la nature de la stru
ture pour même obtenir des
ara
téristiques atypiques.La plupart des matériaux 
omposites sont intrinsèquement multi-é
helles, 
'est à direque l'é
helle de 
haque 
onstituant est bien plus faible que l'é
helle de la stru
ture.L'é
helle ma
ros
opique est l'é
helle de la stru
ture alors que que l'é
helle mi
ros
opiqueest l'é
helle des 
onstituants (l'é
helle mésos
opique est une é
helle intermédiaire, parexemple 
elle de la 
ellule élémentaire en homogénéisation périodique).La démar
he d'homogénéisation permet de passer de l'é
helle mi
ros
opique à l'é
hellema
ros
opique et obtenir des propriétés homogénéisées équivalentes à partir des proprié-tés des 
onstituants du matériau 
omposite et leur arrangement géométrique. À l'inverse,la démar
he de lo
alisation ou re
ouvrement permet de passer de l'é
helle ma
ros
opiqueà l'é
helle mi
ros
opique. Ces propriétés équivalentes sont souvent di�
iles et relativie-ment 
outeuses à 
al
uler 
e qui a rendu né
essaire le développement de modèles analy-tiques et numériques permettant de dériver des propriétés homogénéisées dire
tement des
omposants du matériau 
onposite et leur arrangement géométrique. Ces développementsont été e�e
tués par Talbot et al., Willis et al., Ponte Castañeda et al. [128, 136, 108℄parmi de nombreux autres.Dans le 
as des matériaux 
omposites linéaires, sous l'hypothèse de séparation d'é
helle,l'analyse est 
onstituée de deux problèmes indépendants :(i) un problème d'homogénéisation à l'é
helle mi
ros
opique,(ii) un problème de stru
ture à l'é
helle ma
ros
opique.Le problème d'homogénéisation est un problème préliminaire qui permet de 
al
uler lespropriétés homogénéisées.Dans le 
as des matériaux 
omposites non linéaires, l'analyse est bien plus 
omplexe.Elle est 
onstituée de deux problèmes fortement 
ouplés :(i) un problème de stru
ture à l'é
helle ma
ros
opique dans lequel la loi de 
om-portement homogénéisée dé
rit la relation entre la 
ontrainte ma
ros
opique et ladéformation ma
ros
opique solution du se
ond problème,(ii) un problème d'homogénéisation à l'é
helle mi
ros
opique dans lequel le 
harge-ment est dé
rit par la 
ontrainte ma
ros
opique et la déformation ma
ros
opique77



78 CHAPITRE 5. ANALYSE EN CHAMP DE TRANSFORMATIONsolution du problème de stru
ture.Cette situation est ren
ontrée dans le 
as de problèmes élasto-vis
oplastiques ou élasto-plastiques.De nombreuses méthodes multi-é
helles sont disponibles dans la littérature : les méthodesd'homogénéisation assymptotique, les appro
hes en 
hamp moyen, les méthodes semi-analytiques...Parmi les méthodes semi-analytiques �gurent la Transformation Field Analysis (TFA)développée par Dvorak et al. [44, 40℄ et la Nonuniform Transformation Field Analysis(NTFA) développée par Mi
hel et Suquet [96, 97℄ dé
rites dans 
e 
hapitre.5.1 Problème préliminaireLe problème préliminaire permet de 
omprendre le 
adre d'étude de la TFA et de laNTFA. Le domaine Ω représente un Volume Élémentaire Représentatif (RepresentativeElement Volume) (REV) d'un matériau 
omposite 
onstitué d'un ensemble de sous-domaines désyn
hronisés (Ωr)
R
r=1 qui 
oin
ident par défaut ave
 les phases du matériau.La fon
tion 
ara
téristique χ(r) est dé�nie par :
χ(r)(x) =

{

1 si x ∈ Ωr, (5.1a)
0 sinon. (5.1b)La fra
tion volumique cr s'é
rit :

cr =
〈

χ(r)
〉

. (5.2)Les 
onditions aux limites sont supposées périodiques de façon à 
e que la 
onditionde lo
alisation mi
ro-ma
ro de Hill soit respe
tée. Ainsi pour un 
hamp de déformation
ompatible et un 
hamp de 
ontrainte en équilibre qui véri�ent les 
onditions aux limitessur la 
ellule élémentaire, l'égalité 〈σ : ǫ〉 = 〈σ〉 : 〈ǫ〉 est respe
tée.5.1.1 Champs propresDans les méthodes de 
hamps de transformation, les déformations anélastiques sont
onsidérées 
omme des déformations propres indépendantes du 
hargement. Dans 
e 
as,les 
ontraintes lo
ales sont déterminées à partir des déformations propres en résolvantdes problèmes linéaires élastiques et des déformations anélastiques 
al
ulées à l'aide dela loi d'é
oulement.Les lois d'états dans 
haque sous-domaine Ωr :
σ(x) = L(x) : ǫ(x) + τ (x), x ∈ Ω, (5.3a)

τ (x) = −L(x) : ǫan(x), x ∈ Ω. (5.3b)Le 
hamp ǫan depeint une distribution de déformations propres et τ est le 
hamp de
ontrainte propre 
orrespondant. Le 
hamp des déformations propres peut avoir plu-sieurs origines physiques. Il peut résulter d'une dilatation thermique, d'une 
ontraintevis
oplastique ou bien d'une déformation 
ara
téristique dans un problème de 
hange-ment de phase.



5.2. TRANSFORMATION FIELD ANALYSIS (TFA) 795.1.2 Prin
ipe de superpositionSi ǭ et ǫan sont 
onnus, la solution de 
e problème peut être obtenue par une simpleappli
ation du prin
ipe de superposition.Si ǫan = 0, le problème est un problème standard d'élasti
ité et sa solution est expriméeen utilisant le tenseur élastique de lo
alisation en déformation A selon :
ǫ(x) = A(x) : ǭ, x ∈ Ω. (5.4)Si ǭ = 0, le problème est résolu 
omme un problème d'élasti
ité ave
 le 
hamp desdéformations propres et le 
hamp des 
ontraintes propres selon :

ǫ(x) = −〈τ ∗ Γ〉(x), x ∈ Ω. (5.5)Le 
hamp des déformations propres −〈τ ∗Γ〉 est 
al
ulé à l'aide de l'opérateur élastiquenon-lo
al de Green Γ pour un matériau élastique homogène :
−〈τ ∗ Γ〉(x) =

1

Ω

∫

Ω
D(x,x′) : ǫan(x′) dΩ′, x ∈ Ω. (5.6)Il faut noter que D(x,x′) = Γ(x,x′) : L(x′) donne la déformation au point x 
réée parune déformation 
ara
téristique ǫan(x′) au point x′.Il en résulte du prin
ipe de superposition que la solution s'é
rit :

ǫ(x) = A(x) : ǭ− 〈τ ∗ Γ〉(x), x ∈ Ω. (5.7)5.2 Transformation Field Analysis (TFA)La Transformation Field Analysis (TFA) proposée par Dvorak and Benveniste estun moyen élégant de réduire le nombre de variables interne à l'é
helle ma
ros
opiqueen supposant que les variables internes à l'é
helle mi
ros
opique sont uniformes dans
haque phase. La TFA est basée sur l'idée d'une redistribution purement élastique dela 
ontrainte et de la déformation ma
ros
opique, ainsi que de la 
ontrainte et de ladéformation propre. Initialemment développée pour l'étude des matériaux 
omposites enélasto-plasti
ité [44, 40℄, sa formalisation [39, 43℄ a fourni le fondement théorique pourl'étude de 
omportements plus 
omplexes [29, 42, 41, 109℄, en plarti
ulier l'endomma-gement [72, 45, 101, 12℄. Elle a été appliqué aux poly-
ristaux par Fran
iosi et al. [51℄.La TFA a été étendue par Fish et al. [49, 50℄ aux matériaux 
omposites periodiques enutilisant l'extension asymptotique.5.2.1 Champs de transformation uniformesLes variables internes z (dont les déformations anélastiques) sont supposées uniformesdans 
haque phase ou sous-domaine Ωr :
ǫan(x) =

R
∑

r=1

ǫan
r χ(r)(x), x ∈ Ω, (5.8a)

β(x) =

R
∑

r=1

βrχ
(r)(x), x ∈ Ω. (5.8b)



80 CHAPITRE 5. ANALYSE EN CHAMP DE TRANSFORMATION5.2.2 Lois de 
omportementLes variables (zr)
R
r=1 ou (ǫan

r ,βr)
R
r=1 sont les nouvelles variables internes. Les va-riables d'état réduites ma
ros
opiques sont par 
onséquent la déformation ma
ros
opique

ǭ et les variables internes (zr)
R
r=1.La déformation moyenne dans 
haque sous-domaine est 
al
ulée en véri�ant les équa-tions d'équilibre et la relation de 
omportement. Le problème à résoudre est 
elui d'un
omposite à R phases et la solution de 
e problème est exprimée 
omme une 
ombinaisonlinéaire faisant intervenir les variables internes (zr)

R
r=1 et la déformation ma
ros
opique :

ǭr = Ar : ǭ+

R
∑

s=1

Drs : ǫan
s , (5.9)où Ar et Drs sont des tenseurs dépendant des propriétés linéaires élastiques de 
haquephase.Les lois d'état donnent la 
ontrainte moyenne dans 
haque phase Ωr :

σ̄r = L(r) : Ar : ǭ+L(r) :

(

R
∑

s=1

Drs : ǫan
s − ǫan

r

)

. (5.10)Les lois d'évolution pour les variables internes sont :
ǫ̇an
r =

∂ψ(r)

∂Zan

(

Zan
r ,Zβ

r

)

, (5.11a)
β̇r =

∂ψ(r)

∂Zβ

(

Zan
r ,Zβ

r

)

. (5.11b)Cependant, une des
ription satisfaisante du 
omportement d'un matériau 
omposite àdeux phases à l'aide de la TFA né
essite dans 
ertains 
as une subdivision de 
haquephase en plusieurs sous-domaines [129, 27℄. Ce besoin de 
onsidérer une division plus �nedu domaine provient de l'intrinsèque non-uniformité du 
hamp de déformation plastique.Cette subdivision entraine un nombre de variables internes plus important.5.3 Nonuniform Transformation Field Analysis (NTFA)La NTFA développée par Mi
hel et Suquet [96, 97℄ introduit des 
hamps de trans-formation non uniformes a�n de reproduire 
orre
tement le 
omportement du 
ompo-site. Cette méthode a fait l'objet de nombreuses appli
ations notamment en élasto-vis
oplasti
ité [112℄ et de plusieurs développements par Fritzen et al. pour le 
al
ultridimensionnel [52℄ et les matériaux anisotropes [53℄. Les 
hamps de transformationpermettent de 
apter la non uniformité des déformations vis
oplastiques. Ce sont lesstru
tures 
ohérentes également appelées mode empirique de la transformation5.3.1 Champs de transformation non uniformesLa déformation vis
oplastique est dé
omposée sur un ensemble de modes vis
oplas-tiques non uniformes qui peuvent présenter un large é
art ave
 leur valeur moyenne :
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ǫan(x) =

M
∑

k=1

ǫan
k µ(k)(x), x ∈ Ω. (5.12)Les 
oe�
ients (ǫan

k )Mk=1 sont les 
oe�
ients de la dé
omposition et les 
hamps (µ(k))
M
k=1sont les 
hamps de transformation non uniformes, dé�nis indépendamment sur 
haquephase Ωr. Ces modes empiriques (µ(k))

M
k=1 permettent de dé
rire ave
 pré
ision l'é
oule-ment du 
hamps vis
oplastique. Ils sont déterminés une fois (le plus souvent en résolvantune série de problèmes préliminaires) et normalisés ave
 〈J2(µ(k))〉 = 1 de sorte que les
oe�
ients (ǫan

k )Mk=1 soient homogènes à une déformation plastique.Les modes vis
oplastiques sont essentiels pour la pré
ision de la méthode et doivent être
hoisis selon le 
hargement auquel la stru
ture sera soumise en fon
tionnement selonune démar
he a posteriori. Cela implique que l'utilisateur a une idée de la triaxialité du
hamps de 
ontrainte ainsi que de son intensité et de son histoire.Les modes vis
oplastiques sont extraits de snapshots 
al
ulés à des valeurs données de ladéformation ma
ros
opique et dépendant de l'intervale de déformation auquel la stru
-ture sera sujet. Les snapshots du 
hamp des déformations vis
oplastiques sont déterminéssur la 
ellule élémentaire en par
ourant plusieurs 
hemins de 
hargement dans l'espa
edes 
ontraintes ma
ros
opiques ou des déformations ma
ros
opiques. La snapshot PODest alors utilisée pour 
onstruire un ensemble de modes (µ(k)

)M

k=1
.5.3.2 Relations de 
omportementLes relations de 
omportement sont exprimées en terme de proje
tions s
alaires surles modes empiriques (µ(k)

)M

k=1
tout 
omme 
ela est fait en plasti
ité 
ristaline :

τk = 〈σ : µ(k)〉, (5.13a)
xk = 〈X : µ(k)〉, (5.13b)
ek = 〈ǫ : µ(k)〉, (5.13
)

ean
k = 〈ǫan : µ(k)〉. (5.13d)La règle de lo
alisation devient alors pour la NTFA :

ek = ak : ǭ+
M
∑

l=1

Dkle
an
l , (5.14)où les tenseurs d'ordre deux (ak)

M
k=1 et les fa
teurs d'in�uen
e (Dkl)

M
k,l=1 sont dé�nispar :

ak = 〈AT : µ(k)〉, (5.15a)
Dkl = 〈µ(k) :D ∗ µ(l)〉. (5.15b)En supposant que toutes les phases sont élastiques isotropes, 
ara
térisées par le moduled'élasti
ité isostatique κ(k) et le module de 
isaillement G(k), et supposant que tr(ǫan) = 0la 
ontrainte de 
isaillement résolue est donnée par :
τk = 2G(k)(ek − ean

k ). (5.16)
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hoisir les variables d'état ma
ros
opiques et à formuler la loi d'étatet la loi d'évolution. Deux versions sont proposées :� le modèle non 
ouplé : les variables d'état réduites ma
ros
opiques du modèle sontla déformation ma
ros
opique ǭ, les variables internes (ǫan
k )Mk=1 et (βk)

M
k=1. Unevariable tensorielle βk est asso
iée à 
haque mode k et représente le 
hamps devariables internes à l'é
helle lo
ale.Les équations d'évolution pour les variables internes sont :

ǫ̇an
k =

∂ψ(k)

∂Zan

(

Zan
k ,Z

β
k

)

, (5.17a)
β̇k =

∂ψ(k)

∂Zβ

(

Zan
k ,Z

β
k

)

. (5.17b)� le modèle 
ouplé : les variables d'état réduites ma
ros
opiques du modèle sontles déformations ma
ros
opiques ǭ, les variables internes (ǫan
k )Mk=1 et (βr)

R
r=1. Unevariable tensorielle βr est atta
hée à 
haque phase r et non à 
haque mode k.Les di�érents modes dans une même phase sont 
ouplés par l'intermédiaire d'unemoyenne quadratique de la forme :

zan
r =





M (r)
∑

k=1

|Zan
k |2





1
2

, (5.18)où zan
r est une for
e thermodynamique 
ouplée asso
iée à βr etM (r) est le nombrede modes dans la phase r.Les équations d'évolution pour les variables internes sont :

ǫ̇an
k =

∂ψ(k)

∂Zan

(

Zan
k ,Z

β
k

)

, (5.19a)
β̇r =

∂ψ(r)

∂Zβ

(

zan
r ,Zβ

r

)

. (5.19b)5.4 Cas de 
al
ul : 
ellule élémentaire en homogénéisationpériodiqueDans le 
adre de l'homogénéisation périodique, les méthodes semi-analytiques de
hamp de transformation sont basées sur une dé
omposition du 
hamp des déformationsanélastiques sur un ensemble de modes appelés 
hamps de transformation, à l'instarde la méthode APHR dans le 
adre de la rédu
tion de modèle. Les 
hamps de trans-formation sont uniformes par mor
eaux pour la TFA et non uniformes pour la NTFA.Cependant, alors que la NTFA réalise une dé
omposition du 
hamps de déformation ané-lastique uniquement, la méthode APHR réalise une dé
omposition généralisée de tous les
hamps mi
ros
opiques dont 
elui des variables internes. La NTFA utilise un équilibretotal sur Ω asso
ié au lemme de lo
alisation mi
ro-ma
ro de Hill. Con
ernant la méthodeAPHR, le dépla
ement et la 
ontrainte mi
ros
opique sont déterminés par la résolutiondu problème variationnel ajouté aux 
onditions aux limites et à la loi de 
omportement.La méthode APHR utilise un équilibre tronqué sur le TID ΩΠ a�n de séle
tionner les
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on
ernent également la loi de 
om-portement 
ar elle n'est respe
tée que sur le TID.Les variables d'état ma
ros
opiques dans le modèle 
ouplé de la NTFA sont les défor-mations ma
ros
opiques ǭ, les déformations anélastiques réduites (ǫan
k )M

k=1 issues de ladé
omposition du 
hamp de déformation anélastique où M est le nombre de 
hamps detransformation, et les variables internes (βr)
R
r=1 où R est le nombre de sous-domaines. Lesvariables d'état réduites dans la méthode APHR sont les dépla
ement réduits (a(n)

k

)M
(n)
u

k=1issus de la dé
omposition du 
hamp de dépla
ement où M
(n)
u est le nombre de modesrelatif au 
hamp de dépla
ement, et les variables internes réduites ((r)b

(n)
k

)(r)M
(n)
z

k=1
issuesde la dé
omposition du 
hamp de variable interne où (r)M

(n)
z est le nombre de modesrelatif au 
hamp de variable interne sur le sous-domaine Ωr.La prin
ipale di�éren
e demeure dans la manière de 
al
uler les modes. Dans le 
as dela méthode NTFA, les modes anélastiques sont déterminés a posteriori en réalisant des
al
uls préliminaires sur la 
ellule élémentaire selon des trajets de 
hargement dans l'es-pa
e des 
ontraintes ma
ros
opiques ou des déformations ma
ros
opiques. Cela impliqueque l'utilisateur a une idée de la triaxialité, de l'intensité et de l'histoire des 
hampsma
ros
opiques. Au 
ontraire, la méthode APHR permet de mener des 
al
uls a prioriet des modes sont ajoutés au besoin quelque soit le trajet de 
hargement ou l'intensitédu 
hargement. Cela explique pourquoi la méthode APHR peut être vue 
omme uneméthode 
omplémentaire à la NTFA en 
as d'indétermination de la triaxialité du 
har-gement. La méthode APRH peut en e�et se substituer à la POD dans la 
onstru
tiondes modes empiriques pour la NTFA.5.4.1 Con�guration géométrique et données matériauxLa 
on�guration étudiée est une 
ellule périodique Ω dé
rite dans [96℄ 
onstituée d'un
omposite formé d'une �bre Ωf dans une matri
e Ωm. Cette stru
ture est dé
rite dans

R
2 sous l'hypothèse de déformation plane. Un arrangement hexagonal est 
onsidéré ave
une fra
tion volumique de �bre cf = 0, 25 (Figure 5.1). Le maillage fait intervenir 4608éléments quadrialéraux linéaires, 9365 degrés de liberté et 82944 variables internes dont

46080 sont dans la matri
e et 36864 dans la �bre.Trois lois de 
omportement typiques sont 
onsidérée dans 
ette analyse ave
 les donnéesmatériaux suivantes [96℄ :� Matri
e ave
 é
rouissage isotrope linéaire : Seuil de plasti
ité σeq ≤ σ0 +hp, Em =
99, 5 GPa, νm = 0, 3, σ0 = 510 MPa,Fibre élastique linéaire : Ef = 414 GPa, νf = 0, 19.� Matri
e ave
 é
rouissage isotrope non-linéaire : Seuil de plasti
ité σeq ≤ σ0 + hpm,
Em = 75 GPa, νm = 0, 3, σ0 = 75 MPa. h = 416, 5 MPa, m = 0, 3895,Fibre élastique linéaire : Ef = 400 GPa, νf = 0, 2.� Matri
e ave
 é
rouissage 
inématique linéaire : Seuil de plasti
ité (σ −X)eq ≤ σ0,
X = Hǫan, Em = 99, 5 GPa, νm = 0, 3, σ0 = 510 MPa, H = 2400 MPa.Fibre élastique linéaire : Ef = 414 GPa, νf = 0, 19.
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x

y

z

Fig. 5.1: Homogénéisation sur une 
ellule élémentaire. Cellule périodique ave
 arrange-ment hexagonal proposée dans [96℄5.4.2 Chargement et 
onditions aux limitesLes 
onditions aux limites sont périodiques telles que :
u(x, t) = ǭ(t) · x+w(x, t), x ∈ Ω, t ∈ I, (5.20)où w(x, ·) est un 
hamps périodique sur Ω de moyenne nulle.La 
ontrainte ma
ros
opique appliquée est imposée dans une dire
tion �xe de l'espa
edes déformations :

ǭ(t) = ǭ(t) E(0), t ∈]0, T ]. (5.21)Le 
hargement est piloté en augmentant de façon in
rémentale le paramètre de 
ontr�le
ǭ(t). En d'autres termes, la dire
tion des déformations ma
ros
opiques est imposée etl'amplitude de la déformation ma
ros
opique dans 
ette dire
tion est le paramètre de
ontr�le. La 
ontrainte σ̄(t) : E(0) et les déformations ma
ros
opiques dans les dire
tionsperpendi
ulaires à E(0) sont des résultats de 
al
ul. Dans l'analyse de la NTFA e�e
tuéepar Mi
hel et al. [96℄, le même prin
ipe est appliqué dans l'espa
e des 
ontraintes ma-
ros
opiques.Les résultats obtenus quant à la relation ma
ros
opique 
ontrainte-déformation est tra-
ée dans un diagramme (ǭ(t), σ̄(t) : E(0)

). Plusieurs dire
tions de déformation ma
ro-s
opique sont étudiées :
E(1) = e2 ⊗ e2, (5.22a)

E(2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1, (5.22b)
E(3) = E(1) +E(2). (5.22
)La dire
tion E(1) dé�nit un 
hargement en tra
tion, la dire
tion E(2) dé�nit un 
harge-ment en 
isaillement pur et la dire
tion E(3) dé�nit un 
hargement multiaxial 
ombinéen tra
tion-
isaillement.5.4.3 Des
ription de la stratégie de 
al
ulCe 
hapitre vise à évaluer les performan
e de la méthode APHR pour les problèmesd'homogénéisation en 
onsidérant trois stratégies de 
al
ul :
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S(1) : la stratégie S(1) 
onsiste à réaliser un 
al
ul a priori et hyper-réduit. La si-mulation 
ommen
e sans au
un mode empirique ; ils sont 
al
ulés à partir deséventuelles 
orre
tion FEM si besoin.La stratégie S(1) est menée ave
 les paramètres d'hyper-rédu
tion NE = 1 et
NB = 2.

S(2) : la stratégie S(2) 
onsiste à réaliser un 
al
ul a posteriori et hyper-réduit. La si-mulation 
ommen
e ave
 un ensemble initial de modes empiriques. Ils sont obtenusen réalisant une simulation FEM préliminaire au 
ours de laquelle le 
hargementmaximal est atteint dans la dire
tion E(0).La stratégie S(2) est menée ave
 les paramètres d'hyper-rédu
tion NE = 1 et
NB = 0.

S(3) : la stratégie S(3) est une stratégie FEM.Une limitation de la NTFA est son besoin d'avoir un ensemble initial de modes empiriquesdéterminés numériquement en simulant la réponse du 
omposite selon plusieurs trajetsde 
hargement dans l'espa
e des 
ontraintes ou des déformations ma
ros
opiques. Au
ontraire, la méthode APHR permet de réaliser des 
al
uls a priori : les modes empiriquessont 
al
ulés de façon automatique durant la transformation lorsqu'une 
orre
tion FEMest né
essaire.Le but de 
ette analyse est de présenter les e�ets de la formulation hyper-réduite (
'està dire basée sur un équilibre tronqué) sur les prévisions APHR, sur le ROM, sur le TIDet sur un indi
ateur de gain en temps de 
al
ul dé�ni 
omme le rapport entre un 
al
ulFEM 
lassique est un 
al
ul hyper-réduit :
η =

tFEM

tAPHR
. (5.23)5.4.4 Dis
ussion des résultatsPrévisions de la méthode APHR Les prévisions de la méthodes APHR selon letrajet de 
hargement Σ

(1) sont montrées Figure 5.2, Figure 5.3 et Figure 5.4.
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(b) Strategies S(2) et S(3). Prévision de laméthode APHR a posteriori en 
ontrainte-déformation dans la dire
tion E(1) et 
ompa-raison ave
 la FEMFig. 5.2: Homogénéisation sur une 
ellule élémentaire en tra
tion. Matri
e ave
 é
rouis-sage isotrope non-linéaire. Prévisions de la méthode APHR selon E(1)
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(b) Strategies S(2) et S(3). Prévision de laméthode APHR a posteriori en 
ontrainte-déformation dans la dire
tion E(2) et 
ompa-raison ave
 la FEMFig. 5.3: Homogénéisation sur une 
ellule élémentaire en 
isaillement. Matri
e ave
é
rouissage isotrope non-linéaire. Prévisions de la méthode APHR selon E(2)
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(b) Strategies S(2) et S(3). Prévision de laméthode APHR a posteriori en 
ontrainte-déformation dans la dire
tion E(3) et 
ompa-raison ave
 la FEMFig. 5.4: Homogénéisation sur une 
ellule élémentaire en tra
tion-
isaillement. Matri
eave
 é
rouissage isotrope non-linéaire. Prévisions de la méthode APHR selon E(3)Les stratégies S(1) et S(2) sont en a

ord ave
 les résultats FEM fournis par la stratégie
S(3) dans toute la gamme de déformation 
onsidérée. Les petites os
illations observéesen stratégie S(1) sont dues au pro
édé de 
orre
tion-enri
hissement.L'étude des indi
ateurs d'erreurs permet d'évaluer la pré
ision des prévision fournies parla méthode APHR, en parti
ulier pour un 
al
ul sans adaptation dans une démar
hea posteriori. Il sont présentés Figure 5.5 pour le 
as de 
hargement multiaxial. Pour lastratégie S(1) dans le 
as du 
hargement multiaxial, la toléran
e d'erreur sur l'équilibrehyper-réduit est εu = 4, 0 · 10−2 et la toléran
e d'erreur sur les variables internes est
εz = 1, 4 · 10−3. La Figure 5.5a présente les in
réments où l'adaptation est dé
len
lé enraison d'erreurs sur l'équilibre hyper-réduit et la Figure 5.5b présente les in
réments oùl'adaptation est dé
len
lé en raison d'erreurs sur les variables internes. L'adaptation est
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(d) Strategies S(2). Indi
ateur d'erreur ηz de laméthode APHR a posteriori dans la dire
tion
E(3)Fig. 5.5: Homogénéisation sur une 
ellule élémentaire en tra
tion-
isaillement. Matri
eave
 é
rouissage isotrope non-linéaire. Indi
ateurs d'erreur de la méthode APHR selon

E(3)provoqué bien plus fréquemment en raison de la toléran
e εz 
ar elle est bien plus faiblea�n de bien 
apter l'é
oulement de la plasti
ité.Pour la stratégie S(2) dans le 
as du 
hargement multiaxial, la toléran
e d'erreur surl'équilibre hyper-réduit est relevée à εu = 4, 0 · 10+2 et la toléran
e d'erreur sur lesvariables internes est relevée à εz = 1, 4 · 10+3 a�n d'empê
her le dé
len
hement del'adaptation. Dans 
e 
as la mesure des indi
ateurs d'erreurs fournit une estimation deserreurs 
ommise par la méthode APHR. En parti
ulier, la Figure 5.5d montre des erreurstrès importantes 
ommises en début et en �n de simulation 
e qui est en a

ord ave
 lesrésultats FEM fournis par la stratégie S(3).ROM et modes empiriques Les modes empiriques 
onsidérés dans le ROM sontessentiels dans la pré
ision des résultats et l'exa
titude de la méthode APHR. Selon laméthodologie de 
orre
tion-enri
hissement dé
rite dans la méthode APHR, le ROM eten parti
ulier les bases de modes empiriques sont mise à jour durant le traitement in
ré-mental du problème. De nouveaux modes représentatifs sont éventuellement ajoutés etles modes signi�
atifs sont 
onservés.



88 CHAPITRE 5. ANALYSE EN CHAMP DE TRANSFORMATIONCon
ernant le 
as du 
hargement en tra
tion ave
 la stratégie S(1), le ROM est mis à jour
88 fois pour 
ontenir à la �n de la simulation trois modes empiriques relatifs à la défor-mation plastique 
umulée. Ave
 la stratégie S(2), le ROM est �gé et 
ontient seulementun unique mode empirique relatif à la déformation plastique 
umulée, issu d'un 
al
ulFEM antérieur (
'est pourquoi 
e mode montré sur la Figure 5.6d ne possède pas d'ex-posant). Ces modes empiriques relatifs à la déformation plastique 
umulée sont montrésFigure 5.6. A titre de 
omparaison, le 
al
ul NTFA illustré dans [96℄ utilise deux modesempiriques relatifs aux déformation inélastiques.
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z(b) Strategie S(1) :
al
ul hyper-réduit apriori. Mode 2/3 re-latif à la déformationplastique 
umulée -
µ

(88)
2 S(1)

x

y

z(
) Strategie S(1) :
al
ul hyper-réduit apriori. Mode 3/3 re-latif à la déformationplastique 
umulée -
µ

(88)
3 S(1)

x

y

z(d) Strategie S(2) :
al
ul hyper-réduit aposteriori. Mode 1/1relatif à la déforma-tion plastique 
umu-lée - µ1S(2)Fig. 5.6: Homogénéisation sur une 
ellule élémentaire en tra
tion. Matri
e ave
 é
rouis-sage isotrope non-linéaires. Modes relatifs à la déformation plastique 
umulée dans ladire
tion E(1)Con
ernant le 
as du 
hargement multiaxial ave
 la stratégie S(1), le ROM est mis àjour 138 fois et l'évolution du nombre de modes empiriques est présenté Figure 5.7.L'évolution du nombre de modes empirique traduit le phénomène d'apprentissage au
ours duquel les bases réduites sont 
onstruites mais le point intéressant est les trèsnombreuses os
illations observées sur toutes les 
ourbes dans la première partie de la si-mulation. Ces os
illations marquent l'é
oulement du 
hamp plastique qui est très impor-tant ; il démarre d'ailleurs après une phase durant laquelle tous les modes sont 
onstants
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umulée pFig. 5.7: Homogénéisation sur une 
ellule élémentaire. Évolution du nombre de modesselon E(3)qui re�ète l'élasti
ité initiale. La prise en 
ompte de la plasti
ité est don
 l'élément ma-jeur dans la 
onstru
tion des bases réduites. Le ROM 
ontient à la �n de la simulationdix-huit modes empiriques relatifs à la déformation plastique 
umulée. Ave
 la stratégie
S(2), le ROM est �gé et 
ontient seulement trois modes empiriques relatifs à la défor-
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umulée, issu d'un 
al
ul FEM antérieur (
'est pourquoi 
es modesmontrés sur les Figures 5.8g, 5.8h et 5.8i ne possèdent pas d'exposant). Ces modes em-piriques relatifs à la déformation plastique 
umulée sont montrés Figure 5.8. Le pro
édéde 
orre
tion-enri
hissement est illustré à l'aide de plusieurs versions intermédiaires duROM Figure 5.9.La di�éren
e parfois importante observée dans le nombre de modes empiriques entreles simulations S(1) et S(2) est une 
onséquen
e de l'hyper-redu
tion. Il faut noter quela formulation tronquée et l'équilibre introduit des erreurs sur les variables internes quisont 
orrigées en ajoutant des modes empiriques supplémentaires.TID et gains en temps de 
al
ul Les TID sont montrés Figure 5.10, Figure 5.11 etFigure 5.12.L'indi
ateur de gain en temps de 
al
ul pour la méthode APHR est lié à la taille du TID.Toutefois, la taille du TID est une 
onséquen
e dire
te du nombre de modes 
ontenus dansle ROM. Cela explique la di�éren
e observée dans l'étendu du TID entre les stratégies
S(1) et S(2).Con
ernant le 
as du 
hargement en tra
tion, il y a 1204 points de Gauss dans le TID
Ω

(88)
Π S(1) ave
 la stratégie S(1), 44 dans le TID ΩΠS(2) ave
 la stratégie S(2) et 18432 pourun 
al
ul FEM. A titre de 
omparaison, le 
al
ul NTFA illustré dans [96℄ possède deuxvariables internes.Les gains sont présentés Table 5.1.Dire
tion S(1) : a priori S(2) : a posteriorihyper-redu
ed 
omputation hyper-redu
ed 
omputation

E(1) 4, 539559445 77, 228439425

E(2) 4, 636227905 49, 088220296

E(3) 4, 46792682 80, 698354662Tab. 5.1: Homogénéisation sur une 
ellule élémentaire. Matri
e ave
 é
rouissage isotropenon-linéaire. Gains en temps de 
al
ul ηDe plus, la méthode APHR permet d'énormes gains en temps de 
al
ul. Il est d'environ
4, 5 pour un 
al
ul a priori et supérieur à 50 pour un 
al
ul a posteriori. En général, legain à l'aide la méthode NTFA est supérieur à 1000 en raison du très petit nombre devariables internes.Remarque : La symétrie fait l'objet d'une remarque très intéressante dans le 
as du
hargement en tra
tion. Comme la géométrie et que le 
hargement sont symétriques, ons'attend à obtenir des prévisions et des 
hamps de transformation symétriques. Pourtant,le TID n'est pas unique 
ar tant que les prévisions sont symétriques, un élément peutêtre séle
tionné dans le TID aussi bien que ses éventuels symétriques. Ainsi le TID peutêtre non symétrique. Ensuite, les 
hamps de transformation sont 
al
ulé à partir des
orre
tions FEM déduites des prévisions ROM. Pour être plus pré
is, la prévision ROMest déterminée par un 
al
ul hyper-réduit sur le TID. Par 
onséquant, puisque le TIDpeut être non symétrique, les prévisions ROM et les 
hamps de transformation ne sontpas né
essairement symétrique. Il y a deux possibilités a�n de s'assurer que les prévisionsROM (et les 
hamps de transformation) restent symétriques.
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ul hyper-réduit aposteriori. Mode 3/3relatif à la déforma-tion plastique 
umu-lée - µ3S(2)Fig. 5.8: Homogénéisation sur une 
ellule élémentaire en tra
tion-
isaillement. Matri
eave
 é
rouissage isotrope non-linéaires. Modes relatifs à la déformation plastique 
umuléedans la dire
tion E(3)(i) lors de la 
onstru
tion du TID, 
elui 
i est mis à jour en ajoutant les élémentssymétrique au TID 
al
ulé. Cependant, 
omme le TID est plus étendu, les gainsnumériques sont plus faibles,
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6 S(1)Fig. 5.9: Homogénéisation sur une 
ellule élémentaire en tra
tion-
isaillement. Matri
eave
 é
rouissage isotrope non-linéaires. Modes intermédiaires relatifs à la déformationplastique 
umulée dans la dire
tion E(3)(ii) le 
hamp de variable interne est re
al
ulé même sur le TID et non seulementà l'exterieur. Cependant, 
e pro
édé introduire une erreur d'approximation sur leTID.
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ΩΠS(2)Fig. 5.12: Homogénéisation sur une 
ellule élémentaire en tra
tion-
isaillement. Matri
eave
 é
rouissage isotrope non-linéaire. TID dans la simulation dans la dire
tion E(3)Le se
ond 
hoix a été 
onsidéré dans 
ette analyse.



94 CHAPITRE 5. ANALYSE EN CHAMP DE TRANSFORMATION5.4.5 Con
lusionLa méthode APHR et la NTFA sont des méthodes performantes qui visent à réduiredrastiquement le nombre de variables internes utilisées dans les modèles réduits. Dans
e but, la méthode APHR et la NTFA exploitent une dé
omposition des 
hamps mi-
ros
opiques sur un ensemble de modes empiriques non uniformes. Alors que la NTFAréalise une dé
omposition du 
hamps de déformation anélastique uniquement, la mé-thode APHR réalise une dé
omposition généralisée de tous les 
hamps mi
ros
opiquesdont 
elui des variables internes.Con
ernant la formulation de l'équilibre, la NTFA satisfait automatiquement les équa-tions d'équilibre en utilisant le lemme de lo
alisation mi
ro-ma
ro de Hill sur le domaine
omplet. Au 
ontraire, la méthode APHR exploite une formulation tronquée des équa-tions d'équilibre en utilisant le problème variationnel sur le TIDAinsi, en utilisant une formulation tronquée des équations d'équilibre et une représenta-tion approximée des variables d'état à l'aide de bases réduites, la méthode APHR permetde générer un modèle dans lequel à la fois les équations d'équilibre et les équations de
omportement sont approximées.La prin
ipale di�éren
e demeure dans la manière de 
al
uler les modes empiriques. Dansle 
as de la méthode NTFA, les modes anélastiques sont déterminés en réalisant des
al
uls FEM préliminaires sur la 
ellule élémentaire selon des trajets de 
hargementdans l'espa
e des 
ontraintes ma
ros
opiques ou des déformations ma
ros
opiques. Celaimplique que l'utilisateur a une idée de la triaxialité, de l'intensité et de l'histoire des
hamps ma
ros
opiques. Au 
ontraire, la méthode APHR permet de mener des 
al
uls apriori et des modes sont ajoutés au besoin quelque soit le trajet de 
hargement ou l'in-tensité du 
hargement. Cela explique pourquoi la méthode APHR peut être vue 
ommeune méthode 
omplémentaire à la NTFA 
ar elle peut être utilisée pour déterminer lesmodes empiriques à la pla
e de la FEM et de la POD.La méthode APHR donne des résultats 
omparables à la NTFA. Toutefois, les gains entemps de 
al
ul générés par la méthode NTFA sont généralement bien plus grands. Néan-moins, la méthode APHR sans adaptation fournit des indi
ateurs d'erreur qui viennent
ompléter la NTFA. En e�et, en 
as de doute 
on
ernant la pertinen
e du modèle NTFA,il est possible d'utiliser une méthode APHR sans adaptation pour évaluer la pré
isiondes bases réduites utilisées.



Chapitre 6Interpolation et 
onstru
tion d'unesurfa
e de réponseLa modélisation des systèmes paramétrés fait souvent appel à une méthodologie desurfa
e de réponse (Response Surfa
e) (RS). Basées sur des te
hniques d'interpolation, lesméthodologies de surfa
e de réponse permettent des gains très importants en appro
hantles réponses paramétrées dé
rites dans la variété (manifold) MP dé�ni par :
MP = {u(·, ·,p) ∈ H1(Ω), p ∈ P}. (6.1)Ce 
hapitre présente d'abord la méthodologie de surfa
e de réponse, et en parti
ulier laméthode Subspa
e Angle Interpolation proposée par Lieu et al. [89, 91, 90℄ ainsi qu'uneméthode d'interpolation sur les variétés de Grassmann proposée par Amsallem et al.[7, 6℄. Ce 
hapitre détaille ensuite le pro
édé de 
onstru
tion d'une base réduite interpoléeutilisé en agrégeant des résultats de simulations APHR pour initialiser une simulationAPHR relative à une nouvelle valeur de paramètre.6.1 Méthodologie de surfa
e de réponse6.1.1 Création d'un méta-modèleLa méthodologie de surfa
e de réponses vise à appro
her le manifoldMP en solli
itantun méta-modèle. Ce méta-modèle est dé
rit par un ensemble de paramètres é
hantillonnésdans P et 
hoisis d'après un plan d'expérien
e ainsi que leurs réponses respe
tives [114, 8℄.Les paramètres é
hantillonnés sont (pi)

Np

i=1 et les réponses é
hantillonnées sont (ui)
Np

i=1.L'espa
e des réponses 
al
ulées aux paramètres é
hantillonnés dé�nit l'espa
e SP surlequel s'appuie la surfa
e de réponse (Figure 6.1). L'ensemble des snapshots SP est donnépour Np é
hantillons de paramètres :
SP = {ui(·, ·)}

Np

i=1 = {u(·, ·,pi)}
Np

i=1. (6.2)À la valeur des paramètres é
hantillonnés, la réponse est supposée 
onnue ; entre lesparamètres é
hantillonnés, la réponse est interpolée (Figure 6.1). La 
onstru
tion duméta-modèle asso
ié aux paramètres é
hantillonnés (pi)
Np

i=1 fait généralement appel àun modèle détaillé dont le 
oût numérique est élevé tel que la FEM. Basées sur des95
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Fig. 6.1: Interpolation en surfa
e de réponse. Surfa
e de réponse asso
iée à un méta-modèleapproximations à variables séparées, les méthodes de rédu
tion permettent de rempla
er
e modèle détaillé par un modèle d'ordre réduit. En 
onséquense, les modèles d'ordresréduits peuvent être utilisés pour générer et même enri
hir le méta-modèle et la surfa
ede réponses. En prin
ipe, toutes les méthodes de rédu
tion permettent de 
onstruire unméta-modèle. Des régions de 
on�an
e peuvent également être introduites a�n d'éviterl'utilisation abusive de modèles d'ordre réduit à la pla
e de modèles détaillés [1, 17℄.6.1.2 Interpolation en surfa
e de réponseL'évaluation de la réponse interpolée est basée sur une te
hnique d'interpolation. En
onsidérant les fon
tions d'interpolation (ζi)
Np

i=1 pertinentes pour appro
her la réponseparamétrée u entre les paramètres é
hantillonnés, l'interpolation suit :
u (x, t,p) ≈ uRS (x, t,p) , x ∈ Ω, t ∈ I, p ∈ P, (6.3a)

uRS (x, t,p) =

Np
∑

i=1

ζi (p)ui (x, t), x ∈ Ω, t ∈ I, p ∈ P. (6.3b)Plusieurs te
hniques d'interpolation sont 
ompatibles ave
 l'utilisation de modèles d'ordreréduit. [92, 89, 91, 90, 7, 6℄.Lieu et al. [91℄ étudient l'é
oulement transonique autour d'un avion F-16 pour di�érentesvaleurs du nombre de Ma
h. Une base réduite est 
onstruite pour des é
hantillons dunombre de Ma
h. Pour obtenir une réponse entre les paramètres é
hantillonnés, la mé-thode Subspa
e Angle Interpolation est proposée par Lieu et al. a�n de 
onstruire unebase réduite au nombre de Ma
h M∞ à partir des bases réduites évaluées aux nombresde Ma
hM∞ 1 etM∞ 2 tels queM∞ 1 ≤M∞ ≤M∞ 2. Cette méthode est dé�nie en deuxétapes :(i) l'interpolation de l'angle prin
ipal à partir de l'angle prin
ipal formé par le sous-espa
e engendré par les bases réduites évaluées aux nombres de Ma
h M∞ 1 et
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M∞ 2,(i) l'utilisation de l'angle prin
ipale interpolé a�n de 
onstruire la nouvelle base ré-duite au nombre de Ma
h M∞.Cette méthode a été appliquée ave
 su

ès pour des nombres de Ma
h 
ompris entre 0, 6et 0, 8. Toutefois pour avoir une estimation 
orre
te de l'é
oulement,la méthode restelimitée à des nombres de Ma
h pro
hes des valeurs é
hantillonnées. Le 
al
ul d'une ré-ponse interpolée à des nombres de Ma
h trop loins des valeurs é
hantillonnées né
essitentla re
onstru
tion d'un modèle d'ordre réduit. Lieu et al. parlent de près de 4 heures pourobtenir un modèle d'ordre réduit (69 degrés de liberté) à l'aide de la POD à partir de 99snapshots é
hantillonnés sur un 
luster à l'aide de la FEM (168799 degrés de liberté). Àtitre de 
omparaison, le 
al
ul d'une réponse interpolée est de l'ordre de la minute sur lemême 
luster.Comme la méthode Subspa
e Angle Interpolation ne permet pas l'adaptation du modèled'ordre réduit pour de nouvelles valeurs de paramètres é
hantillonnés, Amsallem et al.[7℄ proposent une méthode d'interpolation sur les variétés de Grassmann. Cette méthodepermet de 
onstruire une base réduite asso
iée au sous-espa
e SNp+1 évaluée au para-mètre pNp+1 à partir de la 
onnaissan
e des bases réduites asso
iées aux sous-espa
es Siévaluées aux paramètres (pi)

Np

i=1. Cette méthode est dé�nie en quatre étapes :(i) le 
hoix d'un sous-espa
e S0 parmis les sous-espa
es (Si)
Np

i=1 de la variété de Grass-mann. Ce sous-espa
e est le point d'origine pour l'interpolation.(i) Le transfert sur l'espa
e tangent T0. Chaque sous-espa
e Si su�samment pro
hede S0 est projeté sur le point Xi de T0 représenté par une matri
e Γi au moyen del'opérateur de proje
tion logarithmique LogS0
,(iii) L'interpolation dans l'espa
e T0 au paramètre pNp+1. La matri
e ΓNp+1 estinterpolée au point XNp+1 à l'aide d'une méthode d'interpolation.(iv) Le transfert sur le sous-espa
e SNp+1. Le point XNp+1 de T0 représenté par unematri
e ΓNp+1 est projeté dans le sous-espa
e SNp+1 au moyen de l'opérateur deproje
tion exponentielle ExpS0

,Cette méthode a été appliquée pour étudier l'é
oulement transonique autour d'un avionF-16 pour di�érentes valeurs du nombre de Ma
h et éviter la re
onstru
tion d'un modèled'ordre réduit lorsque les nombres de Ma
h sont trop éloignés des valeurs é
hantillonnées.Toutefois, le terme d'adaptation est maladroit 
ar au
un estimateur d'erreur permetd'évaluer la qualité de l'interpolation.6.2 Interpolation et 
onstru
tion de base réduiteLe prin
ipe de la 
onstru
tion d'une base réduite paramétrée est d'agréger des ré-sultats de simulations APHR e�e
tuées dans le 
adre d'une étude paramétrique a�nd'initialiser une nouvelle simulation APHR relative à une nouvelle valeur de paramètre.Tout d'abord, une base réduite multidimensionnelle est 
onstruite sur l'espa
e paramétré
Ω × P en utilisant les bases réduites déduites de l'évaluation des réponses paramétréesaux paramètres é
hatillonnés à l'aide de la méthode APHR. Cette 
onstru
tion de baseréduite est 
ouplé à une méthode d'interpolation initiallement intégré dans la méthodeAPHR multidimensionnelle [120℄, 
e qui o�re une méthode alternative à la méthoded'interpolation sur les variétés de Grassmann [6℄. La méthode d'interpolation 
onsidérée



98 CHAPITRE 6. INTERPOLATION ET SURFACE DE RÉPONSEfournit une réponse paramétrée interpolée à une valeur de paramètre entre les paramètresé
hantillonnés et une base réduite paramétrée potentiel pour l'évaluation de la réponseà l'aide de la méthode APHR pour 
ette valeur de paramètre.Disposant des fon
tion d'interpolation (ζi)
Np

i=1 supposées 
onnues et des snapshots pa-ramétrés (ui)
Np

i=1 évalués aux paramètres é
hantillonnés (pi)
Np

i=1 à l'aide de la méthodeAPHR sans base reduite initiale, le pro
édé de 
onstru
tion d'une base réduite multi-dimensionnelle et l'interpolation en surfa
e de réponse 
onsiste à interpoler la réponse
u(Np+1) au paramètre p(Np+1) entre les paramètres é
hantillonnés selon deux étapes :(i) Constru
tion d'une base réduite multidimensionnelle : l'ensemble des bases ré-duites est transformé en une base réduite multidimensionnelle. Une POD est alorsmenée sur 
ette base multidimensionnelle en 
onsidérant les variables réduites mul-tidimensionnelles asso
iées a�n de la rendre optimale. Cette 
onstru
tion est l'ap-port essentiel de la méthode proposée.(ii) Interpolation de la réponse : les modes empiriques sont réduits aux paramètresé
hantillonnés puis interpolés au paramètre p(Np+1). Comme 
es modes empiriquesinterpolés peuvent ne pas former une base réduite, une POD est menée sur 
esmodes empiriques a�n d'en déduire la base réduite paramétrée.L'enri
hissement de 
ette surfa
e de réponse 
onsiste à 
al
uler la réponse u(Np+1) relativeau nouveau paramètre é
hantillonné p(Np+1) dans P ave
 pour base initiale la base
al
ulée lors du 
al
ul d'interpolation.6.2.1 Appro
he multidimensionnelleFormulation multidimensionnelle La reformulation multidimensionnelle 
onsiste à
onsidérer le problème multidimensionnel virtuel paramétrique Q′ qui résulte de la 
on
a-ténation de la séquen
e des Np problèmes (Q(i)

)Np

i=1
. Chaque problème Q(i) est dé�ni sur

Ω pour le même intervalle de temps I. Le problème multidimensionnel paramétrique Q′est dé�ni sur Ω′ = Ω × P sur l'intervalle de temps I.En 
onsidérant une représentation séquentielle des Np prévisions paramétrées (Q(i)
)Np

i=1dé�nies sur Ω×I, le méta-modèle est dé�ni par les paramètres é
hantillonnés (pi)
Np

i=1 etleurs réponses respe
tives (ui)
Np

i=1 tel que :
ui(x, t) = u(x, t,pi) ≈ uROM (x, t,pi) = ui ROM (x, t), x ∈ Ω, t ∈ I, (6.4a)

ui ROM (x, t) =

M
(i)
u
∑

k=1

ψ
(i)
k (x) a

(i)
k (t), x ∈ Ω, t ∈ I, (6.4b)où l'exposant �

(i) désigne l'indi
e du paramètre évalué.En 
onsidérant une représentation simultanée de la prévision multidimensionnelle Q′dé�nie sur Ω′ ×I, le méta-modèle est dé�ni par les paramètres é
hantillonnés (pi)
Np

i=1 etla réponse u′ telle que :
u′(x, t,p) =

Np
∑

i=1

δ(p − pi) ui(x, t), x ∈ Ω, t ∈ I, p ∈ P, (6.5)où δ est la distribution de Dira
.Cette formulation multidimensionnelle est dé�nie dans un sens stri
tement mathématique
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 dans l'espa
e des paramètres. En prenant en 
ompte
ette formulation, le méta-modèle est reformulé de la façon suivante :
u′(x, t,p) ≈ u′

ROM (x, t,p), x ∈ Ω, t ∈ I, p ∈ P, (6.6a)
u′

ROM (x, t,p) =

M ′
u

∑

l=1

ψ′
l(x,p) a

′
l(t), x ∈ Ω, t ∈ I, p ∈ P, (6.6b)où M ′

u =

Np
∑

i=1

M (i)
u .La base réduite multidimensionnelle (ψ′

l

)M ′
u

l=1
et les variables réduites multidimension-nelles asso
iées (a′l)

M ′
u

l=1 sont obtenues par renumérotation d'indi
e tel que :
ψ′

k+
Pi−1

m=1 M
(m)
u

(x,p) = δ(p − pi) ψ
(i)
k (x), k ∈ {1, ...,M (i)

u }, i ∈ {1, ..., Np}, x ∈ Ω, p ∈ P,(6.7a)
a′

k+
Pi−1

m=1 M
(m)
u

(t) = a
(i)
k (t), k ∈ {1, ...,M (i)

u }, i ∈ {1, ..., Np}, t ∈ I.(6.7b)Sous une dis
rétisation FEM, la matri
e formée par les modes empiriques (ψ′
l

)M ′
u

l=1
estdiagonale par blo
k.Cette base réduite multidimensionnelle est une base orthogonale et normée 
ar 
haquebase réduite relative au problème Q(i) l'est :

∫

Ω′

ψ′
k(x,p) ·ψ

′
l(x,p) dΩ′ =

∫

Ω′

δ(pi − pj) ψ
(i)

k−
Pi−1

m=1 M
(m)
u

(x) ·ψ
(j)

l−
Pj−1

m=1 M
(m)
u

(x) dΩ′

=

∫

P
δ(pi − pj) dp

∫

Ω
ψ

(i)

k−
Pi−1

m=1 M
(m)
u

(x) · ψ
(j)

l−
Pj−1

m=1 M
(m)
u

(x) dΩ

= δ
j
i δ

l−
Pj−1

m=1 M
(m)
u

k−
Pi−1

m=1 M
(m)
u

= δl
k. (6.8)Base POD multidimensionnelle Comme la base (ψ′

l

)M ′
u

l=1
peut ne pas être optimale,une POD est menée sur le 
hamp u′. Le problème est de trouver la base (φ′

j

)N ′
u

j=1
quimaximise sa proje
tion sur le 
hamp u′ et les variables d'état réduites asso
iées (α′

j

)N ′
u

j=1
.Cette proje
tion s'é
rit :

λ
(

φ′
j

)

=

∫ T

0

(

(

u′(·, t, ·),φ′
j

)

Ω′

)2
dt

(

φ′
j ,φ

′
j

)

Ω′

. (6.9)



100 CHAPITRE 6. INTERPOLATION ET SURFACE DE RÉPONSESous l'hypothèse que φ′
j(x,p) =

M ′
u

∑

l=1

ψ′
l(x,p) V

′
lj et en 
onsidérant l'orthonormalité dela base réduite (ψ′

k

)M ′
u

k=1
, 
ette proje
tion s'é
rit :
λ
(

V ′
j

)

=

∫ T

0





M ′
u

∑

k=1

a′k(t) V
′
kj





2

dt

M ′
u

∑

k=1

V ′
kj

2

. (6.10)Il s'agit don
 de résoudre le problème de maximisation :
λ′j = max

V ′∈RM′
u

λ
(

V ′
j

)

. (6.11)Ce problème d'optimisation est équivalent à un problème aux valeurs propres. Ce pro-blème aux valeurs propres est dé�ni par la matri
e de 
orrelation C′
u symmétrique etdé�nie positive de taille M ′

u telle que :
M ′

u
∑

l=1

C ′
u kl V

′
lj = λ′j V

′
kj, (6.12a)

C ′
u kl =

∫ T

0
a′k(t) a

′
l(t) dt, (6.12b)où les ve
teurs propres (V ′

j

)M ′
u

j=1
sont relatifs aux valeurs propres (λ′j)M ′

u

j=1
.Ce problème admet exa
tement M ′

u solutions dont on tronque les N ′
u premières. La baseréduite (φ′

j

)N ′
u

j=1
qui maximise sa proje
tion sur le 
hamp u′ et les variables d'état réduitesasso
iées (α′

j

)N ′
u

j=1
sont dé�nies par :
φ′

j(x,p) =

M ′
u

∑

k=1

ψ′
k(x,p) V

′
kj, x ∈ Ω, p ∈ P, (6.13a)

α′
j(t) =

M ′
u

∑

k=1

a′k(t) V
′
kj, t ∈ I. (6.13b)De la matri
e des ve
teurs propres (V ′

j

)M ′
u

j=1
, on peut extraire des sous matri
es (V (i)

j

)M ′
u

j=1de la façon suivante :
V“

k+
Pi−1

m=1 M
(m)
u

”

j
= V

(i)
kj , k ∈ {1, ...,M (i)

u }, i ∈ {1, ..., Np}. (6.14)La base réduite (φ′
j

)N ′
u

j=1
pour les valeurs des paramètres é
hantillonnés (pi)

Np

i=1 peuts'exprimer très simplement en fon
tion des bases réduites (ψ(i)
k

)M
(i)
u

k=1
des problèmes
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(

Q(i)
)Np

i=1
:

∫

P
φ′

j(x,p) δ(p − pi) dp =

M ′
u

∑

l=1

∫

P
δ(p − pi) ψ

′
l(x,p) Vlj dp, x ∈ Ω,

=

Np
∑

s=1

M
(s)
u
∑

k=1

∫

P
δ(p − pi) ψ

′

k+
Ps−1

m=1 M
(m)
u

(x,p) V
(k+

Ps−1
m=1 M

(m)
u )j

dp, x ∈ Ω,

=

Np
∑

s=1

M
(s)
u
∑

k=1

∫

P
δ(ps − pi) ψ

(s)
k (x) V

(s)
kj dp, x ∈ Ω,

=

M
(i)
u
∑

k=1

ψ
(i)
k (x) V

(i)
kj , x ∈ Ω.

(6.15)
Par 
onséquent, le 
al
ul de la base réduite multidimensionnelle par agrégation ne né-
essite pas de dupli
ation de maillage ni de maillage multidimensionnelle, 
ontrairementà 
e qui est proposé dans [120℄.6.2.2 Interpolation en surfa
e de réponseL'interpolation 
onsiste à exploiter la méthodologie dé
rite pour la méthode APHRmultidimensionnelle [120℄. Comme la distribution de Dira
 ne permet pas une inter-polation entre les paramètres é
hantillonnés (pi)

Np

i=1, des fon
tions d'interpolation sont
onsidérées. Les fon
tions (ζi)
Np

1=1 sont les fon
tions d'interpolation relatives aux para-mètres é
hantillonnés (pi)
Np

i=1.Le but de l'interpolation est l'évaluation de la réponse uRS pour toute valeur de para-mètre p ∈ P entre les paramètres é
hantillonnés (Figure 6.2.

Fig. 6.2: Interpolation en surfa
e de réponse. Interpolation de la réponse uRS entre lesparamètres é
hantillonnés
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onsidérant la nouvelle valeur de paramètre p(Np+1), la réponse interpolée s'é
rit :
u(Np+1)(x, t) = u

(

x,p(Np+1), t
)

≈ uRS

(

x,p(Np+1), t
)

= u(Np+1) RS(x, t), x ∈ Ω, t ∈ I.(6.16)D'après la méthologie d'interpolation en surfa
e de réponse, une première dé
ompositionfait intervenir la base réduite multidimensionnelle :
u(Np+1) RS(x, t) =

Np
∑

i=1

ζi

(

p(Np+1)

)

u′ (x, t,pi)

=

Np
∑

i=1

N ′
u

∑

j=1

ζi

(

p(Np+1)

)

φ′
j(x,pi) α

′
j(t)

=

N ′
u

∑

j=1





Np
∑

i=1

ζi

(

p(Np+1)

)

φ′
j(x,pi)



α′
j(t)

=

N ′
u

∑

j=1

φ
(Np+1)
j (x) α

(Np+1)
j (t), x ∈ Ω, t ∈ I,

(6.17)
où les modes empiriques (φ(Np+1)

j

)N ′
u

j=1
sont interpolés et les variables d'état réduitesasso
iées (α(Np+1)

j

)N ′
u

j=1
sont in
hangées tels que :

φ
(Np+1)
j (x) =

Np
∑

i=1

ζi

(

p(Np+1)

)

φ′
j(x,pi), x ∈ Ω. (6.18a)

α
(Np+1)
j (t) = α′

j(t), t ∈ I. (6.18b)Comme les snapshots interpolés (φ(Np+1)
j

)N ′
u

j=1
peuvent ne pas former une base, une PODest menée en utilisant la matri
e de 
orrélation Gu symmétrique et dé�nie positive detaille N ′

u telle que :
N ′

u
∑

l=1

Gu klV lj = λjVkj, (6.19a)
Gu kl =

∫

Ω
φ

(Np+1)
k (x) · φ

(Np+1)
l (x) dΩ, (6.19b)où les ve
teurs propres (V j)

N ′
u

j=1 sont relatifs aux valeurs propres (λj)
N ′

u

j=1.La base réduite paramétrée interpolée (ψ(Np+1)
k

)M
(Np+1)
u

k=1
et les variables réduites asso-
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iées (a(Np+1)
k

)M
(Np+1)
u

k=1
dé�nie par :
ψ

(Np+1)
k (x) =

N ′
u

∑

j=1

φ
(Np+1)
j (x) Vjk, x ∈ Ω, (6.20a)

a
(Np+1)
k (t) =

N ′
u

∑

j=1

αj(t) Vjk, t ∈ I. (6.20b)La base réduite (ψ(Np+1)
k

)M
(Np+1)
u

k=1
n'est pas multidimensionnelle mais dé�nie uniquementsur Ω.La même pro
édure est appliquée à toutes les bases réduites produites par la méthodeAPHR, 
'est à dire la base réduite relative au 
hamp de dépla
ement dé
rites pré
édem-ment mais également les bases réduites relatives au 
hamp de variables internes éventuel-lement désyn
hronisées. Dans 
ette étude, une unique base de fon
tions d'interpolationest utilisée pour toutes les grandeurs mé
aniques. C'est évidemment un 
hoix à peu de
ontenu mé
anique qu'il faudra re
onsidérer par la suite dans des travaux ultérieurs.Le résultat de l'interpolation est non seulement une réponse interpolée uRS relative à unparamètre entre les paramètres é
hantillonnés mais également une base réduite interpoléeet les variables réduites asso
iées.6.2.3 Enri
hissement de la surfa
e de réponseL'enri
hissement d'un méta-modèle en ajoutant un nouveau paramètre é
hantillonné

p(Np+1) 
onsiste à évaluer la réponse u(Np+1) à l'aide de la méthode APHR. Dans 
e 
as,la base réduite interpolée (ψ(Np+1)
k

)M
(Np+1)
u

k=1
est une base réduite initiale potentielle pourévaluer 
ette réponse.6.3 Cas de 
al
ul : interpolation en températureLe propos de 
ette étude est de déterminer la réponse thermomé
anique (u(θ),z(θ))d'un alliage d'aluminium dans un vaste domaine de température θ en utilisant la méthodeAPHR 
ouplée à la méthodologie de surfa
e de réponses évoquée pré
édemment.6.3.1 Con�guration géométrique et données matériauxLa stru
ture étudiée est une 
ellule 
omposite périodique Ω formée d'une in
lusionferritique Ωi dans une matri
e d'aluminium Ωm. La stru
ture est dé
rite dans R

2 sousl'hypothèse de déformations planes. Une 
on�guration hexagonale est 
onsidéré dansl'analyse ave
 une fra
tion volumique ci = 0, 25 (Figure 6.3). Le maillage est 
onstitué de
4608 éléments quadrilatéraux linéaires, de 9, 365 degrés de liberté et de 82944 variablesinternes dont 46080 sont dans la matri
e et 36864 sont dans l'in
lusion. L'in
lusionferritique Ωi est élastique linéaire et la matri
e d'aluminium Ωm est élasto-vis
oplastique.Pour les deux matériaux, le module d'Young et le 
oe�
ient de dilatation thermique
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x

y

z

Fig. 6.3: Interpolation en surfa
e de réponse. Cellule périodique ave
 arrangement hexa-gonaldépendent de la température mais le 
oe�
ient de Poisson non.Une loi de 
omportement élasto-vis
oplastique de type Armstrong-Frederi
k est utiliséepour la matri
e d'aluminium Ωm. Elle est dé
rite dans les équations suivantes.Le 
ritère de plasti
ité est un 
ritère de von Mises :
f = J2 (s− x) −R0(θ), (6.21)où R0 dépend de la température θ.L'é
rouissage 
inématique non-linéaire est dé�ni par :

x =
2

3
C(θ)α, (6.22a)

α̇ = λ̇

(

3

2

〈〈s− x〉〉

J2 (s− x)
−D(θ)α

)

, (6.22b)où C et D dépendent de la température θ.Le taux de déformation vis
oplastique est dé�ni par :
ǫ̇vp = λ̇

3

2

〈〈s − x〉〉

J2 (s− x)
. (6.23)La loi d'é
oulement vis
oplastique est une loi de Norton saturée par un exponentiel.Cette loi approxime le �uage à un faible niveau de 
ontraintes et la plasti
ité à un niveaude 
ontraites élevé :

λ̇ =

〈〈

f

K(θ)

〉〉n(θ)

exp

(

A(θ)

〈〈

f

K(θ)

〉〉n(θ)+1
)

, (6.24)où K, A et n dépendent de la température θ.L'intervalle de température 
onsidéré dans 
ette analyse est θ ∈ [20 °C ; 250 °C ] et lesdonnées matériau sont présentées Table 6.1.
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θ (°C) 20 150 200 250

Em (MPa) 62000 61000 60000 60000

αm (/°C) 2, 26 · 10−5 2, 26 · 10−5 2, 51 · 10−5 2, 51 · 10−5

νm 0, 33 0, 33 0, 33 0, 33

Cm (MPa) 11000 8000 5000 4000

Dm (MPa) 252 179 250 104

Km (MPa) 42 50 60 60

nm 10 8.5 7 6

Am 2, 26 · 10−5 2, 26 · 10−5 2, 51 · 10−5 2, 51 · 10−5

R0m (MPa) 50 40 37 30

Ei (MPa) 161000 161000 161000 161000

νi 0, 3 0, 3 0, 3 0, 3

αi (/°C) 1, 1 · 10−5 1, 1 · 10−5 1, 1 · 10−5 1, 1 · 10−5Tab. 6.1: Interpolation en surfa
e de réponse. Données matériau de la matri
e d'alumi-nium6.3.2 Chargement et 
onditions aux limitesLes 
onditions aux limites sont périodiques telles que :
u(x, θ, t) = ǭ(θ, t) · x+w(x, θ, t), x ∈ Ω, t ∈]0, T ], (6.25)où w(x, ·) est un 
hamps périodique sur Ω de moyenne nulle.La 
ontrainte moyenne appliquée à la 
ellule est imposée dans une dire
tion �xe dansl'espa
e des deformations :

ǭ(θ, t) = ǭ(θ, t) E(0). (6.26)Le 
hargement est appliqué en augmentant de façon in
rémentale le paramètre de 
ontr�le
ǭ(θ, t). En d'autres termes, la dire
tion de la déformation moyenne est imposée et l'am-plitude de la déformation moyenne est dé�nie par le paramètre de 
ontr�le. L'amplitudede la 
ontrainte moyenne σ̄(θ, t) : E(0) et les 
omposantes de la déformation moyennedans les dire
tions perpendi
ulaires à E(0) sont des résultats de 
al
ul.Une dire
tion de 
ontrainte moyenne est étudiée :

E(0) = e2 ⊗ e2. (6.27)6.3.3 Des
ription des stratégies de 
al
ulCette étude vise à évaluer la méthodologie de surfa
e de réponses en étudiant deuxpoints en parti
ulier. D'abord, l'interpolation dire
te d'une réponse pour une nouvellevaleur de paramètre ; ensuite, la 
onstru
tion d'une base initiale pour 
ette nouvelle valeurde paramètre a�n d'enri
hir le méta-modèle en 
al
ulant la réponse ave
 la méthodeAPHR à l'aide de la base initiale interpolée.Deux réponses préliminaires sont 
al
ulées à θ = 50 °C et θ = 250 °C à l'aide de laméthode APHR a�n de poursuivre en utilisant la méthodologie de surfa
e de réponsespour des températures θ ∈ [50; 250]. Alors, plusieurs stratégies de 
al
ul sont 
onsidérées.
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S(0) : la stratégie S(0) est une stratégie d'interpolation en surfa
e de réponses. Au
un
al
ul mé
anique n'est mené et la réponse est interpolée. Cette interpolation esttrès rapide et permet en général un traitement en temps réel.La stratégie S(0) est menée ave
 le paramère POD εPOD = 8 · 10−4.
S(1) : La stratégie S(1) 
onsiste en un 
al
ul hyper-réduit a priori ave
 base initiale.La simulation démarre don
 ave
 un ensemble de modes empiriques interpolésgrâ
e à de pré
édentes simulations. D'autres sont ajoutés si né
essaires lorsqu'une
orre
tion FEM est 
al
ulée.La stratégie S(1) est menée ave
 le paramère POD εPOD = 8 · 10−4, la toléran
ed'erreur sur les variables internes εz = 1, 5·10−4 et les paramètres d'hyper-rédu
tion
NE = 2 et NB = 4.

S(2) : la stratégie S(2) 
onsiste en un 
al
ul hyper-réduit a priori sans base initiale.La simulation démarre don
 sans modes empiriques. Ils sont ajoutés si né
essaireslorsqu'une 
orre
tion FEM est 
al
ulée.La stratégie S(2) est menée ave
 le paramère POD εPOD = 8 · 10−4, la toléran
ed'erreur sur les variables internes εz = 1 · 10−4 et les paramètres d'hyper-rédu
tion
NE = 4 et NB = 4.

S(3) : la stratégie S(3) est une stratégie FEM.L'interpolation en surfa
e de réponses et les e�ets d'une base initiale interpolée sur lesprévisions fournies par la méthode APHR sont étudiés à l'aide d'un indi
ateur de gainen temps de 
al
ul dé�ni par :
η =

tFEM

tAPHR
. (6.28)6.3.4 Dis
ussion des résultatsCal
uls préliminaires Deux simulations préliminaires sont 
al
ulées à θ = 50 °C et

θ = 250 °C selon la stratégie S(2) a�n de mener l'étude sur la méthodologie de surfa
ede réponses.Les prévisions de la méthode APHR dans la dire
tion E(0) sont montrées Figure 6.4 etFigure 6.5.La stratégie S(2) montre des résultats 
on
ordant ave
 les resultats FEM fournis par lastratégie S(3). Le niveau de 
ontrainte relevé ave
 la stratégie S(2) est très pro
he de
elui observé dans les resultats FEM dans toute l'intervalle de déformations 
onsidéré etla déformatioin plastique 
umulée 
oin
ide ave
 les résultats FEM. Cela s'explique parla toléran
e d'erreur sur les variables internes très faible a�n de 
apturer l'é
oulementvis
oplastique ave
 une bonne pré
ision.Détermination des 
oe�
ients d'interpolation La détermination des 
oe�
ientsd'interpolation est e�e
tuée en interpolant la 
ontrainte moyenne dans la dire
tion E(0) àl'instant tu où la 
ontrainte moyenne maximale est atteinte. Ce pro
édé de déterminationest un apport de 
e mémoire mais la question reste ouverte.
σ̄(θ)(tu) : E(0) =

P
∑

i=1

ζi(θ) σ̄(tu, θi) : E
(0), (6.29)
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(b) Strategies S(2) et S(3). Prévisions de la mé-thode APHR en déformation plastique 
umuléeet 
omparaison ave
 la FEMFig. 6.4: Interpolation en surfa
e de réponse. Prévisions de la méthode APHR selon E(0)à θ = 50 °C
-200

-150

-100

-50

 0

 50

 100

 150

 200

 0  0.002  0.004  0.006  0.008  0.01

<
 σ

 >
 :

 Ε
(1

)  (
M

P
a)

< ε > 

FEM
Desynchronized APHR
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(b) Strategies S(2) et S(3). Prévisions de la mé-thode APHR en déformation plastique 
umuléeet 
omparaison ave
 la FEMFig. 6.5: Interpolation en surfa
e de réponse. Prévisions de la méthode APHR selon E(0)à θ = 250 °CLes 
oe�
ients d'interpolation respe
tent :
P
∑

i=1

ζi(θ) = 1. (6.30)Ave
 les deux reponses é
hantillonnées aux températures θ = 50 °C et θ = 250 °C, ladétermination des 
oe�
ients d'interpolation est dé�nie pour θ ∈ [50, 250] selon :
ζ50(θ) =

σ̄(250)(tu) − σ̄(θ)(tu)

σ̄(250)(tu) − σ̄(50)(tu)
, (6.31a)

ζ250(θ) =
σ̄(θ)(tu) − σ̄(50)(tu)

σ̄(250)(tu) − σ̄(50)(tu)
, (6.31b)Si σ̄(50)(tu) ≤ σ̄(θ)(tu) ≤ σ̄(250)(tu), où σ̄(θ)(tu) est donné par un estimateur de la
ontrainte moyenne. Cette estimation peut être fournie par la stratégie S(2) ou S(3), en



108 CHAPITRE 6. INTERPOLATION ET SURFACE DE RÉPONSEparti
ulier sur un maillage grossier. En pratique, puisque la détermination des 
oe�
ientsd'interpolation ne remet pas en 
ause la méthodologie de surfa
e de réponse, la stratégie
S(3) est utilisée.Si la 
ontrainte moyenne estimée n'est pas en
adrée par les 
ontraintes moyennes é
han-tillonnées, l'interpolation n'est pas possible. Dans 
e 
as, des 
oe�
ients d'interpolationsont dé�nis. Si σ̄(θ)(tu) ≤ σ̄(50)(tu), alors ζ50(θ) = 1 et ζ250(θ) = 0. Si σ̄(θ)(tu) ≥
σ̄(250)(tu), alors ζ50(θ) = 0 et ζ250(θ) = 1.Cal
uls interpolés Des simulations sont menées selon les stratégies S(0), S(1), S(2) et
S(3) à des températures θ = 70 °C, θ = 90 °C, θ = 110 °C, θ = 190 °C, θ = 210 °C, et
θ = 230 °C.Température θ = 70 °C.Une simulation est menée à θ = 70 °C. La méthodologie de surfa
e de réponses dans lesstratégies S(0) et S(1) met en jeu les 
oe�
ients d'interpolation ζ(50)(θ) = 1 et ζ(250)(θ) =
0. Température θ = 90 °C.Une simulation est menée à θ = 90 °C. La méthodologie de surfa
e de réponses dans lesstratégies S(0) et S(1) met en jeu les 
oe�
ients d'interpolation ζ(50)(θ) = 0, 967214441et ζ(250)(θ) = 0, 032785559.L'interpolation en surfa
e de réponses et les prévisions de la méthode APHR dans ladire
tion E(0) sont montrées Figure 6.6 et Figure 6.7. À la température θ = 90 °C, la
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ontrainte-déformation dans la dire
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omparaison ave
 la FEM  0
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(b) Stratégies S(0) et S(3). RS interpolation endéformation plastique 
umulée et 
omparaisonave
 la FEMFig. 6.6: Interpolation en surfa
e de réponse. Prévisions de l'interpolation selon E(0) à
θ = 90 °Cstratégie S(1) utilisant les modes interpolés par la méthodologie de surfa
e de réponseo�re une meilleure pré
ision que la stratégie S(1).Température θ = 110 °C.Une simulation est menée à θ = 110 °C. La méthodologie de surfa
e de réponses dans lesstratégies S(0) et S(1) met en jeu les 
oe�
ients d'interpolation ζ(50)(θ) = 0, 924928074
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(a) Stratégies S(1), S(2) et S(3). Prévisions dela méthode APHR en 
ontrainte-déformationdans la dire
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(b) Stratégies S(1), S(2) et S(3). Prévisions dela méthode APHR en déformation plastique 
u-mulée et 
omparaison ave
 la FEMFig. 6.7: Interpolation en surfa
e de réponse. Prévisions de la méthode APHR selon E(0)à θ = 90 °Cet ζ(250)(θ) = 0, 075071926.L'interpolation en surfa
e de réponses et les prévisions de la méthode APHR dans ladire
tion E(0) sont montrées Figure 6.8 et Figure 6.9. À la température θ = 110 °C,
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(a) Stratégies S(0) et S(3). RS interpolation en
ontrainte-déformation dans la dire
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omparaison ave
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(b) Stratégies S(0) et S(3). RS interpolation endéformation plastique 
umulée et 
omparaisonave
 la FEMFig. 6.8: Interpolation en surfa
e de réponse. Prévisions de l'interpolation selon E(0) à
θ = 110 °Cla stratégie S(1) qui utilisent les modes interpolés présente un défaut 
ara
téristique dela méthode APHR. Cet é
art à la 
ourbe de référen
e traduit le fait que la toléran
ed'erreur sur les variables internes εz pour la stratégie S(1) est plus grande que 
elle pourla stratégie S(2). Il 
onvient de noter que la pré
ision est ex
ellente par ailleurs pour lesdeux stratégie S(1) et S(2). De plus, il est tout à fait possible de 
orriger 
e défaut endiminuant la toléran
e d'erreur sur les variables internes εz.Température θ = 190 °C.Une simulation est menée à θ = 190 °C. La méthodologie de surfa
e de réponses dans les
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(a) Stratégies S(1), S(2) et S(3). Prévisions dela méthode APHR en 
ontrainte-déformationdans la dire
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(b) Stratégies S(1), S(2) et S(3). Prévisions dela méthode APHR en déformation plastique 
u-mulée et 
omparaison ave
 la FEMFig. 6.9: Interpolation en surfa
e de réponse. Prévisions de la méthode APHR selon E(0)à θ = 110 °Cstratégies S(0) et S(1) met en jeu les 
oe�
ients d'interpolation ζ(50)(θ) = 0, 203023238et ζ(250)(θ) = 0, 796976762.L'interpolation en surfa
e de réponses et les prévisions de la méthode APHR dans ladire
tion E(0) sont montrées Figure 6.10 et Figure 6.11. À la température θ = 190 °C, la
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(a) Stratégies S(0) et S(3). RS interpolation en
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(b) Stratégies S(0) et S(3). RS interpolation endéformation plastique 
umulée et 
omparaisonave
 la FEMFig. 6.10: Interpolation en surfa
e de réponse. Prévisions de l'interpolation selon E(0) à
θ = 190 °Cstratégie S(1) qui utilisent les modes interpolés présente un défaut 
ara
téristique de laméthode de surfa
e de réponse. La prévision hyper-réduite pour la stratégie S(1) présenteun ren�ement dû à l'utilisation des modes interpolés. Ces modes interpolés ont héritésdu même ren�ement présent pour la stratégie S(0) qui résulte d'erreurs la représentationmodale à θ = 250 °C.Température θ = 210 °C.Une simulation est menée à θ = 210 °C. La méthodologie de surfa
e de réponses dans les
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(a) Stratégies S(1), S(2) et S(3). Prévisions dela méthode APHR en 
ontrainte-déformationdans la dire
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(b) Stratégies S(1), S(2) et S(3). Prévisions dela méthode APHR en déformation plastique 
u-mulée et 
omparaison ave
 la FEMFig. 6.11: Interpolation en surfa
e de réponse. Prévisions de la méthode APHR selon
E(0) à θ = 190 °Cstratégies S(0) et S(1) met en jeu les 
oe�
ients d'interpolation ζ(50)(θ) = 0, 054853445et ζ(250)(θ) = 0, 945146555.Température θ = 230 °C.Une simulation est menée à θ = 230 °C. La méthodologie de surfa
e de réponses dans lesstratégies S(0) et S(1) met en jeu les 
oe�
ients d'interpolation ζ(50)(θ) = 0, 043789329et ζ(250)(θ) = 0, 956210671.Les stratégies S(1), S(2) et S(3) montrent des résultats 
on
ordant ave
 les resultats FEMfournis par la stratégie S(3). La stratégie S(0) montre une pré
ision 
orre
te à un niveau de
ontrainte élevé mais peut présenter d'avantage d'erreur à un faible niveau de 
ontrainte.Les stratégies S(1) et S(2) montrent des résultats très pro
hes des resultats FEM. En
oreune fois, 
ela s'explique par la toléran
e d'erreur sur les variables internes très faible a�nde 
apturer l'é
oulement vis
oplastique ave
 une bonne pré
ision. Les gains en temps de
al
ul vont permettre de 
lasser les stratégies présentées en termes de performan
es.Gains en temps de 
al
ul Les gains sont présentés Table 6.2.
θ (°C) S(0) : Interpolation en S(1) : Cal
ul hyper-réduit S(2) : Cal
ul hyper-réduitsurfa
e de réponses a priori ave
 a prioribase initiale interpolée
70 °C 123, 74148133 3, 271814543 1, 765625364

90 °C 111, 933507171 3, 137852895 1, 916098877

110 °C 152, 135270979 3, 576343368 1, 996046162

190 °C 157, 728089395 4, 982219977 3, 128935232

210 °C 127, 28212986 3, 775559482 2, 921273238

230 °C 113, 433345993 3, 795840297 1, 617273589Tab. 6.2: Interpolation en surfa
e de réponse. Gains en temps de 
al
ul η



112 CHAPITRE 6. INTERPOLATION ET SURFACE DE RÉPONSELa stratégie S(0) permet d'enormes gains en temps de 
al
ul 
ar au
un 
al
ul mé
aniquen'est réalisé et les réponses sont interpolées. Il faut ajouter que les temps utilisés pourestimer 
e gain ex
luent le temps de le
ture des données.La stratégie S(1) permet un meilleur gain en 
onsidérant 
omme base initiale les modesempiriques interpolés en suivant la méthodologie de surfa
e de réponses. Ave
 un jeu de
oe�
ients d'interpolation 
onvenables, la stratégie S(1) qui propose un 
al
ul hyper-réduit ave
 une base initiale interpolée fournit de bien meilleurs gains que la stratégie
S(2) qui propose un 
al
ul hyper-réduit sans base initiale, sous la 
ondition de releverave
 pruden
e les toléran
es. À l'inverse, ave
 un jeu de 
oe�
ients d'interpolation nonappropriés, la stratégie S(1) peut s'avérer 
omparable à la stratégie S(2).Ainsi, les bases initiales résultant de la méthodologie de surfa
e de réponses dépendentdes 
oe�
ients d'interpolation et 
es 
oe�
ients ont une in�uen
e 
ru
iale sur le 
al
ulAPHR muni d'une base initiale interpolée. Pour limiter l'in�uen
e des 
oe�
ients d'in-terpolation, une stratégie d'oubli peut être ajoutée à la stratégie S(1) a�n que les modesempiriques ajoutés pendant une simulation lorsqu'une 
orre
tion FEM est e�e
tuée soientplus signi�
atifs que 
eux provenant de l'interpolation.6.3.5 Con
lusionLa méthodologie de surfa
e de réponses développée dans la méthode APHR per-met d'évaluer une réponse entre les paramètres é
hantillonnés au moyen d'une te
hniqued'interpolation. Cette méthodologie est également utilisée pour enri
hir le méta-modèleet la surfa
e de réponse en e�e
tuant un 
al
ul APHR ayant pour base initiale un en-semble de modes empiriques interpolés pour une valeur de paramètre supplémentaire.La méthodologie de surfa
e de réponses développée dans la méthode APHR est dé
riteen deux points. D'abord, une appro
he multidimensionnelle 
on
eptuelle permet de gé-nérer un ROM multidimensionnel qui 
ontient une base réduite multidimensionnelle etles variables réduites multidimensionnelles asso
iées. Ce ROM multidimensionnel est une
on
aténation de tous les ROM des simulations e�e
tuées. Une POD est alors menée sur
e ROM multidimensionnel a�n de sele
tionner les 
hamps de transformation qui dé-
rivent l'évolution du système de façon optimale. Ensuite, l'interpolation est poursuiviesur les modes empiriques restreints aux paramètres é
hantillonnés. Comme 
es 
hampsde transformation peuvent ne pas former une base, une POD est menée pour déterminerla base réduite interpolée et les variables réduites asso
iées.Les 
oe�
ients d'interpolation 
onsidérés ont une in�uen
e 
ru
iale sur la réponse in-terpolée et sur la réponse 
al
ulée par la méthode APHR munie d'une base initialeinterpolée. C'est pourquoi un fa
teur d'oubli peut éventuellement étre ajouté dans 
etteanalyse a�n de réduire l'in�uen
e de 
es 
oe�
ients d'interpolation.L'interpolation en surfa
e de réponse permet des gains en temps de 
al
ul 
onsidérablespour une pré
ision 
orre
te sous reserve de disposer des fon
tions d'interpolation. En-suite, un 
al
ul APHR disposant pour base initiale des modes empiriques interpoléspermet de meilleurs gains par rapport à un 
al
ul APHR sans base initiale, pour unetrès bonne pré
ision.



Chapitre 7Con
lusion et perspe
tivesLa méthode APHR présentée dans 
e mémoire est une méthode de rédu
tion in-
rémentale adaptée pour le développement et la mise au point des systèmes paramé-trés 
omplexes. Les nombreuses stratégies o�ertes par la méthode APHR permettent de
hoisir une résolution pertinente du problème thermo-mé
anique 
onsidéré au 
ours desnombreuses simulations réalisées pour une stru
ture au 
ours de la 
on
eption, du dimen-sionnement, de la validation, de la fabri
ation, du suivi en servi
e. Ainsi il est possible deprivilégier la pré
ison pour les 
al
uls de validation ou bien les gains en temps de 
al
ulpour les 
al
uls d'exploration de solutions te
hniques.La méthode APHR est une méthode adaptative basée sur la POD 
apable de fournirune analyse paramétrée d'un système 
omplexe. Un ROM évolutif fournit des prévisionsdans une base réduite POD et 
es prévisions sont éventuellement 
orrigées par des 
al-
uls partiels FEM. Si à la �n d'un in
rément, la pré
ision de la prévision donnée estinsu�sante, l'état mé
anique 
orrigé est utilisé pour enri
hir les bases réduites POD as-so
iées au ROM d'un mode empirique. Les bases réduites asso
iées au modèle d'ordreréduit 
ontiennent des données relatives à tous les 
al
uls paramétrés e�e
tués. L'hyper-rédu
tion est vue 
omme une séle
tion du domaine véhi
ulant l'information. L'espa
eest divisé en un ensemble de variables internes dites expli
atives dont le support est leTID et un ensemble de variables internes dites expliquées. Les lois de 
omportement sontintégrées sur 
e TID 
onstruit par la méthode APHR de façon automatique.Les nombreuses possibilités de simulations qu'o�rent la méthode APHR en terme de qua-lilé et de temps de 
al
ul en font une méthode 
omplexes dont les nombreux paramètresla rendent di�
ile à prendre en main pour un utilisateur non expérimenté. La valeurà donner aux paramètres dans le 
as d'une première simulation ou bien la façon de lesmodi�er dans des situations ultérieures requiert la mise en oeuvre d'un savoir faire a�nde permettre à l'utilisateur de bien 
omprendre les tenants et les aboutissants de 
haqueparamètre.Un 
ara
tère assez génant de la méthode APHR 
ar très di�
ile à appréhender est la nonmonotonie des résultats en modi�ant les paramètres de la méthode. En e�et, l'augmen-tation de la valeur des paramètres d'hyper-rédu
tion entraine un TID plus étendu et par
onséquent, tend à fournir des résultats de meilleure qualité en allongeant le temps de
al
ul. De la même façon, la diminution de la valeur des paramètres d'erreur entraine unetoléran
e plus faible 
e qui tend à induire des résultats de meilleure qualité en allongeantle temps de 
al
ul. Toutefois, le bruit introduit par l'hyper-rédu
tion durant le pro
essus113



114 CHAPITRE 7. CONCLUSIONd'adaptation entraine une dispersion très importante autour des valeurs attendue. Unequestion très intéressante est d'étudier la non monotonie du gain en temps de 
al
ul etde la qualité des résultats a�n de garantir une non-régression lors de la modi�
ation desparamètres de la méthode APHR (Figure 7.1).

Fig. 7.1: Dispesion des résultats de la méthode APHR 
ausée par le bruit d'adaptationUne première idée serait par exemple de mettre en pla
e une méthodologie qui vise àlimiter le bruit d'adaptation en 
orrigeant automatiquement les prévision hyper-réduitesà une 
ertaine fréquen
e.La desyn
hronisation de la représentation des variables internes s'inspire de 
ertainesméthodes développées en homogénéisation pour la mé
anique des matériaux qui pro-posent un traitement des variables internes par phases. Ce dé
oupage spatial permetd'introduire une dé
orrélation temporelle des transformations signi�
atives sur 
haquesous-domaine désyn
hronisé en atta
heant une base réduite sur 
haque sous-domainepour 
haque 
omposante s
alaire du 
hamp des variables internes. Cette représentationdésyn
hronisée permet également de réduire la 
omplexité apparamment super�ue de
ertaines phases en 
onsidérant un nombre de modes empiriques indépendant sur 
ha-
une. La méthode APHR désyn
hronisée propose une représentation syn
hronisée du
hamp de dépla
ement et une réprésentation désyn
hronisée du 
hamp de variables in-ternes. Ce développement fournit de meilleurs résultats en terme de pré
ision et de gainsen temps de 
al
ul. En e�et, la meilleure estimation des variables internes est fondée surdeux points :(i) les variables internes sont évaluées ave
 une meilleure pré
ision. En e�et, les basesréduites désyn
hronisées relatives au 
hamp de variables internes possèdent moinsde modes et 
es modes sont mieux dé
rit 
ar moins bruités par le pro
essus d'adap-tation. De plus, l'extrapolation à l'extérieur du TID est opérée par sous-domainesdésyn
hronisés 
e qui induit une meilleure pré
ision dans l'extrapolation.(ii) la réprésentation désyn
hronisée des variables internes permet une 
onstru
tiondu TID basée sur la partition des sous-domaines désyn
hronisés. Cela permet deprendre en 
ompte 
haque mode empirique pour 
haque sous-domaine et par 
onsé-quent de tenir 
ompte des transformations signi�
atives.La meilleure estimation des variables internes a un impa
t sur le temps de 
al
ul. Commeles modes empiriques asso
iée à la représentation désyn
hronisée sont de meilleure qua-



115lité, le pro
édé de 
orre
tion-enri
hissement est moins solli
ité et les gains en temps de
al
ul sont plus importants.Une question sur l'optimalité du la position du TID se pose naturellement. Les pre-miers résultats sur la désyn
hronisation des variables internes introduite dans la méthodeAPHR montrent que la position du TID est déterminante sur la qualité des résultats,en parti
ulier la mise en éviden
e de la plasti
ité. Ainsi, une étude sur l'optimalité de laposition du TID devrait être menée en s'inspirant des méthodes EIM. Les méhodes em-piriques d'interpolation proposent en e�et dans une démar
he a posteriori une séle
tionoptimale des points 
onstituant le sample mesh par un problème de minimisation. Uneautre façon de pro
éder, et utilisée pour les résultats présentés dans 
e mémoire 
onsisteà ajouter des points pour réduire les gradients dans le premier mode empirique et ainsiobtenir un mode empirique fondamental le plus lisse possible. Cette appro
he pourraitêtre automatisée.Ensuite, il faut rappeler que la désyn
hronisation introduit une base de modes empi-riques pour 
haque 
omposante s
alaire du 
hamp de variables internes. Cependant, desrésultats obtenus en homogénéisation périodique sur une 
ellule hétérogène 3D à basehexagonale 
ontenant une in
lusion sphérique a montré que la 
ontrainte déviatorique
〈J2(σ)〉 est très bien estimée alors que la 
ontrainte hydrostatique 〈1

3
tr(σ)

〉 est donnéeave
 une erreur très importante. Une possibilité est que l'introdu
tion de bases empi-riques pour 
haque 
omposante s
alaire du 
hamp de variables internes entrainte le nonrespe
t de 
ertaines relations, en parti
ulier une perte de l'in
ompressibilité du 
hamp dedéformation plastique 
ausant une mauvaise estimation de la 
ontrainte hydrostatique.Ces résultats poussent maintenant à privilégier une désyn
hronisation par sous domainedésyn
hronisé et par tenseur (et ve
teurs) et non plus par 
omposante s
alaire.La méthode APHR peut également être une méthode 
omplémentaire à la NTFA. Cesont des méthodes qui visent à réduire drastiquement le nombre de variables internesutilisées dans les modèles réduits. Dans 
e but, la méthode APHR et la NTFA exploitentune dé
omposition des 
hamps mi
ros
opiques sur un set de modes empiriques non uni-formes. Alors que la NTFA réalise une dé
omposition du 
hamps de déformation ané-lastique uniquement, la méthode APHR réalise une dé
omposition généralisée de tousles 
hamps mi
ros
opiques dont 
elui des variables internes. Con
ernant la formulationde l'équilibre, la NTFA satisfait automatiquement les équations d'équilibre en utilisantle lemme de lo
alisation mi
ro-ma
ro de Hill sur le domaine 
omplet. Au 
ontraire, laméthode APHR exploite une formulation tronquée des équations d'équilibre en utilisantle problème variationnel sur le TID. La prin
ipale di�éren
e demeure dans la manière de
al
uler les modes empiriques. Dans le 
as de la méthode NTFA, les modes anélastiquessont déterminés en réalisant des 
al
uls préliminaires sur la 
ellule élémentaire selon destrajets de 
hargement dans l'espa
e des 
ontraintes ma
ros
opiques ou des déformationsma
ros
opiques. Cela implique que l'utilisateur a une idée de la triaxialité, de l'intensitéet de l'histoire des 
hamps ma
ros
opiques. Au 
ontraire, la méthode APHR permet demener des 
al
uls a priori et des modes sont ajoutés au besoin quelque soit le trajetde 
hargement ou l'intensité du 
hargement. Cela explique pourquoi la méthode APHRpeut être vue 
omme une méthode 
omplémentaire à la NTFA en 
as d'indéterminationde la triaxialité du 
hargement. De plus, la méthode APHR peut se substituer à la PODet à la FEM plus 
outeuse dans pour 
onstruire une base initiale de modes empiriques.



116 CHAPITRE 7. CONCLUSIONLa méthodologie de surfa
e de réponses développée dans la méthode APHR permetd'évaluer une réponse entre les paramètres é
hantillonnés au moyen d'une te
hniqued'interpolation. Cette méthodologie est également utilisée pour enri
hir le méta-modèleet la surfa
e de réponse en e�e
tuant un 
al
ul APHR ayant pour base initiale un en-semble de modes empiriques interpolés pour une valeur de paramètre supplémentaire.La méthodologie de surfa
e de réponses développée dans la méthode APHR est dé
riteen deux points. D'abord, une appro
he multidimensionnelle 
on
eptuelle permet de géné-rer un ROM multidimensionnel qui 
ontient une base réduite multidimensionnelle et lesvariables réduites multidimensionnelles asso
iées. Ce ROM multidimensionnel est une
on
aténation de tous les ROM des simulations e�e
tuées. Une POD est alors menéesur 
e ROM multidimensionnel a�n de sele
tionner les modes empiriques qui dé
riventl'évolution du système de façon optimale. Ensuite, l'interpolation est poursuivie sur lesmodes empiriques restreints aux paramètres é
hantillonnés. Comme 
es modes empi-riques peuvent ne pas former une base, une POD est menée pour déterminer la baseréduite interpolée et les variables réduites asso
iées.Les 
oe�
ients d'interpolation 
onsidérés ont une in�uen
e 
ru
iale sur la réponse in-terpolée et sur la réponse 
al
ulée par la méthode APHR munie d'une base initialeinterpolée. C'est pourquoi un fa
teur d'oubli peut être ajouté dans 
ette analyse a�n deréduire l'in�uen
e des 
oe�
ients d'interpolation. L'interpolation en surfa
e de réponsepermet des gains en temps de 
al
ul 
onsidérables pour une pré
ision 
orre
te sous re-serve de disposer des fon
tions d'interpolation. Ensuite, un 
al
ul APHR disposant pourbase initiale de modes empiriques interpolés permet de meilleurs gains par rapport à un
al
ul APHR sans base initiale, pour une très bonne pré
ision.Ensuite, à propos de la méthodologie d'interpolation, l'appro
he développée donne àl'ensembles des bases réduites une stru
ture d'espa
e ve
toriel alors qu'elles forment unevariété non linéaire. Cependant, 
ette simpli�
ation très pragmatique fournit de premiersrésultats a

eptables même si plusieurs questions sont soulevées. Tout d'abord, les fon
-tions d'interpolation sont déterminées à l'aide d'un estimateur de la 
ontrainte moyennedans la dire
tion de 
hargement. Cependant, 
e type de méthodologie a montré des résul-tats bien moins bons pour les variables internes, en parti
ulier la déformation plastique
umulée. Il faudrait don
 utiliser un ensemble de fon
tions d'interpolation pour 
haquevariable interne s
alaire. Ensuite, lors de l'enri
hissement du méta-modèle en utilisantune base initial issue de la méthodologie d'interpolation, les premiers résultats ont mon-tré une très grande dépendan
e du gain au 
hoix des fon
tions d'interpolation 
e quitraduit une mauvaise robustesse de la méthodologie. Une étude de la robustesse de lapro
édure d'enri
hissement en fon
tion de la base initiale pourrait don
 être mené pourévaluer l'impar
t des fon
tions d'interpolation sur le gain.En�n, à propos de la problématique du 
ouplage thermo-mé
anique, les appro
hes déve-loppées dans 
e mémoire restent sous investies. Le 
ouplage étudié dans la méthodologied'interpolation est un 
ouplage faible 
ar le 
hamp de température est permanent, 
'està dire �xe dans le temps. Dans le 
as d'un 
ouplage fort, une question naturelle 
onsisteà étudier la variation de la forme des modes empiriques ave
 l'évolution dans le temps du
hamp thermique. Cet aspe
t s'est avéré être un point essentiel après l'étude de l'aube deturbine soumise à un 
hargement thermo-mé
anique non permanent. La problématiquede 
ouplage thermo-mé
anique pousse également à s'interroger sur la 
onstru
tion debases réduites dans une plage de validité en température.



Annexe ADé
ompositions aux valeurssingulièresLa Dé
omposition aux Valeurs Singulières (Singular Value De
omposition) (SVD) estune méthode d'approximation qui a fait l'objet de nombreux travaux. Elle est présentée
omme une appro
he préliminaire pour 
omprendre les di�érentes façons de 
onsidérerla Dé
omposition Orthogonale aux valeurs Propres (Proper Orthogonal De
omposition)(POD) en dimension �nie.En 
onsidérant Nx lo
alisations distin
tes, la matri
e des snapshots S à valeurs réelleset de dimension Nx ×Nt s'é
rit :
S =







u1(x1) . . . uNt(x1)... . . . ...
u1(xNx) . . . uNt(xNx)






. (A.1)L'objet de la SVD est de minimiser l'é
art au sens des moindres 
arrés entre la fon
tion

u et sa représentation appro
hée uSV D à l'ordre Mu :
min

Nt
∑

i=1

Nx
∑

j=1

(ui(xj) − uSV D(xj , ti)). (A.2)A.0.6 Méthode de Dé
omposition aux Valeurs Singulières (SVD)La SVD de la matri
e re
tangulaire S à valeur réelles, de dimension Nx × Nt et derang r est la fa
torisation :
S = UΣV T , (A.3)où U et V sont des matri
es orthogonales, respe
tivement de dimension Nx × Nx et

Nt ×Nt et où Σ est une matri
e diagonale de dimension Nx ×Nt.La matri
e Σ 
ontient les valeurs réelles σ1, ..., σp appelées valeurs singulières de S ave

p = min(Nx, Nt) telles que :

σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σr > σr+1 = ... = σp = 0. (A.4)Le rang r donne le nombre de valeurs singulières non nulles et les r premières 
olonnesde U et de V donnent les ve
teurs singuliers gau
he et droit respe
tivement.117



118 ANNEXE A. DÉCOMPOSITIONS AUX VALEURS SINGULIÈRESPour Nx < Nt, la fa
torisation s'é
rit :
S =

(

U1 . . . . . . . . . . . . UNx

)







σ1 0 . . . 0. . . ... . . . ...
σNx 0 . . . 0



























V T
1...

V T
Nx

V T
Nx+1...
V T

Nt





















.(A.5)Pour Nt < Nx, la fa
torisation s'é
rit :
S =

(

U1 . . . UNt UNt+1 . . . UNx

)





















σ1 . . .
σNt

0 . . . 0... . . . ...
0 . . . 0













































V T
1............

V T
Nt

























. (A.6)
La solution du problème de minimisation est donnée par la SVD tronquée à l'ordre Mu.La représentation appro
hée uSV D est obtenue en 
onsidérant les Mu premières valeurssingulières (σk)

Mu

k=1 et les ve
teurs singuliers (Uk)
Mu

k=1 et (V k)
Mu

k=1 asso
iés.Toutefois, le 
al
ul dire
t des valeurs singulières et des ve
teurs singuliers gau
hes etdroits asso
iés est souvent fastidieux et il est préférable de les déterminer par la résolutionde problèmes aux valeurs propres équivalents.A.0.7 Liens entre SVD et problèmes aux valeurs propresLa SVD est vue 
omme un problème aux valeurs propres en 
onsidérant les matri
es
arrées STS et SST qui s'interprétent 
omme une représentation dis
rète du tenseurdes 
orrélations spatio-temporelles.La SVD vue 
omme un problème aux valeurs propres introduit à l'ordre Mu les fon
tionsde forme (ψk)
Mu

k=1 et des fon
tions du temps (ak)
Mu

k=1 telles qu'un 
hamp u à approximers'é
rit don
 de la façon suivante :
u(x, t) ≈ uSV D(x, t), x ∈ Ω, t ∈ I, (A.7a)

uSV D(x, t) =
Mu
∑

k=1

ψk(x) ak(t), x ∈ Ω, t ∈ I. (A.7b)Lorsque Nt < Nx, la résolution du problème aux valeurs propres lié à la matri
e STS dedimension Nt×Nt est bien moins 
oûteux numériquement que la résolution du problèmeéquivalent pour la matri
e SST de dimension Nx ×Nx.Cette remarque met en lumière qu'il existe en pratique deux appro
hes di�érentes pourla POD. La matri
e STS est liée à la méthode des snapshots alors que la matri
e SST



119est liée à la méthode 
lassique.La méthode 
lassique est utilisée de préféren
e lorsque Nt ≫ Nx et que la méthode dessnapshots est utilisée de préféren
e lorsque Nx ≫ Nt.Méthode snapshot SVD En multipliant les deux membres de la SVD par ST àgau
he, on obtient une matri
e de dimension Nt ×Nt donnée par :
STS = V Σ

2V T , (A.8)
ar UTU = INx puisque U est orthogonale.Or, 
omme STS est une matri
e symétrique, elle est diagonalisable dans une base or-thonormale de ve
teurs propres. Sa dé
omposition sur la base propre s'é
rit :
STS = WΛW T , (A.9)où W est une matri
es orthogonale de dimension Nt × Nt et où Λ est une matri
ediagonale de dimension Nt ×Nt 
ontenant les valeurs propres réelles (λi)

Nt

i=1.On en déduit queW = V et Λ = Σ
2. Le 
ouple (V ,Λ) représente la dé
omposition auxvaleurs propres de la matri
e STS.A l'ordre Mu, les fon
tions de forme (ψk)

Mu

k=1 sont les Mu premiers ve
teurs singuliers
(V k)

Mu

k=1.Méthode SVD 
lassique En multipliant les deux membres de la SVD par ST àdroite, on obtient une matri
e de dimension Nx ×Nx donnée par :
SST = UΣ

2UT , (A.10)
ar V TV = INt puisque V est orthogonale.Or, 
omme SST est une matri
e symétrique, elle est diagonalisable dans une base or-thonormale de ve
teurs propres. Sa dé
omposition sur la base propre s'é
rit :
SST = WΛW T , (A.11)où W est une matri
es orthogonale de dimension Nx × Nx et où Λ est une matri
ediagonale de dimension Nx ×Nx 
ontenant les valeurs propres réelles (λi)

Nx

i=1.On en déduit queW = U et Λ = Σ
2. Le 
ouple (U ,Λ) représente la dé
omposition auxvaleurs propres de la matri
e SST .A l'ordre Mu, les fon
tions de forme (ψk)

Mu

k=1 sont les Mu premiers ve
teurs singuliers
(U k)

Mu

k=1.
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Annexe BMéthode LArge Time IN
rement(LATIN)Aujourd'hui en mé
anique des stru
tures, un interêt grandissant est porté sur lesméthodes multi-é
helles ave
 lesquelles il est possible de mener une analyse à des é
hellesd'ordre de grandeur très di�érent. Alors que les modèles détaillés standards tel que laFEM né
essitent un nombre important de degré de liberté 
e qui induit une résolutionnumérique dont le 
oût est elévé, les statégies multi-é
helles permettent de tenir 
omptede l'intéra
tion entre une é
helle ma
ros
opique et une é
helle mi
ros
opique.La méthode LArge Time IN
rement (LATIN) est une méthode de rédu
tion non in
ré-mentale et adaptative basée sur la PGD [77, 86, 78, 85℄. Elle se dé
line sous de nombreuseforme selon le 
ontexte ave
 des algorithmes variés [22, 21, 79, 107, 81, 83, 2, 84, 38, 82,24, 106℄. La méthode LATIN présentée par la suite est la méthode LATIN multi-é
helle.Le premier point de la méthode 
onsiste à subdiviser le domaine spatial en un ensemblede sous-domaines séparés par des interfa
es. Dans même, l'intervalle de temps est dé-
oupé en sous-intervalles. La séparation entre les é
helles mi
ros
opique et ma
ros
opiques'opère au niveau des interfa
es. Chaque quantité est la somme d'une quantité mi
ros
o-pique et d'une quantité ma
ros
opique dé�nie 
omme une valeur moyenne en temps eten espa
e.Le deuxième point est l'utilisation de la méthode LATIN. À 
haque itération, un pro-blème ma
ros
opique est résolu sur tout le domaine pour 
haque sous intervalle. Ceproblème ma
ros
opique est résolu en résolvant de façon préliminaire un ensemble deproblèmes mi
ros
opiques sur tout le domaine pour 
haque sous-intervalle à l'aide de laPGD.B.0.8 Conditions d'admissibilitéLe domaine Ω représente la stru
ture 
onstituée de R sous-domaines Ωr assimilés àdes sous-stru
tures. L'interfa
e entre une sous-stru
ture Ωr et une sous-stru
ture Ωr′ estnotée φrr′ .L'état d'une sous-stru
ture Ωr est entièrement dé�ni par la restri
tion du 
hamp des tauxde déformations anélastiques ǫ̇an
r et de la restri
tion du 
hamp des 
ontraintes σr sur

Ωr. Sa frontière ∂Ωr est entièrement dé�nie par la restri
tion du 
hamp de dépla
ement
W r et de la restri
tion du 
hamp de la 
ontrainte normale F r sur ∂Ωr.121



122 ANNEXE B. MÉTHODE LARGE TIME INCREMENT (LATIN)L'état d'une interfa
e φrr′ est entièrement dé�ni par la restri
tion du 
hamp de dépla-
ement W rr′ et de la restri
tion du 
hamp de la 
ontrainte normale F rr′ sur φrr′ . Le
omportement d'une interfa
e peut s'avérer très 
omplexe alors qu'une interfa
e parfaiteest dé
rite par Ẇ rr′ = Ẇ rr′ et F rr′ = F rr′ .On introduit l'ensemble des 
hamps permettant de dé
rire 
omplètement une sous-stru
ture et ses interfa
es sr = (ǫ̇an
r ,W r,σr,F r).L'espa
e des 
hamps statiquement admissibles F Ii

r,ad sur la sous-stru
ture Ωr sur le sous-intervalle Ii est dé�ni par :
(σr,F r) ∈ F

Ii

r,ad ⇐⇒ ∀u∗ ∈ Vr,
∫

Ωr×Ii

σr : ǫr (u̇∗) dΩdt−

∫

Ωr×Ii

u̇∗ · f dΩdt−

∫

∂Ωr×Ii

u̇∗ · F r dγdt = 0.
(B.1)L'espa
e des 
hamps 
inématiquement admissibles EIi

r,ad sur la sous-stru
ture Ωr sur lesous-intervalle Ii est dé�ni par :
(ǫr,W r) ∈ E

Ii

r,ad ⇐⇒ ∀(σ∗
r ,F

∗
r) ∈ F

Ii∗
r ,

∫

Ωr×Ii

ǫ̇r : σ∗
r dΩdt−

∫

∂Ωr×Ii

F ∗
r · Ẇ r dγdt = 0.

(B.2)Les espa
es F Ii∗
r,ad et EIi∗

r,ad sont les espa
es ve
toriels asso
iés à F Ii

r,ad et EIi

r,ad.L'espa
e des 
hamps r-admissible SIi

r,ad sur la sous-stru
ture Ωr sur le sous-intervalle Iivéri�e :� les équations d'équilibre (σr,F r) ∈ F
Ii

r,ad,� les équations de 
ompatibilité (ǫr,W r) ∈ E
Ii

r,ad,� les équations d'état linéaires,� les 
onditions initiales.B.0.9 Des
ription des é
helles mi
ros
opique et ma
ros
opiqueLa distin
tion entre les é
helles mi
ros
opique et ma
ros
opique s'opère au niveaudes interfa
es. D'un point de vu spatial, l'ordre de grandeur de l'é
helle ma
ros
opique
oïn
ide ave
 la longeur d'une interfa
e. D'un point de vu temporel, l'ordre de grandeurde l'é
helle ma
ros
opique 
oïn
ide ave
 la durée d'un sous-intervalle. L'exposant �
Mest introduit pour faire référen
e à une grandeur ma
ros
opique et l'exposant �

m estintroduit pour faire référen
e à une grandeur mi
ros
opique.Chaque quantité est la somme d'une quantité mi
ros
opique et d'une quantité ma
ro-s
opique dé�nie 
omme une valeur moyenne en temps et en espa
e. Plus pré
isemment,les grandeurs ma
ros
opiques fournissent la meilleure estimation du travail de la formebilinéaire asso
iée. La partie ma
ros
opique des grandeurs sur l'interfa
e est dé�nit par :
WM

r ∈ WIi M
rr′ ⇐⇒ ∀FM∗ ∈ FIi M

rr′ ,

∫

φrr′×Ii

(Ẇ
M

r − Ẇ r) · F
M∗ dγdt = 0, (B.3a)

FM
r ∈ FIi M

rr′ ⇐⇒ ∀WM∗ ∈ WIi M
rr′ ,

∫

φrr′×Ii

(FM
r − F r) · Ẇ

M∗
dγdt = 0, (B.3b)



123ave
 :
Wm = WM −W , (B.4a)
Fm = FM − F . (B.4b)Les espa
es FIi M

rr′ et WIi M
rr′ peuvent être 
hoisis de façon arbitraire. En pratique,ils sont générés à partir de for
es et de dépla
ements linéaires en espa
e et quadra-tiques en temps [85℄. L'ensemble des for
es ma
ros
opiques FM =

(

FM
r

)R

r=1
est re-

(a) Méthode LATIN. Base ma
ros
opique linéaire en espa
epour une interfa
e 
arrée dans le 
as 3D [85℄
(b) Méthode LATIN. Base ma
ros
opique quadratique entemps sur un intervalle de temps [85℄Fig. B.1: Bases ma
ros
opiques sur l'interfa
equis a priori a�n de véri�er systèmatiquement les 
onditions de transmission dont les
onditions aux limites. L'espa
e des for
es ma
ros
opiques admissibles est dé�ni par

FIi M
ad = FIi M =

⊗R
r=1 F

Ii M
rr′ . L'espa
e des dépla
ements ma
ros
opiques admissiblesest dé�ni par WIi M

ad = WIi M =
⊗R

r=1 W
Ii M
rr′ .Le sous-espa
e de FIi dont la for
e ma
ros
opique appartient à FIi M

ad est dé�ni par FIi

ad.Le sous-espa
e de WIi dont le dépla
ement ma
ros
opique appartient à WIi M
ad est dé�nipar WIi

ad.B.0.10 Dire
tions de re
her
heLe premier prin
ipe de la méthode LATIN est la séparations des équations selon deuxespa
es.



124 ANNEXE B. MÉTHODE LARGE TIME INCREMENT (LATIN)L'espa
e Aad 
ontient les équations linéaires globales. Il véri�e :� la r-admissibilité sur les sous-stru
tures (Ωr)
R
r=1 sur le sous-intervalle Ii sr ∈ SIi

r,ad,� l'admissibilité de la for
e ma
ros
opique sur le sous-intervalle Ii F ∈ FIi

ad.L'espa
e Γ 
ontient les équations non-linéaires lo
ales. Il véri�e :� les équations d'évolution sur les sous-stru
tures (Ωr)
R
r=1 sur le sous-intervalle Ii,� le 
omportement des interfa
es sur les frontières (∂Ωr)

R
r=1 sur le sous-intervalle Iien 
as de 
omportement non parfait.Le deuxième prin
ipe de la méthode LATIN est de résoudre alternativement un problèmeglobal linéaire sur l'espa
e Aad et un problème lo
al non-linéaire sur l'espa
e Γ. Celaintroduit des dire
tions de re
her
he E+ et E−.

Fig. B.2: Méthode LATIN. Dire
tions de re
her
he pour une itérationÉtape lo
ale non linéaire L'étape lo
ale non-linéaire 
onsiste à trouver la solution
ŝn+ 1

2
∈ Γ à partir de la solution sn ∈ Aad. La dire
tion de re
her
he E+ est dé�nie par :

(

˙̂ǫan
r − ǫ̇an

r

)

+H(σ̂r − σr) = 0, (B.5a)
(

˙̂
W r − Ẇ r

)

− h(F̂ r − F r) = 0, (B.5b)où H et h sont des opérateurs symétriques et dé�nis positifs.Étape globale linéaire L'étape globale linéaire 
onsiste à trouver la solution sn+1 ∈
Aad à partir de la solution ŝn+ 1

2
∈ Γ. La dire
tion de re
her
he E− est dé�nie par :

(

ǫ̇an
r − ˙̂ǫan

r

)

−H(σr − σ̂r) = 0,(B.6a)
∀F ∗ ∈ FIi ,

R
∑

r=1

(∫

∂Ωr×Ii

((

Ẇ r −
˙̂
W r

)

+ h(F r − F̂ r) −
˙̃
WM

r

)

· F ∗
r dγdt

)

= 0,(B.6b)
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tion de re
her
he sur la frontière s'é
rit de façon faible en introduisant lemultipli
ateur de Lagrange ˙̃
WM en raison de l'admissibilité de la for
e ma
ros
opique.L'admissibilité de la for
e ma
ros
opique s'exprime selon :

∀W̃
M∗

∈ WIi M
ad ,

R
∑

r=1

(
∫

∂Ωr×Ii

˙̃
WM∗

r · F r dγdt−

∫

∂Ωr×Ii

˙̃
WM∗

r · F dγdt

)

= 0. (B.7)B.0.11 Résolution multi-é
hellesProblème mi
ros
opique Le problème mi
ros
opique 
onsiste à résoudre le problèmedans la dire
tion E−, 
'est à dire trouver (σr,F r) ∈ F
Ii

r,ad tel que :
∀(σ∗

r ,F
∗
r) ∈ F

Ii∗
r,ad,

∫

Ωr×Ii

(

K−1σ̇r +Hσr

)

: σ∗
r dΩdt+

∫

∂Ωr×Ii

F ∗
r · hF r dγdt

−

∫

Ωr×Ii

(

Hσr − ˙̂ǫan
r

)

: σ∗
r dΩdt−

∫

∂Ωr×Ii

F ∗
r ·
(

˙̂
W r + hF̂ r + ˙̃

WM
r

)

dγdt = 0,(B.8)Comme le problème est linéaire, le problème est reformulé de la façon suivante :
sr = sr

(

˙̃
WM

r

)

+ ˜̂sr, (B.9)où ˜̂sr est la solution du problème mi
ros
opique lorsque W̃ r = 0.Appliquée à la for
e ma
ros
opique, 
ette relation s'é
rit :
FM

r = Lr
˙̃
WM

r +
˜̂
FM

r , (B.10)où Lr est un opérateur linéaire qui s'interprète 
omme un opérateur d'homogénéisationsur le domaine Ωr × Ii.Problème ma
ros
opique Le problème mi
ros
opique 
onsiste à résoudre le pro-blème homogénéisé et déterminer le multipli
ateur de Lagrange tel que :
∀W̃

M∗
∈ WIi M

ad ,

R
∑

r=1

(
∫

∂Ωr×Ii

˙̃
WM∗

r ·Lr
˙̃
WM

r − ˙̃
WM∗

r ·
(

F −
˜̂
FM

r

)

dγdt

)

= 0.(B.11)
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