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Résumé

Le domaine de la simulation numérique s’est largement imposée dans le développe-
ment industriel des systémes complexes. De la conception au suivi en service, les simu-
lations numériques sont nombreuses et variées.

Afin de proposer des méthodes alternatives aux méthodes de calcul intensif, la réduction
de modéle permet de réduire considérablement le coiit de la résolution numeérique des
problémes non linéaires en projetant les équations aux dérivées partielles sur une base
réduite. De plus, la description des phénoménes physiques requiert une loi de comporte-
ment élaborée dont une simplification est considérée en exploitant une partie restreinte
du domaine spatial.

Les études effectuées ont pour but d’apporter certains développements a la méthode
incrémentale et adaptative A Priori Hyper Reduction dans le cas des matériaux hété-
rogeénes. Ces développements sont intégrés dans le code d’éléments finis Z-set et utilisés
pour traiter une série d’exemples académiques sur des structures composites.

The fied of the numerical computations is widely spread in the industrial process for
complex systems. From the preliminary design to the manufacturing and the mainte-
nance and overhaul, numerical simulations are many.

Instead of intensiv computations, reduced order modeling offers efficient alternativ me-
thods which aims at reducing the numerical cost of nonlinear problems by projecting the
partial differential equations on a reduced basis. Moreover, as the exact description of
underlying phenomena leads to complex constitutiv laws, a simplification is considered
by exploiting a truncated spatial domain over which the problem is considered.

The studies carried out aims at providing some developments to the incremental and
adaptativ A Priori Hyper Reduction method in the field of heterogeneous materials for
parametrized analysis. Those theoretical developements were implemented in the finite
element code Z-set and used for a set of numerical examples on composite structures.
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Introduction

Aujourd’hui, la simulation numérique s’est largement imposée dans le développement
industriel des systémes complexes. Au cours de la conception, du dimensionnement, de
la validation, de la fabrication et du suivi en service, les simulations numériques sont
nombreuses et variées. Par exemple, le dimensionnement d’un systéme complexe n’exige
pas une précision fine mais doit s’avérer rapide. A I'opposé, la validation d’un systéme
complexe s’appuie sur des résultats de calcul trés précis mais les temps de calcul associés
sont importants. Ainsi des stratégies numériques différentes peuvent étre envisagées tout
au long de la chaine de développement industriel. Dans ce but, la réduction de modéle
(Reduced Order Modeling) (ROM) peut étre intégrée dans cette chaine de développement
industriel afin de proposer des méthodes de réduction alternatives ou complémentaires
aux méthodes de calcul intensif. Les méthodes de réduction apparaissent alors comme
un premier enjeu majeur dans le développement industriel de systémes complexes.

Cette thése intitulée “Réduction de modéle et simplification de l'intégration de la loi
de comportement pour la prévision de la durée de vie’est soutenue par le motoriste aé-
ronautique Snecma. Elle s’inscrit dans le cadre du projet de recherche concerté DDV
Structures Chaudes (Durée de vie des structures chaudes) soutenu par la Direction Gé-
nérale de I’Aviation Civile (DGAC). Ce projet regroupe de nombreux partenaires parmi
lesquels des acteurs industriels comme Snecma et Turbomeéca ainsi que des laboratoires
de recherche comme ’'ONERA, le Centre des Matériaux (Ecole des Mines de Paris), le
LMS (Ecole Polytechnique), le LMT (Ecole Normale Supérieure de Cachan), le CEAT
(Toulouse), I'Institut P’ (Poitiers).
Ce projet a pour finalité le développement d’outils et de méthodologies efficaces pour la
conception et le dimensionnement de structures thermo-mécaniques soumises a des tem-
pératures élevées. En effet, & de telles températures, les structures thermo-mécaniques
sont décrites & l’aide d’une loi de comportement élasto-viscoplastique car les effets de
la viscosité ne peuvent pas étre négligés. La simplification du comportement mécanique
apparait alors comme un second enjeu dans le développement industriel de structures
complexes.
Par conséquent, 'objectif de cette these est d’intégrer la réduction de modéle et la sim-
plification de l'intégration de la loi de comportement dans le développement industriel
d’une structure thermo-mécanique en fournissant :

(i) une méthode de réduction qui permet de choisir graduellement entre des simula-

tions & qualité contrdlée et des simulations & temps maitrisé,

(ii) une méthode d’interpolation et d’enrichissement de surface de réponse.

Ces deux points sont étudiés dans ce mémoire.
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Les structures industrielles soumises a des sollicitations thermo-mécaniques nécessitent
bien souvent une description assez fine des phénomeénes physiques sous-jacents ce conduit
naturellement & la construction de modéles paramétrés complexes. Les nombreux para-
métres intervenant dans la description du modéle paramétré peuvent étre liés & une
optimisation géométrique, a une optimisation des matériaux, au chargement thermo-
mécanique ou aux conditions aux limites, ... Les méthodes standards donnent des modéles
détaillés généralement inadaptés pour la résolution numérique des problémes paramétrés
non linéaires. Dans le cas de la Méthode des Eléments finis (FEM), la solution est en
effet recherchée dans l’espace généré par une base détaillée FEM dont la dimension est
égale au nombre de degré de liberté.

Les méthodes de réduction sont des stratégies numériques alternatives utilisées afin de
réduire considérablement le colit de la résolution numérique des problémes paramétrés
non linéaires en projetant les équations aux dérivées partielles sur une base réduite dont
la dimension est égale & 'ordre du modeéle d’ordre réduit généralement bien plus faible
que celle du modeéle détaille FEM. A ce titre, les équations d’équilibre sont résolues de
fagon approchée. Les méthodes de réduction sont basées sur des méthodes d’approxima-
tion & variables séparées dont l'objectif est d’approcher les champs inconnus dépendant
de I’espace, du temps et de paramétres par une somme finie de termes s’écrivant comme
un produit de fonctions d’une variable.

Les méthodes de réduction abordées dans ce mémoire sont la Décomposition Orthogonale
aux valeurs Propres (Proper Orthogonale Decomposition) (POD), la méthode A Priori
Reéduction (A Priori Reduction) (APR) ainsi que la Décomposition Propre Généralisée
(Proper Generalized Decomposition) (PGD). La POD est une méthode de réduction dont
le point central est ’extraction des caractéres dominants d’un ensemble d’observations
ou d’échantillons appelés snapshots permettant d’accéder ainsi a une réduction du mo-
déle. Les structures dominantes les plus significatives sont appelées modes empiriques
et forment une base réduite de 'espace des champs cinématiquement admissibles. Par
conséquent, la POD est une méthode généralement a posterior: car elle exploite des
snapshots mais elle peut également étre a priori. La méthode APR et la PGD peuvent
étre vues comme des extensions de la POD. Ce sont des méthode a priori car elles ne
nécessitent aucunes données préliminaires.

Dans le cas des stratégies a posteriori comme dans le cas des stratégies a priori, les mé-
thodes de réduction accumulent une connaissance sur les calculs déja menés afin d’accé-
lérer la résolution des problémes paramétrés non linéaires. Une attention doit étre portée
au stockage de ces connaissances car la mémoire physique nécessaire est plus grande que
dans les modeles détaillés et les temps de lecture et d’écriture des données sont parfois
importantes.

Dans le cas des méthodes de réduction évoquées précédemment, la complexité numérique
dépend encore de la dimension du modeéle détaillé FEM en raison de la discrétisation FEM
sous-jacente. Afin de limiter cette dépendance, des méthodes de réduction exploitent une
partie restreinte du domaine spatial en incluant une sélection d’équations. La résolution
numérique des problémes paramétrés non linéaires est alors menée sur le domaine spatial
restreint ce qui permet de simplifier 'intégration de la loi de comportement. Cette notion
de domaine spatial restreint se retrouve sous la dénommination d’échantillon de maillage
(sample mesh) dans la méthode Empirical Interpolation Method (EIM) ou bien domaine
tronqué d’intégration (Truncated Integration Domain) (TID) dans la méthode A Priori
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Hyper Reduction (APHR). Ces méthodes sont basées sur la Gappy-POD, une extension
de la méthode POD développée pour le recouvrement de données lorsque des données
sont manquantes. La méthode A Priori Hyper Reduction (APHR) est une méthode a
priori car elle ne nécessite aucunes données préliminaires alors que ’EIM est une mé-
thode a posteriori car elle exploite des snapshots.

La méthode de réduction utilisée dans ce mémoire est la méthode APHR. C’est une mé-
thode de réduction incrémentale et adaptative basée sur la POD capable de fournir une
analyse paramétrée d’un systéme complexe. Un modele d’ordre réduit évolutif fournit des
prévisions dans une base réduite POD et ces prévisions sont éventuellement corrigées par
des calculs partiels FEM. Si & la fin d’un incrément, la précision de la prévision donnée
est insuffisante, I’état mécanique corrigé est utilisé pour enrichir les bases réduites POD
associées au modeéle d’ordre réduit d’un mode empirique. Les bases réduites associées
au modeéle d’ordre réduit contiennent des données relatives a tous les calculs paramétrés
effectués.

L’hyper-réduction consiste en 1’étude du probléme sur un domaine spatial restreint qui
concentre 'information. Le domaine spatial est en effet divisé en un ensemble de variables
internes dites explicatives dont le support est le domaine tronqué d’intégration (Trun-
cated Integration Domain) (TID) et un ensemble de variables internes dites expliquées.
Les lois de comportement sont intégrées sur ce TID construit par la méthode APHR de
facon automatique.

Les méthodes de réduction permettent d’accélérer la résolution et diminuer le temps de
calcul en accumulant une connaissance sur les calculs déja menés. Ainsi, les méthodes
de réduction exploitent généralement une partition des calculs offline/online. Les calculs
offline sont des calculs préliminaires (calcul des matrices de rigidité réduite, calcul des
snapshots) qui facilitent des calculs ultérieurs appelés calculs online. Or, le caractére
fortement non linéaire de la plasticité rend difficile une telle approche. L’hyper-réduction
développée dans la méthode APHR permet de contourner cette difficulté sans exploiter
de calculs offline des matrices de rigidité réduite.

Les études effectuées dans le cadre de cette thése ont pour but d’apporter certains déve-
loppements dans le cas des matériaux hétérogéenes. Les apports de cette thése se résument
en trois points.

Le premier point est une extension de la méthode APHR. Une décomposition du domaine
spatial est introduite en considérant une partition de sous-domaines. Cette décomposition
est motivée par d’éventuelles fortes différences dans le comportement de chaque phase
dans le cas des matériaux hétérogenes. Une représentation désynchronisée du champ de
variables internes est alors introduite. La désynchronisation consiste & attacher une base
réduite relative au champ de variables internes sur chaque sous-domaine afin de décorré-
ler les transformations significatives relatives aux variables internes d’un sous-domaine a
I’autre. Cette représentation désynchronisée permet également de réduire la complexité
apparemment superflue de certaines phases en considérant un nombre de modes empi-
riques indépendant sur chacune.

Le deuxiéme point est une comparaison de la méthode APHR avec la Nonuniform Trans-
formation Field Analysis (NTFA). Développée dans le cadre de 'homogénéisation pour
les matériaux hétérogénes, la NTFA est une méthode d’homogénéisation périodique semi-
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Complexité (temps

du calcul) _—
N
APHR-POD
NTFA
Méta-modéle
~  Qualité du calcul

(précision)

FiG. 1: Performance de plusieurs méthodes numériques

analytiques basée sur une décomposition du champ des déformations anélastiques sur une
base réduite. Cette base réduite est construite par la POD selon une démarche a poste-
riori & I’aide de snapshots. A condition que cette base réduite soit convenable, la NTFA
garantit des gains en temps de calcul impressionnants en considérant une énorme ré-
duction du nombre de variables internes. La comparaison entre la méthode APHR et
la NTFA permet de mettre en évidence le nombre de variables internes dans les deux
approches a posterior: ainsi que mettre en avant la possibilité de la méthode APHR a
construire a priori une base réduite adéquate pour la NTFA.

Le troisiéme point est une extension de la méthode APHR. Dans le cadre de l'interpo-
lation paramétrique, un procédé de construction d’une base réduite multidimensionnelle
est développé en collectant un ensemble de bases réduites provenant d’un méta-modéle
construit a I'aide de calculs séquentiels. En considérant une méthodologie de surface de
réponse, cette base réduite multidimensionnelle est utilisée afin de construire une base
réduite interpolée pour une nouvelle valeur de paramétre. Cette base réduite interpolée
est considérée comme base réduite initiale pour enrichir le méta-modéle.

Ce mémoire est organisé de la facon suivante :

— le chapitre 1 décrit le probléme de référence. Les principales équations sont présen-
tées et la formulation du probléme mécanique associé est donnée.

— Le chapitre 2 présente d’abord la FEM. Ce chapitre présente également la POD,
la méthode APR et la PGD. Ce sont les méthodes de réduction qui n’incluent pas
de sélection d’équations parmi les équations du probléme discrétisé a ’aide de la
FEM. La formulation du probléme mécanique associé est donnée.

— Le chapitre 3 présente la Gappy-POD, 'EIM et la méthode APHR. Ce sont les
méthodes de réduction qui incluent une sélection d’équations parmi les équations
du probléme discrétisé a 'aide de la FEM en considérant une partie restreinte du
domaine spatial. La formulation du probléme mécanique associé est donnée.



— Le chapitre 4 présente les développements apportés a la méthode APHR visant &
désynchroniser par sous-domaine la représentation des variables internes.

— Le chapitre 5 décrit la TFA et la NTFA ainsi qu’une comparaison avec la méthode
APHR. La TFA et la NTFA sont des méthodes d’homogénéisation périodique semi-
analytiques basées sur une décomposition du champ des déformations anélastiques.

— Le chapitre 6 présente les développements apportés a la méthode APHR visant a
construire une base réduite interpolée & partir d’'un ensemble de bases réduites en
considérant une approche multidimensionnelle.

— L’annexe A présente la SVD. C’est une méthode d’approximation équivalente a la
POD en dimension finie.

— l'annexe B décrit la méthode LATIN. C’est une méthode de réduction basée sur la
PGD.

Une conclusion présentée dans le chapitre 7 synthétise les points présentés de ce mémoire
et fournit d’éventuelles perspectives.

Une annexe confidentielle non présentée dans ce mémoire mais disponible & Snecma porte
sur I’étude d’une aube de turbine industrielle et fournit des résultats intéressants sur le
couplage thermo-mécanique.
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Chapitre 1

Probléme de référence

Le comportement et I’évolution d’une structure mécanique est décrit par un ensemble
d’équations parmi lesquelles les équations d’équilibre et les équations de comportement.
Ce chapitre décrit ces principales équations et donne le contexte de la formulation du
probléme mécanique en se limitant au cadre des transformations infinitésimales.

1.1 Description du probléme

Le systéme étudié est continu et décrit par le champ de déplacement w. Adoptant
une démarche lagrangienne, ce champ de déplacement est une fonction de sa position
initiale. Il est décrit par le point matériel  dans le domaine 2, analysé & I'instant ¢ sur
'intervale de temps Z =|0, 7] pour une valeur de paramétre p dans 'espace P.

Le champ de déformation € est donné par 'opérateur D(-) :

€ =D(u), sur Q xZ x P. (1.1)

Cet opérateur est donné par D(-) = = (V(-) + V¥ (-)) dans 'hypotheése des transforma-

1
. 2
tions infinitésimales.

Les équations d’équilibre font intervenir le champ de contrainte de Cauchy o par :

divie) = f, sur Q xZ x P, (1.2)

ou f est un chargement volumique.

La frontiere 092 de € se divise en deux parties complémentaires Oy et dp2 ou des
conditions aux limites de type Dirichlet (1.3a) et Neumann (1.3b) sont imposées respec-
tivement. Les conditions aux limites s’écrivent :

u = ug, sur Oyl x I x P, (1.3a)
o-n=F, sur 0pQ x I x P, (1.3b)

ol n est la normale exterieure et F' est un chargement surfacique.

En adoptant I'approche de I’état local, des variables internes supplémentaires z associées
aux forces thermodynamiques Z décrivent les phénomeénes irréversibles. Le champ de
contrainte est alors considéré comme une fonction du champ de déplacement u et du
champ de variable interne z.
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Le champ de variable interne z et le champ de force thermodynamique associé Z sont
donnés par les lois de comportement.

La loi d’état donne le champ de contrainte de Cauchy o et les forces thermodynamiques
Z. Elle est donnée par 'opérateur A(-) :

(0,Z)=A(€,2z), sur Q xI x P, (1.4)
La loi d’évolution est donnée par 'opérateur B(-) :
z2=DB(Z), sur Q xI xP. (1.5)
Les conditions initiales s’écrivent :

u(z,07,p) =0, sur Q x P, (1.6a)
z(x,0%,p) = 2o, sur Q x P. (1.6b)

1.2 Matériaux Standard Généralisés (GSM)

La loi de comportement est décrite en utilisant le formalisme de la théorie des Maté-
riaux Standards Généralisés (Generalized Standard Material) (GSM) au sens de Halphen
and Nguyen [66].

En disposant de ’énergie libre w(e, z), la loi d’état est déduite selon :

U:g—f(e,z), sur Q X Z x P, (1.7a)
Z:—g—l:(e,z), sur 2 x I x P. (1.7b)

En disposant des potentiels thermodynamiques ¥ et ¢, la loi d’évolution est définie par :

Oy .
Z—g(z),suerIxP, (1.8a)
.oy
z—a—Z(Z),suerIxP, (1.8b)
avec :
Y(Z) =sup(2Z — p(2)), sur @ x I x P. (1.9)

Dans le cadre de 1’élasto-viscoplasticité, les variables internes z sont constituées des
déformations anélastiques €4, et de variables internes supplémentaires 3. L’énergie libre
est divisée en trois termes : le premier terme est purement élastique et non affecté par les
variables internes 3 en absence d’endommagement, le deuxiéme terme comprend 1’énergie
stockée par 1’écrouissage cinématique et le troisiéme terme comprend l’énergie stockée
par d’autres mécanismes et décrits par les variables internes 3.

L’énergie libre w (€, z) est telle que :

1

w(e, z) = 5 (€—€™): L:(e—€") +w™ () +w’ (B), sur Qx T xP, (1.10)
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ou le module élastique L est un tenseur d’ordre 4.
Les forces thermodynamiques associées sont :

ow

a:a—(e,z):L:(e—e‘m),suerIxP, (1.11a)
€
ow
Za”——W(e,z):a—X, sur Q x I x P, (1.11b)
€
X = gwan (e, sur Q@ x I x P, (1.11c)
€
&)
78 — _gz (€,2) = __5812 (B), sur Q x T x P. (1.11d)

1.3 Formulation du probléme

Les méthodes classiques de discrétisation des équations différentielles ou des équa-
tions aux dérivées partielles issues de la modélisation des processus physiques permettent
d’obtenir une solution numeérique approchée. En général, des méthodes a résidus pon-
dérés sont utilsées pour rechercher une solution numérique approchée. Ces méthodes se
basent sur la recherche du champ inconnu w qui réduit au minimum le résidu pondéré
par un champ test v de maniére intégrale sur le domaine €.

On introduit les espaces fonctionnels I/ et V tel que :

V={veH(Q), vg,q=0} (1.12a)
U={uecH(Q), ug,o = ta}. (1.12b)

La méthode de Galerkin est un cas particulier des méthodes & résidus pondérés pour
lequel les champs tests sont choisis dans ’espace vectoriel V relatif & ’espace affine U
dans lequel est cherché le champ inconnu.

Suivant une strategie incrémentale, I’absisse curviligne v = (¢, p) assimilée & un temps
virtuel décrit le chemin unidimensionnel Zp C Z x P. Le probléme est formulé de la facon
suivante :

Probléme 1 Trouver u(-,~y) € U pour tout v € Ip tel que :
b(u,v)=1(v), Yo e, (1.13)

ou b(-,-) est une forme bilinéaire dans le cas d’un comportement élastique linéaire et [(-)
est une forme linéaire. Dans le cas d’'un comportement non-linéaire, la forme b(u, -) reste
linéaire.

On introduit les espaces fonctionnels 7, K, VR T, URQT, URT K et VR T ® K tel
que :

L3(1),

)

2(79), 1.14b)

VeT = 52( V), (1.14c)
U T = LYT,U), (1.14d)
VTP =LYP,V®T), (1.14e)
URTRP =LA (P,URT). (1.14f)
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Suivant une strategie non incrémentale, (x,p) assimilé a un point mateériel virtuel décrit
I’espace multidimensionnel 2 x P. Le probléme est reformulé de la facon suivante :

Probléme 2 Trouwver u e U @ T @ K tel que :
B(u,v)=L(v), VveVeTeK, (1.15)

ou B(-,-) et L(-) sont donnés par :
T
B (u,v) :/ / b(u,v) dt + / u(z,0")v(z,07) dQ dp, (1.16a)
PJo Q

T
L(v)= /73/0 [ (v) dt dp. (1.16Db)

Les normes et produits scalaires sur V ® 7 ® K sont donnés par :

(u,v) = /Qu v dQ, ullo=1/(u,u)q, (1.17a)

(u,'v)zp:/z w-vdt, |lullz, =4/(u,u)z,. (1.17b)
P

La notation compacte f = (f) est utilisée pour calculer la moyenne de f sur le domaine
Q selon :

- 1
F=th=g [ raac (1.18)
Q
La notation compacte ((g)) est utilisée pour la partie positive de g selon :

g sig >0, (1.19a)
(on = { 0  sinon. (1.19D)



Chapitre 2

Méthodes de réduction

Les méthodes de réduction (Reduced Order Modeling) sont des stratégies numériques
alternatives utilisées dans pour la résolution d’équations aux dérivées partielles afin de
réduire considérablement le cott de la résolution numérique des problémes paramétrés
non linéaires en considérant un modele d’ordre réduit (ROM) basé sur une méthode
d’approximation & variables séparées. Ce ROM est construit en projetant les équations
aux dérivées partielles sur une base réduite dont la taille est nettement inférieure & celle
d’un modele détaillé.

Les méthodes d’approximation & variables séparées consistent a approcher les champs
inconnus dépendant de I'espace, du temps et de paramétres par une somme finie de termes
s’écrivant comme un produit de fonctions d’une seule variable. Cette approximation tend
a étre exacte lorsque le nombre de termes de la sommation appelé ordre du modéle devient
infini.

Dans le cadre de l'interpolation paramétrique, 1'utilisation des méthodes de réduction
conduit souvent a la construction d’une surface de réponses. Une surface de réponse est
définie par la variétée Mp des réponses paramétrées selon :

Mp = {u(v "p)v peE P} (21)

La méthodologie de surface de réponses est présentée plus en détail Chapitre 6. Pour-
tant elle est introduite dés a présent car l'utilisation des méthodes de réduction dans
le cadre de 'interpolation paramétrique consiste a décrire cette surface selon différentes
approches.

Une fagon de procéder pour la séparation de variables consiste & séparer en espace et
en temps-parametre. Cette séparation de variables est considérée dans le cadre d'une
étude paramétrique menée a ’aide de calculs séquentiels. Dans ce cas, le temps virtuel
v = (t,p) décrit le chemin unidimensionnel Zp C Z x P (Figure 2.1). On introduit a
lordre N des fonctions d’espace (f k)szl et des fonctions du temps et des paramétres
(gx)R_, telles qu’un champ w & approcher s’écrit :

u(x,v) = uavs(x,vy), € € Q,v € Ip, (2.2a)
N

UAVS(w,7) = ka(w) gk(7)7 S Qv Y S IP' (22b)
k=1

Dans ce cas, parcourir Zp permet de sillonner la surface de réponse.
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FiG. 2.1: Approximation & variables séparées pour une suite de problémes séquentiels

Une autre facon de procéder pour la séparation de variables consiste & séparer en espace-
paramétre et en temps. Cette séparation de variables est considérée dans le cadre d'une
étude paramétrique menée a laide d’un calcul simultané. Dans ce cas, (x,p) décrit
I'espace multidimensionnel 2 x P (Figure 2.2). On introduit a 'ordre N des fonctions de
I'espace et des paramétres (f,)~_; et des fonctions du temps (g )X, telles quun champ
u & approcher s’écrit :

u(x,t,p) = uavs(x,t,p), x€Q, teZ, peP, (2.3a)

WE

uavs(z,t,p) =Y frlx,p) gp(t), zeQ, tel, peP. (2.3b)

k=1

Dans ce cas, parcourir §2 X P permet de décrire la surface de réponse.

La séparation de variables n’est certainement pas unique. En effet, une autre facon de
procéder consiste & séparer en espace, en temps et en parameétre. Des détails seront ap-
portés ultérieurement sur cette possibilité dans ce chapitre.

Si les fonctions d’espace (respectivement de ’espace et des paramétres) sont indépen-
dantes, elles forment une base réduite sur le domaine spatial (respectivement de I’espace
et des parameétres) et les fonctions du temps et des parameétres (respectivement du temps)
peuvent étre déterminées & partir de ces fonctions. Une maniére de procéder est de consi-
dérer les fonctions d’espace connues a priori comme les polynémes de Chebychev ou de
Legendre, ou encore des fonctions trigonométriques. Une autre maniére est de les consi-
dérer comme des fonctions intrinséques de la fonction & approcher.

Comme la décomposition n’est pas unique, le but des méthodes d’approximation & va-
riables séparées est de donner une représentation optimale pour une valeur donnée de
lordre du modéle.

Les fagons de procéder pour construire ces modéles d’approximation & variables séparées
sont tres variées. Certaines méthodes sont dites a prior: car elles ne nécessitent aucunes
simulations préliminaires. D’autres au contraire sont a posterior: car des simulations
préliminaires sont requises afin de disposer d’échantillons ou snapshots du champ u a
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FiG. 2.2: Approximation & variables séparées pour un probléme simultané

approcher avant d’en effectuer la décomposition.

Ce chapitre présente d’abord la Méthode des Eléments Finis (Finite Element Method)
(FEM) qui est la méthode détaillée standard. Ensuite, les principales méthodes de réduc-
tion avec la formulation du probléme mécanique associé sont données dans le contexte
d’une étude paramétrique. Cela compte la méthode de Décomposition Orthogonale aux
valeurs Propres (Proper Orthogonal Decomposition) (POD), la méthode de réduction
a priori A Priori Reduction (APR) et la méthode de Décomposition Généralisée aux
valeurs Propres (Proper Generalized Decomposition) (PGD).

2.1 Meéthode des éléments finis

La Méthode des Eléments Finis (Finite Element Method) (FEM) est la méthode
détaillée standard pour la conception et le dimensionnement de structures. Elle a fait
l'objet de trés nombreux travaux dont ceux de Zienkiewicz and al. [140]. La FEM est une
méthode incrémentale a priori basée sur une interpolation du champ de déplacement u
en considérant une discrétisation spatiale. L’utilisation de la méthode des éléments finis,
d’un schéma d’intégration temporelle et d’un algorithme de Newton-Raphson permet de
construire un modéle numérique détaillé du probleme.

2.1.1 Meéthode des Eléments Finis (FEM)

Dans le cadre d’une étude paramétrique menée a 1’aide de calculs séquentiels, la FEM
est décrite en considérant une séparation en espace et en temps-parameétre.
La FEM peut naturellement étre vue comme une méthode d’approximation a variables
séparées qui exploite un maillage introduisant une discrétisation spatiale en N, loca-
lisations distinctes. Ce maillage exploite donc N, degrés de liberté. Les composantes
(qk)ivgl représentent les déplacements nodaux évalués aux points matériels (wk)g:"l re-
lies au champ de déplacement u par les fonctions d’interpolation (IN k)iv:"l. Le champ de
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déplacement u s’écrit de la facon suivante :

u(m,’y) ~ uFEM(m)7)7 T e Qv g aS IP) (243‘)
Ny

wppn(@, ) = S Ny(@) (), @ € 9, v € Tp. (2.40)
k=1

Les fonctions d’interpolation sont des fonctions d’espace et les déplacements nodaux sont
des fonctions du temps et des parameétres.

2.1.2 Formulation FEM-Galerkin

On introduit les espaces fonctionnels Vrgjs et Uppas relatifs a la base compléte FEM
définis par :

Vreym = span{ N} | (2.5a)

Urem = {u EU, u—ug € VFEM}- (2.5b)

Suivant une strategie incrémentale, le probléme est formulé avec 'approximation FEM-
Galerkin de la fagon suivante :

Probléme 3 Trouver u(-,7) € Uppnr pour tout v € Ip tel que :
b(u,v) =1(v), Yv € Vreum, (2.6)

Ce probléme est résolu de facon itérative & l’aide d’un schéma de Newton-Raphson.
En notation matricielle avec ’approximation FEM-Galerkin, une itération permet de
déterminer les incréments des degrés de liberté dg qui équilibrent le résidu Rrgys dans

le systéme Jppy 6q = —Rppn, o J ppas désigne la matrice jacobienne FEM selon :
Rrpwmi(y) = UN;) = b(u(,7), Ni), (2.7a)

ob
Jremii(Y) = 8_a|a:o (u(,v) +alNj, N;). (2.7b)

2.2 Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres

La Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres (Proper Orthogonal Decomposi-
tion) (POD) est également connue sous le nom de décomposition de Karhunen-Loéve
[71, 93] ou analyse d’Hotelling [68]. De plus, elle posséde des liens trés étroits avec la
Décomposition aux Valeurs Singuliéres (SVD) présentée en annexe A.

La POD a été introduite en turbulence par Lumley [94] non pas comme un solveur mais
comme une méthode objective permettant d’identifier et d’extraire les structures cohé-
rentes d’un écoulement. De la méme facon qu’il existe deux approches pour la SVD (An-
nexe A), la POD classique est introduite par Lumley [94] alors que la snapshot POD est
introduite par Sirovich [123]. Au dela du domaine historique d’application lié & la turbu-

lence [123, , , 11, 19], la POD couvre maintenant un vaste domaine d’utilisations
regroupant toutes sortes de disciplines. On la retrouve par exemple en mécanique des
fluides [17, 34, 15], dans des applications au traitement d’images pour la caractérisation

de visages humains [126] ou dans le domaine médical [127, 103]. Niroomandi et al. [103]
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proposent une étude paramétrique en temps réel de la cornée humaine considérée comme
hyper-élastique. On retrouve également la POD en mécanique des matériaux [99, 56, 55].
Ganapathysubramanian et al. [56] décrivent la texture cristalline de matériaux polycris-
tallins & I’échelle microscopique en utilisant des fonctions de distribution des orientations
cristallines afin de développer des techniques de controle des propriétés mécaniques ma-
croscopiques. Monteiro and al. [99] utilisent la méthode R3M (Reduced Model Multiscale
Method), une méthode multi-échelle dont la résolution du probléme a 1’échelle microsco-
pique fait appel & la POD pour ’étude de la conduction thermique et électrique fortement
non-linéaire dans les matériaux hétérogenes périodiques. Enfin, la POD est présente en
thermique [13], et plus récemment en controle optimal [60, 61, 111, 16]. Bergmann et al.
[16] proposent de minimiser le coefficient de trainée moyen d’un cyclindre circulaire en
régime laminaire en utilisant une procédure d’optimisation sollicitant un modéle réduit
construit a ’aide de la POD.

Le point central de toutes ces applications est 'extraction des caractéres dominants d’un
ensemble d’observations, permettant d’accéder ainsi a une réduction du modeéle dyna-
mique. Les observations sont des données expérimentales ou numériques correspondant
a des champs de données supposés connus et décrits par des échantillons au champ w
a approcher ou snapshots. Par ailleurs, rien n’oblige a priori que les caractéristiques
physiques du systéme ou les paramétres de controle soient les mémes pour toutes les
réalisations connues.

L’ensemble des snapshots est donné pour Ny échantillons correspondant a des instants
virtuels distincts ('yi)fisl :

Stp = {UZ()}i\iﬁ = {u(a’Yz)}iiﬁ (2.8)

La POD a longtemps été considérée comme une méthode de réduction a posteriori qui
permet d’extraire des informations d’un ensemble de données observées. Cependant, elle
permet également de mener une analyse a priori en réalisant de fagon préliminaire des
calculs détaillés partiels ou des calculs approchés lors d’une phase d’apprentissage ou
learning phase. Le probléme est alors reformulé en considérant 1’approximation POD.
La phase d’apprentissage durant laquelle les snapshots sont calculés s’effectue de deux
facons distinctes :

— un calcul préliminaire partiel est mené a 1’aide d’un modele détaillé sur un intervalle
de temps limité,

— un calcul préliminaire approché est mené a ’aide d’un modéle détaillé sur 'inter-
valle de temps complet avec une discrétisation grossiére.

Cependant, la phase d’apprentissage ne garantit pas une bonne approximation POD :
I’approximation POD est d’autant plus précise que les modifications du modéle restent
dans la limite de validité des snapshots calculés durant la phase d’apprentissage.

Les applications de la POD peuvent suivre une stratégie offline/online. Dans ce cas,
I’étude offline consiste & déterminer de fagon préliminaire ’ensemble des snapshots.
L’étude online consiste alors a une résolution du probléme en utilisant les snapshots
calculés dans I’étude offline.
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2.2.1 Meéthode de Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres
(POD)

Dans le cadre d’une étude paramétrique menée a l'aide de calculs séquentiels, la POD
est décrite en considérant une séparation en espace et en temps-parameétre.
La POD introduit a 'ordre M, des fonctions de forme (@bk)kMz“l reliées au champ de
déplacement u par les déplacements réduits (ak),]l@l. Le champ de déplacement u s’écrit
donc de la facon suivante :

u(m,’y) ~ uPOD(m)7)7 T e Qv g aS IP) (293‘)
M,

upop(x,vy) = Zq,bk(a:) ap(y), ¢ € Q, v € Ip. (2.9b)
k=1

Les modes empiriques (wk)kM:l peuvent étre décrits en utilisant les fonctions de formes
FEM (N Z)fﬁg et la matrice de réduction A selon :

Ny
Pr(@) =Y Ni(x) A, © € Q. (2.10)
i=1

Les fonctions de forme sont des fonctions d’espace et les déplacements réduits sont des
fonctions du temps et des parameétres.

L’objet de la POD est d’extraire des observations considérés comme aléatoires des struc-
tures cohérentes, c’est a dire les fonctions déterministes (¢k)£@1 qui minimisent I’écart
au sens des moindres carrés entre la fonction w et sa représentation approchée a l'ordre
M,,. Ces fonctions d’espace sont les structures cohérentes ou fonctions dominantes des
transformations décrites dans I’ensembles des snapshots. Selon les domaines, elles sont
désignées sous les termes de fonctions de forme dans le cadre des méthodes d’approxi-
mation, modes empiriques dans le cadre de la réduction de modele ou bien champs de
transformation dans le cadre de I’homogénéisation périodique.

L’optimalité de la POD d’un point de vue énergétique a été étudiée par Holmes et al.
[67]. Par conséquent, quelque soit 'ordre du modeéle M,,, la projection du champ w sur le
sous espace Vﬁ% p engendré par les M, premiers modes empiriques d'une POD contient
en moyenne la plus grande quantité d’énergie cinétique possible. Comme la base réduite
POD est optimale au sens de 1’énergie, seul un petit nombre de modes est nécessaire
pour décrire le champ w avec une bonne précision.

Méthode POD classique L’objet de la POD est d’extraire comme structures cohé-
rentes les fonctions (¢k)£@1 les mieux corrélées en moyenne aux réalisations, c’est & dire
qui possede au sens des moindres carrés la plus grande projection sur les observations
(2.3).

Comme on cherche a tester le parallélisme des fonctions (wk)ﬁﬁl avec les observations,
la dépendance de 'amplitude des fonctions (wk)kMz“l doit étre supprimée. Une maniére
de le faire est de normer 'amplitude des fonctions (@bk)i‘@l.

Le probléme est donc de trouver les fonctions (¢k)1]€w§1 qui maximisent la quantité \(v;)
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Py,

FiG. 2.3: Construction des modes empiriques les mieux corrélées en moyenne aux réali-
sations

définie par :
ANp,) = ==L 2.11
: R i
Il s’agit donc de résoudre le probléme de maximisation :
Ap) = A . 2.12
o (@) = A(¥y) (2.12)

Ce probléme d’optimisation est équivalent & un probléme aux valeurs propres dont les
solutions sont les fonctions (q,bk)lﬁiul.
On introduit 1'opérateur R défini sur £2(2) par :

Reop(x) = / R(z, ') - ¢p(x) da’, = € Q, (2.13)
Q
ou R donne le tenseur des corrélations spatiales entre deux points :
1
R(z,2) = —/ u(z,vy) @u(x',vy) dy, x € Q, ' € Q. (2.14)
Ip Jz,

Dans ce cas, on obtient :

(R, ) >0, ¢ € L*(Q), (2.15a)
(R, €)a = (RE, d)a, (6,€) € LX(Q)*. (2.15D)

On en déduit alors que R est un opérateur linéaire, auto-adjoint et positif sur £2(12). Par
conséquent, la théorie spectrale s’applique et garantit que le probléme d’optimisation est
équivalent au probléme aux valeurs propres :

R = A\ (2.16)
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Ce probléme admet une infinité dénombrable de solutions (1p;,)52 , associées aux valeurs
propres (Ag)py :
/ R(z,2) - (x) dz’ = My (), x € Q. (2.17)
Q
Comme les valeurs propres sont rangées selon :

AM> o> >.. >0, (2.18)
elles sont tronquées a l'ordre M, & l'aide du paramétre de troncature epop selon :
A > epop A1, k€ {l,...., M,}. (2.19)

A Tordre M,, les fonctions de forme (zpk)ﬁ@l sont les M, premiers vecteurs propres du
tenseur des corrélations spatiales R.

Une forme discrétisée du probléme aux valeurs propres peut étre obtenu. En discrétisant
le probleme a l’aide de la FEM, R devient la matrice des corrélations spatiales. Dans
ce cas, la dimension du probléme aux valeurs propres est égale au nombre de degré de
liberté N,. Le probléme aux valeurs propres discrétisé s’écrit :

N,
> Rij i = Ak in, (2.20a)
j=1
N
1 S
Rij = R(w;, x;) = g u(xi,y;) - u(Ty,v), (2.20b)
=1
Vi, = P (). (2.20c)

Méthode snapshot POD La méthode des snapshots consiste & écrire les fonctions
(Y k)kMz“l de la maniére suivante :

Ns
Pr(@) = bi(y,) ui(x), T €. (2.21)
=1

Dans ce cas, le probléme d’optimisation est équivalent a un probléme aux valeurs propres.

Ce probléme admet Ny solutions (@bk)]kvil associées aux valeurs propres (Ak)]kvil :

i C(v,7) be(v) dv' = M bi(7), v € Zp, (2.22a)
7)

1
Cov) =g [ uem Su@y) o yeTp, A €Tp (222

ou C donne le tenseur des corrélations temporelles entre deux instants.

Comme les valeurs propres sont rangées, elles sont tronquées a l’ordre M, & ’aide du
parameétre de troncature epop tout comme dans la méthode POD classique. A 'ordre
M, les fonctions de forme (1 k)éwzul sont les M,, premiers vecteurs propres du tenseur des
corrélations spatiales C.

En discrétisant le probléme & 'aide de la FEM, C' devient la matrice des corrélations
temporelles. Dans ce cas, la dimension du probléme aux valeurs propres est égale au
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nombre N, d’échantillons. Généralement, ce nombre est bien plus petit que le nombre de
degré de liberté N, ce qui explique pourquoi la snapshot POD est moins complexe nu-
mériquement & mettre en oeuvre que la POD. Le probléme aux valeurs propres discrétisé
s’écrit :

Ny
> Cij bjk = A bir (2.23a)
j=1
Ny
Cij = C(vi,7;) Z w(wy, ;) - w(®m,,), (2.23b)
bir = br(7;)- (2.23¢)

Une remarque trés importante est mise en avant dés maintenant quant a la représentation
synchrone sur  du champ u. Considérant que le domaine 2 est composé de deux sous
domaines Q1 et 9, ce point est illustré de facon simple & 'aide d’'un champ w dont
sa restriction u|g, sur le sous-domaine )y est parfaitement retardé par rapport a sa
restriction u|q, sur le sous-domaine ;. En effet, si le champ u|q, est décrit a Paide de
N, échantillons, alors il faut 2 N, échantillons pour décrire le champ wu sur le domaine
complet € dés que le retard est tel que les restrictions u|g, et u|qg, sont décorrélées en

temps dans le sens ou /u(ml,t) ~u(xg,t) dt =0, VY, € Qq, Vag € Qo. Il parait alors
T

évident qu’une représentation synchrone sur €2 du champ u peut étre maladroite lorsque
les transformations significatives sont désynchronisées sur les sous-domaines

2.2.2 Formulation POD-Galerkin

On introduit les espaces fonctionnels VIAD% p et Z/{ijouD relatifs a la base reduite POD
définis par :

Visp = span{ey }il, (2.24a)

Upsp = {u €U, w—uqg € Vi§p). (2.24b)

Suivant une strategie incrémentale, le probléme est formulé avec 'approximation POD-
Galerkin de la facon suivante :

Probléme 4 Trouver u(-,7y) € UIQ%D pour tout v € Ip tel que :

b(u,v)=1(v), Yv e VPOD (2.25)

Ce probléme est résolu de facon itérative & l’aide d’un schéma de Newton-Raphson.
En notation matricielle avec ’approximation POD-Galerkin, une itération permet de
déterminer les incréments de déplacements réduits da qui équilibrent le résidu Rpop
dans le systéeme Jpop da = —Rpop, ou Jpop désigne la matrice jacobienne POD
déduite de la matrice jacobienne FEM selon :

Rpop = A" - Rppu, (2.26a)
Jpop = AT - Trpuy - A. (2.26b)
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L’utilisation de la formulation POD-Galerkin pour ’assemblage de la matrice de rigidité
tangente et du résidu en base réduite conduit respectivement & une complexité numé-
rique de I'ordre de 2M2N, + 2wM,N, (terme de gauche) et 2M, N, (terme de droite),
ol w est la largeur de bande de la matrice jacobienne FEM.

Par conséquent, il subsiste pour la complexité numérique évaluée dans le cas de la for-
mulation POD-Galerkin une dépendance a la dimension N, de l’espace des fonctions
d’interpolation liées & la discrétisation FEM.

2.2.3 Algorithme POD

L’algorithme POD selon la formulation POD-Galerkin est donné par I’algorithme 1.

Algorithme 1 Algorithme POD non adaptatif
Calculer les échantillons ou snapshots
Appliquer la POD sur la matrice des snapshots afin de trouver la base réduite (1 k)éw:ul
pour i = 1 — N, faire

M,
Calculer upop(-,7;) = Z@bk() ar(7y;) (Probléeme 4)
k=1

fin pour

Dans cet algorithme, la base réduite déduite des snapshots est figée. Le choix des snap-
shots est donc un point essentiel lors d’utilisations ultérieures car la base réduite n’est
pas capable de représenter des évolutions dont 'information n’est pas présente parmi les
snapshots.

Un moyen de vérifier la validité des snapshots choisis consiste & considérer 'indicateur
d’erreur 1, pop. Il permet d’évaluer la précision de la méthode POD en vérifiant la
qualité de I’équilibre sur €2 selon :

nu Pop(Y) = [[Rrem(Y)llo, v € Ip. (2.27)

Si ny pop(Y) > eu [|RFEM|upop=0(7)|lq alors la prévision POD n’est pas satisfaisante
a lincrément v € Zp.

De nombreuse méthodes de POD adaptatives ont fait I’objet de travaux afin de corriger
lestimation POD selon un estimateur d’erreur a priori [115, , 131]. Ryckelynck [115]
propose d’enrichir la base réduite & ’aide de sous-espace de Krylov tandis que Verdon et
al. [131] utilisent la méthode APR décrite dans la section suivante. L’algorithme POD
adaptatif selon la formulation POD-Galerkin est donné par l'algorithme 2.

2.3 Meéthode A Priori Reduction (APR)

La méthode A Priori Reduction (APR) est une méthode de réduction extraite de la
méthode APHR [116, 131]. La méthode APR est une POD incrémentale a priori car elle
ne nécessite aucune donnée initiale pour mener une simulation.

En suivant une démarche a priori, la base réduite associée au champ de déplacement u a
approcher est estimée en cours de simulation. En effet, un avantage de la méthode APR
est sa capacité & corriger et adapter le ROM en fonction de la qualité de la prévision
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Algorithme 2 Algorithme POD adaptatif
Calculer les échantillons ou snapshots
Appliquer la POD sur la matrice des snapshots afin de trouver la base réduite (1 k)éw:ul
pour i = 1 — N, faire

M,
Calculer upop(-,7;) = Z@bk() ar(7y;) (Probléeme 4)
k=1

Vérifier la convergence de upop(+,7y;) en calculant un indicateur d’erreur
si ny poD(Y) > €u | RFEM|upop=0(7;)|lo alors
Améliorer la prévision POD
Enrichir la base réduite et incrémenter ’ordre du modéle
fin si
fin pour

POD qu’il fournit. Toutefois la méthode APR peut également exploiter des snapshots ou
une base réduite issues de simulations précédentes en suivant une démarche a posteriori.
Dans le cas d'une stratégie adaptative, le ROM est évolutif : la méthode APR fournit
une estimation réduite POD du champ de déplacement u éventuellement corrigée par un
calcul FEM. Plus précisemment, si & la fin d’un incrément, la précision de la prévision
POD est insuffisante, I’état mécanique corrigé par la FEM est utilisé pour enrichir la
base réduite associée au champ de déplacement w d’'un mode empirique.

2.3.1 Description de la représentation multi-niveaux

La méthode APR adaptative fournit une estimation en sommant si besoin une cor-
rection FEM & la prévision du ROM. Les déplacements réduits issus de la POD étant
globaux et les déplacements nodaux FEM étant locaux, ’approximation proposée est
multi-niveaux selon :

u(m,’y) ~ uAPR(m77)’ LS Qv oaS Ip, (2283‘)

uapr(T,y) = U%D(ifﬁ) +durpym(x,v), T €Q, v € Ip. (2.28b)

Un point important de la méthode APR est le caractére évolutif des modes empiriques.
Par conséquent, ces modes empiriques caractéristiques de la transformation sont modifiés
durant le traitement incrémental du probléme mécanique et Uexposant 0™ est introduit
pour donner la version du ROM.

2.3.2 Pévision réduite POD
M
La méthode APR introduit a I'ordre ML(L") des fonctions de forme (¢;(€n)) reliées
M
au champ de déplacement uw par les déplacements réduits (a,ﬁn))k L Le champ de
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déplacement u s’écrit donc de la fagon suivante :

u(@,v) ~ uapr(x,v), © €Q, v €Ip, (2.29a)
M

wapr(@,y) = > (@) oV (v), € Q, v € Ip. (2.29b)
k=1

. () M
Les modes empiriques (1,bk )k .

FEM (Nz)f\[:“1 et la matrice de réduction A™ selon :

peuvent étre décrits en utilisant les fonctions de formes

Ny,
(@)=Y Nix) A}, z e q. (2.30)
=1

La prévision réduite POD est déterminée & 1’aide de la formulation POD-Galerkin. On
introduit les espaces fonctionnels VI(DHO) p et L{I(Drg p relatifs a la base réduite associée au

champ de déplacement u définis par :

~ (myy MEY
Viop = span {wé )}kzl , (2.31a)
Z/II(DHO)D ={ueld, u—uy € VI(DnO)D}. (2.31b)

Suivant une stratégie incrémentale, le probléme est formulé avec 'approximation POD-
Galerkin & l'incrément courant v € Zp de la facon suivante :

Probléme 5 Trouver ug%D(-,'y) € Z/{I(%D tel que :
b (u%D,v> =1l(v), Yv e V}%D. (2.32)

Ce probléme est résolu de facon itérative a ’aide d’'un schéma de Newton-Raphson.
En notation matricielle avec ’approximation POD-Galerkin, une itération permet de
déterminer les incréments de déplacements réduits sa™ qui équilibrent le résidu Rffl)g R
dans le systéeme J XLI)DR da = —R%)D r ou J %)3 r désigne la matrice jacobienne APR
déduite de la matrice jacobienne FEM selon :

n T
R}, =A"" . Rppy, (2.33a)

n n T n
T =A™ Jopy - A™, (2.33b)

L’utilisation de la formulation POD-Galerkin pour ’assemblage de la matrice de rigidité
tangente et du résidu en base réduite conduit respectivement & une complexité numeérique

de l'ordre de 2M1(0n)2Nu +20MN, (terme de gauche) et 2M{M N, (terme de droite),
ol w est la largeur de bande de la matrice jacobienne FEM.

Par conséquent, comme dans le cas de la méthode POD, il subsiste pour la complexité
numérique évaluée dans le cas de la formulation POD-Galerkin une dépendance a la
dimension de ’espace des fonctions d’interpolation liées & la discrétisation FEM.
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2.3.3 Procédé de correction-enrichissement

Correction FEM  Aprés une prévision POD, I'indicateur d’erreur 7, 4pg est calculé.
Il permet de vérifier la qualité de ’équilibre réduit sur {2 en évaluant la norme du résidu
R pgr a lincrément courant v € Zp selon :

N APR(Y) = [|[RrEM(Y)|0- (2.34)

Si nuapr(Y) < eu [[RFEM| ) _ (V)]0 alors la prévision du ROM est satisfaisante &
POD™

lincrément courant v € Zp. Sinon, une correction FEM dupgys est calculée. Le para-
metres €, donne la tolérance d’erreur lors de la résolution de ’équilibre réduit.

Si une correction FEM est exigée, suivant une stratégie incrémentale, le probléme est
formulé avec 'approximation FEM-Galerkin & l'incrément courant v € Zp de la fagon
suivante :

Probléme 6 Trouver uapgr(-,7y) € Urga tel que :
b(’uApR,’U) =1 (’U), Yv € Vrgpum. (235)

Enrichissement Lorsqu’une correction FEM est calculée & un incrément, 'état mé-
canique du systéme peut étre pris en compte pour enrichir I’espace généré par les bases
réduites du ROM en utilisant la correction FEM dupg.

La premiére étape est de calculer le résidu 6u1% s de la projection orthogonale de duppys

sur VJ(%”O) a défini & Iincrément courant v € Zp par :

Sutpy(x,v) = durpy(z,v) — dturpm(z,v), © € Q, (2.36a)
Strpy(x, ) Z (@) 50\ (v), z € Q, (2.36b)
MM 2
5a(”)(7) = argmingg+ ||0urpn (x,y) — Z @b,&n)(m) dag|l - (2.36¢)
k=1 0

La seconde étape est d’enrichir ’espace généré par les bases réduites en considérant un
mode empirique supplémentaire et des déplacements réduits additionnels.

(n 1) MM 41 (n2) MM 41
La base réduite < L > et les déplacements réduits (ak 2 > associés
k=1 k=1
sont définies par :

o) (@) = (@), ke [Lu) zea (2.37a)
¢§Z§j+)l(w) - H;L?—MM(:C))HQ’ zeq. (2.37h)

") () = o (1), e (1m0} 7 elo.ql (2.382)
a](;;?ll(T) =0, T €]0,7], (2.38b)

"3 () = |[Suten @) (2.35¢)

MM 41 Q
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ou Z, =]0, ] est I'absisse curviligne parcourue jusqu’a I'incrément courant v € Zp.
La troisiéme et derniére étape est de controler la taille des bases réduites grace a la
snapshot POD en écrivant la matrice des corrélations temporelles.

La matrice des corrélations temporelles C(”Jr%) associée au champ de déplacement est
symétrique, positive, de taille Mq(Ln) + 1 et s’écrit :

(n+3) _ -0 (nt3) (n+3)
2l
MV +1
S ool = A (2.39b)

ot la matrice C° est une matrice de corrélation provenant d’un calcul précédent, et on

(n) (n)
MM 41 .
('v(k)) et (A )2@1 1 sont les vecteurs propres et les valeurs propres associées de

k=1
la matrice C("+3).
1) M (n+1) MY
La base réduite <¢§n+ ) - et les déplacements réduits ( a; ) . sont mises a
J= j=
jour selon :
M 41
¢ "H Z q/)kn—i- vk] , x €, (2.40a)
Mﬁ")ﬂ (n41)
0 )= 3 o)l 7o) (2.40b)
k=1

2.3.4 Algorithme incrémental

Selon une approche incrémentale, I’algorithme APR est donné par ’algorithme 3. Cet
algorithme est implémenté dans le code de calcul Z-set.

2.4 Décomposition Généralisée aux valeurs Propres

La Décomposition Généralisée aux valeurs Propres (Proper Generalized Decomposi-
tion) (PGD) est une méthode de réduction de modeéle non incrémentale basée sur une
séparation des variables et une approche de résolution spectrale sous une hypothése de
séparabilité des champs impliqués |30, , 3, 85]. Lefficacité de la PGD nécessite la
séparabilité de toutes les équations impliquées dans le modéle ce qui n’est pas toujours
garanti dans le cas des problémes fortement non-linéaires. L’approximation PGD ne né-
cessite aucune connaissance de la solution et n’exploite aucune propriété d’orthogonalité.
C’est une méthode de réduction a priori non incrémentale qui suit une stratégie itérative
au cours de laquelle sont résolus des pseudo-problémes aux valeurs propres. Falco et al.
[18] applique la PGD a des problémes elliptiques alors que Bonithon et al. [23] l'utilise
pour des problémes paraboliques. Elle peut également étre couplée a la FEM comme le
montrent Ammar et al. [4].

Développée initialement dans la méthode LArge Time INcrement (LATIN) présentée
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Algorithme 3 Algorithme APR adaptatif

M
Charger ’éventuelle base réduite (1,b](gn))
pour i = 1 — N, faire

Calculer la prévision réduite POD afin de déterminer le champ de déplacement

ug% p(-7;) sur Q selon la formulation POD-Galerkin avec la base réduite (1,b](gn))

k=1

w

k=1
Calculer 'indicateur d’erreur 1, apr(7y;) afin de vérifier la qualité de ’équilibre

réduit sur
si nuapr(7;) < eu HRFEM|u%D:0(’Y)”Q alors

Ecrire uapgr(-,7v;) = UE%D(H%‘)

sinon
Calculer la correction FEM afin de déterminer la correction dupgps(,7y;) 2
apporter au champ de déplacement sur €2 selon la formulation FEM-Galerkin avec la

M
base réduite (wlin))k—l

Herire wapn(-,7:) = updp (1) + urm (7))
M”Sn+1)
Enrichir VI(DnO) p et mettre a jour la base réduite ( ,g”+1)>k X
fin si =
fin pour

en annexe B et alors dénommée approximation en chargement radial (Radial Loading
Decomposition) (RLD) [78] ou bien approximation radiale en temps et espace (radial
time-space approzimation), la PGD [30] peut étre vue comme une extension de la POD.
La RLD a été le point clé de la méthode LATIN dans la résolution de problémes non-
linéaires dépendant du temps en mécanique des structures |78, 79, 81]. Elle a également
été étendue pour la résolution de problémes stochastiques par Nouy et al. sous le nom
de Décomposition Spectrale Généralisée (Generalized Spectral Decomposition) |105].

Dans le cadre d’une étude paramétrique menée a 'aide d’un calcul simultané, la sépara-
tion de variables peut faire intervenir de nombreux parameétres. La PGD est alors décrite
suivant une approche multidimensionnelle en considérant une séparation en espace et en
temps et en paramétre. Dans ce cas, la complexité du modeéle PGD croit linéairement
avec sa dimension plutot qu’exponentiellement pour un modéle standard ce qui permet
d’éviter la fameuse malédiction de la dimensionnalité (curse of dimensionality). Ce point
fait de la PGD une méthode particulierement adaptée pour la résolution de problémes
de dimension élevée (problémes multidimensionnels |5, , 31], problémes multiphy-
siques, homogénéisation |37, 30, 100], problémes inverses,... ). Pruliére et al. [110] adopte
une approche multidimensionnelle pour la résolution paramétrique de 1’équation de la
chaleur. Chinesta et al. [31] utilise la méme approche pour la résolution de I’équation
de Fokker-Planck et ’équation de Schrodinger. La PGD est également une méthode sé-
duisante pour ’analyse de problémes multiphysiques car la résolution non incrémentale
permet de considérer des phénomeénes dont les temps caractéristiques sont tres différents
comme le montrent Beringhier et al. [18]. Plus récemment, la PGD est couplée avec la
Méthode Asymptotique Numérique (Asymptotic Numerical Method) (ANM) par Leygue
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et al. [38].

Les exemples d’application de la PGD a la résolution de probléme de dimension éle-
vée exploite souvent une stratégie offline/online. Dans ce cas, I’étude offline consiste a
résoudre le probléme & 1’aide de la PGD en espace, en temps et en parameétre, c’est a
dire que les paramétres du probléme sont inclus parmi les variables lors de la résolution.
L’étude online consiste alors & une simple paramétrisation qui permet généralement un
calcul en temps réel.

Bien que la PGD soit une méthode efficace dans de nombreux cas ou la dimension du
probléme est trés élevée, peu de travaux fournissent un estimateur d’erreur robuste pour
évaluer a priori la qualité d’une solution approchée [30].

La PGD couvre un vaste domaine d’application regroupant de nombreuses disciplines.
On la retrouve en mécanique des fluide [36, 37, 32|, en mécanique des matériaux [58, 20],
et dans de nombreux autres domaines.

2.4.1 Meéthode de Décomposition Généralisée aux valeurs Propres (PGD)

La Decomposition Généralisée aux valeurs Propres introduit a 'ordre M, des fonc-
tions d’espace (wm)m 1, des fonctions du temps ()\m)n]‘fil et des fonctions des paramétres
(mm)%: . Le champ de déplacement u s’écrit donc de la facon suivante :

(ac t,p) ~ upgp(x,t,p), x€Q, t€Z, peP, (2.41a)

upep(x,t,p) Z P, () An(t) Km(p), T€Q, t€Z, peP. (2.41b)

La représentation a variables séparées considérée n’est pas la seule envisageable. Lorsque
le domaine §2 présente des symétries, il peut s’avérer judicieux de décomposer les fonctions
d’espace en produits de fonctions a une dimension.

2.4.2 Formulation PGD-Galerkin

On introduit les espaces fonctionnels VPGD, UPGD, TM pop et ICPGD relatifs & la base
réduite PGD définis par :

Vg =span{t,, }o (2.42a)

U ={u €U, u—ug € Vipgy}, (2.42b)

ThE = span{\, 1M | (2.42¢)

Kpen = span{rm b, (2.42d)

Vadp ©T @ Kpeip = L(L2(Kpéps Viéin) 1), (2.42¢)
Upcip ® T @ Kpéip = LX(L2(Kpép Upcin) T, (2.42f)
V© Thgp ® Kpgp = L2L2(Kpép: Togn): V), (2.42¢g)
UR T, @ Kpgp = L2LH(Kptp, Tpen) . U), (2.42h)
Vit © Thdp ® K = L2(K, L2(ThGn, Vidn)): (2.42i)
Upgp © T ® K = L2(K, LT, Ubin)), (2.42))
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Avec 'approximation PGD-Galerkin en espace et en parameétre et suivant une strategie
non incrémentale, le probléme est formulé de la facon suivante :

Sous-probléme 1 Trouver u € Z/{IQ%D ®7T ® ICJ).f[éD tel que :

B (u,v) =L (v), VUEV D®T®ICPGD (2.43)

Ce probléme aboutit a la construction des fonctions (Am)fn/[il =T ((@bm)m 1 (K )%21)
en résolvant un systéme d’equations différentielles en temps.

Avec I'approximation PGD-Galerkin en temps et en paramétre et suivant une strategie
non incrémentale, le probléme est formulé de la facon suivante :

Sous-probléme 2 Trouver u € U ® T pop ®@ ICPGD tel que :

Ce probléme aboutit a la construction des fonctions (¢,,), = S (()\m)n]‘fil, (nm)%;l)

en résolvant un systéme d’équations différentielles en espace.
Avec I'approximation PGD-Galerkin en espace et en temps et suivant une strategie non
incrémentale, le probléme est formulé de la facon suivante :

Sous-probléme 3 Trouver u € U ap ® T pop @K tel que :

B(u,v)=L((v), Yoe Vi T oK. (2.45)

Ce probléme aboutit & la construction des fonctions (k,,)M*, = P ((d)m)m (A )%;1)
en résolvant un systéme d’équations différentielles en parameétre.

L’algorithme PGD selon la formulation PGD-Galerkin est donné par ’algorithme 4

En pratique, cette approche n’est pas utilisée pour des applications a de grandes échelles
en raison du cout numeérique associé a la résolution des systémes d’équations différentielles
en espace et en parameétre. Toutefois, la décomposition obtenue est une decomposition

optimale car le résidu est othogonal aux sous espaces V%;“ D ’T pap €t KM POD-

2.4.3 Formulation PGD-Galerkin progressive

En supposant qu’une représentation a variables séparées est connue a ’ordre m—1, un
nouveau triplet (¢, \, k) € V x T x K doit vérifier la condition d’admissibilité suivante :

B(upapm-1+ YAK, YA K + P Ak + PAR*) =

L (XK + " Ak + PAR*), YA* € T, Yap* € V, Vr* € K. (2.46)

On définit alors les applications suivantes :
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Algorithme 4 Algorithme PGD
pour m =1 — M, faire
Définir et normaliser ¢§0)>

Définir ()\(O)) :;

)

m
=1

pour k =1 — k., faire
Calculer (nl(.k)>m = P <<1,b(k_1)):1 , ()\Z(.k_l)>:1> (Sous-probléme 3)

. 7
%

Normaliser (ml(.k)
i=1

Caleuler ()

Normaliser (@bgk)) 4

m

N——

=1

) (Sous-probléme 2)

3
w0
/N
VN
il

S
L
N———
T

I
/N

SB

=
N—
3

i=1

Calculer ()\Ek))zl =T ((¢§k)):1 , (n(k)):l) (Sous-probléme 1)
Vérifier la convergence de (nl(.k)>m (1,b§k)>:1 et <)\§k))m

i=1 i=1
fin pour

Ecrire (k;)j%q = ("%(k))zl

Ecrire (¢;);%, = (wgk))
Ecrire (\i);2; = (A(k)):;

m
=1

)

m
Ecrire upgpm = g YV, Am KEm
) i=1
Vérifier la convergence de wpgp m
fin pour
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- S, : K x7T — V est application qui permet la recherche d’une fonction d’espace
en figeant les fonctions du temps et des parameétres :

B(upGgpm-1+ YA&, P Ak) = L (P Ak), V™ € V. (2.47)

C’est un probléme indépendant du temps et des parameétres.
— Ty : K XV — T est Papplication qui permet la recherche d’une fonction du temps
en figeant les fonctions d’espace et des paramétres :

B (upGpm-1+ YAk, YX'k) = L (YA\*Kk), VA" € T. (2.48)

C’est un probléme scalaire du temps.
- P, : T xV — K est lapplication qui permet la recherche d’une fonction des
paramétres en figeant les fonctions du temps et d’espace :

B (upGp mt1 + Ak, PAY) = L ("), VK* € K. (2.49)

C’est un probléme indépendant de I'espace et du temps.

Le triplet (4, A, k) vérifie la condition d’admissibilité si ¢ = Sy (A, k), A =T (Y, K) et
Kk = Py (¢, \).

La formulation PGD-Galerkin progressive peut étre interprétée en termes de pseudo-
problémes aux valeurs popres car les fonctions ¥, A et K sont respectivement les fonc-
tions propres dominantes des applications F},, = Sy, o Py, o Ty, Gy = 13y, 0 Sy 0 Py, et
H,, = P, oT, 05, [L01]. Les algorithmes dédiés aux problémes aux valeurs propres
peuvent alors étre utilisés pour construire la représentation & variables séparées comme
le power iteration algorithm.

L’algorithme PGD itératif selon la formulation PGD-Galerkin progressive est donné par
lalgorithme 5.

Les fonctions d’espace ('l,bm)%il peuvent étre orthogonalisées en utilisant le procédé de
Gram-Schmidt par exemple. Ce traitement améliore généralement les résultats et dimi-
nue la pollution numérique en cas de mauvais conditionnement notemment. Ensuite, il
convient de noter que la formulation PGD-Galerkin progressive ne méne généralement pas
a une décomposition optimale de u,, obtenue & 'aide de la formulation PGD-Galerkin.
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Algorithme 5 Algorithme PGD progressif
pour m =1 — M, faire
Définir et normaliser w(o)
Définir A(©)
pour k =1 — k4, faire
Calculer k%) = P, (@b(k_l), )\(k_l))

Normaliser x*)

Calculer ™ = 3, (AE=D k*))
Normaliser *)

Calculer \#) =17, (1,b(k), n(k))

Vérifier la convergence de P FINE) (k)
fin pour
Ecrire k,,, = r (k)
Ecrire v, = w(k)
Ecrire Ay, = A%
Ecrire upgpm = upGpm—1 + /l/)m)‘m"'fm
Vérifier la convergence de wpgp m
fin pour




Chapitre 3

Méthodes de réduction exploitant
des données partielles

Basées sur des approximations & variables séparées, les méthodes de réduction per-
mettent de réduire considérablement le cotlit de la résolution numérique des problémes
paramétrés non-linéaires en projetant les équations aux dérivées partielles sur une base
réduite dont la taille est nettement inférieure & celle du modéle détaillé FEM. Toutefois,
la complexité numérique dépend encore de la dimension du modéle détaillé en raison de
la discrétisation FEM sous-jacente. Afin de limiter cette dépendance, des méthodes de
réduction exploitant une partie restreinte du domaine spatial ont été développées.
Cette notion de domaine spatial restreint est déclinée sous plusieurs dénomminations
telles que échantillon de maillage ou sample mesh dans la méthode Empirical Interpo-
lation Method (EIM) ou bien domaine tronqué d’intégration ou Truncated Integration
Domain (TID) dans la méthode A Priori Hyper Reduction (APHR). Ces méthodes per-
formantes sont basées sur la Gappy-POD, une extension de la méthode POD développée
pour le recouvrement de données lorsque des données sont manquantes. On parle alors
de réparation ou de reconstruction car il s’agit d’étendre des champs partiels définis sur
un domaine spatial restreint & des champs définis sur le domaine spatial complet.

En considérant un ensemble de snapshots Sz, donné pour N, échantillons correspon-
dant & des instants virtuels distincts (’yi)f\;sl, une attention toute particuliére est portée
sur la procédure de recouvrement également appelée extrapolation des données. Cette
extrapolation est expliquée en détaillant la construction de la base réduite valable sur
I’espace des snapshots et la construction du domaine restreint. L’EIM poursuit une ré-
solution sur le domaine spatial complet en effectuant une interpolation des données a
partir d’estimations sur ’échantillon de maillage tandis que la méthode APHR effectue
une résolution sur le domaine tronqué d’intégration puis extrapole les prévisions sur le
domaine spatial complet.

Apreés avoir exposé les principales idées de la méthode Gappy-POD, ce chapitre preé-
sente la méthode EIM puis la méthode APHR non seulement comme une méthode de
recouvrement mais comme une méthode de réduction pour la résolution de problémes
aux dérivées partielles non linéaires en associant une représentation en base réduite des
champs a approcher associée a l'introduction d’un domaine spatial restreint permettant
de simplifier la résolution en base réduite.

25
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3.1 Méthode POD pour données partielles

La décomposition orthogonale aux valeurs propres pour données partielles (Gappy-

POD) est une extension de la méthode POD développée pour mener une analyse sur des
données partielles. La Gappy-POD est une méthode de recouvrement de données qui vise
a palier les données manquantes (gappy data) ou plus généralement les données incer-
taines car trop bruitées en exploitant a posteriori un ensemble de snapshots partiels. Elle
a été développée par Everson et al. pour le traitement d’image [17] afin de reconstruire
des visages humains dont une partie est masquée en utilisant un ensemble de fonctions
de forme déduites de snapshots de visages humains. Elle est également sollicitée dans de
nombreux domaines comme la mécanique des fluides [135, 54, 25] ou la mécanique des
structures |1 16]. Willcox [135] utilise la Gappy-POD pour reconstruire les champs d’un
écoulement turbulent étant donné un ensemble de mesures fournies par des capteurs
en utilisant un ensemble de fonctions de forme déduites de snapshots de I’écoulement
turbulent. Willcox s’intéresse plus précisément au placement des capteurs sur les profils
étudiés a savoir un cyclindre et un profil NACA 0012 dans le but de réduire le bruit des
mesures. Carlsberg et al. [25] intégrent la Gappy-POD dans la résolution d’un probléme
en utilisant une procédure de compression de données qui hiérarchise trois modéles. Le
troisiéme modéle en particulier est un modele d’ordre réduit construit a I’aide de la POD
associé & un ensemble restreint de degrés de liberté afin d’utiliser la Gappy-POD. Selon
une approche offline, la POD est appliquée & un ensemble de snapshots pour construire
des bases réduites relatives au champ & approcher et également a la matrice jacobienne et
au résidu. Toujours dans cette phase offfine est calculée une liste de degrés de liberté. A
chaque itération du schéma de Newton-Raphson, le probléme est alors résolu online sur
le domaine complet & partir des prévisions sur ’ensemble restreint de degrés de liberté
réparées & l'aide de la Gappy-POD.
D’une part, étant donné un ensemble de fonctions de forme connues sur tout le do-
maine spatial, la Gappy-POD permet de déterminer les coefficients relatifs & un champ
partiellement masqué et fournit par conséquent un estimateur non biaisé des données
manquantes. D’autre part, étant donné un ensemble de snapshots partiellement mas-
qués, la Gappy-POD permet d’extraire un ensemble de fonctions de forme suivant une
procédure itérative sur les données manquantes.

3.1.1 Recouvrement des données manquantes (Gappy-POD)

Dans le cadre de la Gappy-POD, le champ de déplacement @ est partiel. En effet, le
champ @ est connu sur le domaine Qg :

a(x,) = m(@) u(z,v), © < Q, v Tp, (3.1)
ou le masque m est la fonction caractéristique associée au domaine restreint Qp défini
de la fagon suivante :

1 sixeQn, (3.2a)
0 six e QH.

m(x) = {

La Gappy-POD introduit a I’ordre M,, des fonctions de forme (@bk)ﬁﬁﬁ reliées au champ
de déplacement @ par les déplacements réduits (dk)fyz’ﬁ. Le champ de déplacement
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s’écrit donc de la fagon suivante :

u(x,v) =~ ugrop(x,v), € Qu, v € Ip, (3.3a)

UGPOD Z’(ﬁk , T € QH, Y€ Ip. (3.3b)

Les coefficients (dk)gﬁil sont définis de fagon & minimiser ’écart au sens des moindres
carrés entre le champ @ et sa représentation approchée :

M. 2
<ﬁ(w7’7) = (@) dZ) df. (3.4)
k=1

Les coefficients (dk)gﬁil sont déterminés en résolvant le systéme :

a(vy) = argmin&*/

Qn

ij = (¢k7¢j)ﬂnﬂ (3.5a)
Ca-=f. (3.5¢)

Le champ w est réparé et les données manquantes sont estimées sans biais sur le domaine
Qp selon 'extrapolation définie par :

z.9) ~ Y i) inly), @ € On, v € Tp. (3.5

3.1.2 Détermination des fonctions de formes a partir de données par-
tielles

La Gappy-POD permet également d’extraire un ensemble de fonctions de forme a par-
tir d’un ensemble de snapshots partiellement masqués. L’ensemble des snapshots tronqués
est donné pour N échantillons partiels correspondant & des instants virtuels distincts

Ns .
('Yz')i=1 :

Stp = {ai()}ily = {al 7))oy (3.7)
Les snapshots partiellement masqués (ul)f\;sl sont définis par :
ai(x) = m;(x) uwi(x) = mi(z) ux,v,), (3.8)
ou les masques (m;)Y*, sont définis de la fagon suivante :
{ 1 sixe Qm, (3.9a)
m;(x) = _
0  sinon. (3.9b)

Puisque les masques (mZ)N:S1 sont aléatoirement répartis sur le domaine €2, I'égalité
U 1 Q1 = Q est vérifice.
Le calcul de la valeur moyenne des snapshots ('&i)i\gl est défini par :

() ==L — (3.10)
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Ns
Les snapshots réparés (ﬁgo)), . permettent d’estimer les données manquantes sur le
domaine ) : .
_(0) w;(x)  sim(x) =1, (3.11a)
u;(z) =9 _ . _
u(x) si m;(x) = 0. (3.11Db)

.\ Ns
En supposant que les snapshots réparés ('&Z(] )) a l'itération j sont connus, une base
i=1

N My ; Ns
réduite (ng)) - est extraite selon la snapshots POD. Ensuite, les champs (ﬁ§]+l)) -
sont définis pa;_: -

al (@) =3 v (@) adty, (3.12a)
k=1
M, 2
a"™ = argmin. / (agﬂ(m) S (@) a;’;) dQ. (3.12b)
i k=1

- (D)

Ns
Les snapshots réparés (ul ) a l'itération j permettent d’estimer les données man-
i=1

quantes sur le domaine ) :

,&(j'f‘l)(w) _ ﬁz(m) s1 ml(m) =1, (3.13&)
i @@ simi@) =0, (3.13b)

L’algorithme Gappy-POD permettant la construction d’une base de fonctions de forme
a partir d’un ensemble de snapshots partiellement masqués est donné par ’algorithme 6

[17]-

Algorithme 6 Algorithme de construction d’une base réduite par Gappy-POD
Calculer u
o _(0)\ Vs
Initialiser (uZ )
i=1
pour j =1 — j,.. faire
Appliquer la POD sur la matrice des snapshots afin de trouver la base réduite

=1

. N
Calculer ('&Z(-JH))' : selon lextrapolation Gappy-POD
1=
. N
Mettre a jour (ﬁz(.”l))

fin pour

=1

3.2 Meéthodes empiriques d’interpolation

Les méthodes empiriques d’interpolation sont une catégorie de méthodes d’interpola-
tion utilisée dans 'analyse des systémes paramétrés. Développée par Barrault et al. [14]
sous le nom de Méthode Empirique d’Interpolation (Empirical Interpolation Method)
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(EIM), P’EIM a été étendu par Grepl pour les problémes non-linéaires et utilisée dans la
résolution de problémes elliptiques et paraboliques [63, 64, 75].

Dans le contexte de la réduction de modeéle, PEIM-POD [54, 28] differe de I'EIM dans
le fait de considérer une base réduite construite a ’aide de la POD. Galbally et al. [54]
montrent les similarités entre la Gappy-POD et 'EIM-POD dans un probléme de combus-
tion fortement non-linéaire faisant intervenir réaction chimique, convection et diffusion.
Drohmann et al. [35] utilise PEIM-POD dans un probléme incrémental non-linéaire pa-
ramétré en utilisant la FEM et la méthode des volumes finis. De nombreux travaux ont
été réalisés sur des estimateurs d’erreur a posteriori [132, 46, 62, 65, 70, 137].

Les méthodes empiriques d’interpolation sont des méthodes a postemom qui exploitent
un ensemble de snapshots éventuellement partiels. Elles permettent de mener une ana-
lyse paramétrée en restreignant le modele sur un échantillon de maillage ou sample mesh
afin de réduire considérablement le colit numérique de la résolution paramétrée.

Les applications des méthodes empiriques d’interpolation suivent la plupart du temps
une stratégie offline/online. Dans ce cas, 'étude offline consiste a déterminer de fagon
préliminaire ’ensemble des smapshots ainsi que les points d’interpolation qui forment
I’échantillon de maillage. L’étude online consiste alors & une résolution menée sur cet
échantillon de maillage.

3.2.1 Procédure d’interpolation empirique

Considérant ’ensemble de snapshots paramétrés (ui)fisl, une base réduite de fonc-
tions de forme (wn)nM;‘1 est construite préalablement.
En considérant I’ensemble des points d’interpolation (En)ﬁiul, I'interpolation empirique

suit :
u(:z:,'y) ~uprv(x,y), €, v € Ip, (3.14a)

uprv (T, ) Zﬁn Y, (x), ¢ €D, v€Ip, (3.14b)

ou les coefficients (Bn)yzul qui dépendent du parameétre ~ sont les solutions du systéme
suivant :

My,
S Bu1) $(€) = (€ y) m € {1, M), (3.15)

La projection du champ u dans la base réduite (wn)f‘f:“l utilise donc uniquement les points
d’interpolation (En)nM;Ll alors qu’une projection par la méthode des moindres carrés uti-
lise le domaine complet 2. Les méthodes empiriques d’interpolation sont comparables
a la Gappy-POD lorsqu’elles sont appliqués & des champs discrétisés. Dans ce cas, le
domaine restreint Qg introduit dans la Gappy-POD contient un ensemble de points d’in-
terpolation. Pourtant, il faut ajouter que I’étape de projection pour la Gappy-POD est
définie par un probléme de minimisation alors qu’il s’agit d’un probléme linéaire de rang
M, pour les méthodes empiriques d’interpolation.

Il convient de noter que les méthodes empiriques d’interpolation nécessitent une estima-
tion du champ v aux points d’interpolation (En)ﬁiul. Cette réponse peut éventuellement
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étre approchée selon une méthodologie de surface de réponse basée sur une technique
d’interpolation :

(€m7’7) ~ URS (Emav) v € IP; (316&)

URS €m7’y ZCZ uZ €m Y EIP' (316b)

Les méthodes empiriques d’interpolation ne nécessitent donc pas une connaissance com-
pléte de uw mais une connaissance restreinte a l’échantillon de maillage qui rassemble les
points d’interpolation.

3.2.2 Construction de la base et sélection des points d’interpolation

Méthode Empirique d’Interpolation (EIM) L’EIM [l] consiste en la construc-
tion ou la reconstruction d’une base réduite & ’aide d’un algorithme glouton suivie de la
sélection d’un ensemble de points d’interpolation qui forme 1’échantillon de maillage ou
sample mesh.

La base réduite ('vn)fy:“1 est construite selon un algorithme glouton qui maximise 'indé-
pendance des fonctions de forme en considérant I’espace des snapshots paramétrés Sz,,.
L’initialisation de la base réduite est définie de la facon suivante :

vi(-) = ul,vy,), (3.17a)
J1= argmaxie{l,...,Ns}Hu(‘a’)’z‘)Hm (3.17b)
Wy = span{vy(-)}. (3.17¢)

La construction de la base réduite a létape L € {2,...,M,} est définie de la fagon
suivante :

v () = ul,v;,), (3.18a)

Jr = argmax;ery . ny€er—1(74), (3.18b)

er—1(v;) = llu(,v;) —wr—10,7:)llg (3.18¢)
ur—1(,,7;) = argmingew, () — wllq, (3.18d)
W1 = span{v;(-)}/". (3.18¢)

Ensuite la base réduite (d)n) _“, est déduite de la base réduite ('vn) “ lors de la sélection
M,
des points d’interpolation (§,,)

n=1-
L’initialisation de la sélection des points d’interpolation est définie de la facon suivante :

&, = argmax|vy(+)|, (3.19a)

i () = 2l (3.19D)
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La sélection des points d’interpolation a I'étape L € {2,..., M, } est définie de la fagon
suivante :

L—1

Z ol y(€,,) = vi(€,,), me{l,..,L—1}, (3.20a)

. L—1
pL() =vi() =Y o (), (3.20b)

=1
£, = argmax|py ()], (3.200)

N pL()

¥il) = pr€r) (3:20d)

La base réduite et I’ensemble des points d’interpolation est trés peu couteux a construire
et cette interpolation est trés efficace pour les systémes paramétrés.

Meéthodes empiriques hiérarchiques d’interpolation Les méthodes d’interpola-
tion hiérarchiques sont des méthodes basées sur ’'EIM et développées par Nguyen et
al. [102]. Le principe de ces méthodes différent de 'EIM dans la maniére de déterminer
) : N : My
'ensemble des points d’interpolation (&),

Optimal Interpolation Method (OIM) L’Optimal Interpolation Method (OIM)
[102] introduit 'interpolation empirique aux paramétres échantillonnés (’70?21 selon :

ui(x) = u(z,v;) ~ uprm(x,v;) = w; prvu(x), T € Q, (3.21a)
My
wi pru(®) = ) _ B ¥, (@), @ € Q, (3.21b)
n=1
. . (i) Mu : . .
ou les coefficients ( . ) » sont les solutions du systéme suivant :
M.
D B0 p(€,,) = wilé,,), me{1,..., My}, (3.22)
n=1

L’OIM consiste a fournir I’ensemble des points d’interpolation optimaux (5,1)%:“1 qui
minimise I’écart au sens des moindres carrés entre les snapshots (uz)f\isl et leur représen-
tation approchée empirique aux points d’interpolation :

N. M, 2
(€n)p2q €QMu n=1 Q
M,y
Zﬂ?&l) ’(pn(gm) :ui(sm)7 m e {17"'7MU}7 S {17”'7N3}' (323b)

n=1

Toutefois, la solution de ce probléme de minimisation est bien souvent relativement
difficile & obtenir car le probléme est non-linéaire et non nécessairement convexe ce qui
peut entrainer d’éventuels multiples minima locaux.
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Best Point Interpolation Method (BPIM) La Best Point Interpolation Method
(BIPM) [102] conserve l'interpolation empirique aux parameétres échantillonnés (’yi)f\;sl
et introduit la meilleure représentation approchée des snapshots (ul)f\;sl obtenus a l’aide

de la POD aux parameétres échantillonnés (’yi)ﬁisl selon :
ui(x) = u(®,v;) = upon(z, ‘Yz-) =u; pop(x), = € Q, (3.24a)
u; pop(x Za (), T EQ, (3.24b)
. . (i) Mu . . . _
ou les coefficients (an ) . sont les solutions du systéme suivant :
n—=
ay) = (i) - (3.25)
La BIPM counsiste & fournir ’ensemble des meilleurs points d’interpolation (Sn) 1 qui

minimise 1’écart au sens des moindres carrés entre la meilleure représentation approchee

des snapshots (uz)i\isl et leur représentation approchée empirique aux points d’interpo-

lation :
N M, 4 2
min >l pop(@) = Y B ((E)mny) Pal)|| (3.268)
(&) 2y €M 5 n=1 )
S50 ,(6,) = wi(6y). 1€ (Lo Mo}, 7 € (Lo L) (3.261)

n=1

En considérant l'orthonormalité des fonctions de forme (wn)ﬁ/[:”h le probléme de minimi-
sation devient :

min ii ( )m 1))2, (3.27a)

(&) 00 eQMu

i=1 n=1
M.,
Zﬂq(ml) ’(pn(gm) = ui(sm)7 m e {17 "'7MU}7 S {17 "'7N3}' (327b)
n=1

L’unicité de ’ensemble des meilleurs points d’interpolation n’est pas garantie mais ce pro-
bléme de minimisation est plus simple & calculer. L’algorithme de Lavenberg-Marquardt
[102] est une méthode de recherche particuliérement adaptée pour déterminer I’ensemble
des meilleurs points d’interpolation.

3.3 Méthode A Priori Hyper-Reduction (APHR)

La méthode A Priori Hyper-Reduction (APHR) est une méthode de réduction déve-
loppée par Ryckelynck dont a été tirée la méthode APR [117, 98, , 118]. La méthode
APHR inclue une méthode d’hyper-réduction consistant a étendre la notion de symétrie
dans les problémes non symétriques dans le but de réduire I’étendue du domaine sur lequel
les équations d’équilibre doivent étre considérées. L’introduction d’un Domaine Tronqué
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d’'Intégration (Truncated Integration Domain) (TID) permet de résoudre le probléme
restreint. Lorsque ce domaine restreint couvre tout le domaine spatial, I’hyper-reduction
est absente et on retrouve la méthode APR.

La méthode APHR posséde des liens étroits avec la méthode Missing Point Estimator
(MPE) qui réalise également une résolution du probléme sur un domaine spatial restreint
[10, 9]. Astrid et al. appliquent la méthode MPE en dynamique des fluide pour I’étude
d’un écoulement non-linéaire en réalisant le calcul sur un quart du maillage complet.
La méthode APHR a été étendue pour le calcul multidimensionnel par Ryckelynck et al.
[120]. Elle s’applique sur des modéles d’endommagement [122, 119]. Elle est également
utilisée en mécanique de la rupture par Kerfrieden et al. [74, 73].

Elle a fait l'objet de plusieurs théses dont celle de Cartel et celle de Vincent. Cartel
[26] a développé une notion d’oubli dans une suite de calculs sequentiels dans le cadre
d’une étude paramétrique. Vincent [133] utilise la méthode APHR multidimensionelle
pour ’étude paramétrique une liaison simple en élastomeére chargé.

La méthode APHR est une méthode a priori car elle ne nécessite aucune donnée initiale
pour mener une simulation. En suivant une démarche a priors, la base réduite associée au
champ de déplacement u & approcher et la base réduite associée au champ de variables
internes z sont estimées en cours de simulation. Toutefois, la méthode APHR peut éga-
lement exploiter des snapshots ou des bases réduites issues de simulations précédentes
en adoptant une démarche a posteriori. Ainsi, de nombreux choix de calculs sont pos-
sibles en choisissant de privilégier graduellement la précision ou le temps de calcul selon
I’étendue du TID.

Dans le cas d’une stratégie adaptative, le ROM est évolutif. La méthode APHR fournit
d’abord une estimation hyper-réduite HPOD du champ de déplacement w & approcher.
Puis, le champ de variables internes partiel Z est étendu & l'extérieur du TID. Cette
estimation hyper-réduite HPOD est éventuellement corrigée par un calcul FEM. Plus
précisemment, si & la fin d’un incrément, la précision de la prévision HPOD est insuf-
fisante, ’état mécanique corrigé par la FEM est utilisé pour enrichir la base réduite
associée au champ de déplacement w et la base réduite associée au champ de variables
internes z d’un mode empirique.

La méthode APHR est définie sous la discrétisation induite par la FEM. Le maillage
FEM introduit N, degrés de liberté situés aux noeuds et N, variables internes situées
aux points de Gauss des N, éléments. La discrétisation FEM n’est pas nécessaire pour
décrire les concepts de la méthode APHR mais ce cadre permet de simplifier la notion
d’hyper-réduction.

3.3.1 Description de la représentation multi-niveaux

La méthode APHR adaptative fournit des estimations en sommant si besoin une
correction FEM & la prévision du ROM. Les variables d’état réduites issues de la POD
étant globales et les variables d’état FEM étant locales, les approximations proposées
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sont multi-niveaux selon :

3.28a
3.28b

U(%’Y) ~ uAPHR(m7’7)7 S Qa Y S IP7
Z(m)7) ~ ZAPHR(m)7)7 S 977 € IP)

(
(
wapar(®,7) = Wibop(@,7) + Suppu (e, ), © € Qv € Ip, (3.28¢

zapur(z,vy) = zSZ}I)DOD(m,’y) +0zppm(x,7y), £ €Q, v € Ip. (3.28d

)
)
)
)
Un point important de la méthode APHR est le caractére évolutif des modes empiriques.
Par conséquent, ces modes empiriques caractéristiques de la transformation sont modifiés
durant le traitement incrémental du probléme mécanique et Uexposant O™ est introduit
pour donner la version du ROM.

3.3.2 Prévision hyper-réduite HPOD

Deux notions fondamentales forment les ingrédients principaux de la méthode : une
représentation approchée a I'aide de bases réduites POD et une formulation tronquée des
conditions d’équilibre qui découle de I’hyper-réduction.

Représentation approchée du champ de déplacement La méthode APHR intro-
M
duit & 'ordre Mq(Ln) des fonctions de forme (@b,(cn)) reliées au champ de déplacement

M
u par les déplacements réduits <a,(€"))

. Le champ de déplacement u s’écrit donc de

la facon suivante :

(n)

w(x,y) R uppop(®,v), £ €Q, v < Ip. (3.29a)
M

“3230[)(‘1’7’7) = Z w,in)(w) a,gn)(v), e velp. (3.29b)
k=1

Les modes empiriques (TP;(:L)) " sont décrits en utilisant les fonctions de formes FEM

(N Z)f\iﬁ et la matrice de réduction A™ selon :

Ny,
(@)=Y Nix) A}, z e q. (3.30)
i=1

M
La base (1,DI(C")) est dite réduite car Mq(Ln) < N, et contient Mén) modes empiriques

relatifs au champ de déplacement sur  (Figure 3.1). Les variables d’état réduites rela-

M
tives au champ de déplacement sont les déplacements réduits (a]({:")) .
k=1

Il faut noter que 'approximation POD a un premier role en amont de la résolution de
I’équilibre. Appliquée au champ de déplacement, elle permet d’introduire la matrice de
réduction A™ dans la résolution de I’équilibre ce qui permet de calculer Mq(Ln) déplace-
ments réduits pour le ROM au lieu de N, degrés de liberté pour la FEM.
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FiG. 3.1: Méthode APHR. Représentation du champ de déplacement synchronisé sur le
domaine €2 et du champ de variables internes synchronisé sur le domaine €2

Reésolution restreinte au domaine tronqué Comme le ROM posséde Mé") dépla-
cements réduits au lieu de NV, degrés de liberté pour la FEM, 'hyper-réduction consiste
a introduire un Domaine Tronqué d’Intrégration (Truncated Integration Domain) (TID)
le ) contenant I'ensemble des variables internes sur lesquelles sont écrites Nu%n ) équa-
tions sélectionnées pour la résolution du probléme en base réduite (Figure 3.2). L’idée

est de recenser les conditions d’équilibre que 'on peut écrire sur le ), c’est a dire les
conditions relatives au champ de vitesse virtuel dont le support est sans intersection

)

avec l'extérieur de Q%n ) noté Q%n .

Le probléme est alors restreint au TID en utilisant une matrice diagonale Agl ) deduite

d’une matrice de troncature Zgl) de dimension Nugl) x N, définie par :

si ma(x)||Ni(m)||Q(n) =0, alors3 j € {1,...,Nu1(-?)} | an-?) =1, (3.31a)
20l m
si max [|Ni(a)] o0 > 0, alors Zn\Y =0V je{l,..., N}, (3.31b)
20l m
n n T n
AP =z .z (331c)

Les Nu%n ) équations sélectionnées sont telles que MQ(L") < Nu%n ) < N, afin de réduire la

aFQn
(a) Localisation du TID (b) Sélection des noeuds situés dans le TID

FIG. 3.2: Méthode APHR. TID 07"
)

complexité de la résolution du probléme. Toutefois, Nu%n doit rester tel que le probléme

reste bien posé ce qui impose que Mén) < Nuf-?).
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Formulation POD-Petrov-Galerkin La prévision hyper-réduite HPOD est dé-
terminée & ’aide de la formulation POD-Petrov-Galerkin. On introduit 1’espace fonction-
)

nel VI(InPo p relatif a la base réduite associée au champ de déplacement u et tronqué sur
Qqr défini par :

() - () M
Vit pop = span {’Pk }kzl ) (3.32)
ON
ou les modes empiriques tronqués (’l/)k >k_1 sont tels que leur support est réduit au
TID selon : -

~(n Nu
@) =3 Ni@) An) AY, zeq. (3.33)

i=1

Suivant une stratégie incrémentale, étant donné que seul 'intérieur du TID contribue &
la formulation du probléme et en écrivant 8FQI(-? ) = or2N Q{-? ), le probléme est formulé
avec ’approximation POD-Petrov-Galerkin & l'incrément courant v € Zp de la fagon

suivante :

Probléme 7 Trouver ugLI)DOD(~,'7) € UI(D%D tel que :

b (“%DOD”) =1l(v), Vv e VI(TnI)DOD’ (3.34)
avec !
b (wibonv) = [ €w): o (ufihop.2) o, (3.352)
II
l('v):/ v-fdQ+/ v-F dI. (3.35Db)
ol arQl

Ce probléme est résolu de facon itérative a ’aide d’un schéma de Newton-Raphson. En

notation matricielle avec 'approximation POD-Petrov-Galerkin, une itération permet de
déterminer les incréments de déplacements réduits 5a™ qui équilibrent le résidu R%}D HR

dans le systéme JE:])DHR da™ = —R%)DHR, ol J%)DHR désigne la matrice jacobienne

APHR déduite de la matrice jacobienne FEM selon :

n n T n
R(AJ)DHR = AW AR Rpp, (3.36a)
n n T n n
T e =AM AR Tppy - AT (3.36b)

L’utilisation de la formulation POD-Petrov-Galerkin pour ’assemblage de la matrice
de rigidité tangente et du résidu en base réduite conduit respectivement & une com-

2
plexité numérique de 'ordre de 2Mun) Nu%n ) + 2M1(Ln)wNugL ) pour le terme de gauche et

2M1§n) Nul(-? ) pour le terme de droite, ot w est la largeur de bande de la matrice jacobienne
FEM. L’utilisation de la formulation POD-Petrov-Galerkin entraine que numérique de
I’assemblage ne dépend pas de la dimension N, de ’espace des fonctions d’interpolation
lices & la discrétisation FEM.

La formulation tronquée des conditions d’équilibre représente par conséquent un gain

u

N

proportionnel &
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Comme les modes empiriques relatifs au champ de déplacement sont définis sur le do-
maine 2, la connaissance des déplacements réduits permet de définir le champ de dépla-
cement u sur le domaine 2 méme si les déplacement réduits sont calculés en utilisant les
modes empiriques tronqués définis sur le TID. Par contre, le champ de variables internes
z est partiel et connu uniquement sur le TID.

3.3.3 Extrapolation des variables internes

La prévision hyper-réduite HPOD permet de déterminer le champ partiel de variables

internes Z sur Q%n ). Le but est d’étendre ce champ sur le domaine le ),

Représentation approchée du champ de variables internes La représentation du
champ de variables internes z est une représentation approchée induite par la troncature
de la POD. Elle est donnée par :

z(m) ~ 20 (@), T € Q, v € Tp, (3.37a)

2 (@) Z 1 (@) b (v), z €Q, v € Ip. (3.37b)

MM
La base (u,i"))k . est dite réduite car MZ(") < N, et contient MZ(") modes empiriques

relatifs au champ de variables internes sur (Figure 3.1). Les variables d’état réduites
M
relatives au champ de variables internes sont les variables internes réduites (b]({:")) .

k=1
On introduit ’espace fonctionnel 2! 0) p relatif a la base réduite associée au champ de
variables internes z définis par :

MM
ZI(DO)D = span {u,g )}kZI . (3.38)

Il faut noter que ’approximation POD a un second role en aval de la résolution de
I’équilibre. Appliquée au champ des variables internes, elle permet d’utiliser la Gappy-
POD afin de réparer le champ de variables internes.

Gappy-POD du champ de variables internes Le champ de variables internes
z est un champ partiel calculé lors de I’équilibre hyper-réduit sur ng )1l est étendu
(n)
_ M
sur Q{-? ) selon la Gappy-POD en calculant les variables internes réduites (b](gn)> qui
minimisent la distance au sens des moindres carrés entre le champ partiel de variables

(n)

internes z sur le domaine 2’ et sa représentation approchée zggDOD a l'incrément
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courant vy € Zp (Figure 3.3) :

M 2
b(”)(fy) = argming- ||2(x,~y) — Z u,gn)(w) by, , (3.39a)
k=1 )
I
z%POD (z,7) Z py (v), ¢ € Ql(-?). (3.39b)

FiG. 3.3: Méthode APHR. Extrapolation des variables internes synchronisées sur le do-
maine €2 a U'extérieur du TID

3.3.4 Procédé de correction-enrichissement

Correction FEM  Aprés une prévision HPOD, deux indicateurs d’erreur sont calculés.

(n)

Le premier indicateur permet de vérifier la qualité de I’équilibre hyper-réduit sur Qp;” en

utilisant le résidu FEM tronqué sur le ) et deéfini par :

Rurem(y) =A™ Rppu(y). (3.40)

La qualité de I’équillibre est évaluée en utilisant la norme du résidu FEM Ry pgas tronqué
sur Q%n ) a Vincrément courant v € Zp selon :

N ArHR(Y) = || Rn FEM(’Y)HQl(_I")' (3.41)

n)

Le second indicateur la qualité du champ de variables internes sur Q%
champ de variables internes est évaluée en calculant la distance au sens des moindres car-

n)

rés entre le champ partiel de variables internes z sur le domaine Q}-I

. La qualité du

et sa représentation

approchée z?ﬁ;o p alincrément courant v € Zp selon :

1:(7) = ||Z(z,7) Z me @ - (3.42)
ol

St nuapHrR(Y) < €u [[Rureml,om (Vg et n:(v) < e:]z(z, 7)o, alors la
. . . . HPOD . H . H .
prévision du ROM est satisfaisante a 'incrément courant v € Zp. Sinon, une correction
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FEM durgn et 0zpgn est calculée.

Les parameétres €, et €, sont des tolérances. Le premier donne la tolérance d’erreur lors
de la résolution de I’équilibre hyper-réduit et l’autre donne la tolérance d’erreur sur le
champ de variables internes.

Si une correction FEM est exigée, suivant une stratégie incrémentale, le probléme est
formulé avec 'approximation FEM-Galerkin a l'incrément courant v € Zp de la fagon
suivante :

Probléme 8 Trouver uappr(-,7y) € Urpn tel que :

b(uapur,v)=1(v), Yv € Vrgy. (3.43)

Enrichissement L’enrichissement procédé dans la méthode APHR reste identique a
celui procédé dans la méthode APR. Toutefois, alors que la méthode APR procéde uni-

quement & ’enrichissement de ’espace VI(DHO) p» la méthode APHR procede & I'enrichisse-

ment de Vl(gno) p et Zl(gno) D-

Lorsqu’une correction FEM est calculée a un incrément, 1’état mécanique approximé du
systéme peut étre pris en compte pour enrichir ’espace généré par les bases réduites du
ROM en utilisant la correction FEM duppg,.

La premiére étape est de calculer le résidu 6u1% s de la projection orthogonale de duppys

sur VI(DnO) p défini & l'incrément courant v € Zp par :

Sugpy (@,7) = Suppy(x,v) — Stppy (T, ), © €L, (3.44a)
MM
Suppm(e,y) = > ¥ () 6a’(v), z €, (3.44b)
k=1
MM 2
da™ (y) = argming,- || duren(T,7y) — Z @b,&n)(ac) dag|l - (3.44c)
k=1 0

La seconde étape est d’enrichir VI(DHO) p en considérant un mode empirique supplémentaire

et des déplacements réduits additionnels.

M(")+1 M(")+1
o (nt3)\ " . i (nt3) )" y
La base réduite | v, et les déplacements réduits | a, associés
k=1 k=1
sont définis par :
n+1 n
e @) = (@), ke {1 u) e eq (3.45a)
n+2 dup
"3 () = ULLM(“’) z e (3.45D)
M [6urpn (@),
nt} n
oy D) = (e, ke {1 M) o, (3.460)
a(n+%) (1) =0, T €)0,7] (3.46D)
Mz(J,n)+1 ) 9 ) .
(n—i—%) — & 1 4
a () = ||0urem(®)| (3.46¢)

MM 41 Q
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ou Z, =]0, ] est I'absisse curviligne parcourue jusqu’a I'incrément courant v € Zp.

La troisiéme et derniére étape est de controler la taille de VI(DHO) p grace a la snapshot POD
en écrivant la matrice des corrélations temporelles.

La matrice des corrélations temporelles C("Jr%) associée au champ de déplacement est

symétrique, positive, de taille Mq(Ln) + 1 et s’écrit :

(n+3) _ -0 (n+3) (n+3)
o =%+ (0 e o (3.47a)
Yy
MY+
ST oo = aeM. (3.47D)

ot la matrice C° est une matrice de corrélation provenant d’un calcul précédent, et on

(n) (n)
M 41 .
('v(k)) et (A )2@1 1 sont les vecteurs propres et les valeurs propres associées de

k=1
la matrice C’(”+2).

) M£n+1) ) M£n+1)
La base réduite <¢§n+ )) - et les déplacements réduits <a§n+ )) - sont mis a
j= Jj=
jour selon :
MM 1 4
n+1 Z wkn vkj , x €9, (3.484a)
Mﬁ”)+1 (n41)
+1 n
"y = Y @ () o), T elo,q]. (3.48b)
k=1

Le méme traitement est appliqué a la base réduite relative au champ de variables in-

ML ML
ternes (u,(cn)) et les variables internes réduites associées (b,(cn))k . afin de détermi-

MmtD
z
et les variables internes réduites associées

ner la base réduite mise a jour <“1(€n+1))

)

3.3.5 Construction du TID

Le domaine € est divisé en deux ensembles complémentaires le ) et Qf—? ) o Qf—? ) tel
que :

oy =at vl uarua;. (3.49)

Le domaine ; est une région d’intérét et contient un ensemble d’éléments fixé par
I'utilisateur. Le domaine Qf contient des éléments tels que les chargements volumique f
et surfacique F' restent visibles.

Les domaines Qg”z ) et Q%nu) contiennent un ensemble d’éléments et sont construits par la
méthode APHR selon un procédé automatique en deux étapes.

Le domaine WIS[Z) contient Ng x M Z(") éléments pour lesquels les modes empiriques relatifs
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au champ de variables internes sont maximum selon :

MM
Wi, = | argmaxQ(u,(C") : (3.50a)
k=1
M
Wli = U argmaxa, ity u,in) , L>1, (3.50b)
k=1 .
nglz) = U Wlélz' (3.50c¢)
=1

) )

Le domaine lez est centré sur le domaine WISIZ et contient N couches d’éléments voisins.

e

Couche aprés couche, les éléments (e;), % sont testés et ajoutés s’il sont connectés a la
couche précédente selon :

Q. =wy, (3.51a)
sid (ei,Qﬁzl) =0, alors e; € QILIZ, (3.51b)
o) = anE, (3.51¢)

ot la fonction d mesure la distance entre un élément et un groupe d’éléments. Cette
distance est évidemment nulle lorsque 1’élément considéré est limitrophe du groupe d’élé-
ments.

Le domaine Wr([? contient Ng x Mq(Ln) éléments pour lesquels les gradients des modes
empiriques relatifs au champ de déplacement sont maximum selon :

(n)
Wi, = ) ramana(e () e (#)), ae)
k=1
M
WLU = kL;Jl argmaxQ\UL_lwﬁu (e (1,b,(€")) € (@b,(cn))), L>1, (3.52b)
Ng
Wi = wh,. (3.52¢)
=1

Le domaine leu) est centré sur le domaine WI(TZ) et contient (Np + 1) couches d’éléments

voisins. Couche aprés couche, les éléments (ei)f\fl sont testés et ajoutés s’il sont connectés
a la couche précédente selon :

0%, =W, (3.53a)
sid (ei, Qﬁ;l) =0, alors e; € Qﬁu, (3.53b)
Qi) = st (3.53¢)

Les parameétres d "hyper-réduction sont Ng et Ng. Le premier donne le nombre d’éléments
sélectionnés par mode et ’autre donne le nombre de couches d’éléments ajoutées.
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3.3.6 Algorithme incrémental

Selon une approche incrémentale, ’algorithme APHR est donné par ’algorithme 7.

Algorithme 7 Algorithme APHR adaptatif

M )
Charger I'éventuelle base réduite ( ,(Cn))k L I’éventuelle base réduite (u,(c"))k . et

I’éventuel TID Ql(-?)
pour i = 1 — N, faire

Calculer la prévision hyper-réduite HPOD afin de déterminer le champ de dépla-
)

cement ugll)go p(7v;) sur Q et le champ partiel de variables internes z(-,7;) sur Q%n
M
selon la formulation POD-Petrov-Galerkin avec la base réduite ( ,in)>

)

k=1
et étendre le champ de variables in-

_ M
ternes & Q7 selon la méthodologie Gappy-POD avec la base réduite (u](gn)

Calculer la projection Zg??o[)("')’z‘) sur Q%"

k=1
Calculer les indicateurs d’erreur 1,(7;) et n.(7y;) afin de vérifier la qualité de 1’équi-

libre hyper-réduit sur Q%" ) ainsi que la qualité du champ de variables internes sur Q%" )
sinapr(V:) < eul|Rureml o _ (Yi)llgm et n:(vs) < exl|Z(, 7)o alors
HP II II

Ecrire wapur(-,7y;) = ugz)vozv("%‘)

Ecrire ZAPHR(','YZ‘) = ZI_;LPOD(',")/Z-)
sinon
Calculer la correction FEM afin de déterminer la correction dupgps(-,7y;) 2
apporter au champ de déplacement sur € et la correction dzpgn(,7y;) & apporter
au champ de variables internes sur € selon la formulation FEM-Galerkin avec la base

M

réduite (4, e
Ecrire uapgr(-,7y;) = USL?J)DOD(',%) +durem(-,v;)
Ecrire zapur(-,7v;) = z%?or)(w%) +6zrem (5 v;)

op=0

Mz(J,n+1)
Enrichir VI(DnO) p et Zl(gno) p et mettre a jour les bases réduites (wl(gnﬂ))k et
=1
(n+1)
M

<“](<:n+1)> k:zl

Actualiser le TID Q%H)
fin si
fin pour

Cet algorithme était implémenté dans le code de calcul Z-set pour les théses de Cartel
et Vincent. Il a été modifié pour tenir compte des développements présentés dans ce
mémoire.



Chapitre 4

Désynchronisation de la méthode
APHR

Dans le cas des matériaux hétérogeénes, le comportement peut varier de facon im-
portante selon la phase considérée. Par conséquent, les transformations significatives ne
sont pas nécessairement corrélées dans les phases. D une part, les transformations signi-
ficatives dans chaque phases peuvent étre différentes. D’autre part, ces transformations
significatives peuvent éventuellement étre décalées dans le temps.

Or considérée de fagon isolée, certaines phases ont une évolution d’état moins complexe
que ’évolution de l’ensemble. Ainsi une mauvaise prise en compte des hétérogénéités
peut induire une complexité apparente superflue dans des phases. Afin de prendre en
compte ce phénomeéne dans l’analyse mécanique du systéme, et puisque les comporte-
ments élastoplastiques ont une complexité suffisante pour justifier que 'on cherche a
éviter de complexifier la représentation des variables internes, une décomposition des
variables internes par sous-domaine appelée décomposition désynchronisée est proposée
dans le cas des matériaux hétérogenes.

La méthode APHR désynchronisée propose une formulation multi-niveaux désynchro-
nisée sur ’ensemble des sous-domaine désynchronisé (Qr)le qui coincident par défaut
avec les phases du matériau. Toutefois, chaque phase peut éventuellement étre resubdivi-
sée en sous-domaines. La méthode APHR désynchronisée repose sur une hyper-réduction
désynchronisée. Par opposition, la méthode APHR. présenté au chapitre 3 est maintenant
désignée sous le nom de méthode APHR synchronisée.

Ce genre de traitement des données est inspiré du clustering [134, ) , 59, , 69]
et des méthodes de champ de transformation développées en homogénéisation pour la
mécanique des matériaux |96, 97| qui proposent un traitement des variables internes par
phases.

Ce chapitre présente tout d’abord un exemple analytique simple sur une barre hétéro-
géne afin de montrer 'intérét de la décomposition par phase. Deux apports se dégagent
des développements apportés a la méthode APHR désynchronisée : I'extrapolation et
I’enrichissement des variables internes par sous-domaine et la construction du TID par
concaténation de sous-TID construits sur les sous-domaines désynchronisés. Les résul-
tats de la méthode APHR désynchronisée par sous-domaine sont illustrés a I'aide d’un
exemple simple sur une plaque multi-perforée et montrent une nette amélioration des
résultats de calcul.

43
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4.1 Etude analytique préliminaire d’une barre hétérogéne
en traction-compression
4.1.1 Formulation du probléme
Le systéme étudié est une barre hétérogéne sollicitée en traction pure par un dépla-

cement imposé ug au point M; (Figure 4.1).

'u.‘;(f) = gt
—>

e N N .

Ly Lo Lo

FiG. 4.1: Systéme hétérogene sollicité en traction-compression

La barre est constituée de deux phases élastoplastiques. La plasticité est décrite par un
écrouissage isotrope linéaire. La premiére phase est notée phase A et autre phase B. La
phase A occupe le domaine compris entre My et M. La phase B est une inclusion qui
occupe le domaine compris entre My et Ms.

L’objet de cette étude analytique est I’évolution du champ de déplacement u(z,t) et du
champ de déformation élastique pour un chargement monotone croissant tel que ug(t) =
vq t. On suppose que L1 = 2 Lo et la longueur totale Lr est telle que Ly = Ly + 2 Lo.
La durée de chargement est choisie arbitrairement égale a deux fois la durée de la trans-
formation purement élastique soit T'= 2 t,.

Dans la phase i (i = A, B), la limite d’élasticité est o). Le module d’¢lasticité est
uniforme et noté E et le module d’écrouissage isotrope linéaire est uniforme et noté H.
L’aire de la section droite est uniforme et notée S. On note €., €,; et o; le champ
de déformation élastique, le champ de déformation plastique et le champ de contrainte
respectivement. Le champ de déformation dans la phase B est uniforme. Le champ de
déformation dans la phase A n’étant pas uniforme : sa valeur & gauche de M; est notée
€Aq €t sa valeur a droite est notée €4;. De fagon similaire sont introduits €. aq; €p Aa, T Aq,
€e Abs €p Ab €0 O 4p-

Le comportement élastique et plastique a écrouissage isotrope linéaire des différentes
phases est décrit par les équations ci-dessous (i = Aa, Ab, B) :

€i(t) = €ei(t) + €pi(+, 1), t €]0,T7, (4.1a)

oi(-,t) = Eeoi(-,t), t €]0,T), (4.1b)

o3 (-, 1) — oY — H p;(-,1) <0, t €]0,T], (4.1c)

épi(- 1) a.i(t) >0, t €]0, T, (4.1d)

épi(- 1) (|loi(- 1) — o) — H pi(-,t)) = 0, t €]0,T], (4.1e)
pi(-,t) = |éi(-,t)], t €]0,T], (4.1f)

epi(-,07) =0, (4.1g)

pi(-,07) = 0. (4.1h)
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L’équilibre de la structure est donné par :
oap(-,t) —op(-,t) =0, t €]0,T]. (4.2)

La condition de compatibilité des déformations afin que le champ de déformation corres-
ponde & un champ de déplacement est donnée par :

Ly epq(yt) + Lo €ap(-,t) + Loep(-,t) =0, ¢ E]O,T], (4.3a)
L1 €aq(,t) = uy(t), t €]0,T]. (4.3b)
Le champ de déplacement est donné par :
€aa(, ) T si0<ax <Ly, (4.4a)
u(z, ) = < €aq(x, ) L1 + eap(z, ) (x — Lq) si L1 <x < Lqi+ Lo, (4.4b)
ep(x, ) (x — L1 — 2 Lo) si Ly + Lo <z < Lp. (4.4c)

Dans la suite, on s’intéresse a la décomposition du champ €, par la snapshot POD. Le
champ de déformation élastique est définie par morceaux :

€cAa(t)  si0<az <Ly, (4.5a)
€e(x,-) = ¢ € ap(-,t) si L1 <x<Ly+ Lo, (4.5b)
€e B(‘,t) si L1 + L2 <z < LT. (4.5C)

4.1.2 Solution du probléme mécanique dans le cas d’un matériau ho-
mogene

Les équations du cas homogenes sont déduites des équations ci-dessus en considérant
I’hypothése 091 = U%. La solution est décrite en deux pas de temps séparés par l'instant
te @ la structure est complétement élastique jusqu’a te.

Pour t < t., la solution est la suivante :

aalt) = B4 0.1, (4.6a)
Ly
oa(,t) =—-F ud—](j;) t €0, t.], (4.6b)
on(t) = —B Y 404, (4.6¢)
Lo
ena(t) = 2B 4040, (4.6d)
Ly
() = —Zdé?, £ €0, 1], (4.6¢)
_ ua(t)
n(1) =~ 1€l (4.6f)
etap(t) =0, t €]0, 2], (4.6g)
EAbp( ,t) =0, t E]O,te], (46h)
epp(-t) =0, t €]0,t,], (4.61)
o= Zats (4.6]
e = .6j)
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L’égalité Ly = 2 Ly est choisie pour que la limite d’élasticité soit atteinte en méme temps
a gauche et & droite du point M; dans le cas d’'un matériau homogeéne.
Pour t > t., la solution est la suivante :

T aal-t) = 09 + HH+EE (“z(f) - %) ,t € [te, T), (4.7a)
oap(-,t) = —0% — HH+EE (“z(lt) - %) b€ [te,T), (4.7b)
on(t) = —0f — HH+EE (“z(lt) - %) te [t T, (4.7¢)

aal(t) = “Z(lt), tefte,T), (4.7d)

eap(-t) = —Zd](fz), t € [te, T, (4.7e)

en(t) = —ng), t € [te, T), (4.7)

Eaap(t) = HfE (uz(lt) - %) L te [te, T), (4.7g)
eanp(+1) = —HfE (“z(lt) _ %) teftT), (4.7h)
enp(t) = _H—EirE (“z(lt) - %) L te fte, T), (4.71)

oaa(,2te) = <1+ HiIE> oY, (4.8a)
oan(-,2te) = — (1 + HiIE> oY, (4.8b)
op(-,2t,) = — (1 + Hi{E> oY, (4.8¢)
€aa(,2te) = % (4.8d)

eap(,2te) = —%, (4.8e)

es(-,2t,) = % (4.8f)

Capl2te) = s T, (4.5¢)
eaop(2t.) = —Hf - % (4.8h)
eno(n2t,) = ——2 7 (4.81)
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4.1.3 Décomposition des déformations élastiques dans le cas d’un ma-
tériau homogéne

La snapshot POD est menée en considérant deux échantillons du champ de déforma-
tion élastique : le premier en t = ¢, et 'autre en ¢t = 2 t.. Les modes empiriques (uk)izl
sont cherchés sous la forme d’une combinaison de ces deux échantillons selon :

pr(x) = €o(x,te) big + €e(x, 2 te) bo, 0 < x < L. (4.9)

La matrice de covariance C' s’écrit donc :

Lr Ly
/ €e(x,te) €c(x,te) do / €e(x,te) €c(x,2t.) dx
% % . (4.10)
/ €e(x,te) €c(x,2t.) da / €e(x,21,) €c(x,2 te) do
0 0

Le calcul des termes de C donne :

C =

O'O 2
Cll = LT <EA> s (4.11&)
0\ 2
_ oA H
0\ 2 2
_ oA 1
Co = L7 (E > <1 + H—I—E> . (4.11C)

Dans ce cas il n’y a qu'un unique mode empirique relatif a la seule valeur propre non
nulle \; associée au vecteur propre b; :

H
bl =]1 1 , 4.12
! [ +E+H] (4.12a)
o0\ 2 H 2
M=1Lp (4 1+ (1 . 4.12b
! T(E) +<+E+H> (4.12b)
Le mode empirique p; s’écrit :
H 2 0%
-4 i0<z< :
<1+<1+E+H>> 7 si0<ax< Ly, (4.13a)
p(x) = N
i1+ E 94§ L <a<Ly (4.13b)
E+H E - ' '

I1 faut noter qu’un unique échantillon est nécessaire car I’étape purement élastique (¢t <
te) est linéaire et ’étape plastique également (¢t > t.).

4.1.4 Solution du probléme mécanique dans le cas d’un matériau hé-
térogéne

L’inclusion B est supposée plus dure que la matrice A en considérant U% > 094.
La phase élastique demeure identique et la définition de ¢, reste inchangées. C’est donc
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la phase A qui atteint la premiére la limite d’élasticité 091 alors que U% est supposée
suffisamment grand pour qu’il n’y ait pas de plasticité en ¢ =T dans la phase B.

Pour t > t., la solution est la suivante :

oaalst) = o+ (M%) ey
o) =g (M0 %) ey
onlet) =~y (%) e )
aal 1) = uz(lt), t € [te, T),

en(t) = QHH+E “2(;) +%> te [t T,
app(st) = — E w2 o, t € [te, T},

2H+E L, 2H+E
egp(-t) =0, t € [te, T).

Pour t = 2 t,, la solution est la suivante :

oaa(+,2te) = 2;:5 o9,

oap(+,2te) ggig %

75(,21) = ~5 2 oh,

€aa(2te) = %,

ean(2te) = 4294 +2HH+E (42% %>
en(21c) = 2HH+E (42% %)
€Aap(2te) = HUEE’

a2 ) =~ b,

(4.14a)
(4.14D)
(4.14c)
(4.14d)
(4.14e)
(4.14f)
(4.14g)

(4.14h)
(4.14i)

(4.15a)
(4.15Db)
(4.15¢)
(4.15d)

(4.15¢)
(4.15f)

(4.15g)

(4.15h)
(4.151)
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4.1.5 Décomposition des déformations élastiques dans le cas d’un ma-
tériau hétérogéne

La snapshot POD est menée en considérant deux échantillons du champ de déforma-
tion élastique : le premier en t = t, et 'autre en ¢t = 2 t.. Les modes empiriques (,uk)zzl
sont cherchés sous la forme d’une combinaison de ces deux échantillons selon :

pr(x) = eo(x,te) big + €e(x, 2 te) bo, 0 < x < L. (4.16)

La matrice de covariance C' s’écrit donc :

/g@eng)eext [:T Jelw2t)dr | .
/OT (@ t) el 2 1) da /OT (2,24,) eo(z, 2 1,) da

Le calcul des termes de C donne :

C =

a9\°
Cu=Lr <EA> ; (4.18a)
0\ 2
o9, 2H+E AH+E
=| = L ———+2Ly ———— 4.1
Cr2 <E> <1H+E+ 2 SH+E (4.18b)

—

0\ 2 2 2
o= (%) ( (PEEY o, ($H2E) ) "
E H+FE 2H+E
L’hétérogénéité fait apparaitre deux modes modes empiriques relatifs a deux valeurs
propres non nulles. Les déformations élastique ne sont plus synchrones dans les deux
phases.
Or, seul un mode de déformation uniforme suffit dans la phase B considérée seule. Par
conséquent la phase B considérée seule voit des déformations élastiques synchrones. Cela
permet d’illustrer qu'une mauvaise prise en compte des hétérogénéités peut induire une
complexité apparente superflue dans la phase B et que ce phénoméne est trés sensible

E
aux variations de limite d’élasticité si ’écrouissage est de 'ordre de —. Il faut également

noter que la forme du premier mode est modifiée dés que l'inclusion est plus dure car le
T

vecteur | 1 1+ n’est plus un vecteur propre de la matrice C.

E+H

4.1.6 Décomposition par phase des déformations élastiques dans le cas
d’un matériau hétérogéne

Les comportements élastoplastiques ont une complexité suffisante pour justifier que
I’on cherche a éviter de complexifier la représentation des variables internes de ces mo-
déles. L’objet de cette étude est de montrer l'intérét de réaliser une décomposition par
phase des variables internes. Les transformations significatives ne sont plus cherchées de
fagon synchrone dans I’ensemble des deux phases. C’est ce que ’on appelle une approche
désynchronisée de la décomposition.

La snapshot POD est menée en considérant deux échantillons par phase du champ de
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déformation élastique : le premier en t = t. et 'autre en ¢ = 2 t.. Pour chaque phase

. .. ; 2 ..
(i = A, B), les modes empiriques ((Z) uk) w—q sont cherchés sous la forme d’une combinai-
son de ces deux échantillons selon :

@ () = De(z,te) Doy + Deo(a,2t,) Dby, 0 <z < L. (4.19)

La matrice de covariance ‘Y C s’écrit donc :

Li+Lo Li+Lo
Deo(z,te) De, (2, t,) da Deo(z,te) Deg(z,2t,) da
We=| ]
1+L2 1+L2
/ De(2,t.) De,(z,2t.) dx / Deo(z,2t.) De(2,2t,) da
0 0
(4.20)
Le calcul des termes de (Y C donne :
o0\ 2
(A)CH = (Ll + Lg) (f) s (421&)
0\ 2
2H+ FE 4H+FE
Weop=(24) (L L 421b
12 <E> <1H+E+22H+E ’ (4:21D)
0N 2 2 2
Do = (4Y (f, (PEEEN p (2HEE 421
Co <E><1<H+E +22H+E . (4.21c)
Il reste deux modes empiriques significatifs dans la phase A.
La matrice de covariance B)C s’¢écrit donc :
LT LT
/ Bleo(z,te) Pleo(x,te) da / Bleo(z,te) Ple(,2t.) da
BC = Li+Lo Li+Lo
SG:) (B) BG:) (B)
ce(x,te) Tec(x,2t.) dx €e(x,2te) Wee(x,2te) da
Li+1Lo Li+Lo
(4.22)
Le calcul des termes de (B)C donne :
o0\ 2
(B)Cll = L2 <—A> s (4.23&)
E
W, g, (P4 AHLE (4.23b)
12 — L2 B 2 H + E’ .
0\ 2 2
B, 1, () (HLE
022 L2 <E> <2H—|—E . (4.23C)

Dans ce cas il n’y a qu’'un unique mode empirique relatif & la seule valeur propre non
(B))\; associée au vecteur propre (B)b; :

(B)blT =11 AH+E 7 (4.24a)
2H+FE

0\ 2 2
AH+E
B\, = L, <_Ué4> (1 4 <72 H1E> > : (4.24b)

nulle
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4.2 Méthode APHR désynchronisée

La méthode APHR désynchronisée apporte quelques développements afin de prendre
en compte le fait que les transformations significatives ne sont pas nécessairement corré-
lées dans les phases et que certaines phases considérées de fagon isolées ont une évolution
d’état moins complexe que 1’évolution de ’ensemble.

La méthode APHR désynchronisée présente deux apports :

(i) une construction par sous-domaine du TID,
((ii) un traitement par sous-domaine du champ de variables internes.

La méthode APHR désynchronisée reste une méthode a priori car elle ne nécessite aucune
donnée initiale pour mener une simulation. Toutefois, tout comme dans le cas synchro-
nisé, la méthode APHR, désynchronisée peut également exploiter des snapshots ou des
bases réduites issues de simulations précédentes en adoptant une démarche a posteriori.
Dans ce dernier cas, la méthode APHR désynchronisée non adaptative nécessite une base
réduite relative au champ de déplacement u et R bases réduites relatives au champ de
variables internes z définies sur les R sous-domaines désynchronisés (Qr)le.
Dans le cas d’une stratégie adaptative, le ROM est évolutif. La méthode APHR désyn-
chronisée fournit d’abord une estimation hyper-réduite HPOD du champ de déplacement
u & approcher. Cette estimation hyper-réduite difféere dans la méthode désynchronisée
uniquement par la fagon de construire le TID : c’est le premier apport de la méthode.
Puis, le champ de variables internes partiel Z est étendu & ’extérieur du TID de fagon
désynchronisée : c’est le second apport de la méthode. Cette estimation hyper-réduite
HPOD est éventuellement corrigée par un calcul FEM. Plus précisemment, si & la fin d’un
incrément, la précision de la prévision HPOD est insuffisante, I’état mécanique corrigé
par la FEM est utilisé pour enrichir la base réduite associée au champ de déplacement
u et les bases réduites associées au champ de variables internes z d’un mode empirique
de facon désynchronisée : c’est encore le second apport de la méthode.

La méthode APHR désynchronisée est définie sous la discrétisation induite par la FEM.
Le maillage FEM introduit N, degrés de liberté situés aux noeuds et N, variables in-
ternes situées aux points de Gauss des N, éléments. La discrétisation FEM n’est pas
nécessaire pour décrire les concepts de la méthode APHR désynchronisé mais ce cadre
permet de simplifier la notion d’hyper-réduction désynchronisée.

4.2.1 Description de la représentation multi-niveaux désynchronisée

La méthode APHR désynchronisée adaptative fournit des estimations en sommant si
besoin une correction FEM a la prévision du ROM. Les variables d’état réduites issues
de la POD étant globales et les variables d’état FEM étant locales, les approximations
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proposées sont multi-niveaux selon :

u(a},'y) ~ uAPHR(w77)7 T Qa Y E IP7 (4253“)
wapir(®,7) = Wrhop(@,7) + Suppy(@,7), T€Q, v €Tp,  (4.25D)
R
z = (mz) o (4.25¢)
R
ZAPHR = <(T)ZAPHR> 0 (4.25d)
(T)Z(m77) ~ (T)ZAPHR(m)7)7 HAS QTa o aS IP, (4256)
n » (1) R
2hop = (( )zHPOD>T:17 (4.25f)
(r) R
6ZFEM = ( 6zFEM)r—17 (4.25g)
"2 aprr(z,v) = (T)ZEZ;J)DOD(%’Y) +ozrpm(x,vy), x €y, v €Ip. (4.25h)

La méthode APHR désynchronisée introduit la décomposition par phase du champ de
variables internes sur ’ensemble des sous-domaines désynchronisés (Qr)le et 'exposant
()0 est introduit pour donner la nature du sous-domaine.

La méthode APHR désynchronisée préserve le caractére évolutif des modes empiriques.
Par conséquent, ces modes empiriques caractéristiques de la transformation sont modifiés
durant le traitement incrémental du probléme mécanique et I'exposant O™ est introduit
pour donner la version du ROM.

4.2.2 Prévision hyper-réduite HPOD désynchronisée

La méthode APHR désynchronisée exploite une représentation approchée a I’aide de
bases réduites POD et une formulation tronquée des conditions d’équilibre qui découle
de I’hyper-réduction désynchronisée. Ce point difféere de la méthode APHR synchronisée
de par la construction du TID par sous-domaine.

Représentation approchée du champ de déplacement La méthode APHR désyn-

w

chronisée introduit a 'ordre Ml(bn) des fonctions de forme (@b,(cn)) reliées au champ

M B
de déplacement u par les déplacements réduits (a,&n))k . Le champ de déplacement u

s’écrit donc de la fagon suivante :

w(x,y) ~ ullh (@), T €Q, v € Ip. (4.26a)
M

ugg)OD(a:,'y) = Z w,in) (x) a,gn) (), x €, veIp. (4.26Db)
k=1

M
Les modes empiriques (1,b,(€")) sont décrits en utilisant les fonctions de formes FEM

(N Z)f\iﬁ et la matrice de réduction A™ selon :

(@)=Y Ni(x) A}, z e q. (4.27)
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M
La base ('l,b](gn)) est dite réduite car Ml(bn) < N, et contient ngn) modes empiriques

relatifs au champ de déplacement sur Q (Figure 3.1). La représentation du champ de dé-
placement est dite synchronisée sur €} car une unique base réduite est considérée afin de
décrire le champ de déplacement sur le domaine §2. Les variables d(’é)tat réduites relatives
au champ de déplacement sont les déplacements réduits (a](:) i .

Il faut noter que 'approximation POD a un premier role en arkn:olnt de la résolution de
I’équilibre. Appliquée au champ de déplacement, elle permet d’introduire la matrice de
réduction A™ dans la résolution de équilibre ce qui permet de calculer ngn) déplace-

ments réduits pour le ROM au lieu de N, degrés de liberté pour la FEM.

£,
[ YoR
D05
1,

Fic. 4.2: Méthode APHR désynchronisée. Représentation du champ de déplacement
synchronisé sur le domaine 2 et du champ de variables internes désynchronisé sur le
domaine 2

Reésolution restreinte au domaine tronqué Comme le ROM posséde Mén) dépla-

cements réduits au lieu de N, degrés de liberté pour la FEM, 'hyper-réduction consiste
a introduire un domaine tronqué d’intrégration (Truncated Integration Domain) (TID)

Q{-? ) contenant I'ensemble des variables internes explicatives sur lesquelles sont écrites

Nugl ) équations sélectionnées pour la résolution du probléme en base réduite (Figure 4.3).
Ce point différe de la méthode APHR synchronisée uniquement par la construction du

TID par sous-domaine détaillée ultérieurement. L’idée est toujours de recenser les condi-

tions d’équilibre que 'on peut écrire sur Q{-? ), c’est & dire les conditions relatives au

)

champ de vitesse virtuel dont le support est sans intersection avec ’extérieur de Q%n
noté Q%" ).
Le probléme est alors restreint au TID en utilisant une matrice diagonale Agl ) deduite

d’une matrice de troncature Zgl) de dimension Nugl) x N, définie par :

si max [N(@)||qe =0, alors 3 € {1, e NPy |z =1, (4.284)
zen n
si ?%HNZ'(“’)”Q%") >0, alors Zn\y) =0V j € {1,.., Nuii'}, (4.28b)
TCioyy
T

A = z0" L z0) (4.28¢)
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aF'QI'I

(a) Localisation du TID (b) Sélection des noeuds situés dans le TID

FIG. 4.3: Méthode APHR désynchronisée. TID Q7

Les Nu%n ) équations sélectionnées sont telles que MQ(L") < Nu%n ) < N, afin de réduire la
n)

complexité de la résolution du probléme. Toutefois, Nu%

reste bien posé ce qui impose que Mén) < Nugl).

doit rester tel que le probléme

Formulation POD-Petrov-Galerkin La prévision hyper-réduite HPOD est dé-
terminée & 'aide de la formulation POD-Petrov-Galerkin. On introduit ’espace fonction-
nel VI(TnI)DO p relatif & la base réduite associée au champ de déplacement u et tronqué sur
Qqr défini par :

(n) n) M( n)
Vit pop = span {"Pk }kzl ) (4.29)
R
ou les modes empiriques tronqués (’l/)k ) sont tels que leur support est réduit au
TID selon : -
ZN ) ApY AWz eq. (4.30)

Suivant une stratégie 1ncrementale, étant donné que seul l'intérieur du TID contribue &
la formulation du probléme et en écrivant 8FQ§I" ) = or2N le ), le probléme est formulé
avec 'approximation POD-Petrov-Galerkin & l'incrément courant v € Zp de la facon

suivante :

Probléme 9 Trouver ugll)DOD(yy) € Z/II(D%D tel que :

b (ugI)DOD’v) =1(v), Yo € V{hop, (4.31)
avec :
b (ug-?BDOD’ ) = /Q(") €(v): o (uglj)aopag) ds2, (4.32a)
II
l(v):/ v-fdQ+/ v-F dI. (4.32Db)
ol arQl

Ce probléme est résolu de facon itérative a 1’aide d’un schéma de Newton-Raphson. En
notation matricielle avec 'approximation POD-Petrov-Galerkin, une itération permet de
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déterminer les incréments de déplacements réduits da™ qui équilibrent le résidu R%)D IR

dans le systéme J%)DHR sa = —REXLI)DHR, ol J%)DHR désigne la matrice jacobienne

APHR déduite de la matrice jacobienne FEM selon :

n T n
RY =AM A Rppy, (4.33a)
n n T n n
JE‘U)DHR: (n) A%)JFEMA( ) (4.33b)

L’utilisation de la formulation POD-Petrov-Galerkin pour ’assemblage de la matrice
de rigidité tangente et du résidu en base réduite conduit respectivement & une com-

2
plexité numérique de 'ordre de 2M£n) Nugl ) + QMQ(Ln)wNul(-? ) pour le terme de gauche et

2M£n) Nu%n ) pour le terme de droite, ol w est la largeur de bande de la matrice jacobienne
FEM. L’utilisation de la formulation POD-Petrov-Galerkin entraine que numérique de
I’assemblage ne dépend pas de la dimension N, de ’espace des fonctions d’interpolation
lices & la discrétisation FEM.

La formulation tronquée des conditions d’équilibre représente par conséquent un gain

. N u
proportionnel & ——

Comme les modes é-[mpiriques relatifs au champ de déplacement sont définis sur le do-
maine €2, la connaissance des déplacements réduits permet de définir le champ de dépla-
cement u sur le domaine {2 méme si les déplacement réduits sont calculées en utilisant les
modes empiriques tronqués définis sur le TID. Par contre, le champ de variables internes
z est partiel et connu uniquement sur le TID.

4.2.3 Extrapolation désynchronisée des variables internes

La prévision hyper-réduite permet de déterminer le champ partiel de variables in-

)

ternes Z sur Q{-? ). Le but est d’étendre ce champ sur le domaine ng . La représentation

. . . . ~ \R . .
désynchronisée du champ partiel de variables internes z = ((’")z)r:1 est introduite afin de
permettre une extrapolation de variables internes sur chaque sous-domaine désynchronisé
tronqué Q%) N Q.

Représentation approchée du champ de variables internes La représentation

. . . R .
désynchronisée du champ de variables internes z = ((’")z)T:1 est une représentation
approchée induite par la troncature de la POD. Elle est donnée par :

(r)z(%’Y) ~ (T)zg])DOD(:Ba"Y)? T e QT? v E IP? (434&)
(T)Min)
(1) 7y, () 7))
") zppop(@,7) = Z O (@) Do (y), @€ Qp, v € Ip. (4.34b)
k=1
O ™ oy ()
La base réduite (muk ) B est dite reduite car (WM."” <« N;" et contient ("M

modes empiriques relatifs au champ de variables internes sur €2, (Figure 4.2). La re-
présentation du champ de variables internes est dite désynchronisée sur {2 car une base
réduite est considérée afin de décrire chaque composante scalaire du champ de variables
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internes sur chaque sous-domaine désynchronisé €2,.. Toutefois, la notation ne distingue
pas chacune des composantes scalaires du champ )z afin de ne pas surcharger ce mé-
moire. Les variables d’état réduites relatives au champ de variables internes sont les

- - L, - n z . . L
variables internes réduites (mb}f )) sur chaque sous-domaine désynchronisé €2,..
=1
Dans une matériau hétérogéne, les phénomeénes temporels peuvent étre complétement dé-
correlés d’une phase & ’autre. La représentation désynchronisée du champ de variables
internes assure que les transformations significatives sont décrites d’une fagon indépen-
dante sur chaque sous-domaine. Par conséquent, un nombre de modes empiriques est

considéré sur chaque sous-domaine désynchroniseé.

R
On introduit les espaces fonctionnels ((’")Zgl% D) relatifs aux bases réduites associées
r=1

au champ de variables internes z définis par :

) 2™ (M

ZpoHp = span { L, }kZI . (4.35)
Il faut noter que ’approximation POD a un second role en aval de la résolution de
I’équilibre. Appliquée au champ des variables internes, elle permet d’utiliser la Gappy-
POD afin de réparer par sous-domaine le champ de variables internes.

Gappy-POD du champ de variables internes Le champ de variables internes z
est un champ partiel calculé lors de I’équilibre hyper-réduit sur Q{-? ) 1l est étendu sur ng )

selon la, Gappy-POD en calculant par sous domaine désynchronisé les variables internes

n (T)Min)
réduites <(’")b,$f ))

qui minimisent la distance au sens des moindres carrés entre le

)

champ partiel de variables internes (Vz sur le domaine ng N Q, et sa représentation

approchée (’”)Z%J)DO p alincrément courant v € Zp (Figure 4.4). La mise en oeuvre de la
Gappy-POD est restreinte a chaque sous-domaine (Q,n)f:1 selon :

)t 2
05" () = argminy | Vz(@y) — Y O (@) On . (4.36a)
h= oMnq,
(T)Mi”)
Ozrop@y) = 3 Ou@) Db (), e Q) N, (4.36b)
k=1

Chaque domaine 2, doit rester visible sous le masque du TID afin de permettre ’extra-
polation des variables internes (Figure 4.4). Ce point est automatiquement assuré de par
la construction du TID par sous-domaine désynchronisé.

™
(n)) M,

Comme une base réduite ((7‘) Hny, est dédiée a chaque sous-domaine désynchro-

nisé )., extrapolation des variables internes sur le domaine sur le domaine Q% 'n Q,
est attendue de meilleure qualité.

(n)

Etant donné le nombre de variables internes ") N .11 dans le sous-domaine €2, N ng ), le
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DQI
Ha,
[1Q,
0,

FiG. 4.4: Méthode APHR désynchronisée. Extrapolation des variables internes désyn-
chronisées a ’extérieur du TID

colit numérique de la résolution des systémes linéaires liés a ’extrapolation par Gappy-
R
2
POD sur le domaine €2 est de 'ordre de Z (’")NZI(—?)

r=1
désynchronisée. En comparaison, le cotit numeérique de cette résolution est de 'ordre de

dans le cas d’une représentation

R
<Z "N Zl(—? ) dans le cas d’une représentation synchronisée.
r=1

Le colt numérique de ’extrapolation des variables internes est plus faible en désynchro-
nisant la représentation des variables internes. La desynchronisation de la représentation

R 2
)

r=1

R
Z (’”)Nzglh
r=1

des variables internes représente par conséquent un gain proportionnel &

4.2.4 Procédé de correction-enrichissement désynchronisé

Correction FEM désynchronisée Aprés une prévision HPOD, deux indicateurs
d’erreur sont calculés.
Le premier indicateur permet de vérifier la qualité de I’équilibre hyper-réduit sur Q{-? ) en

utilisant le résidu FEM tronqué sur Q% ) et défini par :

Rurem(y) =AM Rppu(y). (4.37)

De la méme fagon que dans le cas synchronisé, la qualité de I’équillibre est évaluée en
utilisant la norme du résidu FEM Ry g tronqué sur Qf—? ) a l'incrément courant v € Zp

selon :
N ArHR(Y) = || Rn FE‘M(’Y)HQl(_I")' (4.38)

Le second indicateur la qualité du champ de variables internes sur ng ) La qualité du

champ de variables internes est évaluée en calculant la distance au sens des moindres

, . . . ~ . n 2
carrés entre le champ partiel de variables internes z sur le domaine Ql(-[) et sa représen-

(n)

. 4 n . . " -, .
tation approchée zy;p, . En raison du traitement désynchronisé du champ de variables
internes, cette distance est évaluée par sous-domaine en calculant les distances au sens des
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moindres carrés entre le champ partiel de variables internes )z sur le domaine Q% ) N,

et sa représentation approchée (’“>z§_’}}0 p a l'incrément courant v € Zp selon :

(T)Min)

On(y) = ||Pz@,qy) - Y @ (4.39a)
k=1

(4.39D)

Si nuapur(Y) < eul[Rureml,em  _ (Mg et n:(v) < e:l[2(m,v)[lgm, alors la
HPOD II II

prévision du ROM est satisfaisante a 'incrément courant v € Zp. Sinon, une correction

FEM durgn et 0zpgn est calculée.

Les parameétres €, et €, sont les mémes tolérances que dans le cas synchronisé. Le premier

donne la tolérance d’erreur lors de la résolution de I’équilibre hyper-réduit et ’autre donne

la tolérance d’erreur sur le champ de variables internes.

Si une correction FEM est exigée, suivant une stratégie incrémentale, le probléme est

formulé avec 'approximation FEM-Galerkin a l'incrément courant v € Zp de la fagon

suivante :

Probléme 10 Trouver uapur(-,7y) € Urewm tel que :

b(uapur,v)=1(v), Yv € Vrgy. (4.40)

Enrichissement désynchronisé L’enrichissement est mené de la méme fagon que
dans le cas synchronisé pour le champ de déplacement. Par contre pour le champ de

variables internes, ’enrichissement est effectué par sous-domaine en considérant les cor-

. R
rection ((T)észM) 1

Lorsqu’une correction FEM est calculée & un incrément, I’état mécanique du systéme
peut étre pris en compte pour enrichir ’espace généré par les bases réduites du ROM en
utilisant les corrections FEM dupga et Mézpmus.

La premiére étape est de calculer le résidu 6u1% s de la projection orthogonale de duppys

sur VI(DnO) p défini & l'incrément courant vy € Zp par :

Surpy(®,v) = durpm(x,v) — durpym(z,v), T € Q, (4.41a)
M
dturppn(x,y) Z 1,bk 5ak ( ), T €Q, (4.41b)
M 2
5a™ () = argming,« || Surppy (,7) Z @bk x) dag| . (4.41c¢)

Q



4.2. METHODE APHR DESYNCHRONISEE 59

De la méme fagon, le résidu (T)(Sz;EM de la projection orthogonale de " zppy sur

Wz% p est défini & I'incrément courant v € Zp par :

(r) (r)

dzrem(x,y) — Vézppm(m, ), ®€Q,  (442a)
(T)ME")

1
0zppy(T,y) =

Oszppu@y) = Y. Ou@) Doby (), € Q,  (4.42b)
k=1
(1 s 2
56" (7) = argming gy |6z ppar(@,~) — Z O™ @) Oopr|l . (a420)
Q

(n)

La seconde étape est d’enrichir Vp, ) en considérant un mode empirique supplémentaire

et des déplacements réduits additionnels.
(n)
. (1)) M . ()M
La base réduite P et les déplacements réduits associés | a, *
k=1 k=1
sont définis par :

ntl n
@b;(c (@) = (@), ke {1, ...,MQ(L”)}, T € Q, (4.43a)
1 1
U3 (@) = (sufE—M(m), z € Q. (4.43D)
Ml [6ur ()],

al(€n+%)(7-) = a,g”)( ), k€ { M(”)}, T €]0,7], (4.44a)
ag;;fi(ﬂ =0, 7 €)0,7], (4.44D)
"3 ) = |suten@) (4.440)

ou Z, =]0, 7] est I'absisse curviligne parcourue jusqu’a I'incrément courant v € Zp.

De la méme facon, ’espace (’")Z% p est enrichi en considérant un mode empirique sup-
plémentaire et des variables internes réduites additionnelles.

. . , . n . . , . .,
Ainsi, la base réduite (m ThE > et les variables internes réduites associées
k=1

" p™ 41
1 z
<(T)b,gn+2)> sont définies par :

k=1
ntl " .
(T)FLIE: +2)(513) = (T)Hi(g )(w), ke {1, ...,(’")Mi )}, x € Q,, (4.45a)
r ?’L-i‘l (r)azJ_ x
()“((T>M12L)+1(a¢) = ren(@) g (4.45b)

1
(r)(SZFEM(m)‘ 0

(o
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ntl n .

) =), ke {1, 0D} el (a6
r n+3

( )banngul(T) =0, T €)0,7], (4.46b)

)5 (7+3)
( )b(r)M2§”)+1(7) -

1

T

La troisiéme et derniére étape est de controler la taille de Vl(gno) p grace a la snapshot POD
en écrivant la matrice des corrélations temporelles.

1
La matrice des corrélations temporelles C("+3) associée au champ de déplacement est
symétrique, positive, de taille ngn) + 1 et s’écrit :

(n+3) _ -0 (n+3) (n+3)
ng - Cz'j + a; : 7aj ? . ) (447&)
S 0o = aeM. (4.47D)

ot la matrice C est une matrice de corrélation provenant d’un calcul précédent, et ou
(n) (n)
M +1 -
( (k)) et (A )Q@l *1 Sont les vecteurs propres et les valeurs propres associées de

la matrlce C( )

L\ MY L\ MG
La base réduite (¢§n+ )) - et les déplacements réduits <a§n+ )) - sont mis a
j= Jj=
jour selon :
M 41 I '
Pl Z q/;k” oW zeq, (4.48a)
Mqﬂ")+1 (nt1)
1 n
o V)= 30 o ) ), T el (4.48D)
k=1

(n)

De la méme facon, la taille de (") 2357 1, est controlée grace a la snapshot POD en écrivant
la matrice des corrélations temporelles.

1
La matrice des corrélations temporelles (NG (n+3) associée au champ de variables internes

(n)

est symétrique, positive, de taille ") pr .+ 1 et s’écrit :

n4+ L nti
Ml Z 0 +<<’“>b( 5 +2)> , (4.49a)
I’Y
™y
S OG0 = 03, 0P (4.49b)
1=1

o la matrice "G est une matrice de corrélation provenant d’un calcul précédent, et

ou (mv( ))k_l et ((’"))\k) P ! sont les vecteurs propres et les valeurs propres
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., . +1
associées de la matrice (T)G(n 2).
(nf1) () g+ D)

n M n
La base réduite ((7‘) u(- +1)) et les variables internes réduites (mbg +1)>

J

j=1 j=1
sont mises a jour selon :
oM |

O @y = S O @) 00 s e q, (4.502)

k=1
1 (T)Min)'i_l 1 .

Oy = S O () 0D 1 ejo,). (4.50D)

k=1

4.2.5 Construction désynchronisée du TID

De la méme fagon que dans la méthode APHR synchronisée, le domaine € est divisé

en deux ensembles complémentaires Q% ) et Q%n ) ot Q% ) tel que :

o = ual) uaruy. (4.51)

Le domaine ; est une région d’intérét et contient un ensemble d’éléments fixé par
I"utilisateur. Le domaine Qf contient des éléments tels que les chargements volumique f
et surfacique F' restent visibles.

Les domaines Qg”z ) et Q%nu) contiennent un ensemble d’éléments et sont construits par la
méthode APHR désynchronisée comme une concaténation de sous-domaines construits
sur chaque sous-domaines selon un procédé automatique en deux étapes : c’est le premier
apport de la méthode.

Les approches Partial Least Square (PLS) (analyse en composantes principales, analyse
canonique, corrélation PLS régression PLS) [138, 57, 33, | proposent d’analyser les
relations entre deux ensembles de données. En particulier, la régression PLS permet
d’expliquer certaines variables appelées variables expliquées déduites d’autres variables
appelées variables explicatives. Ainsi la regression PLS proposée par Krishnan et al.
[95, 76] introduit des variables liées a 'activité cérébrale nommeées predictors permettant
d’expliquer des variables physiologiques nommées predicted variables. Les corrélations
PLS peuvent aider & trouver le meilleur ensemble de variables explicatives mais des
moyens de construction heuristiques sont présentés dans cette étude.

Le domaine (’")Wg: ) contient Ng x ("M in) éléments pour lesquels les modes empiriques
relatifs au champ de variables internes sont maximum selon :

(T)Min)
(’")Wll—lz = U argmaxﬂ‘(’")u,(:) , (4.52a)
k=1
(T)Min)
Ot = (), ™
I = U argmaxg, L1t | Mk | L>1, (4.52b)
k=1 N :

Ng
Ow = Owi.. (4.52¢)
=1



62 CHAPITRE 4. DESYNCHRONISATION DE LA METHODE APHR

(n)

Le domaine (’")Q% : est centré sur le domaine (’")WHZ et contient Np couches d’éléments

z

voisins. Couche aprés couche, les éléments (ei)f\fl sont testés et ajoutés s’il sont connectés
a la couche précédente selon :

Moy = Ow (4.53a)
sid (ei, (T)Qﬁzl) =0, alors e; € (’")QILIZ, (4.53b)
Mol — 0oE, (4.53¢)
R e ®
o) = | Oy, (4.53d)
r=1

ou la fonction d mesure la distance entre un élément et un groupe d’éléments. Cette
distance est évidemment nulle lorsque ’éléments considéré est limitrophe du groupe
d’éléments.

Le domaine Wr([? contient Ng x Mq(Ln) éléments pour lesquels les gradients des modes
empiriques relatifs au champ de déplacement sont maximum selon :

M
Wi, = kL:JI argmaxgq (e( ,in)> : e( ,in)>), (4.54a)
(n)
Wl%u = A@ ArgMaxe, Lty (e (1,b,(€n)) € (@b,&n))), L>1, (4.54b)
k=1

Ng
Wi = wh,. (4.54c)
=1

n)

Le domaine Q}-I ")

est centré sur le domaine WIS[ et contient (N + 1) couches d’éléments

Uu u

voisins. Couche aprés couche, les éléments (e;), % sont testés et ajoutés s’il sont connectés
a la couche précédente selon :

Qf =w, (4.55a)
si d (ei, Qﬁf) =0, alors e; € Qﬁu, (4.55b)
Qi) = oiet, (4.55¢)

Les parameétres d’hyper-réduction restent Ng et Ng. Le premier donne le nombre d’élé-
ments sélectionnés par mode et par sous-domaine et I’autre donne le nombre de couches
d’éléments ajoutées.

Ainsi le TID est construit de facon désynchronisée de sorte que chaque sous-domaine
Q, apporte sa contribution. Ce procédé a pour objectif immédiat de garder les sous-
domaines désynchronisés visibles sous le masque du TID mais c’est également le moyen
de construire un TID qui s’étale sur I’ensemble du domaine €2. De la sorte, il s’avére plus
facile de capter la non uniformité des déformations anélastiques ce qui permet d’obtenir
des prévisions hyper-réduites de meilleure qualité.
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4.2.6 Algorithme incremental désynchronisé

Selon une approche incrémentale, I’algorithme APHR désynchronisé non adaptatif
est donné par 'algorithme 8 et I'algorithme APHR désynchronisé adaptatif est donné
par ’algorithme 9.

Algorithme 8 Algorithme APHR désynchronisé non adaptatif

M (n) )™
Charger la base réduite <¢,(€"))k_1 , les bases réduites (muk )k_l et le TID ng)

pour i = 1 — N, faire

Calculer la prévision hyper-réduite HPOD afin de déterminer le champ de dépla-
)

cement u;?])go p(7;) sur Q et le champ partiel de variables internes z(-,7y;) sur Q%"
M

selon la formulation POD-Petrov-Galerkin avec la base réduite (@b,&"))k .
Pour chaque sous-domaine désynchronisé €2, calculer la projection (’“>z§_’}}0 p(7i)

)

NQ, et étendre le champ de variables internes a QN €, selon la méthodologie
) z

sur Q%n

Gappy-POD avec la base réduite ((T)H;(gn

Calculer les indicateurs d’erreur 1, (v;) et 7,(v;) afin de vérifier la qualité de I'équi-

(n) )
Il

libre hyper-réduit sur €2;;” ainsi que la qualité du champ de variables internes sur ng

crive wuapHR(*Yi) = Upop (i)
Pour chaque sous-domaine désynchronisé €, écrive Vzapygr(,vy;) =

(T)ZHPOD(n) (574)
fin pour

Ces algorithmes sont implémentés dans le code de calcul Z-set.

4.3 Cas de calcul : plaque munie d’inclusions

4.3.1 Configuration géométrique

Le systéme a I’étude est une plaque carré §2 de coté 100 mm qui contient trois inclu-
sions €; dans une matrice €,,. Cette structure est décrite dans R? sous ’hypothése de
contrainte plane. Les rayons des inclusions sont donnés par 1 = 5,5 mm, ro = 5,5 mm
et r3 = 8,8 mm (Figure 4.5). Le maillage fait intervenir 6113 éléments quadrilatéraux
quadratiques, 92101 degrés de liberté et 264753 variables internes dont 244017 sont dans
la matrice et 20736 dans les inclusions.

Une loi de comportement de plasticité isotrope linéaire est utilisée pour cette analyse.
Les données matériau sont les suivantes :

Matrice avec écrouissage isotrope linéaire : Seuil de plasticité ocq < 09+ hp, E,,, = 76000
MPa, v, = 0,33, g = 80 MPa, h,, = 760 MPa.

Inclusions élastiques linéaires : E; = 1610000 MPa et v; = 0, 33.

Il faut noter que le nombre de variables internes n’est pas le méme pour les deux lois
de comportement. Les variables internes dans la matrice sont les déformations élastiques
€e11, €e22, €e12, €e33 €t la déformation plastique cumulée p alors que les variables internes
dans les inclusions sont les déformations élastiques €c11, €e92, €e12, €e33-
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Algorithme 9 Algorithme APHR désynchronisé adaptatif

M
Charger [D’éventuelle base réduite (1,b,(€n)) , les éventuelles bases réduites

k=1
<(’”)u;(€n) et ’éventuel TID QgL)
pour i = 1 — N, faire

Calculer la prévision hyper-réduite HPOD afin de déterminer le champ de dépla-
(n) )

cement w3 pop(+Y;) sur et le champ partiel de variables internes Z(-,;) sur Q%n
M

) (T)Min)

selon la formulation POD-Petrov-Galerkin avec la base réduite ( ,in))k .
Pour chaque sous-domaine désynchronisé €2, calculer la projection (’")zgggo o)

)

NQ, et étendre le champ de variables internes a QN €, selon la méthodologie

(my) M
Gappy-POD avec la base réduite (m L

sur ng

Calculer les indicateurs d’erreur 7, (7;) et:nz (7,) afin de vérifier la qualité de ’équi-

libre hyper-réduit sur Q%" ) )

sinu(7v;) < eu | Ru FEM|u(;1)3

ainsi que la qualité du champ de variables internes sur Q%"

ol et n:(7;) < ex[12(, 7)o alors
OD I IT
Ecrire uapur(-,7v;) = "Ev?z)vop(w%)

Pour chaque sous-domaine désynchronisé €2,., écrire (r) 2 ArPHR(Y;) =
(T)ZHPOD(n) (57:)
sinon
Calculer la correction FEM afin de déterminer la correction duppgps(,7y;) 2
apporter au champ de déplacement sur 2 et la correction dzppp(+,7y,;) & apporter
au champ de variables internes sur €2 selon la formulation FEM-Galerkin avec la base

M
réduite (1,b,(€n)) et
(n)

Ecrive wapur(+ i) = Ugpop(7i) + 0urem(-7;)
Pour chaque sous-domaine désynchronisé €., écrire (T)ZAPHR(',")/i) =
(n)

(T)ZHPOD('a ¥i) + Mzppr ()

Enrichir V};nO)D et (’")Z%D pour chaque sous-domaine désynchronisé €2, et
M(n+1) (n+1)

u (T)Mz
mettre & jour les bases réduites (@b,(cnﬂ)) et <(’”)u;(€n+l))

=1 k=1
Actualiser le TID Ql(-?ﬂ)
fin si
fin pour
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FiG. 4.5: Plaque munie d’inclusions. Plaque carrée

Les propriétés du matériau sont assez similaires a celles d’un alliage d’aluminium conte-
nant des inclusions quasi-rigides. Les trois inclusions ont été regroupées dans un seul
sous-domaine qui correspond a la phase rigide de la plaque.

4.3.2 Conditions aux limites et chargement cyclique

Les déplacements verticaux sont imposés a zéro sur 'aréte inférieure de la plaque et
les déplacements horizontaux sont imposés a zéro sur 'aréte gauche.
L’arréte supérieure est soumise & une pression cyclique avec une montée en contrainte
jusque o; = 80 MPa puis deux cycles d’amplitude o; = 80 MPa et de contrainte moyenne
o, = 0 MPa dans la direction =M = e R es.

4.3.3 Description de la stratégie de calcul

Ce chapitre vise & évaluer les performances de la désynchronization de la représen-

tation des variables internes dans la méthode APHR en considérant plusieurs stratégies
de calcul. Etant donné ces stratégies, chaque simulation est menée soit en synchronisant
soit en désynchronisant la représentation des variables internes sur €; et §2,,.
Les stratégies de calcul sont définies en modifiant la tolérance d’erreur sur les variables
internes €, et le paramétre d’hyper-réduction Ng, en gardant la tolérance d’erreur sur
'équilibre hyper-réduit relevé a 4,2 - 1072 et le second paramétre d’hyper-réduction
Ny =4:

S : 1a strategie SV est menée a l'aide de la méthode APHR. Elle fournit un calcul

hyper-réduit a priori sans base initiale avec e, = 1,8 - 1073, Ng = 1. Sg) désigne

la stratégie désynchronisée et Sél) désigne la stratégie synchronisée.
S®) : 1a strategie S@ est menée a l'aide de la méthode APHR. Elle fournit un calcul

hyper-réduit a priori sans base initiale avec €, = 2,4 - 1073, Ng = 1. Sg) désigne

la stratégie désynchronisée et Sg) désigne la stratégie synchronisée.

SG) : 1a strategie S©®) est menée a I’aide de la méthode APHR. Elle fournit un calcul

hyper-réduit a priori sans base initiale avec €, = 2,0 - 1073, Ng = 2. Sg) désigne

la stratégie désynchronisée et Sés) désigne la stratégie synchronisée.

S : 1a strategie S® est menée a l'aide de la méthode APHR. Elle fournit un calcul
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hyper-réduit a priori sans base initiale avec €, = 1,4 - 1073, Ng = 2. 51(34) désigne

la stratégie désynchronisée et Sg‘) désigne la stratégie synchronisée.

S0) : 1a stratégie S©) est menée a I’aide de la méthode APHR. Elle fournit un calcul
APHR dans lequel seules les étape de correction et d’enrichissement sont menées a
chaque incrément. Toutefois, le ROM contenant les bases réduites POD et le TID
sont construits avec Ng = 1 mais non utilisés. Par conséquent, les résultats sont

)

identiques & ceux fournis par un calcul FEM. S(D5
nisée et SS) désigne la stratégie synchronisée.
S©) . 1a stratégie S©) est menée a I'aide de la FEM.
L’objet de ce cas d’étude est de présenter les effet de la desynchronisation de la repré-
sentation des variables internes sur le ROM, sur le TID et sur un indicateur de gain en
temps de calcul défini comme le rapport du temps de calcul FEM standard et du temps

de calcul hyper-réduit :

désigne la stratégie désynchro-

t
_ ‘FEM (4.56)
tAPHR

4.3.4 Discussion des résultats

Prévisions de la méthode APHR Les prévisions de la méthode APHR selon le
trajet de chargement > sont montrées Figure 4.6.

Les petites oscillations observées sont dues au procédé de correction-enrichissement.

En observant les contraintes et les déformations élastiques dans la direction 2(1), toutes
les stratégies sont en accord avec les résultats FEM fournis par la stratégie S©) pour
toute la gamme de déformation considérée.

Par contre, considérant la déformation plastique cumulée, les stratégies désynchronisées
fournissent de meilleures estimations que les stratégies synchronisées.

L’étude de l'indicateur d’erreur 7, permet de d’évaluer la précision des prévision fournies
par la méthode APHR (Figure 4.7). Pour les deux simulations Sg) et Sél), les pics
d’erreurs sur les variables internes correspondent & une augmentation des déformations
plastiques dans la plaque.

ROM et modes empiriques Les bases réduites considérées dans le ROM sont es-
sentielles a la bonne précision des résultats fournis pas la méthode APHR. Les modes
empiriques sont modifiés et adaptés durant le traitement incrémental du probléme afin de
donner de bonne estimations des champs de déplacement et de variables internes. Ainsi

le ROM est mis & jour 36 fois dans la simulation Sg) et 34 fois dans la simulation Sél)

(Figure 4.8). Dans les simulations Sg) et Sél), les nombres de modes empiriques relatifs
au champ de déplacement sont trés proches (Figure 4.8). Aprés un premier incrément
élastique, le nombre de modes reste identique et égal & 1 durant toute la phase élastique
initiale puis trés proches au cours de la simulation. A la fin des simulations, la base
7 6
réduite (1#,(;’6) S(l)) compte 7 modes empiriques et la base réduite (1#,(5’4) S(1)> en
D / k=1 S / k=1

compte 6 aprés une POD finale.

Au contraire, il y a une grande différence dans le nombre de modes empiriques relatifs
au champ de variables internes (Figure 4.8). En effet, alors que les inclusions restent
élastiques sous le chargement cyclique, des modes supplémentaires sont nécessaires afin
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(a) Stratégies Sg) et S(®. Calcul désynchro-
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(c) Stratégies S(D2) et S(®. Calcul désynchro-
nisé hyper-réduit et comparaison avec la FEM.
Contrainte 022 et déformation élastique €ecoo

0.045 -
FEM —+—
Desynchronized APHR ——+

ooty Synchronized APHR - - +-- 1
0.035 |
003 f o]
JRG.
& 005 |
3
= 0.02 |
=}
0.015 |

0.01 |

0.005

0 s
0.8 1

0.6

0 02 04
t

(e) Stratégie S et S®. Calcul hyper-réduit
et comparaison avec la FEM. Déformation plas-
tique cumulée
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(b) Stratégies S(Sl) et S®. Calcul synchro-
nisé hyper-réduit et comparaison avec la FEM.
Contrainte 022 et déformation élastique €ecoo
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(d) Stratégies 5(52) et S®. Calcul synchro-
nisé hyper-réduit et comparaison avec la FEM.
Contrainte 022 et déformation élastique €ecao
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(f) Stratégie S et S . Calcul hyper-réduit

et comparaison avec la FEM. Déformation plas-

tique cumulée

F1a. 4.6: Plaque munie d’inclusions. Prévisions de la méthode APHR dans la direction

»@

de capter ’écoulement du champ de déformation plastique dans la matrice. C’est pour-
quoi le nombre de mode dans les inclusions est bien plus faible que dans la matrice

dans la simulation Sg)

. Toutefois, ce nombre n’est pas égal a 1 car bien qu’élastiques,
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FiG. 4.7: Plaque munie d’inclusions. Indicateur d’erreur 7, de la méthode APHR selon
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(a) Stratégies S(Dl) et Sél). Nombre de modes (b) Stratégies S(Dl) et Sél). Nombre de modes
empiriques relatifs au champ de déplacement empiriques relatifs au champ de variables in-
ternes

F1G. 4.8: Plaque munie d’inclusions. Evolution du nombre de modes

les déformations dans les inclusions subissent 1’écoulement plastique qui se produit dans
la matrice. Il faut d’ailleurs noter que pour toutes les bases réduites, une évolution du

nombre de modes correspond & une augmentation de la plasticité. Dans la simulation

28
Sg), la base réduite <(m) u,(C%) S(l)) contient finalement 28 modes empiriques relatifs
D

k=1
. . . . (36 5

a la déformation élastique €.o9 dans la matrice €2, et la base réduite ((Z) u,(C ) S(l))

D / k=1

contient finalement 5 modes empiriques relatifs & la déformation élastique €.o9o dans les

31
inclusions €2; (Figure 4.9). Dans la simulation SS), la base réduite (u,(634) S(l)) contient
s k=1

finalement 31 modes empiriques relatifs a la déformation élastique €.90 (Figure 4.9). La
desynchronisation de la représentation des variables internes permet donc de réduire le
nombre de modes empiriques considérés dans ’analyse.

Par une simple comparaison visuelle, les modes empiriques desynchronisés semblent
moins bruité que ceux synchronisés. Toutefois, afin de comprendre les différences entre
ces bases réduites, les modes empiriques dans la simulation S™) sont comparés a ceux



4.3. CAS DE CALCUL : PLAQUE MUNIE D’INCLUSIONS 69

dans la simulation S®) & P’aide d’un outils qui évalue une matrice de corrélation. Cette
approche est utilisée en vibration pour caractériser la matrice MAC (Modal Assurance
Criteria) en comparant les modes expérimentaux et les modes calculés. Pour deux bases
réduites dont les modes sont identiques et rangés dans le méme ordre, la matrice de

corrélation est diagonale. La matrice (m)G(36’240) évalue la corrélation entre les bases
28 37
(( )ul(€36) (1))k <(m)/’l’l(f240)5(5))k X . De la méme fagon, la matrice ¢ )G evalue
D =1 D =
. 5 2
la corrélation entre les bases <(’)u;(€36)s(1)) et <( )u,(f%o)s(s))k_l et la matrice G(34183)
NE:3t N 23
évalue la corrélation entre les bases ( 5(1)) (H;E;wg) S(s)) . Ces matrices sont
k=1 S =
définies par :
_(m) (240)
m (36,240) / sy Hi SS)dQ
G = ( W) ) (4.57a)
RE \ [ s,
36) N (240
(2 E ) - (Z)u( ) (5dQ
(i) (36:240) Sp Sp 457h
“ B (i) (36) (i) ,,(240) ‘ ' (4:57)

34) . (189) dQ

4.
RCEEN -
(1) s®)
b Ss Ss g
Les premiéres valeurs de ces matrices sont :
0,999957434  —0,539589187  0,218667083  —0,211744125 —0, 325822279
—0,55817966  0,991965428  —0,279225692  0,243787512 0, 427956299
(36,240) 0,193180891  —0,252148378  0,908659836  —0,115502543 —0, 160934728
(MG = | 0,265618498 —0,356133981  0,433747578  0,100048685  —0, 489480076
0,307459796  —0,496269697  0,46178988  —0,722109292  —0, 45845673
(4.59a)
0,999942549  —0,040332825
 (36.240) 0,068564806  —0, 965578331
DG = | —0,051629156  —0,19448537 (4.59Db)
—0,179879308  0,080012665
—0,048790169 0, 063651375
0,856455965  0,363293729  0,476322254  —0,523331052 0, 308206934
0,729411144  0,999962173  —0,602742944  0,552558584  —0,27391363
31183 —0,051969927 —0,712578254  0,979171952  —0,969386093 0, 565972866
GB183) = | 0134502817  0,568620645  —0,986559739  0,991590215 0, 63323142

—0,133119368  0,496478769  —0,857461863  0,868198587  —0,742319521
(4.60)
. : . . 1 X
Dans la matrice £2,,, les deux premiers modes dans la simulation S/(t)) sont trés ressem-

36,240) (m) Gé:;ﬁ,240)

blants & ceux dans la simulation Sg’) car (m>G§1 est supérieur a 0,9999 et
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est supérieur a 0,99. Pour les modes d’ordre plus élevé, cette ressemblance est plus faible.

1)

11 faut noter également une inversion : c’est le mode 5 de la simulation SE)

5)

le plus au mode 4 de la simulation S(D

)

modes dans la simulation SE)

(")Gﬁﬁ’mo) est supérieur a 0,9999 et )Gy, est environ égal & 0,96. Pourtant trois
(1)

autres modes sont nécesaires dans la simulation S D

mode.
34,183 . . . .
En comparaison, Ggl ) est seulement égal & 0,85 ce qui montre une moins bonne res-

semblance entre le premier mode la simulation Sél) et celui de la simulation Sés). Cette
valeur est en effet bien plus faible que les coefficients de corrélation obtenus dans le cas
désynchronisé pour la comparaison du premier mode. Par contre G(34 183) ot supérieur

a 0,9999. Il faut également noter une confusion dans les modes 3 et 4 car les valeurs de
G(34 183) G(34 183) G(34 183) G(34 183)

qui ressemble

. De méme dans les inclusions €;, les deux premiers

5)

sont trés ressemblants & ceux dans la simulation SE)
(36,240)

car

pour corriger la forme du deuxiéme

sont toutes supérieures a 0, 96.

A1n81 I hyper reductlon mtrodult des erreurs dans la représentation modale car mais les
modes obtenus par désynchronisation sont moins bruités par le processus d’adaptation de
la méthode APHR (Figure 4.10). De plus, la complexité du champ de variables internes
dans les inclusions est sur-évaluée avec ’hyper-réduction globale : alors que 5 modes
empiriques suffisent avec la version désynchronisée, il y en a 31 dans la version globale.

TID et gains en temps de calcul Pour toutes les simulations, le TID est construit
en utilisant uniquement le champ de déplacement de sorte que sa taille soit proche
dans chaque simulation malgré les représentations desynchronisées ou non des variables
internes. Les TID sont montrés Figure 4.11. La désynchronisation de la représentation
des variables internes a une influence indirecte sur la position du TID car il est placé en
fonction des modes empiriques contenus dans le ROM. Ainsi, la fonction caractéristique

dans la simulation S est comparée a celle dans la simulation S®). Le coefficient h(D%’MO)

évalue la corrélation entre la fonction caractéristique 55’8 et la fonction caractéristique
D

5(240). Le coefficient h(34’183) évalué la corrélation entre la fonction caractéristique 6(;'(%2

S

et la fonction caractéristique & 12?.

S
Ces fonctions caractéristiques sont définies par :

: 36
5(38 (@) = 1 sixze Q}-I )Sg) (4.61a)
5p 0  sinon (4.61b)

1 size? 462
T L :
5p 0 sinon 4.62b

. (34)
six e
11 SS)

S =

sinon

20 (@) = siwe g

5%

S =

sinon

€g (@) = {
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Ces coefficients sont définis par :
(36) (240)
(36,240) /ES(” Lo 4
hpy T = 2 b D : (4.65a)
E(36) €(240)
s 11755 1
(34) .(183)
(34,189) / Es(l) '55(5) dQ
hg oY = 228 S (4.65b)
5(3%) 5(123)
S a 758 g

Les valeurs de ces coefficients sont h(D%’MO) = 0,839829195 et h(;'4’183) = 0,612712758.
Cette meilleure corrélation dans le cas de la simulation désynchronisée trahit les erreurs
dans la représentation modale qui résultent de I’hyper-réduction. Plus précisemment, les
erreurs sur les bases réduites, y compris celle dédiée au champ de déplacement, dues
a I'hyper-réduction sont plus faibles en désynchronisant la représentation des variables
internes.

Les gains en temps de calcul sont présentés Table 4.1.

s S S3) S

Calcul désynchronisé Sp

4,52356159

9, 9519493052

2,713228548

4,792280518

Calcul synchronisé Sg

3,827400071

4,030962225

3,111191695

3,438160592

TaB. 4.1: Plaque munie d’inclusions. Gains en temps de calcul n

Le TID est plus étendu dans la simulation S(Dl

est moins étendu dans la simulation Sg

)

)

que dans la simulation Sg?

que dans la simulation qul

)

)

alors qu’il

. Mais pour les deux

stratégies S et S@) | le calcul desynchronisé est plus efficace car plus rapide et plus
précis.

Il faut noter qu’en augmentant la tolérance sur les variables internes e, en passant de
S 3 S les gains en temps de calcul sont augmentés. A linverse, en augmentant le
parameétre d’hyper-réduction Ng, les gains en temps de calcul sont diminués.

Pour les simulations SM), $@ et S® | le calcul desynchronisé est plus rapide que le calcul
synchronisé. Certes, pour la simulation S, le calcul synchronisé est plus rapide mais la
précision est moins bonne. Pour classer ces simulations, un diagramme de performance
est utilisé.

Performance de la représentation desynchronisée Pour étudier les effets de la re-
présentation desynchronisée, les simulations S™) a S™*) sont placées dans un diagramme
. (tAPHR
erreur-gain
lFEM
plastique cumulée (Figure 4.12). Ainsi, la desynchronisation de la représentation des
variables internes permet de réaliser des calculs plus rapides et plus précis.

,maxr|maxq(papyr) — maxq(prem)| |, ot p est la déformation
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4.3.5 Conclusion

La méthode APHR désynchronisée introduit une décomposition du domaine spatial
qui permet d’introduire une décorrelation temporelle des transformations significatives
du champ de variables internes. La méthode APHR désynchronisée construit une repreé-
sentation synchronisée du champ de déplacement et une réprésentation désynchronisée
du champ de variables internes.

La désynchronisation de la représentation des variables internes fournit de meilleurs résul-
tats en terme de précision et de gains en temps de calcul. En effet, la meilleure estimation
des variables internes est fondée sur deux points :

(i) les variables internes sont évaluées avec une meilleure précision. En effet, les bases
réduites désynchronisées relatives au champ de variables internes possédent moins
de modes et ces modes sont mieux décrits car moins bruités par le processus d’adap-
tation de la méthode APHR. De plus, 'extrapolation & I'extérieur du TID est
opérée par sous-domaine désynchronisé ce qui induit une meilleure précision dans
I’extrapolation.

(i) la réprésentation désynchronisée des variables internes permet une construction
du TID basée sur la partition des sous-domaines désynchronisés. Cela permet de
prendre en compte chaque mode empirique pour chaque sous-domaine et par consé-
quent de tenir compte des transformations significatives.

La meilleure estimation des variables internes a un impact sur le temps de calcul. Comme
les modes empiriques associée & la représentation désynchronisée sont de meilleure qua-
lité, le procédé de correction-enrichissement est moins sollicité et les gains en temps de
calcul sont plus importants. Dans un diagramme erreur-gain, la désynchronisation de la
représentation des variables internes apporte une meilleure précision des calculs.
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Chapitre 5

Analyse en champ de transformation

Couramment utilisés en conception, les matériaux composites permettent de tirer
profit des propriétés de chacun de leurs constituants. Les caractéristiques des matériaux
composites (rigidité ou souplesse, résistance, conductivité thermique, permitivité élec-
trique) peuvent étre adaptées selon la nature de la structure pour méme obtenir des
caractéristiques atypiques.

La plupart des matériaux composites sont intrinséquement multi-échelles, c’est a dire
que l'échelle de chaque constituant est bien plus faible que l’échelle de la structure.
L’échelle macroscopique est I’échelle de la structure alors que que I’échelle microscopique
est ’échelle des constituants (I’échelle mésoscopique est une échelle intermédiaire, par
exemple celle de la cellule élémentaire en homogénéisation périodique).

La démarche d’homogénéisation permet de passer de I’échelle microscopique & 1’échelle
macroscopique et obtenir des propriétés homogénéisées équivalentes & partir des proprié-
tés des constituants du matériau composite et leur arrangement géométrique. A linverse,
la démarche de localisation ou recouvrement permet de passer de 1’échelle macroscopique
a ’échelle microscopique. Ces propriétés équivalentes sont souvent difficiles et relativie-
ment couteuses a calculer ce qui a rendu nécessaire le développement de modéles analy-
tiques et numeériques permettant de dériver des propriétés homogénéisées directement des
composants du matériau conposite et leur arrangement géométrique. Ces développements
ont été effectués par Talbot et al., Willis et al., Ponte Castaneda et al. [128, ) |
parmi de nombreux autres.

Dans le cas des matériaux composites linéaires, sous I’hypothése de séparation d’échelle,
I’analyse est constituée de deux problémes indépendants :

(i) un probléme d’homogénéisation a 1’échelle microscopique,

(ii) un probléme de structure a ’échelle macroscopique.

Le probléme d’homogénéisation est un probléme préliminaire qui permet de calculer les
propriétés homogénéisées.

Dans le cas des matériaux composites non linéaires, ’analyse est bien plus complexe.
Elle est constituée de deux problémes fortement couplés :

(i) un probléme de structure a ’échelle macroscopique dans lequel la loi de com-
portement homogénéisée décrit la relation entre la contrainte macroscopique et la
déformation macroscopique solution du second probléme,

(ii) un probléme d’homogénéisation a ’échelle microscopique dans lequel le charge-
ment est décrit par la contrainte macroscopique et la déformation macroscopique
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solution du probléme de structure.
Cette situation est rencontrée dans le cas de problémes élasto-viscoplastiques ou élasto-
plastiques.
De nombreuses méthodes multi-échelles sont disponibles dans la littérature : les méthodes
d’homogénéisation assymptotique, les approches en champ moyen, les méthodes semi-
analytiques...
Parmi les méthodes semi-analytiques figurent la Transformation Field Analysis (TFA)
développée par Dvorak et al. [11, 10| et la Nonuniform Transformation Field Analysis
(NTFA) développée par Michel et Suquet [96, 97] décrites dans ce chapitre.

5.1 Probléme préliminaire

Le probléme préliminaire permet de comprendre le cadre d’étude de la TFA et de la
NTFA. Le domaine € représente un Volume Elémentaire Représentatif (Representative
Element Volume) (REV) d’un matériau composite constitué d’'un ensemble de sous-
domaines désynchronisés (Qr)f:1 qui coincident par défaut avec les phases du matériau.
La fonction caractéristique (") est définie par :

r) 1 six € Q,,
x"(x) = :
0  sinon. (5.1b)

La fraction volumique ¢, s’écrit :
Cr = <X(T)>. (5.2)

Les conditions aux limites sont supposées périodiques de facon & ce que la condition
de localisation micro-macro de Hill soit respectée. Ainsi pour un champ de déformation
compatible et un champ de contrainte en équilibre qui vérifient les conditions aux limites
sur la cellule élémentaire, ’égalité (o : €) = (o) : (€) est respectée.

5.1.1 Champs propres

Dans les méthodes de champs de transformation, les déformations anélastiques sont
considérées comme des déformations propres indépendantes du chargement. Dans ce cas,
les contraintes locales sont déterminées a partir des déformations propres en résolvant
des problémes linéaires élastiques et des déformations anélastiques calculées & l'aide de
la loi d’écoulement.

Les lois d’états dans chaque sous-domaine €, :

o(x)=L(x):e(x)+71(x), = €, (5.3a)
T(x) = —L(x) : € (x), x € . (5.3b)

Le champ €** depeint une distribution de déformations propres et T est le champ de
contrainte propre correspondant. Le champ des déformations propres peut avoir plu-
sieurs origines physiques. Il peut résulter d’une dilatation thermique, d’une contrainte
viscoplastique ou bien d’une déformation caractéristique dans un probléme de change-
ment de phase.
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5.1.2 Principe de superposition

Si € et €*™ sont connus, la solution de ce probléme peut étre obtenue par une simple
application du principe de superposition.
Si € = 0, le probléme est un probléme standard d’élasticité et sa solution est exprimée
en utilisant le tenseur élastique de localisation en déformation A selon :

e(x) =A(z) € €. (5.4)

Si € = 0, le probléme est résolu comme un probléme d’élasticité avec le champ des
déformations propres et le champ des contraintes propres selon :

€(x) = —(r+«T)(x), x €. (5.5)

Le champ des déformations propres — (7 * I') est calculé & laide de 'opérateur élastique
non-local de Green I' pour un matériau élastique homogene :

—(TxT)(x) = %/QD(:B,:B/) (e (') dY, x € Q. (5.6)

Il faut noter que D(zx,x’) = I'(z, ') : L(2’) donne la déformation au point @ créée par
une déformation caractéristique €**(z’) au point @’
Il en résulte du principe de superposition que la solution s’écrit :

€(x)=A(x):e— (r+T)(x), € Q. (5.7)

5.2 Transformation Field Analysis (TFA)

La Transformation Field Analysis (TFA) proposée par Dvorak and Benveniste est
un moyen élégant de réduire le nombre de variables interne & 1’échelle macroscopique
en supposant que les variables internes & I’échelle microscopique sont uniformes dans
chaque phase. La TFA est basée sur 'idée d’une redistribution purement élastique de
la contrainte et de la déformation macroscopique, ainsi que de la contrainte et de la
déformation propre. Initialemment développée pour I’étude des matériaux composites en

élasto-plasticite |14, 10], sa formalisation [39, 43| a fourni le fondement théorique pour
I’étude de comportements plus complexes |29, 12, 11, |, en plarticulier 'endomma-
gement [72, 45, , 12]. Elle a été appliqué aux poly-cristaux par Franciosi et al. [51].
La TFA a été étendue par Fish et al. [19, 50] aux matériaux composites periodiques en

utilisant ’extension asymptotique.

5.2.1 Champs de transformation uniformes

Les variables internes z (dont les déformations anélastiques) sont supposées uniformes
dans chaque phase ou sous-domaine £2,. :

R
eMx) =Y ex(x), zeQ, (5.8a)
r=1

R
Bx)=> Bx" (@), z e (5.8b)
r=1
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5.2.2 Lois de comportement

Les variables (z,«)f:1 ou (e?",ﬁr)le sont les nouvelles variables internes. Les va-

riables d’état réduites macroscopiques sont par conséquent la déformation macroscopique
€ et les variables internes (z,n)le.
La déformation moyenne dans chaque sous-domaine est calculée en vérifiant les équa-
tions d’équilibre et la relation de comportement. Le probléme & résoudre est celui d’un
composite a R phases et la solution de ce probléme est exprimée comme une combinaison

linéaire faisant intervenir les variables internes (z,n)fl:1 et la déformation macroscopique :
R

€ =A, €+ E D, : e, (5.9)
s=1

ou A, et D,s sont des tenseurs dépendant des propriétés linéaires élastiques de chaque
phase.
Les lois d’état donnent la contrainte moyenne dans chaque phase €, :

R
g.=L": A, :e+L": (Z D, :€" — eff”) . (5.10)

s=1

Les lois d’évolution pour les variables internes sont :

o= gﬁai (Z?”,Zf) : (5.11a)
8, = Zw—z(;) (fo", zf) . (5.11b)

Cependant, une description satisfaisante du comportement d’'un matériau composite a
deux phases & ’aide de la TFA nécessite dans certains cas une subdivision de chaque
phase en plusieurs sous-domaines [129, 27|. Ce besoin de considérer une division plus fine
du domaine provient de l'intrinséque non-uniformité du champ de déformation plastique.
Cette subdivision entraine un nombre de variables internes plus important.

5.3 Nonuniform Transformation Field Analysis (NTFA)

La NTFA développée par Michel et Suquet [96, 97] introduit des champs de trans-
formation non uniformes afin de reproduire correctement le comportement du compo-
site. Cette méthode a fait ’objet de nombreuses applications notamment en élasto-
viscoplasticité [112] et de plusieurs développements par Fritzen et al. pour le calcul
tridimensionnel [52] et les matériaux anisotropes [53]. Les champs de transformation
permettent de capter la non uniformité des déformations viscoplastiques. Ce sont les
structures cohérentes également appelées mode empirique de la transformation

5.3.1 Champs de transformation non uniformes

La déformation viscoplastique est décomposée sur un ensemble de modes viscoplas-
tiques non uniformes qui peuvent présenter un large écart avec leur valeur moyenne :
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M
e"(x) = Zeg”u(k) (x), €. (5.12)
k=1

Les coefficients (¢{) | sont les coefficients de la décomposition et les champs (u(k))]]é/": 1
sont les champs de transformation non uniformes, définis indépendamment sur chaque
phase €2,.. Ces modes empiriques (u(k,))ﬂ/lzl permettent de décrire avec précision 1’écoule-
ment du champs viscoplastique. Ils sont déterminés une fois (le plus souvent en résolvant
une série de problemes préliminaires) et normalisés avec (Ja(p(;))) = 1 de sorte que les
coefficients (e%”){g\/[: 1 soient homogenes a une déformation plastique.

Les modes viscoplastiques sont essentiels pour la précision de la méthode et doivent étre
choisis selon le chargement auquel la structure sera soumise en fonctionnement selon
une démarche a posteriori. Cela implique que l'utilisateur a une idée de la triaxialité du
champs de contrainte ainsi que de son intensité et de son histoire.

Les modes viscoplastiques sont extraits de snapshots calculés & des valeurs données de la
déformation macroscopique et dépendant de l'intervale de déformation auquel la struc-
ture sera sujet. Les snapshots du champ des déformations viscoplastiques sont déterminés
sur la cellule élémentaire en parcourant plusieurs chemins de chargement dans 1’espace

des contraintes macroscopiques ou des déformations macroscopiques. La snapshot POD
M

est alors utilisée pour construire un ensemble de modes (u(k,))k .
=1

5.3.2 Relations de comportement

Les relations de comportement sont exprimées en terme de projections scalaires sur
M

les modes empiriques (u(k)) _ tout comme cela est fait en plasticité cristaline :
Tk = (0 1 Br))s (5.13a)
zp = (X : pry)s (5.13b)
er = (€1 fry), (5.13¢)
ey’ = (€™ pgy)- (5.13d)
La regle de localisation devient alors pour la NTFA :
M
e, = ay : €+ ZDklefm, (5.14)
=1

oll les tenseurs d’ordre deux (ax)iL, et les facteurs d’influence (Dkl)%zl sont définis
par :

ar = (A" : pgy), (5.15a)

En supposant que toutes les phases sont élastiques isotropes, caractérisées par le module
d’élasticité isostatique ) et le module de cisaillement G*)| et supposant que tr(e®) =0
la contrainte de cisaillement résolue est donnée par :

7 = 2G%) (e, — ™). (5.16)
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Toutefois, il reste & choisir les variables d’état macroscopiques et a formuler la loi d’état
et la loi d’évolution. Deux versions sont proposées :

— le modéle non couplé : les variables d’état réduites macroscopiques du modéle sont
la déformation macroscopique g, les variables internes (e") et (3;)L,. Une
variable tensorielle 3, est associée a chaque mode k et représente le champs de
variables internes a 1’échelle locale.

Les équations d’évolution pour les variables internes sont :

& = o (200 2)). (5.17a)
- opk) s
Br = 277 ( k 7Zk) : (5.17b)

— le modéle couplé : les variables d’état réduites macroscopiques du modéle sont
les déformations macroscopiques &, les variables internes (e{™)M et (83,)E ;. Une
variable tensorielle 3, est attachée a chaque phase r et non a chaque mode k.
Les différents modes dans une méme phase sont couplés par 'intermédiaire d’une
moyenne quadratique de la forme :

D=

M)

a2t = D1z (5.18)
k=1

ol 2™ est une force thermodynamique couplée associée & 3, et M (") est le nombre
de modes dans la phase r.
Les équations d’évolution pour les variables internes sont :

~an a/lll)(k) an

& = (20.2]) (5.19a)
. o) an B

B, =5 (2. 27) . (5.19D)

5.4 Cas de calcul : cellule élémentaire en homogénéisation
périodique

Dans le cadre de I’homogénéisation périodique, les méthodes semi-analytiques de
champ de transformation sont basées sur une décomposition du champ des déformations
anélastiques sur un ensemble de modes appelés champs de transformation, a l'instar
de la méthode APHR dans le cadre de la réduction de modéle. Les champs de trans-
formation sont uniformes par morceaux pour la TFA et non uniformes pour la NTFA.
Cependant, alors que la NTFA réalise une décomposition du champs de déformation ané-
lastique uniquement, la méthode APHR réalise une décomposition généralisée de tous les
champs microscopiques dont celui des variables internes. La NTFA utilise un équilibre
total sur  associé au lemme de localisation micro-macro de Hill. Concernant la méthode
APHR, le déplacement et la contrainte microscopique sont déterminés par la résolution
du probléme variationnel ajouté aux conditions aux limites et & la loi de comportement.
La méthode APHR utilise un équilibre tronqué sur le TID Qp afin de sélectionner les
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équations d’équilibre adéquates. Les approximations concernent également la loi de com-
portement car elle n’est respectée que sur le TID.

Les variables d’état macroscopiques dans le modéle couplé de la NTFA sont les défor-
mations macroscopiques €, les déformations anélastiques réduites (ez”)i‘i | issues de la
décomposition du champ de déformation anélastique ou M est le nombre de champs de
transformation, et les variables internes (,Br)le ot R est le nombre de sous-domaines. Les

M
variables d’état réduites dans la méthode APHR sont les déplacement réduits (a,in)>k .

) est le nombre de modes

(r) Mi")
relatif au champ de déplacement, et les variables internes réduites <(’”)b,(fn))

issus de la décomposition du champ de déplacement ou Mén

issues

de la décomposition du champ de variable interne ou (A in) est le nombre de modes
relatif au champ de variable interne sur le sous-domaine €2,..

La principale différence demeure dans la maniére de calculer les modes. Dans le cas de
la méthode NTFA, les modes anélastiques sont déterminés a posteriori en réalisant des
calculs préliminaires sur la cellule élémentaire selon des trajets de chargement dans l’es-
pace des contraintes macroscopiques ou des déformations macroscopiques. Cela implique
que lutilisateur a une idée de la triaxialité, de l'intensité et de 'histoire des champs
macroscopiques. Au contraire, la méthode APHR permet de mener des calculs a prior:
et des modes sont ajoutés au besoin quelque soit le trajet de chargement ou l'intensité
du chargement. Cela explique pourquoi la méthode APHR peut étre vue comme une
méthode complémentaire a la NTFA en cas d’indétermination de la triaxialité du char-
gement. La méthode APRH peut en effet se substituer a la POD dans la construction
des modes empiriques pour la NTFA.

5.4.1 Configuration géométrique et données matériaux

La configuration étudiée est une cellule périodique €2 décrite dans [96] constituée d’un
composite formé d'une fibre {1y dans une matrice (2,,. Cette structure est décrite dans
R? sous I’hypothése de déformation plane. Un arrangement hexagonal est considéré avec
une fraction volumique de fibre ¢; = 0,25 (Figure 5.1). Le maillage fait intervenir 4608
éléments quadrialéraux linéaires, 9365 degrés de liberté et 82944 variables internes dont
46080 sont dans la matrice et 36864 dans la fibre.

Trois lois de comportement typiques sont considérée dans cette analyse avec les données
matériaux suivantes [96] :
— Matrice avec écrouissage isotrope linéaire : Seuil de plasticité o.q < o+ hp, E,, =
99,5 GPa, v,, = 0,3, 0 = 510 MPa,
Fibre élastique linéaire : Ey = 414 GPa, vy =0, 19.

— Matrice avec écrouissage isotrope non-linéaire : Seuil de plasticité ¢y < o + hp™,
E,, =75 GPa, v, = 0,3, 0¥ = 75 MPa. h = 416,5 MPa, m = 0, 3895,
Fibre élastique linéaire : Ey = 400 GPa, vy =0, 2.

— Matrice avec écrouissage cinématique linéaire : Seuil de plasticité (o — X)eq < a9,
X = He™, E,, = 99,5 GPa, v,,, = 0,3, 0¢° = 510 MPa, H = 2400 MPa.
Fibre élastique linéaire : Ey = 414 GPa, vy =0, 19.
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el

FiG. 5.1: Homogénéisation sur une cellule élémentaire. Cellule périodique avec arrange-
ment hexagonal proposée dans [96]

5.4.2 Chargement et conditions aux limites

Les conditions aux limites sont périodiques telles que :
u(x,t) =€t) z+wx,t), e, te, (5.20)

ot w(x,-) est un champs périodique sur €2 de moyenne nulle.
La contrainte macroscopique appliquée est imposée dans une direction fixe de I’espace
des déformations :

t) = e(t) B, t €0, 7). (5.21)
Le chargement est piloté en augmentant de fagon incrémentale le parameétre de controle
€(t). En d’autres termes, la direction des déformations macroscopiques est imposée et
I’amplitude de la déformation macroscopique dans cette direction est le paramétre de
contrdle. La contrainte &(t): E©) et les déformations macroscopiques dans les directions
perpendiculaires & EO sont des résultats de calcul. Dans I’analyse de la NTFA effectuée
par Michel et al. [96], le méme principe est appliqué dans ’espace des contraintes ma-
croscopiques.
Les résultats obtenus quant a la relation macroscopique contrainte-déformation est tra-
cée dans un diagramme (E(t), a(t): E(O)). Plusieurs directions de déformation macro-

scopique sont étudiées :

EW = e, ® ey, (5.22a)
E(2) —e1®eyt+eyeq, (5.22b)
E® = g 4 B@) (5.22¢)

La direction EM définit un chargement en traction, la direction E® définit un charge-
ment en cisaillement pur et la direction E®) définit un chargement multiaxial combiné
en traction-cisaillement.

5.4.3 Description de la stratégie de calcul

Ce chapitre vise a évaluer les performance de la méthode APHR pour les problémes
d’homogénéisation en considérant trois stratégies de calcul :



5.4. CAS DE CALCUL : HOMOGENEISATION PERIODIQUE 85

S - 1a strategie SV consiste a réaliser un calcul a priori et hyper-réduit. La si-
mulation commence sans aucun mode empirique; ils sont calculés a partir des
éventuelles correction FEM si besoin.

La stratégie S est menée avec les paramétres d’hyper-réduction Ne = 1 et
N = 2.

S . la strategie S consiste & réaliser un calcul a posteriori et hyper-réduit. La, si-
mulation commence avec un ensemble initial de modes empiriques. Ils sont obtenus
en réalisant une simulation FEM préliminaire au cours de laquelle le chargement
maximal est atteint dans la direction E©.

La stratégie S est menée avec les parameétres d’hyper-réduction Ng = 1 et
Np = 0.

SG) : la stratégie S est une stratégie FEM.

Une limitation de la NTFA est son besoin d’avoir un ensemble initial de modes empiriques
déterminés numériquement en simulant la réponse du composite selon plusieurs trajets
de chargement dans ’espace des contraintes ou des déformations macroscopiques. Au
contraire, la méthode APHR permet de réaliser des calculs a priori : les modes empiriques
sont calculés de facon automatique durant la transformation lorsqu’une correction FEM
est nécessaire.

Le but de cette analyse est de présenter les effets de la formulation hyper-réduite (c’est
a dire basée sur un équilibre tronqué) sur les prévisions APHR, sur le ROM, sur le TID
et sur un indicateur de gain en temps de calcul défini comme le rapport entre un calcul
FEM classique est un calcul hyper-réduit :

t
= FEM (5.23)
tAPHR

5.4.4 Discussion des résultats

Prévisions de la méthode APHR Les prévisions de la méthodes APHR selon le
trajet de chargement > sont montrées Figure 5.2, Figure 5.3 et Figure 5.4.
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FiG. 5.2: Homogénéisation sur une cellule élémentaire en traction. Matrice avec écrouis-
sage isotrope non-linéaire. Prévisions de la méthode APHR selon EW
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FiG. 5.4: Homogénéisation sur une cellule élémentaire en traction-cisaillement. Matrice
avec écrouissage isotrope non-linéaire. Prévisions de la méthode APHR selon E®)

Les strategies S™) et S sont en accord avec les résultats FEM fournis par la stratégie
S®) dans toute la gamme de déformation considérée. Les petites oscillations observées
en stratégie S sont dues au procédé de correction-enrichissement.

L’étude des indicateurs d’erreurs permet d’évaluer la précision des prévision fournies par
la méthode APHR, en particulier pour un calcul sans adaptation dans une démarche
a posteriori. 11 sont présentés Figure 5.5 pour le cas de chargement multiaxial. Pour la
stratégie S dans le cas du chargement multiaxial, la tolérance d’erreur sur équilibre
hyper-réduit est e, = 4,0 - 1072 et la tolérance d’erreur sur les variables internes est
e, =1,4-1073. La Figure 5.5a présente les incréments ot 'adaptation est déclenclé en
raison d’erreurs sur ’équilibre hyper-réduit et la Figure 5.5b présente les incréments ou
I’adaptation est déclenclé en raison d’erreurs sur les variables internes. L’adaptation est
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Fia. 5.5: Homogénéisation sur une cellule élémentaire en traction-cisaillement. Matrice
avec écrouissage isotrope non-linéaire. Indicateurs d’erreur de la méthode APHR selon
E®)

provoqué bien plus fréquemment en raison de la tolérance €, car elle est bien plus faible
afin de bien capter ’écoulement de la plasticité.

Pour la stratégie S dans le cas du chargement multiaxial, la tolérance d’erreur sur
'équilibre hyper-réduit est relevée a g, = 4,0 - 1012 et la tolérance d’erreur sur les
variables internes est relevée a e, = 1,4 -10"3 afin d’empécher le déclenchement de
I’adaptation. Dans ce cas la mesure des indicateurs d’erreurs fournit une estimation des
erreurs commise par la méthode APHR. En particulier, la Figure 5.5d montre des erreurs
trés importantes commises en début et en fin de simulation ce qui est en accord avec les
résultats FEM fournis par la stratégie S,

ROM et modes empiriques Les modes empiriques considérés dans le ROM sont
essentiels dans la précision des résultats et I’exactitude de la méthode APHR. Selon la
méthodologie de correction-enrichissement décrite dans la méthode APHR, le ROM et
en particulier les bases de modes empiriques sont mise a jour durant le traitement incré-
mental du probléme. De nouveaux modes représentatifs sont éventuellement ajoutés et
les modes significatifs sont conservés.
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Concernant le cas du chargement en traction avec la stratégie S, le ROM est mis a jour
88 fois pour contenir & la fin de la simulation trois modes empiriques relatifs a la défor-
mation plastique cumulée. Avec la stratégie S, le ROM est figé et contient seulement
un unique mode empirique relatif & la déformation plastique cumulée, issu d’un calcul
FEM antérieur (c’est pourquoi ce mode montré sur la Figure 5.6d ne posséde pas d’ex-
posant). Ces modes empiriques relatifs a la déformation plastique cumulée sont montrés
Figure 5.6. A titre de comparaison, le calcul NTFA illustré dans [96] utilise deux modes
empiriques relatifs aux déformation inélastiques.
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FiG. 5.6: Homogénéisation sur une cellule élémentaire en traction. Matrice avec écrouis-
sage isotrope non-linéaires. Modes relatifs a la déformation plastique cumulée dans la
direction EM

Concernant le cas du chargement multiaxial avec la stratégie S, le ROM est mis &
jour 138 fois et 1’évolution du nombre de modes empiriques est présenté Figure 5.7.
L’évolution du nombre de modes empirique traduit le phénomeéne d’apprentissage au
cours duquel les bases réduites sont construites mais le point intéressant est les trés
nombreuses oscillations observées sur toutes les courbes dans la premiére partie de la si-
mulation. Ces oscillations marquent I’écoulement du champ plastique qui est trés impor-
tant ; il démarre d’ailleurs aprés une phase durant laquelle tous les modes sont constants
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FiG. 5.7: Homogénéisation sur une cellule élémentaire. Evolution du nombre de modes
selon E®)

qui refléte 1’élasticité initiale. La prise en compte de la plasticité est donc 1’élément ma-
jeur dans la construction des bases réduites. Le ROM contient & la fin de la simulation
dix-huit modes empiriques relatifs a la déformation plastique cumulée. Avec la stratégie
S®2) le ROM est figé et contient seulement trois modes empiriques relatifs a la défor-
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mation plastique cumulée, issu d’un calcul FEM antérieur (c’est pourquoi ces modes
montrés sur les Figures 5.8g, 5.8h et 5.81 ne possédent pas d’exposant). Ces modes em-
piriques relatifs & la déformation plastique cumulée sont montrés Figure 5.8. Le procédé
de correction-enrichissement est illustré a 1’aide de plusieurs versions intermédiaires du
ROM Figure 5.9.

La différence parfois importante observée dans le nombre de modes empiriques entre
les simulations S™M) et S est une conséquence de I’hyper-reduction. Il faut noter que
la formulation tronquée et ’équilibre introduit des erreurs sur les variables internes qui
sont corrigées en ajoutant des modes empiriques supplémentaires.

TID et gains en temps de calcul Les TID sont montrés Figure 5.10, Figure 5.11 et
Figure 5.12.
L’indicateur de gain en temps de calcul pour la méthode APHR est 1ié a la taille du TID.
Toutefois, la taille du TID est une conséquence directe du nombre de modes contenus dans
le ROM. Cela explique la différence observée dans ’étendu du TID entre les stratégies
S et S,

Concernant le cas du chargement en traction, il y a 1204 points de Gauss dans le TID
Ql(-fs)s(l) avec la stratégie SV, 44 dans le TID Qrige) avec la stratégie S@) et 18432 pour
un calcul FEM. A titre de comparaison, le calcul NTFA illustré dans [96] posséde deux
variables internes.

Les gains sont présentés Table 5.1.

Direction S - a priori S . a posteriori
hyper-reduced computation | hyper-reduced computation
ED 4, 539559445 77, 228439425
E® 4, 636227905 49, 088220296
E® 4,46792682 80, 698354662

TAB. 5.1: Homogénéisation sur une cellule élémentaire. Matrice avec écrouissage isotrope
non-linéaire. Gains en temps de calcul 7

De plus, la méthode APHR permet d’énormes gains en temps de calcul. 11 est d’environ
4,5 pour un calcul a priori et supérieur & 50 pour un calcul a posteriori. En général, le
gain & l'aide la méthode NTFA est supérieur & 1000 en raison du trés petit nombre de
variables internes.

Remarque : La symétrie fait 'objet d’'une remarque trés intéressante dans le cas du
chargement en traction. Comme la géométrie et que le chargement sont symétriques, on
s’attend & obtenir des prévisions et des champs de transformation symétriques. Pourtant,
le TID n’est pas unique car tant que les prévisions sont symétriques, un élément peut
étre sélectionné dans le TID aussi bien que ses éventuels symétriques. Ainsi le TID peut
étre non symétrique. Ensuite, les champs de transformation sont calculé & partir des
corrections FEM déduites des prévisions ROM. Pour étre plus précis, la prévision ROM
est déterminée par un calcul hyper-réduit sur le TID. Par conséquant, puisque le TID
peut étre non symétrique, les prévisions ROM et les champs de transformation ne sont
pas nécessairement symétrique. Il y a deux possibilités afin de s’assurer que les prévisions
ROM (et les champs de transformation) restent symétriques.
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FiG. 5.8: Homogénéisation sur une cellule élémentaire en traction-cisaillement. Matrice
avec écrouissage isotrope non-linéaires. Modes relatifs & la déformation plastique cumulée
dans la direction E®)

(i) lors de la construction du TID, celui ci est mis & jour en ajoutant les éléments
symétrique au TID calculé. Cependant, comme le TID est plus étendu, les gains
numériques sont plus faibles,



CHAPITRE 5. ANALYSE EN CHAMP DE TRANSFORMATION

(a) Strategie SV :

calcul hyper-réduit a

priori. Mode 1/4 re-

latif & la déformation

plastique cumulée -
(30)

Hi "5

(e) Strategie S
calcul hyper-réduit a

priori. Mode 1/11
relatif a la déforma-
tion plastique cumu-
lee - pi™ )

(b) Strategie S :
calcul hyper-réduit a
priori. Mode 2/4 re-
latif & la déformation

plastique cumulée -
(30)
Hay "5

A |

(f) Strategie S
calcul hyper-réduit a
priori. Mode 2/11
relatif a la déforma-
tion plastique cumu-
lee - 5™ gy

(i) Strategie S
calcul hyper-réduit a

priori. Mode 5/11
relatif a la déforma-
tion plastique cumu-
B (92)

lee - ps™ s)

(c) Strategie S

calcul hyper-réduit a
priori. Mode 3/4 re-
latif & la déformation
plastique cumulée -

llJ:(‘; )s(l)

(g) Strategie S :
calcul hyper-réduit a
priori. Mode 3/11
relatif & la déforma-
tion plastique cumu-

. 92
1ee - S oo

(j) Strategie S

calcul hyper-réduit a
priori. Mode 6/11
relatif & la déforma-
tion plastique cumu-

1¢ 92
ee - Hg " 5(1)

(d) Strategie S :

calcul hyper-réduit a

priori. Mode 4/4 re-

latif & la déformation

plastique cumulée -
(30)

My s

(h) Strategie S :
calcul hyper-réduit a

priori. Mode 4/11
relatif a la déforma-
tion plastique cumu-

. 92
lée - pu g

FiG. 5.9: Homogénéisation sur une cellule élémentaire en traction-cisaillement. Matrice
avec écrouissage isotrope non-linéaires. Modes intermeédiaires relatifs a la déformation
plastique cumulée dans la direction E®

(ii) le champ de variable interne est recalculé méme sur le TID et non seulement
a Pexterieur. Cependant, ce procédé introduire une erreur d’approximation sur le
TID.
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FiGg. 5.11: Homogénéisation sur une cellule élémentaire en cisaillement. Matrice avec
écrouissage isotrope non-linéaire. TID dans la simulation dans la direction E®)
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FiG. 5.12: Homogénéisation sur une cellule élémentaire en traction-cisaillement. Matrice
avec écrouissage isotrope non-linéaire. TID dans la simulation dans la direction E®)

Le second choix a été considéré dans cette analyse.
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5.4.5 Conclusion

La méthode APHR et la NTFA sont des méthodes performantes qui visent & réduire
drastiquement le nombre de variables internes utilisées dans les modeles réduits. Dans
ce but, la méthode APHR et la NTFA exploitent une décomposition des champs mi-
croscopiques sur un ensemble de modes empiriques non uniformes. Alors que la NTFA
réalise une décomposition du champs de déformation anélastique uniquement, la mé-
thode APHR réalise une décomposition généralisée de tous les champs microscopiques
dont celui des variables internes.

Concernant la formulation de I’équilibre, la NTFA satisfait automatiquement les équa-
tions d’équilibre en utilisant le lemme de localisation micro-macro de Hill sur le domaine
complet. Au contraire, la méthode APHR exploite une formulation tronquée des équa-
tions d’équilibre en utilisant le probléme variationnel sur le TID

Ainsi, en utilisant une formulation tronquée des équations d’équilibre et une représenta-
tion approximée des variables d’état a ’aide de bases réduites, la méthode APHR permet
de générer un modele dans lequel a la fois les équations d’équilibre et les équations de
comportement sont approximées.

La principale différence demeure dans la maniére de calculer les modes empiriques. Dans
le cas de la méthode NTFA, les modes anélastiques sont déterminés en réalisant des
calculs FEM préliminaires sur la cellule élémentaire selon des trajets de chargement
dans ’espace des contraintes macroscopiques ou des déformations macroscopiques. Cela
implique que l'utilisateur a une idée de la triaxialité, de l'intensité et de I’histoire des
champs macroscopiques. Au contraire, la méthode APHR permet de mener des calculs a
priori et des modes sont ajoutés au besoin quelque soit le trajet de chargement ou l'in-
tensité du chargement. Cela explique pourquoi la méthode APHR peut étre vue comme
une méthode complémentaire & la NTFA car elle peut étre utilisée pour déterminer les
modes empiriques a la place de la FEM et de la POD.

La méthode APHR donne des résultats comparables & la NTFA. Toutefois, les gains en
temps de calcul générés par la méthode NTFA sont généralement bien plus grands. Néan-
moins, la méthode APHR sans adaptation fournit des indicateurs d’erreur qui viennent
compléter la NTFA. En effet, en cas de doute concernant la pertinence du modele NTFA,
il est possible d’utiliser une méthode APHR sans adaptation pour évaluer la précision
des bases réduites utilisées.



Chapitre 6

Interpolation et construction d’une
surface de réponse

La modélisation des systémes paramétrés fait souvent appel & une méthodologie de
surface de réponse (Response Surface) (RS). Basées sur des techniques d’interpolation, les
méthodologies de surface de réponse permettent des gains trés importants en approchant
les réponses paramétrées décrites dans la variété (manifold) Mp défini par :

Mp = {u(.,p) € H(Q), p € P}. (6.1)

Ce chapitre présente d’abord la méthodologie de surface de réponse, et en particulier la
méthode Subspace Angle Interpolation proposée par Lieu et al. [89, 91, 90| ainsi qu’une
méthode d’interpolation sur les variétés de Grassmann proposée par Amsallem et al.
[7, 6]. Ce chapitre détaille ensuite le procédé de construction d’une base réduite interpolée
utilisé en agrégeant des résultats de simulations APHR pour initialiser une simulation
APHR relative & une nouvelle valeur de paramétre.

6.1 Méthodologie de surface de réponse

6.1.1 Création d’un méta-modéle

La méthodologie de surface de réponses vise & approcher le manifold M en sollicitant
un méta-modele. Ce méta-modéle est décrit par un ensemble de paramétres échantillonnés

dans P et choisis d’aprés un plan d’expérience ainsi que leurs réponses respectives |1 14, 8].
Les parameétres échantillonnés sont (pi)ﬁ\;pl et les réponses échantillonnées sont (ul)i\fl
L’espace des réponses calculées aux paramétres échantillonnés définit espace Sp sur
lequel s’appuie la surface de réponse (Figure 6.1). L’ensemble des snapshots Sp est donné

pour N, échantillons de parameétres :

Sp = {ui(, )t = {ul, - p) iy (6.2)

A la valeur des paramétres échantillonnés, la réponse est supposée connue; entre les
parametres échantillonnés, la réponse est interpolée (Figure 6.1). La construction du

méta-modeéle associé aux parameétres échantillonnés (pi)ﬁ\;pl fait généralement appel a
un modele détaillé dont le colit numérique est élevé tel que la FEM. Basées sur des

95
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'_.\/[ P sS'p

Fi1G. 6.1: Interpolation en surface de réponse. Surface de réponse associée a un méta-
modéle

approximations a variables séparées, les méthodes de réduction permettent de remplacer
ce modele détaillé par un modéle d’ordre réduit. En conséquense, les modéles d’ordres
réduits peuvent étre utilisés pour générer et méme enrichir le méta-modeéle et la surface
de réponses. En principe, toutes les méthodes de réduction permettent de construire un
méta-modele. Des régions de confiance peuvent également étre introduites afin d’éviter
'utilisation abusive de modeéles d’ordre réduit a la place de modeles détaillés |1, 17].

6.1.2 Interpolation en surface de réponse

L’évaluation de la réponse interpolée est bj\z}sée sur une technique d’interpolation. En
considérant les fonctions d’interpolation (¢;);f; pertinentes pour approcher la réponse
paramétrée u entre les parameétres échantillonnés, 'interpolation suit :

u(x,t,p) ~ups (x,t,p), x€Q, t€Z, peP, (6.3a)
Np

URS (wvt’p) = ZCZ (p) Uu; (ZC,t), S Q’ te I7 peE P. (63b)
i=1

Plusieurs techniques d’interpolation sont compatibles avec I'utilisation de modéles d’ordre
réduit. |92, 89, 91, 90, 7, 6].
Lieu et al. [91] étudient I’écoulement transonique autour d’un avion F-16 pour différentes
valeurs du nombre de Mach. Une base réduite est construite pour des échantillons du
nombre de Mach. Pour obtenir une réponse entre les paramétres échantillonnés, la mé-
thode Subspace Angle Interpolation est proposée par Lieu et al. afin de construire une
base réduite au nombre de Mach M, a partir des bases réduites évaluées aux nombres
de Mach My,1 et Moo tels que Moo1 < Moo < My, 2. Cette méthode est définie en deux
étapes :
(i) linterpolation de I’angle principal & partir de I’angle principal formé par le sous-
espace engendré par les bases réduites évaluées aux nombres de Mach My 1 et
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Moo 2,
(i) Dutilisation de l’angle principale interpolé afin de construire la nouvelle base ré-

duite au nombre de Mach M.
Cette méthode a été appliquée avec succés pour des nombres de Mach compris entre 0, 6
et 0,8. Toutefois pour avoir une estimation correcte de l’écoulement,la méthode reste
limitée a des nombres de Mach proches des valeurs échantillonnées. Le calcul d’une ré-
ponse interpolée a des nombres de Mach trop loins des valeurs échantillonnées nécessitent
la reconstruction d’un modéle d’ordre réduit. Lieu et al. parlent de pres de 4 heures pour
obtenir un modéle d’ordre réduit (69 degrés de liberté) a l’aide de la POD a partir de 99
snapshots échantillonnés sur un cluster a I’aide de la FEM (168799 degrés de liberté). A
titre de comparaison, le calcul d’une réponse interpolée est de ’ordre de la minute sur le
méme cluster.
Comme la méthode Subspace Angle Interpolation ne permet pas 'adaptation du modéle
d’ordre réduit pour de nouvelles valeurs de parameétres échantillonnés, Amsallem et al.
[7] proposent une méthode d’interpolation sur les variétés de Grassmann. Cette méthode
permet de construire une base réduite associée au sous-espace Sy, 11 évaluée au para-
metre py, 41 & partir de la connaissance des bases réduites associées aux sous-espaces S;

évaluées aux parameétres (p; Mo Cette méthode est définie en quatre étapes :
p i)i=1 q P

(i) le choix d’un sous-espace Sy parmis les sous-espaces (Si)ﬁ\;pl de la variété de Grass-
mann. Ce sous-espace est le point d’origine pour l'interpolation.

(i) Le transfert sur l’espace tangent 7. Chaque sous-espace S; suffisamment proche
de Sy est projeté sur le point X; de 7y représenté par une matrice I'; au moyen de
lopérateur de projection logarithmique Logg,,

(iii) L’interpolation dans l’espace 7p au paramétre py iq. La matrice I'n 41 est
interpolée au point Xy, 11 a l'aide d’'une méthode d’interpolation.

(iv) Le transfert sur le sous-espace Sy,41. Le point Xy, 1 de 7y représenté par une
matrice I'y, 1 est projeté dans le sous-espace Sy,+1 au moyen de I'opérateur de
projection exponentielle Expg,,

Cette méthode a été appliquée pour étudier I’écoulement transonique autour d’un avion
F-16 pour différentes valeurs du nombre de Mach et éviter la reconstruction d’un modéle
d’ordre réduit lorsque les nombres de Mach sont trop éloignés des valeurs échantillonnées.
Toutefois, le terme d’adaptation est maladroit car aucun estimateur d’erreur permet
d’évaluer la qualité de l'interpolation.

6.2 Interpolation et construction de base réduite

Le principe de la construction d’une base réduite paramétrée est d’agréger des ré-
sultats de simulations APHR effectuées dans le cadre d'une étude paramétrique afin
d’initialiser une nouvelle simulation APHR relative & une nouvelle valeur de paramétre.
Tout d’abord, une base réduite multidimensionnelle est construite sur I’espace paramétré
Q2 X P en utilisant les bases réduites déduites de 1’évaluation des réponses paramétrées
aux parameétres échatillonnés & I'aide de la méthode APHR. Cette construction de base
réduite est couplé a une méthode d’interpolation initiallement intégré dans la méthode
APHR multidimensionnelle [120], ce qui offre une méthode alternative a la méthode
d’interpolation sur les variétés de Grassmann [0]. La méthode d’interpolation considérée
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fournit une réponse paramétrée interpolée a une valeur de parameétre entre les parameétres
échantillonnés et une base réduite paramétrée potentiel pour I’évaluation de la réponse
a laide de la méthode APHR pour cette valeur de paramétre.

Disposant des fonction d’interpolation (Q)ﬁ\;pl supposées connues et des snapshots pa-

rametreés (uz)f\fl évalués aux paramétres échantillonnés (pl-)?fl a l'aide de la méthode

APHR sans base reduite initiale, le procédé de construction d’'une base réduite multi-
dimensionnelle et 'interpolation en surface de réponse consiste & interpoler la réponse
U(N,+1) au parametre p(n ;1) entre les parametres échantillonnés selon deux étapes :

(i) Construction d’une base réduite multidimensionnelle : ’ensemble des bases ré-
duites est transformé en une base réduite multidimensionnelle. Une POD est alors
menée sur cette base multidimensionnelle en considérant les variables réduites mul-
tidimensionnelles associées afin de la rendre optimale. Cette construction est ’ap-
port essentiel de la méthode proposée.

(ii) Interpolation de la réponse : les modes empiriques sont réduits aux parameétres
¢échantillonnés puis interpolés au parametre p Npt1)- Comme ces modes empiriques
interpolés peuvent ne pas former une base réduite, une POD est menée sur ces
modes empiriques afin d’en déduire la base réduite paramétrée.

L’enrichissement de cette surface de réponse consiste a calculer la réponse u(y, 4 1) relative
au nouveau parametre échantillonné py 1) dans P avec pour base initiale la base
calculée lors du calcul d’interpolation.

6.2.1 Approche multidimensionnelle

Formulation multidimensionnelle La reformulation multidimensionnelle consiste a
considérer le probléme multidimensionnel virtuel paramétrique Q' qui résulte de la conca-
ténation de la séquence des IV, problemes (Q("))ﬁ\fl. Chaque probléme Q® est défini sur
Q pour le méme intervalle de temps Z. Le probléme multidimensionnel paramétrique Q’

est défini sur Q' = Q x P sur U'intervalle de temps Z.

Np
NG
définies sur Q x 7, le méta-modele est défini par les parametres échantillonnés (p;),; et

En considérant une représentation séquentielle des N, prévisions paramétrées (Q(i))

) . N,
leurs réponses respectives (u;),;", tel que :

ui(xz,t) = u(x,t,p;) =~ uporm(x,t,p;) = w; pom(x,t), TEQ, t €T, (6.4a)
w oo
wi rour(z.t) = Y (@) al)(t), €, teT,  (6.4D)
k=1

ol Pexposant () désigne 'indice du parameétre évalué.

En considérant une représentation simultanée de la prévision multidimensionnelle Q'
définie sur Q' x Z, le méta-modele est défini par les parameétres échantillonnés (pi)ﬁ\;pl et
la réponse u’ telle que :

Np

u/(wvt)p) = Za(p _pz) ui(wvt)) S Qv te I) b € P) (65)
=1

ou ¢ est la distribution de Dirac.
Cette formulation multidimensionnelle est définie dans un sens strictement mathématique
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en utilsant une distribution de Dirac dans ’espace des paramétres. En prenant en compte
cette formulation, le méta-modéle est reformulé de la facon suivante :

u'(z,t,p) %u’ROM(a: t,p), x€Q, tel, peP, (6.6a)

wpoy (T, t,p) = Zwlmp aj(t), xeQ, teZ, peP, (6.6b)

p
ou M, = ZM&Z)

La base réduite multidimensionnelle (wf)l]\g et les variables réduites multidimension-

. M, ) . o
nelles associées (a;),_4 sont obtenues par renumérotation d’indice tel que :

B sin o @) =00 =) ) (@), ke {1 MP} i€ {1 N} 2 €Q peEP,
(6.7a)

@i om (D) = al’(t), ke {l,..,MP}, ie{l,.,N,}, teT.
(6.7b)

Sous une discrétisation FEM, la matrice formée par les modes empiriques (@bf)l]‘g est
diagonale par block.

Cette base réduite multidimensionnelle est une base orthogonale et normée car chaque
base réduite relative au probleme Q@ Dest :

| ) i) 4 = | 6= p) ) @) (@) 4
[ oi—p)ap [0 @) (@) a0

(6.8)

Base POD multidimensionnelle Comme la base (wg)iwli peut ne pas étre optimale

une POD est menée sur le champ wu'. Le probléme est de trouver la base (¢]) qui
Nl
maximise sa projection sur le champ u’ et les variables d’état réduites associées (a;) .
j=1
Cette projection s’écrit :

) /OT ((u’(.,t,.),¢;)9,)2 dt‘

6.9
@8 (09
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M,

Sous I’hypothese que ¢’ (x,p) = ZT/J;(:B, p) V; et en considérant I'orthonormalité de
=1

la base réduite (@b;ﬂ)gﬁl, cette projection s’écrit :

2

T [ M
/ > a(t) Vi | dt
, 0 \k=1
AVY) = v : (6.10)
>V
k=1
Il s’agit donc de résoudre le probléme de maximisation :
A; = max A (V;) (6.11)

V/eRML

Ce probléme d’optimisation est équivalent & un probléme aux valeurs propres. Ce pro-
bléme aux valeurs propres est défini par la matrice de correlation C!, symmétrique et
définie positive de taille M}, telle que :

M,
> Ciw Vi =25 Vi (6.12a)
=1
T
ki :/0 ay,(t) ay(t) dt, (6.12b)
ou les vecteurs propres (V;)jﬂ/fﬂl sont relatifs aux valeurs propres (A;) ' ul.
= =

Ce probléme admet exactement M/, solutions dont on tronque les N/ premiéres. La base

réduite (qﬁ;)j\[:“l qui maximise sa projection sur le champ u’ et les variables d’état réduites

!

., / u , .
associées (o sont définies par :

j=1
M;,
¢(x,p) = > Yi(z,p) Vi;, z€Q, peP, (6.13a)
k=1
M;,
() = ay(t) Vi, teT. (6.13b)
k=1

’ N\ M,
De la matrice des vecteurs propres (V;)jj‘{“l, on peut extraire des sous matrices (Vg-z)) -
= =
de la fagon suivante :
_® (ORI
V(k—‘,—z;::ll M&m))] — Vk’] 5 k S {1, eey Mu }, S {17 ...,Np}. (6.14)

La base réduite ((b;);vzul pour les valeurs des parameétres échantillonnés (pi)ﬁ\;pl peut
M0

s’exprimer trés simplement en fonction des bases réduites (1,b,(j))k ul des problémes
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(Q(i))j\fl :

M,
/P‘f’;‘("”’p) o(p —p;) dp = 2/7)5(17 —p;) ¥y(x,p) Vij dp, = € Q,
Ny M
= Z_; Z P é(p —p;) w;ﬁzfn—:ll M (z,p) V(’“"‘anlll MM dp, x € Q,
N 1 (6.15)
=> > / 5(ps —p;) ¥\ (@) Vi dp, x € Q,

s=1 k=1 "P

Par conséquent, le calcul de la base réduite multidimensionnelle par agrégation ne né-
cessite pas de duplication de maillage ni de maillage multidimensionnelle, contrairement
a ce qui est proposé dans [120].

6.2.2 Interpolation en surface de réponse

L’interpolation consiste & exploiter la méthodologie décrite pour la méthode APHR
multidimensionnelle [120]. Comme la distribution de Dirac ne permet pas une inter-
polation entre les paramétres échantillonnés (pi)ﬁ\;pl, des fonctions d’interpolation sont
considérées. Les fonctions (Ci)]l\;pl sont les fonctions d’interpolation relatives aux para-
métres échantillonnés (pl)fvz”l
Le but de l'interpolation est 1’évaluation de la réponse uwgrg pour toute valeur de para-

meétre p € P entre les parametres échantillonnés (Figure 6.2.

'""f_ U(N,+1) RS
L}

'

FiG. 6.2: Interpolation en surface de réponse. Interpolation de la réponse ugrg entre les
parameétres échantillonnés
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En considérant la nouvelle valeur de parameétre p Nyp+1)s la réponse interpolée s’écrit :

U, +1)(T,t) =u <w7p(Np+1)7t) ~ URS (:I:,p(NPH),t) = U, +1) rs(T, 1), T €Q, t €T

(6.16)
D’aprés la méthologie d’interpolation en surface de réponse, une premiére décomposition
fait intervenir la base réduite multidimensionnelle :

U(N,+1) RS (1) Z(z( P(N,+1) ) u (z,t, p;)

N, N/

=33 6 (Pven) #5(@po) al®)

i=1 j=1

N, [ Np
:Z ZQ’ (p(Np+1)) & (x,p;) | (1)

_Z¢Np+1 ]Np+1)( 0, zeq, tel,

(6.17)

ol les modes empiriques (¢§NP +1)

Ny,
) ) sont interpolés et les variables d’état réduites
j=1

/

(Np+1))Nu

associées (a- sont inchangées tels que :
Jj=1

J

P ZQ (p(Np+1 ) ¢i(x,p;), € Q. (6.18a)

Ay = o(t), teT. (6.18b)

N,
Comume les snapshots interpolés (q’)( D) ) ~peuvent ne pas former une base, une POD

est menée en utilisant la matrice de corrélation G, symmétrique et définie positive de
taille N/, telle que :

N,
Z Gu lelj = )‘ijj7 (6.19&)
=1

Gu = /Q o (@) - oY (2) A, (6.19D)

N, N,
ou les vecteurs propres (V). j)j= sont relatifs aux valeurs propres (A5) i
(Np+1)

M,
PR s , Np+1 w . L
La base réduite paramétrée interpolée ( ,(C P )) et les variables réduites asso-
k=1



6.3. CAS DE CALCUL : INTERPOLATION EN TEMPERATURE 103

(Np+1)

ciées (a,(CN” H))k ul définie par :
PN Z oM (@) Vg, 2 € 0, (6.20a)
al"P Za] Vip, t€T. (6.20D)
(Np+1)
La base réduite ( ,(ng +1)) - n’est pas multidimensionnelle mais définie uniquement

sur €.

La méme procédure est appliquée a toutes les bases réduites produites par la méthode
APHR, c’est & dire la base réduite relative au champ de déplacement décrites précédem-
ment mais également les bases réduites relatives au champ de variables internes éventuel-
lement désynchronisées. Dans cette étude, une unique base de fonctions d’interpolation
est utilisée pour toutes les grandeurs mécaniques. C’est évidemment un choix a peu de
contenu mécanique qu’il faudra reconsidérer par la suite dans des travaux ultérieurs.

Le résultat de l'interpolation est non seulement une réponse interpolée urg relative a un
paramétre entre les parameétres échantillonnés mais également une base réduite interpolée
et les variables réduites associées.

6.2.3 Enrichissement de la surface de réponse

L’enrichissement d’un méta-modéle en ajoutant un nouveau parameétre échantillonné

P(nN,+1) consiste a évaluer la réponse u(y, 1) a l'aide de la methode APHR. Dans ce cas,
(Np+1)

la base réduite interpolée (1,b P +1))k est une base réduite initiale potentielle pour

évaluer cette réponse. a

6.3 Cas de calcul : interpolation en température

Le propos de cette étude est de déterminer la réponse thermomécanique (u(f), z(0))
d’un alliage d’aluminium dans un vaste domaine de température 6 en utilisant la méthode
APHR couplée a la méthodologie de surface de réponses évoquée précédemment.

6.3.1 Configuration géométrique et données matériaux

La structure étudiée est une cellule composite périodique €2 formée d’une inclusion
ferritique €; dans une matrice d’aluminium €,,. La structure est décrite dans R? sous
I’hypothése de déformations planes. Une configuration hexagonale est considéré dans
I'analyse avec une fraction volumique ¢; = 0,25 (Figure 6.3). Le maillage est constitué de
4608 éléments quadrilatéraux linéaires, de 9,365 degrés de liberté et de 82944 variables
internes dont 46080 sont dans la matrice et 36864 sont dans l'inclusion. L’inclusion
ferritique €2; est élastique linéaire et la matrice d’aluminium €2, est élasto-viscoplastique.
Pour les deux matériaux, le module d’Young et le coefficient de dilatation thermique
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el

FiG. 6.3: Interpolation en surface de réponse. Cellule périodique avec arrangement hexa-
gonal

dépendent de la température mais le coefficient de Poisson non.

Une loi de comportement élasto-viscoplastique de type Armstrong-Frederick est utilisée
pour la matrice d’aluminium €2,,. Elle est décrite dans les équations suivantes.

Le critére de plasticité est un critére de von Mises :

f=J2(s—x)— Ry(0), (6.21)

o Ry dépend de la température 6.
L’écrouissage cinématique non-linéaire est défini par :

z— %C’(G)a, (6.22a)
v (2l =) b
&= (2 e = D(b) > , (6.22b)

ou C et D dépendent de la température 6.
Le taux de déformation viscoplastique est défini par :

3 s —@) (6.23)

La loi d’écoulement viscoplastique est une loi de Norton saturée par un exponentiel.
Cette loi approxime le fluage & un faible niveau de contraintes et la plasticité a un niveau
de contraites élevé :

A (e e N

ou K, A et n dépendent de la température 6.
L’intervalle de température considéré dans cette analyse est 6 € [20 °C; 250 °C | et les
données matériau sont présentées Table 6.1.
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9 (°C) 20 150 200 250
E,, (MPa) 62000 61000 60000 60000
am (/°C) ]2,26-107°[2,26-107° | 2,51-107° | 2,51-107°

Um 0,33 0,33 0,33 0,33
Cpn (MPa) 11000 8000 5000 4000
D,, (MPa) 252 179 250 104
K., (MPa) 42 50 60 60

N 10 8.5 7 6

A 2,26-107° [ 2,26-107° | 2,51-107° | 2,51-107°
Rom (MPa) 50 40 37 30
E; (MPa) 161000 161000 161000 161000

Vi 0,3 0,3 0,3 0,3
o (/°C) [ 1,1-107% [ 1,1-107° | 1,1-107° | 1,1-107°

TAB. 6.1: Interpolation en surface de réponse. Données matériau de la matrice d’alumi-
nium

6.3.2 Chargement et conditions aux limites

Les conditions aux limites sont périodiques telles que :
u(x,0,t) = €0,t) - x+w(x,0,t), z€Q, t€]0,T], (6.25)

ot w(x,-) est un champs périodique sur €2 de moyenne nulle.
La contrainte moyenne appliquée a la cellule est imposée dans une direction fixe dans
I’espace des deformations :

€0,t) = e6,t) BO. (6.26)

Le chargement est appliqué en augmentant de fagon incrémentale le paramétre de controle
€(0,t). En d’autres termes, la direction de la déformation moyenne est imposée et l’am-
plitude de la déformation moyenne est définie par le paramétre de controle. L’amplitude
de la contrainte moyenne & (6,t): E© et les composantes de la déformation moyenne
dans les directions perpendiculaires a E© sont des résultats de calcul.

Une direction de contrainte moyenne est étudiée :

EY = e, ® es. (6.27)

6.3.3 Description des stratégies de calcul

Cette étude vise a évaluer la méthodologie de surface de réponses en étudiant deux
points en particulier. D’abord, l'interpolation directe d’une réponse pour une nouvelle
valeur de parameétre ; ensuite, la construction d’une base initiale pour cette nouvelle valeur
de paramétre afin d’enrichir le méta-modéle en calculant la réponse avec la méthode
APHR a l'aide de la base initiale interpolée.

Deux réponses préliminaires sont calculées & 8 = 50 °C et 6 = 250 °C a l'aide de la
méthode APHR afin de poursuivre en utilisant la méthodologie de surface de réponses
pour des températures 6 € [50;250]. Alors, plusieurs stratégies de calcul sont considérées.
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SO : 1a stratégie SO est une stratégie d’interpolation en surface de réponses. Aucun
calcul mécanique n’est mené et la réponse est interpolée. Cette interpolation est
trés rapide et permet en général un traitement en temps réel.

La stratégie S est menée avec le parameére POD epop = 8- 1074

S : La stratégie S consiste en un calcul hyper-réduit a priori avec base initiale.
La simulation démarre donc avec un ensemble de modes empiriques interpolés
grace & de précédentes simulations. D’autres sont ajoutés si nécessaires lorsqu’une
correction FEM est calculée.

La stratégie S est menée avec le parameére POD epop = 8- 107, la tolérance
d’erreur sur les variables internes €, = 1,5-1074 et les paramétres d’hyper-réduction
Neg =2 et Ng = 4.

S@) : 1a stratégie S consiste en un calcul hyper-réduit a priori sans base initiale.
La simulation démarre donc sans modes empiriques. Ils sont ajoutés si nécessaires
lorsqu’une correction FEM est calculée.

La stratégie S est menée avec le parameére POD epop = 8- 107, la tolérance
d’erreur sur les variables internes e, = 1-107* et les paramétres d’hyper-réduction
Ne =4 et Ng = 4.

S®) : 1a stratégie S®) est une stratégie FEM.

L’interpolation en surface de réponses et les effets d’une base initiale interpolée sur les
prévisions fournies par la méthode APHR sont étudiés a ’aide d’un indicateur de gain
en temps de calcul défini par :

_ treM (6.28)
tAPHR

6.3.4 Discussion des résultats

Calculs préliminaires Deux simulations préliminaires sont calculées & 8 = 50 °C et
0 = 250 °C selon la stratégie S® afin de mener I'étude sur la méthodologie de surface
de réponses.

Les prévisions de la méthode APHR dans la direction E®© sont montrées Figure 6.4 et
Figure 6.5.

La stratégie S® montre des résultats concordant avec les resultats FEM fournis par la
stratégie S). Le niveau de contrainte relevé avec la stratégie S est trés proche de
celui observé dans les resultats FEM dans toute I'intervalle de déformations considéré et
la déformatioin plastique cumulée coincide avec les résultats FEM. Cela s’explique par
la tolérance d’erreur sur les variables internes trés faible afin de capturer I’écoulement
viscoplastique avec une bonne précision.

Détermination des coefficients d’interpolation La détermination des coefficients
d’interpolation est effectuée en interpolant la contrainte moyenne dans la direction E©
I'instant ¢,, o1 la contrainte moyenne maximale est atteinte. Ce procédé de détermination
est un apport de ce mémoire mais la question reste ouverte.

»
9 (t,): BO =" ¢i(0) &(tu. 0:): B, (6.29)

=1
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F1G. 6.4: Interpolation en surface de réponse. Prévisions de la méthode APHR selon EW©)
a6 =>50°C
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(b) Strategies S® et S®). Prévisions de la mé-
thode APHR en déformation plastique cumulée
et comparaison avec la FEM

(a) Strategies S et S©). Prévisions de la mé-
thode APHR en contrainte-déformation dans la
direction E© et comparaison avec la FEM

F1a. 6.5: Interpolation en surface de réponse. Prévisions de la méthode APHR selon E©)
a =250 °C

Les coefficients d’interpolation respectent :
P
D G0) = 1. (6.30)
i=1

Avec les deux reponses échantillonnées aux températures = 50 °C et 0 = 250 °C, la
détermination des coefficients d’interpolation est définie pour 6 € [50,250] selon :

5250 (t,,) — 5O (t,)
C50(9) = ;-(250) (tu) o ;-(50) (tu)’ (631&)
O (t,) — 369 (t,) (6.31b)

C50(0) = 250 (t,) — 300 (t,)’

Si @09(t,) < #D(t,) < a®0(t,), ou 0 (t,) est donné par un estimateur de la
contrainte moyenne. Cette estimation peut étre fournie par la stratéegie S@ ou S®), en
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particulier sur un maillage grossier. En pratique, puisque la détermination des coefficients
d’interpolation ne remet pas en cause la méthodologie de surface de réponse, la stratégie
SG) est utilisée.

Si la contrainte moyenne estimée n’est pas encadrée par les contraintes moyennes échan-
tillonnées, I'interpolation n’est pas possible. Dans ce cas, des coefficients d’interpolation
sont definis. Si @@ (t,) < @09 (t,), alors (50(f) = 1 et Cos0(f) = 0. Si & (t,) >
&0 (t,,), alors (50(0) = 0 et (as0(6) = 1.

Calculs interpolés Des simulations sont menées selon les stratégies S0, S §(2) et
SG) a des températures § = 70 °C, 8 = 90 °C, 6 = 110 °C, 6 = 190 °C, 0 = 210 °C, et
0 =230 °C.

Température 60 = 70 °C.
Une simulation est menée & # = 70 °C. La méthodologie de surface de réponses dans les
stratégies S©) et S() met en jeu les coefficients d’interpolation C50)(0) = 1 et ((250)(0) =
0.

Température 6 =90 °C.
Une simulation est menée & 6 = 90 °C. La méthodologie de surface de réponses dans les
stratégies S(© et SN met en jeu les coefficients d’interpolation C(50)(0) = 0,967214441
et Ca50)(0) = 0,032785559.
L’interpolation en surface de réponses et les prévisions de la méthode APHR dans la
direction E© sont montrées Figure 6.6 et Figure 6.7. A la température § = 90 °C, la
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(a) Strategies S® et S®. RS interpolation en  (b) Stratégies S et S®. RS interpolation en
contrainte-déformation dans la direction E®  déformation plastique cumulée et comparaison
et comparaison avec la FEM avec la FEM

F1G. 6.6: Interpolation en surface de réponse. Prévisions de I'interpolation selon EO© 3
0 =90 °C

stratégie S ytilisant les modes interpolés par la méthodologie de surface de réponse
offre une meilleure précision que la stratégie S @,

Température 6 =110 °C.
Une simulation est menée & 6 = 110 °C. La méthodologie de surface de réponses dans les
stratégies S0 et S met en jeu les coefficients d’interpolation C(50)(0) = 0,924928074
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(a) Stratégies S, @ et S, Prévisions de  (b) Stratégies S, S et S, Prévisions de
la méthode APHR en contrainte-déformation la méthode APHR en déformation plastique cu-
dans la direction E® et comparaison avec la mulée et comparaison avec la FEM

FEM

F1a. 6.7: Interpolation en surface de réponse. Prévisions de la méthode APHR selon E©)
a6=90"°C

et ((250)(0) = 0,075071926.
L’interpolation en surface de réponses et les prévisions de la méthode APHR dans la
direction E© sont montrées Figure 6.8 et Figure 6.9. A la température § = 110 °C,
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(a) Strategies S® et S®. RS interpolation en  (b) Stratégies S et S®. RS interpolation en
contrainte-déformation dans la direction E®  déformation plastique cumulée et comparaison
et comparaison avec la FEM avec la FEM

FiG. 6.8: Interpolation en surface de réponse. Prévisions de I'interpolation selon EO© 3
0 =110 °C

la stratégie S qui utilisent les modes interpolés présente un défaut caractéristique de
la méthode APHR. Cet écart & la courbe de référence traduit le fait que la tolérance
d’erreur sur les variables internes €, pour la stratégie S (1) est plus grande que celle pour
la stratégie S, Il convient de noter que la précision est excellente par ailleurs pour les
deux stratégie SM) et S@). De plus, il est tout & fait possible de corriger ce défaut en
diminuant la tolérance d’erreur sur les variables internes ¢,.

Température 6 =190 °C.
Une simulation est menée a § = 190 °C. La méthodologie de surface de réponses dans les
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(a) Stratégies S, @ et S, Prévisions de  (b) Stratégies S, S et S, Prévisions de
la méthode APHR en contrainte-déformation la méthode APHR en déformation plastique cu-
dans la direction E® et comparaison avec la mulée et comparaison avec la FEM

FEM

F1a. 6.9: Interpolation en surface de réponse. Prévisions de la méthode APHR selon E©)
af6=110 °C

stratégies S© et S met en jeu les coefficients d’interpolation C50)(0) = 0,203023238
et Ca50) () = 0, 796976762.

L’interpolation en surface de réponses et les prévisions de la méthode APHR dans la
direction E® sont montrées Figure 6.10 et Figure 6.11. A la température § = 190 °C, la
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FiG. 6.10: Interpolation en surface de réponse. Prévisions de I'interpolation selon EO© 4
=190 °C

stratégie S qui utilisent les modes interpolés présente un défaut caractéristique de la
méthode de surface de réponse. La prévision hyper-réduite pour la stratégie S (1) présente
un renflement da & l'utilisation des modes interpolés. Ces modes interpolés ont hérités
du méme renflement présent pour la stratégie S () qui résulte d’erreurs la représentation
modale & 8 = 250 °C.

Température 60 =210 °C.
Une simulation est menée a § = 210 °C. La méthodologie de surface de réponses dans les
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FEM

F1a. 6.11: Interpolation en surface de réponse. Prévisions de la méthode APHR selon
EY 30 =190 °C

stratégies S(© et SN met en jeu les coefficients d’interpolation ((50)(0) = 0,054853445
et C(as0)(0) = 0,945146555.

Température 6 =230 °C.

Une simulation est menée & 6 = 230 °C. La méthodologie de surface de réponses dans les
stratégies S(© et S met en jeu les coefficients d’interpolation C(50)(0) = 0,043789329
et Ca50) () = 0,956210671.

Les stratégies S1), S et SG) montrent des résultats concordant avec les resultats FEM
fournis par la stratégie S®). La stratégie S(°) montre une précision correcte a un niveau de
contrainte élevé mais peut présenter d’avantage d’erreur a un faible niveau de contrainte.
Les stratégies S() et S montrent des résultats trés proches des resultats FEM. Encore
une fois, cela s’explique par la tolérance d’erreur sur les variables internes trés faible afin
de capturer I’écoulement viscoplastique avec une bonne précision. Les gains en temps de
calcul vont permettre de classer les stratégies présentées en termes de performances.

Gains en temps de calcul Les gains sont présentés Table 6.2.

6 (°C) | SO : Interpolation en | S : Calcul hyper-réduit | S®@ : Calcul hyper-réduit
surface de réponses a priort avec a priori
base initiale interpolée
70 °C 123, 74148133 3,271814543 1,765625364
90 °C 111,933507171 3, 137852895 1,916098877
110 °C 152,135270979 3,576343368 1,996046162
190 °C 157, 728089395 4,982219977 3,128935232
210 °C 127, 28212986 3,775559482 2,921273238
230 °C 113, 433345993 3, 795840297 1,617273589

TAB. 6.2: Interpolation en surface de réponse. Gains en temps de calcul n
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La stratégie S(© permet d’enormes gains en temps de calcul car aucun calcul mécanique
n’est réalisé et les réponses sont interpolées. Il faut ajouter que les temps utilisés pour
estimer ce gain excluent le temps de lecture des données.

La stratégie S(!) permet un meilleur gain en considérant comme base initiale les modes
empiriques interpolés en suivant la méthodologie de surface de réponses. Avec un jeu de
coefficients d’interpolation convenables, la stratégie SM qui propose un calcul hyper-
réduit avec une base initiale interpolée fournit de bien meilleurs gains que la stratégie
S@ qui propose un calcul hyper-réduit sans base initiale, sous la condition de relever
avec prudence les tolérances. A I'inverse, avec un jeu de coefficients d’interpolation non
appropriés, la stratégie S (1) peut s’avérer comparable a la stratégie S @),

Ainsi, les bases initiales résultant de la méthodologie de surface de réponses dépendent
des coefficients d’interpolation et ces coefficients ont une influence cruciale sur le calcul
APHR muni d’une base initiale interpolée. Pour limiter I'influence des coefficients d’in-
terpolation, une stratégie d’oubli peut étre ajoutée a la stratégie S™) afin que les modes
empiriques ajoutés pendant une simulation lorsqu’une correction FEM est effectuée soient
plus significatifs que ceux provenant de l'interpolation.

6.3.5 Conclusion

La méthodologie de surface de réponses développée dans la méthode APHR per-
met d’évaluer une réponse entre les parametres échantillonnés au moyen d’une technique
d’interpolation. Cette méthodologie est également utilisée pour enrichir le méta-modéle
et la surface de réponse en effectuant un calcul APHR ayant pour base initiale un en-
semble de modes empiriques interpolés pour une valeur de parameétre supplémentaire.
La méthodologie de surface de réponses développée dans la méthode APHR. est décrite
en deux points. D’abord, une approche multidimensionnelle conceptuelle permet de gé-
nérer un ROM multidimensionnel qui contient une base réduite multidimensionnelle et
les variables réduites multidimensionnelles associées. Ce ROM multidimensionnel est une
concaténation de tous les ROM des simulations effectuées. Une POD est alors menée sur
ce ROM multidimensionnel afin de selectionner les champs de transformation qui dé-
crivent ’évolution du systéme de facon optimale. Ensuite, I'interpolation est poursuivie
sur les modes empiriques restreints aux parameétres échantillonnés. Comme ces champs
de transformation peuvent ne pas former une base, une POD est menée pour déterminer
la base réduite interpolée et les variables réduites associées.

Les coefficients d’interpolation considérés ont une influence cruciale sur la réponse in-
terpolée et sur la réponse calculée par la méthode APHR munie d’une base initiale
interpolée. C’est pourquoi un facteur d’oubli peut éventuellement étre ajouté dans cette
analyse afin de réduire I'influence de ces coefficients d’interpolation.

L’interpolation en surface de réponse permet des gains en temps de calcul considérables
pour une précision correcte sous reserve de disposer des fonctions d’interpolation. En-
suite, un calcul APHR disposant pour base initiale des modes empiriques interpolés
permet de meilleurs gains par rapport & un calcul APHR sans base initiale, pour une
trés bonne précision.
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Conclusion et perspectives

La méthode APHR présentée dans ce mémoire est une méthode de réduction in-
crémentale adaptée pour le développement et la mise au point des systémes paramé-
trés complexes. Les nombreuses stratégies offertes par la méthode APHR permettent de
choisir une résolution pertinente du probléme thermo-mécanique considéré au cours des
nombreuses simulations réalisées pour une structure au cours de la conception, du dimen-
sionnement, de la validation, de la fabrication, du suivi en service. Ainsi il est possible de
privilégier la précison pour les calculs de validation ou bien les gains en temps de calcul
pour les calculs d’exploration de solutions techniques.

La méthode APHR est une méthode adaptative basée sur la POD capable de fournir
une analyse paramétrée d’un systéme complexe. Un ROM évolutif fournit des prévisions
dans une base réduite POD et ces prévisions sont éventuellement corrigées par des cal-
culs partiels FEM. Si & la fin d’un incrément, la précision de la prévision donnée est
insuffisante, ’état mécanique corrigé est utilisé pour enrichir les bases réduites POD as-
sociées au ROM d’un mode empirique. Les bases réduites associées au modeéle d’ordre
réduit contiennent des données relatives & tous les calculs paramétrés effectués. L’hyper-
réduction est vue comme une sélection du domaine véhiculant l'information. L’espace
est divisé en un ensemble de variables internes dites explicatives dont le support est le
TID et un ensemble de variables internes dites expliquées. Les lois de comportement sont
intégrées sur ce TID construit par la méthode APHR de fagon automatique.

Les nombreuses possibilités de simulations qu’offrent la méthode APHR en terme de qua-
lilé et de temps de calcul en font une méthode complexes dont les nombreux parameétres
la rendent difficile & prendre en main pour un utilisateur non expérimenté. La valeur
a donner aux parameétres dans le cas d’'une premiére simulation ou bien la fagon de les
modifier dans des situations ultérieures requiert la mise en oeuvre d’un savoir faire afin
de permettre a 'utilisateur de bien comprendre les tenants et les aboutissants de chaque
parameétre.

Un caractére assez génant de la méthode APHR car trés difficile & appréhender est la non
monotonie des résultats en modifiant les parameétres de la méthode. En effet, ’augmen-
tation de la valeur des paramétres d’hyper-réduction entraine un TID plus étendu et par
conséquent, tend & fournir des résultats de meilleure qualité en allongeant le temps de
calcul. De la méme facon, la diminution de la valeur des paramétres d’erreur entraine une
tolérance plus faible ce qui tend & induire des résultats de meilleure qualité en allongeant
le temps de calcul. Toutefois, le bruit introduit par 'hyper-réduction durant le processus

113
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d’adaptation entraine une dispersion trés importante autour des valeurs attendue. Une
question trés intéressante est d’étudier la non monotonie du gain en temps de calcul et
de la qualité des résultats afin de garantir une non-régression lors de la modification des
parameétres de la méthode APHR (Figure 7.1).
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F1a. 7.1: Dispesion des résultats de la méthode APHR causée par le bruit d’adaptation

Une premiére idée serait par exemple de mettre en place une méthodologie qui vise a
limiter le bruit d’adaptation en corrigeant automatiquement les prévision hyper-réduites
a une certaine fréquence.

La desynchronisation de la représentation des variables internes s’inspire de certaines
méthodes développées en homogénéisation pour la mécanique des matériaux qui pro-
posent un traitement des variables internes par phases. Ce découpage spatial permet
d’introduire une décorrélation temporelle des transformations significatives sur chaque
sous-domaine désynchronisé en attacheant une base réduite sur chaque sous-domaine
pour chaque composante scalaire du champ des variables internes. Cette représentation
désynchronisée permet également de réduire la complexité apparamment superflue de
certaines phases en considérant un nombre de modes empiriques indépendant sur cha-
cune. La méthode APHR désynchronisée propose une représentation synchronisée du
champ de déplacement et une réprésentation désynchronisée du champ de variables in-
ternes. Ce développement fournit de meilleurs résultats en terme de précision et de gains
en temps de calcul. En effet, la meilleure estimation des variables internes est fondée sur
deux points :

(i) les variables internes sont évaluées avec une meilleure précision. En effet, les bases
réduites désynchronisées relatives au champ de variables internes possédent moins
de modes et ces modes sont mieux décrit car moins bruités par le processus d’adap-
tation. De plus, I'extrapolation a ’extérieur du TID est opérée par sous-domaines
désynchronisés ce qui induit une meilleure précision dans ’extrapolation.

(ii) la réprésentation désynchronisée des variables internes permet une construction
du TID basée sur la partition des sous-domaines désynchronisés. Cela permet de
prendre en compte chaque mode empirique pour chaque sous-domaine et par consé-
quent de tenir compte des transformations significatives.

La meilleure estimation des variables internes a un impact sur le temps de calcul. Comme
les modes empiriques associée & la représentation désynchronisée sont de meilleure qua-
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lité, le procédé de correction-enrichissement est moins sollicité et les gains en temps de
calcul sont plus importants.

Une question sur 'optimalité du la position du TID se pose naturellement. Les pre-
miers résultats sur la désynchronisation des variables internes introduite dans la méthode
APHR montrent que la position du TID est déterminante sur la qualité des résultats,
en particulier la mise en évidence de la plasticité. Ainsi, une étude sur 'optimalité de la
position du TID devrait étre menée en s’inspirant des méthodes EIM. Les méhodes em-
piriques d’interpolation proposent en effet dans une démarche a posteriori une sélection
optimale des points constituant le sample mesh par un probléme de minimisation. Une
autre facon de procéder, et utilisée pour les résultats présentés dans ce mémoire consiste
a ajouter des points pour réduire les gradients dans le premier mode empirique et ainsi
obtenir un mode empirique fondamental le plus lisse possible. Cette approche pourrait
étre automatisée.

Ensuite, il faut rappeler que la désynchronisation introduit une base de modes empi-
riques pour chaque composante scalaire du champ de variables internes. Cependant, des
résultats obtenus en homogénéisation périodique sur une cellule hétérogene 3D a base
hexagonale contenant une inclusion sphérique a montré que la contrainte déviatorique

1
(J2(0or)) est trés bien estimée alors que la contrainte hydrostatique <§tr(a)> est donnée

avec une erreur trés importante. Une possibilité est que l'introduction de bases empi-
riques pour chaque composante scalaire du champ de variables internes entrainte le non
respect de certaines relations, en particulier une perte de 'incompressibilité du champ de
déformation plastique causant une mauvaise estimation de la contrainte hydrostatique.
Ces résultats poussent maintenant a privilégier une désynchronisation par sous domaine
désynchronisé et par tenseur (et vecteurs) et non plus par composante scalaire.

La méthode APHR peut également étre une méthode complémentaire a la NTFA. Ce
sont des méthodes qui visent a réduire drastiquement le nombre de variables internes
utilisées dans les modéles réduits. Dans ce but, la méthode APHR et la NTFA exploitent
une décomposition des champs microscopiques sur un set de modes empiriques non uni-
formes. Alors que la NTFA réalise une décomposition du champs de déformation ané-
lastique uniquement, la méthode APHR réalise une décomposition généralisée de tous
les champs microscopiques dont celui des variables internes. Concernant la formulation
de l’équilibre, la NTFA satisfait automatiquement les équations d’équilibre en utilisant
le lemme de localisation micro-macro de Hill sur le domaine complet. Au contraire, la
méthode APHR exploite une formulation tronquée des équations d’équilibre en utilisant
le probléme variationnel sur le TID. La principale différence demeure dans la maniére de
calculer les modes empiriques. Dans le cas de la méthode NTFA, les modes anélastiques
sont déterminés en réalisant des calculs préliminaires sur la cellule élémentaire selon des
trajets de chargement dans l’espace des contraintes macroscopiques ou des déformations
macroscopiques. Cela implique que I'utilisateur a une idée de la triaxialité, de 'intensité
et de I'histoire des champs macroscopiques. Au contraire, la méthode APHR, permet de
mener des calculs a priori et des modes sont ajoutés au besoin quelque soit le trajet
de chargement ou l'intensité du chargement. Cela explique pourquoi la méthode APHR
peut étre vue comme une méthode complémentaire & la NTFA en cas d’indétermination
de la triaxialité du chargement. De plus, la méthode APHR peut se substituer a la POD
et & la FEM plus couteuse dans pour construire une base initiale de modes empiriques.
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La méthodologie de surface de réponses développée dans la méthode APHR permet
d’évaluer une réponse entre les parameétres échantillonnés au moyen d’une technique
d’interpolation. Cette méthodologie est également utilisée pour enrichir le méta-modéle
et la surface de réponse en effectuant un calcul APHR ayant pour base initiale un en-
semble de modes empiriques interpolés pour une valeur de paramétre supplémentaire.
La méthodologie de surface de réponses développée dans la méthode APHR. est décrite
en deux points. D’abord, une approche multidimensionnelle conceptuelle permet de géné-
rer un ROM multidimensionnel qui contient une base réduite multidimensionnelle et les
variables réduites multidimensionnelles associées. Ce ROM multidimensionnel est une
concaténation de tous les ROM des simulations effectuées. Une POD est alors menée
sur ce ROM multidimensionnel afin de selectionner les modes empiriques qui décrivent
I’évolution du systéme de fagon optimale. Ensuite, I'interpolation est poursuivie sur les
modes empiriques restreints aux paramétres échantillonnés. Comme ces modes empi-
riques peuvent ne pas former une base, une POD est menée pour déterminer la base
réduite interpolée et les variables réduites associées.

Les coefficients d’interpolation considérés ont une influence cruciale sur la réponse in-
terpolée et sur la réponse calculée par la méthode APHR munie d’une base initiale
interpolée. C’est pourquoi un facteur d’oubli peut étre ajouté dans cette analyse afin de
réduire 'influence des coefficients d’interpolation. L’interpolation en surface de réponse
permet des gains en temps de calcul considérables pour une précision correcte sous re-
serve de disposer des fonctions d’interpolation. Ensuite, un calcul APHR disposant pour
base initiale de modes empiriques interpolés permet de meilleurs gains par rapport & un
calcul APHR sans base initiale, pour une trés bonne précision.

Ensuite, & propos de la méthodologie d’interpolation, ’approche développée donne a
I’ensembles des bases réduites une structure d’espace vectoriel alors qu’elles forment une
variété non linéaire. Cependant, cette simplification trés pragmatique fournit de premiers
résultats acceptables méme si plusieurs questions sont soulevées. Tout d’abord, les fonc-
tions d’interpolation sont déterminées & 1’aide d’un estimateur de la contrainte moyenne
dans la direction de chargement. Cependant, ce type de méthodologie a montré des résul-
tats bien moins bons pour les variables internes, en particulier la déformation plastique
cumulée. Il faudrait donc utiliser un ensemble de fonctions d’interpolation pour chaque
variable interne scalaire. Ensuite, lors de ’enrichissement du méta-modele en utilisant
une base initial issue de la méthodologie d’interpolation, les premiers résultats ont mon-
tré une trés grande dépendance du gain au choix des fonctions d’interpolation ce qui
traduit une mauvaise robustesse de la méthodologie. Une étude de la robustesse de la
procédure d’enrichissement en fonction de la base initiale pourrait donc étre mené pour
évaluer I'imparct des fonctions d’interpolation sur le gain.

Enfin, & propos de la problématique du couplage thermo-mécanique, les approches déve-
loppées dans ce mémoire restent sous investies. Le couplage étudié dans la méthodologie
d’interpolation est un couplage faible car le champ de température est permanent, c’est
a dire fixe dans le temps. Dans le cas d’un couplage fort, une question naturelle consiste
a étudier la variation de la forme des modes empiriques avec ’évolution dans le temps du
champ thermique. Cet aspect s’est avéré étre un point essentiel aprés ’étude de 'aube de
turbine soumise & un chargement thermo-mécanique non permanent. La problématique
de couplage thermo-mécanique pousse également & s’interroger sur la construction de
bases réduites dans une plage de validité en température.



Annexe A

Décompositions aux valeurs
singuliéres

La Décomposition aux Valeurs Singuliéres (Singular Value Decomposition) (SVD) est
une méthode d’approximation qui a fait 'objet de nombreux travaux. Elle est présentée
comme une approche préliminaire pour comprendre les différentes facons de considérer
la Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres (Proper Orthogonal Decomposition)
(POD) en dimension finie.

En considérant N, localisations distinctes, la matrice des snapshots S a valeurs réelles
et de dimension N, x N; s’écrit :

ui(xy) ... un(x1)
s=| ] (A1)
ul(.’L'Nz) ’U,Nt(m]vz)

L’objet de la SVD est de minimiser I’écart au sens des moindres carrés entre la fonction
u et sa représentation approchée ugy p a l’ordre M, :

Ny Ny

min Y ° Y (wi(x;) — usvp(w;,t;)). (A.2)

i=1 j=1

A.0.6 Meéthode de Décomposition aux Valeurs Singuliéres (SVD)

La SVD de la matrice rectangulaire S & valeur réelles, de dimension N, x N; et de

rang r est la factorisation :
S=UxvT, (A.3)

ou U et V sont des matrices orthogonales, respectivement de dimension N, x N, et
Ny x Ny et out 32 est une matrice diagonale de dimension N, x N;.

La matrice X contient les valeurs réelles o1, ..., 0, appelées valeurs singuliéres de S avec
p = min(N,, V) telles que :

012022 ...20,>0p41=..=0p=0. (A.4)

Le rang r donne le nombre de valeurs singuliéres non nulles et les r premiéres colonnes
de U et de V donnent les vecteurs singuliers gauche et droit respectivement.
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Pour N, < Ny, la factorisation s’écrit :

v
o1 0O ... 0
VT
on, O 0 =t
Vi,
(A.5)
Pour Ny < N,, la factorisation s’écrit :
T
01 Vl
o :
§=(Ui ... Uy, Unvn ... Un. )| g _ . (A6)
0O ... O '
Vi,

La solution du probléme de minimisation est donnée par la SVD tronquée a ’ordre M,,.
La représentation approchée ugyp est obtenue en considérant les M, premiéres valeurs
singuliéres (ak)lﬁi‘l et les vecteurs singuliers (U k)lﬁi‘l et (Vk)kj‘/[:“1 associés.

Toutefois, le calcul direct des valeurs singuliéres et des vecteurs singuliers gauches et
droits associés est souvent fastidieux et il est préférable de les déterminer par la résolution
de problémes aux valeurs propres équivalents.

A.0.7 Liens entre SVD et problémes aux valeurs propres

La SVD est vue comme un probléme aux valeurs propres en considérant les matrices
carrées ST S et SST qui s'interprétent comme une représentation discréte du tenseur
des corrélations spatio-temporelles.

La SVD vue comme un probléme aux valeurs propres introduit & ’ordre M, les fonctions
de forme (@bk)liwzul et des fonctions du temps (ak)i‘i“ﬁ telles qu’un champ w & approximer
s’écrit donc de la fagon suivante :

u(x,t) ®ugyp(x,t), x€Q, teZ, (A.7a)
My,

usyp(@,t) = > P(x) ar(t), ¢ €Q, teT. (A.7h)
k=1

Lorsque N; < N,, la résolution du probléme aux valeurs propres lié a la matrice 7S de
dimension N; x N; est bien moins coliteux numériquement que la résolution du probléme
équivalent pour la matrice $87 de dimension N, x N,.

Cette remarque met en lumiére qu’il existe en pratique deux approches différentes pour
la POD. La matrice STS est liée a la méthode des snapshots alors que la matrice SST
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est liée a la méthode classique.
La méthode classique est utilisée de préférence lorsque Ny > N, et que la méthode des
snapshots est utilisée de préférence lorsque N, > Ny.

Méthode snapshot SVD En multipliant les deux membres de la SVD par ST a
gauche, on obtient une matrice de dimension Ny x N; donnée par :

sTs =vxivT, (A.8)

car UTU = Iy, puisque U est orthogonale.
Or, comme STS est une matrice symétrique, elle est diagonalisable dans une base or-
thonormale de vecteurs propres. Sa décomposition sur la base propre s’écrit :

STS = WAWT, (A.9)

ou W est une matrices orthogonale de dimension Ny X N; et o A est une matrice
diagonale de dimension N; x N, contenant les valeurs propres réelles ()\Z)f\;tl

On en déduit que W = V et A = X2, Le couple (V, A) représente la décomposition aux
valeurs propres de la matrice STS.

A Vordre M, les fonctions de forme (wk)]&l sont les M, premiers vecteurs singuliers

(Vk)ﬁgl

Méthode SVD classique En multipliant les deux membres de la SVD par 87 a
droite, on obtient une matrice de dimension N, x N, donnée par :

SsT =ux?uT, (A.10)

car VIV =1 N, puisque V est orthogonale.
Or, comme SST est une matrice symétrique, elle est diagonalisable dans une base or-
thonormale de vecteurs propres. Sa décomposition sur la base propre s’écrit :

SST =wAwWT, (A.11)

ou W est une matrices orthogonale de dimension N, x N, et ou A est une matrice
diagonale de dimension N, x N, contenant les valeurs propres réelles ()\Z)f\fl

On en déduit que W = U et A = X2, Le couple (U, A) représente la décomposition aux
valeurs propres de la matrice SS7.

A Vordre M, les fonctions de forme (wk)]&l sont les M, premiers vecteurs singuliers

(Uk)ﬁgl
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Annexe B

Méthode LArge Time INcrement
(LATIN)

Aujourd’hui en mécanique des structures, un interét grandissant est porté sur les
méthodes multi-échelles avec lesquelles il est possible de mener une analyse & des échelles
d’ordre de grandeur trés différent. Alors que les modeéles détaillés standards tel que la
FEM nécessitent un nombre important de degré de liberté ce qui induit une résolution
numérique dont le colit est elévé, les statégies multi-échelles permettent de tenir compte
de l'intéraction entre une échelle macroscopique et une échelle microscopique.

La méthode LArge Time INcrement (LATIN) est une méthode de réduction non incré-
mentale et adaptative basée sur la PGD |77, 86, 78, 85]. Elle se décline sous de nombreuse
forme selon le contexte avec des algorithmes variés [22, 21, 79, , , 2, 84, ,
) |. La méthode LATIN présentée par la suite est la méthode LATIN multi- echelle
Le premier point de la méthode consiste a subdiviser le domaine spatial en un ensemble
de sous-domaines séparés par des interfaces. Dans méme, 'intervalle de temps est dé-
coupé en sous-intervalles. La séparation entre les échelles microscopique et macroscopique
s’opére au niveau des interfaces. Chaque quantité est la somme d’une quantité microsco-
pique et d’une quantité macroscopique définie comme une valeur moyenne en temps et
en espace.
Le deuxiéme point est I'utilisation de la méthode LATIN. A chaque itération, un pro-
bléme macroscopique est résolu sur tout le domaine pour chaque sous intervalle. Ce
probléme macroscopique est résolu en résolvant de facon préliminaire un ensemble de
problémes microscopiques sur tout le domaine pour chaque sous-intervalle & I’aide de la
PGD.

B.0.8 Conditions d’admissibilité

Le domaine €2 représente la structure constituée de R sous-domaines {2, assimilés &

des sous-structures. L’interface entre une sous-structure €2, et une sous-structure §2,+ est
notée ¢,,.
L’état d’une sous-structure €2,. est entiérement défini par la restriction du champ des taux
de déformations anélastiques € et de la restriction du champ des contraintes o, sur
Q... Sa frontieére OS2, est entiérement définie par la restriction du champ de déplacement
W . et de la restriction du champ de la contrainte normale F'. sur 0.
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L’état d’une interface ¢, est entiérement défini par la restriction du champ de dépla-
cement W ... et de la restriction du champ de la contrainte normale F'.. sur ¢,,.. Le
comportement d’une interface peut s’avérer trés complexe alors qu’une interface parfaite
est décrite par WW = WW et F . =F,..

On introduit I'ensemble des champs permettant de décrire complétement une sous-
structure et ses interfaces s, = (€, W, o, F,).

L’espace des champs statiquement admissibles Ffia 4 sur la sous-structure 2, sur le sous-
intervalle Z; est défini par : 7

(o, F,) € FYi = vYu* €V,

r.ad

/ o€ (W) det—/ u*-fdet—/ o - F, dydt = 0.
QT XIZ' QT XIZ' 8QT XIZ'

(B.1)

L’espace des champs cinématiquement admissibles Efiad sur la sous-structure €2, sur le
sous-intervalle Z; est défini par :

(€., W,) € B« V(o* F*) e FL*,

r.ad
/ € of dQdt — / F* W, dvydt = 0.
QX1 00y XT;

g et Effd sont les espaces vectoriels associés a Fti st E

r,a
.. T .
L’espace des champs r-admissible S, ; sur la sous-structure €2, sur le sous-intervalle Z;

vérifie :

(B.2)

Z;

Z;
Les espaces F rad-

r,a

Z;
r.ad’

— les équations d’équilibre (o, F',) € F

Zi
r.ad’

— les équations de compatibilité (e,, W,) € E
— les équations d’état linéaires,
— les conditions initiales.

B.0.9 Description des échelles microscopique et macroscopique

La distinction entre les échelles microscopique et macroscopique s’opére au niveau
des interfaces. D'un point de vu spatial, 'ordre de grandeur de 1’échelle macroscopique
coincide avec la longeur d’une interface. D’un point de vu temporel, ordre de grandeur
de Déchelle macroscopique coincide avec la durée d’un sous-intervalle. L’exposant (M
est introduit pour faire référence & une grandeur macroscopique et I’exposant L™ est
introduit pour faire référence & une grandeur microscopique.

Chaque quantité est la somme d’une quantité microscopique et d’une quantité macro-
scopique définie comme une valeur moyenne en temps et en espace. Plus précisemment,
les grandeurs macroscopiques fournissent la meilleure estimation du travail de la forme
bilinéaire associée. La partie macroscopique des grandeurs sur l'interface est définit par :

WM e WEM s ypM* ¢ 7T M WY —W.) FM* dydt =0, (B.3a)
¢r'r’ xXT;

FM e 7T M ey ywM* ¢ W M - (FM _ ). w" dydt =0, (B.3b)
! XLi



123

avec :
wm=wM_w, (B.4a)
F"=F" _F. (B.4b)

Les espaces fTIj,M et WTI;',M peuvent étre choisis de facon arbitraire. En pratique,
ils sont générés a partir de forces et de déplacements linéaires en espace et quadra-

. _ . R
tiques en temps [95]. L’ensemble des forces macroscopiques FM — (anw )7:1 est re-

(a) Méthode LATIN. Base macroscopique linéaire en espace
pour une interface carrée dans le cas 3D [35]

M M M
h VA ;3
t ' /
c c .C C +C c
I i % bt % Lt

(b) Méthode LATIN. Base macroscopique quadratique en
temps sur un intervalle de temps [35]

FiG. B.1: Bases macroscopiques sur 'interface

quis a priori afin de vérifier systématiquement les conditions de transmission dont les
conditions aux limites. L’espace des forces macroscopiques admissibles est défini par
.7:55 M _ i M — ®f:1 fTI;', M L’espace des déplacements macroscopiques admissibles
est défini par ngl M_ WL M F WZ;E,M.

Le sous-espace de FZ¢ dont la force macroscopique appartient a flﬁ M- est defini par Fgé.
Le sous-espace de WZi dont le déplacement macroscopique appartient & iji M ot defini

Z;
par W 1.

B.0.10 Directions de recherche

Le premier principe de la méthode LATIN est la séparations des équations selon deux
espaces.
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L’espace A,q contient les équations linéaires globales. Il vérifie :

— la r-admissibilité sur les sous-structures (Q,n)f:1 sur le sous-intervalle Z; s, € STI LD

— D’admissibilité de la force macroscopique sur le sous-intervalle Z; F' € falé.
L’espace I' contient les équations non-linéaires locales. Il vérifie :

— les équations d’évolution sur les sous-structures (Q,«)f:1 sur le sous-intervalle Z;,

— le comportement des interfaces sur les frontieres (8Qr)f:1 sur le sous-intervalle Z;

en cas de comportement non parfait.

Le deuxiéme principe de la méthode LATIN est de résoudre alternativement un probléme
global linéaire sur l'espace A,q et un probléme local non-linéaire sur l'espace I'. Cela
introduit des directions de recherche E1 et E~.

(0.F)

SGXCICI

Ep W)

Fic. B.2: Méthode LATIN. Directions de recherche pour une itération

Etape locale non linéaire L’étape locale non-linéaire consiste a trouver la solution
§n+1 € I' a partir de la solution s, € Ayq. La direction de recherche E™ est définie par :
2

T

(e" - :s;}”) +H(&, —o0,) =0, (B.5a)
(Wr - Wr) - h(Fr - Fr) = 07 (B5b)
ou H et h sont des opérateurs symétriques et définis positifs.

Etape globale linéaire L’étape globale linéaire consiste a trouver la solution s,y €
Agq a partir de la solution 8, 1 € I'. La direction de recherche E™ est définie par :
2

T T

(e‘m . éfm) —H(o,—&,) =0,

(B.6a)
R _ A . )
VF e FhL </89TXL- ((W - Wr> VY h(F, — F,) - Wﬁ”) . F* dfydt> —0,

r=1

(B.6b)
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ou la direction de recherche sur la frontiere s’écrit de fagon faible en introduisant le

multiplicateur de Lagrange WM en raison de 'admissibilité de la force macroscopique.
L’admissibilité de la force macroscopique s’exprime selon :

R :
yw' e wh M. (/ WM. F, dydt —/
8QT><L-

WM. dfydt> = 0. (B.7)
r=1 8Qr><L-

B.0.11 Résolution multi-échelles

Probléme microscopique Le probléme microscopique consiste & résoudre le probléme
dans la direction E~, c’est & dire trouver (o, F,) € Ffiad tel que :

(ot FY) € F5* / (K~'é, + Ho,) : o dQdt + / F* - hF, dyd
’ rxZ; 00 XT;

—/ (Har —é;:m) Lot det—/ F*. (IjI/TJthT +ﬁf£4) dydt = 0,
QrxTI; O XZL;

Ie}
(B.8)
Comme le probléme est linéaire, le probléme est reformulé de la fagon suivante :

8, = 8, (WM) +3,, (B.9)

oil &, est la solution du probléme microscopique lorsque W, = 0.
Appliquée & la force macroscopique, cette relation s’écrit :

FM — [,WM 4 M, (B.10)

ou L, est un opérateur linéaire qui s’interpréte comme un opérateur d’homogénéisation
sur le domaine €2, x Z;.

Probléme macroscopique Le probléme microscopique consiste a résoudre le pro-
bléme homogénéisé et déterminer le multiplicateur de Lagrange tel que :

R z P P X
yw e wh M, </ WM L WM M (F—FM) dfydt> ~0.
8Qr><1—i

r=1

(B.11)
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