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Résumé

Les deux premiéres parties de cette thése s’inscrivent dans le contexte des analogies entre
I'irrégularité pour les connexions méromorphes et la ramification sauvage des faisceaux
(-adiques. On y développe 'analogue pour les connexions méromorphes de la construc-
tion d’Abbes et Saito, tout d’abord dans le cas d’un trait suivant [3|, puis en dimension
supérieure selon [4].

En premiére partie, on prouve une formule explicite reliant les invariants produits
par la construction d’Abbes et Saito appliquée & un module différentiel M aux parties
les plus polaires des formes différentielles intervenant dans la décomposition de Levelt-
Turrittin de M.

Dans la seconde, on généralise en dimension supérieure I’'observation issue de la pre-
miére partie que sur un corps algébriquement clos, les modules produits par la construc-
tion d’Abbes et Saito sont des sommes finies de modules exponentiels associés a des
formes linéaires. C’est I'analogue de I'un des résultats fondamentaux de [4].

Dans la derniére partie de cette thése, on montre que le lieu des points stables d’une
connexion méromorphe M le long d’un diviseur lisse est un sous-ensemble de l'intersec-
tion des lieux ou les faisceaux d’irrégularité de M et End(M) sont des systémes locaux.
Enfin, on discute d’une stratégie d’attaque de I'inclusion réciproque, et on démontre a
I’aide d’un critére d’André pour les points stables que si elle est vraie en dimension 2,
alors elle est vraie en toute dimension.

Abstract

The first two parts of this thesis take place in the realm of analogies between the ir-
regularity phenomenon for meromorphic connections and wild ramification for /¢-adic
sheaves. We develope the analogue for meromorphic connections of Abbes and Saito’s
construction, first in the case of a trait following [3|, and then in higher dimension ac-
cording to [4].

In the first part, we prove an explicit formula relating the invariants produced by
Abbes and Saito’s construction applied to a differential module M to the most polar
parts of the differential forms occuring in the Levelt-Turrittin decomposition of M.

In the second part, we generalize to higher dimension the observation coming from
the first part that on an algebraically closed field, the modules produced by Abbes and
Saito’s construction are finite sums of exponential modules associated to linear forms.
This is the analogue of one of the fundamental results of [4].

In the last part of this thesis, we prove that the stable point locus of a meromorphic
connection with poles along a smooth divisor is a subset of the intersection of the loci
where the irregularity sheaves of M and End(M) are local systems. Finally, we discuss
a strategy to attack the converse inclusion, and we prove that if it is true in dimension
2, then it is true in any dimension. This relies on André’s criterion for stable points.
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Introduction

Les deux premiéres parties de cette thése s’inscrivent dans le contexte des analo-
gies entre 'irrégularité pour les connexions méromorphes et la ramification sauvage des
faisceaux f-adiques. Le point de départ est 'observation diie a Deligne [10] de

lanalogie entre le fibré a connexion (O,d + dz) sur la droite de section
horizontale exp(—zx), et les faisceaur (-adiques L(V) déduits de revétements
d’Artin-Schreier, sur la droite en caractéristique p.

On dispose dans ce sens depuis les années 80 de nombreux paralléles entre le nombre
d’irrégularité des connexions méromorphes et le conducteur de Swan des faisceaux /-
adiques.

Or, c’est un fait ancien que la théorie des connexions méromorphes fournit sur un
trait d’égale caractéristique nulle un invariant plus fin que lirrégularité, a savoir un
nombre fini de formes différentielles : si K est un corps de caractéristique nulle et M
un K ((z))-module différentiel, le théoréme de Levelt-Turrittin stipule I'existence d’un
entier e et d'une extension galoisienne finie K'/K tels que

K(@V)ex@yM~ P Ry (0.0.1)

(ZSE.I*l/eK’[Z‘*l/e]

o £¢ = (K'((z'/¢)),d+d¢) et R, désigne un K'((2'/¢))-module différentiel a singularité
réguliere. Pour un rationnel 7 > 1, on note dans la suite ng le rang de Ry et on pose
[¢] = (1 —r) x coefficient le plus polaire de ¢.

Inspirés par 'analyse micro-locale de Kashiwara et Schapira [21], Abbes et Saito [3]
ont associé a tout faisceau f-adique F sur le point générique d’un trait complet S d’égale
caractéristique p, et ce pour tout nombre rationnel r > 0, un nombre fini de formes dif-
férentielles tordues, généralisant ainsi en rang supérieur la construction du conducteur
de Swan raffiné pour les caractéres d’Artin-Schreier-Witt développée par Kato [22].

Ces formes sont obtenues comme support d’un faisceau construit a partir de F via
des manipulations de nature géométrique, du foncteur des cycles proches et de la trans-
formation de Fourier f-adique. En particulier, ces ingrédients sont disponibles dans le
cadre des D-modules.

La premiére partie de cette thése répond a la question de savoir ce que donne cette
construction en égale caractéristique nulle lorsqu’on remplace F par un module diffé-
rentiel M. Plus précisément lorsque r > 1, on démontre une formule explicite

Théoréme 1.

n2 K(¢):K n?
§UHM) =5 Mo @ (0.0.2)

d)Ex—l/eK/[x—l/e}
ordy s, p=r—1

ou n?,_ (M) est lentier Z [K(¢) : K]nj et 6y désigne le dirac en [¢].

¢€$71/6K/[$—1/e}
ordy s, p<r—1

qui relie la construction d’Abbes et Saito FV . H,. (M) appliquée & M aux formes de degré
< r — 1 intervenant dans la décomposition de Levelt-Turrittin de M. En particulier,
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lorsque M est de pente unique ' > 0, le support du D-module obtenu pour r = r’ + 1
est ponctuel et correspond a I’ensemble des coefficients dominants (& multiplication par
1 —r prés) des formes de degré r" attachées a M. Il s’agit de I’analogue pour les modules
différentiels de [3, 9.3] et [3, 9.10].

Pour démontrer le théoréme 1, on commence par se ramener au cas ou K = C. Il
s’agit d’une manifestation du principe de Lefschetz. La stratégie est alors de réduire le
probléme & la situation o M est donné sous forme décomposée tout en contrdlant la
facon dont sont affectés les cycles proches qui interviennent dans la construction d’Abbes
et Saito. On conclut enfin grace a divers lemmes d’annulation et a un calcul explicite.

Du fait des difficultés posées par la théorie de la ramification sauvage des corps lo-
caux a corps résiduel non nécessairement parfait, les analogies Irrégularité/Ramification
sauvage sont restées confinées jusqu’a présent au cas des courbes. Or griace aux travaux
pionners de Kato, Abbes et Saito [23] [1] [2] [50] [49] [4], on dispose aujourd’hui des pré-
mices d'une théorie de la ramification sauvage en toute dimension dont ’aboutissement
est la généralisation de la procédure de spécialisation de [3].

Dans ce contexte, si X est une variété sur un corps parfait k de caractéristique
p > 0, D un diviseur a croisements normaux de X de composantes irréductibles
(Dy)iz1..n et U = X \ D, le receptable de la construction d’Abbes et Saito associée
AR=aDi+ --+a,D,, a; € Zi-y" est le fibré¢ T = V(Qﬁ(/k(log D)®o, Ox(R)) xx D
au-dessus de D, et sous une hypothése de controle de la ramification en tout point de
D, le spécialisé d’Abbes et Saito d’un faisceaux f-adique sur U est un systéme local sur
Tr de transformée de Fourier & support fini au-dessus de D. Cette propriété de fini-
tude tient a la forme trés particuliére des faisceaux obtenus par spécialisation, a savoir
qu’aprés restriction a une fibre de Tg, un tel faisceau s’identifie & une somme directe
finie d'images inverses par des formes linéaires du faisceau d’Artin-Schreier sur la droite
affine. C’est la propriété d’additivité [4, 3.1].

Dans le contexte des connexions méromorphes, la construction d’Abbes et Saito fait
encore sens. En particulier, pour un hyperplan D de l'espace affine X = A, et pour
une connexion M sur A, méromorphe le long de D, notons V¥, H,(M) la spécialisation
d’Abbes et Saito de M pour R = aD. Soit z € D et soit i, p I'inclusion de la fibre T, ,
dans T,,. Notons p(M) le rang de Poincaré-Katz? de M. On démontre dans la deuxiéme
partie de cette these le

Théoréme 2. Sia > p(M), alors le complexe i ;W H,(M) est a cohomologie lisse et

de plus, H} V. H,(M) est une somme de modules exponentiels associés a des formes
linéaires.

Ce théoréme? généralise en dimension supérieure I’observation issue du théoréme 1
que sur un corps algébriquement clos, les modules produits par la construction d’Abbes

1. On se contentera de coefficients entiers dans cette introduction, mais comme en dimension 1, on
dispose aussi d’une construction pour des coefficients rationnels.

2. Sin est le point générique de D, c¢’est la plus grande pente qui apparait lorsqu’on restreint M au
point générique du formalisé de Ox , le long de D.

3. La preuve du cas d’une connexion méromorphe le long d’un hyperplan de ’espace affine devrait
déja contenir toutes les idées pour traiter le cas général d’un diviseur lisse dans une variété lisse. Il faut
juste faire attention que ce qu’on appelle coordonnées locales en géométrie algébrique sont en fait des
morphismes étales, et alors vérifier que de tels morphismes laissent inchangés la validité du théoréme
2. Ce point technique ne sera pas abordé dans cette thése.
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et Saito sont de la forme £* avec a € C et y coordonnée.

Pour prouver ce résultat, la premiére difficulté qui intervient est la non-exactitude a
gauche de I'image inverse pour les D-modules : elle fait de la notion d’additivité ponc-
tuelle* d’un module holonome sur un fibré vectoriel £ une notion relativement mauvaise
puisque non stable a priori par sous-objet. Pour contourner ce probléme, I'idée est d’in-
troduire une condition 7.2.1 plus forte qui a la vertu de bien se comporter vis-a-vis des
sous-objets et des cycles proches.

La seconde difficulté est la mise en défaut de la décomposition de Levelt-Turrittin
en dimension supérieure a 1. Pour y pallier, on utilise la notion fondamentale de réseaux
canoniques de Malgrange [37|, qui généralise aux connexions méromorphes les réseaux
canoniques de Deligne 9] définis dans le cas a singularité réguliére. C’est I'outil permet-
tant de montrer que la construction d’Abbes et Saito vérifie la propriété 7.2.1.

On observera que la condition imposée a l'irrégularité de M dans cette partie est de
nature générique, alors que dans [4] elle concerne tous les points du diviseur. Le théo-
réme 2 suggere donc que dans le contexte f-adique, on doit pouvoir obtenir un théoréme
d’additivité & 'aide d’une condition portant seulement sur le point générique, et ceci
au prix de perdre la constance locale du spécialisé d’Abbes et Saito, et donc le carac-
tére fermé du support de son transformé de Fourier, qui en découle dans loc. it. Pour
les connexions méromorphes, travailler avec cette condition plus faible a cependant le
désavantage que ’on obtient a priori pas d’autre information sur les H* supérieurs des
restrictions que leur lissité. D’autre part, bien que le support d’'un D-module cohérent
soit toujours fermé, il n’y a rien a dire a priori sur la finitude du support de FV H,(M)
hormis au-dessus du lieu de bonne décomposition formelle de M.

L’un des traits saillants de la théorie des connexions méromorphes en dimension
supérieure est la mise en défaut de la décomposition de Levelt-Turrittin au voisinage
formel de certains points du diviseur des poles.

Soient X une variété algébrique complexe, i : Z — X une hypersurface irréductible
lisse et M une connexion méromorphe sur X a pdles le long de Z. Notons 7 le point
générique de Z. Bien que 1'on puisse appliquer tous les résultats connus en dimension 1
a la restriction de M au point générique du formalisé de Ox, le long de Z,si P € Z, la
décomposition (0.0.1)° n’a en généii pas de raison de descendre en une décomposition

de M sur le point générique de Ox p, car P pourrait étre un pole de I'un des ¢ de
(0.0.1) ou encore un pole de la matrice réalisant 'identification (0.0.1). Dans tous les
cas, l'obstruction est de nature algébrique. Pour un exemple non trivial de telle non
descente, signalons [43].

La bonne notion a introduire dans ce contexte est celle de bonne décomposition for-
melle [46], ou encore de point stable et semi-stable suivant la terminologie d’André [5].
En particulier pour un point semi-stable, la décomposition de Levelt-Turrittin générique
se descend. C’est un résultat fondamental conjecturé par Sabbah [46] et prouvé indé-
pendamment par Kedlaya [26], [27] et Mochizuki [44] qu’on peut toujours se ramener
par image inverse & une situation de bonne décomposition formelle aprés un nombre fini
d’éclatements.

Bien avant que 'on dispose de ce résultat de structure spécifique aux connexions

4. Aussi appelée linéarité ponctuelle en raison de la forme des modules exponentiels qui inter-
viennent.

5. Dans ce contexte, K est le corps de fonctions de Z. Dans la suite de cette introduction, on fera
I’hypothése simplificatrice que K’ = K et e = 1.
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méromorphes, diverses mesures de l'irrégularité faisant sens pour n’importe quel D-
module holonome ont été développées dans les années 80. L'une d’elle est géométrique
et correspond a la donnée pour chaque rationnel > 1 d’une sous-variété lagrangienne de
T*T;X : ce sont les variétés micro-caractéristiques de Laurent [29] [28]. Mentionnons
aussi le faisceau d’irrégularité de Mebkhout qui constitue a ce jour la mesure de l'irré-
gularité la plus compléte et la plus souple dont on dispose [39]. Ces deux notions sont
reliées via la construction du cycle d’irrégularité de Laurent et Mebkhout [30].

La littérature fait état de diverses caractérisations de la propriété de stabilité d’un
point pour une connexion méromorphe. Mentionnons par exemple le critére numérique
de Kedlaya [26] ou encore le critére combinatoire d’André [5] en terme de spécialisation
de polygone de Newton.

Le but de la derniére partie de cette thése est d’étayer la possibilité que la propriété
de stabilité d’un point P soit encodée dans la structure locale au voisinage de P des
faisceaux d’irrégularité Irr7, (M) et Irry (End M) de M et End M. Ceci ne va pas de
soi a priori car Irry, (M) est un invariant de nature transcendante, si bien que deux
connexions méromorphes qui ont méme formalisation le long de Z présentent des fais-
ceaux d’irrégularités différents en général. Le résultat principal de la derniére partie de
cette these est le

Théoréme 3. L’ensemble des points stables de M est inclus dans ['intersection des
lieuz lisses de Irr7, (M) et Irr,(End M).

L’un des ingrédients de la preuve est un théoréme d’indépendance par formalisation de
la caractéristique d’Euler-Poincaré locale du complexe des solutions de M

Théoréme 4. La valeur de x(RHom(M™, Oxam)) en v € Z* ne dépend que de la
Jormalisation M, := Ox , Qo , M;.

Il permet de voir qu’au voisinage d’un point stable, les caractéristiques d’Euler-Poincaré
locales de Irry, (M) et Irr7,(End M) sont constantes. On conclut alors en invoquant la
perversité du faisceau d’irrégularité [39] combinée au résultat topologique suivant :

Théoréme 5. Soit Z une variété complexe lisse, et F un faisceau pervers sur Z de
caractéristique d’Euler-Poincaré locale constante. Alors, F est un systéme local concentré
en degré 0.

Il s’agit d’'une question trés intéressante de savoir si la réciproque au théoréme 3 est
vraie : cela fournirait une caractérisation purement topologique du lieu stable d’une
connexion méromorphe. A l'aide du critére combinatoire d’André [5], on montre en
section 15 que ladite réciproque est vraie en toute généralité si elle I’est dans le cas ol
X est de dimension 2. Enfin, aprés une discussion relative a une stratégie d’attaque du
cas général, on traite le cas ou seulement un seul ¢ apparait dans (0.0.1).
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Dans cette partie, on démontre une formule explicite 2.2.4 reliant la construction
d’Abbes et Saito [3] appliquée & un module différentiel M aux polynémes de Laurent
de degré < r — 1 intervenant dans la décomposition de Levelt-Turrittin de M.

Apreés avoir détaillé la géométrie de la construction et I’énoncé du résultat principal,
on commence en 2.3 par réduire le probléme au cas ou le corps de base est C. Il s’agit
d’une manifestation du principe de Lefschetz. La stratégie est alors de se ramener a la
situation o M est donné sous forme décomposée tout en controlant la fagon dont sont
affectés les cycles proches qui interviennent dans la construction d’Abbes et Saito. Ce
dernier point est 1'objet de 3.2.1. On conclut alors grace aux lemmes d’annulation de
3.5 et a un calcul explicite.

1 Notations et rappels

1. On désigne par K un corps de caractéristique nulle, par K une cléture algébrique
de K, et on note Gk le groupe de Galois de KK sur K. Pour une extension quel-
conque L de KK, la présence d’'un indice IL sera synonyme de changement de base
a une situation sur IL. Cet indice sera omis lorsque IL = K.

Si X est une variété sur K et P un point fermé de X, on désignera par K(P) le
corps résiduel de P. Il s’agit d’une extension finie de K.

2. Si S est un schéma et £ est un faisceau de Og-modules quasi-cohérent sur S, on
note suivant [14] V(&) pour le spectre de l'algeébre quasi-cohérente Symg, € et
P (&) pour le Proj de Symg, £.

3. On notera § la transformation de Fourier sur A, et pour un point fermé P de
Al on désignera par dp le D-module Dirac en P. Dans une coordonnée y de
Al le point P correspond & l'orbite sous Gk d’un scalaire ¢ € K. Si p.(y) est le
polynoéme minimal de ¢ sur KK, dp est par définition DAﬁ(/DA%pC(y).

4. Soit M un K((z))-module différentiel. On rappelle que le théoréme de Levelt-
Turrittin [52] assure 'existence d’un entier m et d’une extension galoisienne finie

L de K tels que

L((t) @@y M~ P £ @R, (1.0.3)

wG]L[%]%

avec t = /™ €Y = (L((t)),d+dw) et R, régulier de rang noté n,,. Le plus petit
entier m tel que (1.0.3) ait lieu est l’indice de ramification de M. On le notera
mag.
Pour un nombre rationnel » > 0, on note 2, (M) le fermé de V(K(t)) constitué
des polynémes en 1/t de degré r par rapport a la variable 1/z apportant une
contribution non-nulle dans (1.0.3), et Q.,.(M) pour U, .,Q,/(M). On aura a
considérer 'application

tr: V(K(t)) —>V(]KI%)
associant & w son monome de degré r en la variable 1/, ainsi que I'application
¢ V(K(t)) — V(K)

qui associe a w le coefficient de ¢, (w).
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5. Soit p : Y — X un morphisme de variétés algébriques lisses sur K. Soit Z
une hypersurface de X et M une connexion sur X méromorphe le long de Z.
Alors, on sait que I'image inverse p* M de M par p admet p* M pour Oy-module
sous-jacent. Si on suppose que p est étale au-dessus de U = X \ Z, alors pour
une connexion N méromorphe le long de f~1(Z), le Ox-module sous-jacent a
p N est p,N. Dans ces conditions, le morphisme d’adjonction M — p p™ M
est 'adjonction usuelle des O x-modules.

2 La construction d’Abbes et Saito

2.1 Prologue géométrique

On rappelle ici le nécessaire concernant la notion de dilatation. Pour une exposition
plus circonstanciée, on pourra se reporter a [3].

Soit f : Y — X un morphisme de schémas sur KK, D un sous-schéma fermé de X
défini par un faisceau d’idéaux Z et E un sous-schéma fermé de f~!(D) défini par un
faisceau d’idéaux J sur Y. Alors Z - Oy C J, de sorte qu'on dispose d’un morphisme
de Oy-algebres graduées

Notons Yy (resp. Xp) léclaté de Y le long de E (resp. D). Si p € Yg, alors 671(p)
détermine un élément de Xp xx Y = Proj f*(®nZ™) si et seulement si p est dans I'un
des ouverts D, (A(z)) de Yg, avec x € T vu dans algebre source comme élément de
degré 1. On en déduit que Uyez D, (6(x)) est le plus grand ouvert de Y, noté Y(p sur
lequel 6 induit un morphisme de schémas Y{py — X p XxY.

Définition 2.1.2. On appelle Y(p) la dilatation de Y en E par rapport a D.

Soit f : Y — X un morphisme séparé de IK-schémas localement noethériens et
g : X — Y une section de f. Le morphisme ¢ est alors une immersion fermée. Soit D
un sous-schéma fermé de X, de complémentaire U et i : D — X l'injection canonique.
Notons encore Y{p) le dilaté de Y en g(D) par rapport a D. Si Ejp; désigne le diviseur
exceptionnel de }79(,3) et E(p) l'intersection de Ejp) avec I'ouvert Y{p), on dispose du
diagramme
E (D) — Y

- [

Eipy —>Yg D) (2.1.3)

O—

Lemme 2.1.4. Le diagramme

E(D)—>}/(D)<—Y X)(U

[ ]

D X U
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est a carrés cartésiens.

Démonstration. Seul le caractére cartésien du diagramme de gauche pose a priori pro-
bléme. Considérons le diagramme commutatif

Z

L

E(p) — Y0y Yy(p)

Ll

D X Y
Puisque Ejp] = ffg(D) Xp Y, on obtient une factorisation canonique de Z — Y(p,
a travers Ejp). Le fait Z — E|p; se factorise par E(p) provient donc du caractére
cartésien du carré supérieur de (8.1.2). O

Supposons de plus que D est un diviseur de Cartier globalement défini par une
fonction réguliére ¢. Alors par [15, 21.2.12|, i est une immersion réguliére donc [15,

16.9.13] assure que la suite des faisceaux conormaux pour D S x Ly

i )\(/'/Y NLVJ/Y Ng/x—*o

est exacte. SiZ (resp. J) désigne le faisceau d’idéaux de D dans X (resp. de g(D) dans
Y'), cette suite s’explicite en

t
0—— Ny, — T )T ——TI/T* —0. (2.1.5)
Puisque g est une section de f, f* fournit un scindage
J|T? =N,y ©L)T%. (2.1.6)

Supposons de plus que g est une immersion réguliére. Alors, g o i est aussi réguliére
et on a suivant [15, 16.9.3] une identification canonique Sym J/J? — &nJ"/J"H,
d’out une identification Ejp — P(J/J?).

Soit U un ouvert affine de X, et notons encore par t la restriction de la fonction
réguliére ¢ a U. Avec les notations de 2.1.1, E(pyr = EpuND1(0(t)) = Do ([f*(t)]), avec
[f4(t)] € Sym(J /J?) de degré 1. Donc a travers lidentification (2.1.6), p € Ejpjr définit
un élément de Ep)v si et seulement si p ne contient pas 0@ [t] € Sym(i*Ny , @ (t)/(t?))
vu en degré 1, soit encore que p est d’intersection nulle avec le facteur (¢)/(#?) placé en
degré 1.

Or Z/I? ~ i*Ox(—D) := Op(—D) est un fibré en droite sur D trivialisé par ¢. On a
donc un isomorphisme J/J? — J/J* ® Op(D) et en utilisant (2.1.6), on en déduit
une identification

E[D] = P(i*N)\é/y & OD(D) D OD)
A travers cette identification E(p) correspond aux p € P(i"Ny y ® Op(D) & Op) ne
rencontrant pas le facteur Op placé en degré 1. C'est donc selon [14, 8.4.1] le fibré
vectoriel V(i"Ny,, ® Op(D)). Du fait de I'identification Ny =~ g*(Q%,/X), on a obtenu
la
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Proposition 2.1.7 (interprétation différentielle de la fibre spéciale du dilaté). Avec les
notations de 2.1.4, si on suppose de plus que D est un diviseur de Cartier défini par
une fonction réguliére globalement définie, et si g est une immersion réquliére, alors on
a une identification

Ep)——V((g01)*Qy,x ® Op(D)).

2.2 Enoncé du théoréme

Soit S un trait complet sur K. Le choix d’une uniformisante z de S induit une
identification S ~ Spec K[z]. Soient n > 1 et £ > 1 des entiers. On pose r = k/n,
t = 2!/ et on note Dy, le diviseur de degré k de S, = Spec K[t]. Soient s, le point
fermé de S,, n, son point générique et v, : S, — S le morphisme d’élévation a la
puissance n. Soit 51, le complété de S x S, en l'origine. Le graphe de v, induit une
immersion fermée I',, : S, — S ,,. Pour la structure de S,-schéma sur S ,, donnée par la
seconde projection, on définit Sy ,(Dy) comme le dilaté de Sy, en I';,(Dy) relativement
a Dj. On en déduit suivant 2.1.4 le diagramme commutatif a carrés cartésiens

TDk Zn—7k> Sl,n(Dk> <]n—’k S x M

l | Wl l (2.2.1)

Dk: w Sn Tin

avec une identification canonique
Tp, —— V((T'y 0 ik)*Q}qm/Sn ® Op, (Dy)) .

Concretement, I'y,(Dy) est le sous-ensemble algébrique de S, donné par 'idéal J =
(x — 1", tk). Le choix des variables yy = = — t" et y; = t* placées en degré 1 fournit une
présentation de l'algébre éclatée de Sy, en J, soit encore un plongement du schéma
associé dans Sy ,, X P!. Suivant 2.1, le dilaté S1..(Dg) en est I'ouvert affine y; # 0, donné
dans S;, x A! par 'équation x — t" — t*y = 0, ot 'on a posé y = yo/y1. D’autre part,
le choix des coordonnées x et t fournit les identifications

1

le,n/sn ~ K[z, t] -dz et O, (Dy) ~K- T

Notons 7, le réduit® de Tp,, et relions ‘i—f au choix de la coordonnée y sur Sy, (Dy).

Dans la situation présente, la suite exacte (2.1.5) s’explicite en
0—(z —1")/((z = t")%, t"(x —1")) — T/ T* — (") /(t")* — 0,

de sorte que (2.1.6) devient J/J% =~ (yo) @ (y1). Via l'isomorphisme N g
INA0I N /s, la coordonnée yo correspond a la classe de la forme différentielle d(x — "),
soit encore la classe de dz. On en déduit que, vu dans

T, = V((Tn 0 i) Q. 5, @ Os, (Dy)), (2.2.2)

6. Dans [3], le foncteur des cycles proches est considéré comme a valeur dans la catégorie dérivée
des faisceaux sur Tp, &. Le fibré Tp, est un schéma sur Dy, non réduit en général. Par invariance du
site étale par homéomorphisme universel [12, Exp VIII], on peut tout aussi bien se placer sur le réduit
T,ga,ij qui est un schéma sur le point fermé s, de .S,,. C’est le point de vue qui doit étre adopté lorsqu’on
considére les cycles proches pour les D-modules.
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la coordonnée y = yo/y; correspond exactement a x— C’est par rapport a cette coor-
donnée privilégiée du fibré T, que se feront tous les calculs.
Soit M un K((x))-module différentiel. Le protagoniste de cet article est le D-module
sur S1,(Dy)
Hy i (M) = g Hom(py vy M, pf M),

oup : SxXn, — Setp S xmn, — n, sont les projections canoniques. Soit
w € Q._1(M). Notons [w] 'image de w par la composée

Cr—1

— L VIK) M

V(K(1)) V(K-y") ~T).
Il s’agit d’un point fermé de T)”.

Lemme 2.2.3. Le point [w] est indépendant du choix des uniformisantes x et t.

Démonstration. Soit en effet 2’ = f(x)z, f(0) # 0 et ' = g(t)t, g(0) # 0 un autre choix
d’uniformisantes de S et S, respectivement, avec g(t)" = f(¢"). D’aprés (2.2.2), on a les
¢galités suivantes dans K[T, ]

,_dd  f(0) dx
- ' o g(o)k "

= g(0)" "y,

d’ott on déduit que ¥V = y"/g(0)"*. Soit w € Q,_1(M) et soit @ un K-point de
Q,_1(M) au-dessus de w. La relation

tr1(w) = Cr:;:_(?) _ g(t)kx:ncjl_l(w)

assure que ¢,_1 (@) = g(t)*"c,_1(@). On a donc dans K[TTVR] les égalités d’idéaux

"+ (r = Do (@)) = g(0) "y + (r = Derma (@) = (y" + (r = Derma (@)

]

Notons W le foncteur des cycles proches par rapport a m pour les modules holonomes
sur Sy, (Dg). Le but de ce texte est de démontrer le

Théoréme 2.2.4. On suppose que r > 1. Alors, le Dy, -module V. H, (M) ne dépend
de n et k que par Uintermédiaire de r, et avec les notations de 1.4, on a la formule

JUHo (M) =5 e @ s, (2.2.5)
UJEQT 1(M

ot nZ,_ (M) est lentier Z [K(w) : Kn2.
WGQ<T—1(M)

Remarque 2.2.6. Soit R un anneau de valuation discréte complet d’égale caractéristique
p, d’idéal maximal 90T et de corps résiduel F', supposé de type fini sur un corps parfait. On
note K le corps de fraction de R. Soit S = Spec R le trait complet associé a R et ng son
point générique. On se donne un entier n multiple de p, un caractere x € H' (K, Z/nZ.)

et pour un nombre premier ¢ # p, on fixe une injection Z/nZ — F; . On note encore
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x:Gg — FZ le caractére induit, et F le F,-faisceau étale associé sur ns-
Si le conducteur de Swan sw(x) de F vérifie sw(x) > 1, Abbes et Saito démontrent
3, 9.10] que le support de FVH; gy )+1(F) est réduit & la forme différentielle tordue

rsw(x) 1 F—— Qk @p (V01 /9=sw))

donnée par la théorie de la ramification des caractéres d’Artin-Schreier-Witt de Kato
[3, 10]. Le théoréme 2.2.4 pour M de type exponentiel en est I'exact analogue.

Quant a la finitude du support de FV, H, (M) en général (et le fait que celui-ci ne
rencontre pas l’'origine lorsque M est purement de pente 1’ > 0 et r = 1’ + 1 dans 2.2.4),
il s’agit de analogue de [3, 9.3|, démontrée dans loc. it. lorsque F' est parfait.

Remarque 2.2.7. Puisque la construction fait aussi sens lorsque £ < n, on peut se
demander ce qu’elle donne dans ce cas. On montre en 5.1.1 qu’il n’y a pas grand chose
a en attendre, puisque dans le cas particulier le plus simple ou M est décomposé, on a
toujours V. H, (M) ~ 0.

2.3 Réduction au cas ou K =C

Il va s’agir d’une application du principe de Lefschetz. Soit L une extension de K,
IL une cloture algébrique de IL et K la cléture algébrique de K dans IL. Soit M un
K((x))-module différentiel.

Proposition 2.3.1. La formule (2.2.5) est vraie pour My, si et seulement si elle est
vraie pour M.

Démonstration. On commence par observer que les manipulations géométriques interve-
nant dans la construction d’Abbes et Saito (2.2.1) commutent a I'extension des scalaires,
de méme que les foncteurs ¥ et §.

Supposons que (2.2.5) soit vraie pour M et considérons le diagramme cartésien

V(L(t)) — V(K())

G

\ \Y
e
Tr,]L TT‘
On a

n2 w): wi)n,
JUH M) =6 Ma P G sx@lIm, (2.3.2)

wEQr_l(./\/l) PWE[OJ] XKL

Soient w € Q,_1(M) et P, € [w] xg L. En développant les termes de (2.3.2) grace aux
formules

w'ewxkLL
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on observe que la somme triple que l'on obtient se fait sur I’ensemble d’indice
Q1 (M), = Q. 1(My). Vue de cette fagon, elle s’explicite en

nZ, 1 (Mr) L(w):L([w])]n2
SV Hpp(My) =0, 2N @ 5[[w](L) (lwlw)] :
W€y —1(My)

qui est exactement la formule (2.2.5) pour My,.
Supposons réciproquement que (2.2.5) est vraie pour My, & savoir

n2 w): w n,
FU Hyy (M), = 50<7‘—1(M]L) o @ SIL@)L(w]L)] 5' (2.3.3)

[wlL
wEQrfl(M)]L

Alors, le support de VU, H,, (M) est réduit & un nombre fini de points fermés et 2.3.1
provient de ce que les multiplicités de ces points sont inchangées par extension des
scalaires. O

Soit A/ un modéle algébrique de M, c’est-a-dire un K|z, z~!]-module différentiel tel
que M ~ K((2)) @z -1 N. Un tel modeéle existe d’apres [25, 2.4.10].

Soit K’/Q Iextension de Q engendrée par les coefficients des polyndémes de Laurent
intervenant dans la matrice de 0, dans une base B choisie de NV. Si on note Nk le
K'((z))-module différentiel que le choix de base B définit, le lemme 2.3.1 assure qu’il
suffit de prouver 2.2.4 pour Nk:. Puisque le degré de transcendance de IK'/Q est fini, on
peut se donner un plongement de K" dans C. Via ce choix de plongement, on se raméne
toujours par 2.3.1 & démontrer 2.2.4 pour le module différentiel complexe qui se déduit
de N par extension des scalaires.

Dans toute la suite, on supposera que K = C.

Dans la coordonnée y = i—f de T, il s’agit donc de démontrer

2

U H,y (M) =05 Ma @ (g 0oy, (2.3.4)
wENr_1 (M)

3 Quelques lemmes sur les cycles proches

3.1 Le cas complexe. Généralités et exemples

Pour les rudiments concernant les cycles proches pour les D-modules, on pourra
consulter [33|. Dans toute cette section, X désigne une variété complexe lisse, f : X — C
un morphisme lisse de fibre spéciale Y = f71(0), i : Y — X Tinclusion de Y dans X
et Z 'idéal de définition de Y. Soit

Vi(Dx) ={P € Dx,P(T") c ™" VieZ}

la V-filtration de Dy, et soit M un Dx-module spécialisable le long de Y (par exemple
un module holonome). Alors on dispose pour toute V-filtration U localement image a
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décalage pres de V.(Dx)P par une surjection locale D5, — M — 0 (c’est la propriété
de bonté d’une V-filtration) d’un unique polynéme unitaire by vérifiant pour tout k € Z

bU(tat + k)Uk € U1,

avec t équation locale de Y. On dit que by est le polynome de Bernstein de (Uy)rez.-
Il est indépendant du choix de I’équation locale de Y. Puisqu’un sous-module d’un
module spécialisable est encore spécialisable, on peut définir pour m € M le polynéme
de Bernstein de m comme le polynéme de Bernstein de la bonne V-filtration V.(Dx)m
sur Dym. On notera b,, ce polynéme, et ordy (m) I’ensemble de ses racines.

Soit > l'ordre 'exicographique sur C ~ R + iR. Pour a € C, on définit

Vo(M) ={m e M,ordy(m) C {a € C,a > —a — 1}}

et
Vea(M) ={m € M,ordy(m) C {a € C,a > —a — 1}}.

D’apreés [33, 4.3-5], (Vagk(M))kez (resp. (Veair(M))kez est I'unique bonne V-filtration
de M dont les racines du polynéme de Bernstein sont dans lintervalle [—a — 1, —a]
(resp. | —a — 1, —al). Si ¥y, M désigne la quotient V,(M)/V.,(M), on pose

M= P ¥p.M. (3.1.1)

Exemple 3.1.2. Soit £ une connexion algébrique sur X. Alors, on a une identification
canonique V€ ~ (+E.

Démonstration. Soit U un ouvert de trivialisation de & et (s;) une trivialisation locale
de & sur U. Par lissité de f, on peut toujours choisir U de telle sorte que Y soit le lieu
d’annulation d’une coordonnée t. Alors Vi := > Vi(Dy)s; est une bonne V-filtration
de &€ sur U. Or par définition de &, tds =t fis; € V_1, de sorte que le polynome
de Bernstein by = by (t9;) de V. divise t0;. Mais by ne peut étre constant, car sinon
les s; s’annuleraient dans les fibres de £ au-dessus de Y. Ainsi b, = tJ, et on a donc
Va(&) = Vo = > Vo(Dy)s; = € sur U pour —1 < a < 0, et V() = € sur U pour
—1 < a < 0. D’autre part, (Vy_1)gez admet td; — 1 pour polynéme de Bernstein,
donc Vo_1(€) = Vo1 = t) Vo(Dy)s; = t€. Par définition de ¥y, on en déduit une
identification ¥ ;€ ~ ¢*& indépendante des choix faits, d’otu le résultat. O]

On dispose du résultat plus général

Proposition 3.1.3. Soit £ une connexion algébrique sur X et M un Dx-module holo-
nome. Alors, on a une identification canonique V(€ @ M) ~it€ @ ¥, M.

Démonstration. Soit V une bonne filtration sur M. Pour k € Z, on pose
U, =E V.

Montrons qu’il s’agit d’'une bonne V-filtration de £ ® M. On va pour cela utiliser le
critére 33, 4.1-9].

Pour k € Z, il faut commencer par montrer la Vy(Dx)-cohérence de Uy. Puisque
Vo(Dx) est un faisceau d’anneaux localement noethérien et cohérent [33, 4.1-5], il suffit
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de montrer la finitude locale de Uy sur Vo(Dx). Soit my, ..., m, un systéme de V4(Dx)-
générateurs locaux de Vj et ey, ..., e, un systéme de Ox-générateurs locaux de £. On
va montrer que les e; ® m; forment un systéme de Vp(Dx)-générateurs locaux de U.
On se donne e € &, f1,..., f, les coefficients de e dans la base des (e;), et m € Vj. Pour
P € Vi(Dyx), on désigne par d(P) l'ordre de P. On pose alors

dy = Min{Max(d(P;)), m = Z Pym; avec P; € Vo(Dx)}.

Il faut montrer que

e@me Y Vo(Dx)- (e;@my). (3.1.4)
On raisonne par récurrence sur d,,, le cas d,, = 0 découlant du fait que le produit
tensoriel envisagé est pris sur Ox. Si d,,, > 0, on choisit des opérateurs P; qui réalisent
d,, et on écrit

Y Plewmy) =e@m+ ) Qye® Rym,

avec dg,;m; < dp, de sorte que I'hypothése de récurrence s’applique a Qe ® Ryym;.
Puisque

Y Pile@my) = Pifiles@m;) €Y Vo(Dx)-(e;@my),
on en déduit que (3.1.4) est vraie, d’ou la Vi(Dx )-cohérence de U.
Soit kg € IN tel que pour tout k € IN

Vk:o—i—k = ‘/k(Dx)‘/;m et V—ko—k = V—k(DX)V—kU- (315)

Montrons que U vérifie les identités analogues. Le cas k = 0 étant immédiat car V(Dx)
contient la fonction unité. On peut donc supposer k£ > 0. Il suffit alors de démontrer

Uk0+k = Uk0+k71 + atUkOJrk,l et U,kofk = tU,kO,kJrl. (316)

Seules les inclusions directes posent a priori probléme. La seconde relation de (3.1.6)
découle immédiatement de (3.1.5) du fait que le produit tensoriel envisagé est pris sur
Ox. Prouvons la premiére relation. Soit e € £ et m € Vj,4x. On choisit mq, my € Viy1x—1
tels que m = mq + 0;mo. Alors

e@m=e®@my + Ole @my) — (Ore) @ my € Upyir—1 + OUkyri—1,

d’ou (3.1.6), et par suite U est une bonne V-filtration.
En particulier pour a € C, Uy = £ ® V. x(M) définit une bonne filtration de £ ® M.
Pour e € £ et m € V,4x(M), on a par lissité de £

bVa+(M)(t8t + ]{3)(6 X m) ce® bva+(M)(tat + k:)m + U1 C Up_1.

On en déduit que by divise by, , (pm), donc V(€ @ M) = £ ® V,(M). De méme V(£ ®
M) =E @ V_,(M) et 3.1.3 découle alors de la Ox-platitude de &.

O

Si Y est non lisse, les résultats de [33] ne s’appliquent pas tels quels. On peut néan-
moins toujours définir des cycles proches dans ce cas en plongeant X dans X x A
via Papplication graphe de f notée I'(f), puis en prenant les cycles proches suivant la
projection par rapport au second facteur. On obtient alors un D-module & support dans
X et dans le cas ou Y lisse on retrouve bien la définition initiale. Par exemple, si on se
donne n > 0, Uy est relié a Uyn de la fagon suivante
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Proposition 3.1.7. Pour tout a € C, on a une identification canonique

\ijn’aM ; Z+\I}f7naM .

Pour une preuve de ce résultat, voir [47, 3.3.13].

3.2 Compatibilité a la formalisation

Les cycles proches sont compatibles a la formalisation le long de Y, ¢’est 'objet de
la

Proposition 3.2.1. Soit fA: X —>Cla formalisation de f le long de Y. Alors, pour tout
Dx -module spécialisable M, le D ¢-module M est spécialisable et on a une identification

canonique Wy M ~ \Ilf./\/l.

Démonstration. Soit a € C. Posons U, = @X ® Vark(M) et montrons qu'il s’agit de
Vori(M). On commence par établir la bonté de U. Dire que (Vyis(M))rez est une
bonne V-filtration de M sur X, c’est dire qu'on dispose localement d’une surjection
DY — M — 0 pour laquelle V,,;.(M) est a décalage prés la filtration image de V.(Dx)P.
Par tensorisation par O, il suffit de prouver qu’a travers l'identification canonique O ¢®
Dy ~ Dy, lespace Og ® Vi(Dx) correspond & Vi(Dy). Ceci découle immédiatement
du fait que si (z,t) sont des coordonnées locales avec Y définie par ¢ = 0, alors Vi (Dx)
et Vi(Dy) sont les faisceaux localement libres (sur X et X respectivement) engendrés
par les t 701 (t0;)7 si k < 0 et les 0L0L(t0;)), 0 <1 < ksi k > 0.
Soit b le polynome de Bernstein de V, (M), m € Voyxy(M) et f € Og. On a

= f®tatm (Uk_1)7

d’ou
= 0 (Uk—l)a

donc le polynome de Bernstein de U divise b, et ainsi il vient V(M) = O 3 @ Voq k(M)
pour tout k. On conclut alors par platitude de O¢ sur Oyx.

O

3.3 Une définition générale

On considére une variété X lisse sur KK et Y une hypersurface lisse de X donnée
comme lieu des zéros d’une fonction f. Soit M un Dx-module holonome, et o : K/Z —
K une section de la projection K — IK/Z telle que la classe de 0 soit envoyée sur 1.

D’aprés [7], il fait sens de définir V7(M) comme le sous-faisceau de M constitué
des éléments m dont I'image dans My admet un polynome de Bernstein a racines dans
0(IK/Z) + N. Comme dans le cas complexe, on dispose d'un second point de vue sur
ViZ(M) : en mimant les propositions 4.2-6 et 4.3-5 de [33], on obtient en effet le
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Lemme 3.3.1. La filtration V(M) est l'unique bonne V -filtration de M dont les ra-
cines du polynéome de Bernstein sont dans ['image de o.

Suivant [33, 4.3.9], on est amené & définir
\I/f./\/l = V_1(M)/V_2<M)

Cette définition est indépendante du choix de ¢ a isomorphisme non canonique preés.
Comme application immédiate de 3.3.1, on observe que le foncteur ¥; commute a 'ex-
tension des scalaires.

3.4 Cycles proches et action par un groupe fini

Dans toute cette section, on se donne une variété lisse complexe Y munie d’une action
admissible d’un groupe fini G. Soit X = Y/G, p: Y — X le morphisme de projection et
Z une hypersurface lisse de X donnée comme lieu d’annulation d’une fonction réguliére
f. On suppose p étale au-dessus de U = X \ Z, et on se donne un Dx-module holonome
M localisé le long de Z, a savoir M ~ M(xZ).

Pour g € G, le morphisme d’adjonction p* M — g,g"pT™ M ~ g, p™ M induit une
action g : popt M — pyipt M de g sur p,pt M. D’autre part p est finie, d’ott Hip, ~ 0
pour i > 0. Puisque p est étale au-dessus de U, H'p™ M est a support dans p~1(Z) pour
i >0, et ainsi HipiptM ~ p,HipT™ M est a support dans Z pour i > 0 . On en déduit
que le complexe (pyptM)(xZ) est concentré en degré 0 et peut donc étre considéré
comme un objet de la catégorie des Dx-modules, ce qui sera implicitement fait dans la
suite.

Proposition 3.4.1. le morphisme canonique adj, : M — (p1pt M) (xZ) identifie M
auzr G-invariants de (pyp™ M)(xZ).

Démonstration. Par construction, adj,, se factorise en un morphisme M —
((pypTM)(x2))C. Puisque f agit de facon inversible sur son conoyau, ce morphisme
est un isomorphisme dés que sa restriction a U l'est. On est donc ramené au cas ot p
est étale et Z = () (en particulier, p est automatiquement galoisien).

Soit h : X’ — X un revétement étale de X. Considérons le diagramme cartésien

’ 1%
Yy ——

Y
|
X —hx

On dispose alors du diagramme commutatif

ht adj
M =22 htp, pt M

L

B M D e M

ou la seconde fléche verticale est la composée du morphisme de changement de base
htpipt M — p/ W' pt M avec l'identification canonique p' h""p*™M =~ p' p*h* M.
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D’aprés [16, 1.7.3], il s’agit d’un isomorphisme. Or le diagramme

ht
W pept M=%t ppt M

| |

P M P g M
commute, donc par exactitude de h™ et 5.2.1
W (pept M) = b ker(ga — id) = [ ker(h ¥ gp — id)
a G

~ ﬂker(gh+M —id) = (p/ pThT M)C.
G

On en déduit le diagramme commutatif

WM —— b (pyp™ M)©

idl |

W M — (p,p""ht M)C

Or h est étale, donc le Ox,-module sous-jacent & h* M est h*M et h' adj,, vu comme
morphisme de Ox-module correspond & h* adj,,. On en déduit par descente pour les
faisceaux quasi-cohérents [13, Exp. VIII| que I’énoncé de 3.4.1 est local sur X pour la
topologie étale. On est donc ramené au cas ou p est un revétement galoisien trivial, mais
alors le résultat est immeédiat.

]

Corollaire 3.4.2. U, Hp" M est muni d’une action G-équivariante de G, et le mor-
phisme canonique WM — py W, HOpt M induit un isomorphisme de W; M sur les
G-invariants de p VU 1o, HO'pt M.

Démonstration. Pour g € GG, la compatibilité des cycles proches avec I'image directe par
un morphisme propre [42, 4.8.1] fournit une identification naturelle

U opg i HOP M = g1 W ooy HOpt M = g, W 50, HOpT M.

Le morphisme de Dy-module H’p*M — ¢, H°* M induit donc un morphisme
U, HOpt M — g U0, HOpt M, d’ot la premiére partie de 3.4.2.

Par naturalit¢ de lidentification p,W;,, =~ W;py, le morphisme H°p*M —
g+ HpT M donne aussi le carré commutatif

W HO
U H ., pt ML H O, pt M

zJ lz (3.4.3)

D+ \I’fOpHOP+M — D+ \ijopHOP+M

Or par invariance des cycles proches par localisation [33, 4.4-3|, la fleche supérieure de
3.4.3 est aussi Wrgrg : Vypyipt M(xZ) — Upp pt M(xZ) et la proposition se déduit
alors de 3.4.1 et de 'exactitude de Wy. O]
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3.5 Trois lemmes d’annulation

Les lemmes d’annulation de ce paragraphe apparaissent déja dans la littérature [48,
14.22, 14.26]. On rappelle ici les preuves de 3.5.1 et 3.5.3 pour la commodité du lecteur,
et on donne une autre preuve de 3.5.2 a 'aide de 3.4.2.

Soit U un ouvert de AZ contenant lorigine et f = f(t,y) réguliére sur U. Soit R
connexion sur U méromorphe a singularité réguliére le long de ¢ = 0.

Lemme 3.5.1. On suppose que f(0,0) # 0 ou que f(0,y) admet un zéro simple en
Vorigine. Alors sik >0 eta> 0, on a Wu(E/ED/T @ R) ~ 0 au voisinage de 0.

Démonstration. Par 3.1.7, il suffit de traiter le cas a = 1.
D’aprés [48, 14.10], on a une identification canonique

(E@OU’Og,t(gf(t,y)/tk ®R) ~ U, (E/N/M" & 7/3\0)

Si f(0,0) # 0, il fait sens d’effectuer le changement de variable ¢ = ¢/{/f dans 6(]\,0,
de sorte qu’on est ramené par fidéle platitude de (511\70 sur Oy a prouver la nullité de
U, (EV" @ Ry).

Si f(0,y) admet un zéro simple en l'origine, alors on pose y' = f(¢,y) et on observe
que la matrice jacobienne de (¢,y’) ne s’annule pas en lorigine. Ainsi le couple (¢,y")
constitue un systéme de coordonnées au voisinage de l'origine, de sorte que quitte a
rétrécir U, on est ramené par fideéle platitude de Oy sur Oy a prouver la nullité de
U, (&9 @ Ry).

Montrons dons la nullité de ¥,(£¥/"" @ 7/2\0) avec | = 0,1. D’apres [46, 2.1.1], Ro
admet un réseau sur lequel t0, agit via une matrice a coefficients constants et 0, agit
par 0. En particulier par trigonalisation, 7/€\0 admet un sous-objet propre dés que son
rang est >1. Par exactitude de Wy, une récurrence permet de se ramener au cas ot Ry
est de rang 1. Alors Ro admet un générateur m satisfaisant a tdym = cm, ¢ € C et
dym = 0. Dans tous les cas, la section s = « eV /™ 5 @ m est génératrice et satisfait a
t*(c — tdy)s = ks sil =0 et t*9,s = s si | = 1. Le polynoéme de Bernstein de s est donc
constant. La trivialité de la V-filtration en découle. O

Lemme 3.5.2. On suppose que f(0,0) # 0 et soit g = t%° avec a # 0 et b # 0. Alors
sik, k' >0, on a W (EIEN/® @ R) ~ 0 au voisinage de 0.

Démonstrgtz’og.\ On se /Iaméne comme en 3.5.1 & montrer la nullité du module
v, (& 1" & Ryo) avec Ry de rang 1 admettant un générateur m qui vérifie td,m = cm,
ce€ Cet 9ym = 0. Si on définit

on a d’aprés 3.4.2 une injection canonique

‘Ijtayb (gl/tkyk, ® 7/?/\0) % h+\1/(uz)ab (gI/Ubkzak/ ® h+7/?,\0),
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et on se rameéne ainsi a étudier le cas ou a = b. Par 3.1.7, on peut supposer a = b = 1.
Par définition, ¥, = ¥, 0o I'(g); oi I'(g) désigne le graphe de g et v est donnée par

A2 q2 gt

N

Al
Or s = « /""" 5 @ m engendre /1" @ Ry et verifie thyk+19,s = —k's. Donc s' =
s6(v — ty) engendre F(g)JrSl/tkyk/ ® Ry. Or
00, -8 =05 =0, (tysd) = ts' +ty(9,s)d — yt*s0,0 € V_;5.
donne par multiplication par y
yts' +ty*(0,s)8 — y*t?s0,0 € V 5.
Puisque yts’ = vs’ € V_1¢', on en déduit
ty*(9,8)0 — y*t*s0,0 € V_1 5.

D’autre part

Oyv%s’ = 2us’ +1v%0,8" = t*y*s0,6 € V_15
d’ou finalement ty?(9,s)0 € V_1s'. Puisque k > 1 et &' > 1, il fait sens de multiplier
cette derniére relation par t*~'¢*~1. On obtient alors

thyk1(9,5)0 = —k'sd = —K's' € V15

Ainsi, ' € V_15' est de polyndéme de Bernstein constant, d’ou 3.5.2.

[
Lemme 3.5.3. On fait Uhypothése que f = tig(t,y) + y™h(t,y) avec g(0,0) # 0,
h(0,0) # 0, (I,m) # (0,0). Soit g = t*° avec (a,b) # 0. Alors si k > 1 et k' > 0
on a W, (1N @ RY ~ 0 au voisinage de 0.

)

Démonstration. Les cas [ = 0 ou m = 0 étant traités par 3.5.2, on peut raisonner par
récurrence sur (I,m) et supposer [ # 0 et m # 0. Soit p : U — U léclaté de U en
l'origine. Par compatibilité des cycles proches avec les modifications propres [48, 14.12],
on a

Wy (EENV @ R) o Wy, (ET PP @ ptR).

Démontrons que Wy, (Ef (pepy)/PiPy @ pTR) =~ 0 sur le diviseur exceptionnel E.

Dans la carte Uy de U donnée par t = u et y = uv, on a p(u,v) = (u,uv), de sorte
que la trace de E sur Uy est donnée par u = 0, et

Foepy) /pEpE = (W g(u, wo) + (wo)™h(u, w)) fu* oM.

Au voisinage d'un point vy # 0 de Uy, 3.5.1 s’applique immédiatement si [ # m. Dans
le cas | = m, on observe que %(0, v) = muy" th(0,0) # 0 de sorte que 3.5.1 s’applique
encore. Au voisinage de l'origine de Uy, 3.5.2 s’applique si [ < m, et sinon m > 0 permet
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d’utiliser I’hypothése de récurrence.
Dans la carte U; donnée par les coordonnées t = u'v’ et y =o', p(u/,v") = (u'v/,0'),
donc E N U; est défini par u'v" =0, et on a

f(pt,py)/pfp];l _ ((u”u’)lg(u'v’, U/) + U/mh(u/vl,’U/))/'Lblk’l]/kJrk,.

On se place au voisinage de l'origine. Si [ < m, la condition [ > 0 assure que I’hypothése
de récurrence s’applique, et sinon la situation est justiciable de 3.5.2. O

4 Preuve du théoréme

Décrivons les différentes étapes de la démonstration. Une premiére réduction re-
posant sur 3.4.1 et la semi-simplicité du membre de droite de (2.3.4) permet d’iden-
tifier U, H,, (M) et Y H,pmie(M) pour m entier dés que (2.3.4) est connue pour
U, Hypmi (M), de sorte qu’on est ramené au cas ot n est un multiple de m . Dans ce
cas, on se ramene & un calcul explicite avec M décomposé en observant que x admet
une racine n-iéme dans la formalisation de S} ,(Dy) le long de la fibre spéciale.

4.1 Reéduction au cas ou n est un multiple de m

Soit m un entier naturel. On suppose que la formule (2.3.4) est acquise lorsque n est
un multiple de m et on la déduit dans le cas général. Il suffit de montrer que pour tout
couple (n, k) avec n < k, si la relation (2.3.4) est montrée pour H,,, mi(M), alors elle
est vraie pour H, ;(M).

Le morphisme v,, : S;,, — S, donne un diagramme cartésien

Sl,mn(Dmk) L) Sl,n(Dk)
Smn E— Sn

avec p satisfaisant aux conditions de 3.4.1 pour G = U,,. Puisque le cube

S x oan id Xvm, S % n .
jmn,}k» ‘ ~
S1,mn (D) T S1n(Dr)
Thmn l Mn l
\ 4 \ i

est & faces commutatives et cartésiennes, on a

PP Hu k(M) 2 py i it (id X2 ) FHom(py 7,7 M, pf M)
= p+Hmn,mk(M>~
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D’aprés le point 5 des Notations et rappels, 'adjonction H, x(M) — pip™ Hy, (M)
est donnée par
Hy, p (M) — O, (D) ®0s, 0y Hnk(M). (4.1.2)

Soient v une uniformisante de S,,,, et ¢ € U, une racine primitive. De (4.1.2), on déduit
que la décomposition en sous-espaces propres de 'action de ¢ sur py Hpp k(M) est

H, (M) ® uH, 1 (M) @ - @ u™ " H, 1 (M). (4.1.3)

Du fait de la formule d,u'w = %“%w + u'0,w, Vopérateur 0, stabilise chacun des fac-

teurs de (4.1.3), donc il s’agit d'une décomposition dans la catégorie des D-modules sur
S1.n(Dy). Pour a € C et w € H, (M), la relation

l
(t0, — i a)ulw = u (t0; — a)w

montre que si P € V(D) est tel que by, (t0;)w = tP(td;, y, 0,)w, alors

l

by (10 — E)ulw = ulby, (t0)w = tu' P(t0,, v, Oy)w = tP(to, — :

™ 78 : )
my U w

de sorte que by, = b, (t0;) divise b, (t0; — %) En utilisant le fait que w agit de

facon inversible sur py Hppmi(M), on montre de méme que b, (t0; — %) divise by,

On a donc by, = by, (t0; — %), d’ott pour a € C un isomorphisme d’espaces vectoriels
« multiplication par u! »bien défini

\Dw,a—l—#Han <M> L> \Ijﬂ,aulHn,k(M)

et compatible aux actions de y et J,. D’aprés (4.1.3) et le fait que 'action de ¢ induit
un isomorphisme ¥, ,H, (M) — ¥, , 1H, (M) pour tout a, on obtient

\IJTrp+Hmn,mk (M) = (\IJWHn,k<M))m

Or en combinant 3.1.7 et la compatibilité des cycles proches avec 'image directe par un
morphisme propre [42, 4.8.1], on a des identifications canoniques

Voeps Honmk (M) = Wom Hyp ke (M) 2 (Y Hyp e (M)
Il vient ainsi
(W Ho o (M))™ 2 (W Hopg ke (M),
d’ou )
(UrHy (M) 2 O < G (£ ymns, (4.1.4)
Qr_1(M)

et la formule (2.3.4) pour H,, (M) découle de la semi-simplicité du membre de droite
de (4.1.4).

4.2 Le cas ou n est un multiple de m

En complétant Sy ,(Dy) le long de la fibre spéciale de m, définie par l'idéal (t), on
obtient d’apres [38, 8.12| le schéma S ,,(Dy) d’anneau de fonctions

Clyl[z, ]/ (z — t"p) — Cly][t] ,
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otton a posé p = 1+ytF~". D’apres 3.2.1, on ne change pas les cycles proches de H,, (M)
en restreignant la situation a Sy, (Dy), ce que l'on fera dans la suite. Or p admet des

racines n-iéme dans I’anneau de fonctions de Sy, (Dy). Notons z la racine satisfaisant a
z=1+ytk/n (5. Alors © = (2t)", de sorte que si

VM~ Y @ Ry
QM)

est la décomposition de Levelt-Turrittin (1.0.3) de M, il vient

UV H (M) = P w0 aR,, ),
wl,wQEQ(M)

avec Ry, o, régulier le long de la fibre spéciale. Désignons par H,, (w1, w2)(Ruw, w,) OU
méme H,, (w1, ws) quand aucune confusion n’est possible, le terme de cette somme
correspondant aux formes wy et wsy, et écrivons w; = P;(t)/t% avec deg P; < ¢;. P;(0) =
¢r—1(w;) est le coefficient dominant de w; pour la variable 1/t. Soit n,, le rang de R,,. La
formule (2.3.4) (et par suite le théoréme 2.2.4) se déduit des calculs suivants :

Lemme 4.2.1. Siw # 0, V,H, (w,0) ~ ¥, H, 1(0,w) ~ 0.

Par définition, H,, (w,0) ~ £“CY @ R et H,;(0,w) ~ &0 @ R', avec R et R’
réguliers, donc 4.2.1 est une application immédiate de 3.5.1.

Lemme 4.2.2. Siw; # wy sont non nulles, alors W H,, (w1, ws) =~ 0.

Démonstration. Si ¢ < @,

192 (wq(2t) — wa(t)) = 27BN P (2t) — Po(t)
=-P(0) (1),

de sorte que le lemme 3.5.1 s’applique, et de méme si q; > gs.
Siqi=q=q,

t9(wq(2t) —wa(t)) = 27 1P (2t) — Py(t)
= Pi(t) — Po(t) — qP(0)yt* ™ /n  (tF).

La valuation t-adique de P, — P, est finie et plus petite que ¢ — 1, donc quelle que soit
la fagon dont elle se compare a k — n, le lemme 3.5.1 s’applique. O

Dans les deux lemmes qui suivent, on utilisera I'observation que z — 1 = yt*="/r,
avec r, = Z=4 = [Tecv,\ 1y (2 =€) unité de Cly][t].

Lemme 4.2.3. V,H,;(0,0) ~ O;‘%.

Démonstration. On se donne une base de Ry dans laquelle la matrice de 0; est de la
forme A/t avec A € GL,,(C). Alors

Hy 1(0,0) ~ (OGT)%,d + (AR 1 —1® A)dt/t + A® 1dz/2),
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et il suffit donc de démontrer que si B,C' € GL;(C) commutent, alors si on pose
Hpc = (OT)',d+ Bdt/t + Cdz/z),

on a

\IltHB,C ~ OlT

On raisonne par récurrence sur [.
Supposons [ = 1 et notons [ et v pour B et C. Si g = 0, le calcul 3.1.2 et I'insensibilité
des cycles proches a la localisation [33, 4.4-3] montrent que

UHp ~ (O, d+vdz/z) ~ i} (O,d + vdz/z) ~ Op,

ol la derniére égalité provient de ce que z =1sur 7. Sil = 1et g # 0, la section s = 1
est génératrice, et on a

t0ys = Bs + (k —n)yyt""s/(zr,) = Bs  (V_1(D)s).

On en déduit que by(td;) divise td; — B. Or bs ne peut étre constant car dans le cas
contraire ¢ serait inversible, d’ou bs(t0;) = t0; — . Ainsi V.(D)s est une bonne filtration
dont les racines du polynéme de Bernstein sont dans [—(—5 —1) — 1, —(—/3 — 1)[, donc
Vin(D)s = V_g_14m(Hp) pour tout entier m. En particulier, tout élément de Hg, est
dans I'un des V_g_14m(Hgp,), donc si a € C\{—F — 1+ Z}, Vo(Hp) = Vea(Hs)
et sinon Veo(Hpy) = Vac1(Hpy) = tVa(Hp,y). Soit f' I'unique élément de 8 + Z dans
I'intervalle [—1,0[. On obtient

Uity = VigHgy = Vg 1Hg,
~V g 1(Hpy) /tV-_p-2(Hpn)
=Vo(D)s/V_1(D)s.

Du fait de
Oys = t""s/(zr,) € V_1(D)s, (4.2.4)

0, agit par 0 sur ¥, Hz , et on a donc un morphisme bien défini Op — W, Hz , associant
a « 1 »la classe de s. Puisque [P(t0t,y,0,)s] = [P(8,y,0)s] dans W;Hg ., ce morphisme
est surjectif. Il est aussi injectif, car si [f(y)s] = 0, avec f # 0, alors par application
successive de Jy, on obtient [s] = 0, contradiction. D’ou le cas [ = 1.

Supposons [ > 1. Puisque B et C' commutent, le choix d’un vecteur propre commun
permet de définir une suite exacte du type

0—Hgy——Hpc—Hp oo —0,

avec B’ et ' qui commutent. Donc par passage aux cycles proches, 'hypothése de
récurrence donne la suite exacte

0—— Or —— VU, Hpc oL! 0. (4.2.5)
et 4.2.3 découle alors de

Eth(OT, OT) ~ RIHOmDT(OT, OT) ~ Coker((’)T i OT> ~ 0
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Lemme 4.2.6. On suppose w1 = wy = w de degré q. Alors,
1. Sik—n<gq, ViH, (w,w) ~0.

2

2. Sik—n>q VH,(ww)~Or.
3. Sik—n= q, \Ithn’k(w’w) ~ (5—("5/”—1)1’(0)11)%3_

Démonstration. On a
t9(w(zt) —w(t)) = 271P(2t) — P(t)
= (9= 1)P(t) (t*")
= —ryt" " Pt)/r, ("
= —rt PO fr, (),

(4.2.7)

de sorte que 3.5.1 assure la nullité de ¥;H,, (w,w) dans le cas k —n < ¢q. Si k —n > g,
wi(2t) — wa(t) est polynomiale, donc 2. et 3. se déduisent de la combinaison de 3.1.3 et
du calcul 4.2.3 de ¥, H,, 1(0,0)(Ru.)- O

Ceci achéve la preuve de la formule (2.3.4).

5 Appendice

5.1 Nullité des cycles proches pour r <1 et M décomposé

Proposition 5.1.1. On suppose k < n et M ~ BEY @ R, sans partie réquliere. Alors
\IfﬂHnjk(M) ~ (.

Démonstration. On a

\I/anVk(M) ~ @\I/t(gw(z)—um(t") ® wa@)’

wi1,w2

avec Ry, ., régulier le long de la fibre spéciale. Désignons par H, ;(wi,ws) le terme
de cette somme correspondant aux formes w; et wy, et écrivons w; = R(x) /:cqi avec
deg P, < ¢q;. P;(0) est le coefficient dominant de w; pour la variable 1/x. M étant
supposé sans partie réguliere, P;(0) # 0. Alors en effectuant le changement de variable
u=tetv=t"% 4y ona

P(t" + yt*) Py(t") Py(ufv)  Py(um)

wifz) = wa(t) = tha (tn=k 4 )0 naz ukayn unaz

u" Py (uFv) — ubo® Py(u™)

uka+ngz a1

(5.1.2)

On se place au voisinage de vy # 0. Si on suppose ngs > kqp, (13.3.3) s’écrit
(ure2=ka Py (yFy) — o0 Py(u™)) /u™2u®. Si f(u,v) désigne la partie non polaire de cette
expression, f(0,v9) = —P5(0)/v{" est non nul, donc 3.5.1 s’applique. On raisonne de
méme avec le cas ngy < kq; en utilisant P;(0) # 0. Si nga = kqi, la partie non polaire
de (13.3.3) est f(u,v) = (Pi(ufv) — v? Py(u™))/v® et en évaluant en (0,v) on constate
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que la situation satisfait les hypotheses de 3.5.1.

On se place au voisinage de vy = 0. Si on suppose ng; < kg, (13.3.3) de-
vient (Py(ufv) — uFa—neyn Py (y")) /ubiy®, Le numérateur de cette expression vaut
Pi(0) # 0, donc 3.5.2 s’applique. Dans le cas contraire, (13.3.3) est exactement
(ura2=ka Py (yFo) — 08 Py(u™)) /um209 et on est dans le cadre de 3.5.3. O

5.2 Intersection et exactitude a gauche

Lemme 5.2.1. Soit A un catégorie abélienne, M un objet de A et Ny et Ny deux sous
objets de M. Soit B une catégorie abélienne et F': A — B un foncteur additif exact a
gauche. Alors on a une identification canonique F(Ny N Ny) =~ F(Ny) N F(Ny).

Démonstration. On commence par observer que Ni N N, fait bien sens, comme noyau

de

[Nl,Nz : N1®N2 — M

(ZL'l,ZEQ) — X1 — T9.

Alors, F(Ny) et F(Ny) sont des sous-objets de F(M), et par additivité F(In, n,) =
Irp(ny),F(N;)- Mais I’ commute au noyau, donc

F(N1 N Ng) = F(KGI'INhNQ) ~ KGI‘F([NLJ\&) ~ KerIF(Nl),F(NQ) = F(Nl) N F(NQ)

O
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36 NOTATIONS ET RAPPELS

Dans cette partie, on généralise au cas d’une connexion méromorphe le long d’un
hyperplan de 'espace affine 'observation conséquente de 2.2.4 que sur un corps algébri-
quement clos, les modules produits par la construction d’Abbes et Saito sont linéaires.
Il s’agit de résultats analogues aux résultats d’additivité obtenus dans [49] [4].

Aprés une premiére section consacrée aux sorites sur les modules linéaires, on pré-
sente le théoréme principal 8.1.3 de cette partie. Pour prouver ce théoréme, I'idée est
d’introduire une condition 7.2.1 plus forte que la linéarité ponctuelle 7.1.6 que 1'on
cherche & montrer, et qui a la vertu de bien se comporter vis-a-vis des sous-objets et des
cycles proches. L’analyse de cette interaction est traitée en 9.3.1 et 9.3.4.

Le fait que le module produit par la construction d’Abbes et Saito posséde bien cette
propriété est une application de l'existence des réseaux de Malgrange. Elle fait ’objet
de 10.2.1 et 10.2.2.

Enfin, on calcule a titre d’exemple ce que donne la construction d’Abbes et Saito
dans un cas particulier de bonne décomposition formelle. Tout comme en dimension 1, le
support obtenu rend compte des parties les plus polaires des formes de la décomposition
de Levelt-Turrittin.

6 Notations et rappels

1. Soit M une connexion méromorphe sur une variété algébrique affine lisse X. On
note D le lieu des poles de M, supposé irréductible lisse de point générique 7 et
donné par 'équation z = 0. Par théoréme de Levelt-Turrittin [5, 2.3.1], on peut
trouver un entier e et une extension galoisienne K’ du corps de fonction K de D
tel que

K'((2Y%) ®0y., M, ~ P or, (6.0.2)

¢€Z—1/6K/[Z—1/e]

avec £ = (K'((2V°)),d + ¢dz'¢), et Ry un K'((2/¢))-module a singularité
réguliere. Si les (¢;) constituent la collection des ¢ intervenant dans (6.0.2), alors
on peut toujours supposer que pour ¢ # j on a ¢; # ¢;. En particulier, il existe
au plus un indice ¢ pour lequel ¢; est nul. Notons i cet indice.

Soit D’ la normalisation de D dans K’ et A’ son anneau de fonction. On appellera
lieu non-tournant de M, ot encore lieu de bonne décomposition formelle de M
I'ouvert de D des points P au-dessus desquels les parties les plus polaires des
(0i)izio €t (i — @;)i; sont des inversibles du semi-localisé A, et la décomposition
(6.0.2) descend a A'p((21/¢)).

D’aprés un théoréeme dia & Malgrange [37, 3.2.1] dans le cas analytique, et André
[5, 3.4.3] dans le cas algébrique, le lieu non tournant de M est non vide.

2. Soit f :' Y — X un morphisme de variétés algébriques complexes lisses. Pour
tout module holonome M sur X, le faisceau quasi-cohérent f*M est canonique-
ment muni d’une structure de module Dy-module holonome. On dispose donc
d’un foncteur de la catégorie des modules holonomes sur X vers la catégorie des
modules holonomes sur Y. On note dans ce texte f* son foncteur dérivé. On
prendra garde que f* est noté f' dans [8, VI|, et L f* dans |34].

3. Si M est un D-module cohérent sur une variété lisse X, alors on définit le support
Supp(M) de M par I'ensemble des points = € X pour lesquels le germe M, est
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non nul. Comme conséquence immédiate de la relation
Supp(M) = Char(M) NTx X

ou Char(M) désigne la variété caractéristique de M, Supp(M) est automatique-
ment un fermé de X.

7 Modules linéaires

7.1 Généralités

Définition 7.1.1. Si E est un C-espace vectoriel de dimension finie, on appelle module
linéaire sur E tout module somme directe finie de modules du type €% := (O, d + dyp)
ot ¢ : E — C est une forme linéaire sur E.

Lemme 7.1.2. 5i & et & sont deux modules linéaires sur A™, alors

Extp,, (€1,&) ~ 0.

Démonstration. On se rameéne par somme directe au cas ou les & sont de rang 1. Par
tensorisation, on peut aussi supposer que &; est trival. Il faut donc montrer la nullité du
premier groupe de cohomologie de De Rham algébrique de £ := &; avec £ donné par la
1-forme aidxy + - - - + a,dx, ou a; € C. Si n = 1, ¢’est un calcul immédiat. Supposons
donc n > 1.

Si tous les a; sont nuls, le complexe de De Rham de £ est le complexe de Koszul
K(01,...,0,) pour le module C[z,...,z,] sur 'anneau commutatif C[0;, ..., J,]. Il est
en particulier acyclique en degré > 0.

Si 'un des a; est non nul, mettons a; on peut toujours supposer quitte a faire le

changement de coordonnées linéaire y; = a1x1 + - + ATy, Yo = Loy ..., Yy = Tp qUE

ag = --- = a, = 0. Dans ce cas, DRE est le complexe de Koszul K(0; + 1,0s,...,0,)

de C[zy,...,z,]. Or ce dernier complexe est quasi-isomorphe au céne du morphisme de

complexe

B1+1)-
KD, ..., 8,) -2 K (D, .. 8,)

avec K(0y, ..., 0,) quasi-isomorphe a C[z1] placé en degré 0, d’ou 'annulation voulue.

m

Corollaire 7.1.3. Soit £ un fibré vectoriel algébrique a connezion sur l’espace affine A,
muni des coordonnées (z1,...,x,). On suppose lexistence d’une trivialisation globale de
E sur laquelle les O, agissent via des matrices a coefficients constants. Alors € est une
connexion linéaire sur Ag.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le rang de &, le cas ou &£ est de rang
1 étant trivial. Notons e une base ayant la propriété de ’énoncé. Par intégrabilité de
£, les matrices des 0,, commutent deux a deux, donc la considération d'une base de
triangularisation simultanée assure l’existence d’une suite exacte

00— & —&—& —0

avec & linéaire de rang 1 et & satisfaisant aux conditions de I’énoncé. Par récurrence,
les &; sont linéaires et 7.1.3 se déduit de 7.1.2. ]
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Corollaire 7.1.4. Tout sous-objet d’un module linéaire
ExEND---pET (7.1.5)

est isomorphe a une somme directe de certains £ intervenant dans (7.1.5). En parti-
culier, tout sous-quotient d’un module linéaire est linéaire.

Démonstration. Soit M un sous-module de &£. Du fait de l'inclusion Char(M) C
Char(&) = TR, Ag, on a Char(M) = T3, Ag, donc M est une connexion algébrique.
Raisonnons par récurrence en supposant 7.1.4 acquis pour tous les couples (M’ E’)
avec M’ sous-module de &’ satisfaisant a rg&’ < rg€ ou (rg&’ =rg€ et rg M’ < rg M).
Si M est simple et non nul, alors la restriction de I'un des p; : £ — & & M est
nécessairement un isomorphisme. Sinon, M admet un sous-objet propre A. Par hypo-
thése de récurrence appliquée a (N, E), on obtient que A est linéaire. Quitte a n’en
considérer qu’'un facteur de rang 1, on peut supposer par ce qui précéde que N est I'un
des £¥ de (7.1.5). Par hypothése de récurrence appliquée a (M/N,E/N), on obtient
que M est une extension de deux modules linéaires. D’aprés 7.1.2, M est linéaire et en
regardant les restrictions de chaque p; aux facteurs de rang 1 de M, on voit que ces
derniers sont des facteurs intervenant dans la décomposition (7.1.5). O

Dans la définition qui suit, on considére un fibré vectoriel E sur une variété algébrique
complexe lisse X et un point = de X. Pour tout couple (Y, Z) de sous-variétés de X tel
que Z est inclus dans Y, on note izy l'inclusion canonique de Ez dans Ey. Enfin, on
se donne un D-module holonome M sur E.

Définition 7.1.6. On dit que M est H-linéaire au-dessus de x si le module H°i; y M est
linéaire. On dit que M est H°-ponctuellement linéaire si M est H°-linéaire au-dessus
de tout point de X.

7.2 La propriété L(z)

On aura a considérer la notion locale voisine suivante : soit M un D-module holonome
sur un fibré £ de rang [ sur Spec C[ty, ..., t,], et O le point fermé de Spec C[ty, . .., t,].

Définition 7.2.1. On dira que M wvérifie la propriété L(O) si M admet une famille géné-
ratrice e := (eq, ..., e,) vérifiant

Oy, €5 = Zfz’ju(tb oot Y ) (7.2.2)
u=1

ou dans cette écriture, les y; sont des coordonnées sur F, et les f;, sont des éléments
de C[t1, ..., tu][v1,- -,y ayant la propriété que dans la décomposition

fiju = Zpy(yl, ce >yl)tlfl .. t;;n

le degré total deg, P de P,(y1,---,y) est plus petit que vy + -+ + 1,.
Dans la situation globale de 7.1.6, on dira aussi que M wvérifie la propriété L(x)

si pour un choix d’identification 6; ~ C[ty,...,t,], le changement de base de M a
Spec Ox , satisfait a la propriété L(O) au sens précédent.
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La proprié¢té L(z) est plus forte que la notion d’H°-linéarité ponctuelle. C’est 'objet
du

Lemme 7.2.3. Si M vérifie L(z), alors M est H°-linéaire au-dessus de x.

Démonstration. Par définition, H M est aussi la restriction a F, du module

M = 6; ®oy, M. Une famille génératrice de M vérifiant (7.2.2) induit une fa-
mille génératrice de H%, y M encore notée e sur laquelle 'action de d,, s’obtient en
évaluant les f;;,, en t; = --- = ¢, = 0. Du fait de la forme trés particuliere des f;;,, on a
que fiju(0,...,0,y1,...,y,) est constant.

Soit €' une sous famille maximale de e n’admettant pas de relations de liaison non
triviale a coefficients constants. Une telle famille existe pour peu que M ne soit pas le
module nul, et quitte & renumeéroter les e;, on peut toujours supposer € = (eq, ..., ex),
k < n. Par maximalité, tous les ¢; sont dans le C-espace vectoriel engendré par €. Donc
€’ engendre M comme Dg -module. En particulier, les relations

Oy,ej = aijrer + -+ + ijnen, aijy € C
pour j = 1,..., k donnent des relations

Oy, = bijier + -+ + bijrer,  biju € C (7.2.4)
En notant B; la matrice des (b;jy);u, o0 peut écrire les équations (7.2.4) sous la forme

d,,€ = B;€e
Par application de 0, et commutation de d,, et d,,, on obtient
(B;Bj — B;B;)e' =0

Puisque € n’admet pas de relations de liaison non triviale a coefficients constants, il
vient B;B; = B;B;. Alors, la connexion N := (Clyy, ..., u]" Bidys + -+ + Bidy;) est

une connexion algébrique intégrable bien définie se surjectant sur M. d’aprés 7.1.3, N
est linéaire. Par 7.1.5, le module M est linéaire.

O

La définition 7.2.1 s’introduit naturellement pour palier au mauvais comportement de
la linéarité ponctuelle vis-a-vis des sous-objets. On démontrera en 9.3.4 par I’entremise
de la théorie des cycles proches que tout sous-objet d'un module vérifiant L(x) est aussi
HO-linéaire au-dessus de x.

8 Le théoréme principal

8.1 Enoncé

On commence par rappeler la géométrie sous-jacente a la construction d’Abbes et
Saito [4]. Soit X une variété algébrique complexe lisse, D un diviseur & croisements
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normaux de X et Dy, ..., D,, les composantes irréductibles de D. On note U le complé-
mentaire de D dans X.
Soit X x X léclaté de X x X le long de la réunion des D; x D;. On note X *x X le

complémentaire dans X x X des transformées strictes de D x X et X x D. Localement,
si V1 et V5 sont deux ouverts de X d’anneaux de fonctions respectifs A; et Ag, et sit; =0
(resp. s; = 0) est I’équation de D; dans V; (resp. V3), X % X est le schéma d’anneau de
fonctions [4, 5.22]

A1 @@ Ag[ufl, e ,Uil]

(i@l —u(l®s;))

Suivant [24, 4.2.8], le schéma X * X s’insére dans le diagramme commutatif

(8.1.1)

X*xX

P
X—X x X

Diag

Avec 6 immersion fermée réguliere de fibré conormal canoniquement isomorphe &
QL (log D).

Sia= (ar,...,a,) € N** et D, = a1Dy + -+ + apD,,, on s'intéresse comme en
dimension 1 [3, 3] & la dilatation (X * X)% de X % X en §(D,) par rapport a D,. Ce
schéma s’insére dans le diagramme commutatif de carré gauche cartésien

Tg—>(X*X)@<j—aU>< U

l Wl l (8.1.2)

D X U

avec T, muni d’une identification canonique [4, (5.31.4)]

T,—— V(Q c(log D) ®o, Ox(Ds)) xx D.

Dans la suite, on se restreint au cas ot X est ’espace affine A{. avec D un hyperplan,
et on se donne une connexion M sur Ag méromorphe le long de D. Dans ce cas, a est
simplement la donnée d’un entier naturel non nul a. On notera p(M) ou encore p le
rang de Poincaré-Katz de M au point générique de D (c’est-a-dire la plus grande pente
de la restriction de M au point générique de D), et H,(M) pour j,. Hom(ps M, pj M),
ou j, désigne 'inclusion canonique de U x U dans (X * X )%

On dira qu'un module holonome N sur un fibré sur D est ponctuellement lisse si les
modules de cohomologie du complexe Z;r +/V sont des connexions algébriques pour tout
x € D. Le but de cette seconde partie de these est de démontrer le

Théoréme 8.1.3. On suppose que p(M) est entier. Alors, si a > p(M), le Dr,-module
U, H,(M) est ponctuellement lisse et ponctuellement H°-linéaire.

8.2 Discussion

Comme conséquence de 12.2.1, la restriction i, L&V H,(M) est a support fini pour
tout x € D. Néanmoins, du fait de la mise en défaut du lemme de Nakayama pour les
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faisceaux quasi-cohérents, le support de la restriction a Tj,, d’'un module holonome N
sur T, est en général un sous-ensemble strict de Supp N N7, ..

Abbes et Saito utilisent le foncteur de restriction plutot que les cycles proches. Ici
le choix des cycles proches se justifie par le fait que la restriction & une sous-variété 2
de n’importe quel D-module localisé le long de Z donne 0. Une vertu de ¥ est d’étre
justement insensible a la localisation [33, 4.4-3].

Dans [49, 2.3.7] et [4, 8.15], les auteurs démontrent ’analogue ¢-adique de 8.1.3 sans
hypothése de lissité sur D, mais au prix d’une hypothése [4, 8.2| sur la ramification
le long de D. Détaillons ici la nature de cette hypothése. Soit X une variété sur un
corps parfait k de caractéristique p > 0, et D un diviseur lisse de X. On consideére le
diagramme cartésien

U2 Ux, U

l lja (8.2.1)
X 5—a> (X * X)a

Soit ¢ un nombre premier distinct de p, x € D, T un point géométrique de X localisé en

x, et F un F,-faisceau localement constant constructible sur U. Alors, le changement

de base relatif au diagramme cartésien (8.2.1)

a0 juxHy(F) — J.0"Hy(F) = j. End(F)

est injectif, et on dit que la ramification de F en T est bornée par D, si le morphisme
az est un isomorphisme. Sous cette condition, I'objet d’étude d’Abbes et Saito est le
faisceau v, (Hq(F), X) = (Jaxs Hal(F)) |1, -

Dans le contexte des connexions méromorphes, le changement de base « est automa-
tiquement un isomorphisme [16, 1.7.3|, et il se pose alors la question de savoir par quoi
remplacer la condition d’Abbes et Saito. Lorsqu’on choisit pour point x le point géné-
rique 7 de D, Abbes et Saito démontrent [4, 8.8] que la condition précédente équivaut
au fait que la plus grande pente de la restriction de F au point générique de Spec (’)ﬁgn
est < a. Cette condition fait sens pour les D-modules, d’ot1 I'occurrence du rang de Katz
générique dans 8.1.3.

Le théoreme 8.1.3 suggere que dans le contexte (-adique, on doit pouvoir obtenir un
théoréme de finitude & l'aide d’une condition portant seulement sur le point générique
de D, et ceci au prix de perdre la constance locale de v, (H,(F), X).

Du fait que la formation de H, ne commute pas a l'image inverse, la construction
d’Abbes et Saito se préte mal aux arguments de section par des courbes transverses a
D (mémes génériques).

On observera aussi que la construction d’Abbes et Saito peut se définir pour D,
remplacé par une combinaison linéaire a coefficients rationnels des D;. Dans le cas ol
I'un des a; est rationnel non entier, le schéma (X % X)% est normal mais plus nécessai-
rement lisse. Bien qu’on puisse toujours le plonger dans un schéma lisse, on y perd le
morphisme structural définissant les cycles proches. On doit donc se restreindre au cas
des coefficients entiers. Ce n’est pas une grande restriction dans la mesure ou 8.1.3 est
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un énoncé local, et localement il est toujours loisible de ramifier les variables définissant
D.

9 Cycles proches

9.1 Rappels et notations

Dans toute cette section, on fixe une variété complexe lisse X et M un Dx-module
holonome le long d’une hypersurface lisse D définie par 1’équation t = 0. On rappelle
suivant [33] que Dx est muni de la filtration de Kashiwara-Malgrange

Vi(Dx) :={P € Dx, P(T,,) Cc IL* vie 7}

et qu’on appelle bonne V-filtration de M toute filtration exhaustive (Uy(M))gez par
des Vp(Dx)-modules cohérents tels que localement, il existe un entier kg € IN vérifiant
pour tout k € IN

k
Uity (M) = tFU_1 (M) et Upyiy (M) =D 0T (M) (9.1.1)

Si m est une section de M, il existe un polynéome de degré minimal b,, pour lequel on a
bm(tat)m c V_l(Dx)m.

C’est le polynome de Bernstein de m. Notons ordy (m) I'ensemble de ses racines et soit
> l'ordre lexicographique sur C ~ R + iR. Pour a € C, si on définit

Vo(M) ={m e M,ordy(m) C {a € C,aa > —a —1}}

et
VeaM) ={m e M,ordy(m) C {a € C,aa > —a — 1}},

la théorie générale stipule que (Voikx(M))kez et (Vegir(M))rez sont des bonnes V-
filtrations de M, et que ce sont les seules bonnes V-filtrations de M dont les racines

du polynéme de Bernstein sont respectivement dans [—a — 1, —a[ et | — a — 1, —a]. Par
définition, si on pose Gr,(M) = V,(M)/V.,(M), on a

UM := P GCr (M) (9.1.2)

—1<a<0

Proposition 9.1.3. Si M est une connexion méromorphe a singularité réguliere le long
de D, alors le module W, M est une connexion algébrique de rang rg M sur D.

Démonstration. Pour montrer 9.1.3, on sait par 8, VI 1.7] qu'il suffit de montrer que le
Op-module sous-jacent a W, M est libre de rang rg M, soit encore que pour tout x € D,
le Op ,-module (¥; M), est libre de rang rg M. Par descente fidélement plate [13, 1.11],
il suffit de montrer que le Op ,-module (¥, M), := Op,®o,,, (¥;M), est libre de rang
rg M. Or on dispose d'une identification canonique

—

(T, M), - T M,
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et on sait d’aprés Deligne [9] que /T/l\x est extension successive de connexions réguliéres
de rang 1. On est donc ramené au cas ou M est de rang 1. Alors, on peut se donner
une trivialisation locale s de M vérifiant t0;s = as pour a dans l'intervalle | — 1, 0] et
telle que l'action des autres dérivations se fait sans poles. En particulier, (Vi (Dx)$)rez
est la V-filtration canonique (V_x(M))rez de M, de sorte qu’on a localement

UM 5 Vo(Dx)s/tVo(Dx)s (9.1.4)

Puisque 'action des dérivations de D se fait sans podles sur s, le membre de droite
de (9.1.4) est localement engendré par s comme Op-module, et le lemme 9.1.3 est
prouvé. ]

9.2 Généralités sur les V-filtrations

Lemme 9.2.1. Soit Uy(M) un Vo(Dx) sous-module cohérent de M tel que M =
UoM[t™Y]. Alors, la filtration (exhaustive) de M définie par

Up(M) =t7"Ug(M) (k€ Z)

est une bonne V -filtration de M.

Démonstration. Du fait de la relation (t0;)t™% = —kt =% +17%(t0;), chaque Uy(M) est un
Vo(Dx )-module cohérent. 11 faut donc vérifier que les relations de (9.1.1) sont satisfaites
pour un certain kg > 0. Par définition, la premiére relation de (9.1.1) est vérifiée pour
tout choix de k.

Montrer la seconde relation revient a montrer

k
Ursy(M) =18 "0{U, (M) (9.2.2)
=0

pour un ko convenable. Du fait de 0t =% = —kt=*=1 + 77149,  la stabilité de Uy(M)
par t0; entraine 0;U (M) C Uyy1(M) pour tout k € Z. L’inclusion D dans (9.2.2) est
donc automatique. Il faut montrer 'inclusion C pour un ky bien choisi.

Si eq,...,e, désigne un systéme de Vy(Dx)-générateurs de Uy(M), alors on ob-
serve que le polynéme b(T) = b, (T)-- b, (T) annule 'opérateur induit par td, sur
GroU(M) = Uy(M)/U_1(M). Par conséquent, le polynome b(T + k) annule opérateur
induit par t0; sur Gry, U(M) = Up(M)/Ux_1(M) pour tout k € Z. Donc si A désigne
I’ensemble fini des valeurs propres de l'action de t9; sur Gro U(M), les valeurs propres
de I'action de td; sur Gry U(M) sont dans A— k. Choisissons kg assez grand de telle sorte
que A — ko ne rencontre par IN, et montrons (9.2.2) pour ce choix 1a de k. On raisonne
par récurrence sur k, le cas k = 0 étant tautologique. Par hypothése de récurrence, on
est ramené a montrer 'inclusion

Uk0<M) C Ukofl(M) + tkank()(M),

soit encore que le morphisme 7} : Gry, U(M) — Gry, U(M) induit par 'opérateur
thOF est surjectif. Or, une récurrence permet de voir que
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de sorte que Ty admet un polynéme minimal non nul pp, = X% + a4 1 X4 + -+ +aq
dont les racines sont de la forme A(A—1)--- (A — (k—1)) pour A € A — ky. Ces racines

sont donc non nulles, soit encore ay # 0. On a donc pour tout m € Uy, (M) I'égalité
suivante dans Gry, U(M)

[m] = — (T m] + ad,lT,f’l[m] + -+ a1 T[m]) /ao

et la surjectivité souhaitée est prouvée. O

Le lemme qui suit figure dans [33]. Son intérét réside dans la possibilité qu’il offre
de transporter des informations concernant une bonne V-filtration particuliére pour M
a toute bonne V-filtration de M.

Lemme 9.2.3. Soient U et U’ deux bonnes V -filtrations de M. Alors, il existe locale-
ment des entiers ki, ky € 7. tels que

Uk+k1 C U,/g C Uk+k2 Vk € Z

Démonstration. Fixons kg > 0 comme dans (9.1.1) pour U. On sait que Uy, est loca-
lement finiement engendré comme V;(Dx)-module, donc comme U’ est une filtration
exhaustive, on dispose d’un entier ng > 0 tel que

Uko C UT,LO
Par application de Vi (Dx) pour tout k € N, il vient par définition de kg
Uk0+k C 7{50+k Vk/‘ € IN

soit encore

UkO,nOJrk C UIQ Yk > ng (924)
Or par application de #/ & 'inclusion U_y, = U_y—ngtn, C Uy, il vient
U—ko—no-i-no—j - 1,10—3‘ (925>

En combinant (9.2.4) et (9.2.5), on obtient la premiére des inclusions de (9.2.3) en posant
k1 = —ko — ng. L’autre inclusion s’obtient par symétrie. O

9.3 Cycles proches et propriété L(x)

Dans le lemme qui suit, la situation est locale : E désigne le fibré trivial de rang
m sur X = Spec C[ty,...,t,], muni de coordonnées 4, ..., Ym, le point fermé de X est
noté O et M désigne un module holonome sur E. Soit D le diviseur défini par ¢, = 0 et
Ep la restriction de £ a4 D. On considére sur M la V-filtration associée & Ep.

Lemme 9.3.1. Si M vérifie la propriété L(O) et si N est un sous-module de M, alors

pour tout nombre complexe a < 0, le gradué Gr,(N) est un sous-module d’un module
vérifiant L(O).
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Démonstration. Par exactitude des foncteurs Gr,, on peut toujours supposer que
N = M [33, 4.2-7]. D’autre part, on sait que Gr, est insensible & la localisation pour
tout a < 0 [33, 4.4-3]. Si e = (e1,...,6,) est une famille génératrice de M donnée
par hypothése L(O) sur M, la suite des modules M}, := Dgt, *e, k € IN est une suite
croissante exhaustive de sous-modules de M|t '|. Par noethérianiteé de M|t '] [8, V
1.9], (M},)ken stationne a partir d’un certain entier ky. Alors, la famille des ¢, *0¢; " avec
j =0,...,m fait de M[t;'] un module vérifiant la propriété L(O). Dans la suite, on
peut donc supposer que M = M|t 1].

Soit e := (ey,...,e,) une famille génératrice de M vérifiant (7.2.2) et notons V' (e)
le Vo(Dg)-module engendré par e. Si s € M, on peut écrire

S = ZH(tj,yj7atl, Ce ,825”71,(9,&”,(9%)&
- Zpi(tj’yj’atu s 7atn717t;1(tnatn)7ayj)ei

ou les P; désignent des polynomes a plusieurs variables et a coefficients complexes. On
en déduit que V(e)[t;] = M, et alors par 9.2.1

Vk(e) = t;kV(e)

est une bonne V-filtration de M.
D’aprés 9.2.3, on peut trouver un entier ky € IN pour lequel on a les inclusions

Voo(e) € Vaa(M) C Vo(M) C Vig(e)
d’ot une surjection canonique de Vy(Dg)-modules
Vio(€)/ Vo (€) — Vi (€) /Vea(M) (9.3.2)
et une injection canonique de Vo(Dg)-modules
Gro(M)—— Viy(e)/Vaa(M) (9.3.3)

Pour prouver 9.3.1, il suffit d’aprés (9.3.3) de voir que par restriction des scalaires de
Vo(Dg) a Dg,, le Dg,-module induit par Vi, (e)/V.,(M) vérifie la propriété L(O). Du
fait de la surjection (9.3.2), il suffit de voir que le Dg,-module induit par

V(ea ]{30) = Vko (e)/v—ko (e)

vérifie la propriété L(O).

En observant que pour tout k € Z et tout o € N, lopérateur t¥(t,0;, ) s'écrit
comme combinaison linéaire a coefficients entiers des opérateurs (t,0;,)t% i =0,...,«,
on voit que les classes [tFe;],k = —ko,..., ko forment une famille Vy(Dg)-génératrice
finie de V(e, ko). Puisque l'action de t,0;, sur V (e, ko) admet un polynéme minimal
non nul, disons de degré d > 0, la famille des [(¢,0,,)%*e;] pour k = —ko, ..., ko et
a=0,...,d—1 engendre V (e, ko) comme Dg,-module.

Montrons enfin que les [(£,0;,)%"¢e;] satisfont & une relation du type (7.2.2). On
commence par écrire

m
ayiej = Zfiju(tla e ,tn, Y1y - .- ,yl)eu
u=1

7. Par souci de légéreté, on note ici de fagon abusive e; pour I'image de e; par M — M|[t,,*], fleche
qui n’a pas de raison d’étre injective en général.
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avec

flju ZP y17"‘7yl tql;n
comme dans (7.2.2), c’est-a-dire tel que deg, P < vy + -+ + v, On a
Oy [(tndr, ) el = [(t O, )" tnOy,c]

— Z t atn t fzgu(tl>-" nayla"'ayl)eu]

Le point est que

0, (Po(y1, -yt - t0) = v Py (yn, - oy - 00 4 Py(ya, - gt - - 6,0y,

de sorte que les monomes Q,(yi, ..., y)t* - - -t produits par application de (¢,0;, )" a
fiju vérifient encore que degy Q<vi+---+ v, Lelemme 9.3.1 s’en déduit. O

Corollaire 9.3.4. Tout sous-module N d’un Dg-module holonome M wvérifiant la pro-
priété L(O) est HO-linéaire au-dessus de O.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Si n = 0, alors d’aprés 7.2.3, le
module M est linéaire. Par (7.1.5), on en déduit que le module N est linéaire.

Supposons donc que n > 0. On dispose d’apres 9.3.1 d’un hyperplan de coordonnée
ipx : D — X tel que Gr_;(V) est inclus dans un module vérifiant L(O). Par hypothése
de récurrence, on en déduit que Gr_;(N) est linéaire au-dessus de O.

Or on sait par [33, 4.4-4] que H"i}, y N est un quotient de Gr_(N). Par exactitude
a droite du foncteur image inverse, on en déduit que ’Hoig pHYF x IV est un quotient de
7-[02'5 p Gr_1(N) qui est linéaire par hypothése de récurrence. D’aprés 7.1.5, le module
'HOZO pHYL x N ~HOiS poif, x N ~ M N est donc linéaire.

]

9.4 Cycles proches et propriété P(x)

On se place dans les conditions locales de 9.3.

Définition 9.4.1. On dira que M vérifie la propriété P(O) si M admet une famille
génératrice e := (eq, ..., e,,) vérifiant

Zfzyu tl,... nay1a~~->yl)eu (942)

ou les f;j, sont des éléments de C[ty, ..., ¢, ][v1,- ..,y

Bien stir, si M vérifie la propriété L(O), alors M vérifie aussi la propriété P(O). On
a comme en 9.3 le

Lemme 9.4.3. Soit N un sous-module d’un module M vérifiant P(O). Alors pour tout
nombre complexe a, le gradué Gr,(N) est inclus dans un module vérifiant P(O).
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Démonstration. Par exactitude de Gr,, on peut supposer N = M. Soit e = (eq, ..., e,)
une famille génératrice locale de M donnée par 9.4.1. On définit ici une bonne V-
filtration

Vi(e) :=Vi(Dg)e

D’aprés 9.2.3, on peut trouver un entier ky € IN pour lequel on a les inclusions
Voio(€) C Vea(M) C Vo(M) C Vi, (e)

d’ott une surjection canonique de V4 (Dg)-modules
Vio (€)/ Voo (€) — Vi (€) /Vea( M)

et une injection canonique de Vy(Dg)-modules

Cir, (M) Vi, (€)/Viea (M)

et on obtient 9.4.3 en considérant comme en 9.3.1 les 9} (td;) ey, et les ¥ (t0;) e;, pour
i, =0,...,ko et j assez grand. O

Corollaire 9.4.4. Tout sous-module N d’un module vérifiant la propriété P(O) est
ponctuellement lisse au-dessus de O.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n, le cas ott n = 0 résultant de ce qu’un
D-module sur l'espace affine qui est de type fini sur Clyi, ...,y est une connexion
algébrique. Supposons donc que n > 0 et soit a € C. Avec les notations de 9.3, on
dispose d’apres 9.4.3 d’un hyperplan de coordonnée ip x : D — X qui est tel que
Gr,(N) est inclus dans un module vérifiant P(O). Par hypothése de récurrence, Gr,(N)
est ponctuellement lisse au-dessus de O.

Or on sait par [33, 4.4-4] que le complexe ig} N est quasi-isomorphe au complexe

Gro(N) == Gr_,(N)
On en déduit un isomorphisme de la catégorie dérivée de Dp,-mod
i,x(N) 25 p(Gro(N) — Gr_i(N))
et on conclut a I'aide de la suite spectrale d’hypercohomologie

EY = /HpiaD(Grq(N)) — Hp+qig’X(N) p<0 et ¢=0,-1

]
10 Preuve du théoréme principal
10.1 Prologue géométrique
Soit (x1,...,x,) un systéme de coordonnées de 'espace affine Af, avec D défini par

z, = 0. On pose U = A{, \ D. Dans cette situation, on a

A% AL = Spec Clz;, t;, u™]/ (2, — ut,)
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et
C[:Ui;tia u:ta Y1, - - 7yn]

(2 — utn, v — 1 — 2y, (T — bk — t2Yk)ken)

Par conséquent, le choix des coordonnées (z1,...,x,) induit une identification

(AR« A7)@ = Spec (10.1.1)

(A * Ajé)(“) ~ SpecClt1, ..., tu, Y1, Yn

Ce choix étant fait, les coordonnées verticales de T, sont yq,...,y,, et la projection
(A7 + AZ)@ — AZ du diagramme (8.1.2) est explicitement donnée par (¢,y) — t.
Quant a la premiére projection U x U — U, elle est donnée dans ce point de vue par
la formule

(tlv s 7tn7 Yiy- - 7yn) — (tl + yltgp s 7tn71 + ynfltgp tn + yntz+1) (1012)

10.2 H,(M) vérifie la propriété L(z)

On rappelle que p désigne le rang de Poincaré-Katz générique de M. Posons 6;, = 0
sit#n et d;;, =1 sinon. On a le

Lemme 10.2.1. 5@ M est localement engendré comme Dxp-module par un sous-faisceau
Oy -cohérent stable par les 2 om g

pour tout x € D.

ey 0 =1,...,n, alors H,(M) vérifie la propriété L(x)

Démonstration. Quitte a translater les coordonnées, on peut supposer que x est ’origine
O de Ag. Notons R un sous-faisceau Dag-cohérent de M comme dans 10.2.1. On a

Hy(M) > pf M ® (ps M)* ~ pf M ® p; (M)

Soit m (resp. e) une section de R (resp. de M*) définie au-dessus d’un voisinage de
O. On note pfm et pye les sections induites sur pf M et py (M*) respectivement. Par
construction de la fibration d’Abbes et Saito, d,,p3 e = 0. D’apreés (10.1.2), il vient

Oy (Pfm @ pye) = (Iy,pim) @ pse
) s
= a—y(ti + yity 2 )py Oaym @ pye
= t1Minpt9, m @ pye

(t + gt ™)

_ + +
= T g gytoyerie PrOnm@pe
n
1 5
= gy bian " 0um ® pie
nn
avec 0;, valant 1 si ¢ = n et 0 sinon.
Soit m = (my,...,my) une famille Oxp-génératrice locale de R au-dessus d’un
voisinage U de O, et e = (ey, ..., ¢) une trivialisation locale de M* au-dessus du méme

voisinage, quitte a rétrécir U. Pour k € IN, notons H,(M); le sous-module de H,(M)
défini au-dessus de U engendré par les pym; @ (p3e;)/tE. La suite des H,(M); est
croissante. Montrons qu’elle est aussi exhaustive.
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On sait déja que N := UHa(./\/l)k contient les pym; @ py (M*). Si O € Dpy est
keEN
d’ordre au plus 1, on a pour tout i = 1,...,k et tout e € M* la relation

pOm; @ pye = ((py 0)pim;) @ pye
= (1 0)(pim; ® p3e) — pim; ® (pf O)pye
eN

En raisonnant par récurrence sur l'ordre des opérateurs différentiels de Dy, on montre
que
piPm; @ py (M) C N

pour tout P € Dy. Puisque les m; engendrent M localement, il vient
pIM®@py (M) C N

et le caractére exhaustif de la suite des H,(M)}, est prouvé.

Par argument de noethérianité, on a H,(M) = H,(M)g, pour un entier ky assez
grand, de sorte que la famille des pim; ® (p3e;)/th engendre H,(M) localement au-
dessus de U.

De la stabilité du faisceau R par 22703, et de I'inégalité p < a, on déduit la stabilité
de R par z¢t%nq, . d’ott des relations

pour [ =1,...,neti=1,... k avec fi, € Oapo. D’aprés le calcul qui précede et
(10.1.2), on a
1 a
Ou(pims @ b)) /17 = (P 9 O @ () 1
1

k

— + + ko

- ala 6nzp1 fliu(ajla'-';xn)mu®(p2 63)/15”
(14 ynty)o+om o

k
fliu tl + ylt%7 s ;tn + yntz—’_l
=y fed d(ptma @ () /60)
u=1

(1 + ynt?L)aJr&l"

En développant les fonctions fi,(t1 + v1t%, ..., tn + ¥ut?) /(1 + y,t2)*Hon suivant les
puissances des t;, le fait que a soit plus grand que 1 assure qu’elles satisfont a la condition
de (7.2.2). La restriction de la famille des (pm; @ pye;)/tko au-dessus de Spec@
fait donc de H,(M) un module satisfaisant la propriété L(x), et le lemme 10.2.1 est
prouvé. O

Pour pouvoir conclure la preuve de 8.1.3, il reste donc a exhiber un sous-faisceau de
M comme dans 10.2.1. C’est di au fait général suivant :

Lemme 10.2.2. Soit M une connexion sur X = Spec Clzy, ..., x,| méromorphe le long
du diwiseur D donné par x, = 0. On suppose que le rang de Katz p de M est un entier.
Alors M est engendré comme Dx-module par un sous-faisceau Ox-cohérent stable par

5; :
les 200, i=1,...,n.
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Démonstration. Considérons un réseau de Malgrange R,(M) de M 12.1.3 pour une
section 7 de C — C/Z. C’est un sous-faisceau Ox-cohérent de M tel que M =
Ox[x,; YR, (M). Par argument de noethérianité, le Dx-module engendré par z,*R (M)
est égal & M pour un entier ky assez grand. Montrons que le faisceau cohérent
z, "R, (M) convient.
Du fait des égalités
2] 0p, (2, 0m) = 2, (20, m)

et
w0y, (2, 0m) = —koxy (a7, 0m) + 2™ (2071 0,,m)
valables pour ¢ < n et m € R,.(M), il suffit de montrer que R,(M) est stable par
P10, et les 270,,,1 < n.
D’aprés la relation (12.1.4), on a

R (M) = MO R (M™)

ou l'égalité a lieu dans M®". En particulier, pour vérifier que R, (M) est stable par
P10, et les 270,,,1 < n, il suffit de vérifier que R, (M) est stable par les mémes
opérateurs. Du fait de
R, (M) := M*™ N RT(W)

il suffit par le méme argument de démontrer que RT(W) est stable par z2710,, et les
00,1 < n.

Soit U un ouvert donné par le théoréeme 12.1.2 appliqué a Man. Par construction
de RT(W), une section de M?®" est une section de RT(W) dés que sa restriction

a U lest. On en déduit que pour prouver la stabilité de ’RT(W) par x°710, et les
xf0,,,1 < n, il suffit de se placer au-dessus de U.

Pour faire apparaitre la décomposition de Levelt-Turrittin, on procéde localement
sur U a la ramification

fp : (I‘l,...,l‘nfl,t) — (xl,...,xn,l,tp)

On a localement

fiMe =~ Ped o R, (10.2.3)
=1

ou &% désigne (@,d + do;) avec ¢; = ¢i(w1,...,Tn_1,t) polynome de Laurent en la
variable ¢ & coefficients des fonctions analytiques en (z1,...,2,-1) et Ry, une connexion
méromorphe a singularité réguliére le long de D. Par définition

R (M) = Man AR, (M)

ot I'intersection doit se comprendre dans f," Mo et ot Rpﬁ(./\//l;) désigne un réseau
localement libre de f,F Man induisant la décomposition (10.2.3).

Puisque p est la plus grande des pentes génériques de M, I'ordre du poéle d’une fonc-
tion ¢, intervenant dans (10.2.3) est < pp. Ainsi par construction, le réseau R, (M)
a la propriété supplémentaire d’étre laissé stable par t*9,,,i =0,...,n — 1 et t?*719,.

—_—
Pour une section m de R.(M?a"), on a donc

0 0p,m = tPP0,,;m € Rpj(./\//l;)
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et du fait de 9, = pt?~10,,
22719, m =t 0,m/p € R, . (MoD)

]

Remarque 10.2.4. Dans le cas de la dimension 2, on peut montrer® que R,(M) est
localement libre. Dans ce cas, le lemme 10.2.2 signifie que M admet localement une
base dans laquelle la matrice de 0, est a pole d’ordre au plus p + 1, et la matrice des
O, 1 =1,...,n est a poles d’ordre au plus p.

Dans un contexte formel le long d’un trait avec une seule dérivation, André obtient
dans [5, 3.3.2] ce méme résultat par des méthodes algébriques.

11 Un exemple

Dans cette section, on reprend les notations de 8.1.3. L’objectif de cette partie est de
calculer le support de §V¥,; H,(M) dans le cas non tournant d’une somme de modules
de rang 1 de rang de Poincaré-Katz égal a a.

Soient donc wy, . .., wy, des formes différentielles sur A¢ a poles le long de x,, = 0 et
vérifiant dw; + w; A w; = 0. On peut écrire

d[El d
le( ) In fm( ) a+1
ou les f;; sont des polynomes avec 'hypotheése que les fi,(z1,...,2,-1,0),i =1,...,n
(resp. fin(21, ..., Zn1,0) — fjn(z1,...,2,-1,0),7 # j) sont inversibles au voisinage de 0.

On note comme d’habitude £“¢ la connexion de rang 1 associée a la forme w; et on pose
M =@ & (11.0.5)
Il s’agit de démontrer la

Proposition 11.0.6. Le support de Y, H,(M) est la réunion sur les formes w; de
(11.0.5) des fermés donnés par les idéaux (fi ©ipx — Y1s-- - fin ©iD.X — Yn)-

Démonstration. On commence par traiter le cas ot M := £ sans hypothése d’inversi-
bilité?. Pour k < n, on a en regardant modulo t,dt;, t,dy, et dt, les congruences

dﬂ?k d]?k
1
) d(tk + ykt“) dtk
_ . . a+67,n n;/ o __
_fk(t’l + y’ltn >(tn + ynt%-i_l) fk( )
—( _ 8f fk ] 1a+8in d(ykt%)
= (= el + oG 0+ g0tk fult+ it
0 0 dt,
= (= a0 W) a0 ) e + f )+ oy fi)
3151 atn 1 tn

8. Voir [37, 3.3.1].
9. C’est un cas particulier de ce qu’André appelle une situation semi-stable. Voir [5, 3.2.4]
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Pour £k =n, on a

., dz, ., dxy, dt,,
plfnx_a —sznx—a = fult)dyn + g(tay)t_

avec ¢(t,y) une fonction sans pole qu’on ne précisera pas. On en déduit que H,(E¥)
est & singularité réguliére le long de D. D’aprés 9.1.3, ¥, H,(E“) est une connexion
algébrique de rang 1. Soit s la trivialisation de H,(E¥) dans laquelle les congruences
précédentes valent. Si k € Z est tel que t¥s définit un élément non nul de V_o(H,(E¥)),
alors la classe de tfs dans W, H,(E¥) est une trivialisation locale de W, H,(£%). Les
équations précédentes prises en a = p montrent que 'action de 0;,, k < n se fait par la
multiplication par
O fi

: Ofe . .
—CLfk e} zD,X(t)yn + yla—{k o ZD,X(t) + -+ yn_lat— e} lD’X(t) (1107)
1 n—1

tandis que l'action de 0,, se fait via la multiplication par fi oip x(t).

Pour terminer la preuve de 11.0.6, supposons que 0 est non tournant pour M =
EY @ 92, clest-a-dire que w; et wy sont de la forme
- _|_—|—fzn($')F, R

w; = fia ()

avec fin(0) # 0 et f1,(0) — f2,(0) # 0. Le calcul des cycles proches des termes diagonaux
de H,(M) est acquis du fait du calcul précédent de Wy, H,(E¥"). 1l suffit donc de montrer
la nullité des cycles proches de EP1w1—Pawz,

Pour cela on observe que la partie la plus polaire de ’action de J;, est produite par
le terme

d dz,, .
e Tnoi=1,2 (11.0.8)

d(t + yaty™)
(tn + yntgtt)>*!
Elle est de la forme (fi,(t) — fon(t) + t, -+ )/t 1 suffit donc d’invoquer une version

en dimension quelconque du lemme d’annulation 3.5.1, qui se prouve immédiatement en
remplacant la référence a [46, 2.1.1] par [26, 4.1.4]. O

dt,

a 6'Ln
fin(ti -yt ) - f2n(t)t%ﬁ

12 Appendice

12.1 Reéseaux de Malgrange

On rappelle ici le nécessaire concernant les réseaux de Malgrange [37]. Pour cela,
on se donne une variété analytique complexe lisse X, une hypersurface Z de X ainsi
qu’une connexion méromorphe formelle M le long de Z, & savoir un Ox (xZ)-module 1°
localement libre de rang fini muni d’une connexion méromorphe a poles le long de Z.

__Pour ¢ € Ox, on note comme d’habitude £? la connexion méromorphe formelle
(Ox,d + d¢). On commence par la

Définition 12.1.1. On dit que M admet une décomposition admissible au voisinage d'un
point de lissité x de Z si au-dessus d’un ouvert contenant z, la connexion M se décom-
pose en une somme directe finie de connexions méromorphes formelles du type £2 @ R

avec ¢ € @(*Z ) et R, a singularité réguliére le long de Z.

10. Dans cette notation, (/’); désigne la formalisation de Ox le long de I'idéal défini par Z.
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Dans une décomposition admissible, on peut remplacer a loisir un facteur ¢ par
o+ f avec f € Ox. Quitte a regrouper certains termes, on peut donc toujours choisir les
contributions £% @ Ry, i = 1,...,n de telle sorte que ¢; — ¢; soit non nulle et admette
un pdle le long de Z pour i # j. Ceci étant fait, la décomposition 12.1.1 est unique.
C’est une telle décomposition qui sera considérée dans toute la suite.

Le premier pas vers la construction des réseaux de Malgrange est le

Théoréme 12.1.2. [i existe un ouvert U du lieu de lissité de Z avec S = Z \ U
fermé't de codimension 1 de Z et tel que pour tout x € U, on dispose d’un systéme de
coordonnées locales (x1,...,x,) dans lequel Z est défini par x, = 0 et d’un entier p tel
que si f, désigne Uapplication (z1,...,Tp—1,t) —> (21,...,T5_1,tP), alors la connexion
fzjj\/l admet une décomposition admissible au sens de 12.1.1.

Dans la suite, on garde les notations de 12.1.2. Soit 7 une section de C — C/Z.
Pour un point x € U, soit

n
M~ e @Ry,

i=1
la décomposition admissible de M au-dessus d’un voisinage de x inclus dans U. No-
tons R, - le réseau de f" M somme directe des réseaux de Deligne [9] associés a 7 des
connexions réguliéres R,. Posons R, := R, N M. On vérifie alors que R, ne dépend
ni de p ni du choix de coordonnées (z1,...,x,), et on obtient ainsi un réseau bien défini
de M au-dessus de U. -

Suivant Malgrange ', notons R, (M) le sous-faisceau en Ox-module de M des sec-

tions de M dont la restriction en dehors de S défini une section de R,. Le théoréme
fondamental de Malgrange (37, 3.3.1| est alors

Théoréme 12.1.3. Le faisceau R (M) est cohérent, et on a M = @(*Z)RT(M)

On peut transporter le travail de Malgrange dans le contexte algébrique de la fagon
suivante : soit X une variété algébrique lisse, et soit M une connexion méromorphe sur
X a poles le long d’une hypersurface Z de X. On se donne une compactification lisse
j: X — X de X tel que D = X \ X soit un diviseur & croisements normaux, et on fixe
une section 7 de C — C/Z. Notons Z P'adhérence de Z dans X.

Alors, (j,M)™ est une connexion analytique sur X méromorphe le long de D U Z.
Posons

(M) = Ox(x(D U Z)) ® (juM)™
D’aprés 37, 1.2], le sous-faisceau de (j,M)** défini par

Ro((GM)™) = (L M)™ O R, (M)

est cohérent et vérifie

— —

Ox(x(DU Z)) ® R-((5:M)™) = R-((j:M)™)

et
(3 M)™ = Ox(x(D U Z))R-((5.:M)™)

11. Ceci signifie que tout point de S est inclus localement dans un fermé analytique de Z de codi-
mension au moins 1.
12. Voir les 3 lignes qui suivent I’énoncé du théoréme 3.3.1 de [37].
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Par théoréme GAGA de Serre, le sous-faisceau R, ((j.M)**) de (j.M)** est Panalytifié
d’un sous-faisceau cohérent de j, M. On en déduit par restriction & X un sous-faisceau
cohérent de M noté R, (M) et dont R,(M?™) est l'analytifié. Il est indépendant du

choix de la compactification X. Pour le voir il suffit d’observer la relation

R( M) = MNR(M™) (12.1.4)
qui découle de la fidéle platitude des couples (Ox ;, Oxan,) pour z € Z combinée au
lemme général suivant

Lemme 12.1.5. Soit A — B un morphisme fidéelement plat, M un A-module, et N
un sous-module de M. Alors on a N = M N (B ®a N), ou intersection a lieu dans
B®a M.

Démonstration. Le fait que M N (B ®4 N) a bien un sens découle du fait que par fidéle
platitude, les morphismes M — B®4 M et B®4 N — B ®4 M sont des injections.
Le lemme 12.1.5 se déduit alors d’une chasse au digramme dans

0 N M M/N ———0

| |

00— B N—B®sM—B®4y (M/N)—0

dont les lignes sont exactes et les fléches verticales injectives. O]

Comme conséquence de (12.1.4), on a M = Ox(xZ)R,(M). Le faisceau R (M) est

appelé le réseau'® de Malgrange de M associé a T.

12.2 La transformation de Fourier commute a ’image inverse

Dans cet appendice, on se donne un fibré vectoriel F sur une variété algébrique lisse
X, on note EY son dual et o : E Xx EY — A}, Paccouplement canonique. On choisit
une coordonnée ¢ sur Af, et on définit la connexion algébrique £ := ((9%, d + dt). Soit
enfin Y une variété lisse et f : Y — X un morphisme.

E x EY
/ K
E EY

M = par (pf (M) 0y, pv o£E)

On a les diagrammes cartésiens

On pose

By — Ey x By 205 B By
l l lpzy lm
f v
Y — X El\;f e EVY

13. On prendra garde que la terminologie de réseau est trompeuse car on ne sait pas a priori si R, (M)
est localement libre. Il 'est en dimension 2 par propriété de réflexivité de R (M?*). Voir la remarque
3.3.2 de [37].



12.2 - La transformation de Fourier commute & l’image inverse 55

On va montrer que

Proposition 12.2.1. Pour tout module cohérent M sur E, on a un isomorphisme
canonique

[ SM =T "M

Démonstration. On a la chaine d’isomorphismes

fe M = [ oy (0f (M) ®o,, v 05E) (12.2.2)
~ poyv4 (fe X f2) " (0f (M) @0, v 05E) (12.2.3)
~ oy (fe X f2) P (M) ®o,, v (fe X fz)Topé) (12.2.4)
~ poyy+ (Pl)y (fEM) ®0,, 0 (fE X 08, E)) (12.2.5)
=3 M (12.2.6)

(12.2.3) vaut par théoréme de changement de base pour les D-modules [16, 1.7.3].

(12.2.4) est 'objet [34, 4.1] ot 'on prend M = pf (M) et N = o€ qui est une connexion
algébrique (on a donc en particulier pas besoin de dériver le produit tensoriel comme
c’est fait dans [34, 4.1]).

(12.2.5) est immediat.
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Let us consider a smooth complex algebraic variety X, a smooth hypersurface i :
Z — X and let M be a meromorphic connection on X with poles along Z. The aim of
this part is to prove the following

Theorem 12.2.7. The set of good semi-stable points of M is a subset of the smooth
locus of Trry,(M).

The strategy can be described as follows: we first prove 12.2.7 in the case where M
is a sum of modules appearing in the right hand side of (0.0.1). Since by 13.2.1 the local
Euler-Poincaré characteristic x(Irr7,(M)) of Irry, (M) only depends on the formalization
of M along Z, we deduce that x(Irr},(M)) is constant in the neighbourhood of a good
semi-stable point. To conclude, we combine the perversity of Irr7, (M) with a general
theorem 13.1.6 stating that on a smooth variety, the perverse sheaves with constant
local Euler-Poincaré characteristic are smooth.

As an immediate corollary of 12.2.7, we get the following

Theorem 12.2.8. The stable point locus of M is included in the intersection of the
smooth locus of Irry, (M) and Irr7,(End M).

The converse of 12.2.8 will be discussed in 15.1. After a reduction 15.2 to the two
dimensional case resting upon André’s criterion |5, 3.4.1] for stable points, we will prove
it in 15.4 in the special case where only one ¢ occurs in (0.0.1).

13 The protagonists and some preleminary results

13.1 The Irregularity sheaf

The irregularity sheaf has been introduced in [39]. For a detailed treatment of
its fundamental properties, one can refer to [40]. As for useful references concerning
perverse sheaves, one can mention [21], [41], [11].

In this subsection, X will be a complex manifold, 7 : Z <— X a closed analytic
subvariety of X, Z its defining ideal, M € D?(Dx) a complex of Dx-modules with
bounded holonomic cohomology and Char(M) its characteristic cycle. D%(Cy) will
denote the derived category of complex of sheaves of C-vector spaces with bounded
constructible cohomology and if F € D%(Cx), we will denote by

X(F):x — > (~1)FrkHEF,
k
the Euler-Poincaré characteristic of F.

The local algebraic cohomology functor
algl'z(M) = lig'l?-[omox(OX/Ié, M)
and the localization functor

M(xZ) = lim Homo, (Zh, M)
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give rise to the following distinguished triangle of D’(Dy)
Ralgl'z (M) — M —— RM(xZ) —— (13.1.1)

and one can prove [19] by using Bernstein-Sato polynomial that (13.1.1) lies in D% (Dx).
By applying the solution functor S = RHomp, ( ,Ox), Kashiwara’s constructibility
theorem [17] asserts that the distinguished triangle of bounded complex of sheaves

iIS(RM(xZ)) — i 'S(M) —— S(RalgTz(M)) — (13.1.2)
lies in D%(Cy). Let us define 4
Irry (M) =i 'S(RM(x2))[1] (13.1.3)
Hence Irrj,(M) is the cone of
i1S(M) —— S(RalgI'z(M)) (13.1.4)

Of fundamental importance about the irregularity sheaf is the following theorem of
Mebkhout [39, 2.1.6]

Theorem 13.1.5. If Z is an hypersurface, Irrs,(M) is a perverse sheaf on Z.

This result will have a crucial role, due to the following general

Theorem 13.1.6. Let Z be a smooth complex manifold, and let F be a perverse sheaf
on Z with constant Fuler-Poincaré characteristic. Then F is a local system concentrated
in degree 0.

Proof. For the sake of this proof, let us denote by n the dimension of Z. Since F is
perverse, it is generically smooth and the constancy of x(F) reads

dmH°F, — dimH'F, + -+ + (=1)" dim H"F, = dim H'F, (13.1.7)

for every z € Z, with n denoting the generic point of Z. Let us argue on the dimension
of Z.
If Z is one dimensional, (13.1.7) simplifies for a given z € Z into the following
equality
dim H°F, = dim H' F, + dim H°F,

Since the perversity condition on F implies that H°F has no section punctually sup-
ported at z [21, 10.3.3], we have

dim H°F, < HF,,

from which we deduce the vanishing of H!'F, and 13.1.6 follows from the constructibility
of HOF.
Let us suppose that n > 2, and take zy € Z. According to [39, 2.2.1.5], one can

14. We could either work with Irrz (M) or with its dual Irr,(M). This is harmless for our purpose
since by combining Verdier biduality theorem [53] and the hypercohomology spectral sequence, one can
see that a bounded constructible complex of sheaves is smooth if and only if its dual is smooth.
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choose a neighbourhood U of zy with the property that for every z € U different from

20, there exists a smooth hypersurface i : Z/ — Z passing through z and such that

i~LF is perverse. From the induction hypothesis applied to (Z’,i"'F), one gets that

HOFy is a local system away from zp, and for every k € [1,n], the sheaf H*Fj, has

support included in {zp}. Since the statement 13.1.7 is local, we will abuse notation by

using Z for U in the sequel. Let us prove the vanishing of H*F,, for k € [1,n — 1] 15.
From the following canonical identification in D%(Z, C)

RHom(C,,,C) — C,,[—2n], (13.1.8)

we deduce that the a priori non-zero terms of the hypercohomology spectral sequence 6

EY = RPHom(H ™ 9F,C) = RP "Hom(F,C) (13.1.9)

are the terms EY? with (p=10,...,2nand ¢g=0) or (p =2n and ¢=0,...,—n).
Let us prove the degeneracy at sheet 2 of (13.1.9). We start with the following

Lemma 13.1.10. The sheaves Eg’o are 0 forp=1,...,2n — 2.

Proof. By choosing V' a small enough ball centered at zy, one can suppose that the
cohomology sheaves of RHom(H°F, C) are acyclic for T'(V, ). Thus we have

D(V, B30 ~ Ext® ¥ (1 Fy, ),
for every k. Hence, Poincaré duality gives a canonical isomorphism

T(V, B" 50 ~ HYNV, HO Fy )Y (13.1.11)

Let us denote by j: V — V, i : 9V — V the canonical immersions. By applying

the functor RT'(V, ) to the short exact sequence
0 —— jHO Ty —— HOFry —— i HOF yp —— 0
we end up with an exact triangle
RD(V, jiH Fiy) —— RT(V, HOFjy) —— RU(OV, HOF 5) —
The associated long exact sequence reads
o BNV, MO Fyp) = HE(V.HOFyy) = BNV HOFg) = HE OV H Fyr) = -+
Since AV is a sphere of dimension 2n — 1 and H0.7:| o7 1s constant on it, we have

HY YOV, 1O Flay) ~ 0

15. This does not follow immediately from the perversity condition [21, (10.3.3)], since this condition
implies the vanishing of HfZO}(}“)ZO for j < n, but says a priori nothing about the Hfz()} (H*F).,, unless
j=0and k=0.

16. Let us recall that this spectral sequence is designed for left exact functors. To turn RHom( ,C)
into such a functor, one has to consider Hom( , C) as a functor from the opposite category of sheaves on
Z to the category of sheaves on Z. From this viewpoint, F is cohomologically concentrated in degrees
ranging from —n to 0.
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for k = 2,...,2n — 1. As a vesult, Hf(V,H Fly) injects in H*(V,HOFy) if k =
2,...,2n — 1. By the constructibility property of H°F, the cohomology H*(V, 7-[0]:‘7)
vanishes for k£ > 0 for V' chosen small enough. So from (13.1.11), we deduce that for V'
small enough, we have
T(V, E5°) ~ 0

forp=1,...,2n —2.

Hence the stalk of Eg’o at zpis 0 for k =1,...,2n — 2. Since H°F is constant away
from z, the sheaf EY° = RPHom(HOF,C) is also 0 away from 2y, and lemma 13.1.10
is proved. O

From 13.1.10, we deduce that the only terms E}? which could be a priori non zero
in (13.1.9) are B9° E;" "% and the E;™ for ¢ =0, ..., —n. We deduce from this that
the only differential of (13.1.9) which could be a priori non zero is dy : Ey° — Ep~
with & = 2n. But —k 4+ 1 = —2n + 1 < —n because n > 1, so Ep """ ~ 0 and then
dy. - E,S’O — E',:’_kH has to be 0. Thus, the spectral sequence (13.1.9) degenerates at
sheet 2.

We deduce that for ¢ = 2,...,n — 1, the only contribution to R**~%Hom(F,C) on
the sheet at infinity is R*"Hom(H2F,C). Then for ¢ = 2,...,n — 1, we have

R™Hom(HIF,C) ~ R*" "Hom(F,C) ~ 0

Since the H4F are skyscraper sheaves for ¢ > 0, we deduce H4F ~0forqg=2,...,n—1.
On the other hand, the only contribution to R?"~'Hom/(F, C) on the sheet at infinity
are R*™Hom(H'F,C) and R*"'Hom(H°F,C). From

R™ " Hom(F,C) ~0

we deduce

R*™Hom(H'F,C) ~0

so we also have H!F ~ 0.
Then we have proved that H*F ~ 0 for k=1,...,n— 1, so to conclude the proof of
13.1.6, we are left to prove the vanishing of the germ of H"F at zy. Since we have

dim H F,, = (—1)"™ dim H"F,, + dim H"F,

it is enough to show that H°F is a local system. For this, we remind [11, 5.1.19] that
F can always be supposed to satisfy F* = 0 for k < 0 and k£ > n. Let us then consider
the truncation

Tw(F)=0— F — . — F"' — Imdr, , — 0
It is the kernel of an exact sequence of complexes

00— 7 (F) — F — H"F|-n] —0 (13.1.12)

and the canonical inclusion of complexes HF[0] — 7,(F) is a quasi-isomorphism.
Then, (13.1.12) gives rise to a distinguished triangle in D%(Z, C)

HOF[0] — F —— H " Fl—n] — (13.1.13)

where the second and last complex are perverse. Hence H°F[0] is perverse and we are
reduced to prove the following
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Lemme 13.1.14. Let F be a constructible sheaf on a polydisc D of C" centered at the
origine, with n > 2. Suppose that F is perverse and restricts to a local system on the
complementary j : D* — D of the origin. Then F is constant.

Proof. Since n > 2, F|p~ is constant. If we denote by m its rank, we have j,j ' F ~ C7,.
Since F is perverse, it has no sections supported at 0 and we deduce the following short
exact sequence of sheaves

0 F cm G 0 (13.1.15)

with G supported at 0. From the perversity of F and C7, we get that G is perverse.
Thus it has no non-zero sections supported at the origine, so it is the 0 sheaf, and 13.1.14
is proved. 0

Remark 13.1.16. Theorem 13.1.6 can be easily obtained with the use of the Riemann-
Hilbert correspondence [16, 7.2.1] combined with Kashiwara-Schapira’s identification
[21, 11.3.3] of the characteristic variety of an holonomic D-module M with the micro-
support of S(M). Both of these results are highly non-trivial, while the proof given
here only relies on standard facts about perverse sheaves and is purely topological.

13.2 The Euler-Poincaré characteristic of Irrz (M)

In this subsection, X, Z and M are supposed to be algebraic. As noted in the
introduction, Irr7, (M) := Ir17..(M?®") is an analytic invariant. However, we have the
following

Theorem 13.2.1. The value of x(Irr;(M)) at x € Z** only depends on the forma-
lization M, = Ox » ®ox, Mq.

Proof. By induction on the number of equation defining Z, the Mayer-Vietoris distin-
guished triangle [40, 4.2-1]

Irr*ZlﬂZQ (M) — Irr*Zl (M) @ Irr}g (M) — IrrZuZQ (M)

allows us to suppose that Z is an hypersurface. In that case, the localization functor is
exact and is simply Ox (*Z)®0,. Thus, one can suppose that M = M (xZ7).
From the hypercohomology spectral sequence

EY = HPS(HIM) = HPTIS(M),

we get
(I (M) = Y (=1 x(Tery (HF M),

so it is enough to prove 13.2.1 in the case where M is an actual holonomic Dx-module.
Let us write

Char(M) =Y ma(M)Tx X

Xa,reg )

where m, (M) is a positive integer, X, is a closed irreducible subvariety of X and X, yeq
its regular part. Then the local index theorem [18], [20], [35] asserts that

X(TIS(M™M) () = Y (=) e(e, Xa)ma(M),
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where d,, denotes the codimension of X, in X and e(z, X,,) stands for the Euler obstruc-
tion defined by Mac-Pherson [32]. This latter invariant is of topological nature and is
equal to 0 in case x ¢ X,. Then, if X, is a closed irreducible subvariety of X containing
x, we need to show the following

Lemma 13.2.2. The integer mq,(M) only depends on M, .

Let us first recall the definition of m,(M). Let F)q be a good filtration for M defined
in a neighbourhood of x and consider its graded module Grg,, (M). If p: T*X — X
denotes the canonical projection, Grg,, (M) is a coherent sheaf of p,Orp«x-modules on
X. Thus, using the adjunction Or«x — p*p.Or-x, p* Grp,, (M) canonically defines a
coherent sheaf on 7*X. Then if 7, denotes the generic point of T% X, mq (M) is the
length of the restriction of p* Grp,, (M) to Opsx . -

By formally following this construction, one could define a notion of characteristic
variety for coherent @—modules as a cycle in the formalization 7+ X of T*X along TxX
in such a way that Fria ‘M.z defines a good Dy x—ﬁltratlon for /\/l Hence, Char(/\/l ) is the

cycle associated to p* GrfM\ (/\//EC), with p defined by the following cartesian diagram

—

"X —T*X

@A l

Spec Ox , —— X
By faithfullness of 6); over Ox ., this is also the cycle associated to p* Grm)x.

__ Coming back to the proof of 13.2.2, if N is a holonomic Dy-module satisfying M, ~
N, we deduce from the previous discussion that

Char(5* Grp,, (M),) = Char(5* Grpy (V). ). (13.2.3)

Since X, contains z, the going-down theorem [38, 9.5] applied in an affine neighbourhood
of z for (T Kores X ,x) asserts that one can find an irreducible variety Y, of T*X domi-
nating T* o X If one denotes by 7y, its generic point, the flatness of the morphism of
local rings OT* Xma — Oz v implies the following equality 17

me(M) = length, (p*Grp,, (M)) = length, (p G@TM) )

and 13.2.2 results from the equality of multiplicies along Y,, coming from (13.2.3). O

13.3 The notion of good semi-stable points

In this section X is algebraic, Z is a smooth hypersurface of X with function field
K and M is a connection on X with meromorphic poles along Z. Since the notion of
semi-stable point is local, take X to be affine, Z to be given by a regular section z, and
denote by A the function ring of Z. Let us take K’ and e as in (0.0.1).

17. If A is a commutative ring, M a finitely generated A-module and if P € Spec A, we denote
length p (M) for length(Ap ® 4 M).
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Definition 13.3.1. One says that a closed point P of Z is a good semi-stable point if it
satisfies the following conditions:

1. the normalization A’ of A in K’ is etale above P.

2. the coefficients of lowest degree of the non zero ¢’s occuring in (1.0.3) are units
in the semi-local ring A’p.

3. the decomposition (0.0.1) descends on A% ((z/¢)).

Remark 13.3.2. The notion of semi-stable point appears in [5, 3.2.4]. The terminology
good here is meant to express the unit condition, with reference to the notion of good
formal decomposition appearing in [46]. As for the etaleness condition, it is automatic
at a stable point [5, 3.4.1 2)].

As a preleminary step to the proof of 12.2.7, let us consider the simplest situation

Lemma 13.3.3. Let P € Z, z = 0 a local defining equation for Z and ¢ a regular
function defined in a neighbourhood of P which does not vanish at P. Let R be an
algebraic connexion on X with regular singularities along Z. For every k > 0, one
defines My g = E2" @ R. Then Trrly(Mygr) is a local system of rank k on Z* in a
neighbourhood of P.

Proof. Since ¢ does not vanish at P, by the change of variable 2/ = z/¥/$, one can
suppose that ¢ = 1. Since every regular singular connexion is locally a successive
extension of rank one regular singular connexion [9], the exactness of Irr}, allows us to
reduce the problem to the case where R has rank 1. In that case, one can see that the
characteristic cycle of My, ; % is contained in the union of 77X and 7% X, so every curve
passing through a point @) closed enough to P and transversed to Z is non-characteristic
for My 1. Let f: C' — X be such a curve. By Cauchy-Kovalevska theorem [16, 4.3.2],
the canonical morphism f~'S(My1r) — S(fTMy.1x) is an isomorphism. Hence, the
germ of Irry, (M1 ) at @ is that of Irr7, (fT My 1 =) at @, so the complex Irr, (M 1.r)o
is concentrated in degree 0, and from [6, 3.3.6], we obtain that its 0®"-cohomology has
dimension k. O

14 The proof of 12.2.7

Consider X, Z, M as in the introduction. Let P € Z be a good semi-stable point
for M. We start with the following reduction

Lemma 14.0.4. If the theorem 12.2.7 is true in the case where K' = K and e = 1,
then it 1s true in general.

Proof. Choose a local analytic chart U = V x D(0,1) of X*" with coordinates (¢, z)
centered at P into which Z®" is locally given by z = 0. Denote by p : V/ — V the
normalization of V' in K’. By the very definition of good semi stable point, we can
suppose by shrinking V' enough that p is etale trivial with group G. The map

m: V' xD(0,1) — U
(t,2") — (p(t),7")
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is proper. Since the canonical morphism
M — ot M(xZ)

induced by the adjunction map identifies M with a direct factor of 7w, 7t M(xZ*"),
namely the invariants under G X Z/eZ, it is enough to prove that

Ity (mym T M(xZ2%")) = Itz (mont M)

is a local system. The compatibility of Irr; with proper morphisms [40, 3.6-6] gives (in
a neighbourhood of P) a canonical isomorphism

Irry(mymt M) — Rm, Irr(.r—o) (r* M).
Since 7 is finite, the functor =, is exact. Then,
HE Trrg (mpmt M) =~ w1 T gy (7 M)

is the zero sheaf for £ > 1, and is a local system for k = 0. n

This reduction being done, theorem 13.2.1 implies that in a neighbourhood of P,
the function x(Irry(M)) is a sum of Euler-Poincaré characteristic coming from modules
of the form appearing in 13.3.3. Hence, it is constant in a neighbourhood of P. Since
Irr7, (M) is perverse, the theorem 12.2.7 follows from 13.1.6.

15 Some thoughts about the converse of 12.2.8

The goal of this subsection is to discuss the following

Conjecture 15.0.5. The intersection of the smooth locus of Irr; (M) and Irr,(End M)
is a subset of the stable point locus of M.

In the sequel, let us fix once for all a point P in the smooth locus of Irr7, (M) and
Irr, (End M). We recall that n stands for the generic point of Z and that Irry, (M) is
endowed with a locally finite increasing Q>;-filtration by perverse sheaves Irr7,(M){r}
[39, 6.3.3]. We will denote by Gr” Irr, (M) its r*f-graded piece. Since we have

Char(Irry,(M)) = Z Char(Gr" Irr’, (M),
the characteristic cycle of Gr" Irr7, (M) is a multiple of Tz Z*" in a neighbourhood of
P. By 13.1.6, Gr" Irr;(M) is a local system in a neighbourhood of P. The same holds
for Gr" Irr7,(End M).

15.1 André’s criterion and micro-caractericity

To establish 15.0.5, one could try to apply André’s criterion [5, 3.4.1| for stable
points. As a consequence of loc. cit., P € Z is stable if for every germ of analytic
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curve i : C' — X cutting Z transversally at P, the Newton polygons!® NP(M) and
NP(End(M¢)) of it M and i* End(M) are respectively NP(M,) and NP(End(M,,)).

By the work of Ramis [45], the height of the segment of slope 1/(r — 1) of NP(M)
is equal to the dimension of the ri-graded piece of the irregularity space Irrj(M¢). In
the same way, the height of the segment of slope 1/(r — 1) of NP(M,) is equal to the
dimension of the r*"-graded piece of the irregularity space Irrggenm z(Me,..) where Cyey,
is a sufficiently generic germ of curve transverse to Z.

Since in a neighbourhood of P, Gr" Irr7, (M) and Gr" Irr7,(End M) are local sys-
tems, one can apply André’s criterion if one proves that the formation of Irr}, (M) and
Irr, (End M) as Q>;-filtered perverse sheaves commutes with the restriction to hyper-
surfaces transverse to Z and passing through P, that is to say that in a neighbourhood
of P, we are in a non (r)-micro characteristic situation for every r > 1 in the sense of
[31].

As pointed out to me by C. Sabbah, this last condition does not follow from the
smoothness of the graded pieces of Irr, (M) and Irry,(End M) in a neighbourhood of
P. Indeed, the work of Laurent and Mebkhout [30] expresses Char(Gr" Irr7,(M)) as
an alternate sum of cycles C (r), Cy (r), Cy (), Cy (r) of T*Z canonically defined from
the r-micro characteristic cycle Char, (M) of M. The (r)-micro characteristic condition
has to do with the union of the support of the C’lij(r). This support can be a priori
obscenely complicated, and still the C’fz(r) can give rise through various miraculous
cancellations to the most simple cycle for Gr" Irr’, (M).

15.2 Reduction to the two-dimensional case

Let us suppose that Z is given by the equation z = 0, and let us denote by x(P)
the residue field of P. Then k(P)[z] is the ring of functions of a formal curve Cp on X
passing through P and transverse to Z. We will note M p for M, and following André
[5, 3.4.1], we recall that to get the stability of P, it is enough to check the preservation
of the generic Newton Polygons of M and End(M) by specialization to Cp.

Let us reduce the proof of 15.0.5 to the case where X is two-dimensional 1. We
proceed by induction on the dimension of X and take X to be of dimension > 3 while
supposing that 15.0.5 is true in dimension < dim X.

The smoothness assumption on Irr7, (M) implies that the characteristic variety of M
in a neighbourhood of P is contained in the union of 77 Xand 7% X. Then, any algebraic
hypersurface i : X’ < X passing through P and transverse to Z is non characteristic
for M in a neighbourhood of P. Thus by Cauchy-Kovalevska theorem [16, 4.3.2], the
canonical morphism i~'S(M) — S(i*.M) is an isomorphism and the same holds for
End M, so Irr%, (i* M) and Irr, (it End M) are smooth in a neighbourhood of P. From
the induction hypothesis applied to (X', Z',i* M) at P with Z’ := X' N Z, we deduce
that P is a stable point of Z’ for i* M. Then, if ' denotes the generic point of Z’, we
have

NP(Mp) =NP(M,) and NP(End(Mp)) = NP(End(M,)). (15.2.1)

18. We will follow André’s convention according to which the Newton polygon of a differential module
M has (rk M, 0) for higher vertice.

19. In that case, one may hope that the multiplicity of 752 in Cf (r) + Cf (r) + Cy (r) + C5 (r) is
computable.
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Since dim X’ > 2, we have dim Z’ > 1 and so one can deform X' if necessary so that
is stable for M. In that case, we have

NP(M,/) = NP(M,) and NP(End(M,/)) = NP(End(M,))) (15.2.2)

From André’s criterion [5, 3.4.1], the combination of (15.2.1) and (15.2.2) implies the
stability of P for M.

15.3 An unconditional consequence of 15.0.5

If 15.0.5 was to hold, we would have Gr" Irr7, (M) ~ 0 in a neighbourhood of P for
every rationnal r such that 1/(r — 1) is not a slope for NP(M,). This can be proved
unconditionaly. Suppose that 1/(r — 1) is not a slope for NP(M,)). Then Gr" Irr7, (M)
is generically 0 and since it is perverse, it is concentrated in degrees ranging from 1 to
dim Z. Since in a neighbourhood of P, it is a subsheaf of an actual sheaf placed in
degree 0, it has no other choice than to be the 0 sheaf.

15.4 A simple case

Let us suppose here that only one ¢ occurs in (0.0.1) and let us prove that P is a
stable point. This situation is easier to handle, and this for two reasons:

1. In the one slope case, Cauchy-Kovalevska compatibility theorem between the so-
lution functor and non-characteristic immersions will be enough for our purpose.
We will not have to check if the (r)-micro characteristic condition is fulfilled.

2. The meromorphic connection End M is generically regular singular along Z,
so by a theorem of Deligne [9, 4.1], it is regular singular along Z and then
Irr,(End M) ~ 0. Thus, End M plays no role in that case.

The smoothness assumption on Irry, (M) implies that the characteristic variety of M
in a neighbourhood of P is contained in the union of 75 Xand T%X, so every curve
passing through P and transversed to Z is non-characteristic for M. Let f : C — X
be such a curve. By Cauchy-Kovalevska theorem [16, 4.3.2|, the canonical morphism
fIS(M) — S(fTM) is an isomorphism. As a result, the generic irregularity of M is
that of M. Hence by a theorem of Malgrange [36], NP(M,,) and NP(M) have the
same height. By a general result of André [5, A.1|, we have the following inclusion

NP(M¢) € NP(M,). (15.4.1)

Since NP(M,,) has only one edge, (15.4.1) is an equality and André’s theorem |5, 3.4.1]
applies. O
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