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❆✈❛♥t t♦✉t✱ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ❏❡❛♥✲❏❛❝q✉❡s ▼❛r✐❣♦ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❢❛✐t ❞é❝♦✉✈r✐r ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❞♦♥t ❥❡ ♥❡
s♦✉♣ç♦♥♥❛✐s ♣❛s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✳ ▲❡s s✉❥❡ts ♣❛ss✐♦♥♥❛♥ts ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❏❡❛♥✲❏❛❝q✉❡s ♦♥t été ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
é❝❧❛✐rés ♣❛r s❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t s❛ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ♣é❞❛❣♦❣✐❡✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✱
s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ♦♥t t♦✉❥♦✉rs été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥ts✳ ❚♦✉t ❡♥ ♠❡ ❧❛✐ss❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❧✐❜❡rté✱
❏❡❛♥✲❏❛❝q✉❡s ❛ ❢❛✐t ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♣❛t✐❡♥❝❡✱ ❞✬✉♥❡ ❡①trê♠❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛tt❡♥t✐♦♥ à ♠♦♥
é❣❛r❞✳ ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡♠❡♥t ❡t ❤✉♠❛✐♥❡♥❡♠t✱ ❥✬❛✐ t❛♥t ❛♣♣r✐s ❞❡ s♦♥ ❡①❡♠♣❧❡
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❞✬❛✈♦✐r é❝r✐t ❞❡s r❛♣♣♦rts r✐❝❤❡s ❡t ❞ét❛✐❧❧és q✉✐ ♠✬♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ P✐❡rr❡
❙✉q✉❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣rés✐❞❡r ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❆❧❛✐♥ ❈♦♠❜❡s❝✉r❡ ❡t ❈❤r✐st✐❛♥ ▼✐❡❤❡
❞✬❛✈♦✐r ❜✐❡♥ ✈♦✉❧✉ ❡①❛♠✐♥❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▲❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉s ♦♥t été très ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥ts✳

❆✉ s❡✐♥ ❞✉ ▲▼❙✱ ❥✬❛✐ ❜é♥é✜❝✐é ❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛❧✐té✳ ▲❡✈ ❚r✉s❦✐♥♦✈s❦② ❡t ◗✉♦✲❙♦♥❝
◆❣✉②❡♥ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❣❛r❞é ✉♥ r❡❣❛r❞ ❜✐❡♥✈❛✐❧❧❛♥t s✉r ♠❡s tr❛✈❛✉①✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❍❛❜✐❜♦✉ ▼❛✐t♦✉r♥❛♠ ❞❡
♠✬❛✈♦✐r ❣✉✐❞é ❞ès ♠♦♥ st❛❣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬❳✱ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ❥✉sq✉✬à ♠❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
♣♦✉r ❞❡s ❚❉ à ❧✬❊◆❙❚❆✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t P❛tr✐❝❦ ▲❡ ❚❛❧❧❡❝✱ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ q✉✐ ❛ t♦✉❥♦✉rs
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❧✬✐♥st✐t✉t ❞✬❆❧❡♠❜❡rt✱ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❇❧❛✐s❡ ❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❈♦rr❛❞♦ ▼❛✉r✐♥✐✳ ▲❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❡✉❡s✱ ❡t q✉✐ ♦♥t ❞é♣❛ssé ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥t été très ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s✳ ▲❡✉rs ✈✐s✐♦♥s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
✈❛r✐❛t♦♥♥❡❧❧❡s ♦♥t ❛✉ss✐ ❢❛✈♦r✐sé ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ ❞é♠❛r❝❤❡✳

❏❡ r❡♠❡❝✐❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ▲❛❢❛r❣❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ●✐❧❧❡s ❈❤❛♥✈✐❧❧❛r❞ ❡t ❇r✉♥♦
❩✉❜❡r✱ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛♥❝é ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲✬❛♣♣✉✐ ✐♥❞é❢❡❝t✐❜❧❡ ❞✬❆r♥❛✉❞ ❉❡❧❛♣❧❛❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❛✈✐sés ♦♥t
été ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ s♦✉t✐❡♥ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡s ❝♦✲t❤és❛r❞s✱ ❆♥❞rès✱ ❈é❧✐♥❡✱ ❈❧é♠❡♥t✱ ❍✐❡♣✱ ❏❡ss✐❝❛✱ P✐❡rr❡✱ ◗✐♥❣✱ ❘❛♠❛♥✱
❘♦❜❡rt♦ ❡t ❚✉②❡t ♣♦✉r ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts✳ ❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❜♦♥ ❝♦✉r❛❣❡ à ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❡♥ r♦✉t❡✳ ❊♥✜♥✱
❥❡ t✐❡♥s à ❞é❞✐❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ q✉✐ ♠✬♦♥t ♠♦♥tré ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ ❧✬❛♠❜✐t✐♦♥ ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❡❧❧❡ ❡t ♠❡s
s♦❡✉rs✱ ❆✉❞❡ ❡t ❍é❧è♥❡✱ q✉✐ ♠✬♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉ssé à ❧✬❡♥tr❡t❡♥✐r✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✸✾

❆ ❆♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✶✹✺

❇ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✶✹✾
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✶

◆♦t❛t✐♦♥s✱ ✉♥✐ts ❛♥❞ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✿

• ❚❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦♥ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥❞✐❝❡s ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛❞♦♣t❡❞✳

• ❚❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡♥s♦rs ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❜♦❧❞❢❛❝❡ ❧❡tt❡rs✱ ❧✐❦❡ u ❛♥❞ σ ❢♦r t❤❡ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞✳ ❚❤❡✐r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✐t❛❧✐❝ ❧❡tt❡rs✱ ❧✐❦❡ ui ❛♥❞
σij ✳

• ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r t❡♥s♦rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛ ❝❛❧❧✐❣r❛♣❤✐❝ ❧❡tt❡r✱ ❧✐❦❡ A

♦r Aijkl ❢♦r t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r✳ ❙✉❝❤ t❡♥s♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r ♠❛♣s ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♥ ✈❡❝t♦rs ♦r
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡♥s♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❞♦ts✱ ❧✐❦❡ Aε ✇❤♦s❡ ij✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s
Aijklεkl✳

• ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ✐♥ s❛♥s s❡r✐❢ ❧❡tt❡r ❡✳❣✳ a,E,Gc,w1

• ❚❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❡❝t♦rs ♦r t✇♦ t❡♥s♦rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛ ❞♦t✱ ❧✐❦❡
a · b ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r aibi ♦r σ · ε ❢♦r σijεij ✳

• ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ⊗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ⊗s ✐ts s②♠♠❡tr✐③❡❞✱ ✐✳❡✳ 2e1⊗s e2 = e1⊗e2+e2⊗e1✳

• Ms ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ 2× 2 ♦r 3× 3 s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ❛♥❞ I ✐s ✐ts ✐❞❡♥t✐t② t❡♥s♦r✳

• ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✿ o(ǫ) ❞❡♥♦t❡s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ǫ s✉❝❤
t❤❛t limǫ→0 o(ǫ)/ǫ = 0✳

• ■❢ A(·) r❡♣r❡s❡♥ts ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❜✐❧✐♥❡❛r
❢♦r♠ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② A〈·, ·〉✱ ✐✳❡✳

4A〈χ, ξ〉 := A(χ+ ξ)−A(χ− ξ).

• ❚❤❡ ❞♦t st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ❡✳❣✳ α̇ = ∂α/∂t

• ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠ ♦❢ ✉♥✐ts✳

• ❚❤❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ❛r❡ ♥✉♠❜❡r❡❞ ❜② ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❍②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞
❘❡♠❛r❦s ♦♥❧② ✉s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦✉♥t❡r ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t❤❡s✐s✳

❆ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡s✳
❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤♦s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✉s❡s ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❚❛❜❧❡ ✹ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡② ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❜✉t ❛❧s♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳



✷ ◆♦t❛t✐♦♥s✱ ✉♥✐ts ❛♥❞ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

▼❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥ts
E✱ ν ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ✭s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧✮
a✱ kc ❚❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t②
σc ❈r✐t✐❝❛❧ str❡ss ✭✶✳✷✾✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧
η, ηn ■♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧
w1 = w(1) ❚♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡
Gc ❚♦✉❣❤♥❡ss
A(α)✱ C(α) ❘✐❣✐❞✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ t❡♥s♦r
■♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
u ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
T ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡
α ❉❛♠❛❣❡ s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡
g = ∇α ●r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡

❉✉❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s
σ ❙tr❡ss t❡♥s♦r ✭✶✳✶✮
s ❊♥tr♦♣② ✭✶✳✶✮
Y ❊♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ✭✶✳✶✮
q ❉❛♠❛❣❡ ✢✉① ✈❡❝t♦r ✭✶✳✶✮

❙♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
x ❙♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡
t P❤②s✐❝❛❧ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

▲♦❛❞✐♥❣
Ut ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
Ft ❙✉r❢❛❝❡ ❢♦r❝❡s
ft ❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ❋♦r❝❡s
ε0t (x) ■♠♣♦s❡❞ str❛✐♥ ✜❡❧❞
εt(x) ❚♦t❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞
εet (x) = εt(x)− ε0t (x) ❊❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✜❡❧❞

❚❤❡ ✶❉ ❜❛r ✐♥ tr❛❝t✐♦♥
S ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
Lc ❲✐❞t❤ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞
εd ❏✉♠♣ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭✶✳✷✺✮ ♦✈❡r ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

❊♥❡r❣✐❡s
W ❙tr❛✐♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇♦r❦ ✭✶✳✷✮
W ❇✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧
W0 ❇✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧
ψ ❊❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②
w(α) ❊♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡
We

t P♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s
Pt ❚♦t❛❧ ❊♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧
PG
t ❚♦t❛❧ ❊♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❛ ●r✐✣t❤ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ✭✶✳✸✸✮

Preg
t ❚♦t❛❧ ❊♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ●r✐✣t❤ s✉r❢❛❝❡ ❡♥✲

❡r❣②✭✶✳✸✹✮

❚❛❜❧❡ ✶✿ ▼❛✐♥ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧



✸

❙♣❛❝❡✱ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr②
x = (x1, x2) ❙♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡
(r, θ) P♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤
x̄ = x/L ❘❡s❝❛❧❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
ω ◆♦t❝❤ ❛♥❣❧❡
Γ± ▲✐♣s ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤
ΩL ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ L

e1, e2 ❯♥✐t ✈❡❝t♦rs ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤

◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♥❡❛r ❛ ♥♦t❝❤
̺ ◆♦t❝❤ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
Km,Kg,Kc ❙tr❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs
ǫ = ηn/L ❙♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭✷✳✶✮
uǫ,σǫ ❘❡❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss
Uǫ, f ǫ,Fǫ, ε0ǫ ❘❡❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣
❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s❡tt✐♥❣
ũǫ, σ̃ǫ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss
Ũǫ, f̃ ǫ, F̃ǫ, ε̃0ǫ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❧♦❛❞✐♥❣ ✭✷✳✹✮
Hω(θ) ❆♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
x̃ = x/L ❘❡s❝❛❧❡❞ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞
r̃ = r/L ❘❡s❝❛❧❡❞ r❛❞✐✉s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❚❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠
Ω̄1 ❘❡s❝❛❧❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ 1

ui,σi i ♦✉t❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞
ūǫ, σ̄ǫ

fi(ǫ) ♦✉t❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥

❚❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✭❋✐❣✳ ✷✳✹✮
Ω̄∞ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❞♦♠❛✐♥
vi, τ i i ✐♥♥❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞

ūǫ, σ̄ǫ ✭✷✳✾✮
gi(ǫ) ✐♥♥❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
y = x̃/ǫ = x/ηn ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❜❧❡♠
ρ = r̃/ǫ = r/ηn ❘❛❞✐✉s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❜❧❡♠

❚❛❜❧❡ ✷✿ ▼❛✐♥ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥



✹ ◆♦t❛t✐♦♥s✱ ✉♥✐ts ❛♥❞ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

❚❤❡ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ ✐ts t✐♣
ℓt ▲❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛t t✐♠❡ t
Pt ❚✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦
Br(t) ❇❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s r ♦❢ ❝❡♥t❡r Pt

Cr(t) ❇♦✉♥❞❛r② ♦❢ Br(t)

Ir(t) ❲❡❛❦❧② s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ tr❛♥s♣♦rt
τ t ❯♥✐t ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛t ✐ts t✐♣
Ωr(t) ❯♥❝r❛❝❦❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❜❛❧❧ Br(t)

Jr(t) ❋❧✉① ♦❢ ❡♥❡r❣② ✭✷✳✶✾✮

❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡s
Uη, fη,Fη, ε0 ▲♦❛❞✐♥❣
uη,ση ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞
U, f ,F, ε0 ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❧♦❛❞✐♥❣
u, σ ❋✐rst ♦r❞❡r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞

▼♦✈✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s
·̂ ▼♦✈✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❘❡s❝❛❧❡❞ ❜② η
·̄ ❘❡s❝❛❧❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❜② η
Ḡ ❊♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡
G
η
c ❚♦✉❣❤♥❡ss

α∗ ❉❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞
(s, ζ) ❈✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦
χ(s) P❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Γ

❚❤❡ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠
y = (x−P)/η ❘❡s❝❛❧❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦
ρ = ‖y‖ = r/η ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ r❛❞✐✉s ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦

❚❛❜❧❡ ✸✿ ▼❛✐♥ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤



✺

▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥st❛♥ts
L ❲✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s❧❛❜ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✮

❙♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
x = (x1, x2) ❙♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡
t P❤②s✐❝❛❧ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
y = x2/2

√
kct ❘❡s❝❛❧❡❞ ❞❡♣t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

τ = 2
√
kct/θℓ ❘❡s❝❛❧❡❞ t✐♠❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮

❚❤❡r♠❛❧ ▲♦❛❞✐♥❣
ϑ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡
fc ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✸✳✷✮
θ = σc/aϑE ❚❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♠✐❧❞♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ✭✸✳✶✽✮
εt❤t (x) ❚❤❡r♠❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✭✸✳✺✮
εt(x) ❚♦t❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞
εet (x) = εt(x)− εt❤t (x) ❊❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✭✸✳✺✮

❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❇r❛♥❝❤
α∗
t (x), u

∗
t (x), σ

∗
t (x) ❉❛♠❛❣❡✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t,x

χ∗
t = (u∗

t , α
∗
t ) st❛t❡ ✜❡❧❞s ✈❡❝t♦r

ᾱτ (y), σ̄τ (y) ❉❛♠❛❣❡ ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s τ, y
D∗

t ❉❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t,x
δτ = D∗

t /2
√
kct ❉❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s τ, y ✭✸✳✶✾✮

❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙t❛❜✐❧✐t②
ζ = x2/D

∗
t ❘❡s❝❛❧❡❞ ❞❡♣t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✶✮

R∗
t (v, β) ❘❛②❧❡✐❣❤ ❘❛t✐♦ ✭✸✳✸✼✮ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ P ′′

t (χ
∗
t )

Rb
t ▼✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❛t✐♦ R∗

t (v, β) ♦✈❡r C×Ḋt ✭✸✳✸✽✮ ❛♥❞ ♦❢
R̄κ

τ (V, β) ♦✈❡r R
+ ×H×H0 ✭✸✳✹✹✮

Rs
t ▼✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❛t✐♦ R∗

t (v, β) ♦✈❡r C×Ḋ+
t ✭✸✳✸✾✮

tb, ts ❋✐rst t✐♠❡ ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦ss ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✭✸✳✹✾✮
vb, βb ▼♦❞❡ ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✵✮✕✭✸✳✺✶✮
k, κ ❲❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✸✳✹✶✮✕✭✸✳✹✷✮
(κb, V̂

b, β̂b) ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ R̄κ
τb
(V, β)

τb, δτb ❘❡s❝❛❧❡❞ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
t✐♠❡

λb = 2πθδτbτbℓ/κb ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✸✳✺✷✮
Db = 2δτb

√
kctb = θδτbτbℓ ❉❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭✸✳✺✸✮

❈r❛❝❦ ❙♣❛❝✐♥❣
a P❡♥❡tr❛t✐♦♥
d ❙♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r❛❝❦s

❚❛❜❧❡ ✹✿ ▼❛✐♥ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ s❡♠✐ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝r❛❝❦s ✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ s♦✐❧s ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❚❤❡② ✉s✉❛❧❧② ❛r❡ ♥♦t ❛s t❤❡②
✐♠♣❛✐r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❝❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✿ str✉❝t✉r❛❧✱ ❞✉r❛❜❧❡ ♦r ❛❡st❤❡t✐❝✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ♥♦t ♦♥❧② ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝r❛❝❦s
✐♠♣♦rt❛♥t ❜✉t t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❛ ❝♦♥❝❡r♥
t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ str✉❝t✉r❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❝r❛❝❦s✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝r❛❝❦s
❝❛♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ str✉❝t✉r❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐✳❡✳ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❛❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦r ♥♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ❛s
❝♦♦❧✐♥❣✱ ❞r②✐♥❣ ♦r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦r ❝✐✈✐❧ ❡♥❣✐♥❡❡r ✐s
t❤✉s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝r❛❝❦ s❡tt✐♥❣ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❡tr♦❧❡✉♠ ❡♥❣✐♥❡❡rs✱ ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ s♦✉❣❤t ❢♦r✳

❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♣r♦♣❡r ❝r❛❝❦ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r t❛❝❦❧❡s t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
❇♦t❤ ❝❛♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❧❡① ♠♦r♣❤♦❣❡♥❡s✐s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♥❛t✉r❡✿ ♠✉❞ ❞r②✐♥❣✱
❜❛r❦ ♦❢ tr❡❡s✱ ♦r ✐♥ str✉❝t✉r❡s✿ ❝r❛③✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ♦r ♣❛✐♥t✐♥❣s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♥
❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥s❡t ❛♥❞ t❤❡② ❞❡✈❡❧♦♣ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ♠❛t❡r✐❛❧
❛s♣❡❝ts ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ t❛s❦s ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡✐r
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s♦✉❣❤t ❢♦r✳

■♥ t❤❡ t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❜r✐tt❧❡ ❢r❛❝t✉r❡✱ t❤❛t ✐s ❜❡❤❛✈✐♦rs s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛♣♣❡❛r ✇✐t❤
❧✐tt❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❞✉❝t✐❧❡ ❢r❛❝t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛r❡ ❞❛♥❣❡r♦✉s ❛s t❤❡②
♦❝❝✉r ❢♦r s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❡①❤✐❜✐t ❛ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ s♦✉r❝❡
♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝❛t❛str♦♣❤✐❝ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ❛♥② ❝②❝❧✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ✭♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜② ❢❛t✐❣✉❡✮ ✐s ♣✉t ❛s✐❞❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♥❞
❣❡♦✲♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♦♥❧② s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠
♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥❞❡❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇✐❧❧
❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ❤❛✈❡ ❛r✐s❡♥✳ ■♥ t❤❡s❡
♠♦❞❡❧s ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② tr❛❝❦ t❤❡ ❝r❛❝❦ s❡t ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♠❛tt❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❜❥❡❝ts ❜② ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡
t♦ str♦♥❣✱ t❤✐s ✐s ❛ ❞❡❢❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❞❛♠❛❣❡
♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛r✐s❡♥ ✐♥ t❤❡ 70✬s ✇❤❡r❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❬▲❡♠❛✐tr❡ ✫ ❈❤❛❜♦❝❤❡ ✶✾✼✽❪ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❛
♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ r✐❣✐❞✐t② ✐♥ t❤❡ ✇❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r ✇♦r❦ ❜② ▲❛③❛r ▼✳ ❑❛❝❤❛♥♦✈✳ ■♥
t❤❡ ✾✵✬s✱ t❤❡s❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ s♣✉r✐♦✉s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬❇❡♥❛❧❧❛❧ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸❪✳



✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❛❞ ❤♦❝ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡✈♦❧✈❡ ❢r♦♠ ❞❛♠❛❣❡ t♦ ❝r❛❝❦s✱
❜✉t ✇✐t❤ ♥♦ ❞❡✜♥✐t❡ ❛♥s✇❡r✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ❬❋r❛♥❝❢♦rt ✫ ▼❛r✐❣♦ ✶✾✾✽❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛
st❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡♥ ❝r❛❝❦ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ s❡tt✐♥❣ ✭❋✐❣✳ ✶✮✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥✉✐♥❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤✉s r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡
♠♦❞❡❧s ❬❈♦♠✐ ✶✾✾✾❪✳ ❋✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤✐s ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
s✉❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❬❇❡♥❛❧❧❛❧ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✵✼❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉❛♠❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❛ ✏❧❛r❣❡✑ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ✐✳❡✳ t❤❡ ❜♦❞② ❛t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ ❛ ❝♦♦❧❡r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✐ts t♦♣ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ③♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ✉♥❞❛♠❛❣❡❞ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♠✐❞❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞
③♦♥❡s t♦ ❛ t♦t❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡❞ ♣♦✐♥t✳

▲❡t ✉s r❛✐s❡ ❛ ✇❛r♥✐♥❣✱ ♠❛♥② r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❬▲❛❣❡rstr♦♠ ✶✾✽✽❪✳
❚❤✐s ✇❛② ♦❢ t❤✐♥❦✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♥❡✇ ✐♥ ❛♥② s❡♥s✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❤❡♥
♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ❨❡t t❤❡ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❧✇❛②s t❛❦❡s ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ♥❡✈❡r ✈❛♥✐s❤❡s ✇❤❛t❡✈❡r
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ t❤❡♦r✐❡s✳ ❙♦♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛r❡ ❜❡tt❡r
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❤❡♦r✐❡s t❤❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♦♥❡✱ ❛ ❢❛♠♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs
✐♥ ✢✉✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❬❈♦✉st❡✐① ✫ ▼❛✉ss ✷✵✵✻❪✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❧♦❝❛❧✱
t②♣✐❝❛❧❧② ❛ s❡t ♦❢ ❝r❛❝❦s t✐♣s t❤❛t ❛r❡ ❢❛r ❛♣❛rt ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥❡ ❢r♦♠ ❛♥ ♦t❤❡r✳ ❇✉t ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ❣✐✈❡s r❛✐s❡ t♦ ❛ ❧♦ss ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡✈❡❛❧ ✐ts❡❧❢ ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s
✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦ ❢♦rt❤ ❝❤❛♣t❡rs ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡
❛♥ ♦t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡✲
r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ r❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s
❬▼✐❡❧❦❡ ✷✵✵✻❪✿ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❛❧✇❛②s ✜♥✐t❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✵❛✱ P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✵❜✱ P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪ ❛r❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ❛r❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❛ ♦♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛r ✐♥ tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♥❡❛r ❛ ♥♦t❝❤ ♦❢ ❝r❛❝❦s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡s ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❛ ✜rst ♣❛rt t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♥♦t❝❤ ✇❤❡r❡ t❤❡



✾

❡❧❛st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✐♥❣✉❧❛r ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❆ ❝❛r❡❢✉❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐♥ t❤r❡❡ t❡r♠s✳ ❖♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❜❡✐♥❣ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❛ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞
❢♦r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❡①✐sts ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇ ✐s
❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡s
✐t ✐s ♣r♦✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤✬s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧❛✇✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥❞s
♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s❡♥s t❤❛t ✐t ✉s❡s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞
str❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛s t❤❡ str❡ss ✐♥ ♥♦t s✐♥❣✉❧❛r ❜✉t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐s
✉♥t✐❧ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s✳ ▲❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇ ✐s
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s✉s♣❡❝t t❤❛t s✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r
tr✉❡ ✐❢ ♦♥❡ ❛❞♦♣ts ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❡♥❡r❣② ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣♦✐♥t
♦❢ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱
❞♦❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞♦❡s ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ ❞❛♠❛❣❡ ❄ ❚❤❡ str❡ss✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ♥❡❛r t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞
✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇ ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡ ♥♦t❡s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ t❤❛t t❤❡ ❝r❛❝❦s
❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭❋✐❣s✳ ✶✲✷✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r t❛❝❦❧❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛t ✈❡r② s❤♦rt t✐♠❡s✱ ✐s
❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ✐s ❤❡r❡ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
t♦ s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦r♣❤♦❣❡♥✐s ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳
❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧
❝r❛❝❦s ❢r♦♠ ❛ s♦✉♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✷✮ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❛❢t❡r ❛
❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛r✐s❡s✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❣❡♥❡s✐s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞
❜② t❤❡ ♠✐❧❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ✐✳❡✳ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
str❡ss ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❆ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❛t t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s s❡tt✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s
✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❝♦♥t❡①t ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐♥❤❡r❡♥t ♦❢ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✱ ❝♦♦❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞r②✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱
❝r❛❝❦ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛rr❡st ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❛t ❛ r❡❛❞❡r
♥♦♥ ❛❝❝✉st♦♠❡❞ t♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t✐❡s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ❛r❡ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❜✉t ✐ts ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ r❡❣✐♠❡s✳ ❆s t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ♣❡♥❡tr❛t❡s



✶✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✭❛✮ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦❝❝✉rs ❛t t = 0 ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r

s✐❞❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ❤❛♣♣❡♥s

✭❜✮ ❢♦r s♠❛❧❧ t✐♠❡s t✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t❡s ♣r♦❣r❡s✲

s✐✈❡❧② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜♦❞② ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥

✭❝✮ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❡s ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

③♦♥❡s

✭❞✮ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣r♦✇s ✉♥t✐❧ ✶ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❧✐♥❡

♦❢ t❤❡s❡ ③♦♥❡s ✇❤♦s❡ ✇✐❞t❤ r❡♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ηn

✭❡✮ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞s ❣r♦✇s ✭❢✮ s♦♠❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞s st♦♣ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡

♦t❤❡r ♦♥❡s ❝♦♥t✐♥✉❡

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ▼❛✐♥ st❛❣❡s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✏s❤♦rt✑ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
s❤♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ✉♥✐❢♦r♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❡①♣♦s❡❞ ❛t ❛ s♠❛❧❧❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t
t = 0

t❤❡ ❜♦❞② ❛ ❝r❛❝❦ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♣♣❡❛rs✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
str❡ss✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s t♦✉❣❤♥❡ss✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞
t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❝❡r❛♠✐❝s✳ ■♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝r❛❝❦s ❢♦r♠ ❛♥ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♣❛tt❡r♥
✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❊✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡✱ ❢♦r t❤✐♥ s❧❛❜s t❤❡ ❧✐♠✐t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝❛♣t✉r❡❞✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s t♦ ❣❛s st♦r❛❣❡ ❝❛✈❡r♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
❡①❤✐❜✐t t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts✳



❈❤❛♣t❡r ✶

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛❞✐❡♥t

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡

❈♦♥t❡♥ts
✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✶✳✶ ❙t❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❞✉❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✶✳✷ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✶✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✶✳✹ ❍❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✷✳✶ ❙❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✷✳✷ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛r ✐♥ tr❛❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✷✳✸ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✸ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r② ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✶✳✸✳✶ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r② ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✶✳✸✳✷ ▲♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✶✳✸✳✸ ❆❧t❡r♥❛t❡ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❋✳❊✳❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✶✳✸✳✹ ❖t❤❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❤②♣♦t❤❡s✐s
t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❜r✐tt❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❯s✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s st❛♥❞❛r❞ ✐s ❥✉st✐✜❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❣r♦✉♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢
✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥❤❡r❡♥t t♦ s♦❢t❡♥✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❛r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t♦ ♠✐♥❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▼♦st r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ❝❧❛✐♠ ♦❢ ♥♦✈❡❧t② ✐s
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✽✵✬s ❬▼❛r✐❣♦ ✶✾✽✶✱ ▼❛r✐❣♦ ✶✾✽✾❪✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❜r✐tt❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✾✵✬s ❜② ❬❋r❛♥❝❢♦rt ✫ ▼❛r✐❣♦ ✶✾✾✽❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇♦r❦



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✿ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡

❜② ❬❆♠❜r♦s✐♦ ✶✾✾✵❪ ♣r✐♠❡❧② ✐♥ ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪✳ ❚❤❡ r❡✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧
❬▼❛r✐❣♦ ✷✵✵✵❪ ❛♥❞ t❤♦r♦✉❣❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❬❇❡♥❛❧❧❛❧ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✵✼✱ P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✵❛✱
P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✵❜✱ P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪✳

✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤✉s ♦t❤❡r
❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s ♣❧❛st✐❝✐t② ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ st❛t❡ s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦✉r
✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ str❛✐♥ ε ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
T✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ α✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ g = ∇α✳ ❚❤✉s s = (ε(u),T, α,∇α)✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡
❬P✐❥❛✉❞✐❡r✲❈❛❜♦t ✫ ❇❛③❛♥t ✶✾✽✼✱ ❈♦♠✐ ✶✾✾✾❪✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ s✉❝❤ ❛s ♠✐❝r♦✲❞❡❢❡❝ts ♦r ♠✐❝r♦✲❝r❛❝❦s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛ s❝❛❧❛r ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s st❛t❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡✈♦❧✈❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ ❛♥ ✉❧t✐♠❛t❡ st❛t❡ αm ✭str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✮
❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡✈♦❧✈❡ ❛♥② ♠♦r❡✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❛❧ ✈❛❧✉❡s 0 ❛♥❞ αm ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s♦✉♥❞ ❛♥❞
t❤❡ t♦t❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ α ✐s ❛r❜✐tr❛r②✱ ②❡t ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❥✉st✐❢② t❤❛t t❤❡ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ W ✿ s = (ε,T, α,g) 7→ W (ε,T, α,g). ❚❤❡ ❞✉❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r σ✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣② s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ❞❡♥s✐t② Y ❛♥❞ t❤❡
❞❛♠❛❣❡ ✢✉① ✈❡❝t♦r q✿

σ =
∂W

∂ε
(ε,T, α,g), s = −∂W

∂T
(ε,T, α,g) Y = −∂W

∂α
(ε,T, α,g), q =

∂W

∂g
(ε,T, α,g). ✭✶✳✶✮

✶✳✶✳✶ ❙t❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❞✉❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✈♦❧✉♠❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛r❡ t❤❡ str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ q = (ε,T) ❛♥❞ ♦♥❡ ♥♦t❡s Q(q, α) t❤❡ ❢♦r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ✶ ✭❆❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞✮✳ ❚❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ str❛✐♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❧✐❡ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ Ms × R ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ(ε,T, α)

R(α) := {ε ∈ Ms,T ∈ R | φ(ε,T, α) ≤ 0}

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ str❛✐♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤✐s s✉❜s❡t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦

❡①✐st✳

❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥
❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ s❦❡t❝❤❡❞ ♦✉t ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❉r✉❝❦❡r✲■❧②✉s❤✐♥ ♣♦st✉❧❛t❡ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐s♦t❤❡r♠❛❧✿



✶✳✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✶✸

❍②♣♦t❤❡s✐s ✷ ✭❲♦r❦ ♣r♦♣❡rt②✮✳ ❋♦r ❛♥② str❛✐♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t 7→ ε(t), t 7→ T(t) ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡

str❛✐♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❛t❤ ✐♠♣♦s❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t M ✳ ❚❤❡ str❛✐♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s

❝②❝❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

W :=

∫ 1

0
Q(q(t), α(t)) · q̇(t) dt ✭✶✳✷✮

❛♥❞ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ ❛♥② ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ str❛✐♥✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝②❝❧❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✳

❆ st❛t❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ ✐t ❡✈♦❧✈❡s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡s✳ ❋r♦♠ ❉r✉❝❦❡r✲■❧②✉s❤✐♥
♣♦st✉❧❛t❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤②♣❡r❡❧❛st✐❝ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛♠❛❣❡ st❛t❡ α✱ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠
❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ψ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

Q = (σ, s) Q =
∂ψ

∂q
(s)

t❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✸ ✭❍②♣❡r❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t ✜① ❞❛♠❛❣❡✮✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧②

❝♦♥✈❡① ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛♠❛❣❡ α < αm✳

ψ(kε,T, α) = k2ψ(ε,T, α) ∀k ≥ 0 ∀ε ∈ Ms, ∀α ∈ [0, αm) ∀T ∈ R.

▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ❛s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s r❡❛❞s✿

∂ψ

∂α
(ε,T, α) ≤ 0 ∀ε ∈ Ms, ∀α ∈ [0, αm), ∀T ∈ R.

❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❬▼❛r✐❣♦ ✶✾✽✺❪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♣s ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❝r❛❝❦s✳

✶✳✶✳✷ ❘❡str✐❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt②

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬▼❛r✐❣♦ ✶✾✽✾❪ ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡r♠♦✲❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆ ❣❡♥❡r✐❝ ♣❛t❤
✭❋✐❣✳ ✶✳✶✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ✭♦✮ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ q0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✲❞♦♠❛✐♥✱
✭✐✮ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❧♦❛❞❡❞ t✐❧❧ ❛ ♣♦✐♥t q1 s✐t✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ∂R❀ ✭✐✐✮ ❛♥ ✐♥✜♥✐t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ δq ♦❢
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q = (ε,T) s✉❝❤ t❤❛t q0+ δq r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥❀ ✭✐✐✐✮ ❡❧❛st✐❝ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣
❢r♦♠ q1 + δq t♦ q0✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ✭❆ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t ε0 r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳✮ ◆♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥ δq ✇❤✐❝❤ ♠❛②
t❛❦❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❜❡t✇❡❡♥ (δε, 0)✱ (0, δT) ❛♥❞ (δε, δT)✳

❚❤❡♥ t❤❡ str❛✐♥ ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧❡ W = W1 +W2 +W3✳
❚♦ ♣❛ss ❢r♦♠ q0 t♦ q1✱ t❤❡ ✇♦r❦ W1 ✐s ♣✉r❡❧② ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ t❤✉s W1 =

∫ 1
0 Q · q̇ dt = ψ(q1, α0) − ψ(q0, α0)✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r t❤❡ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❧❛st ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣✱ r❡❛❞s W3 =
∫ 0
1 Q · q̇ ds =



✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✿ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡

qi

qk
•

•
•

q0

i

q1

ii q1 + δq

iii

R(α)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❙♣❡❝✐✜❝ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛❝❡

ψ(q0, α0 + δα)− ψ(q1 + δq, α0 + δα)✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ W2 = ψ,q(ε1, α0) · δq+ o(δq)✳ ❆t t❤❡
✜rst ♦r❞❡r ✐♥ δq✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s ❝②❝❧❡ ❧❡❛❞s t♦✿

(

∂ψ

∂α
(q0, α0)−

∂ψ

∂α
(q1, α0)

)

δα ≥ 0. ✭✶✳✸✮

▲❡t ✉s str❡ss t❤❛t ✭✶✳✸✮ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② q0 ∈ R(α) ❛♥❞ q1 ∈ ∂R(α)✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✿

✶✳ ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ❚❛❦✐♥❣ q0 = (0,T0) ✐♥ ✭✶✳✸✮ ❛♥❞ ❛s −∂,αψ(q1, α0) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍②♣♦t❤❡✲
s✐s ✸✱ ✭✶✳✸✮ ❧❡❛❞s t♦ α̇ ≥ 0✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡✳

✷✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡ ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ w(α) =

−∂,αψ(q1, α0) ❛♥❞ t❤✉s ✭✶✳✸✮ ❜❡❝♦♠❡s

∀q0 ∈ R(α) − ∂,αψ(q0, α) ≤ w(α)

❚❤✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✮✳ ■♥ ❛♥② ❝②❝❧❡ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt② t❤❡ ❞❛♠❛❣❡

✐s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ α ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

α̇ ≥ 0, −∂ψ
∂α

(ε,T, α)− w(α) ≤ 0

(

−∂ψ
∂α

(ε,T, α)− w(α)

)

α̇ = 0 ✭✶✳✹✮

❚❤✉s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

φ(ε,T, α) := −∂ψ
∂α

(ε,T, α)− w(α)

❆ ♠❛❥♦r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✭✐✳❡✳ str❛✐♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮
✇♦r❦ W ✐s ❛ st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✇♦r❦ t♦ ❡✈♦❧✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T0 ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ str❛✐♥
❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ t♦ ❛ st❛t❡ ε,T, α ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❛t❤

[0, 1] 7→ Ms × R, t→ ε(t),T(t)



✶✳✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✶✺

s✉❝❤ t❤❛t (ε(0),T(0)) = (0,T0) ❛♥❞ (ε(1),T(1)) = (ε,T)✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ᾱ(t)

❛♥❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ᾱ(1)✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ str❛✐♥ r❡❛❞s

W =

∫ 1

0
Q(q(t), α(t)) · q̇(t) dt

❉❡♥♦t✐♥❣ w(α) t❤❡ ❛♥t✐❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ w ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✐♥ 0 ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✳✹✮✿

d

dt
(ψ(ε(t),T(t), ᾱ(t)) + w(ᾱ(t))) = ψ,ε(ε(t),T(t), ᾱ(t)) · ε̇(t) + ψ,T(ε(t),T(t), ᾱ(t)) · Ṫ(t)

❚❤❡ str❛✐♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇♦r❦ ✐s t❤✉s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

W =

∫ 1

0

d

dt
(ψ(ε(t),T(t), ᾱ(t)) + w(ᾱ(t))) dt.

●✐✈❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ❡①tr❡♠✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✿

W(ε,T, α) = ψ(ε,T, α) + w(α).

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

W0(ε,T, α) := W(ε,T, α).

❚❤❡ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② W ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ g = ∇α ❛♥❞ t♦
r❡♠❛✐♥ ❛ st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✈❡r✐✜❡s

W (ε,T, α, 0) =W0(ε,T, α)

❛♥❞ t❤✉s ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ✭✶✳✶✮ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s✿

σ =
∂W

∂ε
(ε,T, α,g), s = −∂W

∂T
(ε,T, α,g) Y = −∂W

∂α
(ε,T, α,g), q =

∂W

∂g
(ε,T, α,g).

✶✳✶✳✸ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❈❧❛✉s✐✉s✲❉✉❤❡♠ ✐♥❡q✉❛❧✐t② r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ 0 ≤ 1

T
qT · ∇T ∀(ε,T, α,∇T)✱ ✇❤❡r❡ qT st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❤❡❛t ✢✉① ❞❡♥s✐t②✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡

❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

D = σ · ε̇− ψ̇ − sṪ +
1

T
qT · ∇T

= σ · ε̇−
(

∂ψ

∂ε
ε̇+

∂ψ

∂α
α̇+

∂ψ

∂T
Ṫ

)

− sṪ +
1

T
qT · ∇T

= w(α)α̇+
1

T
qT · ∇T



✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✿ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ∇T ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❇✉t

t❤❡ ❈❧❛✉s✐✉s✲❉✉❤❡♠ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr✉❡ ❢♦r ❛♥② ♣r♦❝❡ss ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t W ✐s

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ∇T✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ W ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s❦❡✇✲s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ α ✐s s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐ss✐♣❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡
❬❍✉♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♦❢ 0.5◦C t❤✉s t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s♦✉r❝❡ ❝❛♥
❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✸✲✹✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✐s
♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ ❧♦❛❞✐♥❣ εt❤ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝ t❡r♠ ♦❢ ♣r❡✲str❛✐♥
ε0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ♣r❡str❛✐♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
str❛✐♥ εe = ε− ε0✳ ❚❤✉s t❤❡ ❢♦✉r ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦✇ ε, ε0, α,∇α ❛♥❞ W ❝❛♥ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡
str❛✐♥ ✇♦r❦ ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s✿

{

s = (ε,T, α,g) 7→W (ε,T, α,g)

s = (εe, α,g) 7→W (εe, α,g)

✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❧② ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s

W0(ε,T, α) = ψ(ε,T, α) + w(α)

σ

ε

α0

w(α0)

ψ(ε0, α0)

ε0

σ0

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ t❤❡♥ s♦❢t❡♥✐♥❣
❞❛♠❛❣❡ ❧❛✇✳ ●r❡❡♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ st♦r❡s ❡♥❡r❣② ψ(ε, α)✳ P✉r♣❧❡ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② w(α)✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡
❞❛♠❛❣✐♥❣ ♣❛t❤✳ ❋✉❧❧ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✿ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❉❛s❤❡❞ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✿ ❯♥❧♦❛❞✐♥❣ ✲ ▲♦❛❞✐♥❣ ♣❛t❤ ❢♦r t❤❡
❞❛♠❛❣❡ st❛t❡ α0

✶✳✶✳✹ ❍❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ W0 ❞❡✜♥❡❞ ❜② W0(ε
e, α) =W (εe, α, 0)✳

❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ str❛✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ str❡ss s♣❛❝❡ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

R(α) =

{

εe ∈ Ms :
∂W0

∂α
(εe, α) ≥ 0

}

, R∗(α) =

{

σ ∈ Ms :
∂W ∗

0

∂α
(σ, α) ≤ 0

}

✭✶✳✺✮



✶✳✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✶✼

✇❤❡r❡ W ∗
0 (σ, α) = sup

ε
e∈Ms

{

σ · εe −W0(ε
e, α)

}

❛♥❞ Ms ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦rs✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛♠❛❣❡ st❛t❡ α✱ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐❢ α 7→ R(α) ✐s

✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ str❡ss ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✭♦r ❤❛r❞❡♥✐♥❣✮ ✐❢ α 7→ R∗(α) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ✐❢ α 7→ R∗(α) ✐s

❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳

❚❤❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ♦❢ ❛ st❛t❡ t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❛r❡ ♥♦✇
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿

Pr♦♣❡rt② ✶ ✭❍❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❙♦❢t❡♥✐♥❣✮✳ ❆ st❛t❡ (εe, α) ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐s ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐♥

str❛✐♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

W0(ε
e, α) ≤W0(ε

e, β), ∀β ∈ [0, αm)

❆ st❛t❡ (σ, α) ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐s ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐♥ str❡ss ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

W ∗
0 (σ, α) ≤W ∗

0 (σ, β), ∀β ∈ [0, αm)

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ str❛✐♥ s♣❛❝❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡❛❞s ❛s

∂W0

∂α
(εe, β)β +

∂2W0

∂α2
(εe, β)ββ ≥ 0 ∀β ∈ [0, αm)

❋✐rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✶✳✺✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ st❛t❡ ✐s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❛t α 7→ R(α) ✐s
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s ✐s ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐♥ str❡ss✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ str❡ss
s♣❛❝❡ R∗(α)✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣②
❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥✈❡①✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✵❛❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❆ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ s❡❡ ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸✱ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✶❪

✐❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s ❛ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❞✉r✐♥❣ ❛♥② ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ t❤❡

❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✈❡s ❢r♦♠ 0 t♦ αm✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ str♦♥❣❧② ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ str❛✐♥ s♣❛❝❡ R(α) ✐s ❛♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ str❡ss s♣❛❝❡ R∗(α) ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ α✳
❆ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ t❤❡♦r② ✐♥ εe ❛♥❞ g ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ st❛t❡
(0, α, 0) ✐s st✉❞✐❡❞✿

W (εe, α,g) = w(α) + σ0(α) · ε+ Λ1(α) · g + ψ(εe, α) + Λ2(α)ε
e · g +Λ3(α)g · g, ✭✶✳✻✮

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❡❧❛st✐❝✐t②

ψ(εe, α) =
1

2
A(α)εe · εe



✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✿ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡

❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❛r❡ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ st❛t❡ α ❛r♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ✐s
❧✐♥❡❛r✐③❡❞✳ ❚❤❡ t❡r♠ w(α) ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♣r❡str❡ss
t❡r♠ σ0(α) ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ✜①❡❞ t♦ ③❡r♦✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ t❡r♠s Λi∈{1,2,3} ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠s g = ∇α✳ ❚❤❡② ❛r❡
t❡♥s♦rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❞❛♠❛❣❡ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭❛♥❞ t❤✉s α ✐s s❝❛❧❛r✮ Λ1,Λ2

✈❛♥✐s❤ ❛♥❞ Λ3 ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ str♦♥❣
❣r❛❞✐❡♥ts t❤❡ t❡♥s♦r Λ3 s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞✱ t❤✉s Λ3(α) = Λ(α)I✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ str❛✐♥ ✇♦r❦ ♦♥❧②
❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ A,w,Λ

W (εe, α,g) =
1

2
A(α)εe · εe + w(α) + Λ(α)∇α∇α ✭✶✳✼✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ r❡q✉✐r❡s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳

❘❡♠❛r❦ ✷ ✭❈❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ str♦♥❣❧② ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ❝❤♦s❡ α s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❡✈♦❧✈❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ❢r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t

❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠✉t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦r Λ(α) ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋r♦♠

♥♦✇ ♦♥ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s A,w ❛♥❞ Λ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ ❛ ❧❡♥❣t❤✱
t❤✉s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ η ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

W (εe, α,g) =
1

2
A(α)εe · εe + w(α) + Λη2∇α∇α ✭✶✳✽✮

✇❤❡r❡ Λ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ α ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡ss✉r❡ s✉❝❤ t❤❛t η ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❡♥❣t❤✳
❇② ❞♦✐♥❣ t❤✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Λ✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✭✶✳✽✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r
❢♦r t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✱ α 7→ A′(α)/w′(α) ❛♥❞ α 7→ C′(α)/w′(α) ♠✉st ❜❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱
✇❤❡r❡ C = A−1 ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ t❡♥s♦r✳

✶✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ②❡t ✐t s❛②s ♥♦t❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞
t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✶✳✷✳✶ ❙❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜♦❞② ✇❤♦s❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♣❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❜♦✉♥❞❡❞ s❡t Ω ⊂ R

3 ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ L✳ ❚❤❡ ❜♦❞② ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤



✶✳✷✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ✶✾

❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r❝❡s ft✱ ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r❝❡s Ft ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt ∂NΩ ♦❢ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts Ut ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt ∂DΩ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t ❞❡♥♦t✐♥❣
t❤❡ t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛t t✐♠❡ t ❝❛♥ r❡❛❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r
❢♦r♠ We

t ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t Ct ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s

We
t (v) :=

∫

Ω
ft · v dx+

∫

∂NΩ
Ft · v ds

❚❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ✐s ❢♦r♠❡r❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

Ct =
{

v : v = Ut ♦♥ ∂DΩ
}

,

❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞s

D := {β : 0 ≤ β ≤ αm ❛✳❡✳ ✐♥ Ω}.

t❤✉s Ct = Ct +Ut ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐s t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❘❡♠❛r❦ ✸ ✭❘❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

s♣❛❝❡ r❛✐s❡s ✐♥ ✐ss✉❡✳ ❲❤❡♥ α = αm t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❛s ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤ s♦ t❤❛t ❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♠❛❦❡ s❡♥s❡✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s

t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ✜♥✐t❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ L∞(Ω) ∩ H1(Ω)✳ ❇❡❝❛✉s❡

♦❢ t❤❡ ❧♦st ♦❢ st✐✛♥❡ss ✇❤❡♥ α = 1✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳ ❆ ♣r❡❝✐s❡

st❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ r❡♠❛✐♥s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ■❢ α(x) < αm t❤❡♥

t❤❡ ❜✉❧❦ ❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ✜❡❧❞s ❜❡❧♦♥❣ t♦ H1(Ω) ❛♥❞ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✜❡❧❞s r❡❛❞

Ct =
{

v ∈ H1(Ω)×H1(Ω) : v = Ut ♦♥ ∂DΩ
}

D = {β ∈ H1(Ω) : 0 ≤ β < αm ❛✳❡✳ ✐♥ Ω}.

❚❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ st❛t❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐❢ (v, β) ❞❡♥♦t❡s
❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞s ❛t t✐♠❡ t✱ ✐✳❡✳ ✐❢ v ∈ Ct ❛♥❞ β ∈ D t❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❛t t✐♠❡ t ✐♥ t❤✐s st❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pt(v, β) :=

∫

Ω
W (ε(v)− ε0t , β,∇β) dx−We

t (v) ✭✶✳✾✮

✇❤❡r❡ ε(v) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s②♠♠❡tr✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ v✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✵❛❪ ❛♥❞ ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✵❜❪✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞
❜② t❤❡ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ Pr❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✹ ✭❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❛❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(IR) ■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✿ t 7→ αt ♠✉st ❜❡ ♥♦♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t ≥ 0✱ αt ∈ D✳



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✿ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡

(ST) ❙t❛❜✐❧✐t②✿ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t > 0✱ t❤❡ r❡❛❧ st❛t❡ (ut, αt) ♠✉st ❜❡ st❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ v ∈ Ct
❛♥❞ ❛❧❧ β ∈ D s✉❝❤ t❤❛t β ≥ αt✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts h̄ > 0 s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ h ∈ [0, h̄]

Pt(ut + h(v − ut), αt + h(β − αt)) ≥ Pt(ut, αt). ✭✶✳✶✵✮

(EB) ❊♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✿ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t > 0 t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ♠✉st ❤♦❧❞✿

Pt(ut, αt) = P0(u0, α0) +

∫ t

0

(
∫

Ω
σs · ε(U̇s)− σs · ε̇0t dx−We

s (U̇s)− Ẇe
s (us)

)

ds. ✭✶✳✶✶✮

✇❤❡r❡✿

• α0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛♠❛❣❡ st❛t❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

• u0 ✐s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❛st♦st❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t✐♠❡ ✵✿ u0 =

argminv∈C0 P0(v, α0)

• σs ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❛❧ str❡ss ✜❡❧❞ ❛t t✐♠❡ s ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✳✶✮

• U̇s ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥✱ ❜✉t ②❡t ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥✱ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛t t✐♠❡ s

• ε̇0s ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ str❛✐♥ ❛t t✐♠❡ s

• Ẇe
s ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦r s✉r❢❛❝❡ ❢♦r❝❡s ❛t

t✐♠❡ s ❛♥❞ r❡❛❞s

Ẇe
s (v) =

∫

Ω
ḟs · v dx+

∫

∂NΩ
Ḟs · v ds

■♥ ❡ss❡♥❝❡ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛❧❧s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ r❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s
❬▼✐❡❧❦❡ ✷✵✵✻❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❛❞♦♣t❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡
✐t ✐s ❛ ✇❡❛❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛♥ ❣❧♦❜❛❧ st❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤✐s ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ (v, β)✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✳✶✵✮ ♠✉st ❤♦❧❞ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ h✱ t❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♠❛❧❧ h ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ st❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ h ✉♣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✳✶✵✮ ❜❡❝♦♠❡s

0 ≤ P ′
t(ut, αt)(v − ut, β − αt) +

h

2
P ′′
t (ut, αt)(v − ut, β − αt) + o(h), ✭✶✳✶✷✮

✇❤❡r❡ P ′
t ❛♥❞ P ′′

t ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ Pt ❛♥❞ o(h) ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥
h✳ Pr❡❝✐s❡❧② t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② r❡❛❞s

P ′
t(ut, αt)(v, β) =

∫

Ω

(

σt · ε(v)− Yt · β + qt · ∇β
)

dx−We
t (v), ✭✶✳✶✸✮

✇❤❡r❡ σt✱ Yt ❛♥❞ qt ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
✢✉① ✈❡❝t♦r ❛t t✐♠❡ t ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ❜② t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✮✳



✶✳✷✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ✷✶

P❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ h ❣♦❡s t♦ ✵ ✐♥ ✭✶✳✶✷✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Ct ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s♣❛❝❡✱ ♦♥❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❞❡❞✉❝❡s t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✱ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

∫

Ω
σt · ε(v) dx = We

t (v), ∀v ∈ Ct, ✭✶✳✶✹✮

❛♥❞ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
∫

Ω
(−Yt · (β − αt) + qt · ∇(β − αt)) dx ≥ 0, ∀β ∈ D : β ≥ αt. ✭✶✳✶✺✮

❚❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✹✮✲✭✶✳✶✺✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②
❜✉t ♥♦t ❛❧✇❛②s s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ✭✶✳✶✵✮ t♦ ❤♦❧❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ β ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s str✐❝t ✐♥ ✭✶✳✶✺✮✱ t❤❡♥ ✭✶✳✶✷✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r h s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❡♥s✉r❡❞
✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ β ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ✭✶✳✶✺✮✱ t❤❡♥ ✭✶✳✶✷✮
r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❜❡ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ❜❡ st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ✐❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✮✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳

✶✳ ❲❤❡♥ P ′
t(ut, αt)(v−ut, β−αt) > 0✱ t❤❡♥ (ut, αt) ✐s st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

(v, β)❀

✷✳ ❲❤❡♥ P ′
t(ut, αt)(v−ut, β−αt) = 0✱ t❤❡♥ (ut, αt) ✐s st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

(v, β)

✭❛✮ ♦♥❧② ✐❢ P ′′
t (ut, αt)(v − ut, β − αt) ≥ 0 ✭♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮

✭❜✮ ✐❢ P ′′
t (ut, αt)(v − ut, β − αt) > 0 ✭s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳ ■♥ t❤❡ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✹✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ✉♥❞❡r ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s

❢♦r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳

❇② st❛♥❞❛r❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❬❉❛❝♦r♦❣♥❛ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s✱ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✹✮✕✭✶✳✶✺✮ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❤♦❧❞✿

divσt + ft = 0 ✐♥ Ω \ Ωc
t , σtn = Ft ♦♥ ∂NΩ, σtn = 0 ♦♥ ∂Ωc

t , ✭✶✳✶✻✮

Yt + divqt ≤ 0 ✐♥ Ω \ Ωc
t , qt · n ≥ 0 ♦♥ ∂Ω. ✭✶✳✶✼✮

✇❤❡r❡ Ωc
t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ss✉♠❡❞ ♥♦t t♦ ❡✈♦❧✈❡✱ s✉❝❤ t❤❛t α = αm✳



✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✿ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡

■♥ ✭✶✳✶✻✮ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r✐s❡ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣❛rt✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ Ωc
t ✐s ❛ ❝r❛❝❦ t❤❛t ❡✈♦❧✈❡s ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❜✉❧❦

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✉♥❝r❛❝❦❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ✉s❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✭✶✳✶✶✮✳ ❖✇✐♥❣ t♦
t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✭✶✳✶✶✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t ❧❡❛❞s
t♦

0 =
d

dt
Pt(ut, αt)−

∫

Ω
σt · ε(U̇t)− σt · ε̇0t dx−We

t (U̇t)− Ẇe
t (ut)

0 =
d

dt

∫

Ω\Ωc
t

W (ε(ut)− ε0t , αt,∇αt) dx−
∫

Ω\Ωc
t

σt ·
(

ε(U̇t)− ε̇0t

)

dx−We
t (u̇t − U̇t)

=

∫

Ω\Ωc
t

(

σt · ε(u̇t − U̇t)− Ytα̇t + qt · ∇α̇t

)

dx

= −
∫

Ω\Ωc
t

(

divσt · (u̇t − U̇t) + (Yt + divqt)α̇t

)

dx+

∫

∂Ω

(

σtn · u̇t + qt · nα̇t

)

ds. ✭✶✳✶✽✮

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✻✮✱ t❤❡ t❡r♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ σt ✈❛♥✐s❤
✐♥ ✭✶✳✶✽✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❣❡ts

0 = −
∫

Ω
(Yt + divqt) α̇t dx+

∫

∂Ω
Λη2

∂αt

∂n
α̇t ds. ✭✶✳✶✾✮

❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✶✳✶✺✮✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ✭✶✳✶✾✮ ❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥ ♦♥❧②
✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞

(Yt + divqt) α̇ = 0 ✐♥ Ω \ Ωc
t ,

∂αt

∂n
α̇t = 0 ♦♥ ∂Ω. ✭✶✳✷✵✮

❍②♣♦t❤❡s✐s ✹ ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❜✉✐❧t✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ✜rst
♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✻✮ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
❝❛♥❝❡❧s ♦✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✮✳ ▲❡t ✉s ❦♥♦✇ ❜r✐❡✢②
❡✈♦❦❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✶✳✷✳✷ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛r ✐♥ tr❛❝t✐♦♥

❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❛s❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❢r❛❝t✉r❡✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡
s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s t❡♥❞s t♦ str✉❝t✉r❡ ✐ts❡❧❢ ✐♥ ❜❛♥❞s✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❜❛♥❞s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❜❛r ✐♥ tr❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❛t ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ❛♥ ♦♣❡♥
❡②❡ ❢♦r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦❝❝✉rs✱ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
③♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t t❤❡ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣②
✭✶✳✼✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

W (u′, ε0, α, α′) =
1

2
E(α)(u′t − ε0t )

2 + w(α) +
1

2
Λη2(α′)2 ✭✶✳✷✶✮



✶✳✷✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ✷✸

✇❤❡r❡ ()′ = ∂
∂x ✐s t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x ❛♥❞ E(α) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦♥❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st✐✛♥❡ss✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛ ❜❛r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L✿ Ω = (0, L)✳ ❚❤❡ ❡♥❞ x = 0 ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡♥❞
x = L ❤❛s ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t Ut = tL ✐♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❤❛r❞ ❞❡✈✐❝❡ ✭❋✐❣✳ ✶✳✸✮✳ ◆♦ ✈♦❧✉♠✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ✐♠♣♦s❡❞✿

∀x ∈ (0, L) ε0(x) = 0, ft(x) = 0.

Ut = tL

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❖♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛r ✐♥ tr❛❝t✐♦♥

❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❜❡❝♦♠❡s

Pt(u, α) =

∫ L

0

(

1

2
E(α)(u′t)

2 + w(α) +
1

2
Λη2(α′)2

)

dx,

t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s ❛s

P ′
t(u, α)(vβ) =

∫ L

0

(

E(α)(u′t)v +
1

2
E
′(α)(u′t)

2 + w
′(α)β + Λη2α′β′

)

dx,

❛♥❞ t❤❡ str♦♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✻✮ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ σ′t(x) = 0

■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② α̇t ≥ 0

❉❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ 1
2E

′(αt)(u
′
t)
2 + w′(αt)− Λη2α′′

t ≥ 0

❊♥❡r❣② ❇❛❧❛♥❝❡
(

1
2E

′(αt)(u
′
t)
2 + w′(αt)− Λη2α′′

t

)

α̇t = 0

❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s α′
t(0) ≤ 0, α′

t(L) ≥ 0

❖♥❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞❡❞✉❝❡s t❤❛t t❤❡ str❡ss ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜❛r σ(x) = E(αt(x))u
′
t(x)✳ ❆t t✐♠❡

t = 0✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ s♦✉♥❞ α0 = 0 ❛♥❞ ✉♥❧♦❛❞❡❞ u0 = 0✳

❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts st❛❜✐❧✐t②✿ ❋✐rst✱ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ (tx, αt) ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ut(x) = tx ❛♥❞ t❤❡
str❡ss σt(x) = tE(αt) t❤✉s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ r❡❛❞s

E
′(αt)

t2

2
+ w

′(αt) ≥ 0



✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✿ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡

❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♣❤❛s❡ ❡①✐sts✱ ❛s s♦♦♥ ❛s w′(0) > 0✱ ✐ts ❧✐♠✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣

tc =

√

−2w′(0)

E′(0)
σc =

√

−2w′(0)E′(0)

❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s E′(α) < 0✳ ❋♦r t > tc t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞
✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛♥ ❡✈♦❧✈❡✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ str❡ss✲str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡✱✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡
C = E−1

σt = E(αt)t =

√

2w′(αt)

C′(αt)

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛t t❤❡ st❛t❡ (tx, αt) r❡❛❞s

P ′′
t (tx, αt)(v, β) =

∫ L

0

(

1

2
E(αt)(v

′)2 + 2E′(αt)(u
′
t)β +

(

1

2
E
′′(αt)(u

′
t)
2 + w

′′(αt)

)

β2 + Λη2(β′)2
)

dx,

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❛t✐♦✿

Rt(v, β) =

∫ L
0 E(αt) (v

′ + tβE′(αt)/E(αt))
2 + Λη2(β′)2 dx

∫ L
0

(

1
2
C′′(αt)σ2t − w′′(αt)

)

dx

✇✐t❤ 1✱ ✐✳❡✳ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♥❡❝❡ss❛r②✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r st❛❜✐❧✐t② ✐s

min
v,β∈Ct×D

Rt(v, β) > ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ≥) 1.

Pr♦♣❡rt② ✷ ✭❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s st❛t❡✮✳ ■♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣❤❛s❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❛✐♥✲❞❛♠❛❣❡ st❛t❡

✐s st❛❜❧❡✳
L2

η2
≤ π2ΛE(αt)

2C′(αt)
2σ4t

(

1
2
C′′(αt)σ2t − w′′(αt)

)2

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡✱ s❡❡ ❬P❤❛♠ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ ❬P❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ❢♦r ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②

❚❤✉s η ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s✐③❡ ❡✛❡❝t✱ t❤✉s ❢♦r ❧❛r❣❡ ❜❛rs t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥st❛❜❧❡
❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥
❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❬❇❡♥❛❧❧❛❧ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✵✼❪ t❤r♦✉❣❤ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ r❡❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳

❖♣t✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s✳ ❋r♦♠ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❛♠❛❣❡ α0

❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ S ♦❢ ❝❡♥t❡r x0✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ str❡ss σ ∈ (0, σc) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤✉s

− σ2tC
′(αt) + 2w′(αt)− 2Λη2α′′

t = 0 ♦♥ S, αt = α0 ♦♥ (0, L)\S ✭✶✳✷✷✮

s✐♥❝❡ α ❛♥❞ α′ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t x0±Lc t❤❡♥ α(x0±Lc) = α0 ❛♥❞ α′(x0±Lc) = 0 ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✭✶✳✷✷✮
❜② α′ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✱ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ❣✐✈❡s

−σ2tC(α) + 2w(αt)− Λη2α′2
t = C ♦♥ S



✶✳✷✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ✷✺

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❤❡r❡ C ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ C = −σt/E✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ♠❛② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡
❢♦r♠

η2α′
t(x)

2 = H(σt, αt(x)) ✐♥ S ✭✶✳✷✸✮

✇❤❡r❡

H(σ, β) :=
2

Λ
(w(β)− w(α0))−

σ2

ΛE

(

EC
′(β)− 1

)

✇✐t❤ β ∈ [0, 1)

x0

α

x

2Lc

1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ♥♦ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛♠❛❣❡ ❧❛✇ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ st❛t❡ α0 = 0 ✐❢ t❤❡ ❜❛r
✐s ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✳

❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❤❛❧❢✲s✐③❡ Lc(σ) ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✭✶✳✷✸✮
❛♥❞ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ᾱ(σ) t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
r❡❛❝❤❡❞ ❛t x0

Lc(σt) := η

∫ ᾱ(σt)

α0

dβ
√

H(σt, β)

❆ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ str❡ss σ = 0 ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❝r❛❝❦✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ α = 0✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r❛❝❦ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ t♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✉s t❤❡ ❤❛❧❢ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t♦✉❣❤♥❡ss r❡❛❞

Lc = Lc(0) = η

∫ 1

0

√

Λ

2w(β)
dβ Gc = 2η

∫ 1

0

√

2Λw(β) dβ ✭✶✳✷✹✮

❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r (x, x0) ✭♦r
(x0, x)✮✿

|x− x0| = η

∫ ᾱ(σt)

α(x)

dβ
√

H(σt, β)

●❧♦❜❛❧ ❢♦r❝❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥

εt = εe(σt) + n
η

L
εd(σt) εd(σt) :=

∫ ᾱ(σt)

α0

(C(β)− C(α0))
dβ

√

H(σt, β)



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✿ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡

❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❥✉♠♣ εd ✐s ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②
❞❡♥s✐t② ψ(εet , αt) = 1

2
(1 − αt)

qεet · εet ✱ ✐❢ q < 2 t❤❡♥ εd ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ q > 2 εd✱ ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳
❆s t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❥✉♠♣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝r❛❝❦✱ t❤✐s ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
q = 2✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✭✶✳✷✶✮ t❤✐s

εd =
π

2

Λ

E
✭✶✳✷✺✮

✇❤❡r❡ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪✳

❈❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ Λ✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠ ✐♥t♦ ❛
❧❡♥❣t❤ η ❛♥❞ ❛ ♣r❡ss✉r❡ Λ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳ ❆ ✜rst ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ s❡t ✐ts ✈❛❧✉❡ Λ t♦ w1 = w(1) t❤❡♥ ✭✶✳✷✹✮
r❡❛❞s✿

Lc = η

∫ 1

0

√

w1

2w(β)
dβ Gc = 2η

∫ 1

0

√

2w1w(β) dβ εd =
π

2

w1

E

❆♥ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ✭✶✳✷✶✮ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠ ❜② t❤❡ s♦✉♥❞
②♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s E = E(0)✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ η ❛s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡
❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ✇♦✉❧❞ r❡❛❞ ✭✶✳✷✹✮✿

Lc = η

∫ 1

0

√

E

2w(β)
dβ Gc = 2η

∫ 1

0

√

2Ew(β) dβ εd =
π

2

✶✳✷✳✸ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ s❝❛❧❛r ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧② ❣r♦✇ ❢r♦♠ 0 t♦ 1 ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥
❞✐s❝✉ss❡❞✱ α = 0 ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❛♠❛❣❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ α = 1 t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❛♠❛❣❡❞ st❛t❡✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✶ ❢♦r α ❛♥❞ w(1) ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❢❛❝t♦r✳ ❍❡r❡ W ✐s s♣❡❝✐✜❡❞✱ ❛♥❞ ♠♦st r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧
♦❢✿

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②

W (ε, ε0, α,∇α) = 1

2
(1− α)2A(ε− ε0) · (ε− ε0) + w1α+

1

2
w1η

2∇α · ∇α, ✭✶✳✷✻✮

✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤r❡❡ t❡r♠s✿ t❤❡ st♦r❡❞ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ψ(ε, α) = 1
2
(1−α)2A(ε−ε0) · (ε−ε0), t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❜② ❞❛♠❛❣❡ w(α) = w1α ❛♥❞ ✐ts ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ♣❛rt 1
2
w1η

2∇α ·∇α✱ ❚❤❡r❡❢♦r❡ w1 r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t✿ w1 = w(1)✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❞✉❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛t t✐♠❡ t ✭✶✳✶✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

σt = (1− αt)
2
Aεet , Yt = (1− αt)Aε

e
t · εet − w1, qt = w1η

2gt

❚❤❡♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✶✳✶✻✮ r❡❛❞s✿

(1− αt)Aε
e
t · εet − w1 + w1η

2∆αt ≤ 0 ✭✶✳✷✼✮



✶✳✷✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ✷✼

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

(

(1− αt)Aε
e
t · εet − w1 + w1η

2∆αt

)

α̇t = 0 ✭✶✳✷✽✮

❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥s R(αt) ❛♥❞ R∗(αt) ❛t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ st❛t❡ αt ♥♦✇ r❡❛❞

R(αt) = {ε ∈ Ms : (1− αt)A(ε− ε0t ) · (ε− ε0t ) ≤ w1}, R∗(αt) = {σ ∈ Ms :
C

(1− αt)3
σt · σt ≤ w1}

❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σc ✐♥ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st s✉❝❤ t❤❛t σ = σce1 ⊗ e1 ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

σc =

√

2w′(0)

C′
1111(0)

=
√

w1E. ✭✶✳✷✾✮

❚❤❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❛♥❞ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ w1✱ η ❤❛s t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❡♥❣t❤✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ η ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛❧✇❛②s ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ η ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✶ ❢♦r α ❛♥❞ w(1) ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦r✳

L/η

t

✉♥st❛❜❧❡

tc

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❋♦r ❧♦♥❣ ❜❛rs ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣❤❛s❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
st❛t❡ ✐s ✉♥st❛❜❧❡✳ ❋♦r s❤♦rt ❜❛rs ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❡①✐st ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✐s ♠❛❞❡ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst ❢♦r ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✐t ✐s ❝♦♥✈❡① ✐♥ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✿ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ α✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ w(α) ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❞♦♠❛✐♥✱ ♥♦♥ ❡♠♣t② ❛♥❞ t❤✉s ❛ str❡ss t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧

str❡ss ✭✶✳✷✾✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❥✉♠♣ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ✐s ✜♥✐t❡
❜✉t ♥♦t ✈❛♥✐s❤✐♥❣✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❛ ❥✉♠♣ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧✐♣s ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✳ ▲❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r ❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ❝r❛❝❦
♦♣❡♥✐♥❣ t❤❡♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞✳

❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ w1 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss✱ t❤❡ ❤❛❧❢
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t♦✉❣❤♥❡ss r❡❛❞✿

σc =
√

w1E Lc = 2
√
2η Gc =

4
√
2

3
w1η ✭✶✳✸✵✮



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✿ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡

■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❧②
t❤r❡❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs E, σc, η ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ tr❛❝t✐♦♥ ♦r ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♥♦t s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❜✉t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥
❬❆♠♦r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳ ❆ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✐s

Wn(ε, ε0, α,∇α) = 1

2
(1− α)2A(ε− ε0) · (ε− ε0) +

wn
1

ηn
α+ w

n

1ηn∇α · ∇α. ✭✶✳✸✶✮

❖♥❡ ❝❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❛t η =
√
2ηn✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ③♦♥❡

❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② r❡❛❞✿

η =
√
2ηn, σc =

√

wn
1
E

ηn
Lc = 4ηn Gc =

8

3
w
n

1 ✭✶✳✸✷✮

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✮✱
❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ r❡s❝❛❧✐♥❣ ✐t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ❛♥❞ t❤✉s ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ st✐❝❦ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✮✳

✶✳✸ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r② ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥

❙❡tt✐♥❣ ❛s✐❞❡ ❢♦r ❛ ♠♦♠❡♥t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❡ t✉r♥ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡s✐s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡✳

✶✳✸✳✶ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r② ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❋r❛♥❝❢♦rt ✫ ▼❛r✐❣♦ ✶✾✾✽❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ✐♥❣r❡❞✐✲
❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ s❡♥s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●r✐✣t❤ ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ●r✐✣t❤ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② r❡❛❞s ❛s

PG
t (u, ℓ) :=

∫

Ω\Γ
ψ0(ε(u)(x), ε

0(x)) dx+ GcSℓ(u)−We
t (u) ✭✶✳✸✸✮

✇❤❡r❡ ψ0(ε(u), ε
0) = ψ(ε(u), ε0, 0) ✐s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ Sℓ(u) ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦

❛♥❞ Gc t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s t♦✉❣❤♥❡ss✳ ❚❤✐s ✏❞r❛✇❜❛❝❦✑ ♦❢ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r② ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
❧❡❞ ❬❋r❛♥❝❢♦rt ✫ ▼❛r✐❣♦ ✶✾✾✽❪ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ●r✐✣t❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜② ❛ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❧❡❛st ❡♥❡r❣②✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ●r✐✣t❤✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❧❡❛st ❡♥❡r❣② ✐s r❡❛❧❧② ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ✐♥ ❛ s♦✉♥❞ ❜♦❞② ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❬▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦



✶✳✸✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r② ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ✷✾

❞✐r❡❝t✐♦♥ ❬❈❤❛♠❜♦❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜r✉t❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛ ❝r❛❝❦
♦❢ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ s✉❞❞❡♥❧② ❛♣♣❡❛rs ❛t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❬❆♠❜r♦s✐♦ ✶✾✾✵❪✱ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✭✶✳✸✸✮ ❜② ❡❧❧✐♣t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦r✐❣✐♥❛❧❧②
✉s❡❞ ✐♥ ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ str❛✐♥✿

εet (x) = ε(ut)(x)− ε0t (x).

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵✱ ❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ α t❛❦✐♥❣ ✐ts ✈❛❧✉❡s ✐♥ [0, 1] ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ s❡t✱ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r ηn ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t♦ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ηn
✭✶✳✸✹✮✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✭✶✳✸✹✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ t♦t❛❧
❡♥❡r❣② ✭✶✳✸✸✮✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❞❡r✐✈❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ❬s❡❡ ❇r❛✐❞❡s ✶✾✾✽✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❡♥❡r❣②❪✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r t❤❡
t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬●✐❛❝♦♠✐♥✐ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ r❡❢❡r t♦ ❬❖rt♥❡r ✫ ◆❡❣r✐ ✷✵✵✽✱
▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✵✱ ◆❡❣r✐ ✷✵✶✵❪ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ●r✐✣t❤✬s ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ r❡✈✐s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋♦r ❛♥② u, α t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

Preg
t (u, α) :=

∫

Ω

1

2

(

(1− α)2 + kηn
)

A(ε(u)− ε0t ) · (ε(u)− ε0t ) +
3

8
Gc

(

α

ηn
+ ηn∇α · ∇α

)

dx ✭✶✳✸✹✮

✇❤❡r❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② t❡r♠
∫

3
8Gc

(

α
ηn

+ ηn∇α.∇α
)

dx ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪

✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❢❛❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❝♦♣❡ ♦❢ ❬❇r❛✐❞❡s ✷✵✵✷❪✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ✭✶✳✸✹✮ ❝❛♥ ❜❡
✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷ ✇❤❡r❡ wn

1
= 3/8Gc✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r kηn ✐s ❛

s♠❛❧❧ r❡s✐❞✉❛❧ r✐❣✐❞✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ♣r♦✈✐❞❡❞
t❤❛t kηn = o(ηn)✳

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ ✜❡❧❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐s ♦❢t❡♥ ❞❡♥♦t❡❞ v = 1 − α✳ ❍❡r❡ Gc ❞❡♥♦t❡s t❤❡
t♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆s ηn t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ③❡r♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ●r✐✣t❤✬s ❜r✐tt❧❡ ❢r❛❝t✉r❡✳
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✉s❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛r❣✉♠❡♥t t❤♦✉❣❤ Γ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤✐s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s t♦✉❣❤♥❡ss
✐s ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞

Gc
num = Gc

(

1 +
3h

8ηn

)

,

✇❤❡r❡ h ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❧✐♥❡❛r ✈❡rs✉s q✉❛❞r❛t✐❝✮ ✉s❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ✐s ✉s❡❞
s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ❢❛✈♦r❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❬◆❡❣r✐ ✶✾✾✾❪✳ ❨❡t✱
t✇♦ ✢❛✇s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❋✐rst✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❙❡❝♦♥❞❧② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣❧♦❜❛❧✳ ■♥ ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✱
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ✐s ✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞❡r s❡♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❝♦❤❡s✐✈❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛s ✇❡❧❧✳



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✿ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡

✶✳✸✳✷ ▲♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ✭✐♥ t❤❡ ❜r♦❛❞❡st s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠✮✱ ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s
❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ■♥ t❤❡✐r ♣✐♦♥❡❡r ✇♦r❦ ❬❋r❛♥❝❢♦rt ✫ ▼❛r✐❣♦ ✶✾✾✽❪ st❛t❡✿

✏❬✳✳✳❪ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ♥♦t ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ❛♥②
❦♥♦✇♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ❀ ✐t ✐s r❛t❤❡r ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣♦st✉❧❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❢♦r
✉s❡❢✉❧ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❬✳✳✳❪ ❆ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ✐s ❞♦♦♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❛♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s✳✑

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ●r✐✣t❤ ♠♦❞❡❧ ❬❋r❛♥❝❢♦rt ✫ ▼❛r✐❣♦ ✶✾✾✽❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❧♦❜❛❧
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❨❡t t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛s ✐t r❡q✉✐r❡s t♦ ♣❛ss ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ✭❋✐❣✳ ✶✳✻✮
❛♥❞ ♠❛② ♥♦t ❛❞♠✐t ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥❄ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✉♥❝r❛❝❦❡❞ st❛t❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ✐♥
❬❈❤❛r❧♦tt❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❬▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✵❪✮ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r❛❝❦
✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜r✉t❛❧ ✭♣❛t❤ p0 ✇❤✐❝❤ ❥✉♠♣s ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡ s0 t♦ t❤❡ st❛t❡ s1 ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❢♦r❝❡s ✭❜♦❞② ♦r s✉r❢❛❝✐❝✮ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦❞②✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠
✐s ♠✐♥✉s ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦t❛❧❧② ❜r♦❦❡♥ st❛t❡ ✭♣❛t❤ p1 t♦ ❣♦ t♦ ❛ st❛t❡ s3 ✇❤❡r❡ P(s3) = −∞✮✳
❍❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❆♥ ♦t❤❡r ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✮ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

P

s
s0 s1 s2p0

p2

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡✳ ❊♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ●r✐✣t❤
s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ❛s t❤❡ st❛t❡ ✇✐t❤ ♥♦ ❝r❛❝❦ s0 ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ■❢ s✉r❢❛❝✐❝ ♦r ✈♦❧✉♠✐❝ ❢♦r❝❡s ❛r❡s
✐♠♣♦s❡❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ♠✐♥✉s ✐♥✜♥✐t② s2✳

❝❛s❡ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❝r❛❝❦s✳ ❲❤❡r❡ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣✉r❡ ●r✐✣t❤ s❡tt✐♥❣✱ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♣s
♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦s ❬❈❤❛r❧♦tt❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✳



✶✳✸✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r② ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ✸✶

❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ✭✶✳✸✹✮✱ ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ✇r✐t❡

✏▼❡❝❤❛♥✐❝✐❛♥s ♠❛② ❜❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ ❧❡♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t
♠♦❞❡❧ ❬✳✳✳❪ ✇❡ ✈✐❡✇ ✐t ♠❡r❡❧② ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡s✐st ❛♥② ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ✐ts
✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✑

■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s ❞♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥t
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦st ✐s ❧❡ss ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r✐❣♦r✳ ❚❤❡
●r✐✣t❤ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ❛ ❧✐♠✐t ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✳

✶✳✸✳✸ ❆❧t❡r♥❛t❡ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❋✳❊✳❆

❲❡ ✇✐s❤ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✭❋✳❊✳❆✳✮✳
❚❤❡ t✐♠❡✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t ♦❢ ❧♦❛❞s ti✱ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s❡❡❦✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ✭ui, αi ✮ ♦❢ P ✭✶✳✾✮ ✉♥❞❡r t❤❡
✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ αi ≥ αi−1✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜r✐❡✢② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♥❞ r❡❢❡r
t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❬❇♦✉r❞✐♥ ✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦♥❡ ✉s❡s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❛t
❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛t t✐♠❡ st❡♣ ti ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (un

tiα
n
ti)✱ n ∈ N✱ s✉❝❤ t❤❛t

un
ti = argmin

v∈Cti

Pti(v, α
n
ti),

αn+1
ti

= argmin
β∈D :β≥αti−1

Pti(uti , β) ✭✶✳✸✺✮

✭✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ α0
ti = αti−1✮✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❞❡s❝❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧

❡♥❡r❣②✱ ✐♥❞❡❡❞

Pti(u
n
ti , α

n
ti) ≤ Pti(u

n−1
ti

, αn
ti) ≤ Pti(u

n−1
ti

, αn−1
ti

),

✇❤✐❝❤ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ st❛t❡ (uti , αti) ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r
st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✹✮✕✭✶✳✶✺✮ ❛t t✐♠❡ st❡♣ ti✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥ t✉r♥
❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❝✐t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ◆♦
❛tt❡♠♣t ❛t ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦r ✐ts ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥
❧❛✇ ✐s ♠❛❞❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦❢ ❬❇♦✉r❞✐♥ ✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❧✐❜❛✐r✐❡s✿ P❊❚❙❝ ❬❇❛❧❛② ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❜✱ ❇❛❧❛② ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❛✱ ❇❛❧❛② ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼❪ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✱ ❛♥❞ ❚❆❖ ❬▼✉♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✺ ✭❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝r❛❝❦ s❡t ❝r❛❝❦s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞

t♦ ❤❡❛❧✳ ❚❤❛t ✐s s❤♦✉❧❞ ❛ ❝r❛❝❦ ❡①✐st ❛t t✐♠❡ t ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡①✐st ❛t ❛♥② ❧❛t❡r t✐♠❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❡♥❢♦r❝❡❞ ❤❡r❡✱ ✐s str✐❝t❡r✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (IR) ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s❡t ✐♥

✭✶✳✸✺✮ ♦❢ αn+1
ti

♦♥ αn
ti ✇✐t❤ ❛♥ ✐rr❡✈❡r✐s✐❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ s❡t ❛t α = 10−2✳



✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✿ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡

✶✳✸✳✹ ❖t❤❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛❜♦✈❡ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t✇♦ ♦t❤❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣❤❛s❡ ✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡
t❤✐❝❦ ❧❡✈❡❧ s❡t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❇♦t❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛s ❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞✱ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❝r❛❝❦
s❡t✳ ■♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♣❤❛s❡

✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞s ❬❑❛r♠❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✶✱ ❍❡♥r② ✫ ▲❡✈✐♥❡ ✷✵✵✹✱ ❑❛r♠❛ ✫ ▲♦❜❦♦✈s❦② ✷✵✵✹✱ ❍❡♥r② ✷✵✶✵❪ ♦r✐❣✐♥❛t✲
✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ●✐♥③❜✉r❣✲▲❛♥❞❛✉ t❤❡♦r② ♦❢ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧s♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛s
t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❞❛♠❛❣❡ ♦r ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❖♥❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈✐s❝♦✉s ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ ✇❤✐❧st t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡
♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ r❛t❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡tt✐♥❣✳
▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✜❡❧❞ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣
❝r❛❝❦s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥② ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❛ ❝♦❤❡r❡♥t t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ❬▼✐❡❤❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❛❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛t❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ r❛t❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❆ r♦❜✉st ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ st❡♣ ❜② ♦♣❡r❛t♦rs
s♣❧✐ts ❬▼✐❡❤❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❜❪✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ t❤❡ t❤✐❝❦ ❧❡✈❡❧ s❡t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞
❬▼♦ës ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶✱ ❇❡r♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷✱ ❙t♦❧③ ✫ ▼♦ës ✷✵✶✷❪✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛
❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ Y ♦♥ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ♣r♦✲
❣r❡ss✐✈❡❧② ❛s t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ✈❛❧✉❡ r✐s❡s✳ ❆t s♦♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡❣r❛❞❡❞
✉♥✈❡✐❧✐♥❣ ❛ ❝r❛❝❦✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s ❛ ❧♦❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶

❆ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡❢❡❝t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✮ ❜② r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳
❆s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐t ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt② ✇❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡
str❛✐♥ ✇♦r❦ ❜❡❝♦♠❡s ❛ st❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ✇r✐tt❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ str✉❝t✉r❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❚❤✉s ❛ st❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✭❍②♣♦t❤❡s✐s ✹✮✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❛r❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ r❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✐t❡♠ ♦❢
✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢
❞❛♠❛❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡
✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡ t❤❡ str♦♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝②



✶✳✸✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r② ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ✸✸

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✷✵✮✳ ❋♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❤♦❧❞
✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✮ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛r ✉♥❞❡r tr❛❝t✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s
t♦ ❡①❤✐❜✐t s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❱❡r② q✉✐❝❦❧② t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ t♦✉❣❤♥❡ss Gc ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✹✮✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t
❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ ❡❧❛st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭E, ν✮ ❛♥❞ t✇♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σc ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❝❤♦s❡♥✿ str♦♥❣ ❜r✐tt❧❡♥❡ss ❛♥❞ ❛ str❡ss t❤r❡s❤♦❧❞✳

❚❤✐s ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❋r❛♥❝❢♦rt ✫ ▼❛r✐❣♦ ✶✾✾✽❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❛s❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s
❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤✬s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ♦❢ ❜r✉t❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ✐♠♣♦s❡❞ ❢♦r❝❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞❡s❝❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳





❈❤❛♣t❡r ✷

❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦

♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❈♦♥t❡♥ts
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✷✳✶✳✸ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤✿ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r ✳ ✹✵

✷✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✷✳✶ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥
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✷✳✷✳✸ ❚❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ●r✐✣t❤✬s ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷✳✷✳✹ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Gc ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✷✳✷✳✺ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♥❡❛r t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
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✷✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t✐♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✷✳✸✳✶ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
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✷✳✸✳✺ ❈♦❤❡s✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
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❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞s✳ ❉❛♠❛❣❡ t❤❡♦r② ❛✐♠s ❛t
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ str❡ss s♦❢t❡♥✐♥❣ ❧❡❛❞ t♦
❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❜❛♥❞s✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧
♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❡♥❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ str❡ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❡①t❡♥❞s



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣✉❧❛r str❡ss ❛♥❞ t♦ ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ t❤❡ ❝r❛❝❦
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐♥ s✐♥❣✉❧❛r str❡ss ❞✉❡ t♦ ❛ ♥♦t❝❤ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❆ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r ✐s r❡✈❡❛❧❡❞✳
■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♥♦t❝❤ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❣✐✈❡s ❛
s✐♠♣❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛t ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❝r❛❝❦ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ♠❛❦❡ s❡♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠♦✈✐♥❣
❜❛♥❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✳ ❚✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✿ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❛ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❤❛♣♣❡♥s ❛t t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✱ ❛♥❞ ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ str❡ss ❡✈❡r ❡①✐st✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡s❡
❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❧♦❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✮✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥✲✷✳✸✱ t❤❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✢❛t ♥♦t❝❤✳

✷✳✶ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ♥❡❛r ❛ ♥♦t❝❤

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜♦❞② ✇❤♦s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♣❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡t
ΩL ⊂ R

2 ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ L✳ ❚❤✐s ❜♦❞② ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♥♦t❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ❛♥❣❧❡ ω ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡
t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s ❜♦❞② ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛
❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧
❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❝❛st ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

ǫ =
ηn
L

✭✷✳✶✮

t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❛♥② q✉❛♥t✐t② ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t ǫ✳ ❍❡r❡ t❤❡ n ✐♥❞❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♥✉♠❡r✐❝s
❛s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷ ✐s ✉s❡❞✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ǫ ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢
t❤❡ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t❧② ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss
✭✶✳✸✵✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❬❈♦♠✐ ✫ P❡r❡❣♦ ✷✵✵✶❪ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ s✐③❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
❝❡♥t✐♠❡t❡r t❤✉s ❢♦r str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ 10 ❝❡♥t✐♠❡t❡rs t♦ t❤❡ ♠❡t❡r ǫ ✈❛r✐❡s
❢r♦♠ ♦♥❡ t❡♥t❤ t♦ ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞t❤✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦❧②♠❡t❤②❧♠❡t❤❛❝r②❧❛t❡ ✭P▼▼❆✮ ❬❉✉♥♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✼❪ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r t❤❡ ♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❛♥❞ t❤✉s ❢♦r L ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ 10 ❝❡♥t✐♠❡t❡rs✱ ǫ ❛❧s♦ ✈❛r✐❡s
❢r♦♠ ♦♥❡ t❡♥t❤ ❛♥❞ ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞t❤✳

❚❤❡ ❜♦❞② ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r❝❡s f ǫt ✱ ❛
❞❡♥s✐t② ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r❝❡s Fǫ

t ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt ∂NΩL ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts
Uǫ

t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt ∂DΩL ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡
♥♦t❝❤ ❛r❡ ❢r❡❡ ✐♥ str❡ss ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ Γ± ♦❢ ♦✉t❡r ♥♦r♠❛❧ n ❛r❡

∂u

∂n
= 0

∂α

∂n
= 0 ♦♥ Γ±.

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛t t✐♠❡ t ❝❛♥ r❡❛❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ We
t ❞❡✜♥❡❞

❢♦r♠❛❧❧② ♦♥ t❤❡ s❡t Cǫ
t =

{

v : v = Uǫ
t ♦♥ ∂DΩ

}

♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡



✷✳✶✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ♥❡❛r ❛ ♥♦t❝❤ ✸✼

e1

e2

L

ω

∂DΩ

∂NΩ

ΩL

Γ+

Γ−

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ L

str✉❝t✉r❡

We
t (v) :=

∫

Ω
f ǫt · v dx+

∫

∂NΩ
Fǫ
t · v ds,

❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② Pt ✭✶✳✾✮ r❡❛❞s

Pt(v, β) :=

∫

Ω
W (ε(v)− ε0t , β,∇β) dx−We

t (v).

❚❤❡ str♦♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ r❡❛❞s✿

∀x ∈ ΩL \ Ωc
t















divσt + ft = 0

(1− αt)A
(

ε(ut)− ε0t
)

·
(

ε(ut)− ε0t
)

− w1
ηn

+ 2w1ηn∆αt ≤ 0
(

(1− αt)A
(

ε(ut)− ε0t
)

·
(

ε(ut)− ε0t
)

− w1
ηn

+ 2ηnw1∆αt

)

α̇t = 0
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✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ ✐t✬s ✉❧t✐♠❛t❡ ✈❛❧✉❡ α = 1✳
❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡✿























uǫ = Uǫ ♦♥ ∂DΩL

σǫn = Fǫ ♦♥ ∂NΩL

σǫn = 0 ♦♥ Γ±

∂αǫ

∂n = 0 ♦♥ Γ± ∪ ∂DΩL ∪ ∂NΩL

✭✷✳✸✮



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ❛r♦✉♥❞ ❛ ♥♦t❝❤ ✐s t❤❡ ♣r✐♠❡❧② ✐♥t❡r❡st✳ ❆s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ s❤♦✇✱ t❤❡ ♥♦t❝❤
✐♥❞✉❝❡s ❛ str❡ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ❛ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r K✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♠❛❞❡ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ K ✐♥t♦ t❤r❡❡ t❡r♠s t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❛❝ts✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝r❛❝❦s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤r❡❡ str❡ss
✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs ✭t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ✐s ❞♦♥❡ ❛s ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ❛ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝t✱
❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❧✐♥❦✐♥❣
t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ν✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ΩL ✐s r❡s❝❛❧❡❞ t♦
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❞♦♠❛✐♥ Ω1 ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❯s✐♥❣ ♠❛t❝❤❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t❡r ❞♦♠❛✐♥
Ω1 ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r Kg ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✮✱ ✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡❧② ❡❧❛st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❞♦♠❛✐♥ Ω̃∞✱ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♠❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r Kc ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥
❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳

✷✳✶✳✶ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s❡tt✐♥❣✿ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝t

❖✉r ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✐③❡ ❡✛❡❝ts✳ ❚♦ ❜❡ s✉r❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❡①♣❧✐❝✐t✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥
ΩL ✐s r❡s❝❛❧❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡♥♦t❡❞ Ω1 ✐♥ ♥❡✇ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss✮ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s x̃ = x/L✳ ❚❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss (ũǫ, σ̃ǫ) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

uǫ(x) = ηnũ
ǫ(x̃) σǫ(x) = σcǫσ̃

ǫ(x̃), αǫ(x) = α̃ǫ(x̃)

❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ str❛✐♥ ❜❡❝♦♠❡s ε̃(ũǫ)

ε(uǫ) =
ηn
L
ε̃(ũǫ) = ǫε̃(ũǫ).

❆❧❧ t❤❡s❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ✳ ❚❤❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣
r❡❛❞s✿

Uǫ
t = ηnŨ

ǫ, f ǫt =
σc
L
ǫf̃ ǫ, Fǫ

t = σcǫF̃
ǫ, ε0ǫt = ǫε̃0ǫ ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡① ✐s ❞r♦♣♣❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥❝✐s❡♥❡ss✳

❘❡♠✐♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② wn
1
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s wn

1
= σ2cηn/E✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss

♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❞♦♠❛✐♥ Ω1 ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✮ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ r❡❛❞ ❛s

∀x̃ ∈ Ω1 \ Ω̃c
t















div σ̃ǫ + f̃ ǫ = 0

(1− αǫ)ǫ2Ā
(

ε̃(ũǫ)− ε̃0ǫ
)

·
(

ε̃(ũǫ)− ε̃0ǫ
)

− 1 + 2ǫ2∆̃αǫ ≤ 0,
(

(1− αǫ)ǫ2Ā
(

ε̃(ũǫ)− ε̃0ǫ
)

·
(

ε̃(ũǫ)− ε̃0ǫ
)

− 1 + 2ǫ2∆̃αǫ
)

α̇ǫ = 0

✭✷✳✺✮



✷✳✶✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ♥❡❛r ❛ ♥♦t❝❤ ✸✾

e1

e2

1

ω

∂DΩ1

∂NΩ1

Ω1

Γ̃

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ 1✳

❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s






















ũǫ = Ũǫ ♦♥ ∂DΩ1

σ̃ǫn = F̃ǫ ♦♥ ∂NΩ1

σ̃ǫn = 0 ♦♥ Γ̃±

∂α
∂n = 0 ♦♥ Γ̃± ∪ ∂DΩ1 ∪ ∂NΩ1.

✭✷✳✻✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✭✷✳✺✮✲✭✷✳✻✮ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❛r❝❤❡❞ ✉♥❞❡r t✇♦ ❢♦r♠s✿ t❤❡ ✜rst ✐♥ t❤❡
♦✉t❡r ❞♦♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦t❝❤ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ||x̃|| >> 1✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♥♦t❝❤ ||x̃|| << 1✳
❚❤✉s ✉s✐♥❣ ♠❛t❝❤❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❬▲❛❣❡rstr♦♠ ✶✾✽✽❪✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞s ❛r❡
s❡❛r❝❤❡❞ ❛s s❡r✐❡s ♦❢ ♣♦✇❡rs ♦❢ ǫ✳ ❇♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✈❛❧✐❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡
s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✷✳✶✳✷ ❚❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠✿ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❉✉❡ t♦ t❤❡ str❡ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s r❡❣✉❧❛r
❡♥♦✉❣❤✱ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛t❡s ♥❡❛r t❤❡ ♥♦t❝❤✳ ■♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ũǫ ✐s s❡❛r❝❤❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡
❢♦r♠

ũǫ(x̃) = f0(ǫ)u
0(x̃) + f1(ǫ)u

1(x̃) + · · · ,

✇❤❡r❡ · · · r❡♣r❡s❡♥ts t❡r♠s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❛s ǫ→ 0 ❛♥❞ fi(ǫ) ❛r❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ ǫ✳

αǫ(x) = α0(x) + · · ·

❚❤❡♥ t❤❡ str❡ss r❡❛❞s σ̃ǫ ❛s

σ̃ǫ(x̃) = f0(ǫ)σ
0(x̃) + f1(ǫ)σ

1(x̃) + · · ·



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡♥❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r
s❡r✐❡s✿

Ũǫ = f0(ǫ)U, f̃ ǫ = f0(ǫ)f , F̃ǫ = f0(ǫ)F, ε̃0ǫ = f0(ǫ)ε
0

❯♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t f0(ǫ) ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ǫ−2 ✭❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✮✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✷✳✺✮ ❜❡❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ✜rst
♦r❞❡r✿

∀x̃ ∈ Ω1 \ Ω̃c
t























div σ̃0 + f = 0

σ̃0 = (1− α)Aε̃(ũ0)

−1 ≤ 0
dα̃0

dt = 0

, ✭✷✳✼✮

❛♥❞ t❤✉s α̃0 = 0 ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♣✉r❡❧② ❡❧❛st✐❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❧♦❛❞✐♥❣ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
③♦♥❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳

e1

e2

x̃ω

θ

r̃

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ P♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❞♦♠❛✐♥ Ω1✳

■♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛ ♥♦t❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡
✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤ ✭❋✐❣✳ ✷✳✸✮ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠✿

ũ0 = Kg r̃
̺Hω(θ) ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ Hω(θ) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤ ❛♥❣❧❡ ω✱ t❤❡ ♥♦t❝❤ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ̺ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Hω ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♣❧❛♥❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❬❉❛✉❣❡ ✶✾✽✽✱ ●r✐s✈❛r❞ ✶✾✾✷❪✳
■♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ❢♦r ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳ ❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Kg ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✉❛❧ s✐♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷✳ ■t ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❛st✐❝
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦❞❡✳ ❚❤✉s ❢r♦♠ ✭✷✳✽✮ t❤❡ r❡❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
✜❡❧❞ r❡❛❞s

uǫ(x) = Kgf0(ǫ)ηnL
−̺r̺Hω(θ) + ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s

✇❤❡r❡ f0(ǫ)ηnL−̺ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤
❛♥❣❧❡ ω✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ f0(ǫ) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❡ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❤❛s ②❡t t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

✷✳✶✳✸ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤✿ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r

❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r ♥❡❛r t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤ ✐♥ ❛ ③♦♥❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ǫ✳ ■♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡
♥♦t❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡s❝❛❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s y = x̃/ǫ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❜❧❡♠



✷✳✶✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ♥❡❛r ❛ ♥♦t❝❤ ✹✶

✐s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥
Ω̄∞ = {(ρ, θ) ∈ [0,+∞)× (−ω,+ω)} .

❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ũǫ ✐s s♦✉❣❤t ❢♦r ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡

e1

e2

y
ω

θ

ρ

Ω̄∞

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❞♦♠❛✐♥ Ω̄∞✳

ũǫ(x) = g0(ǫ)v
0(
x̃

ǫ
) + g1(ǫ)v

1(
x̃

ǫ
) + · · · ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡ · · · r❡♣r❡s❡♥t t❡r♠s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❛s ǫ→ 0 ❛♥❞ gi(ǫ) ❛r❡ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ♦❢ ǫ✳ ❚❤✉s t❤❡ str❡ss σ̃ǫ ✜❡❧❞
✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

σ̃ǫ(x) =
g0(ǫ)

ǫ
τ 0(

x̃

ǫ
) +

g1(ǫ)

ǫ
τ 1(

x̃

ǫ
) + · · · . ✭✷✳✶✵✮

■♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♥❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭✷✳✾✮✲✭✷✳✶✵✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ div τ 0 = 0 ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✷✳✺✮
❜❡❝♦♠❡s ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω̄∞✿ ∀x̄ ∈ Ω̄∞ \ Ω̄c

t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❡①♣❛♥❞s ❛s

(1− α0)g0(ǫ)
2
Āε̃(v0) · ε̃(v0)− 1 + 2∆̃α0 ≤ 0, ✭✷✳✶✶✮

❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❛❞ τ 0n = 0 ❛♥❞ ∂α0

∂n = 0 ♦♥ Γ̃n
±
✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❛r❡ ❜♦t❤

✈❛❧✐❞ ✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐✉s ǫ≪ r ≪ L ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

lim
ρ→∞

(

g0(ǫ)v
0(ρ, θ)− ǫ̺f0(ǫ)Kgρ

̺Hω(θ)
)

= 0, ✭✷✳✶✷✮

lim
ρ→∞

α0(ρ, θ) = 0.

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✭✷✳✶✷✮ ✐♥❞✉❝❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t

g0(ǫ) = f0(ǫ)ǫ
̺Kg.

▲❡t ✉s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✐♥ ✭✷✳✶✶✮ t❤❡ ❜✉❧❦ ❧♦❛❞✐♥❣s f̃ ǫ ❛♥❞ ε̃0ǫ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛s t❤❡② ❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛♣♣❡❛r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✶✷✮ ❛s t❤❡② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ Kg ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✭✷✳✹✮ ❛♥❞ t♦ st❛t❡ t❤❡ ✜rst
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧t✿



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

Pr♦♣❡rt② ✸✳ ❋♦r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♠✉st ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ǫ−̺ ❛♥❞ t❤✉s

f0(ǫ) = tǫ−̺✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ ✭✷✳✶✶✮ ✐❢ g0(ǫ) ≪ 1 t❤❡♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ♥❡✈❡r ❛❝t✐✈❛t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r g0(ǫ) ≪ 1✱ t❤❡
❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ α0 ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

−1 + 2∆̃α0
t ≤ 0,

(

−1 + 2∆̃α0
t

)

α̇0
t = 0

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

∂α0
t

∂n
= 0 ♦♥ Γ̃n

±
, lim
ρ→∞

α0
t (ρ, θ) = 0, α0

t=0 = 0.

❚❤❡ ♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥ ✐s α0
t = 0✳ ■❢ g0(ǫ) ≫ 1 ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s

✈✐♦❧❛t❡❞✳

ω t̄c αmax Rα

✳✾✾ π .191± .001 ✳✺✸ 2.5ηn
✳✾✺ π .194± .001 ✳✺✹ 2.6ηn
✳✾ π .205± .001 ✳✻✷ 2.5ηn
✳✽ π .248± .001 ✳✺✺ 2.3ηn
✳✼✺ π .283± .002 ✳✹✻ 2.1ηn
✳✼ π .337± .002 ✳✸✽ 2.0ηn
✳✻ π .530± .003 ✳✷✼ 2.0ηn
✳✺✺ π .705± .004 ✳✶✹ 1.9ηn
✳✺✶ π .934± .005 ✳✵✷ 1.63ηn

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❱❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r Kc = k̄t̄c ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❧❛♥❡ ❡❧❛st✐❝✐t② ❢♦r ν = 0 ❢♦r
t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❧❛✇ ✭✶✳✷✻✮✳

❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❥✉st ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥✳ ❇② ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡
❧♦ss ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡❛❧ ❝r❛❝❦ ✭✐✳❡✳ s✉❝❤ t❤❛t α = 1 ❛t s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t✮ ❤❛♣♣❡♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡
s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ Kc✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

Ω̄R = {(ρ, θ) ∈ [0, R]× (−ω,+ω)} .

❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣r♦❜❧❡♠ ❜♦t❤ Gc = 1 ❛♥❞ σc = 1✱ ✐✳❡✳ ηn = .375✳
❚❤✉s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✜①❡❞ ❛t R = 10✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
✷✵✵ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦t❝❤ ❛♥❣❧❡s ω = .51π ❛♥❞ .55π ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡s❤ ♦❢ s✐③❡ h = .05 ✐s ✉s❡❞✳ ❋♦r



✷✳✶✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ♥❡❛r ❛ ♥♦t❝❤ ✹✸

t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦t❝❤❡s ❛ ❝♦✐♥ ♥❡❛r t❤❡ ♥♦t❝❤ ✇✐t❤ ❛ ✜♥❡r ♥♦t❝❤ h = .02 ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❛s
tHω(θ) ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ρ = R✿

v0(R, θ) = t̄k̄R̺Hω(θ)

✇❤❡r❡ Hω(θ) ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✭✷✳✽✮ ❛♥❞ k̄ ✐s ❛ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ t❛❦❡♥ ❜② t̄ ✇❤❡r❡ t❤❡
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r❛❝❦ ❛♣♣❡❛rs ✐s ❞❡♥♦t❡❞ t̄c✳ ❚❤✉s τ0, α0 ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

∀x̄ ∈ Ω̄R \ Ω̄c
t



































div τ 0 = 0

(1− α0)Āε̃(v0) · ε̃(v0)− 1 + 2∆̃α0 ≤ 0
(

(1− α0)Āε̃(v0) · ε̃(v0)− 1 + 2∆̃α0
)

α̇0 = 0

v0(R, θ) = t̄k̄R̺Hω(θ)

α0(R, θ) = 0

❚❤❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ❝❤♦s❡♥

k̄ :=
1

(2π)̺(1− ̺)2
,

❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡ Kc = k̄t̄c

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❉❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ♥♦t❝❤ ♦❢ ❛♥❣❧❡ ω = .9π✳ ❩♦♦♠ ♦♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥
♦❢ s✐③❡ ❞♦♠❛✐♥ 2.5ηn×2.5ηn ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ st❡♣s {50, 161, 170, 180, 182} ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ t = {.06, .18, .19, .203, .205}✳ ■s♦✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ α = .5, .4, .3, .2, .1, 0✳

■❢ ❞❛♠❛❣❡ ♥✉❝❧❡❛t❡s ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❜❡❣✐♥s ✐t ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤✳
❆s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ t ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❋✐❣✳ ✷✳✺✮✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ✐t✬s ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ t❛❦❡♥
✐♥ 0 ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ✐s♦✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❝✐r❝❧❡s ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ 0✳ ❚❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s st❛❜❧❡
✉♥t✐❧ Kc✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ r❡♣♦rts t❤❡ ③♦♦♠ ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤ ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ Kc ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ st❡♣✳ ❏✉st
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ st❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤ ✭❋✐❣✳ ✷✳✼✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✐ts ♠❛①✐♠❛❧
✈❛❧✉❡ t♦✇❛r❞s 0 ♦♥ ❛ r❛♥❣❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♠✉❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦t❝❤❡s ❛♥❣❧❡✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ r❡♣♦rts t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s✳
❆s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ✐s ❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❛❜♦✈❡ ✭❚❛❜✳ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ ❝r❛❝❦ ✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❉❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤ ❢♦r t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t✐♠❡ st❡♣s ❛t Kc✳ ❚❤❡ ♥♦t❝❤ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ {.9π, .8π, .75π} ✭t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✮✳ ❇❧✉❡ s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭α = 0✮✱ r❡❞ t♦t❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡
✭α = 1✮✳

❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ω = π ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥♦t❝❤ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ❝r❛❝❦✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛ ♥♦t❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐✛✉s❡ ♠❛tt❡r ♥❡❛r t❤❡ t✐♣✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥
t✐♠❡ t❤✐s ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❝r❛❝❦ ✇✐t❤ α = 1 ♥✉❝❧❡❛t❡s ❜r✉t❛❧❧②✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❢♦r ❛ ❧♦❛❞✐♥❣ Kc = .191

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝r❛❝❦ s❡t✱ ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ t✐❧❧ t❤❡
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t α = 1✳ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✭❋✐❣✳ ✷✳✾✮✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❡①✐st✐♥❣ ❝r❛❝❦✱ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♣r♦✜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✳



✷✳✶✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ♥❡❛r ❛ ♥♦t❝❤ ✹✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❉❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤ ❛t t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ♥♦ r❡s✐❞✉❛❧ str❡ss ✭α = 1✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❉❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞✱ ■♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛t ❛ ❝r❛❝❦ t✐♣ ❢♦r t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t✐♠❡ st❡♣s ❛t t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣
Kc = .191✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❉❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛t y1 = x1/ηn = 1✳



✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✷✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤

■♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ●r✐✣t❤✬s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤♦s❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✵❜❪✳ ❚❤❡s❡
❞❛♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠♦❞❡❧s ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤✐s ❧❡♥❣t❤ ✐s s♠❛❧❧ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥
❜② ●❛♠♠❛✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❬❆♠❜r♦s✐♦ ✫ ❚♦rt♦r❡❧❧✐ ✶✾✾✵✱ ❇r❛✐❞❡s ✷✵✵✷❪ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠
♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ●r✐✣t❤✬s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ❞❡s❡r✈❡s t♦ ❜❡
✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❣♦♦❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❥✉♠♣s ❢r♦♠ ♦♥❡
st❛t❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳
❖♥❡ ✐s t❤❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛ ✇❡❛❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ s❛♠❡ q✉❡st✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇♦✉r❞✐♥ ✷✵✵✼❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉❝❤
❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ ❜✉t ♦♥❧② t♦ ❛ st❛t✐♦♥❛r②
st❛t❡✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇✳
Pr❛❝t✐❝❛❧❧② ❛❧❧ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t✱ ❛❢t❡r ❛ st❛❣❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s
✐♥ ❜❛♥❞s ✇❤♦s❡ ✇✐❞t❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ η ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡
t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❜❛♥❞ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t❤❡ ♦♥❡
❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❛ t❤✐♥ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞
✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡✮ ❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❧❛st ♠❛❥♦r ✐ss✉❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤✐s t❛s❦ ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛ s❡♥s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ❛♥❞ ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡✱ t❤❛t
✐s t♦ s❛②✱ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❜❛s✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s G ❛♥❞ Gc ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇ ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢
♦✉r ❞❛♠❛❣❡ ❧❛✇✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r②✱ G ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s ❛ ♣✉r❡❧②
❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡♥ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ■r✇✐♥✬s ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②
❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛♠❛❣❡
❧❛✇✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ str❡ss❡s ✭❜✉t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐♥❣✉❧❛r✦✮✱ t❤❡ str❡ss❡s
r❡♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r②✱ Gc ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ♦✉r ❞❛♠❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣
t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σc ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ G
✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ t✇♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ Gc ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❜②
❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ s♦♠❡
❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ t❤❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η ✐s s♠❛❧❧ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❛♥❞ ❛♥② ♦t❤❡r str✉❝t✉r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐s ✜rst st✉❞✐❡❞✱ ❢❛r
❢r♦♠ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✳ ❚❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ G✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✱



✷✳✷✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤ ✹✼

❛❢t❡r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ✭❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠ ✐ts t✐♣✮✱ Gc ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛♥② ✉♥✐t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✳ ❚❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘✐❝❡ ♣❛t❤✲
✐♥t❡❣r❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐ts ♣❛t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❲❡ ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❛♥❞ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✼✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥
❬❙✐❝s✐❝ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪✳

✷✳✷✳✶ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣
t♦t❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡ s❡t

■♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts s✉❝❤
t❤❛t α = 1 ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜①✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ❞r♦♣♣❡❞ ❤❡r❡✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞
❧♦❛❞✐♥❣ ✐s s✉♣♣♦s❡ t♦ ✈❛♥✐s❤ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ ❡✈❡♥ ✐t ✇❡r❡ ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞✱
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✱ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❛❞ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✭✶✳✶✹✮✲✭✶✳✶✺✮ ❛s

∫

Ω
σt · ε(v − ut) dx = We

t (v − ut), ∀v ∈ Ct

∫

Ω
(−Yt · (β − αt) + qt · ∇(β − αt)) dx ≥ 0, ∀β ∈ D : β ≥ αt,

✇❤❡r❡ σt✱ Yt ❛♥❞ qt ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✢✉①
✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ❜② t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❬❇♦✉r❞✐♥ ✷✵✵✼❪✱ ♦♥❡
✉s❡s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥
s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ st❛t❡ (uti , αti) ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✹✮✕✭✶✳✶✺✮
❛t t✐♠❡ st❡♣ ti✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
❜❛♥❞s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝r❡❛t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡✐r ✇✐❞t❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ η ✇❤❡r❡❛s t❤❡✐r
❧❡♥❣t❤ ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ η s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❜❛♥❞s ✐s t♦t❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡❞✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ❜❛♥❞s ✐s ♦✉r ♣r✐♠❡r❧② ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ✐s st✉❞✐❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ♣❛t❤ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❍②♣♦t❤❡s✐s ✺ ✭❚❤❡ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞s✮✳ ▲❡t Γt ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t♦t❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞

❧❡t γt ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts ❛t t✐♠❡ t✱ ✐✳❡✳

Γt = {x ∈ Ω : α(x, t) = 1} ⊂ γt = {x ∈ Ω : 0 < α(x, t) ≤ 1}.

❚❤❡ ❢♦r♠❡r s❡t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✶✳ Γt ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❝✉r✈❡ ✇❤♦s❡ ❡♥❞ Pt ✭t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✮ ✐s ♠♦✈✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❜❡ ❛

s♠♦♦t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ s❛② ℓt❀

✷✳ ❚❤❡ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ℓt ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ η❀

✸✳ γt ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ t❤✐♥ ❜❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Ω✱ ✇❤♦s❡ ❧❡♥❣t❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ℓt ❜② ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

η ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ η❀

✹✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s♠♦♦t❤ ❜♦t❤ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❜✉t s✐♥❝❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
❧♦❝❛❧ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞s ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✳ ❇② st❛♥❞❛r❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s
♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s✱ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✹✮✕✭✶✳✶✺✮ t❤❛t
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ r❡❛❞s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❤♦❧❞✿

divσt + ft = 0 ✐♥ Ω \ Γt, σtn = Ft ♦♥ ∂NΩ, σtn = 0 ♦♥ Γt, ✭✷✳✶✸✮

Yt + divqt ≤ 0 ✐♥ Ω \ Γt, qt · n ≥ 0 ♦♥ ∂Ω. ✭✷✳✶✹✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❜✉❧❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✉♥❝r❛❝❦❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✳

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✭✶✳✶✶✮✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱
♦♥❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✭✶✳✶✶✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t ❛♥❞ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ✭✷✳✶✺✮

0 =
d

dt
Pt(ut, αt)−

∫

Ω\Γt

σt · ε(U̇t) dx+We
t (U̇t) + Ẇe

t (ut)

=
d

dt

(

∫

Ω\Γt

Wt dx

)

−
∫

Ω\Γt

σt · ε(U̇t) dx−We
t (u̇t − U̇t)

✇❤❡r❡ Wt =W (ε(ut), αt,∇αt)✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ♥❡❛r t❤❡ t✐♣
♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ♠♦✈❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ Ω ✐s
♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ✭♠♦✈✐♥❣✮ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✳ ▲❡t Br(t) ❜❡ t❤❡ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s r ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t Pt✱ ❧❡t
Cr(t) ❜❡ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ✭❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s r✮ ❛♥❞ ❧❡t Ωr(t) ❜❡ t❤❡ ✉♥❝r❛❝❦❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
❜❛❧❧ Br(t)✿ Ωr(t) = Ω \ (Γt ∪ Br(t))✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r t❛♥❣❡♥t t♦ Γt ❛t Pt ✐s ❞❡♥♦t❡❞ τ t ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✵✮✳ ▲❡t ✉s
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Ωr(t)✳ ❯s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ♦♥❡
❣❡ts

d

dt

(

∫

Ωr(t)
Wt dx

)

=

∫

Ωr(t)
(σt · ε(u̇t)− Yt · α̇t + qt · ∇α̇t) dx− ℓ̇t

∫

Cr(t)
Wtτ t · n ds ✭✷✳✶✺✮



✷✳✷✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤ ✹✾

Pt

τ t

n

r
Γt

Br(t)

Ωr(t)

Cr(t)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❚❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❡❞ ℓ̇t✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉r Cr(t) tr❛♥s❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✳

✇❤❡r❡ n ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ t♦ Br(t)✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ✭✷✳✶✺✮ ✐♥t♦ ✭✷✳✶✺✮ ❧❡❛❞s t♦

0 =

∫

Ωr(t)

(

σt · ε(u̇t − U̇t)− ft · (u̇t − U̇t)− Yt · α̇t + qt · ∇α̇t

)

dx−
∫

∂NΩ
Ft · (u̇t − U̇t) ds

−ℓ̇t
∫

Cr(t)
Wt n · τ t ds+

d

dt

(

∫

Br(t)
Wt dx

)

−
∫

Br(t)

(

σt · ε(U̇t) + ft · (u̇t − U̇t)
)

dx. ✭✷✳✶✻✮

■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r Ωr(t) ✐♥ ✭✷✳✶✻✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✭✷✳✶✹✮ ❛❧❧♦✇ ❢♦r s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡❛❞ ♥♦✇

0 =

∫

Ωr(t)
(Yt + divqt) · α̇t dx+

∫

Cr(t)

(

Wt n · τ t ℓ̇t + σtn · u̇t + qt · n α̇t

)

ds

− d

dt

(

∫

Br(t)
Wt dx

)

+

∫

Br(t)

(

σt · ε(U̇t) + ft · (u̇t − U̇t)
)

dx. ✭✷✳✶✼✮

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥❡ ♠✉st ♣❛ss t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ r ❣♦❡s t♦ ✵✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r Br(t) ✇✐❧❧ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ✐♥t❡❣r❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s✐♥❣✉❧❛r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r Cr(t) ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ♥♦♥ ♥✉❧❧ ❧✐♠✐t✳ ■ts st✉❞② ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱
✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ Pt ❛s t❤❡ ✭♠♦✈✐♥❣✮
♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ (x̂1, x̂2) ❛s t❤❡ ♥❡✇ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤ x̂1 = (x−Pt) ·τ t✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
♦♥❡ s❡ts x̂ = (x − Pt) ❛♥❞ ❛♥② ✜❡❧❞ f ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ f̂ s♦ t❤❛t f̂(x̂, t) = f(Pt + x̂, t)✳ ❇② t❤❡ ❝❤❛✐♥
r✉❧❡ ♦♥❡ ❣❡ts

ḟ(x, t) =
∂f̂

∂t
(x̂, t)− ℓ̇t

∂f̂

∂x̂1
(x̂, t).

■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r Cr(t) ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r C̃r✱ ✭✷✳✶✼✮ ❝❛♥ r❡❛❞ ❛s

0 =

∫

Ωr(t)
(Yt + divqt) · α̇t dx+ Jr(t)ℓ̇t + Ir(t) ✭✷✳✶✽✮

✇✐t❤

Jr(t) =

∫

C̃r

(

Ŵt n̂1 − σ̂tn̂ · ∂ût

∂x̂1
− q̂t · n̂

∂α̂t

∂x̂1

)

dŝ ✭✷✳✶✾✮



✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❛♥❞

Ir(t) =

∫

C̃r

(

σ̂tn̂ · ∂ût

∂t
+ q̂t · n̂

∂α̂t

∂t

)

dŝ− d

dt

(

∫

Br(t)
Wt dx

)

+

∫

Br(t)

(

σt · ε(U̇t) + ft · (u̇t − U̇t)
)

dx.

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧t ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❋r♦♠ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✱ ♦♥❡ ✜rst ♣r♦✈❡s t❤❛t

lim
r→0

Ir(t) = 0, lim
r→0

Jr(t) = J0(t) ≤ 0. ✭✷✳✷✵✮

❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s t❤❛t

(Yt + divqt) · α̇t = 0 ✐♥ Ω \ Γt, J0(t)ℓ̇t = 0 ✭✷✳✷✶✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡s✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭✷✳✷✵✮ ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s
♠❡r❡❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❇✳✸✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✭✷✳✷✵✮ ❤♦❧❞s✳ ❙✐♥❝❡ limr→0 Ir(t) = 0✱ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡
❧✐♠✐t ✇❤❡♥ r ❣♦❡s t♦ ✵ ✐♥ ✭✷✳✶✽✮ ❣✐✈❡s

0 =

∫

Ω\Γt

(Yt + divqt) · α̇t dx+ J0(t)ℓ̇t. ✭✷✳✷✷✮

❙✐♥❝❡ Yt + divqt ≤ 0 ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♥❝❡ α̇t ≥ 0 ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡
✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r Ωr(t) ✐♥ ✭✷✳✶✽✮ ✐s ♥♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❙✐♥❝❡ J0(t) ≤ 0 ❛♥❞ s✐♥❝❡ ℓ̇t ≥ 0

❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ J0(t)ℓ̇t ≤ 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ ✭✷✳✷✷✮ ✐s ♥♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✇❤✐❧❡
t❤❡✐r s✉♠ ♠✉st ❜❡ ③❡r♦✱ ❤❡♥❝❡ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✈❛♥✐s❤❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ✭✷✳✷✶✮✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ J0ℓ̇❂✵✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐♥❣✉❧❛r

♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡✳ ■ts s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rt ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

∇α =
K

2
√
r

(

− cos
θ

2
er + sin

θ

2
eθ

)

+ r❡❣✉❧❛r t❡r♠s, K ≥ 0.

❇✉t K ♠✉st ✈❛♥✐s❤ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❞✐s❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s✳

✷✳✷✳✷ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡

❆❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ η ✐s s♠❛❧❧ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t J0(t)ℓ̇t = 0 ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ s✉❝❤ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤✳ ❚♦ r✐❣♦r♦✉s❧② ♠❛❦❡ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝
♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❬▲❛❣❡rstr♦♠ ✶✾✽✽❪✳ ❲❡ ♠❡r❡❧② ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ✐ts ❣r❡❛t ❧✐♥❡s✳
❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ η ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ✐t ♦❢ ❛♥②
q✉❛♥t✐t② ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛ s✉♣❡rs❝r✐♣t ❧✐❦❡ uη ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t t✐♠❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♥♦✇ r❡♠♦✈❡❞✳



✷✳✷✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤ ✺✶

U

F

Γ

Ω

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❙❤❡♠❛t✐❝ ♣♦s✐t♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ✭♣✉r♣❧❡✮✱ ❝r❛❝❦ ✭❣r❛②✮ ❛♥❞ t✐♣ ✭❜❧✉❡✮ ♣r♦❜❧❡♠

✶✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ✭✐✮ t❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣❀ ✭✐✐✮ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞

♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥ ♦r ♥❡❛r t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❜✉t ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠ t❤❡
❝r❛❝❦ t✐♣❀ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢
t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✳

✷✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r η ❞❡♣❡♥❞s ✜rst ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥ t❤❡ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✐t ✐s
s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭fη✱ Fη✱ Uη ♦r ε0η✮ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

√
η ❢♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣

t❤❡ ❝r❛❝❦✳ ❚❤✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ str❡ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞
✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ η✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

√
η✿

fη =
√
η f , Fη =

√
η F, Uη =

√
η U, ε0η =

√
η ε0.

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❧❡♥❣t❤ η ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② t♦ t❤✐s q✉❛♥t✐t②✳

✷✳✷✳✸ ❚❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ●r✐✣t❤✬s ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡

❆t ❛ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ t❤❡ t❤✐♥ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦✉t❡r
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦❡❞ ❞♦♠❛✐♥ Ω \ Γ✳ ■ts s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥
t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

√
η✱ t❤❡ r❡❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞s ❝❛♥ r❡❛❞

uη =
√
η u+ · · · , ση =

√
η σ + · · ·



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✇❤❡r❡ u ❛♥❞ σ s❛t✐s❢②

divσ + f = 0, σ = A(ε(u)− ε0) ✐♥ Ω \ Γ
σn = F ♦♥ ∂NΩ, σn = 0 ♦♥ Γ, u = U ♦♥ ∂DΩ.

❚❤❡ ✜❡❧❞s u ❛♥❞ σ ❛r❡ s✐♥❣✉❧❛r ♥❡❛r t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✭❜✉t ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡s❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♥♦t ❛ ❣♦♦❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❛t ③♦♥❡✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rt ♦❢ σ
✐s

σ(x) =
K̄I√
r
ΣI(θ) +

K̄II√
r
ΣII(θ) + · · ·

✇❤❡r❡ K̄I ✱ K̄II ❛r❡ t❤❡ ✭r❡s❝❛❧❡❞✮ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ΣI ✱ ΣII t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡s ❬▲❡❜❧♦♥❞ ✷✵✵✵❪✳

❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ Gη ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ✐♥ t❤✐s ✜❝t✐t✐♦✉s ❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs ❜② ■r✇✐♥✬s ❢♦r♠✉❧❛ ❬▲❡❜❧♦♥❞ ✷✵✵✵❪✳ ❇② ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ♦♥❡ ❣❡ts

Gη = ηḠ, Ḡ =
1− ν2

E
(K̄2

I + K̄2
II) ✭✷✳✷✸✮

✇❤❡r❡ E ❛♥❞ ν ❛r❡ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t Gη ✐s ♦❢
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ η ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r t❤❡ r❡❛❧ str❡ss
✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs Kη

I,II ❛r❡ ♦❢ ♦r❞❡r
√
η✿ Kη

I,II =
√
η K̄I,II ✳

✷✳✷✳✹ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Gc

■♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ♦r ✐♥ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❜✉t ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss
✜❡❧❞s ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t t❤❡ str❡ss❡s ❛r❡ st✐❧❧ ♦❢ ♦r❞❡r√
η✳ ▲❡t s ❜❡ t❤❡ ❛r❝❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ s 7→ χ(s) ❜❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Γ✳ ❆ ♣♦✐♥t x ✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ✐s

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝✉r✈✐❧✐♥❡❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (s, ζ) s✉❝❤ t❤❛t x = χ(s)+ ζην(s) ✇❤❡r❡ ν(s) ✐s ✉♥✐t
♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r t♦ Γ ❛t χ(s) ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✷✮✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ αη ✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐s
s❡❛r❝❤❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠

αη(x) = α∗(s, ζ) + ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❡r♠s ✇✐t❤ α∗(s, 0) = 1 ❛♥❞ α∗(s, ζ) = 0 ❢♦r |ζ| ≥ L̄c(s).

❍❡♥❝❡ 2L̄c(s)η r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❛t s✳ ❙✐♥❝❡ 1
2
C′(αη)ση · ση ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ η

✇❤❡r❡❛s w′(αη) ❛♥❞ divqη = w1η
2∆αη ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 1✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ αη ✐♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧

❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✶✳✷✼✮
✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❝❛♥ r❡❛❞ ❛t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛s

w
′(α∗)− w1

∂2α∗

∂ζ2
= 0.

❚❤✐s ❛✉t♦♥♦♠♦✉s s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❞♠✐ts ❛ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣

✐t ❜② ∂α∗/∂ζ✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t w(α∗)− 1
2
w1

(∂α∗

∂ζ

)2
✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ζ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t



✷✳✷✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤ ✺✸

χ(s)

ν(s)

ζη
γ̄

Γ̄

L̄cη

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞

ζ = ±L̄c(s)✱ ♦♥❡ ❣❡ts t❤❛t t❤✐s ❝♦♥st❛♥t ✐s ✵ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
√

w1

2w(α∗)

∂α∗

∂ζ
= s✐❣♥(ζ). ✭✷✳✷✹✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t ζ = 0 ♦♥❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥s

L̄c =

∫ 1

0

√

w1

2w(β)
dβ, |ζ| =

∫ 1

α∗(ζ)

√

w1

2w(β)
dβ, ✭✷✳✷✺✮

α∗(ζ) ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t L̄c ❛♥❞ α∗ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ✭❡①❝❡♣t ❛t ✐ts ❡♥❞s✮✳

▲❡t ✉s ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♥♦✇ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜② ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞✳ ■t ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ w(αη) + 1

2
w1η

2∇αη · ∇αη✳ ❇♦t❤ t❡r♠s ✐♥ t❤❛t
s✉♠ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ η ❛♥❞ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ✭✷✳✷✹✮ ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ ❜②
G
η
c t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ❛❢t❡r ❛♥ ❡❛s② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

G
η
c = ηḠc, Ḡc = 2

√
2

∫ 1

0

√

w1w(β) dβ. ✭✷✳✷✻✮

◆♦t❡ t❤❛t Gη
c ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ η✱ ✐♥tr✐♥s✐❝ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡

❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞✳ ■t ✇✐❧❧ ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐♥ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✇❤❡r❡ A(α) = (1 − α)2A ❛♥❞ w(α) = w1α✱

♦♥❡ ❣❡ts L̄c =
√
2 ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ✐s 2

√
2η✮✱ Gη

c = 4
√
2w1η/3 ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss

σc ✐♥ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ η ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② σc =
√
w1E✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥

t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ✐s ❛ ♣❛r❛❜♦❧❛✿ α∗(ζ) = (1− |ζ|/
√
2)2✳

✷✳✷✳✺ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♥❡❛r t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦

◆❡❛r t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✱ η ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳ ❖♥ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t ❧❡t ✉s r❡s❝❛❧❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ P = χ(ℓ) ❜② s❡tt✐♥❣

y =
x−P

η
= y1e1 + y2e2, ρ = ‖y‖ =

r

η
.



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

P

y

e1

e2

γ̄

Γ̄

ρ
θ

L̄c

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❚❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡

❚❤✐s ❝r❛❝❦ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❧❛♥❡ R
2✱ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤❛❧❢✲❧✐♥❡ Γ̄ =

(−∞, 0)×{0} ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ t♦ γ̄ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✸✮✳ ❖♥❡ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ str❡ss ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡
✜❡❧❞s ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠

uη(x) =
√
ηu(P) + ηū(y) + · · · , ση(x) = σ̄(y) + · · · , αη(x) = ᾱ(y) + · · ·

✇❤❡r❡ u(P) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❛ str❡ss
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✱ t❤❡ str❡ss❡s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 1 ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥
✇❤✐❧❡ t❤❡② ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

√
η ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦♥❡

❣❡ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ σ̄ ❛t ✐♥✜♥✐t②✿

lim
ρ→∞

(

σ̄(y)− K̄I√
ρ
ΣI(θ)−

K̄II√
ρ
ΣII(θ)

)

= 0 ✭✷✳✷✼✮

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs K̄I ❛♥❞ K̄II ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡
♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡
str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❛❞

div σ̄ = 0 ❛♥❞ σ̄ = A(ᾱ)ε(ū) ✐♥ R
2 \ Γ̄, σ̄e2 = 0 ❛♥❞ ᾱ = 1 ♦♥ Γ̄ ✭✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ♥♦✇ t❛❦❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ y✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣s fη ❛♥❞ ε0η ❞♦ ♥♦t
❛♣♣❡❛r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❡r♠s ✐♥ Y η + divqη ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✶✳✷✼✮ r❡❛❞s ❛t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛s

1

2
C
′(ᾱ)σ̄ · σ̄ − w

′(ᾱ) + w1∆ᾱ ≤ 0 ✐♥ R
2 \ Γ̄. ✭✷✳✷✾✮

❋r♦♠ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ♦❢ ♦r❞❡r ♦❢ 1/η ❛♥❞ r❡❛❞s

α̇η(x) = − ℓ̇

η

∂ᾱ

∂y1
(y) + · · · . ✭✷✳✸✵✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✭✶✳✷✽✮ r❡❛❞s ❛t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r

(1

2
C
′(ᾱ)σ̄ · σ̄ − w

′(ᾱ) + w1∆ᾱ
) ∂ᾱ

∂y1
ℓ̇ = 0 ✐♥ R

2 \ Γ̄. ✭✷✳✸✶✮



✷✳✷✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤ ✺✺

❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠ ♠✉st ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❛♥❞ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ᾱ ♠✉st ✈❛♥✐s❤ ❛t ✐♥✜♥✐t② ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝r❛❝❦ ✇❤❡r❡ ✐t ♠✉st ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ α∗ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✳✷✺✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
r❡❛❞

lim
‖y‖→∞, y2 6=0

ᾱ(y) = 0, lim
y1→−∞

ᾱ(y) = α∗(y2). ✭✷✳✸✷✮

❘❡♠❛r❦ ✼✳ ■♥ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✐♥❣ ♣❛t❤ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❨❡t t❤❡

♥♦t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✜❣✉r❡s ✷✳✶✳✸ ❛♥❞ ✷✳✶✸ ❛♥❞ ❛r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡

✷✳✷✳✻ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘✐❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s

■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✱ t❤❡ ✢✉① ♦❢ ❡♥❡r❣② Jr(t) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✾✮ ✐s ❛ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧
✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❘✐❝❡✬s ✐♥t❡❣r❛❧ ✉s❡❞ ✐♥ ❜r✐tt❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡✳ ❚❤✐s
♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ♣❛t❤s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞
s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (y1, y2)✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s✉❝❤ ❛ ♣❛t❤ C̄ ✇❤♦s❡ ❡♥❞s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐♣s ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝✐r❝✉♠✈❡♥ts t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✹✮✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ Jη

C̄
✐s ♦❢ t❤❡

♦r❞❡r ♦❢ η✱ Jη
C̄
= ηJ̄C̄ + · · · ❛♥❞ J̄C̄ r❡❛❞s ❛s

J̄C̄ =

∫

C̄

(

W̄ (ε(ū), ᾱ,∇ᾱ)n1 −
∂W̄

∂ε̄ij
(ε(ū), ᾱ,∇ᾱ)nj

∂ūi
∂y1

− ∂W̄

∂ḡj
(ε(ū), ᾱ,∇ᾱ)nj

∂ᾱ

∂y1

)

ds̄ ✭✷✳✸✸✮

✇❤❡r❡ s̄ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛r❝❧❡♥❣t❤ ♦❢ C̄✳ ■♥ ✭✷✳✸✸✮ W̄ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t②✱ ✐✳❡✳

W̄ (ε̄, ᾱ, ḡ) =
1

2
A(ᾱ)ε̄ · ε̄+ w(ᾱ) +

1

2
w1ḡ · ḡ ✭✷✳✸✹✮

❛♥❞ ♦♥❡ s❡ts q̄ =
∂W̄

∂ḡ
= w1ḡ✳ ❖♥❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ✐ts ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✇✐t❤

e1

e2
n

n

Γ̄
γ̄

C̄ ′

C̄

B

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❚✇♦ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✳

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛t❤✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛t❤s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❖♥❡ s❛②s t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ C̄ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❛t❤ C̄′✱ ✐❢ C̄′ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❧✐♠✐t❡❞

❜② t❤❡ ♣❛t❤ C̄ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ Γ̄✳



✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜rst ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤✐s ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ℓ̇ > 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ J̄C̄ ✐s ♣❛t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♣❛t❤s C̄ ❛♥❞ C̄′ s✉❝❤ t❤❛t C̄ ≥ C̄′ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❋✐❣ ✷✳✶✹✮✳ ▲❡t B
❜❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡s❡s t✇♦ ♣❛t❤s ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❧✐♥❡✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t

J̄C̄ − J̄C̄′ =

∫

∂B

(

W̄n1 − σ̄ijnj
∂ūi
∂y1

− q̄jnj
∂ᾱ

∂y1

)

ds̄

❜❡❝❛✉s❡ n1 = 0✱ σ̄n = 0 ❛♥❞ ∂ᾱ/∂y1 = 0 ♦♥ Γ̄✳ ❇② ●r❡❡♥✬s ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥❡ ❣❡ts

J̄C̄ − J̄C̄′ =

∫

B

(

∂W̄

∂y1
− ∂

∂yj

(

σ̄ij
∂ūi
∂y1

+ q̄j
∂ᾱ

∂y1

))

ds̄

=

∫

B

(

∂W̄

∂ᾱ

∂ᾱ

∂y1
− ∂σ̄ij
∂yj

∂ūi
∂y1

− div q̄
∂ᾱ

∂y1

)

ds̄

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ div σ̄ = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ W̄ ❧❡❛❞s t♦

J̄C̄ − J̄C̄′ = −
∫

B

(

1
2
C
′(ᾱ)σ̄ · σ̄ − w

′(ᾱ) + w1∆ᾱ
) ∂ᾱ

∂y1
ds̄ ✭✷✳✸✺✮

❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✭✷✳✸✶✮ t❤❛t J̄C̄ = J̄C̄′ ✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② r❡♠❛✐♥s
tr✉❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ♦r❞❡r❡❞ ✐s ❧❡❢t t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r✳ ▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②
r❡♠❛✐♥s tr✉❡ ❢♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② t❤❛♥ ✭✷✳✸✹✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt② r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①tr❛ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s st❛t❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ✻✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ∂ᾱ/∂y1 ≤
0✳

❘❡♠❛r❦ ✽✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∂ᾱ/∂y1 ≤ 0 ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢

t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✭✷✳✸✵✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t❤❛t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s tr✉❡

❛t ❡✈❡r② t✐♠❡✳

❚❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ❯♥❞❡r ❍②♣♦t❤❡s✐s ✻✱ t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✱ ✐✳❡✳

C̄ ≥ C̄′ =⇒ J̄C̄ ≤ J̄C̄′ .



✷✳✷✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤ ✺✼

Pr♦♦❢✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ st❛rt ❢r♦♠ ✭✷✳✸✺✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✷✳✷✾✮ ❛♥❞ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✻ ❣✐✈❡ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

❚❤❡ ❧❛st ♣r♦♣❡rt② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r ❧❛r❣❡ ♣❛t❤s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳ ▲❡t C̄ρ ❜❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s ρ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t (0, 0)✳ ❚❤❡♥ ✇❤❡♥ ρ ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ♦♥❡

♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐t ❢♦r J̄C̄ρ✿

J̄∞ := lim
ρ→∞

J̄C̄ρ = Ḡ− Ḡc ✭✷✳✸✻✮

✇❤❡r❡ Ḡ ❛♥❞ Ḡc ❛r❡ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✷✸✮ ❛♥❞

✭✷✳✷✻✮✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡ C̄ρ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rts C̄o
ρ ❛♥❞ C̄b

ρ✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
θ ∈ [π− 1/

√
ρ,−π+1/

√
ρ] ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r t♦ θ ∈ (−π,−π+1/

√
ρ)∪ (π− 1/

√
ρ, π)✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❢♦r ❧❛r❣❡

✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ✐s ♥✐❧ ♦♥ C̄o
ρ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡❛❞s

J̄C̄o
ρ
=

∫

C̄o
ρ

(

1

2
C0σ̄ · σ̄n1 − σ̄ijnj

∂ūi
∂y1

)

ds̄.

❚❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❘✐❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ❛ ♣✉r❡ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ s❡tt✐♥❣ ❬▲❡❜❧♦♥❞ ✷✵✵✵❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭✷✳✷✼✮ ♦❢ σ̄ ❛t ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❛♥❣✉❧❛r s❡❝t♦r t❡♥❞s t♦ ✵ ✇❤❡♥
ρ ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛t t❤❡ ❧✐♠✐t

lim
ρ→∞

J̄C̄o
ρ
=

1− ν2

E
(K̄2

I + K̄2
II) = Ḡ.

❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❛rt C̄b
ρ✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ρ✱ ♦♥❡ ❤❛s✿

n ≈ −e1, σ̄ ≈ 0, ᾱ ≈ α∗.

❯s✐♥❣ ✭✷✳✷✹✮✕✭✷✳✷✻✮✱ ♦♥❡ ❣❡ts ❛t t❤❡ ❧✐♠✐t

lim
ρ→∞

J̄C̄b
ρ
= −

∫ ∞

−∞

(

w(α∗(ζ)) + 1
2
w1α

′
∗(ζ)

2
)

dζ = −Ḡc.

❍❡♥❝❡ limρ→∞ J̄C̄ρ = Ḡ− Ḡc✳

✷✳✷✳✼ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② t❤❡



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s s♠❛❧❧ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦❡❞ ❜♦❞② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ s❛t✐s✜❡s ❍②♣♦t❤❡s❡s ✹✕✻✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞






■rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ℓ̇ ≥ 0

❙t❛❜✐❧✐t② Gη ≤ G
η
c

❊♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ (Gη − G
η
c ) ℓ̇ = 0

✭✷✳✸✼✮

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ ❡❛❝❤ ✐t❡♠ ♦❢ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇✳

✶✳ ❚❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ℓ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❛t ❢♦r α✳

✷✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t Jη
0 = ηJ̄0 ≤ 0 ✇❤❡r❡ J̄0 = limρ→0 J̄C̄ρ ✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✱ ♦♥❡

❦♥♦✇s t❤❛t J̄∞ ≤ J̄0✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✱ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t J̄∞ = Ḡ−Ḡc✳ ❍❡♥❝❡Gη = ηḠ ≤ ηḠc = G
η
c ✳

✸✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t Jη
0 ℓ̇ = 0✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✱ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t J̄∞ℓ̇ = J̄0ℓ̇✳ ❋r♦♠

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✱ ♦♥❡ ❦♥♦✇s t❤❛t J̄∞ = Ḡ− Ḡc✳ ❍❡♥❝❡ Gη ℓ̇ = G
η
c ℓ̇✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳

✷✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t✐♣

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❝r❛❝❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ str❡ss ✐s s✐♥❣✉❧❛r✳ ❖t❤❡r ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤
♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str❡ss ✐♥ ❛ ❜❛r ✐♥ tr❛❝t✐♦♥
❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪ ♦❢ ❢♦r str❡ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❬❙✐❝s✐❝ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✳ ❲❤❛t
❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t②♣❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✭❡✳❣✳ ❋✐❣s✳ ✷✳✶✱ ✷✳✻✱ ✷✳✽✮✱ t❤❛t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❡s ✐♥
❜❛♥❞s ♦❢ ✇✐❞t❤ ηn✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞✳
❚❤❡ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ηn ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
❤❛❞ ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ■♥ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s s♠❛❧❧✱ ❜✉t ✐t
t❤❛t ✐t✬s ✈❛❧✉❡ ❤❛s ❛ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❆♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ ✉♥✐❛①✐❛❧ ❛♥s✇❡rs ❬P❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ♦r ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ s❡tt✐♥❣ ❬❙✐❝s✐❝ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s
❛ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐t r❡♠❛✐♥s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ ηn ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ✭❡✳❣✳ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ t❤❡ ❝r❛❝❦s ❧❡♥❣t❤✮✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s ♦♥❧② ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ♥❡❛r t❤❡ t✐♣ ♦❢
t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ Pt ✐s st✉❞✐❡❞✳ ▲❡t ✉s str❡ss t❤❛t r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❤❛s❡
✐s ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♥ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♥♦t❝❤ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤✐s ♥♦t❝❤ ❤❛s ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ π ❛♥❞ ✐s t❤❡♥ ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞
t♦ ❛ ❝r❛❝❦✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ str❡ss ✜❡❧❞ t❛❦❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡
❜❛♥❞ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❍②♣♦t❤❡s✐s ✺ t♦ ❤♦❧❞✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥



✷✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t✐♣ ✺✾

♦❢ s❝❛❧❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ▲❡s ✉s r❡♣❡❛t t❤❛t ǫ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿
✭✐✮ t❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦
t✐♣❀ ✭✐✐✮ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥ ♦r ♥❡❛r t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❜✉t
❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣❀ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✳

❚❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ ❞❡♣❡♥❞s
✜rst ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥ t❤❡ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

√
ǫ✿

f ǫ =
√
ǫ f ,Fǫ =

√
ǫ F,Uǫ =

√
ǫ U, ε0ǫ =

√
ǫ ε0.

❆t ❛ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ t❤❡ t❤✐♥ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠
✐s ❛ ♣✉r❡❧② ❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦❡❞ ❞♦♠❛✐♥ Ω\Γ✳ ■ts s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

√
ηn✱ t❤❡ r❡❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ str❡ss

✜❡❧❞s ❝❛♥ r❡❛❞
uǫ =

√
ǫ u+ · · · , σǫ =

√
ǫ σ + · · ·

✇❤❡r❡ u ❛♥❞ σ s❛t✐s❢② ✐♥ Ω\Γ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ divσ+f = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ σ = A(ε(u)−ε0)✳
❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❛❞ σn = F ♦♥ ∂NΩ✱ σn = 0 ♦♥ Γ ❛♥❞ u = U ♦♥ ∂DΩ✳

❚❤❡ ✜❡❧❞s u ❛♥❞ σ ❛r❡ s✐♥❣✉❧❛r ♥❡❛r t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡
s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rt ♦❢ U ✐s

U(x) = K̄I

√
rUI(θ) + K̄II

√
rUII(θ) + · · ·

✇❤❡r❡ K̄I ✱ K̄II ❛r❡ t❤❡ ✭r❡s❝❛❧❡❞✮ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ UI ✱ UII t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡s ❬▲❡❜❧♦♥❞ ✷✵✵✵❪ ❛♥❞ UI(θ) = Hπ(θ)✳

❚❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ str❡ss ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✈❛r② s❧♦✇❧② ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✭✷✳✸✽✮✳

❚❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s s♦♦♥ ❛s η ✐s
s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛♥❞ ❛❧✇❛②s ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ ❧✐❝✐t r❡s❝❛❧✐♥❣✳ ▲❡t ✉s ✜① t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢
t❤❡ st❛❜❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ❝r❛❝❦ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ẽ1 t❤❡r❡❢♦r❡✱ y1 = x1/ηn ✐s t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ y2 = x2/ηn ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ✐t✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ✐s st✐❧❧ ❞❡♥♦t❡❞
α ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡

α(y2) =

(

1− |y2 − y0|
2

)2

, ✭✷✳✸✽✮

✇❤❡r❡ y0 ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧❢ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ ✐s 2✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r |y2| > 2 ❞❛♠❛❣❡ ✈❛♥✐s❤❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t②
❢❛❝t♦r Kg✳ (r, θ) ❛r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ Pt✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠

✐s t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✷✳✸✳✶ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞

❚❤❡ t✐♣ ❞♦♠❛✐♥ Ω̄∞ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✺✮ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❝✐r❝❧❡

Ω̄R = {(ρ, θ) ∈ [0, R]× (−π, π)}

t❤❡ ❝r❛❝❦
Γ̄ = {(ρ, θ) ∈ [0, R]× {−π}}

✐s str❛✐❣❤t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ❝❛♥ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ē1

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ ē2 ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ✐t✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω̄R ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❞✐s❦ ♦❢ r❛❞✐✉s ✶✵ ✇❤♦s❡
❝♦♥t♦✉r ✐s t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ∂Ω = ¯∂0Ω ∪ ¯∂γΩ✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ❢❛r ❡♥♦✉❣❤
❢r♦♠ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✳ ❚❤✉s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❢r♦♠ ▲❊✳❋✳▼✳ ❛♥❞
t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵ ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❡♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✳ ❚❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❛t
∂α/∂n ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❚❤✉s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ ❝♦✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❛❞✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✳ ❖♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❞❛♠❛❣❡ ❛r❡
♣r❡s❝r✐❜❡❞

α = 0 ♦♥ ¯∂0Ω
∂α

∂n
= 0 ♦♥ ¯∂γΩ,

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✿
u = U(r, θ) ♦♥ ∂Ω

✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❛❞

U1 =
K

2

√

ρ

2π
(κ− cos θ) cos

θ

2
, U2 =

K

2

√

ρ

2π
(κ− cos θ) sin

θ

2

✇❤❡r❡ κ = 3−ν
1+ν ✳ ❚❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤♦s❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♠❛t❝❤❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝

❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❞✐s❦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝r❛❝❦ Γt✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t α = 1✱ t❤✉s t❤✐s ✐♠♣♦s❡s t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

α = 1
∂u

∂n
= u,2 = 0 ♦♥ Γ

■♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω̃✱ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ♦❢ ♠✐♥♦r ❛♥❞ ♠❛❥♦r r❛❞✐✉s 5ηn ❛♥❞ 10ηn ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t
♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (1, 0) ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ♠❡s❤ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ✐s hin✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r r✐♥❣
✈❛r✐❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❢r♦♠ hin/ηn = 20 t♦ hout/ηn = 1✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❝♦✐♥ ❤❛s ✶✺✾✱✼✻✻ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r
r✐♥❣ ✶✻✸✱✻✼✺ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✸✷✸✱✹✹✶ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ✶✻✶✱✾✶✽✳ ❚❤r❡❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❞✳♦✳❢✳✮ ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✿ t❤❡ t✇♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u1, u2 ❛♥❞ t❤❡
❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ α✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ❢♦r ❛ s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ E = 1✱ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ν = 0 ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s
❚♦✉❣❤♥❡ss ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ Gc = 1✳ ❆ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝r❛❝❦✲t✐♣ ✜❡❧❞ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡✲■ ❝r❛❝❦ ♦♥ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ s❝❛❧❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r t✱ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r t ❡✈♦❧✈❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1.3 ✐♥ 200 t✐♠❡ st❡♣s✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ r✐❣✐❞✐t② kηn = 10−6 ❛♥❞ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ R/ηn = 50



✷✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t✐♣ ✻✶

ē1

ē2

tKHπ(θ)

¯∂0Ω

¯∂γΩ

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ s✐♠✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛t t❤❡ t✐♣ ♣❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞✳ ❊❧❧✐♣s❡
❛t t❤❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❡s❤ s✐③❡ ♦❢ h = .1

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❉❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ✜rst t✐♠❡ st❡♣
K = 0✳ ❘❡❞ t♦t❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡❞ ✜❡❧❞ α = 1 ❜❧✉❡
s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ α = 0✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛ ❞✐s❝ ♦❢
r❛❞✐✉s ✶✵✳

✷✳✸✳✷ ❚❤❡ ✜rst t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ♥✐❧ K = 0✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♣t✉r❡s
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ✇✐t❤ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦❛❞✐♥❣ u = 0 t❤❡
❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❊q✳ ✷✳✶✶✮ ❜❡❝♦♠❡✿

w
n

1 + 2wn

1∆̃α = 0,
(

w
n

1 + 2wn

1∆̃α
)

α̇ = 0

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ α = 1 ♦♥ Γ0✳ P❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ ③♦♦♠✐♥❣
♦♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ s✐③❡ 1 × 1 ✇❡ s❡❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✼✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❝❛♣t✉r❡s ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❡①❝❡♣t t❤❡ ✈❡r② ❡①tr❡♠✐t②
✭❋✐❣✳ ✷✳✶✽✮✳ ❍❡r❡ ❢♦r y1 = x1/ηn < −1 t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② t❤❛t ♦❢ t❤❡
♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st✉❞② ✭✷✳✸✽✮✳ ❚❤✉s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦❜✲
s❡r✈❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡✳

❯s✐♥❣ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ✢❛tt❡r ❛♥❞ t❤❛t ❛s t❤❡ t✐♣ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡
✐s ✢❛tt❡♥ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶✾✮✳ ❚❤✉s ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t ❧♦❛❞❡❞✱ ❛s ❞❛♠❛❣❡ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❢❛❞❡s ❛s q✉✐❝❦❧②
❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡t ✉s str❡ss✱ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s t❤❛t α = 1 ✐s ❞✐r❡❝t❧② s❡t✳ ❆
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❧♦❛❞✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ α ♦♥ Γ̄ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❩♦♦♠ ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✶✻ ♦♥ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ✭5η × 5η✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ y1 = {−1, −.5, 0} ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ ❛t t❤❡ ✜rst t✐♠❡ st❡♣
❢♦r ηn = .05 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡

✷✳✸✳✸ ❉❛♠❛❣❡ ❛♥❞ str❡ss ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣ t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts Γt ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❤❛s
r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ 1 ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜rst t✐♠❡ st❡♣ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
str❡ss ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ Γt✱ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✸✮ str❡ss ❣r♦✇s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② s♦ t❤❛t t❤❡ ③♦♥❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡s❝❡♥ts ❢r♦♠ 1 t♦ 0✳ ❋♦r K = 1.02✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ti = 158✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♣♦✐♥ts
s✉❝❤ t❤❛t α = 1 ❣r♦✇s ✐✳❡✳ t❤❡ ❝r❛❝❦ Γt ♣r♦♣❛❣❛t❡s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r
♦❢ KIc =

√
EGc = 1 ❢r♦♠ ■r✇✐♥✬s ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠✳



✷✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t✐♣ ✻✸

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ ❉❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ θ ∈ [−π, π] ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐✉s ρ = {.2, .5, 1, 2.5}

✭❛✮ ❉✐st❛♥❝❡ y1 = x1 = 0 ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ ✭❜✮ ❉✐st❛♥❝❡ y1 = x1/ηn = 2.5 ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❛t
t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝r♦ss
s❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✭✐✳❡✳ x1 = 0✮✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✭✷✳✸✽✮ ❢♦r t❤❡
❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✵✭❛✮✮✳ ■♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✵✭❜✮✮ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ♦♥❝❡ t❤❡ ❝r❛❝❦
♣r♦♣❛❣❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥
❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛t ti = 170 ✇✐t❤ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❛ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❤❛♣♣❡♥s ❛t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ Pt✳ ❚❤✉s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s✱ ❢♦r ❛♥② x1 < 0✱
t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ♥♦ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✿ ❉❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r θ = 45✱ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s

❚❤❡ t✇♦ ♣r✐✈✐❧❡❣❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ❣✐✈❡ ✉s ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✳ ❨❡t ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ ❛♥❣❧❡ θ = 45 ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✱ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤✉s✱ ❛t
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ✐s♦✈❛❧✉❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛❞✐✉s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷✿ ❙tr❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ K✱ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲✳❊✳❋✳▼

❚❤❡ str❡ss ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✷✮ ✇✐t❤ t❤❛t ❢r♦♠
▲✳❊✳❋✳▼✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ③♦♥❡ ✐s ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ σ22 t❤❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t σ11✳ ❖✉t ♦❢ t❤✐s ③♦♥❡ ♦❢
✐♥✢✉❡♥❝❡✱ t❤❡ t✇♦ str❡ss ✜❡❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r t❤❡ ③♦♥❡ ✐s ✉♣ t♦ ✹ t✐♠❡s Lc ✇❤❡r❡ ❛s t❤❡ ❧❛tt❡r
✐♥✢✉❡♥❝❡ ③♦♥❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ 1.5Lc✳



✷✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t✐♣ ✻✺

✷✳✸✳✹ ❈r❛❝❦ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ st❡❛❞② st❛t❡
✭❋✐❣✳ ✷✳✷✸✮✳ ■t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❤♦✇ ❧♦❝❛❧❧② t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸✿ ❉❛♠❛❣❡ ❛♥❞ str❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ K ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭✐✳❡✳ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✮ ✐s ❛s ✐❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❤❛s
♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡❞✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ❝r❛❝❦ st❛rts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ti = 158✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧♦❛❞✐♥❣ K = 1.03✳
❙t✉❞② t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
✜❡❧❞ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✹✭❛✮✮ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❨❡t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡
✐s ♦♥❡ ❛♥❞ ❤❛❧❢ t✐♠❡ t❤❡ ❤❛❧❢ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞✱ ✐✳❡✳ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❧❡♥❣t❤ ηn✳

❚❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ s✐♥❣✉❧❛r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡✳ ❨❡t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❜❡❝♦♠❡s s✐♥❣✉❧❛r
✭❘❡♠❛r❦ ✻✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s t❤✐s s✐♥❣✉❧❛r✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦st ✈✐s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡
❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣s ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✺✮✳ ❚❤✐s s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✈❛♥✐s❤❡s ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❜❡❝♦♠❡s r❡❣✉❧❛r ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✺✮✳

■♥ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ str❡ss ✐s ❛❧✇❛②s s♠❛❧❧❡r t❤❡♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ✭✶✳✷✾✮ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪✳ ■♥ ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ str❡ss ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❞❛♠❛❣❡ st❛t❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛♥ ♥♦t ❡✈♦❧✈❡✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ♦♥❧② st❛rts t♦ ❡✈♦❧✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✭✷✳✶✶✮ ✐s ♥♦✐s② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r
❡❧❡♠❡♥ts✳

■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡
❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❛t ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❋✐❣s✳ ✷✳✷✶✱



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✭❛✮ ❉❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡

st❡♣

✭❜✮ ❉❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ ❢♦r ❛ r❛❞✐✉s

ρ = r/ηn = 1 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹✿ ❉❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❘❛❞✐✉s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺✿ ●r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ Pt✳ ❚❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
✈❛♥✐s❤❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s

✷✳✷✹✮✳ ❍❡r❡✱ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ❛s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②
✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤✉s ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ♦r ♥♦t t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ❧✐tt❧❡ ❛✇❛② ❛s ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ ♥♦t✐❝❡❞ ❬❙✐♠♦♥❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪ ❢♦r ♦t❤❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳



✷✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t✐♣ ✻✼

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻✿ ❉❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✭✷✳✶✶✮ ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣
K = {.26, .65, 1.01}

✷✳✸✳✺ ❈♦❤❡s✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦

◆♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❝r❛❝❦ ♠♦❞❡❧s ❡♥❥♦② ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❜♦t❤
♣r❡s❡♥t ❛s t❤r❡s❤♦❧❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ❜❡❢♦r❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦r ❝r❛❝❦s✳ ❨❡t t❤❡ ✉s❡s
♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦♥ ❧❛r❣❡ str✉❝t✉r❡s ✐s ✈❡r② ❝♦st❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❝♦❤❡s✐✈❡ ♠♦❞❡❧
t♦ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛♥② ♦t❤❡rs ❬❈❛③❡s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ❤❛✈❡
✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❧✐♥❦ ❜♦t❤ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ t♦ ❝♦❤❡s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❍❡r❡
✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❜❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❝r❛❝❦ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ●r✐✣t❤✬s s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣②✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✜❡❧❞ ψ✿
∫

Ω
∇αηnψ dx →

ηn→0

∫

[

ψ+ − ψ−
]

· νu ds

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ∇α · u ♦✈❡r ❛ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝r❛❝❦
♦♣❡♥✐♥❣ ❛s ηn t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ③❡r♦✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ❝♦❤❡s✐✈❡ ❝r❛❝❦s ❬s❡❡ ❆❜❞❡❧♠♦✉❧❛ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱ ❆♣♣❡♥❞✐①❪✱ ❢♦r ν = 0 r❡❛❞s

JuK(x) = V

(

x− L

Dc

)

8

π

σc
E
Dc

✇❤❡r❡ σc ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡s✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ E t❤❡ ②♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s Dc ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡s✐✈❡
♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ❛♥❞ V (ζ) ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

V (ζ) =
√

1− ζ − ζ ln(1 +
√

1− ζ) + ζ ln
√

|ζ|

✐❢ ζ ≤ 1, ζ 6= 0✱ V (0) = 1 ❛♥❞ V (ζ) = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✼✿ ❈r❛❝❦ ❖♣❡♥✐♥❣ ❛s ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ ❢♦r ♦✉r ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✱ t✇♦ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ❢♦r t❤❡
❝♦❤❡s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❛t ❢r♦♠ ▲✳❊✳❋✳▼✳

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σc = 1.37 ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ✭✶✳✷✾✮ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❥✉♠♣✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ❢r♦♠ ❝♦❤❡s✐✈❡ t❤❡♦r② ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡
♣❤❛s❡ ❢♦r x1 ≤ 0 ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ♣❤❛s❡ ❢♦r 0 < x1 < Dt✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡
t✇♦ ❞✐st❛♥❝❡s t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❛ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t❤❡♥ ✇✐❞❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡①♣❡❝t❡❞✳ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ❤❛✈❡ ♥♦ r❡❛s♦♥ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ tr✉❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦❤❡s✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆❞❞✐♥❣ ♣❧❛st✐❝✐t② ❬❆❧❡ss✐ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪
s❡❡♠s ❛ ♠✉❝❤ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❜❡t ❛s ✐t ❛❞❞s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t r❡❛❧ ❥✉♠♣s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

✷✳✸✳✻ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✉♥❞❡r ♠♦❞❡ ■■ ❧♦❛❞✐♥❣

❍❡r❡✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss ❛t t❤❡ t✐♣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡ ■■ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
❜❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ❛♥❞ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡ ■■ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ▲✳❊✳❋✳▼✳ ❨❡t
t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❝r❛❝❦ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐♥ y1 = 0 ❜✉t r❛t❤❡r ✐♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠
y1 = −2✳ ▲❡t ✉s st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥❣❧❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❬❆♠❡st♦② ✫ ▲❡❜❧♦♥❞ ✶✾✾✷❪ ✐s ❢♦✉♥❞ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✽✮
❛♥❞ ♦t❤❡r ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t❛❧ st❛t❡
❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ❝r❛❝❦✳



✷✳✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ t✐♣ ✻✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✽✿ ❇r❛♥❝❤✐♥❣ ♦♥ ▼♦❞❡ ■■ ❧♦❛❞✐♥❣✿ ❉❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ {0, 100, 148, 149}

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r

▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤♦❧❞ ❡✳❣✳ ❢♦r ❛ ♣❧❛t❡ ✇✐t❤
❛ ♥♦t❝❤✳ ■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✱ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ●r✐✣t❤ ❝r❛❝❦ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η ✐s
s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♥♦t tr✉❡ ❛♥② ♠♦r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✳ ❖✉r r❡s✉❧t ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②
♦r ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✏❡✛❡❝t✐✈❡✑ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞s ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡✳

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❢♦r ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ ❛ ♥♦t❝❤✮ ✇✐t❤
t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦✳ ❍❡r❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥
♦❢ s❝❛❧❡s ♠❡t❤♦❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝t ❛♣♣❡❛r ❛s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ t❤✐♥❣s ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ ✭❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞
♠❛t❡r✐❛❧✮✱ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✇✐❧❧ ♥♦t ♥✉❝❧❡❛t❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ♦✉t❡r ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦t❝❤✱ ✐s ♦♥❧② ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳
❚❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥ t❤❡ s❡♥s t❤❛t ✐t ❞♦❡s
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♥♦r ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♥♦r ♦♥ ✐ts ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ str❡ss
✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ t❡r♠s ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❆❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts
♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦s✱ ❛t t❤✐s ❧♦❛❞✐♥❣✱ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s t❤❡②
❛r❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✇♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡♥s✳

▲❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ ♠❛❦❡
t❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✮ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❘✐❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s✉s♣❡❝t t❤❛t
s✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ✐s ♥♦ ♠♦r❡ tr✉❡ ✐❢ ♦♥❡ ❛❞♦♣ts ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❡♥❡r❣②
♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② Gc ❛s ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝
♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❤✐st♦r② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
❙❡✈❡r❛❧ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥t❡①t ❜✉t ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✿ ❙tr❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss ❢r♦♠ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞
t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✳

❚❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇ ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛♠♠❛✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
r❡s✉❧t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s r❡✐♥❢♦r❝❡s t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s✉❧t✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
♦♥❡ ♥♦t❡s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ t❤❛t t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳
❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛♥❞ ❡✈❡♥ t♦
❣✐✈❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛ ✈❡r② s✉❜t❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst st❛t❡✱ ❢♦r ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ✐s ❛rt✐✜❝✐❛❧✳ ❚❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✈❡r② ♥❡❛r t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣✳ ❚❤❡ str❡ss ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s
❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡
✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛s t❤❛t ❛ ❝♦❤❡s✐✈❡ ③♦♥❡ ❝r❛❝❦ ♠♦❞❡❧ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

❈♦♥t❡♥ts
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✷ ❙❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ t❤❡ ❜♦❞② ❛♥❞ ✐ts t❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
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✸✳✸✳✷ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❜r❛♥❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✹ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
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✸✳✹✳✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❜② ❘❛②❧❡✐❣❤✬s r❛t✐♦ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
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✸✳✺✳✷ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤✿ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡s✱ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥
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✸✳✻ ❋✐♥❛❧ r❡♠❛r❦s✿ t❤❡ ❣❡♥❡s✐s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r st✉❞✐❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ s❧❛❜
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣♦s❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣ ♦♥ ✐ts ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ r❛t❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱
st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s❡✈❡r❡ s❤♦❝❦✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❞❛♠❛❣❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
♦❝❝✉rs ❛♥❞ t❤❛t ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ✜rst ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✇✐t❤♦✉t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✐t ❜✐❢✉r❝❛t❡s ✐♥t♦
❛♥♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ t♦ ✜♥❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❝r❛❝❦s✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❛t ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✲✐♥✐t✐❛t❡❞
❝r❛❝❦s ❛♥❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ s♣❛❝✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡
♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦ss ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♠✉st ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❛s ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ ❡❧❛st✐❝ ❜✉❝❦❧✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡②
♦❢t❡♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡✱ ❛s ✐♥ ♣❧❛st✐❝✐t② ❬◆❣✉②❡♥ ✶✾✽✹✱ ◆❣✉②❡♥ ✶✾✽✼❪ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❤❡r❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❢♦r♠❛❧✐③❡s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸
❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡❞ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞
t♦ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦ss ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡
r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❜② ❘❛②❧❡✐❣❤✬s r❛t✐♦ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥
✸✳✹✳✷✮ ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❛t✐♦ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✜rst
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ❞❡❛❧✐♥❣ ✜rst ✇✐t❤ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❦❡② r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡s✉♠❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦

❚❤❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦♦❧✐♥❣ ♦r ❞r②✐♥❣✱ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛rr❛②s ♦❢ r❡❣✉❧❛r❧② s♣❛❝❡❞
❝r❛❝❦s ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s✿ ❝✐✈✐❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✲
✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞r②✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❬❇✐ss❝❤♦♣ ✫ ❲✐tt❡❧ ✷✵✶✶❪✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢
❣❧❛ss ❬●❡②❡r ✫ ◆❡♠❛t✲◆❛ss❡r ✶✾✽✷❪ ♦r ❝❡r❛♠✐❝s t♦ ❛ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱ ❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱
❣❡♦♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞r②✐♥❣ ♦❢ s♦✐❧s ❬▼♦rr✐s ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✷✱ ❈❤❡rt❦♦✈ ✷✵✵✷✱ ●♦❡❤r✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾❪ ♦r ❝♦❧✲
❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❬●❛✉t❤✐❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦s ✐♥ ♦✈❡r❡①♣❧♦✐t❡❞ ❣❛s st♦r❛❣❡ ❝❛✈❡r♥s
❬❇ér❡st ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✳ ❚❤❡s❡ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛s t❤❡② ❝❛♥ ✇❡❛❦❡♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦r ❣♦✈❡r♥ ❢✉t✉r❡ ❞✐❢✲
❢✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ♠♦❞✐❢② t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ♦r ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ t❤❡
str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ s❡tt✐♥❣✱ t❤❛t ✐s ❛ ❜♦❞② ❛t ✉♥✐❢♦r♠ s❡tt✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✉❞❞❡♥❧② ❡①♣♦s❡❞ t♦
❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❞r②✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❈r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ❛ s❧❛❜ ❛❢t❡r ❛ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ❬❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r❛❝❦✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
st✉❞✐❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦♦❧s ♦❢ t❤❡ ●r✐✣t❤ t❤❡♦r② ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✲
✐❝s ❬❍❛ss❡❧♠❛♥ ✶✾✻✾✱ ❇❛③❛♥t ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✾✱ ❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✽✱ ▲✉ ✫ ❋❧❡❝❦ ✶✾✾✽✱ ❏❛❣❧❛ ✷✵✵✷✱ ❏❡♥❦✐♥s ✷✵✵✺✱
❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱ ❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝r❛❝❦
s♣❛❝✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜♦❞② ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①✐st✐♥❣ st✉❞✐❡s ❛ss✉♠❡
❛ ♣r✐♦r✐ t❤❛t t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛r❡ str❛✐❣❤t✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡②
✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛♥❛❧②s❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦r s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣②
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ♦r ❛❧t❡r♥❛t❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❬❇❛③❛♥t ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✾❪ ❡①♣❧❛✐♥
s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝r❛❝❦ ❛rr❡st ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✳ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✽❪ ♣❡r❢♦r♠s ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②✲
s✐s ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ❝r❛❝❦ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛♥❞



✸✳✷✳ ❙❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ t❤❡ ❜♦❞② ❛♥❞ ✐ts t❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✼✸

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✢❛✇s✳ ❬❏❛❣❧❛ ✷✵✵✷❪ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝r❛❝❦
♣❛tt❡r♥ ✉s✐♥❣ ❛ str❡ss ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ s♣❛❝✐♥❣✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱
❬❏❡♥❦✐♥s ✷✵✵✺❪ ❛♥❞ ❬❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪ st✉❞② s♣❛❝✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❜② ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●r✐✣t❤
❡♥❡r❣②✳ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❞❡r✐✈❡s s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s❝❛❧❡ ❧❛✇s ❢♦r t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✳

❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧
✢♦✇s ♦r ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥✱ ❤❡r❡ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ tr✉❧② s♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❇② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ❛♥❞
t✐♠❡✱ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ str❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣
✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♠✐❧❞♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r Θ = σc/(E aϑ)✱ ✇❤❡r❡ σc ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ♦❢
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ϑ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ a t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ E t❤❡ ❨♦✉♥❣
♠♦❞✉❧✉s✳ ❋♦r ♠✐❧❞ s❤♦❝❦s ✭Θ ≥ 1✮✱ ♦♥❡ tr✐✈✐❛❧❧② ♦❜t❛✐♥s t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ♣✉r❡❧② ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ t❤❡
❞❛♠❛❣❡ ✐s ♥✉❧❧ ❛t ❛♥② t✐♠❡✳ ❋♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s❡✈❡r❡ s❤♦❝❦ ✭Θ < 1✮✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ x1 ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
♦❢ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛✉s❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛
✜♥✐t❡ str✐♣ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛t
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ ③❡r♦ ❛t ❛ ✜♥✐t❡ ❞❡♣t❤ D∗

t ✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❜♦✉t
t❤✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❛t✐♦ ♦♥ ❧✐♥❡❛r s♣❛❝❡s ♦r ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡s ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛
♣❛rt✐❛❧ ❋♦✉r✐❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❧❛❜✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ tb ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❜r❛♥❝❤ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✉♥st❛❜❧❡ ❛t ❛ ❧❛t❡r t✐♠❡ ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s st❛❜❧❡
✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺✮ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λb ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η ♦❢
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤
❛♥❞ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r Θ ❛♥❞ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳

✸✳✷ ❙❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ t❤❡ ❜♦❞② ❛♥❞ ✐ts t❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ str✐♣ Ω = (0,+L)×(0,+∞)✳ ❚❤❡
❧❡♥❣t❤ L ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣❧❛②s
❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ s✐❞❡s
x1 = 0 ♦r L ❛r❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

✈❛♥✐s❤✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s✐❞❡ x2 = 0 ✐s ❢r❡❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❛❞ ❛s

u1|x1=0 ♦r L
= 0, σ21|x1=0 ♦r L

= 0, ✭✸✳✶✮

σ22|x2=0 = σ12|x2=0 = 0. ✭✸✳✷✮

■♥ x1 = 0 ♦r L ❛♥❞ x2 = 0 ♥♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤✉s ❢r❡❡❧②
❡✈♦❧✈❡✳ ❯♣ t♦ t✐♠❡ ✵✱ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s ❛t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✉♥✐❢♦r♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T0 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ str❡ss ❢r❡❡ ❛♥❞ ✉♥❞❛♠❛❣❡❞✿

ut(x) = 0, εet (x) = 0, αt(x) = 0, σt(x) = 0, ∀x ∈ Ω, ∀t ≤ 0.

e1

e2

x2 = 0

x1 = 0 x1 = L

T0

T1 = T0 − ϑ

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❚❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t✿ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣❧❛t❡
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t✐❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T0

❚❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤♦s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇ ✐s t❤❛t ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ A ✐s t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r
♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✉s✱ (1− α)2A r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ st❛t❡
α✱ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ A t♦ 0 ✇❤❡♥ α ❣r♦✇s ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡
♣❧❛♥❡ str❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✲♣❧❛♥❡ st✐✛♥❡ss ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡❛❞ ❢♦r i, j, k, l ∈ {1, 2} ❛s

Aijkl =
νE

1− ν2
δijδkl +

E

2(1 + ν)
(δikδjl + δilδjk), ✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ E r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ν ✐s t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✳

❋r♦♠ t✐♠❡ ✵✱ ❛ ❝♦❧❞❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T1 = T0 − ϑ ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ x2 = 0✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s✐❞❡s x1 = 0 ♦r L ❛r❡ t❤❡r♠❛❧❧②
✐♥s✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ x2 = 0 ✐s ♦❢ ❉✐r✐❝❤❧❡t t②♣❡✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✜❡❧❞ ❛t t✐♠❡ t > 0 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Tt(x) = T0 − ϑ fc

( x2

2
√
kct

)

✭✸✳✹✮



✸✳✷✳ ❙❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ t❤❡ ❜♦❞② ❛♥❞ ✐ts t❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✼✺

✇❤❡r❡ fc ✐t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ ✐♥ ③❡r♦ ✭✐✳❡✳ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✮ t♦ ✵
❛t ✐♥✜♥✐t②✱ ✐✳❡✳

fc(x) =
2√
π

∫ ∞

x
e−s2 ds,

❛♥❞ kc ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t②✱ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✉s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ x1 ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤❛s
❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜② ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❬❉♦r♠✐❡✉① ✫ ❑♦♥❞♦ ✷✵✵✹✱ ❉♦r♠✐❡✉① ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✱ ❜✉t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥

❆t ❡✈❡r② t✐♠❡ t✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✜❡❧❞ εet ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ εt ❛♥❞ t❤❡
t❤❡r♠❛❧ str❛✐♥ ✜❡❧❞ εt❤t ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ t❤✐s ❧❛tt❡r
♦♥❡ r❡❛❞s ❛s εt❤t (x) = a(Tt(x) − T0)I✱ ✇❤❡r❡ a ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❛♥❞ I ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② t❡♥s♦r ♦❢ Ms✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ ✜❡❧❞s r❡❛❞ ❛s

εt❤t (x) = −aϑ fc

( x2

2
√
kct

)

I, εet (x) = ε(ut)(x) + aϑ fc

( x2

2
√
kct

)

I, ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ ε(ut) ✐s t❤❡ s②♠♠❡tr✐③❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ut✳

❖♥❧② t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ s♦ t❤❛t α r❡❛❝❤❡s ♥♦✇❤❡r❡
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞s D ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s C ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

D := {β ∈ H1(Ω) : 0 ≤ β < 1 ✐♥ Ω}, C := {v ∈ H1(Ω)2 : v1 = 0 ♦♥ x1 = 0 ♦r L} ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ H1(Ω) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ sq✉❛r❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ♦✈❡r Ω ❛♥❞ ✇❤♦s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❛❧s♦ sq✉❛r❡ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡s D ❛♥❞ C ❛r❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❛r❡
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥♦r♠ ♦❢ H1(Ω)✳ ❲✐t❤ ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞s✱



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❡✈❡r② (v, β) ∈ C×D✱ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❛t t✐♠❡ t ✐♥ t❤✐s st❛t❡✱ t❤❛t ✐s

Pt(v, β) :=

∫

Ω
W (ε(v)− εt❤t , β,∇β) dx

=

∫

Ω

(1

2
(1− β)2A(ε(v)− εt❤t ) · (ε(v)− εt❤t ) + w1β +

w1η
2

2
∇β · ∇β

)

dx. ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ ε(v) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s②♠♠❡tr✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ v✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ Pt ❛♥❞ ✐ts ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ ❛r❡ ♠❛❞❡✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉♣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✮✳

✶✳ ❋✐rst ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✿

Ṗt(v, β) = −
∫

Ω
(1− β)2A(ε(v)− εt❤t ) · ε̇t❤t dx; ✭✸✳✽✮

✷✳ ❙❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✿

P̈t(v, β) =

∫

Ω

(

(1− β)2Aε̇t❤t · ε̇t❤t − (1− β)2A(ε(v)− εt❤t ) · ε̈t❤t
)

dx; ✭✸✳✾✮

✸✳ ❋✐rst ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Pt ❛t (u, α) ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ (v, β)✿

P ′
t(u, α)(v, β) =

∫

Ω

(

(1− α)2A(ε(u)− εt❤t ) · ε(v)

+
(

w1 − (1− α)A(ε(u)− εt❤t ) · (ε(u)− εt❤t )
)

β + w1η
2∇α · ∇β

)

dx; ✭✸✳✶✵✮

✹✳ ❙❡❝♦♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Pt ❛t (u, α) ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ (v, β)✿

P ′′
t (u, α)(v, β) =

∫

Ω

(

(1− α)2Aε(v) · ε(v)− 4(1− α)A(ε(u)− εt❤t ) · ε(v)β

+A(ε(u)− εt❤t ) · (ε(u)− εt❤t )β2 + w1η
2∇β · ∇β

)

dx; ✭✸✳✶✶✮

■♥ ✭✸✳✶✶✮✱ P ′′
t (u, α) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ✐s

st✐❧❧ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② P ′′
t (u, α)✱ ❜✉t ✐s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❞❡♥♦t✐♥❣ P ′′

t (u, α)
〈

(v, β), (v̄, β̄)
〉

✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦

❛ ♣❛✐r ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♦♥❡ ❤❛s P ′′
t (u, α)(v, β) = P ′′

t (u, α) 〈(v, β), (v, β)〉✳

✺✳ ❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝r♦ss t❡r♠✿

Ṗ ′
t(u, α)(v, β) =

∫

Ω

(

− (1− α)2Aε̇t❤t · ε(v) + 2(1− α)A(ε(u)− εt❤t ) · ε̇t❤t β
)

dx. ✭✸✳✶✷✮



✸✳✷✳ ❙❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ t❤❡ ❜♦❞② ❛♥❞ ✐ts t❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✼✼

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② ❡✈♦❧✉t✐♦♥s s♠♦♦t❤ ❜♦t❤ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■t ✐s
♥♦t r❡❛❧❧② ❛ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
✏❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤✑ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠♦♦t❤ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♠♦♦t❤♥❡ss
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡

❍②♣♦t❤❡s✐s ✼✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ t❤♦s❡ s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ut ❛♥❞ αt ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✐♥ Ω ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ H2(Ω) ❛t ❡✈❡r②

t ≥ 0❀

✷✳ t 7→ ut ❛♥❞ t 7→ αt ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t

t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s u̇±
t ❛♥❞ α̇±

t ❡①✐st ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡✱ u̇±
t ❜❡❧♦♥❣s t♦ C ❛♥❞ α̇±

t ❜❡❧♦♥❣s t♦ D+✱ ✇❤❡r❡

D+ := H1(Ω) ∩ {β ≥ 0}.

❋r♦♠ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇ ✭❍②♣♦t❤❡s✐s ✹✮ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✹✮✕✭✶✳✶✺✮❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿

divσt = 0 ✐♥ Ω, σte2 = 0 ♦♥ x2 = 0, σte1 · e2 = 0 ♦♥ x1 = 0 ♦r L, ✭✸✳✶✸✮

(1− αt)Aε
e
t · εet − w1 + w1η

2∆αt ≤ 0 ✐♥ Ω,
∂αt

∂n
≥ 0 ♦♥ ∂Ω. ✭✸✳✶✹✮

▲❡t ✉s ✉s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ✭✶✳✶✶✮ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡tt✐♥❣ ❛s

Pt(ut, αt) +

∫ t

0

(
∫

Ω
σs · ˙εt❤t dx

)

ds = 0.

❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ✭✶✳✶✶✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t ❧❡❛❞s t♦

0 =
d

dt

∫

Ω
W (ε(ut)− εt❤t , αt,∇αt) dx+

∫

Ω
σt · ε̇t❤t dx

=

∫

Ω
(σt · ε(u̇t)− Ytα̇t + qt · ∇α̇t) dx

= −
∫

Ω

(

divσt · u̇t + (Yt + divqt)α̇t

)

dx+

∫

∂Ω

(

σtn · u̇t + qt · nα̇t

)

ds. ✭✸✳✶✺✮

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✶✸✮✱ t❤❡ t❡r♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ σt ✈❛♥✐s❤
✐♥ ✭✸✳✶✺✮✳ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✸✳✶✹✮✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✺✮ ❤♦❧❞s
✐❢ ❛♥ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞

(

(1− αt)Aε
e
t · εet − w1 + w1η

2∆αt

)

α̇t = 0 ✐♥ Ω,
∂αt

∂n
α̇t = 0 ♦♥ ∂Ω. ✭✸✳✶✻✮

❚❤❡s❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡s✳ ❚❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧s♦ t♦ ✇❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✭✶✳✶✻✮ ❜❡❝♦♠❡s



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❆ s♠♦♦t❤ st❛❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t 7→ (ut, αt) ∈ C×D ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ t ≥ 0 ✭✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛t ❛♥② t✐♠❡ ✇❤❡♥ t 7→ αt ✐s ♥♦t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥s ❤♦❧❞ ❜♦t❤ ❢♦r α̇−
t ❛♥❞ α̇+

t ✮✿

✶✳ ❚❤❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦

■♥ Ω :















α̇t ≥ 0,

(1− αt)A(ε(ut)− εt❤t ) · (ε(ut)− εt❤t )− w1 + w1η
2∆αt ≤ 0,

(

(1− αt)A(ε(ut)− εt❤t ) · (ε(ut)− εt❤t )− w1 + w1η
2∆αt

)

α̇t = 0.

✷✳ ❚❤❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

❖♥ ∂Ω : α̇t ≥ 0,
∂αt

∂n
≥ 0,

∂αt

∂n
α̇t = 0.

✸✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

divσt = 0 ✐♥ Ω, σte2 = 0 ♦♥ x2 = 0, σte1 · e2 = 0 ♦♥ x1 = 0 ♦r L.

✹✳ ❚❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥

σt = (1− αt)
2
A(ε(ut)− εt❤t ) ✐♥ Ω.

❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✱

❜✉t ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❢✉❧❧ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛ s♠♦♦t❤ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s

♦♥❧② t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

✸✳✸ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤

✸✳✸✳✶ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✉❝❤ t❤❛t αt = 0 ❛t ❡✈❡r② t✳ ❚❤❡
str❡ss ❛♥❞ str❛✐♥ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

σt(x) = Eaϑ fc

( x2

2
√
kct

)

e1 ⊗ e1, ε(ut)(x) = −(1 + ν)aϑ fc

( x2

2
√
kct

)

e2 ⊗ e2, ✭✸✳✶✼✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡s ut ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ut · e1 = 0 ❛♥❞ ut · e2 ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ x2✮✳ ❙✐♥❝❡ |σt11|
✐s ♠❛①✐♠❛❧ ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ x2 = 0 ✇❤❡r❡ ✐t t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ Eaϑ ❛t ❡✈❡r② t ≥ 0✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮
✐s s❛t✐s✜❡❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ Ω ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ aϑ ≤ σc/E ✇✐t❤ σc =

√
w1E ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✳✷✾✮✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❤❛s



✸✳✸✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✼✾

✶✳ ■❢ Ea2ϑ2 ≤ w1✱ t❤❡♥ ✐♥s❡rt✐♥❣ ✭✸✳✶✼✮ ✐♥t♦ ✭✸✳✶✵✮ ❧❡❛❞s t♦

P ′
t(ut, 0)(v − ut, β) =

∫

Ω

(

w1 − Ea
2ϑ2 fc

( x2

2
√
kct

)2
)

β dx, ∀t > 0, ∀(v, β) ∈ C×D.

❙✐♥❝❡ fc(x) ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✶ t♦ ✵ ✇❤❡♥ x ❣r♦✇s ❢r♦♠ ✵ t♦ ∞✱ P ′
t(ut, αt)(v − ut, β) ≥ 0 ❛♥❞ t❤❡

❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ β = 0 ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ Ω✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ✭✸✳✶✶✮✱ ✐♥ s✉❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ r❡❛❞s ❛s

P ′′
t (ut, 0)(v − ut, 0) =

∫

Ω
Aε(v) · ε(v) dx.

❚❤❡r❡❢♦r❡ P ′′
t (ut, 0)(v − ut, 0) > 0 ❢♦r ❡✈❡r② v ∈ C \ {0} ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐s st❛❜❧❡ ❛t

❡✈❡r② t✐♠❡ t ≥ 0 ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳

✷✳ ■❢ Ea2ϑ2 > w1✱ t❤❡♥ ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ t > 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♦❢ Ω ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
✭✸✳✶✹✮ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ♥❡✈❡r st❛❜❧❡✳ ❉❛♠❛❣❡ ♦❝❝✉rs ❛s s♦♦♥ ❛s t > 0✳

✸✳✸✳✷ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❜r❛♥❝❤

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ aϑE > σc ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
Θ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♠✐❧❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦

Θ =
σc
aϑE

< 1 ✭✸✳✶✽✮

✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞
✐♥ t❤❡ str✐♣ 0 < x2 < 2fc

−1(Θ)
√
kct ✇❤✐❝❤ ❣r♦✇s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s✉s♣❡❝t t❤❛t ❞❛♠❛❣❡

♦❝❝✉rs ✐♥ t❤✐s str✐♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ x1
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡❦ ✜rst ❢♦r ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ x2 ❛♥❞ t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛ st❛t✐♦♥❛r②
❡✈♦❧✉t✐♦♥ (u∗

t , α
∗
t ) s✉❝❤ t❤❛t α∗

t ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

α∗
t (x) = ᾱτ (y), τ =

2
√
kct

Θη
, y =

x2

2
√
kct

✭✸✳✶✾✮

✐s tr❡❛t❡❞✳ ❲❤❡r❡ ♥❡✇ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠ ✐♥t♦ ✭✸✳✶✸✮✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡
❡❧❛st✐❝ ♦♥❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

ε(u∗
t )(x) = ε̄τ (y) := −(1 + ν)aϑ fc(y)e2 ⊗ e2. ✭✸✳✷✵✮

❚❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

σ∗
t (x) = σ̄τ (y) := (1− ᾱτ (y))

2
Eaϑ fc(y)e1 ⊗ e1. ✭✸✳✷✶✮

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ᾱτ ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (y, τ)✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✉♣♣♦rt
♦❢ ᾱτ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, δτ ) ✇❤❡r❡ δτ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ✭✸✳✶✹✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✻✮✱ ᾱτ ♠✉st s❛t✐s❢②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧

1

τ2
d2ᾱτ

dy2
(y) + fc(y)

2(1− ᾱτ (y)) = Θ2 ∀y ∈ (0, δτ ). ✭✸✳✷✷✮



✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

❚❤❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t x2 = 0 r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ᾱτ ✈❛♥✐s❤❡s ❛t y = 0✳ ❚❤❡
❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ᾱτ ❛♥❞ ♦❢ ✐ts ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛t y = δτ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❜♦t❤ q✉❛♥t✐t✐❡s ✈❛♥✐s❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❛❞

dᾱτ

dy
(0) = 0, ᾱτ (δτ ) = 0,

dᾱτ

dy
(δτ ) = 0. ✭✸✳✷✸✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r y ≥ δτ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ fc(δτ ) ≤ Θ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

δτ ≥ fc
−1(Θ). ✭✸✳✷✹✮

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ᾱτ ❛♥❞ δτ ❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✷✷✮✕✭✸✳✷✹✮ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ τ > 0 t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ᾱτ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ P̄τ ♦✈❡r

{β ∈ H1(0,∞) : 0 ≤ β ≤ 1}✱ ✇❤❡r❡

P̄τ (β) :=

∫ ∞

0

(

1

2τ2
β′(y)2 +

1

2
fc(y)

2(1− β(y))2 +Θ2β(y)

)

dy. ✭✸✳✷✺✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ᾱτ ✐s r❡❛❧❧② ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, δτ ) ❛♥❞ (ᾱτ , δτ ) s❛t✐s❢② ✭✸✳✷✷✮✕✭✸✳✷✹✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r

ᾱτ ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ [0, δτ ) ❢r♦♠ ᾱτ (0) < 1 t♦ 0✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❣♦❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❚❤❡♥ 0

✐s ♣r♦✈❡♥ ♥♦t t♦ ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ ᾱτ ❛♥❞ ✐ts s✉♣♣♦rt ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳✶✳

❋r♦♠ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ᾱτ ✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐ts ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t s♠❛❧❧ t✐♠❡s ❛♥❞ ❛t
❧❛r❣❡ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❆s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ᾱτ ✮✳

✶✳ ❲❤❡♥ τ t❡♥❞s t♦ ✵✱ (ᾱτ/τ
2, δτ ) str♦♥❣❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ H1(0,∞)×R t♦ (ᾱ0, δ0) ❣✐✈❡♥ ❜②

δ0 ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r s✉❝❤ t❤❛t Θ2δ0 =
∫ δ0
0 fc(y)

2 dy, ✭✸✳✷✻✮
{

ᾱ′′
0(y) = Θ2 − fc(y)

2 ✐❢ y ∈ [0, δ0)

ᾱ0(y) = 0 ✐❢ y > δ0
, ᾱ0(δ0) = ᾱ′

0(δ0) = 0. ✭✸✳✷✼✮

✷✳ ❲❤❡♥ τ t❡♥❞s t♦ ∞✱ (ᾱτ , δτ ) str♦♥❣❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ L2(0,∞)×R t♦ (ᾱ∞, δ∞) ❣✐✈❡♥ ❜②

δ∞ = fc
−1(Θ), ᾱ∞(y) =











1− Θ2

fc(y)2
✐❢ y ∈ [0, δ∞)

0 ✐❢ y ≥ δ∞

. ✭✸✳✷✽✮



✸✳✸✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✽✶

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✸✳✷✷✮✲✭✸✳✷✸✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ r✐❣♦r♦✉s❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✜rst ❡st✐♠❛t❡s✱ ✇❡❛❦ ❛♥❞
str♦♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳✷✳

❚❤✉s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ❣✐✈❡s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ Θ ❡❛s✐❧② ❜❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ Θ✱ δ0 ❛♥❞ δ∞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ fc2 ✭❋✐❣✳ ✸✳✹✮ ❛♥❞ ♠✐❧❞ ❧♦❛❞✐♥❣ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ✈❡r②
❝❧♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✇❤❡r❡❛s ❢♦r s❡✈❡r❡ ❧♦❛❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✇❤✐❝❤ ❜❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r✳

y

fc
2(y)
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Θ2

δ0δ∞

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ δ0 ❛♥❞ ✜♥❛❧ δ∞ ❞✐✛✉s✐✈✐t②✳ δ0 ✈❡r✐✜❡s ▼❛①✇❡❧❧ ❧✐♥❡✿
t❤❡ t✇♦ ❣r❛② ❛r❡❛ ❛r❡ ❡q✉❛❧✳

■♥ ♦r❞❡r t❤❛t t 7→ (u∗
t , α

∗
t ) ❜❡ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❛t ❧❡❛st ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✮✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦

✈❡r✐❢② t❤❛t t 7→ α∗
t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱

t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥
r✉❧❡✱ α̇∗

t (x) r❡❛❞s ❛s

α̇∗
t (x) =

dᾱτ

dy
(y)

∂y

∂t
+ ˙̄ατ (y)

dτ

dt
.

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛❜♦✈❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❡❝❛✉s❡ y 7→ ᾱτ (y) ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛t
❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ❛♥❞ y ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t ❛t ❣✐✈❡♥ x2✳ ❨❡t✱ τ 7→ ᾱτ ✐s ♥♦t ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳
■♥❞❡❡❞✱ τ 7→ δτ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ✭■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞❡❞✉❝❡s ❢r♦♠ ✭✸✳✷✻✮
❛♥❞ ✭✸✳✷✽✮ t❤❛t δ0 > δ∞✳✮ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛❜♦✈❡ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥❝❧✉❞❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♦♥❡ ❛❞♦♣ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❍②♣♦t❤❡s✐s ✽ ✭▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t 7→ α∗
t ✮✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t 7→ α∗

t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦♥♦t♦♥✐✲

❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣t❤ D∗
t := 2δτ

√
kct ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧

❜r❛♥❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤♦s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

✸✳✹ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤

■♥ t❤❡ ✇❛❦❡ ♦❢ ❬◆❣✉②❡♥ ✶✾✾✹✱ ◆❣✉②❡♥ ✷✵✵✵❪ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r② ✐s ✉s❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❬❇❡♥❛❧❧❛❧ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡
r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ♦♥❧② ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛t❡ ✐s st❛❜❧❡✳ ❇✉t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
❝❛♥ ❜✐❢✉r❝❛t❡ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤✱ ✇❤❡♥❡✈❡r s✉❝❤ ❛
❜r❛♥❝❤ ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ✐ts❡❧❢ st❛❜❧❡ ✭❛t ❧❡❛st ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤✳ ■t ✐s t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✹✳✶ ❙❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠

▲❡t t > 0 ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ❛♥❞ (u∗
t , α

∗
t ) ❜❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤✱ ❣✐✈❡♥

❜② ✭✸✳✶✾✮✕✭✸✳✷✹✮✳ ▲❡t ✉s st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [t, t + t′)✱ ✇✐t❤ t′ > 0 ❛♥❞
s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ✐s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦♥❡ (u∗

t , α
∗
t ) ❛t t✐♠❡ t✳ ▲❡t

{(us, αs)}s∈[t,t+t′) ❜❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [t, t+ t′)✳ ❖♥❡
❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤ s♦ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❡①✐sts ❛t t✳ ❚❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
❞❡♥♦t❡❞ (u̇, α̇) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

u̇ = lim
h↓0

1

h
(ut+h − u∗

t ), α̇ = lim
h↓0

1

h
(αt+h − α∗

t ), ✭✸✳✷✾✮

t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ❜❡✐♥❣ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥♦r♠ ♦❢ C×D✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈✐♥❣ (u̇, α̇) ♥❡❡❞s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♠♦♦t❤♥❡ss ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡
❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❛❞♦♣ts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❍②♣♦t❤❡s✐s ✾ ✭❙♠♦♦t❤ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡✮✳ ▲❡t Ωd
s ❜❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ ❛t t✐♠❡ s ∈ [t, t+ t′) ✐♥

t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ {(us, αs)}s∈[t,t+t′)✱ ✐✳❡✳

Ωd
s = {x ∈ Ω : αs(x) > 0}. ✭✸✳✸✵✮

❚❤✉s Ωd
t = (0, L)×[0,D∗

t )✳ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✽✱ s 7→ Ωd
s ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳

❖♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤✐s ❣r♦✇t❤ ✐s s♠♦♦t❤ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts C > 0 s✉❝❤ t❤❛t

Ωd
s \ Ωd

t ⊂ (0, L)×[D∗
t ,D

∗
t + C(s− t)).

❚❤✉s✱ t❤❡ ♥❡✇ ❞❛♠❛❣✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (t, s) ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ str✐♣ ♦❢ ✇✐❞t❤ C(s− t)✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤✱ t❤❡♥ (u̇, α̇) = (u̇∗
t , α̇

∗
t ) ❛♥❞ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✾ ✐s

s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ τ 7→ δτ ✐s s♠♦♦t❤✳

❖✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ✇❤❡t❤❡r ❛♥♦t❤❡r r❛t❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ Θ < 1 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
■♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ t❤r❡❡ ✐t❡♠s (IR)✱ (ST) ❛♥❞ (EB) ❛♥❞ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✼✱ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠✳



✸✳✹✳ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✽✸

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❚❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ▲❡t t > 0 ❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✳ ❆t t❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ r❛t❡ (u̇, α̇) ♦❢ ❛♥② ❜r❛♥❝❤

✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✉♣ t♦ t✐♠❡ t ✐s s✉❝❤ t❤❛t

χ̇ = (u̇, α̇) ∈ C×Ḋ+
t , ∀ξ = (v, β) ∈ C×Ḋ+

t

P ′′
t (χ

∗
t )〈χ̇, ξ − χ̇〉+ Ṗ ′

t(χ
∗
t )(ξ − χ̇) ≥ 0. ✭✸✳✸✶✮

■♥ ✭✸✳✸✶✮ Ḋ+
t ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡ r❛t❡ ✜❡❧❞s ❛t t✐♠❡ t✱ ✐✳❡✳

Ḋ+
t = {β ∈ H1(Ω) : β ≥ 0 ✐♥ Ωd

t , β = 0 ✐♥ Ω \ Ωd
t }, Ωd

t = (0, L)×[0,D∗
t ).

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈✳✸ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❛t t+ h ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❍②♣♦t❤❡s❡s ✼ ❛♥❞ ✾ ❛r❡ ❦❡②✳

Ḋ+
t ✐s t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♥❧✐❦❡ D ❛s Ωd

s ✭✸✳✸✵✮ ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡♥❡tr❛t❡s
✐♥t♦ t❤❡ ❜♦❞②✳

✸✳✹✳✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❜② ❘❛②❧❡✐❣❤✬s r❛t✐♦ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ r❛t❡ χ̇∗
t = (u̇∗

t , α̇
∗
t ) ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✸✶✮✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts✳

❚❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ P ′′
t (χ

∗
t ) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s♣❛❝❡

C×Ḋt✱ Ḋt ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s♣❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② Ḋ+
t ✱ ✐✳❡✳

Ḋt = {β ∈ H1(Ω) : β = 0 ✐♥ Ω \ Ωd
t }. ✭✸✳✸✷✮

■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ χ̇✳ ▼❛❦✐♥❣ ξ = χ̇∗
t ✐♥ ✭✸✳✸✶✮✿

P ′′
t (χ

∗
t )〈χ̇, χ̇∗

t − χ̇〉+ Ṗ ′
t(χ

∗
t )(χ̇

∗
t − χ̇) ≥ 0. ✭✸✳✸✸✮

▼❛❦✐♥❣ ξ = χ̇ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② s❛t✐s✜❡❞ ❜② χ̇∗
t ✱ ❣✐✈❡s

P ′′
t (χ

∗
t )〈χ̇∗

t , χ̇− χ̇∗
t 〉+ Ṗ ′

t(χ
∗
t )(χ̇− χ̇∗

t ) ≥ 0. ✭✸✳✸✹✮

❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮ ❧❡❛❞s t♦ P ′′
t (χ

∗
t )(χ̇ − χ̇∗

t ) ≤ 0 ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢
χ̇ = χ̇∗

t ✇❤❡♥ P ′′
t (χ

∗
t ) ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ (u̇∗
t , α̇

∗
t )✳ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ t❤✐s ❢✉♥❞❛✲

♠❡♥t❛❧ st❛t❡ ✐s st❛❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ P ′′
t (χ

∗
t )(ξ̇) ≥ 0✱ ❢♦r ❛❧❧ ξ ∈ C×Ḋ+

t ✱ ❛♥❞ ✐❢ P ′′
t (χ

∗
t )(ξ̇) > 0 ❢♦r ❛❧❧ r❛t❡s ξ̇ 6= 0

✐♥ C×Ḋ+
t ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ P ′′

t (χ
∗
t ) ♦♥ C×Ḋ+

t ✳

❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ✭✸✳✶✶✮✱ P ′′
t (χ

∗
t ) ❝❛♥ r❡❛❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❞❡✜♥✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠s ♦♥ C×Ḋt✱

✐✳❡✳

P ′′
t (χ

∗
t ) = A∗

t − B∗
t



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

✇✐t❤

A∗
t (v, β) =

∫

Ω

(

A
(

(1− α∗
t )ε(v)− 2εet

∗β
)

·
(

(1− α∗
t )ε(v)− 2εet

∗β
)

+ w1η
2∇β · ∇β

)

dx, ✭✸✳✸✺✮

B∗
t (β) =

∫

Ω
3Aεet

∗ · εet ∗ β2 dx, εet
∗(x) = aϑ fc

( x2

2
√
kct

)

(e1 ⊗ e1 − νe2 ⊗ e2). ✭✸✳✸✻✮

✇❤❡r❡ εet
∗(x) ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✭✸✳✺✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✼✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♦♥❡ ❤❛s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ P ′′
t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❛t✐♦

R∗
t ✇✐t❤ ✶✿

R∗
t (v, β) =







A∗
t (v, β)

B∗
t (β)

✐❢ β 6= 0

+∞ ♦t❤❡r✇✐s❡

. ✭✸✳✸✼✮

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

R
b
t := min

C×Ḋt

R∗
t ,

{

Rb
t > 1 =⇒ ♥♦ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥

Rb
t ≤ 1 =⇒ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡

✭✸✳✸✽✮

✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❛t❡ ♦♥❡ ❣❡ts

R
s
t := min

C×Ḋ+
t

R∗
t ,

{

Rs
t > 1 =⇒ st❛❜✐❧✐t②

Rs
t < 1 =⇒ ✐♥st❛❜✐❧✐t②

✭✸✳✸✾✮

❘❡♠❛r❦ ✾✳ ❇② st❛♥❞❛r❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛❞♠✐t ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❛t❡ ✐s s♠♦♦t❤✱ s♦ ✐s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛

Rb
t ❛♥❞ Rs

t ✳ ❙✐♥❝❡ Ḋ+
t ⊂ Ḋt✱ ♦♥❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❣❡ts Rb

t ≤ Rs
t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s✉s♣❡❝t t❤❛t ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥

♦❝❝✉rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❛t r❡s✉❧t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡s tb ❛♥❞ ts
✇❤❡♥ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❝❝✉r ❛r❡ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ ❜r❛♥❝❤ ✐s ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐❢ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ st❛❜❧❡ st❛t❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ st❛t❡s ❛❢t❡r ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❛❜❧❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺✳ ▲❡t (u∗
t , α

∗
t ) ❜❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ❛t t✐♠❡ t < ts✳ ▲❡t s 7→ (us, αs) ❜❡ ❛

st❛t✐♦♥❛r② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✮ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [t, t+ t′) ✇❤✐❝❤ st❛rts ❢r♦♠ (u∗
t , α

∗
t )

❛t t✐♠❡ t✳ ❚❤❡♥ ❢♦r t′ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤✐s ❜r❛♥❝❤ s❛t✐s❢② (ST) ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s st❛❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈✳✹ ❛♥❞ ✉s❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛r❣✉♠❡♥t✳

✸✳✹✳✸ ❙♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❘❛②❧❡✐❣❤✬s r❛t✐♦ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥s

▲❡t ξ̂ = (v̂, β̂) ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ R∗
t ♦✈❡r C×Ḋt✳ ■t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤

✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠s A∗
t 〈·, ·〉 ❛♥❞ B∗

t 〈·, ·〉 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠s A∗
t (·) ❛♥❞

B∗
t (·)✿

A∗
t 〈ξ̂, ξ〉 = R

b
t B∗

t 〈β̂, β〉, ∀ξ = (v, β) ∈ C×Ḋt. ✭✸✳✹✵✮



✸✳✹✳ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✽✺

❇② st❛♥❞❛r❞ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ∂β̂/∂x1 = 0 ♦♥ x1 = 0 ♦r L✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ✐t ✐s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ x1 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❛t❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ β̂ ✐♥t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s✿

β̂(x) =
∑

k∈N

β̂k(ζ) cos
(

kπ
x1
L

)

, ζ =
x2
D∗
t

, ✭✸✳✹✶✮

✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ x2 7→ ζ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s β̂k ❜❡
t❤❡ ✜① ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1)✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ β̂k✬s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ H0✱

H0 = {β ∈ H1(0, 1) : β(1) = 0}.

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s v̂1 = 0✱ ε12(v̂) = 0 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ∂v̂2/∂x1 = 0 ♦♥ x1 = 0 ♦r L✱
v̂ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

v̂(x) =
∑

k∈N

2aϑδτ
√

kct
(

V̂ k
1 (ζ) sin

(

kπ
x1
L

)

e1 + V̂ k
2 (ζ) cos

(

kπ
x1
L

)

e2

)

✭✸✳✹✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ V̂k✬s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② ❢✉t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ H✱

H = H1(0,∞)2.

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ r❛t❡s (v, β) ✐♥ C×Ḋt ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ x1 ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ (v, β)✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡s (Vk, βk) ❛r❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② A∗

t ❛♥❞ B∗
t ❝❛♥ r❡❛❞ ❛s

A∗
t (v, β) =

∑

k∈N

Ak
t (V

k, βk) B∗
t (β) =

∑

k∈N

Bk
t (β

k).

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❛t✐♦s Rk
t (V, β) = Ak

t (V, β)/Bk
t (β) ❢♦r k ∈ N✱ t❤❡♥

R
b
t = min

k∈N
min
H×H0

Rk
t . ✭✸✳✹✸✮

■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t R̂k
t ❜❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ Rk

t ♦✈❡r H×H0 ❛♥❞ ❧❡t (V̂ k
t , β̂

k
t ) ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r✳ ▲❡t k̂t ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r

♦❢ k 7→ R̂k
t ✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ❡①✐st✳ ❚❤❡♥ Ak

t (V, β) ≥ R̂
k̂t
t Bk

t (β) ❢♦r ❛❧❧ k ∈ N ❛♥❞ ❛❧❧ (V, β) ∈ H×H0✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Rb
t ≥ R̂

k̂t
t ✳ ❇✉t s✐♥❝❡ R̂

k̂t
t = R∗

t (V̂
k̂t
t , β̂k̂tt )✱ ♦♥❡ ❣❡ts R̂k̂t

t ≥ Rb
t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ R̂

k̂t
t = Rb

t ✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❢t❡r ❛ ❧❛st ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✸✳✹✼✮ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤
η ✐s s♠❛❧❧ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② L✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t η ≪ L✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ t > 0✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❛t✐♦ R∗
t

♦✈❡r C×Ḋt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

R
b
t = min

κ≥0
min
H×H0

R̄κ
τ , R̄κ

τ (V, β) =











Āκ
τ (V, β)

B̄τ (β)
✐❢ β 6= 0

+∞ ♦t❤❡r✇✐s❡

, ✭✸✳✹✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠s Āκ
τ ❛♥❞ B̄τ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Āκ
τ (V, β) =

∫ ∞

0

(1− ᾱτ (δτζ))
2

1− ν2

(

κ2V1(ζ)
2 + V ′

2(ζ)
2 + 2νκV1(ζ)V

′
2(ζ) +

1− ν

2

(

V ′
1(ζ) + κV2(ζ)

)2
)

dζ

+

∫ 1

0

(

− 4(1− ᾱτ (δτζ))fc(δτζ)κV1(ζ)β(ζ) + 4fc(δτζ)
2β(ζ)2

)

dζ

+
1

δ2ττ
2

∫ 1

0

(

κ2β(ζ)2 + β′(ζ)2
)

dζ, ✭✸✳✹✺✮

B̄τ (β) =

∫ 1

0
3fc(δτζ)

2β(ζ)2 dζ. ✭✸✳✹✻✮

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✏✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✑ k̂t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✏✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✑ κ̂τ ✭♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢

R̄κ
τ ✮ ❜②

k̂t =
κ̂τ

πΘδττ

L

η
, τ =

2
√
kct

Θη
, ✭✸✳✹✼✮

❛♥❞✱ s✐♥❝❡ η ≪ L✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦✈❡r N ❢♦r k ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠✐♥✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦✈❡r R
+ ❢♦r κ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ζ = x2/D
∗
t r❡❞✉❝❡s t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ β t♦ [0, 1)✳ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ✭✸✳✹✸✮✱ ✐t s✉✣❝❡s

t♦ ✐♥s❡rt ✭✸✳✹✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✷✮ ✐♥t♦ ✭✸✳✸✺✮✕✭✸✳✸✼✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❢t❡r s♦♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✹✹✮✕✭✸✳✹✼✮✳

❚❤❡ ♥❡①t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❣✐✈❡s s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❛t✐♦ ♠✐♥✐♠❛✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❙♦♠❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ Rb
t ✱ minH×H0 R̄κ

τ ❛♥❞ Rs
t ✮✳

✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts C > 0 s✉❝❤ t❤❛t minH×H0 R̄κ
τ ≥ C

τ2
❢♦r ❛❧❧ τ > 0 ❛♥❞ ❛❧❧ κ ≥ 0❀

✷✳ limt→0 R
b
t = limτ→0

(

minH×H0 R̄κ
τ

)

= +∞✱ ∀κ ≥ 0❀

✸✳ limt→∞ Rb
t ≤ limt→∞ Rs

t < 1❀

✹✳ minH×H0 R0
τ ≥ 4/3✱ ∀τ > 0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ limτ→∞minH×H0 R0

τ = 4/3✳

✺✳ ❋♦r ❣✐✈❡♥ τ > 0✱

lim
κ→∞

minH×H0 R̄κ
τ

κ2
=

1

3δ2ττ
2
.

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈✳✺✳



✸✳✹✳ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥❞ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✽✼

✸✳✹✳✹ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛❥♦r r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t✐♠❡ tb > 0 s✉❝❤ t❤❛t Rb
t > 1, ∀t < tb ❛♥❞ Rb

tb
= 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ tb ✐s t❤❡

✜rst t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✐s st✐❧❧

st❛❜❧❡ ❛t t❤✐s t✐♠❡ ❜✉t ❜❡❝♦♠❡s ❞❡✜♥✐t✐✈❡❧② ✉♥st❛❜❧❡ ❛t ❛ t✐♠❡ ts s✉❝❤ t❤❛t tb < ts < +∞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛t t✐♠❡ tb✱ t❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐ts ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ r❛t❡ (u̇∗
tb
, α̇∗

tb
) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤✳ ❙✉❝❤ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ r❛t❡s (u̇, α̇) ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

(u̇, α̇) = (u̇∗
tb
, α̇∗

tb
) + c (vb, βb) ✭✸✳✹✽✮

✇❤❡r❡ (vb, βb) ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ R∗
tb

♦✈❡r C×Ḋtb ✇❤✐❧❡ c ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✭❜✉t ♥♦♥✲③❡r♦✮ ❝♦♥st❛♥t ✇❤♦s❡

❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ s♦ t❤❛t α̇∗
tb
+ c βb ≥ 0✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ (vb, βb) ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ R∗

tb
♦✈❡r

C×Ḋtb ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts c̄ > 0 s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② c ✇✐t❤ |c| ≤ c̄✱ (u̇, α̇) ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✳✹✽✮ ✐s r❡❛❧❧② s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t tb✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ t✐♠❡ tb ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ (vb, βb) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

tb =
Θ2τ2b η

2

4kc
, ✭✸✳✹✾✮

vb(x) = aϑDb

(

V̂ b
1

(x2
Db

)

sin

(

2π
x1
λb

)

e1 + V̂ b
2

(x2
Db

)

cos

(

2π
x1
λb

)

e2

)

, ✭✸✳✺✵✮

βb(x) = β̂b
(x2
Db

)

cos

(

2π
x1
λb

)

. ✭✸✳✺✶✮

■♥ ✭✸✳✹✾✮✕✭✸✳✺✶✮ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r κb ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡s (V̂b, β̂b) ❛r❡ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ R̄κ
τb
(V, β)

♦✈❡r ❛❧❧ κ ≥ 0 ❛♥❞ ❛❧❧ (V, β) ∈ H×H0 ✇❤✐❧❡ τb ✐s s✉❝❤ t❤❛t R̄κb
τb
(V̂b, β̂b) = 1✳ ❙✐♥❝❡ 0 < κb < +∞✱ t❤❡

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡ ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ s✐♥✉s♦✐❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x1 ✇❤♦s❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λb ✐s ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

λb = 2π
Θδτbτb
κb

η. ✭✸✳✺✷✮

■♥ ✭✸✳✺✵✮✲✭✸✳✺✶✮✱ Db r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ ❛t t✐♠❡ tb✱ ✐✳❡✳

Db := 2δτb
√

kctb = Θδτbτbη. ✭✸✳✺✸✮

❍❡♥❝❡✱ λb ❛♥❞ Db ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲

✐t② ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ν ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r Θ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✸ st❡♣s✳

✭✐✮ ✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ tb ❛♥❞ ts✳ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼ ✭Pr♦♣❡rt✐❡s ✷ ❛♥❞ ✸✮✱ Rb
t ✈❛r✐❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②

❢r♦♠ ❛ ✈❛❧✉❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✶ t♦ +∞ ✇❤❡♥ t ❣♦❡s ❢r♦♠ 0 t♦ +∞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t✐♠❡ s s✉❝❤



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

t❤❛t Rb
s = 1✳ ❆♥② s✉❝❤ t✐♠❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♥♦♥✲③❡r♦ ❛♥❞ ✜♥✐t❡✱ ✐✳❡✳ 0 < s < +∞✳ ❉❡✜♥✐♥❣ tb ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st

♦❢ s✉❝❤ t✐♠❡s✱ ♦♥❡ ❣❡ts Rb
t > 1 ❢♦r ❛❧❧ t < tb ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ Pr♦♣❡rt② ✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ✭✸✳✸✽✮✱ tb ✐s

t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ s✐♥❝❡ Rs
t ≥ Rb

t ❛♥❞ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣❡rt✐❡s ✷ ❛♥❞ ✸✱ Rs
t ✈❛r✐❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❢r♦♠

❛ ✈❛❧✉❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✶ t♦ +∞ ✇❤❡♥ t ❣♦❡s ❢r♦♠ 0 t♦ +∞✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t✐♠❡ σ s✉❝❤ t❤❛t
Rs
σ = 1✳ ❆♥② s✉❝❤ t✐♠❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♥♦♥✲③❡r♦ ❛♥❞ ✜♥✐t❡✱ ✐✳❡✳ 0 < σ < +∞✳ ❉❡✜♥✐♥❣ ts ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st

♦❢ s✉❝❤ t✐♠❡s✱ ♦♥❡ ❣❡ts Rs
t < 1 ❢♦r ❛❧❧ t > ts ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ Pr♦♣❡rt② ✸✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ✭✸✳✸✾✮✱ t❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✐s ♥❡✈❡r st❛❜❧❡ ❛❢t❡r ts✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡s❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t 0 < tb ≤ ts < +∞✳
❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② tb < ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✳ ⊳

✭✐✐✮ ✿ ◆❡❝❡ss❛r② ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t✐♠❡ tb ❛♥❞ ❧❡t χ̇ ❜❡
❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ✐♥t♦ ✭✸✳✸✶✮ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t χ̇∗

tb
✐ts❡❧❢ s❛t✐s✜❡s ✭✸✳✸✶✮ ❛t t✐♠❡ tb ❣✐✈❡s

A∗
tb
(χ̇−χ̇∗

tb
) ≤ B∗

tb
(χ̇−χ̇∗

tb
)✱ s❡❡ ✭✸✳✸✸✮✲✭✸✳✸✹✮✳ ❇✉t s✐♥❝❡ Rs

tb
:= minC×Ḋtb

R∗
tb
= 1✱ ♦♥❡ ❤❛s ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡

✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②
A∗

tb
(χ̇− χ̇∗

tb
) = B∗

tb
(χ̇− χ̇∗

tb
).

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ χ̇ 6= χ̇∗
tb
✱ t❤❡♥ χ̇ − χ̇∗

tb
♠✉st ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ R∗

tb
♦✈❡r C×Ḋtb ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✱ χ̇ ♠✉st t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✳✹✽✮✕✭✸✳✺✸✮✳
■♥❞❡❡❞✱ (κb, V̂ b, β̂b) ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ (κ,V, β) 7→ R̄κ

τb
(V, β) ♦✈❡r R+×H×H0 ❛♥❞ 1 = R̄κb

τb
(κb, V̂

b, β̂b)✳ ❇②
✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✹ ❛♥❞ ✺ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✱ 0 < κb < +∞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ λb ✐s ♥♦♥✲③❡r♦
❛♥❞ ✜♥✐t❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ ✭✸✳✹✼✮ ❛t t✐♠❡ tb✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✭✸✳✹✾✮ ❛♥❞ ✭✸✳✺✷✮✳ ❙✐♥❝❡✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ τ ✱ ᾱτ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧②
♦♥ Θ✱ s♦ ❞♦❡s δτ ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ R̄κ

τ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ν ❛♥❞ Θ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ κb ❛♥❞ τb ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ν ❛♥❞
Θ✳

❙✐♥❝❡ λb < +∞✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ βb ♦♥ x1 ✐s r❡❛❧❧② s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ βb ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ Ḋ+
tb
✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧② (vb, βb) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ R∗
tb
♦✈❡r C×Ḋ+

tb
✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ Rs

tb
> 1 = Rb

tb
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ts > tb✳

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✐s st✐❧❧ st❛❜❧❡ ❛t tb✳ ⊳

✭✐✐✐✮ ✿ ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠
r❡❛❧❧② ❡①✐st ❛t t✐♠❡ tb✳ ❙♦✱ ❧❡t (κb, V̂

b, β̂b) ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ (κ,V, β) 7→ R̄κ
τb
(V, β) ♦✈❡r R

+×H×H0✳

❙✐♥❝❡ (κb, cV̂
b, cβ̂b) ✐s ❛❧s♦ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ❢♦r ❛♥② c 6= 0 ❛♥❞ s✐♥❝❡ β̂b 6= 0✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜②
∫ 1
0 β̂

b(ζ)2 dζ = 1✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛t❡ χ̇ = χ̇∗
tb
+ cξb ✇✐t❤ ξb = (vb, βb) ❣✐✈❡♥ ❜②

✭✸✳✺✵✮✲✭✸✳✺✶✮ ❛♥❞ c 6= 0✳ ❙✐♥❝❡ ξb ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ R∗
tb

♦✈❡r C×Ḋtb ❛♥❞ s✐♥❝❡ Rb
tb

= 1✱ ξb s❛t✐s✜❡s t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛❧✐t②

P ′′
tb
(χ∗

tb
)〈ξb, ξ〉 = 0, ∀ξ ∈ C×Ḋtb . ✭✸✳✺✹✮

❙✐♥❝❡ χ̇∗
tb
✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t s❛t✐s✜❡s ✭✸✳✸✶✮ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s ❛t t✐♠❡ tb ❛s

P ′′
tb
(χ∗

tb
)〈χ̇∗

tb
, ξ − χ̇∗

tb
〉+ Ṗ ′

tb
(χ∗

tb
)(ξ − χ̇∗

tb
) ≥ 0, ∀ξ ∈ C×Ḋ+

tb
. ✭✸✳✺✺✮

❯s✐♥❣ ✭✸✳✶✷✮✱ ✭✸✳✺✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✺✶✮✱ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t Ṗ ′
tb
(χ∗

tb
)(ξb) = 0✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ εt❤t ❛♥❞ α∗
t ♦♥ x1✱ ♦♥❡ ❣❡ts

Ṗ ′
tb
(χ∗

tb
)(ξb) =

∫ ∞

0

∫ L

0
φ(ζ) cos

(

kbπ
x1
L

)

dx1 dζ = 0. ✭✸✳✺✻✮



✸✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✽✾

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❢t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✸✳✺✹✮✕✭✸✳✺✻✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ∀ξ ∈ C×Ḋ+
tb
✿

P ′′
tb
(χ∗

tb
)〈χ̇, ξ − χ̇〉+ Ṗ ′

tb
(χ∗

tb
)(ξ − χ̇) = P ′′

tb
(χ∗

tb
)〈χ̇∗

tb
, ξ − χ̇∗

tb
〉+ Ṗ ′

tb
(χ∗

tb
)(ξ − χ̇∗

tb
) ≥ 0, ✭✸✳✺✼✮

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ χ̇ s❛t✐s✜❡s ✭✸✳✸✶✮ ❛t tb✳ ■♥ ♦r❞❡r t❤❛t χ̇ ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ✈❡r✐❢②
t❤❛t α̇∗

tb
+ cβb ≥ 0✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s tr✉❡ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ |c| ✭♦♥❡ ❤❛s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t α̇′ ✐s ♥♦♥ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❛t

β′ ✐s ✜♥✐t❡✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s ❧❡❢t t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r✮✱ ♦♥❡ ❤❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t✐♠❡ tb✳ ⊳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ �

✸✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✿ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ r❡s✉❧ts ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤♦s❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽
✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛t t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿
s♦❧✈✐♥❣ ✭✸✳✷✷✮ ❜② ❛ s❤♦♦t ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✭✸✳✹✹✮✳ ❇❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣✱ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r r❡❛❞s Θ = σc/(aϑE)✱ ❛♥❞ t❤✉s Θ → 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ str♦♥❣ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ❛♥❞ Θ → 1 t♦ ❛
✈❡r② ❧✐❣❤t ❧♦❛❞✐♥❣✳

✸✳✺✳✶ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✳ ■t ❡①✐sts ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ t✐♠❡ t > 0 ❛♥❞ ❤❛s ♥♦♥✲③❡r♦ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❛ str✐♣ ✇✐t❤✐♥ ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ D∗

t ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s τ ❛♥❞ y ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ 0 < y < δτ = D∗

t /2
√
kct ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✷✸✮✳ ❚❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳
❚♦ s♦❧✈❡ ✐t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ τ ❛♥❞ ♠✐❧❞♥❡ss ♦❢ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ Θ✱ ❛ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❤✐❝❤✱ ❛❢t❡r
s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ᾱτ (δτ ) = ᾱ′

τ (δτ ) = 0✱ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❞♦♠❛✐♥
δτ s✉❝❤ t❤❛t ᾱ′

τ (0) = 0✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r δτ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧ts ❢♦r
δ0 ❛♥❞ δ∞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❋✐❣✳ ✸✳✺✮✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ τ ✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s
✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s♦❧✈❡r ❛♥❞ r♦♦t ✜♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s❤♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐ss✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ r❡♣♦rts t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t
❛♥❞ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥s s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ✭y✱τ✮ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ✭x✱t✮ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ν✱ ❜❡✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♥✉❧❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥
t❤❡ x1✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ♥♦♥ ♥✉❧❧ ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ t✐♠❡✳ ❋♦r s❡✈❡r❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦s ✭s❡❡ t❤❡ ♣❧♦ts ❛t t❤❡ t♦♣ ❢♦r



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

2

4

6

8

10

Q

∆
Τ

∆¥

∆50

∆0.1 ∆0

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❆s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❡❞ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ str✐♣ δτ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❧❞♥❡ss
t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ Θ✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r τ → 0✱ δ0✱ ❛♥❞ ❢♦r τ → ∞✱ δ∞✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s
❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r♦♦t ✜♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❤♦♦t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❤♦rt ✭τ = 0.1✮ ❛♥❞ ❧♦♥❣ ✭τ = 50✮
t✐♠❡s✳

Θ = 0.01 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛❧♠♦st ❢✉❧❧② ❞❛♠❛❣❡❞
③♦♥❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t✐♠❡✳ ❋♦r ♠✐❧❞ t❤❡r♠❛❧
s❤♦❝❦ ✭Θ = 0.5, 0.9✮ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t δτ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤
τ ✱ ✇❤✐❧st D∗

t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t✳ ❋♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ Θ ❛♥❞ τ ✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥
s♣❛❝❡✱ ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ α∗

t (0) ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t♦ 0 ❛t x = D∗
t ✱ ❛s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳

❍❡♥❝❡✱ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Θ ❛♥❞ t ❝❛♥ ❜❡ ❣❧♦❜❛❧❧② r❡s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t♦✉r✲♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ α∗

t (0)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❞♦♠❛✐♥✱ D∗
t ✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳ ❇♦t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❢♦r t, τ → ∞
✐s α∗

∞(0) = 1 − Θ2 < 1 ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✱ ❊q✳ ✭✸✳✷✽✮✮✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ α∗
t (x2)

r❡s♣❡❝ts t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣ Θ✱ α̇∗
t (x2) ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ x2 ❛♥❞ t ❢♦r Θ = {0.01, 0.2, 0.5, 0.9}✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r t❡st❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Θ✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ Θ✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❖❉❊ s♦❧✈❡r ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢
α̇∗
t (x2) ♦✈❡r t > 0, x2 > 0 ✐s 0✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts s❡❡♠ t♦ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✽ ♦♥

t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤✳

✸✳✺✳✷ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤✿ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡s✱ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ q✉❛♥t✐❢② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ✜rst ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❜r❛♥❝❤✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❞❡✜♥❡❞ ✭✸✳✶✾✮✳ ❚❤❡
❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✳ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ r❡s❝❛❧❡❞ t✐♠❡s
❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ✸ ❧♦❛❞✐♥❣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❤②s✐❝❛❧ t✐♠❡
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✭❛✮ α∗
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✭❜✮ D∗

t /η

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✿ ❞❛♠❛❣❡ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ α∗
t (0) ❛♥❞ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ D∗

t ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♠✐❧❞♥❡ss ✭Θ✮ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t✐♠❡
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ Θ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡ ♦r
♥♦t✳

t❤❡ x1✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r κ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱ ❊q♥s✳ ✭✸✳✹✶✮✲✭✸✳✹✷✮✳ ❋♦r t❤❡
x2✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ✈❛r✐❛❜❧❡s ζ = x2/D

∗
t ✱ ❛r❡ ✉s❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡❞ str✐♣ ♦❢

t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s [0, 1) ❢♦r ❛♥② ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r Θ✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② P ′′

t (χ
∗
t ) ✐s st✉❞✐❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦✇ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s P ′′

t ❢♦r ❜r❡✈✐t②✱ ❛♥❞ ❧♦♦❦ ❢♦r
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t✐♠❡s τb✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs κb ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♠✐❧❞♥❡ss Θ✳

■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✇♦r❦✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ P ′′
t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✾✳ ▲❡t
{

µi, (V
(i), β(i))

}∞

i=1
, µi ≤ µi+1

❜❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]

P̃ ′′
τ (V, β) = Ãκ

τ (V, β) +
κ

1− ν2
C(V(1))− B̄τ (β), (V, β) ∈ H1(0, 1)2 ×H0 ✭✸✳✺✽✮

✇❤❡r❡ Ãκ
τ ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ Āκ

τ ♦♥ [0, 1] ❛♥❞ C(V(1)) = c11
2 V1(1)

2+ c12V1(1)V2(1)+
c22
2 V2(1)

2 ✐s ❞❡✜♥❡❞

❜②

C(V(1)) = min
W∈HV(1)

˜̃Aκ
τ (W), HV(1) =

{

W ∈ H1(0,∞)2 : W(0) = V(1)
}

✭✸✳✺✾✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❈❤❡❝❦ ♦❢ t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❚♦t❛❧ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ α∗

t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✱ α̇∗
t ✱ ❢♦r t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ Θ = {.01, .2, .5, .9}✳

✇✐t❤
˜̃Aκ
τ (W) =

∫ +∞

0

(

W1(ζ̃)
2 +W ′

2(ζ̃)
2 + 2νW1(ζ̃)W

′
2(ζ̃) +

1− ν

2
(W ′

1(ζ̃) +W2(ζ̃))
2

)

dζ̃

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ P ′′
t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ µ1 ✇✐t❤ ③❡r♦ ❛♥❞ Rb

t >

(resp. <)1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ µ1 > (resp. <)0✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②
{

µ1 > 0 =⇒ ♥♦ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥

µ1 ≤ 0 =⇒ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡
✭✸✳✻✵✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ (V(1), β(1)) ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ [0, 1] ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ P ′′
t ✳

Pr♦♦❢✳ ❇❡✐♥❣ Āκ
τ ❛♥❞ B̄τ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❛♥❞ B̄τ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ [0, 1]✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝
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❢♦r♠ P ′′
t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢

P̃ ′′
τ (V, β) = min

V∈H1(1,∞)2
P ′′
τ (V, β).

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✺✽✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ Āκ
τ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r

[0, 1] ❛♥❞ [1,∞]✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

∫ ∞

1

(1− ᾱτ (δτζ))
2

1− ν2

(

κ2V1(ζ)
2 + V ′

2(ζ)
2 + 2νκV1(ζ)V

′
2(ζ) +

1− ν

2

(

V ′
1(ζ) + κV2(ζ)

)2
)

dζ ✭✸✳✻✶✮

✇❤✐❝❤✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ζ → 1 + ζ̃/κ ❛♥❞ t❤❛t ᾱτ = 0 ✐♥ [1,∞)✱ ♠❛② ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s κ
1−ν2

˜̃Aκ
τ ✳

❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ P̃ ′′
t ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ✐ts

s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡❧❢✲❥♦✐♥t
❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ❛ r❡❛❧ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢✉rt❤❡r ❤❡r❡✳

❚❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✭✸✳✺✽✮ ✐s ❛ r❡❞✉❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡✜♥❡❞
♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥ t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ s♣❛❝❡ [0,∞)✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐s ♠♦r❡
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛♥ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❛t✐♦ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹ ❢♦r
t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s✿ ✭✐✮ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①❀ ✭✐✐✮ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s
❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ [1,∞] ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
st✐✛♥❡ss ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ ζ = 1 ✭ C(V(1) ✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜✐♥ t②♣❡ ✐♥ ζ = 1✳
❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ C ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞
❛s ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✭✸✳✺✾✮✳ ❆♥ ❡❛s② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ν = 0✱ ❣✐✈✐♥❣

c11 = 2/3 c12 = −1/3 c22 = 2/3.

❋♦r ν 6= 0 t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱
♦♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❧✈❡r ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✳
❚❤❡② ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡s✉❧t ❛❧♠♦st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐ts ❧❡♥❣t❤ ✭t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✸✳✺✾✮ ❛r❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ ζ✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t c11 = c22✳

❋♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ✭✸✳✺✽✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ✶❞ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs τ,Θ, ν ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r κ ✐♥
t❤❡ x1✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ µ1(τ, κ,Θ, ν) ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ ✭✸✳✺✽✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❛r②
❋❊♥✐❈❙ ❬▲♦❣❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥s♦❧✈❡rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙▲❊P❈ ❬❍❡r♥❛♥❞❡③ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺❪✳

❚♦ ✜♥❞ t❤❡ s❤♦rt❡st ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ τb ❢♦r ✇❤✐❝❤ µ1 = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r κb t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ ✉s❡❞✿

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (ν,Θ)✳



✸✳✺✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✾✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
c11, c12, c22 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ν

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
µ1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ τ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ✭✸✳✺✽✮
❢♦r Θ = .4✱ ν = 0 ❢♦r κ = {1, 2, 5, 10}

✷✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡✳ ●✐✈❡♥ κ✱ ✜♥❞ τ(κ) s✉❝❤ t❤❛t µ1(τ, κ,Θ, ν) = 0✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♦♥ τ ✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡ ✐♥ t❤❡ τ − κ s♣❛❝❡✳

✸✳ ❋✐♥❞ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❣✐✈❡♥ ❜② κb = argminκ µ1(τ(κ), κ,Θ, ν) ❛♥❞ τb = τ(κb)✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ❛
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦✇♥❤✐❧❧ s✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❢♠✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧❜♦① ♦❢ ❙❝✐P② ❬❏♦♥❡s ❡t ❛❧✳ ✵✶ ❪✮ ✐s ✉s❡❞✳

❋♦r st❡♣ ✷✱ ♥❡✐t❤❡r ❡①✐st❡♥❝❡ ♥♦r ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ τ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ κ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳
❚❤❡ µ1(τ, κ,Θ, ν) ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ τ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✵✮✱ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ κ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❡①✐st ❛t ❛❧❧✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ Pr♦♣❡rt② ✹ ♦❢
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ν = 0 ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t Θ✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❛❞✐♥❣ Θ

t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ s♣❛❝❡ ✭κ, τ✮ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝✉r✈❡✱ ✇❤❡r❡ ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛②
❡①✐st✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛② ❡①✐st ✭❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ✐t
❞♦❡s ❡①✐st✱ ❛s st❛t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✮✱ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡ κ 7→ τ(κ)✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t
✐s t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡ τb ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r κb ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✮✳
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ♠❛② ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
❘❛②❧❡✐❣❤ r❛t✐♦ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼✳ ◆❛♠❡❧②✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t✿ ✭✐✮ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
✉♥✐q✉❡ ❢♦r τ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✭Pr♦♣❡rt✐❡s ✶✲✷✮❀ ✭✐✐✮ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧②
s♠❛❧❧ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs ❡✈❡♥ ❢♦r ✈❡r② ❧♦♥❣ t✐♠❡s ✭Pr♦♣❡rt② ✹✮❀ ✭✐✐✐✮ ❢♦r κ → ∞✱ τ(κ) ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧✐♥❡❛r
✐♥ κ ✭Pr♦♣❡rt② ✺✮✳



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❈r✐t✐❝❛❧ ❝✉r✈❡s s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡s (κτ , τ) ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r Θ

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ν = 0✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡ τb ❛♥❞ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r κb ❛t t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Θ ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ r❛t❡ βb ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ζ ❢♦r t❤❡
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ µ1 = 0✳

❚❤❡ ❦❡② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✳ ■t s❤♦✇s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Θ
✭❛♥❞ ν = 0✮ t❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ tb✱ ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ λb = 2π

Θδτbτb
κb

η ❛♥❞ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ Db ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ x2 ❛♥❞ t✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡ ❛t t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
✐s r❡♣♦rt❡❞ ❛❧s♦ ❛s ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ Θ − t s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡ ♦r ♥♦t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Θ✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡♣t❤ ❤❛✈❡ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦♥❧② ❢♦r
ν ❝❧♦s❡ t♦ −1✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ♣❧❛♥❡ str❡ss ❡❧❛st✐❝✐t② t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥
r❛t✐♦ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (−1, 1)✳

✸✳✻ ❋✐♥❛❧ r❡♠❛r❦s✿ t❤❡ ❣❡♥❡s✐s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❛ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ❧♦❛❞✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥
st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ s❧❛❜ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ r❛t❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣②



✸✳✻✳ ❋✐♥❛❧ r❡♠❛r❦s✿ t❤❡ ❣❡♥❡s✐s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ✾✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❲❛✈❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ r❡s❝❛❧❡❞ t✐♠❡
❛t t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t κb✱ τb ❞❡✜♥❡❞ ❜②
✭✸✳✹✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✼✮ ❢♦r ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦
ν = 0

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ r❛t❡ ❛t
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r βb ✭✸✳✹✽✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ λb✱ t✐♠❡ tb ❛♥❞ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ Db ❛t t❤❡ ✜rst ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
✭❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✳✹✾✮✱ ✭✸✳✺✷✮✮ ❢♦r ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ν = 0 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r Θ

❜❛❧❛♥❝❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s❡✈❡r❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦s✱ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛t❡s ❛t t = 0 ✇✐t❤
♥♦♥✲③❡r♦ ❞❛♠❛❣❡ ❞✐✛✉s❡❞ ✐♥ ❛ str✐♣ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠
❛❜♦✉t t❤✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛t ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ tb t♦✇❛r❞s ❛ st❛❜❧❡



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r Θ = {.4, .8}✳

s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞❛♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥st❛❜❧❡ ❛t ❛ ❧❛t❡r t✐♠❡ ts > tb✳ ❚❤❡
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥
❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❛t✐♦
❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t
t❤❡ t✐♠❡✱ ❞❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛t t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❡st❛❜✲



✸✳✻✳ ❋✐♥❛❧ r❡♠❛r❦s✿ t❤❡ ❣❡♥❡s✐s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ✾✾

❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛✉s❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐ts ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛t ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ tb t♦✇❛r❞s ❛
♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s r❡s✉♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥t ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♦✉r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦♥ ❛ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ s❧❛❜✳

• ▲♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡
♠✐❧❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ Θ = σc/aEϑ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ str❡ss❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣ ϑ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ P♦✐ss♦♥
r❛t✐♦ ν✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ η ✐s ❛❧♠♦st tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥
❡①♣❧✐❝✐t❧② ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳

• ❊①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡✈❡r✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✳ ❋♦r ♠✐❧❞ s❤♦❝❦s ✇✐t❤ Θ ≥ 1 t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s
♣✉r❡❧② ❡❧❛st✐❝ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❞❛♠❛❣❡ ❛t ❛❧❧✳

• ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❢ Θ < 1 t❤❡r❡ ❡①✐sts✱ ❢♦r ❛♥② t > 0 ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛✉s❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❛ str✐♣✱
✈❛r②✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛❧✉❡ α∗

t (0) ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ ③❡r♦ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ D∗
t ✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α∗
t (0) ❛♥❞ D

∗
t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❧❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ r❡❞ ❧✐♥❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡ tb ❢♦r t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥st❛❜❧❡ ❛t ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ts > tb ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✮✳

• ❇✐❢✉r❝❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆t ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ tb t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
t♦✇❛r❞ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λb ✐♥ t❤❡ x1 ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ ❜r❛♥❝❤ ✐s st❛❜❧❡
❢♦r t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ tb ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺✮✳

• ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ tb ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❧❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ❢♦r ν = 0 ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐t ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s
❢♦r Θ → 0 t♦ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r Θ → 1✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽ st❛t❡s t❤❛t tb ✐s ❛❧✇❛②s ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡
t✐♠❡✳

• ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❧❞♥❡ss ♦❢
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ Θ ✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ❢♦r ν = 0 ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐t ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❢♦r
Θ → 0+✳ ❋♦r Θ → 1✱ ✐t ❤❛s ✜♥✐t❡ ❧✐♠✐t ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❛❜♦✉t ❡✐❣❤t t✐♠❡s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧
r❡s✉❧t ❢♦r Θ = .96✮✳

• ❉❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✱ Db✱ ✐s ❛❧♠♦st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
❧♦❛❞✐♥❣ ✭✐t ✈❛r✐❡s ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ η ❛♥❞ 1.5 η✮✱ ❛s ❡✈✐❞❡♥t ❛❧s♦ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✭❜✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛❧♠♦st ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐s♦✲❞❡♣t❤ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r tr✐❣❣❡r✐♥❣ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦r t✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ✈❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳

• ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ Dt ❛♥❞ t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λb ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠♣❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η ♦❢ t❤❡
❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❧❧② ❝♦♠❡ ❛s s✉r♣r✐s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ η ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ s❧❛❜ ✭t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t kc ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ tr✐✈✐❛❧ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❚❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
t✐♠❡ tb ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ η2✳



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❙❤♦❝❦

• ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✳ ❚❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ s❤♦✇ ❛ ✇❡❛❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ν✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ν → −1✳

❖✉r ✇♦r❦ r❡❧✐❡s ♦♥ ♠❛♥② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ r❡❛❝❤ ❛♥ ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ✐❞❡❛❧✐③❡❞✳ ▼♦r❡ r❡❛❧✐s✲
t✐❝ s❡tt✐♥❣s ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧❛❜ ❛♥❞ ❛ ❢✉❧❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘♦❜✐♥ t②♣❡ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✭◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❝♦♦❧✐♥❣✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❞✉❡ t♦ ❝r❛❝❦s✳ ❚❤r❡❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♠❛② ♣❧❛② ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❧❛❜ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❋✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❧❛✇✱ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ✶❞ s❡tt✐♥❣ ❜② ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪✳
❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ❛ss✉r❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣✉r❡❧② ❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡r❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✭s❡❡
❊①❛♠♣❧❡ ✶✮ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉r❡s ❛♥ ❡❛s② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✳



❈❤❛♣t❡r ✹

▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❈♦♥t❡♥ts
✹✳✶ ❚❤❡ t✇♦ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ ❛♥❞ ℓ0 ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ s❡tt✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✹✳✷ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✹✳✷✳✶ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❛t ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✹✳✷✳✷ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✿ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❡①♣♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✷✳✸ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦ss ♦❢ st❛❜✐❧✐t②✿ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✷✳✹ ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ηn ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✹✳✸ ❋r♦♠ ❧♦st ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss t♦ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❝r❛❝❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✹✳✸✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ Pr♦✜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✹✳✸✳✷ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦ s♣❛❝✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✹✳✸✳✸ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ③♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✹✳✹ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✹✳✹✳✶ ❆ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✹✳✹✳✷ ❈♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ♦♥ ❝❡r❛♠✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✹✳✺ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✳✺✳✶ ❚❤❡ s❝❛❧❡✲❧❛✇ ♦♥ ❧❛r❣❡ ❞♦♠❛✐♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✳✺✳✷ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤✐♥ s❧❛❜s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝r❛❝❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✹✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❣❛s st♦r❛❣❡ ❝❛✈❡r♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✹✳✻✳✶ ▼♦ss ❇❧✉✛ ❝❛✈❡r♥✱ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✹✳✻✳✷ ❈r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦ss ❇❧✉✛ ❜❧♦✇ ♦✉t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✹✳✻✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▼♦ss ❇❧✉✛ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✹✳✼ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛ s❡♠✐✲
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t t❤❡ ❡①♣♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r s❤♦rt t✐♠❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❛♠✐♥❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t
✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ❧♦♥❣ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞
❢♦❧❧♦✇s ●r✐✣t❤✬s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ❝r❛❝❦
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦st❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦



✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

✐s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞✳ ❙♦♠❡ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥s✇❡rs t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥✱ ♠❛❦✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✉s✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❡♥❡r❣② ✐s r❡✲✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ t✇♦ r❡❣✐♠❡s ❣♦✈❡r♥❡❞ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② σc ❛♥❞ Gc ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❚❤❡♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s
✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ s❡✲
❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✭♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡s✮ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❙❡❝✳ ✹✳✺✮ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧
❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐♥ s❧❛❜s ❥✉st✐✜❡s t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧② t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✭❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✻✲✹✳✼✮✳

✹✳✶ ❚❤❡ t✇♦ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ ❛♥❞ ℓ0 ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ s❡tt✐♥❣

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s Ω = (0, Lx)× (0, Ly) ❛♥❞ ✐s ❛t ❛ ✉♥✐❢♦r♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T0✳ ❆s
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ x2 = 0 ✐s ♦❢ ❉✐r✐❝❤❧❡t t②♣❡✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ❛t t✐♠❡ t > 0 ✐s

Tt(x) = T0 − ϑ fc

( x2

2
√
kct

)

, ∀t > 0, ✇✐t❤ fc(x) =
2√
π

∫ ∞

x
e−s2 ds,

✇❤❡r❡ fc ✐t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡rr♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ str✐❝t❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✵ ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❝♦♥st❛♥t kc ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ✐ts t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✉s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ x2 ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♣❡❝✐♠❡♥ Ly ✐s ❧❛r❣❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

√
kctb✱ ✇❤❡r❡ tb ✐s t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ s❤❡❛r

str❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❛♥✐s❤ ♦♥ x1 = 0 ❛♥❞ x1 = Lx✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡s x2 = 0 ❛♥❞ x2 = Ly ❛r❡
str❡ss ❢r❡❡✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❧❡❢t ❢r❡❡ ♦❢ ❛♥② ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ❛❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❛❞✿

u1|x1=0 ♦r Lx
= 0 ✭✹✳✶✮

σ22|x2=0 ♦r Lx
= σ12|x2=0 ♦r Lx

= 0

σ11|x2=0 ♦r Ly
= σ22|x2=0 ♦r Ly

= σ12|x2=0 ♦r Ly
= 0.

❚❤❡ ♣❧❛t❡ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❤♦s❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ st✉❞② ✐s t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❉❛♠❛❣❡ ♥✉❝❧❡❛t❡s ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✭❛✮✮ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡
❛t t = 0✳ ❚❤❡♥ ✐t ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✭❜✮✮ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ ❡①♣♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛❧✉❡ r❡♠❛✐♥s ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✱ ❛



✹✳✶✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ ❛♥❞ ℓ0 ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ s❡tt✐♥❣ ✶✵✸

✭❛✮ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♦❝❝✉rs ❛t t = 0 ❛t t❤❡

✉♣♣❡r s✐❞❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ❤❛♣♣❡♥s

✭❜✮ ❢♦r s♠❛❧❧ t✐♠❡s t✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t❡s ♣r♦✲

❣r❡ss✐✈❡❧② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜♦❞② ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❤♦♠♦❣❡✲

♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥

✭❝✮ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❡s ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❞✐s✲

tr✐❜✉t❡❞ ③♦♥❡s

✭❞✮ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣r♦✇s ✉♥t✐❧ ✶ ✐♥ t❤❡

♠✐❞❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ③♦♥❡s ✇❤♦s❡ ✇✐❞t❤ r❡♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡

♦r❞❡r ♦❢ ηn

✭❡✮ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞s ❣r♦✇s ✭❢✮ s♦♠❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞s st♦♣ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ❝♦♥t✐♥✉❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ▼❛✐♥ st❛❣❡s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
t♦♣♦❧♦❣②✳ ■❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆ ❞❛♠❛❣❡
❜❛♥❞ ✇✐t❤ α = 1 ❛t ✐ts ❝❡♥t❡r ✐s ❛ss✐♠✐❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝r❛❝❦✳

❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✭❝✮✮ ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r✐s❡s✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③✐♥❣
♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❣✉♥ ✇❤✐❝❤ t❡r♠✐♥❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r❛❝❦ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✭❞✮✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡s❡ ❝r❛❝❦s
♣r♦♣❛❣❛t❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✭❡✮✮✳ ❚❤❡ ❧❛st ♣❤❛s❡ ✐s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❝r❛❝❦ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✭❢✮✮✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ♦t❤❡r
❝r❛❝❦s st♦♣s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❛♥❞ s♦♠❡ st❡♣s ♠✐❣❤t ❜❡ s❦✐♣♣❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❡ ♦❢ ♠✐❧❞ ❧♦❛❞✐♥❣✳

❇❡❢♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ■♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛rr❛②s ♦❢ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ●r✐✣t❤ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣②✱ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❛♥❛❧②s✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤
❬❏❛❣❧❛ ✷✵✵✷✱ ❏❡♥❦✐♥s ✷✵✵✺✱ ❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✿

ℓ0 =
Gc

E(aϑ)2
, ✭✹✳✷✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ●r✐✣t❤ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✉s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✭✶✳✸✸✮ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ r❡❛❞s ✐♥ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss
❢♦r♠

P̄G(u,T, ℓ) =

∫

Ω\Γt

ψ̄0(ε̄(u)(x), ε̄0) dx+ ℓ0Sℓ ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ ψ0 ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦❧✉♠✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❤r✐♥❦❛❣❡ E(aϑ)2✳ ❚❤✐s
❧❡♥❣t❤ ℓ0 ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠✐❝ st♦r❡❞ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✳



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❚❤❡r❡❜② ❛♥ ♦t❤❡r ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
●r✐✣t❤ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r
s♠❛❧❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ t❤❡ ●r✐✣t❤ ❧❡♥❣t❤ ℓ0
❛♥❞ t❤❡ ♠✐❧❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ Θ❄

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤✿ ●r✐✣t❤✬s ❧❡♥❣t❤ ℓ0✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ Lx, Ly✱ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ηn✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ 2

√
kct✳ ❆t t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♥❡✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❧❡♥❣t❤

❛r❡ ✜①❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚✇♦ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ 2
√
kct✳ ❯s✐♥❣

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✶✳✸✹✮ ✐♥ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss s❡tt✐♥❣✿

P̄(u,T, α) :=

∫

Ω̄

1

2
(1− αt)

2
Āε̄e(y) · ε̄e(y) + wn

1

E(aϑ)2

(

α

ηn
+

ηn
4kct

∇̄αt · ∇̄αt

)

dx̄ ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ ∇̄ = 2
√
kct∇, Ā = A/E, ε̄et = εet/(aϑ)✱ ❛♥❞ x̄ = x/(2

√
kct)✳ ❋r♦♠ ✭✹✳✹✮✱ t✇♦ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r Θ ❛♥❞ ❛ r❡s❝❛❧❡❞ t✐♠❡ τ ✿

Θ =
σc
aϑE

τ =

√
2
√
kct

Θηn
, ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ ♦♥❡ r❡❝❛❧❧s t❤❛t ✭✶✳✷✾✮ σc =
√

wn
1
E/ηn✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧✬s ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ str❡ss ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss
r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❡♥❡r❣②✶ ✭✹✳✹✮ r❡❛❞s✿

∫

Ω̄

1

2
(1− ατ )

2
Āε̄e(y) · ε̄e(y) + Θ2ατ +

1

2τ2
∇̄ατ · ∇̄ατ dx̄

❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡✱ ✐s t♦ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ●r✐✣t❤ ❧❡♥❣t❤ ℓ0✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t② η̄n = ηn/(2
√
kct)✱ r❛t✐♦

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ ✭✹✳✹✮ r❡❛❞s✿
∫

Ω̄

1

2
(1− α)2Āε̄e(y) · ε̄e(y) + 8

3
ℓ0

(

α

η̄n
+ η̄n∇̄α · ∇̄α

)

dx̄. ✭✹✳✻✮

❲❤❛t ✐s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ P̄ ❄ ❋✐rst✱ ✐♥ ✭✹✳✻✮ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥
✭✶✳✸✹✮✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❤❡♥ η̄n → 0 ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ s❡t✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ t✳ ❆♥❞ t❤✉s ❢♦r ❛♥② ❧❡♥❣t❤ ηn t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s
❡①✐st ❛ t✐♠❡ t̃ ✇❤❡r❡ η̄n ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♠❛❧❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ✇❛s
✉s❡❞ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✇✐t❤ t✐♠❡✮ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s

ηn(t) << 2
√

kct, ∀t ∈ (0,+∞(.

◆♦t ♦♥❧② ✇♦✉❧❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❜✉t ✐t ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✱ ηn s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ 2

√
kct ❢♦r t❤❡ ●r✐✣t❤ ❧❡♥❣t❤ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ✈❛❧✐❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ Θ = σc/(aEϑ) ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❜♦t❤ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✿

✶❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❧❡t t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ σc ❛♥❞ τ ❜✉t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡r❡ t❛❦✐♥❣

η =
√

2ηn



✹✳✶✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ ❛♥❞ ℓ0 ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ s❡tt✐♥❣ ✶✵✺

✶✳ ❋♦r s❤♦rt t✐♠❡s✱ t❤❡ ♠✐❧❞♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r Θ✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞
t❤❡r♠❛❧ str❡ss✱ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳ ❋♦r ❧♦♥❣❡r t✐♠❡s t s✉❝❤ t❤❛t 2
√
kct >> ηn✱ t❤❡ ●r✐✣t❤ ❧❡♥❣t❤ ℓ0 ✐s t❤❡ s♦❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❇❡❢♦r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❛t ❧❡♥❣t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ s❡t ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠ ✐t
✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤♦s❡ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡✱ Gc, σc, ηn✳
❚❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❝♦❤❡r❡♥t❧② ✭✶✳✸✷✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ✭✹✳✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

• ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② (σc,Gc)✱ t❤❡ t✇♦ ♠♦st ❝✉rr❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r ❜r✐tt❧❡
❢r❛❝t✉r❡

Θ =
σc
aϑE

ℓ0 =
Gc

E(aϑ)2

❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ Θ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠✐❧❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧s s❤♦❝❦ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤
ηn✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✜❣✉r❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ ✭✶✳✸✷✮ ❛s ηn = 8σ2c/(3EGc)✳

• ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② (σc, ηn) ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧

Θ =
σc
aϑE

ℓ0 =
4
√
2

3

σ2cηn
(Eaϑ)2

=
4
√
2

3
Θ2ηn

• ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② (ηn,Gc) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ●r✐✣t❤ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❣✉❧❛r✐③❡❞
✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ηn✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦ss✐❜❧② ❤❛s ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣

Θ =

√

3

8

√
Gc√

Eηnaϑ
=

√

3

8

√

ℓ0
ηn

ℓ0 =
Gc

E(aϑ)2

t❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t Θ ✐s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ηn ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡
●r✐✣t❤ ♣r♦❜❧❡♠ ℓ0✳

❚❤❡ ♠✐❧❞♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ●r✐✣t❤✬s ❧❡♥❣t❤ ❜❡✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭✶✳✸✷✮✮✳ ▲❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✿

• ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ϑ✮ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡♥ Θ

❛♥❞ ℓ0 ❞❡❝r❡❛s❡

• ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❛❞✐♥❣ aϑ✱ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σc✿ Θ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ηn ❛♥❞ ℓ0 ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ηn ✭❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ t♦✉❣❤♥❡ss ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ηn ✭✶✳✸✷✮ Gc = 8σcη/(3E)✮

• ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❛❞✐♥❣ aϑ✱ ❛♥❞ t♦✉❣❤♥❡ss Gc t❤❡♥ ℓ0 ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ Θ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ σc ♦r ❞❡❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ ηn✳



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ♥♦✇ ✇❡❧❧ ❛✇❛r❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢r♦♠ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✇♦✉❧❞ ❥✉st ❝❤❛♥❣❡
❛ ❢❡✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜✉t ✐♥ ♥♦ ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❥✉st ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡s❡ ❢❡✇
♣❛r❛❣r❛♣❤s ❤❛✈❡✿ ✭✐✮ ❡①❤✐❜✐t❡❞ t✇♦ r❡❣✐♠❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✱ ✭✐✐✮ ❧✐♥❦❡❞ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ t✇♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ ♠✐♥❞ ❛s ❜r♦✇s✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛s ♠❛♥② r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✳

✹✳✷ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❍❡r❡ t❤❡ ✜rst st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✭❋✐❣s✳ ✹✳✶✭❛✮✱ ✹✳✶✭❜✮ ✹✳✶✭❝✮✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡s✳ ❉♦❡s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❈❤❛♣t❡r ✶✮ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ st❛t❡s ❄

✹✳✷✳✶ ▼❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❛t ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ t❤❡ s❛♠❡ s❡tt✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧
❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❯s✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢
❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❡ ♣r♦✈❡❞

✶✳ ❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r Θ✳

✷✳ ■❢ Θ > 1 t❤❡ ❡❧❛st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s st❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥② t✐♠❡✳

✸✳ ■❢ Θ < 1 ❞❛♠❛❣❡ st❛rts ❛t t = 0✳ ❋✐rst t❤❡ st❛t❡ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ α∗
t (x) = ᾱτ (y) ✇❤❡r❡

t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ y = x2/(2
√
kct) ✐s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t

t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜②✿
{

1
τ2

d2ᾱτ

dy2
(y) + fc(y)

2(1− ᾱτ (y)) = Θ2 ∀y ∈ (0, δτ )
dᾱτ

dy (0) = 0, ᾱτ (δτ ) = 0, dᾱτ

dy (δτ ) = 0.
✭✹✳✼✮

❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✼✮✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♦♥❡ ❜✉t t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

ε(u∗
t )(x) = ε̄τ (y) := −(1 + ν)aϑ fc(y)e2 ⊗ e2, σ∗

t (x) = σ̄τ (y) := (1− ᾱτ (y))
2
Eaϑ fc(y)e1 ⊗ e1.

✹✳ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❤❛s❡ ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ❢♦r ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ t✐♠❡✳

✺✳ ❆t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡ tb t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦ss ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢
✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛r✐s❡s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛t ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

tb =
Θ2τ2b η

2
n

4kc
, λb = 2π

Θδτbτb
κb

ηn.



✹✳✷✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✶✵✼

✇❤❡r❡ (κb, τb) ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ Θ ❛♥❞ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ν✳ ❚❤❡② ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ (

√
tb, λb) ✈❛r✐❡s ❧✐♥❡❛r❧② t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤

ηn✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ tb ✐s t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ✐s st✐❧❧ st❛❜❧❡ ❛t t❤✐s t✐♠❡ ❜✉t ❜❡❝♦♠❡s ❞❡✜♥✐t✐✈❡❧② ✉♥st❛❜❧❡ ❛t ❛ t✐♠❡ ts s✉❝❤
t❤❛t tb < ts < +∞✳

❚❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s✳

✹✳✷✳✷ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✿ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❡①♣♦s❡❞ s✉r❢❛❝❡

❋♦r s❤♦rt t✐♠❡s✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭x2 ✐♥ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✮✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ x 7→ α∗

t (x) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ✭✹✳✼✮ ❛♥❞
❧❡❛❞s t♦ ✭❋✐❣✳ ✸✳✻✮✳ ❋♦r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ s✐③❡ Lx = 200 Ly = 50 ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ s✐③❡ h = .2 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t ❛t ν = 0✱ E = 1✱ Gc = 1✿

• ❋♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ηn = 10 ❛♥❞ ηn = 20 ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧♦❛❞✐♥❣s
Θ = 0.194 ❛♥❞ Θ = 0.137✳ ❚❤✉s t❤✐s ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤

• ❋✐①✐♥❣ ηn = 10 ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✮ ❛ s❡✈❡r❡ Θ = .01 ❛♥❞ ❛ ♠✐❧❞ ❧♦❛❞✐♥❣ Θ = .5 ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ t♦t❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❡✈❡♥ ❛♥ ❡rr♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦✉❣❤♥❡ss Gc✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✸✺✮
✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❛♥② t✐♠❡ st❡♣ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❜r❛♥❝❤✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❡❛s② t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ■t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
❛♥② ❢✉rt❤❡r✱ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭❋✐❣✳ ✸✳✻✮✳

✹✳✷✳✸ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦ss ♦❢ st❛❜✐❧✐t②✿ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥✳
❲❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ st❡♣ ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✶✭❝✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✐❢✉r❝❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r✐s❡s✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡♣t❤ a✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ✭❋✐❣✳ ✹✳✹✮
❜✐❢✉r❝❛t❡s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t✐♠❡ st❡♣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ α∗

t (a, ·) t♦ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞❛♠❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠
α∗
t (a, ·)✳ ❚❤✐s t✐♠❡ st❡♣ ✐s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ ❝r❛❝❦s

♦♥ ❛ ❢❡✇ t✐♠❡ st❡♣s✳◆♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ s♦rts ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❡✛❡❝ts ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t
❡♥t✐r❡❧② ♣❡r✐♦❞✐❝✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✏✇❛✈❡✑✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss ❜✉t ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❧♦❛❞✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣ ✐s st✉❞✐❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❡①✐st ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❢r♦♠ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ✭❆♥❛❧✳✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆✳▼✳✮ ηn = 10 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ηn = 20 ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡
s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❈❤❛♣✳ ✸✱ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❢r♦♠ t❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ✭❆♥❛❧✳✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆✳▼✳✮ ❢♦r ❛ s❡✈❡r❡ Θ = .01 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♠✐❧❞
Θ = .5 ✭r✐❣❤t✮ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❈❤❛♣✳ ✸✱ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳



✹✳✷✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✶✵✾

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ① ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ t✐♠❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛r✐s❡s✳

❖♥❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✐❢✉r❝❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ♥♦ ♠♦r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts ❛♥② ♠♦r❡✳
❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❜r❛♥❝❤✳ ■♥ t❤❡ ✇❛❦❡ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✲ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ✐s s❡❡♥ ❛s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♥♦t st✉❞✐❡❞ ✜①❡❞ ❛t ν = 0✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤✐s ❧♦ss ♦❢ st❛❜✐❧✐t②
❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡
❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇✐♥❞♦✇ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r✐♦❞s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥
✉♣ t♦ ❛ ❤❛❧❢ ♣❡r✐♦❞✱ ❛s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ∂α

∂n ✳ ❚❤✉s ❢♦r n ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ✇✐❞t❤ λb t❤❡ ❡rr♦r
♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛t λb/(2n)✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✹✳✹✲✹✳✺✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❧♦❛❞ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ❛♣♣❡❛r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s❧❛❜✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ 6 ♦r 7 ♣❡r✐♦❞s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s❧❛❜✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ r❡♣♦rts
❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❧♦❛❞✐♥❣s Θ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤♦s❡
❢r♦♠ t❤❡ s❡♠✐ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✇♦r❦✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② λb ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✭❋✐❣✳ ✹✳✺✮ ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤✳ ❚❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❜♦✈❡✳ ❆s t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❛s ❛ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥
t✐♠❡✳ ■♥❞❡❡❞ ♥♦ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ❡①✐st✳ ❚❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❛♠❛❣❡ ✐s ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛♥② ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❢♦r .7 < Θ < 1 ✐s ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r t✇♦
❧✐♥❦❡❞ r❡❛s♦♥✳ ❆s t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ✐ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s ❞✐r❡❝t❧② t♦✇❛r❞s ❝r❛❝❦s✳

❘❡♠❛r❦ ✶✵✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ st❡♣ ❥✉♠♣s ✭t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② 7✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t

✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t♦ ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ❧♦st ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦r ❛

❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
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Θ ✳✵✷ ✳✶ ✳✷ ✳✸ ✳✹ ✳✺ ✳✻ ✳✼
aϑ ✾✳✻✽ ✶✳✾✸ ✳✾✻✽ ✳✻✹✺ ✳✹✽✹ ✳✸✽✼ ✳✸✷✸ ✳✷✼✼
ℓ0/ηn ✳✵✵✶✶ ✳✵✷✻✼ ✳✶✵✼ ✳✷✹ ✳✹✷✼ ✳✻✻✼ ✳✾✻ ✶✳✸✵✼

λb ✸✳✷✽ ✶✽ ±✳✶✷ ✸✼± ✳✻ ✺✵±✶✳✽✻ ✺✺✳✽±✶✳✾✹ ✼✹✳✻✺ ±✸✳✹✽ ✽✶✳✽ ± ✸✳✷ ✽✻✳✸ ± ✸✳✼
kctb ✳✷✺ ✹✳✶✺±✳✶✽ ✶✷✳✹ ±✳✸ ✷✷ ±✳✷✾ ✹✸±✳✺ ✻✾✳✽±✳✼ ✶✹✼ ± ✶ ✸✵✼ ± ✷
Db ✷✵ ✷✵✳✷✶ ✶✾✳✸✹ ✶✼✳✼✽ ✶✽✳✶✽ ✶✻✳✹✽ ✶✼✳✸✷ ✶✼✳✸✷
λc ✸✳✵✹ ✶✻✳✼ ✹✶✳✶ ✾✻✳✻ ✶✻✵ ✶✾✽ ✸✺✷ ✼✶✸
kctcracks ✳✸✼ ✼✳✽✼ ✷✺✳✺ ✹✵✳✽ ✼✻✳✺ ✶✷✹ ✷✷✹ ✻✹✾
Dc ✷✵✳✹ ✷✶✳✾✷ ✷✵✳✾✾ ✶✾✳✼✾ ✶✾✳✷ ✶✻✳✼ ✶✻✳✼ ✶✻✳✼
Sℓ(α = 1) ◆❛♥ ✶✳✼✻ ✹✳✺ ✺✳✾✾ ✾✳✼✵ ✶✷✳✺ ✷✶ ✹✷
Sℓ(α > 0) ◆❛♥ ✷✶✳✺ ✷✷ ✷✹✳✽✸ ✷✷✳✸✷ ✸✾✳✼ ✹✾ ✼✷

Sℓ(α = 1)/ℓ0 ◆❛♥ ✻✳✺✾ ✹✳✷ ✷✳✺ ✷✳✷✼ ✶✳✽✼ ✷✳✷ ✸✳✷
λc/ℓ0 ✷✼✻ ✻✷✳✺ ✹✶✳✶ ✹✵✳✷✺ ✸✼✳✹✼ ✷✾✳✼ ✸✻✳✼ ✺✹✳✻
kctcracks/ℓ

2
0 ✸✵✺✼ ✶✶✵ ✷✷✳✷ ✼✳✵✽ ✹✳✶✾ ✷✳✽ ✷✳✹ ✸✳✽

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡♣t❤ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs h = .2✱
ηn = 10✱ ν = 0✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ Lx, Ly = 800, 50 t♦ Lx, Ly = 5000, 2000✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳



✹✳✷✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✶✶✶

✭❛✮ Θ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r s♣❛❝❡✳ ●♦✐♥❣ r✐❣❤ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σc ♦r t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡

❧♦❛❞✐♥❣ aϑ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛ ♠✐❧❞❡r ❧♦❛❞✐♥❣✳

✭❜✮ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✏♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✑ ❧♦❛❞✐♥❣ ℓ0 ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡

✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ η/ℓ0 = .375 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ Θ = 1✳

✭❝✮ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ηn ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✲

✐♥❣ ℓ0✳ ℓ0/η = 2.67 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ Θ = 1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ s♣❛❝✐♥❣ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢
t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r Θ✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❛♥❞
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❋♦r s❡✈❡r❡ ❧♦❛❞✐♥❣s✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✭❋✐❣✳ ✹✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞

(

log
λb
ℓ0
, log

kctb
ℓ20

, log
Db

ℓ0

)

= Aℓ0 log

(

ηn
ℓ0

)

+Bℓ0

(

log
λb
ηn
, log

kctb
η2n

, log
Db

ηn

)

= Aηn log

(

ℓ0
ηn

)

+Bηn

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (Aℓ0 , Bℓ0) ❛♥❞ (Aηn , Bηn) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❛❜❧❡s ✹✳✷✲✹✳✸

Aℓ0 Bℓ0

λb/ℓ0 ✵✳✹✼✺✽ ✶✳✵✷✵✹
kctb/ℓ

2
0 ✶✳✵✾✼✻ ✲✵✳✷✼✷✾

Db/ℓ0 ✶✳✵✹✽✼ ✵✳✶✾✶✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❋♦r ❧❛r❣❡ ηn/ℓ0 ✐✳❡✳ ηn/ℓ0 > 2✳

Aηn Bηn

λb/ηn ✵✳✺✷✹✶ ✶✳✵✷✵✺
kctb/η

2
n ✵✳✾✵✷✹ ✲✵✳✷✼✷✾

Db/ηn ✲✵✳✵✹✽✼ ✵✳✶✾✶✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❋♦r s♠❛❧❧ ℓ0/ηn ✐✳❡✳ ℓ0/ηn < .5✳

❖❢ ❝♦✉rs❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✐s ❥✉st ❛ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠❛tt✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ s❡❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t❡s
s♦❧✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❋✐❣✳ ✹✳✺✭❜✮✮✱ ♦r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣
✐♥❝r❡❛s❡s ✭❋✐❣✳ ✹✳✺✭❝✮✮✳

✹✳✷✳✹ ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ηn

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡
♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t aϑ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❧❡♥❣t❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❛❧t❤♦✉❣❤ ❝❧❛✐♠ ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ✐ts ✐♠♣❛❝t✳ ❉♦❡s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝❛♣t✉r❡ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤❄ ❖♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ s❛♠❡
s✐③❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈✐♥❣ ❧♦❛❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ s❡❡♠s t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛♥ ❤♦♠♦t❤❡t✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✹✳✻✮
❛s ηn ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ■♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ηn = (1, 5, 10) ❢♦r Lx❂✷✵✵ ❛♥❞ Ly❂✺✵
❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t t❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ Θ = .2✳

▲❡t ✉s ❝❤❡❝❦ ✐t ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✳ ❆ ❣✐✈❡♥ ❧♦❛❞✐♥❣ Θ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤
✈❛r✐❡s✱ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✈❛r✐❡s ❜✉t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σc ✐s
❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ✭❋✐❣✳ ✹✳✻✮✳

❚❛❜❧❡s ✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✺ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ λb ❢♦r Θ = .1 ❛♥❞ Θ = .2✳ ❚❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛❜❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ∗ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ Lx = 800✳
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ s❡♠✐ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇❤❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ Lx/ηn✳ ■♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ t❤❡ s❧❛❜ t❛❦❡s ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❆s ηn ✐♥❝r❡❛s❡s ❧❡ss
❛♥❞ ❧❡ss ♣❡r✐♦❞s ♥✉❝❧❡❛t❡ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❞♦♠❛✐♥s✳



✹✳✸✳ ❋r♦♠ ❧♦st ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss t♦ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❝r❛❝❦s ✶✶✸

❘❡♠❛r❦ ✶✶✳ ❚❤❡s❡ t❛❜❧❡s ❛r❡ ❛t ✜① Θ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ηn ✈❛r②✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ℓ0 ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t✳ ❆ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❛♥❛❧②s✐s ❣✐✈❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ Θ, Lx/ηn, Ly/ηn✳ ❚❤❡ s❡♠✐ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞② ✐s r✉♥ ✇❤❡♥ Lx/ηn → ∞
❛♥❞ Ly/ηn → ∞✳ ❚❤✉s✱ ❚❛❜❧❡s ✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✺ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳

✹✳✸ ❋r♦♠ ❧♦st ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss t♦ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❝r❛❝❦s

❍❡r❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝r❛❝❦s ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✭❞✮✮ ✐s s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ♦♥✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♣✉r❡❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❛s ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❡①✐st✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦s ✐s ❣✐✈❡♥✳
❚❤❡✐r s♣❛❝✐♥❣ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ❧❡♥❣t❤ ✐s
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛s t❤❡✐r ✇✐❞t❤✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ α = 1 ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♥♦ r❡s✐❞✉❛❧
str❡ss✱ t❤✐s s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝r❛❝❦✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❡❛✈✐❧② ❞❛♠❛❣❡❞✳
❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s t♦✉❣❤♥❡ss ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r Gc(1 + 3h/8ηn)✳

❚❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ηn ✐s ♥♦✇ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ ❝r❛❝❦s✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✻ ❢♦r ❛ ✜① ✈❛❧✉❡ ♦❢ Θ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r❛❝❦s ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ●r✐✣t❤ ❧❡♥❣t❤ ℓ0 ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s s✉♣♣♦s❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤✐s ♠❛tt❡r✳

✹✳✸✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ Pr♦✜❧❡

❋r♦♠ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s♦♥❛❧ st✉❞② ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❤❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝r❛❝❦s✳ ❍❡r❡ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❋✐❣✳ ✹✳✼✮ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ③♦♦♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❯♣
t♦ t✐♠❡ st❡♣ 79✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤✉s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡♣t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x1✳

■s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② t❤❛t ❛r✐s❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ s✉❝❤ t❤❛t ❛ ❝r❛❝❦ ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ ❡❛❝❤ ✇❛✈❡ ❄ t♦ ❛♥s✇❡r
t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❛ ❝r❛❝❦ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣
❢r♦♠ α∗(0) ✭❋✐❣✳ ✹✳✽✮✳ ❆t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❡♥♦✉❣❤ r♦♦♠ ❢♦r ❛ ❝r❛❝❦ t♦ ❛♣♣❡❛r✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡
❧♦❛❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❆s ✐♥ ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪ ❛ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ❛r✐s❡s ❛♥❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❝❡♥t❡r x1|0✿

|x1 − x1|0| = ηn

∫ α(σ)

α∗(0)
β−1/2 dβ, ✭✹✳✽✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❢r♦♠ ❛ st❛t❡ α∗

L∗
c = 4ηn

√

1− α∗(0), α(x1, 0) = α∗(0) +

(

√

1− α∗(0)− |x1 − x1|0 |
ηn

)2

❲❤❡t❤❡r t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s s❡✈❡r❡ ✭❛♥❞ α∗(0) ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✮ ♦r ✈❡r② ♠✐❧❞ ✭α∗(0) r❡♠❛✐♥s s♠❛❧❧✮✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐✳❡✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r❛❝❦ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢
2ηn ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ st❡♣s {70, 75, 81, 84, 85}✳

t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ λb/ηn t♦ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ 2L∗
c/ηn ✇❡ ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t t❤❡✐r ✐s ❛❧✇❛②s ❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✽✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡ 2L∗
c t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡

❢r♦♠ α∗(0)✳

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✹✳✾✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞
t♦ t❤❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ✭α = 1✮✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ♦♥❡
t✐♠❡✲st❡♣ ❛♥❞ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡s✱ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ s✉❞❞❡♥❧② ❛ ❝r❛❝❦ ❝❛♥ ❢♦r♠ ✐♥ s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞s✳ ❆s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ♠♦r❡
❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❡r✐♦❞s s✇✐t❝❤ t♦ ❝r❛❝❦s✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ t❤❡ ❝r❛❝❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ❢♦r♠❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✭❡✮✮✳

❇✉t ✇❤❡♥ ❞♦ t❤❡s❡ ❝r❛❝❦s ❛♣♣❡❛r ❄ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ r❡♣♦rts ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦st ♦❢



✹✳✸✳ ❋r♦♠ ❧♦st ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss t♦ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❝r❛❝❦s ✶✶✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❉❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤ ❛t t❤r❡❡ ♥♦♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❚❤❡ ❞❡♣t❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ {.1ηn, .2ηn, .3ηn}✳

st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❛t ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ st❡♣ ✹✳✶✭❞✮✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ t❤❡ ❧❛st
st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦r ❛rr❡st ♦❢ s♦♠❡ ❝r❛❝❦s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❡
❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛❧❧ ❝r❛❝❦s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t♦❣❡t❤❡r ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝r❛❝❦s✳

✹✳✸✳✷ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦ s♣❛❝✐♥❣

❚❤❡ ✜st st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ✇❛✈❡✱ ❛ r❡❛❧ ❝r❛❝❦ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r✳ ❚❤✉s
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ r❡❛❧ ❝r❛❝❦s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r Θ < .3 ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐t
✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣s t♦ ✐♥✐t✐❛t❡
❛ r❡❛❧ ❝r❛❝❦ ✐♥ ❡❛❝❤ ✇❛✈❡✳ ❆s Θ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ✇❛✈❡s ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞s ❝r❛❝❦s✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ Θ∗ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ③♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ❝r❛❝❦s✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐t s❡❛♠s t♦ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡ .3 < Θ∗ < .5✳ ❋♦r ♠✐❧❞ ❧♦❛❞✐♥❣ Θ > .5 ❝r❛❝❦s ❞♦ ♥♦t ✐♥✐t✐❛t❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳ ◆♦ ❞❡✜♥✐t✐✈❡ ❛♥s✇❡r ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ♦♥ ❤♦✇ ♠❛♥② ❝r❛❝❦s ❛♣♣❡❛r✳ ❚❤r❡❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✿

✶✳ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●r✐✣t❤ ❧❡♥❣t❤ ℓ0 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ηn ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✵✮✱



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❋♦r s❡✈❡r❡ ❧♦❛❞✐♥❣ Θ = .2 t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r
♠✐❧❞❡r ❧♦❛❞✐♥❣ Θ = .7✱ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✳

✷✳ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛t ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ Db ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✶✮✳

❋♦r s❡✈❡r❡ ❧♦❛❞✐♥❣s✱ ✐✳❡✳ s♠❛❧❧ Θ ✈❛❧✉❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❡♥ ℓ0
❚❛❜✳ ✹✳✶✱ ✇❤❡r❡ ❛s ❢♦r ❧❡ss s❡✈❡r❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧s ❝r❛❝❦s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ℓ0

✸✳ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣②✳

●r✐✣t❤ ❣❧♦❜❛❧ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❆ ✈❡r② ❝❧♦s❡ s❡tt✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ ●r✐✣t❤✬s s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ✉s✐♥❣
❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬❏❡♥❦✐♥s ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❬❏❡♥❦✐♥s ✷✵✵✺✱ ❋✐❣✳ ✶✵❪✱ ✇❤❡r❡ Ly/ℓ0 = 16

✇❤✐❝❤ s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦ s♣❛❝✐♥❣ ❛s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❛s ❢♦r Ly/ℓ0 = {10, 12, 14}✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦s ✐s ℓ0 ❛♥❞ t❤❡✐r s♣❛❝✐♥❣ ❡✈♦❧✈❡s ❢r♦♠ 40 ℓ0 ❢♦r
t❤❡ ✜rst ❝r❛❝❦s t♦ 18 ℓ0 ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s♣❛❝✐♥❣ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r t✐♠❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② tgric /ℓ20 = .1

❛♥❞ t/ℓ20 = .8✳ ❋♦r Θ > 1 ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❞♦♠❛✐♥s ❝r❛❝❦s ❛♣♣❡❛r ✇✐t❤ ♥♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❇✉t t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ t❤✉s t❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡
❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡✳

▼❡s❤ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s❛✐❞ t♦ ♠❡s❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t
r❡q✉✐r❡s ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤♦s❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❡♥s✐❜❧❡ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❍❡ss✐❛♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥✳

✹✳✸✳✸ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ③♦♥❡s

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✇❤✐t❤♦✉t t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛❧❧ ❛♣♣❡❛r ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✇❤❡r❡❛s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡
❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ✐s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tb ❛♥❞ tcracks ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✸✮✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♥♦ ✐rr❡✈❡r✐s✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✷✮ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦s ✐s
♦❜s❡r✈❡❞✳ ❨❡t t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✸✮ ❛❧❧
t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐rr❡✈❡r✐s✐❜❧✐t② ♦♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞
t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝r❛❝❦ ✐s
♠❛♥❞❛t♦r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ t♦♦ ❧✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ ❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐s ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
❝r❛❝❦s✱ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐ts ❛❜s❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❇❛❝❦✲❚r❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇♦✉r❞✐♥ ✷✵✵✼❪ ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡s❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✸✮✳



✹✳✸✳ ❋r♦♠ ❧♦st ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss t♦ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❝r❛❝❦s ✶✶✼

ηn a λb tb Db λb/ηn tb/η
2
n Db/ηn

✶ ✻✱✶✷✹ ✶✳✾✻ ± ✳✵✶ ✳✵✾ ± ✳✵✶ ✷✳✶✾ ✶✳✾ ± ✳✵✶ ✳✵✾ ± ✳✵✶ ✷✳✷
✷ ✹✱✸✸✵ ✸✳✺✷ ± ✳✵✸ ✵✳✶✾ ± ✳✵✶ ✸✳✾✸ ✶✳✼✺ ± ✳✵✶✺ ✳✵✺ ± ✳✵✵✷ ✶✳✾✼
✺ ✷✱✼✸✾ ✶✶✳✹✺ ± ✳✸✸ ✶✳✸✽ ± ✳✵✺ ✾✳✻✹ ✷✳✷✾ ± ✳✵✻✻ ✳✵✺ ± ✳✵✵✷ ✶✳✾✷
✼ ✷✱✸✶✺ ✶✷✳✻✺ ± ✶✳✻✵ ✷✳✶✼ ± ✳✶ ✶✸✳✽ ✶✳✽ ±✳✷✸ ✳✵✺✶ ± ✳✵✵✷ ✶✳✾✼
✶✵ ✶✱✾✸✻ ✸✻✳✶✺ ±✸✳✷✼ ✶✷✳✶✸ ± ✳✸✷ ✶✾✳✺✶ ✸✳✻ ± ✳✸✷ ✳✶✷± ✳✵✵✸ ✶✳✾
✶✵∗ ✶✱✾✸✻ ✶✺✳✸✹ ±✳✶✷ ✸✳✾✼ ± ✳✶✽ ✷✵✳✶✹ ✶✳✶✺ ± ✳✵✶ ✳✵✹ ± ✳✵✵✷ ✷✳✵✶
❙❡♠✐✲❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷ ✶✳✺✸ ✳✷✶ ✶✳✾✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤s✳ ▲♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ = .1✳ ❙❧❛❜ ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥ Lx❂✷✵✵✱ Ly❂✺✵ ν = 0✳

ηn a λb tb Db λb/ηn tb/η
2
n Db/ηn

✶ ✸✳✵✻✷ ✸✳✺✻ ± ✳✵✸ ✳✶✸ ± ✳✵✹ ✶✳✽✺ ✸✳✺✻ ± ✳✵✸ ✳✶✸ ± ✳✵✹ ✶✳✽✺
✷ ✷✳✶✻✺ ✻✳✶✼ ± ✳✶ ✳✸✽± ✳✵✶ ✸✳✼✺ ✸✳✵✾ ± ✳✵✺ ✳✵✾ ± ✳✵✵✸ ✶✳✽✼
✺ ✶✳✸✻✾ ✶✼✳✵✷ ± ✳✼✷ ✷✳✻✺ ± ✳✵✼ ✾✳✹✼ ✸✳✹✵ ± ✳✶✹ ✳✶✶ ± ✳✵✵✸ ✶✳✽✾
✼ ✶✳✶✺✼ ✷✷✳✹ ± ✶✳✷✺ ✺✳✼✺ ± ✳✶✺ ✶✸✳✹✺ ✸✳✷ ± ✳✶✽ ✳✶✷ ± ✳✵✵✸ ✶✳✾✷
✶✵ ✵✳✾✻✽ ✸✼✳✸✸ ± ✸✳✹✽ ✶✷✳✹✺ ± ✳✸✷ ✶✾✳✸✹ ✸✳✼✸ ± ✳✸✺ ✳✶✷ ± ✳✵✵✸ ✶✳✾✸
❙❡♠✐✲❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✷ ✸✳✸✸ ✳✵✼ ✶✳✼✼

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ = .2 Lx❂✷✵✵✱ Ly❂✺✵✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❉❛♠❛❣❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ r❡s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧ ❞❛♠❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ r❡❞ ❞♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ ✜rst ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ st❛t❡ tb✳ ❋♦r s❡✈❡r❡ ❧♦❛❞✐♥❣ Θ = .2 t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r ♠✐❧❞❡r ❧♦❛❞✐♥❣ Θ = .7✱ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤
❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✳



✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

✭❛✮ ❆❧♠♦st ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ✈❡r② s❤♦rt

❝r❛❝❦s Θ = .1 ❤❡✐❣❤t .1ℓ0

✭❜✮ ❈r❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❛♣♣❡❛r Θ = .3 ❤❡✐❣❤t 1ℓ0

✭❝✮ ❈r❛❝❦s ❧♦♥❣❡r t❤❡♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❛♣♣❡❛r✱ t❤✉s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ str♦♥❣

❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ Θ = .6✳ ❤❡✐❣❤t 3.3ℓ0✳ ❖♥

t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✸ ♦t❤❡r ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤

❤❛✈❡ ♥♦t ❡✈♦❧✈❡❞ ✐♥t♦ ❝r❛❝❦s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦s✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r
❛♥② ❧♦❛❞✐♥❣ Θ < 1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ 5ηn × 40ηn✳



✹✳✹✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✶✶✾

ηn a ◆❜ ❝r❛❝❦s tb tcracks
✶ ✸✳✵✻✷ ✺✽ ✳✶✸ ✳✶✻✾
✷ ✷✳✶✻✺ ✸✵ ✵✳✸✽ ✵✳✻✼✶
✺ ✶✳✸✻✾ ✶✷ ✷✳✻✺ ✹✳✸✸
✼ ✶✳✶✺✼ ✽ ✺✳✼✺ ✽✳✻✸
✶✵ ✵✳✾✻✽ ✻ ✶✷✳✹✺ ✶✽✳✽✹

❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧♦❛❞✐♥❣ Θ = .2✳
❉♦♠❛✐♥ s✐③❡ Lx❂✷✵✵✱ Ly❂✺✵✳

ℓ0/ηn tgric ❊❧❛st✐❝ ❊✳ ❉✐ss✐♣❛t❡❞ ❊✳ ❘❛t✐♦
✳✵✷✻✼ ✶✳✹ ✳✵✽✺ ✳✸✺ ✹
✳✶✵✼ ✳✵✽ ✵✳✶✺ ✳✵✻✺ ✳✹✹
✳✷✹ ✳✵✶ ✳✵✸✺ ✳✵✵✵✸✺ ✳✵✵✾
✳✹✷✼ ✳✵✵✺ ✳✵✵✺ ✽❡✲✼ ✶✳✼❡✲✹

❚❛❜❧❡ ✹✳✼✿ ❙✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❊❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❛t ●r✐✣t❤ t✐♠❡ ❢♦r ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t tgric /ℓ20 = .1 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❉♦♠❛✐♥ s✐③❡ 200 × 50 Θ = .2, ηn = 10 ❆❧❧ ❝r❛❝❦s ❝r❡❛t❡❞✳ ▲❡❢t ♥♦ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ r✐❣❤t
✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✳ ◆♦t❡ ❤♦✇ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ❞❛♠❛❣❡ r❡❧❡❛s❡ ❛♣♣❡❛rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝r❛❝❦s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

✹✳✹ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ❧❛r❣❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ηn✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛tt❡r♥ ✐s t❤❡
♦♥❡ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ❢♦r ❧❛r❣❡ t✐♠❡s✳ ❆♥ ❛rr❛② ♦❢ ❝r❛❝❦s✱ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
❞❡♣t❤✱ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✮ ❜✉t
❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r ❞♦♠❛✐♥✳ ❆❝t✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✱
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝r❛❝❦ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛rr❡st ♦❢
❡✈❡r② ♦t❤❡r ❝r❛❝❦ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❡r✐♦❞ ❞♦✉❜❧❡s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

❆s ηn ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❧❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡s❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞s ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❝r❛❝❦s
✭❈❤❛♣t❡r ✷✮ ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤✉s t❤❡ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❢r♦♠ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤✐s
s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❣✐✈❡s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ s♣❛❝✐♥❣ d ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ a ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
✭❋✐❣✳ ✹✳✹✮✳



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ❢❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✭s✉r❢❛❝❡✮ ❡♥❡r❣②
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐rr❡✈❡r✐s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♥♦ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② Θ = .2, ηn = 10, Lx × Ly = 200× 50✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❉❛♠❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❛ ❧❛r❣❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♣t❤

a

d

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❙♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r❛❝❦ d ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡♣t❤ a✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛r❡ str❛✐❣❤t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ t❤✐♥ s❧❛❜s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤❡❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ q✉❡♥❝❤❡❞ ✐♥t♦ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡
st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s st✉❞✐❡❞✳ ▼❛♥② s❧❛❜s ❛r❡ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r s✉❝❤ t❤❛t
❤❡❛t ♦♥❧② ❞✐✛✉s❡s ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ❢❛❝❡s✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥



✹✳✹✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✶✷✶

❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✻✱ ❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✷❪✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥✳ ❆❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣❛♣❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
❣✐✈✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡
❛✉t❤♦rs✳

✹✳✹✳✶ ❆ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t

❚❤❡ s❧❛❜ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s 5 ♠♠×10 ♠♠×60 ♠♠✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡KIc = 1.89 ▼P❛.
√
♠✱ a =

1.15× 10−5 ❛♥❞ E = 60 ●P❛✳ ❚❤✉s ❢r♦♠ ■r✇✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ν = .22 ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s Gc = 57.5 ❏✳♠−2✳
◆♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σc ❢♦r t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✉s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✻❪ t❤❛t st❛t❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ 154◦K ❛♥❞ 159◦K✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧♦❛❞✐♥❣ Θ = 1✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ t❤❛t σc = 110 ▼P❛ ❛♥❞ t❤✉s ηn = .11

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❙❝❛❧❡ ❧❛✇✿ ❙♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r❛❝❦s d ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ a ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣♦s❡❞
s✉r❢❛❝❡ ✭sq✉❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② λb ♣r❡❞✐❝t❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✿ ✐♥ r❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ηn✱ ✐♥ ❜❧✉❡ D t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ s❧❛❜✳ ❋✉❧❧ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡
s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❢r♦♠ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♥✉♠❜❡r ✐s ℓ0✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ r♦♦♠ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡
♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✻❪ ❛♥❞ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ▲❡t ✉s t✉r♥ t♦✇❛r❞s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛
s❡t✳

✹✳✹✳✷ ❈♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ♦♥ ❝❡r❛♠✐❝s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛♥ ❡♥t✐r❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧❡
❧❛✇ ❢r♦♠ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❛rt✐❛❧❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ❚❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s t♦ ❣♦❛❧ ♦❢ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✿ ✭✐✮ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✭✐✐✮ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ✭✐✐✐✮ ❝r❛❝❦ ❛rr❡st ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝



✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❝❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❍❛❧❢ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
ϑ = {280, 380, 580}✳ ❙✳■✳ ✉♥✐t ✐s ✉s❡❞ ❡①❝❡♣t ❧❡♥❣t❤ t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❬♠♠❪✳

■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❤❛❧❢ ❛ s❧❛❜ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❉♦♠❛✐♥ s✐③❡ ✶✵ ♠♠ × ✷✺ ♠♠✮✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs E = 340 ●P❛✱ Gc = 42.47 ❏✳♠−2✱ σc = 342.4 ▼P❛ ✭❛♥❞ ❛❧s♦ ν = .22✮✱ ❣✐✈❡✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧
❧❡♥❣t❤✷ ηn = 46µ♠✳ ❲❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✹✳✽✳ ❍❡r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Gc, σc)

❛s ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ηn ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐s ✜①❡❞ ❛t h = .01 ♠♠✱ ❡♥s✉r✐♥❣ h/ηn = 5✳ ▲❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛
♠❡s❤ ✇✐t❤ 5 × 106 ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤✉s 20 × 106 ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❞✳♦✳❢✳✮✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ r✉♥♥❡❞ ♦♥
❤❛❧❢ t❤❡ t❡st s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ux = 0, ∂α/∂n = 0, σ12 = 0 ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❧❡❢t ❢r❡❡ ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ●r✐✣t❤
❧❡♥❣t❤ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✽✳

❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✱ ❛s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧

✷❋r♦♠ ❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ t❤❡ ❧✐♠✐t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ϑ = 230 ✭t❤✉s ℓ0 = 0.036895 ♠♠✮ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛♥

✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ηn = 0.098 ♠♠



✹✳✹✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✶✷✸

ϑ Θ ℓ0 [µm]

✷✽✵ ✵✳✹✹✾✷ ✷✹✳✽✾
✸✽✵ ✵✳✸✸✵✽ ✶✸✳✺✶
✺✽✵ ✵✳✷✶✻✼ ✺✳✽✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✽✿ ❱❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ ❛♥❞ ℓ0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❢r♦♠
❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳

❝♦♥st❛♥t ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ♥♦t t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ∂T
∂t − kc

∂2T
∂x2 = 0 ✇✐t❤

kc = k/(ρcp) ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② [m2/s]✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❝❤♦s❡♥ ❝♦♥st❛♥t t♦
a = 8× 10−6 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 600 ◦K ✐♥ ❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ r❡♣♦rts t❤❡ ✜♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡
❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♥♦ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ s❡t ❛r❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤✉s
✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛rr❛② ♦❢ ❝r❛❝❦s
❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r❛❝❦s ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r 100 ❞❡♣t❤
♣♦✐♥ts ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❣ s♣❛❝❡ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ r❡♣♦rts t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❝❡r❛♠✐❝s✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✜rst ❞❡♣t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐s ✇❡❧❧ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r♦♠ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣✱ ❞❡s♣✐t❡
t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❝❡ss ✭❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r s❤r✐♥❦❛❣❡✮✱ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s
❢♦✉♥❞✳

■♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

log

(

d

ℓ0

)

= A log

(

a

ℓ0

)

+B,

✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣s✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t ❆✳▼✳
ϑ A B A B

✷✽✵ ✳✽✸ ✳✻✶ ✳✼✺ ✳✻✼
✸✽✵ ✳✻✸ ✳✾✵ ✳✻✾ ✳✼✾
✺✽✵ ✳✺✽ ✶✳✶✶ ✳✻✽ ✳✽✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✾✿ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ s♣❛❝✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝r❛❝❦ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❡❣✐♠❡✳



✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❙❝❛❧❡ ❧❛✇✿ ❙♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r❛❝❦s d ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ a ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣♦s❡❞
s✉r❢❛❝❡ ✭sq✉❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② λb ♣r❡❞✐❝t❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✿ ✐♥ r❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ηn✱ ✐♥ ❜❧✉❡ D = Ly/2✱ t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡
s❧❛❜✳ ❋✉❧❧ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❢r♦♠ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♥✉♠❜❡r ✐s ℓ0✳



✹✳✺✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✷✺

✹✳✺ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✹✳✺✳✶ ❚❤❡ s❝❛❧❡✲❧❛✇ ♦♥ ❧❛r❣❡ ❞♦♠❛✐♥s

■♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✾✮ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♣♣❡❛r✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ❤❡①❛❣♦♥s ♦❢ ✇✐❞t❤
✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠
❢✉❧❧✲❞♦♠❛✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ❛♥②t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡
s♠❛❧❧❡st str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛♥ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ {z ≥ 0} s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❡ {z = 0}✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳ ❆ s❡r✐❡s ♦❢
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s (−L/2, L/2)× (−L/2, L/2)× (0, L)✱ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✈❛❧✉❡s ♦❢ L ❢r♦♠ 2♠♠ t♦ 2♠✳ ◆✉❧❧ ♥♦r♠❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ ❛❧❧ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❢❛❝❡s ✇❛s ♣r❡s❝r✐❜❡❞✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ✇❛s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
h = L/200✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ t♦ ηn = 5h✳ ❋♦r L = 2♠♠✱ ✇❡ ❣❡t ηn = 5e−2✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♠❛t❡r✐❛❧✬s ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t
❝❧❛✐♠ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥s❡t ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡✱ ❜✉t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❛❝❝♦✉♥t❡❞
❢♦r✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s s❡r✐❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞
❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐s♦✈♦❧✉♠❡ α ≥ .95✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ s✉r❢❛❝❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
❝r❛❝❦s✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮ ✭❡✮

✭❢✮ ✭❣✮ ✭❤✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ❢♦r ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ✭❛✮ 2♠♠❀ ✭❜✮ 10♠♠❀ ✭❝✮
20♠♠❀ ✭❞✮ 40♠♠❀ ✭❡✮ 63.2♠♠❀ ✭❢✮ 200♠♠❀ ✭❣✮ 632♠♠❀ ✭❤✮2♠✳ ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✳

❇♦✉♥❞❛r② ❡✛❡❝ts ❢♦r ❞❡❡♣ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥ ♦♥❧② ❢♦r z ≤ .75L✳
❚❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛tt❡r♥s ❞❡❧✐♠✐t ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ t✇♦✲



✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡
❝❡❧❧s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆s ✐♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡
s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇ ❢r♦♠ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ■♥ t❤❡ ●r✐✣t❤ r❡❣✐♠❡ ✭t❤❛t ✐s ❢♦r ❝r❛❝❦ s✐③❡ ♠✉❝❤
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✮✱ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇✱ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡s s♣❛♥♥✐♥❣ t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

101 102 103 104 105 106
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L
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Scaling plot

L=2.0 mm

L=10.0 mm

L=20.0 mm

L=40.0 mm

L=200.0 mm

L=632.4 mm

L=2000.0 mm

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ❙❝❛❧❡ ❧❛✇ ✐♥ t❤❡ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✿ ❙❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥

✹✳✺✳✷ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤✐♥ s❧❛❜s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝r❛❝❦s

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇✐❞t❤ 1 ♠♠ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ✇❤❡r❡❛s 5 ♠♠ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❡✛❡❝ts ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✶✮ ❛♣♣❡❛r✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ ❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❢♦r ❞♦♠❛✐♥s
♦❢ ✇✐❞t❤ 5 ♠♠ ❛♥❞ ❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ❢♦r ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ 1 ♠♠✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥ ♣❧❛♥❡ str❡ss ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✇✐t❤ ♦❢ 1 ♠♠ ✐s 20ηn✳

❆ s❡❝♦♥❞ s❡r✐❡s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛tt❡♠♣ts ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
❛♥❞ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛tt❡r♥s ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
t♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❢♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ❛t ♦♥s❡t✳

❋♦r ✏t❤✐♥✑ ❞♦♠❛✐♥s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
♦r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r❛❝❦ s♣❛❝✐♥❣✱ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ❛r✐s❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✼ ✐♥ ❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ t♦ t❤❛t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✐♥ ❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳✮
■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦s s❤♦rt ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ t♦ ❛✈♦✐❞
❜♦✉♥❞❛r② ❡✛❡❝ts ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳



✹✳✺✳ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✷✼

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❞✮ ✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✭❜✮ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5♠♠ × L × 5♠♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r Ly = ✭❛✮ .1♠♠❀ ✭❜✮ .5♠♠❀ ✭❝✮ 1♠♠❀ ✭❞✮ 1.5♠♠❀ ✭❡✮
2♠♠✳ ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪

✭❛✮ ✭❞✮ ✭❝✮

✭❜✮ ✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5♠♠ × 1♠♠ × 5♠♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr❛st ✭❛✮ 280◦C ❀ ✭❜✮ 380◦C ❀ ✭❝✮
480◦C ❀ ✭❞✮ 580◦C ❀ ✭❡✮ 680◦C ✳ ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪



✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t✇♦ t♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r❛❝❦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ✐♥t❡♥s✐t②✳
❆ ❝❛r❡❢✉❧ ❧♦♦❦ ❛t ❋✐❣✉r❡ ✺ ✐♥ ❬❙❤❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr❛sts ❜❡❧♦✇ 380◦C ✱
♦♥❧② tr❛♥s✈❡rs❡ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❛t ❢♦r ϑ = 580◦C ✱ s♦♠❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱
✇❤✐❧❡ ❢♦r ϑ = 680◦C ✱ ❢✉❧❧ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥s❡t✳ ❆❣❛✐♥✱ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❛t❝❤❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿ ❢♦r ϑ = 280◦C ❛♥❞ ϑ = 380◦C ✱ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②
tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❋♦r ϑ = 480◦C ✱ ϑ = 580◦C ✱ s♦♠❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r✐s❡ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ϑ = 680◦C ❢✉❧❧
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥s❡t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡② ❛♣♣❡❛r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❡✛❡❝ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s❤❛❧❧♦✇ ❧❛②❡r ♣❛st ✇❤✐❝❤ ❝r❛❝❦s ❜❡❝♦♠❡ tr❛♥s✈❡rs❡✳



✹✳✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❣❛s st♦r❛❣❡ ❝❛✈❡r♥ ✶✷✾

✹✳✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❣❛s st♦r❛❣❡ ❝❛✈❡r♥

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣r♦✉♣ ❛t ▲▼❙✳

✹✳✻✳✶ ▼♦ss ❇❧✉✛ ❝❛✈❡r♥✱ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇

❆ ❝❛✈❡r♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❣❛s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛❝❝✐❞❡♥t ♦r t♦ ♥♦r♠❛❧ r✉♥♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛
❞r♦♣ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❝❛✈❡r♥✳ ❚❤✐s ❞r♦♣ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞r♦♣ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tdrop ✐♥ t❤❡
❝❛✈❡r♥✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞r♦♣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛✐s❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❇❡❢♦r❡✱ t❤❡
❣❛s r❡❧❡❛s❡ t❤❡ s❛❧t ✐s ❛t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ str❡ss st❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♠✉st ❛❞❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✏✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✑ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡
✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ✢♦✇ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❤❛s ♥♦t t✐♠❡ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ r♦✉❣❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡
✇❡❧❧✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ t❤❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜r✐tt❧❡ s♦❧✐❞s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❬◆❣✉②❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s❡❞✐♠❡♥t❛r② r♦❝❦s✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛✈❡r♥ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

T

t

T0

t0

T0 − Tdrop

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❉❛s❤❡❞✲❘❡❞✿ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❬❇ér❡st ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✳ ❇❧✉❡✿ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✷✳

❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈❡r♥ ✐s ♠♦❞❡❧✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵ ❛♥❞ ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ s❛❧t✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❧❛st✐❝ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ r♦❝❦
s❛❧t ❢r♦♠ t❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❯❙ ❬❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✹❪ ✇❤❡r❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥
t❤❡ 24− 32●P❛ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s t♦✉❣❤♥❡ss ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r KIc

✈❛r②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ 8−25▼P❛✳♠♠−1/2 ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬●✉♦s❤❡♥❣ ✶✾✾✽❪✳ ❯s✐♥❣ ■r✇✐♥✬s ❢♦r♠✉❧❛ Gc = (1−ν)2K2
Ic/E

✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t♦✉❣❤♥❡ss ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 2.4 ❏✳♠−2 ❛♥❞ 23.4 ❏✳♠−2✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❧❡♥❣t❤
η ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✳✸✵✮ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐ts t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② kc ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ 6 ❲✳♠−1✳❑−1✱ ❛ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ 921 ❏✳❦❣−1✳❑−1 ❛♥❞ ❛ ❞❡♥s✐t②
♦❢ 2.19✳

❚❤❡ ❝❛✈❡r♥ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ✇❤♦s❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✹✮ t❤❡ s✉r❢❛❝❡



✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

E ν a Gc σc η kc

25 ●P❛ .25 4.10−5 15 J.m−2 1.35 ▼P❛ .1 ♠ 1.76.10−6m2.s−1

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st♦✲❞❛♠❛❣❡❛❜❧❡ s❛❧t ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈❡r♥✳

Ω

∂TΩ

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛✈✲
❡r♥✿ ❛①✐s ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✱ t❤❡ s❛❧t
❢♦r♠❛t✐♦♥ Ω ✭❣r❛② ③♦♥❡✮ ❛♥❞ ❘♦❝❦ ✇❛❧❧ ∂TΩ✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦ss ❇❧✉✛
❝❛✈❡r♥ ❛t ❛ ❞❛♠❛❣❡ st❛t❡✳ ❇❧✉❡ s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❘❡❞ ❞❛♠❛❣❡ st❛t❡ ✇✐t❤ η = 1.5 ♠✳

∂TΩ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇❛❧❧✮ ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✳ ❆❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❧❡❢t str❡ss ❢r❡❡✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧
❧♦❛❞✐♥❣ ✐♠♣♦s❡s ❛♥ ❧✐♥❡❛r s❤r✐♥❦❛❣❡ εt❤ = a(T(x, t) − T0) ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s st❛t❡s✱ t❤✉s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥

∂T

∂t
(x, t)− kc∆T(x, t) = 0 ∀x ∈ Ω

✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ T = T0 − Tdrop ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈❡r♥ ∂TΩ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
T(x, 0) = T0 ∀x ∈ Ω✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦ st❛t❡✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡❡r ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s✿ ❲✐❧❧ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡s ❜❡ ❛rr❡st❡❞ ❛t ❛
❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇❛❧❧ ❄ ❲✐❧❧ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❜❡ st❛❜❧❡ ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❄
❲❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❝r❛❝❦✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼♦ss ❇❧✉✛ ❛❝❝✐❞❡♥t ❬❇ér❡st ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✳
❚❤❡ ❝❛✈❡r♥ ♦❢ ❤❡✐❣❤t 700 ♠ ❛♥❞ ♦❢ r❛❞✐✉s ✈❛r②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ 20 ♠ ❛♥❞ 40 ♠ ✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❣❛s✳ ■ts t♦t❛❧
❝❛♣❛❝✐t② ✐s 1.291.766 ♠3✳ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ∂TΩ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✹ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢
t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ✷✽✵✵ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s ❝❛r✈❡❞ ✐♥ ❛ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ [0, 150]× [−720,−1250]

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦✐♥t (0, 0) ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ s✐t✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❡❡ ❧❡✈❡❧✳



✹✳✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❣❛s st♦r❛❣❡ ❝❛✈❡r♥ ✶✸✶

❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✿ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥
❬❇ér❡st ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪ ✇❤❡r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ st❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✐❞❡❛❧ ❣❛s ❛♥❞ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❣❛s✮ t♦ ❛❧❧♦✇ ❣❡tt✐♥❣
❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦✇✲♦✉t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❛✐r
st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ❤②❞r♦❣❡♥ st♦r❛❣❡ ✐♥ s❛❧t ❝❛✈❡r♥s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r 2 ❞❛②s ❛♥❞ ❝♦♠❡s
❜❛❝❦ t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❢t❡r 7 ❞❛②s✳ ❚❤❡ ❞r♦♣ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♦❢ 78◦C ✳

■♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❛✈✐t②✿ ❆r♦✉♥❞ t❤❡ ✇❡❧❧✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❧♦✇✱ ❡①✐sts ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ str❡ss ✜❡❧❞✳ ◆❡❛r
t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ str❡ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t ❛♥❞ t❛❦❡s ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ 20 ▼P❛✳ ❆s Ea/(1− ν) =

1.33 ▼P❛✳❑−1✱ ❆s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ r✉♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ✐♥✐t✐❛❧ str❡ss ❜✉t s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ❞r♦♣ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ 20◦C ❧♦✇❡r t❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ Tdrop✳

❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝❛✈❡r♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✮ ✐s ♥♦t r❡❛❧✐st✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η ✐s
✈❡r② s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❲✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡
❝❛✈❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞② ❛ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❚❤✉s ✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❝❛✈❡r♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✹✳✻✳✷ ❈r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦ss ❇❧✉✛ ❜❧♦✇ ♦✉t

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✱ ❝r❛❝❦s ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐♥ ❛ ♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛❧t ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥❞✉❝❡s str❡ss s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❚❤✉s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞
t♦ ❛ s❧✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈❡r♥✳ ❖♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛r❡ ❜❧♦❝❦❡❞ uy = 0 ❛♥❞
s❤❡❛r str❡ss ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✈❛♥✐s❤✳ ◆❡❛r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ∂TΩ✱ ✉♣ t♦ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ 45 ❢r♦♠ t❤❡ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛①✐s
t❤❡ ♠❡s❤ ✐s s❡t t♦ h = .03 t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♣ t♦ 5✳ ◆❡❛r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ∂TΩ✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛
r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤ ❛s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♦♥❡ ♠✉st r❡s♣❡❝t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ♠❡s❤ ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ η✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② h/η = 5 ❛❧❧♦✇s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② t♦ ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t♦✉❣❤♥❡ss ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
♠❡s❤❡s ♦❢ 14 ♠✐❧❧✐♦♥s ❡❧❡♠❡♥ts ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ 31 ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭✷ ❢♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✶ ❢♦r
❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤ ✐s ✉s❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ❢❛✈♦r❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❬◆❡❣r✐ ✶✾✾✾❪✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ q✉❛♥t✐❢② ✉♣ t♦ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣t❤ t❤❡ ❝❛✈❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❛♠❛❣❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡
✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❜❧❛st✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
s❤♦❝❦ ✐s ❬❇ér❡st ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪

Tdrop = 78◦C Tn
drop = 58◦C .

❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ st❛t❡ ❛t ✸ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❡s ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✳ ❆t
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛ t♦t❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡ ❞✐✛✉s❡s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✻✭❛✮✮✳ ❚❤✐s ③♦♥❡ ❤❛s ♥♦
r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞✐s✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❝❦ ✇❛❧❧✳ ❚❤❡♥ ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ✭❛ ❧✐tt❧❡
♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❞❛②✮ ❝r❛❝❦s ♥✉❝❧❡❛t❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✻✭❜✮✮✳ ❚❤❡s❡ ❝r❛❝❦s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ s❛❧t
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ❞❛②✱ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ♦❢ ❝r❛❝❦s ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛r✐s❡s ❞❡s♣✐t❡
t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② t♦t❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤②✳
▲❡t ✉s str❡ss ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❝r❛❝❦s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥



✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝ts t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❝r❛❝❦s✳

✭❛✮ ✶ ❞❛② ✭❜✮ ✸ ❞❛②s ✭❝✮ ✼ ❞❛②s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✿ ❉❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❛❢t❡r ❛ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ❛s ✐♥ t❤❡ ▼♦ss ❇❧✉✛ ❝❛✈❡r♥✳ ❱❡r② ❙❡✈❡r❡ ❜❧♦✇ ✉♣
Tdrop = 78◦C ♦♥ ✼ ❞❛②s✳ ❇❧✉❡ s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t α(x) = 0✱ ❘❡❞ t♦t❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡ ♣♦✐♥t α(x) = 1✳
❉✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♠❡t❡rs✳

❚❤✉s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❞❛② ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✻✭❛✮✮✱ ❛ ③♦♥❡ ♦❢ ❞❡♣t❤ 40 ❝♠ t♦t❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡❞ ✐s
❝r❡❛t❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ ∂TΩ✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤✐s ③♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢❛❧❧ ♦❢ r♦❝❦s ♦❢ ✈♦❧✉♠❡
2π× 30♠× 700♠× 40❝♠✳ ✭52000♠3✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✹ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈❡r♥✳ ❚❤❡ ❝r❛❝❦ s♣❛❝✐♥❣✱ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ♦❢ ♥♦ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r❡st ❛s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ✈❡r② s❡✈❡r❡✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ❛
❞✐s✐♥t❡❣r❛t❡ ③♦♥❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❧♦❝❛❧✐③❡ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝r❛❝❦s✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❛rr❛② ♦♥ ❛ ❧♦♥❣❡r ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜✉t ❢♦r ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♦❢ Tdrop = 40 ❛♥❞ ♦✈❡r ♦♥
❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 6 ♠♦♥t❤s✳ ❚❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣ ✐s ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♦✈❡r ❛ ✏❧♦♥❣✑ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

Tdrop = 40◦C Tn
drop = 20◦C .

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ♣r✐♠❡❧② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ ❢❛r ❛♥❞ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ s♣❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦s ♣r♦♣❛❣❛t❡✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
❝r❛❝❦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t✐♠❡ ❣♦❡s ❜② ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✼✮✳ ❯♥❧✐❦❡✱ ❢♦r t❤❡ s❡✈❡r❡ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ❝r❛❝❦s ♥✉❝❧❡❛t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❛t



✹✳✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❣❛s st♦r❛❣❡ ❝❛✈❡r♥ ✶✸✸

t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❆❢t❡r ✸ ❞❛②s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❝r❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠❡t❡r✳ ❆❢t❡r
✼ ❞❛②s✱ ♦♥❧② ❡✈❡r② ♦t❤❡r ❝r❛❝❦s ❤❛s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝r❛❝❦ ❛rr❡st ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞ ❞♦✉❜❧✐♥❣
❝♦♥t✐♥✉❡s ♦✈❡r t❤❡ s✐① ✜rst ♠♦♥t❤s✳

✭❛✮ ✸ ❞❛②s ✭❜✮ ✼ ❞❛②s ✭❝✮ ✻ ♠♦♥t❤s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✿ ❉❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ❛❢t❡r ❛ ❧♦♥❣ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ❛ t❤❡r♠❛❧ ✜❡❧❞ Tdrop = 40◦C ✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❧♦♥❣
♣❡r✐♦❞✳ ❇❧✉❡ s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t α(x) = 0✱ ❘❡❞ t♦t❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡ ♣♦✐♥t α(x) = 1✳

❚❤❡ ❝r❛❝❦ s♣❛❝✐♥❣ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡♣t❤ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽✱ ✇❤❡r❡ ℓ0 ✐s ❛ ❧❡♥❣t❤
❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡✱ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❤❛✈❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
t❤❡ ❝r❛❝❦ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛rr❛② ♦❢ ❝r❛❝❦s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡
r❛♥❣❡ ♦❢ −1130 ♠ t♦ −1190 ♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❡❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝r❛❝❦
s♣❛❝✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❢r♦♠ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❤❛s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
❛♥❞ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ❝r❛❝❦s✳ ❆❧❜❡✐t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ r♦❝❦ ✇❛❧❧ ✐s ♥♦t r❡❣✉❧❛r✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧
❛rr❛② ♦❢ ❝r❛❝❦s✳ ■❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ ❛❞❞ ❛ ❢❡✇ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ t❤❡s❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣✐❝t✉r❡✱ ❛❧❜❡✐t
s♦♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝r❛❝❦s ✇♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼ s❤♦✇s ❧✐tt❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝❛✈❡r♥ ♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♦♥ ❛ s❡♠✐ ✐♥✜♥✐t❡ s❧❛❜✳



✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽✿ ❈r❛❝❦ s♣❛❝✐♥❣ d ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ a ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ r♦❝❦ ❢❛❝❡
❢♦r ✸ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❡ ❧❡✈❡❧✳ ❇❧✉❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❢r♦♠ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ r❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧
✜①❡s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

Θ ℓ0
Tn
drop = 58◦C .023 .11 ♠♠

Tn
drop = 20◦C .068 .94 ♠♠

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶✿ ▲♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❚❛✲
❜❧❡ ✹✳✶✵✳

✹✳✻✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▼♦ss ❇❧✉✛ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧②✿ ✭✐✮ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❛t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱
✭✐✐✮ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡✲str❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣
✭✐✐✐✮ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✸✮✱
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ❞r♦♣ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tdrop = 60◦C ❛♥❞ Tdrop = 40◦C ❀ ✭✐✈✮ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✜❡❧❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❧♦✇✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐s ✈❡r② ✈❡rs❛t✐❧❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❢r♦♠
✭✶✳✸✵✮ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❢r♦♠ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇ ✐♥ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s✱ t❤❡
t♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡r♠❛❧
s❤♦❝❦ s❡tt✐♥❣ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t r❡❛ss❡ss t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛s❡❞ ❢r❛❝t✉r❡
♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ s❡tt✐♥❣✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ ♥♦t❝❤❡s ❛♥❞ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❚❤✉s t❤❡
❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝❛✈❡r♥ ♣❧❛②s ❛ s♠❛❧❧ r♦❧❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
✐s t❤❛t ✇❤❡♥ ❝r❛❝❦s ♣r♦♣❛❣❛t❡✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ r❡❧❛t❡❞ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ❝r❛❝❦s ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✿ ✭✐✮ ■❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s❡✈❡r❡✱ t❤❡ r♦❝❦ ✇❛❧❧ ✐s t♦t❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡❞❀



✹✳✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ✶✸✺

✭✐✐✮ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✭♦r ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✮ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧✇❛②s str✉❝t✉r❡s ✐t s❡❧❢ ✐♥ ❜❛♥❞s ✇❤✐❝❤
❛r❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s❀ ✭✐✐✐✮ ❚❤❡s❡ ❝r❛❝❦s ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s ❧♦♥❣ ❛s
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣ ♣r♦♣❛❣❛t❡s❀ ✭✐✈✮ ❛s t❤❡ ❝r❛❝❦s ♣❡♥❡tr❛t❡✱ t❤❡✐r s♣❛❝✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡
s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❢r♦♠ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r②✳

❚❤❡r❡❜②✱ ✈❡r② ✜♥❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st✳ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛r❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
r❡❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r❡❝✐s❡ ✐♥✐t✐❛❧s str❡ss st❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s❝♦❡❧❛st✐❝ ✢♦✇✳ ❚❤✐s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❛❧❢ ❞♦♠❛✐♥s r❡♠❛✐♥s ❤✐❣❤❧② r❡❧❡✈❛♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s
t❤♦s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❣❛s st♦r❛❣❡ ❝❛✈❡r♥s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛ r❛♣✐❞
❝❤❛♥❣❡ ✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

✹✳✼ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s

▼❛♥② ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✐t ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡
❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✿ ❛ ❜r✐tt❧❡ ♣❤❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❡❧❛st✐❝ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ❞❡s❡r✈❡s t♦
❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡♣t❤✱ ②❡t ❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ♠❡r❡❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ ✇❤✐❝❤ s❡♥s t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❄

❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ■t ❡❛s✐❧② ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ ❢♦r ❞r②✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❣❧❛ss
✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝❡♠❡♥t ♣❛st❡ ❬❇✐ss❝❤♦♣ ✫ ❱❛♥ ▼✐❡r ✷✵✵✷❜✱ ❇✐ss❝❤♦♣ ✫ ❱❛♥ ▼✐❡r ✷✵✵✷❛✱ ❇✐ss❝❤♦♣ ✷✵✵✷❪✳
❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r✐❣✐❞✐t② E = 1 ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦ ν = .2✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜①
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡✐r r❛❞✐✉s ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✾✮ ❛s t❤❡✐r s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ❣r❡❛t❡r✳
❍❡r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❞♦❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛tr✐①✳ ❲❡
tr② t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❜♦t❤ ❢❛❝t♦r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾✿ ❉r②✐♥❣ ✐♥ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✿ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✜①✱ r❛❞✐✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳

❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s r ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s φ✳
❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ηn = .5 ❛♥❞ ✐s t❤✉s s♠❛❧❧❡r ✭❜✉t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✮



✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

❛s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✸✳ ❚❤✉s t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✷✮✳
◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱ s♠❛❧❧❡r ✐♥❝❧✉s✐♦♥s t❡♥❞ t♦ ❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ❞❛♠❛❣❡ r❡♠❛✐♥s
✈❡r② ❞✐✛✉s❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛♣♣❡♥✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ✐♥❝❧✉s✐♦♥s t❤❡
❛rr❛② ♦❢ ❝r❛❝❦s r❡♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ✐s ❛ ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❛s t❤❡ str❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞r②✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ r❡s✉❧ts ❛s ✐♥
❬❇✐ss❝❤♦♣ ✷✵✵✷❪ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❧♦ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦✉❣❤t ❢♦r✳

❋♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥t♦ ❝r❛❝❦s✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧t✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦ s♣❛❝✐♥❣ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ φ ✭❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷✮✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡ r❡♠❛✐♥ ❜❡❧♦✇ 20

♣❡r❝❡♥ts✳

r❛❞✐✉s .2 .3 .4

✶ ✶✳✾✽ ✷✳✶✼ ✶✳✻✻
✸ ✶✳✾✼ ✷✳✵✷ ✷✳✵✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷✿ ■♥✐t✐❛❧ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ❝r❛❝❦s ❢♦r Θ = .2 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ r❛t✐♦ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛
λb/ηn = 3.7 ✭✐✳❡✳ λb = 1.85 ❢♦r ηn ∗ .5✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❚❛❜✳ ✹✳✶✮✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝r❛❝❦s ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s st✐❧❧ ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ t♦ ✐♥✐t✐❛t❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡ts ♦❢ ❝r❛❝❦s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞✳
❚❤❡s❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ t✇♦ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✿ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❛♠❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡✲
t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❢r♦♠ ❬❇❛❤r ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞s ❣✐✈❡ ✉s s♦♠❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ t❤✉s ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❡tt✐♥❣s ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❞✉str✐❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝r❛❝❦s ❡♠❡r❣❡ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❛♠❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s ❝♦♥❢r♦♥t❡❞
✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t♦ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r②✳
▼❛♥② s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ②❡t t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts r❡♠❛✐♥ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞✳ ❚✇♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✿ t♦ ♦t❤❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t♦
s♠❛❧❧❡r ❞♦♠❛✐♥s ✭❡①❤✐❜✐t s❝❛❧❡ ❡✛❡❝ts✮✳

❉✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s ❛r✐s❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ❛♥❞ t❤❡ str❡ss ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✳ ❋♦r s❡✈❡r❡ ❧♦❛❞✐♥❣✱ t❤❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧
❞❛♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ♠✐❧❞❡r ❧♦❛❞✐♥❣ t❤❡ ●r✐✣t❤ r❡❣✐♠❡
❛♣♣❡❛rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝r❛❝❦s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s ✇❡❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ❣❧♦❜❛❧
♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ✐s t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ♥♦ ♠❡❛♥ t♦ ♣r♦✈❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❡①✐st✳ ❉✐✛❡r❡♥t

✸❚❤✐s ❝♦✉❧❞ t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠♦rt❛r ✇✐t❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡



✹✳✼✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ✶✸✼

✭❛✮ φ = .2

✭❜✮ φ = .3

✭❝✮ φ = .4

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵✿ r❛❞✐✉s r = .1

✭❛✮ φ = .2

✭❜✮ φ = .3

✭❝✮ φ = .4

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✶✿ r❛❞✐✉s r = .3

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷✿ ❉r②✐♥❣ ✐♥ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s r ❛♥❞ t❤❡✐r
❞❡♥s✐t② φ ❞❛♠❛❣❡ ❧♦❝❛❧✐③❡s ✐♥ ❜❛♥❞s ♦r r❡♠❛✐♥s ❞✐✛✉s❡✳



✶✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✿ ▼♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t ❜✉t ✇✐t❤ ♥♦ ❞❡✜♥✐t✐✈❡ ❛♥s✇❡r✳

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ ❛ r❡❛❧ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❝❛♣t✉r❡s ❛❧❧ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✿ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❛♥❞ ❝r❛❝❦ ❛rr❡st✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡ ❛ ❝r❛❝❦ ❛♥❞
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r❛❝❦ ✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡✳ ❚❤✐s ♠❛tt❡r ❞❡s❡r✈❡s ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❇♦t❤
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ●r✐✣t❤ ♦❢ ❛ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ r❡❣✐♠❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞✐s❝✉ss❡❞✳

❚❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥ ✇❤♦s❡ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❧❛❜s ✇❤❡♥ t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
❜♦t❤ ❢♦r s❡✈❡r❡ ❧♦❛❞✐♥❣s✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♠❛♥② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛❧❢ ♣❧❛♥❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦
❤❛✈❡ ❛ ❜r♦❛❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞✐t②✳

❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st r❡❞✉❝✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❊✐t❤❡r s✐♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤
❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ r❡✲♠❡s❤✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss
✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ❢♦r❝❡s t♦ ❤❛✈❡ ✈❡r② ✜♥❡ ♠❡s❤❡s✳ ❆s ✇❡ ♣❡♥❡tr❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❛t ❝r❛❝❦s ❤❛✈❡
♥✉❝❧❡❛t❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❤❛s ❧❡ss ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❝❤♦✐❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛①❡❞✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ♥❡✇ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❜r✐tt❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❛r❡
♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✉♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜❛s❡s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② st❛♥❞
❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❛♠❛❣❡
❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡✱ ❢♦r ❛ r❛t❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥ ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ s❡tt✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢✿
✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②✱ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡✱ ✐s r❡❝❛❧❧❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬❇♦✉r❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✵❪ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✜ts
✐♥t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✵❜❪✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬P❤❛♠ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪✳ ■t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s❝❛❧❛r
❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η✳ ❯♥❞❡r❧②✐♥❣
t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤♦s❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛
❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σc ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧✿
❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss✱ ✜♥✐t❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡
♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t②✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡
❞❡✈✐s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛r ✐♥ tr❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡
str❡ss r❡❛❝❤❡s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ σc ❞❛♠❛❣❡ ♥✉❝❧❡❛t❡s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛r✳ ❆s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs st✉❞✐❡❞ ❛r❡
s♦❢t❡♥✐♥❣✱ t❤❡ str❡ss ✐♥ t❤❡ ❜❛r ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡♥ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧✐③❡s✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛t ✇❤✐❝❤ ✐t ❤❛♣♣❡♥s
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛r ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡rs❝♦r❡s ❛ s✐③❡ ❡✛❡❝t✳ ❋r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✬s
t♦✉❣❤♥❡ss Gc ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✐s ✐t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s
✇♦r❦ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r❛❝❦ ❛t ❛ ♥♦t❝❤ s✐♥❣✉❧❛r✐t②

❆ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡ t❤❛t r❡♠❛✐♥s ✐♥ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s ❤♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r❛❝❦ ✐♥ ❛ s♦✉♥❞
♠❛t❡r✐❛❧✳ ❍❡r❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ t♦ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ♥✉❝❧❡❛t❡ ❛ ❝r❛❝❦
❢r♦♠ ❛ s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t ❞❛♠❛❣❡ ♦♥❧② ♥✉❝❧❡❛t❡s ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤✱ ❛♥❞ t❤✉s ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦t❝❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r r❡♠❛✐♥s ❡❧❛st✐❝✳ ❚❤✉s✱ r❡s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ❢❛♠✐❧②
♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❜r✐♥❣s ✉♣ ❛ ✜rst t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ s✐③❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡♥ ♦♥ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r
Kg ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡
♥♦t❝❤ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥♥❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s st✉❞✐❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤ ω✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡
❤❛♥❞✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ t♦ ♥✉❝❧❡❛t❡ ❛ ❝r❛❝❦ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦t❝❤ ❛♥❣❧❡✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡rs t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛t ❝r❛❝❦ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
✉s✐♥❣ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥② ❋✳❊✳▼✳ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✷ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ Kg✳



✶✹✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦✇❛r❞s ●r✐✣t❤✬s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇

❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ η ✐s s♠❛❧❧ ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❜②
●❛♠♠❛✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ●r✐✣t❤✬s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❢r❛❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ❦❡② r❡s✉❧t ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞
❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❛ ❣♦♦❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥♦t ♦♥❧② ❞♦❡s t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❥✉♠♣s ❢r♦♠
♦♥❡ st❛t❡ t♦ ❛♥ ♦t❤❡r ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡rs✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r❡s❝r✐❜❡
❢♦r❝❡s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡♣t ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ❞❡s❡r✈❡s t♦ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜② ❛ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ✐s t❤❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛ ✇❡❛❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ●r✐✣t❤✬s
❧❛✇ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ s❛♠❡ q✉❡st✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜✉t ♦♥❧② t♦ ❛ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇✳

Pr❛❝t✐❝❛❧❧② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t✱ ❛❢t❡r ❛ st❛❣❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s
✐♥ ❜❛♥❞s✳ ❚❤❡✐r ✇✐❞t❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ η ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡①❝❡♣t ❛t t❤❡
t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ③♦♥❡✱ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❜❛♥❞ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② t❤❡ ♦♥❡
❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❛ t❤✐♥ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡✮
❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭❍②♣♦t❤❡s✐s ✺✮ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s st✐❧❧ ❤♦❧❞
❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✮✳ ❚❤❡ ❧❛st ♠❛❥♦r ✐ss✉❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s t❛s❦ ✐s
t♦ ❣✐✈❡ ❛ s❡♥s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ ❛♥❞ ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❜❛s✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s G ❛♥❞ Gc ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇ ✐♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ♦✉r ❞❛♠❛❣❡
❧❛✇✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r②✱ G ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s ❛ ♣✉r❡❧② ❡❧❛st✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡♥ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ■r✇✐♥✬s ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡❧❡❛s❡ r❛t❡ t♦ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❛t t❤❡
t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ❧❛✇✱ t❤❡
str❡ss❡s r❡♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜✉t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐♥❣✉❧❛r✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥ ●r✐✣t❤✬s t❤❡♦r②✱ Gc ✐s ❛
❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ♦✉r
❞❛♠❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss
σc ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ G ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ t✇♦✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ Gc ❛s
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡✳ ❋r♦♠ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts✱ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾
✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞s ❢♦❧❧♦✇ ●r✐✣t❤✬s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧❛✇✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♣ ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡s ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡
❜❛♥❞s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ str❡ss ❛s t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥❞✉❝❡s ❛ str❡ss t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡
❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r✳ ■♥ t❤✐s st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✸✮✱ t❤❡
❞❛♠❛❣❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛❧♠♦st ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦r ❛♥② ❛♥❣❧❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ ✭❋✐❣✳ ✷✳✷✹✮✳ ❆s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱
t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐s s✐♥❣✉❧❛r ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞ ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡s✳



✶✹✶

◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❢♦r str❡ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ s❡tt✐♥❣

❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❞✉❡ t♦ ❛ ♥♦t❝❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤✳
❨❡t ❝r❛❝❦s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ t❤❡ str❡ss ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✛✉s❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✐♥ ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s ❝r❛❝❦s
✇❤✐❝❤ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛♣♣❡❛r✳ ❚❤✐s st✉❞② ❛✐♠s ❛t ❣✐✈✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡
✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ♦♥ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❣❡♥❡s✐s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①
❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s✳ ■t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❧❛❜ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✱ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ ♦❢ t❤❡r♠❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ str❛✐♥s✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✮ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛♥❞
st❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❛t✐♦ ♦♥ ❧✐♥❡❛r s♣❛❝❡s ♦r ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡s
✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✻✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠
✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❋♦✉r✐❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❧❛❜✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ tb ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❜r❛♥❝❤ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐s ♣r♦✈❡♥✱ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✉♥st❛❜❧❡ ❛t ❛ ❧❛t❡r t✐♠❡ ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡
❜✐❢✉r❝❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s st❛❜❧❡ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺✮ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λb ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤✲
✐♥❣ t❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r θ ❛♥❞ t❤❡ P♦✐ss♦♥
r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ str❡ss ✐s r❡❛❝❤❡❞ ♦♥
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t t = 0✳

▼♦r♣❤♦❣❡♥❡s✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s ✉♥❞❡r ❞r②✐♥❣ ♦r ❝♦♦❧✐♥❣

❚❤✐s ❧❛st ❝❤❛♣t❡r st✉❞✐❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ♠♦r♣❤♦❣❡♥❡s✐s ♦❢ ❝r❛❝❦s ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✳ ❚❤❡
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ❧❡✈❡r❛❣❡❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② st✉❞② t❤❡ ♠♦r♣❤♦❣❡♥✐s ♦❢
❝♦♠♣❧❡① ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡✐r s❡❧❡❝t✐✈❡ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛tt❡r♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ ❤②♣♦t❤❡s❡s
♦♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ s❡t ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ s❤r✐♥❦❛❣❡✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞
❜② ❜♦t❤ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σc ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ηn ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② Gc✳ ❨❡t
♦♥❧② t✇♦ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞✱ ♦♥❡ ❣r❡❛t❧② ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✲
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(a)

(b)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✸✿ ✭❛✮ ❈r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ❛ s❧❛❜ ♦❢ ❝❡r❛♠✐❝ ❛❢t❡r t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ✭❜✮ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❛♠❛❣❡
✜❡❧❞ α ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s✳

❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
♣r♦❝❡ss✱ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❆s t❤❡ ❝r❛❝❦s ♣❡♥❡tr❛t❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧❧② ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ●r✐✣t❤✬s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇✳ ❱❡r② ❣♦♦❞
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✸✮ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳

❚❤✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦sts r❡♠❛✐♥ ❤✐❣❤ ❛s s♦♦♥ ❛s ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
✉s❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s✳
◆♦t ♦♥❧② ❞♦❡s t❤✐s ❧❡♥❣t❤ ❛♣♣❡❛r ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ s❡tt✐♥❣✱ ✐t ❛❧s♦ ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦✉❣❤♥❡ss Gc ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❡ss σc✳ ❚❤✉s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✇✐❧❧ ♠♦❞✐❢② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
❦❡② ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❤❡♥ ❝r❛❝❦s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ σc ✐s ❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t✱ ❜✉t ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ ❤❡❛✈② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♥❡✇ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡✲
✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❝r❛❝❦s ❢♦r♠ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♣❛tt❡r♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦
❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡ ❧❛✇ ❛s ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆ ✈❡r② s✉❜t❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ ❛♥❞ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
▼♦r❡♦✈❡r ♥♦♥ r❡❣✉❧❛r s✉r❢❛❝❡s ♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ st✉❞✐❡❞✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦✉t❧♦♦❦s t♦ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs ❧❡t ✉s ❣✐✈❡ ❛ ❢❡✇ ❤✐♥ts ♦♥
✇❤❛t t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠ t❤r♦✉❣❤ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❧❛❝❦✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇✱ s✉r❢❛❝❡
❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t✐❡s s✉❝❤ ❛ ●r✐✣t❤ ♦r ❝♦❤❡s✐✈❡ ❢♦r❝❡ ♠♦❞❡❧s ❜✉t ❛❧s♦ ♦t❤❡r ❜✉❧❦ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s ♣❧❛st✐❝✐t② ♦r ❛
❝♦✉♣❧❡❞ ♣❧❛st✐❝ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡✐r ❧❡♥❣t❤ t♦✇❛r❞s ❛ ❣✐✈❡♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳
❚❤❡ r❡s✉❧t s❤♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡
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❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦ ❜❛♥❞s ✐♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s
✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞②♥❛♠✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣
❛r❡ st✐❧❧ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ ❞❛♠❛❣❡ ✐t ✐s ❛ ✈❡r② str♦♥❣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥
t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s✐❞❡ ❛ ♣r♦♣❡r s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞ ♠✉st ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✱ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡ ❡✛❡❝ts ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s❧❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❤❡✐❣❤t s❤♦✉❧❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳ ❆ ♣♦st ❜✉❝❦❧✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s
✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢r♦♠ ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ st❛t❡ t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦ s❡tt✐♥❣✳ ❆
❧✐t♠✉s t❡st ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤❡r❡ ♦t❤❡r ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✈❛✐♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♦♥❡✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r✱ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❡r
❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❇✉t✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ❛ st❡♣ ❢♦r✇❛r❞s ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❤②❞r❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❛❧❦❛❧✐✲s✐❧✐❝❛ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛t
❧❡❛st ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

❙♣❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝s✱ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢t❡♥ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤ η ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❡s❤ s✐③❡ s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ η
❧❡❛❞s t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t ♦✈❡r❧♦♦❦ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛♥
♦❜st❛❝❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❆♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶

❲❤✐❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡①✐t② ❍②♣♦t❤❡s✐s ✶ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤
❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ str❛✐♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❛t❡ (0,T0, α) ✉♣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛ss✉♠✐♥❣
s♠❛❧❧ str❛✐♥s✱ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

W0(ε,T, α) =W0(0,T0, α) + σ0(α) · ε+
1

2
A(α)ε · ε− A(α)a(α)ε(T− T0) +

1

2
γ(α)(T− T0)

2.

P❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠s✿ σ0(α) ✐s t❤❡ ♣r❡str❡ss✱ a(α) ✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝✱ A(α) ✐s t❤❡ r✐❣✐❞✐t② ❛♥❞ γ(α)/T0 ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❝♦♥st❛♥t str❛✐♥✳ ❆ ♣r✐♦r✐
t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ st❛t❡✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r❡str❡ss t❡r♠
✈❛♥✐s❤❡s ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ w(α) =W0(0,T0, α) ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ✐s✿

ψ(ε,T, α) =
1

2
A(α)ε · ε− A(α)a(α)ε(T− T0) +

1

2
γ(α)(T− T0)

2

ψ(ε,T, α) =
1

2
A(α) (ε− a(α)(T− T0)) · (ε− a(α)(T− T0))−

1

2
c(α)(T− T0)

2

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ❍②♣♦t❤❡s✐s ✶ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ②✐❡❧❞ s✉r❢❛❝❡ ♦❢

−ψ,α(ε,T, α) ≤ w(α)

− 1

2
A
′(α)ε · ε+

(

A
′(α)a(α) + A(α)a′(α)

)

ε(T− T0)−
1

2
γ(α)(T− T0)

2 ≤ w(α) ✭❆✳✶✮

e2

e1

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❈❡❧❧ Y ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✐③❡ ǫ

❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ✭❍②♣♦t❤❡s✐s ✶✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ t✇♦ s❝❛❧❡
❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❡❧❧ Y ✭❋✐❣✳ ❆✳✶✮ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝



✶✹✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐① ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶

s✐③❡ ǫ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ Yi ✐♥ ❛ ♠❛tr✐① Ym✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✜❡❧❞ ♦♥ ǫ ✐s ♠❛❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r ✐♥ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ǫ✿

Tǫ(x,y) = T̄(x) + ǫT1(x,y) + · · · ❛♥❞ uǫ(x) = ū(x) + ǫu1(x,y) + · · · ,

✇❤❡r❡ y ✐s t❤❡ ❢❛st ✈❛r✐❛❜❧❡ y = x/ǫ✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞ ♦♥❧② ❛♣♣❡❛rs
t❤r♦✉❣❤ ✐t✬s ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧ T̄✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
T̄ ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

ψ̄(ε̄, T̄) := min
v∈H1

♯
(Y )

1

|Y |

∫

Y

1

2
A(y)

(

ε(v)− a(y)T̄
)

·
(

ε(v)− a(y)T̄
)

− 1

2
c(y)T̄2 dy

✇❤❡r❡ H1
♯ (Y ) =

{

v ∈ H1(Y ) | v ♣❡r✐♦❞✐❝
}

✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ✐♥ uǫ

ψ̄(ε̄, T̄) = min
v∈H1

♯
(Y )

1

|Y |

∫

Y

1

2
A(y)

(

ε(ū) + ε(v)− a(y)T̄
)

·
(

ε(ū) + ε(v)− a(y)T̄
)

− 1

2
c(y)T̄2 dy.

❚❤❡ t❡r♠ χ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❜② ❧✐♥❡❛r✐t② r❡❛❞s
χ(y) = ε̄ijχ

ij(y) + T̄χ0(y)✱ ✇❤❡r❡ χij ❛♥❞ χ0 ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 7 ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦❜❧❡♠s✿
∫

Y
Aijkl(y)

(

ε̄+ εkl(χ
mh)
)

εij(v) dy = 0 ∀v ∈ H̄1
♯ (Y ), (m,h) ∈ {1, 2, 3}2

∫

Y
Aijkl(y)

(

ε̄+ εkl(χ
0)
)

εij(v) dy = 0 ∀v ∈ H̄1
♯ (Y )

✇❤❡r❡ H̄1 ♦❢ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❡❧❞s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❦♥♦✇✐♥❣ χij ❛♥❞ χ0 t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② r❡❛❞s✿

ψ̄(ε̄, T̄) =
1

|Y |

∫

Y

(

1

2
A(y)

(

ε(ū) + εij(ū)ε(χ
ij) + ε(χ0)T̄− a(y)T̄

)

·
(

ε(ū) + εij(ū)ε(χ
ij) + ε(χ0)T̄− a(y)T̄

)

− 1

2
c(y)T̄2

)

dy

❉❡♥♦t✐♥❣ δkl t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r s②♠❜♦❧✱ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❍♦♦❦❡ t❡♥s♦r✱ ♣r❡str❡ss σ̄0✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞
❝♦✉♣❧✐♥❣ t❡r♠ r❡❛❞ ❛s✿

Āijkl :=
1

|Y |

∫

Y

Aijkl

(

δkmδlh + εkl(χ
mh(y))

)

dy,

σ̄0ij := Āā :=
1

|Y |

∫

Y

Aijkl

(

δkmδlh + εkl(χ
mh(y))

)

· (aδkl − εkl(χ
0)) dy,

b̄ij :=
1

|Y |

∫

Y

Aijkl(aδkl − εkl(χ
0)) · (aδkl − εkl(χ

0)) dy.

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② r❡❛❞s✿

ψ̄(ε̄, T̄) =
1

2
Āε̄ · ε̄− σ̄0ε̄T̄ +

1

2
(b̄− < c >)T̄2

=
1

2
Ā(ε̄− āT̄) · (ε̄− āT̄)− 1

2
(−b̄+ Āāā+ < c >)T̄2



✶✹✼

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭❆✳✶✮ ❧❡❛❞s t♦ b̄ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❛s b̄
✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ s♣❛❝❡ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡✳ ❚❤✉s ❍②♣♦t❤❡s✐s ✶ ✐s
❥✉st✐✜❡❞✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷

❇✳✶ ❚❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤

❆ ♥♦t❝❤ ♥❡❛r ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❚♦ ✜① t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❧❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥
st❡♣s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ ❛ ♥♦t❝❤✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r ❛s ❛♥ ❆✐r② ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✿

φ(r̄, θ) =
N
∑

i=1

Kir̄
̺+1F i(θ)

✇❤❡r❡ (r̄, θ) ❛r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭❋✐❣✳ ✷✳✸✮ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ω < π✱
t❤❡ ✜rst t✇♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ̺ ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

sin 2̺ω = −̺ sin 2ω ❛♥❞ sin 2̺ω = ̺ sin 2ω ✭❇✳✶✮

❛♥❞ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✭❋✐❣✳ ❇✳✶✮✳ ❋♦r ω < ω∗ = 2.2467 ❛ s✐♥❣❧❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❡①✐sts✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ♦♥❧② t❤❡
str♦♥❣❡st s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ✈❛♥✐s❤ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦r ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❝❛s❡ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ F 1(θ) ✐s ❡✈❡♥✿

F 1(θ) = (1− ̺) sin(1− ̺)ω cos(1 + ̺)θ − (1 + ̺) sin(1 + ̺)ω cos(1− ̺)θ ✭❇✳✷✮

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ P♦✇❡r ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤



✶✺✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷

❚❤❡♥ t❤❡ str❛✐♥ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❢♦r ν = 0✮✱ Ur = 2rεrr ❛♥❞ Uθ =
1
̺U

′
r − 4

√
rεrθ✱

✇✐t❤ t❤❡ str❡ss

σ0rr =
1

r2
∂2φ

∂θ2
+

1

r

∂φ

∂r
, σ0rθ = − ∂

∂r

(

1

r

∂φ

∂θ

)

Hω
1 (θ) = (1− ̺) sin(θ̺+ (̺− 1)ω) + (̺− 1) sin[θ̺+ ω − ̺ω] + 3 sin[θ̺− (1 + ̺)ω] ✭❇✳✸✮

− 3 sin[θ̺+ ω + ̺ω]− ̺ sin[2θ − θ̺− (1 + ̺)ω] + ̺ sin[2θ − θ̺+ ω + ̺ω]

Hω
2 (θ) = (1− ̺) cos(θ̺+ (̺− 1)ω) + (̺− 1) cos[θ̺+ ω − ̺ω]− 3 cos[θ̺− (1 + ̺)ω] ✭❇✳✹✮

+ 3 cos[θ̺+ ω + ̺ω] + ̺ cos[2θ − θ̺− (1 + ̺)ω]− ̺ cos[2θ − θ̺+ ω + ̺ω]

❋✐♥❛❧❧②✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ Hω(θ) = (Hω
1 (θ), H

ω
2 (θ)) t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ u0 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ✭✷✳✽✮

❇✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Kg t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✉❛❧ str❡ss s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♠❡t❤♦❞

❆s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❞♦♠❛✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ✐s
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

divσ0 + f = 0 ✭❇✳✺✮

❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s














u0 = U ♦♥ ∂DΩ1

σ0n = F ♦♥ ∂NΩ1

σ0n = 0 ♦♥ Γ̃±

✭❇✳✻✮

❆♥❞ t❤✉s t❤❡ ✜rst s✐♥❣✉❧❛r t❡r♠ ✭✷✳✽✮ u0 = Kg r̃
̺Hω(θ)✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦r Kg ✇❡

♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞✉❛❧ str❡ss s✐♥❣✉❧❛r ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥ ❛♥❣❧❡ ω ✐❢ ̺ ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✭❇✳✶✮✱ t❤❡♥ ̺⋆ = −̺ ❛❧s♦ ✐s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❛❞s F ⋆ = −F ❛♥❞ t❤❡ ❛✐r②
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐s

φ⋆ = −r̺+1F i(θ)

❚❤✉s t❤❡ str❡ss r❡❛❞
σ⋆rr = −r−̺−1

(

F ′′(θ) + (1− ̺)F (θ)
)

,

σ⋆rθ = −̺r−̺−1F (θ), σ⋆θθ = ̺(1̺)r
−̺−1F (θ)



❇✳✸✳ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣❡rt② ✺ ✶✺✶

❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
u∗ = r̺ (U⋆

r (θ)er + U⋆
θ (θ)eθ)

✇✐t❤

U⋆
r (θ) =

1

̺

(

F ′′(θ) + (1− ̺)F 1(θ)
)

,

U⋆
θ (θ) =

1

(1 + ̺)̺

(

F ′′′(θ) + (2̺2 − ̺+ 1)F ′(θ)
)

.

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♥❡❛r t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ Ω t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡
t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤✳ ▲❡t Br ❜❡ t❤❡ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s r ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤✱ ❧❡t Cr ❜❡ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ✭❛
❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s r✮ ❛♥❞ ❧❡t Ω̃r ❜❡ t❤❡ ✉♥❝r❛❝❦❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❜❛❧❧ Br✿ Ω̃r = Ω1 \ Br✳

❘❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❇✳✺✮ ✉♥❞❡r ✐ts ✇❡❛❦ ❢♦r♠ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜② ♣❛rts✿

0 =

∫

Ω̃r

(

divσ0 + f
)

· u∗r̃ dr̃ dθ

=

∫

Ω̃r

−∇̃u0 · ∇̃u∗ + fu∗r dr̃ dθ +

∫

∂Ω̃r

∂u0

∂n
· ∇̃u∗ dr̃ dθ

=

∫

Ω̃r

u0 · ∆̃u∗ + fu∗r dr̃ dθ +

∫

∂Ω̃r

(

∂u0

∂n
· u∗ − u0 · ∂u

∗

∂n

)

dr̃ dθ

❚❤❡ t❡r♠ ✐♥ u0 · ∆̃u∗ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ✈❛♥✐s❤❡s ❛s u∗ ✐s ❤❛r♠♦♥✐❝ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦♥
t❤❡ ♥♦t❝❤ ✐s −er✱ ❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ r̃✱

∫

Cr

(

∂u0

∂n
· u∗ − u0 · ∂u

∗

∂n

)

dr̃ dθ = 2̺Kg

∫ ω

0
(H̺(θ))2 dθ

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ u ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛♥② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ❛s ✐t ✐s
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ u∗ ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

Kg =

∫

Ω̃r
fu∗r̃ dr̃ dθ +

∫

∂Ω̃r

(

∂u0

∂n · u∗ − u0 · ∂u∗

∂n

)

dr̃ dθ

2̺
∫ ω
0 (H̺(θ))2 dθ

✭❇✳✼✮

❇✳✸ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣❡rt② ✺

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣❡rt② ✭✷✳✷✵✮ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ str♦♥❣❧② ❜r✐tt❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♥❡❡❞s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦♥ t❤❡ st❛t❡
❢✉♥❝t✐♦♥ W ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♠❡r❡❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡
♠♦❞❡❧ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ✐s ♠❛❞❡ ♥❡❛r t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ♣♦❧❛r
s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (r, θ) ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♣♦❧❡ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✱ θ = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛①✐s t❛♥❣❡♥t



✶✺✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷

t♦ t❤❡ ❝r❛❝❦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧② t❤❡ ❧✐♣s ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ θ = ±π✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡ ✐♥❞❡① t
✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ ✜❡❧❞s✳

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ v = 1− α✱ ♦♥❧② s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ✜❡❧❞s ♦❢
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

v(r, θ) = rpV (θ) + · · · , u(r, θ) = rq (Ur(θ)er + Uθ(θ)eθ) + · · ·

✇❤❡r❡ p ❛♥❞ q ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳ ■♥ ♦r❞❡r t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❡ ✜♥✐t❡ t❤❡ ♦r❞❡rs
p ❛♥❞ q ♠✉st ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t p > 0 ❛♥❞ p+ q > 0✳ ❚❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮3 r❡❛❞s

1

2
v−3

C0σ · σ − w1 − w1η
2∆v ≤ 0. ✭❇✳✽✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ✭❇✳✽✮✱ 1
2
v−3C0σ · σ✱ ❜❡✐♥❣ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦r❡ s✐♥❣✉❧❛r t❤❛♥ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r

t❡r♠s ♦❢ ✭❇✳✽✮ ✇❤♦s❡ ♦r❞❡rs ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 0 ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st p − 2✳ p ♠❡r❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❝❤ t❤❛t p ≤ 2

❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 1
2
v−3C0σ · σ ♠✉st ❜❡ ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦

p − 2✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✜❡❧❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ r✐❣✐❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ q ∈ {0, 1}✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ 1

2
v−3C0σ · σ ✐s ♦❢ ♦r❞❡r p+ 2q − 2✳ ❍❡♥❝❡✱

✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ q ♠✉st ❜❡ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡✳

❋r♦♠ t❤❡ t✇♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s p > 0 ❛♥❞ q ≥ 0✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t limr→0 Ir = 0✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ♦♥❧②
t❡r♠s ✐♥ Jr ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ♥♦♥ ♥✉❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ t❡r♠s✳ ❙✐♥❝❡ ∇α · ∇α ❛♥❞
qrα,1 ❛r❡ ❜♦t❤ ♦❢ ♦r❞❡r 2p−2✱ J0 = 0 ✐❢ p > 1/2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ p ≤ 1/2✳

▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ q = 0✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 1
2
v−3C0σ ·σ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ p−2✳ ■t ✐s tr✉❡ ✇❤❡♥ q > 0✳ ■❢

q = 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ str❛✐♥s ✐s ❛t ❧❡❛st −1✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ εrr ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ −1 ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
str❡ss❡s ✐s ❛t ❧❡❛st 2p − 1✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ σ ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♥♦t s✐♥❣✉❧❛r✱ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣❛rt ♦❢ divσ ♠✉st ✈❛♥✐s❤✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛♥ ❆✐r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r 2p+ 1✱ s❛② φ(r, θ) = r2p+1F (θ)✱ ❛♥❞ t♦ s❡t

σrr =
1

r2
∂2φ

∂θ2
+

1

r

∂φ

∂r
+ · · · , σrθ = − ∂

∂r

(

1

r

∂φ

∂θ

)

+ · · · , σθθ =
∂2φ

∂r2
+ · · · . ✭❇✳✾✮

❋r♦♠ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ v2Eεrr = (1− ν2)σrr − ν(1 + ν)σθθ✱ ✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡
s♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ν t❤❡ ✭✐♥✈❛r✐❛❜❧❡✮ P♦✐ss♦♥ r❛t✐♦✱ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s t❤❛t F (θ) ♠✉st s❛t✐s❢②

0 = (1− ν)F ′′(θ) + (1− ν(2p+ 1))(2p+ 1)F (θ).

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐♣s ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛r❡ str❡ss ❢r❡❡✱ F ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s F (±π) = F ′(±π) = 0✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s F = 0✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ str❡ss❡s ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 2p − 1 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡
♦r❞❡r ♦❢ 1

2
v−3C0σ · σ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ p− 2✳

❲r✐t✐♥❣ ✭❇✳✽✮ ❛t t❤❡ ♦r❞❡r p− 2✱ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s t❤❛t V ♠✉st ❜❡ ❛ ♥♦♥ ♥✉❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s

V ′′ + p2V ≥ 0 ❛♥❞ V ≥ 0 ✐♥ (−π, π), V (±π) = 0.



❇✳✸✳ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣❡rt② ✺ ✶✺✸

▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t p ≥ 1/2✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② V ′′ + p2V ≥ 0 ❜② V ✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r (−π, π)✱
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦

p2 ≥
∫ π
−π V

′(θ)2 dθ
∫ π
−π V (θ)2 dθ

≥ min
ϕ≥0

ϕ(±π)=0

∫ π
−π ϕ

′(θ)2 dθ
∫ π
−π ϕ(θ)

2 dθ
=

1

4
✭❇✳✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡❢t t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s
❜❡❝♦♠❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ✭❇✳✶✵✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ p = 1/2 ❛♥❞ V (θ) = K cos(θ/2) ✇✐t❤ K > 0✳ ❚❤✐s ♠❛t❝❤❡s t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ✇✐t❤ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧✐♣s ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦✳ ■♥ s✉❝❤
❛ ❝❛s❡✱ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s

J0 = −π
4
w1η

2K2 < 0

✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❈

❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸

❈✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✽ st❡♣s✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦♦❢ τ ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
s♣❛❝❡s r❡❛❞

D1
0 := {β ∈ H1(0,∞) : 0 ≤ β ≤ 1} ❛♥❞ D0 := {β ∈ H1(0,∞) : 0 ≤ β}.

✭✐✮ ✿ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r✳ ❙✐♥❝❡ P̄τ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❧♦✇❡r s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞
s✐♥❝❡ D1

0 ✐s ❝❧♦s❡❞ ✐♥ H1(0,∞)✱ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ❡①✐sts✳ ❙✐♥❝❡ P̄τ ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ✐s ✉♥✐q✉❡
❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ᾱτ ✳ ⊳

✭✐✐✮ ✿ ᾱτ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ P̄τ ♦✈❡r D0✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♦✈❡r D1

0✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ✉♥✐q✉❡✱ s❛② α̂τ ✳ ▲❡t ✉s s❡t α̌τ = min{α̂τ , 1} ∈ D1
0 ⊂ D0✳ ❖♥❡ ❡❛s✐❧②

❝❤❡❝❦s t❤❛t P̄τ (α̌τ ) ≤ P̄τ (α̂τ )✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ α̂τ = α̌τ ∈ D1
0 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ α̂τ = ᾱτ ✳ ⊳

✭✐✐✐✮ ✿ 0 ✐s ♥♦t t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r✳ ❙✐♥❝❡ Θ < 1 = fc(0)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts h > 0 s✉❝❤ t❤❛t Θ < fc(y) ✐♥ [0, h]✳ ❙✐♥❝❡

P̄ ′
τ (0)(β) =

∫ ∞

0
(Θ2 − fc(y)

2)β(y) dy,

✐❢ ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s β ∈ D0 ✇✐t❤ ✐ts s✉♣♣♦rt ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ [0, h]✱ t❤❡♥ P̄ ′
τ (0)(β) < 0 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ 0 ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡

♠✐♥✐♠✐③❡r✳ ❚❤❡ ✭♦♣❡♥✮ s✉♣♣♦rt ♦❢ ᾱτ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Iτ ✱ ✐✳❡✳ Iτ = {y ≥ 0 : ᾱτ (y) > 0}✳ ⊳

✭✐✈✮ ✿ ᾱτ ✐s ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✐♥ Iτ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s

1

τ2
ᾱ′′
τ (y) + fc(y)

2(1− ᾱτ (y)) = Θ2 ∀y ∈ Iτ . ✭❈✳✶✮

❙✐♥❝❡ ᾱτ ♠✐♥✐♠✐③❡s P̄τ ♦✈❡r D0✱ ❜② st❛♥❞❛r❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♥❡ ❣❡ts t❤❛t ✐t s❛t✐s✜❡s

∫ ∞

0

(

1

τ2
ᾱ′
τ (y)β

′(y) +
(

Θ2 − fc(y)
2(1− ᾱτ (y))

)

β(y)

)

dy ≥ 0, ∀β ∈ D0, ✭❈✳✷✮



✶✺✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸

❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ β = ᾱτ ✳ ▲❡t ϕ ∈ C∞
0 (Iτ ) ✭✇❤❡r❡ C∞

0 (Iτ ) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ✐♥ Iτ ✮✳ ❋♦r h s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ β := ᾱτ + hϕ ∈ D0 ❛♥❞ ♦♥❡ ❣❡ts ❢r♦♠ ✭❈✳✷✮

∫

Iτ

(

1

τ2
ᾱ′
τ (y)ϕ

′(y) +
(

Θ2 − fc(y)
2(1− ᾱτ (y))

)

ϕ(y)

)

dy ≥ 0.

❈❤❛♥❣✐♥❣ ϕ ✐♥ −ϕ ❣✐✈❡s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❡✈❡r② ϕ ∈ C∞
0 (Iτ )✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ᾱτ s❛t✐s✜❡s

✭❈✳✶✮ ✐♥ Iτ ✳ ❙✐♥❝❡ ᾱτ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ s✐♥❝❡ fc ✐s ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s ❜②
✐♥❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ᾱτ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✐♥ Iτ ✳ ⊳

✭✈✮ ✿ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt Iτ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [0, δτ ) ✇✐t❤ 0 < δτ ≤ ∞✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
t❤❛t t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t (a, b) ♦❢ Iτ s✉❝❤ t❤❛t 0 < a < b ≤ ∞✳ ■❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❡①✐sts✱ t❤❡♥ ᾱτ (a) = ᾱτ (b) = 0 ✭❡✈❡♥ ✐❢ b = ∞ ❜❡❝❛✉s❡ ᾱτ ♠✉st t❡♥❞ t♦ ✵ ❛t ✐♥✜♥✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦
H1(0,∞)✮✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t ᾱ′

τ (a) = 0 ❜② ✉s✐♥❣ ✭❈✳✷✮✳ ❋♦r h > 0 ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢❛♠✐❧② ♦❢ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s βh ❞❡✜♥❡❞ ❜② βh(y) = 1 − |y − a| /h ✇❤❡♥ |y − a| ≤ h ❛♥❞ βh(y) = 0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❚❤❡♥ ✭❈✳✷✮ ❣✐✈❡s

0 ≤ ατ (a− h)

h
+
ατ (a+ h)

h
≤ τ2

∫ a+h

a−h

(

Θ2 − fc(y)
2(1− ᾱτ (y))

)

βh(y) dy.

P❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ h ❣♦❡s t♦ ✵ ❣✐✈❡s ᾱ′
τ (a−) = ᾱ′

τ (a+) ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ᾱτ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛t a✳ ❇✉t
s✐♥❝❡ ᾱτ ≥ 0 ❛♥❞ ᾱτ (a) = 0✱ t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ᾱ′

τ (a) = 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ᾱ′′
τ (a+) ♠✉st ❜❡ ♥♦♥

♥❡❣❛t✐✈❡ s♦ t❤❛t ᾱτ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ a✳ ❙✐♥❝❡ ᾱ′′
τ (a+) = τ2(Θ2 − fc(a)

2) ❜② ✭❈✳✶✮✱ s✐♥❝❡ fc

✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ s✐♥❝❡ 0 < ᾱτ ≤ 1 ✐♥ (a, b)✱ ♦♥❡ ❣❡ts

α′′
τ (y) = τ2(Θ2 − fc(y)

2(1− ᾱτ (y)) > τ2(Θ2 − fc(a)
2) ≥ 0, ∀y ∈ Iτ .

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ᾱ′
τ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ Iτ ✳ ❍❡♥❝❡ ᾱτ ♠✉st ❜❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ Iτ ✇❤✐❝❤ ✐s

✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ᾱτ (b) = 0✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ a = 0✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
✉♥✐q✉❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ Iτ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [0, δτ )✳ ⊳

✭✈✐✮ ✿ ᾱτ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ᾱ′
τ (0) = ᾱτ (δτ ) = ᾱ′

τ (δτ ) = 0 ❛♥❞ δτ ✐s ✜♥✐t❡✳ ❚❛❦✐♥❣ β = ᾱτ

✐♥ ✭❈✳✷✮ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❛♥ ❡q✉❛❧✐t②✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭❈✳✶✮ ❣✐✈❡
ᾱ′
τ (0)ᾱτ (0) = 0✳ ❙✐♥❝❡ ᾱτ (0) > 0✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ᾱ′

τ (0) = 0✳ ■❢ δτ = ∞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t δτ
❛r❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ᾱτ ❜❡❧♦♥❣s t♦ H1(0,∞) ❛♥❞ ✐s ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳ ■❢ δτ < ∞✱
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ✭❈✳✷✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭❈✳✶✮ ❧❡❛❞s t♦

ᾱ′
τ (δτ−)β(δτ ) + τ2

∫ ∞

δτ

(Θ2 − fc(y)
2)β(y) dy ≥ 0, ∀β ∈ D0.

❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ᾱ′
τ (δτ−) ≥ 0 ❛♥❞ Θ ≥ fc(y) ❢♦r ❛❧❧ y ≥ δτ ✳ ❇✉t s✐♥❝❡ ᾱτ (δτ ) = 0 ❛♥❞ ᾱτ ≥ 0✱

♦♥❡ ❛❧s♦ ❤❛s ᾱ′
τ (δτ−) ≤ 0✳ ❍❡♥❝❡ ᾱ′

τ (δτ−) = 0 ❛♥❞ s✐♥❝❡ ᾱ′
τ (δτ+) = 0 ♦♥❡ ✜♥❛❧❧② ❤❛s ᾱ′

τ (δτ ) = 0✳

❋r♦♠ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② Θ ≥ fc(y) ❢♦r ❛❧❧ y ≥ δτ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s t❤❛t δτ ≥ fc
−1(Θ)✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✭❈✳✶✮ ♦✈❡r Iτ

❣✐✈❡s

Θ2δτ =

∫ δτ

0
fc(y)

2(1− ᾱτ (y)) dy ≤
∫ ∞

0
fc(y)

2 dy <∞ ✭❈✳✸✮



❈✳✷✳ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷ ✶✺✼

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ δτ ✐s ✜♥✐t❡✳ ⊳

✭✈✐✐✮ ✿ ᾱτ (y) ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢r♦♠ ᾱτ (0) < 1 t♦ ✵ ✇❤❡♥ y ❣♦❡s ❢r♦♠ 0 t♦ δτ ✳ ■❢ ᾱτ (0) = 1✱
t❤❡♥ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ᾱ′

τ (0) = 0 ❛♥❞ ᾱ′′
τ (0) = Θ2 > 0✳ ❍❡♥❝❡ ᾱτ (y) s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶ ❢♦r

s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ y ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙♦✱ ᾱτ (1) < 1✳ ▲❡t ✉s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛ ♣♦✐♥t
y ✇❤❡r❡ ᾱ′

τ (y) > 0✱ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ■❢ s✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥t ❡①✐sts✱ t❤❡♥ ❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t② t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❡①✐st ❛
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t (a, b) ✇❤❡r❡ ᾱ′

τ > 0✳ ❙✐♥❝❡ ᾱ′
τ (0) = ᾱ′

τ (δτ ) = 0✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ᾱ′
τ (a) = ᾱ′

τ (b) =

0✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ᾱ′′
τ (a) ≥ 0✳ ❇✉t✱ ❜② ✭❈✳✶✮✱ ᾱ′′

τ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ (a, b) ✭❜❡❝❛✉s❡ fc ❛♥❞ 1 − ᾱτ

❛r❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ᾱ′′
τ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ᾱ′

τ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ (a, b)✳ ❚❤❛t ✐s
✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❤❡♥❝❡ ᾱ′

τ ≤ 0 ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ⊳

✭✈✐✐✐✮ ✿ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❛✐r (ᾱτ , δτ ) ✐♥ D0×(0,+∞) ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s ✭✸✳✷✷✮✕✭✸✳✷✹✮✳ ▲❡t ✉s ✜rst
r❡♠❛r❦ t❤❛t ✭✸✳✷✹✮ ✇✐t❤ ᾱτ = 0 ✐♥ (δτ ,∞) ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

1

τ2
ᾱ′′
τ (y) + fc(y)

2(1− ᾱτ (y)) ≤ Θ2 ∀y ∈ (δτ ,∞). ✭❈✳✹✮

▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✭✸✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭❈✳✹✮ ❜② β ∈ D0✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r (0, δτ ) ∪ (δτ ,∞)✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts ❛♥❞
✉s✐♥❣ ✭✸✳✷✸✮ ❧❡❛❞s t♦ ✭❈✳✷✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ β = ᾱτ ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ᾱτ ∈ D0 ✐s s✉❝❤ t❤❛t
P̄ ′
τ (ᾱτ )(β− ᾱτ ) ≥ 0 ❢♦r ❛❧❧ β ∈ D0 ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ P̄τ ♦✈❡r D0✳ ⊳ �

❈✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✹ st❡♣s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ t✐♠❡s τ ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✳

✭✐✮ ✿ ❧✐♠✐t ᾱ0✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❡st ✜❡❧❞s β = τ2exp(−y) ✐♥ ✭✸✳✷✺✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ P̄τ (ᾱτ ) ≤ C

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ‖ᾱτ‖2L1 ≤ C ❛♥❞ ‖ᾱ′
τ‖2L2 ≤ Cτ2✳ ❙✉❜str❛❝t✐♥❣ P̄τ (0) ❢r♦♠ ✭✸✳✷✺✮✱ ‖ᾱτ‖2L2 ≤ Cτ2 ❛♥❞

‖ᾱ′
τ‖2L2 ≤ Cτ4✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ᾱτ

τ2
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ᾱτ ✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧② t♦✇❛r❞s ᾱ0 ✭r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② 0✮ ✐♥ H1(R)✳ ▲❡t ✉s ✜① β ✐♥ ✭❈✳✷✮ ❛♥❞ ❧❡t τ t❡♥❞ t♦✇❛r❞s 0✱ t❤❡♥
∫ ∞

0

(

ᾱ′
0(y)β

′(y) +
(

Θ2 − fc(y)
2
)

β(y)
)

dy ≥ 0, ∀β ∈ D0. ✭❈✳✺✮

❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❢♦r β = ᾱ0✳ ❚❤✉s ᾱ0 ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡q✉❡♥❝❡ ᾱτ ❝♦♥✈❡r❣❡s
✇❡❛❦❧② t♦✇❛r❞s ᾱ0✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❛♥❞ ✭❈✳✷✮ ❛♥❞
✭❈✳✺✮✳

⊳

✭✐✐✮ ✿ ▲✐♠✐t δ0✳ ❋r♦♠ ✭❈✳✸✮ δτ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡♥ ✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ✐t ✇❡❛❦❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ R t♦✇❛r❞s
δ0✳ P❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ ✭❈✳✸✮✱ ❛s

Θ2δ0 =

∫ δ0

0
fc(y)

2 dy,



✶✺✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸

❣✐✈❡s t❤❛t δ0 ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡q✉❡♥❝❡ δτ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧② t♦✇❛r❞s δ0✳ ❋✐♥❛❧❧②

c‖δτ − δ0‖2R ≤
∫ δτ

0
fc(y)

2(1− ᾱτ (y)) dy −
∫ δ0

0
fc(y)

2 dy

✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s str♦♥❣✳ ⊳

✭✐✐✐✮ ✿ ▲✐♠✐t ᾱ∞✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ t❡st ✜❡❧❞ β = exp(−y)✱ t❤❛t ✈❛♥✐s❤❡s ❛s y t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ✐♥✜♥✐t②✱ ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶ ❧❡❛❞s t♦ ✿

∫ ∞

0

1

2
fc(y)

2(1− ᾱτ (y))
2 +Θ2ᾱτ (y) dy ≤ C

❛♥❞ t❤✉s
∫∞
0 fc(y)

2ᾱτ (y)
2 dy ≤ C ❛♥❞

∫∞
0 ᾱτ (y) dy ≤ C✳ ❙✐♥❝❡ fc ✐s ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡

‖ᾱτ‖2L2 ≤ C ❛♥❞ t❤✉s ✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ᾱτ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❡❦❧② t♦✇❛r❞s ᾱ∞ ✐♥ L2✳ ❋✐①✐♥❣ β ✐♥ ✭❈✳✷✮ ❛♥❞
❧❡tt✐♥❣ τ ❣r♦✇ t♦ ✐♥✜♥✐t② ✿

∫ ∞

0

((

Θ2 − fc(y)
2(1− ᾱ∞(y))

)

β(y)
)

dy ≥ 0, ∀β ∈ {β ∈ L2(0,∞) : 0 ≤ β}, ✭❈✳✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s β = ᾱ∞✳ ❚❤✉s ᾱ∞ ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ✭❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✳✷✽✮✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡
s❡q✉❡♥❝❡ ᾱτ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧② t♦✇❛r❞s ✐t✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

c‖ᾱτ − ᾱ∞‖2L2 ≤
∫ ∞

0
fc(y)(ᾱτ − ᾱ∞)2 dy ✭❈✳✼✮

≤
∫ ∞

0
fc(y)

(

ᾱτ (y)
2 + ᾱ∞(y)2 − 2ᾱτ (y)ᾱ∞(y)

)

dy +

∫ ∞

0

1

τ2
ᾱ′
τ (y)

2 dy ✭❈✳✽✮

✉s✐♥❣ ✭❈✳✷✮ ✇✐t❤ β = ᾱτ ❛♥❞ ✭❈✳✻✮ ✇✐t❤ β = ᾱτ ❛♥❞ β = ᾱ∞✳

c‖ᾱτ − ᾱ∞‖2L2 ≤
∫ ∞

0
(Θ2 − fc(y))(ᾱτ (y)− ᾱ∞(y)) dy

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜❡r t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ⊳

✭✐✈✮ ✿ ▲✐♠✐t δ∞✳ ❋r♦♠ ✭❈✳✸✮ δτ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡♥ ✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧② ✐♥ R t♦✇❛r❞s
δ∞✳ P❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ ✭❈✳✸✮✱ ❛s

Θ2δ∞ =

∫ δ∞

0
fc(y)

2(1− ᾱ∞(y)) dy

δ∞ ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧② ✐♥ R✳⊳ �

❈✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✐t❡♠s (IR)✱ (ST) ❛♥❞ (EB) ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r (u̇, α̇)✿



❈✳✸✳ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸ ✶✺✾

✶✳ ❇② (IR)✱ α̇ ≥ 0 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ (u̇, α̇) ∈ C×D+❀

✷✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (ST) ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛t t✐♠❡ t+ h r❡❛❞ ❛s

∀(v, β) ∈ C×D+, P ′
t+h(ut+h, αt+h)(v, β) ≥ 0. ✭❈✳✾✮

▲❡t ✉s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥✿

✭❛✮ ❋♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s (v, β) s✉❝❤ t❤❛t P ′
t(u

∗
t , α

∗
t )(v, β) > 0✱ ❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t② t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❈✳✾✮ ❤♦❧❞s

❢♦r h s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ (ST) ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

✭❜✮ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s (v, β) s✉❝❤ t❤❛t P ′
t(u

∗
t , α

∗
t )(v, β) = 0✳ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ✭✶✳✶✻✮✲✭✶✳✷✼✮ t❤❡②

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t β = 0 ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❛♠❛❣❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛t t✐♠❡ t Ωe
t = Ω \Ωd

t ✳
❉✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭❈✳✾✮ ❜② h ❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ h ❣♦❡s t♦ 0 ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐♥❡q✉❛❧✐t② t❤❛t t❤❡ (u̇, α̇) r❛t❡ ♠✉st s❛t✐s❢②

∀(v, β) ∈ C×D+ P ′′
t (u

∗
t , α

∗
t ) 〈(u̇, α̇), (v, β)〉+ Ṗ ′

t(u
∗
t , α

∗
t )(v, β) ≥ 0. ✭❈✳✶✵✮

■♥ ✭❈✳✶✵✮✱ P ′′
t (u

∗
t , α

∗
t ) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✶✶✮✱ ✇❤✐❧❡ Ṗ ′
t(u

∗
t , α

∗
t ) ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✳✶✷✮✳

✸✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ❛t t✐♠❡ t✱ s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✱ α̇ = 0 ✐♥ Ωe
t ✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②

❜❛❧❛♥❝❡ (EB) r❡❛❞s ❛t t✐♠❡ t+ h

0 = Pt+h(χt+h)− Pt(χ
∗
t ) +

∫ t+h

t

∫

Ω
σs · ε̇t❤s dx ds

= Pt+h(χt+h)− Pt+h(χ
∗
t ) + Pt+h(χ

∗
t )− Pt(χ

∗
t ) +

∫ t+h

t

∫

Ω
σs · ε̇t❤s dx ds ✭❈✳✶✶✮

✇❤❡r❡ σs = (1 − αs)
2A(ε(us) − εt❤s )✱ χt+h = (ut+h, αt+h) ❛♥❞ χ∗

t = (u∗
t , α

∗
t )✳ ❆ ✜rst ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢

✭❈✳✶✶✮ ❣✐✈❡s

0 = P ′
t+h(χ

∗
t )(χt+h − χ∗

t ) +
1

2
P ′′
t+h(χ

∗
t )(χt+h − χ∗

t ) + Pt+h(χ
∗
t )− Pt(χ

∗
t )

+

∫ t+h

t

∫

Ω
σs · ε̇t❤s dx ds+ o(‖χt+h − χ∗

t ‖2) ✭❈✳✶✷✮

✇❤❡r❡ P ′′
t (χ

∗
t ) ✐s t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✶✶✮✱ ‖ · ‖ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥♦r♠ ♦♥ C×D✳ ❆

s❡❝♦♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦

0 = P ′
t(χ

∗
t )(χt+h − χ∗

t ) + h2Ṗ ′
t(χ

∗
t )(χ̇) +

h2

2
P ′′
t (χ

∗
t )(χ̇) + hṖt(χ

∗
t ) +

h2

2
P̈t(χ

∗
t )

+h

∫

Ω
σ∗
t · ε̇t❤t dx+

h2

2

∫

Ω
(σ∗

t · ε̈t❤t + σ̇∗
t · ε̇t❤t ) dx+ o(h2) ✭❈✳✶✸✮

✇❤❡r❡ χ̇ = (u̇, α̇) ❛♥❞ σ̇ ✐s t❤❡ r✐❣❤t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t 7→ σt ❛t t✳ ▲❡t ✉s ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠s ♦❢
✭❈✳✶✸✮✿



✶✻✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸

✭❛✮ ❯s✐♥❣ ✭✶✳✶✮✱ ✭✶✳✶✸✮✱ ✭✶✳✶✻✮✱ ✭✸✳✶✾✮✕✭✸✳✷✸✮✱ ♦♥❡ ❣❡ts

P ′
t(χ

∗
t )(χt+h − χ∗

t ) =

∫

Ωd
t+h

\Ωd
t

(

w1 − Ea
2ϑ2 fc

2

(

x2

2
√
kct

))

αt+h(x) dx.

❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❍②♣♦t❤❡s❡s ✼ ❛♥❞ ✾✱ αt+h ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤❡s ♦✉ts✐❞❡ Ωd
t ✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ maxΩd
t+h

\Ωd
t
|αt+h| = o(h) s✐♥❝❡ Ωd

t+h \ Ωd
t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ str✐♣ ♦❢ ✇✐❞t❤ Ch✳ ❍❡♥❝❡

P ′
t(χ

∗
t )(χt+h − χ∗

t ) = o(h2) ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❜r❛♥❝❤✱ t❤✐s t❡r♠ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ h3✮❀

✭❜✮ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ✭✸✳✽✮✱ Ṗt(χ
∗
t ) = −

∫

Ω σ∗
t · ε̇t❤t dx❀

✭❝✮ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ✭✸✳✾✮✱ P̈t(χ
∗
t ) =

∫

Ω((1− α∗
t )

2Aε̇t❤t · ε̇t❤t − σ∗
t · ε̈t❤t ) dx✳

❯s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ✭❈✳✶✸✮ ❜② h2 ❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ h ❣♦❡s t♦ ✵✱ ♦♥❡
✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥s

P ′′
t (χ

∗
t )(χ̇) + Ṗ ′

t(χ
∗
t )(χ̇) = 0. ✭❈✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ✭✸✳✶✷✮✱ Ṗ ′
t(χ

∗
t )(χ̇) = −

∫

Ω(σ̇ · ε̇t❤t + (1− α∗
t )

2Aε̇t❤t · ε̇t❤t ) dx✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✶✮ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭❈✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭❈✳✶✹✮✳

❈✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✺

Pr♦♦❢✳ ‖ · ‖ ❞❡♥♦t❡s ✐♥❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❧② t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥♦r♠ ♦♥ H1(Ω) ❛♥❞ H1(Ω)2✳ ▲❡t s ∈ (t, t+ t′)✱ (v, β) ∈
C×Ḋ+

s , (v, β) 6= (0, 0) ❛♥❞ ❧❡t ❤ ❜❡ ❛ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✳ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❤ ✉♣ t♦ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❣✐✈❡s

Ps(us + hv, αs + hβ) = Ps(us, αs) + P ′
s(us, αs)(v, β) +

1

2
P ′′
s (us, αs)(v, β) + ≀(h)

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s st❛t✐♦♥❛r②✱ P ′
t(us, αs)(v, β) ≥ 0✳ ❚❤✉s ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ P ′′

t (us, αs)(v, β) > 0

❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ (us, αs) ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ (v, β)✳ ❇② ❝♦♥t✐♥✉✐t② t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ P ′′
t (us, αs)

❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠ P ′′
t (ut, αt) ✇❤❡♥ s t❡♥❞s t♦ t ❛♥❞

∀(v, β) ∈ C×H1(Ω) |
(

P ′′
s (us, αs)− P ′′

t (u
∗
t , α

∗
t )
)

(v, β) |≤ O(s− t)(‖v‖2 + ‖β‖2)

✇❤❡r❡ O(·) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ [0, t′) ❛♥❞ limς→0O(ς) = 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st
Ct s✉❝❤ t❤❛t

∀(v, β) ∈ C×Ḋ+
t P ′′

t (u
∗
t , α

∗
t )(v, β) ≥ Ct(‖v‖2 + ‖β‖2) ✭❈✳✶✺✮

■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ ❢♦r t′ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ♦♥❡ ❤❛s ❢♦r ❛❧❧ s ∈ (t, t+ t′)

P ′′
s (us, αs)(v, β) ≥ (Ct −O(s− t))(‖v‖2 + ‖β‖2) > 0



❈✳✺✳ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼ ✶✻✶

❙✐♥❝❡ t < ts t❤❡ st❛t❡ (u∗
t , α

∗
t ) ✐s st❛❜❧❡ ❛♥❞ Rs

t = minC×Ḋ+
t
R∗

t > 1✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❡❡ ✭✸✳✸✼✮✱

∀(v, β) ∈ C×Ḋ+
t P ′′

t (u
∗
t , α

∗
t )(v, β) ≥

(

1− 1

Rs
t

)

A∗
t (v, β) ≥ 0

✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② t♦ ✵ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (v, β) = (0, 0)✳ ❚❤✉s ✭❈✳✶✺✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❈✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼

Pr♦♦❢✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸ ❛r❡ ✉s❡❞✳

✶✳ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✹✺✮ ❛♥❞ s✐♥❝❡
fc ≤ 1 ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱ ♦♥❡ ❣❡ts

R̄κ
τ (V, β) ≥

1

3δ2ττ
2

∫ 1
0 β

′2 dζ
∫ 1
0 β

2 dζ
, ∀V ∈ H, ∀β ∈ H0 \ {0}

❛♥❞ ❤❡♥❝❡

min
H×H0

R̄κ
τ ≥ 1

3δ2ττ
2

min
β∈H0\{0}

∫ 1
0 β

′2 dζ
∫ 1
0 β

2 dζ
=

π2

12δ2ττ
2
.

❙✐♥❝❡✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✱ δτ ✈❛r✐❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❢r♦♠ δ0 t♦ δ∞✱ maxτ δτ <∞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳

✷✳ ■t ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t❡✱ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✳✹✼✮ ♦❢ τ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✭✸✳✹✹✮ ♦❢ Rb

t ✳

✸✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐r (v, β) ✐♥ C×Ḋ+
t ✿

β(x) = β̌(ζ)
(

1 + cos(kπ
x1
L
)
)

, v(x) = 2aϑδτ
√

kct V̌ (ζ) sin(kπ
x1
L
)e1,

✇❤❡r❡ β̌ ∈ H0 ∩ {β ≥ 0}✱ V̌ ∈ H1(0,∞) ❛♥❞ k ∈ N∗✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ✐♥t♦ ✭✸✳✸✼✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✹✺✮✕✭✸✳✹✻✮
❣✐✈❡

R
s
t ≤ R∗

t (v, β) =
2Ā0

τ (0, β̌) + Āκ
τ (V̌ e1, β̌)

3B̄τ (β̌)
.

❆❢t❡r s♦♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❣❡ts 3B̄τ (β̌) = 9
∫ 1
0 fc(δτζ)

2β̌(ζ)2 dζ ❛♥❞

2Ā0
τ (0, β̌) + Āκ

τ (V̌ e1, β̌) =

∫ ∞

0
(1− ᾱτ (δτζ))

2

(

κ2V̌ (ζ)2

1− ν2
+

V̌ ′(ζ)2

2(1 + ν)

)

dζ

+

∫ 1

0

(

− 4(1− ᾱτ (δτζ))fc(δτζ)κV̌ (ζ)β̌(ζ) + 12fc(δτζ)
2β̌(ζ)2

)

dζ

+
1

δ2ττ
2

∫ 1

0

(

κ2β̌(ζ)2 + 3β̌′(ζ)2
)

dζ.



✶✻✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✿ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸

❚❛❦✐♥❣

V̌ (ζ) =
1− ν2

κ

fc(δτζ)

1− ᾱτ (δτζ)
β̌(ζ)

❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ t→ ∞ ②✐❡❧❞s

lim
t→∞

R
s
t ≤

8− 4ν2

9
+
C(β̌)

κ2
,

✇❤❡r❡ C(β̌) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ β̌ ❜✉t ♥♦t ♦♥ κ✳ P❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❤❡♥ κ ❣♦❡s t♦ ∞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r Rs

t ✳ ❙✐♥❝❡ Rb
t ≤ Rs

t ✭❘❡♠❛r❦ ✾✮ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s✳

✹✳ ❲❤❡♥ κ = 0✱ t❤❡ ❝r♦ss❡❞ t❡r♠ ♦❢ β ✇✐t❤ V ✈❛♥✐s❤❡s ✐♥ R̄κ
τ (V, β)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ V = 0 ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r

♦❢ R0
τ ❛t ❡✈❡r② τ > 0✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♦♥❡ ❣❡ts

min
H×H0

R0
τ =

4

3
+

1

3δ2ττ
2

min
β∈H0\{0}

∫ 1
0 β

′(ζ)2 dζ
∫ 1
0 fc(δτζ)2β(ζ)2 dζ

,

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳

✺✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢minH×H0 R̄κ
τ ✇❤❡♥ κ ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t② ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ❞❡❣❡♥❡r❛t❡s✳ ❙♦✱ t❤✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❋✐rst✱ ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡s ❢r♦♠ ✭✸✳✹✺✮✲✭✸✳✹✻✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡✿

R̄κ
τ (V, β) ≥

κ2

3δ2ττ
2

∫ 1
0 β(ζ)

2 dζ
∫ 1
0 fc(δτζ)2β(ζ)2 dζ

>
κ2

3δ2ττ
2
, ∀ (V, β) ∈ H×(H0 \ {0}),

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❞✉❡ t♦ fc < 1 ✐♥ (0, 1)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤❡♥ κ→ ∞✿

lim
κ→∞

minH×H0 R̄κ
τ

κ2
≥ 1

3δ2ττ
2
.

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s ❛t t❤❡ ❧✐♠✐t✳ ▲❡t βκ ❜❡
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② βκ(ζ) = max{1− κζ, 0}✳ ❍❡♥❝❡ βκ ∈ H0 ❛♥❞ R̄κ

τ (0, β
κ)/κ2 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

R̄κ
τ (0, β

κ)

κ2
=

1

3δ2ττ
2

∫ 1/κ
0 (1− κζ)2 dζ + 1/κ
∫ 1/κ
0 fc(δτζ)(1− κζ)2 dζ

+
4

3κ2

❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ②✐❡❧❞s

lim
κ→∞

R̄κ
τ (0, β

κ)

κ2
=

1

3δ2ττ
2
.

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳
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❢♦r t❤❡ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ✈♦❧✳ ✸✶✱
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❬❏❡♥❦✐♥s ✷✵✵✺❪ ❉✳ ❘✳ ❏❡♥❦✐♥s✳ ❖♣t✐♠❛❧ s♣❛❝✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ✐♥ ❛ s❤r✐♥❦✐♥❣ s❧❛❜✳ P❤②s✐❝❛❧
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❆❝t❛ ▼❛t❡r✐❛❧✐❛✱ ✈♦❧✳ ✻✵✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ♣❛❣❡s ✹✺✹✵ ✕ ✹✺✺✵✱ ✷✵✶✷✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡s ✼✷✱ ✼✸ ❛♥❞ ✶✷✶✳✮

❬❏♦♥❡s ❡t ❛❧✳ ✵✶ ❪ ❊✳ ❏♦♥❡s✱ ❚✳ ❖❧✐♣❤❛♥t✱ P✳ P❡t❡rs♦♥❡t ❛❧✳ ❙❝✐P②✿ ❖♣❡♥ s♦✉r❝❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ t♦♦❧s ❢♦r P②t❤♦♥✱
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❬❙✐❝s✐❝ ✫ ▼❛r✐❣♦ ✷✵✶✸❪ P✳ ❙✐❝s✐❝ ❛♥❞ ❏✳✲❏✳ ▼❛r✐❣♦✳ ❋r♦♠ ●r❛❞✐❡♥t ❉❛♠❛❣❡ ▲❛✇s t♦ ●r✐✣t❤✬s ❚❤❡♦r② ♦❢

❈r❛❝❦ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❧❛st✐❝✐t②✱ ✈♦❧✳ ✶✶✸✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡s ✺✺✕✼✹✱ ✷✵✶✸✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✹✼✳✮

❬❙✐❝s✐❝ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪ P✳ ❙✐❝s✐❝✱ ❏✳✲❏✳ ▼❛r✐❣♦ ❛♥❞ ❈✳ ▼❛✉r✐♥✐✳ ■♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ♦❢ ❝r❛❝❦s ✐♥ t❤❡

t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s ♦❢
❙♦❧✐❞s✱ ✷✵✶✸✳ ✐♥ ♣r❡ss✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✺✽✳✮

❬❙✐♠♦♥❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪ ❆✳ ❙✐♠♦♥❡✱ ❍✳ ❆s❦❡s ❛♥❞ ▲✳ ❏✳ ❙❧✉②s✳ ■♥❝♦rr❡❝t ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡

✐♥ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ♠❡❞✐❛✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞s ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ✈♦❧✳ ✹✶✱
♥♦✳ ✷✱ ♣❛❣❡s ✸✺✶ ✕ ✸✻✸✱ ✷✵✵✹✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✻✻✳✮

❬❙t♦❧③ ✫ ▼♦ës ✷✵✶✷❪ ❈✳ ❙t♦❧③ ❛♥❞ ◆✳ ▼♦ës✳ ❆ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡✿ ❛ ♠♦✈✐♥❣ t❤✐❝❦ ❧❛②❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋r❛❝t✉r❡✱ ✈♦❧✳ ✶✼✹✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡s ✹✾✕✻✵✱ ✷✵✶✷✳ ✭❈✐t❡❞ ♦♥ ♣❛❣❡ ✸✷✳✮



❆❜str❛❝t✿ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦♥s❡t ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢
❝r❛❝❦s ✐♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✉❧❦ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❛
st❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ✐♥ ❛ ♥♦t❝❤❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛♥
❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤r❡❡ str❡ss ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs✿ ❛ s❝❛❧❡ ❡✛❡❝t✱ ❛ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥❞✉❝❡❞ ❢❛❝t♦r✱
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝r❛❝❦s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ❤❛✈❡ ❛
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣r♦✜❧❡ ✇❤♦s❡ ✇✐❞t❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s s♠❛❧❧ ✐♥ ❢r♦♥t
♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ❜② s❡♣❛r❛t✐♥❣ s❝❛❧❡s✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡
t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛♠❛❣❡ ❜❛♥❞s ❢♦❧❧♦✇ ●r✐✣t❤✬s ❧❛✇✳ ❚❤✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❡①t❡♥❞s t❤♦s❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ s♦✉♥❞❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛s❡✳ ❆ t❤♦r♦✉❣❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦
♣r♦❜❧❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢
❝r❛❝❦ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐s ❡①❤✐❜✐t❡❞✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ ❧♦st ❢♦r ♠♦❞❡❧s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦t❤❡r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
str❡ss ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ t♦✉❣❤♥❡ss✳ ❙✐③❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡
❝❛♣t✉r❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❢r❛❝t✉r❡✱ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❞❛♠❛❣❡✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s✐③❡ ❡✛❡❝t✱ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♥❛❧②s✐s

❘és✉♠é ✿ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡①♣❧♦r❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ♥✉❝❧é❛t✐♦♥ ❡t
❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦❤ér❡♥t❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ é♥❡r❣✐❡✱ q✉✐
❞é✜♥✐t ❧❡ ♠❛tér✐❛✉✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡
❡t ❞✬✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐té✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✜ss✉r❡s ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
✉♥ ❝♦✐♥✳ ▲❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❧✐♠✐t❡ s❡ ré❞✉✐t à tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡✱ ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣r♦♣r❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♦♥♥❡♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡
à ❞❡s ✜ss✉r❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❡st ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣❡✉r ✐♥t❡r♥❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♥t ♣❡t✐t❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥
❞✬é❝❤❡❧❧❡s ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t
❝♦♥s✐❞éré ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ●r✐✣t❤✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ét❡♥❞ ❝❡✉① ❡①✐st❛♥ts✱
❜❛sés s✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❤♦❝ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t ♦♥ ét❛❜❧✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❣❧♦❜❛❧❡ q✉✬❡st ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧✱
❧❡s ♣r♦♣r✐étés s❡r❛✐❡♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❡r❞✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡
❝❛❞r❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡r♥✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❜❛sés s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥é❡
❝❛♣t✉r❡♥t ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✜ss✉r❡s ❝♦♥tr♦❧é❡
♣❛r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ✜ss✉r❛t✐♦♥✳ ❉❡s ❡✛❡ts ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ❡t tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳
▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❛❧♦rs ❝♦♥❢r♦♥té❡s à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ r✉♣t✉r❡✱ ❡♥❞♦♠♠❛❣❡♠❡♥t à ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡✛❡ts ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ❛♥❛❧②s❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
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