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INTRODUCTION

La géométrie stochastique, ou géométrie aléatoire, permet 1’étude des formes
géométriques sous un angle probabiliste. On trouvera une excellente in-
troduction a cette discipline relativement récente dans [Sto95], méme si de
nombreux résultats ont été obtenus depuis, qu’ils soient théoriques (trans-
ports de mesures, processus déterminantaux, tessellations, stéréologie...) ou
appliqués a la modélisation (télécommunications, médecine, écologie...).

Par exemple, si un opérateur mobile décide de dimensionner son réseau
cellulaire, il a le choix entre utiliser un simulateur a grande échelle, ou mettre
en place un modele théorique fondé sur quelques hypotheses simples, qui
lui permettent de calculer analytiquement certaines grandeurs utiles comme
la probabilité de couverture. C’est dans ce second cas que l'emploi de la
géomeétrie stochastique s’avere le plus fécond, car il fournit des outils comme
le calcul de Palm qui donnent un sens précis a des idées intuitives comme
celle ”d’utilisateur typique” ou ”d’antenne typique” (voir [Bacl(]). D’une
maniere générale, le calcul de Palm se révele extréemement commode lorsqu’on
travaille sur des grandeurs qui ne privilégient aucun point en particulier.

Cette these, qui a été effectuée pour partie dans les laboratoires de recher-
che d’Orange, pourrait aussi bien s’intituler Les mouvements de foule. En
effet, nous nous intéressons particulierement a la modélisation des utilisateurs
dans un réseau cellulaire au cours du temps. Dans la littérature, la plupart
des modeles représentent soit un seul individu au cours du temps (citons par
exemple [Leb05]), soit une foule statique & un instant donné. Finalement,
peu de modeles proposent une conjonction des deux approches (spatiale et
temporelle). C’est ce & quoi nous nous employons.

Les traces récupérées dans le réseau mobile d’Orange et de ses filiales
pour les besoins de nos expérimentations nous ont permis de créer des vidéos
d’animation, qui ont été montrées au Grand Palais dans le cadre de 'ex-
position d’art numérique Dans la Nuit, des Images. Pour en savoir plus et
voir les vidéos, on peut aller consulter le site Internet [Urb08]. Ces traces
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concernaient trois évenements particuliers du mois de juin 2008, au cours
desquels a chaque fois pour des raisons culturelles, une foule importante est
spontanément descendue dans les rues d'une grande capitale européenne :

e la féte de la St-Jean (Wianki) a Varsovie et Cracovie (21 juin)

Varsovie
Nuit de la Saint Jean

c2 .23 21/06/2008

e la Féte de la Musique a Paris (21 juin)

Paris
Fere de la Musique

20 :02 21/06/2008

e les derniers tours de ’'Euro de football vus depuis Bucarest (13 juin),
Madrid et Barcelone (28 juin). Le 13 juin était le jour d’'un match



[talie-Roumanie tres attendu par les Roumains. Le 28 juin était le jour
de la finale, gagnée par les Espagnols.

Barcelone
Finale de Eura 2008

20 : 18 29/06/2008

Brucarest
Match de la Rourmarnie / rmou

17 :48 13/06/2008
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Nous proposons ici trois modeles que nous espérons suffisamment diver-
sifiés pour représenter les principaux comportements d’une foule en milieu
urbain, comme observé dans les vidéos de [Urb0§] :

e notre premier modele, le plus générique, prend en compte la géométrie
des rues dans une ville, et modélise une population stationnaire. Il est
développé dans le chapitre

e le deuxieme modele introduit une inter-dépendance entre les individus
pour rendre compte de la formation et du transfert de ”points chauds”
(hotspots). C’est 'objet du chapitre 3]

e enfin, le troisieme modele s’intéresse a des comportements plus excep-
tionnels comme les mouvements de répulsion, voire de panique, ou les
évacuations soudaines. On le trouvera au chapitre [4

Le premier et le troisieme modele font appel a la théorie des processus
ponctuels, tandis que le deuxieme s’appuie sur des résultats de type marko-
vien. Avant de les présenter, nous proposons dans le chapitre [Ilune introduc-
tion au formalisme de la géométrie stochastique, ainsi que la démonstration
de nombreux résultats théoriques fondamentaux.

Cette these est rédigée de maniere a étre la plus autonome possible, c’est-
a-dire lisible sans trop de prérequis par un néophyte de la géométrie aléatoire.
C’est pourquoi nous avons pris le parti de réexposer plusieurs résultats déja
connus et démontrés dans la littérature. Cela est particulierement vrai dans le
chapitre[Il qui est congu comme un cours magistral et dont les résultats sont
déja établis depuis longtemps; il ne faudrait donc pas y chercher la présence
de travaux originaux de la part de l'auteur, mais plutoét une compilation
de différents ouvrages de référence que nous espérons la plus claire possible.
Plus généralement, chaque chapitre contient en introduction la liste précise
des résultats a mettre au crédit de 'auteur, et ceux déja connus qui ne sont
rappelés ici que pour permettre une lecture linéaire de la these.



Chapitre 1

THEORIE DES PROCESSUS
PONCTUELS

Résumé

Dans ce chapitre entierement théorique, nous exposons les fondements de la géo-
métrie aléatoire, et nous proposons les démonstrations rigoureuses de plusieurs
résultats implicitement admis par la communauté qui en fait usage. Ces résultats
ont bien sir été tous démontrés par le passé, notamment dans [Kal86] ou [Dal03],
mais leur étude peut parfois se révéler rebutante. A celui qui malgré tout voudrait
s’atteler a la tache par exigence de rigueur, il faudra bien souvent réunir des
fragments de plusieurs ouvrages différents pour reconstituer une preuve compleéte.

C’est dans le but d’éviter ce travail préalable que le présent chapitre a été écrit :
il compile des résultats variés glanés dans la littérature, et propose quelques preuves
complémentaires ou originales pour certains détails techniques. En ’occurrence, il
s’agit de:

e la preuve que les unions finies de pavés bornés de R? forment un anneau
d’ensembles dans la démonstration du théoreme Cela permet d’appli-
quer un théoreme plus général de Kallenberg au cas particulier des pavés,
qu’ils soient ouverts, fermés ou semi-ouverts (voir a ce sujet la remarque

[LT).
e la démonstration du lemme [[.§] par une technique de pavés semi-ouverts.
Ce chapitre est conc¢u pour étre compréhensible par un étudiant en mathémati-

ques qui possede un bagage de premier cycle universitaire en analyse, en topologie
et en théorie de la mesure. Cela dit, il peut étre omis en premiere lecture.
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1.1 Introduction

La théorie générale des processus ponctuels s’applique aux espaces dit po-
lonais, c’est-a-dire les espaces métriques séparables (autrement dit, qui ad-
mettent une famille de points dénombrable et dense), et complets. Cela dit,
pour la plupart des applications, I’espace ambiant considéré sera R? ou une
partie fermée de R2. Ce sont évidemment des espaces polonais (considérer
la famille des points a coordonnées rationnelles). Aussi, pour des raisons
pédagogiques, nous nous limiterons au cas de R? dans I'exposé qui suit.

Nous commencons par définir ce qu’est une mesure ponctuelle, puis nous
étudions la tribu standard définie sur I’ensemble de ces mesures. En par-
ticulier, nous démontrons que cette tribu est engendrée par les ”billards a
n boules”, c¢’est-a-dire les évenements du type ”® contient n points dans un
rectangle donné”. Cela nous permet par la suite de prouver toute une série de
résultats sur les mesures ponctuelles aléatoires, comme la formule de Mecke,
la caractérisation des processus simples par leurs probabilités vides, ou la ca-
ractérisation des processus déterminantaux par leurs intensités jointes. Cela
nous permettra aussi dans le chapitre 2lde démontrer la mesurabilité de notre
processus de population.

Dans tout le chapitre, si £ désigne un espace topologique, on note B(F)
sa tribu borélienne, c’est-a-dire la tribu engendrée par les ouverts de E.

1.2 Tribu sur 'ensemble des mesures
ponctuelles

Avant tout, voici un petit lemme tres intuitif qui nous sera utile par la suite:

Lemme 1.1. Soit E un espace topologique et F' € B(E), muni de la topologie
induite. Alors

B(F)={A € B(E)/AC F}.

Démonstration - Tous les ouverts de F' s’écrivent comme l'intersection de
F et d'un ouvert de E, donc ils appartiennent a B(E). Ainsi B(F) C
B(E), et tout élément de B(F') est a la fois dans B(E) et inclus dans F.
Réciproquement, soit A € B(FE) avec A C F. Posons:

T={XCE/XNF e BF)).
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On vérifie sans peine que 7 est une tribu sur E et qu’elle contient les
ouverts de E. Donc elle contient B(E), et en particulier A:

AeT=ANF e B(F).

Or A= ANF, ce qui acheve la preuve. [ |

Par la suite, nous ferons implicitement usage de ce lemme toutes les fois
que nous devrons considérer la restriction d’'une mesure ponctuelle a une
partie de R?, notamment pour les questions de mesurabilité lorsque nous
partitionnerons le plan en carrés de plus en plus fins.

1.2.1 Premieres définitions

Soit ¢ une mesure sur B(R?). Pour commencer, on pose la
Définition 1.1. ¢ est une mesure ponctuelle ssi:

e clle est a valeurs dans N U {oo};

e clle est localement finie, ¢’est-a-dire finie sur tout borélien borné.

On note M I'ensemble des mesures ponctuelles sur R?. Pour les appli-
cations, on interprete souvent ¢ comme une somme de Diracs dx,, ou les
x, € R? sont les "points” de ¢. Plus précisément, on pose la définition
alternative suivante :

Définition 1.2. ¢ est une mesure ponctuelle si et seulement si elle s’écrit

(b = ZnGA 6Xn’ ou:
e A est au plus dénombrable;
e les x,, ne présentent aucun point d’accumulation;

e pour tout point de R?, il n’existe qu'un nombre fini de x,, qui lui sont
égaux (en d’autres termes, ¢ ne possede jamais de masse infinie con-
centrée en un point).
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Proposition 1.2. Les définitions (1) et (2) sont équivalentes.

Démonstration - Montrons d’abord (2) = (1). Dans ce cas, ¢ est bien a
valeurs entieres sur tout borélien (notons au passage qu'elle est définie sur
toute partie de R?, pas seulement sur les boréliens). Il reste & montrer
qu’elle est localement finie. Soit donc B un borné, il est inclus dans un
compact K (par exemple son adhérence). Si les x,, prenaient une infinité
de valeurs différentes sur K, alors on pourrait construire par le théoreme de
Bolzano-Weierstrass un point d’accumulation pour ¢, d’ou contradiction. Ils
ne prennent donc qu'un nombre fini de valeurs, et pour chaque valeur ils ne
sont qu'un nombre fini & la prendre. On a donc ¢(K) < oo, et a fortiori
»(B) < oc.

On passe & présent & (1) = (2). On commence par considérer ¢, la
restriction de ¢ a B([0, 1{x]0, 1[) &([0,1[?) est un entier n. On va montrer
par récurrence sur n que ¢ est une somme finie de Diracs. Pour n = 0, le
résultat est trivial. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n —1 (n > 1),
et soit ¢ telle que ¢([0,1[%) = n > 0. On commence par partitionner [0, 1[?
en 4 sous-carrés disjoints comme sur la figure [LI. Au moins 'un d’eux est
de mesure > 1. On partitionne a nouveau celui-ci en 4 sous-carrés, et ainsi
de suite.

B

Fig. 1.1: partition du carré unité en sous-carrés emboités.

On obtient ainsi une suite (K,) de carrés emboités dont le coté est divisé
par deux a chaque étape, et tous de mesure > 1. Comme pour toute suite

L On rappelle qu’il est légitime de restreindre ¢ & B([0, 1[?) d’apres le lemme [LT1
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emboitée de compacts dont le diametre tend vers 0 dans un espace complet,
'intersection des K, est réduite a un singleton {x}. Or la suite (¢(K,,)) est
décroissante et minorée par 1. Donc elle admet une limite > 1, qui est par
ailleurs égale & ¢({x}), car ¢ est de masse totale < oo.

A partir de la, on vérifie facilement que (gz~5 — 0x) est encore une mesure
(positive) sur [0,1[%, de masse totale < n — 1. Ainsi on peut appliquer
I’hypothese de récurrence.

Puis on conclut dans le cas général en remarquant que ¢ est la somme
de ses restrictions aux différents carrés [m,n[x[m+1,n+1[ (m,n € Z). Sur
chacun de ces carrés, elle est la somme d’'un nombre fini de Diracs. Finale-
ment, une somme dénombrable de sommes finies est encore dénombrable,
d’ott le résultat. |

Proposition 1.3. On a unicité de l’écriture a la permutation des x,, pres.

Démonstration - Sans perte de généralité, quitte a regrouper les x,, qui sont
égaux, on peut toujours écrire ¢ = Y a,dx,, ol les a,, € N* et les x,, sont
tous différents. Supposons qu’on ait deux écritures pour ¢:

Z Oénéxn = Z ﬁméym .

Alors quel que soit y,,, on a ¢({ym}) = Bm > 0, ce qui montre bien que 'un
des x,, doit étre égal a y,,, et que son coefficient «,, est alors égal a 3,,. La
réciproque est également vraie, ce qui acheve la preuve de I'unicité. |

Au cours des démonstrations des deux dernieres propositions, on a mon-
tré que les points de ¢ étaient uniquement déterminés par des grandeurs de
la forme ¢(A), ot A parcourt B(R?). Presque sans aucun travail supplémen-
taire, en anticipant un peu sur ce qui va suivre, on en déduit le

Corollaire 1.4. Deux processus ponctuels aléatoires ® et W sont égaur en
loi si et seulement s’ils ont presque surement les mémes points.

Démonstration - Soient donc ® et U égaux en loi. Comme les différents
carrés [m,n[x[m-+1,n+1[ (m,n € Z) sont en quantité dénombrable, il suffit
de prouver que sur chacun d’entre eux, ® et ¥ possedent presque stirement les
mémes points. Sans perte de généralité, on se place sur [0, 1[*>. De la méme
maniere que dans la proposition [L.2] on découpe le carré en sous-carrés de
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plus en plus petits. L’évenement "® et ¥ n’ont pas les mémes points” est
inclus dans I'union des évenements ”sur tel sous-carré donné, ® et ¥ n’ont
pas la méme valeur”. Ces évenements sont tous de probabilité nulle, et ils
sont en quantité dénombrable. La réciproque est triviale. [ |

Implicitement, ce corollaire sera tres largement utilisé toutes les fois qu’on
voudra accéder aux points de ® pour calculer des probabilités. Par exemple,
il permet de donner un sens a la notion de ”point d’un processus le plus
proche de l'origine”.

1.2.2 Construction d’une tribu sur M

Pour pouvoir parler de mesure aléatoire, il est nécessaire de définir une tribu
M sur M. Généralement, M est définie dans la littérature comme la plus
petite tribu telle que les applications ¢ +— ¢(K) soient mesurables, ou K
parcourt un ensemble donné dans la définition. Par exemple, on peut dire que
c’est la tribu engendrée par les ensembles {¢/d(K) < N}, ou{¢p/p(K) > N},
ou encore {¢/¢(K) = N}, etc.

La plupart du temps, on demande & K de parcourir B(R?) (pour une
référence, voir par exemple [Sto95]). Nous allons voir qu’en fait on peut sans
dommage restreindre K aux compacts, et méme aux pavés bornés.

Définition 1.3. On appelle pavé borné un borélien de la forme (a, b) x (¢, d),
ol les bornes sont indifféremment ouvertes ou fermées et a, b, ¢, d sont finis.

Théoréme 1.5. Les deuzx définitions (avec les compacts et les boréliens) sont
équivalentes, elles définissent la méme tribu. On peut méme se restreindre a
K € P, l’'ensemble des pavés bornés, ce qu’on peut résumer symboliquement
par:

Mpavés = Mcompacts = Mboréliens-
Démonstration - Bien str, on a déja:
Mpavés C Mcompacts - Mboréliens~

Il reste a prouver les inclusions réciproques, nous présentons pour cela
deux approches.

Dans un premier temps, nous montrons l'inclusion Mpaves O Moompacts-
La preuve est assez directe et visuelle. A vrai dire on pourrait s’en passer,



1.2. Tribu sur ’ensemble des mesures ponctuelles 7

vu qu’ensuite on prouve la grande inclusion Mpaves O Mporgtiens: Mais elle
est pédagogiquement utile, car elle nous permet d’introduire une technique
de partition d’'un compact en carrés qui nous servira par la suite.

Dans un deuxieme temps, nous montrons I'inclusion Mpaves O Muiorétiens-
La preuve est considérablement plus compliquée, et elle n’est absolument
pas visuelle. D’ailleurs, il n’est pas indispensable de la parcourir en premiere
lecture. La seule raison pour laquelle nous la proposons ici est que nous
n’avons pas pu la trouver in exrtenso dans la littérature. Malgré tout, une
treés grande partie se trouve dans [Kal86] (et dans une moindre mesure dans
[Hal74]). |

Premiere approche: Mpavss O Meompacts

La preuve se fait en plusieurs étapes:

e soit K un compact quelconque. Pour n € N* fixé, on construit un
maillage du plan par des carrés fermés de coté 1/2" et centrés sur les
points de la forme (z/2",y/2"), avec x et y entiers. Puis on considere
la famille (K, ,)m de tels carrés qui ont une intersection non vide avec
K. Comme K est borné (en tant que compact), cette famille est finie
par simple comparaison des surfaces (voir figure [[.2)).

Pour finir, on note K,, = J,, Kmn- (K)nen est une suite de compacts
emboités qui approxime de plus en plus finement K. Son intersection
vaut exactement K, car K est fermé en tant que compact (ainsi, tout
point extérieur a K se trouve a une distance strictement positive de K,

et donc a partir d'un certain rang, tout K, ,, le contenant sera disjoint
de K).

Ensuite, on voit qu'on peut exprimer les évenements sur K par des
évenements sur les K, ,, voici comment.

® M ompacts €st engendrée par les évenements du type: {¢(K) > N}, or
toutes les ¢ de M étant localement finies, on a ¢(K) = lim, ¢(K,), et
de plus la limite est décroissante. On en déduit facilement :

{o(K) > N} = {o(K,) > N}.
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Fig. 1.2: partition d’'un compact en carrés.

e ¢tape suivante: enlever les bords de certains K, , pour qu’ils forment
une partition de K, et non un simple recouvrement. Pour cela, on
exprime K, comme 'union :

— des sommets du maillage;
— puis des arétes du maillage privées de leurs sommets;

— puis des K,,, privés de leurs bords.

e pN

Fig. 1.3: décomposition de K,.
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Les nouveaux Kj;, que l'on obtient ont zéro, une ou deux dimensions.
Ce sont tous des pavés (ouverts, fermés ou semi-ouverts).

e derniere étape: on a donc construit nos nouveaux Kj;, disjoints en
nombre fini (1 < i < 7). Il ne reste plus qu’a remarquer :

1
{p(K.) =Ny = | U N{eE.) =}
NN S a=n =l o

pour compléter la preuve. |

Seconde approche: Mpavss O Mporéliens

Quelques définitions pour commencer :

e on rappelle qu'un anneau d’ensembles est une famille de parties (de
R? dans notre cas) qui est stable par union finie et différence ensem-
bliste. Par exemple, la famille B des boréliens bornés est un anneau
d’ensembles. Un g-anneau est un anneau qui en plus est stable par
union dénombrable dominée par un borné. C’est encore le cas de B.

e l'intersection de deux anneaux est encore un anneau. De méme avec les
G-anneaux. Par ailleurs, si on se donne une famille de parties de R?, il
existe toujours un anneau / g-anneau qui la contient, a savoir la famille
de toutes les parties de R%. On peut donc légitimement parler de plus
petit anneau / d-anneau engendré par une famille. Pour une famille A
quelconque de parties de R?, on note 6(A) le G-anneau engendré.

Lemme 1.6. On a 6(P) = B.

Démonstration - En effet, d'une part B contient P et c’est un G-anneau,
donc 6(P) C B.

Réciproquement, soit B un borélien borné. On va montrer que B € 6(P).
Pour commencer, il existe un pavé Py € P qui contient B. On considere alors
I’ensemble des pavés inclus dans F et le g-anneau qu’ils engendrent :

S =6({PeP/PC P
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Alors ¥ D B(F), la tribu borélienne sur Fy. En effet 3 contient les pavés
P C P, et c’est une tribu sur Fy:

e el
e si X € ¥, alors Py\ X € ¥ (stabilité par différence ensembliste)

e si (X)) est une famille dénombrable d’éléments de X, alors |J X, € ¥
(stabilité par union dénombrable dominée). On rappelle que tous les
éléments de X sont bornés par F,: en effet, la famille de toutes les
sous-parties de Fy est un g-anneau qui contient les P C F,, donc qui
contient .

Par ailleurs, on sait que X C 6(P): en effet, tous les g-anneaux qui
contiennent les pavés contiennent en particulier ceux inclus dans Py, donc ils
contiennent Y. Donc leur intersection contient elle aussi Y.

Jusqu’ici, on a donc montré B(FPy) C 6(P). Pour conclure, il ne reste plus
qu’a remarquer que B, en tant que borélien de R? inclus dans Py, est aussi
un borélien de Py d’apres le lemme [l [ |

A présent, on définit une classe monotone bornée (CMB) comme une
famille de parties stable par limite monotone (union croissante ou intersection
décroissante) dominée par un borné. On définit de méme la plus petite CMB
engendrée par une partie.

Lemme 1.7. Soit C un anneau de parties bornées, et soit D D C une CMB.
Alors D D 6(C).

Démonstration - Si on note M la CMB engendrée par C, on a D DO M.
Ensuite, si on peut montrer que M est un d-anneau, on aura M D &(C)
ce qui acheévera la preuve. Introduisons pour toute partie F' bornée de R?
I’ensemble :

K(F) = {E borné de R? tel que E\F € M,F\E€ M et EUF € M}.

e on remarque que E et I jouent des roles symétriques, si bien que
FEe K(F)& Fe K(E);

e K(F) est stable par limite monotone dominée. En effet, soit (E£,,)
une suite monotone dans K (F'), majorée par un certain £ C R? borné.
Montrons que lim,, £, € K(F):
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— lim,, £, est bien bornée;
— (lim, E,)\F = lim, (E,\F)
——
eM
or (E,\F) est monotone bornée par E;
— F\(lim, E,) = lim,,(F\E,)
——
eM
or (F\E,) est inversement monotone par rapport a (E,), et elle
est majorée par F' (lui-méme borné);
- F U (lim, E,) = lim,(F U E,)
———
eM
or (E, U F') est monotone et majorée par £'U F' (lui-méme borné).

Conclusion : lorsque K(F') # @, c’est une CMB.

e soit [' € C fixé. Tous les E € C sont dans K (F), car ils sont bornés
et E\F, F\E et E U F sont dans C C M (stabilité par différence
ensembliste et union finie). Autrement dit, K (F') contient C, donc elle
est non vide, et c¢’est une CMB. Donc elle contient M.

e continuons: soit £ € M quelconque. Quel que soit F' € C, on a
E € M C K(F), donc par symétrie F' € K(FE). Ainsi, K(F) contient
C, il est non vide, c’est une CMB et il contient donc M.

e autrement dit, VE € M, M C K(F). On en déduit que M est stable
par différence ensembliste et par union finie. C’est donc un anneau
d’ensembles. Comme il est stable par limite monotone bornée, il est
également stable par union dénombrable bornée, comme on peut s’en
convaincre en écrivant :

00 (=)

M est donc un d-anneau, ce qui acheve la preuve. |
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Preuve du théoréme : Mporstiens € Mpaves-

Démonstration - Déja, notons que pour les évenements de My,orariens ON peut
toujours se ramener aux boréliens bornés. En effet, si B n’est pas borné, il
suffit d’écrire:

$(B) < N < Vn, (BN D,) <N, (1.1)

ou D, est le disque de rayon n centré sur l’origine.
Ensuite, on pose:

D = {B € B/ l'application: ¢ — ¢(B) est M pavss-mesurable }
(on rappelle que B désigne I'ensemble des boréliens bornés de R?).

e soit (B,) une suite monotone bornée d’éléments de D. Comme ¢
est localement finie, les ¢(B,) sont uniformément bornés, donc on
a ¢(lim, B,) = lim, ¢(B,). A partir de la, on voit facilement que
lim,, B, € D. Par exemple:

lim ¢(B,) < N < In,Ym > n, ¢(Bn) < N. (1.2)

e les unions finies de pavés bornés de R? forment un anneau d’ensembles
C contenu dans D. En effet:

— tout élément de C peut-étre exprimé comme une union de pavés
disjoints. Soit C' = J,_, P, un élément de C. On prouve le
résultat par récurrence sur n:

x pour n = 1, le résultat est trivial.

x si le résultat est vrai au rang n — 1, alors quitte a réécrire
I'union des n—1 premiers pavés comme une union disjointe, on
peut considérer sans perte de généralité qu’ils sont disjoints.
Puis on réécrit chacun des P, U P, (1 < k < n — 1) comme
I'union de P, et de 3 pavés disjoints au plus, comme illustré
sur les figures ci-contre. On vérifie qu'il est toujours possible
de rendre les bords disjoints le long de nos découpes (au pire,
il suffirait de rajouter des pavés dégénérés en arétes ou en
sommets, comme sur la figure [[3]). Ainsi la récurrence est
achevée.
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— C est bien sur stable par union finie. Quant a la stabilité par
différence ensembliste, la différence de deux pavés est encore une
union de pavés (voir figures ci-dessus), puis on étend sans peine
le résultat a la différence de deux unions de pavés, en écrivant par
distributivité cette différence a ’aide d’unions et d’intersections.
C est donc bien un anneau d’ensembles.

— D contient bien C.

En effet, soit C' = |J,_, P un élément de C, ot les Py ont été choi-
sis disjoints; alors ¢ — ¢(C') est bien M,yes-mesurable puisque:

{o/6(C)=N}y= |J () {¢/¢(P) = i} (1.3)

ar+az+...+apn=N

e finalement, D est stable par limite monotone bornée et elle contient C,
un anneau de parties bornées. Donc d’apres le lemme [1.7, elle contient

aussi 6(C) = 6(P).
Or 6(P) = B par le lemme

Ainsi le théoréeme est démontré. [ |

Remarque 1.1. On peut restreindre encore plus la famille que parcourt
K, et se limiter a la seule famille des pavés ouverts, ou des pavés semi-
ouverts, ou des pavés fermés. En effet, tout pavé de P peut s’exprimer comme
limite de pavés d’un genre particulier, puis il suffit d’utiliser 'argument de ¢
localement finie pour conclure comme dans la démonstration du paragraphe
Cette remarque sera abondamment utilisée dans la suite du chapitre.
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Remarque 1.2. Le théoreme s’étend sans probleme au cas des mesures non
ponctuelles (c’est a dire a valeurs réelles positives), pourvu qu’elles restent
localement finies. Les trois seuls points a adapter sont les équations (L)),

(C2) et (T3I):

e pour l'équation (L.I)), il suffit de remplacer N € N par ¢t € R*:
¢(B) <t e Vn, o(BND,) <t

e pour l'équation ([L2)), on écrit:

limp(B,) <t< IreQf,r <tetIn,Ym >n, ¢(B,,) <.

e enfin, pour I'équation (L.3]), on écrit:

n

{o/0(C)<ty = | ﬂ {6/6(P) < 74}

ri+ra+..+rp<t k=1
T’kEQ+

1.3 Quelques applications

Avant de prouver la formule de Mecke, il nous semble intéressant de dire
quelques mots de la probabilité de Palm d’un processus.

1.3.1 Probabilité de Palm

Soit un processus ® généré sous une probabilité P. On suppose que P est
stationnaire, c’est-a-dire que sa loi est invariante par translation, et on définit
son intensité par A = E[®([0,1[*)]. Si ® est d’intensité finie, on vérifie
immédiatement que la mesure E[®(.)] est finie sur tout borné, puisqu’il suf-
fit d'inclure ce borné dans une réunion finie de carrés unité et d’utiliser la
stationnarité. Comme elle est aussi invariante par translation, on en déduit
qu’elle est proportionnelle a la mesure de Lebesgue, A étant le coefficient de
proportionnalité.

Le fait que ® soit stationnaire permet de donner un sens a la notion de
"point typique” a-travers la probabilité de Palm. Commencons par donner
la définition la plus directe de cette probabilité (due a Matthes), méme si ce
n’est pas la plus intuitive. Pour plus de détails, on pourra consulter [Sto95],
[Bac10] ou [Dal03].
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Définition 1.4. Le probabilité de Palm de ® est définie par:

#(B)E [ /x (e ) o)

ou B est un borélien de mesure (de Lebesgue) non nulle et ®_, est le translaté
de ® selon —x. Par stationnarité, on vérifie que la définition est indépendante
du choix de B.

VAe M, P°A)=E°1(®c A)] =

Pour justifier cette définition, nous avons d’abord besoin du
Lemme 1.8. La fonction (x,¢) — (x,¢_x) est mesurable.

Démonstration - Par définition, la tribu B(R?) ® M est engendrée par les
B x Y, ou B est un borélien de R? et Y est M-mesurable. On sait qu'on
peut se restreindre & une famille de B qui engendre B(R?), et & une famille
de Y qui engendre M.

Par exemple, on peut prendre pour B les pavés semi-ouverts (voir re-
marque [[T)) de la forme [a,b[X[c,d| et pour YV les ensembles de la forme
{¢/d(P) > N}, ou N est un entier et P est un autre pavé semi-ouvert de la
méme forme e, f[x[g, h[.

Sans perte de généralité et pour ne pas surcharger les notations, on peut
supposer [a, b[x[c, d[= [0,1[?. La question est alors de savoir si:

{(x,0)/(x,0-x) € 0,1[*xY"}

est mesurable pour la tribu produit. Cet ensemble peut se réécrire:

E= |J {x} x {¢/6(P) = N}

x€[0,1[2

(ou Px est le translaté de P selon x). Le probleme, c’est que cette union est
indénombrable. L’idée est donc de 'approximer de plus en plus finement par
des unions dénombrables (voire finies). Notons:

Ex ={¢/0(Px) = N}
et introduisons, pour n € N:

i i1 [ 41
Fn = U (|i2—n’—2n |i>( |:2—n,—2n |:) X E(Z/Qn’]/Qn)

0<i<2n
0<j<2m
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En notant x = (z1, z3), on introduit les entiers i, et j, définis par:

i i 41 i o1
Ly < L <y < .
gn =TS T on =12 Ton

L’idée est d’approcher ¢(Py) par les ¢ (P(Z-n o /Qn)), ce qui a un sens si la
fonction x — @(Py) est continue & gauche selon ses deux coordonnées x;
et 5. Or c’est bien le cas puisque P est un pavé semi-ouvert de la forme
le, f[x[g, h|. Introduisons F' = liminf, F,,.

On a:

e /CF
En effet, soit (x, ¢) tel que ¢(Pyx) > N. Comme

o(Px) = lirrlmb (Plin /27 gu2m)) 5

les ¢(P(in/2n7jn/2n)) sont > N a partir d'un certain rang ng. Par
conséquent, ¢ € E;, jan j,/2n) POUr n > ng, et (x,9) € F.

o FCFE

En effet, si (x,¢) € F, alors Ing,Vn > ng, (X, ¢) € F,, ou de maniere
équivalente ¢ (P, jan j, /27)) = N.

Alors par passage a la limite, ¢(Px) > N.

Enfin, comme les F,, sont mesurables, F' 'est aussi, ce qui acheve la preuve
du lemme. |

Revenons & la probabilité de Palm: on peut voir PY(A) comme le taux
moyen d’observation de A en décalant l'origine successivement sur chaque
point de ®. Bien siir il ne s’agit que d’un argument heuristique, car ¢ com-
porte une infinité de points, mais dans le cas ot ® est ergodique (voir [Bacl0])
on dispose effectivement d’'un théoreme limite qui justifie cette affirmation
(voir [Dal03]) :

1
P — presque stirement, P°(A) = Bh%é2 (B Z 1(P_ € A),
" ") gk €BpN®

ol (B, )nen est une suite de convexes telle que m(By,41)/m(B,) — 1.
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1.3.2 La formule de Mecke

Il existe de multiples variantes de cette célebre formule due a Joseph Mecke,
toutes équivalentes. Nous choisissons de montrer la formule (7.1.1.) de
[Sta95] (p. 229). Soit ® un processus ponctuel stationnaire sur R?. On
note P la probabilité stationnaire associée et A l'intensité de ®. Soit f est
une fonction de R? x M dans R*, mesurable au sens de la tribu produit
B(R?) ® M, alors:

3 [ [ 1o axpiao) = [ [ roxogotaxpae), @

oll dx désigne la mesure de Lebesgue sur R?, P? désigne la mesure de Palm
sur M, et ¢_y est le translaté de ¢ selon —x.

Grace au lemme [L§], on vérifie la bonne définition de I'intégrale de droite
dans (L4)). Ensuite, il suffit d’écrire la formule pour f fonction indicatrice, ce
qui est littéralement la définition de la probabilité de Palm, puis on conclut
par un argument standard de convergence monotone.

1.3.3 Caractérisation d’un processus ponctuel simple
par ses probabilités vides

Nous avons d’abord besoin de la

Définition 1.5. Un processus ponctuel ® est simple si et seulement s’il ne
contient presque surement aucun point multiple au sens de la définition

On lit souvent qu'un processus ponctuel simple est caractérisé par ses
"probabilités vides” (wvoid probabilities dans la littérature anglo-saxonne),
c’est-a-dire les probabilités P(¢(K) = 0) quand K parcourt les compacts.
Autrement dit, si deux processus ponctuels simples ont les mémes proba-
bilités vides, alors ils sont égaux en loi. C’est ce que nous nous proposons de
montrer maintenant.

Attention, cette condition de simplicité est essentielle! Par exemple, si ¢
est un processus simple, il a les mémes probabilités vides que 2P, mais il n’a
évidemment pas la méme loi. On restreint donc M aux processus simples, et
on définit M sur M de la méme maniere. Tous les raisonnements précédents
restent a fortiori valables; et notamment le théoreme
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Lemme 1.9. Lorsqu’on se restreint aux processus simples, la tribu M est
engendrée par les ensembles de la forme Yp = {¢/p(P) = 0}, lorsque P
parcourt les pavés semi-ouverts de la forme [a, b[x]c,d].

Démonstration - On sait que M est engendrée par les ensembles de la forme
{¢/p(P) = N}, avec P semi-ouvert et N entier. Sans perte de généralité
et pour plus de clarté, on considere la aussi P = [0,1[x[0,1[. Comme sur
la figure [Tl on considere pour n fixé la partition de P en 4™ carrés de coté

1/2m:
. n
p=U ry
0<s<2™
0<j<2m
avec

pr— i7i+1 " i’j+1 '
5] on on mn mn
Alors, comme ¢ est simple, il est immédiat que ¢(P) = N si et seulement

s’il existe un n tel que dans la partition d’ordre n, N petits carrés contiennent
un point et un seul, et les 4™ — N carrés restants sont vides:

{op)=nNy=J U (ﬂ{d)(P;z,jk) = 1})

n 0<i)<...<iy<2"
0551 < .. < <2"

Al [ {s&r) =0}

(4,7) restants

Il ne reste donc plus qu’a réexprimer chaque {¢(F}} ; ) = 1}. A nouveau
pour alléger les notations, on revient a P = [0,1[x[0, 1], et c’est {¢(P) = 1}
qu’on va réexprimer.

Cette fois, on vérifie facilement que ¢(P) = 1 si et seulement si toutes
les partitions ont la méme propriété, a savoir que presque tous les 4" petits
carrés sont vides, sauf un. Donc:

{oP)=13=1 U Tgmm N Ypr |,

n  0<ip<2” (3,7) restants
0<jo<2™

ce qui acheve la preuve du lemme. [ |
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Lemme 1.10. M est engendrée par les ensembles Y = {¢/p(K) = 0},
lorsque K parcourt les compacts.

Démonstration - En fait, on a méme mieux que cela, puisqu’on peut se res-
treindre aux compacts qui sont des pavés. L’argument est toujours le méme,
a savoir par approximation: tout pavé semi-ouvert P est limite croissante de
pavés compacts K, puis on conclut par: ¢(K) =0 < Vn,¢(K,) =0, |

Théoreme 1.11. Un processus ponctuel simple ® est caractérisé par les
probabilités P(®(K) = 0), lorsque K parcourt les compacts.

Démonstration - 11 suffit de remarquer que la classe des ensembles Yy pour
K compact est stable par intersection finie, car ¢p(K) = 0 et ¢(K’) = 0 si
et seulement si (K U K’) = 0, or K U K’ est compact. Ensuite, si deux
probabilités-images (issues de deux processus ponctuels) coincident sur cette
classe, alors par le théoreme elles coincident sur la tribu engendrée,
c’est-a-dire B(R?). |

Il s’agit d’une caractérisation extrémement commode, qui peut servir par
exemple a montrer que telle probabilité correspond a la distribution de Palm
de telle autre probabilité. Elle permet aussi de parler rigoureusement du
processus déterminantal de noyau K, comme le montre la partie suivante.

1.3.4 Caractérisation d’un processus déterminantal
par ses intensités jointes
Rappelons qu’étant donné un processus ponctuel ®, sa n-eme mesure fac-

torielle est une mesure sur (R?)". Pour Ay, ..., A, boréliens de R?, elle est
définie par:

#
MM (A x . xA)=E| Y Axi€A,...,x, €A,)|. (L5

X1,ee,Xn €D

Le signe # au-dessus de la somme signifie que les x; sont pris deux a deux
distincts2. Rappelons que par le corollaire [[.4] cette espérance est définie

2 plus exactement, il s’agit de points distincts de ® lorsqu’on la regarde comme une
somme de Diracs, mais ils peuvent prendre la méme valeur sur R? si ® comporte des
points multiples.



20 Chapitre 1. Théorie des processus ponctuels

sans ambiguité. Rappelons aussi que d’apres le théoreme d’extension de Ca-
rathéodory, il existe une unique M qui vérifie (L5).

Ensuite, la n-éme intensité jointe p,(xi,...,X,), si elle existe, est la
densité de M™ par rapport & la mesure de Lebesgue. Pour un processus
déterminantal, p, possede une forme tres particuliere, puisqu’il existe un
noyau K de carré localement intégrable tel que:

Pn(X1, ..., X,) = det (K(x;,Xj)1<ij<n) -

Théoreme 1.12. Pour un noyau K donné de carré localement intégrable, il
existe au plus un processus déterminantal de noyau K.

Démonstration - Tout d’abord, un processus déterminantal est presque stire-
ment simple, comme tout processus qui possede des intensités jointes. En ef-
fet, "ensemble ”diagonal” {(x1,x2) € R*/x; = x5} est de mesure de Lebesgue
nulle. Donc il est aussi M?-négligeable, et presque stirement il ne contient
aucun point. Ensuite il ne reste plus qu’a utiliser la caractérisation par les
probabilités vides.

Soit donc C' un compact de R?. Si on se donne les p,, on se donne en
particulier les

MM (CF) = E[@(C)(®(C) —1)...(®(C) —k+1)]

(remarquons que cette formule est vraie méme dans le cas ou ®(C') < k: un
des termes du produit passe alors par 0, si bien que le produit lui-méme vaut
0, ce qui est bien ce qu’on attendait).

L’ensemble de ces produits forme une famille de polynomes en ®(C') de
degrés deux a deux distincts qui prennent toutes les valeurs de N*. Avec le
polynome constant 1, ils constituent donc une base de R[X]. Par conséquent,
si deux processus ¢ et W ont les mémes p,,, alors

Vk €N, E[(C)] =E [¥(O)],

c’est a dire que ®(C') et U(C) ont les mémes moments. Malheureusement, on
ne peut pas en déduire pour autant que ces deux variables ont méme loi (c¢’est
le célebre "probleme des moments”). Cependant, sous certaines conditions
suffisantes de régularité, ce sera le cas. Pour un processus déterminantal
justement, c’est ce que montre le lemme 4.2.6. de [Ben09]. En utilisant
I'inégalité de Hadamard sur les matrices et la condition d’intégrabilité de K,
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les auteurs montrent qu’il existe deux constantes strictement positives A et
A (dépendant de C) telles que:

P(®(C) > p) < Ae .

Par comparaison série / intégrale, on en déduit une majoration des moments :

me = E[@(C)] = STB@(C)* > p)

p=>0

AZ o Ap*)

n>0

Ae Z e

n>0

< At <1+ / e—””kdt).
0

Apres un changement de variable © = At'/*, on obtient :

© |
my < Ae <1 —i—/o e_“%uk_ldu) = Ae? <1 + %) i

Or d’apres la formule de Stirling:

IA

IN

L k+3/2 R k32

k'k
A [14+ 22 ) v AN <A
e<+Ak) VI = e

d’out: m,lc/ ¥ < A" k. Pour en déduire la caractérisation de la loi de ®(C) par
ses moments, il suffit ensuite d’utiliser la condition suivante due a Carleman

(voir [Akh65]) :
1
Z W = +o00.
n 2n

Revenons a notre probleme initial: comme ®(C') et ¥(C') sont égaux en loi,
on a en particulier P(®(C) = 0) = P(¥(C) = 0). [

Remarque 1.3. Les conditions d’existence d'un processus ponctuel a partir
de ses intensités jointes sont plus complexes. Pour plus de détail, on pourra
consulter le chapitre M ou [Sos00].
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1.4 Transformée de Laplace

Le but de cette partie est de démontrer qu’une mesure aléatoire (pas néces-
sairement ponctuelle) est caractérisé par sa transformée de Laplace:

Lo(f)=E [e— Jy2 f(X)<I>(dX)] ’

olt f parcourt l'ensemble des fonctions B(R?)-mesurables positives. Pour
commencer, il convient de vérifier que cette définition est valide. ® est une
mesure sur B(R?), donc 'intégrale est bien définie. Il reste & montrer que
I’espérance a un sens, ce qui est une simple conséquence de la

Proposition 1.13. L’application ® — [, f(x)®(dx) est mesurable.

Démonstration - On commence par écrire f comme limite simple d’une suite
croissante de fonctions simples (f,) (on rappelle quune fonction simple est
une fonction mesurable, positive, ne prenant qu’'un nombre fini de valeurs).
Puis, si t > 0 est un réel quelconque, en utilisant le théoreme de convergence
monotone on remarque que:

f(x)®(dx) <t IreQ,Vn eN, fo(x)®(dz) <t —r.
R2 R2

On peut donc supposer sans perte de généralité que f est simple. En écrivant :

f= Z aj]lAj,
j=1

ou les o sont des réels strictement positifs et les A; sont des boréliens, on
obtient :

. f(z)®(dz) = Z%@(Aj)-

Or chacune des applications ® — ®(A;) est mesurable, donc I'application
= 3", a;®(A;)) est également mesurable. [

Une fois cette précaution prise, on va démontrer une série de résultats
théoriques tres importants en eux-mémes, qui vont progressivement nous
amener a la caractérisation d’une mesure aléatoire par sa transformée de
Laplace.
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1.4.1 Unicité d’'une mesure de probabilité

On cherche ici a caractériser une loi de probabilité par son comportement
sur une sous-famille d’évéenements suffisamment grande, ce qui sera tres com-
mode ensuite pour caractériser 1’égalité en loi de deux variables aléatoires,
ou vérifier a posterior: la distribution d’une variable aléatoire.

Pour un ensemble X, définissons un Il-systeme sur X comme un ensemble
de parties de X stable par intersection finie.

Définissons aussi une classe monotone (abrégée en CM) comme une classe
stable par différence ensembliste et par réunion dénombrable croissante.

Ces deux objets peuvent sembler tres proches de ceux utilisés dans la
démonstration du théoreme (6-anneau, o-algebre, CMB). Voici quelques
remarques pour éviter de se perdre dans les définitions:

e on est tres proche de la définition d’un G-anneau, la seule différence
étant qu’on remplace "union dénombrable dominée” par ”union dé-
nombrable monotone”, et qu’on enleve la stabilité par union finie quel-
conque (elle doit étre croissante);

e on est également tres proche de la définition d’une o-algebre, sauf qu’on
ne demande pas nécessairement que X € A, ni la stabilité par union
dénombrable quelconque (elle doit étre croissante);

e enfin, on est aussi tres proche de la définition d’'une CMB, si ce n’est
que la réunion n’est plus nécessairement dominée, et qu’il y a en plus
stabilité par différence ensembliste.

Comme d’habitude, I'intersection de deux CM est une CM, et pour toute
famille A de parties de X il existe au moins une CM contenant A. On peut
donc légitimement définir CM(A), la CM engendrée par A.

Lemme 1.14. Si une classe Y est a la fois un Il-systéme contenant X et
une CM, alors c’est une o-algebre.

Démonstration - Voici les étapes:

e X € X, donc en utilisant la stabilité par différence ensembliste, > est
stable par passage au complémentaire;

e > est stable par intersection finie, donc en utilisant le passage au
complémentaire, elle est également stable par union finie;
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e s0it (FE,)nen une famille dénombrable d’éléments de X; en écrivant :

o o n
Uz-U(Us)
n=0 = k=0
et en utilisant la stabilité par union finie, ainsi que la stabilité par union

croissante dénombrable, on obtient la stabilité par union dénombrable
quelconque.

Conclusion: ¥ est une o-algebre. |

Lemme 1.15 (Lemme de Dynkin). Si A est un Il-systéme contenant X,
alors CM(A) est égale a o(A), la o-algébre engendrée par A.

Démonstration - 11 suffit de prouver que C'M(A) est elle-méme un II-systeme
contenant X, et on déduira du lemme [[.14] que c’est une o-algebre. De plus,
ce sera nécessairement la plus petite contenant A, car toute o-algebre est
une CM (et donc lintersection de toutes les CM contenant A, c’est a dire
CM(A), est incluse dans 'intersection de toutes les o-algebres contenant A,
c’est a dire o(A)).

Commencons par introduire :
C,={CeCMA) /VAec A, ANC e CM(A)}.
o C; CCM(A)
e réciproquement, C'M(A) C Cy; en effet:
- ACC,carVC e A, VAc A, ANC e ACCM(A)

(on rappelle que A est stable par intersection finie)
— Cy est une CM :
x soit C', C" € Cy; alors
VAe A, AN(C\C") = (ANC)\(ANC") e CM(A)
—— N —
€CM(A) €eCM(A)
% soit (C,)nen une famille croissante d’éléments de Cy, alors
VAe A, An(U,C,) =U,(ANC,) € CM(A)
——
€CM(A)

comme union d’une famille croissante.
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e donc C; = CM(A).
Introduisons maintenant :
Co={CeCM(A) /VAc CM(A),ANC e CM(A)}.
e C; CCM(A)
e réciproquement, CM(A) C Co; en effet:

- ACCy,carVC e A, VAc CM(A)=C, ANC € CM(A)

— Cy est une CM (démonstration similaire au cas de Cy).

e donc C; = CM(A). En d’autres mots, C'M(A) est stable par intersec-
tion finie: c¢’est un Il-systeme. Enfin, X € A C CM(A).

Ainsi le lemme est prouvé. [

Théoreme 1.16. Si deux probabilités coincident sur une classe d’événements
stable par intersection finie qui engendre toute la tribu des évenements, alors
elles sont éqgales.

Démonstration - Soient P et Q nos deux mesures de probabilité, et soit
A la classe d’évenements sur lesquels elles coincident. C’est un Il-systeme
contenant €, I'espace de probabilité tout entier (puisque P(Q2) = Q(Q2) = 1).
Introduisons:

E={ECQ/P(E)=Q(E)}.

& est une CM (par théoréeme de convergence monotone) qui contient A;
elle contient donc C'M(A). Or d’apres le lemme précédent, C'M(A) est aussi
la tribu entiere des évenements, donc P = Q. |

Théoreme 1.17. Si deux variables aléatoires réelles positives ont méme
transformée de Laplace, alors elles sont égales en loi.

Démonstration - Les sources pour cette démonstration sont multiples. On
pourra par exemple la trouver dans [Kal86].
Soient X et Y nos deux variables, on sait donc que:

Vt>0, E[le™] =E[e].
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Associons-leur leurs probabilités-images respectives sur RY, ux et uy.
Pour toute fonction mesurable f de R dans R, on a:

| rein) = B

On montre d’abord ce résultat pour f fonction indicatrice, puis on conclut
par convergence monotone. De méme avec py évidemment. Donc toutes les
fonctions f; : x — e (¢ > 0) ont méme intégrale par pux et uy. Plus
généralement, il en est de méme des combinaisons linéaires (finies) des f;. Or
ces combinaisons permettent d’approcher n’importe quelle fonction continue
a support compact sur R, comme on peut s’en convaincre par le ”théoréme
de Stone-Weierstrass étendu” (voir [Sim63]) :

e considérons le compactifié R* = R* U {oo}, dont les ouverts sont les
ouverts de RT, ainsi que les complémentaires des compacts de R*. Pour
cette topologie, on sait que R¥ est compact. Soit la fonction de R*
dans R donnée par f; : z — e *. On peut toujours la prolonger
continfiment en une fonction sur RT: si ¢t = 0, on pose fy(oco) = 1, et
sinon on pose fi(oco) = 0.

e on vérifie sans peine que ces prolongements sont continus pour la to-
pologie de R*. Il en est donc de méme de leurs combinaisons linéaires.
Celles-ci forment une sous-algebre unitaire A des fonctions continues de
RT dans R (la stabilité par multiplication vient de la propriété multi-
plicative de I'exponentielle, qui reste vraie a U'infini). Par ailleurs, elles
forment une famille séparante, au sens o1 Vo # y € R¥, il existe une
application f telle que f(z) # f(y) (prendre par exemple 'application
firx—e™®).

e donc par le théoreme de Stone-Weierstrass (dans sa version classique
cette fois), A est dense pour la norme uniforme. Soit maintenant une
fonction f continue & support compact de R™ dans R. On la prolonge
par f(oo) = 0 et on 'approche uniformément sur R par des combi-
naisons linéaires des f;. Cette approximation est encore valable sur
R, et comme pux et puy sont de masse totale finie, on en déduit par
convergence dominée que f a la méme intégrale par rapport a chacune
des deux mesures.

Derniere étape: on considere une fonction indicatrice 1,<,. Elle peut
étre approchée par des fonctions continues a support compact (au sens de la
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convergence simple), et on conclut par le théoreme de convergence dominée
que px et py coincident sur 1,<,. Or les intervalles [0, a] forment une classe
de parties de RT stable par intersection finie qui engendre B(R™). Donc par
le théoreme [L.T6] 1y et puy coincident sur 1g, ou E est une partie mesurable
quelconque de R*. En d’autres mots, X et Y ont méme loi. [ |

Remarque 1.4. La preuve s’étend sans difficulté a la transformée de Laplace
d’un vecteur de variables aléatoires positives (X7, ..., X,,), définie par:

th, c.. ,tn > 07 E(le---,Xn)(tla . 7tn) =E [e—zitiXi} .
On en vient maintenant au théoréme final :

Théoréme 1.18. Si deur mesures aléatoires ont méme transformée de La-
place, alors elles sont égales en loi.

Démonstration - Soient ® et ¥ qui ont méme transformée de Laplace. Alors
en faisant parcourir a f l’ensemble des fonctions simples, on voit que les
familles finies (®(A;),...,P(A)) et (V(A;),...,V(A,)) ont aussi méme
transformée de Laplace. Donc elles sont égales en loi d’apres le théoreme
LI7

Or la famille des événements du type (®(A;) < t1,...,P(A;n) < t,,) est
une famille stable par intersection finie, et elle engendre toute la tribu des
évenements. Donc d’apres le théoreme [LL16, ® et ¥ ont méme loi. [ |

Au passage, on a prouvé le

Corollaire 1.19. La loi d’une mesure aléatoire ® est caractérisée par les lois
des familles finies (P(A1), ..., P(A)), quand les A; parcourent les boréliens
bornés.
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Chapitre 2

UN MODELE DE POPULATION A
BASE DE POISSON-LIGNES

Ce chapitre a donné lieu a ’article suivant, présenté au workshop Spaswin
de la conférence WiOpt 2012 & Paderborn (Allemagne):

A population model based on a Poisson line tessellation, Frédéric Morlot,
WiOpt (2012, to be published).

Résumé

Notre but avoué est de construire des processus qui rendent compte des mouve-
ments d’utilisateurs sur un territoire donné, particulierement en milieu urbain.
Ainsi pourrons-nous appliquer des résultats statistiques a la modélisation de ré-
seaux de télécommunication. Avant d’étudier des processus plus originaux dans
les chapitres suivants, qui se rapportent & des situations exceptionnelles, il est
donc important de couvrir pour commencer un large éventail de configurations
génériques. Aussi proposons-nous dans ce chapitre un modele tres général qui
peut se décliner en plusieurs variantes. Notre modele comprend une composante
euclidienne forte, et il fait appel au cadre conceptuel de la géométrie stochastique.
L’essentiel de ce cadre est exposé dans le chapitre [l Pour ce qui est des processus
de Cox, on pourra par exemple consulter [Dal03] ou [Las10].

L’idée de base consiste a prendre en compte la géométrie des rues dans une ville
en les modélisant par un processus de Poisson-lignes, et a répartir des utilisateurs
dessus. Nous effectuons ensuite plusieurs calculs de shot-noise en introduisant
différentes variantes du processus originel. A chaque fois, nous en déduisons une
formule analytique de la probabilité de couverture sur la voie montante.
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2.1 Introduction

Lorsqu’un opérateur mobile étudie le canal descendant ou downlink, généra-
lement il considere que 1'utilisateur typique se trouve a l’origine, et il effectue
des calculs du type shot-noise (voir [Bacl0]) sur le processus ponctuel des
antennes, qui est supposé indépendant et la plupart du temps poissonnien.
Or le calcul de shot-noise n’est pas affecté par la nature exacte du processus
qui régit les utilisateurs, du moment qu’il est stationnaire (voir [And10] par
exemple). Ici au contraire, nous nous intéressons au canal montant ou uplink,
si bien que nous devons calculer la loi de l'interférence créée par les utilisa-
teurs sur une antenne donnée. Pour cela nous avons besoin d’un modele de
population qui soit a la fois réaliste et calculable analytiquement.

Sur la figure 2.1l on voit d’une part 'importance d’un modele qui prenne
en compte le plan des rues d’une ville, et d’autre part on remarque a quel
point ces rues créent des alignements d’utilisateurs qui risquent de provoquer
une interférence toute particuliere.

Dans les parties a 2.4l nous introduisons progressivement notre mo-
dele, qui consiste a jeter des rues au hasard sur le plan selon un processus de
Poisson-lignes, puis a distribuer les utilisateurs dans les rues selon des proces-
sus de Poisson stationnaires indépendants. Dans les zones urbaines comme
Manhattan, il est tout a fait approprié de modéliser les rues par un processus
de Poisson-lignes (restreint a deux directions orthogonales). Dans les villes
qui montrent moins de régularité, ce choix peut étre critiqué au profit d'un
Poisson-Voronoi par exemple (voir [Glo06]). Cependant, les tessellations de
Poisson-Voronoi ne pourraient en aucun cas donner des résultats analytiques
comme ceux (ue nous proposons, si bien que nous choisissons de garder le
modele de Poisson-lignes, peut-étre légerement moins réaliste mais beaucoup
plus calculable. Dans la partie nous présentons notre résultat principal,
qui donne la probabilité de couverture uplink dans les cas de base. Dans les
parties et 2.7 nous proposons quelques généralisations et améliorations.
Enfin, dans la partie 2.8, nous apportons la clé de voute en montrant com-
ment introduire une dépendance temporelle.
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(b) Paris pendant la Féte de la Musique 2008, 21 juin.

Fig. 2.1: Deux vues différentes de flux de population en milieu urbain. La
géométrie des rues apparait comme primordiale.
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2.2 Le processus de Poisson-lignes

2.2.1 Construction

Voici comment sont construits les processus de lignes sur R? (pour plus de
détails, voir [Sto95] p. 244-245): pour une ligne D donnée, il existe une et
une seule perpendiculaire P qui passe par l'origine. On note # 'angle que
fait un vecteur directeur de P avec le vecteur directeur i de I’axe horizontal.
La condition supplémentaire 6 € [0, [ définit § de maniére unique et permet
d’orienter P. On note alors r la distance de l'origine O a D, mesurée en
valeur algébrique grace a 'orientation de P.

\ ;
.

",

~

Fig. 2.2: définition de 0 et r

Conclusion: on met en bijection les droites D avec les couples (6,r) de
la bande [0, 7[xR. Dans la suite, on notera d l'application: (6,7) — D.
Attention a un détail cependant: on serait tenté d’identifier le bord droit
de [0,7[xR a son bord gauche, mais il n’en est rien: il faut effectuer un
retournement auparavant, comme pour le ruban de Md&bius.

On s’en convainc en regardant ce qui se passe par exemple pour une droite
qui tourne dans le sens trigonométrique autour du point (—1,0): au moment
ou elle franchit la verticale, # passe brusquement de 7 a 0, mais r passe de
1 & -1. Cette remarque complique un peu les vérifications d’isotropie, mais
elle ne les modifie pas fondamentalement.

Dans toute la suite, si A est un borélien de R?, on notera un peu abusive-
ment d~'(A) la région de [0, 7[ xR qui correspond aux droites qui intersectent
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A. Par exemple, on a la

Proposition 2.1. Si A est le disque fermé de centre (a,b) et de rayon p,
alors :

d Y (A) = {(0,r)/acos(f) + bsin(d) — p < r < acos(d) + bsin(d) + p}.

Fig. 2.3: calcul de 7,in(0) et rpax(6)

Maintenant, on peut introduire la

Définition 2.1. Un processus de Poisson-lignes d’intensité A sur R? est sim-

plement I'image par d d'un processus ponctuel de Poisson £ d’intensité A\ sur
[0, m[xR.

2.2.2 Mesure aléatoire associée

Définition 2.2. Si y est un parametre strictement positif, on peut associer
a £ une mesure aléatoire A sur R? comme suit :

VACR? A(A)= Y pl(And(d.r)),
(CRSIS
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Fig. 2.4: Processus de Poisson-lignes

ou [ est la mesure de Lebesgue en dimension 1 (aussi appelée ”longueur”).

Cette formule a bien un sens, car si A est un borélien de R? et D une
droite, alors AN D est mesurable pour la tribu borélienne définie naturelle-
ment sur D (pour s’en convaincre, on peut effectuer une rotation qui ramene
D verticalement, et utiliser un résultat bien connu qui dit que toute section
verticale d’un borélien de R? est un borélien de R).

Par ailleurs A est bien localement finie. En effet, si A est borné, il est
inclus dans un disque B, ce qui permet d’écrire d~1(A) C d~'(B). Or d~'(B)
ne contient qu’un nombre fini de points (0, 7) € &, puisqu’il est borné d’apres
la proposition 21l Donc a fortiori d~'(A) ne contient qu'un nombre fini
de points (0,7) € &, et il n’existe qu'un nombre fini de droites d(6,r) qui
intersectent A. De plus, chacune des intersections A N d(6,r) possede une
longueur finie (car majorée par le diametre de B). Ainsi, A(A) < oc. [

On peut prouver que le processus A est bien mesurable (voir 2.10.1]).
Enfin, on remarque que la masse de A est entierement concentrée sur les
lignes d(6,r).

2.2.3 Stationnarité et isotropie de A

Proposition 2.2. A est isotrope.

Démonstration - On sait que la mesure A est caractérisée par les distributions
finies (A(A), ..., A(Ag)) lorsque les A; parcourent les boréliens de R?, et que



2.2. Le processus de Poisson-lignes 35

Fig. 2.5: Construction de la mesure A.

ces distributions finies sont elles-mémes caractérisées par leur transformée de
Laplace.
Cette transformée vaut :

E[G_ZJSJA(A ] E |exp 23] Z pl(A; N dg,r))

J (6,r)ef

Supposons que 'on effectue une rotation d’angle 6, autour de l’'origine.
La nouvelle transformée de Laplace vaut :

exp Zsj Z pl(rote, (A;) Nd(6,r))

(6,r)e€

=E |exp Zs] Z pl(A; Nrot_g,(d(0,7)))

J (CERISS

(car [ est invariante par rotation)

exp Zsj Z pl(A; Nd(@ — by, 1))

(6,r)eg



36 Chapitre 2. Un modeéle de population a base de Poisson-lignes

On a donc simplement effectué une translation horizontale (éventuelle-
ment assortie d’un retournemen‘. de —0y dans [0, 7[XR. Or £ est invariant
par une telle transformation. Pour s’en convaincre, on peut se souvenir qu’il
est caractérisé par les " probabilités vides” P({(K) = 0), lorsque K parcourt
les compacts de [0, 7[xR. Or ces probabilités sont égales & e K)ot m est
la mesure de Lebesgue en deux dimensions (aussi appelée ”surface” ) Comme
m est invariante par translatlonﬁ on a le résultat. [ |

Proposition 2.3. A est stationnaire.

Démonstration - On a déja montré qu’elle était isotrope, il suffit donc de
montrer qu’elle est invariante par translation selon une direction donnée.
Sans perte de généralité, disons selon le vecteur horizontal pi par exemple.
On raisonne la aussi sur les transformées de Laplace. Le calcul est le méme,
a ceci pres que cette fois, d(6,r) devient d(6,r — pcos(d)). Or le jacobien de
(0,7) — (0,7 — pcos(#)) vaut 1, si bien que m(K) reste inchangée. [

Maintenant que l’on sait que A est stationnaire, on peut calculer son
intensité. Soit B le disque unité centré a l'origine. d~'(B) est la bande
[0, m[x[—1,1]. On connait la loi de £ sur cette bande: elle consiste a tirer un
entier N selon la loi de Poisson de parametre 27\, puis a jeter N points (6;, ;)
au hasard indépendamment et uniformément dans la bande. On obtient
alors l'intensité de A par 'identité de Wald (en vertu de l'indépendance des
points) :

N
E[A(B)] = > (B Nd(;, ri))]
i=1
= 2m u E[l(BNd(61,71))]
= 2mA\p / / 2V 1 —r2drdf
0 =—1
= 7T>\,um(B).
Ainsi, l'intensité de A vaut mApu. |

L attention, la notation d(6 — fp,r) est en fait légerement abusive. Si jamais 6 — 6y
sort de [0, 7[, il faut penser & se ramener modulo 7 en effectuant sur r le retournement
nécessaire: on se souvient qu’on est sur un ruban de Mobius et que (6 — 7, r) s’identifie &
0, —r).

2 et retournement éventuel du morceau de K qui ”dépasserait”



2.2. Le processus de Poisson-lignes 37

2.2.4 Mesure de Palm de A

Comme on pouvait s’y attendre intuitivement, on a le

Théoreme 2.4. A sous Palm se comporte comme A sous la probabilité sta-
tionnaire, a laquelle on aurait ajouté une droite passant par ['origine, de
direction indépendante et uniforme sur [0, 7[.

Démonstration - On utilise la caractérisation par la transformée de Laplace
des distributions finies. Pour plus de lisibilité dans les calculs, on se restreint
a la transformée de Laplace d'un seul borélien E [e_SA(A)}, mais la preuve
s’étend immédiatement au cas général.

Soit donc A un borélien borné quelconque. On va calculer I'espérance
de Palm E° [e_SA(A)] en s’appuyant sur B, le disque unité. La aussi, on
va conditionner par rapport a N : on tire sa valeur, puis on jette /N points
(0;,7r;) ii.d. dans la bande [0,7[x[—1,1]. Pour chacun de ces points, on
note u; un vecteur unitaire directeur de d(6;,7;) (peu importe son sens).
On remarque que la portion de d(6;,7;) qui intersecte B est le segment de
milieu (r; cos(6;),7;sin(6;)) (que 'on notera y; pour plus de commodité), de
direction u; et de longueur 24/1 — r?.
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Fig. 2.6: Calcul de la mesure de Palm de A.
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On a alors:
1

o [e—sA(A)] — (B E {/yeB o sMA+y) A(dy)}

1 =27 27r)\
= © Z

01= 7"1——1

n 1—7“2
A
E / E |:e_5A(A+}’i+tui)
i=1 Jt=—y/1-77

wdt dfy dry ...d6o, dr,.

0r,=0

rn=—1

£ sur d—l(B)}

Par symétrie:

o AA) —27r)\
E° |[e™* = / / / /
|: j| 7T2)\,U n>1 01=0 Tl——l 0n=0 Jrp=—1

/\/1—

=—\/1-12
wdt dfy drqy ...d6, dr,.

E [ —sA(A+yi1+tur)

£ sur d- (B)]

On sépare ensuite les (6,7) tels que |r| < 1 et ceux tels que |r| > 1, et on
utilise la propriété d’indépendance complete de £ (processus de Poisson) :

0 T—sA(A) e_w

1— 7“1
/ exp <—s,uZl (A+y; —I—tul)ﬂd(ei,m)))
t=— i

\/1_—2

i=1
[r|>1

E |exp | —sp Z L(A+y1 +tu)Ndb, 1))
(6,r)e€

dt df, dry ...d0, dr,.

On scinde alors la somme ) . 1 ((A + y1 + tuy) N d(6;, ;) en deux parties :

e pour ¢ = 1, une translation de vecteur —y; — tu; montre que:

L(A+y1+tu) Nd(0y, 1)) =1 (ANd(6:,0))
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e pour ¢ > 1, tous les termes sont symétriques.

On obtient :
—27T\ n—1 s 1 \/1-r2
RO [e—sA(A)] _ ¢ Z A / e—sﬂl(Aﬁd(glvO))/ / '
w2 n>1 (n - 1)' 61=0 ri=—1 t:—w/l—rf
T 1 n—1
(/ / e sil(A+y1+tun)nd(9,r)) g, d@)
0=0 Jr=—1
[r|>1
E |exp | —su Z L(A+y1+tu)Ndb,r))
(0,r)€€
dt d’l“l d91
™ —T2
_ 1 o sul(ANd(01.0)) / ' / Vi
7 Jo =0 ri=—1Jt=—y/1-1?

T 1
exp (—QM + A / / e~ spl(Atyrttu)nd(6.)) g, de)
6=0 Jr=—1

[r|>1

E |exp | —su Z L(A+yy+tu)Ndb,r))
(0.r)e€

dt d?"l d@l

Intéressons-nous de plus pres a:

exp (—2m + A / e~ srl(Atyattu)nd(6.)) g, de)
0,r

= exp (—)\/ 1 — e spl((Adyrttunnd(@r)) gy, d@)
0,r
Si on pose:
fl,r)=sul((A+ys +tu)Nd@,r)) 1(jr] <1),

on peut réécrire I'expression comme :

exp (-/ / (1—e 7@ X dr de) :
0=0 JreR



40 Chapitre 2. Un modeéle de population a base de Poisson-lignes

et on reconnait la I'expression de la transformée de Laplace de &:

Eexp | —su Y I(A+y1+tw)nd(®,r)) I(jr| < 1)
(CRIISS

En utilisant a nouveau la propriété d’indépendance complete de &, on peut
alors regrouper les deux espérances dans le calcul principal pour obtenir :

T 1 \/1—72
RO [e—sA(A)} _ 1 e—sul(Aﬁd(el,O))/ / !
7 Jo =0 ri=—1Jt=—y/1-1?

E [exp | —su Z L(A+y1 +tu) Nd(b,r))
(6,r)ef
dt d?"l d@l

™ 1 \/1—12
_ 1 o—sHI(ANd(01,0)) / / !
2
T Jo1=0 ri=—1Jt=—y /112

E [emsMAYIHMIY gt dry df,.
Par stationnarité de A, E [e_SA(Aerl*t“l)} =E [e_SA(A)}, et finalement :

EO [e—sA(A):| —F [e—SA(A)] l /W e_SMI(Amd(el’O)) db.

T Jo,=0

Il s’agit exactement de I'espérance qu’on obtiendrait avec A générée sous
la probabilité stationnaire, a laquelle on aurait ajouté une droite indépen-
dante, passant par 'origine, d’angle uniforme. [ |

2.3 Le processus de Cox

Les résultats de ce paragraphe sont déja connus (voir [Dal03] et [Las10]), ils
ne figurent ici que pour rappel.

2.3.1 Construction

Un processus de Cox est la donnée d'un couple de deux mesures aléatoires
(A, ®) tel que sachant A, ® soit un processus ponctuel de Poisson d’intensité
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A. Pour ne pas surcharger les notations, P désignera indifféremment la loi
du couple (A, ®) ou celle de A, le contexte permettant de trancher (méme
remarque pour P%). En revanche, la loi de ® sachant A, c’est & dire la loi du
processus de Poisson d’intensité A, s’écrira P,. On a donc:

P(®e.) = / PA(® € .)P(dA).
A
Remarquons tout de suite que pour tout borélien B':
B@E)] = [ Ea@BPE)
= /A(B)P(dA)
A
= E[A(B)],

ce qui permet de remonter facilement a l'intensité de .

2.3.2 Stationnarité et istotropie

® est-il toujours stationnaire ? La réponse est oui des que A D'est; en effet, il
suffit de regarder le comportement des probabilités vides:

P(®(B+x)=0) = /A PA(®(B + x) = 0)P(dA)

= / e MEPIP(dA)
A

E [e—A(B—i-x)}
= E[e*®] =P(®(B) = 0).

De méme, on montrerait que ® est isotrope des que A l'est.

2.3.3 Distribution de Palm

La aussi, comme on pourrait s’y attendre intuitivement, on a le

Théoreme 2.5. ® sous Palm se comporte comme la somme d’un atome en
O et de ® d’intensité A elle-méme générée sous Palm.
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Démonstration - Cette fois, on peut utiliser la caractérisation par les proba-
bilités vides car il s’agit d’une mesure ponctuelle (contrairement au cas de A
qui était une mesure diffuse, et ou cette caractérisation n’était pas suffisante).
Soit A un compact.

Si O € A, on vérifie immédiatement ’égalité des deux probabilités (nulles
toutes les deux).

Sinon, soit B le disque unité, et \ I'intensité de A. On a:

PO(®(A) =0) = m E UEB 1(®(A+x)=0) (I)(dx)}

~ o [ .
Z e MATAB (aucun des x; € A +x;)
i=1

A(dx,) . .. A(dx,)P(dA).

Comme O ¢ A, on peut éliminer le terme 1(x; € A+x;), et par symétrie,
il reste:

PO(®(A) =0) = Am / / » B}j‘jl;f) oAU B)

A(d
_ )\mB / / AB)I-AAE) N () P(dA)

_ Am(B / /x A B(an)
_ [1( = [ / Py o (®(A) = 0)A(dx) |,

ce qui est exactement le résultat recherché. |

2.4 Modele de population

2.4.1 Construction

Le modele est simple: il consiste a simuler un processus de Poisson-lignes
d’intensité A sur le plan, qui figure les routes. Puis sur chaque route, on jette
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des usagers au hasard selon un processus de Poisson stationnaire d’intensité
1, indépendants les uns des autres. Remarquons que comme le processus est
stationnaire, il est inutile de préciser une origine sur les routes.

f ..

st e .

20

-10+

-30} PR

-30 -20

Fig. 2.7: Modele de population. Cette figure est a mettre en regard avec la

figure 211

Apres avoir fixé A et en regardant les probabilités vides de ®, on se
convainc sans peine que le processus obtenu est un processus de Cox selon la
mesure A définie au début de ’article, dont la masse est concentrée sur les

lignes. D’apres les théoremes 2.4 et 25, on a le

Théoréme 2.6. ¢ est:

e stationnaire, isotrope, d’intensité wAu ;

e sa probabilité de Palm revient a considérer ® sous sa probabilité sta-

tionnaire, auquel on aurait rajouté :

— des points selon un processus de Poisson indépendant, alignés sur
une droite passant par [’origine d’angle uniforme et indépendant;

— et un point a l’origine.
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2.4.2 Fonctionnelle de Laplace de ® pour des
fonctions a symétrie radiale
Rappelons que si on se donne un processus ®, sa fonctionnelle de Laplace est
définie par:
Lo(f)=E [e—ff(xrb(dx)] ,
pour toute fonction borélienne positive f. Pour nos besoins, nous de-
vons la calculer dans le cas ou f est a symétrie radiale, c’est a dire que

f(x) ne dépend que de ||x||. D’ailleurs, pour plus de simplicité, on notera
indifféremment f(x) ou f(||x||).

Théoreme 2.7. Si f est a symétrie radiale :

Lo(f) = exp [—2%)\ /7:] <1 — exp <—2u /t: (1 — e‘ﬂm)> dt)) dr} )

Démonstration - Commencons par supposer que f est a support borné, inclus
dans le disque de centre O et de rayon R > 0. Pour le calcul, on commence
comme d’habitude par conditionner par rapport au nombre de droites dans
le disque. En utilisant la symétrie selon 6 et I'indépendance des différentes
droites, on obtient :

(2mRA\)"
—27TR)\
Lo(f Zn' 2 /m:_R.../T__ (Hgn)drl...drm

n>0

ou g(r;) correspond a l'espérance calculée sur la i-eme droite (on note ®;
la restriction de ® a cette droite) :

g(ri) =E |:e_ff(x)‘1>z‘(dx):| .

On obtient ensuite:

R
Lo(f) =exp [—27TR)\ + 7r)\/

-R

g(r)dr} :

g est évidemment une fonction paire, d’ou:

Lo(f) = exp [-%A /OR(1 - g(r))dr] .
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Venons-en au calcul de g(r). Par symétrie radiale, on peut supposer que
la droite sur laquelle il s’appuie est verticale, cela simplifie les calculs. Son
intersection avec le disque de rayon R est un segment de longueur 2/ R? — r2.
En conditionnant par rapport au nombre de points sur le segment, et en
appliquant le théoreme de Fubini, on obtient :

VRZ_2 m

_ R N eV R )T (TR

g(r) = e dt
m>0 m)! 2\/ R? — 7”2) t=—+RZ—12

VR2—r2
= exp |—2uVR?—1r2+ u/

Y
i Wi
= exp —2,u/ (1 — e_f(*ﬂ“z)) dt] )
0

Puisque f est nulle en-dehors du disque de centre O et de rayon R, le
terme 1 — e 7OV %) egt nul pour t > v/R2 — 12, et on peut réécrire:

g(r) = exp {—Q,u/ <1 —e /v 7’2”2)) dt} :
0

Par ailleurs, des que » > R, 'intégrale / (1 — e T2+t2)) dt est nulle,
0
donc g(r) = 1. Ainsi:

La(f) = xp [—m | a- g<r>>dr} |

et on obtient le résultat pour f a support borné. Dans le cas ou f est a
support quelconque, on applique la formule précédente a la fonction auxiliaire
f(x) = f(x)1jxj<r. En faisant tendre R vers +oo, on conclut :

e d’une part, par le théoreme de convergence dominée pour ce qui est de

E [o~ [ 0],

e d’autre part, par un double usage de la convergence monotone pour
I'expression proposée de Lg(f). En effet, f croit vers f donc

o0

/OO <1 — e_f(v’"2+t2)> dt  — (1 —e I 7’2”2)) dt,
t=0

t=0
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et ce en croissant. Donc a nouveau par convergence monotone :

/ (1 — exp (—Q,u/ (1 — eIy 7’2”2)) dt)) dr
r=0 t=0
— (1 — exp <—2,u/ <1 — e /v Tz+t2)> dt)) dr,
r=0 t=0

et on conclut par continuité de la fonction exponentielle.

Ainsi s’acheve la preuve. |

Remarque 2.1. Dans le cas ou f n’est pas a symétrie radiale, on peut
parfaitement effectuer le méme travail, et on obtient le

Théoréme 2.8 (Cas général). Si f est quelconque, la transformée de Laplace
est donnée par:

e[ [ [ (e wronoa))aa]

avec

u(f,0,r,t)=1— o~ (rcos(6)—tsin(0),r sin(6)+t cos(6))

2.5 Modele de réseau et probabilité de

couverture

On modélise le réseau des antennes par un processus de Poisson @, d’intensité
Ao, indépendant du processus de population . On suppose également qu’un
utilisateur est connecté a I'antenne la plus proche (les zones de best server
forment donc une mosaique de Voronoi). Pour un utilisateur typique, quelle
est alors la probabilité que son antenne regoive un rapport signal / bruit +
interférence (SINR) suffisant sur le canal uplink ?

2.5.1 Probabilité de couverture

Il y a deux manieres de voir les choses.

Soit on considere une antenne typique, c’est a dire qu’on regarde P,

sous sa distribution de Palm. Ensuite, on calcule pour chaque utilisateur
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la probabilité que le SINR uplink soit supérieur au seuil demandé, et on
moyenne cette probabilité sur les utilisateurs situés dans la cellule de Voronoi
de I'antenne. Le calcul promet d’étre compliqué...

Soit on se place du point de vue de I'utilisateur typique, sous la distribu-
tion de Palm de ® (le processus de la population). Notre utilisateur typique
est situé a l'origine. Comme ®, est indépendant de &, il peut étre considéré
comme un Poisson stationnaire. On connait donc la densité de distribution
de la distance entre 1'origine et I'antenne qui couvre celle-ci, et en condition-
nant par rapport a cette distance, il ne reste plus qu’a calculer la probabilité
que le signal fournisse un SINR suffisant. Le calcul est beaucoup plus sim-
ple, et c¢’est celui que nous faisons maintenant. On suit la méme démarche
que dans [And10], car elle se transpose trés bien. Elle utilise un modele de
propagation simplifié dans lequel :

e la puissance émise par chaque mobile est identique, isotrope, notée 1 /¢
e & une distance r, le signal subit un affaiblissement en 1/r* (a > 2);

e on inclut un terme de fading qui suit le modele de Rayleigh; selon
celui-ci, la puissance regue a la distance r vaut hr=*, ou h suit une loi
exponentielle de parametre €;

e la puissance du bruit est supposée constante égale a o?;

e pour une antenne située a la distance r de 'utilisateur typique a 1’ori-
gine, le SINR est donc donné par:

hr—«
02+ 3 can oy it

SINR =

oll on a noté ®° le processus des mobiles vu sous sa propre mesure
de Palm. Il n’y a pas lieu de considérer dans l'interférence la puis-
sance d’émission des autres antennes sur le canal downlink, puisqu’elles
utilisent une gamme de fréquences disjointe du canal uplink ;

e le seuil minimal de SINR est noté T';

e on définit le SNR = 1/e0? comme étant le rapport moyen signal / bruit
a la distance r = 1.
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Attention, il serait naif de penser que tous les utilisateurs interferent entre
eux: quel que soit le systeme, la ressource radio est divisée en motifs ortho-
gonaux, qu'il s’agisse d’une division en temps (HSDPA), en temps-fréquence
(GSM, LTE), ou en code (UMTS). Donc seule une fraction des utilisateurs
interfere : ceux qui utilisent la méme fréquence au méme moment.

Il faut prendre en compte cela dans le choix de p, en ne gardant qu'une
proportion fixe 1 des utilisateurs dans le processus original ®. Par exemple,
on conserve chaque point avec la probabilité ), et ce de maniere indépendante.
On voit facilement que le processus obtenu a la méme loi que @, a cela pres
que son intensité est multipliée par 1 (on a effectué un ”n-thinning” des
processus de Poisson sur les routes). Les calculs sont donc encore valables a
condition de prendre firagio = Miroutes-

Théoreme 2.9. La probabilité de couverture en uplink est donnée par:

P(SINR >T) = 27r)\a/ el =T (T pVq(T, p) pdp,
p=0
avec
Prual(T,p) = exp | =2mAp L—ep| =2pp | —em | | O
r=0 t=0 1 + —F—
et

™

1 > dt
oTp) =— -2 . de.
Qa1 p) . /020 exp [ ©p /t:O 14 (sin2 G;tQ)a/2]

Démonstration - Notons p la distance entre 1'origine et I'antenne la plus
proche. Par isotropie, on peut supposer qu’elle est située au point (p,0).

Lorsqu’elle regoit le signal uplink du mobile situé en O, on rappelle la formule

du SINR:
hp~=®

0-2 _|_ ZXZGQO\{O} hiRi_a’

ou R; désigne la distance du i-eéme point & (p,0). On rappelle que sous
sa mesure de Palm, ®° est égal (en loi) & la somme de ®° stationnaire, d’un
processus de Poisson stationnaire sur une droite passant par 'origine, et d’un
point a l'origine.

Jusqu’a I'équation (10) de [Andl10], tout reste identique: on connait la
distribution de p grace aux probabilités vides, et en conditionnant par rapport

SINR =
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a p, si on note I, = Zi@o\{o} h;R;“ I'interférence, on a:
P(SINR >T) = / e TP P(h > Tp®(o? + 1,))2m A\, pdp
p>0

= / e~ hap’ g TP L1, (€Tp*)2mAapdp.
p>0

Le calcul de L, (s) est celui d'un shot-noise classique (voir [Bacl0]). II
commence de la méme maniere que dans [And10] :

L(s) = E°| [ Lu(sB7®)

| x;€20\{0}

1
]

| x;€20\{0} €

Or, par indépendance, Ly, (s) peut étre séparé en deux produits distincts:

e d’une part, 'espérance calculée sur ¢ vu sous sa probabilité station-
naire. Dans ce cas, on peut tres bien déplacer I'antenne vers 'origine
et supposer p = 0. Les R; deviennent alors les distances au centre. On
note p le terme correspondant ;

e ct d’autre part, I'espérance calculée sur une droite D passant par ’ori-
gine et d’angle uniforme, terme qu’on notera q.

Calculons d’abord p:

1
v = El]] g

Lx,;, P

- E :exp (— > f(xi)>] ,

x;€P

avec:
Fx) = Tog (14 > x| =)

qui est a symétrie radiale. On connait le résultat (voir théoreme 2.7)) :

p = exp l—?w)\ /r:O <1 — exp (—Q,u /t:O = §(7°2 n t2)°‘/2)) dr} .
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Pour s = €I'p*, on effectue les deux changements de variable r +— 7/p et
t — t/p et on obtient la valeur annoncée.

Calculons maintenant g. Cette fois, le processus sur D n’est plus station-
naire dans le plan, on doit donc laisser p comme il est. En conditionnant par
rapport a l'angle 6 que fait D avec 1'horizontale, on a:

1 /” 1
q = — E H 78 —a d@
™ Jo=0 x:€D(0) 1 + ERZ

La aussi, l'intégrand peut étre vu comme une transformée de Laplace:
celle du processus de Poisson sur la ligne D, pour la fonction:

£t =tog (14 2R,

ou t est I’abscisse des points de D (par exemple a partir de I'origine). Le
théoreme d’Al-Kashi nous donne:

f(t) =log (1 + z(p2 +t* — 2tpcos 9)_0‘/2> :

En utilisant la formule bien connue de la transformée de Laplace d'un
processus de Poisson d’intensité p (voir [Bacl0]), on obtient :

1 o pdt
E | =ewp |- :
1 = spoe | TP { /t:_oo T+ (% + 12 —21p COSH)Q/J

XiEd(G,O)

Apreés un changement de variable t — t — p cos() et en utilisant la parité
selon t, on obtient :

1 * dt
I ———— | =exp |2 .
X‘Edl_(I9 0) L+ 2R P [ M/tzo 1+ <(p? sin? 0 + tZ)O‘/Q}

Enfin, le méme changement de variable que pour p conduit au résultat

annoncé. [ |

Remarque 2.2. On peut noter que p et ¢ sont indépendants du parametre
de puissance e.
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2.5.2 Comparaison avec le processus de Poisson
ordinaire

On sait que ® est d’intensité mAu. Que se passe-t-il si on le remplace par
un processus de Poisson ordinaire de méme intensité? La probabilité de
couverture est toujours donnée par:

P(SINR > T') = 27r)\a/ e_”)‘“”ze_ET”%2ﬁJﬁ(eTpa)pdp,
p>0
ou J, désigne la nouvelle interférence. Il devrait donc suffire de comparer
L, (eI'p®) et L, (€I'p*). Le calcul est assez similaire au précédent. @ vu
sous Palm et privé de son atome en O ayant la méme loi que ® stationnaire
d’apres le théoreme de Slivnyak, on suppose une fois encore que p = 0.

Cela nous donne:
= exp [—/ (1 — e_f(x)) WAudx] ,
xER?2

1

E -

e
x;, €D €

avec f(x) = f(|[x[]) =log (14 £[x|[~®). Un changement de variables en

coordonnées polaires donne:

Ly,(s) = exp {—/ (1- e_f(r)) 27T2)\,u7"d7}

=0

*  rdr
= exp | =272\ / ,
P [ : r=0 1 + i,r.a:|

soit, apres un changement de variable r +— r/p:

< rdr
L;,(eTp™) = exp {—%QAWQ / e }
r=0 1+ T

Il reste & le comparer & L, (€Tp*). En utilisant 'inégalité 1 — e < A,

on obtient :
/7":0 (1 — exp <—2,up/t:0 —1 N M)) dr

T

<5 // dt dr
[1p —
r=0Jimo 1 4 A2
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Apres un passage en coordonnées polaires et en réinjectant 1’expression
dans p(T, p), on trouve:

*  rdr

p(T, p) > exp | =2m*App? / =
r=0 1 + T

} = L,,(eTp").

Ainsi, ® regardé sous sa probabilité stationnaire donnerait, s’il était seul,
une probabilité de couverture supérieure a un processus de Poisson homogene
de méme intensité. Mais la multiplication par ¢ < 1, correspondant a
I'interférence créée par la droite qui passe par O, crée l'effet inverse.

Lequel des deux effets est prépondérant sur 'autre ? Les simulations qui
suivent montrent que ”cela dépend”, mais que la différence n’est jamais tres
grande (voir figure 2.§]).

2.5.3 Simulations numériques

Pour le path-loss, le modele le plus courant est le modele COST-Hata. Il
consiste a prendre:

(Preguo)dBm == (Pmax)dBm - A-B loglo(d)u

ou A est un parametre d’affaiblissement moyen qui dépend de la hauteur de
I’antenne, de la fréquence d’émission et du type de terrain (urbain ou rural),
et d est la distance exprimée en kilometres. Par exemple, pour un systeme
GSM dans la bande des 900 MHz, en milieu urbain, on prendra typiquement
Prax = 34dBm, A =128 dB et B = 35,7 dB. Pour plus de détails, on pourra
consulter le chapitre 6 de [Lag99).

En linéaire, cela se réécrit :

(Progue)tin = (Pans)in X 107410 x =

Par identification, on a donc
a=B/10 = 3,57
et

(Pmax)lin

_ _ —13
1/E—W—3,98X10 W.
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Pour 02, en GSM on prend généralement —174 dBm / Hz, auquel on ajoute
un facteur de bruit de 10°8. En linéaire, sur une bande de 200 kHz, on a
donc:

10—174/10
o? = T (200 x 10%) x 10°® = 5,02 x 107"° W,

ce qui nous donne:

SNR =19 dB.

Il nous reste a choisir les parametres A, \, et u. Puisque I'unité de distance
est le kilometre, on sait que le nombre moyen de routes qui intersectent un
disque de rayon 1 km vaut 27 A. Dans une ville comme Paris il y a un peu
plus de 6000 rues, dont beaucoup sont des ruelles ou des impasses, et sa
surface vaut un peu plus de 100 km?; on peut donc prendre légitimement
A de Tordre de 7 km™'. Du reste, une série de calibrations (ou fittings)
effectuées sur données réelles, quartier par quartier, nous a montré que \
était toujours compris entre 5 km~! et 8 km~! environ.

Pour \,, si on reste sur le GSM dans la bande des 900 MHz, on peut
considérer que chaque antenne possede un rayon d’action de 300 m environ,
ce qui donne un ), de l'ordre de 3,5 km™2. Ce chiffre est cohérent avec le
nombre de mats d’antennes Orange sur Paris intra-muros en GSM 900.

Enfin, pour u, chaque antenne GSM possédant en moyenne trois TRX
sur sept time-slots, elle peut assurer jusqu’a 21 conversations simultanées.
Sur un carré de 1 km?, en pleine charge, on aurait donc au maximum :

21,

TAM =21 X Ay = = VT
T

Mais on se souvient qu’il faut prendre en compte I'absence d’interférences
due aux techniques d’acces multiple. Comme on I’a écrit plus haut, on a
hradio = Miroutes, OU N Teprésente la proportion d’utilisateurs qui interferent.
Dans notre exemple, on a justement n = 1/21, ce qui donne une valeur
maximale de

Liradio = Aa/TA = 0,16 km ™"

Une valeur raisonnable sera donc = 0.1 km™'. La probabilité de cou-
verture est présentée sur la figure 2.8. Par rapport a un processus de Poisson
ordinaire, les probabilités sont quasiment les mémes. Cela peut s’expliquer
par le fait que p est tres faible, si bien que les alignements de points ne se
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Fig. 2.8: Comparaison des probabilités de couverture du Poisson-lignes et
du Poisson ordinaire sur le lien uplink, en fonction du seuil minimal
de SINR. )\, = 3,5km ™%, SNR =19dB, o = 3,57, A = 7 km ™",
pw=0,1km™". Le seuil de SINR varie entre -10 dBm et 20 dBm.

font pas tellement sentir. Or ce sont eux qui apportent la différence entre le
Poisson-lignes et le Poisson ordinaire.

Comme les simulations sont assez rapides (quelques secondes par valeur
calculée), on peut aussi observer la variation de la probabilité de couverture
en fonction de A\, A, ou u. C’est ce que nous avons représenté sur la figure 2.9
A chaque fois, seul I'un des trois parametres varie pendant que les deux autres
sont fixés aux valeurs de la figure 2.8 La aussi, les deux probabilités restent
tres semblables. Mais si I’'on prenait des parametres plus extrémes mais moins
communs (c’est-a-dire correspondant a des situations plus exceptionnelles),
avec des valeurs de p tres importantes de maniere a induire des alignements
spectaculaires, la différence observée serait évidemment plus grande.
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Fig. 2.9: Sensibilité des probabilités de couverture en fonction de A, A, u.
T est fixé a 7 dBm.

2.5.4 Piétons contre automobilistes

Supposons maintenant qu’il y ait deux sortes d’utilisateurs: des automo-
bilistes, répartis selon notre modele de lignes, et des piétons (qui n’emprun-
tent pas forcément les routes), répartis selon un processus de Poisson ho-
mogene indépendant. Du point de vue du piéton, l'interférence créée par
les autres utilisateurs est la somme de l'interférence d'un Poisson station-
naire (par le théoreme de Slivnyak) et d’un Poisson-lignes stationnaire. Du
point de vue de I'automobiliste au contraire, l'interférence est la somme de
I'interférence d’un Poisson stationnaire, d’un Poisson-lignes stationnaire, plus
encore d'un Poisson sur une ligne qui passe par ’automobiliste. Elle est donc
toujours supérieure, et la probabilité de couverture est plus faible. Conclu-
sion : il vaut mieux étre piéton qu’automobiliste !

Ensuite, il s’agit de savoir si le gain du piéton sur I'automobiliste est tou-
jours le méme, quelle que soit I'intensité p. Puisque la différence correspond
a une route supplémentaire qui passe par l'utilisateur typique, on pourrait
s’attendre intuitivement a ce qu’elle grandisse avec . A vrai dire, la figure
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2.10l montre que ce n’est le cas qu’en valeur relative.
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Fig. 2.10: Gain de la probabilité de couverture d’un piéton par rapport a
un automobiliste. A, = 3,5 km™, A =7km™*, SNR = 19 dB.
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2.6 Deux généralisations

2.6.1 Premiere généralisation: avec p variable

On souhaite modéliser un réseau ou les routes ne rencontrent pas toutes
le méme trafic d’usagers (grands axes, petits axes, etc.). On rend donc p
aléatoire, indépendant du processus des routes. La maniere la plus commode
de procéder est encore d’introduire une famille zg,) de variables aléatoires
i.i.d. indexées sur [0, 7[xR, indépendantes de £, puis de poser :

AA) = > peml(And(©,r)).
(0,r)€€

On se convainc aisément que A reste isotrope et stationnairdd. Pour ce qui
est de la distribution de Palm, le résultat est plus subtil, car il faut prendre
en compte le biais suivant : lorsqu’on sélectionne une route ”typique” (ce qui
peut étre rendu rigoureux par la notion d’ergodicité par exemple), les routes
plus intenses (c’est-a-dire avec un plus grand p) vont avoir plus de poids.
Par un léger abus, continuons a noter PP la loi marginale de p. Alors, d’une
maniere précise on a le

Théoreme 2.10. A sous Palm se comporte comme A stationnaire a laquelle
on aurait ajouté une droite indépendante passant par l'origine. Cette droite
est d’angle uniforme, mais son intensité est donnée par une nouvelle proba-
bilité, de densité par rapport a P :

P'(dy) = ﬁ@(dm.

Démonstration - Pour 'essentiel, les calculs du théoreme [2.4] peuvent étre
repris. Voici cependant quelques points a regarder plus attentivement :

e en utilisant encore l'identité de Wald, on voit immédiatement que
I'intensité de A vaut TAE[u]

e dans les premieres lignes du calcul de E° [e_SA(A)}, on est obligé de

conditionner aussi par rapport a la famille des pig ).

3 ]a raison précise en est que la famille des H(,r) @ méme loi que la famille des pip—g,,,) OU
que la famille des 11—, cos(6))), ce qui vient de la méme constatation sur les sous-familles
finies et in fine du théoreme d’extension de Kolmogorov.
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Cela nous donne:

EO[_A(A)} 1 2AZ:)‘”/7r /1 /7T /1
e s = e_ 4 — o

n \/1—7“.2
/ / Z/ ' E [e_SA(A+Yi+tUi)
p1 pn =y Jt=—y/1-72

i dt Pldpy) .. . P(duy) d6y dry ...d6, dr,.

€ et p sur d_l(B)}

e 'argument de symétrie vaut toujours:

0 AA) e—27r>\ )\n—l T 1 s 1
EY |e? = .
[e } WQE[U] nz;l (n—1)! /91:0 /rl:—l /enzo /rn:—l

1—r?
[oof [T e
n1 Un t:—w/l—r%

py dt P(duy) ... P(dpy,) d6y dry ...do, dr,.

€ et psur d_l(B)}

e le partage en (6,r) tels que |r| < 1 et |r] > 1 reste également licite, par
indépendance des ji(,) correspondants. On obtient :

™ 1 \/1-r?
RO [e—sA(A)} _ 1 / / s L(ANd(61,0)) / / !
7T2E[:u] 01=0 J 1 ri=—1 t:—w/l—r%

exp (_)\/ 1 — e~ sl((Ady1+tun)nd(0,r) 7. 10 P(du))
0,r,u

[r|>1

Elexp [ s Y ol (A+yi +tw)nd(6,r)
(0,r)€g

,uldt d’l“l d91 P(dul)

e par ailleurs, 'interprétation de la premiere exponentielle comme une
transformée de Laplace reste valable. Plus précisément, introduisons
la transformée de Laplace d'un processus de Poisson marqué, ou les
marques sont indépendantes :

Lo(f)=E [e_ Lxea f(x,ux)} )
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Un raisonnement en tout point similaire a celui du théoreme 2.7 (on
prend d’abord pour f a support borné, puis on conclut par convergence
dominée / monotone) conduit a:

Lo(f) = exp (—A / (=) P(du))

Revenons a notre calcul principal: on réécrit I'exponentielle de la
deuxieme ligne comme une espérance, qu’on regroupe avec ’espérance
de la ligne en-dessous par indépendance complete. On obtient :

n 1 \/1-12
RO [e—sA(A)} _ 1 / / e—sull(Aﬂd(Gl,O))/ / !
7T2E[:u] 01=0 J 1 ri=—1Jt=— -

Elexp | —s > ponl (A+y+tu)ndo,r))
(6,r)eg
,uldt d’f’l d91 d,ul)

_ / / —sp1l(ANd(61,0) / /
oM,
m E 01=0 J py ri=-—1

E [ —sA(A+yi+tur) } ,uldt d?”l d‘91 P(dlu’l

Toujours par stationnarité:

—SA
EO [e—sA(A):| _ / / —sp1l(ANd(61,0) lu del (d,ul)
01=0 J 1

do
— E [e—sA :| / e—s,ull(Aﬂd(Gl 0)) “¥1 P’ (d,Uq)
01,11 n
ce qui est exactement le résultat recherché. [ |

Ainsi, on en déduit que la "route typique” qui passe par 'origine sous
Palm présente une intensité biaisée vers les hautes valeurs. Quant au calcul de
la fonctionnelle de Laplace, il aboutit a la nouvelle probabilité de couverture.
Plus précisément, on a le
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Théoréme 2.11. Avec p variable, la probabilité de couverture est donnée
par:

P(SINR >T) =21, / e ™0 e T (T, p)q(T, p) pdp,
p=0
avec
p(T, p) = exp | —27Ap 1-L,|2p PR ) dr
r=0 t=0 1 + —
et

T > dt ao
q(T, :/ /exp —2 / ————> | — =— P(dp).
(&) 0=0Jpu < i t:Ol—l—W T E[y] (dx)

Démonstration - On conditionne d’abord par rapport a p avant de prend-
re l'espérance globale. Dans le calcul de la fonctionnelle de Laplace, on a
toujours :

La(f) = exp [—m | a- g<r>>dr] |

mais avec cette fois:

g(r) =E, [exp <—2u /OOO (1 - e—fWW)) dt)}

qui peut se réécrire :

et le résultat en découle. [ |

Remarque 2.3. On voit que les hautes valeurs de p apportent une contri-
bution significative a ¢, donc a l'interférence globale. Autrement dit, elles
induisent un biais sur la probabilité de couverture. Revenons a notre com-
paraison avec un modele de Poisson ordinaire pour les utilisateurs, de méme
intensité mAE[u|. Laissons E[u| constante mais faisons augmenter sa vari-
ance; on doit voir se dégrader la probabilité de couverture. C’est ce que
montre la figure 2.17]; certes, la différence apparait comme tres faible, car on
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est dans des ordres de grandeur qui garantissent de toute facon une bonne
probabilité de couverture, et qui plus est u est tres petit ce qui gomme 'effet
d’alignement des utilisateurs. Cependant, cette différence va bien dans le
sens escompté si 'on effectue un grossissement de la figure. Et de plus, avec
des parametres plus extrémes (cas d’un réseau qui gererait moins bien les
interférences), on peut s’attendre a voir la différence s’accroitre.

2.6.2 Deuxieme généralisation : modele Manhattan

Cette fois, on suppose a nouveau p fixé, mais le plan des rues est orthogonal,
c’est a dire que 6 vaut toujours 0 ou 7/2. Il y a deux manieres équivalentes
de construire un tel processus.

e soit on concentre la masse de £ sur les deux lignes {0} xR et {m/2} xR.
Pour tout borélien A de [0, 7[xR, on pose donc:

v(A) =17 l(AN({0} xR))+ 7 (AN ({n/2} x R))
ol 7 est un parametre positif donné, puis on construit £ d’intensité v.

e soit on voit directement ¢ comme la superposition de deux processus
de Poisson indépendants d’intensité 7 sur {0} x R et {7/2} x R. Le
résultat est le méme comme on le constate en calculant les probabilités
vides et en utilisant la propriété d’indépendance complete.

Les deux points de vue nous seront également utiles.

Théoreme 2.12. Sous Palm, A est comme A stationnaire a laquelle on
aurait ajouté une droite passant par l'origine, dont l'angle vaut 0 ou /2
avec une chance sur deuz.

Démonstration - A n’est évidemment plus isotrope, mais en revanche elle
reste stationnaire. Il suffit de vérifier la stationnarité par rapport aux deux
axes (Ox) et (Oy), puisqu’ils engendrent R?. Et par symétrie, la vérification
par rapport a (Oz) suffit. Or toute translation de vecteur pi laisse les droites
d(m/2,r) invariantes, et transforme les d(0,r) en d(0,r 4+ p). Cela revient
a laisser le processus de Poisson sur {7/2} x R invariant, et a translater
celui sur {0} x R de pj (deuxieme point de vue). Les deux processus restent
indépendants, stationnaires, de méme intensité.
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Fig. 2.11: Comparaison de différentes probabilités de couverture en fonction
du seuil minimal de SINR. On a A\, = 3,5 km ™, A = 7km™ ",
SNR = 19 dB. p suit une loi uniforme de moyenne 0.1 km™" et
de variance 0.003 km 2.

Pour le calcul de I'intensité, on se place sur le disque unité et on revient
au premier point de vue:

EAB)] = E

N
Z ,ul(B N d(9i> Tz))]
=1
= 4drp E[I(BNd(6y,7m1))]
] 1

_ 1 — 2

Atp 4 Z /T:_IQW ar

0e{0,7/2}

= 2TTu

Ainsi, l'intensité vaut 27u. Quant au calcul de la distribution de Palm a
proprement parler, il est rigoureusement le méme. |
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Théoréme 2.13. A intensité égale (c¢’est & dire 7 = w)\/2), le modéle Man-
hattan et le modele de Poisson lignes ont la méme probabilité de couverture.

Démonstration - Si I'on suivait le calcul effectué en [And10], on condition-
nerait d’abord par rapport a la distance p de 'antenne la plus proche de
I'origine, et par un argument d’isotropie du processus des utilisateurs, on
supposerait sans perte de généralité que l'antenne est située en (p,0). Mal-
heureusement, cet argument ne tient plus ici. On peut seulement dire que
I'antenne est située en (pcos(f), psin(f)), ou 6 est uniformément distribué
sur [0, 27| par isotropie du processus des antennes. En introduisant la dé-
pendance en 6 dans le calcul du SINR, on obtient :

1 o
P(SINR > T) = -~ / el e TN L (€T p™)2m Napdp dO.
m 0,0 ’
Pour le calcul de p, 'argument de stationnarité qui permet de ramener
I’antenne en O tient toujours. La transformée de Laplace pour les fonctions
a symétrie radiale devient :

Lo(f) = exp [—47 /: (1 —exp (—2u /:; (1 - e—WW)) dt)) dr} .

Puisque 7 = mA/2, p ne change pas. Quant au calcul de g, il s’agit de
I'interférence créée en (pcos(d), psin(#)) par une droite passant par 1'origine,
d’angle 0 ou 7/2 avec probabilité 1/2. Mais comme 6 est uniformément
distribué, cela revient a poser 6 = 0 tout en prenant un angle uniforme pour
la droite qui passe par l’origineﬂ. On est donc ramené au cas précédent. W

2.7 Meilleure prise en compte de la gestion
des ressources radio

2.7.1 DMotivation et démarche générale

Jusqu’ici, le modele que nous avons adopté prenait bien en compte 'acces
multiple orthogonal, mais dans un méme motif temps-fréquence, les utilisa-
teurs étaient répartis uniformément sur le territoire. Or, si nous notons C(O)

4 plus exactement, on tire avec une chance sur deux un premier angle uniforme pour la
droite, et avec ’autre chance sur deux un deuxiéme angle uniforme. L’angle obtenu est
bien uniforme.
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la cellule qui couvre 'origine, il serait plus exact de ne pas prendre en compte
les autres utilisateurs de C(O), mais seulement les utilisateurs extérieurs.

Pour bien faire les choses dans le calcul de la probabilité de couverture,
il faudrait d’abord conditionner par rapport a ®,, puis calculer notre shot-
noise sur la méme fonction f que dans le théoreme [2.9] & ceci prés qu’on
annulerait f sur C(O). Or non seulement la fonction f(x)1(x € C(O)) n’est
plus a symétrie radialeﬁ, mais surtout il n’y a pas de résultat analytiquement
simple sur la géométrie de C(O), ce qui est beaucoup plus problématique.

Cependant, on pourrait imaginer de procéder ainsi: on commence par
conditionner par rapport a p (la distance a l'origine de Iantenne la plus
proche) et on suppose par isotropie que cette antenne se situe en x, = (p, 0).
Ensuite, un utilisateur x est couvert par C(O) si et seulement si le disque
ouvert de centre x et de rayon ||x — X,|| est vide d’antennes. Or par notre
conditionnement sur p, on sait déja que le disque ouvert de centre O et de
rayon p est vide. On obtient donc:

x € C(0) & @4 (D(x, [[x =%, )\D(O, p)) = 0,

comme le montre la figure 2.121 Ensuite, I'idée serait d’exploiter le fait
que D(O, p) est un ensemble d’arrét pour @, (voir [Bacl0]): par propriété
de Markov fort, on a indépendance complete des deux ensembles aléatoires
disjoints que sont D(O, p) et D(x, ||x — x,||)\D(O, p). En particulier :

P (Qu(D(x, [|x = %)) =0]p) = P(Pu(D(x,]x —x.[)\D(O. p)) = 0)
o~ (D0 x=%al \D(O,))

Pour notre calcul de shot-noise, nous introduirions alors la fonction :
S —«
760 = log (14 2[1xl| ) % 1(@ (DG, [Ix = xa[\D(O, p)) = 0).

Si on conditionne par rapport a ®,, c’est une fonction déterministe de x,
dont il faudrait calculer la transformée de Laplace (ce qu’on sait faire) avant
de prendre 'espérance globale par rapport a ®,. Si lors de cette derniere
étape, on pouvait appliquer Fubini entre I'espérance selon ®, et 'intégrale
selon x pour obtenir des termes du type

E [1 (®u(D(x, |x —xa])) = 0[p)] ,

5 ce qui n'est pas tres grave car on connait la formule générale de la transformée de

Laplace, bien qu’elle ne soit pas simple, cf. théoreme 2.8
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Fig. 2.12: Visualisation de la condition de plus proche voisin.

on serait tiré d’affaire. Malheureusement, on voit immédiatement a partir du
théoreme 2.8 que des exponentielles viennent s’intercaler entre les intégrales.
En cassant la linéarité, elles nous interdisent d’appliquer Fubini.

2.7.2 Démarche approchée

Des lors, une bonne approximation peut étre de remplacer C(O) par un disque
de méme surface (en moyenne par rapport a ®,). Plus précisément, on
n’annule pas f sur C(O), mais sur un disque centré sur 'origine, dont la
surface vaut l'espérance de la surface de C(O) conditionnellement a p. Si on
note R(Aq, p) le rayon de ce disque équivalent, on a le

Théoreme 2.14. Avec prise en compte de la gestion des ressources radio,
en notant ™ = max(0, x), la nouvelle probabilité de couverture en uplink est
bien approchée par :

o0

P(SINR > T) = 2, / e ™" =T p(T, p)q(T, p)pdp,

p=0
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avec

p(T,p) = exp{ —2mAp /7:0 (1 - exp( —2up /t: (R(Aayp2)27r2)+

p

dt
) )]

T
et

L (" * dt
T.p) = — —2 do.

T

Démonstration - On reprend la démonstration du théoreme 2.9]; pour plus
de commodité, on note simplement R le rayon du disque équivalent. Pour le
calcul de p, la nouvelle fonction a symétrie radiale est donnée par

£x) = log (14 2|x| ™) Ljeon.

En distingant les cas ou r < R et r > R, on obtient :

h = dt
o | 2 L-oxp| =2 dr|.
p eXp [ m /TZO ( eXp < ,u /t:\/m 1 _I_ i(,r,z + t2)a/2>> T]

Pour le calcul de ¢, on procede de méme et on obtient :

1 /’T 5 /OO dt 40
T 0 P g =/ (R —p2sm? o)t 1+ <(p? sin” 6 + ¢2)/2

Le résultat s’en déduit. [ |

2.7.3 Le probleme du rayon équivalent

Il est a peu pres certain qu’aucune formule analytique pour R(\,, p) ne peut
étre trouvée. La maniere la plus commode de procéder reste encore de le
déterminer par simulation. C’est ce que nous avons fait pour A\, = 1 km ™2
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Le résultat est représenté numériquement dans la table 213 Il est inutile de
simuler les valeurs pour p > 2, car on a déja:

P(p>2)=e*"~3,5x 107"

Apres interpolation par la méthode des moindres carrés, nous avons trouvé
une excellente approximation de R par un polynome du troisieme degré:

R~ 0.0212p" — 0.1167p% + 0.2281p° 4 0.0528p + 0.5605.

Les courbes comparatives sont représentées sur la figure 2.14]

p | rayon équivalent p | rayon équivalent
0,05 0,5659 1,05 0,7576
0,10 0,5686 1,10 0,7698
0,15 0,5720 1,15 0,7822
0,20 0,5773 1,20 0,7939
0,25 0,5857 1,25 0,8065
0,30 0,5924 1,30 0,8187
0,35 0,6010 1,35 0,8298
0,40 0,6114 1,40 0,8427
0,45 0,6216 1,45 0,8542
0,50 0,6316 1,50 0,8664
0,55 0,6417 1,55 0,8782
0,60 0,6526 1,60 0,8906
0,65 0,6640 1,65 0,9027
0,70 0,6751 1,70 0,9147
0,75 0,6866 1,75 0,9242
0,80 0,6974 1,80 0,9366
0,85 0,7099 1,85 0,9486
0,90 0,7215 1,90 0,9608
0,95 0,7334 1,95 0,9720
1,00 0,7461 2,00 0,9835

Fig. 2.13: rayon équivalent en fonction de p pour A\, = 1.

Notons qu’on peut toujours se ramener au cas A, = 1. En effet, un
processus de Poisson d’intensité A\, peut toujours étre vu comme I'image d’un
processus de Poisson d’intensité 1 par I’homothétie de centre O et de rapport
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Fig. 2.14: rayon équivalent en fonction de p pour A\, = 1.

1/4/Aa (comme on s’en convainc aisément en regardant les probabilités vides).

Ainsi, on a:
1
R()\a,p) = \/—)\7 (1, P\ )\a> .

Comme on pouvait s’y attendre, la probabilité d’acces devient légerement
supérieure, puisqu’on a cessé de prendre en compte les interférences intra-

cellulaires (cf. figure 2.15)).

2.8 Dépendance temporelle

2.8.1 Définition

Que se passe-t-il si on introduit une dépendance temporelle 7 Par exemple,
on pourrait imaginer de faire déplacer les points de ® le long des routes.
Une maniere commode et générique de procéder est d’affecter aux points
x € & des vitesses i.i.d. vy € R. Puis il suffit de mettre en place une
regle systématique d’orientation des routes pour attribuer un déplacement
aux points. Si on ne souhaite pas favoriser un sens plutot que l'autre sur les
routes, on peut demander a la loi de vy d’étre symétrique.
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T T
—©O— Poisson ordinaire
osl —+— Poisson-lignes i
—%— Poisson-lignes avec RRM

0.3

Probabilité de couverture
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Fig. 2.15: Probabilité de couverture du Poisson-lignes avec prise en compte
du radio ressource management (RRM), en fonction du seuil min-
imal de SINR. Ona A\, =3,5km ™2, A=7km™ ", p=0,1 km ™',
SNR =19 dB.

Plus précisément, supposons qu’on a attribué a chaque droite de notre
Poisson-lignes un vecteur directeur unitaire. Par exemple, on choisit I'unique
vecteur unitaire dont I’angle avec i appartient a [0, 7[.

A Dinstant 0, le processus des usagers est donné par :

¢y = 25347

xed

ol 0y désigne la mesure de Dirac au point x. Chaque point x € & appartient
a une route Dy, dont on notera u, un vecteur directeur unitaire. Notons
que Dy est presque strement unique@. Le processus des usagers a 'instant ¢

6 en effet, soit A 'ensemble des points d’intersection des droites d(6,7) entre elles. A est
une réunion dénombrable de points, donc A(A) = 0. ®(A) est alors une variable aléatoire
de Poisson de parametre 0, autrement dit elle est presque stirement nulle.
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(t € R) est alors donné par:

(I)t == Z 6x+tvxux-

xed

D’apres le lemme 2.18] on sait que ®; garde la méme loi spatiale au cours
du temps: on obtient une ”perfect simulation” au sens de [Leb05].

2.8.2 Taux de hand-over

Fixons maintenant une route, et considérons son intersection W avec les arétes
de la tessellation de Voronoi des antennes, c’est-a-dire les bords de cellules.
Il s’agit manifestement d'un processus ponctuel stationnaire, si bien qu’on
peut donner un sens précis au nombre moyen de hand-overs (c’est-a-dire
de changements de cellules) qu’effectue un mobile par unité de temps. En
utilisant des résultats connus sur la tessellation de Voronoi d'un processus de
Poisson dans le plan, on obtient le

Théoréme 2.15. A vitesse v, le taux moyen de hand-over par unité de temps

vaut :
4/ A,
—

Tho =

Démonstration - On considere le processus stationnaire ¥ sur la droite,
d’intensité Ay. Les intervalles entre ses points forment des cellules mono-
dimensionnelles. Intuitivement, il suffit de regarder la taille moyenne E°[L]
de la 7 cellule typique” (c’est-a-dire sous Palm), et d’écrire qu’en une seconde
le mobile parcourt une distance v, ¢’est-a-dire qu’il croise en moyenne v/E°[L]
cellules. D’apres la formule de Little, on obtient alors v/E[L] = vAy.

Justifions rigoureusement ce calcul. Quel que soit 'intervalle de temps
[t1,t2], le nombre moyen de hand-overs sur cet intervalle est donné par
E[U([vty,vts])] = vE[W([t1,t2])]. Par stationnarité, ce nombre ne dépend
que de ty — t;. Plus généralement, la mesure v x E[¥(-)] est invariante par
translation et finie sur les bornés, donc elle est proportionnelle a la mesure de
Lebesgue. C’est ce coefficient de proportionnalité qu’on appelle taux moyen
de hand-over. Il s’agit simplement de vAy.

On utilise maintenant les résultats exposés dans [Mol94]. Mgller y in-
troduit un processus légerement différent de ¥U: a chaque cellule mono-
dimensionnelle, il attache le projeté orthogonal du centre de la cellule bi-
dimensionnelle dont elle est issue (cf. figure 2.16]).
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Fig. 2.16: Le processus attaché a la tessellation mono-dimensionnelle tel
qu’introduit par Mgller dans [Mol94].

En réunissant la proposition 3.4.4.(i) et I’équation (4.2.9.) de [Mol94],
on obtient que l'intensité de ce processus est donnée par 41/A,/m. Comme
Mgller en fait la remarque p. 73, cette intensité reste la méme si on se donne
une autre regle de sélection des centres des cellules, pourvu qu’elle reste
invariante par translation]. Pour notre part, nous choisirons donc plutot le
bord gauche de chaque cellule mono-dimensionnelle, ce qui nous ramene a W,
et on conclut ainsi. |

2.9 Conclusion

Nous avons construit un modele spatio-temporel suffisamment robuste et
générique pour couvrir une large variété de situations, a condition d’effectuer
les généralisations correspondantes. Bien str, on peut imaginer bien d’autres
généralisations que les deux que nous avons proposées: on pourrait choisir
une autre loi pour le fading ou pour le bruit, ou mélanger plusieurs classes
d’utilisateurs avec plusieurs classes de rues, etc. A chaque fois, nous avons
montré comment effectuer les calculs de probabilité de couverture, menant a
des résultats analytiques faciles a implémenter.

7 le détail se trouve dans le lemme 3.2.1. de [Mol94].
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Remarquons en particulier qu’on n’est pas obligé de supposer que tous
les utilisateurs émettent a la méme puissance. Au contraire, les techniques
de controle de puissance permettent d’adapter celle-ci pour mieux traiter les
interférences. Il serait alors intéressant de chercher a calculer la nouvelle pro-
babilité de couverture. Dans le cas de réseaux CDMA, sous des hypotheses
simples sur les utilisateurs, on pourra consulter [Alt02] ou [Tahl0].

Enfin, pour confronter notre modele aux données de terrain, on peut par
exemple imaginer de comparer la probabilité de couverture théorique et le
taux de rejet réel (a partir de sondes dans le réseau par exemple). Cela dit,
notre modele est assez sensible au parametre pu, et si on ne le connait pas
avec une bonne précision, une telle comparaison est risquée. Mais a I'inverse,
dans une perspective de calibration, en partant du taux de rejet on peut
remonter a la probabilité de couverture et in fine a u. Autrement dit, cela
fournit un moyen de comptage de la population (au moins pour obtenir un
bon ordre de grandeur).
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2.10 Annexe

2.10.1 Mesurabilité de A

Lemme 2.16. Si A est compact, alors d~'(A) est aussi compact.

Démonstration - D’une part, d 1(A) est fermé. En effet, soit (0,,7,) une
suite de points de d~!(A) qui converge vers (6,r); pour tout m, on peut
choisir (an,b,) dans ANd(6,,r,). Quitte a considérer une suite extraite par
compacité de A, on peut supposer que (a,,b,) — (a,b) € A. Utilisons alors
I'inégalité triangulaire, en notant ¢ la distance entre un point et une partie
de R?, ou deux droites paralleles:

0((a,b),d(8,r))

+ + 1A
=3

Le premier terme tend bien str vers 0. Pour majorer le deuxieme, on
remarque que (ay,, b,) € d(6,,r,) (voir figure 2.17]).

Ainsi, §((an, by),d(8,r,)) est majorée par la distance entre (a,, b,) et son
image par la rotation autour de 'origine d’angle 6 — 6,, (image qui appartient
a d(f,ry,)). Or cette distance est elle-méme majorée par ||(ay, b, )| - |0 — 0,

Comme ||(an,b,)|| est bornée car convergente, ||(an,b,)| - |0 — 0.] — O.
Quant au troisieme terme, il vaut |r — r,| — 0. Ainsi, (a,b) € d(0,7), ce qui
acheve de montrer que d~'(A) est fermé.

D’autre part, A étant borné, il est inclus dans un disque fermé B. Or
d~*(B) est borné d’aprés la proposition 2], et d~*(A) C d~'(B) est donc lui
aussi borné. |

Théoréme 2.17. A est mesurable.

Démonstration - Lorsqu’on définit £ comme une variable aléatoire, 1’ensem-
ble des mesures sur lequel évolue & est muni de la tribu engendrée par
les applications £ — £(A), lorsque A parcourt I'ensemble des boréliens de
[0, 7[xR. Il s’agit maintenant de montrer que 'application qui a £ associe A
est mesurable. On sait que la tribu des mesures localement finies sur R? est
engendrée par les ensembles du type:

E ={A/A([a,b] X [¢,d]) < t},
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Fig. 2.17: Inégalité entre les trois longueurs dans la preuve du lemme 2.10:
5((an, bn), d(8,72)) < 6((an, bn), (az, 87)) < [[(an, bn)| - 160 — bnl.

n’-n

ott [a,b] x [c,d] est un pavé fermé quelconque de R? et t un réel positif
(voir chapitre 1).

Si on arrive a montrer que l’ensemble des ¢ dont le A associé est dans E
appartient & la tribu engendrée par les {£/&(A) = n}, avec n € N, on aura
terminé. Fixons donc a, b, c,d et t.

Déja, on remarque que 'application :

Y (0,7r) = 1(d(0,r)N ([a,b] X [c,d]))

est continue car uniformément continue. Pour se convainere de 'uniforme
continuité, on peut fixer # en faisant varier r, et vice-versa. Ensuite:

AeEe > 1/1(9,r)<%.

(CRIIS

On peut méme restreindre la somme a (6,7) € A = d~([a,b] X [c,d]).
Ensuite, si on note (61,71),...,(0,,7,) les points de £ qui sont dans A
(nécessairement en nombre fini), on remarque que A € E si et seulement
il existe n rationnels qi,...,q, > 0 tels que ¥(0;,7r;) < ¢ et > q < t/u.
I existe aussi un autre rationnel € > 0 tel que chaque ¥(0;,r;) soit dans
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lg; — €, q;[. Malheureusement, on ne peut pas toujours choisir les |¢; — €, ;|
deux a deux disjoints (des que deux 1(6;, ;) sont égaux, c’est impossible).

Du coup, on regroupe les ¥(6;,7;) égaux, et on écrit que A € E si et
seulement s’il existe:

e un entier m > 0
e des rationnels ¢i, ..., ¢n, € > 0 avec les |¢; — ¢, ¢;] deux a deux disjoints

e des entiers ky, ...k, > 0 avec Y k;jq; <t

tels que dans chaque |g; —¢€, g;[ on trouve k; termes 1(6;,r;). On peut réécrire
cela de maniere condensée :

E=JUUU Enweim-
m (q;) € (k;)

Il s’agit d'une union dénombrable. Il ne reste plus qu’a écrire:

A€ Eng)e k) < E(A) = Z kioet Vi, (WM (g — € qi]) =k

pour conclure. Notons que d’apres le lemme, A est borélien car compact, et
que comme ¢ est mesurable car continue, les 17 (]g; — €, ¢;[) sont également
boréliens. |

2.10.2 Translation d’un processus de Poisson par des
vitesses i.i.d.

Soit un processus de Poisson ® sur la ligne d’intensité p. Imaginons que

chaque point zp € ® (k € Z) soit translaté selon zp +— zp + vit, ou t

représente le temps et les vy sont des variables réelles i.i.d.. On note ¥ le
nouveau processus obtenu. On a alors le

Lemme 2.18. ¥ a la méme loi que ®: c’est un processus de Poisson
d’intensité .

Démonstration - On va prouver le résultat en identifiant la transformée de
Laplace de ¥ a celle de ®. Soit donc f une fonction positive mesurable :

H e—f(l‘k-i-vkt)] ]

P

ﬁ\lz(f) =E
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Par convergence dominée :

Ly(f)= lim E H e~/ @rturt)

X—+o0
lzk| <X

Or on sait que la restriction de ® a 'intervalle [-X, +X] reste un pro-
cessus de Poisson d’intensité . On peut donc écrire:

_ 2uXx)* 1 X X
E f(zp+ugt) — e2uX / . /
H ¢ Z n' (2X) r1=—X Tpn=—X

|| <X
( / / [[e/xtP(dv,). . .IP’(dvn))

nok
dl’l

Comme les vy, sont i.i.d.:

E H e—f(xk-l—vkt) _ e—2uX Z ,U/_T </X EU [e_f(gﬁ-vt)} dx)n
n: r=—X

|z <X n>0

— exp (_ " /x :X (1—E, [e-f@r0]) dx)

X
= exp (—,u/ E, [1 _ e—f(ﬂc+vt)} dx) ]
z=—X

Par continuité de ’exponentielle, en faisant tendre X vers 400

L:\I/(f) = exp (_Iu/ Ev |:1 _ e_f(x-i-vt)} dl') ’
puis en effectuant le changement de variable z — z + vt :

Ly(f) = exp (—,,L/OO E, [1 — e /®] d:c)

T=—00

- <_u [ e da:)
L.

ce qui acheve la preuve. |
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Remarque 2.4. Le lemme reste vrai dans les deux cas suivants:

e cas particulier, mais courant: si toutes les v, sont égales a une meéme
vitesse v déterministe.

e cas général: avec un processus de Poisson sur R%. De fait, il s’agit
d’une application du théoreme dit de la ”transformation aléatoire de
points” (voir [Bacl(]).



Chapitre 3

MOUTONS ET FORTES TETES

Ce chapitre a donné lieu a l'article suivant, présenté a la conférence InfoCom
2010 de San Diego (Etats-Unis):

An Interaction-Based Mobility Model for Dynamic Hot Spot Analysis,
Frédéric Morlot, Salah-Eddine Elayoubi, Francois Baccelli, Infocom, Pro-
ceedings IEEE (2010).

Par la suite, nous en avons publié une version remaniée et enrichie sur

HAL.

Résumé

Les traces laissées par les téléphones GSM dans un réseau de téléphonie pendant les
rassemblements urbains révelent une grande volatilité des comportements. De plus,
on assiste fréquemment & la formation de ”points chauds” (hotspots en anglais)
comme on peut le voir sur la figure 3.1} c¢’est-a-dire des rassemblements significatifs
et spontanés. Un phénomeéne-clé que nous souhaitons étudier est la formation et la
disparition de ces rassemblements, qui paraissent aléatoires a la fois dans le temps
et dans l'espace. Apres avoir prouvé la nécessité d’introduire un nouveau modele
de mobilité pour rendre compte de ces phénomenes, nous présentons le ”modele
des moutons et des fortes tétes”, fondé sur les interactions entre individus.
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3.1 Introduction

3.1.1 Données disponibles

Précisons un peu ce que nous entendons par ”aléatoire dans le temps et dans
I'espace” lorsque nous parlons des hotspots. On rappelle (voir introduction
de la these), que les traces utilisées pour notre étude couvraient :

e la féte de la St-Jean a Varsovie et Cracovie (21 juin)
e la Féte de la Musique a Paris (21 juin)

e les derniers tours de I’'Euro de Football & Bucarest (13 juin), Madrid et
Barcelone (28 juin).

Dans le cas de la St-Jean, les usagers se sont simplement promenés dans la
ville sans direction particuliere. Le caractere aléatoire des rassemblements est
donc bien établi. Seule exception a la regle: un concert sur une scene géante
qui a eu lieu dans un parc de Varsovie. Mais méme dans ce cas, I’acces était
libre si bien que les individus pouvaient vaquer autour et se sont largement
déplacés (comme peut en témoigner notre équipe qui était sur place).

Le cas de la Féte de la Musique est assez similaire: a part pour un petit
nombre de concerts géants bien identifiés et planifiés, les rassemblements
peuvent étre considérés comme spontanés. Et méme pour lesdits concerts
géants, le fait qu’il y en ait plusieurs au méme moment a différents endroits
incitait les individus a se déplacer en cours de route et réintroduisait une
dimension aléatoire.

Enfin, pour ce qui est des matchs de football, la premiere phase (retrans-
mission sur écran géant) était aléatoire a cause des différentes localisations
des écrans dans la ville. Et la deuxiéme phase (festive apres la victoire) était
clairement la plus spontanée et la moins planifiée des deux.

Un modele de mobilité a la fois réaliste et calculable nous permettrait
d’améliorer significativement la robustesse des simulateurs en télécommuni-
cation et des modeles analytiques, ce qui nous permettrait de mieux com-
prendre 'impact de la mobilité sur la qualité de service. La prévision des
rassemblements permet aussi de mettre au point des algorithmes de gestion
dynamique des ressources radio, comme l'allocation dynamique de spectre
(voir [Lea04]) ou la radio logicielle (voir [Mit00][Sim07]).
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Paris
Fére de la Musique

23: 13 21/06/2008

Fig. 3.1: SMS envoyés pendant la Féte de la Musique a Paris, le 21 juin
2008. Il est 23h13. On peut observer d’importants rassemble-
ments dans le centre-ville (Chatelet, Bastille, Saint-Michel), ainsi
qu’au Parc des Princes (concert de Tokio Hotel) et a ’hippodrome
d’Auteuil (concert de France 2).

Dans un premier temps, nous passons en revue les modeles de mobilité
existants et nous démontrons la nécessité d’un nouveau modele pour qui veut
modéliser une dynamique des hotspots.

Ensuite, nous introduisons notre modele markovien. Pour cela, nous di-
visons le territoire en zones d’attractions potentielles, et nous partons du
principe que les individus s’influencent les uns les autres. Dans la partie
3.2l nous étudions un "modele a moutons”, pour lequel cette influence est
particulierement grande. Nous commencgons par étudier un territoire a deux
zones, ce qui nous permet de trouver des formules analytiques pour le temps
moyen de formation d’un hotspot ainsi que pour la loi de sa position spatiale.
Nous donnons aussi des équivalents asymptotiques de ces quantités, et une
borne supérieure de la vitesse de convergence. Enfin, nous généralisons ces
résultats a un nombre quelconque de zones. Les hotspots sont bien aléatoires
en temps et en espace, mais des qu’ils se forment ils restent stables. Il nous
manque donc encore leur désagrégation.
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C’est pourquoi la partie introduit un "modele a moutons et fortes
tétes”, dont le premier modele est un cas particulier. Le modele général est
plus réaliste et il reste calculable, ce qui nous permet de modéliser aussi bien
la formation de hotspots aléatoires que leur désagrégation.

Dans une derniere partie, nous exploitons les phénomenes d’explosion
prédits par notre modele pour calibrer ce dernier sur les traces de la Féte de
la Musique 2008 a Paris.

3.1.2 Pourquoi un nouveau modele ?

Sur la figure 3.1 on peut voir un instantané des traces laissées par les SMS
dans Paris pendant la Féte de la Musique 2008. Tout de suite, on remarque
la présence de hotspots. Et sur les animations vidéos de [Urb08], on voit
bien que ces hotspots subissent une dynamique. Il ne nous est pas possible
de reproduire les vidéos sur papier, mais les clichés de donnent une idée
de ce qui se passe: la foule commence par quitter petit a petit une zone
(nous appellerons cela un ”siphonnage”) pour en remplir une autre (nous
appellerons cela un "remplissage”). La combinaison des deux s’appellera un
“transfert”. La localisation de tels phénomenes est aléatoire, car lorsque les
individus quittent un endroit, nous ne savons pas a I'avance s’ils préferent se
rendre a tel ou tel concert. Cela dépend de plusieurs parametres subjectifs,
comme leur humeur, I'influence de leur entourage, ou simplement leurs gotits
musicaux.

A présent, nous passons en revue les modeles de mobilité existants, et
nous étudions s’ils pourraient étre adaptés a nos besoins.

Le modele le plus populaire en télécommunication est probablement le
Random Waypoint Model (voir [Bou03]). Ce modele est facile a simuler et
de plus il est calculable analytiquement dans un grand nombre de situations,
selon les regles de déplacement que 'on donne aux individus et la forme
géométrique du territoire. Cependant, il ne s’applique qu’a un seul indi-
vidu a la fois, ou alors a un groupe d’individus indépendants. En utilisant
ce modele pour faire apparaitre de I'attraction, nous devrions choisir une
regle de déplacement qui donne plus de poids a certaines zones prédéfinies.
Ainsi, la loi de la position d’un individu favoriserait ces zones. Malheureuse-
ment, cela empéche toute dynamique au niveau macroscopique. En effet,
avec un grand nombre d’individus indépendants superposés, un argument de
type loi des grands nombres montre que le résultat empirique constitue un
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19h47 21h06

22h17 23h17

Fig. 3.2: SMS envoyés pendant la Féte de la Musique a Paris, le 21 juin
2008, entre 19h47 et 23h17. On observe un transfert du Parc des
Princes a I’hippodrome d’Auteuil.

histogramme quasi-parfait de la loi théorique individuelle.

Plus précisément, cela vient du théoreme de Sanov (voir [Dem93], thé-
oreme 6.2.10). Soit p la loi de position individuelle, et X, Xo,... X, les
positions de n utilisateurs indépendants qui suivent p. Soit i, = % > i 0x,
la loi empirique associée a une observation instantanée. Alors, quel que soit
I’évenement B, le théoreme de Sanov nous indique que pour n assez grand :

Blji € B) ~ exp |- inf 141p)|.
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ou H(v|u) désigne la distance de Kullback-Leibletfl] entre u et v. En parti-
culier, si B traduit le fait que les utilisateurs ne s’agglutinent pas la ou ils
devraient d’apreés p, H(v|p) va étre grand Vv € B, et donc inf,ep H(v|p)
va étre grand aussi. Alors la probabilité d'une telle observation va étre
extréemement faible dés que n est un tant soit peu important. Ainsi, tous
les attroupements vont avoir lieu dans les zones prédéfinies, jamais ailleurs,
et ils seront toujours présents. On n’aura donc pas de transfert.

D’une maniere générale, on aura le méme phénomene a chaque fois qu’on
partira de la superposition de plusieurs modeles individuels indépendants. Or
pendant les grands évenements publics, un point-clé est I'interdépendance en-
tre individus, puisque les traces qu’ils laissent dans le réseau correspondent
bien souvent a des rendez-vous donnés a tel ou tel endroit. Par exemple
pendant la Féte de la Musique, si un concert est de bonne qualité, les spec-
tateurs en informeront leurs amis pour leur proposer de les rejoindre, ce qui
renforcera le hotspot.

Le Nomadic Community Mobility Model et le Reference Point Group Mo-
bility Model (voir [Cam02]) consistent & faire se déplacer globalement de pe-
tits groupes d’individus dans une direction donnée, tandis que les utilisateurs
eux-mémes peuvent graviter autour de la tendance globale. Typiquement
c’est ce qui se passe avec un groupe de visiteurs qui suit un guide dans un
musée. Mais dans notre cas, nous ne souhaitons pas prédéfinir une direction
vers laquelle un groupe doit se déplacer. De plus, nous ne souhaitons pas
que les meémes individus restent toujours ensemble, car il n’est pas crédible
que les spectateurs d'un méme concert se suivent ensuite toute la nuit.

Passons a présent en revue quelques idées qui pourraient nous permettre
de traduire I'influence mutuelle des individus.

Comme nous recherchons une grande interdépendance, une tentative na-
turelle pourrait etre d’utiliser des processus déterminantaux ou des processus
permanentaux (voir [Ben09][Sos00]). Les premiers seront étudiés au chapitre
[], ils modélisent bien une certaine répulsion entre les utilisateurs, au con-
traire des seconds qui introduisent de I'attraction. Cependant, les processus
permanentaux ne sont rien d’autre que des processus de Cox déguisés (voir
[Ben09], section 4.9.). Cela signifie que nous devrions choisir une intensité
sous-jacente qui varie dans le temps et qui présente une dynamique des zones

I ¢’est-a-dire une distance L' entre les distributions de probabilité.
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d’attraction, ce qui est aussi difficile que de construire un processus directe-
ment avec les mémes caractéristiques. On est donc renvoyé au probleme
initial. Quant aux processus déterminantaux, ils ne peuvent rendre compte
de la formation des hotspots.

Une derniere classe de modeles de mobilité que nous pourrions considérer
est celle des "processus spatiaux de vie et de mort” (spatial birth and death
processes, voir [Gar06]). D’abord étudiés par Preston en 1975 (voir [Pre75]),
ils peuvent modéliser efficacement certains motifs géométriques, pourvu que
I’on choisisse leur distribution stationnaire convenablement. De plus, con-
trairement au Random Waypoint Model, ils présentent une vraie dynamique
temporelle. Cependant, on sait qu’ils ménent a des processus de Gibbs, qui
ne sont généralement pas calculables analytiquement.

Ce passage en revue nous conforte dans l'idée de trouver un nouveau
modele, qui soit a la fois calculable analytiquement et qui présente une vraie
dynamique temporelle des hotspots.

3.2 Le modele A moutons

Dans cette partie, nous cherchons a modéliser des agrégats d’individus dans
des zones prédéfinies. L’idée conductrice est que les gens ont tendance a
se diriger la ou il y a déja du monde, ce qui crée des rassemblements auto-
alimentés.

3.2.1 Panorama du modéle

Divisons le territoire en K zones géographiques qui ont une identité propre.
Ce sont des zones d’influence que ’on peut considérer comme en compétition
pour attirer du public. Chaque zone échange donc des individus avec les
autres. Notons que nous ne nous intéressons qu’aux mouvements macro-
scopiques entre zones, pas au détail des déplacements a l'intérieur de chacune
d’elles. Dans chaque zone, un individu est supposé rester pendant une durée
aléatoire exponentielle de parametre u, avant de décider ou non de changer.

Quitte a raffiner notre modele par la suite, commencons par supposer
que les individus sont totalement influencés par leur environnement, c¢’est-a-
dire qu’ils se comportent comme des moutons. Ils décident de se déplacer
d’une zone a l'autre proportionnellement au nombre d’individus déja présents
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(voir figure B.3), y compris dans leur propre zone auquel cas ils décident
de ne pas changer. En d’autres termes, si nous notons /N le nombre total
d’indidividus, nq le nombre d’individus dans la premiere zone, n, le nombre
dans la deuxieme, etc., un individu de la k-éme zone décide de gagner la
k'-eme zone avec la probabilité ng /N. En revanche, il décide de rester avec

la probabilité :
N N
—=1- .
Nty

k' #k

Fig. 3.3: Le modele a moutons. Ici, N = 7 et K = 4. L’individu dans le
coin en haut a gauche a quatre choix. Les quatre probabilités de
décision sont proportionnelles au nombre d’individus.

Nous obtenons alors un processus de Markov a nombre fini d’états codés
par (ny,...,ng), dont les probabilités de transition sont données ci-dessus.
On voit immédiatement qu’il y a K états absorbants, qui correspondent au
cas ou tous les individus sont regroupés dans une zone (les hotspots stables
mentionnés en introduction). Ils sont donnés par:

Ne,=(0,..., _N_ ,...,0), 1<k<K.

k-éme position

Dans un souci de clarté, nous allons d’abord exposer le cas K = 2, avant
de donner le cas général.
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Remarque 3.1. Nous sommes face a ce que la communauté d’algorithmique
en calcul distribué appelle un ”probleme de consensus” : plusieurs individus
peuvent échanger de 'information entre eux et doivent se mettre d’accord
sur une valeur commune (ici, le numéro de la zone finale dans laquelle le
systeme est absorbé). En général, il s’agit de savoir si un tel consensus est
accessible dans un temps fini, et si oui, de caractériser ce temps (espérance,
voire variance). En particulier, dans le cas K = 2, nous avons un probléme
dit de consensus binaire qui a largement été étudié depuis les années 1980.
Le résultat dépend notamment des conditions de synchronisation entre les
individus et de leur capacité a ne pas faire d’erreur dans leurs décisions. On
connait a ce sujet un célebre résultat d’impossibilité du a Fischer, Lynch et
Paterson (voir [Fis85]). On trouvera d’autres études intéressantes en [Per09],
[Dral0] ou [Mat1i].

3.2.2 Le probleme a deux zones

Dans cette section nous choisissons K = 2. En quelque sorte, notre modele
pourrait étre qualifié ”d’anti-Ehrenfest”, d’apres le modele a deux urnes bien
connu (voir [Ehr07]).

m N-m

Fig. 3.4: notre modele a deux zones.

L’état du systeme a l'instant ¢ est noté:

n(t) = (na(t), na(t)).
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Pour plus de simplicité dans les calculs, on se ramene a une seule variable
m(t) = nq(t), autre étant donnée par N — m(t) = no(t).

Chaque individu reste dans sa zone pendant une durée aléatoire exponen-
tielle de parametre p, et tous les temps d’attente sont supposés indépendants.
Dans la zone 1, on a donc m horloges exponentielles de parametre p en
compétition, dont la superposition est une horloge exponentielle de parametre
my. Lorsque ’horloge sonne, un individu décide de changer de zone avec la
probabilité (N —m)/N. Ainsi, la durée jusqu’au prochain changement de
zone est une variable exponentielle de parametre mu(N —m)/N. La maniére
la plus rapide de s’en convaincre est d’invoquer la propriété de ” p-thinning”
d’un processus de Poisson (voir [Bacl0]). De méme, les changements de la
zone 2 a la zone 1 sont marqués par une horloge exponentielle de parametre
(N —m)um/N. On en déduit les taux de transition de la figure BA.

pLm(N-my}

N
B R T et -
b s T ]
{(m-1,N-m+1) ) { mN-m) } ¢ (m+l,N-m-1) )
e \‘\\"'\-,\ 7_/‘

- RN /

- . . o .

—

im(N-m)
N

Fig. 3.5: transitions markoviennes du systeme a deux zones.

Si on indentifie 'état (m, N —m) a U'entier m, le générateur infinitésimal
est alors la matrice (N 4 1) x (N + 1) suivante:

2 En fait, pour étre tout & fait exact, l'intervalle [T, T]] entre deux transitions 1 — 2
n’est pas une exponentielle de parametre mu(N — m)/N, car il peut se produire une
transition 2 — 1 entretemps (ce qu’on notera Ty €]T7,T7[). Dans ce cas, pendant [Ts, T7]
la probabilité de choisir la zone 2 lorsqu’on est dans la zone 1 passera de (N —m)/N a
(N—m—1)/N. Cela dit, nous ne sommes intéressés par le comportement du systéme que
pendant [Ty, Ty], et sur cette durée, le systeme est équivalent & la concurrence de deux
horloges exponentielles indépendantes de parametre um(N — m)/N. Comme Ts est un
temps d’arrét, les transitions sont bien celles indiquées sur la figure
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0 0 0
Q _ ,u,m(]]\\/[—m) —2,um](VN—m) ,u,m(]]\\/[—m) (3 1)
0 0 0

Pour caractériser la mobilité entre les deux zones, intéressons-nous a T,
le premier instant ou ’on atteint un état absorbant :

7 =inf{t/n(t) = (0, N) ou (N,0)}.

L’espérance de 7 dépend bien str de I’état initial. Sile systeme démarre en
(m, N —m), notons h,,, = E[r|n(0) = (m, N —m)] le temps moyen d’atteinte
d’un état absorbant. On a alors la
Proposition 3.1.

1 N—m m
hm:;(Z N_Z.—l— Z N—i).

0<i<m 0<i<N-—m

Démonstration - On sait (voir [Nor98], théoreme 3.3.3. sur les hitting times)
que le vecteur (hy,)., est la solution minimale de 1’équation :

ho=hy =0 (3.2)
vm ¢ {07 N}7 ZO<i<N szhz = —1.

La deuxieme ligne peut donc étre réécrite comme :

(2h1 - hg - ﬁ
2hy—1 —hn_o = ﬁ
(2hy — hype1 — By = ui(lj\\f[—i) sinon.
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On est donc ramené a inverser la matrice (N — 1) x (N — 1) suivante:

o JIN=d) siiz g
Y liN —4) sid <

Ainsi:
hy /N1
: 1 N | Y2v-2)
- —.y._. / 7
: N 7 :
hy_1 /N-1
et:
1 v
hm — - me
p— i(N —1)
1 N-m 1 m
S =L .
Poicm & 78 Hooon t
B 1 N—-m 1 N—m_l_l m
H oZicm N—i p N 'u0<z<N—mN_Z
B 1 N-m 1 N—m+1 m 1<m m)
'uogz'<mN_Z K N 'l”Logz‘<J\/—nnLN_Z pim N
1 N-m 1 m
iy il sy
Bo“ N—-7v u_ N —1
0<i<m 0<i<N-—m

ce qui acheve la preuve. [ |
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Typiquement, N correspond au nombre d’individus dans une ville, et
peut donc étre tres grand. Aussi il n’est pas inutile de trouver un équivalent
plus simple de h,,. Si nous notons x = m/N, x devient asymptotiquement
une variable continue. On a alors la

Proposition 3.2. h,, est bien approché par:
N
h = ——((1 — ) log(1 — ) + z log(z)). (3.3)
1
Pour connaitre la marge d’erreur, on sait que la différence:
N
P = him + —((1 — 2) log(1 — ) + zlog())
1
est uniformément encadrée par:
2
1

La figure compare la courbe approximante avec la courbe réelle.

60

D =

50 -

40 B

30 O/é % B
o £ B

10 / \ -

I I I I I I I 4
10 20 30 40 50 60 70 80

Fig. 3.6: Estimation asymptotique de h,, (en min). N = 80, u = 1 min~".

Les cercles représentent h,,, tandis que la ligne continue représente
Iestimateur.
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Démonstration - Si m = 0 ou N, le résultat est encore vrai a condition
d’effectuer un prolongement par continuité en posant: 0log(0) = 0.
Sinon, écrivons:

11 11

h = N(1 — 4N S

a ( x)zjl—UN N E: 1-i/N N
0<i<m 0<i<N—m

Chacune de ces sommes peut étre interprétée comme une somme de Riemann.
Travaillons sur la premiere somme par exemple. Par croissance de la fonction
t—1/(1—1):

[ ey A,
—1/N 1—1t 1—Z/N N 0 1—1¢

0<i<m

Comme m # N, on remarque que fom/ N ﬁ dt est bien définie. D’ou:

1 1 1
— ] - — — < - < = — .
log <1+N) log <1+N x) < E T—i/N N = log(1 — )

0<i<m
Et a fortiori

1 1 1
— — = < - < = — .
log <1+ x) < g 1—iN N = log(1 — )

0<i<m

Par convexité de la fonction y — —log(l —x + y):

1 1 1 1
—log(l — ) — — - < E — . — < —log(l —
og(1 — ) N 1l—z— 1-i/N N~ og(1 - )

0<i<m

En multipliant par le facteur N(1 — z) devant la somme, et en effectuant le
méme travail sur I'autre somme (quitte a changer m en N — m), on obtient
le résultat demandé. |

Remarque 3.2. Il s’agit d'une "bonne approximation” au sens ou lorsque
N tend vers l'infini, elle fournit un équivalent de h,, quel que soit m. En
effet, méme lorsque h,, est minimal, c¢’est-a-dire lorsque m =1 ou N — 1, on
a:

_%(x log(z) — (1 — 2)log(1 — 2)) ~ —% (% log (%)) - logiN) oo,

alors que 7, reste borné.
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Jusqu’ici, nous avons obtenu une formule fermée pour le temps moyen
d’absorption ainsi qu’une estimation asymptotique. On sait aussi qu’un des
deux états absorbants sera presque surement atteint dans un temps fini.
Maintenant, nous aimerions connaitre la probabilité d’étre absorbé en (N, 0)
plutot qu’en (0, V), toujours conditionnellement au point de départ. Soit p,,
cette probabilité. On a la

Proposition 3.3. La probabilité d’étre absorbé en (N,0) vaut :

Démonstration - En utilisant 1’équation (B1I), on obtient les probabilités de
transition de la chaine de Markov sous-jacente (voir figure B.7)).

1/2
. T T T Ty -
Carl N-m+1) ) ( o N-m) ) ¢ @+l N-m-1) O
) \“‘“ﬁq__\______,_f’/- \"‘m:___\_'___,-"/ .-"“-__________,__:’A -
— —_ V—-\..,_______,-/ T " - —

1/2

Fig. 3.7: La chaine de Markov induite par le processus.

En conditionnant par rapport a 77, le premier instant de transition (qui
est un temps d’arrét), et en utilisant la propriété de Markov fort, nous
obtenons pour m ¢ {0, N} :

Pm = P(ni(7) = 0|n1(0) = m)

= P(ni(7) =0ni(0) = m,ny(Ty) = m+ 1) x P(ny(T1) =m+1)
+ P(ni(7) = 0[n1(0) = m,ny(Ty) = m — 1) x P(ny(Ty) =m — 1)

1 1
- 2 Pm+1 9 Pm—1

P+l = 2Dm — Pm—1.

Comme de plus pg = 0, une récurrence immédiate donne le résultat. ]
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3.2.3 Le probleme a K zones

Tous les résultats de la section précédente sont généralisables, c’est ce que
nous allons voir a présent. L’état du systeme est maintenant décrit par un
K-uplet :

n = (ny,ng,...,Ng),

avec » ng = N. Ainsi, U'espace des états possibles est une variété de dimen-
sion K — 1. Une transition de la k-eéme zone a la k’-éme zone est donnée
par:

n—n =n+ey —e;

Il s’agit ni plus ni moins d'un ”opérateur de migration” au sens de Kelly
(voir [Kel79], paragraphe 2.3.). Au maximum, il y a K (K — 1) transitions
possibles, et le taux de transition de (k — k') vaut:

oy = PRI
nn N .

A présent, voici une CNS bien commode quoique triviale pour caractériser
les transitions:

Lemme 3.4. n— n' a un sens si et seulement si ny # 0.

Démonstration - Le sens direct est immédiat. Et réciproquement, si n; # 0,
alors nécessairement ny < N car » n; = N, et la transition est donc bien
définie. Notons que si ny = 0, la transition, bien qu’ayant un sens, est de
probabilité nulle. [ ]

Avec un peu plus de difficulté, on peut généraliser la proposition B.1], et
on obtient le

Théoreme 3.5. Lorsque le systeme démarre en n, le temps moyen d’absorp-
tion est donné par:

1 N—nk
hnzﬁz > T (3.4)

1<k<K 0<i<ny

Démonstration - Nous cherchons maintenant une solution de 1’équation (3.2])
en K dimensions. Partons d’abord de I'expression (3.4]), et prouvons qu’elle
vérifie I’équation.
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Premiere remarque: si I'un des n; est nul, on peut faire abstraction de
la zone k sans modifier la somme dans (3.4)), puisque la somme indexée sur
0 < i < ny est vide. D’autre part, cela n’altérera pas la vérification de (3.2)),
puisque les transitions vers des zones vides sont interdites. Ainsi on peut se
ramener sans perte de généralité au cas ou tous les n; sont non nuls.

Si K =1, on est dans un état absorbant et la formule est vraie. Sinon,
introduisons €nn = Ay — hy, ol n et n’ sont donnés par la transition de la
zone k a la zone k. On a:

vn7 Z Gnn’ hn’ = hn Z Gnn’ + Z Gnn’ €nn’ = Z Gnn’€nn’,
n’ n’ n’

n’#n
=0
et:
N—nl N—nk—i—l N—nk/—l
o = > ) Nt X TNt X TNo
Is£k, k! 0<i<n, 0<i<nj—1 0<i<ng+1
. ZZN_nl N—nk _I_N—nk/
] OSi<mN_i N—nk+1 N—nk/
1 1
* Z N—i Z N—i
0<i<ng—1 0<i<ng/+1
1 1 1
e D DI DR
N =mnp+1 0<i<ng—1 N —1 0<i<ng+1 N —i
si bien que:

—_

1 1
R 2 NTiT 2 N

0<i<ny 0<i<ngs

Notons que la deuxieme somme est bien définie, car comme n; # 0 et
K > 1, alors nyy < N et le dénominateur N — ¢ ne peut pas étre nul.
Maintenant, nous pouvons prouver que (B.4]) vérifie (3.2).
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On a:
7 NN 1 1
ZQHn’Enn’ = Z N Z N_Z._ Z N —;
n’#n (k,k") 0<i<ng 0<i<n,,
o 7 NN 1 1
= 2 N Z N—i Z N —i
(k,k") 0<i<ny 0<i<n,,

P
0 par symétrie

3
N N — Ny
(k,k")

Nt
- _ZN _nk’ (N_nk/)

R

Il reste a démontrer que dans notre cas, il n’existe qu'une seule solution
a (3:2). Autrement dit, nous voulons montrer que la seule solution de:

{Vn absorbant, h, = (3.5)

Vn non absorbant, »° (o hor = 0

n’ non absorbant
est le vecteur nul.

Conformément a 1'usage, notons ¢nn = —An, €t ¢ = ApPow Si N # 10’
(ot les ppy sont les probabilités de transition). S’il existe une transition
réalisable n — n’, alors py > 0, et sinon pu, = 0.

Comme hy = 0 si n’ est absorbant, la deuxieme ligne de ([3.5) peut se
réécrire :

Zan’ hn’ =0
Z Pnn’ hn’ = hn-

n’#n
n—n’ existe
Considérons n tel que hy, soit maximal. Alors, par convexité, et comme les
coefficients pn, sont tous strictement positifs, on voit que nécessairement
tous les hy tels que n — n’ existe avec une probabilité non nulle sont égaux
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a hy,. De proche en proche, comme on peut atteindre au moins un état
absorbant depuis de n, cela montre que h,, = 0.

Enfin, en changeant le vecteur h en —h et en appliquant le résultat
précédent, on voit que le minimum des h, est lui aussi nul, ce qui acheve
la preuve. [ |

Sur la figure[3.8, on trouvera une représentation de h, dans le cas K = 3.
On peut immédiatement généraliser la proposition B.2l Si on considere le

vecteur x = (%,...,"WK), on a le

Théoreme 3.6. Une bonne approzimation de hy est donnée par:

N

h(x) = Tk 1)

> (1 — ) log(1 — ) (3.6)

k

et la différence est uniformément encadrée par:
K
- S Tn S O
1

De méme, nous pouvons aussi calculer la probabilité d’atteindre tel ou
tel état absorbant en partant de n, disons par exemple Neg, probabilité que
nous noterons py, :

Théoreme 3.7. La probabilité d’atteindre Neg en partant de n vaut :

nK

Pa =37
Démonstration - On utilise un joli argument d’associativité: on peut con-
sidérer un systeme a deux zones, dont la premiere zone serait la réunion des
K —1 premieres zones du systeme initial, et la deuxieme zone serait la K-eme
zone du systeme initial. Alors ce nouveau systeme a deux zones se comporte
exactement selon la méme regle, et on peut lui appliquer la proposition B.3]
ce qui donne immédiatement le résultat. [ |
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Fig. 3.8: Temps d’absorption moyen (en minutes) dans le cas de 3 zones.
N =50, p = 1 min™'. L’axe des z représente le temps, tandis
que I’état initial est représenté sur le plan Ozy en coordonnées
barycentriques (par rapport a chacun des trois états absorbants).

3.3 Fortes tétes et dynamique des hotspots

Jusqu’ici, nous avons pu modéliser les regroupements d’individus dans une
zone donnée, mais ce n’est qu'un aspect de ce que nous observons dans la
réalité des réseaux urbains denses. Certes, la zone de regroupement n’est
pas définie a I’avance, ce qui est une bonne chose, mais le modele a moutons
possede un inconvénient majeur, qui est la présence d’états absorbants.

A présent, nous proposons un enrichissement du modele qui nous per-
met de représenter la désagrégation ultérieure des rassemblements. Pour
cela, nous introduisons une petite quantité de "fortes tétes” qui ne se lais-
sent pas influencer par les autres. Lors d’une transition, quand un mouton
choisissait sa nouvelle zone proportionnellement aux individus déja présents,
une forte téte choisit sa zone de maniere indépendante et uniforme. Plus
prosaiquement, nous réintroduisons une petite composante de Random Way-
point (voir introduction) dans notre modele. Grace aux fortes tétes, il n’y a
plus un seul état absorbant, et méme lorsque tous les individus se trouvent
regroupés dans une zone, tot ou tard, une forte téte en sortira et on peut
espérer qu’elle entrainera des moutons a sa suite.
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Fig. 3.9: Représentation de p, pour N =50 et K = 3.

Nous choisissons d’introduire les fortes tétes comme suitﬁ: on introduit
un parametre a €]0, 1], le taux de fortes tétes, et un individu, au moment de
choisir sa zone, se comporte avec la probabilité a comme une forte téte, et
avec la probabilité 1 — o comme un mouton.
3

on pourrait aussi marquer une fois pour toutes certains individus comme fortes tétes, et
ils ne changeraient pas d’état au cours du temps. Mais cette maniere de faire comporterait
deux inconvénients:

e d’une part, on ne pourrait pas atteindre des proportions de fortes tétes strictement
comprises entre 0 et 1/N. Plus généralement, on ne pourrait atteindre que des
donc discret.

proportions de la forme k/N (k € [0, NJ), et le spectre des taux modélisables serait

e d’autre part, cela introduirait un biais: il pourrait arriver qu'une zone se vide anor-
malement rapidement parce qu’elle regroupe a elle seule toutes les fortes tétes. Or
une simple considération sociologique montre que les fortes tétes n’ont pas de raison
d’étre toutes regroupées au méme endroit, sauf exception type camp d’internement

dans un régime dictatorial - et Paris n’en est pas la, méme de ’avis des dissidents

les plus enragés. Nous préfererons donc faire en sorte qu’a chaque nouveau tirage,
les fortes tétes soient uniformément réparties (en loi) sur le territoire.

Sans compter que les calculs s’en trouveraient grandement compliqués, car il faudrait
prendre en compte le nombre de fortes tétes dans chaque zone pour le codage des états,
et ces derniers deviendraient tres nombreux.
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Avec les mémes considérations que précédemment sur les horloges expo-
nentielles en compétition, on montre que le systeme est encore un processus
de Markov, dont les taux de transition sont donnés par:

1 N
nn’ — iy 1-— - | -
q pny, (a + ( a)N)

3.3.1 Temps moyen d’absorption

A vrai dire, il s’agit d’un léger abus de langage, car les états Nej, ne sont
plus absorbants. On les appellera plutot ”états extrémaux”. L’équation (3.2])
permet de calculer numériquement h, par une simple inversion de matrice, et
le méme raisonnement que pour le théoreme nous garantit que la solution
est unique, et donc que la matrice du systeme est inversible.

Sur la figure B.10, nous avons tracé I’évolution de hy, en fonction de «.
Lorsque a grandit, on remarque deux choses:

e h, grandit avec a. En fait, on peut méme caractériser cette croissance.
Par exemple, si on s’intéresse au h,, maximal (qui correspond au cas
ou chaque zone contient approximativement N/K individus), la figure
[B. 11 montre que sa croissance est exponentielle.

e sur la figure B.10, lorsque o augmente (en d’autres termes, on sature
progressivement le systéeme de fortes tétes), la surface prend une forme
de plateau (c’est déja le cas pour a = 8%). Cela signifie qu’'a part
de toutes petites régions autour des états extrémaux, tous les états
sont plus ou moins équivalents (mais pas équiprobables, voir section
B.3.2) car ils fournissent des h,, treés proches. Méme si on se trouve
proche d’'un état extrémal, le systeme fera une longue excursion avant
de rejoindre un état extrémal (pas forcément le méme). De plus, le
fait que l'altitude du plateau grandisse beaucoup montre que les états
extrémaux sont de plus en plus difficiles a atteindre (plusieurs dizaines
d’heures lorsque pourtant g = 1 min~'): Deffet de saturation se fait
sentir.

Ce qui est intéressant, c’est que cela se produit méme pour des valeurs
de «a relativement faibles, en tout cas bien inférieures a 50% (pour
plus de détail, voir la section B.3.2). Méme si cela ne constitue pas
encore une preuve, on possede déja 'intuition que les phénomenes de
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Fig. 3.10: Temps moyen d’absorption (en min) pour N = 50, K = 3 et
p =1 min~!. Le taux de fortes tétes a varie de 0 & 0.1. Bien
noter que 1’échelle varie sur l'axe des z.
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Fig. 3.11: Temps moyen d’absorption maximal (en minutes) en fonction de
a. N=50, K=3et py=1min""

désagrégation pourront facilement se produire (pour une étude systé-
matique, voir section B.3.3)).

3.3.2 Transition de phase

On souhaite caractériser plus précisément cet effet de saturation, et savoir
s’il existe un seuil critique a partir duquel il se fait sentir. Pour cela, on
calcule la mesure invariante m de notre processus de Markov, et on montre
qu’il existe une valeur de « telle que tous les états soient équiprobables.

7 est donné par I'équation 7() = 0, ou on rappelle que () est la matrice
de transition. On montre alors le

Théoreme 3.8. La mesure invariante est donnée par:

ng—1

K 1
:o

=1

Za g = ﬁ, et A est une constante de normalisation qui ne dépend pas
en.
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Démonstration - Nous allons expliquer progressivement comment arriver a
I’équation. Pour commencer, supposons que K = 2. Comme on est face a
un processus de naissance et de mort, qui est donc réversible, on sait qu’on
peut se restreindre aux équations de balance locale :

Vm e [[07 N — 1]]7 qm,m+17r<m) = qm—l-l,mﬂ-(m + 1)
On en déduit immédiatement :

ro) [ i DB +i= 1)

i=1

m(m) =

Afin de généraliser cette formule a I'ordre K, on aimerait la réécrire d’une
maniere symétrique en ny et ny. De fait, on a:

Hnl NB+Z 1 Hng NpB+i—1
i=1 i
HN NB+i—1 : )

i=1 %

7(m) = m(0)

comme on peut s’en rendre compte en effectuant le changement de variable
i — N +1—i dans le produit de droite et dans celui du bas. Ainsi le théoreme
est prouvé dans le cas K = 2.

A partir de la, on peut raisonnablement espérer que la formule fonctionne
aux ordres supérieurs. En fait, c’est assez immédiat. En effet, grace a la forme
produit de notre formule, nous savons que dans le cas général, les équations
de balance locale continuent a étre satisfaites, ce qui acheve la preuve. W

Nous donnons maintenant une estimation asymptotique de m(n):

Théoréme 3.9. 7(n) est donné par:

K

AN- K/2
5K(N5 1/2) H )
k:l

m(n) = (1+7)

f(ﬁu xk) = (ﬁ —+ xk)N(5+Ik)—1/2
et erreur relative r est dominée par:

K(l—«)

e K- _ | <pr<e v —1
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Remarque 3.3. En anticipant sur la suite, on va voir que N/ est souvent
de l'ordre de 1. Aussi, 'approximation ci-dessus ne sera réellement utile
que pour des valeurs de « tres proches de 1, c’est-a-dire dans un systeme
completement saturé. Sinon, on préferera utiliser la formule exacte.

Démonstration - Pour commencer, écrivons :

log(ﬁ(Nﬁ+z’)>:nklog +ilog<ﬁ+ )

=0

et approximons le deuxieme terme par une intégrale:

ng—1
N/ log5+tdt—210g<ﬁ+ )

nk 1 .
/ (log (B+1t) —log (ﬁ + %)) dt.

Or d’apres l’inegahte des accroissements finis:

i1 i )2
(t——) o Slos(f+) - log<ﬁ+ﬁ) : (t‘N) B+w

. . . , i i+1 . , .
Ainsi, en intégrant sur [ﬁ, T] et en sommant les intégrales:

1nk 1 Tk nE—1
— <N 1 t)dt — 1
2;Nﬁ+z— /0 og(B +1) Zog(BJr )

TLk—l

<3 %7
_QizoNﬂ%_Z’.

Approchons chacune des deux bornes par une intégrale. On peut écrire:

1 1+ 1 1 1 1
—<t< - _— > >
NEUUN TR TR

= .Z/ ——— dt > .
NB +1 i/N B+t Np+i+1
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Pour ¢ > 1, on a donc:

G+)/N g 1 i/N 1
/ —— dt < - < / — dt.
i/N B+t NG+ (i—yN B+t

En particulier :

1 ert1/N dt 1 Ty
_z ! L
Nﬂ“‘l 2 1/N 5+t 2 ﬁ‘l‘ﬁ

d’ou:

ngp—1 zp
Zlog<ﬁ+ )SN/O log(ﬁ—i-t)dt—%log(leﬁiik%).

Par ailleurs:
1 1 Tk dt

<+ [

[\Dl}—‘

d’ou:

nkl

Tk 1 T
Zlog(ﬁ—i— )ZN/O log(ﬁ+t)dt—§log<1+g).

Pour plus de simplicité, nous cherchons a comparer log (1 + 53 /N) a

log (1 + %") En appliquant 'inégalité des accroissements finis a la fonction

u > log (1 + %) sur Dintervalle [3, 3 + +], on obtient:

T Ty, 1 T
log(”ﬁﬂ/zv) ~loe O*ﬁ) ‘ SN BBt

On peut donc conclure:

ng—1
N/ logﬁ+t)dt——log<1+ ) Zlog<ﬁ+ )

T

Tk 1 Tk
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Ainsi:
ne—1 N
k » - (B+ xk)(ﬁ"l‘rk) B
avec

o< <o (s -

Or ce calcul est parfaitement valable si I’'on pose 3 = % Dans ce cas, on a:

nE—1
m! = J[(NB+i)
=0
N
e (=N N
(%)UN Tk 1/N + zy, g
n n —-n 1
N k+1(1/N_|_l.k) ktlg—nk 1+nk.(1+r;€)

= (ng+ 1)"’““/2 e " (1+ 7‘,;),

avec

N
Ogrggexp(nk_i_l)—l.

Apres avoir multiplié terme a terme les K approximations, on obtient 1’équi-
valent annoncé. Reste a dominer I'erreur:

1§H(1+m)§exp <Zm>

= K — ,
WL (S
et d’apres l'inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne harmonique :

Zkﬁ K K K

> p— p—
K - Zk B-igck K+ % K+ (1—24)1{

= Q.
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Ainsi:

1 Tk 1
NB;Berk < ypl — Ka),

et on obtient: K0 )
—

De méme, on a:
1< H(1+r§€) <exp(K(1—a)).
k

Le résultat s’en déduit. [ |

Sur la figure .12, on a représenté la mesure invariante en fonction de «
dans le cas K = 2. Comme nous 'avions déja remarqué sur la figure 3.10]
lorsque « grandit l'effet ”fortes tétes” se fait de plus en plus sentir. Ala
limite, pour les grandes valeurs de «, la masse de la mesure invariante est
concentrée sur les états centraux, c’est-a-dire ceux ou il y a sensiblement le
méme nombre d’individus dans les deux zones.

Apparemment, il existe une valeur critique a, ou le profil de la courbe
s'inverse. Les deux questions que nous nous posons sont les suivantes :

e au moment ou la courbe s’inverse, passe-t-elle par un stade ou elle est
completement plate ?

e si oui, ce résultat est-il généralisable a K zones ?

En fait, le théoreme [B.§ montre immédiatement que la réponse est a
chaque fois oui: il suffit de choisir g = % pour obtenir une mesure uniforme.
Ainsi on a le

Corollaire 3.10. Pour la valeur critique de o suivante :

K
Qe = ———
N+ K’
la mesure invariante est uniforme sur tous les états.
Ainsi:

e pour a < «., l'influence des moutons est encore notable. C’est le cas
le plus intéressant, puisque on assiste a la formation de hotspots.
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Fig. 3.12: Représentation de la mesure invariante pour N = 50 et K = 2.
Lorsque a dépasse 0.038, le profil de la courbe s’inverse.



3.3. Fortes tétes et dynamique des hotspots 111

e pour a = «,, tous les états sont équiprobables. Lorsque N est grand,
comme qy. ~ %, on obtient une conséquence assez surprenante : il suffit
d’une seule forte téte par zone pour perturber tout le systeme.

e pour o > a,, les moutons perdent toute influence. C’est dans ce cas
que le théoreme se révele le plus utile, mais ce n’est pas 'objet de
notre étude ici.

Comme nous cherchons a modéliser la formation de hotspots, nous sup-
poserons dans tout le chapitre que a < a..

3.3.3 Macro-états et dynamique des hotspots

Notre systeme est entierement caractérisé par quatre parametres, qui sont N,
K, et a. Les trois premiers parametres peuvent étre directement mesurés,
mais « non, car son sens est plus abstrait. Pourtant, il est de premiere
importance de le déterminer. Une idée pourrait étre de trouver une grandeur
caractéristique du systeme, facilement mesurable et étroitement reliée a a.
C’est ce que nous proposons ici.

Dans le cas a < a,, on peut observer aussi bien la formation de hotspots
que leurs désagrégation. Définir un hotspot comme la totalité des individus
dans une zone serait trop extréme, car un tel évenement est extrémement rare
et il n’est pas réaliste de vouloir le mesurer. En revanche, on peut demander
qu'une proportion significative de la population se retrouve dans une zone
donnée. C’est ce que nous appellerons un "macro-état”, a savoir la réunion
de plusieurs états proches d’un état extrémal.

Introduisons le macro-état Ay défini par:

Définition 3.1. Ay ={n :ny > Ny}, avec Nyp < N,

ol Ngyp est un nombre d’individu qualifié de ”significatif”. De méme
définissons :

Définition 3.2. B, = {n : ny < Nius}, avec Niye > 0.

Alors une désagrégation sera simplement une transition de A, a By. on
dira aussi que la zone k a été "siphonnée”. Plus précisément, pour k fixé,
nous définissons le "temps de siphonnage” S; comme la durée entre le premier
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instant ot on se trouve dans Ay et le premier instant ultérieur ou on se trouve

dans B;E:

Définition 3.3. Le temps de siphonnage de la zone k est donné par:

Sk = T(Ak — Bk)
= inf{t/n(t) € By et Ju < t,n(u) € Ay} — inf{u/n(u) € Ax}.

Le premier temps d’atteinte de Aj est un temps d’arrét, donc par appli-
cation de la propriété de Markov fort le futur du systeme est indépendant de
tout ce qui s’est passé auparavant. Aussi, si on s’intéresse a la loi de S, on
peut supposer sans perte de généralité que le systeme démarre déja en Ay.
On a alors le

Théoréeme 3.11. Sachant que le systeme démarre en Ay, le temps de siphon-
nage moyen de la zone k est donné par:

N o N [Ti<ic;0(9)
E[Sk[n(0) =n € A;] = (l—a) l;nf; F(N(K —1)B+N —j)’

5(i) = (N —i)(NB +1)
i(N(K—-1)8B+ N —1i)

Démonstration - Comme d’habitude, commencons par le cas K = 2 et k = 1.
Nous sommes dans 1'état initial (m, N — m), et nous cherchons le temps
d’atteinte h,, de I'ensemble {n/n; < Nj,}. Pour l'instant, on ne suppose
pas forcément que m > Ng,p, et on cherche une formule analytique de h,,
(disons pour Ny,r < m < N, puisque sinon h,, = 0).

Si nous introduisons u,, = h,, — h,,_1, une équation du meéme type que
nous fournit la récurrence suivante:

-1 = qm,m-l—lh'm-i-l + Qm,mh'm + Qm,m—lhm—l

= Qm,m+1hm+1 - (Qm,m—l + Qm,m—l—l)hm + Qm,m—lhm—l

qm,m—1 1
Um+1 = Um —
dm,m+1 Gm,m+1
m(NB + N —m) N

(N—m)(NB+m) "~ wl—a)(N—m)(NB+m)’

4 pourquoi ne pas plutét mesurer la durée & partir du dernier instant ot on quitte Ay
avant de rejoindre By 7 Parce que ce n’est pas un temps d’arrét, ce qui rendrait plus
compliqué I'usage de la théorie des processus de Markov.
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En théorie, la récurrence est valable pour Ny +1 < m < N — 1, mais comme
Ning > 0 et hy, ,—1 = 0, elle est encore valable pour m = Nj,¢. Ensuite I'idée
est d’introduire :

, N — ) (NG +1 U,
o(i) = (z'(Nﬁit(Nﬁ— z)) et v, = 71_[5\;;35(1)
On obtient :
Um+1 = Nlilmiﬂ
| IO
B U, B N
) TS, 86 (1= a)(N = m) (NS +m) [T, 6(1)
B N 1
T =) m(NB+ N —m) T80
si bien que pour Ny < m < N:
N = 1
= L) 2 SN N T o
Comme gy nhy + gy n-1hny—1 = —1, on a aussi:
un = _M =N UN.
Finalement :

N-1
v = 2 + N Z !
" paN — p(l—a) = §(NB+ N - j) [T 6()

m 1=J

N

N 1
~ u(l-a) j;bj(Nﬁ + N = )ILS 66)
et:

N al [L<ic; 0(2)
u(l—a) Zj(Nﬁ‘i‘N—j)'

Pour déterminer les h,,, il ne reste plus qu’a remarquer que uy

inf

Uy =
j=m

— Iy

inf *

N Tl emic; 900)
= 3 5
p(l—a) = j(NB+N =)

J=1Ninf
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et plus généralement :
m N .
B — N Z Z . Hl§i<j5(z). '
p(l—a) = J(NB+ N —j)

Intéressons-nous maintenant au cas général, et invoquons le méme argument
d’associativité que précédemment : il est parfaitement licite de considérer

I'union des K — 1 zones différentes de la zone k£ comme une seule grande
Dt ™
N

zone. Un mouton restera dedans avec la probabilité , alors qu’une
forte téte y restera avec la probabilité % C’est cette derniere probabilité
qui constitue la seule adaptation que nous ayons a faire. En 'occurrence,

nous obtenons la nouvelle récurrence suivante :
m(NB"+ N —m) N
Um, - U — )
(N —m)(NB +m) (1 —a)(N —m)(NB +m)

avec §' = (K — 1)5. Le reste du calcul est exactement le méme. [

Dans le cas ot on ne démarre pas en A, on sait par continuité qu’au pre-
mier instant oll on entrera dans Ay, on aura presque siirement 7y, = Ngyp + 1.
On a donc le

Corollaire 3.12. Sachant que le systéme ne démarre pas en Ay, le temps de
siphonnage moyen de la zone k est donné par:

E[Sk|n(0) =n ¢ Ai] = Z Z Hffjﬁ J(r)N j)

Comme on pouvait s’y attendre, ce nombre est indépendant de n et k. On le
note E[S].

La figure B I3 représente 1’évolution de E[S] en fonction de «, et ce pour
plusieurs valeurs de N. Sur cette figure on a aussi représenté a,,, la valeur
de a a laquelle E[S] est minimal.

De la méme maniere, on peut calculer le "temps de remplissage moyen”
R d’une zone:

Définition 3.4. Le temps de remplissage R, de la zone k est la durée entre
le premier instant ot on se trouve dans Bj et le premier instant ou on se
trouve dans Ay.
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On a alors le

Théoreme 3.13. Sachant que le systeme démarre en By, le temps de rem-
plissage moyen de la zone k est donné par:

E[Rrn(0) =n € By] = Z Z ITicic;€(d)

1—oleNsu]l JINB+ N —j)’
o RPN B [ \(( S AR
5N —3) i(NB+N—i)

Démonstration - Le début de la récurrence est le méme que pour le théoreme
[3.11l Seule la plage de valeurs change: pour 1 < m < Ny, on a toujours:

v = Unm — -
i1 " (L= a)(N —m)(NB+m) IV, (i)
N [15" ()

Um —

p(l—a) (N—m)(NB+m)’

soit, pour 2 < m < Ngyp + 1:

R 15" (i)
m Tl —a) (N=m+ D) (NB+m—1)

N - Nljez

o 3 [[2 (@)

pl—a) g (N=j+1)(NB+j—-1)

Il
N

J

Puis, de maniere symétrique par rapport au cas précédent, on a:

-1 = qooho+ qoilu

1
U, = ——
qo,1
B 2
 paN
2
v = N
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d’ou: i "
Um = N Z z 1] 6( )
1_04j:1N JH(NB+j—1)
et:
U — Um N i HN m<i<N—j E(Z)
TN (=) S (N =+ DN+ — 1)
Il ne reste plus qu’a remarquer que Ay, = —Un,,+1 pour conclure:
NSUP 1 .
h N Z+ HN—NsupS’iSN—j 6(7’)
Nsup = T~ - : ’
p(l—a) (N—j+1)(NB+j—1)

et plus généralement :

N l Inoicicn—j€(@)
o = 2 N DI =)

— L al Hl<z<] ()
a 2 ZJ(NﬁJrN J)

p(l—a) I=N—Ngup j=l

La fin de la preuve ne change pas. [ |

De méme, on a le

Corollaire 3.14. Sachant que le systéme ne démarre pas en By, le temps de
remplissage moyen de la zone k est donné par:

E[Ri[n(0) =n ¢ By = 1_a Z > Jl\_f[gf]\f—)ﬁ

lNNsup]l

Comme on pouvait s’y attendre, ce nombre est indépendant de n et k. On le
note E[R).

Remarque 3.4. Il est facile de trouver des formules de récurrence pour E[S]
et E[R], ce qui permet de ramener la complexité des calculs a un O(N).
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Fig. 3.13: Temps de siphonnage moyen (en minutes) en fonction de a.
Nowp/N = 80%, Nint/N = 20%, K = 3 et p = 1 min~'. Pour
chaque courbe, le trait plein vertical correspond a la valeur cri-
tique ., tandis que la ligne pointillée correspond a ayyiy.

3.4 Calibration a ’aide des traces

Dans cette section, nous regardons si les mouvements de foule observés a
I’aide de nos traces mobiles peuvent raisonnablement étre décrits par le
modele des moutons et des fortes tétes. Nous proposons d’utiliser E[S]
et/ou E[R] comme grandeur de calibration. En les mesurant suffisamment
précisément, nous pourrons en déduire « en inversant les formules dévelop-
pées ci-dessus. Si la fonction E[S] = f(«) par exemple est injective, au
moins pour o < «., alors le probleme inverse pourra étre résolu sans am-
biguité. La figure suggere que la fonction f(a) est toujours convexe, et
donc injective sur 'intervalle |0, apinl, si bien que si a. < auun alors notre
probleme aura au plus une solution. Malheureusement, c’est faux en général.
Un contre-exemple est donné par K = 2, N = 100 et Ng,, /N = 0.99%.

En pratique, o, parait difficile a calculer analytiquement, a tel point
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que nous n’avons pas pu trouver ne serait-ce qu’une condition suffisante sim-
ple pour garantir . < ami,. Et quand bien méme ce serait le cas, rien ne
nous garantit que la fonction f(«a) soit systématiquement convexe, méme si
intuitivement, on peut s’attendre a ce que ce soit toujours le cas: 'effet mou-
ton est en lutte contre 'effet forte téte, et selon la valeur de « c¢’est 'un ou
I’autre qui 'emporte. Dans les valeurs extrémes de «, les temps de siphon-
nage sont extréemement longs: soit il n’y a pratiquement que des moutons,
auquel cas les zones mettent évidemment beaucoup de temps a se vider, soit
il n’y a pratiquement que des fortes tétes, auquel cas en permanence toutes
les zones sont plus ou moins équilibrées en effectifs.

L’expérience montre que f est toujours convexe, et que les contre-exem-
ples a a. < i, sont extrémement rares, surtout si KX > 3. Cependant, s’il
apparaissait qu’il est impossible de choisir Njy et Ng,p correctement, alors
nous recommandons de croiser les mesures de E[S] avec des mesures de E[R]
pour lever autant d’ambiguités que possible.

Attention, si on décide de calibrer o uniquement sur E[R], il faut étre
plus prudent, car l'expérience montre que linjectivité de g(«) = E[R] sur
10, cr[ est moins souvent remplie.

Revenons a notre calibration sur les données de la Féte de la Musique. 11
n’est pas question de proposer ici une analyse statistique extensive, d’autant
plus que le jeu de données dont nous disposons est trop réduit pour cela, mais
plutot d’illustrer sur un exemple simple la marche a suivre. Considérons par
exemple le transfert mis en évidence sur la figure3.2, entre le Parc des Princes
et I’hippodrome d’Auteuil. En observant précisément nos données, nous nous
sommes apercus qu’il y avait trois zones d’attraction :

e Auteuil lui-méme
e le Parc des Princes, zone Nord
e le Parc des Princes, zone Sud

Ainsi, nous avons K = 3. Sur la figure 3.14] on peut voir I’évolution du
nombre d’individus dans chaque zone au cours du temps. Le nombre total
de SMS reste plus ou moins constant au cours du temps, si bien que nous
choisissons la valeur moyenne N = 4830. Cela fournit a, = 6.2 x 1074
Dans nos données, un signal SMS dure environ 1 seconde: a chaque fois
quun SMS est recu ou envoyé, un nouvel individu est comptabilisé, mais il
est systématiquement effacé apres une seconde. Ainsi, méme si ce n’est pas
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vrai dans la réalité mais afin de rester cohérents (puisque seule son influence
compte), nous faisons comme si chaque utilisateur restait 1 seconde dans sa
zone avant de disparaitre, ce qui nous donne 1 = 1 sec™!. Ainsi, nous avons
K = 3. Sur la figure[3.14] on peut voir I’évolution du nombre d’individus dans
chaque zone au cours du temps. Le nombre total de SMS reste plus ou moins
constant au cours du temps, si bien que nous choisissons la valeur moyenne
N = 4830. Cela fournit o, = 6.2 x 107*. Dans nos données, un signal SMS
dure environ 1 seconde: a chaque fois qu'un SMS est recu ou envoyé, un
nouvel individu est comptabilisé, mais il est systématiquement effacé apres
une seconde. Ainsi, méme si ce n’est pas vrai dans la réalité mais afin de
rester cohérents (puisque seule son influence compte), nous faisons comme si
chaque utilisateur restait 1 seconde dans sa zone avant de disparaitre, ce qui

nous donne p = 1 sec™.

En choisissant de faire notre calibration sur le remplissage d’Auteuil par
exemple, nous prenons Ny,,/N = 55% et Nips/N = 45%. Apres avoir vérifié
que g(a) était injective sur ]0, o[, nous obtenons a = 0.6 x 107*, c’est-a-
dire @ < a,.. Afin de vérifier cette valeur de «, nous mesurons également
le siphonnage du Parc des Princes en zone Sud, ce qui nous donne a =
0.5x107%. Encore une fois, cela ne saurait constituer une vérification certaine
de «, et si 'on a a sa disposition un plus grand jeu de données, il est bon
d’effectuer une moyenne sur un échantillon aussi important que possible.

Maintenant, si notre modele est consistant, il doit étre capable de prédir
d’autres siphonnages ou remplissages a travers Paris. Considérons le triangle
Chatelet-Saint-Michel-Bastille par exemple, dans le cceur de Paris. Nous ob-
servons que les trois zones subissent chacune des remplissages de durée a peu
pres égale (voir figure B.10). Nous considérons aussi la zone complémentaire,
qui connait un siphonnage. Ainsi K = 4.

D’apres le corollaire B.14], le remplissage d’une zone de 5% a 28% par
exemple devrait durer environ 10800 secondes, selon la valeur de a que nous
avons calculée précédemment. Or le remplissage de Bastille dure environ
11300 secondes, celui de Chatelet également, et celui de Saint-Michel dure
11000 secondes, ce qui est tres proche de nos prédictions.
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Fig. 3.14: SMS envoyés pendant la Féte de la Musique entre les trois zones
d’attraction.

3.5 Conclusion et perspectives

Nous avons proposé un nouveau modele de mobilité pour représenter la for-
mation de hotspots dans un mouvement de foule, ainsi que leur dynamique
aléatoire. Nous avons prouvé que ce modele était calculable analytiquement
en proposant des formules fermées ainsi que des estimations asymptotiques.
En utilisant les traces des utilisateurs d’un réseau GSM, nous avons montré
comment calibrer ce modele pour qu’il suive au plus pres la réalité. En-
fin, ce modele a montré qu’il pouvait prédire la formation de hotspots dans
différentes situations spatio-temporelles.

Notons que d’autres modeles de décision peuvent étre imaginés pour les
individus, comme d’avoir des fortes tétes qui privilégient une zone en parti-
culier. A ce sujet, on pourra consulter [Binll].

Avant de passer a quelques applications de ce modele, voici des réponses
a deux objections qui pourraient venir a ’esprit du lecteur:

e pourquoi y a-t-il un nombre constant d’utilisateurs ?

A cela nous répondons d’abord que 'on travaille sur des grands effectifs
de population (plusieurs dizaines de milliers), si bien que statistique-
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Fig. 3.15: SMS envoyés pendant la Féte de la Musique dans le triangle
Chatelet-Saint-Michel-Bastille.

ment, I’évolution du nombre total d’utilisateurs est lente. Sur de petite
périodes, on peut considérer que ce nombre est a peu pres constant, et
qui plus est nous disposons d’équivalents asymptotiques pour la plu-
part de nos formules. Le fait qu’il existe de tels équivalents donne un
sens précis a la notion d’approximation.

e est-ce que les transitions sont instantanées ?

A vrai dire, il n’y a aucune raison a prior: de supposer les transi-
tions instantanées comme nous l'avons fait, surtout si deux zones sont
éloignées géographiquement. Cependant, nous avons considéré qu’a
partir du moment ol un individu avait décidé de se déplacer dans une
nouvelle zone, alors sa décision était prise des l'instant ou il quittait
I’ancienne zone. Et c’est cela qui compte, puisque dans un évenement
comme la Féte de la Musique par exemple, les messages qu’il échange
avec ses proches lui servent bien souvent a leur donner rendez-vous a tel
ou tel endroit (selon I’age de 'utilisateur, messages du type: ”venez
dans la cour du musée Carnavalet, il y a un concert formidable” ou
"ramene-toi a Pigalle, y a trop une ambiance de ouf”). Aussi a partir
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du moment ou il se met en route pour une zone donnée, on peut con-
sidérer qu’il y est virtuellement déja, puisqu’il est désormais capable
d’influencer d’autres individus pour venir a sa suite.

Au-dela d’une des applications les plus immédiates, qui est de fournir un
modele de mobilité facilement implémentable pour les simulateurs de réseau,
voici quelques autres applications qui reposent sur la capacité a prévoir les
siphonnages et les remplissages :

e mettre de la donnée en mémoire cache dans des réseaux ad-hoc denses

Dans un réseau ad-hoc dense, il peut étre utile d’ajouter quelques
serveurs fixes qui contiennent les données les plus souvent demandées.
Plusieurs algorithmes existent déja dans ce sens (voir par exemple
[Har01][Har03][Yin06]). La question est: ou et quand doit-on met-
tre de la donnée en cache 7 L’idée est de sélectionner quelques endroits
stratégiques ou les individus ont I’habitude de se rassembler. Ce sont
nos K zones. Supposons que de la méme maniere que dans la section
.4, nous ayons préalablement évalué «, éventuellement a un autre en-
droit de la ville avec d’autres individus. Alors, en mesurant en temps
réel le nombre N d’individus et en calculant le temps de siphonnage
correspondant, des qu’un regroupement se produit on sait combien de
temps en moyenne il va durer. En d’autres mots, on sait si cela est utile
de placer de la donnée en cache a cet endroit. Réciproquement, si une
zone est presque vide, en calculant son temps de remplissage on peut
savoir s’il existe un risque d’attroupement a cet endroit qui obligerait
a placer de la donnée en cache.

e allocation dynamique de spectre

L’allocation dynamique de spectre (Dynamic Spectrum Allocation dans
la littérature anglo-saxonne, ou DSA), consiste a allouer des ressources
variables en bande passante selon les zones et les densités de population.
Elle constitue aujourd’hui un champ de recherche tres actif. Comme
dans le point précédent, si nous savons prévoir a ’avance le remplissage
ou le siphonnage d’une zone sur le long terme, nous pouvons décider
de la quantité de ressource a allouer.
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améliorer la robustesse de certains optimisateurs

Plus généralement, certains algorithmes d’optimisation sont réputés
dépendre d’un réglage fin des parametres. Par exemple, [Kau07] pro-
pose un algorithme pour optimiser les ressources radio dans un réseau
802.11, basé sur un échantillonneur de Gibbs (Gibbs sampler). Le
"parametre de température” de ’échantillonneur doit étre réglé tres
soigneusement, afin que 'optimisateur puisse réagir plus rapidement
que le temps d’évolution typique du systeme lui-méme. Plus concrete-
ment, dans notre cas, supposons que l’'on veuille prendre en compte la
mobilité des utilisateurs dans un réseau 802.11; si 'on peut anticiper
une désagrégation alors on pourra adapter 'optimisateur d’une maniere
convenable.

Dans le cas d’un algorithme génétique également, il peut étre intéres-
sant d’adapter les taux de mutation et de cross-over de 'optimisateur,
afin de savoir réagir a une évolution soudaine du systeme. En effet,
plus ces taux sont hauts, plus la diversité de la population s’accroit.
Dans notre cas, un éclatement de population est susceptible de modi-
fier totalement le systéme a optimiser, aussi il est bon de pouvoir s’y
préparer.
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Chapitre 4

LES PROCESSUS
DETERMINANTAUX

Résumé

Nous nous intéressons ici & des foules un peu particulieres ou les individus semblent
vouloir se repousser. Il peut s’agir de vouloir maximiser son espace personnel
(penser a la distribution spatiale des serviettes de bain sur une plage pleine de
touristes), ou d’un phénomeéne de dispersion. Une dispersion peut étre violente
(alerte & la bombe, évacuation sanitaire...) ou plus mesurée (départ d’'un stade
aprés un match de football). Quelle que soit I’échelle temporelle, nous étudions
une classe de processus spatiaux qui sont connus pour exhiber de la répulsion
entre les points: les processus déterminantaux. Ce chapitre s’appuie largement
sur les résultats de lexcellent [Ben09]. Les résultats plus originaux sont le lemme
[4.2] sur l'interprétation de la mesure factorielle, et toute la partie sur la variation
temporelle des processus déterminantaux.

Bien str, il existe d’autres techniques que celle-la pour modéliser des foules
qui exhibent de la répulsion, comme les équations aux dérivées partielles. Pour
ne citer qu'un exemple, on pourra par exemple penser aux jeux a champ moyen
(mean field games) progressivement introduits par Lasry et Lions a partir de 2006
(voir [Las07] ou [Lacli]).



126 Chapitre 4. Les processus déterminantaux

4.1 Introduction

Commencons par rappeler la définition d’un processus déterminantal, dans
son acception la plus générale. Soit A un espace polonais (ici A = R? = C)
muni d’'une mesure de Radon p (le plus souvent la mesure de Lebesgue).
Nous avons vu dans le chapitre [I] que pour un processus déterminantal, les
intensités jointes (par rapport a p) étaient données par :

pr(@1, .. 2p) = det (K(zi, 25)1<i,j<n) ,

ou K est appelé le noyau du processus. Dans la définition complete, on
demande que K vérifie certaines propriétés techniques, qui permettent de
garantir ’existence du processus.

e on commence par introduire la

Définition 4.1. K est de carré localement intégrable lorsque pour tout
compact D C A, on a:

/ /Dz K (@, y)[*dp(z)dp(y) < oo

On remarque que dans ce cas, pour tout couple de compacts Dy et D,
on peut écrire:

[Lw2lwf@ )y [@Mb K(z,y)dpu(z)du(y) <

Cela permet d’associer un opérateur intégral a K:

Définition 4.2. Si K est de carré localement intégrable, I'opérateur
intégral K associé a K est défini sur LZ(A) (les fonctions de carré
intégrable a support compact) par :

mwaAmeﬂmwwy

Montrons que K est bien défini. Si on note D le support de f, alors
par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a:

(/yED K(z,y)f(y)] du(y))2 < Hf||2/yeD K(z,y)* du(y).
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En intégrant cette inégalité sur un voisinage compact de z et en utilisant
le fait que K est de carré localement intégrable, on obtient que

/ RG] dn(y) < o

pour presque tout x de ce voisinage, ce qui légitime la définition de
Kf. En revanche, f n’a aucune raison d’étre a support compact.
Mais donnons-nous un compact D C A, et restreignons-nous a ’espace
L*(D), qui s’identifie au sous-espace de L*(A) des fonctions & support
dans D. Alors pour tout f dans L?(D), on peut considérer la restriction
de Kf a D, et elle est de carré intégrable comme on s’en convainc en
réutilisant 1'inégalité ci-dessus:

[ nerdn < [ (1P [ G Pauts)) dute) <o

On obtient ainsi un endomorphisme de L?*(D), qu'on note Kp et qu’on
appelle par commodité la restriction de IC a D.

pour que les p, soient réelles, une condition suffisante simple est que
K ait la symétrie hermitienne. En effet, la matrice K(x;, x;)1<i j<n €st
alors hermitienne quelle que soit la famille (x;), donc son déterminant,
qui est égal au produit de ses valeurs propres, est réel.

Si K possede la symétrie hermitienne, nous allons voir que cela im-
plique toute une série de conséquences. Pour commencer p devient
un opérateur auto-adjoint :

(Knf.g) = / Ko@) dr

_ / | K@)y () do

= /y . /w . K(y, ) f(y)g(z) dz dy

= f(y)(Ka)(y) dy

yeD

= (f,Kpg).
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Ainsi, par le théoreme spectral, on sait que Kp est diagonalisable dans
une base orthonormald! (¢,). Notons {\;} la famille des valeurs pro-
pres associées. Pour presque tout z € D, on a vu que lintégrale
Jyep K(2,y)|* du(y) était finie. Comme les ¢y forment aussi une base
orthonormale, il existe des fonctions u;(x) telles que

K(z,y) = Z w(z)t(y).

l

Elles sont mesurables, car elles sont égales au produit scalaire des 1,
avec le terme de gauche. Par ailleurs, elles sont de carré intégrable,
car:

/xeD (/yED \K(ffay)\2du(y)) dp(x) = /xED (Z \ul(x)P) du(z)

l

= > llulf* < oo,
l

si bien quil existe des complexes Ay tels que w; = Y, Ag 1. Autre-
ment dit:

K(z,y) = > Aeathe(2)tn(y).
kel
On peut alors écrire:

(K@) =Y Meatbn(@) (@), f() < KF = Mealths,

En écrivant que les 1, sont les fonctions propres de Kp, on obtient que
A = 0si k #1, et que A\p, = . Ainsi, la forme finale de K est:

K(z,y) = Z Metor (7)Y (y)  presque partout sur D2
%

Au passage on a démontré que réciproquement, si les Kp étaient des
opérateurs auto-adjoints, alors K possédait la symétrie hermitienne.

! cette base sera dénombrable car L?(D) est séparable (considérer par exemple son
systeme de Haar).
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on veut aussi que les p, soient positives. Pour cela, une condition
suffisante simple est que les )\, soient positives ou nulles. En effet, en
écrivant par continuité du déterminant :

K
det(K(z;, z;)) = lim det <; Akwk(fci)wk(%)) ;
il suffit de remarquer que S0 Apthy(z;)0k(z;) est une matrice de
Gram associée a une forme quadratique dont les valeurs propres sont
précisément les \g, et qui est donc positive.

pour des raisons techniques, on demande que soit satisfaite la

Définition 4.3. K est dit "localement a trace” lorsque pour tout com-
pact D C A, Kp est a trace, c’est-a-dire que ), |\g| < o0o.

on peut enfin définir un processus déterminantal :

Définition 4.4. Un processus déterminantal de noyau K est un pro-
cessus tel que:

— les intensités jointes par rapport a pu sont données par
pu(@1, .. ) = det (K(zi, 25)1<i,j<n)

— K est de carré localement intégrable

— chaque restriction Kp est auto-adjointe, a trace, et a valeurs pro-
pres positives ou nulles.

Rappelons que nous avons prouvé dans le chapitre [Il que la famille des

intensités jointes p, suffisait a caractériser le processus, ce qui donne un sens
a une expression comme " [e processus déterminantal de noyau K”. Pour ce
qui est de I'existence, on renvoie a [Sos00]. Par exemple, on a le

Théoréme 4.1 (Macchi, Soshnikov). Si K hermitien définit un opérateur
intégral IC localement a trace, alors il existe un processus déterminantal de
noyau K si et seulement si le spectre de chaque Kp est inclus dans [0, 1].
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On pourra trouver dans [Ben09] une démonstration de ce théoreme (théo-
reme 4.5.5.). Cet ouvrage donne d’ailleurs un tour d’horizon tres complet
des processus déterminantaux en proposant de nombreux exemples. Parmi
ceux-ci, deux en particulier sont susceptibles de fournir une généralisation
spatio-temporelle intéressante : le processus de Ginibre, et la fonction analy-
tique gaussienne (GAF, pour gaussian analytic function) hyperbolique. Pour
chacun, nous proposons une version spatio-temporelle et nous étudions son
comportement.

4.2 Les processus déterminantaux et la
répulsion

Les processus déterminantaux restent aujourd’hui encore assez mystérieux,
car on connait beaucoup de situations ou ils apparaissent, sans pour autant
saisir la réalité profonde qui les unit. On comprend encore mal ce qui fait
qu'un déterminant apparait subitement dans une formule d’intensité jointe.
En revanche, il existe plusieurs raisons (plus ou moins heuristiques) de com-
prendre pourquoi ces processus exhibent une répulsion, au moins a courte
distance.

Avant de les examiner, comprenons pourquoi on peut souvent lire 'in-
terprétation suivante: p,(xy,...,x,) serait la probabilité limite de trouver
un point de ¢ dans n petits volumes autour des x;. Formellement, on peut
écrire cela de la maniere suivante :

o P(@(2 +B) #£0,...,®(z, + B) #£0)
pn(xh"'uxn) _11_1;% m(BE)” )

ol B, est une boule de rayon € centrée sur 0, et m la mesure de Lebesgue. Ce
résultat est en général faux, mais sous certaines hypotheses supplémentaires
de régularité, il devient vrai. Tout le probleme est de pouvoir appliquer le
théoreme de convergence dominée a un point crucial de la démonstration.
A ce sujet, on peut consulter les pages 9 et 10 de [Ben09], qui sont assez
techniques. Voici une démonstration plus simple dans le cas d’hypotheses
fortes sur les p,.

Lemme 4.2. Donnons-nous xy,xs,... deur a deux distincts, et supposons
que les p, sont continues (toujours vrai dans le cas ou K [’est) et vérifient :

Vn, po(z1,...,2,) <nl U
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pour un méme réel U indépendant de n. Alors la formule est vraie.
Démonstration - La démonstration se fait en plusieurs temps:
e a l'ordre 1

On introduit la variable aléatoire N, = ®(z; + B.). On a:

#
1
1(N.>2) < 5 Z 1(z1 € 21 + B, 20 € 11 + Be)
21,220€P
1
P(N. >2) < 5M<2>((:c1 + B.) x (x1 4+ B.))
1
= 5/ / pg(zl,zg)dzl de
z1+Be Jx1+Be
< (m(BE))ZU.
Plus généralement :
1 #
]]-(Nezk) S E Z ]l(zlex1+B€7"‘7Zk€xl+BE)
Z1yeees 2z €D
1
P(N, > k) < HM<’f>((:c1 +B) x...x (x1+ B))
1.
= —'/ / pe(21, .oy 2zk)dzy dzg
k x1+Be z1+Be
< (m(B.)*U
Finalement :
E[N] P(N. > 0) 1
— = E[N, — 1(N,
n(B)  m(By  mBye N> 0]
1
= k—1)P(N, =k
B D~ VBN = )
k>2
1
— P(N,. > k
m(Be) ( )
k>2
U
< (m(B.))"*
m(B,) =
~ Um(B,)
 1—m(B,)
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Or:
E[NE] 1 /
= d
m(B) — mlo + B oy NI
— pi(z1) par continuité.
Ainsi: P(N )
>0
W — P1 (ZL’l)

cas général

Fondamentalement, le raisonnement est le méme. On introduit :
N, =M™ ((z; + B.) x ... x (x, + B.)).
Des que € est suffisamment petit, on a:
N.=®(zy + Be.) ... ®(z, + B,),

car les z; sont deux a deux distincts. Ensuite, on a toujours:

E[N] PN >0)
B B B ;IP’N>IC

Reste a majorer P(NV, > k). On sait que:
N, > k < au moins 'un des ®(z; + B,) est > [kY/"].
Du coup, en utilisant le résultat précédent :
P(N. > k) < ZP (i + Bo) = [K"])

< nm(B)F"U.

Pour conclure, il suffit maintenant de montrer que:

l L kl/n‘l
Voo Vn Z v
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Regroupons les k par [k'/"] égaux:

LD I St

k>2 1>2 [k1/n]=l

-y oy v

1>2  ke](i-1)n,in)

= Y ("=(1-nmV!

>2

= VY ((+2)" =+ 1)V

>0
< V2 (42 Vv
>0

Or, on a par exemple: (I + 2)" = 0(2!), ce qui acheve la preuve. |

Remarque 4.1. Remarquons que la condition de majoration des p, sera
toujours vérifiée par un processus de Poisson typiquement (dans ce cas elles
valent toutes 1). Pour les processus déterminantaux, on pourra utiliser
I'inégalité de Hadamard au cas par cas:

| det( X1, ..., X0)| < | Xz | Xall2-
Revenons maintenant aux raisons de croire a la répulsion exhibée par les
processus déterminantaux :

e premiere raison: l'intensité jointe d’ordre 2 vérifie
pa(z,w) = K(z, 2)K(w, w) = [K(z, w)]* < K(z, 2)K(w, w) = p1(2) p1 (w).

Heuristiquement, il y a donc une corrélation négative qui est introduite
par le rapprochement de deux points.

e deuxieme raison: si on se donne n points z1, ..., z, et si K est continue,
pn(#1, ..., 2,) tend vers 0 lorsque I'un des z; tend vers un autre z;.

e troisieme raison, plus rigoureuse: on peut lire dans [Krill] un résultat
selon lequel, pour le processus de Ginibre comme pour la GAF hyper-
bolique:

P(on peut trouver deux points dans D(z,¢€)) ~ ¢® lorsque € — 0,

alors qu’on a un exposant 4 pour le processus de Poisson.
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4.3 La classe des processus de Ginibre

Pour commencer, rappelons le résultat de Ginibre (voir [Gin64]) :

Définition 4.5. Le m-éme processus de Ginibre est le processus planaire ®,,
des m valeurs propres d’une matrice m x m, dont les entrées sont gaussiennes
complexes standard i.i.d. ®,, est déterminantal de noyau:

par rapport a la mesure gaussienne du(z) = LIzl (qui est de masse totale

1 comme on le voit par un calcul en coordonnées polaires). De maniere
équivalente, c’est le processus de noyau

1 m—1 —\k
KID(2, w) = = e 3+l $ VZ?
k=0 ’

™

par rapport a la mesure de Lebesgu. On peut en voir une réalisation sur
la figure A1

Montrons que K,,(z,w) définit bien un processus déterminantal. Tout
d’abord, K est hermitien, et il est évidemment de carré localement p-inté-

grable puisqu’il est continu. Ensuite on a le
k

Lemme 4.3. Les fonctions (z) = N (0 < k <m—1) forment une
famille orthonormale de L*(C, ).

Démonstration - Tout d’abord, si k # [, montrons que (¢, ;) =0

1
(zr,z1) = /_kl 1= gz

— _/ / k—i—lllké—rrdrde
™ Jr=0Jo

— l (/ k+l+1 —r? dr) </27T ei(l—k)@ d9>
T r=0 R 0=0 ',

'

=0

= 0.

en effet, si on se donne une famille de m points z1, ..., z;,, la matrice des Kl%b(zi, %)
est conjuguee a 1a matrice des K,,(2;,z;) par la matrice diagonale A de terme général

ai; = % e~27° Comme det(A*A) = . e XlEl = 11 %e*m‘z, on a le résultat.

2
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15

101

_lo L

-15 ! ! ! ! !
-15 -10 -5 0 5 10 15

Fig. 4.1: Le processus de Ginibre pour m = 100. On observe que, comme
dans tout processus déterminantal, les points semblent se re-
pousser a courte distance (on n’observe pas de clusters comme
pour le processus de Poisson par exemple).

Maintenant, si K = [ > 1, une intégration par parties montre que:

(zp,26) = 2/ r2hHle=r? dp
r=0
— [—r%e_ﬂ] +2k:/ r2h=1lo=r*

0 -0

o0
= k/ r2h=1e=* g,
r=0
0

Comme (2°,2%) = 1, une récurrence immédiate montre que (zy, z,) = k!, ce
qui acheve la preuve. ]

Corollaire 4.4. K,, définit un processus déterminantal.

Démonstration - Si on adjoint a la famille (1) une famille (¢;) pour en faire
une base hilbertienne de L*(C, i), on peut écrire

Ka(z,w) = Z 1 () e(w) + Z 0- ¢s(x)gi(w),
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et les calculs faits en introduction montrent que 'opérateur intégral K associé
a K est la projection orthogonale sur Vect(¢x)o<k<m—1. Ainsi, pour tout D
compact, on a

vfe L*(D), |Kpflp=Kflp <Kflle < [Ifllc=1flp,

ce qui montre que les valeurs propres de Kp sont inférieures ou égales a 1.
Par ailleurs, on a bien str

(fL,Kpf)=(f,Kf) =0

ce qui montre que les valeurs propres sont positives ou nulles. Enfin, IC étant
de rang fini, il en est de méme de Kp, qui est donc a trace. On conclut alors
par le théoreme [Z.11 [ |

4.3.1 Le processus de Ginibre infini

Lorsque m tend vers l'infini, on peut donner un sens au processus limite
obtenu. En effet, d'une part, le noyau K,, converge simplement vers:

K(z,w) = ™.

D’autre part, on montre ci-dessous que K définit un processus déterminantal
®. Ainsi, par continuité du déterminant, les intensités jointes de ® sont les
limites de celles de ®,,, et comme elles caractérisent le processus, on peut en
ce sens considérer ® comme la limite des ®,,.

Proposition 4.5. K définit un processus déterminantal.

Démonstration - Comme dans le cas fini, K est hermitien de carré localement
intégrable, et K est le projecteur orthogonal de L?*(C) sur Vect(¢y)ren. De
méme, les Kp sont hermitiens positifs & spectre dans [0, 1]. Il ne reste donc
plus qu’a montrer qu’ils sont a trace.

Si on diagonalise Kp dans une base orthonormale (¢;) de L?(D), on sait
qu’on a la décomposition suivante :

K(z,w) = Z Ak (2) i (w).
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On en déduit:

K(z,2) = > Milow(2)?
k
/DK(Z, z) du(z) = ;Ak/p |6 (2)|? dpu(z)  par positivité des A,

= th
k

AK@@@@:Awﬂwa<w

ce qui acheve la preuve. On voit au passage que 'intégrale sur C tout entier
est divergente, et on retrouve le fait que K n’est pas a trace, mais seulement
localement a trace. ]

Le processus de Ginibre infini est intéressant pour modéliser une popu-
lation, car il est isotrope et stationnaire. C’est ce que nous montrons main-
tenant.

Théoreme 4.6. ¢ est isotrope et stationnaire.

Démonstration - Pour plus de commodité, on redéfinit de maniere équiva-
lente le noyau de ® par rapport a la mesure de Lebesgue:

K(z,w) = = e~z +uP)+=w

3| =

Si nous notons P le processus apres une rotation d’angle arbitraire 6, il s’agit
de montrer que

o2,
De méme, si on note ®, (a € C fixé) le processus translaté, il s’agit de

montrer que:

PP, .

Or on sait que les processus auxquels nous nous intéressons sont caractérisés
par les fonctions p,,. Il suffit alors de montrer que les p,, sont les mémes pour
D, D et D,.
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Pour lisotropie, le résultat est immédiat. En effet, le noyau de @ est

donné par:

K(z,w)

A fortiori, on a donc:

A~ |~ R

7i0|2+‘we—10‘2)

2w—g(|2|*+|w]?)

P21,y 2n) = det(K(zi, 25)) = pn(21, - -, 2n).

Passons a la stationnarité. Le noyau de ®, est donné par:

Ko(z,w) =K(z — a,w — a).

La preuve est un peu plus longue, car les noyaux ne sont plus égaux. On a:

(z—a)(w—a)—%(|z—a|2+\w—a|2)

1
2W — 2a — aw + |a]* — |22

2
1 1 1 1
52’5“‘ 5&5 — §|CL|2 — §|1U|2
1 _— 1 _ 1| 2
—wa + —aw — =|a
2 2 2
1

= (2 + )
L_ o
§(za — 20 4+ wa — aw).

D’ou:

Ka(z,w) = K(z,w) o3 (Fa—zatwa—aw)
Fixons alors z1,..., 2z, € C, et introduisons la matrice diagonale :

A:

e % (zra—z1a)

0

e % (Zna—zna)
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On peut écrire:

Ko(e2) | = Al Knzy) ... | 4%
si bien que:
det(Ku(zi,2;)) = det(AK(z;, 2;)A*)
= det(éﬁlﬁ K(zi, z))
In
= pu(21,..., 20),
ce qui acheve la preuve. [ |

Remarque 4.2. Le noyau peut aussi s’exprimer e** par rapport a la mesure
gaussienne, qui est elle-méme isotrope. On a alors immédiatement l'inva-
riance par rotation. Le méme raisonnement montre que toutes les fois que
K(z,w) s’exprimera comme une fonction de 2w par rapport a une mesure
isotrope, le processus sera lui-méme isotrope.

Signalons au passage un résultat du a Kostlan:

Théoréme 4.7 (Kostlan). Notons (zx)i1<k<m les points de ®,,. Alors l'en-
semble des |zx|? (sans tenir compte de l'ordre) suit la méme loi que m vari-
ables indépendantes Xy ~ T'(k,1). Le résultat est encore vrai pour le proces-
sus de Ginibre infini.

On rappelle que la loi I'(k, 1) est de densité % sur R* par rapport
A la mesure de Lebesgudl. La preuve de ce résultat se trouve dans [Kos92]
(article original) ou dans [Ben09] (théoreme 4.7.3., comme conséquence du
théoreme 4.7.1.).

D’apres la remarque précédente, les processus de Ginibre finis sont iso-
tropes. Joint au théoreme de Kostlan, cela permet d’apprécier un peu mieux

Papparence réguliere de la figure L1

3 attention au fait que dans [Kos92], les gaussiennes complexes ne sont pas normalisées
de la méme maniere.
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4.3.2 Variation temporelle des processus de Ginibre

Cela dit, en pratique, on voit mal comment simuler le processus de Ginibre
infini. Aussi, on pourra sans trop de dommage se restreindre a des processus
de Ginibre d’ordre m avec m grand, d’autant plus que le processus de Ginibre
infini peut étre vu comme la limite des processus finis, en un sens rigoureux
qui a été précisé plus haut.

Il suffit donc de se donner une matrice m x m dont les coefficients varient
dans le temps, de maniere a rester a chaque instant des gaussiennes stan-
dard iid. Par exemple, on peut prendre des processus d’Ornstein-Uhlenbeck
indépendants (voir [UhI30]):

Bi(t) +1Bs(t)
\/§ )

ou Bj et By sont des browniens réels standard (pour ¢ > u, B(t) — B(u) est
centré de variance t — u).

Pour des questions de réalisme, il est souhaitable que les trajectoires de
notre processus spatio-temporel soient continues. Ce sont les racines du
polynome caractéristique de la matrice, polynome dont les coefficients sont
des fonctions polynomiales des a;;(t), eux-mémes continus selon ¢. Tout
revient donc a montrer que si les coefficients d’un polynome unitaire varient
contintiment au cours du temps, alors ses racines aussi. C’est ce que nous
proposons maintenant. La clé pour controler la localisation des racines est
I'utilisation du théoreme de Rouché en analyse complexe.

ai;(t) = e 2w ('), avec W(t) =

Remarque 4.3. On a vu dans le chapitre [I] qu'un processus déterminantal
était presque stirement simple, car Pensemble {(z,w) € C?/z = w} étant de
mesure de Lebesgue nulle, il est aussi M ®)-négligeable. Une autre maniere
de voir les choses est de remarquer que ps(z,w) est nulle sur cet ensemble. A
priori, cela ne nous garantit pas que dans la version spatio-temporelle, c’est
I’ensemble des processus qui sont presque stirement simples a chaque instant,
car il existe une infinité indénombrable d’instants. Pour donner une analogie,
a chaque instant le brownien est presque strement non nul, et pourtant la
trajectoire d'un brownien passe par 0 avec une probabilité non nulle.

Ici, il n’est pas exclu que P, le polynome qui varie continiiment au cours
du temps, ait des racines multiples. Pour s’en assurer, on peut considérer
le discriminant de P, qui n’est autre que le résultant de P; et P/. Clest
donc un polynome en les a;;, et le lieu des m*-uplets (a;;) qui annulent
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ce discriminant est une variété algébrique. Tout revient alors a savoir si
la trajectoire complexe m?-dimensionnelle (e */2W1;(ef), ... e /2W,,.(e"))
intersecte cette variété a un moment donné. En particulier, par continuité,
si le discriminant est non nul & un instant, alors il le reste localement. Cette
remarque nous permettra ultérieurement de définir I’équation différentielle
vérifiée par les zéros de P,.

Pour commencer, montrons le

Lemme 4.8 (continuité des racines en un point). Soit P un polynome uni-
taire de degré m > 1:

P=(X-A)...(X = \n)

(les racines peuvent étre multiples). Soit Q un polynéme unitaire qui tend
vers P. Alors on peut écrire

Q= (X —m). .. (X — ),
avec Yk, pr — \g.

Démonstration - Isolons chaque racine A de P (multiple ou non) dans un
disque ouvert D(\, €) de centre A et de rayon ¢, de telle sorte que les dis-
ques soient deux a deux disjoints. Prenons un disque D(),€) en particulier,
le raisonnement étant le méme sur les autres. Supposons qu’il isole une
racine A d’ordre p. Sur le cercle 9D(\,€) qui est compact, |P(z)| est mi-
noré par un 6 > 0. Par ailleurs, on se convainc aisément que la fonction
P sup,eop(r e [P(2)] est une norme sur 'espace vectoriel des polynomes
(le caractere défini venant de l'infinité de points sur 9D (A, €)). Comme toutes
les normes sont équivalentes sur C,[X], on en déduit que pour @) assez proche
de P on a 5

sup |P(2) - Q)] < 5.

260D (M)

On peut alors appliquer le théoreme de Rouché, et en déduire que () possede
p racines dans D()\,e). Comme il y a un nombre fini de disques D(), ¢), il
existe un n > 0 tel que si |[P — Q|| < n, alors ce sont tous les disques qui
contiennent le méme nombre de racines de P et @) (avec leur multiplicité).
Comme P et () possedent m racines en tout, et que celles de P sont fixées,
on est alors certain que toutes les racines de ) se trouvent dans un D(), €).
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Il suffit ensuite de faire tendre € vers 0: pour toute valeur de e suffisam-
ment petite (c’est-a-dire telle que les D(\, €) soient disjoints), on introduit le
n associé. Puis pour tout @ tel que ||P — Q]| <7, on sait que les racines de
() sont réparties dans les D(A, €) selon les ordres de multiplicité des A. Pour
chaque racine A de P’ d’ordre p, il existe p indices tels que Ay, = ... = A\, = A.
On sélectionne alors les p racines de @) qui se trouvent dans D(\, €) et on les
numérote fig, , . . ., fig, (peu importe l'ordre). Ce procédé est bien défini, et il
assure que Vk, g — Ag. |

On a ainsi prouvé la continuité ponctuelle des trajectoires des racines.
Tout le probleme maintenant est de trouver une numérotation des py qui
assure une continuité globale. Avant de s’attaquer a ce probleme, reformulons
précisément cette idée de continuité ponctuelle.

On pourrait considérer l’ensemble des racines comme un compact non
vide de C, et parler de continuité au sens de la distance de Haussdorff. Mais
cela ne nous permettrait pas de traiter correctement la notion de racine
multiple. On va donc plutot considérer ’ensemble des m racines comme un

multi-ensemble {{\1,..., A\, }} de cardinal m. Formellement, on considere le
groupe symétrique S,, d’ordre m, et son action sur C™: si z = (z1,..., 2m)
est un point de C™, o € S, agit sur z par 27 = (25(1), - - -, Zo(m)). On pose
alors la

Définition 4.6. {{z1,...,2,}} est la classe d’équivalence de z dans C™/S,,,.
On considere alors la fonction:

dun(2,2) = min ||z = 2"|o.

Intuitivement, d,, est petite si et seulement si, quitte a réordonner z’, tous
les |z — 2| sont petits. Pour en faire une distance, il reste a vérifier qu’elle
passe au quotient pour ’action de S,,. Or:
vr, 7 € S, d (zT z’7/> = min max |z, — 2m
;T € Sy, di (27, min 1Skgm\ (k) (o (k)|

. /
= min max (Zx — 2 (4 -1
o€ 1<hem | (t'ocoT )(k)|

. /
= min max |(Zr — 2 4(k
o€Sm 1<k<m ‘ o )‘

= dn(z,7).

On peut donc définir d,,, sans ambiguité sur les multi-ensembles, et elle de-
vient alors une distance comme on le voit facilement.
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Vérifions les quatre axiomes:

e elle est positive

e clle est symétrique, car
/ . . o
({2} (1) = min max [~ o

. !
= min max |Z,—1 — 2k
0ESm 1§k§m| o (k) |

: /
= min max |Zgk) — 2 k
UES'NL 1Sk§m ‘ J( ) |

= d,(7,2).
e clle est définie, car si elle est nulle, alors il existe une permutation qui
envoie z sur 2/, si bien que {{z}} = {{#'}}

e enfin, elle vérifie I'inégalité triangulaire. Si on se donne {{z}},{{2'}}
et {{z"}}, considérons la permutation 7 qui minimise la distance de z
a 2. Sans perte de généralité, on peut supposer 7 = Id. Alors

Vo € S, ml?x|zk — 2ol < max (J2e — 23] + |25, — zg(k)|)

/ / "
< mix |z - 2|+ max|2f - |
o / / "
= dn(z,2)+ max |z — zg(k)|.
En particulier, en choisissant ¢ qui minimise la distance de 2z’ & 2z, on

obtient
max |2k — 2g | < dm(2, 7)) + din (2, 27).

Donc a fortiori, on a bien I'inégalité triangulaire.
On peut maintenant considérer I'application
®,, : Cp|X] = C"/S,,, P—{{\,...; \n}},

et le lemme exprime tres exactement que ®,,, est continue. En effet, pour
@ assez proche de P, on peut numéroter les racines p; de @ de telle sorte
que chaque py soit proche de chaque A\, ce qui signifie que

dn ({{A}} {{}}) = 0.

Une fois cette formalisation effectuée, on démontre un lemme qu’on peut
retrouver dans [Kat76] (chapitre 2, paragraphe 5.2):
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Lemme 4.9. Soit I un intervalle ouvert de R, et ® une fonction continue
de I dans C™/S,,. On note ®(t) = {{\e(t)}}. Alors on peut relever, ® au

sens ot il existe m trajectoires continues ¢1(t), ..., om(t) telles que

viel, {{M®)}} = {{ox(t)}}

Démonstration - Le résultat se démontre par récurrence forte sur m. Pour
m = 1, comme les multi-ensembles de cardinal 1 s’identifient aux singletons,
on a immédiatement le résultat en posant ¢; = ®. Soit maintenant m > 2,
et supposons le résultat vrai aux rangs inférieurs.

Considérons d’abord A = {t € I/¢i(t) = ... = ¢nu(t)}. Soit t € A,
et donnons-nous une suite d’éléments t, € A qui tend vers t. Supposons
qu'il existe i et j tels que \;(t) # Aj(t), et isolons A;(f) et A;(t) dans deux
voisinages V; et V5 disjoints. Par continuité de ®, on voit que pour n assez
grand, on pourrait trouver un Ag(¢,) dans V; et un Ay (t,) dans Va5, d’ou
contradiction. Ainsi, A est fermé.

Pour ¢ € A, on peut poser ¢1(t) = ... = ¢p(t) = M(t) = ... \p(t). En
effet, si A\i(t) = ... = A\,(¢), dire que ®(u) est proche de ®(t) signifie que
tous les points de ®(u) sont dans un petit disque autour de I'unique valeur
de ®(t), et la continuité de ® en ¢ nous assure donc celle des ¢, quel que
soit le choix ultérieur qui sera fait pour les ¢y sur I'\ A.

Pour t € I\ A, les points de ®(¢) ne sont pas tous confondus. Donc on
peut les isoler en deux sous-ensembles contenus dans des voisinages disjoints
Vi et Vi, Sans perte de généralité, supposons qu'on a Ay (t),...,A\,(t) € Vi
et Apr1(t), ..., Am(t) € Va, et choisissons € > 0 tel que chaque disque ouvert
D(Xg(t)) soit inclus dans V; ou Va. Alors par continuité de ® en ¢, on sait
qu’il existe un petit voisinage |t — «a,t + af sur lequel, quitte a renuméroter
les points de ®(u), on a A\r(u) € D(Ag(t),e). Comme I\ A est ouvert, quitte
a diminuer « on peut supposer |t — a,t + o[C I\A. Sur |t — a,t + «af,
®(u) contient toujours p points dans V; et m — p points dans V,. Quitte
a renuméroter les A\x(u), on peut supposer qu’on a Ay(u),...,A\(u) € V7 et
Aptr1(w), ..., A (u) € Va. 11 est alors légitime de considérer I'application @,
de |t — a,t + af dans CP/S,, qui a u associe {{A\1(u),..., A\p(u)}}. Siu est
proche de ', alors les points de ®(u) sont proches de ceux de ®(u’), donc
a fortiori les points de ®;(u) sont proches de ceux de ®;(u’). Donc ®; est
continue, et on peut lui appliquer 'hypothese de récurrence, en la relevant
par p trajectoires ¢(u),. .., ¢,(u). De méme, on définit @, continue qu’on
releve par m — p trajectoires ¢pi1(u), ..., ¢m(w). Ainsi, on a relevé @ sur
It —a,t+af.



4.3. La classe des processus de Ginibre 145

Soit maintenant un intervalle [a, b] C I\ A. On peut relever ® sur un petit
voisinage ouvert autour de chaque t € [a,b]. Par compacité, on extrait alors
un sous-recouvrement fini de [a, b], et par recollements successifs on releve
® sur [a,b]. Allons plus loin: si on se donne |e,d[C I\ A, alors on construit
une suite t, strictement décroissante telle que t, = “Td et t, — c¢. On a
un relevement sur chaque [¢,41,t,], donc par recollement on a un relevement

sur |c, 4¢]. De méme, on a un relevement sur [<3¢ d[, et par un ultime

recollemént on a un relevement sur |c, d|.

Enfin, on partitionne I\ A en composantes connexes. Comme c’est un
ouvert, ses composantes connexes (qui sont des ouverts pour la topologie
induite) sont des ouverts de R, donc ce sont des intervalles ouverts. D’apres
la construction précédente, on sait relever ® sur chacun d’entre eux, ce qui

acheve la preuve. [ ]

Cela permet d’arriver finalement au

Théoreme 4.10. Les points de notre processus de Ginibre spatio-temporel
suivent des trajectoires continues au cours du temps.

4.3.3 Equation différentielle des trajectoires

Pour aller plus loin, on peut s’intéresser a la régularité des trajectoires. Il
existe plusieurs résultats sur ce sujet, notamment dans le cas des polynomes
hyperboliques (c’est-a-dire & racines réelles), mais ils s’appuient tous bien
sur sur une hypothétique régularité des coefficients du polynome en fonction
du temps. Le lecteur intéressé pourra consulter avec profit [Rai06] pour en
savoir plus.

Notons Pi(z) = Y _, ck(t)z" le polyndme, et intéressons-nous a la tra-
jectoire z(t) d’une racine, qui est presque sturement simple et qui le reste
localement. Sans perte de généralité, plagons-nous en t = 0. Quelle que
soit la régularité des ¢ (t), on peut toujours regarder la régularité de z non
pas en fonction de ¢, mais en fonction des ¢, vus comme des variables. Plus
précisément, le théoreme de Rouché nous donne l'existence d’un voisinage
ouvert V de z(0) tel que, si les ¢; évoluent dans un petit ouvert U C C™*!
autour de (co(0),...,¢n(0)) alors il existe une unique solution dans V' a
I’équation polynomiale Y, cxz* = 0. On définit alors la fonction:

F :UxV —C, (co,...,cm,z)Hchzk,
k
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qui est C* et qui vérifie

{F(CO(O), .., en(0), 2(0)) = 0
9E (c9(0), . .., ¢,(0),2(0)) #0

car z(0) est une racine simple. Le théoreme des fonctions implicites montre
alors que I'unique z solution de F(cy, ..., ¢y, 2) = 0 est une fonction C* des
¢k (au sens de 'holomorphie). On peut la noter sans ambiguité z(co, . . ., ¢y ).
En dérivant la relation

F(co, . yem,z(coy- yem)) =0
par rapport a chacun des ¢, on obtient :

g OFLOF 0s_0:  omjn
" e, 0z Ocp o, OF/0z  0F/0z

Dans le cas idéal ot les coefficients de P, sont de classe C!, on obtient pour
les trajectoires I’équation différentielle suivante :

Malheureusement, dans notre cas les coefficients sont tout sauf réguliers,
puisque ce sont des trajectoires browniennes. Cependant, dans la méme
veine, on peut essayer d’obtenir une équation différentielle stochastique (ou
EDS). Pour une bonne introduction au calcul stochastique, on pourra par
exemple consulter [Kar02]. Commencgons par démontrer le

Lemme 4.11. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck a(t) = e /?W (') vérifie
I’EDS suivante :

1
da(t) = —§a(t) + dW(t).
Démonstration - Résolvons cette EDS. Elle vérifie les hypotheses du théo-
reme de Cauchy-Lipschitz stochastique, donc elle admet une unique solution
que 'on note a(t). Par la méthode de variation des constantes, en appliquant
la formule d’It6 au processus X (¢) = a(t)e'/? on obtient :

1
dX(t) = §a(t)et/2dt + e2da(t) = /2dW (t).
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On en déduit : .
X(t) = X(0) + / e 2dW (s).
0
En particulier, le processus X (t) est a trajectoires continues, a accroissements

gaussiens (car U'intégrand est déterministe, il s’agit d’'une intégrale dite de
Wiener), indépendants, centrés, et de variance:

2 u
:/ e’ds = e — ¢
t

par définition de l'intégrale d'It6. Donc a une translation pres, il a la loi
de W(e'). En imposant X(0) = W(1) comme condition initiale, 'unique
solution de I'EDS est donc donnée par le processus d’Ornstein-Uhlenbeck. W

E[|X (u) - X(t)"] = E

/ e*2dW (s)
t

Remarque 4.4. Attention, il faut comprendre la relation donnée par 'EDS
comme une égalité en loi, pas comme une égalité entre trajectoires. Elle
signifie précisément :

. t
e 2w (et) — W (1) o —%/ e 2 (e%)ds + W (t).
0

Pour appliquer la formule d’It6, nous avons besoin que a(t) soit adapté, donc
on retiendra la définition a partir de 'EDS, c¢’est-a-dire qu’on posera:

a(t) = e 2 X (t) = e~!/? (a(()) + / t eS/ZdW(s)) .

0

En revanche, pour les simulations, on pourra retenir indifféremment cette
définition ou la formule a(t) = e~*/2W (et).

Ici, chaque a;;(t) vérifie la méme EDS:
1
daij (t) = —§aij (t)dt + dVV,j(t),
ou les W;;(t) sont des browniens standard indépendants. Ce sont des pro-

cessus adaptés par rapport a la filtration naturelle des browniens, et on
peut donc appliquer la formule d’It6 vectorielle a z(¢) (voir par exemple
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le théoreme 7.2.1 de [Kar02]), ou z(t) est interprétée comme une fonction
déterministe des a;;(t):

dz(an (), amm(t) = > aa%'(t)daij(t)

* % , > ﬂ(tﬂd%(t%dam(t)) dt.

Dans les termes du second ordre, toutes les covariances croisées s’annulent,
car les W;;(t) sont deux a deux indépendants. Quant aux termes non croisés
2, . . . .
g : (t)(da;;(t), da;;(t)), ils s’annulent aussi car on travaille avec des gaussi-

ennes complexes@ On en déduit finalement le

Théoréme 4.12. z(t) est solution de I’EDS suivante :

1~ 0z
dz = -3 8%( ai;(t dt+z

,j=1 ,j=1

a CLZJ dWZJ ( )

Les dérivées de z par rapport auz a;; se calculent en passant par les c;, comme
variables intermédiaires, et en utilisant la relation :

0z 2k

do  Pl(z)

4.4 La GAF hyperbolique

4.4.1 Définition

Considérons une famille de gaussiennes complexes standard idd (ay), et in-
troduisons la série entiere (aléatoire) :

o0
= E CLka.
k=0

f s’appelle la GAF hyperbolique (de parametre 1). Notons D le disque
unité ouvert. On va voir que presque surement, f converge sur D et pas a
I'extérieur :

4 en identifiant C & R2, on peut voir cela comme une conséquence du fait que la partie
réelle d’une fonction holomorphe est harmonique.
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Lemme 4.13. Presque surement, le rayon de convergence de f vaut 1.

Démonstration - Introduisons by = max(0, log|ax|). Les by sont iid, d’espé-
rance [ < oo (car 0 < b < |ag|). La loi forte des grands nombres dit alors
que presque stirement :
bo+ ...+ bp_1
k

— L.
De méme, on a:

bo+...+by _k+1 bo+...+b
k ok E+1

Finalement, par soustraction:

b—;—>0.

Soit A,, I'évenement : "tous les |ax| a partir du rang n sont < 17, et A, n
I'évenement : "tous les |ag| entre les rangs n et n + N sont < 1”7. Alors les
A, y forment une suite décroissante selon N, et:

An =[] Ay = P(4,) = lim P(A,, )

N>0
= limP(|B] < D)V
N N et

<1

= 0,

ou B est une gaussienne standard quelconque. On en déduit :

P (Lnj An> <> P(4,)=0.

Conclusion par I’absurde: aussi loin que 1'on aille chercher, on peut (presque
strement) trouver des |ax| > 1; en conséquence :

1
lim sup 70g(liak‘) = limsup —]:
by
im p

= 0.
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Ainsi, limsup |a;|'"/* = 1 presque siirement. Soit z € D, et introduisons

n > 1 tel que n]z| < 1. On a |a*|/* < n & partir d’un certain rang, soit
larzk| < (n|z])*, si bien que la série Y ay2* converge. De méme, si |z| > 1,
on considére une suite extraite (ayp) telle que |agp|/*®|z| > 1, et on
conclut que la série diverge grossierement. [ |

Donc presque surement, f définit une fonction analytique sur D. On a
alors le

Théoréme 4.14 (Peres et Virdg). L’ensemble des zéros de f sur D est un
processus déterminantal. Son noyau par rapport a la mesure de Lebesgue, le
noyau de Bergman, est donné par:

1 [e.e]
K(zw) =~ = 2 3k 1)
k=0
On trouvera une démonstration de ce résultat (qui est loin d’étre immé-

diat) dans [Ben09] au chapitre 5.

Remarque 4.5. La relation ——— = 13 (k+1)(zw)" s'obtient immé-

w(1— zw
diatement en dérivant la relation ;= Zk o t¥ et en 'appliquant & ¢ = 2.

Remarque 4.6. On pourrait étre tenté de croire que le processus contient
un nombre fini de points, car sinon la présence d'un point d’accumulation
dans DD obligerait f a étre la fonction nulle. Sauf que ce point d’accumulation
peut étre situé sur le cercle unité. En fait, ¢’est exactement ce qui se passe
avec une probabilité non nulle, puisque dans [Ben09], on trouve en 5.1.3. le

Théoréme 4.15. Pourr < 1, le nombre de zéros de f dans le disque D(0, 1)
suit la loi de Y- | X, ou les Xy, suivent des lois de Bernoulli indépendantes
de paramétre 2.

On en déduit par convergence monotone que 'espérance du nombre de
’ 2
zéros dans D(0,7) vaut *—, puis que I'espérance dans ID, qui est supérieure
a l'espérance dans n 1mporte quel D(0,r), est infinie.

Comme pour le processus de Ginibre, on peut aussi considérer le noyau
de Bergman tronqué:

>]

e
k=0
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Comme précédemment, on montre que K,,, et K définissent bien des processus
déterminantaux W,, et ¥ sur D:

e on commence par remarquer que les fonctions z — z¥ sont deux a deux
it A k=l A At 1es

orthogonales, I'intégrale fD 2"Z'dz étant nulle pour k # [ par symétrie

radiale. Pour calculer leur norme, on passe en coordonnées polaires et

on trouve:
1 2%k Yook 1
—/|z\ dz:2/ rthdy = ——.
T Jp r=0 k+1

Ainsi, les fonctions z — vk + 1 - 2* forment une famille orthonormale,
et Décriture K, (z,w) = 137" (k + 1)(2w)* montre que K, est un
projecteur orthogonal. De méme pour . Ce sont évidemment des
opérateurs positifs, donc les spectres de leurs restrictions a des com-
pacts sont inclus dans [0, 1].

e ces memes restrictions a des compacts sont a trace, puisque les inté-
grales [ K,,(z, z)dz et [K(z,z)dz sont alors finies.

e enfin, K,, converge simplement vers K, ce qui permet de considérer W
comme la limite des W¥,,.

4.4.2 Simulation

De la méme maniere, on simulera W¥,, avec m grand, en prenant garde a
supprimer les zéros qui sortent de D. Notons que le processus reste isotrope
(car le noyau s’écrit comme une fonction de 2w, ou encore plus simplement,
il s’agit de I'ensemble des zéros d’une fonction isotrope), mais il n’est plus
stationnaire (puisqu’il n’est défini que sur D). En revanche, ¥ est invariant
par les transormations de Mobius :

ng#—ﬁ’
Bz +w

avec |a|®> — B> = 1 (ces transformations forment un groupe de bijections
de D), d’ou le nom de GAF hyperbolique. Pour une démonstration, voir le
théoreme 2.3.4. de [Ben09].

Notons qu’on connait aussi la distribution des distances au centre :

Théoréme 4.16 (Peres et Virdg). Notons (zi)1<k<m les points de V,,,. Alors
I’ensemble des |zi|* (sans tenir compte de l'ordre) suit la méme loi que m
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variables U11/27 ey Urln/m, ot les Uy sont iid uniformes sur [0,1]. Le résultat

est encore vrai pour la GAF hyperbolique infinie.

Il s’agit encore d'un corollaire du théoreme 4.5.1. de [Ben09].

Fig. 4.2: Les zéros de la GAF hyperbolique pour m = 100. On notera le
contraste avec la figure [4.1]

Tres rapidement, les U,i/ 2k vont avoir tendance A se rapprocher de 1, si
bien que la plupart des points vont étre massés sur le pourtour de D (voir
figure L.2]). Une autre maniere de s’en rendre compte est de considérer la
premiere intensité jointe:

1
m(z) =Kn(z,2) = K(z,2) = A=
On voit que p; explose au voisinage du bord. Aussi, la GAF hyperbolique sera
adaptée pour représenter des mouvements de foule treés particuliers (panique,
évacuation subite...ou corrida). Pour les mouvements plus classiques, on lui
préferera le processus de Ginibre. Pour en savoir plus sur les différences de
fond entre le processus de Ginibre et la GAF hyperbolique, on consultera
avec profit [Krill].
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Pour introduire une dépendance temporelle, on procede de la méme mani-
ere que précédemment : on introduit m + 1 processus d’Ornstein-Uhlenbeck
standard iid pour les ax(t), ce qui fournit des trajectoires continues pour
les zéros. En revanche, il faut étre prudent au fait que cette fois, les tra-
jectoires peuvent sortir de D, donc le processus ne possede pas toujours m
points. Cependant, on peut toujours s’intéresser a I’équation locale de leur
trajectoire, et par la formule d’It6 on obtient :

dz = Zg(t) day,

En se souvenant que P;(z) = 0, on obtient le théoreme suivant, que [Ben09]
obtient d’'une autre maniere (voir 8.3.2):

Théoréme 4.17. z(t) est solution de I’EDS :

_Zk Zk de

dz =
P(z)

4.5 Techniques de branchement

Supposons qu’on est en train de simuler un processus spatio-temporel qui ne
présente pas particulierement de répulsion, par exemple un processus de Pois-
son ou le processus de lignes décrit dans le chapitre On peut souhaiter
simuler une répulsion soudaine qui correspond a une situation réelle sous-
jacente (mouvement de panique, évacuation d’un stade, etc.). Selon qu’on
cherche a modéliser un processus extréme ou non, on choisira la GAF hyper-
bolique ou le processus de Ginibre. Voici comment s’y prendre dans les deux
cas.
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4.5.1 Avec le processus de Ginibre

On se donne m points 21, . .., z,, qui représentent notre état initial. On peut
les interpréter comme les valeurs propres de la matrice diagonale dont les
termes sont les zj. Cela nous donne m? valeurs initiales pour les a;; :

Il suffit ensuite de construire m? processus d’Ornstein-Uhlenbeck issus des
a;;(0). L'idéal est de faire une perfect simulation, c’est-a-dire de commencer
directement dans I’état stationnaire. Pour cela, il suffit de poser:

t
Cl,ij(t) = e_t/z (CLU(O) ‘|—/ es/2dVVij($)) .
0
Les a;;(t) varieront bien contintiment et ils seront directement dans I’état
stationnaire.

Si I’on souhaite obtenir un passage plus progressif vers le processus déter-
minantal, on peut aussi utiliser la formule a;;(t) = e~*/?W;;(et), en générant
des browniens issus de 0 en 1. Comme chaque trajectoire démarre au point
Wi;(1) = 0, qui est a priori_différent de a;;(0) pour ¢ = j, on pourra intro-
duire des drifts temporairesﬁ sur les Wy;(t) qui permettront de rejoindre la
trajectoire e~"/2W;;(e?) aussi progressivement que I'on veut.

4.5.2 Avec la GAF hyperbolique

La technique est exactement la méme: il suffit de considérer le polynome
[1(z — z) qui fournit les a(0), puis de simuler des processus d’Ornstein-
Uhlenbeck de la méme maniere que précédemment. De méme, on pourra
introduire des drifts temporaires pour lisser la transition. Ces mémes drifts
pourront étre utilisés pour rejoindre un nouveau processus-cible a la fin de
la simulation.

4.6 Conclusion

Apres avoir étudié en détail la définition des processus déterminantaux, nous
en avons sélectionné deux particuliers qui étaient susceptibles de donner

tfgtail-(()) avec to > 0.

5 par exemple de la forme
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une généralisation spatio-temporelle intéressante. Pour chacun, nous avons
montré comment les simuler et nous avons étudié ’équation des trajectoires
de leurs points. Nous avons également expliqué comment encapsuler cette
simulation dans un segment temporel au milieu d’une simulation plus large,
ce qui nous permet de faire le lien avec les autres processus spatio-temporels
que nous avons présentés dans les chapitres précédents.
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CONCLUSION

A travers trois exemples précis, nous avons pu examiner trois comportements
de foule:

e un comportement dit ordinaire, a-travers notre modele de Poisson-
lignes. Ce modele d'une grande souplesse se décline facilement en de
nombreux cas de figure, tout en permettant a chaque fois d’obtenir une
formule analytique pour la probabilité de couverture. De plus, il donne
lieu a une généralisation spatio-temporelle prometteuse.

e un comportement plus exceptionnel lié & des manifestations festives, le
modele des moutons et des fortes tétes. Nous avons pu conjuguer la
dimension spatiale et la dimension temporelle de notre problématique
pour obtenir des dynamiques intéressantes et pas nécessairement pé-
riodiques. De plus, nous avons obtenu des formules analytiques pour
la plupart des grandeurs typiques d’évolution, et nous avons indiqué
comment calibrer le modele a partir de celles-ci.

e enfin, un comportement extréme qui exhibait une tres forte répulsion,
par I'usage des processus déterminantaux. De méme nous en avons tiré
une généralisation spatio-temporelle, et nous avons obtenu les équations
différentielles stochastiques qui régissaient la trajectoire des individus.

Dans tous les cas de figure, la prise en compte d’'une composante aléatoire
s’est révélé primordiale, nous permettant de modéliser des comportements
complexes avec un minimum de parametres. Nous en avons tiré des résultats
analytiques précis susceptibles de prédire a l'avance des phénomenes col-
lectifs comme les agrégations et les dispersions. Enfin, nous avons montré
comment brancher ces modeles les uns a la suite des autres, afin d’introduire
des perturbations limitées dans le temps.



158 Conclusion

Cette these ne se veut pas un travail exhaustif en la matiere, et cer-
taines directions mériteraient certainement d’étre étudiées plus avant. Parmi
d’autres citons:

e une généralisation de nos résultats a d’autres variétés que R?, notam-
ment par l'utilisation de la géométrie différentielle stochastique. Par
exemple, on pourrait vouloir s’intéresser a la trajectoire des flottes
d’avions a la surface de la Terre, voire a celle de particules atomiques
dans un espace-temps courbe;

e une compréhension plus fine de la réalité sous-jacente qui unit les pro-
cessus déterminantaux entre eux, car comme nous l'avons indiqué, on
comprend encore mal aujourd’hui ce qui les sous-tend, a part quelques
arguments heuristiques;

e la calibration des modeles sur des données en temps réel. En effet, les
opérateurs mobiles disposent maintenant de sondes dans leurs réseaux
2G (GSM) et 3G (UMTS, HSDPA), qui permettent de remonter des
informations de géolocalisation instantanément. Il serait intéressant
de concevoir des algorithmes d’apprentissage qui sachent reconnaitre
le type de foule auquel ils sont confrontés, et calculer ses parametres
d’une maniere adaptative;

e une meilleure description de 1’évolution temporelle des grandeurs radio
dans le modele de Poisson-lignes;

e le développement d’algorithmes qui permettraient de mieux prendre
en compte la mobilité des utilisateurs pour leur allouer des ressources
radio.

Nous ne pouvons qu’espérer que ces quelques points soient étudiés dans
le futur et donnent lieu a des travaux encore plus féconds.
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