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Car avec beaucoup de sagesse on a beaucoup de chagrin, et celui qui augmente sa
science augmente sa douleur.
Ecclésiaste, 1, 18 (trad. Louis Segond)

Ne passons pas a coté des choses simples.
Herta
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Abréviations et notations

Abréviations

Nous donnons ici la liste des abréviations les plus utilisées dans ce document.

AWGN (channel)

(code) BCH
CBS

CCE

CqgS

EQM

i.i.d.

(code) MDS
OPTA

SAS

SBA

SBS
SqS

Notations

Additive White Gaussian Noise ((canal &) bruit blanc gaussien ad-
ditif).

code de Bose-Chaudhuri-Hocquenghem.

canal binaire symétrique.

codes correcteurs d’erreurs.

canal g-aire symétrique.

erreur quadratique moyenne.

indépendants et identiquement distribués.

Mazimum Distance Separable (code séparable et a distance (mini-
male) maximale).

Optimum Performance Theoretically Attainable (performances op-
timales théoriquement possibles).

source arithmétique symétrique.

source binaire asymétrique.

source binaire symétrique.

source g-aire symétrique.

Nous récapitulons ici les notations les plus courantes employées tout au long des
cinq chapitres de ce document.

|Al
Ed
[]
At
A*
AT
AN
B

cardinal de I’ensemble A ou module du nombre complexe A.
partie entiére du réel x.

plus petit entier supérieur a x.

transposée de A.

conjugué de A.

transconjugué de A.

code arithmétique constitué des B premiers multiples de A.
cardinal d’un code arithmétique.




xvi ABREVIATIONS ET NOTATIONS

C code.

ct code dual du code linéaire C.

C corps des complexes.

CT; classe cyclotomique de 'entier 7 (pour n donné).

c mot de code.

Cm mot de code modulé.

I& mot de code estimé.

Com mot de code estimé modulé.

da() distance arithmétique.

dy() distance de Hamming,.

dl}}'j (u,v) distance de Hamming calculée uniquement sur les composantes 7, i+
1,---,7—1,7 de u et v.

D distorsion (suivant un certain critére de fidélité).

Dy s borne inférieure de la distorsion (pour une SBS comprimée suivant
le critére de la distance de Hamming).

D, borne inférieure de la distorsion (pour une SBS comprimée suivant
le critére de la distance de Hamming et transmise sur le CBS).

F, corps fini a ¢ éléments.

F espace vectoriel de dimension m construit sur le corps Fj,.

G matrice génératrice d’un code linéaire.

g polynome générateur d’un code cyclique.

H matrice de parité d’un code linéaire.

H, entropie binaire.

h polynome de parité d’un code cyclique.

k dimension d’un code linéaire.

2 mot d’information.

K|[z] anneau des polynomes sur le corps K (K = C, IR, Fj, dans cette
thése).

K[z]/(z" — 1) anneau quotient de K[z] par le polynome z™ — 1, i.e. ensemble des
restes de la division euclidienne des polynomes de K|[z]| par 2™ — 1.

L matrice d’étiquetage.

log, logarithme & base gq.

m longueur d’un code.

M taille d'un code.

M@ polynéme minimal de ’élément o

M; matrice formée a partir de 25 — 1 syndromes distincts.

IN ensembles des entiers naturels.

n longueur d’un code.

o(f) fonction négligeable devant la fonction f en un point donné (nota-
tion de Landau).

O(f) fonction dominée par f en un point donné (notation de Landau).

P parameétre du CqS qui définit aussi P = (¢ — 1)p.

Ds probabilité qu’une source binaire émette un « 1 ».

P, probabilité d’erreur par mot.

P, borne inférieure de la probabilité d’erreur par mot.

P, probabilité d’erreur par symbole.
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borne inférieure de la probabilité d’erreur par symbole.
probabilité de I’événement A.

puissance d’un nombre premier.

fonction d’erreur normalisée Q(x) = 1/v/27 [ exp(—t2/2)dt.
corps des réels.

rendement (taux) d’'un code.

rendement d’un code de canal.

rendement, d’un code de source.

fonction rendement-distorsion correspondant a la source indiquée
pour un critére donné (si le critére n’est pas précisé, le critére choisi
est la distance de Hamming).

syndrome d’un mot

polynome formé des syndromes.

tangente en y a la fonction Hy.

matrice correspondant & la transformée de Fourier discréte de di-
mension n sur le corps des complexes.

cellule de Voronol du mot de code c.

x modulo y (i.e. le reste de la division euclidienne de x par y).
anneau des entiers relatifs.

Z/mZ (anneau quotient de 'anneau des entiers relatifs par le sous-
anneau des multiples de m).

racine n® de I'unité.

nombre de mots de poids ¢ dans la cellule V'(0).

polynome localisateur d’erreurs.

polynome évaluateur d’erreurs.
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Résumé

Codage de source et codage de canal sont deux activités duales : 'une supprime
de la redondance tandis que l'autre en ajoute. Cette dualité est donc une clé pour
simplifier ’étude complexe du codage conjoint source-canal, étude rendue nécessaire
pour améliorer les performances des sytémes de transmission dont la complexité est
toujours limitée.

Afin de mener a bien cette conception, nous étudions dans cette thése différentes
briques de base qui impliquent de faibles délais de traitement, s’appuient sur des mo-
déles simples de source, de canal et de critére de performances et exploitent des outils
de codage de canal pour le codage de source grace a la dualité. Les briques de bases
étudiées sont les suivantes :

— source binaire symétrique ou asymétrique, canal binaire symétrique et distance
de Hamming. Utilisant les codes linéaires ou les codes arithmétiques, nous com-
parons le systéme con¢u de maniére séparée (par opposition & conjoint) & un
systéme plus performant dit « source ou canal ». Nous déterminons également
des bornes de performances du systéme source ou canal dépendant de la com-
plexité du codeur considéré. Ce systéme permet un codage conjoint efficace

— nous exploitons la dualité pour comprimer la source gaussienne selon le critére de
la distance de Hamming (mesurant un bruit impulsif) grace aux codes BCH réels
MDS. Cette compression minimise également la puissance du bruit impulsif’;

— lorsque la source gaussienne doit étre transmise sur un canal binaire symétrique
suivant le critére de ’erreur quadratique moyenne, nous étudions I'optimisation
du quantificateur a code de canal fixé en imposant une relation linéaire entre
les dictionnaires de source et de canal. Pour des systémes de faible complexité,
les meilleurs systémes obtenus sont ceux pour lesquels il n’y a pas de codage de
canal !

Ces briques de base peuvent étre utilisées par exemple dans des systémes a protec-

tion hiérarchique de données.

Mots-clés : codage de source, codage de canal, codage conjoint , théorie de 'infor-
mation, algorithme de Lloyd, code linéaire binaire, code arithmétique, code BCH réel
MDS, étiquetage linéaire, source binaire, source gaussienne, canal binaire symétrique,
distance de Hamming, distance euclidienne.




RESUME




Abstract

Source coding and channel coding are dual tasks: the former removes redundancy
from source while the latter adds some. This duality is a tool to simplify the hard
and painful study of joint coding, which is mandatory to improve performances of
transmission systems with a bounded complexity.

In order to design a joint coding system, we study several simple typical situa-
tions, using channel coding tools to make source coding (by duality) and simple source
and channel models and simple criteria. We limit system complexity to achieve low
processing delays. The typical simple situations studied are:

e binary symmetric or asymmetric source transmitted on a binary symmetric chan-
nel with the Hamming distance fidelity criterion. We use linear and arithmetic
codes to compare the performances of a tandem system (in contrast with a joint
one) to those better of a system called “source or channel”. We give performances
lower bound with a given system complexity. The system “source or channel”
achieves an efficient joint coding;

e by duality, a gaussian source is compressed by using real BCH MDS codes with
Hamming distance fidelity criterion which is related to impulsive noise. By the
way, we minimize also impulsive noise power;

e given a channel code, we optimize the quantizer of a gaussian source transmitted
on a binary symmetric channel with a mean squared error fidelity criterion. In
order to optimize the quantizer, we set a linear relationship between source code
and channel code. The better low complexity systems are those where the channel
code is identity!

The developed tools in these typical situations may be used e.g.in a full transmission
system with unequal error protection.

Keywords: source coding, channel coding, joint coding, information theory, Lloyd’s
algorithm, linear code, arithmetic code, real BCH MDS code, linear mapping, binary
source, gaussian source, binary symmetric channel, Hamming distance, euclidean dis-
tance.
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Introduction

Pourquoi choisir une conception conjointe au lieu d’une conception sé-
parée ?

Depuis quelques années, nous assistons & un regain d’intérét pour I’étude des tech-
niques de codage conjoint source - canal. Le « théoréme du codage source/canal »,
di & Shannon [55] et bien connu en théorie de I'information, donne les performances
optimales que 1'on est en droit d’attendre d’un systéme ou source et canal suivent un
modéle déterminé : ces performances sont appelées OPTA (Optimum Performances
Theoretically Attainable). La preuve montre qu’'un systéme séparé permet d’atteindre
asymptotiquement ces performances : le codeur de source détermine alors en grande
partie les performances du systéme alors que le code de canal est suffisamment puissant
et suffisamment long pour combattre presque toutes les perturbations introduites par
le canal, assurant ainsi 'intégrité des données transmises au décodeur de source. En
raison de cette preuve, le théoréme du codage conjoint est aussi appelé théoréme de la
séparation : en choisissant, d’une part, un bon codeur de source optimisé indépendam-
ment du canal et, d’autre part, un bon codeur de canal optimisé indépendamment de
la source, nous sommes assurés d’étre proches des performances optimales.

Cependant, les systémes de transmission existants différent en plusieurs points du
modéle de ce théoréme. Tout d’abord, il est évident que le concepteur d’un systéme de
transmission ne peut s’autoriser des codeurs de source et de canal de grande longueur,
comme préconisé par le théoréme de Shannon : dans le cas contraire, le délai de trai-
tement des données serait alors assez long, I’émetteur ou le récepteur pourrait ne pas
répondre a d’autres spécifications telles que poids, taille, consommation éléctrique. . ..
Autant de contraintes supplémentaires, parfois aussi importantes que les performances
du systeme, qui nous obligent & tenir compte de la complexité de ce dernier.

Par ailleurs, depuis quelques dizaines d’années, le développement foudroyant des
services nécessite de plus en plus de transmettre sur un seul et méme réseau des sources
hétérogenes : images, écrits, messages et données de toutes sortes circulent sur 'inter-
net, voix et données sont transmises sur le réseau téléphonique (fixe ou mobile). De
surcroit, le canal physique de transmission est souvent variable : la conception d’un sys-
teme doit alors prendre en compte cette variation afin de garantir une qualité de service
minimale. Il est donc nécessaire de concevoir un systéme qui permet de transmettre




6 INTRODUCTION

des sources de natures différentes sur des canaux variables, alors que le théoréme de
Shannon ne s’intéresse qu’a un modéle de source et de canal bien spécifique.

Une approche conjointe du systéme de transmission parait donc toute indiquée
lorsque la complexité de ce systéme est limitée, garantissant ainsi un court délai de
traitement et pouvant réduire cette complexité (cette réduction est observée en consi-
dérant certaines sources et certains canaux lorsque le rendement est égal a I'unité). De
plus, son application a des modéles génériques de source et de canal permet d’assurer
la transparence des données par rapport aux réseaux utilisés pour les transmettre : le
codage conjoint est donc une solution envisageable pour améliorer les transmissions,
par exemple sur canal radio-mobile (afin de proposer de nouveaux services, comme le
téléreportage), ou par satellite (avec des applications comme la télésurveillance ou le
télécinéma).

Jusqu’a présent, une telle approche a rarement été mise en ceuvre : la séparation du
codage de source et du codage de canal facilite grandement leur étude respective. Dés
lors que le modéle étudié prend en compte ces deux domaines, I’étude devient complexe
et pénible. Pourtant, les deux codeurs semblent poursuivre des buts contradictoires :
le codeur de source supprime toute ou partie de la redondance de la source alors que
le codeur de canal en ajoute, le plus souvent de maniére controlée. Codage de source
et codage de canal sont donc des activités duales, dualité dont on pourrait tirer parti
pour simplifier '’étude du codage conjoint ou pour transposer des outils d’'un domaine
a l'autre.

La dualité du codage de source et du codage de canal : une idée récurrente
mais relativement peu explorée

Le codage conjoint, bien qu’absent des applications actuelles, apparait de maniére
récurrente dans les articles de recherche en faible nombre devant la pléthore d’articles
traitant des deux problémes séparément. Depuis les débuts de la théorie de I'informa-
tion, des chercheurs se sont intéressés a l'impact des perturbations introduites par le
canal sur le codage de source. Plusieurs solutions ont été proposées et peuvent étre
classées selon deux thémes :

— la conception de codeurs de source robustes aux erreurs dues au canal. La ro-
bustesse découle soit de I'optimisation de la correspondance entre dictionnaire de
source et code de canal, soit de 'optimisation du codeur de source a modéle de
canal donné;

— la protection hiérarchique des données a émettre.

L’optimisation de la correspondance entre dictionnaire de source et code de canal
consiste a associer a des éléments proches du dictionnaire de source des mots de canal
proches afin que les erreurs dues au canal les plus probables créent une distorsion la
plus faible possible. Cette optimisation est complexe puisqu’elle en prend en compte la
quasi-totalité de la chaine de transmission. Skinnemoen [58] a mené une telle optimisa-
tion grace & un réseau de neurones, développant ainsi un quantificateur dont la sortie
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est directement le mot de canal modulé, sans passer par une étape d’étiquetage bi-
naire. Cette technique, appelée MORVQ (Modulation Organized Vector Quantization),
généralise une autre technique, bien connue des ingénieurs des réseaux téléphoniques,
les PCM (Pulse Code Modulation). La premiére étape d’un codeur PCM consiste a
effectuer un échantillonnage du signal, obtenant ainsi une modulation d’amplitude,
modulation courante en codage de canal. Vaishampayan et Farvardin [62] ont égale-
ment proposé une conception conjointe de la modulation et du dictionnaire de source
en imposant un décodeur linéaire ainsi que des contraintes portant sur I’énergie et la
bande passante.

Lorsque le systéme ne comprend pas, & proprement dit, de code correcteur d’er-
reur, cette approche conduit & optimiser I'étiquetage inclus dans le codeur de source,
la quantification étant indépendante du canal. Récemment, Knagenhjelm [29, 30| a
montré 'utilité de la transformée de Hadamard, outil bien connu dans le domaine
des codes correcteurs d’erreurs (CCE) construits sur les corps finis, pour apprécier les
performances de I'étiquetage.

Il est également possible d’optimiser a la fois I’étiquetage et le quantificateur. En
1964, Fine [21] a étudié I'influence des canaux sur la quantification, qu’elle soit syn-
chrone ou prédictive, et donné des conditions d’optimalité. Plus récemment, Farvar-
din [17, 18, 19] a utilisé un algorithme de Lloyd prenant en compte les perturbations
introduites par le canal pour construire des codeurs de source, scalaires ou vectoriels,
optimisés en fonction du canal considéré. Une telle technique est appelée COSQ ou
COVQ (respectivement Channel Optimized Scalar Quantization et Channel Optimized
Vector Quantization).

La protection hiérarchique consiste a rendre moins sensibles au bruit les informa-
tions les plus importantes en leur attribuant plus d’énergie ou en choisissant un code
de canal plus puissant que celui protégeant les informations moins importantes. Cette
idée est duale de celle qui méne aux travaux sur les modulations codées ou tous les
bits n’ont pas la méme influence sur la probabilité d’erreur et sont donc plus ou moins
protégés. Bedrosian [3], en 1958, appliquait cette idée aux PCM en proposant de les
pondérer afin de mieux protéger les bits de poids fort. Récemment, Zahir-Azami [69] a
appliqué ce type de protection a la décomposition binaire d’une source.

Certaines techniques de codage conjoint ont donc mis a profit la dualité entre codage
de source et codage de canal. Certains articles, en faible nombre, n’ont exploité que
cette dualité pour proposer de nouvelles solutions : Ancheta [1] se sert des codes correc-
teurs d’erreurs binaires pour comprimer une source binaire asymétrique. Goblick [24],
Berger [4], Van der Horst [63], Kerdock et Wolf [27] ont employé les mémes codes pour
comprimer la source binaire symétrique. Cette dualité s’illustre aussi par les constel-
lations issues des réseaux de points : elles sont utilisées a la fois dans le codage de
canal [31] et en codage de source [44, 62].
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Le regain d’intérét pour le codage conjoint nous invite, dans cette thése, a poursuivre

I’étude de cette dualité afin, d’une part, de transposer des outils du codage de canal
au codage de source et, d’autre part, d’en appliquer les résultats dans le domaine du
codage conjoint en considérant des systémes de faible complexité.

Choix du modéle

Afin d’évaluer les performances du codage conjoint, il est nécessaire de définir une
mesure de ’erreur commise entre la source originale et la source reconstruite que le
destinataire de la communication regoit. La mesure d’erreur pertinente est le plus sou-
vent subjective lorsque le destinataire est un étre humain aux capacités de perception
naturellement limitées et que la source & transmettre est un signal audio et/ou vidéo.
Du fait de la prise en compte de I’élément humain, ces mesures d’erreurs ne sont pas
simples & traiter. Dans les autres cas, la mesure d’erreur pertinente est objective (in-
dépendante de la nature du destinataire) et rigoureusement définie. Trois distances
peuvent servir de mesure d’erreur objective :

— la distance euclidienne, plus couramment appelée erreur quadratique moyenne

(EQM);

— la distance de Hamming, utilisée le plus souvent en codage de canal pour définir

les probabilités d’erreur ;

— la distance arithmétique, définie entre deux entiers et peu employée jusqu’a pré-

sent.

Il est également nécessaire de choisir un modéle de canal. Les trois modéles les
plus étudiés actuellement en codage conjoint demeurent assez simples :

— le canal binaire symétrique (noté CBS), cas particulier d’un canal discret ;

— le canal a bruit blanc gaussien additif (AWGN, Additive White Gaussian Noise

(Channel)) ;

— le canal de Rayleigh.
Ces trois modéles ne créent pas d’interférence entre symbole, pourtant I’étude d’un
systéme conjoint faisant intervenir un de ces modéles devient vite complexe.

Enfin un modéle de source doit étre retenu afin de mener I'étude. La encore,
plusieurs choix simples ' s’offrent & nous :

— une source gaussienne aux échantillons éventuellement corrélés (source de Gauss-
Markov) ;

— la source gaussienne généralisée blanche (regroupant, entre autres, les sources
gaussienne, laplacienne et uniforme), notée SGGB ;

— une source binaire symétrique (SBS) ou asymétrique (SBA) aux échantillons in-
dépendants;

— une source arithmétique symétrique (qui émet des entiers naturels inférieurs a un
entier donné) notée SAS.

Nous pouvons alors, grace au tableau 1, resituer les travaux déja accomplis dans

1i] existe par ailleurs des modéles trés complexes.
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leurs contextes 2.

Source consi- | Modéle | Critére Outil et référence
dérée de canal | retenu
retenu

Gauss- AWGN | EQM MORVQ), Skinnemoen [58]

Markov

(parole)

Gauss- AWGN EQM Modulation adaptée & la source et au canal, Vaisham-

Markov payan et al. [62]

gaussienne AWGN, | EQM Réseaux de points et rotations, Pépin [51]

Rayleigh

sans mémoire | AWGN | EQM Réseaux de points, Laroia et al. [32]

Gauss- discret EQM Réseaux de points, CCE et étiquetage affine, Méhes et

Markov Zeger [44]

gaussienne discret EQM Fine [21]

continue discret EQM PCM pondérée (protection inégale de I'information), Be-
drosian [3]

Gauss- CBS EQM COVQ, COSQ, Farvardin et al. [17, 18, 19|

Markov

SGGB CBS EQM optimisation conjointe par algorithme de Lloyd et pro-
tection hiérarchique, Zahir-Azami [69]

SBA CBS Hamming | CCE, Massey [37]

SAS CBS EQM CCE, Crimmins et al. [14]
CCE, Wolf et Redinbo [65]

codeur de | CBS EQM optimisation de I'étiquetage par transformée de Hada-

source max- mard, Knagenhjelm [29, 30]

entropique
optimisation de I’étiquetage, McLaughlin [42]

TAB. 1 — Quelques travaux déja accomplis en codage conjoint

A Dexception des systémes utilisant des modulations adaptées a la fois au canal et

a la source, les systémes conjoints énumérés dans ce tableau peuvent étre décrits par
le schéma 1, les divers travaux jouant sur la nature des outils utilisés pour accomplir
telle ou telle tache et sur la maniére de les optimiser conjointement. Sur ce schéma,
le codeur de source produit une étiquette qui est protégée par le codeur de canal. La
sortie du codeur de source est donc assimilable & une source binaire. Modulation, canal
et démodulation consituent un supercanal qui est, dans certains cas, modélisable par
un canal binaire symétrique. Nous nous focaliserons donc au début de cette thése sur
le systéme source binaire - canal binaire symétrique, les performances étant mesurées

2Remarquons que ce modéle de source, c’est-a-dire un codeur oi1 les étiquettes sont équiprobables
est assimilable & une source arithmétique symétrique, la seule différence résidant dans ’éventuelle
sémantique & accorder & une telle source : la présence d’un codeur max-entropique signifie que le
destinataire devra accomplir la fonction inverse pour retrouver 'information pertinente.
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grace a la distance de Hamming. Ce choix permet de prendre en compte I’hétérogénéité
des sources a transmettre sur un seul et méme réseau et de garantir la transparence des
données vis-a-vis du réseau. Un tel modéle est donc une brique de base d’un systéme
plus complet : il a I'avantage d’étre simple et précis. Zahir-Azami [69] a employé les
mémes outils que ceux qui seront décrits ici en reprenant le méme modéle mais en
considérant le critére de 'EQM. Accessoirement, nous examinerons briévement le cri-
tére de distance arithmétique appliqué a la source arithmétique symétrique et 'EQM
associée a la transmission d’une source gaussienne.

|
: ‘ \
| . | | i
i | quanti- » N ! !
i | source - »| étiqueteur—-=| CCE = modulateuf |
i | ficateur ! : !
i L ______________!
: ! | |
Y
% codeur de source : R !
T Tr T T T T T T s m s s s s s e e e | |
source binaire ! canal !
i |
| |
! ! | Y |
1| inverse dy - ! ! |
: . - etiqueteur| 4 ) |
destinataird-+—| quantifi- | invqerse - décodeur 1| jemodulateu !
.| cateur | | QuCCE | |
décodeur de source } !
| !
! | synchronisation=~ !
| |
| |
| |
| |

supercanal
F1Gg. 1 — Systéme simple de transmission

Organisation du document

Le premier chapitre met en évidence la dualité entre codage de source binaire
symétrique et codage de canal binaire symétrique. Les résultats se généralisent, le plus
souvent facilement, au cas g-aire, qui sera par conséquent étudié. Les outils développés
en codage de canal seront alors directement transposés au codage de source.

Le second chapitre exploite la dualité de ces deux domaines pour examiner le
codage conjoint SBS-CBS : un systéme conjoint est comparé au systéme séparé. L’al-
gorithme de Lloyd généralisé est présenté, permettant d’obtenir des codes de source ou
des codes de canal.

Le troisiéme chapitre reprend la dualité exposée au premier chapitre pour ’ap-
pliquer & la source binaire asymétrique. Nous comparons alors nos résultats avec ceux
d’Ancheta [1] et utilisons & nouveau 'algorithme de Lloyd pour trouver de bons codes
de source non linéaires.

Le quatriéme chapitre reprend 1’étude menée lors des deux premiers chapitres
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en substituant aux codes linéaires les codes arithmétiques. Dans un premier temps,
la source considérée est arithmétique : par dualité, ces codes, habituellement utilisés
en correction d’erreurs, peuvent comprimer cette source selon le critére de distance
arithmétique. Dans un deuxiéme temps, nous revenons a la source binaire symétrique
et au critére de la distance de Hamming en vue de comprimer cette source par le biais
des codes arithmétiques. Le codage conjoint a partir de ces codes est ensuite examiné.

Le dernier chapitre exploite une nouvelle fois la dualité pour comprimer une
source gaussienne réelle en utilisant des codes BCH réels selon la distance de Hamming :
cette compression enléve du bruit impulsif & la source, le canal est supposé parfait. Les
codes réels sont ensuite optimisés par un algorithme de Lloyd par rapport a la source
réelle et au code de canal en considérant le critére de ’'EQM, le canal considéré étant
le canal binaire symétrique.

Enfin, nous ferons le bilan de nos travaux et évoquerons différentes perspectives de
recherche future.

Contributions de cette thése

L’exploitation de la dualité nous a permis de transposer les outils du codage de
canal au codage de source, notamment :

— en codage de source g-aire symétrique (SqS), ’étude des cellules de Voronoi nous

a permis de formuler une borne inférieure de la distorsion utile, car elle donne les
performances optimales des codes de longueur et de dimension données (c’est-a-
dire une a complexité limitée), 'OPTA ne donnant que les performances asymp-
totiques. Nous avons proposé un algorithme pour construire de bons codes com-
primant la SqS et démontré que les codes linéaires pouvaient atteindre ’OPTA.
La SBS a aussi été comprimée avec succés par des codes arithmétiques;

— nous avons aussi étudié les performances des codes linéaires binaires en com-
pression de source binaire asymétrique, mettant en évidence la complémentarité
pour les petites longueurs du codage par syndrome d’Ancheta et du codage par
région de Voronoi. L’algorithme de Lloyd nous permet de mesurer I'impact de la
linéarité du code en nous permettant de trouver de bons codes non linéaires;

— nous avons proposé un algorithme complet de codage de source utilisant les codes
BCH réels. Cet algorithme permet d’enlever le bruit impulsif de la source par un
« filtrage » non linéaire. Si la complexité le permet, cet algorithme peut supprimer
le bruit impulsif de moindre énergie, opérant ainsi une compression a double
critére.

Dans le domaine du codage conjoint CBS-SBS, nous avons mis en évidence ’in-
térét d’un systéme conjoint face au sytéme séparé lorsque la complexité est limitée :
ses performances sont meilleures pour une complexité moindre. Les cellules de Voronoi
nous ont permis de donner des bornes inférieures de performances utiles car dépen-
dantes de la complexité. L’algorithme de Lloyd généralisé nous a permis d’améliorer
légérement les performances du systéme conjoint et permet d’obtenir facilement le dé-
codeur optimal lorsque la sortie du canal est quantifiée sur plus de deux niveaux. Nous
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avons aussi montré 'efficacité du systéme le plus simple dans le codage conjoint source
gaussienne-CBS en considérant des systémes optimisés par algorithme de Lloyd.

Ce travail comporte plusieurs avantages :

— le modéle le plus étudié, a savoir source binaire et canal binaire symétrique est
assez générique pour représenter bon nombre de réseaux de communication et
les données qui y sont transmises. Nous avons donc étudié une brique de base
qui, par sa flexibilité, permet de considérer alors des systémes plus complexes. En
décomposant binairement une source et en utilisant une protection hiérarchique,
une amélioration des performances est prévisible;

— nous avons obtenu des bornes permettant d’apprécier les performances des codes
trouvés en fonction de leur longueur et de leur dimension. Ces bornes donnent
ainsi une idée des performances a complexité donnée, méme si I’on ne peut garan-
tir théoriquement qu’elles sont atteignables par un code de mémes parameétres.

Les inconvénients sont au nombre de deux :

— le critére de la distance de Hamming, utilisé pour le modéle de source binaire, ne
facilite pas ’étude du codage conjoint. Zahir-Azami [69] a effectué, parallélement
a cette thése, un travail similaire en considérant le critére de 'EQM : I’algorithme
de Lloyd permet alors d’améliorer nettement les codeurs et décodeurs, ce qui
est difficile avec la distance de Hamming. Le critére de distance de Hamming ne
facilite pas non plus la compression de source réelle, comme le montre I’algorithme
que nous avons développé;

— pour des raisons de complexité d’optimisation, les longueurs de code demeurent
petites et nous sommes relativement éloignés de ’'OPTA. Augmenter cette lon-
gueur sans pour autant considérer des complexités faramineuses permettrait sans
doute de se rapprocher de performances optimales.

Insistons encore une fois sur la difficulté de mener I’étude, méme dans des cas simples :
le passage d’une source symétrique a une source asymétrique, par exemple, ne nous
permet pas d’appliquer les mémes outils pour trouver des bornes des performances.

Cependant, le but de cette thése est atteint : nous fournissons plusieurs briques de
base génériques utilisables par la suite dans des systémes spécifiques. Ces briques de
base s’appuient volontairement sur des modeéles simples mais assez répandus.
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Chapitre 1

Dualité entre le codage de canal g-aire
symétrique et le codage de source
g-aire symétrique

Nous souhaitons montrer dans ce chapitre la forte dualité qui existe entre le codage
de canal et le codage de source, particulierement quand nous nous intéressons au cas
du canal g-aire symétrique (CqS) ou de la source g-aire symétrique (SqS). Nous com-
mencons d’abord par quelques rappels et travaux sur le codage de canal : définition,
performances exactes, bornes de ces performances, recherche de bons codes. Puis nous
montrons la dualité entre les deux types de codage afin de pouvoir transposer par la
suite les outils du codage de canal dans le domaine du codage de source.

1.1 Codage de canal

La locution codage de canal désigne I'ensemble des techniques visant a protéger
I'information a émettre des perturbations introduites par le canal de transmission. La
plupart de ces techniques reposent sur deux idées :

— l’ajout de redondance a I'information & transmettre par I'intermédaire d’un code;

— le choix d’'une modulation adaptée au canal, c’est-a-dire d’un alphabet de canal

et un dispositif de mise en forme du signal.
Ces deux idées peuvent se combiner : il est alors nécessaire de choisir une bonne corres-
pondance entre mots de code et symboles émis, ce qui conduit par exemple aux travaux
sur les modulations codées en treillis. Le paradigme du codage de canal est représenté
sur la figure 1.1. Les symboles composant les mots d’information sont supposés appar-
tenir au corps fini de ¢ éléments F; (ot ¢ est une puissance d’un nombre premier).
Le codeur de canal ajoute au mot d’information de la redondance : il transforme le
mot d’information z = (¢1,---,2) de longueur £ en un mot de canal v = (vy,---,v,)
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de longueur n, chacun des n symboles appartenant & ’alphabet de canal. Nous sup-
posons dans ce chapitre que la correspondance entre 2 et v est bijective. Pour que de
la redondance soit, effectivement introduite, n doit étre plus grand que k. Le codeur
de canal met aussi en forme le signal qui est perturbé par le canal. Le décodeur de
canal utilise alors la redondance introduite pour fournir au destinataire une estimée du
mot d’information émis, 7. Cette estimée peut se calculer directement & partir du mot
w = (uqy,- -+, u,) ou bien en cherchant d’abord le mot de code @ le plus vraisemblable
sachant que le décodeur a recu u pour en déduire 7.

mot d'information mot de code mot estimée du mot
de canal recu d’'information
A v u 2
décodeur
— codeur de canal -
canal de canal
k n n k

FiG. 1.1 — Paradigme du codage de canal.

Deux grandes familles de codes de canal existent : les codes en bloc travaillant sur
des blocs de données de taille fixe et les codes convolutifs qui opérent sur une fenétre
temporelle glissante. Les codes convolutifs sont souvent employés car leurs performances
sont bonnes. Néanmoins, le décodage des codes en bloc linéaires est plus simple et a
faible délai. Nous considérerons dans cette thése uniquement des codes en bloc, le plus
souvent linéaires, en raison de leur simplicité de description.

1.1.1 Le canal g-aire symétrique

Le canal représenté sur la figure 1.1 est totalement décrit par la densité de proba-
bilité conditionnelle p(u|v), c’est-a-dire la probabilité que le mot regu soit u sachant
que I'on émet le mot v. Nous nous limitons dans ce chapitre au canal g-aire symétrique
sans mémoire, noté CqS, de paramétre p, représenté sur la figure 1.2. Un tel canal peut
étre représenté par une matrice de transition de taille ¢ x ¢ :

1—(¢g—1)p p X p p
p I1—(q¢g—1)p - p p
: : (1.1)
p p o 1—=(g—1)p p
p p E p 1—(g—1)p

Si le canal est utilisé n fois, alors
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Dans le cas binaire (¢ = 2), p est aussi appelé probabilité de transition ou
probabilité d’erreur du CBS. Définissons P par P = (¢ — 1)p. La probabilité
conditionnelle p(u|v) peut s’exprimer & 'aide de la distance de Hamming dy(u,v),
i.e. le nombre de composantes non nulles de u — v :

p(gm) — de(H,Q)(l o P)nde(y,y)

Par construction, le CqS est un canal additif : il ajoute un mot d’erreur e au mot émis
v de sorte que le mot recu s’écrive u = v + ¢, 'addition étant calculée dans F;.

Symbole de canal Symbole de canal
émis

Fi1G. 1.2 — Canal ¢-aire symétrique : de chaque symbole émis partent ¢ branches et ¢
branches arrivent & un symbole recu.

Ce modéle un peu abstrait mais générique et simple représente (approximativement,

lorsque ¢ est strictement supérieur a 2) un canal a bruit additif blanc et gaussien suivi
d’un organe de décision dure.

1.1.2 Taux de codage canal et probabilités d’erreur

Le taux de codage canal aussi appelé rendement canal et noté R, est défini
par le rapport suivant :

R. = —log, ¢ bits d’information par symbole de canal émis, (1.2)
n

ou log, désigne la fonction logarithme a base 2.

La qualité de la transmission se mesure en terme de probabilité d’erreur. On sup-
pose que les mots d’information sont tous équiprobables. La probabilité d’erreur la
plus naturelle est la probabilité d’erreur par symbole, notée P,,, c’est-a-dire la
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moyenne des k probabilités qu’un symbole d’information estimé soit différent du sym-
bole d’information émis

k
P = 1 - Pi(is £15) (1.3)

ol 2 et 2 sont les mots d’information définis sur la figure 1.1. Cette probabilité est en
général difficile & estimer théoriquement car elle requiert 1’évaluation de k& probabilités '
Par conséquent, on simplifie le critére mesurant la qualité de transmission en comptant
le nombre de fois ol le mot de canal estimé v par le décodeur de canal est différent du
mot de canal émis v, définissant ainsi la probabilité d’erreur par mot notée P,,,.
Lorsque le décodeur de canal se trompe sur le mot de canal, cela signifie qu’au moins un
symbole d’information estimé est faux et qu’au plus £ symboles estimés seront erronés,
ie.

< Py < P, (1.4)
Cet encadrement permet donc d’estimer plus simplement la qualité du codage effec-
tué. Les performances des codes en bloc sur le CqS doivent étre comparées avec les
meilleures que I'on puisse obtenir, abstraction faite de la longueur des codes employés.
Ces derniéres sont formulées dans un théoréme étonnament simple au regard de la
difficulté d’évaluer les performances exactes d’un code en bloc, comme nous allons le
VOir.

1.1.3 Performances optimales : capacité du canal

Le théoréme de codage de canal de Shannon [41]| indique qu'une communication
sur un canal peut étre aussi fiable que possible (i.e. avec une probabilité d’erreur par
symbole ou par mot aussi faible que voulue) a condition que le rendement de canal R,
soit, inférieur ou égal a la capacité C du canal. La réciproque de ce théoréme affirme
que si le rendement canal est supérieur a la capacité alors la probabilité d’erreur ?
est minorée par un terme non-nul. La capacité est définie comme le maximum de
I'information mutuelle entre 1’entrée et la sortie du canal? :

1
C' = sup max EI(Q’K) (1.5)

p(v)

IU.V) =3 plu,v) log, (p (M)) (1.6)

p(u)

I(U,YV) est appelée information mutuelle entre les deux variables aléatoires U et V.
de dimension n ayant respectivement pour réalisation u et v. Introduisons 'entropie

sauf, bien stir, pour les codes qui assurent une protection égale de tous les symboles d’information !

Zpar mot ou par symbole, peu importe

3cette définition ne fait volontairement pas apparaitre la contrainte portant sur le cott d’utilisation
du canal car cette notion n’a pas de signification pratique pour le canal g-aire symétrique.
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de U, notée Ho(U), et 'entropie conditionnelle de U sachant V., notée Hy(U|V) :

Hy(U) = =) plu)log, p(u) (1.7)
Hy(UV) = = p(u,v)log, p(ulv) (1.8)

Entropie et information mutuelle vérifient alors

(U, V) = Hy(U) — Hy(U]V) (1.9)

Avant de donner une expression concise de la capacité du CqS, nous définissons
I’entropie binaire H, par

Hy: [0,1] — [0,1]
z = —zlogyr — (1 —1x)logy(1 — x).
La capacité du canal g-aire symétrique C,g s'écrit alors [6]

1
Coqs(P) =logy(q) — Hy(P) — Plogy(g —1), 0<P<1-— n (1.10)

Dans le cas binaire, I’expression de la capacité devient
Cops(p) =1—Ha(p), 0<p<1l (1.11)

Dans ces deux cas, la capacité est obtenue pour n = 1 et en choisissant une variable
aléatoire V_ de distribution uniforme. Elle est représentée pour différentes valeurs de ¢
sur la figure 1.3.

15r

Capacité (bits émis par symbole)

[N

o
v
T

. . | . n
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
paramétre P

FiG. 1.3 — Capacité du CqS pour différentes valeurs de gq.

Notons que la capacité vérifie une égalité qui sera utile par la suite :

_ q)nPontt(P) (g — 1)"F 1
on(Re=Caqs(P)) _ (4 _ 0<P<1--. (112
qn—k: PnP(l _ P)n(l—P)qn—Ic’ — — q ( )
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1.1.4 Codes en bloc linéaires

L’utilisation de codes en bloc linéaires représente I'une des techniques possibles de
codage de canal. Nous allons définir dans ce paragraphe ces codes ainsi que les outils
nécessaires a leur décodage : de nombreux ouvrages de références, [5, 7, 41, 43, 50| par
exemple, présentent dans sa quasi-totalité ce domaine.

Un code en bloc linéaire g-aire de longueur n et de dimension k, noté (n, k), est un
sous-espace vectoriel de dimension k de F', 'espace vectoriel de dimension n construit
sur le corps fini F,. La taille d'un tel code, c’est-a-dire son nombre de mots, est donc ¢*.
La distance de Hamming minimale entre deux mots de code distincts définit la distance
minimale du code, notée dyiy. A cause de la linéarité du code, il suffit de chercher le
mot de code non-nul de poids minimal, i.e. le plus proche du mot nul. Cette distance
est liée a la capacité de correction ¢, i.e. le nombre de symboles erronés qu’un bon
décodeur de canal est stir de pouvoir corriger, par la relation

dmin_]-
t= s,

Si le code ne corrige aucun motif d’erreur de poids de Hamming strictement supé-
rieur a t, le code est dit parfait. Si le code corrige des motifs d’erreurs de poids ¢ + 1
et aucun de poids strictement supérieur a ¢t + 1, le code est dit quasi-parfait.

Matrice géneratrice et matrice de parité

Par définition, un code linéaire C (n,k) se confond avec l’espace image d’une
matrice de taille £ x n dite matrice génératrice G : un mot de code v est tiré du
mot d’information i par la relation v = 1G. L’espace orthogonal du code linéaire est
representé par une matrice H dite matrice de parité et de taille (n — k) x n. Matrice
génératice et matrice de parité vérifient donc la relation :

GH!'=0

Le code engendré par la matrice de parité est appelé code dual de C et noté C*.
Les matrices G' et H associées a un code donné ne sont pas uniques. On distingue
notamment la forme de la matrice génératrice s’écrivant [I; Par]ou Par est une matrice
de taille & x (n — k) a éléments dans Fj, forme dite systématique®. La matrice de
parité associée a la matrice génératrice systématique s’écrit [—Par® I,,_;] 5. Deux codes
qui ont méme représentation systématique sont dits équivalents : leurs cellules de
Voronoi sont identiques, seule la correspondance entre mots d’information et mots de
code les distingue.

4la forme sytématique est unique.
5dans le cas binaire, soustraction et addition se confondent : par conséquent la matrice de parité
s’écrit également [Part I,_i].
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Décodage des codes linéaires

Le décodeur recoit une version erronée u du mot de code émis. Afin de minimiser
la probabilité d’erreur par mot, le décodeur cherche le mot de code le plus probable
connaissant u (critére de maximum de vraisemblance a posteriori), ce qui revient a
trouver le mot de code le plus proche de u au sens de la distance de Hamming si

- p<l1/g;

— les mots d’information sont équiprobables.

Nous supposerons ces deux hypothéses vérifiées par la suite. Afin de pouvoir décoder
le mot u, nous définissons la relation d’équivalence R par

vRu <= v—uecC

C étant un groupe, R définit les ¢"* classes d’équivalence de F 4> classes qui comportent
toutes le méme nombre d’éléments. Le chef d’une classe donnée (coset leader) est 'un
des éléments de la classe de poids minimal. [L’ensemble des chefs de classe forme la
cellule de Voronoi du mot nul, c’est-a-dire I’ensemble des mots recus pour lesquels
le décodeur produira comme sortie le mot nul. Cette cellule est notée V(0). La cellule
de Voronoi d’un mot de code quelconque v est le translaté par v de V(Q) : on note
V(v) =v+V(0). H engendrant le code dual de C, le syndrome S défini par S = uH*
caratérise de maniére unique une classe d’équivalence.

Le tableau standard de décodage consiste a écrire tous les mots de Fj" en g
lignes. Chaque ligne comporte les ¢* éléments d’une classe ordonnés de telle maniére que
chaque colonne puisse s’écrire comme le translaté d’une autre colonne. Les colonnes de
ce tableau sont donc les cellules de Voronoi des mots du code. Deux codes équivalents
ont donc méme tableau de décodage.

Exemple 1 Soit G la matrice génératrice d’un code binaire de longueur 5 et de di-
mension 3 :

11010
G = 01 001
01111

La forme systématique de G, notée Gsys, est alors

Gsys =

oS O =
o = O
_ o O

11
0 1 | =[I;Parl.
10

La matrice de parité H associée a cette matrice systématique est donc

{10110\ ..,
H—<11001>—[Pa7"[2].

Le tableau de décodage est donc :
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Cellules de Voronoi Syndrome
00000 | 10011 | 01001 | 00110 | 11010 | 10101 | 01111 | 11100 00
00001 | 10010 | 01000 | 00111 | 11011 | 10100 | 01110 | 11101 01

00010 | 10001 | 01011 | 00100 | 11000 | 10111 | 01101 | 11110 10
10000 | 00011 | 11001 | 10110 01010 | 00101 | 11111 | 01100 11

On peut obtenir un autre tableau de décodage a partir de celui-ci en échangeant
dans la deuzieme ligne 00001 et 01000 car ces deux €éléments d’une méme classe ont
un poids égal au poids minimal de la classe. Les autres éléments de la classe doivent
alors étre réarrangés pour conserver la propriété de translation des cellules de Voronoi.
Le choix d’une matrice de parité associée a G et non Gsys conduirait a permuter les
trois dernieres lignes de la colonne des syndromes.

Ce code est quasi-parfait : sa capacité de correction est nulle et il corrige quelques
erreurs de poids 1 et aucune de poids supérieur ou égal a 2.

Nous appuyant sur ce tableau, il nous est possible de décoder par la méthode du
tableau standard (standard array decoding) le mot regu w :

— calcul du syndrome S = uH?;

— le chef de classe associé au syndrome S est soustrait au mot regu ;

— extraction, si nécessaire, des bits d’information du mot de code ainsi formé.

Cette derniére étape est spécifique a la matrice génératrice GG choisie : les décodeurs
associés a deux codes équivalents et recevant la méme sortie de canal y produiront a
priori un mot d’information différent. Le choix de la matrice de parité n’influe pas sur
le mot de code fourni par ce décodeur : elle ne sert qu’a trouver la classe de 'erreur.

Syndrome Erreur
u v :
o Estimateur T “Inverse'
du mot d’erreu % de G

F1G. 1.4 — Décodeur de canal pour un code linéaire binaire.

Un tel algorithme de décodage, illustré sur la figure 1.4, est dit complet car il
trouve le mot de code le plus proche quel que soit le mot recu. La recherche des chefs
de classe est difficile pour les codes de rendement faible [41]. Enfin il ne nous est pas
apparu possible de relier les poids des chefs de classe du code & ceux de son dual,
contrairement aux poids des mots de code reliés aux poids des mots de code du dual
par l'identité de Pless-McWilliams : ce point constitue d’ailleurs un probléme ouvert
référencé par McWilliams et Sloane [43)].
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Performances des codes linéaires

Nous allons donner dans ce paragraphe les expressions exactes des probabilités
d’erreur par mot et par symbole des codes linéaires (nous supposons toujours que les
mots d’information sont équiprobables et que p < %) La probabilité d’erreur par mot
P,,,, est minimale lorsque le décodeur choisit le mot de code le plus probablement émis
connaissant le mot recu. Pour déterminer cette probabilité d’erreur, nous considérons
I’événement complémentaire, ¢’est-a-dire a la probabilité que le mot décidé (la sortie
de I'algorithme décrit précédemment) soit le mot effectivement émis. Cet événement se
produit lorsque le mot recu est un des mots composant la cellule de Voronoi du mot
émis, ce qui revient a écrire :

P =1=73 p(x)Pr(y € V(z)|z).

zeC

Récrivons Pr(y € V(z)|z) :

n

Priy e V(z)lz) = Y plylz) =Y p'(1 — P)" 'ai(z)

- yeVie) =0
ou «;(x) désigne le nombre de mots de V(x) a distance i de z. En tenant compte de
I’équiprobabilité des mots d’information, P.,, devient :

P,=1->p'(1-P)" "o (1.13)

ou «; est la moyenne des (o;(z)) (plus de détails sur ces derniers coefficients sont donnés
dans Pannexe B) : ils dépendent a priori de toutes les cellules de Voronoi. Cependant,
dans le cas des codes linéaires, comme les cellules de Voronoi sont translatées les unes
des autres, les a; ne dépendent que de la cellule de Voronoi du mot nul : la probabilité
d’erreur par mot est alors plus simple a calculer. Deux codes linéaires équivalents
produiront donc la méme probabilité d’erreur par mot.

La probabilité d’erreur par symbole d’'un code linéaire systématique, P,;, définie
par (1.3), se récrit en tenant compte des hypothéses

Po =1 Y di (@, 0Pr(V (@)l = 0), (1.14)

bec

ot di*(v, u) désigne le nombre de composantes distinctes entre les mots v et u parmi
les composantes de ces mots dont 'indice varie entre 1 et k. Supposons en effet que le
mot émis soit le mot nul. Le mot re¢u y appartenant a la cellule de Voronoi de ¢, le mot
d’information décidé est donc celui correspondant a ¢, ce qui, dans le cas d’'un code
systématique, correspond a ses k premiéres composantes, ce que traduit (1.14). Si I'on
s’intéresse & un symbole d’information particulier, celui en position 7, la probabilité
d’erreur associée, notée P a pour expression

PO= Y PrV(@le=0). (1.15)

V€C,0;#0
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Deux codes équivalents ne produiront pas a priori la méme probabilité d’erreur par
symbole.

Suite de I’exemple 1 Reprenons le code systématique de longueur 5 et de dimen-
ston 3 défini dans l'exemple 1. Le tableau standard de décodage nous permet de calculer
ses performances exactes. La probabilité d’erreur par mot de ce code est

Pon =1 — (1 —p)® = 3p(1 —p)* =2p + 2p? — 8p* + Tp* — 2p°. (1.16)

Le tableau de décodage du code systématique permet de calculer la probabilité d’erreur
pour chaque bit d’information

P = 82— 20p + 20p* — 8p°

es

P2 — p

es

PG — p

es

La probabilité d’erreur par symbole de ce méme code est donc

1
Py = 3(2p(1- p)* +16p°(1 — p)* + 16p* (1 — p)* + 12p*(1 — p) + 2p°)
1
= 5(270 + 8p* — 20p® 4 20p* — 8p°) (1.17)

Quant au code non systématique défini par la matrice G, les probabilités d’erreur par
symbole sont données, tous calculs faits, par :

PY = 8p? — 20p® + 20p* — 8p° (1.18)
PY = 2p— 2p? (1.19)
Py = p (1.20)
P, = %(3;0 + 6p* — 20p® + 20p* — 8p°) (1.21)

Il apparait alors que ce code non systématique a une probabilité d’erreur par symbole
plus grande que celle du code systématique associé!

1.1.5 Bornes sur les probabilités d’erreur

Aprés ces rappels permettant de déterminer les performances exactes des codes
linéaires, nous allons présenter dans cette section plusieurs nouvelles bornes des proba-
bilités d’erreur afin d’évaluer plus facilement les performances du systéme représenté
sur la figure 1.1. Ces bornes, contrairement aux performances optimales, dépendent de
la longueur et de la taille des codes.
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Borne inférieure de P,

Puisque p < 1/q, i — —p*(1 — P)"~* est une fonction strictement croissante. Nous
appliquons alors les résultats de I’annexe B en choisissant pour fonction f, la fonction
définie par f(i) = —p’(1 — P)" . Ces résultats nous permettent d’obtenir une borne
inférieure de P,,, (en omettant dans les notations la dépendance vis-a-vis du paramétre
d de la borne inférieure).

Théoréme 1.1.1 Soit

d—1 d—1
Poni=1-) (¢=1)'Cip'(1 - P)"" — (q”’“ - > (q— 1)@2) p'(1—P)" ", (1.22)
=0 =0

d étant le plus grand entier vérifiant :
> (¢ —-1)Cp < q¢" "
i<d
P...; est une borne inférieure de la probabilité d’erreur par mot valable pour les codes

linéaires (n, k) et non linéaires. Cette borne donne la probabilité exacte d’erreur par
mot si et seulement si le code est parfait ou quasi-parfait.

L’annexe D dresse une liste des codes parfaits et quasi-parfaits (liste non exhaustive
pour ces derniers) et indique la valeur ou I'expression de P,,, pour ces codes.

Interprétons maintenant cette borne dans le cas d’un code linéaire. Nous allons
sous-estimer le poids des chefs de classe triés par poids croissant et les enlever au fur et
a mesure de cette liste. Fixons la variable i a 0. Le poids du premier ((¢ — 1)'C% = 1)
chef de classe est sous-estimé par ¢ : nous enlevons ce chef de classe (qui est le mot
nul puisque le code est linéaire) de la liste. Incrémentons alors i : i vaut 1. Il nous
reste ¢"~F — 1 chefs de classe. Prenons les (¢ —1)*C? premiers restants et sous-estimons
leurs poids par . Généralisons cette procédure : ¢ prend alors une valeur quelconque.

N i—1 .
A T'étape i, il restera ¢" % — > (¢ — 1)°C} chefs de classe a traiter. Leur poids est

j=0

par récurrence supérieur ou égal a 7. Si Z;ZO(q —1)ICJ < ¢"*, nous choisissons alors
les (¢ — 1)'C" premiers chefs de classe restants et nous sous-estimons leur poids par
i. Leur contribution a P, est donc minorée par (¢ — 1)'C%p’(1 — P)" . Il nous reste
q" = 3i_o(q—1)IC} chefs de classes non marqués de poids supérieur ou égal & i + 1.
Nous répétons cette procédure jusqu'a i = d — 1 : apreés cette derniére étape, il reste
"% —3,ca(g—1)!CE chefs de classe non marqués de poids supérieur ou égal & d. Nous
retrouvons ainsi I’expression de P,,,;.

Lorsque le canal est opaque (p = 1/q) ou parfait (p = 0), cette borne donne la
valeur exacte de la probabilité d’erreur par mot (1 — ¢~* pour le canal opaque et 0
pour le canal parfait). Nous pouvons pousser plus loin I’étude de cette borne en nous
intéressant a son comportement asymptotique et la relier ainsi & la capacité du canal.

Théoréme 1.1.2 P,,,; converge vers 0 lorsque R. < Ccus(P) et vers 1 lorsque R, >
Cogs(P).
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PREUVE
La preuve, un peu longue, est donnée dans I'annexe C.2.

O

Ce théoréme est la réciproque du théoréme de codage de canal de Shannon : il
donne une limite inférieure des performances des codes en bloc pour une complexité
donnée alors que le théoréme de Shannon donne des performances asymptotiques. La

figure 1.5 illustre la convergence, dans le cas binaire, de cette borne pour trois longueurs
n distinctes (10, 20 et 50). .

[N

o I nd o e o Id
w > w o ~ ) ©
T T T T T T T

N
\

borne inférieure de la probabilité d’erreur par mot

o
[N}
T

\

4
V4
1

o
[

£

IS A . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
rendement (bits émis par symbole d'information)

o

F1Gg. 1.5 — Borne inférieure de la probabilité d’erreur pour différentes longueurs et
différents rendements : n = 10 (-.), n =25 (-), n = 50 (..) pour ¢ = 2 et p = 0.1. La
ligne continue représente la capacité du CBS.

Borne inférieure sur P,

La probabilité d’erreur par mot P,,, a été largement plus étudiée dans la littérature
que la probabilité d’erreur par symbole, cependant 1’étude de la probabilité d’erreur par
symbole est nécessaire lorsque nous aborderons le codage conjoint au chapitre suivant.

Pour minorer P,,, il suffit de classer les mots d’information par poids croissant et
d’attribuer & leur cellule de Voronoi associée une probabilité de plus en plus faible en
oubliant les contraintes imposées par la linéarité du code sur ces cellules. Cette idée se
traduit par le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.3 Soit p le parameétre d’un CqS tel que p < 1/q. Posons P = (¢ —1)p.
Considérons la suite (s;);en définie par

i

si= > (¢—1)"Cy

w=0
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et la suite (w;);=1,..g définie par
J
w; = argmax{j, Y _ (¢ — 1)“CP < ig"*}. (1.23)

w=0

Enfin, posons p(w) = p" (1 — P)"v.

La probabilité d’erreur par symbole d’un code linéaire de longueur n et de dimension
k sur CqS est minorée par la probabilité P,y définie par

Wsg, Wsq
Pesi = (Za (g 0 O + (3 (0 - 17 s )(wsa+1)>
W=Ws, 1 +1 a=0 w=0

(1.24)

PREUVE
La démonstration repose sur deux idées :

— le classement des mots de F' par poids croissant, i.e. par probabilité décroissante,
et leur regroupement en ensembles de ¢" ¥ éléments (qui jouent le role de cellules
de Voronoi) ainsi que le classement des mots d’information par poids croissant ;

— les (¢ — 1)”C}¥ « cellules de Voronoi » associées aux mots d’information de poids
w voient leurs probabilités multipliées par w.

La premiére « cellule de Voronoi » associée au mot d’information nul contient les mots
de poids 0, -+, w; et ¢"F — ¥ (g — 1)”C¥ mots de poids w; + 1. La i® « cellule »
est composée de :

— (¢ — vt lCwitl — (G — 1)g"*F — 205 (¢ — 1)“CP¥) mots de poids w;_; + 1;

~ (g — 1)wi-1F2Cwi-1+2 mots de poids w; | + 2;

- (q — 1)““0““ mots de poids w; ;

— g™k =0 (g — 1)*C¥ mots de poids w; + 1.
Par conséquent, la contribution des (¢ — 1)*C{ mots d’information estimés de poids a
a la probabilité d’erreur s’écrit

5 { 5 (q—l)wc;”p(wn(wlzl (q—l)lﬂc;v—u_l)an)p(wl1+1)

l=8q4_14+1 \w=w;_1+2 w=0
wy
# (1= S vrer st + 0]
w=0
Wsq w3a71+1

= Z (q — 1)’“0::’]0(11}) + ( Z (q - 1)111071:1 - Salan) p(wSa—l + 1)

w:wsa71+2 w=0
+ (saq”’c - > (¢- 1)’”@?) p(ws, +1)
w=0

La probabilité d’erreur est donc minorée, aprés quelques manipulations algébriques,
par

> 1y { 5 (q—l)wc::’p(ww(si (q—l)WCﬁ—sa_lqn—’f)p(wsa1+1>

a=1 W=Wsq_1+2 w=0
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(s = 3= 07 ) ol + 1)}

w=0

> %(ia Uitf (Q—l“’C“’ +Z<U§ q_lwow_saq )p(w8a+1))

a=1 W=Ws,_1+1 w=0

On reconnait dans le dernier membre de 'inégalité la définition de P,g;.

|

Remarquons que cette borne vaut 1 —1/q lorsque le canal est opaque, i.e. pour p = 1/q,
ce qui est la valeur exacte de la probabilité d’erreur par symbole dans ce cas. Plus
intéressant est le comportement asymptotique de cette borne, que nous allons voir a
présent.

Théoréme 1.1.4 Supposons que l’on considére une famille de codes (n,k) de rende-
ment limite R, (i.e. vérifiant limn_)ooflong = R.) tel que R, < Ccys(P) alors la
borne inférieure de la probabilité d’erreur par symbole P, tend vers 0 :

lim P, =0
n—00

PREUVE
La démonstration est donnée dans ’annexe C.4.

|

Nous illustrons le comportement asymptotique de la borne par la figure 1.6. Nous
avons choisi un CBS de paramétre p = 0.1. La capacité est donc égale a 0.5310. Le
rendement R, prend trois valeurs : 0.331, 0.6 et 0.731. On remarque que la borne semble
avoir une limite lorsque le rendement est supérieur a la capacité. Le théoréme qui suit

justifie cette remarque, complétant ainsi I’étude du comportement asymptotique de
Pesi

Théoréme 1.1.5 Supposons que l’on considére une famille de codes (n,k) de rende-
ment limite R. (i.e. vérifiant limn_mo%long = R.) tel que logyq > R, > Ccys(P)
alors la borne inférieure de la probabilité d’erreur par symbole P,y admet une limite :

) _; (lo
lim P, = C’qus ( g2qCCqS( ))

n—00 Rc

PREUVE
La preuve est donnée, encore une fois, dans 'annexe C.4.
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p=0.1, capacité = 0.531
T

T T T T T T T
R_=0.731
(e ]

M

10

»-
o,

H
°

borne inférieure de la probabilité d'erreur par bit

=
S

10° 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
longueur du code

F1G. 1.6 — Comportement de P.g; en fonction du taux considéré et de la longueur des
codes sur un canal binaire symétrique.

Les deux théoréeme précédents constituent a eux deux une réciproque du théoréme de
codage de canal de Shannon : la borne P, est une borne inférieure des performances
des codes linéaires dont la convergence est en accord avec le théoréme de Shannon. La
borne présentée dépend des parameétres du code, ce qui constitue tout son intérét par
rapport au théoréme de Shannon.

Le théoréme ci-dessus montre que la borne inférieure de la probabilité d’erreur par
symbole P.,,,/k (double inégalité (1.4)) est mauvaise lorsque le rendement est supérieur
a la capacité du canal puisque cette borne converge vers 0. Terminons I’étude de cette
borne par un exemple illustrant a la fois la démonstration de la borne et la borne
elle-méme.

Suite de ’exemple 1 Nous devons classer les mots de F, en huit ensembles de
2"k — 4 éléments. Ces huit ensembles joueront le role des cellules de Voronoi. Le
premier, associé au mot d’information de poids nul, contient le mot nul de Fy ainsi
que trois des mots de Fy de poids 1. Le deuziéme, associé a un mot d’information de
poids 1, par exemple (0,0, 1), contient les deuz mots restants de poids 1 et deuz mots de
poids 2. Les ensembles associés aux mots d’information (0,1,0) et (1,0,0) contiennent
chacun quatre mots de poids 2. Il n’y a donc plus de mots de Fy de poids 2 disponibles.
Les ensembles associés auz mots d’information (0,1,1) et (1,0,1) contiennent chacun
quatre mots de poids 3. L’ensemble associé a (1,1,0) contient les deur mots de poids
3 restants et deuxr mots de poids 4. Enfin, [’ensemble associé au mot d’information
(1,1,1) contient les trois mots de poids 4 restants et 'unique mot de poids 5.

Cela revient a écrire que

Wws, = w1 =0, wg, =wy =2, wy, =wy =3, wg, = wg = 5.

Ces équations signifient que 'union des « cellules de Voronoi » associées aux mots
d’informations de poids de Hamming inférieur ou égal & l'indice i de s (respectivement
0, 1, 2, 3) contient tous les mots de Fy de poids de Hamming inférieur ou égal a w;,
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(respectivement 0, 2, 3, 5). Nous sommes en mesure de donner alors [’expression de la
borne P,y en fonction du parametre p du CBS :

1
Pesi = 3(2p(1 - p)* +10p°(1 — p)* +20p* (1 — p)* + 13p" (1 — p) + 3p°) (1.25)
1
= §(2p + 2p% 4 2p® — 5p* + 2p%). (1.26)

Nous pouvons remarquer que, pour ces valeurs de n et k, la borne P,y est supérieure a
P..i/k, nous apportant par la plus de précision.

Borne supérieure tirée du codage aléatoire

Les bornes inférieures de performances ne sont pas suffisantes pour juger des per-
formances d’un code donné : une borne supérieure aléatoire permet de juger des per-
formances d’un code par rapport a un code choisi au hasard. Nous allons donc rappeler
ces bornes et leur principe.

L’idée du codage aléatoire, c’est-a-dire de calculer une probabilité d’erreur moyen-
née sur un ensemble de codes déterminé, a permis d’aboutir au théoréme de codage
de canal énoncé au paragraphe 1.1.3. Elle donne, en outre, une borne supérieure de la
probabilité d’erreur par mot. Nous présentons ici des résultats classiques, traditionnel-
lement présentés pour le cas binaire (troisiéme chapitre de [64] qui reprend les travaux
de Gallager), en les adaptant au cas g-aire.

Sans reprendre toutes les étapes de calcul, la probabilité P,,, est majorée par
P, < 27n(Eo(p,ﬁ)pr), 0<p<1

ou p est une distribution de probabilités sur alphabet de canal F, et ou Ey(p,p) est
défini par

Ey(p,p) = —logy Y { > ﬁ(x)p(ylx)#”} -

En vue d’optimiser la borne, il faut maximiser Fy(p,p) par rapport a p et a p. Nous
restreignons I’étude de ces bornes au cas du CqS. Intuitivement, nous choisirions une
distribution p uniforme, ce qui est confirmé mathématiquement [64]. Posons Ey(p) =
Ey(p, p uniforme) et E(R) = maxo<,<1 Eo(p) — pR. Les probabilités du CqS permettent
de calculer ce dernier :

Eo(p) = plogyq — (1 + p)log, { (¢ — )p™ + (1 — P)77)} .

Afin d’alléger les équations suivantes, posons
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Il ne reste plus qu’a se préoccuper du choix de p : une étude de la convexité de
Ey(p) met en évidence existence d’'un maximum. Par conséquent, le maximum de
p — Ey(p) — pR est atteint soit par annulation de la dérivée par rapport a p soit en
p =1, ce que 'on résume en

0<R<E(1) E(R) = (CI)A 2logy{(4 ~ 1)yP+VI-P} - R
E!(1) < R < Ceys(P) { g(R)CZqu()](ﬁ%) — Hy(p(p)) (1.27)

ou T, :x— —xlogyy — (1 —x)logy(1 — y) est la tangente en y & la fonction Hy. Ej(1)
s’exprime comme une capacité de CqS :

Ey(1) = logy g — Hy(p(1)) — p(1) logy(q — 1) = Crgs(p(1))

Cette borne a été améliorée dans le cas de faibles rendements par Gallager : la
probabilité P,,, est alors majorée par

P. < 9 nmax; sup,>1(Ez(p,p)—pR)

E.(p,p) = —plog, ( ,)Z p(x)p(z’) (2; \/p(ylfr)p(ykr’))p

La encore, dans le cas du CqS, la distribution p qui maximise F,(p, p) est la distribution
uniforme :

_ 1 ;o1
max By (p, p) = —plog, { (1 = 5) ( 4p(1 = P) + (¢ - 2)p> + 5} :
Posons Z = /4p(1 — P) + (¢ — 2)p et E,(R) = max;sup,s(Ez(p,p) — pR). L'étude
de la maximisation par rapport a p permet d’affirmer que
—1)Z5
E,(R) = —(q—); log, Z,
1+ (¢g—1)Z>

(¢-1)Z7 (¢-1)Z7

1+ (q—1)Z7

(¢—1)77 )

rlogy(¢—1)=C 1
o N1+ (g-1)20

R = log,q— H;
1+ (qg—1)Z>

lorsque R est compris entre 0 et chg(lfrq_#).

1.1.6 A la recherche de bons codes linéaires

Nous souhaitons trouver de bons codes linéaires binaires : il est possible d’examiner
tous les codes linéaires, cependant 1’évaluation exacte de leurs performances nécessite
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de calculer le tableau standard de décodage, ce qui limite le rendement. La probabilité
d’erreur par mot étant plus facile a calculer que celle par symbole, nous nous conten-
terons de la premiére. De plus, les sous-espaces vectoriels de FJ' de dimension £ sont
au nombre de

r -1t -1)---(22-1)(2-1)
(2k _ 1)...(2 — 1)(277.716 _ 1)(27171671 _ 1)...(2 — 1)’

ce qui croit rapidement. Nous nous restreignons alors aux codes linéaires systématiques,
sans perte de généralité puisque tout code linéaire en bloc admet une représentation sys-
téematique et que leurs performances sont équivalentes. A ce stade, la recherche exhaus-
tive examinerait donc 25("=%) codes. Il est possible de réduire ce nombre a CZ:,’;H,_I
en tirant parti de ’équivalence entre matrices génératrices (I’ordre des colonnes de la
matrice Par n’importe pas). Enfin, puisque mener la recherche sur les matrices géné-
ratrices systématiques est équivalent & mener la recherche sur les matrices de parité
systématique, le nombre de codes a examiner est réduit a
min(C’Z:,fHLI, Clpani_1)-

[’évaluation des performances nécessite de calculer la cellule de Voronoi du mot nul,
c’est-a-dire la premiére colonne du tableau standard de décodage. Il faut donc trouver
les 2"k chefs de classe en testant successivement les mots de FJ' classés par poids
croissant. Les figures 1.7-1.10 montrent la probabilité d’erreur par mot des meilleurs
codes trouvés® et leur rendement. Ces codes sont marqués par une croix (+). Le pa-
ramétre p du CBS est fixé a4 0.1 et la capacité de ce canal est représentée par la ligne
verticale sur ces figures. La borne P,,,; est tracée en traits mixtes et la borne supérieure
correspondant & (1.27) en pointillés.

probabilité d’erreur par mot
probabilité d’erreur par mot
\

- I L L L L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
rendement rendement

(a) :n=3 (b) :mn=4

F1G. 1.7 — Meilleurs codes pour le codage de CBS, p = 0.1, n = 3, 4.

6Les codes linéaires trouvés dans ce chapitre ont été réutilisés par Zahir Azami dans un contexte
de codage conjoint [69] : ils servent de points d’initialisation de 'algorithme JOB (Joint Optimization
Binary (Coding)).
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F1G. 1.8 — Meilleurs codes pour le codage de CBS, p = 0.1, n = 5, 6.
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(a) :n=7

F1G. 1.9 — Meilleurs codes pour le codage

(b) :n =38

de CBS, p=0.1,n=7,8.

Nous avons vérifié que les meilleurs codes obtenus sont ceux indiqués dans [50]. Une
trés grande partie de ces codes sont quasi-parfaits ou parfaits : la borne inférieure P,,,;
est souvent atteinte.
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(b) : n =10

F1G. 1.10 — Meilleurs codes pour le codage de CBS, p = 0.1, n =9, 10.




1.2. CODAGE DE SOURCE 33

1.2 Codage de source

1.2.1 Description du probléme et mise en évidence de la dualité

Nous supposons que la source S est une source stationnaire g-aire, symétrique
et sans mémoire. Les symboles de sources sont des éléments de l'alphabet de source
F, = {0,1---,¢ — 1}. Une telle telle source est appelée source g-aire symétrique
(SgS). Nous supposerons que ¢ est une puissance d’un nombre premier : F, est
donc un corps fini. Considérons l’extension m® de la source : un mot de source
u = (ug, +*,uUp-1) € F;" est émis avec une probabilité p(u) = ¢~™. Le codage de
source s’effectue en choisissant un code C, c¢’est-a-dire M mots composés chacun de m
symboles : C = {uvy,---, vy} C F;". Posons k = log, (M), k est la dimension du code C
lorsque ce dernier est linéaire. Le codeur de source procéde en deux étapes :

— le quantificateur associe a chaque mot de source v un mot de code v. v doit étre

proche de u afin de ne pas trop détériorer la source;

— Pétiqueteur associe au mot v un mot i composé de log, (M) bits.

La source est donc comprimée avec pertes dés que M est strictement inférieur a ¢™.
Nous supposons dans ce chapitre que les bits d’étiquetage sont transmis sur un canal
sans bruit. Le décodeur de source se contente donc de fournir a l'utilisateur & partir
du mot recu z le mot du code de source associé v. Ce schéma de codage de source est
représenté sur la figure 1.11.

I
I
U v !
I
T
I

- 2 . o étiquetage L
*\IL guantificateu étiquetage canal parfait + ) =
mot | | inverse mqt de code
L) |
de sourc mot de code le plus proche ~ €tiquette | |
L : !
Codeur de source Décodeur de source

F1G. 1.11 — Modéle du codage de source.

Il apparait donc clairement que le codeur de source et le décodeur de canal
décrit au paragraphe 1.1.4 remplissent les mémes taches, & savoir retrouver
suivant un certain critére un mot de code a partir d’'un mot regu et fournir
I’étiquette ou le mot d’information associé. De méme, le décodeur de source et
le codeur de canal accomplissent la méme tache. Par conséquent, il est possible
de comprimer la source S en utilisant le décodeur de canal comme codeur de source
et le codeur de canal comme décodeur de source : codage de source et codage de canal
sont donc deux activités duales, la premiére éliminant la redondance d’un message et
la deuxiéme en ajoutant pour le prémunir des perturbations introduites par le canal.
Cette dualité avait déja été remarquée par T. Berger [4] : nonobstant, 'utilisation des
codes en bloc linéaires en tant que codes de source ne semble pas avoir été étudiée
intensivement.
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En raison de cette dualité, nous espérons tirer profit des outils de codage de canal
développés dans la section précédente afin d’obtenir des outils de codage de source sans
travail supplémentaire ou presque !

Cependant, une différence notable existe entre le codage de source et le codage de
canal : le codeur de source doit étre capable de trouver le mot de code le plus proche
du mot de source, quel que soit ce dernier. Or, le plus souvent, le décodeur de canal
recoit un mot qui est proche de celui émis : il peut se contenter de ne savoir décoder
que ces mots-la. Ce décodage est dit incomplet, par opposition au codage de source,
qui, lui, doit étre complet.

1.2.2 Performances

Le rendement R, du codage de source s’exprime en bits par symbole de source :

loga, Mk

R, SN 1.28
—logyq (1.28)

m

Pour tirer profit de la dualité, le critére de fidélité choisi est celui de la probabilité
d’erreur par symbole. Le codeur de source introduit une distorsion moyenne par symbole

de source, notée D, égale a

D= %E[d;{(g, o] (1.29)

ou E[.] désigne 'espérance mathématique (qui porte sur les mots de source u). Le
quantificateur qui minimise la distorsion & code de source donné vérifie la condition du
plus proche voisin : il choisit le mot de code v tel que

dy(u,v) =mindy(u,z) (=dy(u,C)).

zeC

Des mots de source peuvent étre a égale distance de deux mots de code, voire plus. Ces
cas d’égalité sont résolus par le hasard (si le code de source est linéaire, nous avons vu
qu’on pouvait alors déterminer une fois pour toutes la sortie du codeur). Notons que
le choix d’'un mot de code particulier dans ces cas d’égalité n’a pas d’influence sur la
distorsion : par conséquent, la distorsion D ne dépend que du code C.

La distorsion dans le cas d’'un code en bloc linéaire g-aire s’écrit de maniére plus
concise. En utilisant la symétrie de la source et la définition des cellules de Voronof,
on récrit (1.29)

veC ueV(v)
1 m

= S iay (1.30)

mqm—k =

1
mq™
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ou les («;) ont été définis au paragraphe 1.1.4. Deux codes linéaires équivalents produi-
ront donc la méme distorsion. Remarquons que la sortie du codeur de source associé a
un code linéaire est elle-méme ’extension £° d’une source g-aire symétrique. Illustrons
ce calcul en poursuivant I’exemple simple introduit lors de I’étude du codage de canal.

Suite de I’exemple 1 Le tableau de décodage du code engendré par la matrice
G (ou par Ggys), ou plus exactement sa premiere colonne, nous permet de calculer la

distorsion résultant de la compression d’une SBS par ce code D = 5X2%(O x1+3x1) =
3

%.

Quelle est la plus petite distorsion possible & rendement fixé 7 La encore, Shannon
[13] a répondu a cette question.

Performances optimales : théoréme du codage de source

Définissons, en premier lieu, la fonction taux-distorsion d’une source, notée
R(D) :
1
R(D) = inf min —I(U,V) (1.31)

meN p(v|u)/E[d(U,V)]|<mD m

ou I(U,V) est 'information mutuelle entre la source représentée par la variable aléa-
toire U de dimension m (émettant des mots u) et la source reconstruite représentée
par la variable aléatoire V. (émettant des mots v). d(U, V) mesure la distance entre les
deux variables. Cette fonction est aussi appelée fonction rendement-distorsion. La
fonction taux-distorsion de la SqS noté Rg,s est définie, lorsque la distance choisie est
celle de Hamming, par

log, ¢ — Hy(D) — Dlog,(q—1) si0<D<1-1
Bsus(D) = {0 2 2 il-t<p<i (132
p <

S

Cette fonction, décroissante et convexe, est représentée sur la figure 1.12 pour diffé-
rentes valeurs de ¢. Sur le segment [0, 1 —1/¢], les fonctions Rg,g et Ccys se confondent.

Le théoréeme de codage de source de Shannon stipule que, si I'on choisit le taux
R et la distorsion D tels que Ry > Rg,s(D), alors il existe un code en bloc (de
longueur suffisamment grande) tel que son taux est inférieur ou égal a Ry et sa distorsion
inférieure ou égale a D. La réciproque de ce théoréme affirme que n’importe quel code de
source de taux R; et de distorsion D vérifie la relation : Ry, > Rg,s(D). Par conséquent,
la fonction taux-distorsion apparait comme la limite asymptotique théorique.

Notons que cette fonction vérifie une égalité qui sera utile par la suite :

-1 mD2mH2(D) — 1)ymb 1
) - S — (g )(ID) —, 0<D<1--.
qm DmP(1 — Dymi=Plgm (1q33)

om(Rs—Rsqs(D)) _ (4




1. DUALITE ENTRE LE CODAGE DE CANAL ¢-AIRE SYMETRIQUE ET LE CODAGE DE
36 SOURCE ¢-AIRE SYMETRIQUE

350 q=16

2.5F

;
. a=4
N

15-

rendement

051 Sl

. . . - - .
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distorsion

F1G. 1.12 — Fonction taux-distorsion Rg,s(D) pour différentes valeurs de q.

1.2.3 Bornes sur la distorsion

A Pinstar de la probabilité d’erreur, la distorsion peut étre bornée en fonction de
la longueur et de la dimension des codes utilisés, ce qui nous donnera des informations
plus précises que les performances asymptotiques énoncées dans le théoréme du codage
de source de Shannon.

Borne inférieure

La borne inférieure sur la distorsion est déduite des résultats de I’annexe B utilisant
les propriétés des cellules de Voronoi. La fonction f choisie pour appliquer les résultats
de cette annexe est I'identité (qui est, bien sir, strictement croissante).

Théoréme 1.2.1 La distorsion créée par l'utilisation d’un code linéaire q-aire de lon-
gueur n et de dimension k pour comprimer une SqS est minorée par

T L s iy (1.34)

l)inf = —
m i<d

ﬂlq"l_k
ot d est le plus grand entier tel que :

> (¢—-1)'Cl, <™.

i<d
Cette borne est valable pour les codes linéaires et non-linéaires. De surcroit, elle équivaut
a la distorsion lorsque le code est parfait ou quasi-parfait.

[’annexe D présente la distorsion des codes parfaits et des codes quasi-parfaits les
plus connus.

Il est possible d’interpréter la borne D;,; de la méme maniére que la borne P,,; :
ces deux bornes sous-estiment le poids des chefs de classe. Le seul inconvénient de
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cette borne est qu’elle ne peut garantir I’existence de codes I'atteignant car elle fait fi
des contraintes algébriques que vérifient les chefs de classe. Nous avons retrouvé cette
borne dans les travaux de Kerdock et Wolf [27] : ils considérent un codeur qui, a chaque
de mot de source, choisit au hasard parmi deux codes linéaires de méme longueur m
le code linéaire servant a coder le mot. La distorsion est alors une moyenne pondérée
des distorsions produites par chaque code et peut étre inférieure a la borne D, cal-
culée pour une longueur m et une dimension qui est la moyenne pondérée des deux
dimensions. Ce fait n’est pas surprenant car nous ne sommes pas dans les conditions
dans lesquelles la borne a été établie. Kerdock et Wolf remarquent que ce codeur au
comportement aléatoire engendre une distorsion égale a celle d’'un code linéaire de lon-
gueur plus grande et de dimension la moyenne pondérée des deux dimensions. Cette
distorsion est bien stir supérieure a la borne inférieure Dy calculée pour ces valeurs.

Par analogie avec les outils développés en codage de canal, nous nous intéressons
au comportement asymptotique de cette borne de la distorsion, comportement qui ne
figure pas dans [27].

Théoréme 1.2.2 Supposons le rendement Ry fizé. La borne D,y est supérieure a
la distorsion minimale RSQS*I(RS) donnée par le théoréme de codage de source de
Shannon (D, > Rses™'(Rs)). La borne inférieure Dy,; converge vers la fonction
rendement-distorsion, i.e.

lim Dmf = qusil(Rs).

m—r00

PREUVE
La preuve est donnée dans I’annexe C.3.

|

Ce théoréme nous permet donc de conclure que cette borne est utile en raison de
sa convergence et de sa dépendance vis-a-vis de la complexité. La convergence vers la
fonction rendement-distorsion dans le cas binaire est illustrée sur la figure 1.13 ou la
fonction rendement-distorsion est représentée en trait plein : plus la longueur du code
augmente, plus la borne se rapproche des meilleures performances optimales possibles.

Borne supérieure

Goblick [24], dont une partie des travaux a été reprise dans [64], a montré que dans le
cas binaire les codes linéaires atteignent asymptotiquement ’OPTA. Plus précisément,
D étant fixé, il existe un code linéaire binaire C, de rendement R > Rgps(D) et de
longueur m, tel que sa distorsion D(C) vérifie :

D(C) < D + exp(—2mE-Rsps(D)+[(e))
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Rendement (bits par symbole de source)
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F1G. 1.13 — Borne inférieure D;,,; pour différentes longueurs de code : m=10 (-.), m=25
(), m=50 (..), OPTA en trait plein.

ol € est compris strictement entre 0 et D et ou

1 1
m

4me?

D —¢
1—-D+e

f(€) est négligeable devant m lorsque ce dernier tend vers l'infini. La latitude sur le
choix de € permet d’optimiser la borne. La preuve de cette borne s’appuie sur le codage
aléatoire et sur le choix séquentiel des générateurs du code : elle démontre donc qu’il
est possible de construire une suite de bons vecteurs générateurs mais ne donne aucun
moyen pratique de construire cette suite!

f(€) = 2¢log,

Cependant, nous pouvons utiliser les travaux de Cohen et Frankl [11] pour montrer
I’existence de codes en bloc linéaires g-aires atteignant asymptotiquement la fonction
rendement-distorsion. Nous allons démontrer ce résultat en reformulant les résultats de
[11]. Nous obtiendrons au passage une borne supérieure de la distorsion.

Théoréme 1.2.3 Soit R, un réel vérifiant 0 < Ry, < log,q et D un réel tel que D >
quls(Rs). Soit € un réel positif. 1l existe un code en bloc linéaire q-aire C de longueur
suffisamment grande tel que :

— son rendement R vérifie Ry < R < Ry +¢€;

— sa distorsion notée D(C) satisfait D < D(C) < D + .
Autrement dit, il existe asymptotiquement de bons codes linéaires q-aires pour compri-
mer une SqS suiwant le critéere de distorsion de Hamming.

PREUVE
Commencons la démonstration par rappeler une inégalité et énoncer un lemme.

Lemme 1.2.1 Soient y un réel positif et x un réel compris entre 0 et 1, alors

1 —zy <exp(—ay) < (1—2)’
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Lemme 1.2.2 (Cohen et Frankl, [11])

Soient Y et Z deux sous-ensembles de qu. Soit x un vecteur aléatoire de qu, de
distribution uniforme. Le cardinal moyen de l'intersection de Z et du translaté de Y
par z est ¢""|Y||Z], i.e.

Ellz+Y)nZ]l = ¢ "Y||Z].

Notons, pour les besoins de la démonstration, C; un code en bloc linéaire g-aire de
dimension j et de longueur m. Nous allons construire de maniére itérative des codes
de dimension croissante en choisissant de bons vecteurs générateurs. Soit un réel D €
[0,1—1/q[. Notons P; la probabilité qu'un mot de source u soit & une distance du code
C; strictement supérieure a mD. Soit z un vecteur aléatoire de F" de distribution
uniforme, candidat pour étre le (j + 1) vecteur générateur.

Corollaire 1 du lemme 1.2.2(Cohen et Frankl [11], Goblick [24]) Il est possible de
construire une suite de générateurs tels que

2 27
P <P/ < Fy.

Ce corollaire se prouve en appliquant le lemme 1.2.2 avec Y = Z = {u,dy(u,C;) >
mD} ou directement en moyennant la probabilité de Z sur la distribution de probabi-
lités du vecteur générateur aléatoire x :

E[Pr(dg(u,C; U (z+C;j)) >mD)] = E[Pr(dg(u,C;) > mD,dy(u,z + Cj) > mD)]
= E[Pr(du(u,C;) > mD,dy(u— z,C;) > mD)]

Or u et u — x sont deux vecteurs aléatoires indépendants donc
E[Pr(dy(u,C; U (z +C;)) > mD)] = Pr(dy(u,C;) > mD)>.

Par conséquent, il est possible de choisir un vecteur z tel que Pj;; < PJZ. A partir de
ce corollaire, on peut montrer I’existence de codes en bloc linéaires binaires atteignant
POPTA. Il n’est pas suffisant dans le cas g-aire mais sera néanmoins utile a la démons-
tration. Nous allons donc améliorer ce résultat, cependant il ne sera pas valable pour
toutes les dimensions.

Lemme 1.2.3 (Cohen et Frankl, [11])
Lorsque m est assez grand, il est possible de choisir j; vecteurs générateurs (j; < m)
vérifiant

P = RenC

(1-(2m)~1)
P!

P, < 1—(qgm)™!

o (1.35)
0<;<5n—-1 Pjy

VANPVAN
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Démontrons ce lemme. Une fois le (j + 1)¢ générateur choisi, Cj41 est la réunion de ¢
translatés du code C;. Moyennant alors sur I’ensemble des vecteurs de F" la probabilité
Pj.1, on écrit

E[Pj 1] = E[Pr(dy(u,Cj41) > mD)] = E[Pr(dg(u, User,(Az + C;)) > mD)].
Posons cette fois-ci Z = {u, dy(u,C;) < mD}. Alors P; =1 —¢~™|Z|, donc
E[Pr(dp(u,Cj41) > mD)] = E[1 — ¢7"| Uxer, (Az+ Z)]] (1.36)
En appliquant le principe d’inclusion-exclusion et le lemme 1.2.2, nous obtenons

|Urer, Az +2)| > > dz+Z|— ), |[(Az+2)n(Nz+ 2)]
AEFy (\NeF
A#EN

E|l > |z+2)nNz+2)|| =q "C}|ZP.
(ANHeF?
A#EN

Combinons ces deux résultats avec I’équation (1.36) et utilisons I'inégalité indiquée
dans le lemme 1.2.1

Z] | 2|2
E[Pr(dH(g, Cj+1) > mD)] < 1- qq—n + qu2—m
1Z] a(1—aqlZ|/(2¢™))
qm
q(1-q(1-P5)/2)
< P )
P; doit étre supérieure a 1 — 2/q. Si cette condition est vérifiée, alors il est possible de
trouver un vecteur z tel que

Pj < P;](l*qufpj)m.

Si la probabilité P; est telle que P; > 1 —1/(gm) alors
Py < pIO-CmTY
J— ] .

Remarquons qu’en vertu du théoréme A.2.1, il est toujours possible de choisir m assez
grand pour que P, vérifie Py > 1 — 1/(2m). Par conséquent, nous pouvons itérer
I'inégalité précédente a partir du rang 0, obtenant alors

Vi€ {0, j1}, Py < pa-@m Y

ol j; est le plus petit entier vérifiant P;, < 1—1/(¢gm). Simplifions encore 'inégalité en
remarquant que (1 — (2m)~")? > e~'/2 par application du lemme 1.2.1. Il existe donc
un entier j7; tel que .

1—(gm) ' < Py < BT o0 (1.37)
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Le lemme 1.2.3 est donc démontré. Grace a ce lemme, nous construisons un code
de dimension j;. En appliquant le corollaire 1, nous pouvons choisir j, générateurs
supplémentaires de sorte que Pj,1;, < ¢ ™ Il suffit, pour cela, de choisir j, tel que

(1—(gm) ™) <q¢™,

ce qui implique que js = 2log, m + O(1) : jo/m est donc négligeable devant 1. Relions
maintenant Pj ;, au rendement R du code Cj, 4j,.

Paes. S By < BP0 w10

Utilisons les résultats de I'annexe 8A de [64] :

1 — Py > 2~ ™fsqs(D)+o(1)

En appliquant une fois de plus le lemme 1.2.1, il vient

Pj 1 , < exp(— eXp(_1/2)27m(R7R5qs(D)f%(10g2 a-1)+o())
Puisque js/m est donc négligeable devant 1, on déduit de I'inégalité précédente que
P;,+j, tend vers 0 si le rendement R du code est supérieur & Rg,s(D). La distorsion du
code Cj, 1 j, est donc bornée par D + P; 4, ,, ce qui achéve de démontrer I'existence de
bons codes en bloc linéaires g-aires. Remarquons au passage que le codeur de source
peut se contenter de bien savoir coder les mots de source dans les sphéres de rayon D
centrées sur les mots de code, ceux en dehors de ces sphéres pouvant étre arbitrairement
codés car étant en faible proportion : la démonstration prouve non seulement que
les codes linéaires permettent d’atteindre les performances asymptotiques mais que la
distorsion maximale sera bornée par D.

|

Nous disposons donc de deux bornes nous permettant de juger des performances
d’un code vis-a-vis des autres codes partageant méme longueur et méme dimension.

1.2.4 A la recherche de bons codes
Recherche exhaustive

A Dinstar de la recherche de codes de canal linéaires binaires, nous recherchons les
meilleurs codes de source linéaires binaires de maniére exhaustive. Deux codes équiva-
lents produisant la méme distorsion, la recherche systématique peut étre allégée. Nous
I’avons menée jusqu’a une longueur égale a 10. Les figures 1.14-1.17 montrent la dis-
torsion des meilleurs codes trouvés”. Elle est représentée par des croix (+), les bornes
supérieure par des points (..) et inférieure en traits mixtes (-.). Les cercles (o) et les

"Les codes linéaires trouvés ont été réutilisés par Zahir Azami pour initialiser I’algorithme JOB [69].
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croix obliques (x) présents sur ces figures seront expliqués ultérieurement. La fonction
rendement-distorsion Rgspg, déterminant les performances optimales indiquées par le
théoréme de codage de source de Shannon, est représentée par des tirets (--). Les codes
atteignent le plus souvent la borne inférieure D;,f, cependant ils demeurent assez loin
des meilleures performances possibles en raison de leur petite longueur.
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F1G. 1.14 — Meilleurs codes linéaires pour le codage de SBS, m = 3, 4.
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F1G. 1.15 — Meilleurs codes linéaires pour le codage de SBS, m = 5, 6.

Codes cycliques

Les performances des meilleurs codes linéaires trouvés précédemment par recherche
exhaustive étant éloignées de la fonction taux-distorsion, nous allons chercher a aug-
menter la longueur des codes. La recherche exhaustive devenant trop cotiteuse, nous
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F1G. 1.16 — Meilleurs codes linéaires pour le codage de SBS, m =7, 8.
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F1G. 1.17 — Meilleurs codes linéaires pour le codage de SBS, m =9, 10.

allons nous restreindre aux codes cycliques® ayant constaté que les codes cycliques de
longueur impaire ont presque les mémes performances que les meilleurs codes linéaires
de méme longueur et de méme rendement. La distorsion des codes cycliques est re-
présentée sur les figures 1.14-1.24 par des cercles, pour des longueurs allant jusqu’a
m = 23 (la liste exhaustive de ces codes est donnée dans 'ouvrage de McWilliams et

Sloane [43]).

8le lecteur souhaitant connaitre la définition précise des codes cycliques binaires est invité a se
reporter a l'ouvrage de McWilliams et Sloane [43]. Précisons tout de méme que les codes cycliques
sont des codes linéaires bien particuliers. Au chapitre 5, nous expliquons la construction des codes
cycliques sur le corps des réels, construction analogue & celle des codes cycliques sur le corps F.
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F1G. 1.18 — Codage linéaire de SBS, m = 11, 12.
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F1G. 1.19 — Codage linéaire de SBS, m = 13, 14.
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F1G. 1.20 — Codage linéaire de SBS, m = 15, 16.
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Un algorithme de construction des bons codes de source linéaires

En raison du coiit exponentiel de la recherche exhaustive, 1’existence d’un algo-
rithme de construction de bons codes se révéle fortement intéressante. De tels algo-
rithmes existent dans le cas du codage de canal [43] : ils se focalisent, pour la plupart,
sur ’augmentation de la distance minimale des codes?. Dans le cas du codage de source,
nous n’avons trouvé aucun algorithme dans la littérature. Nous proposons 1’algorithme
suivant :

— nous calculons tout d’abord le tableau standard de décodage d’une matrice de

parité;

— nous créons a partir de ce code un nouveau code linéaire en lui ajoutant un
nouveau générateur choisi parmi les chefs de classe de poids maximum. Choisir
le chef de classe qui minimiserait la distorsion du nouveau code nécessiterait
d’évaluer exactement la nouvelle distorsion pour tous les candidats, ce qui peut
s’avérer complexe. Par conséquent nous choisissons le dernier chef de classe de
poids maximum trouvé lors du calcul du tableau standard de décodage du premier
code.

Le code obtenu est de méme longueur et de dimension k£ + 1. Bien siir, cet algorithme
peut étre itéré afin d’obtenir des codes a haut rendement. Nous avons programmé cet
algorithme en choisissant comme codes initiaux les codes cycliques. Les performances
des meilleurs codes trouvés par cet algorithme sont représentées par des croix obliques
(x) sur les figures 1.14-1.21 Ces codes restent proches de la borne inférieure D;,; : en
général, leurs distorsions sont inférieures a celles des codes cycliques. Cependant, notre
algorithme nécessite toujours le calcul du tableau standard de décodage, ce qui impose
de limiter m — k : le code servant a initialiser ’algorithme ne doit pas étre de trop
petite dimension. Nous sommes donc limités a une longueur m inférieure a 18. Pour
une longueur m égale & 23, nous avons initialisé ’algorithme avec le code de Golay de
dimension 12 [43] : les résultats de notre algorithme sont portés sur la figure 1.24.

9e critére de distance minimale n’est pas a priori le plus pertinent en terme de probabilité d’erreur
comme !’a montré Battail [2].
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1.3 Conclusions

Ayant rappelé tout d’abord des notions bien connues sur 'utilisation des codes en
bloc linéaires dans le cadre de la théorie du codage de canal, nous avons mis en évidence
la dualité existante entre cette derniére et celle du codage de source : le décodeur de
canal et le codeur de source, appliqués respectivement au canal g-aire symétrique et a
la source g-aire symétrique, accomplissent la méme tache. Il en est de méme pour le
codeur de canal et le décodeur de source. La symétrie est telle entre ces deux domaines
que la capacité et la fonction rendement-distorsion ont méme expression.

Des bornes inférieures précises ont été déterminées pour évaluer les performances des
codes en blocs dans ces deux domaines par des outils similaires. Nous avons également
rappelé des bornes supérieures issues de la technique du codage aléatoire. Nous avons
alors montré en utilisant les travaux de Frankl et Cohen que les codes linéaires g-aires
permettent d’atteindre asymptotiquement la plus petite distorsion possible & rendement
fixé.

Nous avons enfin recherché de « bons » codes : cette recherche, déja menée dans le
cadre du codage de canal [50, 43|, nous a permis de voir que, pour les petites longueurs,
les meilleurs codes binaires pour la compression de SBS sont aussi les meilleurs pour la
correction d’erreurs. Hélas, nous n’avons pu préciser formellement ce lien. Nous avons
proposé un algorithme simple pour construire des codes de rendement croissant et de
longueur fixe aux résultats satisfaisants en compression de source.

Cette étude préliminaire terminée, nous allons tout naturellement nous intéresser a
la combinaison des deux domaines afin de nous approcher d’un systéme réel : tournons
la page!
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Chapitre 2

Codage conjoint source binaire
symétrique - canal binaire symétrique

2.1 Introduction

Nous ne nous sommes intéressés au chapitre précédent qu’a une partie de la chaine
de transmission, considérant exclusivement le codage de canal ou le codage de source.
Un systéme réel de communication incorpore bien évidemment ces deux taches. Nous
supposerons dans cette étude que nous devons transmettre la sortie d’une source bi-
naire symétrique sur un canal binaire symétrique. La question qui se pose alors est,
d’une part, de savoir comment combiner habilement codage de source et codage de
canal et, d’autre part, de déterminer les performances en termes de distorsion et de
rendement que nous sommes en droit d’attendre. Historiquement, la réponse apportée
par le théoréme de codage conjoint de Shannon a cette deuxiéme question a déterminé
la réponse a la premiére, conduisant ainsi & une conception séparée du codeur de source
et de canal, ce qui suppose des systémes complexes et dont le délai de traitement peut
étre grand. Une approche conjointe du codage vise & garantir, pour une complexité
moindre, des performances meilleures ou équivalentes a des systémes concus séparé-
ment. En contrepartie, les techniques de codage conjoint sont potentiellement plus
complexes a étudier.

Le but de ce chapitre est d’étudier la conception d’un systéme conjoint SBS-CBS
en mesurant les performances au moyen de la distance de Hamming !, critére pertinent
en codage de canal et qui, par dualité, est pertinent pour la compression de SBS.
Ce choix de source et de canal présente 'avantage d’étre général et flexible. En effet,
depuis ’avénement des communications numeériques, toute source est échantillonnée et
quantifiée : le modéle que nous avons retenu vient donc tout naturellement se greffer

1 Zahir-Azami [69] a accompli un travail similaire en utilisant la distance euclidienne en partant des
codes trouvés au chapitre précédent.
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aprés cette étape. Un codage conjoint CBS-SBS efficace permettrait donc de faire varier
le débit binaire émis en fonction de I’état du canal ou des ressources disponibles en
terme de bande passante, le systéme devenant ainsi aisément flexible.

Nous allons donc tout d’abord présenter le systéme séparé, qui réutilise les notions
introduites dans le précédent chapitre et qui est pris comme systéme de référence.
Puis nous donnerons les meilleures performances théoriquement possibles en rappelant
précisément le théoréme du codage conjoint. Nous présenterons ensuite les performances
pratiques de ce systéme et exposerons un nouveau systéme dit « source ou canal » plus
simple que le systéme séparé et aux performances meilleures. Nous ménerons alors
une petite étude théorique a son sujet. Enfin nous utiliserons 1’algorithme de Lloyd
pour améliorer ce systéme. Reprenant les codes de petite longueur trouvés au chapitre
précédent, les systémes étudiés présentent de trés faibles délais de traitements (une
dizaine de bits).

2.2 Présentation du systéme séparé

Si nous reprenons directement les codeurs et décodeurs décrits dans les deux pre-
miéres sections du premier chapitre, nous aboutissons au systéme représenté sur la

figure 2.1 : la source binaire symétrique émet un mot u = (uy,-- -, u;,) qui est com-
primé par le codeur de source en un mot d’information ¢ = (2, --,%). Le codeur de
canal calcule a partir de ce mot le mot de canal z = (1, - -+, x,,). Le codeur global asso-
cie donc a un mot de source v un mot de canal x. Le canal binaire symétrique ajoute du
bruit a ce mot : le décodeur de canal recoit donc le mot bruité y = (y1,-- -, y») & partir
duquel il calcule une estimée du mot d’information 2 notée 2 = (iy,---,i). Enfin, le
décodeur de source fournit au destinataire une estimée de wu, & = (uy, - -, Uy,), calculée

a partir de 2. Le décodeur global associe donc au mot y le mot de source reconstruit .

U 2 Xz
SBS ~, _| codeur de D codeur de a
m source Lk canal n
Y
o
QD
>
L
m i k . n
source | _ décodeur | _ décodeur
reconstruite 0 de source . de canal
u 2 Y

Fic. 2.1 — Codage séparé SBS-CBS.
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2.3 Bornes : OPTA et schémas triviaux

Définissons tout d’abord le rendement global R du systéme séparé :
n
R = — symboles de canal par symbole de source. (2.1)
m
Ce rendement est donc indépendant des mécanismes internes du codeur global.

La distorsion globale par bit D entre la source originale et la source reconstruite
est donnée par

D = %E[dH(Q, U)]. (2.2)
Or, le théoréme de traitement des données [13] affirme que

1(U,0) < I(X,Y),
et les définitions de la capacité et de la fonction rendement-distorsion impliquent que

I(X,)Y) < nCeps(p)
mRsps(D) < I(U,D),

ol p est la paramétre du CBS. Combinant alors le théoréme de traitement des données
a ces inégalités, nous obtenons

Rsps(D) 1 — Hy(D)
= CC’BS(p) 1 H2(p) '

Le théoréme du codage conjoint, formulé par Shannon [41], établit qu’a distor-
sion D et rendement R donnés tels que R > Rgps(D)/Ceps(p), il existe un code
conjoint de rendement inférieur & R et de distorsion inférieure a D. L’équation R =
(1 — Hy(D))/(1 — Hy(p)) représente donc les meilleures performances théoriquement
possibles d'un schéma de codage conjoint.

(2.3)

Ce théoréme est établi en appliquant séparément les théorémes de codage de source
et de canal : en choisissant des longueurs m et n suffisamment grandes, il est possible
de trouver un codeur et un décodeur de source qui créent une distorsion proche de D
et un codeur et un décodeur de canal dont la probabilité d’erreur est arbitrairement
petite. Lorsque le décodeur de canal se trompe, ce qui arrive trés rarement, la distorsion
restera bornée 2. Cette preuve suggére donc une conception séparée du codeur de source
et du codeur de canal, cette séparation se faisant au détriment de la simplicité.

Il est d’ores et déja possible de donner des bornes supérieures de performances en
utilisant des codes linéaires triviaux (c’est-a-dire dont la matrice Par est nulle). Dans
le cas d’un rendement global R inférieur a 1, le code de canal choisi est le code iden-
tité (k = n), appelé également code universel, et le code de source est le code trivial

>Une démonstration plus rigoureuse de ce théoréme est donnée dans [41].




2. CODAGE CONJOINT SOURCE BINAIRE SYMETRIQUE - CANAL BINAIRE
52 SYMETRIQUE

qui supprime m — n des m composantes du mot de source u. Un tel systéme est re-
présenté sur la figure 2.2. Supposons que ces composantes soient les m — n derniéres.
Les n premieres composantes de @ sont égales a celles de y et les autres sont tirées
au hasard (suivant une loi uniforme puisque la source est symétrique) ou fixées arbi-
trairement & une certaine valeur (0, par exemple). Les n premiéres composantes ont
donc une probabilité p d’étre différentes des n premiéres du mot de source u alors que
chacune des autres a une probabilité d’étre différente égale a 1/2. La distorsion est
D = met0smen) — 5 R(0.5 - p).

u Suppression x Y Ajout de i
SBS de m-n bits CBS m-n "0" -
m n n m

F1G. 2.2 — Schéma trivial de codage conjoint SBS-CBS, R < 1.

Lorsque le rendement global R est supérieur a 1, le systéme trivial consiste a choisir
un code de source universel (kK = m) et a ajouter n —m zéros au mot de source (c¢’est-
a~dire ne pas tirer profit des bits de parité). Ce systéme est représenté sur la figure 2.3
dans le cas R > 1. Lorsque le rendement global R vaut 1, la source est directement
émise sur le canal (ce qui correspond au choix d’un code universel). La distorsion de
ces deux systémes est D = p.

C Ajoutde | % Y | Suppression u
SBS n-m "0" CBS de m-n bits —
m n n m

F1G. 2.3 — Schéma trivial de codage conjoint SBS-CBS, R > 1.

Les performances des codes triviaux, indépendantes de la longueur du code consi-
dérée, et POPTA sont représentées (respectivement en pointillés et en trait continu)
sur la figure 2.4. Remarquons que dans le cas R = 1, nous avons atteint les meilleures
performances théoriquement possibles alors qu'une conception de systéme s’appuyant
sur la preuve du théoréme du codage conjoint nous aurait poussé a concevoir un codeur
de source créant une distorsion égale a p et un codeur de canal assez puissant pour
pratiquement corriger toutes les erreurs, ce qui peut s’avérer difficile si p n’est pas petit
devant 1. Le choix d’un code universel est donc le meilleur possible : si nous choisis-
sons d’émettre sur le canal les mots d’un code non universel, la distorsion obtenue sera
supérieure ou égale a p. Lorsque le rendement global R est proche de 1, il sera donc
difficile de battre les codes triviaux.
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T T
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— — performances des codes triviaux

rendement
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distorsion

F1Gg. 2.4 — OPTA et performances des codes triviaux dans le cas du codage conjoint
SBS-CBS, p =0.1.

2.4 Performances de différents systémes

L’écart entre les meilleures performances théoriquement possibles et celles des codes
triviaux conduit naturellement & rechercher des systémes plus efficaces. Nous allons
donc examiner deux systémes :

— le systéme tandem ;

— le systéme source ou canal.

2.4.1 Schéma tandem

Le systéme tandem représenté sur la figure 2.1 s’inspire de la preuve du théoréme
du codage conjoint : codage de source et codage de canal sont réalisés séparément par
deux codes linéaires C; et C.. Encore faut-il choisir judicieusement ces codes. Nous
avons retenu la stratégie suivante : nous souhaitons trouver un systéme tandem pré-
sentant une distorsion totale égale a D fixé. Nous recherchons alors, parmi les codes
trouvés au paragraphe 1.2.4, le code de source Cy dont la distorsion est la plus proche
de D. Une fois fois C,s choisi, nous recherchons alors parmi les codes trouvés au pa-
ragraphe 1.1.6 le code C. de plus haut rendement et dont la probabilité d’erreur par
bit P, est la plus proche d’une valeur dépendant de D et petite par rapport a cette
derniére, espérant ainsi que le codeur de canal trouvé ne dégradera pas trop les per-
formances du codeur de source. Il est difficile de donner une expression analytique des
performances d’'un tel systéme. Nous avons donc eu recours a des simulations. Nous
choisissons le code C. de plus haut rendement dont la probabilité d’erreur est proche
de D/100 (P, ~ D/100). La recherche des codes est menée lorsque le paramétre p
vaut 5.10~%. Puis nous augmentons p afin d’étudier la robustesse du systéme séparé :
p prend alors les valeurs 1073, 5.1073, 1072, 5.1072, 10~!. La figure 2.5 montre la dis-
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torsion de trois systémes séparés (correspondant a trois rendements globaux différents)
en fonction de la probabilité de transition du CBS. L’OPTA pour chacun de ces trois
systémes est également représentée : les systémes séparés restent loin des meilleures
performances théoriquement possibles en raison des petites longueurs de code. Ces sys-
témes ne montrent pas de robustesse particuliére : leurs courbes de distorsion semblent
paralléles a celles représentant ’OPTA.

0.25 ‘ — —
S R InoRan Reosh
R°=6/9 R'=1 R:oles;
VY s c -
o2l | —— OPTAR=1.2 i
— - -  OPTAR=0.875
- - - OPTAR=0.667
0.15+
s
0
s
Q
a
0.1
0.05F B ~ —
0 L |

10 10 10
Probabilite d’erreur du canal

F1G. 2.5 — Performances du systéme tandem (codes linéaires de longueur < 10).

2.4.2 Systéme « source ou canal »
Présentation du systéme

Au lieu de concevoir un systéme séparé, nous pouvons simplement choisir de sup-
primer le codeur de source ou de canal suivant la valeur du rendement global R par
rapport a 1 :

— lorsque R < 1, un code linéaire binaire réalise le codage de source, la sortie de ce

codeur est émise directement sur le canal (le code de canal est universel);

— lorsque R > 1, les mots de source alimentent I’entrée du codeur de canal. Le
code de canal est choisi parmi les codes linéaires binaires (le code de source est
universel) ;

— lorsque R =1, les codes de source et de canal sont tous les deux universels.

Ce systéme appelé « source ou canal » en raison de la suppression d’'une étape de
codage est représenté sur la figure 2.6.
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R>1  Source—=Codeur de canat={Canal—={Décodeur de canai—= Source
reconstruite

R<1  Source—={Codeur de sourte={Canal-={Décodeur de sourge- S°Urce
reconstruite

F1G. 2.6 — Schéma du systéme source ou canal.

Etude théorique du systéme

Outre le cas trivial R = 1, les théorémes de codage de canal et de codage de source

montrent qu’'un tel systéme permet d’atteindre asymptotiquement ’OPTA lorsque :

- R=1/R. > 1/(1—Hs(p)) (la distorsion totale est alors asymptotiquement nulle :
il existe donc de bons codes linéaires permettant une communication fiable) ;

—~ R= R, >1— Hy(D) (p =0, c’est-a-dire lorsque le canal binaire symétrique est
parfait : il existe alors de bons codes linéaires pour comprimer la source binaire
symétrique).

Comment se comporte ce systéme lorsque le rendement global ne permet pas une
communication fiable et que le canal n’est pas parfait, c’est-a-dire lorsque 1 — Hy(D) <
R < 1/(1 — Hy(p)) ? Nous pouvons apporter un début de réponse en remarquant que
la borne inférieure P, est, dans le cas R > 1, une borne inférieure de la distorsion
totale D de notre systéme. De plus, en vertu des théorémes 1.1.4 et 1.1.5, cette borne
converge vers ’OPTA du codage conjoint SBS-CBS.

Qu’en est-il alors pour R < 17 La borne D, s, hélas, suppose le canal parfait et n’est
donc pas applicable lorsque p est non nul. Qu’a cela ne tienne, nous pouvons reprendre
I'idée nous ayant menés a la formule de P, (1.24) pour développer une borne de la
distorsion totale D du systéme source ou canal lorsque R < 1.

Théoréme 2.4.1 La distorsion globale D du systéme source ou canal lorsque le ren-
dement global R est inférieur a 1 est minorée par D, :

Dsci =

m2

= (Zpa(l -9 [ SO+ (1w, (527 = S O 2p])
a=0

I=ws, ,+1 1=0 L=p

ot le coefficient s, est la somme des a premiers coefficients binomiauz
a
_ !
Sq = Z c,
1=0
et ou w; est lentier défini par

J
w; = argmax{j € N, Y C}, < 2™ "}. (2.5)
1=0
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PREUVE
La borne est obtenue en classant par poids croissant les éléments de F}' et ceux de FJ".
Nous prenons les éléments de Fj" ainsi triés consécutivement pour former 2" ensembles
de 27" éléments. L’ensemble numéroté 7 est associé au i° mot de FJ', ses mots étant
classés par poids croissant. Quelques manipulations algébriques similaires & celles de la
démonstration de P, nous conduisent & la formule (2.4).

|

Lorsque le canal est parfait, D, se confond avec la borne Dj,;. Lorsque le ca-
nal est opaque (p = 1/2), cette borne vaut 1/2. A l'instar de P,g;, nous étudions le
comportement asymptotique de cette borne.

Théoréme 2.4.2 A rendement R fizé, la borne inférieure D, de la distorsion globale
converge vers la meilleure distorsion théoriquement possible, i.e.

lim = = R=> lim Dy = H;'(1— R(1 — Ha(p))) (2.6)

m—oo m,

PREUVE
La preuve est donnée a la section C.5.
O

Ce théoréme montre que la borne D,,;, qui dépend de la complexité du code utilisé,
a un comportement asymptotique en accord avec le théoréme du codage conjoint de
Shannon. Nous terminons cette bréve étude théorique en reprenant I’exemple introduit
lors du premier chapitre.

Suite de ’exemple 1 Le code de longueur 5 et de dimension 3 défini par la
matrice G sys est utilisé pour comprimer une SBS et la transmettre sur le canal binaire
symétrique. La distorsion globale est alors

1
D= 2—0(3 + 18p — 8p?). (2.7)
Celle créée par la version non systématique G est
1
D= 2—0(3 + 26p — 32p* + 16p%). (2.8)

Encore une fois, la version systématique a de meilleures performances (i.e. une distor-
sion plus petite) que celle non systématique (p étant compris entre 0 et 1/2). La borne
inférieure Dy.; est donnée par

1

Cet exemple montre que le choix de I'étiquetage (index assignment), i.e. la corres-
pondance entre mots d’information et mots de code, est crucial puisque deux codes
équivalents n’ont pas les mémes performances. Cet étiquetage a aussi fait le fruit de
recherche dans d’autres contextes [17, 16, 29]. Nous nous limiterons, pour notre part,
a des codes systématiques.
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Etude pratique et comparaison avec le systéme séparé

Pour comparer avec le systéme séparé exposé précédemment, nous fixons la pro-
babilité p de transition du CBS (p = 5.107*) ainsi que le rendement global R. Nous
choisissons le code linéaire au coeur du systéme source ou canal parmi ceux trouvés
au chapitre précédent. Une fois ce code déterminé, nous faisons croitre la probabilité
de transition du canal afin d’étudier la robustesse de ce systéme : p prend alors les
valeurs 1073, 5.1073, 1072, 5.1072 et 10~!. La distorsion globale en fonction de p est
indiquée par des cercles sur les figures 2.7 - 2.10 pour quatres valeurs du rendement
global (1/2, 7/8, 6/5 et 2). Les meilleures performances théoriquement possibles sont
indiquées par un trait continu. Les croix représentent les performances de divers sys-
témes séparés de méme rendement global (nous avons considéré plusieurs paires de
codes linéaires définissant le codeur global du systéme séparé). En pointillés figure,
suivant la valeur du rendement global, la borne inférieure des performances du systéme
source ou canal, a savoir Dy, ou P,.. L’axe des abscisses représente le rapport signal-
a-bruit du canal, noté RSB?. Nous considérons pour cela le canal binaire symétrique
comme la concaténation d’'une modulation de phase & deux états émise sur un canal
a bruit blanc additif gaussien (dont la variance est déterminée par le rapport signal
a bruit) suivi d’'un détecteur a seuil. La probabilité de transition p du CBS est liée
a ce rapport par la formule p = Q(v2RSB) ou @ est la fonction d’erreur normalisée

Q) = 1/v/2r [ exp(—t2/2)d).

CBS R=1/2
04 .

XK M X X K X
XX KK X X XX

Distorsion

[[— oPTA
— - D,
sci
X Systéme séparé
—5— Systéme Source ou Canal
T T T

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Rapport signal a bruit (dB)

F1G. 2.7 — Performances du systéme source ou canal pour un rendement R = 1/2.

Dans nos exemples, quelle que soit la valeur du rendement global par rapport a 1,
le systéme source ou canal présente de meilleures performances que le systéme séparé,
méme lorsque le canal se dégrade. De plus, les performances du systéme séparé sont
proches des bornes inférieures (sans étre tout a fait égales, méme si cela ne se voit
pas sur toutes les figures). Etant donné le comportement asymptotique des bornes des

3ce choix permettra de comparer la distorsion lorsque nous modifierons légérement le modéle de
canal & la section suivante.
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F1G. 2.8 — Performances du systéme source ou canal pour un rendement R = 7/8.
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F1G. 2.9 — Performances du systéme source ou canal pour un rendement R = 6/5.
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systéme source ou canal pour un rendement R = 2.
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performances de ce systéme, nous pouvons supposer que le systéme source ou canal a
des performances égales sinon meilleures que le systéme séparé, alors que sa conception
est nettement plus aisée.

2.5 Algorithme de Lloyd généralisé doublement

Les performances du systéme source ou canal présenté dans la section précédente
restent assez éloignées des meilleures performances possibles et, parfois, des bornes in-
férieures de performances dépendant de la longueur et de la dimension considérées. Une
solution possible pour améliorer ces performances est alors de recourir a ’algorithme de
Lloyd dont nous rappellerons briévement le principe général avant d’expliquer comment
nous l'avons adapté a nos besoins en prenant en compte les effets du canal : I’algorithme
de Lloyd est alors généralisé doublement car il traite les effets du canal (premiére géné-
ralisation) et modélise codeur et décodeur comme des traitements aléatoires (seconde
généralisation).

2.5.1 Rappels sur Palgorithme de Lloyd

L’algorithme de Lloyd, ou plus précisément de Lloyd-Max, a été proposé par Lloyd [34]
en 1957 puis par Max [39] en 1960 dans le domaine du codage de source a valeur réelle
scalaire. En 1980, Linde, Buzo et Gray [33| 'ont généralisé en en proposant une ver-
sion vectorielle, couramment appelée LBG, appliquée dans leur article & des sources
continues. Supposons que nous disposions d'un codeur et d’un décodeur de source. L.’al-
gorithme de Lloyd va améliorer alternativement ces deux fonctions en gardant 'autre
fixe.

Supposons le décodeur de source fixé, c’est-a-dire les mots composant le code de
source fixés. Lors du codage, la minimisation de la distorsion impose de choisir pour
chaque mot de source le mot de code de source le plus proche. Ce choix est appelé la
condition du plus proche voisin. Cette étape dessine donc le contour des régions
de Voronoi de chaque mot du code de source.

Supposons maintenant le codeur de source fixé, c’est-a-dire les régions de Voronoi
fixées. La distorsion est minimale lorsque le mot du code de source est le barycentre
de la région de Voronoi. Cette étape est appelée la condition du centroide.

L’algorithme de Lloyd consiste a itérer ces deux étapes, chaque itération diminuant
la distorsion. Lorsque ’amélioration du systéme devient négligeable, I’algorithme prend
fin. L’algorithme de Lloyd a donc ’avantage d’étre général, simple a comprendre et &
implémenter. Il peut s’avérer toutefois cotiteux en temps de calcul lorsque 1’on souhaite
construire des codeurs de haute résolution (i.e. de faible distorsion).
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Afin de pallier a cela, la version LBG propose d’augmenter progressivement la di-
mension du code de source en effectuant une optimisation pour chaque valeur de la
dimension. Le nombre de vecteurs double & chaque augmentation de la dimension en
appliquant une technique de dédoublement (splitting) : un mot du code de source en-
gendre deux nouveaux mots, chacun translaté du premier dans une direction opposée
a l'autre.

Le second inconvénient est de nature théorique : rien ne garantit que cet algorithme
atteint la distorsion minimale. Il est en effet possible que les itérations nous conduisent
dans un minimum local mais non global : le choix de I'initialisation est alors crucial
pour obtenir de bons résultats.

Signalons enfin que Farvadin [17, 18, 19] a généralisé la version LBG en incorpo-
rant les perturbations introduites par le canal (en I'appliquant toujours a des sources
continues). Le quantificateur et I’étiqueteur sont alors optimisés conjointement.

Nous allons maintenant détailler cet algorithme dans le cas d’une source discréte,
la SBS, et d’une distance discréte, la distance de Hamming. Zahir-Azami [69] a déve-
loppé la version de cet algorithme dans le cas d’une source discréte et d’une distance
continue (distance euclidienne). Le choix de la distance mesurant la fidélité de la source
reconstruite est alors analogue au choix entre décodage de canal dur ou souple.

2.5.2 Cas de la SBS seule

Avant d’expliquer comment nous allons prendre en compte le canal, nous allons le
supposer dans un premier temps parfait. Cela nous permettra de détailler I’algorithme
de Lloyd dans le cadre de la compression de SBS selon le critére de la distance de
Hamming. Considérons 'extension m® de la SBS. Soit C = w,,---,v;; un code de
source de taille M et de longueur m. Chacun des mots de codes est associé & une
étiquette ou mot d’information 7 représenté sur n = log, M bits. La condition du plus
proche voisin définit les cellules de Voronoi V'(u,) associées a chacun des mots du
code, les mots de source équidistants de deux mots de code ou plus étant attribués
arbitrairement & I'une ou 'autre des cellules de Voronoi concernées*. Le mot de source
reconstruit 4 est ainsi I'un des éléments du code de source. La distorsion D d’un tel
systéme est alors :

D=5 plu)dnuv).

M g=1 weV(vy)

Une fois ces cellules déterminées, la condition du centroide nous impose de choisir
de nouveaux mots de code notés v}, qui vont minimiser chacun la distorsion dans leur
cellule. La distance de Hamming dp (u, v,) étant la somme des distances de Hamming

4cette situation ne manquera pas de se produire vu le peu de nombre de codes parfaits
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calculées sur chacune des composantes, il nous suffit de minimiser la distorsion sur
chacune d’elles. La j° composante du mot v}, notée v} ;, est donc déterminée par la ;¢
composante des mots de la cellule V' (vy,) :

1 si [{u e Viwg), uj =1} > [{u € V(gg), u; = 0},
Uk = (1) . sio [{u e Viw), uj =1} < {u € V() u; = 0}, (2.10)

Dans le dernier cas de I'égalité (2.10), la valeur de v}, ; peut étre choisie arbitrairement
ou aléatoirement. Nous pouvons alors recommencer en réappliquant la condition du
plus proche voisin.

Formulons autrement 1’algorithme de Lloyd en choisissant un cadre probabiliste. Le
codeur de source produit une étiquette ¢, élément de F}’, & partir du mot de source u
de F3", le décodeur produit un mot de code de source v a partir de I'étiquette z. La
distorsion résultante s’écrit

D= %E[dfz(u, v)] = L > pWp(ilwp(vli)du(u,v).

m m
(w0)EFy X Fy

i€eFQ

p(i|u) et p(v]i) caractérisent respectivement le codeur et le décodeur de source : ce sont
des matrices rectangulaires (de tailles respectives 2" x 2™ et 2™ x 2™) dont une seule
entrée par colonne est non nulle si les cellules de Voronoi ont des frontiéres définies une
fois pour toutes.

Si on suppose le décodeur fixé alors nous pouvons récrire D

D——Zp|u u,i) ot P(u, 1) = > p(wp(vli)dm(u,v)
ueFm veEFM
ZEF”

2

Lorsque le mot de source est fixé, la minimisation de la distorsion impose de choisir un
codeur tel que

) = 0sii#i
pliglu) = 1

avec iy = arg min; ¢(u, 7) (car D est une fonction convexe des probabilités de transition
du codeur qui appartiennent & un ensemble convexe). Autrement dit, & mot de source
fixé il faut choisir ’étiquette qui correspond au mot de code le plus proche : nous
retrouvons la condition du plus proche voisin.

p(ilu
iglu

Lorsque le codeur est fixé, nous récrivons D en mettant en avant le décodeur

:—Zp (v,i) ou Y(v,i) = > plw)p(ilu)dn(u, ).
veFm ueF™
ZEF”
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A étiquette fixée, la minimisation de D conduit & choisir le décodeur tel que

p(v)i) = 0siv#uy,
p(ﬂom =1

avec vy = arg min, 1(v, 1) (les mémes arguments s’appliquent). Ceci est 1’équivalent de
la condition du centroide (2.10).

2.5.3 Algorithme de Lloyd généralisé doublement

Le cadre probabiliste introduit précédemment permet tout naturellement de prendre
en compte le CBS défini lui aussi par sa matrice de transition (équation (1.1)). Tous
les éléments de la chaine de transmission sont représentés au moyen des probabilités
de transition, comme indiqués sur le schéma 2.11. Ce dernier représente aussi bien le
systéme séparé que le systéme source ou canal. Le codeur et le décodeur sont variables
dans le sens ou ils sont modifiés itérativement par l'algorithme de Lloyd modifié que
nous allons présenter ici. Cet algorithme est dit généralisé doublement car :

— il prend en compte un modéle probabiliste de codeur et de décodeur;

— il prend en compte le canal.

u x Y u
Codeu déCOde
SBS canal P(g@) =
kz|u) .
p(ily
m S n a
\>0\\ n € < m

FiG. 2.11 — Algorithme de Lloyd généralisé doublement.

La distorsion globale au sens de Hamming du systéme représenté sur la figure 2.11
s’écrit en fonction des probabilités de transition de chacune des différentes « boites »

D= %E[dm == Y pwplewp(yle)p(@ly)dsu, )

m (w,2)EFJY X FJ"

n n
(z,y)EFG X Fy

Supposons que le codeur, c’est-a-dire les probabilités de transition p(z|u), est fixé.
La minimisation de la distorsion globale nous conduit a optimiser le décodeur, c’est-
a-dire les probabilités p(aly). A Dinstar du cas de la SBS sur canal parfait étudié
précédemment, nous récrivons la distorsion en isolant les probabilités & déterminer :

mD = Y p(aly)v(a,y) on (i, y) = > plwp(zlu)p(yle)ds(u, @),

vEFS weFS"
n n
£€F2 £€F2
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Encore une fois, la distorsion D est une fonction convexe des probabilités représentant
le décodeur, probabilités variant elles-mémes dans un espace lui aussi convexe. La prise
en compte du canal influe seulement sur la détermination du mot & optimum, & mot
recu y fixé, par le biais du calcul de la fonction 1. A codeur fixé, la distorsion est donc
minimale lorsque le décodeur vérifie

Vy € FY plily) =0 <= (@ y) > min (@) (211)

La somme des probabilités de transition du décodeur non spécifiées par 1’équation
ci-dessus doit bien entendu étre égale a 'unité.

Supposons a présent ce décodeur fixé et optimisons le codeur représenté par les
probabilités p(z|u).

mD = Y p(z|lu)d(u,z) on ¢(u,z) = Y p(uw)p(ylz)p(dly)du(u, @)

u€EFM u€Fm
zEF yeF”

Les remarques formulées lors de 'optimisation précédente sont encore valables. La
distorsion est donc minimale lorsque le codeur vérifie :

Vu € F3" p(zlu) = 0 <= ¢(u, z) > min ¢(u, ') (2.12)

La somme des probabilités de transition du codeur non spécifiées par I’équation ci-
dessus doit étre égale a I'unité.

Les équations (2.11) et (2.12) montrent que la solution optimale et les minima
locaux du systéme correspondent a des codeurs et décodeurs déterministes, i.e. dont la
sortie correspondant & une entrée donnée est toujours la méme. Autrement dit, il s’agit
de choisir un élément et un seul de I’ensemble des mots z minimisant ¢(u,z) & mot de
source u donné pour spécifier la sortie du codeur. De méme, on choisit un élément et
un seul de I'ensemble des mots de source reconstruits & minimisant ¢ (i, g) a mot recu
y fixé : cet élément détermine alors la sortie du codeur.

Des simulations de cet algorithme de Lloyd généralisé doublement nous ont montré
que celui-ci se terminait en quelques itérations : afin de pallier a cela et espérant pouvoir
sortir des minima locaux, nous autorisons codeur et décodeur a étre aléatoires
(ou flous), comme le permettent les équations (2.11) et (2.12) lorsque les fonctions
1 et ¢ ont un minimum atteint en plusieurs points. Lorsqu’une entrée se présente,
ces « boites » floues choisissent au hasard une sortie parmi un ensemble restreint. Si
nécessaire, a la fin de 'algorithme, les mémes équations nous garantissent que nous
pourrons revenir a une solution déterministe.

Nous avons utilisé I'algorithme ainsi développé en choisissant pour points d’initia-
lisation le systéme source ou canal. Les figures 2.12 et 2.13 montrent les performances
du systéme séparé (pour rappel) indiquées par des carrés, du systéme source ou canal
indiquées par des croix et enfin celles de ce méme systéme amélioré par ’algorithme
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de Lloyd, représentées par des cercles. L’OPTA est tracé en trait continu. Nous ob-
servons que l’algorithme de Lloyd n’apporte qu’une amélioration marginale en dépit
des efforts faits pour sortir des minima locaux que représente le systéme source ou
canal : le gain obtenu par 1’algorithme de Lloyd est de 'ordre de quelques milliémes
de la distorsion initiale, ce qui explique que cette amélioration n’est pas visible sur les
figures. L’algorithme de Lloyd modifie donc légérement les codeurs et les décodeurs.

Méme si les résultats ne sont pas a la hauteur de nos espérances, 1’algorithme de
Lloyd généralisé doublement présente des avantages non négligeables :

— la modélisation retenue est la plus large possible car elle ne s’appuie pas sur
une structure bien particuliére de codeur ou de décodeur mais sur une approche
probabiliste qui est celle retenue en théorie de l'information. L’algorithme de
Lloyd nous permet alors de concevoir un systéme véritablement conjoint ;

— a chaque itération, les performances ne peuvent que s’améliorer ou étre identiques
(propriété de Palgorithme de Lloyd initial). L’algorithme de Lloyd est un outil
permettant d’améliorer n’importe quel systéme;

— le changement de modéle de canal ne modifie pas la nature de I’algorithme : il
est facilement transposable d’un canal & I'autre.

CBS R=7/8
T T T

=——=8  Séparé
» — —x  Source ou canal
Lloyd
OPTA

Distorsion

10’ L 1 1 1 1 1 1 1 1

Rapport signal a bruit (dB)

F1G. 2.12 — Performances de I’algorithme de Lloyd généralisé doublement appliqué au
codage SBS-CBS pour un rendement R = 7/8.

Nous allons illustrer ce dernier point en nous limitant & des canaux sans mémoire
a entrée binaire et dont la sortie sera ternaire ou quaternaire. Ces canaux représentent
alors une modulation de phase & deux états émise sur un canal & bruit blanc additif
gaussien suivi d’un détecteur multiniveaux (en l'occurence trois ou quatre). Une telle
modélisation permet d’introduire un peu de souplesse dans le décodage : la sortie du
détecteur a seuil permet de mesurer la confiance que 1’on peut avoir en celle-ci.
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CBS R=6/5
T
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F1G. 2.13 — Performances de I'algorithme de Lloyd généralisé doublement appliqué au
codage SBS-CBS pour un rendement R = 6/5.

D’un point de vue pratique pour appliquer I'algorithme de Lloyd, nous devons cal-
culer la matrice de transition du canal étudié : nous utilisons, comme nous I’avons déja
fait pour le cas binaire, I’équivalence entre le canal & entrée binaire et & sortie quantifiée
et le canal a bruit additif blanc gaussien & entrée binaire et sortie quantifiée. Notons
E, I'énergie du signal émis par le modulateur. Afin de faire des comparaisons justes
entre les systémes, nous fixons le rapport signal-a-bruit RSB et équirépartissons les
seuils dans U'intervalle [—+/Fj, ++/E;]. Enfin, puisque le changement de canal n’affecte
que le décodeur, nous utiliserons le codeur du systéme source ou canal pour initialiser
I’algorithme de Lloyd : les figures représentant les résultats pour les canaux a sortie
ternaire ou quaternaire n’indiqueront que la distorsion obtenue a la fin de ’algorithme
de Lloyd généralisé doublement ®. Le décodeur de canal du systéme séparé est un déco-
deur & maximum de vraisemblance (qui suppose donc connue la matrice de transition
du canal).

Canal a sortie ternaire

Le canal a entrée binaire et sortie ternaire est aussi appelé canal a effacements
car la sortie intermédiaire de ce canal n’est pas digne de confiance : la probabilité
de se tromper en décidant quel symbole a été émis est élevée. Dans le domaine du
codage de canal, il est depuis longtemps reconnu [50]| qu’il est plus facile de corriger
des effacements que des erreurs : en effet, les positions des effacements sont connues

5Les performances du systéme source ou canal adapté au canal & sortie binaire ne peuvent étre
représentées sur ces figures car le modéle de canal a changé.
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par le décodeur, contrairement & celles des erreurs. La matrice de transition du canal
a sortie binaire et sortie ternaire est alors donnée par

1 — Q(2V2RSB) Q(5V2RSB)
Q(2V2RSB) — Q(2V2RSB) Q(2v2RSB) — Q(:V2RSB)
Q(4V/2RSB) 1— Q(2V2RSB)

Les figures 2.14 et 2.15 représentent les performances des systémes séparés et source
ou canal pour deux valeurs de rendement (R = 7/8 et R = 6/5). Les codes linéaires
systématiques composant le systéme séparé sont les mémes que dans le cas du CBS :
ils sont fixés par le plus grand rapport signal-a-bruit simulé. Nous faisons diminuer
ce rapport : le décodeur de canal du systéme séparé va prendre en compte les nou-
velles valeurs des probabilités de transition. Le systéme source ou canal est optimisé
par l'algorithme de Lloyd pour le plus grand rapport signal-a-bruit simulé. Codeur et
décodeur resteront fixes lorsque ce rapport va diminuer, mesurant ainsi la robustesse
du systéme face & un canal variant lentement dans le temps. Enfin, nous avons tracé
en trait continu 'OPTA correspondant a ce canal.

Encore une fois le systéme source ou canal bat largement le systéme séparé a com-
plexité égale. De plus, la lente variation du canal dans le temps ne vient pas troubler
ce classement des systémes.

Canal a sortie ternaire R=7/8
T T T T T

——=8  Séparé
0—-—-© Lloyd
OPTA

10

Distorsion

1072 L I | I I | I I I

Rapport signal a bruit (dB)

F1G. 2.14 — Performances du systéme séparé et du systéme optimisé par algorithme de
Lloyd initialisé par le codeur source ou canal pour le canal a sortie ternaire avec un
rendementR = 7/8.
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Canal a sortie ternaire R=6/5
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F1G. 2.15 — Performances du systéme séparé et du systéme optimisé par algorithme de
Lloyd initialisé par le codeur source ou canal pour le canal a sortie ternaire avec un
rendement R = 6/5.

Canal a sortie quaternaire

Nous recommencons I’expérience menée avec le canal & sortie ternaire en ajoutant
une sortie supplémentaire. La sortie d'un tel canal peut étre considérée comme treés
fiable si elle est supérieure a @ en valeur absolue ou moins fiable si elle est inférieure
a ce seuil. Le signe de la sortie détermine a priori le symbole émis. La matrice de

transition ce canal a sortie quaternaire est donnée par

Les figures 2.16 et 2.17 présentent les performances des deux systémes étudiés a
rendement global fixé : le systéme source ou canal bat le systéme séparé, et ce méme
lorsque le canal varie. Par rapport au canal & sortie ternaire, les performances sont,
bien entendu, améliorées mais la distorsion globale atteignable avec un canal & sortie
quaternaire est inférieure a celle atteignable avec un canal a sortie ternaire (i.e. 'OPTA
a, elle aussi, changg).
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Canal a sortie quaternaire R=7/8
T T T T T
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0—-—-© Lloyd
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F1G. 2.16 — Performances du systéme séparé et du systéme optimisé par algorithme
de Lloyd initialisé par le codeur source ou canal, canal a sortie quaternaire pour un
rendement R = 7/8.

Canal a sortie quaternaire R=6/5
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F1Gg. 2.17 — Performances du systéme séparé et du systéme optimisé par algorithme
de Lloyd initialisé par le codeur source ou canal, canal a sortie quaternaire pour un
rendement R = 6/5.

2.6 Conclusions

Nous nous sommes penchés dans ce chapitre sur le probléme du codage conjoint
SBS-CBS en mesurant la distorsion par le biais de la distance de Hamming. La preuve
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du théoréme de codage conjoint nous conduit & envisager un systéme séparé ou tandem
qui est la concaténation du codage de source et du codage de canal. Ce systéme a été
simulé a l'aide des codes trouvés au premier chapitre.

Puis nous avons proposé un systéme plus simple, appelé source ou canal, et qui sup-
prime I'une ou 'autre des étapes du codage séparé en fonction du rendement global. Des
bornes inférieures de performances de ce systéme ont été présentées : elles convergent
asymptotiquement vers les meilleures performances théoriquement possibles. Nous sup-
posons donc que ce systéme permet, lui aussi, d’atteindre asymptotiquement ces per-
formances.

Nous avons comparé ces deux systémes a complexité a peu prés égale et pour de
faibles retards (c’est-a-dire de faibles longueurs) : le systéme le plus simple & mettre en
ceuvre, a savoir le systéme source ou canal présente les meilleures performances. Nous
avons ensuite essayé d’améliorer ces derniéres en recourant a un outil bien classique du
codage de source, I’algorithme de Lloyd. Nous avons détaillé son fonctionnement pour
une source discréte et une distance discréte, elle aussi (distance de Hamming) tout
en prenant en compte les effets du CBS. Cela a permis d’améliorer marginalement le
systéme. Nous avons profité de la modélisation assez large de celui-ci pour 'appliquer
a des canaux a entrée binaire et a sortie ternaire ou quaternaire : I'algorithme, outre
son role habituel d’optimisation, nous donne alors des décodeurs préts a ’emploi. Nous
avons alors comparé les performances du systéme optimisé par l'algorithme de Lloyd
initialisé par le codeur du systéme source ou canal avec celles du systéme séparé (avec
un décodeur de canal & maximum de vraisemblance) en nous attardant sur la robustesse
des performances par rapport a des variations lentes du canal. La encore, le systéme
source ou canal est, & complexité égale, meilleur que le systéme séparé. L’algorithme
de Lloyd nous permet également de trouver un bon décodeur lorsque le nombre de
sorties du canal a entrée binaire augmente, c’est-a-dire lorsque le récepteur quantifie
plus finement le signal recu. Le décodeur fourni par cet algorithme est déterministe
mais lors des itérations, il est considéré comme flou.

Ce chapitre illustre donc U'intérét de concevoir conjointement un systéme [15] : la
solution recommandée par la preuve du théoréme du codage conjoint ne conduit pas a
la solution la plus simple et la plus performante en pratique dans le cas étudié.
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Chapitre 3

Codage de source binaire asymétrique
suivant le critére de distance de
Hamming

3.1 Introduction

Nous avons considéré dans les deux premiers chapitres la source binaire symétrique.
Cependant, si cette source présente ’avantage d’étre facile a étudier, elle modélise assez
mal les sources binaires réelles (comme par exemple un fichier texte, un fichier d’une
suite bureautique, une image ou encore les bits en sortie d’un appareil de mesure
spatial [1]). Ces sources réelles se distinguent de la SBS par deux aspects cruciaux :

— les bits ne sont pas statistiquement indépendants ;

— les bits ne sont pas équiprobables.

Nous prenons en compte dans ce chapitre ce deuxiéme aspect en étudiant la com-
pression des sources binaires asymétriques (SBA). Ces sources subissent généralement
un codage entropique au moyen de codes de Huffman ou a longueur variable [13].
Cependant, ces codes, qui atteignent asymptotiquement l’entropie de la source, sont
sensibles aux erreurs que le canal peut introduire. Si le décodeur de canal ne corrige pas
toutes les erreurs parfaitement, le décodeur du code de longueur variable se trompe, et
pire, perd la synchronisation : I’erreur se propage alors aux symboles de source suivants.
Il est possible de remédier a ce probléme en introduisant un mot de synchronisation
(comma codes) afin de limiter la propagation de 'erreur. Une autre solution consiste
a choisir parmi des codes de méme longueur variable celui qui limite le mieux la pro-
pagation de l'erreur [48, 40, 45|. Enfin, on peut utiliser les codes a longueur variable
auto-synchronisés [20, 46| qui détectent une erreur assez rapidement et ne la propagent
pas aux autres mots codés.
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La source binaire asymétrique n’est donc pas reproduite fidélement lorsque le codeur
de canal ne corrige pas toutes les erreurs. Nous allons donc essayer de coder par bloc et
avec pertes cette source, I'utilisation de blocs ne posant pas de probléme de synchroni-
sation au niveau du décodeur de source. Nous rappellerons dans un premier temps la
fonction rendement-distorsion d’une source binaire asymétrique puis nous proposerons
un codeur en bloc simple et a étiquetage complexe, le codeur par couronne, dont nous
évaluerons les performances asymptotiques. En vue de simplifier, I'étiquetage, nous
présenterons le codage de source par syndrome développé par Ancheta [1]| utilisé pour
réaliser un codeur conjoint SBA-CBS [37]. Nous donnerons les performances théoriques
de ce codage de source. Toujours dans un souci de faible complexité, nous utiliserons
le codeur de source linéaire développé en 1.2.1 pour comprimer la SBA. Enfin, nous
étudierons les résultats de ’algorithme de Lloyd appliqué a la compression de la SBA.

3.2 Définition et performances optimales (OPTA)

Définition 3.2.1 (SBA) Une source binaire asymétrique sans mémoire, notée SBA,
est une source émettant le symbole 1 avec une probabilité ps et le symbole 0 avec une
probabilité 1 — p,. Les symboles émis sont statistiquement indépendants.

D’aprés cette définition, la probabilité que la source émette un mot u donné (de lon-
gueur m) est simplement

p(ﬂ) — p;”H(E)(l _ ps)m*wH(H)_

Le critére de fidélité choisi pour comprimer la source est la distorsion de Hamming par
bit. L’égalité (1.31) détermine la fonction rendement-distorsion [41], notée Rgpa(D)

Rspa(D) =

{ Hy(ps) — Ha(D) si 0 < D < min(p,,1 - p,) (3.1)

0 si min(ps, 1 —ps) < D <1

Le théoréme de codage de source [41] affirme qu’étant donnés D et Ry > Rspa(D), il
existe un code de rendement R compris entre Rgpa(D) et R, et dont la distorsion est
aussi proche que 1'on veut de D.

Nous supposerons par la suite que p; < 1/2 : dans le cas contraire, il suffit de
complémenter & un les mots de source émis pour se ramener au cas ps < 1/2. Hy(p;)
mesure l'entropie de la SBA : la longueur moyenne des mots de source codés par de
bons codes a longueur variable atteint asymptotiquement cette entropie. Notre but
étant d’étudier de bons codes de longueur fixe pour comprimer la SBA, nous allons
tout d’abord montrer qu’il existe des codes de longueur fixe dont le rendement atteint
asymptotiquement 1’entropie et dont la distorsion tend vers 0.
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3.3 Compression par une couronne

Considérons ’extension m® d’une SBA de paramétre p; : cette source émet des mots
u. Pour comprimer la source, nous comparons le poids de Hamming du mot u a un
seuil md (§ étant un réel positif plus petit que 1) :

— si wy(u) < md; alors la sortie du décodeur de source v est v = u;

— si wy(uw) > md alors le mot de source est « projeté » sur la sphere des mots de

poids |[md| en mettant wy(u) — [md| composantes non nulles de u a 0.

Enfin, un organe d’étiquetage restitue une étiquette z sur k£ bits. Un tel schéma de
compression est représenté sur la figure 3.1.

u

[
~

siwg(u) <mé v=u
SBA sinon v/ wg(v) = |md] ef étiqguetagel———
di(v,u) = wy(u) — [md]

F1G. 3.1 — Compression d’'une SBA par une boule.

Le rendement R, d’un tel codeur de source est

P8 > e
m

(3.2)

m

Par construction, la distorsion est donc uniquement due aux mots en dehors de la boule
de rayon |md|, soit :
m

D = Bl (u,)] = 3 Gl =i L) (33)

1
m

Nous allons maintenant étudier les performances asymptotiques de ce codeur de
source : supposons alors que § < p,. Le théoréme A.2.1 montre que R converge alors
vers Hy(9). La distorsion se récrit, en tenant compte du fait que le poids moyen d’un
mot de source est mp,

Ims| U (] —

D=p,——+ Z

Ty Cok1—p)

Le théoréeme A.2.2 montre alors que la distorsion D converge vers p, — d. La distorsion
et le rendement de ce codeur vérifient donc asymptotiquement

R, = Hy(p, — D). (3.4)

Par conséquent, asymptotiquement, il existe des codes en blocs permettant de coder
presque sans perte la SBA avec un rendement proche de ’entropie. Les performances
du codeur par boule sont illustrées sur la figure 3.2.
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compression de SBA (pS:O.ZS) par boule (m=100)

T T
+ codeur par boule
OPTA

— — limite théorique du codage par boule

rendement
o o o o
~ w S o
T T T T
4
+
/
4

o
o
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I I I
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distorsion

o
o
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@

F1G. 3.2 — Performances du codeur par boule (ps = 0.25, m = 100).

Le code de source ainsi défini contient des mots de source atypiques. Un mot de
source est dit e-atypique [13], € étant un réel positif, si et seulement si

1
——log, p(u) — Hy(ps)| > €.

La loi faible des grands nombres implique que ces mots atypiques sont en proportion
négligeable. Le code de source précédent contient les mots atypiques de poids faible par
rapport a mp,. Le nouveau codeur de source va donc « projeter » ces derniers sur la
« surface » d’une sphére de rayon md’ < md et se comporter comme le précédent codeur
pour les autres mots. Le code de source ainsi défini ne contient que les mots dont le
poids est compris entre md’ et md, définissant ainsi une couronne. Le rendement d’un
tel codeur sera légérement inférieur a celui du codeur par boule. Quant a la distorsion,
elle sera légérement supérieure a celle du codeur précédent : la contribution des mots
atypiques de poids faible a la distorsion sera négligeable lorsque la longueur des codes
tends vers l'infini (toujours en raison de la loi faible des grands nombres), comme le
montre la figure 3.3. Sur cette figure, nous observons que les meilleurs codeurs par
couronne obtenus (c’est-a-dire ceux de plus faible rendement & distorsion donnée) se
comportent asymptotiquement comme les codeurs par boule.

Le codeur par boule ou par couronne permet donc de coder la SBA presque sans
perte et avec un rendement proche de ’entropie. Cependant, lorsque la distorsion visée
n’est pas nulle, ces codeurs sont asymptotiquement mauvais car leurs performances
(R = Hy(ps— D)) sont largement supérieures & 'OPTA (R = Hy(ps) — Ha(D)), comme
I’ont montré les figures 3.2 et 3.3. De plus, I'étiqueteur associé ne présente pas de
structure particuliére, ce qui peut le rendre complexe.
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OPTA

T T
+ codeur par couronne
0.9 % — — limite théorique du codage par couronne

08k
07k RASS
06l +

05 + 5o

L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

F1G. 3.3 — Performances du codeur par couronne (ps; = 0.25, m = 100).

3.4 Le codage de source par syndrome d’Ancheta

Ancheta [1] a proposé un codage linéaire de la SBA dont la distorsion est asymp-
totiquement nulle et dont le rendement tend vers ’entropie de la source. Sa technique
repose sur le codage de source par syndrome (Syndrome-source-coding) et est représen-
tée sur la figure 3.4.

mot de source syndrome mot de source reconstruit
—————————— ] |
1 |

U ! 5! : tableau standard| 7,
| 7
—= H! +—» de décodage de —»

| ! |

m ! m —+k H; m
|
R e
codeur de source décodeur de source

FiG. 3.4 — Codage de source par syndrome.

Le codage de source par syndrome s’appuie sur la matrice de parité H, d’un code
linéaire de longueur m et de dimension k. L.e mot de source u est comprimé par son
syndrome s = uH!, de dimension m — k. Ce codeur de source est donc simple en regard
des codeurs de source traditionnels.

Le décodeur de source recoit le syndrome et doit, afin de minimiser la distorsion,
trouver le mot de source le plus probable connaissant ce syndrome. Le décodeur fournit
donc au destinataire le chef de classe e associé au syndrome recu, c’est-a-dire le mot
de la cellule de Voronoi du mot nul dont le syndrome est identique a celui recu. Ce
décodeur est donc plus complexe que le codeur associé.
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3.4.1 Performances

Le rendement R, du codeur par syndrome est donné par

Rs:uzl_ﬁ_
m m

Ancheta [1] a montré que le codage de source par syndrome permet d’atteindre une
distorsion aussi faible que voulue et un rendement proche de l’entropie de la source
H,(ps). L’argument utilisé par Ancheta pour prouver cela se fonde sur la dualité :
Perreur ajoutée par le CBS est équivalente a la sortie d’'une SBA et il existe des codes
de canal de la probabilité d’erreur aussi petite que voulue lorsque k/m < 1 — Hy(ps).

Pour établir I’expression de la distorsion dans le cas général, nous utilisons a nou-
veau le fait que les cellules de Voronoi définissent une partition de FJ" et qu’elles se
déduisent les unes des autres par translation :

D = LEldy(u0)

: c
_ = ZU)H(Q) Z p;lfH(£+§)(1 _ ps)m*wy(ﬁg)_ (3.5)
M cec e€V(0)
La distorsion D du codage de source par syndrome fait donc intervenir la distribution
de poids du code linéaire choisi C et la probabilité des cellules de Voronoi.

Le rendement R du codeur de source est simplement

k
Ry=1——. 3.6
m (3.6)

Si nous choisissons un code trivial, i.e. un code linéaire pour lequel la matrice Par
est la matrice nulle, I’expression de la distorsion devient

k
D=—"p,=(1—-R,)p,. 3.7
P ( )P (3.7)

Ces codes triviaux ont donc des performances éloignées de ’OPTA sauf lorsque leur
rendement tend vers 0. Illustrons ces calculs en poursuivant l'exemple introduit au
premier chapitre.

Suite de ’exemple 1 Lorsque la SBA est codée par ses syndromes, le code systé-
matique produit une distorsion D égale a

1
D= g(4ps +12p2 — 32p? + 28pt — 8pd).
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Son rendement Ry est égal 6 2/5 Cette distorsion est supérieure & celle d’un code trivial
de méme rendement.

Une autre famille de codes peut s’étudier facilement : les codes de Hamming binaires
définis en D.1. Soit A; le nombre de mots de poids 7 d’'un code de Hamming binaire de
longueur m. Les coefficients A; vérifient la relation suivante, tirée de [43], y étant un

réel,
m

YAy T Y Ay 4D (m— i) Ay = (1 +y)™

i=0 =0 =0

(3.8)

Cette relation est due au fait que les codes de Hamming sont parfaits et corrigent une
erreur. Par conséquent, la distorsion créée en utilisant les codes de Hamming est

L& i m—i—1. :
D= — > iApi N (1 = po)™ T (L — ps)® + ps(1 = ps) + (m — 0)p?)
i=0
— i iiA_pifl(l —p )mfifl((m . 1)p2 + (1 _ Qi)p + Z)
m ;2o o ’ ’ ’

Les coefficients A; sont facilement déterminés en résolvant I’équation (3.8) avec y = 1,
les coeflicients initiaux étant Ag = 1 et A; = 0.

Longueur | Rendement R, | Distorsion Distorsion
(ps =0.4) (ps = 0.1)

7 0.4286 0.4211 0.0669

15 0.2061 0.4125 0.1039

31 0.1613 0.4062 0.1180

TAB. 3.1 — Distorsion d’'une SBA comprimée par les syndromes des codes de Hamming.

Le tableau 3.1 montre la distorsion des codes de Hamming pour deux SBA diffé-
rentes. Cet exemple montre que des codes, considérés comme bons tant pour le codage
de SBS que pour le codage de canal, se révélent mauvais puisque la plupart dépassent
le niveau de distorsion p, correspondant au code universel (dont le rendement R; est
nul). Il est par conséquent nécessaire de rechercher de bons codes pour le codage de
SBA par syndrome.

3.4.2 Recherches de bons codes de petite longueur

Nous avons mené une recherche exhaustive pour des longueurs de code m variant
entre 3 et 10 pour différentes valeurs du paramétre p, de la SBA (0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5).
Nous nous sommes restreints aux codes systématiques car deux codes équivalents en-
gendrent une méme distorsion. La SBA considérée varie donc d’une source fortement
asymétrique a une source symétrique. Les meilleures performances des codes examinés
sont représentés par des croix sur les figures 3.5-3.7. Les performances des codes tri-
viaux sont indiquées en pointillés et ’OPTA est tracée en trait continu. Pour de faibles
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longueurs, le codage de SBA par syndrome n’est efficace que pour les sources fortement
asymeétriques (ps = 0.1). Lorsque ps vaut 0.2, nous avons trouvé quelques codes de haut
rendement qui battent les codes triviaux. Pour les valeurs de pg supérieures ou égales a
0.3, nous n’avons pas pas trouvé de meilleurs codes que les codes triviaux! Le codage
par syndrome est donc d’autant plus efficace que la source est asymétrique.

rendement
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OPTA
codes lineaires
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L L
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distorsion
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(b) : ps = 0.2
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F1G. 3.5 — Performances du codage par syndrome de SBA p, = 0.1, 0.2.
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F1G. 3.6 — Performances du codage par syndrome de SBA p, = 0.3, 0.4.

3.5 Compression d’'une SBA par un codeur SBS

Le codage de SBA par syndrome avec des codes de petite longueur permet de
coder plus efficacement les sources fortement asymétriques. Nous cherchons donc un
moyen efficace de comprimer avec pertes les sources binaires faiblement asymétriques.
Le codeur de source exposé en 1.2.1 permet d’atteindre les performances optimales
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F1G. 3.7 — Performances du systéme d’Ancheta pour p, = 0.5.

lorsque la source est symétrique. Il est donc naturel de calculer la distorsion des codes
linéaires appliqués a une SBA, le codeur de source étant le décodeur de canal associé
au canal binaire symétrique : ce schéma de compression est rappelé sur la figure 3.8.

u v

I~

SBA minyec dH (u, Q) ”G—l " I

FiG. 3.8 — Compression d’une SBA par le codeur utilisé pour comprimer la SBS.

3.5.1 Performances

Le code linéaire utilisé pour la compression de la SBA est supposé étre de longueur
m et de dimension k. Le rendement R, exprimé en nombre de bits par symbole de
source, est alors

La distorsion moyenne par bit, toujours notée D, dépend du poids des translatés
du code et du poids des chefs de classe (en utilisant une nouvelle fois les propriétés des
cellules de Voronof) :

D = LEldy(uv)]

3|3
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= LS wn@ S plu=ute). (3.9)

eV (0) vee

Notons A¢ le polynéme énumérateur de poids du code C :
AC(Z) = ZZU}H(E)J
vel

et A, c le polynome énumérateur de poids du translaté du code C par le mot e (Aeic =
Y pec 207 eT)). Lexpression (3.9) se récrit alors

p— L=p)" 3 wH(Q)A§+C< bs ) (3.10)

M ecv(o) 1=ps

Lorsque le code choisi est un code trivial de rendement R,, la distorsion est alors
égale & D = (1 — R,)ps. Dans le cas général, 'évaluation exacte de cette distorsion est
difficile car elle nécessite le calcul de 2% polynémes énumérateurs. Bien siir, lorsque le
rendement R est élevé, il est possible de tirer avantage de 'identité de McWilliams [43]
liant le polynome énumérateur d’un code a celui de son dual

1 m 1—
Apr(2) = ;,f) Ae (1+z>‘ (3.11)
En effet, une fois le polynéme A¢ calculé a partir du polynome Aq., le polynome A, ¢
est déterminé par le polynome énumérateur du dual du code engendré par les vecteurs
générateurs du code C et le vecteur e.

L’inégalité de Sullivan [61], généralisée aux codes linéaires g-aires par Klgve [28],
permet de donner une borne supérieure de la distorsion ne dépendant que du polynéme
Ac. Cette inégalité stipule que, si e est un chef de classe non nul, alors
(1 + Z)k+1 _ (1 _ z)k+1
(14 2)k+ 4 (1 — 2)k+t
Nous réinjectons cette inégalité dans I’équation (3.10) afin d’obtenir une borne nou-
velle :

Agie(2) <

Ac(z), 0<z< % (3.12)

(1=p)™ 1= (1= 2p)" ( P )
D < Ao | 22— wg(e),
m 1+ (1—2p,)kt S \1—p, g@
Acr(1=2p,) wi(e). (3.13)
m2mk 1+ (1 — 2p,)k+! ge%%g)

ol la derniére inégalité provient de I'identité de McWilliams. Cette borne sera appelée
borne de la distorsion de Sullivan, eu égard a celui qui a formulé I’inégalité dont elle
découle. Remarquons que la borne de la distorsion donnée par 'inégalité (3.13) vaut
exactement la distorsion lorsque la source est symétrique. Notons aussi que pour les
codes triviaux, cette borne est mauvaise car le terme prédominant est alors (2—2ps)™ *.
Cette borne est heureusement plus facile a évaluer que les performances exactes (qui
nécessitent de calculer le tableau standard de décodage) : seuls la cellule de Voronoi
du mot nul et le polyndme énumérateur du code dual doivent étre calculés.
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3.5.2 Exemple et recherche exhaustive de bons codes de petite
longueur

Eclaircissons les calculs de performance par ’exemple introduit au premier chapitre.

Suite de I’exemple 1 Lorsque le décodeur par tableau standard code une SBA, le
code systématique de matrice génératrice Ggys, dont le rendement Ry est égal a 3/5,
produit une distorsion D égale a

1
D= g(5ps —12p? + 12p% — 4p?).

Cette distorsion est supérieure (resp. inférieure) a celle d’un code trivial de méme ren-
dement lorsque ps < 0.37 (resp. ps > 0.37). La borne (3.13), obtenue grice a l'inégalité
de Sullivan, devient

31— (1—2p,)"

< T (1 —Bp, 4+ 12p7 — 12p° + 4p?).

Cet exemple nous invite a penser que les codes de faibles longueurs coderont diffi-
cilement les sources fortement asymétriques alors qu’il sera possible d’obtenir de bons
résultats pour les source peu asymétriques. Cette impression est confirmée par une
recherche exhaustive sur les codes linéaires systématiques de longueur inférieure ou
égale & 10 pour deux valeurs du paramétre py (ps = 0.1 et ps = 0.4). Le résultat de
cette recherche est représentée sur les figures 3.9 et 3.10 : les performances des meilleurs
codes linéaires trouvés sont indiquées par des croix alors que les performances des codes
triviaux sont tracées en traits mixtes et 'OPTA en trait plein. Lorsque la source est
fortement asymétrique (p; = 0.1), les codes triviaux ne sont pas battus. Lorsqu’elle
est faiblement asymétrique (p; = 0.4), il existe des codes de faible longueur dont les
performances sont supérieures a celles des codes triviaux. La borne de Sullivan relative
a ces codes est tracée en pointillés. Remarquons que cette borne peut se révéler trés
proche de la distorsion effective du code. Sur la figure 3.10, la borne de Sullivan n’est
pas représentée car les meilleurs codes trouvés sont triviaux : les valeurs alors prises
par cette borne dépassent allégrement la valeur de p;.

3.5.3 Compression par deux codes linéaires

L’un des moyens théoriques pour atteindre ’'OPTA d’une SBA est de décomposer
'extension m® de cette source en m + 1 sous-sources [64]. La w® sous-source émet des
mots de poids w. A chaque sous-source, on associe un code en bloc qui :

— code la sous-source sans perte si le poids est faible ou proche de m;
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compression d'une SBA (pS:O 4) par des codes linéaires
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F1G. 3.9 — Meilleurs codes linéaires de dimension < 10, p; = 0.4 (source faiblement
asymeétrique), codage par région de Voronoi.

Compression d'une SBA (p_=0.1) par des codes linéaires
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F1G. 3.10 — Meilleurs codes linéaires de dimension < 10, p, = 0.1 (source fortement
asymeétrique), codage par région de Voronoi.

— code la source avec une distorsion proche de Hy '(Hy(w/m) — R) dans les autres
cas '
Nous reprenons & notre compte l'idée de décomposition de la SBA en utilisant cette
fois des codes linéaires, dont le codeur de source associé est moins complexe que celui
associé a un code en bloc quelconque. Nous nous limitons a deux sous-sources, puisque
nous nous restreignons a de petites longueurs, espérant ainsi ne pas trop nous éloigner
du schéma asymptotiquement optimal par ces deux simplifications. Le codeur de source
procéde ainsi :
— si la SBA émet un mot u de poids inférieur & md (ou § est un réel positif), nous
utilisons le code linéaire C; de longueur m et de dimension k; pour comprimer la
source ;

"une démonstration de lefficacité de cette technique est donnée par Viterbi et Omura dans [64].
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— si la SBA émet un mot u de poids strictement supérieur a md, nous utilisons
un code linéaire Cy de longueur m et de dimension ky pour comprimer cette
sous-source.

La figure 3.11 illustre ce principe. Puisque nous souhaitons construire un code en bloc

u v
si wg(u) <md v=argminee, di(c, u)

sinon v = arg mingcc, dp(c, u)

F1G. 3.11 — Compression d’'une SBA par deux codes linéaires.

et non un code a longueur variable, un étiqueteur va associer une étiquette au mot
de v recu. Cette étiquette comportera au plus ky + ko bits : il est en effet possible
que certains mots des codes C; et Co ne soient jamais utilisés en raison du seuil md
introduit. Le calcul du rendement d’un tel schéma nécessite donc de compter les mots
de chacun des codes réellement utilisés par le codeur. Si la recherche du mot de code
le plus proche du mot de source émis demeure simple, ’étiqueteur, en revanche, est
de complexité identique a celui d’un code non-linéaire de méme longueur et de méme
taille. Ce codeur est donc une solution intermédiaire au niveau de la complexité entre
le codeur associé & un code linéaire et le codeur associé a un code non-linéaire.

Nous menons une recherche sur les couples (Cy,Cs) en nous restreignant aux codes
linéaires systématiques de longueur inférieure ou égal a 8. Les figures 3.12 et 3.13
présentent les résultats de cette recherche respectivement pour une source trés asymé-
trique (ps = 0.1) et peu asymétrique (ps = 0.4) : 'OPTA est tracée en trait continu,
les performances des codes linéaires, qui sont un cas particulier de ce codeur (§ = 0
ou 6 = 1), sont indiquées par des croix (+) et celles du codeur correspondant a deux
vraies sous-sources (0 < ¢ < 1) par des croix obliques (x).

Si ce codeur n’apporte pas de véritable amélioration pour une source faiblement
asymétrique, I’amélioration est notable pour la source fortement asymétrique : nous
réussisons enfin a battre les codes linéaires triviaux et les codes adaptés au codage par
syndrome pour des rendements élevés (supérieurs a 0.4 environ).

3.6 Algorithme de Lloyd pour la compression de SBA

L’amélioration des performances constatée lors de I'utilisation du codeur présenté au
paragraphe 3.5.3 par rapport au codeur n’utilisant qu’un code linéaire peut s’expliquer
par la non-linéarité introduite par le seuil : en effet le code de source résultant n’est
pas a priori linéaire. Pour de petites longueurs, les codes non-linéaires semblent étre
de bons candidats pour comprimer la SBA, cependant leur utilisation entraine une

SBA étiquetage —=
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compression de SBA (ps:O.l)
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F1G. 3.12 — Comparaison des performances des codes linéaires (+), du codeur de la
figure 3.11 (x) et du codeur par syndrome (0), p; = 0.1 (OPTA en trait continu).
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F1G. 3.13 — Comparaison des performances des codes linéaires (+), du codeur de la
figure 3.11 (x) et du codeur par syndrome (0), ps = 0.4 (OPTA en trait continu).

augmentation de complexité du codeur de source sauf dans le cas simple ot le code
non linéaire serait un code affine (i.e. un code linéaire translaté par un vecteur non nul,
c’est-a-dire une classe du code linéaire distincte du code lui-méme).

Nous allons donc rechercher de bons codes non linéaires. La recherche exhaustive
semble prohibée car trop complexe, méme pour des petites longueurs (il existe plus
de dix millions de codes binaires non linéaires de longueur 5 et de taille 8 alors que
la recherche portant sur les codes linéaires systématiques de mémes caractéristiques se
réduit dans ce cas a 'examen de vingt codes). L’algorithme de Lloyd tel qu'il a été
développé au paragraphe 2.5.2 convient alors & notre tache : il suffit de remplacer la
densité de probabilité de la source p(u) (supposée uniforme dans le paragraphe 2.5.2)
par celle d'une SBA. Le codeur optimisé par ’algorithme de Lloyd est représenté sur
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la figure 3.14. Il reste a préciser 'initialisation de cet algorithme.
U / v /3

SBA v =arg miu@ecd/g(u, z) eétiquetage |

Lloyd

F1G. 3.14 — Compression d’'une SBA par un code en bloc optimisé par I'algorithme de
Lloyd.

3.6.1 Initialisation de I’algorithme de Lloyd

L’initialisation de I'algorithme de Lloyd consiste a lui fournir ou une partition de
EJ", chaque ensemble de la partition étant assimilé & une région de Voronoi, ou un
code de source. Nous choisissons la deuxiéme possibilité. Pour construire un code de
longueur m a M éléments, nous tirons aléatoirement M vecteurs notés v,,---,v,, de
maniére indépendante. Les composantes de ces vecteurs sont considérées comme des
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Le choix de leur loi de
probabilité provient du calcul de la fonction rendement-distorsion.

logy M
m

Fixons la distorsion D tel que Rgpa(D) . Rappelons que la fonction rendement-

distorsion est déterminée par 1'égalité (1.31)
Rena(D) = inf i L 1w, vy
= in min —
spa meN p(olw)/EdUV)]<mD m
ou u est le mot de source et v le mot de source reconstruit. Puisque la SBA est une
source sans mémoire et que la distance de Hamming entre deux mots est la somme des
distances de Hamming sur chaque composante, la fonction rendement-distorsion peut
étre obtenue dans le cas monodimensionnel (m = 1) [41] :

D) = i I .
Rspa(D) p(ol)/ B0 V)< (L)

En utilisant le lien entre entropie et information mutuelle (1.9), nous obtenons
I(U,V) = Hy(ps) — Hy(U|V).

La fonction rendement-distorsion est donc obtenue en maximisant I’entropie condi-
tionnelle Hy(U|V) = Hy(U — V|V). Cette derniére est maximale lorsque la variable
aléatoire U — V est indépendante de V or le poids de U — V. mesure la distorsion donc :

plu—v=0)=1-D et plu—v=1)=D.




3. CODAGE DE SOURCE BINAIRE ASYMETRIQUE SUIVANT LE CRITERE DE
86 DISTANCE DE HAMMING

Par conséquent, la loi de probabilité de v qui permet d’atteindre 'OPTA est

_l_ps_D ps— D

plv=0)= 9D et plv=1)= (3.14)

Nous utilisons cette distribution pour tirer aléatoirement les composantes des mots
formant le code non linéaire servant a initialiser I'algorithme de Lloyd, espérant ainsi
approcher le plus possible la distorsion minimale & rendement fixé.

3.6.2 Reésultats

Nous faisons varier la longueur m des codes de 3 a 10, la taille du code est une
puissance de 2 (M = 2¢, 1 < k < m). A longueur et a taille fixées, nous langons
I’algorithme de Lloyd pour 100 initialisations tirées suivant la loi donnée par I'équa-
tion (3.14). Nous ne conservons que les meilleurs résultats, ¢’est-a-dire les codes de plus
faible distorsion et de plus haut rendement : les meilleures performances sont indiquées
par des losanges sur les figures 3.15 et 3.16. Sur ces figures sont aussi représentées les
performances des différents systémes reposant sur des codes linéaires exposés dans ce
chapitre et I'inéluctable OPTA.
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F1G. 3.15 — Comparaison des performances des codes obtenus par I’algorithme de Lloyd
avec les autres systémes, ps = 0.1.

Lorsque la source est fortement asymétrique, les codes obtenus par ’algorithme
de Lloyd battent trés largement les codes linéaires, que 1’on code par syndrome ou
par région de Voronoi sauf dans le cas peu intéressant des rendements trés élevés et
largement supérieurs a I'entropie de la source?. Lorsque la source est peu asymétrique,

2dans le cas de la SBS, nous avions établi une borne de la distorsion, D;,¢, valable pour les codes
linéaires et non linéaires. Cette simple expérience montre que dans le cas d’'une SBA, une borne
inférieure de la distorsion valable pour les codes linéaires a peu de chance d’étre valable pour les codes
non linéaires 4 moins de sous-estimer largement la distorsion engendrée par les codes linéaires.
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F1aG. 3.16 — Comparaison des performances des codes obtenus par ’algorithme de Lloyd
avec les autres systémes, ps = 0.4.

les codes obtenus ont des performances comparables a celles des codes linéaires, parfois

légérement meilleures, parfois un peu en retrait.

3.7 Remarque sur le codage conjoint SBA-CBS

Nous présentons tout d’abord dans cette section un systéme de codage conjoint
SBA-CBS du a Massey. Ce dernier, dans [37], a réutilisé la technique de codage par
syndrome afin de réaliser un codeur conjoint SBA-CBS, représenté sur la figure 3.17.

mot de mot de code mot de source
PO syndrome de canal décodeur par tableau standard reconstruit
H ; G, CBS tableau standard de décodage de
du code G, H,
m m—k n n m—k

F1G. 3.17 — Schéma de codage conjoint SBA-CBS d’Ancheta-Massey.

Le systéme de codage conjoint d’Ancheta-Massey utilise deux codes linéaires bi-
naires. Le mot de source u, de dimension m, est comprimé par son syndrome s = uH?,
de dimension m — k (H; est la matrice de parité associé au codeur de source par
syndrome). Ce syndrome est alors utilisé comme mot d’information par la matrice gé-
nératrice GG, définissant le code de canal de dimension m — k et de longueur n, pour
produire le mot de code de canal. Ce codeur est conjoint dans la mesure ou la matrice
H!G. peut étre implémentée directement.
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Le décodeur global, non présenté par Massey dans [37], utilise a priori la séparabilité
du codeur : le décodeur de canal utilisant le tableau standard de décodage fournit une
estimée du syndrome et le décodeur de source fournit au destinataire le chef de classe
associé a cette estimée.

Le rendement global R de ce systéme est

m—k
p=tb_Tmo_n
R, m—k m

n

Massey montre dans [37] qu’il est possible d’atteindre un rendement proche de
Hs(ps)/(1 — Hy(p)) et une distorsion globale D aussi petite que nécessaire avec un tel
systéme (en s’autorisant des codes de longueurs suffisamment grandes). Dans le cas
ot la distorsion autorisée serait non nulle, le schéma de codage conjoint devient sous-
optimal, ¢’est-a-dire qu’il ne peut atteindre le rendement minimum défini par ’OPTA.

Une formule concise des performances de ce systéme conjoint est malheureusement
difficile & obtenir en raison de la non-linéarité du décodeur de source et du décodeur de
canal. D’aprés I’étude menée pour le codage de source par syndrome, un tel systéme
de codage conjoint est adapté aux sources fortement asymétriques.

Nous n’avons pas mené davantage d’investigation sur le codage conjoint SBA-CBS
faute de temps mais ce dernier est possible en appliquant le systéme source ou canal
décrit au précédent chapitre, a condition que la source soit faiblement asymétrique : les
performances du codage de source par région de Voronoi sont dans ce cas suffisamment
bonnes pour envisager un tel systéme. Lorsque la source est fortement asymétrique, le
recours aux codes non linéaires s'impose pour concevoir un systéme source ou canal
efficace.

3.8 Conclusions

Aprés avoir rappelé ’OPTA correspondant & une source binaire asymétrique et au
critére de fidélité défini par la distance de Hamming, nous avons examiné différents
systémes. Nous avons d’abord proposé le codeur par couronne ou par boule qui, en
fonction du poids du mot de source, transmet le mot tel quel ou le projette (sur une
couronne ou sur une boule). Ce codeur, assez simple, permet d’atteindre asymptoti-
quement ’entropie de la SBA presque sans perte. Dans le cas ou la distorsion désirée
est non nulle, ce codeur ne peut cependant pas atteindre 'OPTA.

Nous avons donné les performances du codage par syndrome, développé par Ancheta
qui a montré son optimalité dans le cas d’un compression presque sans perte. Une
recherche exhaustive nous a permis de montrer que le codage par syndrome est d’autant
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plus performant que la source est asymétrique, lorsque la longueur est fixée. Les codes
performants pour le codage par syndrome ne semblent pas étre les mémes que ceux
pour le codage de SBS ou de canal binaire symétrique.

Nous avons ensuite utilisé le codage par régions de Voronoi définies par un code
linéaire. Nous avons mis en évidence une borne supérieure des performances de ce
systéme sans pour autant pouvoir juger de sa finesse. A longueur fixée, ces codes sont
d’autant plus performants que la source est peu asymétrique. Dans ce cas, la distorsion
obtenue est légérement inférieure a celle observée en comprimant une SBS (par le méme

code).

Nous avons obtenu des codes a priori non linéaires en divisant la SBA en deux sous-
sources et en utilisant un code linéaire pour chacune des sous-sources, ce qui améliore
les performances car le codeur est plus flexible. La recherche du mot de code le plus
proche du mot de source émis demeure simple (en raison de ['utilisation des codes
linéaires) mais I’étiqueteur est de complexité équivalente a celle d’un code non linéaire.
Ce sytéme est plus flexible, & longueur de code fixée, en terme de rendement.

Enfin, I'algorithme de Lloyd, initialisé par un code tiré au hasard suivant une loi de
probabilités provenant de ’OPTA, a permis d’obtenir de bons codes non linéaires. Les
performances des divers systémes étudiés montrent un compromis entre complexité et
performances dans le cas de la SBA : & longueur et taille du code fixées, la recherche
du mot de code le plus proche et I'étiquetage sont relativement simples, ce qui n’est
pas le cas pour les codes non linéaires ol une recherche exhaustive est nécessaire pour
trouver le mot de code le plus proche et ou I'étiquetage est une correspondance sans
aucune structure a priori. Le codage par syndrome et celui par région de Voronoi
sont complémentaires : le premier permet de coder des sources fortement asymétriques
alors que le second comprime mieux des sources peu asymétriques. Il est aussi apparu
qu’a petite longueur fixée, il est plus facile de coder par des codes linéaires une SBS
qu'une SBA dans le sens ou I’écart entre les performances des codes linéaires pour la
compression de SBS et Rgpg(D) est inférieur a I’écart entre les performances de ces
codes pour la compression de SBA et Rgpa(D).
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Chapitre 4

Codage de source par code
arithmétique

4.1 Introduction

Les codes arithmétiques ! se sont développés en méme temps que les codes binaires :
dés 1955, Diamond les proposa, ils devinrent un sujet important de recherche jusque
dans le milieu des années 1970. Brown, Peterson, Mandelbaum, Massey, Chien, Pre-
parata, pour ne citer que quelques-uns, s’illustrérent dans leur étude. La nécessité de
construire des unités de calcul arithmétique fiables motiva leur développement [38]
méme si d’autres possibilités d’amélioration, comme la qualité des composants et la
mise en place de calculateurs en paralléle effectuant les mémes opérations, furent aussi
étudiées. La encore, les codes arithmétiques furent concus dans le but de corriger des
erreurs mais par principe de dualité, ils peuvent étre utilisés pour comprimer des en-
tiers : la source est alors dite arithmétique. Or pour un calculateur, qu’est-ce qu’un
entier sinon des bits? Nous verrons donc dans ce chapitre la compression de source
arithmétique et de source binaire symétrique par ces codes. Nous étendons ainsi le
principe de dualité exposé au premier chapitre & une source un peu moins académique
que la SBS, montrant ainsi sa généralité. Auparavant, nous rappellerons la définition
des codes arithmétiques et leurs propriétés.

les codes arithmétiques utilisés ici ne doivent pas étre confondus avec le « codage de source
arithmétique » qui est & longueur variable. Ici les longueurs sont fixes.




92 4. CODAGE DE SOURCE PAR CODE ARITHMETIQUE

4.2 Définition et propriétés des codes arithmétiques

4.2.1 Décomposition non-adjacente et poids arithmétique

Avant de définir un code arithmétique, nous allons introduire le poids arithmé-
tique et la décomposition non-adjacente. Considérons une unité de calcul arith-
métique (i.e. une unité effectuant des opérations sur des entiers). Cette unité travaille
en pratique sur une représentation binaire des nombres. Ainsi lors d’une addition, le
calculateur doit ajouter trois bits pour calculer chaque bit de la somme (un bit par en-
tier & ajouter et la retenue) et calculer la nouvelle retenue. Ainsi, si une seule erreur se
produit lors d’une somme, la différence entre le résultat erroné fourni par le calculateur
et le vrai résultat sera en valeur absolue une puissance de deux. Les codes arithmé-
tiques doivent pouvoir corriger sinon détecter ce type d’erreur. La forme non-adjacente
permet de fournir une représentation des entiers adéquate.

Définition 4.2.1 (décomposition binaire non-adjacente, [38]) La décomposition
binaire non-adjacente d’un entier N est la suite d’entiers relatifs (b;)iex vérifiant les
propriétés suivantes :

- N = ZielN ()221 Iy

-Vie N |b| <2 (b; vaut donc =1, 0 ou 1);

- Vi e IN bbby =0 (lorsque l'on examine deux coefficients consécutifs, 'un d’eux

est nul).

Cette décomposition est unique.

Cette décomposition, a la différence de la décomposition binaire classique, permet
donc de prendre en compte les erreurs potentielles du calculateur décrites au paragraphe
précédent. Signalons qu’a 'instar des décompositions habituelles qui existent dans une
base quelconque, la décomposition non-adjacente est généralisable, elle aussi [10]. La

décomposition binaire non-adjacente se calcule aisément a partir des décompositions
binaires de 3N et N [§].

Exemple 2 Prenons N = 14 (donc 3N = 42). Décomposons N et 3N en base 2 en
adoptant volontairement une notation vectorielle pour la décomposition binaire :

N =(0,0,1,1,1,0) (=0x324+0x 16 +8+4+2+0x 1) et 3N = (1,0,1,0,1,0)
Soustrayons N a 3N en effectuant les opérations bit a bit en suivant les régles de calcul
suivantes (différentes de celles du corps F3) :1-0=1,1-1=0-0=0et0-1 = —1.

Ces regles de calcul sont celles que ’on applique en considérant la décomposition binaire
comme un vecteur d’entiers relatifs. Nous avons donc

3N — N = (1,0,0,—1,0,0)
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Cette derniere équation signifie que 28 = 32 —4. Or la décomposition binaire adjacente
de 2N differe, par définition, de celle de N par une multiplication par deuz (un décalage)
donc

N =(0,1,0,0,—1,0) = 16 — 2

Définition 4.2.2 (poids arithmétique) Le nombre de termes non nuls dans la dé-
composition binaire non-adjacente d’un entier N s’appelle poids arithmétique de N,
noté w4 (N).

Le poids arithmétique peut se calculer sans passer par la décomposition non-adjacente :
Chang et Reed [50] ont proposé un algorithme récursif simple réalisant ce calcul.

Si ’on supprime la derniére propriété vérifiée par les (b;);ew, a savoir b;b;1; = 0, on
obtient une décomposition binaire dite modifiée.

Propriété 1 ([50]) Toute décomposition binaire modifiée de N comporte un nombre
de termes non nuls supérieur ou égal au poids arithmétique de N.

Cette propriété justifie I’étude du poids arithmétique. Remarquons que ce dernier pos-
séde toutes les propriétés exigées pour étre qualifié de norme. Il est donc naturel de dé-
finir la distance arithmétique entre deux entiers Ny et Ny, distance notée d4(Ny, No)
comme le poids de la différence :

dA(Nl,Ng) = U)A(Nl - Ng)

4.2.2 Résumé de la théorie des codes arithmétiques

Deux grandes familles de codes arithmétiques existent : les codes dits AN et les
codes a résidus. A premiére vue, ces deux familles sont bien distinctes, il existe cepen-
dant une relation forte entre les deux. Nous examinerons les codes AN en détail avant
de définir les codes a résidus. De plus, bien des notions du codage correcteur d’erreurs
classique ont leurs analogues dans le domaine des codes arithmétiques : nous essayerons
de souligner ces analogies.

Les codes AN

Définition 4.2.3 (Code AN) Soient A et B deux entiers naturels. Le code AN est
l’ensemble des multiples de A positifs ou nuls strictement inférieurs a AB (i.e. {AN,0 <
N < B}).
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Le produit AB est noté m et B est, bien entendu, la taille du code. Au sens strict
du terme, un code AN n’est pas linéaire. Cependant, pour peu que N; + Ny < B,
A(N; + N;) est un mot du code : un code AN est donc linéaire si on le considére
comme un idéal de Z,, = Z/Z,,. Le décodeur associé¢ a un code arithmétique est
supposé trouver 1’élément du code le plus proche (au sens de la distance arithmétique)
d’un entier N' = AN + E compris entre 0 et AB—1 (i.e argming<y<p wa(N' —AN)) :
a priori, cette recherche est menée de maniére exhaustive. Par souci de clarté, nous
qualifions ce décodeur de décodeur arithmétique. A Pinstar des codes construits sur les
corps finis, un code AN admet une distance minimale notée d 4 ,;, définie par

dA,min = UglNiEB wA(AN)

Cette distance minimale gouverne le nombre d’erreurs corrigibles et le nombre d’erreurs
détectables par le décodeur : un code AN donné peut corriger ¢ erreurs et en détecter
s si et seulement si dg min > 2t + s.

Le décodeur peut tirer parti de la structure d’idéal du code pour essayer de retrouver
Ierreur arithmétique : ce décodeur, dit modulaire, effectue alors ses opérations dans
I’anneau Z,,. Cependant, la distance arithmétique n’est pas adaptée aux calculs sur
cet anneau car w4 (N) et wa(N —m) sont a priori distincts alors que N et N —m se
confondent dans Z,,! On définit alors le poids modulaire wy,(/N) d’un entier N par

Wy (N) = min(wa(N), ws(m — N)) (4.1)

Le poids modulaire n’est une norme (donc n’induit une distance) que pour des valeurs
bien précises de m [38| : m doit étre une puissance de 2 a laquelle on ajoute -1, 0 ou 1.
Dans ces cas, la distance modulaire minimale du code correspond & d iy [38]. Puisque
le code est un idéal de cet anneau, la structure quotient associée comporte A classes,
contenant chacune B éléments, ces classes formant une partition de Z,,. La classe d'un
nombre N est déterminée par son syndrome, & savoir le reste de la division euclidienne
de N par A, noté N[A]. Le chef d’une classe est défini comme ’élément de la classe
de poids modulaire minimum. Le décodeur modulaire retranche donc (dans Z,,) & N’
son chef de classe noté C'(N’). L’erreur arithmétique E, si elle est en valeur absolue
plus petite que m, est donc égale & C'(N') ou a C(N') — m. Cette indétermination est
le prix a payer pour une simplification du décodeur.

Les codes arithmétiques parfaits connus sont les suivants [38] :

— A =1, B quelconque (code parfait universel) ;

— B =1, A quelconque (code nul);

— si A est un nombre premier impair tel que -2 est primitif dans Z 4 mais pas 2,
B = (24=1/2 _ 1) /A, alors le code est parfait et corrige une erreur (4 = 23 et
B = 89 par exemple) ;

— si A est un nombre premier impair tel que 2 est primitif dans Z 4, B = (2(4=1/2 4
1)/A, alors le code est parfait et corrige une erreur (A = 11 et B = 3, par
exemple).

Ces deux derniéres familles de codes sont semblables aux codes de Hamming binaires
qui sont parfaits et corrigent une erreur. De méme que le code simplexe est le dual d’un
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code de Hamming [43], le code BN ot B = (2(4~1/2 £ 1) /A avec A un nombre premier
impair strictement supérieur a 3 tel que 2 soit primitif dans Z 4 peut étre vu comme le
dual du code AN : tous les éléments non nuls du code ont un poids arithmétique égal
a(A—1)/30oua(A+1)/3 (un seul de ces nombres est entier). Ce poids arithmétique
se confond alors avec la distance de Hamming minimale.

A Dinstar des codes construits sur les corps finis, il est possible de définir des codes
arithmétiques cycliques : le décalage cyclique de la décomposition binaire d'un élément
du code arithmétique doit étre la décomposition binaire d'un autre élément du code.
Les codes tels que m = 2™ — 1 sont tous des codes cycliques. Massey et Garcia [3§]
définissent le rendement R d’un code cyclique par

B log, B
~ log, A +1log, B’

Puisque A divise m, 'ordre de 2 dans Z 4 divise n. Si n est strictement plus grand
que cet ordre, le code contient alors un élément de poids arithmétique égal & 2. On
impose donc de choisir n comme l'ordre de 2 dans Z, afin d’obtenir une distance
arithmétique minimale suffisante (un code cyclique non nul de distance minimale égale
a 1 est forcément un code pour lequel A est une puissance de 2). Une famille bien
connue de codes cycliques a été découverte par Mandelbaum et Barrows [38] : B est
choisi parmi les nombres premiers pour lesquels 2 est primitif dans le corps fini associé
et A= (281 —1)/B. La distance minimale de tels codes est alors |(B +1)/3].

D’une part, nous disposons de codes cycliques a haut rendement corrigeant une
erreur, d’autre part, les codes de Mandelbaum-Barrows ont un faible rendement et une
distance assez grande. Chien, Hong et Preparata [9] ont, par ailleurs, répertorié des
codes de rendement intermédiaire et de distance satisfaisante. Nous ne sommes donc
pas restreints dans le choix d’un bon code arithmétique.

Codes a résidus

Définition 4.2.4 (Code a résidus) Soit m un entier naturel et my,---,my k divi-
seurs de m. Le code a résidus dans Z,, engendré par les (m;)1<i<i est l'ensemble des
(k + 1)-uplets s’écrivant (N, N[my],---, N[mg]) ot N est un élément de Z,, et o

N[m;] désigne le reste de la division euclidienne de N par m;. N est appelé entier
d’information et les (N[m;])1<i<k les entiers redondants de N.

Définition 4.2.5 (Code AN associé, [38]) Le code AN associé est le code tel que
A est le plus petit commun multiple des (m;)1<i<k, B vérifiant AB = m.

La capacité de correction d’un code a résidus est identique a celle de son code AN
associé car les entiers redondants d'un nombre N déterminent de maniére unique le
syndrome N[A], réciproquement ce syndrome détermine exactement tous les entiers
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redondants [38]. Cette propriété se démontre aisément en utilisant le théoréme du reste
chinois [5]. Ainsi les deux familles de codes arithmétiques sont étroitement liées. Nous
nous limiterons donc par la suite de chapitre a ’étude des codes AN sans perte de
généralité.

Codes arithmétiques et correction d’erreur au sens de Hamming

Nous terminons ce bref panorama de la théorie des codes arithmétiques en précisant
le rapport entre distance arithmétique et distance de Hamming. Considérons deux
entiers naturels N et N'. dy (N, N') représente le nombre de composantes distinctes
dans les décompositions binaires de ces deux entiers : la différence bit a bit (calculée
dans Z et non sur F3) de ces deux nombres est une décomposition modifiée qui n’est
pas nécessairement non-adjacente. Par conséquent, les deux distances considérées sont
liées par I'inégalité suivante :

dg(N,N') > ds(N,N'") (4.2)

Les codes arithmétiques peuvent donc servir de code de canal comme l'ont souligné
Massey et Garcia [38|.

4.3 Compression d’une source arithmétique selon le
critére de la distance arithmétique

4.3.1 Deéfinition

Définition 4.3.1 source arithmétique symétrique. Une source arithmétique sy-
métrique de parameétre m, notée SAS, est une source émettant de maniére équiprobable
un entier compris entre 0 et m — 1.

La SAS peut donc étre considérée comme une généralisation de la S¢S : nous avions
supposé que q était une puissance d’un nombre premier dans le premier chapitre afin de
pouvoir utiliser les codes en blocs g-aires linéaires. Le fait d’utiliser d’autres outils (les
codes arithmétiques dans notre cas) nous permet de nous affranchir de cette contrainte.
La SAS est un moyen terme entre la SBS et les sources continues : une source continue
quantifiée de maniére équiprobable peut étre ainsi considérée comme une SAS.

Par dualité, nous allons nous intéresser a la compression de la SAS par les codes
AN, illustrée sur la figure 4.1. Nous choisirons le critére de la distance arithmétique,
distance sur laquelle repose la construction des codes arithmétiques, pour mesurer la
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source décodeur source

arithmétique arithmétique reconstruite

FiG. 4.1 — Compression d’une source arithmétique par un code arithmétique.

fidélité de la source reconstruite. La distorsion par bit d’information, notée Dgag ,
s’écrit donc

1
log, m

Dsasa = E[d4(N', AN)]. (4.3)

4.3.2 OPTA

Dans le cas général, la fonction rendement-distorsion Rgag (D) associée a la SAS
et au critére de distance arithmétique est difficilement calculable car la minimisation
de l'information mutuelle doit prendre en compte une matrice de taille m x m dont
les entrées sont les distances arithmétiques entre deux symboles de source. Elles n’ont
pas a priori de formule exacte déterminée aisément. Par conséquent, nous pouvons
recourir a ’algorithme de Blahut-Arimoto [13, 64|, pour déterminer cette fonction. Ce-
pendant, la taille de la matrice des distances détermine la complexité de ’algorithme
de Blahut-Arimoto : la valeur de m est donc limitée. Une autre solution est de remar-
quer que la distance arithmétique étant comme toute distance, au sens mathématique
du terme, symétrique (do(N, N') = do(N’, N))?, la fonction rendement-distorsion est
alors définie par les équations paramétriques suivantes :

m—1
| X wa(N)2eeat)
sclR, D = A (4.4)
lOng v 2swA(N)
N=0

m—1
10%2(14) - 10g2( > QSwA(N))
N=0

Rgasa(D) = sD+ 0
0g, m

, (4.5)

ou le rendement s’exprime en bits par symbole (ici des entiers) et ou la distorsion D
mesure une distorsion par bit. La fonction rendement-distorsion dépend donc du poids
arithmétique des m premiers entiers naturels : cette fonction changera peu d’allure
entre deux valeurs proches de m. La figure 4.2 montre la fonction rendement-distorsion
obtenue pour m = 33 (en trait continu) et m = 17000 (en pointillés).

2nous sommes alors dans le cas d’une source symétrique avec distorsion symétrique (symmetric
source with balanced distortion measure) comme défini dans [64].
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Fonction rendement-distorsion
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Distorsion arithmétique

o

F1G. 4.2 — Rgas.4(D) pour m = 33 et m = 17000.
4.3.3 Distorsion et rendement

Le codeur de source (équivalent a un décodeur de canal par dualité) associé au
code arithmétique AN regoit un nombre N'. Afin de minimiser la distorsion Dgag 4, le
codeur de source doit trouver I’élément de code le plus proche, au sens de la distance
arithmétique, de N’, c’est-a-dire calculer la valeur suivante :

. '
argNorg}\lfLBdA(N ,AN).

P

Le codeur est donc contraint a réaliser une recherche exhaustive sur tous les éléments
du code : il est possible de définir des cellules de Voronoi mais elles ne sont plus égales
a une translation prés et ne contiennent plus forcément le méme nombre d’éléments.

La distorsion Dgygs 4 par bit d'information a donc pour expression

1
DSAS,A— Z min dA N’ AN) (46)

mlogy m = 0<N<B

Le rendement R exprimé en nombre de bits « codés » par bit d’information s’écrit

log, B log, B

R pue— — .
log,m  log, A +log, B

4.3.4 Recherche des meilleurs codes

Nous supposons a présent que le paramétre m de la source est fixé et nous cher-
chons & déterminer les meilleurs couples (A, B) pour comprimer une telle source. Nous
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restreignons le domaine de recherche en imposant & A et B de vérifier les conditions
suivantes :

2<A<m
AB—-1)<m < AB

(4.7)
(4.8)

Une recherche exhaustive menée pour m = 1023 a produit les codes indiqués dans la
table 4.1. La figure 4.3 montre les performances de ces derniers (elles sont indiquées

par les croix (+)) ainsi que 'OPTA (en trait continu).

A| B Dsas,a R A | B Dgsas,a R

2 | 512 | 4.995817e-02 | 9.001269e-01 | 53 | 20 | 1.616064e-01 | 4.322537e-01
3 | 341 | 6.667607e-02 | 8.414814e-01 || 55 | 19 | 1.641483e-01 | 4.248526e-01
4 | 256 | 7.498613e-02 | 8.001128e-01 || 59 | 18 | 1.657125e-01 | 4.170513e-01
5 | 205 | 7.997217e-02 | 7.680563e-01 || 61 | 17 | 1.683522e-01 | 4.088039¢e-01
7 | 147 | 8.564257e-02 | 7.200687e-01 || 67 | 16 | 1.715784e-01 | 4.000564e-01
11 ] 93 | 9.092191e-02 | 6.540081e-01 || 71 | 15 | 1.739248e-01 | 3.907441e-01
13| 79 | 9.297498e-02 | 6.304669e-01 || 77 | 14 | 1.741203e-01 | 3.807892e-01
19| 54 | 9.991633e-02 | 5.755699¢e-01 || 83 | 13 | 1.770533e-01 | 3.700961e-01
23 | 45 | 1.125281e-01 | 5.492627e-01 | 91 | 12 | 1.792041e-01 | 3.585468e-01
25 | 41 | 1.202516e-01 | 5.358307e-01 || 101 | 11 | 1.842880e-01 | 3.459919e-01
27 | 38 | 1.297348e-01 | 5.248667e-01 || 107 | 10 | 1.854611e-01 | 3.322396e-01
29 | 36 | 1.303214e-01 | 5.170654e-01 || 115 | 9 | 1.978774e-01 | 3.170372e-01
35| 30 | 1.420533e-01 | 4.907582e-01 || 141 | 8 | 2.072628e-01 | 3.000423e-01
37| 28 | 1.456706e-01 | 4.808033e-01 || 155 | 7 | 2.088271e-01 | 2.807751e-01
39 | 27 | 1.479192e-01 | 4.755558e-01 || 179 | 6 | 2.148886e-01 | 2.585327e-01
41 | 25 | 1.515365e-01 | 4.644511e-01 || 205 | 5 | 2.266204e-01 | 2.322255e-01
45 | 23 | 1.555449e-01 | 4.524200e-01 || 299 | 4 | 2.447070e-01 | 2.000282¢-01
47 | 22 | 1.573047e-01 | 4.460060e-01 || 341 | 3 | 2.592741e-01 | 1.585186e-01
49 | 21 | 1.595533e-01 | 4.392937e-01 || 683 | 2 | 2.942741e-01 | 1.000141e-01

TAB. 4.1 — Table des meilleurs codes arithmétiques pour la compression de SAS suivant
le critére de la distance arithmétique, m = 1023.

4.4 Compression d’'une SBS par un code arithmétique
selon le critére de distance de Hamming

Nous choisissons a présent le critére de la distance de Hamming pour mesurer la fi-
délité de la source reconstruite : la distance de Hamming entre deux entiers est mesurée
en réalité entre les deux représentations binaires classiques des nombres (évitons toute
meéprise due & un abus de langage). Ce choix est naturel lorsqu’il s’agit de comprimer
une SBS et est adapté aux codes arithmétiques en raison de 'inégalité (4.2). Les résul-
tats que nous allons donner sont proches de ceux établis pour la distance arithmétique.
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rendement

I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
distorsion arithmétique

F1G. 4.3 — Meilleurs codes arithmétiques pour la compression d’'une SAS de paramétre
m = 1023.

La distorsion par bit d'information Dgas g a donc pour expression
1

0gy M

Dsasn = ——Eldu(N', AN)]. (4.9)

4.4.1 Distorsion et rendement

Le codeur de source (équivalent a un décodeur de canal par dualité) associé au
code arithmétique AN recoit un nombre N’. Afin de minimiser la distorsion Dgag g, le
codeur de source doit trouver I’élément de code le plus proche, au sens de la distance
de Hamming, de N’, c’est-a-dire calculer la valeur suivante :

. !
arg min dg(N', AN).
gN,0§N<B m (N, )
Hélas, aucun lien n’apparait entre ce codeur de source et les décodeurs arithmétique et
modulaire décrits en 4.2. Une recherche exhaustive s'impose donc pour coder la source :

il est possible de définir des cellules de Voronoi mais elles ne sont plus translatées les
unes des autres et ne contiennent plus forcément le méme nombre d’éléments.

La distorsion Dgags iz par bit d’information a donc pour expression

1 m—1 . )
Dsasg = m NZZO OénNIEB dp(N', AN). (4.10)

La formule du rendement, quant a elle, n’est pas modifiée :
B log, B
~ log, A +log, B’

Cette définition permet de comparer les performances des codes arithmétiques avec

celles des codes en bloc g-aires linéaires et leurs bornes. L’OPTA est définie par
Rsps(D) =1 — Hy(D).
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SBS argminy dp (AN, N') A =
m m n

F1G. 4.4 — Compression d’'une SBS par un code arithmétique.

4.4.2 Recherche de bons codes

D’apreés le paragraphe 4.2, les codes arithmétiques dont le paramétre m est une

puissance de deux ont une distance arithmétique faible (égale a 1). La distance de
Hamming minimale de tels codes est aussi égale a 1. Ces codes sont donc a priori
mauvais : il est néanmoins possible de donner la formule exacte de leur distorsion
Dgas,i. Dans ce but, nous allons d’abord établir un lemme.
Lemme 4.4.1 Soient a et b deuz entiers naturel. Soient A = 2% et B = 2°. Les cellules
de Voronoi du code arithmétique AN a B éléments se déduisent par translation les unes
des autres. La cellule de Voronoi V(0) est composée des entiers positifs strictement
inférieurs a A.

PREUVE
Introduison la notion de support d’un entier. Le support d’un entier N de décompo-
sition binaire N = Y ;o b;2" est I'ensemble des entiers i tels que b; est non nul. Ce
support est noté Supp(NN). Le support est lié & la distance de Hamming par 1'égalité
suivante

dir(N, N') = [Supp(N)| + [Supp(N")| — [Supp(N) N Supp(N')|. (4.11)

Considérons un entier naturel N tel que 0 < N < A. Alors Supp(N) C {0,---,a — 1}
et Supp(AN) C {a,---,a+ b — 1}. Il est alors évident que

V() ={0,1,---, A 1}.

Considérons maintenant un entier N tel que jA < N < (j + 1)A o j est un entier
naturel strictement positif. Alors Supp(N) = Supp(N — jA) U Supp(jA) et Supp(N —
jA) N Supp(jA) = (). Calculons alors dy(N,lA) ou [ est un entier naturel strictement
inférieur & B en appliquant 1’égalité (4.11) :

di(N,IA) = [Supp(N)|+ [Supp(lA)| — [Supp(NN) N Supp(l4)]
= [Supp(N — jA)| + [Supp(jA)| + [Supp(lA)| — [Supp(jA) N Supp(lA)|

= [Supp(N — jA)| + |Supp(j)| + [Supp(l)| — [Supp(j) N Supp(l)]|
> dy(N,jA).

Par conséquent, N appartient & V(jA). Les cellules de Voronoi se déduisent les unes
des autres par translation.
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|

De ce lemme, on en déduit que la distorsion résultant de la compression d’'une SBS
par un code arithmétique AN avec m puissance de deux est donnée par

1—-R
Dsps.g = 5

Comme annoncé au début de paragraphe, ces codes sont mauvais du point de vue de
la distorsion : ils sont le pendant des codes en bloc linéaires triviaux. D’un point de
vue pratique, ces codes sont les plus adaptés & une représentation binaire des entiers
puisque A et B sont des puissances de 2.

Pour trouver des codes arithmétiques convenant a la compression de SBS au sens
de Hamming, nous considérons donc la n® extension de la SBS et nous cherchons A et
B tels que AB > 2™ afin de « couvrir » suffisamment la source. A et B vérifient donc :

<A< 1
o on

— < B<—4+1.
1=P<at

Nous menons cette recherche pour n variant de 3 a 17. Les performances des
meilleurs codes arithmétiques trouvés sont représentées sur la figure 4.5 en pointillés.
Rgsps(D) est tracée en trait continu et la borne inférieure D;, ¢ (1.34) en traits mixtes.
Les valeurs exactes correspondant a ces codes sont fournies dans le tableau E.1. Nous
illustrons ainsi le fait que la borne D;, est valable pour les codes non linéaires. Les
meilleurs codes trouvés restent proches de la borne calculée pour une longueur iden-
tique et une « dimension » k = log, B. Les codes ainsi trouvés sont proches de la borne
Dinf-

compression de SBS (3<=n<=17) par codes AN
1 T T T T T T

— OPTA
— - codes AN

Ping

rendement

0 I I I I I I
[ 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05
distorsion (de Hamming)

F1G. 4.5 — Compression d'une SBS par les codes arithmétiques.
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R P Systéme séparé Source ou canal
m|n| Ay | B | A, | Distorsion | m | n | A | B | Distorsion
0.5] 01 |12]6|131]32]| 2 |2.9635e-01 | 12| 6 | 97 | 43 | 2.8829¢-01
0.01 126|131 32| 2 |2.1815e-01 | 12| 6 | 67 | 62 | 1.8050e-01
0.001 |12 | 6| 131 | 32| 2 | 2.0942e-01 | 12 | 6 | 67 | 62 | 1.6769e-01
2 0.1 2 4] 1 4 | 4 0.1 2 (4] 4|4 0.1
001 | 24| 1 4 | 4 0.01 2 (4] 4|4 0.01
0001 2 | 4] 1 4 | 4 0.001 2 (4] 4|4 0.001

TAB. 4.2 — Comparaison du systéme séparé avec le systéme source ou canal lorsque les
codes utilisés sont arithmétiques.

4.5 Codage conjoint SBS-CBS par des codes arithmé-
tiques selon le critére de distance de Hamming

Nous avons étudié dans le deuxiéme chapitre ce codage conjoint en utilisant des
codes linéaires binaires et établit que, lorsque la complexité du systéme global est faible,
il vaut mieux choisir uniquement un codage de source ou un codage de canal suivant
la valeur du rendement global R. Qu’en est-il si les codes linéaires sont remplacés par
des codes arithmétiques ?

Pour répondre a cette question, nous fixons le rendement global R = - et la valeur
du paramétre p du CBS. Nous cherchons alors deux codes arithmétiques :
— le code A;N de cardinal B comprimant la m® extension de la SBS. A, et B
vérifient la relation A4(B — 1) < 2™ < A,B;
— le code A.N de cardinal B protégeant les bits d’information du code précédent des
perturbations introduites par le canal. A, et B vérifient la relation A.(B — 1) <
2" < A.B.
A rendement global fixé, nous examinerons donc plusieurs systémes comprimant plus
ou moins fortement la SBS en faisant varier A,.

Parallélement, nous cherchons le meilleur code arithmétique correspondant a la
structure « source ou canal » exposée au deuxiéme chapitre :
— si le rendement global R est inférieur & 1, on cherche un code arithmétique AN
tel que A(B—1) <2™ < AB et B <2";
— si le rendement global R est supérieur a 1, on cherche un code arithmétique AN
tel que A(B—1) <2" < AB et B> 2™,
Nous limitons les longueurs n et m a 12 et menons une recherche exhaustive pour
deux valeurs du rendement global R = % et R = 2. Les meilleurs systémes obtenus et
leurs performances sont indiqués dans la table 4.2. Ces performances sont également

reportées sur les figures 4.6 et 4.7 ot 'OPTA a été par ailleurs représentée.

On observe que le systéme source ou canal a des performances égales ou meilleures
que celles du systéme séparé. Ce dernier se confond d’ailleurs avec le systéme source
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R=0.5

— OPTA
+ systéme séparé
O systéme source ou canal

031

o+

distorsion

01r q

o . . .
10" 10° 107 10

parametre p du CBS

F1G. 4.6 — Comparaison du systéme séparé avec le systéme source ou canal, R = 0.5.

— OPTA
+ systéme séparé
O _systéme source ou canal

distorsion
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Ll

0 @ I
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paramétre p du CBS

F1G. 4.7 — Comparaison du systéme séparé avec le systéme source ou canal, R = 2.

ou canal lorsque le rendement global est égal a 2. Le phénoméne observé dans le cas
des codes linéaires ne semble donc pas étre spécifique a ces derniers : la structure
« source ou canal » est préférable au systéme séparé. En raison des petites valeurs
des paramétres A et B des codes arithmétiques considérés, les performances des deux
systémes restent éloignées de 'OPTA.

4.6 Conclusions

Nous avons donné dans ce chapitre un nouvel exemple de la dualité entre codage de
source et codage de canal en considérant les codes arithmétiques. Nous avons rappelé
briévement la théorie sous-jacente a ces codes et le contexte dans lequel ils ont vu
le jour. Les codes arithmétiques servent & combattre les erreurs pouvant se produire
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dans un additionneur d’entiers, une erreur se confondant alors en valeur absolue avec
une puissance de 2. La distance arithmétique permet alors de définir rigoureusement,
le poids de ces erreurs.

Par dualité, ces codes arithmétiques peuvent donc comprimer une source émettant
des entiers suivant le critére de la distance arithmétique : nous avons donné quelques
exemples d’une telle compression. Il est également possible d’utiliser ces codes pour
comprimer une SBS en utilisant le critére de la distance de Hamming : la distance
de Hamming entre les représentations binaires de deux entiers est supérieure ou égale
a la distance arithmétique entre ces deux entiers. Le code arithmétique se comporte
alors comme un code non linéaire dont les mots peuvent étre énumérés simplement.
Cependant le codeur de source associé a ces codes nécessite une recherche exhaustive
du mot de code le plus proche, ce qui limite la valeur du cardinal du code en pratique.
Nous avons alors cherché les meilleurs codes arithmétiques et comparé leur distorsion
a la borne D;y¢, obtenue au premier chapitre et valable pour les codes non linéaires.

Enfin, nous avons comparé les performances du systéme source ou canal et du
systéme séparé lorsque ces deux derniers utilisent des codes arithmétiques : la distorsion
du systéme source ou canal est inférieure a celle du systéme séparé a rendement global
égal et a faible complexité. Ce résultat étend donc celui obtenu au deuxiéme chapitre
ol les codes utilisés étaient des codes linéaires binaires.
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Chapitre 5

Dualité appliquée aux codes réels

Nous avons vu dans les chapitres précédents que la dualité qui existe entre codage
de source et codage de canal a permis d’appliquer des outils de codage de canal tels que
les codes linéaires pour la compression de sources discrétes. Cette méme dualité nous a
également permis d’employer I'algorithme de Lloyd pour créer des codes de canal. Nous
nous proposons dans ce chapitre d’utiliser & des fins de codage de source les codes BCH
réels, passant ainsi du domaine discret a celui du continu. La source retenue est soit
une source gaussienne aux échantillons indépendants et identiquement distribués soit
une image. Ces codes BCH s’avéreront difficiles & mettre en oeuvre pour une source
quelconque. Nous utiliserons alors des quantificateurs vectoriels s’appuyant sur des
codes linéaires réels et optimisés par algorithme de Lloyd pour comprimer une source
gaussienne et la transmettre sur le canal binaire symétrique : ce systéme imposera une
relation linéaire entre le code de source et le code de canal. Knagenhjelm [29], Hagen
et Hedelin [25] ont montré qu’un tel type de relation permettait d’obtenir des codeurs
de source robustes lorsque le code de canal choisi est universel.

5.1 Utilisation de la dualité : codes BCH réels et bruit
impulsif (distance de Hamming)

5.1.1 Etat de I’art des codes réels

La définition de codes sur le corps des réels IR ou des complexes € n’est pas une
idée nouvelle : de nombreux outils bien connus en traitement du signal (transformée
de Fourier discréte, transformée discréte en cosinus. ..) peuvent étre considérés comme
des codes réels ou complexes : Marshall [35, 36| semble avoir été le premier a intro-
duire les codes tirés de la transformée de Fourier discréte et les codes BCH réels ou
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complexes (des exemples antérieurs de codes BCH construits sur d’autres structures
que les corps finis existent : Shankar [54] a construit de tels codes sur des anneaux
d’entiers congruents). Wolf [67] a souligné que la transformeée de Fourier permettait de
supprimer le bruit impulsif du signal émis lorsque celui-ci est redondant (c¢’est-a-dire
que certaines de ses composantes spectrales sont nulles). L’utilisation des codes réels
tant en codage de canal qu’en codage de source demeure un sujet de recherche. Mar-
shall semble étre le premier a s’intéresser au double emploi de ces codes : il propose,
dans [35], un codage source-canal combiné o la suppression de la redondance se fait
par 'usage d’une matrice unitaire et ou la transformée de Fourier est a la base de
la correction d’erreurs. La correction d’erreurs & partir de transformée de Fourier ou
de Hadamard est présentée plus complétement dans [36] : les concepts de correction
d’erreur sur les corps finis sont transposés aux cas réel et complexe, introduisant alors
les codes BCH réels. Shiu et Wu ont prolongé ce travail en définissant une nouvelle
catégorie de codes réels linéaires en utilisant les propriétés de la transformée discréte
en cosinus [68|, codes pouvant combattre des bruits non additifs sous certaines hypo-
théses [56]. Ils ont ensuite proposé un nouvel exemple de la similarité entre codage
sur les corps finis et codage sur IR en construisant une classe de codes linéaires réels
décodables par vote majoritaire [57]. Plus récemment, Gabay [23] a utilisé les codes
BCH réels pour corriger les erreurs introduites par un canal binaire symétrique lors de
transmission d’images.

5.1.2 Rappel sur les codes BCH binaires

Avant de définir a proprement parler les codes BCH réels, nous allons rappeler
les propriétés essentielles des codes BCH binaires. Le lecteur désirant une étude plus
compléte peut se reporter aux ouvrages de McWilliams et Sloane [43], de Peterson et
Weldon [50] ou & celui de Berlekamp [5].

Construction et propriétés des codes BCH

Définissons tout d’abord les codes cycliques.

Définition 5.1.1 (Code cyclique binaire) Un code C cyclique binaire de longueur
n et de dimension k est un code linéaire binaire de longueur n et de dimension k inva-
riant par décalage cyclique i.e. un idéal de l’anneau Fy[x]/(z™ —1), anneau constitué des
restes de la division euclidienne des polynomes a coefficients dans Fy par le polynome
x™ — 1. Autrement dit un code cyclique est un code linéaire tel que pour tout mot de
code ¢ = (cg, -+, Cn_1) le mot (ch_1,Co,"+*, Cn_2) est encore un mot de code.

Tout élément de F3' peut donc étre considéré comme un polynome a coefficients dans
F, de degré strictement inférieur & n (ces deux espaces vectoriels sont isomorphes). La
représentation polynomiale est bien adaptée a la description des codes cycliques comme
le montre la propriété suivante.
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Propriété 2 Pour tout code C cyclique binaire, il existe un unique polynome g(x)
tel que tout élément du code cyclique est le produit de g et d’un autre polynéme. Ce
polynome est appelé polynéme générateur et est de degré n — k. De plus, il divise
" — 1.

Le code dual du code cyclique C est le code cyclique de polynome générateur h tel que
g(x)h(z) = 2™ — 1.

Pour trouver les codes cycliques a longueur donnée, il faut donc connaitre les facto-
risations possibles de ™ — 1. Pour les trouver toutes, il faut décomposer ce polynome
en produit de polynomes irréductibles dont les coefficients ne sont pas nécessairement
binaires. Cette décomposition dépend de la parité de n, nous supposerons désormais n
impair.

Propriété 3 Soit m lordre de 2 modulo n (i.e. le plus petit entier i non nul tel que
20 = 1[n]). Le polynéme x™ — 1 admet n racines distinctes, éléments de Fym, appelé
corps de décomposition de x™ — 1. Ces n racines sont appelées racines n® de ['unité.

Une des racines n® de I'unité primitive, c’est-a-dire dont les puissances engendrent
toutes les racines n®, est notée a. Remarquons que tout polyndéme g sur F, vérifie
la propriété g(z?) = g(x)*. Ainsi si o est racine de g, a*,a*, --- le seront aussi.
Introduisons alors la classe cyclotomique de 7 :

Définition 5.1.2 (Classe cyclotomique) La classe cyclotomique de i notée CT;
est définie par

Si o' est racine de g alors [[jecr, © — o/ divise g. De plus, [Tjccr, © — o est le polynome
minimal de o, ¢’est-a-dire le polynome a coefficients dans F», admettant o pour racine,
de degré le plus faible possible. Ce polynome minimal est noté M@ (z).

Soient b et d deux entiers naturels non nuls. Nous pouvons maintenant définir les
codes BCH.

Définition 5.1.3 (Code BCH binaire) Le code BCH binaire de longueur n et de
distance BCH d est le code cyclique dont le polyndome générateur admet entre autres
pour racines a, ot .- o472 e d—1 racines qui sont des puissances consécutives

de la racine n® primitive a, et de plus grande dimension possible.
Les polynomes minimaux permettent de trouver le polynome générateur du code BCH.

Théoréme 5.1.1 Le polynéme générateur g du code BCH de longueur n et de
distance BCH d est le plus petit polynéme commun multiple des polynomes (M (z))p<icpra -

Lorsque b = 1, le code est dit BCH au sens strict. Ce théoréme montre que le code BCH
de longueur n et de distance BCH 2d est identique au code BCH de méme longueur
et de distance BCH 2d + 1. Par conséquent, on considére des distances BCH impaires,
sans perte de généralité. Enfin, justifions 'appellation de d par la proposition suivante.

Propriété 4 La distance minimale d’un code BCH est supérieure ou égale a la distance
BCH d, i.e. le nombre de zéros consécutifs du polyndome générateur.
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Le code dual d’un code BCH binaire est un code cyclique pas forcément BCH (son
polynome générateur n’a pas forcément des racines qui sont des puissances consécutives
d’un élément primitif).

Propriétés spectrales

Il est possible de définir pour tout élément de Fy' (ou de Fy[x]/(z™ — 1)) une trans-
formée de Fourier lorsque n est impair. Soit ¢ = (¢q, - - -, ¢,) un élément de FJ'. Notons
c(x) le polyndome canoniquement associé a cet élément. La transformée de Fourier
C = (Cy,---,Cy) de cet élément est défini par

n—1
0<i<n C;= Z cjaij = c(a) (5.1)

J=0

ol « est une racine n® de 'unité. Notons que les coefficients C; obtenus par transformée
de Fourier appartiennent a priori au corps Fyn. La transformée de Fourier inverse est
défini par

n—1
0<i<n ¢= Z Cja’ij = C(a™). (5.2)
§=0
Les classes cyclotomiques lient les composantes de C' entre elles :
Cix = e(a™) = (c(a'))” = CF,

définissant ainsi les contraintes de conjugaison. Par analogie avec la transformée de
Fourier défini sur ’ensemble des distributions, C' est appelé spectre de c.

Par définition, la transformée de Fourier des mots d'un code BCH est donc nulle
pour les indices b,b+ 1,---,b+ d — 1. Les contraintes de conjugaison permettent de
trouver quels autres coefficients de la transformée de Fourier seront nuls. Les codes
BCH peuvent donc étre définis directement & partir de leurs propriétés spectrales.

Décodage des codes BCH

Un algorithme classique pour décoder les codes BCH lorsque le poids de 'erreur
est inférieur ou égal a D'entier ¢, ou ¢ est défini par d = 2t + 1, est celui développé
par Peterson-Gorenstein-Zierler [50]. Il ne nécessite pas de calculer le tableau standard
de décodage, ce qui le rend plus efficace que ce dernier. Un autre algorithme, dia a
Berlekamp et Massey [5], permet d’accomplir la méme téche en s’appuyant sur les
propriétés spectrales des codes BCH.

Ces deux algorithmes sont cependant incomplets mais il existe des algorithmes
complets (et différents du décodage par tableau standard) reposant sur des propriétés
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spécifiques aux corps finis pour les cas t = 2 [5], pour une partie des codes BCH corri-
geant trois erreurs [63]. Enfin, plusieurs algorithmes ont été proposés afin de décoder
des erreurs de poids supérieur a t [26, 49].

Nous allons nous intéresser ici a l'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler : sup-
posons qu'un mot de code BCH a été émis sur un CBS : le bruit ajouté est donc additif.
Soit ¢ le mot de code émis, e le bruit ajouté par le canal et de poids w inférieur ou
égal & t et y le mot regu par le décodeur. L’algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler
appliqué aux codes BCH binaires procéde en quatre étapes que nous allons détailler :

— calcul des syndromes;

— recherche du poids de 'erreur;

— détermination des positions de l'erreur (aussi appelée localisation de l'erreur) ;

— la quatriéme étape consistant en la détermination de la valeur de l’erreur aux

positions déterminées par 1’étape précédente est triviale sur le corps F5 : 'erreur
vaut 1.
Une fois l'erreur estimeée, il ne reste plus qu’a la retrancher au mot recu pour obtenir
un mot de code.

Premiére étape : calcul des syndromes. Calculons la transformée de Fourier Y du
mot recu. Par linéarité de la transformée de Fourier, Y est la somme des transformées
de Fourier du mot émis et du bruit, notées respectivement C' et £ : Y = C'+ E. D’aprés
les propriétés spectrales des codes BCH, les coefficients Yy, Y11, - -, Y,1q 2 dépendent
uniquement de I'erreur e. Ces coefficients constituent les syndromes S; = Yy, 1, 1 <
j < d—1 de I'erreur. Notons ¢;, 1 < j < w, les positions inconnues des w erreurs
et posons X; = o € FJ". Notons que le syndrome S; est la somme des puissances
(b+1i— 1) des éléments X;. Si tous les syndromes sont nuls, 'algorithme prend fin.
Les étapes suivantes de I'algorithme permettent de résoudre I’équation clé du décodage
des codes BCH :

(14 S(z))A(x) = Q(x)[z**] (5.3)
2 ,
ou S est le polynome formé par les syndromes (S(z) = Y. S;z*), A est le polynome
i=1
localisateur d’erreurs défini par

w w

A)=J[Q - X2) =14+ Ay, (5.4)

j=1 j=1
et ) le polynome évaluateur d’erreurs dont le degré est w. L’algorithme doit trouver A

de degré le plus faible possible et Q & partir de S vérifiant 1’équation (5.3).

Deuziéme étape : recherche du poids de [’erreur. La recherche du poids de 'erreur
nécessite de calculer le déterminant d’une matrice M; définie par

Sy Sprjar
1<j<t M;= : : : (5.5)

Sbrj-1 o+ Shyzj2
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Le déterminant de cette matrice est non nul lorsque j < w et nul au-deld [43]. On
initialise donc j en le posant égal a ¢ puis on calcule le déterminant de M;. Si ce
déterminant est non nul alors ’erreur est de poids estimé v = j et 'on passe a ’étape
suivante sinon on décrémente j et on recommence.

Troisieme étape : localisation de [’erreur. Les relations de Newton qui lient les
coefficients de A aux sommes des puissances des éléments X;, ¢’est-a-dire aux syndromes
de 'erreur, permettent de déterminer le polynome localisateur d’erreur :

Az/ Sb—i—z/
Al Sb+21171

Une fois le polynéme A déterminé, il faut chercher ses racines dans le corps Fom appelé,
pour cette raison, corps localisateur d’erreur. L’inversion des racines trouvées donne
alors les positions inconnues de l’erreur.

Quatrieme étape : détermination de [’erreur. Sur le corps Fy, cette étape est a priori
inutile puisque les symboles erronés valent obligatoirement 1 lorsque le mot recu est
a une distance inférieure ou égale a t d’'un mot de code. Cette étape peut cependant
servir a vérifier les calculs (surtout quand ils sont fait manuellement) ou & détecter les
dépassements de capacité de correction en résolvant le systéme :

X{) e Xze €i; Sb
: : == (5.7)
X{)-H’—l . X,’j*"fl e; Shtv—1

v

Srinivasan et Sarwate [59], poursuivant les travaux de Sarwate et Morrison [53], ont
montré que lorsque le mot recu est a une distance supérieure a ¢t d’un mot de code, le
décodeur pouvait ne pas détecter le dépassement de capacité de correction, ce dysfonc-
tionnement se produit dans les conditions précisées par un théoréme, di a Srinivasan et
Sarwate, rappelé dans I’annexe F. Il est possible de pallier & un tel dysfonctionnement
en modifiant légérement l'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler.

Ayant briévement rappelé la définition et les propriétés essentielles des codes BCH
binaires, ainsi qu'une méthode de décodage, nous sommes préts pour définir les codes
BCH réels et montrer la forte analogie qui existe entre ces deux types de codes.

5.1.3 Codes BCH réels

Pour mesurer la distance entre deux vecteurs, nous conservons comme critére la
distance de Hamming qui est toujours définie comme le nombre de composantes non
nulles de la différence des deux vecteurs. La notion de distance de Hamming minimale
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d’un code garde tout son sens lorsque le code est réel (ou complexe). Cette distance est
adaptée a un bruit additif impulsif (alors que, face & un bruit blanc gaussien additif,
on préferera étudier la distance euclidienne).

Construction des codes BCH réels

Commencons par définir les codes réels cycliques.

Définition 5.1.4 (code réel cyclique) Un code réel cyclique de longueur n et
de dimension k est un sous-espace vectoriel de R" de dimension k et invariant par
décalage cyclique. C’est donc un idéal de 'anneau quotient Rx]/(z" — 1).

L’anneau R[z]/(z™ — 1) est un anneau principal : tous ses idéaux sont engendrés par
un seul polynome appelé polynome générateur et noté g(x). Ce polynéme donc divise
x™ — 1. La factorisation de x™ — 1 se fait simplement sur le corps des complexes C

n—1 2y Tnj
at—1= H(m—e@) (5.8)

j=0

Le corps des complexes joue donc le role de corps de décomposition de ™ — 1 donc

également celui de corps localisateur d’erreurs. Une racine n® de I'unité primitive « est,
2/ =17

par exemple, « = e~ = !. La contrainte de conjugaison dans le cas réel affirme que si
un polynome & coefficients réels admet une racine complexe alors le conjugué de cette
racine est aussi une racine. La décomposition de ™ — 1 en polynémes a coefficients
réels dépend donc de la parité de n car cette parité détermine le nombre de solutions
réelles

" —1 = (z—1)(z+ l)él;lll(x2 — 21 cos (%) +1)

n+1

n 2 N
] = (x—l)H(x2—2xcos<2 1 >+1).
7=1

Nous pouvons a présent définir les codes BCH réels.

Définition 5.1.5 (Code BCH réel.) Un code BCH réel de longueur n et de dis-
tance BCH d est un code cyclique réel dont le polynome générateur g admet entre autres
pour racines o, ot ... b2 (0w cv est une racine n®de 'unité primitive). Les ratios

bo... bid=2 fes fré ité
== sont appelées fréquences de parité.

R
La contrainte de conjugaison, nécessairement vérifiée par le polynéme générateur (sinon
le code obtenu est un code BCH complexe), implique que o=, a1, ... o742 sont
aussi racines de ce polyndome. Le degré du polynome générateur g est compris entre
d—1 et 2d — 2. Rappelons que dans le cas binaire, la distance minimale d’un code BCH
est supérieure a la distance d (méme si, dans certains cas, davantage de renseignements

sur cette distance minimale sont disponibles [43]). Dans le cas réel, nous pouvons

'toute puissance j de a, oll j est premier est avec n, est aussi une racine n® de 'unité primitive
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judicieusement choisir les racines du polynome générateur pour obtenir des codes
séparables a distance minimale maximale (MDS, Mazimum Distance Separable),
i.e. égale a n — k+ 1, k étant la dimension du code :

— lorsque n et d sont impairs, les racines de g choisies sont les éléments de I’ensemble

n—d ntd
{a™= ™1 --. a> '}, Le spectre des mots de ce code sera donc nul pour les
hautes fréquences;
. . . 1 _d _d d_ .
— lorsque n est impair et d pair, les éléments a2t o722 ... 1,-.. a27! consti-

tuent les racines du polynome g. Le spectre des mots de ce code sera donc nul
pour les basses fréquences ;
— lorsque n et d sont pairs, deux ensembles de racines de g sont possibles :

{a=5t o 1, a1 ou {1
Ce choix est illustré sur les figures 5.1 et 5.2 suivant la parité de la longueur n. Dans
ces trois cas, la distance minimale est égale a la distance BCH. Le choix des racines
en vue d’obtenir un code MDS se réduit donc a choisir convenablement b : la facilité
a construire des codes réels MDS est bien connue, un code réel tiré au hasard ayant
de fortes chances d’étre MDS [43|. L’intérét des codes BCH réels réside donc dans leur
structure qui permet un codage rapide.

0.8 p N i
0.6 2 N B
0.4 / @ R

0.2 B 4

axe imaginaire
o
b

axe réel

FiGg. 5.1 — Choix des racines d’'un code BCH réel MDS de longueur 15 : les carrés
correspondent aux racines d'un code de dimension impaire (égale a 9), les cercles a
celles du code dual, de dimension paire (égale a 6).

Il existe bien entendu des codes BCH réels de longueur n paire et de distance BCH d
impaire : leur distance minimale n’est pas égale a n—k+1. Si notre but est de construire
le code BCH de plus grande dimension possible avec une distance BCH supérieure a
d impaire, nous construirons en fait un code BCH de longueur n et de distance BCH
d + 1 paire. Nous nous restreindrons, par la suite, a ces codes BCH réels MDS 2.

2Marshall [36] a montré 1’existence de codes réels MDS pour n pair et d impair : ces codes sont
analogues aux codes binaires négacycliques [5].
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0.8 - < g
0.6} \ R

L / i
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F1Gg. 5.2 — Choix des racines d’'un code BCH réel MDS de longueur 16 : les carrés
correspondent & celles d'un code de dimension impaire « passe-bas », les cercles a celles
d’un code de dimension paire « passe-haut », les triangles aux racines n* non utilisées.

Une autre différence avec le cas binaire est que le code dual d’'un code BCH réel
est un code BCH. Par conséquent, le dual d’'un code BCH réel MDS est un code BCH
réel MDS. Enfin remarquons que le rayon de recouvrement d’un code BCH réel (i.e. la
distance de Hamming maximale entre un mot quelconque et le mot du code BCH réel

le plus proche) est inférieur ou égal & n — k (a I'instar des codes construits sur les corps
finis).

Matrice génératrice et matrice de parité des codes BCH réels

Puisque les codes BCH réels sont des sous-espaces vectoriels, leur représentation par
des matrices est naturelle. Ces codes dérivant de la transformée de Fourier discréte,
rappelons I'expression de la matrice T'F), correspondant & cette transformée sur un
vecteur de longueur n :

1 1 e 1 1
- 1|1 a - a2 am (5.9)
N : : :
1 o™ ! o‘/(77,71)(77,72) o‘/(77,71)2

R _2\/—_17r . . ~ . . 2
ol o = e~ n» . Lamatrice T'F,, admet bien siir une inverse. La matrice de parité d’'un

code BCH de longueur n et de dimension k consiste donc a prendre n — £ lignes de la
matrice T'F,, de sorte qu'une quelconque de ces lignes soit la conjuguée d’une autre (ou
d’elle-méme). La deuxiéme colonne de ces lignes permet de déterminer aisément quels
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coefficients du spectre des mots du code ainsi généré seront nuls : les matrices ainsi
formées mettent en évidence les propriétés spectrales du code. La matrice génératrice
est, quant a elle, formée des k lignes de T'F}, restantes. Puisque les vecteurs lignes de
TF,, forment une base orthogonale de C", ces deux matrices vérifient bien GH! = 0 et
sont de rang plein.

Les deux matrices ainsi formées sont complexes or le code ainsi défini est réel.
En additionnant ou soustrayant les lignes conjuguées deux a deux, nous obtenons des
matrices réelles correspondant & un code équivalent. Ces matrices peuvent étre calculées
directement & partir du polynome générateur du code en utilisant la propriété cyclique
du code. La matrice génératrice systématique peut étre aussi obtenue en appliquant
un codage systématique, c’est-a-dire en calculant les restes de la division euclidienne
des polynome z" ¥+ 4 étant compris entre 0 et k — 1, par ¢ : ces k restes forment
la sous-matrice Par de la matrice génératrice. La matrice de parité systématique est
alors déduite facilement de la matrice génératrice.

Puisque les codes BCH réels sont issus de la transformée de Fourier discréte, il est
possible d’interpréter le mot de code comme une interpolation du mot d’information
lorsque les racines du polynome générateur correspondent & des fréquences de parité
élevées.

Décodage des codes BCH réels

L’algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler, présenté ci-dessus dans le cas des
codes BCH binaires, s’adapte aux codes BCH réels MDS. Nous montrons dans I’an-
nexe F que 'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler adapté directement au cas réel
n’est pas sujet aux dysfonctionnements existant dans le cas binaire (du moins pas aux
mémes s'il y en a). Nous présentons aussi les modifications apportées pour circonvenir
le probléme de dépassement de capacité de correction.

L’algorithme comporte toujours quatre étapes :

— les syndromes sont calculés par un algorithme de transformée de Fourier rapide.
Ces syndromes sont conjugués deux a deux;

— le rang de la matrice M; définie par I’équation (5.5) est égale au poids de l'erreur
(lorsque le vrai poids de l’erreur, noté w, est inférieur & L%J ). Le poids estimé est
toujours noté v. Au lieu de calculer plusieurs déterminants successifs, on calcule
la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice M;. Le nombre d’erreurs
estimé est égal au nombre de valeurs singuliéres non nulles;

— l’équation (5.6) permettant de calculer le polynome localisateur d’erreurs A est

modifiée :
Sb e Sb-l—u—l Az/ Sb—i—z/
: : D= - : . (5.10)

Sb+2t71/71 Sb+2t72 Al Sb+2t71
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Le systéme est surdéterminé : il prend ici en compte toutes les équations a notre
disposition alors que I’algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler n’en considérait
que v. Ce systéme peut étre résolu selon la méthode des moindres carrés. Pour
détecter le dépassement de capacité de correction, nous réestimons, grace au
polynome A calculé, les syndromes Sy, 1, -+, Sprq_o afin de détecter un éventuel
dépassement de capacité de correction. La recherche des racines de ce polynome
peut s’effectuer en calculant sa transformée de Fourier discréte inverse ;

— I’évaluation des erreurs e;,,- -, e;, nécessite de résoudre le systéeme
b b
Xl e Xw €, Sb
: : = - (5.11)
Xord=2 . Xbhd2 €, Shtd—2

Nous avons pris en compte dans I’évaluation des erreurs toutes les données a notre
disposition, a savoir les d — 1 syndromes. Le systéme (5.11), contrairement a celui
présenté en (5.7) est surdéterminé. En effet, toutes les opérations se déroulant non
plus dans un corps fini mais dans le corps des complexes, des erreurs d’arrondis
s’accumulent, depuis le calcul des syndromes jusqu’a celui des valeurs de I’erreur.
La surdétermination du systéme ne privilégie donc pas plus certains syndromes
que d’autres a priori. La résolution par les moindres carrés du systéme (5.11)
impose a l'erreur évaluée d’étre réelle : en effet, il est possible de réordonner
les d — 1 équations de ce systéme pour faire apparaitre les équations et leurs
conjuguées (si d est pair, ’équation ou intervient une des deux racines n°de
I'unité réelles est dupliquée). Le nouveau systéme s’écrit alors

(7))

oit M (resp. S) est constituée des | %5 | premiéres lignes de la matrice (resp. du
vecteur formé des syndromes) du systéme (5.11) si d est impair et des ¢ premiéres
si d est pair. La matrice composée de M et de sa conjuguée est de rang plein
car elle est équivalente & une matrice de Van der Monde. La résolution par les

moindres carrés donne la valeur de l'erreur

eil

€;

w

€i1

= — (MM + M M*) HMIS + M'S¥). (5.12)
eiw
L’erreur calculée est donc bien réelle. Nous vérifions que les syndromes, notés 5},
correspondant a ’erreur estimée se confondent avec les syndromes initialement
calculés. Si c’est le cas, 'algorithme a bien fonctionné sinon un dépassement de
capacité de correction est détecté.

Les modifications apportées par la transposition de I’algorithme de Peterson-Gorenstein-
Zierler au cas réel se résument par la prise en compte de toutes les équations a résoudre
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et la résolution de ces systémes surdéterminés par la méthode des moindres carrés. La
détection de la capacité de correction se situe a deux niveaux : la réussite ou ’échec de
la recherche des v racines du polynome localisateur et la réestimation des syndromes
a partir de I'erreur estimée.

Contrairement au cas des codes sur les corps finis, I'implémentation de cet algo-
rithme doit prendre en compte le bruit de calcul généré par les diverses étapes. Trois
seuils positifs sont donc introduits :

— le rang des matrices M; servant a déterminer le nombre d’erreurs v est estimé

a partir de la décomposition en valeurs singuliéres de cette matrice. Les valeurs
singuliéres inférieures a un premier seuil #; sont considérées comme nulles;

— le polynome localisateur A est évalué sur les n racines n® de 'unité : ces n valeurs
sont alors classées par module croissant. S’il n’y a pas de dépassement de capacité
de correction, les v premiéres valeurs doivent étre nulles. En raison du bruit de
calcul, nous comparons le module de la ° & un seuil 6,. Si la valeur est inférieure
au seuil, nous avons identifé v racines sinon nous détectons un dépassement de
capacité de correction

— enfin, aprés réestimation de syndromes, nous calculons I'erreur quadratique rela-
tive

1 .
Y |8 = Sil?
=1

1=

d—1
> 1Sil?
=1

que nous comparons a un seuil f3. Si I’erreur quadratique relative est supérieure
a ce seuil, un dépassement de capacité de correction est détecté.
On notera que les deux premiers seuils dépendent de la variance du signal en entrée du
décodeur.

En ce qui concerne I’algorithme de Berlekamp-Massey, il est directement donné
dans [5] pour n’importe quel corps : il n'y a donc pas besoin en théorie de le modifier.
Il convient cependant de tester les coefficients des polyndmes calculés par cet algorithme
afin de les mettre a zéro si leur module est trop petit.

Le décodage des codes BCH réels du point de vue du traitement du signal

Les résolutions de systémes aux moindres carrés et la décomposition en valeurs
singuliéres introduites dans 'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler sont des outils
classiques de traitement du signal. Une plus forte analogie existe entre le décodage
des codes BCH réels et le probléme de 'estimation de sinusoides. Ce dernier consiste
a identifier les w sinusoides ou exponentielles complexes composant le signal observé
bruité : les inconnues sont donc w, les fréquences, les phases et les amplitudes. Dans
le cas des codes BCH réels, le signal observé est composé des d — 1 syndromes et les
phases sont toutes nulles. L’estimation du nombre d’erreurs détermine le nombre de
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sinusoides a identifier. La localisation de I'erreur identifie leur fréquence et 1’évaluation
de Perreur détermine leur amplitude. Plusieurs méthodes en traitement de signal [47]
résolvent plus ou moins bien ce probléme :

— la méthode de Pysarenko suppose w connu et identifie les fréquences a partir de
la matrice d’autocorrélation d’ordre 2w du signal : le polynéme A appartient au
noyau de cette matrice. [L’estimation des amplitudes nécessite la résolution d’un
systéme de Van der Monde;;

— la méthode de Prony, initialement décrite pour approximer une fonction par une
somme d’exponentielles, estime les fréquences de la méme maniére que la mé-
thode de Pysarenko. Puis elle résout aux moindres carrés le systéme comportant
autant d’équations que d’échantillons observés liant les valeurs des échantillons
aux amplitudes, utilisant ’existence d’un prédicteur d’ordre 2 pour chacune des
exponentielles. Le lien entre cette méthode et le décodage des codes BCH a été
souligné par Wolf [66] ;

— Palgorithme MUSIC (MUltiple SIgnal Characterization) travaille a un ordre su-
périeur a 2w. L’espace est décomposé en deux sous-espaces orthogonaux : le
sous-espace déterminé par les w sinusoides a identifier et le sous-espace engendré
par le bruit. La dimension du sous-espace associé au signal utile est le double de
w. La matrice d’autocorrélation permet de déterminer une base du sous-espace
bruit. Une sinusoide sera donc orthogonale a cette base, les fréquences compo-
sant le signal sont donc identifiées en identifiant les maxima de l'inverse de la
norme du vecteur composé des produits scalaires de la sinusoide avec chacun des
vecteurs de cette base.

— lalgorithme Esprit consiste a calculer deux matrices d’autocorrélation d’ordre
2w et 2w + 1 puis a exploiter la structure de ces deux matrices. La matrice
d’autocorrélation d’ordre 2w + 1 contient la matrice d’ordre 2w et une autre
matrice de taille 2w X 2w qui est est le produit de la premiére par une matrice
composée de matrices de rotation de taille 2 x 2. Cette derniére permet alors
d’estimer les fréquences des sinusoides en trouvant ’angle de ces rotations;

— la méthode de Capon consiste a chercher le filtre qui aura une puissance maximale
a une fréquence fixée connaissant le signal observé : ce filtre est donc adapté au
signal observé. Le spectre estimé est l'inverse de la puissance du signal résultant
du filtrage d’une sinusoide par le filtre blanchissant le signal observé. Les maxima
de ce spectre correspondent aux fréquences cherchées. L’amplitude estimée est
égale a la sortie du filtre adapté attaqué par le signal observé.

Le point commun a toutes ces méthodes est leur approche statistique du probléme. Le
bruit impulsif changeant d’'un mot de code BCH & un autre, cette approche statistique
ne peut étre exploitée a moins que le nombre de syndromes ne soit considérable et que
le nombre d’erreurs introduits reste modeste, ce qui n’est pas une situation typique
dans le domaine du codage correcteur d’erreurs.




120 5. DUALITE APPLIQUEE AUX CODES REELS

Vers un décodage complet

Par principe de dualité entre codage de source et codage de canal, nous pouvons
utiliser les codes BCH réels pour comprimer une source réelle. A 'instar de la compres-
sion de la source binaire symétrique par des codes linéaires binaires, il faut disposer
d’un algorithme complet pour espérer coder efficacement la source. Lorsque le mot de
source est a une distance inférieure ou égale a la capacité de correction ¢, I’algorithme de
Peterson-Gorenstein-Zierler ou celui de Berlekamp-Massey permet de trouver le mot
du code le plus proche. La probabilité de cet événement dépend bien entendu de la
source a comprimer.

Lorsque le mot de source est a une distance strictement supérieure a la capacité
de correction, Wolf a proposé d’appliquer un algorithme de vote [67], expliqué origi-
nellement pour les codes complexes MDS construits a partir de la matrice T'F},. Cet
algorithme se transpose directement aux codes BCH réels MDS : puisque le code (com-
plexe ou BCH réel) est MDS, n'importe quel k-uplet choisi parmi les n composantes
peut étre considéré comme un mot d’information. Wolf calcule le mot de code corres-
pondant & chacun des C* mots d’information construits a partir du mot re¢u. Les Ck
mots de code se répartiront en deux classes : un nuage de points assez dense autour du
mot de code le plus proche et des mots de code assez éloignés (au sens de la distance
euclidienne) de ce nuage. Wolf souligne au passage que, grace a cet algorithme de vote,
il est possible de corriger presque tout le temps d — 2 erreurs, c’est-a-dire le double par
rapport aux codes de méme type construits sur les corps finis. L’inconvénient de cet
algorithme réside bien str dans sa complexité!

Plusieurs autres stratégies, curieusement jamais mentionnées ni par Marshall ni
par Wolf, et d’une simplicité parfois déconcertante, ménent & un décodage complet
potentiellement sous-optimal :

— la premiére est de projeter le mot de source sur le code, c’est-a-dire calculer son
spectre, mettre a zéro ce spectre aux fréquences de parité et utiliser la transformée
inverse pour obtenir un mot de code. Ceci est équivalent a une projection du mot
sur le sous-espace vectoriel défini par le code BCH réel dans un espace euclidien.
Cette stratégie minimise donc 'erreur quadratique et donne en général un mot
de code a une distance de Hamming de n du mot de source. Elle n’est donc pas
adaptée a notre objectif (compression supprimant du bruit impulsif), malgré sa
simplicité ;

— la seconde consiste a effectuer une division euclidienne du mot de source considéré
comme un polynéome par le polynéme générateur. Du point de vue du traitement
du signal, nous cherchons a filtrer le mot de source par un filtre dont les poles sont
sur le cercle unité. Le mot de code obtenu sera donc a une distance de Hamming
inférieure ou égale & d—1 du mot de source et ’erreur quadratique résultante sera
élevée, comparée a ’erreur quadratique minimale obtenue par projection. Cette
méthode n’est pas plus adaptée que la précédente & notre objectif;

— la troisiéme méthode possible est d’utiliser un algorithme de décodage algébrique
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(par exemple celui de Berlekamp-Massey) gérant les effacements en plus des er-
reurs et l'appliquer itérativement en faisant croitre le nombre d’effacements et
varier la position de ceux-ci, jusqu’a ce qu'une solution convenable soit trouvée.
Le mot de code obtenu sera le mot de code le plus proche du mot de source
(au sens de la distance de Hamming). Cette méthode permet donc un décodage
complet optimal des codes BCH réels MDS.

Justifions la complétude de cette derniére méthode : un code MDS de distance d peut
corriger au plus d — 1 = n — k effacements, or le rayon de recouvrement p du code
est majoré par n — k en raison de la borne de la redondance. La derniére méthode
appliquée a un mot de source a distance p du mot de code le plus proche produira
donc bien le mot de code voulu. L’optimalité de cette méthode est assurée par la prise
en compte progressive d'un nombre de plus en plus élevé d’effacements (de 0 & n — k).
L’inconvénient de cette méthode consiste en sa gloutonnerie : elle nécessite de recourir
dans le pire des cas & 1+Y7- ' C! algorithmes de correction d’erreurs et d’effacements.
En effet, si un mot n’a pu étre décodé avec succés en supposant que 0, puis 1,...,
puis n — k — 1 effacements se sont produits, il faut donc chercher & décoder le mot en
supposant n—Fk effacements. Le code étant supposé MDS, n—k colonnes quelconques de
la matrice de parité prise comme sous-matrice de la matrice de T'F;, forment une base de
C"*. Par conséquent, quelles que soient les n—k colonnes considérées, il est possible de
trouver l'erreur correspondant aux syndromes (équation (5.11)). Le mot d’erreur ainsi
calculé sera bien réel car la moitié des n — k équations est le conjugué de ’autre moitié.
La complexité de ’algorithme peut étre réduite en prenant en compte la spécificité des
effacements : un code de distance d peut corriger e erreurs et [ effacements si 2e + [
est strictement inférieur a d. Par conséquent le nombre d’effacements est initialisé a
zéro et augmente de 2 en 2. Si la distance d est paire et que 'algorithme de décodage
algorithme a échoué avec d — 2 effacements, il est nécessaire de refaire cet algorithme en
supposant la présence de d — 1 effacements (afin de garder la propriété de complétude
de cette méthode de décodage).

Cette méthode est a rapprocher de I'algorithme GMD (Generalized Minimum. Dis-
tance) proposé par Forney [22] dans le cadre d’un décodage de canal a décisions souples.
La principale différence provient du fait que, connaissant les probabilités de transition
du canal, il est possible d’attribuer des valeurs de confiance & chacune des composantes
du mot. Ces valeurs de confiance traduisent le niveau de bruit a priori perturbant
la composante recue. Ces valeurs, une fois classées par ordre croissant, définissent une
position estimée des effacements et évitent de devoir effectuer une recherche exhaustive
de celles-ci.

Des trois stratégies, la premiére et la derniére paraissent les plus intéressantes : la
premiére a l'avantage de la simplicité au détriment de 'efficacité en terme de distance
de Hamming alors que la troisiéme est optimale de ce point de vue mais trés cotiteuse
en temps.
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5.1.4 Application des codes BCH réels MDS au codage de source

Le choix de I'une ou I'autre des stratégies conduisant a un décodage complet dépend
bien str des statistiques de la source, de la complexité autorisée et la distorsion visée.
La troisiéme méthode est la meilleure vis-a-vis de la distorsion de Hamming et les
statistiques décrivant la source joueront sur la complexité moyenne de cette méthode.
Cependant, indépendamment de la source, la complexité du pire des cas est déterminée
par la valeur du rayon de recouvrement p : il est donc souhaitable de trouver sa valeur
afin de savoir si le codage de source par un code BCH réel MDS est réalisable.

Théoréme 5.1.2 ? Le rayon de recouvrement p d’un code BCH réel MDS de longueur
n et de dimension k est n — k.

PREUVE

La borne de la redondance, comme nous lI’avons vu, montre que le rayon de recouvre-
ment, noté p est inférieur a n — k. Il reste donc & montrer qu’il est supérieur ou égal
a n — k. Pour cela, introduisons les codes de Reed-Solomon complexes : un code de
Reed-Solomon complexe de longueur n et de dimension & est un code complexe (i.e. un
sous-espace vectoriel de C" de dimension k) cyclique. Par conséquent, les n — k racines
de son polynéme générateur sont n — k racines n®® de l'unité distinctes. La matrice
de parité d’un code de Reed-Solomon est donc une sous-matrice extraite de la matrice
TF,, : les codes de Reed-Solomon sont donc MDS.

Notons C le code BCH réel MDS de longueur n et de dimension k£ et RS un code de
Reed-Solomon de longueur n et de dimension k + 1 (si £ = n, le théoréme est trivial)
contenant C : n — k — 1 des n — k racines du polynome générateur de C forment les
racines du polynome générateur de RS. Minorons le rayon de recouvrement p de C
grace au code RS :

max mindy(u, v
u€R™ veC (_’ _)

i)
AV

max mindg(u,v)
u€RSNR™ veC

v

max min _ dy(u,v)
uwERSAR™ v RSNIR™

(an)ergllsgmnﬂ dH (ﬂ’ Q)’ (513)
uFv

v

les inégalités précédentes découlant de I'inclusion de C dans RS donc dans RS NIR",
qui est un sous-espace vectoriel de IR". L’inégalité (5.13) montre que le rayon de re-
couvrement est supérieur ou égal a la distance de Hamming minimale de RS N R".
Puisque RS NIR" est un sous-ensemble de RS, code MDS, on en déduit :

p> min dy(u,v) =n—k,

(w,2)ERS?
uFy

ce qu’il fallait démontrer. Ce résultat est a rapprocher du lemme du supercode [12].

3Ce résultat n’était qu’'une conjecture mais P. Solé nous a mis sur la piste de la démonstration.
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Il est amusant de remarquer que l'on a a la fois construit des codes a distance
maximale et a rayon de recouvrement maximal. Dans le cas binaire, le rayon de re-
couvrement des meilleurs codes obtenus pour la compression de SBS était faible. On
en déduit que l'utilisation des codes BCH réels MDS en codage de source est alors
fortement dictée par les statistiques décrivant la source, ces statistiques déterminant &
la fois les performances de ces codes et la complexité moyenne de la troisiéme méthode.

Corollaire 2 Supposons que la source est constituée d’échantillons gaussiens indépen-
dants et identiquement distribués. Le mot de source est a distance n—k d’un code BCH
réel MDS' de longueur n et de dimension k avec une probabilité 1.

PREUVE

Nous allons démontrer ce corollaire en montrant que la probabilité qu'un mot de source
soit & une distance strictement inférieure a n — k£ du code BCH réel MDS est nulle.

Soit H la matrice de parité du code BCH réel MDS. Le syndrome défini par s = uH!
suit une loi gaussienne de dimension n — k dont les composantes sont indépendantes et
identiquement distribuées. Le mot de source u est & une distance d,, du code (d, < n—
k) : il est alors possible de trouver d,, colonnes de H telles que le syndrome de u soit une
combinaison linéaire réelle de ces d, colonnes : le syndrome appartient alors a un sous-
espace vectoriel de dimension d,, de C"*. La probabilité que le syndrome appartienne
a un tel sous-espace vectoriel est donc nulle. Puisque le rayon de recouvrement est égal
a n — k, n'importe quelle combinaison de moins de n — k£ colonnes de la matrice H
engendre un sous-espace vectoriel au sens strict de €™ *. Par conséquent, la probabilité

qu'un mot de source soit a une distance strictement inférieure a n — k£ du code BCH
réel MDS est nulle.

O

Ce corollaire peut se généraliser a d’autres sources (laplaciennes, gaussiennes gé-
néralisées, etc...) pourvu que la probabilité d’obtenir un syndrome appartenant a un
sous-espace vectoriel de dimension strictement inférieure a n—k soit nulle. La distorsion
de Hamming sera par conséquent égale & 1 — k/n pour de telles sources.

Remarquons également qu’en raison de la valeur du rayon de recouvrement, un mot
a distance p = n — k d’un mot de code est aussi a distance p de C" % — 1 mots de code
distincts du premier. Le rayon de recouvrement détermine la complexité de 1’algorithme
de codage de source : trouver le mot de code le plus proche (au sens de la distance de
Hamming) du mot de source sera facile car ce mot de code est trés certainement a une
distance n — k du mot de source et il n’est pas le seul a étre a une telle distance du mot
de source. Il suffit alors de résoudre un systéme d’équations pour trouver un des mots
de codes les plus proches. Le rayon de recouvrement détermine également la distorsion
de Hamming observée.
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Compression d’une source gaussienne

Nous avons mis en ceuvre la méthode de décodage complet en choisissant comme
méthode de décodage algébrique I’algorithme de Berlekamp-Massey pour comprimer
une source gaussienne vectorielle blanche de variance 2. Cette méthode de décodage
complet trouve le mot de code le plus proche (au sens de la distance de Hamming)
du mot de source. D’apres le corollaire 2, la distorsion de Hamming par symbole sera
égale & 1 — R ou R désigne le rendement du code BCH (R = k/n). Pour des faibles
longueurs n, il est possible de choisir le mot de code qui minimise I'erreur quadratique
parmi les C" % mots de code les plus proches. Un tel décodeur de source cherche donc
a enlever de la source un bruit impulsif d’énergie minimale.

Si la contrainte imposée par la recherche du mot de code le plus proche au sens
de la distance de Hamming est supprimée, la minimisation de I’erreur quadratique
moyenne (EQM) conduit, comme nous ’avons vu au paragraphe 5.1.3 & annuler n —
k composantes du spectre du mot de source. Or ce spectre sera une source blanche
gaussienne de dimension n (par propriété de la transformée de Fourier discréte). Par
conséquent, 'EQM par symbole est égale, dans ce cas, a (1 — k/n)o?.

Nous avons simulé pour deux longueurs distinctes n (7 et 15) ce codeur de source
en tirant aléatoirement 100000 vecteurs de dimension n. La variance de la source est
égale a 1. Les résultats sont reportés dans le tableau 5.1. Les trois premiéres colonnes
donnent les paramétres du code. La quatriéme colonne donne la valeur 1 — R qui
représente a la fois la distorsion de Hamming théorique et I’erreur quadratique moyenne
sans contrainte. La cinquiéme colonne donne la distorsion de Hamming obtenue par
simulation et la derniére colonne ’EQM minimale résultant du choix du mot de code le
plus proche au sens de la distance de Hamming. Les résultats sont également représentés
sur la figure 5.3.
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F1G. 5.3 — Performances (distorsion de Hamming et EQM) des codes BCH réels MDS
pour la compression de source gaussienne i.i.d.
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Longueur n | Dimension £ || Rendement R 1-R Distorsion de | EQM contrainte
Hamming
7 1 1.428571e-01 | 8.571428e-01 8.567571e-01 8.966470e-01
7 2 2.857142e-01 | 7.142857e-01 7.117100e-01 8.129165e-01
7 3 4.285714e-01 | 5.714285e-01 5.712914e-01 7.116506e-01
7 4 5.714285e-01 | 4.285714e-01 4.270457e-01 6.710666e-01
7 5 7.142857e-01 | 2.857142e-01 2.857142e-01 5.924420e-01
15 8 5.333333e-01 | 4.666667e-01 4.289893e-01 1.689633e-+00
15 9 6.000000e-01 | 4.000000e-01 3.999793e-01 6.075193e-01
15 10 6.666667e-01 | 3.333333e-01 3.171433e-01 9.507172e-01
15 11 7.333333e-01 | 2.666667e-01 2.666660e-01 5.662928e-01
15 12 8.000000e-01 | 2.000000e-01 1.977600e-01 6.028560e-01
15 13 8.666667e-01 | 1.333333e-01 1.333333e-01 5.313677e-01

TAB. 5.1 — Performances des codes BCH réels MDS pour la compression de source
gaussienne i.i.d.

Nous remarquons que la distorsion de Hamming théorique prévue correspond avec la
distorsion obtenue par simulation : le rayon de recouvrement des codes BCH réels MDS
détermine bien la distorsion de Hamming générée par ces codes. L’EQM contrainte est
largement supérieure a celle non contrainte, ce qui n’est guére surprenant car notre
codeur de source cherche a supprimer un bruit impulsif. La compression de source
gaussienne blanche par les codes BCH réels MDS se révéle donc peu performante.
Nous allons donc essayer de comprimer une source courante, cette fois-ci corrélée, a
savoir une image.

Compression d’images

Nous utilisons les codes BCH réels pour comprimer une image ligne par ligne. Nous
utilisons ’algorithme de décodage complet des codes BCH réels avec minimisation de
Ierreur quadratique en second critére pour départager les mots de codes a distance de
Hamming égale du mot de source & coder. L’image de référence est Léna, quantifiée
sur 256 niveaux de gris et de taille 256 x 256 pixels. Nous allons la comprimer par
deux codes de longueur n = 15 et de dimension 7 ou 11. Pour cela nous supprimons
la derniére ligne et la derniére colonne de I'image de référence : 'image obtenue est
représentée sur la figure 5.4.

L’image comprimée est obtenue en choisissant un codage systématique. Les images
reconstruites obtenues sont présentées sur les figures 5.5 et 5.6. La distorsion et 'EQM
correspondante sont indiquées dans le tableau 5.2. Encore une fois, on observe que le
mot de source se trouve trés fréquemment a distance n — k£ du mot de code le plus
proche. La plus grande différence avec le cas de la source gaussienne réside dans la
valeur de '’TEQM contrainte qui reste petite. Les codes BCH réels semblent donc mieux
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F1G. 5.4 — Image de référence Léna (255 x 255 pixels.)

F1G. 5.5 — Léna comprimée puis reconstruite par un code BCH réel, n = 15, k£ = 11.

adaptés a des sources corrélées qu’a des sources indépendantes. Les différences les plus
notables a 'oeil nu consistent dans les effets de bloc : il est facile de voir a ’oeil nu
quelle est la longueur des codes employés !

Nous avons essayé de combiner compression par ligne et compression par colonne
mais sans succeés car les erreurs s’accumulant, I'image reconstruite comporte plusieurs
colonnes erronées par paquets de n — k.
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F1G. 5.6 — LLéna comprimée puis reconstruite par un code BCH réel, n = 15, k£ = 7.

Longueur n | Dimension £ | Rendement R 1-R Distorsion  de | EQM contrainte
Hamming normalisée
15 7 4.666667e-01 | 5.333333e-01 5.333026e-01 8.2e-03
15 11 7.333333e-01 | 2.666667e-01 2.666667e-01 4.6e-03

TAB. 5.2 — Performances des codes BCH réels MDS en compression d’images.

5.2 Codage conjoint source gaussienne - canal binaire
symétrique, selon le critére de ’'EQM, par étique-
tage linéaire

De nombreux articles [17, 18, 19, 29, 30] considérant ce modéle de communication -a
savoir source réelle, canal binaire symétrique et critére de la distance euclidienne- font
toujours abstraction du code de canal : celui est supprimé de la chaine de transmission.
Cette suppression permet, d'une part, de simplifier I’étude et, d’autre part de dévelop-
per des quantificateurs ou des étiqueteurs conjoints. Un code de canal peut-il améliorer
les performances de ces sytémes ? Comment optimiser le quantificateur lorsque le code
de canal est fixé?

Nous ne choisissons pas comme quantificateur le codeur de source se fondant sur
les codes BCH réels : I'une des difficultés liés a ce codage provient du fait que ce
quantificateur posséde un nombre infini de sorties. Si I’on souhaite transmettre le mot
de source comprimé sur un canal binaire symétrique, il faudra encore le quantifier
et, éventuellement, le coder pour le protéger du bruit tout en choisissant une bonne
correspondance entre l'index représentant un mot du code de source et ce dernier.
Autant d’étapes supplémentaires qui rendent la conception d’un systéme de codage
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conjoint ardue. Un moyen de simplifier cette conception est d’imposer une relation
linéaire entre les mots du code de source et les mots du code de canal et de choisir le
critére objectif le plus étudié dans ce domaine, a savoir ’erreur quadratique moyenne
(EQM), plus facile a traiter que la distance de Hamming.

10>
|

U

o

y

source CBS L

de canal

"linéaire"

(HL—lH)

[¢)

gaussienn

quantificateur Décodeur Source

reconstruite

F1G. 5.7 — Quantification d’une source gaussienne par codage conjoint et étiquetage
linéaire et transmission sur CBS

Un tel systéme est représenté sur la figure 5.7 : un code de canal binaire linéaire
Ceanar de longueur n et de dimension k est choisi ainsi qu'une matrice a coefficients
réels L de taille m x n . Le code de source Cypuree €st alors défini par

CSO’IH'CB = {§ E Rm/§ — L(2Q - l)a Q E Ccanal C FQTL} (514)

ou 1 est le vecteur de dimension n composé uniquement de 1. Les mots ¢ du code de
canal sont modulés (2¢ — 1 correspond a la sortie d’'un modulateur d’une modulation
de phase a deux états), ce qui permet de s’assurer que, lorsque le code de canal est
universel, le code de source est a moyenne nulle, & I'instar de la source considérée.
Notons ¢, = 2c — 1.

Le mot de source émis u est donc quantifié par le mot de source Lc,, et le mot
¢ correspondant est émis sur le canal : le codeur est donc conjoint. Le canal binaire
symétrique ajoute du bruit au mot ¢ : le décodeur recoit le mot y et restitue le mot
¢, mot du code de canal le plus probable connaissant le mot recu. Le mot de source
estimé est donc Lc,,. en raison de la linéarité entre code de source et code de canal. La
matrice L est appelée matrice d’étiquetage.

Les performances optimales du codage conjoint sont données par le théoréme de
codage conjoint de Shannon [13|. Le rendement R et la distorsion D doivent vérifier

> BWD)

> 70035@) (5.15)

ol p est la probabilité d’erreur du canal binaire symétrique. La source que nous étudie-
rons dans cette section sera la source gaussienne blanche. Le critére de fidélité retenu
sera l'erreur quadratique moyenne. Sa fonction rendement-distorsion est donnée par [41]

bits par symbole de source, (5.16)

llog,Z si 0<D<o?
—) 262D =
R(D) { 0 si D > o?

oll 02 est la variance de la source gaussienne par symbole.
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Le rendement R du systéme de la figure 5.7 est donc

R =" bits par symbole de source. (5.17)
m

La distorsion totale par symbole de source, suivant le critére de I'erreur quadratique,
[
s'écrit :

1
D= —Elllu—Léy|) = — / ) S plylo)ll— Léy|Pdu (5.18)
m m (e, eCfaml ueVs(c yEVc &)
avec
— p(u) la densité de probabilité de I’extension m® de la source ;
— p(y|c) la probabilité que la sortie du CBS soit y sachant que le mot d’entrée est
c; )

— Vi(c) est I'ensemble des mots de source pour lesquels la sortie du codeur est le
mot ¢ du code de canal;

— V.(&) est 'ensemble des mots regus pour lesquels la sortie du décodeur de canal
est le mot C;

— du = H du; (du est élément différentiel).

Il reste a ch0151r de maniére optimale V(c) et V.(¢). Le décodeur de canal a décision
dure optimale est celui & maximum de vraisemblance :

y € V(o)

1>

<= ¢=arg max p(cly)
¢€Ccanal -
—

= arg max p(ylc)p(c) (5.19)

CeCcanal

1>

ou p(c) est la probabilité que le codeur émette le mot ¢ sur le canal, i.e.

ple) = / p(w)du. (5.20)
u€Vs(c)
Afin de déterminer les régions V(c), posons

> plylo). (5.21)

YEVL()

D’aprés Iexpression de la distorsion (5.18), le partitionnement optimal de I’espace R™
décrit par les mots de source est donné par :

Vale) = {u/Vd € Ceanar D e Ollu—Lig|l* < D0 ple d)llu— Lé,|I*} (5.22)

€€Ccanal ¢€Ccanal

Ce partitionnement correspond a la condition du plus proche voisin prenant en compte
les perturbations introduites par le canal. Les cas d’égalité dans la définition (5.22) sont
résolus au hasard (pour une source gaussienne i.i.d., la probabilité d’observer I’égalité
est nulle). Remarquons également que les régions de Voronoi V;(c) associées au code
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de source et celles associées au code de canal V,(¢) dépendent les unes des autres par
'intermédiaire des probabilités p(c).

Ainsi, lorsque le code de canal et la matrice L sont fixées, il faut optimiser conjoin-
tement le décodeur de canal et le quantificateur implicite au codeur conjoint. Remar-
quons que si le codeur est max-entropique, le décodeur de canal devient indépendant
du codeur conjoint. En revanche, ce dernier dépend toujours du décodeur de canal.

5.2.1 Choix de la matrice d’étiquetage L

Le choix de la matrice L est un probléme a priori crucial pour déterminer les
meilleures performances de ce systéme conjoint, tous les autres paramétres demeurant
fixes. La démarche adoptée pour choisir L consiste & minimiser la distorsion lorsque
le codeur conjoint et le décodeur de canal sont fixés, ce qui est approche similaire
a celle de D'algorithme de Lloyd employé pour la conception de codeur/décodeur de
source. Les probabilités p(c) et (¢, c) sont donc supposées fixes ainsi que les régions
Vs(c). Autrement dit, nous allons chercher une matrice L, a priori différente de celle
qui a permis de fixer ces paramétres, optimisant le décodeur de source. La matrice L
optimale est obtenue par minimisation de la distorsion donnée par I’équation (5.18).
Cette distorsion étant une somme de carrés de normes, nous sommes assurés de trouver
un minimum (et non un maximum). Posons

se= >, & )i (5.23)

éeccanal

s, peut étre interprété comme la sortie souple du décodeur de canal. La minimisation
de la distorsion est alors équivalente a I’équation

¢€Ccanal Qeccanal Qeccanal

L( > ( > p(g)u(é,g)) éméin) = > (/yevs(g)gp(g)d@ st. (5.24)

Puisque le critére est quadratique, sa minimisation nous conduit & une équation de
type Wiener-Hopf. Le terme de droite de cette équation mesure la corrélation entre
les décisions souples du décodeur de canal et les vecteurs moyens des régions Vi(c). La
matrice qui multiplie L mesure "autocorrélation des mots du code de canal modulés.

5.2.2 Algorithme d’optimisation

Lorsque la matrice L vient d’étre calculée grace a l'équation (5.24), il nous faut
recalculer les probabilités p(¢, ¢) et p(c). Nous proposons alors d’optimiser la distorsion
a rendement et code de canal donné en appliquant itérativement une mise a jour des
divers parameétres inconnus. Supposons qu’a la fin de I’étape i, nous disposions de
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la matrice d’étiquetage L) et des probabiblités 1 (¢, c) et p(c) et de la distorsion
correspondante D . L’atape i 4+ 1 se déroule en quatre phases :
— calculer la matrice LU+ & partir de équation (5.24) faisant intervenir 1) (¢, c)
et p¥(c);
— calculer p(*Y(c) en déterminant le nouveau partitionnement de I’espace décrit
par la source a partir de L&+ et de (¢, c) (équations (5.20) et (5.22));
— mettre a jour le décodeur de canal défini par (5.19) et calculer U+ (¢, ¢) & partir
de I’équation (5.21) de pi*V(c);
— calculer la distorsion DU+Y du nouveau systéme.
L’algorithme s’arréte lorsque 'écart relatif entre D® et DO+ est inférieur a une
constante donnée (0.001 par exemple). Cet algorithme est similaire a I’algorithme
de Lloyd au sens ou il fixe tour a tour les éléments variables du systéme (codeur
conjoint, décodeur de canal, décodeur de source).

Pour initialiser I'algorithme, lorsque les longueurs m et n et la dimension & sont don-
nées, nous choisissons le code linéaire binaire systématique de plus petite probabilité
d’erreur par mot (a paramétre p du CBS fixé) : le code de canal Copnar = ¢4, -, Cor €St
donc déterminé. La matrice L est initialisée a partir de ce code et du quantificateur
vectoriel de dimension m sur k bits obtenu par I’algorithme LBG [33], lui-méme initia-
lisé par le quantificateur de dimension m sur 1 bit composé du vecteur a\/2/7(1, 1)
et de son opposé. Le code de source défini par ce quantificateur est noté {v,, -, v }.
Pour déterminer L(®), nous supposons que le quantificateur est max-entropique (i.e.
p9(c) = 27%) et que le canal est parfait : I'équation (5.24) devient alors

2k‘
L ( > Qmﬁfn) => (/ . up(u)du> o (5.25)
ueV®(c;)

¢€Ccanal =1

ou VO(g) ={u/Vj, 1<5<2% fu—ul]’ < |lu—ylP}

Résultats de simulations

Nous avons appliqué 'algorithme précédent en faisant varier m et n entre 3 et
10, la dimension des codes k variant de 1 & min(8,n). Les codes de canal retenus
sont ceux trouvés au premier chapitre. 100000 vecteurs de source ont servi a estimer
les probabilités p(c) et u(é,c) dépendant de la source ainsi que les vecteurs moyens
intervenant dans le calcul de L (équation (5.24)).

Les figures 5.8-5.10 montrent les performances du schéma 5.7 pour différentes va-
leurs du paramétre du CBS (p = 0.1,0.01,0.001) : les performances des sytémes sont
représentées par des croix, POPTA défini par I'équation (5.15) par un trait plein. A
rendement fixé, plusieurs systémes sont donc simulés, la dimension du code de canal
n’intervenant pas dans le rendement global : 'un des systémes simulés (& rendement
fixé) ne comprend pas de codage de canal alors que tous les autres mettent en ceuvre
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un codage de canal non universel (c’est-a-dire un code de canal dont la matrice géné-
ratrice n’est pas l'identité). Les cercles montrent les systémes les plus performants :
ils correspondent a des schémas ot le code de canal est universel! Le systéme devient,
dans ce cas, un quantificateur vectoriel optimisé pour le canal (Channel Optimized
Vector Quantizer étudié, entre autres, par Farvardin [17, 18, 19|) contraints par une
relation linéaire entre les sorties du quantificateur et I’index les représentant : a faible
complexité, il semble donc préférable d’avoir un rendement de source le plus élevé
possible quitte a ne pas protéger I'index par des bits de parité lorsque ce dernier est
transmis sur le canal. Encore une fois, la stratégie de conception indiquée par la preuve
du théoréme du codage source-canal, c’est-a-dire la conception d’un systéme tandem,
ne semble pas indiquée dans les cas que nous avons étudiés. Remarquons aussi que les
systémes les plus performants ne sont pas tellement éloignés de 'OPTA, malgré leur
faible complexité, lorsque le canal est faiblement bruité.

quantification de source gaussienne avec é linaire et correction d'erreurs sur CBS p=0.1
5 T T T T T T T T

+ +  structures testees

opta 4
O les meilleures structures testges

251
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~
T

e
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051

distorsion

F1G. 5.8 — Performances du schéma 5.7 pour p = 0.1

de source avec é linéaire et correction d'erreurs sur CBS p=0.01
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F1G. 5.9 — Performances du schéma 5.7 pour p = 0.01
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5.3 Conclusions

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a I’étude de codes réels pour la
compression de source continue ou d’images et ['utilisation de ces codes dans le cadre
du codage conjoint.

Dans un premier temps, nous avons présenté les codes BCH réels, qui sont la trans-
position des codes BCH binaires au corps des réels, le corps localisateur devenant
le corps des complexes. Ils différent cependant des codes BCH binaires en plusieurs
points :

— il est possible de construire des codes BCH réel MDS pour n’importe quelles
valeurs de la longueur n et de la dimension k, la seule exception étant le cas
d’une longueur paire et d’une dimension impaire ;

— le dual d’un code BCH est un code BCH;

— les racines du polynome générateur des codes BCH réels MDS ne s’écrivent pas
comme des puissances consécutives d’une racine n® de I'unité primitive fixe (dans
le cas réel, la premiére puissance dépend de la parité de la longueur et de la valeur
de la distance BCH);

— la rayon de recouvrement des codes BCH réels MDS est maximal.

Les algorithmes existants dans le cas binaire s’adaptent aux codes réels : il suffit de
prendre en compte le bruit de calcul en introduisant des seuils. La version la plus
courante de l'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler est sujette dans le cas binaire
a des dysfonctionnements lorsque le mot & décoder est en dehors des sphéres centrées
sur les mots de code et de rayon la capacité de correction BCH. Dans le cas réel, de tels
dysfonctionnements n’existent pas car, d’une part, le choix des racines du polyndome
générateur du code BCH réel MDS n’est pas exactement similaire & celui effectué dans
le cas binaire et d’autre part, la résolution des systémes linéaires prend en compte
toutes les équations & notre disposition et non une partie. L’algorithme de Berlekamp-
Massey, tel qu’il est présenté par Berlekamp lui-méme [5] n’est pas sujet a de tels
dysfonctionnements et fonctionne pour n’importe quel corps, fini ou non.

Marshall [36, 35] et Wolf [66] ont suggéré 'emploi de ces codes réels pour la correc-
tion d’erreurs. Marshall a méme suggéré de les employer comme codes de source : le
principe de dualité entre codage de source et codage de canal nous a incité a examiner
leurs performances dans le domaine du codage de source avec pertes, le critére retenu
étant celui de la distance de Hamming (qui correspond aux bruits impulsifs).

Dans ce but, aprés avoir exposé les diverses méthodes rencontrées dans la litté-
rature, nous avons proposé un algorithme de décodage complet et optimal des codes
BCH réels MDS similaires a 1’algorithme GMD de Forney [22] s’appuyant sur des mé-
thodes de décodage algébrique corrigeant erreurs et effacements. La valeur du rayon
de recouvrement de ces codes prend alors toute son importance : pour des sources a
valeurs continues, les mots de source seront a une distance n — k du plus proche mot
de code avec une probabilité égale a 1 : le code étant MDS, C"~* mots de code sont
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alors a distance n — k£ du mot de source. Il est alors possible de départager ces mots
en choisissant celui qui minimise I'erreur quadratique, c¢’est-a-dire minimisant la puis-
sance du bruit impulsif. Ce critére est secondaire par rapport au premier qui consiste
a minimiser la distance de Hamming.

Nous avons alors appliqué ce décodeur de source a deux types de sources : la source
gaussienne i.i.d. et des images. Il est apparu que les codes BCH réels semblent plus
adaptés au codage d’images, c’est-a-dire de source corrélée, que de source blanche.

Dans la perspective d’un codage source-canal binaire symétrique conjoint, les mots
d’information réels devraient étre quantifiés puis codés. Nous avons alors choisis d’im-
poser une relation linéaire entre le code de source et le code de canal, cette relation
linéaire définissant un code de source réel, et de considérer le critére de 'erreur qua-
dratique moyenne, plus simple que la distance de Hamming. L’utilisation d’un code de
canal linéaire binaire limite cependant le nombre de mots dans le dictionnaire de source.
Nous avons cherché & optimiser cette relation en fonction du code de canal choisi en
proposant un algorithme similaire a celui de Lloyd-Max et en nous restreignant a des
codes de faibles longueurs. L’approche ainsi adoptée se rapproche du quantificateur
COVQ proposé par Farvardin [17, 18, 19] a la différence que nous y insérons un code
de canal et que nous imposons une relation linéaire entre les mots du code de source et
les mots du code de canal. Les meilleurs systémes trouvés correspondent a un code de
canal universel! A faible complexité, il vaut donc mieux construire un quantificateur
COVQ de plus fine résolution que de chercher a protéger des effets du canal les éti-
quettes provenant d’un quantificateur de plus basse résolution. Les systémes étudiés,
méme de faible complexité, ne sont pas trés éloignés de 'OPTA.
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Conclusions et perspectives

Toute these s’expose au rire des dieux.
Kierkegaard

Conclusions

Ce document a présenté plusieurs exemples de la dualité entre codage de source et
codage de canal : cette dualité a permis d’utiliser plusieurs types de codes correcteurs
d’erreurs en bloc - outil classique du codage de canal - pour comprimer plusieurs types
sources avec pertes. Les codes correcteurs considérés dans nos travaux sont les codes
en blocs linéaires, les codes arithmétiques et les codes BCH réels. Les sources étudiées
sont la source g-aire symétrique, la source binaire asymétrique et la source gaussienne :
nous avons étudié une panoplie d’outils couvrant diverses situations.

Source binaire symétrique, canal binaire symétrique et dis-
tance de Hamming

L’étude des cellules de Voronoi, qui déterminent les performances des codes linéaires
tant dans le domaine du codage de canal que du codage de source, nous a permis de
trouver des bornes inférieures des performances aussi bien en codage de canal, en codage
de source qu’en codage conjoint. Ces bornes convergent vers les meilleures performances
théoriquement possibles (OPTA). Ces bornes inférieures permettent de démontrer la
réciproque des théorémes du codage de canal et du codage de source, retrouvant ainsi
des résultats bien connus de la théorie de I'information.

Nous avons aussi montré qu’il existe des codes linéaires aptes & comprimer effica-
cement la source g-aire symétrique et proposé un algorithme permettant de construire
de bons codes linéaires pour la compression de la source symétrique. Nous avons établi
également que les bons codes linéaires binaires de petite longueur pour la compression
se confondent avec les bons codes de canal linéaires binaires.

La dualité nous a conduit a étudier le codage conjoint source binaire symétrique -
canal binaire symétrique : ce modéle se retrouve dans nombre de réseaux de communi-
cation. Nous avons comparé les performances d'un systéme séparé, ot codeur de source
et codeur de canal sont donc congus séparément, au systéme source ou canal qui ef-
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fectue exclusivement du codage de source si le rendement global est inférieur a 1 et
exclusivement du codage de canal si le rendement global est supérieur a 1. Ce systéme
permet d’atteindre les meilleures performances possibles lorsque le canal est parfait ou
lorsque le rendement global (alors égal a 'inverse du rendement canal) est supérieur a
I'inverse de la capacité du canal. Nous avons illustré ce principe de dualité en rempla-
cant les codes linéaires binaires par des codes arithmétiques qui sont non linéaires mais
qui possédent néanmoins une structure permettant de simplifier leur décodage. Nous
avons également utilisé un algorithme de Lloyd généralisé doublement pour améliorer
ce systéme et étudié sa robustesse lorsque le canal varie lentement : la dualité permet
a lalgorithme de Lloyd d’améliorer des codes correcteurs d’erreurs bien que cet algo-
rithme ait été initialement développé uniquement pour le codage de source. Il permet
aussi de trouver des décodeurs performants lorsque la sortie du canal est quantifiée
plus finement que dans le cas du canal binaire symétrique.

Lorsque ce modeéle (SBS, CBS et critére de distance de Hamming) est retenu, il
est donc préférable de ne faire que du codage de source ou que du codage de canal,
un mélange des deux réduisant parfois considérablement les performances, quel que
soit le type de code considéré (linéaire ou non linéaire). Les outils développés dans
ce document permettent de prévoir les performances et de trouver des bons codes.
L’algorithme de Lloyd ne permet pas d’améliorer significativement les performances
des codes linéaires dans le cas du canal binaire symétrique.

Perspectives

Le travail accompli, notamment dans I’étude du codage conjoint, s’est limité a des
codes de petite longueur. La conclusion a laquelle nous sommes arrivés, a savoir que,
dans les cas considérés, I'un des deux codeurs habituellement utilisés est inutile, est-elle
encore valable lorsque nous augmentons la longueur des codes?

Autrement dit, dans le cas de la source binaire symétrique et du canal binaire
symétrique, existe-t-il des codes permettant a la structure source ou canal d’atteindre
les meilleures performances théoriquement possibles quels que soient le rendement, la
distorsion et la valeur du paramétre du canal binaire symétrique ?

Une telle étude doit s’appuyer sur des techniques de codage aléatoire. Une réponse
affirmative parachéverait I’étude de ce cas simple mais inhérent & de nombreux systémes
de communications numériques tout en démontrant qu’'une conception non séparée du
systéme peut étre aussi performante, tout en étant moins complexe, qu’une conception
séparée.

Source binaire asymétrique, canal parfait et distance de Ham-
ming

Les codes linéaires binaires nous ont par ailleurs servi & comprimer la source binaire
asymeétrique : aprés avoir donné les performances du codeur par syndrome développé
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par Ancheta, nous avons examiné celles du codeur par région de Voronoi. Ces deux
codeurs sont complémentaires dans le sens ot le codeur par syndrome est efficace
pour des sources fortement asymeétriques alors que le codeur par région de Voronoi
I’est pour des sources faiblement asymétriques. La théorie de I'information indique que
cette source est bien codée par des codes non linéaires, aussi avons nous introduit de
la non-linéarité en divisant cette source en deux sous-sources, chacune étant codée par
un code linéaire. La recherche du mot de code le plus proche demeure simple alors que
I’étiqueteur est aussi complexe que celui associé a un code non linéaire. Comme prévu,
les performances de ce codeur sont meilleures que celles du codeur associé a un code
linéaire. Puis nous avons recherché, grace a 1’algorithme de Lloyd initialisé par un code
aléatoire tiré suivant un loi de probabilité issue de 'OPTA, des « bons » codes non
linéaires. Le codeur associé est le plus complexe parmi les codeurs considérés pour cette
source, néanmoins leurs performances outrepassent celles des autres codeurs.

L’algorithme de Lloyd permet donc de trouver de bons codes non linéaires pour
la compression de source binaire asymétrique. Si un décodage simple est nécessaire,
le codeur par syndrome d’Ancheta ou le codeur par région de Voronoi donnent des
performances intéressantes. Néanmoins, les performances des codes en blocs de petite
longueur pour la compression de la SBA dépendent largement du degré d’asymétrie de
la source : plus la source est asymétrique, plus il est difficile d’obtenir des performances
proches de 'OPTA.

Perspectives

Les meilleurs codes trouvés pour la compression de la source binaire asymétrique
sont non linéaires. L’utilisation de codes linéaires pour comprimer cette source permet
un gain en complexité car le décodage des codes linéaires est plus aisé que celui des
codes non linéaires. Encore faut-il que les codes linéaires soient performants. . .

Afin de généraliser I'étude faite pour le modéle précédent aux sources binaires asy-
métriques, il conviendrait dans un premier temps de montrer ’optimalité ou la non
optimalité des codes linéaires pour la compression avec pertes de ces sources. A notre
connaissance, aucune étude théorique sur ce sujet n’a été entreprise. L’étude analogue
menée pour la source symétrique a montré que I’existence de codes linéaires possédant
un « bon » rayon de recouvrement permettait de déduire 1’existence de bons codes
linéaires pour la compression. L’asymétrie de la source modifie-t-elle ce critére ou non ?

Source arithmétique symétrique, canal parfait et distance arith-
métique

La dualité a permis d’utiliser efficacement les codes arithmétiques pour comprimer
la source arithmétique symétrique suivant le critére de distance arithmétique. Rap-
pelons que la source arithmétique symétrique est équivalente a la sortie d’'un codeur
max-entropique : les codes arithmétiques peuvent donc comprimer efficacement la sortie
d’un tel codeur.
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Perspectives

Les performances des codes arithmétiques tant en codage de canal qu’en codage de
source ont été peu explorées. Seule la distance arithmétique des codes a été I'objet de
recherche. Existe-t-il des parameétres simples permettant de prévoir ces performances ?
La question semble peu aisée car la distribution des poids arithmétiques jusqu’a un
certain entier donné n’admet pas, & notre connaissance, de formule littérale simple.

Source gaussienne, canal parfait et distance de Hamming

Le dernier exemple de dualité donné dans ce document concerne les codes réels et
plus particuliérement les codes BCH réels MDS. Ces codes, utilisés en codes de canal,
peuvent combattre le bruit impulsif. Ils peuvent donc étre utilisés en compression de
source pour éliminer un bruit impulsif de la source : le critére de fidélité pertinent est
alors la distance de Hamming. Un algorithme proche du GMD développé par Forney
permet de coder une source continue, et non plus discréte, suivant ce critére : la dif-
férence majeure réside dans le fait que nous ne pouvons pas supputer la position des
effacements a partir de I'observation mais que nous en essayons un certain nombre.
La complexité du pire des cas est alors gouvernée par le rayon de recouvrement de
ces codes, rayon de valeur maximale (i.e. égal a la longueur moins la dimension). Par
conséquent, pour nombre de sources, le mot de source sera en probabilité 1 a distance
égale de plusieurs mots de codes. Il est alors possible de choisir un de ces mots en ap-
pliquant un second critére, celui de I'erreur quadratique moyenne, par exemple. Nous
avons ainsi réalisé un codeur de source a double critére.

Les codes BCH réels permettent donc de comprimer presque sans perte une source
gaussienne au sens de la distance de Hamming : la compression presque sans perte cor-
respond alors & une valeur faible du rayon de recouvrement, limitant ainsi la complexité
du codeur de source.

Perspectives

Les codes BCH réels furent utilisés pour la compression de source suivant le critére
de fidélité défini par la distance de Hamming : I'obtention d’'une expression concise de
la fonction rendement-distorsion suivant ce critére pour des sources continues serait
intéressante ainsi que l'expression de cette fonction lorsque les deux critéres (distance
de Hamming et EQM) sont considérés.

Source gaussienne, canal binaire symétrique et erreur quadra-
tique moyenne

Nous avons étudié ce modéle en imposant une relation linéaire entre le code de
source défini par un code linéaire réel et le code de canal défini par un code linéaire
binaire. Cette relation linéaire permet de simplifier le décodeur de source et donne
naissance a un codeur conjoint : un algorithme, similaire a l'algorithme de Lloyd,
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est utilisé pour optimiser la relation linéaire, prenant ainsi en compte le canal et le
comportement du décodeur de canal. A nouveau, le systéme le plus simple est le plus
performant : le code de canal le meilleur est le code universel !

Dans un tel modeéle, il est donc préférable de construire un codeur de haute ré-
solution prenant en compte les effets du canal & un codeur de plus faible résolution
dont la sortie est protégée par un code correcteur d’erreurs. Cependant, 1’élaboration
de codeurs de haute résolution robustes aux perturbations introduites par le canal est
une tache difficile.

Perspectives

L’obtention de bornes de performances dépendant du code de canal utilisé permet-
trait de confirmer ou d’infirmer notre observation. De plus, elle suggérerait peut-étre
quel type de codes de plus grande dimension doit étre employé lorsque la conception
de quantificateurs robustes devient impossible car trop complexe.

Perspectives générales : utilisation des briques déve-
loppées dans des systémes complets

Les diverses « briques de base » étudiées dans ce document peuvent étre incorporées
dans des systémes plus complets : nous allons donner quelques exemples d’utilisation
de ces briques.

Transmission d’une source quantifiée en sous-bandes

Les outils développés dans le cadre d’une source binaire (symétrique ou asymé-
trique) et d’un canal binaire symétrique suivant le critére de la distance de Hamming
peuvent s’appliquer lorsqu’une source quelconque est décomposée en sous-bandes, cha-
cune des sous-bandes donnant lieu & une quantification différente et & un étiquetage.
Ce systéme est représenté sur la figure 2 ou la source est analysée en K bandes.

La source unique est donc a l'origine de K trames binaires (assimilables & des sources
symétriques ou non) dont 'influence sur la distorsion globale n’est pas équivalente. Un
systéme source ou canal (de rendement n;/m;), distinct pour chaque trame binaire,
permet alors de transmettre ces trames. En raison de la simplicité du systéme source
ou canal, il est envisageable d’optimiser le débit binaire (c’est-a-dire le rapport des
sommes YK n; et X m;) en fonction de I'état du canal (si une voie de retour est
disponible) et de la qualité de service souhaitée. Zahir-Azami [69] a employé un tel
systéme en employant le critére de 'EQM qui est lié a celui de la distance de Hamming.
En effet, lors du calcul de la fonction rendement-distorsion associée & une source binaire
symétrique et au critére de 'erreur quadratique moyenne, il apparait que :

EQM = D(1 — D),
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ol D est la distorsion de Hamming. L’optimisation du débit binaire nécessite, pour étre
efficace, de disposer d’un certain nombre de systémes source ou canal de référence :
les codes ainsi considérés peuvent étre les codes linéaires ou les codes arithmétiques
construits grace a la distance arithmétique.

Un tel systéme permet, par exemple, de transmettre une image : la décomposition
en sous-bandes s’assimile alors & une transformée qui opére sur une image découpée en
blocs. L’opération délicate consiste alors & mettre en adéquation le débit des quantifi-
cateurs avec les systémes source ou canal employés pour atteindre la qualité de service
voulue.

Enregistrement numérique magnétique avec pertes

Le canal discret correspondant a I’enregistrement numérique sur bande magnétique
est habituellement modélisé par un filtre de réponse impulsionnelle 1 — 2=2 auquel
s’ajoute du bruit. Abstraction faite du bruit, ce canal se comporte donc comme un
code arithmétique. Une source continue peut donc étre décomposée en sous-bandes
puis quantifiée comme précédemment, le systéme source ou canal se fondant alors
sur des codes arithmétiques et sur la distance arithmétique pour combattre le bruit.
[’égalisation du canal se fait donc grace a un décodeur arithmétique. La distorsion
globale dépend alors de la répartition du débit binaire total entre les sous-bandes.
L’utilisation des codes arithmétiques est donc envisagée comme une alternative aux
codes traditionnellement utilisés dans ce domaine (runlength-limited codes).

Restauration d’enregistrements

La restauration d’enregistrements peut nécessiter parfois de supprimer des clicks,
c’est-a~dire un bruit impulsif (généré par le récepteur dans le contexte de restauration
d’un signal émis par onde radio). La compression de source par les codes BCH réels
peut permettre de restaurer I'enregistrement, une fois celui-ci numérisé : la distance
de Hamming modélisant ce bruit, ’algorithme de compression que nous avons présenté
permet d’obtenir une source reconstruite ol la puissance du bruit impulsif est réduite.
Bien stir, nous ne prétendons pas reconstruire au mieux la source par ce simple moyen.

Il est tout d’abord nécessaire d’identifier & peu prés la position des clicks dans
tout l’enregistrement. Une fois ceci accompli, la source est reconstruite a partir des
échantillons juste antérieurs et postérieurs aux clicks. La difficulté réside alors dans
le choix de la longueur et de la capacité de correction du code BCH : les contraintes
imposées lors de la reconstruction ne doivent pas étre trop strictes afin de ne pas altérer
encore plus la source qui ne satisfait pas a priori a ces contraintes. Une fois ce premier
traitement effectué, il est possible de recourir a des méthodes plus fines pour améliorer

le résultat, les codes BCH permettant de réaliser un prétraitement.

Codage de la parole a bas débit
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Les codeurs de parole & bas débit sont utilisés dans le cadre de communications
radio-mobiles, par exemple, en raison de la difficulté a transmettre sur ce type de canal.
Les codeurs de parole & bas débit actuels exploitent la prédiction par bloc ainsi que
le codage différentiel : leur principe de fonctionnement est représenté sommairement
sur la figure 3. De brefs signaux de parole (d’une durée d’environ 10 a 20 ms) sont
analysés : un filtre prédicteur (parfois deux, un pour le « long terme », I’autre pour le
« court terme ») est calculé sur cette période, permettant alors de quantifier I’erreur
de prédiction. Il faut a la fois transmettre au décodeur de parole l'erreur quantifiée
et les coefficients du filtre prédicteur. Le systéme GSM met en ceuvre une protection
hiérarchique de ces données, I'erreur quantifiée étant moins protégée que les coefficients
du filtre. Comment alors optimiser les différents quantificateurs en fonction du code
de canal choisi (ou imposé par la norme GSM par exemple)? Notre étude sur les
quantificateurs a étiquetage linéaire montre que cette optimisation n’est pas facile.
Néanmoins, c’est une piste & explorer pour améliorer les performances en changeant le
moins possible un systéme déja normalisé.
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Annexe A

Inégalités binomiales

Nous rappelons ici quelques inégalités portant sur les coefficients binomiaux : ces
inégalités, au demeurant classiques, sont redémontrées dans une annexe de [52].

A.1 Coefficient binomial

Le coefficient binomial C¥, qui donne le nombre de sous-ensembles de cardinal k
d’un ensemble de cardinal n, est défini par
n! nn—1)--(n—k+1)
0<k<n CF= — _
== T 0 — k)] K]
Si k est plus grand que n, alors C* = 0.
Théoréme A.1.1 Soient n € IN et § €]0,1] tel que én € IN alors

2nH2(6) 2nH2(6)
L YR —— (A.1)
8nd(1l —9) 2mnd(1 — 0)
ot la fonction Hy désigne [’entropie binaire et est définie par
Hy: [0,1] — [0,1]
r = —zlogyr — (1 —21x)logy(1 —x)

Ce théoréme découle de la formule de Stirling (n! = (n/e)*v/2mne!/ (120 +e(l/n)),

A.2 Somme de coeflicients binomiaux

L’objectif est d’encadrer une somme de coefficients binomiaux. Soient n un entier
naturel et ¢ un réel strictement plus grand que 1. Soit § un nombre réel positif inférieur




152 A. INEGALITES BINOMIALES

ou égal & 1 — 1/q tel que le produit dn soit un entier naturel. Soit z un nombre réel de
'intervalle |0, 1]. La somme de coefficients binomiaux peut étre majorée par :

nod nod
S(g—1)'C5 <Y (g—1)Ci ™ < (570 + (g — 1))
i=0 =0

Nous minimisons la borne supérieure en choisissant z = m, qui, par hypothése

sur 0, est bien compris entre 0 et 1. La borne supérieure ainsi obtenue s’écrit alors :

R (G N ) R

1=0

On reconnait dans l'inégalité (A.2) la borne de Chernoff [13| qui ne peut s’appliquer
que lorsque ¢ est inférieur ou égal a 1 — 1/¢. Par ailleurs, la somme de coefficients
binomiaux est minorée par son dernier terme puisque lesdits termes sont tous positifs.
Grace au théoréme A.1.1, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme A.2.1

VneIN VgelR,¢g>1 Vo€]0,1—1/q] tel que én € IN,

2nH2(5) -1 nd néd o
8nd(1 —0) i=0

Ce théoréme permet donc d’estimer facilement le nombre de mots a l'intérieur
d’une boule de rayon dn défini par la distance de Hamming. Une autre minoration de
ce nombre existe [60] :

2nH2(5) (q _ 1)n5 nd

0<d6<1—-1/g 1 <X la-1C (A.3)
=0

Lorsque le poids des mots suit une loi binomiale de paramétre p, un autre théoréme,
qui se déduit du précédent, nous permet d’évaluer le nombre de mots a I'intérieur d’'une
sphére de rayon on et centrée sur le mot nul.

Théoréme A.2.2 Soit n un entier naturel, soient p et § deur nombres réels de [’'in-
tervalle |0, 1] tels que dn soit un entier naturel, alors
- 516 < p, alors
pén(l _ p)n(l—é)Qan(ﬁ)

8nd(1l — 9)

on
< chpz(l . p)nfz < p5n(1 . p)n(175)2nH2(6)
1=0

~ 810 > p, alors

pJn (1 _ p)n(lfts) 2nH2(5)

S C::,,pl(]- o p)n—l S pﬁn(l - p)n(1—6)2nH2(6)
8nd(1 —0) igﬁ:n
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Annexe B

Quelques propriétés des cellules de
Voronoi

B.1 Définition et distribution des distances

Rappelons dans un premier temps la définition d’une cellule de Voronoi. Soit C un
code g-aire de longueur m et de taille M. La cellule de Voronoi du mot de code v, notée
V(v) est définie par :

V) ={ue F", Yo' eC dy(uv) <dg(u,r)} (B.1)

v est donc le mot de code le plus proche du mot u. Du point de vue du codage de source,
v est interprété comme la valeur quantifiée de w. La définition (B.1) est cependant
imprécise : il apparait en effet que les mots u équidistants de deux (ou plus) mots
de code appartiennent & plusieurs régions! Les frontiére des cellules de Voronoi sont
donc mal définies lorsque ’on utilise (B.1). Dans bien des cas, il est souhaitable que
les régions de Voronoi forment une partition de F". A cette fin, lorsqu’un mot u est
équidistant de plusieurs mots de code, la cellule de Voronoi a laquelle il appartient est
choisie au hasard.

Intéressons-nous a la distribution des distances & l'intérieur des cellules de Voronol
en introduisant «;(v) et «; leur moyenne :

0<i<m,velC aiv)= H{ue€V(v),dy(u,v) =i}

1
0<i<m ;= —Zai(g) (B.2)
MQEC

Lemme B.1.1 Les coefficients (&i)ogigm ont les propriétés suivantes :

0<a; <Cl(qg—1) (B.3)

m q"
=0




154 B. QUELQUES PROPRIETES DES CELLULES DE VORONOT

PREUVE
L’inégalité (B.3) se déduit de :

a;(v) < {u € F,dp(u,v) = i}| = (¢ —1)'Cy,.

(B.4) est la conséquence du partitionnement de F" en régions de Voronoi :

2 i) = V(@)
i
M

m q"
a; = V() =37
TR

O

Dans le cas d’un code linéaire de dimension k (M = ¢*), il est possible de choisir des
cellules de Voronoi toutes de méme cardinal ¢"* : elles sont alors toutes translatées
les unes des autres. Ainsi, lorsqu’on a fixé la frontiére d’une région de Voronoi, on fixe
en méme temps les frontiéres des autres régions. Par conséquent «;(v) est indépendant
de v et on peut identifier «; avec a;(0), i.e. le nombre de chefs de classe de poids i :
a; est donc un entier. La cellule de Voronoi d’un code g-aire linéaire est stable par
multiplication par un scalaire, par conséquent «; est un multiple de ¢ — 1 lorsque % est
non nul.

B.2 Minoration de ¥; f(i)a;

Soient f : IR — IR une fonction croissante et d un nombre réel positif. Notre but
est de minorer la somme des valeurs prises par f sur ’ensemble des entiers naturels
pondérés par les (o );en définis dans la section précédente. Distinguons dans I’ensemble
de sommation deux sous-ensembles : les termes tels que 7 est strictement inférieur a d
et ceux pour lesquels 7 est supérieur ou égal a d. Par hypothése sur f, nous pouvons
écrire :

m d—1 m
Yo f(@ai > fi)as + f(d) Y .
=0 =0 i=d

Récrivons alors (B.4) en Y- o; = ¢™/M — Y «; et injectons cette égalité dans I'inégalité

précédente : = e
m m d—1
> f(i)os = f(d) 7 = Y (/) — F(i))os

Enfin utilisons I'inégalité (B.3) pour obtenir une borne g(d) indépendante des «; :

m d—1

S (o = S 7 - LU - 16)a — 1)'C = otd)

1=0
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Afin de maximiser g(d), nous calculons la différence g(d) — g(d — 1) :

o) = st =1) = (@)~ a1 (%7 - Tta- 1)

1=0

Puisque f est croissante, g est maximum lorsque d est le plus grand entier naturel

vérifiant
d—1

Y (¢—1)Ci, <

1=0

(B.5)

=%

ou, de maniére équivalente, le plus petit entier tel que Y-, ,(q — 1)Ct > % lorsque M
est strictement plus grand que 1. Par la suite, g(d) désignera la borne inférieure apreés
maximisation par le bon choix de I’entier d. Cette borne est valable pour tous les codes
en bloc, qu’ils soient linéaires ou non.

La valeur de d ayant été ainsi calculée, on peut interpréter d — 1 comme la capacité
de correction maximale d’un code de longueur et de taille données.

Déterminons & présent les cas pour lesquels la borne g(d) se confond avec la somme
> fi)a
Lemme B.2.1 Soit f : IR — IR une fonction strictement croissante. La borne infé-
rieure g(d) est égal a Y, f(i)ay si et seulement si le code C est parfait ou quasi-parfait.

PREUVE
Supposons que

o) = SE5d) = S (F) — F)la = 1/Ch = X )

En utilisant la formule (B.4) pour remplacer ¢™/M par Y_; o; et en réarrangeant les
termes, 1’égalité précédente devient

i(f(i) ~ Fd))os = 1) = £6) (o = (0= 1) (B.6)

Or la fonction f est supposée strictement croissante, le terme de gauche de cette équa-
tion est donc positif. Par ailleurs, le terme de droite est négatif du fait de la croissance
de f et de I'inégalité (B.3). Par conséquent, les deux termes sont nuls, ce qui implique

ie{d+1,---,m} «a;=0.

Ces valeurs des coefficients «; correspondent a des codes parfaits ou quasi-parfaits.
Réciproquement, si ’on suppose que le code est parfait ou quasi-parfait, 1’égalité (B.6)
est vérifiée. Le lemme est ainsi démontré.

O
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B.3 Les cellules de Voronoi ne sont pas creuses

Nous nous proposons de démontrer un résultat assez intuitif et que nous n’avons
pas trouvé dans la littérature.

Théoréme B.3.1 Soit C un code linéaire q-aire de longueur n et de rayon de recou-
vrement p (i.e. p = maxyepr» Minyee dpr(u,v)). Les poids des chefs de classe de la cellule
de Voronoi du mot nul vérifient

Vio<i<p «a; #0.

Ce qui peut se reformuler par : il n’y a pas de « trous » dans la distribution des poids
de la cellule de Voronoi du mot nul.

PREUVE

Soit S, '’ensemble des mots de poids w et C* le code C privé du mot nul. Par définition
de p, a, est non nul. Nous allons supposer |’existence d'un «,, nul pour w strictement
compris entre 0 et p, c’est-a-dire

Jw, 0<w<p « :0:>{ vz€S, A€l dulez) <

’ v Jy € S VI €C* dy(y,c) = du(y,0) (b)
Nous allons montrer que nous pouvons étre plus précis en transformant les inégalités
précédentes en égalité.
Premier cas : supposons que I'inégalité (a) soit stricte. Il existe alors un mot z de poids
w et un mot ¢ tels que

En appliquant 'inégalité triangulaire, nous obtenons dy (y,c) < w+ 1, ce qui contredit
'inégalité (b).

Deuziéme cas : supposons que l'inégalité (b) soit stricte. Il existe un vecteur z de S,
tel que dy(y,z) = 1. L’inégalité (a) nous assure I'existence d’un mot de code ¢ tel que
dp(c,z) < dg(0,2) = w. Par inégalité triangulaire, on obtient dg(y,c) < w+1. Or, de
Iinégalité (b), on déduit que dy(y,c) > w + 1. D’oil contradiction.

Par conséquent, nous pouvons écrire

VeeS, 3deeC* dy(cz)=dy(0,z)
Jw, 0<w<p ay=0= 4§ y€Su1 3eC duly,¢) =du(y,0)
Ve € C* du(y,c) > du(y,0)

Définissons S(y) = {c € C*, du(y,c) = du(y,0)}. Notons que S(y) n’est pas vide en
raison de l'existence de ¢. Posons

Z=Sy)| N S

zE€ESw
dp(z,y)=1
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et supposons cet ensemble non vide : soit ¢ un élément de Z. Alors pour chaque com-
posante 7 non nulle de y, il existe un mot z a distance w de ¢ et a distance 1 de y tel
que y et z différent en leur 7° composante :

Y =2z+ye;

ou e; est le i® vecteur canonique (le vecteur dont la seule composante non nulle est la
i®qui vaut 1). Supposons y; = ¢;. On en déduit x; # ¢;. Or

1,e0ei—1

di(y,¢) = du(z+yie;,c) = dy ™"z + yies, ¢) + dig ™ (@ + yies, €) + dir (yi, i)

ce qui est contraire aux hypothéses sur y. Ce raisonnement est valable pour toutes les
composantes non nulles de y. Donc y et ¢ different au moins sur le support de y or
dp(y,c) = w+1=wy(y) par hypothése.

On en déduit dans le cas binaire que ¢ = 0, ce qui est impossible donc I’ensemble Z est
vide. Puisque S(y) est non vide, il existe donc un mot de poids w appartenant a V' (0),
ce que nous voulions démontrer.

Dans le cas général g-aire, on en déduit que tous les éléments de Z ont un poids inférieur
ou égal & w+ 1. Par définition de Z, ¢ a au moins une composante non nulle. Notons-la
¢, Puisque le support de y contient celui de ¢, y;, est non-nul. Il existe donc un élément
non nul A de Fj, tel que y;, = Ac;,. Le code étant linéaire, Ac est un élément du code tel
que dg(y, A\c) < w ce qui contredit les hypothéses sur y. Par conséquent, Z est vide,
ce qui démontre 1’existence d’un mot de poids w appartenant a V'(0).

|
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Annexe C

Démonstrations de la convergence des
bornes inférieures

Avant de démontrer les convergences des bornes inférieures P, Dinf, Pesi €t Dy,
nous allons tout d’abord étudier la convergence d’un paramétre commun & ces bornes,
a savoir la capacité de correction maximale. L’ordre des démonstrations est différent
de I'ordre d’apparition des bornes dans le corps du document : nous avons choisi de les
présenter dans cette annexe par complexité croissante.

C.1 Convergence de la capacité de correction maxi-
male

Supposons que 1’on dispose d’une suite d’entiers (k,,) telle que lim,, o k,/nlog, ¢ =
R, R étant fixé et non nul. Par la suite, nous omettrons la dépendance de k,, par rapport
a n, le notant simplement k. Introduisons une nouvelle suite d’entiers (d,,) définie par

Vne€N d,=max{j eIN / Y (¢—1)C}<q" "} (C.1)

1<J

Puisqu’ils dépendent de k et de n, les entiers (d,,) dépendent donc aussi de R. Posons
dp = dy/n et ), = (d, — 1)/n. Si nous étudions des codes (n,k) alors d,, peut étre
interprété comme le rayon de recouvrement minimal (sans pour autant pouvoir garantir
qu'’il existe un code de rayon de recouvrement d,) et d, — 1 comme la capacité de
correction maximale (il ne nous est pas pour autant possible de garantir qu’il existe
un code de capacité de correction d,, — 1). L’inégalité (C.1) est aussi appelée dans la
littérature (|7, 43, 11]) borne de recouvrement sphérique (sphere covering bound), borne
de Hamming ou borne d’empilement des sphéres (sphere packing bound). La définition
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des entiers d,, par (C.1) se traduit alors par deux inégalités :

né’, o
Y a-1'C, < ¢F
1=0
non o
(q _ l)zCz > qn—k:‘
n

1=0

Notons que la fonction rendement-distorsion Rg,s d’une SqS se confond avec la
capacité Coqys d'un canal CqS sans perte de généralité. Nous utiliserons dans cette sec-
tion la notation C¢ys. Remarquons aussi que cette fonction est décroissante et bijective
sur I'intervalle [0,1 — 1/¢] : sa réciproque sur cet intervalle est définie et notée Cgg()
Nous souhaitons démontrer le théoréme suivant, précédemment énoncé dans [11] ou la
preuve consiste en le rappel de la double inégalité du théoréme A.2.1.

Théoréme C.1.1 Soit R un réel vérifiant 0 < R < log, q, alors
lim &), = Cpas(R).

n—o0

Commencons par établir le lemme suivant.
Lemme C.1.1 Sin est assez grand alors 5, <1 —1/q

PREUVE
L’hypothése d’un rendement R non nul implique que §/, < 1 pour n suffisamment
grand. Supposons alors ¢/, > 1 — 1/¢. Utilisons par ailleurs les inégalités (C.1) et le
théoréme A.1.1 pour obtenir

qn 2H2( n(1— 1/q))(q_1 n(l-g)  nd,

,/8n ,/Sn _i:O

En prenant le loganthme des membres extrémes de cette triple inégalité et en réarran-
geant les termes, nous obtenons

log2 2n
2n
Puisque R, qui est la limite de £ +log, g, est non nul, cette inégalité est fausse a partir

d’un certain rang. Par conséquent §;, < 1 —1/q, ce que nous voulions démontrer. Nous
en déduisons par ailleurs que §,, < 1 —1/q.

k
log2

|

Nous pouvons alors nous concentrer sur le théoréme C.1.1. Utilisant successivement
I'inégalité (C.2), la définition de §), I'inégalité sur les sommes de coefficients bino-
miaux (A.2.1) et le lemme précédent, nous obtenons

qn—k < Z(q_ 1) Crz

< Tla- 10+ la- e

1=

(q _ 1)n5n2nH2( ) 4 (q _ 1)77,6 n— n6ncn5/

nop n
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En réutilisant le théoréeme A.2.1,

, , 1—4!
qn—lc < (q . 1)n6n2nHz(5n) (1 + (q _ 1) 5 ") . (CQ)

Divisons alors les deux membres de cette inégalité par ¢" % pour utiliser (1.12) et
prenons-en le logarithme a base 2 et redivisons par n

k o1 1- 4
0 < X logyq = Clys (1) + 210, (1+(q—1> . ) (©3)

Puisque §,, > 1/n, nous pouvons affirmer

1 14
lim — log, <1 +(¢—1) ”> = 0.
n

n— 00 577,

Nous allons maintenant exploiter I'inégalité (C.2) en utilisant cette fois-ci la minoration
des sommes de coefficients binomiaux indiquée dans le théoréme A.2.1.

!
ndy,

o -1 n5§b2nH2(5;L)
> S -1y >
1=0

8nd! (1 — ")

Cette derniére inégalité est équivalente a
k ! 1 ! !
" log, ¢ < Ceys(9;,) + on log,(8nd,, (1 —4,)). (C.4)

Combinons alors les inégalités (C.4) et (C.3)

1 1-6\ k 1
Cogs(67) = 10w, (14 (0= 1122 < Flogq < Coasldl) + 5. o051 - ).
(C.5)
Nous déduisons de cette derniére double inégalité que 4], admet une limite 9§ :

ce que 'on souhaitait prouver.

C.2 Convergence de P,,,;

La borne P,,,; s’appliquant dans le domaine du codage de canal, le rendement R de
la section précédente est désormais noté R.. Nous souhaitons a présent démontrer que
cette borne inférieure P,,,; de la probabilité d’erreur par mot sur CqS converge vers
0 lorsque le rendement R, est inférieur a la capacité du canal Cc,g(P) et vers 1 dans
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le cas contraire. Rappelons le lien entre p et P : P = (¢ — 1)p. Rappelons d’abord la
définition de la borne P,,,; (théoréme 1.1.1) :

Pomi =1 — Z_jl(q — 1)'Cop'(1—P)"" — (q”’“ — Z_:l(q — 1)i03;> p'(1—P)" 1, (C.7)

n désignant la longueur du code, k sa dimension et d étant le plus grand entier vérifiant :

Y (g—1)Ci <",

1<d

Nous avons fait abstraction dans les notations de la dépendance de P.,,; et de d
vis-a-vis de n et R. afin de les alléger. Si le rendement R. vaut log,q, il est alors
possible de montrer directement que P.,,; converge vers 1 lorsque n tend vers l'infini.
Introduisons comme dans le paragraphe C.1 6,, = d/n et ¢!, = (d—1)/n. Supposons que
nous disposons d’une famille de codes de rendement limite R, donné vérifiant 0 < R, <
log, ¢. La suite (d,) admet alors une limite § = Cgq(R.) d’aprés le théoréme (C.1.1).
Cette limite vérifie § < 1 — 1/q : il existe donc un n assez grand tel que §, < 1—1/q.
De méme, un rendement R, différent de log, ¢ implique que §;, est strictement positif
a partir d’un certain rang n et que 0 est strictement positif.

Supposons a présent que ¢/, < P. En appliquant les théorémes (A.2.2) et (A.1.1), nous
obtenons un encadrement de P.,,;

! ! ! P ]. - 6,
Pemi Z 1 — Pn5n(1 . P)n(176n)2nH2(6n) (1 + ( n) ) (C8)

(1 — P)opy/2mnd! (1 — d7)

Pnzﬂl 1— P n(1—5g)2nH2(5;L) P(1—¢§
P < 1- 21 =P) (1 + u) (C.9)
8nd' (1 — o) (1—P)éy
De I'inégalité 1 — 1/g > ¢ > 0, nous déduisons
lim o —L =0 (C.10)
n— 00 8nd’, (1-41)
lim PO=3,) =0. (C.11)

n—=00  (1-P)dny/21nd, (1-6,)

Concentrons-nous maintenant sur le terme commun a la majoration et a la minoration
de P.,; (double inégalité (C.9)) en le récrivant

P (1 — Y= gnta(d) — gn(Ha(,)+3) logy P+(1=5,) logs (1-F)).

Or l'inégalité de Gibbs affirme que Hy(0),) + 0, log, P+ (1 —4,) log,(1 — P) < 0 quelle
que soit la valeur de P et que I'inégalité ne devient égalité que si 0, = P (l'inégalité de
Gibbs est dans ce cas équivalente a la propriété de concavité de la fonction Hy). Par
conséquent ¢/, < P implique nh_)rgo P...; = 1. La décroissance de la capacité en fonction

de P et le théoréme C.1.1 nous permettent alors d’affirmer

CCqS(P) <R. = nlg{olo P,.=1 (C12)
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Nous avons donc prouvé la réciproque forte du théoréme de codage de canal dans le
cas du CqS.

Supposons & présent que 9§, > P. Nous souhaitons montrer que P,,; converge vers

1— %1% G Pi(1 = P
? o, CEPY (1 — Py (C.13)
Si " P (= Py

Pemi

VANVARIVAN

Puisque nous supposons que linégalité 6, > P est vraie, alors 1 — 4, < 1 — P et
Papplication du théoréme A.2.2 nous donne

n(l—dn

)
Z C;,LPTL—Z(]_ o P)z S Pnﬁn(l . P)n(l—ﬁn)2nH2(1—§n)
=0

En utilisant les mémes arguments que dans le cas §;, < P, nous montrons que si §;, > P
alors lim P,,; = 0, ce qui se reformule en
n—o0

chs(P) >R = JLIEO P...=0, (014)
concluant ainsi notre démonstration.

P,,.; est donc asymptotiquement une bonne borne inférieure de la probabilité d’er-
reur par mot.

C.3 Convergence de D,y

La borne D, s’appliquant dans le domaine du codage de source, le rendement R
de la premiére section est désormais noté R,. Rappelons I’expression de la borne de la
distorsion créée par la compression d’une SqS par un code en bloc de longueur m et de
dimension & (théoréme 1.2.1) :

d 1

S (d - i)lg — 1C, (C.15)

1<d

d est analogue a la suite (d,;,) introduite au paragraphe C.1. Définissons alors d,, par
mom, = d et §) = 6, — 1/m. Nous voulons prouver que, R, étant non-nul, on a alors

.k : -
Jim Rlong =R, = lim Diy = Rggs(Rs). (C.16)

En d’autres termes, D;, est une borne asymptotiquement bonne de la distorsion.
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Nous supposons donc comme dans la section C.1 disposer d’une suite d’entiers (k)
telle que

km
lim —log,q = R,

m—o0 m

avec R, non nul. De nouveau, nous omettrons l’'indice des entiers k,,, notés a présent k,
afin d’alléger les notations. Nous allons commencer par énoncer et prouver un lemme.

Lemme C.3.1

mdl,
n%iiréoqu 6m — i/m)(q — 1)'C". = 0.
PREUVE
Posons 5
A= Z —i/m)(q — 1)'C’,.

Récrivons A en substituant md,, —i a ¢

) L Gy (mdp,) -+ (M — i+ 1)
A= m Cm 1+Zq b Z+1)(m—mé{n+1)---(m—m5;n+i)

Introduisons r,, = md,,/((¢ —1)(m — md,, + 1)) afin d’exprimer plus facilement une
majoration de A :

mém -
! ! LG ]_ -
A< (g—1)mmemin 3 L2000 (C.17)
i—0 M

Nous reconnaissons dans le membre de droite de (C.17) les premiers termes d’une série
convergente car 1, < 1 si m est assez grand (par application du lemme (C.1.1)). De
plus, puisque ¢/, admet une limite §, r,, admet lui aussi une limite r : r = 6/((q¢ —
1)(1 —=9)). Or, par hypothése, le rendement R est non nul, donc r est strictement plus
petit que 1 Par conséquent, nous pouvons majorer A

1
m(l — rpy)?

Le théoréme C.1.1 et la non-nullité de Ry nous permettent donc d’affirmer

A < (g —1)™mOmom

1 1

lim ———— = —— <
msoo (1 — 1) 1—rp2 =
_ 1\md,, md,,
quk —

d’ou le résultat énoncé dans le lemme (C.3.1).

A
lim

m—00 quk

= 0. (C.18)
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PREUVE DU THEOREME 1.2.2 Nous allons d’abord prouver la convergence de la
borne inférieure Dy, grace au lemme précédent et aux résultats de la section C.1. Puis
nous prouverons que cette borne est supérieure aux meilleures performances possibles
théoriquement (i.e. Diny > Rgas(Ry)).

Récrivons D, ; a partir de sa définition (équation (C.15)) et de A :

A

m—k

Les formules (C.6) et (C.18) prouvent que la borne inférieure converge vers la fonction
rendement-distorsion si R est non nul. Si Ry est nul, il est aisé de montrer directement,
que la borne inférieure converge vers 1 — 1/¢, ce que nous ne ferons pas ici afin de ne
pas compliquer inutilement le raisonnement.

Il nous reste donc a montrer que Dj,; > quls(Rs). Remarquons que D;, s est la distor-
sion correspondant & un code parfait ou quasi-parfait de longueur m, de dimension k,
de capacité de correction d — 1 sans garantie que celui-ci existe réellement. Notons ce
code C. Considérons le code C’ de longueur et dimension doubles par rapport a celles de
C. Choisissons le code ¢’ comme la concaténation de C avec lui-méme (i.e. ' = C x C).
La capacité de correction maximale pour un tel rendement et une longueur 2m est
notée d' — 1 et la borne inférieure de la distorsion D;, ;. En élevant au carré les deux
membres de (C.1), on montre que d’ > d. La distorsion de C’ est égale & la distorsion
de C (par définition de la distorsion (1.29)). Nous observons que

— le nombre « de chefs de classe de poids i de C’ est le i® élement de la convolution
des (0)o<i<m—k avec eux-mémes, a; étant le nombre de chefs de classe de poids
1 de C;

— la borne inférieure D;,; pour la longueur m et le rendement R, est obtenue en
substituant a a; le coefficient 8; = (¢—1)'C?, lorsque i < d, By = ¢™* =S (¢ —
1)*C" lorsque i = d et 0 sinon (; est le nombre de mots de poids i et de longueur

Une minoration de la distorsion du code concaténé C’ est donc obtenue en calculant
D' = (2;i8)/(2mg*™ %) avec [ = Z?:Hrlr(l;’f()o,i_d) B;Bi-;. Tous calculs faits, nous trou-
vons que D' = Dy, s, c’est-a-dire que la borne inférieure de la distorsion du code conca-
téné C' calculée par convolution est identique & la borne inférieure de la distorsion
du code C. Puisque d’ > d, l'interprétation de la borne inférieure donnée pour les
codes linéaires s’applique : D}, ; < D' = Dy,y. Puisque D;,; converge vers la fonction
rendement-distorsion a rendement R, fixé et que nous pouvons extraire une sous-suite
décroissante de bornes inférieures nous avons prouvé :

Dinf > REqIS(RS)

Le théoréeme 1.2.2 est donc prouvé.
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C.4 Convergence de P,

Rappelons tout d’abord I’expression de la borne inférieure de la probabilité d’erreur
par symbole P,;

P, =— (Za Z (g—1)*Cyp(w +Z<Zq—1w0w—saq >p(wsa—|—1)>
W=ws, _q+1 a=0 \w=0

ou la suite (s;);en est définie par

i

si= Y (¢g—1)"Cy (C.19)
w=0
et la suite (w;);—; .. 4 par
J
w; = argmax{j / > (q¢—1)"C¥ <ig"™*} (C.20)
w=0

et p(w) =p*(1 — P)"~v.

Nous voulons démontrer les théorémes 1.1.4 et 1.1.5 qui donnent le comportement
asymptotique de P,y en fonction du rendement de canal R, et de la capacité du canal
g-aire symétrique Coys(P) :

R, < Ccys(P) nh_)rgo P.;; = 0 (théoréme 1.1.4)
Ceys(P) < R, < log, q nlggo P, = CE;S (10}%(10&15(},)) (théoréme 1.1.5).

PREUVE
Commencons par démontrer le théoréme 1.1.4.
Décomposons la borne inférieure en deux termes :

P = Z(Z q—1)"C" — s.q™ )p(wsa—l—l)
a=0 \w=0

Wsg

P, = %;a Z (¢ — 1)“Cyp(w).

W=Ws,_1+1

Par définition des w,,, P, est une somme de k + 1 termes négatifs ou nuls dont le
dernier terme est nul (w,, = n) et peut étre majorée en valeur absolue par

1 k—1
A< 3 3 Ot g = 1) pluny, + 1)
a=0
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Chacun des ces k — 1 termes est inférieur a CL+DPIplntDPI(1 — pyn=ln+DP] Fp
utilisant le théoréme A.1.1, il vient

7 onH,(LEUEL) b (n41)P) (1 — P Lm+DP
<
1 -~
V2rl(n+1)P|(1 — Le£DP])
2n(H2( L(ntll)PJ )+ L(ntll)PJ log, P+(17L(Lnl)m)log2(lfp))
<

V27l (n+ 1)P(1 — 2£DPly

On reconnait dans I’exposant la différence entre la fonction H, et sa tangente Tp définie
par Tp : © — —zlog, P — (1 — z)logy(1 — P). Cette différence est donc de 'ordre de
O((L(”Zﬂ — P)?), c’est-a-dire de lordre de O(n~?). Par conséquent P; tend vers 0
lorsque n tend vers l'infini.

Contrairement & P;, nous aurons besoin de ’hypothése sur le rendement pour montrer
la convergence de P,. Ce dernier peut étre simplement majoré par

P< ) CyPY(l—-P)"v.

w:wso—i—l

Si X désigne un vecteur de n variables binomiales indépendantes et de paramétre P
alors son poids moyen est nP et la variance du poids nP(1 — P). Il vient en appliquant
Iinégalité de Bienaymé-Tchebycheff au poids de X :

P2 PI'(UJH(X) Z Wy, + ].)
Pr(lwg(X) —nP| > wy, + 1 —nP)
nP(1 — P)

(wsy + 1 —nP)?

ININ

IN

I1 découle de la derniére inégalité que le comportement de P, dépend de ws,. Or ce
dernier est égal au d introduit dans ’annexe C.1. Puisque R, < C¢ys(P), on en déduit
que (wy, + 1 —nP)? se comporte comme n? & I'infini donc que P, converge vers 0.
Ceci conclut la démonstration du théoréme 1.1.4.

Démontrons a présent le théoréme 1.1.5. La démonstration précédente nous a permis
de voir que le terme prépondérant dans le comportement asymptotique de P,,; était le
terme P, défini par

Wsq

1 k
P, = %Za Z (¢ —1)“Cyp(w)
a=1 wW=Ws, |41
puique le terme P; tend vers 0 lorsque la longueur n tend vers l'infini. Il nous suffit
donc de démontrer
log, ¢
. -1 2
Jim Py = Cegs (TCCCqS(P)> :
L’idée de la démonstration consiste & interpréter P, comme une moyenne de probabilités

portant sur le vecteur X formé de n variables aléatoires binomiales indépendantes et
de paramétre p. Le poids de Hamming de X, wy(X), est en moyenne nP et de variance
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nP(1— P). Par conséquent, lorsque ce poids sera trop éloigné de nP, leur contribution
a P, sera négligeable et la limite découlera de la contribution des poids moyens.
Formalisons maintenant cette idée. Soit € un réel strictement positif tel que P 4+ ¢ <
1 — 1/q. Introduisons b et ¢ deux entiers tels que

b = max{a, 0<a<k, w, <n(P—e¢€)} (C.21)
¢ = min{a, 0<a <k, ws, ,+1>n(P+e¢)}. (C.22)

Il vient alors en appliquant le théroéme A.2.2 et en utilisant les propriétés de convexité
de la fonction H,

1 b Wsg, Wsy,
z Z a Z CYP*(1—-P)"™" < Z CcYP*(1—-pP)~™"
a=1 W=Ws,_;1+1 w=0
< glHa(wsy /n)=Tp(ws, /n)
2
< exp (—ﬁ <wsb — P) )
2\ n
< exp <—262> (C.23)
De méme, nous obtenons pour les poids élevés
1 u = w pw n—w n 9
—>a > CYP“(1-P) < exp <——6 > . (C.24)
ka:c W=Ws, _q+1 2
Le terme P, est donc majoré par
n oo c s w pPW n—w
P, < 2exp(—=€)+- > CYpP“(1-P)
2 k w=wg, +1
—w,,
n c
< 2 —— 2) —. C.25
< 2exp(-5¢) + 5 (C.25)
La limite de { est obtenue a partir de la définition de ¢ (C.22) :
+1 , +1
ws, ,+1> ’n(P+€) > ws, ,+1 = chg (%) < chs(P+6) < chs <L> .

L’application de I'inégalité (A.3) a la définition des w,, (C.20) permet d’obtenir, aprés
quelques manipulations,

R c 1 R c 1
— — < P < - . 2
10g2q00q5 (k) + 0(7L ) S chs( + 6) ~ 10g2q00q5 <k> + O(TL ) (C 6)

Minorons maintenant P,

h41 Wee b1 n(P+e)
P> 20 > CYPU(1-P)"Y > % > ocvpU(1-pP)"v. (C27)

w=ws, +1 w=n(P—¢)




C.5. CONVERGENCE DE D, 169

L’inégalité de Bienaymé-Tchebycheff permet de simplifier la minoration de P,
b+1 P(1-P
P, > % (1 _ Q) . (C.28)

Comme pour ¢, nous obtenons pour b :

R b+1 B R b+1 B
—_ < —e) < _— . .
10g2q00q5 ( 2 ) + O(TL ) < CCqS(P 6) < IOngCng < 2 > + O(TL ) (C 29)

En choisissant convenablement ¢ (¢ = O(n~'/*) par exemple), on déduit des inégali-
tés (C.25),(C.26), (C.28) et (C.29) que

: 1 (logyq
,}ggon = Oc;s ( RZC Coqs(P )> .

La convergence de la borne P,g; est donc totalement prouvée.

C.5 Convergence de D,

Nous voulons démontrer que la borne D,,;, introduite au paragraphe 2.4.2 et définie
par

Dyt = —— (Zpa(l—p)”a[ S0+ (1t w,) <2m” fcl>
m2m=r a=0 l=w

= sa,1+1

-Pp
(C.30)
(o m, n et p désignent respectivement la longueur du code linéaire, sa dimension et
le paramétre du CBS et ou w; et s, sont les suites définies dans la section précédente),
converge vers les meilleures performances théoriquement possibles, i.e. :

lim = R=> lim D, =H;" (1~ R(1— Hy(p))). (C.31)

m—o0o m,

Nous allons encadrer D, pour montrer sa convergence. Nous allons tout d’abord
majorer Dy, et montrer la convergence de la borne supérieure de D, obtenue. Com-
mencons par récrire la borne D,,; en utilisant I'égalité (1 —2p)/(1 —p) =1—p/(1 —p)
et en regroupant les termes selon les polynémes p®(1 — p)"~% :

Dy, = ! Zp“(l—p)”_“{ i 1C) + (14 w,) (2’"" i0l>

l:wsaf 1+2

ws,_1+1
(1+ws, ,) ( o~ sa_12m—"> } : (C.32)

I—I
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Les définitions des entiers w; et s, (équations (C.20) et (C.19)) montrent que le facteur
de (14 ws, ,) et celui de (14 ws,) sont positifs. La suite (w;) étant croissante, Ds.; est
donc majorée par

1 = —a < anm—n <
Diei < ——— > p"(1-p)" Y. I+ (4w, [Cr2" " = > O
m a=0 l:wsa_lJrz l=ws,_,+2
(C.33)
Cette derniére inégalité peut étre récrite en regroupant les coefficients binomiaux :
1 d a n—a a
Dsci < _Zp (l—p) Cn(1+w8a)
m a=0
1 n Wsg,
Smn Zp“(l —p)t e Z (I —w,, —1)C" . (C.34)
m a=0 l=ws, ,+2

Une minoration de Dy; est obtenue en récrivant I’égalité (C.32) :

Wsq

1 n Wsq
Dyi = —— 3 p*(1—p)"" { S I+ (1+w,) (san” -y c;) +
a =0

m2 =0 l:wsa_l+1

(1+ws, ,) (wsijl cl — sa_12m—"> } : (C.35)

=0

En utilisant, d’une part, la définition de la suite (w;) et, d’autre part, sa croissance,
nous obtenons :

1 n
Dy > — Y p"(1=p)" “Ci(1 +w,,)
m a=0
1 & Wsa
o 2 PP 3 (—w,, = 1)C, (C36)
m a=0 l:wsa—l+1

Les inégalités (C.36) et (C.34), qui donnent un encadrement Dy,;, ont en commun le
premier terme, noté D;, les seconds termes étant assez proches. Etudions la convergence
de D1 .

1 n
Dy == p*(1 —p)""Ca(l + wy,) (C.37)
a=0
Puisque ’entier wy, est majoré par m, seuls les termes pour lesquels a est proche de
np contribueront de maniére significative & D; : en reprenant des arguments similaires
a ceux donnés pour montrer la convergence de P, (le terme prédominant de P,;) dans
la section précédente, nous concluons que :

lim Dy = lim —0 — =11~ R(1 — Ha(p)). (C.38)

m—r00 m— o0 m
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Il reste alors & montrer que

1 n Wsq

lim — N p*(1—p) (I —w,, —1)C., = 0 (C.39)
Mmoo m2mTh ;) l:w§1+2

1 n Wsg,
lim ——— % p"(1—p)"™* > (I—w,, — net = o. (C.40)
m=00 M2 a=0 I=ws, _,+1

Ces deux termes négatifs ne différent que par la présence ou I’absence du coefficient

. . 1 s , .
binomial Cy ~**=". Nous nous contenterons donc de donner la démonstration de (C.39),
la preuve de (C.40) reposant sur les mémes arguments. Introduisons, par commodité,
D2 .

1 n Wsq

D, = Yoprl=p)t Y (l—w, —1)Cy, (C.41)

m—n
m2 a=0 l:wsa_1+2

Soient € un réel positif et b un entier naturel tels que n(p+¢) < b—1 < b < n/2.
Décomposons Dy en une somme de deux termes D), et DY :

1 b . Wsgq
D, = P S p*(1—p)" > (= ws, —1)CL (C.42)
m a=0 l=ws, _,+2
1 n Wsg,
D! = — Y pr=-p > (l—w,, — ne: . (C.43)
m2 a=b+1 l=ws,_,+2

La preuve de la convergence vers 0 de D), est identique & la convergence de A de la
section C.3. La somme des coefficients binomiaux est majorée par une série convergente
(car a <b) :

Wsg, Wsq wSa,l,I

> (w, +1-0C, = Cpe 30 (wy, +1-1) ]

I=ws, +2 I=ws, ,+2 =0

wsa_j
m — ws, +J

Wsq —Ws,_q —2

< Cpe ) (l+1)<

=0

W

!
I C.44
m — ws, + 1) ( )
ou la derniére inégalité est obtenue en substituant wy, — [ a [. La définition de la suite
(w;) implique que I'inégalité

O o (C.45)

om—n — n

est vraie. Par conséquent, le facteur 1/m assure la convergence de D) vers zéro.

La convergence de D] exploite bien sir le fait que a > b. La définition des entiers
w; implique que

1 = 1 a Orln—l_wsa

m—n
l:wsa_1+2 2
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De cette inégalité, on tire une majoration de Dj (C.43) :

1 n

D3| < > (1 —p)" " (ws, —ws,, —1)C,
a=b+1
1 n
m—n Z pa(l - p)n—a(wsa - Ws, | — I)Crln+wsa- (047)
m2 a=b+1 '

Le terme (ws, —w,, _, —1)/m est borné (en raison de la définition des w;) et I'inégalité
b > n(p+ ¢€) implique que la somme Y°,_, ., p*(1 — p)" *Cx converge vers 0. Le second
terme intervenant dans la majoration de |DJ| converge également vers 0 pour des
raisons identiques (en utilisant également I'inégalité (C.45)), ce qui achéve la preuve
de la convergence.
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Annexe D

Codes linéaires parfaits ou
quasi-parfaits

Nous avons vu au premier chapitre que les performances des codes parfaits ou quasi-
parfaits, tant en codage de canal qu’en codage de source, sont faciles a déterminer : il est
donc souhaitable de connaitre les paramétres de ces codes. Nous rappelons dans cette
annexe les codes linéaires parfaits ou quasi-parfaits les plus connus en nous inspirant
de [43]. Dans cette annexe, m désigne un entier naturel strictement supérieur a 1 (et
non une longueur d’un code).

D.1 Codes linéaires parfaits

Les différents codes (ou familles de codes) parfaits sont données dans le tableau D.1.
Nous rappelons briévement quelques-unes de leurs caractéristiques.

Type de code Taille de ’alphabet | Longueur n | Dimension &k |  dn
codes de Hamming q % % -m 3
code de Golay 2 23 12 7
code de Golay 3 11 6 5
codes a répétition 2 2m + 1 1 2m 4+ 1

TAB. D.1 — Table des codes parfaits linéaires.
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D.1.1 Les codes de Hamming

Les codes de Hamming sont des codes cycliques connus pour ne corriger qu’une
seule erreur. Ils constituent une famille de codes dont le rendement tend vers log, q.
Les colonnes de leurs matrices de parité contiennent exactement tous les vecteurs non
nuls de Fi* non homothétiques entre eux. Leurs performances sont :

Poy = 1—=(1=P)"—(q—Lnp(1—P)"* (D.1)
p - 4-1 (D.2)
g +1

D.1.2 Les codes de Golay

Ces codes cycliques font partie de la famille des codes & résidus quadratiques. Le
code de Golay binaire compresse une SBS avec une distorsion D = 0.1240. La proba-
bilité d’erreur par mot de ce code sur CBS est

P =1—(1-p)*—23p(1 — p)** — 253p*(1 — p)** — 1771p*(1 — p)*°. (D.3)

Le code de Golay ternaire compresse une souce ternaire symétrique avec une distorsion
D = 0.1728. La probabilité d’erreur par mot de ce code sur canal ternaire symétrique
est

P =1 — (1 —2p)"" —22p(1 — 2p)" — 220p*(1 — 2p)°. (D.4)

D.1.3 Les codes a répétition

Ces codes se contentent de répéter le symbole d’information a émettre. Cette famille
de code a un rendement qui tends vers 0. Leurs performances sont :

m ) ) ) 2m—+1 ) ) )
Pan = Pu=1= 3l (1 =pP™ 7 = 3 Gl (1= )™ (D)
=0 i—=m+1
D = 1 1_h (D.6)
2 22m ' '

D.2 Codes linéaires quasi-parfaits

Le tableau D.2 dresse une liste non exhaustive des codes quasi-parfaits linéaires
(on notera qu'’il existe également des codes non-linéaires quasi-parfaits tels les codes
de Preparata poingonnés [43]).
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Type de code Taille de | Longueur n | Dimension & dpmin | Capacité
I’alphabet de correc-
tion
codes BCH primitifs 2 2m —1 2m —1—2m 5) 2
codes a répétition 2 2m + 2 1 2m + 2 m
codes de Hamming raccourcis 2 2m—2 2m —m — 2 3 1
code de Wagner 2 23 14 5 2
code de Golay binaire étendu 2 24 12 8 3
code de Golay ternaire étendu 3 12 6 6 2
codes de Hamming étendus q =1 q;’:f —m 4 1

TAB. D.2 — Table des codes quasi-parfaits linéaires.

D.2.1 Codes BCH binaires primitifs corrigeant deux erreurs

Cette famille des codes BCH binaires primitifs a un rendement qui tend vers 1.
Leurs performances sont données par :

Py = 1=(1=p)*" 1= (2" = 1)p(1 —p)*"*
—@2" =)™ =P (1 - p)? 7 = (22T 2T = 1)’ (1 - p)* DY)
1 5

D = — —gTm _ gl=2m) D.
75 ) (D.8)

D.2.2 Codes a répétition

Les codes a répétition de longueur paire suivent le méme principe ques les codes a
répétition de longueur impaire. Ils ont les performances suivantes :

m—1
Poy =FPes = 1-— Z C;mpz(l - )2m = oD ( p)m (D.9)
1=0
2m ) ) )
= szp (1=p)"+ > Cop'(1—p)™™" (D.10)
1 cy-
D = 3 (1— 22m ) (D.11)

D.2.3 Code de Wagner

Ce code comprime une SBS avec une distorsion D = 0.1041. En tant que code de
canal, ses performances sont

Pop =1—(1—p)* —23p(1 — p)* — 253p*(1 — p)*" — 235p*(1 — p)*. (D.12)
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D.2.4 Codes de Golay étendus

Le code de Golay binaire étendu rajoute un bit de parité au code de Golay binaire.
Il comprime une source binaire avec une distorsion D = 0.1397. Ses performances sur
le CBS s’expriment de la maniére suivante :

Pon = 1—(1—p)** —24p(1 — p)* — 276p*(1 — p)** — 2024p* (1 — p)*' — 1771p" (1 — p)°.

(D.13)
Le code ternaire de Golay étendu est construit a partir de la matrice de parité du code
de Golay ternaire : une colonne nulle est ajoutée a cette matrice puis une ligne de 1.
Sa distorsion est D = 0.2140 et ses performances sur canal ternaire symétrique sont
données par :

Pop =1—(1—2p)"? — 24p(1 — 2p)"" — 264p*(1 — 2p)'° — 440p3(1 — 2p)°.  (D.14)

D.2.5 Codes de Hamming raccourcis ou étendus

Les codes de Hamming binaires raccourcis sont obtenus & partir des codes de Ham-
ming en ne gardant que les mots de code dont la premiére composante est nulle puis
en supprimant cette composante. Les performances en codage de canal et en codage
de source des codes de Hamming raccourcis sont :

Pop = 1—-(1-p* 2=02"=2)p1—p)*" *-p’(1-p*"* (D.15)
1

D = . D.16

ST (D.16)

Les codes de Hamming étendus sont obtenus en rajoutant un bit de parité aux mots
du code de Hamming initial. Leurs performances s’écrivent

mo m -2 moog
Pop = 1—(1— P)Ciod+t _ %p@ _ P)Xie
q J—

m+1

— (¢ -2 - iqi)pQ(l — P)Xizi (D.17)
=0

-1 44 ymoteg
D = qil_1<2— +q%+1° q). (D.18)
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Annexe E

Bons codes arithmétiques AN

E.1 Compression de SBS avec pertes

Le tableau suivant donne la liste des meilleurs codes arithmétiques pour la com-
pression d’une source binaire symétrique. La recherche menée s’étend de I’extension 3
a l'extension 17 source de la source. Rappelons que si I’on considére 'extension n® de
la source, alors A et B vérifient les inégalités

o< A<om 1
on on
— < B<—4+1.
1= i

Ces inégalités excluent le code universel (A > 2) et le code nul (A < 2"—1 et 2" < AB).
La deuxiéme inégalité assure que la décomposition binaire du plus grand mot de code
s’écrit sur n bits et que le code est de rendement maximal.
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n A B DSBS,H R n A B DSBS,H R

171 2 | 65536 | 2.9412e-02 | 9.4118e-01 || 16 | 2 | 32768 | 3.1250e-02 | 9.3750e-01
15 2 | 16384 | 3.3333e-02 | 9.3333e-01 || 14 | 2 8192 | 3.5714e-02 | 9.2857e-01
13 ] 2 4096 | 3.8462e-02 | 9.2308e-01 || 17 | 3 | 43691 | 3.9216e-02 | 9.0677e-01
16 | 3 | 21846 | 4.1668e-02 | 9.0094e-01 || 15| 3 | 10923 | 4.4446e-02 | 8.9434e-01
17| 5 | 26215 | 4.7220e-02 | 8.6342e-01 || 16 | 5 | 13108 | 5.0266e-02 | 8.5489¢e-01
171 7 | 18725 | 5.1456e-02 | 8.3486e-01 || 16 | 7 9363 | 5.4890e-02 | 8.2455e-01
151 7 | 4682 | 5.8728e-02 | 8.1286e-01 || 17 | 11 | 11916 | 5.8829e-02 | 7.9651e-01
17| 13 | 10083 | 6.2232e-02 | 7.8233e-01 || 16 | 13 | 5042 | 6.7342e-02 | 7.6874e-01
171 19 | 6899 | 7.1220e-02 | 7.5013e-01 || 17 | 23 | 5699 | 7.6738e-02 | 7.3391e-01
17| 25 | 5243 | 8.1201e-02 | 7.2683e-01 || 17 | 29 | 4520 | 8.2152e-02 | 7.1424e-01
17| 37 | 3543 | 8.7440e-02 | 6.9357e-01 || 17 | 39 | 3361 | 9.3776e-02 | 6.8910e-01
17| 47 | 2789 | 9.4026e-02 | 6.7327e-01 || 17 | 49 | 2675 | 9.5126e-02 | 6.6972e-01
171 53 | 2474 | 9.7118e-02 | 6.6310e-01 || 17 | 55 | 2384 | 9.8011e-02 | 6.5995e-01
171 59 | 2222 | 9.9710e-02 | 6.5398e-01 || 17 | 61 | 2149 | 1.0049e-01 | 6.5114e-01
16 | 49 | 1338 | 1.0267e-01 | 6.4912e-01 || 17 | 67 | 1957 | 1.0311e-01 | 6.4320e-01
17| 71 | 1847 | 1.0431e-01 | 6.3829e-01 || 17 | 77 | 1703 | 1.0713e-01 | 6.3140e-01
171 79 | 1660 | 1.0751e-01 | 6.2923e-01 || 17 | 83 | 1580 | 1.0871e-01 | 6.2504e-01
16 | 67 979 | 1.1162e-01 | 6.2095e-01 || 16 | 71 924 | 1.1297e-01 | 6.1573e-01
171 95 | 1380 | 1.1318e-01 | 6.1356e-01 || 17 | 97 | 1352 | 1.1375e-01 | 6.1182e-01
17 1 101 | 1298 | 1.1437e-01 | 6.0836e-01 || 17 | 103 | 1273 | 1.1607e-01 | 6.0671e-01
16 | 79 830 | 1.1655e-01 | 6.0606e-01 || 17 | 107 | 1225 | 1.1660e-01 | 6.0345e-01
17 1 109 | 1203 | 1.1680e-01 | 6.0191e-01 || 16 | 83 790 | 1.1793e-01 | 6.0161e-01
17 | 115 | 1140 | 1.1834e-01 | 5.9734e-01 || 17 | 119 | 1102 | 1.1988e-01 | 5.9447¢-01
17 | 121 | 1084 | 1.2026e-01 | 5.9307e-01 || 17 | 123 | 1066 | 1.2173e-01 | 5.9165e-01
17 | 125 | 1049 | 1.2230e-01 | 5.9028e-01 || 17 | 133 | 986 | 1.2274e-01 | 5.8503e-01
16 | 101 | 649 | 1.2420e-01 | 5.8388e-01 || 17 | 135 | 971 | 1.2463e-01 | 5.8373e-01
17 1 139 | 943 | 1.2470e-01 | 5.8124e-01 || 17 | 143 | 917 | 1.2573e-01 | 5.7887e-01
16 | 109 | 602 | 1.2703e-01 | 5.7710e-01 || 17 | 149 | 880 | 1.2733e-01 | 5.7537e-01
17 | 153 | 857 | 1.2813e-01 | 5.7313e-01 || 17 | 157 | 835 | 1.2820e-01 | 5.7092e-01
171163 | 805 | 1.2916e-01 | 5.6781e-01 || 17 | 167 | 785 | 1.3062e-01 | 5.6568e-01
17 1 173 | 758 | 1.3086e-01 | 5.6271e-01 || 17 | 175 | 749 | 1.3150e-01 | 5.6170e-01
171179 | 733 | 1.3211e-01 | 5.5986e-01 || 17 | 185 | 709 | 1.3302e-01 | 5.5704e-01
17 | 187 | 701 | 1.3363e-01 | 5.5607e-01 || 16 | 139 | 472 | 1.3569e-01 | 5.5517e-01
17 1203 | 646 | 1.3579e-01 | 5.4914e-01 || 17 | 211 | 622 | 1.3741e-01 | 5.4593e-01
17| 215 | 610 | 1.3825e-01 | 5.4427e-01 || 17 | 221 | 594 | 1.3896e-01 | 5.4202¢e-01
171223 | 588 | 1.3956e-01 | 5.4116e-01 || 17 | 233 | 563 | 1.3968e-01 | 5.3747e-01

TAB. E.1 — Liste des codes arithmétiques AN pour la compression de SBS (3 < n <

17)(début)
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n| A

B

Dsps,u

R

n

A

B

Dsps,u

R

17| 237

554

1.4119e-01

5.3610e-01

16

173

379

1.4239e-01

5.3538e-01

17| 245

935

1.4246e-01

5.3314e-01

17

247

531

1.4323e-01

5.3250e-01

16 | 179

367

1.4357e-01

95.3248e-01

17

251

923

1.4382e-01

5.3122e-01

16 | 185

359

1.4460e-01

0.2948e-01

17

263

499

1.4510e-01

5.2723e-01

17 | 281

467

1.4518e-01

0.2160e-01

17

283

464

1.4606e-01

5.2106e-01

17 ] 285

460

1.4704e-01

5.2032e-01

17

295

445

1.4768e-01

5.1751e-01

171 303

433

1.4866e-01

5.1519e-01

17

311

422

1.4925e-01

5.1301e-01

17 ] 313

419

1.4946e-01

5.1240e-01

17

317

414

1.4996e-01

5.1138e-01

171 323

406

1.5049e-01

5.0973e-01

17

327

401

1.5158e-01

5.0867e-01

17 | 335

392

1.5179e-01

5.0675e-01

17

355

370

1.5272e-01

5.0185e-01

17 | 361

364

1.5326e-01

5.0046e-01

17

365

360

1.5391e-01

4.9952e-01

17 | 367

358

1.5407e-01

4.9905e-01

17

377

348

1.5445e-01

4.9664e-01

171 379

346

1.5552e-01

4.9615e-01

17

391

336

1.5634e-01

4.9367e-01

171 395

332

1.5643e-01

4.9265e-01

17

399

329

1.5676e-01

4.9188e-01

17 ] 405

324

1.5799e-01

4.9058e-01

17

407

323

1.5801e-01

4.9032e-01

17 ] 421

312

1.5825e-01

4.8738e-01

17

425

309

1.5829e-01

4.8656e-01

171 433

303

1.5857e-01

4.8489e-01

17

437

300

1.5970e-01

4.8405e-01

17 | 443

296

1.6003e-01

4.8291e-01

17

451

291

1.6068e-01

4.8146e-01

17 1 453

290

1.6131e-01

4.8117e-01

17

467

281

1.6175e-01

4.7850e-01

17 | 471

279

1.6205e-01

4.7789e-01

17

473

278

1.6249e-01

4.7758e-01

17 | 487

270

1.6267e-01

4.7511e-01

17

491

267

1.6421e-01

4.7416e-01

171 493

266

1.6462e-01

4.7384e-01

17

499

263

1.6611e-01

4.7288e-01

16 | 355

185

1.6665e-01

4.7071e-01

17

935

245

1.6685e-01

4.6686e-01

17 | 537

236

1.6730e-01

4.6368e-01

17

571

230

1.6878e-01

4.6150e-01

17 | 593

222

1.6966e-01

4.5850e-01

17

601

219

1.7008e-01

4.5734e-01

17 | 603

218

1.7096e-01

4.5695e-01

17

605

217

1.7112e-01

4.5656e-01

17| 617

213

1.7114e-01

4.5498e-01

17

625

210

1.7186e-01

4.5378e-01

17 ] 665

198

1.7261e-01

4.4879e-01

17

667

197

1.7497e-01

4.4836e-01

17 | 669

196

1.7541e-01

4.4792e-01

17

675

195

1.7586e-01

4.4749e-01

17 | 701

187

1.7593e-01

4.4394e-01

17

707

186

1.7701e-01

4.4348e-01

171 721

182

1.7712e-01

4.4164e-01

17

727

181

1.7717e-01

4.4117e-01

171729

180

1.7744e-01

4.4070e-01

17

743

177

1.7772e-01

4.3927e-01

17749

175

1.7791e-01

4.3831e-01

17

761

173

1.7932e-01

4.3733e-01

17| 791

166

1.7970e-01

4.3383e-01

17

795

165

1.8027e-01

4.3331e-01

17 | 809

163

1.8038e-01

4.3228e-01

17

839

157

1.8175e-01

4.2910e-01

17| 857

153

1.8235e-01

4.2691e-01

17

867

152

1.8346e-01

4.2635e-01

TAB. E.2 — Liste des codes arithmétiques AN pour la compression de SBS (3 < n <

17)(suite)
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n A

Dsps.i

R

n

A

Dsps.m

R

17| 871

151

1.8392e-01

4.2579e-01

17

883

149

1.8397e-01

4.2466e-01

17| 891

148

1.8493e-01

4.2409e-01

17

901

146

1.8538e-01

4.2293e-01

171 919

143

1.8570e-01

4.2117e-01

17

933

141

1.8590e-01

4.1997e-01

17| 937

140

1.8603e-01

4.1937e-01

17

947

139

1.8612e-01

4.1876e-01

17| 971

135

1.8784e-01

4.1628e-01

17

979

134

1.8826e-01

4.1565e-01

16 | 665

99

1.8894e-01

4.1433e-01

17

1001

131

1.9036e-01

4.1373e-01

17| 1069

123

1.9086e-01

4.0838e-01

17

1099

120

1.9166e-01

4.0629e-01

17 | 1115

118

1.9219e-01

4.0486e-01

17

1125

117

1.9238e-01

4.0414e-01

17| 1139

116

1.9324e-01

4.0341e-01

17

1141

115

1.9370e-01

4.0268e-01

17 | 1163

113

1.9428e-01

4.0119e-01

17

1187

111

1.9431e-01

3.9967e-01

17 1 1199

110

1.9549e-01

3.9890e-01

17

1211

109

1.9572e-01

3.9813e-01

17 1 1223

108

1.9608e-01

3.9735e-01

17

1245

106

1.9614e-01

3.9576e-01

17 | 1257

105

1.9729e-01

3.9496e-01

17

1267

104

1.9733e-01

3.9414e-01

17| 1305

101

1.9809e-01

3.9166e-01

17

1319

100

1.9876e-01

3.9082e-01

17| 1327

99

1.9912e-01

3.8996e-01

17

1347

98

2.0027e-01

3.8910e-01

17 | 1385

95

2.0055e-01

3.8646e-01

17

1417

93

2.0104e-01

3.8466e-01

17 | 1431

92

2.0172e-01

3.8374e-01

17

1441

91

2.0247e-01

3.8281e-01

17 | 1457

90

2.0278e-01

3.8187e-01

17

1497

88

2.0308e-01

3.7997e-01

17 | 1511

87

2.0489%e-01

3.7900e-01

17

1577

84

2.0527e-01

3.7602e-01

17 | 1615

82

2.0548e-01

3.7397e-01

17

1623

81

2.0613e-01

3.7293e-01

17 ] 1655

80

2.0676e-01

3.7188e-01

17

1673

79

2.0717e-01

3.7081e-01

17 | 1681

78

2.0790e-01

3.6973e-01

17

1713

77

2.0822e-01

3.6863e-01

17 1 1745

76

2.0906e-01

3.6753e-01

17

1763

I6)

2.1000e-01

3.6640e-01

17| 1773

74

2.1054e-01

3.6526e-01

17

1811

73

2.1105e-01

3.6411e-01

17 | 1841

72

2.1152e-01

3.6294e-01

17

1899

70

2.1238e-01

3.6055e-01

17 | 1907

69

2.1249e-01

3.5933e-01

17

1939

68

2.1361e-01

3.5809e-01

16 | 1245

53

2.1466e-01

3.5800e-01

17

1957

67

2.1517e-01

3.5683e-01

171 2003

66

2.1665e-01

3.5555e-01

16

1305

51

2.1677e-01

3.5453e-01

16 | 1327

50

2.1756e-01

3.5274e-01

17

2163

61

2.1794e-01

3.4887e-01

17 1 2215

60

2.1799e-01

3.4746e-01

17

22901

58

2.1932e-01

3.4459e-01

171 2317

S7

2.2096e-01

3.4311e-01

17

2383

56

2.2104e-01

3.4161e-01

17 | 2403

%)

2.2193e-01

3.4008e-01

17

2473

54

2.2234e-01

3.3852e-01

17 | 2485

53

2.2387e-01

3.3694e-01

17

2531

52

2.2472e-01

3.3532e-01

171 2609

51

2.2513e-01

3.3367e-01

17

2671

50

2.2606e-01

3.3199e-01

17 | 2681

49

2.2700e-01

3.3028e-01

17

2777

48

2.2831e-01

3.2853e-01

17 | 2843

47

2.2890e-01

3.2674e-01

17

2857

46

2.2962e-01

3.2492e-01

TAB. E.3 — Liste des codes arithmétiques AN pour la compression de SBS (3 < n <

17)(suite)
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n A B DSBS,H R n A B DSBS,H R
17| 2915 | 45 | 2.3076e-01 | 3.2305e-01 || 17 | 2997 | 44 | 2.3175e-01 | 3.2114e-01
17 | 3159 | 42 | 2.3363e-01 | 3.1720e-01 || 17 | 3257 | 41 | 2.3492e-01 | 3.1515e-01
17| 3305 | 40 | 2.3522e-01 | 3.1305e-01 || 17 | 3433 | 39 | 2.3648e-01 | 3.1091e-01
17| 3525 | 38 | 2.3845e-01 | 3.0870e-01 || 17 | 3547 | 37 | 2.3986e-01 | 3.0644e-01
17| 3731 | 36 | 2.4026e-01 | 3.0411e-01 | 17 | 3763 | 35 | 2.4215e-01 | 3.0172e-01
17| 3933 | 34 | 2.4387e-01 | 2.9926e-01 | 16 | 2473 | 27 | 2.4603e-01 | 2.9718e-01
17| 3989 | 33 | 2.4732e-01 | 2.9673e-01 || 17 | 4311 | 31 | 2.4790e-01 | 2.9142¢-01
17 | 4517 | 30 | 2.4848e-01 | 2.8864e-01 | 17 | 4525 | 29 | 2.5028e-01 | 2.8576e-01
17 | 4837 | 28 | 2.5206e-01 | 2.8279¢-01 || 16 | 2857 | 23 | 2.5399e-01 | 2.8272¢-01
17 | 4935 | 27 | 2.5404e-01 | 2.7970e-01 | 17 | 5235 | 26 | 2.5549e-01 | 2.7650e-01
17| 5305 | 25 | 2.5698e-01 | 2.7317e-01 | 17 | 5607 | 24 | 2.5927e-01 | 2.6970e-01
17| 5927 | 23 | 2.6125e-01 | 2.6609e-01 || 17 | 5991 | 22 | 2.6335e-01 | 2.6232e-01
17| 6471 | 21 | 2.6531e-01 | 2.5837e-01 || 17 | 6695 | 20 | 2.6752e-01 | 2.5423e-01
17| 7067 | 19 | 2.7019e-01 | 2.4988e-01 || 17 | 7575 | 18 | 2.7320e-01 | 2.4529¢-01
16 | 4467 | 15 | 2.7623e-01 | 2.4418e-01 || 17 | 7771 | 17 | 2.7720e-01 | 2.4044e-01
16 | 4825 | 14 | 2.7986e-01 | 2.3796e-01 || 17 | 8615 | 16 | 2.8065e-01 | 2.3529¢-01
17| 9043 | 15 | 2.8247e-01 | 2.2982e-01 | 17 | 9781 | 14 | 2.8590e-01 | 2.2396e-01
17 | 10611 | 13 | 2.9001e-01 | 2.1767e-01 || 16 | 6471 | 11 | 2.9245e-01 | 2.1621e-01
17 | 11635 | 12 | 2.9410e-01 | 2.1088e-01 || 16 | 7091 | 10 | 2.9825e-01 | 2.0762e-01
17 | 12713 | 11 | 2.9890e-01 | 2.0350e-01 || 17 | 14163 | 10 | 3.0331e-01 | 1.9541e-01
17 | 15003 | 9 | 3.0930e-01 | 1.8647e-01 || 14 | 3253 6 | 3.1628e-01 | 1.8464e-01
17 | 18221 | 8 | 3.1789e-01 | 1.7647e-01 | 16 | 10649 | 7 | 3.1931e-01 | 1.7546e-01
15| 6549 | 6 | 3.2103e-01 | 1.7233e-01 | 17 | 21363 | 7 | 3.2386e-01 | 1.6514e-01
16 | 12969 | 6 | 3.2927e-01 | 1.6156e-01 | 17 | 26037 | 6 | 3.3308e-01 | 1.5206e-01
16 | 14035 | 5 | 3.3973e-01 | 1.4512e-01 || 14 | 5459 4 | 3.4366e-01 | 1.4286e-01
17| 27987 | 5 | 3.4599e-01 | 1.3658e-01 || 15 | 10919 | 4 | 3.5256e-01 | 1.3333e-01
16 | 21839 | 4 | 3.5578e-01 | 1.2500e-01 || 17 | 43687 | 4 | 3.6154e-01 | 1.1765e-01
9 511 2 | 3.6328e-01 | 1.1111e-01 || 15 | 15701 | 3 | 3.7285e-01 | 1.0566e-01
11| 2047 | 2 | 3.7695e-01 | 9.0909¢-02 || 13 | 8191 2 | 3.8721e-01 | 7.6923e-02
15 | 32767 | 2 | 3.9526e-01 | 6.6667e-02 || 17 | 131071 | 2 | 4.0181e-01 | 5.8824e-02

TAB. E.4 — Liste des codes arithmétiques pour la compression de SBS (fin)
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Annexe F

Dysfonctionnements de 'algorithme
de Peterson-Gorenstein-Zierler

Le but de cette annexe est d’expliquer briévement pourquoi I’algorithme de Peterson-
Gorenstein-Zierler, tel qu’il est habituellement présenté, est sujet & des dysfonctionne-
ments lorsqu’il est appliqué & des codes BCH binaires. Ces dysfonctionnements furent
mis en évidence par Sarwate, Srinivasan et Morrison [53, 59|. L’algorithme est en dys-
fonctionnement lorsqu’il ne détecte pas de dépassement de la capacité de correction et
produit en sortie un mot qui n’appartient au code BCH choisi. Ces dysfonctionnements
ne remettent pas en cause la capacité de cet algorithme a trouver le mot de code le plus
proche du mot regu lorsque ce dernier est a une distance inférieure ou égale a L%J du
mot de code (ou d est la distance BCH). Le lecteur souhaitant en savoir plus a leur sujet
est invité a se reporter a ces articles qui traitent aussi de 1’algorithme d’Euclide étendu
proposé par Sugiyama pour décoder les codes BCH. Puis nous montrerons pourquoi
le méme algorithme appliqué aux codes BCH réels MDS ne peut étre sujet a de tels
dysfonctionnements.

Par la suite, o désigne une racine n® de l'unité primitive.

F.1 Cas des codes BCH binaires

Rappelons tout d’abord les conditions dans lesquelles la version « traditionnelle »
de 'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler entre en dysfonctionnement par le théo-
réme formulé par Srinivasan et Sarwate.

Théoréme F.1.1 Soit C; un code BCH binaire de longueur n et de distance BCH
d =2t + 1. Soit © un entier tel que i <t — 1 et soit le Co BCH binaire de longueur n
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et de distance BCH supérieure ou égale a t + 1+ 1. Si le mot re¢u y est a distance 1
d’un mot ¢ € Co\Cy, alors l'algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler produira comme
mot décodé le mot c. Réciproquement, si la sortie du décodeur est un mot n’appartenant
pas au code Cy; alors ce mot appartient a Co, © étant le poids de ’erreur estimé par
l’algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler.

Le lecteur est invité a se reporter a 'article [59] pour trouver la démonstration
compléte de ce théoréme. Nous allons retranscrire ici uniquement la démonstration de
I'implication :

Vye Fy/3c € C\Ci et dy(y,c) <t—1 = la sortie du décodeur associé a C; est ¢
Rappelons également la définition des matrices M; :

Sh o Spyjoa
Mj = : : (F.1)
Sprj—1 = Shy2j-2

Considérons le décodeur associé au code Cp. Le mot recu y est a distance ¢, donc

inférieure a | 2], du mot de code ¢ de C,. La sortie du décodeur associée a Cy est donc

égale a c. Ce décodeur estime donc le nombre d’erreur a 7 et résout le systéme
A Sh+i
M| | =- : (F.2)
Ay Sbi2i-1

ou M; est consitué des syndromes calculés pour le code Co Rappelons & présent I'équa-
tion clé de décodage associée au code C,.

(1+S(@)A(z) = Q(z)  [2"72]

ot {2 est un polynome de degré i. Par conséquent, les coefficients de degré strictement
supérieur ¢ et inférieur ou égal a i + ¢ du polynome (1 + S(z))A(z) [z*+**!] sont
nuls, ce qui matriciellement signifie

Sh o Syt A; Sty
: : : = — : (F.3)

Sbthfl Sb+t+i72 Al Sb+i+t71

Remarquons que les polyndmes associés aux mots du code Cy ont obligatoirement
comme racines o’ -, a1 Ceux associés aux mots du code C; ont obligatoire-
ment, en plus de ces t + i racines, o’ --- a’*?~! pour racines supplémentaires. Les
t+1 syndromes associés au code Cy se confondent donc avec les t 4 premiers syndromes
associés au code C;.

Nous en déduisons que la matrice M, calculée par le décodeur associé au code C; est
non inversible car I'équation (F.3) montre que la (i41)°ligne de M, est une combinaison
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linéaire des 7 premiéres. Il en de méme pour les matrices M;_y,---, M; ;. La matrice
M; calculée par le décodeur associé au code C; est inversible car le décodeur associé a C
a bien fonctionné. Par conséquent, le décodeur associé a C; estime le nombre d’erreurs
a 7 et son cheminement se confond alors avec celui du décodeur associé a Cy : la sortie
du décodeur associé a C; est donc ¢, d’ou le dysfonctionnement.

Exemple 3 Illustrons ce dysfonctionnement en choisissant pour code Cy le code BCH
au sens strict de longueur 15, de dimension 5 et de distance BCH 7 (t = 3). Le corps
localisateur est Fig qui est isomorphe a Fy[z]/(x* + 2 +1). Le polynome générateur de
Ciest g(x) = 1+x+ a2+ 2t +2° + 28+ 210, Supposons que le mot recu par le décodeur
soit y(x) =1+ x* + 2% + 27 + 2% + 2. Les 6 syndromes a calculer correspondent auz

valeurs du polynéme y(x) prises respectivement en o, a?,- -, a®. Tout calcul fait, nous
trouvons

Sl = C¥14 52 = 0413

53 = 0[12 S4 = 0111

55 = 0 SG = 019

Le déterminant des matrices Ms et My est nul alors que celui de My est égal a Si.
Le décodeur estime donc a 1 le nombre d’erreurs. Le polynome localisateur d’erreurs
se déduit donce facilement A(z) = 1+ a**x. Connaissant alors la position de l'erreur,
il faut alors résoudre ’équation Xieq4 = S1 ce qui nous conduit a e;4 = 1. Le mot
de code estimé ¢ par le décodeur est donc ¢(x) = 1+ z* + 2% + 27 + 2% qui nlest
autre que le polynome générateur du code BCH de longueur 15, de dimension 7 et
de distance BCH 5. Les mots du code Cy les plus proches du mot recu sont les mots
l+2t 42" +28 + 20 22 2B 4 et 1+ 22 + 2t + 25 + a8+ 2" + 2 + 2™ ¢
distance 4.

Il est possible de pallier & un tel dysfonctionnement grace aux relations de Newton
comme l'ont proposé Srinivasan, Sarwate et Morrison [53, 59| : les syndromes et les
coefficients du polynéme A doivent vérifier ces 2¢ équations. L’algorithme de Peterson-
Gorenstein-Zierler assure que les ¢ premiéres équations sont vérifiées [59]. Il suffit donc
de vérifier les ¢t — v équations

Sb+t s Sb+t+u71 €i, Sb-l—t-i—u
. . N I (F.4)

Spiot—v—1  Shyor—2 € Sbat-1

v

sont vraies. Si elles ne le sont pas, ce décodeur modifié détecte un dépassement de capa-
cité de correction (dans ’exemple 3 ci-dessus, XSy # S5 (a!® # 0)). Lorsque d’autres
cas de dépassement de correction se produisent, ’algorithme échoue a la recherche des
racines de A ou a I’évaluation des erreurs : les racines n’appartiennent pas a Fym ou les
erreurs n’appartiennent pas a Fj.
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F.2 Cas des codes BCH réels MDS

L’algorithme de Peterson transposé directement au cas réel n’est pas sujet a de tels
dysfonctionnements. Considérons le code BCH réel MDS C; de longueur impaire n et
de distance d impaire, d = 2t + 1. Soit Cy le code BCH réel MDS de méme longueur
et de distance BCH d' avec d’ le plus petit entier impair supérieur ou égal a ¢t + i + 1
ou i est un entier tel que i <t — 1 : Cy contient donc C; et ne peut étre égal a C; (car
i<t—1).

Le mot regu est supposé étre a distance i d’'un mot ¢ € Cy \ C;. Calculons les
syndromes du mot regu relativement au code C; :

0<j<2t 8=yl (F.5)
Posons t' tel que d' = 2t' + 1. Les syndromes relatifs au code C, sont définis par
0<j<2t Si=yl@™ " =8, 4, (F.6)

On en déduit que le décodeur relatif au code C; n’examine pas les mémes matrices que
celui relatif au code C, pour déterminer le nombre d’erreurs. Du bon fonctionnement
du décodeur relatif au code C,, on déduit que le décodeur relatif & C; estimera un
nombre d’erreurs v inférieur ou égal & t — ¢’ + i. Par conséquent, la démonstration des
dysfonctionnements dans le cas binaire ne peut s’appliquer au cas réel. L’exemple qui
suit montre que le théoréme énoncé par Srinivasan et Sarwate ne peut s’appliquer tel
quel aux codes BCH réels MDS.

Exemple 4 Prenonsn = 15, t = 3 et t' = 2. Le polynome générateur g, du code Cy
est donné par

g1(z) = (1 4 2z cos (15> + 22)(1 + 27 cos <?1)5> + 2%)(1 + 27 cos <El)5> + z%).

Le polynome générateur g du code Cy est, quant a lui, donné par :

g2(z) = (14 2z cos <15> + 22)(1 + 22 cos (%) +22).

Considérons que le décodeur relatif au code Cy regoive le mot y tel que y(x) = gs (z)+z'°.
Autrement dit, nous sommes dans des conditions analogues a celles des dysfonctionne-
ments observés dans le cas binaire. Les 6 syndromes de y ont pour expression :

2\/77r 2/ —1n

4
SQ =1 55 = 1
53 = e = 3 S4 =
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1l est alors aisé de voir que la matrice M5 est non inversible alors que My a un dé-
. . . _4/—TIr . . .
terminant non nul (égal & 16e== 5[], sin (%)) Le décodeur estime donc le nombre

d’erreurs a 2, puis résout le systéeme

(g; gi)(ﬁi>:_<gi> (F.7)

1w

La solution trouvée est alors Ay = 0 et Ay = eFT. La version traditionnelle de [’al-
gorithme ne teste pas la valeur des coefficients du polynome localisateur. La recherche
des racines de ce polynéome aboutit a un échec car on ne trouve qu’une racine au lieu
de deux distinctes. Le décodeur BCH réel détecte donc le dépassement de capacité de
correction.

Profitons-en pour examiner la résolution du systéme surdéterminé par les moindres
carrés, qui est celle mise en ceuvre par notre version de [’algorithme de Peterson-
Gorenstein-Zierler :

51 SQ 53
52 53 A2 . 54
S, S, ( A )T s |- (F.8)
54 55 56
Apres plusieurs manipulations algébriques fastidieuses, nous trouvons
Ny = S — _14+v-3
A, = (14)5’3725; _ 1+/\+(3—6/\)\/T3

w

6

A= 1611é[1 sin (12) .

Les racines de ce polynome localisateur ne sont pas des racines n® de ['unité : le
décodeur détecte donc un dépassement de capacité de correction.
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